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INTRODUCCIÓN 

Con la presente tesis se tiene como objetivo presentar de una manera más sencilla y 

accesible la Geometría Analítica a un estudiante de bachillerato. Se pretende que el estudiante 

establezca el primer acercamiento con esta rama de las matemáticas de una manera gráfica, 

intuitiva y formal. 

La estrecha relación entre las gráficas y expresiones algebraicas característica de la 

Geometría Analítica, se aprovecha para promover al estudiante la adquisición de las habilidades 

en los procesos de modelación matemática en la resolución de problemas. En particular se 

privilegia la ejercitación en la articulación entre representaciones algebraicas de las cónicas y sus 

correspondientes representaciones gráficas para el reconocimiento de fonnas. 

La tesis esta dividida en cuatro unidades, en cada una se presenta un tema dando una 

breve explicación, se dan ejemplos resueltos y se proponen una serie de ejercicios para que 

resuelva el estudiante, con la finalidad de reforzar los conocimientos y habilidades adquiridas 

dentro de cada unidad. 

En la primera unidad llamada Conceptos Fundamentales, tiene por objetivo introducir y 

resolver problemas relacionados con segmento de recta, tales como: distancia entre dos puntos, 

división de un segmento dada una razón , el punto medio de un segmento, la pendiente de una 

recta y por último el ángulo comprendido entre dos líneas rectas que se cortan. Esta unidad es 

fundamental para poder deducir las ecuaciones tanto de las rectas así como para determinar los 

puntos y segmentos de la circunferencia o en su defecto de las cónicas en sí. 

En la segunda unidad la Línea Recta, tiene por objetivo que el estudiante identifique las 

diversas fonnas en que se puede representar la ecuación de la recta, sin que el estudiante las vea 

de fomm aislada sino que estas distintas fonnas de representar a la ecuación de la recta le sirvan 

para plantear de la manera mas sencilla un problema, así como la representación gráfica del 

mismo. 
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La tercera unidad, la Circunferencia, tiene como objetivo identificar las distintas maneras 

en que se pueden representar la ecuación de una circunferencia en fomm ordinaria y General, así 

como detenninar la ecuación de una circunferencia dados tres puntos, también se presentan 

algunos problemas en las que se involucran puntos y segmentos de la circunferencia. 

Por último la cuarta unidad titulada las Cónicas, su objetivo es conocer como se generan 

cada una de estas, como la parábola, la elipse y la hipérbola, en la resolución de diferentes 

problemas de aplicación en las diversas áreas de la ciencia. 

Es preciso recordar que en la Geometría Analítica fomm parte de uno de los bloques de la 

Matemática del bachillerato, esto implica que su comprensión es un antecedentes importante para 

ascender al Cálculo. Es relevante señalar que no todos los estudiantes, tienen el interés, la 

habilidad y prerrequisitos matemáticos iguales; por lo cuál sería una buena sugerencia el 

inclinarse por una enseñanza diferencial; es decir conducir las actividades de acuerdo a las 

diferencias que presentan los estudiantes, esto no quiere decir de ninguna manera bajar el nivel 

del curso sino adaptar su exigencia de acuerdo a las diferencias individuales. 
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UNIDAD 1 

FUNDAMENTOS 

La geometría analítica es un medio que permite modelar fenómenos fisicos para poder 

entender con mayor precisión los fenómenos tales como las trayectorias que siguen los planetas, 

cometas, lanzamiento de un objeto, etc. La palabra "geometría " significa " medida de la 

tierra". 

Plu.t6:r-. 

EL PLANO 

COORDENADAS CARTESIANAS EN EL PLANO 

En la vida diaria se encuentran diversos problemas como el de la localización, por 

ejemplo si se busca una calle y le muestran a uno un plano de la zona que transita, el problema 

se transforma en entender el plano, localizar en dónde se está situado con respecto al plano, 

encontrar el lugar al que se quiere trasladar y contextualizar lo que ha realizado en el plano para 

saber en que dirección se debe continuar. Los planos de las ciudades generalmente están 

representados por un sistema de coordenadas. 

Ahora se está preparado para entender la descripción precisa del modelo analítico de un 

plano euclidiano. Este modelo se llamará el " plano euclidiano analítico simplemente "plano 

euclidiano". El plano euclidiano se denota por R2 
( léase "R dos"). Los puntos de R2 son los 

pares ordenados (x, y) de R ::! • En otras palabras un sistema de coordenadas cartesianas es el 

conjunto formado por todos los pares ordenados (x, y) que puedan existir, de los elementos de 

dos conjuntos A y B. 

- 3. 
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Si el conjunto A está formado por los elementos -1, O, 1 y el conjunto B por -1, O, 1 ,2 ; 

el producto cartesiano de los conjuntos A y B, denotado como A x B estará dada por: 

AxB= 

{(-1,-1), (-1,0), (-1, 1),, ( ;.1,2), (O, -1), (O, O), (O, 1), (0,2), (l,-1), (1,0), (l,I), (1,2)} 
; -.~ -' . 

Con 

A~. ( -1. o, Vt!11.;~1~:·"'· 1 ;2} . 

f\I gr~fi¿atá¡Jf~duéto cartesiano Ax B, se definen los ejes de coordenadas, uno de ellos 

represent~ al'c~nJunto A (Eje horizontal) y el otro al conjunto B (Eje vertical), tal como se 

muestra enla Figura 1. 

Figura 1. Sistemas de coordenadas cartesianasde los 

conjuntos A y B. 

El sistema así formado se le llama sistema 

de coordenadas cartesianas de los conjuntos 

A y B. La palabra "cartesiana " se emplea en 

honor al matemático Franco Descartes, 

quien fue el primer hombre de ciencia, que 

introdujo el concepto de producto cartesiano. 

Sobre el sistema de ejes cartesianos de los conjuntos A y B que se muestran en la figura 1, 

cada par ordenado del producto cartesiano A x B, representa un punto tal como se muestra en la 

figura 2. 

En la geometría analítica, en cada eje se utiliza al conjunto de los números reales, 

llamándosele por lo general al eje horizontal X y el eje vertical Y, tal y como se observa en la 

figura 3, donde también se muestra a un punto cualquiera , cuyo par ordenado es (x, y). 
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2.~ 1 

1.5 

-~~ 
(+,+) • P(K,y) 

• • 
0.5 

--···-·-.-· .. --o. ----.--- ~--~ 
·1.5 .0.5 .0.5 0.5 1.5 • 

·1.5 
(-,-) (+,-) 

figura 2. Los puntos que representan cada par ordenado del producto Figura 3. Sistema de ejes cartesiano . Tanto el eje X COl!lO el eje Y 

cartesiano Ax B. representan al conjunto de los números reales. 

COORDENADAS CARTESIANAS DE UN PUNTO CUALQUIERA. 

Cualquier punto en este sistema de coordenadas, se localiza por medio de una abscisa "x" 

y una ordenada "y". Los valores de la abscisa positivos se cuentan desde el origen hacia la 

derecha y del origen hacia la izquierda se miden los valores negativos . En el eje "y", de las 

ordenadas las cantidades que son positivas se encuentran hacia arriba del origen y hacia abajo las 

negativas. 

Una forma conveniente de localizar a un punto p(x, y), en un sistema de coordenadas 

cartesianas "X y Y". Se muestra en la figura 3. Primero se cuenta la magnitud de la abscisa "x" 

y sin despegar la punta del lápiz se cuenta la magnitud positiva o negativa de la ordenada "y", el 

punto p( x, y) queda localizado donde se termina la magnitud de Y. 

Ejemplo: Localizar los puntos en el plano (figura 4.) 

A ( 3, 5) 

B(-1,6) 

e e -3, -2) 

D ( 8, -1) 

¡---------
! Figura 4. 

1 
l 
¡ 

-7 -6 -5 -4 • 

• ~1 • 
3 1 
2 ; 

1 i --,-:f-r----· -. -r---r-' 

-2 -1 2 o 1 2 3 4 5 6 
:3] 

9 10 11 12 

----------------' 
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RECTAS PARALELAS A LOS EJES. 

Los puntos que se encuentran sobre los ejes tienen al menos una coordenada igual a cero. 

Los que están sobre el eje "x" son del tipo (x, O); los que están sobre el eje "y" son del tipo (O, y) 

. Al punto donde se cortan los dos ejes se le llama origen y le corresponde a la pareja (0,0). 

Si se toma los puntos con la segunda coordenada idéntica; o sea, son de la forma (x, y1) 

donde Y1 es un número fijo, se obtendrá la recta: L1 (Ver Figura 5.) 

Si se toma. un punto con coordenadas -

(x1, Y1), este punto está sobre L1 y, al revés, 

todo puntode · L1 tiene coordenadas de esa 

ror1~~.:•.·•i?~'?t~~;~{:.~~H,i~z~lr~~:'~~1os ••. puntos 
del plano cón''sus'éooréleíiadas,;: la recta L1 

. -:, _·. ·>/ :'::~)t: --~.':;~;:~~~~~X,i'.::>::'.1;':~~f'.fU':·:~~::--~f/~?:f':,),:-.;. -:.·::>. . 
es el conjmlto'.dé:pafos'(~;,y¡>·Ldóndé·x· .. es 

cualquf~i:.1~;~1~r¿f&~f~\~;~~~1;1fH·escribirá 
abreviad;.m~nte así.: . :C. 

L1 = { (x, Y1) 1 x es un número cualquiera}. 

(x, Y1) 

Figura S • 

Nota: Lo anterior se lee así, L1 es el conjunto de parejas ordenadas ( x, y1 ), tal que x es un 

número cualquiera. 

Las rectas paralelas al eje " y" tienen todos sus puntos a una misma distancia de el, por 

lo que todos sus puntos tienen su primera coordenada idéntica. 

Los puntos de la recta L2 de la figura 6. 

tienen todas sus coordenadas de la forma 

(x1,y), siendo y un número arbitrario; y, a 

su vez, todo punto de este estilo está sobre L2 

por lo que se puede transcribir: 

-6-
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Figura 6. 



,. 
Lz = { ( x1, y) 1 y es cualquier número} 

Xt 

Nota: Lo anterior se lee así, L2 es el conjunto de parejas ordenadas t x 1 , y ) tal que y es un 

número cualquiera. 

SEMI PLANOS. 

En la figura 7, se ha rayado la región que está por encima de la recta L1• 

Todos los puntos de esta región tienen una propiedad en común; a saber, que su segunda 

coordenada es mayor que Yt· Así: 

·· {Li}~f (x, Yt) 1 x es un número cualquiera} 

y la región ray'ada'.eí1 la figura 6, es el conjunto: 
.· .'"'.'.«•"s.;,,,_ ., ... 

· ' :ts\,~.{;(~;,y) 1 x es un número cualquiera y, y> Yt } 
... ,. , ... ,,~., :~:.::,,·:.~·:'·" -·' ·'<,"· 

S1:c~'i;¡.;·t;~d~IÓ'~· ~c111iplanos que tienen por borde a L1. El otro semiplano, S2, rayado en 
--_-.·. ::_··:.\:"'-:\:é·.:_:.~-\T',::'.·-~:~-_:: .. -\: · 

la ligura 8, es ,el siguiente conjunto: 

S2'= ((x, y)I x es un número cualquiera y , y <yt} 

1 s. L1 Ytl -1 
1 

1-Yt 1 

s?. 

Figura 7 Figura 8 
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DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. 

Cualquier segmento AB como se muestra en la figura 9, se define como: 

AB = {x /A::; x::; B} 

A B 

Figura 9 Segmento de recta AB 

Lo cual indica que el segmento AB está formado por el conjunto de puntos que van 

desde el punto A y terminan en el punto B. El sentido del segmento es determinado por el signo 

que contiene, o bien por la notación AB, la cuál indica que el segmento empieza en el punto A 

y termina en el punto B. La magnitud del segmento es dada por el valor absoluto de él, lo cual se 

denota como AB . 

o A B 

En geometría analítica, la solución de los problemas pueden realizarse por dos métodos 

uno de ellos es el método gráfico y el otro el analítico. 

El método gráfico, consiste en consultar la gráfica proporcionada por el problema y dar la 

solución. El método analítico, consiste en resolver el problema empleando el razonamiento 

matemático, junto con la utilización de expresiones algebraicas. 

- 8 -



En general se aprecia que para dos puntos cuafesquiera p1( x 1) y p2( x2) de'un'segmento 

dirigido /iip;. (figura JO) , la magnitud de.1.a distancia de ese segmento está dada por CI valor 

absoluto de la diferencia del valor n'uínérico del punto final del segmento, menos, el valor 

numérico del punto inicial. 

o 

Figura 10. s~gmcnto rcctilfncO .. cuulq~icr~·p¡p2. 
D=Jx,-x11 ,¡ >·, · 

El sentido del segmento lo detern~itl~;~/·~~ÜA·~-d~:ladiferencia x2- x1. 

Demostración:·,·. > \ ·. , ;·' .;.;.\Ú:~·:i,:~t . 1)i~'ftfü}:;~~J::·:~::· ··~;:.>: .· ··.· ·-··-
Se aprecia que.la sÜÍlia'_de;Jos''sé ménto!n'JjO,;+.op{)'.es'.igLial'a P1P2, esto es: 

P·1 
•0·· .·.+'o<p· ' 2>.t_·.•;,..·.~f..'.'P'· .. ~.-:P~~.'2·~.~-;.;¡_;·f····.·.- .......•. ·.•. -~t~~~[tii!~S2'·~iif};~!;;: ? · .·· · ' . ., 

-' . """:";.~·:.'·~~.·::,~;:.~'. ·- ",.'·e~·;·_·.<!: 

Si se llama d a la dist~11C:i~: eJtre'l~~-~~~t~~"-p 1 \)1 ¡);,se tie~e: 
' '.· .. ' · .. :· ' ._·,·-. 

p
1
p

2 
=d, . p,o..;-op,~,;;,_x 1 ,. op

2 
=x

2 

Sustituyendo en la expresión (a) se tiene: d = x2 - X¡. 

Con esta diferencia se obtiene el sentido del segmento; si la diferencia es mayor que cero, 

el sentido es positivo y si la resta es menor que cero, el sentido es negativo. La magnitud del 

segmento dirigido será: d = 1 x2 - x1 I· 
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DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN EL PLANO. 

La distancia entre dos puntos en el plano es la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados 

de la diferencia entre las abscisas y la diferencia entre las ordenadas. 

Si a los puntos A( xi, Y1) y B( x2, Y2) que se muestran en la figura 11, se les dibuja sobr~ 

el sistema de coordenadas cartesianas sus abscisas y ordenadas correspondientes serán: 

···-~·-········70 

....... / ¡ 
Y2·Y1 

Y1 Y1 

--~·-········-~ 

...... L ....... ) 
B 

---r····-········ ... ..... ··-··· ~-----, ~--~----j----i··--·--··--r··--·----~~ 

X1 X1 

Si el punto A (x 1, yl) se trn7.a uno pornlelo. ni eje X se tendrá. X2 

Figura 11. Sistema de coordenadas cartesianas mostrando la distancia que existe entre los puntos A(x1. Y1} y B( x2. Y2). 

Nótese por medio de la figura 11, que el segmento rectilíneo resultante de trazar una 

paralela al eje X, a partir del punto A(x1,y1), hasta el punto de intersección con el segmento de 

recta que determina la ordenada y2, tiene como magnitud a x2-x1• Este segmento, con el segmento 

rectilíneo que existe entre los puntos AB = d y el segmento y2-y1 , forman un triángulo 

rectángulo. 

De acuerdo al teorema de Pitágoras que dice. El cuadrado de la hipotenusa (d2
) es igual a 

la suma de los cuadrados de los catetos (x2-x1)2 + (yi-y1)
2, algebraicamente se representa como: 

d2 
= ( X2-X1)2 + (y2-y1)2. 

Despejando a la distancia, se observa que el cuadrado se transmuta al otro miembro de la 

igualdad como raíz cuadrada, esto es: 

d = .J(x2 - x 1 )
2 + (y2 - y 1 )

2 
••• Fórmula (1) 

. 1n. 
1-----_-_-_-_-___ - __ -_-.·-__ -__ -_-__ -___ -====":,===~~----_-_-_-=._--_-_-_-__ -_-_-_-~------~ 



EJEMPLOS: 

1. Calcular la distancia que existe entre los puntos A(-1, 2) y B( 5, -4). 

. 3 

·• B 

Analíticamente se sabe que la distancia 

se obtiene de la ecuación . 

d = ~(X2 -x,)2 +(Y2 - y,)2 

Si se hace arbitrariamente a: 

A(-1,2)= A( x1, Y1) y B( 5,-4) = B( x2, y2) 

Al sustituir estos valores en la fórmula de 

distancia, se tiene: 

x1=-l, x2=S, y,=2, y2=-4 

d = ~(5-(-1)) 2 +(-4-2) 2 

d = ~(5 + 1) 2 + (-6) 2 

d = ~(6) 2 +36 

d = .,/36+ 36 = .JTi = 8.4 

Al hacer la medición directa sobre la figura se aprecia que la distancia entre los puntos A 

y Bes aproximadamente 8.3. 

2. Obtener el perímetro del triángulo determinado por los puntos A(5,3), B(-2,-7) y C(4, -5) 

Primero se ubicarán los puntos en plano cartesiano, se unirán posteriormente para obtener 

la solución gráfica para razonar la solución analítica. 

De acuerdo al concepto de perímetro (P), de cualquier triángulo se detennina sumando 

la magnitud de sus lados, en este caso según la figura será: 

P= AB+BC+CA. 

- 11 -



Para poder sumar los lados del triángulo ABC, 

se debe primero calcular la magnitud de los 

lados, es decir hay que evaluar la distancia que 

existe entre los puntos A y B; B y C; C y A. 

R 

con A(5, 3) =A {X¡, y1) y B(-2, -7) = B(x2, Y2) 

Sustituyendo el v~lo~de'r~~ c~or~enadas en la fórmula ( 1) 

d =: 'c--'2-5\2 ~·~(27--'3)i 
1 "' ·: .• ·; .• _ .. ·•.:. . . . 

d,· =·vc"'.'.7)~<+c--:1o)i 
d,= '1!49+ 100 ,;,,_·:./149 = 1.2.2 

4. A 

Evaluando el lado BC = d2 con B(-2, -7) = B (xi, Y1) y C(4, -5) = C(x2, Y2). Al 

sustituirlo en la fóm1ula (1) se tiene: 

di= V<4-(-2))i +(-5-("'.'.7)) 2 

di= Vc4+2)i +(-5+7) 2 

di= V<6) 2 +(2) 2 = '1/36+<= J4ü = 6.3 

Cálculo del lado CA= dJ, para ¿¡4, ~S) = C(x1, y1) y A(5, 3) =A (x2, Y2). Sustituyendo 

en la fónnula ( 1) se tiene: 

d3 = Vcs-4) 2 +(3-(-5)) 2 

d3 = V<1) 2 +(3+5) 2 =Vi +(8) 2 

d 3 = ;J 1 + 64 = .J65 = 8.06 

Ya teniendo el valor de cada lado del triángulo ABC, se suman para obtener el perímetro, 

tal como se había mencionado. 

P = 12.2 + 6.3 + 8.0 = 26.5 (solución aproximada) 

- 12 -
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3. Si la distancia entre los puntos A( 3, -1 ) y 8 ( -7; y) es 10, obtener la ordenada del 

punto B. 

De acuerdo con la figura, la evaluación de 

la ordenada del punto 8(-7, y ), será un -

punto de la recta discontinua que muestra 

la gráfica, tal punto tiene la condición de -

que su distancia al punto A es igual a l O. 

Tentativamente el esquema muestra que el 

valor de la ordenada es -1. 

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 

8 

-2 

1 2 3 4 

A 

Analíticamente al emplear la expresión algebraica de la distancia entre dos puntos para d = 10, 

A(3,-l)=A(x1,Y1) y 8(-7,y)=B(x2,yi) 

Se tiene: 

d = .J<x2 -x,)2 +(Y2 - y,)2 

10=.J(-7-3)2 +(y-(-1)) 2 

(10)2 = ( .JC~IO)~f.,SY:t})2.r 
100=(-10) 2 ~·(y+1) 2 .. 

100=lOO+(y_;1)2 ' .... 

100-100=(y+1)2
. 

o= (y+l) 2 

.JO= .J<y + 1)2 

O=y+l 

y=-1 

Las coordenadas del punto 8 son: 8(-7, -1) 
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4. Demostrar que los puntos A( -4, 4 ), B(-2, 2 ), C( 3, -3) son colineales. 

Los puntos A, B, y C son colineales si: 

AB+BC= AC. 

Entonces sustituyendo en la fórmula (1), se tiene: 

AB = .Jc-2 -C-4)) 2 + c2....: 4) 2 = .Jc2>2 +e .;....2> 2 = .J4. + 4 = .J8 = 2.s2 

ne= .J<3-(-:-2))\+.<-:3.:_2)2 
.. = .Jcs> 2 +(-s) 2 = .fi5+25=.J50=1.01 

AC = .J(3-(-4))2 +(,::..374)2
,.;; .J(7) 2 +(-7)2 = .J49 +49 = ../98 = 9.89 

J. ' •• • : • ~~:·/}:;.- ·;,.' 

AB+BC =2.S3+7.o7.;;, 9~9 = AC. Por lo tanto A, B, y C. Son colineales. 

5 

4 

-4 e 

DIVISIÓN DE UN SEGMENTO EN UNA RAZÓN DADA. 

División de un segmento en un razón dada. Se considera al segmento p 1p 2 que se muestra 

en la figura 12. Dividido por el punto p(x, y) con una razón: r = PiP 
PP2 

- 14-



P2 
Y2 

p 

y 
PI 

t ..... Y2 
p 

y T" .. ~. 

YI X2·X 

X•X¡ 
-;---1 YI 

' 

X1 

. PtP · 
Figura 12. ~egm~ntÓd~;ccía)~te~~~in~o_'po~los puntos PJ p 2 y dividido por una razón r = = 

.• ::: ;\}'<''· '.;i;Y·•' > PP2 

PI 

Y>." y 

' y-y) 
' ' ·~ -... ~ 

X2 

en el puntO PcX. y), E~ ·,~--li!iu~~,d~. I~ 'dcr·c~il·~:·só10 se trat.aron paralelas al eje x desde cada punto para que se aprecien mejor las conclusiones. 
- , - ¡:.:,-~ ;J::i~;:·:H1i::{:y_-~"h:_:- · 

. ._'.·/¡,:-_: •7 ~-:·:::'~:·;·:;. _;~\~~<·:: .. : ... _·:,\ 
<· Recordando:;:los' C<:)nceptos geométricos, cuando se tienen dos o más rectas paralelas 
· :> .:·<--:::·~-\:·::::YfU:l~'.:;·j::-:S\::f?:;:·: 

cortadas pór' dos frai1·sversales los segmentos que determinan son proporcionales, en este caso se 
. . : .. ~· !·::.-:: -;,: ~ ~-:,;1~ .. ;j,?ff,\',,>·~·:·:'·" .. 

tienen las par~je1~~·)' 1 y y2 cortadas por las transversales p 1 Pi y el eje de las x, definiéndose a 

los segme11to~'pifi,P/i~, x-x1, y x2-x, según la figura 12, obsérvese; por lo tanto: 

·:P:P · x-x1 e_·'='= --- , pero P1P = r 
PPi Xi ~X 

x-x, =,. 
Xi -.X 

x -.x1 .. =:= ~ (x2 ._ x) 

. x - x 1 = rx2 -: rx 

x + rx = x1 + rx2 

x(J + r) = X1 + fX2 

PPi se tiene: 

x = ·'\ :
1
;

2 con esta expresión se calcula la abscisa x del punto p(x, y) que 

di vide al segmento p1 Pi a una razón r diferente de -1 . 
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Para calcular la ordenada y del punto p(x, y), que divide al segmento p 1p 2 obsérvese la 

figura 11, ahora las paralelas x 1, x, x2 cortadas por la transversal p 1p 2 y el eje y definen a los 

segmentos p 1p, pp2 , y- y1, y 2 -y; por lo tanto se tiene: 

P1P =y-Yi , pero PiP = r se tiene: 
PP2 Yi -y PP2 

y- Yi = r despejando la coordenada y: 
Y2 -y 

Y - Y1 = r (y2 -y) 

Y - Y1 = r Y2 - ry 

y+ ry = YI + ry2 

r ( 1 + r) = Y1 + ry2 

r = Yi + 'J'i , con esta expresión se evalúa la ordenada y del punto p(x, y) que 
l+r 

divide al segmento p~p; á la razón r diferente de -1, las coordenadas de este punto también 

puede representarse com~:. 

P(x y) =(x1+1:x; ·y, +IJ'i) 
., l+r ~ l+r 

. . . Fórmula(2) 

EJEMPLOS: 

l. Calcular la razón con que el punto P(2, 3) divide al segrnentoAB definido por los 

puntos A(-5, -4) y B (4, 5). 

Como el punto P(2, 3) se encuentra entre los puntos A y 8, la razón que se calculará debe 

P1P 
de ser positiva. Se sabe que la razón con que el punto (x, y) divide a un segmento es r = =, 

PP2 

por lo tanto nótese que el problema se reduce a obtener la distancia que existe entre los puntos 

B 
A(-5, -4), P(2, 3) y los puntos P(2, 3), 8(4, 5), para 

obtener el cociente de estas magnitudes: 

Sustituyendo en la fómmla( 1 ), se tiene: 

A 

- l lí -
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·;fp = -J<.i-<=s))2+-(3:.(..:.4)j2 = ,/(7) 2 + c1) 2- = .J49+4-9 = .J98 = 9.8 

PB = .j(4-2)2-:+(s·..:.·j)í = -f<.2)2··+(2)2 = ---!4+ 4 = .J8 = 2.82 

Por lo tanto r = 9.8 / 2.82 = 3.4 

2. Calcular las coordenadas del punto P(x, y) que divide con una razón de 1.3 al vector 

cuyos punto inicial y final son A( 4, 2) y B(-3, 6) respectivamente. 

B 

A 

~--·· -·.····--··-•L.·-···-·-··---~--·--· 
~ ·3 ·2 ·1 o 1 2 3 5 

Se sabe que las coordenadas del punto 

P(x, y) son: 

P(x,y)=(x• +rx2 ,Yi +ry2) 
l+r l+r 

Con r = 1.3, A(4, 2) = A(xi, Y1) y 

B(-3, 6) = B(x2,Y2). Sustituyendo en P 

p(4+1.3(-3)? + 1.3(6)) 
l + 1.3 . . 1 + 1.3 

p( ~-i~:?..~1}~-) 
p(Q:! 9

·
8

) = (0.04 4.26) 
2.3'2.3 ' 

3. Los puntos que definen a un vector son A(3, -7) y 8(5, -1), calcular las coordenadas 

del punto P(x, y) que divide al segmento en una razón de -1.5, si r = -1.5, A( 3,-7) y B(5, -1) . 

:~ l 'º • 
: l •, . . 
• ! 

' 3; 
~ j 
o,!. ___ , __ ··---- •.• ··-· ·- .• 

_, ~ 1 2 

-2: 
.3 

·• ... 
-1 

·• 
A 

8 9 10 

B 

p Se sabe que las coordenadas del punto 

P(x,y) que divide al vector, se evalúan por 

medio de la fónnula (2). Sustituyendo 

valores . 



p(~-+(-1.5)(5\ :--7+(...cJ.5){-l)J 
1 +(-1.5) .· 1 +(-1.5) 

pn~r:. =¡-~~ ~/) · 
p(-4.5 ,-5.5) 

-0.5 -0.5 

P(9,11) 

EL PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO. 

Si P(x, y) es un punto que divide al segmento l~P2 en su punto medio Ja razón es igual a 

. . . p(x1 +rx2 Yi +rx,) b d. 1 d d la umdad, por lo tanto se sustituye r = l en , - , se o ten ran as coor ena as 
l+r l+r 

del punto medio del segmento p 1p 2 

P, (Xi +(l)x2 ,Y1+(l)y2) 
M l+l. . .. l+.l .. 

pM(x1:x2··C~~2J 
PM (x,y) =(x1:::i~ ;j1 ty;).. . . Fórmula (3) 

EJEMPLOS: 

1. Determinar. las coordenadas del punto medio del segmento AB , determinados por los 

puntos A(3, -5) y B(2,7). 

- 18 -



El punto medio del segmento AB, se obtiene 
y 

8(2, 7) 

por medio de.lafónnúÍa(3). 6 

3 

Con A(3, -S)=ACx1,y\),;B(2, 7) =~.B(x2, y2). 

su,.;1uy;::¡~t1t~t~~~·)'tc···· 
-3 6 

~;~(%·%) · .. 
PM =(2.5,1) 

2. Si el punto medio de ún vector es (-2, -1) y su, p~nto final (3, 4), ~alcÜlar las coordenadas 

: deI pUtlto l[1i~iaL . 

Se sabe qu~ e( !Ju.rftb,11~~di~ ele un segmento 

:::::::·:rf i:~~~;f~!~fil~:~~ (J). - -

X +x~ 
Xu =-• -.--

2 
· _ Y1 + Y2 

Y.11 - 2 

Si las coordenadas de Pr(3, 4) = Pr(x2, y2) 

y el PM(-2, 1) = PM(X~t. YM), sustituyendo 

,,'' 

-o -& -1 -z 

/'""" 
en la expresión anterior, solo hay que despejar a x1, y1, esto es: 

-? :: X1 +3 
- 2 

-2(2)=x1 +3 

-4=x1 +3 

-4-3 = X 1 

-7=x1 

Las coordenadas del punto inicial P;( ~7, -6) 
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-1 =Y1 +~ 
2 

-1(2)=y.+4 

-2=y. +4 

-2-4=y. 

-6=y. 

1 
lj.0.4) 

º/. 
z 

X 
z 1 

-z 

-1 
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3. Calcular la magnitud de las medianas del triángulo A(-4, l) , B( 1,-5) y C(5,8). 

10 

c 

.. 
B 

La mediana es Ja distancia que existe entre el vértice 

de un triángulo y el punto medio del lado opuesto, 

por Jo tanto , para resolver el problema primero se 

obtiene el punto medio de Jos lados del triángulo. 

Utilizando la fórmula (3) 

p ( >-(X1 +X2 Yi + Y2) 
M X,y - 2 ' 2 

Calculando Jos puntos medios de AB= BC = CA .. · .· 

P,, AB = (-42+ l, liS)}~)~~Jt~~;~~~?'.-'2) · 
P nc=(1+ 5 >:-5+sJ~~~Ji~}~<:i1s) ·· 

~:CA··~(s ~~~%::r f@'f ~f~)f <:s:~:> 
Sobre la figura de este problema se localizan estos puntos medios y se trazan las 

medianas. Ahora se procede a evaluar a las medianas empleando la ecuación de distancia 

(fórmula (1)). 

Para la mediana de APAtsc = d 1 , con A(-4, 1) = A(xi, Y1) y PM
8
c(3, 1.5)= PA18c(x2, Y2) 

d 1 = .Jc3-(-4))2 +(t.5-1) 2 = .JC7> 2 +co.5) 2 = .J49+0.25=.J49.25=1.01 

Para la mediana que va del vértice B al punto medio del lado AC, se tiene que d2 = 

BP.11,ic, con B(l, -5) = B(x1, Yt) y PAt"AC (0.5, 4.5) = PM"AC (x2, Y2) 

d 21 = .Jco.5- 1))2 +e 4.5- (-5)) 2 = .Jc-o.5) 2 + (9.5) 2 = .Jo.25 + 90.25 = .J9o.5 = 9.s 1 
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Para la mediana que va del vértice C al punto medio del lado AB, se tiene que dJ = CPMAB, con 

C(5, 8) .,,; C(x1' Y1). y PMAB(-1.5, -2) = PMAB (x2, Y2) 

d 3 = .JC-1.5-5)2 +(-2- 8) 2 = .Jc-6.5) 2 +(-10) 2 = .J42.25+100 = .J142.25 = 11.92 

Obsérvese que las tres medianas se cortan en un punto de intersección el cual se le conoce 

como baricentro y sus coordenadas se encuentran fácilmente por medio de la siguiente expresión: 

B(X1 +x2 +x3 Y1 + Y2 + YJ) • 
3 

, 
3 

•.• Formula (4 ) 

Para cualquier triángulo definido por los puntos p1(x1, Y1), p2(x2, y2), p3(X3, y3). Para el 

triángulo definiremos a A(-4, 1) = A(x1. y1), B(l, -5) = B(x2, Y2), C{5, 8) = C(x3, y3). 

Sustituyendo: 

n(-4 + 1 + 5 1 - 5 + 8) = n(3- i) = (o.66 1.33) 
3 ' 3 3 '3 ' 

LUGAR GEOMÉTRICO. 

En aplicaciones matemáticas, no sólo se presenta el problema de encontrar el conjunto de 

puntos que satisfacen una relación dada en el lenguaje algebraico, sino que además, es común 

tener que resolver el problema inverso, es decir, determinar la regla de correspondencia en el 

lenguaje algebraico de un conjunto de puntos que satisfacen una o varias propiedades. 

El conjunto de puntos que tiene una propiedad (o varias) en común, es un subconjunto de 

los puntos en el plano. 

E11 el pla110 coorde11ado el subco11ju11to de p1111tos que satisface11 u11a o varias 

propiedades 1/eter111i11adas, con C.\:c/usió11 de todos los demás puntos e11 el pla110, recibe el 

110111bre de lugar geométrico. 

- ? 1 -



Un lugar geométrico se define por una o varias propiedades geométricas que 

comúnmente están expresadas en palabras. 

Ejemplos de lugares geométricos: 

1) Lugar geométrico de los pu11tos del plano que equidista11 de dos puntos fijos A y B. 

Este lugar geométrico corresponde a la mediatriz del segmento AB ; por ejemplo se 

cumple que la distancia del punto A al punto C es igual a la distancia del punto B al C, 

igualmente para los puntos D, E, F y cualquier otro sobre la mediatriz del segmento (Figura 13). 

A e 

B 
Figuro 13 

2) Lugar geométrico de los p1mtos del pla110 cuya orde11ada es igual a cero. Este lugar 

geométrico corresponde al eje de las abscisas, ya que para cualquier valor que tome la variable x, 

R el valor de la ordenada cumple con la propiedad de ser igual a cero (Figural4) 

y 

X 

Figura 14 
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3) L11gar geométrico de los ¡11111tos del pla110 c11ya abscisa es ig11al a ci11co. Este lugar 

geométrico corresponde a una recta paralela al eje de las ordenadas, ya que para cualquier valor 

de la variable y, R el valor de las abscisas cumple con la propiedad de ser igual cinco. (Figura 

15) 

y 

Figura 15 

-2 -1 2 3 4 X 

4) L11gar geomerrico de todos los p1111tos e11 el pla110 q11e eq11idista11 de 1111 p1111to dado 

(A). Este lugar geométrico corresponde a una circunferencia, ya que la distancia, siempre es la 

misma. Por ejemplo, la distancia del punto B al punto A es la misma que la distancia del punto C 

al punto A, etc. (Figura 16). 

Figura 16 

5) L11gar geométrico de los p1111tos del pla110 q11e eq11idista11 de 1111 p1111to fijo (A) y 1111a 

recta (t). Este lugar geométrico corresponde a una parábola. Por ejemplo, la distancia del punto C 

al punto A es la misma que la distancia del punto B al punto A es la misma distancia del punto B 

a la recta t. y la distancia del punto B al punto A es la misma distancia del punto B a la recta t, 

etc. (Figura 17) 
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Figura 17 

6) L11gar geométrico de los p1111tos e11 el pla110 c11ya s11ma de dist011cias a dos p1111tos 

fijos (F1 y F1) es co11sta11te. Este lugar geométrico corresponde a una elipse. Por ejemplo, la 

distancia del punto F1 al pinto C, más la distancia del punto Cal punto F2, es igual a la constante 

k, etc. (Figura 18). 

y 

Figura 18 

LA ECUACIÓN DE UN LUGAR GEOMÉTRICO. 

Al definir ya lo que es un lugar geométrico, ahora sólo queda encontrar las ecuaciones de 

algunos de ellos. Para esto, se explicara el procedimiento general de tres pasos que sirve para 

todos los casos. 
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1) Se escoge un punto P(x, y) que tiene la característica de ser el representativo de todos 

los que forman el lugar geométrico. Este punto no puede tener coordenadas numéricas porque 

estaría fijo y lo que se requiere es que tenga coordenadas variables, para que al moverse, vaya 

creando el lugar geométrico deseado. 

2) Cada lugar geométrico tiene una o varias propiedades que cumplen todos sus punto~ 

y lo que distingue de otros lugares. En este paso se deben poner en forma de igualdad aquellas 

condiciones que identifican que el punto P(x, y) satisface la propiedad particular de ese lugar. 

3) La igualdad geométrica debe ser expresada algebraicamente (o analíticamente) con los 

elementos o fórmulas propias de la Geometría Analítica, de tal manera que al simplificar lo 

máximo posible, se obtenga la ecuación del lugar geométrico buscado. 

Al resumir: 

1) Se escoge el /Jimio P(x, y). 

2) Se escribe la propiedatl co11 respecto al pu11to p, e11 forma de u11a igualdad. 

3) Se ct1111•ierte m1alítica111e11te la igualdad y después de simplificarla, se obtie11e la 

ecuació11 buscada. 

EJEMPLOS: 

1. La mediatriz es la recta perpendicular a un segmento de recta en su punto medio. Para 

encontrar la ecuación de la mediatriz del segmento AB, con coordenadas: A( I, 5) y B( 6, -2), 

siguiendo los pasos descritos anteriormente. ( Figura 19) 

1. Se toma el punto P(x, y) representativo 

de todos los puntos de ese lugar. 

2. La mediatriz es, el lugar geométrico de to­

dos los puntos en el plano que equidistan 

de los extremos al segmento . 

- 2'i -

A 

. 
--0- ---·--¡-"'-------·-·--

B 

·2 .1 r , .. 2 3 .. 

. , .·· 
·• . .,J 

Figura 19 



Equidistar significa que la distancia es la misma, por la que la igualdad, en base a la propiedad, 

es : d( P, A)= d( P, B). 

3) Es necesario expresar analíticamente la igualdad y, para eso, se debe identificar que 

d( P, A) y d( P, B) representan, en cada caso, la distancia entre dos puntos. Como: 

d(P,A) = .J<x-x,.)2 +(y-y,.)2 y d(P,B) = .J<x-x8)2 +(y-y8}2 

Entonces, la igualdad se convierte en: 

.J<x-x,.)2 +(Y-Ya)2 =.J(x-xa)2 +(Y-Ya)2 

Ya se tiene las coordenadas de los puntos A(l,5) yB(6;~2}, al sustituir se obtiene: 

.J<x-1)2 +(y-5)2 = .J<x-6)2 +(;i-{·:.-2)) 2 

Ya expresada la igualdad analíticamente, se debe reducir a su mínima expresión para tener la 

ecuación buscada. 

Se quitan las raíces cuadradas y se eleva al cuadrado ambos miembros de la igualdad: 

( x-1)2 + (y-5)2 = ( x- 6)2 + (y +2 )2 

Desarrollando los binomios al cuadrado: 

x2 
- 2x + 1 + y2 - l Oy + 25 = x2 

- l 2x + 36 + y2 + 4y + 4 

Se iguala la ecuación a cero: 

x2 
- 2x + l + y2 - IOy + 25 - x2 + 12x - 36 -y2 - 4y- 4 =O 

Reduciendo los ténninos semejantes: 

IOx - 14y- 14=0 

Al dividir entre dos, queda la ecuación de la mediatriz del segmento AB: 

5x - 7y- 7 =O. 

El punto medio del segmento AB, debe ser un punto de la mediatriz, al comprobarlo. 

p MAB ( 7 /2, 3/2) 



en la ecuación, debe cumplirse la igualdad 

5(~)-1(~)-1 =o 

.35_\~-7=0 
2 2 

35-21-14 =0 
2 

0=0 

2. Una figura muy utilizada y conocida es la circunferencia. La cual está representada en 

las llantas y volantes de automóviles, el sol, los discos de música, las construcciones, 

los instrumentos musicales, etc. Para encontrar la ecuación de una circunferencia que 

tiene por centro el punto C(-5, 2) y de radio r = 6, siguiendo los tres pasos de los 

lugares geométricos. (Figura 20.) 

1. Se toma el punto P(x, y) 

2. La circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan 

de un punto fijo llamado centro. Como la distancia de cualquier punto P de la curva a su 

centro es el tamaño del radio, la propiedad queda expresada como la 

igualdad d ( P, C) = r. 

y 

e 



3. La traducción analítica dice que d(P, C) es la distancia entre dos puntos por lo que: 

d(P,C) =~(x-xc)2 +(y-yc)2 y runa constante. 

Entonces la igualdad es: 

.J<x-xc)2 +(y-yc)2 =r 

Ahora, se sustituye las coordenadas del punto C(-5, 2) y el tamaño del radio (r = 6) en la 

ecuación anterior . 

.J<x - (-5))2 +(y - 2) 2 = 6 y simplificando lo máximo posible 

( x +5 )2 + (y - 2)2 = 36, elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad 

x2 + lOx + 25 + y2 - 4y + 4 = 36, desarrollando los binomios al cuadrado 

x2 + l Ox + 25 + y2 - 4y + 4 - 36 = O, igualando la ecuación a cero 

x2 + lOx. +Y- 4y - 7 =O, reduciendo tém1inos semejantes 

x2 + y2 + l Ox - 4y - 7 =O, al ordenarla se obtiene la ecuación buscada. 

3. Otro lugar geométrico conocido es la elipse, ésta es la trayectoria que siguen los 

planetas, incluida la tierra, al rededor del sol. También hay lentes y espejos, así como la fomm de 

ciertas salas de música que utilizan las propiedades de la elipse. Algunas plazas públicas, como la 

de San Pedro en Roma, tienen forma elíptica. Finalmente, en muchos jardines hay arreglos de 

plantas y flores en fonna de elipse. 

Se encontrará la ecuación de la elipse que tiene por focos F(-4, O), F'(4, O) y su eje 

mayor AA' mide 10 unidades de longitud. Figura 21. 

l. Se escoge el punto P(x, y) 

2. La elipse es el lugar geométrico de todos 

los puntos en el plano tales que la sumas de 

sus distancias a dos puntos fijos es siempre -

constante. Los dos puntos fijos son los dos -

focos (F y F') y la constante es el tamaño 

del eje mayor. Así , la propiedad la escribí-

mos como: 

• ?R -

y 

Figura 21. 



.Jcx-xF)2 +(y- YF) 2 +.J(x-xF.) 2 +(Y-:-YF0 )

2 = k 

Si sustituimos los datos F(-4,0), F'(4,0) y k = 10, se tiene: 

.Jcx+4)2 +(y-0)2 +.Jcx-4) 2 +(y-0)2 =10 

Ahora, para reducir a su máxima expresión : 

se pasa una raíz cuadrada al segundo miembro: 

.Jcx+4) 2 +(y-0)2 = 10-.J<x-4)2 +(y-0)2 

Se eleva al cuadrado ambos miembros de la igualdad. 

(x+4)2+(y-0)2 =( 10- .Jcx-4)2 +(y-0)2 )2 

Elevando los binomios al cuadrado de ambos miembros de la' igualdad 

x2 + 8x +16 +y2 = 100 - 20 .Jcx-4) 2 +(y) 2 + (x -4)2 + y2 

Elevando los binomios al cuadrado del segundo miembro. 

x2 + 8x+16 + y2 = 100 -20.Jx2 -8x+16+ y 2 + x2 
- 8x + 16 + y2 

Pasando al primer miembro todos los términos que no incluyan la raíz cuadrada. 

x2 +8x+l6+y2 - x2 +8x-16 -y2 -l00=-20.Jx2 -8x+l6+y2 

Reduciendo ténninos semejantes: 

l 6x -100 = - 20 .J x 2 
- 8x + 16 + y 2 

Se divide entre cuatro toda la igualdad; 

4x -25=-5 .Jx 2 -8x+l6+y2 

Elevando al cuadrado de nuevo los dos miembros de la igualdad: 

(4x -25)2 = (- 5 .Jx2 -8x + 16 + y 2 )2 

Desarrollamos al binomio al cuadrado y hacemos la multiplicación: 

l 6x2 -200x + 625 = 25x2 
- 200x + 400 + 2sy2 

Pasado todo al primer miembro: 

l 6x2 -200x + 625 - 25x2 + 200x - 400 - 2sy2 = O 

Al reducir ténninos semejantes y multiplicar por -1 se obtiene la ecuación buscada: 

9x2 + 25y2 
- 225 = O 
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4. La parábola es la figura que se obtiene cuando se lanza un objeto al aire de manera no 

vertical. Se ·usa en lentes y espejos y antenas de radio y televisión. Se encontrará la ecuación de 

la parábola cuyos puntos equidistan del eje Y del punto -----F(-3, 1) (Figura 22). 

l. Se toma el punto P(x, y) 

2. La propiedad ya establecida en el enunciado 

nos dice que la distancia del punto P al eje Y, 

o sea de d(P, eje Y)= d(P, F). 

3. Analíticamente la d(P , eje Y) es el valor -

absoluto de la abscisa del punto P y la d(F, P) 

es la distancia entre dos puntos. Entonces la 

igualdad indicada en el inciso 2 es: 

lxl= .J<x- xF)2 +(y- YF)2 

Si sustituimos las coordenadas de F (-3, l) 

se tiene: lxl= ~(x + 3) 2 +(y -1) 2 

Para reducir la ecuación a su fonna simple: 

Elevando al cuadrado ambos miembros: 

x 2 = (x+3)2 +(y~ 1)2 

Desarrollando los binomios al cuadrado: 

x2 = x 2 + 6x + 9 + y2- 2y + 1 

Igualando a cero la ecuación 

x2 
- x2 + 6x + 9 + y2- 2y + l = O 

Al simplificar los términos semejantes: 

6x + y2- 2y + 10 = O 

Ordenando tenemos la ecuación de la parábola buscada: 

y2 + 6x -2y + 1 O = O 
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PENDIENTE DE UNA RECTA. 

Una línea recta dirigida, es una recta que guarda cierta inclinación respecto al eje de las 

abscisas en un sistema de coordenadas cartesianas. Ejemplo: La figura 23 muestra a la recta t 

haciendo un ángulo a respecto al eje de las abscisas. 

Por convención las rectas en este caso ---

serán dirigidas únicamente hacia arriba, por 

lo que el ángulo de inclinación de las rectas 

a está limitado al intervalo Oº :=;a:=; 180º. 

Si se obtiene la tangente del ángulo de ---­

inclinación de una recta, al resultado se le 

llama pendiente de la recta y generalmente 

se le denota con la letra 111 

111 =tan a 

EJEMPLO: 

L a= 30°, 

t 

Figura 23 

Comó<1a. pendiente de la recta está definida como m = tan a sólo se sustituye en la 

ecuación: es decir m =tan 30° = 0.5774 

2.a..= 60° 

m = tan 60° = 1. 732 

3. a.= 170° 

m=tan 170°=-tan(l80°-l70°)=-tan 10°=-0.176. 

La pendiente de recta, no sólo se puede calcular por medio de la ecuación m = tan 

a directamente, también es posible obtenerla cuando se conocen dos puntos de ella. Esto es: 

dados dos puntos P1(x1, y,) y p2(x2, y2) que muestra la figura 24 
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p, 

Y2·Y1 

Figura 24 

EJEMPLOS: 

Obsérvese que del punto p1(x1, Yt) se 

se trazó un segmento de recta paralelo al 

eje X, viene a ser un lado del triángulo rec­

tángulo que se forma con este segmento, -­

con la recta p1p2 y el segmento formado --­

por el punto de intersección del segmento -

(x2 - x 1), con la ordenada y2 quedando este 

lado opuesto al ángulo ex. es dado por --­

(y2 - y¡). Como m =tan ex. y al tangente del 

ángulo ex. es igual a, el cateto opuesto sobre 

el cateto adyacente, se tiene con ayuda de 

la figura que: 

111 
= Y2 - Y1 

Xi -Xi 
. Fórmula (5) 

l. Obtener la pendiente de recta que pasa por los puntos A( 5, 3) y B(-1, -3). 

Al observar la figura se aprecia, tomando en cuenta la escala que, las coordenadas del 

punto A son (5, 3) y el punto B(-1, -3).Como la pendiente de la recta que pasa por dos 

puntos conocidos se obtiene por medio de la expresión. 

m= Y2 -yi 
X2 -Xi 

A 

B 
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Sean (x1, Y1) las ~oordenadas del .punto A(5, 3),es decir x 1= 5, y1 = 3 y las coordenadas del 

punto B(-1, -3) se asignan al punto (x2, Y2) esto es x2 = -1; Y2 = -3. 

Sustituyéndose en la ecuación de la pendiente se tiene: 

-3-3 -6 
m=--=-=1 

-1-5 -6 

2. Calcular la pendiente de la recta que pasa por los punto~ M (-4, 2) y N (8, -3). 

M Sean (x1, Y1) las coordenadas del punto - -

M(-4, 2), es decir x1= -4, Y•= 2 y las -- - -

coordenadas del punto N( 8, -3) se asignan 

al punto (x2, y2), esto es x2 = 8; Y2 = -3. 

Sustituyéndose en la ecuación de la pen­

diente se tiene: 

-3-2 -5 
,,, = --= - = -0.416 

8+4 12 

3. Un .triángulo determinado por los puntos A (5, -3), B(2, 2), C(-4, 1). Computar la 

pendiente ~e sus lados. 

e 

' _.¡ A 

-11 -

Para obtener la pendiente de los lados 

del triángulo que m = Y2 - Yi 
X 2 -X1 

del polígono. 

en cada lado 

La pendiente del lado AB , se denominará 

como m¡¡¡ , la del lado BC como m se y 

m AC representará la pendiente del lado A e 



Para obtener la pendiente mA11 se emplean los puntos A(S, -3) y 8(2, 2). 

Esto es: x1= 5, Y1 = -3 y x2= 2; Y2 = 2. 

Sustituyéndose en la ecuación de la pendiente se tiene: 

. ·. 2+3 5 
·.m- =--=-=-1.666 

AH 2-5 -3 

Para obtener la pendiente m11c se emplean los puntos B(2, 2), C(-4, 1). Esto es: x1= 2, 

YI = 2 y X2 = -4; Y2 = l. 

Sustituyéndose en la ecuación de la pendiente se tiene: 

111- = ~ = .=..!._ = -0.1666 
/IC -4-2 -6 

Finalmente la pendiente mAc se emplean los puntos A(S, -3), C( -4, 1 ). Esto es: x1 = 5, 

YI = -3 y X2 = -4; Y2 = 1. 

Sustituyéndose en la ecuación de la pendiente se tiene: 

1 +3 4 
111- =---=-=-0444 

;f(" -4-5 -9 . 

ÁNGULO ºE'. ~os RECTAS 

... 
Sean dos· rectas cualesquiera r1 y r2 que se muestra en la figura 25 , siempre se 

identificará a la recta r1, aquella cuyo ángulo de inclinación es menor. 

Si al punto de intersección de las rectas r1 y r2 se denota como t3, al punto de 

intersección ~e la· recta r1, con el eje X, se le identifica como t1 y al punto de intersección de la 

recta r2 co.n ·el·eje X, se le denomina e2 , la figura anterior se representa (Figura 26). 

Figura 25 l. Figura 26 l. 
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Consi"dérese .el ángulo de inclinación de la recta r1 es a.1; el de la recta r2 es a.2, y al 

ángulo entre las rectas dirigidas se le denota como 131, en la figura anterior se tendrá (Figura 

27). 

En la Figura 28 el ángulo suplementario al ángulo de las rectas 13, se le llamará 132 ( 

13 1+132 =180° ), el ángulo suplementario del ángulo de la inclinación de la recta r2 ( a.2), es igual 

a 180° - a.2 y el otro ángulo interior del triángulo t1.t1.t~ es igual al ángulo de las rectas 131, por ser 

opuestos por.el vértice, por lo tanto, la figura anterior se representa como: 

r, r, fo r, 

Figura 27 Figura 28 

El ángulo exterior a.1 al triángulo t,. t9 • t1 , es igual a la suma de los ángulos interiores del 

triángulo Opl!esto a el , esto es: 

a.2 = a.1 + 131 de donde 

131 = a.2 -a.1 ... (A) 

Tómese la función tangente en ambos miembros de la igualdad (A), se tendrá: 

tan 131 =tan 131 = tan( a.2-ct1) 

Como la tan( a.i-a.1), es una igualdad dada por: 

( ) 
lana 2 - tan a 1 tan a, -a, = --~---'--

- 1 +tana 1tana 2 
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Como la tangente del ángulo de inclinación de una recta es igual a su pendiente se tiene que: 

/J 1112 -111¡ 
tan 1 = ............ Fórmula (6) 

• 1+11111112 

EJEMPLOS: 

1. Obtener el ángulo de inclinación que existe entre las rectas que pasan por los siguientes 

puntos correspondientes: 

.• 

Recta :r1 A(5, 3) 

Recta: r2 C(-1, 4) 

. e A 

8(2, 1) 

D(-3, -5) 

El ángulo 13 que existe entre las rectas r1 

y r2, se calcula por medio de la expresión: 

Donde m1 representa a la pendiente de r1 
~ :•. y es evaluada por: 

111 = Y2 
- Yi Con A(5, 3)= A(x1, y1) y 8(2, 1) = 8(x2, Y2) 

X2 -XI 

Sustituyéndose los valores numéricos d.e m 1, se tiene: 

,,,:.-= 1 - 3 = -2 ::::, i. / 
.}.2-5 ,:...:.3 ·3 
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Para obtener la pendiente de la recta r2 , también se conocen los puntos que son: 

Con C(-1, 4)= C(x1, Y1) y D(-3, -5) = D(x2, y2) 

Sustituyéndose los valores numéricos de m2, se tiene: 

-5-4 -9 9 "'2 =---=-=-
-3+1 -2 2 

Sustituyéndose h1s valores numéricos de m1 y m2, se tiene: 

9 2 23 

Tanp, = "'2 -ni, = z--3 = 6 = 23 = 0.9583 
l+m1m2 I+~(~) 1+3 24 

13 = ang. tan (0.9583) = 43. 7° 

RECTAS PARALELAS. 

l. Obtener ~I ángulo de las rectas definidas por los puntos: A(5, 3), B( 3, 1), y C(I, 4), D( -2, 1) 

Al observar la figura, se aprecia que las 

rectas son paralelas y que el ángulo entre -

e 

/A 
4' B 

D 
-----o ------~--------·----~·-·--

-3 ·2 ... , o 

ellas es cero, por lo cual sus pendientes -­

son iguales, esto es: 

Se sabe que el ángulo que forman las 

rectas se obtiene por medio de: 

P 
m, -m1 tan 1 =---­
l+m1m2 



Donde m 1 es la pendiente de recta formada por los puntos: A(5, 3) y C(3, l); mientras 

que 1112 representa la pendiente de recta que es definida por C(l, 4) y D(-2, 1), en ambos casos las 

pendientes se ob~ienen por medio de : 

m = Y2 
- Yi ; A(5, 3), 8(3, l) Y C(l, 4), D(-2, l) 

X2 -x1 

1-3 -2 
1111 = -- = - = l 

3-5 -2 
1-4 -3 

m 1 =--=-=1 
-2-1 -3 

Nótese·que las pendientes de las rectas son iguales; sustituyéndose en: 

/3 
1112 - m1 1- l 

0 tan 1 = = --- = 
1+111,1112 l+l(l) 

13 = ang. tan (O) = 0° 

E11 ge11eral se p1ietle 111a11ifestar q11e cua11do el á11g11lo de dos rectas es 111110, las IÍlleas rectas 

so11 paralela.'i. C11mulo dos rectas so11 para/e/as s11s pe11die11tes so11 iguales, es decir: 1111 = m:z 

RECTAS PERPENDICULARES 

Si el ángulo de dos rectas es recto ¿Qué relación guardan sus pendientes? Cómo el 

ángulo entre .las rectas es un ángulo recto, implica que J3 = 90° 

tan/31 = 1112 
-

1111 = tan90º = oo 
l + 11111112 

Para que el cociente sea infinito se requiere que el producto de las pendientes m1m2 = -1 

ya que así se·obtendrá: 

. . La co1"lfció11 de q11e dos rectas sea11 perpe11dic11/ares es el producto de las pe11die11tes de 
., 

las rectas sea ig~llll a 111e11os 11110 111 1 m:z = -1 o bie11: m:z= - 1/1111 
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4. Demostrar que el polígono detenninado por los puntos A(3, 5), B(-4, 3) yC(-6, -5) es 

un triángulo obtusángulo. 

Recuerde que el triángulo obtusángulo es aquel que contiene un ángulo obtuso , por lo 

tanto el problema se reduce a obtener el ángulo 13, ya que según la gráfica es el único ángulo del 

triángulo ABC, que es obtuso. 

Los ángulos 13 y a son suplementarios, es decir; 13 + a = 180° de donde se tiene que: 

13 = 180° - O' 

El ángulo . . a como se aprecia en la 

figura, es el ángulo fonnado por las rectas -

r1 definidas por los puntos A y B; y la recta 

ri , detenninada por la recta que pasa por -

los puntos C(-6, .;5) y · B( -4, 3) por lo tanto : 
; •, 

.. 
tan a= 1112 '"'.' 1111 

1 + Jll¡Íl12 

lll= >12-Y1. 
; A(3, 5), B(-4, 3) Y C(-6, -5), B(-4, 3) 

X2 -Xi· 

3;....'.5 ..:...2 2 
111¡ =--.-=-=-

-4-3 -7 7 

1112·..:...111¡ 
tana =-~-o.-

1+11111112 

o-= ang. tan(26/15) = 60° 

13 = 180°- 60° = 120° 
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111 =---=-=4 1 -4+6 2 
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4. Denii?strar que los án!,rulos interiores de un triángulo suman 180°, con el triángulo 

obtusángulo del problema anterior. 

Corrio ya !ie calculó el ángulo obtuso del triángulo ABC, el cual tiene un valor de 120°, en 

este ejercicio se procederá a evaluar a los dos ángulos restantes A y C, para lo cual se sabe que 

se emplea la expresión: 

tanA = 1112 
-

1111 

l + 111¡1112 

Para el cálculo del ángulo A obsérvese que de acuerdo con el sentido positivo del 

ángulo (sentido contrario a las manecillas del reloj). La pendiente m2 se considera que es la 

pendiente de re«ta donde tennina el ángulo y la pendiente m 1 es la pendiente de la recta a partir 

de la cual se inic!a el ángulo. Por lo tanto la pendiente m2 se obtiene empleándose a los puntos 

C(-6, -5) y A(3, 5). El cálculo de la pendiente 111 1 se realiza con los puntos A(3, 5) y 8 (-4, 3). 

111 = Y2 - Yi ; A(3, 5), 8(-4, 3) Y C(-6, -5), A(3, 5) 
.·x2 -X1 

3-5 -2 2 
111¡ =---=-=-

-4-3 -7 7 
5+5 10 

1112 = 3+6 =9 
Sustituyéndose los valores numéricos de m 1 y m 2 se tiene: 

10 2 52 
9-7 63 52 

1 + .!.Q(~) = 83 = 83 
9 7 63 

A = ang tan( 52/83) = 32° 

En el.cálculo del ángulo C se tiene: 

111 = Y 2 - Yi ; C(-6, -5), A( 3, 5) Y C( -6, -5), B(-4, 3) 
X 2 -X1 

5+5 10 10 
111¡ =--· =-=-

3+6 9 9 
3+5 8 

111, = --- = - = 4 
- -4+6 2 

·. -40-



Sustituyéndose los valores numéricos de m1 y m2 se tiene: 

4-.!Q 26 
9 9 26 

-1 -+-4-:-( .~º~) = 49 = 49 
. 9 9 

e = ang tan( 26/49) = 28° 

Finalmente se suman los valores numéricos de los ángulos A, B y C para verificar que su suma 

es igual a 180º y quede resuelto el problema. 

A + B + C = 120°+ 32° + 28° = 180° 

5. Demostrar que la recta definida por los puntos A(l ,3) y 8(7,-3) es perpendicular a la 

recta que pasa por los puntos C(2, -2) y 0(6,2). 

Para comprobar que las rectas de este problema son perpendiculares, las pendientes de las 

rectas deben satisfacer la relación m 1m2 = -1 

También se puede demostrar, que las rectas son perpendiculares, calculando el ángulo 

entre las líneas rectas, por medio de: 

tan{J = 1112 - m, 
1 +m1m2 

y comprobar que el ángulo es de 90°. 

A 

.. 

D 
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Para obtener la pendiente m1 que es definida por los puntos C(2, -2) y D(6, 2) se utiliza la 

expresión: 

A la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(I, 3) y 8(7, -3) se le llamará m2 • 

-3-3 -6 
"' =---=-=-1 2 7-1 6 

Si las rectas son perpendiculares deben de satisfacer la relación m 1m2 = -1, sustituyéndose 

los valores de m 1 y m2 se tiene ( 1) (-1) = -1, lo cual demuestra que las rectas de este problema 

son perpendiculares. 

Ahora se empleará la expresión: 

lan/3 = 1112 - 111, 

1 +m1m2 

-1-1 -2 
----=-=oo 
1+1(-1) o 

Es conveniente recordar que cuando existen dos líneas rectas paralelas cortadas por una 

transversal, los ángulos alternos internos son iguales a =13 'x= o. 
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Simultáneamente se sabe que los ángulos alternos externos son iguales e =4>, y=11. Así como los 

ángulos correspondientes 1 = cp , K =A.. 

5. Demostrar que la recta determinada por los puntos A(-1, -4) y 8(1, -1), es paralela a la 

recta definida por los puntos C(-3, -1) y D(-1, 2). Sobre estas rectas paralelas para una 

transversal definida por E(-3, -5) y F(-2, 2), demuestre que los á.ngulos alternos internos son 

iguales; que también lo son los ángulos alternos externos y finalmente compruebe que los 

ángulos correspondientes son iguales. 

'" 

: l 

~· 
~l ... 
. 7J 
·• i 
·lll 

·10 J 

·11 ~ 
·12 J 
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Se sabe que dos rectas paralelas 

son paralelas cuando sus pendientes son, 

en este caso se debe demostrar que mA13 = 

meo. 

-1 +4 3 
111 =---=-

AH 1 + l 2 

2+1 3 
111('/) = --- = -

. -1+3 2 

''•.•'·'. :',_¿·,: 



Por lo tanto la recta definida por los puntos A y B es paralela a la recta determinada por 

los puntos C y D. 

Para demostrar que los ángulos alternos internos son iguales a.= ¡3, y = c5 , se debe 

conocer a la pendiente de la línea transversal EF, y así poder aplicar la fórmula parsi calcular el 

ángulo entre dos rectas. 

Como la recta transversal pasa por los puntos E(-3, 5) y F(-2, 2), se tiene: 

2-5 -3 
111 =---=-=-3 

EF -2+3 1 

Al evaluar el ángulo a. se hace a la pendiente de la recta EF igual a m2 y la pendiente de 

la recta que·es definida por los puntos AB es m 1• 

1112 = 111 EF = -3 y 1111=mAo = 3/2. 

-3-~ 9 
--~2~,...- 2 _ 9 

1 +(-3)(%) - ~ -7 

a.= ang tán(.9/7).~ 52.12° 

.··•.··••· ·~ f ;,~'~i:~;Jj?g '.é ·•·; 
Al calcular el ángulO Jfset1ace a la pendiente de la recta CD igual a m1 y la pendiente de 

._.,, __ :,·!• .. !·'' 

la recta que es definida por los p~ntos EF es m2• 

1112 = 111 EF =·-3 .·Y m1=mco = 3/2. 

. -3--23 29 9 
1112 -: 111, . 

tana= = ----
1+11111112 l+(-3)(%) - ~ -7 

J3 = ang tan( 9/7) = 52.12°. 

Obsérvese de la figura que los ángulos alternos externos E y ro son opuestos por el vértice 

a los ángulos 13 y a respectivamente por lo que: 

E= ¡3 = 52.12° CO=a.= 52.12° 

.'. E=CO. 
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Los ángulos correspondientes E y a. son iguales ya que E =a. = 52.12°. Se deja como 

ejercicio 'al estudiante' el deníostrar que los ángulos alternos internos restantes de la figura son 

iguales, además los ángulos alternos externos y los correspondientes. 

EJERCICIOS: 

1. Hallar la distancia entre dos puntos cuyas distancias son: 

a)(-8)y(l7) b) (ll)y(53) c) (-25) y (-143) 

2. En un sistema de ejes rectangulares, situar los siguientes pares de puntos y calcular sus 

distancias respectivas: 

a) (3, 7)y (17, -5) b) (O, -9) y (9, O) 

3. Lós vértic'es de tin cuadrilátero son los puntos ( i, 3), (7,' 3);''(9; 8), y (3, 8). Demostrar que 

eÍ cu~diifá~éro ~s un pa'ralelogramo y calcular su perímetro. · 

4. Trazar el cuadrilátero cuyos vértices son: ( 1, 2), ( 4, 5), ( 1, 5), ( 4, 2). Calcular las 

longitudes de sus diagonales y comprobar que ellas son iguales. 

5. Comprobar que los puntos A( l, l ), 8(0, 5), y C(-3, O) son los vértices de un triángulo 

rectángulo. Dibujar sus alturas del triángulo y calcular sus longitudes. 

6. Hallar el punto de la abscisa 3 que diste 10 unidades del punto A(-3, 6) y hacer su gráfica 

para comprobación. 

7. Trazar el triángulo de vértices A(4, 2), B(O, 6) y C(-2, -2); dibujar las medianas y calcular 

sus longitudes; calcular sus ángulos interiores. 
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8. Detenninar las coordenadas del punto P(x, y), que divide al segmento detem1inado por los 

puntos P1{7, 5) y P2{-4, -4) en la razón r = 
1 

Trazar su gráfica correspondiente. 
3 

9. Hallar las coordenadas de un punto P(x, y), que divide al segmento determinado por 

P1{5, -2) y P2(2, 5), si la razón es r = 2. Hacer su gráfica. 

10. El segmento que une el punto A(-2, -1) con el punto B(3, 3); se prolonga hasta C. 

Sabiendo que BC = 3AB , determinar las coordenadas del punto C. Hacer la gráfica. 

11. El centro de un cuadrado es el punto (2, -1) y dos de sus vértices son (2, 2) y (-1, -1 ). 

Encontrar las coordenadas de los otros dos vértices, trazarlas y calcular su perímetro. 

12. Trazar el segmento cuyos extremos son (-2, -1) y ( 4, 2). Calcular: a) Las coordenadas del 

punto medio del segmento; b) Las coordenadas de los puntos que dividen en tercios al 

propio segmento. 

13. El punto (2, 6) es un extremo del segmento cuyo punto medio es (3, 3). ¿Cuáles son las 

coordenadas del otro extremo del segmento? Comprobarlo gráficamente. 

14. Calcular las pendientes de los segmentos que unen a los puntos del problema dos. 

15. Comprobar que los puntos (-2, -1), (2, 1) y (4, 2) están alineados; Hacer lo mismo con los 

puntos (2, O), (O, 2) y (-4, 6). Comprobarlo gráficamente. 

16. Dibujar una recta que pase por el punto (-1, 2), cuya pendiente sea 
3 

, trazar otra recta 
4 

que pase por el mismo punto cuya pendiente sea 

entre estas rectas. 
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17. Detenninar las coordenadas de un punto P(x, y), que equidiste con los puntos fijos: 

A(4, 3); 8(2, 7) y C(-3, -8). Trazar la gráfica. 

18. Hallar el lugar geométrico del punto P(x, y), cuya distancia equidista al punto fijo C(2, -1) 

sea igual a 5. Hacer su gráfica. 

19. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya diferencia de distancias 

a los puntos fijos F1(l, 4) y F2(1, -4) sea igual a 6. 

20. Calcular los ángulos interiores del triángulo cuyos vértices son A(-3, O), B(O, 7) y C(7, 4). 

Trazar su gráfica. 

21. Detenninar el punto que pe1tenece al eje "y" y que equidista de los puntos (-2, -3) y (6, 1 ). 

Trazare su gráfica. 

22. 'frazar el triángulo cuyos vértices son los puntos (3, 2), (6, 1) y (7, ~2). Demostrar que es 

isósceles, calcular las pendientes de sus tres lados, sus ángulos interiores, su perímetro, su 

área y sus ángulos de inclinación. 

23. Dibujar el triángulo cuyos vértices son los puntos A(3, 1), 8(-1, 1) y C(O, -3), calcular los 

puntos medios de sus lados calculando el perímetro y área, que resulte del triángulo 

trazado por los puntos medios. 

RESPUESTAS 

l. a)d=2,5 b) d=42 

2. a)d=l8.439b) d=l2.72 

3. dAB=dDC=6, 

c)d= 118 

c) d = 10.29 

4. Diagonal f\j3 = Diagonal CD = fíS 
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5. An = AC =-./Vi, CB = ..J34, Por el téorema de pitágoras 

mCA = l • mAB =-4,=:> ( ¡ )<-4)=-l :. Es un triangulo rectángulo 

6. P( 3, -2) 

7. PAii =(2,4), PHE =(-1,2), PEA =(l,O), A=78º42', B=59º3', C=42º15' 

8. pe:. 141 J 

9. ~3·~) 
10. q1s, ·15) 

11. á.~4),(5,· 1);: Perímetro= 12,fi. 
.' '. . .-.. ,. '~ 1;.. : .. _.· - ' • 

-12. a)(I',0.5) 1
'', bÚ2,l) 

13.(4;6);'.;J:'..\}· · .. · . 

14. ,,/2,:~:;.~:~) ,',,,)/) 7 1, 

15; Árc~'i.o:< 

. · .. ;·;;j(is;~~t-~~}-t~.º·x + 2y-3 =o, a= 116° 34· 

18·; .~}'.j~,2,2"¡x ¡ 2y-'- 20 = O es una Circunferencia 
'-"·•"""''·'.'';'-:',';·'.:·-' .. ,. 

-19.9i2_~'.7y{;l8x+72 =O es una Hipérbola 
· ... -:>>.<, 

2Ó.:A~c'==·45°, B = 90º 

2l:P(0,3) 

22. A= B = 26° 34', C = 126º 52', Área= 4U2, Perímetro= 11.98 

23. Perímetro = 6.56, Área= 2U2· 



UNIDAD// 

LA RECTA 
J 

Euclides ( 300 a.C.) sistematizó en sus libros llamados los elementos, los conocimientos 

de geometría que existían hasta entonces. La geometría euclidiana, que se estudia actualmente en 

la escuela, se deduce de diez premisas muy simples y lógicas llamadas postulados (5) y axiomas 

(5), estas premisas han sido uno de los pilares más importantes en el desarrollo intelectual del 

hombre. 

De la geometría euclidiana proviene la conocida frase " la distancia más corta entre dos 

puntos es la.línea recta''. Esta propuesta tiene la virtud de coincidir con el sentido común y, en 

un principio, todo lo'que la contradiga, sería rápidamente tachado ilógico . 

. . a) .. En un cu~rto de och~ 1íletr~s de largo; por tres· deancho y tres de alto hay una mosca 

apetit()sa er(et c~í1fro. i~~u'1ia ;deia~p~~~cles·cuadradas, a 10 centímetros del piso. En 

el centr~d~ l~pri~ed;:opuesta.11~~·~~~.;~i~ri·~h~m~~ienta a 10 cm del techo ¿Cuál es el 
,· .:. ,-_ ,·-·_.· .. ·,_ :_ .- : ·:·_'::'>'::'.' >-' t::·~?'"'.-'>' "~---~-.-_->: ·.:.: ... - . 

cai11ino más corto que d6tJ~ seg~lr i'a. ~~~ñi para atrapar a la mosca 
' ·' ·, ,·' -\,.0:~ ~>:-_:~1-::.,'._:j.:;_•··•-;. , .. " ·._ ' 

-··:- :.· -_.~ :-• ·, .. , 
. ': -;··. ' :··:,'.:.;:¡/0:· ~- •,.<:.· ·.:,: z 

',_._ ·.,..;_., -_ . ~- . :: ,._ 

',: ,. -~¡~ ;· .i_ ._,:: -,,, 

Lo más lógiéo es qú'~,§ub~' fo· cm, recorra el techo totalmente por su mitad y 
-.- ·,· .· :".'«:<./·.;:,;.~ .. ·-'.~~~;:-~/-.'/:· ... ' ·, 

luego que baje en lí1ie'a';foétá.• hasta que sorprenda a su presa. En total tiene que recorrer -' ., .. - .. ··- .. ·-- -- , .. , -~~-' "·' ,., .· -

) ) metros, es~t,al1~isiila.~is~#_n~i'~ si baja de la pared 2.9m, sigue por la mitad del suelo y 

sube l~s·.·1.0 c:1;;;<l6üa'~~::~ptÍesto. 
~. ~,, ; ;·=.y.~: : .. : ... 

Esto .~/~hsa· en la idea euclidiana la menor distancia que hay entre dos puntos, 
·"' . 

. con lo cual. sÓlo pasa por tres caras o paredes del cuarto y cualquier otra trayectoria 
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debería ser mayor en longitud . Analizando el problema, se recorta a un paralelepípedo 

(que es la forma del cuarto ) a escala del original colocándolo en un plano y se unen los ., 
puntos donde se encuentran los dos insectos. 

Existen diferentes formas de cortar al paralelepípedo, la primera es la que da 11 m, 

pero si se sigue analizando se observa que una de ellas corresponde al valor más pequeño 

de la trayectoria que debe recorrer una araña , y es de 10.16 m. Si se unen las dos caras 

con la recta trili~d~~~<g~i~~f~r/l'liir''el cuarto, se notará que. Co11tra la lógica , la araña debe 
'· ··":;.':·.~_-.:,.-•.:'· _·l··,:~·.:~-.:.<Í'~::<::>~ .. ;- ':- ._.·,.·,'.' 

pasar por·:.cinco'··ct1ras,'·'· 'en ltigar de las tres que habíamos pensado, para tener la 

trayect~da·. qüe Je'dá la distancia más corta entre dos puntos . 
' . . . . . . 

A este camino que minimiza la distancia, se le conoce con el nombre de geodésica 

b) Un grupo de investigadores se encuentra en un campamento. Salen a dar una caminata, 

uno de ellos lleva una brújula, recorren tres km. al sur y luego cuatro al oeste, donde se 

encuentra un fósil, lo recogen y lo llevan a su campamento para analizarlo. El que llevaba 

la brújula se dio cuenta de que para regresar recorrieron tres km. al norte. 

Si lo representamos gráfica --

mente se observa que sucedió algo ex--

traño, ya que la menor distancia entre 

el sitio en que encontraron el fósil y el 

campament~, debería de ser cinco km. 

y en direciión·~J~oxeste ¿Cómo es~~ 
·posible.~t1~~·6ff:b·:fi~~Ti~~~tr~s.km. al -­

norte ll~g~·;:c{,rrií ;iu;i'd de partida? 
~· .. 

ESTE 4KM 
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Para poder entender lo que pasó, antes, que nada, se debe de tomar en cuenta que el 

movimiento de los investigadores no se hace en un plano, sino en la tierra que es un espacio 

curvo, por lo tanto, las geodésicas no son líneas rectas. Así una explicación puede darse si se 

supone que los investigadores estaban en el Polo Norte, al moverse tres km. hacia el sur lo hacen 

por un meridiano terrestre, luego por un paralelo cuando camina cuatro km. hacia el este y, '.11 

final, al caminar hacia el norte tres km. por otro meridiano, regresan al punto de partida. 

Las geodésicas en este caso no son líneas rectas, esto es importante que se tome en cuenta 

cuando se va a construir un puente de varios kilómetros de longitud, ya que la tierra es una 

superficie curva. 

Los ejemplos anteriores proporcionan una visión más amplia del tipo de geometría que 

nos rodea y que algunas veces parece ir en contra del sentido común. 

También es importante mencionar que hay otros tipos de geometrías que surgen al negar 

el quinto postulado de Euclides, el cual dice que por un punto exterior a una recta dada, sólo es 

posible trazar una y sólo una recta paralela. 

En 1830, después de más de dos mil años de vigencia teórica y práctica de la geometría 

euclidiana, un matemático ruso, Lobachevky, negó el postulado de las paralelas al plantear que 

por un punto exterior a una recta dada se puede trazar dos rectas paralelas a la anterior. Más 

tarde, B. Riemann, matemático alemán también niega el quinto postulado al decir que por un 

punto exterior no se puede trazar ninguna recta paralela a otra dada. 

Ambas geometrías no euclidianas parecen ser no sólo un esfuerzo intelectual por negar el 

sentido común y que nada lógico se puede obtener de ella. Lo curioso es que las geometrías del 

espacio que se generan, tienen consecuencias teóricas muy importantes, siendo uno de sus 

mayores logros la correspondencia con la famosa teoría general de la relatividad de Einstein, 

que plantea un espacio-tiempo no euclidiano y que se puede identificar con la geometría de 

Riemann. 

Así, como la física clásica de Newton es un caso especial de la relatividad de Einstein, 

cuando la velocidad del objeto es pequeña, es comparada con la luz (300 000 km./seg.), la 
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geometría euclidiana surge de la no euclidiana, cuando las dimensiones geométricas son 

pequei'ías comparadas con las del marco de referencia espacial y no se pueden representar en un 

plano. 

Retomando el ejemplo de los investigadores que caminan tres km. al sur a partir del 

polo, se puede considerar que después de moverse 4 km. Al este se encuentran en un punto 

exterior a una recta dada. Pero si caminan tres kilómetros al norte, se dan cuenta que interceptan 

con la "paralela" ya que regresan al campamento o al punto de partida. 

ECUACIÓN DE LA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS. 

Al observar la línea recta que es definida por los puntos P1 (x1, Y1) y P2(x2, y2) de la 

_ figura que está inmediatamente a la izquierda se aprecia que su pendiente m es dada por: 

P2 

Y2 

Yr-Y 

y 

Y1 

X1 X2 

De acuerdo al triángulo rectángulo P 11 P2 

/3 
C. Opuesto Y 2 - Y1 

111 = tan = ------
• . e.Adyacente Xi -x. .(7) 

De la figura anterior en el lado derecho se ha representado un punto cualquiera de la 

recta P(x, y) y se han trazado sus coordenadas, en forma similar al gráfico del lado izquierdo . 
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Es notorio que existe otro triángulo rectángulo formado por la parte de la misma recta y con los 

catetos (x -xi) y (y - y1); si se aplica nuevamente la definición de pendiente de una recta, en este 

caso se obtendrá: 

111 = tanp =y - Yi ... (8) 
x-x, 

Como el ángulo de inclinación de la recta es el mismo de las ecuaciones 7 y 8 entonces 

las pendientes son iguales y se tendrá m1= m2 es decir: 

La ecuación obtenida es conocida como la ecuación de la recta que pasa por dos 

puntos. 

EJEMPLOS: 

1. Obtener la ecuación de la recta que pasa por los puntos A( 3, 5) y B(-7, 2). 

A 

8 

··• ... ·--.•·O:. 
.a -7 .a ., ' ' . 

Se sabe que la ecuaciór1dé láreCta que 

pase por dos pun~os e~d~ la forma : 

Y.-y' 2Y2'.:.. Y;.· 
x-:- .. x1 X 2 .-X1 , 

En .est.a ecuación se sustituyen los valores 

A(3, 5)'=A(x1, Y1) y 8(-7, 2) = B(x2, yi) esto 

es: · 

y.-5 2-5 -3 3 
--=---=--=-
X -J .:...7-.3 -10 10 
y-5 3 
--=-
x-3 10 

Ahora se realizan las operaciones indicadas: 1 O( y - 5) = 3( x - 3) 

1 Oy - 50 = 3x - 9 

3x-10y +41=0 

La expresión se le conoce como la ecuación de la línea recta expresada en su forma 

general del tipo Ax + By + C =O 
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Donde en este caso A, el coeficiente de X vale 3 (A= 3), Bel coeficiente de y vale -10 

( B = -1 O ) y a C qúe es el término indeperid iente; el cual tiene un valor de 41 (C = 41 ). 

Cuando Ja ~~é<:t~ ~stá ~xp~esada en forma general su pendiente m se calcula por medio de 

la cxpre~iórí : 

D 

-(-3) 3 
En esta recta se tiene: m = --- = -

JO 10 

2. Evaluar la ecuación de la recta que pasa por los puntos D(-5, -3) y E(4, 2). 

'1 

" : 
'I 

. . .1 ... . .. . ' 
i ·:P¡ 

~I 
J 

E 

• 

Se sabe que la ec~ación de la recta que 

pase por dos puntos.es de la forma: 
.·· 

y..:y, Y2 -y, . ---= "--"--"--'-

En esta ~cuación se sustituyen los valores 

Ahora se realizan las operaciones indicadas: 9( y+ 3) = 5( x + 5) 

9y + 27 = 5x + 25 

5x - 9y -2 =O 

Donde en este caso A, el coeficiente de x vale 5 (A = 5), B el coeficiente de y vale -9 (B = -9) y 

a C que es el término independiente, el cual tiene un valor de -2 (C = -2). 

La pendiente mse calcula por medio de la expresión : 

-A 
111=-

B 
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. -5 5 
En esta recta se tiene: m = - = -

. -9 9 

3. Calcular la ecuación de los lados del trapecio definido por los puntos A(3, 3), 8(-1, 3), 

C(6, - 1), y D(-4, -1). 

El problema se reduce a obtener cuatro ecuaciones de recta que pasen por dos puntos, 

una para cada lado del trapecio, es decir para el lado A8 se tiene A(3, 3)=A(x1, y 1) y B(-1, 3) = 

E(x2, Y2) esto es: 

B A 

Se sustituyen los valores 

D ·2 .. e·· 

Ahora se realizan las operaciones indicadas: .. 

y - 3 = o 

Donde en este caso A, el coeficiente de x vale O (A = O), 8 el coeficiente de y vale 1 

(8 =1) y a C que es el término independiente, el cual tiene un valor de -3 (C =-3). 

La pendiente m se calcula por medio de la expresión : 

-A 
111=-

B 

-O En esta recta se tiene: m = - =O 
1 

Al expresar la ecuación como y = 3, se observa que es una función constante, la cual 

indica que para cualquier punto tiene como ordenada 3. 

Para obtener laec'uación del lado 80 se tiene 8(-1, 3)=8(xi, y1) y D(-4, -l)=E(x2, Y2) 
. " .... ' 

esto es: 

Se sustituyen lo.s válores 
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Ahora se realizan las operaciones indicadas: 3 (y- 3) = 4( x + 1) 

3y - 9 =4x +4 

4x -3y +13 =O 

Donde en este caso A, el coeficiente de x vale 4 (A= 4), Bel coeficiente de y vale -3 

(B = -3) y a C que es el tén11ino independiente, el cual tiene un valor de 13 ( C = 13). 

La pendiente m se calcula por medio de la expresión : 

-A 
111 = --

B 

En esta recta se tiene: 
-4 4 

111=-=-
-3 3 

. . 

Aien~~ritrarJ~ ecuación de la recta DC, nótese que es paralelo al lado AB y al eje de las 

x por l~ tant~ ;~u pendiente de esta recta debe ser nula ya que se ha demostrado que cuando dos 

rectas sorlpar~l~llls sus pendientes son iguales se verá en este caso se tiene D(-4, -1) = D(x1, Y1) 

y C(6, ,;¡) = C(x2, Y2) esto es: 

Se sustituyen los valores 

y+l = -1+1 =_Q_=O 
x+4 6+4 10 

y+l=O 
x+4 

Ahora se realizan las operaciones indicadas: (y+ 1 ) = O ( x + 4) 

y+ 1 =o 
Donde.en este caso A, el coeficiente de x vale O (A= O), Bel coeficiente de y vale 1 

. . . . . 

(B = 1) y á C qtie ~s el término independiente, el cual tiene un valor de 1 (C = 1 ). 
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La pendiente m se calcula por medio de la expresión: 

-A 
111 =--

-O 
En esta recta se tiene: m = - = O 

1 

B 

Al expresar la ecuación como y = 1, se observa que es una función constante , la cual 

indica que para cualquier punto tiene como ordenada 1. 

es: 

Para obtener la ecuación del lado CA se tiene C{6, -l)=C{x1, Yt) y A(3, 3)=A(x2, Y2) esto 

y-y,= Y2 -y, 

x-x, 

Se sustituyetflos vatOres 

y+I J~lf 4 
·x~6"." .. 3'-6 := :;-3 

)'+L 4 --=-
x+'6 -3 

Ahora se reati2:an las ·opera~iones indicadas: -3 (y+ 1) = 4( x - 6) 

-3y - 3 = 4x - 24 

· · -... ,:··.. 4x+3y-21=0 

Donde . e11 e~té ¿aso •A, el coeficiente de x vale 4 ( A = 4 ), B el coeficiente de y vale 3 

( B = 3 ) ya Óqu~ es el ~érmino independiente, el cual tiene un valor de -21 (C=-21) 

La penClie~te G~·se calcula por medio de la expresión : 

.:z~: 
111 =--· . B 

·' .. . . 
' ' • "·,· ·. -4 

En esta recta se tiene: /11 = -' 3 
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4. Cálcular las coordenadas de los ·vértices del cuadrilátero definido por los puntos de . •' ·,' 

intersección ·<le, las rectas; y - 3 =o, 4x - 3y + 13 =o, y+ 1 =o y 4x + 3y - 21 = o. 

Como l~s ecuaciones de las líneas rectas en este problema son las obtenidas en el ejercicio 

anterior, entonces lo que se debe demostrar es que los vértices del cuadrilátero son los puntos 

A( 3, 3), B(-1, 3), C{6, -1) y D(-4, -1), también se debe recordar que al resolver simultáneamente 

estas ecuaciones se obtienen los puntos de intersección, esto es: 

y- 3 =o 

4x-3y+l3=0 

y+l=O 

4x + 3y- 21 =O 

Considérese las ectiaci~nes {I) y (II). .. . ,. ·: •.,,.,. . . 

... (1) 

... (11) 

... (III) 

... (IV) 

·······.·::~~,3~0··· ...... ~ (1) 

A·~ :.~y tl3·.H ojé ; .. (11) 

Despejarido a Hy••:'cl'e''l·~·ecua6ión (1) se tiene y =3. Sustituyendo en la ecuación (11) se 
tiene: .. · 4~ -:j{3t.;A ,;; ~ 

. i • . • 

·. 4x ~9+13;,,, O 

. 4x +4=0 

X= -4 /4 

X =-1 

Por lo tanto las coordenadas de uno de los vértices es el punto (-1, 3) el cual corresponde 

al punto B. Considerando las ecuaciones (Il) y (111). 

4x -3y + 13 = O ... (Il) 

y + l = O ... (III) 
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De la ecuación (III) se obtiene que y= -1. Sustituyéndose en la ecuación (11) se tiene: 

. 4x -3(-1) +13'~ O 

4x + 3 + 13 =O 

4x = -16 

X= -16/4 

x=-4 

Estas dos rectas nos proporcionan al vértice (-4, -1) que corresponde al punto D. 

Analizándose las ecuaciones (III) y (IV) se tendrá: 

y + 1 = O ... (III) ..... \ 
4x + 3y- 21 = O;.;(!\,/) 

De la ecuación (111) se tierié ,y~ ~I; siistituY.endo en la ecuación (IV) 
4x +3(_;Í)~:2J'~·::tó;>;~~. . .• , 

4xG3·~2t_:;.;(j\ C 
4x·.c~24.·· i 

·. -~·;, 24i4 .... · 
{''=¿.<. 

Estas dos rectas nos proporái6~;aWa1 1~~rtice (6; -1) que corresponde al punto C. 

Finalmente se emplearán ·l~~'~t~~b;~~~~ (I) y (IV) 

4x + 3y - 2 r,,;?o ~ .. (iV) 

De la ecuación (I) se tieneqlie y= 3; en la ecuación (IV), se tiene: 

4x + 3(3) - 21= O 

4x + 9- 21. =O 

4x= 12 

x = 12/4 = 3 :. A(3, 3). 
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GRÁFICO DE UNA RECTA EN FORMA GENERAL. 

Cuando se conoce a la ecuación de la recta en forma general Ax+ By+ C =O, y se desea 

hacer su gráfica, se proporciona un valor cualquiera a "x" o "y" y se obtiene el valor numérico 

de la otra incógnita, con ello se tiene a las coordenadas del punto cualquiera de la recta; después 

se calcula la pendiente de la recta m = -A /B y tomándose, al punto conocido de la recta, a partir 

de él se traza en la gráfica verticalmente el valor de A, inmediatamente sin despegar el lápiz del 

punto final que denota a A, se traza horizontalmente el valor de B, determinándose así otro 

punto de la recta, se unen estos dos puntos y con ello se tiene la recta deseada, esto es: 

Hacer las gráfica de las siguientes rectas: 

l. 3x + 2y -9 = O 

Se proporciona un valor arbitrario a x o 

a y; en este ejemplo tómese y = O, susti­

tuyéndose en la ecuación, se tiene: 

3x + 2(0) -9 = O . 
, ... ,: .. ·,····'-

· 3x. -9 ~-~ 
:3~~9 

•· x~9/3= 3 
- ~ . • : . o ·,. • : :. • 

Se, obtiene. así las coordenadas de un punt• 

5 

4-

3 

2-

Valor-13 

6 

que se calcul.a ,en este caso por medio de: m = -A/B , donde A es el coeficiente de x y B es el 

coeficiente de~ por lo cual m = -3/2 = 3/-2. 

2. 6x-5y+20=0 

Se proporciona un valor arbitrario a x o 

a y; en este ejemplo tómese x = O, susti­

tuyéndose en la ecuación, se tiene: 

6x - 5y + 20 =O 

6(0) - 5y + 20 = o 
-5y = -20 

y= -20/-5 = 4 
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Se obtiene así las coordenadas de un punto de la recta H(O, 4). La pendiente m se sabe 

que se calcula en este caso por medio de: m = -A/B , donde A es el coeficiente de x y B es el 

coeficiente de y por lo cual m = -61-5 = 615. 

ECUACIÓN DE LA LÍNEA RECTA EN LA FORMA SIMÉTRICA. 

Sea la recta definida por los puntos A(a, O) y B( o, b) que se muestra en la figura. 

Cuando se conoce a un punto de la recta que está en el eje x, se la llama a la distancia que existe 

entre el origen 0(0,0) y el punto considerado, ABSCISA AL ORIGEN, en este caso se denota 

con la l~~ra ''a"; cuando el punto se localiza en el eje y a la distancia que existe entre el 

origen )'.,~I punto se le llama, ORDENADA AL ORIGEN, la cual por lo general se denota 

como" b~'. 

13(0, b) 

b 

A(a, O) 
a 

Obsérvese que se conocen dos puntos de la recta, el punto A(a, O) y el 8(0, b), por lo tanto 

se puede obtener la ecuación de la recta, empleando la expresión conocida como ecuación de la 

recta que pasa por dos puntos, la cual se sabe que tiene la forma: 

y-y,= Y2 -y, 
X-X 1 X 2 -X1 
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Donde A(a, O)= A(x1, Y1) y B(O, b) =B( X2, Y2) 

y-O b-0 b 
--=--=-
x-a O-a a 

_L=}!_ 
x-a -a 

Efectuando las operaciones adecuadas se tendrá: 

-ay= b(x - a) 

-ay= bx -ab 

-bx -ay= -ab 

Dividiendo a la última expresión por (-ab), se tiene: 

~+2:'..=1 
a b 

Ecuación de la recta en forma simétrica. 

Para evaluar su pendiente de la recta, cuando de ésta se conoce su ecuación en la 

forma simétrica se obtiene por medio de la expresión: 

EJEMPLOS: 

-b 
111=­

a 

l. Hallar la ecuación de la recta cuya abscisa al origen es tres y su ordenada al origen es 

cuatro. 

B 

o . 
A 

De acuerdo con el problema la abscisa al 

origen es a = 3, y la ordenada al origen - -

b =4·, por lo tanto al sustituir en la ecua- -

ción de la recta en forma simétrica se tiene 

que: 
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Este gráfico se construye localizando los puntos A(3, O) y B(O, 4). En este caso su 

pendiente es: m = -4/3. 

2. Obtener la ecuación de la recta definida por los puntos A(-3, O) y 8(0, 7) 

B 

-------~--·· ·2 ·1 

A 

En este problema se aprecia que la - - - abscisa al 

origen es a = -3 y la ordenada al origen es b = 7, al 

sustituirlo en la ecuación de la recta en forma 

simétrica se tiene: 

~+,t= 1 
-3 7 

7 
111 = -

3 

TRANSFORMACIÓN DE LA ECUACIÓN DE LA RECTA DE LA FORMA GENERAL. 

Cuando la ecuación de la recta, es dada en la forma general Ax + By + C = O, y se desea 

conocer su abscisa al origen, así como su ordenada al origen, se puede proceder de la manera 

siguiente: 

l. El término independiente se transpone al miembro derecho de la igualdad. 

Ax+ By=-C 

2. Se divide la ecuación anterior por -C con el objeto de que el miembro derecho de la ecuación 

sea igual a uno, tal como lo exige la ecuación de la recta en la forma simétrica. 

Ax By -e 
-+-=-
-C -C -C 

Ax +By= l 
-C ·:...e 
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3. Finalmente se aplican las propiedadesde las fracciones algebraicas, esto es: 

~+L=t-
.-c.-:-c.:_· 

A B 

Como la ecuación .de la línea recta en la forma simétrica tiene la forma: 

Se tiene que: 

~+X= t 
a b 

-C 
a=-

A 

b= -e 
B 

1. Expresar e1~. la fon~m si_métrica la ecuación de la recta Sx + 4y -20 = O. Como la 

ecuación está cscritneí1 la forma ~en~ral Ax + By + C = O, se aprecia por comparación que: 

A=5, B = 4, y C =-20, de donde se obtiene a la abscisa y ordenada al origen: 

-C -(-20) 
a=-= =4 

A A 5 
-C -(-20) 

b=-= =5 
B 4 

B 

Por lo que la ecuación_ en forma simétrica se expresa como: ~+X= t 
4 5 

E.s convé_nie11te;q.ue el educando resuelva este tipo de problemas haciendo uso de los pasos 

algebraic6{cle~~iit'6~-:~~\~e~'de este problema, con el objeto de que madure sus conocimientos y se 

le faci 1 ite.eÍ :~~iú8 i~:;(j~i Í~~ 6ó1~icas. 
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Dada la ecuación Sx + 4y ..:20:= O, se pasa el miembro derecho de la igualdad al término 

independiente. 

·. ·. sx+4y~2o .. · 
Ahora dividirlios t~da l~e~~a~iÓn ~ntre 20 . 

. Sx '4y. 20 
-+-=-
20 20 20 

Finalmente se simplifica la ecuación directamente: 

2-+L = 1~.::+l:=1 
20 20 4 5 
5 4 

ECUACIÓN DE LA RECTA EN LA FORMA PUNTO PENDIENTE. 

Conocida la ecuación de la recta que es detenninada por dos puntos: 

Se recuerda que en esta igualdad, la pendiente m está dada por: 

o bien: 

por lo que se tiene: y - Yi = /11 

x-x, 

. ·<');;fa~!,= m(x -x
1
) 

La ultima exp~eiió11 es conocida con la ecuación de la recta en la fonna punto pendiente. 
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EJEMPLO: 

1, Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto A(3, -7) y su pendiente es 2/3. 

Como debe ser usual en geometría -

analitica primero debe hacerse la figura 

con el objeto de ayudarnos a razonar el 

problema. 

En este caso se conoce a un punto -­

A(3, -7) de la recta y su pendiente ----

~!-~-~-~~~~~ 
.3 ·2 -1 ·1 2 3 4 5 6 .. 7 8 9 

·2 

·11 . 

. ~' . " 

m = 2/3 por-16 iai1tÜ 1~{e~üacion que se -- ernpleará es la ecuación de. la recta en forma punto 

pendiente, dad~ p:~r;:)'.:.)i,A m (x -'~h~cínA{3, ~7)= A(x,, yí) ym =2/3. 
- . • ' ' e ' '• ... • '. -'. " ~ " ,· ,. • . ' ' •. ' ' • . - • 

_Substiwyénd(}se los v~l~r~s-Ín;r~1é~i¿os de x1, y1, y m 1, se tiene: 
--- ,; 2 .\ ---
. - .Y- C-7) = 3(x '-- 3) 

y+ 7 = 3.(x - 3) 
3 

Si se desea expresar a la ecuación anterior en la forma general, solamente se debe realizar 

las operaciones algebraicas indicadas. 

3(y + 7) = 2(x - 3) 

3y + 21=2x - 6 

2x - 3y - 27 = O. -

·.,·: 
•'c.-:.; •. -·· 

2. Encon~~füj.ie~uaciói1'Cie la recta que pasa por el punto B(I, -2) y es paralela a la recta 

del problemai•~-t~\H~~:-~ -,,(\ __ _ 

"C:61íiq 1a;¡;e~ta_\:l1');a''éC:Urición se desea obtener es paralela, a la recta del último problema 
' - -: , ' __ .. ,__ . . .. ,.~ . .'•'"'' -. ' - . ' ' . 

res~relto, por, 1d co;1cÍf~ió11' de par'alelismo de dos rectas se puede concluir que la pendiente de la 
• • • . ' - '>¡ ; .: ! >'..:::" ~ - . ' .. > • 1. :,, 

·¡:·~< .·->·:·· 

•.,' 
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recta que pasa por el punto B( I, -2), es igual a la pendiente de la recta del problema anterior, es 

decir: 111 = 2/3. 

Por lo cual la ecuación de la recta en la forma punto pendiente será: 

y- y,= m (x - x1) con m = 2/3_ yB(l, -2),,,; B(x1, Y1) 
2. };_.,,. . 

~Y, ... 
.. v--3--6 2 : 

.. , A 

·10 . 

12 

y-(-2) =-(x.':'-1). 
·3 .······ .· 

3(y + 2}=2(.if. l)y 
3y+6=2x:::.:2.··· 

2x-3y..::s =·o 

3. Una recta es determinada por los puntos, 0(5, 1) y E(-3, 2), hallar la ecuación de la 

recta que pasa por el punto F(-1, -3 ) y es perpendicular a la recta DE. 

De acuerdo con el concepto de perpendicularidad de dos rectas, la pendiente de la recta 

que pasa por el punto F(-1, -3) es recíproca y de signo contrario a la pendiente de la recta que 

pasa por los puntos E y D es decir: 

1 1 
111, = -- ó bien 1112 = ---

- 111, 111 /Jli 

Para obtener el, valor.1Ít1i.nérlco d~ la pendiente m2 se necesita calcular la pendiente moi; 

por medio de: 
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Donde: 

0(5, l)=D(xi.y1) yE(-3,2)=E(x2,Y2) 

2-1 1 
l11m; = -3- 5 = -8 

Entonces la pendiente de la recta que 

pasa por el punto F(-1, -3) y que es perpen­

dicular a la recta cuya pendiente es -1/8 es: 

1 
1112 =-=! = 8 

8 

E 

F 

Finalmente la ecuación de la recta es: y - y1 = m (x - x1) con m = 8 y F(-1, -3) 

y~ (-3) = 8(x-(-I)) 

y+3=8(x+I) 

y'+)=8x+8 

.. 8x ~ J'_+5 ,,; o 

'' ' 

o 

4. Un triáng~lo . esAeÍinido por los puntos A(4, 1), B(-3, 3) y C(-3, -4), hallar las 

ecuaciones d~I~~ 11~~d,iana~y obten~r su Baricentro. 
~· ';:-· . e " . - : o:·> .. · • 

Una.1nelti~n'iVe.H un triángulo cualquiera es un segmento de recta que va de un vértice al 

punto .~~af~:·~~{:'I~d~ ~~uesto. Como cada mediana del triángulo pasa por el 
' . -.:-:' ·''.'-',··''·.:·: ·,.!~;-.;.:_:. . . . . 

punto .ITlédi~i~eJ lado respectivo, primero se evaluará 

triángl11~/~6/,;i~dio de la expresión: 

a los puntos medios de los lados del 

. ~., . . ' . 

e 

p = (X1 +Xi Y1 + Y2) 
"' 2 ' 2 

Para el lado AB, se tiene A(4, 1) =A(x1, Y1) 

y 8(-3, 3) = B(x2, Y2) 

pMAH = (
4

-
3 ,.!..:!:2) = (!,±) = (.5,2) 

2 2 2 2 ' 

Para el lado BC, se tiene B('.'3, 3) B(x1, Y1) 

y C(-3, -4) = C(x2, Y2) 

P.1mc = (:::-32~-~-)i ~ );,. (~26' -21) = (-3,.-.5) 
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Finalmenté para el lado CA, se tiene C(-3, -4) = C(xi, y 1) y A(4, l) = A(x2, y2) 

PMCA = ( =32+~.=;~I) = U·=-23) =(.5,-1.5) 

Teniendo los puntos medios de cada lado del triángulo ABC, se trazan las medianas; de 

acuerdo con la figura se aprecia que para cada mediana se conocen dos puntos, uno de ellos es el 

punto medio del lado respectivo y el otro el vértice opuesto al punto medio, por lo tanto para 

encontrar la ecuación de cada mediana, se hará uso de la ecuación de la recta que pasa por dos 

puntos dada por: y-y,= Yi -y, 
X-X1 X 2 -X1 

Para la mediana APMnc; 

se tiene A(4, l) y Pr.:lilc(-3, -1/2) 
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Finalmente para la mediana CPMAD; se tiene C(-3, -4) y PMAIJ(l/2, 2) 

y+4. 2+4 
x+3 = .!.+

3 
=> 

2 

y+ 4 =g => 7(y+4)=12(x+3) 
x+3 7 

7y+28=12x +36 => 12x- 7y+ 8 =O 

Para obtener las coordenadas del Baricentro se debe resolver el sistema de ecuaciones en 

donde se pueden hacer un sistema de ecuaciones M1 y M2; M1 y MJ o bien M 2 y MJ. Se resolverá 

la combinación M1 y M2 y se le deja al educando que resuelva las otras dos combinaciones para 

que demuestre que las medianas se interceptan en un solo punto. 

3x-14y +2=0 ... M1 

9x + 7y + 6 = O ... M2 

l 2x - 7y + 8 = O ... MJ 

De M 1 y M2 se tiene: 

.. 3x -:lfty .:=:: 2 .. ; M1 

. 9:X. + ;y ;,,, _(j ... M2 
' ·,· . . 

Multiplicando la ecuación M1 por (-3) se tiene: 

-9x +42y= 6 

9x + 7y= -6 

49 y= O Donde y = O 

Sustituyéndose y= O en M2, se tiene: 

9x +7(0) = -6 

9x = -6 

X= -6/9 

X= -.66 

Por lo.tanto el Baricentro es dado por: 8(-0.66, O) 
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5. Obtener las ecuaciones de las mediatrices del triángulo del problema anterior y las 

coordenadas del circuncentro. 

Como una mediatriz es un lugar geométrico que equidista de los extremas de un 

segmento, se sabe que este tipo de rectas pasa por el punto medio del lado de cada triángulo y 

además son perpendiculares al lado que equidistan. 

En la figura del lado derecho se muestra 

a las mediatrices del triángulo ABC del problema 

anterior, se aprecia que como ya son conocidos -

los puntos medios del triángulo, el presente pro-­

blema se reduce a calcular la pendiente de cada 

lado del polígono, una vez obtenida ·se aplica la ~ 

propiedad de perpendicularidadde'cÍos·r~ctas p~ra 
: . ·.··. / . . · ·,·-.'.' .. ~··:·.:._~~:· (::n:(f''"':.~,'.::~,.--.¡.-·.·.· . -.. " 

evaluar la pendiente.de ca~a·me'diatriz.;-finálmente 

se aplica_l~ e¿úa~iÓ1~-~urito ~cin~ien~e~a~aÍ1~llar la 

ecuación el~ ~i~61'1~~·k';;;
0

geornétricos. . . . 
' ' 

.. 

C(-3, 4) : 
-· 

:· .. ·.-.. : ·-.,. 
Calculando la pendiente del lado AB: A(4, IJ~A(x 1 , Y1), B(-3, 3) = B(x2, Y2) 

mAH = Y2 -y, = 2=_!_ =ji/ •. · 
X2-X1 -3-4 ,-7:,' 

1 
m_I_ AH = - --

111 AH 

7. 
=--~--··2 

7· 

Haciend_o lo mismo para la pendiente del lado BC:B(-3, 3) = B(xi, y1),C(-3; -4) = C(x2, Y2) 

Y2 - Y1 -4 - 3 . 7 
lllHC = --- = ---= -- = «> 

X2 -x, -3+3 Ü . 

1 1 o 
/Jlj_JIC = --- =--

7 
=- = Ü 

lll¡¡c: 7 
.O 
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Ahora para la pendiente del lado CA: C(-3, -4) = C (x1, y¡), A{4, l) = A(x2, Y2) 

1+4 5 me,,= Y2 - Yi 
X 2 -x1 4+3 7 

l l 7 
111..LCA = --- = --5 = --5 

nlc,i 

7 

Como la mediatriz del lado .AB denotada como M1 pasa por el punto medio PMAB{l/2, 2) 

=PMAa(x1, y1) y es perpendicular al lado AB, su pendiente es: 

7 
111..LAB =2 

la ecuación será: 

14x:.:_4~'~'l=0 .......... M 1 

Para hallar la mediatriz del lado BC denotada como M2 pasa por el punto medio PMac(-3, -1/2) 

=PMac(x1, y1) y es perpendicular al lado BC, su pendiente es: 

m..Lac =O 
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y su ecuación será: 

y-y1 =m(x-x1) 

1 
y+-= O(x+3) 

2 
l 

y=-2··········· ..... M2 

Finalmente para obtener la mediatriz del lado AC denotada como M 3 que pasa por el 

punto medio PMAc(l/2, -3/2) = PMAdx 1, y1) y es perpendicular al lado AB, su pendiente es: 

7 
m..LAC = --

5 

La ecuación M 3 será: 

y - y 1 = m(x.-x1) 

y+ ~~~Z:c~ _ _!_) '=> 5(y + ~) = -7(x-_!_) 

,~J"Íl~if ~~[;~J~,~~f {~:E:x+:, 
14x + 10/+15.,...7~::= O·· 

14x +.10/+8·;:; O ... M 3 

Las mediatrices se interceptan también en un punto, a ese punto se le llama circuncentro. 

Encontrar sus coordenadas si las ecuaciones de las mediatrices son: 

l 4x - 4y + 1 = O ..... M 1 

y= -1/2 .... M2 

4x + 1 Oy + 8 = O ...... M3 

Substituyéndose y= -0.5 en M3 se tiene: 

14x + 10(-0;5) t8 ::=O 

14x.-s+s.:.:.o' 

· .. '14>:-=. ~3 
' : .. :. ~.'. 

. x :::~3/14 
.. x= ~0.21 

. · .. 

Por lo tanto se aprecia que las coordenadas del circuncentro son: C(-0.21, -0.5) 
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Se recomienda al estudiante que demuestre que todas las mediatrices intersectan en este 

punto. 

6. Encontrar las ecuaciones de las alturas del problema (4) y encontrar la coordenada del 

ortocentro. 

Por lo tanto para encontrar la ecuación de 

la altura hA, se empleará la ecuación de la 

recta en la forma punto pendiente ya que 

se conoce un punto, el vértice A( 4, 1) y su 

pendiente que es recíproca y de signo con­

trario a la pendiente del lado BC por condi­

ción de.perpendicularidad. 

También s~ obs~i:v,a :·que la pendiente de 

la altu~á Í1~·~fidL1.a1·:a1a ,pendiente de la 
. '•,-;""' .-- ·.-

mediatriz M2d~l·p'r6blen1a anterior. 

De acuerdo con. el problema anterior: 

2 
111AH = --, 

7 
lllnc: = a:i, 

7 
mJ..AH = 1111i<: = -, 

2 

B 

·6 ·4 

5 
lllc:A = 7 

Con A(4, 1) y 111 =O la ecuación de la altura hA: 

y-y1 =m(x-x1) 

y-1 = O(x-4) 

y-1 =O: 

y= l. ......... h" 
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La ecuación de la altura hn: 

Con B(-3, 3) ym 1in= -7/5 

y-y1 =ni(x'-"x1) 

. ··· ... --7 .·· 
y-3::-S-("7+3) => · 5(y-3)=-7(x+3) 

. . , ,'· 

5y-15=:-7x.~21 ·=>7x+5y-15.+21=0 

7x+5y+6=0 

La ecuación de la altura he: 

Con C(-3, -4) y m he= 7/2 

y- y 1 = m(x-x1) 

7 .. 
y+4 =-(x+3) 

2 
2(y+ 4) = 7(x + 3) 

'2y+8 ::}x +21 

7x- 2y-s+21 =O 

7x--~2y+l3=0 

. . . . ' 
' ,· ... 

Las alturas interceptai1 en un· punto llamado ortocentro, para evaluar sus coordenadas se 

resuelve el sistema de ecuaciones: 

y= 1 ........ hA 

7x + 5y+ 6 = O ...... hn 

7x - 2y + 13 =O ...... he 

Substituyéndose y= 1 en hB, se tiene: 

7x +5(1) +6:: O 

7x= ~11 

x.= . 11n 

X"= ..:I.57 

Por lo tanto las coordenadas del ortocentro será : 

0(-1.57, 1) 
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ÁREA DE UN TRIÁNGULO. 

El área de un triángulo cualquiera se obtiene' por medio de la siguiente expresión. 

X¡ 

X2 
1 

A =-X3 y3> 
2 

X¡ Yi· 

X2 Y2 

En el determinante anterior (x1, Y1), (x2, Y2), (x3, y3) representan las coordenadas de los 

vértices de un triángulo cualquiera. 

EJEMPLO: 

1 ) Calcular el área del triángulo ABC, donde A(4, 1), B(-3, 3), C(-3, -4): 

Substituyéndose a los puntos A, B, C, en la expresión anterior se tiene: 

1 

3 1 

4 

-3 
1 

A=--3 
2 

1 . 1 
-4 1 =2[(12+12-3)-(-3-16-9)]=.2[(21)-(-28)] 

4 1 

-3 3 1 
1 .•. ·. 1 

A= 2(21+28)=
2

(49) = 245 

OTRO MÉTODO PARA CALCULAR EL ÁREA DE UN TRIÁNGULO. 

El estudiante debe recordar que el área de un triángulo puede ser calculada también por 

d
. d A (base)(altura) me 10 e: = -'-----'-'-----'-

2 

De acuerdo con la figura del problema 

(4) la base del triángulo es cualquiera de 

sus lados, por ejemplo el lado AC; para -

aplicar la fonÍíula anterior se debe obtener 

el valo1; numérico de la base AC y la altura 

correspondiente hn. 

.. 
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La magnitud' de la base .se obtiene aplicando la fórmula de distancia entre dos puntos: 

Con A(4, 1) = A(x1, Y1)Y C(-3,A) = C(x2, yi) 

b= .Jcx2 -x,)2 +(Y2 ~ y,)2 

b = .Jc-3-4) 2 +C-4-1)2 = .Jc-1>2 +(-5) 2 

b = ..J49+25 = ffe = 8.6 

Para evaluar la magnitud de la altura Bt, se necesita conocer las coordenadas del punto 

t. Este punto de acuerdo con la figura es el punto de intersección en la recta hB, cuya ecuación 

es conocida por el problema ( 6 ) 7x +5y +6 =O y la base AC del triángulo cuya ecuación se 

puede obtener por medio de la ecuación de la recta que pasa por dos puntos. Después que se 

conoce la ecuación de esta recta, se resuelve el sistema de ecuaciones para obtener la coordenada 

del punto t. Esto es: 

Con A(4, 1) = A(xi, y1) y C(-3, -4)=(x2, yi) 

y-y,= J'2 -y, 
X-X1 Xi -X2 

y-l -4-1 
--=---
x-4 '--3-4 
f-l,;:~,··· 
x-4 7 

. 7(y-l)= 5(x-4) 

. 7y..:...7= 5x-20 

5x - 7 y - 20 + 7 = O 

5x-7y-l3=0 

Finalmente dado el sistema de ecuaciones: 

5x - 7y -13 = O Ecuación de la base AC. 

7x +5y + 6 = O Ecuación de la altura hB 

Aplicando el método de reducción.(Se multiplica por 7 a la ecuación de la altura y por 5 

a la ecuación de la base, se tiene: 

25x - 35y - 65 =O 

49x + 35y +42 =O 

74 X -23 = Ü 
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X= 23/74 

X,:,, 0.31 

Substituyéndose x = 23/74 en la ecuación de la base, para calcular la ordenada y del 

punto de intersec~ión T, se tiene: 

5(0.3 d :7y-l3 =o 

1.55 -7y ~13;,. o 

-7y=l l.45 

y= 11.45/-7 

y=-L64 

Entoric~s.i:tiene coi110 coordenadas i:(0.31, -1.64), el vértice B(-3, 3) y la magnitud de 

la altura será dada po;:.? 
'·•: • ~: • •«' .• t. •, • 

Br=~(x/f?.;;;>Ú+.fr2 -y1 )
2 = ~(-:-3-0.31) 2 +(3+ 1.64) 2 

Br ~·1c~J..;~)i:~{4.64) 2 ~ :J10.1561 +21.5496 = :J32:5o57= 5.7 
.' . . . . . : .•. ·'t~ . . ~ -::--}:·. : . ' . . .. - ' 

Podo tanto, ei ·área>del triángulo es: 

A= (b)(h) = (8.6)(5.7) = 49 = 24.511 2 

2 2 2 

ECUACIÓN DE LA RECTA CONOCIDA SU PENDIENTE Y SU ORDENADA AL 

ORIGEN. 

Se sabe que la ecuación de la recta punto pendiente es: 

y- Y1 = m(x - x1) 

Si el punto P 1(x1, y1) es dado por las coordenadas (O, b), la ecuación anterior se 

trasfon11a a: 

y - b = n~(x- O) 

y- b =n1x 

y~1nx +b 

Está ulÚrímeé:uación se emplea , cuando se conoce a la pendiente de la recta m y la 

ordenada al o~ig~i1 b:> 
,. . . ·.' 
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EJEMPLO. 

1. Hallar la ecuación de la recta cuya pendiente es -3/4 y la ordenada al origen vale -5, 

Como m = -3/4 y b '=-5, la recta que se 
. ' . . ' 

representa en la figura de la derecha y su 

ecuación es: 

y= mx+b 
. . . 3 
y=-·-x-5 

4_ 
-Jx-20 

y= 4 

4y=~3x-20 

3x+4y+20~ () 

A = 3, . B =4, C =20. 

2· 

1 . 

~~~~~·,-~~~~~~~-o 

-10 -4 -2 
-1 . 

-4 
.•....••• ·-2. 

i 
-3 1 

1 3 
-4 1 

¡ 

-6 

2. Expresar la ~cüación de la recta 3x +Ay+ 20 =O én forma canónica. 

A.la ecúaCión 3x :t: 4y+ :io;.; O;:· se divide por el coeficiente de "y" y se despeja a esta 
;;" '-: .,· ;·- ·. ·/·... ._, ' ._, 

variable esto es: · 

. 3::~~:+240'~0 

3x <' •• -¡-+y+S =0 

·. -3x 
y=-¡--5 

Obsérvese que es exactamente_ la misma ecuación que se obtuvo en el problema anterior. 
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3. Calcular la ordenada al origen y la pendiente de la recta 3x -2y +8 = O. Una de las 

formas de resolver este problema es trarisportando a la ecuación 3x -2y .+8 = o a la . 

forma y = mx + b; e~t~ es: 

-3.{'.~~y+S=O 
.3.x .:..:2.vcs.· ..... 
.---.-+-=O . -2. ...:.2 -2 

. 3x 4 O -2+y-. = 

3x 
y=-+4 

2 

Por lo tanto se tiene que m = 3/2 y b = 4. 

" 

----·~-··o .. .. 
., .2 ., ' ' 

4. La pendiente de una recta es 3/2 y su ordenada al origen es -6; obtener su ecuación en 

la forma simétrica. 

Como 111 = 3/2 y b = -6, se sabe que la ecuación de la recta es: y = mx + b substituyéndose 

valores numéricos se tiene: y= 3x/2 -6 desarrollándose las operaciones indicadas, se tiene: 

3x-12 
y=-. -2-

2y=3x-12 

-3x+2y:;=~l2 
. ' . . . . 

-3x 2y -12 
--+--=--
-12 .::.:12 : .,...:12 

X + j1 ·.'i_ 
12/3 ·C.:.12/2-. .' .. 

X ·.····y.•·. 
-+-=I 
,4 -6 

-2 

... 
-10 
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ECUACIÓN DE LA RECTA EN LA FORMA NORMAL. 

La ecuación de la recta en forma normal, está expresada en función de la distancia ( r ) 

normal (perpendicular), que existe entre el origen y la recta, así como el ángulo (w) que hace esta 

normal con el eje x, tal como se muestra en la figura. 

Y Si se considera la función trigonométrica 

coseno del angulo w en el triángulo AOP. 

Se tiene: 
r 

cosw=­
a 

de donde la abscisa al origen "a" se 
acosw = r 

expresa como: r 
a=-­

cosw 

La ordenad~ alorigen "b;, de I~ recta que muestra la figura se va a evaluar del triángulo 
. . . . . . ,., . - ·. ; ,. . ' . . ~ . 

,. 
.b=-­

senw 

Si se substituyen las expresiones obtenidas para la abscisa y ordenada al origen en la 

ecuación de la recta en forma simétrica, se tiene: 

~+l'..=I 
a b 

_x_+_>_'-= 1 ,. ,. 
COSW sen w 

xcosw +y sen w = 1 ,. ,. 
xcosw+ysen w = r 

.1,·'-:·.'\'..;,. 
·-· 

A esta última exp;·esiÓ1i ~e 1éde1~on1ina ecuación normal de la recta . 
. ,,-_\·,.::<.'"' :·<,i·'. 



EJEMPLO. 

L Hallar la ecuación de la recta cuya distancia normal al origen es de 5 unidades y el 

ángulo que fornia, la distancia normal es de 60°. 

Analizándose el enunciado del pro-~ 

blema se observa que r = 5 y w = 60°; 

la forma normal de la recta es: 

xcosw +y sen w = r => xcos60' + ysen60' = 5 

0.5x + 0.866y = 5 
-1 

z 

z 

2. Obtener la ecuación de la recta que pasa pC>r~I p~nt~'A(3, 4) y es perpendicular a la 

reotn q"' ~;·.~i~,:18°~~~.~~)t~t~~t~i~~;li.' '° n~c=io q"' al tram '" Ja fig"ra Ja' 

coordcn~d~s de1:'pB'1~to<Á(3/4) ~~'. r~i;í1ii'l.1i1' trfá;1guló rectángulo cuya hipotenusa r se puede 

calcular pÓr el teore111a de Pitágoras, el senw, y el cos w aplicándose su definición; para más 

tarde utilizar la ecuación de la recta en la forma normal y determinar así la ecuación de la recta 

deseada, esto es: 

x cos w +y sen w = r 

r=·b2 +4 2 =.J9+16=Ji5=5 
Cat.Op. 4 

sen w = , = ,-
Hip. ,. 5 

COSll' = Cat.;ic~J.:= i 
Hi¡i. 5 

Por lo. tanto la. ecuación queda representada por: 
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3. Una circllnfereneia concentro en el origen pasa por el punto A(~S, -3), encontrar la ecuación 

de la tangente 6n ese ~untO: . 
y 

De acuerdo con la figura, se concluye que 

la ecuaciÓll de la tangente en el punto - · -

A(-5,-3) a la circunferencia, se puede obte -

ner por medio de la ecuación de la recta en 

forma normal, ya que la tangente es perpen­

dicular al radio r, se sabe que: 

~~~-1-~~~'--~~'--~--'~1--~-x 

-B 

,. = '1<-5) 2 +(-3) 2 = .J2s+9 = ../34 

-5 -5 . . . :-3 ~3 
cosw=-=--

. r ../34' senw =-=--. . ... ,. .. .../34 
·- - ' . 

. . ' . _,·, . ··, ,' ... ·. 

Como la ectiación de larecta en la forma 'normál es: 

x cos w +y sen w = r 

-5 -3 ¡.;-; 
X ..J34 +y ..j34 = v34 

-5x-3y = 34 

5x+3y+34 =O 

B 

-e 

Cuando se conoce a la ecuación general de la recta y se desea expresar a esta ecuación en 

forma normal x cos 'w +. y sen w = r ; se debe tomar en cuenta que dos o más ecuaciones de 

rectas representan a,fa misma, cuando sus coeficientes respectivos son proporcionales, es decir: 

De 
. , {COSlt' =HA¡ Ax+By+C=O 

=> sen'''= HB 
{(cosll')x +(sen w)y- r =O} 

-r = HC 
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Como cos2w+·sen~w.=l se tiene: 

Como: 

H 2 A2+H2B 2 =1 

lf2(A2+B2)=1 

H=-r==== 
±.JA2+B2 

'· l ,· . ·, ' 

Para A2 + B 2 
;t: O 

Al sustituirse las expresiones' anteriores en la ecuación normal de la recta x cos w +y sen w -r =O 

se tiene: 

A B C 
-;====X+ y+ = Ü ±.J A2 + B2 ±.J A2 + B2 ±.J A2 + B2 

Expresión que se emplea para transfonnar cualquier ecuación de la recta Ax +By +C = O 

(en la fomia general) a la fonna nonnal x cos w +y sen w = r. 

De los signos ± que existen antes del radical sólo se emplea uno de ellos con el objeto de que el 

ángulo w sea único, tal y como el educando lo ha observado en los ejercicios anteriores y en la 

definición de la ecuación normal de la recta. Como -r = HC y r siempre es positivo, se concluye 

que necesariamente H y C deben de ser signos contrarios: por lo tanto la ecuación recién obtenida 

de los signos± que anteceden al radical (±.JA 2 + B2 = H-1
) se selecciona el signo contrario 

al del signo de C (siempre que C ;t: O ). Si C =O y el coeficiente de la variable y es cero, (8 = O) 

H y A tienen el mismo signo; finalmente si en la ecuación se tiene que tanto C=O;. como B=O 

entonces el sign9 que antecede al radical (H), es el mismo que el coeficiente A. 
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EJEMPLO: 

1. Expresar en la forma normal a las rectris dadas por las ecuaciones: 
' . . · .. 

3x+2y-6=0; :~2x -t:3y+Io=o 
·~_:·<~[ :~ ~-l . "-::.:,. 

- ,·,-·~~:_· ... ·. 

3x + 2y - 6 = O En esta ecúa¿ió~··s't! tiéri'e que: 1.;; 3, B =2 , e = -6; substituyéndose A, B,C s~ 
· tiene·. . . . . . · \:}; : ;,:, _ ... ::,·_·, :_•·_,_-.: ___ -_•: .. _< : , . . 

:,_.-:;-:i.:· ·,.::··~·_:' 

A ·· .. ~ +.' ~./.)sS:(:;y,\·i·,_~<.> < C •.. ·· · .... 

+.JA2 +B2> . +:;/A.2.'+B2 .. &~-:±.JA2+B2 

- ~3: +2'/~~i~~!fiiii1t!. 
{: . ~.j8:,.~!g'.Vf3l;·:,·~ -~ . 

.. ,, ,,, . ' 1/'.:~ ,;.· .. ·· ·, -. ·, ·,<;· ;¡ 

·. . ·.. . ) <• • ··:.~$il~¡~•.i:~·t.> ·. . ..... 
Recuerda que el ~ign_o dél,·radiC:ar:rse:selecC:io11a;·eLsigno contrarió a e por 'lo cual se 

utilizo el signo ~y~q@c_;, ;'6'. ¡\')_·,;~,;:{""~::·.,,·:~{';·~~·<ty~~' .. ·.. . 
La últin{a eC:ti~'bión'Ú~n~ I~ forrna x ~os w+ y sen \V= r ' ' '(: "~ 3 < ·' ··,:· 2 . ' 6 

·_c_Osw_._-_=·_··r.;;-; senw= r.;;-
13

=0.55; r.= r.;;-
13

=1.66 
., .. _ ... vl3 vu vu 

'' l~ ;;,·angsen(0555) = 33.5" 

-2x + 3y + 10 '." O. Por la fonna general de la recta se tiene A = -2, B =3 y C = 1 O sustituyéndose 

se tiene: 

A B C 
-====X+ y+ =0 
±.JA2 +B2 ±.JA2 +B2 ±.JA2 +B2 
-2 3 _·: .. 10 

±~(-2)2 + 32 X+ ±~(-2)2 ..¡:. 32 r.t~f-..j(-2)2 + 32 = 0 
. ~2 '• ;. ' 3 _-.... . 10 

~~ x ;f: ±.Ji3 y+ ±F3 = O 

2 3 10 
../)jx- my = ;,/13 
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Recuerda que el signo del radical se selecciona, el signo contrario a C por lo cual se 

utilizo el signo - ya que e= 1 o.> 
La última ecuación tiene la forma x cos \v +y sen w = r 

cosw= Ji:s =055; senw= ];, 

l\12 = 360º -56.25º= 303.75º 

. :':·. : ,~' . l, 

.:.,- y 

En la figura se múest.ra ~ las,dosre,ctasd~I últirno'parcie,ejen~pl~s';nóte. que.la di~tancia de la 

::;::0:0;é;~;;~t°~®(~~"Jé~;lirf@ti~.1,:1~;i·~:~i$~~~;~~~~f ~;;'lf~~~~Jf~tr:,~ 
(r2=• 2.77) ccin el ,origéri; for'ma·ün ángulo mayor .de 270º yjneno(de'r3.60:,~/po(ser eI;cosenó · 

; .- -•. , ·.·., ··- ·,· ·. ·.·' . ,. "" -. '.~--- .~:::·~'-;:·-.~-;~'"--''-;'-~,:.::....:;·,i;.;.':."·".c.::_.~:-~,:; ·:<. 

positivo.· Y. el seno' negativo. .:: .• , ;·;: > 

2. Calcular la distancia que existe entre las rectas 3x - y +3 =O y -6x + 2y +36 =O 

y comprobar que son paralelas. 

Para obtener la distancia que existe en estas rectas se pueden transformar sus ecuaciones a la 

forma normal y obtener la 'distancia que existe de cada recta al origen; conocidas estas entonces 

se suman y con ello se obtendrá la distancia deseada. 

De la ecuación: 3x - y +3 =O; se tiene que A = 3, B = -1, C = 3, entonces al substituir se 

tendría: 
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-3 
COSll'¡ = .J10; 

Como el seno del ángulo w es positiyo y_el coseno negativo , se concluye que w es un 

ángulo obtuso, es decir: 90° < w < 180° por lo tanto: 

· .. \V.= 180~.~ ~1Íg sen(O.:H~2} .·· 

3 
cosw =--· 

1 . .JIQ' 

'.,: 

.:...1.· . 
sen w1·: = .• · .. · ,,;·.; 
.··.· . vlO 
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18 
r1 = .J10 = 5.692 

Nótese que w2 es igual a w 1 + 180°; como 

el coseno del ángulo w2 es positivo y el 

seno negativo el ángulo es: 

w2= 360°-ang cos(0.948) 

w2= 360°-18.55° 

.···. --·~---,-----,-.,-... -, .---',-:-:-,-,-,-,-,-,-,-,-------------.... 



DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA. 

Considerándose a una recta cuya ecuación tiene la forma y = mx + b; la recta se 

encuentra a una distanciad del punto P1(x1, y1}, tal como se muestra en la figura. 

Note que el ángulo a de inclinación de la recta es igual al ángulo APB, por ser ángulos 

formados por lados respectivamente perpendiculares, además es importante destacar que el punto 

A(x1, Y1) su abscisa x1 es igual a la abscisa del punto P1. 

Al observar el triángulo ABP de la figura, se tiene por definición de coseno: 

d 
cosa== => d = P¡Acosa 

P1A 

. .. . 

s ... ~ Bf}1~~~1~.t.{~l~}~ ~ 1.+.1an'a 
>·i;! -

Substituyénci6~~¿cik,~·g,J>,:~;c,~~f,L:s~,~}~f e:•· 

d ~ r.~·~gf ~~x,·.;:.,,,ª 
Analizándose a la figura se'ápfeciá::que:> . 

P ,Á+~i~\~~:~f.}:~ ............. (A) 

Como el punto A(x1,ya) perténecea)a recta, la ecuación y= mx +ben ese punto se 

rep=enm como• Y• ~H~~f t~·¡; ' 
Substituyéndose la ecmíclórÍ_.a1iforior 'en (A) se tiene: 

p1 ?1,=~ 1 ,..-(111x 1 +b)=y1 -mx, -b 

en (A) a··, P1,; '·?~o~;~Í~-'expresiÓn algebraica obtenida, y sabiéndose que 
, - . , . ,· :>.·- ·-'.~·~;-~<::;"':.:,>!< :~.' 

111" = tan· a ,se tendrá:.· 

reemplazándose 

111 =lana 

d;:;,,-'-mx¡ '_h 
• · . ±.JI +111 2 
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La expresión a.nterior se utiliza para calcular la distano · jirigida que existe entre un punto 

de coordenadas P1(~1r Y1)Yun~reC:ta de lü forma y= mx + b. 

De los signis:±~<~u~.ª:~téc~den al radical, se emplean de la fomm siguiente: 
:(.''':" .- .. ·,·;:-.t:: 

. : ;~~;i;}~:r·.,, ~:~~\·.~.-:: ... ~:-.~- :·:··- . - -. 

1. Cuandó ~fp~Ü'~t~f;'f[~c';;\~ 1 ) y el origen del sistema coordenadas "x" "y" se ubican en un mismo 

lado de i~./e;;t¡,~¡i'~·¡~~~ii'~Ía del punto a la recta se considera negativa y de los signos ± qu~ 
· .·, ''\ ·,'"t··~sz·.~·, :; . · · . . . 

antecedenal radical se'selecc1ona al signo que hace negativo al cociente. 

EJEMPLO:·.··· 

1. Encontrar la distancia que existe del punto A(S, 3) a la recta y= 2x/3 + 2. En 

este caso se tiene que m = 2/3 y la ordenada al origen es b =2, la posición del punto A respecto a 

la recta y al origen, se aprecia de los signos ± que anteceden al radical se selecciona al signo 

que hace negativo a la distancia, por estar el punto del mismo lado que el origen respecto a la 

recta. 

Con x1= 5, y1= 3 , m = 2/3 y b =2 
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2-20 
d= .. .. 3 

±~1+(2;) 
6-20 -14 
-3- -..,- -14 

d= =-.)-=--=2.4 

±~(9 ~25) ± ~ ±ffe 
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3. Encontrar una expresión algebraica que denomine a la distancia de un punto P 1(x 1, y1) 

a una recta en la fonna general. 

Hasta este momento se sabe que la distancia de un punto a una recta está dada por: 

d =y, -nu:1 -b 

±..[1+;;1 

Se sabe que la pendiente m de una recta, dada en su fonna general es : m = _ :i_ 
B 

Además la ordenada al origen está dada por: b = - C 
B 

Substituyéndose m y b en la expresión (9) se tiene: 

y -nu: -b d= 1 1 

±../1 +m 2 

La última expresión algebraica es la mas usual en geometría analítica para hacer los 

cálculos de ladi.Stimcia de un punto a una recta. 

Los sigrios ± que anteceden al radical se emplean de igual manera, a la dada 

anterionnente. 
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4. Evaluar la distancia del punto F(-3, 1) a la recta 2x -3y +2 = O. Se sabe que la 
1 ' 

distancia de un punto a una recta se puede obtenerpro medio de la expresión. 

d= Ax1 +By1 +e 
±.J A2 + B2 

Donde en este problema se tiene: A = 2, B = -3, C ,,;,'.z; ~i= -3, y1=I , substituyéndose los valore~ 
numéricos se tiene: 

:,: .. 

2(-3)+(-3)(1)+2 _(>:..::3'+2 ' -7 
d= = =--

±~22 + (-3)2 ±;./4+. 9 ±.Jl3 

Para seleccionar elsigno del .radical es 

necesario con ta~ éo;:;;. la· figun1 dél pro­

blema; de' lti eb'1a~ió.~ ;<l{Í~ 'recta. 
' '. ~. ' ·' .: .. - .·· ·,, . 

. 2x -3y + 2 ~ ó se.~~~~;qllf 
•·A ·;2\ 

111 = - - = -· ·. " ., 
. B··:3. 

para y= O. . 

2x ;:3(0) + 2 = O · 

2x + 2 ~O 

x=-1. 

-1 

z 

Entonces con el punto (-1, O) y la pendiente, se traza la recta, apreciándose que el punto 

F(-3, 1) y el origen del sistema de ejes cartesianos se ubican de lados opuestos a la recta, lo que 

indica que la distancia debe de ser positiva, por lo tanto se emplea el signo negativo de: 

-7 
d = ,,-:; = 1.94 

±-vl3 
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EJERCICIOS: 

1. Comprobar que son paralelas las· rectas que pasan por los puntos: 

a) (0,3), (2, O); (-2, O), (0,3) 

b) y comprobar que la recta que pasa por los puntos (0,-2) y (3, O), es perpendicular a 

las otras dos 

2. Distintas posiciones de una recta en el plano de los ejes coordenados. Observar la 

ecuación de una recta es siempre de primer grado. Trazar las rectas cuyas ecuaciones 

son: 

a) x=O 

e) y= 2x + 4 

i) y= -7 

b) y+ 1 =o 
f) y= 8 

c) y=x 

g) X= -8 

3. Trazar las gráficas de cada una de las siguientes ecuaciones: 

a) y= 3x 

.. . 1 
e)y=-x-2 

.. 2 . 

i) 

b) y= 3x + 4 

X )' 
f) --·+· =l 

2 4 

X V 
c) · · + '- = 2 

1 3 

g) 3x +y°= l 

d) y= o 
h) X= 19 

d) y-x =O 

h) x-3y+4 =O 

4. Detén11inrir la ecuación de la recta cuya pendiente es -4 y que pasa por el punto de 

inte~~ciJciÓ~ de las rectas 2x + y -8 = O y 3x - 2y + 9 = O. Trazar su gráfica. 

5. · Detellninar la ecuación de la recta de pendiente m = -1, ordenada al origen b = 2. 

Determi~a~ la ecuación de otra recta que tiene por coordenadas al origen b = 6 y a = -2. 

Trazar estas dos rectas y detenninar el punto donde se cortan. 

6. Trazar la recta que pasa por el punto (-1, 2) de pendiente m = 1/2. Trazar la recta que pasa 

por el punto (5, 2) y su m = -1. Encontrar las ecuaciones de estas dos rectas, el punto 

donde se cortan y sus intersecciones con los ejes coordenadas. 
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7. Una recta que pasa por el punto (3, -6) y es perpendicular a la recta definida por los 

puntos (4, 1) y (2, 5). Encor1trar las ecuaciones de estas dos rectas, el punto donde· se 

cortan y sus intersecciones con los ejes de coordenadas. 

8. La pendiente de una recta que pasa por el punto P(3, 2) es igual a :Y.. • Situar dos punto~ 

sobre esta recta que disten 5 unidades de P. Comprobarlo con gráfica. 

9. Encontrar la ecuación de la mediatriz del segmento cuyos extremos son A(-2, -3) y 

B(O, -1). Usar esta ecuación para probar que los puntos (-4, 1) y (1, -4) pertenecen a dicha 

mediatriz. 

l O. Detenninar la distancia del punto (6, -1) a la recta 3x + 1 = y así como la distancia del 

punto (5, 2) ala recta 3x -4y +6 = O . 
... '/ ~,:~:~ .. :.~ .• ' .. ::(-'· ·. (:{:' 

·, ''.{l~>\·,:: .(·; ·; ,, . 
~- . ; ~ '' ' ~~\: ,,._ 

11. Halla~' l~~'?if~ÜÜ~Íolles\;deC·las • rectas de ·pendieÍ1te .· /11 = -·
3 

, que forman con los ejes 
f ;";··>,/·•<;;~'. ;·); . .. :•. ' .· . 4 

co6rde1Í~da¿ Ü11 triál1glli0de área iguala 24 'liriidades cuadráticas. Trazar su gráfica. 

12. Detem~i1~ar las ecuaciones de la; rectas paralelas a la recta x +3y = O que pasan a la 

distancia ..JIO del punto (-1, 2) 

13. Detem1inar las ecuaciones de las perpendiculares a la recta x +y = O, que pasen a una 

distancia 2.fi del punto (1, -1) 

14. Determinar las longitudes de las alturas del triángulo cuyos vértices son (2, O), (3, 5) y 

(-1, 2), determinando también el ortocentro. 



b) Detenninar las ecuaciones de la sus medianas. 

c) Determinar las ecuaciones de sus bisectrices. 

d) Detenninar el punto donde se cortan las medianas o baricentro. 

e) Detenninar los ángulos interiores del triangulo. 

17. Determinar la ecuación de la mediatriz del segmento cuyos extremos son los puntos 

A(O, 4) y B(6, 2). Comprobar que esta recta pasa por P(4, 6) y por el punto medio del 

segmento dado. ¿Cuáles son los puntos donde ella corta a los ejes? 

18. Una recta que pasa por el origen y por el punto (a, b). Encontrar la ecuación de otra recta 

perpendicular a.la anterior por el punto (a, b). 

19. Sea el punto C(-6, 4) y la recta x =y. Determinar sobre esta recta dos puntos: A y B, de 

modo que el triángulo ABC sea equilátero. 

• l • . • 

20.0btenerlaec'uáción de la recta que pasa por M(6, 1) y forma con la recta y= 2x + 4 un 

ángt;lb d~:~6~}:{ { Dato: tg 36º 52 '= 3/.i. 

y/', . 
21. Desde. ul1 punto C(O, 7) trazar dos rectas, CA y CB , que fonnan un ángulo de 45° con la 

recta cuya ecuación es 1 Oy = 4x + 12 

22. Por medio del uso del detenninante, calcular la superficie de los triángulos cuyos vértices 

son: 

a) A(-2, -1), 8(4, 2) y C(O, 3) 

b) D(3, 1), E(-1, l) y F( O, -3). Hacer la gráfica respectiva. 

23. Los vértices de un triángulo son: A(4, y), B(-2, 4) y C(8, -2). Calcular la ordenada del 

vértice A, si el área del triángulo es de 28 unidades cuadradas. 
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RESPUESTAS 

-3 
1111 =111 2 = -

2
-, :. las rectas son paralelas, 

l. 
1113 = 3. :::::. las rectas son pependiculares por que m1m3 =-1 

3 . 

2. Gráfica (1) 

3. Gráficas{II) 

4. Punto de intersección P(I, 6), la ecuación de la recta es: 4x + y-10 =O 

5. y=-x+2;y:=3x:T.6;P(-1,3) 

6. Las ecuacÍoúes de las rectas son: x -2y = -5; x +y= 7, El punto de corte C{3, 4), las 

intcrsc~ci.b_¡~¿f~()Í~'Jos ejes coordenadas (-5, O), (O, 2.5); (0,7), (7, O), el ángulo entre 

las dos re~tri~a;;,,'108° 26', el suplementario será: 71º 34' 
• • • •· ~; .-~-· • or•' > "'',' 

.· ' 

7. Las_ecllaéiones de las rectas son: 2x +y -9 =O; x - 2y - 15 =O, El punto de corte 

H(•.33_·_ -~J._) s·.· 5 

',· -, 

8. P1{7, 5), P2(~l, -1) 

9. X +y+ 3 = 0 

13 
10. d¡ = 2·. 10, d, = --

- 5 

11. 3x + 4y - 24 = O; 3x + 4y +24 = O, Las intersecciones con Jos ejes son (8, O), (O, 6); 

(-8, O), (O, -6). 
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12.x+3y= 15;x+3y=-5 

"i~ -.-.-

14. h1= 3.4, h2 '== 4.J, hJ= 3.3; 0(0.76, 1.64) 

17. 3x-"y-:6'~0;P~Ó,3)'. 

b a 
18. y= -:-x; y-b = -.,.-(x-a) 

a b • 

19. A{l.9, 1.9), B(-3.8, -3.8) 

20. x- 2y_:· 4 ~~º. 

21.·7.x ...,.3y-F2l.;,,.Ó; 3x +7y-49 =O 

23. y='6 .. 
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Grá ica.(l) 

Gráficas (Il) 

15 ___...h 

I T 
/ 

15 
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UNIDAD/// 

LA CIRCUNFERENCIA. 

La circunferencia es el lugar geométrico formado por un conjunto de puntos en el plano 

que cumplen la condición, todo punto de este conjunto a un punto del plano que se considera fijo, 

es igual a un valor constante, a este punto fijo se le llama centro de la circunferencia y al valor 

constante se le llama radio de la misma. 

. Si se considera en fonna particular, que el punto llamado centro de la circunferencia esta 

en el origen del sistema coordenadas rectangulares, tendrá por coordenadas (O, O), denotándose 

por C(O, O); si la distancia constante se denota por r (radio de la circunferencia). Al considerarse 

un punto P(x, y) de la circunferencia, se tiene que la distancia de este punto al centro C(O, O) es 

dada por; (Aplicarse el teorema de Pitágoras al triángulo rectángulo que muestra la figura); 

X 
En un triángulo rectángulo, la suma de - - los 

cuadrados de sus catetos es igual al cuadrado de su 

hipotenusa. 

x2 + y2 = r2 

Esta ecuación representa una circunferencia con su centro en el origen del sistema. 

EJEMPLOS: 

1. Escribir las ecuaciones de las circunferencias concéntricas al origen y radios de 4 y 5 

unidades respectivamente. 
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;; 1 

Las circunferencias concéntricas son 

aquellas que tienen el mismo centro, en este caso, su 

· centro de cada circunferencia está en el origen 

C(O,O). Luego de sus ecuaciones obtenidas a partir 

de la ecuación: 

x2 + y2 = r2 

donde se sustituye et valor numérico de cada uno de los radios, esto es: 

x2 +y2 = (4)2 => x2 + J'2 = 16 

. x2 + J'2 = (5)2.=:> x2 + J'2 = 25 

2. Hacer la.gráfica de la circi.mfcrencia determinada por la ecuación x2 + y2 = 25 y evaluar 

la magnitud de la cuerda perteneciente a la recta que pasa por los puntos A(2, O) y B(O, -2).. 

·•· 

lJ 7-" 

c1 

So 

De acuerdo con la información que se - - -

proporciona x2 + y2 = 25 se aprecia que el -

radio r = ..fi5 = 5 por lo tanto se hace uso 

del compás, haciendo centro en el origen y 

" considerándose un radio de cinco unidades 

'-.,, se traza la circunferencia solicitada. Para 
• 1 ./'' Sl-...... ... _____ ._... · 

obtener la magnitud de la cuerda S 1S2 que se muestra en la figura, primero se debe calcular la 

ecuación de la recta que pasa por los puntos A(2, O) y B(O, -2), después se resuelven 
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simultáneamente, esta ecuación con la ecuación de la circunferencia para obtener los puntos S1 y 

S2 y finalmente por mediocÍe la distancia que existe e11tre dos puntos se obtiene la magnitud de la 

cuerda. Esto es; L~ r~ct~ q~e pása p~r los pu1itos:A{2, O) y 8(0, -2) se puede obtener por medio 

de; 

~+K=I 
a b 

~ + L = 1 => -X+ y = -2 :. y= X - 2 
2 -2 

, ya que a,= 2, b = -2, se tiene: 

Substituyéndose y= x - 2 en x2 + y2 = 25, se tiene: x2 + (x-2)2=25. 

Desarrolhíndosc las operaciones indicadas en la ecuación anterior: 

x 2 + y 2 
- 4x + 4 = 25 

2x2 
- 4x + 4 - 25 = O 

2x 2 -4x-21 =O 

Resolviendo esta ecuación de segundo grado, se tiene: 

Con a = 2, b = -4, c = -21 

-b ±.Jb2 -Aac 
x=------

,2a " 
-(-4)±q.-(,,..-4-)-2 --, -4(-2-)(---2-1) 4±.JI6+168 4±,Jl84 4±13.56 

J 

::== ~:~;[1~!9 = 4 " 4 " 4 

Substit~yéndcis:e_I8s,yal?resde x2== -2.39 y x2=4.39 individualmente en la ecuación de la recta y= 

X -

2

' ·~:~[f ~~~J~~: i~\;,= 439 - 2= 239 

Por lo tanto:Jas coordenadas de Jos puntos extremos de la cuerda S1 y S2 son aproximadamente: 
• ,•', ' ! . ~ ·: .:;~ 'i .,. ,. . 

, S2(~2~39>4.39), y S1(4.39, 2.39) 
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Finalmente la magnitud de la cuerda será: 

d = ~(x2 --x1)
2 
+(y2 -- y 1)

2 = ~(-2,39 - 4.39) 2
. + (-4.39- 2.39) 2 

d = ~(--6.78) 2 +(_:_6,78): ==~45.96+45.96 = .J9t.936 = 9.58 

Puedé aprecÍar~e~rita flgura q'ue la magnitud de la cuerda es aproximadamente 9.58 unidades. · 
'~:}/:.:1·.;t~' -~-.. 

·.¡-_'•' 

3. La e~ua~ió~ 'i~ una ~ircunferencia es x2 + y2 = 25. El punto medio de una cuerda de 
l • ·-:''< 

esta circurÍferen~i~,~~ el punto M(-2, 4). Hallar la ecuación de la cuerda. (Ver la figura). 

; -·h 

Se observa que la ecuación x2+y2 = 25, -

corresponde a la ecuación de una circunfe­

rencia con centro en el origen C(O,O) y -

radio r = 5, gráficamente se tiene: El seg - -

mento PQ representa la cuerda con su - - -

punto medio M(-2, 4). El segmento CM 

representa un eje radial perpendicular a la cuerda PQ en su punto medio M(-2, 4). Calculando 

la pendiente de CM que se obtiene por medio de la ecuación : 

y -y 0-4 
lllcu = _2 __ 1 = --= -2 

X 2 -x1 0+2 

Luego por la condición de perpendicularidad, la pendiente de la cuerda es: 

1 1 
lll¡•(J = --- = -

·. . 111cu 2 

Ahora como se obtiene el punto M(-2,4) y la pendiente de la cuerda PQ 1111,Q = ~ 
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substituyéndose en la ecuación de la recta, cuando se conoce un punto y la pendiente de la recta, 

se tiene: 

y-y1 =m(x-x1) 

1 
y-4= 2(x+2) 

2y-8 =x+2 

x-2y+IO =O 

Esta última expresión es la ecuación de la cuerda PQ 

4. Obtener la ecuación de la circunferencia cuyo centro está en el origen y que es 

tangente a la recta que pasa por el punto A(-2, -4). 

Como la circunferencia tiene su centro en 

el origen y el punto de tangencia A(-2,-4) 

pertenece a esta curva, el radio r, se puede 

obtener por medio de la distancia entre dos 

puntos C(O,O), A(-2,-4). 

r = ~(X2 -x,)2 +(Y2 -y,) 

r=~(-2-0)2 +(-4-0)2 =.J4+16 

,. = ..fiO 
Por lo tanto la ecuación de la circunferencia con r2=20: 

x 2 + y 2 = 20 

ECUACIÓN ORDINARIA DE LA CIRCUNFERENCIA. 

'·' ! ,, 

1 __ . .-----¡¡---......... 

/ : '"', 
1 ' 

1 1 ' ,' X 

i 
1 '· 

·~ 

La ecuación de una circunferencia, cuyo centro se localiza en un ·punto cualquiera C(h, k) 

y cuyo radio es dado por r. (Ver figura). 
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Supóngase que el punto C(h, k), es origen de sistema de ejes cartesianos" x·, Y'", el 

cual es un sister11!1 trasladado respecto al sistema "X, Y''. Para un punto cualquiera P' de 
. . 

coordenadas. (x', y') en el sistema x· y·, la ecuación de la circunferencia, por tener su centro en 

el origen de X~ ~~~i: _i,2+f2 = r 2 
--~ .;_, ': . '' ' 

Además con ayuda de la figura se tiene: 

x' = x-h 
y' =y;_k 

Por lo tanto la ecuación de la circunferencia será: 

(x-h) 2 +(y-k) 2 =r2 

Esta expresión es conocida como la ecuación de la circunferencia en la forma ordinaria y 

se utiliza para hallar la ecuación de la circunferencia cundo se te proporciona el centro de ella en 

un punto cualquiera C(h, k) y su radio r. 

EJEMPLO: 

1. Hallar la ecuación de la circunferencia con centro C(-2, 1) y radio r = .J8 . 

lJ ify 
1 
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La ecuación de una circunferencia con 

centro C(h, k) y de radio res: 

(X - h )2 + (y - k)2 = r2 

con h = -2, k = 1 y r2 = 8. 

(x - (-2))2 +(y - 1)2 = 8 

(x +2) 2 +(y-1)2 = 8 



Desarrollándose las operaciones; qüe se indican en la ecuación ordinaria de la circunferencia 

anterior se tiene: 

x 2 + 4x + 4 + y 2 
...: 2y + 1 = 8 

x 2 +4x+4:+y 2 -2y-i-l-8=0 

x 2 +4x+ y 2 -2y-3 =0 

Esta última expresión se le conoce como ecuación general de la circunferencia. 

ECUACIÓN GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA. 

La ecuación general de la circunferencia y de cualquier curva de segundo grado es: 

Ax 2 +Bxy+Cy2 +Dx+Ey+F=O 

En general para toda circunferencia A = C 
": :·, ' ~ 1 - ' ' - ' • • ' 

En este sistema de coordenadas cartesianas se analizarán los casos en que B=O. 

EJEMPLOS:· 

1. Obtener las ecuaciones ordinaria y general de una circunferencia que tiene su centro en 

· el punto C(-3,5) y su radio mide 4 unidades. 

De acuerdo al problema se tienen como datos a: h = -3, k = 5 y r = 4. 

Por lo tanto la ecuación de la circunferencia, se puede encontrar haciéndose uso de la 

expresión ordinaria del problema. 

Para obtener la ecuación en la forma general de la circunferencia, se desarrollan las 

operaciones que indican en la expresión ordinaria, esto es: 

(x+3) 2 +(y-5) 2 =16 

x 2 +6x+9 + y 2 -10y+25=16 

x 2 +6x+9*y2.:~10y+25-16 =O 

; •••• ·: ). 1:i;>~~~~·t·S1L}}~Y + 1 s = o 
La expresión anterior.es laécüaCión en la fonna general de la circunferencia que tiene su 

centro en el. p{11ii6:(~;;;:~) 9(~~f~~,~~díó4' unidades. 
-·~ ~~~:·r··' , . -·- <::) -- --·-r. -~~{·,: _,· 

-:~:.-;-:':···· ··:,,:;:;,', .,··:( 

:_1; ·)·· ·~' ¿_... :'; 
:::. . "';:;.' •,, ·~·, . 

. l7, : . .; ' . :,,:, ·.='':>·-- ;·:~)- .,"·: "·- " 
.~~c....:..-,·~~·~~ .. ~,,,~t,~•~~,"~~,~;~~~,~~~=.~~u~.;;~~~·1~=,&~é7~~·~·~ •• ~ ..• -:--:-~~~~~~~~~ 
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Recordando la ecuación general de la circunferencia, 

Ax2 + BxytCy2 ~;;x+ Eyt-'F =O 

2. ~a e~uadi~~·~e'ú cir6~mferencia es (X - 4)2 + (y+ 2)2 = 25. Demostrar que el punto 

A(3, -5) es un punto que pertenece al interior de la circunfereric,ia y que el punto B(-4, -8) es 

exterior. 

.. -~ . i .; x· 

•. Como}~!,~c~~fión de la circunferencia es 

(x ~ 4 )2 +'{y ; 2)2··=25, entonces el centro -
,\ ,, -· .. , ', 

~sel .!Jt1~1to (:;(4~~2)Y su radio es dado por -

r.= 5.Tal como se muestra en la gráfica . 

Los puntos P, P2, P1, P4 son algunos pun­

tos que pertenecen a la circunferencia. 

Entonces las distancias: 

PC = P2C = P3C = P4 C = ... = r = 5 

Gráficamente se observa que el punto A(3,-5} pertenece al interior de la circunferencia y 

el punto B(-4,-8) está en el exterior de la misma. 

Analíticamente, como el punto A(3,-5), está en el interior de la circunferencia se debe 

demostrar que la distancia CA es menor que el radio, esto es: 



Por lo tanto .JIO ~ r y el punto está en el interior de la circunferencia. Para el caso del 

punto B que se lo~aliz~ fue~a.'de la~irc:'unÚrencia; se debe demostrar que la distancia entre los 

puntos C(4,-2) ~8(~4.is) ~~~~y~~ que ~I radio, es decir: 

, "~~'i<V<ii -x .)2 +(y2 ~ Y1 )
2 

. con C( 4,-2) y B(-4,-8) 

CB "= ~(-4~4)2 +(-8-(-2))2 = .JC-8) 2 +(-6) 2 = ../64 + 36 = .JWo = 10 

Por lo tanto se tiene que 10 > r, lo cuál indica que el punto B es exterior a la 

circunferencia. 

3. La ecuación de una circunferencia es ( x + 2)2 +(y -3)2 = 9. Hallar la ecuación tangente 

a la circunferencia que pasa por al punto T( 1, 3). 

/~l(¡ 
.. ¡ 

C(-2, 3) 

-6 --1 -?. 

-2 

Como la ecu~tiÓÍ1·d~da':~~ de la f'ÓÍ'nrn: •• 
·.•(~':j~)2':~,t!}~j~t~~~:~f,\'.?.(i\"•'?; .·::'.·.·' 

. ·Su ce~tro C(h, k),es C(-2, J); ~l'phnto~ -
T( 1, 3) es un punto de tangencia ·y pertene­

ce a la circunferencia. 

Como CT es perpendicular a la tan- gente, 

se calculará la pendiente de CT: 

... ... o 
lllcr = Yi - Yi =: ·-' ""'·" =-·. -. = O Se sabe que el recíproco de signo contrario a la pendiente me,., 

.\'2 -X¡ -2.-J, '-3 
\ ~ '. ' . : ; ;· " 

proporciona la pendiente de la recta tangente. 
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1 1 
1111' = --- = -- = -oo 

111r:r O 

Se aprecia que por el valor de la pendiente, la recta es perpendicular al eje X, por lo tanto 

la ecuación de la tangente se puede obtener por medio de: 

1 
y-y1 = mr(x-x1) Con "'r = --= -oo y T{l, 3) o 
y- 3 = -oo(x -1) 

y- 3 = (x-1) 
-00 

O=x-1 

x= 1 

4. Uná circunferencia tiene su diámetro definido por los puntos A(-10, O) y B{4, O) calcular su 

ecuación. 

'11 

Entonces las coordenadas del centro son: C(-3, O). 

El centro de la circunferencia es el punto 

medio de los puntos extremos del diámetro 

AB, por lo tanto: 

h = x1 +x2 = -10+4 = -6 = _3· 
2 2 2 

k=y,+y2 =º+º=o 
2 2 

La longitud de su radio es: r = .J<-3-4)2 +02 = ./49 = 7 
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Luego la ecuación en forma ordinaria· dada por: (x - h)2 + (y - k)2 = r2 con h = -3, k = O, y r = 7 se 

tiene: . . 
(x - (-3))2+ (y - 0)2 = 72 

x2 + 6x + 9 + y2 = 49 

x2 + y2 + 6x - 40 =O. 

5. Una circunferencia tiene su centro en la bisectriz del tercer cuadrante y es tangente al 

eje de las abscisas en el punto T(-6, O). Obtener su ecuación. 

tú 

y 

1 

i.--•I 

fl 

--1?. 

·1 

El centro C pertenece a la recta perpendi­

cular en T "al eje de las abscisas". Por lo -

tanto la abscisa del centro es -6. Como C -

pertenece a la bisectriz dada por y= x; su 

ordenada es -6, luego el radio es igual a 6, 

y su ecuación es dada por: 

(x - h)2 + (y - k)2 = r2 

h = -6, k = -6, r = 6 

(x+6)2+ (y +6)2 = 62 

6. Los dos centros de dos circunferencias son C(5, -1) y C(-8, 8). Las circunferencias son 

tangentes. a la recta cuya ecuación es x - 2y + 8 = O. Calcular las ecuaciones de las 

circunferencias; ' 
',·-.' . .; 

.. ,,.;§\ ,_ 
Para)a ecu.aC:iónde la recta proporcionada 

p~rel pi6Lij'¿;~~;:{_j,y.+8 =O. Se tiene que 
,' ; -., '~ •. ,.; ! . ·-. • ' 

los coefü::ientJs d61~ ecuación de la recta en 

form~ ie~~ra1/\'/~ (3y + C =O son: 
• < •• ' - , 

A = 1, . 8 ;;,, -2'/c = 8. 
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Los puntos de contacto .son los pies de las perpeÍ1diculares a la recta dada, desde los centros de 

curvatura e corré~prn1diC11tes. ' 

Los radios son las distancias de C1 a su punto de contacto A1, C1A1 = r 1 y de C2 a su 

punto de contacto B 2, C2 A2 = r2 • Entonces aplicándose la expresión desconocida de la distancia 

de un punto a una recta se evaluará el radio, esto es: 

jAx, +By, +el ,. -.:..._~=====--=-
' - ±.JAi +B2 

,., = jt(S)-2(-1)+81 = ls+2+8I =il= 1s.J5 =3.J5 
±V12 +c-2)2 ±~ ±.JS s 

. ' 

La ecuaci.ón deiá prirí1er circunferencia es: 
. " ' .. ~ - , 

De nm~éra.~~~1~6j~~t~'kcalcula, r2, con las coordenadas del centro C2 • 

. . /~ 11c"'"s)':::2csr+81~1-8-16+81_1-161~16../5 
J.,-· - ------> >~ ±V12 +:<~2)2 ±v'l+4 ±.JS s 

La ecuación de la. segimcla circunferencia es: 

· ( x+s)2;1-;(Y.-·.8)2 =51.2 

····(' 

<~ .' ' . ,·,·.··-','.:: ... 

7. Hallar la ~gu'h~i61./«ie la circunferencia circunscrita al triángulo de coordenadas P(4, O), 
_ · :-::,-, :· :._-:;~·:.:.~~-r:~:~t:rJ~V- _. _:-_:/ 

Q(o, 2}~'.13:c-1,.;.o>:\ 
_;:-, "• :- .'..: y~'.:;_!·.:1.'.;<,. 

'. . . '... ; •. j ~;. ~ . •' _:• :;:',. ·:.. ·, .. - • • • 

La int61:se¿¿i§ri\1e·d~smediatrices correspondientes a dos lados cualesquiera del triángulo 

PQR, ~ropb~cf6'~~h;~·;.6~1'ltró de,la circunferencia. El radio es dado por la distancia que existe 

entre el cent~()· y ciií~i~ui~r~ ele los vértices del triángulo PQR . 
. ,·,-;- - ' - ' ' 
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. '-:,:··i•.'" 
. >,-_:c;.<··--,;','~·-- .' ,,; .. 

Para calcular las ecuaciones de las meadiatrices, se 

evaluarán primero las pendientes de los lados PQ y 

QR para aplicar más tarde la condición de 

perpendicularidad y evaluar las pendientes de las 

mediatrices. Después se calcularán los puntos 

medios, de los lados mencionados, para obtener las 

ecuaciones de las mediatrices por medio de la 

ecuación de la recta punto pendiente, esto es: 

Por lo tanto las ecuaciones de)as Ínediafrices, se obtienen por medio de: 
·'..:.-... ,'.>;··-

. }t~~-~-:.: ~. <·,:;:,·· _. ' 
, ... ·.,,_,. 

Para L1:se tiene, m'~¡,,;,'.2 y PMrQ (2, l) lo cual se emplea en: 
.· y-y 1 .~m,Cx-x1). 
y~ 1 = 2(x - 2) 

·y- 1=2x -4 

2x -y ~3 =O 
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Para Li se tiene, mu=-2 y PMQR (-2, 1) lo cual se emplea en: 

y-yl ==m(x-xÜ 

y - 1 = -2(x + 2) 

y- l= -2x ~.4 

2x+ y+3 =O 

Resolviendo las ecuaciones de las mediatrices obtenidas simultáneamente: 

2x-y=3 

2x+ y=-3 

4x=O 

x=O~ y=-3 

:. C(0,3) 

Finalment.e eón las coordenadas del centro y las coordenadas de cualquiera de sus vértices 

se calculala ~na.gÍ1itud del radio, resultando: 

Tomemos: C(O, -3), R(-~. O) 

r = CR = ,J(x2 -x1)
2 +(y2 - y 1)

2 = .J(-4-0) 2 +(O +3) 2 = .JI6+9 = .J25 = 5 

,. = 5 

Conocidos el centro y el radio de la circunferencia se sabe que se puede determinar su 

ecuación, la cuál es: 

x 2 +(y+3)2 =25. 

8. Calcular los pu11tos de intersección de dos circunferencias cuyos centros de curvatura 

son .los puntos T(~6,·~)f:Y(l, .:.3), si sus radios son de 4 y 7 unidades respectivamente. 
~··' " • • •>-{e • • • 

Como. sé:·~_.'¡i~';.ii;'.~btener los puntos de intersección de dos circunferencias, el problema se 

reduce ares~_Iv~'~5¡·;;~ffü¡ii'eamente las ecuaciones de estas curvas. Por lo tanto primero se 

proc~derá:' ¡:~nJ6;{t~~f{1~s ecuaciones de las circunferencias en la fonna ordinaria, (x - h)2 +(y -

k)2 = / d~i~~és'd~;~¡l)~esarán en la fomm general y más tarde se resolverá el sistema resultante, 

esto es: 
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.v 
-1 

-o 

-12 

T(-::-6,2);r = 4 

(x -h)2 + (y-k)2: = ,.2 

(x+ 6) 2 -f (y...:2)2 = 4 2 

x 2 +12x+36+~~"·~~:4,Y~'.4.;, 16 

x 2+ y.2 +·12~:;'4j+24 =O 

Multiplicándose por+I ) la ecuación de la izquierda y sumándole la ecuaeión de la 

derecha para desaparecer lo's iér.:ninoscuadráticos, se tiene: 
' ·.' ,..,· ·' 

-x2 -12x~l+4y- 24 =o 

x2 ~ 2x + y2 +6y - 39 =O 

-14x +IOy-63=0 

x= 
IOy-63 

14 

Sustituyéndose la expresión anterior en la ecuación de segundo grado del lado izquierdo 

se tiene: 

Cº~~63r + 12(1º~~63) + y2 -4y+24 = º 

100y2 -1260y + 3969+ 1680y-10584+ 196y2 
- 784y +4704 =o 

296y2 
- 364y - 1911 = o 

De acuerdo a .la última expresión se tiene: a= 296, b = -364, c = -1911. 
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Utilizando la fónnula general: 

-'-b ± ../b 2 
.:::... 4ac · ... x= . 

· 2a < 
-(~364)\EV~c'--. 3-6-4)-~-.;_-.4-c2_9_6_)<---19_1_1> 364 ± .J132496 + 2262624 

y = .• . 2(296) = 592 

Sustituyéndose y1 y Y2 se tiene: 

lOy-63 
x=~--

14 
X = 10(-1.99)-63 = _ 5.92 1 ' 14 

. = 10(3.22)-63 = -2 2 
X 2· . , il4i> .. 

Por lo tm~to l()d piú1t6fde inter~ección de la circunferencias son aproximadamente: A(-5.92, 1.99) 

y B(~2.2, 3.9í;f~H??J{'..;C'. .. 

·. 9.i~iti~li,,;o;''[(S, 3) y V(-1, -2) 'º" Jo, puoto' ext<emo' de una cu0<da, halla' fa 
·,::1: .. -- ' ,/ .. ::-. '",-.. "¡; 

ecuación de la circút1ferenda que define a esa cuerda si su radio es de 6 unidades. 
" -. .·' ' ~ - - ._: -~ 

NÓtese que.la cuerda cletem1inada por los puntos T(5, 3) y V(-1, -2) define a dos 

circunferencias de radio r = 6, por lo tanto la solución del problema debe proporcionar las 

coordenadas de dos centros, uno para cada circunferencia. Se sabe que la ecuación ordinaria de la 

circunferencia es: 

Si en ella se sustituyen las coordenadas de los puntos dados y el radio se tendrán dos 

ecuaciones, cuyas incÓg11itasserá1i h y k. Esto es: 

T(5,3) V(-1,-2) 

(5-/z)2~(3-k)2 ;,,,¿i (-1-'1)2 +(-2-k)2 =62 

25-10/z+/¡ 2 +9-6k+k2 =36 1+2/i+/z 2 +4+4k+k 2 =36 
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Multiplicándose la ecuación de la izquierda por (-1) y sumándose la expresión de la 

derecha, se tiene: . ~ - - ._ ·-· - . . .­
. · '· 

:..25+ !Oh - h2 ~ 9 + 6k- k2·= -36 

I+ 2h+h2+4+4k+k2 =36 

-24 + 12h -5 +IOk =O 

h = 29-IOk 
12 

Se sustituye esta última expresión en la ecuación de la izquierda: 

25-10(29~;ºk)+(29~;ºkY +9-6k+k2 =36 

3600- 3480 + l200k + 841-580+100k 2 + 1296- 864k + 144k 2 
- 5184 =o 

244k 2 
- 244k - 2927 =o 

La última expresión es una ecuación de segundo grado, utilizando la formula general se 

tiene: a= 244, b ,,,= -244, c = -2927 . 

....:.b ± .Jb2 -4ac x=. .. 
,2a e•:··'<;·:_, .. •••·. 

k = :._(~244)~2\/(7,:244) 2 :~4(244)(-2927) = 244±.J2916288 
•· · • :;. ?}X ·;::.::2(244) · · 488 

k . 3 99. .·;--:~"-" 
1 =~ .. : .. ··. : .< ;· 

'' . ''.'·:·::.·¡ ::. 

ki = -2.9~'<. ··< /· . 

Sustituyéndos·~ k1 ;.yk2_ seJienb: 

/¡ =:297;ºf\;:··/''::;·· 

/¡ 1 = 
29 

- I 0(~_'99).;;·.2a:9 . Por lo tanto los centros de las circunferencias son los puntos: 
.. )2.·:::.''····· .. · .. 

I = 29.,-IO(::c'2.99)·~ 49 ·. 
12 . • •. 12 .. ·~ ·. . . '.. 
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Ci(-0.9, 3.99), C2(4.9. -2.99). 

-1.7. -8 

l -1 
1 
1 

1 
; ····L 

ECUACIÓN GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA. 

T 

17. X 

De la ecuación de la circunferencia con centro en (h, k) y radio r, 

(x - h )2 +(y- k ) 2 = r2 llamada forma ordinaria, se obtiene la forma general tal como se ha 

realizado en algunos ejemplos, simplemente se desarrollan los binomios al cuadrado que están 

indicados, esto es: (x2 -2hx + h2
) + (y2-2ky + k2

) = r2 

Al ordenar y al asociarde los té~mi~ris d~ tiene: 
'.'. -:_,.";· {;,~,~;.\:_~~·;<::};'.~·¡ rj;:\ :.: \c·.:~~:-{:\}<t:':'(': ··_,, 2 2 2 

. ;¡1·x;f/y,,.f(~2h)xf±:'(-2k)y;,+c h + k - r ) =o 

Si se. hU.,c~:·,-~Jf:~tB¿i~¡~~~t~~~~~li~:;t'~~ - r
2 

) = F al sustituirse en la ecuación anterior se 
tiene que la ecllaCiónigelleral deHa'Círcuñrereni::ia es representada como: 

··•, ·' .. ·~.•:~:··•••·\1~:f !·';g~t~J~.~~f~:~~'.~w~:[~;F··F•~··0 
En .. esta éC:úa~i.oi1'..es'ii)lp§füínte'i1acer notar lo siguiente: 

1) La ecu,rif iA1}·~F;~~{~~~~l~~í~~~gi~;1f~~s" y de segundo grado en "y". 
2). Los .coefici(!nt(!s ,de)tjs;~é.r~1íir1M:c.~aciráticos son iguales. 

' .• ~ •• , .. ·· . ., .. ~:~f.·r.s\Yrr:.;:;;rq:'..·~~~.clitt·"J:~;c'.;,··· · 
AnteriOnnente,se ha·;,obtt;:i1idoi,Ia:ecuación ordinaria de la circunferencia, expresión de la 

cual i11111edi,atan~~~i~)~;.~~;~~'.f¿~Ji'~~T~.~·figura, debido a que se determinan fácilmente el centro 
''." -·· , - ¡> '! ;·.~ </: ;:, 

;-;:;-~-'..":" ·,· ·. -,· ·- '·,:,::·,:, .... 
\; < ,'; -:-·· ·.;::.~· "" ·;:¡."~ .. _~'· :~" ''~1-.". 

' ., . . .· ... : ~ '>,., '. . .. .. . ' . ·"··:··.·.:··.~, .. :.; ...•. •.··.·,··,·, < ~ 1 16 -. /. ·;· ... :-·· - ,~.>~'.'-1 .'-. ::'.-, ')· .'. , i.-~·i.C· • · 



y su radio. Ahora se harán ejercicios en los cuales se conoce la ecuación general de la 

circúnferenciay por procedimientos algebraicos se obtendrá la ecuación ordinaria de esta curva; 

para lograr este fin se recomienda realizar el siguiente procedimiento: 

De la ecuación: A'x2 +D'x+ A'y2 +E'y+F' =O 
l. Se divide a la ~cuación general de la circunferencia por el coeficiente de x2 o de y2. 

A'x2 D'x A'y2 E'y F' --+--+--+--+-=O A' A' A' A' A' 
2 D'x 2 E'y F' 

X +--+y +--+-=O 
A' A' A' 

D' ·.· ;·E'.. F' 
Si se hace D.'=-.-,E.= ... -','F = - la ecuación anterior se reduce a: 

· . A';;1·,,,:::..:A', A' 

x')i~f~~~i1Jf~f =O 

2. Se suman ysere!jtane,t;C,u¡¡drado de)a mitad de los coeficientes de "x" y de "y", esto es: 

; ii}~~:~~~;H~~~~:~f'h~ ~. + 2 + E , + (E) 2 -(E) 2 + F = o 
· ·•• (;{f.;:;;:;!;c'.:;~ 2h:;5/~2);' y ~ 2 2 

. ·. J.··'\,:;1::;;~1li~~:;t~1f;.~~'i;'Hi~'·.·.· 
3. Se factorizan lostrinoniios'cuadrados perfectos que quedaron indicados: 

. : -.•}h·\·;;;1:J¡r~•-W:•T:'.:/ 2 • 2 

(x+~}_;.·~C~Jft(f·t~~)···~(~) +F = 0 

· · :)t~+J)r0·+(y+Er =(Dr +(Er-F 

·· ··. :,,:c,~;r~l~i~·~)' =; + ~<F 
4. La ecuación de la.circuriferericia'anterior·tieile la forma ordinaria 

y"º' oomp~ra:;~/1~it~l~;if ~~'~:~, + ~' - F 

Por lo que las c~?rdé.~a,d~s'd~f~~ritrO'.de, !~_circunferencia y la magnitud del radio son: 

C(h,kj =~z~;:::):,ii'Q~' +'.~' -4F 
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Como el radio está .dado por la expresión: r = _!_.J D 2 + E 2 -4F se observan las siguientes 
2 

condiciones: 

. l. Si D2+E2 -.4F> O Se tiene una circunferencia real 

2. Si I>2 + E2 
- 4F;,, O Se tiene una circunferencia punto 

3. Si D2 + E2 
- 4F <O Se tiene una circunferencia imaginaria 

EJEMPLOS: 

l. Obtener la ecuación de las siguientes circunferencias y realizar su gráfica. 

a) 2x2 + 2y2 + 4x - 6y - 20 = O 

b)3x2 +3y2-12x+ 15y-6=0 

c)x2 -6x+y2'""12y+20=0 

Se factori~a11)~'5·{d~?mios cuadrados perfectos . 
. •. -,. ;,,:•:< . 2 

'(x+l) 2 :..:_¡_f(.);::.;·~) _.2__ 10 =O 
. . ..... ; ; .\ . 2 4 

(x+•.1) 2 +(y-~) 
2 

= 11 + .2_ 
·.· ., 2 4 
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Esta ecuación tiene la forma ordinaria de la circunferencia (x - h)2 + (y -k)2 = r2 y por . - - . ~ -

comparación se tiene: 

b) La ecuación 3x2 + 3y2 - l 2x +) 5y - 6 =O, se divide entre los coeficientes de x2 o y2. 
2 ' ; > i> . i . \: 

3x '3y, < 12x 15)'" 6.:. •, · 

. 

3 ~~0~~~~~,t~~~~'~: •··. 
Ahora se suman y,se restan ~l:cú.adradode la mitad de los coeficientes de "x" y "y" 

x2 2l.t:·I'(;,:±~~ 2 [~r:~)\·~ > + 5 y + (. ~) 2 -(~) 2 _ 2 = º 
· ... · > ,: ~ 2 J. • l 2 2 2 

Se factorizan los tí:i,nomios cuadrados perfectos. 

(x-'2)
2 -4+(y+.•.i) 2

.-
25 

-2 =O 
.. 2.··. 4 -1 
. _.,-

. (x-2) 2~t(Y+%Y = 6+ ~ 

(x-i)2·~•U+%)2 =-:9 
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Esta ecuación 'tiene la forma ordinaria de la circunferencia (x - h)2 + (y -k)2= r2 y por . ; - . 

.. ';,; • h;;2, k=:__~, r~ {49 
comparac1onseuene:,,;: ' ' , ..... '' 2 ' v-:r 

,;. ,'X ~ce:c(~.~~·?).:. .. . r = 3.5 
... , ,·:>~- :·~'.- ·.:. ~· .,: . r 

x 2 -6x + y 2,-12y+20 =O 

( )2 '(' ')2 ('' )'2 ., ( ¡ )'2 .. · ,, 2 • .-6 -6 2 ' ' -12 .' '.'" 12 ' '' ' ' ' 
X -6x+ - . - -. - +y -12y+ .-- ~ .. -.. ·-... ·. :f-.,2070 
. 2 2 .. 

2 
2, 'r:(>:.•· 

(x - 3)- 9-f:(Y.7;,6) ;\~,:3'~f 2CfF.O 

· .. ·(i;-3)~~'.í-.Gi''6) 2 ·~ 9+36-20 

(~.~·3}2+(~-,6}2=25 '' 

y 12 

S. d 1 d' C(3,6) 1en o e centro y ra JO: . 
r=5 

-4 4 e X 

-4 

2. Determinar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos: P(2, O), Q( 1,-1) y 

R(3,-1). 

suponiéndo~e gue·1a ecúa~iónde 1a circunferencia por determinar es de 1a forma general. 
x2 + y2 + Dx + E;, +.r\~·Q:·~\;~::'ff.i., .· .... 

. ·. . -. -· . ~ •:: .·.· ,\' .·~:· 

'··:· ._'. ,.:·:.;·,:·/·::·.~ : ... : :>C·::·} ,;,~·· . 
... .. . • ·; ' -

Como los u;espu'ntOs pi!rtenecen a la circunferencia, éstos deben de satisfacer la ecuación . 
. -. - '-.. ¡ •· 
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Para el punto P(2,0), se tiene als~stituir en la ecuación general de la circunferencia lo siguiente: 
22 + 02 +D(2)~ E(b)+: F~ o ,. ' 

. . ··· .... ·. vt~',;::·ifü~.~\i~-l;f;§.~_~,BS.~~ ~4 ·· '..· ~1 
Para el punto qc1;~1);\'se tiéne:.2? }'. 

- .. ___ :'.:::'. .. _ 
.. -- ... -~ :'·;::.-.-~-:-,:.~~¡:;-:: 

·-'-·.:_:.¡. 
'º\·,_:.;-.'>•·' 

Resolviendo CJ sistelúa'deecuaciories:(M1 )(M2 )(MJ ) . . ~r \Yo.'.;~:ft~:i''< ·.,··· ... ·· ·. . 

~10 '.'.'~fft;)¡ 

{~; ~)·§1~jrÍ{ 

• }~ ~.~L\~if? 
3-~ '2iéfr· 
Í: iQ)iF 

T-··71 ::1·· 

~~?~··::~ : 
,·"· 

Sustituyé~dos~o·~~4-~~(M1) 
. :dn-~F·~~4: 

.·2(.:J)+ F==-4 
- _, '.• ,--' 

F == s-4 .·· 
.. F=<i 

Empleándose los \ialoresDy F en l~ (M2) 

.. · D -·E+ F = ~2 
:. '·_.-.. - . 

-4 - E+ 4 = -2 

E=2 

- 121 -
.. , •' 



Por lo tanto como D = -4, E = 2 y F = 4, al sustituirlos en la ecuación de la circunferencia se 

tiene: 
.,. ' ., '· : .·. 

x- +y- + Dx + Ey + F =.O 

x2 +y2-4x+2y+4.=0 · 

Donde se concluye que el centro de la circunferencia y su radio son: 

e(-~.-- ~J.:(~-;~;.L%J = (2.-•) 
.· , .. ,. 

l.J 2.· .. · 2 .. ··• l ,-----
,. = - D +E .~ 4 F =. -v 16 + 4 - 16 = l 

2. • .. ·: ·. • 2 

1 

p 

.z -1 X 

'-1 Q 

-z 

TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS POR TRANSLACIÓN DE EJES. 

En un ·gran número de situaciones fisico-matemáticas, es conveniente realizar 

transformaciones de coordenadas de un sistema de ejes cartesianos XY, a otro x-y··, como fue 

el caso de la obtención de la ecuación de la circunferencia en la forma ordinaria. 

Ecuación de la circunferencia en forma cónica. 
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Ecuación de la circunferencia en forma ordinaria. 

·.·(.y:....¡,)2+()1-k)2 =r2 

Ecuación de l~é:ircunferenci~ e1~'forn1ageneral. 
Ax2 +Bxy+Cy2 +Dx+Ey+F =O 

A=C 

Al hacer estudios característicos de la naturaleza es una ventaja ejercer una 

transformación de coordenadas por translación de sistema de ejes cartesianos, con el objeto de 

simplificar la investigación deseada. 

La transformación de la ecuación de una circunferencia en su forma ordinaria o general a 

la expresión canónica, se realiza por medio de las ecuaciones: 

x=x'+h 
y=y'+k ;. 

El púntc>:(l;tk)',·reJr~~enta.k1 

l. Expres~/en.la.~6r1~1~c~;1ónic~ 1a;ecuación de la circunferencia (x - 3) 2+ (y-4)2 = 9. , si el 

origen de sister~rÍd,e ~j~s ~~rt~~iar1os se traslada al punto (3,4). 

Las ecuacioriÜde',t~a~~f~~·i~ri!2i'o.n de coordenadas, para una translación son: 
",. '."~ .. ::_·~·<'--.':."·,',.,\,~·.:.·: ... -2;,~.··-·:c·•-.- · 

. . i>J~~~f;i~~n h~3 y H. 

Substituyéndosé estas'.exprésiones en (x.- 3) 2 + (y-4) 2 = 9, se tiene: 
, . ..,. ~2 . /-~-_->'.. :_~;;:\1_-.: .. ~,~:::~St> '.~:::.{~(~:~_'.~:'.~~~/~--~~- .. 

(x+3-3)+(y .. +4.~4), .. =:"~" Y Y' 
-_ -·--· , .. ·'·--··· , _-: .. e -'·~·,:· _., 

ex' +o? +cy'.+ó)~ ,,,;9•·· 
.·. x;2¡ Y'.2=9 

-3 
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2. Obtener la ecuación de la circunferencia x 2 + y 2 + 6x - 1Oy+18 =O en un sistema de ejes 

coordenadas cuyóorigén se traslada al punto (-3; 5). 

Se sabe que las ecuacionesde tr~nsformación son: 

x=x'+h 

=x' +(.._-3) 
., ._-.·· 

=x'-3. •' .·: .. ,;;··· 
~<·- ; , ·- ; 

reduciéndose ténnin,oss61~1~jai~t'és s~llega a:· 

x' 2 + y' 2 -16=0 · 

. x' 2 ~y' 2 =16 

y 

x· 

-1 

3. Obtener la ecuación de I~ ~irc~Í1fere~)cia /3xl;-fi)'2 + l 2x - 20y + 11 =O en un sistema de 

coordenadas Cartesianas, taJ,que no existan términos en X• y y'. 

Nótes.e que;sCel{úría/ecuación de una circunferencia no existen términos en x' y y', lo 

::~: :::m~n\2~Jt~J~~~~:~~w;·~~'uación de la circunferencia dada se expresa en la forma canónica, 

·.·., ·.· ':'.}~;e~·.<?·:·· 

x;i +J''.:/~~;:,~···f 
Sé sab'e ~~íe ei1\~~tos casos el ~rigen del sistema de los ejes cmtesianos se traslada al 
' . ', ·.~\ .~.;-.. --. <··-:. ,.-

centro de.la Ci~cü11fe1;ené:ia. 
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Como las ecuaciones de translación de coordenadas de una translación son: 

X= X' +lz 

y=y' +k 

al substituir~~ ~ri Ja ecuación dada se tiene: 
-,.-,- -- -r• • 

3(~~+h}2 '+3(y' +k) 2 +12(x' +h)-20(y' +k)+ 11 =O 

desarroi1;ári<l~s~'Ío~binomios al cuadrado: 
'' 

'3(x',_;;;;x'I; +'1 2
) +3(y' 2 +2y'k+ k 2 ).f12(x' +h)-20(y' + k) +J l =O 

•}i'.(+~~~·Í1~3h 2 + 3y' 2 + 6y'k + Jk 2 +12x' + ~2h ':"" 20y' -20k +. l l =O 

factoriz~~:d~~~'.1·~'{~\t'y~ : , -. . ,, 

.. ~~·~fLj~·~i~~;;:<ü'i12)+ y'(6k-20)+(311 2 +3k2 -121i-2ok+ l l) = º 
·~· ,f~y(;~\.~)~it :'.]:,:;''',. 

Como el'eli~~&f'á<li>';d~l problema indica que no debe existir términos en x' y y', entonces sus 

ooefide~~JJ~r~~ "'nu~:·~ :~º~'~ 
De est¿~;cxpresiones se obtienen las coordenadas del punto donde se encuentra el origen del 

nuevo sl~t\!111a de coordenadas cartesianas. 

6h.:_J2=0 

6h=l2 

h = 12 
6 

lz=2 

6k-20=0 

6k=20 

k= 20 
6 

k=3.3 

Substituyéndose h = 2 y k = 3.3, paraevaluar el ténnino independiente dado por: 

3x12 +3y' 2 +x'(6h-12) +.V(6k;.;.20) = -(311 2 +3k2 -12h-20k+11) 

.. 3~·~ ~~.Y' 2 =.-(3(22
) + 3(3.32 )-12(2)- 20(3.3) + 11) 

3x' 2.-t;3y',2 ,;,:-(3(4)+3(10.89)-24-66+ 11) 

· .. 3}2 +3y'~.~,_--(l2+32.67.,.-24-66+11) 
3x' 2 +.3 Y'.·~·=~'.""°34.33, 

. 3(.~' 2 + y' 2»~ 34.33 
,, ·. ·, ~: ·: 34.33 

X-,+)' - ="'··"··· 
' 3 

x' 2 + y' 2 = 11.4 
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Con el origen (2, 3.3) 
y' y 

N' • 

-9 3 6 X 

4. Obtener la ecuación de la recta 3x :..Oio_y+4t =O en un sistema de coordenadas, tal que su 

origen se encuentra en el punto (3, 5)., . 

Se sabe que las ·~c¿aciC>i1es.d6 t~a11;formación de coordenadas en una translación son: 

X =}1:' +_h ~;Xi + 3: ·= 

Substituyéndose enia'éc'uac:iÓn de la ~ectase tiene: 
·'. . -·· ,_ ·-,·.,: .. :· ' - " ,_,. 

.· . · · 3x~.io.Y+4·1 ~º' 
3(x' +3)- Ioc,Y,~;ts)+f¡.):;6 

3~;+9-IOy;;Í~¿;Cl;!s-~. _ 

r 

-6 

En la nueva ecuación se observa que no existe el término independiente (C = O ), lo cual indica, 

que la recta pasa por el origen del sistema de coordenadas x'y'. 
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EJERCICIOS: 

l. Obtener la ecuación de la circunferencia cuyo centro es el origen, si su radio de 5 
·.· uriidades; .e _ , ~ • .• ... ..-,. , 

--· ... 
~. ~- \ -

2. g~:=~~(~·~*~(~f ¿~~'~¡l~¡tt¡i~l~;; 1~¡ ií~~~~~~[ene po' ~ntro C( 1, -3). 

3. Obtener'la: .. ecuac1 ''···· ,. a~.c1rcuriferencta.1•que:!pasa';por, ef punto P(-2, 4) y que es 
· . · ' ..• , < .. ; <.>t: ',; t' ·,1-,~-:..i..1-~'~-~,,.,,:.~.~),''"'·"~:i~ ::;:·,:::-~·-¡-:;- ·-'Tl:it\ó·;¡;-;-.i_~<- •·_t~':7~._--\~f'-',1''·:;;\,,. 2 /';'.'::,"·'/":· . .,·:-:_-\'..«·"·Y·<.-. ,_S.~/ , -,,. i· .. ·· . . . 

. ·concéiitriCáa:1a····ue.tieiie·· 'oiéé:úa'ciór(:f.2x.,+2x~(~:1ox;+:8j1.:... 2 =o. Trazar su gráfica. 

·:···'~¡!f!l\iiíiiíl~ilf jí~¡!}'if \t~i~~iii~{~d~~:~~ 
5. Déteri11irúir<las':coordCúádris''deJié:eí1troiyr ai oilgitüd'déhráaio e.; as lfücíinferencias que 

6. Encoiúrar;;):I,, cuaCió1i:1 de: Iá'cfrcifr1fé,rerícia. tjúc pase por los puntos A(O, O), 8(2, O) y 

C(0 ••. 4)_<~;··r%sif~n~~!\;r~~;Y~l,~ .. ;,.y •. :;·(¡·??:tU:'"·····-···¡_ .. ·.... · · .-
7. Verificar por,'.elfc:áI.c:.u.l.()/~'.c¡i1.~j~,l¡¡'..recta .2x + x = 10 es tangente a la circunferencia 

x 2 +y2 
- 2,\-'.7 4/:: o.zc~álés son las coordenadas del punto de tangencia? 

.·,- "~~ .. :,:;'. ,,.,.,..~- --." - . :...·:' 

·,:;:· .. ·' .. ~,~;. }\:~:-_= . 
. ~--,.·;;(->:·" 

RESPUESTAS: 

1. x 2 + y 2 = 25 · 

3. (
x- 5)

2

· +Ü'+2)~·.i.~~; 
2 ,·· ....... · ... · ·>4<' 

... ; __ ::,· 
(

.· . 5 '). ~ .• ·. · .. · . ? 225 
X ~·..e· .·+.(y+ 2)~. = -···· · . 2· :- .. . '·. '. 4 

4. · x +2y. _:_2 ==ó·Ú1:;'~,g1~b'.~'nto'r¡{!.3, o.3), P2{4, -1); los puntos donde c011a con el eje "X" 
son: (L3,Ü):<4;1I; O)> ' · · 

-· .. ,!. 

,·; ·. '.':'..' ·'. ' ··:.·' ·>· 

5. a)C(I,~2).r=,5; b)C(-1,-3), r= .10 
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7. T(2, 4) 
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UNIDAD IV 
LAS CÓNICAS 
SECCIONES CÓNICAS 

Se conocen como secciones cónicas aquellas curvas que pueden obtenerse al cortar un 

cono de dos mantos con un plano, como se muestra en la figura. Las cónicas generales son: 

Hipérbola 

·Secciones Cónicas 

- La parábola, 9ué se o~tien~ al ~ortar un cono con un plano cuya inclinación es la misma que la 

supcrfici~ lateral d~I ~6;10'}" ' ·· 

- La clipse,::que~é6bti~~6;:r1'.J8rt~;.el conC> con un plano cuya inclinación es menor al ángulo que 

~~1:~Rr~t~~~i~l~~~!~~~: ~;e~;:~:::::. :c;~:::rt: :~;º:' ::~~:: 
del cono: ''; · ..... . 

. - ·~-,. ; -i.' . 

,,,'.,'' 

Tambié..; pó'de11i6s · co;~siderar 'como casos particulares de cónicas a: 
. . '-· . :·; ·, ·~;:· ";"' '(:>. ·.· ; 

- . __ < __ .. -; ' :· .:-::/'': .:::_).~ ' -:,': :<-'-~ 
- La ci;·cunfc:!°re1i:ci~'~p1;10 caso particular de la elipse, cuando el plano corta horizontalmente. 

: . ' . . . . - -~ '· ''- . - - . - -. ': ., .. ,. 
- Dos rectas'qt1e ~é. cÓíian, como el caso particular de la hipérbola, cuando el plano de corte es 

ve11ical· y p~s~"~§r~el véhice de los conos. 

- UnpurÍto:«:u~1~~~ ei'í;Íano coita a los conos únicamente en el vértice. 

- Una rect~(8tlÜ11cIÓ~I plano es tangente a los dos conos . 
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Cusas pmticulares 

Circunferencia Dos Re etas Un Punto Una Recta 
que se e ortan 

Las definiciones geométricas de las cónicas no resultan prácticas para muchas 

aplicaciones. Utilizando la geometría sintética es posible probar que estas definiciones son 

equivalentes a las que. se ·daú .acontinttación, que están dadas en térÍninos de distancias y que 

pcm,;,.,,. obtcntfür~i;?d;Bii~:~Pi'l'i~~~f~i~.'L.... . 
- Una parábola.es é.t·é:"91,1Jt1pt9, y;.pu1}tO(del~pl¡¡1}0 tj1.,1e,:eqüidistan a uiia recta lija y un punto fijo 

q t1e 110 · csiá.;~;:~~J;~:~'}··f~~;1i~{.'.'jli,'.j1','~tp:r~it}'.~(;~;{f:J'.~ .''. :.· '":~.· .. ,.'., .. ·:. · .. · ··.... .. 

- Una el ipse'~:iJis~nJJ';,tO·él~·~s.~foI'.J~; ~i~i1o ·cúyá d¡~¡anciá a dos puntos fijos tiene una suma 
.:<' ,,.~ ;•<=> · .. :.·- ,---. -,.'"' ::·', ."- ... _::)~~-· . ·e( 

constante; · , \/~ .·.··· ... 

- Una hipé~b~I~ e~ .el d:n~fur~to de' puntos 'del pÍa~o cuya distancia a dos puntos fijos del plano 

tiene una dif~r~11~i~ c'.dl~~t~~1!e) ' .. · : ·:~.>··· ',; ;:/ :: ·.· .... ·· 
·-~=:··;-. ·~·_:,., '·~:~:·:--' ,:;~-· ;-.:;·~·_-,/:, ",. ·'._-~ '.·(:\>~. ;· .. ,. '.1<·:· .. (;:·.:;~_;' .. 

de punl::'~l1~?4t~~~&\~~¡i;lt~~f w11~~; .. ::,~ d<eunfcrenda, como " conjunto 
La' geometría' analítica' orna 1 : ... niciones y las combina con el álgebra obteniendo 

=~.~~::' ,J~f J~;~Jf~~liii~~iJf i~~~e:e: ::::;::::,;:: :'.!":::,::·:º. u'.,n c::; 
degeneí·ado deal'~ur1a d~~Úri's'. '· · >;::,· 
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LA PARÁBOLA. 

La parábola es una trayectoria familiar pura todos, ya que cotidianamente se observa. 

Después de todo, es el recorrido que sigue cualquier objeto cuando lo lanzamos con cierta 
. . . . ·-:~. - . ~. -. '.' .. 

velocidad e inclinació11'respecto a la vertical. Este movimiento queda dibujado en el recorrido de 
.i. ,-·· --

las paitículasd~ ágü~ qü~ salen de una manguera. 

Tan1bi'é'1Wra'r1i1~nparte de nuestro mundo las antenas parabólicas. En estas cualquiera de 

las cLirv~s ¿~¡\i~~¡~~~. ~ue pasan por el vértice de la antena es una parábola. El propósito de esta 
' :.·. . '~<;:, ~:~'_>.-~>~~."..~:1t~~~~~:~ ~ ,\:},~. < ·-;. ·~:: ; ; . 

dispósicióíi'{~s'retlejaflasseñales electromagnéticas(de televisión o radio), de manera que todas 

ellas-s~2bn~~~i\i:;~;N_11~'J,i1,~ólo punto~ Un pr~pósit~ similar cumplen los espejos parabólicos de los 
:':: :_-;~:r::_, .-¡~,J~;.~\ ·::~~ii1'.'i':IfYW;)·,1iJ~'v .:_: ;~i .~·1_: ..... -.: · .. ._ :: · -: . . ·:. · -i\···./_·-:~ ;·:> . "-. ~ .·.,. 

grandes'. telescfüiiós,i:óptic_o.s, 9_on1c:) él qu(! p9se<J\1éxico en San Pedro Mártir, o el del Monte 

Pa I01;1a~.;·e1Y~~~:l~~~~'~it~~~tJf~i~:,~1ft}f ''f~,~?~(~J~·~.;;E.~: · ' ... ·•,,. ,. ··, .· , 
Conio;púedéiiápreCiarsc;':'existe una-:: gran, diversidad de. aplicaciones que se general al 

.·:~<-~ ,: ·. './~ü\::.:;~\:0>~;~-:~;.;r~~- ::;-~~1h,~;:~~-':f~ .. ?: ;·:-;_~s·:;;-}~<:·:/· .·• .:'.:":'.>;~: ~\«:~ .. , · .. :. :::~'.::.·. ~,,t?:. ·~ ···.r·:.~;'.:·:~\· ::~:> ': ;· ,~-,- ~ , .~ , · 
cstud iar; liis, pfo¡)ié~~d~s de'u'ila c'ür".a; ei1 ·estií'.o2asió11 ·.1at'raycctoria parabólica; 

DEfl~/si~&~.'~iJ~,;~, ~,,,'.'¡, :~ '·.. .,'. · .... r ·.••• .. . . 

Laprirábola'e(u11 lugar geon1étrico formado por un conjunto de puntos en el plano XY; 

tales ql;~'c¿d~W~;;~~g·'J%;~~i~'.iJi1jJi~to'sa~isface·1a·sig~·iente condición geométrica: 

,·. Lh'dYfü~;~'t~fa~k;11~,r~~¡~ fija situada en un ~lano XY, a un punto cualquiera P(x,y) de la 

paí·ábolites'iiJ~~·.~:,j·~-'[j~t~~6i~que existe entre el punto P(x,y) y un punto fijo. 

:El ;Jrii~fij~'ÍI~fua~~ f~co, rio pertenece a la recta fija llamada directriz de la parábola. 

Med'i~,;t~já~kráfica siguiente, se hace ver que se verifique la condición geométrica que 

debeú s~tis~a~~/Ú~dC>s los puntos de la parábola. 

/{p;,, PF 
hfi = I'¡F 
CJ>2 = ?2-F 
n~· = P3 F 
ETC. 

1 y 
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Las igualdades anteriores se verificun para todo punto P, que pertenezca a este conjunto. 

{ P¡, P2 , ~ , ••• } llamado parábola. 

ELEMENTOS DE LA PARÁBOLA. 

Los elementos de Ja parábola son: 

l. Un punto fijo llamado foco= F. Este punto siempre se encuentra en el eje de Ja parábola. 

2. Una recta fija llamada directriz= 1 . Esta recta es perpendicular al eje de Ja parábola. 

3. Un eje de la parábola:= a . Este eje pasri pcir F y es perpendicular a l. 
.- ,• - ._, .'..,¡ . .-

4. Vértice dé.Ia parábola,:=::,\". ·y e~ él 'pur¡~o 111édio de EF, de acuerdo con la figura. 
, · :::.!:- _,·:);// ·.'.i~::~;:;:;/i\1{}:i~~~;~>~-\~¡~i~>/'.;'!~.-->~f';~;:_-~:.1:x~f~t~:.b~.i:i~~;;;~~:;(~{·;:>·;-~·> · . · · . .'--

5. Cuerda dé.la arábo ·=r .~?Lf1ú:él/~cta.q~1eune.dos 11unt.os cualesquiera de la parábola. 

G •. c~,cd~~i~&1J,:4~~i\'.~f&~~i,~f !f útli~~~f;;!Jf ~0 ·.,.• 
7. Lado recfo':=;'LR~iEs\iníl'.cl:iiirctá'focal'perpe11diculllr al;éje de la curva que pasa por el foco. 

, ~··., :_ ~ ~ ·¡_\~:'..: :·'.·:::;t::-::~~'::~Y.'·:'::~~:.;};;s: ~:¡JJ:r,:::::.:f:~~\-~-~r~~-i\~~ s:~;-~:!r:J;;~1~·'.~ 1:fX·'·::~~~~-~~·:~·~7::·://:'·:··. =~::.:~:: ·. · .::.·- ·:_:- ·'. -: 
8. Radicifocal'~;FP}:Es'lél distai1ciai: déStijfó~oauilpurito ctialquiera de la parábola. 

• ·---,.·, ·, !•.- •• ~ .• ·'~:.:"'··l~;-,o:··,·,··«':·•,,,,.· . .,,_··:._:J·_·-<.i·.·~--- .. .. -.~-,~:·.·''.· ... -... 

9. Paráí1ietro de 1; párlibola;,,; P. Distan~i;del focb a'1 vértice; 

ECUACIÓN DE LA PARÁBOLA CON VÉRTICE EN EL ORIGEN l' SU EJE 

COINCIDIENDO CON EL EJE X 

Si se aplica la condición geométrica, para que .exista una parábola es decir, que la 

distancia de un punto cualquiera de esta curva P1 al foco (F) sea igual a la distancia de ese punto 

P1 a una recta x = -p llamada dire~triz,se tiene: 

IFPI = IPiBI 
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De acuerdo con la figura se aprecia 

que la hipotenusa P1 F del triángu­

lo rectángulo de catetos "y" y p - x, 

se obtiene haciendo uso del teorema 

de Pitágoras. 

IFP11 = ~~p.;.xy+ y 2 

De la figllra se aprecia que la magni-
. . - ·\'' ·· .. 

tud de BP. ~s: 

P(<, y) 

X=·p 

IBP11 = jp+xl por lo tanto como: IFP1I = IPiBI, se tiene: ~(p->.-)2 + y 2 = jp+xl 

Elevánd6se al cuad~ado la expresión anterior se tiene: 

(p-x)2 + y2 = ¡p+xj2 
. ., ., 'l 2 2 
¡r-2px+x-+y- =p +2px+x 

· .. •· 
',.'. 

y 2 =¡/-p2 +2px+2px+x2 -x2 

y 2 =4px 
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Cuando p>O la parábola se abre hacia la derecha y si p<O la curva abre hacia la izquierda, tal 

como se muestra en la siguiente tigura. 

M--p 

P>D p<D 

ECUACIÓN DE LA PARÁBOLA CON VÉRTICE EN EL ORIGEN Y SU EJE 

COINCIDIENDO CON EL EJE I'. 

La distancia de un punto cualquiera de la parábola al foco, es igual a la existente entre el 

mismo punto y la directriz de la parábola y= -p. 

De acuerdo con la figura, esto es: 

IFNI = INMI 'ó)i,i\;i~!$I~'l~!l;~:1~!l" 

~;~¡ r:~t~~~lii1(1;0.. . 
1 FNI ~---~<j1 -';;}'.}·fi~%:~~;\!,:~,/~'~i~,7t1~r-. 

:.::: :~:::·d1~ª['~~r~§}~r1~, · -------~~----i----------Y=·11---
.M· ll 

igualándose los valores de IFNI= INMI p>O 



se tiene: ~(p - y) 1 + (--:x) 2 = l.v +.PI 

En estos ca~~s, cúÜ1~do 1j>Ó la parábola's6 ril:>re hacÍa arrib~ y para p<O la cónica se abre hacia 

abajo. 

1. Hallar. la ec.uaCión de la parábola de vértice en el origen y foco en el punto (9, O). _. , .. _. ',_ ·. - '·. .. ' .. 

· .. -,... -·:_·• .. :" :' . - '..'.:. --.. -. · .. > ... -~·. 

Según el enllncicidci'deLproble.1ha·. ·.·.· .• · 

:;:~t:;~;~:~1f ii~~~i4i~,el .. ••·'. · .. 
F(9, O)=.. F .. (p,O) iné:licafr,é¡ue la 'dis­; ~. .· > ;,_':·, ;-:::_:'.)' '.~~~~~-\i:-~~;~~-~/,.~~:~'.'? '·.·-~f(.:~ ~:~·:i> ··_:-,_ '.· ~­
tan cm entre eiyerqce,Y(O;O) y el 

·<<·/ 

foco es p ~ 9. '' 30 -20 30 



Substituyéndose este val.or en la ecuació1i y 2 = 4 px ,. se obtendi·á la ecuación de la parábola 

solicit.ada; y 2 = 4(9)x, y 2 = 36x. La ecuación de In directriz es x = -9. 

2. Calcular la ecuación de la parábola con vértice en al origen y foco en el punto (O, 5) .. 

Por el enunciado del problema, el eje de la parábola coincide con el eje Y, por lo tanto las 

coordenadas del foco son; F(O, p) = F(O, 5), por comparación se concluye que: p = 5. 

Substituyéndose este valor en la 

ecuación x 2 = 4 py, se tien~: 

x 2 = 4(5)y => x 2 = 20y es la --

ecuación pedida. 

El lado recto es: · 

. LR ; l4JJI ~ l4(S)I ~ 20 

Ln ecuació11 Je IÜ d ir~ctriz es: 

y= -p esdéci(; :=-5. 

y 

za 

-30 -zo 

3. Obtener I~ edllaciÓn:·d6:' lií paráhol~ de vértice en el origen y directriz la recta x+ 3 = O. 
;;>··; :·.:_>''",:,;:·:·:;. ,., : :: ::·';·~·;' 

::,: :~:,:~~~~r1~~~It1t~z 
por 'ºtanto e1 ejefo~aEci_é·iaP.~rti- · 

bola esta coi;~~l~li~¡;~¿';'i:~1{.~Iej~ X 

y su ecuaCión ·debe. teí.í~'r la foh1ia: 

y 2 =4px.· 

-12 -6 

- 1 ~6 -

30 X 



P\lra obtener el valor de.p se hace uso de la ecuación de la directriz x + 3 =O que es de la forma 

x + p = O. Y por coi11paración se tiene que p = 3. Por ló tanto la ecuación es: 

y 2·= 4(3)x .< y 2 = 12x 

4. Hallar la ecuación de la parábola, si su directriz es y - 3 =O.· 

. . 

Comclla ecuación de la directriz es -

y - 3 = &~~etiene a una linea constante 
'',:>:.·r··:.•·'-

paralelhi eje X y el eje de la parábola 

coinC:iáiiá 6on el eje Y , su ecuación -

tien~ la fohna: x 2 = 4 py . 

Par~ ~bt~r~~~.elyalor de (p) nuevamen­

te s~'hafá'iis6 d~ la ecuación de la --­

y+ p =O 

solicitada: ;{;: 

' ' '.·· <·: 

y 

6 

-12 

5. Obtener la écuació;1 de la parábola, las coordenadas del foco, la ecuación de la directriz y la 

longituddel .lad~ r~ttó. Si tiene su vértice en el origen y su eje coincide con el eje X y pasa por el 

punto (4,8). 

Como la parábola tiene su vértice en el origen y eje focal coincidiendo con el eje X, la ecuación 
.,· 

debé de ser de la: forma: y2 = 4 px. 
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Nótese que en este caso no se conoce la ecuación de la directriz, ni las coordenadas del foco para 

·calcular el valor de (p); Pór lo ta11to se h'ace usod~ las coordenadas del punto dado (4,8) que 
' '. ,' :• ··-·······. ·, ... ;• .· . 

pertenece a la parábola,, y s~Üsfac~ a l~ e6Ú~ción /y2 = 4 pX, con y = 8 y X = 4 de acuerdo con las 
- . . -

coordenaéfas dei p~-iito d~do: Ai Úsarse e~2t~r~~l~res nótese que se tiene una ecuación con una 
T '•o '> • • ' oO ' ' ' ' ••;, ·''' 

incógnita(p), ~sto es: g:í ;,,, 4 p(4) , de d~~d~ s~· obtiene que p = 4. 

Entonces la ecuación es: y:i ·= l 6x, 
.-.. -·- .,,, .. - - ,.-. . - -

12 

las coordenadasdel foco rc4.o); la -
'""• ·,·-~.·; ,):,,. "i,'f';·./r-:Z'~·:·c 

ecuaCión de la Clfrectriz es x + 4. =O. . 

La longitlld d6 .. ~~~·¡~~~j~6i~ e~ia dado 

-18 -12 -6 · 12 18 X 

-'12 

6. Una parábola cuy? vértice -está e11 el origen y cuyo eje coincide con el eje Y pasa por el 

punto (-8,-4). Ób,t~!1e1'.:w:.ec.ü#~}ó1(deia parábola, las coordenadas de su foco, la ecuación de su 

directriz y la longittíd d6 :5~'-i~·~a ~e~~~>· 
i: - , .:'.:.:~'.h~~~-.s.l~f<: ~.:<;-.::..-.··:'o~ .. '··' -. 

'·· ._,_·_. -~ !'.':·--. ' :»·:: ";';,>.·--: ·,' 

Poc 'º' :::';d)~ll~t :'(~;::;6::.~:~:rab:I• ,::.~e :n~::::,,;g:::n•:.::d~n:~~,· do ben 
(-8) 2 = 4 p(:_4) saÜsrá~~rla e~to es: 64 = -16 p :. p = --~~. = -4 

' .. , -16 
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Entonces su ecuación es: x 2 = -16 · 

Las coordenadas del foco son: 

F(O, p) esto es F(O, :-4) 

La ecuación ~e 1~·ai;ectrlz es: 

y+ p ':'O estcfe~y}.f~<> 
o bien y =A,i · · .... ······ 

La longit~dcl~l l[lclo~eC:to es: 

LR = l4i{;,, j4(-:4)¡ = 16. 

-12 X • 

7. Obtenei· 1.a ma'gnltud de .ta.cuerda focal de la parábola y 2 
,,;, 8x· que es paralela a la recta que 

pasa por los puntós;A(7, 3(y8(6;/l). : 
:;· . '~ "·,: ::· ~i,';: ::" ' 

De me•••'~~'~i&:~~;~.1~,;o;i~~l~dada, •e aPredá que e• una cónfoa cOo •u vé,tice en el 
::i:::,:,;;.;g~,~::~;!~1~!~f.¡;I,e'doci' •u.ecuació~ '' de la forma y' ~ 4px, ~' 

• Por)o,tanto,;e, oc,o,tienifcomo cocjrdenadas al punto F(p, O)= F(2, O). 
, >·· ;-~,:J.Y~~\·flf;:~r~:\t?: .. :~~~~~{:'./:7;~~1t:::::~:~·~<",,jf¡~r~~~s;~:··J~~/h:.:·::::. ·; .::::~\::· ~.·:'~· ·;:. ·.·":' .:>·- · - ·. · · . .. , 

.. • Se•sabe:.'.que;.ta:,cuerdaífocal .;pasa <por.,el ·foco. F(2,. O), y ademas en este problema es 
· · · .. ·- : __ ::'.~~;-.'?: .j:~? ·~:;".-~- '.t~:-~~'.f -~~J.{~f~;t~7:~~·~~f :~~~~;:/;'.~~;l;-+;~:1y :;/;//M ·.~·.;.:_;·:.-_,~ ;: . :'·~.: · · '. «_· ': - · .. '. ·· : · : 

paralela'a tat'recfo'•cjíie' µ·a'sa·n5«>r'los'púiítos<A(7; 3) :y .B(6, -1) por lo tanto la pendiente de la 

cuerda:fcii¡{l'·~~1~;fii'f~1 'i~1gªff¿¡'{~if¿i~~·r~''~~8t~:': ;'·· ... : 
. . : . :~ ·· .. < '. <·:~:. \,~:_>~·- :::;·&'~/~1:::.~:.~.;¡5·f~~;A~(;i~~ti~t?'./~·;:t~~::;'.·:, ~~.:·t;:-- ··~~" . ~'·, ... 

Esta pendiente.se obtiene: por· medié> de: · · · 
' . .;·;-,:· "- ~ .. ,,.-.. , .. '..-.,\:·.' -·:-:~."·.: ... :-,,:,, . . - - . ·-

:111 = J'2 ~y, 
X 2 -X1 

-1-3 
111 =---

6-7 
-4 

111=-
-l 

111 = 4 
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Conocido un punto de la cuerda F(2, O) y su pendiente 111 = 4, se obtiene su ecuación haciendo 

y-y1 = m(x:-x1) 

uso de: y:..o = 4(x:-2) 
··y=4x:-8 

Conocida la ecuación de la cuerda focal de la parábola, se debe de resolver con la 

ecuaeiónde la curva y 2 = 8x, para obtener los puritos de intersección S1 y S2. 

Substituyéndose y= 4x - 8 en : 

y 2 =8x 

(4x-8)2 =8x 

16x2 -64x+64 = 8x 

16x2 -72x+64 =O 

:2x2,-9 .. ~·+s =o 
De donde: 

-b ±.Jb2 -4ac x=------.· ~a.\ , > . • 
-C:-9)±.:JC:::-9)2

· '-:-4(2)(8) 
X= ··.. :,:';,;2(2) e, 
x= 9±V,~1:-~4~1< 

9±Vti < ' 
x=· . 

·.·:~Y:· 

9±4.12 
X=---

. 4, 
9+ifa:. '· 

x, = 4 . = 3.28 

' : . ' 

y 

-3 

Sustitüye11Jo los~alores miméricos a x1 yx2 e11 y= 4x - 8, se tiene:. 
; • : • ' ' - ': • ~ ·• . '. l ' . '. . ' • . • • • - . ' 

y, =4(3.28):78::}.ú 

.1'2 =4(1.22)~8,.;:..3.12 
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Por lo tanto las coordenadas de los puntos de intersección 81 y 82 son; 

81(3.28,5.12) y 82(1.22,-3.12) 

Finalmente la magnitud de la cuerda focal es dada por: 

d.= V<x2 -:X1)2 +(Y2 -y1)2 

d = V<L22 ~.3.~8) 2 +(-3.12-5.12) 2 

d = vc..:..2.06) 2 +(~8.24) 2 
... ' ... , ; ... - .';· .;, . 

d = .J4;2436 + 67.8976 

d = .J72;1412 

d = 8.49. 

8. La ecuación de una parábola es x 2 = 4y, hallar la ecuación de la tangente y normal a esta 

curva en el p'unto T(4, 4). 

Al hacel- uso del e~unciado del problema se aprecia que el punto de tangencia T(4, 4) 

pertelic~e tai1Ío;ri la tar1gente como a la parábola; ad~más se sabe que la ecuación de la tangente 
'-·' . : :_ ··:'~~ _.,_ .. · ~~ .. ' ; >"- ·- - . ' .. · - '· ·• 

se pt1cde e11cC>nt.1·ár,titHi~ando la expresión.dé la rectaplllito pendiente: 

)~~~~:"i;~tt~ri:',fr" ,,;~"; ,,., · ·· · ;_,· " ·· · ·y 9 

y =A+2i.;~;2:4~,¡ :'. · 
Esta·úttiÍllaexpresió11.~e s~sti.tllye 

en la e·c~~ci?n.}¡;t~¡P'.~;~~~6a: •. > . 
. •· ... x;:;/H4+,mx-4m) 

~~:,::~~r,lf ~tlif~~ii.\?"' --9----_-6---_-3--""'""+-"---+--3----6--~x 
donde: · · :.-, •. :.': '._: ~ ··.•··· ·. '. \'-~ .·. :-r:'· 
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-h ± .J1J 2 
- 4ac 

x=------
2a 

-(4111) ± .J<-4111) 2 -4(16(111- l))(l) 
X = --'--'---''-'----'---'-----'-'-....;.....;... 

2(1) 

4111±.J16111 2 -4(16(m-l)) 
X=-----------

2 

El punto T(4, 4) solo acepta el paso de una tangente y la solución de la fónnula de una 

ecuación de segundo grado proporciona dos resultados, solo es única cuando el radicando es 

cero, por lo tanto: 

16111 2 
- 64(111 -1) =o 

m 2 -4m+4=0 

Nuevamente se llega.a una .ecuación de ·segundo grado ahora en "m". De acuerdo a la 

ecuación, se tienc:A =•I, B,;;, :4;c ~ 4> 

._b ±Vb 2 :;:: 4iic ',: 
111 = · :'j2a ... :··_. · :' : · 

' ~C:-45·±'(/(~4) 2 .~4(1)(4) 
111 = .. . ' ' ' 

.•• : "2(1) . 

4;!:.J16--- l6 
111=-----

2 
4 

111 = -.' 
2, 

111;;,,2 

Una vez encontrada la pendiente se sustituye .el valor en la ecuación punto pendiente esto 

es: 

)'~4~.2(.~-4) 

Esta 1'.iltima ex1J1·f!si<511 és la e~uación de la tangente en el punto T(4, 4). 
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La recta normal es perpendicular a la tangente, su pendiente es reciproca con signo 

contrario a la pendiente de la tangente, esto es:· 

111 = :_i_ = _J_ 
N ___ _ 111 ---. -2 

--- >--··-/-_• ·-· r _______ , 

Al sustituirse en la ecuación punto pendiente se tienét > 

. _--- 1 --_ 
y-4=-2 (x-4) 

- ·4 - 1 
y-'- =--x+2 

2 
1 ---
·-x+ y-6 =O 
2 
x+2y--,l2 =O 

9. Un puente, sobre el río.del estado de Veracruz ha sido construido con una longitud horizontal 

de l 200m en forma• parabólic¡¡, si su foco se encuentra a 25111 por debajo de él; obtener la 

ecuación del lugar geométrico que define al puente. 

En los problemas fisicos el p~o~e~tista adapta las condiciones matemáticas al fenómeno 

en estudici. En •este ca~C:, se,~elecCii:>n~rá··-~¡ )é1tice de la parábola como la altura máxima del 

puente; ~Ómo la-cli~tci1~da' ~ii~ ~~isie ~~t~~--el Jé1tice y el foco se ha definido como la literal "p", 
• '" ,• '• •.,;.·:-···,o·"'' 
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se tiene p = -25n1, el signo menos indica que el foco está por debajo del vértice donde la ecuación 

es de la forma:. 

x 2 = 4p)1 

x2 = 4(-25)y 

x 2 = -ioó}<·.' 
·,-·,.:_' •'{ '' . ' · .. ,, 

1 O. La óptica, parte de la fisica que esíuclia'a los/rayoslul~inososy ~Üy'a c~usa se le llama luz, a 
. . .:· ;;.-.~·;_,4·.-~.c¿(</.::-';·,,-,:·~-~-; . h->~·, :;:. ~:-·---\ :.-'·~. '>·'.~\:'.~''.",_. •' :1:\:,·. ;'_:->;_,_-::' ;~; __ ;~,' ·.·:: _:;.:.- ;': 

reportado que un rayo luminoso ·atÜlega'r/a.uri:'~~·('.>:ej'¡¡\p~iabÓtiho.;piiraleli:i a su eje focal, al 

reflejarse pasa por su foco. . ,,. :·;:<rb· '':,~{~ :i·~~):'t~~:-,:~,J¡?·~I@R~·~J;~~~c:¡~",'.; ::o 
Si la directriz del cort~ de. tm ,espeJo 1 parab~.li~o;;;:_está·at1:JOOin.de su vértice, hallar la 

• r . - ··.: ::;. /~: .. ~>.°'~.:.¡~·::f2c:~~~~;.'.~0 r·"·\i.ift':ff)~::\M0.:~??t:;·;,~Y;/j;;:v:'{:q;::t'~-~~~:.f.;!;·{~:~;·~0~~~\t~.<J¿i;;·"'~::;~\~ <:1.':> :>' .. -- _-:. . 
ccuac1on de la parábola·y, mamfestar:.en:c¡ue'.punto:de.'.su;~Je,:focal,1{s¡!~debe construir un horno si 

: ~ ,~· · 7.·::J~i '-~ ~~~:{"\~~~?:;1~ ~R·.~~;_:~?..~·Dr~.~!~;~ti(:'.~:~:~~~~;z;.~f~:~.~t;~~i t~Wi?i~"--'.~~'j_;;~. ·~~~1fi"j;/,I\,'.·.'::'.¡;~.:l'~ ... :.(\·.: ·:·; . ~ :. . - .· . · 
los rayos luminosos procédeh'té~'d.~l '~óyj:)'cirJiiediO's'ó ''ticos1se"'o61Jgarál1 ~ !' llégar paralelos el eje 
del espejo. ·· .,'.~;_;, ,; .,~~$;~;~f~{'¡i;~;:; '.?l'~'.·:;;if:J'.'•};c' 

''.' .,,.~;~,~~~~li1f~t~1irtrl.~~r~~¡~W~~~f ~i~W~::1¿:'::;: .... · 
d1rcctnzes de .la:forma·l(~: .. ~ppor,'estar, enel:eJe·JocaL de.la parabola co111c1d1endo, con el c¡c "X" 

~:«:~:ir~f ~t~¡f~i)~~it~1Ji~füií~1~8i~1's·· > · · · ·. · · · 
y2 = 4ftx 
y 2 .;,4Ód;·, 

"~;> ···-' ·, 
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A este tipo de hornos se les denomina solares y sus aplicaciones serán de gran 

importancia en el desarrollo de la vida diaria. 

ECUACIÓN DE LA PARÁBOLA CON SU EJE FOCAL PARALELO A CUALQUIERA DE 

LOS EJES CARTESIANOS "XY" Y VÉRTICE EN V(ll, k). 

Para obtener la ecuación de la parábola con su eje focal paralelo al eje "x", se realiza una 

translación de los ejes cartesianos, de tal forma que el vértice de la parábola coincida con el 

origen de un nuevo sistema de ejes cartesianos X'Y' tal como se muestra en la figura. 

Se aprecia en 61 gráfico ;d~Ia derecha que las ecuaciones de este tipo de L1natran~foÍ~madón en 

una tra11sl·~:si~:r,·t~~~~~~~{~~.fi~,~sJY~.~j~~'·~hf,~;nto A .. de coordenadas. (x,r) ,t'.~ ~(si~!~q~Ü:coordenadas 
XY y de coordeí1ada's'Xf;¡Y,':Ccurnplei1 coi1 .las siguientes expresiones: . · · 

":_; ·-,,..:.,,· .;<f<<¡b~i~:>~.::·~ .. ~~/:~ .. ;~,;~x<',:;,·· '!«J¿_ · .. _ :· .. <, · · · · · :'.-·.; 
-· .• , ~- :.:;;~-~- ~ 1;.:.:::: 

;,:._.;;·\.¡/;\ 

. ·:-\·::! :<-:· .. 

x=x:;-11; 
y=y'·.+k··· 

de doncle se t~1~cl~á: 
x'= x-h. 

.,:•·.' 

y 

x· 
y'= y- k 

X 

Por estar. el vértice de la. parábola en el, origen del sistema coordenadas X' Y' y tener su 

eje focal coincidiend.o con el eje ){', la l'.cu~ción en este sistema en de la forma: y' 2 = 4 px' 

donde se sabe queHp'' e~ la ?istancia deÍ vértl¿e de la parábola al foco. 



Sustituyéndose las coordenadas de translación de los ejes, se tiene en la ecuación anterior 

(y-k)\~4p(x~lz) .. 

--. ---· 
EJEMPLOS:·· 

1. Un¡i ¡~a1:áb6t~:iie¡{~ 15~r:direc~riz a la recta y= 2 y por foco al punto F(-2, 8). Graficar la 

curva Y.cscribit~~l~c'ilriti6ri:' 
' ' -,- -~-: - ~~: ~: -·. - º'' 

¡.-' ·,:· ... 

-\·.¡:-'i'-. ~?~><{~ :· Y/·', ... 
Como la.dire'ct¡·ii ~s;i~'fe~ta y= 2 paralela al eje X. El eje de la parábola es paralelo al eje Y. 

Por lo taiito ia i:cua6ió11 de esta parábola es de Ia forma (x - '1) 2 = 4p(y- k). 
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-24 -16 16 
X .. 

·.,, :; ___ .' 

'·.~i 

Como el vértice ~ e,stá en un punto 1í1edio'eNi'r~~;a d'ire~triz: y el; f~co, V tiene por coordenadas > 

~:::)J~iilif ~f \tllf l~lt~'º•,\;i;•·~ 8 '.'.5 ·~ .. 3.·Po• lo ... ,,(.º,'~· e;u,.cióoo.• .. 

2. Obteneí·;fa'.,~clÍa .... ,de~lafpai:~~0Ja'~Li)10 :vé,iticé es el punto V(2, 8) y cuyo foco es F(2, 4). 
> -- ~:.;}~~';'~~~;,<i}f~)~~~~r;:~}!{(if:~l:'AKt:.~';'~i{~:f~ffr;·.~~~~~~·V:~:~?:1f;'.~~-,~{~.<"?b;:. _- , ., --. .- · . · .; . -· , 

Obteí1er1a:écLiációb''de'l!i'dií·ecfriz')/Já]o1ígitud de su lado recto. Graficar observando el signo ·de 

;;~;;.11t11:111~~·~~{;/lap>'ábola 'l . 

de la mistria;Liíé o~c'ofooJás'al:iséi-::-'' ' 
. ~- -;:> ;;·:_-'.T; ·:e{ ?.~; ... :~~.::-:.~;.~S·>~~{,¡,-~~~.i~~~s~'.~···:;~·;.;:_~·'r":·L·~·:\'.::~'-':::,·,·:'. ",'; -.. 

sas el .\1é1'tice'.ydeLfoco'solí';¡gL1áles. \.' · ·· 
: . ): :~: .-. .;! ~;-~:·; t.:~)':,~:·~~f-~~\~·,_;:~:úl'.::.{;,>:··i:·-.'..~/::;;) )\~~~ .. _·; '. .' ' 

Se conclufe qúe él eje)'a~' de la pará-

bola ei. pat:~lel~~·1·;:~j~1.s·~.~lt~g6 :;¿ ~- ' ~z'I. 
cuación es de' la' foi·n\a: .· 

(x-'1) 2 ~4¡J(y:c_k). 

-16 /-B 

/ 
I 

/. 

/ 
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Como las coordenadas del vértice son V(h, k) = V(2, 8) se. tiene por comparación que: 

h = 2, k = 8; entonces se aprecia que falta tod~'vía evaluar la magnitud de p, distaúcia del foco al 

vértice;, la cual: ~or estar sobre el ~Je Y\~ ;~ii~i1~ ,,()r n1edio, ~e; IPI ~ VF = 8 + 4 = 4. Por 
. ·\' ·:,·!-: /)",~~·-·,;<: . ,,·";, ... ". 

deflnici·¿~de valor absoluto !PI= { _; s~i ::J }~n~;~tj'f~~-:~~";~i,1!i~í1t~_por debajo del vértice 

V, la parábola abre hacia abajo y de las dos soluciones c{Jé·~~ ,~t't~_lor absoluto, se considera d~ 
acuerdo con la hipótesis del problema. IPI = -4 ;;:;:', ~-- .•,· ··· ·· 

\·· 

Sustituyéndose h, k, y p en la ecuación de la parábola se teridráfi11atí11ente: 
'..' ",~. :.,.-.-::·, . . .. . 

(x-2) 2 =:4C-;"#fü1:::}~r 
(x-2) 2 ;._¡6(y~8) . 

x2 -4x+4~~16§.;12s 

La ~P'~ión ante.no;;~•l;~i!l:~if ilil!!f~~a"g~neral• ••··· 
Primero se.'.estüdiarát'i'.!tos· casos fdol'lde'B)'.=:. o,; lo qüe n1anifiesta. que el. eje focal de la 

# :: .-:·_:- ·:-·_,,::_.,: ,,·,:~-'.=·:!,,~:~~:;r:~~t«;.:~~:;9~:;_;::'._~~tt~;-~~:-;~'.~~; -~~:3:1::~/·t~~;~~':X~-::::_::':1-~tP--~;_;>·: .. :.:.: :. :1~-: ~~· : .- :~ .::_: ..• ''. : >'.~:;·:_ >·-> ::-._ --<:~. ~ : ~-,: :·;:. · -·, ---~~ ~; ... --. ·. , · 
parabola es paralelo o·.coiricide>;sobrc)mo de.los·ejes.cat1ésianos XY.convericionales . 

. ..• . · ···.·········?:f;.~J;~~L~¡:'~.J··{'.i.?f.~·~·~¡,~~~~},··;w,; .. ·.···•···· ..•.. ·. '· ·.· ...... , ...•...•. ,•··.·.·.·.··-.e·~, :·.~:;~···~1:.·;- ....•.. . 
· Acieti1ás én,'~ste caso sé'obstirva que C =O, lo cual denota qtie el eje focal de la parábola 

es paralelb.~{;~:~<~N~t~.;.f ;-·'.·.·.:.·~.:.~.¡;;;:'.fr.\· . . . ·. ' .·· ... · .· 
. '·~.i\;,; ·<.,: ';,\'<::f 

.. . ·• .j'.•;:'',:·.··· ' :~>. > .'. 
La magmtud.de!Jadó recto es: j4pj = j4(-4)j = 16. 

':< .. ,;,_; .. · .... · .,>;:,,··;.•' 

3. Una parábola tien~ st1 foco en el punto F(3, ~2), si su lado recto es igual a 20 unidades, obtener 

la ecuación de la cónica; COll SU eje paralelo al eje Y abriendo hacia abajo. 
'.':'_·'.>·,_;· ·','<.i·~. !' .: . ! __ •. ··,.;;:.-.':·,~:}.~~ ... \~J. 

-· <': " . \ ·,<. ··:i·;,, '\,'· ;~·f'.·.: •. -

p~::· 1:~;A~7~!."~~{{~l~l~~~~f #it%~~·~~~~!~~º1:'::~:c::::':: ::;:;:: 1~:i1:: :· 
de donde se ob,ti~í1e ql.16<-41)·=20·l!·;;to1~c~sp~ k( .:.> 
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. .· . - -

Comolascoordenad<lsdel •focoson'ctadas F(h;'k -Fp)= F('3,/-2 )porcomparúci'ón se.tiene: h =3 

y k + "~;~:~t::~~~r ,~~~i~~-~~i~~:~i~;i~i*i~~r;~~:-jH· ·.·· 
Se sabe que'lás'écíordénádasNel vértiCe ·dé.la.parábola •sondadas por:V(h ,k), entonces en este 

.·.·:·:>:.:...·~<\·~~f~:,:~/)~~\:~:?{'>~:~:r>·?.'-· - ·,.:_,: .-· .. ·--- - -<· .. ·_-· "·:·#-'.-;.- . . .. ··-·-· ·- .. -- ~ 

problemaY(3;o3)!;'. .(;. 
·_ ·;·./ .·.<-::.:·-~:::<(:-:-::.\! .. " .. 

·:---~: ~·:: .. ~;-, ;1),J>:: \<':- ·;· '. 
La écl!~ciÓn de la parábola con eje paralelo al eje Y es: 

(x-h) 2 =4p(y-k) 

al sustituirse los valores de p, h, y k se tendrá: 

(x-3) 2 ='=-::-2.C:Í(y~3) · 

, x
2 ,-6x.+:9.ff:2b?t:6o 

x· -6x+20y;-'"51".70' 
-·~ .. , •• -~ :. '·" o, ... 

:::.-'. ·¡;, . ,~:-,;·~·:.-~~>!· 

Como la última expresión es de la fon~fa¡Z:j·Al~ 2.+W,~)+ ~1' 2 +Dx + Ey + F =O 

s =o,. e; o, ~ ·~ -6, E= 29, >F =·~5 ¡'_:~" ~: :'~ :· : . . . . 
~-_-.:.:_·,.,.:.•;; . .:.-. ..·r·~··.. ;/: .,·._,._ '\":~:-'::::::-._:. 

A= 1, 

La ecuación de la directriz es: y= k - p.= 3 +.5 = 8. · · .. ·. 

Las coordenad~s·él·~ l~Í~ú,ni:¿s el~ iht~rÚb~'i[~\Ú!Íiid6 recto con la parábola son: 

L'(-1.'~2)?:.D(1;,'~2f\ .· .·.·•·· .···. ' <) ; •.. . . 

32 -24 -16 

y l 
16 
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4. Una parábola tiene su vértice en el punto V(4, ~3) y su foco en F(8, -3). Hallar la ecuación. 

Como 1i/orden:ada del. v~rtice como la del foco son igua~es a -3,• e11t0116~s ~l eje de la 

parábola esparaleloal 6je X; o seaqiie se tr~;a de una parábola horizo1HaÍ-é~~~·eC:tuicióri esde la 

fomia (y-lc)i = 4p(~ - h) c01~() la ab~cisa del foco es mayor qúe l~ ·:~6:~g¡~~Y'~~?''vértice, 
' ··· r_"?o·;:: •.··.; '• • • 

entonces la parábola abre hacia la derecha, en otras palabras p es positivo cuy~ valor es p ';" 4. 
y 

16 

8 

-21 -16 -a 

-a 
x=O 

-16 

Tomándose en cuenta que el vértice de la parábola tiene como coordenadas V(h, k)=V(4, -3) 

se concluye que h = 4, k = -3 además se sabe que p=4, al sustituirse en la ecuación de la 

parábola se tendrá: 

(y-(-3)) 2 .=4{4)(x-4) 

(y+3) 2 =16cx':...4} . 
. ·.... . . 

teniéndose: A= o, B,.; o; G=: 1; 1)'~~·z16,:E;':' 6 y~ =73. 

La longitud del lado rect~ es: LR /:. 14~1~14(4)1~16. 
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5. Hallar la ccLÍación de la parábola que tiene su vértice en el punto V(5, 2), el eje focal satisface 

la expresióny= 2 y su lado recto es 8. 
- ~·--- ~ 

-------

Se sabe que' la: ~cuación de una línea 

recta c'o~siant~ paralela al eje X, es 

de la for1na y7c: En este caso se tiene 

. que y 12, ~~r l~ tallto el eje de la pa­

rábola es p~ralelo al ej6 Xy la ecua--- -------

y 

ción es d~l~ fÓrr1"1~ ::,> • .· · -.--z-4-----16--.--a---1--1-+-+----------..,,. 
,::.:'·>. !:::~~ ,. ·~.\-' ~-(; ·::~ :" i 

.>.~:· _. :.\\:-_ ,Í .:~{~ ,;_:·, :;,;: .. ;~ .• ' ' 

(y -·k)~ =:=,~ í;·(~ ::...J1)' 

. ; \ >W~;{·.'.WM.'16 ~;, · .. -1 

do11de ·.1.~s ·.~~~1~3~1jc~~:i;m~~·"~)Zr~b·e l __ 
enunciado del.¡:íroble1iiason o\1(5,2) ·· 

. . h = ';~~~if 1,f~~i~<t~ ~Oio . LR = 14 ~ = 8 ;mpl ;ca q"e p = 2. Finalmente la e'"adón e" 

:- '·:¡ - : '.<> '?;;~::/·,} 

6. Únapa~ábo\:~·-lt~l;~1·:~·S~r;:ié~-~en~l,punt~ F(5, -2), su' directriz es dada por la expresión y =2, 

1ia1 l~r.~1i·e~;~+-~·~~F:~l~~J~~:/~Ti/ri;F'[''.·. ;º}·:.;e:> :. ;··.· .. ·. .... .· 
. Co1rió,'.'l_i(direct,í:iz;de',_h1.piir~f>óla'.és,!a furiCión constante y= 2 se concluye que el eje focal 

. · .. ,,,i_'_;
1

~ ::/ .. ;:/:.·-~ ;:1~Di/? "-~!.~~~¿; ~:¡t:~~'.<; ~:::;/~ ::;_~·-;:-,~:c,_:J.:T~: ... ·.< .. ~-~'.·~;<:-~<·:~l'.;~~-~ .. ~i'.~~\;:t;ú~, -'.:<~f :, _ · 
la cónicaiéstaiparalclo\iil'éje\X; y;si ,su .vértice se encuentra en (h, k), la ecuación debe de tener la 

form~: ;~~!t~l~~~~ti~~~',s~:::"~~~,~~J~~~i:~~J~~~{éf ·~iy + F =O ya que B = O y C = O. 

l)e:acúerd6'.''éoí1é a/de.filiiciói1:d~~1~;"parabola la distancia que existe de cualquiera de sus 

:~;:!;jf l~~r~~~~f l~t~~~~:~W.i~c:.n::·.1 ~::ºe:·::c::.:~.: 1 
:.:::º 1:(::;:~~: 

. ·~/I = ~(X2 -X1)2 +(J'2 -y¡ )2 

d 1 = .J<x-5)~ +(y+2) 2 
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-16 

y 
16 

a 

Z"l X 

La distancias del punto P(x, y) a la directriz y - 2 = O se encuentra haciendo uso de la 

expresión: J =Áx-f-~y+C 
. L . .JA' 2 . '. BL > .. + .· 

, · .. ·.-·., ... , 

donde.sctÍcn~~'según lhs datos del pr~blen1'a /1\5;0; 'B.:;· 1, C = -2. 

······•i:~~)Ji¡ .......... · 
igualándose las ecuaéiones resufrar!Í:~~;'.de las,'distalicias d 1 =di se tiene: 

, . ·, ~Cx-5) 2 +(y;2)2 ::~~1'·~1•,,j;·~->->·.· . . 
elevándose al cuad~ado la ~~pr~~ió~~jti~;¡:~¡·~!;i~álizando las operaciones indicadas se tiene: 
- . . - L'.:;'_/:'·'.:~-~-:_;;',J~»!~1~.:~~-:ir::~::·~.::':~1'f\'>· 

(x:;:'5) 2 ':E('f2)7-=< -2) 2 

x
2 

- 1o.~~2sffi%~~i~?;~~4 ~ ; _ 4 y+ 4 
x2 -10x+25 + y 2 +4y+4..:::.j;~<+4)1 ;4 ;:,O 

.,. ·-.-··-·:\·'..!_>-~::.:: - '<l., ' . 

x~·-: 1 Ox.fSy+~,5 =0 
;~· - -~ 

en donde se denota A = I, B = C =O; D = ~ 1 O, E= 8, F = 25. 



TRANSFORMACIÓN DE LA ECUACIÓN GENERAL DE LA PARÁBOLA A LA FORMA 

ORDINARIA. 

Con el objeto de facilitar la técnica que se emplea más comúnmente para pasar una 

ecuación de parábola de la forma general a la forma ordinaria se ilustra algunos ejemplos. 

' . 
1. Demostrar ~~~~·~,~~~~8iÓn4y2 -48x - 20y = 71. Representa una parábola, calcular las 

coordenadas de su vé1:fü~:y:J~Y~~fJ~'ü:;á,e¿u~ciÓl1 del~ directriz y la longitud del lado recto. 
· -.. ..:/' ·\· ;,,",::_ :::.:_<,.h.:~.~:fr::{;)f;r::.<1:.~'.f: ;:;.:;· .... :·<!>'~):;·.':>::.:· .,. 

Dividiéndose por cuatro lií ecüaciói1'sé~tie1ie: ;,; > . 

~[.:.·:···2·;··.•·.J¡J;~~,~~~4¡Tt . ~X<·'.:.·:::· 

Por lo tanto es una parábola horizontal de vértice v(-2,%}~ Como l4PI = 12 >o la parábola abre 

hacia la derecha. Si 4p = 12 por lo tanto p = 3. 
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Las coordenadas del foco son: F(/1 + p,k) = F(-2 +3,%) = F(1,%) la ecuación de la directriz 

es: x = -5; la ecuación de su eje es y=~. 
2 

2. Dada la parábola y 2 +4x+4y =O. Calcular la ecuación .de su eje, las coordenadas de 

su foco, la ecuación de su directriz y la longitud de su lado recto.(graficar). 

y 2 +4y =-4x 

y 2 +4y+4=-4x+4 

(y+2) 2 =-4(x-l) 

4p=-4 .. '.p=:-1<0. 

Se trata de una paráb'~1~;~11?~i~onta1>co1f sus ramas abierta~ haci~ la izquierda. Las 

coordenadas del vértice sorí \!ú~:::2).'c~¡~~o p ·,,;,;, ~~ 1, las coordeiiadas de sufoco' ~~n F(h + p, k) = 
'._ ' .· · .. ''" ·_., ;·,.-.: ·", :. . ,· .,.,.· .. _.;.,·:.' 

F(O, -2). 
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3. Si la ecuación de una parábola es y= -x2 + 6x - 8. Determinar las coordenadas del 

vértice, las coordenadas del foco y las ecuaciones del eje y la directi:iz. 
·.',:· .. 

·.;:;., ··¡' 

: - , • _--:, ---· \O-,,·_,_ •.•• : •.. - ~,_, ".'.....: .. • .. __ : -- -

Agrup'a11c:lo ·los ·térrn.inos cuadráticos y lineal en el primer miembro de la ecuación y 

pasando los·t~.n~'iriJs'iesi~rit~s al segundo miembro se tiene: 
·. \ ..• '.:.> .2 

;.j '\ x. -6x = -y-8 

Completai1do trii~oiriios cuadrados perfectos: 

x2 -6x=-y-8 

, .. X 2 _:_6x+9=-y-8+9 

(x-3) 2 =.:.1(,Y:..:1r 

V(3,1). 

)!? . ~1>11~--x<o· 
.. , ; ". .·l.: ·. . ·4 

; .· ,··:· ;::,/·::' ... ·::(:, \ .•.. '!)···· . ·.( .3) 
·FJ",;~:+.1g·~/ i}~.p>·• ::=J; 3,-·· · . 

. ;;·: . , '"; r'·.•'.:';';·7:;.. ·•. ,,, ... 4 .·; ',,; .. ' 4 

Por lo anteriorsepL;ed~afiril1afiqú6setrata,de una parábola vertical que abre hacia abajo. 

La ''""dó" del aj~ i>k;Jt\?'e~~~~¡t,;;~i'ii"l~f 'fr' ·· · · 
. ·. ··;:=;:i~( ~~a 

5 
y=-

4 

TRASLACIÓN DE EJES EN LA PARÁBOLA. 

En forma similar a los ejercicios realizados anteriom1ente con la circunferencia, en 

ocasiones es conveniente expresar a la parábola en su fomm canónica, es decir en un sistema 

coordenadas, donde su vértice sea el origen del sistema. 
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Lus ccuucioncs de transformación de coordcnudus para una traslación se sabe que son 

dadas por:· 

X= x'.+ h y= y'+ k. 

DoÍ1de '(x, y}': so~ las coordenadas en al sistema cartesiano "XY'', (h, k), son las 

coordenadas. ~~ull·punto; cualquiera del sistema "XY", donde existe el origen del nuevo sistern~ 
x'y' que set;asladI_,, . 

' ' - ·.·'·:· •. ·.:.\·' <'>;'/,: .. :,,.· ,, ..;.·· 
-_."'-;)·' 

EJEMPLb§; :\•t>J .~'' 

" 

1 

~o•l~do~¡~~ii~;~;eión x' - 2x + 4 y- 1 = O, "' un •i•tema de eooroenad~ euyo odgen 

Las ecüacioilés de fransformációri son: si h= 1; k,,,; 1/2 

. · .. x .. ··~${f{111~:~;:~;1~·c~'.•¡j·;.(;···i.·Y.:Y·~+.k•~··y··+ 1./2. · .. 
Sustitllyéndo~~'.jci~:~s·u·~~i.dí~~s.anteH6·r~k:~1~ la ecí.1ación de la parábola dada tiene: .· ''. ··>·~ .. _·i::~,~·>.;:;.:.;1;~:f:~"~1··~~:~~:..tt:::"~:.:?_; ~':·~~::;::,,~ ~-,,,~";"" ,..,·; .<· :: 1 

¡·:.::.... , , x-.7"'";2x+4;,- l '=O·. 

~"+;:::1~~~@il~1i~~~i 
'. •?2 +4j¡; ~o 

,. )i=~4py' 
-8 -4 
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2. Representar a la· parábola (y+ 2) 2 = 8.\' + 5, en un sistema de coordenadas cuyo origen 

se trasladií al punto (~5,~2) 

Se sabe que; l~~é~di~cior1\1:s de ti'ans~ . 

. ::::i:~.~~~l}!Wt~rI:g~º~~: 
·:y~}~·k; k=-2 

Substituyéndose eri l¡i ~cÚ~~ión de la 

parábola, se tiei1e: 
. .. ·-,. ·, : ;_ ') ',, . 
(y.'-2+2)- =.S(x'-5+5) 

(y'+ 0) 2 = 8(x' +O)· 

y' 2 ~ 8x' 

-1Z 

X' 

3. Transformar la ~cuació11 dé la parábola x 2 + 3x + 5y...,... J 5 =:O, en una expresión que no t.enga 

términos en x. Ni ir1clependieríici~} ' 
·'; ,. "<':"•)"; :__;· i::_;.;:~.·~ : _ ,'. 

Al.anafiza~'.~d~i~;:1f~~11i'ente:la'e¿~ación, se aprecia que si no existen los términos en x, ni el 

independiei~t~: I~ p~"~K~6f~"a;/b'e'fa,~~~ s~ ~é~ice ell el origen, ya que la ecuación en este caso tiene 
• ' . - . . · ... ,,~ . ''-::'>'.: ,, ,, .. " - . . 

la forma: ·· · · ~· ( : '' n : 

... ·<·x2 ~~f~;;) 
Para lograr; este ,"fin 'se debe reaÍ izar una traslación del sistema de ejes cartesianos, tal 

traslación se hace ~~Íi;;~;1'ctose I~~ e~uaciones de transformación. 

x = x' +h 
y=:y':+k. 

- 157 -



Ahora el problenmtambién consiste en calcular las coordenadas. del vértice de la parábola 

que será el origen del nllevo sistema de cü()rd~nadas. Substituyendosc en la ecuación dada se 

tiene: 

.. . . · (x' ~, {1Y;t~~;;,,t:iii~~Qv&;~)'.füü~. q. '· 
x' 2 + 2x'l(+h~'+ 3x'>;(3hf 5Jlf 5k ::¡ 5 :=o·. 

x' 2 +c21i+3)~'+sY+c1z 2 ¡3h''+sk ~15)=0 

Como se desea que el tém1ino independiente y el de x no existan, entonces estos son 

nulos, es decir: 

211+3 =o=>/¡= - 3 
2 

- 11 2 + 3/z + 5k - 15 = O 

Substituyéndose el valor de h, se tiene:. 

(-D2+3(j}J+5k~15 =O 

La ecuación buscad_a e~: x' 2 = -5y' 

. 5k= 15- 9-. + 9 
4 2 

5k = 60 _:- 9 _::':"-~~ 
4 

69 
5k=--

4 
. 69 

k = ---· = 3.45 
20 

Teniendo su vérÜcg:en el origen, representado éste, en el sistema "XY" por el punto: 
'·_," 

. (·. 3 69) . . ·... - . . . . ; 
e --' - = (-1..'.l 3.45) 

2 '20 , ..... 
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ECUACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO 

La ecuación general de segundo grado es de la forma: 

Ax 2 +Bxy+Cy2 +Dx+Ey+ F =O 

En particular se considera e.l c¡¡so en que la ecuación de segundo grado contiene el 

término xy, es cie~irc~{e1.'~asri'.~(1:~t~{·~~ O.: Se demostrará que por medio de una rotación de los 
. . ... : , .. ; '~: .. -. __ . -,~;~ .. ,1~/j-;'.(~;. ·:1;1¿·~~,~:::~';,,::¡.~:;·¿~0 ·:·.· ~~<·:::~ .. ~:·.:-: --.' ·, . ', 

ejes coordemidos• r,.. sie_ííip~er::i: es :;,;rnosible transfonnar la ecuación en otra fonna: 
. . . . :·:,.,,,_·' :-:i:~-<·:·-.~';\"::{_:'.,~~f~!,·\~-~:'~~( \~;:¡:<:· \t':·:::-·<: :~;·~--- .. -.. :i:' ·:· 

A'x' 2 + B'x'J;,'/+P.'Y·,,i,'.f[J':~'.>·(E')1iº+F' =O -"~<: -·?:: -;:-;~/~ .. -:-~--- ,; r::~;;:::: f~:·;~----;- · -:~- · · ·-
::_!\- .·;,~):- ··./:\ 

: . :,-.:¡'., "-~ ' ·_e • 
'-~~ ~-,. -.-, -

En la que Úno de lós coeficientes A' y C', por lo menos es diferente de cero, y no aparece 
'-- .. ">·.:_.::,._.···· .. ' ' 

el ténnino ellx'y'.: 

La "ecuación puede representar un lugar geométrico real, representa una cónica o uno de 

los casos excepcionales de un punto o un par de rectas. 
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TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS POR ROTACIÓN. 

Para obtener las ecuaciones de transformación de coordenadas bajo una rotación de 

ángulo agudo <p es conveniente auxiliarnos de la siguiente figura: 

Considérese un punto cualquiera P(x, y) 

en el sistema de coordenadas "XY", las 

coordenadas de este punto P(x, y) en el . 

sistema x'y' se denotan como P(x:, y')~ 

Se reco111ienda el análisis minucioso -

. del trazo de las coordenadas del punto P 

en la figi.ira. 

y 

~~~~~~~~~~~t--~~+-~~~~~~~=-x 

·;, . _:·. . ... · , e· - . 

Nótese que el ángulo .que tiene c~1.110 yértic~:·ªI ,pu1ito P(~1 y), c.uyos lados, son las 

ordenadas de. los sistemas de coordenadas. Es deéii; ''.'y" y{y'; Este Óúgulo es igual al ángulo de 
.... <·.~:.'.':;:'.:;: .. ·:·f{;t:.: .. ·< •. :.'' ..••• 'J"b' 

rotación.porqué'estí(foriiüidci: por: ládosmütuainente perpe11dicu lares.·· ~> ··.· 

•·. ;; !;~j~Y? ,~g;~~l'~~J,Ji:~;·~·. ;e· ..•... •·.·. . .. ,u. 
Si del puiito'dé mtersecc1óh de' fa~~...: • 

~::.: --..;:·.:;·:-_J:_~f;;~'.'.~~?\:&\~:i"J,;~)~!~\:~zp;~:~;~~,/;:l5S:f~:·t·~~>· ~\ 
ordenada y'/éo11"'el;ejé'.x~'(ve{figÚra) ·.. . 

pun.~9 .. 1~:~Kt[~~~~;i~~~:r~)~;~:(~~{~J~:s· ..... . 
del sistema·cártésiifno xy:~-;" e·. : . 

::,; f~~~!iii{iili~~J~'J:' 
la figllra:'Estc)s_"t'~i.á¡iglí):os ~e,,;yafi a.úti 1 i-

-·. --~; · :>'i_~:-.\:.; ~:_\"X· :·-~xf.:. ?<~:'.;f·;:::'¿:.:,~\,t;:~:-~}-t:/!: ~'}:;:<J.: ~:~'": . · ·: · 
zar paraobtenerla.Í'i.!lii"ciói111iiátemática 

e1~tre•iaJ~~();:·ci~j~~<l~fd'~Y,fi~te';~a"~'v·· 
con l~s <leí sist~:1;íi'•'ik·,);;,, : · · 

y 
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La abscisa del punto P, en el sistema "XY", X es. igual a OJ' <le acuerdo a la figura, además, 

obsé1:vese que i;; OJ, estú t~mbié1{ d~d~)1od X~ OJ ~'a/.á:__ JK ;_ OK- IH 
,-,, .. • .. -·" ·' ••. ,., '. " ···';: -···,· .· .. ·<;,' - •. _ . ;" -

ya que JK ='1/7,·~6r~'stri1~:r~i'1;i'ados ¡j~i"l~d~s ;,,~t~·;i;:n~;~t~:bal"alelos.' IH = JK y JI= KH. 
- -·--: :.~-::~ ~:.·:_7~::~:.{~~;r~:~·w.~t~-~~:~}~-j~)~~:~-~ti1:f:fH:f ~?'~h~&~{\f;~:!tt~~~;~~?7%~:~1~~,·~~f~~~~~-~~¡1~~7~z~--'..i.;~~;~~-~~~-: · -.. 

Es coiweniénte,C¡Ué se' percaté de:qúé''el lado~OKfdel triángúlo OH, es la proyección de la 
· :~.-: ;· -_;:~,;;:;~(;:?~:·';·i!_·~~:t!itf t;i/rt~W~ ;.~~>::c:;0k'h\~~-{;-,·~j;:.1'.~~~~zl}~i~;;:;¡~E:(?~~\:<~_~;~~1~~~i~(;Kf~;; l :;· ;, ·~- ... _ \_'.:·, 

abscisa '·x~, =OH;'Aisóbreiel/éjé+X,J'Clél'~sistifoia;'dé~~coordenadas original o primitivo "XY';, 
. ; · · . ·; ·,,·~·~~:-:~~2::;;.::,-~{J~i~~:·:_iJ;t~:x·::;::w.t~~;;?f~¿I~~ij~.~i~1rt:.~::~if··~~~~t;\~~;w~~p~;~~1~:~;;¡;;,;~.~;~~1~g·.i-:_:,·;;:·:'.~: 

teniéndo~e;;é:lé'.acuefd.o'.~oii1 l<(def.i~ic!ó.f(.<!~ .. 1~,;ru,ñ·9i.~if!Hgonornétrica cosrp: 

:. ;;;./,, .. Ji~~. ·~~l~E~~~~~,í~~f ir1: ··. 
Sin1ilafríierite;<e :seg1i1eúfc:iU/i;'se obtien'e;'haciéndose uso del triángulo PIH, por medio 

d 1 
··•t1 > :ó· '"';~u;;;n~¡;::/':!:;;;:¡;;':;;;/}f{;~{f ~'Y,;' i~t · <:X .,, ' . . .. . 

e a.unc1.nsen<p,~St?,es.,,>·' ,,.,.,,,, ·.::~'::·i· 

·\',' ;.,,;·'.;.': .'\ ... 
' ~ 

·~.bt~Í1ida.s 'para IHyOK; se obtiene la ecuación de 

.·. ;~ ~' .. .-; ... -:· 

'~.!::;:".: 

. ~-;· ! ~~·.' ;/;_:< <·' 

Para obt~~~Jf. l#i,e~~~ciéJn.'de 'transfonnación de la ordenada y, obsérvese la figura e 
· ---~. :.::, .. ;. '_-~:.·?;~:~:-:\);~,2· :·::~~;r~>-}~1:.:~~.~:~\:f<:.:~r.· i·._--. · _ - - - -

inmediatamcnte'apreéiií'rá'.!'que:.y~ JP, además que: y = JP = JI+ IP = KH + IP 
:·~ _,.,~f·;-~:~.;~·?·~~~\'.;~;:~i:?,\~-~~~~tt}:r?·'·:r.· .... :·t- · 

ya que J,Fd:.) K"If';:(~§(~~i~~· fc)nnado por lados respectivamente paralelos IH 11 JK, JI 11 KH 

.. . , "~'.; ;//~/1¡1~·rJ·)i~@'':·: . KH --
Del triáilgu!C:l,OKH'setiene: sen<p = -- :. KH = x' senrp .. ::': .;;y;~~~l;r1.~t> ,.,;. . x' 

IP -
COS<p = - :. IP =y' COS<p 

y' 
Del triáfigulo rir{se Óbtiene: 

-: J\:,, ·_~ .. ' .. 

Substitt1yéi1ciose, las relaciones de , KHy!P, se obtiene finalmente la ecuación de 

transfommci6n··~~ coordenadas para· la.orden!lda.\ 
. . ~· . . . ' ~ " . ' 

y=,.¿• sen <p+y' éo~<p 
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EJEMPLO: 

1. iCuál .es el;ángúlo qúe de.be 1:otar un sistema de ejes· cartesianos x'y', para que la 

eOuoo;ó~.f ~,lf ·~ill~~/l,i~~r~~~ki~~·ifJ~:;·f~J;'.~da ,;n el tém•lno "xy"? 

· · Priirieio'se:confinnaí:a:si'lácurvá'piéípordoríadarealmente es una parábola, si lo es debe 

::::¿~(~~·~~lf i~''"'"''. . ; ~}~~1¡:j,~¡"1º' valore• " tiene 
.. · ·.?T~;·:.~;·i~·::~tflm · .. '/. 

·. (ifi.) .,;;'.J4(i) '.; 
>,~;,: ;~;~,'::~·} .. · ·. 
: :.; :·\¡~~¡;~., · ... ,,..,, .• '. 

' -. . ' - :: ·.,(', ;- ~ . ' 

E11'láéecúa\::iól1'ae:1á'par olá!aádaT:después se desarrollarán operaciones y se despejará a 
>'<\~·- ·:"~ /?:.:~;:::~J'.:fT:~~-~~'!?~;~1 ~rfY~{t~~I;~,:{~iJf:~~f~tf.i;~;;~1~<}¡~'.;,~·}';~·:;~ _.·_ :_::_· ... <'::~::· , :· "·. - ·:_ · · - . · . · · · · · · - - -· . . 

rp, para:'.corióceriell:áíigulci~'.déTrotaCión;.oajo; eLcüálJa ecuáciéÍn de_ la rmi·ábOla no coiltiene el 
- ~ '·~"~-,- -.---.,i~f~t)}':···;~~;~~{ú:~:-~M;.:~t\\.~~·~:}~}l~~;:~:~7;:~~J~J~~·~;· º~·~; ";.~?,>\ ._-. ·-

-, ' -:-:-

)/'.::~~.:~/:·> 
'-::."<'(.'.-'·· ,. .. ;>;.·:,; . 

:-.:~>·:'' ;~ 

Desarrollando !Os biilon'Íios·al cuadrado y'ordenimdo teriíiinos:)'. ./ · · 

:::.:~:~~f!lf !f J~tltf f A~!~t\1~f !~t' .. . 
Como no se desea que·ex1sta,eUern11no'en:x'"y}!a:su coefic1ente,se hace nulo, es decir B =O. 

··: · ·· · · ::.,~·',·.·:·.:.•.·;·:-._~.'._;.1:t: ·.w ::/'.Sil'( ::¡;'):,;:~í~0;:.:.;:~.·.·.: .•. ::.;~.·~.r.~,\~:.:-f.:. ; .. :.i:~~Tj3~h ;~-,~~:: ,,>· · ·. -· 
- . -.. ~ ;.-~:i:'..~~·-:.:·~·:_\·;': -- . . :_: - .~.- . ""' . 

. . ·- . ~-/ ... : ! .. ': .. _,-:"·-:.' \',':.:,'.1 ... ~·-';.:.:,·":-~; .. /'·:.··.:.-;- : : .;·.,:.;·:i:;7 .. ,(_'.i.'.~_;_·_;,,,·_.:. ,,,-~-:" ,', 
B =.-2se11q)cosrp+Lj2sew,'.,;_ '.¡2 cos 7 <p'.+·se1úpcosrp.= O 

. _;:' >" ·-· __ ,. '.·. :¡·~--: .. ::·: ··.::\';_ .. < .. :·--~-\-:, ·::· ,-". '>·,_:_.,. ::-~_:. _·:: ·, 
.. ;2 (sel/ ~rp-: cos~ rp)- senrp cosrp =:=o. 

162-



Deacuerdo a las identidades trigonometrieas se tiene: 

sen 2 <p - eos 2, <p =, cos 2<p 

2seÍi'rp_cos<p ~ sen2<p 

. :.sen~~()~,fP= ~e1;2<p. 

Sustituyendo las identidades ~e tiene: 

.fi.(sen2~ ....:cos 2 <p)-sen<pcos<p =O 

.fi(cos2<p)-!sen2<p =0 
2 

.J2(cos2<p) = !sen2<p . 
2 

2.J2 = sen2rp_ 
.. . cos2<p 

. tan2<p = 2/2 Sustituyendo el 
- ' . . -~ 

2<p =" Ang. tan(2v'2) = 70.53º 
. . 70.53º · .• 

<p = --~ 2· .. = 35.26 

valor de <p en la ecuación trnn'sformadn, obteniéndds~ l~ ecuadión buscada en el sistema x' y', sin . ' .,. . . . . . '··,' ' .. ·. . . .' ' 

el tém1ino xy. 
. '. . . ·.. '. ' . . -.· .·.• -· . ·: 

x' 2 (cos 2 3S.26 °: +: {i cos 35.26 ° ~~n 35.26 ° + ~sen 2··JS.26 °.) + ~-; 2 (~~~'~ ·3·~-:26~: ~~·:fi'.~~n J:.26° co~ Js.26 ~- + .!._cos l 35.26 °) = 
. . . . . 2 . . . . . . 2 • 

~; 12(.\'~ cOs ~S.2~ º:~,"'." y: ·sc.n Jii~2_6 ° ) . 

x' 2 (.66+.66+.2s>+ y' 2 (.33__:~66+.33) =12c.~1x··~.s·1;,·> > 

::~:;:::;t¡ii{{f i~i!li~[tíf ·~· ' 
. ··-~;;;J~.<~1(,i)2·~+.i i.·j~/+·( %) 2 

•··(x'~.3)'7;~-~~1;3Jt+:? ._·· 
'· .. _.,., .... :;-..•,·,i:;._'•'·.•'<.:i;:::.9: . 
(x' - 3)2' =";_:4;3(y'. +-.. -· ) Aproximandose se llega a: .·. . , .· :7<.· ;··;~4.3. . 

(x' ~ 3)- .. =:=.~4.3(y'. -:-2) 



Se aprecia que el vértice de la parábola es el punto(3, 2) del sistema x' y' y LR =4p = -4.3 

por lo cLml p =1 

Si se reaiizá una t;aslrici~n dél origen del siste;i1a 

de coordenadas x';t•; donde': 

x'= x" + 3 

y'= y"+ 2 

·12 -B 

Substituyéndose en la' ecuación de la parábola, s~ tendrá: (x;'+ 3 - 3 )2 = -4.3 (y"+ 2 -2) 

í,:. ,; '-; ~, -1.:' ; ' ' .;-:;'j :<: 

. E1~ est~·~j~;:~i~~it{~~ ~predia cierfa incomodidad al hacer las aproximaciones, ya que se han 

olvidado el 11L1111~r~ éié d¿~i111ales qúe se fueron quitando, por lo cual es recomendable manejar el 

mayor númer6~d6'cie~Ín1ál~s posible. 

EJERCICIOS 

1. La directriz de una parábola es el punto (a, O). Determinar su ecuación. 

2. Determinar la ecuación de la parábola que pase por los puntos (O, O), ( 1, O) y (3, 6). 

"164 -



3. Enco1itrar las .coordenadas de los puntos donde la recta 2y -x = 4 corta a la parábola 
2y- x2 +2 =:'0. Construir la gráfica respectiva. 

4. Determi11~r i~ ecu~c.iónde uná parábolacuyo' ej~ d~ sin~etría sea el eje de las ordenadas, 
cuyo foco cs·ei ÓrigerÍ y pása por el punto· (4, 3), ¿CtÍál és .. sll vértice y directriz? 

- -· :· ~~-;· -. Y\':~:.~:: :.·?t.-Jp~:·:·,: ~ ~~):~· ·~}r;.~'t·· -,~:', l :.~'.:'.o-;s·:~!~-·~. '-~t~ .-::'.\~· .· :~~':·~~ :·'·.- ,~~-);· 7 
::-:· ... ~· :_~.-'._:~\:> <:'~ ~·- · .--.:-- , 

5. Dctc~ni~1l~~tJ~rti~~·~.~ct;~~~ del~ p~f~~ola .y2'=.~(~+ y), las ecuaciones de su eje y su 
~irectriZ;y1a·1o§gitud,del lado reto, , · 

RESPUESTAS 

l.. y2 = 2a(x - a/2 ) 

2. x2 
-y-'-X = 0 

3. P1(3, 3.5), P2(~2. 1), V(O, -1), F(O, -0.5), y.= -1.5 

4. x2 =;4(y+Í); y(0,-1),F(O,O),y=-2 

5. (y- 1)2 =2(x+ :os);. :~(-.05, I); F{Ó, 1), LR= 2, X= -1 
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LA ELIPSE. 

La elipse es una trayectoria cerrada c61110;, la ci,1;~U'.1fc,r~llda, .~:ún~ue:;.c6í1 cie1tas 

diferencias. Se le estudiá por su gran aplicación ~n la coslí10IogíU;<ei1/fa:cÚáI'es"éoiidfano oír 
--:-: :_ ::--_--, .<·· ·: .~}: ::· ~ \\:·-.. ,,.',. :·~;;:_: ,,_1_.;y·::'S; :~:t· -::_ .;~_, t z::::_ 1:!·:};_ 1,\~·+.:: ~: -. _; -.· 

hablar de trayectorias elípticas. Aunque se ha comentado1'éíu~itaj'fr~y§t~~füí'.fdf:~!a\Tiefra al 

rededor del Sol es aproximadamente circular, más ¿o~g~t~r~~~'~'J~'¿f~~jiiiqff~f~i;}~~"b;$i1~;ient~ .. de 

traslación se asemeja a una elipse. ··•·\:~;.~Ni··~~;~'. Lf8'.J< 

Deji11ició11 . • . . :0:ef'.:;;~i\,?;\':?c' ·;••;c.;:; . 
La elipse es un lugar geometnco fonnado por un 9onJuntode'puntos, tales que la suma de 

las distancias (d1+ di) de un punto cualquiera a deis pu~t~s:'rij~~';it~;i~~~~ds fijos llamados focos 
- \.·-: .. :_,: 

(F y F') es igual a un valor constante (2a), analícese la siguiente figura: 

y 

y 

X X 

Del punto p se tiene d1 +di= Constante. Del punto p1, se observa que d1 + d2 = C = 2a. 

Del puntop2 se ¿6~'61~y~d~ cl{:i: ~4 = f~;i¡~tante= 2a. 
-: .···:-~_~\.'.;_,}~}\~;:X"/~'.¡:;: ·-:·_::~>·.·-~~;~:~>·T~;~'.~ >:::·;:,~·:y:;:. 

Del puntoiJi~e·.s¿ a~r¡¡;:;+:~¡:: 2ol1~iaiii~~ .. 2a. - . . ,. . ' ' •"' " . . . . . . . . ~ ,, - . ''. 
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ELEMENTOS DE LA ELIPSE. 

Al igual que la parábola la elipse tiene elementos que la caracterizan y diferencian de las 

otras cónicas. Éstos son: 

1. Dos puntos fijos! !amados focos F y F~. 

2. Cent~ode la.~lip'se~;que e~ el punto medio del segmento FF'. 
: ,_. -... _ .. -_ .«·_.:5:: ,.-_ -~: __ ~:<: f:·_ ,:~r i: ...:~;~-:::',·:(-'.f:;-;-{':,;·=:~~\ ,:.}·-:,· .. ...., __ . 
3. El.segmento de;rectil qúe pasa por los focos hasta los puntos V y V' se le llama eje mayor o eje 

·.rocaL···;/r·'.·~~;'·i :~;{~¡.º·t~·;:~:~~2·:iI1~;'..,j ·;·· .. ···•· . . . 
4. A los puntos:.Vy.Y:.se (es con?ce ~omo vértices del eje mayor. 

5. Elsegn1e1;tb :J~ r~{(t·}~.;)~1.1~.~asa por el centro de la elipse y es perpendicular al eje mayor, 
··. --. .· ,·>: .-:_.~---.'.-<'·::_; ;;;::_\:_?;·,:/{}_~·-w-V:i~~-.-"- . .- · 

se le 1 lama eje meíior ó.ejitWofi1ial'. ·, • 

~: A~?r:~;;:,¡ii~~~iiri~~·¡:::co:: v::::::olc~=I~~:~~;, de lo clip.e '° llomo 
cuerda MN,BB'.;VV/;>LR;•L'R' . 

. . .. -. _ . _ :::- i: -. \; :.:< _'j;t,~::;;;.:i1i~:~;(:~~~·~\t~~w~;.--.:-· -. 
8. Las :cucrdas;''qüe''.son~;perpendiculares al eje mayor y pasan por los focos se les llama lado 

rect~:cLl'.ii.iJ:;~-S:Vf:;~')J~·:,~·c 
9~ L:iis ~~~·~f'~ia~~I1'~ta'~rii1por cualquiera de los focos se les llama cuerdas focales. Ejemplo: 

. vv':·~0'1f:,?'•:,'"· .... · 
".'.e·,::' 

.:-:.::1_.:· ··.· .. 

Ladist~íicia_{¡ú~,e~iste e11t.re el centro -

ele. la ~li~~e··~,~~~b de sus vértices del eje 
•. "·'., ·-. ,:·.--·.'.\·- .. ,- ,,.- . 

riiayor se le,~ci1oti~eneralmente por la 

literal '.'a", la <li~táncia entre los dos ver­

tices del 'éj6''ni,riy6~ es 2a. 
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La magnilud del eje 111,enor es 2b, porque 

la distancia d~I ccnlro: de la elipse a cual­

quiera de sus vérlié:es del eje normal es -­

dada por "b": 

y 

La magnilud de la distancia enlre el cenlro de la elipse y cualquiera de sus focos es denominada 

como "c" por lo lanlo, el valor de la distancia entre los focos F y F' es 2c. 

ECUACIÓN DE LA ELIPSE CON CENTRO EN EL ORIGEN Y EJE FOCAL EN EL EJE 

".,'(''. 

Cuando el centro de la elipse eslá en el origen y el eje mayor de una elipse coincide con 

el eje ''X'', entonces se tiene que el eje normal o menor coincide con el eje "Y'', tal y como se 

mueslra el la siguiente gr,áfi~~· . < .... • < . 

Las coordenada~·: d~Lcent~o de ,fa '.C,lipse 'son C(O, O). ·De acuerdo con las definiciones 

dadas anteriorme11t¿ de·il~ magnitúd del se1niéje menor "b" y de "c" se tiene con ayuda de la 

. figura ~L¡~rl~s;~bdideh~~~;J ele los vé~ic~;·'~· f~cos. son: . 
' :, '-~ .;, 

V(a, O):; \rc~a. O) 
.. -'¡' ·, 

.· F(c, O)·. F'(-c, O) 

B(O,b) B;(O,-b) 

. · De ncuci:do eón la figura de la derecha y 

la detirlidÓl1 icie Ja elipse se tiene que la 
' . ·,- - _;,. '''· . 

st1111adci.1ri~ clikl~ÍÍciasPF'yFP es igual 

a una const~1~'l'~(1ri11~ada 2a .. 
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jFPj + jF 1Pj = 2a ; 

Del triánglllo rectángulo F'Pl-1, se tiene 
: . . ' . 

que; {por el teorerna de Pitágoras) 
·, '· . .· 

F'P 2 
;,_ F'H2··~ H;2 

Como jF'Hj =:=e+ x, HP = yse tiene que: F'P
2 = (c+x) 2 .+ y 2 

Deltriángulo rectáí1gulo 1-IPF, se ti~i1e: §P =y2 +(e~ x/:. 
' .•.. · .... •.7.<'·_ ,: ·:,: '¡- .• - ...... ·• .· .•• ··• •' .. ,' 

Despejando ª,:·F'fJ'FJ' ~~~b-~tituye)i~9l~svalores.cm:.IFPj_+ jF.'PI =2a se tiene: 
. ·"\• ... '···· .. . -.,. 

o bien: 

Vc~+~)2:+ V +.'.J y2+ (e..; x)2 = :i'q)/) •· 

'.Jy2 + (c.-x)2 ~~(' ;j(~:tx)2+y2 
•', ·¡,._:·-;-:·. 

el«vándose al cuadrado; 

· y 2 + c~·--x)~ ,::'(2~2frc;+~)·2-+7 )2 

· .y2 +c 2 _;·2c.~'-l-):r;'C4'~:i~-4a . .fcc +x) 2 + y 2 +(e +x) 2 + y 2 

y 2 + c 2 - 2cx + x 2 -c2 ..:., 2cx; i 2 ...:;}2 ;iAa2 -'4a -.f(c + x) 2 + y 2 

. - 4cx ~Aa2 J~4a-,j(c +'~T+·yi­
...: 4(c'.~ + a 2) = -4a .j(c +-;)·2~)~2-

, -4a--(c+x)2 + y 2 

(cx+cr) = .... ·--"······ · · · · · -
-4 . 
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(cx+a 2)2 = (a,/(c+x) 2 + );2 ) 2 

c 2x 2 +2a2c•+a4 ,:;a~c 2 +2a 2c.~+a 2~2 +a 2y 2 

c2x2 ...::a2x2 .::..a2y2 = '-a4 +a2c2 

(c2 ...::a:i)x2 -a2y2 =a2(~2 -a2) 

(a2 ..:_c·2)x2 +a2y2 =a2(a2 -c2) 

Haciendo a: a 2 C::c2. ;;,;'bi. 

b2 
. será may()~)?tjtie · cero puesto que en la elipse se aprecia que a>c. Por lo tanto 

a 2 > c2~~;-~r;o. 
. ·' .,. . .,-,:¡,. - ·:~. :·; 

Por lo'cuarla ~~u~ción se puede escribir como: b 2 x 2 +a 2 y 2 =a 2 b 2 
·:;_.:»~·-;~:~::._·l.:.\· ' .. 

. Divididb;,~i1t;e_ .~-~~ 2 , se llega; X: + < = 1 . 
. _::~. _.:.-. <\: a b 

>; L¡¡\ÚtJ;~{~'~expresión es la ecuación de la elipse con centro en el origen y eje focal en el eje 

''X". 

Despejm1dola variable "Y" de la ecuación de la elipse; . .· ' . ·, ~: ' 

b2x2 +a2y2 =a2b2 

ª2 y2 = a2b2 -b2 x2 

2 b2(a2 -x2) 
y=------

ª2 

Para que existawvalores r~ales de la variable "y" se sabe que el radicando debe ser una 
. . . . , " .. . ~_:¡'"·- -· - •.'.,.· - •. - -

cantidad positiva ()c~ro,:~sd,ecir;_.a 2'...::x 2 <':o. 

Lo c"iil ;n;•".1t~~~~\~~:~!f ~,'l_ . . .· . 
Obséf\¡esé;;~1'la:elipse de:.,cualquicr figura anterior y apreciará que para cualquier punto 

P(x, yfde_~s~~--;~~;A%f:~!l~~'.~~~~~I;:::{ nunca tiene valores mayores a la longitud del semieje 

mayor(a). ~Siri~il¡¡f11ié!1té\Já :yariable "y" está limitado los intervalos de valores, es decir; 
·, ' ' ,'.', 

-b S X Sb . 
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Nótese en iu iigu1:a qLÍe l~'s dos rectos 

de la elipse son'C!~s'seg1riá:1tos derecta 

. par~1'e1~~·ªl;~~·~t:~~~'.~f .. ~~~P~~.1;~.tanto 
se aprecia'que:la.abscisa de estos seg- -

.. ,e -:~;·:·-<·;. ~~~:·X/~;:~~;~,}:~\?.~i~~-~:if~~:~'~::t::·f~~:.j:t~~ :, .. ~.'.~!... · .:. • 
mentos s1empre:vale:~·c~.·;· s1 se substituye 

e.i~va!~!tt~fftii~i%· '°tiene a 
las coorden,adas d~ ,los' puntos extremos de 

lo• iad~; ~iJiJ~~ i§Vi1t::' _ x' 

Ya que: b 2 = a 2 
- c2 

(/' ' 

y=±!!....:Jai -c2 a .. 
', ' b2 .. 

y=±-:-

ª 

Partiendo del foco hacia el punto P y al punto P' se concluye que la longitud del lado recto es; 

b 2 
'' b 2 

.·. 2b 2 

LR=-+-=-
a a a 

Una característica fundari1~rital en la elipse es su excentricidad que se define como: 

.J 2 ' b2 
e = E. = .~ .-: < 1 

a ··>G 

La excentricidad si~n.;pr~:~s menor que uno debido a que c<a, tal y como se aprecia en la figura 

anterior. 
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ECUACIÓN DE LA ELIPSE CON CENTRO EN EL ORIGEN Y EJE FOCAL SOBRE EL 

EJE"}"'. 

Cuando la elipse tiene su centro en el origen y su eje mayor en el eje de las "Y", la 

x2 y2 . 
ecuación en este caso es: - 2 +-2 = l. 

b a 

La magnitud del lado. recto y su excentricidad no sufren cambios: 

LR = 2b2 
a 

e 
e=­

a 
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EJEMPLOS: 

1. Realizarla figL'1rn'de I~ elii:isc dada p~1~1J~~;1:esión: 

;;;J.t~1~~ªii~~i~y¡~j~;',~~~j~!~~d ~~ la exoentddd3d y dol lado recto 

Para realizai<el gfáfico'.~íde éstacelipse'es necesario conocer algunos elementos de la cónica, tales 
>. . ~:{.' .. :'_<:>,:,·:::'~i1&,!o'.:~·fi~.t>;-,;~~~~~:f~·:.:~~~~:»\;~·,:;·: >:·?'.: ..:~1.::<<. ;.-.:~::::-::::-\-:·.~ -":· ·. ·. - . . 

comolas•co?rdenadas de:s~s.yert1ces y de sus focos, por lo cual primero se deben calcular los 
valores ci~'a/6';:gJ'.I;t;d:'-\'~~· ·:.·: ·: < ..•. · .. · .. 

>'-- . /:- :-ey-· 
.. ·. ;:-: .:·-~-.-:L _:_;:: --

A.I obse~vár: la expresión dada se aprecia que es la ecuación de la elipse con centro en el 

origen y eJ~· '111~y~r ~n ~'¡~j/x, ya que la e~uación es de la forma: 
>< '··'·• '; ••• ' • • • -·; 

·· .. e~ ;{;fr,: · 
La excentricidad''es/; 

: ·e~...,,,=.4 ..•.. ~647< 1·' 
. ::·.:a·· 

· __ ·,•" ~'.<. . . 

La magnitud de~l~~;¿,·~¿gtci'es; LR;;. 
2!2 

= 
2<~6) = 5.33 

l 
V:Ef]j)V X 

r 
~~:'ff ~~·¡f r~~:~e~f ~·-~}!~i~~i·º:.; = 6, b = 4 y e = 4.4 7) 

F(c, O) ,,;; F'(4.47 'or F'(~c. O)~ Fk(-4:47,0) : 
'. _·:.-.:)·~::·<.-~---:·-<<.<_ .. _"_;·". /·-<.~_:_.\···:._: __ '.- ·:·· .. :/.~ ,:.~'.~><./:··':. ,;~.<·.; ' . .::-~:'. 

Con estos. elen1entos,cs p6~i_blc realiz~r)a~ligura del problema, sabiéndose que su centro esta en 

C(O.O), .tal· )'°c~1Í~o se 1nlicstya ~n la figu;·a ~ni~riór. 
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. . 
2. Hallar la ecuación de la elipse cuyo centro está en el origen y sus vértices del eje mayor 

y menor son los puntos V{5, O) y B{O, 2) . 

. ··Corno -~no de los vértices del eje mayor es el punto V(5, O) se aprecia que el eje focal de 

la elipse se encuentra sobre el eje "X" ya que, por acuerdo se ha manifestado que los vértices del 

eje mayor se representan con las letras V y V'. 

Como una de las coordenadas de los vértices del eje mayor es V(a, O) = V(5, O), por 

coniparación se concluye que a= 5. 

El vértice B(O, b) = B (O, 2), entonces b = 2. Conociendo los valores _de a y b, se puede 

dar la ecuación de la elipse, puesto que tiene la forma: 

' ' x- +L= 1 
25 4 

Para real izar l~gráfica és .. necesario 

obtener.cÍiversbs·~1e;1~~nt6s;cle···1i elipse, 
., ·, ·.·'.. ·, •.• ,·,<.• --· ,. ,. . 

como so~'la~ ~C>orcl~nadas de los focos 

y los v'értidés~r~·s1~~:td~~~¡ c~~o su lado 

recto. 
. • ' i '· ;'; . ;: ; .: ' • 

. . -: .- ·•, -. ~/· 
,· 

Para evalui.r{fm~gr~ii~J~e "c" por medio de: 
' . ".. ·' : : '·~-' ' ' . . ' 

c=.Ja2 -b2 

e= .../25-4 = 4.58 

LR = 2b
2

: 2(4) ~! 
Su lado recto y exceritricidad: 

· · a 5 5 

• e = .:_ = 4.58 <:: 1 
ª· 5 
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Por Jo tanto las coordenadas de Jos vértices y focos son: 

V(a, O) = V (5, O) 

B(O, b) = B(O, 2) 

F(c, O)= F'(4.58, 110) 

V'(-a, 0}7'.V'.(-5, O) 

B '(0,-b) ~ B.'. (O, ;.2) 

F'(-c, o)',,;, f'(-4:58, O) · 
' ';\,: ·." '; ~ ... :· '; : 

--
·_., 

-y-
¡· 

3. Hacer Ja gráfica y encontrar Ja ecuación de Ja elipse que tiene su eje menor sobre el eje 

"y" con una magnitud de seis unidades y uno de sus focos es el punto F(2, O) y el centro está en 

el origen. 

Como la magnitud del eje menor de Ja elipse es 2b, entonces se tiene: 2b = 6, entonces b = 3. 

Como Ja coordenada del foco es F(2, O), por comparación se tiene e = 2. Además se sabe que 

el centro de Ja elipse es el origen C(O, O). 

a= .Jb2 +c2 

Para calcular Ja magnitud de "a" debe obtenerse por medio de: a= .J9 + 4 

a= .Jl3 = 3.6 
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Las coordenadas de los vértices y focos son: (con a= 3.6, b = 3 y c = 2) 

V( a; O) =V(3.6, O) :y·c:a, O)= V'(-3.6, O) 

B(O,b) = .• B(0,'3)::,_,: ·~'(0,-b) ~ B;{O, -3) 

.. :::1)~~;~t~t~;02~f(C~, O)~ F'(-2, O) 

.. ~· B:d~.: 3c·6 , 
e=-·=-<I 

•a ·3.6 

.Por lo tanto la ecuación de la elipse es: 

xi Y2 
-+-=I 
13 9 

y 

1 

-6 1 X 

xi y2 
4. Graficar la elipse dada por: 4 +12 =1. Al observar la ecuación y analizarla se 

. ' 

aprecia que en la elipse siempre se tiene: 

a>b:.a 2 >b 2 

entonces se concluye que: 

a 2 =12 

b2 ~4 

además la elipse tiene su eje ~o,cál en el eje "y" porque 12>4. 

. . 2 ." ' s· a •=.12 :. a= 3.46 
1 

b 2 ;d,4.·.b=2 

Para calcular el valor de "c" por medio de: 

c=.Ja 2 -b 2 =.Jl2-4 =2.82 
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Conocido los valores de a y b, se pueden 

obtenerlas .coordenadas de 1.os vértices, -

que en este.caso son: 

V( O/a>_'=<V{0,:3.46) 

B(b, O) ~ 8(2, O) 
" ,._·· 

F(O,'c)= F'{O, 2.82) 

V'(O, -a)= V'{O, -3.46) 

B'(-b, O)= B'(-2, O) 

F'{O, -c) = F'{O, -2.82) 

El lado recto y la excentricidad se deben - -

evaluar usándose las expresiones conocidas: 

LR = 2b2 = 2(4) = 2.31 
a 3.46 

e 2.82 
e=-=--<I 

a 3.46 

4 
V(0,3.4) 

z 

. V '(O, .J.4) -1 

4 X 

. 5; El lad~ recto de una elipse con centro en el origen es 
1~ , hallar su ecuación si uno de 

- ,,' ' ', :,~~; :. 

los vértice(del ~j6'rr'iénor tiene como coordenadas al punto B(4, O) 

Como un6 de l~~~értices del eje menor está en el eje X, B(4, O) implica que el eje mayor o focal . -- . , ,.,-.. ~ _:· ' 

se ubica'enel eje "y", por lo que la ecuación es de la forma: 

Dado B( 4, O) = B(b, O) entonces b = 4. 

Como el lado recto es dado por: 

LR = 2b2 = .!_Q 
a 3 
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Se substituye el valor numérico de "b", despejándose la incógnita "a", esto es: 

2(4)
2 = .!.Q .".a= 6(16) = 9.6 

a 3 10 

Por lo tanto la ecuación de la elipse es: 

con a= 9.6 y b=4. 

xi y2 
-+--=l 
4 2 (9.6) 2 

x2 y2 
-+--=l 
16 92.16 

Se evalúa el valor de "c" por medio de: 

-o 

e= .Ja2 -b 2 = .J92.I6-16 = ..J78.16 = 8.72 

La excentricidad e = ~ = 
8

•
72 < 1 

a 9.6 

Por lo tanto las coordenadas del los vértices y focos son: 

V( O, a)= V (O, 9.6) 

B(b, O) = B( 4, O) 

F(O, e)= F'{O, 8.72) 

V'(O, -a)= V'(O, -9.6) 

B'(-b, O)= B'(-4, O) 

F'(O, -c) = F'(O, -8.72). 

y 12 

B 

-1 

o lC 

6. Obtener la ecuación de la elipse que pasa por los puntos A( 3, %) y n( -4, ~1) 
teniendo su centro en el origen y su eje mayor sobre el eje X. 

Se sabe que la ecuación de la elipse bajo las características mencionadas en el problema 

es de la forma: 
x2 )'2 
-.,-+-, = 1 
a- b-

Para determinar la ecuación se deben conocer los valores de a y b, estas magnitudes no las 

proporcionan los datos del problema directamente. De las coordenadas de los puntos A y B al 
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sustituirlas, la ecuación se llega a tener un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas; se 

resuelve, detenninándose con ello los valores de a y b. Esto es; para el punto A( 3, ~) se tiene 

3 
x= 3,y=-

2 

Para el punto 

9 
x2 y2 9 ¡ 
-+-=l=>-+-=l 
ª2 b2 ª2 b2 

. ·. 1 
'x=~;y=:--2 

1 
x 2 y 2 

. l6 .· 4 
-+-= l=>-+-= 1 
ª2 b2 :ª2 'b2 

De las ecuaciones anteriores se.obtiene: 

9b2 +~)~·a;b·2 
.. ·~ 4 :' 

16b2 ~i~2 = a 2b 2 
4 . 

Despejando a a2 de la primera ecuación se tiene: 

a
2 (b2 -¡)=9b2 

2 9b2 

a=---
b2 _'!._ 

4 
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Substituyéndose en la segunda ecuación se tiene: 

16b' +¡[ .~~!J.:I.~~.~}, 
16b2 +¡('~J· ifo~~.}' 

' ' 4'.' 

16b2 (4b 2 -9);9112 =36b4 

64b 4 ....,.144b 2 +9/,2 = 36b 4 

64b4 
- 144b2 + 9q 2 -36b4 =o 

28b 4 -135b 2 =0 

b2 (28b 2 .:.::135) =o 
' • • _, ' ''. < ~ • ' ' 

2 ;135 ' ,·· ' 
.b.:= ·-.. -. = 4.82=> b =±2.19 

' 28 

Substituyendo el v~lorde b2 ,~n á2 s(tiene: . 
·.· ,· : . 

' .. '~(·~) .. ··•· ,1215 ' ' • .. 
ª2 =: 28 = ' 28 = 1215 =16.87 

135 9 135-.63 .72 
28-4 28 

a=±4.10 

Por lo tanto la ecuáción buscada es:· 

x2 : y2 

1215 + 135 = 1 

. . ¡y . 

4 . 

72 28 8
(3,1.5) 

~~~~v~·~--~-t-~~~~Y~~~~x 
-8 C(-4, .J} :. e 

r-· 
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7. Hacer la gráfica de la elipse determinada por l 96x2 + 100y2 = 1225. Además demostrar 

que larecta 5~'~3)';~13'~ O •. Es una secante de la elipse dada. 

La ~cüá6ióh d~ la elipse debe de proporcionar la información suficiente para poder 

obtener'.lÓs;elei~~~tos básicos de la cónica es decir las coordenadas de los vértices, focos, 

exéentl'i~i;d~~,;-,ádo recto, ya que con estos elementos uno se auxilia en la elaboración del 

gráfico>' 

Las ecuaciones de la elipse que se han analizado hasta el momento representan una 

igualdad con la unidad, entonces la ecuación dada se divide entre 1225, esto es: 

196x
2 

+ 10_9y~- = 1 
1225 1225 

xi Y2 
----- + -- ---- = 1 
1225 1225 
196 100 
x2 y2 
--+--=1 
6.25 12.25 

De la última. (!C~ación se aprecia mas fácilmente que la elipse tiene su eje mayor sobre el 

eje "Y",,~ •rei~ttlitlii f~~~·:: : :~=: :~~5 
Para calcular la magnitüd Jf<i~;;~_i~::~fu·~leá la expresión: 

e= .J a 2 
.:... b.2 

:.: ;J1~~25- 6.25 = .J6 = 2.44 

Las coordenadas de sus vértices y focos son: 

V(O, a)= V(O, 3.5) 

B(b, O) = B(2.5, O) 

F(O, c) = F(O, 2.44) 

V'(O, -a)= V'(O, -3.5) 

B'(-b, O)= B'(-2.5, O) 

F'(O, -c) = F'(O, -2.44) 

- 181 -
. - - '-·- -- - ' __ · __ ··---.--:_.--"".";'."~"-"'--=·---=-·-""'--=··:.;;--::.;···;;e·-===-=:;~.:::.:.::..~ 

---·---- --·-----·--·--·--- -----



LR = 2b
2 

= 2(6.25) = 357 
a 3.5 

e 2.44 
e=-=--<l 

a 3.5 

Se sabe que para demostrar que la recta 5x -3y -13 =O. Es secante a la elipse 196x2 + 

IOOy2 = 1225, se deben de resolver estas ecuaciones simultáneamente, es decir; 

. 3y+ 13 
De 5x -3y-13 =O se tiene x = ---

5 

Substituyéndose esta expresión en la ecuación de la elipse: 

19{
3
y;B)

2 

+100y 2 =1225 

19{ 
9

Y
2 

+:8;+ 169)+IO~y2 ~1225 . 

l96(9y~ t78y+l69)+.2500y 2 ~30625 
I 764y2 + I 5288y + 33124~ 2so6:Y~·~.3ci6,25~o. ··: 

··426~yi+i's288)i~~4·99~c),;.·· 

; )y;= -'-b ± Ji7=4~ 
2a 

-15288 ± ,/(15288)2 
- 4( 4264)(2499) 

y= 2(4264) 

y 1 =-0.17 

Y2 =-3.41 

De x= 3y+l3 
5 

X 1 =2.49 
se tiene: por lo tanto la recta 5x -3y -13 = O. Es secante a la elipse 

X 2 = 0.55 

dada en los puntos E(2.49, -0.17) y G(0.55, -3.41) 

8. La excentricidad de la trayectoria elíptica que describe el satélite Morelos al rededor del 

sol es 1/62, si la longitud de su eje mayor es de 2970 (10)8 Km. Obtener: 

a) La magnitud del lado recto 

b) La ecuación de la elipse que describe al satélite Morelos al rededor del sol, si este astro se 

encuentra en uno de sus focos. 
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c) La distancia más cercana del satélite al sol 

d) La distancia más retirada que tiene el satélite del sol 

Si la magnitud del eje mayor de la elipse propuesta es: 

2a =2970 (10)8 Km. 

a= 1485 (10)8 Km. 

Como la excentricidad es dada por: 

como 

e 1 e 
e=-=-=---~ 

a 62 1485(10)8 

e= 1485(10)ª = 23.951(10)8 

62 

b = Va 2 -:></ .• =)(1485(10) 8
)

2 -(23.951(10) 8
)

2 

b = 14s4:8o68(to>ª · ·· 

LR = 2b 2 ~ 2(220465.3202(10)
16

) = 2969.22(IO)ª 
·· . a . 1485(10)8 

· 

Si se cónsidera como origen al centro de la elipse que describe a la tierra en su movimiento al 

rededor del sol, entonces será el punto medio del perihelio y afelio y la ecuación es: 

x2 y2 
----~+ =l 
(1485(10) 8

)
2 (1484.8068(10) 8

)
2 

Las coordenadas de los vértices y focos 

son: 

V (a, O) =V (1485(10)8
, O) 

V'(-a, O) = V'(-1485 (10)8
, O) 

B (O, b) = B (O, 1484.8068 (10)8
) 

B'(O, -b) ~ B'(O, -1484.8068 (10)8
) 

F(c, O)= F(23.9516(10)8 ,0) 

F'(-c,0)":' F'(-23.9516(10)8,0) 

~IXIO"ll) 

-z z 
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De acuerdo con la figura se aprecia que la magnitud del perihelio (punto más cercano de la tierra 

al sol) es; 

Dperihelio =a - c = 1485{!0)8 
- 23.9616 (I0)8 = 1461.0383 (I0)8 Km. 

Dafelio =a+ c = 1485 (10)8 + 23.9616 (10)8 = 1508.9616(10)8 Km. 

ECUACIÓN DE LA ELIPSE CON CENTRO EN UN PUNTO CUALQUIERA C(/1,k) Y EJE 

FOCAL AL EJE X. 

Si el C(h, k) se considera el origen del sistema de ejes cartesianos x'y' la ecuación de la elipse 

será: 

x'2 y'2 
-+-=I 
ª2 b2 

Obsérvese que ~I o~igen ~e traslada al 

punto C(h,k)',: ~br:(b tanto para obtener 

la ecua6ió'i1d~')íf'~·íi;~e éii el sistema XY, 
- • '.e;~' • •' ' • 

Se debcdC ver cuál es la relación entre X', 

x y h además de y', y, k. 

De acuerdo con la figura se aprecia que: 

x' =X - h 

y'=; y- k 

y· 

-·----··-::--""·~-+---

Substituyéndose en la ecuación de la elipse, se llega a la ecuación de la elipse con centro en un 

· punto cualquiera y eje mayor paralelo al eje x. 

(x - h) 2 (y - k) 2 

---=-,-+ 2 = 1 
a- b 
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De acuerdo con la figura siguiente las 

coordenadas de los vértices y focos -

son: 

C(h, k) 

V(h+a, k), 

F (h + c, k), 

B (h, k+ b), 

' V'(h-a, k) 

F'(h-c, k) 

B'(h, k-b) 

La magnitud del lado recto y la excen­

tricidad son dadas por las mismas ex-­

presiones: 

LR = 2b2 
a 

e=~<I 
a 

y r 
-·-------=-·""· _e_,(h."'1--kt-'b)'---

---<---X 

ECUACIÓN DE LA ELIPSE CON CENTRO EN C(lt, k) Y EJE FOCAL PARALELO AL 

EJE "Y". 

Al realizar una traslación del sistema XY al punto C(h, k) siendo este punto el origen del 

nuevo sistema "X'Y'" con los ejes paralelos al sistema "XY'', la ecuación de la elipse con centro 

en el C(h, k) y eje focal paralelo al eje Y es: 

(x-h) 2 (y-k) 2 

~--=-2-+ 2 = 1 
b a 

. . . 

Con ayúda d~ la figura las coordenadas 

de los vé~ticesyfocos son: 

C(h, k) ·. 
: .-· .. 

V(h, k +a), V'(h, k-a) 

F (h ,k + ~), F'(h , k-c) 

B (h + b, k), B'(h-b, k) 
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La magnitud del lado recto y la excentricidad son dadas por las mismas expresiones: 

. 2b 2 . 

LR=­
a 

e=E.<l 
a 

ª2 =b2+c2 

EJEMPLOS: 

1. Hallar la ecuación de la elipse si los vértices del eje mayor son los puntos V(3, 2) y 

.·· . .· 3 
V'(9, 2)y su excentricidad es - . 

~ . 5 

Pa.ra detenninar la ecuación de la elipse, se debe en estos casos determinar su 

centro C(h, k), la longitud de su eje mayor y menor (2a y 2b) ya que la ecuación tiene la 

forma:· 

(x-'1)2 (y-k)2 
--2-+ 2 =I 

a b 

Como el centro de la elipse es el punto medio de los vértices del eje mayor se tiene que 

para V'(3,2) y V(9,2) 

C(h,k) =e( xi ;x2, Yi; Y2) = c(3;9, 2;2) = C(6,2) 

y 

De acuerdo con la figura se aprecia que 

la longitud del semieje mayor es a = 3, 

ya que es igual a la magnitud de la dis- -

tancia que existe entre el centro de la - -

elipse y cualquiera de sus vértices del eje 

mayor. 
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De la excentriddad se concluye que: 

: : ~:,:i~Y~~r;~;~~~: .. 
LR = 2b

2 
= 

2(~)~ 3.84 
a 3 

Dadas a= 3, b = 2.4, e =1.8 y el LR = 3.84, C(6,2) 

Sustituyendo los valores en la ecuación de la elipse se tiene: 

(x-6)2 (y-2)2 

9 + 144 = 1 

25 

Las coordenadas de los vértices y focos son: 

C(h, k)=C(6, 2) 

V(h +a, k) = V(9, 2), 

F (h +c, k) = F(7.8, 2), 

B (h , ~ ~ b),;, 8(6, 4.4), 

V'(h-a, k)=V'(3, 2) 

F'(h-c, k)= F'(4.2, 2) 

B'(h, k-b)=B'(6, -0.4) 

· 2. Obtener la ecuación de la elipse en Ja fonna general del problema anterior. 

La expresión general se obtiene desarrollándose las operaciones indicas e igualándose a cero la 

ecuación resultante esto es: 

Dada Ja ecuación: 

(x-6) 2 (y-2)2 

9 + 144 ' = 1 

25 

(x-6)2 + 25(y-2) 2 = 1 
9 144 

144(x'-6)2 +225(y-2) 2 =l 
. 1296 

144(x2 -12x+36)+ 225(y2 -4y+4)=1296 
, . -~·· .. , 

144x- -1728x+5184+225y· -900y+900= 1296 

144x2 +225y 2 -l 728x-900y+4788 =O 
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Está última ecuación es la fonna general de la elipse la cual es dada por: 

Ax2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = O 

Se había mencionado que se estudiarán los casos en que B = O, por comparación se aprecia que: 

A= 144, B =O, C = 225, D = -1728, E= -900, F= 4788. 

Cuando se tiene una ecuación de una curva de segundo grado, se había obtenido que la curva se 

trataba de una circunferencia si A = C. 

Es una parábola si: A= O con C ~ O o bien A ~ O y C = O. 

Para el caso de una elipse se aprecia que: A ~ C y además son del mismo signo. 

3. Dada la ecuación de la elipse del problema anterior, calcular la ecuación en fonna 

ordinaria. 

Para obtener la ecuación de una elipse en fonna ordinaria, a partir de su ecuación general se 

recomienda el siguiente procedimiento: 

3.1 Se ordenan los ténninos que contengan las incógnitas "x" y "y" 

144x2 
- l 728x + 225y 2 -900y + 4788 =O 

3.2 Para los ténninos que contienen a la abscisa se saca el factor común al coeficiente de 

"x2
" (A = 144) y de los ténninos que contienen a la ordenada, se factoriza al coeficiente 

"!" (B = 225), esto es: 

144(144x
2 

_ l 728x)+ 225(225y
2 

_ 900y)+ 4788 = 0 
144 144 225 225 

144(x2 -12x)+225(y2 -4y)+4788=0 

3.3 ~e suma y se resta el cuadrado de la mitad de los coeficientes de "x" y "y" 

14{x
2 -12x+(1:J-(~J)+22s(y2 -4y+(~)

2 

-(iJ)+4788=0 

144(x2 -12x+36-36)+ 225(y 2 -4y +4-4) +4788 =O 

3.4 Se factorizan los trinomios cuadrados perfectos 

144((x-6)2 -36)+225((y-2) 2 -4)+4788=0 
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3.5 Se efectúan las operaciones indicadas: 

144((x-6)2 -36)+ 225((y-2) 2 -4) +4788 =O 

144(x-6)2+225(y-2)2 =1296 

3.6 Dividiendo la ecuación por el término independiente: 

144(x-6)2 225(y-2)2 1296 
---'----'---+ = --

1296 1296 1296 
(x-6)2 (y-2)2 -1 

1296 + 1296 -

144 225 
(x-6)2 (y-2)2 -1 

9 + 144 -

25 

Se aprecia que esta ecuación es precisamente la buscada y es dada en el primer problema. 

4. Hacer el gráfico de la elipse 2x2 - 6x + 8y2 + 32y +..!_=O. 
2 

Para realizar la figura de una elipse es necesario conocer las coordenadas de los focos, vértices, 

centro, además la magnitud del lado recto. 

·Un.a de las fonnas que existen para conocer estos valores es transformar esta ecuación de 

la elipse en fomm ordinaria, esto es: 

1 
2x 2 -6x+8y2 +32y+- =O 

2 

2(x2 -3x)+8(y2 +4y)+..!_ =0 
2 

2(x
2 

-3x+ ¡-:--¡)+s(y
2 +4y+4-4)+~ =O 

2(x-~)
2 

-
18 

+8(y+2)2 -32+..!_ =0 
. 2 4 2 
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( 3)2 

2 2 x- 2 +~(y+2) = 36 

(x-U2 +(y+2)2 
36 36 
2 8 

36 
36 

(x-&Y+ (y+2)2 = 1 
18 4.5 

Esta elipse tiene su eje mayor paralelo al eje X por lo tanto: 

a2 = 18 .b2 :=4.5 

a =4.24 ·.·.·.· .. '~/~2.12 

El centro cd1/kj'e~C(t.5, -2) porque 

h= l .5y ~h~~~;~~Úf . . 
Para evalua'r a}\;',~por medio de: 

::J!ilf !l~i·:2~;2 ~ 3.67 

-6 

Por lo ;t~-nt2(as c.oordenadas de los vér-

tices'yfdc~~ ~on: · 
. . . _. ~ . ,-· ' .. 

c(h; kl~ éo:5, -2) 
. . . . " :::·~"·( ' 

.Y( h+:(k)=V(5.74, -2), 

F ( 11+~; k);,, F(5. l 7, -2), 

B(I~, k¡b)=B(l.5, 0.12), 

V'(h-a, k)=V'(-2-74, -2) 

F'(h-c, k)=F'(-2.17,-2) 

B'(h, k-b)=B'(l.5, -4.12) 

-3 

y 

3 

B' 

5. Obtener la ecuaciórí de .la elipse cuyos vértices son los puntos B(-3, 3) y B'(-3, -5) y la 

longitud del lado r;ecto es de cuatro unidades. 

Como las abscisas de los.vértices del eje menor son iguales, se concluye que este eje es paralelo 
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al eje Y, por lo cual e\ eje mayor será paralelo al eje X, siendo la ecuación de la forma: 

(/:Ch) 2
·; (y~'k.)2 

· ... ·a2 ·. + b~ = 1 

Las. coordenadas del centro Ó(h, k) se. obtienen evaluando la abscisa y ordenada del punto medio 
... · 

de los vértices B(-3,3) y B'(-3,..:5) · 

C(h,k) = ( x 1 ;x~ 'y1 ; Yi) = (-3
2
-3, 3;5) = (-3,-l) 

La magnitud de la distancia del centro a la elipse a uno de sus vértices del eje menor es: 

b= 4. Tal y como se aprecia en la figura. 

Como el lado recto. LR = 4, se tiene: 

LR = 2b2 => 2(16) = 4 .·.a= 8 
a a 

Finalmente la ecuación será: 
. . •. ' 

(x+3)~·· ;(y'+ 1) 2 · 

64 ;. '.+';~< 16 .. =J. 

Para e-.:~tllar l~~'c!t~meritos de la elipse 

se tie;,{ 

c=.Ja 2 -c2 =.J64-16=6.9 

e= E..= 6.9<1 
a 8 

,6 

Las coordenadas de los vértices y focos son: 

V(h +a, k) = V(5, -1), 

F(h + c, k) = F(3.9, -1), 

B(h, k +b) = B( -3, 3) 

V'(h ~a, k) = V'(-11, ,.1) 

F'(h -c, k))= ~·(-9.9, ~I) 

B'(h, k~b)=B'(-3; -'5). 
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6. El centro de una elipse es el punto (2, -3), su excentricidad es 2/5. Hallar su ecuación si 

su eje focal es paralelo al eje "Y" y los focos se localizan a una distancia de ±2.25 del centro de 

la elipse. 

De acuerdo con la figura se aprecia 

que las coordenadas de los focos - -

son: F(2, -0.75) y F'(2, -5.25) 

como: c = 2.25 y e= 2/5 se tiene: 

e 2.25 2 
e = - ~ -- = - :. a = 5.6 

y 
4 

a a 5 

Se sabe que la magnitud del semieje 

menor es dada por: 

8 t---t---t---t 8 
F 

. b == .Ja 2 
- c2 = .Jc5.6)2 -(2.25) 2 = 5.1 

La ecuación es del tipo: 

(x-h)2+(y-k)2=1 
b2. .. . ª2 

Conh=2, k=::..~, b=5.I y~=5.6 

(x-2)2+(y+3)2=1 
26.01 31.36 

LR = 2b
2 

= 2(5.1)
2 

a 5.6 

Las coordenadas de sus vértices son: 

+e 
-1 

Y(h , k +a)= V(2, 2.6), 

F(h, k + c) = F(2, -0.75), 

B(h + b, k) = B( 7 .1, -3) 

V'(h, k -a)= V'(2, -8.6) 

F'(h , k -c) = F'(2, -5.25) 

B '(h -b, k) =B '(-3.1, -3) 
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7. Los electrones del segundo y tercer orbital del átomo de uranio describen una elipse en 

cada nivel, si los focos son los puntos F(O, 5) y F'(O, -5) obtener las ecuaciones de las órbitas si la 

magnitud del semieje mayor del segundo orbital es de ocho unidades atómicas y el tercer nivel 

tiene la excentricidad de 1 /2. 

De las coordenadas de los focos se aprecia que el eje focal de la elipse está sobre el eje 

"y", c = 5, por lo tanto C(O, O), y el segundo orbital tiene a = 8, por lo tanto la magnitud del 

semieje menor es: b = .J a 2 
- c 2 = ..J64 - 25 = ../39 = 6.24 

Por lo tanto la ecuación de la elipse del 

segundo orbital del átomo de uranio es: 

x2 Y2 
-+-=I 
39 .64 

':,--·( ··-

~~~~~'+""''-+-~~-+-~~-+=--r'--~~x 

Para el tercerorbitál, se tiene que c = 5 
- . . ' . 

y e= 1/2, como la excentricidad es dada 

por: 

e ·1 . 5 1 
e=-=......:=>-=-:.a= 10 

a 2 a 2 

La magnituddel semieje menor es: 

-16 

b = .Ja2 -c2 = ..Jio0-25 = .J75 = 8.66 
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La ecuación de la tercera órbita del átomo de uranio es: 

x2 . y2 · 
-+-=I 
75 100 

LR = 2b2 = 2(75) :: 15 
a 10 · 

Las coordenadas de los vértices son: 

V(O, a)= V(O, 10) V'(O, -a)= V'(O, -10) 

8(b, O)= 8(8.6, O) 8'(-b, O)= B'(-8.6, O) 

8. Hallar los elementos·de la elipse dada por: 5x2 + 20x + y 2 
- 4y- 56 =O 

(x+2)2 >, ú.:.:2)2: · · 
< 80 J-.-:-:;:"80'.~'~:'= 1 ·. 

- ' . .-.· .. 
.. 5 ... ·-

(x+z)i +<Ji-:-2)2 =l ·· 
16 . 80 

LR= 2b2 = 2(16) =3.57 

Las coordenadas de los v.értices y focos son: 

V(h, k +a)= V(2, 10.94), V'(h, k-a) = V'(2, ~6.94) 

F(h, k + c) = F(2, 10), F'(h, k -e)= F'(2, -6) 

8( h + b, k) = 8( 6, 2) . 8'(h -b, k) =8'(-2, 2) 
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. y 12 
V 

1 

e· e 
.¡. 

~~~~~~~-t--r-~-t-~~~~-x 

-16 -e e 16 

9. Hallar)a ecuació11 d~ la elipse 2x 2 +4x+3y2 -6y- I= O, si el origen 9el sistema 

coordenado se t~~slad~ ai'pu;~to (~ 1, .1 ). . ' .. -·, •.'' .... ~~<~- ·i. ·.· - . :,::.-:. "• . . . 

::~\/-.! . .'.~ .. - ·') ,. ,:::>?·:·:: ~-. 

Las ecuacion~sd~tr~i1sfc>°rmación son: 

x= x' +h 

y=y' +k 

Donde (h, k) son las coordenadas donde 

se traslada al sistema de coordenadas, -

esto es: h = -1 y k = 1, remplazándose -

las incógnitas h, k de las ecuaciones de -

translación se tendrá: 

x=.x' -1 

Y""'.Y' + 1 

. Y' y 3 

z . 

~~~~""""-<-T-~'1-~~~~~~•x 

-1 z 1 

-z .. 

-3 .. 
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Substituyéndpse las últimas expresiones en la ecuación de la elipse: 

2x2 +4x+3y2 -6y-l =O 

2(x'.-1)2 +4(x'-1)+3(y'+l)2 """".6(.y' +l)-1 =O 

2x' 2 -4x' +2+4x'-4+3y' 2 +6y'+3--:6y'--6...:.1 =O 
.... '2.k~2 +3y' 2 =6 

2x' 2 3y' 2 

--+--=l 
6 6 
x'2 y'2 
-+-=l 

3 2 

Esta última ecuación es de una elipse con centro en el origen del sistema de coordenadas x' y' 

con el eje focal sobre el eje x' con a2= 3 y b2=2. Por lo tanto la magnitud de los semiejes mayor y 

menor son: 

a= ..f3 = 1.73 b = .J2 = 1.41 c=.Ja 2 -b2 =../3-2=1 

. . 2b2 2(2) 
El lado recto es: LR = -.. - .. = --. = 2.33 y las coordenadas de vértices y focos son: 

··a , J.71 · 

V·(a, 0):0V(l.7J,O)> V'(-a, O)= V'(-1.73, O) 

F(c,ó),,;F(l,O)/> F'(-c,O)=F'(-1,0) 

B(O,·b)~·B(O: i.41) B'(O, -b) = B'(O, -1.41) 

\ 

-4 z X 

r -1 . 
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1 O. Si el centro de la elipse 8x 2 
- 72x + 106 + 7 y 2 

- 56y =O , se traslada al punto (9/2,4), 
.encontrar su ecuación. 

De acuerdo a las ecuaciones de transfonnación de coordenadas se tiene: 

elipse. 

x=x'+h 
9 9 

lz =-=>X= X1 +-con 
2 2 

y=y'+k con k = 4 =>y= y' +4 

Substituyéndose las expresiones de transformación de coordenadas en la ecuación de la 

8x2 -72x+l06+7y2 -56y=O 

S(x' + 2)2 -72(x' +~)+ 106+7(y' +4)2 -56(y' +4) =0 
2 2 

8(x' 2 +9x' +§_~)-72x' -324+ 106+7(y'2 +By' +16)-56y' -224 =O 
4 ' .. ·· .. ' .. :· .. . ' .. <·· 

Sx' 2 + 72x' -72x' + 7y' 2+56y'-.56~'.+i6z:::..324+106+112-224 =o 
, . >C·,. '.•'·.: Sx' 2 +7y12 -168=0 

. Sx' 2 +7y' 2 =168 

8x' 2 7y' 2 

···:--+--- =l 
168 168 
. x'2 7y'2 
-+--=l 
21 24 

la ecuación es de la forma: 

·x·2· y'2 
-:--b2 +-.. -2 = l · Lo que implica por comparacion : 

.· a 

a 2 ~24=>.a = ..fi4 = 4.89 

c = ,f a 2 -b2 = .J5 = 2.23 

b 2 = 21 => b = .J2l = 4.58 

LR = 2b2 = 2(21) = 8.58 
a 4.89 

por lo que las coordenadas de vértices y focos son: 

V( O, a)~ V( O, 4.8) \ 
F (o; c)= F (O, 2.2) .. 
B (b, O)= B (4.5;0) 

,-.-· -

\r•co,.:~) = v· e o ,-4.s) 
F' (O, ~c ) = F' ( O, -2.2 ) 
B' (-b, O) = B' (·A.5, O) 
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. y 12 y· 

~--~~,__~-+-_...,~+i-__,,.__~~--~---x 

-B + v· 16 

-4 

EJERCICIOS 

1. Los focos de una elipse son los puntos (-1, O) y ( l, O). La longitud de su eje menor es 

2b = 2. Determinar su ecuación. 

2. Encontrar las longitudes de los ejes, las coordenadas de los focos y la excentricidad de la 

elipse 25x2 + 169y2= 4225. 

3. Los focos de una elipse son (2, l) y (3, 4). La longitud de su eje mayor es igual a 6. 

Determi1~ar su ~dua6ión. 

4. La ecuacióri'de una elipse que pasa por el punto (1, 2), si sus focos son F(I, 1) y F'(O, 

2)¿Cuáles son las tangentes de las rectas paralelas a la recta y+ x =O. 
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RESPUESTAS 

x2 y2 
l. -+-=1 2 1 . 

2. F{l2, O}, F'(-12, O}, V(13;0), V'(-13,0), B{O, 5), B'(0,-5); Eje mayor= 26, Eje 

menor= 10, e= 12/13, LR= 50/13. 

3. 35x2 -6xy+27y2:~160x-120~+ 116=0 
·:'.·. 

4. 3x2 +2xy +3y2~xltoy +7=0; Las rectas Tangentes son: x + y-1 =O; x +y- 3 =O 
'. ,; ~-' '. ," ' .. 
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LA HIPÉRBOLA. 

INTRODUCCIÓN 

El estudio de la hipérbola, además de interesante, reviste gran importancia debido a sus 

propiedades de la cual se derivan significativas aplicaciones. Se han mencionado ya, que la 

trayectoria de los planetas alrededor del sol fonna una elipse, pero no sólo los planetas: Todas las 

masas atrapadas por el campo gravitacional de otra mucho mayor orbitan alrededor de ésta. Se sabe, 

sin embargo, que no todos los cuerpos celestes son prisioneros del Sol o cualquier otra estrella: 

Algunos, debido a su gran velocidad, logran escapar, aunque desviados de su dirección inicial. ¿Qué 

forma tiene su trayectoria? Desde luego, confom1e más cerca esté de la estrella, la fuerza de 

atracción desviadora será también mayor, pero confonne se aleje, tal fuerza disminuirá de manera 

gradual hasta que, ya suficientemente lejos, prosigue su camino rectilíneo. 

Un qbjeto como el que se describió podría ser un cometa. El Sol es visitado frecuentemente 

por éstos. Alguno de ellos con órbitas elípticas muy excéntricas, lo hacen periódicamente; de ellos 

el más famoso el cometa Halley (cuya aparición es cada 75 años, su último acercamiento ocurrió a 

· fines de 1985 y principios de 1986). Otros comentas arriban una sola vez, para perderse 

posterionnente y alejarse definitivamente del Sistema Solar. La trayectoria descrita es justamente 

una hipérbola. 

En la actualidad, los conocimientos que se poseen, el hombre es capaz de predecir la 

aparición de un cuerpo celeste, conocer la fonna de su trayectoria, calcular su movimiento posterior, 

etc. Desde luego, en mucho interviene el conocimiento total de las distintas curvas generadas del 

cono, y por tal razón llamadas cónicas. 
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Deji11iciá11 

La hipérbola es un lugar geométrico fonnado por un conjunto de puntos, tales que en 

cualquiera de ellos se tiene que, el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos pu~tos 

fijos llamados focos es una constante positiva menor a la distancia que existe entre los focos . 

Matemáticamente la definición -­

anterior con ayuda de la figura se 

representa como: 

ELEMENTOS DE LA HIPÉRBOLA. 

1. La recta que une a los focos F y F' 

se llama eje focal. 

2. Los puntos de intersección del eje -

focal con la hipérbola se les conoce -­

como vé11ices. 

3. La distancia que existe entre los 

vértices V y V' del eje focal se le co­

noce como eje transverso, o eje real. 

4. El punto medio del eje transverso se 

le llama centro C. 
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· 5, La recta perpendicular al eje focal y que pasa por el centro de la hipérbola es conocida como eje 

normal o imaginario. En la figura lo representa en este caso el eje Y. 

6. Los puntos B y B' del eje normal se llaman vértices del eje normal, y la distancia que existe entre 

ellos se conoce como eje conjugado. 

7. El segmento de recta que une a dos puntos cualquiera de la hipérbola se le llama cuerda HH' .. 

8. La cuerda que pasa por cualquiera de los focos se le llama cuerda focal. 

9. La cuerda focal que es perpendicular al eje focal se le llama lado recto LR y LIR' . 

1 O. Los segmentos de recta que van de un punto de la hipérbola a cualquiera de los focos se les llama 

radio vectores. PF y PF'. 

11. Las cuerdas que pasan por el centro de la hipérbola se les llama diámetro DD'. 

12. Las rectas A y A' que pasan por el centro de la hipérbola y los vértices del rectángulo cuyos 

lados son 2a y 2b se les llama asíntotas. 

ECUACIÓN DE LA 11/PÉRBOLA CON CENTRO EN EL ORIGEN Y EJE FOCAL SOBRE EL 

EJEX. 

' Del triángulo rectángulo PHF' se --

tiene que: 

IPF'I =(e - x)2 + y2 

Del triángulo PHF, se aprecia por el-· ----~re-· +-+--'-+"'"-,---1-;,,,_;;=-i"------:x 

teorema de Pitágoras: 

IPFI =(e+ x)2 + y2 



Substituyéndose las expresiones en la definición de la hipérbola dada por: 

llJ>Fl-IPF'll = 2ª 
f~(c-x)2 + y2 - ~(c+x)2 + y2 I = 2a 

Aplicándose la definición de valor absoluto, se tiene: 

~(c-x)2 + y 2 - ~(x+c) 2 + y 2 = 2a 

~(e - x)2 + y 2 - ~(x + c)2 + y 2 = -2a 

La primera de estas ecuaciones es válida cuando el punto P(x, y) se encuentra en la rama 

izquierda de la hipérbola y cuando P(x, y) está en la rama derecha se satisface la última ecuación. 

De la primera ecuación se tiene que: 

J{~-~~)2+;;2 =Za+ ,({;;+-~)2-+--):i 
Elevando al cuadrado " . 

U<;-::_-~y2 -+--;;-2-J,::;(2J+_){;;+c/+J,i )2 

(x-c) 2 +Y =4~2 +4a)(x+c)2 +? +(x+c)2 + y 2 

:.· .. -= . . ·.,.· 

. ····.: 

·. ' .·' . ;• ' 

(x-c) 2 -(x+c)2 -:-4a2 = 4a~(x+c)2 + y 2 

x 2 -2xc+c2 -x2 -2xc-c2 -4a2 =4a,/(x+c)2 + y 2 

-4xc-4a 2 =4a-Kx+c)2 + y 2 

Dividiendo la ecuacione entre cuatro: 

-xc-a2 = a-J(x+~) 2 + y 2 

Elevando al cuadrado: 

(-xc-a2)2 =(a:f(x+c)2 + y 2 J 
x2c2 +2a2xc+ti4'::::áÜ~\"+'c)2 + y2 

x2c2 + 2a 2xc-:-a 2:::.~;a~~t~~J,~:;:~:~i=~~~~c+a
2

c
2 

+ ª
2 

y

2 

Factorizand_ o:·:·.·· ·->_ ~ -~~~~:>i··"·· :'·. ·:·~ ... ;~·-,:;~-/~··.:·: -~· · : .';.: 
•,'"" 

. cé-~2).é-~2YÍ ~~2(~2 :...~~> 
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Se aprecia en las figuras anteriores de la hipérbola que e> a:. c 2 > a 2 por lo que c 2 
- a 2 >O, en 

este caso se tiene: b 2 = c 2 
- a 2

, 

Substituyéndose b 2 = c 2 - a 2 en la ecuación anterior se tiene: 

b 2x2 -a2y 2 =a2b 2 Dividiéndoseentrea2b 2 

b2x2 0 2y2 
----- = 1 O bien: 
a2b2 a2b2 

xi . Y2 
---=I 
ª2 · .. b2 

Expresión que ~~preiienta a la ecuación de la hipérbola con centro en el origen y eje focal en 
, 1,• 

el eje x. · ·· ' .:, 

De. aéu~:rd~:'.{&,i: 1'a figura· las coordenadas de los dos vértices y focos de la hipérbola 
·, '.'· -" >-)~' 1.(· 

·horiZOnú1I ·.s~Íl: ,;>".·~;;·~·>: 
" .. ·:.,-. 

~ . . 
,· 

V(a, O); V' (~a,O) 
- .. . . .... 

B(O, b), ,B'( O, -b) 

F(c, O), F' (-c; O) 
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El lado recto y excentricidad ésta dado por: 

LR = 2b2 
a 

e=~> 1 
a 

Como la asíntota A, pasa por el origen C{O, O) y por el punto A{a, b), su ecuación puede obtenerse 

por medio de: 

con C{O,O) y A 1{a,b) 

)' b b ·:::;.. -=- .. y=-x 
.. · . x~9.;):f :..::o :¡; ;,, x a a 

Con C(O,O) y. A 2 {-a;b)> .·.·.··:,,:;;u~ : 

:· :··/~~~;~;i'~~~oºJE. ~ ~ = -; ... y= -;x 
Finalmente se observa que' .lás~~~~cion'e's de lasasintotas A 1 y A 2 pueden representarse 

simplemente por: 

EJEMPLOS: 

'. b. 
y=±-x 

a 

1. Hallar la ecuación de la hipérbola que tiene su centro en el origen y cuyas longitudes de 

los semiejes transverso y nonnal son iguales a la mitad de los lados del rectángulo definido por los 

puntos H(6, 4), M(-6, 4), N(-6,.-4), y P{6, -4), considerándose que el eje transverso de la hipérbola 

es paralelo al lado HM que muestra la figura estando en el eje x. 

De acuerdo con el enunciado del problema y con ayuda de la figura se concluye que la 

magnitud del semieje transverso es: a= 6 y la del semieje normal b = 4 
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Como el centrn de la hipérbola se 

encuei1tra en el origen y su eje fo­

cal en ~I eje x; la ecuación es de la 

forma:·. 

2 ' 2 
, X •. y -1 
7.-f;2-

Substituyéridose a = 6 y b = 4, se 

obtiene la ecuación de la hipérbola 

deseada: 

xi yi 
---=I 
36 16 

Para obtener el valor de c se utiliza la siguiente expresión: 

Su lado recto y excentricidad son: 

LR = 2b2 . = 2(16) = 5.33, 
a 6 

Las ecuaciones de las asíntotas son: 

4 y=±-x 
6 

=> c 2 = 16 + 36 = 52 

:. e= .J5i = 7.21 

e=:_= 7.21> 1 
a 6 

Las coordenadas de los vértices y focos son: 

V(a, O)= V(6, O), 

B(O, b) = B(O, 4), 

F(c, O)= F(7.2, O), 

V' (-a, O)= V'(-6, O) 

B'( O, -b) = B'(O, -4) 

.F' (-c, O) 7' F'(-7.2, O) 
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2. Obtener la ecuación de la hipérbola si uno de sus focos es el punto F ( 13, O), su 

exqentricidad es dada por 13/8 ·y su centro es C(O, O). 

Por las coordenadas del foco de la hipérbola se aprecia que su eje focal o transverso está sobre el 

eje "x" ya que la ordenada es nula, además se sabe que las coordenadas del foco son: F(c, Q) = 

F(13, O), c = 13. 

De la expresión de la excentricidad e = ~ se iguala el valor dado es este problema para evaluar el 
a 

valor de "a", esto es: 

e 13 
e= - = - como c = 13 se tiene: 

a 8 
13 13 

:. a= 8 
a 8 

Conocidos los valores de .. a .:= 8 y/e,,;, 13, es necesario calcular la magnitud del semieje normal "b", 

ya que la ccu~ción .de la i1ipérbol~ tiene la forma: 
--· ' ¡·· .. -.:'' _," ·· • .- · .. · .. ..... <<·:~ .. : -- ~-

x2 .y2 
---=l 
ª2 b2 

Ya que b 2 = c 2 -a2 b 2 =169.,..-64 = 105 

Entonces 
xi y . 
---=l 
64 105 

Los elementos de la hipérbola y su figura son.: 

Si a = 8, c = 13, b = 10.24 

V(a, O)= V(8, O) V'(-a, O) =v·c~8, O) 

F(c, O)= F(l3, O) . E' (-c, <>r==F:·c--:13, O) 
. . - . . ..: .. . ·,,-~-· "<. 

B(O, b) = B(O, 10,24) B',(Ó,-b)== B'(O, -10.24) 
.... '.2/J~·;f,if¡@):<:\(';; . 
. LR = - ... = --.- = 26.25 · a.·.· ··· :8 · 

y= ±É_X => JI=± 10.24 X 
a 8 
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ECUACIÓN DE LA /llPÉRBOLA CON CENTRO EN El ORIGEN Y EJE FOCAL SOBRE EL 

EJE Y. 

Cuando la hipérbola tiene su centro en el origen y su semieje transverso sobre el eje de_ las 

"y" , la ecuación en este caso es: 

y2 x2 
---=I 
ª2 b2 

Obsérvese que el cuadrado de la magnitud del semieje transverso (a2
) divide ahora a y2

• De 

acuerdo c.on .las definiciones de la hipérbola y con ayuda de la siguiente figura se aprecia las 

coordenadásd~ ~~s puntos básicos. 
~ . ·, 

:,, ·.·>-.-:/··. 
: ='.::>··_-:~:: 

PodÓ:tafüé para~ste tipo de hipérbolas las coordenadas de los vértices 

V(O, af .\!;(d?:~).· 
,-.n;t:.:-,.. ·' 

reo; é) {í:~C().·~c)· 

B(b, O} · B'(-b, O) 

La magnitud del.lado recto y excentri-

cidad no sufren cambios: 

e 
e=-> 1, 

a 
LR = 2b2 

a 

- ?OR -

y focos son: 



a 
Finalmente las ecuaciones de sus asíntotas son: y= ±-x 

b 

EJEMPLO: 

1. Hacer la gráfica de la hipérbola determinada por la ecuación -4x2 + 45y2 -180 =O . 

Para realizar la gráfica de cualquier hipérbola se saben que se deben conocer a los elementos 

básicos de esta cónica, los cuales son determinados por los valores de a, b y c; para obtener estos 

valores es necesario transformar la ecuación en su forma canónica. 

-4x 2 +45y2 -180 =O 

-4x2 +45y2 = 180 
xi , y2 .· 

-180+180=! 

· 4r,···45 . 
. xi'. :;;i < .• 
--+-=! 

45 4 
Y2 xi 
---=! 
4 45 

Por lo tanto se obtiene que: a2 = 4, b2 = 45, entonces a= 2 y b = 6. 7;se sabe que: 

b2 = c2 -a2 => c2 = 0 2 +b2 

c 2 = 4 + 45 = 49 . . e = 7 

Por lo tanto las cóo1~d~1;a~~~ ~t!íÓs vértices son: 

vco:·a}~·~(b,·2)0::~,co, -a)= v·co. -2) 
F(0'º6):~ r(</•]yc.:,•J, F'(O ~c) = F'(O -7) 

• 13c:.·~) 4Wci.i}b~\;s'·:c~~ •. ~) == s ·e-~. 1, o)· 
'' 
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La magnitud del lado recto y excentricidad son: 

e 7 
e=-=->I 

a 2 ' 
LR = 2b2 = 2(45) = 45 

a 2 

a 2 
Finalmente las ecuaciones de sus asíntotas son: y= ±-x =>y= ±-x 

b 6.1 

ECUACIÓN DE LA HIPÉRBOLA CON CENTRO EN UN PUNTO CUALQUIERA C(/1, k) Y 

EJE PARALELO AL EJE X 

Si el C(h, k) se considera en el origen de un sistema de ejes cartesianos x' y' la ecuación de 

la hipérbola será: 
x'2 y'2 
---=I 
ª2 b2 

Obsérvese que el origen se trasladó al punto C(h, k), por lo tanto para obtener la ecuación de la 

hipérbola en el sistema XY, se debe ver cuál es la relación entre x', x y h además de y' ,y, k. 

De acuerdo con la figura se aprecia que: 

X'= X - h. 

y'= y - k. 

Sustituyéndose se llega a la ecuación -

de la elipse con centm en un punto --­

cualqulera y ejetr~;1sverso .sobre x . 

. (x::1) 2:!:p:d,/~~);:.~l · 
Por lo cu~l las c~¿~dena~~sclesus 
vértices y foco~ ~mi: 
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V( h +a, k) V'( h - a, k) 

F( h+ c, k) 

B(h, k + b) 

F'( h - c, k) 

B'( h, k - b) 

La magnitud del lado recto y excentricidad no sufren cambios: 

Las ecuaciones de sus asíntotas son: 

b 
y= ±-(x-h)+k 

a 

e 
e=-> l, 

a 
LR = 2b2 

a 

ECUACIÓN DE LA HIPÉRBOLA CON CENTRO EN UN PUNTO CUALQUIERA C(/1, k) Y 

EJE PARALELO AL EJE Y. 

Si el centro C(h, k) se considera en el origen de un sistema de ejes cartesianos x' y' la 

· y'2 x'2 
ecuación de la hipérbola será: -, - .:...,- = 1 

cr b-

Obsérvese que el origen se trasladó al punto C(h, k), por lo tanto para obtener la ecuación de la 

hipérbola en el sistema XY, se debe ver cuál es la relación entre x', x y h además de y' ,y, k. 

De acuerdo con la figura se aprecia que: 

X'= X - h. 

y'=y - k. 

·· . Sust~tuyéndose se llega a la ecuación -

·_de la elipse con centro en un punto ---

·. cualquiera y eje transverso sobre y. 

(y..'..k)2 - (x-'1)2 = 1 
(12 b2 

Por lo cual las coordenadas de sus 

¡ 
F(h. lm) 
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vértices y focos son: 

V( h, k +a) V'(h, k-a) 

F( Ji, k +e) 

B(h+ b, k) 

F'( h, k-c) 

B'( h- b, k) 

La magnitud del lado recto y excentricidad no sufren cambios: e= !!._ > 1, LR = 
2

b
2 

a 
Las ecuaciones de sus asíntotas son: y= ±-(x- h) + k 

b 

EJEMPLOS: 

1. Realizar la gráfica de Ja hipérbola detenninada por la ecuación. 
, . . ··" ,, .. , ' ,. ' ~ ., . ''. . . ' 

a a 

• 
9(·J·<l~~;7~\f.f:e,fL·~~,rf,-,~~ .. :;t~'t·. ··• · . .. · .. · 

Primero se reducé aJa ecüációri c11'si.iforn1aordinariii co1hpletando cuadrados. Entonces 

•<x' :~~{{j!f lf f ~~~S.'.~:.. . . 
Esta ultit~}á;¿~~~~~iÓ~ ~s I~ ecuación de una hipérbola con centro en (3, 1) y cuyo eje focal es 

paralelo ai ~j~sa~~. /:: . '\ ' ... 
··:{:. 

'.- ;, ::.~:·- .,:''./ .·-:: 

Como· c 2 '= a2 if; 2 ldd)9 + 4 = ../13 
Por lo cual l~s co6~denadasde sus vértices y focos son: 

V( h, k +a).;, V.(3;4). V'(h, k- a)= V'(3, -2) 
'.•";' } - . 
.. ,'. 



La magnitud delládorecto y excentri-_ .. _ . .,_, 

cidad no sUfren ¿~mbios: 

e = f ~ ~~'~)1. ~ 2!' = 
2~4) = 2.66 

Las eéuaci~n~~ d~ ~us asíntotas s~n: 
···.·~~:::;/Y ~-

Y= ±-(x,...:.h).+k 
~, , .. •' . 

y= ±2(x-3)+ 1 

ECUACIÓN GENERAL DE LA ELIPSE CUANDO SU EJE FOCAL ESTA INCLINADO 
HACIENDO UN ÁNGULO AGUDO CON RESPECTO AL EJE X. 

Anterior mente se manifestó que la ecuación general de las cónicas. 

Ax 2 + fü.y+Cy 2 + Dx+ Ey+ F =O 

Representa a una parábola si el indicador (82
- 4AC) es nulo, cuando B ~O 

Además cuando el coeficiente "xy" es distinto de cero, se ha manifestado que el eje focal de 

la cónica tiene su eje inclinado, respecto al eje x, con un ángulo agudo. 

La ecuación general de las cónicas representa a una elipse si el indicador (82
- 4AC) es menor que 

cero, matemáticamente se representa como: (82
- 4AC)<O 

Dada la ecuación general de segundo grado (de las cónicas ) con el eje focal inclinado 

respecto al eje de las X. 

Ax2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = O 

-¡::, 



,- ... ,.-:,, 

Si se desea expresar la ecuación sin el término en "xy"(B = O), se sabe que se debe realizar 

una rotación respecto a los ejes cartesianos "xy" de tal forma que uno de los nuevos ejes del sistema 

x' y' coinci~e co~•el eje focal de la cónica o es paralelo a él. 
,',"t' ..• , .·,: ., .• 

x = x' cosq,- y' sen <p 
y= x' senrp +y' sen <p 

Donde es el ángulo de inclinación -­

formado por el eje x' y el eje x, y -­

(x,y) son las coordenadas de un pun-

to cualquiera ~n:~1isi.~tema"~y·~ y - -

(x' ,y') .~(}'i.1,~~zA%~t~J1ff~~s:~el mismo 
punto·. encl sistefria.''.~x·y~"'..· ... · 

. ' -. -"·~' :;:!: ,,_.., 't;; ....... ·-,_ '·· 

Las ecuaciones que transforman 

x· 

- :~·· ·-·~.-:·:.··~~·~:~<-: .:: . 

''~~~~ic'~~~li~~ffü3¡!~~aoion" de l<an,fmmación de coo<denad" bajo una mtación en 
la exprésiónº•gei1eral de:ia·'cóíiica.·· 

• .. : ·:-<f1g~~~:~i~~~t~!!r;i~)<·;. .· 
A(.,·' cos<p 7>''.S.e!!f/J.)~rfifl.C~'.§osrp '__.y'senrp)(x'senrp +y' cosrp)+ C(x'senrp +y' cos<p)2 + 

ncx' cos ~ ~·~,·.i~~:;~r~.~~~·f f~ñ.+>'' cos <p) + F= º 
Desarrollándos~_l~~.é>per~ciones; :'•; 

A(x':.c~s~2 ?,,f 2~{;gi~H~;~g~:~;S.·~~~ie':2 rp) + 
B(:.;'7 se1.~rpc(,.s,<fi'f.•x.'y'.#~s 2• rp_:./J(:¡en~K -y' 2 senrpcos<p) + 

i~::;;t~~~~%~~t~~%l~4,g: F =O 
A,hor.~s~ inl!!~ipJi~ai1Je>: 1:nCl@1jiii>,s\y P,olirí()mios que quedaron indicados y posteriormente 

' ~·,· ~ · i{·'.~ -~:;';e}':.,-~··-~!"-}. •::::-;'"-,~:·,.~e ó'.!:·''7.f!.:;e·:=,-::~·{;'i,2,b'~;~·..;_t:,':¡1<{-, ·· _,·-, 

•' se factorizari'.x12
•• "x)i'' y~:· x'''y'>"esfo es .. 

• : • ' '
1
,' ,~)',,,."'' 1,'-, r,'. ~,' !\{~~...,,-..¿_,r/1~ 0.'¿'r..,__,~~",':· 

•• (Acos2 rp:+ Bsen~cosrp"+ cseí1~rp)'°x'.2 ·:+- .': . 
. ~. ,./ .. _· ·_,, ·. -.. :~· ;·:::<', .1· '>: ,·.:.-·. ·>:?<'.····.; __ :','~.'-~-;::.,v.:;-,.-_:'.$:';•· •. ~~-".> .;:, .: -
·· ·. (--2Ascú1<pcos<p fB(éos~ <p :...:seí1~~)"f.2Csen<pcosrp)x'y' -

· (.IJsen 2 q;.::.. iúei1rpcosrp+Ccos~'q)}~12'·+D(cosrp+ Esenrp)x' + 
· · (Ecos<p-Dsenrp)y'+F=O .. /.. ... 

, __ '.·, 
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La expresión anterior es una ecuación general de las cónicas en el sistema de coordenadas x' 

y', de la forma: 

A'x' 2 + B'x'y' + C'y' 2 + D'x' + E'y' + F' =O 

Donde los coeficientes de las variables x'2
, x'y',y'2 , x' y y' se les ha identificado como A', 

B', C', D', y F'; para no confundirse con los coeficientes A, B, C, D y E de la ecuación general de 

las cónicas en el sistema coordenada xy. 

Como A' es el coeficiente de x '2, entonces todo factor que está multiplicado a x ' 2 es igual A', 

de manera similar los demás coeficientes esto es: 

A' =·Acosf~+slJ~e~;:cos~~tsen2 <p 

~: ::c~t21:·~e2:·~tii~~;¡~:~;;en2 <p) =o 
D' '= Dc~s~+Es~n~ 
E'= Ecos~-Dsen<p 

F'=F 

Ahora puede apreciarse que el indicador o discriminante en los sistemas coordenadas xy y x' 

y' es por definición: 

B2-4AC = B'2
- 4A'C' como 8'=0 entonces se tiene: 

8 2-4AC = - 4A'C' 
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ECUACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO 

Como en el sistema de coordenadas cartesianas x' y' se tiene a cualquiera de sus ejes 

coincidiendo con el eje focal de la cónica, se sabe que: La ecuación general de segundo grado 

A'x' 2 + B'x'y' + C'y' 2 + D'x' + E'y' + F' =O 

l. Representa una parábola si uno de los coeficientes x'2 o y'2 es nulo es decir: 

A=O y c*o o A*O y C=O 

Al sustituir los valores en el indicador se tiene: 

8 2 -4AC = -4A'C' =O 

lo que demuestra que cuando el indicador es nulo, la ecuación de segundo grado representa una 

parábola. 

2. Una elipse existe cuando los coeficientes de x'2 y y' 2
, son de signos iguales es decir: 

Si A > o, e > o o A < o, e < o 
Al sustituirlos valores en el indicador se tiene: 

8 2 -4AC = -4A'C'< o 

3. Finalmente se tiene a una cónica llamada hipérbola cuando el indicador es mayor a cero , es decir: 

Si A > o, e < o o A < o, e > o 
Al sustituirlos valores en el indicador se tiene: 

8 2 -4AC = -4A'C'> O 

En el sistema de coordenadas x' y' y el eje focal de la cónica coincide con cualquiera de los 

eje x' y' o es paralelo a uno de ellos con 8'= O, de acuerdo con los desarrollos realizados se tiene: 
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B'= 2(C- A) sentpcostp + B(cos2 tp - sen 2 rp) =O 

S. {cos2rp = cos2 
tp - sen 2 

tp 
1 

sen2rp = 2senq¡costp 

Se tiene: 

B' = (C - A)sen2tp + Bcos2tp = O 

Si A = C, se tiene: 

B' = Bcos2tp = O y como B '* O, entonces cos2tp =O 

lo cual implica que: 

2tp = 90º, por lo tanto tp = 45º 

Lo anterior indica que el ángulo de rotación de los ejes x' y' es de 45°, respecto a los ejes xy 

cuando A= C. 

Si A '*- C, entonces la expresión para B', se tiene: 

EJEMPLOS: 

B = (C- A) sen 2tp + Bcos2rp =O 

(C-A)sen2<p = -Bcos2rp 

sen2<p =~ 
cos2<p C-A 

B 
tan2<p = -- · 

A-C 
Para o· ~ tp < 90º, con tp un angulo agudo. 

1. En cada uno de los siguientes incisos indicar que tipo de cónica representan las siguientes 

ecuaciones y que ángulo debe existir entre el sistema de ejes cartesianos XY y uno nuevo de 

sistemas coordenadas don~e el eje focal de la cónica esta sobre o es paralelo a cualquiera de los ejes 

del sistema rotado X'Y'. 

a) 6x2 +5xy +4y2 -2x-3y-7 =O 
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Por comparación de la ecuación general de segundo grado: 
- . -· 

_, _-o - .-. - ··: -

h:
2 .~·~~ ~&~2.'t ~x ~Ey + F = O 

: .,, : »\·:~,·· :,:: .. :·;~;:: .. :/ 
.• ~-· .. - . -·:: ~- ::·. -... ·::: ~: :: - :::.' . -. _:· .. -

C=4. 
-~;i. ~:- - ' 

\," 

;·_;,·;­

-::L,"-'-'. 

Como el ii1clicador.'e's'il'1éi1or\'jue cero, la ecuación dada representa a una elipse. 

. : ':h:::··,1.!~t[f~f ' . ' •, .. ·• . 
El ángulo, qúe,~.ef~,L~n, g1r~~;¡l,<:}s ejes cartesianos para que el eje focal coincida con cualquiera de los 

-:: . ·.::- ·- .·/;, ::;~:.: ·il;;~~~~-:;;~-\~~:~;z;::.;_;-~'.-~'Vr;!,' ~i:::::: · { ·~ :_: . 
ejes de m1' sistéri1a'rofaélo 'x!;y'. es: ' 

, ... ,;~~~~t!l4~{trr , 
2<p = A11g.t01}(2:sf::.'~8.t 9º 

·6s:t9• ;\ ;s .• <··.·. 

<p = --""'. 34.0 .. 9 .·.· . 2 .··. 

b) 2x 2 +4.,:v+2y 2 -t3x+4y+8=0 

Se tiene que: B ,,;; 4, A = 2 y e = 2. 

-3 -z 

.:.z 

z 



Substituyéndose estos valores en la fórmula dada para el indicador se tiene: 

8 2
- 4 AC = (4)2 

- 4(2)(2) =O 

Como el indicador es cero, la ecuación dada representa a una parábola. 

Como A = C, el ángulo de rotación <p = 45ª ya que: 

B 4 4 
tan2<p =--=-- = - = oo 

A-C 2-2 O 
2<p = Ang.tan(oo) = 90ª . . 

90ª 45· 
<p=2= 

.e 

y· x:· 

2. Hallar la ecuación de la elipse 2x2 + 3xy+ y 2 +·jx+ y-10=0 sin el término xy. 

Se sabe que al obtener la ecuación de la elipse sin el ténnino xy, entonces se debe expresar la 

ecuación en un sistema de ejes cartesianos x'y', rotado al respecto al sistema xy. 

Las ecuaciones de transformación son: 
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x = x'coscp,:.:. y' sentp 

y= x' sencp +y' costp 

Como cp representa al ángulo de rotación del nuevo sistema coordenado, dado por: 

B .J3 
tan2cp = --= -- = .J3 

A-C 2-1 
2cp = Ang. tan( .J3) = 60º 

cp = 60º = 30º 
2 

Sustituyéndose cp =: 30º en el sistema de transformación de coordenadas bajo una rotación , 

se tiene: 

','' . : ' '',,· .J3 1 
x = x'cos30"-y'sen30"=-x'--y' ' . 2 2 

y= x'sen30º+y'cos30º= ~x'- ~y' 
Substituyéndose las ecuaciones anteriores en la expr..:.:;ión de la elipse dada por el problema, 

se tendrá: 

2x2 + -Ji'l:y + y 2 + -.f3x +y - l O = O 

2< !3 , 1 ')' '3(.J3 , 1 ')(1 , 13 ') <1 , .f3 ')2 S(/3 , 1 ') Tx -zy -+-. 2-x -Zy Zx +Ty + Zx +-2y +·i ·2·-x -zy + 

( 
1 , .'3 ') 1 o o ·--x +---.. y - = 
2 2 

2( 3 ,, . j , , 1 ,, ) ,-3( ./3 12 3 , , 1 , , ./3 t2) -
4
-x----

2 
xy +-y-+·! -

4 
x +-xy--xy---,--y + 

4 4 4 . 4 

(
1 ,,' ... :3. ,:;·J· ·,,) 3, ../3.,, '1, fj ,··

1
··,
0
•,·. 

0
' 

4 X - - -2-x )' + 4Y - + '2X - 2 y +2 X+ 2 y - = 
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Simplifican.do se tiene: 
5 

x'
2 

+ -
1
y'.

2
+2x'.v'- I o:,;o Multiplicnndose por dos se tiene: 2 2 ' .: -., - -

:~:, :;:~::;i;:~t ·.·. 
·. -.. " ;:,-, :~~·{;·<\,;:;~{>:; '.·~:'' .. ' ,-,·,,: ·/ 

.- ._ --·2\:----::;-.-,v1.:-"'";;·._ .. ,,::-c,··--·.·'"·-:::--·.:,-:· 16 -
5(x'.+-)~+(-~+O)~ . .;, 20'+•-
• ___ - -5 ,:f-'''t~;;1_';1:::,<I<;: > 20 · 

S(x; +~)·~:+·i~·h'ciji=--I ~4 --' 
, 2 2 _. -

5(x +S) (y' +0)2_ 
-~+-----1 104 • - 104 

5 5 
2 

(x'+5)2 (y',+0)2 -
"iéJ4··-+-··104- - l 

25 5 

Nóto•e ~ue el ~e~):". de lo ÓI ip~~ '~ loo.u! 1>a e~ eJ punt~ ( ~ ·+ (.4,0) del ''"ema de ej"' x' y', 

. - . . . . . .. . 

ecuación final ~s delti~o: ,. 

Por comparación se tiene: i 

Las coordenadas dé. IOs'vérfices:y focos son: . _.__ - : -. ,Y··, :1«.·:";-,:.·, .. •;-. . :_.._·•e':'• _ . ._ .. · 

V( h, k+ a) ~-v(o~:4P4:56r·· -..• _.' > ·Y'(h, k-a)=.V'(-0.4; -4.56) 
F ( h, k + e) =:= F (::'.'.ti;4'.07) F'( h, k ::e c) .= F'(-0.4, ~4.07) 
B ( h + b, k) = B(1:6, O) . B'( h".b,k)= B'(-2A, O) 
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y 

1 

x· 

;~ 
-6. 

.1 

EJERCICIOS: 

1. Construir las hipérbólas cuyas ecuaciones son: 
. '2:.:: . :i ···. : ... 

a) 4x "'."""25y.~JOO ..• 

b) 
0B,i~~t,~i\#M:?:f,. ·. · . . . . 

S.1tuar, los.foc~s.~ calcular. las longitudes de los e3es y trazar sus asmtotas. 

2. Sean la~i¡i~f ,¡~~)';'' > 
a) X .'.::2Y;.f.4x-f-4y:t-4=0. 

b) x2~i+j~'~/y+S=O 
c) x

2
- y2+4x:..4y + 16=0 

Detenninar su centro, focos, lado recto, vértices, excentricidad, asíntotas y trazar su 
gráficas. 

3. Dada la ecuación de la hipérbola l 6x2 -9y2 + 64x +By- 89 =O, detenninar sus elementos y 
trazarla. 
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4. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de la distancia a los puntos fijos (-

6,-4) y (2, -4) es igual a 6. 

5. Hallar las coordenadas de los vértices y focos, así como la excentricidad de la hipérbol~ que 

es conjugada a la que tiene por ecuación 9x2 -4y2 = 36. 

6. Dada la Ecuación General, sin el término Bxy detenuinar qué lugar geométrico se trata: 

a) 9x2 
- 4y2 + l 8x + 6y- 43 = O 

b) X
2 

- X = -1 + y 

c) 3x2 + 3y2 +4x =I 

d) x2 -'-i:.,:Ú~ 6y,,,; 8 
- ', . --~- ' .. 

8. Haciendo girar los ejes de coordenadas un ángulo de 45º 

a) x 2 -t- ~y+ y2 = 1, probar que la ecuación representa una elipse. 

b) x2 +4xy + y2 = 4, decir que cónica representa. 

RESPUESTAS 

l. a) C(O, O), V(5, O), V'(-5, O), F(5.38, O), F'(-5.38, O); las Asíntotas son: 2x - 5y= O, 2x + 

5y':"0 
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b) C(O, O), V{O, 4), V'{O, -4), F(O, 5), F'{O, .:5); fas Asíntotas son: 3y- 4x =O, 3y + 4x =O 

2. a) C(-2, I), V(-2, 2); V' ( ~~. 0)/'1~(~2,· {73{F'( ~2, -O~ 73 ); 

las .~~W!gt!~);~p,J;~~,1:;·,tf,,~~f~g;1;~~~f~J~,i;~;·l·~}~l. 3'.41 = O. 
b) C( .:1.s;.:':ci:S)ih\T(.:t:5;'ol ,94);~Yf (~L5;;,-2:5)4),'! F(~l.5, 2.96), F'(-1.5, -4.46) 

; i·.>·\/\'.;·~_)·.;·.i;-,; :,>_,:>'· ;_t_;·: :'-.:,:::';~·-.··:t~{:;>: .. ~-;:;i~~'.·_)._::_~~!:;:l~/!:~\¿~\l~'~.<·,:.':~ .. ;;',,'.,'{ . .>.< ': 
c) C(-2;~2); V(-2;2),'.V.'(-2;"-6),';F(;,2i·~3.65),';F'(-2: ~7.65) . 

, _;;,} ·; ... · ·. ·p<:.;'.;'!'·?~~iJtf ·· .. ,:_;:~(:;.:L;::·t:o .. 
3; C(~2, l), V(l, l), V'(-5, l);' F(3, <l);'\frF;(-7?;\'l); LR = I0.66;Eje transverso = 6, Eje 

conjugado = 8, Sus Asíntotas: 4x'+· j;-·¡· .{µ~o;::~lt. 3~'+ 11 = O 
: ··: ._, _._, ,¡,')- ·:·~· -:' :-·¡.; «"· :~' .. , 

.. ::·:>>· _·,_.: ·-~-~-'.-~' ... ,,, 
4. y2 + 8y- 4x + 20 = O (Parábola) ·. 

5. · C(O, O), V(O, 3), V'(O, -3), F(O, 3.6), F'(O, -3.6), B(2, O), B'(-2,,0); Sus Asíntotas son: 

3x-2y= O; 3x+2y= O 

6. a)Hipérbo,Ia'(Á:;t:C;Difcrente Signo) 

b) Ci;c~iiifJ~~~t¡~·¿~: C; Igual Signo) 

c) Cir~u'ifr~·:~~~ia( A= C; Igual Signo) 
---- '.-'\-' ·- . 

d) Hipérbola (A= C; Diferente Sign~) 

e) Circunferencia (A= C; Igual Signo) 

f) Parábola (C = O, A :;t: O, E :;t: O; Igual Signo) 

g) Elipse (A :;t: C; Igual Signo) 

h) Elipse (A:;t: C; Igual Signo) 

7. a) B2
- 4AC = 400 >O Hipérbola 

b) B2 -4AC = -192 <O Elipse 

c) B2
- 4AC = O Parábola 
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x·2 y·2 , .• 
9. -- -- - ,-_,. = 1 · Es una h1perbola 4 4 ' ' 

3 
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COMENTARIOS 

El principal objetivo por el cuál fue elaborado el presente trabajo de tesis es qul'. los 

estudiantes del tercer semestre de bachillerato, cuenten con un material de apoyo en curso de 

Geometría Analítica acorde al programa de estudio. 

Una de las dificultades que se presentan en la elaboración de este texto es contar con un 

programa tan ambicioso y muy poco el tiempo para impartir el curso, por ello se trata de 

desarrollar los te1~ms de la manera más sencilla y accesible, contando con una buena cantidad de 

ejemplos y auxiliáiidonos en la gráficas para mejorar el entendimiento de los mismos. Además de 

contar con -hastantes':ejemplos a lo largo del texto, que tienen por finalidad el reforzar los 

.eon~;;~;'~'º' ~~i'.~\'.!~!:í~vfan>0nte. 

Este tráb<ljo. tibne la peculiaridad de poder complementarse con otras bibliografias para el 

enriquecimientc> d~ los temas. 

Para aquellos profesores que utilicen esta tesis con los estudiantes le facilitará la didáctica de 

los temas. 

Otro propósito por el cuál fue creado esta tesis, es el que proporcione la habilidad y 

prerrequisitos matemáticos; despertando el interés en la materia y por que no influir de alguna 

manera a que el estudiante se incline por una de las carreras en el área fisico matemático. 
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