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INTRODUCCION

Con la presente tesis se tiene como objetivo presentar de una manera mas sencilla y
accesible la Geometria Analitica a un estudiante de bachillerato. Se pretende que el estudiante
establezca el primer acercamiento con esta rama de las matemdticas de una manera grafica,

intuitiva y formal.

La estrecha relacion entre las graficas y expresiones algebraicas caracteristica de la
Geometria Analitica, se aprovecha para promover al estudiante la adquisicién de las habilidades
en los procesos de modelacion matematica en la resolucion de problemas. En particular se
privilegia la ejercitacion en la articulacion entre representaciones algebraicas de las conicas y sus

correspondientes representaciones graficas para el reconocimiento de formas.

La tesis esta dividida en cuatro unidades, en cada una se presenta un tema dando una
breve explicacion, se dan ejemplos resueltos y se proponen una serie de ejercicios para que
resuelva el estudiante, con la finalidad de reforzar los conocimicntos y habilidades adquiridas

dentro de cada unidad.

En la primera unidad llamada Conceptos Fundamentales, tiene por objetivo introducir y
resolver problemas relacionados con segmento de reéta, tales como: distancia entre dos puntos,
divisiéon de un segmento dada una razon , el punto medio de un segmento, la pendiente de una
recta y por ultimo el angulo comprendido entre dos lineas rectas que se cortan. Esta unidad es
fundamental para poder deducir las ecuaciones tanto de las rectas asi como para determinar los

puntos y segmentos de la circunferencia o en su defecto de las conicas en si.

En la segunda unidad la Linea Recta, ticne por objetivo que el estudiante identifique las
diversas formas en que se puede representar la ecuacidn de la recta, sin que el estudiante las vea
de forma aislada sino que estas distintas formas de representar a la ecuacion de la recta le sirvan
para plantear de la manera mas sencilla un problema, asi como la representaciéon grafica del

mismo.

-1-T%




La tercera unidad, la Circunferencia, tiene como objetivo identificar las distintas maneras
en que se pueden representar la ecuacion de una circunferencia en forma ordinaria y General, asi
como determinar la ecuacién de una circunferencia dados tres puntos, también se presentan

algunos problemas en las que se involucran puntos y segmentos de la circunferencia.

Por ltimo la cuarta unidad titulada las Cénicas, su objetivo es conocer como se generan
cada una de estas, como la parabola, la elipse y la hipérbola, en la resolucion de diferentes

problemas de aplicacién en las diversas areas de la ciencia.

Es preciso recordar que en la Geometria Analitica forma parte de uno de los bloques de la
Matemdtica del bachillerato, esto implica que su comprension es un antecedentes importante para
ascender al Calculo. Es relevante seiialar que no todos los estudiantes, tienen el interés, la
habilidad y prerrequisitos matematicos iguales; por lo cual seria una buena sugerencia el
inclinarse por una ensefianza diferencial; es decir conducir las actividades de acuerdo a las
diferencias que presentan los estudiantes, esto no quiere decir de ninguna manera bajar el nivel

del curso sino adaptar su exigencia de acuerdo a las diferencias individuales.




UNIDAD 1
FUNDAMENTOS
La geometria analitica es un medio que permite modelar fendmenos fisicos para poder

entender con mayor precision los fendomenos tales como las trayectorias que siguen los planetas,

cometas, lanzamiento de un objeto, etc. La palabra “geometria “ significa “ medida de la
tierra”. —
/”’
//

EL PLANO
COORDENADAS CARTESIANAS EN EL PLANO

En la vida diaria se encuentran diversos problemas como el de la localizacion, por
ejemplo si se busca una calle y le muestran a uno un plano de la zona que transita, el problema
se transforma en entender el plano, localizar en donde se esta situado con respecto al plano,
encontrar el fugar al que se quiere trasladar y contextualizar lo que ha realizado en el plano para
saber en que direccion se debe continuar. Los planos de las ciudades generalmente estan

representados por un sistema de coordenadas.

Ahora se esta preparado para entender la descripcion precisa del modelo analitico de un
plano euclidiano. Este modelo se llamara el “ plano euclidiano analitico simplemente “plano
euclidiano”. El plano euclidiano se denota por R? ( léase “R dos”). Los puntos de R’ son los
pares ordenados (X, y) de R”. En otras palabras un sistema de coordenadas cartesianas es el
conjunto formado por todos los pares ordenados (x, y) que puedan existir, de los elementos de

dos conjuntos A y B.




Si ¢l conjunto A esta formado por los elementos -1, 0, 1 y el conjunto B por -1, 0,1 2 ;

el producto cartesiano de los conjuntos A y B, denotado como A x B estara dada por:

AxB= :
{("la'l)a ('1’0),(']3]):('132)9(09 '!)a (O, O)’ (Os ])9 (0,2)a (l,'l), (I’O)’ (]rl)a (192)}

o representa a lcon_yumo A (E_je horizontal) y el otro al conjunto B (Eje vertlcal), tal como se
' muestra en'la Flgura 1.

El sistema asi formado se le llama sistema

: de coordenadas cartesianas de los conjuntos
.
: A y B. La palabra “cartesiana “ se emplea en
.

PR :”}"3".‘.‘57“‘. R honor al matematico Franco Descartes,
3 . . . -
i quien fue el primer hombre de ciencia, que
:

introdujo el concepto de producto cartesiano.

Flgura 1. Sistemas de coordenadas cartesianasde los

N conJuntos AyB.

Sobre el sistema de ejes cartesianos de los conjuntos A y B que se muestran en la figural,
cada par ordenado del producto cartesiano A x B, representa un punto tal como se muestra en la

figura 2.

En la geometria analitica, en cada ecje se utiliza al conjunto de los nimeros reales,
llamandosele por lo general al eje horizontal X y el eje vertical Y, tal y como se observa en la

figura 3, donde también se muestra a un punto cualquiera , cuyo par ordenado es (x, y).




25

‘ . Px, y)
1 o (-+ +4) e
! : | Cn | e
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Figura 2. Los puntos que representan cada par ordenado del producto  Figura 3. Sistema de ejes cartesiano . Tanto el eje X como el eje Y

cartesiano A x B representan al conjunto de los nmeros reales.

COORDENADAS CARTESIANAS DE UN PUNTO CUALQUIERA.

Cualquier punto en este sistema de coordenadas, se localiza por medio de una abscisa “x”
y una ordenada “y”. Los valores de la abscisa positivos se cuentan desde el origen hacia la
derecha y del origen hacia la izquierda se miden los valores negativos . En el eje “y”, de las
ordenadas las cantidades que son positivas se encuentran hacia arriba del origen y hacia abajo las

negativas. -

png fo_l"ma' conveniente de localizar a un punto p(x, y), cn un sistema de coordenadas
: cartesia_’f]és'k:‘.‘x y Y”. Se muestra en la figura 3. Primero se cuenta la magnitud de la abscisa “x”
y sm ‘des’;‘)egar la punta del lapiz se cuenta la magnitud positiva o negativa de la ordenada “y”, el

punto p( x,y) queda localizado donde se termina la magnitud de Y.

Ejemplo: Localizar los puntos en el plano (figura 4.)

A (3,5)
B(-l’6) Figura 4. ’;
C(-3,-2) : S
4
D( 8,-1) 3 |
<7 6 -5 »4 -2 -1-_12;%) 1 2 3 4 s 6 7 , 9 10 11 12
-3




RECTAS PARALELAS A LOS EJES.

Los puntos que se encuentran sobre los ejes tienen al menos una coordenada igual a cero.
Los que estan sobre el eje “x” son del tipo (x, 0); los que estan sobre el eje ”y” son del tipo (0, y)

. Al punto donde se cortan los dos ejes se le llama origen y le corresponde a ia pareja (0,0).

Si se toma los puntos con la segunda coordenada idéntica; o sea, son de la forma (x, yi)

donde y; es un niimero fijo, se obtendra larecta: L, (Ver Figura 5.)

(X, yl)

L 4

. L
Si se toma un punto con coordenadas — !

: s . |
1, ¥, este punto esta sobre L y, al revés, y

‘todo punto de*L; ticne coordenadas de esa

Figura 5,

-cualquier. nimero. Esto también se escribira

abreviadamente asi:’

L = { (%, y1) | x es un nimero cualquiera }.

Nota: Lo anterior se lee asi, L, es el conjunto de parejas ordenadas ( X, y; ), tal que x es un
numero cualquicra.

2t

Las rectas paralelas al eje “ y” tienen todos sus puntos a una misma distancia de el, por

lo que todos sus puntos tienen su primera coordenada idéntica.

Los puntos de la recta L, de la figura 6. (x1.y) L.
tienen todas sus coordenadas de la forma (x1,0) l
(x1,y), siendo y un namero arbitrario; y, a |
su vez, todo punto de este estilo esta sobre La I E
por lo que se puede transcribir: !

Figura 6.




Lz = { (x1;¥) | y es cualquier nimero}
. c o "
‘Nota:.Lo anterior se lee asi, L2 es el conjunto de parejas ordenadas ( x;, y ) tal que y es un

nimero cualquiera.
SEMIPLANOS.

En la figura 7, se ha rayado la region que esta por encima de la recta L;.
Todos los puntos de esta region tienen una propiedad en comin; a saber, que su segunda
coordenada es mayor que y;. Asi:

(x, ¥1) | x es un numero cualquiera}

vy I'a:vr'é"gvi_on ray n'la figura 6, es el conjunto:

L y) | X es un nimero cualquieray, y>y; }

lo ‘sémiplanos que tienen por borde a L;. El otro semiplano, S», rayado en
é,conjunto: |

: {(x, )| X es un nimero cualquieray , y <y}

S Ly Y

MY

Figura7 Figura 8




DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS.

Cualquier segmento AB como se muestra en la figura 9, se define como:

AB={x/ A<x< B}

Figura 9 Segmento de recta AB

Lo cual indica que el segmento AB esta formado por el conjunto de puntos que van
desde el punto A y terminan en el punto B. El sentido del segmento es determinado por el signo
que contiene, o bien por la notaciéon AB, la cual indica que el segmento empieza en el punto A
y termina en el punto B. La magnitud del segmento es dada por el valor absoluto de él, lo cual se

denota como AB .

0 A B
En geometria analitica, la solucién de los problemas pueden realizarse por dos métodos

uno de ellos es el método gréfico y el otro el analitico.

El método grifico, consiste en consultar la grafica proporcionada por el problema y dar la
solucion. El método analitico, consiste en resolver el problema empleando el razonamiento

matematico, junto con {a utilizacién de expresiones algebraicas.




" En general se aprecla que para dos puntosv cualesqmcra p,( x1) y pv( \1) de un segmenlo
dmgldo PiPae. (figura 10) Ia magnlluyd de la dlstanma de

ese segmento esta dada por el valor
absoluto - de. la diferencia del valo numenco del punto final del segmento,imenos_cvl\valor. o
numérico del punto inicial. '

*

[

PiGy)

P]Pé g

Figura 10. Segmento rectilineo cuilquicra Pip2

El sentldo del segmento lo determinael s

no dela diferencia xa- x; .
Demostracmn.

 Se aprecia estocs:

Si se Hama ‘dala distancia‘ent

los’puntos P ypz se tiene:

ppy =d, ;l—oﬁ—olﬁ =—x fﬁ—'—xz

Sustituyendo en la expresion (a) se tiene: d = xa - X;.
Con esta diferencia se obtiene el sentido del segmento; si la diferencia es mayor que cero,

el sentido es positivo y si la resta es menor que cero, el sentido es negativo. La magnitud del
segmento dirigido sera: d=|xz2-x, |.




DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN EL PLANO.

La distancia entre dos puntos en el plano es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados
de la diferencia entre las abscisas y la diferencia entre las ordenadas.
Si a los puntos A( x), y1) y B( x2, y2 ) que se muestran en la figura 11, se les dibuja sobre

el sistema de coordenadas cartesianas sus abscisas y ordenadas correspondientes seran:

Y2
yryi

Y Y1 P

o -eu e = e \

b ST O X2 , | X1 X2

Siel punto A (x1,y!) se traza una parhlcla. al ¢je X sc tendrd. x2

Figura 11. Sistema de coordenadas cartesianas mostrando la distancia que existe entre los puntos A(x(, y1) Y B( X2, y2).

Nétese por medio de la figura 11, que el segmento rectilineo resultante de trazar una
paralela al eje X, a partir del punto A(x;,y1), hasta el punto de interseccion con el segmento de
recta que determina la ordenada y», tiene como magnitud a x,-x;. Este segmento, con el segmento

rectilineo que existe entre los puntos 4B=d y el segmento y2-y1 , forman un triangulo

rectangulo.

De acuerdo al teorema de Pitagoras que dice. El cuadrado de la hipotenusa (d®) es igual a
lasuma de los cuadrados de los catetos (x2-x,)* + (yg-yl)z, algebraicamente se representa como:
d® = (x2-x1)” + (ya-y1)%.
Despejando a la distancia, se observa que el cuadrado se transmuta al otro miembro de la

igualdad como raiz cuadrada, esto es:

d=+(x, —x)  +(¥, -»)* ...Formula (1)




- EJEMPLOS:

1. Calcular la distancia que existe entre los puntos A(-1, 2) y B( 5, -4).
: Analiticamente se sabe que la distancia

se obtiene de la ecuacién .

d= \/(xz _'xl)z +(y, _yl)2
Si se hace arbitrariamente a:
AG-1,2)=A(x1, 1)y B(5,-4)=B(x2,¥2)

B Al sustituir estos valores en la férmula de

distancia, se tiene:

xi=-1, x2=5, yi=2, y,=-4

d= 5= (D) +(-4-2)*
d = J(5+1)% +(=6)°
d=.(6)* +36

d =J36736 = 72 = 84

Al hacer la medicién directa sobre la figura se aprecia que la distancia entre los puntos A

y B es aproximadamente 8.3.

2. Obtener el perimetro del tridngulo determinado por los puntos A(5,3), B(-2,-7) y C(4, -5)
Primero sc ubicaran los puntos en plano cartesiano, se uniran posteriormente para obtener
la solucién grafica para razonar la solucién analitica.
De acuerdo al concepto de perimetro (P), de cualquier tridngulo se determina swmando

la magnitud de sus lados, en este caso segtin la figura sera:

P= AB+ BC +CA.




Para poder sumar los lados del triangulo ABC,

se debe primero calcular la magnitud de los

. A
3
2
lados, es decir hay que evaluar la distancia que 1
3 -2 ] : [
existe entre los puntos AyB; ByC; CyA. 2
-3
T4
‘ﬁ
. 6
R =
-8

Sidi=d= J(xz-x.) +(y, - y.)

Evaluando el lado BC = d, .con B( -2, -7) = B (xl, y.) y C(4 -5) = C(Xz, yz) Al
sustituirlo en la formula (1) se txene ;
d, = A=y 7 (5 C 7))2
d, _J(4+2)’+( ~5+T)
=6} +(* = J'36T ‘4— 63
Calculo del lado CA = d3,.’ )— C(x|, Yy A(S 3) A (xz, y2). Sustituyendo
enla formula (1) se tiene: e ’
dy = JG-4 G- (D)
dy =)’ +(3+5) =1+ 8)
dy = 1+64 = /65 =806

Ya teniendo el valor de cada lado del tridngulo ABC, se suman para obtener el perimetro,

tal como se habia mencionado.

P=122+6.3+8.0 =26.5 (solucion aproximada)

-12-




3. Si la distancia entre los puntos A( 3,-1)y B (-7,y) es 10, obtener la ordenada del
punto B.

De acuerdo con la figura, la evaluacion de

la ordenada del punto B(-7,y), sera un — ) o
8 7 6 54 3 -2 1.2 3 4

punto de la recta discontinua que muestra

la gréfica, tal punto tiene la condicién de — - 4 °
que su distancia al punto A es igual a 10. B A
Tentativamente el esquema muestra que el 2

valor de la ordenada es -1.

Analiticamente al emplear la expresion algebraica de la distancia entre dos puntos para d = 10,
A(3,-1)=A(x1, 1) ¥y B(-7,y) =B (x2, y2)

Se tiene:

d =(x; —=x)* +(y, ~»)?
10=(-7-3)* +(y= =)’

o (10)? ‘=(\/(:10)? o e

| 100;(410)2'f('

100 = 100+ (y + 1)’

100-100=(y +1)* o
o=@+

O=y+1 )
y=-1

Las coordenadas del punto B son: B(-7, -1)




4, Demostrar que los puntos A( -4, 4), B(-2, 2 ), C( 3, -3 ) son colineales.
Los puntos A, B, y C son colineales si:

AB+ BC = AC.

Entonces sustituygndo en la férmula (1), se tiene:

AB =,/(-2- (—’4))?+ (2-4)* - J@2)? ;»(—’2)'2 =Va+a=y8=28

BC =3~ (20" +(3-2) =3 +(-5 =+25+25 =50 =707
AT = JG= (AN +(3=4)" = (I +(-1)" = VA5 +49 = 58 =989
AB + B_C: = 283 +7.07.=99 =F Por lo tanto A, B, y C. Son colineales,

5 -4 -3 -2 14 2 3 4
» o2 '

.4 ) C

DIVISION DE UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA.

Divisién de un segmento en un razén dada. Se considera al segmento p, p, que se muestra

en la figura 12. Dividido por el punto p(x, y) con una razén :r = Ll
) s Pp,




Y2 y2
Y- Y
y y .
) y-vl
4 yi

puntos py p ydividido por una razén

<50

nceptos geométricos, cuando se tienen dos o mas rectas paralelas

" cortadas; por.dos  transversales los segmentos que determinan son proporcionales, en este caso se

24
perof—'—_l— =r
PP se tiene:
X(1+ 1) =X+ 1%z
X, ., . .
,\'=T—— con esta expresion se calcula la abscisa x del punto p(x, y) que
ro

divide al segmento p, p, a una razén r diferente de -1.
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Para ca]cular la ordenada y del punto p(x, ¥), que divide al segmento p, p, obsérvese la

figura 11, ahora las paralelas xl, x, X2 cortadas por la transversal p,p2 y el eje y definen a los

segmentos p,p, pp; y -'y1, Y2 - ¥; por lo tanto se tiene:

PP _Y"h pemp,p_r se tiene :

P Y2y pPp;
YN —p despejando la coordenada y :
Y=Y
Y-y1=1(y2-y)
Y-N1=1ry2-1Yy
ytry=yitry:

r(l+n=y +ry:

oIy, ., ,
-')—l—_—i-_l-' , con esta expresién se evallia la ordenada y del punto p(x, y) que

puede repreqentarse como e

P(x,y) = (“\' ‘H_\’ ’y +1 ) ... Formula(2)

l+l

EJEMPLOS:

1. Calculaf la razén con que el punto P(2, 3) divide al segmento AB definido por los

puntos A(-5,-4) yB (4, 5).
Como el punto P(2, 3) se encuentra entre los puntos A y B, la razén que se calculara debe

de ser positiva. Se sabe que la razén con que el punto (x, y) divide a un segmento es I = p_.p_p_ ,
PP,

por lo tanto nétese que el problema se reduce a obtener la distancia que existe entre los puntos
A(-5, -4), P2, 3) y los puntos P(2, 3), B(4, 5), para
obtener el cociente de estas magnitudes:

Sustituyendo en la formula(l), se tiene:




AP = J(2~(=5))* + (B~ (-4)% =/(7)" +(7)? =/49+49 =-/08 =9.8

PB=\/(4-2)" +(5-3) =\[(2)' +(2)’ =4+ 4 =B =282
Porlo tanto r=9.8/2.82=3.4

2. Calcular las coordenadas del punto P(x, y) que divide con una razén de 1.3 al vector
cuyos punto inicial y final son A(4, 2) yB(-3, 6) respectivamente.
Se sabe que las coordenadas del punto

? P(x, y) son:

B . P(x’y)=(x,+rxz’y,+ryz)
. L+r I+r
Conr=1.3,A(4,2)=A(x1;, y1) ¥

P . B(-3, 6) =_B(xz',_.y2); Sustituyendo en P
. A P(4+1’.3(—‘3)”_.{j'2'+1.3(6))
1413 T1%13
AT TR 4-39 2478
(2'3*33 )

e
N

3. Los puntos que definen a un vector son A(3, -7) y B(5, -1), calcular las coordenadas

del punto P(x, y) que divide al segmento en una razén de -1.5,si r=-1.5, A(3,-DyBG,-1).

Se sabe que las coordenadas del punto
P(x,y) que divide al vector, se evalian por
* medio de la formula (2). Sustituyendo

valores.




FERGHIOY STEELSYD
I+(=1.5) "o 1+(=1.5)
12(3"7'53"’1_‘:_7.1.1_-‘_5_.): e

1':1_5 : T_Tl 1. 5 =
p[243 =33

-0.5"-0.5
P@OI)

EL PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO.

Si P(x, y) es un punto que divide al segmento PP, en su punto medio la razon es igual a

. : . X, +rx +rx, )
la unidad, por lo tanto se sustituye r = 1 en P(—'l———i,&l———;), se obtendran las coordenadas
+r +r

del.puntb m,e:dio del segmento p, p,

,,M(x, +()x, y.%‘(l)yz) |

EJEMPLOS:

1 Détermi\n‘af: las: coordenadas del punto medio del segmento AB, determinados por los

puntos A(3,'-:5‘)wyB(2,7).
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El punto medlo del seg,mento AB se obtlene

por medlo de la formula (3> :

s las coordenadas de P: (3, 4) =Pr(x2, y2)
y el Pm(-2, 1) = Pu(xa1, M), sustituyendo

-6 -4 -2

en la expresion anterior, solo hay que despejar a x), y|, esto es:

_a X3
2
~2(2)=x,+3
~4=x +3
—4:—-.>=.\l
A ~T=x.

Las coordenadas del punto inicial Pi(-7, -6)

 '_'19~_

/PM(;z.-l) : o

-2 '

e

"-5"

1=t
R
=12)y=y+4
-2= y,+4."€‘
2= 4= y,v :

=6 v“yl‘




3. Calcular la magnitud de las medianas del triangulo A(-4,1), B(1,-5) y C(5,8).
La mediana es la distancia que existe entre el vértice
w de un triangulo y el punto medio del lado opuesto,

por lo tanto , para resolver el problema primero se

obtiene el punto medio de los lados del triangulo.
Utilizando la férmula (3)

X, +X +
PM(X,y)=( 12 2’)’1 2)’2)

Sobre la figura de este problema se localizan estos puntos medios y se trazan las

medianas. Ahora se procede a evaluar a las medianas empleando la ecuacién de distancia

(formula (1)).  d =/(x, —x,)2 +(y, = )°

Para la medianade AP, =d|,con A(-4, 1) =AX1,Y1) Y P,72(3, 1.5)= P, =(x2, ¥2)

1BC

d, = J(3-(-4)* +(15—1)* = /(7)* +(05)* =/49+025 = /4925 = 7.01

Para la mediana que va del vértice B al punto medio del lado AC, se tiene que d; =

BPy,,con B(l,-5) = B(x1,y1) y P,5z(0.5,4.5)= P, =(x2,¥2)

dyy = (05— 1)? + (45— (=5))* =+/(=05)* +(9.5)* =+/025+9025 =~/90.5 = 951




Para la medlana que va del vértice C al punto medio del lado AB, se tiene que d3 = CPmaB, con
C(5,8) = C(Xl, yl) y PMAB(-l 5,-2) = Pmas (X2, y2)
d, J( 15— 5)2 +(—2—8) =4/(-6.5)% +(=10)* =/4225+100 = /14225 = 1192

Obsérvese que las tres medianas se cortan en un punto de interseccion el cual se le conoce

como baricentro y sus coordenadas se encuentran ficilmente por medio de la siguiente expresion:

B(x' +x32 +x , 2 +);2 +y,) «.. Férmula (4)

Para cualquier tridngulo definido por los puntos pi(xi, ¥1), p2(X2, ¥2), p3(X3, y3). Para el
tridngulo definiremos a A(-4, 1) = A(x1, y1), B(l, -5) = B(x2, y2), C(5, 8) = C(x3, ¥3).

Sustituyendo:

B(—4+1+5,l—5+8)=3(2 4) (066,133)
3 3 3

LUGAR GEOMETRICO.

En aplicaciones matematicas, no sélo se presenta el problema de encontrar el conjunto de
puntos que satisfacen una relacion dada en el lenguaje algebraico, sino que ademas, es comin
tener que resolver el problema inverso, es decir, determinar la regla de correspondencia en el

lenguaje algebraico de un conjunto de puntos que satisfacen una o varias propiedades.

El conjunto de puntos que tiene una propiedad (o varias) en comiin, es un subconjunto de

los puntos en el plano.
En el plano coordenado el subconjunto de puntos que satisfacen una o varias

propiedades determinadas, con exclusion de todos los demds puntos en el plano, recibe el

nombre de lugar geométrico.

-21 -




Un lugar geométrico se define por una o varias propiedades geométricas que

comiinmente estan expresadas en palabras.
Ejemplos de lugares geométricos:

1) Lugar geométrico de los ﬁuntos del plano que equidistan de dos puntos fijos A y B.

Este lugar geométrico corresponde a la mediatriz del segmento AB ; por ejemplo se
cumple que la distancia del punto A al punto C es igual a la distancia del punto B al C,

igualmente para los puntos D, E, F y cualquier otro sobre la mediatriz del segmento (Figura 13).

A C

Figura 13

2) Lugar geométrico de los puntos del plano cuya ordenada es igual a cero. Este lugar
geométrico corresponde al eje de las abscisas, ya que para cualquier valor que tome la variable x,

R el valor de la ordenada cumple con la propiedad de ser igual a cero (Figural4)

Y

Figura 14




3) Lugar geométrico de los puntos del plano cuya abscisa es igual a cinco. Este lugar
geométrico corresponde a una recta paralela al eje de las ordenadas, ya que para cualquier valor
de la variable y, R el valor de las abscisas cumple con la propiedad de ser igual cinco. (Figura
15)

Figura 15

-2 -1 1 2 3 4 X

4) Lugar geomerrico de todos los puntos en el plano que equidistan de un punto dado
(A). Este lugar geométrico corresponde a una circunferencia, ya que la distancia, siempre es la
misma. Por ejemplo, la distancia del punto B al punto A es la misma que la distancia del punto C

al punto A, etc. (Figura 16).

Figura 16

S) Lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo (A) y una
recta (¢). Este lugar geométrico corresponde a una parabola. Por ejemplo, la distancia del punto C
al punto A es la misma que la distancia del punto B al punto A es la misma distancia del punto B
a larecta ¢ y la distancia del punto B al punto A es la misma distancia del punto B a la recta ¢,

etc, (Figura 17)

e e S8




. Figura 17
6) Lugar geométrico de los puntos en el plano cuya suma de distancias a dos puntos

Jfijos (F; y F;) es constante. Este lugar geométrico corresponde a una elipse. Por ejemplo, la
distancia del punto F, al pinto C, mas la distancia del punto C al punto F», es igual a la constante
k, etc. (Figura 18).

o)
<

AN

Figura I8

LA ECUACION DE UN LUGAR GEOMETRICO.

Al definir ya lo que es un lugar geométrico, ahora solo queda encontrar las ecuaciones de
algunos de ellos. Para esto, se explicara el procedimiento general de tres pasos que sirve para

todos los casos.
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1) Se escoge un punto P(x, y) que tiene la caracteristica de ser el representativo de todos
los que forman el lugar geométrico. Este punto no puede tener coordenadas numéricas porque
estaria fijo y lo que se requiere es que tenga coordenadas variables, para que al moverse, vaya
creando el lugar geométrico deseado.

2) Cada lugar geométrico tiene una o varias propiedades que cumplen todos sus puntos
y lo que distingue de otros lugares. En este paso se deben poner en forma de igualdad aquellas
condiciones que identifican que el punto P(x, y) satisface la propiedad particular de ese lugar.

3) La igualdad geométrica debe ser expresada algebraicamente (o analiticamente) con los
elementos o formulas propias de la Geometria Analitica, de tal manera que al simplificar lo

maximo posible, se obtenga la ecuacién del lugar geométrico buscado.

Al resumir:
1) Se escoge el punto P(x, y).
2) Se escribe la propiedad con respecto al punto p, en forma de una igualdad.
3) Se convierte analiticamente la igualdad y después de simplificarla, se obtiene la

ecuacion buscada.

EJEMPLOS:
1. La mediatriz es la recta perpendicular a un segmento de recta en su punto medio. Para
encontrar la ecuacion de la mediatriz del segmento AB, con coordenadas: A( 1, 5) y B( 6, -2),

siguiendo los pasos descritos anteriormente. ( Figura 19)

1. Se toma el punto P(x, y) representativo

de todos los puntos de cse lugar. A

2. Lamediatriz es, el lugar geométrico de to-

dos los puntos en el plano que equidistan

6 - N W a2 ©w O

de los extremos al segmento .

&

o

Figura 19




Eqmdistar significa que la distancia es la misma, por la que la igualdad, en base a la propiedad,
es: d( P, A)=d(P, B).

~3) “Es necesario expresar analiticamente la igualdad y, para eso, se debe identificar que

d(P, A) y d(P, B) representan, en cada caso, la distancia entre dos puntos. Como:

d(P,A)=J(x—x) +(y=y,) y d(P,B)=J(x—x,)* +(y—y5)*

Entonces, la igualdad se convierte en:

VO =x,)P + (= ys)? == x5)" +(y - 9,)°

Ya se tiene las coordenadas de los puntos A(1,5) yB(6 2),al sustituir se obtiene:
VE=1D+(r=5) = J(x—6)* +(y-(-2))*

Ya expresada la igualdad analiticamente, se debe Teducir a su minima expresion para tener la

ecuacion buscada.

Se quitan las raices cuadradas y se eleva al cuadrado ambos miembros de la igualdad:
(x-1)+ (y-5)" = (x-6)" + (y+2)
Desarrollando los binomios al cuadrado:
X2-2x+1+y* - 10y+25= x*-12x + 36 +y* + 4y + 4
Se iguala la ecuacion a cero:
X2-2x+1+y*-10y+25- x>+ 12x-36-y' -4y-4=0
Reduciendo los términos semejantes:
10x - 14y -14=0
Al dividir entre dos, queda la ecuacidon de la mediatriz del segmento AB:
S5x-7y-7=0.
El punto medio del segmento AB, debe ser un punto de la mediatriz, al comprobarlo.
Pumas (7/2,3/2)

e [




en la ecuacion, debe cumplixjse' la fgu‘aldad

2
35-21-14 _,

2
0=0

2. Una figura muy utilizada y conocida es la circunferencia. La cual esta representada en
las llantas y volantes de automoviles, el sol, los discos de miisica, las construcciones,
los instrumentos musicales, etc. Para encontrar la ecuacién de una circunferencia que
tiene por centro el punto C(-35, 2) y de radio r = 6, siguiendo los tres pasos de los

lugares gecométricos. (Figura 20.)

I. Setoma el punto P(x, y)
2. Lacircunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan
de un punto fijo llamado centro. Como la distancia de cualquier punto P de la curva a su

centro es el tamaiio del radio, la propiedad queda expresada como la
igualdad d(P,C)=r.

Y
6 -12

Figura 20




3. La traduccién analitica dice qﬂe d(P, C) es la distancia entre dos puntos por lo que:

d(P,C) = \/(x —x.)? +(¥=yc)? 'y runaconstante.
Entonces la igualdad es:
VE=x) +(y=yo)* =7

Ahora, se sustituye las céordenadas del punto C(-5, 2) y el tamafio del radio (r = 6) en la

ecuacion anterior.

J(x —(=5)* +(y—2)* = 6 y simplificando lo maximo posible

(x +5)*+ (y - 2)*= 36, elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad
x2+ 10x + 25 + y* - 4y + 4 = 36, desarrollando los binomios al cuadrado

x? + 10x +25+ y? - 4y+4 - 36 = 0, igualando la ecuacion a cero

x2+.1 Ox+y2 =4y - 7=0, reduciendo términos semejantes

X2+ y* +10x - 4y - 7 =0, al ordenarla se obticne la ecuacion buscada.

3. Otro lugar geométrico conocido es la elipse, ésta es la trayectoria que siguen los
planetas, incluida la tierra, al rededor del sol. También hay lentes y espejos, asi como la forma de
ciertas salas de miusica que utilizan las propiedades de la elipse. Algunas plazas publicas, como la
de San Pedro en Roma, tienen forma eliptica. Finalmente, en muchos jardines hay arreglos de
plantas y flores en forma de elipse.

Se encontrard la ccuacidn de la elipse que tiene por focos F(-4, 0), F'(4, 0) y su eje

mayor A4’ mide 10 unidades de longitud. Figura 21.

1. Se escoge el punto P(x, y)
2. La elipse es el lugar geométrico de todos /-
los puntos en el plano tales que la sumas de A'k—jﬁx

sus distancias a dos puntos fijos es siempre -

constante. Los dos puntos fijos son los dos -

focos (F y F') yla constante es el tamafio
del eje mayor. Asi, la propiedad la escribi-

mos como: Figura 21.
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NE=x Y + =y +f(x=xp)  +(y=yp)’ =k
Si sustituimos los datos F(-4,0), F'(4,0) y k = 10, se tiene:
VE+4)? +(y=0)* +,/(x=4)* +(¥y~0)* =10

Ahora, para reducir a su maxima expresion :

se pasa una raiz cuadrada al segundo miembro:
VE+47 +(y-0)* =10-/(x~4)* +(y-0)*

Se eleva al cuadrado ambos miembros de la igualdad.
(x+4)+(y-01 =(10- J(x-4)* +(y-0)* )

Elevando los binomios al cuadrado de ambos miembros de la‘iguéldad

X+ 8x +16+y* =100 - 20 A/(x —3)% + ()’ + (x-4)%+y?

Elevando los binomios al cuadrado del segundo miembro.

X+ B H16+y =100 -20/x? ~8x +16+ > + x*-8x + 16 +y?

Pasando al primer miembro todos los términos que no incluyan la raiz cuadrada.

X2+ 8x+16+y* - x> +8x-16 -y* -100=-20,/x> —8x+16+’
Reduciendo términos semejantes:
16x -100 = -20./x* —8x +16 +*

Se divide entre cuatro toda la igualdad;

4x 25=-5 x> —8x+16+)°

Elevando al cuadrado de nuevo los dos miembros de la igualdad:

(4x 25 =(-5 [x* —8x+16+y* )
Desarrollamos al binomio al cuadrado y hacemos la multiplicacién:
16x? -200x + 625 = 25x” - 200x + 400 + 25y
Pasado todo al primer miembro:
16x2 -200x + 625 - 25x2 + 200x - 400 - 25y* =0
Al reducir términos semejantes y multiplicar por -1 se obtiene la ecuacion buscada:

9x? +25y* -225=0
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4. La parabola es la figura que se obtiene cuando se lanza un objeto al aire de manera no

vertical. Seusa en lentes y espejos y antenas de radio y television. Se encontrara la ecuacion de

la parabola cuyos puntos equidistan del eje Y del punto -----

1. Se toma el punto P(x, y)

2. La propiedad ya establecida en el enunciado
nos dice que la distancia del punto P al eje Y,
o sea de d(P, eje Y) =d(P, F).

3. Analiticamente 1a d(P , eje Y) es el valor -
absoluto de 1a abscisa del punto P y la d(F, P)

es la distancia entre dos puntos. Entonces la

F(-3, 1) (Figura 22).

igualdad indicada en el inciso 2 es:

Ixl= (x=x.)? + (= y;)?

Si sustituimos las coordenadas de F (-3, 1)

se tiene: [x|= /(x +3)2 +(y —1)2
Para reducir la ecuacién a su forma simple:
Elevando al cuadrado ambos miembros:
x* = (x 43+ (y- 1)
Desarrollando los binomios al cuadrado:
x? = X2+ 6x+9+y-2y+1
Igualando a cero la ecuacion
' X2 -x*+6x+9+y-2y+1=0
Al simplificar los términos semejantes:
6x +y* -2y +10=0
Ordenando tenemos la ecuacién de la parabola buscada:
Y +6x -2y +10 =0

» Figura 22




PENDIENTE DE UNA RECTA.

Una linea recta dirigida, es una recta que guarda cierta inclinacion respecto al eje de las
abscisas en un sistema de coordenadas cartesianas. Ejemplo: La figura 23 muestra a la recta ¢
haciendo un angulo o respecto al eje de las abscisas.

Por convencién las rectas en este caso ---

seran dirigidas unicamente hacia arriba, por ¢
lo que el dngulo de inclinacién de las rectas

« esta limitado al intervalo0® < @ < 180°. /

Si se obtienc la tangente del angulo de ---- A a
inclinacion de una recta, al resultado se le

llama pendiente de la recta y generalmente
se le denota con la letra m
m=tan o
Figura 23
EJEMPLO: . -
La=30
’_vj:C‘dme;‘;‘l‘é‘;:.pendi}ente de la recta esta definida como m = tan o sélo se sustituye en la

écuaéibhf esdecnr 'm=tan 30° = 0.5774

m = tan 60°= 1,732

m =tan 170°= - tan (180°-170°) = - tan 10° = - 0.176.

La pendicnte de recta, no s6lo se puede calcular por medio de la ecuacion m = tan
o directamente, también es posible obtenerla cuando se conocen dos puntos de ella. Esto es:

dados dos puntos pi(x), y1) y p2(X2, y2) que muestra la figura 24
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Obsérvese que del punto pi(xi, yi) se
P se trazd un segmento de recta paralelo al
S A eje X, viene a ser un lado del triangulo rec-

Yy tangulo que se forma con este segmento, --

Y-
) con la recta p,p2 y el segmento formado ---

por el punto de interseccion del segmento -

(x2 - X1), con la ordenada y; quedando este

lado opuesto al angulo o es dado por ---
(y2- y1). Como m = tan a y al tangente del
Figura24 . angulo o es igual a, el cateto opuesto sobre

el cateto adyacente, se tiene con ayuda de

la figura que:
m=lana = u
Xy =Xy
m=22"2L " Férmula (5)
X, — X,

EJEMPLOS:
1. Obtener la pendiente de recta que pasa por los puntos A( S, 3) y B(-1, -3).

Al observar la figura se aprecia, tomando en cuenta la escala que, las coordenadas del
punto A son (5, 3) y el punto B(-1, -3).Como la pendiente de la recta que pasa por dos
puntos conocidos se obtiene por medio de la expresion.

Y2 =W

m=—*—1

Xy = Xy
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Sean (x), y1) las (':c.)o,rdenadas del punto A(S, 3),es decir x,= 5, y; = 3 y las coordenadas del

punto B(-1, -3) se asignan al punto (X2, y2) esto es Xa= -1; y» =-3.

Sustituyéndose en la ecuacion de la pendiente se tiene:

2. Calcular la pendiente de la recta que pasa por los puntos M (-4,2) yN (8, -3).

M

NuUusvevwee

[
]
1
I

b b

Sean (x,, y1) las coordenadas del punto - -
M(-4, 2), es decir x;= -4, y; =2 y las -- - -
coordenadas del punto N( 8, -3) se asignan
al punto (x2, y2), esto es xa= 8; y» =-3.
Sustituyéndose en la ecuacion de la pen-
diente se tiene:

-3-2 -5

m=—=—=-0416
8+4 12

3. Un triangulo determinado por los puntos A (5, -3), B(2, 2), C(-4, 1). Computar la

pendiente de sus lados.

Para obtener la pendiente de los lados

Yo =Wy
Xy =Xy

en cada lado

del tridngulo que m =

del poligono.

La pendiente del lado AB, se denominara

como m_, ladellado BC como my y

m—=representara la pendiente del lado AC




Para obtener la pendiente map se emplean los puntos A(5, -3) y B(2, 2).

Estoes: x;=5,y; =-3 'y X2=2; y2 =2,

Sustituyéndose en la ecuacion de la pendiente se tiene:

-

2+3 5
Tme =2¥3_3 _ 1666
"ET3 s 3

Para obtener la pendiente mpc se emplean los puntos B(2, 2), C(-4, 1). Esto es: x;=2,

Y1=2y Xo=-4;y2= 1.
Sustituyéndose en la ecuacién de la pendiente se tiene:

1-2 -1

n

Finalmente la pendiente mac se emplean los puntos A(S, -3), C(-4, 1). Estoes: x,=35,

yi=-3yxa=-4;y:2=1.

Sustituyéndose en la ecuacién de la pendiente se tiene:

m— = 1+3 = -—4— =-0444
o 4.5 -9

ANGULO DE DQS RECTAS

Sean_ dos' rectas cualesquiera r; y r2 que se muestra en la figura 25 , siempre se
identificara a la recta r;, aquella cuyo angulo de inclinacidon es menor.

Si al punto de interseccion de las rectas r; y r; se denota como &, al punto de

interseccion de la recta ry, con el eje X, se le identifica como ¢ y al punto de intersecciéon de la

rectar con 'el-eje X, se le denomina &, la figura anterior se representa (Figura 26).

&

Figura 25 / Figura 26 4




Considérese el dngulo  de inclinacién de la recta r) es a; el de la recta r2 es o, y al
angulo entre las rectas dirigidas se le denota como 3, en la figura anterior se tendra (Figura
27

En la Figura 28 el angulo suplementario al angulo de las rectas B, se le llamara B2 (
BH—B'; =180° ), el angulo suplementario del angulo de la inclinacién de larecta r; (a2), es igual
~a 180°- o y el otro angulo interior del tridngulo ¢.¢4,..¢,, es igual al angulo de las rectas B,, por ser

opuestos por-el vértice, por lo tanto , la figura anterior se representa como:

Figura 27 . Figura 28

El angulo exterior o al tridngulo ¢. ¢,. &, es igual a la suma de los angulos interiores del
triangulo opuesto a el , esto es:
=01 + Bl de donde

Bi = a2 ~o ...(A)

Témese la funcién tangente en ambos miembros de la igualdad (A), se tendra:
tan By =tan B, = tan{ ap—a)

Como la tan( a,—0t), es una igualdad dada por:

lana , — lana,
an(a, —a|) = ——=—
| +tanatana,
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Como la tangente del dngulo de inclinacion de una recta es igual a su pendiente se tiene que:

: m, —m ,
tanfi, = —2—1 ... Férmula (6)
; 14+ mm,

EJEMPLOS:

1. Obtener el angulo de inclinacién que existe entre las rectas que pasan por los siguientes

puntos correspondientes:

Recta :ir; A(5,3) B2, 1)
‘" Recta:r; C(-1,4) D(-3, -5)

El d4ngulo B que existe entre las rectas r|

. A y r2, se calcula por medio de la expresion:
4
3
‘2
! m, —m
o . tanf, = —2—L
1+ mm,

Donde m; representa a la pendiente de r

I y es evaluada por:

m= u Con A(5,3
X, =X s




Para obtener la pendiente de la recta r;, también se conocen los puntos que son:
Con C(-1,4)=C(x1,y1) y D(-3,-5)=D(xz, y2)

Sustituyéndose los valores numéricos de mz, se tiene:

: -5~4 -9 9
ny=——=——=—
-3+1 -2 2
Sustituyéndose lgs valores numéricos de m; y my, se tiene:
' 9.2 2
m, —ni 3 6 23
Tanf, =22 __2 = == = 09583
anp, 1+mm, I+-9—(Z) 1+3 24
2\3

° B =ang. tan (0.9583) = 43, 7°

RECTAS PARALELAS.

1. Obtener el dngulo de las rectas definidas por los puntos: A(S, 3), B(3, 1),y C(1,4),D(-2, 1)
Al observar la figura, se aprecia que las
rectas son paralelas y que el dngulo entre -
ellas es cero, por lo cual sus pendientes --

son iguales, esto es:

Se sabe que el angulo que forman las

rectas se obtiene por medio de:

m, —m

o . tanp, =
3.2 W 0 1 2 3 4 5 8 1+ nym,
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Donde m; es la pendiente de recta formada por los puntos: A(5, 3) y C(3, 1); mientras
que m; representa la pendiente de recta que es definida por C(1, 4) y D(-2, 1), en ambos casos las

pendientes se obtienen por medio de :

m=22"Y1 4 A(5,3), B(3, 1) Y C(l, 4), D(-2, 1)

x; — X, .
n =.!___3—.:2_—[ m—i_i_]
T35 2 T 2-1 -3

Notese-que las pendientes de las rectas son iguales; sustituyéndose en:

nm, —m I-1
tanf, = —t—> =

T+mm, 1+1(1) -
B =ang. tan (0) = 0°
En general se puede manifestar que cuando el dugulo de dos rectas es nulo, las lineas rectas

son paralelas. Cuando dos rectas son paralelas sus pendientes son iguales, es decir : m;=m;

RECTAS ffERPENDICULARES

Si el angulo de dos rectas es recto ;Qué relaciéon guardan sus pendientes? Cémo el
angulo entre las rectas es un angulo recto, implica que f = 90°

n, —m

tanf, = = tan90° = o

1+ mym,

Para que el cociente sea infinito se requiere que el producto de las pendientes mym; = -1

ya que asi se-obtendra :

tanf, = My mmy oy gy my —my
s mny, 1+ (-1) 0

La condicién de que dos rectas sean perpendiculares es el producto de las pendientes de

.
las rectas sea igual a menos uno m;m;=-1 o bien: my=-1/m;
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4. Demostrar que el poligono determinado por los puntos A(3, 5) , B(-4, 3) y C(-6, -5) es
- 'un triangulo obtusangulo.

Recuerde que el tridngulo obtusingulo es aquel que contiene un angulo obtuso , por lo
tanto el problema se reduce a obtener el dngulo B, ya que segin la grafica es el Winico dngulo del

triangulo ABC, que es obtuso.

Los angulos $ y o son suplementarios, es decir; B + o = 180° de donde se tiene que:

$=180°- o

El 4ngulo .0 como se apreciaen la
figura, es el dngulo formado por las rectas —

ri definidas pox: los puntos A y B; y la recta

r2 , determinada por la recta que pasa por — e

los puntos C(F:6, ‘-jVS)Ay -B(-4, 3) por lo tanto :

Ny = my- c

Clano =

B 26 %
m,=m =4 7 7._26
15
7

Lbmmy, ) 4(3)
, i 7

o =ang. tan(26/15) = 60°
B =180%60° = 120°

.




4. Demdstrar que los angulos interiores de un tridngulo suman 180° con el tridngulo

obtusangulo del problema anterior.

Cotﬁc; ya ée calculd el angulo obtuso del tridngulo ABC, el cual tiene un valor de 120°, en
este ejercicio se procedera a evaluar a los dos angulos restantes A y C, para lo cual se sabe que
se emplea la exprésién: ‘
m, —m,

tand =
14+ mm,

Para ei E;élculo del angulo A obsérvese que de acuerdo con el sentido positivo del
angulo (sentido .contrario a las manecillas del reloj). La pendiente m; sc considera que es la
pendiente de recta donde termina el angulo y la pendiente m, es la pendiente de la recta a partir
de la cual se inicia el angulo. Por lo tanto la pendiente m, se obtiene empleindose a los puntos
C(-6, -5) y A(3, 5). El cilculo de la pendiente m, se realiza con los puntos A(3, 5) y B (-4, 3).

m=22"21 . A3, 5), B(-4, 3) Y C(-6, -5), A3, 5)
e T S
3.5 2 2 5+5 10
ny = =—== m, = =—
S -4-3 -7 7 3+6 9
* Sustituyéndose los valores numéricos de m; y m; se tiene:
0.2 32
m, —m 9 7 63 _ 52
tand = —2—1 = =22 ==
L+mm, | 10 (2) 83 83
- + —_— — —_—
9\7 63

_ A =angtan(52/83) = 32°

En el.céélculo del 4ngulo C se tiene:

m= % ; C(-6, -5), A(3,5) Y C( -6, -5), B(-4, 3)




Sustituyéndose los valores numéricos de m; y m; se tiene:

410 26
tanC = iy — my = 9 = E. :.2...6.
1+mm, 10 49 49

1+4| — ?

C = ang tan( 26/49) = 28°
Finalmente se suman los valores numéricos de los angulos A, B y C para verificar que su suma
es igual a 180° y quede resuelto el problema.

A+ B+ C =120 32°+28°= 180°

5. Demostrar que la recta definida por los puntos A(1,3) y B(7,-3) es perpendicular a la
recta que pasa por los puntos C(2, -2) y D(6,2).

Para comprobar que las rectas de este problema son perpendiculares, las pendientes de las

rectas deben satisfacer la relacion mym; = -1

También se puede demostrar, que las rectas son perpendiculares, calculando el dangulo

entre las lineas rectas, por medio de:

m, —m,
tanff = —————
1+mm,

y comprobar que el angulo es de 90°.




Para obtener la pendiente m; que es definida por los punto§ C(2, -2) y D(6, 2) se utiliza la
expresion:

uﬁnll =g.+_2_=i=l
X, =X, 6-2 4

m=

A la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(1, 3) y B(7, -3) se le Hlamaram; .

Si las rectas son perpendiculares deben de satisfacer la relacion mim; = -1, sustituyéndose
los valores de m; y my se tiene (1) (-1) = -1, lo cual demuestra que las rectas de este problema

son perpendiculares.

Ahora se empleara la expresion:
m, —m, ~-1—1
T+mm, 1+1(-1

-2
1 = = e—=0
anf3 o

Es conveniente recordar que cuando existen dos lineas rectas paralelas cortadas por una

transversal, los 4ngulos alternos internos son iguales o =, x=8.




Simultaneamente se sabe que los angulos alternos externos son iguales € =¢ , y=1. Asi como los

angulos correspondientes I=¢@ , x =A.

5. Demostrar que la recta determinada por los puntos A(-1, -4) y B(1, -1), es paralela a la
recta definida por los puntos C(-3, -1) y D(-1, 2). Sobre estas rectas paralelas para una
transversal definida por E(-3, -5) y F(-2, 2), demuestre que los angulos alternos internos son
iguales; que también lo son los dngulos alternos externos y finalmente compruebe que los

angulos correspondientes son iguales.

Se sabe que dos rectas paralelas

s son paralelas cuando sus pendientes son,
5
e ! / en este caso se debe demostrar que map =
V-
-0
7 8 “ A 2 3 4 "7Ah=_l+4=3
& I+1 2
A 241 3
mey, = ==
. -1+3 2

5o &

=




Por lo tanto la recta definida por los puntos A y B es paralela a la recta determinada por
los puntos Cy D.

Para demostrar que los dngulos alternos internos son iguales a=f,y=86 , se debe
conocer a la pendiente de la linea transversal EF, y asi poder aplicar la férmula para calcular el
angulo entre dos rectas.

Como la recta transversal pasa por los puntos E(-3, 5) y F(-2, 2), se tiene:

Mg, = 2-5 3. |
-2+3 1

Al evaluar el dngulo o se hace a la pendiente de la recta EF igual a m; y la pendiente de

-3

la recta quees definida por los puntos AB es m;.

nM=megr=-3 y m=map= 3/2.

9
tana = 22 "M 2 =%=%
2

Ly (’__3)(_2‘3)

o= ang tan(9/7) = '52.12°

Al calcular "e‘ly"zfi_nguilgvﬁr _ )age‘a la pendiente de la recta CD igual a m; y la pendiente de
la recta que es definida pdf los puntos EF es m.
mz = mgp = <37y my=mcp = 3/2.

Cmy=m . 373
tana = —3_—L = 2

o Mmmy 1+(-3)(3)
B =ang tan( 9/7) = 52.12°.

Obsérvese de la figura que los éngulos alternos externos € y ® son opuestos por el vértice

=2
>

NN

a los angulos 3 y a respectivamente por lo que:

€=B=52.12° o=0=52.12°

. E= M.




Los angulos ﬁ:q'rreépondientcs' € ya son iguales ya que £ =a = 52.12° Se deja como
ejercicio al e'é:tu‘di,a:htvé “el demostrar que los 4ngulos alternos internos restantes de la figura son

iguales, ademads los 4ngulos alternos externos y los correspondientes.

EJERCICIOS:

1. Hallar la distancia entre dos puntos cuyas distancias son:
a) (-8)y(17) b) (11) y (53) c) (-25) y(-143)

2. En un sistema de ejes rectangulares, situar los siguientes pares de puntos y calcular sus

dlst'uwlas respectwas o
VG,Ny T8 D OOYE0 9 (—2,_g)y(-'*

' 54), (-4, -6) y (2, -1)

de ‘un‘ cuadnlatero son Ios puntos (l 3), (7 3); 9 8) y (3 8). Demostrar que

‘ el cmdnlatero es un paralclogr'uno y calcular su perlmctro

4. -Trazar el cuadrilitero cuyos vértices son: (1, 2), (4, 5), (1, 5), (4, 2). Calcular las

longitudes de sus diagonales y comprobar que ellas son iguales.

5. Comprobar que los puntos A(1, 1), B(0, 5), y C(-3, 0) son los vértices de un tridangulo

rectangulo. Dibujar sus alturas del tridngulo y calcular sus longitudes.

6. Hallar el punto de la abscisa 3 que diste 10 unidades del punto A(-3, 6) y hacer su grafica

para comprobacién.

7. Trazar el tl{irz'i_ﬁ’gulor de vértices A(4, 2), B(0, 6) y C(-2, -2); dibujar las medianas y calcular

sus longitudes; calcular sus angulos interiores.




10.

12.

13.

14.

15.

Determinar las coordenadas del punto P(x, y), que divide al segmento determinado por los

puntos Pi(7, 5) y P2(-4, -4) en larazén r = :l; Trazar su grafica correspondiente.

Hallar las coordenadas de un punto P(x, y), que divide al segmento determinado por

P((5, -2) y P2(2, 5), si la razén es r = 2, Hacer su grafica.

El segmento que une el punto A(-2, -1) con el punto B(3, 3); se prolonga hasta C.

Sabiendo que BC =348, determinar las coordenadas del punto C. Hacer la grafica.

. El centro de un cuadrado es el punto (2, -1) y dos de sus vértices son (2, 2) y (-1, -1).

Encontrar las coordenadas de los otros dos vértices, trazarlas y calcular su perimetro.
Trazar el segmento cuyos extremos son (-2, -1) y (4, 2). Calcular: a) Las coordenadas del
punto medio del segmento; b) Las coordenadas de los puntos que dividen en tercios al

propio segmento.

El punto (2, 6) es un extremo del segmento cuyo punto medio es (3, 3). (Cudles son las

coordenadas del otro extremo del segmento? Comprobarlo graficamente.

Calcular las pendientes de los segmentos que unen a los puntos del problema dos.

Comprobar que los puntos (-2, -1), (2, 1) y (4, 2) estan alineados; Hacer lo mismo con los

puntos (2, 0), (0, 2) y (-4, 6). Comprobarlo grificamente.

- ' . 3
. Dibujar una recta quc pase por ¢l punto (-1, 2), cuya pendiente sea 4’ trazar otra recta

que pase por el mismo punto cuya pendiente sea —% ; Calcular el angulo comprendido

entre estas rectas.




. Determinar-las coordenadas de un punto P(x, y), que equidiste con los puntos fijos:

17
‘A(4, 3); B(2, 7) y C(-3, -8). Trazar la gréfica,

18. Hallar el lugar geométrico del punto P(x, y), cuya distancia equidista al punto fijo C(2, -1) .
sea igual a 5. Hacer su grafica.

19. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(x, y) cuya diferencia de distancias
a los puntos fijos F (1, 4) y Fy(1, -4) sea igual a 6.

20. Calcular los angulos interiores del triangulo cuyos vértices son A(-3, 0), B(0, 7) y C(7, 4).
Trazar su grafica.

21. Determinar el punto que pertenece al eje “y” y que equndlsta de Ios puntos (- 2 -3) y (6, 1).
Trazare su grafica.

' 22. Trazar el trlangulo cuyos vértices son los puntos (3, 2), (6, 1) y (7 -2) Demostrar que es
isosceles, calcular las pendientes de sus tres lados, sus angulos interiores, su perimetro, su
area y sus angulos de inclinacion.

23. Dibujar el triangulo cuyos vértices son los puntos A(3, 1), B(-1, 1) y C(0, -3), calcular los
puntos medios de sus lados calculando el perimetro y drea, que resulte del triangulo
trazado por los puntos medios.

RESPUESTAS

1, a)d 25 _ o b)d 42 - ~ c)d=118

2. a)d—18439b) d—-1272 L) d='10.29 e) d=5.38 °
3. dAB=dDC=6, dAD =dBC =29
4. Diagonal AB = Diagonal CD = /I8




5. AB=AC=-17, €B=-/33, Poreltéoremade pitdgoras

mCA = ‘l‘ , mAB=—-4,= G‘-)(- 4)# -1.". Es un triangulo rectangulo

6. P(3,-2)
Py =(24), Pp=(-12), P =(1,0), A=78°42, B=59°3", C=42°15"

8. l’(-l—?-,l—l-)
e

L 2LPO3)
22, A=B=26°34", C=126°52’, Area=4U?, Perimetro = 11.98
23. Perimetro = 6.56, Area = 2U%




UNIDAD II
LA RECTA = ’

Euclides ( 300 a.C.) sistematizd en sus libros llamados los elementos, los conocimientos
de geometria que existian hasta entonces. La geometria euclidiana, que se estudia actualmente en
la escuela, se deduce de diez premisas muy simples y l6gicas llamadas postulados (5) y axiomas

(5), estas premisas han sido uno de los pilares mas importantes en el desarrollo intelectual del
hombre .

De la geometria euclidiana proviene la conocida frase “ la distancia mas corta entre dos

puntos . cs la‘line‘a'recta Esta propuesta tlene la virtud de coincidir con el sentido comiin y, en

un prilicipio,' todo lo'que l'\ ontradlg'l serla rapldamente tachado ildgico.

Pox eJempIo.

Lo mas logl o lO cm, recorra el techo totalmente por su mitad y

luego que ba_)e ésta que sorprenda a su presa. En total tiene que recorrer

11 metlos ‘es'la misma distancia_si baja de la pared 2.9m, sigue por la mitad del suelo y

sube los 0. :ks,to.:f

g

Esto se.b a en la idea euclidiana la menor distancia que hay entre dos puntos,

con lo'cml solo paS'1 por tres caras o paredes del cuarto y cualquier otra trayectoria
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deberia ser mayor en longilud Analizando " el problema, se recorta a un paralelepipedo
(que es la forma del cuarto ) a escala del orlgmal colocdndolo en un plano y se unen los

puntos donde se encuentran los dos insectos.

T v o :
g .

A
("] LA )

Existen diferentes formas de cortar al paralelepipedo, la primera es laque da | 1m,

pero si se sigue analizando se observa que una de cllas corresponde al valor mas pequerio

de la trayectoria_ que debe recorrer una araiia , y es de 10.16 m. Si se unen las dos caras

con la ljecla‘ razad: ) el cuarto, se notard que. Contra la légica ,-la arafia debe

“enlugaride las tres que habiamos pensado, para tener la

_trayectoria: que le'da la‘distancia mas corta entre dos puntos .

" A esté camino que minimiza la distancia, se le conoce con el nombre de geodésica

b) Un grupo de investigadores se encuentra en un campamento. Salen a dar una caminata,
uno de ellos lleva una brujula, recorren tres km. al sur y luego cuatro al oeste, donde se
encuentra un fosil, lo recogen y lo llevan a su campamento para analizarlo. El que llevaba
la briijula se dio cuenta de que para regresar recorrieron tres km. al norte.

Si lo representamos grafica --

mente se observa que sucedid algo ex--

S|~
trafio, ya que la menor distancia entre 1] I

R N5 KM
el sitio en que encontraron el fosil y el 2

3 .
campamento, deberla de ser cinco km. K s

M e

Yy en dueccnm (_Como es -- _ '
: e ESTE 4KM




Para poder entender lo que paso, antes, que nada, se debe de tomar en cuenta que el
movimiento de los investigadores no se hace en un plano, sino en la tierra que es un .espacio
curvo, por lo tanto, las geodésicas no son lineas rectas. Asi una explicacion puede darse si se
supone que los investigadores estaban en el Polo Norte, al moverse tres km. hacia el sur lo hacen
por un meridiano terrestre, luego por un paralelo cuando camina cuatro km. hacia el este y, al
final, al caminar hacia el norte tres km. por otro meridiano, regresan al punto de partida.

Las geodésicas en este caso no son lineas rectas, esto es importante que se tome en cuenta
cuando se va a construir un puente de varios kildmetros de longitud, ya que la tierra es una
superficie curva.

Los ejemplos anteriores proporcionan una vision mds amplia del tipo de geometria que

nos rodea y que algunas veces parece ir en contra del sentido comun.

También es importante mencionar que hay otros tipos de geometrias que surgen al negar
el quinto postulado de Euclides, el cual dice que por un punto exterior a una recta dada, sélo es

posible trazar una y sélo una recta paralela.

En 1830, después de mas de dos mil aiios de vigencia tedrica y prictica de la geometria
cuclidiana, un matematico ruso, Lobachevky, negé el postulado de las paralelas al plantear que
por un punto exterior a una recta dada sc puede trazar dos rectas paralelas a la anterior. Mas
tarde, B. Riemann, matemitico alemin también niega el quinto postulado al decir que por un

punto exterior no se puede trazar ninguna recta paralela a otra dada.,

Ambas geometrias no euclidianas parecen ser no sdlo un esfuerzo intelectual por negar el
sentido comtin y que nada 1égico se puede obtener de ella. Lo curioso es que las geometrias del
espacio que se generan, tienen consecuencias tedricas muy importantes, siendo uno de sus
mayores logros la correspondencia con la famosa teoria general de la relatividad de Einstein,
que plantea un espacio-tiempo no euclidiano y que se puede identificar con la geometria de

Riemann,

Asi, como . la ﬁs'ica clasica de Newton es un caso especial de la relatividad de Einstein,

cuando la velocidad del objeto es pequeiia, ¢s comparada con la tuz (300 000 km./seg.), la

v‘-;. _Sl_




geometria cuclidiana surge de la no euclidiana, cuando las dimensiones geométricas son

pequefias comparadas con las del marco de referencia espacial y no se pueden representar en un
plano. )

Retomando el ejemplo de los investigadores que caminan tres km. al sur a partir del
polo, se puede considerar que después de moverse 4 km. Al este se encuentran en un punto
exterior a una recta dada. Pero si caminan tres kilémetros al norte, se dan cuenta que interceptan

con la “paralela” ya que regresan al campamento o al punto de partida.

ECUACION DE LA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS.

Al observar la linca recta que es definida por los puntos Py (xi, y1) ¥y Pa(xa, y2) de la

_figura que estd inmediatamente a la izquierda se aprecia que su pendiente m es dada por:

P,
y2 | v
] P vy
Y2 A o J
s X-X .
{ P .
Y=n .
Yi 1. . &7 i .
. X=X N .
1 Xy X X2
De écinerd_o‘al i"riéingulo rectangulo PyI P>
C.Opuesto -
Cm=tanf3 = £ =227 N (D

C. Adyacente Xy =%,

De la figura anterior en el lado derecho se ha representado un punto cualquiera de ia

recta P(x, y)y.se han trazado sus coordenadas, en forma similar al grafico del lado izquierdo .




Es notorio que existe otro triangulo rectangulo formado por la parte de la misma recta y con los
catélos_(*"- X1) y (y- yl'); si se aplica nuevamente la definicion de pendiente de una recta, en este
caso se oBténdré:“* S
Cmmianp=2TN @)
X=X ,
Como el dngulo de inclinacion de la recta es el mismo de las ecuaciones 7 y 8 entonces

las pendientes son iguales y se tendra m;= m; es decir:

YN _Ya= N

X=X  X,—-X

La ecuacién obtenida es conocida como la ecuacién de la recta que pasa por dos
puntos.
EJEMPLOS:

1. Obtener la ecuacion de Ja recta que pasa por los puntos A( 3, 5)y B(-7, 2). .

Se sabe que la ecuacié

pase por dospunt

Ahora sc realizan las operaciones indicadas:  10(y-5)=3(x-3)
10y -50 =3x-9
3x-10y +41=0
La expresion se le conoce como la ecuacion de la linea recta expresada en su forma

general del tipo Ax + By + C =0




Donde en este caso A el coefcxente de X vale 3 (A =3),Bel coeﬁcnente de y vale -10

(B= -10 ) y a C que es eI lel mlno mdependlente el cual tiene un valor de 41 (C =41).

2. Evaluar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos D(-S, -3) yE4, 2).

> Se sabe que ; la ecuaci()n' de la recta que
pase por dos puntos esde la forma:

Ya— W
,\_—.\,

En esla ecuacuﬁn se susutuyen Ios valores ,
- "D(Xl YLy, I3(' 2) E(xz, )’ﬂ) esto

Ahora se realizan las operaciones indicadas: 9(y+3)=5(x+5)
' 9y +27 = 5x +25
5x -9y -2=0

Dondé eh este cﬁso A, el coeficiente de x vale 5 (A = §5), B el coeficiente de y vale -9 (B =-9) y
aC’ que es el termmo independiente, el cual tiene un valor de -2 (C = -2).

‘La pendlente m'se calcula por medio de la expresion :




III
D |
Il
Ojw

En esta recta se tiene: n =

3.‘Calcu'l_var"lé ecuacion de los lados del trapecio definido por los puntos A(3, 3), B(-1, 3),
C(6. - 1), y D(-4, -1).

‘ El problema se reduce a obtener cuatro ecuaciones de recta que pasen por dos puntos,
una para cada lado del trapecio, es decir para el lado AB se tiene A(3, 3)=A(X1, Y1) y B(-1,3) =
E(x2, y2) esto es:

Y=Y _ V2=

X=X X,=Xx

Se sustituyen los valores

Donde en este caso A, el coeficiente de x vale 0 (A = 0), B el coeficiente de y vale 1
(B =1) yaC que es el término indepéndiente, el cual tiene un valor de -3 (C #-3).
La pendiente m se calcula por medio de la expresion :
—A

m=—
B

En esta recta se tiene: m = ——l— =0

Al expresar la ecuacién como y = 3, se observa que es una funcién constante, la cual
indica que para cualquier punto tiene como ordenada 3.

Para obtener la e !_ag'éﬁ'del lado BD se tiene B(-1, 3)=B(x1, y1) y D(-4, -1)=E(x2, y2)

)’~_J'I 22 TN

esto es: =
, PX=X Xy, —X

Se sustituyen los valores




Yoh W
X=X X —X

Ahora se realizan las operaciones indicadas: 3(y-3)=4(x+1)
‘ 3y -9 =4x+4.
4x -3y +13=0
Donde en este caso A, el coeficiente de x vale 4 (A = 4), B el coeficiente de y vale -3

(B =-3) ya C que es el término independiente, el cual tiene un valorde 13 (C = 13).

La pendiente m se calcula por medio de la expresion :

Al encontrar. lac ecuacnon de la recta DC, ndtese que es paralelo al lado AB y al eje de las

X por. lo tanto su’ pendlente de esta recta debe ser nula ya que se ha demostrado que cuando dos

»rcctas son paralélas sus pendientes son iguales se vera en este caso se tiene D(-4, -1) = D(x,, yi)
y C(6 -l) C(xz, y2) esto es:

YW _ Y~
xX=-x, X, —Xx

Se sustituyen los valores

=—=—=0
x+4 6+4 10
y+1 -0
x+4

Ahora se realizan las operaciones indicadas: (y+1) = 0(x+4)
y+1=0
Donde en este caso A, el coeficiente de x vale 0 (A =0), Bel coeficiente de y vale 1
(B=1) yaCauee

es el termmo independiente, el cual tiene un valor de | (C =1).




La pendiente m se calcula por medio de la expresién:

m=—

En esta recta se tiene: m = T =0

Al expresar la ecuacion como y = 1, se observa que es una funcién constante , la cual

indica que para cualquier punto tiene como ordenada 1.

Para obtener la ecuacion del lado CA se tiene C(6, -1)=C(x1, y1) y A3, 3)=A(x2, );2) esto

es:
Y= _ V2=
X=Xy Xy T X

Se sustituyen los valores .~ -

3y -3 =4x-24

3 4x+3y-21=0
1SO ’Ar,f el coeficiente de x vale 4 ( A =4), B el coeficiente de y vale 3

€ i:tériiiillo independiente, el cual tiene un valorde -21  (C=-21)

- En esta recta se tiene: n1 = =




4, Calcular las coordenad'\s de los 'vértices del cuadrilitero definido por los puntos de

mterseccxon de las rectas y- 3 0,4x-3y+13=0, y+1=0y 4x +3y-21=0.

: Comc} glg\:'sfééuaé‘ioncs de las lineas rectas en este problema son las obtenidas en el ejercicio
anterior, entonces lo que se debe demostrar es que los vértices del cuadrilatero son los puntos
A(3, 3), B(-1, 3), C(6, -1) y D(-4, -1), también se debe recordar que al resolver simultaneamente
estas ecuaciones se obtienen los puntos de interseccioén, esto es:

y-3=0 e ()
4x -3y +13=0 .. (I
y+1=0 .. (111)

4x +3y-21=0 .. (IV)

Despejand a;

tiene:

Por lo tanto las coordenadas de uno de los vértices es el punto (-1, 3) el cual corresponde

al punto B. Considerando las ecuaciones (11) y (1I1).

4x 3y +13=0 ..
y+1=0 ..(l




De la ‘ecua’(’:‘icﬁn (‘lll)vse obtiénve que y =-1. Suvs_tbitl‘lyéﬁdose‘ en la ecuacion (1) se tiene:
D HI=0 E A
D x=-164
. x>= -4
Estas dos rectas nos proporcionan ’al 'vértice‘(-f44,’ -1) que corresponde al punto D,

Analizandose las ecuaciones (lli) y (I‘V):‘sy_é fgndfé: ‘

(V)
De la ecuacién (1) setxen ie.y - 3; en la ecuacion (IV), se tiene :
4x +3(3)-21=0
4x + 9- 21 =0
S ax=12
X=12/4=3 . AG,3).




GRAFICO DE UNA RECTA EN FORMA GENERAL.

Cuando se conoce a la ecuacion de la recta en forma general Ax + By + C =0, y se desea
hacer su grafica, se proporciona un valor cualquiera a “x” o “y” y se obtiene el valor numérico
de la otra incégnita, con ello se tiene a las coordenadas del punto cualquiera de la recta; después
se calcula la pendiente de larectam = -A /B y tomandose, al punto conocido de la recta, a pai’tir
de él se traza en la grafica verticalmente el valor de A, inmediatamente sin despegar el lapiz del
punto final que denota a A, se traza horizontalmente el valor de B, determindndose asi otro
punto de la recta, se unen estos dos puntos y con ello se tiene la recta deseada, esto es:

Hacer las grafica de las siguientes rectas:
l. 3x+2y-9=0

Se proporciona un valor arbitrarioa x o
ay; en cste ejemplo témese y = 0, susti-

tuyéndose en la ecuacion, se tiene:

~Se ‘las coordenadas de un punt

que s.e‘;:qa‘lrc{l.:lla::éli:eéte caso por medio de: m = -A/B , donde A es el coeficiente de x y B es el
'co_eva'léiéh:tefd’e:y bdr lo cual m=-3/2=3/-2, ’
2. 6x-5y+20=0

- Se proporciona un valor arbitrarioc a x o

Valor B

-
® O

a y; en este ejemplo tomese x = 0, susti-
tuyéndose en la ecuacion, se tiene:
6x -5y +20=0
6(0) -5y +20=0 v
 sy=:20.
y=-20/5=4 o

Valor A

“N\W s 00O N O
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Se obtiene asi las coordenadas de unpuvnlo de la ‘recta'H(O, 4). La pendiente m se sabe
que se calcula “en este caso por medio de: m = -A/B , donde A es el coeficiente de x y B es el

coeficiente de y por lo cual m = -6/-5 = 6/5.
ECUACION DE LA LINEA RECTA EN LA FORMA SIMETRICA.

Sea la recta definida por los puntos A(a, 0) y B( 0, b) que se muestra en la figura .
Cuando se conoce a un punto de la recta que esta en el eje x, se la llama a la distancia que existe
entre el origen 0(0,0) yel  punto considerado, ABSCISA AL ORIGEN, en este caso se denota
conla Ictr'l ,.‘fa” cuando cl punto se localiza en el eje y a la distancia que existe entre el
ougen y _‘I ptinto se le llama, ORDENADA AL ORIGEN, la cual por lo general se denota

como .« b”

B(0, b)

Aa, 0)

Obsérvese que se conocen dos puntos de la recta, el punto A(a, 0) y el B(0, b), por lo tanto
se puede obtener la ecuacion de la recta, empleando la expresion conocida como ecuacion de la
recta que pasa por dos puntos, la cual se sabe que tiene la forma:

Y=W _ Vs T
X=X X, =N
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Donde A(a 0) A(x.,yl)yB(O b) =B( X2, ¥2)

Efectuando las operaciones adecuadas se tendra:
-ay =b(x - a)
-ay = bx - ab
-bx -ay = -ab
Dividiendo a la Gltima expresiéon por (-ab), se tiene:

x . r U
—+%}- =1 Ecuacion de Ia recta en forma simétrica.
a

Para evaluar su pendiente de la recta, cuando de ésta se conoce su ecuacién en la
forma snmcmca se obtlene por medio de la expresion:
. —b

m=-—-—
a

EJEMPLOS:
'l.r'Halvlar'la ecuacion de la recta cuya abscisa al origen es tres y su ordenada al origen es
“cuatro. '
De acuerdo con el problema la abscisa al
B ¢ origen es a = 3, y la ordenada al origen - -

b =4, por lo tanto al sustituir en la ecua- -

cion de la recta en forma simétrica se tiene

)}
ue: —+— 1
1 374




Este gréﬁcb se construye localizando los puntos A(3, 0) y B(0, 4). En este caso “su

pendiehte es U T m = -4/3,

, 2.’v0bf’éner la ecuacion de la recta definida por los puntos A(-3,0) y B(0, 7)

) ' En este problema se aprecia que la - - - abscisa al
origen es a = -3 y la ordenada al origen es b = 7, al
sustituirlo en la  ecuacién de la recta en forma

simétrica se tiene:

x Y
==
-3 7
7
n=—
3

TRANSFORMACION DE LA ECUACION DE LA RECTA DE LA FORMA GENERAL.

Cuando la ecuacion de la recta, es dada en la forma general Ax + By + C = 0, y se desea

conocer su abscisa al origen, asi como su ordenada al origen, se puede proceder de la manera

siguiente:

1. El término independiente se transpone al miembro derecho de la igualdad .
Ax + By =-
2. Se divide la ecuacién anterior por -C con el objeto de que el miembro derecho de la ecuacion

sea igual a uno, tal como lo exige la ecuacion de la recta en la forma simétrica.

Ax By =C
_C ..C =C
Ax +_B_y_=] )

-C =C




3. Finalmente se aplican las propiedades de las fracciones algebraicas, esto es:

x Yy
4=
a b

Se tiene'que: .




Dadn la ecuacxon 5x + 4y 220 = 0 se pasa el mlembro derecho de la igualdad al término

mdcpendlente j» S

Ahbrd di\}idilﬂOS_ tbdé la ecuacion eniig 20.

20 20 20

Finalmente se simplifica la ecuacién directamente:

ECUACION DE LA RECTA EN LA FORMA PUNTO PENDIENTE.

Conocida la ecuacion de la recta que es determinada por dos puntos:

Y=h SN
X=X, X -x

Se recuerda que en esta igualdad, la pendiente m esta dada por:

Y=
X-x,

- por lo que se tiene: =m

o bien;

yl = m(\ -X1)

La ultlma expresmn es conocida con la ecuacién de la recta en la forma punto pendiente.




'EJEMPLO:

1, Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(3, -7) y su pendiente es 2/3.

Como debe ser usual en geometria -

analitica primero debe hacerse la figura

con el objeto de ayudarnos a razonar el . p

problema.

En este caso se conoce a un punto -- ;
A(3,-7) dec la recta y su pendiente ---- ' /1:

y+7=%Qf3

Si se desea expresar a la ecuacién anterior en la forma general, solamente se debe realizar
las operaciones algebraicas indicadas.
(y+7) =2(x-3)
3y +21=2x-6
2x -3y -27=0. B

dé_‘"la’reéta que pasa por el punto B(l, -2) y es paralela a la recta




_recta que pasa por el punto B(l, -2), es igual a la pendiente de la recta del problema anterior, es

decirrm=2/3": "~

Por lo cual la ecuacién de la recta en la forma punto pendiente sera:

y-y1=m (X -X;) con m '.—-2/'3,] yB(, ‘2), B("."fi‘, Y1)

3. Una recta es detérmihada por los puntos, D(5, 1) y E(-3, 2), hallar la ecuacidn de la

recta que pasa por el punto F(-1,-3 ) y es perpendicular a la recta DE.

De acuerdo con el concepto de perpendicularidad de dos rectas, la pendiente de la recta
que pasa por el punto F(-1, -3) es reciproca y de signo contrario a la pendiente de la recta que

pasa por los puntos E y D es decir:

| P 1
Chy =~~~ O bien m, = -
: LTI My

Para obtener el valor.numérico de la-pendiente m, se necesita calcular la pendiente mpg

por mednodc: g




Donde: ‘ o :

DS, 1)'=D(xi, 1) y B(-3,2) = E(x2, ¥2) 4
_2-1 1

-3-5 -8

Entonces la pendiente de la recta que

pasa por ¢l punto F(-1, -3) y que es perpen- 22 ]
F

1
o
1
2
3
4

My =

dicular a la recta cuya pendiente es -1/8 es:

m, =_Ll=8

8
Finalmente la ecuacidon de larecta es: y-y;=m (x-x;) conm= 8y F(-1, -3)
y=(=3) =8(x = (=)
Ly + 3 =8(x +1)
y+'3 _ 8x +8

f"ﬁido por los puntos A(4, 1), B(-3, 3) y C(-3, -4), hallar las

as y oblener su Baricentro.

4 Un 1 "mg,ulo e

ecuacnoncs' e las 1ed1

P =(x1+x2 J’|+J’2)
2 7 2

Para el lado AB, se tiene A(4, 1) =A(x1, y1)
y B(-3,3) = B(x2, y2)

rn =545 (3:5) =62

Para el lado BC, se tlene B( 3, 3) B(XI, yn)
yC(-3,-4)=Clxa,y))

: o ,3"”(,:(.“_"35:,3_’_,3.;"*.)’-" ( ’6 _') (— -.5)




Fixxal|11ei1;é'})ara el lado CA, se tiene C(§3, -4) = C(xy, y,) y A4, 1) =A(x2, y2)

~3+4 —4+1)_(1 =3
(B4 (Do

Teniendo los puntos medios de cada lado del tridngulo ABC, se trazan las medianas; de
acuerdo con la figura se aprecia que para cada mediana se conocen dos puntos, uno de ellos es el
punto medio del lado respectivo y el otro el vértice opuesto al punto medio, por lo tanto para
encontrar la ecuacién de cada mediana, se hara uso de la ecuacién de la recta que pasa por dos

YW _Ya~ W
X—X, X;—X

puntos dada por:

Para la mediana APypc;




Finalmente para la mediana CPuan; se ticnci 'C(-3’,'>-4) y‘P_MAu(‘llz; 2)

-

+

W
ISTRIE-

2 L gy =i2w+y

7y+28=12x+36=12x-7y+8=0
Para obtener las coordenadas del Baricentro se debe resolver el sistema de ecuaciones en
donde se pueden hacer un sistema de ecuaciones M; y M2; M; y M3 o bien M; y Ms. Se resolvera
la combinacién M, y M, y se le deja al educando que resuelva las otras dos combinaciones para

que demuestre que las medianas se interceptan en un solo punto.

3x-14y +2=0 ... M,

I9x+7y + 6=0 ... M,

12x-7y + 8=0...M;
De M|yMzs‘e’:,_ti'e|_ie:‘ :

Muttiplicando la ecu;;lfci'c'thl por (-3) se tiene:

OxX +42y=6
Ox+ 7y=-6

49y=0 Donde y=0

Sustituyéndose y = 0 en M3, se tiene:

9x +7(0) = -6
I9x =-6
= -6/9

X =-.66

Por lo,'tanto‘ éI'Baricélltro es dado por: B(-0.66, 0)
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5. Obtener las ecuaciones de las mediatrices del triangulo del problema anterior y las
coordenadas del circuncentro.

Como una mediatriz es un lugar geométrico que equidista de los extremas de un -
segmento, se sabe que este tipo de rectas pasa por el punto medio del lado de cada triangulo y

ademas son perpendiculares al lado que equidistan.

En la figura del lado derecho se muestra B(-3,3)
a las mediatrices del tridngulo ABC de! problema
anterior, se aprecia que como ya son conocidos -

los puntos medios del triangulo, el presente pro--

blema se reduce a calcular la pendiente de cada -

lado del poligono, una vez obtemda se apllca Ia < S

propledad de perpend_lv'

evaluar Ia pel di

se aphcal”'

ecuacnén de estos ugares geomé rlcos '. '

Calculando la pendiente del lado AB: A(4;i D=A x.,y.),B(—3,3) = B(xz, ‘yz)
yimy 3 e

m,, =
an »
x;-x . -3-4

ml ,=——" =-——
My

Haciendo Io mxsmo pma la pendlentc del I'1do BC B( 3 3)= B(xl, y;) C(- ; -4) ,;= Ck(xg,y y2).

,,,,”(,;/_-y_u ij_;lr;:w
SXTx 23430

mh . =———1==—
My

L
N
1
=)

g
7
o




Ahora para la pendiente del lado CA:‘ C(-3,-4)=C (x1, Y1), A4, 1)=A(x2,¥2)

Yy _1+4

5

Me, = -
“xy—x  4+3 7
7

Como la mediatriz del lado AB denotada como M, pasa por el punto medio Pymag(1/2, 2)

=Pmas(x1, y1) y es perpendicular al lado AB, su pendiente es:

ml ,=—

2

la ecuacion sera:

Y=y =m(x—x)

Para hallar la’"incdiatvri‘z del lado BC denotada como M, pasa por el punto medio Pupc(-3, -1/2)

=Pmpc(x1; Y1) y es perpendicular al lado BC, su pendiente es:
IR mlg. =0




y Su ecuacion serd:
Y=y, =mlx-x)

1
+—=0(x+3
s (x +3)

Finalmente para obtener la mediatriz del lado AC denotada como M; que pasa por el
punto medio Pmac(1/2, -3/2) = Pmac(xi, yi1) ¥ es perpendicular al lado AB, su pendiente es:
7

ml = -3

La ecuacién Mj sera:

Las lné_diuttjiqé§ ;e intércéptan también en un punto, a ese punto se le llama circuncentro.
Encontrar suscoordenadhs si las ecuaciones de las mediatrices son:
14x -4y +1=0 ... M1
y=-1/2..M2
4x+ 10y +8=0 .... M3
Substituyéndose y = -05 _cﬁ M3 se tiene:
' 14x + 10(-0.5) +8 = 0.




Se recomienda’ al estudiante que demuestre que todas las mediatrices intersectan en este

punto. ©

6. Encontrar las ecuaciones de las alturas del problema (4) y encontrar la coordenada del

ortocentro.

Por lo tanto para encontrar la ecuacién de
la altura ha, se empleara la ecuacion de la
recta en la forma punto pendiente ya que
se conoce un punto, el vértice A(4, 1)y su
pendiente que es reciproca y de signo con-
trario a'ula pendiente del lado BC por condi-

" cidén dé_kpgr_beyﬁdviculal'idad.

. También .que la pendiente de

la ';'iliura hA pendiente de la

I'problema anterior.

De acuerdo con el problema anterior:

LMy = T My = o0,

N

mlyy =me =

My,

A 7
s mlye =my, =0, mle, =m, = -3

Con A4, 1) y‘nvl =0 la ebuacién de la altura ha:

e ms=n)

y=1=0(x-4)
y—1=0"
Y=Lk




La ecuacién de Ia altura hp:
Con B(-3,3) ym pz= -7/5 g

yoy=nirox)

5(y 3)= -7(x+3)

, => 7x+5y-—15+21 =0
7x+5y+6—‘

La ecuacién de la altura hc i
Con C(-3, -4) y m = 7/2

e —m(,\ A)
y+4=‘-—(\+3)

2(y+4) ‘7(x+3)
: 2y+8 J
7; 2y—8+21 =

Las alturas mterceptan en un- punto llamado ortocentro, para evaluar sus coordenadas se

resuelve el sustema de ecuacxones

y=T1 ... ha
7X+5y+6 —0 ...... hg
7x -2y +13=0 ..... he

Substituyéndose y = 1 en hB se tiene:
7x +5(l) +6 0

Por lo tanto las chorc‘l‘é/na;d‘as‘ del ortocentro sera :
. O(L57,1)
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AREA DE UN TRIANGULO.

El area de un tridngulo cualquiera se bbt,ivén'é;‘p‘ -medio de la siguiente expresién.

En’ el determinante anterior (X1, y1), (X2, ¥2), (X3, ¥3) representan las coordenadas de los

vértices de un tridngulo cualquiera.

EJEMPLO:
1) Calcular el area del triangulo ABC, donde A(4, 1), B(-3, 3), C(-3, -4):
Substituyéndose a los puntos A, B, C, en la expresion ‘anterior se tiene: .
4
il
2

11
31 e

-3 4 |= [(12+|2—3)—(——3—l6—v9)]%-.-'%[(21)—(—28)]
1 R ,
3 ‘;f'l’

Liotioate Lol
A= 5[21 +28]= 5[49] =245

OTRO METODO PARA CALCULAR EL AREA DE UN TRIANGULO.

El estudiante debe recordar que el drea de un triangulo puede ser calculada también por

A= (base)(altura)
2

De acuerdo con la figura del problema

medio de:

(4) 1a base del tridangulo es cualquiera de
sus lados, por ejemplo el fado AC; para -
aplliciujv_v ‘Ia';.foriii"iilé"a|1terior se debe obtener

el valor numérico de la base ACy la altura

correspondiente hp.




‘La magmtud de la base se obtlene apllcando la férmula de distancia entre dos puntos:
Con A(4 l) A(x;, Y)Yy C( 3; -4) C(xz, )’z)
| b= \/(xz -x,)? +(J’z J’1)2

Cb=+l(-3-4) +(—4-1)? = /(=7)* +(-5)*
=49+25 =74 =86

Para evaluar la magnitud de la altura Br, se necesita conocer las coordenadas del punto
7. Este punto de acuerdo con la figura es el punto de interseccién en la recta hB, cuya ecuacion
es conocida por el problema ( 6 ) 7x +5y +6 =0 y la base AC del tridngulo cuya ecuacioén se
puede obtener por medio de la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos. Después que se
conoce la ecuacién de esta recta, se resuelve el sistema de ecuaciones para obtener la coordenada

del punto 1. Esto es:

Con A(4, l) = A(x1, y1) y C(-3, -4)=(x2, ¥2)

Y=¥ YW
X=X XX,
y-1r. -—-4-1
A 4 —3,—V4

7(y- = = 5(x — 4)
7 y 7 Sx 20
5x— 7 y 20+ 7 0
Sx 7 y-13=0
Finalmente dado el sistema de ecuaciones:
5x-7y-13= 0 Ecuacién de la base AC.
7x +5y +6=0 Ecuacion de la altura hg

Aplicando el método de reduccién.(Se multiplica por 7 a la ecuacién de la altura y por 5

a laecuacion de la baée, se tiene:
25x -35y-65=0
49x + 35y +42 = 0
74x  -23=0




x=23/74
X= 0 31
Substltuyendose x =23/74 en la ecuacién de la base, para calcular la ordenada y del .

punto de mterseccxén t se tlene

155 *7y' 13=0

g -7y 1145
o y=11.45/-7
7’y=-1 64

1ene como coordenadas (031, -1 64) eI vertlce B(-3 3) y la magnitud de

Entonc s

la altura sera dada I

Br=y& F0n =) J(—3 031)2+(3+1¢54)2 i
(464)2 ~/101561+215496 J325057 57

‘drea del tridngulo es:

PR OO (86)(5.7) _ 49
- G _ (ox

Por lo tanto; el

= 24507

ECUACION DE LA RECTA CONOCIDA SU PENDIENTE Y SU ORDENADA AL
ORIGEN,

Se sabe que la ecuacién de la recta punto pendiente es:
y-yr=mx-x)
Si el punto Pl(m, y|) es dado por las coordenadas (0, b), la ecuacion anterior se

trasforma a:

ordemda 'll onge bv
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EJEMPLO.,

1. Hallar la ecuacién de la recta cuya pendiente es -3/4 y la ordenada al origen vale -5,

Comom:=

representa

N Exprexsmfrla ecuacién de la recta 3x +.4y + 20 = 0 en forma candnica.

A Ia ecuacnon 3x + 4y +:2 04“sé;d_i‘:v‘idev bor el coeficiente de “y” y se despeja a esta

variable esto es

Obsérvese que es exactamente la misma ecuacién que se obtuvo en el problema anterior.




3 Calcular Ia ordenada al origen y la pendiente de la recta 3x -2y +8 = 0 Una de las

formas de resolver e te problema es transportando a la ecuacion 3x -2y +8 0 a Ia i

4. La pendiente de una recta es 3/2 y su ordenada al origen es -6; obtener su ecuacion en

la forma simétrica.

Como m =3/2y b =-6, se sabe que la ecuacidn de la recta es: y = mx + b substituyéndose

valores numéricos se tiene: y = 3x/2 -6 desarrollandose las operaciones indicadas, se tiene:




ECUACION DE LA RECTA EN LA FORMA NORMAL.

La ecuacidn de la recta en forma normal, esta expresada en funcién de la distancia ( r)

‘normal (perpendicular), que existe entre el origen y la recta, asi como el angulo (w) que hace esta

normal con el eje x, tal como se muestra en la figura.

Y Si se considera la funcién trigonométrica

coseno del angulo w en el tridngulo AOP.
BO, Y ) r

©.5 Se tiene: cosw=—
w : a

b P(x, ) de donde la abscisa al origen “a” se
g

acosw =r
w GCRY)
o, . expresacomo: -
cosw

3 L'.v‘z‘z:or'c'l‘éh‘zida,l

reclyz’mgrti_llo. oPB

formados por lad

senw

r-

b=
©osenw
Si se substituyen las expresiones obtenidas para la abscisa y ordenada al origen en la

ecuacion de la recta en forma simétrica, se tiene:
X J
—+ )_ =1
a b

cosw senw

XCOsSw - ysenw
—_ =1

r ro
xcosw+ysenw =r




blema se observa quer=5yw=60°%

EJEMPLO. : :
=1 llallm la ecuacnon de la lecta cuya dlstanma nolmal al orlgen es de 5 unidades y el

angulo que forma, la distancia normal es de 60°

Analizandose el enunciado del pro--

la forma normal de la recta es:

X€OSW+ ysenw = r = xcos60° + ysen60° =5 S REERS R R
0.5x +0866y = 5 ' - — %

_coondcmdasv vdel punto :»A(3‘ 4) se forma un lrlangulo 1eclangulo cuya hipotenusa r se puede

‘ calcular por el teonema de Pltagoras el sen.w, y el cos w aplicandose su definicion; para mas

tarde utilizar la ecuacion de larecta en la forma normal y determinar asi la ecuacién de la recta

descada, esto es: 4

xcosw+ ysenw =r

=37 +47 = V9516 \/ =5 B asy, &

Cat, Op .
; X
-8 -1 S a\

senw =




3..Una circunferenci

de la tangente.en’ese punto;

-De acuerdo con la figura, se concluye que
la ecuacion de la tangente en el punto - -

A(—S,-3)“é’la“,ci‘r‘k;Unferencia, se puede obte —

1.con centro en el origen pasa por el punto A(-5, -3), encontrar la ecuacién

ner por medio de la ecuacion de la recta en
forma normal, ya que la tangente es perpen-

dicular al radio r, se sabe que:

r= ‘(—5)2 +(=3)2 =/25+9 = «/ﬁ I . . ._3

COSW =——=
. T

<34 ’ :

Como la ecuacion de'la recta enla forma normal es:'’

. xcosw+ysenw = r

=5 =3
=t y—==+/34
/34 y«/34
-5x-3y=34
S5x+3y+34=0

‘Cuando se conoce a la ecuacion general de la recta y se desea expresar a esta ecuacion en

forma normal x.cos'w.=+ 'y sen w = r ; se debe tomar en cuenta que dos o mas ecuaciones de

rectas representan a la misma, cuando sus coeficientes respectivos son proporcionales, es decir:

o [Ax+By+C=0
" De L =
(cosw)x +(senw)y—r=20

cosw = HA
senw= HB
-r=HC




‘Donde H es una constante de las expresmnes antenores se tiene que

H}I sen w—HB }

cos‘ v+sen w-—H’A’-&-H B

Como cos w + sen w l se tlene'
H’A’ +H*B? =1 .
H*(4* +B*) =1 Para A’ +B* #0

H=

Como:

Al sustituirse las 'eixptrfevéip'uesr anterlores en la ecuacioén normal de la rectax cos w+ysenw -r =0
se tiene: i
A ot B o C
VA + B> A2 +B*T AP+ B’

Expresion que se emplea para transformar cualquier ecuacion de la recta Ax +By +C =0

(en la forma general) a la forma normal x cosw +ysenw=r.

De los signos + que existen antes del radical s6lo se emplea uno de ellos con el objeto de que el
angulo w sea tnico, tal y como el educando lo ha observado en los ejercicios anteriores y en la
definicién de la ecuacion normal de la recta. Como -r = HC y r siempre es positivo, se concluye

que necesariamente H y C deben de ser signos contrarios: por lo tanto la ecuacion recién obtenida
de los signost que anteceden al radical (i-\/ A*+ B = H"') se selecciona el signo contrario

al del signo de C (siempre que C #0 ). Si C =0y el coeficiente de la variable y es cero, (B = 0)
H y A tienen gl mismo signo; finalmente si en la ecuacion se tiene que tanto C=0;. como B=0

entonces el signbﬂcjué antecede al radical (H), es el mismo que el coeficiente A.




EJEMPLO:

I Expresar en la forma normal a las rectas dadas por las ecuaciones:

Recuerda q
utilizo el su:,no +yr
Laiilt orma x cos w+ysenw=r
2 __055 r=-2_=166
13 13

-2x + 3y +! lO : 0 Por la forma general de la recta se tiene A=-2,B=3 yC=

setlene
4 B__,._ C .
A+ B +\/A’+B’ CxfAT 4 B?
-2 .t 3 P10 _
e S Y2y + 3
: DRI e v 10
"'i\/— +J—
3 10

J_ MR

i B=2 :, C =-6, substituyéndose A, B,C se

igrio contrario .a C por lo cual se ... "

10 sustituyéndose




Recuerda’ que el sngno del radlcal se seleccnona eI S|gno contrarlo a. C por Io cual se
utilizo el signo - ya que C —EIO P

cosw = —2— = 0.55

V13
, =360 —5625"= 30375

sen w

:.al

~En la ﬁgura se m“'estra‘ as dos rectas del ultimo par emp e que la distanciade'la -

’posmvo y genq,ncg;ﬁ’vo.
2. Calcular la distancia que existe entre las rectas 3x -y +3 =0y -6x + 2y +36 =0

y comprobar que son paralelas.

Para obtener la distancia que existe en estas rectas se pueden transformar sus ecuaciones a la
forma normal y obtener la distancia que existe de cada recta al origen; conocidas estas entonces

se suman y con cllo se obtendra la distancia deseada.

De la ecuacién: 3x - y +3 =0; se tiene que A = 3, B = -1, C = 3, entonces al substituir se

tendria:
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COS, = ——=:
o
Como el seno del dngulo w e_s'\positi}{'i):'vy;:el»vcoseno'negativo , se concluye que w es un
angulo obtuso, es decir: 90° < w < 180° por lo tanto:
. w=180%-angsen(03162)

Para la
-3x +y +|n‘$ =0, d¢

Nétese que waes igual a wy + 180°% como
el coseno del angulo w; es positivo y el

seno negativo el angulo es:

, , a8 SRy
- 2] - S e w>= 360°-ang co0s(0.948)
' o0 R A wa= 360°-18.55°
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DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA.

Considerandose a una recta cuya ecuacidn tiene la forma y = mx + b; la recta se

encuentra a una distancia d del punto Pi(xy, yi), tal como se muestra en la figura .
Note que el angulo o de inclinacion de la recta es igual al angulo APB, por ser angulos
formados por lados respectivamente perpendiculares, ademas es importante destacar que el punto

A(Xy, y1) su abscisa x; es igual a la abscisa del punto P;.

Al observar el triangulo ABP de la figura, se tiene por definicién de coseno:

cosa=-—_d= =d=PFAcosax

representa como: - Y=

2
m=lflana . m" =




La expresion anterior se utiliza para calcular la distan ™ lirigida que existe entre un punto

de coord"enz'i‘(yi‘zivs::l’,i(x| ,y,‘una"kr_é:étzfde‘ _l;'i"fo‘rma y=mx +b.

ceden al radical, se emplean de la forma siguiente:

u .

'j)‘y el origen del sistema coordenadas “x” “y” se ubican en un mismo

ICia. del punto a la recta se considera negatlva y de los signos + que

g =T - -b

v 1 +m?

"‘el"_b—ob'figén del sistema de ejes cartesianos se encuentran en lados
la distancia dirigida del punto P, (x;, y)) a la recta y = mx

amente los signos que anteceden al radical , se utiliza al signo

1 +m?

L E‘ﬁcontrar la distancia que existe del punto A(5, 3) alarecta y=2x/3+ 2. En
este caso se tiene que m = 2/3 y la ordenada al origen es b =2, la posicion del punto A respecto a
la recta y al origen, se aprecia de los signos + que anteceden al radical se selecciona al signo
que hace negativo a la distancia, por estar el punto del mismo lado que el origen respecto a la

recta.

Conx;=5,y=3,m=2/3 y b=2
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_Yi—mx,—b

eI MR

d




-3, Encontrar una expresion algebraica que denomine a la distancia de un punto P(x,, y;)

a una recta en la forma general.

“-Hasta este momento se sabe que la distancia de un punto a una recta estd dada por:

_ Y —hvc, -b

1 +m?

. A
Se sabe que la pendiente m de una recta, dada en su forma general es :m = B

d

Ademas la ordenada al origen esta dada por: b = —%

Substituyéndose m y b en la expresion (9) se tiene:

e Ax, + By, +C~
AP+ B?
La. ultima expresién algebraica es la mas usual en geometria analitica para hacer los
- calculos de la distancia de un punto a una recta.
‘Los"fsigltids: L+ que anteceden al radical se emplean de igual manera, a la dada

anteriormente.




4. Evaluar la distancia , del _punto F(-3, lf)‘a larecta. 2x -3y:-+2.= 0. Se sabe que la
distancia_de un punto a una fecta se pucde obtener pro medio de la expresion.
Ax, + By, +C o I R

+J4% + B?

Donde en este problema se tiene tA = 2,‘ B

d =

Xi= -:3; 'y}#l » substituyéndose los valores
‘numéricos se tiene: -
_2(-=3)+ =3)(1) + 2.

+4/22 +(—3)2

+2:
¢J4+9

Para seleccionar ol sngno del radlcal es. e " VZ
necesarlo contar S I .
blema, de la‘ F(3,1) : RS / S

: 2x-3(0)-'+.-‘ -
S 2x+2 0

: 'X—fl..

Entonces con el punto (-1, 0) y la pendiente, se traza la recta, apreciandose que el punto
F(-3, 1) y el origen del sistema de ejes cartesianos se ubican de lados opuestos a la recta, lo que
indica que la distancia debe de ser positiva, por lo tanto se emplea el signo negativo de:
=7

= 1.94
+/13




EJERCICIOS;
1. 'Combrébﬁlj que son paﬁxlelas las rectas que pasan por los puntos:
12) (0.3), (2, 0); (-2, 0), (03)
o g b) “fy 'cqmprobar que la recta que pasa por los puntos (0,-2) y (3, 0), es perpendicular a

las otras dos

2. Distintas posiciones de una recta en el plano de los ejes coordenados. Observar la

ecuacién de una recta es siempre de primer grado. Trazar las rectas cuyas ecuaciones

son:
a) x=0 b) y+1=0 c) y=x d) y=0
e) y=2x+4 f)y=8 g) x=-8 h) x=19

i y=-7

3. Trazar las ‘gréﬁi;as de cada una de las siguientes ecuaciones:

) y=3x -~ b)y=3x+4 9 T+¥=2  dy-x=0
e)y=—:]):,\-—2 0 §+9‘-"=1 g) 3x+y=1 Vh)*q')‘(‘—sy+4=o

la:'_e'cuécién de la recta cuya pendiente es —4 y que pasa por el punto de

de las rectas 2x + y—-8=0y 3x - 2y+ 9=0. Trazar su grafica.

- 5. fD,eit,cvhiin’ar la ecuacion de la recta de pendiente m = -1, ordenada al origen b = 2.
' De't:ér‘xiiin‘ér la ecuacion de otra recta que tiene por coordenadas al origgnb=6ya=-2.

"'Trzrlzvér'}t;:stas dos rectas y determinar el punto donde se cortan.
6. - Trazar la recta que pasa por el punto (-1, 2) de pendiente m = 1/2. Trazar la recta que pasa

por el punto (5, 2) y su m = -1. Encontrar las ecuaciones de estas dos rectas, el punto

donde se cortan y sus intersecciones con los ejes coordenadas.
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10.

Una recta que pdsa por el punto (3 v-6) y es perpendicular a la recta definida por los
puntos (4, l) v.(2, 5) Encontrar las ecuacmnes de estas dos rectas, el punto donde se

cortan y.sus intersecciones con los CJCS de coordenadas.

La pendiente de una recta que pasa por el punto P(3, 2) esigual a % . Situar dos puntos

sobre esta recta que disten 5 unidades de P. Comprobarlo con gréfica.
Encontrar la ecuacién de la mediatriz del segmento cuyos extremos son A(-2, -3) y
B(0, -1). Usar esta ecuacion para probar que los puntos (-4, 1) y (1, -4) pertenecen a dicha

mediatriz.

Detenmnar Ia dlst'mcn del punto (6, -1) a la recta 3x + | = y asi como la distancia del

‘ punto (5“2) a larecta 3x —4y +6 =0,

11, Hal

o coordemdas
12.

13.
14.
15,

16 .

i ' 3 .
as:de pendlente‘ m—-‘i que forman con los ejes

n'n trlam,ulo de’drea. |gual a24 umdades cuadriticas. Trazar su grafica.

Determmar las ecuacnones de las rectas paralelas a la recta x +3y = 0 que pasan a la

dlstancm «/_ 0 del punto( 1, 2)

Determinar las ecuaciones de las perpendiculares a la recta x +y = 0, que pasen a una

distancia 2-/2 del punto (1, -1)

Determinar las longitudes de las alturas del tridngulo cuyos vértices son (2, 0), (3,5) y

(-1, 2), determinando también el ortocentro.

La ecuacion'd ta normal es: x cos w+ y sen w~5 = 0. Determinar el valor del dngulo

P nto 4, 3). Trazar la grafica.




b) Determinar las ecuaciones de la sus medianas.
" ¢)- Determinar las ecuaciones de sus bisectrices.
d) Determinar el punto donde se cortan las medianas o baricentro.

e) Determinar los dngulos interiores del triangulo.

17. Determinar la ecuacién de la mediatriz del segmento cuyos extremos son los puntos
A(0, 4) y B(6, 2). Comprobar que esta recta pasa por P(4, 6) y por el punto medio del

segmento dado. ;Cuales son los puntos donde ella corta a los ejes?

18. Una recta que pasa por el origen y por el punto (a, b). Encontrar la ecuacioén de otra recta

perpendicular a_la anterior por el punto (a, b).

19. Sea el punto C(-6, 4) y la recta x = y. Determinar sobre esta recta dos puntos: A y B, de

modo que el triangulo ABC sca equilatero.

20 Ot i n de la recta que pasa por M(6, 1) y forma con la recta y = 2x + 4 un
- 6°52". Dato: tg 36° 52'= %.

21: Des‘dé.ﬁh'bunto C(0, 7) trazar dos rectas, CAy CB, que forman un éngulo de 45° con la

- recta cuya ecuacién es 10y = 4x + 12

22. Por medio del uso del determinante, calcular la superficie de los tridngulos cuyos vértices .
son:
a) A(-2,-1),B®4, 2)yC(0, 3)
b) D(3, 1), E(-1, 1) y F( 0, -3). Hacer la grifica respectiva.

23. Los vérticés de un triangulo son: A(4, y), B(-2, 4) y C(8, -2). Calcular la ordenada del

'\{éftice A, si el area del triangulo es de 28 unidades cuadradas.




RESPUESTAS

- ‘m‘,‘ = mzé -23, .. las rectas son paralelas ,

: )an': =‘~§— => las rectas son pependiculares por que n,m, =-1
2. Gréfica (I)

3. Graficas(1)

4. Punto de interseccién P(1, 6), la ecuacién de larecta es: 4x +y—10 =0

5. y=-x+2; y=:‘3'>2"’-i:.'6; P(-l, 3)
6. Las ecu1c10nes,de las'rectas son: X —2y = -5; x + y = 7, El punto de corte C(3, 4), las

il]téx'seqcl S cor los ejes coordenadas (-5, 0), (0, 2.5) ; (0,7), (7, 0), el angulo entre

las dos‘re as o 08°26’, el suplementario serd: 71°34°

10. d, =2-10, dy=-=

11.3x + 4y — 24 = 0; 3x + 4y +24 = 0, Las intersecciones con los ejes son (8, 0), (0, 6);
(-8, 0), (0, -6).
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12.x +3y=15;x + 3y ==-5




Gréica( .

Gréficas @D
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UNIDAD T

LA CIRCUNFERENCIA.

La circunferencia es el lugar geométrico formado por un conjunto de puntos en el plano
que cumplen la condicién, todo punto de este conjunto a un punto del plano que se considera fijo,
es igual a un valor constante, a este punto fijo se le llama centro de la circunferencia y al valor

constante se le llama radio de la misma.

Si se considera en forma particular, que el punto llamado centro de la circunferencia esta
en ¢l origen del sistema coordenadas rectangulares, tendra por coordenadas (0, 0), denotandose
por C(0, 0); si la distancia constante se denota por r (radio de la circunferencia). Al considerarse
un punto P(x, y) de la circunferencia, se ticne que la distancia de este punto ai centro C(0, 0) es

dada por; (Aplicarse el teorema de Pitagoras al tridangulo rectangulo que muestra la figura);

X En un tridngulo rectingulo, la suma de - - los
cuadradqs de sus catetos es igual al cuadrado de su
hipotenusa.

x2 +y2 = rl

Esta ecuacién representa una circunferencia con su centro en el origen del sistema.

EJEMPLOS:
1. Escribir las ecuaciones de las circunferencias concéntricas al origen y radios de 4y 5

unidades respectivamente.




e ‘ Las circunferencias concéntricas son - -
aquellaé que tienen el mismo centro, en este caso, su
‘centro de cada circunferencia esta en el origen
C(0,0). Luego de sus ecuaciones obtenidas a partir
¢ . de'laecuacion:

x2 +y2 =r2

donde se‘_susbt‘il'uyt_:_él valor nuiﬁérico de cada uno de los radios, esto es:
X =@ x =16
Xyl = ()= a4yt =25

.
2. Hacer la grafica de la cifcfunferencia determinada por la ecuacion x> + y> = 25 y evaluar

Ja magnitud dve' la"Ac_u:er_dz"x_pél‘ié’|1e§iél1le a la recta que pasa por los puntos A(2, 0) y B(0, -2).

De acuerdo con la informacién que se - - -
proporciona x2 + y* = 25 se aprecia que el -
radio r = +/25 = 5 por lo tanto se hace uso

Thx del compas, haciendo centro en el origen y
considerandose un radio de cinco unidades

se traza la circunferencia solicitada. Para

obtener la magnitud de la cuerda S,S, que se muestra en la figura, primero se debe calcular la

ecuacion dela rcéta 'quvve pasa por los puntos A(2, 0) y B(0, -2), después se resuelven




elmultanenmente, esta ecuacnon con’ Ia ecuacnon de la cnrcunferencna para obtener los puntos S, y

Sy y f'nalmentc por medlo de la dlstancm que exl entre dos puntos se obtiene la magnitud de la

cuerda Eslo es; La recta que pasa or'los punto A(2 : 0) y B(O -2) se puede obtener por medio

. : ya quea— 2, b-—-2 se tiene:
—x+y——-2 Y= X— 2

Substituyéndose y = x - 2 en x> + y? = 25, se tiene: x> + (x-2)*=25.

Desarrollindose las operaciones indicadas en la ecuacion anterior:
X2 +y?—4x+4=25
23 —4x+4-25=0
2x% ~4x-21=0

Resolviendo esta ecuacién de segundo grado, se tiene:
Cona-—2 b—-4 c=-21

—b 'M/bz —4ac .

_4+16+168 _ 4184 _4+1356
4 4 4

lores de x;= -2.39 y x,=4.39 individualmente en la ecuaciéon de la rectay =
yi=4.39 - 2= 2,39
rgl;:n_a ] s de los puntos extremos de la cuerda S; y S» son aproximadamente:

).y Si(4.39,2.39)
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Finalmente la magnitud de la cuerda sera:

d =l %)’ +0n

—y)% =(239 —4.39)7 + (-4.39 - 2.39)?

Se observa que la ecuacion x>+y? =25, -
corresponde a la ecuacidon de una circunfe-
rencia con centro en el origen C(0,0) y -

radio r =5, graficamente se tiene: El seg - -

mento ’Q representa la cuerda con su - - -

A

punto medio M(-2, 4). El segmento E‘A_/!

representa un eje radial perpendicular a la cuerda PQ en su punto medio M(-2, 4). Calculando

la pendiente de CM que se obtiene por medio de la ecuacion :

x,—x;, 042

1
2




substituyéndose en la ecuacion de la recta, cuando se conoce un punto y la pendiente de la recta,
se tiene: : :

y;y,,=n»1'(x—x,)

1
4 =—(x+2
y-4=2(x+2)
2y-8=x+2
x-2y+10=0

Esta ultima expresion es la ecuacién de la cuerda PQ

4. Obtener la ecuacién de la circunferencia cuyo centro esti en el origen y que es -
tangente a la recta que pasa por el punto A(-2, -4).
Como la circunferencia tiene su centro en
el origen y el punto de tangencia A(-2,-4)
pertencce a esta curva, el radior, se puede
obtener por medio de la distancia entre dos
puntos C(0,0), A(-2,-4). R
r= G =x) +0n =)
r=4(-2-0)* +(-4-0)* =4 +16
r=+20

Por lo tanto la ecuacién de la circunferencia con r*=20.

x1+3?=20

ECUACION ORDINARIA DE LA CIRCUNFERENCIA.

La ecuacion de una circunferencia, cuyo centro se localiza en un punto cualquiera C(h, k)

y cuyo radio es dado por r. (Ver figura).




~

Supéngase que el punto C(h, k) es origen de sistema de ejes cartesianos “ X', Y'”, el

cual- es un snslema rasladado respecto al sistema “X, Y”. Para un punto cualquicra P* de
coordenadas (x y?) en’ el snslema XY’ la ecuacion de la circunferencia, por tener su centro en

el ongeyn’

- B : " e ' LA
Ademas con ayuda de la figura se tiene: / Pl y)=P ()
' x! —x —h o
Yi=y-k

Por lo tanto la ecuacion de la circunferencia sera:

=R =r

Esta expresion es conocida como la ecuacion de la circunferencia en la forma ordinaria y
se utiliza para hallar la ecuacion de la circunferencia cundo se te proporciona el centro de ellaen
un punto cualquiera C(h, k) y su radio r.

EJEMPLO: .

I. Hallar la ecuacién de la circunferencia con centro C(-2, 1) y radio r = V8.

La ecuacion de una circunferencia con

/,,._._\\\ K centro C(h, k) y de racino res:
e (x-h)Y+(y-k)¥=r
" conh=-2, k=1y *=8
; 121 :
: i gy =2 +(y—1)* =8
B 4 N T . o - i 3 _ 1 _
\\_ // (x+2)* +(y—1)' =8
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Desquollandose las operacnones que se‘ mdlcan en: la ecuacién ordinaria de la cwcunferencna

) anterlor se thl'lC

A +4x+4+y —2y+l—8
x? +4)¢+4+y -2y+1-8=0
x2+4x+y*-2y-3=0

Esta ultima expresion se le conoce como ecuacion general de la circunferencia.

ECUACION GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA.

La ecuacidn general de la circunferencia y de cualquier curva de segundo grado es:

Ax? +B\y+Cy +D,\+Ey+F 0

En general para toda c1rcunferencm A C

En e‘stefs_ly n ‘ e coordenadas cartesianas se 'mallzaran los casos en que B=0.
EJEMPLOS
3 1. Obtener las ecuaciones ordinaria y general de una circunferencia que tiene su centro en
* el punto C(-3,5) y su radio mide 4 unidades.
De acuerdo al problema se tienen como datosa: h=-3, k=5 y r=4.
Por lo tanto la ecuacion de la circunferencia, se puede encontrar haciéndose uso de la
expresion ordinaria del problema.
Para obtener la ecuacién en la forma general de la circunferencia, se desarrollan las

operaciones que indican en la expresion ordinaria, esto es:

(x+3)2 +(y-52 =16
\ +6\+9+y ‘—10y+25—l6




Recordando la ecuacion general de la circunferencia, -

A(3 -5) es un puv

exterlor

Como cuacion dé la circunferencia es
‘ - Y. —25 ‘entonces el centro -
es eI punto C(4.: 2) y su radio es dado por -
Cor= 5 Tal cdmo 'se muestra en la gréfica.
Los puntos P, P2, P;, P4 son algunos pun-

tos que pertenecen a la circunferencia.

Entonces las distancias:

PC=PC=PC=PC=.=r=5

Graficamente se observa que el punto A(3,-5) pertenece al interior de la circunferencia y
el punto B(-4,-8) esta en el exterior de la misma.

Analiticamente, como el punto A(3,-5), estd en el interior de la circunferencia se debe

demostrar que la distancia CA es menor que el radio, esto es:




Por lo tanto VIO <r y el: punto esta en el mternor de la cwcunferencna, Para el caso del

clrcunferencm se debe demostrar que la distancia entre los

punto B que se Iocallz fuer

=+/64+36 =100 =10

Ppr ‘Io tanto se tiene que 10 > r, lo cuil indica que el punto B es exterior a la

circunferencia.

3 La ecuacion de una circunferencia es ( x + 2)‘+ (y -3) = 9 Hallar la ecuacnon tangente‘

‘ala c:rcunferencm que pasa por al punto T(1, 3).

T(l 3) es un punto de tangencna y pertene-

A7(1,3) ce a la circunferencia.
Como CT es perpendicular a la tan- gente,

se calculara la pendientede CT:

~6

-2

— =0 Se sabe que ¢l reciproco de signo contrario a la pendiente mcr ,

; proporéi‘onalla:'p'éh:dive e de la recta tangente.
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Se aprecia que por el valor de la pendiente, Ia recta es perpendlcular al eje X, por lo tanto

la ecuacién de la tangente se puede obtener por medio de:

y—y, =my(x—x,) Con m, =—%=—oo y T(1, 3)

y—3=—o(x—-1)

y_—3_=(x_|)
2 0=x-1

s i

4, Una cncunfenencna tiene su didmetro definido por los puntos A(-10, 0) y B(4, 0) calcular su

CCUHCIOH

o Y
!
/ 1
; / (20 \
it -12 - et 1 o X
i
-1

El centro de la circunferencia es el punto
medio de los puntos extremos del diametro
75, por lo tanto:

x+x, -10+4 -6

h= = ==%-_3
2 2 2
g=2ity _0+0_,
2 2

Entonces las coordenvadavs del centro son: C(-3, 0).

" La longitud de su radio es: r = JE3- 40 =449 =7




Lue&o la ecuacion en forma ordmarla dada por (x h) + (y k) = con h = -3, k 0 yr= 7 se

ticne:

oij-_ 0P
X2+ 6x+ 94y =49
XX+ y?+6x-40=0.

5. Una circunferencia tiene su centro en la bisectriz del tercer cuadrante y es tangente al

~eje de las abscisas en el punto T(-6, 0). Obtener su ecuacion.

Y El centro C pertenece a la recta perpendi-
cular en T “al eje de las abscisas”. Por lo -
. B tanto la abscisa del centro es -6. Como C -
R o EN ! * pertenece a la bisectriz dada por y = x; su
g ordenada es -6, luego el radio es igual a 6,
(A y su ecuacion es dada por:
Pt x-hy+(y-k?=r
< _ ‘ h=-6, k=-6, r=6
o (x+6)' +(y+6)’ = 6

6. Los dos centros de dos circunferencias son C(5, -1) y C(-8, 8). Las circunferencias son

tangentes a la recta cuya ecuacion es x - 2y + 8 = 0. Calcular las ecuaciones de las

TN

e la recta proporcionada
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Los puntos de contacto son los ples de las perpendlculares a la recta dada, desde los centros de

culvauua C co:respond

f"'de_stradios,son“‘la's' “distancias  de C) a su punto de contacto A;, C,4, =r, yde C; asu -
punto de contacto By, C, A, =r,. Entonces aplicindose la expresion desconocida de la distancia

de un punto a una recta se evaluara el radio, esto es:

_lax + By, +q

VA2 +B?

_-2¢-n+8 [s+2+8 |5 _15V5
+J|2+( 22 Jl+4  £/5 5

L'\ ecu'xclon de la prlmer cxrcunferencn es:

"‘;;|—8—16+s| =
L J1+4

=14 16J’
+/5 5 -

La ecuacnon de la segunda cnrcunferencxa es:
(y-8) fs 1.2

7. Hallar la‘e on de la circunferencia circunscrita al tridngulo de coordenadas P(4, 0),

de dos mediatrices correspondientes a dos lados cualesquiera del tridngulo

>ntro fd‘e‘;la circunferencia, El radio es dado por la distancia que existe

entre el"'cevntro‘ y

alquiera elos vértices del tridngulo PQR.




Para calcular las ecuaciones de las meadiatrices, se
cvaluaran primero las pendientes de los lados PQ y
QR para aplicar mas tarde la  condiciéon de
perpendicularidad y evaluar las pendientes de las
mediatrices. Después se calculardn los puntos
medios, de los lados mencionados, para obtener las
ecuaciones de las mediatrices por medio de la

ecuacioén de la recta punto pendiente, esto es:




Para L, se tiene, 111;_2—-2 Y PMQR ( 2, l) lo cual se emplea en:

o y yl = n(x xl)y o
y- 1—-2(x+2)
Y- l—-2x-4

2x+y+3 0

Resolviendo las ecuaciones de las mediatrices obtenidas simultaneamente:

2x—-y=3
2x+y=-3

4x=0

x=0=>ypy=-3

.. C(0,3) -

Fmalmente con las coordenadas del centro y las coordenadas de cualquxera de sus vertlces v
se calcula la magmtud del radio, resultando:
Tomemqs_. C(O, -3); R(-4,0)

r=CR=1(x, = x,) +(», —3)* =/(-4-0)* +(0+3)* =16+9 -3 =5
r=35

Conocidos el centro y el radio de la circunferencia se sabe que se puede determinar su
ecuacion, la cual es: ‘
x? +(y +3)2= 25,

8. Calcular los»_puntos de interseccion de dos circunferencias cuyos centros de curvatura

'l ‘-3) si sus radios son de 4 y 7 unidades respectivamente.

btener-los puntos de interseccidn de dos circunferencias, el problema se
Itineamente las ecuaciones de estas curvas. Por lo tanto primero se
as ecuaciones de las circunferencias en la forma ordinaria, (x - h)? +(y -

resaran en la forma general y mas tarde se resolvera el sistema resultante,

-ll2-




'x“ x+v +6v 39=0

e -14x +10y 63=0

- 10y —63
14

‘Sustituyéndose la expresién anterior en la ecuacién de segundo grado del lado izquierdo
se tiene:
(10”—‘63)2 + 12('0—”£) +y*—4y+24=0
14 14
100y% - l260y+3969+ l680y-— 10584 + 196y — 784y +4704 =0
K 296y ~364y-1911=0

- De acuérdo ajié ultlma éXpresién se tiene: a=296, b=-364, c=-1911.




Utilizando la fénnulq geﬁeral: '

364)% = 4(296)(~1911) - 364 £/132496 + 2262624
2(296) 592

: Sustituyéx‘xdo‘se Y1 Y Y2 se tiene:

10y ~-63
14 ,
X = 10(-1.99) - 63 0(71'192) 'k63 =-592
. 10(322) =63

= _22

Notese que ‘ha uer_ a: determmada por los puntos T(5, 3) y V(-1, -2) define a dos

circunferencias de radio r = 6, por lo tanto la solucién del problema debe proporcionar las
coordenadas de dos centros, uno para cada circunferencia. Se sabe que la ecuacion ordinaria de la

circunferencia es:
(x-h)Y?+(y-k)P=r.

Si en ella se sustltuyen las coordenadas de los puntos dados y el radio se tendran dos
ecuaciones, cuyas mcognms“ eran h y k. Esto es:
T (5 3) . V(-1,-2)
(5 I1)2+(3 A)zlsz“‘ (~1=h)? +(~2-k)? =6
25— 10/ + 1 +9 6A+k2436 N+2h+h* +4+4k+k* =36




Multlphcandose Ia ecuacnon de la |zqu|erda por (-1) y sumandose la expresion de la

derecha, se tlenc S [
5 -25+10h -hz- 9+6k-k'=-36
Gl 2h+h Akt = 36
-24'+12h 5 +10k =0

29-10k
12

Se sustituye esta iiltima expresién en la ecuaciéon de la izquierda:

2 .
29—10k)+(29——10k) +O— 6k +k? =36
12 12

‘3600 3480+ 1200k + 841 —580 +100k? + 1296 — 864k+l44k2—5184 0
244k 244k ~2927 =0

h=

25—10(

La Gltima expresion es una ccuacion de segundo grado, utilizando la formula general se
ticne: a = 244 b = -244 c= -2927

- 4(244)(=2927) _ 244 + /2016288
- -~ 488

-Por lo tanto los centros de las circunferencias son los puntos:




Ci(-0.9,3.99), = Ca(4.9.-2.99).

ECUACION GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA.

De la ecuacion de la circunferencia con centro en (h, k) y radio r,
(x=n) +(y-k)* =rllamada forma ordinaria, se obtiene la forma general tal como se ha
realizado en algunos ejemplos, simplemente se desarrollan los binomios al cuadrado que estan
indicados, esto es:  (x*-2hx + h2)+ (y2 2ky+ k%) =r?

Al ordenar y,al;z'isdciéfs:éfléis términos se tiene:

i 2. ',(klr12+k2-r2)=0




y su radio. Ahora se hardn ejercicios  en los cuales se conoce la ccuacidn -general de la
' cnrcunferencxa y por procedlmlentos algebralcos se obtendra la ecuacion ordinaria de esta curva,

para lograr este fm se recomlenda realizar el siguiente procedimiento:

Delaecuac1on A'X*+D'x+ AV +E'y+F' =0

1. Se d1v1de a la ecuacnén general de la circunferencia por el coeficiente de x* o de y*.

’
A'x? +Dx A'y? +Ey+F _

u 13

2. Se suméh y'serestan el cuadrado de la mitad de los coeficientes de yde “y”, esto es:

X 2 2
o8] (5 e
e 2 2
_—-‘—V——_J

dos perfectos que quedaron indicados:

' Porlo que las oc

C(lz A) -C ;D_:_ZE |




D?* + E* —4F se observan las siguientes

Como el radio estd dado ‘por la expresnon:r=5

condiciones: -
1.SiDM+ B

4F > 0. Se tiene una circunferencia real

2. 8D E2 c aF = 0 Se tiene una circunferencia punto

3.SiD*+E?-4F <0 Se tiene una circunferencia imaginaria

EJEMPLOS:

.1. Obtener la écuécién de las siguientes circunferencias y realizar su grafica.
a) 2x% + 2y2 + 4% - 6y -20 = 0

b) 3x%+3y2- 12x + 15y~ 6=0

©)x? - 6x+y} 12y +20=0

a) La céuz{éié\ﬁ X 2 44x% - Gy - '2’0_=7 0, se divide entre los coeficientes de x* o y*.

' -3} (-3}’
-3 +(_) _(_) ~10=0
Y2 2




Y
[

Esta ecuacién tiene la forma ordinaria de la ‘circunférencia, (x ~h)2+ (y “k)2= e y por

comparacion se tiene:

ey

(')‘,Vde la mitad de los coeficientes de “x” y -y




Esta ecuacion ' tiene l@forma ordinaria: de’ la’ circunferencia (x - h)?> + (y -k)*= r* y por

L Xt —6x+y —12y+20=0
et O gl .i‘_,‘, 3 L

- Siendo el centro'y radio: C(3’§)

r=>5




442-040-4-10

Sustitdyéﬁd@sq D

4 E+4—a
E -2

Co121-

. =B
=1+0-0+2+3 2




Por lo tanto ,Co’\mQ D=-4, E=2y F=4,al kSvustit_u.ir'lc‘)sen 1 ctinein e la circunferenia so
tiene: 5 ’ S
x*+y’ + Dx+Ey+F=0

* Donde se 'c'_ouﬁc'luy'e queel ¢cﬁtro.de la circunferencia y su radio son:
—|=(2,-1

2)-e-

. %J16+4-16 =1

TRANSFORMACION DE COORDENADAS POR TRANSLACION DE EJES.

En un "gran nimero de situaciones fisico-matematicas, es conveniente realizar
transformaciones de coordenadas de un sistema de ejes cartesianos XY, a otro X"Y™ , como fue
el caso de la obtencion de la ecuacion de la circunferencia en la forma ordinaria.

Ecuacion de la circunferencia en forma conica.

3y 2
Xt Ay =0




Ecuacion de la circunferencia en forma ordinaria,

Ecuacién de la lrcunferenma en forma general

Ax +Bxy+Cy +Dx+Ey+F=0
Al hacer estudios caracteristicos de la naturaleza es una ventaja ejercer una
transforﬁacién de coordenadas por translacién de sistema de ejes cartesianos, con el objeto de

simplificar la investigacion deseada.

La lransformacnon de la ecuacién de una cnrcunferenma en su forma ordinaria o general a

la expresmn canomca se reahza por medio de las ecuacnones.

El punto’(h representa‘al origén del nuevo sistema de coordenadas cartesianas.

EJEMPLOS:

forma' canénica’ | ecuacmn de la circunferencia (x — 3)2 +(y 4)2 = 9 , si-el

lExprcs r

se traslada al punto (3,4).

origen de sist

=3y k=4,




2, Obtener la ecuacién ’de‘ la circunferenéia x? +y +6x— lOy+I8 0 en un sistema de ejes

coondenadas cuyo orlgen se llaslada al punlo (- 3 5)

Se sabe que Ias ecuaciones de transformac':ton son'

3. Obtener la ecuacién d

coordenadas cartesianas, tal'que no existan términosenx’y y".

Nétese qt cion de una circunferencia no existen términos en x’ y y’, lo

que se manifi ecuacidn de la circunferencia dada se expresa en la forma canédnica,




Como las ecuaciones de translacion de coordenadas de una translacion son:
' S o x=x'+h
y = y' +k

uacnén dada se ticne:

al subét“t: s
! “'+3(y +E)? +12(x" +h) = 20(y +k)+ll—-0

S bmomlos al cuadrado ;
:+h )+3(y"+2y’k-+‘-k:)+12(xv'+h) 200y +k)+ll—0
3 ‘+3y’2 +6y'k+3kz+12x +12h 20y —20k+ll—

factor o

12) + y'(6k - 20) + (38 +3k* 12 — 20k +1 i) o

problema indica que no debe existir términos en x" y y’, entonces sus

- coefic ser nulos, esto es:
: 6k-20=0
‘ v'l)p ¢sfa reswnes se obtienen las coordenadas del punto donde se encuentra el origen del

: 3(4)+3(10.89)—24—66+l 1)
12+32.67-24-66+11)




Con el origen (2, 3.3)

En la nueva ecuacion se observa que no existe el término independiente (C = 0 ), lo cual indica,

que la recta pasa por el origen del sistema de coordenadas x"y".




EJERCICIOS: . -~ -

',‘Obtener Ia ecuacxon de la circunferencia- cuyo: centro es. elvongen sn su radio de 5

-3), r=-10

by CC1,




6. (x—1)2+(y%2')2,%5

7. TQ,4)




UNIDAD 1V
LAS CONICAS
SECCIONES CONICAS

Se conocen como seccnones cénicas aquellas curvas que pueden obtenerse al cortar un”

cono de dos mantos conun plano ‘como se muestra en la figura. Las cdnicas generales son:

-

P'_ax'é.b ola Hipérbola

Secciones Cénicas




Casos particulares

= I

Circunferencia Dos Rectas Un Punto Una Recta
que se cortan

Las - definiciones geométricas de las cdnicas no resultan pricticas para muchas

aplicaciones. Ullllzando la [,eometna smtellca es. posnble probar que estas definiciones son

equivalentes a las’ ‘que. se dan a_continuacién, que ‘estan dadas en’ termmos de dlstanclas y que

permiten oblener :

dlmﬁe ecuaciones de segundo grado en dos




LA PARA BOLA,

La pambol'x es una: llayecloua familiar para todos, ya que cotidianamente se observa.

Después de ‘todo, es el recorndo que sigue cualquier objeto cuando lo lanzamos con cierta

velocxdad c | 1clinacion especto a la vertical. Este movimiento queda dibujado en el recorrido de

las paruculas de agua que s_alen de una manguera.




Las lgualdades anteriores se verifican pam todo punto P, que peﬂenezca a este con_|unto

{P P, P,,... } llamado parébola.

ELEMENTOS DE LA PARABOLA.

Los elementos de la parabola son:
. Un punto fijo llamado foco =F. Este punto siempre se encuentra en el eje de la parabola.

. Una recta ﬁja llamada dlrectnz =] Esta recta es perpendicular al eje de la parabola.

. Un eje de la parabola = por F‘y es perpendlcular al

© W N L A WN -

. Pardmetro de la pardbola = P, Distancia del foco al vértice.

ECUACION DE LA PARABOLA CON VERTICE EN EL ORIGEN Y SU EJE
COINCIDIENDO CON EL EJE X.

Si se aplica la condicidn geométrica, para que .exista una parabola es decir, que la
distancia de un punto cualquiera de esta curva P, al foco (F) sea igual a la distancia de ese punto

P, a una recta x = -p [lamada directriz, se tiene: .

- [F7= [P




De acuerdo con la figura se aprecia v K .
que la hipotenusa P, F del tridangu- ~P'( . /
. wsa 4 . , ey .

lo rectangulo de catetos “y” y p - X,

se obtlene haCIendo uso del teorema

de Pnagoras 5

Vtud de BF, es." i

X=-p

= |ﬁ|, se tiene: \/(p~x)* +»? =|p+x]

| cuadrado la expresion anterior se tiene:

IB[’1|= |p+ | por lo tanto como: |FP,

Elevandose

’ (p‘—\')z+y2=|p+x]2
p —21),\+x‘+y =p? +2px+x
Y =pP-p+2px+2px+xt —x*
)2 =4px

5 la ecuacion de la pardbola con vértice en el origen, con su eje focal en el

Esta tltima exp

La directriz.d por: ser una recta paralela al e_,e “y Tiene como ecuacidén x = -p.

_El la‘aof;'eql ado por: LR = |4p|




Cuando p>0 la palabola sc abre h'\cm la dcxech'\ y Sl p<0 la curva abre hacm la lzqu1erda, tal

como se muestra en Ia sn;,ulenlc hgtua

Fepy |

] S Y

~ ‘ ‘ ‘ /
L P>0 peo

ECUACION DE LA PARABOLA CON VERTICE EN EL ORIGEN Y SU EJE
COINCIDIENDO CON EL EJE Y.

La distancia de un punto cualquicra de la parabola al foco, es igual a la existente entre el
mismo punto y la directriz dela pardbola y = -p.
De acuerdo con la figura, est

77

F(0,p)

Rt T
igualdndose los valores dc.lF/\vl=|NAfl“ S
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se tiene: J(p—3)* +(=x) =|y+p

2py+p'-p’

La Gltima expresior n el:origen; con eje focal con el

éjei y,'"con  Uiia’du'ectrlzidada‘-por y:

oco_determinado - por el punto I"(O,p) y cuyb

En estos:casos, cuando p>0-la:parabola s¢:abre hacia arriba y para p<0 la cénica se abre hacia

abajo.”

tancia entre

foco'es p 9




Substltuyendose este valon en la ecuaclon «,' = 4/)\ -se. oblendla la ecuacmn de la palabola

z/ : 4(9).\ s = 36;\ La ecuaclon de Ia dnecu iz es x = -9

sohcxlada' y

2. Calcular la ecuacion de la parabola con vértlce en al origen y foco en el punto (0 5)
Por el enunciado del problema, el eJe de la pardbola coincide con el eje Y, por lo tanto las

coordenadas del foco son; F(0, p) =F(0, 5), por comparacion se concluye que: p = 5.

Substituyéndose este valoren la
ecuaciéon x* =4py,se tiene:
x?=4(5)y= x> =20y esla--

ecuacion pedlda

El lado recloﬁes

30

3 Ob'tvenétf | AE{le_l_é \dg‘"Vé'y‘tice en ¢l origen y directriz la recta x +3 = 0.

Co‘mo la ecuacion:

X+ 3 0 : Se aprecxa lue.es.una

y su ecu'lmon debe tener vla foxma

= 4/7\




Para oblencr eI valon de p se hace uso de la ecuacmn de Ia directriz x + 3 = -0 que es dc la fonma
X+ p= 0 Y por compzuac:on se llene que p 3 Por lo lanlo la ecuacnon es,

= 4(3)x y? = 12x

4 Héilaf l‘éiécuaci(’)n de la parabola, si su directrizes y - 3 = 0

~ Como la ec acién de la directrizes- - : O R
- |
. -par ela al e_|e Xy el eje de la parabola . S 6

iene a una linea constante

, comcndlra con el e_;e Y , su ecuaci6n -

5. Obtener Ia ecuaclon de la parabola, las coordenadas del foco, la ecuaciéon de la directriz y la

longltud del lado
punto (4,/8).

0. Sl,tlene su vértice en el origen y su eje coincide con el eje X y pasa por el

‘Como la‘pardbola tiene su vértice en el origen y eje focal coincidiendo con el eje X, la ecuacion

debe >dc_: selde llz'i»‘:for_ma; vy =dpx.




Nétese que en este caso no se conoce la ecuacnon de la dlrcclrlz ni las coordenadas del foco para

'c'ﬂculal el valor de (p) P "lanlo e tice Asyc} de las coordenadas del punto dado (4,8) que

peltencce ala p‘ abola, y satlsface :

la ecuacnon y? =4px,cony=8yx =4 de acuerdo con las

coondenadasxdel‘ punlo dado. AI usarse esto: valores nétese que se tiene una ecuacién con una

e donde e obtlene quep=4.

mcogmla (p), esto es. 8v

6. Una parabola c'
punto -8 -4) Obtc

directriz y la: longit

a ella, entonces sus coordenadas deben

Gh=—l6p - p=22 __4

(=8)" =4 p(-4) satis s




Entonces su CCI.l"lClOH es: \" = —16

lLLas cooxdcn’ldas del loco son:

7. Oblenc: la mag,nllud de ln cuerda focal de Ia palabola y = 8x'que es paralela a l'\ recta que

pasa pox !

De acuerd

B(6 -I) por lo tanto la pendiente de la

.cuerda focal e

Esta pendient

Xy =N
=3
m =
S 6-7
-4
m=—
-1




Conocido un punlo de la cuerda F(2 0) y. su pcndlcnle m = 4 se obtienc su ecuacién haclendo
: y- » —m(» x ) ‘

usode: y 0 4(.}\ 2)

S Ty=4x-8

; Conocnda Ia ecuacién de la cuerda focal de la pardbola, se debe de resolver con la
ecuaclén de la curva »? =8x, para obtener los puntos de interseccién 'S, y Sz

Substltuyendose y=4x-8en:

o yi=sx

T (4x—8)2 =8y

1637~ 64x+64 =8x
16x2=72x+64 =0
232 —9x+8=0

f 51(3;2. 5.1




Por lo tanto las coordenadas de los puntos de mlerseccmn Sl y Sz son;
S1(3.28, ‘5. 12) 'y S»(l 22,-3.12) :

‘ Finalme‘nie‘jIa;magnitud de la cuerda focal es dada pér:

d =y =x)" + =3
d =(122-328)" + (-312-512)’
di_.=;J,<;f.2._‘-06>f Ca2aT
‘d 849

8. La éc'uziciéni de una parabola es x? =4y, hallar la ecuacién de la tangente y normal a esta

cu rvaﬂeﬁf,él,‘ |:3"unf,o T(4, 4).




_ —hENb? —4ac

- 2a : g e .
_ =(Am) £ \J(=4m)> = 4(16(m — D)(1)
o 4m £J16m* - 4(16(m - 1))

2

El punto T(4, 4) solo acepta el paso de una tangente y la solucién de la formula de una
ccuacion de segundo grado proporciona dos resultados, solo es unica cuando el radicando es
cero, por lo tanto:
16m* —64(m-1)=0

m* —4m+4=0

Nuevamente se llcga una 'eCuiziéi “de :segiindo  grado -ahora en “m”. De acuerdo a-la

ecuacion, se tiene; A




La recta nmmal es perpendicular a ld t'mf,ente su pendlente es recxproca con signo

(.onlmno ala p(.ndlcnte dc la tal15entc esto est

, mN

R
Sy —6 o
2\ y=6=

‘ ,\+2y—12 0

9. Un pucntc, soble el rlo del est'ldo de Vexacruz h'1 sndo comtruldo con una long,ltud horlzontal :
dc 1200m -en fonm parabohca si su foco se encuentm a 25m por dcb'l_yo de el obtener la

ccuacion del lugu g,eometnco que deﬁne al puente.

“En los ploblemas f' sicos el proyectista adapta las condiciones matematicas al fendmeno

en estudlo En f'fiéé de la pardbola como la altura maxima del

lu L2

pucnte como a dlstancm'qu ste:entre el vemce y el foco se ha definido como la litera




se tiene p = -25m, el signo menos indica que el foco esta por debajo del vértice donde la ecuacion

es de la forma:. -+

10. La optica, parte de la ﬁsiga'dﬁe'

‘reportado que un rayo luminoso:al:llegar

reflejarse pasa por su foco.

ecuacion de la pa}ébblaiy manifestar,

los rayos luminosos pr s

luminosa. procedente del'sol.- " A “




A este tipo de hornos se les denomina solares y sus aplicaciones serdn de gran

importancia en el desarrollo de la vida diaria.

ECUACION DE LA PARABOLA CON SU EJE FOCAL PARALELO A CUALQUIERA DE
LOS EJES CARTESIANOS “XY” Y VERTICE EN V(h, k).

Para obtener la ecuacion de la pardbola con su eje focal paralelo al eje “x”, se realiza una
translacién de los ejes cartesianos, de tal forma que el vértice de la paribola coincida con el

origen de un nuevo sistema de ejes cartesianos X Y" tal como se muestra en la figura.

RN= Ky

Por estal eI velllcc de la parabola cn el orlgen del S|slema coordenadas X’ Y' y tener su

cje 1ocal comcndlendo con el eJe X, la ecuacnon en esle sistema en de la forma: y'? =4px’




Sustituyéndose las coordenadas de translacién de los ejes, se tiene en la ecuacién anterior

cid es la ecuacién de la pardbola cuando tiene su vértice

en un punto cualqunera (h; k) 'y su eje focal paralelo al eje “X".

: ~ Cuando’la parabola tiene su’ j vfocal

paralelo al eje “Y” y su vértice en un punto

cualquxer A%

za la recta y = 2 y por foco al punto F(-2, 8). Graficar la




3. Por lo tanlo su ecuacnon'es.
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Como las coordenadas del vcmce son. V(h k) = V(2 8) se. tlcne por compamcxon que

h=2, k '8 entonces se aprecn que faltn tod'wm evalm

¥ a m'u,n' ud dc p dlqt'mcm del foco al

VF 8+4 4. Por

vertlce ‘la cual por estar ‘'sobre el CJC Y. se_abtiene, por medio de.]p =

P sx"'p

,Vai‘::{ bsoluto |p|=
e:valor absoluto |p)| { _psi p<0

porf deb’aj o del vértice

: V Ia parabola abre hacia abajo y de las dos solumones qu “l_oyr:ab's'blurtd, se considera de

Latinragmtu_d el lado cclt‘o‘e's“:t |41)|=|4(—4)|=16.

3. Una parab la tiene's ’foco en el punto F(3 -2) sn su lado recto es lgual a 20 unidades, obtener

la ecuamon de la €6

20 por.definicion de valor absoluto |4p| = p si

§e:'s_el‘ccciona el valor de |4p| =-4p

T ;.’1.48.-5”'




lé_parébdia con eje paralelo al eje Y esi

(e 15 = 4p(y

al sivis'titiuifsie los valores de p, h, y k se tendra:

“A=1,B=0,C=0,

La'ecuacién de'la

L(-7,-2

@
D

{vay

20 -24 . "\'L‘,(P.‘f}_)




4. Una parébo/la,‘tie‘nelisu' v_értic_c;:_"en el punto V(4,’-_3) ysur'fo'c'c")' en VF(S?"‘-;;)‘. Hallér la eq‘l;a¢i6q1i'~ .

‘BHE,-3)- 16

Tomandose en cuenta que el vértice de la parabola tiene como coordenadas V(h, k)=V(4, -3)

se concluye que h = 4, k = -3 ademas se sabe que p=4, al sustituirse en la ecuacién de la -

parébola se tendra:




5. H l'\llal la ccuamon de Ia parabola que tiene su vértice en el punto "V(5, 2), el eje focal satisface

la exprcsxon y =2 y su lado recto es 8.

Se sabe que la ecuaclén de una linea

= [4p| =8 implica que p = 2. Finalmente la ecuacion es:

punto F(5, -2), su directriz es dada por la expresion  y =2,

_ntd P(x, y) al foco se encuentra usando la expresion

derl;c'l:k‘jii'siianma‘cn € dqs puntos;estoes:
Cdy =y = x) (-
= =5+ (p+2)?




endonde sedenota A =1, B= C= 0,’-ij%¥1‘0,{ E= 8,',F = 25.




TRANSFORMACION DE LA ECUACION GENERAL DE LA PARABOLA A LA FORMA
ORDINARIA.
Con el objeto de facilitar la técnica que se emplea mds comtGnmente para pasar una

ecuacion de parabola de la forma general a la forma ordinaria se ilustra algunos ejemplos.

1. DéliiOStrar que la ecuacion 42 — 48x — 20y = 71. Representa una parabola, calcular las

Por lo tanto’es una parabola horizontal de vértice V(—?.,;) .Como |4p| =12 > 0 la parabola abre

~ hacia la derec‘:lm; Si 4]5 = 12 por lo tanto p = 3.




‘Las coordgnadas’ del ',fo’cA:Q son: F(ﬁ + 'p,k) = F(—Z + 3,;—) = F("%)' la ecuacion de la directriz

. esix= -5 la ecuacién dc su e_|e es y= %

2. Dada la pardbola y? +4x+4y =0, Calcular la ecuac‘i_c')‘n" _dé ‘s"ﬁ‘e'je, las coordenadas de

- su foco, la ecuacion de su directriz y la longitud de su lado rec’to.‘(gr'aﬁc‘ar). k

yi+ay=-ax
y? +4y+4 -4A,+4
(r+2)? =—4(x =

Se trata de uné.‘pﬂéréﬁél

coordenad'ls del vemce son V(I
F(0, -2)..

o . PP F(O, -2)\v(1, -2) y=-2 X

A-154- '




3. Sl l'1 ccuacnon de una palabola es y=—x"+6x-8. Determinar las coordenadas del

vemce las com denad'\s del foco y las ecuaciones del ¢je y ta directriz.

x? —6.7¢+9=—y 8+9 .

TRASLACION DE EJES EN LA PARABOLA.

En forma similar a los ejercicios realizados anteriormente .con la circunferencia, en
ocasiones es conveniente expresar a la pardbola en su forma candnica, es decir en un sistema

coordenadas, donde su vértice sea el origen del sistema.




Las ccuacnones de lransformacnon de coordcmdas para una traslaciéon se sabe que son

dadas pory




Replesent'u ala pzuabola (v+ ’7) =8x+5,cn un sxslemn de coordenadas cuyo ougen

-5,

se ll'lblﬂd’l al punlo (

Se sabe que’las ecuaciones de trans

parabola se uene. -

2 +2)- = 8( 
0=
Cyi=8y

3. Tlansform'lr Ia ccuacxon

"dé Izi»l'q'l-ébblai;\-l' +3x+5p—15 =0, en una expresién que no tenga

lcrmmos en X.Ni

. Al analizar. detenidamente:la’ecuacion, se aprecia que si no existen los términos en x, ni el

mdependlen ela u vértice en el origen, ya que la ecuacion en este caso tiene

~la fomn.
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Ahora el problema tambnen consnste en’ C'llcular las coordenadas del vemce de'la parabola

que serd el ougen “del: nuevo sxstema
tlene S  ~ 5
L xA2xh

X2 +(2h+3)x!

YO 3sk-19=0

‘Como se desea que el témlmo mdependlente y el de x no exnstan entonces estos son
nulos es decir:

2/1+3=0=>/: ="73 |

< B 4+3h5k-15=0

69
=2 =345
, 'vzo

La ecuacién buscada es: x'? = -5y’

Teniendo su.vértice en el origen; representado éste, en el sistema “XY™ por el punto:




A-15,2.45)] 4

ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO

La ccuacion general de segundo grado es de la forma:

Ax® + Bxy+Cy* + Dx+Ey+ F =0

En particular secor 50 en: que la ecuacion de segundo grado contiene el

‘B 0. Se demostrara que por medio de una rotacién de los

ible . transformar la ecuacién en otra forma:

-La ecuacion puede representar un lugar geométrico real, representa una cénica o uno de

los casos excepcionales de un punto o un par de rectas,




TRANSFORMACION DE COORDENADAS POR ROTACION.

Para obtener las ccuaciones de transformacion de coordenadas bajo una rotacion de

dngulo agudo ¢ esconveniente auxiliarnos de la siguiente figura:

Considérese un punto cualquiera P(x, y) 3 ¥

en el sistema de coordenadas “XY”, las RO P(t.’{)j P'(i'.y‘)

_coordenadas de este punto P(x, y) en el

.‘~,'s>i's‘:terhé xfy' se denotan como P(x’ y)

Se recomlenda el analisis mmucmso -

: "del trazo de las coordenadas del punto P

en la ('gura.

" con las'del sistema

160 -




La 'leClS"l del punto P en el 51stem'1 “)\Y" X es |gual a OJ de 'lcuerdo a'la f;,ura ademas

te Vidis parév '[.T'[)’ﬁ?, se obtiene la ecuacién de

transformaci

e transformacnon-de la ordenada y, obsérvese la figura e

'JP ademas que: y=JP=Jl+1P=KH+1IP

seng = o KH = x' seng

cosp = —[f— R 11’ y cosg
»'

Substltuyendose las xelacxones de [\HylP Se'«‘obtiene finalmente la ccuacion  de




EJEMPLO; . i
B L"Cuz"il‘éé"elzangulo:ql'i’e; debe’

‘un’sistemade ejes’ cartesianos “xy’, para que la

a expresada sin el término “xy™?

se desarrollardn operaciones y se despejara a

a‘ecuacion de. la’ parabola’no:contiene el "

S ".-162’- 




Dcacum doa las ldentldades trlgonometn icasse tlene

sen (p cos ga-cosZ(o_ B

9e112¢ -

2sen(p cos (p =

Sustltuyendo las ndentldades :

(sen? P- ‘cos ¢) sengcosp =0
\/’_(cos2go)——2~senzqa=0

«/— 2(cos 2;0) = —senzgo
sen2(p

Sustituyendo el

el tcnmno )\y

L ey ey - IR EEE DU SLI
2cos»35_.26» cn 5. h ~35.26 ' -35.. 2 5en 35.26 ; €05 35.26 + 7" cos 35.26.) =

. .r'- (cos' 35.'.’6 e
S i




Se aprecia que el vuuce de Ia parabola cs el punto (3 2) del swlcma A y y. LR 4p = -4 3

'x—w+3 -

ya_. yn + 2

Subsmuyendose en la ecuacxon de la parabola se lendm (x”+ 3 -3 ) =-4. 3 (y” + 2-2)

mayor niimeros.de decmnles'pomblc

'EJERCXCIOS
1. L'1 duecu iz dc um p'lrabola es el punto (a, 0). Determinar su ecuacion.

2. Determinar la cc;_uacién de la pardbola que pase por los puntos (0, 0), (I ,0)y (3, 6).

. ‘IG‘}'




3. Encontl'u las coordcnddaq de los punlos donde Ia rccta 2y —x =4 corta a la parabola
2y — \ +2 0. Consh uir-la yaf'ca respccuvw . ,

4. ,Detcnmm(l I eC de. una parabola:cuyo CJ _ “de. snmetrn sea eI e_|e de las ordenadas
cuyo C ) u vemcc y directriz? :

X y2 , 2(x+ y), las ecuaciones de su eje y su -

Qitreéthz;,ybk_’\ gitud del lado reto.

RESPUESTAS :
l y2— 2a( x - '1/2)

| 3, _JP,(3 35), Pz(-z 1, V(O -1), F(O, 0. 5) y—-l 5

Y"‘_'?-l), F0.0).y=-

V( 05 1), F(O 1), LR 2, x="1




LA ELIPSE.

traslacion se asemeja a una elipse.

Definicion

Del p‘unto"pis'e_t‘viré’h‘éjdv‘-!‘-ndz' = Constér;te »yDbel pt_xﬁto p1, se observa que d; +d; = C=2a.

Del punto p;

) © - 166-




ELEMENTOS DE LA ELIPSE.

Al igual que la parabola la elipse tiene elementos que la caracterizan y dlferenCIan de las

olras conicas. ESlOS son:

1. Dbs pun‘ids ﬁjb'svllah’/iados fdcos ny,Fﬁ

I punto medio del segmento FF',

une dos puntos cualesquicra de la elipse se llama

ncn entre los dos ver-

o tlces del C_]C m'1y0r es2a.
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La magnitud del‘eje menor es 2b, porque

“la dlslancm del cenllo de Ia ellpsc acual- -

quncla de sus vemccs del Cje normal es -
. dada pon “b” '

La maymud de la dlstancm enue el centuo de la ellpse y cualquxela de sus locos es denommada

como “c” por lo lanlo, el valor de la dlstanCIa entre los focos F yF'es 2.

ECUACION DE LA ELIPSE CON CENTRO EN EL ORIGEN Y EJE FOCAL EN EL EJE
“X

Cuando el centro de la elipse estd en el origen y el eje mayor de una elipse coincide con
el eje *X”, entonces se tiene: que el e_|e normal 0. menor comcnde con eI eJe “Y™, tal y como se

muestra cl la sngunente graﬁca'

il'] deﬁ de Ia ellbse se llene que la

. Slll'l‘l'l dL‘las distanci

as. [’F yl'l’ es lgml-

: " auna constant llamada "a
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|FP|+|F’P| 2a .
‘ Del ll langulo rectangulo l“'Pll se tiene

‘que (por el teorema de Pntagoras) _ /""713\('” C

';F

Como lF"Hl = c+ x,HP =y e tiene que: F'P2=(c+\)2+ i

: 2 se tiene:

o bien:
elevandose al cuadrado; ",

'. y ¥ -’2 ¢ ‘4c'1_gf(c+x)2 +y +(c+x)? +y?
' ¢t - ' 2 ‘éa\,}(c+x)2 +y?
- 4c —4a Jie+ %)+ +y

)——4a !(c+,\)2 !

' 4 +3 + o
(c'\+a ) @ (c -\) 2

k(c.\" + af" Y=a- Zc+\7)2 -i: );2

_7169;_'.




=@+ )

+2a’cx+a’x® +a’y?

(ex+a®)®

. IS E
x* +2a’ex+at
c’xt=a*x? Zatyt

Haciendo a: a

b® serd: mayo

ariable “Y”’ de la'ecuacién de la elipse;

bix +aty? = a’b?
azyz =a2b2 _b‘."\.Z
Sy b -xY)

cantidad positiv

Lo cual indica qu

" nunca tiene valores mayores a la longitud del semieje

- Similarment

i ndlay»t)\r:(a)

“y” esta limitado los intervalos de valores, es decir;




NOleL “en la h 'Lua que Ios dos reclos
de Ia cllpse

| g,menlos de recta
_paxalelos al:eje’de:las

por. Io_ktanlo :

os seg- -

Yaque:

"—'c‘

7. . 2
LR=Z- = 2

Palllendo del loco hacm el punto Py aI punto P’s se concluye que la longltud del lado recto es;
b ' ’
a..a

a

Una caracteristica fundamental en la'elipse es su excentricidad que se define como

La excentricidad siempre.es menor que uno debido a que c<a, tal y como se aprecia en la figura
anterior. S s
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ECUACION DE LA ELIPSE CON CENTRO EN EL ORIGEN Y EJE FOCAL SOBRE EL
EJE “y".

Cuando la elipse tiene su centro en el origen y su eje mayor en el eje de las “Y™, la

2 2
" X .
ecuacion en este caso es: b—2+—2 =1.

b Obsérvese que el cuadrado de. a,imagnitud del semieje mayor (a’) di{/idé,ialljd;a.a ys. La

elipse con centro

La magnitud dei Ia_do\ recto y su excentricidad no sufren cambios:

__LR';_Zb_ ‘

a
e
= —

a.




EJEM PLOS

] Reallzax la f'yuc

de la elipse 'dada por la expresion:’

la' magni

tud de la excentricidad y del lado recto.

) cdnoCer algunos elementos de la cdnica, tales

us_fok:os, por lo cual primero se deben calcular los

2(16)

‘6 5 33




llallan la ecuacmn de la ehpse cuyo centro esla en el or lg,en Y sus vértices del eje mayor

y menor son Ios puntos V(5 Oy 'B(0, 2).

: Como uno de los vértices del eje mayor es el punto V(5, 0) se aprecia que el eje focal de
la ellpse se encuentra sobre el cje “xr ya que, por acuerdo se ha manifestado que los vértices del
eje mayor se representan con las letras Vy V',

Como una de las coordenadas de los vértices del eje mayor es V(a, 0) = V(5, 0), por

comparacién se concluye que a=>5.

: EI vértice B(0, b) = B (0, 2), entonces b = 2. Conociendo los valores de a y b se puede

dar’la ecuacnon de la elipse, puesto que tiene la forma.

- x
4.VG6.0 |

Su lado recto'y ékceﬁtriéidad: .

. v . ”;;;174‘_




Por lo tanto las coordenadas de los vértices y focos son:

V(a, )=V (5,0) V'(a, 0)= V5, 0)
B(0, b) = B(0, 2) ' ]

F(c, 0) = F'(4.58, 110)

3. Hacer la grifica y encontrar la ecuacién de la elipse que tiene su eje menor sobre el eje

“y” con una magnitud de seis unidades y uno de sus focos es el punto F(2, 0) y el centro esta en

el origen.

Como la magnitud del eje menor de la elipse es 2b,

entonces se tiene: 2b = 6, entonces b= 3.

Como la coordenada del foco es F(2, 0), por comparacion se tiene ¢ = 2. Ademas se sabe que

el centro de la elipse es el origen C(0, 0).

a=+b*+c?

Pzilfzi‘cé_lvculyziff la magnitud de “a” debe obtenerse por medio de: a = /9 +4

a=x/l—=3.6




Las coordenadas d los vertlces y focos son: (con a=3, 6 b 3yc=2 )

2 2

Y

4 Graﬁcar la ellpse dada por: it—+—— Al observar la

‘4, 12

aprecia que en la ellpse sxempre se tlene

o ashbe La® >b?

entonces se Can“I‘Lj‘)‘/‘élqué;:_‘ .
ERERA. a’v=k='l'2‘

=4

ademias la elipse tiene su'e

Para calcular el valor'de “c” por medio de:

=+Ja’-p* =V12-4=282

'fC:,’Cfll : ¢vn' el eje “y” porque 12>4.

ecuacion y analizarla se




Conocldo los valores dea Yy b, se pueden
obtener’ las coordenadas de los veruces -

que ¢ en este caso son:

Y

V'(0, -a) = V'(0, -3.46)
B'(-b, 0) = B'(-2, 0)

| RO9-F(0,2582) F(0, ¢) = F'(0,-2.82)

—El lado recto y la excentricidad se deben - -

. evaluar usandose las expresiones conocidas:

Dado B(4, 0) = B(b, 0) entonces b = 4.

Como el lado rectb es dado por:

=177




Se substituye el valor numérico de “b>, despejandose la incognita “a”, esto es;

2 . . 12
24)* 10 . _616) _, y
a 3 10

Por lo tanto la ecuacion de la elipse es:

con a=9.6 y b=4,

2
Y __ -1

x?
— + ——
4% (96)? ' B
2 2 ‘ -8 i
16 9216 :

Se evaliia el valor de “c” por medio de:

c=-Ja? —b® =4/92.16—16 = /78.16 =8.72

8.72
<

La excentricidad e =
9.6

Qe

Por lo tanto las coordenadas del los vértices y focos son:

V(0,2)=V(0,96)  V'(0,-a)=V'(0,-9.6)

B(b, 0) = B(4, 0) B’(-b, 0) = B'(-4, 0)
F(0,c)=F'(0,8.72)  F’(0,-c)= F'(0, -8.72).

6. Obtener la ecuacion de la elipse que pasa por los puntos A(3,§) y B(—4,—Tl)

teniendo su centro en el origen y su eje mayor sobre el eje X.

Se sabe que la ecuacion de la elipse bajo las caracteristicas mencionadas en el problema

oyt
es de la forma: -+ =1
a b

Para determinar la ecuacidn se deben conocer los valores de a y b, estas magnitudes no las

proporcionan los datos del problema directamente. De las coordenadas de los puntos A y B al
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sustituirlas, la ecuacion se llega a tener un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas; se

resuelve, determinandose con ello los valores de a y b. Esto es; para el punto A(3,—) se tiene

&=iy=%

Para el punto B

Despejando a a’ de la primera ecuacién se tiene:

(5200
4
9p?

b2 -=
4

a2=




Substituyéndose en la segunda ecuacidén se tiene:

165 (4b’-‘-9);
64b* —144b% +9b2 —36b‘
64b* —144112 +9b2 36b* =0
28b“ 1351;2 —0

_92_4 82=~b +2.19
28 .

Substltuyendo el valor de b* en a’s tlene

9(135): , S
“*z 28 . 28 1215 ‘
47135 97 135-63 " 72 =16.87

) 28 ‘»,4f 28 )
La=#4100 0 o : : ty
Por lo tanto la ecuacnon buscada es’v
¥ ’yz' o l OEtE . , 4
1215 * 135 S

LAl SRR ' b AG 1S

72 28 /J\

; U V'sl v

Lo . -8 C(4,-5 J/‘!
\'




7. Hacer Ia glaﬁca de la ellpse determinada por 196x* + 100y* = 1225. Ademas demostrar
'que la lecta_S 3 |

= 0 Es una secante de la elipse dada.

» de‘ la ellpse debe de proporcionar

grafico.’

Las ecuaciones de la elipse que se han analizado hasta el momento

la informacidén suficiente para poder

les enlos basmos de la conica es decir las coordenadas de los vértices, focos,

'y lado' recto, ya que con estos elementos uno se auxilia en la elaboracion del

representan una

igualdad con la unidad, entonces la ecuacion dada se divide entre 1225, esto es:

196x
1225

X2

1 23?

196

x2

625”

Las coordenadas de sus vértices y focos son:
V(0, -a) = V'(0, -3.5)

B'(-b, 0) = B'(-2.5, 0)

F(0, -c) = F'(0, -2.44)

V(0, a) = V(0, 3.5)
B(b, 0) =B(2.5,0)
F(0, c) = F(0, 2.44)

lOOy

1225

y2

1225
100

2

y

12 25

De la ultlma ecuacion se. aprecna mas facilmente que la elipse tiene su eje mayor sobre el

2 =1225=>a =35
2 2625=>b=25




Se sabe que para demostrar que la recta 5x -3y -13 = 0. Es secante a la elipse 196x? +

100y2 = 1225, se deben de resolver estas ecuaciones simultaneamente, es decir;

De 5x -3y -13 =0 se tiene x N

Substituyéndose esta expresién en la ecuacion de la elipse:

196(33’;13) +100y —1225 |

196(&—1_128521:—1—-6-—2 +100y2f—1225

_—15288:+ .[(15288)% — 4(4264)(2499)
Y= 2(4264)
¥, ==0.17
y, =-3.41

- S x, =
De x=. - se tiene _' =055 por lo tanto la recta 5x -3y -13 = 0. Es secante a la elipse

3y+’13
5

dada en los puntos E(2 49, -0.17) y G(0.55, -3.41)

.. 8. La excentricidad de la trayectoria eliptica que describe el satélite Morelos al rededor del
sol es 1/62, si la longitud de su eje mayor es de 2970 (10)® Km. Obtener:
a) La ma"gh‘i.tud'del lado recto
b) La ecuaClon de la elipse que describe al satélite Morelos al rededor del sol, si este astro se

S en‘cueht"'” en uno de sus focos.




c) La distancia mads cercana del satélite al sol
d) La distancia mas retirada que tiene el satélite del sol
Si la'magnitud del eje mayor de la elipse propuesta es:
2a=2970 (10} Km.
a= 1485 (10)*Km.

Como la excentricidad es dada por:

_e_1__ ¢
a 62 1485(10)°

8 : L
= 1485010 _ »53951(10)*

62

como

« "\\/(1485(10) )2 (23951(10) )2
'b,—l4848068(:10)8 e

L R‘; 3__ $2(220465.3202(10)')
S Ta 1485(10)°

= 2969.22(10)°

Si se considera como origen al centro de la elipse que describe a la tierra en su movimiento al

' reded‘ok“fael sol, entonces sera el punto medio del perihelio y afelio y la ecuacidn es:
8 2 N yz o . v v
(1485(10)%)* ~ (1484.8068(10)%)* 2 . (XI0MD

Las coordenadas de los vértices y focos

son:

V (a,0) =V (1485(10)%, 0)
V'(-a,0) = V’(-1485 (10)%, 0)

- B(0,b) = B(O, 1484.8068 (10)%)
B'(0, -b)— B(O 21484.8068 (10)°*)
F(e, 0)= F(2395I6(IO) ,0)
F (-c 0)- F'(-23. 9516(10)s 0)




De acucxdo con Ia ﬁgura se aprecna que la magmtud del perihelio (punto mas cercano de la tierra

al sol) es;

Dperlhello a- c—1485(10)“ 23, 9616(!0)3—1461 .0383 (10)% Km.
Dafelic =a+ c= 1485 (10)° + 23.9616 (10)° = 1508.9616(10)* Km.

ECUACION DE LA ELIPSE CON CENTRO EN UN PUNTO CUALQUIERA C(hk) Y EJE
FOCAL AL EJE X.

Si el C(h, k) se considera el origen del sistema de ejes cartesianos Xy’ la ecuacion de la elipse

sera:

PPy

se debe de ve _cual es la relacmn entre x’,

Xy _h ademas de_y ;Y k.

De acuerdo con la figura se aprecia que:

x"=x-h

y'=y—-k

Substituyéndose en la ecuacion de la elipse, se llega a la ecuacion de la elipse con centro en un
" punto cualquiera y eje mayor paralelo al eje x.

G=h? 0=k |

2
a” b?
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De acuerdd con la figura Siguienie las
coor}dve:nadas’ de los vértices y fOc_o$ - . S v
SONT ol ) _ . oo Bh ki)
ok G
C V(h+3,K);  V'(ha, k)
‘F(h+c,k), F(hc k)
B(hk+b), B(h,k-b)

La magnitud del lado recto y la excen-

-v‘(h'luj) SRE o R Fltc, v(h"l.-mx‘

‘tricidad son dadas por las mismas ex--

presiones:

2
r=2"
’ a

e=—<|
a

ECUACION DE LA ELIPSE CON CENTRO EN C(h, k) Y EJE FOCAL PARALELO AL
EJE “Y”.
Al realizar una traslacion del sistema XY al punto C(h, k) siendo este punto el origen del

nuevo sistema “X’Y " con los ejes paralelos al sistema “XY?”, la ecuacion de la elipse con centro

en el C(h, k) y cje focal paralelo al eje Y es: 4 Ve Veh, kte)
(x=m? (y-k)°
: b2 + a2 = l /
Dl . l F(h, ktc)
~Con ayud@ dela figura las coordenadas ‘
de los vértices y focos son: Bhby, _h Blhtbi)
i e 2 =
CVI(h, k-a) | |
F (h, k+c) F'(h, k) . F'(h, k-¢)
C B (h+b,k), B(h-b, k) :
K L x
VaL ko)




La magnitud del lado recto y la excentricidad son dadas por las mismas expresiones:

I 2

LR_Z_b_

a

;e=—<l
a

2 =b2 +c2
EJEMPLOS:

1. Hallavr li\ écu’acién dé la elipse si los vértiées del eje mayor son los puntos V(3, 2) y

V (9‘ 2) y su excentncxdad es %

Para determmar la ecuacién de la elipse, se debe en cstos casos determinar su
"centro C(h k), la longitud de su eje mayor y menor (2a y 2b) ya que la ecuacion tiene la
fqrma. '

(x = h)? " y-k:

a’ b =1

Como el centro de la elipse es el punto medid de los vértices del eje mayor se tiene que
para V'(3,2) y V(9,2)

C(lx,k):C[x‘+x2 ¥ +y2)=c(3+9 2+2)=C(6,2)

2 72 272
Y
De acuerdo con la figura se aprecia que
la longitud del semieje mayores a =3, 3

. ya que es igual a la magnitud de la dis- -

- tancia que existe entre el centro de la - -

" elipse y cualquiera de sus vértices del eje

~ mayor.




De la excentricidad se cdnc!uye que:

Dadasa=3, b=24, ¢c=1.8 yel LR=3.84, C(6,2)

Sustituyendo los valores en la ecuacién de la elipse se tiene:

-6, -2 _,

CRET)
25
Las coordenadas de los vértices y focos son: ’
C(h, k)=C(6, 2)
V(h+a, k) =V(9, 2), V'(h-a, k)=V’ (3 2)
; F(h+c k) F(7.8,2), F(hc,k)—F(42 2)
b)= ‘B(6 4.9), B'(h, k-b)=B'(6, -0.4)

B(h,k

2. Obtener la ecuacién de la elipse en la forma general del problema anterior.
La expresion general se obtiene desarrollaindose las operaciones indicas e igualandose a cero la
ecuacion resultante esto es:

Dada la ecuacion:
(x—6)? -2)?
5 ) +(y144)' =1
25
(x--6)z L 250y =2)°
9. - 144
l44(x 6)2+225(y 2)* _
1296
144(\ -12\+36)+225(y —4y+4)=1296
1441 —l728t+5184+225y —900y +900 = 1296
144x* +.225 y,,:-—‘l 728x —900y +4788 =0

=1




Estd ultima ecuacion es la forma general de la elipse la cual es dada por:

Ax* + Bxy+Cy* + Dx+ Ey+ F =0
Se habia mencionado que se estudiaran los casos en que B = 0, por comparacion se aprecia que:
A= 144, B=0, C=225, D=-1728, E=-900, F=4788.
Cuando se tiene una eéuacic’m de una curva de segundo grado, se habia obtenido que la curva se
trataba de una circunferencia si A = C.
Es una pardbolasi: A=0con C#0 obien 420 yC=0.

Para el caso de una elipse se aprecia que: 4 # C y ademas son del mismo signo.

3. Dada la ecuacién de la elipse del problema anterior, calcular la ecuacién en forma
ordinaria.
Para obtener la ecuacion de una elipse en forma ordinaria, a partir de su ecuacion general se
rccomienda el siguiente procedimiento:

[ 1) (YAl

3.1 Se ordenan los términos que contengan las incognitas “x” y “y

144x% —1728x +225y* ~ 900y +4788=0

3.2 Para los términos que contiecnen a la abscisa se saca el factor comun al coeficiente de
“x? (A = 144) y de los términos que contienen a la ordenada, se factoriza al coeficiente
“?” (B = 225), esto es:

: 2 2
144(144x _ l728x)+225(225y _900y)+4788=0

144 144 225 225
144(x> —12x)+225(y* — 4y) + 4788 =0

3.3 Sesuma y se resta el cuadrado de la mitad de los coeficientes de “x” y “‘y”

2 2 2 2
144) ¥ —12¢4+ 2] - '—%) +225 yz—4y+(4-) —(‘?) +4788=0
2 2 2 2
: 144(x? —12x+36-36)+225(y* -4y +4—-4)+4788=0

3.4 Se factorizan los trinomios cuadrados perfectos

144((x - 6)* - 36) +225((y - 2)* ~ 4) + 4788 =0




3.5 Se efectuan las operaciones indicadas:

144((x - 6)% —36)+225((y —2)* —4) + 4788 =0
144(x-6)* +225(y ~2)* =1296

3.6 Dividiendo la ecuacién por el término independiente:

144(x—6)* | 225(y-2)* _ 1296

1296 1296 1296
=6 (=2 _,
1296 = 1296
144 225
(x-6)" (»-2)*
%5 tT1aa !
25

Se aprecia que esta ecuacién es precisamente la buscada y es dada en el primer problema.

4. Hacer el grafico de la elipse 2x* — 6x +8y* + 32y +% =0.

Para realizar la figura de una elipse es necesario conocer las coordenadas de los focos, vértices,

centro, ademas la magnitud del lado recto.

Una de las formas que existen para conocer estos valores es transformar esta ecuacion de
la él‘iprs'vei.en‘ forma ordinaria, esto es: )
SR ) . 1
2x° —6x+8y +32y+—2~ =0
2(x? —-3x)+8(y° +4y)+% =0

9 9 1
2| x* =3x+=-Z |+8(y? +4y+4—4)+= =0
(x * 4-,4) (y Y )2

3V 18 L, 1
Y x=2 | 224 8(y+2)! =324~ =0
(A 2) GO e s =0
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3 2
2();—»2-) +8(y+2)'=36

3V .
(*‘5) +(}+2Y;;§§.'
56+ 56" 56

G'ﬂaQﬁfﬂ )
N
2] o,
, . 18 45
~Esta elipse ticné su :eje'niayor' paralelo al eje X por lo tanto:

p2=45

a’=18

k\/f(5.74, -2), V'(h-a, k)=V'(-2-74, -2)
= F_(S? 17,-2),  F'(h-c, k)=F'(-2.17,-2)
- b)=B(1.5,0.12), B(h, k-b)=B'(1.5,-4.12)

5. Obtener la jevck;uéc‘:,ié“h "d,e‘:‘la‘ elipse cuyos vértices son los puntos B(-3, 3) y B'(-3, -5) y la

‘de cuatro unidades.

Como las abscisas de los vértices del eje menor son iguales, se concluye que este ¢je es paralelo
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al eje Y, por lo cual"el‘ je mayor sera paralelo al eje X, siendo la ecuacién de la forma:

Las coordenadas del centro C(h k) ‘se obtlenen evaluando la abscisa y ordenada del punto medio
de los vértices B(-3,3) y B'(-3 -5) o

et 552)- (252359 o

La magnitud de la distancia del centro a la elipse a uno de sus vértices del eje menor es:
b= 4, Tal y como se aprecia en la figura. Y
Como el lado recto. LR = 4, se tiene:

2
_2 206 _,
a a

LR a=8

Finalmente la ecuacion sera:

Las coordenadas de los vértices y focos son:

V(h + a, k) = V(5, -1), v’ (h -a, k) v'(_n ~-1)
F(h + ¢, k) = F(3.9, - 1), : ‘,: = (499 -1)
B(h, k+b) = B( -3, 3) " -5)




6. El centro de una elipse es el punto (2, -3), su excentricidad es 2/5, Hallar su ecuacién si
su eje focal es paralelo al eje “Y” y los focos se localizan a una distancia de #2.25 del centro de

la elipse.

De acuerdo con la figura se aprecia

que las coordenadas de los focos - - _ Y
son: F(2, -0.75) y F'(2, -5.25) . . 5 S . .
como: ¢ =2.25 y e =2/5 se tiene: _ . /y\
== 2 4os [ _x
Cora. a 5 8 J A N A\
Se sabe que la magnitud del semieje F
S e B +C B
-~ . menor es dada por: . . -4 -
bJa2 —¢* = (56)" - (225)" =51 F
L La"écuaéi6p1 es del tipo: RS § 8
(=R (k) v
; bZ,". v+‘ 2 = l

=2 0+ _
2601 3136
26* _2(5.1)°
LR="—=2""_
a 5.6

Las coordenadas de sus vértices son:
V(h, k+a)=V(@2,2.6), V'(h, k-a) =V’(2, -8.6)

F(h,k +c)=F(2, -0.75), F'(h,k-¢)=F’(2,-5.25)
Bth+b,k)y=B(7.1,-3) B'(h -b, k) =B’(-3.1, -3)‘
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7. Los électrones del segundo y tercer orbital del atomo de uranio describen una elipse en
cada mvel si: los focos son los puntos F(0, 5) y F'(0, -5) obtener las ecuaciones de las érbitas si la
magnltud del semicje mayor del segundo orbital es de ocho unidades atémicas y el tercer nivel

v . tlene la excentrlcldad de 1/2,

De las coordenadas de los focos se aprecia que el eje focal de la elipse esta sobre el ¢je

“y”, ¢ = 5, por lo tanto C(0, 0), y el segundo orbital tiene a = 8, por lo tanto la magnitud del

semieje menores: b=+va?-c? =+/64-25=+/39 =624

Por lo tanto la ecuacién de la elipse del

segundo orbital del atomo de uranio es:

i<

Para el téfce(l‘,\orbi&ih ‘se tiene quec=35

- ye= l:/2’,>i;‘_c6vm;o la excentricidad es dada 7 v

La magmtud del semleje menor es:

=Ja? —¢? Jloo 2 —«./——866




La ecuacién de la tercera orblta del atomo de uranio es:

«\2 y2]

757 100°

: gt
R=2 2(75) =15

}aj s 10
Las coordenadas de los vértices son: I
V(0,a)=V(0, 10) V’(0, -a) v’ (0 lO)
B(b, 0) = B(8.6, 0) B’(-b, 0)— B (-8 6 0)

8. Hallar los elementos-de la elipselda“d' ‘p” 5;\2+ 20x +y* —4y ~56=0

Las coordenadas de los vertlces y focos son:
V(h,k+a)= V(2 10 94) V’(h, k -a) =V'(2, -6.94)
F(h, k+ c) F(2 10), . F'th,k-c)=F'(2,-6)
B(h -fj b, k) B( 6_, 2) . B'(h-b,k)=B'(-2,2)
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16

9 Hallar la ecuaclén de la ellpse 2x? +4.\+.w —6y— I —0 si el origen del sistema

coordenado se traslada al punto (- l)

Y Y| 3
Las ecuaciones de transformaciéon son: - - o e
x=xHh o
y=y +k T ; x

Donde (h, k) son las coordenadas donde -1

se traslada al sistema de coordenadas, -

estoes:h=-1 y k=1, remplazindose -

las incognitas h, k de las ecuaciones de -

translacidn se tendra:

-3

Xx=x'-1

=y o+

- 195-




v Substltuyendose las ultlmas exprestones en la ecuactén de la elipse:
SEh 23» +4A+3y —-6y—1—0
2(x -1)2 +4(x SD+30 + 1) 6(y +y-1= =0
36y —6, 1=0

2x'? —4x'+2+4x' = 4+3y ,ﬁ,ﬁy,'

e 2x'2—+3y’2—6
2x'? 3y
6 6
_.+!_=1
3 2

Esta ltima ecuacién es de una elipse con centro en el origen del sistema de coordenadas x’ y
con el eje focal sobre el eje x” con a’= 3 y b’=2. Por lo tanto la magnitud de los semiejes mayor y

menor son:

a=43=173 b=A2 =141 c=at-b* =3-2 =1

b 2(2)

El lado recto es: LR —-— T 2 33 'y las coordenadas de vértices y focos son:

V'(-a,0)=V'(-1.73, 0)
F'(-c, 0) = F'(-1, 0)
B'(0, -b) = B'(0, -1.41)

Y Y
./"/ BNA‘\,J ‘
""/ T :‘?
e kY
,.l \I"
/L e T
v F : Fl 4V .
1 | X
! ) ; ;
| !
-4 -2 | 2z X
5 e
._1 .
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" 10. Siel centro de la elipse 8x? —72x+106+7y* —56y =0 , se traslada al punto (9/2,4),
'encontlar su ecuacnon

- De a}cu_erdo ,a Ias ecuaciones de transformacién de coordenadas se tiene:

o 9 .9
x=x"+h con h===2x=x"+=

2 2
y=y'+k con k=4=y=y'+4

Substituyéndose las expresiones de transformacién de coordenadas en la ecuacién de la
elipse.

8x* —72x+106+7y* -56y =0
8(x"+ 2)2 —72(x'+-9—)+106+7(y'+4)2 _56(' +4) =0

+38 ' +16)~ 56y ~224 =0

8(x'* +9x' +-—) 72x 324+106+7(y"

8477 +72x T2’ + 7y 4 4+106+112-224=0
i 8x'2+7y? —168=0

CBx'? +7y' =168

’ ‘8x12 7y12
PR +‘_..,._-‘ =
168 . 168
W12
LR Z
21 24
la ecuacién es de la fqnha:
. Lo Que implica por comparacion :
a? —24=>a V24 =4.89 b =21=>b=-/21=4.58
. 2
—\/a —b2 V5 =223 R=28"-2CD _gss

por lo que las cc "idénéidas de vértices y ocos son:

: ,V(d“a:)‘ \}'f'(‘o';‘ci.S) VH(0,a)=V'(0,4.8)
F(0,0)=F(0,22)  F.(0,-c)=F(0,-23)
B(bO)—B(45 0) . B(-b,0 = B (45,0)




- EJERCICIOS®

1. Los focos de una elipse son los puntos (-1, 0) y (1, 0). La longitud de su eje menor es

2b = 2. Determinar su ecuacion.

2.. Encontrar las longitudes de los ejes, las coordenadas de los focos y la excentricidad de la
elipse 25x* + 169y* = 4225.

4. La ecjuv‘_/» deuna elipse que pasa por el punto (1, 2), si sus focos son F(l, 1) y F'(0,

" 2)¢Cuales son las tangentes de las rectas paralelas alarectay + x = 0.
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RESPUESTAS

L

2. F(12,0), F'(-12; 0),\((13,‘ 0), V'(-13,0), B(0, 5), B’(0,-5); Eje mayor=26, Eje
menor = 10, e = 12/13, LR = 50/13.

3. 35x% — 6xy + 2752 = 160x — 120y + 116 =0

4. 3x? +2xy;+;3y2 0y+7=0 : Las rectas Tangentes son: x +y—1=0;x +y-3=0




LA HIPERBOLA.

INTRODUCCION

El estudio de la hipérbola, ademds de interesante, reviste gran importancia debido a sus
propiedades de la cual se derivan significativas aplicaciones. Se han mencionado ya, que la
trayectoria de los planetas alrededor del sol forma una elipse, pero no sélo los planetas: Todas las
masas atrapadas por el campo gravitacional de otra mucho mayor orbitan alrededor de ésta. Se sabe,
sin embargo, que no todos los cuerpos celestes son prisioneros del Sol o cualquier otra estrella:
Algunos, debido a su gran velocidad, logran escapar, aunque desviados de su direccion inicial. {Qué
forma ticne su trayectoria? Desde luego, conforme mds cerca esté de la estrella, la fuerza de
atraccion desviadora serd también mayor, pero conforme sc aleje, tal fuerza disminuird de manera

gradual hasta que, ya suficientemente lejos, prosiguc su camino rectilineo.

; Un objeto como el que se describid podria ser un cometa. El Sol es visitado frecuentemente
poi’ és,tdst;"‘-'Alguno de ellos con orbitas elipticas muy excéntricas, lo hacen periédicamente; de ellos
el .lﬁés‘fam'oso el cometa Halley (cuya aparicion es cada 75 aiios, su ultimo acercamiento ocurrid a
b ﬁnes de 1985 y principios de 1986). Otros comentas arriban una sola vez, para perderse
: p.dsteriom'nente y alejarse definitivamente del Sistema Solar. La trayectoria descrita es justamente

una hipérbola.

En la actualidad, los conocimientos que se poseen, el hombre es capaz de predecir la
aparicion de un cuerpo celeste, conocer la forma de su trayectoria, calcular su movimiento posterior,
etc. Desde luego, en mucho interviene el conocimiento total de las distintas curvas generadas del

cono, y por tal razén llamadas cénicas.




Definicion

La hipérbola es un lugar geométrico formado por un conjunto de puntos, tales que en
cualquiera de ellos se tiene que, el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos

fijos llamados focos es una constante positiva menor a la distancia que existe entre los focos .

N Y

Matematicamente la definicién --
anterior con ayuda de la figura se

representa como:

[P -7 = 20

ELEMENTOS DE LA HIPERBOLA.

1. La recta que une a los focos F y F’
se llama eje focal.

2. Los puntos de interseccion del eje -
focal con la hipérbola sc les conoce --

como vértices.

3. La distancia que existe entre los --
vértices V y V' del gje focal se le co-

noce como egje transverso, o cje real.

4. El punto medio del eje transverso se .

le llama centro’C.: -




- 5, La recta perpendicular al eje focal y que pasa por el centro de la hipérbola es conocida como eje
~ normal o imaginario. En la figura lo representa en este caso el eje Y.
6. Los puntos B y B’ del eje normal se llaman vértices del eje normal, y la distancia que existe entre
ellos se conoce como eje conjugado.
7. El segmento de recta que une a dos puntos cualquiera de la hipérbola se le llama cuerda HH' ..
8. La cuerda que pasa por cualquiera de los focos se le llama cuerda focal.
. 9. La cuerda focal que es perpendicular al eje focal se le llama lado recto LR y LIR'.
10. Los segmentos de recta que van de un punto de la hipérbola a cualquiera de los focos se les llama
radio vectores. PF y PF’.
11. Las cuerdas que pasan por el centro de la hipérbola se les llama diametro DD’.
12. Las rectas A y A’ que pasan por el centro de la hipérbola y los vértices del rectangulo cuyos

lados son 2a 'y 2b se les llama asintotas.

ECUACION DE LA HIPERBOLA CON CENTRO EN EL ORIGEN Y EJE FOCAL SOBRE EL
EJE X.

\.~
Del triangulo rectangulo PHF’ se --

tiene que:

|ﬁ7—'l = (c-—-x)2 +y2

Del tridgngulo PHF, se aprecia por el-

teorema de Pitagoras:

|7’75| = (é +x)? + y?
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Substituyéndose las expreéiones en la definicién de la hipérbola dada por:
|PF|-[PF7| = 2a

}\/(c—x)2 +y? - \/(c+x)2 +y?|=2a

Aplicandose la definicion de valor absoluto, se tiene:
=0 +y* —(x+c)* +y* =2a
Je=x)? +y* =\[(x+¢)* +y* =-2a

La primera de estas ecuaciones es valida cuando el punto P(x, y) se encuentra en la rama

izquierda de la hipérbola y cuando P(x, y) esté en la rama derecha se satisface la ultima ecuacion.

De la primera ecuacidn se tiene que: -

Je—a)f 4yt =2a+\J(x+e) + 57
Elevando al cuadrado o S
(V=557 )

(x=c)’+)

e sy )

2+4a /(\+c)2 + y2 +(x+c)? +y?

(x=0) =(x+0)* —4a* =darf(x+c) +y*
x?=2xc+c?-x*- 2xc'—c5 —;1&2 = 4a\m
—4xc-4a® = 4a-\/(—;; c)? +y?
Dividiendo la ecuacione entre cuatro;
—-xc—-a’ = mf(?t?—?:ﬁ}i
Elevandoal cuadrado: : o ;
(-xc-a®)? =;‘(a.>f,—(—.\—-i-«:‘c)2‘ +y? )2 -
: LI

xic? +2axe+al

xic? +2a’xc -
Factorizando




Se aprecia en las figuras anteriores de la hipérbola que ¢>a.. ¢ >a® por lo que ¢* —a* >0, en

este caso se tiene! 62 =¢* ~a?,

Substituyéndose 52 = ¢? —a? en la ecuacién anterior se tiene:

b*x? —a’y? =a’b? Dividiéndose entre a*b?




El lado recto y excentricidad ésta dado por:

Como la asintota A, pasa por el origen C(0, 0) y por el punto A(a, b), su ecuaciéon puede obtenerse

por medio de:

Y=V _ Y =N
X — X, Xy X
con C(0,0) y A,(a,b) e

o

y-
x=-0

Con C(0,0) y. A;'(“«J”b

a

" Finalmente se observa qt asintotas A, y A, pueden representarse

simplemente por: - .

EJEMPLOS:

1. Hallar la ecuacién de la hipérbola que tiene su centro en el origen y cuyas longitudes de
los semiejes transverso y normal son iguales a la mitad de los lados del rectangulo definido por los
puntos H(6, 4), M(-6, 4), N(-6,.-4), y P(6, -4), considerandose que el eje transverso de la hipérbola

es paralelo al lado HM que muestra la figura estando en el eje x.

De acuerdo con el enunciado del problema y con ayuda de la figura se concluye que la

magnitud del semicje transverso es: a =6y la del semieje normal b=4

=708




Como el centro de la hlperbola se

encuentra en el ongen y su eje fo-

FSuB'S’tit’l';ye"‘lidQse a=6y b=4,se

obtiene la ecuacion de la hipérbola

deseada:

P=a’+b = ?=16+36=52
ne=+52=121

Su lado recto y excentrlmdad son:

LR-—E-———206)—533 e=S=121,,
» a 6 a 6
Las ecuaciones de las asintotas son:
4
=4+—x
y 3 x

Las coordenadas de los vértices y focos son;
V(a, 0) = V(6, 0), V’(-a,0)= V’(-6 0)
B(0, b) = B(0, 4), B’(0,-b)=B’ (O -4)
F(c,0)=F(7.2,0),. 4,_’F’ (-c, 0 ) ‘= F (-7 2 O)
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2. Obtener la ecuacion de la hipérbola si uno de sus focos es el punto F (13, 0), su

excentricidad es dada por 13/8 "y su centro es C(0, 0).

Por las coordenadas del foco de la hipérbola se aprecia que su eje focal o transverso esta sobre el
eje “x” ya que la ordenada es nula, ademas se sabe que las coordenadas del foco son:  F(c, 0) =

F(13,0), c=13.

. . . c .
De la expresion de la excentricidad e = — se iguala el valor dado es este problema para evaluar el
‘ a

‘valor de *“a”, esto es:

. ) aZ ,7b2
Yaque b?=c*—a’ = b’=169—64=105
) - - .‘ .
Entonces r Y 1
64 105

Los elementos de la hipérbola y su figura son:

Sia=8, c=13, b=1024 S N\ o, ..//// »

V@@, 0)= V(8,0) . V'(a,0)=V'(8,0) | 7 '
 FeO=F13,0 P (0 =FCI3,0 S
~ . B(0,b) = B(0,10.24) B:(0,-b) = B*(0,-10.24) RPI RP s 7 L ,lz';»_;,__ ?“; X

// -
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ECUACION DE LA HIPERBOLA CON CENTRO EN EL ORIGEN Y EJE FOCAL SOBRE EL
EJEY.

Cuando la hipérbola tiene su centro en el origen y su semieje transverso sobre el eje de las

“y”, la ecuacidn en este caso es:

2 2
¥
aZ

%

Obsé'rves'e qhe’el“cuzidrado de la magnitud del semieje transverso (a?) divide ahora a y*. De

acuerdo con Ias det‘mcnones de la hipérbola y con ayuda de la siguiente figura se aprecia las

puntos basicos.

ste tipo de hipérbolas las coordenadas de los vértices y focos son:




. R , ‘ a
Finalmente las ecuaciones de sus asintotas son: y = i;x

EJEMPLO:

1. Hacer la grafica de la hipérbola determinada por la ecuacién —4x% +45y* —180=0 .

Para realizar la grafica de cualquier hipérbola se saben que se deben conocer a los elementos

basicos de esta conica, los cuales son determinados por los valores de a, b y c; para obtener estos

valores es necesario transformar la ecuacién en su forma candnica.

—4x? +45y* —-180=0
—4x? +45y* =180
) 2t

(

~

Por lo tanto se obtiene que: a’= 4, b>= 45, entonces a =2 y b= 6.7;se sabe que:

b2 =c*-a? = ¢?

c*=4+45=49

=a‘2 +b2

‘vértices son:

(0, -a) = V'(0, -2)
0,-0)=F'(@, -7)
'b,0)=B'(-6.7,0)

Por lo tanto las co




La magnitud del lado recto y excentricidad son:

7o, =229 4
2 a 2

e=

Qe

2
Finalmente las ecuaciones de sus asintotas son: y = +Z-x =y= i6—7x

ECUACION DE LA HIPERBOLA CON CENTRO EN UN PUNTO CUALQUIERA C(h, k) Y
EJE PARALELO AL EJE X.

Si el C(h, k) se considera en el origen de un sistema de ejes cartesianos X’ y’ la ecuacion de
12 2
y v
2

la hipérbola sera: ——
a’ | b?

Obsérvese que el origen se trasladé al punto C(h, k), por lo tanto para obtener la ecuacion de la

hipérbola en el sistema XY, se debe ver cual es larelacion entre x’, x y h ademas de y’,y, k.

De acuerdo con la figura se aprecia que: A
x’=x-h.
y=y -k

Sustltuyendose se Ilega a la ecuacion -

de la ehpse cor Centr

cualqunera y.€j

Por lo cual las

vértices y foco




V(h+a,k) V'(h-a,k)
F(h+ce,k)  F(h-c, k)
B(h,k+b) B’(h,k-b)
La magnitud del lado recto y excentricidad no sufren cambios: = —3 >1, LR= %

Las ecuaciones de sus asintotas son:

y=tlx—m+k
a

ECUACION DE LA HIPERBOLA CON CENTRO EN UN PUNTO CUALQUIERA C(h, k) Y
EJE PARALELO AL EJE Y.

Si el centro C(h, k) se considera en el origen de un sistema de ¢jes cartesianos x’ y’ la

! )‘12 \,12
ccuacion de la hipérbola sera: ——-— .b’ =1
. a* -

Obsérvese que el origen se trasladé al punto C(h, k), por lo tanto para obtener la ecuacion de la

hipérbola en el sistema XY, se debe ver cual es la relaciéon entre x’, x y h ademas de y’,y, k.

v

- De acuerdo con la figura se aprecia que:
X’ =x-h. ~ Fa k)
: y’=y ~ k. \\ Y’%(Lh)*'k
sr Vi ko)
“ Sustituyéndose se llega a la ecuacion - B'(hb.k)\l,—/ Bhib, ) e
Tl hk
de:la elipse con centro en un punto --- o //vcniha)
e : ——
‘cualquiera y eje transverso sobre y. ////" | ‘\\
e ; FEES :
o k) (x=m?* | Y-%(x-h)ﬂc\
Cat b?
X

“Por lo cual las coordenadas de sus - - |
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vertlces y fOCOS SOl]

‘--V(h,k+a) V(hk a)

S _F(h,k+c) F(hk c)
U B(H+b,k) B(h-bk)

La magnitud del lado recto y excentricidad no sufren cambios: e = s 1, LR=—
a

. , a
Las ecuaciones de sus asintotas son: y = i;(x -h+k

EJEMPLOS:

1. Realizar la grafica de la hipérbola determinada porla _ecua'c:ién';'.»

mpletando cuadrados. Entonces

V'(h k—a)=V'E3,-2)




La magnitud:de'l:fléﬂé"fégfo y excentri-

cidad n'c'):silifr n/c‘alﬁﬁi_o'szr : : : 8
=266 NCA
X .
15 ‘
B(L Y CS\ BG. Y :
—x
-8 -4 A‘c AN s 2

-2

ECUACION GENERAL DE LA ELIPSE CUANDO SU EJE FOCAL ESTA INCLINADO
HACIENDO UN ANGULO AGUDO CON RESPECTO AL EJE X.

Anterior mente se manifestd que la ecuacion general de las cdnicas.
Ax? + Bxy+Cy* + Dx+ Ey+ F =0
Representa a una parabola si el indicador (B2- 4AC) es nulo, cuando B = 0

Ademas cuando el coeficiente “xy” es distinto de cero, se ha manifestado que el eje focal de

la conica tiene su eje inclinado, respecto al eje x, con un angulo agudo.

La ecuacién general de las cénicas representa a una elipse si el indicador (B- 4AC) es menor que

cero, matematicamente se representa como: (B2- 4AC)<0

Dada la ecuacién general de segundo grado (de las cdnicas ) con el eje focal inclinado

respecto al eje de las X.

Ax? + Bxy + Cy? +Dx+Ey+F=0




Si sc desea expresar la ecuacion sin el término en “xy”(B = 0), se sabe que se debe realizar
una rotacién respecto a los ejes cartesianos “xy” de tal forma que uno de los nuevos ejes del sistema

X'y’ coincide con el eje focal de la cénica o es paralelo a él. Las ecuaciones que transforman

' al sistema x'y’ rotado son:

x= x"cos{b-’—‘y"s'enq)
y= x'senp+y'seng

%

Donde es el angulo de inclinacion --

formado por el eje x” y el ejé X, ¥y --
(x,y) son las cobrdéhé:dhs,"de“pn pun-’

to cualquif;rai'l I M‘v"xfy",’ y--

(x!cosg —y'senp)(x'senp + y' cos ) + C(x'senp + y' cosp)’ +

cosg)+F=0

Csengcos@)x'y' —

(Asen?p- Bseif{b cosp+Cco

; 5(605 @+ Esengp)x' +
_~-f}(1;¢o's¢ste;1¢));'+F=ob‘ L
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La expresién anterior es una ecuacion general de las cénicas en el sistema de coordenadas x’

y', de la forma:
A'x?+B'x'y' +C'y?*+D'x'+EYy +F'=0
Donde los coeficientes de las variables x'?, xy’,y’%, X’ y y’ se les ha identificado como A’,

B’, C’, D, y F’; para no confundirse con los coeficientes A, B, C, D y E de la ecuacién general de

las cénicas en el sistema coordenada xy.

Como A’ es el coeficiente de x’z,_entonces todo factor que estd multiplicado a x*? es igual A’,

de manera similar los demas coeficientes esto es:

D’ Dcos¢+Esen¢ L
.'\E';Ecosga Dsen(a

Ahora puede apreciarse que el indicador o discriminante en los sistemas coordenadas xy y x’

y’ es por definicidn:

B2-4AC = B’%- 4A’C’ como B’=0 entonces se tiene:
B*-4AC=-4A'C’
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ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO

Como en el sistema de coordenadas cartesianas X’ y’ se tiene a cualquiera de sus ejes
coincidiendo con el eje focal de la cénica, se sabe que: La ecuacion general de segundo grado

A'x?+B'xy' +C'y'*+D'x'+E'y'+F'=0
1. Representa una parabola si uno de los coeficientes x’20y’? es nulo es decir:
A=0 y C#0 o A%#0 y C=0

Al sustituir los valores en el indicador se tienc:
B?-4AC=-4A4'C'=0

lo que demuestra que cuando el indicador es nulo, la ecuaciéon de segundo grado representa una
pardbola.

2. Una elipse existe cuando los coeficientes de x*? y y’?, son de signos iguales es decir:

Si A>0, C>0 o0 A<0, C<0
Al sustituirlos valores en el indicador se tiene:
B2 -4A4AC=-4A4'C'<0

3. Finalmente se tiene a una cénica llamada hipérbola cuando el indicador es mayor a cero , es decir:
Si A>0, C<0 o A<0, C>0

Al sustituirlos valores en el indicador se tiene:
B’ -4A4C=-44'C'>0

. En el sistema de coordenadas x’ y’ y el eje focal de la cénica coincide con cualquiera de los

eje X’ ¥y’ 0o'es paralelo a uno de ellos con B’= 0, de acuerdo con los desarrollos realizados se tiene:
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=2(C- A) sengcosg + B(cos (p - sen go) 0
Si {cosZgo =cos’p-sen’ ¢

sen2¢ = 2sengpcos @
Se tiene;
B’ = (C-A)sen2¢p + Bcos2¢p =0
Si A=C, setiene:

= Bcos2¢ =0ycomo B =0, entonces cos2¢p =0

lo cual implica que:

2¢ =90°, por lo tanto ¢ = 45°

Lo anterior indica que el dngulo de rotacién de los ejes x’ y’ es de 45°, respecto a los ejes xy
cuando A =C,

Si A # C,entonces la expresion para B, se tiene:

' B =(C— A)sen2¢+BcosZ(a 0
Lo (C- A)sen2(a——Bc052qp

sen2¢ =B
coquo c-4
B
tan2gp = ———-
an2@ 1-C

Para 0° < ¢ <90°, con ¢ un angulo agudo.

EJEMPLOS:

1. En cada uno de los siguientes incisos indicar que tipo de conica representan las siguientes
ecuaciones y que dangulo debe existir entre el sistema de ejes cartesianos XY y uno nuevo de
sistemas coordenadas donde el ¢je focal de la conica esta sobre o es paralelo a cualquiera de los ejes

del sistema rotado X’Y".

a) 6x% +5xy+4y? —=2x-3y—-7=0
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Por comparaci6n de la ecuacién general de segundo grado:

b) 2x% +4xi+2)2

Se tiene que: B

218




Subst‘ituy'éndose estos ’valo‘rcs_:en la férmula dada para el indicador se tiene:
o B-4 AC=(4)"-4(2)(2)= 0

Como el indicador es cero, la ecuacién dada representa a una parabola.

Como A = C, el angulo de rotacién ¢ = 45° ya que:

tar12¢=—£—=—‘-‘——=i=oo
A-C 2-2 0

2¢ = Ang.tan(o) = 90°

~90°

T2

p="=45

v

1+ -10

2. Hallar la ccuacién de laelipse 2x* + 3xy+y% +-3x+y—10=0 sin el término xy.

Se sabe que al obtener la ecuacion de la elipse sin el término Xy, entonces se debe expresar la

ecuacion en un sistema de cjes cartesianos x’y’, rotado al respecto al sistema xy.

Las ecuaciones de transformacién son:




X = x'coégp;'—‘.y(sew
y=x'seng+y’'cosp

Como ¢ representa al dngulo de rotacién del nuevo sistema coordenado, dado por:

-C 2-1
2¢ = Ang. tan(w/—i) = 60"
= 50" = 30°
2
Sus‘ti‘tu}"énddséy- =30" en el sistema de transformacion de coordenadas bajo una rotacion ,

se tiene: ;¢

emveosstrysensoe B Ly

y=x"sen30°+y’' cos30°= %x' —lfz—g—yf

Substituyéndose las ecuaciones anteriores en la expresion de la elipse dada por el problema,
se tendra:

2x? +Bxp+3* +Bx+y-10=0

B, e =3, 0,01, 43 1 V3 3 1
2(-=x' = — ) +-B3(—=x" - =y )=x"+ N+(=x'+ =y + BES X -y +
(2 x 2)) (2 x zyxzx 2)0 (2x 2y) (x 2,v)

P

(é— X'+ 53 y)=-10=0

{9

12

3 () 1 2 5 /3 '2 3 " l (] -“/3 12 g :
X T = XY = PRy 3 (S FoX Y X YT +.
BT AR M it G it e G0

LIRS B SR G SR RS
AR e i h

%




Simplificando s'e :tiene' 3

; =10 -0 Mulfibli_chndéée por dos se tiene :

.a) v (-04 -4 56)
F’(-O 4,.4.07)




EJERCICIOS:

I. Con‘s‘btruir ]

as hlpcrbolas cuyas ecuac:ones son

. b) x y2.+~3x =y +8 0

) )\-y2+4x 4y +16=0
Determinar sy centro focos,
grificas.

lado recto, vértices, excentricidad, asintotas y trazar su

3. Dada la ecuacién de Ia hipérbola 16x? -9y* + 64x + 8y ~ 89 =0, determinar sus elementos y
trazarla.
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4. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de la distancia a los puntos fijos (-

6,-4) y (2, -4) es igual a 6.

5. Hallar las coordenadas de los vértices y focos, asi como la excentricidad de la hipérbola que

es conjugada a la que tiene por ecuacién 9x?-4y* = 36.

6. Dada la Ecuacién General, sin el término Bxy determinar qué lugar geométrico se trata:

a) 9x2—4y2+18x+6y—43=0
b) X’ ~x=-y*+y
c) 3x? +3y2+4x—l

8. Haciendo ; glrar los ejes de coordenadas un angulo dc 45°
a) x*+ xy + y2 = ], probar que la ecuacion representa una elipse.

b) ,x”+4xy +y? = 4, decir que cénica representa.

RESPUESTAS
a) C(O O), V(S 0), V°(-5,0), F(5.38,0),F° ( -5.38, 0); las Asintotas son: 2x-5y=0,2x +
Sy =0
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-5); l‘as’A'sir'ltqtas son: 3y —4x = 0,3y +4x =0

b) C(0, 0), V(0, 4), V'(0, -4), F(0, 5), F'Q,

L CE2, 1, V(L D, VS, D),

~ conjugado = 8, Sus Asihtbtag@_ 4x -

R = 10.66;Eje transverso = 6, Eje
e

Y +8y—-4x+20=0 (Parébo‘la)'\-:

. C(0,0), V(0,3), V’ (o -3) F(O 3. 6) F(O -3. 6) B(2 O),B (-2, 0); Sus Asintotas son:

b) C cu , C Igual Signo)

: :c) Clrcu erenc:a(A C; Igual Signo)

d) prerbola ( A = C; Diferente Signo)

e) Circunferencia (A = C; Igual Signo)

f) Parabola (C = 0, A # 0, E = 0; Igual Signo)
g) Elipse (A = C; Igual Signo)

h) Elipse (A = C; Igual Signo)

a) B2~ 4AC =400 > 0 Hipérbola
b) B?~4AC =-192 < 0 Elipse
c) B“ 4AC = 0 Parabola
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. x,z

4

2

o =1 ;C‘Es uha hipérbola
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COMENTARIOS

_El principal objetivo por el cual fue elaborado el presente trabajo de tesis es que los
estudiantes del tercer semestre de bachillerato, cuenten con un material de apoyo en curso de

Geometria Analitica acorde al programa de estudio.

Una de las dificultades que se presentan en la elaboracién de este texto es contar con un
programa tan ambicioso y muy poco el tiempo para impartir el curso, por ello se trata de

desarrollar.los temas de la manera mas sencilla y accesible, contando con una buena cantidad de

eJcmplos y auxmandonos en la graficas para mejorar el entendimiento de los mismos. Ademas de

.cont'u ejempl s a lo largo del texto, que tienen por finalidad el reforzar los

o co ocmuentos dqumd ‘r‘cviamente.

Estc trabajo tiene’ la peculiaridad de poder complementarse con otras bibliografias para el

enriquecimiento de los temas.

Para aquellos profesores que utilicen esta tesis con los estudiantes le facilitara la didactica de

los temas.
Otro propodsito por el cual fue creado esta tesis, es el que proporcione la habilidad y

prerrequisitos matematicos; despertando el interés en la materia y por que no influir de alguna

manera a que ¢l estudiante se incline por una de las carreras en ¢l drea fisico matematico.
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