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Prefacio 

Dada la demanda de profcsionistas calificados en el manejo práctico de los métodos 
estadísticos es indudable la importancia que tiene la incorporación a los cursos que se imparten en 
la Facultad de Ciencias de la UNA:VI, la l!nsefümza de otras 1écnicas estadísticas como el análisis 
factorial de correspondencias, debido a su diversidad de aplicaciones prácticas. 

El an:ilisis de correspondl!ncias es una técnica estadística que pemite describir de manera 
gr:ifica la asociación de un conjunlo de datos cualitalivos. 

l 

Antes de que apareciera el an:ilisis de correspondencias ya habían otros mécodos estadísticos 
que permitían estudiar esta asociación por ejemplo la prueba x~ de Pear~on o los modelos lag 
lineales; sin embargo esta técnica empezó a generar int..:rés debido a lar ~lativa facilidad con que se 
puede interpretar una gráfica en lugar de una estadística de prueba, sc,bre todo 'para personas cuya 
formación no es matemática o estadística. Sin embargo, esta facilidad puede ser engañosa pues 
pueden darse por ciertas, conclusiones erróneas cuando existe falta de ~ntl!ndimiento de la técnica 
en sus supuestos, sus alcances y en la calidad de sus resultados. 

La motivación para escribir este trabajo es mostrar los aspectos que deben tomarse en cuenta 
para una adecuada interpretación dt:I análisis de correspond<:ncias tanto en sus aspectos 
geométricos, algebráicos y prácticos . 

TESIS CO~T 
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Introducción 

La estadística puede definirse como el desarrollo y aplicación de técnicas para colectar, 
analizar e interpretar datos cuantitativos o cualitativos. De tal manera que cuando se tiene la 
información o los datos acerca de un determinado fenómeno que se pretenda estudiar los métodos 
estadísticos pueden ser utilizados para tratar de describirlos o explicarlos. 

Los métodos estadísticos se han desarrollado para estudiar la realidad tomando en cuenta la 
incertidumbre que un fenómeno aleatorio tiene. Una corriente de pensamiento que ha desarrollado 
algunos métodos para analizar datos, es la llamada escuda francesa cuyo enfoque se basa en la 
geometría y el álgebra lineal lo qui' permite realizar el estudio global de un ¡,,,-an número de 
variables, con un mínimo de supuestos. El análisis de correspondencias pertenece a esta escuela de 
pensamiento y pem1ite estudiar la dependencia o asociación por ejemplo entre dos variables 
cualitativas o factores (variables que no toman valores numéricos), que generalmente son 
presentadas en form'a de tablas de contingencia En dichas tablas, los renglones y las columnas 
representan dos particiones de la misma población. Mediante el análisis de correspondencias es 
posible estudiar la "proximidad" entre las categorías de cada factor, y también se puede estudiar la 
proximidad entre las categorías de dos o más factores. 

H.O.Hartley publicó en 1935 un articulo en el cual da una formulación algebráica de la 
correlación entre los renglones y columnas de una tabla de contingencia, de tal manera que se le 
puede atribuir el origen matemático del análisis de correspondencias. Louis Guttman (1941) trató 
el caso general de más de dos variables cualitativas desarrollando lo que hoy se conoce como 
análisis de correspondencias múltiples. La forma algebráica geométrica del análisis de 
correspondencias fue desarrollada por el francés Jean-Paul-Benzecri (1976) dentro de la llamada 
escuela francesa del análisis de datos. El término francés correspondence, fue usado para denotar 
sistemas de asociaciones entre los elementos de dos conjuntos: los renglones y las columnas de 
una tabla de contingencia. 

El an:ilisis de correspondencias puede ser utilizado para estudiar la asociación de más de dos 
factores generaliz:indose la.~ ideas desarrolladas para el caso de dos factores además la 
interpretación de los factores sigue teniendo las mismas reglas que en el análisis de 
correspondencias simple. Sin embargo, existen algunos inconvenientes en el momento de 
interpretar los resultados ya que como se aumenta la dimensión del espacio para que las categorías 
de los factores puedan ser representados en un espacio de menor dimensión se tiene una pérdida 
de infom1ación que se traduce en que los porcent:ijcs de inercia en los ejes son bajos y la 
descripción de la gr:ifica no es del todo satisfactoria. es decir, la parte de la inercia explicada pierde 
aquí su interés ya que los valores propios no representan m:is que una pequeña parte de la inercia 
total. 

JI 
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Las formas de realizar el análisis de comispondencias son las siguientes: utilizando la 

información por individuo que se encuentra en una matriz indicadora denominada por Z o bien 
utilizando la matriz de Burt; la cual recoge la clasificación de la muestra de acuerdo a cada factor y 

es en si una generalización de la tabla de contingencia. Cuando se trabaja con la matriz indicadora 
Z, se puede hacer uso del, análisis de •·orrdnción canónico. 

En el capitulo l se introduc~n conceptos básicos que son requeridos para la comprensión del 
análisis de correspondecias . 

En d capítulo 11. Análisis Factorial de Correspondencias simples. Se estudiarán los elementos 
que permiten comprender el tratamiento geométrico y algebráico de los datos, y se desarrollará el 
análisis de correspondencias para una tabb Je contingencia de I x .J. 

En el capítulo lll. An:ilisis de Correspondencias Múltiples. Se presenta el análisis de 
correspondencias múltiles, como tma generalización del análisis de correspondencias simple, 
además presentarán las fom1as equivaknt<!s entre d an:ilisis de correspondencias llevado a cabo 

con los datos de la matriz indicadora Z o bi,·n mediante el uso de la matriz de Burt. Así mismo, se 
presentarán ejemplos que ayuden a comprender la interpretación del análisis. 

Finalmente se presentarán las conclus1ones que se obtuvieron con el estudio del análisis de 
correspondencias aplicado a los ejemplos prupuestos. 

Para Ja lectura de esta tesis. se requieren conocimientos de álgebra lineal y de geometría 
análitica por Jo que se han incluido varios anexos y bibliografia recomendada de mod.o que ·el lector 

interesado puede consultarlos al final del presente trabajo. 

El paquete estadístico computacional que se utilizó fue Xlstat V.4 . 

llI 
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Capítulo l 
Elementos básicos. 

En este capítulo, se mencionan los elementos que se necesitarán para la comprensión del 
análisis factorial de correspondencias simple (AFC-simple) . 

Conceptos tales como espacio vectorial, distancia entre los elementos que lo conforman y la 
representación gráfica de los elementos dentro del espacio, permiten el manejo de la información 
contenida en la tabla de contingencia de la cual hace uso d AFC. 

1. 1 Tabla de contingencia de dos dimensiones 
; 

Las poblaciones se describen mediante medidas numéricas llaniadas parámetros. 
Desafortunadamente la mayoría de las veces la obtención de estos parámetros resulta demasiado 
costosa y es de dificil obtención. Uno de los ohjetivos de la estadística es inferir acerca de alguna o 
varias características 'de la población con base en la información contenida en una muestra 
haciendo uso de estimadores para esos parámetros. Un estimador puede ser entendido como una 
formula para calcular un valor estimado o representativo de un parámetro de la población basada 
en las mediciones contenidas en una muestra. 

Existe toda una metodología para obtener muestras representativas de una población, para los 
propósitos del presente trabajo supondremos que se cuenta con una muestra de tamaño 1' de una 
distribución multinomial. 

En forma general podemos decir que una tabla de_ contingencia de, lx./ es un arreglo en el cual 
una muestra de Tobservaciones es clasificada con respecto a dos factores o variables cualitativas. 

Una variable cualitativa es una transformación que va de un conjunto de unidades de estudio a 
un conjunto de valores. 

X: Unidades de estudio- Valores 

De tal manera que si V es un subconjunto del conjunto de valores, entonces 

i) Si V sólo tiene estructura de orden, la variable X es ordinal, es decir todas aquellas .variables 
que establecen cierta jerarquía. Por ejemplo: grado de estudios, nivel económico, preferencias, etc. 

ii) Si V no tiene ninguna estructura en particular, la variable X es nominal, es decir son 
aquellas a las que se les asib'"ª un nombre o etiqueta. Por ejemplo: estado civil, r·~ligión que 
profesa una persona, tipo de enfermedad, sexo, etc. 

A estos dos tipos de variables comunmente se les conoce como variables cualitativas, 

TESIS co~r 
FALLA DE ORIGEN 
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categóricas o factores. En lo que sigue se hará referencia a las variables cualitativas como factores. 

F 
a 

~ 1 
o 

Fig. 1 Tabla de continge~cia d~ dosfactores 

En la figura 1 se muestra esquemáticamente la forma de la tabla de contingencia en la que el 
primer factor tiene l categorias y el segundo factor tiene J categorías que corresponden a los 
renglones y columnas respectivamente. 

La frecuencia observada en la i-ésima categoría del factor I y la j-ésima categoria del factor J 

se define como klJ. El término k 9 debe cumplir con lo siguiente: ky;:::: O para i=l,2,3, ... ,l ; 
j= 1,2,3, ... ,J. Y, además para los renglones y columnas en la tabla se debe cumplir que L;~1 k 11 > O 

para i=l,2,3, ... ,I y L;~ 1 k 11 >O paraj=l,2,3, ... ,J. Lo que significa que debe de existir para cada 

columna o renglón al menos algún valor distinto de cero. 

Si suponemos que la muestra de tamaño T se distribuye como una· variable aleatoria 
multinomial. Es decir se tiene la probabilidad , 

con 

L~1 L:~I ky = T 

L~1 :E~I P!i = 1 

n·~~1 n~·,~~t1 
~!,. 1 n:,!.1k111 

Donde p.¡ es la prob~bilidad de que de los T el~mentos de la pobiación k11 estén en la categoría 
i del factor I y la categoría) del factor J (celda (iJ)) de la tabla de contingencia; pe tal mru:tera que. 
se tiene que estimar el valor de py. 

Mediante el método de máxima verosimilitud se:sabe q~e Un ~ti1m1dor_de .P/ esp.¡'= kr 
además por este mismo método un estimador para·¡,, .. es'p,)·= k;' y 'par.a p.¡ e~ p.1 :;,,; k; 
(Christensen,pág 41-43). 

~ . , ' 

Como se verá más adelante estos estimadores son los. que definen los. pesos o ºmasas de las 
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categorías de los factores y ~demás d~finen a la matriz de correspondencias, 

Dentro de la tabla de' cofltingenci~ se tienen los siguientes conceptos: Renglón marginal o 
renglón de totales por columna: es aquel que se obtiene al sumar los elementos de cada una de las j 

columnas de la tabla de contingencia y cuyo j-ésimo término es k,, = L:~, k 9 

Columna marginal; de mánera análoga se tiene la columna de totales por renglón la cual se 
obtien.: al sumar los elementos de cada uno de los i renglones de la tabla de contingencia y cuyo 

i-ésimo término es k,. = ¿:~, k9 • La suma de todos los elementos de la tabla de contingencia 

corresponde al tamaño de la muestra llamado también total o gran total que denotaremos como 

T = ¿:~ 1 L:~, k 9 • Véase Fig 1. 

1.2 Conceptos geométricos y algebráicos obtenidos de la tabla de 
contingencia, necesarios para el desarrollo del AFC-simple. 

A continuación se expone el desarrollo algebráico del AFC en e\ cual la información de las 
cmegorías de la tabla de contingencia es tratada como vectores en diferentes espacios ; con esto se 
obtiene la ventaja de la aplicación del algebra lineal y la geometría analitica 

Con lo mencionado hasta el momento podemos rnlacionar la tabla de contingencia con una 
matriz, que denominaremos como K1w.1 que tiene la siguiente forma: 

Factor2 

.2 ...... j ...... J 

r 
k11 k12 k,, klJ 

}K'" Factor! k,, ko. k,, ku 

... 
I k11 kn k" ku 

E~~-lr~1b~1jo se usani.n las siguientes nulacioncs:lu notación pun10. en la cLwl-los puntus indican las suméis 
:;ohrc Jos intliccs purticuh.1rcs donde ap..'lrl.-ccn puntos~ por ejemplo k,. indicnr.i la suma de los ckmcntos que 
fommn el rcngllin , Je l:.1 tabla de contingcncü1, (k. - k,1 - !·,1 + k-,1 + ••• + k.,. - ~~. k!I), mientras que l-", indicord la 
:i;urm.1 <le los cl1.:mcntos que fomun la columnu 1 de la rubia <le contingencia 
·.l·., • k11 - Ir:. - ...... k.., • ~~. kul; nor:ición sumn y la notación desarrollac..la 
e·,. Notación punto. 
\·,, - ~.: - t·,, - ... - J.·.., Notación <lcsarrullud:1 . 
~~1 '4·,, Not:1ción sumn. 

3 il 11r.:r~·-¡_c1 ("(IN . P,p.: .. ~) ... 

FALLA DE üiUGEN 
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De esta. mruiera se puede pensar que la tiibla de C<lntingencia ~Ued~se~ \'ista domo wiamalriz 
que está formada por I vectores renglón, cada uno con J componentes; .o~ formada por_J vectores 
colunfr1a, cad~ uno con l componentes. Es decir en Wla matriz se eni:llentran implícitos dos 
espacios vectoriales: RJ para los renglones y R1 para las c~lu~!las;/ . · 

La ventaja de trabajar con matrices, es desde luego el uso matemático de los espacios 
vectoriales el cual permite · desarrollar un proceso · de análisis de datos para estudiar la asociación 
entre variables categóricas con los datos presentados en la tabla de contingencia. 

Los términos de la matriz K1~1 representan las frecuencias absolutas que aparecen en la tabla 
de contingencia 

Se puede obtener la matriz de frecuencias relativas (pr~porciones) con respecto al total de 
observaciones T multiplicando a la matriz K por el recíproco d~ la suma total T (recordemos que el 

estimador máximo verosimil de Pu es py = •; al cual de ahora en adelante lo denotaremos por fy) 

La matriz F representa la probabilidad conjunta estimada para cada celda • es decir la probabilidad 
de que la información esté clasificada en In cate'goria í del factor 1 y la categoriaj del factor 2 

F1x.1 = 7K1.,u 

!11 ¡., ¡,, flJ 

f21 !22 ¡.,, !21 

F1x.1 = ¡,, fri fy f,¡ 
con fv = p !i = if- (ll) 

j¡,j/2 flj .· " ' fu 

1.2. 1 Peso o relevancia del renglón i, dado por los datos. 

El peso del renglón i puede entenderse como la importancia que tiene el i - ésimo elemento ·del 
primer factor dentro del conjunto de los renglones que es determinado en términos de proporción 
con respecto a los dem:ís renglones, y se calcula como el cociente entre la suma de los elementos 
del i-ésimo renglón de la matriz K (k,.) y el total (T), 

le,. ~~,,./} 
7=--T--

Con la matriz F el peso del renglón i es/. = L,~ 1 .f.1 • 

Así se tienen las siguientes equivalencias: 

--- - -- --------- --·-- -~- ---
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J ¡.~ ·.E~1 ¡.. 
f,. = "f:.,.1f,¡ = r = --r-

Estos i términos fo~an un vector, el vector de pesos por renglones: 

(111) 

1.2.2 Peso o relevan~ia de la columnaj, dado por los datos. 

De manera análoga, el peso de la columnaj puede entenderse como la importancia que tiene el 
j - ésimo elemento del segÍlndo factor dentro del conjunto de las columnas el cual es determinado 
por la tabla de contingencia en términos de proporción con respecto n las demás columnas , y se 
calcula como el cociente entre el total de laj-ésima columna de la matriz K y la suma total. 

Con la matriz F el peso de la columna} es/.1 = 2:~J9 . 

Teniendose las siguientes equivalencias: 

J • 

f. = "'' ¡. = .!::!.. = L,.1 I·,, 
•; 4.Jtrt.1J'l T · 1' 

Estos j términos forman el vector c1w.1; el vector, el vector de pesos por columnas que 
denotaremos por: 

e = [ f.1 f.2 ... f.p ] (IV) 

Ob " · ""1 "'°'J i-, - ""'
1 "'J r - "'°' 1 f. - ""'J · r - 1 servac1on. "'-';.i "-.J.,-i 7 - "'-1,..1 "'-'riJIJ - 4'..J;.i ., - "'-'.1-iJ1• -

1.2.3 Perfiles por renglón y por columna: 

A los elementos del i-ésimo renglón de la matriz K dividido entre su total (k,) se le conoce 
como perfil renglón. . 

Esto es:J'.¡ = [ !~ , !: , .... , ~~] (V) 

Observación: La notación}',¡ quiere decir que el i-ésimo perfil tiene J elementos, es decir es un· 

vector del espacio vectorial RJ. 
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A la j~ésima columna de la matriz· K dividida entre el total de la columna se le conoce como 
perfil columna. 

l 
k11 

J 
T.¡ 
k,, 

Esto es:/¡= T;" (VI) 

"' J.·oj 

Observación: La notación/¡ quiere decir que el j-ésimo perfil tiene/ elementos, es decir es un 
vector del espacio vectorial R1• 

1.2.4 Centroide. 

Hasta ahora hemos caracterizado algunos elementos que se pueden obtener de la tabla de 
contingencia en cada uno de los dos espacios generados por los dos factores que intervienen. En la 
estadística descriptiva, por ejemplo, se habla de medidas de tendencia central dentro de las cuales 
el promedio es una de las más utilizadas y que en términos generales pone de manifiesto alrededor 
de que valor oscilan los valores de una muestra, es decir, es un centro de gravedad; nótese que 
cuando se obtiene este promedio cada elemento considerado tiene igual importancia dentro de la 
muestra es decir tienen masa uno. Hasta ahora, hemos trabajado con vectores, por lo que podemos 
preguntamos ¿existirá un vector promedio alrededor del cual se encuentran los vectores renglón y 

columna de la matriz K, y que además tome en cuenta su peso o masa? 

Por ejemplo tomemos el caso de los renglones o sea el espacio RJ. Como hemos visto tenem~s 

l .f} J ( ¡,. J . ·. :· . 
1 -·'~ ~ y ~da ~o do~"" ~-'~ ""' "" P= ~: ol '"'~do ¡,.;;dod o 

h b . 
centroide o vector promedio es un vector e RJ al cual Jo den?taremos por.º~ y e5 .tal que: ·· 

G · i;~,f.f.t . ~¡ r 11 (j'. J. J. ) · 
~=--:;¡¡;:::r- = L.J,_ 1J1'!.IJ = •l •J, ... V -

~,.ir,.. 
(VII) 

El centroide para el espacio de los renglones ~;presenta el vector prnmedio .de los I perfiles por 
renglón ponderados. · 

De manera análoga se tiene que el centroide para el espacio de las columnas es: 

6 
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•' 

- L:~, f.lt - J - ' • ' G111- J - L,r1J..,f, - (j1 .J~ ....... f¡.) L:,_,r., . 
(Vlll) 

El cual representa eI vector promedio de los perfiles por columna ponderados 

1.2.5 Matriz perfil por renglones y colllmnas. 

Al hacer para cada uno de los renglones o columnas la división respectiva para obtener los 
perfiles resulta tedioso. Una solución es el manejo matricial de la información. 

Denotaremos por Rr><J a la matriz perfil por renglones 

En términos algebráicos tenemos que: 

Rr><J = D;1~1 F1><J = 

r,, fil. Ji1 ¡,, 
r,: ¡,. -¡¡: Ji. .f., 
f.ll.. Íil.. fo 1É.. fj 1;. ¡,. ¡,. f,. 

& Í!l.. ¡,, fv J'.¡ 
J~ r. r:: f. 

(IX) 

Í!l.. Í!l.. ¡,, L!L .f.¡ 
¡,. ft· [i: fr. 

y cuyo témimo general es Z: = '9;; 
donde D ; 1,,, es la matriz diagonal asociada al vector de pesos por renglón es decir 

D;
1 
r.r = [ : i : ~ J. 

o o o .Ir· J 
"Lo que se logra al consiruir la·m~~z;i,"'.~~ expresar las.probabilidades condicionales de la 

forma: ~~ :·;··· 

Pr(categoria del factor (2)1 categoria del factor(l)) ... 

De manera análoga denotaremos. por·c,.;,r la matriz perfil por columnas. 
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.fu.. .fu.. /i¡ flJ 
f.1 f.2 f.1 f.J 

fu.. .&. fo fu 
f.o f.2 y:¡ f.J 

... [ ./} ff /¡ Jf J Í!J.. & f. &.. 
... . .. 

1:0 f.z y:¡ f.J 

(X) 

... 
Í!l.. & f¡¡ Í!L 
f.o f.1 y:¡ f.J 

cuyo témimo general es :·1 = -r."' · 
- ' "..i "1 

dond" D :,"-' es la matriz diagonal asociada al vector de sumas por columna de F es decir. 

o., manera análoga las celdas que forman la matriz C representan la probabilidad condicional 
de la forma: 

Pr(categoria del factor(I)I categoría del factor(2))" 

Estas probabilidades condicionales nos van a ptlrmitir presentar de una manera intuitiva. el 
concepto de asociación, y nos permitirá introducir el análisis de correspondencias. 

Ya que la matriz de datos puede verse como un arreglo de vectores por renglones o un arreglo 
de vectores por columnas, entonces quedan determinados dos espacios vectoriales R 1 y RJ. Dentro 
de esos espacios vectoriales los renglones en RJ y las columnas en R1, permiten determinar la 
matriz perfil por renglones y la matriz perfil por columnas respectivamente. Cada uno de estos 
renglones o columnas tienen asignado un peso o masa en función de la frecuencia de los datos. 

El hecho de que se trabaje con vectores que pertenezcan a un espacio vectorial en el cual se 
puedan medir distancias entre vectores nos permite por ejemplo tratar de encontrar vectores 
parecidos en términos de sus proximidades, es decir podemos trabajar en un espacio métrico, por 
lo que tenemos una manera de medir distancias: métrica Usualmente se ha trabajado en un espacio 
eudidiano en el cual se tiene la distancia usual: 

L'n espacio euclidiano por ejemplo den dimensiones es el conjunto de todos los vectores con n 
componentes para los cuales las operaciones de suma vectorial y multiplicación por escalar son 
pennitidas. y adem:ís, para cualquiera dos vectores en el espacio, existe un numero no negativo 



•. 

''Y---- -

distancia Euclidinná_para ¡¡y b e-R" esta definida 

d 2 (a.b>~il'a -bll 2 ~ (a, - h, ¡J + (u2 -b,¡ 2 + ... +ca. --6s 
. _.,·;-··. 

;e mnnc~~ nltemativa podemos definir 11¡¡-b11 2 en ténninos dd producto cs~nlarde (~-b) 
cual es 

d 7(¡¡ ,bJ=lla-bJJ' = ((¡¡-b).(a-b)) = [(¡¡_.:b)'(a-b)) _donde (¡¡-b) es el vector de 

diferencia 

Nótese que esta métrica no hace diferencia con respecto a l:i importancia que tienen los 
vectores, es decir todos tienen la misma masa. Sin embargo. en el análisis de datos, los métodos 
deben ser adaptddos a si1uacio11cs prácticas donde los individuos o las categorías no 
necesariamente tengan la misma "i111portancia". Asi, por ejemplo si lo que >e quiere es detenninar 
Ja proximidad o cercanía entre:: elementos que se consideren tengan el mismos peso o sean 

igualmente importantes se podría pc•nsar en utiliLar la distancia t:uclidi .111a. Pero, también se da el 
caso en que el investigador pu<!da ¡¡rivilcgiar a algunos elementos mas que otros en función de su 
importancia con respecto a nl¡;ún criterio o que l:i estructura interna dt: los datos asi lo establezca, 
de tal mnnera que cada el.:mentu tiene asociado una masa/., tal quc/w > O y "L,,Jw = 1. Asi, si se 

quiere detenninar la proximidad o ccrcania entre estos elementos ponderados. entonces tendremos 
que utilizar alguna métrica que tome en cuenta ese peso o masa; una métrica que satisface lo 
nnterior es la llamada: metrica Ji cuadrada, la cual deline un espacio metrico ponderado. 

1.2.6 Distancia Ji cuadradn 

En un espacio ponderado.en el que a los vectores de este espacio se les asigna una masa o un 
peso. Algunos autores denominan a este espacio como un espacio euclidiano ponderado en el cual 
se define el producto plllltO o producto escnlar de la siguiente fonna: para dos vectores y, V/, con 
masa lJ 1 y C/2 respectivamente tenernos: 

(Y. VI) =y'D•w= L,
1

q1v1w1, Donde. Dq es la matriz diagonal asociada a los pesos de los 

puntos. 
. - . . .. 

De tnl manera que la distancia )i1 · cuadrado d.i:. los dos , puntos en este espacio euclidinno · 
ponderado es: ·- ·•·'' ·.-.: · ··1••-..;, ·• • · · 

~.<y· ~v> ~,.~~ ;tivhy~~;~~#;~~c~~;~rAf'~i:~?~~~"~f{4J+ j ;;?>
2

• • .· -_ - · · 

En particular, cúando :s~ 'tiali~j~'con ' úi\a tabladé cóntingénci:i se tiene la llamada distancia Ji 
cuadrada..1a cuai está d~fin"id:i'¡;a;:ª iJ¿~"G~rti1;;s µº;·~~ii81~~es i e;· corno 

.. . ' ... ·. >'.·: _-· :·· ..... :·: .. · .\' .. ~.:.· · ·-·-_·; ~ '/~};/ ... ~-. .... ,'"' '· 
· ;·-~: /O.:-;-:~ -. ¡, • · .• );:.7:" '. '. 

~· "':' 

· ... ; 
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y para perfiles por columnaj y j' como: 

Esta distwicia difiere de la distwicia usual Eucl.idiwia en que cada término al cuadrado está 
ponderado por el inverso del peso correspondiente a cada término del otro espacio. 

Hasta el momento lo que se ha hecho es lo siguiente: 

1. Se ha visto a la tabla de contingencia como una matriz, la cual define de manera natural el 
espacio de los renglones y el espacio de las columnas RJ y R' respectivamente. 

2. Se hwi obtenido los elementos por perfiles dependiendo en que espacio estemos trabajando. 
A cada uno de estos perfiles se les ha asi&'llado una masa que está en relación a su importancia 
dentro del espacio definido por los elementos que conforman la tabla de contingencia. 

3. Se ha encontrado el centroide de cada uno de los espacios definidos en la tabla de 
contingencia. 

5. La masa que tienen los perfiles establecen la necesidad de trabajar en un espacio ·métrico 
ponderado, donde la métrica es la distancia ji-cuadrada. 

Ejemplo! : Relación entre los espácios R1 y RJ con los perfiles por columna y por renglón 

: '. ::·\·{~ ··: .. ·.··· . / 
T<tJa 1.1. T- cl><XÍ1irgrcia (IQ:'n:,,,..;$ ni.dx;,; Pai-a:n 
d:fu:im da:ificai::Bcb aa.otb a tir:x> cb ciíectO y tLn-o ce µ1XiJ:x:Kn 

Turndl 
¡:nxiJXlén A e ·e o 

15 21 45 13 
. ;B 31 34 5 

33 17 ~ Zl 
T- 74 69 131 38 

94 
96 

119 

T;i;la 1.2T-dJ lm:urdas-(F): ¡mstaiecb nutlcs ptxicici:sa:n 
d:fo:::ta; dasiica::tsm a::t.m:b a liJD m d:.4cdJ yturo ce Ptrl.o:ién 

Turncll 
atx1nXn A e e o -000 ocm Q146 00!2 Q:D< 

OCB4 01 Q11 0016 Q311 
3 01'.ll' OCffi Ql:'B acm 0385 

T- QZJ9 Q2ZI 11414 Q1ZJ 1 

10 

<= tvtatriz de frcccucncioi1 absolutas Ky 

<= ~fatriz Je corrcspondi:ncias 
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Cuadro 1: Relación entre los espacios R1 y R1 con los perfiles por columna y por renglón 
_,,.,,~ ~--·,·-~~·-· ,,, _____ ... ~ 
Espado R1 p:1m tumo de prfotl11c~1ún. ha~·~ n:n!_!knws 

son lo~ "pcrlilcs por rcng.lón" 1p11ntl>S'"'1.:n R' 1 

- Las coon..h:nmlas <lcl rcnglnn i= I .~ .. ; son ~

pcrlil para el rcnglün i: ( 5:-· 7:-·· . i- / son 

Tur"a de 
F'"dtJCCIOF\ A 

O ISs-57 
o :?i083 
o "77J1 

0~23" 
03::.'9~ 
a 14:-i;~ 

o .t:o:~ 
1 JS.SIT 
;:!.1117>; 

o 
0 l~J 
oo"S:oa 
a 1:-Jo1 

- El peso Ud i-Csimn rcnglún es f .. : ! O. 3 l 1 
Í O 3U4 J 
L CUK5 

·l .os f perfiles por renglón cnrrcsr"-'llllcn 

a. los l rcngl\lncs <le la mntri1: l>;•F 

·La Jis1ancia cutre <los renglones i e i' es: 

dl\i,i')='"'J .L[!.L. _ !.¡.__J' 
• "'"''"• '~ ,_ J·. 

¡J'( l.2J~¿~, t[~ - ~ )'=0 194 

1 
f AU1cionalmcnlc a lo rc\.ismfo se vc:r:i en el c:ipitulo 

lsi!.t.uicntc: 

• J:I en reno de a.1uslc cslá dctcnnrn:1Jo por un:1 

.. ·-··· ., .. ,~-~~- ··~· ........ ~·-··~···~·~ 
E;.;p·h.:UI I? 1 rurn lipo Je Jcfocto, hay -l Clllllrrtll~IS 
Sl~n h1:-. "f".·rtiks pnr columna"(puntos 1..•n R') 

- Lu .:1-..1r1..li.:11udas Je la columm1j=l.~ . .l.4, son f
~ lu"i. rcrlik·s por columna j: ( z,.. ~ ..... .¡!.} .. llll 

P11":t!s par upa d1 .:iothtC1o (coluin11a,.1 

Tipa Ji dott<11n., 
: . '" ) .~ .. 

"'t·o•J ~~"•)'I A u e --,- ) ~IJ27 o Jí.).t35 a 351:-6 
1 G 3513'5 o .&.S9::!6 o :?<j-:.6] 
) r .s.s~.~5 o ~46)d o :':1:'91 

" o:f.iT!T 
a 1~1sa 
.!l_5:~3::! 

• El pc:;11 Je la j-Csima cnlumnil es f., :[ :: fü ]' 
0.1~3 

- Li1s J J't:rJilcs por column corrcspomlt:n .1 las J 
columna:-11lc b malriz FI>c- 1 

- L .. 1 Jisl:md.1 1:nlrc Jos colwnn:1s j y j' es: 

c\'(jj"I,.\'' +-[!,,. - '.,:_)' 
-·-· ~- 1.. J .. 

u'(A.B""}.;:, HÍ!'- ~ ]'=0. 16M 

t\dicitm:1fm(.'nlc :1 lo revisado se vera en el capitulo 

siguicnlc: 

- El crilcriu de ajuslc cstii de1em1imu.Jo por una 

ti.urna cu.iJrútica en la cunl intcr\iencn los pesos de los J 1imn~1 cuad1üti1.:n en la cu:.il inlcrvicncn los pc~os e.le los 

pcrtih:s lo'> cru1lcs aparL'CCI\ en la malri/. Dr 1 
l 

- La rw1trl/ Je dísland<is entre rcn~duncs 1.:stá Jc1cmtinat.1::1 - L.:t matriz de Jis1anci1Js entre columnas esta dctcnninmla j 
pcrfiJ..:s los cuales np:m.'l.."Cn en la m:llriz D,. 

por uru. forma cum..lr<itica en la cu: .. d intcf\.icnc D; 1 • por la forma cuac.lr.lticu asociada con: D;• ~ 

En el siguiente capitulo mencionaremos lo que es asociación entre las categorías haciendo 
referencia a la prueba Ji-cuadrada de Pearson para independencia y mostraremos el desarrollo del 
AFC-simple para representar gráficamente de manera óptima la asociación entre los perfiles 
renglones y columnas a través de la proximidad entre ellos ya sea entre un mismo espacio o entre 
ambos espacios mediante un escalamiento, 
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Capítúlo 11 
de cotTespondencias simple. 

El análisis factorial de correspondencias (AFC), desarrollado por un ¡,'Tupo de estadísticos 
franceses desde principios de 1960, se repona que es teóricament" "quivnlente a casos especiales 
de algunas técnicas clásicas que ha11 aparecido en diforentes contextos desde la mitad de los años 
30"s, como por ejemplo el análisis de correlación canónico y el ana!isis de componentes 
principales.El nombre de análisis factorial tien<! dos acepciones la primera referida al estudio de la 
asociación entre factores o variables cuali1ativas y el segundo a la técnica del análisis multivariado 
ll:Ullada análisis de factores ~n la que se busca resumir en menos dimensiones la información 
contenida en una r¡1atriz de datos . 

El AFC, es una herramienta estadística exploratoria para estudiar b asociación entre las 
caregorias de factores presentadas en una rabia de contingencia. en esre sentido puede ser utilizado 
como una técnica complemcnraria a otros métodos estadísticos como los modelos lag-lineales. 

El AFC determina gr:iticamente la posición de una serie de unidades de una población bajo · 
esrudio, que pueden referirse a objetos o sujetos ( segmentos del mercado. grupos de individuos o 
personas fisicas, sectores, productos, ere.) con relación a una serie de facrores de interés (atributos, 
características, escalas de valoración, ere.) clasificados por dos factores de interés y de acuerdo a la 
proximidad que tienen las categorías dentro de cada factor y entre factores, reporta o refleja en dos 
o en a lo mucho tres dimensiones la estructura de asociación tanto de las categorias dentro de cada 
facror como entre las categorías de los factores, determinando además un escalamiento de las 
categorías de los factores. 

Para introducir las ideas referentes al AFC-S utilizaremos el siguiente ejemplo donde se estudia 
la asociación entre dos factores: 

Supongamos que se quiere clasificar los. defectos_ encontrados en los muebles producidos en 
una fábrica. de acuerdo a 1) el tipo de defecto y 2) el tumo en que fue producido el mueble. De tal 
manera que un total de 309 muebles defectuosos fueron registrados y clasificados de acuerdo a uno 
de los siguientes tipos de defecto: A, B, C o D. Al mismo tiempo, cada mueble fue identificado de 
:tcu~rdo al tumo de producción en el cual fue fabricado. La información es presentada en la 
siguiente tabla de contingencia: 
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Tabla 21.Tabla d • conbnqencia · nUm!!rO de mueblas con derectos 
Por ttpo d• d•f•cto r tyrno dot producción 

Turno d11 
produc~1ón A 

t IS 
2 "6 
l 33 

Tnlal 7J 

Tipo dt del!CfO 

u 
21 
)t 
17 
69 

c o Tolal 
45 1) 9• 
).1 s "' •• "' 119 
1':?8 311 J09 
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2. 1 Definición de asociación o dependencia para una tabla de 
contingencia de IxJ. · 

De la Tabla 2.1, para el caso del espacio RJ -que es el espacio de los renglones· se refiere al 
tumo en que fueron fabricados los muebles, de tal forma que para cada tumo se tiene un vector con 
cuatro entradas es decir nos referimos al espacio R •, para el caso del espacio R1 -que es el espacio 
de las columnas- se refiere al tipo de defecto que tienen los muebles.de tal manera que para cada 
tipo de defecto se tiene un vector con tres entradas es decir nos referimos al espacio R3. 

La probabilidad de que los elementos de una población pertenezcan a una categoríaj del factor 
tipo de defecto, sea mayor o menor que en una categoría i del factor tumo que en otra categoría i' 
del mis me¡ factor se representa como: 

Pr(x E}fl' E i) * Pr(x EJl.r E i') para alguna i * i'. 

Si esta desigualdad se cumple para alguna categoría) del factor tipo de defecto, entonces existe 
una asociación entre los factores tumo de producción y tipo de defecto.Esta ecuación indica que la 
probabilidad de que un mueble x pertenezca a la categoría) del factor tipo de defecto depende la 
categoría del factor tumo que se considere. 

; . ., ' 

Como una explicación hipotética, en el caso de que se presentara la asociación pudiera ser que . 
si pensamos que los tumos de fabricación corresponden al matutino, vespérti~o y nocturno; puede 
darse el caso por ejemplo que para trabajadores que 110 estén. muy. h;mituados. a trabajar en la noche 
su capacidad productiva se ve disminuida por efecto del sueñó, de tal mane.ra que. se esperaría un 
mayor número de muebles defectuosos en el tumo .. nocturno presentándose de esta manera la 
posible asociación. 

Para hablar del término de independencia se tiene lo siguiente: 

Si Pr(x e)l.r E i) = Pr(x Ejft" E i 1
) = Pr(x e)) i=l,2,3 con i * i' 

Es decir, si estas igualdades se cumplen para toda categoría j del factor tipo de defecto 
j= 1,2,3,4 entonces las variables no están asociadas.Esto quiere decir que la probabilidad de que un 
mueble x pertenezca a la categoría) del factor tipo de defecto es independiente de las categorías del 
factor tumo de producción. 

Existen métodos para probar la independencia entre las categorías de los factores, dentro de los 
cuales la prueba Ji-cuadrada es una de las más usadas.Aplicaremos esta prueba estadística a les 
datos de la tabla de contingencia 2. 1 
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2.2 Prueba de independencia x' para una tabla de contingencia de 1 x J. 

Datos: Una muestra aleatoria de tam:ú'io 7' es · obtenida Estas observaciones son clasificadas 

de acuerdo a dos criterios (factores): Para el ejemplo de la tabla 2.1 lenemos que T=309. 

kv representa la frecuencia de muebles en la categoría i del primer factor tumo de producción y 
la calegoríaj del segundo faclor 1ipo de defecto. 

Supuestos: 

Para los daios de la tabla 2. 1 ;r.; = 19.177 

Distribución nula del estadístico: 

cierta la hipótesis Hu de 

La distribución nula del estadístico está dada aproximadamenle por I~ distribución Ji-~uadrada 
con (/- l)(J - l) !,'fados de libertad (z t1-1J\J-ll). La aproximación a la Ji-cuadrada es s~iisfaCt()ria si 
todas las Ev son mayores o iguales que .5 y que al menos la mitad son más grandesqueL .. ' ··· . ,_ 

Para el ejemplo se tiene que ;r.3 - z """ = 7. "' 

'. _;~.. '.' . Regla de decisión: 
. -. . ¡': ~· -< ..• ' 

Rachazar Hn si x~ > xhi~>.<i-iiv-t>>• donde Xf<t-•>.tf-t>c.f~iii-~~ . e{~Ja';¡~; d~orcle·~ Í-acle. una 
distribución z' con ((1- 1 )(J - 1 )) grados de libertád. · · · · ' 

Por lo tanto para el ejemplo. · se. tiene que para un nivel de si&'Tlificancia a = 0.05 
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Ji-cuadrada únicamente establece 
categorías causantes de ésta. 

de In expresión que nos proporcionaba la 

Pr(:c e Jt" e i) * Pr(:c e Jlx e i') 

la cual tiene dos posibilidades: 

ó 

Pr(.t" e 1it" e i) < Pr(:c e ;it" e ;') para alguna i * i 1 (3) 

,De manera intuitiva observamos de 2 que es más probable que la categoría j del , segundo 
factor ocurra con la categoria i del primer factor que con la categoría i 1 

• 

De manera análoga de 3 observamos que es más probable que la categoria/ del segundo factor 
ocurra con la categoria i' del primer factor que con la categoria i. 

Ahora bien, si lográramos representar estas posibles asociaciones en un gráfico que muestre las 
similitudes entre las categorias, esperaríamos para 2 que la proximidad de la categoria j a la 
categoría i, sea menor que la proximidad de la categoia j a la categoria i', dado que es más 
probable que lo primero ocurra. 

Como se recordará la matriz perfil por renglones y por columnas definidas en el capitulo uno -
tablas 2.2 y 2.3 -. contine las probabilidades condicionales 

Tála22-p:rturo(or¡j<ral Tatla 23.Porl\les por tipo de defecto (c:dun-as.1 

T~ TI~ do d!feda 
Turo<E TlmOdc 

painién A B e o ' fcj¡j pccl..a:l6n A e e o 
1 O-mi' 02DI 04iS'2 Otm 1 1 O.::a27 O.J0435 0 .351!:6 0.34211 

QZ{B3 03m! . Q:i;tf)' . O<Iml ··.'.1. 2 0.35135 0.4'1928 0.26563 0.13191 
2 3 o~ 0 .246:l8 038281 0.!5:.'632 
3 027731 01'QD _04tr.6 0-ml' ·· 1. .. 

Totll 

Por ejemplo: 
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i :r----------- ---:--- ··- ----¡ 

J:I ·~---· · · ··-~)~\-· . 02! . / . ¡ 1 1 t' · 1 
! 01t ·. , 

• º'~; --~--~---~----! 
A B e o 

Fig2.I 

~-· 
• 2 

-~l 

"' ¡ 
! 

••l\ ¡ 
'? : 
; ••• J 

.i ., 1 
·¡,,, ¡ 
~ 1 
a;,)lj 

1 

Perflles pat coh.mna: T1po de defecto 

'-·---~---------

Fig 2.2 

t

i=::::: : 
-•-e : 
--u 

Así, en la figura 2.1 .se"iiene que el tipo de defecto A es más probable de ocurrir en las tumos 2 
y J que en ei" primertunio. Para el defecto B se observa que en el segundo tumo es más probable 

que esle ocurra que en el tercer tumo. Para los tipos de defectos C y D es casi igual de probable 
que ocurran en todos los tumos. 

Si nos lijamos en la figura 2.2 vemos que en el tumo 1 es más probable la oc~~enciacl~ · los . 
defectos B,C y D que el defecto A.Para el tumo 2, es más probable que ocurra el defecto i:i q~<Í 
efecto D y para el turno 3 es más probable que ocurra el defecto D que el defecto B.' ' " 

Estas proporciones observadas nos dan una idea acerca de cómo es Ja asociaci9n~: . para 
conseguir una mejor apreciación de ésta se construyen las tablas 2.4. y 2.5 que. representan las 
desviaciones de los perfiles renglón y columna respectivamente con respecto al . centr~ide del 

espacio vectorial respectivo. 
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. Tat:la24.l:los;ia::il:n de'"' ps111esrengén (Turod! T¿tia 25.!Asiia:iln d! les pirfilescdllTT'B (Topo d! 
prnd.a:ilnJ an r~o al arttide. afe:IDJcrnre¡ 1 aanrciclo 

T!E!!dec:Efedo T~deckf<Clo 
Turode Tt.modo 

. P'Cd!lciá'I A B e o ¡:nxia:jén A B e o 
1 -007$1 oaxn O.C5448 n01= 1 -01015 Qtr014 0047':B OCI379 
2 003135 oamz --O.caxl7 -Oll7'C89 2 Q()O(JJI' 01300 -004!DS -O 1791 
3 0.037ll3 --O.CBJ44 --0.00247 004500 3 Oca:aJ -013974 -OCCl23 0.1412 

Una presentación gráfica de la información contenida en las tablas 2.4 y 2.S se presenta en las 
figuras 2.3 y 2.4: 

1 
PerfllH por renglón:OtsvlAtlÓn d•I centrolde. 

1::~1. 1 __,.--
¡ ~ """' ·------· 

1 
1 •• ...----- -. 
: ' 

1 • •• • ·-··- · 

1 ., . . . ... . 
i B C o 
1 
1 

Fig2.3 Fig 2.4 

De la figura 2.3 interpretamos que el defecto A se encuentra más alejado en un sentido 
negativo del centroide para el tumo 1 en el espacio de los renglones (R4 ), lo cual nos habla de una 
asociación entre el tumo 1 y el defecto A. Para el caso del defecto B, tenemos que el tumo 2 y 3 se 
encuantran alejados del centroide en un sentido positivo y negativo respectivamente lo cual nos 
hace suponer una asociación entre el tipo de defecto B y los tumos 2 y 3. El defecto C por otra 
parte parece que tiene una asociación no tan marcada con respecto a los tumos 1 y 2 ,mientras que . 
con el tercer tumo no parece existir asociación. Por último, con respecto al defecto D se tiene que 
presenta una posible asociación con respecto al tumo 2. 

De la fib'Ura 2.4 se tiene que el tumo 1 está más asociado con respecto al tipo de defecto A en 
un sentido negativo, mientras que eiciste una asociJción en un sentido positivo entre el defectÓ By 
el tumo 2 y una asociación en un sentido negativo entre el defecto D y el tumo 2. Se observa que, 
además existe una asociación en un sentido positi\O entre el tumo 3 y el defecto D y una asociación 
en un sentido negativo entre d tumo 3 y el defecto 13. 

La forma de describir la asociación presentada arriba es un mejor acercamiento para conocerla, 
esto en el sentido de que únicamente se están describiendo los perfiles tal cual se obtienen de In 
tabla de contingencia, pero sin tomar en cuenta el peso que cada uno de ellos tiene en su respectivo 
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elementos. Recuérdese que precisamente e!l el 
pond~rado. 

Así, el problema de descubrir la asociación de manera gráfica entre las categorins de los 
factores se puede tratar de la siguiente manera: 

Para cada uno de los elementos que forman la matriz perfil por renglón y por columnas que son 
vectores en los espacios RJ y R' respectivamente, se pretende encontrar una representación gráfica 
en un espacio de menor dimensión prefiriéndose una linea recta. enseguida un plano o bien un 
hiperplano, en el cual se tomen en cuenta la ponderación de los elementos y que presente las 
proximidades entre elementos en cada espacio y de m:mern simultanea se consideren los dos 
espacios para tener una representación óptima. Categorías 1nuy próximns entt"e si, con un 
:tlejamiento considerable del centl"oide im11licará11 una asoci:ición fuel"te entre ell:is. 

Como se puede observar el problema arriba presentado equivale a encontrar vectores que 
generen el subespacio óptimo buscado. 

2.3 Representación gráfica de la asociación entre factores con el AFC. 

En el capitulo anterior se mencionó que los elementos de la tabla de contingencia ya sea por 
renglon o por columna podían ser vistos como vectores. Ahora bien, esos vectores pueden ser 
representados en un sistema de coordenadas, a través de unos vectores que forman una base para el 
espacio vectorial. Si pudieramos ver esa representación veriamos esos vectores como una nube de 
puntos. 

Dentro de esa nube se esperarla que aquellos vectores parecidos estarán más proXJmos y 

aquellos vectores que sean distintos estáran más alcj:idos. Por lo que el problema de encontrar un 
subespacio óptimo para esos vectores, será el encontrar un nuevo sistema de referencia -base- que 
conserve la estructura de la posición de los vectores y que además sea posible representarlos 
visualmente. Para encontrar esos vectores que forman la base que buscarnos existen algunos 
métodos de ajuste como el de mínimos cuadrados. 

En las siguientes secciones se muestra de manera gráfica la idea de este ajuste p_ara el AFC y 
también se muestra la parte algebráica. 

2.3. 1. Formulación gráfica de ajuste de lln sl!¡,~s~acio . vectorial I:ara 
dos factores de la tabla de contingenciadeJxL,, ii : : )j : 

. ' . " ' - - . '-;·.:~ · --:.~;~;:;;:>-:;~·:e-;.;: ·: ' - ' ' _, . ' ·-

Se tienen dos ñubes de puntos N(I) y N(J) 
:.-~ . .. :_.,·: _:;_'· :r. - ·> :'_)_} _ •. ~ .. ::_·.~ •.. --:._; ' -, ,. · .. ;,;--. - ¿ ;:· . -- -~- - ,.,_>~::~?>Y:-!.~f:i - '\::.~ :; ,-" · -. ·:¡·-;-. • , 

Un ele~ento de Ía nube N(l) es un parfomladop~; ~ri ~-~rfi{i~n~IÓn y~~ pes~ ~es~eétivo, · es 
decir: 
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N(l)={t.,Jp}, donde)} r~preL~ta: Íll perfil renglón i-ésimo 

' T~~ª ~.6. ~ ci! psrtas ~I): Perfiles ecr rer9ón 

Tumo A B e o Peso 
.1 0.160 0.223 0.479 0.138 0.304 

. 2 0.271 0.323 0.354 0.052 0.311 
3 0.277 0.143 0.412 0.168 0.385 

. ·. ·:·.· .. _-\ _- - . . - - . 

Un elemento. ele lk nube N(J) es un par formado por un perfil columna y su masa respectiva, es . -·· ., -· · '· 
decir: "> 

N(J)~{/¡,f.1} ,' doncle/, representa al perfil columnaj-ésimo . . 

Tabla 2.7.Nube de puntos N(JJ: p~rflle~p~/column~ : 
· ··Turno 

1 
2 
3 

Peso 

A 
.. 0.203 . 

0.351 . 
0.446 .. 
0.239 

.0.304 ·· 

. 0.449 
0 .246 '' 

: 0.223 ... 

e ·: o 
:.·. 0.352 0.342 

} 0.200 . >: .oº·.•·
5
1

2
3

6
2 . 

·•· o.3a3 ··. 

Gráficamente la nube e!: pu~tos~(J)se ~e así:· 

!",,__,, .\::,\ 

· Fig. 2.5 .... 

Para estos dos conjunlos bus,c~os una r~pr~sentación que ,esté en unsubespacio de. la menor 
.dimensión posible el cual puede ser Ro R2 y además que se:ilo m¡¡;; confi~ble en el sentido de que 
se conserve 1a. relación de asociación enti-é las catégorias.·· 

20 



·· .··-

Para lograr esto se hará la proyección de los elementos de la nube de punÍÓs ,ell .'Ut1 -e~pa~i6 
lineal s que puede ser una línea, un plano o un hiperplano, etc.; el cual conténdrá''al centro _' de 
gavedad G, si se consigue que la distancia de los puntos a su proyección sea mÍnim'i; ;¿¡,1~ri~:e; ei 

sub~:ar:ó: ::: :: ::~::·::::::i;~ad~:::s~::
3

:~::e::::a:: el subespaéio, es t61q~~; ~~~~ ;:~; el 
punto más cercano a la nube de puntos en el sentido de minimiza la suma ' de ;c~ad~~do~ -·de las 
distancias entre los puntos de la nube y dicho punto. Por lo que la búsqúed~'; d~ ~ ~'~tí6po~i~s . 

. ··- . ··, ·-~·> :: '·-, .·· .. -- . -- -- ~, .. ' 
óptimos se restringirá a aquellos que contengan al centroide. 

Para encontrar el subespacio de menor dimensión se tienen dos alterriativ~: ).{-.• ;.g_;: · :· · 
l. Se define una función llamada de cercanía entre la nube d~ ~ü!ltos : N(q o ~CJ) con . el 

subespacio S. 

Por ejemplo para la nube de puntos N(l) 

'P(S, N(I)) = 'E,~ 1 j,.ü-(f¡,~) 

donde 

, ,, 

d~(f.,,S) es la distancia mínima al cuadrado entre el perfil)} y el subespacio S. 

j,. es el peso o masa del perfil i-ésimo. 

'• 

Esta función establece que el subespacio S es el que mejor ajusta a los perfiles en términos de 
minimizar la distancia que existe entre estos y el subespacio, por lo que el problema se reduce a: 
minimizar la suma de las distancias elevadas al cuadrado ponderadas de los elementos de la nube 
de puntos N(I) al subespacio S . 

2. La otra forma es maximizar la suma de distancias ponderadas del origen (el centroide) a las 
proyecciones de los puntos de la nube sobre el subespacio S. 

Desde luego este subespacio Ses generado por algunos vectores por lo que a fin de cuentas lo 
que importa es encontrar los vectores que lo generan. 

Para presentar gráficamente esta idea y sin perder generalidad tra~ajelTlos con · la nube de 
puntos por renglón N(l) y además supongamos que los elementos .~e ,la' nubetienen,pesos unitarios. 
Tomemos un perfil cualquiera .fJ de la nube, y proyectémd~¡(; de ~~er~ ortogonal sobre .el 
subespacio S generado por el vector u -hasta ahora deSconodda:-· denotemos a esta proyección 
como Proy,f,. .. ... 

Observemos los segmentos G.fJ,pProy.l},f'JProyJ',,. Véase figura 2.6 . 
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. · .. • .... :. · .... ' 
'-.',.'. o.:. , .. · , 

Pertll 1-és1m6 Í: i:>.O~o 

Ajust"': f1~ - ·~~c t~/s 3;-y é;' ,/ 
mln :!: f 1• d 2 ( ~~- , s -~· ~ ·,,:;¡j·;'~ t .· .;~C>xecclÓn 2 

1 ·,,_ .+ 1" 
-,- ;" '.;•.·, ... : . 
. ,. _. Fig 2.6 

Lo que se quiere es minimizar la la'n!,.¡~~\;~i~tancia del segmento}} Proy.f¡, para todos los I 
elementos de la nube, de tal manera que la suma de las distancias de todos los puntos con resp..,cto 

al subespacio generado por el vector u sea mínima. Tomemos la distancia al cuadradoj}Proy.f.¡ '. 

Aplicando el Teorema de Pitágoras tenemos que}} Proy.f, 
2 

+ G Proy.f, 
2 = Cif., 

2
, sumando sobre 

los l elementos L:~,J} Proy.f.¡ 
2 

+ L:~, G Proy.J'., 
2 

= L:~, Gj} 
2 

;como el problema es minimizar 
~/ 2 . . ""'/ ----2 """'' -2 """'' ----2 
¿_.,.1J} Proy.f, , esto 1mphca que ¿_.,_1}} Proy.J'., = L...;..t Gj} - L...,.., G Pruy.f, . 

Nótese que L:~1j}Proy.f, 
2 = L:~J~cP(f;,S) paraf~ = 1 i=l,2,3...,I y para el subespacio 

generado por el vector u. Lo que implica que minimizar la suma de las distacias al cuadrado entre 

los perfiles y el subespacio generado por el vector u es equivalente a maximizar!:~, G Prpy.f.¡
2

,_ 

que es la suma de las proyecciones al cuadrado sobre el subespacio generado por el _vector· u (ver-
Fig. 2.6) . '-'- .-.:· •> ·:::;_._._ _''' . ,. __ , 

Para encontrar la solución al problema de encontrar el mejor subespacio' cju~ ~jt.JSt~ ii los pu~tos 
algunos autores hacen uso de la técnica de descomposición en valor¿ sin¡jlilai~s (SVD) y otros 1() 
plantean como un problema de optimización cuya solución cori'esponde a' encontrar ios 
eigenvectores y eigenvalores de la matriz que representa la suma P<)nder:ida de cuadrados de las 
proyecciones de los puntos de la nube. En este trabajo se presenta la segunda forma. 
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2.3.2 Presentación algebráica del análisis de co~e~po·~~e~'6 i~ . . ) 

Algunos resultados importantes que se refier.:n al subespacioóptim~: S· ~~~· '¡~~'~'¡'~~ie~i~ : 
J. El centroide de la nubt: de puntos N(I), es el punto que mini;ni~n la .fu~ciÓ~ q~e describe la 

distancia entre Ja nube de puntos N(I) y el subt:spacio S. 

2. El subespacio óptimo S debe contener al centroide. 

Para garantizar que el centroide esté contenido en el subespacio S se lleva a cabo una traslación 
a un nut:vo sistema de referencia en d cual el origen sea precisamente el centroide (el origen di!! 
sisrenm de referencia para el subespacio lineal). Para fines ilustrativos se trabajará .:n esta parte de 
la exposición con las matrices originales sin considerar por el momento esta rransformación lineal, 
sin embargo al momento de considerar los ejemplos se tomará en cuenta. 

Definición 1 

Sea A una matriz simétrica, se dice que A es positiva definida si A 11> O, 'ti ¡s;tQ, 

Sea X 1-.1 una matriz de datos, que se refiere a una tabla de contingencia de 1 categorías para el 
primer factor y J categorías para el segundo factor, sea AlJ-.1 una matriz simétrica, positiva definida; 
que define la distancia en R-1 Sea N1~1 una matriz diagonal cuyos elementos son los pesos de los l 
puntos ( si se considera como matriz de distancias a Ja matriz diagonal de pesos por renglón 
entonces la matriz Nt.t que representará la distancia para el espacio R1) Véase cuadro 1 Capindo l. 

Sea ¡¡ un vector unitario en el espacio R·' que satisfaga la ecuación 111 1W 11 = 1. Las 
proyecciones de los 1 puntos sobre d eje que define el vector l! son los dt:menlos del vector i•¡.i tal 
<JUe ¡. = X M 11 . Ltl suma de las distancias del centroide a la proyección ponderadas al cuadrado es 
i« N Í', a este ténnino se le conoce como ajuste ya que es precisamente lo que corresponde a 

:L,~ 1 Gl'roy,f./ y de acuerdo a lo elq>resado con anterioñ'dad en la medida que esta cantidad sea 

maximizada ocurrirá que la distancia entre los perfiles y el subespacio generado por el vector lJ es 
mr;:nor. 

En términos matriciales esto queda expresado de la siguiente manera: 

i•' N ¡, = 111 1\,f X' N X Al 11 

esta cantidad debe ser maximizada con la restricción: 

11' ,'vf 11 ,,;; .f "'·'·. 

(4) 

(5) 

Es decir el problema es maxÍniizar ·¡ '~. su~a de; cu~drado de las proyecciones ponderadas sobre 
el subespacio generad() por el vector 11 con la métrica M y además con la restricción de que el 
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. vector 11 tenga nom:ia 1 para la mi~nia metrica definida por M. 
· - · ··.· t:;:· .; ·e''- '-;·· · 

De la expresión anterior obser:.am()s 'que lo único que desconocemos 
el problem,a· ahora es ·s·u · déter.riiinación'. · Para resol\·er este problema · 

Pi-o¡).osición 1 
proposición: ";''·.· 

• . ;':.. ~ o:_ ,: t . 

Sea ' A y M matri~es sini.\trica5, además M es positiva definida, un fonna c~adrática para la 
matriz A es u'Au ; n1ru(imizar esta fornia cuadrática bajo la restricción 111 M 11 = L Se escribe: 

s.a 11' ;~.¡ 11 = 

y 11. es el eigenvector de la matriz Ar' A que corresponde al eigenvalor más grande 
) .•. (a= 1,2, .. .• rango de A), el cual maximiza la forma cuadrática 11~ A 11 • . Esta proposición 
además establece que el vector unitario "•· para la distanóa definida por M (11~ M 11. = 1) es 
M·ortogonal a 11µ( es decir 11~ lvf 11p =O para a > {J) t. 

Utilizando la proposición anterior para (4), se tiene 

ma'< v1 Nv = 11'A·/,\~ NXi\411 

s.a 

11' lvf 11 = 

SeaA = MX1 NXJvf 

= max v' Ú v "=o . i1'lvf x11\r X ,14 11 = 11'A 11 

s.a 

11 11\411= ' ! · 

que es de i~ mismafornia ~ue Ja proporsici¿n 1 adélnás tenemos que 

1) AJ •. 1= M~ N XMes simétrica 

Dem: 

Sabénlos quep~~d~snl~~~~s Ay ~(A B)' ,;. B',Á 1.yque (A'>'' =A 

=A'= (M,0~v,i,-,~; . , 

= (M (X'. N ,'(Jvf))' = (,tr (N,'(,',f))'M' = (N (X.~f))'XM' ,;. (Xi',!)' N' XM' 

= M' ,\~N' X Ú ', 
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simétrica . y positiva 

conoce como "factor". Y so,tisfoce 

ya que X' N X lvf "• = ).11. y si or<~mulltiolic:l!TIDS 
que da la relación anterior. 

u., definido por su respectivo e1¡ge1nv:llor. 
definida por ,14-1 es uno: 

·Al resolver el problema de inaximización hemos enco1ntr·ado 
mejor espacio vectorial que ajusta a los perfiles. 

eigen. 

al .·,· 

En el análisis de correspondencias se muestran los perfiles por renglón y los perfiles por 
columna de una tabla de conringencia como puntos de una espacio vectorial de menor dimensión. 
Ambas representaciones pueden ser presentados en una sola gráfica que muestra _los perfiles de_· 
ambos factores de manem simultánea. 

Sin embargo, todavía tenemos un problema importante: ¿cuántos vectores de los u' s queJuerÓn 
encontrados son necesarios para generar el subespacio adecuado S y dar una buena r~presentÍi~ión 
de los perfiles en la gráfica?. Dejaremos por w1 momento la respuesta a esta .' pregunt17 y 
obtengan1os la representación de los perfiles para el ejemplo de la tabla 2. 1. Los resultados fueron 
obtenidos mediante el uso del paquete mathernatica V 4.0. 

25 TESIS CQ~T 
FALLA DE ORIG1!11~ 



23.2. l A.ri\ii¡~¡~ ·gn R.1.Cálculo de factores . 
Los elemem'os que definen :i este espacio par~ los datos del ejemplo son: 

1. 'J. perfiles por rengló~. Jos cuales ~i:in centrados en el origen. Cada WIO de estos vectores o 
puntos se enC:uentian en Jos renglones de 1.a matriz R ·referida a Jos renglones de Ja matriz perfil por 

'•renglón tof11~do' su J~;~ación con respecto al centroide, en el espacio RJ . 
. · : .. ·,:.:_,; :: 

R' =R1w.1 ~)r / .... ; i· 
donde 

R ;D;1 F~s ,Ía rii~tiizJ~rfi1 ~or renglón 

1·{! }(·:·: ' "" ) -[ :: ~~ ::: ~:~ J 
así, loselemeriíos de las celdas de la matriz R • para el ejemplo de Ja tabla 2.1 estan dados en la 

tabla 2.4. . · .· .. ·· · 

Turo 
1 
2 
3 

A 
-O<Jiml 
003135 
003783 

e e o 
001532 ' 
-0Clitf9 -
0Dfi:9 

Para fines del desarrollo en la explicación la matriz R • que se refiere a I~ ri;;triz perfil , por 
renglones ,considerando su desviación con respecto al centroide, será considerada ~Clnceptualrnen.te 
como la matriz Ó;1 F que es la forma matricial para calcular la matriz perfü PoÍ' renglones. 

2. La distancia definida entre dos perfiles de R • es 

cfZ(i,i') = ""J .l..(Í!L - ív ) 2 
¿,,.,_,..1 ,., f . 11. 

3. La distancia está caracterizada por la la matriz diagonal dei'recíproco .de los pesos por 
columna. 
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o;•-( 
_,_ o o o 

J 
0 . ;?.39 

o _,_ o o 0.22.l 

o o 
., o -¡¡::¡¡¡- . 

o ·º . ó 7 1 
ü.ffi" 

4. Los pesci~ de 1C,d vtictof~s para ~ste espaé:io están dados por la la matriz diagonal de pesos 

por renglón · . .-. · .. . '-) .. . ·~ •: < 

oJ 0 :~ .of1;i ~JJ; '~ 
~ •: .c.-,".'.';·>'••.> 

Así, de acuerdo al problema de encontrar un subcspació de menor dimensión que .R 4 tenemos 
que encontrar los vectores "ª que generarán este nÜevo sube~pacio; estos ;;ectores son unit'.1"os 
para la distancia definida en RJ la cual está dada por D-;;1 y además deberán satisfacer la siguiente 
restricción 11~ D;1 11.= t ._Es decir estos vectores ser:ín ortonormales p~a la d.istancia d~finida 

Una vez encontrados esos vectores 11 0 podremos proyectal" los p~riil~ d~ " la matfii'R • en cada 
eje g"nerado por el vector 11 ª conservando la distan~¡¡,, de 'éada p~rtfr :tl-eCiá<lá por su ¡:>éso, La· 
proyección está dada por: 

R' D;' "ª = v1, 1 ., lo que se traduce como que la matriz perfil po~ (engÍ~n.;'s ' e~ proyectáda a 
sobre el vetor 11 •• lo cual da por resultado un vector en el cual cadll; .éritrádá "répresenta la 
proyección del elemento i-ésimo sobre el vector a. · · ··'·:.•··:.•_:,';:r· , .. :· 

La expresión anterior puede presentarse de manera matrici¡¡J comoÓ;1 1~})-;; 1 ' 11 •• :·i/ ' 
; ,_,,,.· ,-

Recordando . que la cantidad que debe ser maximizada es la suma de· '"'é~adfados • de las 
proyecciones de la nube de puntos al centroide (en la que se considera el p~s~·cle d:ida ~lerllento 
dentro. de la nube) esta suma de cuadrados está dada por la siguiente forma cuadr,ática v'. Dr ¡, . .. 

Estableciéndose el siguiente problema de maximizacíón: 
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M=D;;'. 
: :.<;~_' .,... ~=< -· ;> 

Por Jo tanto d~ ~cúerdo; la proposición 1 se tiene que; "• es el eigenvector d~ la matriz 
· .-.-:., ·-

¡\,/~.'A '7 (D;;~ )-LD;;' P JJ.;1 f.p.; 1 ·= F' D;~F D;;1 

F1 ·n;1 .~i:Ji~:-.:, ,¡·~- ~-: .~- ?~~/~·;/.- . : -- · 

Par~ dejemplo tenen1os ·que 

S=F'D;1 FD;;1 

-[ 
0.0-ll . O.OIU 0.106 

l .007'1 

D.Ofi7 0.100 oou 
QO)I 

O.IU . 0.110 . º"' 
Orl7 

ºº" 0016 .... 

{ 0.0116 -0.0009 -0.0052 

-0.000!1 0.024'1 -0.0042 

-0.0091 -0.0079 0.0057 

-0.0016 -0.0160 0.0038 

l 
_,_ 
o.:J'J 

º"""' .... oou 

...... ' .0010 

...... "'"" .... 

o.oon J .,,,. 
0.0128 . 

0.0196 

... o 

o 

.. 
Los eigenvalores de esta matriz detenninan los vector~sú. que ~oil conocidos. como lo~ a ejes 

principales. Al veclor rp. = D;;1 11 0 , se le ~ono~e ~~;,:,() pri;;;e~ ra2iof/y·: ¿~;fespo~de ~ operador 
proyección. Además rp. es un eigenvectorde'laOi'~íri~ : ; · \{::;Ú::: :!i1f.,~+)f ¡ ;Ú · .. · .:~ .. 

"•) ~';.:D~;:.;· Y" q" ,;~1*·¡;Jii~líi~~'·'~~y}~;~~,¡~ ~;' f (D'' 
Las proyecciones de los.! puntos sobre:el eje, prin~i¡iál iic. qiJediuidete_rinin~do:¡ _coino: ·· · · 

:::~::;:·~:: ·~{J~·!rrff J~l~l~~~J~5;~,;:~ ~ .. ,, ,, ,, 
... . . ' ,_::'" ·:. . ·-. :·: .. :_-.. '.~·>: ~~ --
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-. 
Dem. 

Á' = (F'D;' F) 1 = (D;' F) 1
(F')

1 = F' (D;' ) 1 F = F' D;'F = Á t 

Ademas In matriz /J; 1 es una matriz diagonal. Por lo arÍtt!rior se puede escribir como 

D _, /)-t lJ·t A. S d . • ·o-+ JJ-t . ~ = ,_. . ,_. . s1. pue e ser reescnta como: :S=A ¡! ,_. • 

Como nuestro problema era encontrar los vectores que cumplieran con lo siguieme:S u=i.u, 
entonces tenemos: 1\ D;+ /J~t cu=).\!. . . · .. ' ·. . . . . 

Si premulriplicamns en los dos lados de la 

D;+ Áf.J;t D;t u=).D;;" ~ u. 

Haciendo \v=l.J;t u en 

La matriz S 1 = o;+ Á 

Dem. 

La matriz S 1 para los datos del ejemplo de la tabla 2.1 es: 

( 

0.0116 -0.000X 

-0.0008 0.0241) s, = 
-0.0069 -0.0058 

-0.0023 -0.0216 

Los ei¡¡envalores son: 

)., = 0.0463 

).2 = 0.0157 

29 

-0.0069 

-0.0038 
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A., = -2. 72x 10-11 

A., = 9.791 lxl0-19 

Los cigenvectores son: 

w, ( -0.0719, -0.7200, 

IV~ ( -0.8528, 0.2447, 

w, ( -0.4894, -0.4725, 

w. = ;( O. 1670, -0.4453, 

0.2287, 0.6511 ) 

0.4610, . 0.0144 ) 

-0.6435, -0.3505 ) 

0.5665, -0.6729 ) 

Los eigenvectores de Ja matriz orii,>inal se obtiene como: u=DJ 'rY. y los factores son obtenidos 
de la siguiente manera: 

rp = D;' u =D;1.Yf 

los cuales son: 

..•.. ,~. ne.-t:I:iz····.·. >. d? ~ es:(~\E
1 

g~~~E -~0:E 
' ... '··· · O',. ·:,.:· 1.95722 0.0Ul931 -0.999696 

Asi, la proyec~ión sob;e los ejes principales son: 

0.34.1292 l 
-O.s-12305 

O. sro<I 
-1.9191.5 J 

.... · ": .. : " . '> (0.0iSDI 0.1861Jl) 2.7JD5l.xJo-U 5.Sll2.Jo-17 \ 

. ·-_i:;.na:rlzd,~ e:i:/-o.:rm:e -O.Ol'!Sll<l2 2.'755xJo-ll B.E67• Jo-i7 I 
" ·' ,"_ .'· \ Q,J9ll6 -0.107'91 2.72351.JO"' -9.714<5.<10-r./ 

2.3.2.2 ÁnlÍlisis en R1. Cálculo de factores. 

Se hará el mis~1o _ análisis para encontrar los factores y las proyecciones para el espacio R1 
. . - . . 

cuyos elementos se encuentran en la matriz perfil por columnas. 

Los elementos que definen a este espacio son: 

J. !-perfiles por columna, los cuales están centrados en el origen. Cada uno de estos vectores o 
puntos se encuentran en los renglones de Ja matriz C ·referida a los renglones de la matriz pe.mi por 

· columnas tomando su desviación con respecto al centroide en el espacio R1. 
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Tabla 2 .3 .Purfiles par columna 
Tipa de de,er-10 

Turno A B C D 
1 0 .2027 0.30435 0 .35156 0 .34211 
2 o.'35\J5 o .44928 o.2ss6J o . 1J1se 

~~T~o~~~.~,~~º~·~·~~=s=•=s--"'o~. 2~•~•~J~s'--'o~.='~~~2~•~•-"~ . s~s32 

C' = .C1..,-cl 

donde e,¡, = F1.., D-;;.).., es la matriz perfil por columnas. 

(''M) )-( 0.304 0.304 0.304 0.304 ) ,.,2 o.rn •• •• ( 1 1 0 .311 0 .311 0.311 O.JI 1 

. 0.385 0.385 0.385 0.385 0.JX5 

De manera similar a lo establecido en la sección anterior, la malriz C' será referida 
conceptualmente como la matriz perfil por columnas considerdnndo su d~sviación con respeclo al 
centroide: F D-;;' .Otra forma equivalente de trabajar esta matriz es conscdarwido su transpuesta 
D-;;1 P, y esto es precisamente lo que se hará en esta sección.de tal manera que C* esta dada por la 
tabla 2.5. 

· Tabla 25.Perflles Clllurrns: Oesvlacidn def centroide 

TU'no A 
-0.101!'iJ 
00<0>1 
o.ce:m 

Tioo de deíedo 
B C 

QCCDl4 0.0473l 
Q 1:Em -0.0<fiS 
-0.13374 -0.= 

2. La distancia definida entre dos puntos o columnas es: 

d~(iJ') = :El•.·.· .. + (& - Í!L) 2 . . . .. ":"' ./" r,. . r1 . 
. ; ' . : ... :: ... :·'· .·. 

o 
ocmro 
-0.17910 
0.141:D 

3. La distarÍ~ia .. está caracterizada por la forma cuadrática D;': la matriz diagonal de pesos por 
renglón. 

D;' 

\- :; ' 

i: :- \: ':·< : ' ~· ,..:'. ,; ~ · . 

-
·· .. '.··.· t· ... __ •·_· .. · .. _º_,_,·_~0

10~·,, o'. .;o ·j· < ·· ~ ·J,; ., .. •io ;-••• ·. 
·_·. · · o·· o'' ~.J., ·•••• , 

4. La ~~tri~ Fes 
, ·_:--; 

( 

0.04~5 
F= o.0841 

0.1067 
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De manera ru'.iá.Joga 'a:i ariálisi~ én RJ, querci~os en'~ontrar vecforés i·~ ort~~ormál~ de · tal 
manera que par~ la distancia definida por!~ matriz D~1 se" tenga "~ D;1 Vu = 1. -

• . . ·, . :'·· 

Así, el vector de las ''J" proyecciones sóbre el eje definido por ves ,¡, tal que 

1i• = D; 1 F' D; 1 v, donde el factor de proyección es 1/1 = D; 1 v 

De acuerdo a lo establecido en la interpretación gráfica queremos maximizar la suma 
ponderada de cuadrados de las proyecciones tomando en cuenta los pesos de cada uno de los 
elementos, los cuales se encuentran en la matriz diagonal De. 

Así el problema queda representado como: 

Max 1i· De iv = 1•1 D; 1 F !J";; 1 De D;' F' D;1 v = v' D;1 F D;1 F' D;1 v 

s.a 

V~ D;1 V0 -= l 

(7) 

S' = FD;1 F' D;1 

=( )( 

.OIOU 

o.CMJC' 0.0619 o.IH4J oono { , 
000014 

_ 

.·::,· - ... ,,. 
o 1061 ºº"º 0 .1'-'IJ ...... 

00)1'f 

_1_ 
0.311 

o 

o 

i. J 
_,_ 
O.Jtl-1 

ci 
o 

O.IOOJ 

_::~~: · ::o7 ;::~~ •_•- -~ --
-0.002s -0.0221 n.ot?? ) 
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· • ·.· 

Los eigcnvalores de esta matriz determinan a los . vectores Vu q~e es conocido como el primer a 

eje principal, (U operador 'I' u = D;: 1 Vu se lti . conoce como el faci6r ~~ésimo; Ad~n;iis , I// ·~ satisface 
la oocuación D;:' F D~ 1 F' 'l'u = Aul/fu, : es ._dticir . 'JI• .(premuÚiplicándo (7) por ,D;:1) es un 
cigenvector de la matriz 0;1 F D; 1 F'. •"" · . . : < . ."- ··:' . 

. ~- _:: . . .;•. ~·-~:-: 

Las coordenadas de los "J"puntos sobre :el ~je ' gell~rado por\ •. ;on:D.;1 F' D;' V ·~ b.;1 F' 
1p,1. Donde 'l'u = D;1 Vu 

:. : - . ~ . - . ' 

. ·_.·:·'. ·.:·~:·: ··.::· .·.-:.·:'.·_"z):' .. ' :_ :._., 

Infortunadamente, de ,m'.l"era general . la : ;;;atrf~ S 'no es simt.itrica por lo 
aplicar la proposición 1. Para poder res~lvér ei probi~ma, haremos lo siguiente: 

. .i . 
. ; ·:.. ~...- . 

Sea 

S'=r D~ 1 F' 0;1 

que no se puedti 

La matriz Á' =F D;1 F' es simetnc'.1 y además D;:1 =D;+o;+. De tal mll.flera que 

S' =Á' o;+ o;+. Si premultiplicainos po.r, o;t . y hacemos w=o;t 1'. entonces el problema 
original tit:ne la siguiente forma: · 

Encontrar los eigenvalores ). y eigenve~tores. w de: 

. - _ _ , ·- : .. 

cuyos eige~vaÍcires SCl~ ~ " .. , 

).¡ =0.0463 

)., =0_. 0157 ' 

).; =l ,2845xl o-~ 
':-.. .··.· .. ': :··-.·.-· . 

eigenvalores_ de S ~ . Con esta 

asociados a estos 'eigen_yalores, sus eigenvectores son: ·. ¡: :- - . 
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,. ·_: _ . . 

wl=( 0.1688:,.···· ~.;~33, • 0. s~i9) 
\'"•'" 

., .... 
. w2=J 0.8298, : .:-0.2~,6,o. [··7~:~185 ) 

w3=( · --Q . ss :1 ~ .. '. ~;iJ;62t-<l.62oi : )-·-·. 
V'ª se le ~~n~'d~ colT16~t faC:!~/C:orrespondiente al eigenvalor ) . .,. 

; ~ . : . - - . . ' . - - - f -~ . -

Así, la matriz de factores es:o 
; ·( ' 

' . . - [ 0.306265 
la rra trlz de factores es: - 1. 42254 

. 0.942701 

.·!. 

1.50514 -1.00052 l 
-O. 369434 -1. 00002 
-0.835667 -0.9995741 

Y, las proyecciones de los perflles sobre los ejes principlaes 

~-rmtnz .. · cb ptOie:x:icrm es: -0.327257 O.C~777 -4.lian # 10 .... 
.• . ¡-0.0309726 - 0 .2BJ19 - 2. ~lia9 . io·: r· 

. .. o.<mQ.lse o.=n6J t.4069J .io..;. ¡ 
0 .400143 O. O'JS.54;.34 -7 . 14046 -¡ 10--:-; 

2.3.2.3 Relación del análisis de R1con el análisis en RJ : fórmulas de 
transición. 

En RJ tenemos que F' D;1 F D;.:1 Ua = ).alla . -- ... ,:-,_,_ . 
( sj . 

es decir 11 0 es uneigenvector de la ITl:itrizF' D;1.F D;.:1 correspondiente_ al ~igen~alor ) .• . 

Si premultiplicamos(8)porFD;.: 1 ;en~:;,s ~~e)'·; }';·•i·(? <:,:-:._ :"L·· ·',: .. __ --;_:' 
(FD;.:1 F' D;1) F D;.:1 11 0 = ) • .,(FD;1111a), lo qu~ slgnific~ q~á/);~ 11~ es' un eigenvector de 

. la matriz F D;1 F' D;1 para el mismo eigen~alor A~ eri R/ l¡; :·c:Uiil irhptica qué v. en · R1 es 
proporcional aFD;1 11

0 
en·Rj. . · . . 

Dándose las íórrnulas de transición: 

Nótese que 

3-1 



- ... ' ! - .. , : .. 

'//• = D~' "•,;, D-1- 1-FD-1 11 - - 1-0-·1 FD- 1 11 - ·-•-b-1 Ftp ,. ¡::; i: u- ·¡¡:;" ·· i: •. 11- ¡r;, u 

'Pu = 0~ 1 11., = 0-1 -1..-F' 0-1 1• = - 1 -JY1 P D-• ·,. = :..i__o-• P l/f c¡r; · ,. 11 ¡r; '-': r 11 ¡::; i.' ,. u 

Así, por ejemplo una vez hecho el análisis para RJ y si queremos la representación de los datos 
en R' se tiene: . ... 

,...( _,_ 

J( )( 
-ouao 

J 
0)04 o o º"""' º·'""l 01u:o _,_ •l'll' ,,,, o ••Jll o o 100.\ 01100 0 .0101 

1 
OJH4 

o o jj]if O.I01'11 o uso o l~!I' 
'"'l 

=( 
o 2926 

J ·1.4378 

0.9287 

_1_ o u J( )( ·l!'Ul 

J 
O.~O.J º·º'" . O.ll!fil O.IM:O 

l/fz=-' ( 
_,_ º""' o o Oll)t)J U.1100 ' 001•1 ' JiIUrnf t>.311 

0116'& 

o o _,_ 
o 106't . "º"º OH!" .... , 

O.J~U 
00-111 

-(. ~~~~:" )·.·· . ·. -0.8566 . 
. · '·., . 

, _.-_ . .-. ··- :.<· :;;,.: ·-::· ·.,--.-·:-:··,. 
Lru;. relaciones anteriores muestran que las coordenadas de . lo~ pu!ito's sobre un ej~ •principal en 

el espacio R1 son proporcionales a las coordenadas de los " punt~s.: en .. . el ot~o .espacio RJ 
correspondientes al mismo eigenvalor . "·., · 

Las relaciones anteriores pueden ser escritas ef, fonn~cxpli~i;~~~d~~i~ 
_ 1 ""J r. 

Y'''' - ¡r; f-¡-1 y;:rpu¡ 

(9) 

_L_.. "/ ¡,, 'Pa1 = ¡r; ¿_,,,_1 -¡:;'l'u• 

Estas fómiulas de transición son las que perrniten representar graficamentc de manera 
simultánea los perfiles de los dos espacios, sobre un subcspacio (plano) generado por los dos 
primeros ejes principales. Y son las fónnulas que nos permitirán en el próximo capitulo establecer 
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las rel~dones entre varios• faciores. 

En '1a Fig 2. 7 se muestran los. perfiles para tipo de defecto' y tumo, representados en un 
subespacio de dimensión dos. 

0.1 

d>f=.ó 
-0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 ¡ 

-0.1 
1 

F'ig. 2 .7 Pt:rfilt.-s por tipo de.deti.."ClO y tumo ~"11 un espacio de c.Jos _dimcnsiom.-s. 

Sin emb3rgo, existen algunas preguntas que setie~ell · q~ehaCer: 

1 > ¿Porq~é nada máS ~e eligieron dos e]es'U · · / ' · ;/ ... 

2) ¿Qué caJid~d derepresentaciónti~rien 1~~:~~1~i· ~~'.~ta :~!Ífi~~? ' 
--·· .:·::." :'-':j ·:;-":, r ; :--~ .' :(': 

· 3) ¿Puede hacerse una interpret.'.lcióri en tenni~6s .de ~,."oXimidád de ''manera simultánea entre 
los perfiles por renglón y los perfiles por coluiMa?. :_ .. ¿ (, ' ,/ "· .' .. . 

.. ,,.-. <Y· -.>:,- ··.·~,~-- ., ... 

Estas preguntas serán respondidad en las siguientes se~_cione~. 

2.4 Calidad del análisis: co~trib~ciones : ' 

En el análisis de correspondencias, cuando se obtienen lasp~oye~cio,;~~sobre los nuevos ejes 
de referencia o ejes factoriales se presenta una gráfica de los perfll~s/ge11eralrriente en . lln espacio 
de menor dimensión (dos o tres a lo mucho). . · ·" · ·' · . .. · . . 

·. -,< . , .. ~·· ' ·- -; 

Para poder interpretar está. gráfica de una manera adec'úada e5 ne~esarÍo'~()~ocer con que 
certeza se están describiendo las relaciones entre las cáteg'orlas ÍiiliÍli:z;ci~; · e~ deci~; que tan .b'úen:i 
es la representación de los perfiles en la gráfica .. . · . " > · · .. · ~. . . . 

'f.\: ·:., . 

Algunos elementos que nos ayudarán a conoce~ '1a calidad · de•. larepr~entd~ións~pr~entan a 
continuación. · ·· ... , 
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.... ... ·. ·' " · .. ,., . 

. ·· . . ... ·. Inercia: descomposición sobre los ejes factoriales ¿Qué 
sigrlit1cádo geométrico y estadístico tiene la inercia? 

'·- - .... • ; .. -. - ~ - - --_ , . - - - .-__ - . ' .. 

Regresanci'o a las pregunias finales de la sección 2.3.2.3 
. ' :.· . ·. 

Se define la inercia d.i un punto i con masaf,. con respecto al centroide G como Ja distancia al 
. cuadrado del punto i al centroide G ponderada por su masa, es decir : 

lu(iJ,.) =j,.cP(G,i). 

Y, se define la inercia de una nube de puntos N(IJ.o N(J)com~: 

laN(I) = "'E.,~J .. tI'-(G,i) :, · > .. 

loN(J) = L,~1f~d2 (GJ) . ·: >:· ; : ; 

Otra manera de repres.intár Ja iner~ia d~Jp~~;¡cHésii~o es: 

/(}) ~ j.1 (Proy~1 + Proy~\f2 + ;:'. ·.~}~oJ•~Li)¿>(.p ... 
La inercia de Ja nube en Ja dirección del ejed . ~s .el eigenvalor) .• correspondiente a este eje. La 

inercia es Ja suma extendida a varios pWll~s'de' i~- ~~Íi~;· d~ 1a5· ~antidad~: 
. - - - ¡, ., .. , . .. . ,._,._-¡·:·:·· ··.····::.:· ;: ·· .. - -.· -

> .... ;~; ">:<:::.:J.{ ··1.:-.··· . - . . ;}~'.:-~ 
J •• = L,~ 1 J,. Proy~(i) 'h Xc (1 ~'':&;: 

de tal manera que J.. aparece ~oJ~¿; ÍiÍ'rne~i1 · b'b·~l~erad3. sobre Jos elementos de la nube N(I), 

c1m su sistema asociado de masasj,. i = 1;.;1, ''cle 'fas proyecciones al cuadrado generadas por ei 
a -ésimo lilctor. 

Regresando a Ja idea que se desarrolló para encontrar, para Ja nube de puntos N(l) o N(J) el 
subespacio de menor dimensión que ajustara de manera óptima a los puntos, se obuvo un 

subcspacio de dos dimensiones (plano), el cual generado por dos vectores que son ortogonales y 
que generan a los elememos que son proyectados (perfiles), es decir se puede descomponer la 
inercia en dos distancias debido al teroema de pitágoras, por Jo que tenemos lo siguiente: 

La inercia total = Inercia correspondiente al eje 1 +Inercia correspondiente al eje 2. 

Y, demás la inercia correspondiente al primer eje factorial está registrada con el primer 

eigenvalor J.1, y la inercia correspondiente al segundo eje está reb~strada por d eigenvalor ).2. De 
m:inera adicional se cumple la siguiente relación: 

Como un comentario adicional, se tiene que el número de ejes· factoriales de Ja nube de puntos 
N(l) no puede exceder al min{(J-1).(1-J)}. 
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Para el centroide G de la nube de puntos N(I) siendo el origen del sistema de ejes coordenadas 
se tiene que todos sus componentes son ceros. En lenguaje probabilistico, la media ponderada del 
cuadrado de una función centrada en cero es llamada varianza. Ahora como Proy0 es de media 
cero sobre 1 con el sistema de masas J~ as<'ciado para cada perfil, la media ponderada por los 
masas o pesos.f.. del cuadrado de la proyc.:ción Proy~ es su varianz :1, así.diremos que el factor a 
tiene ) .• por varianza, de tal manera que el factor 1 tiene l 1 de varianza, el segundo factor tiene ).2 

y asi sucesivamente. Un aspecto importante para mencionar es el hecho de que en análisis de 
correspondencias ). 1 no puede ser mayor que 1. 

2.4.2- Inercia relativa y contribución absoluta. 

1) ¿Porqué nada más se eligieron dos ejes? 

La inercia relativa y la contribución absoluta son algunas medidas que ayudan a saber que tan 
buena es la representación de los datos por mediante el análisis. 

La inercia relativa es la proporción de la inercia total corresp~ndi~nte 'a ~ad~ éje factorial . Es 
decir, que porcentaje de la inercia está siendo representado por cada .eje foi:tori~. · · · .. · · . . 

En nuestro ejemplo tenemos que 

,, = __ A_o_ =_A_,_= º·"'"' =74. 6%delainerciaescxplicadap~r .elpÍimereje . . 

,, = !::, ¡, : = ··~::.~:"' =25.3% de la inercia es expÚca~pi~~l ,seg~~o eje. 
'"' :E~I A, Tnt:Q 0.0463-tl.01'1 .. _ ,_, . r . ':\:.·. __ 

A•ó, " oló,.roo o.W• m~ lo• '" orim"" oj~ ov• '°' ~jf ;t~;~j~~~r~.·~~ 2. 1 

contribuciones absolutas para los 
defectos de los muebles. 

/~\\: '.";'. . . ->,-- :·,'.·,' .-· :.· ... : 
de la v:lrianza . 

·- ... : 
' '_, .... _;, _·.,_-:: 

Sabemos que 11~D;'"• . "' 1, para :c tü{~istanci:i "i.~éfinida ( e,n · Je; ·Además -sabeinos · que 

~,~;;~~.:· ,~ .(~c~•~'~~;~;q>1~~';{:'.~,~~fr~· r~).~,~1,?~g~i,f:~.' ~~ -p~siri Y,a defi~idll: Así, tenemos que 

=tp~D~D;' D,<p. = "'~[)~;)~ ; J)~~'t~ 1/~~i;id6. ~ciu~}::l;\ e~ '~¡ri;étrica) 
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lo cual de manera explícila queda expresado como: ¿;~ 1 ;:, 'I'~, = 

Recordemos que la proyección del elememo j-ési~10 en R' es 

' . - 1 .._,, 1• d 11 d 'Pu1 - ¡r; .c...,.., -¡:;'JI••· · esarro an o tenemos <1ue: 

senÍf'a1 = . JA;tpa), 

1 t 
- .._,, ( , 

por o_ anto tenemos que: tpa1 = ~,. 1 r:;'"º' . 

Así; la varianza de el conjunto de puntos proyectado sobre el eje a con respecto a G es: 

donde f·i es la masa asignada ·a la j-ésima columna y ,P~1 rcpresema la dislancia de la 

proyección del perfil j-ésimo con respecto al centroide definido por las columnas. 

Dndo que la varianza está representada por el eigcnvalor ) .• , pero además. cs1c valor representa 
la inercia del conjunto de puntos en R1 con respecto al centro de gravedad. Es decir 
). , + )., + )., + ... + J.. 1 es igual a la inercia de todos los puntos con respecto a los ejes principales y 
:idernás esta suma representa la varianza que cada uno de los ejes recoge. 

Además ). 1 + ). 2 + )_, + ... + ).1 = E~,).,, que corresponde a la inercia total de ambas nubes 

es igual al coeficiente de conting~ncia en media cuadrática q, 2 = ~' la cual en principio no es 
:icotada y su interpretación para valores .cercanos a cero se puede. afirmar que los factores no están 
asociadas entre sí. 

El cocien1e 
1
·::

1• . = f~'I';. ,. i:'a.u)' Representa 1 ác'o~thb11~ÍÓn ~b~~luÍa ~el elemento j~ésimo 
:il eje principal a, •:.:,·.. . : ... :~. < :;; ~·'> :.·, · ..•. ·.··· . 
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A 

B 

e 
.D 

~ , . . ! ' .!/.: ·.)_; . . "" ' ·,.·. 

Maia' >:o_:;q_ •. ·.ºp.nn· .• ~m;¡tr't.e?{eór.D,f :a;;,/¿¡?;;dóii '. _": . 
~ , ... : Segúrydo",eje 

o.:ij9~ O 0:00022 0.01141 

0.2233 . . 0~ 02391 

' o'.~)42 0.00245 

·0.12297 0.01969 

0.00095 

0.00336 

3.78 ><JO"" 
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i:,~ 1 ~a.cXo=). •. 
Si ahora, dividimos la c~ntribudón de c~cia perfil enÍre su . respectivó eigenvalor tendremos Ía 

J Masa 
Co111rib11ció11 % Con1ribúció11 ~1'· 

primer eje Segundo eje 

A · 0.2394 0.00496 0.7250 

B 0.2233 0.51648 0.00095 

e 0.4142 0.05311 0.21395 

D 0.12297 0.4252 0.00024 

Que representa la contribución en ténninos de porcentaje de cada perfil tipo de defecto a la 
inercia que recoge el eje respectivo. En este ejemplo vemos que para el primer eje la categoría Tipo 
de defecto B y D son las que aportan una mayor inercia; mientras que para el segundo eje las 
categorías qué mayor cantidad de inercia aportan son el Tipo de defecto A y C. 

De manera análoga en el espacio de los renglones o RJ tenemos que 

J..l/f~, = ca0 (i) 

2 

3 

Masa 

0,304 

0.311 

·o.3s5 

Contribdció!l . 

. , .... ,>.··: 

·:.~· ·~ 0.00120 

0.02977 

0~01537 

donde :E~1 c'2~(i),;.) .• 
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Contribución 

Segundo eje 

0.01052 

0.00074 

0.00444 



primer eje Segundo eje 

0.304 0.02603 0.66879 

2 0.311 0.64297 0.04739 

3 0.385 0.33212 0.28256 

Que representa la contribución en términos de porcentaje de la contribución de cada perfil 
Tumo a la inercia que recoge el eje respecti vo. En este ejemplo vemos que para el primer eje la 
categoría "segundo" y "tercer" tumo son las que aportan una mayor inercia; mientras que para el 
segundo eje se tienen las categorias con mayor cantidad de inercia son el "primer" y "tercer" tumo. 

2.4.3 Correlaciones al cuadrado: cosenos cuadrados.(Cor'Ul ) 

2) ¿,Qué calidad de representación tienen los perfiles en esta gráfica? 

Explica la parte de la varianza de una variable explicada por un eje principal. 

Para entender este punto supongamos que estamos en el espacio definido por las . columnas,es 
decir, estamos en R1. Como estamos trabajando en un espacio ponderado hemos visto que la 
distancia entre dos puntos se calcula. de la siguiente manera 

Pero veamos que pasa con un elemento especial delespacio R': 'el centroide. Por lo que para 
calcular la distancia entre un columnaj y el centroide tendremos : ·..-> . 

• ·~ .• ~· ·,:· > '-:- _:_-· .. : ·: · ,
·;: : ~ 

cP(j,GJ=:E~1 f.(~-.f..)',dado que 'eli.<den.trciide se puede calulnr 

como:G1 = ¿~1 .f..9;- = l:~Jy =Ji. 

El cuadrado de la proyección de la variabl~'{~obf~ eleje a es i¡,'Ual a: 

cI'ü(i.G) = (.fr.'1'a1r 
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Observación 

:E.~(i.G) = ti2(i,G) 

Asi tenemos que cos2w = dl(l.a> = Cor(j) 
• d'(J.0) 

perflj-8smo 

2.8 cos 2ru = dl(J.a> = Cor(j) 
J'(J,G) 

las columnas: 

eje cos22do eje e.a•. 

l 
,....,, 
0011'25 

0.57*11 

0.00019 ..... 

[ 
Dllll-iE;. Oist.2.S..E;. IA.l.T&lbl cos 2 1er eje cos22do eje C.R'". 

J 
OOOJ96 O.Ol16 ª"""' 1110:12 ... ,, 
01Nt7l "'"'' O.~ll 0.96171 ocnu 

OOl!il'M 00115) D.OJJ.t<I 0.71i61 OZ20 

•cuJid.ad de n.i>n.-sc..~tación 
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2.4.4 Calidad de representación de .. . · un perfil. • 
._.. · · ' 

Explica la varianza explicada por los prim~ro~ ll ejes. ~rincip~les 

QLT=Cor( 1) + Cor(2) + ... +Cor( a) 

2.5. Tratamiento de los elem~ntos suplementarios en la tabla 
de contingencia. 

Para fines prácticos, dentro del anilisis de corrcspol)dencias exisle la posibilidad representar 
categorías suplementarias también denominadas ilustrativas, las cuales son otras categorías de la 
tabla de contingencia que se quieran ruiadir para proyectarlas en el subcspacio pre~iamente 
enconlrado por el ant\lisis de co1Tespondencias y sin que la inserción de tales categorías interfiera 
en el resultado de la detemiinación del subespacio óptimo. De este modo se pueden crear varios 
escenarios, los cuales representan posibles hipótesis de investigación .Lo que se espera es que el 
nuevo elemento quede situado en la proximidad de los elementos que se le parecen. 

Retomemos a la matriz de da1os original K,,,_,, Ja cual quede ser incrementada por p, categorías 
dd factor que define las columnas o por 11, categorías del factor que ddine los renglones. 

J Po 
--------------. .~ 

Estamos interesados en proyeclar .los perfiles ·de los p, nuevos puntos con respecto a los p 
puntos . analizados en el ·, espacio. ·R 1· • . Sea k~ la i-ésima coordenada de la j-ésima columna 

sup.lementaria. El perfil de esta columna suplementaria es el vector cuyo i-esimo componente es :~ 
•} 

es decir 

43 TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



j1' 

. J.-'~ _ . 

:~ ,.,; 

Dado que yn se obtuvieron las trans1c1on para las proyecciones sobre. los ejes 
principales ( 4), lo que se hace es proyectar el punto j" sobre el eje a , usando Ja formula: 

.·•.-' 

'Pu/' = 7F. E~t ( ~i }Pul 

Para el caso de un categoría por renglón complementaria tenemos que los perfiles de las n, 
categorías suplementarias con respecto a los 1 puntos analizados en el espacio RJ. Sea kd Iafésima 

cooredanda del i-ésimo renglón suplementario. El pérfil de este renglón es el vector cuyo j '.ésimo 
elemnto es 11,, es decir· . . . . 

':. . 

el eje a , usando la fórmula: 

1 ~J (JI,' ) .. 'Y ru ' = ¡r; ~,._ 1 J.-;,. '/'uj _ . · 
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·0 .2 
i 
i O A 

·0.25 ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

·O . ~ ºº·' ·O 3 ·O 2 ·0. 1 0 . 1 0.2 0 .3 0 .4 

- •I• 1175"1t. l ··• 

En base a las consideraciones hechas con las contribuciones observamos qu~ con los dos 
primeros ejes p1incipales se explica el 100% de la inercia, y además la calidad de respresentación 

mmbi.Sn es del 100% para cada perfil, tanto por renglón o por columna. Se observa que en el 
primer eje el cual recoge el 75% de la inercia esta es generada principalmente por el iipo de defecto 
D y B, en el caso del tumo se tiene que el tercero y el segundo son los que m:is aportan a la inercia 
del primer eje. Con lo anterior se puede establecer que debido al alejamiento del origen (centroide) 

el tipo de defecto D se encuentra asociado mayoritariamente con el turno de fabricación 3, en 
contraparte con el tipo de defecto B que está más asociado con el turno de producción 2; es 

importante señalar que tomando en cuenta únicamente el primer eje no se muestra alguna relación 
con respecto a los tipos de defecto A y C y tumo de producción 1. 

Con el segundo eje, se puede ver que el tipo de defecto A es opuesto al B y C y adern:is se 
aprecia que existe una asociación no tan marcada entre el tumo 3 y el defecto A la cual es opuesta a 
la asociación entre el tipo de defecto C y el primer tumo. 

Observación: 

En vista de lo anteriom1ente expuesto, es necesario poner atención en lo siguiente: 
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1. Inercia acumulada por los ejes que queremos retener. . ' 

2 .. La calidad de representación de los puntos. 
. . 

3: Tener en cuenta que 11 y -11 son solución al problema de optimización, lo que ocasiona que 
se puedan obtener gráficas "aparentemente'' diferentes. Las discrepanCias s~n debidas a qu.e en 
oc:isiones lo que aparecía a la "derecha" ahora aparece a la izquierda y lo de "!lrriba" aparece ahora 
"abajo": . ·· . - . 
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.· ·. .·.,, 

A manera de resumen s.:: plantean en forma esquemática los pasos realizados hasta el momento 
para el desarrollo del análisis de correspondencias. . . .. ·· · . . .· 

:· .... . '· ·, ";"··- ·.::' ;" :'_-- :·.',".'· 
1. Se tienen los datos de un fenómeno o problema de investigación en una tabla: ~e contiri.gencia 

de dos factores con 1 y J categori:is respectivamente. 

2. El número de categorías en las variable determina los espacios cories~ondientes a los 
renglones (R1 ) y a las columnas (R 1) . 

3. La tabla de contingencia puede ser ,;sta como un matri z 1le I x J. 

.J. Se busca en el análisis indices o foct~res a partir de los datos originales de tal manera que 
conserven la mayor cantidad de varianza original y además gcnen:n un espacio óptimo en el cual la 
distancia de los puntos a dicho espacio sea mínima. 

5. Se encontraron para ~I espacio R1 esos factores o indices por medio de la relación 
'' '" = D;;111 u, donde el vector 11,, ma.ximiza la fonna cuadr:itica asociada a suma ponderada de 
cuadrados de las proyecciones sobrn el espacio generado ( este vector se conoce como el a eje 
principal )con la restricción 11 [,D~ ' . = 1 (norma uno). Y donde se utilza la distancia Ji-cuadrada. 

6. Encontrados los factores se procedió a encontrar las proyecciones sobre los ejes principales. 

7. !'ara saber que tan buena es esta representación en los ejes se caculan las contribuciones 
respectivas de cada eje. 

8. Todo este desarrollo se debe hacer con origen en el centroide debido a que el subespacio 
óptimo debe contener al centroide. 

9. Todo esto es aplicable de la misma manera al ·espacio en R' y para el cual se establece una 
espacio de dualidad con respecto al espacio RJ mediante las fórmulas de transición encontradas. 
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Capítulo III 
Análisis de correspondencias múltiples. 

El análisis de correspondencias simple, el cual ha sido descrito en el capítulo ll, puede ser 
generalizado para poder estudiar la asociación de más de dos factores de manera simultánea. sin 
embargo como se aumenta la dimt:nsión del espacio, para que las categorías do: los factores puedan 
ser representados en un espacio de menor dimensión existe una pérdida de información en los 
factores por lo que los porcentajes de inercia en los ejes son bajos y la d..:scripción de la gráfica no 
es del todo satisfactoria En este caso la interpretación de los factores sigue las mismas reglas que 
en el análisis de correspondencias simple, la única peculiaridad reside en que la parte de la inercia 
explicada pierde aqui su interés ya que los valores propios no representan más que una pequeña 
parte de la im:rcia total. 

Existen dos formas de presentar el análisis de correspondencias, una utilizando la información 
por individuos que se encuentra en una matriz indicadora Z o bien utilizando la matriz de Burt; la 
cual recoge la clasificación de la muestra de acuerdo a cada factor y es en si una generalización de 
la tabla de contingencia. Ambas formas son equivalentes en el sentido de la descripción entre las 
categorías y difieren unicamente en los valores de las inercias que cada uno arroja. 

Cuando se trabaja con la matriz indicadora Z, lo que se hace es una extensión del análisis de 
correlación canónico. El propósito de presentar al Análisis de Correlación Canónico es el de 
ej..:mplificar una forma alternativa de trabajar con el AFC, recordemos que en el capítulo anterior el 
desarrollo del AFC se hizo con ba.~e a una tabla de contingencia, pero también se puede comenzar 
el análisis a través de los datos obtenidos de manera directa es decir, la información codificada. 
Esta información se presenta en una matriz indicadora Z en la que aparece un 1 para la categoria 
del factor que se haya elegido. El tener esta matriz, en la cual se le asigna un valor numérico a una 
característica cualitativa nos permitirá el uso de otras técnicas como el análisis de correlación 
canónico y además nos pem1itirá estudiar el problema de la generalización del análisis de 
correspondencias para el caso en que se tengan más de dos factores. 

Es importante mencionar que la forma en que se quiera empezar con el análisis depende de. las 
características particulares del problema que esté siendo atacado, así por ejemplo, si se quiere 
hacer un estudio de discriminación con respecto a un grupo de variables que puedan describir de 
manera adecuada el perfil de un trabajador ( Pérez Soto Claudia: Análisis de correspondencias 
múltiples como una técnica para el estudio de datos cualitativos, 1990) lo acertado sería utilizar la 
matriz indicadora Z • para hacer un análisis por individuos y por variables. Pero en dado caso de 
que se quiera estudiar la asociación entre las categorías seria recomendable el uso de la matriz de 
Burt. 
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3. ¡ ·El rinál Ísis de coriela¿iórlc~hónico (ACGf 
El Análisis de correlaCión canÓni¿~ (.~CC)'~' t0a .técnif:l . Ólulti.J;.;ad:i -que investiga la 

relación _entre dos conj~tos de .;ru'iabl.;¡ qu~ - pued~~ -s~r im c~~]unt~ de ~ariables de respuesta y 

un conjunto de variables explicactiv'aS; ambos' crinjlintos de variables c~ntin~as . 
. - : -¡ -- -_ -·,• .. · .. ; __ _ ... , .. . · . . _,, ·¡. __ ·- ·. _ . . . ·, ;'•• 

Desde el punto de ,;sta del an.iÍi~is cl~' dat6~ el ;\ce consiste en e5tudiar las relaciones lineales 
existentes entre dos grupos d~ vanllbles 'C:uantitativas observadas sobre un mismo conjunto de 

individuos. 

Para Ja utilización del análisis de correlación canónico con propósitos descriptivos no se 
requieren supuestos distribucionales. En estos casos, las variables de predicción y las variables de 
respuesta pueden ~er medidas en una escala nominal u ordinal. Sin embargo para probar Ja 
significancia de la relación entre las variables canónicas , los datos deben presentar los 
requerimientos de normalidad multivariada y homogeneidad de •1a."Íanza; es decir deben ser 

cuantitativas. 

C'omo el ACC pretende poner en evidencia las relaciones lineales que existen entre los dos 
conjuntos de variables, la pregunta de intcres es ¿cuál es el criterio para decir que las relaciones 

lineales entre el conjunto de variables explicativas y de respuesta son próximas?. 

Asi, en el ACC se tienen Jos siguientes elementos: 

{x1 ,x2,x3, ... ,xP} y {y1 ,y2,y3, ... ,yq} dos grupos de variables cuantitativas medidas sobre 

sobre un conjunto I de individuos. 

Estos grupos de variables definen matrices así, por ejemplo la matriz X=[ x 1 -~~ x3 
.. . xP J está 

asociada a Ja aplicación X y es la matriz de datos con respecto al primer paquetes de variables, de 
manera análoga Y~ [y1 y 2 y 3 ... yq J es la matriz. de datos para el segundo grupo de variables. 

Como un caso particular se tienen el ACC clásico en el cual se Ct'nsidera que cada indi,iduo 
tiene asociado un peso p,, positivo y además :E;:., p, = 1. Para cada paquete de variables se 

considera que cada variable está centrada, por lo que el centro de gravedad de la nube de 
indi\~duos coincide con el origen. 

El espacio de variables tiene asociada Ja métrica de pesos M 

para este caso las matrices Y.o· =X' Dr X, V yy = Y' Dp Y , Y.n =X' Dp Y, -representan 
matrices de varianzas y covarianzas asociádas rc5pe~tivamente a los paquetes de variables X y Y y 
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con Jla 11 i~c,· 

de tal manera que las variables canónicas .;1 y 1) 1 verifican que .;1 =X a, y r¡' = Y b, y 

además si ..1. 1 * O , las ecuaciones de transición pueden ser expresadas como: 

a, = ,),, Y:\:\· V.IT b; 

b 1 = ).-; V¡.j. Y1:r a, 

Además, como las variables canónicas son centradas y reducidas se tiene que corr~(.; 1 , 
r¡') = ..1. 1• de lo que se deduce que el i-ésimo valor propio ).1 es el cuadrndo del i-ésimo coeficiente 
de correlación canónica. 

La interpretación geométrica del análisis de correlación canónico es Ja siguiente: 

De manera general se tiene 

Si se premultiplican los elem~mos de cada ecuación po, X y Y respectivamente, se tiene: 

Xa= )¡;¡X (X' X'r' ,r y b 

Yb= -'-Y(Y' IY'Y'Xa ¡r; 

donde Y.i:\· = (.r X)-1 y V.1-Y =X' Y 

donde V¡.j. = (Y' Y)- 1 y V Y.I.' =.Y' X 

Llamemos .f-.> x • . 1'-' r los subcspacios lineales de R •, que son generados por.las columnas de X 
y Y respectivamente. Las combinaciones lineah!s de a y b definen Jos· puntos . de . . (o x y .de ~' r 

respectivamente, cuyas coordenadas son los componentes de .los vectores Xa . y Yb 
respectivamente. Por lo que las matrices 

P., =X (,P ,\')"1 .r 

Pr = Y(Y' Y)- 1 l" 

son los operador<'5 de proyección sobre ¡o .1· y ¡., r respectivamente. Es decir cada vector es 
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colineal a la proyección del otro. 

Como los veto_res Xa y Yb son unitarios, se tiene que: 

./X = cosw = cos(Xa, Yh) 

Así, se titme que la primera raíz canónica). es d coseno al cuadrado de el áiigulo más pequeño 
entre los subcspaCios ¡o x y ('> 

Fig 3.1. Interpretación geométrica d~I ACC 

Hasta ahora se han mostrado en que consiste en ACC de manera ge~e~al . ~as ideas aquí 
presentadas nos van a permitir entender parte de la generzal~u~i~~ ,d~}a ;(écn_ica ' dei ariáii~is de 

correspondencias múltiples. . ·• ·······- ..• , .• ,:. k~·:;,{.~;·_~y]· -)V~fJC;;{J§. :~:.0 :-~,':_,.,;, . . ·. ·.· .. 
Para introducir la generalización del análisis de corresporidenCias: rnúÍtipf;;'s"(Af"C-múltiples) 

,,..;,;::::~,:~~::;: ,¡ °'"~11~·.~~1µ%~tf itt~i~ie~t;~Í~ •.• : 
- Se llenen Q factores . Para un factor q en particular se tiene .un conjunto .de p0 categonas, 

. :: - ::~ ~-:> :'. ·>~~- . )_::~·.:~ ),_.:: ~(_(:'.\:°-:/!~!;'.:' '<; :'~i<· :·:;>::·:;'.\ ': -~:·_, ···:;· ·. '.'< 

Así entonces, el número total de categorías cé se-tienen es, Í:i~E~;:PqJ,: ;'. 'r.:;' -

- El tamaño de muestra que es considerada para los Q factores es n . . 

Lo anterior queda ejemplificado n través de lo siguiente: cuando en algunos estudios 
estadísticos se tienen una gran cantidad de preguntas para las cuales las respuestas son categorías y 
además se tiene que para cada pregunta las categorías son mutuamente excluyentes; entonces para 
cada pregunta o factor que tiene k categorías se tienen a lo más k grupos en las cuales la muestra 
de tamaño n puede ser repartida Es decir si preguntamos a 1 O personas acerca de su religión 
(suponiendo que sólo consideramos católica, protestante, musulmana) entonces a lo más se pueden 
fommr con la muestra los tres grupos referentes a cada religión o pudiera darse el caso de que los 
1 O fueran católicos o los 1 O fueran protestantes o qu los 1 O fueran musulmanes. 



3.2.1 Matriz indicadora Z=[Z1. Z2 ..... Zq ..... ZºJ. 

Como se ha dicho si tenemos Q factores, entonces la persona únicamente puede escoger una 
sola categoria para cada factor q q=l ,2, .. .,Q. Esta información se recoge en la matriz Z, es decir, se 
denota por Z a la matriz con 1 renglones (número de individuos) y p (número de categorías) 
columnas que describe para cada individuo i de la muestra de tamaño 1 su elección o clasificación 
de acuerdo a las categorías de los factores. 

La matriz Z es la yuxtaposición de las Q submatrices tales que 

P1•'* ?i•l ?3"S 
.-"-~-'-. 

'1 Z2 l3 

(1) 01 00 1QO ººªº 1 

Fig 3.2. Matriz indicadora 

La submatriz z. ( la cual tiene l renglones y P q columnas) es tal que su i-ésimo renglón tiene 
P., - 1 veces el valor cero y una vez el valor uno, en la columna correspondiente a la categroía del 
factor q en el cual fue clasificado el sujeto i. 

Esta matriz representa la información por individuo, pero si quisieramos trabajar con una 
matriz con datos condensados entonces podemos hacer uso de la llamada tabla de contingencia 
asociada a la matriz de Burt. 

3.2.2 Tabla de Burt asociada con Z. 

La tabla de Burt condensa la información generada por la matriz indicadora Z, y puede ser 
vista como bloques de matrices, donde los bloques son tablas de contingencia tomadas de dos en 
dos. Los bloques que contienen a los elementos de la diagonal son matrices diagonales debido a 
que corresponden a la tabla de contingencia de una variable en ella misma, por lo que los 
elementos de la diagonal son las frecuencias de dicha variable. 

53 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



Zl ZQ 

J 
z~ z,1 Z~Zo 

Z(¡Z1 Z(¡ Zq Z(¡Z¡¡ 

Nótese que la rnatriz;B está formada por Q 2 bloques. La q-ésima submatriz Z~ Zq es una 
matriz diagonal cuyos elementos son las frecuencias para cada catl!goría del factor q. La submatriz 

Z~ zq, es la tabla de contingencia que clasifica la muestra de tamaño nen los factores q y q'. 

La matriz diagon:il D es una matriz cuadrada que tiene los mismos elementos en la diagonal 
que B; esos elementos en la diagonal son las frecuencias para cada una de las categorias. La matriz 

D también tiene Q2 bloques. Y además solam<!nte las Q submatrices diagonales son diferentes a la 
matriz cero. De tal manera que el q-ésimo bloque Dq=Z~ Zq es una matriz diagonal cuyos 

elementos son las frecuencias correspondientes a las categorías del factor q. 

Ejemplo 1 : Supongan1os que tenemos 1 O personas a las cuales las clasificamos de acuerdo a 

los siguientes factores: Z 1= sexo (masculino, femenino), Z 2 =estado civil (soltero, casado, viudo) 
y Z3 =partido político de preferencia (PRl,PAt'l,PRD). La matriz Z que representa la información 

es la siguiente: 

Z1 Z2 z, 

1 o 100 100 

01 100 010 2 

o 1 010 100 3 

10 100 100 .¡ 

Z= 
1 o 010 00 1 

1 o 00 1 001 

o 1 001 0.1 o 
01 010 

1 o 100 010 

01 1 00 010 

5-1 



En esta tabla se lee por ejemplo que para el individuo 4: es hombre, soltero y tiene preferencia 
por el PRI. Para el décimo individuo: es mujer, soltera y con preferencia por el PAN. Se observa 
ademas que de los 1 O individuos hay 5 hombres y 5 mujeres; S solteros, 3 casados y 2 viudos; 4 
con preferencias por el PRI. 4 con preferencias por el PAN y 2 que tienen prefomcias por el PRD. 

La matriz de B urt se obtiene de la siguiente m3Jlera: 

[ 
Z\ ] 

Z' = Z~ 

z~ 

'º '"' 1 . 

" , ... cno · 

º' º" 11111, , 

10 IOJ 100 

B 
.. 010 

10 ''" 001 

01 001 010 

01 . 010 100 

01 IUO 010 

Z' 

Haciendo las operaciones se tiene que .. 

z 

B= 
1 J o J o 1 • 1 

1 1 o o l 'o 1 1 

o 1 

= 

Til~ 1. l.h1!11Z de Bur1, 

Hombre MU!t!I SollttfO Casado VIUdo PHI PAN PRO 
tiomble · J 1 1 2 1 2 
Mu¡er 2 2 1 2 3 O 
Sollero 2 J O 
C.uada 2 O 1 
VIUtto 0 1 
PRI J 
PAN 
PRO ' 2 

Nótese que la matriz B está formada por Q2 bloques, es decir el cruce del factor sexo consigo 
mismo y con los otros dos, el cruce del factor estado civil consigo mismo y con los otros dos y el 
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cruce del factor preferencia política, igual, consigo mismo y los otros dos, en total se tiene 9 
bloques. La matriz Z\ Z1 (en rojo) es una matriz diagonal que representa la frecuencia de cada 
categoría del factor sexo (recuérdese que se tenían S hombres y S mujeres); la matriz Z~Zi(en 
azul) es una matriz diagonal que representa la frecuencia de cada categoría del factor estado civil 
(recuérdese que se tenían 5 solteros, 3 casados y 2 viudos), la matriz Z\Z3(en verde) es una 
matriz diagonal que representa la frecuencia de cada categoría del factor preferencia por el partido 
politico(recuérdese que se tenían 4 personas con preferencias por el PRI, 4 con preferencias por el 
PAN y 2 que tienen preforencias por el PRD). El bloque Z\Zi· es la tabla de contingencia que 

clasifica a la muestra de 1 O personas con respecto a los factores sexo y estado civil; de tal manera 
que se lee en la tabla que de los 5 hombres en la muestra 3 eran solteros,! era casado y 1 viudo. 
De manera semejante se lee para el caso de las mujeres. 

El bloque Z\ Z3 es la tabla de contingencia que clasifica a la muestra de 1 O personas con 

respecto a los factores sexo y preferencia política; de tal manera que se lee en la tabla que de los 5 

hombres en la muestra 2 preferían al PRI, 1 ;iJ PAN y 2 al PRO. De manera semejante se lee para 
el caso de las mujeres. 

El bloque z~z3 , es la tabla de contingencia que clasifica a la muestra de 10 personas con 

respecto a los factores estado civil y preferencia polilica; de tal manera que se lee en la tabla que 
de las 5 personas solteras en la muestra 2 preferían al PRI, 3 al PAN y ninguna al PRD .. De las 3 

personas casadas 2 preferían al PRI, ninguna al PAN y 1 al PRO; y, de las dos personas viudas 
ninguna prefería al PRI, una al PAN y una al PRO. 

Hasta aquí, se ha mencionado la forma en que se obtiene la información, resulta importante el · 
hecho de que es posible hacer el análisis con los datos de la matriz indicadora (datos crudos, sin 
procesar) y haciendo uso de la matriz de Burt (datos procesados). 

En lo que sigue se expondrán las equivalencias para el caso de dos factores del análisis de 
correspondencias utilizando las matrices que hemos descrito hasta el momento: 

- Tabla de contingencia entre dos factores. 

- Matriz Indicadora Z. 

- Matriz de Burt. 

Esto para mostrar I~ formas usuales en q~e se reporta el anáÍisis de co~esiJ°ond~nci~ pdra el 
caso de más de dos factores: · · · ' ' .. ·~ 

3:3 Análisis de cÓrre.spÓnªencifui pa~~ ~~a t~Í:il~ de dos 
considerando div~~SaS matri2es'.' '.:° ;. :~ . ' <i•· .. ·.. ' . \ . . 

La matriz de respuestas contenidas en l~m~ir¡z i es Z =[Z1IZi] . 

ráctÓres 



Lo anterior se muestra de lo siguiente; 
correspondencias utilizado en el capitulo a 
eigenvector de la matriz A=D;;- 1 F'D~' F 

Haciendo 

F=~Z 

De.= ~D 

D, = *'·con In la matriz identidád. 

ejemplo l: 
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o () o. o l> o u o ..!.. . O 
10 

o o o o u o o o o -'-to 

5~· 



Además los 

En el análisis de la 

Sea la matriz 

las matrices 

D~ = D, = ~)) 

Así la matriz a ser diagonalizada es: 

A=D-1 F' L:>- 1 F = (...LJJ)-1
- 1- B 1(..J....D)-

1 
....!.,- B = --!,;.. D-' ... B. 'D.-1 B e .. . ,. . nQ nQ1 rtQ . ttQ· . . . . Q- .. · . .· 

si premultiplicamos -&- IY-1 Z' Z .Pu = Jla.Pa por -ff D-1 8 obtenemos lo siguiente: 

( t D-1 B) -ff D-1 Z' Z .Pu = ( t 0-1 B) Jiu.Pu 

= 

~' /Y-1 8 D-1 8 .Pu = ("ª" D-1.'n}µ0 .p0 ,pero (-?¡D- 1 B }es un ~igenvectorpara (3.1) 

por lo que 

~' D-111rr1e.p. =µ~.Pu 

por lo que los factores son idénticos para 

La matriz de Burt para los datos del 

Hombre 
Mujer 

B= Soltero 
Casado 
Viudo 
PRI 
PAN 1 
PRO 2 
Total 15 

por lo que las matrices son 
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D~ = D1 = *3-D = J~D - = 

o 
o o o o o o , o Tcí 
o o o o o o o .~~, 

Nótese que la matriz anterior representa la matriz diagonal de pesos por renglón y a la matriz 
diagonal de pesos por columna. Y se obtiene si a la columna y renglón marginal se divide entre la 
suma total . Igual que se hacía en el anó.Jisis de correspondencias simple expuesto en el capítulo 11. 

Lns equivalencias anteriores fueron presentadas utilizando 3 factores como caso particular 
cuando se tienen dos factores está la siguiente equivalencia. 

Ahora, la equivalencia entre el análisis l y el análisis 3 
. . . 

Se . mostrará que para cacÍa p~,~§ f~ct~res (qi •• 1/1.) relativos al mismo eigenvalor, t., el c~~ es 
e~traido del análisis de la tabla d~ 'céiritingeni:ia K=ZI z2; hay un factór .p~ del .nnáli~is z (o B) tal 

.-.--. . 
que: 

(Ú) 
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z. 

en la ecuación (3 .1) para el 

que el análisis · 1; sin· embargo el eigenvalor ahora es: 

~ás grande obtenid~ del : análisis de la tabla de contingencia K 
anterior muestra eI a•_: t!si1~10 eigenvalor más grande del análisis de ta matriz 

·._ . 
Por transitividad los tres análisis son equivalentes, por lo tanto hacer un .análisis de . 

correspond~ncias de la tabla . de contingencias es equivalente a realizar un anÍíÚsis de · 
correspondencias de la matriz indicadora y es equivalente también a efectuar un análisis •de 
correspondencias de la tabla de Burt. 

En la sección siguiente se hará una generalización para resolver el problema de encon.trar los'!: 
componentes y los ejes para el caso de más de dos factores, la idea que se pretende apro~echár es 
la generalización del análisis de corrdación canónico a través del cual se conclÚye. que •. tos > 
eigenvalores se obtienen de la utiliación de la matriz de Burt By como se mostró en el .apartado 
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3.4 Generalización del análisis de correspondencias utilizando la 
matriz Z, para más de dos factores. 

De la figura 1 se observa que Z=[Z 1,Z,, ... ,z0] tiene P columnas que es el número de 
categorias totales y cada columna corresponde a un puntos en R •. Consideremos el espacio R •. 
Cada submatriz Zq genera un subespacio lineal ('J q con p,1 dimensiones. El r::ingo de la matriz Z es 
a lo más igual a P·(Q-1) ya que todos esos subespacios tienen en común al menos el primer 
bisector ( el vector cu>•os componentes son iguales a uno). 

Sea "'• el vector cuyas p, componentes son las coordenadas de un punto mq de .(·7 q en la base 
definida por las columnas de Z,1. 

Las coordenadas du m, en R" son los componentes de m., =Z.,l/'q 

La distancia al cuadrado de este punto m,1 a el origen es : 

ip~Z~Zql/'q = 'l'~D.,l/'q 

Así, el análisis de correspondencias de la tabla de con;inge~cia para dos pregunias q y q 'se 
reduce a estudiar las posicionus rclntivas de los sub~spncios · _¡o q y Jo·., .. . ·: esto precisa~ente 
corresponde al análisis canónico de la matriz [ZqfZq• ]. ; 

. . "· .. · .. , 

Por lo que las ecuaciones de transición quedan de la siguiente forma: 

'P• = Jr czF.r'z~z•'P• = -j¡D-;;'z~z,."'•' 

'P.,· = Jr cz~,z •. J-1 z~,Z~q>.1 = Jr D~! z~,z•"'• 
De manera análoga a lo hecho para el análisis canónico si premultiplicamos por Z9 y Zq' 

respectivamente tenemos lo siguiente: 

z¡"'•' = )r z • .cz~,z •. )-1 z~,z.rp;, 

Donde se obtiene que los operado.~es d~ proyecció~ sobre {o., y p q' son: 

~., = z.cz~z.,)- 1 z~ 

P · = Z '(Z' Z 'j :,.z, . 
'I q . .. q' q' ·: - q' ' . . 

lo que fi~al.lle~t~ ·'. p;;;pm¿iona . coordenad~ de · los puntos mq . y m
9

• para ambos 



m"· · .. ~ . J; . ~ q'. m" 
........ .. ..... ' ,,· ....... ·._. :.:.. : 

De manerá análoga a lo establecido en el análisis canónico la proyecció.n onogonal de mq sobre 

I·' q' es coline'.11 a mq• y viceversa. ·. • . .. '.·' · :;, .. · 

Una generalización para el problema del an~i:~¡¿ can~niid 'i cuikcio se' ~~nen m~ de .dos 

faci::: 'P 1, tpz, ·"· 'PQ. respectivan1cnl~; IÓs ¡ ~:~t~~~s " d?:l~s· ::~-¡,;;~~~ie:• .'de 
La cantidad a ser ma.-<imizada es •·· · :·"·, ,:-·· 

flmll 2 = ~{"'iz~Zq·'l'~; íc/:tQfq·; ~Q} . 
con ·I~ r~~t~cci6~ . . . e;.;: • '. . ' .. ·. '.~ : 

' L:{tp~D~~ l<J/~ . 9y~\Q~1 ' ., // .·,:· 
•Si -~ ~ ~(~~~IÓ~ éarf·~ ~~n;~orle!ltés definido por · 

. ~· ~ {'P\ '. 'l'~:: :.:,Pibf . 

El problema llega a ser el 

ma.-<~'B~ 

s.a~'D~ = Qn 

-····;.: ·· 

los . Q puntos, 

Los factores requeridos tft son los eigenvectores de la matriz 0-1 B,c relativos a los eige~.;alores 
más grandes. Ellos son proporcionales a aquellos que son , extrllídos ·•· del análisis de 
correspondencias de la matriz Z y coinciden, con los extraídos del análisis Úla 'riiatrizIÍ. 
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7-, ¿:0 
1 v-1 Z' .z.ipq = µrp ,· ... _'r . q q ' 

Los Q subconjuntos de puntos correspondientes a las p, categorías del factor q tienen el 
mismo centro de gravedad, el cual ~s también el cemro de gravedad del conjunto entero de puntos. 
J, denota el subconjunto de los p valores del indice j correspondeinws al factor q (J• tiene p• 
elementos) 

Las coordenadas del subconjunto de puntos relativos al factor q son las columnas de 
z,o -;,i =Zq(Z~Zq)~ 1 y los elementos dc l:l diagonal d~ +v., son l'L< m:t>as relativas de los p• 
pun1os del subconjunto q. 

La i-ésima coo.rdenada del centro de gravedad Gq es 

gq; =·" ':--. - :!.!!..: :-~ -- ~ l.. 
· . '--,JGJq _l .. &JJJ I 

De tal manera que gq1 es independiente de q, es decir g,1, = g 1• : 

Los 'Pq facto~es correspondientes a los factores no tri._;¡nles están centrados porque esos 
factores corresponden a un an6lisis del conjunto de puntos dcspué¿·de. la trasiación del origen a G, 

Al¡,'Ullos resultados del anitlisis de correspondenc ias múhipl~s: 

1. La suma de los pesos de lag columnas Zq=-{¡-. 

Es decir cada factor recibe el mismo peso, el cual es distrillúid~ ' s~br~ ;odas las categorías de 
acuerdo a la frecuencia de cada catregoría del factor .,. 

·"\·.,'..:.':·: 

Por ejemplo: ,- . ~ - ' 

El peso para la submatriz Z1 = .!. = 0. 16 + .016 =0.3J333 < ·" .. 3
·. <·· ··. __ ·_<:~--'. ~L-L:::-~:--\~·--·'t-t>.::~(;-; · , __ , -... 

El peso para la submatriz Z2 . = t = 0.16+o:1. +,·,06,:.~.0.33333 .·· : .• : .. 

El peso para .ta ~ .~b7;;f~t~'.'./~,tj~~~¡:l~,,~,l~.1;~s\~-~~~~1i~1~·3f i: .:,/ >. •••·. . . . . 
2. El centroide de)os p~rfiles· :cohimnaAé Zq e(et .dfr1troW~ la gráfica que es el de todos los · 

·,·-.· ·· :·:• -• :.;-,., -.:;,•.<,.,.,-¡;-.· · -:,: ·J·.:r(i·::'· -:- ""~-.''l'-.:: ;·._,_ •·,-'-~:I' '."' ' ·+:. :.· - 1 · '<:'~":·~• '" "•1:•.·· ·:._ ·::.•_, ·_f .. ,,._; :. ; _~ --, -: ._· --- -: .• . . --· · · .. · · -, . _ _ . 
perfiles columna; 'de .. tal : mane,:~ que la núbe.'éle. los ·p'emles para cada· factor está ·balanceada en· el 

;;-'/:·. origen. ./:;?; 

J . La i~~·~ci~;1J¡J··~~::¡g~ 
1ncP>,;; :-

1 
é ,;Ifi'i.: ~~!fa ... :,;·· 

.i . La in~rci:i'~~1 1~~ ·~~~Je~''colu~a.~eé~¡~~:-;J < 

··.··.:::·: ·: 

, ...... , . 
.. ;> ·-.. ~~ 



in(Jq)= CJ,~i" 

__ De esto se deduce que la inercia con la que contribuye un facto_r se incrementa linealmente con 
el número de categorías del factor. 

5. La inercia de una categoría en particular Gres:· 

inG>=-b- -cf 

De esio se deduce que la inercia con la que contribuye una categoría incrementa_ en la medidad 
que decrece la frecuencia de esta categoría, con un límite superior de t 

6: El número de dimensiones no triviales coi:i inercia positiva es a lo m:ís J-Q, es decir el 
número de dimensiones de los perfiles por renglón y por columnas es a lo más J-Q. 

7. Los perfiles renglón están en el ccmroidc de las perfiles por columna, al reescalar por el 
inversa de la raíz cuadrada de las inercias principales a través de los ejes respéctivos. 

Al igual que en el capitulo 11 nuestro problema consiste en encontrar una representación gráfica 
que nos permita apreciar en un espacio de menor dimensión, los perfiles de las categorias para 
poder estudiar posibles asociaciones entre los factores, por tal razón surge de nuevo la pregunta de_ 

·¿cuántas gráficas puedo obtener y cuál es la calidad de cada una? 

3.6 Dimensionalidad de la configuración de las p categorías en R~ -· 

Las coordenadas de las categorias en R" son las columnas de ZD~' - EUas''-~en~riin un 
subespacio cuya dimensión es el rango de w-1 y por lo tanto el rango de z,,,;¡z 1 ,~Z;? ;, :,;;z~,:::, ,.ZQ] 

·,·· .. ,•:. ··,·• .. :· 
Todos los (.Jq subespacios generados por las columnas de las Zqniatri·~~s-~tierieñ''~n -~6i-nim· e1 

primer bisector <i, por lo tanto el rango mib<imo de Z es :• .. «:, ?-?:: ::,:~;{• ·. ·~ " _ ~:, :.·'.-" 

P· + (p, - 1) + ... + (pQ - 1) = p-Q~- 1 -, ,_, ···/· :·.:;·+.-;zx."~1{1F -~§:I~~:·;:;;;_ -,\ ----
Por lo tanto el rango máximo de D~ 1. Z'Z, -..la inatriz '· a • sú: dingéforuizada ' ·e$ ·p~Q+l: -pero· el · 

::~:~:.;2:~:s:: ~;,~~;~~i~!~(~!lfil? jif~f 7~º~ 
Así, escogiendo una base , en ___ el subespacio ;del c~njW1t~- d~_' pimtos, j'el proble~a · puede _ ser 

reducido a encontrar eigenval~res y eig~~~éctC>}~5· p;ir~ 1ina in-~triz _de r~g~ (iJ~<iF.':: · . 
. ·· :,_' -·.··~· ·~; .:.;::::~;~.'t.· :;':•i :' . . _.}.,;_.;: ... . ·~::-~::,_;,: : . 
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El siguiente ·ejemplo 
establece lo siguiente: 

Los datos que se presentan o:n la tabla 3.1 fueron obtenidos de.los archivos deun estudiante de 
la carrera de servicios de advertencias legales para pobres y establece las frecuencias observadas 
para el número de personas a las que se les imputaba por un delito (cargo) y el resultado de la 
querella es decir si fueron sentenciados o absueltos por el delito por el que se les acusaba. Esta 
información estaba disponible tanto para hombres como para mujeres. El objetivo era examinar la 
asociación entre el cargo por el que se acusa a una persona y el resultado penal para hombres y 

mujeres. Véase Tabla 3.1 

T•bl• l t Tablad• conting•ne1a . Frecuencias obs•r1o1adas para persona1 8CUs•d•s ¡,or un cargo -. 
p enal f elvered•~ IO 9~1juez lanto para l'IO"'br•s CO""O para mu!er•s 

e at o en.al 
Veredicto Oal\os Robo Desorden Posesión oe 
dal !,ur Se.:o impulsivo• < $1000 pllbl1eo narcóticos Otros Total 

Hombra 8 11 5 7 12 43 
A. ::uuelto 

M ujar .. 30 

Hombre 105 32 " 23 37 208 
Senl•nc••do 

Mu1e r 32 57 • 2 ,. 122 
Total 150 ,,. 25 33 ªº 403 

Una forma de averiguar esa relación seria el estudio de manera simultánea de los tres factores, 
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lo cual puede ser hecho con el análisis de correspondencias múltiples. Otra forma es la siguiente. 
se pueden concatenar algunas variables, por ejemplo el veredicto del juez y el sexo de la persona. 
de tal manera que se tiene la siguiente tabla de contingencia Tabla 3.2. 

Tabla 3.2. Tabla de conlingencia.Frecucncias observadas para personas acusadas por un cargo 
penal y concalenación de 9exo y veredicto del Juez. 

Se>tolVeredicto 
del Juez 

Hombro/Absuelto 
Mujer/Absuelta 

Hombre/Condonado 
Mu1er/Condenada 

Total 

Oat'lo& 
impulsivo& 

a 
5 

105 
32 
150 

Cargo Penal 

Robo <51000 
11 
15 
32 
57 
115 

Oesordon 
público 

5 
3 
11 
6 
25 

PoHelón de 
narcóticos 

7 
1 

23 
2 

33 

Otros 
12 
6 
37 
25 
80 

Total 
43 
30 

208 
122 
403 

De la tabla anterior se observa que para el factor Sexo/veredicto del juez y para el factor cargo 
penal se tienen cuatro y cinco categorías respectivamente. Los r~sultados de la prueba Ji cuadrada 
de independencia son: 

;d = 70.9167 que se distribuye Xftz> y el cuantil de orden 0.95 de una distribución 

Ji-cuadrada con 12 b'l'ados de libertad es 21.0261 por lo que se rechaza la hipótesis de 
independencia entre los renglones y las column:ts de la tabla de contingencia; además el nivel de 
significancia descriptivo p-value= Pr(.r. 2 > 70.9167) = 0.0000.J'or lo que se concluye que existe 
asociación entre las categorías. 

Como se realizó en el capitulo ll, un estudio gráfico exploratorio podría ser. de utilidad. Asi se 
tienen las siguientes gráficas con respecto a los perfiles con desviación del origen. 

.. 
o .. o 

.>: .e o o oe: .!ll 
C'l " "' 

.~ 
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FigJ .2 

En la Fig 3.1 se observa que para el caso en que los hombres son condenados la desviación 
mayor se encuentra en la categoría de daños impulsivos, en contraparte con robo < $1000. Para el 
caso de las mujeres que si son sentenciadas se observa que la desviación mayor aparece en la 
categoria de robo<S l 000 en contraparte con posesión de narcóticos. 

De la Fig. 3.2 se observa que para el caso de posesión de narcóticos y daños impulsivos los 
hombres si son condenados, en contraparte a con robo < S 1000. De manera análoga para robo 
abajo < Sl 000 las mujeres son mayoritariamente sentenciadas mientras que ocurre lo contrarío 
para las mujeres son condenadas cuando St: les enfrenta por "otros" tipos de cargos. 

·Estas dos gráficas dan una idea general de cómo es la relación entre las categorías de los : 
factores. 

Haciendo uso del análisis de correspondencias (AFC) se tiene lo siguiente: 

Tabla 3.3 Valores propios y porcentaje de la Inercia. 

Valor 
o/o de la inercia 
o/o acumulado 

0.1419 
81% 
81% 

Valores propios 
2 

0.0329 
19% 
99% 

3 
0.0012 

1% 
100% 

De la tabla 3.3 se tiene que los tres primeros ejes factoriales recogen el 100% de la inercia 
total, y si nos fijamos en los dos primeros ejes estos recogen el 99%. Por lo que de acuerdo a lo 
o::s tablecido en el capítulo ll, la gráfica con los dos primeros ejes explica el 99% de la. dispersión de 
los datos, la cual está repartida en el primer eje con un 81 % y con el segundo eje con ún 19%. · 
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La gl"ificn del ÁFC es la siguiente: 

0.6 

0.4 

'l 0.2 

Perfiles renglón y perfiles columna sobre el primer y segundo 
ejes los cuales recojen el 99% de la Inercia total 

Fbsesión de 
0 

narcóticos 

¡ o Horrbre/Absuelto 

.!. 
o Desorden público 

T 
i o Otros 

~ 
o MJpr/Absu1 Ita 

o 1~~~-t~~~~~~~-t-~~~-~~-~~~~-t-~~~+--~~-
N 0 Horrbre/Condenado o Robo <$1 eco 
~ 
1 -0.2 

1 o MJjer/Condenada 
o carias irrpulsivos~ 

-0.4 

-0.6 
-0.B -0.6 -0.4 -0.2 o 0.2 0.6 O.B 

Recordemos que la interpretación de 
los ejes y la interpretación de 
éste. 

Por lo que la interpretación de la 

a) Considerando los perfiles por 

condenadas o ser absueltas. 

b) En cuanto a los perfiles 

contrastan de manera fuerte, por un lado·--· ---~----..- 7-.~·,,=,, .,_-_ 11:ar1:ó_t1cc>s 
por el otro el robo < $1 000. 

2) Tomando en cuenta el segundo eje: 

a') Se observa para los hombres que son condenados, 

69 



b' ) Se observa que robo abajo <SIOOO y otros se e'ncue~tr~ muy cérea del .. centroicÍe, mientras 
que posesión de narcóticos y desorden público . 

3) Tomando en cuenta los perfiles por renglón y por columnas de manera simultánea, se 
observa una relación entre los hombres que son condenados y los cargos de daños impulsivos y 

posesión de narcóticos en el sentido de alejamiento del origen, esta relación está en contraste con 
las mujeres que son condenadas por robo < $1000 y que también son sentenciadas por el mismo 
cargo. Con respecto al segundo eje parece que los hombres que son sentenciados están 
relacionados con posesión de narcóticos y danos públicos en contraste con daños impulsivos. 

Lo aAterior sugiere lo siguiente: los hombres tienden a tener una fuerte asociación en las tasas 
de condena por daños impulsivos, mientras que las mujeres están relacionadas con el robo <S 1000. 

Esta interpretación debe de ser sostenida por las contribuciones y la calidad de la 
representación de los perfiles. 

Tabla 3 .4 Componertas ~ los porfilll'S re rg!On X>br9 k>s t;:jH factoriales 

Perfiles renglón 
Hombte/Absuolto 
Mujier/Absuolta 
Hombre/Condena di 
MuierlCondonadB 

0.1007 
0.0744 
0.5161 
0.3027 

0 .0273 
00243 
0 .0627 
0 .0616 

0 . 15$.1 
O.l:ts:l 
0.3...<61 
0 .3503 

Coordenildn en los ejes 
1 2 3 

0 .0443 O.SCDS -0.0278 
0.5541 0.0092 0.1007 
..0.3447 -0.0503 O.o::::63 
04359 -0.1137 ..0.0262 

De la tabla 3.4 se observa qu~ los perfiles Hombre/condenado y mujer/condenada, tienen 
mayor peso y además esos perfiles aport:in b mayor cantidad de inercia. 

Tabla 3.5 Ccmoonentes de kn oorf1les oolunim robl• ~" '• '!!J~S fadorio1les 

Perfiles collJnvla 
OaOOs i~utsNos 
Robo <$1000 
DeSOfden pUblico 
POSésión de na rcót 
Oros 

Puo 
0 .3722 
0 .2354 
0.0620 
0.0619 
0.1965 

Inercia 
0 .0526 
0 .0787 
0 .0063 
0 .0:111 
0 .00ol7 

0 .2"'".ASY 
0 .4-ln 
0 .0471 
0 . 100:? 
0 .0265 

Coordenadas en ros •tes 
1 2 3 

-0.33S4 -0. 1634 o.e.e.en 
o.s219 -0.osa2 o.ce... 1 
O.O~t O.J..l20 O. 1053 
-0 . .ise2 o.Jne -0.013& 
0 .066:3 0.1293 -0.0465 

Para la tabla 3.5 se observa que los perfiles que más peso tienen son Daños . impulsivos, 
Robo<SlOOO y otros. Aquí mientras Daños impulsivos, Rob0<$IOOO aport:in una gran cantidad 
de inercia, el perfil Otros no aporta mucho. 

Ahora analicemos las contribuciones que cada perfil aportan a cada eje, recuérdes.e que el 
primer eje aportaba la mayor cantidad de inercia y es interesante saber 'corno está disiiibuida esa 
inercia entre los perfiles. 
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Tabla 3.6 Contribuciones (en porcentaje) dé I~~ pe;f¡les renglón 
a la Inercia asociada a cada eje fa'ctorlal ' , , 

Perfiles reng Ión 
Hombre/Absuelto 
Mujer/Absuelta 
Hombre/Condenad• 
Mujer/Condenada 

0.0015 
0.1610 
0.4322 
0.4053 

Ejes 
2 

0.6232 
0.0160 
0.0397 
0.1191 

3 
0.0686 
0.7465 
0.0120 
0.1729 

Tabla 3.7 Contribuciones (en porcentaje) de los perfiles columna 
a la inercia asociada a cada eje factorial 

Perfiles columna 
Daños impulsivos 
Robo <$1000 
Desorden público 
Posesión de narcót 
Otros 

0.3004 
0.54 78 
0.0025 
0.1432 
0.0061 

Ejes 
2 

0.3024 
0.0294 
0.2209 
0.3464 
0.1010 

3 
0.0208 
0.0041 
0.5727 
0.0130 
O. 3894 

De la tabla 3.6 para el primer eje principal se tiene que los perfiles Hombre/condenado y 
Mujeres/condenada son los que más aportan al primer eje ( un 43.22% y un 40.53% 

respectivamente), y además son los que determinan su orientación. Para el segundo eje se tiene 
Hombre/ absuelto (82.32%) es el perfil que más contribuye y por lo mismo el que determina la 
orientación del segundo eje (Véase Fig 3.3). 

De manera análoga para la tabla 3.7 en el primer eje se tiene que Daños impulsivos, Robo< 
$1000 contribuyen con mayor cantidad de inercia (30.04% y 54.78% respectivamente), mientras 

que para el segundo eje se tiene que Daños impulsivos. Posesión de narcóticos y Desorden público 
(30.24%, 22.09% y 34.64% respectivamente) son los que contribuyen a la orientación del eje. 
(Véase Fig 3.3). 

Ahora bien, la calidad de representación de los perfiles en la gráfica es determinada por los 

cos20 o las correlaciones al cuadrado, recuérdese que si cos20 es grande, entonces O es pequeño y 
puede decirse que el perfil va en dirección del eje o que está correlacionado con el eje factorial, 
estos elementos se presentan en las siguientes tablas. 

Tabla 3.6 Cosenos cuadradados de los ángulos de los perfiles 
renglón con respec1o a los ejes factoriales 

Perfiles renglón 
Hombre/Absuelto 
Mujer/Absuelta 
Hombre/Condenad• 
Mujer/Condenada 

71 

0.0077 
0.9389 
0.9790 
0.9331 

Ejes 
2 

0.9893 
0.0243 
0.0208 
0.0635 

3 
0.0030 
0.0368 
0.0002 
0.0034 

-------:-~---
!KSIS CílN 

FALLA DE OfaGEN 



Tabla 3.9 Cosenos cuadradados da los angules de los perfiles 
columna con respecto a los ejes factoriales 

Porflles columna 
Daflos impulsivos 
Robo <:$1000 
Desorden püblico 
Posesión de narc6t 
Otros 

0 .8106 
0 .9877 
0 .0421 
0 .6407 
0 . 1873 

Ejes 

o 1889 
O.O! 23 
0 .8750 
0 .3588 
0 .7124 

0.0005 
0 .0001 
0.0829 
0 .0005 
0 .1003 

A partir de la tabla 3.8 se puede decir que el primer eje factori1d guarda una fuerte c~~elación . 
con respecto a los perfiles Mujer/condenada.. Hombre/condenado y Mujer/absuelta; mleriir~· ~;;e el 
segundo eje se encuentra fuertemente correlacionado con el perfil HombrCtabsueltci; esto ccirrobora 
lo que ya se había dicho en cuanto a la dirección de los ejes 

Similannente, para la tabla 3 .9 se observa que Daños impulsivos; Rob~< s'1o~Ó es.tk ; 
altamente correlacionados con el primer eje factorial, mientras que Desorden público se 'encuentra 
muy correlacionado con el segundo eje. 

Además, como se recordará en el capítulo 11, la calidad de representación de cualquier perfil en 
la gráfica es la suma de las correlaciones al cuadrado, por lo que se puede decir que la calidad de 
representación de cualquit:r perfil tanto para los r<:nglones como. para las columnas es muy buena 
con los dos primeros ejes. 

Este ejemplo mu<:stra una forrna particular de hacer un estudio de la relación concatenando dos 
factores, sin embargo el problema que ahora surge es el siguiente, ¿por qué no concatenar, por 
ejemplo, el sexo de la persona y el cargo penal y estudiar la asociación con el factor veredicto· del 
juez, o concatenar el veredicto del juez con el cargo penal y estudiar la asociación con respectó al 
sexo de la persona?. Este tipo de estudios nos llevaría al estudio gráfico de la .asociación 
condicional y parcial, pero que pasarla con la asociación total, en la que se utilicen de manera 
simultánea los tres factores. 

Una forma alternativa para llevar a cabo el estudio de la asociación en el que se involucren los 
tres factores de manera simultánea es mediante el uso del análisis de correspondencias múltipleS. 

Del cual haremos su introduccción a continuación: 

Utilización del análisis de correspondencias multiples (AFCM) 

El objetivo es determinar si existe asociación o no entre las categorias 
sexo, resultado de la sentencia y el cargo por el que se acusa 

Para iniciar la interpretación del análisis de correpondencias multiple. 
interrogantes que se tratarán de contestar mediante el análisis: 



1. i,Quiénes son más sentenciados los hombres o ,las 'mujeres_?:_ i 

2. Para ca~a tipode delit~,¿ son igualment~isénteiici~~cis ~o~brés ~. mujér~?.: 
3. ¿Qué delito es máS sentenciado? 

----_-.,_._-· ---.--,··---· .. 

El procedimiento para la interpretación del Análisis Fa~tori~: de Correspondencias Multiples 
(AFCM).principalemente considera: 

1. El número de ejes que se utilicen para la construcción del gráfico. 

De acuerdo a lo establecido hasta el momento se tiene que el número total de ejes que 
recuperan el 100% de la estructura de la información es 6, por lo que debemos escoger entre estos 
seis ejes aquellos que recuperen la mayor cantidad de inercia. De manera amiloga a lo establecido 
en el análisis de correspondencias simple se escogen aquellos ejes que conserven Ja mayor 
cantidad de inercia y a<lemús se considera que las categorias de los factores estén bien 
representadas en la gráfica Asi , para hacer la interpretación utilizaremos el subespacio generado 
por un solo eje ( una linea recta) tomando en cuenta la proporción de inercia que se representa en 
Jos eigenvalores. 

VaiarsJr. 2 3 4 5 6 
Valar Q46<E a:iasa Q:l333 Q:l333 02745 021[5 
%de\9i. 23% 1!1',(, 17% 17% 14% 11% 
%runJé Zl% 42% . • :: 513",¡, i'6% 93% 1CX1',(, 

El subespacio generado por elpri.:ner eje recupera el 23% de la inercia total, el segundo el 19% 

y asi sucesivamente. Considenír>cÜ~lquiera de . estos seis _posibles subespacios no . ayuda a · 
establecer Ja relación de as~i~cfó-~ qu-~ ¡;;;,li~ra existir debido a Ja poca información que recogen · 
Jos ejes. ~;::_ i/ ·:'.:; . " . . . 

'-._-~~\({e;:;, ·. :, . \ ,· ¡ 
Si consideramos como el mejor subesp~6io ~l formado ahora por los pares de éj~s. tendríamos 

los siguientes: · ·. :-· ,; (\ ·:-,•.;• .. _ ,,,._,,,, ,,_~-:-- '.•::,_:\,.:-..:.::, · .. -... •,·\:•·.. -•-·· · · .-. ' 
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• --_._ ª"~~é~ S>/:.::: ·:_%.dé ·1.¿ ifle~cia •••·.- · · 
eje tyseje 2 : ; '. 42~ ;.: 
eje\ y~ '~je 3\):: ·.• ·. AO" 
ejel \Vs ejg4 ; . ,,, 40~ . 

· éjetvs- ~je ·s ·,; ··· 31 
eje l.Y~ ~je 6j;. u\ 34 

eje2 Vseje3 > 36 

eje2 Vs eje 4 36 
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eje 2 Vs eje S 33 

eje 2 Vs eje 6 30 

cje3 Vs eje4 34 

eje 3 Vs eje S 31 

eje3 Vs eje 6 28 

eje 4 Vs eje 5 31 

eje 4 Vs eje 6 28 

eje 5 Vs eje 6 25 

inerda escogeríamos la 

1 

~ o otros .. 
~ 
1 Dl--'-~'--1--~~~~~~-+~~~~~~~-t-~~~~ 

-0.5 
0 o robo<1 

ferrenna 

_, '--~~~~~~~'---'--~--'-~~~~~~~~~~~~ 
-1.5 _, -0.5 0.5 

-•Je 1 (23%)-> 
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Catéegorias sobre los ejes 1 y 3 (40%) 

-· ~ 
n 

t 
1 

~ . 

o d.,a_pub 
'-~~~~~---'-+-'W6~6-...L~~~~~~--~<>-J ..... 

o otros o robo<10C 

_, 

·2 
o pos_narc 

-t.5 _, •0.5 05 ... 
•· •I• 1 (21"1. I -:. 

Catégories sobre los ejes 1 et ·4 (40%) 

2.5 

oº''º" ... 

º' 

·0.5 
o robo<10 

_, 

-t.5 o.· pos_nuc 

·2 

·1.5 _, -o. º' t.5 

-au 1(23%1-> 

Primera conclusión a partir de los gráficos. 

1. Las mujeres están :JSociadas con los delitos de robo<! 000. Este delito no es penalizado. 
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2. · Los homb-res están asociado con los delitos de posesión de narcótico y con daños 
impulsivos. Estos delitos son penalizados. 

Si empleamos las restricciones debidas a la calidad de la representación de las categorías 
debemos tener en cuenta lo siguiente: la reprc•entación gTáfica debe ser nítida. como una foto: para 
ello se requiere buena cantidad d.: inercia explícad:i. bu.:na calidad de rcpres~ntación de la foto, 
buena correlación de los puntos con los ejes; se requieren que en el peor de los casos se pueda 
consultar simultáneamente todas las fotos, aunque ello propicie una actitud :mti_parsimoniosa 
dentro del análisis de datos. 

En base a lo anterior y consultando la salida del paquete Xlstat V4. para los datos de este 
problema tenemos lo siguiente Véase anexo 6 . 

a) Ninguna de las gráficas con dos ejes explica más del 42%. Por lo que la cantidad de 
información que se pierde es de más de l:i mitad. 

b) La calidad de representación utilizando los dos primeros ejes (aquellos que nos 
proporcionan una mayor cantidad de inercia) es a lo más del 62% por lo que no podemos hablar de 
una buena representación con estos dos ejes. Si tomamos el primer y tercer ejes ( ~0% de la inercia 
total) no hay una mejor:i. unicamentc la catcg<lria de daños impulsivos aumenta a un 68% de 
calidad en la representación. Utilizando el primer y cuarto ejes (40 % de la inercia total) tampoco 
hay un aumento en la calidad de la representación unicamente la categoria cargo "otros" aumenta a 
un 86%. En base a estos resultados podemos concluir que con una gráfica formada por pares de 
ejes la calidad de representación no es adecuada y por lo tanto no podemos decir todavía nada de 
manera segura 

Es importante notar en este momento que la representación de la asociación será más sencilla 
gráficamente cuando en realidad ésta se encuentre bien estructurada, cuando no es así entonces se 
tiene que hacer una intensa búsqueda de con cuales y cuántos ejes se puede representar la 
asociación y que las categorias de los factores quedan bien representadas, considerando al mismo 
tiempo que la inercia recuperada sea alta. 

Una alternativa seria estudiar la representación con los tres primeros ejes que corresponde a 
59% de inercia recuperada y en cuanto a la calidad por arriba de 59% para todas las categorias, 
con excepción de el cargo de otros, como puede verse en el apéndice relativo a la salida del 
paquete Xlstat V4. 
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Gráfica 

eje 1 Vs eje2 Vs eje 3 

eje 1 Vs eje2 Vs eje 4 59~ 

eje 1 Vs eje2 Vs eje 5 56 

eje l Vs eje2 Vs eje 6 53 

eje 1 Vs eje3 Vs eje 4 57• 

eje! Vs eje3 Vs eje 5 54 

eje 1 Vs eje3 Vs eje 6 51 

eje l Vs eje4 Vs eje 5 54 

eje 1 Vs eje4 Vs eje 6 51 

eje2 Vs eje3 Vs eje 4 53 

eje2 Vs eje3 Vs eje 5 50 

eje2 Vs eje3 Vs eje 6 47 

eje2 Vs eje4 Vs eje 5 50 

eje2 Vs eje4 Vs eje 6 47 

eje2 Vs cje5 Vs eje 6 44 

eje3 Vs eje4 Vs eje 5 48 

eje3 Vs eje4 Vs eje 6 45 ' 

eje3 Vs eje5 Vs eje 6 42 

De manera análog~ lai gráficas que m:ís inercia aportan son: eje! Vs eje2 Vs eje3, eje! Vs 

eje2 Vs eje4yeje1 Vs ~je:i ys ej~4.Lns c'uales se presentaÍI a coi:ttinuación: 
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· .' á'robo< 1 ooc 

· :A~ s 'ci~~i¡Jutí · · · 

t ~ 2 'i~m~~ino 

'------'--'-'----------------'---' .. f 1 masculino 

De esta gráfica que representa d 59% de la inercia total se puede notar que los hombres ( 1) 

est:ín relacionados con daños impulsivos (7) y con posesión de narcóticos (8) y además esta 

asociación apunta en la dirección de no penalizados (3 ). A diferencia de las mujeres (2) que están 
:isociadas con robo<l 000 (6) y esta asociación está dada tnmbién con el hecho de que si son 

~"ntenciadas (4). Nótese que la calidad de representación es del 59% para todas las categorías a 

"·"cepción del cargo otros. 
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CATEGOR 

0 9 otros 

8 po(_narc 

E 7dañ_:_imp 

6 robo<100 

5 des.:,:Pub 

• ~· 4 si 

0 3 no 

" 2 femenino 

~ 1 masculinc 

De esta gráfica que también recoge el 59% de la inercia total se puede notar que los hombres 
(1) están relacionados con posesión de narcóticos (8) y no son sentenciados (3), nótese que aunqu<! 
también parece que está asociado con daños impulsivos (7) la calidad de representación de esta 
categoría es del 20% lo cual es muy bajo. Por otro lado, las mujeres (2) están asociadas con 
robo<IOOO (6) y además si son sentenciadas (4). 
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CATEGOR 

a .9oiros _._ .. _- ..:-

· 8 pos_narc 

)dañ_imp 

6 robo<10C 

N; 2 r~hi~~ino .· 

a' f~ascuÚm . · 

De esta gráfica lo que más se puede decir es que los daños impulsivos (7) sori ;opuestos a .. 
robo<IOOO (6) y además la relación con el sexo sigue siendo la mismá q~e' ~n· :: l~ Si'lificas · 
anteriores, sólo que ahora posesión de narcóticos (8) no tiene una buena cali.d~~ .. de.:rci¡>¡:ese!1ta~ió.n .. 
58% y esta !,'l"áfica no es informativa con respecto a la asocación con el sexo ya qúe.para:h.om1'rés . 
( l) y mujeres (2) la calidad de representación es apenas del 1 l %. " . : <: :<<.>c;',< './) i .. . · . 

<.'·/· .... · ... ; .. ~ . ', . :;·_:: 

Del ejemplo anterior se aprecia la dificultad para observar la estructura de I~ ¡ci~i~c'iÓÜ d~)os 
datos, d~sde luego que no es sencilla la interPrteación de una gráfica de "may';;/dim~nsiórifque 
además tiene una calidad de representación modesta o baja . Este problema .muy probablemente se 
deba a los datos. En estos casos se sugiere hacer uso de otras técnicas que pueden.complementar 
las interPrteaciones que se han hecho, por ejemplo, se puede hacer uso de los modelos . log-lirieaJes. 

Bajo las consideraciones anteriores se tiene que: el delito más frecuente en las mujeres es el 
(robo<IOOO) y además es sancionado, a diferencia del daño impulsivo asociado co!1 el hombre y 
que no e$ $ancionado. 
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Ahora bien, veamos un ejemplo que se ~a manejado mucho en la 1.iteratUrá estadística y que se 
refiere a las flores de Iris. frabajacÍá po~ Fi~IÍe~~' Se rep(ÍrU (D~las r:;' Johnson) que aplicando la 
técnica del análisis discriminante á hi .b~~· d~ d~t~s ~~·;npUestll 'por 50 observaciones para el tipo de 

iris setosa. 50 para el tipo de i~.s v~r~icolor, ··~ °'- ¡;ru:a el ria. de . iris vlrginica; con las S

0

iguientes 

variables: . ,.'/ ;(?'.:,, :.:-; .• 
l. Sepallen : longitud del 'sépalo. ;;·.:/ : ;:,• . 

. .. ;~.-::. _::·+t:Y;·>: .... ;.,. .. ·---:·; · 
2. Sepahvid: ancho' del séPak)~':.'·/ :, f ;:.::_.· ·., ,· , .. _,_. 

• .. • ; • 1 . • · ·,~ . .. ·i· ... 'o.:::' !' . 

3. Petallen: longitUd del ~étitld.0 : <'<' 

4. Petalwid: ancho d~I p~;~o}/ 
.·.: .. ·.: .. · ···-"·' . 1 · .,... • 

Se obtienei tres b'Tupos difürenciados para cada especie de flor de iris. En el análisis reportado 
. el por~entaje· de llores ·cjue fueron clasificadas correctamente fue es del 98%, :y 1.o que se concluye 
es. 

a) Las variables• explicativas individualmente diferencian en promedio a . la;> especies, por . lo 
·que son importantes para la clasificación de estas. 

b) La variable que más aporta a la discriminación es el largo del pétalo. · 

c) Con las variables explicativas estudiadas la especie setosa se iderítifi~a clllramente, pero las 
especies versicolor y virb.jnica podrían confundirse. 

Ante este conocimiento a priori. seleccionamos dos de las tres variedades de iris: la setosa y la 
virginica ya que son los grupos que más se diferencian entre si. Lo que nos interesa conocer es si 
existe alguna característica que determine a que variedad pertenece, es decir, si por ejemplo 
medidas pequeñas en las variables est:in relacionadas con alguna especie en panicular. 

Para llevar a cabo lo anterior. dado que la escala de medida es de razón, se propusieron las 
siguientes categorias, qu~ se formaron de la siguiente manera: 1) se obtuvieron los valores mínimo 
y máximo de las variables estudiadas. 2) como se deseaba que fueran tres categorías: corto, 
rn~diano, largo, entonct=s se torno rE= mM;niin con10 la longitud del intervaJo, y asi las categorias 

fueron: 

corto: (min,min+.-E) 

mediano: (min+rE.min+21E) 

largo:(min+2..E,ma~) 

Con estas categorías tenemos una medida cualitativa que nos relaciona las longitudes de las 
variables. 

81 TES1SCQN 
FALLA DE OlliGEN 



La nueva base de datos se presenta en e)3Ilexo 7, y a ésta se le ,aplicó, un análisis de 
correspondencias multipk-s. para las variables: vruiednd de 'flor, sepalle~, sepalWit( petallcm; 
petalwid. J>~r lo que en .total se tienen catorce categorías y cin~o fa~tore5.. · 

Los resultados se muestr3Il a continuación: 

1. El número de ejes que se tienen es: 14-5=9. 

2. Dentro de esos 9 ejes debemos escoger aqudlos que conserven la mayor cantidad de inerci:i 

V-..se:. 1 i • • • • v ..... 08ZZl º""" om1 o:.u:u o 1;~:f o'"" OCil15 o= o:n:o 
•t.ce'811. - :·~ ·~ 11% ,.., 

"" ""' °"' 0'4 
%a;rnJ6 - ·--· 7·:"'1. '''" •,P,V.. [~ """' ~tlJ'!'io "'"' 

de la tabla anterior se observa que d primer eje r<:co¡;e d 48% de la inercia total, el segundo el 
16% y d tercero y cuarto d 12% y 1 1 % respectivamc11te. Lo anterior sugiere que si Sl! está 
capt3Ildo la estructura de .Lsocia.:ión en los datos y ademá.> d" una manera fuerte, con los tn:s 
primero ejes se recoge c:w d 75 % d" la inercia total. 

3. La gráfica de correspondencias con los dos primero ejes es: 

···-------------- ----
Catagorf;u sobre los ejes 1 y 2 (62% 1 

1,5 

¡::u1tallen largo 
O O .,~ : ~ ·• .: .tr ,_1. , º·' a Yitg1nc• 0 ' HIOSO 

1-----· i>etaM· (j -1aTgo-----1---·------si:i1a.:;arg~~'º ~ -0.5 sepallen corlo 
N ;•.,! :; ' -;.r: ,n .,: ..; ~ 

.;. .1 

1 
·1 .5 

·2 

o :: ,.,.·_, .. - ~ · ~ : 

:.. 

.3 ~--------------'--------------~ 1 
·1.5 ·1 -0.S 0.5 1.5 

-· •1• 1 C•6%) -:io 1 

82 TESIS CON 
1 

FALLA DE ORlüEN 



Categorlas sobre los ajea 1 y 4 (57% ) 

o se1HIWid l•rgo 

1.5 

o 

0.5 .:. 
o · O ••losa 

-----R-~i~~~~--+----+---->-----o-1MlaM..id-con 
ppauen lugo 0 petall4n corto 

petatw id latgo 

·O 5 

·1 

.1_5 ~---------------------------~ 
·1.5 ·1 ·0.5 05 1 5 

De las gráficas anteriores se concluye que las variedades de iris son opuestas totalmente, esto 
muestra como se sabia una clara diferenciación entre estas variedades, ahora bien, otro punto 
interesante era detenninar que características se relacionaban con estas variedades. Así, de las 
gráficas se concluye que para el caso de la iris virginica la asociación está mayoritariamente dada 
por longitudes grandes tanto del sépalo como del pcitalo y una anchura en el pt.\talo grande. Pero 
para el caso de la iris setosa se tiene que est:i asociada mayoritariamente a longitudes pequeñas 
tanto del pétalo, el sépalo y el ancho del pétalo. Hay que hacer notar que en las gráficas anteriores 
las categorías en rojo representan aquellas cuya calidad de representación era baja (abajo del 50%). 
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; 

··-----···--- -·-··-···-··---· ····----------·-·--··-·-··----- .. --··----··--1 
lndl~~d~~··,; · y · c3te9Órla~· =>obre .los ftje s 1 Y_ 2 (62-t.) 

~ 
.. 
1 

1.5 

0 .5 

o 

·0.5 

·1 

·1.5 

-2 

-2.5 

.3 

o Oba 18 .. ~88 •) .80 

1-----f~~--····-·---·--- ----- o---!----; º ~'390 3n;n<¡eo ~·, 
o ems •• 0 otis 12 · · : ! - • 

Oba 85 

: oº o Ob~ i!l 
Obs 70 Ob:¡ 8-*o Obs 5 7 

o Obs 71 

o 

.us ·1 ·0 .5 o 0.5 

... jtt 1 (.t6%)··> 

1 

Si quiesierrunos hacer un análisis sobre los individuos entonces vemos que estos se encuentran 
también en dos grupos bastante definidos y además como era de esperarse, las observaciones del 1 
al 50 se encuentran relacionadas con la variedad de iris setosa, y los datos del SO al 100 se 
encuentran relacionados con la variedad vir!,>Ínica, además las calidades de representación de los 
individuos es bastante buena considerando Jos dos primero ejes. Veáse datos anexo 7. 

A pesar de que con estas gráficas se tiene una corroboración acerca del comportamiento que 
tienen los datos obtenido a través del anal isis discriminante, si seguimos con la idea de recuperar la 
mayor cantidad de información posible entonces agreguemos una dimensión más. 
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CATEGORIAS 

: .14 p8ratwid rTie< 

U-_13 petalwid larg 

a . 12 petalwid Cort 

· .11 pet3Uen ~ed 

él-1 o' ~ta"ne~ lafgc 

O'· 9 petallttn corto 

8 $ap111wid corte 

5 _sepallfln medl 

,}. 4 ~~llen largo 

~- 2 Virglnica 

;, 1 !>&!Osa 

Se observa que efectivamente la iris setosa (!)es opuesta a la iris virginica (2) ambas con una 

calidad de representación del 99%. Además se aprecia que la iris virgínica está asociada a petallen 
largo, (10) petalwid largo{l3) y scpallen largo (4) tal como se había concluido en las gráficas 
anteriores. Por otro lado la iris setosa está asociada a petalwid corto ( 12), petallen medio ( 11 ), 
sepallen corto (3 ). Lo cual concuerda con lo establecido en las conclusiones de las gráficas con dos 

ejes. Sin embargo, con esta tres dimensiones se recupera el 75% de la inercia total, lo cual es muy 
bueno y se garantiza una calidad de representación buena para las categorías. 

Asi, podemos concluir con base al análisis que medidas cortas en el largo y ancho del pétalo y 

del sépalo están asociadas fuertemente con la iris setosa, mientras que medidas grandes de estas 
variables están asociadas a las iris virginica 

Como conclusión para este capitulo tenemos 

1) En el capitulo anterior se mostró que existia una relación entre la cantidad total de inercia y 
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el coeficiente de contengencia "n media cuadrática <P' que nos permitía interpretar para 
gráfica d ¡,'fado de asociaci.;n <!ntrn las categorías; en el .-\FC-multiplt: no e><iste esta relación, por. 
lo que la interpretación de la :.sociación se vuelve más heurística al momento de interpretar .la 
gráfica, por lo que esta interp"tac1ón debe <!Star ba."1da en buena medida con el conocimiento que 
se t<!nga de la posible asociacion. 

21 .\veces es posible reducir la dimensión de la tabla tfo contingencia para más de dos factores 
y convertirla en una tabla de contingencia de dos dimensiones por medio de la concatenación de 
al;;unas categorias o a través de procedimientos acorde a Jos objetivos del estudio y que buscan 
g~n~rar nuevas variables para trabajar con dlas. 

J l A veces resulta dificil determinar lu estructura de asociación entre las categorías .de • Jos 
factor~s estudiados a través del análisis de correspondencias múltiplt:, sin embargo ante . estas ·. 
problemáticas se recomienda recurrir a otras técnicas estadisticas que ayuden a inteÍµÍteiti- los 
resultados. 

4) Cuando Ja estructura de asociación en los datos es clara, o::ntonces · el ·;lin~i~is ·~~ . 

~orrcspondencias resulta muy útil, ya que presenta en una grafica esa rélación to~and~' e~. C'tie~ta 
los elementos que permiten determinar la calidad de las gráficas. · 

So 



Conclusiones. 

La posible asociación entre las categorías de los factores puede ser estudiada a través de un 
AFC-S o un AFC-M según sea el caso, mediante representaciones gráficas que pueden ser 
presentadas como una línea recta, un plano, un plano en tres dimensiones o un hiperplano. Como 
una similitud podemos decir que estas representaciones son semejantes a un conjunto de 
"fotografias", en las que con un grado de nitidez aceptable en los elementos que la conforman se 
puede estudiar la posible asociación entre las categorías de los factores de la tabla de contingencia 
ya sea entre las categorías de los factores o bien por categorías entre factores;dicha asociación 
puede establecerse en la medida que: 

i) Los perfiles de las categorías se alejen del origen (centroide) y muestren un proximidad entre 
sí. si esto ocurre se podrá decir que existe una asociación fuerte. 

ii) La cantidad de inercia que sea recogida por los ejes que definen la(s) representación(es) 
gráfica(s) sea alta. A medidad que se aumenta el numero de dimensiones en la gráfica aumenta la 
cantidad de inercia representada. 

iii) La calidad de representación de los perfiles dentro de la(s) representacion(es) gráfica(s) sea 
buena. lo que da la confianza para poder hablar de la posible asociación. 

Para el caso del AFC-S, se observó que cuando existen pocas categorías la cantidad de inercia 
que recogen las gráfica.5 es alta. sin embargo en la práctica puede suceder que el número de 
categorías de los factores en la tabla de contingencia sean muchos por lo que también el n6mero de 
ejes lo serán , decidir cuales representaciones se conservarán para el análisis requerirá un 
conocim.iinto muy particular acerca de la asociación que se quiere estudiar ya que la interpretación 
va más allá de las consideraciones geométricas por que puede darse el caso de que las gráficas 
seleccionadas conserven una cantidad de inercia alta pero tengan una calidad de representación 
baja o al contrario la cantidad de representación sea alta pero la cantidad de inercia sea baja. Asi, 
se sugiere que se conserven los ejes que cumplan con: cantidad de inercia alta y calidad de 
representación alta; considerándose las posibles combinaciones de b'fáficas de dos dimensiones o 
las posibles combinaciones de gráficas en tres dimensiones etc. 

Para el caso del AFC-M con la introducción de la matriz indicadora Z, el análisis presenta el 
problema de que la cantidad de inercia explicada disminuye, por lo que hacer una interpretación 
semejante al AFC-S resulta complicado debido a que la inercia se distribuye en un mayor número 
de ejes lo que ocasiona que la interpretación esté basada en gráficas con mayor dimensión o bien la 
interpretación de b'fáficas de dos dimensiones que recogen poca inercia; esto evidencia la 
necesidad de contar con un conocimiento general del contexto del problema para el que se utiliza el 

AFC. 
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Por otr·a pane puede darse el caso en qu" los datos presenten una estructura interna de 
asociación marcada por ejemplo en los datos p;1ra el estudio de lu:; "iris de fisher". En el cual sin 
bien en el AFC-M no se recogía una cantidad de inercia muy aha con los tres primeros ejes, la 
interprcración esta de acuerdo a lo reportado en la litcracura estadística. 

Ante estos problemas de interpretación dd análisis para tablas de contingencia con muchas 
categorías o con más de dos factores se han propueslo para el primer caso reducir el número de 
categorías colapsando éstas de tal manera que se reduzca el número de ejes c11 la gráfica y para el 
segundo caso reducir Ja dimensión de una tabla de contingencia a una de dos dimensiones 
mediante la concatenación de las categorías de un factor sobrn otro, de tal m:mcra que se pueda 
aplicar un Al'C-S. Esto desde luego llevad riesgo en la mctodologia que se utilice para abordar el 
problema bajo estudio, ya que colapsar categorías o concatenar factores puede ser incongruente 
con la investigación en que se utilice el AFC. 

:\me "sta situación se recomienda un estuJio a cerca de la metodologi:i del uso del AFC-M y 

la utilización de técnicas complementarias como pueden ser los modelos log-lineales. 
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Anexo l. Resultados de álgebra lineal y álgebra de matrices 

l. Espacio Vectorial 

Sea V un conjunto no vacío y sea 
sobre• K si están definidas dos 
escalar, tal que: 

a) La adición asigna a 
(ti+ v) e V. llamado la suma 

c) 3 O e Vtal que O+v = 

d)';f v E V 3 

92 

vectorial 
por un 

(a, v) de lelem<:ntos a E K y 

,a2 , •• .,an, no todos iguales a cero, tales 



que 

ii) S es linealmente independiente si .. --

O_'=>¡z{l·-•. _+·a2\1~·:+ .. ;.·+ ª~''" 

co~·a 1 = a2 = ... =ª•=O. 
,---.. :·: -_··.> 

4. Conjül110 generador. 
/_:,-·,_:•.-_:.··:-_e-:· ·,-_·_ .-· ::; 

·Sea V un e~paciove~tori~lsobre K, y sea G = {\• 1, i•,, .... , i•.,} un conjunto de vectores de V. 

Se dice que Ge~un g~n~;ad~/~~ \1 sipara todo vector.~ e V existen escalares a 1, a 2 , •. .,a .. 
tales que x = a 1i• 1 .-le a!h + .... + a,,,v .. ; es decir todos los vectores de V son combinaciones 
lineales de los elementos i 

deG. 

5. Base d~ un e~p~cio ve~to~al V 
: -._.- ;·."_: .. •;;:-:':>·: 

Se llama base, de 'un espado vectorial V a un conjunto generador de V que es linealmente 

independiente .. 
· .. · .. -.:·.-·.· .. · 

5. Dimensión de un espacio vectorial 

Sea V un espacio vectorial sobre K. Si fJ = {\•1, v2 , .••• ,v.} es una base de V se dice que V es 
de dimensión n, lo cual se denota con 

dim V= 11 

En particular, si V = {ii}, dim V= O 

6. Transformaciones : 

Entenderemos por transformaciones line:iies a las funciones vectoriales de variable vectorial, 

es decir funciones del tipo 1v = f{i•) . En emlinos formales tenemos: Si V y W so11. espacios 
vectoriales una función T: V - IV recibe el nombre de transformación. Los espacios V y IV se 
llaman, respectivamente dominio y codominio de la transformación. 

Operaciones elementales de matrices. 
- -·····---··-· --

7. Para multiplicar dos matrices, el ni umero de columnas en la primera debe ser.· ig.ual al 
número de renglones en la segunda . De ese modo, la multiplicación de matrices está dada de la 
siguiente rrmnera: 
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8. Definición d~ Producto: 
- . - . 

SeanA = [a 9 ] y B = [h 0 ] dos matrices con elementos en. C (numeres complejos), de m x n y 

11 X 1/ respectivamente. El producto AB. es una matri;;; I' = [1'111 : dd /ti X q, definida por: . . . '• ,• .· - . >:: 

f'v = L:;_,a..,b,1 ;parai = l,2,J, ... ,111 yj= 1,2,3, ... ,cj,_ 

9.Cuando iodos los productos de matrices están definidos, s~ ~urnpl~ 1d )~y isociativ~ para la 
nlultiplicación de las mismas. PorTantoA(BC) =: (AB)C. .: .• ::.. · ' ' . 

'. 
10. La multiplicación de matrices no siempre es con~uí~ti~a Es dé~ir ÁH no ~iempre es igual 

,. ' . 
:¡"_,j" a JJA . 

'· . -- ·. ' . . 
slJ = ªu .. +h{, piira _i.-~) -~2~3,.~ ;~ tP·<·.·y .J:·:~ l _~- .i~- -3 ,'';·~·.: ~ n> . 

. · \-.! . . :·::·;_,.. ,., __ ..,. __ ~ : .. ·> 

l 2 "' Teor~ma. ·:·. ;..,:_:;·:·'.:y;<~::}',~:,_:.:.~;: : ·:·, .. .. 

Si A, 8 son rnatrict!s de ~, •,;¡ ,i ¿Jyos clem~ntb~ ~on núrrierns complejos, y sea a e .• R entonces, 
. . - - · .·p·:: . - , _ .'· '.': ¡'.': • -. 

13 . Si 

entonces A' sd C:6noc~ ~b,i;ci I~ ~~s~Ú~~ta d~ la matriz A. Ésta se define por · 
1 ' '' • • • • , •• , • • .' •• ,.:}: ' "- ~-.'" • ' '·:·- •• '· .'' ' • 

A' ·= l
: a11 é" a21 , . . . ª"' .;.-] 

ª12 0:?:? ; . .. anz. . 

OJp a1p Unp 
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14. (AB)' = JJ'A' 

15. Se dice que una matriz A es simétrica si A =A' 

16. La traza de una matriz cuadrada Ap•r• se define como la suma de su~, ele~~ntos . enla 
diagonal. Se escribe; 

tr(A) = }:'.'.,
1 
a,1 

17. Se dice que una matriz cuadrada es una matriz diagonal si t~dos ~Üs~lc~~fas ~~e no están 
en la diagonal son ceros. :<1.·:. (:>': , • "·':•·· "'" 

'·"::;:.·'·· 

18. El rango de una matriz sedefinc como el núineromaxi;,,Ó .de i:;~n~lti~~~ · (colurnn~) en A 

que son linealmente independientes. De modo 'equi.;(aler¡je ' t ,el , rruigode ':,.i és ·:1a ' dimensión del 
subespacio vectorial generado por los renglones.'( ~citu;,:¡n·as\dci:iam~tri~ ;l ; ... . 

·· ; ; '.'· .:<~ --_--.:.-'. - _··. e \-_ .·; :> e;·-.:-·•___ ·; '• 

19. Proposiciones: 

a) El Rango de A.., ."~ 111í11(111.11) 

b) Rango de A =rango de A' 

20. Dos vectores X y Y , son . onogonales si XY' = ,O . . Además se dice . que dos vetores 
onogonales son ononormales si X' X = 1 y Y' Y= 

2 t . Se dice que un vector X está normalizado si X'X = 
Fonnas cuadráticas 

.. :,, ... _ . ..... . .. - .- -. -· ·--_._··· · ; , •· 

22. Una forma cuadrática en p variables :r1,x,{, .. ,x~. es· una fúiición de la forma 
:E'.'..r L:-¡ .llijXtXJ ;u;na forma cuadrática. d~ est~-tiposiempres_e puede escnbir como: 

A'AX. pwi ~·~~;~ ,;,.;~4~-~· .,do,do<x" [ :~~ _ ~J 
" ' :-:: ; . ._i.· . ·;..:(:_:.. Xr 
' ' 'i:';"·.: _.- .•:;·\" 

23 '. se dice qúe Ü~~ rri~tri~ sin'létric~..t e~ 

a) Positi~ad~finid~ si,\~A,~ > b, p~fr t~d~ X* O. 

b) ' Positiv~ semidefi~Icla sLriA.\':: O, · p;,,a'toda)(y si X'AX;;_ O para algún X diferente de 
cero. 
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Eigenvalores y Eigenvectores. 

24.Los eigenvalores de una matriz si~étricaAP'P • son las rruces de una ecuación polinomial 
dad por . 

que satisface 

también consistirán en 

c:c.·, =l. 

28. La traza 
tr(A) = ~:, .1., 

Ángulos 
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Para ilustrar un poco como se ha llegado a la formula de disiáncia para dos renglones tomemos 
. la matriz perfil por renglones Rnxp=D;1 F, cuya forma ~eiieral es: . 

f 
ÍJl. L1l. ÍJl. & 

J 
f,. f•· f•· Ji. 
[¡¡_ Í1l.. Í11.. Ji, 
f:. ¡,. h· ' f:. 

k & k. .&... 
J ... f .. / .. f .. 

Ahora calculemos la distancia · entn: dos renglones de acuerdo a ' la nié~cil definid~ por · 
Dc-1 (matriz diagonal inversa de los pesosde las columnas). Los r~nglones se encJentrnnen un 
espacio R1 ponderado por los pesos asociados a la matTizDc-1 , . paiacnda 'elé~ento ddrenglón, . 
es decir 

t:,=( 

f)=( 
&.. ) . r. 

f¡, f.': f.•, f¡, ) 
'"· • f.• . • Ji. • ... • 1;•. 

lo cual implica que (f}-í})=( &f.~· , ÍÉ...r.~, &r.: .• &... " ) ..:( · >;, f.., f¡, 
~ ... ' ·- ... '/,.. : ' : ' f¡. 'f,1. 1 f¡. 1 
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=( r.. - f¡, /'' - f1;, Í!J.. _ f¡,· ' ··· &.. ._ f¡,) 
f. /,'. ' f.•. 11,. f. · f¡. f . lt. 
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=(&._fu/¡, _(1;_ &..-'-!::.J..)15'·-•(&_f:. ,;., _(1;_ &_!1,)' 
¡.. /¡.' /¡. l¡ • . . ... ¡;. . l1. : . ,... _t;· •• /,•. h. ..... /. 11 • 

. donde 

[ 

f-0.. _: o o l 
¡., o o 

o o 
o o o ).., 

y por lo tanto 

<i2(i i 1
) = ....!...[& - &J' + ....!...[/¡, - /,•, ]' +.. + ....!...[ fv _f.•,]' . 1:1 ¡;. l i . f.• li. Ji . .. . /.J ,... Ji. 

Que es la misma expresión que se planteó en el capítulo l. Ponderar las diferencias con 
respecto a los elementos d~ los espacios respectivos implica introducir las matrices diagonales de 
pesos De;!,.¡ para el caso de U1 : Dr¡~ y algtmos autores llaman a estas matrices "metricas" o la 
distancia. De tal manera c¡ue se habla de la distancia definida por la matriz Dc-1, para el espacio 
RJ de los renglones. 

Habría que probar que la distancia así definida en el espacio ponderado es efectivamente una 
distancia. Por lo pronto dejaremos eso de lado y supondremos que la distancia está bien de.linida. · 

Una de las razones para escoger la distancis ·Ji-cuadrada, es que en esta se verifica. la 
pro¡.iiedad de equivalencia distribucional, que se expresa para el caso de perfiles P?r renglol'j'y 
columna como: 

"Si dos renglones de la tabla de conti~gencia original, son proporcional~ y, s~ ree;;,pl~~n por 
un sólo renglón el cual es la suma de los dos renglones, entonces las distancias e~trelas col~rrin:is 
no cambian. Esta propiedad es imponante porque garMtiza invariartZae~ result;do{ sin irn~nar 

' .. '.-_ ., ---- · '. : 
como fueron reco¡,~dos. 
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Anexo) 
'· .... ·· .... ·... ... :· · '' " ..,: . .. :_. .... ·.' ' ::-· .-:.·. : .' 

Maximización de una fonna cuadrática bajo Lin restricción cúadrútica. 

Encontremos un veto·r u t:i! que m;{'<irnice la caiitidadü'Au con la restricción .~;,,,,;,, donde A y 

M son matrices simétnc~ , y adicionalrn~nte M es positi~a definida. · 

Es decfr: 

· Max u'A11 . 

Desarrollo: 

La forma· cuadrática u'A11 puede ser escrita com~: 

(1) 

Derivando esta cantidad para para las p componentes del vector u sucesivamente, se observa 
que el vector de las derivadas parciales de u'A 11 se escriben .en forma matricial como: 

ii(u;:,111) = 2411 

y 

iJf.1~~/u) = 2J\,f11 

El lngrangÍW1o es: 

.E=u'A11 - ).(u'lvf11 - 1) . 

donde). es un multiplicad~;d~tagrange · . 
: :· •• ,··::_,:_; >-; -' ~ :;·:: ~· ~:·, ;;'. :· / {(:,' }<~- -:c·.-.~~: ::~·t: -~ : • ~; : 

Para encontrarün:m¡Lxi!."q se requiere' 

~~ .·¡= 21." s7)f{,,~·.e:· ·.0ix .. •
1
? 

De .la ~~Úació~lllit~ri()/~~d~d~ce ~ue: 
··. -- .- · -, 

(2) 

(3) 

(4) 

; . ' . . . . 
las derivádas de la ecu.ación de Lagrange a cero: 

(5) 

ÁÚ :~ · )~~fll T• (6) 

C~~<lJ'tremul\i~lic~o~ a ambos lados de . la 'ecuación por u', tomando en cuenta que el 
h~chc> d~ que u'Mu = 1 se tiene que 
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u1Au = ).111M11"' ..1., (7) 

el valor del parámetro). es miximo. 

Como la matriz M es positiva dt!iinida, y por lo tanto no singular, la relación (6) se escribe 
como: 

M-1.-111 = ).11 · (8 

11 t:S el eigenvector de la matriz l\.t-1A que corresponde al eigenvalor más grande). 

De aqui en adelante llamaremos u 1 al vector u que corresponde al valor más grande ). 1 tal que 
la ecuación (6) es cierta. Encontr:irem•)5 un ve.:tor u2 tal que es M-ortogonal a u 1 , es decir 

u 1Alu: ~ O; y tenga norma 1, es decir u~.l.fu2 = l. 

Igualando a cero las derivadas parci:iles de Ja ecuación de Lagrange 

donde ).2 y ¡12 son los dos multiplicadores de Lagrange. 

La condición para un miximo o un minimo es escrita para 11: como: 

if = 2.-111! -2..1.21'v/112 - ¡1:M111 = O 

(9) 

(10) 

Si multiplicamos los elcmenros de la ecuación ( 1 O) por 11\, se tiene que µ 2 = O porque 

Asi, de acuerdo a la restricción de ortogonalidad se tiene que 

2"11~ - 2..1.2Al112 =· o 

es decir: 

(11) 

(12 

Como M es nosingular, 112 es el segundo eigenvector de M-1 A,relativo al segundo eigenvalor 

más b'l'UOcie ..1.2,. si este es único. 

En fonna general podemos escribir que para encontrar el a - ésimo vector 
sistema: 

y si Mes no singular, M- 1Aua = Aulla, a no p.uede ser más grande que el 
A. 

1(10 
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.:·: .. :"·'.- ·;_·:.: . 
.. .. . ..•. , ·.· _.: .. ~~'~_i;.;~'.~; .. :;_:"·'"-·:"" ·· 

_: ........ · ... ::.. .. :>.· . 

. · Ane~6 4. · ;.n~li~is de correspondencias .cofrio· un ccasO', p~~iculardel 
análisis de correlación canónico. . . ;.;./ \ .: •:-:,{ . 

Lo~ datos con los que trabaja el AFc, cuando ha¿e ~5() cÍ~.Ya inr6iiirn~i~~:,P~; individuos es 

. X=(x 1 · x~. x 1) y Y=(y 1 y2 y1) donde x' y y' representai:i las ~~rÍábi~s i~dicad6ras asoc.iadas 
respectivamente a las categorías de los faciores X y Y. 

Esta forma de presenlar el problema, permite estudiar la ': rel~ción em'ri las característica5 
cuiiliiativas a través del análisis de la dependencia entre dos grupos de variables cuilntitativas muy 
pÍUticlares (las variables indicadoras). 

De acuerdo a lo planlcado el análisis canónico de las matrices X y Y consiste en encontrar 
parejas de variables canónicas (.;1 ,1¡') lo más correlacionadarnentc posible. De 1al manera que las 
variables canónicas .;1,1¡1 transforman una característica cuali1ativa en una caracterísiica 
cuantitaliva. A esta operación de cuantificar se conoce en cs1adistica como "escalamiento de una 
variable cualita!iva ... 

En esas condiciones, el AFC de la tabla ori¡,~nal permite obtener los mejores escalamientos ( en 
el sentido de máxima correlación) de las variables cualitativas X y Y. 

Se identifican las matrices Vxx y ,V rr por: 

Estas matrices tienen en sus diagonales los pesos relativos de cada renglón y de cada columna 
respectivamente. 

Y, además la matriz V.n- está dada por: 
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-¡;1 
( ~.1•1 ni, "

1

J J 
v.,.,.= .¡,.xrr = 11,1 

. 1111 ll!J . 

+c=c· 

de acerdo al problema ·;1.llite~do par~ ~I ~álisis cwtonico clásico, los fact~res canónicos son 
. solución de las ·ecuaciones:\:.: .. · · .. · : . .. · . . 

D¡;.~c· D¡;JC''a, ,,; Ákllk . 

D¡;}C''D¡;JC'b, = .1.,b/, 

Nótese que la matriz D¡;.~C' Jontiene los . por ergión ¡ia.filcada categoría i de X. Así 
mismo, la matriz D¡;}C'' contiene los perfil~ por colunm~ para cada c~iego~ajde Y. 

Los factores del AFC scin ento~c~s ' los ~ector~ p~ópios del p-r~d~cto de dos matrices de 
perfiles: 
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11v1nonu1se d"hulepend.1nce enlle les ll911es et les colonnes: 
Disi...nce surles donn<es = 19.1780 - Nombre de degrós de tiberta •6 
P1 ob.1bilíte '1ssociée : 0.0039 
Chi2 limite pour l'intervalle de confiance choisi • 12.5916 . • 
Sur la base de ce test on doit rejeter l'hy],othhe d'indépia:ndance entre lignu ·et colonnes . 

Valeur:; propres etpo';'fcentage d'inertie correspondant : 

v.1le111s pi. 
Valeur 
% d1inertie 
% cumulé 

0.0463 
75% 
75% 

2 
0.0157 

25% 
100% 

} 

Valores propi~s, que definen a los vectores propios que · 
generan la base para el nuevo s1slema de referencia: tos 
ejes t&Ctorleles. sokJciáo 8' problema de maxirrwztlción. 

Traz .. o.o46ot0.0151 • 0.062 
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p¡.ofiis ligoes ~les axes f9;ctcriels : 

} Poids 
03042 
03107 
0.3851 

' Ps:o 

lnertie 
o.m17.. 
0.0305 
0.0193 

' 0.062 

lnertie norm.ée 
0.1892 
0.4912 
03196 

-00630 
0.3094 
-0.1999 

' proyección eje 1 

0.1861 
-0.0490 
-0.1075 

' proveccb!ln ele 2 

Inercia (Tumo 1) • 0.3042'(·0.0630)~0 .3042'(0.1861)2 
• o~iiffi427 . • ····-¡¡;-· 
prin1oertumo 
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Com~cisa~tes des profils .colonnBs sur les axes factoriels : 

} Poids lnertie lnertie normé• 1 2 Componentes de los perile: 
. A 0.2395 0.0117• 0.1883 0.0317 ·0.2186 por columna: Tipo de dofectt ·. 8 . 0.2233 0.0250 0.4023 0.3280 0.0650 
e . 0.4142 0.0058 0.0929 -0.0765 0 .0698 

.o 0.1230 00196 0.3165 -03596 0 .0052 ., ., ., ., ., ., 
. PerN colurrina Peso n ni;:> lnertle1traza proyecciOn eje 1 proveccié.n eie 2 

·co1111lhntlons <i'ls ll~nes 
,mx ine11ies ,1ssod8es ,1101. .. uces f .. 1ctolicls 
______ ., '2 

1 0.0260 : 0.6698 
Con lnbuciones matl1tas de los petfde; 

renglón a la inercia que recoge cada eje 

2 cf64 í9 o.0474 
3 0.3321 0.2828 

Cont1ib111ions des colc.>nne,; 
,1ux ineltles .. 1ss.ocfées .. 111x .. 1xes f .. 'lcto1iels 

1 2 
A 0.0052 0.7274 
8 0.5186 00599 
e o.os23 0.2124 
o 0 .4240 0.0002 

} 
Cosinus c,111és des .. 1n9le-s } 

eles vacteu1s-lhrnes .. 1vec les .. 1xes 

------~1 2 

~ ~~~~~ · ·g:~~~-·· 
3 0.7756 0.2244 
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Contnbuc)Ón ab:roklta • o 3042. 'º 063,2 • o ;~~~. 1 "< o 0463 .t. 

Contribuciones relafvas de los iterftles 
columna a la lnon:la 111"' recoge cada 
eje 

primertJmo 

Cormbución absoluta ·· 2 . 
• 0.2395'(·0.21861 .·iiñl 

< 0.0157 ·; -

OeleciD A 

Cosenos al cUadrado: correlaciones al 
cuadrado do los p•rfihls "ngl6n con respecto a 
cada eje 
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' 
1 

1 
-~-"'-'-+------•J• 1 
Pn>Y1 G 
. •Je 1 , 

.2 d
2
•a, Tumo 11 

Cos e2 • 
2 

Coslnus ·c.111és des .rn9les 
deS 'vectems • ."c,Olonnes ·,lvoc les axes 

1 2 
A · 0 .0205 0.9795 
B 0.9622 0.0378 
e o.4202 o.5798 
D 0.9998 0.0002 

d tG, Tumo1) 

} 

: ,_ ,~;. 

2 
-0.0630 

2 2 •Q ... !~!' 
• 0 .063 + 0.1861 • 

correlación con ol 

2 
0.1861 

--2---2- •O,~~? · 
• 0 .063 + 0.1861 • 

cone~ión con f-1 
sequndo ele p,;nier tumo 

Co::;coos al cuadr.tdo: condaciones al 
cuadrado dt los pertln por coJumna con 
respecto a cada eje 
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Anexo 6. Base de datos y 
tres factores : Sexo, sentencia, y 

s8xo :. · lentancl Cargo 
HOMBRE SI OAN_IMP 
HOMBRE SI ROB0<10000 
HOMBRE SI DES_PUB 
HOMBRE SI NARCOT 
HOMBRE SI OTROS 
MUJER SI DAfUMP 
MUJER SI ROB0<10000 
MUJER SI DES_PUB 
MUJER SI NARCOT 
MUJER SI OTROS 

HOMBRE NO DAlii_IMP 
HOMBRE NO ROB0<10000 
HOMBRE NO DES_PUB 
HOMBRE NO NARCOT 
HOMBRE NO OTROS 
MUJER NO DAÑ_IMP 
MUJER NO ROB0<10000 
MUJER NO DES_PUB 
MUJE:R NO NARCOT 
MUJE:R NO OTROS 

~recuencla 

8 
11 
5 
7 
12 
5 
15 
3 
1 
6 

105 
32 
11 
23 
37 
32 
57 
6 
2 
25 

XLSTAT. Analyse fadorielle - Correspondances Mu!Hp¡e. / Début le 03/0212003 é 09:43:02 a.m. 
Plage de données: classeur = Libro2 / feuil1e • Hoja1 / plage • Hoja1 l$A$2:SC$21 
Variables 1upplémentaires : O · 
Observations supplémentaires : O 

Tableau de Burt: 

HOMBRE MWER SI 
HOMBRE 251 o "" 11J 13 
MU.ER o 152 JO 122 J7 72 • 
SI 43 JO n · a·.; 1J 26 
NO 208 122 · O J30 1J7 ... 17 25 
DAÑ_IMP 11J J7 1J 137 150 o o 
ROS0<1CXKIO 43 n 26 •• o 115 o 
DES_PUB 18 • 17 o o 25 
NARCOT JO 25 o JJ 
o mes "" 31 19 82 

Vaieurs propres et coordonnées des caMgones sur les axes c:orrespondants : 

Valeurs er. 1 . 2 J 4 5 6 
Valeur 0.4626 0.3858 0.3333 0.3333 0.2745 0.2105 
% devsri. 23% 19% 17% 17% 14% 11% 
%cumu~ 23% 42% 59% 76% 89% 100% 
Catégorles 1 2 J 5 
HOMBRE -0.6075 0.1969 0.0000 º·ºººº 0.1378 
MUJER 1.0032 -0.3251 o.aoco 0.0000 -0.2275 
SI 0.6917 1.4i04 0.0000 0.0000 1.3466 
NO ·0.1530 -0.3253 0.0000 0.0000 -0.2979 
DAÑ_IMP -0.7480 -0.6449 0 . 31 ~4 -0. 1023 0.6097 
ROB0<100< 1.1321 -0.3125 -O 3063 -0.6238 0.0963 
DES_PUB 0.2312 1.6407 3.2181 -0A996 ·1.3283 
NARCOT ·1 .0558 1.6479 ·1 .7698 ·l . J~28 ·1.1625 
OTPOS 0.1 385 0.4660 -0.•3C6 1.3605 -0.3870 
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Anexo 7.Base de datos para 1ils_'. tlores deJris. Resultados del AFCM. 
Capitulo IIl · · · ·_ ., ·, ... '' 

....... -- -- · .. · -: · ~:· 
~ ...... - ...... ~· 
!=: :! l! .. :; : .; ·· : : . 

·,._ ····-··-·-····,._ ····-

·-·· ·-

·-~-· .. ..,. .... ··.. _ 
·.. _ .. _ 
-~··--.. __ 
~-
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• , " .• u 1 • t 
" 1• IJ 1 1 

• 1• IJ ' ' 
" •• u • • ,. u 

t H• U 11 
16 u 

" 11 
.. 11 •• u 

.. .. .. .. 
" .. .. .. .. 
. 
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" .. 
u . .. .. 
" .. .. 
" 
" " .. .. 
.. .. . .. .. .. .. 
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" .. 
.. .. .. 

.. IJ . " 

.. 
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. .. 
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" .. ... .. .. 
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" ' 
" . .. 
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.: . .. 

" " .. 
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" .. 
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.. .. .. .. .. 
" .. .. 
" .. . 
" .. .. .. .. . .. .. 
.. .. 
.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 
:; . 
" .. .. 

.. .. .. 
" .. .. .. .. 
u .. .. .. .. .. ., .. .. ... .. .. .. ' :; ' · .. .. 
" ., .. .. .. .. .. 
" .. 
" .. .. .. 
" 
.. . 
.. .. 
" " 
" . 
' 
" .. ,, .. . 
" .. .. .. 
" .. 
1.1 1 

11 · : .. 
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' .. 

. . . . . . . . 
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. 
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Tabla 1. Matriz de Burt. 

Hombro Mul!!r Sollero Casado Viudo PRI PAN PRO 
Hombfe (] 3 1 1 2 1 2 
Mujer o 2 2 1 2 3 o 
Solloro 3 2 o n 2 3 o 
casado 1 2 " :1 o 2 o , 
Viudo 1 1 " () o 1 1 
PRI 2 2 2 2 o () 

PAN 1 3 3 o , o ·1 
PRO 2 o o 1 , o 
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2;: Ronald Christensen, Log-Linear Models, Springer-Verlag, New York, USA, 1990. 
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