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Introduccion

Estas notas son una primera versién escrita del curso de Variable Complecja I que
imparte el Dr. Santiago Lépez de Medrano en la Facultad de Ciencias de la UNAM. Se
trata de un enfoque que pone especial énfasis en el anédlisis geométrico de los distintos
conceptos y resultados de las funciones de variable compleja, con la intencién de que el
alumno pueda interpretarlos intuitivamente y compararlos recurrentemente con el caso
de funciones de variable real. El objetivo de este trabajo es proporcionar a los estudiantes
de las carreras de matemaéticas, fisica, actuarfa y ciencias de la computacién un material
de apoyo a su participacién en el propio curso, aunque creemos que serd de utilidad en
seneral para todos aquellos que quieran acercarse al estudio de las funciones de variable
compleja. Se presupone que los alumnos han tomado las enatro asignaturas de Cédleulo
Diferencial e Integral que forman parte del tronco comin de dichas carreras.

No obstante que esta primera versién escrita trata de reunir las ideas surgidas durante
virios semestres, hay dos cosas que son indudables: una, que dificilmente puede recogerse
en un papel ¢l mundo de ideas que afloran en los cursos de Santiago. La otra, que
naturalmente que este material habrd de verse enriquecido al calor de las discusiones de
los nuevos grupos en que sea expucsto. En todo caso, nos daremos por bien servidos si
logramos contribuir con este trabajo a que esto suceda.

En el curso de Variable Compleja I, con la introduccién de nuevos conceptos y resulta-
dos podrén verse desde otra Sptica muchas de las ideas que aqui se plantcan, aborddndose
entonces nuevas versiones de varios resultados que aqui aparecen. Diversas aplicaciones en
Fisica y Matemdticas dan cuenta de la importancia de toda esta problemadtica (Mecdnica
de Fluidos, Fractales, etc).

La cstructura del trabajo es a grandes rasgos la siguiente. Dentro del primer capf-
tulo abordamos el origen histérico de los mimeros complejos, de ¢dmo fue la ciibica la
responsable de ello con su caso irreducible. Se define ¢l campo de los nimeros complejos
v se discute por qué no es un campo ordenado. Una recapitulacién de las propiedades
clementales. la interpretacién gecomeétrica de las operaciones y la representacién de € con
matrices. In la tercera seccién de este capitulo se analiza la imposibilidad de extender
el campo de los mimeros complejos a espacios de dimensién mayor que dos. kn general,

> observa que se trata de un campo realmente muy interesante ¢ importante, que mu-
chos problemas en R adquieren un mejor panorama vistos desde C. Que tal y como lo
expresd el matematico francés Jacques-Salomén Hadamard "...cl camino mds corto cnlre
dos resultados sobre los nimecros reales pasa frecuentemende por los complcjos”.

x..:
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Al final de este capitulo se demuestra de manera elemental el Teorema Fundamental
del Algebra. Una demostracién mds rigurosa puede eonsultarse en el Apéndice B.

En el Capitulo II se aborda ya e forma el estudio de las funciones de variable
compleja. Como indicdibamos mds arriba, éste estard afrar sado de principio a fin por
el andlis
rectas horizontales vy verticales, visién global sobre cémo es transformado todo el plano
por la funcidn, de si hay o'no conservacién de dangulos. simetrias, etc,

La primera parte estd dedicada al estudio de traslaciones, rotaciones, homotecias,
el grupo afin, las transformaciones de Mébius, la razén cruzada. Luego se examina de-
tenidamente la funcién z?, para pasar mas adelante a analizar los polinomios, su com-
portamiento cuando z tiende a infinito, ete. y las funciones racionales. Se trabaja con
la funcién de Zhukovsky, lo cual ayudard mas adelante a entender nuevas funciones que
pueden ser vistas como composiciones que la incluyen. Finalmente, concluimos el capftulo
con el estudio de las funciones exponencial ¥ logaritmo.

El Capitulo HI estd dedicado a entender el concepto de derivada, qué implicaciones
tiene que una funcién compleja sca derivable. Se da una breve interpretacién de ella desde
la éptica de la Mecdnica de Fluidos y en la segunda parte nos detenemos a analizar el
Teorema Complejo de la Funcién Inversa.

Para concluir esta primera parte del curso de Variable, se estudia en el Capftulo
IV la integral compleja y sus principales propiedades. Se discute una primera versién
del Teorma de Cauchy y también del Teorema del Residuo, para el cual se anexa, en cl
Apéndice D, una bonita demostracién de que toda funcién racional puede descomponerse
como la suma de fracciones parciales. Y ya para finalizar, estudiamos algunas integrales
reales de dificil solucién, aborddndolas con la herramicnta desarrollada.

Marzo de 2003

s geométrico: imdgenes directas e inversas de puntos. rectas, circulos, mallas de




Capitulo 1

Niumeros Complejos

1.1. La Inevitabilidad de los Niimeros Complejos

Hacia mediados del siglo X VI, aparecié una publicacién de Jerénimo Cardano (1501-
1576), Ars Magna, en la que se presenta una solucién de la ecuacién cibica.

En realidad hay una controversia sobre quién descubrié esta solucién. Cardano pre-
sioné a Niccolo Tartaglia (Niccolo Fontana de Brescia (1500-1557)) para que le revelara cl
método de solucién de la cibica que éste habfa encontrado. Tartaglia se lo dié pidiéndole
que guardara el secreto. Seglin Carl B. Boyer en su libro Historia de la Matemadtica (capi-
tulo XV), fue Scipione del Ferro (1465-1526) profesor de matematicas en Bolonia. una de
las més antiguas de las universidades medicvales y una escuela con una gran tradicién
matemética, quien descubriera la solucién pero que sélo revelarfa antes de su muerte a
uno de sus alumnos Antonio Maria Fior.

Alguna noticia sobre la existencia de una solucién algebraica de la ccuacién ciibica
debid filtrarse, al parecer, y Tartaglia nos dice que al tener conocimiento de la posibilidad
de resolverla, se le ocurrié dedicarse intensamente a descubrir el método por sf mismo. Ya
fuera independientemente o sobre la base de alguna sugerencia, lo cierto es que Tartaglia
consiguié aprender, hacia el ano 1541, a resolver ccuaciones ciibicas, Cuando se extendié
esta noticia, se organizé un desaffo matemaético entre Fior y Tartaglia".!

La ecuacién de segundo grado z?+pzr+¢ = 0 fue resuelta desde la antigitedad, cuya
solucién es conocida por la férmula = ~f =+ ﬁ —q.

Cuando el discriminante D = PT—q resultaba negativo, se decia que no habfa solucnén.
aparentemente no habfa razén para considerar a los nimeros complejos. Lo mteresante
estd en que fue la ecuacién cibica la que llevé a los matemédticos a comprender d‘lChOS
nimeros y que a raiz de la publicacién de Ars Magna se dio un gran avance en la
investigacién algebraica en distintas direcciones.

'Carl B. Boyer [1968). e e




El método de del Ferro-T: a.rtag]m-(‘ardxmo se expresa cn lérmmos modernos como
sigue: . .

Sea
4 brlter+d=0

se reduce la ecuacién general de ln c1ibica con un cambio de variable z:= £ — %, para

obtener la forma :z+p.7:+q—0dondep—r—!’§\q—2———+d
Sea p#0 H
vamos a considerar dos incdgnitas, s y [, tales que r=s + t, : s

susmulmos en la cibica y dcsm'rollamoa

s+ +ps+t)+qg=0,

S+ 35U+ 32+ 2 4 ps+pl +¢g=0, : ! ; -

Observamos que si s +1* = —q y 35/ = —p (o bien st = —§) entonces tendriamos
que z serfa solucién. ‘

Resolvemos el siguiente sistema:

dequdmos t en (2) y sustituimos en (1)
S 4 (—£) = —q.
33(s%)? .315"{/ -pt=0,

¥y si hacemos 57 = a ob(uncmon 3*a? + .5 04 — =0 : .
entonces lus soluciones para o 4+ gn — & = 0 y los posibles valor&s para s® son :
__4 @.r
a=-3 + Vo + 27

También se puede obtener una cuadrati ica en términos de y tendremos dos valores
posibles:

Por las condxcnones del sistemna’ tenernos que :

; 3
' : 2 ayd
o= (4 VERE) vi=(-1- VEE)
" Portanio RO




Cuando en la férmula el discriminante g; + *g resultaba negativo, ya no se podia
admitir que no hubiera solucién, porque una ecuacién ciibica siempre ticne al menos una
rafz real.

En el caso de tener tres rafces reales distintas la férmula conduce inevitablemente a
rafces cuadradas de mimeros negativos. Tartaglia lamé a este caso "irreducible", porque
no habfa método algebraico que lo resolviera. Cardano habia resuelto ccuaciones de se-
gundo grado con rafces complejas, pero las desprecié por "inttiles".®

"El primer trabajo que tomd seriamente a los mimeros complejos y logré la necesaria
reconciliacién fue Rafael Bombelli (1526-1572). Bombelli resolvié el dlgebra formal de
los nimeros complejos, con el particular objeto de reducir expresiones (a + b\/:_l.)gf ala
forma ¢ + dv/—1. Su método le permitié mostrar la realidad de algunas expresiones que
resultan de la férmula de Cardano. Por ejemplo:

La solucién de
= 15z + 4

z= (2+11v=D) + (2- 11v=T)
de acuerdo con la férmula. Por otro lado, por inspeccién directa podemos observar
que x = 4 es una solucién. Bombelli tuvo la corazonada que las dos partes de z en la
férmula de Cardano eran de la forma 2+ n+v/~1, 2— ny/—1, y encontré elevando al cubo

estas expresiones (usando (\/-—l )2 = —1) que verdaderamente
1
2+ 1V-T)* =2+ /=1
2-11v=1)} =2~ y=1

por esto la férmula de Cardano también da z =4 "3

es

Bombelli, aunque no comprendiera del todo los mimeros complejos, estaba poniendo
de manifiesto que para resolver problemas reales se necesitaba de una aritmética compleja.

Veamos cémo en el caso “irreducible” esto es més claro.

Si un polmom)o de tercer grado tiene tres rafces reales distintas entonces el discrimi-
nante 9-;- + & es negativo.

Si tenemos un polinomio con sus tres rafces reales distintas, la grafica serfa esencml-
mente asf:

?Morris Kline [1972]
3John Stillwell [1989)].
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Analicemos estecasoconp <0y g2 0:

f(@) =33 +pz+aq,

J'(z) = 32* +p,

J"(z) = 6z,

f(@)=0enz=—/-E yz=,/-F

La funcién alcanza un méximo local en & = — | /—g y un minimo localen z = \/:’{
. Cuando z se va a 0o , los valores de la funcién se van a oo y cuando T se va a —o0
entonces f(z) — =00, y si cumple que tiene sus tres rafees reales distintas entonces los
valores de la funcién en los puntos criticos. (f(—+/=25) ¥ f(1/—3}) ), tienen signo distinto:

J(=y/7B) = ~3p/TF+q >0, |
FCV/=8) =4p/=F+q¢<0 si gl < |3pv/=5
por tanto f(—/=5)( +/ —?,) es negativo, pero (Quién cs este producto?
F=VEDIVD = = 3pv/=la+ /=D = + 25 =
=22 (@) +(®)") <0

Por tanto an? . ’
(3) +(5) <0

Ejemplo con g > 0:

[ f -




Ahora si ¢ < 0, todo sigue 1g'ual si |q| < IsP\/ E| y tenemos nuevamente que cl
discriminante es negativo:

Ejernplo:

Si tuviéramos que |g| > |3p\/ |, donde ¢ > 0 o bien g < 0, entonces la grafica de
la cibica estd por arriba del eje X o por debajo segiin el valor de g y en ambos casos

existe una rafz real. Observemos cémo aquf el discriminante es posm\o
Por ejemplo:

73 -6 +25

s 28 o 28 s
.28 .
. -80

8 — 6z~ 25

10




Il

Si alguno de los valores de la funcién en los puntos criticos ( f ( \/ ) of ( V- ))
es cero entonces tendremos una ratz muluple : ;

Ahorasip>0: D : : :

f(z) =322 4p >0, tenemos una’ funcxdn crecxente, y de nueva cuenta tenemos sélo
una rafz real. PN

Ejemplo:
3 + 4z + 10
3 + 4z — 10
y
100
80

29 L]

Fi'rr;ln’l»r.r'xen_ték el casohf (z)= 8

b

11




Lo que tenemnos es que la 1inica posxblhdad para que tengamos tres soluc1ones dlstmtas

reales es cuando
16/Bir- \/§> <o.

Lo interesante para nosotros es que teniendo una ecuacién cubica. con coeficientes
reales p y ¢, con rafces reales y queremos resolverla, en algin momento tenemos que
pasar por C.

Se demuestra en la Teorfa de Galois sobre las ecuaciones algebraicas que este problema
no es exclusivo de la {érmula de del Ferro-Tartaglia-Cardano, sino algo maés intrfnseco:
cualquier procedimicento general para resolver la ecuacién de tercer grado usando, a partir
de los coeficientes, las operaciones de suma, resta, multiplicacién, divisién y extraccién
de rafces, debe pasar en el caso irreducible por los mimeros complejos.

.Se puede factorizar z* + a??

Otro ejemplo que muestra de nueva cuenta la necesidad de los mimeros complejos para
resolver problemas reales, es el trabajo que realizé6 Jean Bernoulli al integrar algunas
funciones racionales por el método de fracciones simples, llegando a preguntarse si se
podia expresar un polinomio de coeficientes reales como producto de factores de primer
y segundo grado con coeficientes reales.

Durante el siglo XVIII se segufa desarrollando la teorfa de los mimeros complejos
por diversos matemdticos. Leibniz y Jean Bernoulli encontraron muchas integrales de
funciones racionales por el método de fracciones simples.

"Bernoulli afirmé en las Acte Eruditorum de 1702 que la integral de cualquier funcién
racional no implicaba mas funciones trascendentes que las trigonométricas y la logarft-
mica.Como el denominador de una funcién racional es un polinomio en  de grado n, la
validez de esa afirmacién dependfa de si cualquier polinomio con coeficientes reales podia

12




expresarse como producto de factores de primer y segundo grado con coeficientes reales.
En su artfculo de las Acta de 1702, Leibniz opinaba que cllo no era posible y daba el
ejemplo x! + a*. Sefialaba que

= 4 tat = (22 —a‘\/—) (=% + a*
=(J:+a\/ )(;r—a\/—) (.L+a\/ )(J‘—a\/ )

y, segiin él, para ningin par de esos cuatro factores sc verificaba que su producto
fuese un factor cuadrético con coeficientes reales. Si hubiese sido capaz de expresar la rafz
cuadrada de /=1 y de —/—1 como mimeros complejos ordinarios, sc hubiese apercibido
de su error. Nicolaus Bernoulli (1687-1759), un sobrino de Jacques y Jean, indicé en las
Acta Eruditorum de 1719 que:

z4 + @t = (22 + a?)? — 2477 =(.t"’+\/-ar+a2)(z”—\/—az+a2)
de donde se sigue que la funcién -—;—-4- se puede integrar en términos de funciones
trigonométricas y de la logarftmica". a*

1.2. Recapitulacién de las propiedades elementales

‘Vamos a recordar ahora la construccién y las propiedades elernentales de los mimeros
“complejos.

1.'.2.1-. Campo “no ordenado”

Si considerarnos a R? y definimos para las parcjas ordenadas, = := (z,y), de nimeros
reales una multiplicacién:
2123 = (1, 11)(T2, ¥2) = (T1T2 — Y1y2, T1ys + T231)
y para la suma tenemos: ;
21+ 2= (z1,y1) + (22, 12) = (1 + T2, n +12) .
obtenemos que se cumple:
1.Ley asociativa: (zy + 22) + 23 = 2; + (22 + 23)
(2122)23 = z1(2223)
2.Ley conmutativa: z; + 23 = 29 + 3
12 = 29
. 3.Ley distributiva: z;(22 + z3) = 2129 + z12a
Existe el elemento cero como 0 := (0,0) y ¢l clemento unidad 1 := (1, 0), o

El inverso aditivo de z = (z,y), es —z := (—x,~y) y si 2 £ 0 tenemos eI mverso ’

multiplicativo

4 Morris Kline [1972].
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) g -z —y
SN N2t R+

A este campo se le llama el campo de los nimeros complejos y lo denotamos C
Si hacemos la corrcspondencm

z = (,0)
de .
] R—C .
vemos que €l campo de»léé reales; R, estd metido en C, porque se sigue cumpliendo
que : : :

: - (z,,O)(zg,O) (z122,0)
($].0)+(.’E2,0) = (.’B]+1‘2,0)

Lo que sta.mos haciendo es identificar el nimero real z con el nimero comple_]o (.7:, 0),
por esta. identificacién se dice que C es una extensién de R. Ahora definimos

: i:=(0,1)
. donde (0,1) € C, es claro que i*= (0,1)(0,1). -
unidad imaginaria de C. i :
Por tanto, todo mimero

.- este:nimero:i se:le llama

zi=(z,y) €C’
tiene una tnica representacién’.

@)= (@0 {.(0},,1)(5,.0)'. N

esto es

z+iy con. :r:,y € IR
Se le llama la parte real de z al valor

(Obsérvese que la parte lmagmarza de un numero compleJo es el numero real y y no
el imaginario yi.) S

El mimero z es real si Imz 0 y es lmagma.rlo puro si Rez = 0 . . i
En el campo de los mimeros comp]e,]os no hay un orden, es decxr, quc no hay un

o

4




orden compatible con las operaciones: (a > 0.3 >0=a+ 8 >0y af > 0). El orden
usual en los nimeros reales cumple con estas condiciones, pero no C, por tanto, no es
posible extender ese orden o construir ningin otro. El hecho fundamental es que tenemos
en C un niimero cuyo cuadrado es negativo (i2 = —1) lo cual no es compatible con la
existencia de 1'n tal orden. (El lector podr# fdcilmente convertir esta observacién en una
demostracién). Sin embargo C tiene muchas otras propiedades muy especiales, que no
tienen los campos ordenados.

1.2.2. Raiz cuadrada
/
Las rafces cuadradas de cualquier mimero complejo pueden obtenerse de manera di-
recta,

Sea w = a + {8 € C, queremos encontrar un z = z + iy tal que 22 = w, o sea que
(z + iy)? = @ + iB, lo que equivale a 2% — y? + i2zy = a + i,
Esto nos da un sistema de ecuaciones a resolver:

-y’ = a
2ry = 8

Este puede resolverse directamente despejando y de la segunda ecuacién y subst.\-
tuyendo en la primera. Otra forma de haccrlo es Lomo smue
Observemos que (22 +32)% = (z? — y?)? + 42%? = a? + 2.

Por.tanto:
2?2+ = Ja?+ 5

Luego 22 = —3? + o2 + B2 = a — 22 + /a2 + 5,

2o Ot a?+ 8’
-T2
Como y? = z2? — q,

= —a++ai+ F
—_—s

Para encontrar = y y basta tomar otra vez rafces cuadradas. No hay ningin problema

en el procedimiento porque todos los mimeros a los que hay quc extraer rafz cuadrada
son reales no negativos.

Est4 claro que no podemos tomar arbitrariamente las diversas combinaciones'de las
rafces cuadradas de las expresiones anteriores, porque se debe cumplir que el producto




ry tenga el signo de 83, ddndonos iinicamente dos rafces slmétnca.s, es decir, 2y —z (y
no cualro, lo cual serfa muy extrano).

Tomando ese cuidado, la solucién general se puede escribir asf:
B = & (\/a+\/;7+52+i% —o+\éE?-|B°) SiB#0

Vio=*\asia>0yB=0
Vw==%i/“asia<0y =0

No sélo podemos obtener rafces cuadradas, sino también resolver cualquier ecuacién

de segundo grado con coeficientes complejos: Si tuviéramos un polmomlo cuadrm uo

2?2+ cz+d € C, y lo transformamos completando el cuadrado en (z + 3 c) +d— - 2,

es fécil ver cémo mediante €l cdlculo de la rafz cuadrada se determinan los ceros de esl(.

polinomio. Entonces, por la férmula usual, vemos que todo polinomio de grado 2 con
cocficientes complejos tiene raices complejas.

1.2.3. Representacién geométrica

El hecho de poder identificar & C con R? es muy importante porque nos permitird
hacer mucho andlisis ¥y mucha geometria. ]l mimero complejo z = r 4+ iy se interpreta
grométricamente (diagrama de Argand 6 plano-z) como el punto (. y) en el pluno Y.

Dos niimeros complejos son iguales si sus respectivas partes reales ¢ 1magmur1&s son

iguales, de modo que sus puntos representativos en el plano coinciden.

124 Conjugacién

. La conjugacién compleja es la transformacién que manda z =z 4 iy en T = —~ iy.
" Geométricamente tenemos una reflexién con respecto al eje real.

16



Siz —~z+iy entonces 2% = 22 +y?, y como este valor es no negativo, podemo> sacarle

rafz cuadrada, Asf, se define el médulo o valor ‘absoluito de cualquier numero complejo
como:

|z] = /x4 y2 € RYU {0}

Y es igual a la distancia del punto z al origen del plano zy. o
Propiedades del médulo: ! ‘

a) |z} 2 0; 51 |z] = O entonces z =0 |
b) 23 = |z}
¢) |Z] = |z}
d) |—=z| =
e) |z = |z} |w] .
f) Si w # 0 entonces | = =
g) IRez| < |3}
[Imz] < |z|

h) Jz+w| < |2] + |w| (D(}al"‘llﬂ]dﬂd del tridngulo)
= # 0. observemos que 37! = 35, Lucgo 3! estd en la misma direccién que = con

médulo +.

En particular, z~! =3 sijz] =1,

Y algunas de las propiedades de la con_)ugnuén son:
a) ._+u'— 4w

b) (=3) = -=

)W =W

d) Si w;é0=>(§=

e

) I ==
f) z+Z=2Rez
z:—T=2ilm:z

Las propiedades a) v ¢) de la conjugncién nos expresan que ésta cs un aulomorfismo
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del campo de los complejos, es decir, una transformacién invertible del campo C.en
si mismo que preserva todas las operaciones. En otras palabras, es una simetrfa de la
estructura algebraica de C y se deriva del hecho de que i y ~i , ambas rafces del polmomlo
x? 4+ 1, tienen exactamente las mismas propiedades.

Para un complejo z distinto de 0 , el dngulo ¢ medido de la parte positiva del eje
real al radio vector determinado por z es llamado el argumento de = y es denotado por
arg z.

y .
3
2
o [:]
- 2 L] 2 “

-2

De donde se satisface que:
* tanf =Y cosf = _[, senf =
Se consxdem orientacién posmva del dngulo la xenalnda por la ﬂcchu (scmldo lev
giro). 5

El dngulo que satisaface las relaciones anteriores. queda um\'ocamcme dcﬁmdo salvo
por un miltiplo de 27

De modo que siempre es posible expresar un mimero complcjo distinto dé cero en
forma polar: '

= |z] (cos 6 + isend)

Més adelante veremos que esta expresién nos ayuda a visualizar geométricamente la
multiplicacién de complejos, pero analicemos un poco la forma polar (trigonomeétrica).
En primer lugar si z = 0 el médulo es 0, mientras que el argumento carece de sentido,
podemos darle el valor que queramos. En segundo lugar si = # 0 el argumento de = no esté
tan bienr definido, sin embargo ya no tenemos tantas opciones. @ = arg z es un conjunto,
una coleccién de niimeros, es una clase de equivalencia médulo 27, es un nimero tal que
si le sumo 27 es el mismo, no cambia.

Escoger # dentro de ciertos lfmites a veces es conveniente, por ejemplo si z % 0 existe
uno, sélo uno de los valores del argumento para cl rango comprendido entre —w y 7, a
este valor sc le denomina valor principal del argumento, algunos libros lo denotan 0 =Arg

5Sentido contrario a las manecillas del reloj.
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Pero también existen desventajas, por ejemplo:

si =% < @ £ 7 y a cada niimero complejo # 0 le asociamos su. arg‘umento tendriamos Vo

una discontinuidad en el argumento.
Si tomédramos una sucesién en el semiplano inferior que conver_]a a.l 1, por ejemplo

los argumentos van decreciendo tendiendo a —m, aunque arg(— 1) Toiint o
y 287
.
B !
1284
!
28 - 'o 128 s -,
H L]
A7

Eso sucederfa con cualquier punto en ¢l ¢je real negativo, por lo que la funcién arg =
es discontinua en todo el intervalo (—oc.0). .

Para visualizar la discontinuidad de salto. grafiquemos {(t,arg(t)) : ¢ € R}, con-
siderando que z(!) = cos 27t + isen2x! (es decir. gue al variar la ¢ en intervalos unitarios
le damos la vuelta completa a una circunferencia ¥ vamos tomando el argumento en cada

punto del recorrido).

procet)

Asf; todo mimero complejo tiene su médulo r = |z| y su argumento (médulo 27).

EJcmplo 1.11+4+i= \/_(cos +isenk)

1.2.5. Interpretacién geométrica de las operaciones

Suma

19
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Si representamos z; y z por vectores cn el plano complejo, la suma z; + 2z, y la resta

1 =~ 23 son, lo mismo que en R?. Las diagonales del paralclogramo generado por 21 y 2a.

2,2z

Y también se cumple la desxgunldad del t tingulo

[z = lf«'zl)l =< |~1 + ~2| <i= 1|+ Jeof

* Multiplicacién : )
) 91 los mimeros complc_]os Yz ‘son expresado-_-. en coordenadas polares:

™ (c050| -+ lsrno,)
“1ro(cosOz +isenly) .

,'la multlpl)cncnén nos da

2122 =Py [(cos @ cos 02 - sen0lsen02) + i(send; cos 0, + senly cos 01)]
‘)'31'.'22' = . TiT2 [COS(G] + 02) + 1sen(01 + 02)]

yia divisién 1

iv‘ :—'=—[cos(01 0¢)+zse >(0 02)] " : rg;éo, o .

9

- 5C; mulllphcan sus, médulos yse’:
os médu]os y sc restan’los’ argumentos.




multiplicacién

En particular si la multlphcaclén de z; es con un z; cuyo médulo es 1, tenemos una-

rotac:én del vector zy alrededor del origen en sentido levégiro de un zingulo 0a.

E_|emplo 1.2 El producto zi = (z + 2y)1 =zi—y=-y+ic
arg(zi) = argz +argi =argz+ §
"z = |2l = IZI 1=z

Dados los plmtos 0, 1 z1,22, construnmbé un tnéngulo con vérhces 0, 1 y |




L 7/
v////-//

Y luego por semejanza construimos otro tridngulo obteniendo el punto 2122

22,

multiplicacién

El tridngulo con vértices 0, 1, 2; es semejante al trié.ng'ulo con vértices 0, ég, 21294
Tenemos que a = arg(2;2p) — arg(2,) es igual al o = argzy y sus lndos adyacentes :

son proporc:onal&s
Isyf _ jsisal

B fxal *

1.2.6. Representacién de C con matrices

Cada nimero complejo lo podemos pensar como una transformacién del plano: Es
una transformacién lineal y como tal le podemos asociar una matriz, sea a = a + ib-
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entonces ) )
a-(z,y) = (a +ib)(z + iy) = (ax — by.ay + br) =7, ( '; ) .
Donde M, = ¢ =%
b a :
Asi, a cada complejo a’ ]e haccmm corr(-spmuln una matriz A,
a=a+zb—v)\l (Z _b)
a

.Y todas las dperacion&s con complejos corresponden a-operaciones con matrices:
Moig = Ma -+ Mg :

‘Ma.g = MsMg

- ' a b

A/la= ( —b a )
lof? = det | &

Dicho de otra manera, podemos establecer una correspondencia entre los mimeros
complejos y las transformaciones del plano: para un algebrista los complejos son un
conjunto con ciertas operaciones, etc., ¥ para un gedmetra seran transformaciones del
plano. Asf, tenemos otra representacién de los mimeros complejos en términos de objetos
més familiares como las matrices.

1.2.7. Férmula de De Moivre

Observemos que z2 =

De modo que

= zz es el mimero quo tiene por médulo |z|? y argumento 20,

2?2 = |:| ((us ,.0 + isen20)
Y en general sine'N k N

= |2|" (cosnd +isen n0)
para |z} = 1, obtenemos (cosO + isenf)" = (cosnl +isen nG) que.es la Fdrmula de -
- “De Moivre. : : e

Se puede ver que si el exponente es entcro, no hay problema pues z =1 y‘sx’es
negativo 2~1 = |z}~ (cos(—0) + isen(—0)) ’

A partir de la Férmula de De Mourrc se pueden deducir dwerbas 1denudades tngonométr)-
cas, como por ejemplo cos 37 = cos® ¢ — 3cus osen?e,

1.2.8. Raices




Si existe un nimero 5 € C tal que § =z (n e N), se dlce que § es una rafz enéslmﬂ
dez, €= zE W .
Siz=0, setlenequeg—o

Si z # 0, tenemos: : : :
sean z = r(cosyp + zsenzp) y £= s(c050 + 18&710) entonces resolvnendo esla ecuacién:

s" (cos‘nO + 1sen n0) =’:7'(cqs [ +.1§emp) g

se tiene:

SN

§=
g =8
S n

§=r'vl- (cos(‘P+——> n(£+2—kz>)
- n . n S
" donde k es un entero y toma los valores 0, 1 2 .;n—1 para tener soluciones distintas.
Un caso importante es cuando z = 1; que son las rafces enésimas de la unidad

[ (2k'.r) . (2k7r) }
wy = |cos | — ) +isen | —
n n

Todos los valores de § = 2% se pueden obtener a partir de ]a:. rafces enésimas de la
unidad, multiplicdndolas por la rafz obtenida para k = 0 , § = rn (cos (2) +isen (f)) '
es decir, wy donde k =0,1,..,n—1. :

Veamos un 'ejemplo, paran=4:

Ejemplo 1.3 Calculemos las rafces cuartas de la unidad o
2z = cos(£ + =) 4 1sen(2 + 2"") = cos(4F) +isen(sF) - k=0,1,2,3
2y = 1 -
29 = i
2y =—1
z4=—1 ‘ :
Las cuatro rafces se encuentran a lo largo 'del ctreulo ¢ igualmente espaciadas




Geométricamente las n rafces de cualquier mimero complejo distinto de cero, son los
vértices de un poligono regular con n lados.

1.3. Importancia y Singularidad de los Niimeros Com-
plejos

Hemos visto hasta ahora que los mimeros corplejos son un campo, que lo obtuvimos
extendiendo el de los nimeros reales. Tenemnos pares ordenados con un producto bien
definido y todo funciona muy hien. Pero una pregunta interesante seria ; Podrémos hacer
lo mismo con ternas o cuartetas?

No, no se puede. Esta conclusién a la que se Hego a comienzos del siglo XIX, fue
el resultado de rnuchos intentos por construir extensiones que cumplieran con todas las
propiedades de campo. Sin embargo ¢l matemadtico irlandés William R. Hamilton (1805-
1865) a mediados siglo XIX encontré una forma de multiplicar cuartetas pero resulté no
ser campo. El anillo de los cuaternios ha dado impulso al desarrollo del dlgebra de vectores
(estudio de la mécanica y de la fisica). pero no ha llegado a tener la importancia de los
nimeros complejos. Actualmente su interés primario es el de ser un ejemplo histérico
importante, aunque aiin desempena un papel relevante en geometria y en la teorfa de
mimeros.

1.3.1. El caso de R?

Veamos como, ya para R*, no es posible obtener un campo.

Supongamos que si existe una estruct ura de campo en B, entonces existe un elemento
unidad 1 # 0. Esto implica que tenemos los nimeros reales como subcampo, a saber. ol
de todos los miltiplos escalares del 1.




Consideremos un elemento u € R*u ¢ R . Si u est4 en R? también estdn u® y
u®, y el conjunto {1,u,u?,u%} constarfa de cuatro vectores de R? que tendrfan que ser
linealmente dependientes. Es decir, se cumple una relacién au® + bu? + cu +d = 0 con
a,b,e,d € R no todos nulos.

Si a no es cero, ésta es una ecuacién de tercer grado. Pero sabemos que todo polinomio
de tercer grado con coeficientes reales tiene por lo menos una rafz real. Si 7y es una
soluciodn real de nuestra ecuacién, la podemos factorizar de la forma

(u— zo)(a'u? + b'u+ ) =0

Asf u debe satisfacer la ecuacién de segundo grado. Si a fuera cero, nuestra ecuacién
scré de entrada de segundo grado (no puede ser de primer grado, porque u no estd cn
R). En cualquier caso podemos resolver la cuadrdtrica de la manera usual:

Simplificando a’u? + b'u4+c = 0 en u? + Bu+ C = 0 y completando cuadrados
tenemos:

(s 8)" = 12— g= 20
Afirmamos que ——32;“(" debe ser negativo, porque si es mayor o igual que cero, ten-
drfamos dos soluciones reales u;, u2, posiblemente iguales y habria entonces tres soluciones
de una ecuacién cuadrética: las dos anteriores y u, y esto no puede pasar en un campo.

Si £254€ < 0 entonces existe un nimero cuyo cuadrado es un real negativo:

2 +8\2
(ut )" ==t = (222)" =
Esto quiere decir dos cosas: la primera que nuestro campo contiene a i, por tanto,

contiene una copia de C; la segunda, que u estd contenido en esta copia de C . Pero esto
implica que todos los elementos de R? estén contenidos en un plano, lo cual es absurdo.
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En realidad no es posible extender a mas dimensiones finitas ¢l campo de los mimeros
complejos.

Decir que no hay extensién significa afirmar que el campo es algebrdicamente cerrado,
y asi, C es algebraicamente cerrado (Todo polinomio complejo no constante tiene una
rafz complgja).

1.3.2. Los cuaternios

Sea Q el conjunto de todos los simbolos g + ayi + ayf + azh donde todos los nimeros
Qq.01,09.03 € R,

Convenimos en gue dos de tales sitnbolos ¢
xo= g+ ogi+ g + azk
y= 30+ 3,0+ 3yj+ 34k
son iguales siy sélosing= 3, parn 1 =0.1.2,3
Se define la suma y el producto dé la signiente manera: .,y € Q
a)z+y=(ao+ 3) + {0, + 3 )7+(02+32)/+(c\|+3.,)k
Dcﬁmmos la tabla de multxplluxr

=—-1,2=—-1k= . .
Los puntos ijk reprewnlnn los corrcspondlentos (.umerno:s ik

. .
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El producto de dos cuaternios adyacentes es igual al tercero si para ir'del primero al
segundo en el figura, por el camino més corto, se hace en el mismo sentido de avance
de las agujas del reloj. Conocida la tabla de multiplicar de los cuaternios i, j, k se puede
efectuar el producto de dos cuaternios arbitrarios:

b) zy = (aofo — 018, — a2, — aafly) + (@B + 018y + @285 — aaBy) i+

+ (@03 — 013 + asfy + aafBy) J + (0oBs + 018 — a2fl) + aaBp) k

Es importante sefialar que la multiplicacién no es conmutativa.

Tenemos el elemento cero

0=040i+0j + 0k

y €l elemento unidad

1=140i+0j+ 0k

La parte real del cuaternio r = ag + i + a9j + azk,es ap y la parte vectorial es
a1 + azj + ozk.

Z = apg — a1i — azj — azk es el conjugado de z.

z+T =209 e R

zZ = o + o? + o + a a esta suma de cuadrados se le llama norma del cuaternio.

Puesto que el cuadrado de todo nimero real es no negativo, la norma de todo cuatermo
es también no negativa y es igual a cero sdlo para el cuaterno nulo.

También podemos conocer el inverso multiplicativo de z

Para todo z € Q distinto de cero existe su inverso dado por.

-1 T

F
= ey
z agtaitai+aj

Interpretacién geométrlca del producto de cuatermos puros’ ‘
q = z1i + Tof + T3k DTS
P=wi+yj+yk
gp = —I1Y) — oYz — TaYs + (Taya — Tay2) i + (zsyl - -"-‘lys)J + (Ilyz = Izyl) k.
si representamos a g, p como vectores en ]R - i SR
q = (3:1,12.1‘3)

= (Y1, Y2, ¥a).
El producto escalar g+ p = z;y; + Egyz + zay;, = —( -:l:lyl
y €l producto vectorial ¢ X p = S
T2 Y2 Ii+| Ty J+ T yl

Zs s zs s T2 (mzya I3y2)1+(1‘3y1 zxys)J+(Inyz-zzy1)k

Asf tenemos una interpretacién geométnca para cuatermos purosv que nos permlte
usar resultados del producto escalar y producto vectonal

R

2qp7=f T —{g-p+yg x\p”y.:.
Ejemplo 1.4 ;Cudntas rafces tiene la siguiente écudbidn’ ?

4+1=0
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se pueden encontrar rapidamente 6 raices ki, £j. :{:l\
sSerdn todus las soluciones?

Obscrvemos que 8i x = i + ayj + agk ticne norma 1,
?=-al—al—al= -’ = -1

- Toda lu esfera unitaria serfa solucion. es decir, ,tcncmos una mﬁmdud de soluc:dncs’

Otra dlgebra donde hay inverso multiplicativo es la de los niimeros de Cayley, pero
ya no hay més. De aquf la importancia del estudio del campo C.

1.3.8. Factorizacién de polinomios reales

Los mimeros complejos son rmuy iitiles, muchos problemas en R vistos en C adquieren
mejor panorama y se simplifica su solucién. Un ejemplo de esto es la factorizacién de
polinomios. En la busqueda de resolver integrales de funciones racionales, los mateméticos
nuevamente se enfrentaban con los mimeros complejos (ver parte uno de este capftulo).
La conclusién que m#s tarde expresaria un matemdtico francés, refleja muy bien este
fenémeno al decir, "El camino mds corto entre dos resultados sobre los nimeros reales
pasa frecuentemente por los complejos”.”

Para ver este gjemplo. consideremos un teorema muy importante, del que, a lo largo
de este curso vercmos varias demostraciones:

Teorema Fundamental del Algebra (TFA): Todo polinomio complejo no con-
stande tiene al menos una raiz compleju.

Como consecuencia del TFA, tenemos que todo polinomio complgjo de grado n, tiene
n y sélo n, rafces complejas z;. ...2, las cuales, sin embargo, no deben ser distintas todas.

6 Jacques-Salomon Hadamard(1865-1963). Matemdtico francés.,



Ademés lo podemos representar como producto de.n factores lineales F(z ) cay(z—
)2 z2)e(2 — 2n). SO

Ejemplo 1.5 2% — 324+ 72— 1322 4+122 -4 = (z —1)3(z?+4) =0
tiene cinco rafces de los cuales, sin embargo, sola.mcnte tres son d:fennlcs: do
2y=zp=2g=1,24 =21 y25 = -2

Ahora, si todos los coeficientes del polinomio P(z) = a.,."" + apc1z"Th + . +.ag'son
realesy a € C esrafz entonces @ € C también es rafz, esto se desprende de las reglas de
operaciones con nimeros complejos: I PR

Ple) =an0" +as 10" 1+ ...+ =0 : i

0=0=P(a) = gra" +m‘"‘+ .43y = a,.a +a,, ST-3 l+,' +ao

P(a) .

Teorema 1.1 Todo polinomio con coeficientes reales se puede factanzar coma producto .
de polinomios de grado uno o dos con coeficientes reales, .

Demostracion P(z) = g,2" + ap12™ ' + ... + a0
Por el TFA:

P(z) = an(2 — z1)...(z2 — z,).

Supongamos que z)...2x son las rafces reales.

Sii >k, como 2; es ral‘z entonces también 37

¥y (2= 2) (s = F) = 22 — (z + W)z + (27) = 2 — 22Rez + |al°

donde 2Re z., [=]* € IR

por tanto 2?2 - 22Re z; + |z‘| esun polinomio de grado 2 en = con cocficientes reales.
P(z) = ay(z - 7). _(Z—ZA)I—I(t. -z2Rez.¢+Iq| ), donde v = 3£
obteniendo asf k factores lme&les y 25% factores cuadriticos.v’

Ejercicio 1.1 Factorizar ¢ + a*

1.4. Teorema Fundamental del Algebra

1.4.1. Prefiguracién de algunas ideas sobre las transformaciones
complejas

La posibilidad de visualizar geométricamente a los nmimeros complejos en el plano,

nos permitird comprender més a las funciones complejas y usar todo lo que ya sabemos

para R? (conjuntos abiertos, cerrados, compactos, conexos, sucesiones convergentes, etc. )

Una funcién compleja de variable compleja estard definida en un subconjunto abierto
contenido en C y la imagen estard en C.
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Nuestro problema serd ver qué sucede con puntos, lineas, circulos, etc., en qué se
transforman, cud! es su imagen, es decir, queremos saber cérmo se transforma cl plano
complejo.

Es usual denotar al plano donde estd el punto = {Dominio) como plano z y al plano
donde estd la imagen w = f(z). el plano w.

En el capftulo 11, ampliaremos el estudio de las transformaciones del plano complejo.
Por el momento veamos sélo algunas de cllas.

Sea f:C—C,aeC

[f(z) = a, todo el plano va a un punto.

f(z) = z, el plano se queda igual

f(z) = =, el plano se refleja con respecto al gje real

f(2) = 2z + a, el plano se traslada, sin girar. El origen va al punto a.

Recordemos que el producto de dos niimeros complejos es un niimero complejo con
médulo igual al producto de los médulos y su argumento es la suma de los argumentos
de los factores. Consideremos a # 0

Jf(z2) = az, cualguier vector z, gira un dngulo ignal al arga y se agranda (o se achica)
el médulo de = un factor |a}. Todo el plano gira y se expande (o contrac).

J(z) =2y

w=0siz=

si z # 0, escribimos a z en forma polar z = r(cus@ + isend) y ¢l punto imagen nos
queda w0 = r*(cos nd + isenn@). El médulo del veetor = se eleva a la potencia n y su

argumento se multiplica por n.
Si r > 0, un circulo de radio 7 (|z] = r) en el plano : se transforma en otro cfrculo de
radio ™ (jw} =r"). '
Si el médulo de z va creciendo entonces al elevarlo a la potencia n el médulo del
vector w, también ird creciendo.
Por ejemplo para n = 2:
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1.4.2. Demostracién elemental del Teorema Fundamental del
Algebra

Combinando estas funciones obtenemos otras que son muy importantes y que estudi-
aremos durante el curso, los polinomios.

p(2) = @pz® + an_12"" + ... + ap, a, #£0 (Polinomio complejo de grado )

La siguiente demostracién elemental se basa inicamente en las propiedades que cono-
cemos de los mimeros complejos y de los polinomios:

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental del Algebra)
Todo polinomio complejo no constante tiene al menos una rafz compleja.

Demostracién Consideremos un polinomio

p(2) = @nz™ + an1 3" + L+ ag, a, #0
... Supongamos que para todo z € C, p(z) #0

= '|p(2)] # 0 por tanto |p(z)| >0V: e C

" Empezaremos por un lema
. Lema:
" 8i p(z) es un polinomio no constante, entonces cuando |z| — oo, |p(z)| — oc.

Demostracién del lema:

Si escribimos p(z) como un producto, |p(z)| = |z|" |an + 2251 + ... + 2], vemos que el
primer factor tiende a oo, mientras que el segundo tiende a la constante |ay| # 0. Luego,
el producto tiende a co.

(Dejamos al lector como ejercicio dar una versién més precisa de la demostracién de
este lema: dado M > 0, encontrar R > 0 tal que |z| > R entonces |p(z)| > M).v

Regresando a la demostracién del TFA:

Si no existe un z con p(z) = 0, tratemos de ubicar un punto donde |p(z)| sea lo
menor posible. Si tomamos 7 = inf |p(2)| vamos a ver que existe algiin 2 € C tal que

|p(2)| = 7, es decir, que el infimo se a.lcanza dela deﬁmcndn de fnfimo tenemos que existe
una sucesién {z;} tal que |p(z)] — r.
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Si la sucesién z; convergiera a un punto zp tendriamos que |p(zo)| = lx'm ()] = r.

Lo mismo sucederfa si alguna subsucesién de {z;} convergiera a 2 ‘,Podrfa pasar, sin
embargo, que ninguna subsucesién de {z;} fuera convergente?

Esto sélo podrfa pasar si en toda bola con centro en el origen hubiera sélo un mimero
finito de puntos de la sucesién (por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, ver apéndice A).

Pero esto querrfa decir que z; — oc. lo cual es imposible ya que, por el lema, ten-
drfamos |p(z;}] — oo en contradiccién con el hecho de que |p(z;)| — 7.

Luego, tiene que existir alguna subsucesién convergente {:.,J} v 3, = Zo. ¥ |[p(20)] =
llm |p =, [ =7

.

p(zo) seria el punto més cercanoal oﬁgen de los que estdnen la imagen de p.(Naturalmente,
podrfa haber més de un punto a la dlstancm T del origen en la imagen de zp).
Por nuestra hipétesis, r > 0
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Veamos ahora qué sucede si consideramos lo puntos z en un pequeno cfrculo con -
» eniro zp :,Cémo se moverdn los puntos p(z) correspondientes?

Pongamos z = 20+ h, p(z) = an(z0 + )" + ... + aq

Desarrollando las potencias de los binomios y agrupando obtenemos

])(2) = bh" + ... + bih + by

Cuando i = 0, 2 = 25 y tenemos p(zg) = by. Y podemos escribir

p(z) = plzo) + h(bph™ ' + ... + b)) = p(za) + 1 -8

arg( p(z) — p(20)) = argh + arg 3

Suponiendo que b, # 0, al recorrer h un circulo de radio pequeio, arg h recorre todos
lom valores de 0 a 2. Mientras tanto, arg(f) se mantiene casi constante, cercano a arg(b,)
Isto significa que p(z) — p(z0) va a apuntar en todas direcciones, y en particular habrd
un valor de h tal que p(z) — p(2g) apunte hacia adentro del circulo de radio.r. '

2z ’ O
v e
P .
AT .
R Lo
D N D-r

Pero esto significa que lp(z)[ < |p(zg)} = 7, contradiciendo el hechio de que p(zo) era
¢l punto méds cercano al origen de los de la imagen de p. La tnica poslblhdad de evitar
esta contradiceién es que r sea igual a 0, es decir p(z) = 0.

Si b = 0 sélo hay que variar un poco el argumento.

Supongamos que b; = ... = b~y = 0.y que b 7 0. Entonces

p(2) — plz0) = WE(bah™ % 4 . 4 b)) = h¥ . 3,

arg(p(z) ~ p(zy)) = kargh + arg 3.

Al recorrer argh los valores de 0 a 27, kargh toma k veces todos los valores de 0 a
27, mientras que arg 3 varia sélo un poco alrededor de argb.. Nuevamente esto implica
que, para algiin valor de h. p(z) apunta hacia adentro del circulo de radio r, y por tanto, .
que |p(z)] < r, llegando nucvamente a la misma contradiccién. @&

Ejercicio 1.2 Concretar el arqumento anterior para ¢l caso de un polinomio de grado 3.

La dernostracién anterior se puede precisar con todo el rigor que ¢l lector cxua Vcr‘

apéndice B.




Capitulo

Transformaciones del Plano
Complejo

2.1. El Grupo Afin

2.1.1. Traslacién. Rotacién. Homotecia.

Sin duda la mejor opcién para comprender las funciones comp]qas es \erlas como
transformaciones del plano en el plano ’
Al plano més el “punto al oc®, se le llamu plmlo e\clendldo v se (lcnola por €=

T {0}, ; ; .
Y al plano menos el origen se denota asf C' : C\ {0}.
I'rabajaremos con funciones de C en C y anb)én

Traslacién

Sea b € C fija

fz)=z+b : :

Es una transformacién que a cada comple_]o z le” ‘asocia’'z 4 b por.lo quc ténemos una
funcién biyectiva que manda el plano comple_]o en sf mxsmo, tras]adzindolo Lodo un vector
b (el origen va a parar precisamente a b). - : .

CenC

Rotacién y Homotecia

a € C fijo

S(z)=az '

Si a =0, todo el plano se va al origen:

Sia#0: ; ‘

dado cualquier vector z, la funcién lo gira un éng;ulo igual al arga. thamos rot.ando
todo el plano, luego tendriamos que multiplicar el médulo de z por el médulo de a, es
decir. se expande (o contrace) el médulo de z un factor |al. A este movimiento de "zoom"sc
le llama homotecia.

35



Si |a| = 1, simplemente tenemos una rotacién de un Angulo arga, por ejemplo :

si a =i se gira todo ¢l plano

si a =1 el plano queda igual

si a = —1 el plano se gira ©

si @ = —i el plano sc gira 2=

Con la interpretacién geométricn de lns operaciones. se contribuyé micho a despren-
derse de ideas confusas sobre los mimeros complejos v ya no digamos de todo lo "miste-
rioso" que rodeaba al mimero i. Tenemnos quc ¢s un punto bien representado en ¢l plano
(0,1) y podrfamos todavia pensarlo mejor como una transformacién del plano en ¢l plano

"

(multiplicar por i es girar todo C un dngulo de .
Recordemos ahora algunas definiciones v un teorema.

Definicién 2.1 T: R? — R? ¢s lincal:
i) i T(u+v)=T(u)+ T(v) aditividad
i) si T(Au) = AT (u) A€ R  homogencidad ("sace escalares”)

Definicién 2.2 (Grupo de Transformaciones)
SiT\§€G,ToSeCG
S5iTeG T 'eCG
entonces GG s un grupo .

-

Teorema 2.1 I: R? — R? es lincal < 2 una matriz A de 222 tal ‘que (T) =
vi € R% ‘ :

A= (1@, 1) = (28] hE ).

Consideremos nuevamentc a € C
To:C—C
Ta(z) = az
Pero, ;Qué tipo de transformaciones tenemos?;,Qué propiedades geomémcas Llenexx"
Encontremos la matriz asociada a nuestra lmnaformacnén.
a = rcosf + irsenf
s =zx+41iy
Tro: R?2 — R? R
AL rcosf —rsend ) — ( cosll —send e s
rsenl rcosf senl) cos@ ‘
Esta transformacién lineal es una homotecia seguida de una romclén. Clammcnle si
r = 1, tenemos una rotacién de dngnlo # = arg{n) : B
. Qué mas podemos decir ?
El cero va a dar al cero. : JETIE
Para el caso r = 1 se conservan las distancias (1>0mctrfa dcl p]uno) y siur: # 1 se.
modifican, pero todas se modifican en la misma proporcién: '+ :
Se conservan los dngulos (dngulo orientado positivamente):
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<(z,w) = UTrp(2), Tro(w)).
Dsta prop)edad es muy importante. Porque cualquier lransfonnnmén en cl plano que
preserve los dngulos (transformaciones conformes) su matriz respecto a la base usual
‘tiene que ser de esa forma. Las [iguras geométricas en el plano (tridngulos; cireulos,etc)
sc transforman en otras semejantes.

C -linealidad

Observemnos que f(z) =az, a € C* cumple:

D f(a1+2)=f(z)+ f(z2) y

i) f(A) =Af(z)con A€ C, [ “saca cscalares complejos”

(i) y (ii) quiere decir que [ es C -linenl.

Las funciones C -lineales son también R- lincales, preservan énnulos (conformes) y
son invert ibles. -

Asf las cosas, la composicién de estas funciones (C -lineales) es conforme y la inversa
de f también, por tanto forman un grupo. Esto es importantc pues més adc]ame veremos
como esto nos ayudard a ahorrarnos muchos célculos.

Resumiendo lo visto anteriormente tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.2 Sea T : R? — R? lineal (R- lineal) distinta de la tmnsformaczdn cero
entonces las siguientas afirmaciones son equivalentes: R
i) T es C -lineal.
ii) T es mulliplicar por a € C*.
iii) La matriz de T respecto a la base usual es’ dc la forma
a -b &
b a 5
iv) T es una composicidn de una rolactdn y una homotecm
v) T preserva dngulos (orientados).

Demostracién




La equivalencia (u)#(m)@(w) ya esté cltu-a de la dxscusxén anterlor, asf como (u)=¢—(1)
y ()= (). , S :
(i)=(ii): ‘ i :
Si T es C-lineal entonces T(‘) = T(l).. = o.., (londe a= T(l) E C'
()=(i):

Sean €7 y €7 la base usua.l de R’ Como T preserva {mg;ulos entonces T(e,)J_ T(eg)

T

- Si T( er) = (a, b) emonces T(bz)
a =b

Por tanto T es C lmeal a

Obser\emos que la comugacxén comp]ejz\ no cu

1nv|erte éngulos, vsu matnz é (ll ] noes, de la

Tamblén podemos tener transformacxones lincales (R-lmeaks) qu

los, es decu', que no son conformes. Por eJemplo la que‘ em. como su matrlz ( 0 :‘:1~,.> .

2. : ;31 Grupo Afin
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Ahora si combinamos traslamén y rotacxdn con._homotecia obtenemos las funciones
mas genera]es de la forma

f(z)" = az+8
a € C, BeC

las que son funciones conformes y también forman un grupo, un g'rupn més grnn(lo
(el grupo afin). )
Si agregamos el infinito entonces f(cco) = oo, de aquf ol nombre de affn (al mflmlo) g
También observamos que son polinomios de grado uno: .
Aquf el cero no va a dar al cero. No se preservan las dlst.ancms Sm embargo se
modifican guardando una proporcién, o sea, |f(z1) — f(z2)| = |al |~, - zzl E
Nos preguntamos: ; P
:Qué libertad tenemos para mandar un punto en otro, con una transformaclc’m nffn
Podemos ver que con una traslacién T'(z) = z + (z, - zx) el punto 2y va al 2y

Es decir, dados 2, 2, siempre existe una traslacién 7' tal que T(z;) = 2.

Si damos ahora parejas de puntos (z),22) y (2}, %) , jexistird una traslacién T tal
que T(z;) = 21 y T(2;) = z5 ? Claramente no siempre serd posible, porque al pedir
la primera condicién, T(z;) = 2}, la traslacién queda totalmente determinada y ya no
tenemos libertad para hacer que cumpla la segunda. Podemos solamente intentar ver si
esta traslacién también ma.nda zp en 25 Si lo hace, bien; si no, el problema no tiene
solucién.

Podemos precxsa.r la condicién que nos garantice resolver el problema lainica traslncnén
T que manda z; en 2} es T(z) = =+ (2] ~ 21). Que ésta mande z3 en z5 quiere decu' que:

25 =T(22) = 20+ 3'1 -z

lo que equivale a zj — zp = 2] — z;. -

Geométricamente esto es obvxo para que una traslacnén lleve 2 en 2y y
necesario (y suficiente) que los vectores de z, a 2, y' de z} a 42 sean 1guales
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Si queremos mandar dos puntos en otros dos puntos dndos nec&mta.mos un grupo de
transformaciones mayor que el de las traslaciones. Veremos que qxempre lo podemos hacer
mediante transformaciones afines:

Queremos mandar una pareja de puntos dlstmtos en otra. ¢, Qué hbertad tenermos
para hacerlo? o .

{ l"l} - {~IV"2}

Podriamos primero trasladar todo el plano al origen (mandando el punt;o z al 0),
luego giramos y expandemos (o contraemos) y lucgo nos reg;resamos al punto z). i

2y
ll,
!
o) el

Sean
T(z) =z~ z,
S(z) = azcona =223,
R(z) =z + 2. ‘ .
Componiendo ¢(z) = R(S(T(z))) = (a(.. —z)))+z 2= ?—::-7 + ﬂ;’%ﬁ]"z =az+p

Tnmbxén podemos encontrar ay 8 resolvlendo el siguiente sistema:
) =an+B8= z,

B s

afz— ~1) =zp— 2]

a = 2z
29— :l

L
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l I
22~ 212
B=2z —azn= ?‘

Pero otra manera més elegante de verlo, que incluso muestra la unicidad de la {rans-
formacién es primero mandar {z;,z2} en {0 1} y {z].2} en {0 1}, mediante las trans-

forméciones T3(z) = =5 y Ty(z) = ?'_ ;; :

22~ 21

*2; . . R A g ""i;,“' L

T S

[}

Entonces T' = T3 ! o 7} manda la pareja {z;, 23} en {2}, z}.

Si se tiene una transformacién S(z) = az + B que manda {0,1} en {0,1} ésta tiene
que ser la identidad, pues si S(0) = a0 + 8 = 0 = B = 0, entonces S(z) = az pero
S(1) =al =1= a =1, por tanto S(z) = z.

De aquf concluimos que 7'(2) es tnica en general, porque si hubicra dos transforma-
cioncs diferentes, componiéndolas con Ty ! y T habria dos diferentes que mandan {0, 1}
en {0,1}. .

Conclusién 2.1 Eristc una tnica transformacion affn que manda una parcja de puntos
distintos en otra.

(Cuédndo podremos mandar una terna de puntos distintos en otra?
Ya tenemos la transformacién que manda una pareja en otra:
T manda {23, 23} en {z},24}.

tenemos que z; = 7'(z;), éste niimero tiene que ser igual a =/, si fueran iguales ya no
tendrfamos que pedir nada, pero resulta que no siempre ocurre, por lo que se necesita
pedir que sean iguales;
Por tanto tenemos:

Teorema 2.3 Ecziste una transformacion- affn, ‘que:manda =,: 22, 23 €N 1: 25,24 siy sdlo
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-~ -1 -~
23— 3y _ 3 — 2

- ! ]
.3~ =22 23— 2

Veamos cudl es la geometria del asunto:
Esta razén, £-=22, es un nimero complejo que caracteriza al tridngulo,’ el que nos va

a dar mformamdn de la proporcién de sus lados y cl dngulo entre ellos

Zz

) = arg(z) — z;) — arg(z3 — 22) 'qilé es el 4ngulo sefialado por la flecha

J—‘—;—:——:%I es la razén entre los lados adyacentes.

Entonces esta relacién

BT _H T

- B

quiere decir que los tridngulos formados por las ternas son semejantes, a su vez esto
quicre decir que la transformacién affn preserva la ruzén.

- Toda la geometria de semejanza se puede escribir en términos de complejos (geometrfa

affn)
(Ver apéndice C)
;Cuéndo tres puntos estén alineados?

Z3
2a -
Z
cuando el arg(—g—f';') =760
y esto ocurre cuando —3;} es un mimero real,

Asf toda transformacién affn manda puntos alineados en puntos alineados. .
;Cudndo un tridngulo es tridngulo rectdngulo?
cuando AR =irconr € R
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| ‘ 2, 2s

Otro ejemplo serfa la ecuacién de una recta,

T - 32 z — 2 ’ el 22
‘3“37€R©'3'=2 =2
o la ecuacién de un c[rculo
.-z
222 =1, es decir, [z ~ 29| = |23 — 2]

2.2. Transformaciones de Mobius

2.2.1. Inversién

f:C—C,
f(2) =
Icnemos que 0 va al oc y 0o va al 0.

A cada numcro complclo # 0 le corresponde su inverso:

JE)=t=z"=5

Esta transformuuc’m manda todo lo que est4 dentro del circulo unitario (|z| < 1) a
todo lo que estd fuera de €l (|f(z)| > 1) y viceversa.

Consideremos la circunferencia unitaria:

En geometria moderna se define la inversién como sigue: si dos puntos py p’ colineales
con el centro de la circunferencia de radio 1, cumplen con que el producto de sus distancias
al centro es igual uno, entonces p y p' son puntos inversos, (d(0,p)d(0,p’) = 1). Se
demuestra que la inversién tiene muchas propiedades muy interesantes, como por ejemplo,
la preservacién de los dngulos en magnitud, pero invierte su orientacién.

u t—
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Entonces la inversién de la geometria moderna se puede escribir en notacién compleja
como z — (1/Z). La inversién compleja seria la inversién usual seguida de la conjugacidn.
Observemnos cémo el reflejar con respecto al eje real, nos recupera la orientacién original
de los dngulos.

Las transformaciones que hemos visto (afines) mandan rectas en rectas y circulos en
circulos, a diferencia de f(z) = %, con la cual un circulo o una recta va a dar a un circulo
o una recta, es decir, no siempre circulos van a dar a circulos. Vedmoslo:

circulo:

I - ..()] =T.

=~ z20) (E— Zo) =71,
zE— 39— 20T+ 2050~ 72 = 0.
Hacemos b = —35, ¢ = 243y — r? y obtenemos una ecuacién gencral:

azz+bz +b3+c=0 uceRbeC
Aquf estdn todas las rectas y todos los circulos. (Ver Apéndice C)

Siae#0y bb — ac > 0 tenemos un circulo con.centro —ﬁ y radior = ﬁzf-r". .
Si a = 0 la ecuacién representa una recta cualquiera, bz + bZ+c=0.
f(2)=;=w,

a‘z+bz+bz+c—0
ail +bl+bl4c=0,
mvw+bw+bw+a—0,
a'wH+ Yw + 6T+ ¢ =0,
donde o’ = ¢,
Y =0,
c=a,

Entonces tenemos que:
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Un cfrculo que pasa por-el ongen (c = 0) va a una recta-U {oc} quc no pu.sa por cl
origen (a’' = 0), : .

-Un efrculo que no.pasa por el origen va a otro cfrculo que.na pasa por ¢l origen.
: Una recta que pasa por el orngen (ayc= 0), va a'una recta que también pusa por el

‘origen. : P

Una recta que no pasa por el orlgen (a = O c ;é 0), va a un circulo que pasa por el
origen. R :
‘Ahora si’ pensa.mos a una- recta como un c{rculo de radio oc entonces estarfamos
hablando sélo de ctrculos, por tanto con esta modalidad tendriamos que -

f (2) == % manda. “cfrculos” en “cfrculos”

Como transformacién % no estd definida en z = 0, pero no es muy diffcil cdrreg;ii‘ esta
situacién: si agregamos a C un punto al oo podemos definir f(0) = oc'y f(oc) = 0.
Veamos qué significa esto geométricamente. :

2.2.2. La esfera de Riemann

S = {{(z1,29,23) : 2} + £} + 2% = 1}

7:8-{(0,01)} —-C

A casi todo punto de la esfera le asociamos un punto en cl plano:

(z1,T2.73) — 2 = z.ff

Podemos agregar el punto al infinito y que sea el punto imagen de (0.0. 1) y obtener
una extensién de la funcién 7 al plano extendido. 7 : § — c

La transformacién adquiere un sentido geométrico claro, si se identifica 2 = 1 + iz
con el punto (z1,z2,0).-Entonces 7(p) va a ser el punto de interseccién de el plano (), x))
con la recta en R® que sale del punto (0,0,1) y pasa por el punto p (ver dibujo).

La funcién 7 es llamada la proyecczdn esleraogrdj'm, con 7.'(0 0, 1) = o0. Como sc

trata de una funcién blyecnva, podemos hallar su inversa 7! : € — &

—l 21 2] 1217 ~1
&= Fr e




7 es continua y su inversa también lo es, en el sentido de que si z — (0,0, 1), entonces
(2} — oo y viceversa, a lo que se le llama un homeomorfismo, Es decir que desde un
punto de vista topoldgico la esfera y el plano extendido son equivalentes.

Esto resulta muy 1itil, pues es una manera de representar al plano complejo extendido
¥y visualizar las funciones C — C (polinomios, cociente de polinomios, £, transformaciones
afines, etc)

Por ejemplo f(z) = z%. Esta funcién 2% mandard a la esfera dos veces sobre sf misma
y se estira hacia el polo sur y hacia el polo norte: Un cfrculo paralelo al ecuador cerca de
oo va a otro cfrculo recorrido dos veces, més cerca de oo. El cfrculo unitario (ecuador)
va al ecuador recorrido dos veces. Un cfrculo paralelo al ecuador cerca del cero va a otro,
circulo recorrido dos veces, més cerca de cero.

R

N

Agegando la*inversién- a: las transformacxonee ahnf-s tenemos transformaclon&s de
C —C dela forma : :

+ b
ey =2

las que se llaman de Mé&bius en honor del matemdtico alemén A.F. M&bius (1790-
1868). También se les llama transformaciones lineales fraccionarias. Asimismo, se trata
de cocientes de polinomios de grado uno, por lo que son a la vez funciones racionales.’ '

Cuando ad — bc = 0, €l numerador es miiltiplo del denominador por una constante Y.
J(z) es constante, por eso las excluimos. o

Si ¢ = 0 entonces a # 0, esto implica que f(z) =az+Bcona= 3y f = -
J(o0) = o0, es decir tenemos las transformaciones afines. i

Si ¢ # 0, tenemos que [ (—-) = oo y cuando nos movemos hacm el ¢ oo, la transforma-"-
cién de Mbius tiende al valor 2 £, es decir f(o0) = llm f(z)=

con ad — be # 0

Lo que tenemos es una transformacién de € en C bxyectlva, por tumo podemos en-
contrar su inversa que va B
a ser de la misma forma.
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E_pcmplo 2 1 T(z) =12

T(1) =

T(o0) =1

Todos los ctrculos que pasan por el 1 van a reclas que no pusan por i.

Todas las reclas que pasan por 1 (ctrculos de radio oo) van a reclas que pasan pori.

Todo lo que pasa por i viecne del oo, por lo gue las rectas van a cfrculos que pasan
por i,

Otra manera de pensar esto, es con la proyeccion estereogrdfica, las rectas en el plano
van a dar a cfrculos que pasan por el polo norte y los circulos del plano van a dar a
cfrculos que no pasan por el polo norte, es decir, los cfreulos van a dar a ctrculos.

Una transformacién de M8bius también la podemos representar mediante una matriz

by . . . .
@ d invertible. Y al revés, dada cualquier matriz
que cumpla la condicién det A = ad — cb # 0, podemos asociarle una transformacién
de Mdbius. Esta correspondencia (a pesar de que no es biyectiva, porque una matriz A
v cualquiera de sus miltiples escalares AA definen la misma transformacién de M&bius)
tiene la ventaja de que permite usar las operaciones con matrices para encontrar com-
posiciones e inversas de transformaciones de Mébius.

Consideremos dos conjuntos:

compleja de dos por dos A =

M, = {traslaciones, rotaciones, homotecias, 1 s ¥ todas sus composxcxoms}
M = {f(z) = ':—:Z a,b,c,d € C,ad — cb# 0} (conjunto de las transformacxones

de Mésbius)

Vamos a demostrar que el conjunto de transformaciones de Mébius forma un grupoi
bajo la composicién. (Este se denota por GL(2, €)/ msdulo una homotecm A)

Proposicién 2.1 M es un grupo de transformaciones de c

Demostracién
1) SiT,T' € M entonces To T € M
T(z) = &2 T/(z) = g8

es+d e :-hi'
b , ' bd’
T(r() = S — e B S
la forma corresponde a una transformacién de Mubius, pero- I'altarfa demostrar que
(ad’ + bd)(cb' + dd') — (ca' +dcd)(all + bd') #0
Esto se puede hacer directamente, pero es mejor hacerlo con matrices:
T(T'(z)) = &2 donde @” = (aa’ + bc)

e ¥ = (abl + ba")
& = (ca’ +dc)
&' = (cb +dd’).

Luego. la composicién de transformaciones de Mdbius se corresponde con el producto
de matrices:

« | TESIS COW
FALLA DE_ORIGEN |




d N _f(a b a v
d d ) \c d d d
Como el determinante de un producto de matrices cs el producto de sus determinantes,

tenermnos que
I "

b
det (& % ) #0y
por tanto To T' € M,
2)SiTe M entonces T-1 € M. Es decir que existc la inversa y ésta pertenece a M.

Si T'(2) = 242, podemos encontrar explicitamente la funcién inversa T-1(z) = _f‘;’fa
; esta funcién es de la forma deseada. También podemos encontrarla calculando la matriz
. a b Lo . ’
inversa de A = ( e 4 Jr8unque noes necesario incluir el factor constante dado por el

determinante.
a b d —-b\_ (fad—~bc 0
c d -c a “\D ad — be

T(T'(2) = 87855 == . o
Asi, tenemos que M = {T(z) «42  g,b.c.d € C, con ad — cb 5 0} es un grupo

cx+d?
de transformaciones de € — C.v =

Teorema 2.4 M; =M

Demostraciéon
i) M; C M : como todas las transformaciones afines estdn en M (az +ﬂ = ng:;’ ld),
y la inversién estd en M (' ‘,’—_{—0), también estdn todas sus composiciones, porque

M es cerrado bajo composicién.v’ )

ii) M1 D M : Ahora hay que demostrar que toda transformacién de Mébius se puede
obtener como composicién de homotecias, rotaciones, traslaciones y la inversién.

T(z) = 253

Si ¢ = 0, esto es facil: T' es una transformacién affn, 7'(z) = % = 92+ 2, y es
composicién de una homotecia, una rotacién y una traslacién.

Veamos que al componer con una inversién (y un poco méds) podemos reducir las
cosas al casoc =0

Que ¢ # 0, significa que T no es afin, es decir que T'(00) 7 oo : T(00) = 2. Pero
podemos mandar de regreso este punto al infinito medxant.e una traslacién™l} (‘,) =z-1
(que lo manda &l cero), seguida de la inversién S(z) = 1 que manda 0 al co.

Luego la composicién S o Ty o T = T’ manda 0o en oo, es afin, y por el caso ¢ =
0 sabemos que es composicién de una homotecia, una rotacién, una traslacién. Luego
T =Ty 05! o 7" es también composicién de homotccias, rotaciones, traslaciones e
inversién.v' &

Ejercicio 2.1 Basdndose en la demosiracion anicrior, escribir explicitamente T' como
composicion de homotecias, rotaciones, traslaciones € inversion. Comparar el resultado
con lo que aparece en el libro de Ahlfors.
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2.2.4. Invariancia de circulos, dngulos y razén cruzada.

De lo anterior, podemos ya asczurar que: loda transformacién de Mobius manda
+reulos en circulos.

iEEn cfecto, ya sabemos que todas las transformaciones u!m(-s v la inversién mandan
¢ irculos en circulos, y que cualquicr transformaciéon de Mobins s compuosicién de éstas!v’

Otra manera de verlo es, como en el caso de la inversion, substituyendo z = T(w) en
s ecuacién de un circulo, para ver gue se obtiene la ecuacién de otro circulo.

Veremos otra demostracién de esto y de que adermnéds se preservan los dngulos entre
low cfrculos, en base a entender, como lo hicimos antes con las traslaciones y las afines,
cuéndo podemos mandar un conjunto de puntos en otro rmediante una transformacién de
Mobius. .

Teorema 2.5 Dadas {z),22,23}, {..,,..2,‘.,} do.s ternas de puntos distintos de C exisle
una tnica T'€ M tal que T(z)) = =y, T(22) = 23, T(z3) = 23

o2, T . R
-~ > o
: 2
2 ) . 3
. Za -2,

(Nota:;Compara con las transformaciones afines! Ahora tenemos un grupo mayor de
transformaciones y podemos hacer més cosas que antes).

Demostracién Podemos escribir las ecuaciones T'(z;) = 3} v encontrar los coeficientes
- 17, Pero es més claro ver un caso particular, y reducir el easo general a éste utilizando
lis propicdades de grupo.

Queremos encontrar una transformacién de I\Itjbms que mande {2, 39, ,.3} en {0 1,00}.

Con (z) = £=£! mandamos a z;)al 0 y a z3 al o,

y para que suceda que 25 va al 1, habrfa que buscar qulén es ken (= ) = A

1= k2=,

- :, S
23!

por lo que la transformacién buscada esn(z) =
0(z1) = 0. nfz2) =1, n(zs) =

La transformacién que munda la terna {._,,4.2,4,-,} en {0 l , 00} es:
n(z)= _1. -2

=2
Por tanto, por las propiedades de grupo clc .M lenemos que T'(5) = (r]')“‘cn](z,) =z,
Unicidad:

Sean Ty y Ty dos transformaciones de \Itjbms que mnndan la terna {z), 22,23} en

Nosotros queremos demostrar que 7y =75,

19
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Si la transformacién que manda al {0,1,00} s iinica no hay problema, pues si o7}
y ' oTy: {z1,22,23} — {0,1.00} entonces Ty = T.

Tomemos (n)~!: {0,1,00} = {z1,22, 2},

asf tenemos que:

7oTye (n)): {0,1,00) = {0,1,00},

7oTyo(n) " :{0,1,00} —{0,1,00}.

Probemos que 1’ o T} o ™ !es la identidad.

Tenemos que f(z) = 222 manda a {0,1, o0} en {0 1, oo} )

J(0) = & por tanto b =0,

Sf(o0) = 2 por tanto ¢ =0, ) |

y f(1) = § por tanto a =d. :

Y si 0o va 00, es de la forma az + B; y si €l 0 va al 0 entonces 3 = 0;

S(1) =al =1 entonces a = 1.

Por tanto 1 0 T3 o ™! = I (Identidad) de aquf se concluye que T} = 75.v =

Ahora, si tenemos cuatro puntos distintos {z,, 22, 21, 24}y qQueremos mandarlos a otros
cuatro puntos distintos {z}, 2, 23, z} },ilo podremos hacer?

En general no se puede. De acuerdo con el teorema anterior, podemos mandar tres
puntos distintos en otra terna de puntos, T'(z;) = z/. La imagen del cuarto punto bajo
la transformacién T, T(z4) = 2}, no necesariamente es igual al punto que quercmos zj.
Entonces hay que pedxr que sean 1gualcs y(z4) y 7/(z}) . Es decir, se ticne que cumplir

Z4- 2 2 -33 _ 24— 33 -2
ue -
q 24— %3 32 — 3 2y — 332y - 25y°

Por tanto tenemos:

Teorema 2.6 Dados {z,zp,23,24} ¥ {z1,25. 35,2} existe una 'dm’zid. transformuacién de
Maobius que manda 2 en 2, i = 1,..,4 i y solo si B2 if—:—f“‘ ===
T4 o2 o3
Razén Cruzada (RC)
Sea S(z) = $=224=%1 | esta transformacién manda a {22,23,24} en {0,1,00}, re-
spectivamente.

Alvalor S(z) = f:—:—;f ;g_—,; se le llama razén cruzada y se denota RC(;.,, 29, 23,24),

RC(Z]|22,Z3 24) = $=3 razén de razones, K
33 -3
si alguno de los puntos 2, 23, 24 es igual a oo, la razén es sxmple

23w o324, 23
T 2405 ~ 24 Y 33 - 23 respectivamente.

Teorema 2.7 Toda transformacidn de Mobius T preserva la razén Eqru;qda;

Demostracién Sea S(z) = £=228=4,

Al considerar la transformacién So7'-!, los puntos {7T°(2), T(z-;) T(q)} van a {0,1,00}.
Entonces la razén cruzada de (T'(z1), T(22), T(z3), T'(24)) = (T"(T(‘.]))

S(T 1(7‘("1) = 5(‘1) = ("19~2y 2_.5,-4)

por tanto.T" preserva la razén cruzada.v’ @
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Si cuatro puntos estdn en circulo ; Cémo podemos expresarlo en funcién de la razén
cruzada? .

Si mandamos tres en 0,1, 0o el cuarto punto tiene que estar en el eje real.

Si 215 22,23, 24 estdn en un cfreulo si y sélo si RC(z), 22, 23, 24) € R.

%‘—‘-:Iiz € R esto implica que urg(—;1+:-ﬂ-) =06Tm

3 T 24

< arg(8=22) + arg(#=2) = 7.

En la figura son los dngulos opuestos de un cuadrildtero cfclico.

Y si estdn en una recta los cuatro puntos también la razén cruzada es real.

2,

24N

Una demostracién analitica es la siguiente:
RC (~. 29, 43, 44) eR

Tp = wy ) :
> 2Z(wp — vo) + 2(Z2(v0) — Z4(wo)) + Z(z4(vo) — 22(w0)) +(z
que es la ecuacién general de un circulo (o de una recta

T(z3), T(q)
Por todo lo anterior tenemos el siguiente teorema

Cualquicr propiedad que se pueda expresar en t e la razén cruzada resulta
ser invariante, por ejemplo la preservacién de’ Angulos rientados,
Tomemos dos circulos C'y C’ que'se corten en dos’puntos Y 29,
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Escogemos dos puntos zg en ¢’ y 2 en (7

Afirmamos que < (CC") = arg(RC' (). 1. 20, 22))-
Observemos en el dibujo que :

la=28ya =26 =a=2arg(2>2) y o' = 2arg(32
0)0+g=5y0+0"=5=> .—20:20.

3) Del tridngulo formado por 0,0’ y z; tenemos § + "7 +0+20=m,
por tanto 0 = arg(2=2) + arg( _;

<(CC) = arg(22 . 222) = arg(RC(zh. 1. 30. 22)-

En el caso de doq rectas :

2-'6‘

}. o bien

7o
Zo
I c

8i 2y = oo, ]a razén es simple: RC(24. 3. 20. 2) = ﬁ——f:—

EJercxcxo 2.2 Dcjamos al leclor, demostrar ¢l caso del dngulo cntrc una recla y un
cfr(_ulo

‘Otra demostracién més sencilla consiste en reducir el caso general al caso (le dos

récms. mandando un punto de interseccién al oc (Ver el libro dc Ahlfors)

dngulos orientados.

SR

’Iborema 2.9 Toda transformacion de Mobius prrs(m @ rinqulo.s (orlcntados)

Conclusién 2.2 Las transformaciones de Mdbius son-un grupo.de transformaciones que
van de © — C, que preservan raon cruzadu, mmulrm effeulos: en cfrculos y preservan

Para ver la relacién con la geometria hiperbdlics; ver apéndice E. . :




2.2.5. Introduccién a las funciones Racionales

Las transformaciones de M#bius son un caso particular de las funciones racionales,

Una funcién racional es un cociente de polinomios, R(z) = % donde P, Q@ no tienen
rafces comunes.

Los ceros de Q(z) son los polos de R. En estos puntos, definimos R como oo.

Los ceros de P(2) son los ceros de R.

El grado de R se define como el maxz{grado(P), grado (Q)}. M4ds adelante veremos
que el grado tiene que ver con el mimero de preimégenes de un punto w, es decir cudntos
puntos 2 van a dar al valor w. Por ejemplo, si tenemos 23 y ';Iy, son funciones racionales
de grado 3. Todo punto w € € tiene tres preimdgenes en €. De esta manera el grado
tiene que involucrar tanto al denominador como al numerador.

(A dénde va el 00? }

Tenemos un cociente de funciones tales que tienden a infinito cuando z — o0, aquf
lo importante es ver que tan rdpido se van, quién es el que domma y los grados nos
proporcionardn informacién:

Sean

P(z) = "+..+ap

Q(z) = bmz +.. 4+ bo

Si n > m, P tiende a oo més rdpido que @ y R tiende a o0. Si n < m, es ‘al revés, y
f tiende a 0. Para precisar estos argumentos podemos escribir

ap + ...+ aoz"
by + oo + bpz=™

El cociente tiende a £2 cuando 2 tiende a oo.

Luego R(z) — ocsin>m, R(z) = 0sin <my R(z) — §= si n =m. Asf podemos
definir R(oco) como sigue:

si n > m entonces R(oo) = co

st n < m entonces R(o0) =0

si n = m entonces R2(00) = §* # 0,00

Por tanto tenemos que son funciones de & — C bien definidas y jCONTINUAS!

R(‘.) = n-m

2.3. Anadlisis geométrico

2.3.1. 22 como transformacién del plano. Duplicacién y preser-
vacién de dngulos
S(z) = 22, El cero va a dar al cero. El circulo unitario va a dar al cfreulo unitario
recorrido dos veces.
Cuando hemos recorrido apenas @ en el plano z, en el plano w ya recorrimos todo el
circulo.

%43
w
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z1 = cosf +isenf y —z; = cos (6 + w) + isen(f + 7) van a dar al mismo punto (aquf
la funcién no es inyectiva).

Un circulo de radio » < 1 va en otro circulo de radio r2 < r y recorrido dos veces.

Un circulo de radio r > 1 va en otro circulo de radio 72 > r y recorrido dos veces.

Ahora consideremos la funcién f(z ) = z? 4+ ¢, o bien f(z) =az’+c,ceC.

La prlmera podrfa pensarse como z? y luego una traslacién de valor ¢; y la segunda
como z2, luego una rotacién y homotecm y al final trasladamos un valor c.

Recordemos cémo le hacfamos en el caso real, ;cémo entendfamos un polinomio de
grado dos?

p(r) =ax? + bz +c

Cémo sabfamos que es una pardbola?

Completando cuadrados:

az? + bz + ¢ = az? +b.r+4“+c———(\/_r+—7-) +c——

Sia>0, -—:}a es la abcxsa del punto en donde se dobla la recta. Hacxendo el camblo )
de variable 2’ = /az + 7 obtenemos la cxprc516n de una pardbola z/2 +'b' ‘dqblada en -’
otro punto y subida o bajada un valor &', : -

Ejemplo 2.2 P(z) = 2% + 2z = (z 4 1) 41




Ahora si hacemos lo mismo para el caso en C:

pl2) =22+ betc=2z2+bz+ Y +c—— = (z+ ) +ec-£&

Vemos que aquf también tenemm un punto especxal cuando tenfamos 32, el cero tiene
sélo*una preimagen (los puntos en el plano-z que van a dar a un punto w) ¥y todos los
demds tienen dos preim#dgencs diferentes. Aquf el punto especinl es: = —-- v los puntos
simétricos con respecto al punto especial que van a dar al mismo valor son: — s 2 tu, —- —u

"ﬂ d L’
"l7z“_ -2
Lo mismo que ocurre con z2 en torno al origen, aquf ocurre en torno al punto —-
Con un cambio de va.rlable Z=z4+% 2 B :
22 4+ "algo” = hacer 2? y luego trasladar un valor
Como composicién tendrfamos:

2+ "/" (24 sz

Un cfrculo con centro en —- va a dar a un cfrculo con centro enel origen'y- luego vaa
dar a otro cfrculo con centro en el origen pero recorrido dos veces.y luego lo trasla.damos
un valor c— & (el origen va a dar al punto ¢ — —) : :

Se ve mejor si no dibujamos los ejes. Tengo un punto y los' circulos alrededor de &l
van a dar a otros alrededor del otro punto:

Asf en_general (z.=20)%+ ¢, cada’ cfrculo alrededor de zg, lo manda a otro circulo
alrededor del punto o recomdo dos veces. :
Si mulnphcamos la funcién’ por un valor 7. 74 0, g(‘) = 'y((z — z)? + ¢), todo lo que
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tenfamos lo giramos y lo expandemos (o contraemos). En resumen, si entendemos cémo
es la transformacién 22 podemos saber cémo es la de cualquier otro polinomio de segundo
grado.

Volviendo a 2%, 1a imagen bajo z? de un circulo con centro en el origen (no consider-
emos el radio), es otro cfrculo recorrido dos veces, pero dibujado en el plano-w lo vemos
como un solo cfrculo, no se distingue la segunda vuelta.

{Qué pasarfa si metemos una pequena variacién? ;Qué pasa si tomamos un circulo
cuyo centro esté ligeramente desplazado del origen?

e

-
T

Siguiendo los puntos de este circulo observamos lo siguiente:

" Si consideramos la parte del circulo que estd en el primer cuadrante, el argumento
del punto z varia de 0 a § y la elevamos al cuadrado, el argumento del punto 2? varia
de 0 a m queddndonos una curva como un pedazo de circulo; y al recorrer la parte II,
la curva imagen da una vuelta alrededor del origen, por tanto si vamos recorriendo las
demds partes de los cuadrantes (III, IV), obtenemos que la curva imagen es una curva
cerrada que da dos vueltas alrededor del 0 y tiene una forma como de un “arete”. '

Vemos asf que 22 no manda en general cfrculos en cfrculos.

Ejercicio 2.3 Ver qué pasa cuando vamos alejando el centro del ctrculo del origen.

Y finalmente las rectas que pasan por el origen van a dar a rayos con el doble de
dngulo de la recta original

(L




Podemos concluir qué/’una malla de este tipo:

N

bajo 22 serfa otra malla del mismo tipo, la diferencia es que los cfrculos ‘estén recorrl os
dos veces (expandidos o contraidos) y las rectas que pasan por el’ ongen‘son realmente

rayos que salen del cero.
Los ejes (real e imaginario) se doblan como sigue:
El eje real va al eje real positivo
El eje imaginario va al eje real negativo.

La imagen inversa de un circulo (con centro en el orxgen) y.una recta que pase por el

origen, es un cfrculo y dos rectas respectivamente.

Ahora veamos la im‘agen'de.ﬁ’na‘ rhal}a asf:

57

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




Tenemos que en coordenadas x, y la transformacién se escribe:

(z,y) — («* — ¥, 2zy)

Tomemos un punto (a,b). La imagen de la recta horizontal (2,b) que pasa por este
punto queda parametrizada por v, (f) = (12 — b2, 2tb). k

Es f4cil ver que la imagen es una pardbola: si u = 12 = b2 y v = 2tb, eliminando {
obtenemos la ecuacién u = v? /4% — b2

La imagen de la recta vertical (a,?) también es una pardbola, parametrizada por
7alt) = (a? — t*, 2at). o -

Y la imagen son pardbolas cruzadas: L K

{Cémo se cruzan estas pardbolas? o

El dngulo entre cllas serd el dngulo entre sus vectores tangentes en el punto f(a, b).
Calculando: TS :

(1) = (2t, 25)

7a(1) = (-2t, 2a) BRI -

7i(a) = (2a,2b), 75(b) = (=2b,2¢) . . .o =
por tanto las curvas imagen se cortan ortogonalmente.

(<]
7 A



Podemos también entender cémo se ve la transformacién viendo la imagen inversa de

algunas curvas.
¢ Qué familia de curvas bajo z2 van a dar a la siguiente malla?

Buscamos la imagen inversa’ dc ln malla dc rectas horlzontal(s y verticales:
Para las rectas vertncahs .

>0 : S 3
?—y?=c aquf tenemos hlpérbolas con asfmotas en las rectas y= :i:.r

c<0: ;
2 —z?=¢ oblenemos l&s hxpérbolas con, Jugadas

Y



Para las rectas horizontales:
2zy = ¢ tenemos hipérbolas con asfntotas en los ejes coordenados y que son ortogo-
nales a las otras hipérbolas. )

por tanto la imagen inversa de la malla queda asi:
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Dos familias de hiperbélas. Para ver el dngulo entre ellas tomemos el d4ngulo entre sus
vectores normales. Para las hiperbdlas de ecuacién 2zy = c, los vectores normales estdn
dados por el gradiente de 2zy que es (2y, 2z). Para las de ecuacién x? — y? = ¢ el vector
normal es (2z, —2y). Como estos vectores son ortogonales, las hiperbélas son ortogonales
en cada punto de interseccién.

Si tuviéramos inclinada la malla de rectas ;Cudl seria su imagen directa bajo 2%?

Se podria parametrizar las curvas e ir viendo su imagen o bien podemos utilizar lo que
v hemos hecho. Si la malla estéd inclinada, con un giro podemos "enderezarla" y elevar al
cuadrado obtenemos las pardbolas, volvemos a girar las pardbolas con otro dngulo para
obtener la imagen de la malla inclinada.

Es decir, = — (cos @+ isin8): — (cos 20 + isin 20)2% — 22,

Giramos un dngulo § = %,

=19 ol o

elevamos al cuadrado y giramos un dngulo—§ = —26 :
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Asf obtenemos las pardbolas inclinadas. Lo que hemos demostrado es que cualquier
malla de rectas(horizont ales-verticales) bajo 22 nos la manda n otra malla pero de pardbo-
las.

Algo similar ocurre si tomamos ln imagen inversa de una malla de rectas inclinadas,
que seré una familia de hipérbolas inclinadus.

Si el éngulo de la malla "inclinada"es @, giramos las hipérbolas un dngulo —-%‘ multi-
plicdndolas por un valor 8 donde arg(:3) = —f—: ’

luego elevamos al cuadrado para obtener la malla de rectas horizontales-verticales y al
final multiplicamos por otro valor a. donde arg(a) = 0 pura obtener la malla inclinada.

Lo que escencialmente estamos haciendo es 22 :

2= 8z — (32) — a (8z)? porlo que si 3 = Va-T,

(\/o_"-z)Q =a"!2?

a(a-':?)y =zt -

*Ahora si tencmos circulos centrados cn (1.0) ¥ radio r menor que uno, las imdgenes
serdn curvitas alrededor del 1. que se van a ir parcciendo a un “cacahuate”:



Cuando el circulo sea tangente a las rectas de pendiente 1, los argumentos del circulo
variarén de £ a —% que al duplicarlos la imagen quedard entre  y —7 y el médulo de
z més pequerno es menor que 1 (# 0) y el mds grande mayor que 1, por lo tanto los
médulos de las imdgenes variardn de un valor muy cerca del cero a un valor mayor que
1, quedando una curva imagen asi:

29 3

¥ 11

La imagen de un ‘cfrc‘ul;;‘x con centro en"(l,O) y'radio 1 bajo 22, es la cardioide: .-
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Hay un cambio cualitativo cuando pasamos por el punto z = 0, empezamos en la
imagen con curvitas casi cfrculos, se van deformando continumente, todas dando un sola
vuelta hasta llegar a dar dos vueltas. Es decir que el punto especial es el cero.

Ahora consideremos una malla de cfrculos concéntricos de radio & con centro en otro
punto distinto del cero, por ejemplo z =1 :
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25

Buscamos la imagen inversa de los circulos con centro en 1, es decir:

{z:|22 =1 =k} ={z:|2=1]{z = (=1)| = k}. S

Buscamos los puntos : cuyo producto de las distancias al 1 y al —1 es constante.:

La familia de curvas que buscamos son las curvas de nivel de la superﬁcxe deﬁmdn
por f(Z) {22 = 1].

Si k=0, es claro que los puntos z = 1 y z = —1 satisafacen |22 ‘,1| =v0,7 O,blen los

puntos puntos (1,0) y (~1,0). i :

Si k =1, tenemos la curva Lemniscata: s :

desarrol]ando |22 — 1] = 1 encontramos (z? + y2)? = 2(z? — y’), quc si' lo expresamo:,
en coordenadas polares tenemos r? = 2cos 26 : i

y ]

Lemniscata

Al elevar al cuadrado la parte de la curva que est4 en el primer cuadrante, tenemos el
semicirculo y cuando recorremos el segundo cuadrante obtenemos el cfreulo. Termmamos‘
de recorrer la Lemniscata y obtenemos otra vuelta del cfrculo. .

Cuando & es pequeiia menor que-l tenemos dos curvitas (casi circulos) alrededor del :
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Observemos que el argumento de los puntos z en la curva alrededor del —~1, varian
alrededor de 7 y que al elevarlos al cuadrado su argumento estard variando alrededor
de 27. Cuando el valor de k va tendiendo a 1, las curvitas van temendo la forma de un
"huevo". :

Si k > 1, tenemos una curva como la siguiente:

c:s'
o3
st T

Si el valor de k es cad“ vez, més g;randc, agen inversa.se va ir pareciendo cada
'vezmé.sauncfrculo :

En las siguientes ﬁg‘uras vermos la qupercne f ( z) =

2 _1|'y las curvas de niyvel‘:



Entonces esta familia de curvas que llenan el plano, se llaman “Curvas de Cassini”!.
Al aplicarles 22 nos da la familia de cfrculos con centro en el uno y radio & (que también
llenan el plano).

Curvas de Cassini

Ejercicio 2.4 Encontrar la imagen directa e inversa de las rectas que pasan porz =1,
completando ast las dos familias de curvas a una malla ortogonal.

!Introducidas por el astrénomo italiano-frncés Jean-Dominique Cassini (1625-1712)
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Hemos visto que la transformacién z? preserva dngulos entre muchas curvas que se
cruzan fuera del origen. ;Serd esto cierto en general?

Para demostrarlo recordemos qué pasa con los vectores tangentes bajo una transfor-
macién.

Si f:R? — R? y tenemos una curva y{¢) en R2. Su imagen es la curva a(i) = f{~(1)).
El vector tangente a esta curva es o'(f) = D f(v(2)).7'(¢).

¥ ~is e
/ ° : :o

donde Df('y(t)) es la derivada de Senel punto 7(t), es decu', la iransformacion lineal
dada por la matriz _)acoblana de S=(N.S2):

B

ar Oy

En el caso de 22, f(z,y) = (z® - y?,2zy) y la matriz jacobiana es .

2r -2y
S 2y 2:1' .
que, para (z,y) # 0, es una matn/ que precena éngulos. como vimos en el caplmln
uno. Luego queda demostrado que :2 preserva siempre dngulos entre curvas.

Ejercicio 2.5 Obsérvese que la malriz jacobiana anterior es la que corresponde al com-
plejo 2z,

& Qué relacion hay entre esta funcién y la transformacion z* 2
2.3.2. Raiz cuadrada. Otras potencias y raices.

i Qué es /z?

Recordemos qué tenfamos en R :
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Dado un valor de y existen dos rafces y tenemos que escoger una. Exxste una manera de
escogerla, que es tomar la positiva.
VE={ raiz cuadrada no negativa, = >0
nada, z <0 .
y esta funcién es derivable casi en todos los puntos:

Ahora en C: sabemos que 21, —2z; al elevm'los a.l cuadrado van a un punto w.

;Bajo qué criterio escogemos una rafz 7.7

Consideremos el —1.

Un primer intento es:

Definicién: : )

Al punto r(cos @ + isenfl) le asociamos r'/%(cos § + isen§) donde 6 € (—,n]. Con -
ésta definicién tenemos ya problemas, porque al tomar una sucesién en el semiplano
superior que converga al —1, la funcién tiende al valor %, pero al tomar otra sucesién en -
el semiplano inferior, los valores de la funcién tienden al valor —i. La funcién resulta no
continua en todo el eje real negativo.

El problema no est4 tanto en la definicién sino que si tomamos un punto cualquiera w
y lo movemos continuamente, por ejemplo por un circulo alrededor del origen, entonces
en la imagen empezamos en el punto z; y terminamos en —z; (el punto opuesto). Lo que
estamos haciendo es ir sacando la mitad del dngulo.

Conclusién 2.3 No eziste una funcion f(w) tal que
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1) Esté bien definida para toda w € C

2) Sea continua

8) Cumpla f(w)? = w

Entonces {Qué podemos hacer con la funcién multivaluada?

Definir f(w) = la rafz con parte real positiva y escoger un dominio U = C — { eJe
real negativo}, esto es una rama continua de /u. También podemos definir otras ramas.

La eleccién del dominio puede ser cualquicr regién quitédndole “algo” para no darle la
vuelta al cero: :

/// A
/, _____ /_;L
% N

Esto también es vdlido para cualquier funcién algebraica: (w)'v'-'.

Ejemplo 2.3 f(z) =z 1 buscamos una r(qldn donde sc pueda definir.
Vii—1= - 1\/.. + 1. gDénde vale coro 22— 17
Si tomamos C —{(—oc, =1} U [l.oc)} como dominio, esta bien definida la ratz.
O bien C —{[~1,1]} Por quc al tomar un valor y le damos lu vuella a las dos rafces,

cambia €l signo de /2 — 1vVz + 1 y lecgamos al mismo valor.

Mds en gencral /p(z). buscamos sus rajces ¥ evitamos darles la vuelta.

Podemos tener regiones asf:

2.3.3. Polinomios y funciones Racionales

" Sen p(z) =az"
Mas adelante veremos que la derivada es el llm L”')J_l , para todo z € C

70



Dado que -

= R?, tiene que

] — (21' + 12y) (zv+'iy) =2z
Sl vemos a z" como funcndn de R2 = ]R2 '

, f(z,y) (z —3xy 3z y y )
la Matnz_]acobla.naes N L ) .
2 _ _ 22 - :
[32 3y? 3x2zy]=3[z v 2:zy]_.3:

3x2zy 3z2-3y? 2y z2 — 2

~

Esto también es vélido para z". Veamos. o i
Supongamos por induccién que: se vale para 2", es decir:

2" = (An(z,9), Bulz ),

[ & & |—n =
or. By o

queremos ver que se vale para n 4 1:

z "4 =2"z=(An+iB, )(z+zy) (zA,,—yB,.)—i-i(B,..-b#—A.,y) '

_sacamos la matrxz jacobiana:

z8a 4 A, — y%a z%—yﬁﬂ-—B
yedn_,.B + 208 v+ An+ %z | T

[
8An DA, :
- A, —-B ne
[; zy] [—-""" —“"% ] [B" An "],—>2,n3~!+r="~

=n"+z" =(n+1)z" —(~"“)’ -

Si tengo az", no hay més que hacer, se puede pensar que pnmero se eleva a la n y
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después de multiplica por una constanie y tendriamos que se sigue cumpliendo que:

84, 84, .

ar & PR nyt -

a[(,,,‘ 4 ]—»an.. = (az")".
ar oy

Asi hemos demostrado el siguiente

Teorema 2.10 Si p(z) = az" es un polinomio complejo entonces

i) p'(z) = }Imﬂ(n’zﬁiﬂ,{;ﬂ'-l existe para Vz € C :

i) Si consideramos a p como funcidn de R? — R?, la malriz jacobiena de p-es igual
a la matriz asociada al complejo p'(=).

En resumen:

Sip'(z)#0:

&) tenemos que la matriz asociada a la transformacién (vista de R?2— R?) es C-lineal

b) tenemos que el determinante es # 0, lo que la hace invertible localmente, es decir,
existe una vecindad de zp que el polinomio manda en forma uno a uno en otra vencindad
alrededor de f(z0). Intuitivamente podemos decir que un pedacito de plano 1o lo arruga
ni lo dobla sino que lo manda a otro pedacito del plano.

Puntos criticos:

Ahora nos preguntamos qué pasa cn los puntos donde la derivada se hace ccro (Cémo
s¢ comporta el polinomio?

Empecemos con un ejemplo:

T p(z) =zt 4 2% = 22(1 +2)

p'(z) =22+ 322

P (0) = 0 (el cero es punto critico)

el comportamiento del médulo es:

p(2)] = 121 + )] = |2 1 + 2]

y el comportamiento del argumento es:

arg(p(z)) = arg(z%(1 + z)) = arg(z?) + arg(1 + 2) = 2argz + arg(l +z)

Es decir, para z cercano a 0 el mdédulo de p(z) es casi el médulo de z al cuadrado yel
argumento de p( ) es casi 2 veces el argumento de z. El factor (1 +z) estd per_turbando
poco el factor =2, S

Veamos c6mo es la imagen de un cfrculo de radio E Lent n el origen:’ .

Sea £ < 1, fijo. s W

I‘enemos que,

2 = g(cosl + isinb), 0 € [0, 27].

por tanto k PR

~¥(0) = p(e(cos +isin 8)) = £?(cos 20+isin 20)(1+ (cos O-+isin 0)), cs la parametn?acxén
de la curva -imagen. Esta curva sc obtiene de multiplicar el cxrcuhto de radio 52 recorrido
dos veces y ¢l cfrculo de radio € con centro en z.=: 1 El médulo de 1 +z varl'a entre I~ ¢




v |+ € y su argumento varfa entre — arcsine < arg(l +2)< arcsin , la variacién de este
angulo es pequena, como est.amos tomando £ < -, arg(l+z2) € (—g z

(‘'omo ¥(0) = €2(1 + £) = +(27), tenemos que la curva es cerrada.

Llamemos ¢ = arg(1 + £(cos@ + isin 6)). o

A cada valor de § le corresponde el valor de 20 + , ésta funcién continua manda el
tervalo [0, 7] en el intervalo [0, 27] y el intervalo {7, 27] en [27, 47

Observemos que:

x
3 w-0A. O
,w‘fg

£<1l-e<!, entonces p < 7—0.

Por tanto20+zp< T+ 8 <27, 50 € (0,7).

Entonces si @ € [0,7], la curva le da una vuelta alrededor del origen pero sin cerrarse
pues (0) =e2(1 +¢) y 'y('r) =¢€%(1 —¢) y cuando 0 € [m, 2], la curva da otra vuclta y
~ cierra, llegando al valor £2(1 + ¢).

Ademés [v(9)] € [¢2(1 - £),£*(1 +¢)]. Obsérvese que la velocndad con que se recorre
ln curva no es constante.

L curva imagen queda asi:

04

Intuitivamente si tomamos cfreulos cada vez mis pequeiios "llenando"la vecindad del
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cero, las imdgenes son estas curvas, por lo ¢ue una vecindad del cero va a otra “vecindad

encimada” como “doble-encimadita”. mds adelame precisaremos esto. Lo interesante de

este comportamiento es que para cl caso mas general. para un polinomio de grado n,

también sc cumple.

Factorizando el polinomio de esta forma p(z) = z*(1 4 z*) podemos analizarlo local-

mente. ’ ’
Nos preguntamos ;Qué succde en la imagen de un punto  zp bajo el polinomio? "

| P »
d . D

Sea
=zo++h,
p(z) = apz™ + ... + a12 + ag, ‘ AR :
p(z) = p(20+h) = ap(z0+h)*+...+a1(z0+ M) +ag = a,.:(','+...+a,.h"+...+dlzb—}-a]h+ao,
p(z0) = anzf +... + a1z0 + ao, ‘ R I
p(zo + h) — plza) = bih + boh? + ... + b, ",

Plzo+ 1) = by + bih+ byh? + + byh™ donde si-h =0, p(.,g)
;. C'6mo son los cocficientes do este polmmmn en h ? SN
2, 2 2 n . e e o
Dleoth)-Plzo) o bilosboh?s codbab® — by oy byli? 4 ... + by, h” 1o::utmdo h*="0 tenemos que
P(z) = 111 TR
Plogih-Llz) o Ziphienbuh? 7 — 9, o 4 l_zbnh"'?’cmmdo I'—"0'tenemos que
.2 = b,

Asi tenemos que para R
(20 + 1) = bo + byt + byh? + ... + byh". donde '—kLJ = b,;.'f
Con esto podemos hacer la 51gmentc formulacién: TR
Si p(z) = anz"+ ... + a1z + ¢ es un polinomio en'z y > e C entonces p(z0 +h) esun .
polinomio en h.
Si h = (z — z¢), entonces p(z) = by + by (= — ..0) + by(z — z:n)2 + o+ by (~ - ~o)" con
L";'P_nl =b .
Algunas consecuencias de esto son:
a) Siempre podemos escribir a p{z) en términos de potencias de (z — zg)
b) p(z) es divisible por (z — z0) ¢ plz0) = 0, p(2) = (z — 20)Q(2).
- lL() p)( )(;s divisible por (z — 20)* © p(z0) = 0. p(20) = P'(20) = p"(20) = .. =
Ahora que hemos expresado los cocficient es. analicemos eédmo se ve el polmomlo cuan-
do nos movemos cn una vecindad de zq. :
plzo + h) — plz0) = bih + byh? + ... + b, 1",
St by # 0 es decir si la derivada os dlslln(a de cero tenemos:



P(z0 + h) — p(z0) = bih + bph? + ... 4+ bph™ = (b + bah + ... + byh"~!) esto quiere
decir que la vecindad de zp se transforma en otra mediante una rot acién .y expan::lén (o
contraccién), el término que cuenta es hb; /

Sib; = 0, esto es, la derivada vale cero en el punto zg :

by #£ 0= ﬂ"—") # 0 => que el polinemio no es constante

plzo + h) — p(zo) = bxh* + .. 4 byh" = B¥(bi + by rh + ... + b A" F) cuando h es muy
pequefia este factor bgy h + ... + b, A" % es pequefio también y tendremos escencialmente
h*by y la vecinded de zg va k veces en otra vecindad (casi circulito). Dicho de otra forma

eskal. P
e O
) . K
o ldea.l‘ ‘ ( vP(eS)
2 bxk

" Para precisar esto veamos que:
[P(z0 + h) — p(20)| =
|R*(bx + brrah + oo+ Bah™F)| = |A)* by + bish + o + Ba 7|
arg(p(zo + h) — p(20)) = arg(A* (b + bxsrh + ... + by h"‘“)) =
karg h + arg(bx + bxg1h + ... + bah"F)

[b + brarh + oo + bah™ ¥ = |by + @(h)| = |bk| donde lim w(h) = 0 yarg(by+brsrh+
« + by h"=F) = arg(by + @(h)) = arg(by).
Cerca del punto 2o la imagen se parece al comportamiento de la funcién z*.
Si nos movemos alrededor del punto zg, la imagen también se mueve alrededor del
“punto p(zo), es decir, que recorre todos los valores del argumento déndole la vuelta a
p(20).
Intuitivamente tenemos que el polinomio manda abiertos en abiertos, no puede pasar
algo asf en la imagen:
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Otra forma de verlo serin con ¢l Teorema de In Funcién Inversa para f : R" — R®

Sip(z) = anz"+ ..+ a1z cona; # 0y pl0) = 0 ;('Smo se comporta el polmomlo
alrededor del cero?

Seca p(z) = U + iV

z=7TI4iy

U=z"...+br—cy
V=xz"...4cz+by

2
3

%;;;:...-f-b '07=..—C
g =..+c S = +b

b — ’ [ .
DP(0)=(CbC) det( b(’)=b‘+c2=|cu|2#0

Por tanto existe la inversa en'el punto, si tenemos un cxrcullto alrededor del cero, la
imagen serd casi un ctrcullto . :

. Qué pasa en el punto = 0 =oc?

p(z) = z"(un + . +a|,—,.—r +um,.) conu, #0.n 21,

Lo que mds va a contar es el término a¢,3". si nos t\cercamos al pumo zp = oc el -
médulo del palinomio tambi¢én tiende a oc.

La imagen de un circulo de radio r suficientemente g,runde, daré n vu eltas alrededor
del cero, manteniéndose cerca del circulo de radio 7 4- ",1" R pues arg(p(;.)) nargz para

|z] grande.

.Cudntos puntos van a dar a oc? -

Como p(oc) = o¢. entoncees hay uno, pero hay que contarlo n. veces.

Para ver un poco més qué sucede en una vecindad del o0, hagamos un camblo dc
variable y analicemos todo en el cero.
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anz" + ...+ a1z +0ag

hg
~

| ‘e
-~

= S
gl "=

-3

= = ¢" =¢" (___________) ~C"
- “n(l)"-l +ao  Gnt@n-1C+..tagl" T an A0y -G 4000

Esto es, que e] comportamicnto cerca del oo es casi el mismo que ¢l dcl cecro bajo 2"
(*uando estamos en el cero, bajo 2", va a dar al cero. La vecindad del cero va a otra n
veces, la multiplicidad del cero es n. Por lo tanto la multiplicidad del oc es n.

Conclusién 2.4 A los puntos donde la derivada se hace cero, sc les llama puntos ertli-
cos. Y vamos a tener 2n — 2 puntos criticos (también llamados de ramificacion), losn~1
de la derivada mds n — 1 (por lo que cuenta €l punto al o). Y en lvs demds puntos el
polinomio es localmente inyectivo.

En el caso real tenemos que,

los puntos donde la funcién J () se dobla son los’ puntos donde la dcn\'ada se hace
cero. :
Los polinomios son funciones sobreyectivas de c— C y o' intéresa saber, ;cudn-
tos puntos del plano-z van a dar a un punto dado en el plano-w?. Es decu', :Cuéntas
preimégenes tiene un valor w?

Si w # oo, la ecuacién p(z) — w = 0 tiene n rafces y algunas pueden ser multxpl&s
Asf tenemos que los polinomios son 7 a 1.

Si p(20) = w, pero p'(2) = 0, p'(20) = 0,...,p*)(z0) # 0 entonces zp es una rafz dc
multiplicidad & de p(z) — w = 0, ésta hay que contarln k veces. :

Si w = oc, tenemos que p(o0) = oo, pero va n veces.

Por tanto, tenemos que todo punto w € € tiene n preimégenes dlstmlas, salvo algunos o
puntitos por ahi, que ya sabemos cudles son. )

Funciones Racionales

Sea un polinomio p(z) de grado n, y otro g(z) de grado m.

Definimos una funcién racional como un cociente de polmomlos Y mmblén deﬁmmos o
el grado como el maz {grado(P), grado(Q)} .




Veamos cémo el grado de la funcién racional tiene que implicar al denommador y al
numerador.

Sea d = maz {grado(P),grado(Q)} el grado de una funcuﬁn racional R(z) = A(;% Dado
un valor w € C, jcudntos puntos z van a dar a ¢,
Es decir, jcudntas rafces tiene la ecuacién 513 = w?

‘Tenemos que

p(z) _  _ pl) = wa(2)
q(2) g(z)

Entonces jcudntas raices tiene la ecuacién p(z) — wg(z) =0 ?

Sea we C.

Si el grado de la funcién racional d es igual a n entonces n > m y el g‘rado de
p(z) — wg(z) es n. Por tanto tenemos n soluciones.

Si d = m entonces n < m y el grado de p(z) — wg(z) esm, y tenemos m soluciones,
salvo en ¢l caso w = 0.

Si d = n = m, el grado de p(z) ~ wq(z) es de grado n m y existen n soluciones,
salvo en el caso w = §=. El término de grado n de p(z) — wq( ) es igual a cero cufmdo

w = 93y por tanto tenemos un polinomio de grado menor.
Analxcemoq los casos w=0, w=oc yuw = &,
N
Caso 1:

w=0. 51 cl grado es n y n > m, tenemos n sohiciones en C. . :

Si el grado de la funcién racional es i, (in > n) entonces R(oc) = 0. Vamos a tencr
n soluciones en C v las demés estédn en el oc. :

Veamos, si hacernos un cambio de variable £ = _% :

an(L)”+..4ao ot ‘ :

R(-) = m =g %)' cuando = — 00, tcncmm § - 0 y R( ) - 0

con multlphmdad m— n. : L
Por tanto tenemos m (grado de la funcién racional) soluciones en C.

Caso 2:

1 'a:

w = oo. Para ver estc caso, consideramos la funcién racional & =6 y aphcamos
al caso 1.

Caso 3

w =g

q(z)

Sid=m, }my m soluciones, porque el grado de ﬂ—’;(%‘d—! es m.

Y si d = n = m, tenemos que la funcién racional Mﬂ es dé gndo R

Si d = n, el grado de B&=%%2) o5 p y tiene n soluciones. B SRR

p(z)—wq(z) tiene grado k < m, aplicamos el caso 1, es decir que la ecuaclén

tiene m soluciones en C.

Conclusion 2.5 Si la funcion racional es de grado d = m;ix(grc;do(p),gra,do(q))"eryt-
tonces es d a I (contando mulliplicidad). : B T
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L‘jemplos

R(Z)

Ty = w.

Si w = 0, entonces los ceros de R son los ceros de p(z), en este caso es el cero.

Si w = oo, tenemos las raices cuartas de —1 y por tanto el co no es polo.

siw#0,00:

- w(z* 4 1) =0,

(1-w)zd—w=0,

Si w # 1, el polinomio es de grado cuatro, entonces tenemos cuatro raices.

Si w = 1, no hay rafces, ;Qué es lo que estd pasando aquf?

Sucede que R(oco0) = 1.

Para ver la multiplicidad, nos vamos al orlgen

S8 = e =1 G ¢ « | o

El punto 0 va al 1, entonces y3tm — 1 = CH-1+¢" =) es deci.r que cerca del cero.
~ comporta como 24, A ’

Cerca del cero se ve asf, y por tanto el oo es prexmagen miiltiple.

Podemos tener cosas menos drésticas, por ejemplo:

R(z) = —':—, .

(1—w)z?+22—w=0, 1gual para w = 1, tenemos que se baja el g'rado del po]momlo.
aqui seria de grado dos y si w s 1, el polinomio es de grado cuatro. A ; i

Ejercicio 2.6 Discutir la relacidn que hay enire los punios que son prezmagcn mullzple
u lus ceros de la derivada (R'(z)).

2.3.4. Funcién de Zhukovsky

Ahora estudiaremos la siguiente funcién:

+1

/()=

El grado de ésta funcién racnonal es 2 asf que la funcxén es2a 1
Los polos son: 0 y co.
Los ceros son: i y —i.

Aﬂhora veamos las prelmégen&s, resolv ndo la sxgmente ecuacxén
241 _ . o

Siw=1l,w=-1:
(: =12 =0, (z 1) =
esto significa que z =1y z

..)TA TESIS NO SALE
DE LABIBLIOTYT ™




Asf todo punto en el plano-w uene dos preimégencs diferentes y sélo dos puntos tienen
preimégenes dobles, .

————

- —

I =1, /(1) =-1.
+7 L, Qué estd pasando alrededor del 17 .
Wt n)2
JAFh) —1= Gl 1 = Rl = (hm>
se parece a.la funcién elevar al cuadrado. Si recordamos cémo :? mapeaba la esfera,
los puntos dobles eran el cero y el infinito, y los deméds eran sencillos, Nos paramos en el
0 y en el oo, y le damos dos vueltas a la esfera (cero es repulsor y el oc cs atmctor)
Nos preguntamos ;qué tanto se parecerd = a nuestra funcién f?
Si hacemos cambios de M&bius en ¢l dominio y en el contradomino, de tal manera
que ~1 vaya al 0, y 1 vaya al oc

k)T
NCRIR

:‘;‘2

C=z_ﬁ°
z -1
_ 2
w=1(:) = §(6 + 5 = $24,
o wel =‘!—::+’=2g’___,ca
n -1 5¢:_] 2

Utilizamos un cambio de variable pero puede haber mds. Pox‘ lo mntoynuesu“a funclén; :
sf es como elevar al cuadrado, y esto se cumple més en gcnera] cualqmer cién racional
de grado dos se comporta como z? csto incluye por supilesto a los polmomlos de g'rado p
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ddow.

Como nuestra funcién se comporta como 22 hay dos puntos que \'an a dnr al mlsmo‘
JR)=3G=+H=r) i
observernos que para un w, una prelmagen esté en'el dlSCO (lz| < 1) yolra fuera
El cfrculo unitario va al segmento [~1, 1] recorrndo dos veces,

.

RS \‘lj 2 ‘ .,,a 3 ;4

4l

Si consideramos el disco, se mapeard en todo el plano menos el secgmento, o bien
si consideramos todo que est4 fuera del disco se mapeard en todo ¢l plano menos el

segmento.
Si tomn.mos circulos de radlo r, 0 < r < 1, sus imdgenes son elipses con eje mayor
igual r+ ! ¥ cje menor igual 7 — 1 +- Cuando el radio decrece, los semiejes (mayor y menor)

crecen. es decxr que cuando nos acercamos al cero, la funcién tiende a o<.

Los puntos : = {(cosa + isina), donde a € [0, 5] y ¢ € [0,1). bajo la funcién van a
hipérbolas con semicjes |cosa| y |sina|

Cuandoa = 0. tenemos w = (3(1+1),0). el intervalo [0,1] se “dobla™ hacia cl intervalo
1)

Cuando a =
el = al 0.

w=(0,%f— ;’,-) tenemos el eje imaginario negativo, recorrido desde

3E
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Al variar a, la imagen est4 en el cuarto cuadrante y si tomamos —a, obtenemos una
rama de la hipérbola (cuadrantes I y IV) y al tomar los puntos simétricos con respecto
al origen obtenemos la otra rama dc la hipérbola.

Se puede ver que el semidisco en la parte superior del plano se mapea en ¢l semiplano
inferior, el semidisco que estd cn la parte inferior del plano se mapea en el semiplano
superior, por tanto los puntos inversos del sernidisco inferior se mapearén en el semiplano
superior. Es decir que el semiplano superior "mordido" se mapea de manera conforme al
semiplano superior.



==

A esta funcién f(z) = 3(z + 1), se le llama Funcién de Zhukovsky.

Nuestro problema ahora es buscar la inversa:

f(z) =w,

1+ =w,

despegjamos y obtenemos

= wtxVvw? -1,

en la expresién se refleja el 2 a 1, para un valor de w tenemos dos solucxon&s 2y, 29,
P’ero ya sabfamos que z y 1/z van a dar al mismo punto. Luego debe cumplirse z; = 1/2,.
{Dejamos al lector verificar directamente esto calculando el producto z;z; ). Los dnicos
puntos dobles son cuando z; = 1/z; , es decir, 1 y —1. Sus imégenes son también 1 y ~1
. es decir, los valores de w para los cuales w? — 1 = 0 y la ecuacién en z tiene rafz doble.

2.4. La exponencial y las funciones trigonométricas

2.4.1. Funcién Exponencial

. C'6mo podemos extender la funcién exp z a los complejos 7

Las propiedades fundamentales de la funcién exponencial tienen que conservarse en
nuestra nueva definicién:

i) Que es solucién de una ecuacién diferencial : f' = f, con condicién inicial f(0) =1

ii) Que cumpla con la propiedad de suma-producto: e* + ¥ = e¥eV )
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bna opcién para deducir la exponencial compleja seria par! ir de la scrie de Taylor.
=1l4+x+ 2,.7 + .. :

y dcmmtra.r que la scnc complq}n

=144 g3+ 50+

también converge, dar cl radio de convergencia, ete,

Otra es ver quién es €. Clomo queremnos una funcidn que sign cnmpliendo £3 44 = ¢3¢",
entonces naturalmente se tendrfa que ¢ = ¢7'"%. = e, ya sabemos como es €%, ¢l
problema es ' : ] o

Sisustituimos iyen € = 1+z + Fr?+... . -

. 3 2

tenemos € = 1 + 1y + iﬂ/).. +.. -

— ¥ - PR Tt [T L il
=1+iy—% 13|+ +...—(1 2,+4, ﬁ,+...)+z(‘/ b+5-%+..)

(aquf tenemos dos series realcs conocidas) .

e'¥ = cosy + iseny
por lo tanto tendriamos que € = ¢*(cos y + iseny).

Pero hay otra opclén més geométrica que nos muestra un poco més qué es lo que estd

pasando:
Recordemos que para Ry
= lim (1+%)"

B i A
este limite se demuestra tomando logaritmos {¢n base ¢).
Primero veamos quién es el limite de log(1 4+ Z)" :
log(l+ %£)" = nlog(l + 2
considercrnos a # como una variable continua 1 emtonces tenemos que:

.T
nlog(l+ %) = hlog(l + %) ) R
si existe eatc ultimo limite cuando h — oc entonces existe el limite'de log(1 + )"
cuando n — oc. AR
Sen u={:

hm hlog(l+£) = lim _'&(liﬂl

u-o}
Scﬂ glu) = log(l + ux)
, 1 u)-g(0) __ q.  log{l + ur
710) = lim S0 — iy e
g'{u) = 77z o - _
P()rtanto ?=g'(0)==x - : R : o
. llm log(1+Z)"==x
(l’or continuidad) ¢* = lim (1 + Z)"
n-—eox
Pnrn C:
C'émo se veria esta funcién (1+ £)77 . e e
Lsmmos clevando un mimero complclo a una pmcncxa n. esto es ele\'ar su médulo ¥y
multiplicar su argumento n veces. e
Si tomamos un secctor que parta del punto =y tenga como ting‘ulo f]a transfor-
macién lo mandard otro sector que parta del origen y. tenga. como énﬂulo 7;.es decir el
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~emiplano superior:

’
’
.
’
‘

il ,//'//////

-n

Estamos elevando el sector a la potencia n. ;Qué pasa cuando n — oco?
El punto —n se va recorriendo hacia la izquierda por el eje real negativo, tendrfamos
un sector con un punto al oo, es decir lo que estd entre las lineas paralelas:

/17777

:De qué ancho es esta banda? -

Sea h,. la longitud del scgmento 0oQ.
tan f = —n Yy ha = ntan 2, si hacemos el cambxo ala va.nable oontmua n= ﬁ

lm;n) "‘“:‘"“ = lxm wseciru =7
prit
Por lo tanto el ancho de la banda es 7.

Si tomamos el siguiente scctor, al elevarlo a la potcncxa n obtenemos el semlplano
inferior ! I N T




Lo que tenemos en el limite es la funcién exponencial, ln banda de ancho 7 se trans-
forma en un sector de dngulo 7 , y si tomamos la signiente banda de ancho 7. la imagen
es el sector de dngulo —, por lo tante si tomamos una banda de tamano 27 se mapcearia
en todo ¢l plano menos cl cero.

Asf que cada 27, tenemos el mismo valor. por lo gue la funcién es periddica.

Ahora jqué pasa con ¢¥ = lim (1 + &)"?

. n—m

(14 i_yn):.rn ((os B +i Sen eﬂ)

Escribamos -
(1 + ¥) = rp(cos 8, + isend,).

a2

2
T‘: = (1 -+ ’;’.7) : y

4 .
log (1 + %;) ‘= 3 log(1+ %;) Hacemos el cambio de variable n =1,

P 2. . L (tue?)y _
"]E'r;zlog(l-f-"lg)—-ll‘l_r‘r(])lug —u5—22 0.
Por tanto lim r}! = 1.
n—.

Para 0, = arctan ¥ tenemos que nfl,, = narctan ¥,
n ) " an 4 1 n
haciendo n = 1, lim a=tanuy _ o)
U y—o u

Por tanto n,, — y.
eV = lim (14 ¥)" = cosy + iseny,
n—o0

eV =cosy + iseny
(Férmula de Euler)
Asf las cosas tenemos que la definicién mds adecuada cs :
€ = e%e" = ¢*(cosy + iseny) :
para toda z € C, y no sc anula, es decir no es sobreycctiva : [ : C — C — {0}
2.4.2. Transformacién del Plano bajo la funcién exponencial

Nos interesa ver ¢cdmo sc transforma la malla de rectas horizontales y verticales.
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f{z,y) = e*(cosy, seny)

Para una recta cualquiera paralela al eje real:

J(z,y0) = €”(cos yo, senyo)

O ‘bien w = e*(cos yo + isenyop)

Se transforman en un rayo con éngilo yp, que parte del origen y que va crecxcndo,r, B
conforme crece la z. o i

Para una recta paralela al eje imaginario la funcién la transforma cn 1
radio €° y al recorrer y los reales, le daremos infinitas vueltas al cucu]o

S (2o, y) = e™(cosy, seny),

si 0 € yp < 27, el cfrculo se recorre una sola vez. ’

Por lo tanto la familia de rectas horizontales se transforman en la famllla de myos que
parten del origen y la familia de rectas verticales se transforman en’la famxlxa de ctrculos
con centro en el origen. e R ‘

n cfrculo de

Calculemos el jacobiano de la funcién f(z,y) = (e” cos y,eseny)
de t( e:cosy —e7seny \ _ 2 £0. . o
e“seny e*cosy

Esto'nos habla que existe la inversa localmente y también por la forma de la matriz
derivada, vemos que es una transformacién que preserva los éngulos

+Qué sucede en el infinito?

St z — oo, la funcién se acerca a todos los valores posibles:

Sea {z + 2kwi}, esta sucesién tiende a infinito y f {z + Zkmi} = e 2l »— efeTi =
e,

No existe el limite en el oo, el comportamiento que tenemos es osc1lntor10, por lo que
la exponencial compleja no se puede extender de manera continua a C. :
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2.4.3. Funcién Logaritmo

La inversa de la funcién exponencial es la funcién logaritmo.

Como el cero no est4 en la imagen de la funcién exponenecial, entoncc no va a tener
logaritmo.

Sea w # 0; la solucién a la ecnacién ¢* = w es:

z = log |w| (logaritmo de un nimero real positivo), y argw = y + 2kw

tenemos que todo mimero complejo distinto de cero tiene una infinidad de logarltmos
los cuales difieren por miltiplos de 27i.

log w = log jw| + i argw

El logaritmo de un nimero real positivo, serd ¢l logaritmo real.

Como vimos con la rafz cuadrada, no es posible encontrar una rama continua del
logaritmo en todo el plano menos el origen.

Aqui es inclusive mds claro, porque la partc imaginaria de log w es exactamente arg w,
Y ya sabemos que no se puede elegir de manera continua el argumento de todo complejo
distinto de cero.

Podemos, otra vez, definir diversas ramas del logaritmo en cualquier regién donde
no podamos darle vuelta al origen. En particular tenemos la rama, o valor principal del
logaritmo definida en € — {eje real negativo}:

Valor principal del logaritmo:

log z =log|z| + iargz donde —7% < argz < =

z € C — {eje real negativo}

0, las imédgenes serdn curvas que vienen asintéticamente de ln rec ' horlzonta] de'n ura
7 y se van pegando asintéticamente al eje real. 3
Y para las rectas horizontales que estdn en el semiplano mferlor,
—m a 0, entonces las curvas imagen vienen usm\ducamente de 7Y,
ejc real.

el dngulo” varfa dc
van pcgnndo el’

0
[» 2]



El eje imaginario positivo va a la recta de ordenada Z. Y el negativo & la recta.de
g1 2 42

ordenada —3. :

Las rectas verticales (z positiva), el dngulo varfa de —% a %. Las curvas imagen vienen
asintéticamente de la recta con ordenada —3, cruzan el eje real y se van pegando a la
recta con ordenada 3.

Finalmente las imédgenes de las rectas verticales (z < 0 e Imy > 0) son curvas que
van del borde de la banda (altura #) y se van pegando a la recta de ordenada 3 ¥y para
las semirectas en la parte inferior del plano, las imdgenes son curvas que van del otro
borde de la banda (altura —7) y se van pegando a la recta de ordenada -7

Por lo que el dibujo de la imagen de la malla de rectas horizontales y verticales queda

asi:

Ya definido el logaritmo, podemos definir ahora la potencia compleja;
sea 2 # 0 y & mimeros complejos
20 = e logz .
© 8i consideramos z positivo entonces log z es real y 2® tendrd un solo valor. Si no hay
restriccién para z, entonces en general tendremos una infinidad de valores.

. 2.4.4. Funciones trigonomeétricas e hiperbélicas

. Si e = cosy + iseny

‘entonces e”% = cosy — iseny

sumando y dividiendo entre dos tenemos:
yE€R

eV + e”t

= e o et
5 =cosy y —=— =seny
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Como vemos las funciones seno y coseno se pueden expresar en términos de la ex-
ponencial compleja. Esto nos permite de manera natural extenderlas (de modo que se
conserven las propiedades) a variable compleja.

Definicién 2.3 z € C

cosz =

senz = ——p— L .

(Otra forma de definir las funciones trigonométricas prmcxpales es por medlo de se-
ries).

De nuestra definicién tenemos: ' :

cos(z + iy) = ST Hben i) cosz (’—"*—"") isenzx (5!;—'—1) = cosmcos}n -
isenzsenhy :

cosiy = coshy

seniy = isenhy

y podemos definir cosh z y senhz:.

Definicién 2.4
cosh z =
senhz =

Se podria haber definido primero las funciones hiperbélicas y despliés las trigonométri-
cas: ) L

cos(z) = cosh(iz) e isen(z) =senh(iz)

Todo queda bien definido porque se exprcsa en téminos de e*.

Vale la formula de la suma: €243’ = e®e*’.

cos(z + z') = cos z cos 2'—senzsenz’

sen(z + 2') =senz cos z' + cos zsenz’.

Estas formulas se demuestran con base en la férmula de la suma de la exponencial y
son de gran utilidad para demostrar més propiedades, por ejemplo, 1 = cos® z+sen?z.

Con las funciones seno y coseno, podemos definir todas las demds funciones trigonométri-
cas: tan z, cot z, sec z, ¢sc z.
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2.4.5. Funcién coseno y su inversa

;,Cémo se transforma el plano bajo la funcién f(z) =cosz ?

cos z = cos T cosh y — isenzsenhy

En el plano-w tenemos que:

(u, v) = (cos z cosh y, senz(—senhy))

El eje real va al segmento [—1, 1] recorrido una infinidad de veces.
f(z,0) = (cos z,0) :

Para una recta horizontal de altura b, tenemos:

f(z,b) = (cos z cosh b, senz(—senhd)) = (A cosz, Bsenz),

donde
A = coshb, B = (—senhbd)
que nos parametriza la elipse de ecuacién 4 —-; + %z = 1, y cuyos focos son =*1.

Si la altura de la recta horizontal es ~b, la ehpse se recorre en sentido contrario.
Y para las rectas verticales tenermnos hipérbolas:

f(a.y) = (cosa, cosh y,sena(—senhy)) = (A’ coshy, B'(—senhy)) = (u,v)
encontramos que —7; 1 = 1, que es la ecuacién de una hipérbola con focos :i:l
donde A’ = cosa y B’ =sena.

Si z = 0, tenemos que el eje imaginario va al segmento [1, 00), recorrido dos veces.

Por lo que la malla de rectas horizontales y verticales se transforma en una malla de
elipses e hipérbolas que tienen los mismos focos (confocales), esto implica que sc cortan
en dngulo recto.

Conviene pensar la funcién coseno como composxcxén de func1ones que ya hemos

estudiado:
w = cos z = }(u + %) (Funcién de Zhukovsky)
donde u = ¢ (multiplicacién por i, después la exponencial).
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Como el coseno estd en términos de la exponencial y ésta es periédica, el coseno
también va a ser una funcién periédica. la diferencia es que ¢l perfodo del coseno es 27.

Los puntos =, 2 + 27, 2 +47,... y —2. —2 + 27—z + 47... que estén en bandas de
tamano 27, al multiplicarlos por 7 y después componerlos con la exponencial van a dos
valores, la primera infinidad va al valor u. ¥ la segunda va al valor inverso 1.

Y como vimos anteriormente, la imagen ¢ue obtenemos al final es la malla de elipses
e hipérbolas.

Tenemos entonces que una infinidad de puntos van a dar & un mismo valor.
La funcién inversa es g(w) = ang cos u*. nuevamente tenemos una funcién multivalu-
ada. : R
Si sacamos las inversas de las funciones anteriores vemos que
u =g
entonces
2w=u+ %
u? - 2uwu+1=0

aquf tenemos problemas con la rafz, pero lo arreglamos tomando una rama,

iz = logu = log({w £ Vw? — 1)

y al tomar el logaritmo, también debemos escoger una rama adecuada,

z = —i(log(w £+ Vu? — 1))

entonces dado un w podemos escoger el punto = de muchas maneras, es decir que
teneros las funciones ang cos w que queramos, ' .

Por ejemnplo podemos tomar como dominio C— {[—1,1]} ,y 2 = —i(log(w+Vw? — 1))

con la rama principal del logaritmo.



Capitulo 3

Derivacién de Funciones Complejas

3.1. Funcién derivable

3.1.1. Ejemplos de funciones derivables y no derivables.

Definicién 3.1 Sea U “ ¢ U abierto, conczo h 2 C
. ) ; ZOHY; f(s .
[ ¢ derivable en 202 U si el ;,]rb A28 existe

En tal caso. dico limite le lamamos la derivada de [ e zq y se denota por ['(zq).

Formalmente la definicién es idéntica a la de la derivada de funciones reales, pero
vamos a ir viendo que tiene implicaciones muy diferentes. Lo que hay que destacar es que

aqui h es un mimero complejo, que puede tender a 0 por muy diferentes direcciones o
maneras, y que por lo tanto, pedir que en esas condiciones exista el limite es muchfsimo

pedir. Veamos algunos cjemplos:

Ejemplo 3.1 f(z) =
(= nHl) J(z0) _ (= n+’l)2 o 23084k _ h(2:0+h)
= h
llm J—‘Mﬁ = 11m 2zp + h = 2z

la func:dn €s dcrrvablc en todo zg y f'(20) = 2z0

Ejemplo 3.2 f(z) =

ILMh) Jtz0) _ F§t I 3N -
h

sih E R
tenemios que 'l'in'(x) {zath)=I(z0) o, ]l'm L=

im Jg:nw-!-g(:oz = lxm =is
h—0 T

>

pero sih = 1s

ahora si h = su dondc u es un comple]o con norma uno J s es cualqlucr nimero mal

}.,,,zli‘r'+_")f_(:s'_ hm— =17

eseribiendo u = c"’ se ticne que U2 = e~ %9,
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El ltmite no eciste, haciendo tender h a 0 por distintas direcciones sc acerca el cociente
a muy-diferentes valores. Por lo tanlo csta funcién no es derivable en ningin punto
20 € C.

Ejemplo 3.3 f(z) = |z|

Sizg=10

}fm {Eodt=Jz0) _ |y 11

h=0 h=0

como - 'h' es cualquier complejo de médulo uno, entonces la funcion no es derivable
en el cero

Si zp # 0 tomemos primero h en la misma direccién de zp, es decir h = Lo con t real -
> 0.

Entonces M);L(—) = M = "L' = —D que es un complejo unitario.

Si ahora hacemos que zo+h ae accrqur a 3y sobre ¢l ctreulo con centro en 0 quc pasa
por zo, es decir, si h = €%2g — zg tenemos :

lxo+h —)2g! l-nl|t“°] Izl _ 0
1im _(ﬂ);&_) =0
h0

por lo tanto la funcién no es derivable ¢n ningin zo € C

Observamos que no es tan fécil que una funcién sea derivable, la funcién f(z) =
es sencilla y 1o es derivable en ningiin punto. De aquf que f(z) =Rez y f(z) =Imzno
sean derivables. .

Sin embargo, hay muchas que si son derivables.

Proposxclén 3.1 1) Si [ es derivable. cn 2. rn[an(u [ €s conlinua en zg.
2) Si f y g son derivables en zg entonces [ + g. Af, fJ son derivables en zg y

8 g(z0) #0, [ es derivable y (l)
3) Regla de la cadena:

Si f es derivable en zp y g es derivable en f(zg) , entonces la composicién (g of)
es derivable en zo y (g o f)(z0) = g'(S(20)S"(20) .

La parte 1) se demuestra observando quc
lim f(z0 + 1) = f(z0) = lim Lzothl= JGo) py = (%) 0=0.

Todas las demas partces de c:sta proposmén también se demuestran exactamente 1g;ual
que en el caso real, como podré verificar facilmente cl lector.

Con esta proposicién tenemos muchas funciones derivables. Como la’ funcién = es
obviamente derivable, los polinomios son derivables, y también cualquier funcién rncmnétl
es derivable en cualquier punto donde no s¢ anule el denominador (y, en pa.rtlcular todas -
las transformaciones de Mobius son derivables). S

Otro ejemplo:
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Ejemplo 3.4 Escogiendo una rama contmua en un dominio adc(‘uada

b MzoTh-y/F0 _ 4h - =

rl.lfl]) -h ;l.m(‘) h(:/l-o-ﬁ A - 35) 2¢—

Obsérvese que solo hemos usado la continuidad de la funczdn Lmqo, toda - rant con-
tinua de /z es automdticamente derivable. o

3.1.2. Una funcién es derivable si,’y sélo sx, lo es como funclén‘ :
real y su derivada es C -llneal SN : '

Consideremos a la funcién f(z) = u(z) + zv(z), como un ifun‘ sn: F R2= R%owie,
Recordemos que F es derivable en (zo, yp) si existe una funcnén lmea.l L R’—' IR2 ta] ’
que ; N S e

. F(xo+syo+t)-F(xoyo)— L(st) =0
(,,&l_x..?og) ()] o ) e .
Esto significa que L es la mejor aproximacién lineal a F-, se le suele dénotar por

D (z0,y0) y es la transformacién lineal que tiene por matriz (reapecto a ln ba.so usual dc ’

R?) a la matriz jacobiana :

Bu  Bu

( fil & )

or

Ahora, pa.ra S:UcC —C,sif esderivable en zg
entonces lim L(L‘”‘)_'_f(_ﬂ) —a < hm zoth)-Jiso)=ah

8

por tamo tenemos que:
[ es derivable en zg < existe una funcién lineal de la forma L(h) = n/l lu] quc

lim L(zo4h) - !(-o)— L) _ 0.

h—0
Pero ya conocemos las funciones lineales de esa forma: son las C lmcaICa, que mcluven
las conformes (que son homotecias seguidas de rotaciones) y la funclén 0 . )
En resumen: :
[ es derivable como funcién compleja en zg si y sélosi f es denva le
real en (zo, yo0) y su derivada en el punto es conforme (o cero).

mo funcién

De otro modo, la condicién es que la matriz jacobiana tenga la forma ( Z ;b ) v
por lo tanto se debe de tener L A '

du Ov OBu v

8x dy” 0y Oz

a cstas tltimas ecuaciones se les llama de Cauchy-Riemann (C' — ?).

Recfprocamente, si tenemos una funcién F : R*— R? que sea derivable y que sus
parciales satisfagan (C'— R) , esto quiere decir que su derivada es de la forma L(z) = az
para algiin mimero complejo a y por lo tanto f es derivable como funcién compleja ¥ su
derivada es a. Luego hemos demostrado:



Teorema 3.1 Sea f: U — C una funcién compleja y zo=zo+iyo € U .
Entonces las condiciones siguientes son cquinalentes:
(i) [ ¢s derivable como funcién compleja cn 20 .

(ii) [ es derivable como funcién real en (rg,y0) y su derivada en ese punto es C
-lineal.

(iii) [ es derivable como funcion real en (zg. yo) y sus derivadas parciales en ese punto
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Se sabe que una funcién F : R" — R™ es derivable en una regién U si existen la
derivadas parciales de F' y son continuas en todos los puntos de U (condicién que es .
suficiente, pero no necesaria). En muchos tratados de Varinble Compleja se enuncia este’
Teorema en lugar de la equivalencia anterior, pero el enunciado queda més claro con el
concepto de derivada. Pero este resultado es muy iitil para verificar la derivabilidad de una
funcién compleja en muchos casos, sélo hay que agregar que se cumplan las ecuaciones
de C — R.

A la matriz ( t(f ;b ) le corresponde el complejo a + ib, es decir, f'(z0) = S¢(20) +.
82 (20)-

Si ['(z0) = 0, la mejor aproximaciodn lineal L(h) = ah = ['(z0)h es 1gua1 a 0, Yy ya no
se puede ver que sucede.
Si f'(20) # 0, la mejor aproximacién lineal en la vecindad del punto es una totamén
més una homotecia, esto significa que la funcién cerca del pnnto se comportard asf
Locamente se preservardn los éngulos:
£

— £(c)

Cz
1
1} C,

Zo

El dngulo(w) entre las curvas C, y C; es el Ang‘ulo formado emre sus t,angentes en el
punto zo.

Sea 7, el vector tangente a la curva C1 y sea v, el vector. t;angente ala curva Cz en
¢l punto zg, la funcién lineal mapeard v, en el vector p; ‘que es el vector tangcnte ala
curva imagen f(C))en el punto f(zo)

@1 =a(v;) donde a = a 4 ib= f'(z)

Y #2=0a(73) ; =

Por tanto <t(,72) = U@y, ) v la funclén es conforme

Dcfinicién 3.2 f es holomorfa en U, si f cs derwablc en todos los puntos de U C c
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3.1.3. Derivacidn respecto a z y a z conjugada

Sen [(2) = [z + iy) = u(z,y) + iv(z,y)
fntonces formalmente podemos escribir f(z) como funcién de las variables 2,3 T que
-omviene pensar como variables independientes:
I = ;_-L = 2= k3
y= 2i_
I(= )—(U(”‘ =52) v(—*—
Sz )"u(-‘"—' S 4 (S

T
Entonces podemos hablar de "—l " “8_
Aphcando regla de la cadena Lenemos
‘;i 2(0" +l&)+ 5"_'_1&
“8fn 1 &_1@)4_ o _ 180,
5 2\o or T i
[.o importante de esto es que si f es derivable (C dcrzvable) entonces
;[,:5 {%_1&)_{_2( — lo.)__ E_Dy)-'_z; Y 0-.)___0
”3{ V= _(82' + l& ) + I(U.r + lBu) = 2(20") + 2(2 ;‘
= (5 +i) = f ()

Fn otras pn]abras, las ecuaciones de Cauchy- Riemann se pueden resumir en una sola:
= 0. Heuristicamente esto significa que una funcién compleja es derivable cuando "no
«il pende de T .

Fn la préctica significa que si tencmos una funcién en cuya expresién aparece = no
el ser derivable. )

N
'4

Ejemplo 8.5 Si f(z +iy) = 22 +y? = = T tenemos que 2L = = y esto sc anula sélo para’
=0

3.1.4. Determinante jacobiano

Sea f(z) derivable en todo punto de U (Holomorfa) R

Consideremos a f(z) como una funcién de R2 — B? y obtengﬂmos la matriz derxvadu
Jacobiana:

8y Ou Bu by

5 _ Ou - _ Oy

or Oy or O0r
Bu* il

oy
y su determinanate jacobiano JJf = det_( 35 o ) ]f’(zo)Iz

Oz '8_ i
Por tanto f'(zg) =0 & Jf(20) =0 e .
Si f'(20) % 0 entonces el Jf(z0) # 0y tenemos dc mmcdmlo por el Teorema de la
Funcién Inversa, que [ es invertible en una vecindad del punto-zq. .
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3.1.5. Interpretacién en Mecédnica de Fluidos

Supongamos que tenemos el movimiento de un (lmdn “pcrfecto . es decir que es
estacionario, incompresible y no viscoso (irrotacional).

Si X = (U,V) es el campo vectorial que representala veloudad dcl fluldo en cada
punto, tenemos quc ’

i} X" no depende del tiempo. . B :

ii) dir(.X) =0 (no se concentra o se expande) - i R UL E IR

iii) 70!(X) =0 (es irrotacional)
av _ o

Como rot( X) =& ~ & = 0, existe (al menos lucalmenle) una funcuﬁn u(:z:, y) tnl .

we X = Bu t)u %
que . o

A esta funcnén se ]e llama _potencial de las velocidades

Como div(XN) = & + = 0 < existe una funcién iz, y tal que cl campo
s+ .

ortogonal X= = (=V,U) = Vo = (5, §) .
Y a esta funcién se le lama funcién de la corriente del fluido, )
Entonces las lincas v = constante. representan ¢l movimiento del fAuido (lineas de
corriente) y su vector tangente tiene la misma direccién que ¢l vector velocidad X).

Y cuando u = constante tenemos las lineas equipotenciales. que son ortogonales a las

anteriores en cada punto.

De esta manera. las curvas de nivel de # v de v, nos representan ¢l movimiento del
fluido como un todo.

Si consideramos a u como la parte real v a4 1 como la parte imaginaria de una funcién
compleja. entonces esta funcién cumple lax ccuaciones de Cauchy-Riemann y es deriv-
able: cualquicr fluido perfecto me produce una funcién de variable compleja derivable y
viceversa. IXsto nos da una forma mds de ver geomdétricamente una funcién de variable
compleja, dibujando las lineas de flujo del fluido. Los puntos donde la derivada de la fun-
cién se anula son los puntos estacionarios del fluido. Esta representacién fue muy usada
en los inicios de la teorfa, sobre todo por Riemann.

Veamos algunos ejemplos de curvas de nivel para v constante (fluidos):
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) G gl




(z +1/2)/2 (Jukovsky)

Después de observar las anteriores,*;puede el lector identificar la siguiente funcién? °
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3.2. Teorema complejo de la funcidén inversa

3.2.1. Teorema complejo como corolario del real

Teorema 3.2 Teoremna de la Funcién Inversa (Complejo)

[ : U — C derivable en todo punto de U, zg € C, [f'(z0) #0

Entonces existen vecindades Vy de zo. Va de [(20) tal que [ |v: V7 — Vo es invertible
y la tnversa g es derivable y vale ¢'(w) = SZrTom)

Demostracién Considerando a f como funcién de R? — R?, tenemos que Jf en el
punto zg es distinto de cero, por el teorema de la Funcién Inversa (Real ) la funcién s
. . . . . . e =b\ .
invertible en una vecindad de zq, siendo la matriz de la derivada de la forma ( b oa. '
la inversa también es de la misma forma por lo tanto es C—~lineal y la funcién inversa es

derivable.
Finalmente f(g(w)) = w, y f'(9{w))g'(w)=1.
por tanto g'(w) = m—;./
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Por ejemplo, si la derivada de f(z) = e*, es €*, entonces [’ '(~o) # 0 para cualquier
punto y por el teorema anterlor la derivada de la inversa serfa :

§(w) = 7o = ke = &
Esto es vti ido pa.ra cualquler rama del logaritmo.

3.2.2. Funcién armdénica

Otra consecuencia importante de las ecuaciones de Cauchy-Riemann es:
Si f : u+ iv es derivable y suponemos que u, v son de clase C?, entonces de

U =y,
u, = —u

se deduce inmediatamente que u y v satisfacen la ecuacién de Laplace:

Uzz + Uy = Vgz + vy =0

Una funcién real que satisface la ecuacién de Laplace se le llama arménica. Estas
funciones tienen diversas aplicaciones en la Ffsica, por ejemplo en el estudio de la tem-
peratura de un cuerpo en equilibrio.

Tenemos entonces que la parte real y la parte imaginaria de una funcién derivable son
funciones arménicas. Y dada cualquier funcién arménica podemos encontrar una funcién
derivable cuya parte real (o imaginaria) es la funcién arménica.

3.2.3. Derivabilidad de las funciones elementales

Si la funcién exponencial es derivable, entonces tendrfamos muchas més funciones

derivables. Podemos hablar de las derivadas de las funciones trigonometricas e hiper- i~

bdlicas (senz,cosz,tan z, senh z, coshz, ete), pues cada una de ellas involucra a lﬂ
exponencial. Estas derivadas prdcticamente ya las conocemos.

f(z) = € es derivable

sea 2 € C . .

' 2 el0th _ e2p = P et — 1
zg) = lim &=———=£2 — g% 2

f'(z0) Am n 'llx_r.% =

-

Parahdcmostra.r este lfmuei es més fdcil verlo con series: . .
lim < _hm(1+,,+"+ )_nm(hm(1+,,+3,+...+"’)=

=k1£n;('133(1)(1+2,+ RS L
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Otra manera de argumentar que la exponencial es derivable es-por Canchy-Riemann.
Tenemos que f(z,y) = (¢ cos y. e*seny) es una funcién derivable como funcién de R?

a R2.

Bu _ T A — O
By =¢Tcosy = 5L,
Dl' Bu

& =ce'seny = =
por tanto f(z) = € es una funcién derivable para todo punto en C.
Sabiendo que ¢ es dérivable, calculamos la derivada f'(2) = uz +iv, = v, — iu,

rey=e

Algunas funciones derivables y sus dcrlvadas

1) (e8) =¢€°

2) (log =) = !

3) (senz)’ = cos z
4) (cos z) = —senz

5) (cosh z)' =senhz
6) (senhz) == coshz

Como cualquier inversa trigonométrica (o hiperhdlica) se puede expresar-en términos
del logaritmo, calcular su derivada involuera la . derivada’ del ]ofﬁ\rnmo, para no" tener
problemas con las definiciones siempre dol)omm espreificar rnn\' bien lns ramas. :
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Capitulo 4
Integracién de Funciones Complejas

4.1. Integral Compleja

4.1.1. La integracién compleja como integral de linea

Habiendo dado nuestros primeros pasos en la derivacién de funciones, pasemos a hacer
lo mismo para la integracién. Para definir la integral indefinida de una funcién compleja
no hay mayor problema: simplemente es la antiderivada o, como se acostumbra més en
las funciones complejas, la primitiva:

Definicién 4.1 Si f(z) una funcién compleja, una primiliva de f en un abierto U con-
lenido en el dominio de f es una funcién holomorfa F : U — C tal que F'(z) = f(z)
para toda z € U. :

Como en el caso real, si hay una primitiva de f en U hay muchas, pero todas difieren
por constantes.

Definir la integral indefinida de una funcién compleja entre dos complejos a y 8
requiere mayor cuidado. En el caso real el procedimiento usual consiste en partir el
intervalo, hacer sumas de Riemann y pasar al limite. Pero en el caso complejo no hay
siempre un segmento que vaya de a a 8 dentro del dominio de definicién de f, y atin
habiéndolo no es fécil ver qué sucede cuando hacemos variar 8, a menos que tomemos no
sélo segmentos sino tarmbién otras lineas quebradas . O bien, se podrfan tomar sucesiones
de puntos entre un punto y otro y hacer sucesiones cuyos puntos estén cada vez méds
cercanos entre sf, y ver si las correspondientes surmnas de Riemann convergen. Para que
esto suceda es natural pensar que las sucesiones se van acomodando en torno de alguna
curva, y asf se llegaria también a tener que considerar integrales sobre curvas.

Para darle forma a todo esto, lo mejor es definir directamente las integrales complejas
como inlegrales de lfnea.



Una curva C en el plano complejo es la imagen de una funcién continua, definida en
un intervalo cerrado. Es decir, 4 : [a,b] — C tal gque y(¢) = z(t) + iy(?) y sus ecuaciones
paramétricas estan dadas por funciones comtinuas: = z(l). y = y(t), a <1 < b

Si z(a) = z(b), y(a) = y(b) tenemos mm curva cerrada. Si no se cruza, es una curva
simple (Y(1) # v¥(s), para ! # s, con t, s € (a. b]).

Una curva C es (! por tramos, si y(/} tiene derivada continua para a < t < b, excepto
para un mimero finito de puntos.

1§ i<t
14+i(t—1) sil<t
B-t)+1 si2<t

i4—-1t) si3<t
~ parametriza una curva C' por tramos, bl7np/( y cerrada.

Ejemplo 4.1 v(t) =

I/\I/\I/\I/\
R N

El vector (z'(t),y'(t)) es el vector tangente a la curva en el punto z(t) 4 iy(¢).

La integral de una funcién compleja de variable real z(f) = u(t) + iv(t) se define en
términos de dos integrales reales. Y si tenemos w = f(z) definida en una regién y C es
una curva C? por tmmos, la integral compleja se define como una integral de linea:

ff( )d= hme HZAVE

el intervalo a < t < b es subdividido en n partes por lg = a....,b = by, z; = 2(ty) +
ylt;) ¥y Djz = z; — zj-1, 1} es un punto en ¢l j-subintervalo y 2} = z(f3) + iy({3).

ff(:)d= = if(:") bjz= Z{u (15). (50} + de((5). u(GNHAT + ibyy) =

= Z(uA_,J: —vdy) +i Z(I‘A i+ uld;y)

Cuando hacemos tender n cero la norma de la particién obtenemos que la mtegral de
linea compleja es la combinacién de los integrales de lfnea reales.

Por tanto tenemos:

Sea ~(t) = z(t) + iy(t) que parametriza la curva C

ff(z)dz = fud:c - vdy + i [vdz + udy = f(u-— — v¥)dt + ‘Lf(v— + u—")dt
¢

v-

Slu+iv) ‘,";}' +z ydt —}f('y(t))'y (t)dt.

*  Precisemos las definicioncs correspondientes: necesitamos pr)mero deﬁmr lo més sxm-'
ple que es, )
1. Integral definida de una funcién compleja de variable real. En este caso se mtegran
la parte real y la parte imaginaria de la funcién:
: a8 = C a<i<bh
J(/) = u(t) + iv(t)
f g(tydt = j u(l)dt +1fv(t)dl

a
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Ya con esta definicién es natural definir la integral como sigue:

11. Integral compleja como integral de linea: en el integrando substituimeos la variable
: por_los valores de la curva y el simbolo dz por la \cloudful de 1o curva e integramos
tempectlo al pardmetro:

Sea C una curva (! por tramos parametrizada por 4.

fU-=-C UuccC .

5 :[a,b) — U

={t)= () + iy (1))

[ 1)z = [ g2 (0

(o a

IIL. Integral de lfnea con respecto a longitud de arco. Esta es una integral auxiliar
que nos sirve para hacer estimaciones. Geométricamente, su parte real e imaginaria rep-
resentan el drea de la superficie curva por encima de € y debajo de ln grafica de la parte
ren] e imaginaria de la funcién. Pero esta representacién geométrica no le da mucho mis
claridad a la definicién formal, que consiste en hacer las mismas substituciones gue en ¢l
caso anterior:

S (=)ds = !f(Z) ldz| = fbf(ﬁ(f)) [+'(1)] dt

4.1.2. Propiedades elementales de las integrales de linea com-
plejas.
Las demostraciones de varias propiedades son esencialmente las mismas que para’las
integrales reales para funciones continuas. Demostraremos sélo algunas de ellas.
Propiedades de la integral I:
0) Dcfmlda siges contmua en [a, b]

1) f(gl(’) + g2(t))dt = fgl(i)dl + f!lz(’)dl

2) fo(g(t))dl = oig(t)dl, aeC

3) fg t)dt + fg(!)dt fg(r)dt O<b<e

4) 51 h:ld, b’] — R, es dc clase C! tal que h(a) =ay h(b’) =b
b

fatou = Tt (s)ds |

5) }fg(f)dr\ < flola
6) G : [a.b] — C derivable (C")



f G (t)dt = G(b) - G(a).

: Demostramén de (5)
. Caso facil:

: ‘,.Supongamos que fg(t)dt 20:

| ‘entonc&s ‘fg(t)dt fg(t)dt = Re jy(t)d! = j‘Reg(l.)dt‘ < }ylgy(t»)]_‘ dt/ Vo

"~ Caso genera]

Existe un nimero complejo A con [A] = 1 tal que A fg(t)dl sea un’ niimero rcal positivo’
y estarfamos ya en el caso fécil, entonces
[ fawra] = | f rae| < frowiaes

Propiedades de Ia mtegral II: e
0) Definida si f es continua y C es C! por tramos )

1) f(fl + f2)(= )dz—ff,(z)dz+ff2( )dz
2)f0f( )dz=aff( )dz

3) f f(z)d= ff( Ydz + [ f(z)dz , donde C; + C, es la curva que se obnene :
Ci1+C2 Cq : .
recorrlt;ndo primero la curva C; y después la curva C; .

4) Si B es una reparametrizacién de v que conserva el =.ent1do, f f( )d = f f( )d-

Demostracién v: [a,8) > Cy 8:{c.d] — R
Sea h: [c,d] — [a,]] creciente, dcrlvablc tal que B(s) = ‘7(h(s))

cff(z)d~ ff(ﬁ(s))B'(S)ﬂLs ff(‘?(’l(ﬁ))h (/1(3))’1 (S)ds z‘f(‘.r(f))ﬁ (ar =
ff(ﬂz)dz. -
&y

5) |ff(z)d«1 < [ 1dsl v

Demostracién Es andloga a la propiedad 5 de la deﬁmclén anterior.v’ ®
6) Si F': ) — C derivable (y /" continua) : A

ff( )dz = F(%(b) = F(v(a))

7) Férmula de cambio de variable para mtegral
Sean U/; y U dos regiones de C.
Sea f continua en U.
C, una curva en U).
: Uy — U una funcién derivable y su: m\'ersa

Jnlonct.s [ fw)dw = [ f(h(z))H(= )d‘, :
e & ’

'c>c‘>mplejas.,

¥ mbxén derivabley C = ho(,
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-8) f f(z)dz == ff(z)dz donde‘ ~C es la curva C recorrida en sentido contrario. "

LJ(.mplo 4 2 Sea C = c{r‘culo umtano o ’

[z dz=0:

el

22 dz= 0

el 2 .

[z i= 2z(a7 ea encery ada por C)

Z - ant ‘

. f "z‘ gz 21(area encerrada por 'y), donde’ 7 es una. curva (" por tmmov. cerrada :

e

e

or del origen.
dz = 2mi

—dz=2mi L={z=a+e%0<60<2n}

‘nl-‘g‘

»

“ S o
=/ I'y'(t)l dt = longitud(C), C curva de C' por tramos, paramelrizada por ~.
a . P

4.2. Teorema de la Primitiva

“Integrabilidad” de las potencias positivas y no negativas de z i..salvo una. Com-
paracién con las integrales de linea reales: campos conservativos 'y diferenciales exactas.

4.2.1. Ejemplos de funciones “integ'rab]es” Y “no integrables”

Sea C una curva C! por tramos parametrizada por v, 'y [a, b] — U
Sea f : U — C, U una regién (abierto conexo)

Nos preguntamos: (PR
:Cuédndo la integral depende sélo de los ext.remos de la curva" O bien ;Cuédndo

f J(z)dz = 0 para C cerrada?

¢ Empezaremos con algunos EJemPIOS

Ejemplo 4.3 Sea v :[0,27] — C donde 'y(t)
ff( )z = ff(7 13)ad (t)dt f(cost+ 1 ent)(—scnt+1cos L)dt = f( 2sentcost)dt+ »

zf(cos2t sen"'t)d[

z enloncés‘ :fvf({z‘)dz'= :




Ejemplo 4.5 Ahora calculemos lu integral de. la funcién f( ) . =% sobre tres curvas
distintas parametrizadas por:

Ti(f) =cost +isent, 0<t <, .

Yo(t) = —v(f) donde 4(t) = cost + isend, 7 < 1 < 27,

nll)=1-200<1<1

[ =d= f(cosl — isent)(—send + i cost)dl
(&)

fEd:=—ifdl=—rri
Cy Ed

[zd== fl(l —2)(-2)dt =0
C3 0

;. Qué podemos concluir de estos ejemplos? Que en el ejemplo (4.4) la integral sobre
una curva cerrada fue distinta de cero, compardndolo con el (4.3), la funcién Z no es
la derivada de una funcién y que en general para una funcién podemos tener distintos
valores para la integral, es decir si depende de la trayectoria de la curva.

Teorema 4.1 (de la Primitiva)
Sea f: U c C— C continua.
Son cquivalentes:
(i) [ f(2)dz depende sélo de los cxtramos de la curva C (f es "integrable")

¢
(ii) ff( }dz = 0 ¥ curva ccrrada

(iii) Lns‘l( F U CC— C holoforma en li tal que F'(z) = f(z).
En este dltimo caso tenemos [ [(2)dz = F(1(8)) = F(v(a)).~ [a b] =~ C:
¢ B

Demostracién (i)=>(ii) ' s
Como la integral depende sélo de los extremos de la cuna, basta calcula.r la mtegml
sobre una curva C conslante Seay,(t) =a,v, :[a,b) — U T ;

ff(z)d ff( d~—ff(n(r) )odt =0

(n)=>( ) Sean dos curvas distintas C,.C, que unan Ios mismos. puntos Sea C

(—=C2) tencmosqueff( Ydz 0=>_ff( )d~--_ff(z)d~+ f S (z)dz= 0.
Por lo tanto ff z2)ds = ff( )d..,es decir, la mtcg;ral sélo depende de]os extremos

(m)=t~(1) S(‘rl C una curva ( ! por tramos parametrizada por 5. Sy ,
ia.b] = C.v{g) =a,. ()= :

Tenemos por hipétesis que _['f( ydz = _] F'(z)dz = j Fer)y (t) dt, dt.mostraremos
que esta tltima integral es 1g1m] a F(3) - l (p). SiF=U+iV,y (t) = a(i) + ir (f)
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g0 = F(y(0) = 0:(0) + igae), tendriamos ave (1) = Gi1) + itst) ¥ (). =
o (I) +iT (t)
91(t) = F(o(0), 7(t))a’'(t) + 5 (0(1)~T(1))7’ (t)
g5(t) = B2 (a(1), T(1))o (1) + ’"'(0(1) T()r'(t)
Como F es holomorfa esto unphca que F'(z) =
F’('r(t))’Y'(t) = (§2+i%E) (o'(1) + ir'(t) = (a" 0’(¢) ""7- (1))+1 ('" 0’(’) + 6” '(’)) =
#(0). Por wanto | FU4()r (at = f o' ()a = fmmawfwmm—mmw+mmu%?

F((8) =F((a)) = F(8) = F(a). S
(i)=>(iii) Definimos F(z) = ff(f)d{, por hipétesis estd bien definida, Toma.mos una'y-,: )

L

poligonal con los segmentos pa.ra]elos alosejesqueunaazy z : L
Para obtener la parcial de F con respecto a x, nos movemos en la duecmdn del eJe i
real con un segmemo que va de z =z+iy az+h h real

Fla+h+iy)= ff(E)d§+ ff(-E)dE ff(f)d§+ff($+s+1y)d.s T

Dcnvmldo con respecto ahy - evaluando en h=0,se obtlene

= f(=y)

Hﬂcemos lo mismo para obtener la parcial con respecto a y, nos mov crtios en ]a vertical
dez=z+iyaz+ih:

F(z +ily+h) = [ FE)dg + f £©)de = J 1(§)dg + {f(r +i(y + ))ids
=if(z,y).

Sl f(:r y) = u + iv tenemos que 2 =u+wy 8E — j(u +iv) = —v +iu

Como f = u+1iv es continua entonces las parcm]es de F son continuas (por lo tanto es
diferenciable como funcién de R%en R?) y ademés tenemos que se cumplen las ecuaciones
de Cnuchy Riemann: F = U + iV

Ly L=y

gf’ —v By

Esto demuestra que F(2) es holomorfa en U (dominio de f) y que su derivada es f(z).

4.2.2, “Integrabilidad® de las potencias positivas y no negativas
de :z ...salvo una. Comparacién con las integrales de linea
reales: campos conservativos y diferenciales exactas.

El teorema 4.1 nos permite calcular muchas integrales (C curva cerrada). por ejemplo:
fzdz=0neN

c
Jzrdz=0n#1, C no pasa por el origen
¢
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J P(z)dz =0, P(z) cualquier polinomio -
c

fed:=0

¢

fsen( Ydz =

Reﬁultados equivalentes:

Este resultado tiene su equivalente en Célenlo de varias variables reales, para campos
vectoriales y para formas diferenciales:

Pdz + Qdy es exacta (es decir, 3 una funcién F(z.y) tal que =P Y &y O — Q)

« [ Pdz + Qdy sélo depende de los extremos de C

c
& [ Pdz + Qdy = 0 para toda C curva ccrrada.
¢

X = (P,Q) es un campo gradiente
< f X - dZ solo depende de los extremos (X es conservativo)

< f X - dT = 0 para toda C curva cerrada.

Estas Cson equivalencias entre diversas propiedades, muy importantes desde el punto
de la teorfa de las formas diferenciales y los campos de fuerzas, pero en la préctica no
son muy itiles para verificar si alguna de ellas se cumple en un ejemplo dado. Para esto
hay otro criterio que ¢s el siguiente:

Pdz + Qdy es exacta = % = & (es decir. In forma es cerrada).

X = (P,Q) es un campo gradiente = rotXN = %‘ - ?,—? = 0 (es decir, el campo es
irrolacional). ’
_ Ladiferencia es que este criterio s6lo da una condicién necesaria, que es suficiente sélo

en la vecindad de cada punto o en regiones especiales (sin hoyos), ademés que requiere

que la forma diferencial o el campo tengan parciales continuas. Veamos cémo se expresa
cste criterio para las funciones complejas: )

Si f = u+iv y suponemos que [ € ("' como funcién real (u,v € C'), ¥(t) =z +iy,
la integral de linea se desarrolla como:

ff( )dz fud.z —vdy+1¢ fvdz + udy

A51, para quc la integral sélo dependa de los extremos de C se requiere que lo mismo
suceda para sus partes real ¢ imaginaria y la condicién necesaria anterior ap?cada a cada

parte darfa las condiciones: e

o ov_ o
oy @ Oz
v Ou . =
ay o0 S

iQue no son otras que las condiciones de Cauchy-Riemann otra vez!
Algo muy curioso estd pasando: las condiciones (necesarias y suficientes) para que
una funcién sea derivable resultan ser las mismas que las necesarias para que tenga
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primitiva, es decir para que sca "integrable". En la segunda parte de este curso iremos al
fondo de esta extrafa coincidencia y veremos las enormes repercusiones que tiene pnra
in comprensién de las funciones holomorfas.

Por lo pronto hemos demostrado la implicacién correspondiente a las anteriores pnra
«l caso complejo:

Si tenemos [ = u +iv € C' como funcién real (u,v € C') y

J J(2)dz = 0 para toda curva cerrada C entonces f es holomorfa.
c

Veremos también después que s¢ puede prescindir de la hipétesis f € C! .

Por lo pronto recordemos porque esas condiciones no son suficientes.

Recordemos un ejemplo de campo vectorial que tiene rotacional nulo, pero que no es
un campo gradiente:

Sea X(z,y) = (3 P —E=) . Este es un campo vectorial definido en IR"’ —{(O 0)}.

(1) (Existe @ tal que Vd’ =

La condicién rot X = 0 se cumplc, como puede verificar el lector ca.lculé.ndolo Busque-
mos entonces P,

Sean A y B dos puntos en R?2 — {(0,0)}, & una para.met.rlzaClén lisa por tramos, a’
fja.b) — R* - {(0,0)} :

talque a(a) =Ayab)=8
S Xeda = f(-—;“i@ 2Dy (), ap)dt = fmi-_%’-"—‘d! = arctanz—f% =

b4 +ai’ aj +n‘ o -i»a2

o
Hd
I

ﬁ
4.
/—\

= arctan —’32 — arctan iﬁ

b(z.y) = mctun (®) :
(2) Sin embargo, la integral de linea sobre cualquier clrcunfcren(.m con centro en'el
origen es distinta de cero; es més: : N

2
f.\ da = [ (—rsend,rcos@)(~rsend,  cos 8)dd = fd0-2'r

Qué es lo (;)ue estd pasando?

Que la funcién @ que obtuvimos no estd bien definida para toda (z,y) # (0,0). La
podemos definir en algiin abierto siempre que éste no rodee al origen. Por ejemplo en el
semiplano superior. Ahf el campo sf es gradiente. Lo mismo en cualquier otro semiplano.
Pero no en todo R? —{(0,0)}.

El problema es que la condicién rotX = 0 es una condicidén local: para verificarla
en un punto sélo necesitamos conocer lo que pasa en la vecindad de ese punto. Con eso
es suficiente para calcular las derivadas parciales de X y por lo tanto el rotacional. En
cambio la condicién [ .\ . dF = 0 para toda v curva cerrada es una condicién global: no

5
podemos verificarla alrededor de cada punto, necesitarfamos considerar todas las curvas
cerradas, y todus incluye hasta las que van a dar una vuelta hasta puntos muy lejanos.
.o mismo, para verificar que X es un gradiente en una regién U/ necesitamos construir la
funcién cuyo gradiente sca X en foda U y no vale en general construiria en pedacitos y

113




después pegar todos los pedacitos. El resultado puede ser algo que no es una funcién bien
definida en todo U/ . El ejemplo anterior nos mmestra que lo locnl y lo global no siempre
coinciden. .

Para el caso de funciones complejas ya hemos visto el ejemplo f(z) = f funcién
holomorf{n definida en C — {0}. Si 4(0) = ¥, 0 < 0 < 27 tenemos que:

2nr
.Cf%d: =1 'o[ Zpe®df = 2% y por tanto:

/%d: = 27
J =

O sea que 1/z es una funcién holomorfa definida para = # 0 . como tal cumple
Cauchy- Riemann y, sin embargo, su integral a lo largo de una curva cerrada noes 0 y
en consecuencia no tiene primitiva. Pero localinente y en partes adecuadas del dominio sf
tiene primitiva: log(z) que como sabemos puede definirse en algunos subdominios, como
por ejemplo, en-C —(00, 0} (la rama principal) pero no en todo ¢l dominio C — {0}. En
una regién asf podemos simplemente calcular

f ldz = log(3) — log(a) = log 2 = log L + i(arg 3 ~ arga)

Pero en todo el dominio de 1/ esta formula presenta un problema: no en la parte
real de la integral ( log(]=]) esta bien definida para = # 0 ) pero sien la imaginaria, arga
, que tiene la indefinicién que ya conocernos.

Veamos algunos cdlculos de este tipo:

Sean €, y Cy como se muestran en el dibujo:

y calculemos las integrales:
Jidz=logz |' ;=logi— log(—i) = if + i

wi

& .
(porque 3R (= )—logz-log| |+1a1g... -7 <argz < W)
f_’ = logz |['=log(—i) — log(i) = i¥ — if = mi :
(porque AFp(z) =logz = log|z| +iargz., 0< mg < 27.') } i .
Si tenemos una curva como en el dibujo, podcmos part u‘la e mteﬂ'mr, obtemendo lu
variacién del argumento: .
[1idz=4mi (mide cémo va aumentando cl argumento)- S
¢ L S
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- Observemos que la curva’'le da dos vueltas al origen.

O bien, si recorremos la siguiente curva en el mlsmo senudo que las maneclllab del
relQ) tenemos:

f ’dz —27rz

Tenemos por conclusnSn que para. toda curva cerrada C que no pn% por.el origen, k-

cmero ; e
[ = o k-
; 4 . o .
- /z" = (2ri)n k=-1
4

donde el mimero n es el mimero de vueltas que le da la curva el origen. A pesar de esto,
en algunos casos es posible demostrar que la integral de una funcién holomor{a sobre una
curva cerrada es 0.

4.3. Teorema de Cauchy para el rectangulo

Consideremos un campo vectorial X definido en una regién U y supongamos que sus
componentes tienen derivadas parciales continuas en U . Supongamos que tenemos un’
rectdngulo cerrado R contenido en U y sea R la frontera de R orientada en sentido
positivo. En esas circunstacias tenemos el Teorema de Green que afirma la integral de’
linea del campo sobre R es igual a la integral de superficie del rotacional del campo

sobre R :
/ X dE = / / rotX dxdy
OR R




(Existen diferentes versiones del Teorema de Green, pero es fcil ver que todas son equiv-
alentes: para una forma diferencial se formula asi:

) >
Pd:r-}-Qdy—-//(g&-—a—[)l dl/
R

bajo las hipétesis correspondientes). ‘ ‘

Si, adicionalmente, suponemos que rotX = 0 |, se pucdv coneluir que la integral de
lfnea de X sobre la curva cerrada OR es cero.

Aplicando este resultado como antes a las partes real e 1magmana de la mtcgal de.
una funcién compleja obtenemos el @

Teorema 4.2 (de Cauchy para el recténgulo) Sea [ : U — C holomorfa tal que:
J'(2) sea continua y sea R un recléngulo cerrado contenido en U. Entonces

/f(z)dz=0.

8R

Es claro que la misma conclusién se obtiene si substituimos el rectdngulo por un
tridngulo, un disco, o cualquier otra regién cerrada a la que se pueda aplicar el Teorema
de Green. En la segunda parte veremos nuevamente que sc puede prescindir de la hipétesis
de que [*(z) sea continua. Este resultado, conocido como Teorema de Cauchy-Goursat
serd de fundamental importancia para la teorin de las funciones holomorfas.

Conclusién 4.1 La afirmacién “la intcgral de una funcién holomorfa a lo lurgo dc una
curva cerrada ¢s cero” ¢s falsa en general. La afirmacion cs. sin embargo, casi cierta: es
cierta para algunas regiones. es cierta cuando la funcién se comporta bien en la vecindad
de los puntos donde no esté definida, cs cierta para ciertas curves cerradus, etc. Todas
esas variantes se conocen como “Teoremas de Cauchy'.

/%dz = 2mi

(o]

El contraejemplo

nos arruina la posibilidad de tener un “*Teorema de Cauchy” completamente general sin
hipétesis adicionales. Pero el hecho no es tan grave porque es, en cierto senlido, el inico
ejemplo: cualquicr otro deberd contener, més o menos escondido a éste. ‘

Pero después veremos que si bien este ejemplo nos quita cse “Teorema de Cauchy”
perfecto, nos da por otro lado todos los teoremas fundamentales sobre las funciones
holomor{as. Es la llave que nos abre la puerta a un mundo de impresionantes resultados, -
ninguno de los cuales se podria obtener si la integral anterior fucra 0.
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4.4, Integraciéon de funciones racionales

4.4.1. El] Teorema del Residuo (primera versién)

Por lo visto anteriormente podemos calcular facilmente cualquier integral de un poli-
nomio. Desde la Preparatoria sabemos encontrar primitivas de polinomios. Veremos ahora
que también sabemos calcular, en principio, la integral de cualquier funcidn racional. Este
hecho tendré, sorpresivamente, grandes implicaciones que se agrupan cn torno al Teorema
del Residuo.

Todo se basa en el conocido método de las fracciones parciales, que s¢ basa en la
proposicién que ya demostramos: toda funcidn racional se puede eseribir como una suma
de funciones racionales, cada una de las cuales tiene un solo polo. Entonces todo se
reduce a calcular las integrales de éstas.

Si R(z) tiene un solo polo, y éste es 0o, entonces es un polinomio y ya lo subemos
integrar.

Si R(z) tiene un solo polo p € C, entonces se puede escribir de la forma

P(z)
(z-p)

donde P(z) es un polmomxo de grado £ m. Desarrolldndolo en polom ins de 2 —=p oblen-
emos: :

R(z) =

a-
R(z )_ - )m + .t z_‘p+u,,.
Para integrarla, observemos que t.odos los términos, salvo el pemiltimo. tienen una prim-
itiva bien definida (que es una funcién racional) en todo € — {p}. Y el pemiltimo tienc
como primitiva a_j log(z — p) que no estd bien definida en todo € — {p}, pero que ya
sabermnos como trabajar.

Podemos concluir que la integral de toda funcién racional se puede expresar como
suma de funciones racionales y logaritmos. El principal problema para llevar esto a la
préctica consiste en encontrar los polos de la funcién, lo cual involucra encontrar las
raices del denominador, lo cual es bien sabido que puede ser complicado si su grado es
mayor que 2 y més ain si el grado es muy grande.

En el caso de que quisiéramos integrar una funcién con un sélo polo como la anterior
a lo largo de una curva cerrada C que no pase por p, las integrales de todos los términos
son cero, salvo la del pemiltimo:

/CR(z)d: =a.y

De toda la funcién; lo inico que necesitamos para calcular la integral es conocer py -
cl valor de a-; . A éste tiltimo se le conoce como el residuo de R(z) en el polo p'y lo

dz
cs—p
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denotaremos por res( R, p).

Felta sélo calcular la integral de la funcién 1/(z — p) que, como sabemos, depende
sélo del nimero de vueltas que le da C a p . En cicrtos casos es fdcil decir cudl es este
niimero, pero necesitamos en general definir bien este concepto. Hay formas geométricas
de hacerlo, pero esto requerirfa desviarnos mucho. e hecho, podemos invertir los papeles
y definir formalmente “el mimero de vueltas que le da C a p” en términos de la integral.
Este nimero se llama el fndice de C respecto a p , se denota por n(C,p) y se define asi:

1 d:

n(C,p) = 2_” - P

Con estos conceptos podemos ya enunciar el

Teorema 4.3 (del Residuo para funciones racionales)
Si R(z) es una funcién racional con polos py,...,px ¥ C es una curva cerrada que no
pasa por ninguno de estos polos, entonces :

/R( Ydz = "'nz:n(c piyres(R.p;).

Demostracién La demostracién ya estd hecha: se descompone R(z) en sus fracciones
parciales (funciones con un solo polo) y se realiza el cdlculo anterior (ver apéndice D). =

Nuevamente, en un caso particular. suele ser fdcil encontrar los indices n(C, p;) , hay
métodos para calcular los residuos res{R,p;) y lo mds problemdtico es encontrar los
polos.

4.4,2. Cidlculo de Integrales reales

Una de las aplicaciones del Teorema del Residuo es calcular integrales reales.
Hay muchas que resultan dificil de calcular, otras que solamente con el teorema del
residuo tienen solucién.

(i) Empecemos con las integrales de la forma:

donde R es una funcién racxonal Inv.erpret amos ln mt.eg;‘al como una mtegra.l comple_]a
como siguc:

Vamos a buscar una funcién f(z ) quc al mtegra:la sobre el cfrculo unitario me de la
que lenemos Hacemos:

z=c'

dz = izd0
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cosf =Rez=1(z+1)
sen0 Imz=g(z-1)
1 _1
f R(cosO,senf)df = —i [ M(z—lﬂd-
|z}=1
la integral compleja la resolvemos con el teorema del residuo. Tenemaos que g rfamntl?ﬂr
que no hay polos en el efrculo.

(ii) Integrales de la forma

]" R(z)dz

Las condiciones para que exista la integral son:

R funcién racional que no tenga polos reales y que el grado del denominador sea mayor
o igual al grado del numerador més dos, es decir, |R(z)| < -l-}lg para = suficientemente
grande, cumpliéndose también para toda z. La funcién racional compleja tiende a cero
como .

Bajo éstas condiciones se cumple que,

b 1 b
’f R(z)dz| < |f R(z)dz| + | [ R(z)dz
0 0 1
por tanto existen los dos limites siguientes:

TR(x)dz = lim j'R(:c)dz v | R(g)dz = lim 1 R(z)dz,
—o0 =0y

<a+k(l-1)<oo

y existe f R(z)dz.

Con51deremos la curva C, formada por el mLervalo

[—,r";‘ T}y (.{'..) ‘el s_erriicfx"cu]b de radio

Como R(z) es una funcnén mcxonnl real’ que no tlene polos en R, los polos quedan
_.dentro de la'curva. Calculamosla integral sobre C e
f R(,.)d =2mi(.-'Y. ‘Res(R, z;)) e

i polo R
lm(-.)>0

fR( dz = f R(z: d.1:+fR(rc‘9)zrc“’d0
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haciendo tender r a infinito tenemos que, .
™ : L3 ”
fR(re“’)z're‘”dO‘ < [|R(re®)|rido) < [&rido| = 7 — 0
o [ 0

y por tanto -
f R(z)dz = 27i( . T Res(R,z)).
—o0 ! . - %y polo R

Im(z,}>0

El Teorema del Residuo también es vélido para funciones que no sean racionales.
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Apéndice A

Teorema (Bolzano-Weierstrass):

Teorema A.1 (Teorema de Bolzano- Weierstrass para conjuntos)

Todo conjunto infinito acotado tiene al menos un punto de acumulacion.

Toorema A.2 (Teorema de Bolzano- Weiersirass para sucesiones)

Toda sucesion acotada en C tiene al menos una subsucesién convergente.
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Apéndice B
Teorema Fundamental del Algebra

Teorema B.1 Todo polinomio complejo no constante tiene al menos una raiz compleja

Buscaremos un & complejo tal que cumpla In(z0 + h)} < ip(z0)l.
plzo+h) =an(z0+ h)" +an-1(z0+ )"+ . 4 ag
haciendo las operaciones binomiales y agrupando tenemos
p(zo + k) = p(20) + bnh"™ + ... + bih*, donde k es la potencia més chica que aparece
(puede ser igual a uno)
plzo + h) = p(zo) + bich* +bg B¥+ + .+ byh"
= p(z0) + b h* +bch* (ﬁﬁ—’h F ot %:h"”"‘)
Llamemos a = bih*
B = buht (B2th 4 bk
plzo + h) es el vector resultante de sumar p(zp), a y 8. Veamos qué condiciones
podemos pedir para h:
i) si |a] < |p(z0)| y arga = argp(ze) + 7  (arga = arg by + k arg h)
entoncees ¢l vector o tiene direccién opuesta al vector p(zq) :

ii) si |3] < |a|
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|bkh"‘ (Sth+ .+ ',-;x;h"-k)| =l il [(%2h+ o+ %;11"~k)1 <

el A ([2522h 4o |2 < it = o
si se cumple b‘;;‘ l )+ .+ l%ﬂ " —

Si |h| es suficientemente pequenio para que s enmpla i) ¥ i) con

argp(za) + = — arg by
k

argh =

entonces h € C tal que |p(zq + h)| < [p(z0)].
Por tanto p(z) = 0 para algin z € C.
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Apéndice C

Geometria real con notacion
compleja

Si P(z) es un polinomio complejo, entonces la ecuacién P(z ) 0 se cumple \inicas
mente por un nimero finito de puntos del plano. Por lo tanto, si querecmos encontrar la
ecuacién de una curva en notacién compleja, tenemos que incluir otras funciones, como
por ejemplo =,

Por ejempilo la ecuacién zZ = 1 nos representa ¢l eirculo unitario, la ec uﬂudn -Z=0
nos representa el eje real, ete.

De hecho, cualquier ecuacién de una curva plana dada por un polinomio real P(z, J)

0 se puede escribir en términos complejos mediante la substitucién ;

.'l,'=~ z

41-nl

+ =z _
- 2 1J—~2l

Asi podemos, en principio, rehacer toda la geometr{a analftica plana en f\mcnén dc la ‘
variable compleja z. En ocasiones esto puede 51mp11ﬁcar los cdleulos. e :: :

Ecuacién de la recta: Si tenemos la recta a.’l:+by+c =0con a b reale:s. la substltumén
nos da

a3 24 btz 4 e=0

o sea

(3+4):+ (3= $)z+c=0

y llamandoa = § + 3; tenemos: . ° ;

La ecuacién de una recta en R? es de la forma

az+a—=+c;0'

dondeaGCyceR s -
A la misma conclusién se puede llegar medmnle un arg'umento geométnco:

124



Si a es un vector unitario perpendicular a la recta [, entonces p € [ es equivalente a
la condicién p+ v =d, con d una constante.

En notacién compleja p=zu=

- (Per6 recordemos que p:v = Re(az)), y la’
ecuacién nos queda T LT g s e

con lo cual obtenemos una intéri)fetp los part{frhgtxids."
Ecuacién de un cfreulo i R
La ecuacién general de un cfrculo es uun m&s senulln el cfrculo de centro ay radio

r se escribe como

e —'a'l =
(z —a)(z ;a) =r?

z’—az—-az+aa—r —-0

Ejercicio C.1 S§ien la ecuacién anterior supnmrmos el término 2z obtem’mos la ecuacion
de una recta. jQué ticne que ver esta recta con el cfreulo?

Semejanza de tndngulos

Recordamos la condicién para que dos truing:ulos sean semejantfs Exlste una seme-
janza que mande el tridngulo 2z, 2; 22 en el: ‘.0 z) -2y (en ese orden)




“si, ¥ s6lo si los dngulos 8,0’ son iguales y sus lados adyacentes son proporcionales. O
~ i

[
[22 = 2]
|23 = 2o}

9

=5 — =0l

|z = =l
0 = arg(ze — 20) — arg(z; — 20) = arg 2=

2-20 v andlogamente para 6.
Lucgo las dos ecuaciones anteriores se expresan en una sola:

-, pod -~
L T D S
2~ 20 24 zh

“1 7 ~o
que expresan en forma compacta las condiciones para la semejanza.
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Apéndice D

Fracciones Parciales

En cdleulo integral es de gran utilidad descomponer una funcién racional en “frac-
ciones parciales”, es decir como una suma de funciones racionales, cada una de las cuales
tiene un dnico polo Dermostraremos aquf que esto siempre se puede hacer:

Sea R(z) = Q(_
Empezaremos por demostrar
Lema 1:

Si p es un polo de R(z), podemos separar R como una suma

R(z) = Ri(2) + Ra(2)
donde p es el unico polo de R, ypnoes polo de R2 (y en consecuencm. R2 dcbe tener

todos los demds polos de R).
Veamos algunos caso:

Caso p = oo : Es el caso més f4cil. vSiloo" s pold de R, eso duiere decir ‘que el grado
de P es mayor que el g'a,do de Q Entonces podemos apllca.r el algorn,mo de la d1v1516n
y escribir |

P(Z) A(z)Q(Z) +B(z) :
donde A y B son polmomlos, el grado- de Bes menor que el grado de Q De donde
B
RE) = 5 = 46 + QEZ;

Como A(z) es polinomio, su tinico polo es 0o. Y por ser grado B < grado @, B(z) no
tiene polo en oo, y hemos logrado la descomposicién.

Caso p # oo polo simple: En este caso Q(p) = 0y Q(z) = (¢ —p)@1(z) con Q,(p) # 0.
Luego podemos tratar de descomponer, como en los cursos de célculo integral
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P(z) __a B( )
(z—p)@i(z}) =-p TaE
donde a y B son una constante y un polinomio por determinar como sigue:
| o, B(z) _aQu=)+BE)N==7)
z—p  Qi(z) (z - PIQi(2) '

Entonces a-y B(z) deben cumplir

R(z) =

P(z) = aQ:(2) + Bz)(z — )
Hamendo z = 0 obtenemos P(p) = a@Q,(p). o sea

oz L)
v = Qi(p) ™
Ble) = )= a@i(2)
(@) =—T7
P .
el cual es un polinomio, ya que el numerador se anula en z = p, y por lo tanto es
divisible entre z - p. :

Podemos continuar viendo como descomponer un po]o doble, trlp]e, etc Pero hay una‘
manera mas réplda de hacerlo, reduciendo al caso p = : -

tiene un polo en infinito. Por el cl prlmcr caso:

R(I\l Hw)) = R,(w) + R,(w)
w= M(z)

R(z) = Ri(M(2)) + Ra(M (= ))" "

y Ri(M(z)) es una funcién racional cuyo wnico po]o es’
racional que no tiene polo en p. - i
Asf el lema queda demostrado en general (y sin hacer muchas cuentas) =

Mediante el Lema 1 podemos ir descompomen o uno

polos de liiifiiii'éiéix R .
y escribir, si p1, ..., px son los polos de’ R ST -

R.(:)'= Ri(2) + .:';;.‘;'R_‘.’(;)
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Donde cada Rq(z)'es una funcién racional cuyo iinico polo es p;.v’

“Ejercicio D.1 Encontrar explicitamente la descomposicién para ¢l cuso de un polo doblc.

Ejercicio D.2 Demostrar que en la descomposicion de R(z) las fracciones parciales
yuedan unicamente determinadas salvo constantes. (Sugerencia: Empezar por ol Lema),
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Apéndice E
Geometria hiperbdlica

Ahora estudiemos las transformaciones de Msbius que van del disco A = {z ] |z| < 1}~
al disco A = {z| [z] < 1}
D={T:A— A, T Transformacién de Mbius}

Las rotaciones del disco serfan un caso, aqui el centro va al centro. :

Lo interesante estd en si es posible que un punto distinto del cero vava al cero, T (11)
0.La respuesta es que si, y resulta que cl conjunto D es un subgrupo. .

De todas las T'(z) = 2242 construimos una tal que mande ¢l punto:u al cero. -

Supongamos que el punto u estd cn ¢l eje real:

G N
-1 ] (7% 1
A

Trazamos una recta que pase por -1, 0 uy. 1 sabemos que cxlste una, T que mandc._
—1— -1, u—»Oyl—ol,yesT(z)--l'T',:—‘; : .

De 1g'ua1 manera se¢ puede obtener T si u no es rea.l sino cua]quner pumo en el dlSCO,
trazamos la recta que pasa por él y el cero, tendrfamos otros dos puntos en el circulo z;

; Ta.

Y sc busca la transformacién que u — 0, z; — 21y 25 — 2.

T(z) =c¥i=L conued

Esta T es del conjunto D porque la recta que pasa por los puntos z; y 3, va a la
recta que pasa por los puntos T(z1) = 21 ¥ T(z2) = 22, y también va a tener a los puntos
irnagen del 0 y .
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Observernos que se conserva el dngulo recto formado por el circulo y la recta en los
puntos z; y 2z y el cfrculo va a dar al circulo, (|7°(z)| = 1, si |z| = 1).

Teorema E.1 Siz1,22 € & = {z | |z] < 1} (Disco unitario} (zy # z2)
Entonces existe un unico cfrculo ortogonal al ctrculo unltano C' = {.. | | ! =1} qm
pasa por 3y y z. , Sk :

Demostracién Sea T transformacién de Mébius tal que T(C) = ]R U {oc} y 'I (A) =
{z; Imz> 0} ;

Tomemos tres puntos a, 8y <y en el circulo y los mandamos a el 0 Teoo re%pectna-
mente . ’

S(a)=0,8(8)=1y S(v) =

La imagen del disco puede ir al semiplano superior o inferior (pero la imagen estd de
un mismo lado). Para tener el semiplano superior podemos tomar T = S, T = ~§.

las imagenes de z; y 23 estardn en el semiplano, demostraremos que existe un tinico
circulo ortogonal al eje real que pasa por ellos,

Con la inversa {que ya sabemos que existe) regresamos al disco y tenemos que se
cumple el teorema.

Construimos el cfrculo: el centro es el punto de interseccion de la recta L y el eje real
, donde la recta L es la bisectriz del segmento formado por los puntos T(z1) y T(z2). ¥
por lo tanto el radio es la distancia del centro al punto 7'(2;) o T'(zy).

L. T@)

Tenemos que por construccién el cfrculo es el 1inico ortogonal al eje real . Cuando los
puntos imagen estdn en la misma’ vertical, el cfreulo ortogonal es la recta verucal (cfrculo -
de radio infinito) §

Existen muchas transformaciones de \'Itiblus que mandan el dzsco en“el semxplano
superior, podemos construir una: G :
-1—=0
i—1

Nuestra Lransformacxén cumple todas las propxedadcs quc hemos visto.v' =
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Por tanto estas transformaciones del disco en el disco mandan cfrenlos ortogonales en
s irenlos ortogonales. ‘

LLlamémosle “recta” al circulo ortogonal que pasa por 2 } gy puntos” alos puntos
el disco . :

‘lenemos que: o

i) Dados dos “puntos”™ existe una “recta” que pasa por, elln\ ;

i) Dado un “punto” p exterior a una ‘“recta™ !, éxisten muchas “rectas™ gue pasan
jir py no tocan a l. S e :

Como vemos, tenemos en el punto (ii) la negacién al quinto postulado de la geometria
enclidiana.

C'on estas denominaciones podemos hacer mucha geometria, la geometria de Lobachevs-
A

Sélo falta llamarle al disco “Plano de Lobachevski”. A las transformaciones de Mébius
~ les considera los movimientos del “Plano de Lovachevski”. Se puede también definir
ani “distancia” entre dos puntos p. ¢ como ln razén cruzada (p'. p.g.¢’) donde p', ¢ son
ko~ puntos donde la “recta”™ que pasa por p.g intersecta al borde. Entonces las transfor-
maciones de D preservan la distancia.(Isometrias de disco)

Fué N.I. Lobachevski quien demostrara la posibilidad de una geometria distinta (no
cuclidiana). Después muchos mateméticos desarrollaron modclos geométricos para estu-
diar la geometria de Lobachevski.
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