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El presente trabajo• tiene '.do~' Clbjetivos/p1rl~~lpal~s:''e1 pÍl~~ro ·.. . . ·• 
examinar .métodos ·de 'ajuste. p~ra:tabl~s';cl~''.ma~t~lldad/ásí ~·()~~.proponér:úri• 
método alterno; ,el 'segundo es ·e~·pÍlca~ lcis p~Í~~Ípai~~elérné'ri't~S''y }~n~lc'.ine~''qué. 
intervienen en el desarrollo de una tabla de1¡~·¡;;:;:~ií'dad~y ~ri''eú~ii~u1é/a~tuarlal 
para vida 1nd1v1dua1.· .· . ·.· .· ;·.:;~'.:~<:&\;.,;;~,.;~~·~~J~\i:~~':é~~~'..·.;'.1'.e·;::. ····. . 

La ·Tabla de Morta/idád ha sido el lnstr~ment~ trai:flclonal para, a,lmacénar .. 
las expectativas de mortalidad par~ ¿,;~:·~obÍ~¿16·~;~;~J~."~i:i~~~¡:;·t·~·~·u~:ésta es una . 
fuente práctica de información, no es' fo ~úfid~rite'tn~'ñ"té'~~·ci;;;-p,éta'p~r~'per~Ítlr el 
cálculo de cualquier prima de séguro\íé';vídaTE~Í~t~h'di:Jé/sbs'plaries:de seguros 
que requieren de medidas lnstantiiné¡;.s'de,;;:;·arf~1ici.íéf 1Cl"c'u~i~'o1C> es'poslble con 
funciones continuas. Además las•fó~n'iJi~~,ldón~'~s't)ia'rá'~é1 ·cá.·1c'ú1CI de. primas de 
seguros plantean el ~arie]o 1 de'fun'í:.io~éfZ¿;{[1~tás'\,,~;¿~ cClnjuntode datos· 
discretos como 10 es la tabla cie rnClrtalld~ci; G':1'..i;:;·: ::,., .'!7 :. • '· ·· · · 

'.-i.- ·:-.';.l: , .. :tr·J)·»·.~:·," ·'- ·l'~ : . .-._:·(? _ ., 

:~::;:~:~··:~~~·~tttt~~~~~I~~;~t~~1~~~€i;~í:~r .~:íx~'.:: 
probablHdades de muerte:Tales·desvlaclones se'. Identifican· por estar asociadas a 

::~1E~l~~~~f ~f~f~(Ri~~i~J?J!j:~~~~~~~~:~,~~~}::~t;::: 
Es· decir; ·por;fliis;:,íieriiajas .que•· plantea,:.una'· fundóri 'de .. mortálidád;/ es. 

·. ·:-,· ~·-:.' ·)l:J'¡·{•'J-l.;/;f_,~(-.'('":''\'•~i·'~"_''.,;-,/>.n~:.-::' • :" ·"····<''\ • ._,. ,. •• ·.•., :·.·,. .. «>-'~'.''>•.\,.'"', '-.:',.¡; ~.':··.-. ·, 
necesario. el desar~ollo,y·estudio 'de modelps que puedan servir igual'o mejor que 

,., °'t;J:,r~j;~~:~~f í~;~f f :~rr\tf :: J.'·:~:;:!;~,;;;~ .tt~;,, .. 
históricos en'Méxi~ci s~ en~uén.tran en el capítulo 1. · ,: : ••. : .. '.'J ' . 

'-/ :-· :1'.--x~.--< .. j-?~--=}_~;/->:,.-~·;.;·¡:·~_::· .···· : .<·::::;:~:·:- .. 
.. El capít~lo'2 es'el más extenso, pues contiene lás deflnldolles.~funciones y 
equlvalen'c1a'ie1'erií'!int~les necesarias para el desarrollo de la tabla de mortalidad y 
el cálculo actJarlal í:la~a vida individual. Si estos temas no son del dominio del 
lector, se :aconseja repasar el contenido de este capítulo antes de revisar los 
capítulos restantes. 



En los capítulos 3 y 4 se examinarán. métodos .de ajuste para la 
representación de los datos de la tabla ·de •mortalidad, basados en modelos 
matemáticos. 

En el capitulo 3. se desarroliael métodode ajuste utilizado en el documento 
"Tablas de Mortalidad México 2000"; ·realizado por la Asociación Mexicana de 
Instituciones de Seguros, A.C. (AMIS) y la Asociación Mexicana de Actuarlos, A.C. 
(AMA). En dicho documento se elaboran tablas de mortalidad con la lnformaclóll 
aportada por las. institÚC'iones ele segUros; ádemás de· presentar un método de 
ajuste para suavizar táles datos a partir de la ley de Makeham. 

El capítulo 4 contiene la· p~bpuesta de' un método alterno. pará ajust~f 
tablas de mórtalidadcori polÍno1111os,que es el tema central del prestintetrábájo. 

Es necesario aclarár que "á las tablas de• mórtalidád. y a las probabilidades 
de muerte; se les dará'un marÚ'!jodesde el punto dé _vista .del .-calculo 'ai:tuar_lal 
para vidá, nó obstánte scin_ t~ma'comÓn de d~mografra. . . 

u 
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En general, el Seguro és'.i'n Í:ont~~to ~'n ~I qJ~1 s:c~'1i~rÜ~et~ el'~~go de 
u na cantidad mayor de '.din~rn 'derÍ~~lriad~;süm'a Ás'egur~da: .·¡;~ra s~lverÍtar la 
pérdida económica , provocad~; pÓr_/1~Y'p~sible ¡i~cúr;erÍcia ~;dé \Uri >evento 
económicamente desfáv~'r~ble~·Ef costo p

0

o~t~I p'roteci:lóhsé denomln~Prl.:na., 
:·. ,,.::,_:. ~"",':,. !~· ·~···. '"";,. "(. •. 

En particularelSeguro de vida:e~·~,:~Jecl.lbre fa pérdida·é'conómlca al o 
los Beneficiarios;' provocada por la -m~érte 6 ·~upe.Vivencia deiAsegur~do dentro 
de un periodo de tiempo. ,<·_.:' ,._ 

A manera de ejemplo, se pudiera pensar en un plan de seguro el cual paga 
una suma asegurada repartida entre esposa e hijos en caso que fallezca el padre 
de familia. Otro ejemplo es un pian que pague una suma asegurada -ne'cesaria 
para garantizar la educación super_lor de un hijo, en caso que este sobreviva a fa 
edad suficiente para entrar a fa universidad. 

Entonces se hace evidente que para poder calcular las primas para los 
Seguros de Vida, es necesario contar con fuentes de Información _que resUman de 
alguna manera la expectativa que tiene una persona de morir o sobrevivir dentro 
de un periodo de tiempo. El Instrumento tradicional para almacenar y acceder a 
dicha información ha sido la Tabla de Mortalidad. 

Se puede definir a fa tabla de mortalidad, también conocida como tabla de 
vida, a la estadística que resume la experien'cia de una población ante el evento 
muerte. 

Es la forma en que se distribuyen las expectativas de supervivencia {o 
muerte) en cada edad, lo que d_etermlna los valores y da forma a fa tabla_ de 
mortalidad. Por tal razón, cada población tiene una tabla de mortalidad diferente 
a las demás poblaciones y más aciri', -subconjuntos particulares de una población 
pueden llegar a presentar tasas d~ mortalidad slgnificatlvamentediferentes ~ la 
del resto de la población. Así, pocfemos tener tablas de mortalidad ¡:>or _hombre y 
mujeres, por fumadores y no fumad9res, etc. · -:<'.:: ::· -,:. '" 

Las tablas de mortalidad no son estáticas. Conforme una población cambia 
con el paso del tiempo, cambian sus expectativas de supervivencia y por lo tanto 
su tabla de mortalidad. 



Se dividen' las tablai de mortalidad en tablas a edad ~i~~A~~cii;~;;~blas 
selecta y. última; u ria tabla de mortalidad selecta y última/ h~ce refer;encl~ a Ún 
subconjunto Ú la'.pciblación con expectativas favorables :cle.vici~;~I~- cual rué 
seleccionada m~dlante exámenes médicos. En . una tabl~ ci~ mo;t~!idad ·a. edad 
alcanzada; la población que representa no fue ;eie~c::ic;;;ada\'rl1ecil~rite algún 

. crlter.10'; · .. •. ·.• ,,,,-_ >·•., ; '- _;·"-;- >i::.: •;.::,•' -· ····- ··- .· 

Tamb1én:~~:~1a;lflca~ I~~-•. tablas de. rrio~¡1'1'id~d·~~·i0l~~1!~~¡f 9~ ~·b,~eJ1'a~a~. 
una tabfá de 1Tl~rt~i'1diíci'campleta C:órit1~ne.1ast'a~iís'~ci~J"¡:;:¡o;;:~lid.ad h~~á:t'ocios 1os· 
posibles ,grupos de ed~cfes de una: poblaciÓ~.·u~¡¡;'fabí~'!de''riiri~talÍcÚÍd '~bre~lada 
contiene las tasas de 'niortalidad pará~~o1ó'~i9u'n~~'\1~'ui:>~~·deiedád~s de una 

población. - _ -···~····!f.~·1~1~:·;;;'(-0.:::~. ~;t~, •. '.·•·~·······:,_:. :·.·: 
Por último y dándole un mejor énfasis, es. conviene' qescrlblr brevemente 

que. son 1as tablas de decremento níü1iipie:{M1enfrá~' u~á- t~biade niórta11dad se 
construye bajo la suposición que sus. lntegfante~''son u,;'g~upo .cerrado 'del cual 
solo existen salidas por muerte, en una tabla'de de'c!remento múltiple existe la 
posibilidad de abandonar el grupo pc>'r'dos o má~ causa~; por ejemplo mortalidad, 
invalidez, retiro, etc. De esta nia~e~á; ~las ta.bias ci,e' decremento múltiple son un 
conjunto de dos o más tablas, doriclé~ada tábla expresa las probabilidades de 
abandonar el grupo por cada causa en partlculár. 

En la práctica, una tabla ~e ~ort~11d~d se elabora a partir de tablas de 
decremento múltiple, pues _como _es -de' suponerse, en la vida real no existen 
grupos cerrados en los cUale's sus Integrantes so_lo lo abandonen por muerte. Se 
observa un grupo.control, como lo es por.ejemplo laá>lectlvidad asegurada de las 
-compañías aseguradoras y se registran. las'salldas del grupo así como fecha y 
causa. Aquellas que sean por muerte serán la' base para estimar la tabla de 
m_ortallda'd. Además en el seguro de vida existen -beneficios adicionales para los 
cuales' la Prima se puede calcular con tablas de decremento que además de 

,muerte manejen Invalidez y morbilidad. 

l. l Antecedentes Históricos en México. 

En un mercado competido, el actuario debe estimar la prima mínima 
necesaria a cobrar sin tener pérdidas para poder garantizar a la Aseguradora un 
volumen adecuado de ventas y no quedar fuera de mercado. 
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. Esta meta re~ul~re de cálculos precisos y arriesgados, los cuales solo son 
posibles con tablas.de rncÍrtalld.ád que'representen fielmente a la población que se 
pretende asegu'rar. ··Por esto, en una sociedad socio-económicamente dinámica 
una tabla de mortalidad útil en una fecha resÚlta .Inadecuada en pocos años. 

Por Í6 tant~. la compet~ncla :entr~ Aseguradoras origina la necesidad de 
desarrollar const~nt~rne~te nUevas t~blas· de mortalidad, con lo cual se obtiene un 
histori~·I d.~ .. tá~J~~:·a-;t~a~-~S _d~(tie:~-p~~- >:·;,- :::.~~-.: 

La tabla ~e ;mo~~alidad co~b~i~~ .como, "Experiencia Americana" fue la 
primera: en,;ser. utilizada porA~eguradoras· en· nuestro país. Esta tabla fue 
publicad.a éntre 1864 y i 867. basándose en. 20 años de experiencia de la "Mutual 
Llfe lns~ran¿eCo; of New York" .. 

COnforme maduraba el sector asegurador en nuestro país, se hizo evidente 
que la tabla "Experiencia Americana" no representaba adecuadamente a la 
rnortalldád .mexicana. El principal problema de esta tabla era que tenía tasas de 

·mortalidad muy conservadoras sobre todo a edades jóvenes. Nació así la 
.necesidad de desarrollar una tabla más reciente, creada a partir de las 
experiencias observadas sobre la población que se pretendía asegurar. 

EL primer Intento por actualizar la tabla de mortalidad por una más precisa 
se hizo para el Seguro de Vida en Grupo, cuando se logró obtener la autorización 

· de las autoridades para el uso· de la tabla c:s.o. 194 1 (The Commlssloners 
Standard Ordinary). No obstante s~ trátab~ de una tabla más reciente, se 
presentaban devoluciones de prima~ de· un 25% en promedio por concepto de 
dividendo por mortalidad r11. 

La primera tabla de vida desarrolladá.en. experiencias mexicanas fue la 
denominada. "Experiencia Mexicana G2-:-6l';. Él•. de~arr~llo de. esta. tabla ,convino 
con grandes contrastes en el .sector asegUrád?r de ñuesl:ro ·país, pu'es al· fin se 
contaba con una estadística r~pre~eniativá Cie''la población m'exÍéaría que 'permitía 
cálculos más veraces y precisos. ··c'cS > -:::,."\;;{ ::\·:· • .. ;-.: ·é''.': .. i'.c '· 

. -_-·.;:, ;> ~,·<~' l·_,' -· ", ':,,__. -:á ;~ :·,):'.·;.: \'¡:iJ .. ~i:' '·,-·,-,> ,'·,:_,:; __ 
.··"/::::-;·, ~:::··.,·. '··"'·\:·::·<'.··;··· -~·:_~,~>-~~· ·: .. ~:~.~~.--:_ .. ··¡ ·).}~ ':·.''_~- '.·.' -

·:~- -.. ';,;~;._;¡ ,,. __ ::·r,:;;~r!;~· ·-- ,.. . ~ -
!' - ·::_:¡->:_' '.:c>·Ó""_~~:>: <{ ·~<··:;:;';;_":~.-~· ~~' ';.~;'--- • ;, _:, '- ·_;::_·. :'-

<•> El dividendo por mortalidad es una práctica frecuente en. las pólizas de vida grupo o 
colectivo. Consiste en hacer participe al contratante de las utilidades generadas por una 
siniestralidad favorable, esto es cuando la mortalidad estimada fue mayor a la 
experimentada. El dividendo se paga al aniversario de la póliza. 
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El artículo 67 de la Ley General de Instituciones de Seguros indicaba el uso 
de la tabla "Experiencia Americana" o una más conservadora pára· 1.{ constitÍiéión. '. · 
de Ja reserva matemática. Sin embargo, las compañías Aseguradoras en el 
continuo afán de ser· competitivas, para obtener tarifas más moderadas 
comenzaron a utilizar la tabla "Experiencia Mexicana 62::.67", puesto que i::on'fa 
tabla "Experiencia Americana" se obtenían tarifas muy elevadas. PÓr co~seé:u~'iidá, 
muchas compañrat~Aseguradoras comenzaron a tarlficar 
tabla, y reportar: reservas matemáticas "legales" con otra .. . ,:'~> ·.::· "'.·~:~~; ~' >; 

. Otras corn~a~fas c6nsclerites que la "Experiencia Americana'' era una tabla 
. muy con¿ef"Vado~a.;'c~sti"gabá'nel .. cálculo .de sus.tarifas erÍ el momento de incluir 
los gastos; Est6'oca.sio'nab~ié:át§ulos fuera de toda base real, ~on el inminente 
riesgo de .c'a-rciJÍ~·;; p'¡j·~;a¿tpa'~~:~:t'ehaJ·~.;:d~I C~sto·: · - ' ~---

- "·' . -·" ···~--,._.,: -. ,. _ . ., . ' - . - '. >-. 

Est:a)1tu~~íó~:·pf¿p1dÓ ·una gran diversidad: en los predo~ cÍ~ productos 
semejantes 'entre'f..5'e'guradoras) · .. · ; ,· , "' .. 

Otro problema_ resultado del caduco uso de' Já tabla:Experlenclá fniérlcana 
se presentaba con los rescates de. pólizas,' s.obre todo ;eh ~féci:i(/o'."Lcis v~lores 
garantizados de una póliza se deben calcular ~;.;J.:;nc'ió;:,·:c1~·3;¡~ 'reserÍtas 
matemáticas proyectadas a través dei tiempo, estimacl'o~'és !Ci'~e\'pocÚan ser muy 
elevadas si se utilizaba la tabla "Experiencia Amerl~i'r1á'< ;\:;• 'u ') " 

Como se podía esperar, _la 'Ley Genera1'f;~~·~{~~sfitÜ~¡~;,~;~,\l~~~ciedades 
Mutualistas de Seguros no tardó en. cambiar para in-~br¡j¡;¡:¡}/~n's~s est<ltutos el. 
uso de la nueva tabla.. , ,_'"" · -G·,·:: __ :/': ::~~~; .. ·_,··:- ~- ... · 

Posteriormente, solo para el seguro de ~ru;~ se e~it161a tabla ~xp~rlencla 
mexicana ?3::_83. Después salió la tabla Experienciá Me'xicana 82-89 solo 'para 
seguro de vida individual. Más reciente aLÍn es la útbla E~periencia mexicana 91-
98 e.Jaborácia' tanto para seguro de vida individual (CNSF 2000::.1 (1991 -1998)) 
como vida grupó (CNSF 2000-G (1991-1 998)). Esta última tabla es la legalmente 
en curso, a partir del 1 • de abril del 2000· según Jo dispuesto por el acuerdo 
publicado .en ·el. Diario Oficial el viernes 31 de diciembre de 1999 entre la 

_Comisión Nacional de Seguros y Fianzas (CNSF) y la Secretaria de Hacienda y 
- Crédito Publico (SHCP). 
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1 .2 De los Datos Muestrales a las Tablas de 

Mortalidad. 

Podemos diferenciar tres Importantes pasos en el proceso de elaborar 
tablas de mortalidad a partir de los datos observados: 

1.2.1 Búsqueda de Errores en los Datos. 

Dependiendo del origen de los datos, se pueden presentar errores al 
momento de Inscribir o recopilar la información. Una causa es por ejemplo, 
errores de registro por parte de las compañías Aseguradoras en los formatos 
establecidos por la CNSF. Actualmente para evitar este problema la CNSF Impone 
a las Aseguradoras el uso de programas para registro de datos, los cuales validan 
la Información desde el momento de la captura. Sin embargo en el pasado no se 
contaba con tal herramienta por lo que las últimas tablas de mortalidad se 
debieron elaborar con datos que presentaban errores evidentes. 

El método para detectar errores en los datos es principalmente elaborar 
,diversas tablas de mortalidad preliminares para cada forma útil de segmentar los 

', datos: por compañía Aseguradora, por año de registro, por sexo, por condición 
de, fumador, por antigüedad, etc. Los datos que presenten gráficamente 
Irregularidades atípicas deberán ser analizados y de ser posible desechados. La 
elaboración de estos procedimientos es posible mediante el uso de manejadores 
de bases de datos. 

En el documento "Análisis Explóratorlo de. los Datos de.L Seg~ro, de Vida 
1991-1998" elaborado por:C:1a ,CNSF se C!escribeen formaf"detallada el 
procedimiento para segmerítaryc6r~egl~ los, datos; Además se dé~crlb~ I~ base de 
datos elaborada para .tal pr~pÓ~it~ qu~ puede ser Implementada por 'cLalqulera 
que le Interese. 
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1.2.2 Elaboración de las Tasas Brutas de Mortalidad. 

Una vez que la base de datos se encuentra depurada, se puede proceder 
con la elaboración de las tasas brutas de mortalidad. Es posible que este paso 
requiera del manejo de tablas de decremento múltiple que no son tema del 
presente trabajo. 

En los . documentos "Tablas de Mortalidad México 2000" . del cual 
previamente se hizo referencia y "Modelos Estadísticos de Mortalidad Análisis· de 
Datos 1 991-1998", éste último realizado por la CNSF, se detallan procedimientos 
para determinar las tasas de mortalidad brutas. 

1.2.3 Suavizar las Tasas de Mortalidad. 

El último paso consiste en eliminar las desviaciones slgnific.ativas para 
suavizar la tabla de mortalidad; este hecho no solo tiene relevancia para eliminar 
los datos abruptos de las tasas previamente obtenidas si no ademásj:iara obtener 
una curva que cumpla con todos los requerimientos de una funclóri clase Ó 'm. 

Esto se logra ajustando las tasas obtenidas _mediante :.una 2 curva que 
describa latendencia de los datos. Es~o es especial;nente"n~c~¿~rlo~en edades 
elevadas en las que se cuenta tasas de.mortalidad muy gra'riCiés"y c~ii po2os datos 
muestrales, lo que ocasiona una gran dispersió~ eri los ~ai:os: '. ·.· · ,;.: 

Este proceso recibe el • no.Tibre dL ajÍJste. ()· 1;~du~¿id~·'p(J}J6rmula 
matemática de tablas de mórtalidad y és tema princ1pá'1 del pr~~ente trabajo: 

121 Una función clase e• es aquella que tiene primera derivada continua. 
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:, ~:::~º".:~:.,:: 1.~,::,:,",:~. :::i~Bi~;i~~i~;~:, ..... 
al hecho de que la distribución de muerte en un~ pobl~ciÓ;{i 'n6' o~Úrr~ : ¡j('aza'r/si ' 
no que está estrechamente relacionada con 1á ed~d ;' · ~·~ d~c1;2?4r~- .i~ií~~ ;·persona ; . 
es posible asociar en función a su edad una · pro.babiHdact ;de ; múé'i-te\ y :'i)Cir ·· .. ·· 
consecuencia, también una probabilidad de supervlvel'ldá:>> .. ··\: _:'j ···'.o: • . \::_· ' . 

Estas probabilidades son el pilar . del cálc~lo actuarl~I p~·rá 'i~ld¡C° : ~~·yó .••. 
principio es el de estimar el importe de los derechos u obligadones geÍiéra'dos 
como consecuencia de la muerte o supervivencia del asegurado. Po~ ta1 · ~azó ri ';' ·5¡ : · 
el lector no se encuentra familiarizado con la teoría de probabllldade~', ·s~ ) ie 
recomienda consulte el anexo en la parte final del texto donde se encuentra··. ~n • 
pequeño resumen con los puntos más. necesarios al respecto. 

Aunque hemos . habla.do indistintamente de tasas de mortalidad . y 
probabilidades . de rmierte, · e( necesario aclarar que no son lo m ismo, Mlentr~s 
una tasa : es 'un '. promedio : unitario casi siempre respecto al tiempo, una 
probabilidad es uri~ función con características muy específicas que asocia a un 
evento con la frecu~nda con la que puede ocurrir dicho evento. 

2.1 Tablas de Mortalidad. 

2.1.1 Elementos de la Tabla de Mortalidad. 

S_ln contradecir la definición del capitulo 1, podemos decir que una tabla de 
mortalidad es el ordenamiento de datos que contiene implícita o explícitamente, 

· las probabilidades de muerte para cada edad en la que se segmentó la población. 
Por: esto, es· de esperarse que la mayoría de los elementos de la tabla de 

' morÜlidad sean probabilidades o conceptos directamente derivados de estas. 

··. ·. . · La . ma~oría d~ los elementos act.~ariales cuentan con una norn,encl~tura y~ 
_··. estabieé:ida:. Es 'Jniporta~te c;Jriservarla . para que . podamos · darnos .. a entender en 
<o-;:. · á~ l:i-it'ó 9'i~.e';a. 1..· .f· · "'; ,r ''.°':. ·;, : :., . . .., · 

···-···: . . ; .. :· i:~ ; s1~'S1~~c'~~: ~~ /iir1~ f;'1'J~'t:~ i,~'~F{¡(¡;~\¡ p~1r1C:1~ales eleme~td~ · ' er~< i a'.;;~~bla de 
,.;,ortalidacf.'EI ~áft'¿ió :'./'"ia~:e'q'UÍ~al'é~aa~·~ nt~e~stos se deJa ;,,ás adelant~: 

~ - ·, ' ·~ ',; ,. ,. ~ ; .. ~'·.: ,:~.~.~t·:·~~·:.':.; ., 
· .. - -. .. · .' .~ :·<i.~~ --· ~··, ""?':.~-~'.'.' ·~" 

.•; ' . ','·····,. 
·: ... ;~: ·. 7 



/ .. • ·· ~ .• :· .-·:" ;'.'·( \'¡.;_:'::· .~:+';}':,} '-!i]~.•' :. ~::::::·'::{:!,í: ~: :,.i. ··t'*~ ... .. .¡, ·'.:: :.'~.: ~}:::·: t:~::-; ·. :: ::· 11,~' .'4'.): ': : : ::'~i :>(\:~;~,'. ;:.;'· ,: ·:.'( ;; · .. ,:· :.• .. •'.:' " ; '_:_.: .. 
(x). Donde obseryem~s.t~,!,e ;,~rgi,~.~Jo/debemos,j~~stltúli"lo ' men:~~lm~nte ·•·••·· 

·'; ..... ·. ~ 
.. ,.-

'· 7-"' ' -~~<-=."'.77" =~-

::r ~:::t:e~s:~'~R:~~Í~~i~~;t~!~~x~J'.~~~~:t<x. .s ,.~;1J,~.9~rL~,?~;[lf.,~.~,f~ . e~:.~ .... ·· .. 
x + t. Cuando . f .es·,_ 1gual 31 ;; se. :· oinlté·~ ·escrlblrla~·v.::: la iiotadó·n ~ se : ·reduCe 'a .. -:·: i·" 

p,. . • •. <.~:;' " ' ':.~~-· . lf?~~i,[~t.!zp[~: '·, ,.,:; ·;l~~~~ · ;é;·· · :'. " 
,q, denota a .;la .1 pro a llldad t que ;: ·: e :mor , s "de ,tener.' la 

· .. ·, · · .. · ··: ' • •· .. ,. " :'~ ·'·' · ··· ~.-. : ·:- ,_,·'•'. ··· :··\;·:-. <"ti··/:::f '':.-,: :f·Y~'t:: , .• 1;:i.''""'~·-,> >:\1:.:.·: ·-::· · t.·-«~4···;· ._, tt'.-1;.-;.-, :: •. 0 .~ .. ..... ~ .\;-::< :~·" .• ~i:.· :·~·c:;o-:..«\-.., , .:.,.:·" ,, . ·" , . ~~ :-' · ~ 
: edad ,x '.+ t;''.Cúarido:t" es' Igual : fse 'omite",: esi:riblrlii'y~ la{hotaclóii queda 

co:a·• ci:~;:/: . 1 :;:,~jJ.~~t . iii\tf·. I~~~~· .. &l·~·y}: · :· · ····: ....... . 
nllTIQx< denota 'a\la •pro a . a . , ne . x ; e .; egar.:comvlda •a edad -. · 
: ." . '·' : .. :,_. .. :i. •:~.,,;. , ·";,-~·'f) :,'.'3:?"" ;,; ;<:;Y •• -lf.,.: a~:;,: ·;' ¡.';«~"--.-;?"O:-¿\::-'°'/<r:~~N= ·•f.~'- 1-:.'-'."' ·1,'_;.,-•·:;~~-~:}::".<;'.c'.' ·.;~: ,';·_:",'.'~.-:,-,¡ ~¡_'.,, ;.:,;:v;::., .·..;!-· · '• -": ' . ."·· •• · , :'.'"· '. 

·· . x + • n y · además 1 morií? ' e' teiier; lá 'edad <xr +: n if ' m/ Cüando .. m ·.es :· 

: ~~:~i#l~~f l~f~¿11~~t~1~~~i: . .,~-~.i~~~~!-~~bl~t;~jJ\;~~J:~~~1~gNz16{~:,~~·~~ '. 
difodda 'se ·convlifrte:en la' j:i i:óbábllldad'Ordlnai'ia"de ·muer'te ,:;,q ~; ;·!;\: .. ; .... 

ló se ,co~oce co.mo ·radlx.,v,esel n~111er~ hlpotetlc() i:!~/~clen . nacidos co~ 

.. ::1~~¡~i~~~f~Af~Ei\P~i~J-~iitl~!t~it1i'!f ~~:·· 
lx es el n'úmero esp'erádo e.so revlÍIÍeiites a iá ediid;x;;¡:;¡¡rtr'i!'nd6 de Ün 

•. , ·.' :',, · ~- .: 'º :.':;:: ·¿· ;~ ·i ·:_.:·:···:::-·;> -~;.; · . .. . : ;..., ;·-;·:· "-o"-'i~-?-:·;. •, y; f,;;,,-';:· ~ .... .,?~:>~ : '" 1"':,':·.·.··Jr.~(-. ~.:/~ .: o:; :~ <.:'.: . .''" • ' :_ 1C:'.;; .> ... , ;::,..~:-.·~ :. ;:-;;; ; ·.-·.'.: :-:. ·:,-. .:. ·': 
-'· grupo .· con •J o'.\ reclen ·:,¡nacldos : "; Es}decir,·~ li( •es••e]/ teorlco/, numero ·de 

s·~· br .. ~~1v·1~~·t~:~<;~:{~:·~¿1d' ~~·~'.~J¡¿b:,~;t!~LJrd·~·?~_y·p'ri-~t1r:td~ tG"n'i1 .ra~ ·¡·~\ í'_ri i~·i:á1 -~Y>ae: ::·
1

1a 
... · ' ~:-··,: : -. ·:·;;:.:, ',-·,~.'. .-0-.. ~:.,~ ".':'·:-:~·;;<-!-. ,", :}·;0;:: .:.· ,:~~;:-~ -. :· ':. ::'.:::.::>-'.i3.-,_2:~ ·- r F~i.·:·;·; .· ':.:,·e· ~;_;,-::', '· ; :,_~;-~'~ •. :,:~,·., ;,._ ;: ;.~-- ~ ' ~·> .. :> .· _. <, :; 

prob~blHda~ que . u~neunrecl~n '?acld() pára Uegar é~ad .x:· 'fC. ; > .. ·.·. > . 

~E~~~f ~f i!f i~~{~;~~}}l~~ii~~f ~lf~:;~~ · 
. nd, es el .. número(espe"fádo 'i.CJe :;muertes) )currldas ' entre ) as _'.edades X 

r~t~~~,ilil:~iif ¿ilt~ii)~~~;;' ' '.'~~~"l~ ~~'.:6º" '"''' 
La Pfobabllidad __ i1¡,¡.;.q• _no,; es :: una ·: función -elemental . y ·· nunca aparece 

• expliclt~mente ~n ·t~bl;{~ de' mortalidad'. Sin embargo se Incluye en esta sección, 
.Pues tiene una estrecha relación.Y similitud con las demás funciones de la tabla 
''de ·n:iortalidad. · 
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2.1.2 Tabla de Mortalidad Experiencia Mexicana. 

La probabilidad anual de muerte q. y la fuerza de mortalidad µ. cual 
definiremos más adelante, son los mejores elementos para caracterizar y 
comparar la mortalidad de una población. 

Sin perder las características particulares de cada población, todas las 
'' tablas .de mortalidad guardan el mismo esquema general. Durante el primer año 

de vida se registran probabilidades de muerte muy altas, las cuales dismlnÚyen . 
co.nfor'me se Incrementa la edad hasta llegar a Ún valor mínimo. Posteriormente ii 

' . ~ste punto, las probabilidades de. muerte crecen pr()porclonalmente conforme la 
•· edad se . Incrementa. Tal situación continúa sil} camblorhasta que se extingue el 
· grupo, punto en el que se marca el iiri ci~ I~ t~~l,~ , d·e- -mor~alldad. . , < •· 

;:\.'·~·_:{<>~.¡ ~:-'(_!)<; _LF~" 

De este comportamiento · 'C)¡J~~¡zi~;~c;s {, dos principales factores de 
mortalidad, uno que es tnversam~iít~ :~ ¡;~¡;·;;ordonal a la edad y otro que es 

·. directamente proporcional a la _ed~d: ,. el -~ri'~e\.'cí'pudlera deberse a un proceso de 
. adaptación ·. del . Individuo al medio~'' en;-ef' q~u-e - ~'ceidentes, problemas congénitos, 

- enfermedades infecciosas o deficl~rii:t·a~_ d-~I ~lstema Inmune son las primeras 
-· causas de muerte; el segundo faC:tOr púdiera se C:ausa de un Incremento a la 

. ,, exposición a factores de riesgo y poÍ, el 'e~vej~C:irnlento natural del organismo. 

. La edad en la que . se' ett1~~~'~!;~1'~}~bli~e,- denota como w y se define de la 

siguiente manera: · · · · · .\ /ff?,;jj;1.; ' " · . ... 
. -,_ -,:-~:_:·:. ;· ,:~-r.-:ii\~{~ .. ¡1{ ,: .. : · · .-· ~: ·.\-: ;: 
w,; {111ín11110{)(} i ' of,,,;Jmínlmo {x} t lx:,, o}. • . 

. . ~~;,'~~i¡'~~r~~~t?.f~~f llrr1~N!~~~t~;:~~~~~~~i~t:E!: 
entre cero y 11 años, estos 'se e~t1il'iii~¿r; de . rnaner~ pr~p~~C:1o'nal utillzáhdo de 
base otras tablas completas: '''·'·:_;- ' "' :_;: .<·. ·. :.:> ,-, .. ··• 
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Tabla de Mortalidad e•periencia me•icana 91 • 98 "CNSF 2000 • 1 (1991·1998)". 
· Edad q, p, .Po 1, d, 

.· o 0.012816 0 .987184 1.000000 100,000 1,282 
1 0.000679 0 .999321 0.987184 98,718 67 

.. ··· 2 0.000611 0 .999389 0.986514 98,651 60 
3 0.000554 0.999446 0.985911 98,591 55 
4 0.000520 0 .999480 0.985365 98,536 51 
5 0.000487 0.999513 0.984852 98,485 48 
6 0.000464 0 .999536 0.984373 98.437 45 
7 0.000453 0.999547 0.983916 98,392 45 
8 0.000441 0.999559 0.983470 98.347 43 
9 0.000430 0 .999570 0.983037 98.304 43 
10 0.000419 0 .999581 0.982614 98,261 41 
11 0.000419 0 .999581 0.982202 98.220 41 
12 0.000396 0.999604 0.981791 98.179 39 
13 0.000427 0.999573 0.981402 98.140 42 
14 0.000460 0.999540 0.980983 98,098 45 
15 0.000495 0 .999505 0 .980531 98,053 48 
16 0.000533 0 .999467 0.980046 98,005 53 
17 0.000575 0 .999425 0 .979524 97,952 56 
18 0.000619 0.999381 0.978961 97,896 61 
19 0.000667 0 .999333 0.978355 97,835 65 
20 0.000718 0 .999282 0.977702 97,770 70 
21 0.000773 0 .999227 0.977000 97.700 76 
22 0.000833 0.999167 0.976245 97,624 81 
23 0.000897 0 .999103 0.975432 97,543 87 
24 0.000966 0 .999034 0 .974557 97 .456 94 
25 0.001041 0 .998959 0.973615 97,362 102 
26 0.001121 0 .998879 0.972602 97,260 109 
27 0.001207 0.998793 0.971511 97,151 117 
28 0 .001300 0 .998700 0.970339 97.034 126 
29 0.001400 0.998600 0.969077 96,908 136 
30 0.001508 0 .998492 0.967721 96.772 146 
31 0.001624 0.998376 0.966261 96,626 157 
32 0 .001749 0.998251 0.964692 96,469 169 
33 0.001884 0.998116 0.963005 96.300 181 
34 0.002029 0 .997971 0.961191 96, 119 195 
35 0.002186 0 .997814 0.959240 95,924 210 
36 0.002354 0 .997646 0.957143 95,714 225 
37 0 .002535 0.997465 0 .954890 95.489 242 
38 0.002730 0.997270 0.952470 95.247 260 
39 0.002940 0 .997060 0.949869 94.987 279 
40 0.003166 0.996834 0.947077 94.708 300 
41 0 .003410 0 .996590 0 .944078 94.408 322 
42 0.003672 0 .996328 0.940859 94,086 346 
43 0.003954 0 .996046 0 .937404 93.740 370 
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44 0.004258 0.995742 0.933698 93,370 398 
45 0.004565 0.995415 0.929722 92,972 426 

46 0.004938 0.995062 0.925459 92,546 457 
47 0.005317 0.994683 0.920669 92,069 490 
46 0.005725 0.994275 0.915993 91,599 524 
49 0.006164 0.993636 0.910749 91,075 561 
50 0.006637 0.993363 0.905135 90,514 601 

51 0.007145 0.992655 0.699126 89,913 643 
52 0.007693 0.992307 0.692703 89,270 666 
53 0.006262 0.991716 0.665836 86,564 734 
54 0.006915 0.991065 0.676499 67,650 763 
55 0.009597 0.990403 0.670667 67,067 636 
56 0.010330 0.969670 0.862312 86,231 891 
57 0.011119 0.988861 0.853404 85,340 946 
58 0.011967 0.988033 0.843915 84,392 1,010 
59 0.012679 0.987121 0.833616 83,362 1,074 
60 0.013660 0.986140 0.823077 82,308 1,141 
61 0.014914 0.985086 0.811669 81,167 1,211 
62 0.016048 0.983952 0.799564 79,956 1,263 
63 0.017265 0.982735 0.786733 78,673 1,358 
64 0.018574 0.961426 0.773150 77,315 1,436 
65 0.019960 0.980020 0.758769 75,879 1,516 
66 0.021490 0.978510 0.743629 74,363 1,596 
67 0.023111 0.976889 0.727648 72,765 1,662 
68 0.024851 0.975149 G.710631 71,063 1,766 
69 0.026720 0.973280 0.693167 69,317 1,852 
70 0.028724 0.971276 0.674645 67,465 1,938 
71 0.030674 0.969126 0.655267 65,527 2,023 
72 0.033180 0.966820 0.635036 63,504 2,107 
73 0.035651 0.964349 0.613965 61,397 2,189 
74 0.038300 0.961700 0.592077 59,208 2,266 
75 0.041136 0.958864 0.569400 56,940 2,342 
76 0.044174 0.955826 0.545978 54,596 2,412 
77 0.047424 0.952576 0.521860 52,186 2,475 
78 0.050902 0.949096 0.497111 49,711 2,530 
79 0.054619 0.945381 0.471807 47,181 2,577 
80 0.058592 0.941408 0.446037 44,604 2,614 
81 0.062834 0.937166 0.419903 41,990 2,636 
82 0.067362 0.932638 0.393519 39,352 2,651 
83 0.072190 0.927610 0.367011 36,701 2,649 
84 0.077337 0.922663 0.340516 34,052 2,634 
85 0.082817 0.917183 0.314162 31,416 2,602 
86 0.088649 0.911351 0.288162 28,816 2,554 
87 0.094850 0.905150 0.262617 26,262 2,491 
88 0.101436 0.698564 0.237706 23,771 2.411 
89 0.108424 0.691576 0.213595 21,360 2,316 
90 0.115832 0.664166 0.190437 19,044 2,206 
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91 0.123677 0.876323 0 .168378 16,838 2,083 
92 0.131973 0 .868027 0.147553 14,755 1,947 
93 0.140737 0.859263 0 .128080 12,808 1,803 
94 0 .149983 0 .850017 0 .110055 11,005 1,650 
95 0.159723 0.840277 0 .093548 9,355 1,494 
96 0.169970 0 .830030 0 .078607 7,861 1,336 
97 0 .180733 0.819267 0.065246 6,525 1,180 
98 0.192020 0 .807980 0.053454 5,345 1,026 
99 0 .203837 0 .796163 0.043190 4,319 880 

100 1.000000 º·ºººººº 0 .034386 3,439 3,439 

Probabilidades de muerte experiencia mexicana 91 - 98. 

'º 'º Ed.id 

Entre las edades O y 11 años las probabilidades de muerte decrecen 
monótonamente hasta alcanzar su mínimo entre los 11 y 12 años. Posteriormente 
tales probabilidades crecen conformt! aume:nta la edad hasta llegar a la extinción 

. del grupo, que en este caso a JosJOl :añC>s :de 'edad . . ,; ;> . '}{ ·~2> .· · - . 

. ·. La probabl.llda,~ ····.q·q~: t.i~;~~~;Y~J~~~~-~;;g~~¡~~1;~~ .;&,~'fütidt~:~:···•?.;/~u:Tpllr , un 
año de edad .. Cqók. se··:con.cii:e 1'cciin·a '.~TasaXde·;; Morfalldád '.flnfa"nill · CTMI);; Es .· un 
1~d1 cado r:,- sO.cia 1 · ·'. 'ry.)B\iTirri~~-- .. ; ; :':':.(":t;-~fr.~~::~t' ' -,, :, .~~¡~~~tfb:~~(f ~'f~'t~·ri,~;ió ri·;1~d·~·~::~·'ü·c·t1ü~: __ :\?·~·t~ d 1~~ 
trabajos : · · ·····: : \'::~;i•:' -'·"'k:·>7'."·"·'·•· ···'·· ·>:-•.· · ·h -:··· 

.--- ;- -- ' .· .- .. 

La lrnpori~ncla se . E! e. a qu~ , ~~tá.'íl1t i~~mente ligada con las condiciones 
ofrec~ u~~' 5J¿1~d~¡j ''

1

paf~{'e l ;des~rrólió de nuevos individuos. Si se tienen de 
-. _: ,- _,. ~' :, -... -,_.-- -_,_ : ;·~ .:- .-¡-,;::·'.: ';· X~t{.': :·-?r\~ - .:· _>.-- ':-.- - . 

:').'.._·.·.': .. _·.. ,_ ·_:; ... .... 
. , _.•,¡;· 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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tasas de mortalidad Infantil muy elevadas pede ser consecuencia de problemas 
económicos y/o de salud que deben ser atendidos Inmediatamente. 

2.1.3 Cálculo de los Elementos de la Tabla de Mortalidad. 

En esta sección se define el cálculo de los elementos básicos de la tabla de 
mortalidad a partir de los cuales, se pueden derivar los demás elementos del 
cálculo actuaria! para vida. Entonces si el lector solamente memoriza las 
Igualdades de esta sección podrá además deducir las equivalencias de la siguiente 
sin tener que memorizarlas. 

La herramienta de la cual podemos partir para calcular todos los elementos 
de la tabla de mortalidad es xPo· 

Cálculo de ,p •. 

•P• = Probabilidad [ (x) llegue con vid.a a edad x+tJ 

Sean los eventos: 
.;" .··:>'· '•. --.:~ . ' -, 

= {Un~ pecso~a de'~~¡¡~ o'.llega con vida a edad x} 
7 {Una p~rsoria 'de~e'dad ci llega con vida a edad x+t} 

··--.--.-

y por la deflnidón de ¡)'robabllfciad coridlcional, 

•P• = Probablllda·i·r2.,/A.J"··'' . 

Probabllfda~[ ~'{¡~'Á.1 
Probabl.lldad, [Ac] 

ProbabÍ;1·d~~ [ ;.iJ,). 
Probabl.lldad [A.) 

x•1Po_ 
.Po 

... (l) 

13 



Cálculo de ,qx. 

,q. = Probabilidad [(x)mueraentrelasedadesxyx+t] 

Sean los eventos: 

Ax,x+1 ={(x) liega con vida a edad x+t} 
Bx,x+t ={(x) muere entre las edades x y x+t} 

,q. = Prob~bilid~d [Bx,.+tl 

Como CA •.• :./i s.tL: 
. .<:j-c 

,q. = PrÓbabillcqd [(A:,rn)~] 

Usando el complemento, 

1 - Probabilidad !CAx,x+1)] 

Cálculo de nlmqx. 

••• (2) 

Para poder determinar n+mq• utilizando scilarnent,e los' elementos ya 
conocidos, es necesario apoyarnos dé,I siguiente 'te'or~ma de probabilidad: 

Teorema. Sean A y B event~s del ~spaC:io m~estral Ó se tiene que: 
ProbabiJÍdad [A U B] ·~;Prc'.ib~biÚdacÚAJ+' ¡;¡~ti~bilidad [A< n B]. 

-.. : : •· •• -; • ' ·~·. 'e!/, • ~- •. "- ' ' ' -~·i- • .., : : ..• ., '. , -
: .'·-->>·:·- '.', - .•,-, - -~:-,:"~~:: .1~'!<. >/'~~ 

SI d fi 0 1 .. .; ~. ·t."".,!'.• c. :_:;:e_ ~;~~-~:l \' :.··~j:.. .;;~·:· / :._:;· 
e rnmos osÍn~~:.¡,'ri:?:V>;,:,,:;:;;:···"Y\ /\'.'» ·' 

,\ •.•• ~·,. '· . ,•='.:{(x) llega con vlda'a'edad x+n}. . 
Bx,x+n, '• ~ ... {(;) ~'1Je'ie:~n·t~~·1as':~dad~~ X y x-i-nJ 
Bx,x+nlm•m ;;, {(xi'm'¿"er'~·ºe~t~e l°a'~'e~:J'ádes x+n y x+n+m} 

'•"-, ·.·:"'.; __ =_:;\".i>.-~;\'·;,.:~_,,-.:;;··...:, 
'··- . -~:l>. ~\: -· -

:;· \.:~-~--; ~,.,,~-, ->-· ~ Tenemos que: 

Probabilidad [(x) muera~,:;t~ia5~ades x y x+n+m] 

Probabilidad [B,,x+n U Bx,x+nlx+n+ml 

14 



.... , 

Por el teorema! 

Probabilidad (Bx,x+nl + Probabil idad ((B . ... n)c n Bx,x+nl .. n+m] 

Pro°babllldad (Bx.x+n] + Probabilidad (Ax,x+n n -Bx,x+nlm+m) 

~ . :. 

-. '.-,,. \\:~ '."-¡;: 

x+n 

Edad 

Cálculo de lx. 
-•.. .,. 

Para poder estimar a l. es necesario defin ir provislonalmente -uria 'variable 
aleatoria que cuente _ el número de sobrevivientes a edad _. x y': poster'lormente 

--- . d_: te rm 1 n: r-· ~-~· ·-~_ ¡, 5. ~r;_~ ~ ~:,ó_~,~d'e :_j\ t.ª .. ~ª~~-ª-~le .ª, l•e~to'r~-~· -_ . _ __; ..•• :• .. ·.:~{,!.,t!i:;f'f;~·1;_•~l}f f "{~/" _ ··~ ._·_-. _ 
_ ·_·• · .. _ •·.· ,_ ·····_Se_ define}'a -).:C<xJ ié por)'; 1,a \':variable <aleator,l,a \ que ;'denota'; el i:i.n_úmero de 
·•· sobre~1-v1~~l'~é~ 'e"ciii~d -X'; cie't-~~9,:~µ0·1ñl"c~I cie: I~ ;~~¡;{~"·;;·a-~·1ci~;;--_;;< ·- . ···'; -_,,' -. 

i'si ~~~;~-~~2d~-i~~es:. ~e- d~fl'.~m~~-lf;'~i;:e¡~~ r~do . ~úmerC> de - ~()i~e~lvlentes a 
· ed~d x de ·\,r;-~g~~P~ :~Í~lcl ~I de 1~\ec1ér(ií~¿Ídos, tenemos entonces que 1, es la 
ésp~rañ':Za matemática de la variable aleatoria :.ci. ,: 

. - :.·--, .. 

' TESIS CON 1 . FALLA DE ORIGEN 
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Sabemos que la. observ~ción ;simultanea de 2 o más experimentos de 
Bernouill independientes implica ~na cHstrib~~ión Binomial. Entonces .:e,., tiene una 
distribución Binomial sobre lo re~Íén 'ri~cidos::' , . 

.;e¡., - .B1nomÍ~1.(ri,;,;~;·~=~~ol~:· 

Y como. se ~abe/ la e~p~ra:j,za de. una Binomial es el prodUcto de •sus 
parámetros, 

lx = E[Zx>; 

. ,. -<:-:' ·'.:··. 

(lo) · (.·p~) ••• (4) 

De e~t~ rel'adón resulta evidente que la distribución ~~> denota el número de 
sobrevlvl_ent~s. á' 'edad x está directamente determinada por el parámetro .po; el cual 
no es un vaXor fijo '5¡ río' más bien és una fUnclón que depende de la edad. Por tal 
razón s~ uen~ qUe para cada edad ~xlsteuna ú¡,ica y diferente distribución 'de .:ci.1, 

lo que da como' resultado una familia de funciones de distribución que dependen de 
la edad: · ·· "·- .. · . ·· - · · - -

En, la,sigu;e:nte gráfica, creada ª.partir de' un radix igual a 120, se muestra el 
conJ~rÍto de funciones de densidad dE! .;e¡~, para cada una de las edades entre cero y 
1 OO. Nót~se cii'~'O éada funcióri''de'de¡,sidad respecto a la edad tiene una forma 
acampa~ada:: lo que. da có_~o •• ~esllltado una superficie en forma de cordillera 
montañosa.:,'· 

IG 



o 

Densidades de Lx(n) 

0.4 

0.3 

~0.2 
...J 
l;::' 

0.1 

o 
o 

Edad 100 o 
Lx(n)=Sobrevivientes 

Para hacer evidente Ja relación entre las densidades de .:t:¡,1 y Ja función l., en 
la siguiente gráfica se presentan los cortes horizontales o curvas de nivel de la 
gráfica anterior. Representada por una curva punteada se encuentra l~I::"" 
la cual pasa exactamente por el centro de las curvas de nivel de las densidades de 

:l:.1x1. 
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Ele.t~ del-C~A~ÜWpGU",.; vuu., 

140 

:;'.! 100 
~ 

:1 80 
..e 
o 
'fl 60 

_; 
40 

20 

10 20 ,30 

Gráfica de contorno 

40 50 60 
Edad 

70 80 90 100 

Como vimos ~6n)~s ~rbba~1f1da'defd~;ob~~vlv~ncla las que deterlll1nan a las 
lx y no como,é:ontr~rlarnent~·se sll~í~/pe~sar/s1~.·~mbargocomo_ veremos más 
adelante_exls'te i:ám'bién' e'i rec'ur~o'dé·'~alc~la:;-p¡.Cit)~bii1dádes en.tér;nlnos de '··. 

cáici~"":~a;·:r~J:;:_i;";: >''" ,+!~t: 07 · · ,,,: ·i;;::_· + :·: ·· 

SI recordamos la definición, ndx es el número esperado de muertes ocurridas 
entre las edades x y x + n, es decir, el número de vivos a edad x menos el número 
de vivos a edad x+n. 

ndx = IJt: - lx+n• ... (5) 

2.1.4 Equivalencias entre los Elementos de la Tabla de 
Mortalidad. 

• Partiendo de (4) podemos encontrar una formula recursiva para lx: 

lx•n =lo ' x+nPo =lo' <rnPo · 1 
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. ·:.,. •:'•'p. 
Si se reemplaza la unidad por ..l!......l!.: 

:··.Po 

1 1 x Po . ¡< x+n Po 1 ==> JCtn = o· unPo \.--.... ~ o .~·xPo ' --- = x 'nPx 
xPo' ·; xPo 

•.• (6) 

• Despejando 1,...de (5) y sustituyendo a la edad x por x - n podemos 
fácilmente encontrar otra equlval~ndá' para l.: 

de l.: 

. ;.;,·· '\·.·. ;~~·"r·: --·_. 
l. =lx-n-:Cn#~2n .. /' ;. ••• (7) 

:··: .-:'l:~ ~ ~-: 

• Partlenélo_'tambíéii de (Sl.'Y Uti11za'ndC>_(6) en lx+n tenemos que: 
), .. 

;, d. = 1. :C.1j3";;.1~·~:i!:n'J~~ 41~(1!~ p'~)::.1.'." q •. 

• DespeJá~do ;Po de (4) te~embs: 
. ·, ~. . . ':. :.> i ':' :- ' 

1, 
xPo=J 

o 

• •• (8) 

Y sustituyendo xPo en (1) encontramos una expresión para 1Px en términos 

lx+t/ 
x+t Po /fo lx+i ·fo f.:, 1 1Px =---=-.--=---=-. -
xPo l./ lx -1 0 · fx · 

/lo · 

•.• (9) 

• Si en (1) multiplicamos por la U ni.dad slry a_ltera~ la Identidad tenemos: 
' '· '' "'~--' 

e Se pued~ obteneria slg'ulente varl~nte a~ll~andcJ (10) recursivamente: 
. · .. ·-:' 

,p, = ITPx+I•. \fte N ... (l l) 
lrO _. 

Demostración: 

Xtt-1Po x•I Po 
x•t-2Po x•t-1Po 
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Reordenando los factores: 

• 
i",.''-

La demostración .también ·.es posible aplicando el principio de inducción 
matemática y la ideíitidad,Ó ~). 

"<{·.;. ·:~:.\-~·.;- . ..--
•. Lá slgui.ente.'expresióri se obtiene fácilmente despejando a ,P. en (2): 

... (12) 

• Dei ¿~lc'tl~~.bá:ico de. ;q. y aplicando (9) se encuentra la siguiente 
equivalencia: , 

"\ 

... (13) 

. .. . · .. 

• SI de~pe)~mos a ;~. de (8) tenemos la siguiente Igualdad: 

••• (14) 

• SI utilizamos".~ª d~finlcló~ de nlmq• pa~adescomponer los términos de la 
siguiente sumatorl~, encontraremos.un. inte_resanteresuitado para ,q.: 

t ·_ .. -·:·_-._:_:·~/ ~- _,··:-· .. -:·::''" .. -,,;:~'-··, '';_· .. ·:·:,_ :'.: ·'., 

==> L,;q~'".''(709·;+iéix )f;{~l~x+;q',J+ ... + h-1qx+tqx )+(.,.tqx +t+lqx) 
· '-:~ · <(~.<;.--~~:~'" :~~~:~.-- .. ~~r~f:~>_.'.:l;>;·:)\-\ -;."? :. · - ·!· •· -·_: · 

Reaso~l~_Dd~~:'1~~-.-té"i.:rifn:ci,~:-:·:\J\/·-.' ,.,_._ 
t" ,, ' ' 

==> L llqx=oqx + (¡qx -¡ qx) + (2qx-2 qx)+ ··· + C1 q,-1 qx )+t+lqx 
l=O 

t 

==> L,~q. =0+(0)+(0)+ ... +(0)+ ,.,q. 
1-0 
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1 

~ L .q. = ,,,q. 
l•O 

t-1 

... ,q. = Lqq, 
1=0 

•.• (1 S) 

e Partiendo de la definición de nfmQx y posteriormente utilizando (2) 

tenemos que: 

;;. (16) 

.e El siguiente 'resultado es muy lmportánte pues relaciCÍna:directarnente a 
la probabilidad'dimtérte'Ciiié';:¡éla é~ri.1a·ri·o·~1ferÍda:'-fál'~és~ltádo; se 'obtiene si 

"'"lmo•· ~.\j0~%~é~~2~~1J~~tli~~!~1~~.:~.P!'. i~ ... ~ 
• Si utiliz~O'lºs a; (16); ')" posteri~rmente (9) olJt~~~;,;6~ a· una expresión 

para "',;,q. ~ri tér~1~osde·1 ..•. J'§:~:·:;Y ~3 ~;'ii'_'~ t~:·. '~> . 
- \ r - ; ' ' 

n~q.~nPx-~ng.~~{1El,~I~~:·~= IEJ>tx+~.~'' - ... (18) 

~·.-::· :·· . ';:., 

• Otra posibr°~''~q~l~aie'hi:1a paf~ n1~qx es inmediata si en (18) se remplaza 
a lx+n - lx+n+m por mªx+~ apoyándose en la definición (S): 

ci'' : 
n:mqx = m l·x~"._· 

X 

.2;2 Fuhción de Mortalidad. 

••• (19) 

Aunque los ~;~-~e~ib'~:-de la tabla de mortalidad teóricamente no están 
restringidosa edades.~'pé'r16~os de tiempo en números enteros, en la práctica la 
tabla mismas~ C()~~iruye.sobre la base de periodos anuales enteros. 

· Pense-m~;~ e'n"~I problema de calcular la probabilidad que tiene una persona 

de 25 años de morir antes de tener 30.S años de edad Cs.sq2s) utilizando la tabla 
de mortalidad "CNSF 2000 - 1 (1991-1998)". Encontramos que tal probabilidad no 
se puede calcular de manera exacta y lo más sensato seria aproximar el resultado 

21 
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, r·,,.. ·.··;_;.,'.:«·- ·'·,"-·~.':.> 

mediante la Interpolación lineal de las probabilidades ,q,~ v~q~s.· Elresultado no 
serla más que una aproximación/.'; co'n' -un -.• error' - ' ; :igual a 

l<sq2s - Gq2s) / 21. 

Se podría pensar erróneamente en solucionar el problema anterior 
construyendo una tabla _de mortalidad con cortes por edad semestrales y·' no 
anuales como normalmente se suele hacer. Aunque tal tabla soluclo~aria' de 
manera exacta nuestro problema específico, no podría solucionar una Infinidad de 
problemas resultado de trabajar con edades o periodos de tiempo expresados en 
números reales positivos. Por lo tanto si queremos tener siempre cálculos exactos. 
y no aproximaciones, resulta evidente fa necesidad de trabajar con funciones· 
continuas más que con tablas de datos finitos. 

Otra raZÓf1_: importante para utilizar una función de mortalldad .es· que 
cuando ésta es definida- como una variable aleatoria, el método de ·cálculo _de 
probabilldades, segúros y anualidades contingentes se slmpllflca y se'esta~-darlza 
ampliamente._ - ·. - --

2.2.1 Fuerza de Mortalidad µx. 

Las; probabilidades de muerte y supervivencia que hemos ,definido son 
referidas y tfonen sentido solo para intervalos de tiempo, y'.río a~í para-valores 
do-nde no existenlngún Intervalo. SI recurrimos a lasrespecUva¿·;deflnlclones es 
evidente que, Óp. = 1 y oq. = o, con lo cual no se tlené'rile'81da alguna de fa 
mortalidad que. afecta puntualmente a la edad x. Es éiaro-!entonces que los 
elelllentos hast~ aquí definidos no son suflcient~s pa~a __ e(;desarrollo de una 

función ccirítl~~¡¡ de mortalidad. '•' ·,: ;:~~'. '.}·· /_:;-·----

Por lo· tanto el primer paso p~ra el des~~~oÍlg;~~~uri'a f~nclÓn, continua de 

:~::If ¿:;~1:~~f if l~~~1~~~~~~J~~~f f ¡~\~i&~E:~:~ ~: 
_sentido teórico: •· ;~ )> _/; ;1:< J. · ?_.'~; ~}_., ·:L:·?· •• ,;,';_ ' :·:. 

La Fuerza de m~rtalidacÍdenoi:adá por µ: se defln~ como la ta¿a ln~tantánea 
de mortalldad que afecta a una persona de exactamente edad x. Como ya 
expilcamos anteriormente una tasa es un promedio unitario respecto al tiempo, 
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idea con fa cual poderri~{.e~C:;ibfr a µ. mediante la siguiente expresión 
matemática: ·,;-: 

... (20) 

Aunque est~·d~~lnl¿ló~,\pudiera dar la idea de que µ. y q. toman valores 
semejantes la verdad '~s'que"'rlo ocurre. así. Mientras hq• solo puede tomar valores 
entre Oy 1; µ~ y,\q',;)ti"C:ua'hdéi'ii"es menor a 1 pueden tomar cualquier valor.real 
positlvo .. EI slgul~

0

nté'~]~;T;p'j()"fi~stra· esta situación. . , . ' 
' ''.c:}J ' .;¡' ·.,- '"••'"'.' . 

S~~o~~~J,·~~ l~l{}~1'''.dí~·\1: ·de en.ero del· ... 2000. se 'reglsi~aron •· 1 782 
nacimientos ~~ la: /épÍJbll~a r:h~>c1c~~~.'-de Íos cuales' 1 ºº rnurieró~.~ntés del 'primer 

día de eda~.·'.~'~·t~~~et·:.~~fi~h~~~uj;th~;;:;·~~:~ ;i'c1'~;é>'(}'i~~/:ª'6s~2~().4s2Go4 
10 c¿al es rnu~hº i:vXiª~·. · : · · ·-·· :, . ,> )" '.:;;·f j;: )·.·.·. 

- . . - c.,,-;,, 

La granlmportancla de µ. no r~dlca en el hecho de ser u~a ~·edfcia puntual 
de la mortalidad, si no que a parir de ella misma se pueden calcular el 1 00% de 
los elementos que se utilizan en el cálculo actuarlal para vida. En otras palabras, 
si es posible obtener o determinar una función para representar a µ. 
automáticamente se tiene resuelto todo el cálculo actuaria! para vida. 

2.2.2 Función de Supervivencia s(x). 

Definición y Características. 

De igual manera que ocurre entre una probabilidad de muerte ,q. y una 

probabilidad de supervivencia ,P., las funciones de supervivencia y de mortalidad 
son complementarias entre sí y cada una se puede calcular en. función de la otra. 

Por lo tanto el construir una función de mortalidad es eqÚivalente a 
construir su función espejo de supervivencia. 

~. ' - '.'. -_-:: . -_-, ;.:. ' 
La función definida por la probabilidad que tiene' ~n recién' nacido. de llegar 

con Vida a edad X, denotada por S(X), recibe el nombre '.·'de~ función de 
supervivencia. 

s(x) = .Po. ... (21) 
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/: ">. ,• :'-s·: • "·')•.\ • .•• o"' 

':~_;._o-~~~.:" ';-5 ~~o'.;[~ :~f:~i, . ---

Las pr~pl~dader/ci~"\M son . consecuencia dlr~~t~ d~i la~· leyes de 
probabllid~d y 1~'id1si:ribuclón de la mortalidad de una población. Se , listan a 
continuación:'·', ·'·' ·• . . .;;\.; <:t 

• s(x): {iR\ü '{Q¡¡ •· [O, 1 ]. 

e s(x) e~s cond~;ua y diferenciable en el intervalo abierto (O,w). 

• :s(O) = oPo = 1. 

• s(x) = O 'I¡/ x ;;,: w. 

• s(x) es monótona decreciente, es decir X1 ;;,: x2 ~ s(x1) :S s(x2). 

Relación entre la Mortalidad y s(x). 

Existe una relación recíproca entre la función de supervivencia y la 
mortalidad que actúa sobre la población en cada edad. La pendiente de la recta 
tangente para la función s(x) a la edad x es Inversamente proporcional a la 
mortalidad que afecta a la población a esa edad. Esto ocasiona que en edades en 
las que la mortalidad es muy elevada, la función s(x) decrezca muy rápidamente 
como se puede ver en la siguiente gráfica: 

s(x) vs. Fueza de Mortalidad (Parte 1). 
"CNSF 2000. / 11991-1998/" 

007 

0.06 ~....... • .............. 

005 .-........ 

º·º' .::.=-=-=-=-=-=-=-==== F. Mort. 
003 

0.02 ---------,----.>.,.--i 

'o " 20 30 " Ed1cl 

e F. Mort. + s{x) 

o.u 

s(x) vs. Fuerza de Mortalidad (Parte 11) 
"CNSF 1000 • /(/99/./998/" 

0.2• ~------------, 

º·' i-;.=--.. ~---------+-l ........... 
0.16 t------"'-=------,1'--j 

61 71 90 " '" Ed1d 

e J.Mort. + s{x) 

Este comportamiento se demuestra y toma sentido en el siguiente 
resultado, el cual comúnmente se utiliza como una definición alterna para µ, por 
que expresa a éste en términos de s(x). Si aplicamos la definición de µ, y también 
(2) tenemos que: 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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SI ahora aplicamos (1): 

1- x+hPo xPo - xthPo 

=> µ. = 1 j m--.,h=•P_,,.o_ ~ 1 j m----"-;·~-=º'----
h-.o· _ .. h-.o• 

Por la ley ~~I s°ándii~~:yfacforizando -1: 

SI ahora sacamos: del. límite los factores que no dependen de h y 
sustituimos a xPo por's(~) co~ base en la definición (2Ú: 

,, / .·· . 

(
··.·_...,1•·)·.I_· ·· •. hPo-.P0 ·(-1•)·· ,; s(x+_h>-__ s(x) => µ. = - · 1 m = - : 1 m . . 

• Pó h-o· · h s(x) h-o· h · 
"- ·,. . . . . 

Finalmente utilizando la definición de derivada sobre el límite encontramos 
que: 

=> µ = -- ·S (x)=--
[ 

-1 ) , -s'(x) 
x s(x) s(x) 

... (22) 

Cálculo de s(x) en Términos de J.lx· 

Para calcular a s(x) en términos de µ. debemos pensar a la expresión (22) 
como una ecuación diferencial lineal homogénea de primer orden y resolverla. 
Afortunadamente la resolución de tan sencilla ecuación difere~cÍal no requiere 
más que conceptos básicos de integración y funciones primitivas. Para.que el 
resultado convenga a_nu~stro objetivo, debemos añadir a· la ecuación el ·valor 
Inicial s(O) = 1 obtenlerído'así el siguiente sistema: 

{ 
s'(x)+µ. ·s(x)= O 

s(O) = 1 

Resolvamos entonces paso a paso este sencillo sistema: 
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s' (t) 
s(t) = -µ, 

En general para toda función f(x) se cumple (ln(f(x)))' = f(x)/f(x) 

d 
~ dtln(s(t))=-µ, 

. ·. -

Por el Teorema Fundamental d~I Cálculci_s,egunda parte 11111: 
·'· ; .. •,V,,,,., •• ,,,""'•••,• ' 

~ [(:, 1 "!i}'\t~;Hf ~~~f 
~In es (t))1; ~,'.nu:dt:; 

'.y:'•·.>,·a··>;.• .:'• 

SI ahora llalua~·~s :¡~ i/itegral y utllizamos el valor Inicial s(O) = l para un 
recién nacido: 

-: ':··-.--. ,,.~_:::.~ : 

Como ln(l) ;= o;: . ·· · •· 
·:·· ·, <:»;· '·~::. 

:) in (s <~))'.f ;Jfo.~t 
:>:' : o·; .... 

Finalmente.aplicando la' función exponencial a ambos lados de la igualdad: 
·";·!.· 1·;:· 

••. (23) 

El resultado (23) ~s mu~ lmportanie, pues contar con una equivalencia de 
,po en términos de µ,, permite calcu.lar a los demás elementos de I~ tabla de 
mortalidad en términos de µ,. 

m Teorema Fundamental del Cálculo parte 11: 
SI Fes cualquier antlderlvada de f en el Intervalo [a, b) entonces 

J f(x)dx = F(b) - F(a) . 
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2.2.3 Función de Mortalidad F(x). 

Definición y Características. 

La función definida por la probabilidad que tiene un recién nacido de morir 
antes de tener la edad x, denotada por F(x), recibe el nombre de función de 
mortalidad. 

... (24) 

Adoptando la típica nomenclatura entre funciones primitivas y funciones 
derivadas, se denota a la derivada de F(x) por f(x), es decir 

F:c><i ,;;f~x> ;r · 
¡ :,,~, 

'_-,. ,-_ .. /· 
";:i 

... (25) 

En '~st~ m~,:i¡~~;to'~~·do~d~ p6ciemos<verlflc~r que F(x) y s(x) son re~lmente 
funclones·~ompl~rne~tarla,s; 'va' qu'e;s1 en la definición anterior aplicamos la 
defini~Íóni2>:é ' · ··· ·· · ·· · · · · · ·· · · · · · 

F(x) = xqo = 1 - .Po = 1 - s(x) ... (26) 

La relación anterior la podemos verificar al hacer la grafica de s(x) vs. F(x): 

s(x) vs. F(x) 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

'---------------------------- ·--· 
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Tal como ocurre con la función s(x) las propiedades de F(x) son 
consecuencia directa de las leyes de probabilidad y la distribución de la 
mortalidad de una población: 

e F(x): {IR+ U {O}} [O, 1 ]. 

• F(x) es continua y dlferenclable en el Intervalo abierto (0,w). 

e F(x) = 1 \;/ X 2: W. 

• F(x) es monótona creciente, es decir X1 2: X2 ~ F(x1) 2: F(x,). 

Relación entre la Mortalidad y F(x). 

De la misma manera que ocurre con la función de supervivencia s(x), existe 
una relación entre la función de mortalidad F(x) y la mortalidad que actúa sobre la 
población a cada edad. La pendiente de la recta tangente para la función F(x) en 
una determinada edad x, es directamente proporcional a la mortalidad que afecta 
a la población en esa edad. Esto ocasiona que en edades en las que la mortalidad 
es muy elevada, la función F(x) crezca muy rápidamente como se puede ver en la 
siguiente gráfica: 

F(x) vs. Fuerza de Mortalidad (Parte 1). 
"CNSF 2000. 11199/.1998)" 

007,--------------, D.1 

006 l============it1o.oe 
005 ~=--~----_-------._-?- 006 

º·º' F.Mort, F(x) 

=======~·-ce·•=" ===loo• "' ::: -~~.:~~;:::~.....-····· "' 
,J'l.. .... ~~~--------..... ~~~:=J, 
o 'º u 30 'º 50 

Ed•d 

• F. Mor!. + F(x) 

F(x) vs. Fuerza de Mortalidad (Parte 11). 
"C.l'SF 20011 • I ({99/·1998)" 

0.24 .-------------. 

02 
.· 6-
-, ~·· ¡:· 

0.16 ------·7Lc:_/ . 

0.121------~/_:__/-
---.. -... ·-··_ .. -./_:__ o.oa 

D 
51 

~:::¡, .... "------'--'---l 

" Ed•d 

~· rnoij. . ·+ ~(ij 
"' 

Esta relación se explica en el siguiente resultado. SI se utiliza (22) y 
posteriormente se sustituye (26): 
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-s'(x) -{l-F(x))' F'(x) f(x) 
µ =--= =---=---

• s(x) 1-F(x) 1-F(x) 1-F(x) 
... (27) 

Cálculo de F(x) en Términos de µ,. 

El cálculo de F(x) a partir de µ. resulta muy senclllo si recordamos que 
F(x) + s(x) = 1 : 

F (X) = 1 - S (X) = 1 - e +,di •.. (28) 

2.2.4 Cálculo de los Elementos de la Tabla de Mortalidad 
con J.lx· 

Como ya mencionamos anteriormente, µ. es una poderosa herramienta con 
la cual podemos calcular todos los elementos de la tabla de mortalidad. Esta labor 

es más sencilla por el hecho que ahora contamos con una equivalencia entre xPa y 
µ •. 

Cálculo de 1Px· 

SI partimos de la definición de ,p. (1) y aplicamos (23) tenemos: 

... 
'- J µ,ds 

tPx = x+1Po = ~ 
xPo - -f µ,ds ea 

Utilizando leyes de los exponentes: 

• _ -_%,ds fµ,ds _> -%,ds+fµ,d: ~ -(%,ds-fµ,ds) 
~. Px e- e a · · ·ea - e a a . . - e a o 

. ···.. o>::A ···•• 
Comosabemos que f \:: :.::¡ : 

- .· ·.-, A, •. , B ·-
'. ,- ;, : 

. [ . . . ... .) (º ... ) 
P 

. = - -f µsds+ f µ,ds = - f µ5ds+ f µ5ds 
~1 • e ª º e . º 
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B C C. 

Como sabemos que f .+J = r 
A B A 

Esta Igualdad se puede simplificar aun más aplicando el cambio de variable 
U = s - X. Teorema de cambio de. variable: 

b g(b) 

SI u = g(s) => J f(g(s)) · g'(s) = J f(u) · du 

Con u = s - x, => du =·ds 
s· = X, .. => U = (x) . ..: X = 0 

s =·x + t, ~u =.(x+tl'- x = t 

= p = - J'11,.,1.,ds · 
1 X e ' 

Cálculo de 1qx. 

g(a) 

Si partimos de la definición de ,q, y aplicamos (29) tenemos que: 

q =1- P =1..:;e-f• ... d• 
t IC t X· - . º. 

Cálculo de nr~~x· 
De la identidad (16)~ aplicando posteriormente (29) tenemos que: 

,.,·. ·' ·' --'"--t ' ·;· .. --·, . .• . , 

Cálculo de lx. 

. 
'• =la·xPo=la·e-J"•d1 

... (29) 

..• (30) 

••• (31) 

•.• (32) 
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Cálculo de ndx. 

SI se utiliza la definición (S) y posteriormente (23) s/úene 1'~ slgúlente 
expresión para ndx: 

... (33) 
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2.3 Variables Aleatorias para Mortalidad. 

En esta sección se estudiarán variables aleatorias específicamente definidas para 
representar 1.a d istribución de la mortalidad de una población. 

Sepodría :tener la Impresión de que los elementos actuariales hasta aquí vistos 
fornian. la.s .báses suf icientes para el desarrollo del cálculo actuarla l para vida, y. que 

·· d. efl~·1. r ~ ~il Ji\dáble ·~leatorla esta de . scibra .. ·· Sl.n ~111bargo·; exist~n al~un.~s ~le111entos •.. 
. . ·. l~he'rentes. d~(' cálculo •actuarla! .cuya apropladil defl~lción y'ex.pll~~clón '. s*10' ~5'i>6~1b1e · 

•·•.· ·· ~t't/j~~?~~~¿t:~f~ ::~:~ v~ri~b'~ . ª ·'.eil ~~t,·t·f~:~:g:,~~i}i 0~th~j~M·~!~.~¡~.:,t~:~~~gj~~;i.f tW~ieta 
":.;.:'._::. · ,'.·;:---· -., --, . .. --: . ;\·.•·.;_'.. ·!~~:-..:>:· · ·' :~<<:-;-,,-·:::;, ... 

'C. Pofiotraparte la .• esperanza matemática de una variable aleatorla resulta .ser la 
: '"1:~J or · hé-;r~m·ienta para el cálculo del costo de seguros de vida . y anualidades 

• ·, cbntl'r'ig ~~tes : 'Ád~'más el manejo de los elementos actuariales ya definidos se simplifica 
'. y :s~ est~iida;iza ii.mpliam.ente mediante la implementación de variables aleatorias. 

~ ._.;~;· ,-_ .. ;--;-

2. 3. 1 Variable Aleatoria X - Edad de Muerte. 
, .:.,.: : :·: ::-- _ ... ''" : · . 

La variable aleatoria que representa la edad a la que muere un recién nacido se 
· denota por. X - Edad de muerte. Aunque sus parámetros no se incluyen en la notación, 
·.se sugiere que podrían ser los siguientes: 

Población o poblaciones a las cuales representa. 
Por ejemplo México . 

. Periodo cÍ~ tiempo de obser'la~lón sobre el cual se construye~cin Í~s datos. 

·· .. · ii[f i~~~f iJii·lf !i~L~~J:~~~1~~i¡J;r~:t~+0 ,.,~ 
PÓr ejemplo solo hcimbres;·· ria· fiiniadores, . restrlcció'ii, etc: 

.. ... . ,. ;< .:}r0:···f:};.~':';}~'.:Mr;~TF '87 <r > .' . 
. .,;_ ->fl.~~~-~~: ;Je ':=:::i ~'. ;•);;_,::;"?; ! :.'< • .,. 

Los posibles valores para X son el drb y~ualé!uler número real positivo. Por esta 
razón podemos afirmar que X es una variable al~atoria continua. 
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cie:.~J1,,¿~~~~P""""vuw.;.·· ·· .. ··.\• . 

Función de distribución. 
:,:~(._·,-_ ._>. 

Utilizando la definición de función de disl:~ibuciÓn para una variable aleatoria, la . 
función de distribución para X - Edad de inu~rte est.i dada por la probabilidad de que ·. 
X tome cualquier valor menor o Igual •¡¡ la ' eda·d x • . Rescribiendo esta definición como a 
continuación se muestra, se puede encontrar una adecuada definición para Fx(X) en 
términos .de funciones ya conocidas: 

.. , _, _-,. ,.· 

-. - . .. _._:' . ."'.' . 

Fx(x) = Probabilidad (Xsx) 

~ Fx(x) = P~olJa ~IUcfad · c~<x) +Probabilidad CX=x) 

·~ · Fxtx> ·=o PrbbabÍUd~d , (lfr1 recién .nacido muera entre las edades o y x) 
' :. +. Probab.iÜdád (Un recién nacido muera exactamente a la edad x) 

Como 'i·arac~~d'~'d¡¡:;¡a.ble aleatoria continua Probabilidad (X=x) = O. 
·<:;: ':- ', J,¡!.;-( '.j 

... (37) 
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2.3.2 Variable Aleatoria T<x> - Tiempo Restante de Vida. 

la variable aleatoria que representa el tiempo restante de vida que tiene una 
persona de edad x se denota por T<x> - Tiempo restante de vida. Los parámetros que 
caracterizan esta variable aleatoria son los mismos que los de X - Edad de muerte, 
pero tiene un parámetro adicional que es la edad actual de individuo x. 

·-. ;:· .Aú:'·· .. 
la principal diferencia con X - Edad de muerte, _es queT,,1 no r~pr_esenta I~ edad' =·:; / . 

en la que muer~ _ un indi_viduosinomás ' bien~l'tiempo qUele.• qu~da'. Cle'\ ?it-iaz0~ ·Jr;' ' '>: .0 
Individuo de edad x con~clda. Ent_onces . para7<~1 la ed~d -~ !1Q es Ún ~.!.g/siDií~ - ~iet( 

lll parámetrode 1a v.ir1f,ji~~:'.;1'.S'!:;~{;;ª,i¡~~ ;~~;t;;~~i~'füÍ~!J. i~~Ín:¡'~i~\ :;1~tif:\~fl·;·fr . -·. : -.: 
T,,, · también es continua ·vi puede~_toma~,i cualquler:~_va or/ mayor,_ o (igual ' a /cero·: 

. - · :. --'' ¡·,"~-;: ·~ ·~'>"-~:. \:/•;_;:, ':".; _ /:·.,,r..p~~:~:.:1· .:~:;;;(t.:--·,·:·::r.-:t?·· ;::'''.'i. ' ;.:··~;·~·'." .. ~,:_:::"- ~n~·~'fr +1~-~ ; ;,, . :r~.;r-,_ ,,. .... . ~•_: • :;•.: :~""'" :·. : ·. ,,;·:: ,·.:_.. ,,·.:.· ·, · : -, .. 
Además X -Edad d_e IT]_uerte es· un ·caso' particular.. de T,~¡-;--pues · ·, =:x • '<.\ · ;• .; · ·. 

- ,: .. ~ . ::>·- o'.'•; ;,;;.;~~-b-·¡;~~g,f1'~'.I -.·-.'_:;_:;,!_i .-_r·_i_/ _---_-_·.-_ •. _.-,_).-_••-. --_-_--_--._;_'_, _ --

Func ,:~,·:;~)i~¡'.~'~ffgr~]mt1f:i1:. -· --· 
La función .de distribución deT 

• F~., (t)·:'.~;~:(' 

~,· t2J.{~~i~¡;;1~1m~q1.~r:~~~~i~~~¡~!~~~rfü;~¡r~~ ::: 
· v~riable .· aleatória;"E~T~.~té)éasO . lá .éd~d xes un pá.rámetro dé}1á;var1ab1é:a1eat0rfa . y t 

.. repre~~nta . el ,tle~R-~ ;.~~añ.~~\{iié • ie ·qued¡i'de ~1cia';·~ 1~)er~ri'~~;d~~§ci.aci .~: : " • •.. -, · 

cc~> '~ . r,~~~~~~11iá~d {T;,;s_~> .--. :>/ _· ·t·:· i:':' ;¿··:o ..• __ ,·-.·-- .:·. 
~ G~~·' f>'P,rj:~:-~l!,;~:<~f'.;~~~ >-7 ·~{~:;:.~l::;~:!~fr'J~-~tÍ . 

Por ser Tc.1 una;a.ri~b'.ealeatori~: c•o~tinu~: ; . \ ... -. / , ___ _ 

~ G~xr ~:;~;i~·~~,;i~;:;f,-';~~it·~t~~;'/~·~.~-1~f º§; ( . . : · -.-· 
= G(x) = Probabilldaci ;cun'á '·¡;e·rsona de· edad x le queden 'menos de t años de 

: ... " ___ ·_ -~~;~{'.;{tk'·j'{~;'i· i~}·;_;;~~·-: "''. ·· .f.-~ : --· ~i ' :~· · . '"-.. ~?~ . .. . 
,::; GCx) ;;, . Probabilidad ;cuna persona de edad x muera antes de tener la edad 

·.·: :_/ _; '-;' ..:__ ..... ~·*' -'·~··. : ·-.. : - _: _· 

vida) 

X+ t) --:-: .---
:- · ., 

= G(x) ••. (38) 
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Función de densidad. 

A la función de densidad de la variable aleatoria Tt•> act:uarlallm•~nt:e 

por g(t), es decir: 

fT,,, (t) = g(t) 

Las equivalencias (38), G(w-x) = 1 y ,p. + ,q. 
función de distribución, la función de densidad y lás 
se muestra en la siguiente figura: 

.Función de densidad de T,., 

Nuevamente por ser Tt•> continua, el método para encontrar la función de 
densidad consiste en derivar a la función de distribución. Un método poco común para 
derivar es utilizando la definición sobre el límite, pero en este caso se justifica su uso 
para poder encontrar una Identidad adicional para la función de densidad: 

rT,.¡ Ct)= g(t)~~-'!(~~~{Hii!f.:,t.~h:~rt~'h = 'L'J.' .li~g¡,:-19.· 
Por la defln1c1ó~ cie:~j~q ~:~;~; _t~'hi~-~sqúé: '·· 

:<:>.::.;·.· ~:~~\: ; .. -·;,'-, ',>>--
= g(t) = l i rTl í'1h~{ : 
. .•: • ... •· ·. h.:..o• : • h .... 

f TESIS CON 1 
~, 11 '• ' -

r . ·· ! .. .. , · ·•;· r:,,TGEN 
' · · ···'· • · ... ..-II .. T 

... (39) 
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; _ .;_-=~': ~ ~.' :~}~7·~1~;~~~~'.-.f :2'.':~ -. ~~;;~~_e_ ~ -·. :· .. ~.;_;~, ~-. --
·~", :' .· ' ' · .. · . 

'~:-----... -:; •· .--.- ;.•J".' · · : :.>\~ / ·_.';: '·; 

· SI aPlic~~os :·'i~';ideA.dd~'~(c{1) se púede SimplifiC'a·r·: ;· .. , .. , 

... :·~;!~,l~t&~~J1~"~,t~¡r, ''"' < 
Ahora si se utiliza la 'definición de la fuerza de mortalidad (20): 

7 g~iBt~~; '.t@··,;11~~t\Í}/ Í :c~~:i'.;h~::, : ::~;!<~1\N,' .. , ··~é'. /·;•; ... .• ;· ... • .. . 

Y con (29) pode.mos ·r'eeinplazar a ·,p~ por.¡i.: 
. . - _ - -.---- .:· .. ----- . ,· · 

· ••• (40) 

=> g(t)= ~+xudS • µ K+t . •• (41) 

En este punto es donde se pueden ver concretamente las ventajas de Tcxi. pues 
su función de densidad g(t) permite desarrollar todos los elementos de la tabla de 
mortalidad. 

2.3.3 Variable Aleatoria Kcx> - Años Enteros Restantes de 
Vida. 

Una forma rápida de comprender a la variable aleatoria K(x) - Años enteros 
restantes de vida es verla como la aproximación discreta de la variable aleatoria T(x) -
Tiempo restante de vida. 

Se define por K1x1 - Años enteros restantes de ~Ida a · la JarÜ bl
0

e ' aleatorla que 
?enota los años enteros que le restand(! vi?~ a una.pe~son¿¡'.de .edád .x'.- L~s· parámetros 
que caracterizan esta variable aleatorla /só.n· , ¡;;~~ctan;~ñ '' · lo~· ~ ¡:¡;i'~irlos'•. que los · de la 

rt~·:~~·.~;:~;~·~;;;~;i~i,~-~~iií~~I .. ~[~~t;~:"; .. "" 
. . Kcx> es una variable,, aleatorl aFdlscreta ('y •~solo 'i, púede:~~tomar;¡valores •; entre los 

; 1~:~;~.sP=~~e~~fon:;e!~i'i;ii~ -;~5g~~~~~~-ú~~~11~~~~~;.l~·~i~jj~~f~~~ª~~i~;·]<:~ateJ: 
ciJ ~lqu i er número entero po~ltivo o cero. . . . ' · .. . · · · ' · 
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/ '. . :··~·~ .. -

-7,,;-f ~,:-,.;,;.:~:·,:~ .-;;71~·~;c~ ~~:~~~:. .-~~~-: -· .. ,· .. ' . 
... -·-- ,, '::· ·;;'~· .. _;.,·.::.;;· ',·-'..·. 

~~t~A~~P~«-VLdci-
Función de densidad. 

. . . :.,· .. -·:· .. 
.. 

Para las variables aleatorias discretas es '• me)or en J~ . mayorí~ d~ los casos 
determinar primero Ja función de densidacfy posterlormé~t'e láfunción de distribución. 
La principal razón es que a diferencia de las variables aleatorias continuas, la función 
de densidad para las variables aleatorias - real que 
suele ser muy sencilla de determinar. 

slimatorla de las densidades para los valores menores o Iguales a t: 

Fk.,,(t) = Probabilidad (Kc.1 s t) 

~ Fk,.,(t) = fk.,,(O) + fk.,,(1) + ... + fk,.,(t) 
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Existe un grupo de funciones elementales cuya definición depende de las 
variables aleatorias T1x> y K1•>· Como se podrá observar y se mencionó anteriormente, 
Ti•> es la base para la mayoría de los cálculos. Es por esto que T1x> es una función que 
nunca debemos perder de vista. 

2.4.1 Esperanza Completa de Vida. 

o . ' 
Se define a la esperanza completa de vida a edad x, denotada por ex, como la 

esperanza matemática de la variable aleatoria T1,¡: 

O · 

ex · = ,E[T¡,¡) .:; (44) 
· ,,.· 

·. · iin ~érm1'1lC>smás c1aros 10 que ésta defln1c1ón quiere decir; es qile 1a esperanza 
completa'. deylda ~s el número de años que . en promedio vl~irán las personas que 
l:ie ;,en 'eciáci x. · · · · .. 

. · ·' t .••.. En ~o~.traste con el cálculo aCtuarÍal · ~JtJ~·,¡·r•~;s~rr:n~~·:corripletade vida casi no 
···•· .. se 'utui-~a ;?en de~ografía es .. un/;;l emeiiia ''.· ~Jy!• 1 ,ripórtante '. pará 'comparar las 

···.· . 'é:on.dlci()nes de vida entre dos p()b1~C'for:~·s ·· i; ~p~ra ¡¡naliz'ár . el desarrollo de una 

. p()bla~ ión específica a través del •. tie 0J~ii{1~'.jt[ ·:~ -,;f ·:·,,:; • • 

Como es costumbre, paradete,rml riar}é / se puedehacerapllcando directamente 
la definición de esperanza mate ¡;:,át l ~a-p'¡r~"la ~arl able aleatoria T1~>· Recordando que la 
densidad de Ti•> en t (fT,.,(t)) se denota · por g(t) y que solo es distinta de cero para el 
intervalo [O,w-x) : 
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2.4.2 Tiempo Medio de Vida m(x). 

Se define al Tiempo medio de vida m(X)como el cuantil O.S Cl;o.s) o mediana de la 

variable aleatoria T¡,,. En términos de probabilidades lo que esta definición quiere decir, 
es que m(x) es el punto en el tiempo en el que una persona de edad x tiene la misma 

.probabilidad de haber muerto que de haber sobrevivido. 

m(x) = {t I Probabilidad IT1x1 s t) = Yz}= {t I G(t) = Yz} •.• (46) 
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Para determinar a m(x) no existe un método general. Para cada caso 

dependiendo de las características de la situación como puede ser µ., se puede escoger 
entre despejar a m(x), o aproximarlo. 

2.4.3 Años Persona Vividos tlx. 

Se denota a ,L. por el número total de años viVldos entre las edades x y x + t. La 
expresión algebraica equivalente a la definición se cita a continuación: 

X+t t 

1 Lx = Jl.ds = Ji ••• ds ... (47) 
X 0 

Si utilizamos (4) y la definición de s(x) se encuentra otra posible equivalencia 
para 1Lx es la siguiente: 

·.1 ,--.·· :;·'.:'··' 1 .· .. ' . 

,L. ,,;J10 ,::~.-~Po~s~f0 ,h~x;1os)ds 
'o-~~':''. ·:·~· ': .. :;..: :; . :'~;>.o.:.:·;< . ;, 

... (48) 

''·.:. 

cuando.!: ,,; 1 '.~e a'ín1t~-~scribiÍ'ia;v· 1,frnotac1ón se reduce a L •. PÚesto que la 
integral de uná' fu.iícÍÓn e'n Ún périodo unitario es el valor promedio de la misma, L. 
también es .la niedi~ de) o~ ~alares que toma la función lv en el intervalo x y x + 1. 

_ Poresti·\.aJ6n, el promedio exacto L. se suele aproximar mediante el promedio . 
aritmético'Y,(I;; + lx+ 1): 

L ='·+l •• , 
X 2 ... (49) 

2.4.4 Total Años Persona Vividos Tx. 

Se define a Tx como el número total de años vividos desde la edad x hasta la 
.muerte, por el grupo de l. personas que sobrevivieron a edad x. Como se puede ver, Tx 

es un caso particular de ,L. con t = w: 

vida: 

w-x 
Tx=-Lx=w-xlx = Jlx+tdt 

o 
••• (SO) 

Nótese que el cociente de T. entre l. es justamente la esperanza completa de 
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T. 

r:- = '· 
1 o 

Sabemos que 1 Px = T y por la definición de ex, 
X 

T. w-x o =>-f" = J ,p.dt =e. 
X 0 

. .. (Sl) 

2.4.5 Tasa Central de Mortalidad mx. 

Se define a la tasa central de mortalidad mx por el resultado del cociente de d. 

entre L •. 

m=~ 
X L. ... (52) 

Es conocida por tasa central de mortalidad, pues es el cociente del número de 
muertos dentro de un periodo de un año, con el promedio de de lx dentro del mismo 
periodo. 

2.5 Tablas Selecfas de Mortalidad. 

Existen algunos seguros de vida los cuales para su venta como prerrequlsito 
requieren la aplicación de un examen médico para los solicitantes. A los solicitantes 
que· acreditan satisfactoriamente el examen y que no requieren condiciones especiales 
de asegurabilidad se les conoce como vidas selectas. 

Para las vidas selectas, la edad actual del individuo se denota por [x] + t,. donde 
[x] representa la edad en la que se _realizó el proceso de selección y t representa el 
número de años que han pasado desde la selección;· 

Es natural pensar que a consec_uericia de·. la selección, las distribuciones de 
;muerte para una vida selecta sean diferentes que para una vida ordinaria. De hecho una 
vida · s~lecta tiene mejores condiciones de supervivencia, cualidad que se reduce 
paulatiname~Í:e_~onforrrie la edad se aleja del momento en que se efectuó la selección: 

q¡,¡ < ql•-1)• I < q¡x-21•2 ... 

41 



---- ·: . __ : ~- ~·-- - . 

E~dcl-Cc:ilc«lc-Actw;wUWpC!K"'V~ : 

Al periodo de tiempo dentro del cual las probabilidades de muerte tienen úna ··.,
desvlaclón significativa a causa del proceso de selección se le conoce como periodo de 
selección. Generalmente al periodo _de.selección se le denota por la letra r, y se defin4'! 
formalmente med iante la siguiente _exp_reslón: ;. 

r = {mln. IK} .t jq¡~ }.k ~ ·clr~%i.~i·H '< '& "V x donde [xJ estédeÍlni~o ; ;_;/; ·.:_ ·>•J 
• .. ;_:".:: • ~ ~ • ' •i ' ; ' ~ ' N,O<J<xl _:.•·· ·;. :/ : : ~ • -.,,. , . ::;.·;, .. · ;;; (53) 

. "·}_/~\ __ ;' +:?'.i./::- n:;::;~'·:~ ~.'," 
con k e 

::· el que _ cada una cC>ntle~e las.. pro_b~~Uld~d~-~ - de; "1~,~~t~ ; P~J~;·~-~~~--.~-~p ,;.~,~,l/p~rl~do de 
·_-._.selección. Una tabla sel~cta ·_yúltlma de . "'º"t-all~ad 'es un· coriJú l1 tci'"de"r:i+ ''i1'; tablas de 

• ri<l-~~i::dm_~~t:~~;~~dº •. :-.P~.:r·. :.~l:::~~]:\~~-;~~::;",~t·~'. s~ i -~ft·--;_ .. ~%~~ita1'i'd~·:'.1
1

;~~ 1tt;;~a:b1a 
La tabla última '.de . mo'rtalldad >.es '.'.'acjuella'o_ que ::_cont ene _ robabllida.des de 

. ·. -- . '·-< · ·' ::' ·'. ·e ·: . /:;·~.:::_:·~},~~ -= ·!~.:,;J.:: r :;~:.~'f.~¡i:i'.:--,~~'~'t!}+'}:::.-~·;.;:t;~'.~t'.:{t,fF:-;.rc\f.1r~.'.':. ;:. ::.\y-;F>V ':;·,,:· :~'}::'.:·:- :-> ': . · ·. 
muerte para · vidas que ; fueron )electa~ ,·pero/que ;ya n_o\están i:clentro\de.l , p ~rlo~o de 

. sele~clón. Pot lo,. 9e~ ~,.~ ~:; s;~,J§.ii'~:f.~¿~1l~-~i~X~.Wfr.~~~Úfü~.0c~;¡;·~;~ 1-~ci'a~:;~ic~~~ad~ •(la 
tabla ordinaria para · vldai( no·sele"ctas).aun·qué :rio .necesariament ·:1':\},i:.-;/ .• •·:- • ·· 

•- · ·· por .' convención,-t;en ·;ias·rcolumnas·;'. de '.vla '.{ tabla <,:: selecta ;::;se an )Ldlspuesto . las · i:-·: · _ ' '· · - · . -' · ~ '· ---- •·1-;, - :·. ·. '· . :_: ".:· .. e' • ;_~:\ ' v;.: _ -. ~ '.· ·~~:: t-'·" • ·;-; -~~ '7r · 1~~~<~·,;y:. ·o'.';1.:_._.c = · ~\ ;:: •• ,,,;:., - ·:Jo:¡•·.::·; ·-· • '.~; · ' . ;-,~;;-,-;..·.;"'-· -';.:¡..::-:-'f.~-:,_-~·"'· ·· :,-~;';. :';'-, ~v~· ;: '':~ __ ,,._. ,,.,,:_ · : - - ' : 
probabilidades ·-· qué :céimparte'n ;unJn.ilsmo)tieinpo;,desde¡ lá ·:selecclón;':y ·er:( las ·. filas _se 

;; '> ·_; ,, -_ --:(,•· : :: ·-:~ -: -:. ;· .. : • .-: :~',.:·~: ·: :,.;.,/.''·/"'~'. - ,'.· . ·\' '" -f' ·'".' f ·· .. :· r ·~,•::;:;.·.' ' ,?,:l'/.-;~-,",'):~-,,..:;.c~:~J:-'!-ii!~~~ F~/•:~_- .'-~ ··'-~;~;·~~ ·,~-'-;'i''·~·/·'·~': ~) cl;:J;:!(:\~«-J-~·~· ': •'!(,·t ,~;-:'<, \• · --.. : .. ::,~-:,:, .. , ',":.; '-'.;;'. . _, _ - • • 

_·. han_, dispuesto '. las ·probabllidades:que,comparten ·ra mlsma·· edad :de ,selecclon;•_De esta 
• ·._, ,•-. .- :· .. • _ :< _; ·_:·. ··:- , :- .··· · ::_--.\' -:~ · ,-· : •. :._ --, _: ,;.:: 1~. '.'. · ' •., .. :,_;:'(' _., . ''_í.-'';·;;.;_;-.- · ., -_,,,.;!;.• ·_. :_::- zi,-,;·. : .- 1-~·[,' • •>'á'"•'t· ~Ii~' ·--'''"'''·'-';': ---~·•c'.1.0:..· ·s.:""'~'.·~~·~ ¡_.,,_1..::·~::_-ir.~~,~·,_. ;-.. {:-·t;,;.:_--·;·.¡.;,_:,--,;-.,· •. ~; ,,., ''.'_,·-y~·,_-.·,_ ·. -- . , . __ ·- · 

,, ... ' -· ~aner~. --l~ ;t~~l.a ¡ s~le.cta ;Y.'. últlina ~ dé{ÍTl.º-rtal ldad íle~i!".~011te11eri r, tt'7 1 .;· colümnas 'donde 

~~~~;~:;:~J~_; ,~~~-í\,~~~};tl~1,}~i~~¡,;~1~~~,~r,~~~;-~~¡~~~:,~Q~~~~J~,~~1ii~~~.,,~;~rnwi~s,.: 
·,_ .. / <El ;· segülmlentci ' de ; úna ~. ilidasele.cta dentr()· , ~~ l_a· ~abla -~eléc,ta·: siempre se -hace 

---~z;:~:i~ª~Ól~J:· :,ª~~i~~,1*~~,~t5':~~i,{}h~:;'cit~Yº:". ~~}1.~ s ·,,~r1:~e~o~ .--- ~ ;~: años ·. v·· •después 

-= •. ·.:. 
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Seguimiento de una vida selecta a través de la tabla selecta y 
últlma. 

2.5.1 Probabilidades Selectas. 

Como consecuencia de la- selección tenemos que p ,. x+1Po Por_ tal razón 
•lxl ~----.,-

muchas de las equivalencias ya vistas no son válidas para vidas select~s. :-~-~n _lo que es 
necesario redefinir herramientas de trabajo que nos permitan maríeJar.'ade'cuadamente 
las vidas selectas. -; '.':\ -- y: '' -, -

Las equivalencias que a continuación se presentan pe~~it;n/l1 d'á'1~uib de los 
elementos actuarlales para vidas selectas, a partlr,d~ t~bl~s:sel~ctas cilleestén'escrltas 
en términos de q¡,¡, Plxl o l1xl· El desarrollo o I~ dé~ost-;a~ión'~e;ti¡'le~ºeq&ivale~clas se 
omitirá por ser análogos, aunque más compllc"ados'. iq~r ¡c)'s que -'~'parecen en las 
secciones anteriores. 

_ No- es recomendable utilizar tablas en formato -1¡~¡; ni- calcular probabilidades 
sei_ectas en _términos de l1x1 puesto que se pierde la--referencla del radix lo. Sin embargo 
puede hacerse un "no recomendado" desarrollo análogo si se considera a 11.1 como un 
radix selecto. 
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) 

Cálculo de 1PcxJ+k• 

p _ k+1Pcx1 
t [xJ+k - k PcxJ 

t-1 

1 P[x)+k = n PrxJ+i• con t, k EN 
i=O 

f¡xJ+k+t 
1PrxJ+k = I 

[x!+k 

Cálculo de 1q¡xJ+k· 

t q¡x}+k = 1-, Prxl+k 

t-1 

,q¡xJ+k = LQq[xJ+k• con t,ke N 
i=O 

Cálculo de nrmq[xJ+k'. 

nlm q[xJ+k =n PrxJ+k '-n+m PrxJ+k 

q _ f¡x}+k+n - f¡xJ+k+n+m 
nim [xJ+k - ·-· lcxJ+k · 

nlm q[xJ+k =n PrxJ+k ·m q[xJ+k+n 

Cálculo de lcxJ+k· 

..• (54) 

... (55) 

••• (56) 

•.• (57) 

... (58) 

... (59) 

... (60) 

... (61) 

... (62) 

... (64) 

Si se define a l1x1 como un radix selecto se· puede determinar lrxJ+k de la siguiente 

manera: 

f¡xJ+k = lcxJ · k PJxJ ... (65) 
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SI partimos del hecho que para poder construir la tabla selecta y última en 
términos de.l1x1 se" debe cump.lfr_que l1xJ+r+k = l1ukJ+ro donde res el periodo de selección 
y k 2: O: 

==> llxJ ·• k+r PcxJ = lcx+kl • r P[x+kJ 

==> ·I . _ fcxJ • k+r PcxJ 
[x+k) -

rPlx+k) 
••• (66) 

Cálculo de nd cxJ+k 

n d¡xJ+k = l¡xf+k - l[x]+k+n ••• (67) 

Nota: Debe recordarse que: 

PfxJ+r+k :::! Px+r+k, 

Q[x)+r+k ~ qx+r+k, 

lrxJ+r+k ~ lor+k. 

donde res el periodo de selección y k 2: o. 

2.5.2 Ejemplos de Cál~ulo d e Probabilidades Selectas: 

Tabla Selecla Ejemplo.(') Periodo selecci ón r== 4 
[x] q¡.¡ q¡.)+1 q¡.J-t-2 q,.,., q.,,4 

20 0.0005026 0.0006648 0.0007497 0.0006432 0.000966 
21 0.0005411 0.0007164 0.0006073 0.000906 0.001041 
22 0.0005631 0.0007714 0.0006694 0.0009765 0.001121 
23 0.0006279 0.0006308 0.0009369 0.0010537 0.001207 
24 0.0006762 0.0006953 0.0010069 0.0011346 0.0013 
25 0.0007267 0.0009641 0.0010663 0.001222 0.0014 
26 0.0007647 0.001038 0.00117 0.001316 0.001506 

(*) Valores calculados con la tabla de 
los factores para vidas selectas hombres 

mortalidad "CNSF 2000 -1 (1991-1998)" y 
que aparecen en el trabajo "Tablas de 
s. Mortalidad México 2000" realizado por la AMI 

Con la Tabla Selecta Ejemplo: 

l) Calcular 1P1201 
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· . • ·'!.'·· 

; ~-- =:::~;~~;·_'f·+~!·~"~f-~;~:~~-~-~~-~- ;;,:~~~~-~_; . ----,~-': -

2¡ · carél.l1ar P1201+l 
3) C:a1ci.l1ilr lP1201+l 

.4) ca1cular.'jP12l1•l 
5) C:a1cu1a;3q¡n1+l 
5¡ ·calcular liq1201+l 
7) Calcular mq1201+J . . ··\ ' ·•· .'"'. : 
B)Esci:IÍilr la Tabla Selecta Ejemplo en térrnincis de li~Í. e~·¡, uh radix selecto de 

.'.1 00,000> .. " ·,, .~ .• ' ... f:.:( 
: ::.: -. ··.'"..: -~ ; .·.~.- ··.: ·;::; ·:. ,· .. :.•;-:?;:::; >.:,\ 
. ··.~' ·.··:>.'.. ; _·/~; •. ~ ···:;:;. ·. ... ;, .:. ~ ·, • . 
>. ·. : .. -:-; _·. -~; : ·= -·-::_~:_'5/~;"' ;l,: .;.::,~t~<: l-~~y{ .. :.'~:-,::~ 

.·· 1) 

2) 

3) 

-;t(. ·:·:·: 
4> lPl2ll•l = <&P1231>1<lP12l1>=):>iúi~1· .. ,;;21d:i'f . . +l ,.·. p23~~Y P2l•S 

: :~:::::: :~1-~~~º~~~.~ºf~t~> ( 1 ·~c:oof2cí7f7cWc>:ciOf~J '.~·'';:. · < ··.··· . 
" ... . ' ' - '" ,,_., .. ~':j\i;.~--

::·. :,:::~;:.1;J~iI~~it~í~1it~i~i~I~: · ·/. 
7 '.31q12~1+'3 ==• ·(P1201+3 : P1i~1h ·;· p1ióf~sl,'-;(p12~1~3'( Pi2'01+4 :'p¡201+s · P12of+6) 

: •_ ::~i~d:::-::t :~~~;~:;~i-r ~~2~01~-~~~~;m~~~~$~'fü~~:>.,;~~ - : ·~-- --·i:.•:t•··· _· .....•. 
=> 31q1201~3 "" o ~0.00084318> ; ú~6.oóó966) ·• c1 .,.o.oo 1 041 >. co.o'o 1121 > 
:) 3iq1201•J ,,; • o.99ió-7:266 :_¡y;-5·; .. ··~_ ¡·\;:f!·X' ·" . 

·, ... ... ~'.: _, ·.: ._,.,;. ".:. ·;:_;J;'.j '..!'~;·-::; ... _:r:· ..... :.:''_::-.' 

?) :;~::~;2301:33c'~~~:;:~~~~~:~i
3

:I-::i1::i~'~,IL ;;-~,20¡~7. P12~1··> 
=> mq120J+J = (p¡20J+J · P1201+• · P1201+s) · (1- P120J~6 · P1201+1 · P1201+al 
=> 3¡3q¡20J•l "' (p¡201+J · P20•• · P2o+s) · ( 1 - Pio+G · P20+1 · P20+s) 
=> J11q¡201+l "' (p1201+J · P20+• · P2o+sl · (1- P20+6 · P20+1 · P2o+a) 
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Tabla Selecta Ejemplo. Periodo selección = 4 
[x) 11·1 ll•J•I '1·1·• lt•)t3 1-.4 
20 100000 99950 99883 99808 99724 
21 99925 99871 99799 99719 99628 
22 99844 99786 99709 99622 99525 
23 99756 99693 99611 99517 994 12 
24 99662 99595 99505 99405 99292 
25 99561 99488 99393 99285 99163 
26 99453 99375 99272 99156 99025 

2.5.3 Propuesta de Función Selecta de supervivencia. 

Definición. 

Si es posible contar con una tabla de mortalidad selecta, es mejor aún poder 
trabajar con una función de dos variables independientes que me permita el adecuado 
manejo de vidas selectas. 

Se define a la runción selecta de supervivencia por la función continua dada por: 

s([x].k) = kPlxJ .. . (68) 
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Cálculo de los elementos actuariales para vidas selectas con 
s([x],k). 

s([x],k+t) 
,P¡.¡,k = s([x],k) 

s([x],k +t) 
t qlx)tK = 1 - S ([X]' k) 

s([X],k +n)-s([XJ,k +n +m) 
ntmql•l•k = .•. •. s([XJ,k) . 

l¡xJ+t = 11•1 • S ((X), t) . 

.dixJ•k = 11•1 :(s qx J,k )-; ([x),k + t)) 

;.'.' ,· ', ·. 

En este mOmerito'·contamos con.·los elementos suficientes para avanzar a la 
siguiente parte del texto donde revisaremos los métodos de ajuste. 
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111. Método de Ajuste AMIS-AMA. 

El objetivo de los dos siguientes capítulos es el presentar y analizar métodos de 
ajuste para tablas de mortalidad, así como comparar ventajas y desventajas de cada 
uno de éstos. En este capítulo se expondrá un método utilizado por la AMIS (Asociación 
Mexicana de;'1nstltué16nes de Seguros, A.C.) y la AMA (Asociación Mexicana de 
Actuarlos A'.é,);'el cual también se encuentra.documentado en la publicación "Tablas de 

. Mortálidad Mexle'o ioOo;; que realizar~n ~mbas instituciones . 
. ~> --. ·'..·< :· .. ·> :~~-~-~:-::.:.·.~:"~·:J.<.~<:-~·:_'.··~::'.>·. ··}:/-'..>_ c·:-.. 1.·:,.; > ,-. . 

,Como ya· se .explicó; anterl9rme~te, pero vale la pena recordar por. ser tema 
central ~el jJ;esente'~apftí:ii6~':e1 'iíjú~tar IJ'ria't~bi~'·d~. mortalidad consiste en encontrar 
una expr~siÓn rnat~~átÍcai I~ ·~úál <réprese~te adecuadamente la distribución de la 
mort~lidad. expr~~iída'po~:1a tabl~ ;:;,lsma. 

' . " . );;''· '>- - ' ::::~;»·' ;;;~ .. : . .,.' ;-' 
ES 'reC::om'enélilblE{t'ci'ue todo método de ajuste se base en el desarrollo de 

expreslones'm'até'mátkas directamente sobre la fuerza de mortalidad, ya que a partir 
de ésta es posÍb'íe en'contrar de manera Inmediata expresiones matemáticas para todos 
lo~' elem,éntos der cákuio actuarla! para Seguro de Personas. 

3.1 Primera Ley de Makeham. 

Dentro del conjunto de hipótesis de leyes matemáticas que rigen el 
comportamiento de la mortalidad, el más importante es el que se conoce como Ley de 
Makeham. Esta ley, atribuye la mortalidad que afecta a una población a dos principales 
causas o componentes. El primero es un componente azaroso que afecta por Igual a 
todas las. edades (A), y el segundo es un componente exponencial en función de la 
edad (BC•): 

µ =A+sc• X . , 

La ley de .Makeham, que data desde · 1860, es uno .',de. los supuestos más 
poderosos para, el cálculo actúarial pa~aiosSeguro~ dePersoríaspor ajustar con gran 
fldelidád y , muy poc~~ parámetros la mort~lid~d '. de e una pobla~iÓn .. Estas dos 
propiedades hacen que esta Ley no sea solo l!ninstrumento te.órlco sino además una 
héi-ra~ienta práctica que se utiliza éotldiána-mente. Un claro ejemplo que ilustra esta 

-·_.situación :'se· puede apreciar en cálculo para vidas conjuntas; donde el supuesto de la 
· Ley de' M~keham hace posible manejar probabilidades de supervivencia para todo un 
··grupo de personas con solo una persona de edad equivalente. 
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3.2 Cálculo de 1Px Utilizando la Ley de Makeham. 

SI aplicamos de la ley de Makeham µx =A+ BCx en la definición 1Px = e-!µ,.,ds 
podemos encontrar una expresión matemática para tPx bajo el siguiente procedimiento: 

. Puesto que una función primitiva de f(s)=C' es F(s)= C' /ln(C) se tiene: 

( ac .. •r { ac• o J oc• - As+-- A(t-O)•-·(c•-c ) -M--(c'-1) =>:tPx =e ln(C) =e ln(C) =e · ln(C) . 

Para simplificar la expresión anterior, se suele· aplicar: la sustitución de las 
·. . B 

siguientes constantes: ln(s) =-A y in(g) = -ln(C). 

( 
c•(c'-•)) _ ln(s) ttln(g)·C'·(C'-1) _ ln(s') In g 

==> 1Px -e -e e 
t C'·(C'-1) 

==> 1Px = s · 9 ... (69) 

3.3 Determinando los Parámetros s, g, y C. 

El presente método se basa en la resolución de un sistema de tres ecuaciones 
basadas en (69) para determinar los tres parámetros s, g y C. 

El primer paso consiste en dividir el Intervalo de edades ([x, x+n]) para las cuales 
s~ vá. a ajustar la curva en 3 sublntervalos Iguales. Posteriormente paraó{ci~ uno de los 
• su~lntervalos se deben estimar las probabilidades de supell/l~e~clil."--M• • ¡nPx+jn y 

jnPx+, .utilizando los datos de la tabla de mortalidil.ct~.~i1ril.~::?~~i,~~:¡)~~~Ósito nos 

poderrios.'~p~yaren el r~sultad.o (11) del capítulo 2. · •, ., {: .• ~¿<:~:.?);;\ice• 

. Si asumimos que sf cumple la ley de,Makeha~; ~ni~nc~s· ~g.de~:~:'apflcar a las 
probabil1dades:ar~1ba :estimadas···:. la)igu'aÍdad :'c695·· ~bte~i~',;do"~co~-0 .· resultado un 

. - sl~tema ele 3. ecuaclories. ·La sustitución t = (1 /3)·n simplifica al sistema mencionado 
de la siguiente manera: 

so 

!-------------------------~-------- . -- .. 



Mét:Od.o-de-Aj~AMIS ·AMA 

{ 

_ 1 c•(c'-1) 
,p.-sg .. 

_ ; C"1(C1 -1) 
. 1P ... -s9 .. 
. . . ..- ',· C""(C'-1) 

1Px+21 - s 9 

A 'cada. una. de las ecuaciones del sistema anterior le aplicamos la función 
continua yblyeét'iva f(x)=lrí(x), con lo que se logra separar los factores en sumandos y 
los coeficientes ~~'factor.es. Esto abre el camino para posterlormé.nte reducir él número 
de lncóg~ltas y el ríú;,,ero de ecuaciones del sistema. 

·¡ln(,p.)= Íll(~') +In( gc'(c'-i)) 

ln(,~.:u) =dn (s') +In( gc"'(c'-i)) 

· ·· ·· c""(c'-1) 
ln('p •• 2,)=ln(s1)+1n(g · . ) 

Por propiedades de Ln(x), 
' 

~H!;~:;:h~~~~;t~~~~\~Jr~,\~~~~~) ··· (31) 

De• este últirT1~·~;st~n1;;};i;~i'r~ii~.l~·~~r¡Üier~\cuación a la segunda ecuación y 
análogamente la s~gu~d~'~cua~ióK'a'.Íii' te~cera ecÚació~: Como resultado el sistema se 
reduce a uno de 2 ecÚac1o'riés''.~heÍ;qli'e:v~'~~ ~p~ece el término t·ln(s): 

¡:;~:t:!itlf ~1:&:~1~~\~~~l~~t.if j~~t~:.:(~· t,¡~~n(g). 
Factorlz~ndo los tér~'inos s,erl1eJaAtes y ~plicando la propiedad del logaritmo en 

la que ln(A) - ln(B) = lnCA/B) tenemos qUe:' . , 
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j1n( ·~;:· )= (C' -1) · ln(g)'.[c•+I -e~] 

1 n ( ',~:::• J = ( C' - 1) . In (9) ·[T•21 
e- C"~' J 

Ahora si se utiliza la ley d~ l~s.~xpdn~~l:e~ en la que A•+c = A•·Ac se tiene que: 
• 7 .-, ·- ·e·· ·}~":.."~'~· : 

••• (3.11) 

Para ellmina'r una de la~ dos ecuaciones- dél sistema y determinar el coeficiente 
e, dividimos la segunda ecuación entre la prl~era _ecuación:· 

In 1Px.2t ___ _ •. - _ . -

-- (c-1)2 .Jn(g-)''c"'' ,p .. , - - - - - -- - C' 

=> in( ,p .. , J- (C'-1)2 · h1_._<_g_) ____ -_,_~c·_ -
,P. - --- ;·_ 

. . ' . . 

Finalmente podembs despejar>C:;;P~~á lo ~ual se debe aplicar V a ambos lados 

de la e __ cuaclón. Nótese _que pa~a q_ue-se~$álldoeste despeje, 1n(;Pu2
•) y .ln('P •• ,) 

. ·- .. -. - -· tPxH - tPx 
._ ... : : - . . ,· 

deben ser al mismo tiempo positivos o negativos, de-lc:i·contrarlo_podrfaresultar en 
raíces_ Imaginarlas; 

... (70) 
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. Para encontrar. el parámétro g, bas.ta con despejarlo de cualquiera de las 
.eéuaclones '.del\slstem~ cim::"·Es 'Jmportante ··cerciorarse de haber encontrado 
prevlaménte el valor de C 'po¡ que este es, necesario para determinar ag. SI despejamos 
a g dé la primera ecuadón d~I sistema (3.11) nos queda: 

... (71) 

De Igual manera, para determinar s es necesario despejarla de cualquiera de las 
ecuaciones del sistema (3.1), habiendo obtenido previamente los valores de C y g. SI 
despejamos a s de la primera ecuación del sistema nos queda que: 

... (72) 

En caso de que se deseen encontrar los parámetros originales A y B de la ley de 
Makeham, es posible .determinarlos mediante las Igualdades A = . :'."ln(s) . y, 
B = -ln(C)-ln(g). , , 

. Es. necesario'a'd.i;á~.'qúéme'd1ante.Un ~a.zonamlento paraÍe1(); e~ pclsÍble aj~star 
también la·, tabla/de :;nortalldad/¡Jtmiandd ''ª" Le~;·cie ''.'córilpertz;.:: ÍAx ~ BC~."· • Para: tal 
propóslto,es ii~c;~ií,;¡¿{p¡;'~ii~ d~:u~;s·lsté~~·de''dd~'ecli~~¡;;'ri'esy sÍ~plifi'i:a~•de ma~era '· 
similar. :.;i • , , ·.~· f' ".' >'i<~ · ··•··· <. 

Ademá~· de ,K: feyes·~·~e' Gcimpertz y Makeham existe~ ·:~rásF Leye~ ,· al 

compo~ta~lent~ dé µ~: e1'.'rT1od,elo de Molvre µ. = (w-xr' y el mod~lci ,de Welbull 

µX =kx",, 

3.4 Aplicación. 

Como ejemplo se. to'mó la Tabla "CNSF 2000 - 1 (1991-199B)" en el intervalo de 
edades. entre 13'y 99 años: 

Con una. edad Inicial x = 1 3 y periodos de t 
ecuáeiones lnlCÍ~les del sistema: 

28 

,P.= 29P13 = IlPrM = 0.958688889 
k•O 

29 años obtenemos las tres 
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28 

,P ... = 29P42 = IlP.2+k = 0.696455684 
k=O . 

28 .. 

,P.+21 = 29P11 = IlP>1+k = 0.05247624 
k•O 

Se tiene que: 

•·In 0.05247624 

0.696455684 =1 074758259 
ln(0.696455684) · 

0.958688889 

lnÍ J.fuJ.) ln(0.696455684) 
~ - 0.958688889 -

g = e c•-(c'-1)' = el.07475825911 -(1.07475825929 -1)' 
= 0.997513803 

.1n(1p,)-C' (c'-l)·ln(g) ln(0.958688889)-1.07475825911 (1.074 75825929 -1) ln(0.997513803) 

s=e =e ~ 

= 1.0000991 77 
. . . 

A= -:ln(sf=~ln,(1.000099177) = -9.9171761097xl o-os 

B = '-ln(C)-!n (g)L :..1~(1 ;0747S8259) ·In (0.9975 l 3803) 

= l .7946745G33xl o~04 

54 

L 



3.5 Resultados. 

Para efecto de futuras comparaciones , se aplicó el método para tres diferentes 
ra ngos de edades de la Tabla de Mortalidad "CNSF 2000 - 1 (1 991-1998)". Se obtuvo la 

\, si.guiente tabla de parámetros : 

µ~ = A+BCX 

A B s g 
.. . · 

-9.9171761097·10·•• 1.7946745633·10·• • 1.074758259 1.000099177 0 .997513803 

-8. 539077002· I O·•• 1.7366780489· I O·•• 1.075300295 1.000085394 0.997610739 

-7.440812981 · 1 O-os 1.6964435205-1 O·•• 1.075694857 1.000074411 0.997677749 

En la figura que se encuentra a continuación, se muestran las gráficas de las 
tasas de mortalidad de la tabla Experiencia Mexicana 91-98 y de las tasas calculadas 
con los parámetros antes obtenidos : 

Curvas A¡uatadaa contra OC"lglnal 

Eded 

=:~te Amia 13·99 al'tc:>& .-, 
Ajuste Amis t 9·93 at'los 

Ajuste Amis 25·87 ar.os 
- - ·- - · -
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-Nusl• Ami• 13·90 111'\ol 

-•-Ajull• Ami• 1 g .93 •l'\01 
AjuSI• Mlll 25·87 aflot 
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3.6 Alcances y Limitaciones. 

Alcances. 

Es un método que en la práctica resulta sencillo y rápido de usar, ya que se 
reduce a la sola aplicación de las fórmulas tal y como se hizo en el ejemplo del 
presente capítulo. 

Mediante éste método, no se réqulere . del . uso de computadoras o p~quetes 
espec1a1es de computación: una ca1cú1aé:!6ra d~rii:íriC:a es ;nás 'que ·~Gflc1ente> :J · i 

f~'"d~~d~:,:::.:::~:·:f~:~r:,~:~~~~~ii~fi~~lf f lllf i~;,:.t.d. 
El hecho de contar con una represéntación' de'; 1a --rT1ó~tall~ád ; é~'. i:é{mlnos de la 

Ley de Makeham, permite sacar provecho de m¿ltlpl;~ abáil;ls x ·sl;Tipllflc~clones que 
se han realizado sobre la Ley de Makeham. .... ::' .. ,'; ' ;if ':;'~ 'i_'-~0;;: ; .' \<} ~;;; .. : .·. · 

Limitaciones. •'-' :;;· < <_ ·::<C' . ·· 
. ·>~:t> ' ,.> <~·'.-~}>;. ; - . •t. .· ,.., 

Como se observó anteriorment.e la Ley de Ma_k~harTly por co~s.ecuencia también 
este método, presentan desviaciones l.mpo~tanté's ,cuandoéi rángo':de edades a ajustar 
es muy amplio. Por ésta razón, e~ co6pn : enC"o~t¡ar ' qL e.: ~e .ú'di1Ce 11 Léy de Makeham 
para graduar tablas de mortalidad SÓI~ i"a~ií' ran·g'o¿de :edades_" ~O muy arTiplios. : ··• 

=mo =~~'~,'k~:"~;~&1~tilf~if.f~~1~~~~t~rti~~~~Jf\í~i;:¿: .. ~:·',~ 
comportan · fielmente conforme•aJa'Ley:de ;Makeham el mode,lo resultado ne> .represente 

-;~, .. •· ,,;~,~~~~i~i1t~l~~1i~l1.~~mt~i~~~i,;:~"~;:>¿ii;.•"1'~~.: 
, ::·.·• /consecuenci~ mejo·rar:!?I ~jus~e ;{por)o :t.antoel·modelono esmaleable y no hay manera 

••..... ~~~O',~~¡~*¡~¡~~~:;::~~ ·ir2g:;:::~0::,~, do mon•lld•d "'"'" pm 

~lgunos '; rango~ de , edades y decrezcan para otros . Es decir, toda tabla con un 
corhportamlento errático néi podrá ser ajustada. 
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IV. Método de ajuste Propuesta. 
'. . ·: ... ,; -. ': .. ·· 

Los. po,lll'lÓ~lcis son funciones comúnmente usadas para aproximar datos u otras . 
fu~clones que nbs~ pueden recrear en la práctica. Un ejemplo conocido es el hecho de 
q'~e Ja~ ·c~lcu·l~do'ras clentÍflcas no trabajan con la función seno(x) si no con pollnorTilos · 

q.u··.e··· 'ª ai>i'bx'1m·a .. ri: ·.·· .. . ··.... .... '" .. >-
. - ; ~,. : · .. ' 

.. . : ··:;·-i::~:~~~~.tii~l~~~;.;~~~~~·;1:,· ;~· .:: .... 
El método constadedos·p¡¡sos·prJn5.lpa,Jes: ;;(. y >······ •.· • · ,-,< . 

1 . Encontr~~ u~} rS~~l~~:; ~~ii~~:~·;!r~~L~ - aJust~ . a J;os cl~t()~ -l~(p~) d~ Ja tabla 
de · m'ortaJidád. · "··- .,. · •.4r ,, · 

:. ·;,:,:·: :-,· ~=-~ ... -· \'_:·~-~ :- .. ,_, '~:.; 

2. Transformar el pollnomlÓ del paso anterior en uno que ajuste a Ja fuerza de 
mortalidad. 

4.1 Polinomios. 

Definición. 

Se dice que una función P(x) es un polinomio si se puede escriblr .. de .las.igulente 
manera: 

·- .·- ... ·.;·. , 

P(x) = ªº + a1x1 + a2x2 + ... + a.x•, dondeª' es constante ,,Y: .i·e ¡;;/;··~srsn 
~~'.-~~ .. :~ ·~-}f\.:t~{'~::( ,::~ .. ;_ .. . ;·::> 

Apoyándonos en ésta deflnlclón . podemosdecir~'i1~J~ ' ru~~-;¿'n\'((~),,; '• ! ' + 2x +· x2 
es un polinomio, así como también Jo es g(x) '7.(1 : ;;, xr(i '.'.¡:;J'x); p~es' é~ta ~!tima puede 
ser escrita como g(x) = 1 - x2. Por otra - paítl! ; ; ¡~ f~'h,ció'~': h(~) : i:= \:¡-.: .f' 'x-•': no es de tipo 
polinomio por que x esta elevada a la poten~la :.1 .' ii'.';--? .. :·. ·, :· ·'.; · :·:· - -· · 

Grado del Polinomio. i?_}}Yi:';'!i:~~·-j!{¡~, '.é/(' ~Y' ·-. ' ' " ''· :: . ·~ './<: ·-: 
:0:,?6 ':<C:.!~'."~,' '~- ·.<o•}:· i ¡· · '. I <~'. '.~ • ;~-~~· 

Se define como Grado del p~lln~~ri', '1(),' ~~,ll~~~imente denotado por una n, al 
número natural dado por: 

n = {máx. (k) t ak ,o O}. 
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Por ejemplo, el polinomio P(x) 
P(x) ;. 5 es de grado cero. 

3x• + Sx + 1 es d~'gr~d~ 4; mientras que 

Se define como Polinomio Cero o Polinomio Nulo, a aquel en el que todas las 
constantes del polinomio a1 son cero, es decir, P(x) = O. Nótese que el polinomio cero 
no tiene grado definido, lo cual es totalmente diferente a un polinomio de grado cero. 

Dominio y Rango de los Polinomios. 

Como se desprende de la definición de polinomio, en P(x) no existen 
restricciones para los valores que puede tomar la variable Independiente x. Por lo tanto 
el Dominio para cualquier función polinomio es el conjunto de los números reales. 

Así mismo, si el grado del polinomio es Impar, entonces el Rango del polinomio 
será el conjunto de los números reales. Por otra parte, sl-elpolin~mlo e's de grado par, 
entonces el Rango del polinomio estará conformad6'.po'r, Jri sÚbéonjunto de los 
números reales. Por ejemplo, P(x) := l - xz,tfene cofiio'Rarigo·:~I conjunto de los 

• ,, .; ~ ' ;-·;~ • i~, .. . , . 

números reales menores o lgu,~l:s a un.O,.; ;< ;-L: ,, :·.~;,_ ·>. ' ·,' 

. :~"~~~:~:f J;~.:~%r::~;:~~·~:~f f~,~~fM1~t.iKitd;r:tt1::·~::i::,:~: 
:·-·--,: - ,. .:::~.<· ,;· ¡ :· -~-~ 

P(x): IR! --+ B E IR sir>(~> ~·s·c1;;·9r~élo''p~r y 

P(x): IR! -+ R si. P(x) e~ de grado Impar. 
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Intersecciones con los ejes. 
~ : ' • < 

El valor P(O) = ao se conoce como ordenada al orlg~~ y ,es el p~ntodonde la 
gráfica de P(x) intercepta al eje de las ordenadas: 

, .. u~· 
rcx> ••·•·.·· . 

. /. 

Las soluciones de la ecÚaclón P(x) = Ose conocen' como Raíces del Polinomio y 
es el conjunto de lnte"rsec~lones de P(x) cÓn el eje de las ~bscisas. El ~onjunto {x1 .t P(X1) 
= O} puede ser vacío para polinomios de grado par:·. . 

Sin Importar de qué polinomio se trate, siempre' Vcu~ndo sea de grado Impar, se 
puede asegurar que al menos existe una raíz. 

Término Dominante. 

Sean el grado del polinomio P(X) = ao+ a1x + a2x2'+ .... + a~x•, el término 
dominante está dado por la constante a •. La Importancia· de diéha constante es que 

determinan el comportamiento de la función cuando x -¡±oo, 
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••• o ·, • -

··. "'1~d,,,,·c.¡~ihp~~tz., 

SI el grado del polino11110 n es paryel término ~ominarite a~ es·~~sltiv~, P(~) ~ ... 
cuando x~±00 

P(x) ~.,. ... cuando x~~ 

X 

SI el grado del. pollnorrii~·n es~1.;;P1~ y"e1 ;término domi.nante ao es positivo, 

P(x) ~ ... cuando x~ .. y PM.~~7:.fJ~p~~/~~i:.:;:;; '" 

X 
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_,- ( . 

M~de-"fum, ProptAMt= 

SI el grado del polinomio n es Impar. y.el término dom_lnante ao es negativo, 
P(x) ->-oo cuando X->oo y P(x) ->oo cuando x->-;..,, 

X 

Derivación e Integración. 

Todo polinomio, sin importar su grado, tiene función derivada. y función 
primitiva en el intervalo de los números reales. Además, la derivada y la primitiva de un 
polinomio es a su vez un polinomio. 

Polinomios y Espacios Vectoriales. 

El conjunto de funciones polinomios es un espacio Vectorial. Los elementos de 
los arreglos (o vectores) están conformados por las constantes ao, ·ª'; ~ .. : a,;, y noasf por 
los valores que puede tomar la función. 

Puesto que dicho espacio vectorial es de dimensión lnflnlt'a hurnerable: Ío cual 
no tiene ninguna utilidad práctica, se suele utilizar un:.'sub~~p-acío IÍ~ctorial .• de 
dimensión finita. Este subespaclo se define como él ~~~jli'ñio;1de;pólinónii65 d~ gr~do 
menor o igual a n.. · · ·• ·, · .,,,,-.:, )i.~(_,,;· ••. ;:. ··:·•·.- '·"•.': ' ... :• ·· 

' ' . . : . ~," .:· .,_-; .--: , .. - - ~ ;-:;_.;{{:,_:\~:··· 

La _utilidad del .hecho de. que -los. polinomlo.s sean 'e~~~~10ÚveCtoriales, ·es que 
podemos representar: trallsfórma~Jones liríéarks entre :'estos 'rnedi~~t~ él empl~ci de' 
matrices, y la composición de transf~rm~clcines efectuarlas rne.diant~ el. produCto de 
matrices lo cual utilizaremos en ei presente capítuio. . 
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'' .. ·· .•, . 
• - ,.-- ·~ •• -0' -CO =-;~<:=.;::::··;- -e- _,,.. ,._ 

4.2 Método de Ajuste. 

Supuesto. 

La hipótesis principal es que la fuerza de mortalidad puede ser adecuadamente 
representada mediante un polinomio, es decir: 

••• (73) 

Matriz de Relación entre los polinomios de µ. y p •. 

El primer paso es establecer una Igualdad que relacione las tasas de .mortalidad 
con la fuerza de mortalidad"'· Una Igualdad del Capítulo 2 puede ser nuestro punto de 
partida: 

+a--. (x}"''] 
. n n + l 

"' Se utiliza t= 1 debido a que las tablas de mortalidad son por periodos anuales. 
El parámetro "t" se puede generalizar dependiendo del Intervalo de medición de las tablas. 
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adelante: 

y reducir la expr;is1óri,arit~r16r eri: . 

-~-. o:_·:~~~·;;:w~:;· ~/ ;lt~~~'~:~iL~i~-~ ·~~:~L=~.~- -o· 

·.,;. i?~~~t~:~¡,;;.;p~ 

. n+I 1 l ·. ·.· L n; x••I-• 
+a .;:•""·''-'-----'--

" : n+ 1 
. . . . 

Desarrollando tér¡;,lnos sem~Jantes y factorizando en .términos de xi: 
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+(ª·-i(· n J+~(n+1))x•-1 + 
n n-1 n+l n-1 

+(~(n + l))x" _ n+l n . 

SI se observa con cuidado el extremo derecho de la Igualdad anterior, se llegó a 
un nuevo polinomio en el que cada té.rmi.n.o a¡' está dado por la suma de términos entre 
corchetes que multiplica a cada xt:. 

(74) 

Este resultado es·muyl~p~rt~nt~. pues con el se obtienen los dos principales 
soportes para nuestro métódo: 

l. SI 
(µ. 

µ. s~ p~~~'!· 'deté'rm1~ár o aproxima; mediante u~ 
"' P(x) ;;. a~+ á,x + ::: + a

0
x•): entoné:es -ln(p.) también 

polinomio 
puede ser 

expresado mediante otro polinomio (-ln(p.) = ª• + a,x + ... + a.x" ). 
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• •': .. '">· ...... ·. '-\'., .. - ::~_'\:: 

; ~·~----~~º~·~·~ .. :~~~~~~~~~-~~·~:_:,; ---

. . . . .. \ :·.;_,·, .- ;~;; ;_: ::~·~" . 

M~~.y:¡-ut;·;;;Jp~tr;¡, 
2. Los términos (a,a, ... a

0
) del polinomio para',W~~!\¡'lffos'.~téÍminos 

(ii,a, ... a
0

) del polinomio para -ln(p,) están ·reladona'cio{~'nt're si; y es 
posible encontrar a los coeficientes en térmi.no!/~·~·,~~,,~fr~s: .· 

[~.]-
es decir, 

a =A·a 
donde 

~(~J+ j (~J 
~(2J ª'(3) 2 1 + 3 1 

a =(ªo· a., .... ª") 
a =(ao,a1,. .. ,a.) 

+ ... + ª~·· (~J+ 
+ ... + ª•·•.(nJ+.· n l. 

, __________________________ -··-

•; ., .. ' .. :>~:-
' a~·;'(~·~}J ..... 

.. ~nª:;
1

(n·~i1.;J: 
·· n+l f · 

.... ',:>º :.';.: .· (75) 

(76) 
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A= 

1(~) i(~) ~(~) 
..!.(2·) ..!.(3) 

'2 1 3 1 
'(77) 

1 ( "·)·· ........ 1.(ri/1)' 
ñ "7 í ~':" ... ··.i'\(·.~BiJ'. 

; n+ 1 · ¡, 
.. , . •·' 
'. . .. 

Podemos concluir que, la mat~iz ;A• sirve pára. encontrar al polinomio de µ. en 
términos del polinomio de -ln(p~l v ~iceversa.: 

.. .··· ·' .... '\I';' ·, 

=> A-
1[J ]~ (A-

0 ~)r-~ •J=r~~~· J (78) 
ªn-1 T ~ ªn-1 ~ªn-1 

ª" \ i ,.. ª" ~ª" 
~-·<: ~--~: ' __ ,.;";_.;,:.; .-~;-·~_; • -=·-:-.f}: ;: '•.O.' 

Por ser A u~a matri;;:<de''tip'o'trlarig~la~ superior en la que todos los elementos de 
la diagonal son distintos'd~ ~~ro,p~ci~'mo's a~egurar que A-1 existe. A la matriz A se le 
puede escribir de mallera simplificada mediante la siguiente regia o algoritmo: 

1
1 ( j ) . . . -; • SI 1 S J 

al,j = J 1-1 r al,J E mntlxn+I 

O si i > j 
(79) 

Cálculo del polinomio que ajusta a -ln(px). 

El siguiente paso en nuestro método de ajuste es determinar los coeficientes 
a~ 0 a\, .. .,a~ del polinomio que ajusta a -ln(p.). 

Existen diversos procedimientos ya establecidos, que por lo general ºse m'uestran 
en libros de análisis numérico, que permiten estimar una serie de datos mediante una 
función polinomio. No obstante cualquiera de ellos puede aplicarse en nuestro 
problema, se recomienda el denominado mínimos cuadrados por matrices 
transpuestas. 
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El procedimiento de mínimos cuadrados además de ser estandarlzable, tiene la 
ventaja de resultar en un polinomio lo más sencillo posible minimizando el error entre 
el modelo y los datos. Es deseable que el grado del polinomio sea lo más pequeño 
posible, pues el tamaño de la matriz A depende de este y entre más grande sea A más 
difícil será calcular A-•. 

Otros procedimientos como por ejemplo Base de Newton, resultan en un 
polinomio que pasa exactamente por los puntos a estimar, pero tienen la desventaja 
que el polinomio obtenido es demasiado complejo. 

Uso de mínimos cuadrados para determinar a0 ,ap"'•ªn· 

Tomemos como base la siguiente tabla o fracción de tabla de mortalidad: 

x(Edad 

donde: 1 s X1 < Xk s w-1. 
'<->,;-:· ':·:·, 

Como se explicó brevemente, el procedimiento. de mínimos cuadrados funciona y 

presupone la existencia de un error entre los datos y la f~nclón que los apr()xlma. La 
diferencia entre los datos (-ln(p.)) y el polln~mio 'de aproximación {a0 .+a,x+· .. anx"¡ 
para cada una de las edades genera una tablad~ ·err'ores'. Esa ta.bla es la base para 
Introducir y solucionar el problema por el métÓdo de míril.mos cuadrados. ' 
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x, 

X2 

A: p~rti~ ;éiél 'obje~i~o de minimizar la su~a de los errores e1
2 de la tabla anterior, 

es que podemos a'plicar el procedimiento de los mínimos cuadrados. No se pretende el 
desarrollo. o jÚstifl~aciÓn de la fórmula de mínimos cuadrados para minimizar los 
residuos, pues esta puede ser encontrada en cualquier libro de análisis numérico o 
estadística: 

la= (X'. xr'. x'. vi ••• (80) 

donde 

•f lem., 

x"[j 
x, '2 

x"] 
x, •: 

X2 x2 x" 2 
:
2
. E mhn 

xk x2 x:; k 
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[

-ln(l- q., ). l 
-ln(l-q,,) 

y= . E mkwl 

-ln(l-q.,.) 

·:·, 
;'~.~ ..;_'-c c:o. _ .::~ '.:'_~- ~-S--:-;~~ :'- ; .- ! • . ;,:,,. :-,.;_. ,'--,.'.=~-:,,,~.-.-- ~--C 

:·: . . : l,(<::; 

Obsérvese que precisamente los . elementcis del Ítec.tor a ¿;,~ 16s . ~6eflci'~ntes del 
polinomio -:-ln(p.) ::. a0 +a,x+ ... +a.x". Por lo tanto ' elsigÚien~e . y . últlmo pasÓ es 
calcular el polinomio µ. = a0 + a,x + ... + a.x". 

·. C¡ílc~l~de µx. 

· -.·.' ·p·a·un"oniú,:· µ~ - ~ ªº + >a,xt + .... + a~xn. ':'.·::·~ ,.: :.'· _--:~-:.:_;_·. 

· .. < ''. ·, SI recordamos, en secciones ant~il~rei vl~Óx~zr;e~t~ ~~:·: iosl~I~ gr~clas á la 
~atrÍz A que define la siguiente r.e1ac1ón:' ~ · . / . . ·• ;. ·.·.··· ·' . ··. ' 

·[::_.:'- -]-_ -.. -[ .... -. - --~ ·r-·<>:·- ·: ; .... _.:·. - - ~-- -

• ••. ;: ~§¡ ··~·•]·. ••• ' • . 
án ,' .·· .. ·.· -'.::..".:: ' a~· ·: . : 
. -- -: - . : ·,--:·. - : ' ·: - -~ - . . . 

··• ~J]}f-. ![~;J··· 

·: .. ···.· -

Donde: 
: . . 

-: ji. :··~ á~ +:·a· ,: >< :+ -'.·'~_ . -+ anx". -- : ; . 
-ln(p.) "'ªº+a,~+ ... +ª"~~ 

:,';: '¡f ~i{jºi .:;. ~·J~:~::~·~:~~)t pm 

O si i>j 
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La matriz Inversa A-1 ·se· puede obtener medi~~te paquetería como Matiab o 
Ex ce l. Otra forma de determinar los términos .. delµ. = a0 + a1x + ... + anx" es resolviendo 

directamente el sist~ma :de ecuaciones (75), despejando el valor de ª" en la última 
ecuación del siste.ITia y. substituido en la ecuación Inmediata superior para a su vez 
poder despejar an-1. Repitiendo este procedimiento es posible encontrar todos los 
términos. 
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Control del Error Relativo con Mínimos Cuadrados con Factores 
de Peso. 

Existen diversos métodos de análisis para medir la confiabilidad de un modelo 
que estima una serie de datos. El más Importante y el único que en este caso nos 
resulta concluyente, es el análisis de los residuos . 

El método de .. mínimos cuadrados tradicional funciona bajo .el •supuesto 'que la 
esperanza. del er~or . es C:er~ y que la varianza es . consi:ánte; .efdéC:1r, se busca que el 
error sea horiiciceciási:Íco 'e,": :.:: ~(Oia 2 ) J '.. ( '~-r;;s·• · . ··.·cc .::_y . :''· 
'i ·:.:;.: .. , -::.>.·;.:._: .... ·.:.::;i,~_-:'._ ::;·;.;s~:·i::::.:: :. · TtJ:: :~(:;;~i\.-{::~~::i": .-·:::: ·:~;_;.:;·· --· ;:i\-;·:· .:_ .·::/.-:,:· -- -_- ... · :,.'.\·:~· , - · ;: ~:-~~: ··-:-::· .. ~:.:;_-~;·:·,: :: '}4:;t5:·.·.: 
·· ... ' El rectángulo que se .muestra en .la sigulente'flg'ur 
los mínimos ~~a:&adok t~~cl'iclonai'. . . .. . ;,'.\ · ·~;¡,;: 

,:.-:;--.:·.·;. ; 

.· :;- .'' 
··· .. '.-

. Sin . emb~rgo, . nosotros requerlnios ) d~ : urí ; ~odelÓ que proporcione .resultados 
más precisos cuando las ta~a~ ~~ -rríor~ai_id ~~-5;:;~ peguriñas y resultado~ más h()lgados 
cuando ; las . ta~as . de ri,';)rta.lici.id :'5~h'; ¡ri_¡5:igrandes'. Es 'decir, .. nuestro .caso eri . particular 

2E~~i[1:~i~~~~i~~t~f1)~!{~~¡?5~~i:hr;,::t.~~;:~~;;~t:-j::, 
·1,.._,, ' ' ·~'~;;>-:·:: . : {: .. ·: ··-:-:::·:· ' •. '¡"" '.' > ! ·: '·~· ·· · . 

. )\ .·.Un .··error ; vi1iliiCd'eJ~~:Jit~~~~'tr g~~~,¡~~:- . ~Ue •: l~·s ·' res1dÜ6s''.f'él,e1 : - -~odelo . sean 
p;oporcÍonalesala·Íl~rlabl~ ·d~''predÚ:i:IÓn' ~o~o semuest~a a c~ntÍn~~ciÓ~ : ···· 

·:·. ·c. ·," · · · ·: · · -.· ·: _._.. ·· ;_ ...... - _- e'·:. : .. .''.'" -•. ·.:.·.,·. · __ ,_c.-.. :- • -.·c .. , - • - · ___ . --_- :--;- '. • '.": ·-: -- • " -; , 
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e, 

9 

Precisamente en casos en que la varianza de los residuos no se mantiene 
constante es que se debe aplicar, rnínirnoscÚadrados éon factores de peso 

En la siguiente gráfica se muestra como el aplicar los factores de peso ocasiona 
el cambio deseando en los residuos y en el error relativo: 

Residuos Estandarizados 
2 

o 
-1 

Residuo 
-2 

-3 

-4 

-5 

-6 
qx 

• Con factores peso 
-----··. - ·- ·-···· ·-. - ·---, + Sin lactares peso 

·- .".. ·--··· . - --·- ·----

Donde: 

Residuo Estandarizado = e,/s 
e, i - éslmo residuo = y, - 9, 
s· = desviación estándar residual = -/MCE 
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MCE 

Error 

Donde: 

f(e.2) 
Desviación estándar residual = -1

·-
1 
-

n - 2 

Error Relativo 
0.04 

0.02 

o 

-0.02 

-0.04 

-0.06 

-0.08 
qx 

--•- Con faclores peso + 

Error relativo = (Yi - y,) 
Y1 

·.-.:;{, 

Sin laclores peso 

La manera de aplicar mínimos cuadrados con factores de peso es casi Idéntica a 
la manera tradklonál, solo que se Integra al modelo la matriz de factores de peso Q: 

la= (X'· 0-1 ·X)·X'·0-1 .Yj : •• (81) 

Donde:,-. 

a, X y Y scm los dE!flnldos en (80), . 
Q ,es _la matriz. -de factores de peso llamada matriz de' ponderación. Q es de 

tipo diagonal, la cual tradicionalmente contiene la varianza de cada una de los residuos 
en la diagonal y ceros en las posiciones no diagonales de la matriz, es decir: 
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[

a: 
Q = ~ 

o 

o 
ar 

o o 

Nótese que si af =a: =· .. =a; entonces Q = a 2 ·In con lo que (81) se reduce 

a (80). 

Definición de la matriz de factores de peso. 

Se proponen dos maneras diferentes de llenar los elementos af,a:; .. :.·,a; de. la 

matriz Q . 

Podemos definir una variable aleatoria muy sencilla para 
ayude a determinar una varianza diferente para cada 
definida por 

..• (82) 

Otra manera de proponer la matriz Q es desde el punto de vista de análisis 
numérico. Si proponemos que la dispersión del cada error e, sea proporcional a la 
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magnitud de las . tas~s de mortalidad para cada edad, obtenemos que la d~svlaclón 
estándar para cada error e1 es proporcional a q.: · 

cr1 = k · q.1 

Por lo que iamat.rlz Q estará dada por: 

[

(k. q., )2 

Q= o 

o 

o 
(k. q., )2 

o 

){k·q.,)2 
o 

o 

o 

o 

o 
o 

o 

o 

.· ' - '. 

El aplicar Q-1 o k2·Q-1 en (81) es totalmente equivalente, por lo ·que podremos 
utilizar: 

){q.,)2 
o o 

o )0 2 
o 

Q-' = . q.,) ..• (83) 

o o )0 2 q • .) 

76 



4.3 Aplicación. 

Para ejemplo se utilizó la Tabla de Mortalidad "CNSF 2000 - 1 Cl 99Í-1g9a);~ en er' . 
rango de edades. 13 .ª. 99 años. Utilizaremos un polinomio de. grado: S,, es· dedr,. 
supondremos que existen a~,a1 ,···, a 5 tales que µ, = a 0 + a,x+··· + ~5 )(~ .'Aplicando la .. 

metodol~gía prevlamen~e desarrollada para las edades [13,99] tenemos~· . . . . 

[

1 x, '·.. . x~ ]<[1 1 3 . . . . 1.·3· .. s· .... ]"'. ' . 

X= : ~2 ::· .······~.~······ 1 ·l\l!J, . .. :· lr .••. 
l •. 5. •· 1 ., 99': 99' 5 .· 

Xss ~·~. )(s( ,C /'. , 

[ 

1 ' '1 ,.,/· .·.'·.t .. '9·9· 9':1·9·5, ·i ';" 
X

I > 13 ··.• .. ·.·.·.1.4.\} ::) = . ; .• 
•, ':.\ 

1 35 ,145 

'o .. 
2.116000xl0~07 

o 
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º· . 
o 

o o 1 
4;154952xl 0-02 

- '', . '· . 
Si se desea, se pueden verificar. los valores de q. en· 1a tabla .dél 'capítulo 2. 

Ahora si hacemos uso 'de (81) tenemos que: · · 
! . . . ' . 

a= cx·o-1xy-1 :x1 
•• r~~1 .y ·.·· 

·ªº ~1 
=>a= ª2. 

ª3 
ª• a;; 

~l~·:~/1240~1 o-03 

''3.ss2164xi 0-0• 

.· .. 2.489s9x1 o-0 s 

8.85985xl0-07 

···c., 1.:42SG2X1 o-os 

Si recordarnos' 1~ .. fl·nalldaddel ··.v~ctór ·.·a,· tan .. solo hemos encontrado. las 
constantes a0 ,a .. -'.~·;as qJe determinan al polinomio para '-ln(p.). Ahora c~n ayuda de 

la matrizA t~al'lsfd,:rri~~~·~os ~ ~ eri ~I p~linomioque aproxima aµ •. Si el polinomio es 
de grado 5 y A ~stá 'detallad¡¡ p~r Ci7) te~emos que':' 
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ESTA TESIS NO SA_~~_,,. 



o 

µ, ·· '.;;, ·--1. ;.?94498 x r9~~t+ : :·.:-- , -•. · .. •. ····•···· ·.-•-·---__ .
(3~835 ~63 .~.''10-0• )· ; +}-2 :6.2A01Sx10:º 5 )x2 + (9.146621 X l 0·01 )x1 + 

· {-1AS034~xl O~ºª) x;, i fass9i OS xl o-11 )x5 

80 



4.4 Resultados. 

Para observar la bondad de ajuste entre Makeham (primera Ley) contra el 
polinomio (metodología propuesta), se aplicó el método tres veces para los diferentes 
rangos de edades (13,99]. (19,93] y (25,87] años. Los resultados se muestran en la 
siguiente tabla: 

ªº -1. 794498xl 0-03 -4.603132x10-03 -9.136361x10·03 

a1 3.835563xl 0-04 7.4 79708xl 0-04 1.253224x10-03 

a2 -2.624015xl o-os -4.3 71653xl o-os -6.5021 54xl o-os 

a3 9.146621 xl 0-01 1.300139xl o-oG 1.723230xl o-oG 

a4 -1 .450343xl o-os -1 .840232xl o-os -2.23441 7xl o-os 

as 9.8891OSxl0-11 1 .133240xl 0-10 1.27051Oxl0-10 

E~ iá ~igulente figura, se encuentran las gráficas de las tasas de mortalld~d de.la 
tabla "CN5F 2000 - 1 (1991-1998)" y de las tasas calculadas con los coeficientes ante~ 
obtenidos: 
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0.25 

02 

0.15 

•.. 
o.os 

22 32 

Resultados Método propuesta 

----·· -.••' 

52 

Edad 

----
62 

/ 
/ 

/ 
/' 

72 82 92 

--Ajuste Propuesta 13 - 99 años 
--Ajuste Propuesta 19 - 93 años 

Ajuste Propuesta 25 - 87 años 

El error entre las tasas calcul~das y las ~asas ~e la >ta~la de mortalidad se 
encuentra representado·· en · 1as ·s1guíentes cios ::gráficas: seC debe observar 
particularmente como el. erro'r'crec~; rápld~lliéllt~. éorif;;Í-m~' se ·a¡:.¡,i:iÍÍa el ~ango de 
edades a ajustar: • <:,.·. ·'>·,:· 

En"or Absoluto Metodo Propuesta 

;. QOOJ 

o -··t:._:::-~~1!:t.!!\.J:~ '""".:':-.·~:....· 

" " 
•0001 --·-----------------------~ 
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j ... 
l 

J 0011 

ErrDt" Rel•llvo Mfloclo Propue1ta 

.... 

-E'""RNlfwaAJUllef'fupuRl•ll•IHI• ..... 
-- Enar R.UIM> AIUll• Pl'l:Jf1Unl• 19 • D3 al'lot. 

E1Kll'R ... 1M;1...,...ef>rop1-•211·17a,.,_ 
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4.5 Alcances y Limitaciones. 

Alcances. 

Gracias a su flexibilidad, el presente método permite escoger el modelo .con· el 
adecuado balance entre sencillez y exactitud. Cuando el grado del polinomio se e·scoja 
muy alto se tendrá una muy buena exactitud pero el modelo tendrá demasiados 
parámetros (términos del polinomio). Si por el contrario el grado del 'polinomio es 
demasiado pequeño, el resultado será una polinomio muy sencillo pero con grandes 
desviaciones respecto a los datos. 

El manej;;.d.el érror~relativo en el modelo permite usar polinomios 
sencillos que aju.~tande; manera aceptable a todos los datos. de la tabla . 

bastante 

. , La función.obtenida, un polinomio, es una función muy sencilla que se presta al 
manejo d~ müétl~s hipótesis y desarrollos de trabajo. . . . . 

_ .··.··.·Permite, en contraste con el método d~l·c~~í~~(~·~;.a]ustartablas de mortalidad 
con un comportamiento errático o atípico e~ las'Cuaí~Slas tasas de mortalidad no se 
1rici-eméntan conforme se incrementa la ~da'~{ u~:~¡'~~ÓJo-~Jémplo es la tabla de 
mortalidad para hombres presentada ~n(~r.'t~~b~jé:ii.'.;T~blas'.cie ,Mortalidad 2000:· 
realizado por la AMIS-AMAC, la cual presenta un mínimo local á laeclad de 2 7 años. 

'-:·~:~: ~~~,:·- .. '<~{8~> •·· .,~:~~'.;~.;._:~:, :,.-·'=-,'·e 
Limitaciones ,, - · .,. -:·t'.''.7~'.; . . , -. > ' t : :l <;f§ ci¿!J.i";~;·:xi.~·; l/.} > : 

~ ··- ··-' ~ ... ': ~<:;' .~,.'.·;~~:: ;~'. :>··: ~:. ?: ;',::'. ' 
La principal limitación del preséntelTiétodoes qué su' usó reqÚleredé paquetería 

de computadora que pueda multipllc~~ e Ínverifr ma,frices,' como és el caso de Excel"' o 
Matlab"'. / . •':•: 2.~' · ;•:< 

El método es más largó'y iiíborioso que el presentado en el capítulo 3 . 
. +: (T 

Se pierden demás :aplicaciones y formulas desarrolladas en el cálculo actuarla! 
basados en la ley de Makéhám. 
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Conclusiones. 

Del presente trabajo podemos concluir que: 

La constante competencia entre compañías aseguradoras deriva en la 
búsqueda de nuevos y diversos productos de Seguros que satisfagan cada una de 
las necesidades del mercado asegurador mexicano. Además los productos deben 
tener los costos más atractivos posibles para garantizar un adecuado volumen de 
ventas dentro del margen de utilidades requerido. 

Los métodos de ajuste presentados en este trabajo; son un poderoso 
ln~trumento para desarrollar productos de gran diversidad y bajo c6st6:. 

;:_-.: 

Por un lado, cada método de ajuste resulta en /Ún .. niiidelo 
matemático que puede emplearse en el cálculo de las ;t,á5: élivefsas · 

::~~als :t::.e~::
0

::::~:su:se::,:~:ª·a las compañi~s aiiglradoras 

ajustar continuamente las experiencias propias'· ciE! n;ort~Údad ··y 
ofrecer productos que pudieran · ser.· 111ás : ·a:rra¿tlvos\. q.ue los 
calculados con la tabla de mortalidad "CNSF 2000 .:.::1,(1991 ""'.1998)". 

·-. ',',·,-," ''·'·:'1 . __ ,.,,_ ,·. \ - ,; - ' 

El método de ajuste tradicional es muy sen~i1id"(d~~i1'i)1i~~{W'pese a la 
sencillez de su fórmula tiene una muy bue~a bonda'd d~'~j;'.iste}s1r1~en;bargo,' 
pierde considerable precisión cuando se utiliza e'r{' ra~gós'de 'E!'l:Íacl~s m~y anipUos 
o con singularidades. Por ejemplo, sería total;;:¡e~t~·1~a~iói)1aci~•'pá~',1graduarlas 
experiencias de mortalidad de o a 18 áfi()~:¿" p~~á{e'I Y~áíe'i.i16 de !seguros 
educacionales. . · .·. ' •:~r;''-'fj;;:;~'.,'t'iÍ('?N\'').~ ;;· · · · 

La principal desventaja del métodotradiciÓ~al:~2~~·~:~;~·~u: r1~1ái~; pues 
este se basa en la primera Ley de M~kehan'll(ímnn¡; p;~',;::¡1téJric6rporar' nu~vos 
parámetros al . modelo en la búsqueda de ~;:;·~a\hiej~r, ~orid~ci ¡ide'ájuste~ Este. 
probÍenia; s.e suma al.hecho que ei 'métod6 r;o•¡,·~~~· un •rr;áll'éjo d~I error lo ~ual no 

. permite al modelo adaptarse'dé 1il';'.ríe]orin~ri~'rá 66~ible' a Íos d0

atós. . . 
. . . _. -· -· . ; . - · _ _,__~;; ._ . ' .. ' .. ' . . . . ' . 

No obstante el· método. prop~esto. {a base de polinomios) resulta mucho 
más complicado en su aplicación y requiere poderosa paquetería de cálculo, 
presenta mejores resultados en términos del error que el método tradicional. 
Además es un método que al permitir la inclusión de nuevos parámetros al 
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sistema (grado del polinomio) permite meJorar. el 'error; según' 1á's :necesidades y 
objetivos del usuario. '<':'. ,:, ·' <r '" , '· ' · 

Por su flexibilidad y, manejo dt!Lerr~~¿ ~¡'"ri,~~~d~ propue~ta~.·resUlta' mejor 
para ajustar amplios rangos de ecladiúi vtb' p~rcl~nes cie )a tabla ,donde 'se 
presentan s1ngu1ar1dades re¡¡ies .ciT~s~~ía.uri{tab1.ª:d~ ?ª•1,~ '~ñós'. · 

Es .. necesarlo adar¡¡r', q~e¡:'ambBs/.fi~;~d~~,f~~~Í·o~~n ~obr:~tasas s,lngulares 

··~':¿~r~.Z~~~r~~~1~:~J~f~?~~y;~t~~~~lis{'~~~11~~1f~~~:;~N'.c11:z.t~·'.~:ª~:~~,e~: 
ajustarlas experlenclas:proplas:~e, alguna,C(),mpap1¡¡;,:prevlamente sera necesario 

~=~iti~~~f ~~,ft~1!,'.i1·~~:ti1,~~~¡:~¡p1~{~;f :!~t&~~,i~{~;::~:·>,,',~ 
Flnallriente e'S , de ~~~~k~a~r: que 'las}~ontiriÜ~m~rite\ nu•evas , y más 

poderosa~ herramlentas:de i:álCÜio;;liacen ~Ósible'el, d~sarr~llo,de mejores (aun 
que casi slempré más compllcados)nÍodeloS:s6bre la fuerza de n1ort'alldad µ.que 
es la base del cálculo para vida. , , 
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Anexo. 

Probabilidad. 
La principal herramienta de estudio y desarrollo del cálculo actuarla!, es sin 

lugar a dudas la teoría de las probabilidades. Esta herramienta resulta útil no solo 
para el cálculo actuarla!, si no además para el análisis de todo suceso o. 
experimento que . lnvolu.cre un resultado azaroso. Un sencillo· ejemplo· es el 
lanzamiento de una moneda, cuyos posibles resultados es que Ja' moneda caiga 
sol o caiga águila} · ... 

Dada I~ lm~~rt~ncla'd~lterTia, .a continuación s7 presenta u~ breve' curso 
que contiene los ~lementosprl;;,ordlales. de la teoría de prob'abllldades ~as~do' en • 
la. traducción deJa's<prlrTieras· páginas. del texto ''lntrodilc~lo~ t~'the~ theÓrY. of. 
statlstlcs"· de.•AlexandefM\Mood, asf·como en l~s. notas e'n clas.7 1 del.cu~;o.de·. 
Probabilidad 1 deÍ, prof~soVi MÍguel Ángel García de la. Faéultáci;'¡:t~: CÍ~Íi~las 'él e': la 
UNAM. ' ..... }' '> ;'.:.'.. · ..• . .. .•.. ' ... e· ';ICJ'.";·:) :>\';·. 

<-·-··- ~~-;i(. :;\>- -· --;:.·. -_,,.~::~ ---:.·,, ¡_-« ;_,_:'.:,~~:--: .. 

. La Teoría de', la~''·p~¿babilidades . tiene .sus col11ienzos form~Jé's ,·¡;¡, el siglo 
XVII con los jqegd~de(ii:Za~; baraja; d~dos;ruleta/.etc?Erí est~'itlp;;'C!e.]~egos;sl 

. ;~:b~n:iTI~uªc;ª~t~~I~:~:rt~.:~~J~a~~.?~,s~:r~el~~~~dc~r~t:~'~S~,1~;,i'~:;~~i.:¡¿~~·~: . 
estas ~ón:poslble';:~para·Íiláxír111zar:ntiestros. chances 'cie ganar: s1n'émbargo en 
este ca;o I~ ilrribabillda;;t' ~'¡) podrá ayudarnos· para contestarnos si ganaremos o 

. perclerf;ig.¡~~2:1~r~:;·]jI.Ji'.~tii.',·{ '); • · . . ·.· .. · .. ·· . 
. . Por,, el ·O~roXl.~do;•:,y:(,e~ 'donde la probabilidad tiene su. mayor utilidades 

desde el µJ~th~<l~·(~i~ta' cieLque diseña tales juegos de azar y de las .ca;as. de 
Juego. Él ~cltsé·~~ci:;'P')d~·:,1;)5 Juegos·. de azar debe usar Jos resultados :Cié ha 
probabilid~d,,p~'¡.~'}iace'~;jlJ'egos qÚe produzcan ganancias a largoplaz~ aun que 
nunca se pu~é!ii'~r~decl~ ·u¡, resultado· en un solo juego• o. a corto plazo.;'Es ,\jf!Cir, .. · 

. la Incierta' gan'án'c1~''0 'pérdida 'de un jugador en el corto pla~o/ás~gUri la ~ié'rta 
ganan da de 'Ja' C:;sa deJuego al largo plazo. 

De manera análoga, la probabilidad le resulta de poca utilidad al dueño de 
un coche para saber si éste será robado o chocado. Sin embargo las 
probabilidades resultan sumamente útiles para las aseguradoras pues les permite 
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' . ', . ,, '.·.' ... :.·- :.· > . '.· . _.-. -.,_ , 

desarr01lar tarifas atractivas de segÚros de· automóviles que garanticen un margen 

,. """:,·::::~.::~~r~r;.~' ::1'd;:·,~~~;:~s.;,.;>;."' ,~ ,,,.. ,. 
probabilidad' nosi..Ven ele' ~Ínagos"'.para''prede~ir' que'resÜli:ado'se obtendrá. al 

i~1~$i~:mTI~;~~f t~!~~if lf ff~~~~í!l1:~~ti~ptit~~E:E 
. Con la finalidad de.podercontlnua(el entendlmlentodel presente tema, se 

. dará por el mome~t~ una iideá'].lritl'.Iitl~aúr'rí.ás ,,r;·o 'definición) de. lo. que es la 
probabilidad. Lá';probabÚldad' ~~y;:i~~'j'f~nclÓn qUe' reÍácléina a cada posible 
resultado del exp.erl,,;entocÓh'uf1'númer6real entre cero y uno. Tal número no se 
elige al azar, sl~o que'es~un'lndicado·r de las expectativas que tiene dicho 
resultado de aparec~'r a(;~alÍzaru'n experimento. Por ejemplo, una probabilidad 
de cero nos da a entender q~e·'dí~llo 'resultado es Imposible que ocurra, mientras 
una probábllidad dé urio 'nos Í~dlca que dicho resultado es seguro que aparezca al 
realizar el éxperim'ento. 

·'~[resultado] = p, con Osps l 

Cuando repetimos . muchas veces el experimento, dicho indicador se 
asemejará a la frecuencia relativa con la que aparece el resultado en cuestión. .. , ' -~·-·. .~· . .- _. .._ 

Actualmente existen 3 enfoques b rrlétodos,para encontrar cHcho número y 
dependiendo de las caracierístlcasprlJplas~_de cada prnblema'· elegiremos. entre 
uno o la combinación de 2 de'éllos:prÓb'abilldaclCJásicao.''a priori", 'probabilidad 
frecuentista o "a posterior!'; y p;obabllld~é(~~16rT!át1¿áy '• ' .· · 

... -·~:: '-'·!i'..:t~.·-::~~·· .. :(;~;~\:'.':.r~~-~é:-(};·~~;,~:· .... :<~~~)·'·:_.>_- . 
El enfoque clásico o. a priori se._basa"en:el.análisls _de las condiciones del 

experimento para mediante ~n r~zon~mi~ilt;;,deductlvo encontrar el número 
buscado. Por otrÓ lado. el e',,fÓqúe· frec~eritlsta ·o posterior! se basa en la 
realización explícita del ;exp~iimentci' uri"· ~úrriero significativo de veces para 
utilizar la frecuencia relativa óbse.Vada como una aproximación de la 
probabilidad del resultado; 

El enfoque axiomático, el más importante y poderoso de los tres, permite 
resolver problemas de una complejidad mayor a los que permiten el enfoque 
clásico o el enfoque frecuentlsta. Esto es posible ya que la probabilidad 
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axiomática cuenta con una vasta cantidad de definiciones, teoremas, etc. que 
permiten , la descomposición de un determinado problema en otro/s más 
senclllo/s_. Es muy común que mediante la probabllldad axiomática, se 
descomponga un problema de "segundo nivel" en problemas más sencillos de 
"prini'er nivel" que se resuelven mediante definiciones más elementales. 

l. Enfoque Clásico o Probabilidad a Priori. 

Supóngase el problema de tener que calcular la probabilidad que tiene una 
moneda de salir sol al ser lanzada al aire. De manera Inmediata, sabemos que el 
experimento solo tiene dos posibles resultados; que la moneda caiga sol o caiga 
águila: SI además suponemos que ambos resultados son Igualmente pr~bables, 
basándonos en la suposición de que la moneda es aceptablemente. s·imétrlca, 
llegamos a la rápida conclusión que tal probabilidad es Igual a v..: 

Éste razonamiento es el que da lugar a la definición de probabilidad clásica: 

Definición Probabilidad Clásica. 

Si un experimento aleatorio tiene solo n resultados posibles, mutuamente 
excluyentes e igualmente probables, y si nA de estos resultados tienen un atributo 
o característica común A, entonces la probabilidad del atributo A es el cociente 

nA/n. 

Observe que la definición anterior es muy transparente y sencilla·, por lo · 
que siempre que se pueda utilizar. será nuestro método favorito para resolver 
algún problema. Basta con que se haga una éuidadosaenumeración d_e todos, y 
cada uno de los resultados del experlrnent~; as(cci~o otra'.enumeraciÓn de todos 
los casos que cumplen con la pr~piedaé(qué::estamos midlendo,~·,y finalmente 
dividir ambos números. . ·"';" :-<• -¡'·· ·--~: .. _._,\ ::_:. ::: 

. ' ~.··: .. - ' " ;7·~:· <· 
>,':: ¡·,.,:·~;:\:',·;.~·,,,-~ .;, ' :<,~·\.' ~·-~··.;:~·. -o·;.'<-_.,-: 

. ".'.;:. Ejemplo 1. 

Con la definición de Probab;llda~ Clá~l~a. cal~ulrirla ~robablli~ad que tiene 
una moneda de salir sol al ser lanzáéla al aire. 
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Puesto que la moneda solo puede caer sol o águlla'tenemos_ un'total de 
posibles resultados es dos. Además, solo de uno de estos dos resultados cumple 
con la propiedad de que la moneda caiga sol. Entonces tenemos que: 

n = 2 
A = {La moneda cae cara sol para arriba} 
nA = J 

:. P[A) = nA / n = ~ 

Ejemplo2. 

Con base a la definición de Probabilidad Clásica, calcular la probabilidad de 
sacar al azar una carta as de una Baraja. 

En total una baraja _tÍ~ne un totaÍ de 52 cartas, de las.cuales solamente 4 
son cartas as. Por lo tantó la probabilidad de sacar una carta as es: 

n = 52 
A = {5a_car ü~a carta as} 
nA =.4 

:. P[A] = nA / n = 4/52 =l/13. 

• Ventajas de la probabilidad clásica. 

La probabilidad clásica nos resulta una poderosa herramienta para el 
cálculo de probabilidades, con la ventaja de que no es necesario siquiera realizar 
el experimento explícitamente. Basta saber sumar, así como el uso de un 
razonamiento deductivo y suponer ciertas condiciones Ideales para obtener de 
manera muy sencilla el resultado buscado. 

• Precauciones al usar la probabilidad clásica. 

Al resolver problemas usando la definición de Probabilidad clásica, 
frecuentemente se pierde de vista el hecho que los n resultados deben ser 
mutuamente excluyentes e Igualmente probables como lo dice la definición. 

Especial cuidado requieren estas dos condiciones para que los resultados 
que se obtengan sean correctos. 
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Para. hacer: gráfico el ·tipo' de;~iro'r~s<~n;Í;;s~'~ú~· ;/puede caer al no 
.consldÚar resultados mutuamente. ex'cluyente¿;c; t'o'riiécomo ejemplo el problema 
de calcular 1a'probab1i1dad de sacar un'á.carí:á c:le tipo''e~pada·o as de una baraja. 
si de manéra Inocente, argumentamos qu'e una b~raja .. tlene 1 3 cartas tipo espada 
y 4 é:arÍ:as tipo as y que en total la baraja tiene s2(c:'~rtas diferentes, obtenemos el 

·resultad.o cÍe tal probabilidad es Igual a· 17:/sz:tE~i:é'J)'reclpltado resultado tiene el 
. erro'r de no. considerar el hecho de que l.lr:ia"dí{1a~·cai-tas espada es a su vez una 
carta as, es decir, 2 de los 1 7. resultados' ~;; so~ e~cluyentes sin no más bien son 

:. el mismo. Por lo tanto, ahora qt.ie es 'evlden.te·q~e solo estamos hablando de 16 
cartas diferentes (resultados excluyentes) de:entre. 52 sabemos que el cálculo 
correcto es 16/52. 

Por otro lado, se puede caer en el error de cOrísiderar resultados que no 
sean Igualmente probables (o equlprobables). Esta situación ~ueie presentarse 
cuando no se consideran cada uno de los posibles' resultaci'bsde un experimento 
.en fonná detallada. A modo de ejemplo, calculemos'.l~':P~~babllidad que tienen 

'dos: monedas de caer cara sol si son lanzadas· aLaíréY En to rices se pudieran 
. e'nurnerar los posibles resultados de este experlrn'enÍ:~ ;de. la siguiente manera: 

R1 =Íctu~ la~ dos monedas caigan sol}, Rz={qu~'u~á n,·;;neda caiga sol y la otra 
''ágUila} y R3={que las dos monedas caigan ágiiÍia}:'st ahora se aplica la definición 

de probabilidad clásica sobre la eríumeraélón>,'anterior, se obtiene que la 
; probabilidad de que las . dos moriedas . caÍg:an sol es' Igual a .1 /3 lo cual es 

!j :_,,. ~~.= 

~·· ... :f··,·T·' 

. . Lá ·falla. del razo~a~l~n~o ~h~~l~;r~~ C:on~·~c:uencla de h~ber utilizado una 
enumeración de resultados no equlprobabll!s;· mientras que .R1 solo se puede 
presentar de .una manera(cuarido las d6s monedas c~en' sol al mismo tiempo), Rz 
se. puede dar de 2 dlfe~ent1as maneras (sol en la primera moneda .y águila en la 

.segunda o ágÜila en la primera moneda y sol en la ~egunda).Entonces tenemos 
que en realidad. hay 4 dlf~r~ntes y' equlprobables resultados posibles: R1 ={sol y 
sol}, Rz={sol y águll~} •. R3;.,¡.¡9iJ11ay soll.Y R4={.Í:guila y ;iguUa} .. De .está manera se 
obtiene que la probabilld~d bt.iséada es )gual a 14> . . . .. ·. 

. . ; • ' .• ; ". ~:{ ••·. (.:/;.·;. "'_-;~·" ~i. >>,. -'.'<··, ,,-.~· ·.- '. ·., .· 

como . niora1ejá):'cie1};·&1t1ni'b{ejemplo,\ nos :d~ed~ . que.; para.· utilizar 
adecuadamente 1á'pro'bábiÍÍdacÍ 'ciá~tca,·:s~.deb'~n '. enúníer~; de forma.· detallada 
todos los posibles resultados del experimento, de tal manera que estos sean lo 
más elementales e.Indivisibles posible. Este proceder por lo general nos garantiza 
que trabajemos con resultados excluyentes y además equiprobables. 
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• Limitaciones de la probabilidad clásica 

La primera limitante de la probabilidad clásica es consecuencia directa de 
su definición. El total de posibles resultados n debe ser un número finito. 

Otra limltante es que la probabllldad clásica supone que el experimento se 
realiza bajo condiciones Ideales, para asegurar así la equlprobabilldad de los 
diferentes resultados. Esta suposición no siempre podrá ser cierta o ser tomada 
como cierta. Por ejemplo, si lanzamo~ una moneda que es significativamente 
desbalanceadá, podremos afirmar que, la pr~b~blliclad que la moneda caiga s.ol no 
es Igual a la probabilidad que la'~nioiúida c'áiga'águlla en cuyo caso no podr~mos 

aplicar la ~,e,finl,~i.~f:~~:fl;r~~~~Üf~~~~~i~iif~,\rl' ,:;';. ·;:, ,. :·]; ··· 
Sin embargo; la'má; lmp~l't:;~t~''d'~sU~~taja esel limitado campo de. acción. 

Por si sola~Ja. probablÍlclad cláslca'sb16::p·u:~ciHesolver problemas probabilísticos 
muy eleinerítales. PÓr tal razón;· ni:i'cieíJe'.ser:vlstá"como un todo si no más bien 
como parte del aprendizaje parada'rse.~ria~Ídei(de lo que debe ser una función de 
probabllldad. 

11. Enfoque Frec'l;fe.ntista o Probabilidad a 

R9steriori. 
. '> 

La Probabilidad Frecuenti'st~i~ónslste. en 
experimento, para utilizar · ·¡¡¡¿c;,.:frecuencias 
aproximación de la probabilidad.':,'":}/ . 

. •:'·-;-._ .... ·~:::\~ .. _,., ... 

la realización explicita de un 
relativas observadas como 

Todo cálculo d~ {u~~'r·p~ob~bllidad tiace referencia a un atributo o 
característica de un e~pe~i~eíÍtb''ciaC:ió:>súp~~ga ~ntonces que dicho experimento 
se puede repetir ~uantas'~e~~s'se q~lera bajo condlcioíÍe,s similares. Entonces si 
se repite el .expe;iÍllent¡; 'un ; nÓ~e~o :'su'flciente di veces', se puede usar la 
frecuencia ..relátlva .: cie1:"at;lbuto' en c~estión' como una aproximación a la 
probablliclad de dicho airÍbÚto: SI resumlmósobtenemos la siguiente definición: 
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Definición. 

SI una serle de observaciones o experimentos, ·son realizados bajo 
condiciones uniformes, entonces la probabilidad que ocurra el evento A se puede 
aproximar mediante la frecuencia relativa.del evento A. . 

Donde: 

· ~currcnci~~ ~b~cr'vadas 'de A • . 
Frecuencia relativa (A) = ----------------

No. de Vi;ce~,que ~e repitió elExr,crimcnto 
;,;·; 

A fines prácticos, por el momentC>.~_e:pÓdrá ~:~t~nd~r por evento.coma 
uno o más resultados del experlmentÓ/qlie' tle'nen únáun 'atributo o característica 

en común. \. ). . ' ··¡·:.··.···.·.:.·:·.·.·.· .. ·.··.·.··.O ·.'.> ' , :{ ·· ,:.'.:;' ;'>~~;:: ;~ \~<: 
Ejemplo 3. . ',: ~:' . , _;f( ·~ ,~ . : 
En la siguiente tabla se)~'gistrar~~ la~'a·c~rre'nci~~ ob~erVadas al lanzar una 

moneda 100 veces al aire: :9 :•:}:·~:-·! >t~~.Y : :,' · :.· .. :: ···~.•~.> '.:?, {{~' 
>:r~,_.,- : '-··,, ·'~ ,,~ -

Evento 

w•,Ti".--•· '..:- ·:_::':/ ,. 

: i:recuen'c1a5 Re1a1:1viís · 'Fr~cGe'~~1as Rel~tivas 
\~.Es . 

. 5 

1.0 

. . - .• .. ·, ~ -. ;. '; ;-_-- ~ ·_ ,: . . . -- ' 

Utilizando la Información de la tabla ·anterior, tenemos que si A={La 
moneda cae sol} entonces la P[A] :. .56; 
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De manera similar, en la siguiente tabla se encuentra el resumen de 300 
lanzamientos de un dado bajo condiciones similares: 

Ocurrencias Frecuencias Relativas Frecuencias Relativas 
Evento 

lstradas Observadas Es eradas re 

Cae 1 arriba .166 

Cae 2 arriba .166 

Cae 3 arriba .166 

Cae 4 arriba .166 

Cae s arriba 

Cae 6 arriba 47 .157 

Total 300 1.000 
Fuente :.~lntroductlon to the theory of Statlstlcs" de Mood Grayblll Boes. 

Obseí'le ~ue en las tablas anteriores, las frecuencias relativas '~~Ü~adas y 
las esperadas son similares, de manera que realmente es indiferente c'ual se 
utilicé para el cálculo de una probabilidad. 

• Ventajas de la probabilidad frecuentista. 

No obstante existe un dominio común entre ambos métodos, son ventajas 
de la probabilidad frecuentista aquellos casos o problemas que la probabilidad 
clásica no pueda resolver. 

Tómese como ejemplo el caso de la moneda desbalaceada. De igual 
manera, el calcular la probabilidad que tiene una persona de edad x de morir 
antes de tener la edad x+ 1, solo puede ser calculada utilizando la probabilidad 
frecuentlsta. Es decir, las tablas de mortalidad son posibles gracias al enfoque 
frecuentlsta o a posteirorl en complemento de otros métodos. 
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• Limitaciones de la probabilidad frecuentista. 

Al igual que la probabilidad clásica, la principal desventaja del enfoque 
frecuentista es que, por si solo, es muy reducido el universo de problemas qüe 
puede resolver. 

Otra limitante es que es un método muy poco práctico. Para resolver 
problemas realmente elementales es necesario repetir múltiples veces un 
experimento, para obtener frecuencias relativas confiables. 

111. Probabilidad Axiomática. 

Uno de io.s principales objetivos de la ciencia, es poder predecir o describir 
hechos o fenómenos del entorno en que vivimos. Un camino idóneo para lograrlo, 
es mediante el desarrollo de modelos matemáticos. 

E~ la' p/~~abilidad Axiomática desarrollaremos modelos. ~atemáticos<qüe · 
puedan ser usado¿ pará' describi.r eventós del mundo real'.. Modelos a problé'rnas 
muy. eleme~tales''.puedéri' ser de~arrollados LitUlza.ndo la probabilidad clá~l~a o la . 

~;:;~e~i1:ifif~l~~s:;i;c~1:~~!1~~~in~~?1:~t1J1H~¡~'~t:t::~z~::'~ 
:-·;i <, - '"_:-:1',., ·_:.;?·:,: ~-<>;-~= <~:~~':'-··-.:;,._·.:,,·.:-. :~:::ot~ .i-·o-:::-·'_;--:,.-,' 

Para empezar; réquerfrrios que todo p'~sible)esuÍtado d.eurÍ experimento 
bajo estudió pueda ser: riú;¡,·e~ado/Por ;eJe;nplo; el l~nzamlénto' de una moneda 
involucra solamente; ~os ,re;ulti!ciot(?¡J()~¡bJes; sól .'o. Águila. Asoclmmos 
probabilidades solamente a este tip6 cie'~ésul,tadós' ó co1ééc16iies de resultados .. 

~. :; .. _ .. , "'' -~',_ .. , ... .. : ,·.i'.:· i> .. ,, 

Incluso· si un, resulta~o es: inÍpósible'.que'ócufra, ,este puede Índuirse (su 
probabilidad es céro). Lo'~u·~, es,iijlporta~te.de: recoidi!r, es. que tÓdo re.sultado ·· 
que pueda ocurrir debe ser 1'~~iuíd(J:;)~ \!f' :· · .. ' . ·, . . ·. :: · .•. ' '' .· 

: :: ·:·':~" .. ; .,, :,·~ 

De ahora en adeÍari'te/iriéío'p;,~161~ ~ei~'lt~do del e~p~rimeiit;,.·baJo estÚdfo 
debe ser visto como un.·'punto'mue~t~al 'y al 'co~ju~t~,c!e'~t~Clos;los posibles. 
resultados o puntos mÚ~strale's s~ defÍne ·e:~rno espaCJ~ m'ue~tral. Este'ma~ejó del 
experimento como conjuntos y elementos hace necesario el dominio de la teoría 
de conjuntos. 
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3. 1 Teoría de Conjuntos. 

Comenzamos con una colección de objetos. Cada objeto en nuestra 
colección será llamado punto o elemento. Asumimos que nuestra colección de 

objetos es suficientemente grande para incluir todos los puntos bajo 
consideración en una discusión dada. El conjunto de todos estos puntos es 
llamado espacio, universo o conjunto universa/y será denotado por medio de una 

n. Sea denotará por (J) a los elementos o puntos en n. Aunque un conjunto puede 
ser definido 'como una col~c'clónrde cualquier tipo de objetos, asumiremos a 
menos que se. lndiqÜe.: lo :e:¿~fra'rlo, ·.que todo conjunto consiste solamente de 

p.untosE.eJ'ne;ºm~l;pe,s1;~o~j;4~1.t.:. 9;> ';;~;\~{ .· ·. ·. ::;~~;>~<~[¡; ' . .,::.c.-: ;1, "• 

::.~ 

~}. 

Ejemplo S. 

o = {Todos los ciudadanos de los Estados Unidos}~ 

Por lo general usaremos las primeras letra·s del . alfabeto· , latín en 
mayúsculas, con o sin subíndices, para denotar conjuntos. Si w es'im punto o un 
elemento que pertenece al conjunto A, {escribiremos que, lo denotaremos como} 
w e A. Si w no es un elemento del conjunto A, {escribiremos-.q~-é. 1'0 denotaremos 
como} w e A. 

Definición 1, Subconjunto. 

Si todo elemento del, conjunto A es también elemento del conjunto B, 
entonces se dice que A es un subconjunto de B, y lo denotaremos como A e B ó B 

:::> A. A e B; se debe leer como "A esta contenido en B" y A e B como "B contiene a 
A". 

Definición 2, Conjuntos equivalentes. 

Se dice que dos conjuntos son equivalentes o iguales, si A e B y Be A. Lo 

escribiremos como A = B. 
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Definición 3, Conjunto Vacío. 

Si el conjunto A no contiene ningún elemento, será llamado conjunto vacío 
o conjunto nulo y se denotará por 0. 

Definición 4, Complemento. 

El complemento de un conjunto A con respecto al espacio n, denotado por 
A. Ac ó n - A, es el conjunto de todos los puntos que están en n pero que no 
están en A. 

Definición 5, Unión. 

Definición 6, Intersección. 

Sean A y B dos conjuntos cualquiera del espacio n, el con]u~to fa'rmado.por 
todos los puntos que están A y que también están enB e~:~défln"ié!o co.mo la 
intersección de A y B y se escribe A n B o simplemente AB. Po.r."co~ve·n~ción se_ lee 

como "A Intersección B". 

Definición 7, Diferencia. 

Sean A y B dos conjuntos cualesquiera del espacio O.Al ¿o~junto de. todos 
los puntos que están en A y no en B se define como el conjunto;dlreréncia •de Ay 

B; se denota por A - By por convención se lee como "A m~niis'B.,."";'.' 

Ejemplo 6. 
J __ : .::~+·,.,::.~··· <.<·· ': .. ·, ,, . 

Sea n = {(x, n .t o s X s 1 yo s y sl }, I~ cJ~I se. lee "sean el éspaclo 
formado por la colección de todos Íos pu~tos <X. >•rpa~a 1C>s c~aies o s x s 1 y o 
,; y s 1 ",y sean los siguientes conjuntos:··.· 

A1 = {(x, n .tos xs 1 Y.O sjls Vz} 
A, = {(x, .0 J o s x :S·v. y ·a :;¡¡·y s 1J" 
AJ = {(x, ñ .t O S X S y S 1} 

A<= {(X, _0 .t OS X S Vz y 0 S y S Vz}, 

se tienen las siguientes relaciones: 
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n 

A.cA1; 

A•cA2; 

A1 n Az =A.; 

Az u A1 = A• u A1; 
A1 = A~ = {(x, .0 f O s x s. 1 y Y, s y s 1} 
A1 -A.= {(x, .0} y,· ~.:Xsl Vos ys. y,} 

Nótese que utlllz~mb~:ilJaves para reunir o englobar a los puntos de un 
-"_,,_., ;-.:~·> '· - :?P:·--conjunto. 

-'-·'i ;r;<~;·· 

En lo~\1~JieJ,~:~~;dlag~amas de Venn se muestran n, A1, Az y A1, así como 
las operaciones ifotre')os'mlsmos. 

-~-:: '· ::;~~~'.(:. 

n n .·.· .. · ·. 

~····.·· 
n, A2, A2 V A3 A1 UA2 A1 n Az 

n 

(A1 U Az)C = A1C n A,c (A1 n A>)C = A1C u A,c A1 n (A1 u A>) = (A1 n Az) U (A1 n A,) 

n 

TESIS CON 
l F\ALLA DE ORIGEN 

A1 u (A2 n A,) = (A1 u Azl n (A1 u A,) 
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Las operaciones de unión, Intersección y complemento satisfacen un gran 
número de leyes, algunas de las cuales se citan a continuación han sido aceptadas 
como teoremas. La demostración se omite. 

Teorema 1, Leyes Conmutativas. 

AUS=SUA 

AnS=SnA 

Teorema 2, Leyes Asociativas. 

A u (S u C) = (A u S) u C 

A n (S n C) = (A n S) n e 

Teorema 3, Leyes distributivas. 

A n (S u C) = (A n S) u (A n C) 

A u (S n C) = (A u S) n (A u C) 

Teorema 4. 

(Ac)c =A, es decir, el complemento del complemento de A es igual a A. 

Teorema 5. 

AnO=A 

AUO=Q 

An0=0 

AU0=A 

Teorema 6. 

A n AC = 0 

A U AC = Q 

A n AC =A 

A U AC =A 

Teorema 7, Leyes de Morgan. 

(A u S)C = AC n se 
(A n s)e = Ae u se 
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Teorema 8. 

A-S=AnSC 

De manera Ilustrativa, se demostrará una de las leyes de Morgan. 
Para demostrar la Igualdad· entre dos conjuntos, lo primero que se debe 

Intentar es aplicar la definición de Igualdad entre conjuntos, es decir, demostrar la 
doble contención. ::.·~· 

.. 
Caso 1. Por demostrar que 'cA\/a)C: e Ae n se. Nos referimos a la definición 

d 1• ··:.:,i· .<r· 
e contenc on: . :.;. ::.: ·. :·.·: <: \ : 

SI w e (A u B)C tenemos. que .w I! (A .u S) 

==> w e Ae y w ·e se': 
==> w e (AC n se¡ 
:. (A U S)e e (AC n se¡,· .. }· ·- . 

Caso 2. Por d~~osÚaiJti~~e ~ s~ e (A~ s¡e, 
SI ui e AC n se tenernos qÚ~ ui,é Ae'y qu~ w e ,se . 

==> w i! A u S, pÓr q'¡';e:de lo co'ntraao, se t~ndría qu~ w al menos pertenece 
. a alg'uno'deA'C) s;:coiifr~éli~i~~étri'e) h~cho d~ qu~ w ~· Aé y se 

==> w e (AÚ s¡e( '· 't ,,·}?):' ;c.···?'. · <" · 

:. (AC nSe)c .<~ U,f3JC'.;'.;' \~';i'';~ ,:: :: ;y · :, • , '· 

.• ::~"
0

~:7ti~lt1tii~~li~~·,~:,lr~::,. .... b" ": ,., 
c0njuntos. Tales. deflnlc,ióll,esfse:·pueden exte~der para rnás de 2 conjuntos, de 
hecho para un'nú;;;erÜ'~r'b,\t;:¿~¡(i'ci~'c~n]Úntos. >' '· .. · .. ·, 

.. :'.,;L· '.~.<;"\'::~--~·;. 

Es costu.mbre dlstt119uti los diferentes conjuntos de entre una colecclónde · 
subconjunto~ de ri, ~~lgnándole~ diferentes subíndices. Así sabremos que dos 
conjuntos .son dlfere.ntes perc:> p~rteriecen a una misma colección, por· tener ' 
mismo nombre pero diferentes subíndices. /\ (letra lambda mayúscula del alÍ'abeto 
griego) denota un catálogo de nombres o índices. /\ es llamada también conjunto 
índice. Por ejemplo, si nosotros estamos Interesados únicamente con 2 conjuntos, 

entonces nuestro conjunto índice /\ Incluye solamente 2 índices; /\ = { 1, 2). 
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Definición 8, Unión e intersección de conjuntos. 

Sea A un conjunto índice y sea {AA J X e A} = {AA} una colección de 
subconjuntos de n ordenados por A. El conjunto de puntos que consta de todos 
los puntos que pertenecen a AA para al menos un X en A, es llamado unión de los 
conjuntos {AA} y se denota por LJ AA • El conjunto de puntos que consta de todos 

A&A 

los puntos que pertenecen a cada AA para todo X en A, es llamado Intersección de 
los conjuntos {AA} y se denota por íl AA • 

>..A 

Ejemplo 7. 

Si A = {1, 2, ... , N}, es decir, A es el conjunto índice que consiste de los 
primeros N enteros, entonces LJ AA también. se puede escribir como: 

A&A 
N 

LJAn =A 1 vA2 V···UAN. 
n=I 

Uno de los teoremas más fundamentales que · relác·l~~iin , uniones, 
intersecciones y complementos para una colección arbltrar1a·'C!e :cbn]untos es 
justamente el Teorema De Margan. .. .. 

Teorema 9, Teorema de Margan. 
'· . 

Sea A un conjunto índice y {AA} una colección de subconjuntos de n 
ordenada por A. Entonces, 

(i) (u AA Je= n Ai 
AE/\ AeJ\ 

01> (n AA Je = u Ai 
Aet\ . AGJ\_ 

No se dariÍ úna'.denÍo~tra~Íón del Teorema de Morgan, sin embargo, nótese 
que éste es la gene~~11é:iiiétci~ITé'éi;éma 7d~nde A = {1, 2} cuya demostración se 
reallzó a medias• preíiiam'e~te, ·'es pr~dente hacer notar además, que si A es 
definido a partÍ.r .. de-~:1os ;nú-mero~ náw'rales, entonces el Teorema 9 se puede 
demostrar fáéllm~nté útlliiañdo i~du~dón matemática sobre el Teorema 7. 
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Definición 9, Conjuntos disconexos o mutuamente 
excluyentes. 

Los subconjuntos A y B den se define que son mutuamente excluyentes si 
AnB=0 

La colección de subconjuntos {AA} se dice que son mutuamente excluyentes 
si se tiene que A1 n A¡. 0 V l,j e A. 

Teorema 10. 

Si A y B son subconjuntos den, se tiene que, 
(1) A = (A n B) u (A n BC) 

(ii) (A n B) n (A n B<) = 0 

Demostración. 

(1) (A n B) u (A n BC) = A n (B u BC) = A n (O) = A 

(ii) (A n B) n (A n B<) = A n B n A n BC = (A n A) n (B n BC) = A n 0 = 0 • 

Teorema 11. 

Si A e B, entonces, 
(1) A n B =A 

(ii) A u B = B 

Demostración 

La demostración se deja como ejercicio. Recuerde el lector para demostrar 
Ja Igualdad entre conjuntos Jo mejor Intentar aplicar directamente la definición, es 
decir, demostrar Ja doble contención. 

3.2 Definición de Espacio muestra/ y evento. 

Hemos descrito con anterioridad Jo que podría entenderse por modelo de 
probabilidad. Tenemos en mente de manera conceptual algunos experimentos 
cuyos posibles resultados nos gustaría estudiar, cuantificando Ja probabilidad de 
ciertos resultados o colección de resultados. En esta sección, se darán dos 
Importantes definiciones, Junto con algunos ejemplos, que serán usados para 
cuantificar tales probabilidades 

102 



Definición 10, Espacio Muestra!. 

El espacio muestra/, denotado por O, es la colección. de t~dos los posibles 
resultados de un experimento conceptual. Se entenderá por punto o elemento del 
espacio muestra/a cualquier posible resultado del experimento: 

Se podría entender la definición observando de manera. Individual las 
palabras que la componen. El uso de la palabra "espacio" -se pi.Jede justificar ya 
que el espacio muestra! es la totalidad de objetos o elementos, los cuales en este 
caso son resultados posibles del experimento. Esto es, se está cuidando el 
significado _'de, Teoría de Conjuntos de la palabra "espacio", como todos los 
'objetos c:ie Interés en una discusión dada. La palabra "muestra!" se refiere al hecho 
de q'ue '. nu·¡;~tro experimento es aleatorio, lo que significa que sus posibles 

-resÚltados son Inciertos, por lo que un resultado obtenido no _es otra .cosaque 
una muestra de entre varios posibles resultados. 

Definición 11 , Evento y Espacio de Eventos. 

El evento es un subconjunto de un espacio muestra!. La clase.d~:i:~cfos los· 
eventos asociados con un experimento dado es definida espacio de_e_~~ntos. -

' º'· :;· .. · {:·':;.~~~> ' __ ·- ,. 
Lo anterior no define con precisión que es un evento~\Un':'eve'nto :siempre 

será un subconjunto del Espacio Muestra!, sin embargo;·n() tc>cici'su!l'~C>nJunto dél 
Espacio Muestra! es un Evento. Serán eventos aquellos: subc'onJu'ilto~idel espacio 
muestra! para los cuales exista asociada alguna prób~blllcfad'~e'íf~~~I sé' pueda' 
hablar al respecto. · . ·_ _:·, -.:z, _ _-: ___ ·,:

1
·,._:_,_'__.'_-_-_s.·;-_,·,_\_\.\ - '-- •·· 

·.,,··,>: ''·-~·· ' '·::.::.:· 

':.•>.:· 

. ·~ 

de un número, lnflnl!o' p~ro:~um~erable~{enfoncés~'el;é:orr~spondlente espacio de 
eventos-y la Ciase de' todos los -~ub~onJu~to~[:de(~sp'ii~ld.~u~sti-al serán iguales. 
Dicho de otra mánera, si el. espació. muestra!. corista: de' un conjunto a lo más 
numerable de puntos, entonces todo subconjunto del espacio muestra! será a su 
vez un evento del espacio muestra!. Se dice que un conjunto es a lo más 
numerable si es finito o si es Infinito pero numerable. 
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Nuestro Interés principal no son los eventos por si solos, si no más bien la 
probabilidad que tiene un evento de ocurrir o no ocurrir. Se dice que un evento A 
ocurre, si existe al menos un posible resultado del experimento que pertenece a 

A. Ya que todo punto, digamos w, es un subconjunto (un subconjunto que 
consiste de un solo punto w) del espacio muestra! n, es candidato para ser un 
evento. De esta manera w puede ser visto como un punto en n o como un 
subconjunto de n. Para distinguirlo, escribiremos {w} en vez de simplemente w 
aun' que d~ cualquier manera w siempre puede servlsto como un subconjunto de 
n::+a1es subconjuntos de un solo punto serán sie'~pre' eventos y se llamarán 

'•eventos élementa/es. También 0 y n' son: subconjÚnios · de n y también son 
eventos. n es usualmente llamado evento seguro''( 0· conJunto vacío. 

Con excepción de 0 y n pro'curaremC>s Ü~áp:~~(;iiiente las primeras Letras 
· del alfabeto latín en mayúsculas, con o ;¡n' ~fijos,' pa'~a'denotar eventos. El espacio 

de eventos siempre lo denotaremos-, con' letras ,:;,a.ydsculas en manuscritas del 
alfabeto latín, que generalmente se'ráll f..-7 y .!B. ' · 

Ejemplos.•' 

elementales. 
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·.··· -• . . . . ' 

En general para un espacio muest.ral finito de tamaño n, s,e tiene que J.restá 
formada por un total de 2n diferentes eventos; 

Ejemplo 9. 

mo"'d~• ~:";';,:~ •;•,:":.:::::~•" ':'.,~~:f :~%:~~i;;;:· ~:l~fü':faf ,:.:: 
entonces B posibles resultados en el experime'ntb. ·· ·· 

n = {{S, s, S), (S, s. A), (S, A,s>:cs;A;Á>; }· 
(A, s, S), (A, S, A). (A; A, s>>CA;'A(A)} , 

. .. .. .. :~' ' .. ¡·;- :-.-.·" . . ·-

Al arreglo (·,·,.) se le coríoce.:C:omo tupla o n.:.ada, y se está reservando la 
primera posición para registr~r.él, resu,ltacfo de la moneda de 1 o centavos, la 
segunda posición para• el resultado de la moneda de SO centavos y la tercera 
posición para la mon~dade.•l·peso: Sea A1 ={caen exactamente 1 caras sol} con 1 
= O, 1, 2, o 3, es d~clr,'A~ "= {{A: A, A)}, A1 = {{S, A, A), (A, S, A), (A, A, S), }, A, = 
{(S, S, A); (S, A/S),'(A; S, ·S)}, AJ = {{S, S, S)}; para toda I, se tiene que A1 es un 

. evento. Nótésé qué s'olamente A~ y AJ son eventos elementales. De nuevo se tiene. 
que todo'sul:;°~CiñJlJn~~ den es un evento y en total hay 2• = 2ss. · 

·ej~.ri~10,1o. 

El experimento consiste en registrar el número de. muertes.en. accidentes 
de tránsito en el estado de Nuevo León que habrá el siguiente año. Solo se puede 
tener como resultado un número entero. n·º• neg~ti\lo; Entonces n =o{O, i, 2 ..... ;}. 
Sea A = {menos de soo muertes}=!O. 1 .• 2, .:: , 49g¡: A1 ,;;;'¡éxáC:t~m~rÍte ocurran 1 ·. 
muertes} con 1 = O, 1, 2, ... , es décir; A1 = {I}. Por.10 tánto éste espacio muestra!. 
consta de un número infinito d~ puntlis,• cada u'no 'cici los C:u~les' a su vei es un 

'¡.-. .,, . ,.·.: e;·.-· 
evento elemental (A1). ·-:_,: .. · "\ . .:,._:,.:~- ~---· 1 • •· _ ... ·,·-1 · ·:-·;··"· ·• ,, :-· . 

. :·---::_'./, :- ;,~·¡-';-- .{~;: --~.._,".', 

Este es el caso de un espado muéstral infirÍito; pero y~' que sus elementos 
son numerables, todo subconjunto dél mls;;.,o ~s' ~·su ve2(un' é~ento. . . . 

,, ·s·, ; . ' ' .. . . •'• ·~ . .. ,- • • 

Ejemplo 11. ;.·A ':. ¡· , 

Seleccionar un foco y. régistrar }1 númé'~o ~~~ci~ '~e horas que dura 
encendido antes de fundirse. Cualquier rÍúme/o re~I ria negati~o. puede ser 
resultado del experimento. Entonces n = {x J x ;;: ·O}. Por lo tanto para este 
espacio muestra! se tiene un número infinito y no numerable de puntos por lo que 
no todo subconjunto de n es a su vez un evento. Sin embargo, cualquier 
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subcon!unto ™ g_ pueda probar g..@-ª fil! Jlg .Y..t1 fillfill!Q. Por ejemplo, A = {el 
foco se funde después de n y antes de rn horas} = {x t n s x s mi es un evento. 
Por el contrario, el subconjunto B = {que se funda exactamente en 1 000.00 horas} 
de O no es un evento. 

Ejemplo 12. 

Considere el exper!mento'~·leatorl~ que consiste por un lado de re~!strar el 
número de veces que llueve y porotrC)· el total de centímetros de agua que.llueve, 
durante el siguiente nies deJulio'.~n-ei" o'!strlto Federal. El espacio muestra! podría · 
representarse de la slgul~rÍte marÍer¿:·:< ;' 

n ={(l,x),ti=.0 •. 1,2;·;:.;0fxl~··· •. · . 
en donde· Ja prlm.era poslción.•de'la tupla Indica el número de veces que 

llovió y la segunda posición Indica.el tot.~I de centímetros que llovió. Sea w = (7, 
2.251) es un punto del .espacio rn'uestrál n, sin embargo, no es un evento. 
Mientras tánto, A = {(7, x) t 2.0 s x s 2.S}sl es un evento. 

Ejemplo 13. 
. ' 

En un experimento, se examlricl'_a producción de cinco variedades de trigo. 
Las cinco variedades fuercm plantada~· v C:recen bajo condiciones similares. o = 
{(y¡, y,, y,, y.,, >'!;) ,t J1 ~ O, 1 = j, 2; 3, 4, 5) donde J1 representa la producción en 

litros por acre de la 1.,;esÍrna' ~arledad de· trigo. Sea A el evento definido por la 
condición de que ~. ~.'¡/.(y;~ se cáda una al menos O litros mayor que y¡ , la 

variedad está~dar.'AI event'o A lo'pddemos escribir: 

A= {(y¡, y,,%,f•.~lJ~ ;,:~,;,: O,j = 2, 3, 4, 5). 

. Hasta ~;t~c momento, nuestra ~efln!clón de espacio muestra! es precisa y 
completarnen.te satisfa'ctciria, más no así· !a's definiciones· d.e evento y espacio de 
eventos. Dijlrn~~ :)~ue·.ej f~s~~c!o' de'.'everitos debía ser· suficiente grande para 

. contener cua1cí~1er:e~en.to ~e1 ~'xpérimento v.éiue'rib:todo subc¡:,nJunto de1 éspacio 
múes,t;ál podía se?:un''.ev~nto:;:s1n ·;;;nb~rg'o;· _nd he'rri.~s dicho con exactitud cuales 
subconjuntos ;Cielº ¡;spa'E1Jr,;,·~·est~aL p~éderi ser eventos v cuales no pueden. 
Puesto que to.davía· no contamos con los elementos matemáticos suficientes para 
una definición formal, permítanos por el momento enunciar algunas propiedades 
que los eventos y el espacio de eventos deben cumplir: 
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(1) 0 E .SOi( 

(ii) SI A e .. -: entonces Ac e ~ 
(111) Si A1 y A2 e ..-: entonces A1 u A2 e .. ..: 

Hemos dicho que los eventos por si .solos no son nuestro Interés principal, 
si no más bien la probabilidad que tiene el e~ento de ocurrir. Segurame~te para 
tal propósito necesitaremos que el evento segu~o n este ln,cluii:lo en el~spado de 
eventos. Además, si A debe ser u~ evento ··para que ,podamos hablar de la 
probabilidad de que éste ocurra, e.ntÓrices AC:deb'e se~ también evento para que 
podamos hablar de la probabilidad de· que A. nÓ .~curra; De 'maner~ similar, slA1 y 
A2 son eventos, lo debe ser tamb1é'n elcoriJuntÓ A1 UA;( · .. ·. · · ·· · · 

Una colección de eventos que éJinpÍen ccrn:J~s propled~des cb: (i1)y (111) es 
llamado álgebra Boleana de event?s o slrnpleme11te algebra'd~'eventos.'Deb'emos 
aclarar que también Ja colección d~ ~~ci~~éJosC:subconju~~Ós'de' o satisface las 
propiedades (1), (11) y (111). Los siguientes teÓrerrla·~ 'se desprénden'dlrectamente le 
las propiedades de .w: · . · · . ·.. . · · ·. 

Teorema 12. 

Demostración. 

0 E Jv~ 

=> QC E,, 

=>OC= 0e ·"' 

Teorema 13. 

por (1) 

por (11) 

SI A1 y A2 e .. -: entonces A1 n A2 e .. ..: 

Demostración. 

A1 u A2 E .... 

=> (A1 U A2)c e ,,,
=> (A,c n A2C) e .. .-
=> ((A 1 C)C n (A2C)C) e _.,
=> (A1 n A2) e -'"' 

por (111) 
por (ii) 

·por Leyes de Margan 
por (il) 
por Teorema 4 

'------------------------------·~-

• 

• 
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Teorema 14. 

SI A1, A2, ... , An e .w; entonces LJA1 y rlA, e .• : 
1=1 l=I 

Demostración. 

Por inducción matemática. 

Puesto que todo espacio de eventos .w es a su vez un álgebra, se justifica el 
uso del símbolo .....-(notación para una álgebra) para denotarlo. 

Sin embargo hasta aquí, no hemos explicado por. que la colección de 
subconjuntos de n no puede siempre ser tomada por él .esp~clo ele evéntos ..;,; Tal 
explicación se dará en la siguiente sección, una vez'':q~~ se\ halla' definido 

;~m;;,;:::~: :;c;:o:::;:;;;;_dad. . ••.•.••..• :· .... , ..• j;.~, .. •:;~~'.' ,;'\;·'.·~. 
En esta sección se dará la definición axlomáticá de•p~61JJ~11i~ad.·:.\unque · 

esta definición formal por si sola no es suficiente: páí,a :a'si~i~ár5'(Jrobabilidades a 
eventos, si es un importante paso para lograrlo:::)ecuerde( qu~ ~l{éal~~lar 
probabilidades a resultados de un experíme~to {e~ ,equÍvale'nte\ a . :calcular 
probabilidades sobre los eventos que relacionan tale~·:r:e~~Yt~Cló;;'.va que la 
probabilidad, así como otros conceptos venittetc's · Nr4nC. :d~~Ínldos como 
funciones, empezamos esta sección repasando la deflnlción·d·~:fun,clon.· 

; ; :,,~·; ' 

Definición típica de función. 

Una función, digamos f(.), es una regla (ley, fórmul~·=o')eceta) que asocia a 

cada elemento de un conjunto de puntos con un y ·5'01~ u~. el~mento de otro 
conjunto de puntos. El primer conjunto de punto·s, digamos A, es llamado 
dominio y el segundo conjunto es llamado contradominio ·. 

Definición 12, Función. 

Una función, digamos f(.), con dominio A y .éontradominlo B, es una 

colección de pares ordenados, digamos (a, b) que· satisfacen las siguientes 
condiciones: 

(1) a e A y be B, 
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(li) Para todo a e A siempre existe un par ordenado (a, b) que lo contiene 
(aun que no necesariamente todo b e B se encuentra en alguna pareja 
ordenada) 

(lii) No existan pares ordenados (a, b) distintos en los que se repita el 
primer elemento. 

Si (a, b) e. f(.), escribiremos que f(a)=b y lo leeremos como "f de a es Igual a 
b". A f(a) lo llamaremos el valor de f(.) en a o Imagen de a bajo f(·) • Como ya se 

dijo, puedé~~ ~~Jstir purú'as del contra'dominlo q~e no tengan asociada ninguna 
pareja ordenada de .la' función; El rango de fa función f(·) es precisamente el 

conJunio d~ ~untós·del ~~ntradominlo que si tienen asociada una pareja ordenada 
de fa funcló11:. el rango de f(·) = {b E. B t f(a) = b para algún a E A}. Se tiene que el 

rango cl'e°':1~}~¡';·~1ón: es' u~ subconjunto del contradominio que puede o no ser 
19u.al a ~-~ta·.;:· ''""-: · 

'.:> .. .:~;:·:·,. " 

Ejemplo 14~> • 
' .. -~ ; -' . ~ ~, ·.-_ . 

Sean fiofri) :~~s fu~ciémes que tienen ~f conjunto de los números reales 
.• por dominio y contr~dori..íriíc:l; ci'eflnÍdas p~r \:; . . . . 

fr C:> ;,,Hx;'v> /v ={x1.T' x ·+ 1, -- < x < ~l. v 
fi(.) ~ {(x; y) JY =< xi, -~ < x < -J. . . · ·. 
El .ra~go y c~ntrádomÍnio de· fr(.) son iguales, es decir todos los ·números 

reales. _Sin em~argo, el rango de f,(.) es el conjunto de losnúmeros' reales 
-positivos que no es Igual al contradominlo. 

De particular interés para nosotros será un tipo particular ,de.• función 
llamado función indicadora: 

Definición 13, Función Indicadora. 

Sea n cualquier espacio muestra! con puntos w y A cualquier's~bconjunto 
den. La función indicadora de A, denotada por IA(·), es la función con domÚ1io.n y 
contradomlnlo =;.{O, 1} definida por 

I (co) ,,;·{¡·.:Sf CO E 0 
A ~ . ; Q Sf W i!f .Q. 

Claramente se aprecia que la función IA(·) Indica o describe al conjunto A. 
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Propiedades de la función indicadora. 

Sean cualquier espacio y .w-cualquier colección de subconjuntos de n, 

(1) IA(ro) = 1 - IAc{ro) para todo A e .w. 

(ii) IA,.-.A,n-·-nA, (ro) = IA, (ro)· IA, (ro)····· IAn(ro) con A1, A2, ··· , An e ·.w. "' 

(lli) IA,uA,u-··uA, (ro) = max [rA, {ro), IA, (ro),··· ,IA, (ro) J con A1!.~~; ::. ·"A"~· .....: 
(lv) I! (ro) = IA (m) para todo A e :...: · · . · 

La demostración d~ las anterlbres propledide;' s~ d-~J~~: ~'~~~ eJerclclo al 

::~:',::::~¡::\tf ~~til!ll~f l;i·~~f;~ii:~~' ;;b,oaj""'" 

-· '-!'- ", ~~' -.-:·;,~~~::: .. :/;:{:~{ ~ :';;\ -~~: 

'··(X) -1:' 'Iff~,~¡¡~ff ii1~x~·- · 
La función }ndlcadora~será'tfrecuentemente usada en lo que resta del 

·presente docume~toi'·A·:·,'.T¡e'n'úc:!6'2/~~ .'titllfzá para slmpllflcar la notación de 

funciones, como por ~j~~P.lh~\·'~1( < • ·. 
Ejemplo 15 .. 

Sea la función f(·) descrlt~" p~-; 

f(x)=l X

o si ·os)(:, 
si_·o~xs1' 

2-x si l~x~2;. 
- O si 2 <: ·x 

utilizando la función Indicadora se puede escribir como 
f(x) = x 'r10•11 (x),·f (2 :::;x) ·.10 :21<x>. · · 

Otro tipo de funciones que serán empleadas en futuras discusiones son las 
llamadas funciones conjunto: 
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Definición 14, Funciones de Conjunto. 

Cualquier función cuyo dominio sea una colección de conjuntos y su 
contradomlnlo la línea real incluyendo ±-, es una Función de conjunto. 

Son de especial interés por que la función de probabilidad es un tipo 
particular de función de conjunto. Listamos ejemplos a continuación: 

Ejemplo 16. 

Sea n el espacio muestra! del experimento que consiste en lanzar dos 
dados, y sea ..<ol'la colección de todos los subconjuntos de O. Definimos la función 
N(A) = número de puntos (resultados) del espacio muestra! O con A e .w: Entonces 
N(0)=0, N(OJ=36, N({Ae..<ol'.t la suma de los dados sea igual a 7)) = 6. 

La función definida en el ejemplo anterior es conocida por función tamaño 
del conjunto y es valida para todo conjunto A de cualquier colección de conjuntos 

.w: 

Ejemplo 17. 

Sea n el plano cartesiano y JI'. cualquier colección de subconjuntos de O 

para Jos cuales se pueda asignar ún área; Enton.cés d~fl~i.mos Q(AJ = Área .de A, 
con A e .w: Por ejemplo, Si A.; ¡el(, y) jO s x s,1, Os y s 1 }, entonces Q(A) = 1; si 
A = {(x, y) .t x2 .+ y2 = r2} entonces Q(A) ,,;· 21tr2; si A .;, Úo.'oJ; (1 • 1 )}, entonces Q(A)' 
= o. ,,. ' i'\' '<·: .!{/'· ,.,, ' 7 ,, 

-'~<:r,;:- ·.··. ·;;, ';(\··.;._· ;·,,. 
•,e,.:.,;:.,.:· 

Otro concepto necesario para poder definir a la furiclóii':diprobabllidad es 
un tipo particular de álgebra boleana: (:> ;c..;· ·::;\; >•> · 

. .:·. ·. ;.:=·~ .L>.· 
Definición 15, Sigma Álgebra. 

Una sigma álgebra es una álgebra o álgebra Boleana la ·,c~al ade~ás cumple 

con la siguiente propiedad: 

Si A1, A2, ... e ,_.;entonces ºA" e,,,.; . . :.·· _'. ... ·" " · 

Por lo tanto, toda sigma álgebra es a su vez una: álg~b~a, pe~o no toda 
álgebra es una sigma álgebra. 

Por otra parte, el espacio de eventos de un experimento es una sigma 
álgebra. Por consiguiente, cualquier propiedad o definición sobre una sigma 
álgebra implica que se cumple también para el espacio de eventos. Tal es el caso 
de la definición de función de probabilidad. 
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Ahora sí contamos con todos los elementos necesarios para poder dar la 
definición formal de probabilidad. 

Definición 16, Función de Probabilidad. 

Sea n el espacio muestra! de un experimento aleatorio y. sea ·.,,,. una 
colección de eventos del experimento que además cumpla con ser una sigma 
álgebra. Entonces una función de probabilidad P[·] es una función de conjunto con 
dominio en .vy contradomlnio en el intervalo [O, 1] que satisface los siguientes 
axiomas: 

{i) P[A] "' O para todo A e J.: 
{11) P[n] = 1 . 

{111) SI A1, Az, ... e J"son mutuamente excluyentes, es decir, A1 n A¡ = 0 para 

todo 1 ;ej con l,J= 1, 2, . ; entonces se tiene q~~ P[Q~J== ~P(A1 ]. 
::-.\; :\/·.'. .'?.·-: ·'-_,·::.· 

c1ertam~n1:e/estos (~xl~rnas .. ·se' Inspiraron ·•érl' las· definiciones de 
probabllldad 'clásica; v. ¡Jn:ibablUdad fi frecuerltlsta'./l~ · deflníción ·formal de 
probabllldad. es u'na deflniéi~rl rn'a'térríátlc.i;~~os'dlce; c'ual es• el conjunto de 

.funciones que' pueden'f~ér liamadas~fiinciones~'.de p'r~babllidad, pero no nos dice 
que. valor especifico. [s1g~a ,;Pé:J :.·a: .~~ i~v.~n't;;:;A':<.rendremos que moldear o 
manlpular. .. nue~trn~~pední~nfo,al~ato~Í~'de tal/rria~era.'que nos permita obtener 
valores_par~· 1a.· probálli11éJ~.d.de'~~v~~tb'si:c;.;?;:::·};J;;; v•.·; 

P[¿l :se lee I~~~o,.:'Í~;.prob;6f,1d!~· ctif ;~~nto A" o "la probabilidad que el 
evento A oé:Úrra•: lo í:u~1 'ciuTé~e de~ir la 

0

r)r'obah'11ídad de que cualquier resultado 
contenido en Á ocurra. Ento~ces, ~aic~la/'iil''p~obabllidad que ocurra cualquier 
resultado cie un subconjunto de resuitad~Sci~l'.,exper1mento, es equivalente a 

. cal~ular Ía probabilidad del evento que los'r~iad6~a:"' <: : 
. Para el caso de la función de µ;¡;~at11i~Z~1f~~s~mos córchetes en vez de 

'paréntesis para encerrar el elemento del.dcirií1~Ú) en que•se está aplicando la 

función. ·· ' }' 37{·'; .:. ' :: c. • 

Ejemplo 1a. ·<~;·~ ::;t· .. c :·".<• ,:;.:. 
·--:o:·-:-.; e 

Considere el experimento de lanzar dos lllonedas, . dlgam~s, una de SO 
centavos y una de un peso. Sea n = {(S, S), (S, A), {A, S), {A, A)} donde el primer 
componente de la tupla (. , .) representa el resultado de la moneda de SO 
centavos. Modelemos este experimento aleatorio suponiendo que los cuatro 
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elementos de n son equfprobables, es decir P[{(S, S)}]= P[{(S·, A)}]= P[{(A, S)})= 
P[{(A, A)}]. Surge entonces la siguiente pregunta: ¿La funéfón PÍ·] lmplícita~ente 
definida en éste ejemplo una función' de probabilidad, es decir, cumple' con los 3 

axiomas de la definición de probabilidad? Se puede mostrar que si cumple con los 
3 axiomas y que por lo tanto es una función de probabilidad:.·~ '.',' : 

. . . . . ' . . . ,, . . ·~:;: '" 

En nuestra déflrÍl~lón de •. evento· .. y .;,., una,· i:Ó1eiclórÍ ·d~· eventos, hemos 
aflrri:iamos q'ué....; rio slem'pr~· puede s~r'tornaditco'rTio 1~\C'oíécción de todos los 

·¡~sb~~~1~~tj~;~~~f ~~~::~Z:itd'dff ;!°:sit~~i1·~~~~j;~~5:.~~~~sttu:~::~:s ~~ª~: 
: imposibl~ defiiíifl~rii'JJn~iÓn:cie' prob~billdadqú~''curn'pi~~Ón los tres axiomas de 
1il definición':'.·;'';: •. ·•• ... ':.,·····' ''. .. :~ •. ·.·'.!;~.:.;'.~ ::'·····,·, · ~i,{f·'!:•i·-.•• 

, .. ·: ~h()r~·;~o~~~11~á~~~~~·~~{·d~di~1;[~1~J;n~~,;:6i~~~··~ropiedades de nuestra 
función' P[·J ;·q·u~}~é'desp.rendén'. dé\ia defin'iclól'l\i;~é ·los tres axiomas. Es al 
enuncfa~:v~i. pr3bar' éstas pr~p1é'dade~ 'cí'Llése' ·¡:,~,:á:éíiidente la conveniencia de 
asumir a·.~ como una sigma álgei:irilicie'évé'rifC>s'.:•PÚe~ioéÍue J•' es el dominio de 
P[·J., solo elementos de .,,. pueden ser pÚestó~';'eh lugar del punto en la notación 
P[·]. p()¡. ser J,- un álgebra, asumfmo~ 'qú~ s1')G B ~1 J>(entonces AC, A u B, A n B, 
,O.e u B, etc. e .w, y por lo tanto será valido también hablar de las probabilidades 
P(AC], P[A u B], P[A n B], P(AC U B], etc. 

Propiedades de P[·]. 

En cada uno de los siguientes teoremas,' se asÜmé q.ue'n v'.w- son dados y 
P[·] es una función de probabilidad con dominio J.:. 

• Teorema 15, P[0] = o. 
Demostración. 

Escoja A1 = 0, A2 = 0, A3 = 0, ... ; por el ~xlom~· (1) se tiene que 

P[0] = P[ÜA,] = :Í:P[A1] = :Í:P[0]. es decir, 
i=I l:I 1=1 , 

P[0] = i: P[0], lo cual se cumple si y solo si 
l•I 

P[0] =O • 
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• Teorema 16. 

SI A1, A,, ... , An son mutuamente excluyentes en .w; entonces 

P[A1 u ... u Anl = f,P[A1] 
,,,.¡ 

Demostración. 

Escoja An+1 = 0, An+2 = 0, ... ; entonces · 

ÚA1 = (üA1)u(ü A1) =· (üA1)u(ü 0) =: (üA1).u0 = (ü .. A1) 
l=l l=I l=n+I 1•1 l=n+I · 1=1 1=1 

:. P[ÜA1] = P[ÜA1] = Í,P[A1] = Í,P[A1]+ Í,0 =±P[A¡]+ Í,O = 
¡,.¡ 1=1 l=I l•I l•n+I , l•I ' ... l•n+I 

==> P[ÜA1] = :Í,P[A1] . . • 
12 1 l•I 

• Teorema 17. 

SI A e .,,;, entonces, P(ACJ = 1 - P(AC) 

Demostración. 

Puesto que A U AC = 0, y A n AC = 0, 
==> P[O) = P(A U AC) = P(A) + P(AC) 

y por el axioma (11) tenemos que P[O) = 1 , 
==> 1 = P[A) + P(AC] 
==> P(AC) = 1 - P[A) 

• Teorema 18. 

SI A, B e s.;, entonces, 
P[A) = P[A n B) + P[A n BCJ y 
P[A - B) = P[A n BC) = P[A] - P[A n B). 

Demostración. 

Ya que A = A n n = A n (B u BC) = (A n B)u(A n BC), 

• 

y (A n B) n (A n BC) = (A n A) n (B n BC) = A n 0 = 0 (excluyentes) 
==> P[A) = P[(A n B)U(A n BC)J = P[(A n B))+P[(A n BC)) ,,. 

si despejamos 
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P[A - B] = P[A n BCJ = P[A] - P[(A n BC)] 

• Teorema 19. 

Si A, B e ....; entonces P[AUB] = P[A] + P[B] - P[A n B]. 

Más general aún, si Ai.A2, .•• , An e J..; entonces 

P[A1 u A2 u ... u An] = 
f P[A1J- :L:LPfA1 nA1]+ L L :LPfA, nA2 r.A3]- ••• 
J=I l<J l<J<k 

... +(-1)0
•

1P[A 1 nA2 n ... A0 ] 

Demostración. 

A u (AC n B) = (A u AC) n (A u B) = n n (A u B) = A u B, y 

A n (AC n B) = (A n AC) nB ~ 0 n B ;; 0 (excluyentes), 

=> P[A U B] = P[A U (AC n B)] =' P[AJ + P[(Ac n B)], y por teorema 18 

• 

=> P[A u BJ = P[A] + (P[Bj - PCB (í\11.¡j :_ ' . . ' . . ,,. 
La parte más general del técirém~'s'é demuestra por inducción matemática. 

• Teorema 20 . 
.'· ';· -,. __ . 

Si A, B e ....; y A e: B, entonce~ P[ÁJ i·P[kJ . 

Demostración. 

B = (B n A) u (B n AC) y B n A = A 
=> B = (A) u (B n AC), y como son excluyentes pues (A) n (B n AC) = 0 

=> P[B] = P[A] + P[B n ACJ, y como P[A] <?: O 
=> P[BJ <?: P[B n ACJ 

• Teorema 21, Desigualdad de Boole 

Si A 1, A2, ... , An e J.-; entonces 

P[A1 u A2 u ... u An] :5 P[A1] + P[A2] + ... + P[An] 

Demostración. 

Para A1 y A, se tiene que 

P[A1 u A2] = P[Ai] + P[A2] - P[A1 n A2] s P[Ai] + P[A2] 
La demostración se completa con inducción matemática 
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Definición 17, Espacio de Probabilidad. 

Un espacio de probabilidades la tripleta (0, ... ; P[·l> donde O es el espacio 

muestra!, .,,. es una sigma álgebra de eventos de n, y P[·) es una función de 
probabilidad con dominio .... : 

El único objetivo de definir el espacio de probabilidad, es contar con un 
término que de manera clara y correcta implique la existencia de los tres 
componentes de su notación. Así en el futuro contaremos e.en ún término que 
simplificará nuestros teoremas, definiciones, etc. 

3.4 Espacios Muestra/es Finitos. 

En la sección anterior definimos formalmente espacio muestra!, evento y 
probabilidad, culminando con la definición de espacio de probabilidad. 'Aclaramos 
también que tales definiciones no eran suficientes por si solas, para alcanzar 
nuestro objetivo que es calcular la probabilidad que tiene un evento de ocurrir; 
que para lograr tal objetivo además tenemos que moldear adecuadamente el 
experimento. En esta sección mostraremos· como puede hacerse esto· para 

espacios muestrales finitos, esto e.s. espacios niuestrales con un númer~ finito de 
puntos o elementos. 

En clertotlpo de: problemas, de 16s ~ual~~ los juegos de azar son notables 
ejemplos, el espacio muestra! contiene un número finito de puntos, digamos N = 

.NCO) (N(·) es la función de conjunto que denota el número de elementos de un 
. conjunto). Algunos de éstos problemas pueden ser modelados asumiendo que los 
puntos del espacio muestra! son equiprobables. Tales problemas son el tema de 
la siguiente discusión. 

Espacios muestrales finitos con puntos equiprobables. 

Para algunos experimentos aleatorios hay un número finito de resultados, 
digamos N, y con frecuencia es aceptable asumir que la probabilidad de cada 
resultado es l /N. La definición de probabilidad clásica es por lo general adecuada 
en éste tipo de problemas, pero veremos como la definición axiomática es 
aplicable también. Sean w1, w2 •...• WN los N puntos del espacio muestra! n. Sea P[·) 
la función de conjunto que tiene como dominio a la colección de todos los 
subconjuntos de n y que satisface las siguientes condiciones: 
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(11) SI A.es ~ualqufer subconjunto de n que contiene N(A) ~untos: e~tonces 
P[A) = N[A)/N. 

La funclón·d~~on~unto P[·l así definida cumple con los tre; axiomas de la 
definición de próbabilldad y por lo tanto es una función de probabilidad. 

Nótese que la función P[·) antes definida, recrea la definición de 
probabilidad clásica bajo fa formal estructura de la definición axiomática de 
probablildad. 

Definición 18, Función de Probabilidad Equiprobable. 

La función de probabilidad P[·) que satisface las anteriores condiciones (1) V 
(11) es llamada función de probabilidad eqtiprobable. 

Una vez determinado que un experimento aleatorio puede ser manipulado 
bajo el supuesto que sus puntos muestrales son equiprobables, entonces el único 
problema para determinar la probabilidad de que el evento A ocurra es determinar 
N(A) y N(O). El problema se reduce a contar el número de elementos de A y el 
número de elementos en O. 

Ejemplo 19. 

Considere el experimento de lanzar dos dados. Entonces O.= {(I, j) J i,j= 1, 
2, ... , 6}, donde 1 denota el resultado del dado L y J el resultado del dado 2. En 
total hay 6·6 puntos muestrales, es decir, ·NCOY.=36. Puesto que ¡¿s dados están 
aceptablemente balanceados, es razonable asignar 1 /36 a la probabilidad de cada 
punto muestra!. O puede ser representado por medio de ~na ~uadrícula como fo 
muestra la siguiente figura. Sea el ~vento A7 .,; .que la suma de los dados sea 7 = 
((1, j) J 1, j = 1, 2, .... , 6 y 1 +) =: 7 }. A~ és ex~lícit~mentedescrito por ((1, 6), (2, 
5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)}; entÓnc~s N(A1) =·6. Por lo t~nto P[A1) = N(A1)/N(O) 
'= 6/36 = J / 6. Similarmente para los eventos Ai = {los da'dos suma j}, con j = 2, 
3, ... , 1 2, P[A¡] puede ser fácilmente calculada. 
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SI N(A) y N(O) son grandrt_'pa~~iw::e~pe,ri~en:ci aleátorlO dado, con un 
número finito. de res~ltaiios\eq~Íprc;babi'es;"'el ;¿~~teC> cié IÓs; mismos sé puede 
convertir en un problel11a>rái:é'o~téci'iiued~'ia"¿í1it~fse.'a·rnenudo usando fórmulas 

de cálculo combinatorfb .. '.f~9ú.7~s ·~:[,i;f Qcu:aí~s rsli'~~fü~?}.',~,rá,11 ii ~Ó~tlnuad6ri. ' 

Muestreo. •··. , ·:{·/~:· ~:::;:JL;·~ .. :~t!k\Íl;,~·";'~;''j;··· «\, < , ; ·• 
Piense en un experlment~ .enel que;' . ebldo a ~u·natundeza?cada resultado 

puede ser representado meCiia'nre:~';,.1'.tJi>i~ o'ri'..'.~ci~: este es e1 cá~~de1 é1émp10 
anterior, en el que cada resultado\~s'r~p~~'s,e~tidC>'por una''tupia de 2 entradas. 
Frecuentemente .se utiliza la t~rmlnal.ogía:dé'·'müestreo para de.scrlblr un simple 
experimento aleat6r1ó de·~~n~s ~·:~~i;aéli~n;~~·;~é'lotá~ ..• Supc;~g~·'una urna que 
contiene M pelotas numeradas de la• j':¡\ la M.' El ~~perlmento con~Íste en· sacar, 
una por una, n pelÓtas de la urna.:·se•Cí1céq'úése tlene'.unámú~;tra de tamaño n. 
La extracción debe reaUzarse de tal, m'iine;a; qLie cu'alquler p'E!lota en 1.a urna tenga 
la misma posibilidad de ser selecdo.nada' qu~ la~'.de'má~; dei:inÍos que la pelota ha 

sido seleccionada ale~.~~rlame~~e:·~,,:· :.J' :: :· : ,;// .·-¿ . :·. 3 
' 

Son. con reemp/ilzO y:slri reempla.io los dos' principales •tipos de muestreo. 
• • • ' • • ., • ~;; • ~ • • • •• ':• ,. +' ,, -.,- •• -. ·~·".°,-, ' 

Se dice que uria·.muestra's'~ obtiene éoll·réémplazÓ, s(después de\extraér cada 
peÍota esta .es registrada y déJ'ti~lt~ a la ur~a'. Por'.;el ;co'nt;aí1'ó;¡se ~Ice. que. una 

··. ;e~:~1:ªe sªelz~~~:~~~~;;~ef ª~~~:~·ej' ~z=~t~:~:'.;~~t~~~~~ºdt·Ipt~!~~·~t~ªnn:e~: 
ser menor o lguál a M; mientras que en el. muestreo con réemplazo ri pued~ ser 

· cualq~ler número entero positivo incluso mayor a M. Los resultados de la 
extracción de muestras de tamaño n se pueden registrar por medio de tuplas de 
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A~ 

·:,· z.n), donde z1 denota el número de la bola en la 1-ésima 
ext~acclón. 

' SI! rehordam~d la función de probabilidad definida para este tlp~ de 
experimentos; debemos· calcular el tamaño ( N(A) ) del evento A representado 

.·mediante tupJas~éori' Ciertas características en común. Tal número se puede 
obtener·riiedlant~ 'el·'s1g'u1ente procedimiento: Primero determine. el número de 
obJetós;\é119ám~s:N¡·,\1:¡u~puecien ser usados en 1a primera pos1c1ónde 1á tupla. 
Después'determlrie el.nú.r11ero de objetos, digamos Nz, que pueden ser usados en 
la segunda posición de la tupla, asumiendo que el resultado de la primera entrada 
es conocido~ oe manera similar, determine el número de obJetosrciigam~s N3, que 
pueden ser ·usados en la tercera posición de la tupla,. a~Ürniendo' que: los 
resultados de la primera y segunda entradas son conocidos. Continúe así hasta . 
que Nn halla sido determinado. Entonces el tamaño N(A) o númÉfro de tuplas del 
evento A es Igual a N1 · Nz · ... · Nn. . · . 

Ejemplo 20, Ordenaciones. 

El número total de diferentes muestras ordenadas cli~ .n·· bolas que se 
pueden obtener de una urna que contiene M bolas diferentes;,e;·lgu¡¡°I a Mn ;, la 
extracción es realizada rn reemplazo y M(M-1) ... CM-Cn . ..::l))·s1:1a.exl:racéíón es 
realizada .filn reemplazo. Una muestra ordenada puede sei<r~pr~~entáda por (z1, 
z2, ... , Zn), donde z, denota el número de la bola eri la 1'::.é5'1;TI.a'é.~t~~-~cÍÓn/ · · 

En el muestreo con reemplazo, hay M b~l~i;~¡¡f ili~cl~~;{~1~~¡·~~~1oríadas 
en la primera entrada de la tupla, M bola~ é~''j¡¡:·;eg~nda·:~rí'tr~da.~·~5f19uái para 
cualquier.,otra entrad~. de. I~ ·tUpl~. PO?.·Jb:;,:;ti'~to;·~h'ay~:-Li"ri;,~-.'~~t;J/'d~~-:~··M·~.~)d1f~·~efÍ.tes. 
tuplas... . "":C'' •·"•e· '.· ... :.·. · ..... ' </· :,'),/ ... ·.·:.•.:. ·~·.•· )'";'."'';: ;, :,.,· ...•.. ;·: ·· · · ';;~i\;.~. ·: ·,¡; .·"'' ~ ::/'.:: . ,., . 

.•. w:::,f :~::~":Y.:ri'~f :~~rt~~j~;~7l~¡ijí~~~~~J~t~n~~}1r:·~ 
. un total de M(M-Í) ... (M . n +'.1) dlfe;int~s'tú'pla~: p'a'r~ab~evia'r, él hÓrnerÜ M(M-
1 > ... CM - n + O se puede denotar'¿C>rrló·'cM>ri ó·o,~:~1 ó O~ y se lee como ,"las 
ordenaciones de M elementos'i:C>n1a'c:!os de'n 'en n". : ·· 

o~ =M·(M-1)· ... ·(M-n+l)=~ 
(M-n)I 

(ANJ) 
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Ejemplo 21, Combinaciones. 

Sea S cualquier conjunto que contiene M elementos, ¿cuántos subconjuntos 
diferentes de tamaño n se pueden formar con los elementos d~ S? El número que 
contesta tal pregunta es conocido como "las comblnadones de·. M elementos 

tomados de n en n" y se denota por (~).o ~~· \'i'.+th~:re~~'..lca~o ~ue un 

subconjunto de tamaño n, es una colección'~de{niobJetos l~s ~iiales no están 
ordenados. P()r ejemplo, el subconjunto ¡5;•;05'ffsl~s·~r~ís~~ su'BCCmjunto que { 

s.'· ... 
5

'· .. ~!.~;::;~nj~.~ieff~~f:·j;~.~;;}f4:~:;.i.~~Wtt~~;t~1s··o~~~ri:\eG¿sL~1e~entas, 
haremo.s· usodel'conoclmlento.que tenem()s sobr~ tupla~ ordenadas para deducir· 

· ~~f i~~l~~~j~~~~~:~~~}]~~~J§J.S:~]~l~~?~~l~~:'.:~ 
. º'"'· n)•; Se obtiene' ~sí::ia "siQú!'ente i\Ju'aldad nl·Xn = O¡M, ni. d~ la éüal podemos 

'~'P""::={~r(b~~::i?~,,", , "'"" 
Teorema 22, (MJ-( M J n - M-n · 

Demostración 

( 
M ) M! 

M-n = (M-(M-n))l(M-n)I 
M! 

(n)l(M-n)! 
_MI =(Mn) 
(M-n)!n! 

Ejemplo 22, Tamaño de Espacio de Eventos. 

Si recordamos, previamente afirmamos que el número de e.lementos del 
espacio de eventos para un n de tamaño n, esta dado por 2~. Ahora ya podemos 
demostrar tal afirmación usando el concepto de combinaciones:. 

(~)=Número de subconjuntos diferentes de tamañ.o n que se pueden 

formar con M elementos. 
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~~(~)=Es el tota.lde d°ife;e~tes subc~nju~tosque se pueden formar 

con m elementos \ :; < .: .. . .· . ·· ·. ·· 
= N(Es~aclo deEv~ntos) · , , . . •:.. . .· 

Por el Binomio d:e Né~~·~:;s~~;er~(Js cf~e (et.+ b)M = ~(~)a"b~-n 

~t. (M) = f (M)·Í". JM:~ =. (l+lf ·:. ~~.:-~ . 
n=O n n:zO n ·,. · .· 

(AN3) 

Es común cuando se resuelvenprob;:~~ás·': eón cálculo combinatorio, 
confundirse y utilizar combinaciones en· ·lle~>; de . ordenaciones o viceversa. 
Recuerde el lector que las ordenaclones'ha'ce'ri·'·réfe~encia al número de tuplas 
ordenadas Q elementos de .Q, mientras que las 'combinaciones hacen referencia al 
número de subconiuntos 11Q ordenados· de n·. El siguiente ejemplo es una prueba 
de fuego al manejo de ambos conceptos;· 

Ejemplo 23. 

Una urna tiene M bolas numerácias•.de 1 .a M, de las cuales las primeras K 
son defectuosas y las restantes M:~·'Kno ~on'defectuosas. El experimento consiste 
en sacar n bolas de la urñ~. '.sea-él evento A, = {exactamente salen r bolas 
defectuosas}. ¿Cuánto vale P[A,(~-Úando.las bolas se extraen (1) con reemplazo y 
(11) sin reemplazo? . . · ·.· · 

Sean= Hz1.' \.i~>}z/~s e'. número de la bola obtenida de la j-esima 
·'\·;. 

extracción}. · , . , . : :., •. ·· : 
:,·· y .< N(A ) . 

. Sabemos·que· P[A,)=--'- . 
. ·· ··.• .•· .>.::·.::•·.:N(O) 

Por, el: ~jem~lb":w,: teh~~os que bajo (1) N(O) = OcM. ni y bajo (11) N(O) = M". 
A; es e.1 subconjunto'de 'el elelTientos de O para los cuales ZJ es un número entre 1 
y K, es decir, Ai·,;, !Ci1/.';; ;z~) e rl j l s ZJ sK 'v' 1 s j s n}. Estas r bolas deben 
ca.er en ~ÍgÍín subconj~~to de r: posiciones de entre un total de n posiciones 

posi~ies'.. H~~ en~~?~~~:· (~}rii,~n~ras.diferentes de selecciona.~ la~/P()Sicibn~s .. (no 

bolas) para las bolas-co~ número entre 1 y K. . . 

Ahor~. pa~<l'ca~~ una de las ( ~) diferentes posiciones, existen K• CM - KJn·• 

diferentes tuplas ordenadas para (1) y (O,k, k1H01M- k. n - k1) diferentes tuplas 
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ordenadas para (11). Entonces para (1) N(A,) = (~)k'(M-K)"_; ~para (11) N(A,) = 

(no<~ .• ,o<~~K.n-r>· Así.se tiene que 

. • [ ~ }<'(M- K)"-r . 
P¡.., 1 = . M" . para (1) v (AN4) 

_ ?<M.n> ... 
(ANS) 

El resuÍtado aritérior . (ANS) se puede escribir también de la siguiente 
.~;, ~;! .:? . .e' 

(AN6) 

Por loil~~t~ativo que resulta, a continuación se deducirá (AN6) utilizando 
subconjuntos . no.'. tupla·. ordenadas, • es C:téclr, ·.• cóml:>inaci<lnes eºn ..• vez de 
ordenaciones: 

.. :,.,···· ; ·~ 

qÚe est()S su.~c,e.?t,~:~;~?~¿~on: equlprobables, se puede decir qu1~! P[A',] ~. N(n:) . 

· Ahora N(A'.{es i1 i:·amañCÍ del evento que consta de todos aquelios: subéor1Juntos 
de tamaño n los cuaiés tienen exactamente r bolas de las nUm~;ad~s ~nt~e 1 y K. 

'Las ; b~i~~ -~~ ~~tr~·l. ~-~se pueden seleccionar de (k) diferen·t~s mane.ras y las 
. . r 

· . (M-K) (K)(M-k) restantes n - r bolas de . Por lo tanto N(A',)= y finalmente 
n-r r n-r 
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(KYM~K~ 

P[A' )= N(A',) =~ 
' N(Q) (~) • 

·Se demostrÓ.q~ela;probabilldad 

Existen otras fórmulas para calcular probabilidades en experimentos con 
espacios muestraies finitos de elementos equlprobables, las cuales pueden ser 
obtenidas usando los métodos del análisis combinatorio. Sin embargo, ya no nos 
encargaremos de ello. 

Espacios muestrales finitos con puntos !!2 equiprobables. 

Vimos que en los espacios muestrales finitos con elementos equiprobables, 

la función de probabilidad de cualquier evento A esta dada por P[A)= ~~~~. Para 
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,. . .' ' __ , 

los espacios muestrales finitos conelemento.s no equlprobables, las cosas no son 
tan sencillas. Sin embargo, slerrip-re

0

podremos definir el valor P[A] para cada uno 
de los 2N<n> eventos del espacio de ellerii:os, especificando el valor de P[·J para cada 
uno de los N(O)=N evéntÓs élementaies: Sea O = {w1, W2, ••. , WN} y p¡ = P[{w¡}) 
con 1 sj s N. Puesto que,,:_• .> :;·:· :.;,-: ·· ' 

, -,~ ~;;r~r~·I~~~i1~,u,;- t.·· . 
. se define P(·J para todo'evento"A como" 

---P(A]~~-·--~_[0~r\~~jl,J1;~,~~f l~t.~\~i'.~::. _-
Se puede d~rJ~-~~~~~~j~j~'f'u'ri:~:,¿~'deprobabilldad_arilba defin_lda satisface 

los tres axioma~ d~ la definié:i~n1'.~é'iu~c1Ó~ <le"probati1i1d~d. -

Ejemplo 25. -· : ' ',, /l-~ f• ;? >.? -

~~~,~;;~:;?f f :3'.-~iJ,~~~t~,:i~~il:t±~~i~~J;~f !~~~1E:~:: 
LP1 = _¿2Hp, = p,_¿2H ;;;, PtCl + 2 + z:Z-1; ... + 2N-1) = pl(2N - 1) = 1 
j•I J•I - J•I' 

1 
~PI= 2N-J 

2H 
:. PJ = 2N -1 

k k 2H J k -t 2• - 1 
Entonces P[A•l = LPJ = _¿-N-- = -N--L2' = -N--. 

J=I J•I 2 - j 2 - j J•I 2 - J 

3.5 Probabilidad Condicional e Independencia. 

Al aplicar la teoría de probabilidad en problemas prácticos,- es, frecuente 
que el experimentador se encuentre con situaciones del siguiente tipo:-_dado que.
algo ocurre, cual es la probabilidad de que algo más ocurra? Por ejemplo, en- e( 

experimento de registrar el tiempo de vida de un foco, uno pudiera preguntarse 
por la probabilidad de que un foco dure al menos 1 00 horas, dado que ya ha 
durado 24 horas. En un experimento de sacar muestras de una caja que contiene 
100 resistencias de las cuales 5 son defectuosas, cual es la probabilidad de que 
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en la tercera extracción se obtenga una resistencia defectuosa' dado que las dos 
primeras resultaron defectuosas? Preguntas de probabilidad de ·este tipo son 
consideradas del campo de estudio de la probabllldad condicional, tema que a 
continuación estudiaremos. 

Probabilidad Condicional. 

Empezamos asumiendo que trabajamos en un espacio probabilístico· (O, U; 
P(·Jl, es decir, tenemos algún experimento aleatorio en el cual el espacio muestra! 
n, la colección de eventos .wy la función de probabllldad P[·] han sido definidas. 

Dados dos eventos A y B, queremos definir la probabilidad que tiene A de 
ocurrir dado que B ha ocurrido. 

Definición 19, Probabilidad Condicional. 

Sean A y B dos eventos en .J/ del espacio probabilístico (O, .u; P[·]). La 
probabl//dad condiciona/del evento A dado el evento B, denotada por P[A/BJ, esta 

dada por 

P[A n B] 
P[A/B) = ---¡>fBj con P[B] > O. (AN7) 

Nota. 
- "."_-_ --·. - -

Una fórmula que es evidente a partir de laanterlbrd~flnldón, es 'p[AnB] = 
P[A/B]·P[B] = P[B/A)·P[A) si P(A] y P[B) ,.·o~ Esta fórm~la relacldn~ P[A/BJ é~nPCB/A) 
en términos de las probabilidades no condldonalest[A] y P[BÍ. ;,>,<: :.: ·.. ' . 

De la definición de probabllld~~f:c~~d¡g¡~n~Í~t::~~:J:¡~;~~?:~~;·~~J~~ foUch~ 
diferencia entre fa Intersección y la probabÍ11ci1:'~ ~rinciic10'~~,;~·ntr~~~v~'ntos. Se 
debe tener siempre presente, que mlel1t;a5.i~'irii~~se'cC'ióñ 'cié ~~éííl:b!i' e~'.'relatlva 

. al espacio muestra!, la probabHldad'.'~'ci~C!)fi~n~I :•e5·•·,::~i~ti~a'.é'~'Ciíi~1v~,;;erite al 
evento que esta condicionando'. Es 'cie~lr, la' prbb~bllielad,~on'c:1ic1a'nal' se· debe 
entender como una reducción .dfil espa'c:io ;;.¡uest;áL El slgÚle~t~ 'diag,rama puede 
ayudarnos a entender está Importante' idea: 
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~·. 

v____) 

Quisiéramos notar que Ja .. definición de probabilidad co11dlcional, es 
compatible .con la aproxim~ción frecuentista de probabilidad, pues si. uno·~bserva 
un gran número d~ ocurren~i~~ •• dlgamos .N. de un .experií!le~.to'aieatorio 'en el 
cual Jos e~ent~s A y B s·on cfeflnid~s; en.toncés P[A/BJ repres.enti{l~'·'proporción de 

owrr•,:;~;,;:'::i:''•B"i'"!c1'~(~~"9f i,f t·:~~~é'f \1~: .'..~' ..• ,· 
do.nde Ne denota el número.de ocurrencias del eventos.By NAne:denota el 

número de. oc~~rencias del evento A n's .. P~est8: qu~ p(J{r.: sr;;;' N~n~/ r:r y P[B] ·,,;· 
Ne/N, e~tonces •··e >i ·~·:) .f;'Lt~ (·~, ·'0:;;;.> /·) 

P[~[~ BJ N~J~N N~~ = P[A/BJ Ícf:~u~{ e~; co~sisterite' con nuestra 

definición. 

Ejemplo26. 

Sea n un espacio muestra! finito, :.,,ria colección de. todos los subconjuntos 
de n que en este caso es igual al espacio de eventos, y P[·] la función de 
probabilidad equlprobabie. SI A, Be ~.-;entonces 

P[A/B] = P[A n B] = N(A n B)/N(O) = N(A n B) 
P[B] N(B)/N(O) · · N(B) ' 

donde N(B) es el tamaño de B y N(B) > O. 

Ejemplo 27. 

Considere el experimento de lanzar dos monedas; O = {(S, S), (S, A), (A, S), 
CA, A)}. Suponga además que los puntos de n son equiprobables. Encuentre (1) la 
probabilidad las dos modas caigan sol dado que la primera cayó sol y (11) la 
probabilidad las dos modas caigan sol dado que al menos una cayó sol. Sean A1 = 

{la primera moneda cae sol} y A, = {la segunda moneda cae sol} entonces 
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(i) P[A1nA2/ Ali= P[(A, nA,)nA,J.C P[~, riA,],= )~ = l /2 
· . · · , P[A1] P[A¡] '> )~ / 

.·, • ' :'• P[(A, r) A,.> (A, u A,)] --, PCA, .11 A,] -- ~ -- l /3 
(11) P[A1nA2 / A1UA2) = -~-~--~-~. 

:¡·;. P[A1uA2) P[A1uA2] % 
'··,. ' ~ ' ' ... ..- • ·1 -i"<-"-''' 

Nótésr/qu~ (i) y (;i) pudieron ser contestad~~··c~~ .. ,·¿~eio~ ~~pe~íflcos, pero 
para ello,, fue ne!=ésarfo manipular el experimento y}~pÓnérqu~'los pu~tos del 
espació mue~Ú~i eran :~qufprobables. /r :. \','i·;.· '' ' ' ' ' ' 

·~''·· t·:'.:;;:-:; ... ··: ~-::: . 

Como ya se dijo; la probabllldad condicional es, una.reducción del espacio 
muestra!' n/e'ri ún nuevo espacio muestra! Q' =. s;/cabe 'énton'ces hacerse Ja 
sfgule~té p~~g~nt~: Dado un evento B tal que P[BJ > 'o, ies P[·/BJ una función de 

· prÓbabilldad?,En Otras palabras, ¿P[·/B] satisface Jos tres axiomas de Ja definición 
dé probablliéla'd? Observe que si P[B] > O entonces 

(1) P[AÍBJ = P[A n B] / P[B] <!: O V' A e ..,; 
(11) P[O/BJ = P[B n n¡ / P[BJ = P[B] / P[B] = 1 , 

(fil) Sean A1, Az, ... e Jr' mutuamente excluyentes y sea -""Una sigma álgebra 

=> P[ÜA,/B] = r[(QA1 
)ns J =~r[Q_(A, n~s)] 

1• 1 P[B] ·p[B) 

f,P[A1 nB] 
1
•

1 = f P[A¡/B] 
P[B) 1., 

' . ' .. . . 
Por lo tanto, P[./BJ con P[BJ > o esun'aíu~cié>n d~ probabilidad; lo cual 

justifica el término de "probabilidad" condlc,IÓ~~Í'P.a'r~ su def1n'1c1ón> f>[;/B] cumple 
·también con las propiedades de cualquier función de. probabiUdád. · · 

Propiedades de P[-/B]. 

En cada uno de los siguientes teoremas, se asume el·~·spaclo probabilístico 
(O, J>'; P[·l> esta dado y que Be _,,,. cumple que P[B] > O. . .· . . . 

• Teorema 23, P[0/B] = O. 

• Teorema 24. 

Si A1, Az, ... , An son mutuamente excluyentes en..:..; entonces 

P[A1 u ... u An/B] = Í,P[A1 /B). 
l:I 
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• Teorema 25. 

Si A e J.;, entonces, P(AC / B] = 1 - P(AC / B]. 

• Teorema 26. 

Si A1, A, e .w; entonces, 
P[A1 / B) = P[A1 n A, / B] + P[A1 n A,c / 8]. 

• Teorema 27. 

Si A1, A> e .t<; entonces P[A1UA2 / B) =· P[A1'/ 8]+ P[A2 / B] - P[A1nA2 / 8]. 

• Teorema 28. 

Si A1, A, e ..,,; y A1 e A,, entonces P[A1 / EÍ) .S
0

P[A2 /. 8] 

• Teorema 29. 

Si A1, A,, •.• , An e ...; entonces .. 

P[A1 u A, u •.• u An/B] s P[A1 / 8] + P[A2 / 8] + ... + P[An / 8] 

La demostración de los anteriores teoremas no es necesaria por ser P[./B) 

una función· de probabilidad. Existen algunas otras fórmulas que son de gran 
utilidad .que involucran probabilidades condicionales, por lo que serán enunciadas 
como teoremas. 

Teorema 30, Teorema de la Probabilidad Total. 

Para un espacio probabilístico (O,_,,; P[·ll cualquiera, si B1, 82, ... , Bn es una 

partición del espacio muestra!, entonces se tiene que 

P[A) = Í,P[A/B¡] · P[B¡] para cualquier A e J..: 
J•l 

Una partición del espacio muestra/es una colección de eventos 81, B2, ... , 

8.e .. .-,quesatisfacenÜBi =0, B1n8i=0'\;/i;o0j y P[8¡)>0'\;/ 1 sjsn. 
J•l 
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Demostración 

Ya que A = Ü A n B¡ y que los. (A n B¡) son mutua.~ente ·excluyentes se 
J•l 

• 
Corolario. 

Para un espacio probablHstlco dado ·en, i;, P[·J>, sea B e .w-1 o < P(BJ < 1, 
entonces V' A e .w 

P(A] = P[A/B) P[B] + P[A/BC] P(BC] 

Nota. 
El Teorema de la Probabilidad Total se cumple también si n = ~. 

El teorema de la probabilidad total y su corolario son de particular utilidad 
para aquellos experimentos que tienen fases o etapas, es decir, el experimentó 
consiste primero en ejecutar una cosa (primera etapa) y después· otra cosa 
(segunda etapa). El ejemplo 28 es de este tipo de experimentos; en la etapa 1. se 
selecciona a una urna y en la etapa 2 se extrae una bola de)a urna se.le~:c:ionada: 
En tales experimentos, si B¡ en un evento definido exclusivamente en:térmlnos de 
la primera etapa y A es otro evento definido en términos de I~- seg(;nd~-et~pa, 
entonces será sencillo encontrar P[B¡] y P[A/B¡) para j= 1, 2, ;·;~ ;:~:. Recu~rde que 

en los experimentos de etapas, es más cómodo trabajar. c~n :. :.eventos 
condicionados por resultados de la primera etapa. 

Teorema 31, Fórmula de Bayes. 

Para un espacio probabilístico dado (n, •'1 P[·J>, si B1,' Bz, .•. , Bn es una 
partición del espacio muestra!, entonces se tiene que para cualquier A.e,,,. 

P[B•/ AJ = P[A/ B.] · P[B.] 

f P[A/B¡)·P[B1] 
J•l 

Demostración 

Por la definición de probabilidad condicional y por el teorema de la 
probabilidad total se tiene que 
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P[Bk/ AJ = P[Bk n AJ 
P[A] 

Corolario. 

P[A/Bk]P[Bk] 

:tP[A/B1]P[B1] 
J•I 

• 

Sea (0, J..; P[·ll un espacio probabilístico dado y sean A, B e ..WJ P[A] > O y O 
< P[B] < 1, entonces 

P[B/A] _ P[A/B]·P(B] ·,· · ·. 
- P[A/BJ · P[B]+P[A/Bc]; P[Bc] 

Nota. 
La Fórmula de Bayes ;·~L ~~ió';a;~1éi:~ón ~ún validos para si n = -. 

··:·: '.·:-·'e,.-.~ ,, .;/" .. ~ -•. 

Al Igual :que, el ~aso de H~ P;Ób~bÚidád Total, la Fórmula de Bayes es 
particularmente útil para aquellos expe'riméntos C(ue consisten de fases o etapas. 
SI B¡ con J = 1,, ... , n, e~ un evento definido exclusivamente en términos de. la 
prlmer<t· etapa y A es otro evento esta vez definido en tod.o el experimento 
inéluyendo la segunda etapa, utilizando la regla de Bayes la p~egunta P[BkiAJ es 
expresada en sentido inverso, es decir P[A/Bk]. Esto es útil .en casos én qué' por las 
condiciones normales del experimento, pueda resolverse o sea rTiás ·sencillo 
resolver P[A/Bk] en vez de P[Bk/A]. 

Teorema 32, Regla del Producto. 

Sean (O, "...; P[·ll un espacio probabilístico dado y A1, A2; .'.; , An e .. ,·tales 
que P[A1 nA2n , ... nA.J > O, entonces 

P[A1nA2n ... nAn] = P[Ai]P[A2/A1]P[A3/A1nA2) ... P[A;,/A1nA2n.:.nAn-tl . 
. .. . . ,,. ¡:··· . ' 

Demostración >~"' : ~ ·::',"' 

La demostración puede ser obtenldaen11J1eI~ci~';h1~~ccÍón matemfltlcay se. 
deja a modo de ejercicio. · .<:~· 'L;-{i:·~;-· ;-; ~//~:/ ~-;:.~_._:-.j:~.f;~,\.i: ~:;;:;.;:,~~:~>. ;/ . 

<";;• . :;,';;; Y): · . .;.,::'{" .. <.·~_._;.;_ ·-.'~:~:-~ . . '• ... 

Al igual que los dos , antér1Óre~',;t'~c;·;~~as;;1a\'feg'1á' d;,, prc!icWcto es de 
utilidad para aquellos. experlm~rit~·5,'ci~fi~fdoi','~ií~;;ariás ;'~t~pií.~: siiponga C(ue .el 
experimento consta de ri etapas y A¡ e's un evento denotado en términos de la J
ésima etapa del experi~ento. Entonces P(A1ÍA1nA2n ... nA1-il es la probabilidad 
condicional de un evento descrito· en términos de la J-ésima etapa condicionado 
por lo que ocurra en las etapas 1, 2, ... , j-1 . La regla del producto expresa a 
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P[A1 nA2n ... nAn) en términos de las probabilidades condicionales más rf!SOlubles . 
P[A¡/ A1 nA2n ... nA¡-1] para J = 2, ... , n .. 

Ejemplo28. 

Se tienen 5 urnas numeradas de la'l ·á las; cáda Í.::;éslma'~rna có'ntlene l O 

bolas, de las cuales exactamente l. scm'd~fectuosas y l Cl - (no s~ri deféctuosas. 
Por ejemplo, la urna·3.tlene'3 bC>las défeciüosas V7 bolas'n6'defectuosa~; El 
experimento aleatorio CClnsÍ;te e'~ 2 pasOs: prime'ro sele~é'1C>rlar J'~a ur~a'ia~ar V 
después extraer. una bolá•de'ía'Jír~a 'selecdC>nada ·.(el experírrier1't,ad6r' n6'·~onoce 
cual urna fue selecci¡;nada)'.iconl:~stemos '1ás sigul~nt~s'pr~gurÍtas: 'el) ¿cÜál es la 
probabilidad de que''>~alga; ~;,.;· l:>ó1á• defect~osa? y ci1(si 'se '.hii"e~irafdo. u;,a. bola 
defectuosa, ¿cua1 és 1~ ¡:iroiláb'11iclád ·ci~ il'Ue está 'prov~n9a'cié l'a: urna 51 ·• . ... 

:·~~:~~:.o.~L~J,,;f ~,¡iiidt~I ;,: :::'bol:• d:rO~O .. I y • -11• 
urna 1-ésimaJ es sel~~ci'6'n~cfa""c6,~'j~1;éf:·~: .5'.Tenemos entonces que P[B¡] = l /5 
con i = 1, .:. '; s .v P[Á/ej]'·,;i¡,ji~.:c'orl i•.¡,; .. {.~;.; ;,1 o~' EntC>nées la' preguritá (i) es 
precisamente PCAJ. U~ifndo'~l'.t~~·;ema'ci/1á· ¡:Íra1Jáll111dád tótal ·t~ñé;nos.que 

::.Jf ~0~~1§~i1~,~tiE:~.f~~.}Fgi0,-~1t¿.u:, y "" 

embargo la pfobabllic!á•d'de 'c{ue u'na bola salga defectu~sa nÓes í's/so:. ·.. .. . . 
·. . · · PClr. afro laclo; la pregunta (11) esta dada por PCBsÍÁÍ:,'o'acf() qú'é¡á ~rna s 
tiene más bol~s défe~tuos~s q~e cualquiera otro, esperamos qúe P[BÚAJ > P[B1/Al 
para i = l, , 4. De hecho esperamos que P[Bs/A] >P[B~/Al ;.. .. : > P[B1/A]. 
Usando la fórmula de Bayes tenemos que 

.. . . 1 1 

P[Bs/Al = P[A/B5]P(B5 ] 2º5 1 
5 = -3- = 3· 

LP[A/B1]P[B1] ,_, 
De manera'simllar 

k 1 

10 

P[Bk/Af = · 1 o
3
· S = 

1
k
5

, con k = l, ... , 5 lo cual comprueba nuestras 

10 
·sospechas. Note usted que los eventos B1 , ... , Bs son equiprobables, sin embargo 
las probabilidades condicionales P[Bk/A] no lo son. Observe también que 
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Ejemplo 29. 

Un estudiante esta cont~stando un e:xamen de ,opción múltiple. En una 
pregunta dada, el estudiante no conoce la respu-~sta; lo que puede resultar en que 
conteste correctamente o que conteste Incorrectamente al Intentar adivinar la 
respuesta adecuada. El examen· consta -de' 5 opciones_ por pregunta como es 
costumbre. El encargado de calificar el examen sé confronta entonces al siguiente 
dilema, habiendo contestado correctamente una.pregunt_a, quisiera saber cual es 
la probabilidad de que el estudiante sabia la respuesta? Sea p la probabilidad de 
que el estudiante conozca la respuesta y l -p la probabilidad de que el estudiante 
adivine· la respuesta. Asumamos que la probabllidad de que el alumno escoja la 
·respuesta correcta dado que esta adivinando es Igual a l /5. (Esta suposición 

.·pÚdleracno ser verdadera, ya que el alumno aun que no conozca la respuesta 
. éorreÚa, .·si pudiera saber que algunas respuestas son Incorrectas con lo que 
deb-Íera se mayor a l /5). Sea el evento A ={el alumno contestó adecuadamente} y 
el -~ve'ríto B = {el alumno conocía la respuesta correcta}, quisiéramos saber cuanto 
vale P[B/A]? Usando el corolario de la fórmula de Bayes, tenemos que 

P[B/A] _ P[A/B]P[B] _ l·p 
- P[A/B]P[B]+P[A/Bc]P[Bc] - l · p + HJ-p)' 

Note que 1 C ) <!:p. 
P+s 1-p 

Ejemplo 30. 

Una urna contiene l O bofas de las cuales 3 son negras y 7 son blancas. El 
siguiente juego es realizado: en cada ensayo una bola es seleccionada al azar, se 
registra su color, y es reemplazada en la urna junto con dos bolas má_s del mismo 
color. ¿Cuál es la probabllidad de que una bola negra sea seleccionada en los 
primeros tres ensayos? Sea el evento B¡ = {bola negra es seleccionada en la j
éslma extracción}, estamos buscando P[B1nB2nB3]. Por la regla del producto 

3 5 7 1 . . ' 
P[B1nB2nB3] = P[Bi]P[B2/Bi]P(B3/B1nB2] = -·-·- = -. 

10 12 14 16 

Ejemplo 31. 

Suponga que una urna contiene M bolas de las cuales K son negras y M - K 
son blancas. Se extrae una muestra de tamaño n. Encuentre la probabilidad de 
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que la J-ésima bola seleccionada sea· 'ne'gra 
exactamente r bolas negras? Intuitivamente esp,eralTlos que la respuesta sea r/n. 
Encuentre la respuesta considerando (i) mu~streo cori reemplazó y (11) muestreo 
sin reemplazo 

Solución. 

· . (K)( M-K) 
P[B¡] = f K-i . ij-i-1 = ~. 

,., M - k + 1 (. M ) M 
J-1 

Finalmente, 
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P[B/A] = P[A,/B1]P[B1] 

J ' P[A,] • 

Se ha obtenido el resultado esperado con reemplazo o sin reemplazo. 

Independencia de Eventos. 

SI P[A/B] no depende del evento B, esto es, si P[A/B] = P[AJ, parece natural 
decir que el evento A es Independiente del evento B. En otras· palabras, ··deis 

eventos son independientes, si la ocurrencia de uno no implica la ocú~renda o no 
ocurrencia del otro evento. Esta Idea da lugar a la siguiente definición.· 

Definición 20, Eventos Independientes. 

Para un espacio probabilístico dado (0, ..,; P[·]) y A, Be .,.;. Se dice que los 
eventos A y B son independientes si y solo si alguna de las siguientes condiciones 

se satisface: 
(i) P[AnB] = P[A]P[B]. 
(ii) P[A/B] = P[A] si P[B] > O. 
(lli) P[B/A] = P(B] si P(A] >O 

Nota. 
Algunos autores usan el término "Estocastlc~mente Independientes" en vez 

de "Independientes". 

Ejemplo 32. 

Considere el experimento de lanzar dos dados. Se.a los eventos A = {los 
dados suman número par}, B ={sale comodín en el primer dado} y C ={los dados 
suman 7}. Contestar las siguientes' preguntas, 

(i) ¿A y B son Independientes? 
(11) ¿A y e son Independientes? 

(lil) ¿By C son Independientes? 
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Tenerllos ~Ú~ PCA/B] = Y.i ,;,;P[A), por lo ~ue Ay B si son Independientes. Por 
otro lado, P[A/CL,;, '¡ .; Vi ,;, P[A], 'por)o que- A y e no son independientes. 

Finalmente P[C/B) ',,,; 1 /6 '=;. P[C], ento~ces',B y C sc;in también independientes . 

. La l~depend~nd~ ~~tr~ event~s y eventos Mutuamente Excluyentes son dos 
propiedades'm~y diferentes', aunque estas si existe relación entre ambas. Por 
'ejemplo~ do~ ·~v~ntos mutuamente excluyentes A y B son además independientes 
si y sólo si P[AJP[BJ ~ ci, lo cual es verdadero si alguno de los dos, A o B, tiene 
probabilidad'lguál a cero. SI P[A]., O y P[B],. O, entonces la independencia de A y B 
Implica que no son mutuamente excluyentes, y A y B 'mutuamente excluyentes 
implica que no son independientes. Sin embargo, la independenci~ de A y B 

implica a veces la independencia de otros eventos: 

Teorema 33. 
; . •' 

Sean A y B dos eventos independientes definidos . en un · espacio 
probabilística dado (O, ....; P[·Jl, entonces A y ,Be so~ independientes, AC y B .son 
independientes y AC yac son Independientes/'.: .: ' · :: ' . 

-. - ? .~·- ~ .. -~ .. ,·. '. 
Demostración. 

P[AnBC] = P[A] - P[AnB] = P[A) - P[A]P[B) = P[A] (1 - P[B));,, P[A]P[BC) 
De manera similar.se demuestran los otros dos casos. 

La noción de Independencia se puede extender a más de dos eventos: 

Definición 21, Eventos Independientes. 

Para un espacio probabilístico dado (n,....; P[·Jl, sean A1, A2, ... , An e .... ..-. Se 

dice que los eventos A1, A2, ... , An son Independientes si y solo si 
P[A1 n AJ]= P[A1] P[AJ], para 1 ,.j y 
P[A1 n AJ n Ak] = P[A1] P[AJ] P[Ak]' para 1 .. j' j ,. k, 1 ,. k y 

P[rlA1] = flP(Ai]. 
l:sl .... 

Lo prlm-ero que uno se pregunta, es si toda·s las condiciones de la 
deflnlcion son requeridas. Por ejemplo, P[A1 n A2 n A3] = P[Ai) P[A2) P[A3] implica 
que P[A1 n A2] = PfAtl P[A~]? Obviamente no por que si P[A3] = O, se cumple que 
P[A1 n A, n A3] ,,:, P[Atl P[A2] P[A3] = O pero P[A1 n A,] ,. P[A1] P[A2] si A1 y A, no 
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son independientes. Pudiera uno también preguntarse . si la independencia por 
parejas implica independencia? De nuevo la respuesta es negativa. 
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