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Introduccion

El campo de Computacién en Paralelo se ha expandido muy rédpido en relacién con
otras 4reas de las Ciencias de la Computacién. Existen diversos tipos de computadoras en
paralelo en operacién, poseen de 2 a 65,536 procesadores. Las diferencias entre las diversas
méquinas paralelas existentes son enormes. No podemos adoptar un modelo genérico
de computacién que se adapte a todas las computadoras paralelas. Disefiar algoritmos
paralelos, analizarlos y probar que son correctns es mucho mds dificil que hacerlo para
algoritmos secuenciales.

En este material no es posible cubrir todas las dreas de la computacién paralela.
Presentamos una variedad de ejemplos usando diferentes modelos de computacién y di-
versas técnicas. Intentamos dar una panordmica de los algoritmos paralelos explorando las
dificultades en su disefio. Empezamos con algunas caracteristicas comunes, describimos
brevemente el principal modelo de computacién paralela que usaremos durante el curso y
finalmente revisaremos algunos ejemplos de algoritmos y técnicas.

Las principales medidas de complejidad para algoritmos secuenciales son el desempeiio
computacional (nimero de operaciones elementales) y el espacio de almacenamiento. Es-
tas medidas también son importantes para los algoritmos paralelos, pero debemos ademds
preocuparnos por otros recursos. Un importante recurso es el niimero de procesadores.
Existen problemas que son inherentemente secuenciales y no es posible diseiiar un algo-
ritmo paralelo para ellos, aun si hubiese un nimero infinito de procesadores disponibles.
Sin embargo, para la mayoria de los problemas, pueden disefiarse algoritmos paralelos.

Entre mds procesadores usemos, hasta cierto limite, nuestro algoritmo paralelo serd mds
ripido. Es importante estudiar las limitaciones de los algoritmos paralelos y ser capaces
de caracterizar los problemas, sobre todo los que resultan tener soluciones paralelas muy
ripidas. Ya que el nimero de procesadores es limitado es muy importante usarlos de la
manera mds eficiente.

Un importante tema es la comunicacién entre los procesadores. Generalmente, toma
mds tiempo intercambiar datos entre dos procesadores que ejecutar una simple operacion
sobre los datos. Ademads mientras algunos procesadores estén muy cerca entre si, otros
pueden estar my alejados. PPor lo tanto, resulta muy importante minimizar la comuni-
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cacién y organizarla de manera efectiva.

Otro aspecto importante es la sincronizacién, la cual es el mayor problema para los
algoritmos paralelos que corren sobre mdquinas independientes conectadas via una red de
comunicacién. Estos algoritmos son usualmente llamados Algoritmos Distribuidos.

Algunos modelos de computacién paralela restringen a que todos los procesadores
ejecuten exactamente la misma instruccién en cada paso. Las computadoras que siguen
esta restriccién son llamadas Mdquinas SIMD, Single-Instruction Multiple-Data. Las
computadoras en paralelo en las cuales cada procesador ejecuta diferentes procesos son
llamadas Mdquinas MIMD, Multiple-Instruction Multiple-Data. A menos que se especi-
fique explicitamente lo contrario, asumiremos que estamos trabajando con este tltimo
modelo.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se describen brevemente los modelos de computacién en paralelo,
definiciones generales como el Desempeiio computacional, la Aceleracién del algoritmo y
su Eficiencia.

El Capitulo 3 trata los modelos para miquinas de memoria compartida, es decir, una
computadora con multiples procesadores y una unidad de memoria compartida. estudi-
aremos la manera en que manipulan los conflictos de memoria como lectura y escritura
exclusiva, lectura y escritura concurrente y la lectura concurrente y escritura exclusiva.

Estudiamos en el Capitulo 4 los algoritmos para redes. La conexién de redes puede
modelarse con grificas, donde los vertices representan los procesadores y las aristas sus
conexiones. Se han sugerido diversas graficas como modelos de redes interconectadas.
Entre ellos los anillos, drboles binarios, estrellas, mallas, entre otras.

El Capitulo 5 estudia la computacion sistolica que simula la produccién en linea,
donde cada procesador desempeii una operacién simple sobre los datos recibidos de la
operacién anterior y mueve el resultado al siguiente procesador. Analizaremos su eficiencia
en hardware, velocidad, nimero de accesos a memoria y su flexibilidad para aplicarse a
diversos problemas.

En el Capftulo 6 introduciremos algunas técncias basicas asi como su aplicacién a
problemas. La tarea de disefar algoritmos paralelos difiere de los algoritmos secuenciales.
La falta de una metodologia es compensada por una coleccién de técncias y paradigmas
efectivas en el manejos de problemas.

Las listas y los drboles se mestran en ellCapitulo 7. Estudiaremos algunos problemas
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sobre procesamiento de listas y cdlculos de funciones en 4drboles y los atacaremos con las
técnicas Contraccién de drboles y la Ruta de Euler.

En el Capitulo 8 presentamos ejemplos especificos como la bisqueda de elementos
en una tabla, asi como su ordenamiento. Mostramos algoritmos éptimos basados en la
Bisqueda en paralelo, particién, encadenamiento y divide y venceras.

El Capitulo 9 trata las grdficas. Estas pueden ser usadas para representar la comu-
nicacién entre sistemas, redes eléctricas, entre otras. Ademds pueden ser usadas para
desarrollar estructuras de datos eficientes.

El Capitulo 10 contiene a la Geometria Computacional. Esta estudia el disefio efi-
ciente de algoritmos que manipulan problemas relacionados con el espacio Euclidiano.
Retomamos el algoritmo divide vencerds para calcular la cubierta convexa de un conjunto
de puntos.

Y por tltimo en el Capitulo 11 tratamos asuntos importantes como las Cadenas.
Analizamos el problema de la bisqueda de ocurrencias de patrones, encontrado en la
edicién de texto, comparacién de cadenas y algunas propiedades peri6dicas de las cadenas.







Capitulo 1

Modelos de computacion en paralelo

Describiremos algunos modelos de computacién en paralelo, enfatizando los que usare-
mos en este material. Incluimos en este capitulo discusiones y definiciones generales que
se aplican en diversos modelos. En las siguientes secciones revisaremos un tipo de modelo
e incluimos una descripcién mds detallada del mismo, asi como ejemplos de algoritmos en
tal modelo.

Denotamos al Desempeiio Computacional de un algoritmo paralelo como T'(n, p),
donde n es el tamaiio del ejemplar, niimero de datos, y p representa el nimero de proce-
sadores.

Al radio T(n,1)
nY
5) T(n,p)
se le denomina la Aceleracién del Algoritmo. Un algoritmo paralelo es més efectivo
cuando S(p) = p, en tal caso decimos que el algoritmo tiene una Aceleracién Perfecta.
El valor de T'(n, 1) deberd ser tomado del mejor algoritmo secuencial conocido. Una im-
portante medida sobre la utilizacién de los procesadores es la Eficiencia de un algoritmo
paralelo, la cual se define como:

_ S _ T}
E(np) = » T pTmp

La eficiencia es el radio del tiempo usado por un procesador, con un algoritmo se-
cuencial, y el tiempo total usado por p procesadores. La eficiencia indica el porcentaje del
tiempo no utilizado por los procesadores, comparado con un algoritmo secuencial. Si la
eficiencia es E(n,p) = 1, entonces la cantidad de trabajo realizada por todos los proce-
sadores a través de la ejecucién del algoritino es igual a la cantidad de trabajo requerida
por un algoritmo secuencial. En este caso, obtenemos un uso dptimo de los procesadores.
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En realidad, es muy raro obtener eficiencia éptima, ya que la mayoria de las veces los
algoritmos paralelos introducen algunas instrucciones o procesos que no son requeridos en
el correspondiente algoritmo secuencial. Una de nuestras metas es maximizar la eficiencia.

Cuando disefiamos un algoritmo paralelo podemos fijar p, de acuerdo al nimero de
procesadores disponibles, y tratar de minimizar T(n, p). Pero haciendo lo que potencial-
mente requeriria un nuevo algoritmo si el nimero de procesadores cambia. Es deseable
encontrar un algoritmo que funcione para tantos valores de p como sea posible.

Ahora discutiremos como transcribir un algoritmo que trabaje con ciertos valores de
p a otro que trabaje con un nimero més pequeiio de valores para p, sin cambiar signi-
ficativamente la eficiencia. En general, podemos modificar un algoritmo con desempeiio
computacional T(n,p} = X a uno con T'(n,p) = k- X para una constante k > 1. En otras
palabras, podemos usar un factor de k menos procesadores trabajando para un factor de
k mds tiempo. Construimos el algoritmo modificado reemplazando cada paso del algorit-
mo original con k pasos, en los cuales un procesador emula la ejecucién de un paso de
k procesadores. Este principio es llamado Principio de Paralelismo Plegado o Principio
de Plegamiento, parallelism folding principle. Lamentablemente, este principio no puede
aplicarse en todas las situaciones.

Por ejemplo, si £ no divide a p, el algoritmo puede depender de un cierto patrén
de interconexién entre los procesadores o el algoritmo puede depender de una decisién
concerniente a cudl procesador a emular podria requerir tiempo de cdlculo. Sin embargo,
este principio es muy 1itil. Muestra que podemos reducir el nimero de procesadores sin
cambiar significativamente la eficiencia. Si, por ejemplo, el algoritmo original, disehado
para una p grande, exhibe buena aceleracién entonces podemos obtener algoritmos que se
ejecutan casi con la misma aceleracién para cualquier valor pequeiio de p.

Por lo tanto, deberiamos tratar de obtener la mejor aceleracién con el méximo nimero
de procesadores, cuidando que la eficiencia sea buena, es decir que la eficiencia sea muy
cercana a 1. Entonces, si tenemos pocos procesadores podemos usar el mismo algoritmo.
Por otro lado, algoritmos paralelos con poca eficiencia son itiles solo para un nimero
grande de procesadores.

Por ejemplo, suponga que tenemos un algoritmo con T(n, 1) = n y T(n,n) = log,(n),
lo cual implica que la aceleracién es S(n) = (n/log,(n)}, la cual resuita impresionante,
y la eficiencia es E(n,n) = (1/log,(n)). Suponga ahora que el niimero disponible de
procesadores es p = 256 y n = 1024. El desempeiio computacional del algoritmo paralelo
es T(1024,256) = 4, log,(1024) = 4, log2(210) = 40, asumiendo que el plegamiento es
posible. La aceleracidn es de casi 23 sobre el algoritmo secuencial. Por otro lado, si p = 16,
entonces el tiempo de gjecucidn es 640, lo cual no es una buena aceleracién.
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Varios modelos de computacién paralela difieren principalmente de la manera en que
los procesadores se comunican y sincronizan. Consideraremos sélo modelos que asumen
total sincronizacién y nos concentraremos en diferentes paradigmas de comunicacién. Los
modelos de memoria compartida de acceso aleatorio, random access shared memory,
de tal manera que cualquier procesador pueda tener acceso a cualquier variable con costo
unitario, constante. Este supuesto es irreal, pero es una primera aproximacién buena. Los
modelos de memoria compartida difieren de la manera en que manipulan sus conflictos
de acceso, discutiremos diferentes alternativas en el Capitulo 3.

La memoria compartida es usualmente la forma mds facil de modelar la comunicacién,
pero resulta ser el modelo mds dificil para implantar en hardware. Otros modelos asumen
que los procesadores estdn conectados a través de una red, llamada también red de inter-
conexién.

Una red de interconexién puede ser representada por una gréfica, donde los vértices
corresponden a los procesadores y dos vértices estdn conectados si los procesadores co-
rrespondientes tienen una liga directa entre ellos. Cada procesador, usualmente tiene
memoria local que puede ser consultada rdpidamente. La comunicacién se realiza por
medio de mensajes, los cuales pueden viajar por diferentes ligas hasta llegar a su destino.
Aquf la rapidez de la comunicacién depende de la distancia entre los procesadores que
estdn comunicdndose. La Figura 2.1 muestra un ejemplo de una red de interconexién.

Pl P2
[

P3 4

P5 P6

P7

Figura 1.1: Red de Interconexién

Diferentes clases o familias de grificas han sido estudiadas como redes de interconexidn
mencionaremos las mds populares en el Capitulo 4. Las computadoras en paralelo basadas
en este modelo son algunas veces denominadas Multicomputadoras.

Otro modelo de cémputo paralelo es la computacion sistélica. Una arquitectura sistdli-
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ca se parece a una cadena de montaje donde los datos se mueven a través de los proce-
sadores de un modo ritmico y operaciones simples son efectuadas sobre ellos. En vez de
tener acceso a memoria compartida, o no compartida, los procesadores reciben las en-
tradas de sus vecinos, operando sobre ellas y pasdndolas. Los algoritmos sistélicos son
presentados en el Capitulo 5.

Un modelo teérico bdsico que usaremos para propdésitos ilustrativos es el circuito. Un
circuito es una gréfica aciclica dirigida en la cual los vértices corresponden a operaciones
simples y las aristas muestran el movimiento de los operandos. Por ejemplo, un circuito
l6gico es uno en el cual todos los in-grados son a lo més dos y todas las operaciones son
légicas: and, or y not. Hay un vértice designado para la entrada, con in-grado 0, y para
la salida, con ex-grado 0. La profundidad de un circuito es la trayectoria mds larga de
la entrada a la salida. La profundidad corresponde al tiempo de ejecucién paralelo. La
Figura 2.2 muestra un circuito.

Figura 1.2: Circuito




Capitulo 2

Algoritmos para maquinas de
memoria compartida

Una computadora de memoria compartida consiste de diversos procesadores y una
unidad de memoria compartida, 1a Figura 3.1 ilustra este hecho.

SN

Figura 2.1: Memoria Compartida

Asumiremos que los algoritmos son totalmente sincronizados. Asumimos que los cdlcu-
los consisten de pasos. En cada paso, cada procesador ejecuta una operacién sobre los
datos, los lee o escribe usando la memoria compartida. En la practica cada procesador
puede tener memoria local, pero aquf nosotros asumimos que toda la memoria es global.

Los modelos de memoria compartida difieren en la manera en que manipulan los
conflictos con la memoria, los cuales son:

» EREW, Ezclusive Read Ezclusive Write. No permite que mas de un procesador
tenga acceso a la misma localidad de memoria a la vez.

« CREW, Concurrent Read Ezclusive Write. Permite que diversos procesadores lean
de la misma localidad de memoria al mismo tiempo, pero \inicamente un procesador
puede escribir en tal localidad.

s CRCW, Concurrent Read Concurrent Write. El modelo no tiene restricciones sobre
los conflictos de memoria.




Los modelos EREW y CREW estdn bien definidos, pero no es claro cual es el
resultado de dos procesadores escribiendo al mismo tiempo sobre la misma localidad.
Existen diversas alternativas para manipular las escrituras concurrentes. El modelo mds
débil es el CRCW, permite que diversos procesadores escriban en la misma localidad al
mismo tiempo sélo si todos ellos escriben lo mismo. Si dos procesadores intentan escribir
diferentes valores en la misma localidad al mismo instante, el algoritmo falla. Usaremos
modelo CRCW con estas condiciones en este curso; revisaremos, en la Subseccién 3.2,
que tal caracteristica es muy poderosa. Una alternativa es asumir que los procesadores
estdn etiquetados y que cuando diversos procesadores escriben a la misma localidad al
mismo tiempo, el procesador con la etiqueta mds alta tiene éxito, logra escribir. Otra
posibilidad es asumir que un procesador arbitrario tenga éxito.

2.1. Suma Paralela

Empezamos con un ejemplo sencillo de algoritmos en paralelo, desarrollado por in-
duccién.

Problema: Encontrar la Suma de dos niimeros binarios de n bits

El algoritmo secuencial cldsico inicia con el bit menos significativo y el posible acarreo.
No sabemos que va a pasar en el i-ésimo paso hasta que el paso (i — 1) sea ejecutado,
ya que podria o no tener acarreo. Observemos el siguiente ejemplo mostrado en la Figura
3.2:

10101010101 011 10
n=16
11100110110 110 11

11001000110001001

Figura 2.2: Suma Binaria

Usaremos induccién sobre n. No nos ayuda mucho ir de (n—1) a n, ya que esto implica
un algoritmo secuencial iterativo. La estrategia Divide y Venceras es muy exitosa para
algoritmos en paralelo, ya que es posible resolver todas las pequeiias partes en paralelo.
Supdngase n es potencia de dos: n = 2%, entonces k = log,(n). Es posible subdividir en
dos problemas de tamaiio (n/2) y encontrar la suma de dos parejas en paralelo... pero
atin tenemos el problema del acarreo. Si la suma del par menos significativo tiene acarreo,
cambiarnos la suma del par mds significativo.

La observacidn clave aqui es que existen s6lo dos posibilidades: hay o no acarreo.
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10101110 ———= 1010 1110

HONOLL~ T - o e 1011 -
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1oy l T 101 l 101
10111 11001
1 10001001

Figura 2.3: Continuacién de la suma binaria

Entonces podemos usar una hipétesis de induccién directa que incluya ambos casos. El
problema modificado es encontrar la suma de dos mimeros con y sin acarreo inicial.
Ahora, suponga que resolvemos el problema modificado para ambos pares. Obtenemos
cuatro nimeros:

s L y Lc : Suma del par menos significativo sin y con acarreo, respectivamente

« R y Rc : Suma del par mds significativo sin y con acarreo, respectivamente.

Para cada una de estas sumas también buscamos si se generan acarreos. La suma final
S, sin acarreo inicial, es L y (RoRc) dependiendo si L tiene o no acarreo. La suma final
Sc, es la misma S, excepto que L es reemplazada por Lec.

Resolvemos el problema de tamaiio n, dividiendolo en dos subproblemas de tamaiio
(n/2). Aplicamos este algoritmo de manera recursiva hasta que el tamafio de cada uno de
los ejemplares sea facilmente manipulable, como se muestra en la Figura 3.3. Asumimos
que los procesadores pueden tener acceso directo a diferentes bits de manera independi-
ente. Obtenemos la relacién de recurrencia:

T(n,n)=T ('2—1, g') +0Q)(T(n,n) = OQlog, nn).

Como los subproblemas son totalmente independientes, podemos asumir que usamos
el modelo EREW. Este algoritmo no es el mejor, pero es un buen ejemplo diddctico.

2.2. Algoritmo para encontrar el maximo elemento

Problema: Dado un arreglo de n elementos distintos, digamos enteros, encontrar cl
nuiximo elemento.




Resolveremos este problema para los modelos de memoria compartida EREW y CR-
CW. El algoritmo para ambos modelos usa técnicas que son usadas por muchos otros
problemas.

2.2.1. Usando el Modelo EREW

Un algoritmo secuencial directo para encontrar el méximo requiere (n — 1) compara-
ciones. Podemos pensar que cada comparacién es un juego entre dos nimeros donde el
mayor gana. Encontrar el maximo es equivalente a efectuar un torneo, donde el ganador
es el mayor de todo el conjunto. Una manera eficiente de realizar un torneo en paralelo
es usando un 4rbol. Los jugadores se dividen en parejas, en cada ronda.

Después de cada ronda, los ganadores se vuelven a dividir en parejas y asi hasta obtener
una 1ltima pareja y, al final, un vnico ganador. Si hay n jugadores, n = (2 * E) — k, el
niimero total de rondas es k£ = logy(n). Podemos obtener un algoritmo paralelo a partir de
los torneos, asignando un procesador a cada juego, como si el procesador fuese el arbitro
del juego. Debemos suponer entonces que cada procesador conoce a los dos competidores.
Esto puede realizarse poniendo a cada ganador del juego en la posicién del mayor indice
de los dos competidores. De esta forma, si el juego es entre el jugador z; y el z;, con j > 4,
entonces el ganador va a la posicién j.

En la primera ronda, el procesador P; compara z[2i—1] con z[2i], parai, 1 < i < (n/2)
y los intercambia de ser necesario. En la segunda ronda, el procesador P; compara z[4i—2)
con z[4i], con i tal que 1 < i < (n/4) ...y asi. Como cada ntimero es involucrado en un
juego a la vez, el modelo EREW es suficiente. El tiempo de ejecucién claramente es
O(log(n)). Minimicemos el nimero de procesadores.

El algoritmo requiere (n/2) procesadores, ademds tenemos que T'(n,(n/2)) = log,(n)
y T(n,1) = (n — 1), entonces la eficiencia es:

B(m3)= (rogi(n»-

Si (n — 2) procesadores estdn siempre disponibles, entonces el algoritmo es simple y efi-
ciente. Con algunos cambios, sin embargo, podemos alcanzar un tiempo de ejecucién de
O(logy(n)) con eficiencia O(1).

- El mimero total de comparaciones requeridas en este algoritmo es (n—1), el mismo que
~ para un algoritmo secuencial. La razén de la baja eficiencia es que muchos procesadores
quedan sin utilizarse en rondas siguientes. Podemos evitar esto reduciendo el niéimero de
procesadores y efectuando un almacenamiento balanceado de la siguiente manera: Usamos
ahora (n/ log,(n)) procesadores. Dividimos la entrada en grupos de tamaiio (n/ log, (1)),
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cada grupo tiene casi (log,(n)) elementos y asignamos un grupo a cada procesador. En
la primera fase, cada procesador usa el algoritmo secuencial para encontrar el maximo,
requerird (log,(n)) pasos. Resta encontrar el méximo entre los maximos encontrados que

son (n/logy,(n)).

El desempeiio computacional de este algoritmo, asumiendo que n es potencia de 2, es:

n
T (m (o) = 2 oo

y la eficiencia es: E(n, p) = (1/2). A continuacién formalizamos esta idea.

Definicién. Un algoritmo paralelo es estético si 1a asignacién de procesadores est4 pre-
definida. Es decir, si conocemos a priori, para cada paso i del algoritmo y para cada
procesador P; , la operacién y los operandos que el procesador P; usa en el paso i.

El algoritmo para encontrar el méximo es estdtico, ya que sabemos que juegos se van
a llevar a cabo, es decir, los juegos estdn pre-determinados.

Lema de Brent. Si existe un algoritmo paralelo estdtico, en el modelo EREW, con
desempeiio T'(n,p) = O(t), tal que el nimero total de pasos sobre todos los procesadores
es s , entonces existe un algoritmo paralelo estdtico con desepeno:

3
T (n, E) =0(t)
Demostracion: Sea a;(i = 1,2,...,t) el mimero total de pasos ejecutados por todos los
procesadores, en el paso i del algoritmo. Tenemos que Y a; = s.

Si a; < (s/t), entonces hay suficientes procesadores para ejecutar el paso i y no tenemos
que cambiarlo.

En otro caso, si a; > (s/t) reemplazamos el paso i con (a;)/[(s/t)] pasos en el cual

estdn disponibles (s/t) procesadores emulando los pasos tomados por los p procesadores
en el algoritmo original, siguiendo el principio plegamiento. El nimero total de pasos es:

a; t-a; t
— < = - ; = 28,
JiSl g st m=2

De aquf, el desempeiio computacional del algoritino modificado es O(t). O

Qbsérvese que si s es igual a la complejidad del algoritmo secuencial para el problema,
entonces el algoritimo modificado tiene una eficiencia de O(1).
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Brent muestra que, en algunos casos, la eficiencia del algoritmo paralelo depende
principalmente del radio entre el nimero total de operaciones efectuadas por todos los
procesadores y el tiempo de ejecucién del algoritmo secuencial .

Necesitamos la restriccién del algoritmo estdtico ya que debemos saber que proce-
sadores vamos a emular. Aunque también es vilido para algoritmos no estdticos, suponien-
do que la emulacién puede ser hecha de manera répida y eficiente.

Un caso donde el Lema no es vilido. Suponga que hay n procesadores y n elementos.
Después del primer paso, algunos de los procesadores “deciden”, basados en los resultados
del primer paso, retirarse. Lo mismo pasa después del segundo, tercero y asf sucesivamente.
Este algoritmo es similar al algoritmo del torneo, excepto que, en este caso, no sabemos
cudles procesadores se retirardn. Si tratamos de emular los procesadores restantes, digamos
después del primer paso, necesitamos conocer cuéles de ellos estdn ain activos. Pero
requieren tiempo para calcularlos.

Usando el Modelo CRCW

Pareciera que el primer algoritmo paralelo no puede encontrar al méiximo elemento
en menos que log,(n) pasos si sélo las comparaciones son usadas, pero no es asi. El
siguiente algoritmo, cuyo tiempo de ejecucién en paralelo es O(1), ilustra la potencia de
la escritura concurrente. Usamos una versién de escritura concurrente en la cual dos o
mds procesadores pueden escribir en la misma localidad al mismo tiempo cuando ellos
escriban la misma cosa.

Requerimos [n - (n — 1)]/2 procesadores, al procesador F;; se le asigna la pareja de
elementos {7, j}. Ademds, reservamos una variable compartida v; para cada z;, con valor
inicial v; = 1, para toda i. En el primer paso, cada procesador compara sus dos elementos
y escribe 0 en la v; asociada al z; m4s pequeiio, ya que solamente un elemento es mayor
que todos los otros, inicamente una v; conservara el 1. En el segundo paso, el procesador
asociado con el ganador puede determinar que es el ganador y anunciar este hecho. Este
algoritmo requiere de dos pasos, independientemente del tamaiio de n. Su eficiencia, sin
embargo, es muy pobre ya que necesita O(n?) procesadores. A este algoritmo le llamamos
Algoritmo de Dos Pasos.

Usando EREW

Podemos mejorar el algoritmo de dos pasos usando un método en el modelo EREW.
Dividimos la entrada en grupos de tal manera que podamos disponer de suficientes proce-
sadores para encontrar el maximo de cada grupo en tnicamente dos pasos. Como el
mimero de candidatos decrece, el mimero disponible de procesadores, por candidato, se
incrementa y ¢l tamaiio del grupo puede ser aumentado.

El algoritino de dos pasos muestra que si el tamaiio de un grupo cs &k entonces bastan
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[k - (k — 1)]/2 procesadores para encontrar el maximo del grupo en tiempo constante.
Asumimos que tenemos n procesadores y que n es potencia de 2.

En la primera ronda, el tamafio de cada grupo es 2, y el maximo de cada grupo
puede ser encontrado en un paso. En la segunda ronda, solo quedan (n/2) elementos y
disponemos de n procesadores. Si fijamos el tamafio del grupo a 4, entonces tenemos
(n/8) grupos, teniendo disponibles 8 procesadores por grupo. Esto es suficiente, ya que
[4-(4 —1)]/2 = 6. En la tercera la tercera ronda,tenemos (n/8) elementos resultantes,
ahora, calcularemos el méximo tamaifio de grupo que podemos permitirnos.

Si el tamaiio del grupo es g, entonces el nimero del grupo serd n/(8- g) y entonces hay
8 . g procesadores por grupo. Para usar el algoritmo de dos pasos necesitamos al menos
[g(g — 1)]/2 procesadores por grupo de tamafio g. Por lo tanto, debemos tener que:

glgz—_ﬂ<8-g=>g<l7,

es mds simple usar g = 16. Resulta fécil verificar que el tamarfio de cada grupo es el
cuadrado del tamafio del grupo de la ronda anterior, obteniendo un algoritmo que requiere
de O(log(log(n))) rondas.

Aunque este algoritmo es un poco més lento que el algoritmo origina! de dos pasos,
O(log(log(n))) vs O(1), su eficiencia es mucho mejor, O(1/[log(log(n))]) vs O(1/n).
Esta técnica es conocida como Divide y Comprime (Divide and Crush), ya que divide la
entrada en grupos del tamaiio suficiente para poder comprimir con lotes de procesadores.
Esta técnica no estd limitada al modelo CRCW.

2.3. Prefijo paralelo

El problema del prefijo es muy importante, pues sirve como el principal constructor
de bloques en el disefio de diversos algoritmos paralelos.

Sea “-* una operacién arbitraria, binaria y asociativa llamada producto. Esta ope-
racién puede representar la adicién, la multiplicacién o el mdximo entre dos mimeros.

Problema: Dada una secuencia con n con nimeros (z,,s,...,Z,) calcular el producto
(zy+zp+... xx) para toda k tal que 1 < k < n.

Denotemos por Pr(i, 7) al producto (z;+Zi4, -...-T;). Nuestra meta es calcular Pr(1, k)
para toda k tal que 1 < k € n. La versién secuencial es trivial, simplemente calculamos
el prefijo en orden. El problema del prefijo paralelo no es ficil de resolver. La estrategia
que usaremos es Divide y Vencerds. Asumimos que n es potencia de dos, n = 2°.
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Hipétesis de induccién.Sabemos cémo resolver el problema del prefijo en paralelo para
(n/2) elementos.

Caso base. n = 1, es trivial.

Paso inductivo. El algoritmo procede dividiendo la entrada a la mitad y resolviendo
cada mitad por induccién. Asi, obtenemos los valores:

n n
Pk v (e i)
para toda k tal que 1 < k < (n/2). Los valores de la primera mitad pueden ser usados
directamente. Los valores Pr(1,m) para (n/2) < m < n pueden obtenerse aplicando la
siguiente operacién:

Pr(1,m) = Pr (1, ’2—‘) .Pr (ﬁm)

con (n/2) < m < n. Ambos términos son conocidos por induccién. La Figura 3.4 muestra
el algoritmo PARALLEL_PREFIX.1, una implantacién de este proceso. O

Parallel Prefix_1
// EXTRADA: X srreglo de n entercs entre i y n,
// supcnemos que n=2°k
// SALIDA: x el i-esimc elemento que contiens al
//i-esimo prefijo

main(){
Return PP_1(1,n)
¥

PP_1(L,R){
I2 ReL m= 1
Then x(R) = x(L) x(R)
Else m = (L+R})/2
Do In Parallel
PP 1(L,M)
PP_1{a+1,R)
For i m m#1 to R
Do In Parallel
x(i) = x(m) x(R)

Figura 2.4: ALGORITMO PARALLEL_PREFIX_1

Complejidad

La centrada se divide en dos conjuntos ajenos, en cada llamada recursiva. Ambos pro-
blemas pueden resolverse en paralelo con EREW, Si tenemos n procesadores, para el
problema de tamaiio n, entonces (n/2) procesadores pueden resolver cada subproblema.
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La combinacién de pasos requiere (n/2) que deben ejecutarse en paralelo, pero es necesario
el modelo CREW, pues cada P; debe tener acceso a z(m). Aunque muchos procesadores
deben leer z(m) al mismo tiempo, ellos escriben en distintas localidades, asi que CRCW
no es necesario. Asi, tenemos que:

T(n,n) = O(logn), T(n,1) = O(n)

y entonces la eficiencia resulta ser:
1
E(n,n) =0 (@) .

Desafortunadamente, no podemos mejorar la eficiencia usando el Lema de Brent. El
niimero total de pasos usados por el algoritmo es O(n-logn), el gasto viene de la segunda
llamada recursiva. Por lo tanto, si queremos mejorar la eficiencia, debemos mejorar el
algoritmo para que el nimero de pasos sea reducido

Mejorando la eficiencia

El truco es usar la misma hipétesis de induccién, dividiendo la entrada de forma dife-
rente. Suponga n = 2% y hay n procesadores. Sea E = {z;;i es par}. Si encontramos el
producto de todos los elementos de E, entonces encontramos el resto, los impares, fécil-
mente. Si Pr(1,2i) se conoce para toda i,1 < i < }, entonces para cada prefijo impar
Pr(1,2i + 1) necesitamos calcular un producto mas:

Pr(1,2i+1) = Pr(1,2) - z(2i + 1).

Encontramos los prefijos de E en dos fases, primero calculamos en paralelo el pro-
ducto: z(2i — 1) - (2i) con 1 £ i £ (n/2) y almacenamos el resultado en z(2i) . En
otras palabras calculamos el producto de todos los elementos de E con sus vecinos a la
izquierda. Entonces, en el segundo paso resolvemos el problema de tamaiio (n/2) para E
por induccién. El resultado para cada z(2i contiene el prefijo correcto, ya que cada z(2i)
incluye el producto con z(2i — 1) . Si conocemos los prefijos de todos los indices pares
sabremos cémo calcular los impares en un paso mds, 'len paralelo! Es facil ver que el
modelo requerido es EREW. La Figura 3.5 muestra el algoritmo PARALLEL_PREFIX_2.

Complejidad

Ambos ciclos del algoritmo modificado pueden ser ejecutados en paralelo en tiempo
O(1) con (n/2) procesadores. La 1lamada recursiva se aplica a un problema cuyo tamaiio
es la mitad del original, por lo tanto, el algoritmo se ejecuta en tiempo T'(n,n) = O(logn).
El mimero total de pasos S,, satisface la siguiente relacién de recurrencia:

Sm) =S ('2—‘) +u—1y 82)=1= S(n) =O0(n).
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Parallel Prefix_2(xz,n)
// ENTRADA: X arreglo de n sntercs entre 1 y 1,
// suponemos que m=2"k
// SALIDA: x el i-esimo elemento qus contiene al i-ssimo prefije

main(){
Return PP_2(1,n)
b 4

PP_2(L,R){
I? inc = n/2
Then x(n/2) = x(n) x(R)
Elme
For i = 1 to n/(2 inc)
Do Ia Parallel
x(24i inc) = x((21 inc)- inc) x(24 imc)
PP_2(2 inmc)
For i = 1 to n/(2 inc) -1
Do In Parallel
2(24 inc + inc) = 2(24 inc) x(21 inc + inc)

Figura 2.5: ALGORITMO PARALLEL_PREFIX_2

Esto implica que podemos usar el Lema de Brent para mejorar la eficiencia. Podemos
modificar el algoritmo para que se ejecute en tiempo O(logn) con dnicamente O(n/ logn)
procesadores, lo que nos lleva a una eficiencia O(1). La clave de este mejoramiento es
usar solo una llamada recursiva, en vez de dos, mientras sea posible efectuar el paso que
combina en paralelo.
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Capitulo 3

Algoritmos para redes

La conexién de redes puede ser modelada con gréficas, casi siempre graficas no dirigi-
das. Los procesadores corresponden a los nodos y dos nodos estdn conectados entre sf,
si existe una liga directa entre los procesadores correspondientes. Cada procesador tiene
memoria local y cada uno puede tener acceso a través de la red, la memoria local de los
otros procesadores.

De esta forma, toda la memoria puede ser compartida, pero el costo de acceso a una
variable depende de las localidades del procesador y la variable. Un acceso a memoria
compartida puede ser tan rapido como un acceso local, si la variable estd en el mismo
procesador, o tan lento como cruzar toda la red, cuando la grifica es una simple cadena.
El costo, usualmente se encuentra en un valor intermedio.

Los procesadores se comunican por mensajes. Cuando un procesador quiere tener
acceso a una variable compartida que estd localizada en otro procesador, envia un mensaje
preguntando por tal variable. El mensaje es enviado a través de la red.

Se han sugerido diversas gréficas como modelos para las redes interconectadas: arreglos
lineales, anillos, drboles binarios, estrellas, mallas, entre otras.

Aristas adicionales son agregadas a la grifica para mejorar la comunicacién, pero éstas
son caras ya que incrementan el drea requerida para colocar los cables, los cuales, a su vez,
incrementan el tiempo de comunicacién. Trataremos de encontrar un modelo intermedio.
No existe un tipo de grifica que sea buena para todos los propésitos. El desempeiio sobre
una cierta grifica depende fuertemente de los patrones de comunicacién del algoritmo
especifico. Existen, sin embargo, diversas propiedades que son muy iitiles, revisaremos
con gjemplos algunas.

El diimetro de una grifica es la mayor de las distancias mds cortas entre cualesquiera
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dos nodos. El didmetro es de gran importancia, ya que determina el nimero maximo de
saltos que un mensaje podria tomar.

Una malla de n x n tiene didmetro (2*n). Un drbol binario balanceado tiene didmetro
2logy(n + 1) — 2. Un érbol puede enviar, en el peor caso, un mensaje mucho mds rdpido
que una malla. Pero un 4drbol posee un cuello de botella, todo el trafico de una mitad del
arbol a la otra mitad debe pasar a través de la raiz. Una malla bidimensional no tiene
este tipo de problema, adem4&s, es muy simétrica, lo cual es importante para algoritmos
que comunican en un ritmo simétrico.

Un hipercubo Q,, se define como: Q,, = K3, sim=1y Q,n = Q.1 X K, param > 1.
Un hipercubo Q. o m-dimensional consiste de m = 29. En la Figura 4.1 se ilustra
graficamente @, Q2 y Qa.

SRadEvy

o1 Q2 Q3

Figura 3.1: hipercubo

Las direcciones son enteros en el rango 0 a (2™ — 1). Cada direccién consta de m
bits. El procesador P; es conectado al P; si y sélo si i difiere de j en exactamente 1
bit. La distancia entre dos procesadores nunca es mayor que m, ya que podemos ir de
F; a P; intercambiando a lo méds m bits, uno a la vez. El hipercubo provee de una muy
buena conexién, ya que existen diferentes rutas entre dos procesadores, es decir, podemos
cambiar los bits apropiados en cualquier orden.

También podemos combinar el hipercubo con otra arquitectura. Por ejemplo, incru-

stando mallas en las caras del hipercubo. En la Figura 4.2 mostramos como se ve de
manera grafica.
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Figura 3.2: Combinacion de una malla y un hipercubo

3.1. Ordenando un arreglo

Empezamos con un problema relativarnente simple: Ordenar sobre un arreglo de proce-
sadores. Hay n procesadores Py, Py,..., P, y n datos: z1,%3,...,T,; cada procesador
mantiene un dato. El objetivo es distribuir la entrada entre los procesadores de tal forma
que el dato mds pequeo quede en Py, el segundo més pequeo en P; y asi de manera suce-
siva. En general, podriamos querer asignar mds de un dato a cada procesador. Veremos
un algoritmo que se adapta a ambos casos. Usaremos una Conexién Lineal: el procesador
P; estd conectado con Py, para toda i. La Figura 4.3 nos ilustra esta arquitectura.

(=l =] [ W [ [ =]

(e —_r —o ] ooo

Figura 3.3: Conexién lineal

Cada procesador puede comunicarse s6lo con sus vecinos. Entonces, solo comparaciones
y posibles intercambios pueden realizarse entre elementos consecutivos en el
arreglo. En el peor caso, el algoritmo permite (n — 1) pasos, que es el tiempo que toma a
una entrada, o dato, moverse de un extremo a otro del arreglo.

Bosquejo del algoritmo

Cada procesador compara su niimero con uno de sus vecinos, intercambia los mimeros
si no estian en el orden correcto, hace los mismo con el otro vecino. Deben alternarse los
vecinos para no comparar un mimero mis de una vez. El proceso se repite hasta que todos
los mimeros queden en el orden correcto. Estos pasos se dividen en Pasos Impares y
Pares. En un Paso Impar, los procesadores etiguetados con un niimero impar comparan
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con vecinos derechos. En el Paso Par, los procesadores etiquetados con un nimero par
comparan con vecinos derechos. La Figura 4.4 lo ilustra graficamente.

Xt X2 X3 X4 XS X6 X7 X8

| | L | [ J L
L L1 L

Figura 3.4: Ejemplo de los pasos par e impar

De esta manera, todos los procesadores estdn sincronizados y una comparacién siempre
involucra al procesador correcto. Si un procesador no tiene el correspondiente vecino -como
el primer procesador en el segundo paso- entonces permanece inactivo, en ese paso. Este
algoritmo es llamado Ordenamiento de transposicién par-impar.

El algoritmo completo consta inicamente de seis pasos. Cada terminacién temprana,
puede ser dificil de detectar en una red. Por lo tanto, en muchos casos es mejor permitir
que el algoritmo se ejecute como en el peor de los casos.

Ordenando_un_Arreglo(X,n)
// ENTRADA: X srreglo de emteros entre 1 y n,
// x_i reside en P_1

// El i-esimo elesento mas pequeno queda en P_i
Begin
Do In Parsllel (n/2) vaces
P_{2i-1} &k P_{2i} comparan sus elementos
¥y los inter i en io,
con 1 menor ¢ igual 2i menor o igusl n

P_{21} &k P.{2i+1} cosparan sus slementos
¥ los intercambian si en necesario,
con 1 menor o igual 21 menor o igual n

Figura 3.5: ALGORITMO ORDENANDO_.ARREGLO

Fl algoritmo ORDENANDO_UN_ARREGLO parece natural y claro, pero su justificacién
no resulta tan obvia, ya que un elemento puede moverse alejdndose de su destino final.
Justificar un algoritmo paralelo es dificil, dada la interdependencia entre las acciones de
los procesadores. El comportamiento de un procesador afecta a los demds y usualmente
es dificil enfocarse en un solo procesador y probar que su accién es correcta, tenemos que
considerar a todos los procesadores a la vez. La Figura 4.6, nos muestra una implantacién
del algoritmo.
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Ejemplo.Considere el siguiente conjunto de datos { 7,3,6,5,8,1,4,2 }. Para ilustrar la
forma en la que trabaja el arlgoritmo citemos el siguiente teorema.

t 2 3 4 5 [ 7 )

Figura 3.6: Vista gréfica de los procesadores ordenando un arreglo

Teorema. Cuando el Algoritmo ORDENANDO_UN_ARREGLO termina, los nimeros estdn
ordenados.

Demostracién. Aplicaremos induccién sobre el niimero de procesadores o datos.
Base de la induccidn. Si n = 2, una comparacién es suficiente para ordenar los niimeros.

Paso inductivo. Asumimos que el teorema es verdadero para n procesadores y conside-
ramos el caso para (n + 1) procesadores. Enfocamos nuestra atencién sobre el miximo
elemento, digamos z(m). En el primer paso, z{m) serd comparado con z(m — 1) o bien
con z{m + 1), dependiendo si m es par o impar. Si m es par, hay intercambio, ya que
z(m) > z(m — 1). Pero esto es lo mismo en el caso en que z(m) estuviera inicialmente en
Pn-t y un intercambio se lleva a cabo.

Por lo tanto, podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que m es impar. En este
caso, x(m) es comparada con z(mn + 1), intercambiada y movida, paso por paso, diago-

nalmente, a la derecha ya que es mayor que todos los otros mimeros - hasta que llega

23




a la posicién z(n + 1) y ahi se queda. Esta es su posicién correcta, asi que el algoritmo
trabaja correctamente para el maximo elemento.

Ahora, debemos probar que el resto de los elementos son ordenados correctamente.
Hay otros n elementos y nos gustarfa usar induccién. Para hacerlo, debemos proyectar la
ejecucién de los n procesadores en el arreglo tamafio (n — 1) a una posible ejecucién de
(n — 1) procesadores en un arreglo de tamafio n. Esta proyeccién se hace de la siguiente
manera: considere la diagonal formada por el movimiento del mdximo elemento.

Las comparaciones que involucran al maximo elemento, todas aquellas sobre la dia-
gonal, son ignoradas. Dividimos las otras comparaciones en dos grupos: los de abajo de
la diagonal y los de arriba de la diagonal. Entonces movemos el tridngulo arriba de la
diagonal un paso hacia abajo. En otras palabras, para las comparaciones en el tridngulo
superior, el paso i es ahora llamado paso ¢ + 1.Veamoslo en la Figura 4.7

Figura 3.7: Division y comparaciones

Por ejemplo, considere las comparaciones 1 vs 8 y 4 vs 2 en el primer paso del ejemplo
anterior. La primera comparacién es sobre la diagonal, asi que la ignoramos; la segunda
estd arriba de la diagonal, esta si la consideramos como parte del Paso 2, en vez del 1.
Por lo tanto, el Paso 2 consiste de 7 vs 5, 6 vs 1 y, del Paso 1, 2 vs 4.

Este es un paso par vdlido que involucra n elementos. Podemos ahora, simplemente,
ignorar el Paso 1 el renglén 1- sobre el lado izquierdo de la diagonal y todas las compara-
ciones que involucran el maximo elemento, la \ltima columna, y el resto es exactamente
una secuencia de comparaciones que pueden resultar de ejecutar el algoritmo para n ele-
mentos, Por hipétesis de induccién, la ordenacién sobre n elementos es correcta; por lo
tanto, el ordenamiento sobre (n + 1) elementos también es correcto y requiere sélo de un
paso mds. J

Hemos discutido el caso de una entrada por procesador. Suponemos ahora que cada
procesador mantiene k datos de entrada y consideraremos primero el caso de solo dos
procesadores. Asumimos gue nuestro objetivo es redistribuir los elementos tal que los k
elementos mds pequeiios estén en Py y los & mayores en I%. En el peor caso, todos los
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elementos deben ser movidos, asi que no puede ser mayor que 2 * kK movimientos. Una
manera de llevar a cabo el ordenamiento es repitiendo el siguiente paso hasta que el
orden sea completado: P, envia su mayor elemento a P y P, envia su menor elemento
a P, . El proceso termina cuando el mayor elemento en P, no es mayor que el menor
elemento en P,. Este paso es llamado MergeSlip. Si usamos este paso como un paso
bésico en el ordenamiento de transposicién par-impar, podemos extender el ordenamiento
a varios elementos por procesador. En lugar de una comparacién y posible intercambio de
elementos vecinos, una operacién MergeSlip se realiza.

Aunque el algoritmo de ordenamiento presentado en esta seccién es éptimo para un
arreglo, su eficiencia es baja. Tenemos n procesadores cada uno trabajando n pasos, por
lo tanto el mimero total de pasos es n?. La baja eficiencia no es una sorpresa, ya que un
algoritmo eficiente de ordenamiento debe ser capaz de intercambiar elementos que estén
fuera de orden.

3.2. Encontrando el k-ésimo elemento en un drbol
Asumimos que la red de interconexién es un drbol binario con n = 2#-! hojas. Hay
2h-! procesadores, cada uno asociado con un nodo en el drbol. La entrada es la secuencia

de datos {z1,23,...,Zn; z; # 2k}. Cada z; se encuentra inicialmente en la hoja i.

Problema: Dada una secuencia con n elementos z,, T, ..., I, encontrar el k-ésimo ele-
mento més pequeiio

Ilustraremos como a partir de un algoritmo secuencial disefiamos un algoritmo paralelo
usando la técnica de encadenamiento o pipelining. Asumimos, por simplicidad, que todos
los elementos son diferentes. El algoritmo a desarrollar es probabilistico.

En cada paso, se elige un elemento z como pivote, aleatoriamente. Se calcula el rango
de z, comparandolo con los otros elementos. Dependiendo de si el rango de z es mayor o
menor que k, son eliminados los elementos mayores o menores que z. El algoritmo termina
cuando el rango del pivote es k .

El niimero esperado de iteraciones es O(logn) y el nimero esperado de comparaciones
es O(n). Hay tres fases diferentes en cada iteraci6n:

1. Elegir el pivote.
2. Calcular el rango del pivote.
3. Eliminar elementos.
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Primero describimos eficientemente la implantacién paralela de cada fase y entonces
mejoramos la paralelizacién total.

Eleccién del pivote

Para elegir un elemento aleatoriamente puede ejecutarse un torneo sobre el irbol. Ca-
da hoja manda su nimero, digamos z;, a su padre; cada x; compite con su hermano en
un volado, el ganador es promovido al padre, otra vez, y €l proceso continua hasta que
la raiz tiene un ganador: el pivote. Esto se realiza s6lo en la primera iteracién, discutire-
mos después cémo hacerlo cuando algunos elementos han sido eliminados. El ganador es
emitido hacia abajo del drbol, asf todas las hojas pueden ser comparadas con tal niimero.

Calculo del rango

Si la identidad del pivote es conocida por todas las hojas, ellas pueden comparar sus
nimeros con el pivote en un paso. Las hojas, entonces, mandan un 1 si el mimero es menor
o igual que el pivote, o bien envian un 0, en otro caso, a su padre. El rango del pivote
serd el nimero de 1s emitidos, sumar n nimeros en un 4rbol es ficil de hacer. Entonces, la
raiz emite el rango hacia las hojas, para que sepan si su mimero debe ser o no eliminado.

Eliminacién de elementos

Si el rango de z es igual a k, hemos terminado,z es el k-ésimo elemento; en otro caso,
si rango(z) > k , entonces debemos eliminar las z; tales que z; < z, de otra forma, se
tenemos que eliminar las z; tales que z; < .

Identificamos cuatro olas de comunicacién por iteracidn:

1. Hacia arriba - el drbol elige un pivote.

2. Hacia abajo - el drbol emite el pivote.

3. Hacia arriba - el drbol calcula el rango del pivote.
4. Hacia abajo - el drbol emite el rango del pivote.

El problema es que, después de que algunos elementos son eliminados el torneo no
debe fallar. En el caso extremo, todos los elementos de la mitad del drbol, excepto uno,
podrian ser eliminados. El elemento sobrante en tal mitad deberd ser promovido a la raiz
sin competencia alguna. Serd entonces elegido con probabilidad 1/2, mientras que otros
elementos son elegidos con probabilidades menores.

Queremos conservar la aleatoriedad uniforme de la eleccién. La preservaremos de la
siguiente manera: Procesadores asociados con x; eliminados en rondas anteriores tendrdn
un Valor Nulo. Cualquier elemento deber# ganarle al valor nulo. Cada competidor ten-
drd asociado un contador, al principio de cada torneo, cada contador inicia con 1. El
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contador indica el nimero real de contrincantes que participan en el torneo que involu-
cran estos elementos, es decir, el niimero de elementos en un subarbol que aun no han
sido eliminados.

Cuando un elemento gana un juego a algin nodo en el 4rbol, se promueve hacia arriba
y el contador del perdedor se acumula en el del ganador. Cada juego es jugado ahora con
una moneda cargada de acuerdo al contador de los competidores. Este proceso garantiza
que al final ]a eleccién en uniformemente seleccionada entre los elementos participantes.

Por ejemplo, si = gana su primer juego, digamos contra y, y z avanza por default,
entonces el contador de = serd 2 y el contador de z serd 1. Si ahora x juega contra z,
entonces el juego tiene ventaja (2 : 1) a favor de z. Esto nos indica que z tiene una
probabilidad de (1/3) de ganarle a x este juego y tanto £ como y tienen probabilidad de
(1/2)/(2/3) = (1/3) de ganar ambos sus juegos.

Complejidad

El mimero pasos paralelos involucrados en cada fase es igual a cuatro veces la altura
del drbol. Como este algoritmo elimina elementos de la misma forma que el algoritmo
secuencial, el mimero esperado de fases aiin es O(log n). El tiempo esperado de la ejecucién
es O(logy n).

Bosquejo de un algoritmo mejorado

La rafz del 4rbol es un cuello de botella. La mayoria de la informacién debe pasar por
la raiz, pero la raiz tiene solo dos conexiones y todas sus hojas estdn a distancia (h—1) de
ella. Si no podemos mejorar las conexiones, debemos, al menos, hacer que 1a raiz esté tan
ocupada como sea posible.

En el algoritmo descrito, la raiz y las hojas estdn activas un paso y permanecen
ociosas durante casi (2 » h) pasos. Podemos mejorar este algoritmo haciendo que todos
los procesadores estén ocupados todo el tiempo. Lo hacemos al inicio de cada iteracién,
en cada paso par, después de que las iteraciones previas sean completadas.

Todas esas iteraciones serdn procesadas en una forma encadenada, de arriba hacia
abajo del drbol. La razén en que este encadenamiento mejora el tiempo de ejecucién a
O(logn). Se toman (2+h—2) pasos para seleccionar un pivote, (h—1) pasos para alcanzar
la raiz y (h — 1) pasos para que la raiz emita el resultado. Si iniciamos otro torneo en
el segundo paso y ejecutamos en paralelo, pero un paso adelante, el primero, entonces
podemos seleccionar dos pivotes en (2 x h — 1) pasos. Podemos seleccionar A pivotes en
(3 *# h — 2) pasos, lo cual es O(logn).

Todos esos pivotes pueden ser usados para eliminar elementos. Asi, en vez de cortar el
espacio de busqueda por casi la mitad con un pivote, lo estamos cortando en casi 1/(h+1)
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de su tamaiio original con h pivotes y lo hacemos sin expandir significativamente mds
tiempo. Podemos también trabajar con las hojas en diferentes fases. Las hojas empiezan
un nuevo torneo en cada paso, hasta que el k-ésimo elemento es encontrado y el torneo
empuja el resto de los célculos.

Complejidad

El algoritmo normal requiere O(log n) pasos para eliminar elementos con un pivote. Co-
mo podemos generar O(log i) pivotes al mismo tiempo, tenemos un factor de O(log(log n))
sobre todo. El tiempo esperado se reduce a

logyn
log(logn) / °

3.3. Multiplicacion de matrices sobre una malla

Consideremos una malla bidimensional de n x n. El procesador P(i, j) esta asociado
al renglén i y a la columna j, ademds estd conectado a los procesadores P(i + 1,j),
P(i—1,5), P(i,j + 1) y P(i,j — 1). Las operaciones, sumas y restas, sobre los indices
se toman médulo n. Con estos supuestos, el algoritmo que aquf presentamos resulta ser
simétrico y elegante. La Figura 4.8 muestra un ejemplo de una malla de 3 x 3.

Figura 3.8: Ejemplo de una malla

Problema: Dadas dos matrices A y B, de n x n, tal que A(%,7) y B(i,j) residen en
P(3, 7), calcular C = A- B tal que C(i, j) quede en P(i, j).

Usamos un Algoritmo Tradicional para la Multiplicacién de Matrices, que se mues-
tra en la Figura 4.9. El problema es mover los datos tal que los niimeros correctos se
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encuentren en las posiciones correctas en el tiempo preciso.

Consideremos

C(0,0) = E A(0, k) - B(k, 0)
k=0

donde C(0,0) representa el producto interno del primer renglén de A con la primera
columna de B. Nos gustaria que C(0, 0) fuese calculado por P(0, 0), el cual deber4 contener
el resultado final. Esto puede hacerse cambiando el primer renglén de A a la izquierda,
un paso a la vez y al mismo tiempo cambiar la primera columna de B hacia arriba, un
elemento a la vez. En el primer paso, P(0,0) tiene a A(0,0) y a B(0,0), entonces calcula
su producto. En el segundo paso, tiene a A(0, 1) -de la derecha- y a B(1,0) —de abajo-
entonces suma su producto con el resultado parcial y de esta manera continuamos. El
valor de C(0,0) es calculado después de n pasos. El problema es que necesitamos todos
los procesadores hagan la misma cosa y todos ellos necesitan compartir los datos. Tenemos
que reorganizar los datos no sélo para C(0, 0), sino para todos los elementos C(, j).

El truco es reorganizar los movimientos de los datos de tal manera que, durante la
ejecucién del algoritmo, todos los procesadores siempre tengan los datos del producto
que necesitan. La clave es la distribucién inicial de los datos. Reoganizaremos los datos
tal que cada procesador P(i,j) tenga a A(i,i + j) y B(i + j, j) las sumas médulo n. Si
podemos hacerlo, entonces cada paso consistird de intercambios simultdneos de renglones
y columnas que llevan a los elementos A(i,i+j+k) y B(i+j+k, j) al procesador P(i, 5)
para toda k tal que 1 < k£ < n, que es exactamente lo que tal procesador necesita. La
siguiente Figura ilustra cémo se reorganizan los datos, en una matriz de 4 x 4:

[ a;)n a2z 13 Gl a2 @13 Q4 ap
Gz1 G2 Q23 QG4 — a3 @29 Qa2 G2
Q3 Q32 Q33 (34 Q3 031 Q32 a3
L G4 Q42 Qg3 a44 Q41 Q42 Q43 Gq4
[ b1y b1z biz bu by b baz b
bay by baz b —_ byt bz bz by
b3y bz baz bas by bz bys by
[ by ber bas bus bu bn by bu

Observemos que los elementos de la diagonal de la primer matriz, ay,, az, ass, as, se
convierten en los elementos de la cuarta columna, después se ordenan los elementos hacia
la derecha, de tal forma que da por resultado la segunda matriz.

Para los elementos de la diagonal de la tercer matriz, denotados como byy, bgy, bas, baq,
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se convierten en los elementos del cuarto renglon, las colunmas se ordenan por la primera
entrada del subindice. De tal forma obtenemos la cuarta matriz.

Multiplica_Matriz(A,B)
/ ENTRADA: A,B satrices de nin
// SALIDA: matriz C, resultado del producto
// de las matrices A y B
begin
For all renglones
Do In Parallel
For k= 1 to 4 Do
ACd,§):= ACL, (§4k)mod n)
For all columnas
Do In Parallel
For k= 1 to i Do
B(1,]):= B((i+k)mod n,J)
For all { and j
Do In Parallel
C(1,5)s= AC4,3) B(4,§)
For k = 1 to n-{
Do For all { and §
Do In Parallel
A(L,3) = AL, (§+1)mod n)
B(4,§):= B((i+1)mod n,§)
C(1,1):m C(4,3) + A(4,)) B(1.§)

End

Figura 3.9: ALGORITMO MULT!PL&)ON_DE_MATRICES

3.4. Trayectorias en un hipercubo

Los ejemplos que hemos visto estdn lejos de ilustrar la dificultad de adaptar un simple
algoritmo a un algoritmo que se ejecute sobre una interconexién de red. Si los algoritmos
dependen fuertemente de la arquitectura, entonces la programacién se complica. Otra
forma de disefiar algoritmos para interconexién.

Otra manera de disefar algoritmos para interconexién de redes es definiendo algunas
primitivas fuertes para implantarlas sobre la red y utilizarlas en el algoritmo. En esta
seccién se han implantado algunas primitivas sobre una red para recodificar todos los
algoritmos que las usen. El problema aqui, es la definicién de las primitivas. Después de
todo, hay enormes diferencias entre las topologias y no es posible esperar encontrar primi-
tivas que sean buenas para todas ellas. Otra estrategia es disefiar algoritmos que emulen
una red usando otra. Esta técnica permitird una fécil recodificacién de los algoritmos
entre las redes pero tal “transformacién” puede llevarnos a un algoritmo nada eficiente.

Discutiremos de manera breve un esquema general de enrutamiento que nos permi-
tird disefiar algoritmos por interconexion de redes como si el modelo de memoria compar-

tida estuviese disponible.
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Asumimos una conexién hipercubo, un esquema similar ha sido disefiado para otras
topologfas. En un algoritmo EREW de memoria compartida, los procesadores pueden
tener acceso a variables arbitrarias en un paso. Suponga que cada procesador F,; es respon-
sable de la variable z;, como el algoritmo EREW no tiene ningin conflicto de lectura y
escritura, un paso en el algoritmo consiste de procesadores accesando distintas variables.

Otra forma de ver un paso es como una permutacién o tal que el procesador P; accesa
a la variable z,(;. No todos los procesadores pueden tener acceso a todas la variables a
la vez, pero en el peor caso, podemos asumir que si. Nos concentraremos sobre un paso
arbitrario del algoritmo EREW y tratamos de emularlo usando diversos pasos en un
hipercubo. Ahora tenemos un problema de enrutamiento, routing.

Asumimos que cada procesador F; sobre el hipercubo quiere mandar un mensaje al
procesador FP,(;), el cual mantiene a la variable z,(;). Todos los mensajes son enviados al
mismo tiempo y nuestra meta es dirigirlos -enrutarlos- todos, a la vez, hacia el hipercubo
ridpidamente.

Asumimos, adem4s, que cada arista el hipercubo puede trasmitir sélo un mensaje a
la vez. Por lo tanto, el problema no sélo es encontrar las rutas més cortas entre fuentes
y destinos, sino también minimizar los conflictos que surjan al tratar de usar la misma
ruta al mismo tiempo. Si dos mensajes tratan de usar la misma ruta al mismo tiempo
uno de ellos deberd esperar en un buffer. Ademds, hay que minimizar los requerimientos
de espacio del buffer.

La mejor ruta depende de una permutacién particular. Sin embargo, esto generalmente
no es posible analizar la permutacién para encontrar la mejor ruta, ya que la permutacién
es distribuida entre los procesadores. Por lo tanto, estamos buscando un esquema que
funcione bien, sobre el promedio.

En el siguiente esquema de enrutamiento la clave de la idea es usar aleatoriedad. El
enrutamiento consta de dos fases. En la primera fase, cada procesador P; envia un mensaje
al procesador elegido aleatoriamente, bajo una distribucién uniforme, de entre todos los
procesadores e independientemente del destino, digamos que tal procesador destino es
Pd(l')'

En la segunda fase el mensaje es enviado a lo largo de la ruta mds corta entre el

procesador que recibié el mensaje, Py, y el destino final. En la Figura 4.10, ilustramos
el proceso.

Todos los mensajes son enviados de la misma manera, asi podemos concentrarnos sélo
en un mensaje, es decir de i a j. Sea la representacién binaria de i : bjb, ... by, con posible
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Primera Fase: Segunda Fase:

msg msy
P, ecececmmcmcuaacmnane - Py ———-o-————» Pey

(i) Elcgido uniformemente

Figura 3.10: Fases de un mensaje

inicio de ceros, y lade j:cjcp...cq4.

En la primera fase, necesitamos encontrar aleatoriamente un procesador a. Lo encon-
traremos considerando la representacién binaria de 7, bit por bit, y decidiendo aleatoria-
mente, con probabilidad (1/2), si la ruta se dirige al siguiente vecino o no.

- 100 101
EJEMPLO: N\
111
Sean =000 yj=110 110
ler bit: Enviara 1007 NO
2do bit: Enviara 0107 Sl o011
Jerbit: Enviara 0117 S1 010 \
000 001

Figura 3.11: Trayectorias en un hipercubo

En la Figura 4.11, el procesador aleatorio es el 011 y la ruta, marcada con negro, pasa
por él. Si decidimos no enviar el mensaje, inmediatamente hacemos la siguiente eleccién,
sin esperar la siguiente ronda. Asumimos que el cdlculo local es mucho més rapido que el
paso del mensaje. Cuando la eleccién concerniente al 1ltimo bit ha sido realizada, la ruta
aleatoria queda construida. Cada elecci6én se hace localmente.

Como todos los procesadores envian mensajes al mismo tiempo, puede haber mds de
un mensaje esperando ser enviado a través de la misma ruta, generindose conflictos. En
este caso, los mensajes son almacenados en una cola, en orden aleatorio si hay mds de
uno, y son enviados cuando la arista queda disponible. No es diffcil ver que cada nimero
k, en un rango apropiado, tiene la misma probabilidad de ser elegido como un destino
alealorio.
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El enrutamiento del procesador a, elegido de manera aleatoria, al j se realiza de manera
determinista. Suponga que los procesadores a y j difieren en ¢ bits, con indices tales que
ki < k2 < ... < k.. El mensaje es enviado al cambiar k,, luego k; y asi de manera sucesiva.

En el ejemplo, a = 011 y j = 110, a continuacién ilustramos cémo se construye la
ruta:

a=011=111= 111 =110=j.

Este esquema de enrutamiento es simple de implementar. Las rutas no son necesaria-
mente las m4s cortas. La longitud de cada ruta, sin embargo, es a 1o més 2m. La principal
propiedad de estas rutas es que, con muy alta probabilidad, poseen o generan pocos con-
flictos. Esto es, se espera que la permutacién se termine en O(m) pasos. Esquemas han
sido sugeridos en otras topologias.
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Capitulo 4
Computacion sistdélica

Una arquitectura sistélica simula la produccién en linea. Los procesadores, general-
mente llamados elementos procesantes, son organizados de una forma muy regular,
usualmente en un arreglo de una o dos dimensiones, y los datos se mueven a través de
los procesadores en una forma ritmica. Cada procesador desempeiia una operacién muy
simple sobre los datos recibidos de la operacién anterior y mueve el resultado a la siguiente
estacidn. Cada procesador contiene, si la tiene, memoria muy limitada. La ventaja de la
arquitectura sistélica es la eficiencia tanto en hardware, el cual es especializado y simple,
como en velocidad, el mimero de ciclos de acceso a memoria es minimo. Al igual que en las
lineas de ensamblaje, la clave es evitar la necesidad de requerir herramientas o material
adicional durante el trabajo. Todo lo que se requiere para ejecutar una operacién lega
sobre la linea. El gran problema es la inflexibilidad del esquema, ademis la arquitectura
sistélica es eficiente inicamente para ciertos algoritmos.

4.1. Multiplicacion matriz por vector

Problema: Encontrar el producto £ = A - b de una matriz A,de m x n y un vector
columna b de tamaifio n.

Consideramos que hay n procesadores P\, P, ..., P,, estaciones, tal que P; es respon-
sable de agregar el producto parcial del término que involucra a b;. El dato se mueve
y acciona cada procesador. Asumimos que b reside en el procesador apropiado, o es in-
troducido de forma regular. Los resultados son acumulades como se van moviendo de
izquierda a derecha a través de los procesadores.

Todas las x; son inicialimente cero. En el primer paso z, cuyo valor es cero, junto con
ar se mueve en /7 y todas las otras entradas se mueven mads cerca. Py calcula (x, +ay,-b)
y mueve el resultado a su derecha. En el segundo paso P recibe xy = (z1 + ay - by) de
Ia izquierda y calcula (zy + @12 + by) y mueve el resuitado a su derecha, continuando de
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esta manera el proceso. Resumiendo, en cada paso, el procesador P; recibe un resultado
parcial, el cual es igual a:

i1

Z aj,‘ . bk

k=1
desde la izquierda, la entrada apropiada de la matriz A y el elemento apropiado del vector
b. El procesador P; calcula (z -+ aj; - b;) y lo pasa a su derecha. Cuando z; deja el arreglo,
claramente, tiene el valor final requerido. Todo el producto es calculado en (m+-n) pasos.
Observemos la Figura 5.1.

e

Figura 4.1: Multiplicacién de una matriz por un vector

El principal problema para disear algoritmos sist6licos es el movimiento de datos. Cada
elemento debe estar en el lugar correcto en el tiempo preciso. El truco en este ejemplo fue
introducir retrasos para que la columna i de la matriz llegard a P; en el
paso .

Este ejemplo es simple, ya que cada elemento de A fue usado sélo una vez. Cuando el
mismo valor es usado muchas veces, como usualmente es el caso, resulta ser mucho mas

complicado disear los movimientos, en la siguiente seccién nos enfrentaremos a este tipo
de problema.

4.2, El problema de la circunvolucién
Problema: Considere dos secuencias de numeros reales
L =T 1,T2y..-,Ly, W= Wy, Wy, ..., Wy
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con k < n. Calcular y,,¥2,. .., Yn+1-& tal que
Yi =Wy i+ Wa - Tigr + .o+ Wi Tige

El vector y es llamado la circunvolucién de x y w . Es posible reducir la circun-
volucién al problema del producto matriz por vector, X -w =1y

zy T2 N Ty wy N

T2 Z3 * Tk wy Y2

z3 T4 * Tky2 w3 | = Y3
Tnyi-k Tni2-k  ° Tn Wi Ynt1-k

~ Podemos obtener un algoritmo sist6lico para este problema por simple sustitucién de
la matriz X con la matriz A, del ejemplo anterior. Como se ilustra en la Figura 5.2.

x, X X, X,
x) x) x)
X3 X,
I‘ l l l
b/ w, w, w, w, S

Figura 4.2: Algoritmo sistélico

Note que cada z; es requerida al mismo tiempo a través del arreglo, excepto para
los primeros (k — 1) pasos en los cuales no se necesitan. Asi una secuencia en linea es
requerida. A continuacién mostraremos una solucién a este problema sin tener que emitir
una secuencia completa.

El procesador recibe miiltiples entradas, pero envia s6lo una salida. Usamos proce-
sadores que reciben entradas de dos direcciones y envian salidas también en ambas direc-

ciones. La idea es mover al vector z de izquierda a derecha y al w de derecha a izquierda.
El resultado, y, es acumulado en los procesadores. Esto se ilustra en la Figura 5.3.

Tenemos que disear el movimiento de tal forma que los valores apropiados de w y =
se encucnlren. El problema con mover los vectores en direcciones opuestas, es que ellos
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w w
PO— -——————
y Wp = Ws
et ————————
X X Xg = X s

Figura 4.3: Acumulacién de resultado en el procesador

se mueven en diferentes ritmos, uno se mueve dos veces dos veces més rdpido que el otro.
Como resultado, cada elemento de z no alcanzara a la mitad de los elementos de w, y

viceversa. La solucién es mover los vectores la mitad de velocidad. La entrada izquierda
serd: z;, nada, Z2, nada, x3 ...y similarmente para w.

Esta solucién es ilustrada en la Figura 5.4, donde los circulos negros corresponden a
una localidad vacia.

- ——— -——
X, Ky —ei ¥, Y, Y, b - W, W,
L4 —_— —_— —
Xy ° : X,
] I B \j
[, - - - = S

Figura 4.4: Solucién al problema de la circunvolucién

Cada P; colecciona el valor de ;. Cuando w; deja P, el valor final de y; ha sido

calculado y puede moverse del arreglo a través de la trayectoria auxiliar de datos mostrada
en lineas punteadas.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Capitulo 5

Técnicas basicas

La tarea de disefiar algoritmos paralelos presenta retos que son considerablemente
mids dificiles a los encontrados en el terreno secuencial. La falta de una metodologia bien
definida es compensada por una coleccién de técnicas y paradigmas que han sido efectivas
en el manejo de problemas. Aqui introduciremos algunas técnicas, asi como su aplicacién
a un conjunto de problemas, los cuales son muy interesantes, ademds de que aparecerdn
como subproblemas en numerosos casos.

5.1. Arboles Balanceados

El algoritmo PRAM que calcula la suma de n elementos est4 basado en 4rboles binarios
balanceados en cuyas hojas estdn los n elementos y cuyos nodos internos representan
las sumas. Este algoritmo es un ejemplo de la estrategia general para construir drboles
binarios balanceados sobre los elementos de entrada y transversalmente el arbol hacia
adelante y hacia atrds desde la raiz. Un nodo interno u usualmente toma informacién
concerniente a los datos almacenados en las hojas del subdrbol con raiz en u. El éxito
de tal estrategia depende en parte de la existencia de un método veloz de determinar la
informacién almacenada en nodo interno para la informacién almacenada en sus hijos.
Usamos los cilculos de la suma prefija de n elementos para proporcionar otra ilustracién
de esta estrategia.

5.1.1. Un algoritmo éptimo para sumas prefijas

Consideremos una secuencia de n elementos {z;,:--,z,} de un conjunto S con una
operacién binaria asociativa denotada por "+". La suma prefija de esta secuencia son las
n sumas parciales (o productos) definidos por:

=Ly ey k... kL, 1 <1<,
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Un algoritmo secuencial trivial calcula s; desde s;_; como una operacién sencilla usan-
do la identidad s; = (s;_, * 7;), para 2 < i < n, y esto toma tiempo O(n). Claramente
este algoritmo es inherentemente secuencial.

Podemos usar un 4rbol binario balanceado para derivar un algoritmo paralelo més
rapido que calcule las sumas prefijas. Cada nodo interno representa la aplicacién de la
operacién “+" a sus hijos mediante un recorrido hacia adelante en forma transversal en
el drbol. De aqui que cada nodo satisface la suma de los elementos almacenados en las
hojas de los sub4rboles enraizados en u. Durante el recorrido de regreso en el drbol, son
calculadas las sumas prefijas de los datos almacenados en los drboles a una altura dada.

Empezamos con una versién recursiva describiendo los pasos necesarios para obtener
las sumas prefijas después de la llamada recursiva sobre los nodos a la altura 1 y los pasos
necesarios para obtener la suma prefija después de las llamadas recursivas sobre los nodos
de altura 1 termina.

Sumas_Prefijas
// ENTRADA: Un arreglo da n elementos (x_1,...,x.n)
// suponemos que n=2°k, k entero no negativo
// SALIDA: Laa sumas sprefijas s_1 para § en [1,n)

begin
1. if n=1 ->{asigna s_1:=x_1; fin}
2. for i=1 to n/2 pardo
set y_i:e x_{21-1}ex_{2i}

3. Recursivamente, calcular la suma prefija
de { y.1,y.2,...,y.{n/2} } y almacenalas
en 2_1,2.2,...,2.{n/2}

4. for is1 to n pardo
{ 1 even :mmigna s _i:x_{i/2}

ist :asigne e_1:x_1
4 impar :asigns e_1:2_{(i-1)/2 ¢ 2.1}
3
end

Figura 5.1: ALGORITMO SUMAS_PREFLIAS

Ejemplo. El algoritmo SUMAS PREF1JAS sobre ocho elementos se muestra en la Figu-
ra 6.1 Durante la primera unidad de tiempo, los cuatro elementos son calculados, es decir:

Y = (T) * Ta), y2 = (T3 * Z4), Yz = (T5 * Te), Ya = (T7 * Ts).

La segunda unidad de tiempo corresponde al cdlculo de y| = (y1 *¥2) y ¥5 = (y3 * ¥1) por
medio de una llamada recursiva para manejar ambas entradas. El elemento y{ = (y] * v5)
es calculado durante la unidad de tiempo 3. Por lo tanto, en la cuarta unidad de tiempo,
la suma prefija de esta entrada es generada. El proceso inverso comienza generdndose en
el tiempo cinco, las sumas prefijas z| y 2} de las dos entradas y| y y5. Similarmente, en
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el tiempo seis, las sumas prefijas zi, z3, 23, z4 de los cuatro elementos ¥, y2, ¥, ¥4 son
generados. Finalmente, las sumas prefijas {s;} de las z;’s son generadas en el tiempo siete.

s, sz s 7

) IF’ f‘/' ’ ia/' ’ ' .

‘/ 1
Xy X X3 X4 Xs Xe X Xg Unidad de

2
Tiepo

Figura 5.2: La suma prefija de ocho elementos

Para las entradas de tamaiio n = 2* el algoritmo requiere 2k + 1 unidades de tiempo.
En las primeras k unidades de tiempo, el cdlculo avanza de las hojas de un 4rbol binario
completo a la rafz. Durante las iltimas k unidades de tiempo, recorremos el drbol de
regreso y calculamos las sumas prefijas usando datos generados en las primeras k unidades
de tiempo.

Nétese que el algoritmo total puede ser ejecutado sin usar variables auxiliares y que
usamos algunas variables auxiliares para ilustrar el algoritmo. Ahora estamos listos para
revisar el siguiente teorema, el cual establece el desempeiio computacional del algoritmo
en el peor caso.

Teorema. El algoritmo SUMAS_PREFLIAS calcula las sumas prefijas de n elementos
en tiempo T(n) = O(log,) usando W(n) = O(n) operaciones.

5.1.2. Un algoritmo no recursivo para la suma prefija

Sea A(i) = z;, donde 1 € i < n. Sea B(h,j) y C(h,j) el conjunto de variables
auxiliares, donde 0 € < logn y 1 < j < (n/2"). El arreglo B serd para guardar la
informacién en los nodos del arbol binario, durante un recorrido transversal hacia adelante
del drbol, mientras que el arreglo C sera usado durante el recorrido transversal hacia atras
del drbol. La Figura 6.3 ilustra el recorrido transversal hacia adelante, mientras que la
Figura 6.4 ilustra ¢l recorrido transversal hacia atras, para n = 8.
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B(3,1)
B2, B(2,2)

B(1,1) B(1,2) B(1.3) B(14)

/N

B(0,J)) B(0,2 B(0,3) B(04) B(,S B(06 B0, B(0,8)

e

Al AQ2) A(3) A@) A5) AG) A A®)

Figura 5.3: Arbol binario usado en el algoritmo no recursivo de la suma prefija

c3.0)

c@2n C(2.2)

N TN

LD c(,2) C(1,3) C(1,9)

<(0,1) C(0,2) 0.,5) c6) ©(0,7) C(0,8)

Figura 5.4: Los elementos del arreglo C generados de abajo hacia arriba

Ejemplo. Sea n = 8 (véase Figura 6.3 y Figura 6.4). Inicialmente asignamos B(0, j) =
A(j), para 1 < j < 8. Los B(0, j) corresponden a las hojas de! drbol binario. Las variables
B(1,j), donde 1 £ j < 4, corresponden a los nodos internos de altura 1; las variables
B(2,7), con 1 < j <2, corresponden a los vértices internos de altura 2. La rafz del drbol
binario es almacenada en B(3, 1). Entonces recorremos este drbol binario hacia atrds. Em-
pezamos colocando C(3,1) = B(3,1). En el siguiente paso, generamos C(2,1) = B(2,1) y
C(2,2) = B(2,2). De aqui, C(2,1) y C(2,2) toman las sumas prefijas correspondientes a
las entradas B(2,1) y B(2,2). Similarmente, C(1,1), C(1,2),C(1, 3),C(1, 4) son las sumas
prefijas de B(1, 1), B(1, 2), B(1, 3), B(1,4) Por lo tanto las C(0, j) toman la sumas prefijas
de las entradas originales.

5.1.3. Adaptacién del principio de calendarizacién WT

La adaptacidn del principio de calendarizacién WT requiere la determinacion del
mimero de operaciones en cada paso en paralelo y una solucién al correspondiente pro-
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blema de distribucién de procesadores.

Sea n = 2%. Hay 2 log n+2 = 2k+2 pasos paralelos en el algoritmo que se muestra en la
Figura 6.5. Sea Wy,) el n\imero de operaciones ejecutadas en el paso 1, y sea W; ,, el nimero
de operaciones ejecutadas en el paso 7 en el Algoritmo SUMAS_PREFIJAS_NO_RECURSIVAS
durante la m-ésima iteracién, i = 2,3. Entonces W;,, = n, W, = (n/2™) = 26~™ para
1<m<ky Wy = 2™ para 0 < m < k. El nimero total de operaciones est4 dado por:

x k
W(n)=W;; + Z Wom + Z Wim

m=1 m=0
k k
=n+2tY 2mypYoom
m=1 m=0

=n+n(l - (1/n))+2n—1=0(n).

El problema de la designacién de procesadores se ve a continuacién.

Sumas_Prefijas_No_Recursivas
// ENTRADA: Un arreglo A de tams\"so n
// suponemcs qus n=2"k, k entero no negativo
7/ SALIDA: Un arreglo C talque C(0,)) s la
j-esima suma prefija, para i<sj<sm,
begin
1. if i<=j<=n pardo
set B(0,]):=A())
2. for h=1 to log(n) do
for 1<ej<sn/(2°h) pardo
sotB(h, )} :=B(h-1,2§-1)eB(h-1,2))
3. for h=log(n) to O do
for 1«mj<=n/(2"h) pardo
{ j par :setC(h,§):C(h+1,5/2)
=1 :setC(h,1):B(k,1)
J impar>1 :setC(h,§):C(he1,(§~1)/2)eB(h,])

Figura 5.5: ALGORITMO SUMAS_PREFIJAS_NO_RECURSIVAS

Sea PRAM nuestro modelo p, donde p = 279 < n procesadores Py, P, ..., P, ¥
sea I = (1/p) = 2¥~9. La entrada del arreglo es dividida en p subarreglos tales que el
procesador P; es el responsable de los procesos del s-ésimo subarreglo

AQl(s — 1) +1), A(l(s — 1) +2),..., A(ls).

En cada altura & del drbol binario, durante cada recorrido transversal hacia adelante o
hacia atris, la generacion de los valores de B(h,+) y C(h, ) se divide de similar manera
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Algoritmo_Procesador_Ps
// EXTRADA: Un arreglo A de tams\"no n
// suponemos que n=2"k, k enterc no negativo,
// un indice s que satisface 1 ¢= 3 <= p = 2°q,
// donde p <= n es ¢l numero de processdores
// SALIDA: La suma prefijs €(0,j) para
1/ (a/p)e(a=-1)+41 <= § <= na/p

begin
1. for j=1 to 1l=(n/p) do
ast B(0,1(m-1)+§):mA(1(s-1)+])
2. for hel to k do
2.1 i2(k-h-q=>0) then
for j= 2-{k-h-q}{s-1)+1 to 2°{k-h-q}s do
set B(h,J) :wB(h-1,2§-1)¢B(h-1,2)
2,2 selss
{i2(s<=2"{k-1})} then
set B(h,a) ;=B(h~1,2¢-1)*B(h-1,2e)

}
3. for hsk to 0 do
3.1 if (kK-h-q=>0) then
for j=2-{k-q-h}(s-1)+1 to 2"{k-q-h}s do
{ j par :eetC(h,J):C(h¢1,3/2)
J=t :setC(h,1):B(h,1)
3 impar>t :setC(h,j):C(he1,(J-1)/2)*B(h,j)

}
3.2 slne
{i2 (s<s 2°{k-h}) then
{ s par :setC(h,s):C{h+1,s/2)
s=l :setC(h,1):B(n,1)
s impar>1 :eetC(h,n):C(h+1,(s-1)/2)sB(h,s)

Figura 5.6: ALGORITMO PARALLEL_PREFIX_1

entre los p procesadores. Esta divisién se ejecuta de forma parecida a la del algoritmo
paralelo que calcula la suma de n mimeros.

En el Algoritmo PARALLEL._PREFIX_1 (Figura 6.6), las Condiciones 2,1 y 3,1 son
ejecutadas siempre y cuando el niimero de operaciones en esa iteracién en particular sean
mayores o iguales que p. Estas operaciones se distribuyen equitativamente entre los p
procesadores. En caso de que el nimero de operaciones sea menor que p (Pasos 2.2 y
3.2) asignamos una operacién por procesador empezando por procesador indexado més
pequeiio. Note que, para cualquier valor de h en los ciclos definidos de los pasos 2 y 3, el
posible mimero de operaciones concurrentes es

n

or =27

El algoritmo ejecutado por el s-ésimo procesador se observa a continuacién. La Figura
6.7 ilustra el procesador correspoudiente asignado en este casoden =8y p=2
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Figura 5.7: Vista de los procesadores y su ejecucién

Ejemplo. Sean = 8y p = 2. Consideremos el algoritmo correspondiente al procesador

P;. En el paso 1, P, asigna
B(015) = A(5), B(OIG) = A(G)r B(Or 7) = A(7)) B(Ox 8) = A(S)

como lo muestran la Figuras 6.3 y 1a Figura 6.7. Durante la ejecucién del paso 2, P, serd ac-
tivado por h = 1,2y se desactivard para h = 3. El procesador P, generaré B(1, 3), B(1,4), B(2, 2)
durante el ciclo definido por el paso 2. Similarmente, durante el recorrido transversal hacia

atrds del drbol binario, P, se desactivard para h = 3 y se activard para h = 2,1,0. De
aquf, % genera las sumas

C(2,2),0(1,3),C(1, 4)1 C(0,5), (0,6), C(Or Ny C(O,S).

La Figura 6.4 lo ilustra de manera detallada.

5.2. La Técnica Pointer Jumping

Un érbol enraizado y dirigido T es una grafica dirigida con un nodo distinguido r
llamado rafz de T tal que:

1. Vv € V\{r} el grado exterior de v es 1 y el grado exterior de r = 0;

2. Vv € V\{r} existe una trayectoria dirigidade v a r.

El nodo especial v es llamado raiz de T". Esto significa que un drbol enraizado y
dirigido es una gréfica dirigida cuya versién no dirigida es un 4rbol enraizado tal que cada
arco de T es dirigido de un nodo a su nodo padre.

La técnica Pointer Jumping permite el répido procesamiento de datos almacenados en
un conjunto cuya forma en un drbol enraizado y dirigido.




5.2.1. Encontrando las raices de un bosque

Sea F' un bosque de 4rboles dirigidos y enraizados. El bosque F' es especificado por
un arreglo P de longitud n tal que P(i) = j si (i,j) es un arco en F; Esto es j es el
padre de i en el drbol de F. Por simplicidad, si i es una raiz asignamos P(i) = i. El
problema consiste en determinar la rafz S(j) del 4rbol que contiene al nodo j para cada

je{1,...,n}.

Un simple algoritmo secuencial (digamos uno basado en primero identificar las raices y
luego aplicar DFS o BFS a cada 4rbol desde su raiz) resuelve el problema en tiempo lineal.
Presentemos un algoritmo paralelo rdpido que sigue una estrategia totalmente diferente.

Inicialmente, el sucesor S(i) de cada nodo ¢ es P(i). La técnica de Pointer Jumping
consiste en actualizar el sucesor de cada nodo por el sucesor de su sucesor. Como esta
técnica es aplicada repetidamente, el sucesor de un nodo es un antecesor que llega a estar
m4s cerca de la raiz del 4rbol que lo contiene. La distancia entre un nodo y su sucesor
se duplica a no ser que el nodo sucesor sea la raiz. De aqui, después de k iteraciones, la
distancia entre i y S(i) como aparecen en el 4rbol dirigido de F' es 2* a no ser que S(i)
sea la raiz. La manera mds detallada se ve en la Figura 6.8.

Pointer_Jumping
/ ENTRADA: Un bosque de arboles dirigides a la raiz
// con un autociclo a la raiz, tal que cada arco es
// espacificado por (i,P(1)), donde 1<=icwn
// SALIDA: Para cada vertice i, la raiz S(1) del arbol
// contenido en i

begin
1. for 1<=mji<=n pardo
set 5(1):=P(1)
vhile(S{1)) diferente S{S(1)) do
set S(1):=5(S(4))
end

Figura 5.8: ALGORITMO POINTER_JUMPING

Ejemplo. Una ilustracién del Algoritmo POINTER_-JUMPING se muestra en la Figu-
ra 6.9. La Figura 6.9(a) muestra el bosque inicial, la Figura 6.9(b) es el bosque de la
primera iteracién y la Figura 6.9(c) muestra el bosque en la tercer iteracién. En este caso
el bosque consiste de dos drboles: Uno enraizado en el vértice 8 y el otro enraizado en
el vértice 13. Los arcos en esta figura corresponden a (i, ’(i)),1 < i < 13. La primera
ejecucién del ciclo while causa que los vértices 1,2,3,4,5,9,10 y 11 cambien su sucesor.
La segunda iteracién ocasiona que los dos drboles tengan profundidad 1. Ahora tenemos
S(#) = S(8(:)), para toda i, entonces el algoritmo termina.
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Figura 5.9: Ilustracién de la técnica Pointer jumping

Sea h la méxima altura de los drboles del bosque. La justificacién del algoritmo la
hacemos por induccién sobre h.

Como la distancia entre i y S(7) se duplica después de cada iteracién hasta que S(S(i))
es la rafz del drbo! contenido en i. De aqui obtenemos que el mimero de operaciones
es O(logh). Cada iteracién puede ser ejecutada en O(1) en tiempo paralelo, con O(n)
operaciones. Por lo tanto el algoritmo se ejecuta en tiempo O(log, h) y usa un total de
W(n) = O(nlogh) operaciones. Esta complejidad claramente no es éptima a menos que
h sea constante, ya que existe un algoritmo secuencial que lo hace en tiempo lineal.

Teorema. Dado un bosque de drboles dirigidos enraizados, el Algoritmo POINT-
ER.JUMPING genera para cada vértice i la raiz del 4rbol i. El algoritmo se ejecuta en
tiempo O(log(h)) usando un total de O(nlog(h)) operaciones, donde h es la méxima
altura de los drboles del bosque, y n es el niimero total de vértices en el bosque.

5.2.2. Prefijo Paralelo.

Asumimos que cada nodo 7 en el bosque F contiene un peso W (i). La técnica Pointer
Jumping puede ser usada para calcular, para todo nodo %, 1a suma de los pesos almacenados
en los nodos sobre la trayectoria del nodo i a la raiz del d4rbol que contiene a i. Estas
cantidades calculadas generan las sumas prefijas de diferentes secuencias de elementos
que estdn dadas por el orden en que los nodos aparecen sobre la trayectoria.

El algoritmo PREFIJO_PARALELO mostrado en la Figura 6.10 proporciona los detalles.




Prefijo_Paralelc
// ENTRADA: Un besque de arbolas dirigidos a la raiz
// con un autociclo a la raiz tal que
// (1)cada arco es especificado por (1,P(1))
// (2)cads vertice i tiene un peso W(i)
// (3)para cada raiz r, W(r)=0.
// SALIDA: para cada vertice i, W(1) es igual a la suma de
// los pesos de los vertices del camimo desde i hasta la xaix
// de su arbol.

begin
1. for i<=i<=n pardo
set S(i):sP(i)
vhile(S(i)) diferente S(S(i)) do
set W(1):=W(1)+W(8(1))
set §(1):=3(3(1))
and

Figura 5.10: ALGORITMO PREFIJO_PARALELO sobre drboles dirigidos enraizados

Ejemplo. Retomemos el bosque de la Figura 6.9. Supdngase que inicialmente, W(i) =
1 para todo ¢ distinto de 8 y 13, W(8) = W(13) = 0. Durante la primera iteracién del
ciclo, obtenemos:
W) =WwE2)=W(@)=W(4) =W(5)=W(9)=Ww(10)=W(11)=2.

Los otros vértices permanecen con sus valores W iniciales. Para la segunda iteracién

tenemos
W(1) = W(1) + W(6) = 3,

W(9) = W(9) + W(11) = 4,
W(2) =w(10) =3,
W(3) = W(d) = W(5) = W(11) = 2
W(6) = W(7) = W(12) = 1.

De esta forma, cada W (i) corresponde a la longitud de la trayectoria de ¢ a su rafz.

5.3. La Técnica Divide y Venceras

La estrategia bdsica de divide y vencerds consiste de tres principales pasos:

= Bl primer paso es particionar la entrada en varias secciones de tamaiios casi ignales.
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= El segundo paso es resolver recursivamente el subproblema definido para cada par-
ticién. Nétese que esos subproblemas pueden ser resueltos concurrentemente en una
maquina paralela.

s El tercer paso es la combinacién de las soluciones de los diferentes subproblemas
para dar una solucién al problema original.

El éxito de tal estrategia depende de la posibilidad de ejecutar los tres pasos de manera
eficiente. Esta estrategia ha sido mostrada como eficiente en el desarrollo de algoritmos
secuenciales. Ademds esto permite la explotacién del paralelismo en su forma natural.
Ilustraremos esta técnica con el problema de la cubierta convexa.

5.3.1. El Problema de la Cubierta Convexa

Dado un conjunto S = {pi,p2,...,Pa} den puntos en el plano, cada uno representado
por sus coordenadas (z,y), la cubierta convexa plana de S es el poligono convexo
mds pequefio que contiene a los n puntos de S. Un poligono @ es convexo si, para
cualesquiera dos puntos p y g en Q, el segmento que los une estd enteramente contenido
en (. El problema de la cubierta convexa consiste en determinar el orden (en sentido de
las manecillas del reloj) de la lista CH(S) de los puntos de S definiendo la orilla de la
cubierta convexa de S.

Ejemplo. Considere el conjunto S de puntos mostrados en la Figura 6.11. En este
caso la cubiera convexa de S esta dado como sigue: CH(S) = (vy, vg, v, 1, Vs, Ug, U7, Vg)-

Figura 5.1i;'szvi_,’c:llxbiAertrgifco: exa de un conjurto de puiitos







Figura 5.12: La tangente comin superior

.. SeaUH(S1)=(q1,...,4,) y UH(Sz) = (q1,.- -, qt) 1as cubiertas superiores de S) y Sz,
" 'respectivamente, dadas en orden de izquierda a derecha. Note que en particular ¢; = p,
¥ que g} = p,. Suponga que la tangente comiin superior ha sido determinada y estd dada

por (g, q})-

Supéngase que la tangente comiin superior ha sido determinada y est4 dada por (g;, ¢})-
Entonces, U H(S) es el arreglo que consiste de las primerhs ¢ entradas de UH(S:) y las
t — j entradas de U H(S;); es decir, UH(S) = (q1,.--, i, q},--.,qt)- Si 5 y t estdn dadas,
entonces los fndices i y j son conocidos, UH(S) y su tamafio pueden ser determinados en
0O(1) tiempo en paralelo, usando un total de O(n) operaciones.

Cubierta_Convexa_Simple
// ENTRADA: Un conjunto S de n puntos en el plano,
// singuno de ellos con la misma coordenada X o y
// tal que x(p1)<x(p2)<...<x(pn),con n potencia de 2
// SALIDA: La cubierta superior de S.

begin
1. if n<s4 then
Usar metodo de fuerza bruta para determinar
UH(S)
oxit,
2. Sea S1im(p1,p2,...,pn/2) y S2=(pn/2+1,...,pn).
Recursivamente, calcule UH{S1) y UH(S2) en paralelo.
3. Encuantre la tangente comun superior UH(S1) y UH(S2)
y deduzcs la cubjerta superior de S.
end

Figura 5.13: ALGORITMO CUBIERTA_SUPERIOR_SENCILLA




5.4. La Técnica de Particiéon
La Estrategia de particién consiste en:

1. Particionar el problema dado en p subproblemas independientes de tamafios casi
iguales;

2. Resolver los p subproblemas concurrentemente, donde p es el mimero de proce-
sadores disponibles.

De esta forma, se puede solucionar el problema concurrentemente. Sin embargo, en la
mayoria de los casos, nos sentiremos afortunados de separar el problema en un conjunto
independiente de subproblemas, como se ilustra en el problema de mezclar dos secuencias
ordenadas.

Dado un conjunto S con una relacién de orden parcial ¥ < ” . Estoes, " < " es re-
flexivo, antisimétrico y transitivo. S es linealmente ordenado o totalmente ordenado,
si para cada par a,b € S ocurre que (a < b) o (b < a).

Sean A = (a1,az,...,a,) y B = (b;,b,...,b,) dos secuencias no decrecientes cuyos
elementos son tomados de un conjunto linealmente ordenado S. Consideraremos el pro-
blema de mezclar esas dos secuencias en una secuencia ordenada, que llamaremos

C= (clyoly-'-roln)'

Un simple algoritmo secuencial resuelve el problema de mezclar las secuencias en
tiempo lineal. Nuestra meta es proveer una solucién paralela con base en particionar a A
y B en tantos parejas de subsecuencias tales que podemos obtener la secuencia ordenada
mezclando concurrentemente las parejas resultantes de subsecuencias.

Comparando esta estrategia con la estrategia divide y venceras donde el principal
trabajo requerido es usualmente combinar las soluciones de los subproblemas involucrados
mds que particionar la entrada.

5.4.1. Un algoritmo sencillo para mezclar

Empezaremos con un par de definiciones. Sea X = (z,, Tz, ..., ;) una secuencia cuyos
elementos provienen de un conjunto S. Sea x € S. El rango de z en X denotado por
rank(z : X), es el niimero de elementos de X que son menores o iguales que z. Sea
Y = (y1,¥2,...,¥s) un arreglo arbitrario de elementos de S. El rango de Y sobre X es el
problema de determinar el arreglo rank(Y : X) = (ry,7y,...,7,), donde r; = rank(y; : X).
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Ejemplo. Sea X = (25,—13,26,31,54,7) y Y = (13,27, —27). Entonces el
rank(Y : X) = (2,4,0).

Sin pérdida de generalidad, asumamos que todos los elementos aparecen en dos se-
cuencias ordenadas a ser mezcladas, A, B, son distintas. En particular, ningin elemento
de A aparece en B.

El problema de mezclar puede ser visto como determinar el rango de cada elemento
z de A o de B en el conjunto AU B. Si el rank(A U B) = i, entonces ¢; = z, donde
¢; es el i-ésimo elemento de la secuencia ordenada deseada. Ya que rank(z : AU B) =
rank(z : A) + rank(z : B), podemos resolver el problema de mezclar, determinando los
dos arreglos de enteros rank(z : A) y rank(z : B).

Describamos el algoritmo para resolver rank(B : A). El mismo algoritmo puede ser
usado para determinar el rank(A : B). Sea b; un elemento arbitrario de B. Ya que A esta
ordenado, podemos encontrar el rango de b; en A usando el metodo de bisqueda binaria.
Recordemos que este método compara a b; con el elemento en la posicién (n/2) de A.
Basdndonos en la salida de esta comparacién, la bisqueda puede restringirse a la mitad
superior o a la mitad inferior de A. Este proceso se repite hasta que b; queda entre dos
entradas sucesivas de A, esto es, ajii < b < ajiy+1, donde rank(bh; : A) = j(i). Notese
que partimos del hecho de que los elementos de A y B son distintos.

La busqueda binaria sélo determina el rango de un elemento arbitrario de Ben A, y
corre en O(logn) tiempo secuencial. Podemos obviamente aplicar este método de manera
concurrente a todos los elementos de B para obtener un algoritmo paralelo que diga
el rango de B en A lo cual implicaria que tenemos un algoritmo paralelo para mezclar
secuencias que lo hace en O(logn), para una cadena de longitud n. Sin embargo, el total
de operaciones usadas por tal algoritmo es de O(nlogn), el cual no es éptimo, ya que
existe un algoritmo secuencial que lo hace en tiempo lineal.

5.4.2. Un algoritmo de mezcla 6ptimo

Un algoritmo de mezcla éptimo puede ser obtenido de la siguiente manera. Escogiendo
aproximadamente (n/logn) elementos de A, y B, cada particién A y B de tamaiios casi
iguales. Aplicando el método de la bisqueda binaria para encontrar el rango de cada uno
de los elementos elegidos en la otra secuencia. Este paso reduce el problema en mezclar
pares de subsecuencias, cada uno de estos tiene O(logn) elementos. Podemos aplicar un
algoritmo secuencial en tiempo éptimo a cada uno de los pares de subsecuencias para
generar la secuencia ordenada. Presentamos en la Figura 6.15 el algoritmo PARTICION.
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Figura 5.14: Subsecuencias obtenidas por el algoritmo particién

5.5. La Técnica de Encadenamiento

Un 2-3 4rbol es un drbol enraizado en donde cada nodo interno tiene dos o tres hijos,
y cada trayectoria de la raiz a las hojas tiene la misma longitud. El nimero de hojas de
un 2-3 drbol de altura h est4 entre 2" y 3*. De aqui, si el niimero de hojas es n, la altura
del drbol es de ©(logn).

Una lista ordenada, de n elementos, A = (a,,aa,...,a,), donde ) < @2 < ... < a,
puede ser representada por un 2-3 drbol 7', donde las hojas toman los valores de los objetos
en orden de izquierda a derecha. Un nodo interno v tomard dos valores, L[v] y M[v], donde
L[v] es el mayor objeto almacenado en el primer subédrbol de v més a la izquierda y M{v]
el mayor objeto almacenado en el segundo subdrbol de v. Ademds, v toma el valor R[v]
representando el mayor valor en el tercer subdrbol (que esta situado mds a la derecha) de
v, siempre que v tenga un tercer hijo. El objeto R[v] generalmente no estd incluido en la
definicién de un 2-3 drbol.

Ejemplo. Sea A una lista A = (1,2,3,4,5,6,7). Un 2-3 drbol representado por A se
muestra en la Figura 6.16. Hemos usado la notacién 7 : j : k para decir quien es el siguiente
nodo interno v e indica que L[v] = i, M[v] = j y R[v] = &, siempre que el subdrbol mds
a la derecha exista. Observe gue el 2-3 drbol correspondiente a A no es tinico.




Particion
// ENTRADA: Dos arreglos, As(al,...,sm) y B=(bi,...,bm)
/! en orden crecisnte, dosde ambos log(m) y k(m)wm/log(m)
// mon enteros.
// SALIDA: k(m) pares (Ai,Bi) de subsecuencias de
// A y B talque:
/77 (1) |Bil= log(m)
7/ (2) $\Sigma_i8 lAilmn
17 (3) Cada elemento de Al y Bi es mas graade que
// cada slemento de Ai-1 o Bi-i para i<eicek(m)-1.

begin
1. set J(0):=0, j(k(m)):en

2. for 1<=ic=k(m)-1 pardo
2.1 Asigna rengo b_{iloga} ea A usasndo el metodo de
busqueda binaria, y sea j(i)eremgo(b_{ilogm}:A)

3.for O<wi<=k(m)-1 pardo
3.1 set Bi:rs(b_{ilogm+1,..,,b_{(i+1)logn}})
3.2 set Afim(e_{J(1)+1},...,a_{J(i+1)})
A(1) esta vacio si J(i)=j(i+1)

Figura 5.15: ALGORITMO PARTICION
2:50

/\ 3/.;K5 6/\7

1 2
Figura 5.16: Ejemplo de un 2-3 4rbol

5.5.1. Operaciones Bdsicas en un 2-3 4rbol.

Un 2-3 4rbol es una estructura de datos bien conocida, usada para representar conjun-
tos de elementos y realizar operaciones de biisqueda, insercién y borrado. De manera més
precisa, un 2-3 drbol representa un conjunto que cambia dindmicamente sus elementos,
inducido por el procesamiento de una secuencia de instrucciones:

1. DBisqueda de un elemento.
2. Insercién de un elemento.

3. Borrado de un elemento.

Los elementos son tomados de un conjunto linealmente ordenado. Observe que el
conjunto de elementos representado por un 2-3 drbol aparece ordenado, y al hacer alguna
operaciofi como insercién o borrado requiere que la estructura del 2-3 drbol se preserve
después de la operacién. Cada una de las operaciones insercién, bisqueda, y borrado
pueden ser ejecutadas en tietmpo O{log ), donde n es el numero de eletmentos del conjunto.
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Sea T un 2-3 4rbol representante de una lista de n elementos, @) < a; < ... < a,.
Dado un elemento b, el problema de buscar a b puede ser definido como el problema
de encontrar la hoja u de T tal que el valor del dato a; almacenado en u satisfaga que
a b <a.

Este problema puede ser manejado con un método de biisqueda binaria de la siguiente
manera. Sea r la rafz de T. La bisqueda de b puede restringirse a uno de los subédrboles
de 7, dependiendo donde b se ajuste entre dos datos L[r] y M|[r]. Mds precisamente, si
b < L[r), la bisqueda continiia en el subdrbol mas a la izquierda de r; de otro modo, si
L < b < Mir], 1a biisqueda continda en el segundo subdrbol. Manejamos el caso restante
de b > M(r] restringiendo la busqueda al tercer subédrbol. El procedimiento de bisqueda
termina cuando se alcanza una hoja. Este proceso toma tiempo proporcional a la altura
de T, es decir O(logn).

Podemos insertar un elemento b en un drbol T, primero aplicando la técnica de biisque-
da anterior para localizar a b. Sea u la hoja identificada por el procedimiento de biisqueda.
El nodo u contiene un elemento a; tal que a; < b < ai41. Si b = a;, no hay nada que hacer,
ya que el elemento b estd presente en el 4rbol. De otro modo, tenemos que crear una hoja
u', la cual toma el valor de b. Insertamos u’ inmediatamente a la derecha de u con el
mismo padre -llamémosle p- de u. Si p tiene tres hijos, nos detenemos. Asumimos que p
tiene cuatro hijos, creamos un nodo p’ y distribuimos a los hijos de p apropiadamente en
py p'. En la Figura 6.17 lo ilustra de manera grafica. Podemos insertar el nodo p' en T
usando el mismo procedimiento. Esto es, p’ es tentativamente asignada al mismo padre de
p, el cual debeser examinado para evitar una posible violacién a la restriccién del mimero
de hijos. Finalmente, si la rafz r tiene cuatro hijos, creamos un nuevo nodo rafz con dos
hijos, cada uno de ellos tiene apropiadamente dos hijos de r.

P P p

-
ERLILEW a.p b oag am b A

Figura 5.17: El proceso de insercién de objetos en un 2-3 drbol
Durante e! proceso de insercidn, los valores de L, M y R son ajustados apropiadamente
sin incremento asintético los tiempos secuenciales del procedimiento.

Ejemplo. Observemos la Figura 6.18(a). Supongamos que queremos insertar el dato
5 en el 2-3 drbol 7. El siguiente paso seri la creacién de una nueva hoja que contendrd el
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valor 5, dicha hoja serd hija del nodo c. La Figura 6.18(b) muestra la ejecucién del segundo
paso.

(L)

I”“””""’(b)""

Figura 5.18: Insercién de datos en un 2-3 drbol

Como el nodo c tiene ahora 4 hijos deja de cumplir la condicién de un 2-3 drbol.
Entonces, creamos un nodo ¢ y le asignamos como hijos las hojas con los valores 5 y 6.
Notamos nuevamente que el drbol ¢ deja de cumplir la condicién de un 2-3 drbol, pues la
rafz tiene 4 hijos. Creamos una nueva raiz con dos hijos, que nos dan como resultado un
2-3 4rbol que se muestra en la Figura 6.18(d).

5.5.2. Imsertando una secuencia de objetos en un 2-3 arbol

Supongamos que tenemos un 2-3 drbol T que contiene los n objetos a; < az < ... < ay.
Consideremos el problema de insertar una secuencia de k objetos b < b; < ... < b; en
T, donde se asume que k es mucho menor que n. Si k es tan grande como 7, entonces es
mas eficiente construir el 2-3 arbol.

Usando el procedimiento de insercién anterior, podemos insertar k elementos, uno a la
vez, en tiempo secuencial O(klogn). A continuacién describiremos un algoritmo paralelo
que ejecuta la insercién de k elementos en tiempo O(logn), usando un total de O(k log n)
operaciones. Un componente clave de este algoritmo es el efectivo encadenamiento de
multiples subsecuencias de inserciones.

En pocas palabras, la técnica de encadenamiento es el proceso de romper una tarea
en una secuencia de subtareas. Decimos ¢y, ...,l,, tal que, una vez que t, es terminado,
la secuencia correspondiente a una nueva tarea puede empezar y puede proceder en la
misma velocidad que la tarea previa. Este proceso es similar a la operacion de una linea
de ensamblaje, donde unasubtarea podriaser el complemento de un componente especifico
de un sisterna, y multiples sistemas se ensamblan en linea.

37




Empezaremos con un preprocesado que simplifica la presentacién del algoritmo. In-
sertaremos by y by en T usando el algoritmo de la insercién secuencial. Este paso garantiza
que cada uno de los b,’s restantes se acomoda entre dos hojas consecutivas de T. Este
proceso toma tiempo secuencial O(logn).

Concurrentemente, colocamos todos los elementos b; en T' aplicando el procedimiento
de bisqueda sobre cada J; por separado. Por lo tanto, para cada b; obtenemos una hoja
que contiene el objeto ay tal que ay < b; < ay4;. Esta bisqueda toma O(logn) pasos en
paralelo usando un total de O(k logn) operaciones.

5.6. La Técnica Aceleramiento en Cascada

Sea X = {z,,%3,...,Tn} un conjunto de elementos tomados de un conjunto S lineal-
mente ordenado. El problema de calcular el maximo elemento de X consiste en encontrar
un elemento z; tal que z; > z;, para todo J,con1 < j < n.

El problema bdsico puede ser resuelto por un simple algoritmo secuencial en tiem-
po lineal. El modelo PRAM ofrece un interesante caso de estudio para introducir la
estrategia de Aceleramiento en Cascada.

Asumimos que las z;’s son distintas. De otra manera, podemos reemplazar z; por el
par (zy,?), para cada Z, extendemos la relacién ” >" como sigue:

(ziyi) > (z5,7) siysolosizi >zj,0zi=z; y§> .

Podemos determinar el maximo elemento usando un 4rbol binario balanceado cons-
truido sobre la entrada de n elementos, sélo como en el caso del célculo de la suma de n
elementos. El tiempo de ejecucién del algoritmo en paralelo es de O(logn), y €l nimero
total de operaciones usadas es de O(n). Este algoritmo paralelo es 6ptimo.

Podemos obtener un algoritmo mds veloz usando un esquema basado en un drbol
computacional de profundidad logaritmica doble. La idea principal es construir un drbol
balanceado con las z;'s como las hojas tales que el niimero de hijos de un nodo u es igual a
[v7is 1, donde 7, es el niimero de hojas en el subarbol enraizado en u. Cada nodo interno
serd usado para tomar el miximo elemento del subdrbol. La condicién en el nimero de
hijos fuerza al drbol a tener una profundidad logaritmica doble. El éxito de esta estrategia
depende de la existencia de un algoritmo en tiempo constante que ejecute la operacién
representada por un nodo interno, es decir, un algoritmo que calcule el maximo de un
mimero arbitrario de elementos. Nuestra siguiente tarea es desarrollar tal algoritmo.




5.6.1. Un algoritmo de tiempo constante para calcular el maxi-
mo.

Sea A un arreglo de p elementos tomados de un universo S linealmente ordenado. El
propésito del siguiente algoritmo es ejecutar las comparaciones entre todos los pares de
elementos de A. El maximo elemento puede ser identificado como el iinico elemento que
sale como ganador en todas las comparaciones.

En el Algoritmo MAXIMO_BASE, el arreglo 1égico B toma las salidas de todas las
comparaciones, y el simbolo "&" representa la operacién 16gica AND.

Maximo_Bamico
// DITRADA: Un arreglo A, de p distintos slementos
/7 SALIDA: Un arreglo Booleano M tal que
/7 M(3)=1 al y solo si A(1) es el mazimo elemactos de A

begin
1. for 1¢mi,j<mp pardo it (A1) =>A(§))
then set B(4,j):=1
else set B(i,}):=0
2, for i<=i<=p pardo
set M($):=B(1,1) & B(i,2) & ... & B(i,p)
end

Figura 5.19: ALGORITMO MAXIMO.BASE

5.6.2. Un algoritmo de tiempo logaritmico doble.

Dado un drbol enraizado, el nivel de un nodo u es el nimero de aristas en la trayectoria
entre u y la raiz del drbol. Por lo tanto el nivel de la raiz en 0.

Por simplicidad asumamos que n = 2", para algiin entero k. Definimos el Arbol de
Profundidad Logar{tmica Doble con n hojas de la siguiente manera. La rafz del drbol
tiene 22" (esto es, /n1), hijos, cada uno de ellos tiene 22°~° hijos, y en general, cada nodo
en el i-ésimo nivel tiene 227" para 0 < i € k — 1. Cada nodo en el nivel k tendra dos
hojas como hijos.

Ejemplo. El drbol de profundidad logaritmica doble para el caso cuando n = 16 se
muestra en la Figura 6.20. La raiz tiene cuatro hijos, y cada uno de los nodos internos
tiene dos hijos. Cada nodo interno corresponde al cdlculo del mdximo de sus nodos hijos.




1 2 3 45 6 7 89 10 11 1213 14 15 16

Figura 5.20: Arbol de profundidad logaritmica doble

Un argumento inductivo sobre ¢ muestra el mimero de nodos en el i-ésimo nivel del
4rbol de profundidad logaritmica doble es de 22*~2“"', para 0 < i < k. El niimero de
nodos en el k-ésimo nivel es de 22" = (n/2). Ademds, la profundidad de este 4rbol es
(k+ 1) = (loglog(n + 1}).

Este drbol puede ser usado para calcular el méximo de n elementos. Cada nodo interno
toma el mdximo de los elementos almacenados en el subdrbol. El algoritmo procede nivel
por nivel, de abajo hacia arriba empezando con los nodos de altura 1. Usando el algoritmo
anterior el mdximo requerido para cualquier nivel dado puede ser calculado en tiempo
O(1).

De aqui que el mdximo pueda ser calculado en tiempo T'(n) = O(loglogn), entonces
el algoritmo para el 4rbol de profundidad logaritmica doble es exponencialmente mds
ripida que el algoritmo previo que lo hacia el tiempo O(log n).

Necesitamos estimar el mimero total de operaciones requeridas por el nuevo método.
El niimero de operaciones requeridas por las tareas en el i-ésimo nivel es:

o(E" ')
por nodo, para 0 <i < k, dando un total de:
o(E@* ) 2% = 02"y = 0(n)

operaciones por nivel. De aqui que el niimero total de operaciones requeridas para todos
los cdlculos es W(n) = O(nloglogn), lo que lo hace un algoritmo no dptimo.

5.6.3. Haciendo un algoritmo rapido y éptimo.

Hemos introducido dos algoritmos para calcular el maximo. El primero basado en el
drbol binario de profundidad logaritmica doble, el cual es éptimo y se ejecuta en tiempo
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logaritmico, €l segundo algoritmo no es 6ptimo pero se ejecuta en tiempo doblemente
logaritmico, que es muy veloz. En cuyo caso podemos tratar de usar una estrategia llamada
Aceleramiento en Cascada, la cual combina los dos algoritmos en un algoritmo rdpido
y 6ptimo. Primero describamos, en terminos generales, la estrategia de aceleramiento en
cascada:

= Primero empezaremos con el algoritmo 6ptimo hasta que el tamafio del problema
sea reducido a cierto valor.

s A continuacién cambiaremos al algoritmo veloz pero no éptimo.

= Después estudiaremos la adaptacién de esta estrategia al problema de calcular el
maximo de n elementos.

En la Fase 1, aplicamos el algoritmo del drbol binario, empezando desde las hojas y
moviéndose hacia arriba en [loglog logn] niveles. Ya que el nimero de candidatos reduce
por un factor de (1/2) por nivel mientras escalamos el drbol binario, sabemos que el
méximo esta entre el n’ = O(n/loglogn) elementos generados al final del algoritmo del
drbol binario. El mimero total de operaciones usadas hasta aqui es O(n), y el tiempo
correspondiente es O(log log log n).

Durante la Fase 2, usamos el 4rbol de profundidad logaritmica doble basados en los n’
elementos generados durante la Fase 1. Esta segunda fase requiere tiempo O(loglogn') =
O(loglogn) y usa un total de W(n) = O(n'loglogn’) = O(n) operaciones. Por lo tanto
el algoritmo es éptimo y se ejecuta en tiempo O(loglogn)

5.7. La Técnica Symetry Breaking

Sea G = (V, E) un ciclo dirigido, esto es, el grado de entrada y el grado de salida de
cada vértice es 1, y para cualesquiera dos vértices u, v € V, existe una ruta dirigida desde u
hasta v. Una k-coloracién de G es una funcién ¢ : V = {0, 1,..., k—1} talque (i) # c(j)
si (i, j) € E. Estamos interesados en el problema de determinar una 3-coloracién de G.

Un algoritmo sencillo consistirfa en recorrer el ciclo desde un vértice arbitrario, asig-
nado alternadamente los colores {1,0} a los vértices adyacentes. Un tercer color seria
necesario para terminar el ciclo. Este sencillo algoritmo secuencial es claramente 6ptimo,
pero no se ve muy claramente como hacerlo mas riapido con un algoritmo en paralelo.

La principal dificultad a la que nos enfrentamos para resolver el problema de la rapidez
del algoritmo de coloracién usando paralelismo, es la aparente simetria del problema.
Asignando un color a muchos vértices en paralelo implica que esos vértices de alguna
manera han sido distinguidos de los otros vértices. Pero todos los vértices lucen iguales.
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Entonces hay que introducir un mecanismo para particionar los vértices en clases, tal que
cada clase pueda asignarsele el mismo color.

5.7.1. Un algoritmo Bdsico de Coloracidn.

Asumamos lo siguiente recordando la representacién de la entrada de un ciclo dirigido
G = (V,E): Los arcos de G estdn especificados por un arreglo S de longitud n, tal
que S(i) = j, siempre que {(i,j) € E, para 1 < 1,7 < n. Note que podemos obtener
inmediatamente la relacién predecesor asignando P(S(i)) =i, paral1 <i < n.

Suponga que una coloracién inicial ¢ de los vértices de G estid dada. Dada la ex-
pansién binaria de un entero i -decimos, § = i+ #; ++ -i,ip— el k-ésimo bit menos
significativo de i es el bit ix. Podemos reducir el niimero de colores usando el Algoritmo
COLORACION_BASICO que toma ventaja de la representacién binaria de los colores.

Coloracion_Basice
// ERTRADA: Un ciclo dirigido cuyos arcos estan
/7 espacificados por un arreglc S de tamano n y una
// coloracion ¢ de los vertices.
// SALIDA: Otra coloracion ¢' de los vertices del ciclo.

begin
1. for 1<=icen pardo
1. coloca a k enla posicion del bit menos
significativo en el cual c(4) y <(S(i)) difieran
2. coloca ¢'(4):m2k+c(1) k
end

Figura 5.21: ALGORITMO COLORACION_BASICcO

Ejemplo. Sea ¢(i) = i el color asignado a los vértices del ciclo dirigido mostrados en
la Figura 6.22. Para cada vértice, listaremos el valor de k y el correspondiente color nuevo,
en dos columnas por separado. El niimero de colores es reducido a seis en este caso.
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Figura 5.22: Ejemplo de coloracién bdsico en un ciclo dirigido

5.7.2. Un algoritmo 3-coloracién muy rapido.

Empezaremos por estimar el mimero de colores generados por el algoritmo mostrado
en la Figura 6.21, en funcién del nimero de colores iniciales.

Sea ¢ > 3 el nimero de bits usados para representar cada color en la coloracién inicial
¢. Entonces, cada color usado por ¢ puede ser representado con [logt] +1 bits. Entonces,
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si el nimero de colores en ¢ es ¢, donde q satisface 2¢~! < ¢ < 2¢, colorando ¢’ usaremos
a lo mas 2Mefl+! — O(t) = O(loggq) colores. Entonces el ntiimero de colores decrece
exponencialmente, en general.

El procedimiento de coloracién bésico puede ser aplicado repetidamente. Tal reduccién
del nimero de colores ocurre mientras el nimero ¢ de bits usados para representar los
colores satisface t > [logt] + 1, es decir, t > 3. Aplicando el procedimiento de coloracién
bdsico al caso donde t = 3 resultara en una coloracién de a lo m4s seis colores, ya que el
nuevo color i estd dado por /(i) = 2k + c(i)x, y de aqui 0 < (i) < 5, pues 0 < k < 2.
Ahora estimaremos el niimero de iteraciones necesitadas para alcanzar este escenario.

Antes de presentar el andlisis sobre el nimero de iteraciones, introduciremos la si-
guiente notacién. Sea log'® z definido por log!V) z = logz, y log!® z = log(log®*~! z). Por
ejemplo, log!® z = (loglogn), y log"® z = (logloglog z). Sea log* z = min{i|log® z < 1}.
La funcién (log® z) es una funcién que crece muy lentamente y estd acotada por 5 para
toda z < 265596,

Empezando con la coloracién inicial c(i) = i para 1 < i < n, la primera aplicacién del
Algoritmo COLORACION _BASE reduce el niimero de colores a O(logn) colores. La segunda
aplicacién reduce el nimero de colores a O(loglogn) = o(log'® n). De aqui que el niimero
de colores se reduzca a menor o igual a seis colores después de O(log® n) iteraciones.

Podemos reducir el nimero de colores a tres. El siguiente procedimiento de recoloracién
consiste de tres iteraciones, cada una de las cuales maneja vértices de un color especifico.
Para 3 <! < 5, hacemos: Para cada vértice £ con color !, recoloreamos el vértice i con
el mds pequeiio color posible de {0, 1,2}. Cada iteracién toma tiempo O(1) usando O(n)
operaciones. Después de la ultima iteracién, obtenemos una 3-coloracidn en los tres limites
asintéticos.

5.7.3. Un algoritmo éptimo para la 3-coloracion.

El algoritmo de 3-coloracién previo rompe la simetria dentro de un ciclo dirigido
muy rdpido, pero usa un nimero no lineal de operaciones. Sin embargo, para todos los
propdsitos practicos, este algoritmo toma menos de seis pasos en paralelo, cada uno de
los cuales envuelve una simple operacién en cada uno de los vértices.

Si insistimos en optimizar, podemos usar una variacién del procedimiento. Recordemos:
Ordenar n enteros, cada uno de ellos dentro del rango {0, O(logn)], puede realizarse en
tiempo O(logn) usando un mimero lineal de operaciones. El ordenamiento puede lograrse
usando una combinacién del algoritmo radiz-sort y el algoritino de SUMA_PREFIJA.

64




Nuestro algoritmo éptimo consiste de:

= colorear los vértices con O(logn) colores usando el procedimiento b4sico de colo-
racién;

s ordenar los vértices por su color, todos los vértices con el mismo color aparecen
consecutivamente;

s aplicando el procedimiento de recoloracién sucésivamente a cada conjunto de vértices
con el mismo color.

Los detalles se muestran en el Algoritmo 3-COLORACION_BaAsICO.

Coloracion_Basico
// ENTRADA: Un ciclo dirigido de longitud n cuyos
// axcos astan especificados por un arreglc S
// SALIDA: Una 3-coloracion de los v\’ertices de un ciclo

begin
1, for i<ai<=n parde
coloca C(1):=§
2, Aplica el algoritmo de coloracion basica.

3. Ordena los vartices por sus colores.

4, for §=3 to 2¢log(n) do
for todos los vertices de color i pardo
coler v con el mas pequenc color
de {0,1,2} ui es diferente de los colores de sus 2
vecinos

Figura 5.23: ALGORITMO 3-COLORACION_BASICO
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Capitulo 6

Listas y arboles

Las listas y los drboles son estructuras de datos bdsicas, frecuentemente usadas en
miiltiples procesos. En esta seccién estudiaremos algunos problemas bdsicos sobre el proce-
samientos de listas y sobre cdlculos de funciones en irboles.

Una tarea elemental sobre procesos enlistados es el asignar un nimero de posicién a
los nodos, desde el principio hasta el fin de la lista, un problema que conocemos como el
asignar rangos a los elementos de una lista. Un algoritmo secuencial en tiempo lineal
puede ser desarrollado ficilmente. Presentaremos dos algoritmos paralelos para solucionar
el problema de asignar rangos a los elementos de una lista, cada uno de ellos usando un
nimero lineal de operaciones.

Para los drboles, introduciremos dos poderosas técnicas: Las rutas de Euler y La
contraccién de arboles.

6.1. Asignacion de rango a listas

Consideremos una lista ligada L de n nodos cuyo orden es especificado por un arreglo
S tal que S(i) contiene un apuntador al nodo siguiente del nodo i en L, para 1 < i < n.
Asumimos que S(i) = 0 cuando ¢ es el ultimo de la lista. Los datos almacenados en los
nodos no juegan ningin papel importante. El problema de asignacién de rango a
una lista consiste en determinar la distancia de entre cada nodo i y el nodo final de la
lista. A tal distancia le denominaremos el rango de i.

Este es un problema elemental en procesamiento de listas, cuya complejidad secuen-
cial es trivialmente lineal. La técnica Pointer Jumping puede ser usada para derivar un
algoritmo paralelo para la asignacién de rango a una lista. El correspondiente tiempo de
ejecucion es Ologn) y el total de operaciones es O(nlogn). Este algoritmo no es éptimo
en vista de la existencia de un algoritmo secuencial de tiempo lineal.
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6.1.1. Un algoritmo sencillo para la asignacién de rango a listas
de manera 6ptima

Dada una lista ligada L con n nodos, nos gustarfa calcular un arreglo R tal que R(3)
es igual a la distancia del nodo i al final de L. Inicialmente, colocamos R(i) = 1 para
todos los nodos i, excepto para el ultimo nodo, cuyo valor de R es 0.

Empezaremos estableciendo el algoritmo en paralelo basado en la técnica de Pointer
Jumping. Este algoritmo es esencialmente el mismo que fué dado para los arboles enraiza-
dos dirigidos.

Asignacion_de_Rango a Listas usando Pointer Jumping
// ENTRADA: Una lista ligada con n tal que
// 1. El sucesor de cada nodo i esta dado
/7 por S(i)
/7 2. E1 valor de S del ultimo nodo de la
// lista es igual a O
// SALIDA: Para cada 1 con i<mic=n la distancia
// R(1) del nodo i al final de la lista

begin
1. for 1<ei<=n parde
if S(1) != O then set R(i):=1
else set R(1):=0
2. for 1<=icen pardo
set Q(4):=S(1)
vhile (Q(3) != O k& Q{Q(1) 1= 0)) do
aet R(1):=R(1)+R(Q(1))
ast Q(1):=Q(Q(1))

Figura 6.1: ALGORITMO ASIGNACION_DE_RANGO

La estrategia completa para resolver el problema de asignacién de rango a listas de
manera 6ptima se presenta a continuacidn:

Estrategia para la asignacién de rango a Listas.
» Reduciremos la lista ligada L hasta que sélo queden O{n/logn) nodos restantes

s Aplicaremos la técnica de Pointer Jumping en la lista pequeiia de nodos restantes

= Reestableceremos la lista original y asignaremos rango a todos los nodoes borrados
en el paso 1.
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Hasta el momento sélo hemos examinado cémo implementar el segundo punto de
esta estrategia. Ya que el nimero de elementos es O(n/logn) el Algoritmo ASIGNA-
CION_.RANGO toma tiempo O(logn) usando un total de O(n) operaciones.

Conjuntos independientes. El método para la reduccién de la lista L consiste en
borrar un conjunto seleccionado de nodos de L y actualizar los valores intermedios R de
los nodos-restantes. La clave para implementar un algoritmo paralelo veloz recae en el
uso de un conjunto independiente de nodos que serdn borrados. Un conjunto de nodos [
se dice que es independiente, si siempre que i € I, 5(i) ¢ I. Podemos borrar cada nodo
i € I ajustando el apuntador al sucesor del predecesor de . Ya que I es independiente, el
proceso puede ser ejecutado concurrentemente para todos los nodos en I.

La informacién con respecto a los nodos borrados serd almacenada en algiin lugar para
que después la lista original pueda ser restaurada y los nodos en I se les pueda asignar
rango apropiadamente. En el siguiente procedimiento, usaremos el arreglo U para alma-
cenar dicha informacién. Necesitaremos un arreglo por separado, ya que el procedimiento
de contraccién de listas, ilustrado en el Algoritmo BORRANDO_NODOS compactaréd los
elementos restantes en la memoria de manera consecutiva. Sin pérdida de generalidad,
asumamos que el arreglo predecesor P esta disponible. De otro modo, éste podrd ser
ejecutado en tiempo O(1) usando un total de O(n) operaciones.

Borrando_nodos de un conjunto independiente
// ENTRADA:
// 1. Arreglos S y P de longitud n representando
// respeactivemente las relaciones de sucesor y
// predecesor de una lista ligada
// 2. Un conjunto independients I de nodos tal
// que P(1), S(1) 1= 0
// 3. Un valor R(i) para cada nodo i
// SALIDA: La lista obtenida despuss de borrar
// todos los nodos en I con las actualizaciones
// de low valores de R

begin
1. Seriamos consecutivamente N{i) a los elamentos
de I, donde 1<=N(i)<= |I|m=n®
2, for all i en I parde
set U(N(1)):=(i,5(1).R(1))
sat R(P(1)):=R(P(1))+R(4)
set U(N(i)):=S(4)
set U(N{1)):=P(4)

end

Figura 6.2: ALGORITMO BORRANDO_NODOS

Ejemplo. La Figura 7.3 ilustra el proceso de contraccién de listas para un conjunto

69




independiente dado. La lista inicial y los valores iniciales de R se muestran en la Figu-
ra 7.3(a) encerrados entre corchetes. Un conjunto independiente de nodos consistentes de
{1,5,6}. Paso 1 asignamos a los nodos {1, 5,6} los nimeros seriados:

N(1) =1,N(5) =2,N(6) = 3.
Ejecutando el ciclo del paso 2 para el nodo 6, obtenemos:
U(N(6)) = U(3) = (6,8,2), R(2) = 4,5(2) = 8,yP(8) = 2.

Procedemos similarmente para los nodos 5 y 1. Las nuevas ligas y los nuevos valores de
R de las listas contraidas se muestran en la Figura 7.3(b). Supongamos que tenemos los
rangos de todos los nodos de la lista corta considerada para la actualiizacién de los valores
de R. Ya que U(3) = (6,8, 2), concluimos que el nodo 8 es el sucesor inicial del nodo 6 y
por lo tanto R(6) = R(8) -+ 2 = 3. Mas ain, podemos reinsertar este nodo poniendo

P(6) = P(8)=2, S(P(6))=5(2)=6, P(8)=6.

Recordatorio 1. Supongamos que queremos ejecutar el Algoritmo BORRANDO_NODOS
siendo ejecutado por un conjunto de p procesadores, donde p < |i|. Entonces los n’ ele-
mentos de i se dividen casi uniformemente los p bloques, cada uno de los cuales se mane-
jard separadamente por un procesador. Cada procesador puede meter a cada pila privada
la informacién que concierne a los nodos que borra. La restauracién de la lista se logra
sacando cada pila.

Recordatorio 2. Si después de borrar los nodos del conjunto independiente I, los
nodos restantes no tienen que ser reubicados, el paso 1 del Algoritmo BORRANDO_NODOS
es innecesario; de aquf, que el resultado del algoritmo sea en tiempo O(1), usando O(n)
operaciones.

Determinacién de un conjunto independiente. Podemos manipular el problema
de manejar un conjunto independiente, por medio de la coloracién de los nodos de la lista
L. Renombramos a esa k-coloracién de L como una funcién del conjunto de nodos de
L en {0,1,...,k — 1} tal que vértices no adyacentes se les asigna el mismo color. Una
k-coloracién de L puede ser usada para determinar un conjunto independiente de L de la
siguiente manera. Un nodo u es un mfnimo local con respecto a su coloracién, si el color
de u es el mds pequeiio que los colores de su predecesor y su sucesor. De manera similar
se define un mdximo local.

Lema: Dada una k-coloracién de los nodos de una lista. L de tamaiio n, el conjunto I
de minimos locales es un conjunto independiente de tamaiio $2(n/k). E! conjunto I puede
ser identificado en tiempo O(1), usando un nimero lineal de operaciones.
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Figura 6.3: Ejemplo de contraccién de una lista

Un algoritmo sencillo para asignar rango una lista. En la Figura 7.4 daremos
una descripcién del Algoritmo sencillo, pero 6ptimo para la asignacién de rango a listas.

Ejemplo: Considere la lista de ocho nodos que se muestra en la Figura 7.5(a), donde el
peso de cada nodo se muestra entre corchetes bajo el nodo. Durante la primera iteracién
del ciclo while, identificamos el conjunto independiente I = {3,4, 2,5} derivado de la
3—coloracién mostrada entre paréntesis. Borrando los nodos en I de la lista original
obtenemos la nueva lista mostrada en la Figura 7.5(b) con el ajuste de pesos. Observe que
la informacién concerniente a los nodos borrados puede ser almacenada en tripletas con
un etiqueta adicional donde se indique el niimero de iteracién. Por ejemplo, la informacién
relacionada con el nodo 4 puede ser almacenada como:

U(1, N(4)) = (4, S(4), R(4)) = (4,1,1),
donde el primer pardmetro de U, en este caso, 1 indica el nimero de iteracién y el segundo,
en este caso, N(4), indica el mimero seriado asignado al nodo que ser4 borrado.
Durante la segunda iteracién, obtenemos la lista mostrada en la Figura 7.5(c). Ya que
n, = 2, vamos al paso 3 y obtenemos:

R(6) =R(6)+ R(7)=7, y R(7)=3.

La restauracién de la lista original se obtiene en dos iteraciones. Después de la primera
iteracidn, que corresponde a la segunda iteracién del ciclo while, obtenemos la lista
mostrada en la Figura 7.5(d). Es claro que la segunda iteracién restaurari la lista original
con los rangos correctos asignados a todos los nodos.

6.1.2. Un Algoritmo 6ptimo para Asignar Rango a Listas en
Tiempo O(logn)

La debilidad del algoritmo sencillo para asignar rango a listas visto en el Algoritmmo

ASIGNACION_RANGO recae en la gjecucion de las operaciones costosas para identificar un
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Algoritmo optimo y sencille para ls asignar rango & listas
/ ENTRAD.
// 1. Una lista ligsda con n nodos tal que
// el sucesor de cada nodo esta dado por S(i)
// SALIDA: Para cada nodo i, la distancia de §
// al final de la lista

begin
1. Asigna n_O:=p; k:=0

2. while n_k > n/logn do

2.1 set kel

2.2 Colorea la lista con tres coloxes e
identifica el conjunto I de mjinimos
locales

2.3 Borra los nodos en I, y almacens la
informacion spropisda recordando los
nodos borrados

2.4 sea n_k el tamanc de la lista restante
compacta la lista dentro de blogues
consecutivos de memoria

w

Aplica la t\’ecnica de pointer jumping a la
lista resultante

4. Resstablece la lista original y esigma
Tango a todos los nodos borrados
invirtiendo el procesc ejecutado en el
paso 2

Figura 6.4: ALGORITMO ASIGNA_RANGO_A.LISTAS
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Figura 6.5: Ejemplo de una lista ligada y su procesamiento

conjunto independiente grande, y de la compactacién de la lista durante cada iteracién
del proceso de contraccién de listas, que es el paso 2. Desarrollaremos un método alterno
para reducir la lista de n nodos a O(n/logn) nodos sin tener una ejecucién para cada
operacién. Las ideas clave que hay debajo de este método se dardn a continuacién. Por
simplicidad asumamos que logn es un entero divisible entre 7.

Estrategia General. Dividamos el arreglo S en (n/logn) subarreglos { B;} llamados
Bloques, cada uno conteniendo (logn) objetos. Cada bloque B; serd procesado secuen-
cialmente, pero concurrentemente con los otros blogues. Un indice p(i) serd usado para
apuntar a un nodo en B;. Denotaremos este nodo por N(p(i)). Inicialmente asignamos
p(i) = [(1 — )logn + 1], para 1 < i < (n/logn), ya que p(:) apunta al primer nodo
en cada bloque B;. Los bloques serdn procesados a diferentes velocidades; por lo tanto
requerimos de los apuntadores p(z).

Consideremos los nodos iniciales N(p(i)) y cada etiqueta de N(p(i}) como activa,
para 1 < i < (n/logn); etiquetaremos cada uno de los nodos restantes como inactivos.
Si los nodos activos forman un conjunto independiente , es decir, si ninguno de los nodos
sucesores, ni los nodos predecesores para cada N(p(i)) estd activo, entonces esos nodos
pueden ser borrados de la lista inmediatamente. Podemos entonces avanzar cada apunta-
dor p(i) al siguiente lugar consecutivo del bloque B;, es decir, asignamos p(i) = p(i) + L.
En general, sin embargo, sélo un subconjunto de nodos activos, llamadoes nodos aislados,
formardn un conjunto independiente, mientras que el resto de los nodos activos formaran
sublistas de la lista original.

Ejemplo. Un lista de 16 nodos y algunos de los apuntadores se muestran en la Figu-
ra 7.6. En este caso, tenemos cuatro bloques 13, By, By, 3,. Inicialinente los nodos activos

son 1,5,9, 13; estos estidn apuntados por los enatro apuntadores:

73




N(p(1)) = 1, N(»(2)) = 5, N(p(3)) =9, N(p(4)) = 13. La liga de informaci6n de los
" nodos activos estd indicada por los arcos. Por ejemplo:

S(1) = 6,8(5) = 13,5(9) = 5, 5(13) = 16.

Por lo tanto, el nodo 1 es el iinico nodo aislado, ya que su nodo predecesor y su nodo
sucesor no estdn activos; los nodos activos restantes de la sublista son 9 — 15 — 13.

El procedimiento de contraccién consiste de O(logn) etapas, en la cual cada etapa
puede ser implementada en tiempo O(1), usando un total de O(n/logn) operaciones.
Inicialmente hay un apuntador p(#) al primer nodo en B; tal que N(p(i)) es etiquetado
como activo. Todos los demas nodos son etiquetados como inactivos. Describiremos aho-
ra la primera etapa para nuestro procedimiento. Las siguientes etapas son idénticas; la
descripeién de una se d4 a continuacién.

Primera Etapa. Cada nodo activo aislados N(p(3)) es borrado de la lista. Cada nodo
activo restante es entonces parte de una sublista segura. Nétese que una sublista puede
tener tamafio Q(n/logn). Veamos ahora como romper cada sublista en cadenas cortas
en tiempo O(1) usando un nimero lineal de operaciones, sobre el tamafio de los nodos
activos restantes.

pe2)

B
2

L 1 1 1
13 1 1 ]
: ) 0 .
[} ) t :
1 [} L}

B
4 —
H

Figura 6.6: Lista particionada por el algoritmo de contraccién

Aplicaremos el procedimiento bdsico de coloracién dado en la seccién anterior para
cada nodo activo restante, empezando con la coloracién inicial ¢(i) = i. Recordemos que
este procedimiento de coloracién consiste en determinar el bit menos significativo en la
posicién & donde (i) y ¢(S(?)) difieren, y colocar el nuevo color de i en ¢ = 2k + c(i).
Por lo tanto, los nodos activos restantes son colorados adecuadamente con O(loglogn)
colores. Cada nodo cuyo color es un minimo local es etiquetado como un regidor, y cada
nodo activo restante es etiquetado como un stibdito. La Figura 7.7 nos ilustra que pasa
con los nodos activos durante la primera etapa.
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De este modo, cada uno de los nodos de una sublista es etiquetado ya sea como regidor
o como sibdito. Los regidores de una sublista la particionan en cadenas; cada cadena
consiste de un regidor r seguido por los siibditos entre 7 y el siguiente regidor, o el final
de la sublista si el siguiente regidor no existe. Sin pérdida de generalidad, asumamos que
el nodo m4és a la izquierda de una sublista, es decir, un nodo activo cuyo predecesor no
esta activo, es un regidor, de otra manera lo convertiriamos en uno. El tamafio de cada
cadena es de O(loglogn).

Terminamos la primera etapa avanzando el apuntador de cada stibdito, cada nodo
borrado y etiquetando los correspondientes nodos nuevos como activos.

Figura 6.7: Primera etapa del algoritmo de contraccion

Etapa General. La entrada de la etapa general consiste de a lo mds de (n/logn)
apuntadores p(7), donde cada p(i) apunta a un elemento en el blogue B;. Cada nodo
N (p(3)) es etiquetado como activo o inactivo. Si N(p(i)) es un regidor, entonces el siguiente
stbdito es borrado y se etiqueta como tal. El nodo N(p()) empieza como un nodo activo
si el nodo borrado era el wltimo stibdito. Ahora procederemos como en la primera etapa,
a borrar los nodos activos aislados y romper cada sublista de nodos actives restantes en
cadenas de longitud O(loglogn). La Figura 7.8 nos ilustra qué pasa con un regidor o con
un nodo activo durante la etapa general.

Finalmente, los apuntadores de los nodos borrados y de los nodos sibditos avanzan,
y los correspondientes nodos nuevos son etiquetados como activos.

Algoritmo de Contraccién de Listas. El Algoritmio CONTRACCION_LISTA describe
una etapa general ejecutada por el procesador P con 1 < i < (n/logn). Este algoritmo
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Figura 6.8: Los estados de cada nodo durante la etapa general

tiene como entrada una lista ligada con n datos dada por el Arreglo Sucesor S, el cual
fue particionado en (n/ logn) bloques {B;} tal que:

1. Un apuntador p(i) a un nodo N(p(i)) en un bloque B; dado.

2. Cada nodo p(i) es etiquetado como activo o como regidor.

3. Los nodos restantes son etiquetados como inactivos o como gobernados.

La salida de este algoritmo es una lista contraida que tiene 1as siguientes caracteristicas:
1. Un objeto de cada cadena y los todos los nodos activos aislados son borrados.

2. Cada bloque B; no vacio tiene un apuntador p(i) tal que cada nodo N(p(i)) cs
etiquetado como activo o regidor.
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Algoritmo Contraccion_Lista
// etapa general: (Algoritmo para procesador P_1)
begin
1. 42 N(p(i)) es un regidor, borrawcs el siguiente
sujsto. Etiquetamos W(p(i)) activo si este era
el ultimo sujeto en la cadena.

2. if N(p(i)) es mctiva y aislada, borramos W(p(i))
y stiquetamos N(p(i)) como horrado.

3. if N(p(1)) esta activo, entonces colorsa W(p(1))
aplicando el procedimiento basico de coloraciom.
Etiqueta N(p(1)) como regidor si su color es

un winimo local. De otro modo, etiqueta N(p{i))
como sujeto.

4. if NW(p(41)) es etiquetado como borrado o como
sujeto, sntonces asignamos p(i)=p(1)+1.

Si p(i) cruza la frontera de B_i, entonces
Tersinamos. De otra forma, etiquetamos N{(p(1))
Como activo.

Figura 6.9: ALGORITMO CONTRACCION.LISTA

6.2. La Técnica del paseo de Euler

Sea T = (V, E) un arbol dado, y sea T' = (V, E') una gréfica dirigida obtenida de T'
donde cada arista (u, v) € E es remplazada por dos arcos (u,v) y (v, u). Ya que el grado
interior de cada vértice de T" es igual al grado exterior, T’ es una Gréfica Euleriana,
es decir, si tenemos un circuito dirigido que recorre cada arco exactamente una vez. Si el
Circuito Euleriano de T tiene salida podemos usarlo para hacer célculos eficientes en
paralelo de miltiples funciones sobre T.

6.2.1. Circuitos Eulerianos

Un circuito euleriano T" = (V, E') puede ser definido por la especificacién de la fun-
cién sucesor s que proyecta cada arco e € E' en el arco s(e) € E' que es el elemento que
le sigue a e en el circuito. Una manera sencilla de definir la funcién sucesor es la siguiente.
Para cada vértice v € V del drbol T = (V, E), fijamos cierto orden sobre el conjunto de
vértices adyacentes a v, denotado por ady(v). Digamos ady(v) = (uo, u1,...,us-1) donde
d es el grado de v. Definimos el sucesor de cada arco e = (u;, v) como sigue:
s((uii U)) = (Ur U(i+1)modulo d) para0 <i < (d - 1)'

Ejemplo. Un drbol T = (V, E) y un ordenamiento de vértices adyacentes a cada
vértice v son mostrados en la Figura 7.10 (a) y (b). La funcién sucesor nos da la tabla
mostrada en la Figura 7.10(c). Considere, por ejemplo, el vértice 5 cuyos vértices adya-
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adi(v) |2 [ Are ] Sucesor

v

l.' 9 : <9,1>| <1,9>
R ERE {<9.25 | <2,9>
3. 4 <4;3>]<3,4>
4 5376 .| - <5,4> ) <4,3>
5 ] 84,9 ; <3,4> | <4,7>
S AN RE T I <7,4>| <4,6>
7 4 : <6,4>] <4,85>
8-| sl <l.:> <:.;>
| €9 . <4,5>| <5,9>
2 5.2,1 : <9,5>| <5,8>

B <4,6>( <6,4>
AN () U <4,7>| <7,4>
o <5,8>| <8,5>
<5,9>] <9,2>
<2,9>( <9,1>
<1,9>| <9,5>

. ()
<9,15 = 1,95~ <B,5>— <5, 85— <B, 5> <5,4>
<4,35—m <3, 45— <4, T>— <:I,4>—> <4 65— <6,4>

<4,5> — <5,95 —2 <9 25— <295 __y, <9,1>

(d)

Figura 6.10: El circuito euleriano de un 4rbol

centes estdn dados por ady(5) = (8,4, 9). Tal lista implica que

5((8,5)) = (5,4),5((4,58)) = {5,9) y s({9,5)) = (5,8)

como estd indicado en la tabla de sucesores. Observemos detenidamente la tabla de suce-
sores, donde se especifica un circuito euleriano de la gréfica dirigida T" = (V, E’). Em-
pezando con el arco (9, 1), el circuito definido por la funcién sucesor se muestra en la
Figura 7.10(d).

Ejemplo. Un drbol T y su lista de adyacencias con apuntadores adicionales se muestra
en la Figura 7.11. Consideremos un vértice arbitrario, digamos el vértice 5. El vértice 5
aparece en la lista L[2]. El nodo que contiene al vértice 5 tiene un apuntador a el nodo que
contiene el vértice 2. Por lo tanto podemos usar ese apuntador para deducir el arco (5,2)
de T". Podemos usar este nodo para concluir que el vértice 6 viene después del vértice 5
en la lista de adyacencia del vértice 2, y deducir el arco (2, 6)
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Figura 6.11: Un 4rbol con su correspondiente lista ligada

6.2.2. Operaciones en Arboles

Discutiremos algunas aplicaciones de la técnica de los paseos de eulerianos y el cdlculo
de funciones en drboles.

Enraizando un &arbol. Los paseos eulerianos de un drbol T' = (V, E) pueden ser
usados para procesar a T y calcular algunas funciones sobre T' de manera eficiente. Em-
pezaremos con el problema de enraizar a T en el vértice r, es decir, para cada vértice
v # r, determinaremos el padre P(v) de v cuando T es enraizado en r.

Denotamos T' = (V, E') como la grifica dirigida obtenida de T remplazando cada
arista de E por dos arcos con direcciones opuestas. Definimos el paseo de euleriano de
T calculando la funcién sucesor s. Sea L[r] la lista de adyacencia del vértice r, donde
L[r) = {(ug, w1, ..., uq_). Rompiendo el paseo euleriano en r y asignando s{{uq_;, 7)) = 0.
Entonces tenemos un camino euleriano dirigido en 7" que empieza en r, visita exdctamente
una vez cada nodo, y termina en r.

Considere la lista ordenada EP de los arcos sobre un camino euleriano
EP = (6‘1 = <rru0)»e2 = 3(91)) 3(52)y~ vy <ud-—l, T))

La lista £1° pucde ser vista como el proceso de recorrer un drbol T de la siguiente manera.
Empecemos por visitar la raiz , a continuacién visitamos al vértice uy adyacente a r. El

i
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Figura 6.12: Un drbol con su lista de adyacencia

- mismo proceso de biisqueda es aplicado al subdrbol enraizado en uy. Una vez que todos

"los vértices del subdrbol enraizado en uy son explorados, entonces procedemos a visitar
a uy, y procedemos de la misma forma. Note que el recorrido transversal inducide por el
camino euleriano EP es una biisqueda a profundidad (DFS) en el 4rbol T empezando
en el vértice . En particular confirmamos que el arco (p(u),u) aparece en la lista EP
antes del arco (u,p(u)) cuando el drbol T estd enraizado en r.

Ejemplo. Considere de nuevo el irbol T = (V, E) mostrado en la Figura 7.12(a).
Supongamos que queremos enraizar a T en el vértice 1. Rompemos el correspondiente
circuito euleriano asignando s({4,1)) = 0. Empezando desde la raiz 1, el camino euleriano
consiste de una primera biisqueda transversal de los vértices del drbol como sigue:

1,2,5,2,6,2,7,8,7,9,7.2,1,3,1,4, 1.

En la Figura 7.13 podemos observar, por ejemplo, que el arco (2,7) aparece antes que el
arco (7, 2) sobre el camino euleriano, y que 2 es padre de 7.
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Figura 6.13: El 4rbol con su camino euleriano

Numeracién Postorden. Otra aplicacién para la técnica de los paseos eulerianos
es el procesamiento de vértices de un 4rbol en cierto orden. Supongamos, por ejemplo que
queremos determinar el postorden transversal del 4rbol T enraizado en r. El postorden
transversal de T consiste de los postordenes transversales de los subdrboles de r de
izquierda a derecha, seguidos de la rafz r. Para nuestro 4rbol enraizado T = (V, E), defi-
nimos el orden de izquierda a derecha de los hijos de un vértice como el orden implicito por
el camino euleriano EP. Es decir, el hijo de un vértice v es visitado de izquierda a derecha
sobre el camino euleriano EP. Observe que los hijos de la rafz r aparecen ordenados de
izquierda a derecha en la lista de adyacencia L{r], pero ese orden no necesariamente ocurre
para los nodos restantes.

El objetivo es determinar el niimero de postorden post(v) para cada vértice, esto
es, el rango de los v's en postorden transversal de T'.

El camino euleriano EP puede ser usado para determinar el postorden transversal de
T de la siguiente manera. El camino EP visita cada vértice v en diferentes ocasiones,
la primera vez usando el arco(p(v), v) y la dltima vez usando el arco(v, p(v)) después de
visitar a todos los descendientes de v. Por lo tanto, el orden de la sublista de vértices
obtenidos por la retensidn de sélo la iltima ocurrencia de cada vértice definido precisa-
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Enraizando_un_arbol
// ENTRADA:
// 1. Un arbol T definido por la lista de
// sdyacencia de sus vertices
/7 2, Un camino eulerianc definido por le
// tuncion suceser s
/7 3. Un vertice sspecial r
// SALIDA: Para ceda vertice visr, el padre p(v)
// de v en el arbol enraizado en r

begin
1. identificamos el ultimo vertice u que aparece
en la lista de adyacencia de r.
Asignamos s(<u,r>)=0.

2, Asignamos peso 1 a cada arce <x,y>, y aplicamos
el prefijo paralelo en la lista de arcos
Definida por s,

3. Para cada arco <x,y>, asignaemos x=p(y) siempre
que la susa prefija de <x,y> sea menoxr que
la suma prefija de <y,x>

Figura 6.14: ALGORITMO ENRAIZANDO_ARBOL

mente el postorden transversal de los vértices de T. El numero de postorden de cada
vértice es calculado por el Algoritmo ENRAIZANDO_ARBOL.

Ejemplo. Considere el 4rbol de la Figura 7.13(a) con su paseo euleriano. El peso y
la suma prefija de cada arco sobre ¢l correspondiente camino euleriano se muestra en la
Figura 7.13(b). De la suma prefija obtenemos lo siguiente:

posi(5) = 1, post(6) = 2, post(8) = 3, post(9) = 4, post(7) =5,

post(2) = 6 ,post(3) = 7, post(4) = 8, post(l) =9.

Calculando ¢l nivel de los vértices. Otra operacién muy usada es calcular el nivel
de cada vértice v. Lo denotamos level(v). El nivel de un vértice es la distancia, o el
nimero de arislas, entre v y la raiz r. Nuevamente usamos el camino euleriano de T" para
enraizarlo en r. Asignamos w({p(v),v)) = +1, a w({v, p(v))) = —1, y ejecutamos el prefijo
paralelo sobre la lista definida por el camino euleriano. Entonces, asignamos a level(v) el
resultado de la suma prefija de (p(v), v).
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Numeracion_postorden
// ENTRADA:
// 1. Un axbel binario enrasizado con
// raiz x.
// 2. Un camino eulerianc correspondiente
// definido por 1la funcion s.
// SALIDA: El numero postorden post(v)
// de cada vertice v.

bagin
1. Para cada vertice visr, asignamos los
pesos v(cv,p(v)>)=l y w(<p(v),v>)=0,

2. Ejecutamos el prefijo paralelo en la
lista de arcos definida por s.

3. Para cada vertice v!er, asignamos
post(v) igual a la suma prefija de
<v,p{v)>. Para ver, asignamocs st(r)sn
donde n es el pumero de verticas en el
arbol dado.

Figura 6.15: ALGORITMO NUMERACION_POSTORDEN

6.3. Contraccion de arboles

En la seccién anterior, presentamos la técnica de los paseos eulerianos y algunas de
sus aplicaciones. Sin embargo, existen problemas importantes en drboles que no pueden
ser resueltos de manera eficiente con esta técnica por si sola. Consideremos por ejemplo
el problema de evaluar una expresién.

Una expresién aritmética dada puede representarse con un 4rbol binario tal que una
constante es asociada con cada hoja, y un operador aritmético (como +, —, x,+) es aso-
ciado con cada nodo interno. El objetivo es calcular el valor de la expresién en la raiz. En
algunas ocasiones sélo estaremos interesados en calcular todas las subexpresiones definidas
en los nodos internos. A este tipo de problemas los podemos manejar eficientemente con
la contraccién del drbol.

La contraccién del drbol es una manera sistemadtica de reducir un drbol en un vértice
simple aplicando sucesivamente la operacién de mezclar una hoja con su padre o mezclar
un vértice de grado 2 con su padre. El problema de la evaluacién de una expresién pro-
porciona una justificacién para tal proceso. Una hoja u toma un valor constante, el cual
podra ser incorporado en los datos almacenados por el padre p(u). Borrando un vértice v
de grado 2 equivale a posponer la evaluacién de la subexoresién v e incorporar su efecto
en los datos almacenados en el padre p(v).

A countinuacién introduciremos una operacién que describe el proceso de mezcla.
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6.3.1. La Operacién Rastrillo (rake).

Sea T = (V, E) un édrbol binario enraizado en r, tal que para cada vértice v, donde
v # 1, p(v) representa el padre de v. Asumamos por simplicidad que cada vértice interno
tiene exactamente dos hijos.

Introduzcamos la operacién primitiva llamada rastrillo, sobre T' de la siguiente ma-
nera. Dada una hoja u tal que p(u) # r, 1a operacién rastrillo consistird en borrar u y
p(u) de T y conectar los hermanos de u, denotado por s(u), a p(p(u)).

AN IVAN
SRARARA

Figura 6.16: El proceso de rasurado de hojas

Ejemplo. La Figura 7.16 nos muestra qué pasa cuando la operacién rastrillo es apli-
cada al nodo 1 del 4rbol del lado izquierdo. En esta operacién resulta borrar los nodos 1
y 3, y hacer al nodo 4 padre del nodo 2, como se muestra en el drbol del lado derecho.

Nuestro algoritmo para la contraccién del drbol usa la operacién rastrillo como una
operacién primitiva para reducir la entrada de un arbol binario dado en un 4rbol de tres
nodos que consiste en la raiz y dos hojas. La dificultad técnica principal recae en evitar
rasurar de manera concurrente dos hojas cuyos padres son adyacentes. Podemos evitar
tal dificultad aplicando de manera cuidadosa la operacion rasurar hojas no consecutivas
como aparecen de izquierda a derecha.

Para un arreglo dado A, un subarreglo Ap., de A consiste de los elementos de A con
indice non, es decir, a,,as, as, .... Definimos el subarreglo A,., de la manera similar. Es
ficil verificar que, siempre que sea dada la longitud de A, las longitudes de Angn ¥ Apar
pueden ser determinadas en tiempo O(1) usando un nimero lineal de operaciones.

_Mostremos ahora el Algoritmo Contraccion.de_Arbol usando la operacién rastrillo.
Como entrada tenemos un arbol binario enraizado T donde cada vértice tiene exactamente
dos hijos. Para cada vértice v diferente de la raiz, el padre p(») y el hermano s(v). Como
sulida obtenemos a un drbol binario tres-nodos

84




Contraccion_de_arbel

begin
1. Etiquetamos las hoj.- consecutivameate en
ordea ds 1 + ®XC.
1la hojs mes a la uq\u-m y mas a la
ya las eti de las
hojas en un arregla A de n—\'nn n

2. for [log(n+1)lopersciones do
2.1 Aplicamos la operaci\’on rastrille
concurrentements & todos loe elementos
de A_{mon} que son hijos izquierdos
2.2 dplicamos 1s operaci\’on rastrille
s los el

on A_{mon}
2.3 Asignamos A:=A_{par}

Figura 6.17: ALGORITMO CONTRACCION_DE_ARBOL

Ejemplo. Considere el 4rbol T dado en la Figura 7.18(a). En este caso,
A= (1»21 3,4,5,6, 7): Anon = (113r517)) Apnr = (2’ 4, 6)~

Durante la primera iteracién del ciclo for, la operacién rastrillo es aplicada s6lo al vértice
3, como es especificado en el Paso 2,1. Este paso contrae el 4rbol dado en el &rbol mostrado
en la Figura 7.18(b). El Paso 2,2 de la primera iteracién da como resultado después de
aplicar la operacién rastrillo a los vértices 1,3,5 el 4rbol mostrado en la Figura 7.18(c).
Al final de la primera iteracién, tenemos que A = (2,4, 6). En la segunda iteracién del
ciclo, la operacién rastrillo saca las hojas 2 y 6 (paso 2,2), dando como resultado el 4rbol
de la Figura 7.18(d). Finalmente, la tercera iteracién reduce el 4rbol en un érbol de tres
nodos como se muestra en la Figura 7.18(e).

6.3.2. Evaluacién de Expresiénes Aritméticas.

Ahora mostraremos como usar el algoritmo de contraccién de drboles para la evaluacién
de expresiones aritméticas. Supongamos que nos dan un drbol binario T = (V, E), tal que
cada hoja w contiene una constante ¢, y cada nodo interno u contiene cualquiera de los
operadores de adicidén “+” o de multiplicacién “x.” Asumimos que cada vértice interno
tiene exactamente dos hijos. Es ficil modificar el algoritmo dado en la seccién anterior
para los casos en donde algunos vértices tengan un solo hijo. El problema de evaluar
expresiones consiste en determinar el valor de la expresién en la raiz de T, denotada
como val(T).

Un acercamiento intuitivo para la evaluacién en paralelo de una expresion en un arbol,
es evaluar cada subexpresion en un nodo interno v donde sus dos hijos son hojas, para
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(©) (@) (e)

Figura 6.18: El proceso de contraccién de un drbol

todos los estos nodos de manera concurrente. Repetimos este proceso hasta que el valor
de la rafz queda determinado. Esta aproximacién funciona siempre que el rbol este ra-
zonablemente balanceado, ya que miiltiples nodos son eliminados durante cada etapa. De
otra forma, algunos nodos pudieran ser borrados durante cada etapa cuando el 4rbol de
entrada es grande y delgado. En el caso extremo, cuando tenemos una cadena larga con
hojas con hojas pegadas a ella, el proceso previo requiere un nimero lineal de iteraciones
y, por lo tanto, no proporciona un mejoramiento sobre el algoritmo secuencial.

Para remediar esta situacién, relajemos la condicién de que el valor de cada nodo tiene
que ser totalmente determinado antes de poder ser eliminado. En lugar de esto, un nodo
que cuyo tinico hijo es una hoja puede ser parcialmente evaluado y, entonces, puede ser
borrado. Para lograr tal evaluacién parcial, asociamos a cada nodo v € V una etiqueta
(ay, by} que representa la expresién lineal a, X + b,, donde ay, b, son constantes y X esta
indeterminado esperando por el posible valor desconocido de la subexpresién en el nodo
v,

Durante el proceso de evaluacién de la expresion del drbol, algunos nodos son borrados
y las ctiquetas (uy, b,) de los nodos restantes son ajustados de tal modo que el siguiente
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invariante se mantiene.

Invariante(I): Sea u un nodo interno del drbol actual tal que u tome el operador o €
{+, %} y sus hijos v y w cuyas etiquetas son (ay, b,) ¥ (6w, bw), respectivamente. Entonces,
el valor de la subexpresién en u estd dado por val(u) = (a,val(u) + b,) o (awval(w) + by).

Inicialmente, asignamos la etiqueta (1,0) a cada nodo v € V. El invariante (I) resulta
trivial en este caso. Usamos el algoritmo CONTRACCION_DE_ARBOL para reducir nuestro
4rbol T de entrada dado en un 4rbol de tres nodos 77 tal que val(T") = val(T'). Incremen-
tamos la operacién rastrillo ajustando las etiquetas (a,b) para de esta manera mantener
el invariante (I).

Sea v una hoja y w su hermano. Cuando aplicamos la operacién rastrillo a v, el nodo v
y u = p(v) son borrados: por lo tanto sus contribuciones a la subexpresién calculada en el
nodo p(u) tendrdn que ser incorporadas dentro de la pareja de valores (4, bw) almacenados
en w, como se muestra en la Figura 7.19. Asumamos, sin pérdida de generalidad, que v
es el hijo izquierdo y u contiene el operador o, € {+,x}. El valor del nodo u esta
dado por val(u) = (avey + by) ou (@wX + by), donde X es el valor desconocido del nodo
w, asumiendo que el invariante(]) tome antes de la operacién rastrillo. Por lo tanto, la
contribucién de val(u) al nodo p(u) estd dado por E = ayval(u) + by = auf(avcy + by) 0u
(awX + by)] + by, la cual es una expresién lineal en X después de la simplificacién. Por lo
tanto, podemos remover v y u, adem4s de ajustar la pareja (ay, b,) como estd implicito
después de simplificar la expresién E. Fl invariante(J) claramente se cumple.

plw)
ﬁ> W
al bl)
(2w B al=a(a,cv+b,)aw

(av,by)
b, =a,(a,cy+ b,) by +b,

Figura 6.19: Ejemplo de la operacién rastrillo

Nuestro algoritmo para evaluar expresiones aritméticas consiste de una asignacién
inicial de la etiqueta (1,0) a cada nodo del 4rbol, y una aplicacién del algoritmo de la
contraccién del drbol tal que cada operacidn rastrillo es aumentada como se especifica en
el parrafo anterior. Una vez que el algoritmo de contraccién del drbol termina, oblenemos
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un drbol T de tres nodos con una rafz r tomando un operador o y dos hojas u y v
que contienen a las constantes ¢, y ¢,. Sea (ay,bu) y (@v,b,) las etiquetas de u y v,
respectivamente, en el é4rbol 7. Entonces por el invariante(/) tenemos que

val(T) = val(r) = (aucu + bu) © (aycy + by).

Ejemplo. Un drbol de expresiones con etiquetas iniciales (1, 0) se muestra en la Figu-
ra 7.20(a). Durante la primera iteracién del ciclo for del algoritmo de contraccién del
arbol, el nodo marcado por * es rasurado, de este modo generamos el 4rbol de la Figu-
ra 7.21(b). Observe las etiquetas de los nodos tomados - 5 cambia de (1,0) a (1,2). A con-
tinuacién los dos nodos tachados son rasurados, y el drbol es rasurado a la Figura 7.21(c).
Durante la segunda iteracién, un nodo es rasurado, obteniendo el d4rbol mostrado en la
Figura 7.21(d). Finalmente durante la tercer iteracién el nodo sencillo es rasurado, y
terminamos con el drbol de tres nodos mostrado en la Figura 7.21(e). Consideremos la
nueva etiqueta (4, 14) contenida en el nodo 4. Esta etiqueta es derivada de la expresién
2[(2X + 10) + (-5 + 2)} + 0 = 4X + 14. El valor de la expresién raiz estd dada por
(4 x 4+ 14) + (20 x 1 + 0) = 50.

O,
4o a0 - (1,0$) (1,0)

Figura 6.20: Evaluacién de expresiones por contraccién de 4rbol

6.3.3. Cailculo de funciones de arboles

Sea (U, *) un semigrupo conmutative con un elemento identidad e. De aqui, U es un
conjunto de elementos con una operacién binaria “x* tal que * es asociativo, conmutativo,
y xx¢ =e¢*x = x para toda z € U. Supongamos que dado un drbol arbitrario T = (V, E)
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4,14) (1,0)

Figura 6.21: Evaluacién de expresiones por contraccién de drbol (continuacién)

tal que cada vértice v es etiquetado con un elemento I(v) € U. Consideremos el problema
de calcular, para cada vértice v, el elemento L(v) que resulta de aplicar la operacién “x *
a todos los elementos del subédrbol enraizado en v.

Ejemplo. Sea U el conjunto de enteros no negativos, y sea "+" el operador minimo.
Agregamos el elemento identidad +oo a U. Entonces, L(v) es el minimo elemento en el
subdrbol enraizado en v.

Esbozaremos un algoritmo 6ptimo en tiempo O(logn) para resolver este problema.
Empezaremos por construir un drbol binario T de la siguiente manera. Cada vértice v
con mds de dos hijos es remplazado por un arbol binario balanceado cuyas hojas seran
los hijos de v. El siguiente ejemplo nos muestra como se haran los remplazos.

Ejemplo. En la Figura 7.22 cada unos de los vértices 1,2, 4 tienen més de dos hijos.
El vértice 2 es remplazado con un drbel binario completo con dos vértices adicionales 2
y 2", y los vértices 1 y 4 sélo requieren la insercién de un sdlo vértice adicional. Observe
que, si ignoramos los vértices recientemente insertados, el conjunto de descendientes para
cada vértice resultard en lo mismo. Aunque la relacién de hermanos se preserve, la de los
descendientes puede cambiar.

Una vez que T ha sido convertido en drbol binario, asociamos con cada vértice interno
nuevo la etiqueta e, el elemento identidad. Es claro que, para cada vértice v € V, L(v) no

ha cambiado después de esas modificaciones.

El problema se reduce ahora a evaluar todas las subexpresiones asociadas con todos
los vértices, donde la \nica expresién involucrada es *. Este problema es el mismo que
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el del problema de evaluacién aritmética, excepto que tenemos sélo una operaci6n. En-
tonces podemos utilizar el algoritmo de la contraccién del drbol con la operacién rastrillo
modificada apropiadamente para calcular L(v) para cadav € V

Figura 6.22: Proceso para transformar un drbol arbitrario
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Capitulo 7

Busqueda, Mezcla y Ordenamiento

La tarea de procesar una tabla que consiste de marcas cuyas claves provienen de un
conjunto de aristas linealmente ordenado, tiene miltiples aplicaciones. Ejemplos especificos
de estas tareas incluyen la bisqueda de una clave en la tabla y el ordenamiento de las claves
en la tabla. Tales tareas requieren de comparaciones y movimiento de datos repetidamente.
Asumimos que cada llave es una unidad atémica y que no puede manipularse como un
entero o como una cadena de bits.

En este capitulo presentaremos algunos algoritmos 6ptimos para problemas basicos en
bisqueda, mezcla y ordenamiento. Muchas técnicas son exploradas, incluyendo la busque-
da en paralelo, particion, encadenamiento, y divide y venceras. Estas técnicas son
usadas para desarrollar algoritmos paralelos eficientes para la biisqueda, mezcla, seleccién
y ordenamiento.

7.1. Bisqueda

Sea X = (1, Z2,...,Tn) con n elementos distintos tomados de un conjunto linealmente
ordenado (S, <) talque z; < z3 < ... < T,. Dado un elemento y € S, nos interesa resolver
el siguiente problema de bisqueda: identificar el indice i para cada z; < ¥y < Zi41,
donde g = —00 y 41 = +00, y —00 y +00 son dos elementos agregados a S y satisfacen
que —oo < T < +00, para toda z € S.

El método de biisqueda binaria resuelve este problema en O(logn) en tiempo secuencial
éptimo. Este método consiste en comparar a y con el elemento (1/2) de X. Basados en
los resultados de esta comparacién, cualquier biisqueda es termina cuando se encuentra
el elemento o puede ser restringida a la parte superior o inferior de X. El proceso se
repite hasta que el elemento z; es encontrado como y = z; o el tamaino del subarreglo
bajo consideracidn es igual a 1. Por lo tanto, en cualquier situacién, la solucién puede ser
determinada.
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Una extensién natural del método de biisqueda binaria del procesamiento en paralelo
es la biisqueda en paralelo, en la cual se compara concurrentemente a y con miltiples
elementos de X, decimos p elementos de X, los cuales intercambian a X dentro de p+1
segmentos de longitudes casi iguales. El resuitado de este paso de la comparacién en
paralelo es identificar un elemento z; qu e es igual a y, o restringir la bisqueda a uno de
los p + 1 segmentos. Repetimos este proceso hasta que un elemento z; es encontrado tal
que ¥ = z; o €l nimero ¢t de elementos en el subarreglo bajo consideracién no son mas
que p. En el primer caso la solucién es encontrada; en el segundo, la solucién puede ser
determinada por ¢ comparaciones hechas en paralelo.

El algoritmo de biisqueda en paralelo para el procesador P; se muestra a continuacién,
donde 1 £ j < p. El procesador P, es responsable de algunas inicializaciones y de cuidar
los casos de las fronteras. La variable c; es usada para indicar la salida de la comparacién
ejecutada en un paso dado; los indices ! y r son apuntadores, izquierdo y derecho, a los
limites del subarreglo actual bajo ccnsideracién.

Como entrada tenemos un arreglo X = (z,%2,...,Ty) tal que z; < 2 < ... < %,
hijos, un elemento, el nimero p de procesadores, donde p < n y el procesador j, donde
1 € j € p. Como salida un indice i tal que z; £ y < Tij1.

Busqueda en paralelo para el procesador P_j

begin
1. if (j=1) then do
1.1 ssigna 1:20; rien+l; x_0:= -inf
x.{n+1}:= +int
1.2 asigna ¢_0:90; c_{p*i}:=1

2. vhile (r-1>p) do
2.1 42 (§=1)
then {set q.0:»1l:q_{p+1}:er}
set q_jiele(je(r-1/p+1))
if (y=x_{q.i})
then return(q.j)
else set ¢ j:n0 if y> x_{q_j}
and c_j:=1 if y< x_{q.§}
2.4 it (e {§} < c_{jn1})
then set l:eq_{j};r:=q_{j+1}
2.5 1t (j=1 & c_{0}<c_{1})
then set l:ieq_{0};r=q_{1}

w N

2,
2,

3. 1f (j¢= r = 1) then do
3.1 case statement:
y = x_{1+j}:{return (1+});exit)}
y > x_{1+j}:set c_{j}=0
¥ € x {1¢}}:a0t c {}}=1
3.2 it (e {§-1}<c_{j})
then return (1+j-1)

Figura 7.1: ALGORITMO BUSQUEDA.EN_P@RALELQ_P;
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Ejemplo. Sea X un arreglo. X = (2,4,6,...,30) que consiste de todos los enteros
pares entre 2 y 30, y sea y = 19. Suponga que p = 2. Después de la ejecucién del paso 1,
P, colocard ! = 0,7 = 16,¢9 = 0,¢c3 = 1,79 = —00, Y Z16 = +00. El ciclo while se ejecuta
en tres iteraciones; el efecto de cada iteracién se muestra en la siguiente tabla.

iteracion
9o
' {8
92
g3
Co
C1
C2
Ca
[
T

"a o
=)
1)

H©O-HOOOK® D=L

—CN e OO K O
(=]

o
HgEOO0C =0 0N

o

Durante la ejecucién del paso 3,1, P, asigna c; = 1. Por lo tanto, en el paso 3,2, P,
verifica que ¢p < ¢; y regresa el fndice 9.

7.2. WMezcla

Consideremos nuevamente el problema de mezclar dos secuencias ordenadas vistas
en la seccién 6,4. Basadas en la estrategia de particion, un algoritmo paralelo en
tiempo O(logn) fue presentado. El correspondiente trabajo total es O(n); por lo tanto, el
algoritmo es 6ptimo.

En esta seccién, refinaremos la estrategia particién previa para obtener un algoritmo
Sptimo en tiempo O(loglogn) que se ejecuta en CREW PRAM. Este problema es uno de
los muchos conocidos para obtener algoritmos rdpidos en CREW PRAM. Comparando e}
problema de mezclar con sélo el problema de calcular el miximo de n elementos, el cual
requiere ((logn) pasos en paralelo en el modelo CREW PRAM, sin tener en cuenta el
niimero de procesadores disponibles. Por lo tanto, la existencia de un algoritmo éptimo
de mezcla en tiempo O(loglogn) que se ejecuta sobre el modelo CREW PRAM tal vez
sorprenda.

Empezaremos renombrando algunas definiciones presentadas en la secci6n 6,4. El ran-
go de un elemento x en una secuencia dada X, denotada como rank(z : X), es el nimero
de elementos de X que son menores o iguales que z. Si X estd ordenado, definimos el pre-
decesor de un elemento arbitrario z como el elemento z, de X tal que r = rank(z : X).
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Asignando Rango una secuencia Y = (y1,%2,...,¥m) €n X equivale a calcular el arreglo
entero rank(Y : X) = (ri,72,...,Tm), donde r; = rank(y; : X)

7.2.1. Asignando Rango a una Secuencia Corta dentro de una
Secuencia Ordenada.

Sea X una secuencia ordenada con n elementos distintos, y sea Y una secuencia
arbitraria de tamafio m tal que m = O(n’), donde s es una constante que satisface
0 < s < 1. El algoritmo de bisqueda en paralelo puede ser usado para asignar rango a
cada elemento de Y en X separadamente. Asignamos el niimero p de procesadores de este
algoritmo a p = |n/m] = Q(n'~*). Entonces, cada elemento de Y se le puede asignar
rango en X en tiempo O(log(n + 1)/ log(p + 1)) = O(1). El nimero total de operaciones
usadas para asignar rango cada elemento es O(n/m), ya que p = |n/m] y corre en tiempo
0(1).

7.2.2. Un Algoritmo de Mezcla Rapido.

Considere el problema de determinar rank(B : A) para dos secuencias ordenadas A y
B de longitud n y m respectivamente. Asumamos que todos los elementos de Ay de B
son distintos y por lo tanto que ningin elemento de A aparece en B.

Hay que cambiar este programa
/7 ENTRADA:
// L. Un arreglo X=(x_ 1,x.2,...,x.0)
// tal que x_1¢x_2<...<x.n hijos
// 2. Un elemento y
// 3. El numero p de procesadores, donde
// p<m
// 4. El procesador j, donde i<wj<mp
// SALIDA: Un indice i tal que x_i<mycx_{i+1}

begin
1. if (J=1) then do
1. i2 (J=1) then dol.l asigna l:=0; r:sn+l; x_O:= -inf
1, if (j=1) then dox_{n+1}:= +int
1, 4f (j=1) then dol.2 asigna ¢_0:s0; c_{p+l}:im1

2, while (r-1>p) do
2.1 if (j=1)then {ant q_ 0:=l;q_{p+i}:er}
2.2 aset q_j:=le(je(r-1/p+1))
2.3 1f (y=x.{q_j}) then retura(q.j)
alse set c_J:w0 if y> x_{q_J}
and e_j:=1 if y< x_{q_j}

Figura 7.2: ALGORITMO ASIGNACION_DE_RANGO
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Como en la Seccion 6,4, usamos la estrategia de particién para mezclar dos secuencias
A y B. Asignamos rango un conjunto de \/m elementos de B que partieron a B en
bloques de longitudes casi iguales en la secuencia ordenada A. El célculo del rango de los
elementos seleccionados nos inducirdn una particién de A en bloques tal que cada blogue
de A tiene que acomodarse entre dos de los elementos escogidos de B. Por lo tanto, el
problema general se ha reducido a asignar rango a los elementos de cada bloque de B en
el correspondiente bloque de A.

En la Figura 8.2 mostramos el Algoritmo ASIGNACION_.DE_RANGO y la Figura 8.3
ilustra las particiones inducidas por el algoritmo.

Ejemplo. Sea A = (-5,0,3,4,17,18,24,28) y B = (1,2,15,21). Al término del paso
2, obtenemos j(0) = 0,35(1) = 2, y 5(2) = 6, donde 2 y 6 son los rangos de b, = 2 y
by = 21, respectivamente. Durante la ejecucién del paso 3, introducimos By = (1), 4y =
(—5,0), B, = (15), A, = (3,4,17,18). En este caso, rank(l : Ag) = 2,rank(15: A)) = 2.
En el paso 4 ajustamos los rangos de b, = 1 y by = 15 como se observa en la Figura 8.3:

B B B,

0 !
B | By e bELY I \ml et oo baﬁ\-llb 1 o0 e -||b(m)5‘|J

A | LIRS -K'nv I Nt e nj(z)l S eee I.“'”',,l' s AjG41)

A, Ay A

Figura 7.3: Particiones inducidas por el algoritmo

7.3. Ordenamiento

El problema de ordenar una secuencia X es el proceso de rearreglar los elementos de
X tal que estos aparezcan en orden no decreciente o en orden creciente. Este problema
ha sido extensamente estudiado debido a sus miiltiples e importantes aplicaciones y su
significado teérico intrinseco . Muchas estrategias de solucién han sido estudiadas a cierta
profundidad y han sido reportados sus desempeiios.

En esta seccidn, solo proporcionaremos dos posibles implementaciones en paralelo
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de la estrategia mezcla-ordenamiento sobre el modeloPRAM, cada uno requiere
O(nlogn) operaciones y por lo tanto es éptimo. La primera implementacién produce un
algoritmo de ordenamiento en paralelo sencillo que corre en tiempo O(logn loglogn). El
segundo es significantivamente més complicado y depende intrinsecamente del esquema
de encadenamiento; sin embargo, el tiempo de ejecucién del algoritmo de ordenamiento
es de O(logn).

7.3.1. Un algoritmo 6ptimo de ordenamiento sencillo.

Como su nombre lo indica, la estrategia mezcla-ordenamiento estd basada en el
procedimiento de mezcla que es usada para ordenar sucesivamente un nimero grande de
subsecuencias que no se traslapan hasta que la subsecuencia esté completamente ordenada.
Una manera posible de implementar esta estrategia, a la que haremos referencia como
mezcla-ordenamiento de dos vias, es empezar a ordenar parejas de elementos de la
secuencia X dada, y después ordenar cada par de parejas consecutivas, y asi sucesivamente,
hasta que X este ordenada.

El algoritmo mezcla-ordenamiento de dos vias puede ser visto como una aplicacién de
la estrategia divide y venceras que consiste en:

1. dividir la secuencia de entrada X en dos subsecuencias X, y X3, de tamaiios aproxi-
madamente iguales;

2. ordenar X, y X, separadamente; y finalmente

3. mezclar las dos secuencias ordenadas.

La secuencia de operaciones requeridas por el algoritmo de mezcla-ordenamiento de
dos vias pueden ser representadas por un 4rbol binario de la siguiente manera. Sea T
un drbol binario balanceado con n hojas. Los elementos de X estdn distribuidos uno por
hoja. Los nodos de altura 1 representan las listas obtenidas de la mezcla de parejas de
elementos consecutivos contenidos en los nodos hijos, hojas en este caso. De manera mds
general, cada nodo interno representa la subsecuencia que obtenemos después de mezclar
las subsecuencias generadas por los nodos hijos. Por lo tanto, cada nodo interno representa
la lista ordenada de elementos almacenados en su subdrbol.

Ya que estamos interesados en la implementacién en paralelo del algoritmo de mezcla-
ordenamiento, nuestro problema puede ser reformulado de la siguiente manera. Para cada
nodo v del drbol binario balanceado T calculamos la lista ordenada L[v] que contiene todos
los elementos almacenados en el subdrbol enraizado en v. Claramente la rafz contendri la
lista ordenada.
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En este proceso se puede ver c6mo se calcula la lista ordenada para cada nodo v de un
arbol binario balanceado. El algoritmo formal se muestra a continuacién. El nodo (h, 5)
de un 4rbol binario es el j-esimo nodo a altura h ordenado de izquierda a derecha.

ordenamiento_mezcla
// ENTRADA: Un arreglo X de orden n
// supounssca que m=2°1, 1 entero no negativo
/7 SALIDA: Un arbol binaric balanceado con
// n hojas tal que para {<=h<=log n,
17 L(h,3) 1ena la s ord que
// consiste de los alementos ordenados en el
// subarbol enraizado en el nodo (h,j), para
1/ A<ajca(n/2°0).

begin
1. if iewj<mn pardo
set L{0,J):=X(§)
2. for hei to log(n) do
for 1<=j<sn/(2°h)} pardo
Mezcla (L(h’1,2§-1) & L(h-1,2§))
en las listas ordenadas L(h,j)

Figura 7.4: ALGORITMO MEZCLA_SIMPLE

Ejemplo. Considere la secuencia X = (12,-5,-7,51,6,28,3,—8). La Figura 8.5
muestra el 4rbol binario con el contenido inicial de las hojas. Durante la iteracién h =1,
obtenemos L(1,1) = (—5,12), L(1,2) = (=7,51), L(1,3) = (6,28), L(1,4) = (-8,3). La
siguiente iteracién da como resultado las siguientes dos listas: L(2,1) = (-7, —5,12,51)
y L(2,2) = (-8, 3,6,28). Finalmente, la lista generada que queda en la rafz es

L(3,1) = (-8, -7,—5,3,6,12, 28, 51).

(-8,~7,~5,3,6,12,28,51)

(-8,3,6,28 (~7.-5,12.51)

Y (=513 {751 RN = 1

Figura 7.5;:Ejemplés de ?érbol bihiﬁio con el éontehido inicial en las hojas
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7.3.2. Un algoritmo de ordenamiento éptimo en tiempo
O(log n)

Sea T un &rbol binario tal que cada hoja u contiene una lista no ordenada A(u)
tomada de un conjunto linealmente ordenado. Consideremos el problema de determinar,
para cada nodo v, la lista ordenada L{v] que contiene todos los elementos almacenados en
el subdrbol enraizado en v. Observe que la lista inicial A(u) de una hoja u podria estar
vacfa.

Ejemplo. Consideremos el drbol T' mostrado en la Figura 8.6(a). La lista que gene-
rard en el nodo indicado estd dado por (-9, -7, —-6,2,5).

(b)

Figura 7.6: Ejemplos de drbol con una lista

Empezaremos haciendo un par de transformaciones. Remplazaremos cada hoja u con
un drbol binario balanceado con |A(u)| hojas tal que cada elemento de u es almacenada
en una de las hojas. La altura de T se incrementard en O(log(maz,|A(u)|)), pero cada
hoja de T contendrd ahora al menos un elemento.

La segunda transformacién es para forzar que cada nodo interno tenga dos hijos. Si
este no es el caso, una hoja que no contiene ningiin elemento podra ser insertada.

Ejemplo. Aplicando las dos transformaciones al arbol 7' dado en la Figura 8.6(a)
obtenemos un drbol T mostrado en la Figura 8.6(b).

Por lo tanto, asumamos por el resto de la seceién que 7" es un arbol binario Lal que tiene
al menos un elemento almacenado en una hoja y cada nodo interno tiene exactamente
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dos hijos.

Algoritmo Mezcla-Ordenamiento Encadenado. Introducimos en la Seccién an-
terior la nocién de una ¢ — cubierta, y el arreglo entero rank(A : B) que corresponde al
rango de una lista ordenada A en una lista ordenada B. Antes de continuar necesitamos
hacer las siguientes definiciones.

Dada una lista ordenada L, el c-muestra de L, denotado por muestra.(L), es la
sublista ordenada de L que consiste de cada c—ésimo elemento de L; es decir, si L =
(Liy s, . . ), el muestra (L) = (I, lzc, .. .).

Ejemplo. Sea L = (4,7, 8,9, 11, 15, 38). El muestras(L) estd dado por muestraz(L) =
(8,15).

La estrategia en paralelo de mezcla-ordenamiento presentada recientemente est4 basa-
da en un drbol transversal hacia delante tal que, para todos los vértices a la altura h dada,
las listas L[v] estdn completamente determinadas antes de procesar los nodos que estdn
en la altura h+ 1.

La Estrategia de encadenamiento divide y vencerds consiste en determinar
L{v] sobre un niimero de etapas tal que, en la etapa s, L,[v] es una aproximacién de
L[v] que serd mejorada en la siguiente etapa s + 1. Al mismo tiempo, la muestra de
L,[v] es propagado hacia adelante y se usa para obtener aproximaciones de la lista que
serd generada en alturas mayores. El éxito de este método se debe a la combinacién
intrinseca de encadenamiento y la eficiente mezcla de las listas muestra.

Ahora describiremos el procedimiento para determinar L,{v] de manera precisa.

Sea Lg[v] = ¢ si v es un nodo interno; en otro caso, Lg[v] consiste del objeto almacenado
en la hoja v. La altitud de un nodo v estd definida como alt(v) = h(T)level(v), donde
h(T) es la altura de T' y level(v) es la longitud del camino desde la rafz hasta v. La
lista almacenada en un nodo interno v se actualizard sobre las etapas s satisfaciendo
alt(v) £ s < 3alt(v).

Decimos que v estd activo durante la etapa s si alt(v) < s € 3 - alt(v). El algoritmo
actualizard la lista L,[v] hasta que el nodo v esté lleno, es decir, L,{v] = L[v] cuando
5 2 3 alt(v). Es claro que, si el invariante puede mantenerse después de 3 - h(T) etapas,
el nodo en la raiz estard lleno, y todos los nodos contendrdn sus listas ordenadas.

Necesitamos notacién adicional antes de describir el algoritmo dado. Definimos mucstra(L,[z])
para un nodo arbitrario x de la siguiente manera.
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muestras(L,iz]) si s < 3-alt(z);
Ejemplo(L,[z]) = { muestras(L,[z]) si 3=3.alt(z)+1;
muestra,(L,[z]) si 3=3-alt(z)+2.

Por lo tanto, muestra(L,{z]) es 1a sublista que consiste de cada cuarto elemento de
L,[z) hasta que éste se llene; entonces en muestra(L,[v]) estdn los otros elementos de la
siguiente etapa, esto es, la etapa 3 - alt(z) + 1), y cada elemento de la etapa 3 - alt(z) + 2.

En la Figura 8.7 presentamos el Algoritmo MEZCLA_ENCADENAMIENTO, que mantiene
el invariante estdtico. Es decir, para cada nodo v, L,[v] estar4 lleno cuando s > 3 alt(v).

anto_mezcla,
// ENTRADA: Para cada nodo v de un arbol binario
// una lista ordensda L_a[v] tal que v ssta lleno
// siempre que a w>ealt{v)-1

// SALIDA: Pars cada nodo v, una liata ordenada
/7 L.{s+1}{v] tal que v esta lleno siempre que
17 8 =>ealt(v)-1

begin
para todos Jos nodom activos v pardo

1. Sea u y v los hijos de v.
Sea L'_{e+1}[u] = muestra(L_.s[u)) y
L’ _{s+1}[v] = muestra{L_s{v])).

2, Mezcla las dos listas L’_{s+1}[u] y L’ {s+1}(v]
an la lista ordenada L_{a+1}[v].

Figura 7.7: ALGORITMO MEZCLA _ENCADENAMIENTO

7.4. Seleccion

Dado un conjunto de elementos A = (a,,az,...,a,) y un entero k, donde 1 < k < =,
el problema de seleccidn consiste en determinar un elemento a; de A, que satisfaga
rank(a; : A) = k.

Hemos examinado los casos especiales para k = 1 y k = n, que corresponden a calcular
el minimo y el mdximo elemento de A respectivamente (Seccién 6,6). Otro caso especial
importante es determinar la mediana, correspondiente a £ = [n/2]. El problema de
seleccién es conocido por admitir un algoritmo secuencial en tiempo lineal basado en la
estrategia de divide y vencerds.

Renombrando el problema de calcular el midximo (o el minimo) elemento, podemos
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solucionarlo de manera éptima en tiempo O(loglogn) en el CRCW PRAM y en tiempo
O(logn) en EREW PRAM. Sin embargo, encontrar la mediana se vuelve mas complicado.

Presentaremos un algoritmo paralelo para el problema de seleccién en general que
se ejecuta en tiempo O(lognloglogn) usando un nimero lineal de operaciones. Este
algoritmo puede verse como la versién en paralelo de un algoritmo secuencial ptimo
conocido.

Nuestro problema de seleccién puede ser resuelto ficilmente si preprocesamos nuestro
conjunto ordenando sus elementos, y entonces, nuestra salida serd el k—ésimo elemento
de nuestra lista ordenada. Si usamos el Algoritmo de encadenamiento MEZCLA-ORDENA,
esta aproximacién nos lleva a un algoritmo més rdpido de tiempo O(logn), pero usa un
total de O(n logn) operaciones, lo cual no es éptimo.

Para desarrollar un algoritmo paralelo éptimo, usamos la técnica de aceleramiento
en cascada. Por lo tanto, es necesario un algoritmo 6ptimo que reduzca el tamaiio de la
entrada n a O(n/logn).

La idea que estd detrds del algoritmo de reduccién de tamaiio es sencilla. Sup6éngase
que un elemento a de A es identificado con la propiedad (n/4) < rank(a : A) < (3n/4).
Entonces a induce una particién de A en tres subconjuntos A,, Az, A;, que consisten de
elementos mds pequefios que a, los elementos iguales que a, los elementos més grandes
que a. Sea s; = |A;|, para 1 < 1 < 3. Observe que sy, 33 < (3n/4), ya que (n/4) < rank(a:
A) < (3rn/4). Basados en los tamafios relativos de sy, 82, 83 y k, podemos aislar el k—ésimo
elemento mas pequeno en uno de los subconjuntos Ay, A2 o Aj;. Si el k—ésimo elemento
mas pequeiio se encuentra en A; hemos terminado; de otra forma el tamaiio del arreglo
correspondiente se ha reducido al menos en un factor de (3/4).

Repitiendo este proceso O(loglog n) veces reduce el tamafio de A a O(n/logn). Pode-
mos usar ahora el Algoritmo de encadenamiento MEZCLA_ORDENAMIENTO para identi-
ficar el elemento deseado.

El vinico detalle esencial que hemos dejado es la descripcién del método usado para
determinar el elemento a. Podemos determinarlo usando la regla de la mediana de las
medianas que se explica en el Paso 2.2 y el Paso 2.3 del Algoritmo SELECCION, mostrado
en la Figura 8.8.

El algoritmo recibe como entrada los siguientes datos:

s un arreglo A = (ay,a2,...,a)

« un entero positivo k, donde 1 € k& < n tal que logn es un entero que divide a n.

La salida es un elemento a; € A tal que rank(a; : A) = k.
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Selaccion

begin
1. Asigna n_O:=n; s:=0.

2. vhile n_s > n/log n do

2.1, Asigna s=g+l. ;

2,2, Particiona & A sn bloques B_i's
cada uno consiste de log n elementos
consecutives de A, Calcula la medisna
m.i de cada bloque B_1.

2.3, Calcula la mediana a de (m_1,...,m_{n/log n})
usando el algoritmo de mezcla ordenamjento
encadenado

2.4. Determina los numeros s_1,8_2 y 5_3 de los
slemantos mas pequenyos que, iguales y mas

que &, pecti

2.6, Casos:
s.1 < k <= (a_1 + 8_2): salida & y terminamos.
k <m g_1: compactamos aquellcs elementos de A
mas pagquenyos que a en lugares consecutivaes,
Yy asignamos n_m:=s_1
k> (s_1 + 8_2): compactamcs aquellos elamentos
de A mas g que = en lug vos
y msignamos n_e:=3. 3 y Kk =k-(s_1+4s_2),

3. Drdepa el arreglo que consiste de los elementos
restantes n_s. El k-esimo elemento es la salida
deseada.

and

Figura 7.8: ALGORITMO SELECCION

Ejemplo. Sea A = (5,-30,-10,7,25,16,31,—20,8,9, —3,5,13,17,21,19) y k = 4.
Los bloques B;’s estdn dados por B, = (5,—30,-10,7), By = (25,16,31,—20), By =
(8,9,-3,5) y By = (13,17,21,19). Por lo tanto las medianas son m; = —10,m, =
16, m3 = 5 y my = 17. La mediana de los m;'s es a = 5. Esto significa que 3; = 4,3, =2,
y s3 = 10. Por lo tanto, el elemento deseado se encuentra en A, = (—30, —10,—20, -3),
ya que k £ s,. El k—ésimo elemento mds pequeiio puede ser obtenido ordenando los
elementos de A,. De este ordenamiento obtenenemos —3 como el elemento deseado.

Teorema. El Algoritmo SELECCION calcula correctamente el k—ésimo elemento mds
pequeiio del arreglo de entrada A. Este algoritmo se ejecuta en tiempo O(log n log log n),
usando un nimero lineal de operaciones.

Demostracién. El tiempo de ejecucién se puede estimar de la siguiente manera. Con-
sidere una iteracién arbitraria s del ciclo while (Paso 2). Podemos implementar el Paso
2.2 usando un algoritmo secuencial de tiempo lineal para la seleccién. Cada bloque toma
tiempo secuencial de O(logn) para un total de O(n,) operaciones. Usando el Algoritino
de encadenamiento MEZCLA-ORDENA, el Paso 2.3 toma tiempo O(log n), usando un total
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de

s
o (logn X logn)
operaciones.

Para el Paso 2.4 marcamos cada elemento a; con 18iag; < a,con2sioa;=ay
con 3 si a; > a. Usando el algoritmo de las sumas prefijas, podemos obtener s,, s3 y
33 fdcilmente. Por lo tanto, el Paso 2.4 toma tiempo O(logn) usando un total de O(n,)
operaciones. De manera similar, el Paso 2.5 toma tiempo O(logn) usando un nimero
lineal de operaciones.

Por lo tanto, cada iteracién del ciclo while toma tiempo O(logn), con O(n,) opera-
ciones. La siguiente afirmacién implica que O(loglogn) iteraciones son suficientes para
reducir el tamaifio de la lista por debajo de n/logn.

Afirmacién: El tamaiio de la lista en dos iteraciones consecutivas satisface

Ny

Ny < 1

Demostracén de la afirmacién. Es claro que basta con mostrar que (n,/4) <
rank(a : A,) < (3n,/4), donde A, es el arreglo al principio de la iteracién s, y A9 = A.
Ya que a es la mediana de las m;’s, a es tan grande como una mitad de las m;’s. Pero
m; es tan grande como (logn)/2 elementos en B;, para cada i. Por lo tanto, a es mayor
o igual que

N, logn _ n,

2|ognx 2 T 4

elementos de A,. Podemos mostrar, de manera similar la otra parte de la inecuacién.

Por lo tanto, el Paso 2 toma tiempo O(log nloglogn), usando un total de O(}_n,) =
O(n) operaciones. El Paso 3 requiere tiempo O(logn) usando O(n) operaciones.
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Capitulo 8

Graficas

Las gréficas pueden ser usadas para representar miiltiples relaciones que ocurren en el
mundo real, por ejemplo, la comunicacién de sistemas, redes eléctricas, sistemas de trans-
porte, entre otras; ademds pueden ser usadas como herramientas para estructurar tales
relaciones, asf como el desarrollo eficiente de estructuras de datos. El procesar graficas de
manera eficiente ha sido foco de investigacién para los diseiiadores de algoritmos. Intro-
duciremos algoritmos paralelos eficientes para manejar algunos de problemas de gréificas
representativos.

Primeramente estudiaremos dos algoritmos en paralelo para identificar las compo-
nentes conexas de una gréfica. Los recursos requeridos para solucionar este problema
determinaran la complejidad de la mayoria de los algoritmos vistos en esta seccién, Uno
de nuestros algoritmos de componentes conexas serd extendido para manejar el proble-
ma del drbol de expansién minima. Por iltimo presentaremos un método basado en la
descomposicién por orejas de una grifica.

8.1. Componentes conexas

Sea G = (V, E) una gréfica no dirigida con |V| = n y | E] = m. Se dice que dos vértices
uy vestin concctados si u = v o si existe un camino P = (u = 2y, zy, ..., Zx = v), talque
(i, Ziy1) € E, donde 1 € i < (k — 1). Esta relacién es una relacién de equivalencia sobre
V, y por lo tanto las particiones de V en clases de equivalencia {V;,}f,=l Las subgréficas
G; = (V;, Ej), donde Ej = {(z,y) € E|z,y € V;}, son llamadas componentes conexas
de G.

Ejemplo. Consideremos la grdfica mostrada en la Figura 9.1. Esta grifica tiene tres
componentes conexas, cada una de cllas se muestra por separado.
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Figura 8.1: Las componentes conexas se muestran encerradas

Un problema bdsico de la teoria de grificas es determinar las componentes conexas
de una gréafica. Un algoritmo secuencial sencillo basado en componentes conexas de una
gréfica se ejecuta de manera éptima en tiempo O(n-+m). La biisqueda a profundidad DFS
de una grifica G = (V, E) es un método para visitar todos los vértices de G empezando
por un vértice v € V y usando las aristas de G. Veamos un panorama del método de
bisqueda.

Sea k la etiqueta para denotar una componente conexa. Inicialmente asignamos k =
1. El procedimiento de bisqueda que le aplicamos al vértice v comienza por visitarlo
y etiquetarlo con el valor de k. Después tomamos un vértice no etiquetado w que sea
adyacente a v y le aplicamos el mismo procedimiento. Una vez que el procedimiento en
w termina, regresamos a v y quitamos las etiquetas a los vértices adyacentes a él. Si no
existen tales vértices, la bisqueda termina en v. Entonces incrementamos la etiqueta de
la componente conexa asignando k = k+1, y tomando arbitrariamente un vértice v' € V
no etiquetado. Ahora aplicamos la bisqueda en v'. El algoritmo termina cuando todos los
vértices han sido etiquetados. Los vértices pertenecen a la misma componente conexa si
reciben la misma etiqueta.

Desarrollar un algoritmo paralelo eficiente se convierte en un reto. A continuacién
presentaremos un algoritmo que resuelvé el problema de las componentes conexas. Este
algoritmo es mds apropiado cuando la grifica es representada por su matriz de adyacencia.

8.1.1. Estrategia general

Empezaremos por algunas definiciones. Un pseudobosque es una grifica dirigida
donde cada vértice tiene grado exterior menor o igual que 1.

Ejemplo. La Figura 9.2 (a) muestra un ejemplo de una funcién y su correspondiente
psendobosque. Bl pseudobosque, Figura 9.2(b) no corresponde a una funcién.
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D(1) =7, D(2) =7, D(3) = D(4) = D(5) =8, DE)="7
D(M =10,D(8) = 10, D(10) = 12, D(12) =7,
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Figura 8.2: Pseudobosques

Ya hemos introducido el concepto de drboles enraizados dirigidos. En particular, si
cada vértice se dirige hacia la raiz r, entonces el arbol dirigido correspondiente es llamado
estrella enraizada. Un é4rbol dirigido enraizado y una estrella enraizada son mostradas

en la Figura 9.3.

N
7N\ VIO
/NN

Figura 8.3: (a) Arbo! dirigido enraizado.(b) Estrella enraizada.
Un pseudobosque determinado por una funcién consiste de un conjunto drboles en-
raizados, cada uno de ellos con un arco adicional que va de la raiz a uno de sus descen-

dientes. Observe que el drbol definido por una funcién no tiene una inica rafz, ya que
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cualquier vértice del ciclo unico determinado por la funcién puede ser usado como una
rafz.

El algoritmo de componentes conexas genera un vector de salida D de longitud n tal
que D(u) es igual al representante de las componentes conexas que contienen a u. Por
ejemplo, el vértice mas pequeiio de una componente conexa es un posible candidato para
representante de tal componente. Una vez que la funcién D es generada, podemos respon-
der en tiempo secuencial O(1) preguntas del estilo jEstin u y v en la misma componente
conexa?

La estrategia general para identificar componentes conexas de una gréfica consiste de
un procedimiento iterativo, donde, al principio de cada iteracidn, los vértices disponibles
son particionados en grupos tal que todos los vértices de un grupo pertenecen a la mis-
ma componente conexa. Durante cada iteracién algunos grupos con vértices adyacentes
se mezclan para formar grupos grandes. El algoritmo termina cuando ningin grupo adi-
cional puede ser mezclado. Cada grupo es representado tipicamente por un arbol dirigido
enraizado, siendo la rafz el representante de tal grupo. Los dos algoritmos difieren en los
tipos de drboles dirigidos permitidos al final de cada iteracién, y en la cual los grupos son
escogidos para mezclarse.

Empezaremos con el algoritmo de componentes conexas ya que es muy conveniente
para el manejo de grificas densas.

8.1.2. Un algoritmo 6ptimo para grificas densas

Sea A La matriz de adyacencia de n x n de una grifica G = (V, E) no dirigida, donde
V = {1,2,...,n}. Por lo tanto, A(i,j) = 1 si y sblo si (i, j) € E. Definimos la siguiente
funcién C sobre V : C(v) = min{u]A(u,v) = 1}, y, si v es un vértice aislado, entonces
C(v) = v. Es decir, C(v) es el mas pequeiio vértice adyacente a v, siempre y cuando v no
sea un vértice aislado; de lo contrario, C(v) es igual al vértice v.

Ejemplo. Consideremos la grifica mostrada en la Figura 9.5(a). Durante la primera
iteracién del ciclo, la funcién C definida en el Paso 2,2 estd dada por

C(1) =5,C(5) = 1,C(4) = 2,C(2) = 3,C(3) = 2,C(6) = 3,C(7) = 6,C(8) =9,C(9) = 8.
Por lo tanto, los pseudobosques correspondientes tienen tres drboles dirigidos, como se
muestra en la Figura 9.5(b). El Paso 2,3 ocasiona que cada uno de esos drboles enraizados

se conviertan en estrellas enraizadas, como se muestra en la Figura 9.5(c). Asignamos a las
raices 1,2 y 8 los nimeros seriados (1) = 1, 5(2) = 2, $(8) = 3. La matriz de adyacencia
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Componentes conexzas para graficas densas
// ENTRADA: La matriz de sdyacescim de A den x n
// de una grafica no dirigida.
// SALIDA: Un arreglc D de tamanyo u tsl que D(i)
// es igual al mas pequanyc vertice en la cosponente
/{ conexa de 1

begin
1. Asigna A_O:eA; n_O:wqn;k:=0.

2. while n.k > 0 do

2.1. Asigna kekeli.

2.2, Asigna C(v):omin{ulA_{k-1(u,v)=1,ut=v}}

2.3, shrink cada arbol del psewdobosque definido
por € en una estrella enraizada. La raix de
cada estrella que contiens mas de un vartice
define un nuevo supervertice.

2.4, Asigna a n_k igual al mumero de nuevos
supervartices, y asigna a A_k la matriz de
adyacencia de n_k x n_k de la grafics de
nuevos suparvertices.

3. Para cada vertice v, determina D{v) de la siguiente
maners. Si al tersino del paso 2, C(v)=v, asigna
D(v)=v, an otro casc invierte sl proceso ejecutado
en el paso 2 expandiendo cada supervertice r deantro
del conjunto V_r de su arbol dirigido, y haciendo la
asigoacion D(v)=D(r) para cada v que pertanece a V_r.

end

Figura 8.4: ALGORITMO COMPONENTES_CONEXAS_EN_GRAFICAS_.DENSAS

A, estd dada por

010
Ai=|1 00
0 00

Durante la segunda iteracién, la funcién C da como resultado C(1) = 2,C(2) =1 y
C(3) = 3; por lo tanto, tenemos una estrella no trivial enraizada en 1. En este caso,
n2 = 1,y la estrella no trivial es transformada en un autociclo durante la tercer iteracién;
por lo tanto nz = 0. Por lo tanto el algoritmo termina con dos estrellas.

Concluimos que hay dos componentes conexas: una cuyo vértice representativo es 1,
y la otro, donde su vértice representativo es 8. Por lo tanto, en el Paso 3, D(1) = 1
y D(8) = 8. Expandemos los supervértices en orden inverso. El vértice 2 pertenece a
la estrella con raiz 1 obtenida en la segunda iteracién. De aqui, D(2) = D(1) = 1.
Los vértices restantes pertenecen a estrellas de la primera iteracién. Entonces obtenemos
D(5) = D(1) =1,D(3) = D(4) = D(6) = D(7) = D(2) =1y D(9) = D(8) =8.

Lema. Sea 7; el nimero no trivial de estrellas al final de la k—ésima iteracién del
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(d

Figura 8.5: El resultado del algoritmo sobre una grifica

Paso 2 del Algoritmo COMPONENTES_CONEXAS_EN_GRAFICAS_DENSAS. Entonces, ny <
(nx-1)/2, para toda k > 1.

Demostracién. Al final de la k—ésima iteracidn, algunas de las ny_, estrellas de-
terminadas por la (k — 1)—ésima iteracién se transformaran en autociclos -decimos, las
estrellas nf._, y las estrellas restantes ni_; —nj_, estardn contenidas en una de las estrellas
1y no triviales. De este modo tenemos que g < (ng—1 — n}_;}/2, ya que cada estrella no
trivial contiene al menos dos vértices. Por lo tanto, ng < (ng—1)/2.

Ahora establecemos el siguiente teorema.

Teorema. Dada una matriz de adyacencia de n x n de una grifica G no dirigida. el
Algoritino mostrado en la Figura 9.4 determina las componentes conexas de G en tiempo
O(log? n) usando un total de O(n?) operaciones.

Demostracién. Sea n el niimero de vértices de la grifica G. Probamos por induccién
sobre 7 que al final del algoritmo, D(v) serd igual al vértice més pequerio en la componente
conexa que contiene a v.

El caso base n = 1 corresponde a un solo vértice v en G. La primera iteracién hard a v
en un supervértice, ya que C(v) = v. No hay estrellas triviales en este caso; por lo tanto,
vamos directamente al Paso 3, donde obtenemos que D(v) = v.

Supongamos que n > 1. Sea v un vértice arbitrario de G. Si v es un vértice aislado,
entonces es sencillo ver que v serd un supervértice hasta que el algoritmo termine. Por lo

tanto, no hay nada que probar en este caso.
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Asumamos que v no es un vértice aislado de G. Durante la primera iteracién, v
pertenecer4 a la estrella enraizada en r, donde r es el mis pequeiio vértice en la estrella.
Si v = r, entonces v serd uno de los supervértices en la nueva grifica de supervértices
~llamada ¢'. Por hipétesis de induccién, D(v) se le asignard el mas pequefio vértice en
su componente conexa en G'. Observamos que cada uno de los supervértices es el mas
pequeiio vértice de la estrella. El caso restante es cuando v # r, entonces, D(v) serd igual
a D(r) en el Paso 3, y la prueba es similar a la anterior.

MODELO PRAM. Los Pasos 1, 2.1 y 2.2 del Algoritmo de la Figura 9.4 no requieren
acceso simultaneo 2 memoria. El Paso 2.3 requiere de capacidad concurrente de lectura
y para el Paso 2.4 requiere escritura concurrente del mismo valor. El Paso 3 puede ser
implementado sin ningin acceso simultdneo a memoria. Por lo tanto el algoritmo puede
ser implementado con el modelo CRCW PRAM.

8.1.3. Un algoritmo eficiente para gréificas no densas

Cada iteraci6n del Algoritmo revisado en la Figura 9.4 requiere de tiempo O(logn),
esencialmente porque insistimos en formar estrellas enraizadas al final de cada iteracién.
Ademds, la definicién de la funcién C no es necesariamente restrictiva. El siguiente al-
goritmo relajard esas dos restricciones de manera que la iteracién pueda ejecutarse en
tiempo O(1).

Como en el algoritmo de componentes conexas anterior, manipulamos un bosque de
drboles dirigidos tal que los vértices de cada drbol pertenecen a la misma componente
conexa. En este caso, cada drbol dirigido es construido con un autociclo a su raiz. Durante
cada iteracién, examinamos cada arista (u,v) de la entrada de la gréfica, y, bajo ciertas
condiciones, combinamos dos irboles que contengan a u y a v si son distintos. Al mismo
tiempo cortamos las alturas de los drboles aplicando la Tecnica pointer jumping a cada
vértice del drbol dirigido.

Sea D la funcién sobre V que define un pseudobosque que surge al principio de una
iteracién. Inicialmente, asignamos D(v) = v, para cada v € V. Hay dos operaciones
bidsicas que se ejecutan en un psuedobosque durante cada iteracién y son las siguientes:

= Injerto: Sea T; y Tj dos drboles distintos en un pseudobosque definido por D. Dada
la raiz r; de T; y un vértice v de Tj, la operacién D(r;) = v es llamada injerto de T}
en Tj. La Figura 9.6 ilustra esta operacién.

s Pointer jumping: Dado un vértice v en un arbol T, la operacién pointer jumping
aplicada a v es asignar D(v) = D(D(v)). La Figura 9.7 ilustra tal operaciii.
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Figura 8.6: La operacién injerto T} sobre v de T;

9—_—_{>
9 \7
2 10 1
5 6

Figura 8.7: La operacién Pointer jumping sobre vértices del arbol dirigido

Ahora aplicamos estas dos operaciones durante cada iteracién de nuestro nuevo algo-
ritmo de componentes conexas.

Sea T; y T dos drboles dirigidos de un pseudobosuge al principio de una iteracién.
Supongamos que existe una arista (u, v) € E tal que u € T; y v € Tj. Es claro que tratare-
mos de mezclar los dos drboles, ya que sus vértices pertenecen a la misma componente
conexa. Para complicarlo un poce mds, queremos hacerlo en tiempo O(1), requeriremos
ademds que u o v sea raiz o que esté directamente conectado a la raiz de su arbol. Un
vértice x satisface la ultima condicién si y sélo si D(z) = D(D(z)); por lo tanto, tal
condicién puede ser verificada en tiempo O(1). Sin embargo, un problema surgesiuy v
satisfacen esta condicidn, es decir, si D(u) = D(D(u)) y D(v) = D(D(v)), lo que significa
que pudiera injertarse T; en T; y T; en T; de manera simultdnea. Para evitar tal dificultad,
insistiremos en injertar un drbol en el vértice mds pequeno del otro drbol. Es decir, dada
una arista (u,v) € E, verificamos si D(u) = D(D(u)) y D(v) < D(u), si esto ocurre,
injertamos T; en Tj, es decir, asignamos D(D(u)) = D(v).

Injertando un drbol en el vértice mds pequeiio de otro drbol puede crear una dificultad
de tipo diferente. Consideremos el caso cuando ¢l irbol 7} es una estrella enraizada tal que
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todos sus vértices son tan pequefios como cualquier otro vértice adyacente. La Figura 9.8.
En este caso, T; no podrd mezclarse con otro arbol hasta que:

s Uno de los vértices adyacentes este directamente conectado a la raiz de su arbol o
se convierta en la rafz.

s Este 4rbol no serd injertado en un drbol diferente a T;. La Figura 9.8 lo ilustra mds
claramente.

.
([% ....... P
T; - Tj “‘\\ )

\“\’ Ty

Figura 8.8: El problema de injertar un 4rbol en un vértice mas pequefio

Para evitar este problema, requerimos intentar injertar, después de que el proceso de
injerto inicial haya sido completado, una estrella con rafz r; en un vértice v serd hecho,
siempre que exista una arista conectada a la estrella T; y a v.

La operacién pointer jumping es aplicada a cada vértice v. Por lo tanto, la aitura del
4rbol dirigido que contiene a v se reduce por lo menos en un factor de 2/3 siempre y
cuando el drbol no sea una estrella enraizada.

Estamos listos para presentar el algoritmo. La entrada consiste de un conjunto de
aristas (z, j) dadas en orden arbitrario. Una arista aparecer4 dos veces, como (i, j) y como
(7,1). Ademds, para cada vértice 7 introduciremos un vértice dumrmy o mudo i’ conectado
a . Inicializamos la funcién D con D(3) = D(i') = i, para toda i. La razén de introducir
estos nuevos vértices i’ es evitar la posibilidad de tratar de injertar dos estrellas, una
dentro de otra, durante la primera iteracion del algoritmo. Por lo tanto, empezaremos con
n estrellas.

El algoritmo basado en un procedimiento iterativo tiene las signientes especificaciones.
Como entrada del algoritmo un conjunto de aristas (7, j) dado en orden arbitrario, un pseu-

dobosque definide por una funcién D tal que todos los vértices en cada drbol pertenecen
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a la misma componente conexa. La salida es el pseudobosque obtenido después de injer-
tar drboles en los vértices mis pequeiios de otros drboles, injertar, si es posible, estrellas
enraizadas en otros arboles, y ejecutar la operacién pointer jumping en cada vértice.

Componentes_conexas_para_graficas_pocc_densas

begin
1. Ejecuta la opsracion injerta de arboles en los vertices
mas pequenyos de otros arboles de la siguiente manera:

for todo (i,§) que perteneacen a E parde
12 (D(1)=0(D(1)) && D(§I<D(1))
set D(D(1)):=D(3).

2, Injerta, si es posible, sstrelles enraizadas en otros
como sigue:

for todos (i,j) que pertenecen a E pardo
1f (1 partenace a una estrella && D(j)i=D(1))
sat D(D(1)):=D(})

3. 8{ todos los vertices estan en estrellas enraizadas,
terminas. Em otro caso, ejecuta la opsracion pointer
Jumping eobre cada vertice asi:

for todo i parde
set D(1):=D{D(1))

end

Figura 8.9: ALGORITMO CoMP_CONEXAS_EN_GRAFICAS_POCO._DENSAS

Ejemplo. Sea G la grafica dada en la Figura 9.10(a). Inicialmente, D(i) = i y cada
vértice estd en una estrella enraizada, como se muestra en la Figura 9.10(b). En el Paso 1
de la primera iteracién, muchas operaciones de injerto del mismo drbol serdn intentadas.
Por ejemplo, el drbol enraizado en 6 serd injertado en el vértice 1 o en el vértice 5.
Asumimos en este caso, que el vértice 6 es injertado en el vértice 1. La Figura 9.11(c) nos
muestra el resultado de varias operaciones ejecutadas en el Paso 1 de la primera iteracién.
El Paso 2 injerta la estrella enraizada en el vértice 4 en el drbol enraizado en el vértice
2, como se muestra en la Figura 9.12(e). Después de que se ejecuté el primer paso de la
segunda iteracién, obtenemos el pseudobosque de la Figura 9.12(f). El Paso 2 no tiene
efecto durante la segunda iteracién. Al final de la segunda iteracion, los vértices de cada
componente conexa pertenecen al mismo drbol dirigido. Las siguientes dos iteraciones
reducen los dos drboles en estrellas enraizadas, y ahf termina el algoritmo.

Observacién. Si el Paso 2 del Algoritino CoMP_.CONEXAS_EN_GRAFICAS_POCO_DEN-
SAS es omitido, entonces podria tomar §2(n) iteraciones para que el algoritmo termine.
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Figura 8.10: Ilustracién del algoritmo COMPONENTES_CONEXAS

Figura 8.11: Ilustracién del algoritmo COMPONENTES.CONEXAS continuacién

Teorema. Cuando el Algoritmo CoMr_CONEXAS_EN_GRAFICAS_NO_DENSAS revisa-
do en la Figura 9.9 termina, todos los vértices en la misma componente conexa de la raiz r
estdn directamente conectados a r, Todos los drboles se convierten en estrellas enraizadas
después de O(logn) iteraciones, cada iteracién requiere tiempo O(1). El mimero total de
operaciones requeridas por el algoritmo es O((m + n)logn).

Demostraciéon. Probaremos las siguientes dos afirmaciones para establecer que sea
correcto el Algoritmo CoMP_CONEXAS_EN_GRAFICAS_NO_DENSAS.

Afirmacién 1. Al final de cada iteracion, el pseudobosque definido por D cousiste
de irboles dirigidos con autociclos a sus raices tal que todos los vértices en un drbol
pertenecen a la misma componente conexa.
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Figura 8.12: Ilustracién del algoritmo COMPONENTES_CONEXAS continuacién

Afirmacién 2. En el Algoritmo CoMP_CONEXAS_EN_GRAFICAS_NO_DENSAS, sea r
la raiz de una estrella después del Paso 2 de alguna iteracién. Todos los vértices v en
la componente conexa de r satisfacen que D(v) = r, es decir, pertenecen a la estrella
enraizada en 7.

Demostracién de la Afirmacién 1. La prueba se hace por induccién sobre la
iteracién nimero k. El caso base k = 0 es inmediato ya que cada vértice estd en una
estrella enraizada.

Supongamos que funciona para la k—ésima iteracién. Durante la (k + 1)—ésima itera-
cién, la operacién injerto ejecutada en el Paso 1 o el Paso 2 combinara dos 4rboles cuyos
vértices pertenecen a la misma componente conexa. El efecto del Paso 3 es cortar las
alturas de los drboles dirigidos que no son estrellas. En cada caso, la raiz de cada drbol
resultante mantendrd su autociclo. Por lo tanto, la hipétesis de induccién funciona para
todos los valores de k.

Demostracién de la Afirmacién 2. Suponga que existe un vértice v en la compo-
nente conexa de r tal que D(v) # r (el valor de D en la iteracién actual). La existencia
de ese vértice implica la existencia de un vértice w tal que D(w) # r, y w estd conectado
con una arista al drbol que contiene a r. Pero entonces r tendria que ser injertado en
otro drbol en el Paso 2. Por lo tanto todos los vértices u en la componente conexa de r
satisfacen que D(u) =r.
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Para determinar que nuestro algoritmo termina después de O(log n) iteraciones, mostraremos
a continuacién la siguiente afirmacién.

Afirmacién 3. Sea K una componente conexa de G y sea k = |K| el niimero de
vértices en K. Sea hy(K) la suma de las alturas de los drboles que consisten de los
vértices de K al final de la k-ésima iteracién. Si esos 4rboles no forman una sola estrella
enraizada, entonces hy(K) < (2/3)*|K|.

Demostracién de la Afirmacién 3. La prueba es por induccién sobre k. El caso
base k = 0 es inmediato ya que siempre tenemos que h:(K) < |K]|.

Denotamos por A(T) a la altura del d4rbol T'. Ya que ningun é4rbol es injertado en
una hoja, injertar el 4rbol T; en otro T; produce un arbol T cuya altura satisface que
h(T) € h(Ti)+h(T;). Por lo tanto, después de los Pasos 1 y 2, hi(K) no se incrementa. Mds
atn, si esos drboles no son transformados sélo en estrellas, ninguna de ellas serd estrellas
enraizadas. Por la operacién pointer jumping del Paso 3, he(K) < (2/3)hg-1(K). La
prueba se hace por induccién.

Usando la Afirmacién 3, es claro que A(T) < 1 para cada drbol T después de O(logn)
iteraciones. Cada iteracién requiere O(m + n) operaciones, y por lo tanto el niimero total
de operaciones es O((m + n) logn).

MODELO PRAM. El Paso 3 del Algoritmo ilustrado en la Figura 9.9 requiere s6lo
de capacidad concurrente de lectura. En los Pasos 1 y 2, el algoritmo tratard de injertar
un érbol dado en miiltiples drboles. En este caso, se necesitar4 escritura concurrente. Por
lo tanto, nuestro algoritmo puede correr en el modelo CRCW PRAM.

8.2. Arboles de expansién de peso minimo

Sea G = (V, E) una gréfica conexa no dirigida con una funcién de pesos w sobre el
conjunto E de aristas al conjunto de los reales. Un 4rbol de expansién es una subgrifica
T = (V,Er), Er C E, de G tal que T es un arbol. El peso w(T') de un érbol de expan-
sion T es la suma de los pesos de sus aristas. Un drbol de expansién con los pesos mds
pequeiios posibles es llamado un Arbol de expansién de peso minimo (AEM) de
G. Determinar un AEM de una gréifica con pesos es un problema importante que genera
miiltiples aplicaciones.

Asumarnos sin pérdida de generalidad que no hay aristas con el mismo peso. En otro
caso, podemos asignar para cada arista e, un nuevo peso w(e) que consiste de la pareja
w(e), s(e), donde w(e) estd dado por el peso de la arista y s(¢) es un mimero seriado.
Dadas dos aristas distintas ¢, y e, tenemos gque w(ey) # w(es) por que s(ey) # s(er);
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ademds, w(e;) < w(ez) si w(e,) < w(ez), o w(e)) = w(ez) y s(e1) < s(ez). La suma de los
pesos de miiltiples aristas es calculada por componentes.

8.2.1. Una estrategia para calcular darboles de expansién de peso
minimo

La siguiente observacién nos da una estrategia eficiente para resolver problemas con
AEM.

Lema. Sea G = (V, E) una gréfica conexa con pesos. Para cada vértice u € V, sea
C(u) € V tal que (u,C(u)) la arista incidente en u con el minimo peso. Entonces son
ciertas las siguientes afirmaciones:

1. Todas las aristas (u, C(u)) pertenecen a AEM.

2. La funcién C define un pseudobosque tal que cada arbol dirigido tiene un ciclo que
contiene exactamente dos arcos.

Demostracién. Empezaremos demostrando la Afirmacién 1. Sea T un drbol de
expansién minima. Supongamos que (u,C(u)) no estd en T para algin u € V. Sea
P = (u,zy,...,%,5,C(u)) el camino en T que conecta a u con C(u). Remplazando (u,z,)
por (u, C(u)) produce otro irbol de expansién T tal que w(7T”) < w(T). Este resultado
provoca una contradiccién ya que T es un AEM; por lo tanto, (u,C(u)) debe estar en T.

Para la Afirmacién 2, si el 4rbol dirigido T' definido por C contiene un ciclo de longitud
mayor o igual que 2, la versién no dirigida de T' contendrd un ciclo. Este resultado es
imposible ya que la Afirmacién 1 nos garantiza que todas las aristas deben pertenecer
al AEM. Mds ain, cada drbol dirigido debe tener un ciclo que contiene exactamente dos
arcos.

La demostracién del lema puede ser ligeramente generalizado al obtener el siguiente
resultado.

Lema. Sea V = UV, una particién arbitraria de V con las correspondientes subgraficas
Gi = (Wi, Ey), donde 1 < i < ¢. Para cada i, sea e; la arista con menor peso que conecta a
un vértice en V; a un vértice en V — V;. Entonces, todas las aristas e; pertenecen al AEM
de la grdfica G = (V, E).

Observe que, ya que todos las aristas tienen diferentes pesos, el lema implica que el
AEM es finico. -
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Hay tres estrategias bien conocidas para resolver problemas de AEM, todas ellas
derivadas de los dos lemas anteriores. La primera nos conduce al Algoritmo de Prim,
que hace crecer al 4rbol sucesivamente por medio de la adicién de aristas de peso mfnimo,
iniciando por un solo vértice. La segunda estrategia nos lleva al Algoritmo de Kruskal,
que procesa las aristas en orden de acuerdo a sus pesos, teniendo precaucién de no crear
ciclos. La tercer estrategia nos dirige al Algoritmo de Sollin, que describiremos a con-
tinuacién.

8.2.2. Algoritmo de Sollin y su implementacién en paralelo

El algoritmo de AEM de Sollin empieza con el bosque Fp = (V, ®) y los 4rboles crecen
en subconjuntos de V hasta que haya un solo drbol que contenga todos los vértices.
Durante cada iteracién, la arista incidente de peso minimo de cada drbol es seleccionada.
Las nuevas aristas son agregadas al bosque actual ~llamado F,- para obtener un nuevo
bosque, F,.,. Este proceso es continuado hasta que haya un solo drbol. Es claro que el
nimero de 4rboles en F,;, es a lo mds una mitad del mimero de 4rboles en F,. Por lo
tanto el Algoritmo de Sollin requiere O(n) iteraciones.

Nuestra implementacién en paralelo del Algoritmo de Sollin se ejecuta en tiempo
O(log? n), usando un total de O(n?) operaciones.

Sea W la matriz de pesos dada por la grifica conexa G = (V, E). Para i # j, W(i, )
es igual al peso de la arista (i, j), si el Gltimo existe; en otro caso, W (i, j) = oo.

Cuando el algoritmo termina, cada arista perteneciente al AEM estd marcada. Pode-
mos entonces generar eficientemente la lista de aristas en el AEM.

La estrategia del algoritmo de componentes conexas para grificas densas es usado para
implementar el algoritmo de Sollin. La diferencia escencial es la definicién de la funcién C.
En el Algoritmo ARBOL_EXPANSION _MINIMA, C serd usado para seleccionar las aristas
en el AEM.

Ejemplo. Considere la grifica con pesos G dada en la Figura 9.14(a). La funcién C de-
terminada durante la primera ejecucién del ciclo while estd dada por C(v;) = v, C(v2) =
vy, C(v3) = v4, C(v4) = v3, C{vs) = v3, C(vg) = v; (Figura 9.14(b)). Las aristas

(1,6),(2,3),(3,4), (3,5)

estdn marcadas. En el Paso 2,3 reducimos los dos drboles definidos por C en estrellas
enraizadas, una con raiz vy, y la otra con raiz v; como se muestra en la Figura 9.14(c).
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Arboles_ds_expansion_minima
/ ENTRADA: Un arreglo W de n x n, que repreaenta
// una componente conexzs con pesos tal que minguna arista
// tiene el mismo peso.
// SALIDA: Una etiqueta para cada arists qus pertemecs
7/ sl arbol de expansion minisa.

begin
1. Asigns W_0O:=W, n_O:wn k:=0

2. while (a_k > 1) do

2.1, asigne k:mk+l

2.2, asigna C(v):=u cuando
W {k-1}(u,v)omin{¥_{x-1}(v,x) [xi=v},
Marca (v,C(v)).

2.3, Contrasmos cada arbol dirigido del pasudobosgue
definido por C em una estrells enraizada,

2.4, Asignamos n_k igual el sumero de estrellas
enraizadas y asigaamos W_k la mstriz de
pesos de n_k z 5_k de una gratica inducida por
la vision de cada estrella como ua solo vertice.

w

Reestablecemos cada arjiste parcada con su nombre
original

Figura 8.13: ALGORITMO ARBOL_EXPANSION_MINIMA

Asignamos mimeros seriados 1 y 2 a los vértices 4 y 1. La matriz W, estd dada por
oo 4
4 oo |’

Por lo tanto, durante la segunda iteracién obtenemos C(1) = 2 y ¢(2) = 1. Este
resultado implica que nz = 1, y por lo tanto podemos ejecutar el Paso 3. La arista (1,3)
serd recuperada como la arista marcada durante la segunda iteracion.

La validez del Algoritmo EXPANSION_MINIMA se sustenta en los dos lemas anteriores y
en la demostracién de la justificacién del Algoritmo CoMP_CONEXAS_EN_GRAFICAS_DEN-
SAS.

Teorema. Dada una matriz de pesos de n x n de una grifica conexa no dirigida
G = (V, E) un AEM puede ser encontrado en tiemmpo O(log? n), usando un total de O(n?)
operaciones. Por lo tanto el Algoritmo EXPANSION_MINIMA es éptimo.

Model PRAM. El Paso 2.2 del Algoritmo EXPANSION_MINIMA no requiere ningin
acceso simultaneo a memoria; los Pasos 2.3 y 2.4 requieren de capacidad concurrente de

lectura. Por lo tanto nuestro Algoritmo es del tipo CREW PRAM.
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Figura 8.14: Ilustracién del Algoritmo

8.3. Descomposicién por orejas

Los métodos transversales para grificas son usados principalmente porque inducen la
descomposicién de la grifica en un conjunto estructurado de componentes simples. Las
bisquedas DFS y BFS son dos métodos muy efectivos para encontrar manejar miltiples
problemas tedricos de grificas. Sin embargo introduciremos la técnica llamada descom-
posicién por orcjas, la cual tiene una eficiente implementacién en paralelo.

Una descomposicién por orejas es en esencia, una particién ordenada de un conjunto
de aristas dentro de un camino simple, que incluye ciclos simples. De manera més formal,
sea G = (V, E) una gréfica no dirigida, con |V| = n y |E| = m. Sea P un ciclo simple
arbitrario de G. Una descomposicién por orejas de G empieza con P, una particién orde-
nada de un conjunto de aristas £ = PyU P U...UP, tal que, paracadal <i < k, P es
un camino simple cuyos puntos finales pertenecen a Py, U I U... U P;_;, pero ninguno de
sus vértices internos lo es. Cada camino simple P es llamado oreja. Si para cada i > 0,
F; no es un ciclo, la descomposicién es llamada descomposicién abierta por orejas.

Ejemplo. Considere la gréifica de la Figura 9.15. Una posible descomposicién por
orejas se muestra. Todas las aristas que pertenecen a la oreja I estan etiquetadas por el
indice i. Observe que el ejemplo no es un descomposicién abierta por orejas, ya que P es
un ciclo.
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Figura 8.15: Descomposicién por orejas de G

Una caracterizacién de las gréficas con descomposicién por orejas esta dada por el
siguiente teorema.

Teorema. Una gréfica no dirigida G = (V, E) tiene una descomposicién por orejas si
y s6lo si no tiene puentes, es decir, no existen aristas cuyo borrado desconecten la grifica.
La grdfica G tiene un descomposicién abierta por orejas si y sélo si es biconexa.

Sea G con una descomposicién abierta por orejas E = P, U P U...U Px. Por lo tanto,
P, es un ciclo simple, P, es un camino simple cuyos dos puntos finales distintos estdn
en Py, P; es un camino simple cuyos dos puntos finales distintos estdn en PyU P, y asi
de manera sucesiva. Es claro que tal descomposicién provoca un conjunto independiente
de ciclos. Actualmente, borrar una arista arbitraria de cada oreja resulta en un érbol de
expansién de G, como podemos mostrar usando induccién sobre el nimero de orejas. Por
lo tanto el niimero de orejas es igual al niimero (m — n) + 1 de aristas que no pertenecen
a algin drbol, y la descomposicién por orejas provoca un ciclo bésico de G. Estos hechos
funcionan para cualquier descomposicién por orejas.

Por otro lado, sabemos que un ciclo bisico puede ser generado por un érbol de ex-
pansién de G por aristas que no pertenecen a algin drbol. Esta observacién suguiere el
siguiente método para obtener la descomposicién por orejas.

Empezaremos por calcular el 4rbol de expansién T de G. Nos gustaria asociar una oreja
P, con cada arista que no pertenezca a algiin drbol e. Sea C, el ciclo bdsico inducido por e.
En general, no podemos tomar P, = C., ya que aristas en C, pudieran estar compartidas
por muchos otros ciclos bdsicos. Por lo tanto, hay que romper C, en caminos, de forma
que cada camino pertenezca a una sola oreja. Una manera de completar esta tarea es
etiquetar cada arista que no pertenezca a algiin irbol e = (u, v) de la siguiente manera.
Sea level(e) el nivel del ancestro comin mds bajo de u y v; es decir, lca(e) = lca(u, v).
Entonces label(e) es definida como el par (level(c), s(¢)), donde s(e) es el niimero seriado
de e y 1 < s(e) < m. Para cada arista del drbol g, sea label(g) la etiqueta mds pequeiia
de cualquier arista que no pertenezca a algiin drbol cuyo ciclo contenga a g.
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Ejemplo. Sea G la grifica mostrada en la Figura 9.16. La linea negra representa
las aristas del 4rbol de expansién enraizado, las lineas punteadas representan las aristas
que no pertenecen a algiin drbol. Empezando con las aristas que no pertenecen a algin
4rbol, obtenemos que label(es) = (1, 3), label(eo) = (1,9), label(eio) = (0, 10), label(ey,) =
(0,11). Usando esta informacion, las etiquetas de las aristas de drboles estdn dadas por
label(e)) = (0,11), label(ez) = (0, 10),label(es) = (1,9), label(es) = (0,11),label(es) =
(1,9), label(er) = (0, 10),label(es) = (0, 11), label(e12) = (1, 3), label(e,s) = (0,11).

foN

Figura 8.16: Ejemplo de un 4rbol de expansién de peso minimo

c2
€9, 256 ey .- A
. < IR - cg
.
......... ¢ £ \
7Rk 10 7 \
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ez ./ ‘\‘5 “‘
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Figura 8.17: La descomposicién determinada por el algoritmo
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edge | label
€1 (0111)
ez |{(0,10)
€3 1,3)
€4 (1,9)
€es (0,11)
€g (119)
(74 (0,10)
€s (0111)
eg (1,9)
€10 (0:10)
e11 (0,11)
€12 (113)
€13 (0, 1 1)

Justifiquemos la introduccién de etiquetas.

Lema. Sea T un 4rbol de expansién enraizado de una grifica G = (V, E), y, para
cada arista g € E, sea label(g) 1a funcién definida previamente. Dada cualquier arista e
que no pertenezca a algun 4rbol, sea P, = {e} U {g € T|label(g) = label(e)}. Entonces P,
es un camino simple (o ciclo). M4s atn, cada arista de drbol pertenece exactamente a un
camino.

Demostracion. Sea la arista que no pertenece a algun 4rbol dada por e = (u,v).
Considere el camino  en T de v a lca(u,v), y sea v # lca(u,v). Sea h = (z,p(x)) la
primera arista en Q) tal que label(h) # label(e). La Figura 9.18 lo muestra de manera clara.
La diferencia de label(e) y label(h) implica la existencia de una arista que no pertenece a
algun drbol (z, ) tal que la etiqueta de (z,z) es mds pequenya que label(e). Por lo tanto
ninguna de las aristas en @) entre = y lca(u,v) pertenecen a PP. El argumento es similar si
consideramos el camino de u a lca(u, v). Por lo tanto, P, es un camino simple.

Ya que las etiquetas de las aristas que no pertenecen a algun drbol son distintas, cada
arista de drbol pertenece a un camino.

Ejemplo. Las etiquetas de todas las aristas en la Figura 9.16 fueron determinadas en
el ejemplo anterior. Agrupando juntas todas las aristas con la misma etiqueta, obtenemos
los siguientes conjuntos: Py = {ejp, €2, €7}, P = {ei 5,5, e11,€13}, P = {een}, P =
{e1,e6, €0}, Observe que hemos ordenado estos conjuntos por sus etiquetas. Es ficil veri-
ficar que esta secuencia indexada define un descomposicién por orejas como se muestra
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Ica(u,v)

Figura 8.18: Ilustracién de la demostracién del lema

en la Figura 9.16(c). Este ejemplo no es un descomposicién abierta por orejas, ya que P
es un ciclo.

En resumen, para cada arista e que no pertenezca a algin drbol, definimos un conjunto
P, de aristas, las cuales cambian de un camino simple tal que cada arista de drbol pertenece
exactamente un camino. Por lo tanto la coleccién { .} sobre las aristas e que no pertenecen
a algiin érbol forma una descomposicién de E en caminos simples. El hecho de que puedan
ser ordenados nos permite el descomposicién por orejas.

Teorema. Sea G = (V, E) una gréfica sin puentes. El Algoritmo DESCOMPOSI-
CION_POR_OREJAS encuentra correctamente un descomposicién por orejas de G. Este
algoritmo puede ser implementado para ejecutarse en timepo O(logn), usando un total
de O((m + n) log n) operaciones.
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descomposici\’on por orejas

begin

Iz
2
17
1
1.

2.

ENTRADA:Una grafica no dirigida G, sin puentes,

)2 da por una a de sristas
SALIDA: Un conjunto ordenado de rutas que
P! una d mposicion por orejas de G.

Encontrar el arbol de expansion T de G.

Enraizar T en un vertice r arbitrario,
calcular level(v) y p(v) pars cada vertics
visr, donde level(v) y p(v) son el nivel y
al padre de v, respectivamente.

Para cada arista @& que no pertenece a algun arbol
cular lca(e)wlcalu,v) y
level(e)=level(lca(e)).

Asigna label(e):=(level(e),s(e)),

donde a(e) es el numero consecutivo de @

Para cada arista g del arbol calcular label(g)

Para cada arista ¢ que no pertenezca a algun arbol,
anignar P_e={e}U{g sn T|ladel(g)=label(e)}. Crdema
las p_e’s por su etiqueta label(e).

Figura 8.19: DESCOMPOSICION.POR_OREJAS
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Capitulo 9

Geometria computacional

La geometrfa computacional estudia el disefio eficiente de algoritmos para manipular
problemas computacionales relacionados con colecciones de objetos en el espacio eucli-
diano. Este tipo de problemas surgen en muchas aplicaciones, tal como la graficacién
por computadora, disefio asistido por computadora (CAD), robética, reconocimiento de
patrones. El objetivo aqui, es presentar algoritmos eficientes para problemas geométricos
en el plano.

Empezaremos refiriéndonos al algoritmo divide y venceras que fue presentado en el
Capitulo 6 para calcular la cubierta convexa de un conjunto de puntos. El algoritmo
resultante se ejecuta en tiempo O(logn) usando un total de O(nlogn) operaciones.

9.1. Revisién del problema de la cubierta convexa

Retomemos el problema de la cubierta convexa visto en el Capitulo 6 Seccién 3 cuando
introdujimos la estrategia divide y vencerds. Tal algoritmo presentado calculaba la
cubierta convexa de un conjunto de n puntos en tiempo O(log?n), usando un total de
O(n logn) operaciones. En esta seccién refinaremos este algoritmo de forma que requiera
la combinacién de las dos soluciones de los subproblemas creados por la estrategia, y
pueda ser ejecutado en tiempo O(1) usando un nimero lineal de operaciones .

9.1.1. Definiciones.

Empecemos presentando las definiciones, algunas de ellas ya mencionadas en la primera
seccién.

Sea p1 = (zi, 1) ¥ p2 = (z2,¥2) dos puntos del plano Euclidiano. Los segmentos
$ = pypa estdn definidos por el conjunto de puntos ¢ que satisfacen ¢ = ap, + (1 — a)m,
para toda o tal que 0 £ o £ 1. Es decir, s consiste de todos los puntos que descansan
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sobre el segmento de linea recta formado por p, y p2, incluyendo estos puntos. Llamaremos
a p, p2 puntos finales de s.

Dado p, un punto arbitrario en el plano, denotamos z(p) y y(p) a los valores de
las coordenadas = y y del punto p, respectivamente. Sea L la linea especificada por la
ecuacién y = az -+ b. Un punto p = af estd por debajo de L (o L estd por arriba de p)
si B < a X a+ b. Podemos, de igual manera, definir p por arriba de L o L por debajo
de p.

Una cadena poligonal es un conjunto ordenado de segmentos P = (sy = popy, 51 =
PiP2) -« -+ 1 9n—1 = Pn.-1Pn). Una cadena poligonal es simple si cada segmento s; intersecta
s6lo a si—1 y si4+1 y s6lo en los puntos finales p; y pit1, respectivamente siempre que existan
8i-1 O Siy1. Para el resto de la seccién asumiremos que todas las cadenas poligonales son
simples. Si py = p, en una cadena poligonal p, entonces p define dos regiones: la regién
contenida en el interior de 1a cadena, a la que se le llama poligono cuyo lfmite es la
cadena poligonal p y la regién no acotada que yace fuera de p.

Un poligono Q es convexo si dados cualesquiera dos puntos p,q € Q el segmento
s = pq est4 enteramente contenido en Q. Una tangente o una lfnea de soporte de un
poligono convexo @ es una linea L que pasa a través de un vértice de Q de manera que
Q@ yace por un lado de L.

(a) (b) ©

Figura 9.1: Cadenas poligonales y poligonos

Ejemplo. La Figura 10.1(a) muestra una cadena poligonal no simple. El poligono en
la figura 10.1(b) es no convexo, mientras que el poliono en la figura 10.1(c) es convexo y
se muestra con una tangente L (linea punteada en la Figura).
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Sea S = (p1,p2,. - -, Pa) un conjunto de n puntos en el plano. La cubierta convexa de

S es el poligono convexo minimo que contiene a todos los n puntos de S. El problema de
‘la cubierta convexa es determinar una lista ordenada, en el sentido de las manecillas del
reloj, por ejemplo C H(S) de los puntos de S que definen el limite de la cubierta convexa
de S. Cada punto de CH(S) se llama un punto extremo de S o un vértice de CH(S).

Por simplicidad asumamos que no hay dos puntos en S tal que tengan la misma coorde-
nada z 0 y. Sea p y ¢ los puntos en .S con la menor y mayor coordenada x respectivamente.
Claramente, los puntos p y g pertenecen a CH(S); Ellos, ademds, particionan CH(S) en
cubierta superior UH(S), que consiste de todos los puntos de p a ¢ de CH(S) en sen-
tido de las manecillas del reloj, y cubierta inferior LH(S), definida de manera similar
deqanp.

Figura 9.2: El problema de la cubierta convexa de un conjunto de puntos

Ejemplo. Considere el conjunto de puntos S mostrado en la Figura 10.2. En este
caso la cubierta convexa estd dada por CH(S) = (v, vz, V3, V4, Us, Us, V7, Vs, U, V10, 1 ).
La cubierta superior es U H(S) = (v, vy, V3,1, Vs5,vg) ¥y la cubierta inferior es LH(S) =
(ve, vr, g, Vg, V10, U1 )-

9.1.2. La estrategia divide y venceras

Como mencionamos en las primeras secciones, el problema de la cubierta convexa
puede ser solucionado con la estrategia divide y vencerds. Sea S = (py,p2,..-1Pu)s
donde n es tomado como potencia e 2. Empezamos ordenando los p}s por su coordenada
2. Asumamos por el resto de esta seccidn que la lista de puntos definida por S satisface que
#{p1) < z(p) < ... < x(p,), donde z(p) es la coordenada z de p. El algoritino desarrollado
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en la seccién 6.3 consiste en determinar recursivamente CH(S,) y CH(S,), donde S; =
(P1,P2r- -1 Piny2)) ¥ S2 = (Pinj2)+1: P(ns2)+21 - - - » Pn)- Después, usando la tangente comin
superior e inferior de CH(S,) y CH(S:) se combinan para obtener CH(S).

El andlisis presentado en la seccién 6,3 asume la existencia de un algeritmo de tiempo
secuencial O(log n) para determinar la tangente comtin superior e inferior. Presentaremos
a continuacién un algoritmo paralelo en tiempo O(1) que calcula dichas tangentes para
CH(S,) y CH(S:), usando un niimero lineal de operaciones.

9.1.3. Un algoritmo de tiempo constante que calcula la tangente
comin superior

Sea S = (p1,p2,..-,Ps) un conjunto de puntos dados tal que (p) < z(pg) < ... <
z(pn), sea S| = (p1, P2, .-+, P(n/2)) Y 5€8 S2 = (Bn/2)+1, P(n/2)+2: - - » Pn). Recordemos que
la tangente comiin superior entre CH(S)) y CH(S2) es la tangente comin tal que
CH(S,) y CH(S:) estdn por debajo de ella. Definimos a la tangente comin inferior
de manera similar. Ahora tratemos de desarrollar un algoritmo en tiempo constante que
calcule la tangente.

Figura 9.3: La tangente comiin superior

Sea UH(S)) = (r1,...,75) y UH(S;:) = (q1,.. ., ) las cubiertas superiores de Sy y S»,
respectivamente, dada en orden de izquierda a derecha, donde ry,g; € {p1,...,pn} para
1 <i1<syl < j<t Para combinar ambas cubiertas superiores necesitamos determinar
los puntos u = r; y v = ¢; que definen la tangente comiin superior T. Una vez que la
hemos determinado, la cubierta superior U H(S) es el arreglo que consiste de las primeras
i entradas de UH(S1) y las tiltimas t — j + 1 entradas de UH(S:). Si s y ¢ son parte de la
entrada, UH(S) y su tamaiio pueden ser determinados en tiempo O(1), usando un total
de O(n) operaciones de los indices 7 y j que definenauy av.

Examinemos un poco el problema de determinar la tangente entre el punto r; de
UH(S)) y UH(S,); es decir, nos gustaria encontrar un gj(;) tal que UH(S2) quede por
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debajo de la linea determinada por r; y gj(;). Veamos la siguiente observaci6n.

Lema. Sea r; un punto arbitrario de UH(S,). Dado cualquier punto g; de UH(S3),
podemos determinar en O(1) tiempo secuencial cuando g;(;) estd a la derecha de g, es
igual a qi, o estd a la izquierda de gq;, donde g;(;y es el punto UH(S;) tal que rig;;) es la
tangente a UH(S3).

Figura 9.4: Determinando la tangente comiin de r; a UH(S2)

Demostracién. Sea L la linea determinada por r; y qi. Sea L' (L" respectivamente)
la porcién de L estrictamente a la izquierda (derecha, respectivamente) de g, como se
puede ver Figura 10.3. Entonces, si L' estd por arriba del segmento g;_1q y L” estd por
abajo del segmento gg;+1, entonces gj(; estd a la derecha de gq;. Si q; = gjy;), entonces g,
¥ qi41 estdn por abajo de L. En otro caso, g;) estd a la izquierda de .

Ya que r; y q; estdn dados, podemos determinar una de las tres condiciones en O(1)
tiempo secuencial. Por lo tanto tenemos el siguiente corolario.

Corolario. Dadas dos cubiertas superiores U H(S)), UH(S;) y un punto r; de UH(S)),
la tangente riq;;y a UH(S,) puede ser determinada en tiempo O(logt/logk) usando k
procesadores, donde ¢ es el niimero de puntos definidos por UH(S2) y 1 < k< t.

Demostracién. El arreglo UH(S:) = (q,. .., q) estd dado de manera ordenada (en
sentido de las manecillas del reloj) de izquierda a derecha. Podemos usar el Algorit-
mo BUSQUEDA_EN_PARALELO para encontrar g;(;) de la siguiente manera. Escogemos &
puntos de U H (S;) que separamos a U H(S;) en k+1 porciones, cada una con aproximada-
mente el mismo mimero de puntos. El lema anterior puede ser usado para determinar, en
tiempo O(1), la porcién que contiene a g;(;) usando k procesadores. Repetimos el proceso
hasta que gj(;) sea identificado.

Veamos otra observacidn clave dada en ¢l siguiente lema.
Lema. Sea (u,v) la tangente cormin superior de dos cubiertas superiores UH(S)) y
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UH(S2). Supongamos que, para un punto arbitrario r; de UH(S1) damos un gj¢; tal
que el segmento de linea rig;(; define la tangente a UH(S,). Entonces, en O(1) tiempo
secuencial, podemos determinar cuando u estd a la izquierda de r;, cuando es igual a r; 0
cuando estd a la derecha de r;.

Demostracién. Observe que, si r;gj(;) es tangente a UH(S,), entonces u debe ser
igual a r; ya que rg;() es tangente a UH(S;). De otra forma, u estaria a la izquierda de
i 81 y 86lo 5i 7;_, estd por arriba de rigj(;). La Figura 10.5 muestra la construccién.

Figura 9.5: Determinacién del punto de la tangente

Los dos lemas anteriores nos permiten determinar, para cualquier punto r; de UH(S;),
cudndo el punto u de la tangente comiin superior (u,v) aparece a la izquierda de ry, a la
derecha de r; o igual a r; en tiempo O(logt/ log k) usando k procesadores. Si tomamos a
k cercano a /1, obtenemos un algoritmo en paralelo en tiempo O(1) que determina, para
cualquier punto r;, cuando u es igual a r;, estd a la izquierda de r; o cuando estd a la
derecha de ;.

Estas observaciones juegan un papel importante en el algoritmo de busqueda en para-
lelo para aislar los puntos u de la siguiente manera. Escogemos /s puntos de UH(S,), de
manera que lo divida en porciones casi iguales. Podemos aislar u dentro de una porcién
unica en tiempo O{1) usando un total de \/sv/ procesadores. De manera similar podemos
aislar a v dentro de una porcién de U/ H(S:) que contiene aproximadamente /2 puntos
en tiempo O(1) usando un /sv/ procesadores. Los limites de la complejidad pueden
mantenerce en tiempo O(1), con un total de O(\/3vt) = O(n) operaciones.

Entonces tenemos al menos /s candidatos para el punto u y v/t candidatos para el
punto v. Para cada par de candidatos, podemos checar, en O(1) tiempo secuencial, cuando
un par de puntos constituyen una tangente comiin superior entre UH(S,) y UH(S,).
Por lo tanto, podemos probar todos los pares concurrentemente; por lo tanto, podemos
identificar la (inica tangente comiin superior en tiempo O(1) usando O(n) operaciones.
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Tangente Comun Superior
// ENTRADA: Las cubiertas superiores
1/ UH(S_1)=(xr_1,r.2,...,r_8),
// VH(S_2)%(q.1,q.2,...,q.t), ordenadas de
// izquierda s derecha
// SALIDA: Pumtos u y v tal que la linea
// determinada por u y v as la tangente comun
// superior entre UH(S_1) y UH(S_2).

1. Para cada i tal que i<si<mgqrt(s) encontrar
q.{i*eqrt(j)} tal que r_{i*sqrt(s)} q_{i®aqrt(s)}
es la tangemte entre UH(S_ 1) y UH(S_.2).

2. Para cada i tal que 1<=icegqrt(s), detarminar cusndo
u esta a la izquierde, igual o a 1la derecha de
r.{iesqrt(s)}. Si usr_{ieaqrt(s)} para alguns i,
terminamos, en otro casc deducimos el bloque
As(r_{iesrqt(s+1)},...,r_{(1+1)¢aqrt(s-1)})
que contiens a u.

3. Pars cada r_{i} en el bloque A, determinamos q_{j(i)}
tal que r_{i}q_{j(i)} es la tangeante a UH(S_2),
asignsmos u:sr_{i} y vieq.{J(1)} ai r_{i}q_{j} es ln
tangente a UH(S_1).

Figura 9.6: ALGORITMO TANGENTE_COMUN_SUPERIOR

Ahora estamos listos para listar el algoritmo de manera mas formal.

Teorema. El Algoritmo TANGENTE_COMUN_SUPERIOR calcula correctamente la tan-
gente comiin superior de las dos cubiertas superiores UH(S,) y UH(S,). Este algoritmo
corre en tiempo O(1), usando un nimero lineal de operaciones.

Demostracién. La demostracién usa los lemas anteriores y la explicacién presentada
antes del algoritmo.

Estimamos el tiempo de ejecuciéon asumiendo que hay (s-t) procesadores disponibles.
El Paso 1 puede ser ejecutado en O(1) usando /t procesadores para cada i. Ya que
Vst < (s+t), todas las g;;5)'s pueden ser calculadas en tiempo O(1) usando (s + t)
procesadores. El Paso 2 puede ser hecho en tiempo O(1) con O(4/s) procesadores. De
manera similar analizamos el Paso 3. Por lo tanto, el algoritmo por completo puede ser
ejecutado en tiempo O(1), usando (s + t) procesadores. Concluimos que el niimero total
de operaciones es O(s + t) = O(n).
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9.1.4. Uniendo todas las piezas

Combinando la estrategia divide y venceras y el algoritmo en paralelo que calcula
rdpidamente la tangente comin superior o inferior, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema. La cubierta convexa de un conjunto de n puntos en el plano pueden ser
calculadas en tiempo O(logn), usando un total de O(nlogn) operaciones. Por lo tanto,
el Algoritmo TANGENTE_COMUN_SUPERIOR es 6ptimo.

Demostracién. Sea S = (p;,p2,...,Pn) un conjunto de puntos dado. Preproce-
samos S ordenando los puntos por sus coordenadas z. Este preprocesado toma tiem-
po O(logn), usamos O(nlogn) operaciones si aplicamos el algoritmo encadenamiento
mezcla-ordenamiento. De aquf, asumimos que z(p1) < z(p2) < ... < z(p,).

Usamos la estrategia divide y vencerds para determinar C H(S) de la siguiente mane-
ra. Sin < 4, identificamos CH(S) por medio de la fuerza bruta. En otro caso llamamos al
algoritmo recursivamente para calcular CH(S,) y CH(S;). Mezclamos CH(S,) y CH(S?)
para calcular sus tangentes comin superior e inferior y deducir CH(S).

Hay O(logn) iteraciones, cada una de ellas toma O(1), usando un mimero lineal de op-
eraciones. Por lo tanto, para terminar el Algoritmo DIVIDE_Y_VENCERAS requerira tiem-
po O(log 2) con un total de O(n logn) operaciones. Por lo tanto, el algoritmo por completo
puede ser ejecutado con estos limites.

Ya que el problema de la cubierta convexa puede ser reducide a un ordenamiento, el
algoritmo resultante es 6ptimo.

Modelo PRAM: La capacidad de lectura concurrente es requerido por nuestro algo-
ritmo de ordenamiento, y por el Algoritmo de BUSQUEDA_EN_PARALELO. La capacidad
de escritura concurrente no es necesaria. Por lo tanto nuestro algoritmo corre en el modelo
CREW PRAM.
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Capitulo 10

Cadenas

Importantes problemas computacionales pueden ser formulados como una busqueda
de las ocurrencias de un conjunto de objetos dade, llamado patrones. Las areas especifi-
cas donde lo aplicamos van desde la edici6n de texto, visién computacional, hasta la
biologia molecular. Aquf trataremos con cadenas y su ocurrencia exacta en otras cadenas.
Herramientas computacionales poderosas basadas en propiedades matema4ticas de las ca-
denas, son bien conocidas y pueden usarse para manejar eficientemente miiltiples tareas
de procesamiento en cadenas.

La mayoria de las técnicas algoritmicas para comparar cadenas tienen que ver con las
propiedades periddicas de las cadenas. Tales propiedades serdn primeramente presentadas,
seguidas del desarrollo de algoritmos en paralelo que comparan cadenas de manera 6ptima
en tiempo logaritmico. El principal paradigma consiste del andlisis de patrones seguido
del andlisis de texto.

10.1. Hechos preliminares sobre cadenas

Sea ¥ un alfabeto que consiste de un mimero finito de simbolos. Una cadena Y en
X es una secuencia finita de elementos de . La longitud de Y, denotada como |Y], es
el mimero total de elementos en la secuencia definida por Y. Si X y Y son cadenas, la
concatenacién de X y Y es la cadena XY, es decir la secuencia definida por X seguida
de la secuencia definida por Y.

Para describir los algoritmos sobre cadenas, asumamos que una cadena Y estd repre-
sentada por un arreglo tal que Y (i) es el i—ésimo elemento de Y, donde 1 < i < |Y].

Sea Y una cadena de longitud m. Para cualquier par de indices i y j tal que i <i <
7 < m, el subarreglo Y (i : j) define una subcadena de Y. Por lo tanto una subcadena de
Y es cualquier bloque contiguo de caracteres en Y. Una subcadena definida por Y(1: 7),
para algiin 7 tal que 1 £ ¢ < m, s llamado prefijo de ¥, mientras que una subcadena de
la forma ¥ (5 : m), para alguna j tal que 1 < j < m, es llamado sufijo de Y.
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Una cadena X aparece en Y en la posicién ¢ si X es igual a la subcadena de Y de
longitud | X| empezando en la localidad i. De manera més formal, X(j) = Y (i +j — 1),
para todos los indices j tal que 1 £ j < | X|. También podemos decir que X se encuentra
en Y en la posicién 7.

Ejemplo. Sea T = {a,,c}, y sea Y una cadena Y = aabcabccaa. Entonces, X = abc
es una subcadena de Y que aparece en las posiciones 2 y 5. El prefijo Y(1 : 5) es la
subcadena aabcea, y el sufijo Y (5 : 10) es la subcadena abecaa.

10.1.1. Periodicidad en cadenas

Las propiedades de periodicidad de las cadenas proporcionan las bases para ciertas
herramientas algoritmicas para la manipulacién eficiente de cadenas. Ahora introducire-
mos la nocién del periodo de una cadena, y estudiaremos algunas propiedades al respecto.

Sea Y una cadena de longitud m. Una subcadena X de una cadena Y serd llamada
periodo de Y si Y = X*X', donde X* es 1a cadena que consiste de X concatenada con
ella misma k veces, siendo k un entero positivo, y X’ es un prefijo de X. Por lo tanto, Y
consiste de miiltiples copias consecutivas de X, seguidas de un prefijo de X. Es ficil ver
que X es un periodo de Y si y s6lo si Y es un prefijo de XY

La definicién de un periodo tiene la siguiente implicacién importante. Supongamos
que una copia de Y es colocada arriba de Y pero trasladada ¢ posiciones de la parte
izquierda de Y, para algiin i tal que 1 < i < m — 1. Esto se ve de manera més clara en la
Figura 11.1. Entonces, si la porcién traslapada es idéntica, Y tiene un periodo que consiste
del prefijo Y (1 : i). En otras palabras, si para alguna i, las dos subcadenas Y(i+1:m) y
Y(1:m - 1) son iguales, entonces Y (1 : i} es un periodo de Y. Observe que Y es simpre
periodo de si misma.

V77177 v
(T T V77772

| -

Figura 10.1: Copiando la cadena Y

Ejemplo. Sea Y = ababababa. Entonces, ¢l prefijo U = abub es un periodo de Y ya
que Y = U?a. La cadena Y también tiene los siguientes periodos: ab, ababab, abababab.
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El periodo de una cadena Y es el periodo més corto de Y. Sea p la longitud (también
llamado tamafio) del periodo de Y. Nos referiremos a p como el periodo de Y. Por lo
tanto, p es elentero més pequeiio entre 1 y m tal que Y (i) = Y (¢ + p), para toda i que
satisfaga 1 < i1 < m —p.

La cadena Y es llamada periédica si su periodo p satisface que p < (m/2).

Ejemplo. Considere las siguientes dos cadenas: Y = abcaabcab y Z = abcabeab. La
cadena Y no es periodica, ya que su periodo més corto es abcaabe; la cadena Z es periodica,
y tiene un periodo p = 3.

Un hecho importante sobre los periodos de una cadena estdn plasmados en el siguiente
lema. Antes de dar el lema revisemos una versi6n sencilla del algoritmo de Euclides para
calcular el méximo comin divisor § de dos enteros positivos p y g.

Revisién. Para calcular el maximo comiin divisor é de p y g, asignamos § = p = ¢ si
p = q. En otro caso, asumimos sin perdida de generalidad que p > ¢. Entonces, es ficil
verificar que & = mecd(p — ¢, q). Por lo tanto, calcular § se reduce a encontrar el maximo
comiin divisor de p’ = p—q y ¢’ = q. Claramente, (¢ +¢') < (p+4). Por lo tanto, el proceso
puede continuar hasta que los dos enteros restantessean iguales. Entonces, asignamos a &
el valor encontrado.

Lema (Lema de periodicidad): Si una cadena Y tiene dos periodos de tamaiio p
y ¢,y {Y| 2 (p+ @), entonces Y tiene periodo de tamafio mcd(p, g).

10.1.2. E!l arreglo testigo

Introduciremos una funcién sobre cadenas que jugara un papel importante en nuestro
algoritmo paralelo de comparacién de cadenas.

Sea Y una cadena de longitud m y de periodo p. Sea n(Y) = min(p, [(m/2)}), es
decir, 7(Y’) es igual al periodo p si Y es periodica; en otro caso, 7(Y) es igual a [(m/2)].
Una funcién testigo ¢y, se define como:

(1) ¢¢sly(1) =0
(2) 2 <i < 7(Y), drstg(i) = k, donde k es algiin indice para el cual Y (k) # Y (i + k —1).

Intuitivamente, imaginamos que una copia de Y es colocada en la cabeza de Y, tal que
la primera y la i-esimma posicion estdn alineadas. Entonces, las porciones traslapadas de las
dos copias no pueden ser identicas, porque de otra forma Y (1 : i — 1) seria un periodo de
¥. Por lo tanto, existe al menos una posicién para la cual los simbolos correspondientes
son diferentes. El fudice & es una posicién dada.
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Una funcién testigo podra ser representada por un arreglo TESTIGO(1 : r) donde
r=x(Y).

Ejemplo. Considere las dos cadenas Y = abcaabeab y Z = abcabeab, introducidas en
el ejemplo anterior. Los siguientes son dos posibles arreglos TESTIGOS correspondientes
aYyZ:

Y : TESTIGO = (0,3,2,2,5)
Z : TESTIGO = (0,3,2)

Dada una cadena Z de longitud n > m, considere el problema de determinar todas
las posibles posiciones donde la cadena Y pueda aparecer en Z. El arreglo TESTIGO
que le corresponde a Y proporciona una herramienta poderosa para descalificar multiples
posiciones de Z como posibles candidatos para comparar.

Sea iy j dos posiciones arbitrarias de Z tal que |[i — j| < w(Y). Y no puede aparecer
en las posiciones i y j de manera simultanea. Coloquemos dos copias de Y en la cabeza de
Z, una empezando en la posicién 7, y la otra empezando en la posicién j como se muestra
en la Figura 11.2. Entonces, TESTIGO(j — i + 1) proporciona una posicién en la cual
las dos copias de Y difieren. Por lo tanto, una simple prueba de comparacién de simbolos
en esos lugares y los simbolos que corresponden a esos lugares de Z eliminardn al menos
una de las posiciones de i y j para una posible ocurrencia de Y en Z.

Ly [ +F yao oo
Iveor]+ -« Fvg-ief - - Tyaeei=if --}¥
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Figura 10.2: Eliminacién de indices

El Algoritmo DUELO esta dado de manera mds formal.

Ejemplo. Sea Y = abcabcab con el siguiente arreglo TESTIGO = (0,3,2), y sea Z =
abcaabeabae. Considere las posicionesi = 5y j = 7de Z. Yaque TESTIGO(7—5+1) = 2,
el algoritmo duelo, verifica Y (2) = b contra Z(8) = a. Ya que Y (2) # Z(8), el indicei =5
se regresa.

Lema. Sean Y y Z dos cadenas dadas, y sea i < j dos indices distintos de Z tal que
(7 — i) < w(¥). Entonces, que ¥ no aparezca en Z puede ocurrir en la posicién elimminada
por la opracidn duelo(i, 7). Mds ain, este procedimiento toma tiempo secuencial O(1).
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Duelo
// ENTRADA: (1) Una cadena Z de longitud n
// (2) Un arreglo testigo de otra cadena Y de
// longitud m <= n
// (3) Dos indices i,j, donde 1<=i<=j<=n tal que
// (3-i)< pi(Y)
// SALIDA: Uno de i o j; cadena Y que no aparece
// en Z en 1a posicion eliminada

begin
1. Asigna k:= TESTIGO(j-i+1)
2. if Z(j+k-1)1= Y(k)
return (i)
else
return (j)
end

Figura 10.3: ALGORITMO DUELO

Demostracién: Ya que 2 < (j —i+1) < p, tenemos que TESTIGO(j —i+1) =k #0.
Este hecho implica que Y (k) # Y (k + j — 1). Consideremos el lugar (j+ k — 1) de Z. No
podemos tener simultaneamente las dos igualdades Z(j +k— 1) =Y (k) y Z(j +k—-1) =
Y(k + j — 1) como se muestra en la Figura 11.2. Claramente, si Y (k) # Z(j + k — 1),
entonces Y no puede aparecer en el lugar j en Z. Por lo tanto, el indice i es regresado. Si
Z(j +k —1) = Y(k), entonces se regresa j, yaque Z(j+ k—1) # Y(k+j— 1),y porlo
tanto Y no puede estar en el lugar 7 de Z. En cada caso, ninguna comparacién se hace en
el indice eliminadu. Observe que el indice que ¢s regresado no necesariamente representa
la comparacién en ese lugar.
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