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INTRODUCCION

Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no degenerado. Dado
un continuo X, un hiperespacio de .\X es una cierta familia de subconjuntos
de X, Los mas estudiados son (1 es un entero positivo):

28 = {4 < X : 4 es cerrado y no vacio},
C(YN)={A €2V : 4 es conexo}.
Cp(X) = {4 &2V : A tiene a lo mds n componentes} y
Fp(X) = {4 € 2¥ : A tienc a lo mds n puntos}.

A estos hiperespacios se les dota de una métrica llamada métrica de Haus-
dorff, que se denota por H.

También se pueden definir hiperespacios para todos los espacios topoloé-
gicos. Sin embargo. la riqueza de estructura que los continuos heredan a
sus hiperespacios es muy amplia. Los hiperespacios de los continuos tienen
propiedades tan agradables como la metrizabilidad, la compacidad y la co-
nexidad. Ademaids 2V, C(X) v C,(X) son conexos por trayectorias no impor-
tando si en X no existe una sola trayectoria.

Los hiperespacios F,(.\) también son llamados productos simétricos. Y
fueron introducidos por K. Borsuk » S. Ulam en 1931.

En este trabajo abordamos, para F,, (.\'), algunos problemas naturales que
habian sido abordados preferentemente para 2V y C(.\).

Empezamos mencionando que S. B. Nadler. Ir., probé que 2% y C(.X)
son unicoherentes. Para F,(.X) el comportamicento de la unicoherencia es
diferente y hasta este trabajo, en el Capitulo 1 se mnestra. un ejemplo de un
continuo unicoherente XU tal que F1(.X) no es unicoherente.

En el segundo capitilo abordamos la problemadtica de cuiindo un producto
simétrico F,(-Y) se puede encajar en R?. Aqui obrtuvimos algunos resulrados
interesantes (juzgue usted). Los siguientes son los principales:
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Una caracterizaciéon completa de los (siete) continuos de Peano .\ tales
que Fu(.\) se puede encajar en R3.

El intervalo [0. 1] es el iinico continuo tal que F2(.\X) puede ser encajaclo
en R2.

Para ningin continuo .\’ y ninguna n > 4. F,(.\') se puede encajar en R”,

El tercer capitulo estd dedicado al problema de la unicidad de hiperes
pacios F,(\'). En México se han hecho muchos avances en los problemas
de determinar qué continuos tienen hiperespacios tinicos C(X) y 2V, Aqui
contribuimos a esta linea de investigacion con ¢l resultado que dice que si X
es una grafica y ¥ es un continuo tales que F,(.\) y» F,(}") son homeomorfos,
entonces Xy Y son homeomorfos.

Finalmente. el cuarto capitulo lo dedicamos a determinar cudndo un
hiperespacio F,(X') es homeomoarfo a un producte cartesiano o a un cono.
Como lo narramos en la introduccion de ese capitulo. el problema de de-
terminar cuidndo C(N\) es un producto o un cono, es un problema de gran
tradicién en los hiperespacios. Aqui mostramos que si .\ es una grifica, en-
tonces F1(.\) es un producto de dos continuos no degenerados si y s6lo si 2\
es un arco, ademads; Fu(.\') es un cono si 3 sélo si .\ es un arco o un n-odo

simple.




Capitulo 1
Unicoherencia de Fo(X)

1.1 Introduccién

En 1931, K. Borsuk ¥ S. Ulam ([3]), propusieron la siguiente pregunta. ;Si .\
es un continuo localmente conexo y unicoherente, entonces F,(.X') es unico-
herente? La respuesta a esta pregunta es afirmativa y fue dada por T. Ganea
en [14]. De hecho Ganea probé el siguiente teorema.

Teorema 1.1 ([14]). Si.\ es un espacio de Hausdorff, conexo, localmente
conexo y unicoherente, entonces F,(.\X') es unicoherente para toda n.

Para cada espacio topolégico Y7, definnmos

bo(37) = (el mimero de componentes de ¥7) — 1,

si tal miimero es finito, y b(}7) = oo en otro caso. El grado de multzcoheren-

cin. r(\\), de un espacio conexo X se define por

r(\) =sup{bo(H NMAK): Hy K son subconjuntos cerrados y conexos de .\
y XN =HUR}.

v s6lo si (') = 0. Un continuo

Observemos que .Y es unicoherente si
se llama rnulticoherente si r(NX') # 0. En [17], A. Illanes probo los siguientes

resultados:
Teorema 1.2 ([17, Teorema 2.6]). Si .\ es arco-conexo. localmente
conexo y de Hausdorff, entonces F,(.\\") es unicoherente para toda n = 3.

Teorema 1.3 ([17, Teorema 1.6]). Si Fa(.Y') es normal 3 X es un es-
pacio de Hausdorfl, conexo. localmente conexo » multicoherente. entonces

r(Fa(X) =
3 TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

—
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Recientemente S. Macias en [31] probé los siguientes resultados.

Teorema 1.4 ([31, Teorema 8]). Si .\ es un continuo. entonces F,(.\")
es unicoherente para cada n > 3.

Teorema 1.5 ([31]) Si .\ es un continuo. entonces r(F3(\)) < 1.

En ([15, Problema -]) A. Garcia-Mdynez y A. [llanes, hicieron la signien-
te pregunta. ;Si .\ es un continuo unicoherente, entonces Fo(.X) es uni-
coherente? Observemnos quie la respuesta a esta pregunta cierra totalmente
cl problema de la unicoherencia en productos simétricos de continuos. En
este capitulo respondemos esta pregunta en forma negativa. Concretamente,
construimos un contimto unicoherente y plano X tal que Fa(.\') no es uni-
coherente.

1.2 El ejemplo

Definamos )
Sy ={e":teR}, S:={3e":te R}
¥ ¢ -
Y = {(— + 2)e : t € R}.
(g r et ®)
Hagamos X = S, U Y US,. El continuo .\ es la unién de dos circulos y una

espiral la cual se enreda asintSticamente a los dos circulos, como se muestra
en la siguiente figura.
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Obsérvese que .\ es un continuo. Ademads. un subcontinuo no degenerado

de X tiene las siguientes posibilidades:

a) que sca un subcontinno de S,). de Y o de S,

b) que sea homeomorfo a la unién de S, (resp.. Sa2) ¥ una parte de la espiral
YY", enredidndose asintéticamente a Sy (resp., Sa),

¢) que sea .\ mismo.

Veamos primero que .\’ es unicoherente. Para esto. sean 4 y B dos sub-
continnos de X tales que X = AU B. Obhsérvese que si - es un subceontinuo
de 5, de Y o de S: entonces B tiene qque ser igual a X', porloque ANB = 4.
Supongarmos entouces que - es homeomorfo a la unién de S, » una parte de
lav espiral Y7, enredindose asintéticamente a S;. entonces B ticne que ser de
alguna de las siguientes formas:

(2) B es homeomorfo a la unidén de Sz » una parte de la espiral Y7, enreddndose
asintdticamente a S,, en cste caso se tiene que existen ¢,t2 € R tales que
A=5 U}y B=5:U1l5 donde

¥i = {<#,t| +2)e it € (oo, hi]} ¥
13 = {(1 r— +2)e" : t € [t2,00)}.

Dado que X = A4 U B, entonces t; < t,. Por tanto

ANB=3¥NY = {(——— +2)e":t e [ta, t1]}
e Cs Un conjunto conexo.
(b) B = X. en este caso se tiene que A M B = <.
La dltima posibilidad es que A = X = B, ent:onces M B =X
En cualquier caso se concluye que AhB es conex: Por t.anto, el continuo
\" es unicoherente. -
Ahora probaremos que F2(.X) no es umcohercnt

= {{z, w} € F(X\): Ixn(:1v)->,,o}_,;{>',' :
B = {{z,w} € Fo(X): Im(..w) 0},

donde Im(zw) significa la parte imaginaria del niiinero complejo zw. Es claro
que AU B = FA(.Y).
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Veamos que A y B son cerrados.

Consideremos la funcién G : X x X' — F(.\X) dada por G(w, z) = {w. =}.
Dado que G es continua » X x .\’ es compacto, G es una identificacién.
Sea P : X x X — C la funcién producta de niimeros complejos dada por
P(w,z) = wz. Como ¢l producto P es conmutativo, /2 preserva las fibras de
G por lo que podemos aplicar el Teorema de la Transgresién (11, Teorema
3.2, Capitulo VI]) v obtener que la funcién de F3(.Y) en C que envia a {z. w}
en zw es continua. Y como la funcién que a un nimero complejo le asocia su
parte imaginaria es continua, concluimos que tanto 4 como B son cerrados
en Fu(X\).

Ahora probaremos que .4 es conexo.

Sea C = DU &£. donde

D={Aded:ACY} vy E={{z.w} e A:z € 5, w € Sa}.

Afirmacién 1. C es un subeconjunto conexo de .A.

Sea P = {e'*, 3e!’} € £. Entonces Im(3e'(*+*)) > 0. Primero veamos que
& es conexo. Para esto mostraremos la existencia de un subconjunto conexo £
de & tal que Py {1,3} € £. Supongamos, por ejemplo, que 0 < u < v < 2.
Entonces 0 € v +~ v < 4w. Dado que Im(3ef*+9) > 0,0 < u+v < 7w o
27 € v+ v € 3. Counsideremos los siguientes dos casos:

Caso I.0< u+uv <.
Definimos el conjunto

L = {{e'+") 3eilv=MY) . r g [0, (v — u) /23U

{{e".3e"} : r € [0, (u + v)/2]}.

Nétese que £ contiene a los elementos P y {1, 3}. Observemos también que
L es la unién de dos conjuntos conexos que tienen en comiin al punto

{ei(“+v)/2' 3ei(u+v)/2}. ]

Entonces £ es conexo. Para ver que £ C £. Tomemos un punto Q € L.
Entonces tenemos las siguientes dos posibilidades:
a) st Q = {eiv+m) 3eilv=")}  entonces

Irll((el(tt+r))(aei(v—r))) = I[n(sci(u-i-u)) > 0.
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b) si Q = {e'r,3e"} con r € [0, (u+ v)/2], entonces 0 < r < 7w/2. Asi,
Im((e’")(3ei")) = Imn(3e>") > 0.

En conclusién @ € £. Por tanto £ C &£.

Caso IL. 27 S'u +v < 3. -
Seal = ((u+v)/2)—=. Entonces 0 < !/ < #/2. Notemos que 0 < 27 —v
(1 —v)/2 + 7. Definamos el conjunto B

L= {{c"("_’),se"(”*")} s € [0, (n— e)/2 + 7w} u {{e7, 367} 1 r e [0,}.

A

Notemos que £ contiene a los elementos £ y {1,3}. También en este caso £
es la unién de dos conjuntos conexos cjue tienen en comin al punto

{ il 361‘(1+27.')} { il 3F“}

Asi, £ e¢s conexo. Para ver que £ <€ £. Tenemos en cste caso r.a.rnblen dos
posibilidades; sea Q € L entonces -
a) si Q = {e*~"), 3ei ¥+ } entonces

Im((en(|4—r))(3e:(u+r))) Irn(Se'("""’)) > 0
b) si Q = {e¥",3e'"} con r € [0,!], entonces 0 < r < l»s ﬂ'/2.- Asi;
Im((e*")(3e")) = Im(3é?") 2 o PR

En conclusiéon Q € £. Por tanto £ C &£.
En los dos casos £ és un conexo contenido. en 8 h g contlene tanto a P
como a {1, 3}.».—\51, £ es conexo.

Para cada t € R, sea

it
‘ J(f)—(1_|_ltI + 2)e’’.
Para completar la prueba de que C es conexo, tomemos un punto arbitrario
A€ Dl Mostraremos que existe un subconjunto conexo Fp de C tal que
A € Foy ENFo 7% @. Notemos que .1 es de la forma {g(t), g(s)}. donde
t.s € R Sin pérdida de generalidad podemos suponer que t < s. Sea
m = (t + s)/2. Definamos

F={{gt—-r).gls+7)}:r € R}
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Dado que la funcién ¢ es continua, F es conexo.

Veamos que F ¢ D.
Sea '€ F, entonces R = {g(t — r).g(s -+ r)} para alguna r € R. por la
definicién de R tenemos que R C Y, observemos ademas que

—r s+ = __._'. 2)ie=r) s+ r o Lilstr)
Im(g(t — m)g(s + 7)) = Im(({ i 2)e (= i 2)e )
t—r - N+ ;
= 2 2+ >
I"l((l |t—"l+ )(1 s ','|+ Je )= 0
pues
Im(g(t)g(s)) —'Im(( + 2)efl( + ")c'(’))

1+|t| 1+l|

Sl |t| “)(1 + |s|
Por tanto R € A. As{ que_R ‘E D. .-\hora, para kc’udq n € N, cousideremos

= Im((— F2)eitttay > o,

= {9t + sS—m— 27;rz),g(i +s —m -=27n)}.
Dadoque t +s —m = m entonces ‘
B, = {g(m.— 2% n) g(m -+ "rn)}

m — 27n ; i + "-rn
= {{(—FF——— +2)e'"", (-—i——F—
{(1+|7n—-27n| +2) (1+|rn+‘7'rn.|

Asi que B, converge a {e™, 3e‘™}. Ademass, parn cada n.€ N, B, € F pues
sir = (t — 8)/2 + 27n. entonces S : iz

+ n))enn}

{gt — )

Esto prueba que Af = {e'™,3ei™} pe_rtcnecé‘ a lacerradura de. F.’ Entonces
Fo = FU{M} es conexo, A € Fog y ENFy # 0. Con’esto completamos la
prucba de la Afirmacién 1. )

Afirmacién 2. A =C.
Sea B € A. mostraremos una sucesién {B,}52, en C tal que B, converge
a B. A coutinuacién, consideraremos todas las posibilidades para B.

TESIS € ‘ON
FALLA DE C
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(a) B = {e*,e'*} con e'',e’* € S,. Para cada n € N, hagamos B, = {g(t —
2wn), g(s —2wn)}. Obsérvese que {g(t — 27n)} converge a e y {g(s —2mxn)}
converge a e™, entonces B, converge a B y, claramente, B, € C,
() B = {3¢',3e""} con 3e'.3¢'* € S». Para cada n € N. hagamos B, =
{9(t + 27n). g(s + 2wn)}. Obsérvese que {g(¢ + 27n)} converge a 3¢t y
{g{(s+27n)} converge a 3e'*. entonces B, converge a B y, claramente, B, € C,
(¢) B = {e". g(s)} con e € S, ¥ g(s) € Y. Para cada n € N, hagamos
By = {g(t—2wn), y(s)}. Obsérvese que {g(t —27n)} converge a e, entonces
B, converge a B y. claramente, 3, € C.
() B = {g(t),3¢} con 3e'* € Sa v g(t) € Y. Haciendo B,, = {g(#),g(s +
27n)} para cada n € N, tenemos que B, converge a B y, claramente, B, € C.
Con esto completamos la prueba de la Afirmacién 2. Por la Afirmacién 1,
C s conexo y dado que la cerradura cde un conexo es conexa, por la Afirmacién
2. obtenemos que A s conexo.

Ahora definamos A : X' — .\ por

eilt+m/2) si =z =et € 5y,
h(z) = & 3eit+7/2)  s5i z = 3e't € Sy,
gt+=/2), siz=g) €Y.

Observemos que /i es una funcidn definida en partes y es continua en cada
una de ellas. También obsérvese que A es continua. Definamos H : Fo(X) —
F2(\N) como H({w,z}) = {h(w), h(z)}. Para ver que H es continua; simple-
mente observemos que A es la funcidn inducida por A en F3(N) (\er [25,

Lema 13.3]).

Mostraremos ahora que H(A) = B.
Sea A = {z.w} € A. Entonces se tienen las siguientes posﬂnhdades‘

(a) si = = ef* ¥y w = e, entonces
Im(h(2)h(w)) = Im(eit+7/2gils+7/Dy = Im(eil*+t+7)) <0
pucs 7
Im(zw) = Im(ef*+*)) = 0,
(b) si = = e y w = 3e’*, entonces
Im(h(z)h(w)) = Im(e" /D3 +7/2) = Im(3e'l++™)) < 0

pues )
Im(zw) = Im(3e'¢+%) > 0,
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(c) si = = et y w = g(s), entonces
Im(h(=)Yh(w)) = Im(e¢T7/g(s + 7/2))

s+ 7/2

=TInlg5, + /2] +2)eftrem) < 0

prues

In(zw) = Im((= + 2)ef¢+1)y > o,

1+ | |
() si = = 3e®* y w = 3e'*, entonces
Im(h(z)A(w)) = Im(3eit+7/D geils+7/2)y
= Iin(9e‘t*+t+my < 0

pues )
Im(zw) = Im(9e'*+*)) > 0,
(e) si = = 3e* y w = g(s), entonces

Im(A(2)h(w)) = Im(3e ™ Dg(s + 7w /2))
- s+ 7/2 2 gils+i+m)y o
= Im(3(1 s+ =77 + 2)e }<o

pues

Im(zw) = [m(3( + 2)eit+9) > 0,

1+ | 5|
(f) st = = g(&) ¥ w = y(s), entonces

Im(f(2)h(w)) = Im(y(t + 7 /‘7)_/(9 + 7 /2))

t+7/2 s+ 7/2 ;
=1 +2 2)eils+t+m)y « o
m((1+|t+—/"| )(1+|a+ /°]+ Je )=
pues
~w) = 2eilt+3)y > Q.
Im(=w) Im((1+|t|+ )(1_'_l !+ Ye =0

Por tanto, en cualquier caso se tiene que H(A) € B. Ahorasea B = {z,w} €
B. eatonces sc tienen las siguientes posibilidades:

(a) si z = e ¥y w = e, entonces H({elt=7/2 is=7/D}) = B,

(b) si =2 = e y w = 3e'*, entonces H({e!t=7/D 3eis=7/D})y = B

TESIS CON
| FALLA DE ORIGEN
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= et y w = g(s), entonces H({e!*="/M g(s —x/2)}) = B,

(c) siz =
(d) st = = 3e” ¥ w = 3e™*, entonces H({3e!!="/) 3eits-7/21) = B,
(e) si z = 3e® y w = g(s), entonces H({3ei'~7/?, g(s - x/2)}) = B,
z g(s), entonces H({g(t — 7/2),9(s — 7/2)}) = B.

(Dsiz=g(t)y w=
Con esto concluimos que H(A) = B. Por tanto. dado que B es la imagen

de A bajo la funcién continua M y dado que A es conexo, obtenemos que 5
CSs conexa.

Afirmacién 3. .4 M 5 no es conexo.

Sea

H={{zw}:zw e
K={{zw}:zwe

Entonces

ANB = {{z,w} € F2(\Y) : Im(zw) = 0}
= {{s, w} € Fo(X) : zw € R}

={{z,u}e FR(X\):zw eRy zw > 0}U
{{z.wte A\):zweRy zw<0}=HUK.

Claramente, H y K son dos subconjuntos cerrados de Fo(.X). Si ocurriera
cque existe un elemento {z. 1w} € HNK, tendrinmos que zw = 0, asi que = =
o w = 0. Esto es imposible pues 0 € \'. Por tanto HNK = @. Asi, concluimos
aque AN B no es conexo. Por tanto A y» B son dos subcontinuos de F(.X),
cuya unién es Fa(.\') » sn interseccién no es conexa. Entonces F3(XX) no es

unicoherente.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Capitulo
Encajando Fj,(X) en R™

2.1 Introduccion

Cuando K. Borsuk » S. Ulam introdujeron en [5] los productos simétricos
también probaron que, para n = 1,2 » 3, £,({0, 1]) es homeomorfo a [0, 1]%, »
que. para n 2= 4, £,([0, 1]) no puede ser encajado en R” (esto tltimo también
s¢ deduce de nuestro Lema 3.10). Después. en [3:4, Teorema 1], R. Molski
probdé que Fu([0, 1]?) es una 4-celda, acdemds de que, para n > 3 ninguno de
los espacios Fn([0, 1]2) » F,([0. 1]") sc puede cncajar en R2".

Siguiendo esta linea de estudio, en este capitulo analizamos bajo qué
condiciones el n-ésimo producto simétrico de un continuo .\' pucde ser enca-
jado en R™.

Nuestros principales resultados son:

Una caracterizacidon completa de los (biet(-) continuos de Peano X tales
que Fa(X) se puede encajar en R? (Teorema 2.13).

El intervalo {0, 1] es el 1inico continuo cuyo segundo producto simétrico
piede ser enca_).l(lo en R? (Teorema 2.19).

Para ningiin continuo .\ » ninguna n > 4, F,(X) se¢ puede encajar en R"
(Corolario 2.21).

2.2 Encajando F3(X) en R3

En esta seccidn, estudiamos cudndo el segundo producto simétrico de un con-
tinuo se puede encajar en el espacio euclidiano de dimensién 3. Empezaremos

mencionandoialgunas convenciones.
13 TESIS (‘Ol\q l
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Para empezar, recordemos que una base para la topologia de 2V ([36,
Teorema 0.13)]) la constituyen los conjuntos de la forma (Ui, ..., U,,) = {A €
2Y . A C iU ... UUy, y ANU; # O para toda i € {1.....,m}}. donde
m € N y los conjuntos Uj. ..., {7, son abiertos en X. De manera qne una
base para la topologia de F,(.X') son los conjuntos de la forma (U, ..., 0,,), =
(Ure .o Uy) N F, (X)), donde. por supuesto. i € N y» los conjuntos Uy, ... U,,
son abiertos en .\,

Dados un continno X, 4 € 2¥, p € X » £ > 0. definimos Byx(z.p) la
g-bola abierta centrada en p » de radio £ ¥ Ny (s, 4) = J{Bx(=s.p) : p € A}

Un continuo de Peano es un continuo localmente conexo. Dado un sub-
conjunto R de un continuo X, denotaremos por F,(R) al conjunto de ele-
mentos de F,(\) que estin contenidos en . Un n-odo simple (n 2 3) es
un continuo 7, que es una unién de n arcos que se intersectan dos a dos en
un punto p. el cual es lamacdo el corazdn de T, y, adema:s, p es un punto
extremo de cada uno de esos n arcos. Dada una gridfica .\ 3 dos vértices
u, v denotaremos por wv la arista de X que los une. La grdfica completa K,
(n = 3) consiste de n vértices ¥ "‘"—;ll aristas que unen a todos los vértices
entre si. Dada n,m > 3, la grdfica bipartita completa K, , consta de un
conjunto de rn + rn vértices V = {vy, ..., Up, Wy, .oy Wi} ¥ todas las posibles
aristas e la forma v;uw;.

Cuando tomemos una griafica .\, supondremos que su métrica d ¢s In
métrica inducida por la longitud de arco ¥ que cada una de sus aristas tiene
longitud 1.

Dado un conjunto V" denotaremos por |17| su cardinalidad, 3 por Frz(17)
su frontera en Z. Miis adelante necesitaremos la nocién de orden que defini-
mos a continuacién. Sea Z un espacio topolégico. Sea 8 un niimero cardinal.
Decimos que un punto p € Z es de orden menor o igual que 8 en Z. y es-
cribitnos ord(p, Z) < 3 si para cada abierto U de Z tal que p € U, existe
un abierto V" de Z tal que p € V" C U ¥ |[Frz(17)] < 8. Decimos que p es
de orden 3 en Z, v escribimos ord(p, Z) = 3 si ord(p, Z) < 8 y no ocurre
que ord(p, Z) € o para ningin cardinal o < 3. A los puntos de orden 1 les
llamaremos puntos terminales.

Constantemente usaremos el siguiente resultado cue caracter

za a las
grificas.

Teorema 2.1 (ver [37, Teorema 9.10]). Un continuo Z es una gritfica si
vy s6lo si se satisfacen las siguientes dos condiciones.

(a) ord(p. Z) << Wy paratodo p e Z, »

(b) ord(p. Z) < 2 para todos, salvo un nmimero finito, de puntos p € Z.
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Otro resultado cldsico que usaremos constantemeute es el siguiente (ver

[27, 6, §51.11, pag. 277]):
'I‘eorema 2.2. Sean }” un ¢ontinuo de’ Peano yp E Y. Siord(p.Y¥) >

n = 3, entonces existe un n-ocdo T, contemdo en. X" tal que p cs el corazén

de T3,. . . KR :
Lema 2.3. Si T, es un n-odo clmple. entouces Fg(T,.) es homconlorio al

cono sobre un continuo Z.. ; e X

Demostracién. Sin pérdida dc 'genéralidnd pb(lemos suponer que

l Joeh

i=1

donde {e1, e2,..., en} < R" es la base candnica de R", o es el origen de R* y
oe; denota el segmento convexo en R” ¢ue une a o con e;. Mostraremos que
F3(T,,) es homeomorfo al cono sobre un continuo Z..Sea

Z = {A € Fu(T,) : e; € A para alguna i € {1,2,...;n}}.

Afirmacién 1. Z es conexo.
Dados .4, B € Z mostraremos cue existe un subconjunto conexo A de Z

que contienc a A y B. Podemos suponer que A = {e;,z} vy B = {e;,y} con
xr € ok, y € oer donde i, 4,k 1 € {1,....n}. Sean

= {{ei,z} € Fo(T,): z eor} U {{eis} € Fo(Th):z €085} ¥

C = {{ej,z} € Fo(Ty) : =z € oe;} U {{e;,z} € Fa(Ty) : = € 07}
Observemos que tanto 7 como K son la unién de dos conjuntos conexos cuya
interseccién es el elemento {e;. o} ¥y {e;. 0}, respectivamente. Por tanto H y
K son conexos. Hagamos A =M UK. Dado que HN K = {e;, e;}, tenemos
que .4 es conexo y contiene a -4 y a B. Con esto terminamos de mostrar la
Afirmacién 1.

Afirmacién 2. Z es compacto.

Notemos que Z = {4 € Fo(XN) ¢ A n{e.....,en} # @}. Por lo que
F(N)—Z={de FR(N\N):AC XN —{er, .. en}} = (X — {e1,....,en})s que
es un conjunto abierto en Fa(\). Esto muestra que Z es cerrado en F:(.\)

y. por tanto, Z ¢s compacto.
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Con las Afirmaciones 1 ¥ 2 obtenemos que Z es un continuo.

Ahora, sea F : Z x [0,1] — F2(T,) definida como F(A.£) = (1 — ¢)A,
donde (1 —¢t)A = {(1 —#)a : a € A}. Claramente F es continua. Nétese que
F(A4,0)= A 3 F(A.1) = {0} para cada A € Z.

Afirmacién 3. F|Z x [0,1) es inyectiva.

Sean s.¢t € [0,1) ¥ A, B € Z tales que F(A,t) = F(B,s). Sin pérdida
de generalidad, supéngase que A = {e;,.x} v B = {e;.y} donde »» =
(0..., 0, 24,0, ..., 0) ¥ y = (0, ..., 0. 4, 0, .... 0). Consideremos dos casos:

Caso I. (1 —t)e; = (1 — s)e; ¥ (1 — t)r = (1 — s)y. En este caso, i = j 3
t = s. Entonces e; = e, y & = y. Por tanto - = B.

Caso II. (1 —t)e; = (1 — &)y v (1 — t)r = (1 — s)e;. En este caso
(1—t)y=(1—) vy (1 —t)ax = (1 —s). Entonces 1 — ¢ = (1 — Hyzy. Por lo
que zxyr = 1. Ya que 0 < yp.ax < 1, esto ocurre si g = 1 = a4. Esto implica
que s = t. Por tanto 4 = 3,

Por tanto, F|Z x [0.1) es inyectiva.

Afirmacién 4. [ es suprayectiva.

Sea B = {x,y} € Fu(T,), donde r = ae; ¥y y = be;. Podemos suponer
que D <a<b<1l. Sib= 0, entonces B = F({e1},1). Si b > 0, entonces
B = F({{ei,e;},1 — b). Por tanto, F es suprayectiva.

Notese que F(A,t) = {0} si y s6lo si £ = 1. Esto implica que existe una
funcién inducida F : cono(Z) — Fa(7,) ¥ por las Afirmaciones 3 y 4, F es
un homeomorfismo. @

Lema 2.4. Scan T, un n-odo simple 3 e, ..., €, los puntos terminales de
T,. Sea Z = {4 € Fy(T,) : e; € A para alguna i € {1,...,n}}. Entonces Z
conticne a la grifica completa K,. Ademds Z es la unién de K, y n arcos
ajenos dos a dos tales que cada uno de ellos intersecta a I, en exactamente
uno de sus vértices.

Demostracién. Para construir A,. necesitamos n vértices y arcos que
los unan. Consideremos los siguientes n elementos de Z como vértices de’
R,, {e,.0}, {€1.0}. .... {en, 0}, donde o es el corazén de T;,. Ahora, para cada
iz jen {1,2,...,n}, sea

Ajj={{ei.x}e Z:xeve;} U {{e;.z} € Z : x € 5e;}.

Obsérvese que A;; es la unién de dos arcos los cuales tienen en connin al
punto {e;.e;}. Entonces A;; es un arco, con puntos extremos {e;, o} ¥ {e;, 0}.
Ahora veamos cuidl es la interscccidn de cualesquiera dos arcos de éstos.
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Sean i,j,k,1 € {1,...,n}, consideremos A, ; v A tales que {7,j} # {A&,1}.
Supongamos que existe un elemento A4 € A; ;M Ay

Podemos suponer que A = {e:;, 21} = {er, 22}, con =, € 0&; y =2 € Tey.
Si 7 = k, entonces e; = ex, j £ 1l ¥y 51 = z, € De; N0€. De manera que
2 = 22 = 0. Asi que A = {e;.0}. Si i # k, entonces e; = 23 ¥ ex = 2.

De modo que e; € 07 v ex € ;. Asi que i = ¥y k = j lo que implica que
{i, 7} = {k, 1}, contrario a lo que supusimos. Esto niuestra cue este caso cs

imposible.
Por tanto, si dos arcos A, v g se intersectan, sélo lo hacen en uno de

sus puntos extremos. Notemos, adermnds, que sélo hay L":—ll conjuntos de la
forma A, ;,
Por tanto, podermos ver que I\, es homeomorfo a
K= MAwy:i.je{1,2,...,n} vy j#i}.

Ahora hagamos B; = {{e;,x} € Z : « € &&;}.
Observemos que cada B; es un arco. Ademis, para cada { € {1,...,n},

B, & = {e;,0}. Para ver esto, sean k,! € {1,...,n} y» supongamos que
existe un elemento A € B; N Ai;. Entonces podemos suponer que A4 =
{ei,z1} = {ex, 22}, donde =; € o&; y = € o&. Si ocurriera que 7 # Kk,
entonces €; = t» € 06 ¥ €x = ) € 0€;. De modo que i =1 y k = 1i. Asi que

{ = k. lo cual ¢s una contradiccién. Por tanto i = A. De manera que Z 5£ 1 ¥
21 = z» € Og; Noer. Por tanto A = {e;,0}.

Por tanto, para cada i € {1,...,n}, B; N K = {e;, 0}. L

Por otro lado, observemos también que B,,..., B, son ajenos dos a dos y

que Z =K u (UL, B:). B
Lema 2.5. Si X tiene la forma de la letra A, entonces F,(.X) contiene
una copia topoldgica del cono sobre Nya.
Demostracién. Sea .\” un continuo con la forma de la letra H. Supon-
gamos que
NX={O0,ypeR:—l1<sy<1lju{(z0eR:0<z < 1}U

{L,eR:-1<y<1}.
Sean a; = (1,0), az = (0.0), az = (0,—1), a4 = (1,—1), as = (0,1) ¥ as
(1.1). Para k,{ = 1,2,3,sean a» : [0,1] — ajay ¥ az_1,2 : [0, 1] = ax_ra2
homeomorfismos lineales tales que a1,%(0) = a;, a1,2(1) = az, a-1,2(0) =

Mag—1 ¥ Gopr—1.2(1) = az (véase la Figura 2.1).
TESIS CON
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as as
a, a,
a, a,

Ahora, para construir A3y en F,(.\') necesitamos 6 vértices y una par-
ticién de los mismos en dos conjuntos &/ y V, tal que para cada elemento de
U exista un arco que lo una con cada elemento de V.

Hagamos & = {{a1}. {as, a1}, {a5.a.}} ¥ V = {{a=}, {a4, a2}, {as,a2}}.

Ahora, para &, = 1. 2, 3, definamos

Asr—1,2t = {{a2k—12(8). aru(t)} € F2(X) : ¢ € [0, 1]}.

Obsérvese que, para cada & » I, Adgp—1,2: €5 un arco cue une a {aa_y,ar}
v {az,axn}. Sean i,j k, 1 € {1,2,3}. Supougamos cue existe un clemento
A€ Adop_ 1N Agim10; ¥ b #iol # j. Entonces existen ¢, s € [0, 1] tales que

A = {on-1.2(t). ar20()} = {@2i—12(5). ay,2;(s) }.

Consideremos las siguientes dos posibilidades:
(a) czp12(t) = qviei,2(8) ¥ ar2(2) = ay.2;(5)-

Si k =icntoncest = sy ! % j. Porlo que axu(2) = ay,2i(£). Esto implica
que ¢t = 0. Por tanto A = {ax—1.a,}. Ahora si & # i, dado que aag_ 2(t) =
Qzi—1.2(s) se sigue que t = s = 1. Entonces 4 = {a.,an} = {aa2,a2;}. Asi
que { = j.

(L) aor_12(t) = ane,(s) ¥ ara(t) = asi—1,2(8).
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Entonces azi-12(8) = a12;(8) € azx-1a2 N araaj, esto sélo es posible
Siovarl12(t) = {a2} o a {a;}. Similarmente, como a;»(t) = ag-12(s) €
ayax Nag_1az, obtenemos que an2i(t) = {a2} o a {a1}. Si asp_12(t) = {aa2}
entonces t = 1, asi que ay;x(t) = {a2}. v en el caso en que -y a2(t) =
{«1 }, similarmente se obtiene que a,2(¢) = {a1}. En resumen, en este caso,
obtenemos que A = {a;} o A = {a2}.

Hemos probado que dos arcos diferentes de la folnm Aog_1,21 pueden in-
tersectarse sélo en sus puntos extremos. Esto implica que

Z = J{Am-r2 1 £,1=1,2,3})

es homeomorfo la griiffica a R33.

Ahora definamos F : Z %[0, 1] — Fa(\') como sigue: dada A € Z, existen
kol € {1,2,3} y t € [0,1] tales que A = {Ook;l 2(2), oy (t)}. Sea

F(A,8) = {oau-12(s + (1 — s8)2), 01.21((1 - S)f)}

Entonces F(A4,0) =4 » F(4,1) = {a;,a=} para cada Aez.

Afirmacién. F|Z x [0,1) es inyectiva.

Scan A, B € Z y s,r € [0,1) tales que F(A,s) = F(B,r). Supongamos

que A = {aw—r2(t). ara(t)} ¥ B = {a2i-1,2(t2), a125(¢2)}. Consideremos
dos posibilidades:
(a) a1 2(s+ (1 = 38)ty) = aziy,2(r +(1 — r)ta) ¥ g2 ((1 — 8)t1) = oy 2;((1 —
r)tz:). Supongamos primero que [ = j. Entonces (1 — s)t; = (1 — r)t2. En el
casoenque bk # i. s+ (1 —s)t, = 1= r-+(1-—r)ts. Entonces ¢; = 1 = to. Asi
gque. s = . Se sigm) que A = {az.an} y B = {a2, az;j}. Por tanto, A = B.
En el caso en que A = i, s+ (1 — 8)t1 = r + (1 — r)ts. Entonces s = r. Asi
que ¢y = te v A = B.

Ahora supongamos que ! % j. Entonces (1 — 5)¢; =0 = (1 — r)t2. Dado
que s #F 1 # r, t) = 0 = ta ¥y Oune1,2(8) = a2i-1.2(r). En el caso en que
¢ = 7, dado que aox-1.2 es inyectiva, tenemos que s = r y A = {aox—_12, a1}
v B = {azi—12,.a1}. Por tanto 24 = B. En el caso en que & # i, tenemos que
s = r = 1 lo cual es una contradiccién.

(b) ase_12(s + (1 —s)ty) = 012;((1 — r)t2) ¥ a120((1 — 8)t1) = a1 2(r +
(1 — r)tz). Es facil ver que, en este caso, 4 = {a1} = By r=0=so0
{as} = By r =0= s, 0k =5 =1 =i =1, en el caso en que

h=j=l=7i=1s4+1—8)t) =1 —r)tay (1 —s)t, = r+ (1 —r).
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Entonces r = —s. Asi que, r = s = 0 ¥ ar2(t1) = a;2(t2). Dado que a» es
inyectiva concluimos que A = B. Gt SR
Por tanto. en cualquier caso obtenemos que . A'= B \" =r. Esto concluye

la prueba de la afirmacién.

Ahora supongamos que existe (Ad,s) € Z x [0,1] tal que F(A >) —‘

{ay,a:2}. Estoimplicaqgque s +(1—s)t =0y (l—s)t=1los4+ (1=t =1y
(1—s)t = 0. El primer caso es imposible y el segundo implica que s = 1. Esto
prueba que F~'({ai,a2}) = Z x {1}. Dado que F es continua, la funcién
inducida F : cono(Z) — Fa(X) es un encaje. Esto completa la prueba del
lema. @

Definicién 2.6. Un espacio £ € IR? es un enlace si £ es homecomorfo a
una unién finita de circunferencias ajenas entre si.

Dadas dos circunferencias a y 8 en R®. denotaremos por. lk(a, 3)

niumero de enlace de o y 3 tal y como se define en las pdginas 132-135 "

de [<1]. . .
Definicién 2.7. Un enlace £ de dos componentes ¢ y 8 es L-trivial si
1Ik(a, 3) = 0. E .

El siguiente resultado se sigue de la Proposiciéon 1 de la pédgina 131 de

(41].

Proposicién 2.8. Sean a y 3 dos copias topolégicas de S! en R3. Si o
es la frontera de una 2-celda D en R3® — 3, entonces lk(a, 8) = 0.

Definicién 2.9. Dada una grifica A, diremos que un encaje e : K < !R"
es lineal por pedazos si e(R”) es una unién finita de segmentos (convexos) en
R,

Proposicién 2.10. Sea e : A~ — R? un encaje, donde K es una grdfica.
Eutonces para toda = > 0, existe un encaje lineal por pedazos e’ : K — R?
tal que ||le(x) — €'(x)]| < £ para toda x € K.

Demostracién. Por simplicidad identifiquemos a los puntos de K con
1

su imagen bajo e. Sean 17 el conjunto de vértices de K, § > 0. tal que § < 3
min{s, do}, donde ‘

do = min{||e — ¢'|] s v, v € V']

Para cada v € V°, sea B, la bola cerrada de radio § y centro en v. Dados
dos vértices adyacentes v y v’ en V7, denotemos por o la correspondiente
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arista entre los vértices v y v'. Sea v, el itiltimo punto en a en B, cuando
vamos de v a ¢’ y denotemos por o' la parte de o de v, a v,,. Ahorasean >0
tal que si a # 3, entonces a’ y 8’ estdn a una distancia mayor que 3 = =.
Por la continuidad uniforme de e cada o’ puede aproximarse por un poligono
a' de v, a v, a una distancia menor que 7. Para obtener una representacién
lineal por pedazos de [, reemplazamos cada a por el poligono obtenido de
o’ v la unién de los segmentos v, vy vhe’. @

La demostracién del siguiente lema fue sugerida por ¢l Dr. Francisco
Gonzilez Acuiia.

Lema 2.11. Sea .\ homeomorfo a A5 o a K33. Entonces el cono sobre
2\ no puede ser encajado en R3.

Demostracién. Supdngase que cono(.X) puede ser encajado en R3, y
sea e : cono(X) — R? un encaje. Pensaremos (ue el cono(.Y) estd contenido
en R*. Sea v el vértice del cono de .X. Sea Q = XU cono(1”), donde V" es el
conjunto de vértices de X', Aqui hay que aclarar que cono(l”) no es el cono
en R? de 17 sino la imagen del cono(17) bajo el encaje.

Primero veremos que todo enlace £ C @ de dos componentes es L-trivial.
Para ver esto, basta con probar que una de las componentes de E es la
frontera (como variedad) de un disco contenido en el complemento en R? de
la otra compounente.

Sean pues C y D las componentes de E. Como £ es un enlace, C y D son
curvas cerradas simples. Ya que @ es una grdfica, cada uno de los conjuntos
C' v D es una subgrifica de Q. Podemos suponer que el vértice v no pertenece
a C. Si v € D, entonces el cono sobre C es una 2-celda en el cono(X) cuya
frontera es igual a C y es ajena a D. Si ¢ € D. entonces el cono sobre los
segmentos de D que no countienen a v es una 2-celda en el cono(.Y) la cual
ticne su frontera igual a D ¥ es ajena a C. Esto prucba que £ es L-trivial.

Ahora sean e, ea. ... encajes (lineales por pedazos) de Q en R? tales que
{le(®) —en(x)|| < 1/n paratoda x € Q y toda n € N. Por el Teorema 1 de {7},
si . = A7, o pigina 235 de [42], si X = A3, existe un enlace L, contenido
en Q tal que e,(L,) no es L-trivial. Dado que Q contiene una cantidad finita
de enlaces, entonces existen | < ia < iy < --- tales que L corresponde con
los mismos enlaces L;,. L;,, Li,.... Entonces lim, (e, |L;,) e|L. Dado
que para cada n. e;, (L) no es L-trivial, entonces e(L) no es L-trivial (éste es
un hecho conocido en la Teorin de Nudos). Esto es una contradiccién. Por
tanto el cono sobre X no puede ser encajado en R?.

Teorema 2.12. Si 7,, es un m-odo simple. donde m > 5. entonces
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Fa(Tm) no puede ser encajado en R3,

Demostracién. TPor los Lemas 2.3 » 2.4, F2(T,,) contiene una copia
homeomorfa del cono sobre A5, Por el Lema 2.11 el cono sobre A5 no puedc
ser encajado en R*. Entonces F1(7,,) no puede ser encajado en R?. B -

Teorema 2.13. Si.\ tiene la forma de la letra A, entonces F3(.X) no
puede ser encajado en R,

Demostracién. Porel Lema 2.5, F2(\') contiene una copia homeomorfa
del cono sobre K33. Porel Lema 2.11 el cono sobre Iy,3 no puede ser encajaco
en R?. Entonces F2(.\) no puede ser encajado en R?.

Corolario 2.14. Sea .\ un continuo. Si .\ contienc un 5-oclo simple o
la forma de la letra F/, entonces F2(.\') no puede ser encajado en R3.

Una paleta cs un continuo qtie es la unién de una circunferencia C y
un arco - tales que C N A4 consiste exactamente de un punto qite es un
punto extremo de A. Una medalle es un continuo que es la unién de una
circunfereucia C' y» un arco A tales que C N A consiste exactamente de un
punto que no es un punto extremo de .

Teorema 2.15. Sea .\ un continuo de Peano. Entonces F2(.X') puede
ser encajado en R? si y sélo si .\" es homeomorfo a alguno de los siguientes
espacios: un arco, un triodo simple, un 4-odo simple, una circunferencia, una
paleta. una medalla o una figura ocho.

Demostracién. (Necesidad). Dado que F2(\') puede ser encajado en
R3. por el Corolario 2.14, X" no contiene un 3-odo simple. Por tanto, para
todo punto p € X, ord(p, X) < 5.

Afirmacidn. \\' contiene a lo mds un punto p tal que ord(p, X) = 3.

Supongamos que p,q son puntos de \\' tales que p 5 ¢ y ord(p, X),
ord(p,X) = 3. Entonces toda vecindad U, de p, respectivamente, U, de
g, contiene un triodo simple. Asi que existen dos triodos ajenos T, y T»
en X, Dado que .N es arco conexo, unimos a 7, v 75 por un arco, asi que
cs posible construir una copia topoldgica del espacio cue tiene la forma de
Ia letra AH. Por el Corolario 2.14. esto es una contradiccién. Por tanto la
afirmacion es cierta.

Entonces por ¢l Teorema 2.1 concluimos gue X es una gréfica.

Analicemos las siguientes tres posibilidades:
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(a) ord(p, \) = 4 para algiin punto p € .X. Por la afirmacién previa, para
todo punto ¢ € X'\ {p} se tiene que ord(q,.\') < 2. Por tanto .\" es homeo-
morfo a un 4-odo simple, una medalla o una figura ocho. Vo ) :
(b) ord(p, X') = 3 para algiin punto p € .X. Por la afirmacién.previa, para
tocdo punto g € X \ {p} se tiene que ord(q. \') < 2. Por tanto. .Xes homeo-
morfo a triodo simple o una paleta,

(¢) para todo punto p € N, ord(p, X') < 2. entonces por la Proposicién 9.5
de [37] X" es un arco o una circunferencia.

(Suficiencia). Para esta parte, dado que cada uno de los continuos men-
cionados estd coutenido en la figura ocho, es suficiente ver que si .Y es la figura
ocho. entonces Fu(.\') se puede encajar en R?. Para eosto, construiremos un
modelo geométrico para F2(X\). Sea XN = C,UC, donde C,NCe = {p} v C\,
C2 son curvas cerradas simples.

Cada elemento A = {z,y} € Fu(.Y), satisface una de las siguientes tres
posibilidades:

(a) A C C.
(b AcCro
(YreCy yye Ca.

El conjunto A, de elementos de FR(.\\) que satisface (a), puede ser repre-
sentado como una banda de Mébius., Lo mismo se cumple para el conjunto 53,
de eclementos de F2(XX) que satisfacen (b). El conjunto C, de elementos quc
satisface (c) es homeomorfo al toro C, x Ca. Entonces, Fo(N) = AuBUC.
Ahora,sic € ANC, entonces c = {x,ylconr,ye C,yxr € C,. y € Co.
Por lo que, ¥y = p. De aqui que, ANC = {{z.p} € FaN) : T € C}.
Similarmente, 5N C = {{&.p} € Fo(X) : x € Cs}. Es fdcil ver que ANC
es represcutado, en la banda de Mdbius, como una circunferencia que toca
a la frontera en un punto como se muestra en la Figura 2.2. En C; x Ca,
A N C puede ser representado como una circunferencia horizontal. Observe
que AN B = {p}. Es ficil ver que la banda de Mdbius 55 puede ser encajaca
cn la parte interior del toro C, x C2 de tal forma que la circunferencia corres-
pondiente 8N C en B y en C; x C» sean identificados. La banda de Ndbius
A puede ser encajada en la parte exterior de C| x Cs en tal forma que las
circunferencias representadas por ANC en Ay en C; x Cs son identificados.
Por tanto. F5(.\") puede ser encajacdo en R?. @8
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2.3 Encajando F>(X) en el plano

En esta seccion, daremos condiciones necesarias y suficientes para que F,(2\)
pueda ser encajado en el plano. NMostramos que, el segundo producto simé-
trico de un contimio .\’ puede ser encajado en el plano si y sélo si X es un
arco.

Una n-sombrilla es un continuo ¢ue es unién de una n celda A = {0, 1]
» un arco .J tales cque K" N.J = {q}, donde ¢ es un punto terminal de .J y
también es el punto que corresponde al punto (%, ..r§) en K.

Lema 2.16. Supongamos que X' es una n-sombrilla o bien X' es homeo-
morfo a un producto de la forma T x [0.1]*~!, donde T es un triodo simple.
Entonces, .\” no es encajable en R".

Demostracién. Sea 7 el triodo simple ([0, 1] x {0}) U ({3} =< [0.1]). En-
tonces, el producto T x [0, 1]*~! contiene al espacio (([0, 1] < {0}) < [0, 1]"~HuU
({3} =< {0.1]) x {(,.... )} el cual claramente es una n-sombrilla. De manera
que para probar el lema, es suficiente con probar que ninguna n-sombrilla se
puede encajar en R”.

Supongamos por el contrario que X es una n-sombrilla ¥y que X estd
contenido en R®. Pongamos a .\ como .\ = A U.J, donde K = [0, 1]" es una
n-celda, .J es un arco ¥ A NJ = {q}, donde ¢ es un punto terminal de .J ¥
también es el punto que corresponde al punto (%...., %) en A

Sea A7 el interior como variedad de A, Entonces I’ es homeomorfo a R”.
Por el Teorema de Ia Invarianza del Dominio (Teorema VI 9 del Capitulo VI
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§6, pdgina 95 de [16]), A” es abierto en R". En particular el punto g es un
punto interior de K’'. Como ¢ se puede aproximar por puntos de .J, existe
q € J — {q} tal que ¢’ € K. Entonces ¢’ € K 1 J — {¢}. Esta contradiccién
termina la prueba del lema. @

Lema 2.17. Sea X' un triodo simple. Entonces: F,(.Y') no es encajable
en R,

Demostracién. Escojamos un subtriodo T de X y» n — 1 subarcos
Ja, s Jn de X tales que T, .Ja,...,J, sean ajenos dos a dos. Considere-
mos el conjunto (T, Ju,.... Ju),. Notemos que la funcién ¢ : T x J, x ... %
Jn = AT, T2y .. Ju), dada por (¢, Y2, ..c. n) = {t,y2,...,yn} es un homeo-
morfisino. De manera que T x Ja x ... x J, se puede encajar en F,(\) v,
como T x .Js x ... x.J, no se puede encajar en R* (Lema 2.16), tenemos que
F,(X') no se puede encajar en R*. Il

Teorema 2.18. Sea .\ un continuo tal que F,(.\X') puede ser encajado
on R, entonces .Y e¢s hereditariamente localmente conexo.

Demostracién. Podemos suponer que F,(.\\") estd contenido en R™.
Supongamos que .\ no es localmente conexo, entonces existe un continuo de
convergencia Cy (véase Teorema 5.12 de [37]). Sea {C,,}3., una sucesion
de subcontinuos de X tal que {Cn}35-; converge a Cp y C;, N C; = O si
i.j € Nu {0} » i # j. Elegimos subcontinuos no degenerados y ajenos dos
a dos 2. Da..... D, de Cy. Entonces dimm(2,) = 1 para cada & € {1,....n}.
Ya que X se puede encajar en R?, cada Dg tiene dimmension finita. Entonces
Dy contiene un subconjunto compacto £y tal que dim{(Er) = 1. Ya que el
espacio (£, Ea. ..., ), es homeomorfo a Ey x Ey x ... x E,. por ¢l comen-
tario al final de la primera observacion de la pdagina 341 de [16], tenemos que
dim(E, x Ea x ... x £,) = n. Por tanto, dim(F,(Ch)) = n. Por los Teore-
mas IV.3, VL9 de [16]. el interior de F,(Co) in R" es no vacio. por lo qgue
existe un conjunto abierto U7 € R” y» un conjunto {a. .0y, ... r,} C Cp tal
que {rag,an i, € U C Fa(Co). Dado que {C, 155, couverge a Cp. para
cada m € N y cada 7+ € {1.....n} podemos elegir un punto vy, € C,, de tal
forma que {y,}33-, converge a ;. Por tanto {{y}, 3. ... y"}} 5=, converge
a {wy. e .., 2, 3. Dado que C,,, NV Co = @ para m = 1, F,(Cn) N F,(Co) = 0.
Esto implica que {yh. y3. ..y} N U = @ para cada m > 1. Esto es absurdo
vaque {{wh.y2. ..y o, converge a {z,. 2y, ..., .} € UL Por tanto X es
l()l_'"llll(‘”t(! CONnexo.

Teorema 2.19. Sca X un continuo. Entonces F,(.\X') puede ser encajadao
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en el plano st ¥ sélo si .\ es un arco.

Demostracion. (Necesidad). Por el Teorema 2.18. X es localmente
conexo. Por el Lema 2.17, .\ no contiene triodos simples. Por tanto, por
8.40 (b) de [37] X' es un arco o una curva cerrada simple. Dado que Fa(S!)
es homeomorfo a una banda de Mébius la cual no puede ser encajada en el
plano. Coucluimos que .\ es un arco.

(Suficiencia) Esta implicacién es clara dado que F2([0, 1]) es homeomorfo
a [0, 1]=.

2.4 Encajando F3(X) en R3

En esta seccién, mostramos que, ¢l tercer producto simétrico de un continuo
.\ puede ser encajado en R? si » sélo si .\ es un arco. Y F,(X) no puede ser
encajado en R" para cada n = -i.

Corolario 2.20. Sca .\" un continuo. Entonces, F3(.X) puede ser enca-
jado en R? si y sdlo si .\ es un arco.

Demostracién. (Necesidad). Supdngase que F3(.\) puede ser encajado
en R*. Por el Teorema 2.18, .\ es localmente conexo. Por el Lema 2.17, .\
no contiene triodos. Por tanto, por 8.40 (b) de [37], .X es un arco o una
circunferencia. Pero R. Bott en [6] probd que F3(S!) es homeomorfo a S$3, el
cual no puede ser encajado en R, Asi que. X es un arco.

(Suficiencia). Esta implicacion es clara. dado que K. Borsuk y S. Ulam
en el Teorema 6 de 3] probaron que £3([0, 1]) es homeomorfo a [0, 1}3.

Corolario 2.21. Para ningiin continuo X" y ninguna n > 4, F,(.\\) puede
sor encajado en R®,

Demostracién. Supongamos que existe un continuo .\ tal que F,(X\)
puede ser encajado en R" para alguna n > 1. Por el Teorema 2.18, X es
localmente conexo. Asi que .\ contiene un arco J. Entonces, Fr,(J) C F.(\X).
Por tanto, F,(J) puede ser encajado en R* para alguna n > 4. Esto es una
contradiccién al Teorema 7 de [5]. @

2.5 Problemas

Para finalizar este capitulo presentamos los sigiientes problemas.
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Problema 2.22. '[,Exisfe n >4 tal que F, ([0, 1]) puede ser encajado en
R+19 - et

Problema 2.23.:;Existe un continuo .\X. que no sea localmente conexo
tal que F5 (X)) puede-ser-encajado-en'R3? .
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Capitulo 3

Hiperespacios dinicos

3.1 Introduccién

Ademas de los hiperespacios F,(.\') que hemos estudiado hasta ahora. otros
hiperespacios que se estudian en un continuo .\ son:

2V = {4 C X : 4 es cerrado y no vacio},
C(X) = {4 € 2V : 4 es conexo},
¥ si n es un entero positivo,
Cu(XN) = {4 € 2% ; A tienc a lo méds n componentes}.

Se dice que el continuo X tiene hiperespacio rinico C(N\') (resp., 2V, C,(.X)
v F,(X)) si cuando ¥ es un continuo y C(X) (resp., 2V, C,,(X) » F.(X)) es
homeomorfo a C(Y") (resp., 2V, Co(Y) ¥ Fo.(}")), entonces X' es homeomorfo
a Y. Una clase de continuos C se dice que es C-determinada cuando ocurre
lo siguiente: si XN.Y € C » C(.\V) es homeomorfo a C(17) entonces .Y es
homeomorfo a Y .

Lo mais destacado que se conoce hasta ahora, relacionado con estos con-
coptos es lo siguiente.

Se sabe que los continuos que pertenecen a cada una de las siguientes
clases tienen hiperespacio tinico C(\X):

(2) Graficas diferentes del arco y la circunferencia (R. Duda. [10, 9.1], ver
[1. Teorema 3.3}),

(b) Continnos hereditariamente indescomponibles (S. B. Nadler, Jr., {36,
0.60]. ver [1. Teorema 3.4]),

29
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(¢) Abanicos suaves (C. Eberhart ¥ S. B..Nadler, Jr., [12, Corolario 3.3]).

(d) Continuos indescomponibles cuyos subcontinuos propnos no degenc-
racdos son arcos (S. Macias, [29]),

(e) Compactaciones métricas del rayo [0, oc) con residuo no degenera(lo
(G. Acosta, [1, Tcorema 5.3]).

También sc sabe que:

Los continuos hereditariamente indescomponibles tienen hiperespacio tni-
co 2V (S. Macias. [32]).

Las grificas tienen hiperespacio tinico C2(XX) (A. Illanes, [22]).

A. Illanes ha mostrado que los continuos encadenables y los abanicos no

son C-determinados ([19] » {20]). En {23] se presentan resultados acerca de .

la unicidad del hiperespacio £3(.X'), cuando .\" es una dendrita.

Las siguientes preguntas atin no se responden.

Pregunta 3.1 ({36, Question 0.62]).  Es C-determinada.la clase de
continuos circulares (circle-like)? : :

Pregunta 3.2([22, Question 7]). ;Seri cierto que las grificas tienen
hiperespacio tinico C,(\X'), para n > 37

Pregunta 3.3 ([23]). ;Tienen los continuos hereditariamente 1nclescom—
ponibles hiperespacio iinico Fa(X)7 B

El objetivo de este capitulo es el de probar que las griaficas tienen hiperes-
pacio tinico F,(XX). El caso n = 4 se le debe a A. Illanes, lo incluimos
aqui para que este trabajo quede conmipleto. Empezaremos probando algunas
propiedades de los continuos localinente conexos.

3.2 Continuos localmente conexos

Para un continuo localmente conexo Z, definimos £,(Z) = {A € F(Z): 4
tiene una vecindad en F,(Z) homeomorfa a [0, 1]7}.

Lema 3.4. Si Z e¢s un continuo localmente conexo v A € £,(Z), entonces
ningiin punto de - puede ser el corazén de un triodo simnple de Z.

Demostraciéon. Supongamos por el contrario que 4 € £,(Z2) ¥ que A
tiene un punto p que es el corazén de un triodo sitnple Ty de Z. Mostraremos
que toda vecindad de A en F,(X) contiene una copia topoldgica de T x
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[0.1]*1, donde T es un triodo simple y, como este espacio no se puede en-
cajar en R® (Lema 2.16) obtendremos una contradiceién. Sea L una vecin-
dad abierta cualquiera de 4 en F,(.X). Supongamos que € > 0 es tal que
Br,n(s, A cu.

Supongamos que A = {p, 22, ...,Zm}, donde m < n ¥ xTa....,.r, son dife-
rentes entre si. Eligiendo puntos diferentes 3y cercanos a &,,. podemos elegir
B € Bpr,x)(s,A) de la forma B = {p,: .exTn}. donde p,za....,r, son
diferentes entre si.

Sea & > 0 con la propiedad de que Bp,(x)(d6, B) < U y las vecindades
By (5. p). By (0.:2), ... Bx (6, .4n) son ajenas entre si. También clegimos sub-
arcos fa,.... I, de X tales que x; € I; ¥ didmetro (I;) < 6, para toda i €

2. ..., n}. Ademads elegimos un subtriodo simple T” < Z tal que p es cl vértice
de T v difmetro(T) < 8. Entonces (T, I, ..., I,.),, C Bp,x)(6, B) < . Como
T C Ba(6.p). T2 © By (6, 02), oo, In € Bx (6, .x,), tenemos que T, Ia. ..., Iy son
ajenos entre si. Asi que T'x Iz x...x [, es homeomorfo a (T, I2, ..., I,), (usando
el homeomorfismo que envia a (¢, ta, ..., ts) en {#1,t2,.... ¢, }). De manera que
el espacio T x [2 % ... x J, puede ser encajado en . Por tanto I no puede
encajarse en R?. Esta contradiccién completa la prueba del lema. B

Lema 3.5. Si Z es un continuo localmente conexo que no es una gréafica,
entonces, para toda & € N, Z contiene una gréafica con por lo menos & aristas.

Demostracion. Si existicran dos arcos a » 3 en Z cuya interseccién
tuviera una infinidad de componentes, entonces a« M 3 es un cerrado en o
con una infinidad de componentes. De manera que o« — (@ M 3) tiene una
infinidad de componentes. Elegimos & componentes Jy. ..., Ji de a — (N 3).
cntonces 3 U (Jp U ..U Jg) es una griafica con al menos & aristas. Como en
este caso ya acabariamos, podemos suponer que aM @ tiene un nimero finito
de componentes para cualesquicra arcos o v 3 en Z. Entonces, si o y 8 son
arcos en Z y a N3 # @, se tiene que e« U 3 es una grifica.

Por el Tcorema 2.1, dado que Z no es una gridfica. debe ocurrir alguna de
las siguientes dos cosas:

(a) hay una infinidad de puntos p € Z tales que ord(p, Z) > 2,

(b) existe un punto ¢ € Z tal que ord(g. Z) > No.

Analicemos primero el caso (a). En este caso existe una sucesion de
puntos {pn}sSo, tales que ord(pm, Z2) > 2. limp,, = p para alguna p € Z tal
que p # p,, para toda m € N y todos los puntos p,, son diferentes entre si.

De acuerdo con el Teorema 2.2, cada p,, es el corazdén de un triodo simple
Ty on Z.
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Tomemos arcos respectivos aj, ..., axr4, de p a cada uno de los puntos
Ply .-y Pr1- Por lo que supusimos en el primer parrafo de la prueba, el con-
tinuo ¥ = ey U ... Uk UT1 U ... U Tryy es una unidn finita de arcos de
Z por lo que Y es una grifica. Cada uno de los puntos p; ¢s un punto de
ramificacién de ¥°. Si tomamos una subgrifica minima 11 de Y ¢que contienc
a todos los vértices p;, entonces 117 es un drbol que tiene & aristas. Por tanto
117 tiene al menos k aristas. Esto termina el andlisis de este caso.

Ahora analicemos el caso en que existe un puntog € Z tal que ord{y, Z) =
Wg. Por lo que existe un k-odo simple 7 tal que ¢ es el corazén de Y™ (Teorema
2.2). Entonces Y}’ tieue & aristas. Esto termina la prueba del lema. B

Lema 3.6. Si a es un arco en Fr,(Z) que une a dos elementos - y» B3,
entonces |J a tiene un mimero finito de componentes, cada una de cllas es
un continuo localmente conexo que intersecta tanto a -1 como a B.

Demostracién. Sea £ = |Jo. Es [icil ver que E tiene a lo mas n
componentes. Por el Lemma 2.2 de [8], E es un espacio localmente conexo,
por lo que las componentes Eq,..., E,, de E son también localmente conexas.
Si ocurriera, por ejemplo que .4 no intersecta a £, entonces m > 2 v podemos
hacer A ={C€a:CNE, #W} yB={Cea:CNE =0}={Cea:
C c ExUJ...U EL}. Entonces A y B constituyen una separaciéon de o . Este
es un absurdo que completa la prueba del lema. B

Lema 3.7. Si Z es un continuo localmente conexo que no es una gréfica,
entonces £,(Z) no puede ser un subconjunto abierto denso de F,(Z), con un
niunero finito de arco componentes.

Demostracién. Supongamos, por el contrario, que £,(Z) es un subcon-
junto abierto denso de F,(Z) y que tiene r arco componentes (r € N). Por
el Lema 3.5, existe una griafica ¥ < Z tal que 17 tiene al menos A& = 2r 41
aristas. Elegimos aristas diferentes Jy, ..., Jr de Y y puntos p; € inty-(J;) para
cada i € {1,.... k}. Escojamos abiertos conexos y ajenos entre si 17,..., V%
de Z tales que p; € V7 ¥ ;MY C inty(J,) para cada 7 € {1, ..., &}. Dada
i € {1,....,k}. como {p;} € (17), v £.(Z) es denso, podemos elegir un ele-
mento A; € (V3), N E,(Z). Ya que £,(Z) es un abierto de un continuo
localmente conexo, tenemos que las componentes y las arco componentes de
E.(Z) coinciden véase [37. 8.20].

Hetnos tomado elementos A, .... Ayryy de £,(Z) el cual tiene r compo-
nentes, por lo que debe existir una componente C de £,(Z) tal que tres de los
A; pertenecen a C. Supongamos, por ejemplo, que Ay, .As v Az € €. Como
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C es arco conexo, existen dos arcos o, ¥ az en C tales que «; une a -3 con
Ay ¥ az une a Az con .. Elegimos un punto x € Ajz. Sean C, ¥ Cy las
componentes de | Ja,; y |Jas, respectivamente, tales que € C, N Cy. Por el
Lema 3.6, el continuo € = C; U C> es un subcontinuo localmente conexo de
(Uo1) U (UJaz) que intersecta a 4y, Az ¥ Aj.

Notemos que dado un punto p € C. p pertenece a un elemento de £,(2).
Por el Lema 3.4, p no es ¢l vértice de ningiin triodo simple de Z. En particu-
lar, C no contiene triodos simples. Por 8.40 (b) de [37], C es un arco o una
curva cerrada simple. Por tanto, existe un subarco 3 de C que intersecta a
A Ay a Ay » ningiin punto de 3 es el vértice de un triodo simple de Z.
Podemos suponer que 3 e¢s un arco que une a un punto a; € -4, con un punto
ay € Az v que az es un punto de 43N B — {a,az2}. Comoaz € V5 3 14 es arco
conexo (véase 37, 8.26]) entonces existe un arco v en V3 que une a az con pa.
Como los extremos de 2 no estin en 13, los extremos de 3 tampoco estin en
. Ya que los puntos de 3 no son vértices de triodos simples de Z, tenemos
que o C 3. Entonces 3 intersecta a la arista Jy que es un arco o una curva
cerrada simple. Como Y tiene 2r + 1 aristas, J3 tiene un vértice v de 17, que
es un vértice de un triodo simple de Z por lo que v € 3. Por tanto, .J3 no
estid contenido en 3. De manera que uno de los extremos de 3 pertenece a Jj,
pues de lo contrario J3 entra y sale de 3 sin tocar a sus extremos formando
algiin triodo simple de Z con vértice en 8. Podemos suponer que a, € Jj.
Euntonces a; € 17 M .J3. Pero habiamos pedido que 17 MY C inty-(J;). De
manera que inty-(J;) N Jy # 0. Esto no puede ocurrir con las aristas cde una
gritica. Esta contradiccion completa la prueba del lema. @8

Dada una grifica .\, denotaremos por f2(.\\) al conjunto de puntos de
ramificacién de X. Para cada n € N, definimos

RBp(XN) = {4 € Fu(X) : AN R(X) # 0}.

Observemos que R (\X) = F(R(X)). En el caso en que .X es una curva
cerrada simple, (X)) =0 y R, (X) = 0. . '

Lema 3.8. Sean Z un continuo y Ci,...,Cn subdonjuhtos conexos ajenos
dos a dos y no vacios de Z, entonces, {C1, ..., Cnn), es un subconjunto conexo
de F,(Z).

Demostracién. Consideremos la funcién G : 2" — F,(Z) dada por
G(21e oo 20) = {=z1. ..., 2n}. Claramente, la funcién G es continua.
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Primero observemos que si (Ci,...,Cmn), es no vacio entonces existe un
elemento A € F,(.\\) que intersecta a todos los conjuntos C;. Como los
conjuntos Cy, ...,C,, son ajenos entre s{, m es menor o igual que el niimero
de elementos de A. Asi que m < n.

Ahora veremos que

(Cryees Coa)yy = UL{G(Ciy % oo X €1)) 2 {Ch1 e, Cm} = {Ciy. . Cin }}-

Dado un elemento A € (Chy, ..., Cin),, Para cada & € {1....,m}, hacemos
ANCe = {an’, s aff:} Entonces

2 2
= {all,...al,a, . o, ., a”, .. M} =
G(a('), cees a(:‘), (l.(z), e n,(f). ceey u(m), llf::,) (L,(,'.:_), (zf::_))

El iiltimo elemento se repite las veces que sea necesario para que se¢ com-
pleten n coordenadas. Notemos que este elemento pertencee a G(Cy % ... x
Cy X Caxe.xCax...xCry % ... xCpy x Cppy x ... x Cp,). En este producto, el
conjunto C; se poune ry veces. ¢l Ca se pone ra,..., el C,, primero se pone r,,
veces v al final C,, se pone el niimero de veces necesarias para cornpletar nz
factores. Hemos probado entonces que (Cy, ..., Cn), € U{G(Ci, x...xCi, ) :
{Ci,.... Con} = {Ciy+ ..., Ci, }}. La otra contencidn es clara.

Elijamos puntos py € Ci,ecosPin € Chpn. Si tomamos una familia
{Cir.... Ci } tal que {C,.....Ci,} = {C1,....C,}. sc tiene que

{p1s s} = {pie s Pin } = GWiys ooy Pin) € G(Chy X .o x C,).

Con esto ya podemos concluir que {(C\, ..., C},),, es conexo pues es la unién
de conjuntos conexos que tienen al elemento comin {py,....p,,}. @

3.3 Graficas, el cason = 4

Lema 3.9. Sea .\ una grdfica; entonces las componentes de F,(.\) — R, (.X)
son todos los conjuntos de la forma ( intx (), .., intx(7l;)), , donde I,.... I,
son aristas de .\, diferentes entre si y el nimero r varia en el conjunto

{1,...,n}.

Demostracién. Por ¢l Lema 3.8, cada conjunto que es de la forma
(intx (L), ..., intx (/+)), también es conexo, notemos que ademids es abierto.
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. Veamos ahora que cstos conjuntos son ajenos dos a dos. Para esto, tomemos
dos colecciones diferentes de aristas Iy, ... 1. vy J......J,. Podemos supo-
ner que f, & {.Jy.,...,.J,}. Si ocurriern que existe un elemento A €&
{intx (), ... inty (£:)), N {intx (1), ..., intx(J,)), entonces tendriamos que
0 # ANl C inty(J)U...U intx (J,). Esto implica que 1) intx(.J;) % 0 para
alguna j. Ya que Iy » .J; son aristas de .\, se concluye que f; = .J;. lo cual es
absurdo. Por tanto {intx(/1), ..., intx(4,)), N intx (1), ... inty (), = 0.

Para terminar la prueba del lema, sélo nos falta probar que la unién de
estos conjuntos es igual Fi (X)) — R, (.X). Pero esto se signe de que N —R(.\) =
U{intx(J) : J es arista de X}, W

Lema 3.10 (A. Illanes). Si X es una grdfica, 4 € Fo_((\) » n = 4,
entonces ninguna vecindad de A en F,((\\) se puede encajar en R”.

Demostracién. Sea U una vecindad de A en F,(X). Como A4 €
Fao1(\X), completando con puntos cercanos a un punto de -, es posible
CNnCoONtrar puntos pi, ..., Pa—1 de X ¥ subarcos ajenos entre si [y, ..., l,—
de X tales que p; € [; pero p; no es un punto terminal de I;, para cada
ie{l,..,n—1}yy Iy, Ia,.... Tny), C U.

Dada i € {1,..,n —1}, sabemos que hay un homeomorfismo f; : [0,1]? —
Fa (1) tal que fi([0,1] x {0}) = Fi(4y) ¥ fi(3,0) = {p:i}. Sea o; : [0,1] —
F1(Z;) dada por a;(t) = fi(t,0).

Definimos ¢ : [0, 1}"~! x [—1, 1] — U dada por (¢, ta.....#,) =

filti ) Uoa(ta) V.. Uan—1(th-1). sity, =0,
a1 (1)U fo(tz, —tn) Uaa(ta) U ... U oy (th_y), sit, <O0.

Si ¢, = 0, ambas definiciones de ¢ toman el valor de o, (¢;)Ua2(tz)U... U
a,_1(tp-1). Dada =z € {0,1]"7! x {—~1,1], ¢2(=) es la unién de un conjunto de a
lo mads dos puntos con n — 2 conjuntos de un solo punto, por lo que =(=) tiene
a lo mais n puntes. Por tanto o(z) € Fr(X). Claramente o(z) estd contenido
en Iy U..U I,_, e intersecta a cada uno de los intervalos I, ..., I,..,;. Por
tanto (z) € {1, L2, ooy Jnt), € U. Esto termina la prueba de que ¢ estit
bien definida.

Claramente ¢ es continua.

Ahora veamos que ¢ es inyectiva.  Supongamos que &(¢y,...,tn) =
2(s1,....8n). En el caso en que t,,s5, = 0, tenemos que fi(¢1,t,) U aa(t) U
U an 1 (taoy) = fils1 se)Uca(s2) U . Uap_1($a—1)- Ya que I,..... I, son
ajenos entre si. se obticne que fi(t.t,) = f1(s1,5n), fo(t2.0) = fa(s2,0), ...,
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Sn—1(tn-1,0) = fno1(8n-1,0). La inyectividad de las funciones fi1, fo, ..., fu—1
implica que (¢, ..., #,) = (s1,+ ..., 5n). El caso en que t,, s, < 0 se trata de man-
era similar. Ahora supongamos que s, < 0 < t,,. Entonces fi(t1, tn)Uaa(t2)U
e apa (Bna) = a1(s1) U fa(s2, —sp) Uas(sa) U...Uau1(Ss-1). Procedien-
do como antes obtencmos que fi(¢y,¢,) = fi(s1, 0), fo(22,0) = fa(s2, —Sa).
Sa(t3,0) = fa(s3.0), ooy froo1(tno1,0) = fu—1(5n-1,0). La inyecctividad de las
funciones fi, fa. ceey fu—1 implica que (¢;. ..., ta—1) = (S1.ceey5p_1) ¥ £, =0 =
S5
Por tanto, > es inyectiva.

Sea C = Imm¢. Entonces C es una n-celda en Y. Ahora considercmos
el arco A = {p1,p2. P1, s P} U f3({3} > [0,1]). Es claro que A es un
subarco de U. Notemos que el punto (..., 3.0) = fi($.0) U f2(3.00 U

ce U a1 (3.0) = {p1..ces Pn—1} pertenece a A, Por otra parte, si ¢ > 0, el
conjunto {pi,Pzs Pas s Pn-1} U fa(4,¢) ticne dos puntos en el arco I3 ¥ que,
para toda =z = (t,....¢,) € [0, 1]"'.1 x {—1,1]. 2(3) N I3 = ai(ts) que consta
de sélo un punto (aqui es donde estamos usando que n > 4, pues esto e¢s lo
que se necesita para que el término ag(t3) aparczea en (2(z)). Esto muestra
que {pr, p2.Piy s Pnot } U f;;(%, t) no pertenece a C para ninguna ¢ > 0. Por
tanto ANC = {c,::(%, . % 0)}. Entonces CU.A es una n-sombrilla. Como una
n-sombrilla no se pucede cucajar en R? (Lema 2.16), tenemos que U tampoco
s¢ puede encajar en R". @

Lema 3.11. Si .\ es una grifica y A4 € F,(X) — (Fao1 () uw R2,(X)).
entonces A tiene una vecindad en F, (X)) que es una n-celda.

Demostracién. Supongamos que A = {pi.pa,....pn}, donde los pun-
tOS Py, Pas ... Po son diferentes entre si. Como ninguno de los puntos p; es
de ramificacién, entonces existen arcos ajenos entre si Jy, Ja, .....J,, que son
vecindades de los respectivos puntos py. ps, ..., pn. Dado que (Jy, Jo. .oy Ju),
es una vecindad de A homeomorfa a .J; x Ja % ... x.J,, también es homeomorfa
a I™. Por tanto. la vecindad (Ji.J2...., J,), s una n-celda. B

Lema 3.12 (A. Illanes). Sean X una grafica, n = 4 y A € Fo(X).
Entonces, - tiene una base de vecindades 5B en F,(\\") tal que, para cada
U € B, UNE(YX) es arco conexo y A € £,(\) si y sélosi A € Fi(XN)—R,(X).

Demostracién. (Necesidad). Como A € £,(.Y), entonces A € R, (N) U
F,—1(.Y). Supongamtos que existe Ia base de vecindades I5 con las propiedades

mencionadas. Supongamos que A = {p1,ps....,p}, donde 1 < r < n y los
puUntos py, pa..... Pr son diferentes entre si. Sea §; > 0 tal que los conjuntos

-

|
B
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Bx(61,p1),..., Bx(61,pr) son ajenos entre si y 6, < 1. Elegimos & € B tal

que U C Bp,(x)(81, A). Sea § > 0 tal que Bpg, (x)(6, N cu.

Veamos primero qué ocurre cuando A € R,(.Y). En este caso podemos
suponer que p, € R(X). Sean .J y L aristas de X talesque .J 5 L » p. €
J L. Consideremos dos subconjuntos de n puntos {&ry, e, n} ¥ {M1. .o, un}

de X — R(X) tales que d(ai, pi). d(y,,pi) < 6 para toda i € {1,...,r — 1},
{2r: Traty s zn} € By (6, p )T ¥ {UriYrsets oo yn} © By (6. pr)NL. Entonces
los conjuntos B = {x1,....&a} ¥ C = {y1.....ys} pertenecen a U M E,(NX).

Por la eleccién de B, existe una funcién continua a : [0,1] — U N E,(X) C
Br,x) (01, A) tal que a(0) = B y (1) = C.

Notemos cque p,. es un punto que separa a By (d,.p.) en dos conjuntos
abicrtos U, V7 tales que (@ drirs iy} S U Y {Urs Urs1y s tn} € V. Dada
t € [0,1], a(t) € £a(.X). de manera que o(¢) no tiene puntos de ramificacién
» tiene n clementos. En particular, p, € o(t). Ademads o) € U, por lo que
a(t) € Br,x)(d1.A), asi que a(t) C By(d,p1) U ... UBx(S1,pr) — {pr} =
Bx(S.m)U...UBx(S,pra )V U U

Sean I\, = {t € [0,1] : a(t) € Bx(d1. ;1) U ... U Bx(S1,pr1) WU} ¥
Ry = {t €[0.1]}: a(t) N1 # 0}. Por la contencién final del parrafo anterior,
[0.1] = AU As. Como V" es ajeno a Bx(51,p1) U ... U B (5, pr—) U U,
tenemos que Iy N Ky = @. Claramente A"} y K, son abiertos en {0, 1]. Como
a(0) = By a(l) = C, tenemos que 0 € A ¥y 1 € R». Entonces I v
K, forman una separacién de [0, 1], lo que contradice su conexidad. Esto
muestra que 4 no puede pertenecer a ,(.\X).

Por tanto A € F,,_ () — R, (X).

Ahora, supongmunos que A no es degenerado, es decir, supongamos que
r > 1. Elegimos dos subconjuntos {z,.ii....,xn} C Bx(d, ) — {m} »

{trs1e cenin} < Bx(6.pr) — {p.}, donde los puntos .1, ..., x, son todos
diferentes y lo misio ocurre con los puntos .41, ..., ¥,. Formamos los con-
Juntos B = {pr.cce. PrTrgre s Tn} ¥ C = {p1, eecs Pro Yra1s ---» Yn}. Entonces

los conjuntos B y C pertenccen a UNE,L(X). Por la eleceidn de B, existe una
funcién continua a : [0,1] = U N E(X) C Bp,(x)(01- A) tal que a(0) = B y
a(l) =C.

Sean 'y = {# € [0.1} : a(¢) tiene un y s6lo un punto en Bx(S1,p1)} ¥
K, = {t € {0,1] : a(¢) tiene mas de un punto en By (5, p,)}. Claramente
[0l =ARUR 1e KH.0€ Aoy KiNK,=0.

Mostraremos que A ¥ A2 son abiertos en [0, 1].

Dada t € A, supongamos que a(t) = {u,..., wn}, donde todos los pun-
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tos w4, ..., w, son diferentes entre si. Sabemos que o(t) tiene al menos dos
elementos en By (6, p1). Supongamos que wy » ws € Bx(6;,p1). Tomemos
do > 0 tal que B (dp. 1), .... Bx(do. w,) sean ajenos entre si ¥ B (p. wy) U
Bx(6a, w2) € By (d. p1). Para los niimeros s en una vecindad de ¢, a(s) tiene
un elemento en By (8. u) ¥ otro (diferente) en By (dg, we) 3 ambos estin en
Bx(8,. p1). Por tanto. todos esos mimeros s estin en A%y, Esto muestra que
A5 es abierto.

Ahora tomemos una ¢ € A7, Supongamos que a(t) = {w,,.... w,}, donde
todos los puntos wy,.... uy, son diferentes cutre si. Supongamos cue w, es
el inico elemento de a(t) que pertencce a By (6,,p1). Como a(t) € U.
() © By(dy1. 1) U ... U Bx (1, pr), de manera que podemos tomar dg > 0
tal que los conjuntos By (dg, ). ..., Bx(do. 0,) son ajenos entre si y cada
uno de ellos esti contenido en algtin conjunto de la forma By (6. p;). Como
s6lo wy pertenece a By (31, p1). tenemos que By (8, p) N (B (8o, w2) U ... U
By (do- wy)) = 0. Tomemnos un nimero s € (0. 1] tal que H(ao(s), a(t)) < dg.
entonces o(s) intersecta a cada uno de los conjuntos de la forma By (JSo. w;)
¥ estid contenido en su unién. Entonces a(s) tiene n — 1 clementos en
Bx(dp.u2) U ... U By (do, wn) ¥y uno en By (8g. w,). De ellos, el iinico en
By(dy, m) es el de By (dp, ). Por tanto. a(s) tiene exactamente un ele-
mento en By (d,.21). De modo que s € R';. Esto termina la prueba de que
A’y es abierto.

Hemos encontrado nuevamente una disconexion de [0, 1]. Como esto es
imposible. podemos concluir que A es degenerado.

Por tanto. .4 € Fi(.X) — R, (.X).

(Suficiencia). Ahora estamos suponiendo que 4 € F1(X) — R,(X). En-
tonces, A = {p} para algin punto p € X — R(.YX). Entonces, existe d > 0 tal
que By (4, p) estid contenido en algiin segmento .J de X v By (S, p)NR(N) = 0.
Euntonces, By (4. p) es homeomorfo a un subintervalo L de [0, 1]. Identificare-
mos a By(d.p) con L. Sea B = {Br,()y(n.{p}) : 0 < 1 < 6}. Tene-
mos cue probar que si 0 < np < 6 ¥ B.C € Bpr,v)(n. {p}) N EL(YN) en-
tonces B y C se pueden conectar por un arco en Bg,x) (7. {p}) O E.(X).
Como B,C C Bx(d,p) = L, podemos suponer que B = {b),...,b,} ¥
C = {cy,...,cn}. donde b, < ... < b, ¥ ¢; < ... < ¢,. Entonces definimos o :
[0.1] = Be, oy (1. {p})NER(Y) por o(t) = {thy + (1 —t)cy, oo tby + (L —¢t)cn}.
Es ficil ver que cada a(t) tiene n elementos y ninguno de ellos es de ramifica-
cién. Por tanto. & estd bien definida. a(0) = C » o(1) = B. Dec manera que
Be,(xy(n. {p}) N En(X) es arco conexo. Como - ¢s degencrado, A &€ &,(\X).

TESIS CO '
FALLA DF {ninmir !




3.4. GRAFICAS, EL CASO N <3 39

Con esto terminamos la prueba del lema. B

Teorema 3.13 (A. Illanes). Sean .\" y } grdficas, supongamos que F, (X))
¢s homeomorfo a F,(}") ¥y n = 4. Entonces .\ es homeomorfo a }".

Demostracién. Sea h : F,(X) — F,(}") un homeomorfismo.

Notemos que A(E,(N)) = £,(Y") pues un clemento A4 € F£,(.\) tiene una
vecindad que es una n-celda en F,(\\7) si » sdlo si lo mismo ocurre con hA(.1)
en F,(Y). Sea A € Fi(YX) — R,(N). Por el Lema 3.12, A tiene una base
de vecindades 5 en F(X) tal que, para cada ¢ € B. U N £,(X) es arco
conexo » A € &£,(\\). Ya que A es homeomorfismo. h(A) ticne una base
de vecindades 5) en F,(Y7) tal que, para cada V € By, V N EL(Y) es arco
conexo y h(A) € £,(Y). Aplicando otra vez el Lema 3.12 obtenemos que
h(-) € F(Y) — R,.(Y). Hemos demostrado que A(F(X) — R, (X)) < F(Y).
Como Fi(.\') — R,(X) es denso en F{i(XX) v F1(Y7) es compacto, concluimos
aue A(F(.X)) € Fi(Y). Similarmente, 27'(F(Y)) € F(.Y). De manera
que h(F (X)) = F(Y). Por tanto F;(.\Y) es homeomorfo a F(}7) » en
conseccuencia. .\" ¢s homcomorfoa Y. B

3.4 Graficas, el cason < 3

Lema 3.14. Sean X unagrifficay 4 € F3(X)—R3(.\V). Entonces 4 € &(.Y).

Demostracién. Primero supongamos que A = {x} para algin x € .X.
Como & no es un punto de ramificacién, existe una vecindad .J de 2 tal que
J es un arco. Entonces A € (J); ¥ (J), = Fa(.J) es una vecindad de - en

F3(.\) que es homeomorfa a [0, 1}® (ver Teorema 6 de {5}).

Ahora supongamos que A = {z,y}. donde = # y. Sean J; y Ja arcos
ajenos en X tales que Jy y Jp son vecindades de a y cde y, respectivamente.
Entonces (Jy,.Ja); es una vecindad de A.

Para cada i € {1,2}. existe un homeomorfismo f; : [0.1]2 — F.(.J;) tal
que f;([0,1] x {0}) = F1(J;). Sea ¢z :[0,1]% x [—1,1] — {J;..J2); dada por

(b1. t2, ts) = Si(ty, ta) U fa(22,0), si t3 > 0,
AR Si(t,0) U fa(ta, —t3), sita 0.

Es fdcil ver ¢ es un homeomorfismo. Por tanto, {(./;,J2); es una 3-celda
v concluimos que A € &(X).
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Sé6lo nos falta analizar el caso en que A = {x,y,z}, donde z,y. y = son
puntos diferentes. Pero este caso se sigue directamente del Lema 3.11. @@

Lema 3.15. Sean .\ una grificn ¥ 4 € Fa(\) — Ra2(\). Entonces
A e &(X). S

Demostracién. Primero supongamos que i = {z} para algiin x € X.
Como x no es un punto de ramificacién, existe una vecindad .J de @ tal que
J es un arco. Entonces A € (J), ¥ (J), = F(J) es una vecindad-de A en
F2(\) que es homeomorfa a [0, 1]2.

Ahora supongamos que A = {z,y}, donde x ¥ y. Este caso sc sigue
directamente del Lema 3.11. @8

Sean Z un continuo y W C Z un abierto fijo. Para cada abierto U en
Z, sea ¢(U) el mimero de componentes de U N W. Para cada p € clz(W),
definimos v(p) = min({m € N : p tiene una base de vecindades I3 tal que
e(U) = m para toda U € B}U{occ}). En estos términos tenemos el siguiente
lema.

Lema 3.16. Sean Z un continuo, p € Z, ¥V un abijerto de Z » m € N.
Supongamos que p tiene una base de vecindades B tal que, para toda U € B,
c(U) = m ¥, ademds, para toda componente C de U N W, p € clz(C).
Entonces v(p) = m.

Demostracién. De acuerdo con la definicién de v(p), m pertenece al
conjunto que define a v(p). De manera que v(p) < . Por definicién, p tiene

una base de vecindades 85, tal que ¢(U7) = v(p) para toda U € B5,. Scan
1" € By U € B, tales que U7 € V7. Por hipdtesis V"NV tiene rn componentes
Chi....,Ch,. También por hipétesis. p € clz(C;) para toda i € {1,....m}.

De manera que U N C; # @ para cada { € {1....,m}. Por tanto ' N W =
OCNyvnw=(U'NC)U..uUnNC,). Como los conjuntos en esta unién
estdAn mutuamente separados y son no vacios, tenemos que U M W tiene al
menos m componentes. Es decir, v(p) = ¢(U) = m. Por tanto v(p) = m. B
En ¢l siguiente lema supondremos que .\ es una grifica, que p,qg » r son
puntos de ramificacién de X, ord(p,X) = n = 3, ord(q,N) = m = 3 v
ord(r,X) =1 > 3. Ademds x,y ¥ = €.\ no son puntos de ramificacién.

Lema 3.17. Sea W = F3(X) — R3(X). Para cada A € F3(X), sea v(A)
como se definié antes. Entonces v(A) tiene los siguientes posibles valores:

(n) si A = {p}. entonces v(A) =n+ (3) + (3).
TESIS CON
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(b) si A = {p,z}, entonces v(A) =n + (3),

(¢) si A= {p,z,¥} ¥y & # y, entonces v(A) = n,

() si .-l ={p.al, p# g, entonces v(A)=n-(F)+m- ) +n-m,

(e) si A ={p,q, 2}, p 7 q, entonces v(A) =n-m,

(f) si A = {p,q,r} ¥ p. q y r son diferentes entre si, entonces v(A) =n-m-{,
(g) si A = {x,y, s} (aqui puede ocurrir que 4 tenga uno, dos o tres puntos),
entonces v(.A) = 1.

Demostracién. Usaremos cl Lema 3.16. Sea dg > 0 tal que Na-(dp, 1) N
R(X) = ANR(N), Nx(dg, A) tiene tantas componentes como clementos tiene
Ay do < 3. Sea B = {Bry(6,4) € F3(.Y) : 0 < 6§ < 5p}. Entonces B es
una base de vecindades para A en F3(.\X).

(2) Supongamos que A4 = {p}. Sea § € (0, ). Asi, cly(Nx(d. <)) es un
n-odo, clx(Vx(6,4)) = LU ...UJ, ,donde J; N J; = {p}, si i # jy cada
Ji es un arco que tiene por extremos a p » a un punto a;. Observe que un
clemento B € F3(.X) pertenece a Bryyy(8, A) si y sélo si B € Ny(4, A) =
clx(NVy (0. A)) — {ay.....a,}. Entonces B € Bpyx)(6.4) N W si y sélo si
B C Ny(6,4) — {p} = () — {pH U ..U (J. — {p}). Procediendo como
en ¢l Lema 3.9, tenemos que las componentes de Bgyny(d, A) M W son los
conjuntos de la forma {(J;, — {p}.....Ji, — {p});. donde i\, ..., i, € {1,....n}
son niimeros distintos entre si » ¢l nimero r varia en el conjunto {1, 2,3}. De
manera que c{Bpyxy(d, 1)) = n + (") + (3). Por otra parte, si tomamos un
conjunto de la forma {(J;, — {p}, ..., Ji, — {p}); como antes, podemos clegir
nn punto en cada uno de los Lon_]untoa Ji, — {p}..... Ji, — {p} tan cercano a
p como quoramos ¥ el conjunto que consta de esos puntos elegidos pertenece
a (Ji, — {p}..... Ji, — {pP}); ¥ estarid tan cercano a -l como queramos. Esto
muestra que .—l e cly ((Joy, — {P}. ... Ji, — {P})a). Por tanto se satisfacen las
hipdétesis del Lema 3.16 y podemos coucluir que v(Ad) = n + ('_,‘) + ().

La demostracion de los incisos (b)-(g) es similar. @8

En el siguiente lema supondremos que .\ es una gréifica, que p y g son
puntos de ramificacién de .V, ord(p, X)) = n > 3 y ord(q. X} = m = 3.
Ademas, z » y € X\ no son puntos de ramificacién.

Lema 3.18. Sea YW = F,(\) — R2(X). Para cada 4 € Fa(.\), sea v(A)
como se definié antes. Entonces v(A) tiene los siguientes posibles valores:
(a) si A = {p}, entonces v(A) =n + (3),

(b) si 4 = {p.2}, entonces v(.-) = n.
(c) si 4= {p.g} ¥ p# q.entonces v(d) =n-m,
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(d) si 4 = {x, ¥} (aqui puede ocurrir que .4 tenga uno o dos puntos), entonces
v(Ad) = 1.

Demostracién. La demostracion es similar a la del Lema 3.17. @

Lema 3.19. Sean X y Y grificas. Supongamos cue existe un homeomor-
fismo A : F3(NX) — F3(Y). Si p es un punto de ramificacion de X, entonces
h({p}) = {u} para algiin punto de ramificacién u de Y .

Demostracién. Scan W = F3(\\") — R(XN) v W, = F3(}) — R3(Y").
Por los Lemas 3.4 » 3.14, un elemento 4 € F3(\\) tienc una vecindad que
es una 3-celda si y sélo si A € F3(\\W) — R3(.Y). Como algo similar ocurre
con Y, concluimos que A(VWW) = W, v h(R3(N)) = Ry(Y"). En particular,
h({p}) € R3(}Y"). Podemos definir v en F4(.X) usando W y también definir
vy en F3(Y7) usando W,. Como las definiciones de v y» v son topoldgicas,
tenemos que, para cacda A € FR(V), v(A) = v (h(A)).

Dada A € F3(X). si A tiene un punto a que no es de ramificacidén, entonces
existe un arco J de N talquex € J,. JNAR(N) =0y JN 4 = {x} y» usando
el Lema 3.17, ¢(A) = e({A — {&}) U {y}). para toda y € J. Esto muestra
que, para toda vecindad & de A en F3(.X), v(A) coincide con v(-,) para una
infinicdad de elementos 4, de 2f.

Dada A € F3(Y). si A sélo consta de puntos de ramificaciéon, 4 es de
alguna de las formas (a). (d) o (f) descritas en el Lema 3.17. Si A es de
la forma (a) entonces los elementos -, de F3(.\) cercanos a -1 » que son
diferentes de - son de alguna de las formas (b), (¢) o (g) ¥, para cualesquiera
de ellas, v(4;) < v{(A). Por tanto, v alcanza un méaximo absoluto en alguna
vecindad de A. Similarmente. si A es de alguna de las formas (d) o (f)
entonces v() alcanza un miximo absoluto en alguna vecindad de A.

Por tanto. dada A € F3(X). A < R(Y) si » sélo si v(A) alcanza un
maAximo absoluto en alguna vecindad de .

Como la definicién de ¢ es topoldgica. lo mismo ocurre para v,. Esto
muestra que A C R(Y) si y sélo st A(A) € R(YT).

De manera que h({p}) es de alguna de las siguientes formas:

h({p}) = {u}, {u.z}, {u. =, w}, donde u, =z, w € R(Y") vy son diferentes
entre si.

Analicemos el caso en que h({p}) = {u, =}, con u # =, donde ord(p, \) =
n. ord(u.Y") = r y ord(z,}’) = s. Como v({p}) = vi({u, =}), tenemos que

n+ () +F)=r-@)+s-G)+r-s
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De acuerdo con el Lema 3.17, los valores que toma v en los elementos
de F3(X) cercanos a {p} y diferentes de {p} son n + (}). n » 1. Por otra
parte, los valores que toma v en los elementos de F3(Y7) cercanos a {u, =} y
diferentes de {u, =} son r+ (g 8, s+ (3).r-s, r, s ¥ 1. Como estos conjuntos de
valores deben coincidir, r + (3), r son dos valores deél conjunto {n + (3).n}.

De manera que r = n. Smularmontc, s = n. Pero entonces r-s = n? debe ser
igual a n+ (3) o a n. Es claro que n? # n, y si ocurriera que n? = n+ ﬂ'—‘——‘),
tendriamos ¢ue 2n = 2+ n — 1. Asi que n = 1, lo que no puede ser cierto.

Esto muestra que es imposible que A({p}) = {u. =}.

Ahora analicemos el caso en que A({p}) = {u, s, w}, donde u, s, w son
diferentes entre si, ord(p, X') = n, ord(u,Y") = r, ord(z,Y") = s y ord(w, }") =
t. Como v({p}) = v1({u, z, w}), tenemos que

ne @@ =reset

De acuerdo con el Lema 3.17, los valores que toma v en los elementos
de F3(X) cercanos a {p} y diferentes de {p} son n + (3), n y 1. Por otra
parte, los valores que toma v; en los elementos de F3(Y") cercanos a {u, =, ¥}
v diferentes de {u,z,y} son r, s, t, r-s, r-t, s-¢t, 1. Como estos conjuntos de
valores deben coincidir, » ¥ 7 - s deben pertenecer al conjuuto {n+ (3),n}.
Por tanto r = n. Similarmente, s = n = t. De manera que n? = n + 2("—_—'1,
con lo que se obtiene la misma contradiceidén que en el caso anterior. Por
tanto h({p}) tampoco puede ser un conjunto de tres elementos.

Hemos demostrado que la iinica opcidn para p es que A({p}) sea de la
forma h({p}) = {u}, donde 1 € R(}"). B

Lema 3.20. Sean X y )} griificas. Supongamaos que existe un homeomor-
fismo h : Fu(XX) — F»(Y"). Si p es un punto de ramificacién de X, entonces
h({p}) = {u} para algin punto de ramificacién u de Y.

Demostraciéon. Sean W = Fa(\X) — Ra(X) ¥ W, = Fa(Y) — Ra(Y7). Por
los Lemas 3.4 y» 3.15, un elemento A € F»(.Y) tiene una vecindad que es una
2-celda si 3 s6lo si 4 € F2(XY) — R2(X). Como algo similar ocurre con Y,
concluimos que (VW) = W, y h(R2(X)) = Ra(}").

En particular, h({p}) € R2(}"). Podemos definir v en F>(.Y) usando W
» también definir v, en F2(Y7) usando VYW,. Como las definiciones de v » v,
son topoldgicas, tenemos que, para cada A € Fu(X), v(A) = v (h(A)).

Dada .4 € Fua(X), si A tiene un punto x que no es de ramificaciéu entonces
existo un arco J de N talquez € J, JAR(X) = 0y JNy usando el Lema
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3.17, v(A) = v((A — {}) U {¥}), para toda y € .J. Esto muestra cue, para
toda vecindad U de A en F2(.X), v(A) coincide con v(A;) para una infinidad
de elementos A, de U/

Dada A € Fp(.Y), si A sélo cousta de puntos de ramificacién. A es de
alguna de las formas (a) o (¢) descritas en el Lema 3.18. Si A es de la forma
(a) entonces los elementos Ay de Fi(\\) cercanos a - ¥ que son diferentes
de A son de alguna de las formas (b) o (d) ¥, para cualesquiera de ellas,
() < (). Por tanto, v alcanza un maiximo absoluto en alguna vecindad
de A, Similarmente, si A es de la forma (c), entonces v(A) alcanza un miiximo
absoluto en alguna vecindad de A.

Por tanto, dada A € Fo(X), 4 C R(YX) si y sdlo si v(A) alcanza un
maximo absoluto en alguna vecindad de .

Como la definicién de v es topoldgica, lo mismo ocurre para v;. Esto
muestra que A C R(\) si v sélo si h() C R(Y).

De manera que A({p}) es de alguna de las siguientes formas:

h({p}) = {u} o {u, =}, donde u,z € R(Y) y son diferentes entre si.

Analicemos el caso en que h({p}) = {u, =z}, con u # =, donde ord(p, \) =
n, ord(u,¥) =r y ord(z,}") = 5. Como v({p}) = v,({u, £}), tenemos cue

n+ () =r-s

De acuerdo con el Lema 3.18, los valores cque toma v en los elementos
de Fa(X), cereanos a {p} ¥ diferentes de {p} son n y 1. Por otra parte, los
valorves que toma vy en los clementos de F2(Y") cercanos a {u, z} ¥y diferentes
de {u,z} son r, 5 ¥ 1. Como estos conjuntos de valores deben coincidir,
r = n = s. Pero cntonces n + (§) = n% Asi que n? = n + L(":_,_—l-)-, lo cual
imaplica que n = 1, lo que es imposible. Esto muestra que no se puede dar la
igualdad A({p}) = {u. z}. :

Hemos demostrado que Ia tnica opcién para p es que h{({p}) sca de la
forma h({p}) = {u}. donde u € R(}'). W

Teorema 3.21. Sean .Y » Y grificas, supongamos que F3(.\) es homeo-
morfo a F3(Y"). Entonces, .\" es homeomorfo a Y.

Demostracién. Sea h : F3(\) — F3(Y) un homcomorfismo. De
acuerdo con el Lema 3.19, dado un punto p € R(.Y), existe un punto
k(p) € R(Y") tal que A({p}) = {k(p)}. Entonces A~ '({k(p)}) = {»}.

Esto implica que (X)) = 0 si y sélo si R(Y") = 0. Si .X es un arco o una
curva cerrada simple, entonces Y también es un arco o una curva cerracla
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simple. Sea S! la circunferencia unitaria en el plano. Como F3([0,1]) es una
3-celda (Teorema 6 de [3]) ¥ F3(S') es homeomorfo a la esfera unitaria en
R* ([6]), obtenemos que F3([0,1]) no es homeomorfo a F3(S!), de manera
que Y es un arco. Si .Y es una curva cerrada simple, un argumento similar
muestra que Y es una curva cerrada simple. Por tanto, el teorema estaria
terminado en los casos en que .V es un arco o una curva cerrada simple. Esto
nos permite suponer, de aqui en adelante, que .\ no es ninguno de estos dos
continuos.

Aplicando ahora el Lema 3.19 a A~!, para cada ¢ € R(Y"), existe un punto
K (q) € R(Y) tal que h7'({q}) = {&'(¢)}. Dada p € R(YX), {K(k(p))} =
W= ({k()}) = {p}. Asi que M(k(p)) = p. Similarmente, &(&'(q)) = ¢q para
cada g € R(Y"). Por tanto. & cs una biveceién entre R(X) » R(Y"). Probare-
mos el resto del teorema mediante una serie de pasos.

Afirmacién 1. Sean p y r € R(\X). Entonces p y x son vértices adya-
centes de X si y sélo si £(p) ¥y £(x) son vértices adyacentes de Y.

Por simetria, solo necesitamos probar la necesidad de la Afirmacion 1.
Como p ¥ x son vértices adyacentes de X, existe un arista L de .\ que tiene
como extremos a p y a . Consideremos el conjunto abierto U = (intx (L)),
de F3(.Y). De acuerdo con ¢l Lema 3.9, ¢ es una componente de F3(\") —
R3(XX). Por los Lemas 3.4 ¥ 3.14, A(F3(.Y) — Ra(X)) = F3(Y") — R3(Y"). De
manera que (L) es una componente de F3(Y’) — R3(}"). Por el Lema 3.9,
h(L) = (inty-(Jy), ..., inty-(.J,.)), para algunas aristas Jy, ..., J, de ¥ y alguna
r € {1,2.3}. Claramente. {p},{x} € clgx)(Uf), asi que {k(p)}, {k(x)} €
el ((inty- (W), ..., inty-(J))5). Entonces existe una sucesién de elementos
{B.}2, de (inty-(Jy)....,inty(J;)), tal que limB, = {k(p)}. Como cada
B, intersecta a J; ¥ Ji es compacto, tenemos que .Ji intersecta a {k(p)}.
Es decir, &(p) € J,. Similarmente, k(x) € .J,. Por tanto, k(p) v k(x) son
adyacentes.

Afirmacién 2. Sean p ¥ x € R(.\) tales que son adyacentes. Entonces,
el mimero de aristas que unen a p ¥ a z en X es igual al niimero de aristas
que unen a k(p) y a k(x) en Y.

Para probar la Afirmacién 2, consideremos diferentes aristas Iy, ..., I, de
X que unen a p ¥ a x.

Tomemos una componente C = (inty(L1),...,int x(L,)),; de F3(X) —
R3(X) tal que {p}, {x} € clpy)(C). Procediendo como en la prueba de
la Afirmacion 1 se sigue que p,xv € Ly N...N L,.. Por tanto {L,, ..., L.} es un
subconjunto no vacio de {/y,...,1,,} que tiene a lo mas 3 elementos.

TESTS CON
FALLA DE ORIGEN




46 CAPITULO 3. HIPERESPACIOS UNICOS

Por otra parte, si {L;,.... L,} es no vacio, estd contenido en {I}.....1,}
y tiene a lo m#ds 3 elementos, claramente se tiene cque {p}.{x} e
ey ({intx (L), ooy inty(Lr))y).

Esto prueba que el mimero de componentes C de F3(N\) — R3(.\Y) que
satisfacen {p}, {o} € clpyv)(C) es igual al mimero de subconjuntos no vacios
de {Iy,....,Ia} que tienen a lo méds 3 elementos. Por tanto, tal mimero de
componentes es igual a 1+ (2) + (3).

Couto h es un homeomorfismo. este niimero de componentes debe ser
ignal al nidmero de componentes de A{(F3(\) — R3(\)) = F3(Y) — 73(Y7) que
ticnen a A({p}) = {k(P)} ¥ a h({x}) = {k(x)} en su cerradura. EIl cual,
similarmente, es igual a m + (7) + (%), donde m es el niimero de aristas
de ¥ que unen a k(p) con k(r). Entonces, n+ (3) + (3) = m+ (7)) + (7).
Como la funcién de los naturales en los naturales que asigna a r el namero
e (;) + (;) s estrictamente creciente, tenemos que n = nm. Lo cual concluye
la prueba de la Afirmacién 2.

Afirmacién 3. Si p es un punto de ramificacién de X' de orden n,
entonces k(p) es un punto de ramificacién de Y} de orden n.

Para probar la Afirmacién 3, scan W = F3(\) — R3(\) ¥y W = F(Y7) —
R3(Y7). Por los Lemas 3.1 y 3.14, A(R3(\X)) = Ra(Y") ¥y h(WW) = W,;. Podemos
definir la funcién v en F3(X) usando W y también definir vy en F3(Y7) usando
Wi. Como las definiciones de v » v son topolégicas, tenemos que, para cacda
A€ Fa(X). v(A) = 1 (h(A)). En particular, v({p}) = vi {~®)}).

Por ¢l Lema 3.17, si &(p) es de orden m, entonces n+ (3) + (3) = v({p}) =
e ({k(M}Y) = m+ () + (%). De manera que n = m. Esto completa la prueba
de 1a Afirmacién 3.

Afirmacién 4. Seca p un punto de ramificaciéon de .Y tal que ord{p, X) =
n. Supongamos que el nimero de lazos de X (resp., Y) conteniendo a p
(resp., A(p)) es m (resp., m'), el nimero de puntos terminales de X (resp..
17) adyacentes a p (resp., &(p)) es r (resp., ') ¥ el mimero de aristas de X
(resp., Y) que unen a p (resp., k(p)) con otro punto de ramificacién de X

(resp., ¥Y7) es s (resp., s'). Entonces m=m/, r=r'y s = s'.

Probarcmos la Afirmacién 4. Por la Afirmacién 3, ord(k(p),Y) = n. De
manera que 2m 4+ r 4+ s =n = 2’ +r’' + s'.

Sean [Iy,...,I, las diferentes aristas de .\ que tienen a p. Entonces ¢ =
m—+r+s.

Tomemos una componente C = (intx(L,),...,int x(L,;)); de F3(X) —

Rs(\\) tal que {p} € cliy()(C). Procediendo como en la prueba de la
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Afirmacién 1 se sigue que p € Ly N...MN L,. Por tanto {L,,...., L.} es un
subconjunto no vacio de {/,.... I;} que tiene a lo mds 3 elementos.

Por otra parte, si {Ly,..., L;} es no vacio, estid contenido en {fy,...;I,} v
tiene a lo mds 3 clementos, claramente se tiene que

{[)} [ CIFJ(,\')((int,\-(LI ), ooy 'lut_\-(L,-))n).

Esto prueba cue el miimero de componentes C de F3(.X) — R3(.\\) que
satisfacen {p} € clp)(€C) es igual al mimero de subconjuntos no vacios
de {/,...,1:} que tienen a lo mas 3 elementos. Por tanto tal niimero de
componentes es igual a ¢t + (4) + (5).

Como A es un homeomorfismo, este ntimero de componentes debe ser
igual al niimero de componentes de A(F3(\N) — R3(.X)) = FR(Y7) — R3(Y)
que tienen a h({p}) = {k(p)} en su cerradura. EIl cual, similarmente, es
igual a # + (4 ) (‘ ). donde # es ¢l ntimero de aristas de ¥ que tiecnen a
k(p). Emonces ¢t + (L) + (&) = ¢ + (1) + (‘;) Por tanto t = ¢. Como
t = m' +7r + 5. concluimos que m +r + s = ' + r’' + s'. Como sabiamos
que 2m+r + s =2m'+r' + s, obtenemos que m=m' ¥y r+s=r'+ s

Por definicién s (resp., s') es el mimero de aristas que conectan a p (resp.,
k(p)) con otro clemento de R(.\\). Sean py, ..., pas los diferentes elementos de
R(X) adyacentes a p. Por la Afirmacién 1, los elementos de 2(Y") adyacentes
a k(p) son los puntos k(p). .... k(par). Si representamos por §; al mimero de
aristas de X que unen a p con p; entonces. por la Afirmacidén 2, el niimero
de aristas de Y que unen a A(p) con A(p;) tamnbién es igual a s;. En estos

términos, podemos eseribir s = s; 4+ ...+ s, v 8 también es igual a s14...+sas.
Por tanto s = s'. En consecuencia r = r’. Esto completa la demostracion de

la Afirmacidn 4.

Estamos listos para probar que las griaficas X » Y7 son equivalentes como
graficas v que entonces cllas representan continuos homeomorfos.

Dados dos puntos de ramificacién adyacentes p y r de X, definiinos
A(p.x)={J :Jesunaaristade X ¥y Juneapcon a} ysea A'(p,x) = {L: L
es una arista de Y7 » L unc a &(p) con &(r)}. Por la Afirmacién 2, pode-
mos escoger una biyeccién &(p, x) de A(p. ) sobre A’'(p, r). Dado un punto
de ramificacién p de X, sea B(p) = {J : J es un lazo de N ¥ p € J},
B'(p) ={L :Lesun lazode Y y» k(p) € L}. C(p) = {J :.J es una arista de
X » J une a p con un punto terminal de X} » C'(p) = {L : L ¢s una arista
de Y v L une a &(p) con un punto terminal de ¥ }. Por la Afirmacién 4, es
posible escoger biyvecciones A&y (p) : B(p) — B'(p) v k2(p) : C(p) — C'(p).
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Sea S(X) (resp., S(Y7)) el conjunto de aristas de X (resp., ¥7). Ya que
al variar los puntos p y x obtenemos conjuntos ajenos A(p, x), B({p) v C(p),
v la unién de todos cllos es S(.\\), podemos definir una extensién comiin
A : S(X) — S(Y') de todas las funciones de la forma k(p, x), A (p) ¥ ka2(p).
» A es una biyeccidn.

Sea V(X) (resp.. V(7)) el conjunto de vértices de X (resp., Y). Ahora,
extendercinos la funcién & (definida en el conjunto de puntos de ramificacion
de X)) a V(X'). Dado un punto termminal x de .\, existe una arista J de X
que une ar con un punto de ramificacion p de N, Entonces K'(.J) contiene
exactamente un punto terminal ¥ de Y™ definamos &(x) = y. Es claro que &
es una biyeccion.

Entonces hemos definido una biyeccién A : S(X) — S(Y7) y una biyeccion
k: V(X)) — V(Y7) tal que p € Jsiy sélosi A(p) € A(J). Ademis, para cada
lazo L de X, A (L) es un lazo de ¥".

Esto prueba que las grificas X y 17 son isomorfas. Por tanto, .\ es
homeomorfo a }Y". @

Teorema 3.22. Sean X y Y grédficas; supongamos que F2(.\X) es home-
omorfo a F»(1"). Entonces, .\ es homeomorfo a Y.

Demostracién. Sca h : F(.X) — F>(Y) un homeomorfismo. De
acuerdo con el Lema 3.20, dado un punto p € R(.\Y), existe un punto
k(p) € R(Y) tal que A({p}) = {k(p)}. Entonces A= ({A(p)}) = {r}.

Esto implica que R(.Y) = @ si » s6losi £(Y') = . Si X es un arco o una
curva cerrada simple., entonces Y7 también es un arco o una curva cerrada
simple. Sca S! la circunferencia unitaria en el plano. Como Fu([0,1]) es
una 2-celda y F2(S') es homeomorfo a la Banda de Moebius. obtenemos que
F5([0.1]) no es homeomorfo a F2(S'). de manera que ¥ es un arco. Si .\ es
una curva cerrada simple, un argumento similar muestra que ¥” es una curva
cerrada simple. Por tanto el teorema estaria terminado en los casos en que
N es un arco o una curva cerrada simple. Esto nos permite suponer, de aqui
en adelante. que .V no ¢s ninguno de estos dos continuos.

Aplicando ahora el Lema 3.20 a A™!, para cada ¢ € R(}Y"), nos cercioramos
de que existe un punto k'(q) € R(.X) tal que A~ '({q}) = {k'(¢)}. Dada p
R(X)Y, { (RN} = 7Y ({E(P)}) = {p}. Asi que K'(A(p)) = p. Similarmente,
E(K'(q)) = q para cada ¢ € R(Y). Por tanto. & ¢s una biyeccién entre R(.X)
v R(Y"). Probaremos cl resto del teorema mediante una serie de pasos.

Afirmacién 1. Sean p ¥ r € R(X). Entonces p v & son vértices adya-
centes de X si v s6lo st &(p) » #(x) son vértices adyacentes de Y.
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Por simetria, s6lo necesitamos probar la necesidad de la Afirmacién 1.
Como p ¥ ¥ son vértices adyacentes de .\, existe un arista L de X que tiene
como extremos a p ¥ a x. Consideremos el conjunto abierto U = (intx (L)),
de F3(Y). De acuerdo con el Lema 3.9, I/ es una componente de Fo(\) —
R2(X). Por los Lemas 3.4 3 3.15, A(Fa(\) — R2(X)) = Fo(Y) — Rp(Y"). De
manera e (L) es una componente de FL(}Y) — Ra2(Y). Por el Lema 3.9,
h(U) = (inty-(J1). ..., inty-(J;)), para algunas aristas .Jy,.....J. de Y y alguna
r € {1,2}. Claramente. {p} ¥ {r} € clpx)(U). asi que {k(p)} v {k(x)} €
el ((inty- (1), -..y inty-(J2)),). Entonces existe una sucesién de elementos
{B.}33%, de (inty-(Jy). ..., inty-(J;)), tal que limB, = {k(p)}. Cowmo cada
B, intersecta a J; ¥ J; es compacto, tenemos que J, intersecta a {A(p)}.
Es decir, k(p) € .J;. Similarmente, &(z) € J;. Por tanto, k(p) » k(z) son
adyacentes.

Afirmacién 2. Sean py & € R(\X) tales que son adyacentes. Entonces,
el nimero de aristas que unen a p y» a x en X es igual al niimero de aristas
cque unen a k(p) v a k(z) en Y.

Para probar la Afirmacién 2, consideremos diferentes aristas [y, ..., Ip de
N que unen a py a x.

Tomemos una componente C = {intx (L), ..., intx (L)), de Fa(\X)—Ra(X)
tal que {p} ¥ {z} € clg)(C). Procediendo como en la prueba de la Afir-
macién 1 se sigue que p vy xr € Ly N..N L,. Por tanto {L,,...,L.} es un
subconjunto no vacio de {/,,..., I} que tiene a lo mss 2 elementos.

Por otra parte, si {L,,...., L,} es no vacio, estd contenido en {I,..., I}
v tiene a lo mais 2 elementos, claramente se tiene que {p} ¥y {x} €
clpyny ((intae (L) o int v (L0))0)-

Esto prucha que el ntimero de componentes C de Fa(X) — Ra(X) que
satisfacen {p}. {r} € clg . )(C) es igual al miumero de subconjuntos no vacios
de {fi....,In} que tienen a lo méds 2 clementos. Por tanto, tal ntimero de
componentes es igual a n + ('_,’)

Como h es un homeomorfismo, este niimero de componentes debe ser
igual al mimero de componentes de A(Fa(X) — R2(X)) = Fa(}) — R2(}Y") que
ticnen a A({p}) = {k(p)} y a A({z}) = {k(x)} en su cerradura. El cual,
similarmente, es igual a m + (';'), donde m es el nimero de aristas de Y} que
unen a k(p) con k(). Entonces n + (3) = m + (3). Como la funciéu de los
naturales en los naturales que asigna a r el mimero r + () es estrictamente
creciente, tenemos que 2 = m. Lo cual concluye la prueba de la Afirmacién 2.

Afirmaciéon 3. Si p es un punto de ramificacién de X de orden n,
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entonces k(p) es un punto de ramificacién de ¥ de orden n.

Para probar la Afirmacidn 3, sean W = F3(\\) — Ra(X) y W, = Fa(Y) —
R2(Y7). Por los Lemas 3.4 y 3.15. A(Ra2(.X)) = R2(Y") ¥ (W) = W,. Podemos
definir la funcién » en Fa(.\) usando YW y también definir v, en F5(Y") usando
W,. Como las definiciones de v ¥ v, son topolégicas. tencemos que, para cada
A€ Fo(X), v(A) = vi(h(A4)). En particular, v({p}) = «1({&(p)}).

Por el Lema 3.18, si A&(p) es de orden . entonces n + ( ) =v({p}) =
n ({k(P)}) = m + (7). De manera que n = m. Esto completa la prueba de
la Afirmacién 3.

Afirmacidén 4. Sea p un punto de ramificacién de X tal que ord(p, X) =
n. Supongamos que el nimero de lazos de .\ (resp., 1) conteniencdo a p
(resp., &(p)) es m (resp.. '), el mimero de puntos terminales de X (resp.,
Y7) adyacentes a p (vesp., k(p)) es r (resp., ') ¥ el niunero de aristas de .\
(resp., 1) que unen a p (resp.. A(p)) con otro punto de ramificacién de X
(resp., ¥Y) es s (resp., s’'). Entonces m=m', r=1r"y s =g'.

Probaremos la .-\hunacmn 4. Por I.\ Afirmacién 3, ord(&(»).Y) = n. De
manera que 2m 4+ r+s =n=2m' + 1’ + s'.

Sean [,...,I; las diferentcs aristas de .X que tienen a p. Entonces t =
m—+r -+ s.

Tomemos una componente C = (intx (L), ..., int x(L;p))s de Fo(X) —
Ra(X) tal que {p} € clmy)(C). Procediendo como en la prueba de la
Afirmacién 1 se sigue que p € Ly N ..M L,. Por tanto {L1,...,L;} es un
subconjunto no vacio de {/y,..., I,} que tiene a lo mads 2 clementos.

Por otra parte, si {L,,.... L.} es no vacio, estd contenido en {Jy,..., 1} ¥
ticne a lo miis 2 elementos. claramente se sigue que

{P} € cley(Cintx (Ly), -erint x (Lr))y).

Esto prueba que el nminiero de componentes C de Fa(X) — Ra(X) que
satisfacen {p} € clpyny(C) es igual al nimero de subconjuntos no vacios
de {Iy,...,I:} que tienen a lo mds 2 elementos. Por tanto tal nimero de
componentes es igual a ¢ + (§).

Como h es un homeomorfisino. este niimero de componentes debe ser
igual al nimero de componentes de h(Fo(X) — R2(X)) = Fa(Y") — R2(Y7) que
tienen a h({p}) = {k(p)} en su cerradura. El cual, similarmente. es igual a
t + (4). donde t' es el nimero de aristas de }* que tienen a k(p). Entonces
t+ (&) =t'+(4). Portantot = '. Y como ' = m’ + r’' +¢'. Concluimos que
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m+7+s=m + 7'+ 8. Y como sabiamos que 2m + r + 5 = 2m’ + r’ + &',
Obtenemos que m=m' y r4+s=r"+ 5.

Por definicién s (resp., s') es el niimero de aristas que conectan a p (resp.,
k(p)) con otro elemento de R(X). Sean p,. .... pasr los diferentes elementos de
R(\Y) adyacentes a p. Por la Afirmacidn 1, los clementos de {(}7) adyacentes
a A(p) son los puntos &(p ). ..., k(pas). Si representamos por s; al mimero de
aristas de X que unen a p con p; entonces. por la Afirmaciéon 2, el nimero
de aristas de Y7 que unen a &(p) con A(p;) también es igual a s;. En cstos
términos, podemos eseribir 8 = s +... 45y V & tambidn es igual a s, 4.+ 35,,.
Por tanto s = s’. En consccuencia r» = /. Esto completa la demostracién de
la Afirmacion -1

Estamos listos para probar que las grificas .\ » }" son equivalentes como
griaficas ¥y que entonces cllas representan continnos homeomorfos.

Dados dos puntos de ramificaciéon adyacentes p y z de X, definimos
A(p,x) = {J :.J es una aristade X y June apcon x} ysea A'(p,x) = {L : L
es una arista de Y y L une a k(p) con k(x)}. Por la Afirmacién 2, pode-
mos escoger una biyeccién k(p,z) de A(p, ) sobre A'(p, ). Dado un punto
de ramificacién p de X, sea B(p) = {.J : J es un lazo de X y p € J},
B'(p)={L:Lesunlazode Y y k(p) € L}, C(p) = {J: .J es una arista de
N & JJ une a p con un punto terminal de X'} » C'(p) = {L : L es una arista
de ¥ ¥ L une a A&(p) con un punto terminal de Y }. Por la Afirmacién 4, es
posible escoger biyecciones k) (p) : B(p) — B'(p) ¥ ka(p) : C(p) — C'(p).

Sea S(\\) (resp., S(Y7)) el conjunto de aristas de X (resp.. ¥7). Ya que
al variar los puntos p ¥ x obtenemos conjuntos ajenos A(p,x), B(p) vy C(p),
v la unién de todos ellos es S(.X), podemos definir una extensién comiin
A S(\Y) = S(Y7) de todas las funciones de la forma &(p. ), k1 (p) ¥ k2(p),
vy IV es una biveccién.

Sea V(.\X) (resp., V(37)) el conjunto de vértices de X (resp., ¥Y7). Ahora,
extenderemos la funcidén & (definida en el conjunto de puntos de ramificacién
de X') a V(). Dado un punto terminal x de .\, existe una arista J de X
que une a & con un punto de ramificacién p de .X. Entonces K (J) contiene
exactamente un punto terminal y de Y, definamos k(x) = y. Es claro que &
cs una biyeccion.

Entonces hemos definido una biyeccién K : S(X) — S(Y7) y una biyeccion
V(X)) = V(YY) tal que p € J si v sdlosi &(p) € A(J). Ademads, para cada
lazo L de X, A(L) es un lazo de Y.

Esto prueba que las grificas X y» Y son isomorfas. Por tanto, .\ es




52 . CAPITULO 3. HIPERESPACIOS UNICOS

homeomorfo a }¥7.: 1B

Corolario  3.23" (E.” Castaiieda y» A. Illanes). Sean X y Y grificas,
supongamos qun F(XX') es-homeomorfo a F,,(Y"). Entonces .\" es homeomorfo
a Y,

3.5 'Productos simétricos 1tinicos

Lema 3.24. Si .\ es una grdfica, entonces £,(.\\") es un subconjunto abicrto
denso de F,(X). con un mimero finito de arco componentes.

Demostracién. Si n = 2 o 3, por los Lemas 3.4, 3.14 y 3.15, &,(\) =
F,(X)—~ R,(X). Sin >, por los Lemas 3.4, 3.10 » 3.11, &,(X) = F,.( N) —
(Fr-1(.N)UR,(.\)). Por tanto, en ambos casos, el conjunto G, (X) = F,(\X)—
(Frc 1 (N)URL (X)) estd contenido en £, (.Y). Por definicién £, (Y )—1?"(-\ ) =
{A € Fu(X): ANRN) =0} = (A € Fo(NV) : &4 C X — R(X)}. Claramente,
éste es un conjunto abierto en F,(.Y) ¥, por tanto, 2,(\) es cerrado cn
F,(.Y). Recordemos que Fj,—,(.\") es compacto.

De aqui se sigue que &£,(.\") es abierto en £, (X).

Dada 4 € F,,(X), como X — R(X) es un ahierto denso en .\, existe un
clemento 3 € F,O,(X) tal que B € N — R(\) y B estd tan cercano a .l
como queramos. completandole puntos a B, lo podemos conseguir de manera
que B tiene n puntos y entonces B € G,(X). Por tanto G,(.Y) es denso en
F,(.X). Como G,(-YV) € £,(.X). concluimos que &,(X) es denso en F,(\).

Como £,(X) es un abierto en un continuo localmente conexo. las compo-
nentes y las arco componentes de £,(.\) coinciden.

En ¢l caso en que n = 2 o 3, E,(\) = F.(XN) — R,(\X). Por el Lema
3.9 las componentes de F,(X) — 7,(.\") son todos los conjuntos de la forma
(intx(f1)....,intx(7;)), . donde [y, ..., . son aristas de X, diferentes entre si
v el mimero r varia en el conjuntoe {1,...,n}. E! nimero de tales posibles
combinaciones claramente eos finito. Por tanto, en este caso, £,(.Y') tiene un
mimero finito de componentes.

Supongamos ahora que n > 4.

Dada A € £,(\) sabemos que AN R(\) = @ (véase Lema 3.4), por lo que
existen aristas Jy, ..., J,n de X tales que A € (J1U...UJp)—R(X) y ANJ; # 0
para toda / € {1,....m}. Es decir, A € (intx(J1),....intx(Jn)),. Ahora
si B e (intx(N1), .o, intx (Jm)), es tal que (AN intx ()] = {BN intx(Ji)]
para toda 7 € {1....,m}, entonces B también tiene n elementos, por lo que
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B € &£,(\Y). Veremos que A y B estin en la misma componente de £,(\).
Para cada i € {1,...,m}, podemos identificar a inty(/;) con un subintervalo
de {0,1). Si AN inty(J;) = {'c(')....,a.f-‘)}, donde .L‘(l) < e < .r(r‘,) v BN
intx(J;) = {1/(),...,1/(')}, donde {7 < ... < 9. Simplemente definimos *
a : [0,1] — £,(X) por:

a(t) = U{{(1 - )=t w82, ., (1 — )2 + ¢80} 1 i e {1, ..., m}}.

Claramente o esti bien definida, a(0) = A » a(1) = B.

Ahora ya podemos ver que &,(.Y) tiene un mimero finito de compo-
nentes. Para empezar, s6lo hay un nimero finito de conjuntos de la forma
(inty(J1)....,intx (J)),,. donde m < n y cada J; es una arista de \'. Dado
un conjunto de la forma {intx (1), ..., intx (Jm)),. sélo hay un nimero finito
de manceras de escribir a n como suma de m mimeros naturales positivos,
n =ry+ ..+ r, (en orden). Dada una suma de la forma n = ry + ... + r,,,
por lo que vimos en el parrafo anterior, Lualquier conjunto de la forma
{A € &E(N) A e lintx (1), .., intx (), ¥ |AN mt\-(J.)I = r,; para cada
i€ {1.....m}} es un subconjunto conexo de 5,.(_\ ). la unidén de todos ellos es
£, (X) ¥ soélo hay un mimero finito. Por tanto &, (-X) tiene un mimero finito
de componentes.

Teorema 3.25. Sea .\ una griafica y Z un continuo tales que F,(\') es
homeomorfo a F,,(Z). entonces X es hoitneomorfo a Z.

Demostracién. De acuerdo con el Corolario 3.23, sélo tenemos cque
probar que Z también es una grifica. Por la propiedad (a) de la pdgina 877 de
[5]. Fu(\X), Fa(Z) ¥ Z son localmente conexos. Supongamos, por el contrario.
que Z no es una grifica. Por el Lema 3.7, £,(Z2) no puede ser un subconjunto
abierto » denso de F,(Z). con un mimero finito de arco componentes. Pero
£, (X)) s es un subconjunto abierto denso de F,(X'), con un nimero finito
de arco componentes 3, por la forma en que se definié £,(.X), si & es un
howmecomorfismo de F, (X)) sobre F,(Z) entonces hA(E,(X)) = £,(Z), asi que
£.(Z) deberia ser un subconjunto abierto denso de F,r(Z), con un mimero
finito de arco componentes. Esto es absurdo e implica que Z es una grdfica
finita. W

Pregunta 3.26. ,Existirdn una grdafica .X. un continuo Z ¥ mimeros
re.m € N tales que F,,(_\ ) es homeomnorfo a F,,,(Z) pero .\’ no sea homeomorfo
a Z? Por el Teorema 3.25, si la respuesta a esta pregunta es afirmativa
entonces n no I)‘l(‘(l(,‘ ser l&lh\.l a .
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Capitulo 4

Comparando con conos y
productos

4.1 Introduccion

El problema de determinar los continuos de dimensién finita tales que su
hiperespacio C(.\') es homeomorfo a su cono ha sido extensamente estudia-
do. Esto se puede ver en [2]. [9], [18]. [21]. [24], [26]. (28]. [30], [35], [38], [39].
[40} 3 [43]). Una discusién detallada sobre este tema puede ser encontrada
en las secciones 7T v 80 de [25]. El caso en que .X es hereditariamente descom-
ponible fue resuelto completamente por S. B. Nadler, Jr., en (33]. El mostré
que existen exactamente ocho de esos continuos que se ilustran en la figura de
la pigina 63 de [25]. En el caso en que .\ contiene un subcontinuo indescom-
ponible, se sabe que Y es tinico (ver el Teorema 80.12 de [23]), que X — Y es

conexo por trayectorias ¥ que Y tiene la propiedad del cono = hiperespacio.
Recientemente, A. Ilanes dio una caracterizacién de los continuos que tienen
la propicdad del cono = hiperespacio en {21].

Los continuos X para los que existe un continuo de dimensién finita Z
tales que C(.\Y) es homeomorfo al cono de Z han sido descritos completa-
mente. Usando un resultado previo de S. Macias (30}, A. Illanes ¥ M. de J.
Lépez dieron una lista de tales continuos, cuando .Y es hereditariamente des-
componible ([24]). EI caso en que X no es hereditariamente descomponible
fue completamente resuelto en [28].

Con respecto a los productos, A. Illanes mostré que un continuo X tiene
la propiedad de gque C(X) es homeomorfo al producto cde dos continnos no
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degenerados y de dimensién finita si y sélo si .\' es un arco o una curva
cerrada simple ([25, Teorema 79.2]).

En este capitulo consideramos estas problematicas para el hiperespacio
F2(Y). Probamos que:

Teorema 4.12. Si .\ es una grifica finita, entonces F»(.\X) es homeo-
morfo al producto de dos continuos no degenerados si ¥ sélo si .\" es un arco.

Teorema 4.15. Si X' ¢s una grifica finita, entonces F2(.X) es homeo-
morfo al cono sobre un continuo Z si y sélo si X es un n-odo simple o un
arco.

4.2 Resultados

Lema 4.1. Scan T,, ¥ 7,, un n-odo » un m-odo simples, respectivamente.
Si 2 < m < n, entonces T, x [0, 1} no sc puede encajar en T,, x {0, 1].

Demostracién. Sean N = T, x [0,1] ¥ ¥ = T,, x [0,1], ponemos
T = pay U... Upa, _v T = qby U ... U gby,, donde los conjuntos pa; ¥ qb;
son arcos, pa; N pa; {p}, sii # 7y qbe M qb, {q}, si & % r. Sean
Cx = {p} > [0.1]. C\- = {p} % (0,1). Cy- = {q} x [0 1] y C3- = {q} = (0,1).
Supongamos que existe un encaje h: X — ¥,

Afirmaciéon. A(Cx) € Cy-.

Suponga por ¢l contrario que existe un punto (p,t) € Cx tal que h(p,t) =
(1. 8) ¥ ¥ ¥ g. Podemos suponer que y € gb; — {¢}. Por continuidad, existe
un n-odo simple T C 7, ¥ un arco J C {[0,1] tal que (p,.t) € T x J ¥
h(T = .J) C (qby — {q}) = [0, 1]. Esto implica que el producto T x .J puede
ser encajado en [0.1]%2. Esto contradice el Lema 2.16 ¥ completa la prueba
cde la afirmacion.

Fijemos un punto x¢ € C%\. Ya que h(C%) es homeomorfo a R » estd
contenido en el arco Cy-, tenemos que Cy — h(C%) es compacto y xo €
h='(Cy- — h(CY%)). Euntonces existe un n-odo simple T € 7, y un arco J C
(0. talquexg €T x.J C X — h~'(Cy — h(C%)). Sea D = {p} x .J. Dado
un punto 2 € (T x .J) — D, se tiene que h(xz) € Cy — A(CY). En efecto, pues
si h(x) € Cy-, entonces h(z) € h(C% ). De maneraque x € C.N(T x.J) = D
Esto contradice la eleccion de z y prueba que h(x) € Cy. Hemos demostrado
que h({(T' x.J)— D) € Y —Cy-. Supongamos que T = pc,U...Upc,. donde cada
c; € pa; — {p}. Ya que las componentes de A((T x .J) — D) son los conjuntos
h((per — {p}) < J). ... h((pen — {p}) x J) ¥ las componentes de ¥ — Cy- son
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los conjuntos (separados) (qb, — {¢}) < [0,1], ..., (¢b, — {q}) x [0,1] ¥ m <,
podemos suponer que h{((pey—{p}) <. J)VA((pe2—{p}) =< .J) < (qby—{q}) %[0, 1]
¥y h({pes — {p}) x J) < ((4b1 ~ {a}) U (ab2 — {q})) ='{0, 1]. "Asf que

2(((per — {P}) U (pe2 — {PH U (pcs — {p})) x J) <
(qby U gbs) < [0, 1].

Por tanto, A((pcy UpcaUpes) x J) € (qby Ugb:) x [0, 1]. Esto es imposible
ya que ¢l producto de un triodo simple y un arco no se puede encajar en el
plano (Lema 2.16). Con esto, la prucba del lema queda completa. @R

Lema 4.2, Sean T,, v T, un n-oco y un m-odo simples, respectivamente.
Entonces T,, x T, es homeomorfo al cono sobre la grifica completa bipartita
Kyone

Demostracién. Supongamos que T, = U, fe; ¥y T,, = JL,0'ef,
donde {e,....en} ¥ {e},.... €}, } son las respectivas bases canonicas de los es-
pacios vectoriales R* y R™, respectivamente. Supondremos que {e;,...,e,} N
{eh.....eln} = 0, ademss & y &' son los respectivos origenes de R" y R™,
ademads fe; » 0'¢; son los segmentos que unen a @ con e; v § con e}, respec-
tivamente.

Sea Z = {(z,y) € Tp X Tin:x € {e1,...,en} oy € {€],..., e, }}.

Afirmacién. Z es homcomorfo a Ay .

Para probar esta afirmacion, necesitamos definir los vértices y las aristas
de Z. Sean U = {(e;,0') :ie€ {1.....,.n}} ¥y V= {(8,¢}) : j € {1,...,m}}.

Para cada i € {1,...,n} y cada j € {1,...,m}, sca

A= ({ei} x e U (Bei x {ej]).

Claramente, A, ; es un arco que une a (e;, &) con (6, €j). Ahora suponga-
mos que existe un punto (x,y) € Ai; N Ag,r ¥ (i, J) 5# (k,r). Consideramos
cuatro casos:

Caso 1. (x,y) € ({ei} x 0'e}) N ({ex} x O'e}). Entonces ¢; = ex y y €
@'c; NO'e,. De modo que, i =Xk. j#r yy=480. Asi que (z.y) = (e, 8').

Caso 2. (x,y) € ({e:} x ¢'e}) M (fex x {e}}). Entonces = = e; € fex y
y=-e, € 0'¢;. De manera que e; = exr y e, =ej. Asiquei =ky r=j. lo
gque es una contradiccién. Por tanto, este caso es imposible.

Caso 3. (z.y) € (8e; x {e}}) M (Per % {e}}). Como en el Caso 1, se llega

aque (&, y) = (8.¢5) = (0.¢)).
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Caso 4. (x,y) € (9e; x {e5}) N ({ex} x 8'e}). Como en el Caso 2, se sigue
que también el Caso 1 es imposible.

v Ay, sélo se pueden intersectar en

Por tanto, dos arcos diferentes A; ;
Sus extremaos.

Hemos mostrado entonces que el conjunto de vértices L{UV y el conjunto
de aristas A;; forman una grafica completa bipartita la cual es equivalente
a KNyn.

Yaque Z = | J{A;j:ie {1,....n} y 7 € {1.....in}}, la afirmacién queda
probada.

Ahora tomamos F : cono(Z) — T, x T, dada por F({z,y).t) = ((1 —
t)x, (1 — t)y). Claramente, F es continua. Para mostrar que F es inycctiva.
supongamos que F({(x,y),t) = F((u,v),s). Entonces (1 — ) = (1 — s)u y
(1 —t)y = (1 — s)v. De ladefinicién re Z, podemos suponer que @ = e; para
alguna i € {1,..., n}. Consideremos cuatro casos:

Caso 1. u = ey para alguna b € {1,...,n} vy t # 1. Ya que (1 — t)e; =
(1 —s)ep. sesigueque t =s v e; =er. Yaque (1—t)y = (1—s)v, concluimos
que y = v.

Caso 2. 1 = e paraalguna bk € {1,...,n} vyt = 1. Ya que (1 — t)e; =
(1 — s)ex. se sigue que s = 1. Entonces, ((a, y),t) v ((v, v), s) representan el
mismo punto en cono(Z).

Caso 3. v = e} para alguna r € {1,...,m} ¥y t # 1. Ya que (1 — t)e; =
(1 — s)u, (1 — e, = (1 — s)u|. Esto implica que 1 — ¢t <1 — 5. Por otra

parte. [(1 — t)y| = |(1 — s)el| esto implicaque 1 - ¢ > 1 — s. Entonces s = ¢.
Asiquoe v =e¢; = v y=¢,. = v.

Caso d. v = ¢} paraalgunar € {1,....m} y ¢t = 1. Entonces 8 = (1—¢)y =
(1 — s)el. Esto implica que s = 1. De manera que, ((@,¢),t) 3 ((u,v),s)

representan el mismo punto de cono(2).

Ahora mostraremos que F es suprayectiva. Seca (z,y) € T, x T,,. En-
tonces & = «e; ¥ y = be} para algunas a,b € {0,1]. 7z € {1,..,n} vy j €
{1....,m}. Podemos suponer que a < b. Si b = 0, entonces (x,y) = (z,0) =
F((ei,8),(1—a)). Si b # 0, entonces (x:,y) = F(((a/b)e;. €}),1—b). Esto com-
pleta la prueba de que F es suprayectiva. Por tanto, F es un homeomorfismo
¥ termina la prueba del lema. @

Convenciones 4.3. Dados unos espacios topolégicos .X » Y ¥ puntos
p € X v g € Y, escribimos (\X,p) = (}.¢g) si existe un homeomorfismo
Ff XN = Y tal que f(p) = g. Dado un n-odo 7, con corazén z ¥ puntos
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terminales =i, ..., 5. sea Z, = {A € F5(T,) : z: € A paraalgiini € {1,...,n}}.
En el Lema 2.3 se demostrd que F2(T,,) es homeomorfo a cono(Z,).

Lema 4.4. Sean X una grifica y p,q € XN. Entonces el clemento A =
{p,q} tiene una base de vecindades B en Fa(.\') con la propicdad de que para
cada U € B:

(a) si ord(p,.X) =1 0 2 y ord(q,-X') = 1, entonces (U, A) = ([0, 1], (0, 0)),
(b) si ord(p, X') = 2, p # q y ord(q, X') = 2. entonces (U, -\) = ([0, 1]%, (4, 1)),
(¢) si ord(p,.\') = 2 » p = q, entonces (U, 4) = ([0. 1]?, (0, 0)).

(d) si ord(p, X)) = 1 y ord(q,.X) = m = 3, entonces (U, A) = ([0,1] =
Tn- (0, 2)). donde T;,, es un m-odo simple 3 = es el corazén de Ty,
(e) si ord(p,.\N) = 2 v ord(q,.X) = m = 3, entonces (U,\) =~ ([0,1] x

Tins (%. z)). donde Ty, es un rn-odo simple » = es el corazéon de T,

() si ord(p. X)) = n > 3, p £ q y ord(q,\N) = m = 3, entonces (U, ) =
(cono (K, ). v), donde v es el vértice de cono(R'p n),

(g) si ord(p, X) =n = 3, y p = q, entonces (L, .A) = ( cono(Z,), v), donde v
es el vértice de cono(Z,) y Z, fue descrito en Convenciones 4.3.

Demostracién. Dados puntos p, ¢ € .\ tales que p % ¢, existen bases de
vecindades cerradas » conexas A7 v L de p ¥ ¢, respectivamente, en X tales

que: (i) si ord(p. X') = 1, entonces A7 es un arco ¥ p ¢s un punto terminal de
N (ii) si ord(p, X) = 2, entonces A7 es un arco ¥ p no es un punto terminal
de A (iii) st ord(p, X') = n > 3. entonces A" es un n-odo simple ¥ p es el

corazén de A'. El conjunto L satisface propiedades anilogas, dependiendo
de ord(q, \'). Notemos que podemos pedir que A y» L son ajenas. asi que
K x L es homeomorfo a la vecindad (K. L), de A = {p,q} en F;(.\X) (con el
homveomorfisino que envia al par (z, ) en el conjunto {x, y}).

En el caso de que p = ¢, podemos escoger una base de vecindades A de
p como en el parrafo anterior ». en este caso, el conjunto ('), = FR(HK) es
un vecindad de A = {p}.

Con las observaciones de los parrafos anteriores y el Lema 4.2, la de-
mostracion de este lema ya es clara. 8

El siguiente lema nos da una descripcién de las vecindades de un punto
en el producto de dos grificas. La demostracién es inmediata ((e) se sigue
del Lema 4.2).

Lema 4.5. Sean Y y Z griificas y € Y 'y = € Z. Entonces el elemento
- = (y.:z) tiene una base de vecindades B con la propiedad de que, para
cada U € B5:
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(a) si ord(y.¥) =1 0 2 y ord(z, Z) = 1, entonces (Z{, 4) == ([0, 1]*. (0. 0)).
(b) si ord(y,¥) = 2 ¥ ord(z, Z) = 2, entonces (U, ) = ([0. 1]3, (4, 1)),

(c) si ord(y.Y) = 1 y ord(5,Z) = m = 3, entonces (U, A) = ([0,1] x
T, (0, 2)). donde T, es un me-odo simple y = es el corazén de T,

(d) si ord(y,Y) = 2 y ord(s,Z) = m = 3. entonces (U, 1) =~ ([0,1] x
Tons (%. =z)). donde T, es un rn-odo simple ¥ = es el corazon de 7,,.

(¢) st ord(p, N) = n > 3 y ord{(q. XN} = m = 3, entonces (U, A) =
(cono(MNy,.m). ). donde v es el vértice de cono(Ny,m).

Lema 4.6. Supongamos que Ty ¥ 7, denotan un triodo » un n-odo
simples, respectivamente. Entonces F5(73) no se puede encajar en 7, x {0, 1].

Demostracién. Supongamos. por el contrario, (ue existe un encaje
h: Fp(Ty) = T, x [0,1]. Sean p el corazon de Tz ¥ T = {{p,xr} € Fo(T3) :
x € Ty}, Notemos que T es homeomorfo a T3, Sca z ¢l corazén de T,,.
Dado & € T3 — {p}. existe un arco J en T3 tal que J es una vecindad de o
v p & J. De modo que existe un subtriodo simple S de Ty tal que p es el
corazon de § » SN .J = @B Entonces cada vecindad de {p,x} en Fo(7T3) que
estd contenido en (77, .J), conticne una copia topolégica del producto S x .J.
Ya que este espacio no puede ser encajado en el plano » las componentes
de (T, x [0,1]) — ({z} x [0,1]) son conjuntos aplanables, concluimos que
R({p.x}) € {z} % [0.1] para cada & # p. Por la contimiidad de h, #(T) c
{z} x [0.1]. Esto ¢s imposible ya que un arco no contiene un triodo simple
(csto es bastante claro, pero aprovechando el lenguaje que hemos usado en
este trabajo, podemos decir que un triodo simple es una l-sombrilla que no
puede ser cncajada en R!'). Esta contradicciéon prueba el lema. @

Lema 4.7. Sea 7, un n-odo simple con corazén p. Entonces no existe
un continuto Z que tenga un punto = € Z v vecindades cerradas A v B de
= en Z tales que A © B, (B,z) = (cono(A ), vértice de cono(Arm)) ¥
(A.2) = (Fa(Tw), {p})-

Demostracién. Supongamos, por ¢l contrario que existen un continuo
Z, un punto =z € Z s vecindades cerradas 4 » B de z en Z tales que 4 C
B, (B,z) == (cono(Ir.m,), vértice de cono(N,,m)) ¥ (o, 2) = (Fo(T%), {r}).
Sean h : B — cono(~,,,) ¥ g : F2(Tn) — A homcomorfismos tales quc
h(z) = v ¥ g({p}) = =. donde v cs el vértice de cono(~,,,). Sea 11”7 un
subconjunto abierto de Z tal que z € 11" < 4 — h~'(A,,, x {0}). Sea
q € T,, — {p} tal que g({¢}) € 1V". Entonces existe un arco .J C T, — {p} tal
que J tiene puntos terminales u v v, .J — {u. ¢} es un subconjunto abierto
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de 7o, g € J — {u,v} ¥y g(Fe(J)) < W. Asi que g(Fa(J — {u,v})) es un
subconjunto abierto de 4. De modo que, existe un subconjunto abierto U7
de Z tal que g(Fal(J — {u,v})) = ANU = ANUNW = U NI, Asi
que g(F2(J — {u, v})) es un subconjunto abierto de Z que contiene a g({gq})-
Ya que (FalJ — {u.v}). {q}) = ([0.1)2.(0,0)). tenemos que (h(y(Fa(J —
{u, o), h(g({g}))) = ([0.1)%.(0.0)).

Por otra parte, cl conjunto V7 = A(g(F:(J — {u. }))) es un subconjunto
abierto de cono(Kr ) — (A x {0}) que contiene el punto y = h(g({q})) v
satisfuce (V, 1) = ({0.1)%, (0,0)). Sin cmbargo, es ficil mostrar que Ky,
es un grifica sin puntos terminales. De modo que, ¢s imposible que ol
punto y € cono(A,,,) — (Kr,m % {0}) tenga una vecindad 17 tal que (V) y) =
({0. 1)2,(0.0)). Esta contradiccion prucbha ¢l lema. B

Lema 4.8. Scan .\ una grifica » ¥ un continuo de Peano. Si Y x [0, 1]
puede ser encajado en Fa (W), entonces ord(y.Y7) es finito para toda y € Y.

Demostracién. Supongamos, por el contrario. que existe un punto y €
Y tal que ord(y.Y") es infinito » supongamos también que existe un encaje
h Y x[0,1] = F3(X). Sea R = {A € Fa(X) : cada elemento de A es
un punto de ramificacion de N} Ya que R es finito, A~ (R) es finito. De
modo que, existe un subarco ./ de [0.1] tal que H({y} x J) C Fa(N) — R.
Sea m = max{ord(x. X) : . € XN}. Ya que ord(y.Y") es infinito, existe un
(111 + 1)-odo simple T4 en Y tal cque y es el corazén de T4 (Teorema
2.2). Fijemos t € J. Ya que A(y.t) € Fa(N) — R. h(y.t) es un clemento de
F2(X) de una de las formas descritas en los incisos (a). (b). (¢), (d) o (e)
del Lema -4 tenemos que iy, ¢) tiene un vecindad U en F2(\\) de la forma
7 % [0.1], donde T es un arco o un r-odo simple para alguna r < m. Por la
continuidad de k. existe un subarco L de J » un (in + 1)-odo simple S,,4+1.
contenido en Ty, tal que 1(S,,4+1 ¥ L) C U. De modo que. es posible encajar
producto S,,41 x L en 77 x [0, 1]. Esto contradice ¢l Lema 4.1 y» completa la
demostracion de este lema. B

Lema 4.9. Scan 7, un n-odo simple » Y un continuo de Peano. Si
¥° x {0, 1] puede ser encajado en T, x [0, 1], entonces el niimero de puntos
y € Y tales que ord(y,Y) > 2 es finito.

Demostraciéon. Sca p ¢l corazén de T,,. Supongamos, por el contrario.
que el mimero de puntos y € 1 tales que ord(,Y") > 2 es infinito » que existe
un encaje i 1 Y x [0,1] — T, x [0.1]. Escojamos una sucesién de puntos
diferentes yy . ya, ... tal que ord(w;. }7) > 2 para cada i € 2V y supongamos que
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Ifmy,, = yo para algiin yo € Y.

Dada, n € N v t € [0, 1]. por ¢l Teorema 2.2 cada vecindad de /i(yn, t)
contiene una copia topoldgica del conjunto T3 x [0, 1], donde Ty es un triodo
sirnple. Como (7;, x [0.1]) — ({p} x {0,1]) es una unién finita de conjuutos
abiertos homeomorfos al espacio (0, 1] x [0. 1], tenemos ¢ue h(y.,t) € {p} x
{0. 1]. Hemos mostrado que A({y.}=[0.1]) < {p}=[0. 1] para cadan € N. Por
la continuidad de &1, h{({yo} =< [0.1]) € {p} x[0,1]. De modo que, los conjuntos
h({m} > (0,1D. A({y2} x [0.1]), ... son continuos no degenerados, ajenos dos
a dos ¥ contenidos en el arco {p} x [0. 1] » que convergen a h({y} =< [0.1]).
Esto no puede ocurrir en un arco. Esta contradiccion completa la prucebha del
lema. M

Lema 4.10. Sean .\ una grifica y ¥ un continuo de Peano. Si Y™ x {0, 1]
puede ser encajado en F(.\), entonces ¢l mimero de puntos y € Y tales que
ord(y,¥") > 2 es finito.

Demostracién. Supongamos, por cl contrario, que el niimero de puntos
y € Y tales que ord(y, ¥7) > 2es infinito y que existe un encaje b : ¥ % [0,1] —
F,(X). Escojamos una sucesion de puntos diferentes entre sf 1y, ya2, ... tal que
ord(yi, ¥) > 2 para cada i € N y supongamos que limy, = yp para algin
Yo € Y.

Dada ¢t € [0.1], cada vecindad de hi(yo,t) contiene puntos de la forma
h(yn.t), ¥y entonces por el Teorema 2.2 cada una contiene copias topolégicas
del conjunto T3 x {0. 1], dende Ty es un triodo simple. De modo que Ni(yg, t)
no ecs de ninguna de las formas descritas en los incisos (a), (b) » (¢) del Lema
Ll

Sea A = {4 € Fu(XN) : 4 c R(\)} Ya que A es finito, existe un arco
J < [0,1] tal que A({yo} x J)N.A = (. Entounces, 1(yo,t) no es de ninguna de
las formas descritas en los incisos (f) » (g) del Lema L. para ninguna ¢t € J.

Fijemos to € J. Por los parrafos previos, hi(ye, tp) es de una de las formas
(1) o (e). En ambos casos, A(ye. to) tiene un vecindad & de la forma T, x
[0, 1] para algiin n-odo simple 7,,. Sea 3] una vecindad cerrada, conexa v
localmente conexa de yo en Yy L un subarco de JJ tal que A(Y] %< L) < U. Ya
qtie Y contiene una infinidad de puntos y tales que ord(y, Y1) > 2, obtenemos
una contradiccién con ¢l Lema 4.9. Esto termina la demostracion de este
lema, W

Lema 4.11. Sea .\ una grafica. Si F3(.Y') es homeomorfo al producto de
dos continuos no degenerados Y » Z, entonces Y7 vy Z son grificas.
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Demostracién. Ya que .\ es localmente conexo, Fa(X') también es
localmente conexo. De modo que Y y Z son localmente conexos. Fijemos
un arco J en Z. Entonces Y x J puede ser encajado en Fu(X). Por los
Lemas 1.8 y 4.10, ord(y, ¥7) os finito para toda € 17 » el mimero de puntos
y € Y tales que ord(y. YY) > 2 es finito. Por cl Teorema 2.1, ¥ es un grafica.
Similarmente, Z es un graficn. B

Teorema 4.12. Sea .\ una griafica. Entonces Fa(.X') es homceomorfo al
producto de cdos continuos no degenerados ¥ » Z si v sélo si X es un arco.

Demostracién. Ya que F([0, 1]) es homeomorfo a [0, 1]2, la suficiencia
es inmediata.

Ahora probemos la nccesidad.

Primero mostraremos cque X no contiene puntos de ramificacion. Supon-
gamos, por el contrario, que .\ contiene un punto de ramificacién p. Sea
h : FR(XN) — Y x Z un homeomorfismo. Por el Lema 4.11, Y y Z son
grificas.

Ya gque el punto p tiene una base de vecindades en X de la forma 73,
donde T, es un m-odo simple, p es el corazén de T, y m = ord(p, X},
tencemos que {p} tiene una base de vecindades en F,(X) de la forma Fo(T,).
Por el Lema 4.6, los conjuntos de la forma F,(7,,) no pueden ser encajados
en conjuntos de la forma 75, x [0, 1}, donde T, es un n-odo simple. Usando
el Lema 1.5, h(p) es de la forma A(p) = (y.z) para algin y € Y™ » algiin
z € Z tales que ord(y,Y ) =r =2 3 vy ord(z,Z) =5 2 3. Por la parte (e) del
Lema 4.5, (y, 2) tiene una base de vecindades 5 en YW %< Z con la propiedad
de que, para cada U e B, (U, (y, =) = (cono(\,,}, v}, donde ¢ es el vértice
de cono(K,.). Ya que i es un homeomorfisimo (, ) también tiene una base
de vecindades By en Y x Z con la propicdad e que, para cada V € By,
(V. (y.2)) = (Fa(T).-{r}). Dc acuerdo con ¢l Lema 1.7, esto es absurdo.
Hemos probado que X no conticne puntos de ramificacién. De modo que .Y
es un arco o una curva cerrada simple. Si .X es una circunferencia. entonces
Fa(X) es homeomorfo a la banda de Mobius. De modo que F2(.XY) no es
homeomorfo al producto de dos continuos no degencrados. Esto prueba que
X no es una curva cerrada simple. Por tanto, .X es un arco. i

Teorema 4.13. Sea .\ una grifica. Si Fu(.\Y) es homecomorfo al cono
sobre un continuo Y, entonces Y es una grifica.

Demostracién. Ya que X es localmente conexo, Fp(X) también cs
localmente conexo, de manera que Y es localimente conexo. Ya que Y x [0, %]
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puede ser encajado en Fu(.X), por los Lemas 4.8 » 4.10, ord(y,} ) es
para toda » € Y} y el niimero de puntos y € Y tal que ord(y.Y) > 2 es
Por el Teorcma 2.1, Y es una grafica. i C

finito
finito.

Lema 4.14. Sea .\ una grifica. Si F2(.\) es homeomorfo al cono sobre
un continuo Y7, entonces X' es unicoherente.

Demostracién. Supongamos, por ¢l contrario que .\ no es unicohercente.
El espacio .\ es un continuo localmente conexo, lo cual implica (Teorema 1.3)
que F3(.\) no es unicoherente. Por (13, Teoremas 2 » 3] y [33], existe una
fuucién continna f : F3(\N) — S', donde S! es la circunferencia unitaria en
el plano, tal que f no es homotdépica a una funcion constante. Como cono(}™)
es contraible, £5(.\) es contraible, entonces toda funcién continua de Fa(\)
a S!' es homotdpica a una funcién constante. Esta contradiceién completa In
demostracion del lema. B

Teorema 4.15. Sca .\ una gréaficn. Entonces F3(X') es homeomorfo al
cono sobre un continuo Y si y sélo si .\ es un n-odo simple o un arco.

Demostracién. (Necesidad). Por el Lema 4.13, ¥~ es una grédfica. Sea i :
F»(X') — cono(Y’). Primero mostraremos que si p es un punto de ramificacion
de X v v es el vértice de cono(}’) entonces A({p}) = v. Supongamos por el
contrario cue A({p}) = (y,t) para alguna ¢t € [0,1). Ya que }  es un grifica.
(y, t) tiene una base de vecindades 5 en cono(}’) tal que, para cada U € B.
U es de la forma [0, 1] x 7", donde T es un arco o un r-odo simple. Por otra
parte, {p} ticuc una base de vecindades de la forma F2(7,,), donde m =
ord(p, X)) ¥ T, es un m-odo simple. Por el Lema 4.6, las vecindades badsicas
de {p} no pueden ser encajadas en las vecindades bdsicas de (y,t). Esta
contradiceidn prueba que A({p}) = v.

Como A es inyectiva, concluimos que X' tienc a lo mds un punto de rami-
ficacion. Dado que X es unicoherente (Lemma 4.14), obtenemos ¢que X es
un arco o un n-odo simple.

(Suficiencia). Es inmediata del Lema 2.3. @
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Abstract

A metric, compact, connected space is a continuurn. For a given positive
integer n and a continuum .\ the n*-symmetric product of X is the space
consisting of all nonempty subsets of .\, having at most n elements. with the
Hausdorff metric, in this work, the following results are shown:

1. An example of a unicoherent continuum whose second syminetric procl-
uct is not unicoherent.

2. The nth-symmetric product of X' can be embedded in the n-dimensional
cuclidean space (n = 2, 3) if and only if X is an arc.

3. If X contains a simple 3-od or a homcomorphic copy of the capital
letter H then its second symmetric product cannot be embedded in the 3-
dimensional cuclidean space. MNoreover, we characterize locally connected
continua .X for which its second symmetric product is embeddable in the
3-dimensional euclidean space.

1. If n*-symmetric product of X' is homeomorphic to n**-symmetric
product of Y, where .X is a finite graph and Y} is a continuum, then .\ is
homeomorphic to Y

5. If X is a finite graph. then the second symmetric product of .Y is the
cone over some continuum Y if and only if .\ is a simple n'*-od or an arc.

G. If .\ is a finite graph, then the second symmetric product is a product
of two nondegenerate continua if ‘and ounly if .\ is an arc.
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