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Introducciéon

La Investigacién de Operaciones es una herramienta esencial para la modelacién
de problemas que requieren los estrategas capaces de tomar decisiones con sustento
matematico.

A lo largo de mi formacién profesional tuve la oportunidad de introducirme a la
Investigacién de Operaciones y el Andlisis de Redes, en ellas hallé una motivacion,
misma que me ayuddé a definir el camino hacia la elaboracién de este trabajo. En
el estudio de la Investigacién de Operaciones me encontré con la metodologia de la
Programacion Lineal la cual contiene el paradigma que centra la toma de decisiénes
en un solo objetivo representado por una funcién de criterio. La primera vez que
estudie ésto me parecié extraordinario y me surgié inmediatamente una pregunta:
{Qué sucede cuando tenemos muchas funciones criterio con diversas perspectivas?
Esta pregunta fue resuelta cuando me enteré que existia otra rama de la Teoria
de Optimizacién: La Teoria Multi-objetivos, de la cual la Programacidon por Metas
Lineal es una herramienta fundamental para su resolucién.

Este trabajo consta de cuatro capitulos y cuatro apéndices. Mi intencién es ayudar
al lector no familiarizado con el tema a la comprensién del texto y de fomentar su
interés en otras ramas afines.

En el primer capitulo presentaré una breve introduccién a la Programacién por
Metas asi como parte de su desarrollo histérico, también mostraré la formulacién
general de los problemas de Programacién por Metas Lineal. En la segunda seccién
estableceré los criterios necesarios para el desarrollo de la Teoria de Variables de
Desviacion las cuales son piezas clave en la formulacién y resoluciéon de problemas
de Programacion por Metas.

En el segundo capitulo presentaré una breve introduccién de los algoritmnos mas
importantes de la Programacién Lineal: El Algoritmo Simplex, el Método de la gran
M y el Método de las Dos—fases, los cuales son bdsicos para la resolucién de pro-
blemas de Programacion por Metas porque existen modificaciones de estos que son
utilizadas en el desarrollo del presente trabajo.

En el tercer capitulo, el central de esta tesis, estableceré la formulacién, desarrollo

IX



x INTRODUCCION

y solucién de los problemas que pueden ser resueltos mediante la Programacién
por Metas desde sus diversas alternativas: Programacidn por Metas Sin Prioridades
que resolveré mediante el Algoritmo Arquimediano y Programacidon por Metas Con
Prioridades en el cual se cubrirdn tres algoritmos distintos para solucionar los prob-
lemas de este tipo: El Algoritmo Secuencial, el Método Directo (que es una modifi-
cacién del método de la gran M) y el Algoritmo Simplex Lexicogrédfico (que es una
extension del método de las dos-fases de la Programacién Lineal). También expon-
dré cada uno de los algoritmos de forma detallada para que el lector los comprenda
mejor.

En el cuarto capitulo utilizaré una aplicacién ya realizada en la Ciudad de Oviedo,
Espafia, para elaborar un plan de asignacién eficiente de recursos a un sector del
Servicio de Salud Piblica Espaiiol con el fin de proporcionar al lector un ejemplo
de como se esta utilizando esta herramienta para solucionar problemas grandes de
manera eficiente en otras partes del mundo. En la segunda parte del capitulo pre-
sentaré una alternativa al criterio estadistico de Minimos Cuadrados de los modelos
del Andlisis de Regresidn Lineal Simple, ya que este problema originé los primeros
estudios de la Programacion por Metas Lineal. En esta parte ofreceré un panorama
amplio de las formas de resolucién del andlisis de regresién por minimos cuadrados
y mediante un ejemplo numeérico lo relacionaré con la forma de solucionar estos pro-
blemas por medio de la Programacién por Metas sin Prioridades y estableceré sus
principales diferencias.

La dltima parte esta formada por cuatro apéndices en los cuales hablaré de la
Historia de Programacidn Lineal, ya que considero que es necesario reconocer todos
los estudios heredados a las nuevas generaciones interesadas en esta area de las
matemadticas; también daré un concepto general de los resultados mas importantes
del Algebra Lineal ya que es la base matematica de la Programacién Lineal y en la
tercera parte hablaré un poco de los conceptos basicos de la Programacion lineal,
con €l fin de que el lector, que apenas se introduce a la Investigacién de Operaciones
motivado por este trabajo, no se vea confundido con las notaciones matematicas y
se interese un poco mds por el estudio a futuro de esta especialidad. Finalmente
ofreceré al lector las rutinas empleadas en el programa de LINDO 6.1 para resolver
las aplicaciones del capitulo cuatro.

A lo largo de esta tesis utilizaré dos programas computacionales: WinQSB y LINDO
6.1, el primero lo emplearé en el desarrollo de problemas que requieran del método
de la M para su solucién asi como para problemas pequefios que requieran de poco
tiempo computacional y cuya exactitud no se vea alterada de forma representativa,
y el programa de LINDO lo usaré para resolver problemas mas extensos y que
requieran una mejor aproximaciéon numérica.

Este trabajo tiene el objetivo de difundir a la Programacién por Metas por ser
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un drea poco explorada en nuestro pais, tanto en las empresas como en el drea de
investigacion. También quiero ofrecer una alternativa a la gente no involucrada con
este tipo de formacién pero que reconoce en la Programacién por Metas y en el resto
de las ramas de la Programacién Matemdtica, una alternativa para la mejora de su
quehacer profesional, sus negocios y cualquier otro rubro en el que pueda hallarle
una aplicacidn.

Esta tesis va dirigida a estudiantes y profesores de las carreras de Actuaria, Matema-
ticas, Ciencias de la Computacién e Ingenierias as{ como a todos los profesionales que
requieren de este tipo de sustentos matemadticos, para llevar a cabo una planeacién
y toma de decisiones eficiente en su labor.

El Autor
V.M.G.G.



Capitulo 1

Conceptos basicos

Este capitulo tiene como objetivo presentar los conceptos necesarios tanto para la
formulacién como para la resolucién de problemas de Programacién por Metas Li-
neal. El desarrollo se llevard a cabo de la siguiente manera: En la seccién 1.1, veremos
la Programacidén por Metas Lineal desde sus origenes, también indicaremos la mane-
ra general de formular problemas que podemos resolver mediante esta metodologia
para asf familiarizarnos con los algoritmos de resolucién especiales de esta rama de
la Programacidn Matemdtica; en la seccién 1.2 veremos la Teoria de las Variables
de Desviacion, herramienta fundamental para la elaboracién de los modelos de la
Programacién por Metas Lineal asi como un panorama general de la introduccién
de estas variables a estos modelos.

1.1. Introduccién a la Programacién por Metas

La naturaleza del mundo en que vivimos involucra sistemas no deterministicos,
los cuales en su dindamica e interaccién poseen una extensa variedad de objetivos
inconmensurables y conflictivos entre si.

Los individuos capacitados para resolver y desarrollar este tipo de problemas, lla-
mados decisores o “tomadores de decisiones”, por lo regular se dedican a tratar
de englobar la gran gama de objetivos en uno solo debido a que solo conocen la
Programacion Lineal, lo cual los lleva a no obtener una solucién éptima para esta
clase de problematicas. Esto se debe a que los procesos de toma de decisiones se
han venido analizando tradicionalmente sobre la base de un paradigma que puede
esquematizarse de la siguiente forma:

1 Se establece el conjunto de soluciones posibles o factibles del problema de
decisién analizado.



2 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

2 Fundandose en un criterio, se asocia a cada solucién o alternativa un valor
numérico que representa el grado de deseabilidad que tiene para cl centro de-
cisor o gerencia, es decir se establece una ordenacién de las soluciones factibles.

3 Por medio de técnicas matemadticas se procede a buscar entre las soluciones
factibles aquélla que posec un mayor grado de deseabilidad. Dicha alternativa
es la solucién éptima.

Este marco de andlisis es el que subyace a cualquier problema de decisién realizado
dentro del paradigma tradicional de la optimizacién. Los problemas de decision
abordados por medio de la Programacién Matemaética son ajustados a este tipo de
estructura tedrica. Asi, en este tipo de problemas las soluciones posibles se ordenan
conforme a un cierto criterio que representa las preferencias del centro decisor. Esta
funcidn de criterio recibe el nombre de funcién objetivo y recurriendo a técnicas
matematicas se establece la solucién éptima como aquella solucién factible para
la que la funcién objetivo alcanza un valor éptimo. )

Desde un punto de vista empirico, el marco tedrico anterior presenta importantes
debilidades que lo desvia de los procesos reales de tomas de decisiones. Es por ello
que en muchos casos de la vida cotidiana, los centro decisores no estin interesados
en ordenar las soluciones factibles respecto a un unico criterio, sino que desean
efectuar esta tarea conforme a diferentes criterios que reflejan sus particularidades
y preferencias, es por esto que la Programacién por Metas es una herramienta
clave, que necesitamos para el desarrollo de las necesidades de un mundo globalizado.

El desarrollo inicial del concepto de Programacidn por Metas fue concebido en 1952,
pero el principal desarrollo se llevs a cabo hasta 1961 por Charnes y Cooper, debido
a que buscaban un modelo que se adaptara al Andlisis de Regresion y en su biisqueda
hallaron una aproximacién general a la Programacidon Multi-objetivos.

Esencialmente Charnes y Cooper propusieron un modelo y una aproximacién que
enfocaron como un problema de Programacion Lineal donde existen problemas con-
funciones que tienen objetivos conflictivos entre si 0 que estdn jerarquizados, que son
tratados como restricciones en un problema en el que es imposible satisfacer todos
al mismo tiempo. En el modelo se propone convertir los objetivos en metas, dicha
conversién se debe a la asignacién de niveles de aspiracién al lado derecho de cada
objetivo y también minimizar la suma de los valores absolutos de las desviaciones de
cada objetivo de su meta deseadal. En el articulo de Charnes y Cooper propusieron
un algoritmo para la Programacién por Metas denominado Lezicogrdfico en el que
se utiliza una modificacién del Método de las Dos Fases de la Programacién Lineal
denominado “Método Extendido de las Dos Fases” o “Simpler Multi-fases”.

1Es decir teéricamente hay que minimizar las distancias tipicas acordes a las normas Lo, L1yL»
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Para comenzar con el estudio de la Programacién por Metas definamos primero lo
que es una meta:

Meta Una meta se define como el propdsito de alcanzar un objetivo o la deter-

minacién para lograr algo, es decir, expresa nuestros deseos por alcanzar un
nivel establecido.
Los propo6sitos de una meta especifica estan bien determinados y el logro o no
de ellas se utiliza como criterio de ayuda para la toma de decisiones eficaces.
Al establecer metas tratamos de llevarlas lo més cercanamente posible a su
valor esperado, denominado Blanco u Objetivo.

“En el caso de la Programacion por Metas encontramos metas conflic-
tivas entre s o jerarquizadas, lo cual no permite la realizacidn de todas
al mismo tiempo; por lo que establecemos penalizaciones y niveles que
ezpresen nuestras preferencias entre cada una de ellas”.

En el estudio de la Programacién Lineal existen problemas lineales inconsistentes?®
en los que la regién de factibilidad no es convexa y por ello no debemos emplear las
técnicas de Programacién Lineal porque fallan.

En muchos casos de la vida cotidiana tenemos casos multi-objetivos-en los cuales
las metas u objetivos a los que aspiran las empresas son conflictivas entre si. Veamos
el siguiente ejemplo para sintetizar lo anterior:

Ejemplo 1.1.1. Supongamos el siguiente problema lineal:

Maz z=z,+ iz
§.Qa.
3:01 + 2:132 S 12
5I1 2 10
1+ 2228
-1+ 2224
T1,T2 Z 0

graficamente queda expresado como en la figura 1.1

2Estos problemas son mejor explicados en el apéndice de “Programacién Linéal’;pég.liz o ’
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IXI»u10
—N1eX2nud
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Figura 1.1:

Como podemos apreciar en la gréfica, las restricciones

T+ 2228
3z + 2z, <12

hacen que la regidén factible del problema lineal sea vacia. En este caso el conflicto no
es con el objetivo sino con las restricciones o con algunas de ellas. Por lo cual, como
mencionamos, en este problema podemos introducir la filosofia de la Programacidn
por Metas, cambiamos la funcion objetivo del problema lineal por:

Min z=|—x — =3+ 8|+ |3z, + 225 — 12|

en la cual hacemos énfasis en minimizar el exceso y déficit que es la suma de las
restricciones anteriores.

Entonces el modelo general de la Programacién por Metas lo expresaremos de la
siguiente manera: o o
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Miny | Zi(z) ~ bil- - (-
S.a. =
zeF

donde b; es el blanco u objetivo de la i-ésima meta u objetivo elegida por el decisor
para la i-ésima funciéu objetivo Z;(z), y F es el espacio de soluciones factibles.
Por lo cual el criterio de la Programacion por Metas es el de minimizar la suma de
los valores absolutos de las diferencias entre los valores de las metas y los valores
logrados.

Ejemplo 1.1.2. Una firma produce dos tipos de enjuague bucal: el sabor menta
y el sabor cereza. La ganancia por galdn, del enjuague sabor menta, es de 3 U.M.
mientras que el de sabor cereza es de 4 U.M. La demanda maxima para estos
productos, se estima en 2000 galones para el enjuague sabor menta, y de 1000 para
el de sabor cereza. Ambos enjuagues son fabricados con la misma base quimica
obtenida dentro de la firma, con un rango maximo de 2000 galones por dia.

Para formular este problema como uno de Programacién Lineal, debemos enfocarnos
en lo que aparentemente es mas importante para la firma: La maximizacién del ben-
eficio logrado por las ventas de estos productos, lo cual como vemos es un objetivo
1nico. ’ : '
Entonces el modelo de Programacion Lineal que se adapté, a este problema es el
siguiente:

Sea z; = Cantidad de galones de enjuague tipo ¢ producidos cada dia, con i = 1,2
donde 1 representa al enjuague sabor menta y 2 representa al enjuague de cereza.

Mazimizar z =3z + 4z, (ganancia diaria)
s.a. ' '
1 + T3 < 2000 (base disponible)
2 < 2000
zz < 1000
;2> 0,i=1,2

Ahora veamos este problema desde otra perspectiva. Supongamos que la firma tiene
los siguientes objetivos:
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i) Obtener un beneficio semanal de 8000 U.M.

i1) Minimizar las compras de base quimica a proveedores externos a la firma.

Observemos que la firma ha establecido un nivel aspirado de beneficio, ademds que
la primera restriccién ya no es tan rigida como en el caso anterior. Asi el modelo de
Programacién por Metas de este problema es:

Minimizar z = df +dJ
s.a.
3z + 4zz + df — df = 8000
zy + zg + dy — d = 2000
N < 2000
o 3 < 1000
zi d7,df > 0,4 =1,2

donde d]” representa la desviacion negativa de la meta i, y d; representa la desviacién
positiva de la i~ésima meta3:

Al minimizar d] pretendemos reducir el monto por el cual fallamos para alcan-
zar el beneficio esperado; asi mismo, al minimizar dJ pretendemos minimizar la
cantidad de base quimica pedida a proveedores externos. Este problema es uno de
Programacién Lineal, por lo que ficilmente lo podemos resolver utilizando el método
simplez como veremos mas adelante.

A raiz de la aplicacidén de esta aproximacién a diversas ramas como la fisica o la
economia se encontraron dos tipos de limitantes para la Programacién por Metas:

1. Las variables de desviacién tomadas para la funcién objetivo de distintas
metas, pueden ser inconmensurables, es decir que puede ‘ser casi imposible
(en ciertos casos) encontrar los factores que le den peso a las variables de
desviacién en la funcién objetivo para que la suma que esta expresa sea sig-
nificativa.

2. La mayoria de los problemas son de tipo no-lineal o tienen variables de tipo
discreto.

“3En la seccién 1.2 explicaremos con detalle la Teoria de variables de Desviacién
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En 1965, Ijiri presenté una definicién del modelo de Programacion por Metas con
Prioridades en donde manejaba las metas, de las funciones objetivo, de acuerdo a
la importancia que cada una tuviera con respecto a las demids, es decir, si a una
meta se le asigna el k-ésimo nivel de prioridad Py éste es mayor que el asignado
para alguna otra meta menos preferente, en general P, >> F;_,. Este modelo es el
mas utilizado en la Programacién por Metas aunque no es el tinico, ya que también
existe el enfoque sin prioridades. :

No fue sino hasta 1972 que Sang M. Lee publico el primer libro especializado en
la Programacién por Metas, lo cual impulsé el interés por esta especialidad, en él
desarrollé de manera estricta la teoria de modelacién asi como bases y aplicaciones:
Lee describié el método simplex multi-fases ya antes mencionado, lo que dié pie
al desarrollo del Método Simpler Secuencial el cual utiliza muy poco el pivoteo y
elimina la necesidad de construir nuevas restricciones en cada secuencia.

Como mencionamos, el mundo rcal se encuentra dentro de una dindmica no-lineal
que tratamos, por simplicidad, de representar con modelos lineales, sin embargo
esto no ha acotado el desarrollo y curiosidad por los modelos no-lineales; la Pro-
gramacién por Metas no ha sido la excepcién ya que a raiz del desarrollo lineal
de esta especialidad se han amalgamado diversas herramientas de la Programacion
Matematica que han ayudado al reciente desarrollo de la Programacidn por Metas
Entera y Programacion por Metas No lineal entre otras. Dentro de todas las espe-
cialidades de la Programacién Matematica debemos tener presente el Andlisis de
Sensibilidad y Teoria de Dualidad porque son importantes para otorgar resultados
consistentes en donde sea que apliquemos este tipo de conocimientos.

Las aplicaciones a problemas de tipo multi-objetivo de la Programacién por Metas
es muy basta, aunque eso no signifique que mediante una manipulacién forzada
de la Programacion Lineal no se puedan resolver, entre las cuales encontramos la
planeacion media, seleccion de programas, administracion hospitalaria, portafolios
de inversiones, disefio de sistemas sonares y radares, planeacion urbanistica, dis-
tribucion de planta académica, etc.

Como vimos en el ejemplo 1.1.2 en el modelo general de Programacién por Metas
introdujimos unas variables distintas de las que conocemos en la Programacién
Lineal: las variables de desviacidn, dichas variables son bdsicas para la Programacién
por Metas como veremos en la siguiente seccién.

1.2. Variables de desviacion

La Programacion por Metas Lineal se enfoca, principalmente, en tratar problemas
donde existen varios objetivos a la vez o jerarquizados y también problemas de
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Programacién Lineal donde las restricciones de un problema lineal se encuentran en
conflicto y dan como resultado una regién no factible o una region factible vacia.
Para atacar este tipo de problemas necesitamos del conocimiento de un nuevo tipo de
variables denominadas Variables de Desviacién; estas variables miden el alcance
logrado de cada una de las metas respecto a sus objetivos.

Por ejemplo, supongamos que la ecuacién 3z; + x; + 4z3 < 5000 representa el
capital invertido en algiin proyecto de produccién al cual se destinaron 5000 U.M.
de presupuesto, a la ecuacién anterior le podemos dar el trato de una meta y no de
una restriccién, el papel que juegan las variables de desviacién en esta ecuacién es
haciendo 321 +z2+4z3+d; —d; = 5000, donde d;} representa el capital solicitado en
préstamo cuando la inversion exceda de las 5000 U.M. y d;” representa la cantidad
de capital disponible cuando la inversién requiera menos de esta cantidad.

Como podemos apreciar, las variables de desviacién indican la dispersién del valor
actual de la meta respecto a su nivel de aspiracién esperado; por lo que el objetivo
del modelo es minimizar la suma ponderada de las desviaciones cuyo modelo general
de la Programacion por Metas es el descrito en el modelo 1.1. '

Existen problemas lineales que utilizan variables con cotas sobre los valores per-
mitidos las cuales acceden a tener valores negativos pero solo los que satisfagan la
restricceién z; > L; donde L; es una constante negativa, por lo cual es conveniente
expresar esta restriccién como una de no negatividad definida por z} = z; — L; > 0;
en nuestro caso, las variables utilizadas en la Programacién por Metas son variables
sin cota sobre los valores negativos permitidos por lo que podemos sustituir cada
variable z; por la diferencia de sus componentes positiva y negativa?

Tj = d;" —_ d:
donde df > 0 d; > O cuyo significado de cada variable de desviacion es la siguiente:
d} es la desviacién positiva de la i-ésima meta y representa el logro conseguido por
arriba de la meta, es decir que sobrepasamos el nivel esperado de la meta.

d; es la desviacién negativa de la i-ésima meta y representa la carencia que hubo
para alcanzar el nivel aspirado para dicha meta.

Definicién 1.2.1. Sean d} la desviacién positiva de la meta 7 y d la desviacién
negativa de la i-ésima meta definidas como

dr = z; si ;20
L 0 si ;<0

4Las variables T; no son variables de decison.
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d- = 0. si z >0 _
) L '—:Z:i" st ’-:L‘,“SO‘
para todas las soluciones bdsicas factibles. o

Llamaremos a d;" “superavit” de la i—ésima meta y a d] el “déficit” de la i—ésima
meta (también las denominaremos componente positiva a d;” y componente negativa
a d; de una variable).

La definicién anterior afirma que las condiciones de las variables de desviacién se
cumplen para todo el conjunto de soluciones factibles bdsicas, ya que tienen la
propiedad de df = 0 o d; = 0 o ambas por lo que al emplear el algoritmo simplex
en el modelo nunca tendremos a d} y d] como variables basicas al mismo tiempo.

Por ejemplo, supongamos que z; representa el nivel de inventario de cierto producto.
Si z; > 0 entonces df > 0y d = 0 por lo que deducimos que los costos involucrados
- son los gastos de almacenaje ¢ intereses involucrados por ello. Si z; < 0 implica que
di > 0y df = 0 de lo cual podemos asumir que existe un faltante y en este caso
los costos resultantes se deben a las ventas perdidas.

Lo anterior nos dd la pauta para asumir que la diferencia entre el caso positivo
(superdvit) y el caso negativo (déficit) en una variable se debe a la ausencia de
proporcionalidad entre las variables de desviacidén, por lo que la suposicién de pro-
porcionalidad de la Programacién Lineal queda violada (si se cumpliera implicarfa
que df y d; pueden ser bésicas al mismo tiempo y esto conllevaria a que las colum-
nas de la matriz de restriccidnes asociadas a las variables basicas fuesen linealmente
dependientes).5

Si lo anterior ocurriera, es decir que se cumpliera la suposicién de no-proporcionalidad
para el caso positivo y negativo de una variable, podemos reformular a la funcién
objetivo dentro del formato de la Programacidn Lineal usando d} y d;.

Definicién 1.2.2. Sea
z; = la contribucion de x; a la funcidn objetivo z
Sean ¢} y ¢] constantes, tales que si .
5= { _cf':z:,- para z; >0
¢ (~x;) para z; <0
entonces z; = ¢ d} + ¢;d;

donde® .
¢; +cf =20 cuando z es a minimizar. :

cf +c¢ <0 cuando z es a mazrimizar.

5Ver Hillier(14] y tesis de Lépez Miranda[21]
$Cuando esta relacién no se cumple, la reformulacién del problema produce una funcién objetivo
no acotada
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Un caso particular de la definicién anterior lo obtenemos cuando ¢} = ¢ = ¢; donde
2; es proporcional a |z;| y para que se cumplan las restricciones establecidas basta

con que
¢; > 0 cuando z es ¢ minimizar.

¢c; <0 cuando z es ¢ mazimizar.
Notemos que |z;| = d} + d por lo que z; = ¢i|z;| = z; = ¢i(d} + d])

Pero para establecer la diferencia, asumida por la Programacion Lineal, de propor-
cionalidad decimos que si

z =T = z,~=c,:(d,." —df)
Por éjemplo, si suponemos que ¢ = 2 y ¢ = 3 entonces obtenemos
2z; para ;20
5= { 3(—=z;) para ;<0
entonces z; = 2d} +3d; y una componente de la funcién objetivo es:
| Z=..4+2d} +3d7 +...

Ejemplo 1.2.1. Consideremos el siguiente problema.

Una aerolinea ofrece vuelos para el interior del estado de Sonora, asi como para los
estados de Chihuahua, Sinaloa y Baja California. Dicha compaififa tiene la posibil-
idad de expander tres de sus rutas. Los impactos y requerimientos por cada ruta
estan indicados en la siguiente tabla:

IMPACTOS Y RENDIMIENTOS RUTAS . S

1 2 3

Demanda semanal 220 | 250 | 960

Ingreso 40 | 55 80

Sobrecargos 4 7 10
Horas—vuelo por viaje 2 3 3

Capacidad 20 | 50 j 120

Factor de carga promedio 0.75 ]| 0.6 | 0.52

La aerolinea dispone de 15 sobrecargos y 12 oficiales de vuelo para las tres rutas.
Cada oficial tienen prohibido volar mas de 16 horas por semana y los sobrecargos
pueden volar hasta 7 veces por semana.

La disponibilidad de naves para la ruta uno estd limitada a 10 viajes por semana,
la ruta dos a 6 viajes y la tres a 5.
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Tenemos que determinar la cantidad 6ptima de vuelos a programar en cada ruta
tomando en cuanta las siguientes metas:

a) No desviar los vuelos a otros aeropuertos. El impacto en la tercer ruta es el
doble que en las otras dos.

b) Evitar que se requieran més de 12 oficiales de vuelo disponible.
¢) Obtener un beneficio neto de al menos $40,000 semanales.
d) Se deben de transportar la mayor cantidad de pasajeros posible.

e) No usar més de 15 sobrecargos.

El costo por no cumplir con la primer meta es tres veces mayor que el de no cumplir
el resto, las desviaciones de la cuarta meta se deben penalizar de acuerdo al factor
de carga promedio de las rutas. La quinta meta tiene la mitad de importancia que
la meta dos.

Entonces la manera de plantear el modelo de Programacién por Metas es el siguiente:

Sea z; la cantidad de viajes por semana programados para la ruta i = 1,2,3

Min z = 3(d} +df +2df) +d} +d; +0,75(dg + d})
+0,6(dy +di) +0,52(dy +di) + &
s.a.
Meta 1
) — di'_ S 10
T — d; S 6
) zz3—dif <5
Meta 2 :
2z, + 32 + 3x3 — dr < 192
Meta 3.
600z, + 1650z2 + 4992x3 + d; > 40000
Meta 4 .
20zy +dy — di =220 SR
50z, + dy — df = 250 : s
120z3 + dg — di = 960
Meta 5

4121 +7$2+10’E3—d; S 105
2 >0i=1,2,3df, d; 205=1,...,9
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:Como vimos en la formulacién general de los problemas de Programacién por Metas

1.1, Z; lo definimos como la i-ésima meta cuyo respectivo blanco lo denotaremos
por b;, entonces para nuestro estudio a las variables de desviacién las expresaremos
en términos de valor absoluto como

1
d,+ = 5“2, - bil -+ (Z,; - b,)]

ar = 5012 bl = (7 = b))
donde ; ' .
A (1.2)
di —df = b —2; + - S e (13)
y trasponiendo adecuadamente de la ecuacién 1.3
Zi(z) +df —df =b; ’ (1.4)

también requerimos que en el modelo general se incluyan condiciones de no-negati-
vidad en las variables de desviacién

dr, d7 =20

pero esto puede causar confusién ya que, como especificamos, ambas componentes
de la variable no pueden ser positivas al mismo tiempo porque no es posible tener
al mismo tiempo déficit y superavit en una meta, como especificamos una de las
variables de desviacién debe valer cero, esto es

df-d;i =0

lo cual conlleva a tener una restriccién no lineal, afortunadamente esta restriccién
puede ser omitida en la formulacién matemadtica del problema de Programacién por
Metas ya que el algoritmo simplex la elimina automdticamente debido a que los
vectores correspondientes a df y di son linealmente dependientes.

Para mayor claridad al respecto veamos los signientes resultados:

Teorema 1.2.1. Sean z; y z, variables de un problema de Programacion Lineal,
donde x; es bdsica y sean ar y ar los vectores asociados a las variables zy y z.
respectivamente. Si a, = aayx con a € R — {0} entonces z; y z, no pueden ser
bdsicas al mismo tiempo.”

7Para mayor claridad en la terminologfa usada en este resultado ver el Apéndice relacionado
con Algebra Lineal y Programacién Lineal
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Demostracidn. Supongamos z; una variable bdsica del problema lineal. Sea
B = (By,...,Bn)

la base donde z, es bésica.
Si las componentes de la columna a; en la base B estin determinadas por
dj = B_laj

sabemos que s
a1z1+...+a,,:z:,.;B 1p

entonces
a; =B la; paraj=1,...,n
ay = B_lak = ey
G- =B"'a, =B l'ag, =aB la
=>4, = aB la, = ae; :

siempre que x; sea basica. e e e g T

Entonces el coeficiente de costos reducidos de z, es

(2 —¢;) = Cga, — ¢, = aCper — cr = ac, ~¢;

Como ack — ¢, # 0 entonces acy. # ¢,
.. Tk Y T, no pueden ser bisicas al mismo tiempo
|

Corolario 1.2.1. En un problema de Programacidén por Metas las variables de
desviacién d} y di no son bdsicas al mismo tiempo.

Demostracion. Para el caso de Programacién por Metas, tenemos que los vectores
d~ y dt asociados a las variables de desviacién d; y d], deben cumplir con la
definicién de estas variables, a saber d* = —d™.

Por otra parte en el capitulo 3 veremos que en los problemas de Programacién por
Metas los pesos w; asignados a las variables de desviacién deben de ser mayores o
iguales a cero por lo que nunca ocurrird que w} = —w; con una o = —1 por lo
que en un problema de Programacién por Metas las variables de desviacién df y df

nunca serdn basicas al mismo tiempo. O
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En conclusién, tenemos que a las expresiones de la forma
n
min E |Z‘(I) - b,’l
i=1

las sustituiremos por
min Zy = z:(d,?L +d;)
i=1
lo que nos lleva al Modelo General Estandarizado de Programacién por
Metas

min Zo=3Y 1 ,(df +df) -~ (1.5)
s.a.
Zi(z)—df +df =b;

ze F

Para aclarar los conceptos anteriores consideremos el siguiente e_]emplo

Ejemplo 1.2.2, Sea la ecuacién 4z, + 3z, la representacién del tlempo total (me-
dido en minutos) para fabricar un articulo. Nuestro objetivo es no pasarnos de dos
minutos, es decir

4z + 3z, < 2

Puede ser que cumplamos o no satisfactoriamente dicha meta, es decir que podemos
ahorrarnos tiempo o gastar tiempo de mds en la fabricacién del producto, por lo
cual introducimos variables de desvacién

4z, + 3z2 + dy —df =2
donde la desviacién total de la meta queda expresada por la siguiente ecuacién
{4zy + 323 — 2| =df +df

como el propésito del modelo es minimizar esta dispersién, obtenemos la 51gu1ente
expresiéon del modelo:

min df +dy
s.a. .
4x1+3z2+df—d,' =2
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donde df representa el gasto de tiempo extra para producir el articulo y dy repre-
senta el ahorro de tiempo, como mencionamos el 2 es el blanco u objetivo de la
meta. En este caso lo que nos interesa es no pasarnos del blanco establecido para
lograr la meta, por lo que basta con solo utilizar la variable de desviacién df que
penalizaria en caso de pasarnos del objetivo.

Por otro lado, utilizando la definicién de funciones de desviacién, tenemos que:

df = 4z, + 322 — 2)*

diy = (4z1 + 322 — 2)~
donde
dt = 4ry + 32, -2 si 41+ 322—-22>0
1 0 st 4.’L‘1+3$2—2<0_

dr = 0 st 41‘1+3I2—220
L —(41+3$2—2) st 41 +31x2—2<0

por lo que df y df son variables no-negativas.

Otra manera de expresar las ecuaciones anteriores, en términos de las ecuaciones
1.2 y 1.3, es como sigue:

1
d-l‘_ = —2-“41‘1 + 3z, —-2' +. (41’1 + 3z — 2)]

donde obtenemos que: R
df +dy =4z, + 3z, — 2|
d;—di"= —4.’1}1 —3$2+2
que al despejar los términos adecuados de la wltima ecuacién finalmente obtenemos

4r, + 3z, +dy —dFf =2

Consideremos el siguiente ejemplo para explicar los conceptos estudiados.

Ejemplo 1.2.3. Una agencia de publicidad desea determinar los horarios de co-
merciales para una compaiiia determinada. Dicha compafiia tiene tres metas:

Meta 1 Sus anuncios deben ser vistos por al menos 40 millones de hombres con
ingresos altos (HIA).

Meta 2 Sus anuncios deben ser vistos por al menos 60 millones de personas de
ingreso medio (PIM).
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Meta 3 Sus anuncios deben ser vistos por al menos 35 millones de mujeres con
ingresos altos (MIA).

La agencia puede comprar dos tipos de comerciales: los que serdn exhibidos durante
los partidos de fiitbol y los que serdn exhibidos en horario de telenovelas; contamos
con 600,000 U.M. de presupuesto para los costos de comerciales. La siguiente tabla
nos indica los costos por tipo de comercial y la audiencia esperada por minuto para
cada meta.

Tipo de Programa HIA . PIM MIA Costos
donde anunciaremos
Futbol 7 millones | 10 millones | 5 millones | 100,000 U.M.
Telenovelas 3 millones | 5 millones | 4 millones | 60,000 U.M.

La agencia debe determinar cuantos anuncios de cada tipo debe comprar para la
compaiiia.

Sean

2 duracidn de los comerciales durante los partidos de fiitbol.
Ty = duracion de los comerciales durante las telenovelas.

Cualquier solucién factible debe de satisfacer las metas del siguiente problema lineal:

min(o maz) z (cualquier funcién objetivo)
s.a.
Txy + 3z5 2 40
10z, + 5z2 > 60
5r) + 4z > 35
100.’1.‘1 + 60.’1}2 S 600
1,22 20

Como podemos observar ningiin punto que satisfaga las tres primeras restricciones,
satisface la restriccion de presupuesto; por lo cual no existe solucién factible épti-
ma. Por eso la agencia debe preguntar a la compaiiia el costo que se tendrd por
cada unidad en que quedemos debajo de la meta. La compaiiia interesada en sus
comerciales establece lo siguiente:

Por cada millén en que quedemos por debajo de la meta HIA la compaiifa
incurrird en un costo por penalizacién de 200,000 U.M. por ventas perdidas.

Por cada millén en que quedemos por debajo de la meta PIM la compaiiifa
incurrird en un costo por penalizacién de 100,000 U.M. por ventas perdidas.
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Por cada millén en que quedemos por debajo de la meta MIA la compaiia
incurrird en un costo por penalizacién de 50,000 U.M. por ventas perdidas.

La agencia de publicidad debe reformular el problema lineal de manera tal que ahora
minimicemos los costos por las penalizaciones anteriores para cada meta. Como
vimos anteriormente, esto lo lograremos introduciendo las variables de desviacién
adecuadas de manera tal que cada restriccién en forma de desigualdad quede como
ecuacion. Por lo que definimos las siguientes variables:

Sean

d} =cantidad numérica (en millones) que representa el exceso de la i-ésima meta.

d; = cantidad numérica (en millones) que representa el déficit de la i-ésima meta.

Por lo que las restricciones del problema quedan determinadas como sigue:-

7$1+31:2+d‘l“—d;=40
10zy + 522 + df — di = 60
5.’1,'1+4x2+di"—d1_=35

Si suponemos que r; = 5 y 3 = 2 obtenemos los siguientes rendimientos para
cada meta: 41 millones por los hombres con ingresos altos que observan el comercial
{como la meta es de 40 millones notemos que obtenemos un excedente de 1 millon
por lo que di =0 y df = 1), 60 millones por las personas de ingresos medios (por
lo que obtuvimos la meta deseada donde d; = 0 y d¥ = 0), y 33 millones por las
mujeres con altos ingresos (por lo que quedamos 2 millones por debajo de la meta
establecida donde d5 =2 y df = 0).

Si la compaiiia quiere minimizar la penalizacién total por las ventas perdidas, te-
nemos que la penalizacién total por ello (en miles de unidades monetarias) causada
por las variables de desviacién de las tres metas esta determinada por la funcién

200d; + 100d; + 50d;

donde los coeficientes de dicha funcién (que es la funcién objetivo) son los definidos
anteriormente que algunos autores los denominan pesos para la i~ésima meta. La
variable con el peso mayor nos indica la meta que tiene mas importancia sobre las
demas. Por lo que en el ejemplo la meta correspondiente para “llegarle” a los HIA
es la meta mas importante, seguida (por orden de importancia) de la meta PIM y
por tiltimo de la meta MIA.

Entonces el modelo que le interesa a la agencia resolver es el siguiente:
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min z = 200d7 + 100dy -+ 50d3
s.a.
7Ty + 3z, + df — di = 40
10z, + 5z + df — d] = 60
51y +4.’L‘2+dr—dl— =35
100z, + 60z, < 600
Ii,df,d;_ 2 0

La solucién éptima de este problema de Programacién Lineal es:® z = 250,z =
6,2, = 0,df = 2,df = 0,df = 0,d; = 0,d} = 0,d5 = 5 que nos indica que se
satisfacen las metas 1 y 2 pero la 1ltima, en orden de importancia, falla.

En suma, la participacién de las variables de desviacién en la funcién objetivo,
depende de la falla en el acercamiento al valor de la meta. Si ésta falla al valuar
la i-ésima meta se dd en que este valor es numéricamente mds pequeiio que €l i-
ésimo objetivo o blanco fijado indica que el termino d] debe aparecer en la funcién
objetivo. Del mismo modo si la falla al valuar la i-ésima meta se da en que este
valor es numéricamente mas grande que el i-ésimo objetivo o blanco fijado indica
que el termino d; debe aparecer en la funcién objetivo y si queremos obtener e} valor
exacto del blanco ambos términos df, d;” aparecerdn en nuestra funcién objetivo.

Existen problemas que pueden resultar sesgados, cargandose hacia una variable que
no nos interesa, por ello existe una variante de la teoria de las variables de desviacion
denominada Desviaciones en porcentajes la cual explicaremos mediante el si-
guiente ejemplo:

Ejemplo 1.2.4. Consideremos el problema de Programacién por Metas siguiente:

Min z=20d] +df
s.a.
6z, + 2z, +d7 —df =10
3z + 9z, + d; — dj = 65,000
;> 0i=1,2

Observemos que la desviacién d; es del orden de 0 a 65,000 para los diversos valores
del vector Z asi como dj es del orden de 0 a 10, pero eso origina una gran despropor-
cién que conlleva a que el problema se cargue hacia la variable de desviacién d; ya
que el procedimiento de solucién intentara llevar a esta variable lo mds rdpidamente

8ytilizando el paquete de WinQSB
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posible a cero, a pesar que la variable d; tenga un peso mayor en la funcién objetivo
lo que es un buen indicativo de que la magnitud de las desviaciones es un factor
muy importante para hallar a la solucién éptima.

Una manera de eliminar el sesgo hacia una variable equivocada es haciendo que la
funcién objetivo contenga a las variables expresadas en términos de porcentajes, lo
que para nuestro ejemplo seria:

Min z= "0[( )100] + [(65000)100]
s.a.
6z1 + 2z2 +dy — df =10
3zy + 92 +d7 — d'{ = 65, 000
;20i=1,2

También podemos introducir estos porcentajes en las restricciones en lugar de en la
funcién objetivo?

Min z = 20dy +d¥
s.a.
621 + 225 + (45)100 = 10
3z, + 922 — (5355100 = 65,000
x; 2 0i= 1, 2

Este tipo de expresién de las variables de desviacién nos es de mucha ayuda al
plantear y resolver un problema de Programacién por Metas.

Otra forma de representar el modelo de Programacién por Metas como razones es
expresando a las metas como porcentajes, dividiendo el lado izquierdo de la ecuacién
entre el lado derecho antes de agregar las variables de desviacién.

También podemos escalar las restricciones para igualar la magnitud de las desvia-
ciones, como se hace en muchas ocasiones dentro de la Programacién Lineal.

9Notemos que las variables df y d’ se omiten de las restricciones ya que no son relevantes
dentro de! modelo






Capitulo 2

Métodos utilizados de
Programacion Lineal

El objetivo general de este capitulo es proporcionar las herramientas de la Progra-
macién Lineal que son utilizadas por los algoritmos de la Programacion por Metas
Lineal y que son la base en el desarrollo de estos, que es el caso del método multi—
fases que utiliza como base el método de las dos fases de la Programacién Lineal. En
la seccidén 2.1 veremos el procedimiento general del Método Simplez el cual es basico
en la resolucién de diversos problemas de Programacién por Metas y es el padre de
los métodos indicados en la seccién 2.2, el Método de la Gran M y el Método de las
Dos Fases, en esta seccién también hablamos de las variables artificiales las cuales
son fundamentales para el desarrollo estos dos métodos.

2.1. Algoritmo Simplex

El Método Simplez es el método de resolucién de la Programacién Lineal por exce-
lencia y de muchas de las ramas de esta, como tal es el caso de la Programacién por
Metas. :

El Algoritmo Simplez es toda una metodologia que tiene su base en el método
algebraico! y cuyo desarrollo ha dado pie a muchas variantes en la manera de su
desarrollo para resolver problemas lineales?. En nuestro caso, tan solo serd necesario
introducirnos al algoritmo de la manera tradicional que la Programacién Lineal
maneja y debido a nuestro objetivo solamente explicaremos la forma tabular de este
procedimiento.

!Ver Apendice de Programacién Lineal en la pag. 117
20tro enfoque para el algoritmo simplex se explica en la pig.129

21



22 CAPITULO 2. METODOS UTILIZADOS DE PROGRAMACION LINEAL

La légica que fundamenta al algoritmo simplex nos la otorga, como ya mencionamos,
el método algebraico; la cuil no es la mas eficiente por cuestion del tiempo computa-
cional necesario para efectuar los cdlculos precisos y encontrar la solucién factible
éptima.

La forma tabular del algoritmo simplex tan solo registra la informacién esencial del
problema en cuestidn, esta informacién es:

1. Coeficientes de las variables.
2. Constantes del lado derecho de las ecuaciones.

3. La variable bdsica de cada ecuacién.

En un problema de Programacién Lineal lo primero que hacemos antes de pasarlo a
su forma tabular es incluir a la funcién objetivo como una restriccién mas, es decir
si nuestro problema (una vez estandarizado) es de la forma ’

maz(min) z=cz
s.a.

Az =b

z>0

al incluir la funcién objetivo dentro de nuestras restricciones obtenemos el siguiente
modelo con el cual vamos a trabajar

maz(min) z

el cual mediante el método de pivoteo (Gauss-Jordan)? lo podemos resolver.

La siguiente tabla nos explica la forma general de la tabla simplex, en donde z =
(zB,TR) tal que x g es el vector de variables bdsicas y xg es el de no bésicas, asi como
A = (B, R) tal que B es la submatriz de coeficientes correspondientes a las variables
bésicas (i.e. es la matriz bdsica) y R es la submatriz de coeficientes relacionada con
las variables no bdsicas.

zlzxzp TR Lado Derecho
V4 1 0 CBB_IR — CR CBB—lb
g | 0 I B-IR B-1p

3Ver Apéndice de Algebra Lineal psg.101
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El siguiente ejemplo nos ayudard a entender este sencillo procedimiento de resolu-
cién de problemas lineales, valiosa herramienta para la resolucién de problemas de
Programacion por Metas.

Ejemplo 2.1.1. Supongamos que tenemos el siguiente problema lineal:

mazr z = 3xy + 5z,

s.a.
Ty S 4 \
2z, <12
3$1 + 2.’52 S 18

>0 i=12

Primero, ponemos a la funcién objetivo en forma de restriccion:

mazr 4
z— 3z, — 5z, =0
I ' S 4

2$2 S 12
3z, + 2z, <18
;20 i=1,2

después, estandarizamos introduciendo al modelo las correspondientes variables de
holgura

maxr z
z—3z; — 5z, =0
T + z3 =4
21:2 +x4 = 12
3z + 2z, =18

;>0 i=1,2

luego seleccionamos a las variables de decisién como “no~basicas”iniciales y colocdndo
de manera conveniente en la tabla simplex los coeficientes del modelo queda como
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en siguiente tabla (al lado derecho queda el cociente de costos reducido y z; es la
variable ‘que entra a la base ya que es la “mds” negativa)?.

xplz 1 X2 3 x4 x5 | Lado Derecho

2|1 —3 =5 0 0 0 0

z3|0 1 0 1 0 0 1 -
4|0 0 2 0 1 0 12, 12/2
z5 {0 3 2 0 0 1 18 18/2

El siguiente paso es sacar la variable con el cociente de costos reducidos menor y
meter x2 a la base y pivotear en la matriz basxca sobre el coeficiente respectivo como
en la siguiente tabla. : .

zp |z x1 x3 x3 x4 x5 | Lado Derecho
z]1 ~-3..0.:0:5/2 0] -30 .

z3 ([0 1 0 1 0 0 4 4/1
z2 |0 - O 1 0 1/2 0 6 -
s 103 .0 0 -1 1 6 6/3

Como atin tenemos un elemento en el vector de costos reducidos con valor negativo
(el respectxvo a :1:1) procedemos de la misma forma para obtener siguiente tabla
6 ptxma : : TR

zg |z ; ‘x5 | Lado Derecho
z (1 3 36
-x3 | 0~ -1 2
zz | O 0 6
Ty 0 1 2

Y asf es como obtenemos el resultado que maximiza a la funcién z* = (2,6) con
z* =36

Esta metodologia es muy necesaria para el desarrollo de la mayoria de los métodos
(que mas adelante seran explicados) que son necesarios para la resolucién de los
distintos puntos de vista con los que podemos orientar €l mecanismo de resolucién
de problemas de Programacién por Metas (es decir para la Programacién por Metas
con prioridades y sin prioridades).

4La teorfa matemdtica del algoritmo simplex estd explicada en el Apéndice referente a Progra-
macién Lineal
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2.2. Meétodo de la M y de las Dos Fases

En la Programacién por Metas Lineal con Prioridades utilizamos algoritmos para
resolver problemas de este tipo, los cuales son extensiones de métodos ya conocidos
de la Programacién Lineal como el Método de la Gran M y el de las Dos Fases que
veremos a continuacién.

2.2.1. Variables Artificiales

Algunos problemas de Programacién Lineal utilizan restricciones que no se encuen-
tran en forma candnica es decir que se encuentran en forma de ecuaciones, por lo que
la introduccén de variables de holgura a dichas restricciones, no es suficiente. Afor-
tunadamente existe una técnica en la Programacién Lineal donde se introducen un
nuevo tipo de variables para aliviar este tipo de problematicas denominada: Técni-
ca de Variables Artificiales. Esta técnica nos ayudara en el desarrollo de otros
métodos de resolucién de problemas de este tipo.

La técnica de variables artificiales es muy simple, ya que construye un problema
revisado® mediante la introduccién de una variable llamada artificial o ficticia en
cada restriccién donde sea necesaria, con el fin de que dicha variable artificial sea
la variable bdsica inicial para su ecuacién correspondiente. Las variables artificiales
deben de cumplir la restriccién de no negatividad y se les impone una penalizacién
(mediante el método de la M que veremos en la siguiente seccién) en la funcién
objetivo para que no tomen valores positivos.

El procedimiento del algoritmo simplex lleva a la desaparicién de estas variables
para asi obtener la solucién éptima del problema original.

Existen tres casos en los que la técnica de variables artificiales entra en accion en
un problema de Programacién Lineal, los cuales analizaremos por separado:

a) Cuando existen restricciones en forma de igualdad.

b) Cuando existen restricciones con desigualdad de tipo >.

¢) Cuando existen elementos del vector de recursos negativos (b; < 0).

SEl problema revisado es el problema de Programacién Lineal ongma] llevado a la forma ade—
cuada para resolverlo
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Restricciones en forma de ecuaciones
Si tenemos una restriccién en nuestro problema de la forma
1Ty + QinZo + .. . + QinT, = b;
podemos expresarlo como dos inecuaciones
ai1T1 + @ipTo + ... + GinTy < b;

anTy + GiaTa + ..+ GinTy 2> b;

pero esto llevaria a incrementar el nimero de variables de nuestro modelo, por lo
que requerimos de la introduccién de una variable artificial a esta restriccidn, la cual
denotaremos como ZI;.

El siguiente ejemplo nos explicar la manera en que la técnica de variables artificiales
es utilizada en las restricciones expresadas como ecuaciones.

Ejemplo 2.2.1. Supongamos el siguiente problema lineal

maz z =3z, + 5z,

s.a. )
3y S 4 .

22:2 < 12:

3121 + 2.1:2 =18

IiZO 1:=1,2

que al pasarlo a la forma estandar introduciendo variables de holgura obtenemos

mazr z = 3x; + 512 (2.1)
s.a.
T + z3 =4
2z, + x4 =12
3z, 4 2z =18

;20 i=1,...,4

pero, como podemos apreciar, atin con estas variables de holgura no obtendremos
una solucién bdsica factible inicial, ya que la tercera restriccién no tiene dicho tipo
de variable, por ello definamos Zs una variable artificial que introduciremos en la
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tercer restricciéon para completar la base, tal que esta restriccién quede expresada
como sigue:
3z; +22:+T5=18; T5 >0

Restricciones con desigualdad de tipo >

Como sabemos, el sentido de una desigualdad lo podemos invertir multiplicando
ambos lados de la desigualdad por (—1); por lo que cualquier restriccién en un
problema de Programacién Lineal que sea inecuacién de la forma > lo podemos
convertir en su forma equivalente candnica (i.c. a la forma <) utilizando este artificio
algebraico.

Para cjemplificar lo anterior, observemos las restricciénes del siguiente modelo:

min z =4z + T2 (2.2)
s.a.
3z +x2 = 3
41:1 + 31:2 2 6
) +2z, <4

>0 i=12

Analizando la segunda restriccién 4z; + 3z, > 6 y utilizando el enfoque definido, le
multiplicamos (—1) de ambos lados, obteniendo “

—4z) - 312 < -6

observemos que el lado derecho es negativo, por lo que el siguiente enfoque nos
serd de gran ayuda para este tipo de problemas.

Restricciones con lado derecho negativo b; < 0

En la seccién anterior vimos que una condicién del modelo de Programacién Lineal,
para que podamos resolverlo con el método simplex es que b; > 0, Vi =1,...m.
Dicha suposicién nos permite introducir variables de holgura como variables basicas
iniciales, que son iguales al lado derecho, y obtener asi una solucién bésica factible no
degenerada (que no necesariamente es preciso evitarlo). Si en el modelo encontramos
alguna b; < 0 como en el modelo 2.2, la estandarizacién

—4zy — 3z2 + T3 = —6
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nos otorgarfa un valor negativo en la variable de holgura correspondiente
3 = —6 en la solucién bdsica inicial, lo que viola la condicién de no negatividad en
las variables. Por lo que multiplicamos por (—1) ambos lados de la igualdad para
obtener
4T, + 31y — T3 =6

donde el coeficiente de la variable de holgura es negativo por lo que la no negatividad
sigue presente. Sin embargo este tipo de restriccién la podemos considerar como
una en forma de ecuacién con b; > 0 y asi podemos aplicar la técnica de variables
artificiales para este tipo de restricciones; la restriccién del modelo queda expresada
entonces por

4x, + 3z ~ 23+ T3 =6

"Para poder resolver este tipo de problemas utilizaremos un par de modificaciones al

método simplex denominados Método de la Gran M y Método de las Dos Fases los
cuales nos introducen a metodologias de resolucién de problemas de Programacién
por Metas muy comunes.

2.2.2. Msétodo de la Gran M

Existe una metodologia muy importante para resolver problemas de Programacion
por Metas denominado Método lexicogrdfico para la resolucién del tipo con priori-
dades de esta rama de la Programacién Matemadtica; el Método de la Gran M
tiene un papel importante en este desarrollo, claramente tenemos que hacer unas
pequeiias modificaciones a dicho método, pero el método de la M desarrollado para
la Programacién Lineal es la base para el objeto de nuestro estudio por lo cual es
pertinente dar una introduccién a este algoritmo basado en el simplex que vimos en
la seccién anterior.

Como mencionamos, en los problemas de la Programacién Matematica donde es
necesaria la introduccién de variables artificiales no existe garantia alguna de que
la solucién éptima para el problema revisado sea siempre factible para el problema
original, hasta no hacer otra revisién. El método de la gran M es empleado para
realizar esta revisién, la cual significa asignar una penalizacién muy grande por
quedar fuera de la regién factible del problema original que obligue a la solucién
6ptima del problema revisado a quedar dentro de esta region.

El método de la Gran M inicia con un problema de Programacién Lineal en forma
estindar donde, para cualquier restriccién que lo requiera, aplicaremos la técnica de
variables artificiales; dichas variables formardn parte de la solucién bésica inicial,
y como mencionamos, estas variables artificiales son extrafias en los modelos de
Programacién Lineal, por eso el método las penaliza dentro de la funcién objetivo
para que su valor se vuelva cero en la segunda iteracién del algoritmo simplex.
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La penalizacién de este método sera denotada por una M que cumple due M>>0
y la variable artificial Z;, dentro de la funcién objetivo, quedard penalizada usando
—M3z; para el caso de maximizacién y por MZ; para el caso de minimizacién.®

La metodologia utilizada la explicaremos resolviendo el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.2. Sea el problema de Programacién Lineal 2.2 que vimos en la seccién
anterior

min z =4z, + x,
s.a.
31‘1 + T2 = 3
4zry + 322 2 6
T+ 220 < 4
- z; 20 i=1,2

que llevado a su forma estandar queda expresado como sigue:

-min z=4zy+ o
s.a.
3z, + 22 =3
4z, + 32 — T3 =6

$l+2$2 +1'4=4
20 i=1,...,4

y utilizando la técnica de variables artificiales visto en la seccién anterior y el prin-
cipio del método de la gran M obtenemos el siguiente problema revisado:

min z=4r, + x2 + MZ; + MZ,

s.a. .
3z, + +z; =3
4z, + 3z2 — z3 +T;=86
Ty + 2z4 + x4 =4

20i=1,...,4 ;20j=1,2

SRecordemos que los problemas de maximizacién los podemos expresar como problemas de
minimizacién y viceversa ver pdg.127
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cuya funcién objetivo la podemos expresar como una restriccidén més del modelo, tal
como vimos en la seccidn anterior, para obtener la siguiente expresiéon del modelo
lineal;

min ‘z
2—4231— T2 —Mil—]‘!fh:O
3z; + =z + =3
4x; + 312 — x3 + Fo=6
Ty + 222 + x4 =4

i 20i=1,...,4 T, 20j=1,2

lo cual ya podemos resolver mediante el algoritmo simplex como muestra la siguiente
tabla:

Tplz xy T2 T3 T Iz x4 | Lado Derecho
z{l -4 -1 0 - M -M O 0

Z |0 3 1 0 1 0 0 3

i |0 4 3 -1 0 1 0 6

s |0 1 2 0 0 0 1 4

pero antes el método de la gran M nos indica que debemos hacer al renglén corre-
spondiente a la funcién objetivo consistente con el resto de la tabla, convirtiéndolo
en un nuevo renglén al que se le suman los renglones que tienen las variables artifi-
ciales multiplicados por M, es decir:

Nuevo renglén z = Viejo renglén z + M x renglén Z, + ... + M x renglén z;7

Es decir si tenemos como tabla inicial a la tabla ??, por medio de la ecuacién descrita
obtenemos el nuevo renglén z siguiente

20 = (1, -4, —1,0,—M, —M, 0,0) + (0,3M, M,0, M,0,0,3M) +
+(0,4M,3M,—M,0, M,0,6M) = (1,7M — 4,4M — 1,—M,0,0,0,9M)

. para obtener la nueva tabla inicial como se muestra a continuacién

"Claramente para el caso de maximizacién tendremos Nuevo renglén z = Viejo renglén z —
Mx renglén %, — ... — M X renglén E;
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zg | 2 T To Tz X T2 x4 | Lado Derecho
-z |1 TM—4 - 4M —1..-M 0 0. 0] 9M
|0 3 . 1 - .0 1. 0 O 3
Zp | O 4 3 -1 0 ‘1 0 6
g | O 1 2 0 0 0 1 4

Lo que sigue es aplicar el método simplex a la tabla obtenida, utilizando las condi-
ciones de optimalidad y factibilidad.

Recordemos que M es un nimero arbitrario muy grande ya que hay que tomarlo
en cuenta para visualizar a la variable bdsica que saldra de la base.

Asi, siguiendo los pasos iterativos del método simplex obtenemos la siguiente tabla:

x|z Ty zo x3 T, Zs x4 | Lado Derecho
z [1 0 (5M+1)/3 -M (-TM+4)/3 0 O 2M+4

z [0 1 1/3 0 1/3 0 0 1
2|0 O 5/3 -1 -4/3 1 0 2

e {0 O 5/3 0 -1/3 0 1 3

Con ello observemos que el algoritmo simplex obliga a las variables artificiales a
tomar un valor implicito de cero.

En la actualidad contamos con gran nimero de herramientas computacionales espe-
cializadas que nos ayudan a resolver problemas de Programacién Matemaética tales
como el software de LINDO, QSB, TORA y la herramienta de Solver de Excel entre
otros, con los cuales podemos incrementar nuestra eficiencia para resolverlos.®

Asi la solucién éptima para el ejemplo es * = (2/5,9/5,1) con z* = 7/5

Finalmente cabe aclarar que no siempre el uso de la penalizacién M para las vari-
ables artificiales, las fuerza a valer cero al final del proceso iterativo, es decir, si al
final del proceso existe al menos una variable artificial con nivel positivo (o negativo
para el caso de maximizacién) entonces no hay solucién factible para el problema.

2.2.3. Meétodo de las Dos Fases

El método de la gran M puede producir grandes errores numéricos debido a la
asignacién del valor “enorme” a la M, lo cual no nos conviene para el desarrollo de
una técnica que nos ayude a resolver problemas de Programacién por Metas, por lo

BE! método de la gran M en las computadoras puede ocasionar problemas de redondeo o
precisién numérica ya que en teorfa M — oo, pero las limitaciones tecnoldgicas han generado que
a M se le asigne un valor, de computadora, finito muy grande.
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cual es necesario contar con un método adicional que alivie esta problemdtica, esta
metodologia es denominada Método de las Dos Fases. Este método no solo nos ayuda
a eliminar el problema de gran M, sino que es utilizado en la solucién de problemas
de Programacion por Metas por medio del dual. También el método lexicogrifico
para la resolucién de problemas de Programacion por Metas con Prioridades utiliza
una extensién del método de las dos fases llamado simplez multi-fases los cuales
explicaremos en el capitulo siguiente.

El método de las dos fases, como su nombre lo indica, consiste en dos etapas de
resolucién del problema, que en nuestro caso explicaremos desde el punto de vista
lineal.

Fase 1 Primero debemos de estandarizar el problema de Programacién Lineal e
incluir a todas las variables de holgura y artificiales necesarias, tal como en el
método de la gran M, a las restricciones.

Lo siguiente es hallar una solucién bdsica de las ecuaciones resultantes tal
que minimice la suma de las variables artificiales. Si el minimo valor de la
suma es positivo, el problema no tiene solucién factible, por lo que el proceso
concluye en este paso. Si no, pasamos a la Fase II.

Fase II Utilizar la solucién factible de la Fase I como solucién basica factible inicial
para el problema original y resolverlo por medio del algoritmo simplex que
mejor convenga.

Para ejemplificar estas fases utilizaremos el ejemplo 2.2 que vimos para el método
de la gran M:

Fase I Minimizar 2 = %, + %2 (hasta que Z; =0y T = 0)

Fase II Minimizar 2’ = 4z, + z; (con T, =0 y T3 = 0)

esto se encuentra en términos generales de como debe ser la funcién objetivo, para
que el método de las dos fases quede mejor explicado vamos a desarrollar cada una
de sus partes:

9Ya sea el normal o el simplex revisado. Ver Bazaraa(l)
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Fase I

T i:| Lado Derecho
.0 0

I 3 3

o | 4 6

T4 1 - 4

Y al igual que en el método de la gran M sustituimos el renglén 2’ por uno nue-
vo que saque de la base a las variables artificiales Z, y Z; mediante operaciones
algebraicas matriciales elementales!® , para asi obtener el nuevo renglén

2 =(7,4,-1,0,0,0,9)

el cual utilizamos para resolver esta fase mediante el método simplex usual,
de donde obtenemos la tabla éptima siguiente

Tp |1 T2 T3 Iy Zy x4 | Lado Derecho
Z {10 0 0 -1 -1 0 0
|1 0 1/5 3/5 -1/5 0 3/5

x| 0 1 -3/5 -4/5 3/5 0 6/5
410 0 1 1 11 1

Como ya obtuvimos el minimo valor de 2’ que es 0, esto nos produce una
solucién bésica factible z* = (3/5,6/5,1) la cual es la solucién bésica factible
inicial para la Fase II en la cual vamos a eliminar las columnas correspon-
dientes a las variables artificiales ya que no son necesarias para los cdlculos
posteriores (recordemos que en esta etapa del proceso de las dos fases el valor
implicito de las variables artificiales es cero), y asi proseguimos con la siguiente
fase. : .

10Ver el Apéndice relacionado con Algebra Lineal pig.109
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Fase 11
Min z2=4x) + 3
s.a.
T +1/5z3 - =3/5
€, — 3/5z3..  =6/5
1,:1:3'-‘}-,‘1:4 =1
z.20i=1,..

4

cuya tabla simplex asociada es:

T4

Tp | Ty T2 T3 :Lado Derecho
z -4 _1 0 0 R 0 .:-. -~
;] 1 0 1/5 -0 3/5
2|0 1 -3/5 0 6/5

z4 | O O 1 1 1

Notemos que los coeficientes de -las variables bdsicas x1 y z; son distintos
de cero, por lo que al igual que en la fase anterior procedemos a utilizar
ecuaciones algebraicas matriciales basicas para hacerlos cero y asi obtener el
nuevo renglén .

z=1(0,0,1/5,0,18/5)

con el cual tenemos la siguiente tabla simplex inicial para la fase 1I

zg | T1 T2 3 x4 | Lado Derecho
z |0 0 1/5 0 18/5
(1 0 1/5 0 3/5
(0 1 -3/5 0O 6/5
s3]0 0 1 1 1

y aplicando el algoritmo simplex usual a esta tabla obtenemos la siguiente

tabla 6ptima:!!

‘Yzg (x1 T2 T3 T4 Lado Derecho
2z]0 0 0 0 17/5
Z |1 0 0 -2/10 2/5
2|0 1 0 35 9/5
g | 0 0 1 1 1

HLos cdlculos para este ejemplo fueron realizados utilizando el software WinQSB
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Donde podemns apreciar que Z* = 17/5 cuya solucién éptima esta dada por
los valores de las variables z* = (2/5,9/5).

Dentro de la literatura que existe para la Investigacién de Operaciones y Progra-
macién Matemadtica existen muchos autores que profundizan mucho mds en este
tipo de métodous y sus variantes'?, pero para nuestro objetivo de estudio lo expuesto
hasta aqui es lo que requerimos.

12Ver Hillier[14], Taha[28), Winston{29], Bazaraa[l], entre otros






Capitulo 3

Algoritmos de la Programacion
por Metas

A lo largo de los capitulos anteriores hemos dado un concepto global y generalizado
de la Programacién por Metas, sin embargo nuestro objetivo es el de solucionar
problemas que podemos interpretar como de este tipo.

A continuacién presento las dos formas de resolucién mds importantes que existen
en la Programacién por Metas: Mediante la asignacién de prioridades a las metas
y sin hacer distincién alguna, a saber Programacion por Metas con prioridades que
veremos en la seccién 3.2 y Programacidon por metas sin prioridades en la seccién
3.1. Comenzaremos con el estudio de la segunda ya que es la forma mas simple de
ver problemas de este tipo aunque la Programacién por Metas con prioridades es la
maés utilizada por los expertos en esta rama de la Programacién Matematica.!

3.1. Programacion por metas sin prioridades

Como hemos mencionado la idea bésica de la Programacion por Metas u objetivos es
el de establecer una meta numérica especifica para cada objetivo (o funcién objetivo)
y buscar una solucién que minimice la suma ponderada de las desviaciones de las
funciones objetivo de sus metas respectivas.

El objetivo de la Programacion por Metas expresa el deseo de satisfacer las metas
lo mds cercanamente posible minimizando la suma ponderada de las variables de
desviacion.?

$Ver Lee[20], Ignizio[15](17](18], Hillier{14], Taha[28], Rardin(25]
2Ver Rardin[25] p.393
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La Programacién por Metas Sin Prioridades o Modelo Arquimediano se
caracteriza por la indiscriminacién que hace el decisor entre las funciones objetivo
generadas por el problema a resolver.

Dentro de la Programacién por Metas existen distintas maneras de plantear a las
restricciones del problema denominidndolas Restricciones Suaves y Restricciones
Duras:

Definicién 3.1.1. Una Restriccién Suave es aquella que como tal solo representa
un “deseco”, es decir que puede cumplirse 0 no. Una Restriccién Dura o Rigida
se refiere a las restricciones tradicionales de la Programacién Lineal, es decir que.
por ningiin motivo pueden violar al conjunto de soluciones factibles. : - o

En la modelacién de problemas de Programacién por Metas sin prioridades tenemos
ciertos objetivos que son formulados como diversas funciones objetivo, las cuales
consideramos como las restricciones del problema (ya sean suaves o rigidas) y la

funcién objetivo real es aquella que se encarga de minimizar la suma ponderada de -

las variables de desviacién importantes en el problema.

Las Metas o Restricciones suaves son expresadas matematicamente como las
restricciones usuales de la Programacién Lineal (o Restricciones rigidas) mas las
variables de desviacién respectivas que permitan que estas se cumplan o no.

Las Metas o restricciones suaves con variables de desviacién no-negativas que rep-
resenten una desigualdad de tipo > del blanco se expresan mediante la siguiente
desigualdad:

(Funcién objetivo) + (variable de desviacion) > Meta

asf como las que representen una desxgualdad de tnpo < del blanco o meta se expresan
mediante:

(Funcién objetivo) — (variable de desviacién) < Meta

y las restricciones suaves que son del tipo de ecuacién se expresan:

(Funcién objetivo) +  (variable de desviacion de déficit)
— (variable de desviacion de superdvit) = Meta

Como mencionamos, en el modelo arquimediano todas las metas tienen la misma
importancia tan solo se les asignan penalizaciones, que denotaremos por w;, a las
variables de desviacién ya que el decisor de todas formas tiene que expresar su
preferencia entre las distintas metas; también mencionamos que en la Programacién



3.1. PROGRAMACION POR METAS SIN PRIORIDADES 39

por Metas sin prioridades, la funcién objetivo minimiza la suma ponderada de las
desviaciones representativas de cada meta.

Asi el Modelo Arquimediano queda expresado de la siguiente manera:

i=1
s.a.

Clz+d|-—di‘-=b1
Clz+d; —df =b,

Min Y (w7 d; + w}df) (3.1)

Chz+d;, —d} =b,
zel”

donde

w}, w penalizaciones atribuidas a las variables de desviacién positiva y negativa
respectivamente '

d}, d7 variables de desviacion positiva y negativa de la i-ésima meta

C* vector de coeficientes correspondientes a la i-ésima meta

x vector asociado a las variables de decisién

b; nivel aspirado por la i-ésima meta

F espacio de soluciones factibles determinado por el conjunto de soluciones reales

del problema

Como vimos en el capitulo anterior las variables de desviacién dff y di no pueden
ser positivas al mismo tiempo lo cual se podria incluir como una restriccién mas al
problema, pero eso implicaria tener una restriccién no-lineal en un problema lineal,
no obstante podemos excluirla del problema ya que el algoritmo simplex se encarga
de excluirlas de manera automatica.?

Asi de forma general podemos representar una meta de la siguiente manera:

Zi(x) = C'T = ;1 T2 + CioTa + . . . + Cinp

3Como vimos en el capitulo 1 pig. 12
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que por simplicidad denotaremos como

Clt = 2

por otro lado, aunque tengamos un modelo general de expresar las metas de un
problema de Programacién por Metas Lineal existen cinco tipos distintos de metas:

Meta tipo 1 z; > b;
Meta tipo 2 2, < b;
Meta tipo 3 z; = b;
Meta tipo 4 ze[b}, b

Meta tipo 5 2; no restringida

Como podemos apreciar, los tipos de meta 4 y 5 son los mds complicados aparente-
mente, pero al tipo 4 lo podemos descomponer como usualmente se hace en la
Programacién Lineal con las restricciones acotadas?, en cambio el tipo 5 debe de
ser atacado con otro tipo de visualizacién de la Programacién por Metas lo cual no
es el objetivo de esta tesis.

En cualquier problema de Programacion Lineal tenemos diversos tipos de funciones
objetivo nuestro propdsito dentro de la Programacién por Metas es el de saber
como expresar estas funciones objetivo en metas dentro de nuestro planteamiento y
formulacién del problema. Para ello consideremos la siguiente funcién objetivo:

Mazx z = 2x; — 619 + 473

la cual podemos convertir en una meta asignandole una cota inferior muy grande,
ya que es una funcién objetivo a maximizar

2y — 6z +4x3> M

donde M >> 0; entonces aplicando la teoria de las variables de desviacidn vista en
el capitulo anterior,si queremos maximizar lo mas posible la funcién objetivo en
cuestién, tenemos que introducir las variables d* y d~ para obtener una ecuacién
de la desigualdad anterior

2Ty — 6z2 +4z3 +d” —dt=M
4Ver Hillier(14] y Taha|[28]
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Tipo de meta Tipo de desviaciéon
Z;i Z b d:
Zi < b d:'
zi=b dy ydf

z; no restringida | d; 6 df segiin se requiera

Tabla 3.1: Relacién de metas con las variables de desviacién

lo cual con el fin de obtener la mejor maximizacién de la funcién original, queremos
minimizar la desviacién negativa d- de esta, ahora llamada, meta-restriccién, de
modo que finalmente obtendremos la siguiente formulacién:

Min d-
s.a.
2ry -6z +4z3+d” —dt =M

Analogamente cuando tengamos funciénes objetivo que sean a minimizar, utilizare-
mos dentro de nuestro nuevo modelo la variable de desviacién positiva d* y nuestra
cota serd un valor M talque M =~ 046 M <« 0.

Cabe aclarar que las variables de desviacién correspondientes se van sumando en la
funcién objetivo del modelo final, conforme agregamos funciones objetivo conver-
tidas en metas a este. La tabla 3.1 nos resume el tipo de variables que utilizaremos
en la funcién objetivo del modelo final dependiendo de la meta-restriccién que in-
troduzcamos.

En muchos casos no tendremos que transformar funciones objetivo en metas ya que
los problemas especifican el nivel aspirado de cada una de estas explicitamente. A
continuacién veremos algunos ejemplos que nos aclararan el modelo arquimediano.

Ejemplo 3.1.1. Una agencia de publicidad con capacidad para emplear a 10 per-
sonas ha conseguido un contrato de promocién para un producto en particular. Dicha
agencia puede exponer sus anuncios por radio y por televisién; la siguiente tabla
nos indica la capacidad del mercado posible, asi como los costos y requerimientos
de trabajo (los datos son por minutos de anuncio):

Radio | T.V.
Exposicién (millones de personas) 4 8
Costo (miles de u.m.) 8 24
Empleados asignados 1 2
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La agencia no puede trasmitir el anuncio por més de 6 minutos en la radio, ademds
de que los anuncios por radio y television deben de llegar por lo menos a 45 millones
de personas. La agencia ha establecido un presupuesto para el proyecto de 100,000
u.m., asf como el contratante ha fijado que la meta de exposicién es dos veces mds
importante que la meta de presupuesto. ;Cuantos minutos por radio y T.V. debe
utilizar la agencia para optimizar sus recursos y alcanzar sus objetivos?

Sean

z; los minutos asignados a la radio y la televxsxon del anuncio con ¢ = 1,2 respectx-
vamente

d} y di la desviacién positiva y negativa de la meta de exposicién

d} y d; la desviacién positiva y negativa de la meta de presupuesto

La primer meta nos exige tener a lo mas 10 empleados por lo que la desigualdad
1+ 2z, <10

debe ser incluida en las restricciones del modelo, dicha restriccién debe ser 'rxgida )
ya que la empresa no contempla flexibilidad al respecto, asf mismo la restnccxon del
limite de minutos al aire del anuncio por la radio

I]Sﬁ

debe ser también una restriccién rigida.

Las restricciones suaves seran las metas de exposxcnon y de presupuesto, que quedaran .
expresadas de la siguiente manera:

4zy + 8zy+di —df =45

8z, + 24z, + d3 —d; =100 -
donde la variable de desviacién di representa quedar por debajo de la meta de la
exposicién y dF nos indica quedar por encima del presupuesto, ambos casos son los

que deseamos evitar; entonces el modelo de Programamon por Metas sin prioridades
queda expresado de la siguiente manera: - :
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Min z = 2d] +d3

s.a.

4z + 8zp+df —df = 45 (Meta de exposicién)

8z + 24z, + d; —df = 100 (Meta de presupuesto)
) + 215 <10 (Limite de personal)
x) <6 (Limite de la radio)
Ty, Z2,d}, dy,di,d7 >0

este modelo lo podemos resolver como un problema de Programacién Lineal nor-
mal, es decir mediante el algoritmo simplex que ya estd implementado por diversos
softwares, que incrementan la eficiencia en la resolucién de estos problemas. Este
ejemplo lo resolvimos con el paquete WinQSB, el cual nos otorgé el siguiente resul-
tado Sptimo: '

z2*=10

donde z; =5, 2 =25y d; =5

Como el valor éptimo de la funcidn objetivo no es cero, indica que al menos una
de las metas no se alcanzd, el valor di = 5 nos indica que quedamos por debajo de
la meta de exposicién (que era de alcanzar 45 millones de personas) por 5 millones
de individuos; por otro lado la meta de presupuesto queda bien satisfecha, ya que
d} =0.

El ejemplo anterior demuestra que la Programacién por Metas sin prioridades ob-
tiene una solucién eficiente a problemas de tipo Multi-objetivo, lo cual no significa
que con ello obtengamos la solucién ptima. Por ejemplo, la solucién z; = 6, z; = 2
nos otorga el mismo nivel de exposicién al publico (40 millones de personas) pero
su costo se reduce a 96,000 U.M. es por ello que la Programacién por Metas sin
prioridades es cuestionada acerca de su viabilidad como técnica de optimizacién.

En la practica los investigadores de operaciones que utilizan la Programacién por
Metas se enfrentan a situaciones en las que no es posible admitir que algunas de las
soluciones a los modelos tengan deficits o superdvits representativos en su solucién
por lo que es necesario que resolvamos los problemas de manera que reduzcamos lo
més posible las desviaciones de las metas, contando con la informacién precisa por
parte de la empresa solicitante del estudio.

Ejemplo 3.1.2. Una compaiiia de electrénicos fabrica tres tipos de discos duros
para computadoras uno con capacidad de 4 Gbytes, otro con capacidad de 16 Gbytes
y otro de 30 Gbytes. Esta empresa ofrece a sus clientes la mercancia en paquetes
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de 50 unidades cada uno donde cada paquete contiene discos de un mismo tipo. La
capacidad de produccién mensual promedio es de 1,200 horas. La siguiente tabla
indica el tiempo de fabricacién por unidad y las ventas maximas esperadas de la
compaiiia.

Capacidad de | Tiempo de fabricacién | Ventas
los discos (Gb) por unidad (hrs.) esperadas

4 8 50
8 12 60
16 20 : 70

La empresa de HP ha ordenado 30 cajas de 4 Gbytes y 40 de 16 Gbytes, las metas
de la compaifiia son tener contentos a HP, cumplir con las ventas programadas y no
subutilizar la capacidad de produccidn; todas las metas tienen la misma prioridad
y se ha establecido una penalizacién de 4 u.m. por cada unidad no abastecida a
HP, 3 u.m. por cada hora laboral de ocio y 1 u.m. por cada unidad de déficit en las
ventas. Tenemos que hallar un modelo que optimice la fabricacién de discos duros
de la compaiiia.

Sean

z; el nimero de cajas producidas del tipo i donde i = 1,2, 3 que representa a los
discos con capacidad de 4 Gb, de 16 Gb y de 30 Gb respectivamente.

df y di la desviacién positiva y negativa de la demanda de discos de 4 Gb
d} y d; la desviacién positiva y negativa de la demanda de discos de 16 Gb
df y d3 la desviacién positiva y negativa de la venta de discos de 4 Gb

d} y dy la desviacién positiva y negativa de la venta de discos de 16 Gb

d} y d; la desviacién positiva y negativa de la venta de discos de 30 Gb

d} y dg la desviacién positiva y negativa de las horas laboradas en la empresa
Si queremos mantener contento a nuestro cliente debemos satisfacer la demanda por

lo que las restriccidnes—meta que debemos de incluir en el modelo son:

z+d7 —df =30
$2+d2——d;'=40
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Como podemos apreciar las variables di y d; representan la demanda insatisfecha,
por lo cual es necesario minimizarlas y por ello las debemos incluir en la funcién
objetivo del modelo lineal por metas con una penalizacién de 4 u.m. para cada una.

La segunda meta establece el cumplimiento de las ventas, por lo que las restricciones—
meta a incluir en el modelo son:

z +d; —di =50
T, +d] —d} =60
T3+ ds —di =70
Dado que no queremos quedar por debajo de las ventas estimadas, las variables que

incluiremos en la funcién objetivo serdn d3, dy y dg y le asignamos la penalizacién
de 1 u.m. a cada una.

Finalmente tenemos que cumplir la meta referente a la subutilizacién de la fuerza
de trabajo, por lo que la restriccién—meta a incluir en el modelo es:

8z, + 12z + 20z;3 + dg — dff = 1200

y como no queremos tener horas de ocio debemos incluir la variable dg a nuestra
funcién objetivo con su respectiva penalizacién de 3 u.m.

Asi el modelo de Programacién por Metas a resolver es el siguiente:

Min z=4(d7 +d3) +d3 +d; +d; +3dg

s.a.
) +d1_—di"=30
I +d;—d;=40 ,
z +dy —df =50 '

T2 +diy —dj =60
1.‘3+d5——'dg'=70
-8y +12.’E2+201‘3+dg'—d; = 1200
z;207i=1,...,3

Utilizando el software de WinQSB obtenemos la solucién éptima z, = 50, z» = 60
¥ 3 = 70 con un valor en la funcién objetivo de z = 0 (es decir que d; =0
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con j = 1,...,6), lo cual nos indica que se cumplen todas las metas propuestas.
Asi mismo obtenemos que df = df = 20, d} = 1320 y df = d} = d} = 0 lo que
significa quc fueron necesarias 1320 horas extras y HP no tiene que demandar 20
cajas mas de 4 Gb. y 16 Gb. para alcanzar el 6ptimo en el problema.

Ahora, si por ejemplo tuviésemos la restriccién de no permitir horas extras, ten-
driamos que adherir al modelo la siguiente restriccion rigida:

8z, + 12z, + 20z;3 < 1200
y la funcién objetivo para este problema seria:
Min z = 4(dy +d;) +d5 +dy +d; +dg

por lo que el nuevo modelo de Programacion por Metas queda con la siguiente:
forma: ' B

Min z=4(dy +d3)+d5 +d; +d5 +dg

s.a.
21 +dy —df =30
z; +dy —df =40
x| +d3 —df =50

T2  +dy —df =60
Cza+dy —df =70
8z + 12z, + 203 < 1200
z;>20i=1,...,3.

y resolviendo, mediante el algoritmo simplex del software antes mencionado, obte-
nemos que el valor éptimo es z = 76 con £; = 30, z; = 40 y z3 = 24. Tomemos en
cuenta que con la variacién en la restriccion referente al tiempo de trabajo implica
que quedamos por debajo de las ventas por 20 cajas de 4 Gb. y 16 Gb. asi como
por 34 cajas de 30 Gb. (ya que df =d} =20y d} = 36).

Notemos que en este problema podemos darle una interpretacién al resultado de la
funcién objetivo, que nos indica que obtuvimos un déficit de 76 unidades en cuanto
a ventas; para poder interpretar la funcidon objetivo de un problema de Programacion
por Metas, las variables de desviacidn, que nos otorguen el resultado final (i.e. las
que sean distintas de cero), deben estar en las mismas unidades y deben de ezpresar
un mismo tipo de restricciones-meta.
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Para no perder la sincronia con la Programacién Lineal, expresemos el MODELO
ARQUIMEDIANO EN FORMA MATRICIAL:
El modelo arquimediano
Min Tl (widy +wid]) (3.2)
sa. ’ :
C1iT1 + C12%2 + ... + C1nZn +diy —df = by
CnZy + €T+ ...+ ConTh +di —di =by

c>ml:l:l + Cn2Z2 + ...+ cmn:in + d;; - dyt. = bm
Ie F

lo podemos .expresar. matficialmente como sigue:
Min w~d~ +wrdt T e T (3.3)
s.a. ' o B ' T
Cz+Id-—Id* =5

Ze F
z>0
donde
w*, W~ son los vectores de penalizaciones atribuidas a las variables de desviacién

positiva y negativa respectivamente
d*, d~ son los vectores de las variables de desviacién positiva y negativa
C es la matriz de coeficientes correspondientes a las metas »
I es la matriz identidad
I vector asociado a las variables de decision
b vector de niveles aspirados por cada meta
F

espacio de soluciones factibles determinado por el conjunto de soluciones reales
del problema

Concluyendo, formular un Problema de Programacién por Metas requiere de in-
troducir al modelo meta-restricciones y minimizar las desviaciones relevantes de
cada meta con el conocimiento de que la funcién objetivo no tiene interpretacién
explicita. : ‘ -
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3.2. Programacion por metas con prioridades

La Programacidn por Metas Con Prioridades es la técnica mdas utilizada en los
problemas de tipo multi-objetivo, ya que en las aplicaciones reales es mas coherente
tener siempre ciertas preferencias por alcanzar unas metas sobre otras; por ejem-
plo, al querer aplicar este modelo para la optimizacién del gasto familiar mensual
tendriamos distintas metas: cubrir colegiaturas, gasto diario, gasolina, tenencias,
vestido y calzado, diversiones, ahorro, etc. a las cuales no podemos asignar el mis-
mo peso o prioridad de ejecucién ya que para algunas personas puede resultar mas
acorde con su estilo de vida priorizar en colegiaturas que en ahorro y para otras en
gasto diario que en tenencias, etc.. Ahora si trasladamos esto a un nivel empresa-
rial o social, dichas metas conflictivas, deben de ser bien planteadas y priorizadas
de forma “adecuada”para obtener los datos acordes con la politica de la empresa,;
estas maneras “adecnadas” pueden ser: comparacién por parejas, uso de la funcién
de utilidad, criterios de dominancia estocdstica o la experiencia.

Dentro de la Programacién por Metas con Prioridades tenemos que existen diver-
sas mancras de resolver problemas relacionadas con esta rama de la Programacién
Matematica, ya que al establecer prioridades en las diversas metas no debemos de
asignarles valores nimericos porque en dado caso todos los problemas de Progra-
macion por Metas se reducirian al enfoque sin prioridades.

Dentro de los métodos mds eficaces utilizados para resolver problemas de Progra-
macion por Metas con prioridades he contemplado los siguientes:

1. Método secuencial
2. Método directo

3. Método simplex lericogrifico

Los cuales tienen ciertas variantes en su analisis que llevan a una utilizacén muy
completa de las extensiones que tienen algunos de los métodos mas conocidos de
la Programacién Lineal, como son El! método de la Gran M y El método de la
Dos—Fases®.

Establezcamos al Modelo General de Programacidn por Metas con Prioridades de
la siguiente manera:

5Los cuales son bien explicados en el Capitulo 2
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Min 37 P(widy +widf) ’ . (3.4)
s.a.
C Clzdi—dif=b
Clztdy —df =b

C™z 4 dy, —df =bp

m

zeF
donde

w}, w penalizaciones atribuidas a las variables de desviacién posmva y negativa
respectivamente

df, di variables de desviacién positiva y negativa de la i~ésima meta
C* vector de coeficientes correspondientes a la i—ésima méta

x vector asociado a las variables de decisién

b; nivel aspirado por la i-ésima meta

F espacio de soluciones factibles determinado por el conjunto de soluciones reales
del problema:

p ntmero de niveles de prioridad establecidos tal que 0 < p < m
P; coeficiente de la i-ésima prioridad

y dado que la i—ésima meta no siempre corresponde al nivel de prioridad i, el modelo
lo podemos expresar de forma general de la siguiente manera:

Min TP_, P(ud™ + Md*) - (3.5)
s.a. . .
Cz+Id-—1Id* =5}
Ze F

H
O

donde
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B = (Wi Wy, Wi

En esta clase de modelos tenemos que las metas que corresponden al nivel de prio-
ridad P, son mis importantes que las de prioridad Piy1 i.e. Pr 3» Fiyy para
k=1,...,pcon0<p<m

La interpretacién de las P/s no tiene significado real ya que pueden tener valores
ordinales o ntimericos (aunque al interpretarlas numéricamente puede acarrear erro-
res de redondeo}); por lo que la funcién objetivo no tiene un significado real. Este tipo
de problemas dentro del modelo hizo que se planteara una nueva manera de formular
el modelo general de la Programacién por Metas con prioridades denominandolo
Programacién por Metas Lexicografica (ya que en este modelo las preferencias
de prioridad se ordenan de igual forma que se ordenan las palabras en un lézico o
diccionario) el cual consiste en separar los niveles de prioridad de cada meta y en
la funcién objetivo cada componente representa un nivel de preferencia. Por lo que
el Modelo General de la Programacién por Metas Lexicogrifica es:

Min—~ Lex Z = {md~ + Md*,...,ppd™ + Xpdt} (3.6) :
s.a.
Cx+Id —Id+ =}
Ze F
20

donde todas las componentes son como se definieron anteriormente y la funcién
objetivo estd conformada por todas las variables de desviacién contribuidas por las
meta-restricciones, encerradas entre llaves y separadas por comas en donde el nivel
de prioridad es expresado por los subindices de los coeficientes y; y A;, i.e. se expresa
el nivel de prioridad de izquierda a derecha dentro de las llaves comenzando por las
variables correspondientes a la mayor prioridad.

A la solucién 6ptima del problema de Programacién por Metas con prioridades se
le denomina. Minimo Lexicografico.
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3.2.1. Maétodo secuencial

El método secuencial se desarrolla por etapas, cada etapa corresponde a un nivel de
prioridad las cuales describo mediante el siguiente algoritmo:

Algoritmo secuencial

Primera etapa

Paso 1 La primera etapa comienza optimizando las metas de pnmem przorzdad
bajo las siguiente caracteristicas:

i. La funcion objetivo solo incluye las variables de desviacion de primera
prioridad.

ii. Se incluyen inicamente las meta-restricciones de la primera prioridad.

iii. Contiene las restricciones originales.

Paso 2 Realizar el algoritmo simplex de la Programacién Lineal hasta obtener una
solucién Sptima.

Paso 3 Sila primer etapa tiene solucién tinica®, esta es la solucién 6ptima de todo
el problema, de lo contrario pasamos al paso 4 de la etapa dos.

Segunda etapa

Paso 4 En la segunda etapa procedemos con el modelo del método secuenciél bajo
las siguientes caracteristicas: ’

i. La funcidn objetivo solo incluye las variables de desviacidn de la k~ésima
prioridad.

ii. Se incluyen las meta-restricciones desde la primera prioridad hasta las
de k—ésima prioridad

iii. Contiene las restricciones originales.

iv. Las funciones objetivo de las etapas anteriores se incluyen como restric-
ciones rigidas en su valor dptimo.

6Recordemos que una solucién no es tinica dentro de la Programacién Lineal si para al menos
una variable no-basica, en la tabla simplex final, su coeficiente de costo reducido es cero (z; -c;) =0
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Paso 5 Realizar el algoritmo simplex de la Programacién Lineal hasta obtener una
solucién Sptima. Si en esta etapa tenemos que la solucidn es inica, esta es la
solucién 6ptima de todo el problema y el proceso se detiene, de lo contrario
pasamos al paso 4 de la etapa dos haciendo k = k 4 1.

Notemos que si k = m entonces la solucién 6ptima final es la solucién éptima
de todo el problema. :

El siguiente ejemplo nos servird para ilustrar y comprender mejor el algoritmo an-
terior.

Ejemplo 3.2.1. Una compaiiia fabrica piezas de aparatos mecanicos Una pieza
en especial tiene dos tipos de calidad: normal y extrafina. Para la fabricacién de
la siguiente corrida la empresa recurrird a financiamiento externo. Actualmente
la maquinaria disponible estd calibrada para producir 9 moldes de refaccién por
corrida; pudiendo combinar los moldes extrafino y normal en una misma corrida.
Las piezas extrafinas se venden a $300 y las normales a $100. Por diversos motivos la
empresa tiene la facilidad de que el costo de produccion por cada unidad es de $100
independientemente de la calidad. Se quiere producir al menos 3 piezas de calidad
normal y 5 de calidad extrafina. Las metas establecidas por la administracién en
orden de importancia fueron las siguientes: '

a) Obtener ingresos superiores de $1200 por corrida

b) Evitar ajustes en la maquinaria (superiores o inferiores) penalizando a esta
meta con un valor de 1.

c) Satisfacer la necesidades minimas de produccién. La demanda de los productos
con calidad extrafina es de 5 a 1 en relacién con los de calidad normal. Siendo
estos valores las penalizaciones en la funcién objetivo para las desviaciones en
esta meta. '

Finalmente, el financiamiento externo es de $600.

Sean

z) = Numero de piezas producidas con calidad extrafina

z2 = Niumero de piezas producidas con calidad normal

La meta que corresponde a la primer prioridad esta dada por la inecuacién

3z, +xp > 12
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en cientos de u.m. que al agregarle las variables de desviacién correspondiente obten-
emos la ecuacién

3z, +z2 +df —df =12

que serd la meta-restriccién en el modelo, y la variable de desviacién por agregar a
la funcién objetivo es di ya que no queremos quedar con un ingreso por debajo de
$1200.

La siguiente meta—restriccidén correspondiente a la segunda prioridad esta dada por
la ecuacién

Ty +xz2+dy —di =9
en cantidad de unidades y la contribucién a la funcién objetivo es d7 + di ya que

queremos evitar ajustes en la maquinaria superiores e inferiores.

Las dltimas meta-restricciénes correspondientes a la tercera prioridad estdn deter-
minadas por la ecuaciones

oy +dy —df =5
To+d] —df =
y la contribucién a la funcién objetivo es 5d3 + dj ya que queremos satisfacer la

necesidades minimas de produccién.

El financiamiento externo es de $600 por lo que la restriccién rigida asociada es

2}1+.'E256

Finalmente conformamos a la funcién objetivo con las variables de desviacién con-
tribuidas por las meta-restricciones de la siguiente manera:

Min — Lex{d;, dj + df, 5d5 +d;}

Notemos que acomodamos a las variables de desviacién por su prioridad, separadas
por comas y como el valor 6ptimo que encontraremos serd un ménimo lexicografico
se incluye la notacién Min-lex al inicio de la funcién objetivo.

El modelo de Programacién por Metas con Prioridades es el siguiente:
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Min — Lex {dy, d7 +d}, 5d3 + d7’}
s.a. ’

La primer etapa del método es

Min
s.a' ’ . .-f
3z + xg + dl_-—di" =12
T+ T2 <6
;20i1=1, 2

que, utilizando el algoritmo simplex nos otorga el resultado dptimo de Z{ = 0 con
z* = (4, 0) y como la solucién no es unica, pasamos a la siguiente etapa.

Min dy +df
s.a.
Ti+ Ty +dy —df =9
" 3z + 22 o> 12
T1 + T2 56

z;>20i=1, 2

notemos que la restriccién incluida en esta etapa fue 3z;+z, > 12 en lugar ded; = 0
para mantener la generalidad de la notacién. Utilizando el algoritmo simplex nos
otorga el resultado éptimo de Z3 =3 con z* = (3, 3) yd; =3y df =0, como la
solucién no es unica, pasamos a la siguiente etapa.
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Min 5dy + dy
: s.a.

Ty +xp +dy —di =9

z +dy —di =5

Za+d; —d} =3

dy +df =3°
‘31‘11+22 > 12
T+ T2 <6

r;=>20i=1, 2

Que nos otorga el minimo lezicogrdfico Z} =3conz* = (5, )y d; =2ydf =1

Existen diversos autores que utilizan el método secuencial, con algunas modifica-
ciones al aqui presentado:” .

1. En cada etapa se incluyen todas las metas, y el resto del algoritmo es como
se explicé.

2. 8i Z; = 0 entonces todas las desviacidnes que aparecen en la funcién obje-
tivo Z; son cero y se eliminan del modelo agregando las restricciones rigidas
correspondientes a ellas.

3. Si la funcion objetivo Z; contiene una sola variable de desviacién, digamos
Zy = d, agregamos la restriccién rigida®

Ciz >b; — d;
-en lugar de mantener la ecuacién

Ciz+df —df =b

7ver Ignizio[16](18], Hillier[14] y Taha[28)
8Como vimos en la segunda etapa del ejemplo anterior
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3.2.2. Meétodo de la M en la Programaciéon por Metas

Cuando los coeficientes de prioridad Pys, del modelo 3.6, toman valores ntimericos
u ordinales, existe una extensién del Método de la gran M para la Programacién
por Metas Lexicogrifica o también denominado Método Directo para la Pro-
gramacion por Metas.

Min T2 Pulped™ + Med*)
s.a.
Cz+Id —I1dt=b

€
>0

8oy

En el cudl las P[s se convierten en mimeros muy grandes que indican el nivel de
prioridad i.e. entre més grandes sean mayor es la prioridad, o de manera simbélica
y se utiliza el método de la M para su eliminacién del modelo.

En este caso se incluyen todas las metas del modelo al mismo tiempo. Por otro lado
recordemos que el renglén zp se modifica de la siguiente manera:

z = (Viejo renglon zg) + Py x (renglén 71) + ... + P x (renglén i)
y procedemos de la forma usual del método para obtener la solucién éptima.
El siguiente ejemplo nos servira para aclararnos la manera de ejecutar este algoritmo
en la Programacién por Metas con prioridades.

Ejemplo 3.2.2. Resolvamos el problema del ejemplo 3.1.1 mediante el método
extendido de 1a M para la Programacién por Metas con prioridades suponiendo que
se establece que satisfacer la meta referente a la exposicién tiene prioridad sobre la
meta referente al presupuesto.

Con los datos del ejemplo 3.1.1 tenemos que el modelo de Programacién por Metas
es el siguiente:

Min z = Pid] + Pd}
s.a.
4z + 8z +df —df =45 (Meta de exposicion)
8z, + 24z, +d; — df =100 (Meta de presupuesto)
1+ 272 <10 (Limite de personal)
Ty <6 (Limite de la radio)
Ty, T2, dY ,dy,dy ,dF >0
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Vamos a resolver este problemna utilizando las dos variantes vistas del método ex-
tendido de la gran M.

Primero vamos a darles valores nimericos a las P[s; por ejemplo tomemos P, = 1000
k .2 .
y P = 1, entonces todo se reduce al siguiente problema de Programacién Lineal:

Min z = 1000dy + df
s.a.
4z, +8zy +d7 —df =45 (Meta de exposicién)
8z, + 242 +d; — df =100 (Meta de presupuesto)
T; + 2z, <10 (Limite de personal)
T ’ <6 (Limite de la radio)
Iy, T2, d-l*-’ dl_1 d;, d; 2 0

que al utilizar el paquete WinQSB, debido a que este paquete usa el método de
la gran M para resolver problemas lineales, obtenemos que la solucién éptima es
Z* = 5000 con z* = (5, 2,5) y di = 5. Entonces podemos decir que quedamos por
debajo de la meta de exposicidon por 5 millones de personas.

Ahora vamos a manejar el método de la gran M manejando los valores de las Pys
de forma simbdlica.

Recordemos que los valores simbdlicos de las Pls son muy grandes y los empates
que surjan en el desarrollo de la solucién del modelo se romperan considerando la
regla fundamental de la Programacién por Metas con prioridades: Py 3> Piy

Comencemos metiendo los datos en la tabla simplex de la misma forma que lo
hicimos en la seccién 2.2.2.°

T |z |x, ®;, d; d, df di z; x| Lado Derecho
2|1{0 0 —-P 0 0 -P, 0 0 0
;04 8 1 0 -1 0 0 0 15
a¢|ol8 24 0 1 0 -1 0 o0 100

z3 0] 1 2 0 0 0 0 1 1] 10

zq (O 1 0 0 0 0 0 0 1 6

notemos que en el segundo renglén (correspondiente a la variable bdsica d}) el
elemento azg # 1, entonces para que esta variable pueda ser bédsica multiplicamos
todo el renglén por -1 (ya que a6 = —1) obteniendo asi | siguiente tabla inicial:

9Ver pigina 28
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zp | 2| xy . Xz di - d; di di  =x3s x4 | Lado Derecho
% |10 0 =P 0 0 —-PF 0 0 )
404 8 1 0 -1 0 0 0 a5
d'lol8 24 0 1 0 1 0 o0 -100
"lop1 2 6 0 0O 0 1 0 10
z|0/1 0 0o o0 o 0 o0 1 6

:Nos podriamos preguntar ;Por qué no meter desde el principio a la variable d
cuya columna se encuentra propicia para que esta variable sea bésica? La respuesta
a ello es que no importa, de hecho d4 lo mismo hacerlo o no, la diferencia seria en la
" interpretacién de los valores obtenidos de las variables de desviacién (;Por qué?).

Procedemos, entonces a cambiar el renglén correspondiente a zp como indicamos
anteriormente, quedando este de la siguiente manera:

z(’) = (110» 0! —Plyovoi "'P21 0,0,0) + Pl(01 4181 1) 01 ‘11 0, 07 0» 45)
- +P,(0,—8,—24,0,-1,0,1,0,0, —100)
= (4P, — 8P,,8P, — 2P,,0,—P,,—P,,0,0,0,45P, — 100F;)

obteniendo asi la siguiente tabla:

d, df df =z Lado Derecho

zp | 2 ) Ty dy 3 T4
120 1 4P1 - 8P2 8P1 —-2P2 0 —’Pz’ —'P] 0 0 0 45P1 el 100P2
Tdr [0 4 8 1 0 -1 0 0 0 45

dy |0 - -8 -24 0o -1 0 1 0 o -100
{zs |0 1 2 0 0 0 0 1 o0 10

zs | O 1 0 0 © 0 0 0 1 6

y procediendo de acuerdo al método de la grdn M visto en el capitulo anterior
obtenemos la siguiente tabla:

zp |z | 1 =z di dy di dj T3 z4 | Lado Derecho
zo |114P, O 0 - - 0 —-4Ph+12P, 0O 5P + 20P;
d;10] O 0 1 0 -1 0 -4 0 5

dry {o}| 4 0 O -1 0 1 0 0 20

z2 {0}1/2 1 0 0 0 0 1/2 0 5

x4 |0 1 0 o0 0 0 0 0 1 6

notemos que el coeficiente de costos reducido asociado a la variable de holgura z3
dado por (27 — ¢z = —4P; + 12P) nos indica que este valor es < 0 debido a que
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P, >3» P,, el valor ordinal de P, es tan grande, que sobre pasa cualquier valor
positivo que P, pueda tomar. Finalmente tenemos la tabla éptima signiente

g | 2]z =z df dy  df  df z3 x4 | Lado Derecho
Z {1{0 0 O 0 —-P —-P —-4P,+12P, O 5P
dr|ojo 0 1 0 -1 04 -4 0 5

n {01 0 0 -1/4 0O 1/4 0 0 5
|0]0 1 o 1/8 o0 -1/8  1/2 0 2.5

4 |00 0 0 1/4 .0 -1/4 0 1 1

donde podemos apreciar que los valores obtenidos son los mismos que resultaron
al haber aplicado el método de la M con valores numéricos asociados a las Pls
(que curiosamente siguen siendo los mismos valores Sptimos obtenidos al resolver
este problema con el enfoque “sin prioridades”) los cuales son Z* = 5000 con z* =
(5, 2,8) ydy =5.

Como podemos imaginar, si es posible ampliar el método de la Gran M a la Pro-
gramacién por Metas, tambén es posible ampliar el método de las dos fases a ella,
denominado Método simplex lexicografico o simplex multi-fases el cuil ex-
plicaremos a continuacién.

3.2.3. Meétodo Simplex Lexicografico

Esta extension del método de las dos fases, es el método mds utilizado dentro de la
Programacion por Metas ya que emplea esta extension manejando la idea de la tabla,
simplex del método de las dos fases con dos renglones objetivos simultaneamente,
de los cuales uno es para la funcién objetivo original y el otro es para la suma de
las variables artificiales!?.

El Método simplex Lexicogrifico o Multi-fases se desarrolla en una tabla muy 1itil
para los cdlculos y que es muy similar a la utilizada en el método de las dos fases
de la Programacién Lineal, se compone como lo muestra la siguiente tabla:.

10Ver Bazaraa(l]
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en donde:

W Es la matriz de penalizaciones w;; de p X (n + 2p + m) de las variables de
desviacion originales en la funcén objetivo

C Matriz de costos correspondientes a las meta-restricciones de p x n
A Matriz de coeficientes tecnoldgicos de las restricciones originales m x n
Cp Matriz de pesos relacionados con las variables basicas originales de(p +m) x p

d}~ Vector de variables de desviacién bésicas correspondientes a las meta-restricciones
depx1

xp Vector de variables de holgura o artificiales bésicas en las restricciones originales
demx1

(Z — C) Matriz de coeficientes de costo reducido de p x (n + 2p + m)
I Matriz identidad

¢ Vector de indicadores de optimalidad de p x 1

b Vector de requerimientos de (p + m) x 1

P, Coeficientes de prioridad con 1 < k <p

Para mayor claridad, la siguiente tabla presenta el desglose de elementos de cada
matriz y de cada vector en la fase inicial de la tabla anterior.
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Wintpil 't Winizp
-~ T X

s |bpem
S Uinizpim | @1
Up,n+2p+m ¢p

Notemos que, por ejemplo si d; es la variable basica en la tabla anterior el peso
correspondiente dentro de la matriz W seria w) .41 ¥ en la matriz de pesos bésicos
Cpg seria vy por lo que

Wine1 = V1,1
asi como los coeficientes a,.;; corresponden a c,4;,; por lo cual
Cotij=0Cppijeonl<i<myl<ji<n+2p+m

por lo que tenemos que tener cuidado para no confundir la notacién.

La manera de calcular las uy, y las ¢ es la siguiente:

b = SIEP b - vik VkeNtalque 1 <k<p (3.7)
Z}":l" Cit - Uik —wre Vhke Ntalque 1 <k<p
yVteNtalquel <t<n+2p+m (3.8)

Ukt

En el método simplex lexicografico las iteraciones se realizan de manera similar que
en el método simplex de la Programacién Lineal, en donde:

i. En el lado derecho b siempre aparecerdn los valores correspondientes a los
objetivos de las meta-restricciones actualizadas en cada iteracién, asi como
los valores de las variables bédsicas actuales de cada iteracién.
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ii. La eliminacién Gaussianay el criterio de salida y entrada de variables a la base
se realiza de la misma manera que en el método simplex de la Programacién
Lineal.

iii. Los elementos de la matriz de coeficientes de costos reducidos (Z —C) asf como
los indicadores de optimalidad se realizan como se describe en las ecuaciones
3.7 y 3.8 respectivamente.

Lo cual d4 lugar a que el método simplex lexicografico para la Programacién por
Metas, pueda ser explicado mediante el siguiente algoritmo:

Algoritmo Simplex Lexicogrifico

Paso 1 Plantear el problema en cuestién como uno de Programacién por Metas
con prioridades (establecimiento de meta-restricciones o metas suaves, re-
stricciones originales o rigidas, contribuciones a la funcién objetivo, etc.)

Paso 2 Introducir los coeficientes a la tabla simplex lexicografica de la manera ya
expuesta. Los elementos uix, y ¢ son calculados como indican las ecuaciones
3.8 y 3.7 respectivamente. Si u;, < 0 V t relacionada con las variables no
bésicas y 11, = 0V t relacionada con las variables basicas, entonces la solucién
déptima encontrada es unica y terminar. De lo contrario ir al Paso 3.

Paso 3 Determinar la variable de entrada del mismo modo que en algoritmo sim-
plex de la Programacién Lineal!! utilizando tinicamente el renglén de prioridad
P, para ello; la variable de salida se determina por medio de la regla del co-
ciente minimo y realizar eliminacién gaussiana como en el método simplex de
la Programacién Lineal y regresar al Paso 2 si Si u;; < 0V t relacionada con
las variables basicas y u;, = 0 para alguna t relacionada con las variables no
basicas, entonces la solucidén encontrada es éptima y no es tnica por lo que
debemos pasar al Paso 4.

Paso 4 Determinar una variable que sea candidato a entrar por medio de la si-
guiente propiedad:

Definicién 3.2.1. Propiedad de entrada restringida

La variable £; 1 £ j < n+ 2p + m es candidato a entrar a la base del nivel
de prioridad k 4+ 1, para 1 <k <p, siug; =0con1<j<n+2p+mie. si
Uk41,; tiene ceros sobre él en la columna x;

HVer pagina 131
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Y utilizandofl'mi(:tuncur.e el rengldn de prioridad Pr,, para ello. La variable
de salida se determina por medio de la regla del cociente minimo: después
realizamos eliminacion gaussiana como en el método simplex de la Progra-
macién Lineal y los uiiy ¥ @k 41 son caleculados como indican las ecuaciones
3.8 ¥ 3.7 respectivamente, si alguna de las uyy; > 0 para alguna variable
no bdsica dentro del nivel de prioridad & + 1 entonces repetir este paso hasta
que Upers < 0V ¢ relacionada con las variables no bidsicas y entonces pasar al
Paso 5.

Paso 5 Si k& = p terminar, la solucidn encontrada es la soluciéu éptima del proble-
ma. Sil £ k < pentonces revisar si g1y < 0V ¢ relacionada con las variables
no basicas y g = 0V ¢ relacionada con las variables basicas, entonces la
solucidn Sptima encontrada es idnica y terminar. En otro caso pasar al Paso
0.

Paso 6 Verificar si se cumple que ugy; < 0V ¢ relacionada con las variables basicas
Y U1 = 0 para alguna t relacionada con las variables no basicas, si esto
ocurre entonces la solucion encontrada es Gptima ¥ no es unica por lo gue
debemos regresar al Paso 4 haciendo & = k& + 1.

El siguiente ejemplo nos ayudard a poner en claro el procedimiento del algoritimo
simplex lexicografico.

Ejemplo 3.2.3. Del problema de Programacion por Metas del cjemplo 3.2.1

Min — Lex {d7. d5 +dF, 5dy + d7}
s.a. .
3.‘L'|+Zl'2+df —'dl' =12
) +1’2+-d-; —d{ =9

v +d;—df =5
Ta+dy —df =3

2y + T2 SG
5 >0i=1, 2

resolverlo con el método simplex multi-fases

Escribimos el modelo de Programacion por Metas con prioridades como indica la
siguiente tabla (las celdas vacias son “ceros”):
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[1] : 5 1
10 1 1
0 1 ' ~
2|y @ dT dy dy dy df dF df df x5 b]bi/ci,
0 311 R S 112 12/3
1 oldy {11 1 Sl 9| 9
50 0|dy {1 1. -1 9 5
10 0|d;|o 1 a4 3] -
0 0 zy {11 ‘116 6
P31 o 0.0 |12
PN ! 0 -200 |9
P[5 1 -1 0 -5 -1 28

‘Observemos que la manera de obtener las wuy, (que se presentan sombrendas en la
tabla anterior) es tal como lo describe la ecuacion 3.8 (los elementos resaltados son
. aquellos ‘que pertenecen a los vectores con los que se realizan las operaciones):

LW =Gt + €y s V1 H 3,1 V3t Gy Vg Fasy c s Wy
=3-1+1-0+1-04+0-0+1-0—0 =3
Qz.g =01t t2 +ca1 - v22 €31 Vaga + Ca1 Vg2 + @5 Usg — Wy
Tl ' =3.041-140-0+0-0+1-0-0. . =1, -
‘ugy = 01.1 ' U3 + €21 - Uag + Cap - Vaat+ Cqt o Va4 a5y ¢ Usy — g

=‘3'0+l‘0+1~5+0-1+1-0—0 =35

Asf también podemos observar que se cumple integramente la manera de calcular

7 las &« que define la ecuacién 3.7: .
SOy =by v by gy by gy by vgy by sy
=12:149-045-043:-04+6-0 =12
G2 =bvia+by-vep+byvusa+byvaz+bsousa
=12-0+9-1+5-0+3-0+6-0 =9

¢s =by-vig+ba vy +by-vag+ by vaa+bsusy
o= 2404 9045 . 54314640 =28
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“yisiguiendo el criterio (del algoritmo simplex de Programacion Lineal) de entrada
y sulida’ de las variables a la base (regla del cociente minimo'?) obtenemos que x;
entra a la base y sale ] y procedemos a realizar la Fuse 1 como nos indica algoritmo
© simplex multi-tases:

Py 5 1
P 1 1
Py 1
IJ;; Pg P] Base T T dr dZ— d; d,"_ di" d; d{{ d:: JOK Y b bj/Cj'g
T, | 1. .173 1/3 . 13 i[ 12
2/3 -1/3 1 1/3 -1 5| 15/2
-1/3-1/3 1 13 A 1 -
1 1 S| 3| 3
2/3 -1/3 1/3 12| 3
P[0 .0..:1._ 000 0 0 0 0 0|0 «
P |2/3 -1/3 1/3 -2 0 0 5
Py |-2/3 -5/3 5/3 0 -5 -1 |8

como muestra la tabla anterior tenemos que la primer prioridad ya cs éptima (parte
sombreada) ya que el renglon correspondiente al primer nivel de prioridad u; £ 0,
por lo que continuamos con la signiente fase sin alterar este rengléon v recordando
la propiedad de entrada restringide. Analizando la tabla anterior mediante la regla
-del cociente minimo obtenemos que la variable que sale es &3 o df y mediante
la propiedad de entrada restringida obtenemos que la variable que entra es «xa;

escogemos a oy como la variable que entra, y asi la Fese I] es como sigue:
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Py 5 1
Py 1 1
Py 1
Py Py P[Buselxy wo-dyiidy dy di df dj dj di x3 [ b]bj/ei
w1 12 /3 1/3[3] -
1 d5 1 1 a3 -
5. d5 ‘12 1 12 1 1/2|2] 4
1 dy 1/2 1 -1/2 -1 -3/210 -
T I 1 -1/2 1/2 3/2|3| 6
P, 00 -1 0 00 0 00 0 00 v
P100 O O OO0 OG 20 0 -1 (3 Vv
Py -2 2 -5 -1 1 |10
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Somhromnos a laa vmml)lcb dy, df y a3 por que estas no pueden entrar de nuevo a
la base 'ya'que empeomrfan el aleance obtenido en Py y % cuyos renglones también
estdn sombreados ‘ya: que han alcanzado su nivel éptimo. Ahora en la Fase 11/
tenemos que entra ln variable df y sale d3 obteniendo finalmente la tabla dptima
signiente:

Py 5 1
Py 1 1
Py 1
Py Py P |Baselx, z2 df di d3 dj di di di di a3]b
T zy |1 1 -1 5
1 dy 1 -1 1113
dy -1 2 1 -2 14
V| dy 11 SR P
Do 1 -1 1 111
0100 0000 0 0l0v
00 00 0 0 2 0 0 -1{3{v/
0:0-0 -4 0 00 -1 -1 -1{2|v/

l,u mblt\ 6pmna anterior nos proporcionn mucha informacion acerca del pmh!ema
a snhm tcnemm que los valores asaciados a las variables baisicas son

R < (xy,re,df ,d3 d7) = (5.1,4,3,2)

que coincide con la solucién encontrada en el problema 3.2.1.

Los indicadores de optimalidad ¢, nos indican el alcance que obtuvimos en nuestras
‘metas, entonces

¢; =0
¢ =
@3 =2

&} = 0 nos indica que la meta 7 se alcanzé en su totalidad inclusive nos pasamos
- de ella por 4 unidades, como lo indica la variable de desviacion df = 4.

¢35 = 3 indica gue la meta P, no fue lograda por 3 unidades como lo indica la variable
de desvincién bdsica asocinda a esta meta d7 = 3 (quedamos con un déficit
de 3 unidades).
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¢35 = 2 quiere decir que la meta P; tampoco se satisfizo en su totalidad ya que
hicieron falta 2 unidades para ello, como lo indica la variable de desviacién
asociada a ella dy = 2.

Asi mismo podemos decir que los valores asociados a las variables de decisién
(z1, z2) = (5,1) nos indican que el alcance de las metas ya sefialado se logra pro-
duciendo 5 unidades con calidad extrafina y 1 con calidad normal.

Como podemos apreciar, es muy extenso el estudio de la teoria relacionada con
los métodos de resolucién de la Programacién por Metas, pero he considerado que
los algoritmos y procedimientos expuestos en esta tesis son los mds importantes y
eficaces porque en las aplicaciones a problemas reales, estos son los més utilizados,
como veremos en el siguicnte capitulo.
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Capitulo 4
Aplicacion

En este capitulo pretendo proporcionar unas breves, pero muy importantes, aplica-
ciones de la Programacién por Metas en distintos campos del conocimiento. Este
capitulo estard dividido en dos secciones, las cuales consistiran del planteamiento,
desarrollo y resolucién de dos problemas practicos de la Programacién por Metas,
uno que optimiza los recursos de un hospital y otro que desarrolla un modelo alter-
nativo al modelo de Minimos Cuadrados del Andlisis de Regresidon.

4.1. Ewvaluacidén del servicio hospitalario.

El propésito de exponer esta aplicacién es el de demostrar la implementacién de
la Programacion por Metas a un caso real y su efectividad asi como el de motivar
anadlisis posteriores para nuestro pais.

La evaluacién fue realizada para el Servicio Nacional de Salud Piblica Espariolal la
cual reconoce tanto los objetivos financieros como los no-financieros, es decir que el
modelo de programacién por Metas permite al decisor llevar a cabo una planeacién
en términos de ofrecer un servicio de calidad, minimizacién de costos y mantener la
fuente de recursos.

Como podemos imaginar, el estudio de los hospitales es muy complejo debido a la
dimensién tan amplia de objetivos conflictivos entre si y la inconmensurabilidad que
tienen algunos de estos.

Este estudio se realizé, como mencioné, para el Servicio Nacional de Salud Publica
de Espafia en un tiempo en que este requeria de cambios radicales debido a las
nuevas necesidades que la poblacién les demandaba.

Ver Caballero[2]
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Como hemos visto a lo largo de esta tesis, la teoria multi-objetivos le proporciona a
cualquier administracién un soporte matematico sélido en cualquiera de sus ramas,
como es el caso de la Programacién por Metas-para atacar objetivos conflictivos
entre si sujetos a una serie de restricciones.

En la aplicacién se intentan adecuar las actividades desarrolladas en el Servicio de
Cirugia Ortopédica y Traumatologia al modelo matemdtico de la Programacién por
Metas, dichas actividades serdn representadas por las siguientes variables:

Z Cirugia.
7 Actividades externas.

z Hospitalizacién.

A través de reuniones con los administradores del hospital se lograron reconocer los
siguientes objetivos por alcanzar:

1. Mantener al personal requerido asi como la disposicién de espacio.

2. Minimizar los costos de operacién.

3. Decrementar las listas de espera.

4. Ofrecer servicio de calidad.

Meta 1

Como primer prioridad, la administracién determiné que se debe asegurar al person-
al necesario para proporcionar un servicio de calidad al paciente asi como mantener
la disposicién del espacio; se estimé que el tiempo requerido de los inédicos y en-
fermeras empleados actualmente eran los suficientes para satisfacer l1a demanda del
hospital. Los datos al respecto los muestra la siguiente tabla:

Variable Productos Médicos Enfermeras
xz1, Intervenciones planificadas con pase de admision 200 mins. 200 mins.
xz, Intervenciones de urgencia sin pase de admisién 200 mins. 200 mins.

T2 Intervenciones ambulatorias planificadas 90 mins. 90 mins.
222 Intervenciones ambulatorias sin planificar 90 mins. 90 mins.
#1,,  Citas de primera vez 20 mins.
y12  Citas subsecuentes 10 mins.
1,3 Emergencias ambulatorias 32 mins.

z Hospitalizaciones 15 mins.




4.1. EVALUACION DEL SERVICIO HOSPITALARIO. 71

La tabla que se muestra a continuacién muestra la disposicién de tiempo de todos
los Medicos, Enfermeras y supervisores.

Enlermeras Enfermeras
Médicos de piso Supervisores Instrumentistas
Tiempo disponible (hrs.) 23,333 24,480 493.5 6,120
Tiempo descontado 0 560 0 140
Tiempo disponible total 23,333 23,920 493.5 5,980

Por iltimo para esta meta tenemos que los requerimientos de espacio son determi-
nados por los datos que muestra la siguiente tabla:

Camas Consultorios Quiréfanos
Disponibilidad 66 10,920 hrs. 2,912 hrs.

Por lo que las restricciones y meta-restricciones en nuestro modelo?, referentes a las
necesidades humanas y de espacio, son las siguientes?:

Médicos

200z, + 200x2,;, + 90z, 2 + 90z 2 + 20y1,1 + 10y, 2 + 3-2y1,3 < 1,400,000
cuya meta-restriccion es:
200z, -+ 200x2,; + 90xy 2 + 9022 + 20y1,1 + 10y, 2 + 32y1,3 + df — df = 1,400,000

La contribucién a la funcién objetivo de esta meta-restrciccién es dy + df -ya que
la administracién quiere satisfacer exactamente esta restriccién.

Enfermeras instrumentistas
200z;,, + 200x2,; + 90z, 2 + 9022 < 358,800
cuya meta-restriccion es:
200z, + 200z2,1 + 90z1,2 + 90222 + dy — di = 358, 800

La contribucién a la funcién objetivo de esta meta-restrciccién es di ya que la
administracién no quiere sobrepasar esta. restriccién.

2Algunos de los coeficientes fueron proporcionados directamente por la administracién ¥y no
aparecen en las tablas sefaladas.
3Notemos que el tiempo ha sido cambiado a minutos
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Enfermeras de consultorio
(20/3)y11 + (10/3)y12 < 218,400
cuya meta-restriccién es:
(20/3)y11 + (10/3)y1,2 + d5 — dy = 218,400

La contribucién a la funcién objetivo de esta meta-restrciccién es di ya que la -
administracién no quiere sobrepasar esta restriccién. )

Enfermeras de piso
70.28z < 1,435,200

cuya meta~restriccidn es:
70.28z + dy — df = 1,435,200
La contribucién a la funcién objetivo de esta meta-restrciccién es df ya que la
"administracién no quiere sobrepasar esta restriccion. : )

Consultorios
20y;,1 + 10y, 2 < 655,200

cuya meta-restriccion es:
20y1,1 + 10y,2 + d5 — dF = 655,200

La contribucién a la funcién objetivo de esta meta-restrciccién es di ya que la
administracién no sobrepasar la capacidad de consultorios.

Quiréfanos : ‘
100z, + 100x2,; + 45z 2 + 457,22 < 174,720

cuya meta-restriccion es:
100z;,; + 100x2; + 45212 + 45722 + dg — dg' = 174,720

La contribucién a la funcién objetivo de esta meta-restrciccién es df ya que la
administracién no puede sobrepasar la capacidad de los quiréfanos.

Finalmente la contribucién total a la funcién objetivo de todas las ecuaciones que
conforman esta meta es la siguiente:

df +d7 +di +df +df +df +dF-
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Meta 2

Como segundo objetivo, la administracién resolvié que habria que disminuir o man-
tener los costos de servicio. La relacién en el modelo de los costos, evaluados por el
centro de decisiones o administracién, con las variables de decisién ya definidas se
muestra en la siguiente tabla:

Variable Nivel actual Nivel deseado Costo por unidad
Ty 1,230 1,320 19,437.57
T2, 66 300 19,437.57
T1,2 27 260 9.718.78
T2,2 8 20 9,718.78
Na 14,187 10,000 9,719.47
Y2 22,663 20,000 5,830.5
.3 16,539 10,000 11,663.25

z 20,655 28,850 38,875.15

que genera la siguiente restriccién (en miles de pesetas):

19.43757x,,, + 19.43757x;, + 9.71878z, 5 + 9.71878x5 5+
9.71947y, 1 + 5.8305y, 2 + 11.66325y, 3 + 38.87515z < 1,291,423

cuya meta-restriccién que incluiremos en el modelo es:

19.43757z,,y + 19.43757z5; + 9.71878x, 2 + 9.71878z25 + 9.71947y, 1 +
5.8305y, 2 + 11.66325y, 3 + 38.875152 + dy — di = 1,291,423 ’

y la contribuci6én de esta meta-restriccion a la funcién objetivo es de la variable d3
ya que la administracién no quiere sobrepasar la linea de espera.

Meta 3

Uno de los problemas mas graves, en cuanto a servicio, del Servicio Nacional de Salud
eran las listas de espera en algunas dependencias médicas, en especial en las que se
realizaban cirugias. En el modelo se tuvo que incluir cotas en las variables, debido
a que era imposible a corto plazo realizar algiin cambio, dichas cotas muestran
la necesidad de expandir las actividades de manera tal que las listas de espera se
reduzcan. Las cotas a las variables las podemos observar en la tabla anterior, en las
columnas referentes a las actividades.
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Las restricciones de esta meta son las siguientes:

1,230 <7< 1,320
66 <z3;< 360
27 SII'QS 130
8 Smpp< 20
10,000 <y < 14,187
20,000 <2< 22,663

10,000 <y;3< 16,539
20,655 <z< 20,850

y las meta-restricciones a incluir en el modelo son:

Ty1 +dy —df = 1,230 11 +dy —di = 1,320
Ty +dp—dfy= 66 Toa+dy —dh = 360
Tig+dp—dh= 27 Tig+dp —di= 130
Too+dy —diy = 8 moat+diy—df= - 20
Y11 + dig — difs = 10,000 g +dy — dfy = 14,187
12 + dy — diy = 20,000 2 +dg — dfy = 22,663
a3 + dyp — diy = 10,000 Y13 + dy — df, = 16,539
z+ dj, — dj, = 20,655 z -+ dgy — df; = 20,850

La contribucién a la funcién objetivo de estas meta—restricciones esta formada por
la suma de las variables de desviacién negativas, de las restricciones que son de tipo
>, y de las variables de desviacién positivas, relacionadas con las restricciones de
tipo <.

dg +di +dig+df, +d +diy + diy +d + dig +dY + dig + dy + dog + ddy +do, + dd;

Meta 4

Como vimos al principio de esta seccién, la administracién del servicio de Cirugia-
Ortopédia y Traumatologia reconocié como cuarta prioridad lo referente a la calidad
del servicio. Esto es posible medirlo mediante los siguientes indices:

indice de ocupacién (1.0.) (Dfas—paciente/Promedio anual de trabajo en camasx
365) x 100
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Cambio de admisiones (C.A.) Nidmero de admisiones/Nidmero de camas

Estancia promedio (E.P.) Dias — paciente/Niimero de admisiones*

Con los datos histéricos del hospital se obtienen los indices que muestra la siguiente
tabla: :

% Actual Minimo Maximo

1O, 8574 75 85
CA. 2695 27 1304
EP._ 1165 9 115

El indice de ocupacién fue utilizado en la meta 1 por lo que para esta meta sola-
mente utilizaremos los indices I.LR. y E.P. en la misma ecuacién. El incremento en la
estancia promedio produce una disminucién en la rotacién por lo que la restriccion
asociada a esta meta es la siguiente:

(xl.l + 12,1)/0.73
66
=1,301 <z, + 121 < 1,465

27 < < 304

Observemos que de la primer desigualdad los datos extremos 27 y 30.4 son obtenidos
de la tabla previa, de manera tal que hay que aclarar que las admisiones totales
fueron divididas en admisiones clinicas y quirtirgicas donde las primeras representan
el 27 % del total por lo que el resto es el 73% como lo indican las desigualdades
anteriores.

Las meta-restricciones asociadas son:
11 + Toy + dyy — d;:‘ =1,301

Ty + T2, + dyy — d;' = 1,465

La contribucién de esta meta-restriccién a la funcién objetivo es dz; + d3; ya que
esto representa la penalizacién que desea hacer la administracién por salirnos del
rango establecido para esta meta.

Teniendo todas las meta-restricciones requeridas por la administracién podemos
formular nuestro problema de PROGRAMACION POR METAS LEXICOGRAFICO de
la siguiente manera: )

4De emergencia y programadas.
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Min— Lex Z ={df +d; +dj +d3 +d} +df +dE, df, dg +df +dyp + di)+
dip + diy + diy + dfy +dig + diy + dig + diy + dyp + djy +

dy, + dfy, dgq + d3s}

.CAPITULO 4." APLICACION

200.’!:1.1 + 200z, + 901‘13 + 901‘23 + 20p1,1 + 10y;,2-+

32y1 3 + 152 +dy — df = 1,400,000
200z, + 200x;,; + 90z, 2 + 90z22 + d; — d; = 358, 800

(%g)ym + (139)111.2 +d3 — df = 218,400

70.28z + dy —d} = 1,464,810

20y11 + 10y, 2 + d5 — df = 655,200

100z, + 100z2;; + 45z, 2 + 45z22 + dG —df =174, 720

19.43757x,) + 19.43757z2,1 + 9. 7187811 2+ 9.71878x22 + 9. 71947y1 1+
5.8305y, 2 + 11.66325y,,3 + 3287515z + d7 — df = 1,291,423

I ~+ dﬂ_ - d8+ = 1, 230
Ty1 + d; - d; = 1,320
a1 + dpp — dfy = 66
T2, + dp; — df; = 360

) 11’2 -+ d;z -_ dtz =27
Iy +dpy — df =130
Tap+dj —dfy=8

T22 + dl-s —_ dTS =20

1 + dig — dis = 10,000
Y11 +dyg — df-, = 14, 187
Y12 + dig — dify = 20,000
Y12 + dip — dfy = 22,663
w13 + dg — dfy = 10,000

1,3 +dp — df = 16,539

z + d, — df = 20,655
2+ dj; — d, = 20,850
1:11+1221+d24—d24—1 301

Dy Ty +dy —dfs =1, 465

Ti >0coni=123=1,2
Yij >0coni=1235=1,2
z20




4.1. EVALUACION DEL SERVICIO HOSPITALARIO. 77

Debido a la complejidad que representaria utilizar las tablas del algoritmo simplex
multi-fases de forma “manual” y a que no existe un software especial para resolver
este tipo de problemas?®, resolveremos este problema utilizando el método secuencial
para la Programaciéon por Metas con prioridades. Cada iteracién se reduce a un
problema lineal, como vimos en el capitulo anterior, que serd resuelto utilizando el
programa® de LINDO 6.1.

Etapa 1

Incluimos la funcién objetivo de prioridad maés alta y sus respectivas meta-restricciones.

Min Z = df +d7 +d3 +df +d} +df +d¢
s.a.

200xy,1 + 200z2,1 + 90z 2 + 90x52 + 20y + 10y 2+
32y13 + 152 + df — d} = 1,400,000 N
200z;,) + 200z, + 90z, 2 + 90z, 2 + dj — df = 358,800
(2—;)91.1 + (%)ym + d7 — df = 218,400
70.28z + dy — d} = 1,464,810
2091, + 10y12 + di — dF = 655,200
100z, ,; -+ 100zx2, + 451‘1,2 + 45335 + dg — d;- = 174,720
z;;20coni=1235=1,2
¥ij>20coni=1,2j=1,2
z20

resolvemos por medio del algoritmo simplex para obtener los sxguxentes resultados
6ptimos z* = (T1,1, T2, T1.2, T2.2, Y1,1, Y1.2: N1 3 Z) de esta etapa:

" z* = (0,0,0,0,0,0,43750, 0)

con z* = 0 y los siguientes valores de las variables de desviacién:

5Los programas de LINDO y WinQSB contienen algunas extensiones para resolver problemas
de Programacion por Metas que siguen el método secuencial y no el simplex lexicografico.

SLas rutinas empleadas para resolver cata etapa del modelo son descritas en el Apéndice de
rutinas, ver pégina 137
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dy =358,800 - : L
dy =218;400 A
d; =1, 464,810

d; =655,200

dgy =174,720

y el resto de las variables tienen valor cero. Como existen variables no-bdsicas que
tienen coeficiente de costo reducido igual a cero podemos pasar a la siguiente etapa.

Etapa 2

En esta etapa el algoritmo se ejecuta con la funcién objetivo de segunda prioridad y
las meta-restricciones correspondientes a esta etapa y a.la etapa anterior incluyendo
como restriccién a la funcién objetivo de la etapa 1 igualada a su valor éptimo (tal
como vimos en el capitulo anterior).

Min Z =d¥

s.a.
200zx,,1 + 20022 ; + 90z; 2 + 9012 + 20y1,1 + 10y 2+
32y, 3 + 152 + dj — df = 1,400,000
200x,,; + 200x2,; + 90z,2 + 90x22 + dy — d; = 358, 800
(?g)y,_l + (13—0)y1.2 +d5 —d} = 218,400
70.28z + d — d} = 1,464,810
20y1,1 + 10y,2 + d5 — df = 655,200
100z,,; -+ 100z2,, + 45z12 + 4522 + dg — dg = 174,720
19.43757z,1 + 19.43757x2,1 + 9.71878z1 2 + 9.71878z55 + 9.71947y, 1 +
5.8305y;,2 + 11.66325y, 3 + 32.87515z + di — dif = 1,291,423
df +dy +df +df +df +df +df =0
z;; 2 0coni=1,235=1,2
¥;=>0coni=1,235=1,2
z>20

Resolviendo con el algoritmo simplex, obtenemos los siguientes resultados éptimos:
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z* = (1747,0,0,0,0, 0, 32830, 0)

y los valores de las variables de desviacién siguientes”:

dy =9, 360
d; =218,400
dj =1,464,810
d5 =655,200

d; =875,566.687

79

Como de nuevo tenemos que existen variables no-bdsicas con coeficiente de costos

reducido igualado a cero, pasamos a la etapa que sigue:

Etapa 3

En esta etapa tendremos a la funcién objetivo de tercer prioridad asi como a sus
restricciones y de las etapas anteriores, ademads incluiremos como restricciones a las

funciones objetivo anteriores igualadas a su valor éptimo.

Min Z =dg +dJ + dyy + dfy + dip + diy + diy + dis + dig + df; + dig + dfy+

dyg +dH +d3, + d;

200x;,; + 200z2,; + 90z, 2 + 90x22 -+ 20y1,1 + 10y, 2+

32y + 15z + df — d}f = 1,400, 000

20031,1 + 200.’122,1 + 90221‘2 + 90122,2 -+ d2_ — d;' = 358, 800

(2—;)‘)311,1 + ('lgo)yx.z +dy — df = 218,400

70.28z + dy — df = 1,464,810
20y1,1 + 10y 2 + d5 — df = 655,200

100?1'1 - 100.’122'1 + 451‘1'2 + 45$2.2 + dg it dg' = 174, 720

7Ya no incluiremos el valor
optimo de la funcién objetivo porque no tiene ningin significado real.
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19.43757z,1 + 19.43757z,, + 9.71878z; > + 9.71878z5 + 9.71947y11+
. 5.8305y12 + 11.66325y,,3 + 32.875152 + d7 — df = 1,291,423
-z +dy —dg =1,230
i :z:|1+d9 —dg =1,320
." 'a:“ +dm—d;'0 = 66
zgq +dpy — dfy = 360
g 4 dp—di =27
S mpdy — diy =130
Comgp +dp —diy =8
vv".’l?22+dl_5~dr5 =20 -
Yia + dig — dis = 10,000
‘yia +dpy — diy = 14,187
: Yiz + dig — dify = 20,000 )
o yia + dip — dify = 22,663 : R AL
%13 + d3 — d3s = 10,000 o R
$,3 + d5 — dh = 16,539 o
=+ dj; — df; = 20,655 = Pt ot
z+ dy; — df; = 20,850
df +dy +df +di +df +d¥ +df =0
df =0
z;; 20coni=125=12
yij=20coni=1235=12"
220

Realizando las operaciones indicadas por el algoritmo simplex obtenemos el siguien-
te resultado éptimo para esta etapa:

z* = (1320, 360, 27, 20, 10000, 20000, 10935.7812, 20655)

cuyos valores de las variables de desviacién siguientes:
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“dy =18,570

© dy =85,080
d; =13,176.60
d5 =255, 200
dy =4,605
d; =114,329.73
dy; =103
diy =4,187
dpy =2,663
d;, =5, 603.2187
dz, =195
d =90
di, =294
df, =12

d, =935.7812

Como en esta etapa existen soluciones miltiples pasamos a la etapa final.
Etapa 4

En esta ultima etapa la funcién objetivo esta formada por la funcién correspondien-
te a la tltima prioridad y se incluyen todas las restricciones del modelo incluyendo
las funciones objetivo de las etapas anteriores en su nivel éptimo, para obtener la
siguiente formulacién:

Min Z =dg, + df;
s.a.
2001;1.1 + 200132.1 + 90.'1.‘1,2 =+ 901'2'2 -+ 20y1'1 —+ 10y1,2+
32y;3+15z+dy — di'- = 1,400, 000
200z;,; + 200.17‘2’1 + 90z, 2 + 90x22 + dy — d;' = 358, 800

() s+ (22)a + d5 — of = 218,100
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70. 28z’+ d,, - d4 — 1,464,810

! 1:21 + 45z, 2 +45:c22 +dy =~ df =174,720
‘19 437571‘2,1 + 9.71878xy 2 + 9, 71878.122'2 -+ 9.71947y1,;+

2 dig = difs = 10,000
1+ d” X d17 = 14,187

= 20,000
dlg = 22,663

y13‘+d21—d1_16 539

j‘,’z+d22—d2,_20 655

Sz d;, — df = 20,850
Tyx + Ton + dyy — dfy = 1,301

DTy 4 T+ dgs — dfs = 1,465

CodbddiHdi+di+df +di+dE=0 T
Tdf=0 ' TR
Cdy +di +dp+dfy +dn +di +diy +d +d.6+d,7+d18+d,9+
dp+dii+dp+d=0
.z >20coni=1,235=1,2
. Yij=>0coni=1235=1,2

z20

Y utilizando finalmente el paquete de LINDO para resolver el modelo anterior con
. el algoritmo simplex, obtenemos la solucién 6ptima general del problema

= (1320, 145, 130, 20, 10000, 22663, 11157.6562, 20655)
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con los siguientes valores de las variables de desviacién:

d; =52,300
d; =76,204 s
d; =13,176.60
dy =228,570
dy =21,470 S
d; =99,400.187 © T T
dy, =215 e
dp; =4,187 P
d3 =5,381.343
dz; =195
' di =90
d}y =79
d}, =103
di, =12
diy =2,663
d}, =1,157.6562
d}, =164

Ahora vamos a analizar los datos éptimos del problema.

El valor obtenido de la variable z,; = 1, 320 refleja que alcanzamos el nivel deseado
para el tiempo requerido de intervenciones quirirgicas planificadas asi como la vari-
able z;2 = 20 que representa a las intervenciones ambulatorias no planificadas. El
valor de la variable zz; = 145 indica que nos acercamos mads al nivel deseado para
las intervenciones quirirgicas de emergencia ya que actualmente es de 66, as{ mismo
con la variable ;2 = 130 que representa a las intervenciones ambulatorias planifi-
cadas. :

En cuanto al conjunto de valores de las variables que representan a las actividades
externas tenemos lo siguiente: con el valor de la variable y;,; = 10, 000 observamos
que alcanzamos el nivel deseado para la actividad de realizar citas de primera vez, en
cambio con la actividad referente al seguimiento de expediente clinico y, 2 = 22,663
vemos que nos quedamos en el nivel actual y tenemos un acercamiento significativo
al nivel deseado en la actividad de emergencias ambulatorias y;3 = 11,157.6562.

La actividad de hospitalizacién se mantuvo en su nivel actual z = 20, 655.
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Las variables de desviacién distintas de cero para cada meta representan el logro en
cada una de ellas como veremos en la siguiente explicacién del resultado en cada
meta.

Meta 1 Esta mcta fue alcanzada en su totalidad. Las variables de desviacién dis-
tintas de cero d3,d5,d;, d, dg nos indican que las restricciones de las necesi-
dades de tiempo requerido de instrumentistas, enfermeras de consultorio y en-
fermeras de piso quedo por debajo del requerimiento limite y cumplimos con
las expectativas de la administracién, en cuanto al requerimiento de mantener
el tiempo requerido de medicos esto fue cumplido en su totalidad y prueba
de ello es que las variables de desviacién asociadas a esta restriccién tienen
valor cero. Asi mismo, las capacidades de los consultorios y de los quiréfanos
gquedaron por debajo de su limite. -

Meta 2 Esta meta también fue lograda en su totalidad porque la variable de
desviacién df, importante para conocer su logro o no, tiene valor cero asf co-
mo la variable de desviacién distinta de cero asociadas a esta meta, d; =
99,400.1875, nos indica que obtuvimos una disminucii en esa cantidad en
cuanto a los costos del servicio (en miles de pesetas).

Meta 3 La tercer meta se logré y muestra de ello son los valores positivos que

tuvieron las variables de desviacion dg,dg,dp + dfy,. .. ,d5 + d3; ya que es-
to nos indica que las listas de espera se mantuvieron dentro de los rangos
establecidos.

Meta 4 Esta iltima meta también fue alcanzada (cosa que rara vez ocurre) y la
ecuacién establecida para los indices que miden la calidad de servicio brindado
por el servicio de cirugia ortopédica y trauma se mantuvo dentro del rango
establecido para esta meta.

Como pudimos ver, en este ejemplo prictico, la confiabilidad de los resultados del
modelo no dependen tanto de la manera de resolverlo, sino del planteamiento del
problema también de la buena toma de decisiones y la capacidad administrativa de
la empresa o negocio que estemos evaluando, asi como de la buena mtrepetamon
que le demos a los valores obtenidos.
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4.2. Programacion por metas y analisis de regre-
sion
El andlisis de regresién es una herramienta estadistica que se emplea para determinar

una funcién que represente el valor intrinseco de una muestra determinada.

El modelo que analizaremos en esta seccién es el modelo de regresion lineal simple,
que solamente involucra una variable independiente, €l cual estd representado por
la siguiente ecuacion:

Y= fo+BX (@.1)

donde Gy es la interseccién de esta recta con el eje Y y §; es la pendiente.

En la prdctica contamos con la informacién de n parejas muestrales sobre X,Y que
se grafican como en la siguiente figura:

[-X}
osl R
o7t + + + -
0.6} + -'}

o8} + - ) K

N s A L i :
SRR -] 10 185 20 25 aoc as 40
x

Figura 4.1: Parejas muestrales

Como podemos ver es muy dificil acercar estas parejas ordenadas a una recta, y si
lo logramos es imaginable que tengamos un cierto error al respecto, por. lo cual, el
Modelo Estadistico de Regresion Lineal Simple es:

Y= Bo+BX+e | L (42)
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donde € es un vector de las desviaciones verticales de las observaciones a la recta
ajustada.

Dado que tenemos los valores de las parejas ordenadas, para encontrar la recta
aproximada al conjunto de datos, tenemos que encontrar los valores de los pardme-
tros By y $1 de manera tal que el valor de el error £ sea lo menor posible. Existe una
gran gama de métodos que la estadistica utiliza par lograr tal fin y uno de estos es
el denominado de Minimos Cuadrados el cual basicamente determina el valor de la
recta ajustada

Y = Bo + ,le (43)

donde

5 (X = X)(vi - Y)

b= =5 - %7 (44)

Bo=Y -p X o (4.5)

P_TX v oY
conX—Z“—‘yY—-zn—‘.

El criterio de minimos cuadrados también lo podemos realizar de forma matricial:

Y= BX+e (4.6)

donde Y es el vector de variables dependientes de n x 1, X es el vector de variables
independientes de 7 % 2 cuya primer columna estd formada por puros unos, €] vector
€ es el vector de los errores €; de n x 1 y finalmente el vector Bde2x1 que se
calcula de la siguiente manera:

— (th)—leY — ( @o )
B
Ademads exlsten dos hipétesis que se hacen sobre el modelo, la hipotesis estructural

y la hipdtesis distribucional.

Hipdtesis estructural consiste en suponer que el modelo es lineal en los pardme-
tros.
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Hipétesis distribucional se refiere a las suposiciones que se hacen en relacién con
los errores aleatorios € las cuales se basan en que estos se distribuyen N (0, 02)_
y que son independientes.

También los estimadores G y 51 cumplen con algunas propiedades estadisticas como
la de insesgamiento y la determinada por el teorema de Gauss-Markov® entre otras.

Por otro lado tenemos que queremos minimizar la suma de los errores o desviaciones
de las observaciones a la recta. Esto suena como la manera en que formulamos los
problemas de Programacién por Metas Sin Prioridades en donde queremos hallar
los valores de los pardmteros Gy y 51, que en nuestro caso tendran un rol de variables,
que conformen la mejor recta que se ajuste a los datos de la muestra.

Entonces la funcién objetivo quedaria de la siguiente manera:
n
Min Z =) (&)
i=1

y las restricciones estarian formadas por la recta de ajuste 4.2 valuada en cada
pareja ordenada ’
BotPrizitei=y; i=12,...,n
observemos que el error o desviacién vertical ¢; que existe entre los valores de la
variable dependiente y la recta ajustada son las desviaciones que existen entre dicha
variable por arriba o por debajo de la recta de ajuste por lo cual podemos hacer la
sustitucién:
gi=d —-df;VvieN

Por lo tanto formularemos el Modelo de Andlisis de Regresién con Progra-
macién por Metas de la siguiente manera:

n
Min Z =Y (d] +d})
i=1
s.a. 4.7
ﬂo+ﬁ11:,~+d,~'—di+=y,-; i=12,...,n
Bo, B libres

Podriamos cuestionarnos el hecho de introducir variables libres en lugar de no-
negativas, pero esto tiene un respuesta légica y es que en la practica del anilisis de

8Ver Draper (5}
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regresién algunos valores de Gy y 1 pueden ser negativos. La Programacién Lineal
ticne una solucién a los modelos con variables que pueden romper la condicién de
no-negatividad, esto es haciendo? T = ' — 2" con z' y z” > 0; entonces podemos
hacer las siguientes sustituciones 8y = 84— 034 y 81 = #'—f; para obtener finalmente
el siguiente modelo modificado:

CMinZ=3 (7 +df)

(4.8).

—B BB+ —dE =y i=1,2...,n
By BoBL BIZO

el cual puede no cumplir con ninguna de las hipétesis estadisticas mencionadas y
otorgarnos resultados eficientes.”

Para ver la eficiencia de este modelo y compararlo con el de minimos cuadrados
consideremos el siguiente conjunto de observaciones:

[ Numero de
observacién | x y
1 35.3 { 10.98
2 29.7 | 11.13
3 30.8 | 12.51
4 58.8 | 8.40
5 61.4 | 9.27
6 73.3 | 8.73
7 74.4 | 6.36
8 76.7 | 8.50
9 70.7 | 7.82
10 1575 | 9.14
11 46.4 | 8.24
.12 28.9 | 12.19

9Ver el apéndice de Programacién Lineal pagina 119
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13 | 28.1 | 11.88
14 [ 39.1 | 9.57
15 | 46.8 [:10.94
16:|-48.5 |: 9:58
17.(/59.3 |:10.09
“18'1 %70 |-8.11
19:{.°70 | 6.83
20.{.74.5°| '8.88 "
21| 721|768
22 | 58.1| 8.47
23| 44.6 | 8.86
24 | 33.4 | 10.36
25 | 28.6 | 11.08

Cuya gréfica de dispersién es la que muestra la figura 4.2.

12 - E

11} -~ - - ) 4

—_— " I 4 n B
20 30 40 30 60 : 70 G

Figura 4.2: Gréfica de parejas ordenadas

Aplicando el criterio de minimos cuadrados en forma matricial para obtener la recta
ajustada, hacemos lo siguiente!®:

}0L0s cdlculos matriciales fueron realizados utilizando el software de MATLAB 6.0
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1 353
1 29,7

1 28,6
1 1 .1
t . .
X = ( 35,3 °29,7 -+ .28,6>
Y realizando el producto obtenemos!! ‘

X,X=( 25 1315 )

1315 76323,42

Y a esta matriz le sacamos inversa

tove1 _ [ 04267 —0,0073
(X'X) '(—0,0073 0,0001

para multiplicarla con el siguiente producto:

x'y=( 235,60 )

11821,432

para obtener el vector de los estimadores Bo y ﬁl

5= 13,32379
— \ —0,079848
Entonces la recta que mejor se aproxima a los datos de la muestra utilizando el
método de minimos cuadrados es

Y = 13,32379 — 0,079848X

la cual podemos ver graficamente en la figura 4.3.

Ahora vamos a encontrar los estimadores ﬁo y ,@1 tal que el error de la ecuacién 4.2
sea minimizado utilizando algoritmo de Programacién por Metas sin prioridades.

1Para comprender mejor las operaciones con matrices ver el apéndice de Algebra Lineal pigina
106 :
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1M

.10

N . L N N
30 40 50 60 70 80
x

*i.- . Figura 4.3: Recta ajustada con minimos cuadrados

25

*Min Z =Y _(d] +d})
i=1

s8.a.

Bo + £135,3 = 10,98
Bo + £129,7 = 11,13
Bo + 130,8 = 12,51
Bo + £158,8 = 8,40
Bo + £161,4 = 9,27
Bo+ 6:171,3 = 8,73
Bo + £174,4 = 6,36
Bo + 5176,7 = 8,50
Bo + /70,7 = 7,82
Bo + 157,5 = 9,14
Bo + 146,4 = 8,24
Bo + 5128,9 = 12,19
Bo + £128,1 = 11,88
Bo + 139,1 = 9,57
Bo + $5146,8 = 10,94
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Bo + £148,5 = 9,58
Bo + $159,3 = 10,09
Bo + £170 = 8,11
Bo + 5170 = 6,83
Bo + 5174,5 = 8,88
Po + 172,1 = 7,68
Bo + Bi58,1 = 8,47
~ Bo + B144,6 = 8,86
Bo + £133,4 = 10,36
Bo + $128,6 = 11,08
Bo, Bilibres

Que al sustituir G = £ — By y B = B, — B7 obtenemos el siguientec modelo que ya
es uno de Programacién Lineal:

25
Min Z = _(d7 +df)
i=1

s.a.
B, — B4 + ;35,3 — 4/35,3 = 10,98
By — By + B,29,7 — 4729,7 = 11,13

By — B + 5133,4 — 5/33,4 = 10,36
By — BY + 5,28,6 — 528,6 = 11,08
Baos Bos Bis By =0

La tabla simplex de este prdblema tiene mas de 25 columnas por lo que nos valemos
del programa!? de LINDO 6.1 para resolverlo, el cual nos proporciona el siguiente
resultado Sptimo: '

12La rutina en este programa se encuentra en el Apéndice de Rutinas utilizadas. Ver psgina 139
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B4 = 13,252056
=0
B, = 78177,710938
3 = 78177,781250

por lo que

Bo = 13,252056 — 0= 13,252056
B1 = 78177,710938 — 78177,781250 = —0,070312

para obtener finalmente la siguiente recta ajustada por medio de la Programacién
por Metas:

y = 13,252056 — 0,070312x

la cual es graficada en la figura 4.4

10+

' . L "
‘20 - 30 40 50 €0 70 80 -

Figura 4.4: Recta ajustada con programacion por metas
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Como podemos apreciar, este es un muy buen ajuste en comparacién con el hecho
mediante el criterio de minimos cuadrados, ademas que utilizando la Programacién
por Metas eliminamos los supuestos de distribucién y tenemos acceso al valor de
los errores para cada pareja ordenada y poder actuar asf, sobre las cbservaciones
sesgadas.

En esta aplicacién los valores de las variables de desviacién distintas de cero son:

di =0,380654  dj; = 0,6905
dy =158  d =1,1854
df =04730  dj; = 1,1093
dy =0,4089  dp, = 1,2536
dy =0,4769  df = 1,28
dt =1,5460 dg, = 1,1005
dy =1,1207  df; = 0,1564
dp =0,1117  df; = 0,3948
df =1,7228  df, = 0,9965
dp = 1,097  df, = 0,5578
dp =0,6622  df; = 0,1009

Estos errores nos indican cuales son las parejas ordenadas que debemos de verificar.

Finalmente la comparacién gréfica entre el método de minimos cuadrados y el de
Programacién por Metas se puede observar en la figura 4.5.

En la gréfica observamos que existe un error entre las dos rectas el cual es posible de
verificar comparando los residuales de cada método, pero en suma la Programacién
por Metas aplicada al andlisis de regresién nos ofrece una gama de alternativas
que el método de minimos cuadrados no, entre ellas esta la disminucién de célculos
matriciales y la eliminacién de supuestos probabilisticos.

El método de Programacién por Metas para el analisis de regresién tiene algunas al-
ternativas, que estdn comenzando a ser de profundo interés para los investigadores
de este campo, como el uso de variables acotadas en el modelo para determinar
en un solo paso los intervalos de confianza, por lo que podemos concluir que es-
ta herramienta de la programacion tiene mucho por desarrollar en este campo de
aplicacidn.
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13 —— T T —~ u T

12-. . ]

-
y=13.252056-0.070312x

Y=13.32379-0.079848X

X

Figura 4.5: Comparacién






Conclusiones

En este trabajo he tratado de mostrar que la Programacién por Metas Lineal es
una parte muy importante de la Programacién Lineal porque establece criterios
de optimizacién para problemas que requieran de una planeacién mas eficiente en
cualquiera de las areas que se le aplique. Es natural que en la practica nos en-
contremos con problemas que necesiten de la optimizacién de mas de un objetivo.
Es por ello que la Programacién Lineal a pesar que nos brinda las bases para la
Programacién por Metas, no resuelve esta clase de problemas.

La formulacién de problemas de Programacién por Metas no solo requiere de la
teoria basica de las variables utilizadas en la Programacién Lineal, también nece-
sita de la introduccién y comprensiéon de la teoria basica de otro tipo de variables
denominadas Variables de Desviacién porque al involucrarlas en la formulacién y
minimizarlas logramos optimizar el problema.

Los algoritmos bésicos vistos en este trabajo fueron: El método Arquimediano, el
Algoritmo Secuencial, el Método Directo y el Algoritmo Simplex Lexicografico.

El método Arquimediano para la Programacion por Metas Sin prioridades, nos otor-
ga una alternativa matemadtica para la formulacién de metodologias que requieran
de la minimizacién de los errores o desviaciones totales asi como una explicacién
detallada de estos. Sin embargo, en la practica es poco frecuente que los problemas
planteados no contengan prioridades. Este método junto con el método secuencial
utilizan al algoritmo simplex como método de resolucién aunque el secuencial lo real-
iza por etapas ya que forma parte de los algoritmos empleados por la Programacion
por Metas Con Prioridades.

El Método Directo y el Algoritmo Simplex Lexicogrifico son muy utilizados en la
practica ya que resuelven problemas de Programacién por Metas con Prioridades.
Estos algoritmos de resolucién son mds complejos que los anteriores. En ellos en-
contramos nuevas formas algoritmicas, pero las tablas empleadas para su resolucién
son muy amplias y dificultan el manejo de los datos involucrados en problemas ex-
tensos como notamos en la aplicacién empleada para la distribucién de recursos del
servicio hospitalario.
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Es neccsario implementar nuevos programas computacionales més especializados
para resolver los algoritmos aqui planteados.

En el dltimo capitulo he desarrollado un par de aplicaciones. La primera muestra
que la Programacién por Metas ya esta siendo utilizada en el mundo para resolver
problemas de utilidad y hace notar la necesidad de software especializado para
disminuir los costos computacionales que el uso de las tablas simplex multi-fases
presentan. En la segunda presenté el desarrollo de un modelo alternativo al de mini-
mos cuadrados utilizado en €l Andlisis de Regresién con el Método Arquimediano.
La Programacion por Metas sin Prioridades proporciona ventajas en cuanto a los
cdlculos matriciales y ofrece la posibilidad de encontrar en los errores las parejas or-.
denadas de la muestra que sesgan el modelo y asf actuar sore ellas. ;Cémo comparar
la eficacia entre los métodos? Es una pregunta que queda abierta para el desarrollo
de futuros trabajos. C

Esta tesis presenta un desarrollo metodoldgico de los algoritmos antes mencionados y -
propone una notacién estandarizada esperando facilitar un mayor desarrollo tedrico
en la materia. :

‘El Autor-
V.M.G.G. -




Breve historia de la Programacion
Lineal |

La Programacién Lineal es definida como el conjunto de técnicas matemdticas que
pretenden optimizar una funcion lineal de varias variables sujeta a una serie de
restricciones expresadas por inecuaciones lineales.

A través del tiempo han surgido ciertos problemas, en los cuales la Programacién
Lineal no fué suficiente para su resolucién, por lo que han desarrollado muchas
ramas que han llegado a ser parteaguas en la historia de innumerables 4dreas de las
matematicas aplicadas, una de las cuales es sin duda La Programacién por Metas.

A lo largo de la historia han existido grandes matematicos que de una u otra manera
han contribuido al desarrollo de la Programacién Lineal. Podriamos remontarnos a
los trabajos de JEAN BAPTISTE-FOURIER (1746-1818) quien fue uno de los primeros
matematicos en tener ideas intuitivas, aunque imprecisas de la Programacién Lineal.

Pasando por los trabajos de GASPAR MONGE (1746-1818) podemos enfocarnos al
afio de 1939 en el cual el matematico ruso LEONODAS VITALYEVICH KANTAROVICH
publicé un libro titulado ”"Métodos matemdticos de organizacidn y planificacidn de
la produccion” donde trata por primera vez los conceptos que dieron origen a la
Programacién Lineal.

En 1942 KooPMANS y KANTAROVICH formularon por primera vez el problema
de transporte, y tres afios después G. STIGLER planted otro problema particular
llamado regimen alimenticio optimal.

Pero no fue sino hasta 1947 que G. B. DANTZIG formuld en términos matemadticos el
enunciado estdndar que reduce todo el problema de Programacién Lineal. DANTZIG
junto con otros investigadores del “United States Department of Air Force” formaron
el grupo SCOOP (Scientific Computation of Optimum Programs) cuyo primer éxito
fue el puente aéreo de Berlin.

Las primeras ramificaciones de la Programacién Lineal fueron comenzados, a par-
tir de 1950, por distintos grupos como Rand Corporation fundada por DANTZIG,
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ORCHARD-HAYS, FORD, FULKERSON y GALE, el departamento de matemdticas de
la Universidad de Princeton que contaba con investigadores de la talla de TUCKER
y KuHN, y la Escuela Graduada de Administracion Industrial del Carnegie Institute
of Technology que contaba con CHARNES y COOPER.

Muchos de los fundamentos matemadticos de la Programacién Lineal provienen del
trabajo de JANOS VON NEUMAN denominado “Teoria de juegos” publicado en 1928.
El invento del método Simplex fue comenzado en 1951 por DANTZIG en el United
Bureau of Standards SEAC COMPUTER ayudéandose por los modelos del ordenador
creado por IBM.

Gracias a estos investigadores podemos contar actualmente con la Programacién
Lineal como herramienta para el desarrollo de una infinidad de areas.



Algebra lineal

El Algebra Lineal nos provee de conceptos fundamentales para el desarrollo de
muchas ramas de las matemdticas aplicadas, que en nuestro caso es La Progra-
macién Por Metas Lineal, en donde los conceptos de Espacio Vectorial, Combinacion
Lineal, Independencia Lineal, Bases, Dimension de una Matriz y Transformaciones
Lineales, entre otros, nos otorgan los cimientos para comprender otros conceptos
asociados a matrices, que nos resultan indispensables para el eficiente manejo de
métodos relacionados con la resolucién de Sistemas Lineales, lo cual es el alma de
la teoria que respalda las maneras de solucionar problemas de Programacién Lineal
como el Algoritmo Simplex entre otros. '

Los Espacios Vectoriales nos proporcionan la ubicaciéon donde vamos a desarrollar
nuestra estructura algebraica; para mayor claridad necesitamos de algunas defini-
ciones.

Definicién 1. Un Espacio Vectorial V sobre un campo F (V, F) consiste en un
conjunto compuesto por dos operaciones:

Adicién Para cada z,yeV 3 z + yeV inico

Multiplicacién escalar Para cada elemento aeF y para cada zeV 3 azeV tdnico
que abraza las siguientes condiciones:

i) V z,yeV, £+ y = y + z (Conmutatividad en la adicién).

i) V z,y, 2V, (x +y) + 2 = z + (y + z) (Asociatividad en la adicién).
1i7) V zeV 3 0V tal que z + 0 = x tnico.

iv) Para cada eV 3 un elemento yeV tal que £ + y = 0.

v) VzeV 3 1eV tal que 1 x z = =.

vi) Para cada par de elementos a, beF y cada elemento zeV, (ab)x = a(bzx).
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vii) Para cada acF y cada par de elementos z,yeV, a(z + y) = ax + bz.

viii) Para cada par de elementos a, beF y cada zeV, (a + b)x = ax + bx.
Aclaremos que dentro de la Programacién Lineal el espacio vectorial ‘utilizado es ‘en
general R" y el campo utilizado es R.

Definicién 2. Sea H un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V, supong-
amos que H es en si un espacio vectorial bajo las operaciones de suma y multi-
plicacién por un escalar definidas para V. Entonces se dice que H es Subespacio
Vectorial de V.

Teorema 1. Sean H, y H, dos subespacios de un espacio vectorial V. Entonces
H, U H; es un subespacio de V.

El resultado anterior nos servird para poder visualizar el ”"lugar”’donde vamos a
trabajar con los sistemas de ecuaciones ya que un sistema de ecuaciones es la inter-
seccién de subespacios de R™.

Las ecuaciones y desigualdades utilizadas en la Programacién Lineal, dadas tanto en
la denominada funcidn objetivo como en las lamadas restricciones, nos describen el
comportamiento de un problema especifico respecto a sus variables y los coeficientes
relacionados a ellas en combinacién, por lo cual es indispensable contar con los’
siguientes enunciados:

Definicién 3. Sean wv;,vs,...,v, vectores en un espacio vectorial V. Entoncesl
cualquier vector de la forma :

ayv; +azxvy + ... +ayv,
donde a3, as, . . ., a, son constantes, se llama Combinacién Lineal de vy, vz, ...; Uy,

Definicién 4. Se dice que los vectores vy, vs,. .., v, €n un espacio vectorial V Gen-
eran a V si todo vector en V se puede escribir como una combinacién lineal de ellos.
Es decir que V veV 3 a;,as,...,a, escalares tal que

v=a1v; -+ azxva+ ...+ a v,

Definicién 5. Sea vy,vs,...,vx k vectores en un espacio vectorial V. El Espa-
cio Generado por {v;,vs,...,u:} es el conjunto de combmamones lmeales de
v, V2, ..., V. Es decir,

gen{vy,va,...,v%} = {v’|v=a1v +azva + ... + a,i}

donde ay,as,...,a; son constantes.
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Teorema 2. Si v;,vs,...,v, son vecltores en un espacio vectorial V', entonces
gen{vi,va,...,vn} es un subespacio de V.

Teorema 3. Sean vy, vs,...,Us, Uns N+ 1 vectores en el espacio vectorial V.

Si v, vy, ...,v, genera a V, entonces v1,V2,...,Un, Uny1 genera también a V.

Una de las aplicaciénes importantes de los tres ltimos resultados es el método grafi-
co para solucionar un problema de Programacidn Lineal, ya que con estos resultados
facilmente podemos reconocer la relacién que existe entre las funciénes involucradas
y el espacio donde trabajamos con ellas para obtener una solucién éptima.

El manejo algebraico de los algoritmos utilizados para encontrar la solucién éptima
en la Programacién Lineal se basan en el manejo de vectores y matrices, aunado a la
correlacion que existe entre ellos, por lo cual considero importante el conocimiento
de los siguientes conceptos:

Definicién 6. Un subconjunto S de un espacio vectorial V es llamado Lineal-
mente Dependiente si existe un nimero finito de vectores distintos vy, vp,...,v,
en S y escalares a,, ay, . . . ,a, no todos cero, tales que

avy +ava + ...+ azv, =0
y en este caso decimos que los elementos de S son Linealmente Dependientes.

Definicién 7. Un subconjunto S de un espacio vectorial V es llamado Lineal-
mente Independiente si no es linealmente dependiente y sus elementos se de-
nominan Linealmente Independientes.

Teorema 4. Sea V un espacio vectorial y sea S, < S, <V,

Si S, es linealmente dependiente => S, es linealmente dependiente.
Corolario 4. Sea V un espacio vectorial y sea §; < S, <V,

Si S, es linealmente independiente = S, es linealmente z'ndependienie.

Teorema 5. Un conjunto de n vectores en R™ siempre es linealmente dependiente
sin>m. :

Corolario 5. Un conjunto de vectorés linealmente independientes en R™ tiene a lo
mas n vectores. ) . e

Teorema 6. Sea
a;y a2 - Qin

a2y Gz -°* Qzp

Qm1 Qm2 *°* Qmp
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una matriz de coeficicntes, y

el vector de variables asociado, entonces las columnas de A, consideradas como
vectores son linealmente dependientes < Ac = 0 tiene solucidnes no triviales.

Teorema 7. Sea A una matriz de n X n entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) A es invertible.
i) La tnica solucidn al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucidn trivial (xz = 0).
iii) El sistema Az = b tiene solucidn unica V n—vector b.
iv) A es equivalente por renglones a la matriz de identidad den x n I,.
1) A se puede escribir como el producto de matrices elementales.
vi) La forma escalonada de A tiene n pivotes.
vii) detA #0
1)iii) Las columnas (y renglones) de A son linealmente independientes.

Las maneras de solucionar sistemas de ecuaciones mas comunes en Programacién
Lineal se explicardn mas adelante.

Como habiamos mencionado, el espacio vectorial utilizado en nuestro tema de es-
tudio es R", por lo cual, de los resultados anteriores podemos afirmar que cualquier
conjunto de n vectores linealmente independiente en R™ genera a R™.

Para poder generalizar la idea que estudiamos de conjuntos generadores e inde-
pendencia lineal, necesitamos del concepto de base y dimensién; la real aplicacién
a la Programacién Lineal de dichos conceptos que involucran se apreciara cuando
estudiemos los conceptos que involucran a los espacios asociados a una matriz.

Definicién 8. Un conjunto finito de vectores {v1, vz, ...,v,} €s una Base para un
espacio vectorial V si

i} {v1,vs,...,v,} son linealmente independientes.

i) {v1,ve,...,vn} generaa V.
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De donde podemos afirmar que todo conjunto linealmente independiente en R”™ es
una base en R".

Claramente podemos observar que las columnas de la matriz identidad en R™ son
linealmente independientes por lo cual el conjunto formado por las columnas de

esta matriz {e; | # = 1,2,...,n} constituye una base en R" y se le denomina Base
Candnica.

Teorema 8. Si {v;,v2,...,v,} es una base para V y si veV = 3 {¢; | i =
1,2,...,n} tal que v = cyu; + caua + ... + Cn¥p.

Por otro lado cabe sefialar que cualquier base en un espacio vectorial tiene la misma
cardinalidad.

Dentro de la Programacién Lineal tenemos que tener claro el concepto de Dimensidn
ya que esto infiere en la manipulacién algebraica que realizamos en los métodos de
resoluciéon de un problema lineal y nos otorga una base mataematica sélida de
justificacién hacia la manera de afrontar un problema de esta indole.

Asi, definamos lo siguiente:

Definicién 9. Si el espacio vectorial V tiene una base finita, entonces la Dimensién
de V es el nimero de vectores en las bases y a V se le denomina Espacio Vectorial
de Dimensién Finita, de otro modo se le conoce como Espacio Vectorial de
Dimensién Infinita o si V = {0} tiene Dimension Nula.

En nuestro estudio claramente, nos interesan solamente los espacios vectoriales de
dimensién finita ya que esta va encaminado a una aplicacién econémica de la vida
cotidiana en presencia de recursos finitos.

Teorema 9. Supongamos que dimV = n. Si los vectores de {u;,us,...,un} son
linealmente independientes en V => m < n

Teorema 10. Sea H un subespacio de un espacio de dimensidn finita V = dimH
<ooydimH <V

Teorema 11. Cualquiera n vectores linealmente independientes en un espacio vec-
torial de dimenson n constituyen una base para dicho espacio vectorial.

Hasta el momento nos hemos enfocado en establecer las bases para la teoria alge-
braica basica necesaria en el estudio de la Programacidén Lineal; para poder darle
continuidad a esta parte del capitulo es necesario ubicar la materia prima que vamos
a utilizar, las Matrices.

Con los conceptos estudiados es natural pensar en funciénes definidas sobre un
espacio vectorial que conserven la estructura de este. Dichas funcidénes especiales se
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denominan Transformacidnes Lineales, y su estudio ha dado pie a toda una rama
de las matemadticas, tanto abstractas como aplicadas.

Definicién 10. Sean V' y W espacios vectoriales sobre un campo F. o
A la funcién T : V — W la llamaremos Transformacidn Lineal de V en W siV
z,yeV yce F tenemos:

i) T(z+y) =T(z) + T(y)

1) T(cz) = cT(x)

De la definicién anterior se desprende que: o

a) Si T es una transformacién lineal entonces T(0) = 0. R T
b) T es una transformacién lineal <> T(cx +y) = cT'(z) + T(y) Vz,er y 'CVVGF;‘ ‘

¢) T es una transformacién lineal « para z;,Z3,...,%, €V yicr ezi. .. cneF
tenemos B - :

T(z": GT;) = Z": T (x;)
i=1 i=1

Entonces ya con esta concepto podemos comenzar con una de las aproximaciones
al andlisis de transformaciones en un espacio vectorial de dimensién finita: La rep- -
resentacién de una Transformacidn lineal mediante matrices.

Definicién 11. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Una base ordenada
para V es una secuencia finita de elementos linealmente independientes de V que
genera a V.,

Por ejemplo, para un espacio vectorial R”, {ej, €z, ..., e,} puede ser una base orde--
nada, de hecho se le conoce como base ordenada estdindar para R".

Definicién 12. Sea 8 = {u;,us,...,u,} una base ordenada de un espacio vectorial
de dimensién finita V. Para veV sea a;,a,,...,a, los inicos escalares tales que

V= ia.-u.-
i=1

Entonces definimos al Vector de Coordenadas de V respecto a § como

a)
az
Vlg =

a"
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Definicién 13. Supongamos que V y W son dos espacios vectoriales de dimen-

sién finita con bases ordenadas 8 =.{vj,v2,...,v0} ¥y v = {wi,w2,...,w,} re-
spectivamente. Sea T : V — W una transformacién lineal, entonces existen a;jeF
(i=1,...,m;j =1,...,n) escalares tinicos tales que:

n
T('Uj) = Z a;;w;
i=1
paral<ji<n

Asi Hamamos a A una matriz de m x n definida por A;; = a;; La matriz de
representaciéon de T en las bases ordenadas 8 y v y lo expresamos como
=[T]§;siV=WypB ="~ entonces A =[T]g

Existe un gran nimero de teoremas y resultados referentes a matrices vistas co-
mo transformaciones lineales, los cuales justifican las operaciones algebraicas rela-
cionadas con ellas.

Asi podemos dar pie al comienzo de una parte fundamental del algebra lineal, para
la justificacién de los procedimientos utilizados en la Programacién Lineal: Los
Sistemas de Ecuaciones.

La resolucién de sistemas de ecuaciones es una herramienta bésica en la Progra-
macién Lineal, ya que esta basa el trabajo del algoritmo simplex en este tipo de
maneras solucionarlos. En nuestro estudio veremos dos maneras de solucionar sis-
temas de ecuaciones, El método de Eliminacidon Gaussiana y El Método de Gauss-
Jordan, ya que estos son los indispensables en la resolucién de problemas lineales
con el algoritmo simplex.

Cabe aclarar que estos métodos solo nos sirven para solucionar sistemas de ecua-
ciones con mismo nimero de ecuaciones que de incégnitas (cuadtados) como el
siguiente:

anTy + a4+ ...+ a1, = b » o (9)
a1 + a2z + ...+ Q9T = bgl ’

AnyT) + Ap2Z2 + ...+ QpTn = b

el cual estd completamente determinado por su matriz de coeficientes A = (a,J y el
vector columna b que tiene como i — esimo elemento a b;.

Sea
a1 G2 - a4, | by
az Qax ‘' Q| by

CTCE B

Qn1 Qn2 *** Gpn bn
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la matriz aumentada y sea el vector columna

I
T2

que satisface al sistema 9

Definicién 14. Llamaremos operaciones elementales en los renglones de una matriz
cualquiera a:

i) El intercambio de dos renglones.
i) Multiplicacién de un renglén por una constante distinta de cero.

#¢) Sumar un multiplo de un renglén a otro.

Si al sistema 9 le aplicasemos los procedimientos anteriores, obtendriamos un sistema
que nos otorgaria las mismas soluciénes que el original. Y asi para poder resolver
un sistema de ecuaciones como el descrito en 9, el Método de Reduccién Gaussiana
nos indica los pasos a seguir para obtener una solucién iinica en un sistema de
ecuaciones con mismo niimero de variables que de ecuaciones.

Paso 1 Determinar nuestro primer renglén de la matriz aumentada de coeficientes
del sistema de ecuaciones en cuestidn, si el primer elemento del renglén es
cero, realizar intercambio de renglones hasta que sea que este sea distinto de
cero; si no pasar al Paso 2.

Paso 2 Hacer los elementos del resto de los renglones, correspondientes a la primer
columna, iguales a cero mediante operaciones elementales.

Paso 3 Eliminar el primer renglén y primera columna (solo ignorarlos). Si ya no
hay mas renglones terminar; si ain los hay regresar al Paso ! pero con la
submatriz generada de la matriz aumentada sin los renglones y columnas ya
trabajados.

Finalmente con este procedimiento obtendremos una matriz triangular superior co-
mo se muestra

U U2 - Up | O
0 wupm - uyle

0 0 et Upn | Cn
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de la cual claramente observamos que en su dltimo renglén obtenemos el valor para
Tn, y sustituyendo este en el renglén anterior y despejando obtenemos el valor de
Zn,—1 y asi sucesivamente hasta obtener el valor de las n variables relacionadas; a
este procedimiento se le conoce como Sustitucién Regresiva.

Un método de resolucién de sistemas de ecuaciones derivado del método de Gauss
es el denominado Método de Gauss—Jordan , cuyo procedimiento consiste en
convertir, mediante operaciénes elementales, la parte correspondiente a la matriz de
coeficientes A de una matriz aumentada (A | b) en la matriz de identidad, teniendo
al final una matriz como la que a continuacién mostramos

10 -+ 0
o1 -0 C2
00 - 1je,

y asi, claramente ya tenemos el valor de cada variable relacionada con cada columna
de la matriz de coeficientes.

Al trabajar con sistemas de ecuaciones (lo cual es el caso del algoritmo simplex)
estamos interesados en encontrar la solucidn que satisfaga dicho sistema, pero una de
las incégnitas que embargan a este tipo de trabajos es determinar si dicha solucién
es unica. Aludiendo a la definicién de Matriz Inversa, recordemos que a una matriz
cuadrada que no es invertible se le denomina Singular y si es invertible se le conoce
como No Singular, y una propiedad de no singularidad es que det(A) # 0; ya con
esto veamos el siguiente resultado:

Teorema 12. Si Ar = b es un sistema de n~ecuaciones con n-incdgnitas tal que
det(A) # 0 entonces el sistema tiene solucién tnica y estd dada por

e = det(By)
k= Tdet(A)
parak = 1,...,n donde By, es la matriz que se obtiene del reemplazo de los elementos

de la k—-ésima columna de A por los elementos del vector b.

Hasta el momento nuestro estudio de sistemas de ecuaciones se ha enfocado en
la justificacién tedrica de estos, bajo la suposicién que son cuadrados, pero en la
Programacién Lineal dichos sistemas son muy raros, lo comin es encontrar sistemas
con m ecuaciones y n incégnitas, para lo cual los resultados anteriores no satisfarian
la 6ptica con la cual podemos llevar a cabo un anélisis claro de un problema lineal.
Por ello vamos a dirigirnos hacia el estudio de Los cuatro Espacios Fundamentales
de una Matriz.
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Para resolver un sistema de n ecuaciones con n incégnitas podiamos utilizar el
método de Gauss al llevar la matriz aumentada a una triangular superior, y después
utilizabamos la sustitucién regresiva; en el caso de los sistemas de m ecuaciones
con n incégnitas vamos a utilizar el mismo método para obtener ahora una matriz
escalonada y no triangular superior estrictamente hablando.

Definicién 15. Sea A una matriz de m x n y sean {r,,rﬁ, ... Ty} los renglones -
de Ay {c1,c2,...,c,} las columnas de A entonces definimos al Espacio de los.
Renglones de Acomo:

Rac =gen{ry,r2,...,7n}

y al Espacio de las columnas de A como:
RA = gen{cl,cm oo 1C‘n}
donde R4 es subespacio de R™ y R, es subespacio de R".

Teorema 13. Las operaciones elementales en los renglones no alteran el espacio
de los renglones de una matriz. '

Este ltimo resultado nos otorga la libertad de manipular algebraicamente las ma- °
trices de coeficientes dc un sistema de m x n. )

Definicién 16. Sea A una matriz de m x n. Entonces la Imagen de A estd dada
por: ) .o
ImA={yR™ | Az =y p.a. z ¢ R"}

. [
De la definicén anterior podemos sumergirnos de lleno en la teoria que respalda a
la resolucién de sistemas rectangulares! lo cual es esencial para la comprensién de
los métodos de resolucién de problemas de Programacién Lineal.

Definicién 17. Sea A una matriz de orden mxn. El Rango de una matriz estd dado
por: .
p(A) = dim(ImA)

Teorema 14. Para cualguier matriz A
Rs=1ImA

Teorema 15. Los vectores rengldn distintos de cero, en la forma escalonada de una
matriz A, constituyen una base para Ra:.

!De m ecuaciones con n incégnitas.
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Corolario 15. Las columnas que contienen los pivotes 2, en la forma escalonada
de una matriz A son linealmente independientes.

Teorema 16. Si A es una matriz de m x n entonces
dim(Ra:) = dim(R,) = dim(ImA) = p(A)

Teorema 17. El rango de una matriz es igual al nimero de pivotes en su forma
escalonada por renglones.

En la resolucién de problemas lineales utilizando los algoritmos de Programacién
Lineal es necesario identificar sus soluciones basandonos en la teoria descrita de los
sistemas de m x n donde es 1itil observar a un sistema Az = b como una combinacién
lineal de las columnas de A.

Sea A = (C1,C,,...,C,) tal que CieR™ de donde Az podemos expresérla como
combinacién lineal - :

Az = Clil + Cg.’Ez'-*- e+ ann

tal que Az = b tiene solucién si beR™ lo podemos expresar como combinacién
lineal del conjunto definido {C),Ca,...,C.}, de donde tenemos que considerar los
siguientes casos:

Caso1 Sim>n

El nimero de vectores columna es menor que m nos indica que en un sistema
de ecuaciones tendriamos mas ecuaciones que incégnitas y el espacio generado
por las columnas de A es un subespacio de R™, ademés que:

1) Si b no estd en el subespacio generado por las columnas de A el sistéma
no tiene solucion.

i) Si los vectores columna de A son linealmente independientes y forman
una base del espacio generado por las columnas de A, el sistema tiene
solucion unica.

i) Si dim(R4) < n tenemos que los vectores columna son linealmente inde-
pendientes y generan a un subespacio de dimensién menor que n donde si
b estd en el espacio generado por las columnas de A, puede representarse
en una infinidad de combinaciones lineales de las columnas de A por lo
que el sistema tiene una infinidad de soluciones. ‘

.2Los pivotes de una matriz escalonada son los primeros elementos de cada renglén de esta, que
son distintos de cero. : :
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Caso 2 Sim<n

El sistema consta de un mayor niimero de incégnitas que de ecuaciones por
lo que los vectores columna de la matriz A no es base de R™ y solo puede ser
base para un subespacio de R".

Lo anterior da pie a dos conceptos muy importantes dentro de la Programacion
Lineal las variables libres y las variables bdsicas, dichos conceptos son utilizados en
la formulacién de un problema lineal y en su resolucién mediante diversos métodos
que entre los cuales se encuentra el algoritmo simplex que veremos mas adelante.

En un sistema de ecuaciones Az = b, mediante el método de escalonamiento, obten-
emos un sistema similar escalonado Uz = b donde las variables del vector z corre-
spondientes a las columnas con los pivotes distintos de cero de la matriz escalonada
resultante U se denominan Variables Basicas y el resto son denominadas Vari-
ables Libres las que al resolver, al resolver un sistema de m ecuaciones con n
incégnitas, pueden tomar cualquier valor real que depende del valor correspondien-
te en la ecuacion relacionada con la solucién de b.

Es de particular interés lo que sucede en los sistemas homogéneos (Ax = 0) para
nuestro estudio, por lo que tenemos algunos resultados que nos ayudaran a su com-
prension.

Definicién 18. Sea A una matriz de m xn y sea N4 = {zeR" | Az = 0} el Espacio
Nulo de una matriz y definimos a v(A) = dimN4 como la Nulidad de A.

La meta de la eliminacién en un sistema de ecuaciones homogéneo es simplificar
dicho sistema sin alterar las soluciones y para ello llevamos el sistema Ar = 0 a
uno de la forma Uz = 0 por lo que Ny = Ny y al resolverlo tengamos en cuenta,
por la definicién 1.1.17, que de las m ecuaciones tan solo p(A) = r son linealmente
independientes y quedan especificadas por los r renglones de U distintos de cero.

Definiciéon 19. Sea A una matriz de m x n. Entonces
p(AY +v(A) =n

es decir que dimN, = n —r y consta de todos aquellos vectores = para los cuales el
sistema Az = 0 tiene solucién.

De lo anterior deducimos que para obtener una base de N4 debemos reducir el sis-
tema Az = 0 al Uz = 0 que tiene n—r variables libres; asi como A no tiene el mismo
espacio columna que U, pero como el conjunto de columnas linealmente indepen-
diente de A nos indica la independencia lineal en las correspondientes columnas de .
U; también U nos puede decir que columnas de A conforman una base.
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Teorema 18. Una base de R, estd formada por aquellas v columnas de A corres-
pondientes en U a las columnas que contienen los pivotes distintos de cero.

Definicién 20. El espacio nulo de A o Espacio Nulo Izquierdo, denotado por
Nat, es un subespacio de R™ tal que

Nae = {yeR™ | A'y =0V y'A = 0}

Y por la definicion 1.1.19 y el teorema 1.1.16 tenemos que

r+dimNy =m = dimNy =m—r

Para obtener la solucién en un sistema rectangular (m ecuaciones con n incégnitas)
el proceso de sustitucién regresiva presenta ciertas diferencias respecto al proceso
aplicado a los sistemas cuadrados.

Consideremos el sisterna cuadrado Az = b donde

i) Si A # O entonces existe la solucién z = A~!b para cualquier b, donde dicha
solucién es tnica y se le conoce como el caso No Singular.

i) Si A = 0 y b = 0 existe una infinidad de soluciones ya que cualquier z satisface
que 0z = 0, a esta solucién se le conoce como el caso Indeterminado.

#i) Si A= 0y b+ 0 no existe solucién, y este es el caso inconsistente.

Estos conceptos son aplicados en la interpretacién de soluciones de problemas linea-
les.

Mediante la existencia de la inversa de una matriz podemos deducir que la existencia
y unicidad para cada b lo cual no es aplicable en matrices rectangulares, por lo que
necesitamos del conocimiento de otros conceptos.

Sabemos que una matriz tiene inversa si existe una matriz B tal que BA = I y
también una matriz C tal que AC = I las cuales se denotan como A~} y si el rango
de una matriz A cualquiera es lo mas grande posible podemos asumir que dicha
matriz tiene inversa.

Una matriz A de m X n no puede tener mas de m renglones linealmente indepen-
dientes y de n columnas linealmente independientes, por lo que se satisface que si
p(A) = r entonces r < my r < n. En los casos en que r = m se dice que existe una
inversa derecha y si r = n existe una inversa izquierda.

Definicion 21. Sea A una matriz de m x n, si existe una matriz G de n x m tal
que GA = I, se denomina Inversa izquierda de A y si existe otra matriz H de
n x m tal que AH = I, se denomina Inversa derecha de A.
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Teorema 19. El sistema Az = b tiene al menos una solucion x ¥V b < las columnas
de A {C1,Cs,...,Cm,} generan R™ entonces p(A) =r = m, por lo que eriste una
malriz H de n x m tal que Al{ =Iln e m<n,

Y por otro lado El sistema Az = b tiene a lo mas una solucién x V b & las columnas
de A {C1,C.,...,Cum,} son linealmente independientes entonces p(A) = r = n, por
lo que eziste una matriz G de n x m tal que AH = I,, & n < m.

Este teorcma justifica la existencia y unicidad en la solucion de un sistema de
n ecuaciones con m incégnitas; para el problema de existencia tendremos tantas
soluciones, del estilo x = Hb, como tantas inversas deréchas existan para el sistema,
por otro lado la nica solucién que existe en el sistema Az = b es la determinada
por x = Gb. '

El siguiente resultado resume algunos de los resultados vistos y los relaciona entre
si.

Teorema 20. Sea A una matriz de n xn, los siguientes resultados son equivalentes:

i) A es invertible.
i) La tnica solucidn al sistema homogéneo es la trivial.
i) Bl sistema Az = b tiene una solucidn inica para cada b.
iv) A es equivalente por renglones a la matriz identidad I,, de n x n.
~ v) A se puede expresar como producto de matrices elementales.
vi) La forma escalonada de A tiene n pivotes.
vit) Los renglones (columnas) de A son linealmente independientes.
viii) detA # 0 '
iz) u(A) =0
z) p(A)=n

Si una de las afirmaciones anteriores no se cumple, significa que el sistema Az = b
no tiene solucién o tiene un nimero infinito!3 de soluciones para cada vector b eR™.

Todos los resultados anteriores nos han encaminado a la comprensién de los con-
ceptos bésicos de la Programacidn Lineal desde el punto de vista algebraico, sin
embargo la Programacion Lineal es una rama tan extensa de las matemaéticas que

13Esto pasa si y solo si p(A) = p(A | b)
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seria erréneo tratar de justificar sus resultados inicamente con una parte de ellas,
ya que las herramientas otorgadas por el calculo diferencial e integral, el analisis
numérico y matematico, ecuaciones diferenciales y la geometria, entre otras, nos
brindan una visién mas amplia del! uso de la Programacién Lineal y ramificaciones
de ella; sin embargo, como vimos, el Algebra lincal es fundamental para su desarrollo.
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Programacion lineal

Como hemos visto, la Programacién Lineal es fundamental para la eficaz compren-
sién de la Programacion por Metas por lo cual los rasgos mds importantes de la
Programacién Lineal'4 para nuestro objetivo son explicados a continuacién.

En muchas de las aplicaciones de la industria, la economfa, la milicia, etc. surgié la
necesidad de maximizar o minimizar funciones que se encontraban restringidas por
limitantes ineludibles; ante dichas situaciones se han utilizado técnicas y resultados
tedricos importantes de distintas ramas de las matematicas, para conjugarlas en lo
que hoy conocemos como Programacién Lineal. ’

Para comenzar con el estudio de la Programacidn Lineal es necesario que conozcamos
como se formula un problema lineal.

Un modelo de Programacidén Lineal estd estructurado bisicamente de tres partes:

La primer parte consta de Las variables y pardmetros de decision donde las
variables de decisién son incégnitas que deben determinarse resolviendo el modelo y
los parametros son valores, estocdsticos o deterministicos, conocidos que relacionan
a las variables de decisién con el reto del modelo en su conjunto.

La siguiente parte toma en cuenta las limitantes que tiene el sistema, por lo que es
importante que el modelo cuente con Restricciones que delimiten las variables de
decision a un rango de valores factibles.

La dltima parte es caracterizada por La Funcion Objetivo que nos indica la
medida de efectividad del sistema como una funcién matemética de las variables de
decision.

Se dice que una solucién es éptima cuando los valores de las variables de decisién
producen el mejor valor posible para la funcién objetivo sujeto a las restricciones
dadas.

A grandes rasgos un problema dado lo podemos formular como un problema lineal
observando primero en el problema lo que implicitamente (o ‘explicitamente) varfa,

14Excluyendo el Método de la M y de las Dos Fases, ya que los estudiamos en el Capitulo 2
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y con que unidades trabaja, y eso serd lo que nos determinen nuestras variables
de decisién; con base en esto, basta con fijarnos en lo que el problema requiere
(maximizar o miniinizar) utilizando los pardmetros dados para tal fin, y expresarlo
en forma algebraica; por dltimo nos fijamos en las limitantes que tiene el problema y
las expresamos en forma algebraica como funcién de las variables definidas, es decir,
como inecuaciones (o ecuaciones) que resultan de asociar las variables las variables
con los coeficientes respectivos para cada restriccién, recordando que una de estas
restricciones debe ser la que indique la no-negatividad de las variables de decisién.

Para ilustrar de una manera mas clara los conceptos mencionados, consideremos el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 1. Determinar el memi mas econémico que satisfaga las necesidades es-
enciales de nutricién bajo las siguientes condiciones:

Alimento Calcio(100mg.) | Hierro(100mg.) | Costo($)
Leche(1t.) 12 1 4
Carne(Kg.) - 0 26 60
Huevo(Kg.) 3 10 12
Pan(pza.) 1 2 2
Necesidad diaria 10 12

Solucién.- Sea z; =Cantidad de alimento i que compramos, i = 1,2,3,4

min 2z = 4x; + 60z, + 1223 + 214
s.a.
12z + 3za+ x4 > 10
T, + 26x2 + 10x3 + 224 > 12
;>0 i=1,...,4

a este problema se le conoce como Problema de la Dieta.

En la formulacién de problemas lineales, la practica es la \inica manera que tenemos
para volvernos eficientes formuldndolos.

Podemos formular un problema de Programacién Lineal de dos maneras:

1. Un problema de Programacién Lineal se encuentra en su Forma Canénica
si:

i) Debemos Mazimizer la funcién objetivo.

ii) Las desigualdades de las restricciones son del tipo menor o igual.
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ii1) Las variables de decisién son no negativas.

es decir, a la forma canénica de un problema de Programacién Lineal la ex-
presamos en forma matricial de la siguiente manera:

AT z = cx
s.a.
Az <b
x>0

donde

c- es el vector de costos.
z es el vector de variables de decision.
A es la matriz de coeficientes de las restricciones.

b es el vector de recursos. .
Definicién 22. Sea z; una de las variables de decisién.

) Si z; < 0, entonces definimos z; = —z; tal que z; > 0
i) Si z; es variable libre, entonces definimos a las variables z} y = tales que
! — xf = x; considerando asf a todos los valores posibles de z;

2. Un problema de Programacién Lineal se encuentra en Forma estandar si:

i) Las restricciones del problema son ecuaciones.
ii) Los elementos del vector de recursos b son no negativos.

iii) Las variables de decisién son no-negativas.

es decir, la forma estandar de un problema de Programacién Lineal lo expre-
samos de forma matricial, como sigue:

maz(min) z = cx

s.a.
Az =b
x>0

conb>0

Definicién 23. Al vector z¢ R™ que satisfaga al conjunto de restricciones de un
problema de Programacién Lineal se le denomina Solucién Factible. Al conjunto
de soluciones factibles se le conoce como Conjunto de soluciones factibles.
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Teorema 21. Sea P un problema de programaciion lineal en forma condnica. Sea
Fp el conjunto de soluciones factiblgs de P expresado por

Fp={ze R"| Az <b, x>0}
entonces Fp es convexo.

Al sistema de ecuaciones lineales descrito por el conjunto de restricciones de un
problema de Programacién Lineal lo podemos ver como los sistemas lineales estu-
diados en la seccién anterior, de donde un sistema Az = b, con A de m x n, x de
dimensién n y b de dimensién m, podemos definir una submatriz B de m x m no
singular tal que los elementos de las n — m columnas de A que no estin en B son
iguales a cero, asi la solucién del conjunto de ecuaciones se le conoce como Solu-
cion Bdsica con respecto a la base B. Como vimos, a los elementos del vector =
asociados a las columnas de B se les conoce como Variables Bdsicas, notemos que
si para alguna x;¢ x implica que z; = 0 entonces la solucién bésica e¢s degenerada,
asf mismo que el nimero de soluciones bésicas puede ser a lo mas (}).!®

Definicién 24. Un elemento ze¢ C, donde C' es un conjunto convexo, se llama
Punto extremo si no existen elementos y, ze C tales que

z=oay+(l—a)z p-a. «e(0,1)
Teorema 22. Sea el siguiente problema de Programacion Lineal

maz(min) z = cx

s.a.
Az =b
z2>0

entonces la funcion objetivo z alcanza su dptimo en un punto extremo del conjunto
de soluciones factibles (acotado) del probleme de Programacién Lineal.

En el estudio de la Programacion Lineal se han desarrollado métodos que utilizan los
resultados anteriores como base de su desarrollo, uno de estos métodos se le conoce
como Método Grafico el cual consiste en obtener la solucién de un problema lineal
mediante el analisis geométrico del politope convexo formado por las restricciones
de dicho problema.

Claramente se nota que el método grafico sirve \inicamente para problemas con dos
o tres variables.,

La Solucién Grdfica de un problema lineal la podemos describir mediante la siguien-
te metodologia:

18Ver pégina 112
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Paso 1 Comenzamos con graficar las restricciones de no-negatividad para las va-
riables de decisién elegidas.

Paso 2 Graficamos las restricciones del problema. Recordemos que para graficar
una inecuacion lineal primero hacemos cada inecuacién, una ecuacién para
asi graficar la recta que describe cada una de ellas y dependiendo del tipo de
desigualdad que represente originalmente, visualizamos la region descrita de
uno u otro lado de la recta graficada.

Paso 3 La region factible quedara determinada por la interseccién de los semies-
pacios descritos por las restricciones.

Paso 4 La funcién objetivo la graficamos en el mismo sistema coordenada como
una ecuacién. Dado que dicha funcidn es para minimizarse o maximizarse, el
crecimiento o decrecimiento de ella estara dado por el gradiente de la funcién
objetivo.16

Paso 5 Lasolucién 6ptima (si existe) quedard determinada en un vértice del politope.
Esto se lograra sustituyendo los valores de cada vértice en la funcién objetivo
y el que la mejore, segiin sea €l caso, sera el 6ptimo buscado.

Ejemplo 2. Una fdbrica de muebles produce 2 clases de comedores: Early American
y Rustico. La fabrica logra una utilidad de $200 y $240 por la venta de cada comedor
respectivamente. Los comedores requieren de cierto tiempo para su construccién y
para el proceso de pintura. Los requerimientos y capacidades de produccion diarias
se presentan en la siguiente tabla:

Recursos requeridos por unidad | E. A. | R. | Recursos disponibles
Tiempo de construccién(hrs.) 6 12 12
Tiempo de pintura(hrs.) 8 4 64
Utilidad 200 | 240

La fdbrica desea determinar el nimero de unidades de cada tipo de comedor a
producir diariamente de tal manera que las utilidades sean méximas .

Solucidn.- Sean z; =Niimero de comedores Early a producir diariamente, y £ =Numero
de comedores risticos a producir diariamente.

Asi tenemos:

16E] gradiente de una funcién es determinado por el signo de gf‘- parai=1,...,n
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P

maz z = 200z; + 240z,
s.a. .
6z + 12z, < 120
8z + 4z, < 64
>0 i=1,2

signiendo el procedimiento descrito obtenemos la figura 6:

20 +~— T — — v T B

16 — Restricciones -l

. S s Funcldn objetivo

rel’ . - E
Reglén tactible

Crecimiento de 1a
funcion objetivoe .

18 . 20 & =2 T2yl

Figura 6: Método Grafico

Cuyos vertices son: (8,0), (0, 10),(0,0) y (4, 8)

Y sustituyéndolos en la funcién objetivo tenemos que: para el pto. (8, 0) z = 1600,
para el pto. (0,10) z = 2400, para el pto. (0,0) z = 0, y para el pto. (4, 8) z = 2720
por lo que el punto z** = (4, 8) es el punto dptimo y la solucidn dptima es z* = $2720.

No siempre es posible encontrar una solucién tnica en un problema de Progra-
macién Lineal, existen casos degenerados que el método grédfico puede caracterizar
de la siguiente manera:
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Problema con infinidad de soluciones
>

Caso 1 Existen dos puntos extremos éptimos y una infinidad de puntos no bésicos.

Ejemplo 3.

min 2z = —2x; + 2x2
s.a.

:z:l—:z:gso

z - 53

T2 21

cuya representacién grafica es la .;leségit‘a‘ en la‘figura 7

: | ——— Restricciones

[AAARRRRAAS Funciéen objetivo

E==Z] mesion tacunie ﬂ

———— Qradiente

Figura 7:

donde podemos apreciar que la funcién objetivo es paralela a la recta descrita
por la primer restriccién y como el problema es a minimizar, el éptimo del
problema se encuentra en el segmento definido por esta primer restriccién en
la regién factible, por lo que encontramos a dos puntos éptimos z** = (1,1) y
Z*t = (3, 3), en los extremos de la interseccién y el segmento de recta descrito, y
entre ellos existe una infinidad de puntos; para poder caracterizar la solucién
éptima de todos estos puntos, definamos a £ como dicha solucién éptima
determinada por
T=xx"+ (1 - Nz v Ae [0,1)

de donde obtenemos que la solucién 6ptima es z* = 0
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Caso 2 Existe un punto éptimo y una infinidad de éptimos no bésicos.
Ejemplo 4.

maz 2 = 3z,
8.a.
21—.'32‘50
z; <3
$2_>_1
z; 20 i=1,2‘.

cuya representacién grafica estd dada en la figura 8

........... Funciéon objetivo ﬁ
=
Region factible

= Gradiente

Figura 8:

donde la funcién objetivo es paralela a la segunda restriccién y andlogamente
que en el ejemplo anterior tenemos que como el problema es a maximizar, el
6ptimo del problema lo hallamos en la recta descrita por la segunda restriccién
en la region factible, donde solo hay un punto éptimo z*¢ = (3, 3) y la infinidad
restante de Sptimos los caracterizamos asi

Tt = (3,%7) Z2>3

donde 2* =9
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Problema ne acotado
Ejemplo 5. ‘ :
min z = —'¢3:z:1 + 2:1:2
‘ 55‘1—1250,""
Cm<3
@31 '
>0 i=12. -7

cuya representacion grafica es la figura 9

10

ol < Restr
e Functén objetivo
£t *
. % Reglon ftactible

—_—— Gradiants

x1

Figura 9:

Notemos que por la direccion del gradiente de la funcién objetivo siempre existe 2
tal que si —3z; + 2x2 = Z entonces Z > Z en la interseccién de dicha recta con la
regién factible, por lo que no existe solucién éptima para este tipo de problemas.

Problema no factible
Ejemplo 6.
miﬁ Z=Z]— T2
s.a. o
' :1:1 — T2 _>_ 0 )
T+ 22 <6 o U
. FTi D23 ‘ '
'm0 i=12
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cuya region factible é.s“¢éxr’a§cktekrvizaday-po‘rrla, gréifica 10

..-Z Region fectible 1
I- .
1} A
O 1 z Y - 5 ) 7 a8 ] 10

Figura 10:

Como vimos, una regién factible bien definida se encuentra en la interseccién de
los semiespacios definidos por las restricciones, observemos que dicha interseccién
es vacia por lo que no existe solucién que satisfaga las restricciones planteadas.

El método gréfico es 1itil en el caso de problemas de dimensién dos o tres, es natural
preguntarnos por la caracterizacién de un punto extremo en espacios de dimensién
mayor, por lo que los siguientes resultados son de particular interés.

Teorema 23. Sea el siguiente problema lineal

maz(min) z = cr

s.a.
p= Az =b
20

Si existe el conjunto {C; | i £ m} con C; como la i~ésima columna linealmente
independiente de A tal que

T1CL + Tec2+ ...+ Tici = b

entonces el punto =t = (11, 3,...,%;,0,...,0)e R® es un punto extremo del con-
junto de soluciones factibles del problema lineal P (Fp).

Teorema 24. Sea P un problema lineal en forma normal o estindar, y sea Fp el
conjunto de soluciones factibles de P. Si x* = (z1,z2,...,T, €s un punto extremo
de Fp entonces las columnas de A asociadas a las componentes positivas de T son
linealmente independientes.
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Antes de seguir con el estudio de algunas metodologias de resolucién de un problema
lineal es importante tener presente el siguiente resultado:

Teorema 25. Sea f(z) una funcidn objetivo. En un problema de optimizacion pode-
mos representar los problemas de mazimizacidn como los de minirnizacion (y vicev-
ersa) de la siguiente manera:

i) maz.<p f(z) = —-min,<p {—f(z)}, DCR"

i) min.<p f(z) = —MaXz<D {~f(z)}, DCR"

Para cualquier tipo de problema de Programacién Lineal, existen diversos métodos
que nos ayudan a encontrar la solucién 6ptima, entre ellos se encuentra el denomina-
do Método Algebraico que lo presentaremos como la introduccién al método simplez.

En nuestro estudio veremos a craso modo el método algebraico, para asi desarrollar
los aspectos mas importantes del algoritmo simplex, ya que este es de vital impor-
tancia en la resolucién de los problemas que desarrollaremos en la Programacién por
Metas.

Para poder resolver problemas de dimensidén mayor a tres, los investigadores de este
genero, desarrollaron el Método Algebraico que mas tarde se convertiria en el
algoritmo simplex.

La principal herramienta que utiliza el método algebraico es, como su nombre lo
dice, el algebra unida a procesos utilizados en la ldgica matemadtica.

El algoritmo que describe los procesos del método es el siguiente:

-1. Hallar una solucién bésica factible inicial.

a) Expresar las restricciones del problema lineal como ecuaciones. -
b) Hallar una variable basica para cada ecuacién.
c) Organizar el sistema de ecuaciones.

2. Escoger la variable que entra a la base.
3. escoger la variable que sale de la base.

4. Reorganizar el sistema de ecuaciones.

Para llevar a cabo la metodologia descrita es necesario comenzar con obtener una
submatriz B de la matriz de restricciones A mediante el proceso de Gauss-Jordan,
y multiplicarle al sistema B~! para asociar la base candnica a las variables aso-
ciadas a las columnas de B. Si expresamos z* = (z%5,0) obtenemos la solucién al
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sistema anterior xp = B~!b que es la basica inicial. Recordemos que para expresar
a las inecuaciones de las restricciones como ecuaciones, tenemos que adherir al lado
izquicrdo de cada restriccién variables de relleno o de holgura.

Las variables que se eligen como bdsicas, como podemos ver en el proceso descrito,
son las asociadas a las columnas de B las cuales son por lo regular las variables de
holgura y deben cumplir la condicién de no-negatividad. Si alguna de las variables de
holgura no es factible en el primer paso, debemos utilizar el recurso de las variables
de desviacion o de superdavit, lo cual veremos en el siguiente capitulo.

Para probar si la solucién inicial es 6ptima o no, construimos una solucién adyacente
a ella.

Definicién 25. Dos soluciones bdsicas son adyacentes si difieren en una variable
bésica.

Para hacer esto elegimos una de las variables no-basicas y la incrementamos una
unidad, donde al incremento de z por aumentar z; no-basica en una unidad lo
denominamos coeficiente de costos reducido y se denota por ¢;

Si & > 0 (&; < 0) conviene aumentar z; no-bdsica ya que z es a maximizar (mini-
mizar).

Entonces podemos deducir que la variable que entra es la " ‘mas positiva”, si z es a
maximizar, y ““la mas negativa” si el problema es a minimizar en su coeficiente de
costos reducido. :

Para obtener la variable que sale de la base utilizamos el método denominado regla
del cociente minimo que consiste en despejar la variable entrante z; de las re-
stricciones y tomamos el minimo de los cocientes de las componentes de b entre
los elementos positivos de la columna a; (los negativos 6 cero indican que x; no es
acotada en esa restricion.

Observemos que si ¢; < 0 para alguna variable no-bdsica, en un problema a max-
imizar, ya no es posible mejorar el valor de la funcién objetivo aumentando z; de
valor, y si ¢; < 0 para toda z; no-basica, la solucién actual es 6ptima.

Resumiendo, si definimos z como una solucién factible tal que la podemos parti-
cionar como z* = (2%, z%,) con T como el vector de variables no-bdasicas, tenemos
que

2(z) = ¢T = cpTp + crTR = cy B~

si a la variable no-bdsica z; la aumentamos en una unidad y el resto de variables
no bésicas permanecen valiendo cero, los nuevos valores de las componentes de zg
quedan determinados por
’ g = B b — B_'aj
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‘ya que Az = (B, R)(xp,xr) = Brg + a; = b donde R es la submatriz asociada
- a.los coeficiente de las variables no-bdsicas; v cl valor de la funcidn objetivo es
z.='cp(B~'b— B~ 'a;) + c; de donde abtenemos que & = ¢; — cgB3~'ay, con lo cual
obtenemos el criterio de optimalidad.
Este procedimiento quedard mejor explicado después de realizar un ejemplo uti-
lizando el Método Simplex, para lo cual debemos de estudiar In metodologia que
utiliza este método. La Tuble Simplex resume al método algebraico e indica, en ca-
da iteracion del algoritmo simplex, el sistema candnico actnal respecto a las variable
basicas.
Como describimos anteriormente. la particién del sistema correspondiente a las re-
striccidnes lo podemos expresar de la siguiente manera:

Az = (B I RJ(.’I?};.I;R)‘t =Bry+ Rrp=20b
donde el sistema candnico respecto a las variables basicas es
B lAr=8B"'Beg+ B 'Rrp=8"'8B

donde B-'8B = [, estd asociada a las variables basicas actuales; y ol vector de
coeficientes de costo reducido 1o expresamos como

t=c—cyB A

y notemos que la inversa de la base actunl{ B~!') queda asociada, en la tabla actual,
a las variables basicas iniciales.

En la tabla situaremos a la variables basicas y sus coeficientes en la funcién objetivo,
en las dos primeras columnas; en la parte central sitnaremos a la matriz B~ 'Ay en
la columna final se encotrara el valor de las variables basicas B~'b.

- En los primeros dos renglones escribiremos a las variables del problema y sus coefi-
cientes en la funcioén objetivo v en el iltimo rengldon escribiremmos los coeficientes de
costo reducido de las variables como vemos en la siguiente tabla:

cp|l ¢ ¢y Ca Cy Constantes
T Iy Ip e

ey |an B 1A B~ b

c C, € e Cp ==

Para construir la nueva tabla simplex definamos los elementos de B~'A como aj;
'y sea a; la variable saliente y {z;,22....7,} el conjunto de las variables bdsicuas
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Con estos elementos podemos explicar al algoritmo simplex, mediante la siguiente
metodologia:

Pasol Expresar el problema lineal en forma estdndar.
Paso2 Determinar una solucién bésica inicial y construir la tabla simplex inicial.

Paso3 Calcular & = cg B~ 'A.

Si el problema es de maximizacién:

a) Si & > 0 para alguna z; no bésica ir al paso 4.

b) Si &; < 0V z; no basica terminar. La solucién actual es 6ptima.
Si el problema es de minimizacién:

a) Si & < 0 para alguna z; no bdésica ir al paso 4.

b) Si & > 0V z; no bdsica terminar. La solucién actual es éptima.
Pasod4 Determinar la variable que entra a la base.!”

Paso5 Mediante la regla del cociente minimo determinar la variable que sale de la
base.

Paso6 Actualizar la solucién realizando operacién de pivoteo y regresar al paso 3.

Ejemplo 7. Sea el siguiente sistema lineal

max z= 3z, + 2z, — 13
s.a.
-z + 2z + T3 =4
3z + 22, <14
T — To <3
z; 20i=1,2,3

que en forma estindar queda

Y7Cualquiera que ¢; > 0 para el caso de maximizacién y cualquiera que &; < 0 para el caso de
minimizacién
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mazx - - z =3z, +2zy — 13
s.a.
—xy+ 2T+ Tz =4
321+2’Dg +zs =14
Ty - .1:2 + x5 = 3 ‘

20:=12,...,5

y observando las tablas siguientes, donde cada una representa una iteracién del
algontmo simplex, obtenemos que la solucién éptima para el problema original es
z*t = (4,1, 6) que produce z* = 20 como valor éptimo.

Iteracién 1

¢l ¢ 13 2 1 0 0 ]constantes | cociente
Tp Ty T T3 Ty s
Tz |-1 2 1 0 0] . 4 -
Ofjzx¢{3 270 1 0 14 14/3
0|z |1 -1.0 0:0 O 3/1
c 4 0 0 0 O —z = —4
Iteracién 2
¢l c[]3 2 1 0 0 constantes cociente o
B | Xy T2 Tz Ty Ts
1{z3 (0 1 1 0 1 T ST/ e
Of[zg|0O0 5 0 1 '3 ' 5 5/5
3|laz |1 -1 0 0 1 3 - o
é 0 4 0 0 4| —z=—16 ' .
Iteracién 3
gl c]3 2 1 0. 0 constantes
Tp|{T1 X2 T3 T4 ' Ts
1]z|0 0 1 —1/5 8/5 6
2] xz3] 0 10 1/5 -3/5 1
3|z |1 0 0 1/5 2/5 4
z 0 0 0 —4/5 -8/5]| —z=—20

Cabe seiialar que si € = 0 para alguna variable no bésica en z;, un ¢ambio en esta no
tiene efecto alguno en z, por lo que, en la tabla snmplex existirdan muchas solucxones
éptimas.
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Como hemos visto, todos los problema de Programacién Lineal los podemos expre-
sar en forma candnica, por lo que suponemos que todos tienen un problema dual
asoctado.

Definicién 26. Sea el problema lineal expresado en forma primal de la siguiente

forma
mazx = = cx

s.a.
Az <b
x>0

P=

el problema dual asociado a P es

min w = yb
s.a.
yA>c
20

D =

De la definicién anterior existe un resultado que afirma que asi como D es el dual
de P, P es el dual de D; por lo que la siguiente tabla nos sera de utilidad para saber
como obtener el dual de un problema lineal, en cualquier sentido de ella.

Problema es a maximizar Problema es a minimizar
A es la matriz de restricciones A? es la matriz de restricciones
c es el vector de costos ¢t es el vector de recursos
b es el vector de recursos bt es el vector de costos
i~ésima variable es del tipo > 0 (€ 0) i-ésima restriccién es de tipo > (<)
i-ésima variable es libre i-ésima restriccién es de tipo =
j—ésima restriccién es de tipo < (=)  j-ésima variable es del tipo > 0 (< 0)
j—ésima restriccién es de tipo = j—ésima variable es'libre

Dado que el problema P como el D tienen el mismo conjunto de datos, es interesante
observar la relacién que existe entre ellos.

Teorema 26. Sea la pareja de problemas lineales de la definicion 1.2.4 y sean x
una solucion factible de P y y una solucidn factible de D = cx < yb

A este resultado se le conoce como Dualidad Débil.

Teorema 27. Sea la pareja de problemas lineales de la definicion 1.2.4 y sean z*

una solucion factible de P y y* una solucion factible de D si cx® = y*b = z* es una
solucion dptima de P y y* es una solucion optima de D.
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Corolario 27. Si un problema es no-acotado = el dual es no factible

Los resultados anteriores nos indican que podemos resolver uno de los problemas
lineales a partir de su dual, la manera de hacerlo es tarea del siguiente resultado
denominado Holguras Complementarias.

Teorema 28. Sea la pareja de problemas lineales de la definicion 1.2.4 y seanx* y
y* unas soluciones dptimas del problema primal y dual respectivamente.

z* es solucidn
optima de P y y* de D & satisfacemos las siguientes afirmaciones.

i) Siz* # 0 = la i-€sima restriccion de D se satisface como ecuacidn en y*.

#) Si la j—-ésima restriccion de P se satisface como desigualdad estricta enz* =
y;=0.

%) Si y; # 0 = la j-ésima restriccidn de P se satisface como ecuacidn en z*.

“iu) Sila i-ésima restriccion de D se satisface como desigualdad estricta eny* =
oo ml=0 : :

Este resultado da lugar a interesarnos por relacionar la manera de solucionar un
problema lineal dual a partir de su pareja primal utilizando el algoritmo simplex.

Teorema 29. §i z* es una solucidn dptima en un problema lineal = 3* = cg B!
es una solucidn dual dptima.1®

Ejemplo 8. Consideremos la siguiente pareja primal—dual:

min z = 8z, + Txa + 3z;3
s.a. :
P 2z, + x> 1
Ty+ 212 +173 21
;20 i1=1,2,3

maz w =y -+ Y2
s.a.
D < 2y +y < 8 R PR
21+ <8
;20 j=12

18Donde cg y B! son como los definimos en la p. 129



135

Como el dual es de dimensién 2 obtenemos la solucién éptima en una gréifica y
obtenemos y* = (3, 2) '

Como 3t v 3% # 0 las restricciones de P se satisfacen como ecuaciones; al sustituir
1Y U2

#* en las restricciones de D observamos que la tercer restriccién se satisface como

desigualdad estricta por lo que z3 = 0.

Y con sustituyendo esto en el sistema de ecuaciones formado por las restricciones
del problema primal obtenemos que

z*t = (1/3,1/3,0)

es una solucién factible de P.

Notemos que






Rutinas utilizadas en las
aplicaciones.

Evaluacién hospitalaria N
Etapa 1 : B
MIN P1+N1+P2+P3+P4+P5+P6 -
SUBJECT TO
200X11+200X21+90X12+90X22+20Y11+10Y12+32Y13+15Z+N1-P1= 1400000 '
200X11+200X21+90X12+90X22+N2-P2=358800
6.666Y11+3.333Y12+N3-P3=218400

70.282+N4-P4=1464810

20Y11+10Y12+N5-P5=655200
100X11+100X21+45X12+45X22+N6-P6=174720

END

Etapa 2 2

MIN P7

SUBJECT TO
200X11+200X21+90X12+90X22+20Y11+10Y12+32Y13+16Z+N1-P1=1400000
200X11+200X21+90X12+90X22+N2-P2=358800 .
6.666Y11+3.333Y12+N3-P3=218400 70.28Z+N4-P4=1464810

20Y11+10Y12+N5-P5=655200 st

100X 11+100X21+45X12+45X22+N6-P6=174720"
19.43757X11+19.43757X21+9 . 71878X12+9. 71878X22+9.71947Y11+5. 8305Y12+ '
11.6325Y13+38.87515Z+N7-P7=1291423
P1+N1+P2+P3+P4+P5+P6=0

END

137
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Etapa 3

MIN N8+P9+N10+P11+N12+P13+N14+P15+N16+P17+N18+P19+N20+P21+N22+P23
SUBJECT TO

200X11+200X21+90X12+90X22+20Y11+10Y12+32Y13+152+N1 P1 1400000

200X 11+200X21+90X12+90X22+N2-P2=358800
6.666Y11+3.333Y12+N3-P3=218400 70.28Z+N4-P4=1464810
20Y11+10Y12+N5-P5=655200

100X11+4100X214+45X12+45X224+-N6-P6=174720"
19.43757X11+19.43757X21+49.71878X12+49.71878X22+9.71947Y11+5.8305Y12+
11.6325Y13+38.87515Z+N7-P7=1291423
X11+N8-P8=1230

X11+N9-P9=1320

X21+N10-P10=66

X21+N11-P11=360

X12+4N12-P12=27

X12+N13-P13=130

X22+N14-P14=8

X22+4N15-P15=20

Y11+N16-P16=10000
Y11+N17-P17=14187
Y12+N18-P18=20000
Y12+N19-P19=22663
Y13+N20-P20=10000
Y13+N21-P21=16539

Z+N22-P22=20655

Z+N23-P23=20850 DA
P1+N1+P2+P3+P4+P5+P6=0 I D
P?:O o P PEEN . . . . e v
END

Etapa 4

MIN N24+P25

SUBJECT TO

200X11+2OOX21+90X12+90X22+20Y11+10Y12+32Y13+152+N1-P1 1400000
200X11+200X21+90X12+90X22+N2-P2=358800
6.666Y11+3.333Y12+N3~P3=218400 70.28Z+N4-P4=1464810
20Y11+10Y12+N5-P5=655200

100X11+100X21+45X12+45X22+N6-P6=174720
19.43757X11+19.43757X21+9.71878X12+9.71878X22+9.71947Y11+5.8305Y12+
11.6325Y13+38.87515Z+N7-P7=1291423
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X11+N8-P8=1230 o L
X11+N9-P9=1320 S
‘X21+N10-P10=66 ‘ I
X21+N11-P11=360

X12+N12-P12=27

X12+N13-P13=130

X22+N14-P14=8

X22+N15-P15=20

Y11+N16-P16=10000 S , e
Y11+N17-P17=14187 D o
Y12+N18-P18=20000 ’ '
Y12+N19-P19=22663 T P
Y13+N20-P20=10000 LT e
Y13+N21-P21=16539 Lo o
Z+N22-P22=20655

Z+N23-P23=20850

X11+X21+N24-P24=1301

X11+X21+N25-P25=1465

P1+N1+P2+P3+P4+P5+P6=0

P7=0
N8+P9+N10+P11+N124P13+N14+P15+N16+P17+N18+P19+N20+P21+N22+P23=0
END

Modelo de regresion

Min
pl+n1+p2+n2+p3+n3+p4+n4d+p5+n5+p6+n6+p7+n7+p8+n8+p9+n9+p10+n10+pli+nil+
p12+n12+p13+n13+p14+n14+p15+n16+p16+n16+p17+ni17+p18+n18+p19+n19+p20+n20+
P21+n21+p22+n22+p23+n23+p24+n24+p25+n25

subject to

betacl~betac2+35.3betaul-35.3betau2-p1+n1=10.98
betacl-betac2+29.7betaul-29.7betau2-p2+n2-=11.13
betacl-betac2+30.8betaul-30.8betau2-p3+n3=12.51
betacl-betac2+58.8betaul-58.8betau2-p4+n4=8.4
betacl-betac2+61.4betaul-61.4betau2-p5+n5=9.27
betacl-betac2+71.3betaul-71.3betau2-p6+n6=8.73
betacl-betac2+74.4betaul-74.4betau2-p7+n7=6.36
betacl-betac2+76.7betaul-76.7betau2-p8+n8=8.5
betaci-betac2+70.7betaul-70.7betau2-p9+n9=7 .82
betacl-betac2+57.5betaul-57.5betau2-p10+n10=9.14
betacl-betac2+46.4betaul-46.4betau2-p11+n11=8.24
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betacl-betac2+28.9betaul-28.9betau2-pi2+n12=12.19
betacl-betac2+28.1betaul-28.1betau2-p13+n13=11.88
betacl-betac2+39.1betaul-39.1betau2-p14+n14=9.57
betacli-betac2+46.8betaul-46.8betau2-p15+n15=10.94
betacl-betac2+48.5betaul~-48.5betau2-p16+n16=9.58
betacl-betac2+59.3betaul-59.3betau2-p17+ni7=10.09
betacl-betac2+70betaul-70betau2-pi8+n18=8.11
betacl-betac2+70betaul-70betau2-p19+n19=6.83
betacl-betac2+74.5betaul-74.5betau2-p20+n20=8.88
betacl-betac2+72.1betaul-72.1betau2-p21+n21=7.68
betacl~betac2+58.1betau1-58. 1betau2-p22+n22=8.47
betacl-betac2+44.6betaul-44.6betau2-p23+n23=8.86
. betacl-betac2+33.4betaul-33.4betau2-p24+n24=10.36
betacl-betac2+28.6betaul-28.6betau2-p25+n25=11.08
end
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