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ÍNDICE GENERAL ÍNDICE GENERAL 

Introducción 

En el desarrollo de este trabajo se describe una clase de distribuciones 1nul­
tivariadaR, cuy.as 1narginalcs son w1ifor1nes en el intervalo unitario. 'ralcs 
distribuciones so lla.inau "cópulas". La palabra. cópula fue empleada en por 
prhner vez por Sk1n.r(l9ú9) en el teorema que n.ctuahnentc lleva su nom­
bre, el cual establece In. relación que guarda Ja distribución u1u1tivariada 
con sus 1nn.rginalcs. As(, si If es una función de distribución de dhnensióu 
n con 1nargiua)CR unidhncnsiouales F 1, ... , F,., entonces existe una cópula 
0, (la cual es única si F1, ... , F,, son continuas), tal que .l-f(x1, ••• , Xn) = 
C(F1 {x1 ), ... , Fn(Xn})• Ln.."I cópulas ticucn un papel i1nportante en la con­
strucción de funciones de distribución y cu el estudio de dependencia de dos 
o tnás vn.riablcs. La tnayoría de los resultados preseutados están to111ados de 
Nclscu(1999). 

Eu el prhuer capítulo se da.u la.."I bases, definiciones y propiedades básicas de 
las cópulas. Se expone el teorcrna de Sklar para funciones de distribución 
genern.Jhr.adas, cstnblccicudo la relación que existe entre las distribuciones 
1nargiualcs y las coujuutlLc;;. De este tt..'<lrcma se desprende la versión de cópu­
las para variables aleatorias y un corolario que brinda un n1étodo para su 
construcción. Se establece el criterio de orden que puede existir entre las 
cópullL.<J, nsí co1uo los difcrcutcs cusas de simetría. Por últhuo se exponen 
a.Jg1u1os conceptos y resultados para el caso inultivariado. 

En el cnpítulo dos se ol>tieue a.partir del 1nétodo algcbráico una clase de 
fwtcioncs de distribución H(x,y) con 1nargiualcs F(x) y G(y), tales que 
.fI(x,y) = r.p- 1 (rp(F(x)) + rp(G(y))] donde r.p es una función convexa, decre­
ciente definida cu (O, lj tal que rp(l) = O. A estas funciones se les Ua1oan 
cópulas Arquhucdea.uas, que son el objetivo principal de este trabajo, ]ns 
cuales tienen uua for1na shnplc, son siJuétrie&c;;, a."iociativa.s, y se construyen 
íacihneute. En esta parte del tral>ajo se dan algunos resulta.dos importantes 
para estns cópulns y varios ejcu1plos de íwnilias que pertenecen a esta clase, 
cou10 son las íwnilia.s de distribución de Gumbcl, Ali-Mikhail-Haq, Claytou 
y Frauk. Se establecen los ca.so...;; especiales, el ordcu y se fija.u alguuos crite­
rios de coucordw1cia, como son la dependencia de cola baja y alta.. 
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Capitulo 1 

Definiciones y Propiedades 

1.1. Preliminares 

Eu el desn.rroilo del texto se denotará n los reales por IR := (-ex>,oo)¡ 
n. los reales extendidos co1no iR := [-CXJ, oo], nl plano real extendido por 
lR2 

:= iR x IR, y al cuadrado unitario 1 2 := I x 1 donde 1 = [O, 1]. 

Uu rectángulo B cu R2 
es el producto cartesiano de dos intervalos cerrados, 

es decir B = (x1, x2] x (Y1 1 lf'.!], donde los vértices de B son Jos puntos {:z:1, y 1 ), 
(:r1. 112). (x2, YI) y (x2. !/'"¿), donde XJ :S X:z y YI :=::.:; !12· 

En esta sección se resurucu las definiciones y rc.•-ntltados necesarios para en­
tender los conceptos de cópulas. Las funciones 2-crccientcs son importantes 
ya que cu estos se centra una de las propiedades de las cópulas. El concepto 
de las funciones 2-crecicntes, es un ami.lago a Ja idea cu dos diJncusioncs de 
)n..;¡ funciones crecientes de una variable. 

1.1.1. Definición. Una /unción real 2-valuada TI c • ., una función tal que, 
-2 

Do11i JI e IR. y Rau .JI e IR. 

1 .. 1 .. 2 .. Definición. Sean S 1 y S 2 , subconjuntos no vacfos en 1R, y sea JI 

una función cuyo doniinio es Si x S2. Sea B un rectángulo que tiene todos 
sus vertices en el Dcnn I-f. Entonces, el II-volurncn de B está dado por 

Vu(B) II(:r:2,i12) - H(x,, yi) - IT(x1, 112)) + H(x¡, y¡) 

~z:~;!H(x,y). 
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1 DefiJJjcjones y Propiedades 1.1 Preliminares 

donde X¡ :S X2 11 YI .s 11"~· 

Siendo Ai;:H(x,y) = H(x2,11) - H(xi,y) y 
A~H(x,y) = H(x,v,)- H(x,11i). 

Esta .definición dn::w1a "1nedida" para un rectángulo B que se encuentra 
dentro del do1nin.io de Ja función real 3-ualuada II, donde só]o se pide que 
los vértices se encuentren en el do1ninio do Ja ftmción. 

1.1:.3· Definición. Una función real l!-valuada es e-creciente si Vrr(B) ~O,. 
para todos los rcctáF1gulos B cuyos ucrtices pertenecen al Darn H • 

. 1.1.4. Ejemplo. Sea Huna función definida en~ por H(:c, 11) = ma.::r:(z, y). 

Si B= I2, entonces Vu(I2 ) = H(l,l}-H(l,0)-H(O, l)+H(O,O) = -1 <O. 
Por Jo tanto H no es 2-creciente. • 

1.1.5. Ejemplo. Sea JI una fuuci6n definida en I2 por 

H(x, y) = (2.x - 1)(2y - 1). 

Vu(B) H(x2,112) - H(:i:2, yi) - H(:ci.112)) + H(xi.111) 
= (2¡n - 1)(2x2 - 2xt) - (2111 - l)(2x2 - 2"'1) 
= 4(x2 - xt)(112 - yi) 2: O. 

Por lo tanto H(:z:,y) es 2-crccientc. Si F(x) = H(x,y0 ) = (2x -1)(2110 - 1) 
doude y 0 representa cualquier valor eu el intervalo (O, 1/2), F(z) es decre­
ciente. Igual pasa si G(y) = H(xo, 11) = (2xo-1)(211- l) donde"'º e (O, 1/2), 
entonces G(y) es decreciente. Para Jos otros en.sos F{z} y G(y) son cre­
cientes. • 

Eu este cjmnplo se ve que si una función es 2-crccieute esto no ilnplica que 
Ja función sea creciente en cada argu1ncnto. 

Partiendo de las definiciones del H-volu1nen de un cuadrado B y de Ja fun­
ción 2-crccientc, se dan los sibruientes lemas que servirán n1ás tarde para 
establecer la continuidad de las cópulas. 
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l DeliJJicioJJes y Propiedades 1.1 Preli1ninare.~ 

1.1.6. Lema. Sean Si 11 82 subconjuntos no-vacíos de iR, y sea .JI una 
función !1-crecicnte con Dcnn If = Si x S2. Sean :r:1,x2 E S 1 tales que 
:r:1 :S X2 11 sean !lit 112 E 82 tales que 111 S y.~. Entonces la función t ......... 
Jf(t, y2) - Il(t,yi) es creciente en 81, y la función t....+ If(x2, t) - H(xb t} 
ca creciente en 82.-: 

Demostración: Sean S., S2 no vacíos, tales que S1 yS2 C iR, H uua función 
2-crcciente con Dom II = S1 x S2 y F(t) = II(t,712) -II(t,¡11). 

Sea el rcctáui,rulo B := [t,t + h] x [111,112] e Doru. H. Con10 Hes 2-crecieute 
se tiene que Vir(B) ~O, es decir 

H(t + h, 112) - H(t + I•, 111) 2: H(t, 712) - II(t, 111) 

entonces F(t +h.} ~ F(t}, por Jo tanto F es creciente en Si. 

Sea G(t) = H(:i:.,t) - H(:i:1,t) y el rectángulo O= [:zi1;x2) x [i,,t + h) e 
Dorr& H. Ann.logn.1ncntc se obtiene que Ges creciente en S2." O 

1..1. 7. Definición. Sean a¡ = iuf S1 y a2 = inf S2 1 tales que ai E S1 11 

a2 E 82. Se dice que la función If : S1 x S2 -+ lR está fija si H(:c, a2) =O y 
If(a1, y) = O, paro todo (x, y) E 51 x S2. 

Si en el Le1na 1.1.6 se agrega Ja hipótesis de que el lufhno de 81 pertenece 
a 5 1 y el ínfhno de 82 pertenece a 82. Entonces si H es una ÍWlción fija 
2-crccicute cutouces es creciente en cada argu1ne11to, Jo cual se ilustra en el 
resultado siguimate. 

l..1..8 .. Lc1na. Sean Si y S2 subcon;untos no-vac{os de R, y sca H una 

función Ji;a E-creciente con Dorn .JI = Si X 82. Entonces Hes creciente en 

cada aryurucnto. 

Demostración: Sean a¡ = i1ú S1 y a2 = hú 82, tales que a1 E S1 y a2 E 82, 
con10 H está fija entonce.; H(:r,a2} =O= H(a1,y} para todo (:r:,y) e S 1 xS2. 
Sustituyendo x 1 = a1 y 111 = a2 en el Leina 1.1..6 se tiene que I-I es creciente 
cu cada n.rgwnento. O 

1 .. 1.9. Definición. Sean bi = supS1 E 81 11 b:z. = supS2 E 82 y H : 
S 1 x S 2 ~ JR, eratonces H tiene rnarginales F 11 G dadas por: 
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Definiciones y Propiedades 

F(x) := H(x,b,) 

G(11) := H(b1, 11) 
para toda X e 81 :=Don& F., 11 
para toda 11 ES,:= Darn G. 

1.1 Prcli:rninares 

1.1.10. Ej·~~~~o .. :~·ea H una fw1ción con do1ninio en ñt2 dada por 

H(x,11) = (1 + e-z + e-")- 1 • 

Sea B := [x1, x2) x [111, y-,] E Dcnn JI 

Vu(B) = H(x2,Y2) - II(x,,111) - H(:i:,,y-,)) + H(x1o111) 

(ell2 _ cll't )(ez2 _ ez1 )(2 + cJ12 + ell• + ¿:2 + eZ•) 2: O, 
(&2 + ell2 + l)(c:c-2 + e111 + l)(e:c-1 + ell2 + l)(eZt + elf• + 1) 

Entonces H es 2-crccicntc, donde el Dcnn F = Dmn G := [-oo, oo], como 
H(x,-oo) = (1 +e-z +e"")- 1 =O y H(-oo,¡¡) = (1 +e""+e-u¡-1 =O, 
entonces JI" estñ fija y sus n1argiunlcs son: F(x) = H(x~ +oo) = (1 + e-z + 
.,-00)-1 = (1 + e-z)- 1 , y G(11) = H(+oo,11) = (1 + e-00 + e-11)- 1 

{l + e-U)-1, donde F(x) 11 G(11) son crecientes. · • 

1.1.11. Lema. Sean 81 1J 82 subconjuntos no-vac{os de R,· 11 .sea H una 

función fija e-creciente con "'arginale.s F 11 G, --~onde Dcnn Jf = 81 x 82 .. 
Sean (x1.,111) 11 (x2,112) puntos en Si x 82 .. ,EntOnces 

Demostración: 
. . 

H(x2,112)-II(x1,111) = H(:i:.,Y2)--H(x1oY2) +nCxi.112)-H(x1,111). 

Aplicando Ja desigualdad del triángulo 

IH(x2,y-,) - II(x1,111)1 $ IH(x2,Y2) -H(x1,y-,)I + IH(xi.11•) - H(x1,111)1, 

cotuo H está fija, es 2 creciente y tiene 1narginales ctunplc cou. los Lemas 
1.1.6 y 1.1.8. 
Sean a 1 = itúStt a2 = i11f82, 61=supS,y1)2 = supS2 .. entonces 

IT(x, a,) = O = H(a1, 11), H(x, b:z) = F(x) y H(b1, 11) = G(11). 
Co1uo JI es e-creciente en cada argu1nento, se Cllnlple 
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l Deli.riicfoues y Propiedades 1.2 Cópulas 

para toda x1 E Si. 

Coino H(x) es 2-crccicnte1 y creciente en cada argwncnto entonces si :c2 $ :x1 
se tiene que 

F(x2) - F(x1) 2: H(:z:2, 112) - H(x1, 112) 2: O, por lo tanto 

IF(x2) -F(xt)I 2: IH(:r2,112)-:- H(xi.v.a)I· 

El 1nisrno argwnento se empica para" G(y); ·por 'lo.que 

De la.<ói ecuadones (1.2)_ y (1.3) se obtiene que 

(1.2) 

(1.3) 

IIT(:r2, 112) - H(xi.111)1 :5 IIT(x2, 11'•) - H(xi.v.all + IH(xi.v.a) - H(xi, 111)1 

S IF(:r2) - F(xi)I + IG(112) - G(11ill· o 

1.2. Cópulas 

Prhncro definiremos las subcópulas1 que son un caso particular de )as fw1-
ciones fijas e-crecientes. 

1 .. 2 .. 1. Definición. Una subcópula es una función C' con las siguientes 
propiedades: 

1. Dcnn C' = Si x S2, donde Si 11 S2 C I y contienen al O y al 1. 

S. C' es una función fija J!-crecicnte. 

s. Para toda u e Si y para toda V e S2, 

C'(u, 1) =u 11 C'(l, v) =v. (1.4) 

Por lo que para cada (u,v) e Dcnn C', O:.:;: C'(u,v) :.:;: 1, por Jo tanto cJ 
Ro.n C' es también \U1 subconjunto de J. 

1.2.2. Definición. Una cópula es una subcópula C cuyo dotninio es f.l., es 
decir una cópula es una función O : .P -+ I con las siguientes propiedades: 

7 
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l Deli1úcioues y PropjecJades 1.2 Cópulas 

1. Para toda u E I 
C(u, O) =O = C(O, u). (1.5) 

!!. Para toda u E I 

C(u, 1) =u y C(l,u) =u. (1.6) 

Ln ecunci6n (1.5) esta.b1ccc que las cópUJas ao·n .funciones fijDS~· la. (1.7) asigna 
a cada rectángulo [u 1,u2] x [v1,t12] en I2 un Wlor.110 u_ega.tiv_o,·por.lo_tnnto 
son fw1ciones l!-crccientes. ·· ·· · ·· ·· · · · 

',• º-:.• 

1.2.3. Ejemplo. Sean C 0 y C1 cópulas, y D.lgüt~O e"i. Éi;tci;;ces (Í....:o)co+ 
6 0 1 es también w1a cópula. ·' .·:.;-::.:~~:.- :::.:,;\.:: ·::.«~'.·~:·: -· •· · 

. ·, ;.,. ~ ; .. ;;. 
Sea Cº(u,v) = (1-0)Co(u,v) + OC1(u,v), ento;c;;,;: ·'' 

l. Para cada u E I '·~.:' ~.·.~·.-·." 

Cº(u,0)=(1-0)Co(u,O) +OC1(u,O)='O,y"" :'L"~,.,,.· 
Cº(O, u) = (1 - O)Co(O, u) + OC, (O, u) =O •. 

2. Para cada u E I <·" 
Cº(u, 1) = {l - O)Co{u, 1) + O C1(u, 1) = (l'-'O)u''+, O u,;,, u y 
Cº{l,u) = (1 - O)Co(l,u) + O C1(l,u),.;, (1:-0)#~+0 u= u. 

3. Para cnda ui, u2 1 vi, v-.i E 1, donde u1 :S.~2i:V1··s:v2~>~ 
Sea B := (u1, u:;i] x [vi, t>..i],· entonces 

Vc 0 (B) Cº(u.,"2)- Cº(u.,v1) 7-'j:;-•cu~:"2r+ Cº(ui.v1) 

(1-0)Veo(B) +OVc,(B) ~'º· 

Por Jo tanto c•(u, u) es una cópula. • 
1.2.4. Teorema. Sea C' una subcópu.14. Entonces paro cada (u, u) e DornC' 

ináx(u +u-1,0) :S C'(u,v) :S 1nín(u,v). (1.8) 

8 



l DeliniciorJes y Propiedades 1.2 Cópulas 

Demostración: 
Sen. (u, v) w1 punto cualquiera en Dom C' Y. 9'· una subcópula. Entonces 
G'(u,v) S C'(u,l) =u y C'(u,v) :S C'(l,V) =· v'lo._Que hnpJica que 
C'(u,v) ~1nin(u,v). , .. - -

Sea B :=[u, l)x [v,"l) e I 2 , entonces Vc•(B) = C'(l; lf-;-C'(l; v)-C'(u, 1)+ 
C'(u,v) = 1 - V - u+ C'(u,v) ~-o,. por Jo qu"e ·01(u,:v)·:~-u +V - 1, poro 
C'(u,v) ~O por Jo cual C'(u,v) ;::.u1áx(u·_.~v_:~~--~_,,~):~-j-:~F' __ :: 

o 

Como toda. cópula es una subcópula. ·entouCcs la d~igUai~~d-")(1.8) es ·válida 
también para cópulas .. Entonces pn.ra cada "cópula ·e y· cualquiCr {u, v) e 12 

se cu1nple: 

máx(u + v - 1, O) = W(u, v) S. C(u, v) :5 M(u, v) ,.; mú1(u, v). (1.9) 

A la ecuación (1.9) se le conoce como desigú.aldad d~ FricJiei-Hoeffding. 
Siendo de interés In.a funciones W(u, v), M{u, v) y_Il{u, v) = uv, conocidas 
respectivamente como la cota inferior de F'réchet-Hocffdi1'g, · 1a cota superior 
de Frécliet-IfocJTdi1'g y la. cópula producto. 

En el siguiente ejernplo se dernucstra que las funciones Il(u,v), M(u,v) y 
lV{u, v) son cópulas. 

1 .. 2.5 .. Ejemplo. Il(u,v) = uv, M(u,v) y W(u,v) son cópulas. 

Sen B := (u1,u2) x [v1,v-..t], donde u1,u2,v1,v:z 1 E 1 tales que u1 S u2 y 
V¡ Sv-..i. 

u.) Il(u1 v) = uv. 

1. Para todo u e 1 D(u,O) =O y 11(0,u) =O. 

2. Para todo u e 1 D(u, l) = u y 11(1, u) = u. 

3. Vn(B)'= Il(u:i,U2) -D(u2,vi) - D(u1,U2) + D(u.,vi) 
::::: u2v2 .;,_ u2v1 ~ u1t12 + u1v1 = (u2 - ui}(t12 - v1) 2=. O. 

Por lo que Il{u, "V)~= uu es una. cópula. 

b.) M'(u,v) '= 1nín(u,il); 
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1 Defi1Jicio1Jes y Propiedades 1.2 Cópula.• 

l. Para toda u E 1 j M(u, O) = 1ní11(u1 O) = O y M(O, u) = inín(O, u) =O. 

2. Para toda u E 1; M(u, 1) = 1uút(u1 1) =u y M(l, u) = min(l, u) =u. 

3. VM(B) = M(u.,v-.z)-M(u.,vi) -M(u 1 ,v-.z) +M(ui.v1 ). 

Basta con ana.lfaar los siguientes casos: 
Caso 1: Si u1;:: v., i = 1,2, entonces VM(B) =O. 
Caso e: Si Ui <V¡, i = 1,2, entoucCH VM(B) =o. 
Caso JJ: Si u 1 <vi, u:i ~va y v2, entonces VM(D) = v2 - v1 ~O. 
Caso./: Si u¡ < v1, u2 2: V1t u:i <,,..,,entonces VM(B) = u2 - v1 2: O. 
Caso 5: Si u¡ 2:, V¡, u1 < v-.i, u2 2: v1, u2 < v2, entonces VM(B) = u2-u1 ~ O. 

Por lo tan.to VM(B) ~O, y M(u,v) = inín(u,v) es unn cópula. 

c.) iV(u, v) = máx(u + v - 1, O). 

l. Para toda u E 1; W(u,O) =O y W(O,u) =O. 

2. Para. toda u E 1; lV(u, 1) =u y lV{l, u) =u. 

3. V.v(B) = W(u,.v-.z)- IV(u2,v1) - W(u,,v2 ) + W(ui.vt). 

Basta con anaJi7.ar Jos BÍb"'llientes ca.qos: 
Caso 1: Si u1 +Vi :5 11 u2 +Vi ::::; 1, i = 1, 2, cnton~ llív(B) =O. 
Caso e: Si Ut +V¡ 2: 1, u2 +Vi :;:::: 1, i = 1, 2, entonces Vi.v(B) =o. 
Caso 9: Si u1 + v¡ S 1, u2 +V¡ :;:::: 1 1 i = 1, 2, entonces Vw(B) = v2 - vi ~ O. 
Caso 4: Si v 1 +u¡ S 1 1 "2 +u¡ :;:::: 1, i = 1, 2, entonces Vw(B) = u2 - u1 2: O. 
Caso 5: Si u2+112 > 1, v1 + U1t t'2 + u1 1 V¡+ u2 S 1, entonces 

Vlv(B) = u2 + v-.i - 1 :;:::: O. 
Caso 6: Si v¡ +u¡ $ 1, t12 + u1, V:,,+ u2 1 u2 + t11 > 1, entonces 

V\v(B) = 1 - Va - U¡ 2: o. 

Entouces V\v(B) 2: O y W(u,v) = ,-nax(u + v - 1,0) es w1a cópula. • 

1.2.6. Ejemplo. Una fw1ción de cópulas no es nccesaria.1nente una cópula, 

por cje1nplo la inedia geoinétrica de w y n 110 es una cópula. 

Sean \V(u,v) = ,-uax(u+ u-1,0) y Il(u,v) = uu, 

G(u,v) = (W(u,v)Il(u,v)~'/;2 = { ~uv(u + v-1))'
12 

10 
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l DefisiiciorJes y Propiedades 1.2 Cópulas 

l. Para tocia u e I; G(u, O) = O = G(O, u). 

2. Para toda u E I¡ G(u, 1) =u G(l,u) =u. 

3. Sea B := [ ~·.~] x (~;~J. c•~.•.~n•c:~: .... ·••· • .. 

Va(B) ~ª(~· ~2:-.~Itrn:,2~{~·.n + e~.~) < º· 
Por 1ó tanto ac ... .;¡ ,'•º "'! ~f·~i~~~Ik·:~( · · · · • 
El siguiente tcore1na·e&t.ab1eCe 1a.·C01iú;.uid.8d de·1áS cópulas via Ja condición 
de Lipscliitz sobre· IJ- .·:.·.::~·\y~) ·K~t·.~'.~ :~:~;,·<:;~~:}·~.~::f.~;·~·'.·· ·-· · · ' 
1.2. T. Tcorclna.'·'.:S~~: O.: :ti:ia) ~&p~~¿-:.f.E;itO~ibe~·: para cada 

112 E porn °"' ~·~.~ -· .... i_;-·~ ·'.':· 
:~J . ;. 

{l.10) 

D~mostrU:~ióái: ,'S~ O: ~~a.~ ~p~"i:~/ ~~i~~~~ 
C(u.,.,.) -·O(u1,v1)..;; c(u.,"2) .;":~c~,j~) -f.ccu.,.,.)-C(u1,v1). 

Aplicando la desigualdad del triángiilo -

fC(u.,"2) - C(ui,vi)I :5 fC(u., "2) - C(u¡, "2)f + fC(u¡, "2) - C(ui, v¡)f. 

Como C es una cópula se cwnplc que C(u2, V:z) $,, C(u2, 1) = u2 y 
G(u1,t11) ~ C(ui, 1) = ui, aplicando el Le1na 1.1.11, se tiene que IC(u2,v2)­
C(ui,v1)f :5 lu2 - utf + 1"2 - vtf. O 

De la ccuncióu (1.10) se sigue que cualquier cópula O es u11ifor1ncn1entc 
continua sobre su do1niuio. 

1.2.8. Dcflnici6n. Se.a C una cópula, y d cualquier núrr1cro que pertenezca 

a I. La sección horizontal de C en d es la función de I -Jo I dada por 
t ~ C(t, d); la sección vertical de O en d es la función de I -Jo I dada por 

t ~ C(d, t), y la sección diagonal de C es la función de óc : I--.. I definida 

por óc(t) = C(t, t). 

Pa.rn cualquier cópula C, usando las cotas de Fréchet-Hocffdiug se tiene (1uc: 

11 



1 Definiciones y Propiedades 1.2 Cópulas 

l. máx(2t - 1,0) $ 6c(t) $ t para toda te I. 

2. Si 6c(t) = 6r.t(t) parn todn te 1 entonces, O(u, v) = M(u, v). 

1.2.9. Corolario. Las secciones horizontales, verticales y diagonales de una 

cópula O son crcci~ntes g unifonricmentc coHtinuas. 

Demostración: La sección borfaonta.J de una cópula.O, .t. t-+ G(t,a) es 
creciente por el Lema. 1.2. 7, de aquí que · 

IO(t,, a) - O(t., aJI s lt1 - t,¡, 
por lo tanto G(t,, a) es uniforJnemcute continua. 

El caso vertical es análogo. 

La sección diagonal de O es Ja función óc : 1 .-.. 1, de dond~ 

Jóc(td - 6c(t2))I $ IO(ti. ti) - O(t., t.JI s 2lt1 - t,¡, 
por lo tanto óc(t) es uniforinemeute continua. o 

En la figura 1.1, se presentan la.s superficies de las cópulas M,W y n De la 
dcfitúción do cópula y del Teorema 1.2.7, la gráfica do cualquier cópula es 
una superficie continua dentro del cubo unitario 1 3 • 

·~ ~ 
o 

o 

Figura 1.1. Cópulas Af, J.V y TI. 
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1 Defirúcio.IJes y Propiedades l.2 Cópula.• 

Para presentar Ja gráfica de una cópula de un 1nauera. simple se pueen utili:r..ar 
Jos diagra1nas de conton10, esto es, el conjunto en I 2 da.do por {C(u1 v) = 
a 1 a E I}. En la fibrura 1.2 se presentan las curvas de nivel de las cópulas 
M,IVyil. 

Figura 1.2. Contornos de las cópuln.c¡ M, W y D. 

1.2.10. Teorema. Sea C una cópula. Paro cada v E 1, la derivada parcial 
80/Du existe para casi toda u con respecto a la 111cdida de Lebe.sgue, '!/para 
tal V 11 U 

a 
OS IJuC(u,v) S l. (1.11) 

Sirnilarrnente, para cualquier u e I, la derivada parcial ac / 8v criste para 
casi toda v, 11 para tal u 11 v, 

a 
O::; éluC(u,v)::; l. (1.12) 

Además, laS funciones 

•. ; 8C(u,v) 8C(u,v) 
'!-' , ........... :~ 11 "H- ---¡¡;;----

. .- - - ·-- ~. ,. - - ' 

están definidas .11 ~~n ~~~r~tes.. casi en cualquier parte en l. 

Demostración: La existencia de las derivadas 8C /8u y 80 / lJv es i111ucdia.ta. 
por el Corolario 1.2.9, Ja sección vertical y horizontal son funcioucs crccicutcs 
y continuas, por lo tanto derivables en.si en todas partes. Para de111ostrar <1uc 
se cu1nple (1.11), sa.bemOs que Ces creciente por Jo tanto se cu1nplc que para 
h>O, 

O(u+h,v) -O(u,v) 2: O. 
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l Deñnicioz1es y Propiedades 1.2 Cópulas 

Por Jo tanto 
C(u+h,v)-C(u,v) 2:0, 

,_,o.·,·•.,: /1. 
entonces si h ~:O 

o'';;(-·)~'u' C(u+h,v)-O(u,v) 
·:,Ou:-::. ~·'.<~·-=---.h~~> " 2: o. {l.13) 

Por el Teormna 1~2~7 ~~,.,~~~PJ~··que 

, ¡;¡~ JG(ú:'rh,v) -C(u,v)J <l. 
. h-tO · .. :·.~ '· .. . h - {l.14) 

De, {l.13) y {1;14) ~o tl~;;;., 
o . 

o:;;OuC{u,v}:;;; 1. 

Si t11 S v2 1 cnton~es UH C(u,t12) - O(u,v1) es e.reciente. 

Por Jo tnnto o 
Ou (O(u, vi) - C(u, "2)) 

está definida y es no negativa en casi toda· I, adcm~"v H ! C(u, v) es uua 
fw1ci6n creciente en ca.si todos la.dos de I;··-

Se utilizn.n. los 1nis1nos resultados para. u i:-+ :v·c(u~y). o 

Drouet y Kotz(2001) dan w1 ejemplo de este teo~~mn; considerc1nos la cópula 
de Gum.bel-Hougaanl 

Ca(u,v) = c:rp(-[(-ln u)6 +(-In v)6 ] 116 ) 

#,;Co = <-1;:u1•-•e:rp(-[(-lnu)6 +{-lnv)ºJ''ºHC-lm•)º+(-luv)0J-'T' 

Donde u e (O, 1) y pnra O e R donde O > 1, /.¡Co(u, v) es una función 
estrictrunentc crccieute de v. 

Una propiedad que sugiere la desigualdad de Fréchct-Hoeffdiug1 es el orden 
ya que cualquier cópula se encuentra entre W(u,v) y ~(u,v), por lo que no 
existe cópula 1ná..c¡ grande que M ni 1nás chica que lV. Por cjc1npto Il(u1v) = 
uv es una cópula., siguiendo Ja desigualdad (1.9) se tiene que 

W(u,v) $ TI{u,v):;; M(u,v). 
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l Definiciones y Propiedades 1.3 'Jeore.ma de Sklar 

1 .. 2.11. Definición. Si Ci '11 C2 son cópulas, se dice que C1 es n&ds cliica 
que C2 1 si C1(u 1 v) S C2{u 1 v) para todo u, v E I. Se denota por C1 ~ C 2 • 

1.2 .. 12. Ejemplo. ¿ Existe w1 orden entro 

C(u,v) = JV(u,u) +M(u,u) y n(u,u) = uu ·1 
2. ·· .. 

No se pueden comparar ya que_ 

~ = o(h.!}$ l"!(t. !) = 

8 = o(f:;!)~~ri(H) = 

1 
16 
3 
16' 

y 

por lo que no se cu1nple que C(u,v) "$ Il{u,v) para todo (u,v). • 
1.2.13. Definición. Se dice que una faTnilia de cópulas pararnétricas {Co} 
está ordenada positiuarnente, si Ca -< C/J cuando cr S {J; 1J ordenada negati­
uarnente si 0 0 )- Cp cuando cr S /3. 

1 .. 2.14 .. Ejemplo. La fainilia..ci de cópula Ali-Mikliail-ITaq está ordena.da. 
positivzunente 

Co(u, v) = l - 0(1 ~:)(l - v) 

Sean a y /3 e (-1, 1), tal que a $ /3, 

O E (-1, lj. {1.15) 

0 0 (u, u) 1 - P(l - u)(l - u) !'> l. 
Op(u,v) = 1 - o(l - u)(l - u) 

Entonces Ca -< CfJ· • 
1.3. Teorema de Sklar 

Ln relación que guarda la distribución bivariada con sus 1narginalcs uni­
vnriadas se aclara con el 'I'eorc1aa de Sklar, siendo central para la teoría de 
cópulas. Ade1ná..o;¡ es Ja base de 1nuchas aplicaciones en estadística. 
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Deli1Jicio1Jes y PropjecJacJes 1.3 '2bormna de Sk/ar 

1 .. 3.1 .. Definición. UY1.a función de distribución generalizada es una funci6n 
F con do°minio ci1 lR ~al quu: 

. •· . ' , 
1. F e8 érecientc, 1i 

e. • F( _:oo) •;;,;,O 1) F(:+oo) = l. 

·1 .. 3.2~ .Jj~~~~~ .. ·~_'.::~a~~ c~tés~~c~~·'.·a~."b. E R, con a < b, Ja distribución 

w1ifocm~ cu [~~bf~ Já ru1~ciÓ11 Uob d~a: p~r 

{

o 
:e-a 

u.,.(:z:) = :-a :r: e [-oo,a), 

:e E [a,b], 

:e E (b,oo]. 

Uob(::r:) es w1a fw1ción de distribución ya. que satisface las condiciones de la 
Dcfinici6u 1.3.1. • 

1.3.3 .. Definición. Una funci6n de distribuci6n conjunta generalizada es 
una funci6n H con dominio en R::', que satisface: 

1. I I es !!-creciente, 

2. H(:c,-oo)=H(-oo,y)=O y 

3. If( +oo, +oo) = l. 

Unu fw1ción de distribución coujuuLa generalizada II CR uua. ftu1ci611 fija, 
con 1narginales F y G dadas por F(x) = //(x,oe>) y G(y) = H(oo,y), donde 
F y G son también funciones de dL<itribución gcncralizada.s. 

En estas dcfiuicioncs de funcióu de distribución generalizada. no se pide la 
continuidad por Ja derecha, corno cu el ca.qo de las funciouc:; de distribución 
para variables aleatorias. 

1.3.4 .. Ejemplo. Sea II una runción con do1ni11io ñl2 dada por 
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1 Defiz1jciones y Propjedades 1.3 7Corc1na de Sk/ar 

Ya se dciuostró en el Eje1nplo 1.1.10 que H(x, y) es 2-crecieute, además es 
uua función fija., II{-oo,y) =O = /-I{x,-oo) y I-I(oo,oo) = 1, por tauto 
H{:c, y) es una. función de distribución generaliza.da. 

Las 1ua.rgiuales de Jl(x, y) son de acuerdo a lo obtenido en el Ejemplo Ll.10 
F(x) = {l + e-z)-1 y G(11) = (1 + e-~r•. 

F(x) y G(y) satisfacen las condiciones de Ja Definición 1.3.1, por Jo cual son 
ím1ciones de distribución gcueralb;adas conocidas como /unciones de dis­
tribución log{st.icas. • 

1.3.5. Lema. Sea Huna/unción de dist.ribución generalizada con/unciones 
niarginalcs F y G. Ent.onccs ezist.c una única subcópula O' tal que 

J. Dona.C'=RanFxJlanG, 

e. Para todo x, 11 en iR, H(x, 11) = C'(F(x), G(11)). 

Demostración: Co1no II es una función de distribución generalizada, JI 
está fija. y es 2-crecieute, con do1ninio en iii x IR= S 1 x S2, por lo que satisface 
las ld1>6tcsis del Teore1na 1.1.11. 
s~an F y G las 1na.rgi11ales de H, entonces para (x 1 , 111) y (x:i, 112) en iR2 se 
cu1nplc 

llI(x., 11'•) - H(x1, 111)1 :5 IF(x2) - F(xi)I + IG(112) - G(111l1-

Si F(x2) = F(x1) y G(112) = G(111), entonces H(x2,112) = H(zi.111)-

El conjunto 
{ ((F(x), G(y)), H(x, 11)) 1 x, 11 E R}, 

define una fm1ci611 real e-valuada C', que cwnple: 

l. Dcnu C' = Ran F x Ran G donde si contiene al O y al 1 ya que F y G 
son fw1cioues de distribución. 

2. C' está fija y es 2-crecicnte, ya que JI es u~ia fu~~i61,1 ~~ distribución. 

3. C'(F(:i:),G(+oo)) = C'(F(x), 1) = H(x,+0o);.; F(x), 
C'(F(+oo),G(11)) = C'(l,G(y)) = H(+oo,y) = G(11)-

Entonces C' es w1a subcópula. 
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1 De/iuicio11es y Propiedades 1.3 7bore1na de Sklar 

1.3.6. Lema. Sea C' una subcópula. Entonces existe una.cópula C tal que 
C(u,v} = C'(u, v} para todo (u,v} E DornC'. Cualquier sub.cópula se_ puede 
e:i:tendcr a u11a cópula, que no ca única. 

Demostración: Sen C' unn subcópula, tal que Durn C' = Si x S 2 • 

Para toda u11 u2 1 vf1 t'2 E Dmn C' se cwnpJe que 

cntonl:cs C' es w1iforine1ncnte couthma. Por el teorema de ex.tensión conti­
nua, C' se puede extender a una función G" continua donde el Dotn C" = 
Si x s;, SI y 82 son las cerraduras de Si y S2 respcctivwnente, por Jo cual 
S1 e S. y S 2 e S2 1 entonces C"(a, b} = C'(a, b} si (a, b) e Dorn C', C" es 
una subcópula ya que satisface: 

l. Durn.C" =Si" X S2. donde S¡ e 1ySi"e1 contienen aJ {O, l}, ademá.q 

2. C" e."ltá fija, es 2-crecientc y cumple con la ccuaciou ( 1.4). 

Coino C" es una subcópula, utilizando una interpolación la subcópula C" 
se puede extender a UTl:I, función con do1niuio en 12 • 

Sea {a, b) E / 2 , sean a1 = inf S 1 y a 2 = sup "Si y sen.u b1 = hü32 y 
b-.z = supS2, donde a, S a S a2 y b 1 S b ::::; b-.1, si a e S1 entonces 
a1 =a = a2, si b E !/2 entonces b1 = b = f>...z. 

Sea.u 

~. = { 

µ,= { 

~ 
a2-a1 
1 

b-bi 
~-bi 
1 

si a1 < a21 

sia1 =a:z. 

sib1 < "21 

si b1 = l>~. 

Cunudo (a, b) ~ Dorn C' se define w1a interpolnció1~. donde Ai y µ¡ son 
linea.les con respecto a a 1J b. · 

C(a,b) = {l -Á1){l -µ1)C"(;,¡;b1) :+ {l -Á1)µ1C"(a1,b:z) 

+ At{l-µ1)C"(a2;b1):f-ÁÍi&1C"(a2,b:z); 

Dcnn C = I2,. yn que esta. es .una. i'ntcrp~Íacióu.de º"~u ·A.1·y µ¡. 

18 

(1.16) 

TESIS CON 
FALLA DE ül\IGEN 



1 Defizdciones y Propiedades 1.3 '1Coce1nn de Sklar 

Para cualqWer (a,b) e Dtnn C", C(a,b) = C"(a,b). 

C(a,O) (1 - .>.1)(l -µ1)C"(ai.O) + (1 - .\i)µ1)C"(a1,0) 
+ .\1(1- µi)C"(a2,0) + .\1µ1C"(a2,0) =O. 

C(a, l) (1 - -.\1)(l -µt)C"(a1, 1) + (1 - .\i)µ1)C"(ai. 1) 

+ .>.1 (1 - µt)O"(a2, 1) + .\1µ1C"(a2, 1) 

Igualmente 

C(l,b) = b. 

(1 .,- .\1)(1 - µ1)u1 + (1 ~ .\1 )µ1a1 + .\1 (1 - l-<tla2 + .\1µ1a2 
(a2 - a)a1 + {a - a1)a2 

a2 -a1 a2-a1 
a. 

Para quo e sea UJIQ. c6pul~ falta deinostr8r que e es una función 2-crccicnte. 
Sea (e¡ d) e I2 tal que a :$'e y b ;:5; d y s~ c., di, c:z, d., ..\2, µ2 donde 

~ 
C2-C1 
l 

d-'d1 -
d2-d1 
l 

si C¡ .-:::: C21 

Si Ct = C:Z· 

si.di< d2, 

si di= d2. e 

Sea B := [a, e) x [b, d], para calcular. Vc(B) existe¡• var~os casos, ya que de­
pende si un punto pertenece o no a ~ entre a y e, y si existe un punto o 110 

cu Si cutre b y d. 

Un caso shnplc es cuando no existen puntos entre a y e, ni entre by d por 
tanto c1 = a¡, O.o? = a2, di = b1 y d2 = b,. · 

Vc(B) = Vc([a, e) x [b, d)) = C(c, d) - C(c, b) - CJa, d) +p(a, b) .. (1.17) 

O(c,d) (1 - .\2)(l -µ2)C''(c.,d1) + (1- .\:)µ2)Ó"(c~;d:i 
+ .\2(1 -µ2)C"(C2,d1) + .\2µ2C"(c2,d2i -

(1 - .\2)(1 - µ2)0"(ai. b1) + (1 - .\.)µ2C"(ai, h2) 
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l Definjcio1Jes y PropjedacJes 1.3 ".leorema de Sklar 

O(c, b) (1 - >.2)(1 -1•t)G"(a1, b1) + (l. - >.2)µt)G"(a1, I>,) 
+ >.2(1 - µt)O"(a2, b1) + >.2µ1C"(a2, b,). 

O(a, d) (1- >.1)(1-, ¡.Í2)G"(a1,b1) +(l. ->.1)µ2)G"(a1,I>,) 
+ >.1(l.-µ2)G"(a2,b1) + >.1µ2C"(a2,l>,). 

o(a, b) (1 - >.1)(1 - µt)C"(ai. b1) + ci - >..1)µiJG"Ca1o 6-) 
+ >.1(1 -µt)O"(a2;b,) + >.1/..1C'.'Ca2,I>,). 

Sustituyendo en (1~17) se tiene que 

Vc(B) ((1 - >.2)(1 - µ2) - (1 - >.2)(1 - µ,¡ - (1 _;:; A1)(l - µ2) 
+ (1- >.1)(1- µi))[G"(a1,b1)-C"{a1,6-i-c"(a2;b,) + 
+. G"(a2,bo)) 

[(>.2 ->.1)(µ2-µt))Vc([a1,a2) X [bi.~)) <!:O, 

ya. que ..\.2 ~ A1 si a :S e y ,,,.2 ~ µ, si b :S d. 

El ClL"IO cxtreJno es cuando al 1nenos existe un punto entre a y ew y entre b y 
d por tanto a < a2 :S c1 $e y b < b-z ,=:::;: di :S d. 

Vc(B) Vc((a, e) x (b, d]) = O(c, d) - O(c, b) - O(a, d) + O(a, b) (1.18) 
{l ->.2)(1 -µ2)G''(c1od1) + (l ->.2)µ2)G"(c1,d2) 

+ >.2(1 -µ2)G"(c.,dt) + >.2µ2G"(c-,,d2) 
{l - >.2)(1 - µ1)G"(c1, b1) - (1 - >.2)µt)G"(c1, 1>,) 
>.2Cl-1•t)G"(c-,,b1)->.2µ1G"(c.,1>,) 
{l. ->.1)(l -µ2)G"(ai.di)- (1- >.t)µ2)G"(ai,d2) 

>.1 (1 -1•2)G"(a2, di) - >.11•2G"(a2, d.J 
+ {l - >.1)(l -µt)G"(a1,b1) + {1- >.1)µi)G"(a1,1>,) 

+ >.1(1 -µ1)G"(a2,b1) + >.11•1G"(a.,b,) 
+ µ2C"(a2, d2) - µ2C"(a2 1 d2) + µ2C"(a2,d1) - µ2C"(a2, d1} 
+ >.2G"(c1ol>.) - >.2G"(ci. l>,) + O"(c,, b,) - G"(c1,bo) 
+ >.2G"(c,, b,) - >.2G"(c,, b,) + {l - >.t)G"(a1, 1>,) 

(1 - >.1)G"(a1,6-) + (1 -1•1)G"(a1, b,) - {1- µ1)G"(a1,1>,) 
+ C"(a2, b:z) - C"(a2, b-..i). 
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l Deli11icio11es y Propiedades l.3 700rema de Sklar 

Asociando térininos 

Vc(B) µ,Vc([a.,c.J x (d1,d2]) + (1- .>.i)µ2Vc([a1oa2] X (d1,d2]) 
+ .>.2µ2Vc((c1, c2) x (di,d2]) + (1 -.>.t)Vc([ai,a2] x [b:.,d1]) 
+ Vc([a.,ci) x [b:.,d1]) +.>.2Vc([c1oc2] x (b,,d1]) 
+ (1 - .>.1)(1 -µi)Vc([a1,ai) x (b1ob:.)) +µ2Vc([a2,ci] x (b1,b,]) 
+ (1-µt)Vc([a.,c.J x (b1ol>,)) 
+ .>.2(1 - µ,)Vc((c1o<>•) x (b1ob:.]) ~O. 

Los demás casos son co1nbiuacioues de· los· d~s ant.edOres1 . por· .lo· qu~ C 
cu1nplc cou Vc(B) ~O para cualquier Ben Don& C, por Jo tant.o·C es una 
cópula. · · · · ' O 

l..3. 7'. Ejc01plo. Sea (a1 b). cualquic·r P.1.u1to en JR.~ ,· y sea Ja siguiente Cunción 
de distribución genernli:r..ada 

H(x. •.Y)='{:'· O . 'l 

Lns 1narginalez:¡ de .. H_(iz:,y):sOn 

F~(:c),;,; { o 
l' 

'ª•C11>.=: f o 
1 

si x<a '11<b1 

si x·~ a.- y y~ b. 

-, si ':1:, e (-oo, a) 
si "'e (a,oo). 
si 11 e (-oo,b) 
si 11 e (b,oo). 

Aplicando el Lema:1'.3:5 "ll(x;yJ = C'(F(:c),G(11)) entonces el Dom C' = 
{O, l} x {O, l} dondeC'(o;o¡ = C'(o;1¡ = C'(l,O) = oy C'(l, l) = l; exten­
diendo Ja subcópula C.' a ·una cópula C de acuerdo al Je1na anterior donde 
el DOTnC·=.I2,~para todo· (u1 u) E·I2 queda C(u 1 v) = uu la cual es una 
cópula. • 

1.3.8. Teorema de Sldar. Sea H una función de distribución generalizada 
conjunta con ~naryinalcs F y G. EntonCC8 e:riste una cópula G tal que paro 
todos (x, y) E i'R, 

H(:c, y) = C(F(:c), G(11)) (1.19) 
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1 DcñIJiciones y Propiedades 1.3 'lborema de Sk/ar 

Si F y G son continuas, entonces C es única, por otra parte, C está unica­
tnente determinada sobre Ran F x Ran G. Si C es una cópula y F y G son 

/unciones de distribución, entonces la función H definida por (J .. 19) es una 

función de distribución con 'fnaryinales F 71 G. 

Demostración: 
Para todo x, y E iR existe la cópula H(x, y) = G(F(x), G(y)) de acuerdo a los 
dos lcmns anteriores. Si F y G son continuns entonces llan F = Ran G = 1, 
y de acuerdo a1 Lcina 1..3.5 la cópula es única. En ca.so de que F y G 110 

sean coutinuas e sólo queda determinada por Run F X Ran c. o 

La ecuación {L19) establece a través de uua cópula Ja rcla.dóu que guarda Ja 
fnució11 de distribución genern.Jizada. bivariada con las funciones univariadas. 
rrw:nbién pcrtnite expresar UUa CÓpu)a en tériniUOS de lUla función de dis­
tribución conjunta y de )ns iuversa.."i de las 1unrgi11alcs. Por esto es necesario 
definir cmno se obtienen esa.e¡ inversas, ya que lns marginales pueden no ser 
crecieutCH estricuuncute1 por CMO se define Ja cuasi-inversa do una función 
de distribución. 

1.3.9. Definición. Sea F una función de distribución generalizada. En­
tonces la cuasi·invcrsa de F es cualquier función p(-l) con dorninio en I 
tul que 

J. Si t E Ran F, entonces pC- 1>(t) es cualquier x e R tal que F(x) = t, 
es decir parn loda te R.an F, F(FC- 1l(t)) =t. 

e.. Si t ~ Ran F, entonces 

pC-•>(t) = inf{xlF(x) ~ t} = sup{xlF(:c) S t}. 

Sea A := {:clF(:c) ~ t} y B := {:clF(:c) ::;.t} donde Fes uuo. función de 
distribución. 

Sea -oo S ... .S xo S x1 S ...... S oo, se tiene que O = F{-oo) S .... S 
F(xt) ::; ... S F(oo) = l. 

Sea 

l. Si A= (x1,oo] y B = [-001x1), entonces A n B = q,, por lo tanto 
húA=x1 =supB, 
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1 DeBnicioIJes y Propiedades 1.3 'Ibocerna de Sklar 

2. Si A = (x1, oo] y B = [-00 1 x1], entonces A n B -:¡6. ,,¡,, por lo tanto 
inf A= supB =xi. 

Por Jo tanto iiú A = sup B .. 

Si F es cstricta.1ne~tc creciente su cuasi-inversa eS la inversa ordinaria y se 
utiliza Ja notación común F-•. 
1.3.10. Ejemplo. Sea 

F(x) = { ~/3 
si X <O, 
Si 0 S X< 1 1 

si x2:; L 

F(x) es una función de distrib1;1ción gen"~·rali~ada con cuasi-inversa 

si t = O, ao < O, 
si O< t <,1/3, 

si t = 1/3, 1/3 < ª' < 1, 
si 1/3 < t < 1, 

si t = 1;. , a2 2= l. 

• 
1.3.11. Corolario. Sea H¡ F, G Í,,. C' corno ~n ~l Lé~a .1.~9 .. 5, y sea p(-l) y 

a<- 1> las cuasi-inversas de F .. 'IJ G, respcctivarnente. Entonces para cualquier 
(u,v) E DmnC', . 

(1.20) 

Dcanost;ración: Sea H una función de distribución conjunta con 1nn.rginales 
F y G, entonces de acuerdo al Lema' 1.3.5 H(x, y) = C'(F(x), G(y)) donde 
Dmn G' =flan F x Ran G .. 

Sean u = F(x) y v = G(y) fw1ciones de distribución con cuasi-inversas 
x = p(- 1l(u) y 'V= GC-ll(v)). 

Por lo que H(x,v) = H(FC-1 >(u),GC-1>(v)), por el teorema de Sklarse tiene 
que 

C'(u, v) = C'(F(FC-•l(u)), G(GC-,ll(u))) = H(Fl-ll(u),GC-ll(u)). O 

Este corolario ilustra un 1uétodo para Ja construcción de cópulas cuando F 
y G son funciones continuas .. 
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1 Definiciones y Propiedades 1.3 '100rezna de Sklar 

1.3.12. Ejemplo. ,sea 

..... {·· .. ••. (·:r:.· + l)(eN - 1) · ,. :z:+2e:11-l 
I/(:r:, y) =. . , 1 -' e-N 

- ' · .. -·º-
cuyas inarginal~ son 

H(:r:,oo)=F(:r:)=-,{ ~;l 
-1 

I/(oo, y) = G(y). = { !- e-N 

si (x,y) E (-'1,,1] x (O,oo), 

si (:r:, y) E (1, oo] x (O, oo], 
en otro caso. 

si :r:E[-oo,-1). 

si d: E (-1; 1) 

si. (:r:;y) E (l,oo) "<:: (O,oo). 

ye (-oo,O) 
ye (O,oo) . . 
(x,y) e (l,oÓ) x (O,oo]. 

Las cua..1i-inversns de F(:z:) y G(y), donde el Ran.F = Rafi. G .= 1 son: 
pC- 1l(u) = (2u - l)n¡o,11(u) y a<-1l(u) = -ln(l -.u)n¡o,11(u). 

Para construir la cópula se cvalua C(u, v) = IT(FC-•>(u), GC-•>(v)), 

2u(l - l+ u) 
I/(2 u - l, -ln(l - u)) = (2uu - 1)(1 - u)+ 2 - 1 +" 

uu 
u+v-uv 

1.3.13 .. Ejc1nplo. La función de distribución exponencial biva.dada de 
Guu1bel 

donde O E (O, 1). 

(x, y) E (0, oo) x (0, oo), 
cu otro caso, 

• 

Las 1narginales de Ifo(x,y) son Fo(x) = 1 - e-z, para:z: 2!: O, y Go(y) = 
1 - e-u, pa.ray ~O. Fo y Go son funciones crecieut.es, ta.les que Fo(-oo) = 
O = Go(-oo) y Fo(oo) = 1 = Go(oo) por lo tanto son funciones de dis­
tribución con cunsi-inversas: FJ-•>(u) = -ln(l - u)ll[o, 11(u) y G~-•>cv) = 
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-ln{l - v)n:(o.tJ(v), rcspectivruacntc. 

Co(u, v) ·no(FJ-1>(u), G~-ll(v)) 
= Ho( '-ln(I ·-u}, -ln(l - v)) 

1 :'!"' eln(l-u) _ eln(l-u) _ eln(l-u)eln(l-u)e-Ofo(l-u)ln(l-u) 

u Ót-v -1+ (1 _ u)(l -v)e-•ln(l-u)ln(I-•). 

La cópula nsociada a· la distribución exponencial bivnriada de Gumbel es 

Co(u, v) = u+ v - 1 + (1 _ u)(l - v)e-Oln(l-u)ln(t-v). 

Sea C uua cópula, se define Ja f"undón He con Dorn Ilc := iR2 cotno 

{ 

o 
C(x,y) 

Hc(x,y) = r (x,y) E [-oo,O) x [-oo,O}, 
(x, y) E (0, lj X [O, lj, 
(x,y) e [0, 1] x (l,oo], 
(x, y) e (l,oo] x [0, 1], 
(x,y) E (l,oo] x (1,oo]. 

• 

Eutouces He es una función de distribución bivariada donde sus 1narginalcs 
son funciones de djstribución uuifonues en [0,1). 

1.4. Cópulas y Variables Aleatorias 

Si {fl,F,P) es un espacio de probabilidad y ]OR resultados básicos de uu 
experimento corresponden n Jos va.lores de w E O. Sea X una función de n 
cu los reales. 

1.4.1. Definición. Una variable aleatoria sobre un CS/KJcio de probabilidad 
(D,F,P) es una función .r-m.edible den -+ JR.7 es decir X : (íl,F) -.. 
(IR, B(IR)}, tal que para toda BE B(IR). 

x-•cs> = {w e nJX(w) e B} e :F. 

Si X es una variab1c aleatoria sobre (O,.:F,P) Ja medida de probabiljdad 
inducida por X es Ja 1ucdidnd de probabilidad Px en B(IR) dada por 

Px(B) = P{w: X(w) E B} con B e B(IR). 
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1.4.2. Definición. La función· de diatribución·de una variable aleatoria X 
es la función· F ~, ~ --+:ro: tJ ... ~~~~ PQr. . 

F(;,) ';"' P{.,_;; X(;.,) :;; x} para X E IR, 

entonces .F es cre;;iente y corítinua por la dcrcclia, con F(CXJ) = 1 y 
F(-oo) =0. 

Una. variable aleatoria. X se dice que es continua si y sólo si la función de 
distribución es continua para. todo x E :R. Equivalcntetneutc, X es continua 
si P(X = x) = O pnra todo x. 

El tcorc1na. siguiente restablece el Teorema de Sklar en ténninos de las va­
riables aleatorias y de sus funciones do distribución. 

1.4.3. Teorema. Sean X y Y variables aleatorias con /unciones de distribu­
cióra F y G respcctivarnente. y función de distribución conjunta I-f. Entonces 
existe una cópula e tal que 

H(x,y) = O(F(x),G(y)). 

Si J.-. y G son continuas entonces C es única. En caso contrario C únicamente 
;1uede detenninarse en el Ran F X Ilan. G. 

1.4.4. Teorema. Sean X y Y variables aleatorias continuas. Entonces X 
y Y son indepcndier1tes si y sólo si Cxy = n. 
Demostración: Sean F y G las funciones de distribución de X y Y, y 
H(x,y) la función de distribución conjw1ta de X y Y. Entonces 

H(x,y) = F(x)G(y) = O(F(:c),G(y)) = Il(F(x),G(y)). 

De acuerdo al Lctna 1.3.5 es úuica cuaudo X y Y son continuas. O 

Por Jo que Ja cópula producto caracteri7.a Ja independencia de las variables 
aleatorias cuando son continuas. 

Si la función de distribución de uua variable aleatoria es coutinu~ y si cr es 
una. funciói1 cstricta1neute 1non6toua cuyo do1ninio incluye RanX, entonces 
Ja función de distribución de a(X) es tainbiéu continua. 
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1.4.5. Teorema. Sean X 11 Y variables aleatorias continuas con cópula 
Cxy. Si a y {3 /unciones estrictaniente crecientes en Il.an X y Ran Y res­

pectivamente. Entonces Cn(X).tJ(Y) = Cxy. Por lo que Cxy es invariante 
bajo transforTnaciones estrictaniente crecientes de X y Y. 

Demostración: S~n X y Y variables aleatorias continuas, cr y {3 fw1ciones 
estrictamente crecie11tcs. 

Sean :F., F2, G¡, G2 Jas funciones de distribución de X, a(X), Y, ,B(Y), 
respectivru-ucntc 

F2(x) = P[a(X) S x] = P(X S a- 1(:z:)] = F1(a-1(x)), 

G2(11) = P(/j(Y) S 11] = P(Y S p-1(:11)] = G1(p- 1(11)). 

Entonces 

P[o(X) S :z:, /j(Y) S y] 
P[X S a- 1 (x), Y S p- 1 (11)] 
C.>."Y(F1(a-1(x)),G1(/3- 1(11)) 

CXY(F2(x)),G2(:11)). 

Co1no X y Y son variables aleatorias continuas, el Ran F2 = Ran G2 = 1 
entonces C 0 cX).tJ(l") ~ Cxv- O 

1.4.6. Teorema. Sean X y Y variables aleatorias continuas con c6pula 
Cxy. Si Q y {3 son funciones estrictamente monótonas en RanX y Ran Y 
respectivamente. Entonces 

J. Si a es estrictamente creciente y /3 es estricta1ncritc dccn:cicntc, en· 
tonces 

Gn(X),.(YJ(u,v) =u - Oxy(u, l - v). 

!:!. Si o es estricta1nente decreciente y f3 es estrictamente creciente, 

tonces 

Cn(X),.(YJ(u,v) = v-Oxy(l - u,v). 
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9. Si o, y {3 son estrictaTncntc decrecientes, entonces 

C 0 cx¡p(Y¡(u; v) =u+ ti - l + Cxy(l - u; l - v). 
' '· . 

Dcrnostración:· S~l··x y Y .var"iablcs aleatorias continuas, a y {J Cuuciones 
rnonóutouas Cstrictiimente~ ·. 
Sean u =.'F2 y v·~ G2 1 

l.) Co{X)/!l(Y)(u, v) Co(X),,(Yj(F2(x), G2(y)) = P(o(X) $ x,,B(Y) $y] 
P(X s; a-1(xJ, v > p-'(yJJ 
P(X s; o- 1(x)j-P(X s; o- 1(x), Y s; p- 1 (11)] 

P(a(X) $ x) - Cxy(P[a(X) $ x), l - P(,B(Y) $y)) 
F2(x) - Cxy(F2(x), l - 02(11)) =u - Cxy(u, l - v). 

2.) Co(X),,(Y¡{u, v) Co(X),,(Y¡(F2(x), G2(11)) = P(o(X) $ x,,B(Y) $y) 

P(X > a- 1 cxJ, Y s; .o- 1 c11JJ 
P(Y $ p- 1 (y)) -P(X $ <>-l(x), y$ p-'(11)) 

P(.B(Y) $ x) - Cxy(l - P(<>(X)) > x, P(,B(Y) $y)) 
G2(11) - Cxy(l - F2(x), G2(11)) = v - Cxy(l - u·, v). 

3.) Co(X),,(Y¡(u,v) Ca(X),,(Y¡(F2(:r),G2(11)) = P(a(X) $ x,,B(Y) $y) 

P(X > <>- 1 (x), Y> p-1 (11)) 
P(a(X) $ x) + P(.B(Y) $ 11) - l 

+ Cxy(l - P(a(X)) > x, l - P[.B(Y)) >y) 
F2(x) + G2(y) - l + Cxy(l - F2(x), l - G2(11)) 
u+v-1 +Cxy(l - u, l -v). 

o 

Las tres fw1cioues que resultan de aplicar las tra.11sfor1nncioucs iuonótonas 
son cópulas. 

Sea B := [ui.u2) X (t1i.t12) e 12• 

l. Oº(u, v) =u,.- Cxy(u, l - v). 
Para toda u.e I¡ c•(u, 1) =u= c•(t,u). 
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Para toda u E I; C•(u,O) =O= G•(O,u). 

Vc-(B) "'." Cº(u.,"2)-Cº(u,,v¡)-Cº(u1,v2) +Cº(u1,v1) 

;.,. VcxvCfu1,u2) x [l -v.,1-vt)) 2: O. 

Entonces G·(~, v) es cópula. 

2. Cº(u,v) =v-'-Cxy(l-u,v). 
Para toda u E I; C•(u, 1) =u= c•(t, u). 
~ara toda u E 1; C•(u,O) =O= C•(t 1 0). 

Vc-(B) = Vcxv ([l - u2, 1 - ui] x [vt, v,J) 2: O. 
Eut.onces c•(u,v) es cópula. 

3. Cº(u,v) =u+v- l+Cxy(l -u,1-v). 
Para toda u E I; Cº(u, l) =u= Cº(l,u). 
Para toda u E I; Cº(u,O) =O= 0º(1,0). 

Ve· (B) = Vcxv ([1 - u2, 1 - ut) x [1 - v,, 1 - vt)) 2: O. 
Entonces C•(u,v) es cópula. 

1.4.7. Ejemplo. Scn.n X y y variables aleatorias continuas COll cópula e y 
funciones de distibucióu wlivariadas F y G respectivamente. Las variables 
aleatorias Jná.x(X, Y) y infu(X, Y) son Jos estadísticos de ·orden para X y 
Y. Deuiostrar que las funciones de distribución de los estadísticos de orden 
están dadns por 

P[máx{X, Y) :S t) = C(F(t), G(t)) y 

P[mlu(X, Y) :S t) = F(t) + G(t) - C(F(t), G(t)). 

Cuando F=G, 
P[máx{X, Y) :5 t] = óc(F(t)) y 
P[mlu(X, Y) :S t) = 2F(t) - óc(F(t)). 

P[máx(X, Y) :S t) = P[X :S t, Y :S t) = C(F(t), G(t)). 

Cuando F = G entonces es igual a óc(F(t)). 

P[mlu(X, Y) :S t] P[{X :S t} U {Y :S t}] 
P(X :S t] + P[Y :S t] - P[X :S t, Y :S t) 
F(t) + G(t) - C(F(t), G(t)). 
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Cuando F= G .P(1níu{X, Y) $ t] = 2F(t) - 6c(F(t)). • 
Ahora considere1nos dos variables aleatorias nsociadn.s a un 1nisu10 expcri­
Juento X1 y X 2• Sea X= (X1 1 X2) un vector aleatorio sobre un espacio de 
probabilidad (01 .:F1 P) 1 si X: n-+ lR2 , entonces X es F-1nedible si y sólo 
X1 es Borel .tnedible, para i = 1, 2. 

La 111edida. de probabHidad inducida. por el vector aleatorio X está definida. 
por 

.Px.(B) = .P{w: X(w) E B} B E B(JR") . 

1.4.8. Definición. La función de distribución de un vector aleatorio X es 
la función H : JR2 ~ [O, 1] definida por 

A 11 twnbién. se le conoce co1no función de distribución conjunta. de X 1 y 
X2 1 If es creciente y continua. en lR.2 1 con H(x, -oo) = O = H(-oo,:r) y 
H(oo,oo) =l. 

Las cópulas son funciones de distribución con 1uarginales Uuifonnes[O, 1). Ca­
da cópula induce una 1ncdidud de probabilidad en I 2 a través de Vc([O, u] x 
[O, v]) = C(u, v). La C-?11.cdida de un subcoujuuto I 2 es la. probabilidad de 
que dos variables Unifonnes [O, 1) U y V con función de distribución con­
junta e to1oen valores en [O, u] X [O, v]. 

Cualquier cópula C se puede expresar como 

C(u,v) =Ac(u,v) +Sc(u,v), 

donde 
r" fº a• 

Ac(u,v) = lu Íu OsOtC(s,t)dtds 

es Ju parte absolutarnente continua de la cópula, y 

Sc(u,v) =C(u,v)-Ac(u,v) 

es Ju parte singular. 
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Del Tcorc1ua 1.2.10 éJ2 C(u,v)/l>u8v existe casi en todas partes en 12. Si 
C ==: Ac en I 2, la función de distribución C tiene una función de densidad 
conjunta dada por 

a2 
auav C(u, u), 

entonces Ges absollltaineutc continua; si Ce Se, esto es 8 2 C(u, v)/lJuOu = 
O casi en todo I 2

1 entonces Ces singular. De otra 1nancra C tiene cotnpo­
ncnte singular y cotnponente absolutaincnte continua. 

El soporte de una función de distribución conjunta H es el complemento de 
la u1üón de todos los subcoujw1tos abiertos de R2 con H-1nedida cero. 

1.4.9. Definición. El soporte de Ufla cópula es el complemento de la unión 

de todos los subconjufltos abiertos de Jl con C-1ncdida cero. Cuando el so~ 
porte de e es .i-'' se dice que e tiene soporte completo. 

1.4.10. Ejemplo. La cota superior de Fréchet Hoeffding M(u, u) es una 
cópula singular ya que 

{}2 
8u8v C(u,u) =o. 

Co1no el soporte de la cópula es el complemento de Ja u1üón de todos Jos 
subconjuntos abiertos de 12 con M-1nec.Jida cero. Para esta cópula todos Jos 
rectángulos por abajo o por cncitna. de la diagonal tienen 1nedida cero, y los 
rectángulos que tiene al menos un vcrt.ice sobre la diagonal 110, por ello el 
soporte ca la diagonal cu 12 

1 es decir v = u para todo u E I. 

Lo 111isn10 ocurre para Ja cota iuCcrior J.V, donde Ja parte absolut.runcnte 
continua va.Je O, por Jo que es una cópula singular donde el soporte es la 
diagonal invertida, es decir v = 1 - u para todo u E l. • 

1.4.J.J.. Ejemplo. 

todo (u,v) E I 2 

La cópula producto es absoluta1ne11tc c011ti11ua para 

º a2 fº f° An(u,u) = f:! fu aséJtII(s,t)dtds =J. J. dtds = tw = II(u,u}. • 
En el siguieute ejemplo se 1uucstra una cópula que tiene co1n¡>ouentcs absc:r 
lutruneuto continuo y singular. 
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1 Definiciones y Propiedades 1.5 Las Cotas de FréclJet Hoc/fdi11g 

1.4.12. Ejemplo. Sea la cópula 

.:.- : : ·.:' ; ~-~.i · .•. >··· 

Ac .. ,6 (u, v) Lº-.jj/ ·:,~ ~~·~-~~~·:--~-,~~~~ 
[ J," [(~ ~ a)s-•;i{,..>t•} + (1 - /J)t-1'11{,..<t•}Jdtds 

(~~o) L°-'s-~·1:~.~-~~~~>t}dtthr 
+ · (1 - fJ) [t.;_'f,J.°n{aml~<t}dtds, 

entonces 

Ac
0

.B(u,v) 

<loude la parte absolutrunente continua de la cópula es 

A ( ) C. ( ) o/J ú [ ª tJ¡a-•+fJ-•-1 c .. .s u, ti = a.fJ u, v - a _ o{J + /3 rn 1 u , ti 

y el corupouentc singular 

Se (u t1) = o/J rnín[un v8y•- 1 +fJ- 1
- 1 • 

0
•
0 ' a-a/J+P ' • 

1.5. Las Cotas de Fréchet Hoeffding 

Co1no consecuencia del 'l'eormua de SkJar, si X y Y son variables aleatorias 
con función de distribución coujw1tn JI y 1unrginalcs F y G respect.ivai:ncute, 
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1 Definiciones y Propiedades 1.5 Lns Cotas do Fréclmt HoeffdiJJg 

. . .: . 
eutouces la dcsigunldad de ~écbct-Ho~ffding para Ja ~1.~nci~n ·~~distribución 
conjunta H es -- · 

W(F(x), G(y)) .:S H(x~y) :S M(F(x):aci>,,.: (l.21) 

donde 
M(F(:i:), G(y)) = mln(F(:z:), G(y)) y: 

- . . . 
W(F(x),G(y)) = máx(F(:z:) +a(y)-1,0), :· 

son Jn cotns superior e inferior rcspectivnmÉmtc. de Fréclict-Hoeffding para 
la. función de distribución. conjunta. H. · - - · · 

1.5.1. Ejemplo. Deinostrar que las cotas -de J~ :d.~t~ibUCÍ~~1eS d~ los es-
tadísticos de orden está.u dadas por 

máx(F(t) + G(t) - l, O) $ P(máx(X~ Y) S t]·s ,~_6;(;;(t), d(t)) y (l.22) 

máx(F(t),G(t)) .:S P(mln(X, Y).~ tÍ ·~ inln(F(í).+c(t),l) •. (l.23) 

Para (1.23} se tiene que '· ;7 : ·:··:'-~-::. \.;-; · 

C(F(t), G(t)) .:S u1Ín(F(t); G(t)), 

ento11ces 

por lo que 

F(t) + G(t) .., C(F(t), G(t)) 2: F(t) + G(t) - •~ínCF(t), G(t)). 

Si F(t) .:S G(t) entonces 

F(t) + G(t) - C(F(t),G(t)) 2: G(t). 

Por Jo tanto P(mln(X, Y) .:S t] 2: máx(F(t), G(t)) 

C(F(t),G(t)) 2: máx((F(t) + G(t)-1,0) · 

F(t) + G(t) - C(F(t), G(t)) $ F(t) + G(t) - máx(F(t) + G(t) - 1, O). 

Si F(t) + G(t) > 1 entonces 

F(t) + G(t) - C(F(t), G(t)) .:S l. 

Por Jo tnuto P(mú1(X, Y) .:S t] $ mú1(F(t) + G(t), 1) 

máx(F(t), G(t)) $ P[1nín(X, Y) $ t) $ 111ú1(F(t) + G(t), 1). • 
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1 Dcfi11iciorJCs y Pro¡Jiedadcs 1.5 Las Cotas de Fréclwt I-l'oclI'ding 

1.5.2. Definición. Un conjunto S C iR.:2 
es creciente si para cualquier 

(x,y), (u,v) E S, X < u irnplica que y s u. Sirnilarmente, s e iR2 es 
decreciente si para cualquier (x,y), (u,v) E S, x <u irnplica que y 2=; u. 

La fw1ci6n de distribuci6n conjunta II de ]ns vario.bles aleatorias X y Y es 
Ja cota superior de"Fréchet Hocffding si y sólo si e] soporte de H pertenece 
a uu conjunto creciente y es Ja cota inferior si el conjunto al que pertenece 
es decreciente. 

1.5.3: Lema. Sea S C iR2
• Entonces S es creciente si y sólo si para cada 

(x, y) E S, se curnple 

J. paro todo (u,v) E S, u S :e implica v::; y o 

11. para todo (u, u) E S, V S 11 implica u S :r:. 

Demostración: Suponenios que S es creciente, y que ninguna de ]as condi­
ciones del JCJoa se cumplen. 

Entonces existen puntos (a,b) y (Gd) ES tal~ que a S x, b >y, d S y y 
c>x. 

Por lo que a S x < e hnplica que a < e y b > y 2=:: d hnpÚca que b < d lo 
cual contradice la hipótesis. --

'" ·• .. · 

Si S es d1..-crccieutc, existen (a, b) y (c, d) ES c;~_n ;;,. :<''-~'y· b_ >::el entonces . . ca+c d+b:\c . 
para cun.Jqu1cr punto (x,y) e S donde (:z:TJI?,= ·._._ 2 "_·,' ~) no se cwnple 

ninguna de las dos condiciones. ·.----· 1<-,' . . · D 

1.5.4. Lema. Sean X y Y variables con función de distribución conjunta 
.EI. Entonces II es igual a .A-E en (.1..l!J)(cota superior de FrécJ,et-1/oeffding) 
si y sólo si para todo (:z:Ty) e iR2

, se cumple P(X > x 1 Y ::S y] = O u 
P[X :S x, Y > y] =O 

Demostración: Sean F(x) y G(y) las fw1cloues de distribución de X y Y 
rcspcctivwnentc, F(x) = P[X :S x] = P[X :S x, Y :S y] + P[X :S x, Y > y], 
entonces //(x, y} = F(x) - P[X :S :r, Y >y]. 
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1 Deñnicio1ies y Propiedades 1.5 Las Cotas de FréclJet lloeffding 

Ahora G(y) = P[Y $ y] = P[X ::;; :z:, Y ::;; y]+ P[X > :z:, Y $ y], entonces 
II(:z:, y) = G(y) - P[X > :z:, Y $ y], por lo que H(:z:, y) = M(F(:z:), G(y)) si 
y sólo si niln(P[X $ x, Y > y], P[X > x, Y $ y]) =O. . · O 

1.5.5. Teorema. Sean X 11 Y variables con fun~i6n de disl.rib-~ción conjunta 
H. Entonces II = M si 11 sólo si el soporte' de H .. "eS·-~~¡--;ut,¿Cin}u'nto cTeciente 
de R2 • - .- . ' .. ··_··:.--~·····,, ,, .. - . 

Demostración: Sea S cJ soporte de H, tal'qll~·-·s -~ c~écienié_, _Y-sea-~~' 11) 
cullJquier puuto en R2 • -- ·· -~~. :·~=.:· .,_ - -, 

·. -~ .. ·. . . ' 
Entonces para todo (u, v) e S, u S :z: iÍnplica que v 'S 11 si cuÚÍpJe que 

{(u,v)lu $:z:,v > y}nS= .P o P[X :s;:z:,Y >y] =O. 
. . 

Si para todo (u, v) e ·s, v ~ 11 y ti S :i, entonces 

{(u,v)lv:Sy,u:s;x}.nS. = <f> o P[X>:z:,Y:Sy]=O 

por lo tnuto H(:z:,y) ':"' ,;,1;1(F(:z:),G(y)). O 
·_..';-

1.5.6. Lema. Sean-'X.·11 Y variables con función de distribución conjunta 
If. EntonceS H .es igÜal ~- ·w (cota inferior de Fréc/1.ct-Ifoeffding) si 11 sólo 
si para todo (:z:,y) É íR";_se C'u~ple P[X > x, Y> y)= O o P(X S x, Y S 
y]=O. 

Demostración: Seau·~(;;}_y G(y) Jas_funcioues de distribución de X y Y 
respectivameutc,"y W(F(x)~ G(y)) _su función de distribución co11jw1ta., 

P[X > x,Y > y]=,,,P[X·>x]-_P[Y $y]+P[X $ :z:,Y $y]. 

Entonces 

H(:z:,y) 
si P[X > :z:, y >y] 

P[X$:z:,Y$y] 

siP(X $:z:,y$y] 

P[Xé> :z:, Y > y] + F(x) + G(y) - 1, 
. o, . '~11to11ces H(:z:, y) = F(:z:) + G(y) - l. 

. P[X·.!;;·z] ~ P[Y >y)+ P[X > :z:, Y> y) 
· F(:z:) :¡., G(y) ,-- l.+ 1- F(:z:) - G(y) + H(:z:,y), 

O, C_¡it_~~¡~ Ii(x,y) =O. O 
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l Definiciones y Propiedades 1.6 Cópulas de Supervivencia 

1 .. 5.7 .. Teorema. Sean X y Y variables con/unción de distribución conjunta 
H(x, y). Entonces JI es igual a lV (cota inferior de F'réch.et Hoeffding) si y 
sólo si el soporte de II está en un subconjunto de ñl2 decreciente. 

DcmosCración: Sea Sel soporte de J-f, tal que Ses decreciente, y sea (:z:1 y) 
cualquier punto cn'.R:2. 

Entonces para todo (u, v) E 8 1 u S x impticn que v > y si cu1nple que 

{(u,v)lu :S;:r:,v :511}nS=<f> o P(X :5:r:,Y:511) =O. 

Si para todo (u,v) ES, v >y, entonces u S :r se cumple si 

{(u,v)lv :511.u :5 :r:} ns = <f> 
{(u,v)lu > "'•" > 11} ns = <f> 

o P(X :5 :r:, Y :5 11) =O o 
o P(X > :r:, Y > 11) =O, 

por Jo tnnto J/(:r:, 11) = mñx(F(x) + G(11) - 1, O). o 

Para varfo.blcs aleatorias X y Y continuas, Y es ca.si segurru.nente una función 
creciente de X si y sólo si la cópula de X y Y es M; y Y es casi seguramente 
una fw1ci6u dccrecicnt.e de X si y sólo si la cópula de X y Y es W. Si U y 
V son varia.bles nleatoria._c;¡ uuiforines (O, 1]1 con fw1cióu de distribución M, 
entonces P{U = V] = 1 1 y si la cópula es H' entonces P{U + V = 1) = l. 

1.6. Cópulas de Supervivencia 

La probabilidad <le (JUC la v-..i.riablc aleatoria X torne valores mayores a :r 
está dada por In/unción de supcrvivcnci~ F(x) = P(X > :z:] = 1-P(X S x]. 

Para variables aleatorias X y Y con función de distribución couj1u1tll II, la. 
función de dist.ril..mcióu conjunta de supervivencia está dada por 

H(:r:,11) = P[X > :r:, y> 11], 

donde sus u1arginnlcs están dadas por 

H(:r:, -oo) = P(X > :r:, Y > -oo) 
H(-oo, 11) = P[X > -oo, Y > 11] 
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1 DelliJiciones y Propiedades 1..G Cópulas de Superviveiicia 

La rc1acióu que guarda las funciones de supervivencia tu1ivariadas con Ja 
fw1ción H(x, y). 

H(x,y) P[X >x,Y>y] 
P[Y > y]-P[X $x] +P[X $ x,YS y] 
f'-P[Y $y]+l-P[X $x]- l+P[X $x,Y:::; y] 
P(Y > y] + P[X > :z:] - 1 + C(F(x), G(y)) 
c:'(y) + P(x) - 1 + 0(1 - P(x). 1 - c:'(y)). 

Se defino a la fu11ción B : 12 ~ 1 Por , 

G(u;v) = u+v,-.1 +0(1- u,l·-v), 

se tiene que 
H(x, .¡j¡ = a(P(:z:J. G(y)). 

La función B es w1a· c6~;U1&.·'ya:··Que sai~r~OO ·~· 

l. Para todo u É Í/BC~. o) 1 o;.:;, O(~, ... ). 
2. Para tod~ ¿·.~.~~;,Q{~·~·¡f~ ~:.~ B(1,~); 
3. Sea B := [uf;u~f~:·[~·11 ~]~· ~·~:·r~tái1g~o t~ que Be 12 

vac'lri .··;;.·· éc .. ;;~) ...::8( .. 2,vi) - B(u,;,,.,) + C(u,,vi) 
. . . . ·- Vc((l ..:. u,Z, 1 ..:. ui] ·;¡: (1 ..:. "2, 1 - vi]) 2:: O. 

(1.24) 

Se conoce a:- a COJDO la cópula' de Supcn/ivciida 'de X y y 1 la cual asocia de 
1nw1cra análoga· a las funciones de supez:vi~ucia ~arghuües con la función 
de supervivencia conjwita. -

Sean U y V variables aleatorias wlifor1nes (O, 1), entonces 

C(u,v) P[U >u, V> v] 
= P[U> u]-P(V $v]+P[U$tt,V $v] 

1- u-v + C(u,v) = 0(1-u, 1-v). 

1.6.1. Ejemplo. Eu el cjcmp1o 1.3.13 se obtuvo la cópula e, para una fw•· 
ción de distribución Gu1nbef cxpou'eucial biva.riada., para O E [O, 1), 

Oq(u,v) =u+ v _ 1 + (1 _ u)(l _ v)e-Oln(l-u)ln(l-vJ. 
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l Defl11icio11es y Propiedades 1.6 C6pulas de Supervivencia 

La cópuJ.a. de supervivencia se obtiene aplicando {l.24) 

Bo(u,v) =u+ v -1 + Co(l - u, 1- v) = (uv)e-Dh&(u)ln(v). • 
1.6.2. Ejcntplo. Distribución de Parcto Diva.riada 
Sean X y Y variables aleatoria.q cuya función de distribución conjunta es 

H (1 +x)-o 

{ 

(1 +:e+ y)-0 

o(x,y) = ~l + y)-o 

doude O> O. 

Las marginales quedan co100 

F(x) = Ho(x, -oo) { ~l+ x)-o 

:z:~O, 112=.0, 

:z:~O, y<O, 

:z:<O, y~O, 
:z: <O, y< O, 

:z: ~O, 
:z:<O. 

;{': (l.+ y)-0 y 2: o 
G(y) =Ho(-~;Yl.: · ·· l' · · ·· o 

F(u)C-ll = u- 1/~ )','c;(~jéS4>#'J~';~.;·;'~plica1~d: e; Corolario 1.3.11 
tieuc la cópula ,-~ .... -,.::_ '.F"'.; .·,,,~·.~ -·~. _:'-:.'_=•--· 

Go(u, v) = 11'0(JÍ'(;,)c:,::.:,; i'(v)<:-Y),;,, (u-::-110+ ..,-110 - 1)-o. 
• • ~, • ' • < 

se ob-

• 
1.6.3. Definición'.":_·. El :dual. de_. una" .. cópul~ ·°- _es _'la "!unción a definida por 
8(u,u) =-:u·+ V - C(u,V) ,¡-'ª·,-,;,_~Cópula" eS:Ia-.función e· definida por 

Gº(u,v) = 1.-G(l -u,l - v). 

Las funciones de las: definiciones anteriores no son cópulas ya que uiugw1a 
de las dos cumplen con Ja prilnern. propiedad, i.e. O(u,O) =u -G(u,O) =u 
y Gº(u,O) = 1- G(l -u,l) =u. 

Cuando e es Ja cópula de Ull par de variables aleatorias X y Y, el dual de 
una cópula y Ja co-cópula expresan cada w1a Ja probabilidad de un evento. 
AJ iguo.l que la cópula de supervivencia, 

P(X > :i:, Y > y] = G(F(x), G(y)) 
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1. Definiciones y Propiedades 1.6 Cópulas de Supervivc11cia 

para el dual el evento que se describe es 

P[{X :S x} U {Y S ¡¡}] 

P[{X > x} U {Y > ¡¡}] 

P(X ~ x] + P(Y :S l] -'- P(X S :z:, Y S ¡¡) 
F(:i:) + G(¡¡) -.lI(x,¡¡) 
C(F(:i:), G(¡¡)). 

P[X > :i:J + P(Y > ¡¡) - P[X > :i:, Y > ¡¡] 
F(:i:) + G(¡¡) - G(F(:i:),?l(¡¡)) 
1 - 0(1 - F(:i:), 1 - G(ÍI)) 
o•(F(:i:), G(y)). 

1.6.4. Ejemplo. En el ejeinplo 1.3.13 se obtuvo la cópula Os para una 

función de distribución GU.Jnbcl exponencial bivariada, para O e (O, 1) 

Oo(u,v) =u +v-1 + (1-u)(l - u)e-Bho(t-u)ln(I-•). 

La cópula de supervivencia se obtiene aplicando (t.24) 

Co(u, v) = u+ v - 1 + Co(l - u, 1 - v) = (uv)e-01~(u)ln(•). • 
Si X y Y variables aleatorias continuas con cópula C y fwación de dis­
tribucióu común F, Las funciones de distribución y de supervivencia de los 
estadísticos de arden, dadas cu el ejemplo 1.4.7, están da.das por 

Estad. de Orden Func. de distribución Func. de supervivencia 

má.x(X, Y) ó(F(t)) óº(F(t)) 

mín(X, Y) 6(F(t)) Ó"(F(t)) 

donde 6, 6, 6, y ó• denotan las diagonales de e, O, a, y e•, rcspectivaioeute. 

P[111áx(X, Y) :S t] 

P(máx(X, Y) > t] 

P[XS t,Y St] 
O(F(t), -":(t)) = ó(F(t)). 

P[{X > l} U {Y> t}] 
. P[X > t] + P(Y > t] - P[X > t, Y > t] 
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Deñuicio11es y Propiedades 1.6 Cópulas de Supervivencia 

P[toú1(X, Y)·:::; tJ 

P[mín(X, Y) > t] 

2F(t) - C(F(t), F(t)) 
1 - G(l - F(t), 1 - F(t)) 
G"(F(t),F(t)) = 5"(F(t)). 

P[{X :::; t} u {Y:::; t}] 
P(X:::; tJ+P[Y:::; t]-P[X $. t,Y:::; tJ 
2F(t) - G(F(t), F(t)) 
C(F(t), F(t)) = J(F(t)). 

P[X > t,Y > tJ 
P[X > tJ - P[Y :::; tJ - P(X $. t, Y :::; t] 
2F(t) - 1 + G(l - F(t). l - F(t)) 
C(F(t), F(t)) = ó"(:F(t)). 

1 .. 6 .. 5. Ejemplo. El conjunto de con~posiciones que for1nan la cópula de 
supervivcncin, In c~cópula, Ja identidad 'y'CJ dual ·de una cópula dada, (es 
decir, "A","•","-","i") está rcpreSe1lt8.do ·cu la siguiente tabla: 

·- 'A 

A 

A A i 
A 

:" - A 

Algunas opcracioues invo_1ucrndn.s ~· ~1:1-- tabla sOu: 

8"(u,v) =u+v-1+8(1-u,·1-·v) =C(u,v) entonces,"'º"= i 

a-cu,v) = u+v-1+C(l-u,1-v) ';"' 1-G(l- u,1-v) 
= c•(u,v) cutonccs, "'º- =. 

G"(u,v) = u+v - l + G"(l - u, 1-v) =u +v -G(u,v) = C(u,v) 
entouces,"o• =-

ª""(u,v) =u +v- Bcu,v} = c·cu,v) entonces, -oA =. 
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DefiIJiciories y Propiedades 1. 7 Silnctría. 

C .. (u;v) = 1.- c•(1 - u, 1 - u)= C(u,v) entonces, •o•= i • 

El teorc1oa siguieuto·cs la versión para. fuucioues de superviveucin del Coro-­
lario 1.3.11. 

1.6.6. C~rolario; Sea H, F, a 11 o tales que H(x,11) = C(F(x),G(11)) y 

sean pC-•) y a<- 1> las cuasi inversas de F 11 ?J, respcctiva1ne1de. Entonces 
¡Jara cualquier (u,v) E P 

C(u,v) = H(F(-l){u},G(-l)(v)). 

1.7. Simetría 

1. 7 .. 1. Definición. Si X es una variable aleatoria y e e IR, se dice que 
X es simétrica con respecto a e a(la "¡unción de distribución de la variable 
aleatoria X - e y e - X son la misnia, es. decir 

P[X - e :5 x] = .P[c-" X :5 x] , para toda x E IR 11 

P[X ::; X+ e] = P[X 2: e:·.::: x] paro toda X E IR. (1.25) 
.'.·,: ·.:·· -.-·,· 

Si X es w1n variable aleatoria C01~ti~Úa 

F(x+c) =P(X :5 x·+c] = P[X 2: c-x] = F(c-x). (1.26) 

1.7.2. Definición._ SMn ~JI Y variables aleatorias 11 sea (a,b) e lR.2 • 

J. (X, Y) es simétrico rnarginalrnente alre.dcdor (a, b) si X y Y son sirné· 
tricos en a y b respectivarncrl.te, es decir 

P[X·:;; x +aj= P[X 2: a - x] 11 P[Y :5 11 + b] = P[Y 2: b -11]. 

I!. (X, Y) es radia/mente sirnétrico alrededor (a, b) si la función de dis· 
tribución conjunta de X - a y Y - b ea la misma que la función de 
di.'ftribución conjunta de a - X y b - Y. 

P(X $ :z: +a, Y $ 11 + bj = P(X 2: a - x, Y 2: b - 11]. 
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1 DefizJieiorJes y Propiedades 1. 7 Sisuetría 

3. (X, Y) es conjuntamente aimétrico en (a, b) si los cuatro pares de va­
riables aleatorias tienen función de distribución común: (X-a, ~-b), 
(X-a,b-Y), (a-X,Y-b) 11 (a-X,b-Y). 

P(X $ :z: +a, Y $ 11 + b) 

P(X 2: a - x, Y $ 11 + b) 

P(X $ x+a,Y 2: b-11) = 

P(X 2: a-:z:,Y 2: b-11). 

1 .. 7 .. 3 .. ~ Teorema .. Sean X y Y variables aleatorias continuas con función 
de distribución conjunta H y maryinales F 11 G, respectivamente. Sea (a,b) 
cualquier punto en JR2 . Entonces (X, Y) es radialrnente simétrico alrededor 
de (a, b) si y sólo si 

H(a + :z:, b + 11) = H(a - :z:, b -11) 1'ª"' todo (:z:, 11) e ¡¡i'. 

Demostración: 
H(a+:z:,b+y) =P(X $a+:z:,Y $ b+11) 

= P(X 2: a - :z:, Y 2: b - y) 
= c(F'(a - :z:), C':(b - 11)) 
= H'(a - :z:,b-11). o 

1 ... 7 .. 4. Teorema .. Si X y Y son variables aleatorias continuas corno en el 
Teorema 1 .. 7.3, done/e (a,b) es cualquier punto en JR2 • E·nto·nccs (X, Y) 
cor&juntarnentc sirnétrico con respecto (a, b) si 11 sólo si se cumplen 

II(a + :z:, b +y) 

ll(a+ :z:,b +y) 

F(a +:r:)- H(a + :z:,b-y) 11 

G(b+ y) - H(a-x, b +y), 

{l.27) 

{l.28) 

para todo (:z:, 11) E iR2
• 

Demostración: 

1.)H(a+x,b+y) P(X $ a+ x; Y $ b + 11) 
C(P(X $a +xJ,P(Y:;;; b+y)) 
C(P(X $.a+:x],P[Y > b-y)) 

P(X :Sa+:i:;v > b-y) 
P(X:Sa-i-:z:J-P[[X $a+x,Y $ b-11) 
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l Deñuiciones y Propiedades 1. 7 Siznetrla 

"lllmbién 

2.) H(a + x,b+ 11) 

F(a+x) - H(a + x,b-11). 

P[X $ a+ x, Y $ b + 11) 
O(P[X $a+ x), P[Y $ b+ 11]) 
O(P[X > a - x], P[Y $ b +y)) 
P[Y $ b+11)-P[[X $ a-x,Y $ b+11) 
G(b+11) -H(a-x,b+11). o 

La shnctría. conjunta implica la radial y ésta hnplicn la. shnctría 1narginal. 
Por lo que la shnetrfa. conjunta es una condición 1nás fuerte. 

Las cópulas y las cópula.<J de supervivencia juegan un papel especial cu la 
simetría radial, Ja cual se explica en el tcormna siguiente. 

1. 7.5. Teorema. Sean X JI Y variables alent.orias continuas con función 
de distribución conjunta .JI, marginales .Ji'' y G, respectivarncntc, y c6pula 
C. Si X y Y son sirnétricas en a y b, rcspcctivarricnte. Entonces (X, Y) 
radia/mente sirnétrico alrededor de (a, b), si JI súlo si 

.Jl(a + x, b +y) = H(a - x, b - y), es decir si y sólo si e satisface 

C(u,v) =u+v-1 +C(l -u,1-v) para todo (u,v) E P. (1.29) 

DcDJ.ostro.ción: 

H(a+x,b+11) 

H(a - x, b - 11) 

P[X $ a+ x, Y $ b + 11) 
O(F(a + x), G(b + 11)) 
O(F(a - x), G(b - 11)), 
P[X 2: a - x, Y 2: b - 11) 
G(F(a - x), G(b -11)), 

(1.30) 

(1.30) es igual a (1.31) si y sólo si e = a. 
(1.31) 

o 

La ecuación (1.29} establece que para cualquier (u,v) e I 2 , los rectángulos 
([O, u) x (O, v]) y ([l - u, 1) x (1 - v, l]), tienen el mismo valor bajo C. 

1.7.6. 'I'eorcrna.. Si X y Y son variables corno en el Teorema J.7.5. En­
tonces (X, Y) es conjuntamente sirnétrico alrededor de (a, b), c.s decir H 

43 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN J 



1 Definiciones y Propiedades l. 7 Sfraetrín 

satisface las ecuacionea.(1.87) Ji {.l .. BB), si 11 sól~ si C_s~tis/ace 

O(u, v) =u - O(u, 1-v) ·11 · O(u;v) = v-0(1- u,v). 

Demostración: 

H(a+x,b+11).' .F(~+:Z:) ::_:fi(/+:&,i'.-~; .·.·. 
· F(a+ ':z:)::_ ""(X'~ a;'.:¡:,.;,Y.$.ti;..;, 11]. 
F(~ + :é).'- O(P(X $;'~ +ic;·1':::.0 P(Y $ b.+ y]) 
F(a +xi-:-9'~F(i+d:), i:.... G(b.f.j¡)),. 

H(F- 1 (u), a-• (i,)) _\;;;, ''e(~;;;) ;_;;u ..:.·a(u, 1 - v). 

C{u,v) = v - 0(1-u,v). es·-~áJ~io·~~-~:~Cd~~ . 
. ,. i :. J,.. , .. 

Otra. forma do shnctdn. es- la_iu~rcai~biubiÍida.d. 
, :·. :· - _,_.. __ -. 

1 .. 7.7. Definición. Las variO.bl~ aletiturias X y Y son intercambiables si 
los vectores (X, Y) y (Y, X) es.tárÍ. -identicamentC distribuidos. Es decir si la 
función de distribución de X· y Y ea·H,·entonccs Il(:c,y) = I-E(y,x) para 
todo x, u e R2

.. · 

l..7.8 .. Teorema. Sean X y Y· variables aleatorias continuas con función 
de distribución conjunta H, tnarginales F y G, respectivam.cnt.e, y cópula C .. 
Entonces X y Y son int.ercambi~bles si y sólo si F = G y C(u, v) = C(v, u) 
para todo (u,v) E P. 

Demostración: Sean X y Y, con funciones de distribución F y G, rcspcc­
tivarncute, tales que F = G, y cópula C tn.1 que C{u,v) = C(u,u) para todo 
(u,v) e 12 , entonces 

H(x,y) = O(F(x),G(y)) = O(G(y),F(x)) = H(y,x). 

Por Jo tanto X y Y son intercambiables. 

Si X y Y son intel"cambiables, entonces JI(x,y) = Il{y,:z:) por tanto F = G 
y la cópula G(u, v) = O(v, u). O 

Cuando se cuiuplequc G{u,v) = G(v,u) pa.rn todo (u,v) E 12 sedirá.simple-
1ncutc que la cópula es shnétrica. Uu eje1uplo donde se cumple esta siinetda 
es In cópula producto fl{u,v) = uv = vu = Il(v,u). 
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1 Deflnicioues y Propiedades 1. 7 Sirnetrfa 

1.7.D .. Ejc1nplo .. Sea 

{ 

(:e+ l)(eU - l) (:r,y) E (-1, 1) X [0,oo), 

JI(:r, y} = 1 ~;;., 2"u -
1 

(:r, y) E (1, oo] X (O, oo], 

·~ O en otro caso. 

Con marginales 

F(:r) = { 

o :e <·-1, 
"'~ 1 

:z: e· (-1, 1), 
1 :z:>.1:· 

,'. ,.''. 

G(y) = { ~ -eU 
11 <O~' 
Y·~·o,. 

Su cópula es 

C(u,uJ =·'u+:~vu' 
donde se cu1nple que C(u,u) = C(v1 ~),·1a cópula es shnétrica pero las va­
riables nlcatorias X y Y .no son·intercambiables ya que F '# G. Por Jo cual 
Ja sitnctrta uo hnpHca. la intercn1obiabilidad. • 

1 .. 7 .. 10. Ejc1nplo. Sea 

{ 

1 - e-.:s: - e-11' + e-C.:s:+M+Oz11) 
Ho(:r, y) = O 

Con 1nargina1cs 
Fo(:r) = { ·~ - .,-z. ::e ;;:::o, 

en otro caso. 

·{ 1-e-:-11 .y~O, 
Go(!I). = O cu otro caso. 

Su cópula es 

:c,y ~o, 
en otro en.so. 

C(u, u) =u+,, -l * Ú - u)(l - v)e:rp[-B(ln(l - u)ln(l - u))] = C(v, u) . . . . -
La cópula es simétrica y F = G. entonces las variables aleatorias X y Y son 
i11tcrcarnbiablcs.. • 
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l Delinicio1Jes y Propiedades 1. 7 Silnetrla 

En el ejemplo sigtúente se demuestra que la interca.:mbiabiHdad no hnpUca 
Ja shnetda radial. 

1.T.11. Ejemplo. Sean X y Yva.riabJesa.Jeatodas continuas idcnticatnentc 
distruibuidas, cacf8'.'.w1a simétrica alrededor de a. Demostrar que la intercrun­
biabilidad no hnpJica Ja shnctrfn radiaJ, y Ja simetría radia] no hnpJica la 
i11terca1nbjabilidad. 

Sean X y Y variabJes continuas intercainbiables con función de distribución 
JI, y simétricns en a, por Jo que F(x +a) = F(a - :z:). 

H(:r: +a,11+a) P[X :S :z:+a, Y :511 +a) 
= C(P(X :S :r: +aj, P[Y :S y+ aj) 
= C(F(:r: +a), G(11 +a)), 

como son intercninbiables, F = G entonces 

H(:z: +a, 11 +a) C(F(y +a), F(:r: +a)) 
= C(P[Y :5 11 +aj, P(X :S :z: +aj), 
= H(y+a,:r:+a) 

X y Y son simétricas en a, entonces 

H(y+a,:c+a) C(P(Y :S 11 +aj, P(X :S :z: +aj) 
C(P(Y 2: a - yj, P[X 2:: a - :z:]) 
C(P[X 2: a - :r:j, P[Y 2:: a - 11]) 
C(l -P[X :S a- :r:j, l -P[Y :S a-y]) 
C(l - F(a - :c), l - F(a - y)). 

Lo cual 110 establece la sitnctría radial. 

Si se clllnpJc Ja si1nctría radial se tiene que 

H(a-:r:,a-11) - H(x+a,y+a) 
C(F(:r: +a), F(11 +a)) 
C(P[X :5 :e + a], P[Y :5 y + aj) 

_ P[X :5:r:+a,Y:S11 +aj. 

Lo cual uo hnplica Ja intercaJubiabiJidad en las variables, ya que no se puede 
establecer que P[X :S :r: +a, Y :S 11 +aj = P(Y :S 11 +a, X :S :r: +aj. • 
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l Defiuiciones y Propiedades 1.8 Cópulas Multivariad&"i 

1.8. Cópulas Multivariadas 

En esta seccióu se extenderá. Ja definición de cópula para. el caso inultiva.ria.­
do y se darán algunos resultados expuestos por Schwcizer y Sklar(1983). 

Para cualqufor entero positivo n, dcnotwnos a. iR"', al espacio extendido 
R X iR x ••• x R. Se ctnpleará Ja. notación vectorial entonces los pw1tos 
U= (U1tU2, ••• ,un) y V= (V11V2t•••,Vn} E R", diremos que U ,S V si 
u¡ .S: v¡, para todo i = 1, .•. , n. 

1.8.1. Definición. Sea (o, 6] la n-caja H := [a1,b1] x ••. x [an,bn] denota 
el producto cartesiano de n intervalos ceJTados. Los vértices de la n-caja B 

son los puntos e= (ct,<>.z, ... ,c,..) donde cada CJc es igual a a¡ o b¡. 

El u-cubo unitario in es el producto (O, 1] x (O, 1] x .•. x (O, l]. 

1.8.2. Definición. Una función real n-valuada H es una /unción. cuyo 

don&inio, Dorn JI. es un subconjunto de JR7& 11 su rango, ll.a:u H, es un sub­

conjunto de R. 

1.8.3. Definición. Sean 8 1, 8 2 , ••• , Sn subconjuntos no vacáos de R, y sea 

,/{ una función real T&-valuada tal que Dcnn II = s, X s'J X ••• X s ... Sea 

B := [a, b] una n-caja donde todos sus vértices están en el dominio de JI. 

Entonces el I:l-volurncn de B está dada por 

Vil(B) = Esun(c)I/(c) (l.32) 

donde la su111a se torna sobre todos los vértices de B. 

sgn(c) = { 1 si Ck = ªk para un. número par de k's. 
-1 si Ck = a1c para un númcrv impar de k's. 

Equivnlenteineute, el H-volwnen de una u-caja B := [a, b] es: 

donde 
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1 Deíinicio.1Jes y Propiedades 1.8 Cópulas Multivariadas 

l..8.4.. Ejemplo. Sea H una función real 3-valuada con dotninio en IR3, y 
sea B := [x1,x2) x [y1,112] x (z1 1 z2]. El H-volutnen de Bes 

V11(B) = .fI(x2.t/2,z2) -II(x2,112,z1) - Jf'(x2,1111z2) -H(z1 1 u2,z2) 
+ H(x2,111,z1) + .II(x1,112,z1) + H(x1,1111z2) -H(xi,1111z1). • 

1.8.5. Definición. Una función real n-valuada H es n-creciente si V11(B) .2:: 
O, par:' toda n-caja B cuyos vértices están en el Dorn H. 

Al igual que en la versión bidbnensional que una fw1ci611 sean n-crecietlte··." 
no iinplicn que sea creciente en cada argwnento. · - · · 

1.8.0. Definición. Sea H una función de A 1 x · • • x An en(~oo, odi>:d~~~c; 
cada Arn es un subco11junto no vac{o de R. que contiene a_am-·~ inf A~. 
Entoncc,s H está fija si H(x1,x2 1 ••• ,xn) = O para todo (~1,Z2;/~~}%~)._ e· 
Dorn H tal que Xrn = ª"' paro al J"ncnos una 1n. 

1.8. 7. Lema. Sea If' una función n-crcciente 11 fija. Entoncea ;H·:;·es. Cre­
ciente en ca.da aryumcnto, en el sentido que si (.:r:1 , ••• , Zm-t 1 :r~'Z.~~i.·~~; .. , x~) ·· 
11 (:z:1, ••• ,Xm-1,y,.:r:m+t1 .•. ,:rn) pertencen al Dmn H u'x_< y,"e~~~ri'cU 

H(x1 1 ••• ,x, •.. ,xn) S Il(x1 1 ••• ,y, ... ,xn). 

Dc1nostración: Sen B := [(a1 1 ••• ,x, ªm• ••• , an), (z1 1 ••• ,"y, Xnu' .'.~,-Xn)] y ·a 
una función u-creciente, por lo que es V11 (B) ~ O. Entonces, 

Vu(B) = ¿syn(c)H(c) 

= H(:r1 1 ••• ,J1, ••• ,xn) - H(x1 1 ••• 1 x, ••. ,xn) 1 

por lo tanto H(:z:1, •.• ,y, ... , Zn) ?; H(z11 ••• , x, ... , Xn)• D 

1.8.8. Definición. Sea Huna función de A1 X••• X An c11(-oo,oo), donde 
cada Arn c • ., un subconjunto no vacío de IR que contiene a em = sup Arn. 

Entonces II tiefle 111arginalc.s. La uiarginales uni-dirnendionales de H 
las funciones Hrn. dadas por 

Dcnriifrn 

H,,.(x) 

para todo x e Durn .JI,.,.. 

A,,. para '" = 1, 2, ••• , n, 

/f(c1, ••. ,em.-1 1x, en,+l 1 ••• , Cn) 
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Las 1narginales de diincnsión tmis alta se definen shnilanncntc, es decir fi­
jando algwuiR cntra.cJ&o¡ en H, coino se ilustra en el sibrtdcnte cjc1nplo. 

1.8.9. Ejemplo. Sea. H un.a función con do1niuio (-1, l] x (O,oo) x [O,Il/2] 
dada por 

., II(x ) = (x + l)(e" - l)(aen z) 
,y,z :r+2ell' -1 

II está fija ya que J'I(x,O,O) =O, J'I(-1,y,O) = OyJ'I(-1,0,z) =O. Con 
inarginales w1ivariadas 

l'I1 (x) 

.ll2(y) 

./13(z) 

Y sus 1na.rginales bivariadas 

.ll(x,00,n/2) = x; 1 , 

H(l, y, D/2) = 1 - e-11, 
II(l., oo, z) = sen z .. 

.ll12(x,y) = H(x,y,Il/2) = (x + l)(l - e-") 
:r+ell'-1 

(x + l)(.sen z) 
.II13 (:c,z) = II(x,oo,z) = 

2 
., 

.ll23(y,z) = J'I(l,y,z) = (1 - e-11).sen z. • 
1 .. 8.10. Lema. Sea I:T una función n-creciente, fija 11 con flJafY.}Ínales. En­
tonces cada tnarginal uni-di1nensional ITm de I:T es nodecrecientc; y si 
(:r1, ... ,Xm-1.,x,xm+1, ... 1 :rn) está en el dominio de H. entonces 

OS H(x1, .... ,Xm-1,X.,:Cm+1, .... ,xn) S Ifm(:c) 

para todo x E Dmn Hm. 

La. detuostrn.ci6u de este leina es itunediato del Leina 1..8. 7 la propiedad n­
crccieutc y fija, ya que la f'uncióu es crcci~nte en cada argu1nc11to. 

1.8.11. Lema. Sea Huna.función n.:.crecientf:} fija 11 con niaryinales. Para 
cualquier entero Tn,' ~al.que.i.··-~;;n ·:::::;_·!1-,·~~~a/.(~;~··:L,xm-1.,:r,:c111 +1, ... ,:rn), 

{:r1' •.. , Xm-l 11/1 :Z:m~1, ···1.~n). e -J?~n'.tf'. ,~-,:.Í/u~:·;,;.---i: 11· Entonces 

H(:z:., .... ,:Z:m-1,11, ..... ,x~-) ~ H(:r:1·,.:~::;~~1,x, ...... ,:cn) S .IT,.,.(11) -Hm(:z:). 
. . . . .... . . . . (l.33) 
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Demostración: Si 71 = 2, entonces H es 2-crccicute, entonces 

I/(11,e2) - Il(x, e,) - H(11,:r:2) + H(:r:,:r:2)?: O, 
I/(11, :z:2) - H(x, x2) ::;; H(11, e2) - Il(x, e2) = H1 (11) - I/1 (:r:) y 

H(e1,11) - II(ei;:r:) -H(:r:1,11) + H(:r:- l,x)?: O, 
H(:r:1, 11) - II(x - 1, :r:) S H(e1, 11) - H(e1, x) = H2(11) - H2(:r:). 

Sin> 2, sea.u Ja :u-cajas B1, B2, ••• ,Bn-t subcoujw1tos·del 'Dom n,· deno­
tados por 

((:e¡, •.. , ªm-11 :z:, arn+1, ... , an), (e~±(~~-~·;:i~~:.;.:~,"dii~i~1-; :. .. ~):en)], 
((a¡, :z:2, •.• , :z:~ Om-H, ••• , a,i}, (e1, •. ·~~-x~2~·~ y~·;;:~:~-J.',· •. ~: ~n)], 

\. <'· •• •• ~~:,;;,· ... t: ;, . 

Bn-1 ((a1, ••. , Um-1• :r:,am+l • ~.c;,.i.;):{e1cf?.~;':.,,;.C;l;~;ir,j+i, .•• ,e,.)]. 

=moH - o-~••O, - ,;i;~~~1f-" 

Como .l.T está fija, para cada Bk··~1-~.<;>~ Y1_i(B1:) se redUce a 
H(e11 •.. , eAa .•• ,y, •.. ,Xn-) ir{e.Í, -~-,ck, ••• , x, ••• ,:z:n.) 

-II(e¡, ••• ,XJu•••11/1•••1:Z:n.) + H(e., ... ,:Z:Jn•••t:z:, ••• ,:z:n.)• 

Si 

n-1 

¿vu(Bk) 
k=I 

n-1 
_E{Il(e1 1 ••• ,e ... , .•. ,JJ, ••• ,:z:,.) - .II(ei, ••• ,e,t 7 ••• ,x, ... ,:r~) 
k=l 

H(ea, ••• ,:c1i;:.; ••• , 71, ••. , Xn) + H(ett •.. ,:z:k, .... ,:z:, ••• ,Xn)} 

H(e¡, ... , Cm-11 711 .... ,en) - H(e1, ••. , Cni-l 1 x, e1n+l 1 ••• ,e,.) 

H(:z:1t···1:Z:sn-l11/T •-T:Z:n) -+:-H(z.11 •••1:Z:ni-11X1Xm+l1 ••• ,xn)• 

Co1001 .E:~t Vi1(Bk) ?; O entonces 

H(c1 1 ••• , Crn-1 1 y, em+l1 •·•1 e,..) H(e1, ••• , Cm._1,:c, Cn1+l1 •··7 en) 
-H(:z:1 1 ... ,Xni-l1YtZm+1t•••1Xn) + Il(x., ... ,Xm-h:c,:rrn+lt ••• ,xn) 2; O, 
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cntOJICCS 

I/"(:r11 ••• , Xnl-11'111 Xrn+lt ••• ,xn) - Jf(x1, ••• ,Xm-l1:Z:1 Xrn+l1 ••• ,:en) 

S ·, .Hm(!I) - Hm(:z:). O 
'· ·.:·_:; .. ·::_;., 

1.8.12. Lema. Seii. H como. ~n el LeFfaa>LB.11, sean (x1t ... , Xn), (!111 ···i Yn) 

en el D01n JI .. Entonces . .:;_/'F-. '.;?~3~%;.i'G'.:: . 
.-· .: ... >.,.. -... -.~~:..;;:-n .. r¡:·_, .. \.:·-· 

lH(:z:1, ••• ,:z:,.)- H(111,:,., Y~)j S'·E· IH,.;;(:z:.,¡) - Hm(!lm)I• (1.34) 
• ··:: ... ~·-·: ·:¡ ~'.".:·.' 0;'.~:m=l :::..~.- :·:.:.: ·-.: .. - - , 

Demostración: Por et Lei·.:i~·:1:8.7-Íi['~~~Íó~·~f.:Ja·es ~quivale .. 1te a . ·.· .·-:-·· . - . -· -

IH(:z:11 ...... x, Xm+h .... , :Z:n) ....:."H<;:•~ ·_¡;~·y, ;,;¡~':.-1 ·~ ~-: .. , ~~)I s· JH~(x) - Hm(t1)J, 

pnru. todo (x1 1 ... ,x, .... 1 xn) 1 , (:r1 1 ... 1 ~,.~. 1 :rn) .~1 el D~n H. Aplicando la de-
sigualdad anterior u veces se obtiene que 

IH(:z:¡, ••• ,:z:,.) - H(yt. ••• ,71,.)j S :E:'n=l IHm(:z:.,,) - Hm(!/m)I. D 

Se puede ahora definir partiendo de todos los resultados anteriores las 
subcópuJas y ln.'i cópulas n-dhnensionales. Las definiciones son an.áJogas a 
las del caso de dos düneusioucs (1.2.1 y 1.2.2). 

1.8.13 .. Deftnici6n. Una subcópula rnultivariada o una n-subc6pula es una 
función C' que satisface las siguientes c.ondicioncs: 

1. D01n C' =AJ X ••• X An, donde c.ada Ak e r que contiene al o '11 al 1,· 

2. C' es una función fija n-crccicnte; 

3. C' tiene maryinalcs (uni-dirncnsionales) e:_, k = 1, 2, ... , n, las cuales 
satisfacen 

Ck(u) =u para todo u E A1.:-

Por Jo que parn cada u E Dcnn C', O :S C'(u) :S 1, ta) que el llan C' es 
también un subconjunto de l. 

1.8.14. Definición. Una cópula m.ultivariada es una subcópula G cuyo do­
ruinio es ¡n, es decir una cópula rnultivariada es una función C : r -+ I 
con las siguientes propiedades: 
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l Defirúcio11es y Propiedades 1.8 Cópulas A-tultivariada.s 

1. Para toda u E F', 

C(u) =0 si al rnenos una coordenada de u es O, (1.35) 

2. Para toda u E F', 

C(u) =u., si todas las coordenadas de u son 1 e:i:ceptouk, (1.36) 

3. Para cualquier o y b en r', tales que o S b, 

Vc([a, b]) ;::: O. (1.37) 

1.8.15. Ejemplo. Sea G(u, u, w) = w • 1níu(u, v), demostrar que es cópula 

Sea B := (a1, a2] x (b1, b-.z] x (c1, c2] donde a1 :S a21 b1 S b:z, y c1 S c2. 

l. C(u,v,O) =O· JOÚ1(u,v) =O, C(O,v,w) =O y C(u,O,w) =O. 

2. O(u, 1, 1) = 1•JOÚl(u,1) =u, 0(1, v, 1) = v y 0(1, 1, w) = w. 

3. Vc(B) = C(a2, /,.z, C2) - C(a., /,.z, c1) - C(a2, b., C2) - C(a1, b,, c2) 
+ C(a2,b1,cd - C(a1 1 b:z,c1) + C(a1,b1 ,c2) - G(a1,bi,c1) 
= (a2 - a1)VM([b,,b,] x [ci.c2]);::: O. 

Por lo tanto C(u, v, w) = w • 1n(n(u, u) es una cópula. • 
Una consecuencia del Lema 1.8.12 es Ja continuidad waifonnc de Jas u­
subcópulas y por tanto de las u-cópulas. 

1.8.16. '.rcorcma. Sea G' una n-subcópula. Entonces para todo u y v en 

el DcnnC', 

JC'(v) - C'(v)J :5 'Í: Jv., - u.,J. (1.38) 
k=l 

C' es unifo"neu1ente continua en su dorninio. 

Dcmost:ración: Sea z > O, sea x y y pw1tos en el Dcnn C' tales que 
E~=l l:ck - !lnal < z, enton~ {1.34) y por la tercera propiedad de las 11-
subcópulas se cu1nple que: 

JC'(x) - C'(y)J :5 "Í:. f:rk - y.,J. 
k=l 

por Jo que C' es wüforine1ncnt.e continua en su do1nl11io. o 
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1 Deñnicio1Jes y Propiedades 1.8 Cópulas Multivariadas 

2.8.17 ... Definición. Sean un entero ~ 2. Una función de distribución 
n-diTnensional es una función II que satisface las siguientes condiciones: 

J. D01nII = iil", 

l!. H está fija 11·.·es n-crecicnte, 

3. H(oo,00, ... ,00) =l. 

1.8.18. Teorema de Slclar en n dirnenaione•. Sea H una funci6n dc 
distribución n·dirncnsional con rnarginales Fi., F2, ••• , F,.. Entonces eziste 
una n-cúpula C tal que para todo z E JR"", 

(1.39) 

Si F1, F2, •.• , Fn son todas continuas, entonces C es única; si no O e~td única­
rncntc determinado sobre RanF1 xilanF2X••·.llar&Fn• Si O es una ra-c'!pula 
11 F11 F2, ••• ., Fn son /unciones de distribución, entor&ces la función H_ defini­
da por (1.39} es una /unci6n de distribución n-dimcnsional con. - rnárgin"ales 
F1, F2, •.. ,F,'" 

1.8.19 ... Corolurio. Sea H, C, F1., F2 1 ••• ,F,. corno en el Teorenia 1.8.18 71 
sean F 1C-•>, FJ- 1>, ••• ,FA-1> las cuasi-inversas de·F1,--:F2~-~~;.,Fn respectiva-
mente. Entonces para cualquier u e P', . 

(1.40) 

Se denotará.u por W", Il" y M" a las extensioncs_cn n dimensiones de las 
cópulas W, n y ..A-E, dadas por: 

M"(u) mlu(ui, u:i,'. .. ;~;.}; · · 
O"(u) u1u2~·~.·u~~:::.-· :~<·:_ :.·· ... )'· · 

wn(u) 1nzi.X(ui +.~2 •••. u,.·.~ ~ +·1,0). 
(1.41) 
(1.42) 

Sean u y ven I" tales que.~-s·v. se·:p~~~~:~~6.nir las ecuaciones {1.41) 
y (1.42), corno sigue 

Vn•([u,vj) 
Vw•([u,v]) = 
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1 Definiciolles y Propiedades 1.8 Cópulas Multiva.riad&5 

La.~ funciones M" y Il" son cópulas para cualquier entero n ~ 2 y la W" no 
es cópula para u. ~ 3, co1no se 1nuestra en el siguiente ejmnplo. 

1.8.20. Ejemplo. Sea Ja función wn : 1" ~ 1 ta.1 que 

W"(u1 1 u 2 , ... ,ttn) = 1náx(u1 + ... +un -n+ 1,0} para todo (ui, ... ,un) e 1n. 

Sea B := [a,b) con a, be I" tal que a= (~ 1 4, ..• 1 ~) Y b = (1,1, ••• ,1). 
Entonces a -< b, los V'.i.lorcs de sgnn(c) #- O ya que todos Jos vértices de 
B BOi! distintos. Sea K el conjunto de todos Jos vértices de B, dado por 
K :={e= (c1 , ••• ,c,,) E I": ck = l/26ck = l}. 

Vivn(B) L sann(c)W"(c) 
ceK 
E sgnn(c1, •.• ,en) W"(ctt ••• , Cn) 
ceK 

E sgnn(c1, ••• ,en,) 1oá.x(c1 + ... +Cn - n - 1,0). 
ceK 

La 1na.yoría. de los su1nandos son cero • 
La versión de ]ns cotas de Fréchct-Hoeffding para cópulas 1nultiva.riada.s es 
el tcorcina siguiente, donde a diferencia de la bivariada. las dos cotas son 
cópulas. 

1.8.21.. Teorema. Si G' es cualquier n·subcópula, entonces para cualquier 

u.E DmnC', 
W"(u) ::5 C'(u) ::5 M"(u) 

A pesar de que la cota inferior no es cópula es la 1ncjor nproxitnaci6n, cu el 
sentido que para cualquier n ~ 3 y cualquier u E I"', existe una cópula C 
tnl que C(u) = IV"(u). 
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Capítulo 2 

Cópulas Arquimedeanas 

2.1. Construcción de Cópulas 

El 1nétodo de inversión para construir cópulas parte escucinhneutc del Coro­
lario 1.3.11, donde dncJa..q dos variables aleatorias X y Y con función de dis­
tribución conjunta JI, y inargiuales F y G, rcspcctiva1nc11t.c, se calculan las 
cuasi-inversa.o¡ de las 1nargiuales y se ohticuc: 

Con esta cópula, nuevas distribuciones con 1nargi11a.les arbitrarias, F' y G', se 
pucdc11 co11Struir utilizando el 'IOOrenia de Sklar: H'(x, y) = C(.F'(x), G'(y)). 

Esto 1nis1no so puede utilizar para las fw1cioncs de supervivencia 

donde :pC-l) denota Ja cuasi-inversa de F. 

Otro 1nétodo es el algcbní.ico1 con el cual se construirán dos fwuilias de cópu­
las: la PlackeU. y la Ali-Mikhail-Ifaq, partiendo de las relaciones que existen 
entre su función de distribución co11jw1t.a. y sus 1nargiualcs univariadas. 
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2 Cópulas Arquiznedea.nas 2.1 Construcción de Cópulas 

Distribuciones Plackctt 

Las tablas do contingencias se construyen con el fin de estudiar Ja relación 
entre dos variables de clasificación. En In tabla 2.1 se registran las frecuencias 
a, b, e, d de las cl~ificacioues indica.das para una inucstra de tainaüo n. 

bajo nito 
bajo b a+b 
a.ltn. e d c+d 

a+c b+d .. 
Tabla 2.1 

La razón del producto cruzado e.~ el real positivo O = ad/cb, el cual es una 
1ncdida de "asociación" o "dcpcudeucin". 

Cuando el valor O es 1, corresponde a la independencia, pues ad = cb, Jo 
cual hnplica que cada entrada de Ja tabla es igual a su valor esperado. 

~(a+b) = a
2 +ab+ac+cb = a(a+b+c+d) +be-ad =a 

n n a+b+c+d 

Si O = ad/cb > 1, entonces ad > cb. Por lo que las observaciones se co11ceu­
traro11 en las celdas "bajo-bajo" y "alta-alta". 

Si O < O < 1, entonces O < ad < ch. Por Jo ta.uta la.s observaciones se 
couccntrn.u en las celdas "bajo-alta" y "alta-bajo". 

a / e 
O- ad_ a/e_ ;;-+c ~ 

- be - b/d - _!!__./_!!__ 
b+d b+d 

y B= a/b = 
c/d 

a / b ;;-:¡:¡; ~ 
e / d · 

c+d c+d 

En Plackett(1965) la fa.111ilia de distribución biva.riada., resulta de una ex­
tensión de esta idea a las fw1cioucs de distribución bivariada con 1uargina.lcs 
co11tinuas. 

Sean X y Y variables aleatorias continuas con fuucióu de distribución con­
jw1ta H y marginales F y G respectivamente; sean :r, y cualquier par de 
números reales. Si la variable aleatoria X representa. la. variable colwnna, 
donde las categorías bajo y alto corresponden a los eventos X S. x y X > x 
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2 Cópulas Arqui.tnedea.nas 2.1 Ca11strucci6n de Cópulas 

respectivwnente, y si1nilar1nentc para la variable re11gl6n Y. 

Entonces, Jos valores de Ja tabla 2.1 representan Jos eventos: 
a = P[X $ x, Y $ y] = H(x, y), . 
b = P[X $ x, Y> y]= F(x) - II(x,y), 
e= P[X > x, Y$ y]= G(y) -H(x,y), 
d = P[X > x, Y> y] = 1 - F(x) - G(y) + H(x, y). 

Sustituyendo Jos valores anteriores en O = ad/be, se tiene que 

O_ II(x,y)(l - F(x) - G(y) + II(:c,y)) 
- (F(x) - H(x,y))(G(y) - H(x,y)) . 

(2.1) 

Sean u = F(:i:) y v = G(y}, utilizando el Tcoreina de Skla.r, se puede escribir 
Ja ecuación (2.1) como 

0 
_ C(u,v}[l - u- v+ C(u,v)] 
- [u - C(u, v)][v - C(u, v)] ' 

cuando O= 1 y se resuelve pnra C(u, u), Ja única. solución es O= Il que es 
Ja cópula de .variables aleatorias X y Y independientes. 

Para O ~-1, se obtiene Ja ecuación cuadrática 

o (O - 1)02 (u, v) + [(1 - O)(u + v) - l]G(u, v) + Ouv (2.2) 

donde 

C(u,v) 
1 +(O - l)(u + v) ± vf[l +(O - l)(u + v>P - 4uv0(0 - 1) 

2(0-1) ' 

es la solución. 

De acuerdo aJ tcore1na de Sklur para dos variables aleatorias continuas X y 
Y con uiargina.Jcs F y G, respcctivruncnte la cópula C(F(:i:}, G(y)) = H(:z:, 11) 
es única, Por lo que alguna de Jas dos soluciones de (2.2) no es una cópula. 

Las marginales de las dos ralees de (2.2) son: 

C(u,O) 

C(u,1) 

(1 +(O - l)u] ± ll +(O - l)ul 
2(0 - 1) 

[O+ (O - l)u] ± IO - (O - l)ul 
2(0- 1) 
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2 Cópulas Arquirnedeana.s 2.1 Construcció.1J de Cópulas 

La rafa 

1 + (O - l)(u + v) + -./(1 +(O l)(u + v)j2 4uv0(0 1) 
C(u,v) = 2(0 - 1) 

no satisface las condiciones de frontera. 

Sin embargo, la otra raíz satisface las dos condkioncs de frontera, esto es 

Co(u,O) (1 +(O - l)u) - (1 +(O - l)u) = 
0 

y 
2(0-1) 

Co(u,1) 
[O+ (0- l)u)- [O- (O - l)u) 

2(0-1) =u. 

Para que Co sea una cópula falta ver que es 2-creciente1 para ello es suficiente 
con de1nostrar que 

0 2 Co(u, v) > 0 Y 
OuOv -

para toda (u, u) e I 2 • 

0 2 Co(u, v) 0(1 +(O - l)v + u(O - 1)(1 - 2v)) 
8u0v = p 

do11dc 

p 0((0 - 1)2u 2 + (1 +(O - l)v)2 + 2u(O - 1 + v(l - 0 2
)) x 

V[l + (O - l)(u + v)]2 - 4uv0(0 - 1)2(0 - 1). 

Como 0(1 + (O - l)v + u(O - 1)(1 - 2v)) > O y p > O para cualquier O > O y 
O rF 1 entonces, se cutnple que 8 2Co(u 1 v)/&u8v ~O. 

Adc1uás, 

por lo tanto Co es absolutmnente continua, por lo cual se obtiene Ja fatniUa 
Pluckctt de cópulas para O> O, O~ 1, 

C(u,v) 

y parn O= 1, 

C(u,v) 

1 +(O - l)(u + v) - y'[l +(O - l)(u + v)J' - 4uv0(0 - 1) 
2(0-1) 

Il(u,v) = uu. 
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2 Cópulas ArquiuJedea11a.s 2.1 Construcción de Cópulas 

Distribuciones Ali-Mikhail-Haq 

Senn X y Y variabl~ aleatorias con función de distribución H y 1uarginales 
F y G., repcctiva.incntc. Si X y Y denota.u el tiempo de vida de un objeto. 
En ocasiones es de interés la "posibilidnd de sobrcvivencin"., es decir In razón 
.P[X > x]/PlX :;; ~] es la probabilidad de sobrevivir después del tietnpo x 
entre Ja probabilidad de falla nnlcs del tie1npo :r. 

P[X > x] F(x) 1 - F(x) 
P(X ::S x] = F(x) = ----:F{x¡-

Dc manera análoga, se puede definir la posibilidad de supervivencia bivaria­
da, por la razón, 

P[{X > x} u {Y> v}] H(x, v> 1 - H(x, v) 
P[X ::S x, Y ::S ¡¡] = JT(x,y) = H(x,y) • (2.3) 

2.1.1. Ejemplo. Sean X y Y variables aleatorias con fw1ci6n de distribu· 
ción logística, esto es, para todo :i:, y E IR, 

Entonces., la razón (2.3) es., 

1- H(x,y) 
H(x,v) 

Como, F(x) = {l + e-z)- 1 ., se tiene que 

:P(x) 1 - (1 + e-z¡- 1 G(v) 
F(x) = (l + e-z)-l = c-z., siinilannente se obtiene G(y) = e-11. 

Entonces, 

1 - H(x, y) = F(x) + G(v) = l - F(x) + 1 - G(v). (2 .4 ) 
JI(x,y) F(x) G(v) F(x) G(v) 

• 
2.1.2. Ejen1plo. Sean X y Y variables aleatorias independientes con fw1-
ci6n de distribución If y funciones de distribución 1nargi11a1cs F y G, res­
pectivu.u:1entc, entonces If(x,y) = F(x)G(y). 
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2 Cópulas Arquisnedea.zJas 2.1 Construcción de Cópulas 

1 - II(:z:, y) 1 - F(:z:) 1 - G(y) 1 - F(:z:) 1 - G(y) (2 .S) 
H(:z:,y) =~+~+~·~ 

Ali, Mikhnil y Haq (1978} proponen Ja búsqueda de funciones de distribución 
bivariada para la c~aJ la ra?.ón de posibilidades de sobrevivcncia1 satisfaga 

1 - H(:z:, v> = 1 - F(:z:) + 1 - G(y) + (1 - a) 1 - F(:z:) • 1 - G(y) (2.6) 
H(:z:, v> F(x) G(y) F(:z:) G(y) 

para alguna constante a. 

Si a = 1 se obtiene (2.4), si o= O se tiene la independencia de las vn.riablcs 
aleatorias. 

Con la transformación u = F(:r), v = G(y), y el Teorema de Sklar en (2.6), 
se obtiene 

l-C0 (u,v) = 1-u + 1-v +(l-a)l-u .1-v 
G 0 (u,v} u v ,,u _v·~·· 

Resolvielldo para C 0 (u, v), 

1 - C 0 (u,v) (1 - u)v + (1- v)u- (1-'- a)(l - u)(l - v) 
C 0 (u,v) uv :_;; __ '· 

uv C 0 (u, v)[(l - u)v + (l ·~ v)u+; (1.:,;·a)(i- ~)(l - v) + uv] 
C 0 (u,v)[v(l - u) +u+ (l:;_-~)(l ~u)(l -v)] 

C 0 (u, v)[l - a(l - u-. v + ;.'v)]; 

por lo tanto, se obtiene la .fmniliii. de An.:.Mikhail-Haq, donde o e [-1, 1), 
Utl -

Co(u,v) = 1 - a(l - u)(l -v) · (2.7) 

Sea u e 1, entonces 

C 0 (u, 1) 
C 0 (u,O) = O 

y 

y 

C 0 (l,u) =u. 
C 0 (0,u) =O. 

Para que C 0 (u,v);:::. O en I 2 , es necesario que o S .l. 

OC0 (u,v) 
av 

éJ2 G 0 (u1 v} 
éJulJv 

u(l +(u - l)a) 
((u - l)(v - l)a - 1)2 • 
1 +[(u - 1) + (v - 1) + uv]a + ((1 - u)(v - l)]a2 

(1 - (u - l)(v - l)a)3 
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2 Cópulas ArquüneclearJas 

para que 
a2C0 (u,v) >O 

auav -
Fina.hnente, para (u, v) E I 2 

{" {" éJ2Ca(s, t) dtds 
lo lo asat 

se requiere que et 2=: -1. 

v(l-a+va) 
(a - l - va)(vu - a) 

v(l-a+va) 

2.2 Definiciones 

(va - a)(-1 +a- ua-va+ uva) 
uv 

l - a(u - l){v - 1) · 

Por lo tanto C 0 (u, v) es absolutruucute continua. Ca representa a Ja Frunilia 
de cópulas Ali-Mikhail-Haq, la cual de acuerdo al cjernplo 1.2.14 está orde­
nada positivrnnente. • 

La figura 2.1 ilustra In. superficie de una cópula de esta fa1nilia con 0=0.8 y 
su gráfica de contorno. 

Figura 2.1. Cópula Ali-Mikhail-Haq con 0=0.8. 

2.2. Definiciones 

Las fuucioucs de distribución conjw1ta y marginales de mie1nbros de la Fh.­
ruilia Ali-Mikha.il-Huq satisfacen la relación siguiente 

1 - C(F(x), G(y)) == l - F{:z:) + l - G(y) + {l - <>) l - F(x) • l - G(y) 
C(F(x), G(y)) F(x) G(y) F(x) G(y) ' 

de donde, 

1 + {l -a) l - C(F(x), G(y)) 
C(F(x), G(y)) [ 1-FM][ 1-GM] 1+(1-a)~ 1+(1-<>)-c¡¡¡r- • 
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2 Cópulas Arqui1nedea.11as 2.2 Definiciones 

Por Jo tanto, )l.(C(F(x),G(y))) = >.(F(x))>.(G(y)), donde >.(t) = 1 + (1 -
a)(l - t)/t. A es una función positiva. cu el intervalo (O, 1). Entonces para 
cp(t) = -Jn.;\(t), se puede escribir a G como Ja. swna de las fw1cioncs 
tnn.rginales F y G, 

tp{C(F(:r), G(y))) , = - In >.(F(:r)>.(G(y)) - Ju >.(F(:r)) - In >.(G(y)) 
<p(F(x)) + <p(G(y)). (2.8) 

2.2.1: Ejemplo. Sea Oo(u, v) = (u-1/0 + .,-1/~ - i¡-0 y <p(t) = t-1/0 - 1, 
entonces se tiene que 

por lo que (2.8) se cu1uplc, tp{Ca(u,v)) = tp(u) + tp{v). • 
Para constrlÚr una cópula a partir de la relación (2.8), es necesario resolver 
esta expresión para C(u,v), esto es, C(u,v) = tpl- 1l(<p(u) + tp{v)) donde 
cp(-1) es Ja pseudt>iuversa de Ja función 'P· 

2.2.2. Definición. Se.a 'P : I -t (O, oo] una función continua, dccrccic,.te 
estrictamente tal que rp(l) =O. La pacudo-inucrsa de rp es la /unción cp(-I] 

tal que Dorn tpl- 11 =(O, oo] 11 Ran rpl- 11 = I, dada por 

.,,i-•l(t) = { 
0
.,,-1(t) si o :5 t :5 <p(O), 

si tp(O) :5 t :5 oo. 

'P[-l] es continua 11 decreciente en (O, oo], 11 es estrictamente decreciente en 
(O, tp{O)]. 
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2 Cópulas Arquiznede¿u1a.s 

Además, ipl-11(ip(u)) =u en 1, 1J 

\P[-ll(ip(t)) { t 
ip(O) 
-· '.-· 

si O $ t $ ip(O), 
si ip(O) $ t ::;; oo. 

2.2 Definiciones 

múi(t;:ip(o)): 

:~;-~7:~::~ \P~~a: ~:re"l°:~f ][;~1:~t:,;1;ón eontinua, estrictamente 

de.creciente tal.qil.e rp(l).";:·Q;~J:;~s~:-,pc~~J.-1d··p~e~d~:1,,,versa de tp definida en 

(B.8). Sea e: r:~ ~,d~::t~~,~~.¡:v~,i~t;G~Li.• . . . (2.9) 

Ento11ces q satü¡~c~ :1Jis· ~~fldi~Íori~ d_~j~'nié_~-·(Í;5/ 11 (1.-6) para\.&na c6pÚ--_ 
la. .-; - .· . . . · · . · · 

Demostración'; sci. C(u,v);;. ipl-11(ip(u) +ip(v)), y u e:I .. De ..c,;erdo a la 
definición de pseudo-inversa., se tiene que · · 

C(u O)= [-•Je (u)+ (O))= { O s~ ip(O) = oo,entonces ip-
1
(00) =o, 

' \P \P \P Q Sl 0 $ ip(u) $ OO. 

ip(l) = O, entonces C(u, 1) = ipl- 1l(ip(u) + ip(l)) = ipl- 1l(ip(u)) = u. Por 
shnctría C(O, u)= O y C(l, u) =u. O 

Para que C(u,v) = ipl-•l(ip(u) + ip(v)) sea cópula, falta establecer las condi­
ciones para <¡uc C sea una función 2-creciente, las cuales se establecen en el 
Lctna siguiente. 

2.2.4. Lema. Sean "'' 'P{-lJ 11 C bajo la liipótcsis del Lerna 2.2.3. Entoncca 
C es S-crccicnte si y sólo si cuando u1 :S u2, 

(2.10) 

Demost;ración: Sea B := (ui,u2] x (v, lj tal que B C 12, si Ces 2-crcciente 
Vc(B) ;::o. 

Vc(B) 

Por Jo tanto 
C(u2,v) -C(ui,v) :S -~2.~u1.' 
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2 Cópulas Arqubnede&JJa.9 2.2 Deliniciones 

Sean V11 V2 E 1 tal que V1 =::; t121 COJDO e es creciente entonces, C(O, V:.r) = 
os V1 s '11-.l = C(l, t12)-

Se sabe que G es continua, entonces existe t E· I tal que O(t, V:l) = vi, 

<p(vi) = 'P("2) + <p(9. 

C(u., v1) C(u1, vi)= <p[-l)(<p(u2) + rp(vi)) - ipl-ll(rp(u1) + rp(v1)) 

ipl- 1l(<p(u2) + rp(v-,) + ip(t)) - ipl~ 1l(rp(ui) + rp("2) + rp(t)) 
ip!-•J (ip(C(u2 , "2) + rp(t)) - ipHl(io(C(u1, ;,,.¡ + rp(t)) 
C(C(u., v2), t) - C(C(u1,"2); t) 

$ C(C(u2,"2), l) -C(u1,"2), l) 
C(u21 v2) - G(u., v-.z). 

Por lo tanto G es 2-creciente. D 

2 .. 2.5 .. Definición. Sea J e R.. Se dice que una función tp : J ~ (O, oo] 

es convcza en J si para cualquier t que satill/ace O S t ::=::;- 1 11 los puntos 
cualesquiera z1, z2 en J, se tiene que 

si se carnbia la desigualdad la Junció" es cóncava. 

Obsérvese que si Zt < z2 1 entonces cuando t varía de O a 1, el punto 
(1 - t)z1 + tz2 recorre el intcrvu.lo de z 1 a x 2 • 

Uua función convexa 110 es 11cccsaria1nc11tc derivable cu todo punto, como 
lo indica el ejc1np]o f(x) = Jxl, con x E R. Sin embargo, si J es uu interv-.t.Jo 
abierto y si f : J __., IR es convexa cu J, entonces existen Ja~ derivadas por la 
izquierda y por la derecha de F en todo punto de J. Como una consecuencia, 
se sigue que una funci6u convexa en w1 intervalo abierto es ncccsariwneute 
continua. 

2.2.6.. Teorema. Sea J un intervalo abierto 11 sea / : J --+ IR., .•i f tiene 
segunda derivada en J. Entonces J es una /unción convexa si y sólo si 

J"(x) ~ O para toda x E J. 
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2 Cópulas Arqui1nedeanns 2.2 DcñzdcioJJes 

Demostración: Sea f : J -+ 1R con segunda derivada, entonces 

/"(a) = llm /(a+ h) - 2/(a) +/(a - h) 
h-o 11.2 ' 

(2.11) 

para cada a E J. 

Dada a E J, sea h ta1 que a+ h y a - h pertcueccu a J. Entonces a = 
l/2[(a + 11.) +(a - h)] y corno f es convexa en J, se tiene que 

1 . 1 1 .. · 1 
f(a) = /(2(a + /¡) + 2(a - /•)) $ 2f(a + /¡) + 2f(a ;- 1'). 

Po< Jo tanto;· so obÚéno que f(a + h) - 2/(a) +/(a _: h) ;;:: O. Puesto que 
h 2 > o:·par:~._, toda.' h.~- o, se.~~ que, el Jltnite 2.11, debe ser 110 i1~gaúvó.· 

Por tanto se tiene que f"(a) 2: O para cualquicr·a e J. 

Por probar.~1'oru·qu~'si J"(:c) ~O entonces/ es convexa. 

Sean x1, :r:2 dos puntos cualesquiera <le J, sea O < t < 1 y sea xo =. (1 -
t)x1 + lx2. Al-aplicar el Teorema <le 'Ib.ylor a/ alrededor de :r:o se obtiene 
un punto c1 entre :ro y :r1, tal que 

f(x1) = /(xo) + f'(xo)(:z:, - :z:o) 

y u11 punto c:z entre :ro y X2 tal que 

f(:z:.) = /(xo) + f'(xo)(x2 - :z:o) 

1 + 2l~'(ci)(x1-:: xo)2, 

+ ~/"(c,J(:z:2 - xo) ... 
" - . _. . . 

Si f" es no negativa en J entonces, 
1 

, _ '.~ .---·- ~ ._. · ~ _ 

R = ~(l - t)f"(c1)(x1 - xo)2 + 2tf"(c.)(:z:~-:: :z:o)2 2: O. 

Por lo tanto se obtiene que · , --~--- ... ;. · .. ,/.·-.--: ·:;:<\ .. ~:<· 
(1 - t)/(:z:1) + t/(x2) f(:ió) + f'C;;,~)((1 :-- t)<r1; tx2 _:_ ,;,~) + 

1 : ,,- -· .- ·_ ·: :·. .>.--- 2: ~-1 ·,, _· 2 
+ 2<~ - t)f .Cci)(x1-o::o) +2t/ (c2)(x2 - xo) 

f(:z:o)°+R{ 0 ~ ·•• •. • . .. 

2: f(:io) ;,;;fcc1 '- t)x1 :¡_ tx~). 
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2 Cd¡1ulas ArCJuÚrJedeazJas 2.2 Definicio1Jes 

2.2 .. 7 .. Teorema.. Sea 'P u.na función continua, estrictamente decreciente 
de I a (01 <X>] tal que rp(l) =O, y sea rp[-l) la pseudo-inversa de rp. La /unción 
G: .P -+ I dada por {!!.9} es un.a cópula si (p es convexa. 

Dcmost;ración: Sean G(u 1 v) = rpC- 11(,P(u.) +· 'P(v)), u¡, u 2 , v E 1 tal que 
U¡ S U2t Y V S l. ':! 

C satisface (2.10), y <p(-l)(<p(.;2) + <p(v)) - <p(-IJ(;p(;:.2) + <p(v)) ~ U2 - U¡, 

cquivalcnte1nente · ·' · · 1 

' ·: '· 

u 1 + ..,H1(..,(u2) + <p(v)) :s; ü2 + ..,1-;-•JciPC;:.2) ;+: "':'(v)). 

Para u1 S u2~ sean- a··= ,P{~I)~ b ~ ~(u2)·~-~·~(:_:;)~·-~~~t;¡,~-~,; , 
(2.12) 

,. --,·-... 1 ', -¡.•·-- • .-.-,_-- > •• , • • 

Si a= (s + t)/2, b =· s-y e= (t.- s)/2,; e.;t~n~es-~(2.12) ·se reeSCribe co~oo 

..,1-1J(s) + ..,1-1J(t) 
2 

Co1no V'[-t) es continua y satisface (2.13) se tiene que V' es convexa. 

(2.13) 

Sen tpl-•J wu1 función convexa. Sean a 1 by e E 1 fijos tales que a ~ by 
e 2: O, y -y= (a - b)/(a - b +e), de aqui que a - b = (a - b + c)-y, entonces 
a= (a+ c)-y+ b(-y...C 1). 

También, b+ e= a +e- (a - b+ c)-y =(a +c)(l --y) +-yb. 
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2 Cópulas Arquimedeauas 2.2 Dclii1foioues 

Co1no tpl-•l es convexa entonces1 y -r E (O, l] se cumplo que 

.pl- 1l(a) ::; (1 - -y).pl- 1 l(b) + -y.pl-ll(a +e) y, 

.pl-•l(b +e) ::; -y.pl-•l(b) + (1 - -y).pl- 1l(a +e). 

Sumando estas doá~desigualdades se obtiene la ecuación (2.12) donde se ob­
tiene que G es 2-crecieute y por lo tanto una cópula. O 

Sea el• el conjunto de funciones tp : [O, l] -fo (O, oo] co11tinuas 1 cstrictrunentc 
dercrecicutcs1 convexas 1 tal que tp{l) = O con pseudo-inversa. Cadn. tp e el• 
genera una cópula G, esto cs 1 w1n. fuución de distribución bivariada con 
1nn.rginales w1ifor1ncs [O, t] dada por 

O(u, v) = .pl-•l(.p(u) + .p(v)), 0 ;S. U, V-;S l. (2.14) 

Estas cópulas se lla1nan Arquin,cdeanas. A Ja. fw1ción tp se le lla1na generador 
de Ja cópula C. Si rp(O) = oo, se dice que tp es w1 generador estricto. En este 
caso, .pi-•!= .p- 1 y O(u,v) = .p- 1 (ip(u)+.p(v)) es una c6pula Arquimcdeana 
estricla. Ver figura 2.2. 

Mie1nl>ros tí¡>icos de Ja clase .-i.-. incluyen a rp(t) = - Ju(t)~ rp(t) = (1- t)º con 
a < 1 y rp(t) = t-ª - 1, donde o> 1.. 

a 

·~ 
1 

Figura 2.2. Generadores estricto y no estricto. 

2.2.8. Ejemplo. Sea .p(t) = - lu(t) para t e (O, 1), .p(t) es continua, cs­
trictruucntc decrccicutc, convexa y 'P{l) = O. Cmno rp(O) = oe>, rp(t) es w' 
generador estricto, entonces rpl-ll(t) = tp- 1(t) = exp(-t). 

Para generar Ja cópula, se sustituyen eu la expresión C(u, v) = tpl-•l(ip(u) + 
.p(t1)) y se obtiene O(u, v) = cxp(ln(u) + ln(v)) = uv = Il(u, v). Por lo que 
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2 Cópulas Arquiznedeaz111.S 2.2 Definiciones 

la cópula producto es una cópula Arquimedeana estricta. De aquí que X y 
Y son variables independientes si y s6lo si r.p(t) = -cln(t), donde c >O. • 

2.2.9. Ejemplo. Sea r.p(t) = 1- t para t e [O, 1). cp e clJo ya que es continua, 
convexa, estrictamCute decreciente y cp{l) =O. 

{' 
.. l-:- t o :S t $ 1, º·· . . ··t >l. 

;~~<I;~};o>! 

Por lo tan_t:O l_~ c<;'t~ i~~~ri~-~:·d~-:~-~~-t~ff~~ffdiug W(u, v) = 1oáx(u+v-l, O) 
es uua·cópuJa·:A·rqUiID~ean~~:;-. · ·· • 

-· ·- -
2.2.10. Ejriri-tpi~~- i·;., cota superior de Frécl1et-Hocffding M'., definida por 

M(u,v) = 1nfu(u,v), es.In cópula del pnr (U, V) donde U= V con probabi· 
lidad l. 

Esta cópula no se puede escribir de la forma C(u, v) = ipl-1l(<p(u) + <;:>(v)), 
ya que C(u,u) =u Jo cual implicaría que 2<p(u) = cp(u) para toda u E (O, l). 
Por lo que la cota superior no es una cópula Arquhnedeaua. • 

2.2.11. Ejemplo. Sea 'Po(t) = Ju(l - O In t) para O e (O, lj. Eu caso de ser 
uu generador, obtener la cópula que genera. 

Para que cpo sea w1 generador tiene que ser continuo, estrictamente decre­
ciente. 

l. r.po es continua. 
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2 Cópulas ArquünedeiuJas 2.2 DcflujcjorJcs 

2. 

3. 

-O 
~(t) = t(l-OJut) ::5: O, si O< t < 1, por Jo tanto es decreciente, 

n.dmnás para ti y t2 tales que ti < t2 se curnplc que tpo(ti) > tpo{t2 ) 

entonces tpo es cstrictwneule dccrccicute. 

Adcrnás tp(O), = oo,cutonccs r.p es un generador estricto, por Jo que 
IP[-ll(t) = IP_;l{t) = cxp((l - c')/OJ. Por Jo tanto IPO es un generador. 

Entonces de acuerdo a (2.9) se tiene que Ja cópula gcueracia es 

Co(u;v) <p0
1 (<po(u) + 'Po(v)) = exp((l - exp{lu(l - O lnu) + ln((l - Olnv)}]/O), 

exp((l - cxp{Jn(l - Oln(u))(l - Oln(v))}/O], 
exp(Jn(uv) - Oln(u)ln(v)], 
uv exp(-0 In( u)ln( v)). 

Esta cópu1n es Ja cópula do supcrvivoncio. de Ja distribución exponcncia.J do 
Gumbel bivariada, rnisma que se obtuvo en el ejcanplo 1.6 .. 1. • 

2.2.12. Tcorcana. Sea G una cópula ~rquitnedf:.ana con generador <P· En-
tonces: 

'. ; ,·.e~.:· ~,'-;--c. - :·-:: ·. 

e. G es asoc~ati~~;- ~:-·d~~1 5_C(C(~1 v)~-w) = C(u,C(v,w)) para toda 
u, v, w e_I; 

3. Si e > o es _cualr/uicf._,,-~~t~~Íc e~tonces Ctp es taTnbién generador de 
de C. ,-

Demostración: -s~· 0 .ui~ ~:~~Jt C. 000. '·generador rp. Es decir C( u, v) = 
<pl-•l(<p(u) + <p(v)).' ·- - '' -d - _, - - · 

-"·"''' 
l. Es trivia.1. 5. 

2. Sea C(O(u, v);.,;j = ~¡_:1¡(1P(C(u, v)) + <p(w)). 

1P[1P-1 CIPC" .. >. +. IP_ ·.·(.v)] =;{· .. · .. -.1PIP(C
0
u_·)} .. _+. :f.·(~):· si o. S <p(u) + <p(v) s <p(O), 

. .si;r,P(O).S <p(u) +<p(v) S oo. 

Entonces, 

{ 
<p~1 (t) si OS t S 1P(O), 

C(C(u, v), w) = O si· ,P(O) S t S oo. 
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2 Cópulas Arqui~neclea.nas 2.3 Propiedades 

donde t = <p(u) + tp(v) + tp(w). 
Y, 

C.(u,C(v,w)) = { 
0
t,0-

1
(t) si OS t $ tp(O), 

si tp(O) :S t :S oo. 

Por lo tanto C(u,C(v,w)) = C(C(u,v),w). 

3. Co1no cp es wi. de generador C, entonces cp es una función convexa en 1, 
entonces para cualquier t que satisface O S t S 1 y puntos cualesquiera 
.x1, X2 en I, se cumple que 

tp((l - t)x1 + tx~) $ (1 - t)<p(:rt) + t<p(x.J, 

para e > O se tiene que 

de donde etp es convexa, y por lo tanto es t.n.Jnbién generador de la 1nis1na e .o 

2.2.13. Teorema. Sea C una cópula tal que cS'c(u) < u para toda u en 
(O, 1). Entonces C es Arquárricdcana. 

Demostración: Sea C una cópula Arquimcdea.na con generador 1.p, y sea 
6c(u) = C(u,u) la sección diagonul de la cópula C. 

C(u,u) = rpl- 11(21.p(u)), como r.pl-IJ es decreciente entonces para 2cp{u) > 
cp{u.), se tiene c¡uc C(u, u) <u para toda u en {O, 1). O 

El tcorc1ua anterior establece que esta propiedad y la asociatividad ca.rac­
teriznu a las cópuln.s Arquhuede.~nas. 

2.3. Propiedades 

Sea n el conjunto de funciones continuas, estrictamente decrecientes, con­
vexas de 1 a [O, ex>] con cp(l) =O. 

El nombre de cópulas Arquimcdeanns se atribuye al Axio1na de Arquimedes 
para 11ú1ueros reales positivos,-"Si a, b son reales positivo, entonces existe 
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2 Cópulas Arquilnedea.1ias 2.3 Propit..~adcs 

un entero positivo n tal que na > b. Una cópula Arquitncdcann. se co1nporta 
co1no una operación en el intervalo [O, l), que a.signa a cada (u, v) E 12 un 
nú1nero C(u,v) cu l. Esta operación es conmutativa (por la propiedad de 
simetría), y nsociativa, nde1ná.s preserva el orden, es decir que si u 1 2=; '-':l 
y vi 2= v2, entonces C(ui, v1) ::; C(u;i, v-.1). Por Jo que las cópula.<1 Ar­
quimedeanas (I,C) son un se1nigrupo Abeliano ordenado. 

2.3.1. Definición. Paro cualquier u E .1, las C-poteJ&cias de una cópula 

A rquimcdcana C 1 rcp1-escntadas tJOr u2_. se define rccursivaniente co1no uh = 
u, y u.~+t = C(u,u2, .. ). 

La versión del Axionm. de Arquíincdcs para (I,C) es -"Para cualquier par 
de J&Úrncros u, v E (O, 1), czistc un entero positivo 11 tal que u& < v". Es 
por esta razón que se les 1la111u cópula.e; Arquitnedcana.s, quien utilizó esto 
tértuiuo por prhncra vez fue Ling(1965). 

2 .. 3.2. Teorema. Sea C una cópula Arqufrncdcana generada por t.p E 4». 

Entonces paro cualquier u, v E I, c:riste un entero positivo n tal que u~ < v. 

Demostración: Sean u, V c)e1ncutos cualesquiera de (O, 1). Sea e wta cópu­
la Arquhncudcaua con generador r.p1 entonces C(u.,v) = tpl-•l(r.p(u.) + rp(v)). 

La O-potencia u(!;. queda cou101 

u:C· G(u,u~- 1 ) = cpl-•l(cp(u) + cp(u~- 1 )) 

cpf-ll(cp(u) + cp(G(u, u~-2 )) 

cpl-•l(cp(u) + cp(cpl-•l(cp(u) + cp(u~-2))) 
cpf-ll(2cp(u) + cp(u~-2)) 

Cmno tp(u) y tp(v) sou rea.Jes. positivos, se puede aplicar_el axio1na de Ar­
quhnides, por lo.que· existe w1 entero positivo n talque nrp(u) > r.p(v). 

cpf-11 es dee..OCientc ~nwnces, cpl-•l(ncp(u)) .. < cp!-'-il(cp(v)). Co100 " > O, 
cp(v) < cp(O) entonces cpl-•J = cp-•, y v > cpl- 1l(ncp(u)) =u~.. O 

71. 



2 Cópulas Arquirnedeanas 2.3 Propiedades 

Lns curvas de nivel de cualquier cópula C están dadas por el conjw1to 
{(u,v) E 1 2 J C(u,v) = t}- Para una cópula Arquhnedcana. y para. t >O, el 
conjunto de 1üvcl consiste de Jos puntos sobre Ja. curvn. de 1úvel tp(u) +tp(v) = 
q:>(t) e I 2 , la cual couccta a. los puntos (1, t) y (t, 1). 

Sea JP(u) + cp(v) =·fp(t), resolviendo pnra v, queda como 

V= L,(u) = ,,,1-11¡,,,(t) - \P(U)) = ,,,-•c,,,Ct)- q:>(u)). (2.15) 

Dondé ,,,1-11 = \P-1, ya. que (1P(t) - q:>(u)) E (O, q:>(O)). Cuando t = O, se ob­
tiene el conjunto cero de C, y se denota Z(C) = {{u, v) e 1 2 J G{u, v) =O}. 
Pnra algunas cópulas Arquimedeanas este conjw1to está f'ormado exclusiva-
1ncnte por Jos dos segmentos de rectas {O} x 1 y 1 x {O} y para otras el 
conjunto Z(C) tiene un área positiva, para el cual Ja curva que lo acota es 
Lo(u} = tp(u) + tp(v) = tp(O), conocida co1no la curva cero de C. 

Figura 2.3. Gráfica de albrunns curvas de nivel. 

En la figura 2.3 se representan las curvas de nivel de una cópula Arquimedea­
un.. Este hecho queda dc1uostrado por: 

2.3.3. Teorema. Las curvas de nivel de una cópula Arquirncdcana son 

Dcmost;ración: Sea G una. cópula Arqui1ncdea11a cou breuerador tp. Sea 
t E (O, 1), entonces las curvas de nivel de C están dadas por Lt(u) = 
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2 Cópulas ArqoiuJecleanas 2.3 Propiedades 

Co1no rp es convexa, para Ut.. u2 E 1, se satisface que 

De aquí que 

<,<>(u2) + <,<>(u1) 
2 

,P(i) _ <,<>(u:r) + <,<>(u1) 
.. 2 

(<,<>(t) - <,<>(u¡))+ [<,<>(t) - <,e>(u2)) 
2 

Como cp- 1 es decrecient;i·y ~l~Voxa, ~uando se aplica en wnbos lados de Ja 
identidad se obtiene. é¡uC~·:." ' -· ·· ·-

L, (u, ;u•) .,.,:-•(~(t) -<,<>("';u•>) 

5. .,.,-• e<,e>(t) -<,<>(u1)]; [<,e>(t) - <,<>(u,})) 

5. 4(.,.,-1(<,<>(t) -<,e>(u1)) +<,<>-1(<,<>(t)-<,<>(u.})) 

Le(u1) + L,(u2) 
2 

o 
2.3.4. Ejemplo. Sea O e (O, 1] supóngase que la rnasa de probabilidad de 
O se distribuye uniforinc1nente en el segtnento de recta que w1c los puntos 
(O, O) y (O, 1), y con 1nusn de 1-0 en el seginouto que une los puntos (O, 1) y 

(1, O). Cuando O= 1, el seg1ueuto de recta t¡ue w1e Jos puntos es e] soporte 
de Ja cópula M y cuando O = O Ja recta que une a los puntos es el soporle 
de Ja cópula lV, cuando O E (O, 1) Ja cópula está dada por 

Co(u,v) = { ;v 
u+v-1 

si O :::;;: u S Ov :::;;: O, 

si O 5. Ov <u< 1 - (1 - O)v, 

si O:::;;: 1- (1 - O)v :=:;u::;; 1, 

Esta cópula no es siinétrica. y por lo tanto no es Arquimcdeana, además las 
CUCV"JS de 1üve] no son simnpre convexa.e¡ para cualquier valor de O e (0, 1]. • 

El siguiente tcorc1na da la C-1nedida de cada curva. de nivel de una cópula 
Arquhncdeana C. 
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2 Cópulas Arquiluecleauas 2.3 Propiedades 

2 .. 3.5 .. Tcorcnu1. Sea Cuna cópula Arquimedcana generada por cp E n. 

1. Para t E (O, l), la O-medida de las curvas de nivel <p(u) +<p(v) = <p(t) 
estd dada por 

<p(t) - [ 'P'(~-¡ - tp'(~+i]. (2.16) 

donde cp'(t-) y rp'(t+) denotan la derivada por la izquierda y por ·la 
-derecha rcspcctiva~nente de cp en· t. En partiéular. si rp'(t) e:riste la C-
nicdida es O. 

.,.- <• 

2. Si C es no estricta, entonc~:ia 9_;.,i~~~~.:"·d~:;~~ .~~~ ·;p(~)-.+.cp(v) = 
<p(O) es igual a · · ·· ' " · · 

<p(O) , 
- tp'(O+)' 

y es igual a O cuando ~'(O+) ="-oo .. 

(2.17) 

Demostración: Sea cp convexa, entonces existen las dedvadas izquierda y 
derecha de tp, en (O, lj [O, 1) respectiva1nento. 

y <p'(t+¡ = lúu <p(:c) - <p(t+). 
-=-t+ :z:-t+ 

Sea t E (O, 1), y w = rp(t). Se 6ja a n lUl cntCro positivo, y se considera 
Ja partición del intervalo [t, l] inducido por la partición rcgu]ar de [O, w], 
{O, w/n, ... , kw/n, ... , w}, por Jo que Ja partición de [t, 1) está dado por 
{t =to, t11 ... 1 tn = 1} donde tra.-A: = rpl- 1l(kw/n), para k =O, 1, 2, ••. , n. 

Si w < cp{O), se tiene de Ja ccuaci6n (2.9) que: 

C(t;, tk) 

En particular C(tJ, tn-j) = <pl~ll(w) ,.;. t. 

Sea el rectángulo n .. := [t .. :...;,_t_.tl >< [tn-k,tn-k+I] y sea Sn := Ul:=l n... 
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Co1no ~1-•J es convexa, se sigue que 

OS ti - to S t2 - ti S ... S tn - tn-1 = 1 - tn-1· 

Donde llm,.--.00{1 - t,._,¡ = 1 - llm,.--.00 <pl-'•l(w/n) = 1 - <pl- 11(0) =O. 

De aqui que la 0-1;;edida de las curva.'de iiÍ,;.,1··<p(u) +<p(v) = <p(t) este dada 
por lúnn-oo Vc(Sn)• . ·,.,:,,, ' ... ;. : ~-. ~ 

':¡' 

Para éadn. k se tiene que 

Vc(S,.) 

O(tk, tn-k+I) ...:... O(tí.,: t,.C~¡i'c(t~~l;'t~-k+t) + Ofü-1, tn-k> 
<pl-'-•lcw - w/n) - t...:_. t +""1..-•Jc.n:+.J¡,.¡ . 
['PHl(w + w/n) _ 'P!-•I(,.;)]', ·.·.·. ·· . 
['PHl(w) -<pl-•lcw :_w/n)].Asl,·, 

,,.,·.' 

:f:r.,.i-11cw + w/n> - ""1-11cw)í - ¡.,;.1Cií'cU:i- ,,J;:-•ic,;,- w/nll 
k=l . - . ,.::··':.>_ :>< :~·:·:·::. :,~_-,_. ·.:·~:" :·:··_. :'.-.:~;_. i, 

n{[<,0!-•lcw + w/n) - .pl-:•lcwJJ .~ ¡ip171l(w) '-' <pl-:;!l(w ~ w/n)]) 

w(['Pl-•l(w + w!,í~ - ~l;~I(~)] ::-,;~r~: 1I(~\-};~~l•(E-~/~))) • 
. ,. ' -~"·~~~ :.:~·?.-, .. :-.:;!: ___ --_~ <·. .·: 

lún,. .... 00 Vc(S,.) = líin,. .... oo Vc(S,.) = ~~;v,;(n~¡ ='' lún~~..;w( wJn ~· .. 
w~n), donde a= <pl:- 1 1(~+"'./nl-:,«pl-'tl(wJ; b =: ,;1C11{w)-<,0!-•I(,;,.,.,;,,,.¡. 

( b··) II1n w --· 
n-+oo w/n ~!!~ ..;{J_lJ(w) -=t-~J(w - w/n) )-' 

:<.t .. J ·l.ún("°(t;._,))-l = <p(t) • 
t--+t+ . t - ti <p'(t+) 

llm w(~) n-+oo w/n· 
I~ ·e w/n )-' n--+oo w ;pt-•l(w + w/n) - <pl •l(w) 
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= ip(t) llm (<p(tn-1))-1 <p(t) 
·-·- t, - t = cp'(t-). 

De donde se tiene que 

., . [ 1 1 ] ,f.!!'.!, Vc(Sn) ~ rp<~! cp'(~~) :::- cp'(t+) • 

Para una. C uo estricta y t··= O~:)~(O)':< 66.~Y.:ccu~·~) =.o en Z(C), es decir 
cu y por debajo de Ja curva de nivel.ip(u)'.,+.P(v) = ip(O). 

Entonces para cada. k, • · . • '< ~sr ;;(f'.'N~úfü,t ,:,J¡~:; ; •.. ··· · · · 

Ve(,., :~~.·~~~f~Yf.~;:;"a•: 'w) 

~· .· ( ) ...¿:....Vc(Rk) = Jún nt1 = 111'.ll•W ...!__
1
• · 

~ . n-oo n-+oo w n 

Jún <p(t) (--t-) 
1:-+D+ tp(tn-t) 

<p(O) 
- cp'(o+¡· o 

2.3.6. Teorema. Sea C una cópula Arquiniede.a.na generada por tp E 11. 
Sea Kc(t) la C-medida del conjunto {(u,u) E P J C(u,u) :5 t}, o equiva­
lentemente, del conjunto {(u, u) E P J ip(u) + <p(u) ~ ip(t)}. Entonces pan> 

cualquier t e T, 
. <p(t) 

Kc(t) = t - cp'(t+). (2.18) 

Demostración: Sea t E (01 1), y w = rp(t). Sea n un entero positivo fijo, 
se consideran las 1nis1nns particiones de (O, w] y [t, l] que eu Ja de1nostarción 
del teormnu 2.3.5. Sea w1 rectángulo Jlk := (tk-1 • tk] x [O, tra-k+i], y s:._ = 
Uk=1Rk. 

Vc(Jlk) = O(tk,tn-k+t) - C(tk,O) - C(tk-t. tn-k+t) + C(t.,_.,O), 
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2 Cópulas ArquünedearJas 2.3 Propjedadcs 

Vc(s:,¡ 

C(t.ta tn-k+l) - C(tk-lt tn.-k+t), 

(-1) en - 1 ) (-11( ) V' ----;¡-w - V' w • 

Eva(~). 
k=l 

f:. 'P(-1) en - 1 w) - 'P(-ll(w), 
k=I H. 

-w ['P!- 11(w) - 'P!- 1l(w - w/n)]. 
w/n 

Si se calcula el Jbnite cuando n _,. 001 igoal que se hizo en la detnostración 

anterior se obtiene Kc(t) = t - ;(~tl). O 

El siguiente corolario es una geucralizaci6u del tcoretna 2.3 •. 6., 
. ' 

2.3.7. Corolario. Sea Cuna cópula Arquirncdeana gcn~da por V, e n. 
Sea Kb(s, !} /a C-me<iida del conjunto {(u, v) E P 1 u :s;' _;;, C(u, v) :S t}. 
Entonces para cualquier s, t E I, 

Kb(s, t) = { 
8 

'P(t) - <p(s) 
t - <p'(t+) 

sis S t, 

si s >t. 
(2.19) 

Demostración: 

l. Cuando s S t, Ké(s, t) = a es la C-1ncdida del rectángulo [O, s] X [O, l]. 

2. Suponiendo que s > t, cotuo en los tcorctuas anteriores, sea z = tp{s) 
y considerar la partición del intervalo {t, s] inducida por la partición 
rcbrular del intervalo [z,w]. Donde tn-k = tpl-ll(z+[k(w-z)/n]), para 
k= O, 1, ••. , n. 
De aqui que 

'P(-l)('l'(t;) + <p(t.,)) 

{-I) ( (n - j)(w - z) ~(•_•_-_k~)~(~w_-_z~)) 
cp z+ ,.., +z+ ,,, 

'P(-t) ( w + (n -j -7~)(w - z>). 
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2 Cópulas Arqufrnedeanas 2.3 Propiedades 

Vc(d,,) C(tk, tn-k+1) - C(tk,O) - C(t•-t• 4.-•+i) + C(t•-i.O) 
C(t1.a tn-.t+1) - C(t.t-lt tn-.t+t) 

[-tl ( (n - k)(w - z) (k - l)(w - z)) 
'P •+ n +z+ n 

[-ll ( (n - k- l)(w - z) (k- l)(u.o - z)) 
'P •+ n +•+ n 

.,.1-11 ( • + w _ <::>) + .,.c:..11(w). 

El resultado se sigue como en la demostración del Teormna 2.3.6. O 

Una subclase de cópulas Arquimedcauas consiste en aquellas que sus gene­
radores son funciones doble1nentc difercuciabJes, denotada por .O., es decir 
cuando la cópula e tiene un generador tal que 

p(l) =o p'(t) <o y p"(t) >o para toda t e (O, 1). (2.20) 

Las condiciones 2.20 son suficientes pnra garantizar que tp tiene una in­
versa tp- 1 , que t:.unbiéu es doblemente diferencia.ble. Si líin,_.0 + tp(t) = oo, 
entonces por conveniencia se denotará r.p(O) = oo. Ejernplos de estos genera­
dores son p(t) = (1 - t)9 y p(t) = 1-0 - 1 donde O> l. 

Cada mic1nbro r.p E ~genera una cópula G(u, v) para cada (u, v) E 12 co1110 
sigue 

C(u u) = { 'P-1[p(u) + <p(u)] O :5; p(u) + p(u) :5; p(O), 
' O en otro caso. 

(2.21) 

Si rp(O) = oo, entonces C(u, v) es estrictw:ncnte positiva excepto cuando 
u = O o v = O, el soporte de In. distribución es el coujw1to {{u, v) 1 r.p(u) + 
p(u) :5; p(O)}, el cunl es el cuadrado unitario completo si p(O) = oo. 

'lbda.s llL'i cópulas C está.u formadas de w1a componente singular y una 
a.bsolutmncntc coutinun, es decir 

C(u, v) = Ac(u, v) + Sc(u, v). 
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Cuando C es aLsoluta1ucnte continua su densidad e asociada con 2.20 se 
puede encentar así. Sea rp(C(u, v)) = tp{u) + tp(v) se obtiene la derivada de 
G(u,v) con respecto n u y después con respecto a v. Esto es 

<p'{C(u, v)) O(OJ;:,, v)) = <p'(u) 

y 
"(C( ))O(C(u,v))O(C(u,v)) 0 2 (C(u,v))8v=O 

tp u,v lJu av + au (2.22) 

entonces, Ja densidad de G(u 1 v), es 

c(u 1 v) = IP"(C(u, v))<p' (u)<p'(v) 
[IP'(C(u, v))]3 

(2.23) 

Por las propiedades de tp dadas en (2.20) es claro que c(u.1 u) >O, para toda 
(u 1 v) tal que tp(u) + tp(v) < tp(O). En brencral, las derivadas no existen en el 
limite <p(u) + <p(v) = <p(O). 

Las cópulas de esta clase en ocasiones tieucu componente sin.guiar. Si tiene, 
e) componente singular está concentrado cu el conjunto { {u, v) J tp( u) +tp(v) = 
tp{O)}, de aquí que Ja.e¡ derivadas parciales aG(u.,v)/8u y éJC(u,v)/éJv exis­
ten en todos lados, excepto en esa curva. En el siguiente teorc1na Genest 
y Mo.cKay(l986b) establecen cuando una cópula C tiene un.a co1upo11cnte 
singular y Ja cautidad de 1nnsa de probabilidad que está concentrada ahí. 

2.3.8. Teorema. La cúpula C(u,v) generada por un elemento de tp E ~ 
tiene un cornponcnte singular si y sólo si 

<p(O) 
IP'(O) ~O. 

En csle caso, <p(U) + <p(V) = <p(O) con prvbabilidad -<p(O)/<p'(O). 

Demostración: Sea G una cópula Arquhncdealla con generador tp y den­
sidad e, que satisafcc las coudicioucs (2.20). Sea.u 

x = O(u,v) = <p- 1 (<p(u) + <p(v)) y y=v 

donde ::r, y E (O, 1). Para un valo1· fijo de x se tiene que x !!: y S I, esto se 
cun1ple ya que si a :s;: 1 entonces a S C{l,v) =v. De 2.22, el Jacobiano de 
esta. trausfor1naci6n está. dado por 

O(u,v) 
8(x,y) = 

<p'(y) 
<p'(C(u, v)) · 
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2 Cópulas Arquimedea.i1as 2.3 Propiedades 

Por lo tanto, 

p j J... c(u,v)dvdu 

doude A= ¡p(u) + ¡p(v) < <p(O) 

-J J,, ¡;'~~~21P'(y)dydx 
conB=O<x<y<l 

r• \O''(x) 
lo (¡p'(:r))2 <p(:r)d:r 

1 - [ <p(:r)] 1 
cp'(:r) ; 

Sea a e (O, 1), la intersección de la recta tangente de ip(t} en t =a, con u es 
tp(a)/rp'(a}, esta cantidad se aproxirna. a O a inedida que a-+ l. Entonces p 
es menor, que 1 si y sólo si <p(O)/rp'(O) ~O. 

En este caso, la cópula tiene un cornponcntc sh1gular en la curva rp(u) + 
<p(v) = ¡p(O). Es decir con probabilidad ¡p(O)/¡p'(O) la pareja (U, V) está en 
Ja curva. O 

Cuando el generador de una. cópula Arquimedea.na es co11ti11ua1nente dife­
rencia.ble, la 0-rncdida del conjunto {(u,v) e 12 1 C(u,v) S t} dada por 
(2.18) es Kc(t) = t - ¡p(t)/<p'(t). 

2.3.9. Ejemplo. Sea ¡p(t) = [t-0 - l]/a para a > O, generar la cópula y 

encontrar el componente singular si lo tiene. 

<p(l) =O, \O'(t) = - t}+l <o, rp''(t) = ~0:21 >o, 

para toda t e (O, 1). Como <p(O) = oc;; entonces <p[-'-I] = <p-1 = (at + I>-11° 
por Jo que Ja cópula que genera rp es 

C(u,v) \P-I (¡p(u) :+ ip(v)) 

\P-1 (~(~-~- l+v-0 -1)) 
[u-:-0 +~-o -1]-l/o• 
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En este en.so .p(O)/t.p'(O) = 0 1 por lo que no tiene' componente singular y su 
soporte está dado por (01 1]2 • • 

2.3.10. Ejemplo •. : La función <p(t) = [t-0 - l}/a defhüdn en el 2.3.9 es 
trunbiéu un ele1nento de a si a·. e [01 1). Donde si a= O, se define .p(t) = 
lún0 -.o[tº - l)/a = - ln(t), con inversa <p- 1 (t) = .,-•. 

<p(l) =O, <p1(t) = --F <o, <p11(t)= f.; >0, para toda t e (01 1) 1 

Entonces la cópula: que se genera es 

C(u,v) <p- 1 (<p(u) + <p(v)) 

uu=Il(u 1 u). 

Por Jo que U y V son variables aleatorias independientes si el generador de 
In cópula es ip(t) = - ln(t). 

Para a < O, la cópula que se genera es Ja misma que en el cje1nplo anterior, 
.p(O) = -l/a.1 perO t.p{O)/tp'(O) =O, por Jo que no tiene componente singular 
y su soporte está restringido a la. región dado por tp(u) + tp(y) < tp{O). • 

2.3.11. Ejemplo. Considerar <p(t) = (1-t)º donde a;;:::; l. Como <p(O) = 1, 
se tiene c¡ue 

l"[-ll(t) = { 1 - tifo 
o .. 

entonces In cópula que se genera. es 

os:tS-1, -
t ~ i:<~. ·<:; ... ,~.,. 

C(u,v) = { 0
1- [(l - u)º+(¡ - Ú)º)'11<> .o:::; ~'1- u)º+ (1 - u)ª :::; l, 

(l "".',u)º+ (1 - u)º ;;:::; l.. 

máx(O, l - ((1 - u)º.+ (l ·-, u)ªJ''º). (2.24) 

Para este ca.so, el lí1nite. es (1 -'"u)0 <+- (1..:.:. v)ª = 1, y Ja probabilidad que 
(U, V) caigan cu la curva está dada por \<>(O)/tp'(O) = l/a, por lo que tiene 
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co1npone11te sinbrular. 

Cuando c.t = 1, la cópula (2.24) es la cópula W, la cual es co1nplctrune11tc 
sigular con V= 1 - U con probabilidad l. • 

El siguiente resultado presenta. la versión probabilfstica del teore1na 2.3.6 y 
del corolario 2.3.7. 

2 .. 3.12 .. Teorema.. Sean U 11 V variables aleatorias unifonn.es (0,1) cuya 
función de distribución conjunta es la cópula Arquimedeana C generada por 

'Pe n. Sea T = <p(U)/(<p(U) + \O(V)) y Z = O(U, V). Entonces, 

1. T está uniformcrnente distribuida en {O, 1), 

I!. Z e_stá distribuida como K(z) = z - .>.(z), donde >.(z) = <p(z)/\O'(z), 

3. Z 11 T son variables aleatorias independientes. 

Demostración: Si se supoue que C es absolutwnente continua y que 9(z~ t) 
es Ja densidad de (U, V) y G(z, t} = P(Z S z, T S t), entonces 

8 2 1O(u,v)1 
y(z,t) = auauO(u,z) O(z,w) • 

l,z l,w y(t,z)dtdz = f f c(u,u)l~~::;;jdudu, 
donde c(u, v) es la densidad de la cópula y 1zt:::\1 es el Ja.cobiauo de la 

'Iransfor1aaci6n (u, v)--+ (z, t) .. 

O(u, v) = \01-•l(<p(u) + <p(v)), por Jo que <p(z) = ip(u) + ip(v). 
\O(U) \O('U) 

ip(u) + <p(v), de aqul que w = ip(z), 

entonces 

<p(u) t • \O(z) y ip(v) = (l - w) • ip(z), 
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• . <p(z)<p'(z) 
y e] Jncob1ano es igual a cp'(u)cp'(v), entonces se tiene de 2.23 que 

( t) = (- <P'(u)<p'(v)<p"(z)) (- <p(z)<p'(z)) = <P"(z)<p(z) 
Y z, (\P'(z)]3 <p'(u)<p'(v) <p(z) • 

Así de esta n1anera 

G(z, t) 
{"' [• <P"(y)<p(y) {"' (' rp''(z)<p(z) 

fo fo \P(I/) dyd:r; =fo dx fo <p(z) dy +- ;~~J: =tK(z). º 
Gcncst y Rivest(l993) presentan la. demostración para el caso general. 

2.3.13. Corolario. Sean U 1J V variables aleatorias u.nifonncs (0,1) cuya 
función de distribución conjunta es la cópula Arquirncdeana O generada por 

<p E Sl. Entonces la función Ka dada por la ecuación (S.18) es la función de 
distribución de la variable aleatoria C(U, V). Adcrnás la función Ké dada 
por (H.19) es la función de distribución de U y C(U, V). 

Si se quiere construir una cópu]a C con las propiedades de nsociatividad 
y que satisfaga. 6c(u) < u es decir una cópula Arquhncdeaua., el siguiente 
tl .. ""Ormna da una técnica para hnccrlo. 

2.3.14. Teorema. Sea C una cópula Arquitncdeana con gcnereador cp E Sl. 
Entonces para casi todas las u, v, e I, 

IP'(u) 8C(u, v) = IP'(v) 8C(u, v) 
av éJu 

(2.25) 

Demostración: Sea <p convexa, cp' existe casi en todos Jados eu (O, 1). Por 
el tcore1na 1.2.10 8C(u,v)/8u y 8C(u,u)/8u existen para todo u, v E J. 

Sea C(u, v) = <p- 1 (<p(u) + <p(v)) entonces <p(C(u,v)) = <p(u) + <p(v) se aplica 
Ja rcg1a de Ja cadena y obte11c1uos 

'(C( )) OC(v., v) cp u, 'V -¡;¡;;:--
'(C( ))aC(u,v) tp u, V ----¡¡:¡;---

83 

<p'(u) 

<P'(v). 

y 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



2 Cópulas Arquimedea1Jas 2.3 Propiedades 

Como cp es cstrictw:nente decreciente, rp'(t) :F O para cuaJqufor t E (O, 1), 
entonces 

ip'(C(u, v)) = ip'(u)/ ( aa:;;,, v)) y . ip'(C·(~, v)} = cp'(v)/ ( ªªi::,· v)) . 
De aqui que se cwtipJo {2.25)~ 

. ,·_,_ 
.¡- o 

. -'. ~' _.,. ·,, ... · . 
. , •<., ... ,_, ... , .,_··· . ., :~~:.}c.:,,.,;_·:~'.:.,.< . 

2.3.15. Ejemplo. ¿ ~-.~~-Ji~ de·_~J:>~a& ~arl~~?W:Obel-Morgeustcrn Co 

es uua ramiJia de ~6~u1:~,-~~q~:i:1~~~J;.,~-~~~r~~-~-~-'.in1 .. ~u1'0(1- u)(l - u), 
donde O E (-1,_1], J:>~ra·_·q~~ ~~-·~-:~uimCd.~1~. basta co_n pr~bar que ctunplo 

con las condiciOucs deJ):~ol§t~.;:2'~~'.Y'.~~.!~:~;~.~.~t~.2~2:7. 
· ·. ":Ir:.~'.-·, -

Si se toanan tres" p1~tOS:i0J'ifr~;ci~·.,¿:¡;~:i~Yi~;~~---~/:~-l~~on los cáJculos 

· · ... ··· ~~x~;ti):1riH~~gt1B~1-,1i1;;;./ 
c 8 (!. a8 Q! _!:~)~t?~~~~lj'@¿J§'~Jfi;+~o [15 -O]) 

para toda O e (-1~ i].exccpto 'Cu.8.D.do O~ O~: ya·_ Que Cuando esto ocurre 

C90,cB(~·i)) = 2~ =t.i·i ~cB(co(¡.~).~)· 
esto es lógico ya que cuando 6 =O, Cs(u, v) = uv y se dice que Jas variables 
sotl ii1dependientes. 
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Al no cwnplir cou la propiedad asociativa., la cópula O no es Arquitnedeana.• 

Geuest y Ilivest {1989) dau uua cnracteri7.ación de la familia de distribu­
ciones de Gumbel. 

2.3.16 .. Ejemplo.·· La Fmnilia Ali-MikHail-Haq de cópulas se construyó en 
Ja prhner sección de este capítulo, estas cópulas están dadas por 

Co(u, v) = 1 - 0(1 .::)(1 - v) donde O E (-1, lj. 

Esta familia es Arquhnedcana porque cumple cou las condiciones del Lmna 
2.2.4 y del Teore1na 2.2.7. Sean u, 11, U1 E 1 entonces 

"Co(v,w) 
Co(u,Co(v,w)) = 1-0(1- u){l - Co(v,w)) 

1 - 0(1 - u) [ 1 - 1 - 0(1 ..'.'.';)(l - w) J ' 
UtJW 

= (1-0(1- u)){l -0(1 - v)(l - w) - vw' 

uvw 
-1 +02 (u- l}(v - l}(w- 1) +0(2 -v-w+u(vw -1))" 

Co(u,v)w 
Co(Co(u, v), w)) = 1 - 0(1 - w)(l - Co(u, v))' 

uvw 
= (1- 0(1- w))(l - 0(1 - v)(l - u) - uv' 

uvw 
-1 + o•(u - l)(v - l){w - 1) + 0(2 -v - w + u(vw - l)}. 

Por lo tanto Co es una cópula asociativa ya que 

Co(Co(u,v),w)) = Co(u,Co(v,w)). 
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2 Cópulas Arquirnedea.rias 2.4 Orden y Casos LfJnitc 

u2 
Además óc(u) = Co(u, u) = 1 _ Ol _ O(l _ u)2 < u, para toda u e (O, 1), 

por Jo tauto Co(u, v) es una cópu]a Arc¡uhnedea.na. 

Para encontrar e] g~nerador, se ul.iliza Ja iguaJdnd (2.25) de] Teoreina 2.3.14 

'Pá(u) 
'Pá(v) 

8Co(u,v) 
---¡¡;¡---

8Co(u, v)/Ou 
8Co(u, v)/Ov 

1 - 0(1 - u)(l - v) 

(l+O(v- l))v 

Ouv(l-v) 
(1 - 0(1 - u)(l - v))2 

(o(u - l)(v - 1) - 1)2 • 

Aná]ogo para v, 

cno11ces1 

8Co(u,v) 
--¡¡;¡-

'Pá(u) 
'Pá(v) 

(1 + O(u - l))u 
(O(u - l)(v - 1) - 1)2 • 

v[l - 0(1 - v)] 
u[l -0(1-u)]' 

-co 
de aquí 'P~(t) = t[l -O(l - t)]' entonces el generador esta. dado por 

co cl -0(1- t>) 
<po(t) = l - o Ju t para o e [-1, 1) y <p1(t) =e, ( I - l). 

Si c 1 = l y c0 = 1-0 para O E [-1, 1) se obtiene el breuerudor de las cópulas 
de Ja fa1nilia ALi-MikllaH-Haq. • 

2.4. Orden y Casos Límite 

Una c6pu1a 0 1 es incuor que O:z, C 1 -< C 2 , si C 1(u,v) :S C:z(u,v) para todo 
u~ v E l. La. fwnilia de cópulas { Co} está. ordenada positivwnente si Ca. -{ Cp, 
cuando o :::::;: /3, y ucgativa1nc11tc si Cea ~ Cp cuando et :S {3. 
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2 Cópulas Arquimedea.zJas 2.4 Orden y Casos Lúnite 

2.4.1. Ejemplo. Sea.u C1 y ~ 1nicmbros de Ja familia de cópulas de 
GumbeJ-Baruet {Co}. con Co(u,v) uvexp(-OJn~dnv],.~~n O E (0,1). 
Sean 

C1(u.1 v) =Co1 (u,v) 

C,,( .. ~v) = Co2 (u,v) 

uvexp(-01 lnulnv], 

uvexp(-02 Jnu111v]. 

uvcxp(-01lnuJnv) 2:: uvcxp(-:02lnuluv)~ 

-61 lnulnv ~ ·.~02,JnulnÚ. 

Por Jo tanto Co1 (u,v) ~ C"2(u,v) para toda'(u,v) e I~, Co, >- Co2 entonces 
Ja fmniUa de Guinbel-Baructt está ordenada negativw-nentc • 

En ocasiones no es tau inmediato verificar si la. frllnilia de cópulas está or­
denada positiva o negativamente,· uno de estos casos Jo 1nuestra el eje1nplo 
siguiente. 

2.4.2. Ejemplo. Sean Glt C 2 e {Co}, donde para (u,v) e I 2 , 

o 
Co(u, v) = Jn(e"/• + e(O/v) _ e(O)' para O E (O,oo) 

Sea.u 01 y 02 en (O, 00) 1 tales que 01 =::;: 02. 

Si Co = 01 y Co = 02 • 
' lu(e••/u + e(01/v) - e(01) ' ln(eD2/• + e(O.,/v) - e(02) 

No es fácil vurificar cual de las dos es 1ncuor, por Jo que se tienen que buscar 
otros criterios. • 

Para las cópulas Arquhncdcan.as Ja concordm1cia se va a dcter1ninar de acuer­
do a Jt.L.<i propk~adcs de sus generadores. 

2.4.3. Definición. Una función f definida en (O, oo} e.s subaditiva si paro 

todo x, y E [O, oo), 

f(x + 11) :5 f(x) + f(y) (2.26) 

2.4.4. Teorcn1a. Sean 0 1 y 0 2 cópulas Arquinu:deandas gencTUdas, res­

pcctivarricntc por cp 1 y 'l''.l en O. Entoncea C1 ~ G2 si 11 sólo si epi o r.p~-t] es 

subaditiva. 
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2 Cópulas Arquilaedea.nas 2.4 OrdeJJ y Casos Limite 

Demostración: Sea f ='PI o,pL- 11. fes decreciente. Co1no fes composición 
de dos funciones continuas es continua, f(O) = tp1(tp~-l]{O)) = tp1(l) =O. 

Supougase que 0 1 -< 0 2 , Ci(u,v) :S C:z(u,v) para (u1 v) e I 2 • Entonces, se 
tiene que 

yo\-1l('P1(u) + <p1(v)) S <p~-l)(<p:z(u) + 'P"•(v)) 

'P1 o 'Pl-1l('P1(u) + 'P1(v)) 2: 'P1 o 'P~- 1 l(<p:z(u) + <p:z(v)) 
('P1(u) +'PI (v)) 2: /(1P2(u) + <p:z(v)) 

(2.27) 

Sea x = rp:z(u) y y= 'P2(v), entonces /(z) = <p1('P~- 1l(z)) = <p1(u), análogo 
para y, f(y) = ~1 (v). Entonces (2.27), se puede escribir como 

f(z) +/(y) 2: /(z +y), por lo tanto f es subaditiva, 

para todo X. y e [O, "'2(0)). Si X> "'2(0) o y > "'2(0), entonces los dos Indos 
de la ·desigualdad anterior son O. 

Sean f su"baditiva y xi,:.c:z e 1 donde :r:1 ::;;: .:z:2, entonces 'Pt('P~- 1 J(x1)) ::;;: 
'P1('P"•[-l)(z2)), de aquf que /(x1) S /(z2). Como/ es subnditiva, entonces 
/(x +y) ::; /(z) +/(y). 

Sean x = tp2(u) y y= tp:i(v), entonces 

/('P"•(u) + 1P2(v)) S f(<p:z(u)) + /(rp:z(v)) ='PI (u)+ 'Pt (v), 

'P~-t]('P2(u) + <p2(v)) 2: yo\-1l(yo1(u)) + yot(v)), 

entonces, 
02(u,v) 2: 01(u, v) lo que hnplica que 01 -< 02. 

o 

Los siguientes resultados establecen las condiciones suficientes para que Ja 
función rp¡ o tpL-tJ sea subaditivn. y así poder establecer que 01 -< 02. 

2.4.5. Lema. Sean f definida en [O,oo). Si f es concava y f(O) = O, 
entonces f es subadititJa. 

Demostración: Sean x, y e [O, oo). Si x +y = O, cutouccs x = y = O, por 
lo que /(z +y) =O::; /(:z:) +/(y) =O. 
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2 Cdpulas Arquiniedeanas 2.4 OrdeZJ y Casos Líinito 

Six+y>O, 

x = x.:y(x+y) + x!y(O) 

Si / es cóncava y /(O) = O, entonces 

y y= _Y_+ -"'-(O). 
z+y :.'x+y 

j(:r) ;:: .: · j(x +y) + '! ·. J(Ó)
0

=. .'.;: j(x +y) 
Z 1/ ~ ' .'. · , .'. :• X., , 'S/ ::; ; ·. '.::,-:;·X f/ ·· : 

y 
_v_J(x~· y) .f. _i__}io> ~:·•·Y· ícx + 11). 
x+11. •·· . · ·•:r+11 ·• .,'. x+11 

1(11) ;:: 

Entonces, 

J(:r) + J(y) ;:: /(:r + 11), ' 

Por Jo tanto /.es subaditiva si··j es c6n'?8va. o 

Se puede garantb;ar que si / es cóncava f es subaditiva pero al contrario no 
es cierto. 

2 .. 4.6 .. Corolario. Bajo la.·/,ipótesia del Teorema e.,,¡.,,¡, si cp1 o cp!"-•l es 
cóncava, entonces C1 -< C2. 

Demostración: Sea/·= rp¡ o rp~-•l, donde fes una función tal que /((1 -
t):r1 + tx2 ) ;:: (1 - t)j(xi) + tj(:r2), para t E (O, 1). Se tiene que 

10\-•lucc1 - t)x, + t:r2)) ;:: 10\-•lcc1 - t)J(:r1) + t/(x2)), 

""k-•1cc1-t>"'• + ix» ;:: ""1-•11c1- t>""''""¡¡-•icx.n + t101C\O!.l'lcx2n1. 
l"k- 11 [\02(u) +102{t1}) 2: 1"\-11 [\01(u) +1"1(v)) 

C2(u, v) ;:: C1 (u, v). O 

2.4.T. Ejemplo. Sean 01 y C2 1niembros de la ÍaJoilia de Gwnbcl­
Houb"Wl.rd, con paráJnctros 0 1 y fJ..,z, los generadores de C1 y C¡z son 'PA:(t) = 
(-In t)º" para k = 1, 2 .. Detcr1ni11ar el orden .. 

Sea C 8 (u,v) = exp { - [(-h1u)8 + (-lnv)º] l/B} miembro de la familia. de 

Gu1nbcl-Hougaard, generada por cpo(t) = (-Jnt)0. 

Sea. \02(t) = (-lut)8', de aquí que l"~-•Jct) = (exp(-t 118•), \01 o l"~-•J(t) = 
1"1(exp(-t 118•) = t 8•18•. 
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2 Cópulas Arquilnedea.zJas 2.4 Orde11 y Casos Líruito 

Sea f(t) = t 0 d 02
1 corno/ es continua en (O, 1], por el Teorerna 2.2.6 

J"(t) =o, (~) tº''º•-2. 
º• 

si 01 :S 02 entoucetf /"(t) < O ¡>ara .. todo t e· (O, 1)1 entonces / es cóncava, y 

e, ~C..- - • 
" 

2.4.8. Corolario. Bajo·~~_,¡1¡;",j,~~::>dcl T~rema.e • .,¡ • .,¡, si rp1/'P2 es cre-

ciente en (0, 1), e~~~:~~~~~~~)-j:~~~~t~(j=)~X~:~_-:_~~~~:~~.-:::_<- , 
Demostración: Sea o.,;uua f~ción_,tfU 'quc'~:-: (O,oo) -t (O,oo) definida. por 
y(t) = J(t)/t, donde f.c= ~,\1:'~.~~~l:~;~11io1~c.,¡;; · · · 

uc~cl» ;.. 1~~ii~~l~·\!~:::;ctl>) = :~:~. 
corno cp2 es dccrccierltc, .. c~~tóiu:.;&· g:m d~rccl~í~-~~ (O, cp-.z{O)) y de aquí en 
(O,oo). . . . . . . 

- _..·-. .- ' ' . '· - - - :-·:··_ 
Para todo :e, y ~ O, g(:c +y) como rp-~ es deCrecicute y_ entonces- g es decre-
ciente cu (O, 'P'.!(O)) y de a.q':l1 eti (O, oo):. - · .. -. -· ·-<:: _ >_ .. -:~·:.., '..·.:_,>. - · 

Para todo x, 71 ~ O g(:z: + 71) 2: g(:z:) y g(x + 71). ~ 9(11), de aquí que 
x[g(x+11)-g(:z:)]+11[o(:z:+71)-g(71)) .$O, o (x+11)g(x+71) $ xg(:z:) +119(11)­
Por lo tanto g es subaditiya. · · '- · · D 

2.4.9. Ejemplo. Sea.u O~- y .OZ ~~~n~bí-os ~~ Ja'.farn..ilia. de cópula. {Csh 
donde ·. , 

. ·.·.,· ' 

' . . - 1/0 
C 9 (u,v) = 111áx (1-(c1-u)9 +(l-'v)•J ,o) con O> 1, 

~' . - . . 

cp¡ = (1- t) 0 •-63 • Si 01 ·S.·o~, ~-:~r~~ét1tC en (O, 1) entonces C1-: G2. 
'P2 ·. . .. - -. 
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2 Cópulas Arqui1nedeaz1as 2.4 Orden y Casos f..,{1nite 

Por lo tanto la familia {Ca} está ordenada positivw:ncnte. • 
Geuest y MacKay(1986a) establecen en el Corolario 2.4.10 otro criterio de 
coucordtu1cia para las cópulas ArquitnedCD.11a.c¡. 

2.4.10. Corolario. Bajo la liipótesis del TeoreFna B.,,/ • ../, si '1'1 '11 fP2 son 
continuaFncnte difcrcnciablcs eFi (O, 1), y si rp~/tp~ es no decreciente en (O, 1), 
eritonees 01 ~ 02. 

Dcntostración: 'PI y rp-z son decrecientes y convexas en (O, 1), por lo que 
tF. y~ son negativa.e¡ en (O, 1). 

Sea g =~y/=~ creciente y continua, esto eS por lúne...::.. 1 - /(t) existe. 
'P2 Y'2 

llm,_,_ <p1(t) =O= Jlm,_,_ l""~(t), 

(2.28) 

Por el Corolario 2.4.8, sólo se necesita dc1nostrar que g' es no negativa, o 
que ~ es negativa, y que /(t) - g(t) :SO en (O, 1). 

Supóngase que existe una to E (O, 1) tal que /(to) - g(to) > O. Entonces 

y(to) < f(to) :5 ,!!•~ J(t) = ,!!':'- J(t) 

Pero por (2.28), g'(to) < O, por la. propiedad del valor intcnncdio de las 
derivadas cu Bart1c y Shcrbert(l996) y co1no g es difcrenciablc en todas 
partes entonces existo un t1 en (to, 1) donde g(t1) < g(to) y g'(ta) = O. 
Entonces, y(tt) < y(to) < J(to) :5 J(t1) pero por (2.28) y'(tt) < O esto es 
u11a. coutradicci611. 

2 .. 4 .. 11. Ejemplo. Sean C1 y C2 inic111bros de la frunilia Clayton con 
parátnetros 01 y 02 1 y generadores 'PI y 'f'2 1 rcspcctiVRJoente, donde 'Pk = 

(t-0'" - 1)/0k para k = 1,2, y rp'k(t) = t 0 .. - 1 , entonces g(t) = ~ = t 0.,,-9•. 

Si 01 ~ 02, entonces g(t) es creciente cu (O, 1) y C1 -< C2, por lo que ésta 
fruoilia de cópulas está ordenada positiva.mente. • 
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En la tabla se inuestran algunas familias de cópulas con sus generadores y 
el orden que guardan esa.~ fmnilias. 
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c. 
má.x((u-1 + v-1 - t}t/I' O] 

Orden: 

1 -9(1- u)(l - v) 
Orden: 

exp. ( - (c-tnu)" + (-lnv)"] 
111

) 

Orden: 

1 ( ce-•" - l)((e_ .. - 1)) 
-¡¡In 1+ (e •-l) 

Orden: 

máx[8uv + (1 - 8)(u + v - 1), O) 
Orden: 

uv c:xp(-8 ln u In v] 
Orden: 

Utl 

(1 + (1 - u•)(1 - v•)J•I• 
Orden: 

( [ ]"")-· 1 + cu-• - 1)• + cv-• - 1)• 

Orden: 

B 
ln[c9/u + el/v - e"] 
Orden: 

( ) .,. 
exp 1 - [(1- lnu)• + (1 - Inv)• -1 
Orden: 

2.4 Orden y Casos Lflnite 

9 <;>s(t) 

[.,-1,oo)/{O} ~ (•-• - 1) 

positivo 

e e [-1,1) In rl-8~1-t)] 

positivo 

8e[J,oo) (-lnt)• 

positivo 

9,, o ["-" -11 -ln e-1-1 

positivo 

ee co,1¡ -ln[8t+ (1-9)) 
positivo 

Be (0,1) -ln[l -Blnt) 
negativo 

8 e (0,1) ln[2t-• -1) 

no existe 

8>0 (i-1)' 
positivo 

8 e (O,oo) e•/t - e' 

positivo 

8 e (O,oo) (1- lnt)' 

positivo 
Tabla 2.2. Frunillas ordenadas de cópulas Arquimedeanns. 

93 

TESIS CON 
:FALLA DE ORIGEN 



2 Cópulas Arqui1nedearias 2.4 Orden y Casos Lf1nite 

2.4.12. 'Thoren1a. Sea {Co 1 O E 0} una familia de cópulas Arquimcdcanas 
con gcncmdores diferenciablea r.po E íl. Entonces C = Hin Co es una cópula 

Arquirnedcana si y sólo existe una función r.p E O tal que s, t E {O, 1), 

llm \Oo(s) = <p(s) 
<p~(t) r,o'(t) 

(2.2!l) 

donde el lún denota el lím.ite unilateral apropiado cuando O se aproxiTna al 
punto·final del intervalo pararnétrico e. 
Demostración: Sea Uo, Vo vnriab]es aleatorh1s uniforme en {O, 1) con fun­
ción de distribución conjw1ta Co, sea. K~ la función de distribución de las 
variables aleatorias Uo y Co(Uo, Vo). Si Co es w1a cópula. Arquhoedcana 
generada por r.p0 , por los Corolarios 2.3.7 y 2.3.13, 

K~.(s, t) = P[Uo ::; ... co(Uo, Vol :::; tJ = t - :~~:~ + :z~;~ (2.30) 

sie1npre que O < t < s < l. Sean U y V variables aleatorias uniformes 
{O, 1) con función de distribución C y sea K' la J"unción de distribución 
de ln.s variables aleatorias U y C(U, V). Suponiendo que O es una cópula 
Arquhnedeana, generada por r.p y de Jos Corolarios 2.3.7 y 2.3.13, 

, r,o(t) <p(s) 
K (s, t) = P[U :$ s, C(U, V) :$ t] = t - 'P'(t) + 'P'(t) (2.31) 

Por dc1nostrar que (Uo,Co(Uo,Uo)) ~ (U,C(U, V)), cuando O~ Oo, donde 
Oo es el Hmite del intervalo pa.rm:nétrico, si C(Uo, Vo) -+ C(U, V), entonces 
C(Uo, 1) = Uo -+ U = C{U, 1). Entonces, se tiene que 

l . K' ( ) I'- K'( ) <p(t) <p(s) 
nn 0 s, t = uu s, t = t - 'P'(t) + 'P'(t) • 

paraO<t<s<l. 
• ( • ) • <p9(s) r,o(s) 

De Ja ccunc1011es 2.30) y (2.31, se tJene .que límo-+Bo r.do(t) = r.p'{t)• Ahora 

si la ecuación (2.29) se cwnpJe, entonces existen infinidad de constantes co 
tales que para toda t e {O, 1], el lím c6c.po(t). = r.p(t). De aqtú se tiene <¡ue 
Hrnrp~-l)/co = r.pl- 11, por Jo que para.'cuá.Jquier u,v e I 

lím<p~-•lcr,o.(u) + 'Po(v)) = .,,c-•1c.,,cu) + rp(v)). 
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2 Cópulas Arquirnedeanas 2.4 OrdcJJ y Casos Lboite 

Por Jo tanto C = Jún Co. D 

El generador de Ja. cópula W es tp(t) = 1 - t, entonces W es el Umite de la 
famiUa {Co 1 O E 0} si el límite de <po(s)/<p~(t) = s - 1. El generador de Ja 
cópula Il es rp(t) = -Jnt, cut.onces Il es el Uroite de la fw:oiJia·{Co I O e 0} 
si llm<po(s)/~(t),,,;,; t • lns. 

. . . 
2.4.13. Ejemplo. Sea Co = máx{Ouv+(l-O)(u+v-, 1),0} con generador 
<po = - ln(Ot + (1 - O)J con 0 E (0, lj, para s, t E (0, l). 

11; 0 
tpo(s) = llm ln(Os + (1 - O)] =' JúO: (Ot + (1 - 0)]2(s-' 1) = 

8 
_ l. 

o-o+ ~(t) o-o+ O/(Ot + (1 - O)] º-::>º+ ·:Os+ (1 - O) 
Por Jo tanto, Co = lV .. 

Iún 'Po(s) = Iún (Ot+{i:-o)i2<~:....:·l)= tlns. 
0-1- ~(t) 0-1-. : -.'.•ºª-::t" (~,:;-:O)_:> 

Entonces; 01 = Il ~-º; ~~f>:':. ",:.,.·-,, ;~~~:·. • 
. ; >::::·_ ,,-~;:::<'~.·:'t~;~~--~-i·\:.'~~ :d~;;.\ -,1 o -

2.4.11" EJcmplo. Sea f"_. :":;,:.~~{(_'._kói:•t;~-. :::-:- 1) I ,O} con b'Cnerador 
'PO= 0 (t-o - 1) con 0 E {[-1;,'.".:>)/~};,.~'sit E (0, l); 

.!~+ ~~:r==~:#~~%!i;¡(·t;~. _ 1) =,,_l. 

Por lo tanto, C-1 = W. ''"/'~ 

'Po(s) . · _-:.• ":··•: .. • ·¡·_,,-o 

0~f'- ~(t) =-.~'fi- ,-t•+i • -_-0-- = tlns. 

Entonces, Co = n • 

2 .. 4 .. 15 .. Teorema. Sea {Co 10 e 0} una familia de cópulas An¡uimctlcanas 
con geT•eradores difcrenciables 'PO en. Entonces Jún C9 = .kf(u, v) si y sólo 

l
. <po(t) _ 

0 ""~(t)- para t E (O, l) 

donde el Hrn denota el lírnite unilateral a¡1ropiado cuando O se aproxima al 
11unto final del intervalo paramétrico e. 
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2 Cópulas Arquimedeaua.s 2.4 Orden y Casos Llznite 

Demostración: 
Sea. 00 que denoto. el lí1nite del intervalo 0 y si lún rpo(t)/'PÓ(t) = O, para 
una t E (O, 1) y un " E (O, t). Se tiene que O :$ -cpo(t)/<;1,, (t) :$ " . 

La intersección do la línea tangente a la. gráfica rpo(:z:) es t - rpo(t)/tp~(t) en 
el punto (t, rpo(t));.:corno rp(t) es convexa y decreciente, se tiene que para 
:z: = t + <po/'P'(t) se tiene que 

•n (t + 'Po(t)) 
~o <;1,¡(t > 2cpo(t), 

!-•J(m (t+ 'Po(tl)) 'Po ~o <;1,,(t) 

Co(t, t) = 'Po(2cpo(t)) > t + .Jét) > t - "· 

Co(t, t) = t, esto es lún Co(u, v) = M(u, v). o 

2.4.16. Ejemplo. Sea Co(u, v) = (l.+ [(u-1 -.lJº) + (v-• - l)º)Jl/O )-l 

cou ge11crador <po(t) = ( ~ - 1) o dond~ ~·-~~ [l, oo)~ .. 

cp~(t) = (-;:) (~ - 1) o-i, ent~n~~:>_.- . 

lún 'Po(t) ·.c.. 12 - t - o 
o ... ~.<;1,,(t) - fJ - • 

Por lo que el C 00 = M. • 
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2 Cópulas Arquiznedea.rJas 

máx[(u-• + v-• - 1) 119 ,0], donde 6 E [-1,oo)/{O} 

1 _ B(l .::)(l _ v), donde 6 E [-1, 1) 

. 1/1 
cxp(-[c-lnu)9 +(-lnv)•] ),donde6E[l,oo) 

1 ( ce-Bu - l)((e-h - 1)) 
-9 In 1 + (e-• _ l) , donde 6 :-;:.. O 

máx[6uv.+ (1-6)(u +v-1),0], donde 6 ,e. (0,1) 

uvcxp[-61nulnv], donde 6 e (0,1] 

. . ' 

( [ 
' ] .;~) .,.,. ' . ' ' 

1 + cu-• -t>".+ e~-·--:~~~ ~~:-\· _··~'donde 8 >-0 

ln[e•/u + ~•/• - e•]' d~:d•if~c 

2.4 Orden y Casos Llznito 

Ca:sos Especiales 

e_, = JV,Co = n 
Ci = .E~n•Ceci=M 

Co=Il,Cco= l:~D 

C1=Il,C00 =M 

C-~-= l.Y,C0 = Il 

Ceio=M 

Co = lV,C1 =D 

Co=D 

Co=ll 

C1 = .E~n'º°'° =M 

exp ( 1- [(l~ ln~':~:~'&l~-:;~v)•:_ ~1)"", do~de 6 >O Ci ·=: D, C 00 =Al 

; ..... 
~bl¡ 2.3~--~~illns de cóp_ulas Arqulmedean~, límites. 

Donde ~ = u +u~ 
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2 Cópulas Arquilnedea.nas 2.5 Fhinilfos parrunétricas 

2.5. Familias paramétricas 

En esta sección se 1uucstran 1nétodos para construir fainilins de generadores 
para cópulas Arquhnedeanns de un generador 'Pe O. 

2.5.l.. Teorema. Sea 'P e !1, sean a y fj ntimeros reales positivos, y se 
define 

1. 

e. 

3. 

"'º·' (t) = <p(tº) 11 (2.32) 

Si p 2:=: i, entonces 'P1.P es un elemento. de, n .. 

Si a e (01 l), entonces 'Pa,t es un elemento· den. 

Si tp es doblemente difcrenciables .. 11 ~~Új .;~~ ~~ decreciente en (O, 1), 

entonces 'P~,1 es un eleTnento de n para toda a > O. 

Demostración: 

l. Si Í3 = ·1 ent~1iccs 'Pl,fJ e O.entonces 'Pl,13 es Ull elemento de O. Para 
f3 ~ 1, sean :r:11 :r:2 tales que xi < :r2, si tp{t) e O, implica que 
<p(z1) > <p(z2), coioo /3 2: l se tiene que [rp(z1H8 > [<p(z2>J'1, por 
lo tanto rp1 ,p es cstrictaincntc dccrccicute. 

COlllO tp(t) es un generador entonces es derivable, por Jo que 'Pi,p(t) = 
(rp(t)J", de donde rpr,..Ct) = /3(/3 - l)rp"(t)[rp(t)J"-2 < O, yu que rp(t) es 
convexa, cutonccs 'PtJJ es una función couvcxa. 

Además <p1,,.(l) = [rp(l)J" =O, por lo tanto 'PIJ' E !l. 

2.. Si a e {O, 1), entonces 'Pa,1 (t) = rp(t") .. Para Xt < x2 y para. a e (O, 1) 
se tiene que :r:( < x~ co1no rp(t) es dccrccicute entonces tp(:rf) ~ rp(x2'), 
esto es tp1,n{:r:1) > '1'1,0 (x2) para X1 < ::r:2 .. Entonces es decreciente. 

'Pa.1(t) = tp{t") es convexa ya que t" es convexa paran e (O, 1] y 
tp es decreciente. 

Además tp1,o(l) = <p(l) =O, por Jo tanto 'Pl,o E n. O 
La fa1nilia de generadores {tpQ,1 E il f tpa,1{t) = tp(t")} se Je conoce COJDO 
Ju familia a asociada con el generador rp y a {rp1,,. E n 1 'P•J'(t) = [rp(t)J"'} 
co1no Ja fmnilia /J nsociada con tp. 
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2 Cópulas ArqufrzJedeaJJas 2.5 .FluniUas paramétricas 

2.5.2. Ejemplo. El generador de Ja frunilia. de cópulas Claytou es el ge­
nerador cp(t) = t-l - 1 e n, entonces Jn. fa1nilia. de genera.dores que forma. 
cuando a> O es {'Pn,l En 1 'Po,1(t) = (t)- 0 

- l,para a> O} donde esta 
fwnilia genera cópulas de Ja siguiente for1nn. 

Co(u,v) = '1'!.- 1l('f'0 (u) +'f'o(v)) = 1<'[-t](u-0 -1 +v-0 -1) 

= máx[(uº +vº - 1) 11°,0]. 

para Q > o. Para Ull generador <p(t) = (- Jn t) e n, entonces Ja. fa1nUia de ge­
neradores que for1na.cua.ndo {j ~ 1 es {'P1,p e 0Jrp1.tt(t) = (-Jnt)P, para. .B ~ 
1} donde la fa.1nilia de cópulas que genera es de Ja fonna 

C 0 (u,v) 'l'p 1 ('f't<(u) + 'l'tl(v)) = l<'p 1 ((-Jnu)º + (-lnv)º) 

= exp[-((luu)º + (111~)0) 1 1°]. 

• 
2.5.3 .. Teorema. Sea cp e n, 11 sean 'Po,I 11 'PIJJ dados por (2.31!}, gene­
radores de las cópulas Cn,l 11 C1.111 respectivamente. Sean fJ 2'; 1 y o toma 
valores en un subconjunto A de (O, OC>) el cual incluye al intcnialo (O, lj • 

.J. Si /31 S f32, cntunces C1JJ1 -< C1,tt2 • 

!!. Si <,<>(['l'!- 1l(t))8 ) es subaditiva para todo O e (0, 1), 11 si a1, a 2 están en 
A, entonces a¡ S 02 implica que C 01 ,t -< CQ2,l• 

Demostración: 

l. Sea la familia /3 de generadores B := {1<'1,t1 E il j <,<>1,t1 = [l<'(tJJ"'J para 
/J ~ 1 1 sean cpa,¡J1 y tp1,tJ2 cle1ueutos de B 1 entonces 

1<'1,t1, (t) = ['f'(tJJ"' = [ (tJJ"· -1'2 
l<'t,lh(t) i'f'(t))I.. I<' ' 

si {J1 :5 P.z cutouccs (cp{t)].81 -P2 es decreciente, por el Corolario 2.4.81 

se concluye que Ci.fJ1 -< C1.tJa• 

2. Si cp((tpl-•l(t)] 0 •1°2 es subaditiva para todo O e (O, 1), y si a 1 ,o2 esto 
es in1ucdiato del Tt..~re1nn 2.4.4, 
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2 Cópulas Arquimedea.nas 2.5 Fiuailias para.1nétricas 

o 

2 .. 5 .. 4 .. Ejemplo.. Sea tp(t) = t-1 - l., entonces la fa1nilia cr de genera­
dores &•ociados es {'P1,a E 0 1 <p1,0 (t) = t-0 

- l} para<> > O. <p- 1(t) = 
(t + 1)-0

, entonceS siguiendo la segunda parte del Teormna 2.5.3 se tiene 
que cp([cp- 1 (t)]º) = (t + l)" - 1, Ja cual es cóncava en el intervalo (O, l) y 

tp{['P-.1 (0)) 0
) = O, entonces la fa1nilia que generé estará positiva1ncnte orde­

nada. • 

2.5 .. 5. Teorema. Sea 'P e n, y sea 'Pa,t y 'Pl,fJ dadas por (2.32), genera­
dores de las cópulas 0 0 ,1 1J 01.11 1 respectivamente, donde f3 ;::::: 1 y a torna 
valores en un subconjunto de (O, oo) el cual incluye al intervalo (O, l]. 
1. Si tp es continuamente di/erenciables y tp1(l) ~O, entonces 

Co,1(u,v) 
0

1!_:-g+ Ca,l (u, v) = Il(u, v), 

e. C1,00 (u, v) = J!,."!, C1,p(u1 v) = M(u, v). 

Dcmos~raci6n: Aplicando los 'Teorcrnas 2.4.12 y 2.4.15, se tiene que 

lím 'Pa,i(s) = lún rp(s)º 
1 

= t lún l -
80 = t lím s 0 lus = t•lns. 

o-+O+ 'P'a,l {t) o-o+ rp'(tª)crtª a-o+ -cr a-o+ 

Co1no Co,1(u,v) = lí1n0 -o+ Ca,s(u,v) = Il. 

llm 'Pi,,,(t) = lím (cp(s)J" = U.o cp(t) = O. 
,,_"" 'P~ ... (t) 0-00 J3[<p(t)]ilcp'(t) ,,_"" J3cp'(t) 

Por lo tanto C1.00 (u,v) = M(u,v). o 

La composición de Jos generadores cr y /J forrna otro generador con el que se 
pueden construir cópulas bi-paraiuétdcas. 

!p0 ,H(t) = 'Pl,/J o 'Po,1 (t) = 1P1,H(1P(tº)) = [cp(t">J". (2.33) 

Es w1 generador que está cu !1 porque satisface: 
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2 Cópulas Arqu.i:rnedeazJBS 2.5 Fhzni/ias pa.rwnétriClL<i 

l. 'Po,11(1) = [<p(l>J" =O. 

2. tp01,11(~) es ·continua. por co1npo.~ición. 

3. Seá1i·x., .x2 e·1, ta) que X¡ < x2, 'Pa:,1(x1) > 'Po,1(x2) de aquí que 
'Po..B(x1) > 'PQ:,,a(:r2) para X1 < X2 entonces tpa:,,a(t) es decreciente. 

4. Sean xi, ::r:2 e 1 1 tal que Xt < :r2, s E (O, 1). rp es convexa, y(t) = tª es 
cóncava para a E {O, 1]. Como y es cóncava se tiene que y((l - s)x1 + 
sx2} ·> (1 - s)y(:i:1) + sy(x2), como tp es un generador es estrictamente 
decreciente por lo que <p(y((l -s)xi +sz2)) < <p((I-s)y(xi) +sy(x2)) 
pero también es convexa entonces <p((l - a)y(xi) + sy(x2)) ::; (1 -
s)<p(y(x1)) + s<p(y(x2)) entonces, se sabe que g(t) = <p(tª) es convexa, 
por Jo tanto: 

(g((I - s))x1 + sx,))11 ::; ((1 - s)g(x1) + sg(x2))ll 

'P1,p((I - s)g(xi} + sg(x2)) 

Por Jo tanto tp0 p es un generador. 

:5 (1- s)<p1,p(g(z1)) + s<pi,p(g(x,)) 

:5 (1- s)(g(x1))11 + a(g(x2))11 

(1 - B)'Po,p(x1) + S'Po,11• 

2.5.6. Ejemplo. La función rp(t) = t-1 - l;·l;enera·Ia c6(>ula. C(u,v) = 
uv/u + v - uv, utili7.amlo (2.33) se obtiene '.lue __ ~;,,JJ,(~) ~ .. Ct~~.~ I)", ~onde 
su inversa. es rp;-j, = (t 11fl + 1)-11°, p'.1r lo _que _la CÓJ>.ula.~?'~ ~era es 

C 0 .1(u,v) 
Co,1 (u,v) 

C1
1
oo(u,v} 

'P;;.}.C'Po;ti(u) + 'Po,j,(v)) 

{[cu-0 _;_l)ll+(v~º'-1)11]"11 +1 r''º. 
cu-ª +u~º -1) 1/a:_ 
Il(u,v). 
M(u,v). 
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2 Cópulas Arquirnedeanas 2 .. 6 Multivariadas 

2.6. Multivariadas 

En esta sección se dnrá \Uta visión 1nuy general de, Jo' que son las cópulas 
Arquimedea.nas Multivariacla, por Jo cual se 01niten· 1,~_demostraciones, si 
se desea ver Jos resultados rnós a del.alJe se pueden encontrar, eri el Jibro de 
Schwcb:er y Sklar(1983). 

- >-----',-·o";", ·. 

La construcción de las cópulas Arquimedenas n·di.Jne~,Si~n8.Jé8 sU.rge ·de la 
u1isma. idea que cuando se empezó a construir Jaa cópUlaS Ai-quhoedean.as 
l.L partir de Ja CÓpUJa fl. Es decir, fl"(u) = U¡U2•••Un = exp(-((-hlu1) + 
(-h1u2) + ... + (-Juun)Jl. . .... 

cn(u) = .,,c-•Jc<;>(ui) + <;>(u2) + ... + (ip(un)); '(2.34) 

Las funciones C" en Ja ccunción (2.34) son las iteraciones de Ja cópula' Ar­
quitncdcnua bi·dimcusional generada por tp{t), cslo es 

0 2(ui,u2) = C(ui,u2) = 'PC- 1l(<;>(u1) + <;>(u2)), 

, entonces para n 2:: 3, 

G"'(u11u2, ••• ,un)= cccn- 1(u1,u2, ....... un-il>-

Con tp(t) = (1- t) en Ja ecuación (2.34) se construye W~, donde paran 2::_2 
ya no es una cópula. ._: ~- >. ~ . ." :. -_,_· 
Una de las condiciones extras que se Je piden- a Jos :-genCradO~·, ~. q\i~ sus 
derivadas tenga.u signos alternantes. - , , ' . .' 

2.6.1. Definición. Una función g(t) es coTnl'.'l~t.~ni_c~l;:_-~:~~~i~-~~::~-~ un 
intervalo J si es continua ahí y tiene deriv'ad~· de. ~~4Í!~ -lt?~·: d_iYJen~ con 
signos alternantes, es decir si satisface 

(2.35) 

para toda t en el interior de J y k = O, 1 1 2, ...• 

2.0.2. Teorema.. Sea tp una función g(t) continua c.stricta"icnte decre­
ciente de I a (O, oo] tal que tp(O) = oo 11 t.p{l) =O, y sea 1.p- 1 la inversa de 
<P· Si en es una función de I" a I dada por (H.3./}, entonces C" es una 
n-cúpula para toda n 2: 2 si y sólo si 'P- l es completaTnente Tnonótona en 
[O,oo). 
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2 Cópulas Arqufrnedea.nas 2.6 Multivariadas 

2.6.3. Corolario. Si la inversa rp- 1 de un geneTUdor estricto rp de una 
cópula Arquirnedcana e es completamente ff&Onótona, entonces e -< n. 

2 .. 6.4. Lema. Sea cp un generador estricto cu:ya inversa es cornpletamc1'te 
rnoriótona en [01 oc;>), y sea rp1.a(t) = [rp(t)Jd -para f3 ~ l. Entonces fPi:J, es 
oomplcta"&crite ~nonótona en [01 oo). 

2.6.5. Lema. U1'afunción '1' e·n (01 0o) es la Transforrnaciún de Laplacc de 

una áistribución A si y sólo si~ _'ell ~mpletamente rnonótona y '11(0) = L 
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2 Cópulas Arquilnedeanas 2.6 Multivariada.s 

Comentarios Finales 

Una función de distribución If(x, y) con 1narginales F(x) y G(y) se dice que 
es generada por uua cópula Arquhnedean si se puede expresar a H(x, y) = 
<p-l(<;:>(F(x)) + <p(G(y)J para alguna función convexa, decreciente defini­
da en. (O, 1], tal que V'(l) =O. Muchas fw1cioncs de distribución bivariada 
pertenecen a eata cJasc corno son las: Gwnbel1 la Ali-MikHaiJ-Haq, In. Cln.y­
ton, .Joe, Frank y Hougaard, entre muchas otras. 

Las cópulas Arquhnedea.uas se clasi6can de acuerdo a su generadores, si el 
gcrlcrador de Ja cópula tp(O) = oo la cópula es estricta, cu caso contrario se 
dice que la cópula no es estricta.. 

Lns cópulas Arquhuedcanas se caracterizan 1>or ]as propiedades de aso­
ciatividad, sÍlnctrfa y porque cualquier cópula Arquimedeana e Ratisíacc 
óc(u) < u, para cun1quicr u E I. 

El 1101nbre de cópulas Arquitnedcanns se atribuye al Axioma de Arquituedes 
para núrneros reales positivos,-"Si a, b son reales positivo, entonces existe 
un entero positivo n ta1 que na > b. Una cópula Arquimcdcana fie co1nporta 
como una operación en el intervalo [O, l], en el t¡uc asigna a cada (u, v) E 1 uu 
número G(u, v) en 1, está operación es con1nutativa, (propit."Clad de shnctrfa) 
y es asociativa, ndmnás preserva el orden, es decir que si u1 ~ u2 y v1 ~ v2, 
c11tm1ccs C(u1,v1) S C(u2,v2). Entonces las cópu)a.q An¡ui1ncdeaua.s son 
un scinigrupo ordenado Abclia.no (J,G). 

Cuando el generador c.p de uua cópula. Arquitncdca.na es contiuuwncnte di· 
fcreuciablc In C·1ncdida del conjunto {(u,v)J E I 2 JG(u,v) $ t} e..q 

t - (<;:>(t)/<;:>'(t)). 

CWludo la cópula es absoluta1ncnte continua su densidad está dada por 

<;:>"(C(u, v))li"(u)\P'(v) 
(<p'(C(u, v))j3 

Las cópulas Arquhucdea.nas cuyo generador es doblemente difcrcnciabJc, 
en ocasiones tienen co1uponcntc singular. Si tiene, el cou1¡>oncntc singular 
está concentrado cu e] conjunto {(u,v) 1 c.p(u) + \O(V) = r.p(O)}, de aquí que 
las derivadas parciales lJC(u, v)/éJu y 8C(u, v)/Ov existen en todos lados, 
excepto cu esa. curva. Gcne¡t y MacKay(1986b) cstalecen cuando una cópula 
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2 Cópulas Arqui1nedea.J1as 2.6 Multivariadas 

O tiene uu componente singuJar y qué 1nasa de probabilidad está concen­
trada alú. 

Cuando se ana.li7~U los casos U1nites, Jos posibles resultados son las cópuJa..q 
W, fl,Il/(I:: - TI) que son Arquhncdeaua.s y para algunos en.sos es Ja cópula 
M Ja cual no Jo es; los criterios para caJcuJarJos se basan en propic<ladcs de 
los generadores. En ]as cópulas Arquhnedca.nas t.runbién cu función de sus 
generadores se puede establecer los criterios de concordancia. 

Joc(1993) deja abierto el problema si existe una fw:ni1ia de cópulas bivn.riada 
siuip1c con dependencia de cola baja y alta, Nclscn(l997) da solución a este 
proble1na estableciendo que existen caaos de cópulas Arquhncdcanas que 
tienen esa propiedad. 
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