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Introduccion

En el desarrollo de este trabajo se describe una clase de distribuciones inul-
tivariadas, cuyas marginales son uniformes en el intervalo unitario. Tales
distribuciones se llaman “cépulas”. La palabra cépula fue emnpleada en por
primer vez por Sklar(1959) en el teoreina que actualinente lleva su noms-
bre, el cual establece la relacién que guarda la distribucién multivariada
con sus marginales. Asf, si /4 es una funcién de distribucién de dimnensién
n con marginales unidiinensionales F, ..., F;,, entonces existe una céSpula
C, (la cual es8 dnica si F,..., 4, son coutinuas), tal que H(zxy,..,x,) =
C(F1{x1)) 2ers Fn(xn)). Las cépulas tienen un papel iinportante en la con-
struccién de funciones de distribucién y en el estudio de dependencia de dos
o mds variables. La mayoria de los resultados presentados estdn tomados de

Nelsen(1999).

En el priser capitulo se dan las bases, definiciones y propicdades bésicas de
las cépulas. Se expone el teorema de Sklar para funciones de distribucién
generalizad estableciendo la relacién que existe entre las distribuciones
marginales y las conjuntas. De este teorema se desprende la versién de cépu-
las para variables aleatorias y un corolario que brinda un métode para su
construccidén. Se establece el criterio de orden que puede existir entre las
cépulas, asf como los diferentes casos de simetria. Por iltimo se exponen
algunos conceptos y resultados para el caso inultivariado.

Eu el capftulo dos se obtiene apartir del método algebrdico una clase de
funciones de distribucién H(z,y) con marginales F(z) y G(y), tales que
H(x,y) = o~ p(F(x)) + ¢(G(y))] donde ¢ es una funcién convexa, decre-
ciente definida en (0, 1] tal que (1) = 0. A estas funciones se les llamnan
cépulas Arquimedeanas, que son el objetivo principal de este trabajo, Jas
cuales tienen una forma simple, son simétricas, asociativas, y se coustruyen
facihnente. En esta parte del trabajo se dan algunos resultados himportantes
para estas cépulas y varios ejemnplos de familias que pertenecen a esta clase,
como son las familias de distribucién de Guinbel, Ali-Mikhail-Haq, Clayton
y Frank. Se establecen los casos especiales, ¢l orden y se fijan algunos crite-
rios de concordancia, como son la dependencia de cola baja y alta.
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Capitulo 1

Déﬁniciones Y Propiedades

1.1. Preliminares

En el desarrollo del texto se denotard a los reales por R := (—o0,00);
a los reales extendidos como R := [—oo,o0], al plano real extendido por
R* := R x R, y al cuadrado unitario I? := I x I donde I = o, 1].

Un rectdngulo B en ®? es el producto cartesiano de daos intervalos cerrados,
es decir B = [z, z2] X [y1, y2), donde los vértices de B son los puntos {(z1,¥1),
(1, y2)s (E2,11) y (w2, p2), donde zy S z2 y 1 S ya.

En esta seccién se resuinen las definiciones y resultados necesarios para en-
tender los conceptos de cépulas. Las funciones 2-crecientes son importantes
ya que cn estas se¢ centra una de las propiedades de las cépulas. El concepta
de las funiciones 2-crecientes, es un andlogo a la idea en dos dimensiones de
las funciones crecientes de una variable.

1.1.1. Dcfinicién. Una funcidn real £-valuada ¥ ¢s una funcion tal gque,
Do H c R? y Ran H Cc R.

1.1.2. Definicién. Sean S, y S2, subconjuntos no vacios en R, y sea H
una funcidn cuyo dominio es S X Sa2. Sca B un rectdngulo que tiene todos
sus vertices en el Do H. Entonces, el H-voluinen de B estd dado por

Vi(B) = H(zz,y2) — H(z2,11) — H(x1,y2)) + H(z1, 1) (1.1)
ARATIH (z,Y).
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1 Definici y Propiedades 1.1 Preliminares

donde z; <2 y 1 < 2.

Siendo - A:{H(m, y) = H(za,y) — H(x1,¥) v

o AViH (z,y) = H(z,y2) — H(z,0).

Esta ‘deﬁnicién da ‘una “medida” para un rectdngulo B que se encuentra
dentro del d io de la fi ion real 2-valuada H, donde sélo se pnde que
los vértlces se encuentren en el dominio de la funcién.

1. 1 3. Definicién. Una fi ion real 2-valuada es 2-creciente si V"(B) >0,
para todos las rectdngulos B cuyos vertices pertenecen al Dom H. .

1.1.4. Ejemplo. Sea H una funcién definida en I2 por H(z, v) = maz(z, ).

Si B = I?, entonces Vi (J2) = H(1,1)—H(1,0)—H(0, 1)+l{(0 0)=-1<0.
Por lo tanto H no es 2-creciente. ]

1.1.5. Ejemplo. Sea H una funcién definida en 72 por
H(z,y) = (22 — 1)(2y — 1).
Sea B = [z,z2] % [y1,42] C I?, entonces
Vi(B) = H(zz2,y2) — H(zz2, ) — H(x1,y2)) + H(z1,11)

= (22 — 1)(2x2 — 2z1) — (2p1 — 1} (272 — 211)

= 4(z2—x:1){yz2— ) 2 0.
Por lo tanto H(z,y) es 2-creciente. Si F'(z) = H(z,y0) = (2 — 1}(2yp — 1)
donde yo representa cualquier valor en el intervalo (0,1/2), F(z) es decre-
ciente. Igual pasa s8i G(y) = H(zo,y) = (270 —1)(2y—1) donde z¢ € (0,1/2),
entonces G(y) es decreciente. Para los otros casos F{z) y G(y) son cre-
cientes. [}

En este ¢jemnplo se ve que si una funcién es 2-creciente esto no immplica que
la funcién sea creciente en cada argunento.

Partiendo de las definiciones del H-volumen de un cuadrado B y de la fun-

cién 2-creciente, se dan los siguientes lemas que servirdn mss tarde para
establecer la continuidad de las cépulas.

4
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1 Definici y Prc Jacl 1.1 Prelimpinares

1.1.6. Lema. Sean S: y Sa2 beonjuntos fos de R, y sea H una
Juncidn 2-creciente con Domn H = 5| % Sa. Sean x),z2 € S| tales que
x) < xy y sean Y1,¥2 € S22 tales que yy < y2. Entonces la funcion t —
H(t,y2) — H(t, 1) es creciente en Sy, y la funcidn t v H(x2,t) — H(z’l,t)
es creciente en Sa.i ;
Demostracién: Sean S, S2 no vacios, tales que §,ySz € R, H una funcién
2-creciente con Domn H = S5\ x Sy y F(t) = H(t,y2) — H(t,11). .

Sea el rectdngulo B := [t,t + h] x [yl,yz] C Dore H. Como H es 2-ctecxem.e
se tiene que Vy(8) = 0, es decir .

H(t+ h,ya) — H(t +h.w) = H(t,yz) —ll(t,yn)

entonces F(t - k) > F(t), por lo tanto F es creciente en Sy,

Sea G(t) = H(za,t) — H(z1,t) y el recténgulo C = [zl,zz] x [e : + h] c
Dom H. Analogamente se obtiene que G es creciente en Sa.:- : a

1.1.7. Definicibn. Secan a; = infS| y a2 = inf S, ialcs"quc ey € ST y

az € S2. Se dice que la funcion H : S) % Sz = R estd j’]a si H(z,a2) =0y

H(a,,y) =0, para todo (z,y) € S1 x Sa2.

Si en el Lema 1.1.6 se agrega la hipéStesis de que el infimo de S, pertenece

a 81 y el infimmo de Sz pertenece a Sa. Entonces si / -es una funcién fija

2-creciente entonces es creciente en cada argumento, lo cual se ilustra en el

resultado siguiente,

Sean S, y Sz2 subconj n de R, y sea H una
H es creciente en

1.1.8. Lema.
Juncidn fija 2-creciente con Do H = S %X S2. Ent.

cada argumento.
Dcmostracion: Sean a; = inf S y a2 = inf S,, tales que @) € 8§, y a2 € Sz,
como H estd fija entonces H(z,az) = 0 = H(a,,y) para todo (x,y) € S; XSa.
Sustituyendo z; = a1 y y1 = a2 en ¢l Lema 1.1.6 se tiene que H es creciente
m]

en cada argumento.

1.1.9. Decfinicién. Sean b = supS: € S, y b2 = supS2 € S y H :
S x S2 = R, entorices H tiene narginales F y G dadas por:

5




1 Definici y Propiedad 1.1 Prelimninares

para toda £ € S, := Do F, y
para toda Yy € Sa2:= Dom G.

1.1.16.’ E;i;mpl(').’isﬁeu H una funcién con dominio en K- dada por
" H(zy) = (14 emF 4 em¥)~L
‘Sen B = [::;,::2] x [,y2]) € Domn F
Vi (BY = H(zz,¥2) — H{za,11) — H(z1,y2)) + H(z1,31)

(e¥2 — eVt )(e®2 — 1 )}(2 + eV? 4 eVl 4 e*2 +e¥)) >o,
= (&7 G- ev7 + 1)(e%2 + eV + 1)(e*' + evs + 1)(e*t 4-evt 4-1)

Eutonces H es 2-creciente, donde el Domn F = Dom G := [—o0, 0], como
H(z,=00) = (1 +e™F+e)"! =0y H(~oco,y) = (1 +e= +e-¥)~! =0,
entonces / estd fija y sus marginales son: F(xz) = H(z,+o0) = (1 +e~% +
e=®)~! = (14 e *)"l, y Gy) = H(+oo,y) = (1L + "+ e V)~ =

(1 + e~v)~!, donde F(z)y G(y) son crecientes. . ; -
1.1.11. Lema. Sean Sy y S2 b tjuritos fos de R, y sea H una
I ion fija 2-creciente con mnarginales F .y G; d Dorn l! St % Sa.

Sean (z1,11) y (x2,¥y2) puntos en S1 x Sz.° Eﬂtancca
|H(z2,12) — H(zr, )| = IF(mz) - F(zn)l + IG(W) — G-
Demaostracién:

H(za,y3) = H(z1,m) = Hza,2) —"ﬂ(zi. va) + H (21, v2) — H (v ).

Aplicando la desigualdad del tridngulo -
|H (z2,y2) — H{z1, y)] < [H(z2,12) — H(zn.w)l -+ IH(::uyz) - H(z1,m)l,

como H estd fija, es 2 creciente y tiene mnarginales cumple con los Lemas

1.1.6 y 1.1.8.

Sean ap = inf 81, az = inf Sz, b, = sup S, y by = sup S2, entouces
H(z,az) = 0= H(a,y), H(z,b2) = F(z) y H(b1,¥) =G(y).

Como H es 2-creciente en cada arguinento, se cumple

Fxy) = H(xz,b2) = H{Z2,y2) = H(x2,02) 2 0 para toda 22 € S).

6
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1 Definici ¥ Propiedades 1.2 Cépulas

F(z,) = H{z1, ) > H(z1,12) = H(z1,a2) =0 para toda x, € S;.
Como H(x) es 2-creciente, y creciente en cnda a.rgmnento entonces sirz < xy

se tiene que
F(xzg) — F(x1) = H(x2,12) — H(z1,12) > 0, por 1o umto

|F(-'l=2) — F(z)l = |”(1‘2'II2) = H(:r:hvz)l (1.2)
EI misimo argurnento se emplea para G(y), por lo que
) 1G() — Glu)l = mtzl,m) H(zl,m)l ' (1.3)

De las ecuacmnes (1.2) y {1.3) se obt)ene que
|H (2, y2) — ”(-"-‘l- yx)l = lll(-’tm v2) — H(z'uyz)l + IH(l'hllz) — H(zy, )]
< 1F(za) — F(@)] + G — Gl o

1.2. Cépulas

Primero definiremos las subcdpulas, que son un caso particular de las fun-
ciones fijas 2-crecicntes.

1.2.1. Definicién. Una bcdpula es una funcidn C' con las siguientes

propicdades:
1. DomC'= Si x Sz, donde Sy y S» C I y contienen al Oy al 1.

2, C’ es una fi idn fija 2-crecient
8. Para toda u € S, y para toda v € Sy,
C'(u,1)=u y C'(1,v)=uv. (1.4)

Por lo que para cada (u,v) € Do C’, 0 < C'(u,v) < 1, por lo tanto el
Ran C' es tanbién un subconjunto de I.

1.2.2. Definicién. Una cdpula es una subcdpula C cuyo lorninio es I2, es
decir una cdpula es una funcidn C : B — I con las sig tes propiedad
7
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1 Definici y Propiedad 1.2 Cépulas

1. Para todauel
C(u,0) =0 =C(0,u). (1.5)

2. Paratodauel

Cu,l)=u y C(l,u)=u. (1.6)

8. Para cualguier u;, uz, vi, v2 en I, con u; < uz yv1 < v,

Otz 52) = Clutzy 1) — Cloti, 00) + Clatsy 1) = 0. (1-7)

La ecuacién (1.5) establece que las cépulas son funcnona ﬁjns a (1. 7) asxgna
a cada rectdngulo [ul, un] x vy, uz] en f" un valor no negatlvo, por.lo tum.o

son fi 2-cr

1.2.3. Ejemplo. Sean Cg y C) cépulas. y nl 0jc.,”+
8 C) es también una cépula. ;| RO

1. Paracadau €I
C*(4,0) = (1 — 6)Co(u,0) + 6 Cy(x, 0)
C*(0,u) = (1 — 0)Cu(0,u) + 0 C1(0,u)

2. Paracadau €1 g
C*(u,1) = (1 — 0)Cp(u, 1) + 6 Ci(y, 1)
C*(1,u) = (1 — 6)Co(1,u) + 6C(1,u)

3. Para cada ui, u2, v1, v2 €I, donde u' <
Sea B := [uy, uz] x [v1,va], entonces

(u1,v2) + C* (11, 1)

Vou(B) = C"(uz,va) — C*(ua, ) :
[1 K

(1 — O)Veo(B) + 0V (B) =

Por lo tanto C*(u,v) es una cépula. [ ]

1.2.4. Teorema. Sea C' una subcopula. Entonces para cada (u,v) € DornC’

méx(u + v — 1,0) < C'(u,v) < min(u,v). {1.8)

8




1 Definiciones y Propiedades 1.2 Cépulas

Demostracién: g

Sea (u,v) un punto cualquiera en Dom C' y C’. una subcépul& Entonces
C'(u,v) < C'(u,1) = u y C'(u,v) . < C’(l,u) ="y que implica que
C'(u,v) < min(u,v).

C'(1;9)=C" (u, 1)+

Por lo tanto max(u + v— 1, O) < C’(u, u) < min(u,

Camo toda cépula es una subcépuln entonces ]n dmxg\mld (1.8) es vilida
tamnbién para cépulas. Entonces para cada’ cépula c y cualqu.ler (u, u) e1?
se cumnple: . -

méx(u + v —1,0) = W(u,v) < C(u,v) < M(y, it) = xg{li(u,v).‘ (1.9)

A la ecuacién (1.9) se le conoce como desigualdad  d¢’ Fréchet-Hoeffding.
Siendo de interés las funciones W(u,v), M (u,v) y II(u,v) = uv, conocidas
respectivamente como la cota inferior de I"réchet-Hocﬂ'dmg, la cota superior
de Fréchet-Hoeffding y la cdpula pmducto .

Eu el siguiente ejemplo se demuestra que las funcxones (u,v), M{u,v) y
W(u, v) son cSpulas.

1.2.5. Ejemplo. I{u,v) = uv, M(u,v) y W(ﬁ, v) son cépulas,
Sea B := [u,u2] % [v),v2), donde u),uz,v),v2, € I tales que u, < u2 y
v € va.
a.) M{u,v) = uv. : ; .
1. Paratodoucl . H(u,0) = - 0 ¥ 11(0,) = 0.
2. Para’ Lodo uel Il(u, 1)=u y II(l,u) = u.

3. va(B)= n(“z. va) = I (uz, ‘1) = I(u1, v2) + M, v1)
JL= v = ugwn —Uivz tuyy = (uz2 —u1)(vz ~v1) = 0.

Por lo que I'l(u v) ves \141‘m cépula.

b.) M(u, v) xn.m(u, u).

- TESIS CON
DE ORIGE
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1 Definicie y Propiedad 1.2 Cdépulas

1. Para toda u € 1; M(u,0) = min(u,0) = 0 y M (0, u) = min(0, u) = 0.
2. Paratodau€l; M(u,l) =min(uy,1l) =uwy M(1,u) = min(l,u) = u.
‘3. Var(B) = M(ua,v2) — M(u2,v) — M(u;, v2) + M(u, ).

Basta con analizar los siguientes casos:

Caso 1: Siu; > vy, i = 1,2, entonces Vpe(HB) = 0.

Caso 2: Si u; < v, i = 1,2, entonces Var(B) = 0.

Caso 9: Si uy < v1, U2 = vy ¥y vz, entonces Vayr(B) = v2 —v 2 0.

Caso 4: Siu; < vy, uz 2 vy, uz < vz, entonces Var(B) = uz — v, > 0.
Caso 5: Siup 2 v, u; < v2,uz = vy, uz < vz, entonces Vasr(B) = ua—u; = 0.

Por lo tanto Vj,(B) 2 0, y M(u,v) = min(u, v) es una cépula.

c.) W, v) = méx(u+ v —1,0).
1. Parntodau€l; W(u,0) =0y W(0,u) =0.
2. Paratodauel; Wu,1l)=uy W(l,u) =u.
3. Viv(B) = W(uz,v2) — W(uz, 1) — W(u;,vz) + W(ui, ).
Basta con analizar los siguientes casos:
Caso 1: Siuy+v; <1, ua+v; <1, i =12, entonces Viy(B) = 0.
Caso 2: Si uy +vi > 1, us+v; > 1,1 = 1,2, entonces Viv(B) =0.
Caso 8: Si uy +v; €1, up+v; > 1, i = 1,2, entonces Vi (B) =va—uv, > 0.
Caso §: Sivy+ui £1, va+u; > 1,i =1,2, entonces Vi (B) = uz —u; > 0.
Caso 5: Si uz +v2 > 1, vy +uy, vz + up, v; +uz < 1, entonces
Viw(B)=uz+va—120.
Caso 6: Si vy +u1 <1, v2 + uy, ve 4 ug, uz + v, > 1, entonces
Viv(B)=1—uv —u; = 0.

Entonces Viy(B) >0 y W (u,v) = maz(u + v — 1,0) es una cépula. -

1.2.6. Ejemplo. Una funcién de cépulas no es necesariamente una cépula,
por ejemplo la media geométrica de W y I1 no es una cépula.
Sean W (u,v) = maz(u+ v —1,0)'y II(u,v) = uv,

_ : b,/2'= (wo(u+v—1)Y2 u+uv>1,
Gluw) = W2 ={ § utezh

10



1 Definiciones y Propiedades 1.2 Cépulas

1. Paratodaue€l; G(u,0) = 0 = G(O, u)
2. Paratodau €X; -G(u, ) =u

3. Sea B :=. [{;, 3}] . [5’ z], ent '

.2.7. Tcorcmn Sea. C.

Aplicando la. dulgua.ldnd del truing'ulo
[C(uz, v2) — C(ur,v1)| < |C(u2, v2) — C(ux.vn)l + lc(ul.vz) — C(u1,v1)]-

Como C es una cépula se cumple que C(uz,vz) <. C(uz, 1) = uz y
C(u1,m) € C(uy, 1) = uy, aplicando el Lema 1.1.11, se tiene que {C(uz, va) —
CQu,n)| < luz — ur] + [vz — v o

De la ccuacién (1.10) se sigue que cualquier cépula C es uniformemente
continua sobre su dominio.

1.2.8. Definicién. Sea C una cdpula, yd lqui itmecro gque pert

a I. La seccidn horizontal de C en d es la funcion de ¥ — I dada por
t > C(t,d); la seccion vertical de C en d es la funcidn de I — I dada por
t — C(d, t), y la seccion diagonal de C es la funcidn de 6¢ : I — I definida
por Sc(t) = C(t,t).

Para cualquier cépula C, usando las cotas de Fréchet-Hoeflding se tiene que:

11

TESTS CON

L DI ORIGEN




dnci.

1 Definici y Pr

-Opi ) 1.2 Cdpulas

1. mdx(2t—1,0)

< dc(t) Stparatodatel

2. Sidc(t) = Sar(2) para toda ¢ € I entonces, C(u,v) = M(u,v).

1.2.9. Corolario. Las i hori. tales, verticales y diag les de una
cdpula C son crecientes y uniformemente continuas. iy !
D t i6 La i6

horizontal de una cépulav‘C,"'t_ — C(t,a) es

creciente por el Lema 1.2.7, de aqui que .

IC(t1,a) — Cltz,a)] < [t1 —ta], -

por lo tanto C(¢, a) es uniformermnente continua.

El caso vertical es andlogo.

La seccién diagonal de C es la funcién ¢ : I~ I, de donde

16c(t1) —
por lo tanto §c(t) es

Sc(t2))] < |C(t1, 81) — C(ta, ta)| < 2[ty — L2,

uniformemente continua. o

En la figura 1.1, se presentan las superficies de las cé6pulas M ,W y Il De la

definicién de cépula
una superficie contin

¥ del Teorema 1.2.7, la gridfica de cualquier cépula es
ua dentro del cubo unitario I3,

S~
S92

1 S3HTHCS

NN

SISTIETSSHS

SIS IEREES

SEII020200 2%
s seees

i

=]

)
o

|
)
\

.
S
of
0.0

Figura 1.1. Cépulas A, W y I1.
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1 Definiciones y Propiedades 1.2 Cépula.é

Para presentar la grifica de una cépula de un i le se p utilizar
los diagramnas de contorno, esto es, el conjunto en ¥? dado por {C(u,v) = -
a | a € 1}. En la figura 1.2 se presentan las curvas de nivel de las cdpul:m

= = S

Figura 1.2. Contornos de las cépulas M, W y I1.

1.2.10. Teorema. Sea C una cdpula. Para cada v € I, la derivada parcial
8C /Bu existe para casi toda 1 con respecto a la dida de Lebesgue, y para

tal v yu 2
0 = Cluv) <L (1.11)

Sirmnil te, para lguier u & I, la derivada parcial 8C/8v existe para

q

casi toda v, y para tal u y v,
i - . 2
[o) _<_'v-5;c7>(u. v) €1. (1.12)

Ademds, las funciones '

BC(u, u) aC(u. v)
Su

-casi en ualguier parte en I.

de las derivadas 8C/8u y 9C /v es imnediata
por ¢l Corolario 1.2.9,1a ién vertical y horizontal son funciones crecientes
y continuas, por lo tanto derivables casi en todas partes. Para demostrar que
se cumple (1. 11), snbemos que C es creciente por Jo tanto se cumple que para

h >0,

C'(u + h,v) - C(u,v) > 0.

13




iedad 1.2 Cdpulas

1 Definici y Pr

Por lo tanto -~

entonces si & =¥
>0 (1.13)

[

— C(u,v)|
S <1 ] (1.14)

a
o< aC(u,v) <'1.

Siv € 02, entonces u »—) C(u. vz) C(u.v;) es creciente.

Por ]o tunto ;
[C(u, v1) — Cu, vz)]

estd deﬂluda ¥y es no negativa en casi t.odo I, adelmis v .—) ic(u, v) es una
Ou
funcién crecnente en casi todos lados de L.° :

[oe]

Se utilizan los mismos resultados para u -—r%c(u; v).

Drouet y Kotz(2001) dan un cjeinplo de este t.eoremu, consideremos la cépula
de Gumbel-Hougaard . i
Co(u,v) = exp(—[(—in u)’ + (—in u)"]'/”)

ZCo= gll;"-'—'i)-a_lezp(—[(—lnu)a+ (—inv)?]V0)[(—Inu)® + (~In u)”]_’_;"'

Donde u € (0,1) y parn @ € R donde 6 > 1, D‘%Cg(u,u) es una funcién
estrictamente creciente de v.

Una propiedad que sugiere la desi, Idad de Fréchet-Hoeflding, es el orden
ya que cualquier cépula se encuentra entre W (u,v) y M (u,v), por lo que no
existe cépula mas grande que M ni mas chica que W. Por ejemplo IT{u,v) =
uv es una cSpula, siguiendo la desigualdad (1.9) se tiene que

W(u,v) < I(u,v) < M(u,v).

14

- TESIS CON
FaLlLA DE ORIGEN




1.3 Teoremna de Sklar

1 Definiciones y Propiedades
1.2.11. Definicién. Si C) y C2 son cdpulas, se dice que Cy es mds chica
que Ca, s5i C1{u,v) < Ca{u,v) para todo u, v € I. Se denota por C; < Ca.
1.2.12. Ejemplo. j Existe un orden entre

Cla, ) = w ’ y:f T, v) =‘uv'?

No se pueden comparar ya que

Y-

1
‘16
3
16’

0| oof=

por lo que no se cumnple que C(ti, v) 5 rl(:;,u) para todo (u,v). -

1.2.13. Dcﬂn:cxén. Se dice gque una familia de cdpulas pararnétricas {Cy}

estd ord d te, 8 Cq < Cpg cuando a < B; y ordenada negati-

vamente sf Cu >- Cg cuando a < 3.

1.2.14. Ejemplo. La familias de cépula Ali-Mikhail-Haq esti ordenada
positivainente
=W — 5
Cotu¥) = T—pr =) 0 el-1,1. (118
Seanay B € [—-1,1], tal que a < 53,

Caluwv) _ 1-B1—-w)(1—v) _,
Cp(u,v) l1—a(l—-u)Q—v) —

Entonces Cq < Cg.

1.3. Teorema de Sklar

La relacién que guarda la distribucién bivariada con sus inarginales uni-
variadas se aclara con el Teoremna de Sklar, siendo central para la teoria de
cépulas. Ademds es la base de muchas aplicaciones en estadistica.




1 Definici ¥ Propiedad 1.3 Teorema de Skilar

1.3.1. Deﬂnlcién. Una funcidn de distribucion generalizada es una funcidn
en ﬁ tal que:

y a;: b S IR, con a < b, la distribucién
tuufonue en [a, b] es ln. funmén U.,b dnda por

B . O' i '. i:re [~oe, a),
Uas(=) = = zelal,
1 z € (b,o0].

Uas(x) es una funcién de distribucién ya que satisface las condiciones de Ia
Definicién 1.3.1. [

1.3.3. Definicié Una fi ion de distribucidn conjunta genecrulizada es
una fi ion H con dominio en R°, que satisface:

1. I es 2-creciente,
2. H(z,—o0)=H(—co,y) =0 y

3. H(+o00,+o0) =

Una funcién de distribucién conjunta generalizada Ff es una funcién fija,
con marginales F y G dadas por F(xz) = H(x,o0) y G(y) = H (oo, y), donde
F y G son también funciones de distribucién generalizadas.

En estas definiciones de funcién de distribucién generalizada no se pide la
continuidad por la derecha, como en el caso de las funciones de distribucién
para variables aleatorias.

1.3.4. Ejemplo. Sca A una funcién con dominio ®* dada por

H(z,y) =1 +e T+ e V) L,

16




.1 Definici y Propiedad 1.3 Teoremna de Sklar

Ya se demostré en el Ejemplo 1.1.10 que H(z,y) es 2-creciente, ademas cs
una funcién fija, #{{(—oo,y) = 0 = H(z,—o0) y H(o0,o0) = 1, por tanto
H(x,y) es una funcién de distribucién generalizada.

Las marginales de H(z, y) son de acuerdo a lo obtenido en el Ejemplo 1.1.10
Fz)=(1+e ") 'y Gly) =1 +e V)

F(z) y G(y) satisfacen las condiciones de la Definicién 1.3.1, por lo cual son
funciones de distribucién g lizadas cc id como funciones de dis-
tribucidn logisticas. : a

da con f1

1.3.5. Lema. Sea H una funcion de distribucion generals
maryinales F yG. Entonces existe una vnica subcdpula C' tal que

1. DonC'=Ran F x Ran G,

2. Para todo x, y en R, H(z,y) = C'(F(z), G(v))-.
Demostracién: Como H es una funciél de distribucién generalizada, H
esté fija y es 2-creciente, con dominio en RxR = &) % 52, por lo que satisface

las hipétesis del Teoremna 1.1.11.
Sean £ y G las marginales de M, entonces para (x1,y1) Y (x2,12) en R? se

cuinple
HI(Z2, y2) — H(z1, )| < [Fxz) — F(z1)| + |G (12) — G(n)l-

Si F(z2) = F(x1) ¥y G(y2) = G(n1), entonces H(z2,y2) = H(z1,1m1)-

El conjunto
{F ), G, Hiz, ) |, y € R}-

define una funcién real 2-valuada C’, que pl

1. DomC' = Ran F x Ran G donde si cont.nene nl 0 Yy al 1 yn. que F y. G
son funciones de distribucién.

2. C' cst4 fija y es 2-creciente, ya que H es una funcnSn de dnstnbucxén

3. C'(F(z), C(+o0)) = C'(F(x),1) ——H(:t:,+o°) F(z),
C'(F(+00),G(¥)) =C'(1,G(y)) = H(+w, y) = G(u).

Entonces C’ es una subcépula.
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1 Definiciones y Propiedades 1.3 Tvorema de Sklar

1.3.6. Lema. Sea C' una subcdpula. Entonces eziste una cépula C tal que
C(u,v) = C'(u, v) para todo (u,v) € DomnC'. Cualqu:er subcdpula se puede
extender a una copula, que no es dnica.

Demostracién: Sea C! una subcépula, tal que Domn C' = S; x Sy.

Para toda u;,uz,vi,v2 € Dom C' se cuunple que

|G (B2, v2) — C'(ur, v1)] < luz — wa| + |v2 — v,

entonées C’ es uniformemente continua. Por el teorema de extensién conti-
nua, €’ se puede extender a una funcién C” coutinua donde el Dorn C” =
31 x 8%, 51 y 52 son las cerraduras de S y Sz respectivamente, por lo cual
S € 8, y S2 ¢ Sz, eutouces C(a,b) = C'(a, b) si (a,b) € Dom C', C” es
una subcdpula ya que satisface:

1. DomC" = S; x5z, donde 51 C I y 57 < I contienen al {0, 1}, ademss
2. C" est4 fija, es 2-creciente y cumple con la ccuacion (1.4).
Como C” es una subcédpula, utilizando una interpolacién la subcépula C”

se puede extender a una funcién con dominio en I2.

Sea (a,b) € I?, sean @y = infS; y az = supS; y sean b = infSz y
b = supS,, donde a; € a < az yb b < U,s81a € St eutonc@
a) =a = a,, si b € 57 entonces by = b = ba. :

Sean
a—a siay < az
A = az — ay R '
1 st a; = ay.
b—b L sl < by,
Hy = bo— 0y .
1 giby = by

Cuando (a,b) ¢ Domn C' se define una nnterpolncxéu donde A; Y /q son
lineales con respectoa ayb.. - |

Ca,b) = (1— 4\1)(1 - lll)c'(ah

+ - #x)C"(az, bx)

Ax)unc’(an.bn) :2 (1.16)
lc"(az,bz). .

Domn € = I?, ya que mtn es una §
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1 Definici y Propiedad. 1.3 Teorema de Sklar

Para cualquier (a,b) € Dom C”, C(a,b) = C"(a,b).

C(a,0) - = (1 =X )1—1)C"(a1,0) + (1 = A)p1)C"(a,0)
. + Al — z1)C"(az2,0) + X141 C"(az,0) = 0.',_ .
Cla,1). = (1- M)(l —m)C"(a1,1) + (1 - «\1)#1)0"(01: 1)
4+ A1l = 1)C"(az, 1) + M puiCMaz; 1) -
- = (L=}l —p1)ar + (1 =X )pia; +4\1(1 —#1)02 +«\1#|a:
_ (az—a)a; {a — a1)az
az — ay az —ay
= a. .
Igualmente
c(1,b) =

Para que C sea una cépula falta demnostrar que C es una funcién 2-creciente.
Sea (c;d) € J? tal que a <cy b<dy sean c., dl, cz, dl, Az, 2 donde

c—c
dg = ca—c1 ,“. ,‘lp< Rt
1 St Cp = C2.°’
Cd=dy -
pg = d2 —d, sid; < dp,
sidy = dg. i

Sea B := [a,c] x [b, d], parn calcula.r Vc(B) existen varios casos, ya que de-
pende si un punto pertenece o 110 a 3— entrea’y ¢,y si existe un punto o 110
on Szentre by d. .

Un caso snnple es cuando no existen puntos entre.a y c, ni entre byd por
tanto ¢ = a1, ¢z = az, dy = b1 y dz = ba. . . ; ;

Ve(B) = Ve((ard x b.d) = Cled) — Clet) C(a.d) - Clas

(1 — A2)(1 — #2)0"(chdl) + (1 = A2)uz)C’
A2(1 — p2)C"(c2,d1) + AopaC"(cz,dz)
(1 —A2)(1 — #2)0"(111,&1) + (1= «\2)#20 JCIN bz)

Cle,d)

[
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1 Definiciones y Propiedades 1.3 Teorema de Sklar

4+ A2(l — p2)C"(az, ) + Azp2C"" (az, b2).

Cle,0) = (1—22)(1 —u1)C"(a1,b1) + (1L — A2)u1)C" (a1, 62)
-+ ,\2(1 - l‘l)c"(az.bx) “+ A2p1C"" (a2, bz).
(1 - )\l)(l - #2)0"(ﬂhbx) + (1= AM)ua)C" (a1, ba)

C(a,d) =
RERETI ,e,\l(x —m)c“'(az,bo + ,\mzc (uzyb'z)
C(a, b) = (1 = )\x)(l - #I)C"(au.bx) + (1 - »\x)#x)c"(an-bz)
: e A.(l —I‘I)C”(a?-bl) + Ame"(az, E
Susutuyendo en (1. 17) se tiene que ’ “
Vo(B) = [(1=Aa)(1 = p2) = (1= Az)(l = p1) = (L= MU= ia)
) + A=) — #x)][c"(a-n b)) = C”(a,. bz) - C"(an.bl) -+
Ve C"(az,b2)) . o .
= [(A2 ~A1)(p2 —#x)]Vc([ﬂl.aﬂ 3 [b|."z]) > 0,

yaqueldz >\ sia<cypua>ursib<d. L

El caso extremo es cuando al menos existe un punto entre a yeo y entre b y
dportantoa <az <c) <cyb<br<d, <d.

Ve(B) Ve([a,d] x [bd]) = Cle, d) — Cle, b) — Cla,d) + C(a, b) (1.18)
(1 — X2} (1 — p2)C" (€1, 1) + (1 — A2)u2)C"(er, d2) -

F+ 00

Az(1 = p2)C'(ez, dr) + App2C"(e2, d2)
(1 — 2A2)(1 — 11)C"(e1, 1) = (1 = A2)p11)C"(e1, b2)
— A2(1 = 11)C"(c2, 51) — Xapt1 C"(c2, b2)
— (@ =AML = 42)C"(ar,dy) — (1 — Ay )uz)C" (Gl,dz)
—  A(1l = p2)C"(az, di) — Mp2C"(az, dz)
F = AN —w)Can, ) + (L — A)u)C"(ar, b2)
+ Al = p1)C"(az, b)) + XM C"(az, b2)
-+  p2C" (a2, d2) — p2C"(az2,d2) + p2C"(az,d1) — #20"(02.111)
+ A2C"(e1,b2) — A2C"(c1, b2) + C" (1, b2) — C"(Cl.bz)
+  A2C"(c2,b2) — 2aC'"(e2,b2) + (L — X1)C"(ar, ba)
— (@ =X)C"(a1,82) + (1 —11)C"(a1,b2) — (1 — le )c"(ah b2)
+ C"(az, b2) — C"(az,ba).
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1 Definici y Propiedades 1.3 Tvorema de Sklar

Asociando términos

us2Ve(laz er] x [dida)) + (1 — A)uaVe(lar, az) x [di, d2])
Az2p2Ve([er, cz] % [dr, dz]) + (1 — A )Ve(lar, a2) x [b2,d1])
Ve(laz, e1) x [bz, di]) + XaVe(ler, 2] x [b2, dy])

(1 = A1 = 1) Ve(lar,ar]) x [bnbzl) +#2Vc([02,c|] x [b1,62])
(1 — p1)Ve(laz,a1] < [b1,62)) : L
Az(1 — p)Vel(ler,ea] % (b, 02]) = 0.

Los demds casos son combinaciones de’los“dos ant.enorm, por’. 1o que C
cumple con Vg(B) =0 para cualquier B en Dom C,: por. lo tu.m.o C es una’
cépula. RO MR S OS E m |

Vel(B)

EEEE

1.3.7. Ejemplo. Sea(a, b) cua]quner pu xto en ]R"', Y sea la sngulente funcién
de distribucién gexlernhzada i :

iz<a. o.ly<s,
siz>a'y yzo.

siiz e‘[v—oo, a)

si-x € [a, co).

2 s,y € [—o0,b)
jvsi v.€ b, 00).

Aphcando el Lemn 1.3.5 H(zy C’(F(::),G(y)) entouces el Domn C' =

{0,1} x {0, 1} donde C!(0,0) = C’(O 1) =C’'(1,0) =0y C'(1, 1) = 1; exten-
diendo Ia' subeépula“C'-a una cépula C de acuerdo al lema anterior donde
el Do C.=. 2,kpa.ra todo (u,v) € I? queda C(u,v) = uv la cual es una
cépula. s . L -

1.3.8. Teorema de Sklar. Sea H una Juncidn de distribucion gencralizada
conjunta con tnaryinales F y G. Entonces eriste una cdépula C tal que para

todos (z,y) € R,
H(z,y) = C(F (=), G(v)) (1.19)
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1 Definiciones y Propiedades 1.3 Teorema de Sklar

St F y G son continuas, entonces C es dnica, por otra parte, C estd unica-
mente delerminada sobre Ran F x Ran G. Si C es una cdpula y F y G son
Junciones de distribucion, 2 la ft idn H definida por (1.19) es una
Juncion de distribucidén con rmarginales F y G.

Demostracién:

Para todo x, ¥ € R existe la cépula H(z,y) = C(F(z), G(y)) de acuerdo a los
dos lemas anteriores. Si F y G son continuas entonces ftan F = Ran G =1,
y de acuerdo al Lema 1.3.5 la cépula es inica. En caso de que F* y G no
sean continuas C sélo queda determinada por fan F x Ran G. )

La ecuacién (1.19) establece a través de una cépula la relacién que guarda la
funcién de distribucién generalizada bivariada con las funciones univariadas.
También permite expresar una cépula en términos de una funcién de dis-
tribucién conjunta y de las inversas e las marginales. Por esto es necesario
definir como se obtienen esas inversas, ya que las marginales pueden no ser
crecientes estrictmnente, por eso se define la cuasi-inversa de una funcién

de distribucién.

1.3.9. Definicién. Sea F una fi ion de distribucion generalizada. En-
t la cuasi-1 sa de F es cualquier funcion I~V con dominio en I

tal que

1. Sit € Ran F, entonces F(—1)(t) es cualguier =z € R tal que F(z) = t,
es decir para toda L € Ran F, F‘(F(")(t)) =t.

2., Sit¢ Ran F, entonces
FED() = inf{z|F(z) = t} = sup{z|F(z) < t}.

Sea A := {z|Ff(z) = t} y B := {::VIF"(::) <.t} donde F es una funcién de
distribucién. S . 3

Sea —00 € ... < g <z £ ..t <‘oo, se tiecne que 0 = F(—o0) <€ ... <
Flr)<... < F(oo) = 1. : .

Sea ) .

1. SiA=[r,x]yB= [=00,z,), entonces A N B = ¢, por lo tanto

WA =z, =supB,
22
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1 Definiciones y Propiedades ' 1.3 Teorema de Sklar

2. Si A= [z,00] y B = {—00,x,], entonces A N B 7 ¢, por lo tanto
infA=supB =uz,. )
Por lo tanto inf A = sup B.

Si F es cstrictameute creciente su i-1 sa es la inversa ordinaria y se
utiliza la notacién comin F—1, :

1.3.10. Ejemplo. Sca

o 8t £ <0,

F(z) = 1/3 'si0<z<]1,
1. "sia:>l.

F(z) es una funcién de dlstnbucxén generalwada con cuasi-inversa

si’ t—-O,. ap < O,
-7 80 <t <1/3,
=173, "1/3 < a1 <1,
: =81 1/3 <t <1,
sit=1,.~\0221.

F(-!)(tj ;

1.3.11. Corolnr:o. Sca H, F, G y C’ como.en cl Lcma 1 3.5, v sea F(-1) gy

G(=1) las cuasi-inversas de F'; ) G, resp te. Ent para lg
{u,v) eDmnC’ S e

cmmo=HwFWMﬁEWML' (1.20)

Demostracién: Sea H una funcién de distribucién conjunta con marginales
F y G, entonces de acuerdo al Lemna 1.3.56 H(::, y) = C'(F(x), G(y)) donde
Damn C’ Ran F x Ran G.

Sean u = F(z) y v = G(y) funciones de distribucién con cuasi-inversas
¢ =P}y y'= G- (v)).

Por lo que H(z, y) = H(F(—1)(u), G(—1) (v)), por el teoreina de Sklar se tiene

queC"(u v) = CU(F(FD) (1)), GG () = H(F(w),G0(w). O

Este corolario ilustra un método para la construccién de cépulas cuando
¥ G son funciones continuas.
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1.3.12’.‘E‘j‘emp‘|o. 'Sea
- ‘—————";:r‘.",ﬁi"_‘ll’ " si (z9) € (1,11 % [0, 00],
- etV : s (z,y) € (l.°°] > [0, °°].

H(z,y)
; ; ‘en otro casa.

cuyas ma.i-ginajm son <
\sn =€ [—oo,—l)

‘si ::E [~1;1)°

H (:::, oo) F (:t)

e i (z,u)eu mlx[o.éol
0. yE[—oc.O) B
H (oo, y) G(y l—eV veE [O oa)

1 (=.v) € (L] x [0, oo]

Las cuasi-inversas de F(z) y G(y), donde el Ran F = Ran G = I son:
FED () = (2u — Dipy(u)y  GEH() =—in(l — —v)lo,(v).

Para construir la cépula se evalua C(u, v) = II(F(—')(u), G- (v)),

: _ 2u{l — 1+ v)
f(2u — 1, —in(l —v)) = (2uv—l)(1—u)+2—1+v

Tu¥Fv—uv ol
1.3.13. Ejemplo. La funcién de distribucién exponencial bivariada de
Guinbel
1 —e % —e ¥ 4 e~(Ttyviory) (z,¥) € [0,00] x {0,00],

Ho(z,y) =
8(z,y) { o en otro caso,

donde 8 € [0, 1].

Las marginales de Hg(z,y) son Fp(z) = 1 —e~%, parazxz = 0, y Goly) =
1 —e7 Y, paray > 0. Fp y Gp son funciones crecientes, tales que Fg(—oo) =
0 = Gp(—-oo) y Fo(oo) = 1 = Gp(o0) por lo tanto son funcioues de dis-
tribucién con cuasi-inversas: F( D(u) = —in(L — )l )(u) ¥ G( Y) =
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—in(l — v)l[o ,](u), rwpecuvnmente.

-m(F‘“"(u) G5 )

E Hy(Zln(l'—u), —in(l —v)) - .
D etn(i=u) L gin(l=v} _ gin{1—u) Sin(1=v) ;—Otn(l~u)in(l —v)

(o = L (L w)(1 = p)emdin(i—wintiow),

;Co(u,‘v) -

I

La cdpula asocmda a la distribucién exponencml bivariada de Gumbel es

Colu, u) —uu—1 +a= u)(l - u)e-‘""('—")'u('-"’ -

Sea C una cépu]a. se define la funcidn H¢ con Dorn He := R? como

] (z,y) € [-00,0) X [~o0,0),
C(=z,v) (=, ¥} €0,1] = [0,1],

He(x,y) = z (=, ) € [0,1] x (1,00],
v (z,y) € (1,00} x [0,1],
1 (z,y) € (1,00] x (1,00].

Entonces He es una funcién de distribucién bivariada donde sus marginales
son funciones de distribucién uniformes en [0,1].

1.4. Cépulas y Variables Aleatorias

Si (2, F, P) es un espacio de probabilidad y los resultados bdsicos de un
experimento corresponden a los valores de w € Q. Sen X una funcién de Q2

en los reales.

1.4.1. Definicién. Una variable alecatoria sobre un espacio de probabilidad
($2, F, P) es una funcion F—medible de Q@ — R, es decir X : (Q,F) —
(R, B(R)), tal que para toda B € B(R).

X~YB) = {w e QX (w) € B} € F.

Si X es una variable aleatoria sobre (€2, F, P) la medida de probabilidad
inducida por X es la medidad de probabilidad Px en B(R) dada por

Py(B) = P{w: X{w) € B} con B € B(R).
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1.4.2. Definicién. La fi
es la funcion' F: R —:[0, 1) 'dada por ' .

' de dist’r;'_bucid'n‘dc'una variable aleatoria X

paru rE€R,

cntpm:cé F.oes crediente -y continua por la derecha, con F{oco) = 1 y
F(—o0) = 0. g : ; :

Una variable aleatoria X se dice que es continua si y sélo si la funcién de
distribucién es continua para todo z € R. Equivalent X es conti

8i P[X = z) = 0 para todo =.

El teorema siguiente restablece el Teorema de Sklar en térininos de las va-
riables aleatorias y de sus funciones de distribucién.

1.4.3. Teorema. Sean X y Y variables aleatorias con [ i de distribu-
cidn F y G respecti te. y ft idn de distribucidn conjunta H. Entonces

eriste unia co'joula C tal que
H(z,y) = C(F(x), G(v))-

S¢ F y G son continuas entonces C es nica. En caso contrario C dnicamente
puede determinarse en el Ran F x Ran G.

1.4.4. Tcorema. Sean X v Y variables aleatorias contis
v Y son independientes si y sdlo st Cxy = I1.

Ent. X

Demostracién: Sean F ¥ G las funciones de distribucién de X y ¥, y

H(z,y) la funcién de distribucién conjunta de X y Y. Entonces
H(z,y) = F(z)G(y) = C(F(x), G()) = N(F(z),G(v))-

De acuerdo al Lemna 1.3.5 es Gnica cuando X y Y son continuas. jm ]

| ia de las variables

Por lo que la c6pula producto teriza la indep
aleatorias cuando son continuas.

Si la funciéu de distribucién de una variable aleatoria es continua, y si a es
una funcién estrictainente mmonétona cuyo dorminio incluye Ran X, entonces
la funcién de distribucién de a(X) es también continua.
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1.4.5. Teorema. Sean X y Y vanables aleatorias continuas con copula

Cxvy. Sia y B fi i estr crecientes en Ran X y Ran'Y res-
pectivamente. Eﬂlonccs Caxyp(yv) = Cxv. Por lo que Cxy es invariante
bajo transfor estri te crecientes de X y Y.

Demostracién: Sean X y Y variables aleatorias continuas, a y 3 funciones
estrictamente crecientes.

Sean Fy, F», G;, G2 las funciones de distribucién de X, a(X), Y, 8(Y),
respectivamente

Fa(z) = Pla(X) < ] = PIX <'o='(2)] = Fi(a—' (=),
G2 = PIAW) <3 = PIY < = ﬁ"‘(y)] =GB ).
Entonces

Cagxyaty(Fa(z),Ga()) = Pla(X) < 2,8(¥) <]
) Lo P[X o' (2),Y < 8~ W)
CCxv(Fi(a=(z)), G1(B~ (v))

Cxv (Fa(x)), G2(v))-

Como X y Y son v;ax'inb] aleatorias continuas, el lan F2 = Ran Ga =1
entonces Cax)g(y) = Cxy. a

1.4.6. Tecorema. Sean X y Y wvariables aleatorias i con cdpul
Cxy. Sz a y B son fi i estrict te 12 en ftan X y RanY
T 37 te. Ent. oces
1. Sia es estrictamente creciente y 3 es estrict te decreciente, en-
tonces
Caxysyy(w,v) = u — Cxyv(u,1 —v).
2. Sia es estri te decreciente y 3 es estri te creciente, en-
tonces

Caxysyy(u,v) = v — Cxv(l — u,v).
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P R 1.4 Cdpulas y Variablw Aleatorias

te decrecientes, entoncca

3 Sta,y ﬁ #on estr

Cn(x)p(y)(u. u) =u+v—1+Cxv(l— u, 1 —v).

Dcmostraclén Sean X y Y vn.na.blm aleatorias contmuas, a y B funciones

onas, estrict

Sean u '—“F’z yv =Gz,

L) Cagxyacy) (4, 0)

[}

2.) Co(xys(vy(u,v)

R

I

3.) Ca(xysvy(u,v)

BRSNS

Ca(a)a(v)(F'z(I).Gz(y)) = Pla(X) < z B(Y) <y]

PIX < a~}=z),Y > B~ (W)]

P[X < a”l(z)] - PIX < o™ H2),Y < 67 (¥)]
Pla(X) < 7] - Cxy(Pla(X) <x],1 - P[B(Y) <))
Fa(z) - Oxv(Fua(z), 1 — Ga(y)) = u — Cxy(u,1l —v).

Cax)syy (Fa(z), G2(y)) = Pla(X)’ <= ﬁ(Y) < u]
PIX > a~Y(z),Y < B7 ()]

PlY £p7' ()] ~ PIX <a~!(z),Y < B"‘(u)] :
PIB(Y) < o] — Cxv (1 — Pla(X)] > =, P[B(Y) < y])
Ga(y) — Cxy (1 — Fa(z),G2(y)) = v — Cxy (1 —u,v).

Cax)sy) (F2(z), G2(y)) = Pla(X) < z,8(Y) <y
P[X > a™1(=z),Y > 87 (y)]
Pla(X) <z]+ PBY) <y]—1.

S Cxy(l = Pla(X)] > x,1 - P[B(Y)] > v)

Fa(z) + Ga(y) — 1 + Cxv(1l — Fa(x), 1 — G2(y))
utv—=1+Cxy(l~-u,l1-—uv)
’ o]

Las tres funmonm que result.a.n de aplicar las transforinaciones mondétonas

son cépulas.:.

Sea B : [ux,uzl x lul.vzl c 12

1. C*'(u,v) =u— ny(u, 1—v).
Para toda u.€ I C*(u,1) =u=C*(1,u).

28



1 _Definici ¥ Propiedad, 1.4 Cdpulas y Variables Aleatorias

Pa.ra‘ toda u €X; C*(u,0) = 0= C"*(0,u).
Ve-(B) C*(u2,v2) — C*(uz,v1) — C*(u1,v2) + C*(u1,v;)
PR Vexy ([ur,uz] < [1 —~v2,1 —w]) > 0.
Entonces C'(!_A, v) es cépula.
L2, C*(uiv) =v=Cxy(l— u,v).
Para'todau €X; C*(u,1) = u = C*(1,u).
Para toda u € I; C*(u,0) = 0= C*(1,0).

Ve (B) = Veoxr ([l — u2,1 —u3) x [vi,v3]) > 0.
Entonces C*{u, v) es cépula.
3. C(u,v) =u+v—=14+Cxy(l —u,l—1uv).
Para toda u € I; C*(u,1) = u = C*(1,u).
Para toda u € I; C*(u,0) =0 = C*(1,0).
Vo (B) = Voxy ([l —uz2,1 —w] % [1 —v2,1 —w1]) 2 0.
Entonces C*(u,v) es cSpula.
1.4.7. Ejemplo. Scan X y Y variables aleatorias continuas con cépula C y
funciones de distibucién univariadas F y G respectivamente. Las variables
aleatorias indx(X,Y) y min(X,Y) son los estadisticos de orden para X y
Y. Demostrar que las funciones de distribucién de los estadisticos de orden

estin dadas por

Plméx(X,Y) < t] = C(F(t),G(¢)) y

Plinin(X,Y) < t] = F(t) + G(t) — C(F(t), G(¢t)).
Cuando F =G,

Plméx(X,Y) < t] = §c(F(t)) y

Plnin{X,Y) < t] = 2F(t) — dc(F(¢)).

Plmix(X,Y) < t] = P[X <tY <t]=C(F(t),G(t)).

Cuando F = G entonces es igual a dc(F(t)).

Phnin(X,Y)<t] = PH{X st}u{y <t}]
PX <t]+PlYy <t]—-P[X <t, Y <1
F(t) + G(t) - C(F(t), G(2))-
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1 Definici y Pro

Cuando F =G Plnin(X,Y) < ] = 2F(t) — 6c(F(L)). [

Ahora consideremos dos variables aleatorias asociadas a un inisino experi-
mento X3 y Xz. Sea X = (X, X2) un vector aleatorio sobre un espacio de
probabilidad (€2, F, P), si X : 2 — R?, entonces X es F—iedible si y sélo
X; es Borel medible, para § = 1,2,

La medida de probabilidad inducida por el vector alcatorio X estd definida

por .
Px(B) = P{lw: X(w) € B} B € B(R?*).

1.4.8. Decfinicién. La funcidn de distribucidn de un vector aleatorio X es
la funcidn H : R? —+ [0, 1] definida por
Hx(xz1,z2) = P[X, € 21,X2 < 23).

A H también se le conoce como funcién de distribucién conjunta de X y
Xa, H es creciente y continua en R?, con H(z, —oc) = 0 = H(—o0,z) y
H{oo,00) = 1.

Las cépulas son funciones de distribucién con marginales Uniformes|0, 1). Ca-
da cSpula induce una medidad de probabilidad en I? a través de Ve([0, u] x
[0,v])) = C(u,v). La C-medida de un subconjunto I? es la probabilidad de
que dos variables Uniformes [0,1]) U y V con funcién de distribucién con-
junta C towen valores en [0, u) x [0, v].
Cualquier cépula € se puede expresar como

C(u,v) = Ac{u,v) + Scl(u,v),
donde o g2
Ac(u,v) = /“o‘/u‘ _asazc(“" t)dtds
es la parte absolutarnente continua de la cépula, y

Sc(u,v) = C(u,v) — Ac(u, v)

es la parte singular.
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Del Teorema 1.2.10 92C(u,v)/8udv existe casi en todas partes en I2. Si
C = Ac en I?, la funcién de distribucién C tiene una funcién de densidad

conjunta dada por
3%

Budv
entonces C es absolutamente continua; 8i C = Sc, esto es 8?C(u, v)/Sudv =
0 casi en todo 12, entonces € es singular. De otra manera C tiene compo-
nente singular y coinponente absolutamente continua.

C(u,v),

El goporte de una funcién de distribucién conjunta H es el complemento de
1a unién de todos los subconjuntos abiertos de R? con H-medida cero.

1.4.9. Definicién. El soporte de una cdpula es el ol to de la unidn

‘de todos los subconjuntos abiertos de I* con C dida cerv. Ci do el so-
porte de C es I, sc dice que C tiene soporte completo.

1.4.10. Ejemplo. La cota superior de Fréchet Hoeffding M(u,v) es una
cépula singular ya que

Dudo e C(u,v) = 0.

Como el soporte de la cépula es el complewnento de la unién de todos los
subconjuntos abiertos de I? con M-medida cero. Para esta cépula todos los
rectingulos por abajo o por encima de la diagonal tienen nedida cero, y los
rectingulos que tiene al mmenos un vertice sobre la diagonal no, por ello el
soporte es la diagonal en I?, es decir v = u para todo u € I.

Lo mismo ocurre para la cota inferior W, donde la parte absolutamente
continua vale 0, por lo que es una cépula singular donde el soporte es la
diagonal invertida, es decir v =1 — u para todou € I. ]

1.4.11. Ejemplo. La cépula producto es absolutainente continua para
todo (u,v) € I?

An(uv) = [0 f° asatﬂ(s,t)dtds _f /odtds = uv = (u, u). -

En el sigui e ej lo se a una cépula que tiene commponentes abso-
lutamente continuo y singular.
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iedad 1.5 . Las Cotas de Frdéchet Hoeflding

1.4.12. Ejemplo. Sea la cépula

1—a. - o
o u "% u® = vF,
Cap = { uv!—F -yt < v,

. &
i {+]
Si u® > v entonces Duav‘c(_:‘" v).

. 92 o
si u® < v? entonces Fo5uCuiv)

I

Ac, a(u,v)

It

entonces K : 5 :
Ac, s(u,v) = uuf*f}l(u;;,a) +uu""ﬂ(.,..>,a)‘ - oE
‘ % ["nlﬂ_u+lnku;<04} +"B/a:-p+ln(u">u‘)] )
donde la parte absolutamente continua de la cépula es
AGo 4 (,9) = Canluty0) = =28 mmmfue, woo " 407!
yel compc;uentc singular
of nfnfu®, vPjoT i +8 7=t -

Scas(wV) = o—opTp

1.5. Las Cotas de Fréchet Hoeffding

Como consecuencia del Teorema de Sklar, si X y Y son variables aleatorias
con funcién de distribucién conjuuta ¥ y inarginales F y G respectivamente,
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1 Definici y Propiedad 1.5 Las Cotas de Fk-échee Hoel!'dmg~

entonces la deslguuldad de E‘écheb—Hoeﬂ'dmg pa.ra. la. fun 6n e dnstnbucxdn
coxuunt.a Hes

W(F<z) Gw) <H<z,y) <M(r(z) : e

donde
: . M (F(x), G = = min(F(z), G(u))

W(F(z),G(¥) = mtiX(F(z) + Cv'(u) —1, 0),

son lu. cotas superior e inferior respecnvumente de R‘édxel:-Hoeﬂ'd g pura
la funcién de distribucién conjunta H. : : S . .

1.5.1. Ejemplo. Demostrar que las cotas de 1 :dbis‘t.r'il__mciones de ]os es-"
tadisticos de orden estdn dadas por ' - Bt
max(F(L) + G(t) — 1,0) < Plinsx(X,Y) <

max(F (1), G(t)) < P[mm(x.y)‘ :

Para (1.23) se tiene que

(t)) v (1 22),
“G(1);1). (1.23)

entonces

por lo que ¢ LR
F() + G(t) = C(F(t).G(t)) > F(t) + G(t) v qm(F(z)‘ G@). "
Si F(t) < G(t) eutoncw » : -

P ¥ G — C(F(t),G(t)) > a(z)
Por lo tanto P[mfn(X Y)= t] > max(F(t), G(t))

C(F(t), G(t)) = max((F(t) + G(t) ~1, 0) ;
F(t) + G(t) — C(F(t), G(2)) < F(t) + G(t) — mé.x(F(t) +G(t) —-1, 0)
Si F(t) + G(t) > 1 entonces .
F(t) +G@t) —C(F(1),G(t)) < 1.
Por lo tanto Plmin(X,Y) < t] < min(F(t) + G(t), 1)

xnéx(F(f),G(t)) < Phnin(X,Y) < t] < min(F(t) + G(¢),1). -
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1 Definicie y Pro jes 1.5 Las Cotas de Fréchet Hoeflding

1.5.2. Definicién. Un conjunto S R? es creciente si para cualguier
(zyv), (u,v) € S, = < u implica que y < u. Similarmente, S c R es
te si para lquier (z,y), (u,v) € S, = < u implica que y > u.

decr q

La funcién de distribucién conjunta ff de las variables aleatorias X y Y es
la cota superior de Fréchet Hoeflding s8i y sélo si el soporte de H pertenece
a un conjunto creciente y es la cota inferior si el conjunto al que pertenece

es decreciente.
1.6.3. Lema. Sea § € R®. Ent S es creciente si y sdlo si para cada
(z,y) € S, se cumple

1. para todo (u,v) € S, u <z implicav <y o

2. para todo (u,v) € S, v <y implica u < x.

Demostracién: Suponemos que S es creciente, y que ninguna de las condi-
ciones del lema se cumnplen.

Entonces existen puntos (a,b) y (c,d) € S tales que a sz, b >y, d <y y
c> x. ER

Por lo que a < = < ¢ imnplica que a <cyb> y> dnnphcaqucb<dlo
cual contradice la hipétesis. .

Si S es decreciente, existen (a,8)'y (e,d) E S cou a ‘e‘nt.oncm
a v

para cualquier punto (z,y) € S donde (:c, y)
ninguna de las dos condiciones.

no ,sé cumnple
a

1.5.4. Lema. Sean X y Y wvariables con fi i de dlal.' ib
H. Entonces I es iqual a M en (1 21)(cota superior de Fréchet- lloeﬂ'dung)
si y sdlo si para todo (z,y) € R?, se cumple PX > =xY Syl =00
PX <z,Y¥ >y} =0

Demostracién: Sean F{z) y G(y) las funciones de distribucién de X y Y
respectivamnente, F(z) = P[X <z]=P[X <z, Y < y]l+ P[X <z,Y > y],
entonces H(z,y) = F(z) — P[X <=z,Y > y}.
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iedad 1.6 Las Cotas de Fréchet Hoeffding

1 Definici v Pr

Ahora G(y) = PlY < yl=P[X < z,Y < y]+ P[X >z, Y < y], entonces
H(z,y) = G(y) — P[X > z,Y <y, por lo que H(z,y) = M(F(z) G(y)) si
y sélo si min(PlX <2,Y >y, P[X >=z,Y <y)) =0. ; o ]

ion conJunta
nto crecierite

1.5.6. Teorema. Sean X yY variables con juﬁé: n de
H. Eﬂtonccs H = M siy sdlo si cl aaporte dc H:es
de R® g
Demostrnclﬁn. Sea S el soporte de H t.al q ] sea (=, v)
cualquier punto en R*. : . : ER

p]icla aue v < ,’, si cu ple‘ Que.

Entonces para todo (u, v) € S uhh< x i

{(u, u)]u<z.v>y}ﬁ$ 4: o .P[X<a:,Y>y]—0.
<yyu<::, entonces .

Si para todo (u; v) € 'Sy
{(x, v)lv < !/, ‘

por lo tanto H (.j:, y) min(F(:z) G(y)) ]

z}ns = ¢ o PIX>zY<y=0

1.5.6. Lema. Sean V. Y vanablca con funcidn de distribucion conjunta
H. Entonces H:cs :gual aw (cala inferior de Fréchet-Hoeffding) si y sdlo
si para todo (x,y) E r? .ise cumple PX >zY >y =00 PIX <z,¥Y <
vl =o0. [

Demostracion:
respectivamente, ¥ W(F(z)

PiX > z,V'> 1] = I_’[X'>:x:]—P[YSy]+P[XSz,Y5y].

Sea.n F(z) y G(y) las funciones de distribuciéon de X y ¥V
(y)) su funcxéu de distribucidn conjunta,

Entonces L
-z, Y >y] + Flz) + Gv) — 1,

tonces H(:c, y) = F(z)+G(y) — 1.
x| = PY > y)+ P[X >=z,Y >y
CGy)—1+1-— F(z) G(y) + H(z,y),

H(z,y) i
81 P{X > z,y >y]
PIX <=z,Y <y

8 PIX Sz, ¥ <] =}
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1 Definici ¥ Propiedad 1.6 Cépulas de Supervivencia

1.5.7. Teorema. Sean X y Y variables con funcion de distribucion conjunta
H(x,y). Entonces H es igual a W (cota inferior de Fréchet Hoeffding) si y
sdlo si el soporte de I{ estd en un subconjunto de ®? decreciente.
Demaostracién: Sea S el soporte de #, tal que S es decreciente, y sea (, ¥)
cualquier punto en R>.

Entonces para todo (u,v) € S, u < z implica que v > y si cuimnple que

{(,)u<z,v<y}NS=¢ o PX<z¥<y]l=0.

Si para todo (u,v) € S, v > y, entonces u < x se cumple si

{w, v <p,u<zx}nNS = ¢ o PXZz,Y<y]=0 o
{(v,W)lu>z,v>y}NS = ¢ o PX>az,Y>y}=0,

por lo tanto H(z,y) = mix(F(z) + G(y) — 1,0). [om ]
Para variables aleatorias X y Y continuas, Y casi seguramnente una funcién
creciente de X si y sélo si lacépulade X y Y es M; y Y es casi segurainente
una funcién decreciente de X si ysélosilacépulade X y YV es W.SiU y
V son variables aleatorias uniformes [0, 1], con funcién de distribucién Af,
eutonces PlU = V] = L, y si la cépula es W entonces P[U +V =1] = 1.

1.6. Coépulas de Supervivencia

La probabilidad de que la variable aleatoria X tome valores mayores a =
estd dada por la funcidn de supervi ia, F(z) = P[X > z] = 1-P[X < x).

Para variables aleatorias X' y ¥ con funcién de distribucién conjunta #, la
funcién de distribucién conjunta de supervivencia esti dada por

H(z,y) = PIX > =z,Y >y},
donde sus marginales estin dadas por

H(z,—00) =P[X >z,Y > —00] = 1—P[X <z]=F(z) y
H(—o0,y) = P[X > —00,Y >y] = 1—PlY <y]=T(v).
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1 Definici ¥y Propiedad. 1.6 Cédpulas de Supervivencia

La relacién que guarda las funciones de supervivencia univariadas con la

funcién ¥ (z, y).
H(z,y) = P[X>=zY >y
= PY>yl-PX<z]+PX <z,Y <y
= I'“PlY <y]+1—-PX<z]—1+PX <z,Y <y]
= PlY >yl + P[X > z] — 1+ C(F(z),G(v))
= G +F(z)—1+ C(l - F(7-')- 1 a(!I))

Se define a la funcnén &:12 —) I por ;
C(u,u) =u +  '1+0(1 —u,l—-u), i (1.24)

se tiene que

Se conoce a C coino la copuln de supcmucnc:a de X y Y, la cual asocia de
manera andloga a las funciones de supervxveucxa ‘marginales con la funcién

de supervivencia conjunta. : FORE
Sean U 'y V. variables aleatorias luuform@ (o, 1), entonces

Tu,v) = PIU>uV> u] :
PlU>ul—PlV o]+ PlU<S 4,V <]
= 1—u—v+C(u,u)=5(1—u,l—v).

I

1.6.1. Ej plo. En el gjemnplo 1.3.13 se obtuvo la cépula Cp para una fun-
cién de distribucién Guinbel exponencial bivariada, para @ € [0, 1],

GCo(u,v) = u-+v—=1+4 (1 —u)(l — v)e~%nll-ulin(i-v)
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lad 1.6 Cdpulas de Supervivencia

1 Definici ¥ Prc

La cépula de supervivencia se obtiene aplicando (1.24)
Colu,v) =u+v—1+Co(l —u,1 — v) = (uv)etintulinv) -

1.6.2. Ejemplo. Distribucién de Pareto Bivariada
Sean X y Y variables aleatorias cuya funcién de distribucién conjunta es

A+z+y)~? =zz0,y=0,

— 1 +z)? z>0,¥<0,
H =

o(=v) a+-° z<0,y20,

1 <0, y<0,

doude ¢ > 0.
Las marginales quedan como

Fo) = Hols,—o0) = { {+97° =28

Gy) =

F(u)-V =
tiene la cépulz_x

Co(u, u)

1.6.3. Definicion.:

Cu,v) = ‘ot v —C(u,u) y la - ;y"', la’
C*(u,v) = 1 —Cc=u1l—u).
Las funciones de las definiciones’ axntenorw 10 son _cépulas ya que ninguna
de las dos cumplen con la primera propledud ie. C(u,0) = u—C(u,0) =u
yC(u,0)=1-C(1 —u, 1) = .,

Cuando C & la ¢c6pula de un par de variables aleatorias X y Y, el dual de
una cépula y la co-cépula expresan cada una la probabilidad de un evento.

Al igual que la cépula de supervivencia,
PIX > 2,Y > y] = E(F (=), Tw))
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iedad 1.6  'Cdpulas de Sﬁpervivencia )

para el dual el evento que se describees ‘ . :
PUX < z}uly <v) P[X<=:]+P[Y<tl—P[X<z.Y<y]

) ’ F(z) + G(y) —H (z,y) -

C(F(I).G(u))

P[X >:r:]+P[Y > y] P[X >.1:,Y >y]
F=z)+Tw) ~ C(F(x),Tw)

1 —C(1 = F(z),1 —G(v)

C*(F(2), G(w)- ‘
1.6.4. Ej 1 En e} e_:i lo 1.3.13 se obtuvo la cépi.lla Cp para una

funcién de distribucién Gumbel exponencial bivariada, para 0 € [0, 1]

Pt{X >z}u{Y >y})

]

Co(u,v) =u v =14 (1 — u)(1 — p)e=0Cin(i—win(l-v)
La cSépula de supervivencia se obtiene hplicando (1.24)

Co(u,v) = u+ v — 14+ Cp(l —u,1 — v) = (uv)e—din(win(w), -

Si X y Y wvariables aleatorias continuas con cépula C y funcién de dis-

tribuciéu comiin 5, Las funciones de distribucién y de supervivencia de los
estadfsticos de orden, dados en ¢l ejemplo 1.4.7, estdin dandas por

Estad. de Orden Func. de distribucién Func. de supervivencia

mibx(X,Y) S(F(t)) & (F(t))
win(X,Y) (F(2)) F(F(2))

donde §, (?, 3, ¥y 6° denotan las diagonales de C, &, &, y C*, respectivamente.

PX <t Y <1

Phndx(X,Y) < ¢}
C(F(‘):f;(t)r)» = 8(F(2))-

PHX. > U{Y > t}]
JPX:> )+ PlY >t] — P[X >1tY >1]

Plinsx(X,Y) > ]
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1 Definiciones y Propiedades 1.6 Cdépulas de Supervivencia

2F(t) — E(F (@), F (1))
1—C(1L—F(1),1 — F(t))
C*(F(t), F(t)) = 8 (F(t)).

I

I

]

]

P{X <t}u{Y <t}}
PIX <+ PlY <f]-PIX <t Y=<’
2F(t) — C(F(t), F(t))

C(F(t),F(t)) = J(F(t))

Plmin(X, Yy < t]

I

I

I

PIX >'t, Y >t .
PIX>t]—-PlY <t]-P[X <t,Y <1t}
2F(t) — 1 + C(1 = F(2), 1. — F(L))

= CF@),F@) =5F®).

Plmin(X,Y) > ]

[}

1.6.56. Ejemplo. El conjunto de composncionm t.jue forman la cépula de
superviveucia, la co-cépula, la identidad y el dual ‘de una cépula dada, (es
decir, YA, %", 4" 4i7) estd represem.ado cn ln sxguxente tabla:

Al >alo
’f > a|w
l ‘ ”> >

e lie ‘, 

Algunas operacionés irivolucrndm; en la' t.ablz‘x ébll: :
C"(u,u)—u+v—l+C(l—u,l—v) C(u v) entonces, Mo =g

e~ (u.v)=u+v—1+C(l—u.l—u)—i—C(l—u,l—u)
= C*(u,v) entonces, fo™ = »

E'uv)=ut+v—-1+C*(l~u,l—v) ——-u+u-—-C(u,u) = C(u,v)
entonces,o® =~

EMu,v) = u+v — E(u,v) = C*(u, v) entonces, ~o» = =
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1 Definicic

v Propiedad : 1.7 Simetria

C*(wiv) = 1= c;(1 —ul-v)= - C(u,v) entonces, "o* = i -

El teoreina sxguleute esla versnén pa.ra fum:lones de supervivencia del Coro-
la.no 1.3. 11

1.6.6. cérolu.o. Sea T, F, G y € tales que H(z,v) = C(F(a:) T v
sean FCY v &Y las cuasi inversas d¢ F y G, resp Ent

para cualquier (u,v) € I?
E(u,v) = H(F TV (w), T ).

1.7. Simetria

1.7.1. Definicién. Si X es una variable alecatoria y ¢ € R, se dice que
X es simdtrica con r to a caila funcidn de distribucidn de la variable
aleatoria X ~ ¢ y ¢ — X son la misma, es.decir

para toda z €R y

PX —c<uz] = F
‘'para toda r€R (1.25)

PlX < z-+c]
Si X es una variable nleat.or ia contin
F(z+c) = P[X <::+c] P[X > c—::] F(c—x). (1.26)

i1.7.2. Dcﬂnnc:dn._ Sean X y Y wvariables aleatorias y sea (a,b) € R2.

1. (X, Y) es simdt -'cé marginal ate alrededor (a,b) si X yY son simné-
tricos en a y b respectivamente, es decir

PIXSz+al=P[X2>2a—z] y PIY <y+b=PY =b—y].

2. (X,Y) es radial ¢ imétrico alrededor (a,b) si la funcion de dis-
tribucion conjunta de X — a y Y — b es la misma que la funcidon de
distribucion conjuntea dea — X yb—Y.

PX€zx+a,Y<Sy+bl=P[X >a—zY =b—y]
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1 Definici y Propiedad, 1.7 Simetria

8. (X,Y) es ijunt te simétrico en (a,b) si los cuatro pares de va-
riables aleatorias tienen funcidn de distribucion wmun. (X—a, Y —b),
(X —a,b—Y), (@a— X, Y —b) y (a— X, b—Y). : ;
PIX <z+a,Y<y+b = PX<z+aY 2b"y]=
PIX2a=~z,Y<y+b = P[X2a—=z¥Y >b—yl

1.7.3; Teorema. Sean X y Y variables al tas conti con fi
de distribucidon conjunta H y marginales F y G, respectivamente. Sea (a,b)

cualgquicr punto en R2. Entonces (X,Y) es radialmente simétrico alrededor

de (a,b) si y solo si
H(a+z,b+y) =H(a—z,b—y) para todo (z,y) € R°.

Demostracién:
Ha+=z,b+y)=PX <a+z,Y <b+1y]
=P[Xza—=z,Y>2b—~y]
=&(F(a —=2),Gb — )

=H(a — z,b—y). a

1.7.4. Teorema. Si X y Y son variables aleatorias continuas como en el
Teorema 1.7.8, donde (a,b) es cualguier punto en R2. Entonces (X,Y) es

conj te simélrico con resp {a,b) si y sélo si se cumplen
Ha+=zb+y) = Fla+z)—H@+z,b—y) vy (1.27)
Ha+z,b+y) = Gb+y)—FH(a—z,0+y), (1.28)

para todo (z,y) € R

Demostracién:

PIX <a+z,Y <b+y]

CPIX < az],PIY <b+y))

C(PIX 'S at =), PV > b—y])

P[X <a+::,Y >b—y)

P[X <a+:c] P[[x <a+=:,Y <b-y)

I

1.) H(a + z,b -+ y)

[

I

L]

]
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1 Definici yPi- P . 1.7 Simetria

. = Fla+x)— H(a+z,b—y).
Tumnbién o
2.) H(a + x,b+y)

PX <a+zY <b+y)

C(PX <a+z],PlY < b+1y))

+ C(PIX > a—z], PV < b+y])

PlY sb+y)—-PlX <a-=z¥Y <b+y)

= Gl+y)—H(a—=z,b+y). ]

It

I

La simetria conjunta implica la radial y ésta imnplica la shmnetria marginal.
Por lo que la simetrfa conjunta es una condicién mnds fuerte.

Las cépulas y las cépulas de supervivencia juegan un papel especial en la
simetria radial, la cual se explica en ¢l teoremna siguiente.

1.7.6. Teorema. Sean X y Y variables aleatorias continuas con funcicn

de distribucid ijuntae I, marginales F y G, resy te, y cdp
C. Si X yY son simétricas en a y b, respecti te. Ent (X,Y) es
radialmente sirnétrico alrededor de (a,b), si y sdlo si

H{a+z,b+ y) = H(a — x,b — y), es decir si y sélo si C satisface

C(u,v) =u+v—1+4+C(1l —u,l —v) para todo (u,v) € P. (1.29)

Decmostracion:

PIX <a+=zY Sb+y)
C(F(a+z),Gb+y))

H(a+z,b+ y)

= C(F(a—=z),Gb-y)), (1.30)
Ha-z,b-y) = PXZa—-z,Y2b—y]
= &(F(a—=x),G0~—1)), (1.31)
(1.30) es igual a (1.31) si y sélo 8i C = C. [m]

La ccuacién (1.29) cstablece que para cualquier (u,v) € I2, los rectangulos
([0,u] x [0,v]) ¥ ([1 — u,1] x [1 — v, 1]), tienen el mismo valor bajo C.

1.7.6. Teorema. Si X y Y son variables como en ¢l Teoremna 1.7.5. En-
tonices (X,Y) es conjunt te simétrico alreded, de (a,b), es decir H
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1 Definiciones foopiedade.é 1.7 Sinetria

satisface las ecuaciones (1 27) v (1. 28), 58 v sala si C' salufacc

C(u,v) —-u—C(u,l—u)'
Dcmostrncnén’
H(a. +xz,b + y)’

H(F~ (), G (9))
Cu,v) =v—-C(1— u,u)v esa.mil
Otra forma de simetria es 1a te

1.7.7. Definicién. - Las variables aleatorias X y Y- son intercambiables si
los vectores (X,Y) y (Y, X) estdn’ ideqlicamenlé distribuidos. Es decir si la

I ién dc distribucion de X'y Y ea‘vH,-entancea H(x,y) = H(y,z) para
todo =, y € R*. . SRS T

1.7.8. Tcorema. Scan X y‘_Y~'1'.ran'ablca aleatorias L4 s con fi iJ:
de distribucidn conjunta H, marginales F y G, v L te, y copula C.

Entonces X yY son intercambiables si y sdlo si F = G y C(u,v) = C(v,u)
para todo (u,v) € 2.
Demostracién: Sean X y Y, con funciones de distribucién F y G, respec-
tivamente, tales que F = G, y cépula C tal que C(u,v) = C(v, u) para todo
(uw,v) € I? cutonces

H(x, y) = C(F(x),G(y)) = C(G(v), F(x)) = H(y,x).

Por lo tanto X y Y son intercambiablesa.

Si X y Y son intercambiables, entonces H(z,y) = H(y,x) por tanto F =G
¥ la cépula C(u,v) = C(v,u). a
Cuando se cumple que C(u, v) = C(v, u) para todo (u,v) € 12 se dird simple-
mente que la cépula es simnétrica. Un gjeinplo donde se cuunple esta simetria
es la cépula producto Il{u, v) = uv = vu = II(v,u).
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1 Definiciones y Propiedades 1.7 Siipetria

1.7.9. Ejemplo. Sea

eI =D (0,0 & [~1:1] x [0, 00,
H(zy) =1 1-ev (z,v) € (1, 00] x [0,00],

0 en otro caso.

Con marginales

F(z) =

G = { ‘1’_,., ’

uv -

fu v —vu’

donde se cuinple que C(u, v) = C(v, u), la c6pula es simétrica pero las va-
riables aleatorias X -y Y no son-intercambiables ya que F # G. Por lo cual
la simetria no imnplica la intercarnbiabilidad. -

Su cépula
C(u u)

1.7.10. Ejemplo.. Sea

1—eF— e V4 e (THu+0zy) g 4 >0,
H = =
o(.¥) { o cn otro caso.
Con marginales e el

~e== 'z >0,

Fy(z) = { 0 i “en otro caso.
1 - e_" : y > 0,

GV(y) { o :” en otro caso.

Su cépula es E S
C(u,v) =u + v— 1 + (1 - u)(l —_ u)e_w:p[—ﬂ(ln(l —ulin{l — v))) = C(v, u).

La cépula es axmét.uca. Yy F G entoices las variables aleatorias X y ¥ son
intercambiables. [
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1 Definiciones y Propiedades 1.7 Simnetria

En el ejemnplo siguiente se demuestra que la intercainbiabilidad no implica
la siinetria radial.

s id 37 t

1.7.11. Ejemplo. Sean X y Y variables aleatorias co
distruibuidas, cada‘'una simsétrica alrededor de a. Demostrar que la intercamn-
biabilidad no implica la simnetria radial, y la simetria radial no implica la

intercanbiabilidad.

Sean X y Y variables continuas intercambiables con funcién de distribucién
H, y simétricas en a, por lo que F{x 4 a) = F(a — x).
H(z+a,y+a) = PX<z+a,Y Sy-+a
CPIX =z +a],PlY <y+a))
C(F(z + a),G(y + a)),
como son intercamnbiables, F = G entonces
H(z+a,y+a) = C(F(y+a),F(z+a))
= C(PlY <y-+a), P[X < =z+a)),
=  H(y+a,z+a)
X y Y son simétricas en a, entonces
Hy+a,z+a) = CPIY <y+a),P[X <z+ad])
C(PlY 2a—y],P[X >a—2zx])
C(PIX 2a—z],PY = a—1y])
Cl—-—PX <a—z],l —PY <a-—y)])
. C(l = Fla =x),1 — Fla—y)).

Lo cual no mtablece la sunct.rfa rodml

B

Si se cumnple la snnetrfu radlal se tiene que
H(a —z,a Ly i= “H(z +a,y +a)
: i = O + a), F(y + a))
C(PIX Sz +a], PIY S y+a))
PX<z+4aY <y-+al

intercambiabilidad en las variables, ya que no se puede
[

Lo cual no ixnph"m 1
establecer.que P[X:Sz-{-a,]’ <y+a]=PY <y+a, X <z+a].
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1.8. Cépulas Multivariadas

En esta seccidu se extendera la definicién de cépula para el caso mnultivaria-
do y se darin algunos resultados expuestos por Schweizer y Sklar(1983).

Para cualquier entero positivo n, denotamos a K", al espacio extendido
R x R x ... x R. Se empleard la notacién vectorial entonces los puntos
u = (U1, U2y...,UR) Y V = (U1,02,...,0,) € K", diremnos que u < v si
u; < v, paratodoi=1,...,n.

1.8.1. Definicién. Sea [a, b] la n-caja B := [a),b,] % ... % [an,bn) denota
el producto cartesiano de n intervalos cerrados. Los vértices dc la n-caja B
son los puntos ¢ = (c1,¢2,-..,cn) donde cada cx es iqual a a; o b;.

El n-cubo unitario I" es el producto [0, 1] x [0,1] x ... x [0, 1].

1.8.2. Definicién. Una fi idn real n luada H es una funcidn cuyo
dominio, Do H, es un subconjunto de r™ v su rango, Ran H, e¢s un sub-

conjunto de R.

1.8.3. Definicidn. Sean S, Sa,..., S, subconj no fos de R, y sea
H wuna funcion real n-valuada tal que Dom H = S; x Sy %X ... x &,,. Sca
B := [a, b] una n-caja donde todos sus vértices estdn en el dominio de H.
Ent el H —vol: de B estd dada por

Vir(B) =3 syn(e) i (c) (1.32)

donde la surna se toma sobre todos los vértices de B.

(e 1 8icx = ax para un nimero par de k’s.
sgn =
9 =1 38icg = ax para un ndmerv impar de k’'s.

Equivalentemente, el H-voluinen de una n-caja B := [a, b] es:
Vir(B) = AH(t) = AJTAZTL -~ AJLH(E),

donde
APFH(t) = H(ttyoe e s bty by tittae ooy tn) —H (t1y oo oy k1, @hy Lkita - - -2 2n)-

a7
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1 Definiciones y Propiedades 1.8 Cdpulas Multivariadas

1.8.4. Ejemplo. Sea H una funcién real 3-valuada con dominio en Rﬂ, y
sen B := [z, x2] x [y1,y2] % [21, 22). El H-volumen de B es

Vi (B) = H(%2,y2,72) — H(Z2,y2,21) — H{x2,1,22) — H(z1,y2,22)
+ H(z2,¥1,21) + H{z\,y2, 21) + H(x1, 11, 22) — H(z1,01,21). B

1.8.5. Definicién. Una funcidn real luada H es nicreciente si V),(é) 2
o, para toda n-caja B cuyos vértices estdn en el Dorn H. :

Al igual que en la versién bidimnensional que una funcién seun n crecnelxt,e"'f
no implica que sea creciente en cada argumento, o

1.8.6. Definicién. Seca A una funcién de Ay x-++-xX An cn(—co, oo),
cada A, es un subconjunto no vacio de R gue conticne . a am -
Entonces H estd fija si H(x\,z2,....,Zn) = 0 para toda (zl E
Do H tal que x4 = a4 para al menos una m. §

1. 8.7. Lema. Sea H una fi idn n-crecient yﬁja Ent

¥ (14 ey Tt Y, Tt 1y ---3y Tn) pertencen al Dom H y z. <y enmncca
H(E1y 00y By ey Tn) € H(Z1y oo Yi'es z‘n)

Dcmostracién: Sea B = {(G1y ey Ty Gmyorey Gn)s (TLy ooes Yy Trmy sory z,.)] y H
una funcién n-creciente, por lo que es Vi (B) = 0. Entonces, - .

Vi(B) = D sgn(c)H(c)

= H(Z1 s ¥y Tn) — H(Z1 s 00y Ty oeis Tn )y

por lo tanto H(Zy,y ey Uy ey Ty} 2 H(Z1y eeey Ty ooy T ) [
1.8.8. Definicién. Sea H una funcién de Ay x---x A, en(—oo, 00), donde
cada A,, €s un subcornjurito no vacio de R gue contiene a e, = sup A,
Entonces I tiene marginal La marginal i-df; dis les de H son
las funciones H,, dadas por

Dom H,; = A, para m=1,2,..n,

Hp(x) = H(e1,.r€me1sT)€mipts s €n)
para todo = € Do Hy,.
48

TESIS CON
FALLA DE CRIGEN
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Las marginales de dimensién mds alta se definen similarmente, es decir fi- |
Jjando algunas entradas en H, como se ilustra en el siguiente ejeamnplo.

1.8.9. Ejemplo. Sea H una funcién con dominio [—1, 1) x [0, o] % [0,11/2] -
dada por R e

_ {z+1)(e¥ —1)(sen z) :

- T+ 2e¥ — 1 . BRI
I estd fija ya que H(x,0,0) = 0, H(—1,y4,0) = 0y H(~1,0,z) =0. Con
marginales univariadas o : . :

‘o (z,u,2)

Hi(z) = H(z,o0,1/2)=ZF 1

Ha(y) = H(,y,0/2)=1—e"Y,
H3(z) = H(l,00,2z) = senz=.

Y sus marginales bivariadas

Hia(z,y) = H{z,y,Tij2) = EX DL —e7h)

r4+ev —1
Hig(x,2) = H(w,00,z) = (I_t&)zﬂs'_li)
Haa(y,z) = H(L,y,z) = (1 — e V)sen z. -

1.8.10. Lema. Sea H una funcidn n-creciente, fija y con maryinales. En-
tonces cada marginal uni-dimensional H,, de II es nodecreciente; y si
(Z11- s Tm—11 Ty Tyag14 43 Tn) esid en el dominio de H. 2

0 < H(Z1yeees Tne1y Ty Trnd1 s 0ees Tn) < Hpnlx)

para todo x € Dom Hy,.

La demostracién de este leina es inmediato dé] ﬁmnn 1.8.7 1a propiedad n-
creciente y fija, ya que la funcién es creciente en cada argumento.

1.8.11. Lema. Sea H :t;ixa']yn
cualquier entero mn, tal que:l

(T vees Tin—11 Vs Tt 1y

) < Hy) — Hon(2)-

H(Z1y 00 Tty v, -
o (1.33)
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1 Definiciones y Propiedades 1.8 CoOpulas Multivariadas

Demostracién: Si nn = 2, entonces H es 2-creciente, entonces

H(y,e2) — H(z, e2) — H(y,z2) -+ H(z,z2) 2 0,
H(y,x2) — H(z, z2) < H(y,e2) — H(x,e2) = Hi(y) — Hi(z) y

H(ey,y) — H(ei)x) — H(z1,u) + H(z — 1,z) > 0, ,
H(z1,v) — H(z —1,2) < H(er,v) — H(er, ) = Ha(y) — Ha(=).

Sin > 2, sean la n-cajas B, Ba,..., By_1 subcon‘junto;‘del'Dmn H,"dencg-
tados por . i

B = [(T11+r8me1s Ty Gmi1s - an); (€1
Bz = [(@1,Z2ses T3 ni1yeenyan) (€1

vou

Bpoy = [(@15-+-2Gm_1,Z18mi1,

Como H es n-creciente, se tiene 't

Como H esté fija, para cada Bi el valor Vi (By) se redice a""

Ty ey Tn)

H(€1yoes €k oons Wross Tn). =
—H (1) s ThsorWaeenTn) A+ H(E1s i Tiy s Ty iy T )

Si

n—1 nel - o ;
SoVu(Br) = S_o{H(e1, i Chr s Uiy Tn) —H (€1, o003 €hy ooy Ty oey Tn)
K= k=1 <

— H(el,wuTrses Uy sy Tn) + H (€1 ccoy Tios 10y Ty ves Tn )}
= H(en..oem-12¥;-r€n) = H(er, ., €m—1: T Emt1s--1€n)
— H(Zr s Bmets Ya ooy Tn) + H(T1y ooy T 10 Ty Tt 1 000 T ) -

Como, 3°2=1 Vi (8x) = 0 entonces

H(ei, .oy €m—1,¥r€melsoem€n) —  H(er,...,em 1, s iy eomr en)
—H (Tt oees Tl s ¥y Trndlysees Tn) = H(T1y ooty Byns1y, Ty Tl -1 Tn) 2 0,
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1 Definiciones y Propiedades 1.8 COpulas Multivariadas

entonces
H(Z1y ooy T 11 Ts Tonk 144000 T )

H(Z1y ooy Ton—1,¥s Tt 13 0003 Tna)
Hy(y) — Hp(z). a

1.8.12, Lema. Sea H como: en el Lerna
en el Domn H. Entancea

8.11, sean (14 ersTn)y (W14eeey¥n)

w(xx,...,x.,)—mu' —Hm(um)l- L. 139)
eqmvnlent.e a

zp)l < | Hm(=) — Hm(v)l.

Demostracion: Por el Lel

VH (14 voor @y Zonte1 2000 In) = H(z,.

para todo (zq, .., T, ...,:1:,.) (a:l,....y,.....r:,.) en el Domn H. Aphcando la de-
sigualdad anterior n veces se obuene que- .

I (@tr s Zn) = H s oo )] S ot i) = Hinymdl. O

Se puede ahora definir partiendo de todos los resultados anteriores las
subcépulas y las cépulas n-di i les. Las definici son andlogas a
las del caso de dos diinensiones (1.2.1 y 1.2.2).

1.8.13. Definicié Una subcopul ltivariada 0 una n-subcdpula es una
P P

Juncidon C’ que satisface las sig

1. DomC'=A; X---x A,, donde cada Ay C I que contienc al Oy al 1;

2. €' es una funcidn fiju n-creciente;

les (uni-ds i les) Cp, k= 1,2,...,n, las cuales

3. ' tiene marygt
satisfacen
Cj(u) =u para todo u € Ag.
Por 1o que para cada u € Domn C', 0 < C'(u) < 1, tal que el Ran C’ es
también un subconjunto de 1.
1.8.14. Definicién. Una edpula multivariada es una subcdpula C cuyo do-
minio es I™, es decir una cdpula multivariada es una funcion C : I —+ I

iedades:

con las siguientes prop
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1 Definici y Propiedades 1.8 Cdpulas Multivariadas

1. Para toda u€ I,
C(u) =0 at al una coord, da de wes0, {(1.35)

2. Para toda u € I*,
C(u) = ux *  si todas las coordenadas de wson 1 excepto ug, (1.36)

8. Para cualquier a y b en I, tales que a < b,
’ ve(la, 8)) = 0. (1.37)

1.8.15. Ejemplo. Sea C(u,v,w) = w -min(u, v), demostrar que es cépula

Sea B := [a1,a2] x [b1,b2] x {c1,c2] donde a; < a2,5 < b2, yo1 < ca.
1. C(u,v,0) =0-min(u,v) =0, C(0,v,w) =0y C(u,0,w) =0.
2. C(u,1,1) =1-min(uy,1) =u, C(1,v,1) =vy C(1,1,w) = w.
3. Vo(B) = C(az, bz, c2) — C(az, b2, c1) — C(az, br,c2) — C(ar, b, €2)
+ C(az,b1,c1) — C(a1,b2,¢1) + C(ay,b1,¢2) — C(ar,b1,¢1)
= (az — a1)Var([b1,b2] x [c1,¢2)) = 0.

Por lo tanto C(u,v,w) = w - mfn(u,v) es una cépula. [ ]

Una consecuencia del Lema 1.8.12 es la continuidad uniforme de las n-
subebSpulas y por tanto de las n-cépulas.

1.8.18. Teorema. Seca C' una n-subcdpula. Ent para todo w y v en
el Dom C', "
IC'(v) = C'()] < 3~ |vs — ual- (1.38)
k=1

C' es uniforrnemente continua en su dominio.

Demostracién: Sea z > 0, sea x y ¥y puntos en el Domn C’ tales que
S R=1lzk — um| < z, entonces (1.34) y por la tercera propiedad de las n-
subcépulas se cuinple que:

IC'(x) ~ C'(¥)| < 3 l=x — wal-
k=1

por lo que C’ es uniformemente continua en su dominio.
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1.8 Cdépulas Multivariadas

de - distrib

4, A5 ok

1.8.17. Decfinicién. Sea n un entero > 2. Una fi
n-dimensional es una fi icn H que satlisfc las sig

1. Dom H = ﬁ",

2. H estd fija yes n-creciente,

3. H(oo,00,...,00) = 1.
1.8.18. Teorema de Sklar en n dimensiones. Sea H. una funcién dc

distrib i01 di ! con marginales Fy, Fy, ...,F,. Entonces eriste
una n-cdpula C tal que para todo = € R,
H (X1, X2, 000y Tp) = C(F1 (1), F2(22), +oey Fru(zn)) © (1.39)

8i Fi, Fa, ..., Fy, son todas continuas, entonces C es tnica; sino C estd vnica-

mente determinado sobre RanFy xRanFax..- RanF,,. SiC es 'uil’ti;f’l;-ctfpula :

y Fi, F2, ..., I3, son funciones de distribucidn, entonces la funcidn H dcﬁrii; :
da por (1.89) es una funcidn de distribucidn n-d:mcnslanal con mary:nales

Fyy, P,y ..., Fy.

Sea H, C, Iy, Fy, ..., F,, como en el Tcorcma 1.8.18 ¥

1.8.19. Corolario.
Fy. - respectiva-

sean F(_l) F(_') ,..,F(_” las cuasi-inversas de Fy;: Fz

te. Ent para lquier wu € I,
C (11, uz, oo tn) = C(F (us), "‘"(uz),..., F(-')(u,.)) (1.40)

" ensiones de las

Se denotardn por W, II"” y M™ a las ex
c6pulas W, N1 y AT, dadas por: - e

Mu(“) =

™ (u) - (1.41)

wn(u) x(uy + uz (1.42)
3 (1.41)

Sean u y v en I" tales que us<s
y (1.42), como sigue °
Vit ([u,v]) =
Vivn([u,v]) =

: Y
mé.x(o mfn(u;,vz
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dad 1.8 Cdépulas Multivariadas

1 Definicioues y Propi

Las funciones M™ y I1I" son cépulas para cualquier entero nn 2> 2 y la W™ no
cépula para n > 3, como se a en el sigui e ejemnplo.

1.8.20. Ejemplo. Sea la funcién W : I” — I tal que

W (uy, uz, o ttn) = mndx(u; + ... + tup, — 712+ 1,0) para todo (u1,..,up) €I

Sea B := [a,b] con a, b € I" tal que a = (4, 4,...,4) y b= (1,1,..,,1)
Entonces a < b, los valores de sgnip(c) # 0 ya que todos los vértices de
B son distintos. Sea K el conjunto de todos los véruces de ‘B, dado por

= {e¢ = (c1,enCn) EX" 1 e = 1/26cx = 1}. : E
E , sgna(c)W(c) '

cekx

S 39nn(C1seees i)W (C1y ey C0)

cekx )

E sgnp(ci,...,cn) ndx(c; + ... +cn — 11— 1,0).
cex

I

Viyn (B)

]

La mayoria dc los sumandos son cero

La versién de las cotas de Fréchet-Hoeffding para cSpulas mnultivariadas es
el teorcina siguiente, donde a diferencia de la bivariada, las dos cotas son

cépulas.
1.8.21. Tecorema. SiC' es lqui, beopuls t para q

u € Do C',

Wn(u) < C'(u) < M"(u)

A pesar de que la cota inferior no es cépula es la mnejor aproximacion, en el
sentido que para cualquier n > 3 y cualquier u € I*, existe una cépula C

tal que C(u) = W"(u).
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Capitulo

Copulas Arquimedeanas

2.1. Construccién de Cépulas

El mnétodo de inversién para coustruir cépulas parte esencialinente del Coro-
lario 1.3.11, donde dadas dos variables aleatorias X y ¥ con funcién de dis-
tribucidn conjunta H, y marginales F y G, respectivainente, se calculan las
cuasi-inversas de las marginales y se obtiene:

C(u,v) = H(F(~ (1), G~ ().

Con esta cépula, nuevas distribuciones con inarginales arbitrarias, ' y G, se
pueden construir utilizando el Teorema de Sklar: H'(xz, y) = C{(F'(z), G'(y))-

Esto misino se puede utilizar para las funciones de supervivencia
E(u,v) = HEFE " (), T o)),
donde F< ') denota Ia cuasi-inversa de F.
Otro método es el algebriico, con el cual se construiran dos familias de cépu-

las: la Plackett y la Ali-Mikhail-Hagq, partiendo de las relaciones que existen
entre su funcién de distribucién conjunta y sus marginales univariadas.
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2 Cdépulas Arquiinedeanas 2.1 Construccién de Cépulas

Distribuciones Plackett

Las tablas de contingencias se construyen con el fin de estudiar la relacién
entre dos variables de clasificacidén. En la tabla 2.1 se registran las frecuencias
a, b, ¢, d de las clasificaciones indicadas para una muestra de tamaiio n.

bajo alto
bajo a b a+b
. alta c d c+d
a+c b+ d 1
Tabla 2.1

La razén del producto cruzadao es el real positivo @ = ad/cb, el cual es una
medida de “asociacién” o “dependencia”.

Cuando el valor 0 es 1, corr de a la independ ia, pues ad = cb, lo
cual immplica que cada entrada de la tabla es igual a su valor esperado.

a?+abtac+chb _ala+b+c+d) +bc—ad__a
n - a+b+c+d -

Si 0 = ad/ch > 1, entonces ad > cb. Por lo que las observaciones se concen-
traron en las celdas “bajo-bajo” y . “alta-alta”.

a+c, -
ey \a+b)—

Si0 < 6 < 1, entonces 0 < ad < cb. Por lo tanto las observaciones se
concentran en las celdas “bajo-alta” y “alta-bajo”.

S /L L/ b
0=_¢1_d_____ﬂ/c=u+c a+tc y Bza_ﬂ)=a+b a+b
be " b/d [ / d c/d c / i
b+-d/ b+d ct+dl c+d

En Plackett(1965) la familia de distribucién bivariada, resulta de una ex-
tengién de esta idea a las funciones de distribucién bivariada con marginales

continuas.

Sean X y Y variables aleatorias continuas con funciéu de distribucién con-
junta A y marginales F y G respectivamente; sean x, ¥ cualquier par de
mimeros reales. Si la variable aleatoria X representa la variable columna,
donde las categorias bajo y alto corresponden a loseventos X <z y X > =z
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2 Cdpulas Arquimnedeanas 2.1 Construccién de Cépulas

respectiv: e, y simil para la variable renglén Y.

Entonces, los valores de la tabla 2.1 representan los eventos:
e=P[X Sz,Y Sy] = H(=, )
b= PlX <z,Y > y] = F(z) - Il(z,y),
c=PlX >z,Y <yl =Gly) — H(z,y),
d=P[X >z,Y >y] =1~ F(z) — Gy) + H(z,v).

Sustituyendo los valores anteriores en 8 = ad/be, se ticne que

H(z,))(1 = F(z) = G(y) + H(z,p)) @1

9= ") — 7 G W) — H )

Sean u = F(z) y v = G(y), utilizando el Teoreina de Sklar, se puede escribir

la ecuacién (2.1) comno

Clu,v)[1 - u— v+ Cu,v)]
{u — C(u,v)]{v — C(u,v)]

cuando @ = 1 y se resuelve para C(u,v), la finica solucién es C =11 que es

la cépula de variables aleatorias X y Y independicntes.

=

+

Para 0 # 1, se obtiene la ecuacién cuadrética .
(0 — 1)C%(u,v) + [(1 — 0)(u + v) — 1]C(u,v) +Ouv (2.2)

0=
donde
p— p— 2 — —
Cluyv) = 14 (0 — 1) (u+v) = \/[12-4(-0(1 1)1)(u + u)]_ Auv0(D 1)

es In solucién.

De acuerdo al teoremna de Sklar para dos variables aleatorias continuas X y
Y con marginales F y G, respectivamente Ia cépula C(F(x),G(y)) = H(z,v)
es unica, por 1o que alguna de las dos soluciones de {(2.2) no es una cépula.
Las marginales de las dos raices de (2.2) son:

[L+ (8 — Du] = |1 + (8 — 1)u|

Cu,0) = 26— 1)
Clu1y = 10+ ©O— l)z'z]e:iif)_ (0 —Lul
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2 Cépulas Arquimmedeanas 2.1 Construccién de Cépulas

La raiz

Cluv) = 14 (60— 1)(u 4 v) + ¢[12-+(-8(tl—1)1)(u + v)]Z — 4uvd(6 — 1)

no satisface las condiciones de frontera.

Sin embargo, la otra rafz satisface las dos condiciones de frontera, esto es
_ [+ (0—1ul— 1+ (8 — Ny}

- Cp(u,0) CTCE=Y) =0 y
Cotuy1) = Z*E= 12?0__[?)“ 0= _,

Para que Cp sea una cépula falta ver que es 2-creciente, para ello es suficiente
con demostrar que

82Cop(u, v) ¥ [ 83Ca(s, t)
“Busw 20 Y Ca("'*”—/o f., “asor  td%

para toda (u,v) € I2.
82Cp(u,v) _ (1L + (0 — v +u(6 — 1)(1 —2v))
dudv P

donde
P = 0((0 — 1)%u® + (I'+ (0 — 1)v)? + 2u(8 — 1 + u(l — 6%)) x
VI + (0 — D) {u +v)]2 — 4uvd(0 — 1)2(0 —1).

Como (1 + (0 — 1)v+u(0—1)(1 —2v)) > 0y p > 0 para cualquier 0 >0 y
@ # 1 eutonces, se cumple que 82Cy(u, v)/8udv > 0.

Adeinds,

v v R, t)
/o /.; 2ol D) prds = Colu, v),

por lo tanto Cp es absolutamente continua, por lo cual se obtiene la fawmilia
Plackett de cépulas para 8 > 0, 85 1,
— — — 7 — 00 — 1
Clu,v) = 14+(0—1)(u+v) \/[12-l(-0((i l)1)(u. + v)] 4uvd( )

yparnO@=1,
C(u,v) = II(u,v)=uwv.



2 Cdépulas Arquimedeanas 2.1 Construccién de Cdpulas

Distribuciones Ali-Mikhail-Haq

Sean X y Y variables aleatorias con funcién de distribucién  y marginales
F y G, repectivainente. Si X y ¥ denotan el tiempo de vida de un objeto.
En ocasiones es de interés la “posibilidad de sobrevivencia”, es decir la razén
P[X > x]/P[X < z] es la probabilidad de sobrevivir después del tiempo =
entre la probabilidad de falla antes del tiempo z.

PX >z] F(z) 1—F(z)

PX <a]  F(z) = F(z) ~

De manera andloga, se puede definir la posibilidad de supervivencia bivaria-
da, por la razén,

PUX >z} u{Y >y} _ H(z,y) _ 1 — H(z,y) 2.3)
PX <z,Y <y] H(zx,y) H(x,y) -~ :

2.1.1. Ejemplo. Sean X y Y variables aleatorias con funcién de distribu-
ci6n logfstica, esto es, para todo z, y € K,
H(x,y) = (1 +e % 4 e~¥)~!,
Entonces, la razén (2.3) es,
l—H(z,y) _ 1=(l+eTte V)l eF + -V

H(x,y) = (Q+eTHev)-?
Como, F(x) = (1 4+ e~ %)~!, se tiene que
Fx) _1—-Q+4e ™t o . o o . () _ -
F@) — Qxen T = e, se obtienc T = e=¥,
Eutonces,
1—H(zy) _Fz) G _1—F=) 1-—G) (2.4)
H(z,y) F(z) G F(x) Gly) :
[}

2.1.2. Ejemplo. Scan X y Y variables aleatorias independientes con fun-
cién de distribucién H y funciones de distribucién marginales F y G, res-
pectivammente, entonces H{z, y) = F(x)G(y).
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2 Cdpulas Arquimedeanas 2.1 Construccién de Cépulas

l-H@Ey) _1-F@)  1-G6GW)  1-F@) 1-CGl) (4
H(z,y) F(z) G(y) F(z) G(y) )
Ali, Mikhail y Haq (1978) proponen la bisqueda de funciones de distribucién
bivariada para la cual la razén de posibilidades de sobrevivencia, satisfaga
1—H(x,y) _1—F(x)  1—Gy) 1—-F(z) 1—-G(y)
= + (1l = a)———d L)
H(z,v) ) cw T TFm  Tew

para alguna constante ce.

(2.6)

Si @ = 1 sc obtiene (2.4), si a = O se tiene la independencia de las variables
a.leatorias. .

Con la transformacién u = F(z), v = G(y), y el Teorema de Sklar en (2. 6),
sc obtiene R

1—Ca(u,v) 1—u + 1:u+(1~_

Ca(u,v) u
Resolviendo para Ca(u,v),
1~ Ca(u,v) _  (L—u)v+ (1 —v)u— (1 = a)(l - u)(l - ")
Calu,v) - uy

uy = C.,(u, v)[(1'— u)u + - u)u i a)(l - u)(l — ) + uv]
- Calu; v)[v(l = u)+u+ 1 a)(l —u)(l. —v)]

=" Cu(u,'u)[l—a(l—-u—u+uv)], s E

por lo tanto, se obtiene la fmmha de Ah—Mxkhnll-Haq, donde o € [—1,1],

SR T3 7 e
Ca (U, u) ml—_—u) (2.7)

Sea u € I, entonces

"Calu, 1) u iy Ca(l,u) = u.

Calu,0) = 0 ¥y Ca(0,u) = 0.
Para que C,(u,v) = 0 en I?, es necesario que o < 1.
9Ca(u,v) u(l + (u — 1)a)
v T ((u— 1) (v — 1) — 1)?°
3*Ca(u,v) _ 1+[(u—l)+(u—1)+uv]a+[(1—u)(v-l)]a
dudv - 1—(u—1)(v—1)a)d
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2 Cdpulas Arquiinedeanas 2.2 Definiciones

Lty
parmane #Calm,v) . 4
dudv =

Finalnente, para (u,v) € I?
/"‘/"’azca(ﬂ-l),,,d‘.J - v(l — a +va) _
o Jo Dst (¢ — 1 — v} (v — )
v(l — a+ va)
(va — a)(—1 + a — ua - va + uva)
uy

se requiere que a > —1.

1—a(u—1)(v—1)"

Por lo tanto C,(u, v) es absolutamente continua. C, representa a la Familia
de cSpulas Ali-Mikhail-Haq, la cual de acuerdo al ejernplo 1.2.14 estd orde-

nada positivamente. [

La figura 2.1 ilustra la superficie de una cépula de esta fainilia con 6=0.8 y
su grifica de contorno.

Figura 2.1. Cépula Ali-Mikhail-Haq con 6=0.8.

2.2. Definiciones

Las funciones de distribucién conjunta y marginales de miembros de la Fa-
milin Ali-Mikhail-Haq satisfacen la relacién siguiente

1 —C(F@)GW) __1—F()  1—G) 4 _
CF@,C) - F@ T em T

de donde,

1—F(z) 1-G)
Fz) ~Cw

1—-C(F(z),G)) _ 1= F(=z) o1 —=G)
I+l - =@, ca _[1+(l NV F@) ][1+(1 V& ]
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2 Cépulas Arquimnedeanas 2.2 Definiciones

Por lo tanto, A(C(F(x), G(¥))) = MF(x))A(G(y)), donde A(t) = 1 + (1 —
a)(l — t)}/t. A es una funcién positiva en el intervalo (0, 1). Entonces para

w(t) = —InA(t), se puede escribir a C como la sumna de las funciones
marginales FF y G,
PC(F(z),G(¥))): = —WA(F(E@IANG(Y)) — MA(F(z)) — nMG(w))

= e(F=) +e(G). (2.8)

2.2.1. Ejemplo. Sea Cop(u,v) = (U0 £ v=1/0 2 1)=0 y () = =19 — 1,
entonces se tiene que R i ot .

@(Colu,v))

por lo tanto, satisface (2.8)

w(Cau, v)),
Sea Co(u,v) = exp (— [( ip(t) = (— Int)?, entonces
©@(Co(u, v)) = (exp ('—' In u)" + (—Inv)?,

por lo que (2.8) se cumple. (p(Cg(u, u)) = tp(u) + (v). -

Para construir una cépula a partir de 1a relacién (2.8), es io resolver
esta expresion para C(u,v), esto es, C(u,v) = wl—(p(u) -+ ¢(v)) donde
(p(_‘] es la pseudo-inversa de la funcién .
2.2.2. Definicién. Sea v : I — [0,00) una funcién continua, decrecientc
estrictamente tal que (1) = 0. La pseudo-inversa de p es la funcion ol~1
tal que Dom go[—‘] = [0,00] ¥ Ran ©l=1} = I, dada por

- —it) si 0<t< 0

Pty = § P si 0=t=<e(0)
o 8i p(0) <t < oo.

@l es continue y decreciente en [0,00], y es estrictamente decreciente en
{0, ¢(0)]-
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2. Cépulas Arquimedeanas 2.2 Definiciones

Ademds, pl~Wp(u)) =u en I, v
{ t s 0.S¢<p(0)

f—1] =
) @(0) - 5i p(0) < ¢t < co.

Finalmente, si ¢(0) = oo, entor
2.2.3; Lema. '1 Sea -
decreciente tal que zp(l)
(2.8). Sea C

Entonces C sati

la. L FEE g 3 . i} L
Demostracién: Sea C(u, v) = w[-‘] («p(u) + :p(v)). y u E I De acuerdo
definicién de pseudo-inversa, se tiene que . : RIS

. - —1 =
C(u,0) = =1 (p(u) + w(0)) = { 0 si (0) = oo,ent.oncas P (oo) 0
(1) = 0, entonces C(u,1) = @I~ w(u) + ¢(1)) = @!=(p(w)) = u. Por
simetrfa C(0,u) =0y C(1,u) = u. o}

0 s8i 0< p(u) < oo.

Para que C(u,v) = &A= (p(u) + w(v)) sea cépula, falta establecer las condi-
ciones para que C sea una funcién 2-creciente, las cuales se establecen en el

Lema siguiente.

2.2.4. Lema. Sean ¢, = yC bajo la hipdtesis del Lerna 2.2.3. Entonces

C es 8-creciente si y sélo si cuando up < ug,
Cuz,v) — C(uz,v) < uz —uy.

[1, u2] x [v, 1] tal que B < 12, si C es 2-creciente

(2.10)

Demostracién: Sea B :=
Ve(B) z 0.

X(uz; v) = Clus, 1) + Clus, v)

Ve(B) .
- —uj + C(u1,v) = 0.

Por lo tanto
Cuz,v) — Cu1,v) <
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2.2 Definiciones

2 Cdpulas Arquimedeanas

Sean vy, v2 € I tal que v; < v, como C es creciente entonces, C(0,v2) =
0 <y < uvp =C(l,v2). L

Se sabe que C es continua, entonces exnstc t G I tal que C(t,v2) = v,
wln) = @(va2) + (1) .

C(uz, v1) Clur, 1) = o= (p(uz) + @(v1)) = 'P["‘](‘P(‘ux) +¢(v1))
Ao (uz) + w(v2) + () — w7 M p(u1) + w(v2) + ©(t)
@l (p(Cluz, v2) + () — oI~ Hp(C(u1, uz) + «p(t))
C(C(uz,v2),t) — C(C(uy,v2),t) - s
C(C(uz,v2),1) ~ C(u1,v2),1)
C(uz,vz) — C(u1, v2).

I

[}

[

Por lo tauto C es 2-creciente. (=]

2.2.5. Definicién. Sea J < R. Se dice que una funcidn o : J — [0, 00)
es conveza en J si para cualguier t que satisface 0 < t < 1 y los puntos
cualesquiera xy, x2 en J, se tiene que

(1 — t)z) + tza) < (1 — t)p(z) + tp(z2).

si se carnbia la desigualdad la funcion es concava.

Obsérvese que si 1 < x2, entonces cuando t varfa de 0 a 1, el punto
(1 — t)x, + tzo recorre el intervalo de z; a x2.

Uuna funcidn convexa 110 es neccsariamente derivable en todo punto, como
lo indica el gjemnplo f(x) = [z|, con £ € R Sin embargo, 8i J es un intervalo
abierto y si f : J — R es convexa en J, entonces existen las derivadas por la
izquierda y por la derecha de F en todo punto de J. Como una consecuencia,
se sigue que una funcién convexa en un intervalo abierto es necesariamente

continua.
2.2.6. Teorema. Sea J un intervalo abierto y sea f: J — R, si f tiene
segunda derivada en J. Entonces [ es una funcidn convera si y sdlo si

f"(z) = 0 para toda x € J.
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Demostracién: Sea f : J — R con segunda derivada, entonces

(@) = lfm Sla+h) —-2_2(«1) +f(a—h) (2.11)

para cada a € J.

Dada a € J, sea h tal que a + & ¥y a— h pertenecen a J. En&dﬁces a
1/2[(a + h) + {a — h.)] ¥ como j' es convexa en J. se tiene que

Sfla) = j( (a+h)+ (a—h))_—f(a+h)+-—f(a—h)

Por'lo ﬁxntd se obtiene que (a + h) - 2,}'(0) + j(a = h)='0."
h? > 0 pax'a odn. h 9£ 0, se ve que el Minite 2. 11 debe ser no v

Por tanto se tlene que f”(a) = 0 para cualquier a€ J.

Por proba.r ahoru que si j"(:r:) > .0 entonces f es convexa. -

Sean x,, T3 dos puntos cunlesquiera de J, sea 0 < t.<'1 y sea z¢ = (11—
t)x; + tza. Al'aplicar el Teorema de Taylor a f alrededor de z¢ se obtxene‘v
un punto ¢y entre zg y 1, tal que . -
1 L .

F(@) = f(@a) + @)z —z0) + ()=~ zo)?,
¥ un punto cz entre xp y zz tal que : e

S (z2) = f(w0) + f'(xa{(z2 — Ta) -+ 3
Si f" es no negnl.lva en J entonces, §

R= —(1 = t)f"(cx)(zl - xo)’

Por lo tanto se obtiene que BN
(= Of(@) +tf@a) =" f(e) + (=
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2 Cépulas Arquimnedeanas 2.2 Definiciones

2.2.7. Teorema. Sea p una fi i5: 2i , estrict te decreciente
de I a [0, 00] tal que (1) = 0, y sea ™1 la pseudo-inversa de . La funcion
C: I? — I dada por (2.9) es una cdpula si p cs

Demostracién: Sean C(u,v) = zp[""(tp(u) + w(u)), uy, u2, v € I tal que
uy Suz,yv<io

C satisface (2.10), y zp[—‘l(zp(uz) + zp(u)) - lpl_

D (arz) + ¢(v)) < uz = uy,
equ.lvalent.emeute o

(2:12)

Sia= (s+t)/2 b '”.svy ¢‘

P11

8-2‘4 +‘P"‘_’ (8+

)
() (2)

Como Lp[“] es conunun y sahsfnce (2.13) se tiene que @ es convexa.

zpl-'l(a) + zpl-'l(:)

]A

wl-'lts) + xpf-'lm @iz

Sea =11 una funcnén convexa. Sean a, by c €1 fijos tales quea >by
e>0,yv=(a~—b)/(a—b+c), de aqui que a — b = (a — b + ¢)~, entonces
a = (a -+ )y -+ b(y.— 1).

Twnbién, b+ c=a+c—(a— b+c)y = (a +) (1 —7) +7b.
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Como !~ es convexa entonces, y -y € [0, 1] se cumple que
el=a) < (1 — M=) + vl Na +0) v,

=16 +6) < yel~1 () + (1 — Nl Na+ ).
Sumando estas dos’'desigualdades se obticne la ecuacién (2.12) donde se ob-
tiene que C es8 2-creciente y por lo tanto una cépula. a

Sea ¥ el conjunto de funciones ¢ : [0,1} = [0,00] continuas, estrictamente
dercrecientes, convexas, tal que (1) = 0 con pseudo-inversa. Cada @ € ¢
genera una cépula C, esto es, una funcién de dnsu:ibuclén bivariada con
marginales uniforines (0,1] dada por .

Cluv) = ol p(w) + @) 0<u vt @14)

Estas cépulas se 11 Argui 4 . A la funcién ¢ se le llama generador
de la cépula C. Sl (0) = oo, se dice que ¢ es un generador estricto. En este
caso, !~ = p=! y C(u,v) =~ ‘(tp(u)+lp(u)) 8 una cdyula Arguimedeana
estricta. Ver figura 2.2,

Miemnbros tipicos de la clase ¢ incluyen a w(t) == ]n(t), tp(t) = (1—12)* con
a<lyp(t)=t"=—1, donde a > 1.

1L

Figura 2.2. Generadores estricto y no estricto.

2.2.8. Ejecmplo- Sea ¢(t) = —In(t) para t € {0, 1], «(2) es continua, es-
trictamente decreciente, convexa y (1) = 0. Como ¢(0) = oo, () es un
generador estricto, entonces pl—1(t) = ~1(2) = exp(—12).

Para generar la cépula, se sustituyen en la expresién C(u, v) = I~ (p(u) +
w(v)) y se obtiene C(u,v) = exp(In(x) + ln(v)) = uvv = [I{u, v). Por lo que
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2 Cdpulas Arquiimnedeanas 2.2 Definiciones

la cépula producto es una cépula Arquimedeana estricta. De aqui que X y
Y son variables independientes s8i y sélo 8i ©(t) = —clin(t), dondec>0. @

2.2.9. Ejemplo. Sea ¢(t) = 1—tparat € [0,1]. » € P ya que es continua,
co: a, estrictame decreci y (1) =0. .

. ~u+u—1>l.—

(u+ v - 1.'0).

Por lo u\uﬁ,d Ia
es una cépul

2.2.10. I‘Ejemp‘r La »cou'x sﬁpcrib;' <ie Fréchet-Hoeflding M, definida por
Mu,v) = xiyfxl(u; v), es la cépula del par (U, V) donde U = V con probabi-
lidad 1.0

Esta cépula no se puede escribir de la forma C(u, v) = o= (@(u) + p(v)),

ya que C(u,u) = u lo cual implicaria que 2¢p(u) = w(u) para toda u € (0, 1).
Por lo que la cota superior no es una cépula Arquimedeana. -

2.2.11. Ejemplo. Sea wp(t) = In(l — 01nt) para @ € (0, 1]. En caso de ser
un generador, obtener la cépula que genera.

Para que p sea un generador tiene que ser continuo, estrictamente decre-
ciente.

1. g es continua.
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2. @p(t) = ;(T:_.g—ln_t) < 0,810 <t < 1, por lo tanto es decreciente,
ademnds para £ y t2 tales que ¢ < ¢2 se cumnple que @g(t1) > wp(ta)
entorices g estrictamnente decreciente.

3. Adcmnds (0), = oo,entonces ¢ es un generador estricto, por lo que
ol=1(¢) = o—1(t) = exp[(1 — !)/6). Por lo tanto wp es un generador.
Entonces de acuerdo a (2.9) se tiene que la cépula generada es
w5 ! (wa(u) + wa(v)) = exp[(1 — exp{In(1l — 6 Inu) + In((1 — G1nv)}])/0),
exp[(1 — exp{In{l — &In(u)}(1 — 6 n(v))}/06],
exp{ln(uv) — 0In(u)in(v)],
= wuvexp[—0In{u}ln(v)].

Co(u,v) =

I

Esta cépula es la cSpula de supervivencia de la distribucién exponencial de
Gumbel bivariada, misma que se obtuvo en el ejemnplo 1.6.1. -

2.2.12. Teorema. Sea C una cdpula Aivuifnedéana con generador . En-

tornices:

c(v, u) para toda u, v € I;

1.

2 v),w) = C(u,Clv,w)) para toda

3. cp es tarnbién generador de
Demostracién:: hrge.nex"ador - Es decir C(u,v) =

=t p(u) + tp(VJ)
1. Es trivial. ..
2. Sea C(C(u,v),w)
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donde t = w(u) + @(v) + w(w).

O, G v, w)) ={§7® go5rEL0

Por lo tanto C(u, C{v, w)) = C(C(u, v), w).

3. Comno ¢ es un de generador C, entonces ¢ es una funcién convexa en I,
entonces para cualquier £ que satisface 0 < ¢ < 1 y puntos cualesquiera
xy, o2 en I, se cumple que

@((1 — t)zy + tw2) < (1 — t)p(x1) + to(xa),
para ¢ > 0 se tiene que

e(p((1 — t)ay + tz2)) < e((1 — t)o(z1) + tw(z2)),

de donde ¢ es convexa, y por lo tanto también generador de la misina C.0O

2.2.13. Tcorema. Sea C una copula tal que Sc(u) < u para toda u en
(0, 1). Entonces C es Arquimedeana.

Demostracién: Sea C una cépula Arqui d con erador ¢, y sea
Sc(u) = C(u,u) la seccién diagonal de la cépula C.

C(u,u) = l=1(2p(u)), como -1 es decreciente entonces para 2p(u) >
w(u), se ticne que C(u,u) < u para toda u en (0, 1). ]

El teorema anterior establece que esta propiedad y la asociatividad carac-
terizan a las cépulas Arquimedeanas.

2.3. Propiedades

es, con-

Sea ( el conjunto de funciones coutinuas, estri e decr
vexas de I a [0,00] con ¢(1) = 0.

E! nombre de ¢dépulas Arquimedeanas se atribuye al Axioma de Arquimedes
para nidmeros reales positivos,-“Si a, b son reales positivo, entonces existe

70



2 Cdpulas Arquimnedeanas 2.3 Propiedades

un entere positivo n tal que na > b. Una cépula Arquimedeana se comporta
como una operacién en el intervalo {0, 1], que asigna a cada (u,v) € I?

mimero C(u,v) en I. Esta operacién conmutativa {por la propiedad de
simetria), y asociativa, ademids preserva el ordemn, es decir que si u; > ua
> v, entonces C(uj,vy) < Cluz,v2). Por lo que las cépulas Ar-

Yy u =
quimedeanas (I,C) son un semigrupo Abeliano ordenado.

2.3.1. Definicién. Pam cualquier u € X, las C-pot. i de una spul
Arquimed, C, repy tadas por ug; se define recursivamente como lc =

u, y uFt! = C(u, ug).

La versién del Axioma de Arquinedes para (I,C) es —“Para cualquicr par
de nimeros u,v € (0,1), existe un entero positivo n tal que ug < v". Es
por esta razén que se les llama cépulas Arquimedeanas, quien utilizé este
térmnino por priinera vez fue Ling(1965).

2.3.2. Tecorema. Sea C una copula Arguirnedcana gencrada por o € P.
Entonces para cualguicr u, v € I, existe un entero positivo n tal que uk < v.

Demaostracidén: Sean u, v elemnentos cualesquiera de (0, 1). Sea C una cépu-
1a Arquimendeana con generador ¢, entonces C(u,v) = i~ (w(u) + pv)).

La C-potencia ug: queda como,
ufp = Clu,u ™) = ol (e(u) + wui™))

= tP["’(tp(u) + @(Clu, uE™?))

= l"Npu) + e(@! =N (pu) + p(uE™2)))

= ol l(2p(w) + e(ug™))

= el Ump(u). -
Como (u) y (v): son rmlm posnuvos, se puede aplicar el axiomna de Ax’—
quimnides, por lo que exxst.e un em.ero posxnvo n talque nqp(u) > pfv).

o= es decrecxent.o cnt,onces,r ‘)(mp(u) < w['“(cp(u)) Como v > 0,
w(v) < ¢(0) em.onces Pl = VY v > (mp(u)) = uB. a

71"



2 Cépulas Arquimmedeanas 2.3 Propiedades

Las curvas de nivel de cualquier cépula C estin dadas por el conjunto
{(u,v) € 1? | C(u,v) = t}. Para una cépula Arquimedeana y para ¢ > 0, el
conjunto de nivel consiste de los puntos sobre la curva de nivel p(u) +¢(v) =
©(t) € 12, la cual conecta a los puntos (1,¢) y (2, 1).

Sea p(u) + w(v) ='ip(t), resolviendo para v, queda comno
v = Le(u) = o= Np(2) — o(u)) = o™ (w(2) — w(u)). (2.15)

Donde I~ = ¢—!, ya que ((t) — w(u)) € [0,4(0)). Cuando t = 0, se ob-
tiene el conjunto cero de C, y se denota Z(C) = {(u,v) € I? | C(u, v) = 0}.
Para algunas cépulas Arquimedeanas este conjunto estd formado exclusiva-
mente por los dos segmentos de rectas {0} x I y I x {0} y para otras el
conjunto Z(C) tiene un drea positiva, para el cual la curva que lo acota es
Lo(u) = (u) + o{v) = x(0), conocida como la curva cero de C.

—

Figura 2.3. Grifica de algunas curvas de nivel.

En la figura 2.3 se representan las curvas de nivel de una cépula Arquimedea-
na. Este hecho queda demostrado por:

2.3.3. Tcorcma. JLas curvas de nivel de una cdpula Arquimedeana son
convezas.

Dcemostracién: Sea C una cépula Arquimedeana con generador . Sea
t € [0,1), entonces las curvas de nivel de C estdn dadas por L,(u) =
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e~ (L) — p(u)).

Como ¢ es convexa, para #4,, uz € I, se satisface que

piztuLy o w(uz) + o(u))
- 2 - 2 °
De aquf que
(O — (BN 5y - Llua)tetn)

() = ()] + [o(®) — o(us)]
2

Como ¢~ ! es decrecxente ¥ couvexn, cuando se aplica en a.mbos lados de la
identidad se obmeue que

L,(&L}ﬁ);'

?p

IAC v

( [tp(t) - w(m)] + [o() — w(uz)])

< 3(e M0 — o) + o7 o) — elu)
Le(u1) -+ Le(uz) o
L) o+ LeCug)

2.3.4. Ejemplo. Sea 6 € [0, 1] supéngase que la masa de probabilidad de
0 se distribuye uniforinemente en el segmento de recta que une los puntos
{0,0) y (0,1), y con musa de 1 — 0 en el segiento que une los puntos (0,1) y
(1,0). Cuando & = 1, el seginento de recta que une los puntos el soporte
de la cépula M y cuando 8 = 0 la recta que une a los puntos es el soporte
de la cépula W, cuando @ € (0, 1) la cé6pula estd dada por

u 8i 0 <u<sfv<o,

Co(u,v) = Ov si0€<Ov<u<l—(1—0)v,

utv—1 sif0<L1—-(1—-F)v=suxl,
Esta cSpula no es simétrica y por lo tanto no es Arquimedeana, adema4s las
curvas de nivel no son siempre convexas para cualquier valor de @ € [0,1]. B

El siguiente teorema da la C—medida de cada curva de nivel de una cépula
Arquimnedeana C.
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2.3.56. Tecorema. Seca C una edpula Arquimedeana generada por ¢ € Q.

1. Parat € (0,1), la C-medida de las curvas de nivel p(u) +{v) = (t)

estd dada por
1 1
w(e) - [————‘F,(,_) - p,—(“)]. ’ . (za6)

donde ©'(t~) y p'(tt) denotan la derivada por la izquierda y por la
derecha rcspcctwamente de xp en t. En particular, si ¢'(t) iste la C-
medida es 0. BRI ; S

2. Si C es no estricta, entoncu la (xé)”_+‘¢p(u) =

(0) es igual a e
(2.17)
v es igual a 0 cuando @ (0"') - ; )
Demostracién: Sea p convexa, entoncm exxs(.en ]ns denvadas izquierda y

derecha de ¢, en (0,1} [0, 1) respectivamente.

o(z) — @(t™) vy St = lﬁu w(x) — 9’("")

(¢-) = 1
#7) :—:{‘- -1t Tt z—¢

Sea t € (0,1), y w = (). Se fija a 1 un entero positivo, y se considera
la particién del intervalo [¢,1] inducido por la particién regular de [0, w],
{0, w/n,...,kw/n,...,w}, por lo que la particién de [t,1] estd dado por
{t = to, t1, ey tyy = 1} donde t,,_x = P~ W(kw/n), para k=0, 1, 2, ..., n.
Si w < (0), se tiene de la ecuacién (2.9) que:
Cltste) = ™ (elts] + wltel)
= o( (sa[w['”((" - j)/u)w)]) + e (I = 1) /mul) )
= (i, Bk ) o 1= n—i—k,
= gl ( T w) (P (w-(- o .

En particular C(t;, t,.__,) = ,p[—ll (w)

Sea el rectdngulo. fix': > [ln—k, tn—k-u] y sea Sy = U=y M-
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Comno wl"l convexa, se sigue que

OSti—toStra—t1 S Sty—tny=1—tn_y.
Donde lfing—oo{l — th—1) = 1 — lizn, 'wcpl—ll(w/n) =1 — l—tl(0) = 0.

De aqui que la C—medldu de las curva de xuve] lp(u) +¢p(u) = p(t) este dada
por limn 00 Ve (Sn).

Para éada & se tiene que S
C(lkylu—ku) 3
Tl (w —w/n) -

et w/n) = ¢
[l (w) — = (w = w/n)]:As

i Ve (£ik)

Z[vl-"(w +w/m) =
=1

= n([wl-‘kw +w/n) — wl-'l(

( [t~ 1w + w/n) = l=11 ()]

w/n:

Vq(Rk) : g.—k+1j + CtkZ1: tak)

(M

Ve (Sn)

Ming 00 V2 (Sn) = ling oo Vo (Sk)

L
w/n

g 1
- ; 1] (w) zp["ll(w — w/u))
ey Vi (w(t..-l) O]

lfm w (w/u)

2" et t—1t ()"

lhn w “') =1
n—oo w/n R
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(«:(z.._l) )

t — ¢ 4Gl

De donde se tiene que

din, Ve (S

Para una C no estricta y t= 0,
en y por debajo de la curva'd

P y = { N : - tl -
M VelSa) = 3 Vel = liug nt = limw w/n)
o o
= gﬁ'&*’“’(m)
©(0) :
= —-—a_ a
¥ (0t) = :

2.3.6. Teorema. Sea C una cépula Arquimedeana generada por ¢ € .
Sea K¢ (t) la C-medida del conjunto {(u,v) € P | C(u,v) < t}, o equiva-
lentemente, del conjunto {{u,v) € P | p(u) + @o(v) = ¢(¢)}. Entonces para
cualquier t € I,

Kolt) =t = ;((3)' (2.18)

Demostracion: Sea t € (0,1), y w = p(t). Sea nn un entero positivo fijo,
se consideran las nismas particiones de [0, w] y [¢, 1] que en la demostarcién
del teorema 2.3.5. Sea un recténgulo Ry := [tx—1, %) X [0, tu—x41], ¥ S, =

U}
Vo) = Ctkitn—k+1) — C(tk,0) — Cltiei, tni+1) + C(tgx-1,0),
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= Ctestn—ks1) ~C(tk—1stn~k+1)s

= -1 "—1.,,)._,,,(—u(w)_
Ve(Sh) = D3 Ve(sh),
k=1

— "),

n
= 3oty
) k=1

—w [wl-'l(w) — e w ~ w/n)].

w/n

Si se calcula el limite cuando n -r oa, igual que se lnzo en la demostracién
]

anterior se obtiene Ko(t) =t —
® =lGok

El siguiente corolario es una generalizacién del l.eorexnn 2.3.6.

2.3.7. Corolario. Sea C una cdpula Arguimedeana gcnemda por (p € Q
Sea KL(s,t) la C-mnedida del conjunto {{u,v) € P | u < a C(u, v) < t}
FEntonces para cualquier s, t € I, - B -

s s s <t ° ‘ : N
Kp(s, t) = e qp(gla-:g(s) 55 >L T(2.19)

Demostracién:
1. Cuandos < ¢, KG(s,t) = s es la C-medida del rectingulo [0, s] < [0, 1].
2. Suponiendo que s > t, como en los teoremas anteriores, sea z = ¢(s)
y considerar la particién del intervalo {¢,s] inducida por la particién
rogular del intervalo [z, w]. Donde t,_x = !~ (z+ [k(w — z)/n]), para
k= 0, 1,.., .
De aqui que
Cltirte) = &"Nelts) + o(te))
o1l (z + {rnn— 7)(w — 2) zt (rn — k)’fw - z))

n”n

] (w+ n—j —-:)(w —2))_
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2 Cépulas Arquimedeanas 2.3 Propicdades

Sen A 1= [tr—1s k] % [0y tn—ksa] ¥ S = UR= %
Ve(#,) = C(txstn—r+1) — C(tx,0) — C(tk=1, tn-r+1) + C(tx-1,0)

= C(tkstn-k+1) — Cltk—1,tn-t+1)
+ gl (z G O T R i 1)'Ew - z))

n

n

— G- (z'+ —k-Dw-z), = 1),51”_'2))

= =" (z +w — ——) + w["‘l(w)

El resultado se sigue como en la demostracién»de] T‘eore;ni '2".3.6'.' : S

Una subclase de cépulas Arquimedeanas consiste'en dquellas que sus gene-' ‘

radores son funciones doblemente diferenciables, denotada por A, es decir
cuando la cépula C tiene un generador tal que

PpP(l)=0 L'@)<0 y &"(t)>0 para toda t € (0, 1). (2.20)

Las condiciones 2.20 son suficientes para garautizar que ¢ tieme una in-
versa ¢~!, que tasmbién es dobl te diferenciable. Si lim,_ g+ () = oo,
entonces por convenieuncia se denotard (0) = oo. Ejemplos de estos genera-
dores son () = (1 —t)? y ©(t) = t=? — 1 donde 6 > 1.

Cada miembro ¢ € A genera una cépula C(u, v) para cada (u, v) € I? commo
sigue
-1
Clu,v) = { @ [e(u) + ()] 0 < p(u) +w(v) < »(0), (2.21)
en otro caso.

Si p(0) = oo, entonces C(u,v) es estrictainente positiva excepto cuando
1© = 0 o v = 0, el soporte de la distribucién es el conjunto {(u,v) | @(u) +
»(v) < ¢(0)}, el cual es el cuadrado unitario completo si {0) = co.

Todas las cépulas C estin . formadas de una componente singular y una
absolutamente coutinua, es decir

C(u,v) = Ac(u,v) + Scl(u,v).
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2 Cdpulas Arquimnedeanas 2.3 Propiedades

Cuando C es absolutamente continua su densidad ¢ asociada con 2.20 se
puede encontar asi. Sca (C(u, v)) = @{(u) + @(v) se obtiene la derivada de
C(u,v) con respecto a u y después con respecto a v. Esto es

(Ol o LELLN _ )
Yy
PO 2CGaN X)) | P C WM gy (a22)
entonces, la densidad de C(u,v), es
o= LRI aw

Por las propiedades de ¢ dadas en (2.20) es claro que ¢(u,v) > 0, para toda
(1, v) tal que @{u) + w(v) < ©(0). En geueral, las derivadas no existen en el
lhmite p(u) + ©(v) = ©(0).
Las cépulas de esta clase en ocasiones tienen componente singular. Si tiene,
el componente singular estd concentrado en el conjunto {(u, v} j(u)+w(v) =
«(0)}, de aqui que las derivadas parciales 8C(u, v}/9u y 8C(u,v)/8v exis-
ten cn todos lados, excepto en esa curva. En el siguiente teorema Genest
¥y MacKay(1986b) establecen cuando una cépula C tiene una componente
singular y la cantidad de inasa de probabilidad que est& concentrada ahi.
2.3.8. Teorema. JLa cdpula C(u,v) generada por un elemento de o € A
tienne un componente singular si y sélo si

»(0)

0.

Fo ”
En este caso, p(U) + (V) = ¢(0) con probabilidad —p(0) /' (0).
Demostracién: Sea C una cSpula Arquimedecana con generador ¢ y den-
sidad ¢, que satisafce las condiciones (2.20). Sean

z = C(u,v) = ¢~ (p(u) + o(v)) y wy=v
donde z, ¥y € (0,1). Para un valor fijo de x se tiene que z < y < 1, esto se
cumple ya que 8i a < 1 entonces a < C(1,v) = v. De 2.22, ¢l Jacobiano de
esta transforinacién estd dado por

B(u,v) ' (v)

3(z,y) = P (Cluv)) | TESIS CON
” FALLA DE ORIGEN

ESIS WO SALE
,’:?-;‘Z’S_‘ JOYTEROS
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2 Cépulas Arquimedeanas 2.3 Propiedades

Por lo tanto,

= c(u, v)dvdu
b= [ [ et

donde .4 = p(u) + ¢(v) < (0)
=~/ [, it v

1
[:'/((:ﬁz wlz)dz

1— [v('—')] .
S (=) |,
Sea a € (0, 1), la interseccién de la recta tangente de (t) en ¢t = a, con u es

@(a)/¢’ (a), esta cantidad se aproxima a 0 a medida que a — 1. Entonces p
menor que 1 si y sélo si ©(0)/4'(0) # 0.

conB=0<z<y<1

Eun este caso, la cépula tiene un componente singular en la curva w(u) +
@(v) = (0). Es decir con probabilidad ¢(0)}/+'(0) la pareja (U, V) estd en
la curva. . a
Cuando el generador de una cépula Arquimedeana es continusmente dife-
renciable, la C-medida del conjunto {(u,v) & l2 ] C(u,v) < t} dada por
(2.18) es Kc(t) =t — p(t)/' ().

2.3.9. Ejemplo. Sea @(t) = [l.“’ — 1]/x.para o > 0, generar la cépula y

encontrar el componente singular si lo tiene. " !
a4+ 1

©(1) =0, (L) = —t,T',< 0- tP"(t) = a3z >0,
para toda ¢ € (0, 1). Como »(0) = oo entolices 4p[“] ==l = (at + 1)~ Va
por lo que la cépula que genera @ es' 7
Cluv) = o He(u) + v(v))

]
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2 Cdpulas Arquimedeanas 2.3 Propiedades

Eu este caso p(0)/¢'(0) = 0, por lo que no tiene componente singular y su
saporte estd dado por (0, 1]2. .

2.3.10. Ejemplo... La funcién ¢(2) = [t—° —1_1]/6 definida en el 2.3.9 es
tamnbién un elemento de A sia: € [0,1). Donde s8i a = 0, se define (t) =
lima—o[t® — 1)/a = — In(t), con inversa ¢~ 1(t) = e~*.

. 3 : 1
(p(l) =0, ©'()= - <0, o) = ol >0, para toda t € (0,1),
Entonces la c6pula que se genera es

Clu,v) = ¢ Hp(u) +w(v))
uv = I{u, v).

Por lo que U 'y V son variables aleatorias independientes si el generador de
la cépula es w(t) = —In(t).

Para a < 0, la cépula que se genera es la misma que en el ¢gjemnplo anterior,
©(0) = —1/x, pero ¢(0)/¢’(0) = 0, por lo que no tiene componente singular
¥y su soporte est4 restringido a la regién dado por (u) +@(y) <w(0). ®

2.3.11. EJemplo. Considerar w(t) = (l—t)"' donde a > 1. Como (0) =1,
se tiene que - : .

C(u,v) = {

= n&x(0,1 — [(1 —we 4 (

0
(2.24)

Para este caso, el limn.e es (1 — u)" (l — 'u)n = 1, y la probabilidad que
(U, V') caigan en la curva esui dada por zp(O)/lp’(O) = 1/a, por lo que tiene
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2 Cdépulas Arquimedeanas 2.3 Propiedades

componente singular.

Cuando « = 1, la cépula (2.24) es la cSpula W, la cual es completainente
sigular con V = 1 — U con probabilidad 1. -

El siguiente resultado presenta la versién probabilistica del teorema 2.3.6 y
del corolario 2.3.7.

2.3.12. Tecorema. Secan U y V variables aleatorias uniformnes (0,1) cuya

SJuncidn de distribucidn junta es la copula Arguimed, C generada por
@ €N Sea T = p(UY/(p(U} +(V)) y 2 =C(U, V). Entonces,

1. T estd uniformemente distribuida en (0,1),
2. Z estd distribuida como K (z) = z — A(z), donde A(z) = p(z)/¥'(2),

3. Z y T son variables al, ias independient

Demostracién: Sise supoue que C es absolutamnente continua y que g(=z, t)
es ]a densidad de (U, V) y G(z,t) = P(Z < z,T < t), entonces

2
glant) = %c(u,z)lg(‘:—;;’,’) .

- wy(t, z)dtdz = c(u,v) 2(u,v) dudv,
A [ [ |y

donde c(u,v) es la deusidad de la cépula y lgg—'ﬁ;—l es el Jacobiano de la

Transformacién (u, v) — (=, t).

C(u,v) = o~ (p(u) + p(v)), por lo que (=) = p(u) + p(v).

z =
= el = wlw)
T ) ey dorauiauew =ony
entonces . . .

Pw) = top=)yp(v) = (1 =) elz),
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2 Cdpulas Arquimnedeanas 2.3 Propiedades

‘
y el Jacobiano igual a M, entonces se tiene de 2.23 que

' (u)e’ (v)
oz t) = @) (V)" (z) w(z)e' () U)e(x)
’ T &P RO ) w(=)

Asf de esta manera

- v o (w)ey) _ " (z)p(z)
N fo fo W) dyetz = /'"dz/ LRy
z[ I )] = (K (=) o
0

I

#'(2)
Genest y Rivest{1993) presentan la demostracién para el caso general.

2.3.13. Corolario. Sean U y V variables aleatorias uniformes (0,1) cuya
Juncion de distribucion conjunta es la cdpula Arguimnedeana C generada por
@ € Q. Entonces la funcion K¢ dada por la ecuacion (2.18) es la funcidn de
distribucién de la variable aleatoria C(U, V). Ademds la funcion K¢ dada
por (2.19) es la funcidn de distribucicn de U y C(U, V).

Si se quiere construir una cépula C con las propiedades de asociatividad
¥ que satisfaga dc(u) < u es decir una cépula Arquimedeana, el siguiente
teorema da una técnica para hacerlo.

2.3.14. Tcorema. Sca C una cdpula Arguimedeana con genereador @ € S2.
Entonces para casi todas las u, v, € I,

aC(u, u) &' (v) ac(u. v) . (2.25)

' (u)

Dcmaostracién: Sca ¢ convexa, o' existe casi en todos lados en (0,1). Por
el tecorema 1.2.10 8C(u, v)/0v y 3C(u,v)/du existen para todo u, v € I.

Sea C(u,v) = i~ (p(u) + p(v)) entonces ©(C(u,v)) = p(u)+ p(v) se aplica
la regla de Ia cadena y obtenemos
P(Cu 2 — g

' (C(u,v))

y
e~ ).
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2 Cdpulas Arqui. deanas 2.3 Propiedades

Como 1 es estri e decreci ©'(t) 7 0 para cualquier ¢ € (0,1),

entonces ol
C(C (1 v)) = ') / (a—céu‘—‘—'ﬂ) ?’(v)/(%""")-).
) ; RN m]

De aqui que se cumple (2‘25j ;-

entonces se p

para toda ‘0 [ [-k-l.," . éep ue ‘cuando esto ocurre

s 11 1
Co (Z’C"(E 3 va(Ca(zsg)-g).

esto es légico yi\ que cuando § = o, Ca(ﬁ, v) = uv y se dice que las variables
son independientes. . : -
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2 Cdépulas Arq leanas 2.3 Propiedades

Al no cuinplir con la propiedad asociativa, la cépula C no es Arquimnedeana.@
Genest y Rivest (1989) dan una caracterizacién de la familia de distribu-
ciones de Gumbel.

2.3.16. Ejemplo. La Familia Ali-MikHail-Haq de cépulas se construyé en
la primner seccién de este capfitulo, estas cSpulas estdin dadas por

. Co(u,v) = W donde @ € [—1,1].

Esta familia es Arquimmedeana porque cumple con las condiciones del Leina
2.2.4 y del Teoremna 2.2.7. Sean u, v, w € I entonces

_ 1 Co(v, w)
Co(u, Colv,w)) = 7 T = )L = Ca (o))

vw
160 — v —w)

uw
1"9(1"“)[1_ l—a(l—v)(l—w)]
: uvw
TT=0(0 =uD(l —0(1 —v)(Il —w) — vw”’
uvw
—140%(u—1)(v - 1){(w— 1) + 0(2 — v — w -+ u(vw — 1))’

_ Colu, v)w
Ca(Col,0),)) = T—grr f.,)(l — TR

— uovw
T -0l —w))Q -0 —v)(L —u) —uv'
uvw
TAFFu— D@ —1)(w—1)+0(2 —v—w-+ ulvw — 1))

Por lo tanto Cp es una cépula asociativa ya que
Co(Co(u,v), w)) = Co(u, Co(v,w)).
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2
Ademds éc(u) = Co(u,u) = -1-—_-_—-01—:’—‘5-(-1_—“)2- < u, para toda u € (0,1),

por lo tanto Cp(u, v) es una cépula Arquimedeana.

Para encontrar el generador, se utiliza la igualdad (2.25) del Teorema 2.3.14
whu) _ BCs(u,v)/du
@) —  9Ce(u,v)/0v
ICo(u,v) _ v _ Ouv(l — v)
ED T—01 —w(l —v) (=6 —u)(l —v))?
{(1+89(v—1))v
(O(u— 1){v—1) —1)7"°

Andlogo para v,

8Cs(uv) (1 -4 0(u— 1))u
3uv - Olu-1)(v—1) —1)2"

enoces, . A
L) vl =00 —v)]
[ZAT)) ull —6(1 —u)]’

de aquf )(t) = t[l—-;'+t)]' entonces ¢l generador esta dado por

@ m (W) para @ € [—1,1) ypi(t) =< (% - 1),

wolt) = 1=

Sicy =1 ycp=1—08 para 8 € [—1, 1) se obtiene el generador de las cépulas
de la familia ALi-MikHail-Haq. -

2.4. Orden y Casos Limite

Una cépula C; es menor que Cz, C; < Cz, s8i C)(u,v) < Ca2(u,v) para todo
u, v € I. La familia de cSpulas {Cp} estad ordenada positivamente si Cp < Cg,
cuando a < G, y negativainente si C, > Cpg cuando a < 3.
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2 Cépulas Arquimedeanas 2.4 Orden 'y Casos Limite

2.4.1. Ejemplo. Sean C, y Cz miembros de Ja fa.milié de cépulas - de
Gumbel-Barnet {Cp}, con Cp(u,v) = uv exp[—oln “ ]“"]'k"_:?," 0 € (0,1).
Sean S . B

uv exp[—ox Inu ln v],

C1(u,v) = Co, (u,v)
Co(u,v) = Cp,(u,v)

N

uv exp[—02 Inu luv]

Si0, <062

uvexp[—@Inulny] > B ﬁv ckp[—‘ﬂz Inu ln‘u],l

—0, lnulnu = "—03 lnulnu.

Por lo tauto Cp, (u, v) > Cy, (u, v) para. ‘toda’ (u,u) e l2 Cp. > C)p, entonces
la familia de Guinbel-Barnctt estd ordennda negativamente -

En ocasiones no es tan imnediato verificar si la familia de cépulas estd or-
denada positiva o negativamente, uno de estos casos lo muestra el ejemplo

siguiente.

2.4.2. Ejemplo. Sean C;, Cz2 € {Cs}, donde para (u,v) € I?,
/]

Colu,v) = ST a(@70) — (0}

Sean &; y 62 en (0 oo), tales que 0; < 02.

para 6 € (0, o0)

- 02
Si Co, = In(efr/v + e(0|/u) — e(81) ¥ Co, = In(ef%2/v + e(62/v) — e(62)°

No es ficil verificar cual de las dos es menor, por lo que se tienen que buscar
-

otros criterios.

d la | ia se va a determinar de acuer-

Para las cépulas Arq
do a las propiedades de sus generadores.

2.4.3. Dcfinicién. Una funcion f definida en [0,00) es subaditiva si para

todo =, y € [0,00),
Sz +y) < f(z)+ f(y) (2.26)

d das gencmdus, res-

2.4.4. Teorema. Sean C| y C2 copulas Arg
=1 o

pectivarnente por 1 y w2 en S Entonces Cy < C2 si y sdlo si o) © zp
subaditiva.
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2 Cépulas Arquimnedeanas 2.4 Orden y Casos Limite

Demostracién: Sea f = (ploqp!‘, 4 .f es decreciente. Como J es composicién
de dos funciones continuas es contnnun, J'(O) =g (tp ll(0)) =¢1(l) =0.
Supongase que C; < Cz, C) (u, v) < Gz(u, u) para (u,v) € I2. Entonces, se
tiene que :
«p‘f“(w(u) o) = e + ()
wrepl @) + @1(»)) 2 w1ewk Hpe(u) + wa(v)  (227)
(Pr(u) +w1(v)) = f(pa(u) + w2(v))

Sea = = p2(u) y ¥ = w2(v), entonces f(z) = 1 (wh 1(z)) = @1 (u), andlogo
para y, f(y) = ¢1{v). Entonces (2.27), se puede escribir como

S(z)+ f(y) > f(z+y), por lo tanto f es subaditiva,
para todo z,y € [0, ¢2(0)]. Si £ > »2(0) o ¥ > 2(0), entonces los dos lados
de la desigualdad anterior son 0.
Sean f subaditiva ¥y 1,22 € I donde x; < a2, entonces qp;(qp; ](zl)) <
o1 (1p2[~—-1](=x2)), de aqui que f(:l) < f(z2). Como f es subaditiva, entonces
Sz +y) = J(=@)+ f(v)-
Sean = = w2(u) y v = w2(v), entonces .
Fler(u) + o2(2)) £ S(w2(w)) + [(2(0)) = @1 () + @1(v);
P N (w) + @200)) = o) + 1 (01,
entonces,
Ca(u,v) > Ci1(u,v) lo que implica que C, < Ca.

]
Los siguicntes resultados establecen las condiciones suficientes para que la
funcién ¢ o zp,_l sea subaditiva y asf poder establecer que C; < Ca.
2.4.6. Lema. Sean [ definida en [0,00). Si f es concava y f(0) =
entonces [ es subaditiva.

Demostraciéon: Sean r, y € [0,00). Si z + y = 0, entonces z = y = 0, por
lo que f(z+y) =0< f(x)+ f(y) =0.
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Siz+y>0,

7@

(z+y)+

Si f es e¢éncava y f(O) =0, em.onccs
S (=) 2

T r (y) =

Entouces, . >f' TR

(m) +f(u) =

Por lo tnnto J es subndnhva s: j es céncavn. ;

Se puede garantizar que si f es céncu.va f es subadxnva pero al contrario no
es cierto. :
2.4.6. Corolario. Bajo la- lnpd'tm d:l Teorema 2.4.4, si p; © zp. U es
cdncava, entonces Cp —< C'z.
Demostracién: Sea f = ¢ © (p.[;u, donde f es una funcién tal que f({1 —
t)z) + txa) = (1 — t)f(z1) + tf(z2), para t € [0,1]. Se tiene que
AN — Oz +tz2)) = @7~ O (@) + S (22,

(e ""[(1 — el Uz + tor (2 za),

A ea(u) + w2l 2 oM@ () + i)
Ca(u,v) = Ci(u,v). o

2.4.7. Ejemplo. Scan.C), y 2 imniembros de la familia de Gumbel-
Hougaard, con pardmetros 0, y 0z, los generadores de C, y Cz son ¢(t) =
(—int)o% parn k = 1,2. Determinar el orden.

v

1/8
Sea Co(u,v) = p{ — [(— mu)? + (—In v)”] } mieinbro de la familia de
Gumbel-Hougnnrd, generada por wp(t) = (—Int)®.

Sen w2(t) = (= n2)%, de aquf que &'1(8) = (exp(—2'/%2), 1 o &L N(e) =
©1(exp(~t!/02) = 101/02,
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Sea f(t) = t?1/92, comno f es continua en (0, 1], por el Teorema 2.2.6
8, — 0, —
() =0, (ﬁ—oz )t"'/'“ %,

si 01 < 02 entouces f"'(t) <O para t do te (0 1), entonces f es céncava, y
Cy < Ca.

2.4.8. Corolario. . Ba, T . rpyﬁg.z.l.l, i /2 es cre-
ciente en (0, 1), entone g

Dcmostracién: Sea
9(2) = (8)/t, donde

y(m(:i))
como @2 es chx ciex
(0, oo). o]

lpz(()))' y. de aguf en

Para todo =z, y > 0, g(z + y) como tpz es decrecxex ’ Y. ntoucm g es decre-
ciente en (0,(p3(0)) Y de aqm‘ en (O, co) 5 :

Para todo z, y 2 0 y(z + y) = g(::) y g(:c +v) = 9, de aqul que
zlg{z +y) —g(z)] +vlo(z+v) —9W)].< 0,0 (=r+y)y(=:+y) =< zy(ﬂ:)+yg(y)-
Por lo tanto g es subadn tiva.. o

-familia de eépula {Cs},

Sy
v)?] ,0)' coné > 1,

)92, respectivamente.

2.4.9. Ejemplo. Sean Cl,:y Cz
donde s

Cilu,v) = méx (1 - [(1‘
con generadores 1 ; 9

% = (1 —¢t)h 0, Si 0 < creciente en (0, 1) entonces C < Ca.
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Por lo tanto la familia {Cp} esta ord ia positi te. -
Genest y MacKay(1986a) establecen en el Corolario 2.4.10 otro criterio de
concordancia para las cépulas Arquimnedeanas.

2.4.10. Corolario. Bajo la hipdtesis del Teorerna 2.4.4, si ) y p2 son
conti; te difer iables en (0, 1), y 3i o) /) es no decreciente en (0, 1),

entontes C; < Ca.

Demostracién: ¢ y 2 son decrccientes y convexns en (0 1), por lo que
| ¥ 5 son negativas en (0,1). . .

Sea g = % yf= g‘— creciente y continua, es;o es por lim,5 ;- f(2) existe.

lime =~ 1 () = 0 = Mm,, - pa(t),

’ Piw2 — vy v .‘Pl' [ £
=f1P2 ¥ _(LL_PrLYy L2 _(r_ .. % 2.28
g Z 2 (f—29) oz ( )

Por el' Corolario 2.4.8, sélo se necesita demostrar que g’ es no negativa, o
que £2 es negativa, y que f(t) — g(t) <0 en (0,1).

Supdngase que existe una tg € (0, 1) tal que f(to) — g(to) > 0. Entonces
9(to) < f(to) < lim f(t) = 1l f(t)
=1 t—1

Pero por (2.28), g'(t0) < 0, por la propiedad del valor intermedio de las
derivadas en Bartle y Sherbert(1996) y comno g es diferenciable en todas
partes entonces existe un ¢; en (¢, 1) donde g(t;) < g(t) y g'(t1) = O.
Entonces, g(t1) < g(to) < f(to) < f(t1) pero por (2.28) ¢g’(£;) < 0 esto es
una contradiccién.
2.4.11. Ejemplo. Sean C; y C: miembros de la familia Clayton con
pardanetros @; y 02, y generadores ) y 2, respectivainente, donde ¢ =
(t=% — 1)/0x para k = 1,2, y &(2) = t?%~!, entonces g(t) = L = %2~
2
Si 6 < 0., entonces g(t) es creciente en (0,1) y C, < Ca, por lo que ésta
fainilia de cépulas estd ordenada positivamente. [ ]
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En la tabla se muestran algunas familias de cépulas con sus beneradores y
el orden que guardan esas famnilias.
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Co [ wo(t)
méx[(u=? + v=* — 1)1/%,0) =Leo/0} (0 - 1)
Orden: positivo
v . 1—6(1—1¢)
T=8(~-u)(l—v) eel-1,1) '“[ ¢ ]
Orden: positivo
- 170 )
exp ( - [(— Inu)? + (— lnv)’] ) @ € [1,00) (—Int)?
Orden: positivo
1 (e~ — 1)((e=%¥ — 1) . : bt ]
—51"(” @ =D oo = |
Orden: positivo
max{@uy + (1 — ) (u +v — 1),0] S 8e (1] —Inf8t + (1 —6)]
Orden: positivo
uvexp[—flnulnv] ‘ @ € (0,1] —In{1—6In¢]
Orden: negativo
uv -0 _
A= a—eha —on)7 6 € (0,1) In[2¢ 1)
Orden: no existe
178 —1 1 0
(1 “+ [(u" —1)% 4 (vt — 1)'] ) >0 (-‘- - 1)
Orden: positivo -
[ 8 € (0,00) efl/t — of -
Infef/u 4 /v — 0] !
Orden: paositivo
1/8 R
exp l—[(l—lnu)'+(l—lnv)'—l) 8 € (0,00) . (1—1Int)?
Orden: poéit.ivo )
Tabla 2.2. Familias ord das de c6pulas Arqui d
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7 ! s

2.4.12. Teorema. Sea {Cp|0 € O} una familia de cépulas Arg
con generadores diferenciables g € 2. Entonces C = liinCp ©s una cdpula
Armgquimnedeana si y sdlo existe una funcidn o € 2 tal que s, ¢t € (0,1),
:p,,(.-;) _ els)
Hm == 2.29
P @ = o) 229
donde el lin denota el limite unilateral apropiado cuando 6 se aprorima al
punto-final del intervalo paramétrico ©.

Demostracién: Sea Up, Vp variables aleatorias uniforine en (0, 1) con fun-
cién de distribucién conjunta Cp, sea K} la funcién de distribucién de las
variables aleatorias Up y Co(Up, Va). Si Cp es una cépula Arquimedeana
generada por ¢y, por los Corolarios 2.3.7 y 2.3.13,

, _ _ woa(t) | wols)
Kp(s,t) = PlUp < 3,Co(Up, Vi) < t]j=1t — O] + R 0) (2.30)

siempre que 0 < t < 8 < 1. Sean U y V variables aleatorias uniforines
(0,1) con funcidn de distribucién C y sea K’ la funcién de distribucién
de las variables aleatorias U y C(U, V). Suponiendo que C es una cépula
Arquimedeana, generada por ¢ y de los Corolarios 2.3.7 y 2.3.13,

" — —,_ 2 wis)
K'(s,t) = PlU < 3,C(U, V)< t] =1 P O IMETIO] (2.31)

Por demostrar que (Ug, Co(Ua, Up)) <, (U, Cc(U, V)), cuando @ — 6, donde
8y es el limite del intervalo paramétrico, si C(Up, Vp) — C(U, V'), entonces
C(Up,1) = Uy — U = C(U,1). Entonces, se¢ tiene que

. " _ ’ ., e w(s)
in Kg(s,t) =lim K'(s,t) =1¢ _qp’(t) —+ TN

para0<t<s <1l

De la ecuaciones (2.30) y (2.31), se tiene que Mg 6, ‘:,"E:)) :,((‘?)
si la ecuacién (2.29) se cunple, entonces existen infinidad de constantes co
tales que para toda t € (0,1], el lxm caqag(t) = (t). De aqui se tiene que
l(m(p l]/q; =1, por lo que pzu'a cualqluer u,veEX

. Ahora

tm ol e (w) + qza(u)) = = (gp(u) -+ w(v)).
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Por lo tanto € = liin Cp. O

E] generador de la cépula W es ¢(2) = 1 — ¢, entonces W es el lfmite de la
familia {Cy | @ € ©} si el limite de wp(s)/wp(t) = s — 1.'El generador de la
cépula I es (t) = —Int, entonces IT es el lhnn.e de la. fmmha. {Ca |0 €6}

si lim @g(s)/h(t) =1t - lna. . y .
2.4.13. Ejemplo. Sea Cp = 1n6.x{0uu+(1 8)(u.+v— 1),0} con generador
we = —In[ft + (1 — 0)] con 6 € (0,1}, pua s,t €(0,1).

wo(s) _ o nf0s+(1— 8)] + (11— ‘7)]2(-lJ —1) —e—1
00+ H(E) oo+ O] [0 + (1 — 0)1 es+(1—0) . .
Por lo tanto, Cp = W. :
o(s) i
al—n— so{,(t) al-‘:f‘-. ]
E -

Entonces, C; =11

2.4. 14. E_]Bmplo; Sea C 1)‘/” 0} con generador

wo = —(:-” - 1) con 0. € ([

a.l.“_"ﬁ @ kl) =s-1
Por lo uux!.o, C_; =w.
¢a(3)
P il [ZAO] 0—‘0’0-' £ 0
o ]

= tilns.

Entonces, Cp =

2.4.15. Teorcma. Sea {Cp|0 € O} una familia de cdpulas Arquimedeanas
con generadores diferenciables wp € 2. Entonces liin Cp = M (u, v) si y sélo

limn ::’23 =0 parat € (0,1)

donde cl l1iin denota el limnite unilateral apropiado cuando 6 se aprorima al
punto final del intervalo paramétrico ©.
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2 Cépulas Arquimedeanas 2.4 Orden y Casos Limite

Demostracién:
Sea 0y que denota el limite del mtervulo © y si Hma(t)/w)(t) = 0O, para
unat € (0,1) y un € € (0,¢). Se tiene que 0 < —p(t)/wp(t) < €. -

La interseccién de la linea tangente a la grifica wo(x) es t — wp(t)/p(t) en
el punto (¢, o (t)), comno @(t) es convexa y decreciente, se tiene que para

x =t + tpp /o’ (¢) se tiene que

) wo (t “+ 'Zp((? > 2pp(t),
oY ('Po (t + ::Zf:;)) < M@t

Co(t,t) = wo(2p0(t)) > t+ —r~ (‘) >t

Co(t,t) = t, esto es lim Cp(u, v) = M(u,v).

2.4.16. Ejemplo. Sea Cp(u,v) = (1 + [(u—1 = 1)0) + (u-‘ - 1)")]‘/‘)

con generador p(t) = (l —_ 1) donde 9
ol it

Pp(t) = ( )(— - 1) " ent.oncm

w(t),v_ -t

Mrom T e T

[ls oa).

Por lo que el Coo = M.
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2.4 Orden y Casos Limnite

[

Casos Especiales

max[(u—? + v—f - 1)1/%,0], donde € € [—1,00)/{0}

uy
m—u—). donde 8 € [—~1,1)

R 70
exp (— [(— Inu)® + (— Inu)'] ! ). donde @ € [1,00)
—%in (1"+ %). dondeyé#yq‘

max{Buy + (1 = 6)(u +v = 1),0], donde a“e‘r'(o. 1]

uvexp[—-8lnulnv], donde & € (d. i]
N uy .
OTF(=u9d -

Soy7i7e+ donde 8 e

(1 + [(u" — 1)+ (v donde 650

P ;
n[e¥7% + e%7% =

C1 =W, Co=11

C,;E_n,cw=u
II
Co=1,C0 = x5

C)y =01,Co0 =M
c_mi=w,c,;.,_—.‘n
R
Gom wih
Co=Tr
é;,:n

Cr= g Cee =M

1Coo = M

n
n

ydonde 8. > 0:.. C'}|'=:l'l,c.,.,=1tl

Donde X i= u’+ v

07

lias d céppjns Arquimeden.n@, l(xﬁitts. -
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nas 2.5 Famnilias paramétricas

2 Cépulas Arqui.

2.5. Familias paramétricas

En esta seccién se muestran métodos para construir familias de generadores
para cépulas Arquimedeanas de un generador ¢ € €.

2.5.1. Tcorema. Sea @ € N, sean @ y B nu 08 realcs positivos, y se
define C

Pt =90 ¥ sl [ip‘(t)j" (2.32)

1. Si B =1, entonces ¢, 5 es un clemento de ﬂ

2. Siae (0,1), entonces pa,1 es un clcmnnto de ﬂ. :

3. Siy es dobl te difer iables y t<p‘(£) es ‘no decrectente en (0,1),

entonces @a, es un elemento de 2 para toda a > 0.

Demostracién: .

1. Si ﬁ =1 entonces 1,8 € S.entonces ),g es un elemento de 0. Para
£ 2 1, sean xy, xz tales que = < z2, si () € €, implica que
@(z1) > @(za), como A 2 1 se tiene que [p(z1))? > lp(z2)]?, por
lo tanto 1,5 es estricta decr e,

Como p(t) es un geuerndor entonces es derivable, por lo que ) g(t) =
[p(£))?, de donde &Y 4(t) = B(B — 1)"(t)[(£)]°~2 < 0, ya que p(t) es
convexa, entonces galﬁ es una funcién convexa.

Ademds ,5(1) = [»(1)}? = 0, por lo tanto p, 4 € Q.

2. Siae€ (0,1), entonces @a, (1) = (t®). Paraz, < T2 y para e € (0,1)
se tiene que rf < x5 como w(t) es decreciente entonces () = (xg),
esto s ©1,a(Z1) > WY1,a(x2) para 21 < x2. Entonces es decreciente.

Pa,1({t) = ©(t®) es convexa ya que t® es convexa para a € (0,1] y
 es decreciente.

Ademss @),a(1) = (1) = 0, por Jo tanto o € . fm ]
La familia de generadores {pa,1 € $?| wa,1(t) = w(1®)} se le conoce como
1a familia o asociada con el generador @ y a {19 € 2| 421,58(t) = [(1)]°}
como la familia 8 asociada con .
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2 Cdépulas Arquimedeanas 2.5 Fanilias paramétricas

nerador @(t) = t~! — 1 € §2, entonces la familia de generadores que forma
cuando a > 0 es {¥a,1 € Q| @qa,1(t) = (£)~° — 1,para a > 0} donde ecsta
faunilia genera cépulas de la siguiente forma

2.5.2. Ej 1 El g dor de la famnilia de c6pulas Clayton es el ge-

Ca(uv) = e Npalm) +va®)) =l == —1+v"—1)
- méx[(u® + v — 1)/e, 0.
para ¢ > 0. Para un generador ¢(2) = (— Int) € £2, entonces la familia de ge-

neradores que formna cuando 8 > les {15 € N2|p;,4(¢) = (—Int)?, para 8 >
1} donde la familia de cépulas que genera de la forina

I

Ca(u,v) = 9z (wa(u)+wa(v)) =z ((—Iu)® + (—Inv)*)
exp[—((Inu)® + (nv¥)=)V/e),
- L ) -

I

2.5.3. Teorema. Sca ¢ € S, y scan a,1 v 1,8 dados por (2.32), gene-
radores de las copulas Ca, y Ci,4, respectivamente. Sean 8 >'1 y o toma
valores en un subconjunto A de (0,00) el cual incluye al intervalo (0, 1}.

1. Si B £ Ba, entonces Cr.5, < C1 4,

2. Si @([pl—11(2))?) es subaditiva para todo 8 & (0,1), y si a1, a2 estin en
¢ a; < ag implica que Ca,,1 < Cag,1-

A,
Demostracién:
1. Sea Ia familin G de generadores B := {9 € Q] 1,8 = [(2)]P} para
£ = 1, sean 1,5, ¥ 1,5, elementos de B, entonces .
w1, (8) _ [p(1)]* 81-82
o33 BT A % ol .77 MR t it
Proa(0 ~ o) = P ’
si B < [ entonces [p(t)]P—F2 es decreciente, por el Corolario 2.4.8,
se concluye que Cy g, < C) g,.
2. Si ([~ (t)]*/22 es subaditiva para todo 8 € (0,1), y si a; , a2 esto
es imnediato del Teorema 2.4.4,
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por lo que Cq;,1 < Caa,t- a

2.5.4. Ejemplo. Sea ¢(t) = t—! — 1, entonces la familia @ de genera-
dores asociados es {@1,0 € 2| Y1,a(t) =t~ — 1} parn a > 0. @~ }(t) =
t+1)y"=, entonces siguiendo la segunda parte del Teorcina 2.5.3 se tiene
que o([e=1(t)]*) = (¢t + 1)* — 1, la cual es céncava en el intervalo (0,1) y
4p([zp‘_l {0)]®) = 0, entonces la familia que generé estard positivamente orde-
nada. .

2.5.5. Tcorema. Sea @ € €2, y sea @Ya,1 ¥ P1,8 dadas por (2.32), genera-
dores de las copulas Ca,1 y C\ g, respectivamente, donde 8 > 1 y o toma
valores en un subconjunto de (0,00) el cual incluye al intervalo (0,1).

1. 81 es conli te difer iables y /(1) 3 O, entonces
Co,1(u,v) = Hm Cai(u,v) =Il(u,v),
a—0+
2 Cres(m,v) = Jim Cua(u,v) = M(u,v).
D t i6. Apli do los Teoremas 2.4.12 y 2.4.15, se tiene que
Paual(s) _ wls)* 1—5% o -
a0+ &L 1 (8)  a—o+ P (EP)at>=T t°133+ —x tnl_f.rg*_s Ing=t-Ins.

Como Co 1 (u,v) = litng_,o+ Ca,1 (u,v) =11

Hm —‘pl'ﬁ(t) =

[os)? wlt) _
B (D) Bk Fle(P I A4S B — O

Por lo tanto Ci,co(u,v) = M(u,v). o

La composicién de los gencradores a y 8 forma otro generador con el que se
pueden construir eépulas bi-paramétricas.

Ca,8(t) = P18 @ Pa, (L) = p1,a(e(t)) = [p(E*)}?. (2.33)
Es un generador que esti en 2 porque satisface:
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1. ‘Po.ﬁ(l) = [<P(l)]" =0.
2. tpa.p(t) s continua por composicién.

.3. Sean zl, T2 & ‘I, tal que ;) < T2, Paa(z) > lpa,x(.tz) de aquf que
tpa‘g(zl) > a,a(z2) para x; < zz entonces Pa,s(t) es decreciente.

4. Sean xy, T2 E 1, tal que =), < z2, 3 € [0,1].  es convexa, y(t) = t= es

. cSncava para a € {0, 1]. Como y es céncava se tiene que y((1 — s)z; +
sx2) > (1 — s)y(z) + sy(z2), como ¢ es un generador es estrictamente
decreciente por lo que @(y((1 —s)x; +3z2)) < w((1 —3)y{x1) +sy(z2))
pero también es convexa entonces ({1 — s)y(x:) + sy(z2)) < (1 —
s)p(u(z1)) + sp(y(x2)) entonces, se sabe que g(t) = ¢(t™) es convexa,
por lo tantos:

(1 — 9)g(=1) + sg(z2))?

©1,8((1 — s)g(x1) + sg(z2))

(1 — 3)ep1,8(g(x1)) + sp1,5(g(xa))

A — 8)(a(z1))? + s(g(z2))?

(1 — 9)pa,p{(z1) + 9¥a.a.

(9((1 — 8))z + sz2))?

IIAA T IA

Por lo tanto wa,s es un generador.

2.5.6. Ejemplo. La funcién () = ¢~ =1, génetn la:cépula Clu; ) =
uv/u + v — uv, utilizando (2.33) se obtiene que (p‘,.g(t LT —~1)2, donde
L = (VP 4 1)~Va, por lo. que la épul e :

su inversa es @, a8

ca,ﬂ(uv v)

Ca,1{u,v)
Co,1 (u,v) I RRTE
Cioo(u,v) = "M(u,v)." : L
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2.6. Multivariadas

En esta seccién se dard una visién muy genecral de lo que son las cépulas
Arquimedeanas Multivariada, por lo cual se iten’ las d iones, si
se desea ver los resultados mds a detalle se pueden encontrn.r en el libro de

Schweizer y Sklar(1983).

La construccién de las cépulas Arquxmedenas n-dimensionales surge de la
misma idea que cuando se emmpezd a construir las cépulas Atquunedeanu.s
a partir de la cépula Il. Es decir, 11" (u) = u1tuz...1u, exp(—-[(-;— In'u,) +
(—Inuz) + .. + (— Inwuy,))). ’ e i e

C™(u) = &= p(u1) + @(Ua) + w4 (Plua)); -
‘Las funciones C" en la ecuacién (2.34) son las lwracmnes de la cépulu. Ar-
quirnedeana bi-dimensional generada por »(t), esto es

C*(u1,uz) = Clur,uz) = o= (p(u) + tp(uz)).

(2.34)

, entonces para n = 3,

C™(u1, Uz, oeey Un) = C(cn_'(uh"ﬂy---v“n—l))

Con (t) = (1 —t) en la ecuacién (2.34) se const.ruye W dnnde pa.ra 7 > 2
ya no es una cépula. ) N
Una de las condiciones extras que se le plden a'lo gen
derivadas tengan signos alternantes. :

2.6.1. Definicién. Una fi idn g(t) es completama
intervalo J si es continua ahi y tiene derivadas de.
signos alternantes, es decir si satisface

(—U"%g(t)zo R (2.35)

para toda t en el interior de J y k=0, 1, 2,....
idn g(t) &3 estrict te decre-

2.6.2. Tcorema. Sea ¢ una f
ciente de I a [0,00] tal que @(0) = co y (1) = 0, y sea p~! la inversa de
. Si C™ es una funcidn de I a I dada por (2.34), entonces C™ es una
n-copula para toda n > 2 si y sdlo si @~ es pl te 12 en
{0, co).
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2.6.3. Corolario. Si la inversa p~! de un generudor_estricto ¢ de una
spula Arqui d C es plet te mondtlona, entonces C < II.

2.6.4. Lecma. Sca ¢ un generador estricto cuya: inversa es completamcnte
mandtomx en [0, 00), ¥y sea p1,48(t) = [zp(t)]"’pnm B = 1. Entonces gol_.;, es
t en [0, oc) s

2.6.5. Lema. Una functd’n ¥ en [0 oo) ‘es la Thzns/orfnaczdn de Laplace de
una distribucion A siy sdlo at \l' ‘es ,' e, Jt. y ¥(0)=1.
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Comentarios Finales

Una funcién de distribucién H (z, ¥) con marginales F(z)} y G(y) se dice que
es generada por una cépula Arquimnedean si se puede expresar a H(z,y) =
w—1[p(F(x)) + ©(G(y)] para alguna funcién convexa, decreciente defini-
da en (0, 1], tal que (1) = 0. Muchas funciones de distribucién bivariada
pertenecen o esta clase comno son las: Gunbel, la Ali-MikHail-Haq, la Clay-
tou, Joe, Frank y Hougaard, entre inuchas otras.

Las cépulas Arquimed se clasifi de acuerdo a su generadores, si el
generador de la cépula (0) = oo la cépula es estricta, en caso contrario se
dice que la c6pula no estricta.

Las cépulas Arquimedeanas se caracterizan por las propiedades de aso-
ciatividad, simetria y porque cualquier cépula Arquimedeana C satisface
éc(u) < u, para cualquier u € 1.

El nombre de cépulas Arquimedeanas se atribuye al Axiomna de Arquimedes
para mimeros reales positivos,-“Si a, b son reales positivo, entonces existe
un entero positivo n tal que na > b. Una cépula Arquimedeana se commporta
como una operacién en el intervalo [0, 1], en el que asigna a cada (u,v) € I un
nidmero C(u, v) en I, estd operacién es conmutativa, (propiedad de simmetria)
Y asociativa, ademnds preserva el ordeu, es decir que si u; > u2 y vy = va,
entonces C(u;,v;}) < C(uz,v2). En tonces las ¢épulas Arquiimnedeanas son
un semigrupo ordenado Abeliano (1,C).

Cuando el generador ¢ de una cépula Arquiitnedeana es continuammente di-
fereuciable la C-medida del conjunto {(u,v)] € I?|C(u,v) < t} es

t — (w(t) /' (2))-
Cuando la cépula es absolutamente continua su densidad estd dada por
_ " (Cu, 1)) (u)' (v)
@ (Cu, v )

Las cépulas Arquimedeanas cuyo gencrador es doblemente diferenciable,
en ocasiones tienen compouente singular. Si tiene, el componente singular
estd concentrado en el conjunto {(1,v) | w(u) + (v) = (0)}, de aqui que
las derivadas parciales 3C(u,v)/8u y 8C(u,v)/dv existen en todos lados,
excepto en esa curva. Genest y MacKay(1986b) estalecen cuando una cépula
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C tiene un componente singular y qué masa de probabilidad estd concen-
trada ahf.

Cuando se analizan los casos limites, los posibles resultados son las cépulas
W, I1,I1/(X — 1) que son Arquimnedeanas y para algunos casos es la cSpula
A 1a cual no lo es, los criterios para calcularlos se basan en propiedades de
los generadores. En las cépulas Arquimedeanas también en funcién de sus
generadores se puede establecer los criterios de concordancia.

Joe(1993) deja abierto el problema si existe una familia de cépulas bivariada
simple con dependencia de cola baja y alta, Nelsen(1997) da solucién a este
problema estableciendo que existen casos de cépulas Arquimedeanas que
tienen esa propiedad.

105 TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




2 Cdpulas Arquimedeanas 2.6 Multivariadas

Referencias

1. Ali, M.M., Mikhail, N.N. and Haq, M.S. (1978), A class of bivariate
distributions including the bivariate logistic. J. Multivariate Anal., 8,
405-412.

2. Bartle, R. and Sherbert, D (1996), Introduccidn al Andlisis Matemdtico.
{Limnusa, México, D.F).

3. Drouet, D. M. and Kotz, S. (2001), Correlation and Dey. 1 (Iin-
* perial College Press).

4. Genest, C. and MacKay, J. (1986a), Copules archimédiennes et familles
de lois bidimensiounelles dont les marges sont données, Canad. J.
Statist., 14, 145-159.

5. Genest, C. and MacKay, J. (1986b), The joy of copulas: Bivariate
distributions with uniforin marginals, Amer. Statist., 40, 280-285.

6. Genest, C. and Rivest, L.P-. (1989), A characterization of Gumbel’s
fainily of extreme value distributions, Statist. Probab. Lett., 8, 207-211.

7. Genest, C. and Rivest, L.P-. {1993), Statistical inference procedures
for bivariate Archiinedean copulas, J. Ameri. Statist. Assoc., 88, 1034~
1043.

8. Joe, H. (1993)Parametric Families of Multivariate Distributions with
given margins, J. Multivariate Anal., 46, 262-282.

9. Ling, C.H-(1965), Representation of asociative functions, Publ. Math.
Debrecen, 12, 189-212,

10. Nelsen, R. B. (1997), Dependence and order in famnilies of Archimnedean
copulas, J. Multivariate Anal. 60, 111-122,

11. Nelsen, R. B. (1999), An Introduction to Copulas. (Springer-Verlang,
New York).

12. Plackett, R. L. (1965), A class of bivariate distributions, J. Amer.
Statist. Assoc. 60, 516-522.

13. Schweizer, B. aud Sklar, A (1983), Probabilistic Metric Spaces. (North-
Holland, New York).

106

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Definiciones y Propiedades
	Capítulo 2. Cópulas Arquimedeanas
	Comentarios Finales
	Referencias



