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Prélogo.

En los ultimos afios he impartido los cursos de matematicas III y IV en el plantel Vallejo del
Colegio de Ciencias y Humanidades UNAM. En estos cursos se trabaja con las conicas y es
ahf donde he sentido la necesidad de elaborar material que me apoye en mis cursos ya que
resulta ser un tema dificil para el estudiante, razén por la cual me di en profundizar el tema.

Este trabajo tiene como objetivo principal servir como material de apoyo al profesor que
imparta un curso donde se trabaje con las cénicas.

En el capitulo 1 se presenta un bosquejo historico sobre cémo han surgido las distintas formas
de definir las conicas, quiénes las han trabajado y algunas relaciones que tienen con otras
ramas de la ciencia.

En el capitulo 2 se analizan las propiedades de las cénicas, donde se presentan las relaciones
entre tangentes, focos, directrices, cuerdas focales, angulos, etc. En donde la mayoria de las
propiedades se demuestran por métodos sintéticos.

El capitulo 3 se inicia presentando a las cénicas en situaciones de la vida cotidiana. Después
se trabaja con puntos especiales relacionados con las cénicas donde se obtienen lugares
geométricos inesperados como son otras curvas famosas.

E! capitulo 4 es una recopilacion de 10 problemas bonitos de las cdnicas entre los que destacan
algunas aplicaciones en arquitectura, astronomia y radionavegacion,

- En el capitulo 5 se abordan propuestas que pueden ayudar a 1a comprension de los conceptos
relacionados con las cénicas. Se proponen métodos como el doblado de papel, las
construcciones con regla y compas y aparatos mecanicos. Una buena clase taller con los
estudiantes seria realizar las construcciones de las coénicas con el paquete computacional
“Cabri-géométre 1I”.

Cada unidad tienc su respectivo anexo, en el que se presenta informacion mas extensa,
demostraciones que no se presentaron en los capitulos o soluciones de los ejercicios
propuestos.

Ademas de ta biblioteca, el Internet fue una herramienta de gran utilidad ya que proporcioné
muchas de las imagenes aqui presentadas y orientd en la busqueda de informaciéon. Cabe
sefialar que todas las construcciones que se presentan en este trabajo se realizaron usando
“Cabri-géométre 11"

Si a un profesor le sirve alguna de las actividades aqui propuestas en la enseflanza de un curso,
daremos como hecho que el objetivo se ha cumplido.
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1: Conociendo a las cénicas

1.1. Nacimiento de las cénicas

‘Atenas fue el centro mas activo y mas prospero del Mediterrdneo oriental en los siglos Vy IV a.
de E. También fue el centro de concurrencia de varios intelectuales extranjeros de la época entre
los que destacan: Demdcrito', Sécrates?, Platon’ y Aristoteles®.

Es por este tiempo cuando se empiezan a discutir los tres problemas clasicos de la geometria: /a
cuadratura del circulo, la duplicacion del cubo y la triseccién de un dngulo, que piden la
construccion de un circulo cuya area sea igual a la de un cuadrado dado, duplicar el volumen de
un cubo dado y la divisién de un angulo cualquiera en tres angulos iguales, respectivamente. Del
primero y el ultimo no se sabe cémo surgieron pero de la duplicacién del cubo hay una leyenda
transmitida por Eratéstenes® en la que cuenta que una peste azoté la ciudad de Atenas en el afio
429 a de E y que causd probablemente la muerte de Pericles®. Entonces los atenienses enviaron
una comisién al oriculo de Apolo en Delfos’ para preguntar qué podian hacer para detener la
peste y la respuesta fue que debian duplicar el volumen del altar cibico dedicado a Apolo en
Delfos sin variar su forma. Parece ser que los atenienses construyeron otro altar ciubico con el
doble de la arista del primero; asi su volumen aumentd ocho veces en lugar de dos y no pudieron
parar la peste. Es por esta razoén que el problema también se llama el problema de Delfos.
Muchos intelectuales de 1a época se interesaron en la solucion del problema usando regla y

compds y no tuvieron éxito (en el siglo XIX se mostr6é que no tenfa solucién usando sélo regla y

compis).

! Filésofo gnego (460 — 370 a de E) que propuso la teoria atémica del universo.

Fllbsofo gnego (470 — 399 a de E). Influyd en Platén.

3 Fildsofo griego (428 — 347 a de E), fundd la “Academia™, escucla en donde se impartian enseiianza de filosofia,
matematicas y astronomia.
4 Aristételes (384 — 322 a de E.) discipulo de Platény de Alejandro Magno, Cred el “Liceo™ que fue tan
prestigioso como la “Academia”. Su filosofia se caracteriza por ser un movimiento filoséfico y cientifico basado en
Ia experimentacion.

3 Eratdstenes de Cirene: Astronomo griego (276 — 194 a de E), primer hombre que calculd 1a longitud de la
curcunfercnc:a de la tierra.

¢ Pericles: (495 - 429 a de E.) Politico i ia en |a historia de Atenas fue tan grande que con
frecuencia se denomina el “Siglo de Pericles™ al penodo de su mandato. Desde su cargo de estratega, magistratura
para la que fue reiteradamente elegido como jefe de los demdicratas, Pericles intentd que todos los ciudadanos
atenienses participaran en el gobierno.
7 En inglés es Delos. Por lo que el probl de la duplicacion del cubo también se le como el “problema
deliano™.




Un descubrimiento sorprendente ocurre cuando en la “Academia™ de Platon el geometra
Hipécrates de Quios® (470, ? a. de E) reduce el problema al problema equivalente de “dos

medias proporcionales™ aunque esta formulacion no resulté mas ficil de manejar que la anterior.

1. 2. Arquitas de Tarento y Eudoxo.

Arquitas ademds de matematico era estadista y filosofo. Nacié aproximadamente en el aiio 428 a.
de E. en Tarento, (un lugar que en esc tiempo estaba bajo el mando griego), y murié
aproximadamente en el afio 350 a. de E. Arquitas fue amigo de Platoén y llevé a los Pitagoricos a
Tarento. Fue uno de los matematicos que se intereso por el problema de la duplicacién del cubo 'y
dio una solucion geométrica. La innovadora solucién de Arquitas consistié en encontrar dos
medias proporcionales entre dos sepmentos de linca, usando un semicirculo que rucda en el

espacio tridimensional, con lo que introdujo el movimiento en la geometria.

Eudoxo (408 — 355 a. de E) astronomo y matematico griego, introdujo el uso de la geometria en
1a astronomia.

Eudoxo trabaj6 el problema de la duplicacién del cubo usando lineas curvas y como solucién
encontrd una media proporcional equivalente a la de Arquitas. Estas soluciones sin embargo, sélo

dieron demostraciones de la existencia del nimero deseado como una cantidad geométrica,

1.3. Menecmo
Nacié aproximadamente en el afio 380 a. de E en Alopeconnesus, Asia Menor, ahora Turquia, y
murié en el afio 320 a. de E. aproximadamente.
Proclo’ dice que Menecmo fue alumno de Platén y de Eudoxo y maestro de Alejandro Magno.
Se cuenta que Alejandro Magno pregunté a Menecmo cuil era una forma ficil de aprender
geometria a lo que Menecmo contesté

iOh rey! Viajando a través del pais hay caminos privados y caminos reales, pero

en la geometria sdlo hay un camino para todos.

* Hipocrates de Quios 6 Chios.
? Ver pagina 13.




Menecmo hizo sus descubrimientos sobre secciones conicas mientras estaba intentando resolver
el problema de duplicar el cubo. De hecho el problema especifico que tenia que resolver era
encontrar dos proporciones medias entre dos segmentos rectos. Esto lo llevo a cabo y resolvié el
problema de la dupticacion del cubo usando estas secciones conicas. La soluciéon de Menecmo es
descrita por Eutocio'® en su comentario a Arquimedes en “La Esfera y el Cilindro™; 1a cudl en
términos modernos se escribe de la siguiente forma:

Dados a, & encontrar dos proporciones medias x, y entre ellos. Es decir, encontrar x, y tales

que ax=xy=yb donde b =2a.
por lo que se tiene, )
a/x=x/y entonces x*=ay 1)
y a/x=y/b entonces xy=ab )
Muitiplicando a (2) por a y asi tenemos
xya = aba
) x?= b
= db
como b =2qg X =d(2a)
°=24

Por lo tanto, si a es la longitud de {a arista del cubo dado, x es la del cubo cuyo volumen es el
doble.

Menecmo tratd de resolver este problema hallando curvas cuyos puntos, en términos modernos,
satisficieran las dos ecuaciones anteriores. Y esto lo consiguié seccionando un cono rectangulo
con un plano perpendicular a una de sus generatrices. No se han conservado los escritos de
Menecmo pero su demostracién pudo haber sido como la siguiente: se considera un cono
rectdngulo OAB con vértice en O y se secciona con un plano perpendicular a }a generatriz OB en
el punto C situado a una distancia ade O.

Por un punto cualquicra P de la curva—seccion, pasa un plano paralelo a la base del cono que lo
corta en la circunferencia de didmetro RQ. Sea M el pie de la perpendicular desde P a este
diametro (Figura 1.1).

1% Matematico griego (480 — 540). Escribié dos “Comentarios™, uno sobrc Apolomo de Perga y otro sobre
Arquimedes; en este Gltimo explica los procedimi de los drinos para realizar cilculos
numéricos.




Figural. 1

Como los tridngulos MPQ y MPR son semejantes se tiene que

PM _RM = PM? = RM-MQ
MQ PM

Como los tridngulos CMQ y ODC son semejantes
M _CM peeM

DC a = Mo = a

Sustituyendo (2) en (1)

oas® = g DCCM
a

Del paralelogramo DCMR
DC =RM
entonces
. 2,
PM? = Dcﬂc_ac_M - beeMm
a

Y del triangulo rectangulo ODC tenemosque:
DC? =a? +a° =24°
Sustituyendo (4) en (3):

2.,
pym2 =2 M
a
= PM? =2a-CM

@

@

00
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Si en el plano de la seccién tomamos un sistema de referencia con origen en C, siendo el eje de
las abscisas 1a recta CM y el gje de las ordenadas su perpendicular en C, la expresion anterior se
escribiria

¥ =2ax

que es Ja ecuacién de una parabola.

De la expresion algebraica ax=xy=yb donde b=2a
tenemos que la interseccion de las pardbolas x’=ay y )’ =2ax también resuelve el
problema de la duplicacién del cubo, prescindiendo de la condicién de emplear sélo la regla y el
compds (Figura 1, 2).

KO a, o)
x2=ay a Q(ai‘z.a) p(a' ,,)
1
1
g
y23=2ax
AN

Figura 1,2

Menecmo tratd de resolver el problema de la duplicacién del cubo hallando curvas cuyos puntos
satisficieran las ecuaciones anteriores. Para esto, cortd conos agudos, rectos, y obtusos con planos
perpendicularcs a cada una de estas generatrices y obtuvo elipses, pardbolas e hipérbolas
respectivamente. Por esto en su época, estas curvas recibian €l nombre de oxitoma (seccion del
cono agudo, es decir, seccion de un cono cuyo angulo de apertura es agudo por un plano
perpendicular a una generatriz, Figura 1. 3. a), orfotoma (seccién de un cono recto) y amblitoma
(seccion de un cono obtuso, Figura 1. 3. b). A este método se le conocié como “Las triadas de

Menecmo™.

Ahora que ya conocemos cémo surgieron las secciones cénicas nos preguntamos jcomo es que
Menecmo pensé en obtener estas curvas de un cono? A ciencia cierta no lo sabemos, aunque

podemos intuir que las habilidades de observacion tan perspicaces de los matematicos griegos

TESIS CON
FALLA DE ORICEN

5




fueron atraidas a estas formas. Es probable que la elipse haya sido la primera seccién cénica que
se notd, pues si cortamos un cilindro circular recto con un plano que no sea perpendicular a su eje
lo que se tiene es una elipse. De hecho, Euclides not6 que cortando un cilindro con un plano no
paralelo a la base se obtenia una seccién de un cono acutangulo que es “similar a un [escudo)”
(Heath, 1921, 125). Una extension natural podria ser hacer cortes de un cono con planos.
Entonces quizis ellos movieron al plano cortante de tal modo que no cortara completamente al
cono. ;jQué curvas aparecieron? ;Qué propiedades comparten? ;En qué son diferentes?

Neugebauer sugiere que el origen del concepto esta en la teoria de los relojes de sol, dado que el
haz de rayos involucrados en el disefio de los relojes de sol es un cono que estd cortado por el

plano del horizonte en una hipérbola'', y una porcién de esa hipérbola esta fuera del reloj de sol.

- Figural.3.a ' " Figural.3.b

1.4. Aristeo y Euclides.

De Aristeo (7370 — 300 a. de E) no se conoce pricticamente nada de su vida. Pappus hace
referencia a él como Aristeo el viejo y le dio gran crédito a Aristeo en una obra titulada “Cinco
libros acerca de lugares solidos” pero ahora esta perdido.

Los griegos clasificaban los lugares geométricos en tres categorias: los lugares planos, que
abarcaban las lineas rectas y las circunferencias; 1os lugares sélidos, que incluian a las cénicas; y

los fugares lineales que incluian a las demas curvas (cuadratriz, espiral, etc.). Esta clasificacion

!! Las civilizaciones de la antigiiedad que construyeron relojes de sol estaban establecidas en regiones cuya latitud

determina que la sombra sea una hipérbola,
TESIS CON
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es heredada a los problemas; asi, los problemas planos son aquellos que se resuelven mediante
rectas y circunferencias (regla y compas), los problemas sélidos se resuelven mediante secciones
cénicas y los problemas lineales necesitan otras curvas. La duplicacién del cubo es un problema
sélido, pues puede ser resuelto mediante la interseccién de dos pardbolas o de una paribola y una
hipérbola. El problema de la triseccion de un angulo fue considerado en un principio como
problema lineal, pero mas tarde Pappo de Alejandria (s. HI) redujo a sélido el problema, al
encontrar una solucién empleando una circunferencia y una hipérbola; la cuadratura del circulo es
un problema esencialmente lineal. Esta clasificacion se va a mantener hasta mediados del siglo
XVIlI en el que la geometria analitica ofrece otras alternativas.

Los resultados de Aristeo fueron profundos y especializados de tal modo que Euclides prefirié
dejarlos en su presentacion original. Segin Heath, Aristeo fue el primero en tratar a las conicas

como lugares geométricos.

Se conocen pocos datos de la vida de Euclides (?330 — 275 a. de E). Probablemente pasé su vida
en Atenas y fue invitado a Alejandria por Tolomeo I, fundador de la escuela matemitica de
Alejandria en donde Euclides se encontraba entre los primeros maestros. De las obras que
escribié sélo se han conservado cinco hasta nuestros dias: “Los Elementos”, “Los Datos™, “La
Division de Figuras™, “Los Fendmenos” y “La Optica”. La obra que més ha influido en la forma
de pensar del hombre ¢s “Los Elementos™. Se sabe que escribié una obra sobre las cénicas, hoy
perdida. En “Los Elementos” no estudia estas curvas por considerarlas un tema de la matemitica

superior.

1.5. Arquimedes

Al igual que otros matemdticos griegos muchos datos sobre su vida se desconocen excepto que
nacié en la ciudad griega de Siracusa (hoy Sicilia) hacia el aflo 287. Su padre fue Fidias el
astrénomo y era pariente del rey de Siracusa Hiero II. Seguramente estudié en Alejandria, pues
mantenia contacto con los discipulos inmediatos de Euclides. Luego se instalé en Siracusa en
donde obtuvo gran fama. Durante el sitio de Siracusa por los romanos en el afio 215 a. de E,
Arquimedes inventd ingeniosas maquinas de guerra que mantenian alejado al enemigo:
catapultas, espejos parabdlicos para incendiarlas los barcos desde lejos, etc. Finalmente, después

de dos afios de duro asedio Siracusa fue tomada por los romanos. Auin después de la caida de la
-



ciudad Arquimedes siguié estudiando matematicas. Habia dibujado unos diagramas en la arena y
estaba tan absorto que no hizo caso a un soldado romano y éste atravesé con su lanza el cuerpo de

aquel cientifico de 75 afios de edad.

Ademis de los numerosos inventos mecanicos, como el tornillo para sacar agua de un pozo con
forma de hélice, Arquimedes descubrié varias leyes fisicas entre las que destaca la ley de la
palanca y el famoso principio hidrostético, recogidos en sus obras “Sobre el equilibrio de los
planos” y “Sobre los cuerpos flotantes”, respectivamente. Pero 1o que mis valoraba Arquimedes
eran sus descubrimientos matematicos.

Los maravillosos escritos de Arquimedes que ain se conservan son: “El Arenario™, “La medida
del circulo”, “La cuadratura de la parabola”, “Sobre los conoides y los esferoides”, “De la
esfera y el cilindro”, “De las espirales™ y “El método”. El cimulo de descubrimientos que se
encuentran en estas obras convierten a Arquimedes en uno de los matemético mas geniales de la
antigiedad.

Por lo que respecta a los lugares geométricos, en “La cuadratura de la paribola™ encontramos el
célculo del drea de un segmento parabdlico realizado de la siguiente manera: consideremos un
segmento de pardbola donde se inscribe el tridngulo ABC, siendo C el punto en que la tangente es
paralela a AB. Sea D el punto en que la tangente es paralela a AC y E el punto en que la tangente
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es paralela a BC. Los triangulos ADC y BCE son equisuperficiales y cada uno de ellos tiene un
drea igual a 1/8 del triangulo grande. Repitiendo este proceso constructivo se obtiene la serie 1 +
Vs + 1/16 + ... que tiene como limite a 4/3, en consecuencia, el drea del segmento parabolico es 4/3
de la del triangulo ABC"2,

Figura 1. 4

1.6. Diocles

Probablemente nacié después de Arquirmnedes y antes de Geminos de Rodas quién vivié alrededor
del 70 a. de E. Su trabajo “Sobre espejos ardientes™ es una coleccion de dieciséis proposiciones
de geometria, principalmente sobre conicas.

La primera de estas proposiciones prucba lo que por mucho tiempo se ha conocido como la
propicdad focal de la parabola, Diocles fue el primero en establecerla. En las siguientes dos
proposiciones da propiedades de espejos esféricos y con las proposiciones 4 y 5 da la
construccion foco- directriz de la paribola.

En “Sobre espejos ardientes™ Diocles también estudia el problema de encontrar un espejo tal que
la envolvente de rayos reflejantes sea una curva caustica dada o un espejo tal que el foco trace
una curva dada mientras el sol se mueve a través del cielo. La solucion de este problema, tiene

consecuencias interesantes para la construccion de un reloj de sol. Neugebauer, muestra que este

12 para mas detalles, ver, Heath T, A } of greck mathematics, p. 330 - 332,
13 La envolvente de la famitia de rayos es llamada una caustica (es decir, ‘q * ya que la luz es concentrada en
ésta.)

Def. La ciustica (reflexiébn) de I” conrespecto a P esla envolvente delhaz A de lineas reflcjantes.
Una custica es claramente vista en el interior de una taza cuando el sof brilla sobre ésta. Un arco iris en el ciclo es
también una cAustica debido a un sistema de rayos que pasan por una gota de agua con flexién completa interna.
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problema no puede resolverse exactamente, mientras Hogendijk considera la posibilidad de que
Diocles diera argumentos de este tipo en el texto original pero que mas tarde al copiarlos no se

entendié esta parte por 1o que se omitio.

1.7. Apolonio de Perga

Apolonio de Perga
(262 - 190 a.de E)

"El Gran Geométra"

Al igual que ha ocurrido con otros genios de la antigiiedad no se conocen datos precisos de su

vida; incluso se le llega a confundir con otros Apolonio ya que este nombre era muy usual en ese
tiempo. De los datos que se conocen tenemos que nacié hacia el afio 262 a. de E en Perga, una
ciudad griega situada actualmente en Turquia. Apolonio fue discipulo de sucesores de Euclides
en Alejandria, a donde llegd procedente de su natal Perga, su permanencia en esta ciudad
propicié que entrara en contacto con los grandes matematicos que ahi radicaban. Se le conoce
principalimente por su trabajo sobre las secciones conicas, por el cual algunos le consideran como
el verdadero descubridor de la geometria analitica, y se le llegé a conocer también como el gran
gedmetra, Junto con Euclides y Arquimedes, Apolonio es el tercer miembro del trio de grandes

mentes geométricas de Grecia Antigua. “No es exageracion decir que cada consecuencia
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geométrica importante, incluyendo las actuales, encuentre su origen en algun trabajo de estos tres
grandes estudiosos™ (Eves, 1963, 25)

La mayoria de las obras de Apolonio han desaparecido y sdlo de algunas conocemos breves
descripciones hechas casi 500 ailos después por otro matemdtico de Alejandria, Pappo. Seis de
esas obras junto con dos de Euclides, fueron incluidas en una coleccién también desaparecida,
titulada “Tesoro de andlisis” que, segin Pappo, consistia en un cuerpo de conocimientos
destinados a quienes, dominando ya la geometria bésica, quisieran abordar problemas relativos a
curvas superiores, De Apolonio se ha conservado, casi completa, su obra maestra, “Las Cdnicas™

gracias sobre todo a una traduccién al arabe.

Sobre las conicas Apolonio escribe mas de lo que hasta entonces se sabia y de modo mejor

organizado. Su indice se puede proponer asi:

I Modos de obtencion y propiedades fundamentales de las conicas.
1L Diametros, ejes y asintotas.
1L Teoremas notables. Propiedades de los focos.

IV.  Numero de interseccidn de las conicas.

V. Segmentos de maxima y minima distancia a las cénicas. Normal, evoluta, centro de
curvatura,

V1.  Igualdad y semejanza de las secciones conicas. Problema inverso: dada la conica, hallar el
cono.

VII.  Relaciones métricas sobre diametros.

VII.  (Se desconoce su contenido. Tal vez problemas sobre didmetros conjugados).

El anexo correspondiente a Apolonio, tomado casi en su totalidad se tomé del libro “Los
matemdticos griegos” de Miguel Lara Aparicio, se describe con mas detalle el contenido de los
ocho libros de Apolonio. Adelantamos que Apolonio fue el primero en seccionar un cono circular
de dos ramas mediante un plano colocado en diferentes posiciones y obtener a las distintas
conicas. Asi, en el caso de la hipérbola es el primero en trabajar con las dos ramas.

En la Figura 1. 5 se muestra el corte de conos con planos en distintos posiciones, para ¢l caso de
1a hipérbola, cuando el plano es paralelo al eje del cono es sélo una forma particular de obtenerla.

11



Ademas, en el libro 1II la proposicién 49 contiene lo que hoy solemos tomar a veces como la
definicién de elipse PF + PF’ = 2a.

Se ha dicho que él fue quien introdujo tos términos de pardbola, elipse e hipérbola para referirse a
tales secciones conicas.

De acuerdo con Eves, los términos “elipse”, “paribola” e “hipérbola™ de lengua pitagérica
temprana referentes a la “aplicacién de areas” (la forma de “dlgebra geométrica” contenida en
Los Elementos de Euclides, libro II). Al aplicar un rectingulo a un segmento de linea {alineando
un borde del rectingulo al segmento con una esquina del rectingulo que se aparea con un
extremo], la “otra” esquina del rectangulo es menor, igual o mayor que el segmento. Estos tres
casos fueron llamados “elipse”, “parabola” e “hipérbola™.

En la siguiente figura, de Eves, sca AB el eje principal de una cénica, P cualquier punto en la
conica, Q el pie de la perpendicular de P en AB. Sea AR, perpendicular a AB, una distancia igual

al lado recto.

|
|
|
]
|
1
N |
A foco Q
Figura 1.6
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Sobreponga al segmento AR, un rectidngulo en donde uno de sus lados es AQ y un area igual a
(PQY.

Si el lado del rectingulo excede el segmento AR, entonces la conica es una hipérbola.

Si el lado del rectingulo coincide con el segmento AR, entonces la cénica es una parabola.

Si el lado del rectingulo es menor que el segmento AR, entonces la cénica es una elipse.

Es un hecho que con la muerte de Apolonio se término la época dorada de las matemiticas
griegas. Sin embargo, las extraordinarias contribuciones que se generaron en esa época fueron el
motor para que siguieran apareciendo otros grandes pensadores que mantuvieron vivo el

desarrollo de las matematicas.

1.8. Pappo, Hipatia y Proclo

Pappo de Alejandria (290 — 350) fue un notable gedmetra que, ademds de obtener resultados
originales, se ocupd de estudiar y comentar los tratados de los grandes matematicos que le
precedieron. Su obra mas importante “Coleccién matemdtica”, ha llegado casi integra hasta
nuestros dias. Esta obra contiene el primer tratamiento que conocemos de las propiedades foco -
directriz de las secciones cénicas que no aparecen explicitamente en la obra de Apolonio. Pappo
tuvo acceso a trabajos que ahora estan perdidos por lo que representa un eslaboén con la

geometria griega antigua.

En los afios posteriores le siguen una gran cantidad de “comentarios”, como los realizados por la
joven matematica, Hipatia (6 Hypatia) de Alejandria (370 — 415) quién intentaba un renacimiento
de la matematica griega, lo cual era muy mal visto por el patriarca de Alejandria Cirilo quien se
convirtié en su principal enemigo, ya que para fortalecer el cristianismo se encargaba de eliminar
cualquier creencia, segiin €l, herética. Hipatia por ser defensora del pensamiento racional griego
fue muerta cruelmente en el afio 415 por una muchedumbre de cristianos faniticos, que ademss
incendiaron la riquisima biblioteca de Alejandria de 1a que e¢lla era responsable. Con esto se
marca el final del periodo de las matematicas griegas.

Hipatia escribi6 “Comentarios a las conicas de Apolonio”, entre otros.



Hipatia de Alejandria

Proclo (411 — 485) también fue un notable historiador matemaético. Al igual que Pappus, tuvo
acceso a la documentacidén original de los matematicos de las eras Clasica y Helenista que
después desaparecid. Su “Resumen Eudemian™ es una fuente invaluable de informacién acerca

del trabajo matematico griego antes de Euclides (Eves, 1990).

1.9. Legado drabe

Una parte de la matematica griega se salvé a través del imperio drabe. En Bagdad y en otras
ciudades se forman centros intelectuales en los que se estudiaron y tradujeron los manuscritos de
Euclides, Arquimedes, Apolonio, Tolomeo y Eutocio, es por esta razdn que algunas obras, por
ejemplo, los tres ultimos libros Sobre las conicas de Apolonio, han llegado hasta nuestros dias.
Al-Haytam, el Alhazen de los occidentales, es autor de numcrosas obras de matemiticas,
astronomia, medicina, filosofia y ciencias fisicas, de las cuales sélo se conserva su tratado de
curvas geométricas y su tesoro de la optica. En este altimo libro, que contiene la primera
descripcion exacta del ojo y un estudio del aumento de las lentes, Alhazen sostiene que la causa
de la visién esta en el objeto y no en el ojo, cita las leyes de la reflexién y enuncia el principio de
la camara obscura. En el curso de las investigaciones sobre la ptica, Alhazen planteé el
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problema de encontrar un punto sobre un espejo esférico en el que debe reflejarse la luz
procedente de un cierto foco luminoso para incidir en el ojo de un observador, Este problema se
conoce como “el problema de Alhazen™ y puede resolverse utilizando las conicas. (Rio Sanchez,
p 30).

Sin embargo, durante casi doce siglos se olvidaron de las secciones cénicas. Fue hasta el siglo
XVI, en parte como una consecuencia de la invencién de la imprenta y a la diseminacién
resultante del trabajo de Apolonio, que ocurrié un progreso en la teoria y en las aplicaciones de

las secciones cénicas.

1.10. El renacimiento y las cénicas

En 1522 Johannes Wemer (1468 — 1528) publica el tratado ““Los elementos de las cénicas™ en la
que sélo estudia la pardbola y la hipérbola, y entre las pocas novedades que tiene con respecto al
tratado de Apolonio, muestra un método para construir puntos de una parabola de parAmetro p

con regla y compis.

Es muy famoso ¢l método para trazar una cénica mediante una proyeccioén ortogonal dada por el
pintor Alberto Durero (1471 — 1528).

Q
c EAD
P o
A A
c o] Po—— —Ei r‘°°
\
ry x
Figura 1. 7. A Método de Durero para el trazado 1. 7. B Proyeccion de una seccion

de la elipse. eliptica segun Durero
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Siendo muy joven Galileo Galilei (1564 — 1642) ingreso6 a la universidad de Pisa para estudiar
medicina pero encontré mayor atraccion por la fisica y es en donde inicia una fabulosa aventura
cientifica: analiza cuidadosamente los fenémenos (el tiempo de las oscilaciones de una lampara
colgada del techo y la trayectoria que sigue la bala de un cafién, entre otros), hace mediciones,
formula conjeturas, realiza experimentos, ecfectia cdlculos matemdticos y enuncia sus
conclusiones en forma de leyes cientificas, y descubre que la trayectoria de la bala de un caiion,
despreciando la resistencia del aire, es una pardbola. Posteriormente su discipulo Torricelli
completé este resultado demostrando ademas que la envolvente de la familia de esta trayectoria
contenida en un mismo plano es otra parabola, que nunca es sobrepasada por ningun proyectil
disparado por ese caiién por lo cual recibe el nombre de pardbola de seguridad.

Otra vision renacentista es ja de Kepler (1571 — 1630) quién naci6 en la ciudad alemana de Wil
der Sadt. Kepler hereda el trabajo de! astronomo Tycho Brahe y lo perfecciona con la ayuda de
los trabajos de Euclides, Arquimedes y Apolonio y se resume en las siguientes leyes

1. Todos los planetas recorren érbitas elipticas teniendo al sol en uno de sus focos.

2. La linea que une el sol con un planeta recorre dreas iguales en tiempos iguales.

3. El cuadrado del periodo del planeta es proporcional al cubo de su distancia maxima al sol.

K P
B F Si S es el Sol, un planeta se
P trasladade P a P, de Pra Pyy
73 . 2 .
de Fya Py en el mismo tiampo, si
E las areas sombreadas son iguales.

Figura 1.8
Kepler introduce al lenguaje cientifico la palabra “foco™ derivada de la palabra latina focus que
quicre decir “hogar” o “chimenea”, también desarrolla un principio de continuidad que unifica a
las conicas: a partir de la seccion conica obtenida al cortar un cono con un plano que pasa por el
vértice formada simplemente por dos rectas secantes, podemos pasar gradualmente por una
familia infinita de hipérbolas segin uno de los focos que se va alejando del otro al ir inclinando el
plano cortante. Cuando se ha alejado infinitamente, tenemos una pardbola es decir, cuendo el
plano es paralelo a una generatriz del cono y al traspasar el punto al infinito y acercarse de nuevo
por el otro lado se va obteniendo una familia de elipses, hasta que, cuando los dos focos
coinciden, aparece una circunferencia. Esta idea seria aprovechada mas tarde por Desargues
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1.11. Descartes, Fermat y la geometria de coordenadas

La gran revolucidn del pensamiento matematico suscitada por el filésofo René Descartes (1596 —
1650) en “La géometrie” publicada en 1637 se basaba en la aplicacién del dlgebra a 1a geometria.
Asi, un punto en un plano estd determinado en su posicién por dos nimeros, x € y, o
coordenadas. Cuando el punto varia de posicién, varianx e y; asi se llega a la idea mas hermosa
del método, la de una sola ecuacion algebraica en x ¢ y para representar toda una curva. La
geometria cartesiana amplio el concepto de lugar geométrico al hacer que un objeto algebraico
tomara la naturaleza geométrica y viceversa. Un caso particular de esto son las cénicas (ver
capitulo 3). Ademas de que facilité considerablemente la comprensién entre las secciones conicas

y sus propiedades.

Pierre Fermat (1601 — 1667) abogado y parlamentario de Toulousse dedicé sus ratos libres a leer
y comentar los tratados de los matematicos griegos, demostré6 que todas las ecuaciones de
segundo grado representan una cénica o un par de rectas.

1.12. Las cénicas definidas por su excentricidad
John Wallis (1617 — 1703) capellan del rey y profesor de geometria en Oxford en su obra titulada
“Tractatus de sectionibus conicis”, deduce todas las propicdades conocidas de las cénicas a partir
de las ecuaciones obtenidas de las relaciones de Apolonio y considera estas ecuaciones como las
definiciones de las secciones coénicas, con lo que se aproxima a la concepcion modema de
seccién conica como lugar geométrico de los puntos que satisfacen una ecuacion algebraica de
segundo grado.
Por otro lado Jan de Witt (1629 — 1672) en un trabajo similar al de Wallis pero independiente,
“Elementa curvarum linearun’”, mediante la geometria de coordenadas deduce ciertas ecuaciones
de segundo grado en su forma canénica identificando su forma correspondiente. Primeramente
define a las conicas utilizando para todas la razén de las distancias al foco y a la directriz
(término introducido por él).
Esta razén es la excentricidad de la conica. Es decir, sea P un punto fijo y una linea fija D (tal que
FnoestéenD) y
&P, F)/KP,D)=e

en donde F es el foco de la conicay D la directrizy e es una constante.
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a)° Si 0 <e <1, se tiene a la elipse.
b) Sie=1, setieneala paribolay
c) Sie>1, setiene a la hipérbola

NN
\ \ / 4. 0ce<]
N

/

AN S
771

Figura 1.9

1.13. Las esferas de Dandelin

Las esferas de Dandelin relacionan muchas propiedades de las conicas en el cono. Estas fueron
descubiertas por dos matemiticos belgas, Lambert Adolphe Quetelet (1796 — 1874) y Germinal
Pierre Dandelin (1794 — 1847) en 1822, las cudles se obtienen de la siguiente manera:

1. Inscribimos una esfera dentro de un cono y cortamos con un plano. Tal que Ia esfera sea
tangente al plano cortante en un punto y tangente al cono en un circulo. Para el caso de la
hipérbola y de 1a elipse hay dos esferas.

2. El punto donde las esferas tocan al plano cortante son los focos de las conicas.

3. Ladirectriz de las cénicas es la interseccién del plano cortante y el plano del circulo tangente.
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Figura 1. 10
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1.14. Las Cénicas definidas paramétricamente
Estas curvas definidas paramétricamente, son las coordenadas de un punto en la curva, dadas en
términos de una sola variable.

Definicién. Una funcién paramétrica f” con parametro ¢ es f: R R tal que
SO =@ «(0), ©20, QiR >R

La forma paramétrica de la pardbola.
Las coordenadas para cualquier punto de la parabola es (af%, 2a1). Este punto esta en la paridbola
para todos los valores de teR.

Forma paramétrica de la elipse.

Una comparacién entre las formas de la ecuacion de la elipse *a® + y*b* = 1 y un circulo
concéntrico x* + y2 = &*, donde cualquier punto ¢s (a-cos 0, a-sen 6), nos lleva a observar que
el punto (a*cos 6, b-sen 0) estd en la elipse para todos los valores del pardmetro 0. A fin de
preservar la naturaleza uno-uno de la relacion entre un punto y su parametro, se restringe 0 <6 <
2n.

fag B 3
M4
(5 \
]
& 0 N A
B'
Figura 1. 11

E! 4ngulo O tiene un significado geométrico. Supéngase que C es un circulo dibujado con el eje
mayor como didmetro (como en la Figura 5), y la ordenada a través de cualquier punto P en la
elipse interseca a C en Q (en el mismo cuadrante que P) y al eje mayor en N.

También supdngase que C; es un circulo dibujado con el eje menor como diametro(también en la
figura anterior), y la abscisa a través de cualquier punto P en la elipse interseca a C) en Q’ (en el
mismo cuadrante que P) y al eje menor en M.

20
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Si  ZQON=# y cos® ==

= acos@=0N ademas ON=x

= acosf=x

Por otra parte ZQOM= 90°-¢ y cos(90°—0)=gbg-
Como cos(90°~ @) =sen @ = sen@ = %AZ
= bsen 8 =0OM pero OM=y

= bsen@=y

es decir, la forma paramétrica de la elipse es (a+cos 0, b -sen 8)

Forma paramétrica de la hipérbola.
Para todos los valores de 0, el punto P(a sec 0, b tan®) esta en la hipérbola. Esto se puede
obtener dibujando dos circunferencias concéntricas en el origen y que sus radios sean OA =a y
OB = b como en la siguiente figura. Trazar una recta [ que pase por O y por A, donde 0 esel
angulo que forma / con la parte positiva el eje X. Trazar una perpendiculara/ por A y seaM

el punto de interseccién con el eje X. Por M, trazar una paralela al eje Y

Y !

del tridngulo rectidngulo OAM

Figura 1.12
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. OA4 - a a
=2 = = g'secld
_cosf o =% = x g = 9S¢C
: S{'dgl triangulo rectingulo OBC

o= = b
: tan0 5B - b = y=btan6

1.15. Ecuaciones de una seccién cénica en coordenadas polares

Definicién.

La grdfica de una ecuacién polar en un sistema de coordenadas polares es el conjunto de todos
los puntos del plano que tienen al menos un par de coordenadas polares (r, 0) que satisfacen la
ecuacion.

Ahora consideremos una seccién conica cuyo foco esta en el polo y una recta D cuya ecuacién

cartesiana es de la forma x = -p (p > 0) que sea la directriz correspondiente, como en la Figura 7.

D ]
Q Ry P 6
LT i
| p
1
1
|
) 6 o
x=-p
Figura 1. 13

Recordando de la Seccién I1. 4 quesi P es un punto cualquiera de la seccién cénica, entonces la
excentricidad e (e >0) de la seccién conica esta dada por
d(0,P)/d(D,P)=e

asi tenemos que

d(0,P) =ef[d(D,P)] )
pero en términos de coordenadas polares tenemos que
d,P)=r )

por otro lado, tenemos que
dD,Py=dD,R)+dR,P) (3)
pero
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d(D,Ry=p : ' @)

y
cos8=d(R,P)/r
por lo que
d(R,P)=rcos® (5)
sustituyendo (4) y (5) en (3) tenemos
d(D,P)= p +rcos® ©)

ademds, sustituimos (2) y (6) en (1) y tenemos
r =el[p+rcosd]
r =ep+ercosd
r-ercos@=ep
{l-ecos0)=ep
r=ep/(l-ercos8) (@)
La ecuaci6n (7) es la forma polar ordinaria de una ecuacién cénica con foco en el origen y cuya

directriz correspondiente es la recta que tiene la ecuacion x = - p.

1. 16. Las c6nicas como curvas reflexivas

Las propiedades de reflexion de paribolas, elipses ¢ hipérbolas son muy conocidas y tienen
muchas aplicaciones practicas, {Qué curvas o superficies las tienen? ;Existen otras curvas con
esta propiedad? en el afio de 1992 Daniel Drucker obtiene el siguiente resultado en el que

muestra por qué las conicas son tan especiales

Teorema: una curva plana suave tiene propiedad reflexiva si 'y sélo si es un subconjunto de un

circulo, hipérbola, pardbola o linea recta.

De donde tenemos que si excluimos el caso algo degencrado de la linea recta, 1a cual no esta
determinada tinicamente por sus “focos™, entonces las curvas suaves con propiedades reflexivas
son precisamente las secciones conicas: circulos, elipses, hipérbolas y pardbolas (o secciones de

estas curvas). Esto afiade otra importante caracterizacion de las secciones conicas.



-La propiedad reflejante de la pardbola ha sido la base de muchas aplicaciones, por ejemplo, se
utiliza en el disefio de telescopios reflectantes o de antenas parabolicas de la siguiente forma: Si
construimos un espejo céncavo cuya superficie sea un paraboloide de revolucion (es decir, la
superficie que se obtiene al girar una pardbola alrededor de su eje) todos los rayos de luz
paralelos al eje del espejo se concentrardn en el foco tras ser reflejados. Esto permite concentrar
grandes cantidades de energia (luminosa, solar, etc.)

La antena parabélica que se utiliza por satélite, concentra la sefial de ondas electromagnéticas
procedentes del satélite al que esta orientada y la amplifica. Las antenas parabdlicas que se
utilizan en radioastronomia para observar objetos celestes muy lejanos, como las galaxias, o para
recibir la comunicacién de los satélites que exploran el sistema solar. Las propiedades reflejantes
de la pardbola y la hipérbola se combinan para en el disefio del telescopio reflector.

Otra aplicacion interesante de reflexion de la paribola se usa inversamente en los faros de los
automdviles, que arrojan un haz de rayos paralelos después de ser emitidos por un pequeiio foco

eléctrico y reflejarse en el espejo.

Figura 1. 14
La propiedad reflexiva de la elipse consiste en que todas las ondas que emanen de uno de sus
focos se concentrardn en el otro. Este principio se utiliza en el disefio de instrumentos médicos,
por ejemplo, el pulverizador de célculos renales, que permite desintegrar piedras en los rifiones
sin necesidad de practicar cirugia, colocando una potente fuente de ondas de choque en uno de

los focos de una elipse, y el rifion del paciente en el otro.
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Figura 1. 15
Si se coloca material combustible en un foco de un reflector eliptico, este material se puede

encender colocando una fuente de calor en el otro foco.

“Es realmente un enigma esto de que los geometras griegos eligieran precisamente éstas curvas
para estudiarlas, y desde el punto de vista actual no podemos decir sino que parece haber sido

un caso de suerte asombrosa’ (J. Newman)

Por todo lo que hemos visto, tenemos que las secciones conicas son un rico tépico clasico que ha

sido reflexionado en muchos acontecimientos en la historia de las matematicas.

Ademids que han sido de gran utilidad en la aplicacién en otras ramas de la ciencia y la
tecnologia.
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2. Propiedades geométricas de las conicas.

Las cénicas poseen una interesante cadena de propiedades de naturaleza puramente geométrica,
las cuales se siguen de la definiciéon o pueden establecerse con la asistencia de algebra elemental.
Estas propiedades geométricas pueden obtenerse sélo por argumentos geométricos, sin embargo
las demostraciones son un poco mis dificiles. Los métodos con los cuales se obtienen resultados
sin cualquier recurso explicito del dlgebra son ahora estudiadas en su mayoria, sélo por el interés
histérico que representan ya que muchas de estas propiedades fueron conocidas por los antiguos

griegos.

2.1. Propiedades geométricas de 1a pardbola.
La solucién de un problema la deberiamos buscar con la mayor sencillez posible usando
razonamientos algebriicos o sintéticos o combinando ambos razonamientos.

Ahora nos referiremos al diagrama de 1a Figura 2.1 en donde estén etiquetados algunos puntos. P
es cualquier punto sobre la pardbola, O es el vértice y S el foco. La tangente en P interseca a la
tangente en el vértice en A, a la directrizen R y al eje en T. M es el pie de la perpendicularde P a
la directriz, N es el pie de la perpendicular de P al eje, G es el punto donde la normal en P
interseca al eje y el eje interseca a la directriz en Z. En el diagrama S, Ay M parecen estar
colineales, jy lo estin!, este es uno de los resultados que serdn probados.

Figura 2. 1

TESIS CON “
FALLA DE ORIGEN




M

)

3

@

5)

O]

@

SPMT es un rombo*,

Para OT=0ON,y0S8=0Z (va que O esta sobre la pardbola)
Por tanto ST =ZN =MP =SP (ya que P esta sobre la paribola)
Asi ST esigualyparaleloa PM, y ST=SP. []"

El pie de la perpendicular desde el foco a la tangente esta sobre la tangente en el vértice.
Como OT =ON, ytambién TA=AP (yaque OA esparaleloa PN). A espor tanto el
punto medio de la diagonal PT, y también estd y biseca la otra diagonal SM. Las diagonales
de un rombo son perpendiculares entre si, también el éngulo SAP es un dngulo recto. [}

El circuncirculo de un tridngulo formado por tres tangentes a la parabola pasa a través del
foco.

Como los pies de las perpendiculares de S a los tres lados son colineales (sobre la
tangente en el vértice), y ¢l resultado se sigue del reciproco del teorema de Simson.

SP ylarectaatravés de P paralela al eje forman angulos iguales con la tangente en P.
Si MP, TP son prolongados por M, T, respectivamente,
£ TPS = ZTPM (propiedad del rombo)

= ZT,PM, (angulos opuestos por el vértice),
El cual es el resultado planteado. Esto implica que la normal en P es la bisectriz del 4ngulo
formado por SP y PM, y es la“propiedad reflexiva” que los rayos de una fuente de puntos
deluzen S seran reflejados del interior de la paribola en una emision paralela al eje. Estos
principios son usados cuando se estd construyendo et fondo de los faros y reflectores de un
carro. Inversamente, un rayo de luz paralelo al eje es enfocado por una fuente parabdlica en
el foco de la parabola. (De ahi el nombre). []

La porcion de la tangente entre el punto de contacto y la directriz subtiende un angulo recto
en el foco.

ZSPR = ZMPR vy asi los tridngulos SPR y MPR son congruentes.

De donde se sigue que £ RSP es un angulorecto. []

Los puntos de interseccion de las tangentes sobre la directriz son los extremos de una cuerda
focal (que es una cuerda a través del foco)
Si la otra tangente de R intersecta la pardbola en Q, los dngulos RSP y RSQ son ambos
angulos rectos; y asi PSQ es unarecta. [

Las tangentes en los extremos de una cuerda focal se intersecan en angulos rectos sobre la
directriz.

!4 Un rombo es un paralelogramo que tiene sus cuatro lados iguales y sus dngulos contiguos desiguales.
'3 El simbolo O significa fin de 1a demostracion.
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Las tangentes en P y Q se intersecan en la directriz, ya que si estas intersecan la directriz en
R y R’, los dngulos ZRSP y ZR’SP son rectos, entonces RS y R’S coinciden. Ya que
los tridngulos SRP, MRP son congruentes, los dngulos SRP y MRP son iguales.
Analogamente, si M’ es el piec de la perpendicular de Q a la directriz, los angulos SRQ y
M’RQ son iguales y de esto se sigue que £PRQ sea un angulo recto. []

(8) SA*=S0O-SP
Como los tn'éngzulos OAS y APS son semejantes. Estos dan una ecuacién (a/p = pr =
0S-SP = 5A?) p° = ar en p, la Jongitud de la perpendicular de S a la tangente de P, y 1, la
longitud de SP. Esta es llamada la ecuacion de la pardbola (p, r), y es ocasionalmente usada
en los libros de mecdnica y calculo.

(9) SMPG es un paralelogramo.
Como PG es paralelo a SM, ambos son perpendiculares a PT. []

(10) La subnormal (la distancia a lo largo del eje bajo la normal) de la parabola es una longitud
constante, -
Como SG=ZN ytambién NG=ZS=2a []

Ejercicios propuestos al lector.

1. Con la notacién de la Figura 2.1, prueba los siguientes resultados:
(i) TA-AR=SO0-SP

(ii) TA=AN

(iii) Larecta a través de A paralela al eje biseca a SP.

(iv) Latangente en el vértice pasa por el circulo con diametro SP.
(v) PG=2-AS

(vi) PG?=2-SL-SP

(vii) Si la tangente en P interseca a SL en K entonces SK = SR:

2. PSQ es una cuerda focal de una parabola donde el vértice es O y el foco en S. M es el pie de
la perpendicular de P a la directriz, y N es el pie de la perpendicular de P al eje. Probar los
siguientes resultados:

(i) Silatangente en P y Q se intersectan en R y RQ intersectan el lado recto en U entonces
RU =SM.

(ii) El circulo con didmetro PQ toca a la directriz.

(iii) La recta a través de R paralela al eje biseca a PQ.

(iv) £MVS es un angulo recto.
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2.2 Propiedades geométricas de 1a elipse.

Al igual que la pardbola la elipse tiene una riqueza de propiedades, que se siguen de la definicion.
Algunas veces se demuestran con la ayuda del 4lgebra elemental o un poco més dificilmente sin
esta ultima.

Para !la primera sucesion de propiedades nos referiremos a la Figura 2.2. La elipse tiene como eje
principal al segmento AA’ y como eje conjugado al segmento BB’ con longitudes 2a y 24
respectivamente y se intersectan en O. Con focos S y §° con directrices correspondientes dy d”.
Estos ejes son considerados como ejes de coordenadas cuando asi se requiere. P es un punto
cualquiera (x), y;) de la curva y la tangente en P intersecta a las directricecs en D y D’
respectivamente,a AA’ en T y a BB® en U. La normal en P intersecta a AA’ en G. El pie de
la perpendicularde P a AA’ es N. Lalinea através de P paralelaa AA’ intersecta a BB en
L y alas directricesen M y M’.

-
M M
\
s A <
o d

Figura 2.2

Ahora tenemos la propiedad fundamental de las distancias focales.
SP +SP’ =2q

Los primeros resultados se obtienen usando un poco de algebra elemental,
(1) ON-OT=d%

Si P es el punto con coordenadas (x;, ¥1), ON = x; y la tangente xx)/ @ + y 3/ »=
intersecta al ¢je X cuando y =0 en el punto T donde xx, = &%,

116

'6 Noétese que solamente el punto (x,, ;) satisface a la vez la ecuacion de la elipse y de la linea; por lo tanto es una
tangente.
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(2) La parte de la tangente entre el punto de contacto y la directriz subtienden un dngulo recto

con el foco correspondiente; esto es, el angulo PSD es un dngulo recto.
La tangenteen P(x,, ) es

at B

Y vaaintersectara d en (a/e, k) asitenemos

1
—f—+%"z—'=1

az

. bx, +acky, = acb®
aeky, = aeb® - b*x, = b*(ae—x,) = a*(1-€*Yae-x,)
aeky, = a*(1-e*Yae-x) : '

- a*(1-e*Yae-x,) - a(l-e*Yae—x,)

i)

aek ek
Como S(c,0) y P(x;,,), la pendiente de SP es xy ! p perocomo ¢ = ae
L —
entonces la pendiente de SP es —2!
x, —ae

k k

Por otrolado S(c, 0) y D(—S, k),la pendiente de SD es .

a
—=—c —=—ae
e e

Entonces el producto de la pendiente de SP por la pendiente de SD es
a(l-e*Xae - x;) k
ek 1

N, = =
x, —ae (g_ae) x, —ae a(l—e’] _z_(l_ezxxl - ae)
e

_ g—(l—e’)(ae—x,)

e

_(ae-x) _
- (x, —ae) - (x, —ae)

(3) Las tangentes de los extremos de una cuerda focal se intersectan en la directriz.

—(x, —-ae)_____l o
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Los puntos de contacto de las tangentes desde un punto en la directriz son extremos de una
cuerda focal.

(Tales tangentes no son, sin embargo, perpendiculares. Esta propiedad es verdadera sélo en
las pardbolas. En cambio para la elipse las tangentes que se intersectan en la directriz, nunca
pueden ser perpendiculares)

SG = e- SP.

La norma normalen P(x,, ¥,)es
2 2

xa_ _yb e

X bgl
Si y=0
X i —pr=g?
2
=8 . Loty
x ~a’x' e‘x,
G(e’x,,0)
B SP

e “Sbﬂ-—-'OS—OG=ae—e’x, =e’(%—-x,)=e’PM=e’(—e—)=e-SP ot

La normal bisecta el 4ngulo dado por las distancias focales, esto es, los angulos SPG y S’PG

son iguales.
Como SG =e-SP = SG=e
SpP
y similarmente S'G =¢SSP = S'G=e
SP
Entonces SG =8SG
sp 8P

Por lotanto PG bisectaal angulo SPS”. O

La tangente en P es igualmente inclinada a las distancias focales SP, S’P.
Los dngulos entre la tangente en P, SP y S’P son los complementos de los angulos iguales

SPG y S'’PG. 0O
Esta es la propiedad ‘reflejante’ de 1a elipse; un rayo de luz desde el foco S es reflejado en P y pasa por S°.

Los pies V y V’ de las perpendiculares desde S 'y S’ a 1a tangente en P estan en el circulo
auxiliar,
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Sea Q el punto de interseccion de S’P y SV como en la Figura 2.3, Entonces los angulos
S’PV’, SPV y QPV son iguales, asi que los tridngulos SPV y QPV son congruentes. Por
lo tanto

S’Q = S'P+PQ = $’P+SP = 2a (la suma de las distancias focales)

w

Figura 2.3

Ahora V esel punto mediode SQ y O es el punto medio de S°S, asi que S’Q =2-0V,
y OV =a; porlotanto V esta en el circulo auxiliar y de manera semejanteesta V>. 0

Si SV=p y S'V'=p’ entonces pp’ = b

Si V'O intersecta al circulo auxiliar otra vez en W, entonces V'W es un didmetro y

también WVS es una linea recta. Tenemos que SW =S5'V” ya que los tridngulos OS’'V’ y

OSW son congruentes. Por lo tanto

pp’ = 8V:8'V’ = SV -SW = SA:SA’ (interseccién de las cuerdas de un circulo)
=(a-aca+ae) = d*-(ae)’ = a*—c* =b%. 0O

(10) Las tangentes perpendiculares a una elipse se intersectan en un punto R cuyo lugar

geométrico es un circulo llamado el circulo director, con ecuacion
X+ yz =g+ b

Sean dos tangentes perpendiculares en R que intersectan el circulo auxiliaren V, V' y W,
W’ respectivamente (Figura 2.4).
Entonces SV, S’V’ son perpendiculares a una tangente, y SW, S’W’ a otra. Entonces
SVRW y S’V’'RW’ son rectangulos, y asi

RV:RV’= SW:S'W' =42,

Por lo tanto la longitud de la tangente desde R al circulo unitario es b (Figura 2.4), y también
OR? = (a®+ b?), y el lugar geométrico de R es un circulo donde el radio es  V(a* + b%).
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Comparando con la Propiedad 7 de la pardbola nétese que el circulo director reemplaza a la
directriz la cual es el lugar geométrico de las tangentes perpendiculares de la pardbola. O

Figura 2.4

(11)Si TP y TQ son tangentes a la elipse, los dngulos TSP y TSQ son iguales.
La linea que pasa por SP y su perpendicular que pasa por T se intersectan en E y
la linea que pasa por SP y su perpendicular que pasa por T se intersectan en E.
Ademads las perpendiculares a la directriz que pasan por T y P la intersectan en H y M
respectivamente. PT intersecta a la directriz en R (Figura 2.5)
Entonces
SE/SP =RT/RP (TE y SR son paralelos, ya que ZRSP es recto)
=TH/PM (yaque TH y PM son paralelos)

Pero SP=¢PM y

SE/SP=TH/PM = SE/ePM=TH/PM
= SE/e=TH
= SE=¢TH

Figura 2.5
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Similarmente, SF = e-TH, y asi los triangulos TSE y TSF son congruentes. Asi se sigue que
LTSP=/£TSQ O

(12)Si TP y TQ son tangentes a la elipse, 10s dangulos STP y S’TQ son iguales.
Refiriéndonos a la Figura 2.6,

a = ay (propiedad 7)
= a3 (por ser opuestos por el vértice)
by = b (propiedad 11)
ay+az = by+b; + ¢ (dngulo externo)
a = by +d (4ngulo extemno)
Asi tenemos ¢y =2d,, c2 = 2ds.
Pero ¢ =c ytambién d =d,, O

Figura 2.6

Ejercicios propuestos al lector.
1. Las tangentes en los extremos de una cuerda focal se intersectan en la directriz en T. Mostrar

que TS es perpendicular a la cuerda.

2. Dar una construccion para el segundo foco de una elipse cuando un foco, 1a correspondiente
directriz y una tangente son dados.

3. Dada una elipse y su eje mayor, describe como se construye:
(i) Losfocos.
(ii) Latangente en un punto P.
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2.3. Propiedades gecométricas de la hipérbola.

Las propiedades geométricas de la hipérbola son andlogas a las propiedades geométricas de la
elipse sélo que en lugar de angulos iguales se reemplaza por dngulos complementarios y algunos
resultados son diferentes si dos puntos se toman en distintas ramas de la curva. la demostracion
de la propiedad (10) para la elipse acerca del circulo director no es vilida para una hipérbola. A
continuacién tenemos algunas propiedades de la hipérbola.

La hipérbola tiene como eje principal al segmento AA’ con longitudes 2a y como eje
conjugado a la recta b y se intersectan en O. Sus focos S y S’ con directrices correspondientes
d y d&'. Estos ejes son considerados como ejes de coordenadas cuando asi se requiere. P es un
punto cualquiera (x), ;) de la curva y la tangente en P intersecta a las directrices en D y D’
respectivamente,a AA’ en T y a b en U. Lanormal en P intersectaa AA’ en G. El piede
la perpendicular de P a AA’ es N. Lalineaatravésde P pamalelaa AA’ intersectaa b en
L yalasdirectricesen M y M’.

d' > |d
[Vl M
S JAT 0 & s N G~
U/’r
Z ™
' Figura 2.7

(1) ON:-OT=4%
Si P es el punto con coordenadas (x), y1), ON = x; yla tangente xx,/ a’>—y w b=
intersecta al eje transverso cuando y= 0 en el punto T donde xx;=a". O
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17 Noétese que solamente el punto (x;, »,) satisface a la vez la ecuacion de la hipérbola y de la linea; por lo tanto es
una tangente.
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" (2) La parte de la tangente entre el punto de contacto y la directriz subtienden un dngulo recto

(3)
@

5)

con el foco correspondiente; esto es, el angulo PSD es un angulo recto.
La tangente en P(x,, y)) es:

xxja®— yylb*=1
Y vaaintersectara d en (a/e, k) asitenemos

(9_
_e__l._ﬁ=1
a

a‘l k)ﬁ_

a’e b

Ay,

J.._.__-_-
ae

bx, —aeky, = aeb*
" aeky, = aeb? - b%x, = b*(ae—x,) = a*(1-€*Xae—x,)
aeky, = a*(1-e*¥Xae - x,)
- a*(1-e*Xae—x,) _ a(l-e*Xae-x,)

N

aek ek
Como S(c,0) y P(x,, y,), la pendiente de SP es L; perocomo c = ae
x,
entonces la pendiente de SP es 2]
x, —ae
k k

PorotroladoS(c, 0) y D( , k), la pendiente de SD es—

2 ¢ g—ac

e e

Entonces el producto de la pendiente de SP por la pendiente de SD es

a(l-e*Yae—x,) k a 2
Wk g gUmeaemx)

~x,—ae.(g_ae) X, —ae ,{l_ez)_ﬂ(l—-ez)(x,—ae)
e

e

(ae x) _ —(x, —ae)

=1 n}
(x —ae) (x, —ae)

Las tangentes de los extremos de una cuerda focal se intersectan en Ja directriz.

Los puntos de contacto de las tangentes desde un punto en la directriz son extremos de una
cuerda focal.

SG=e-SP.
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La normalen P(x,, y,)es
2 2
xa”  yb~
* p4l
Si y= 0

2
.xa
= =at+b* =c?
x, S

=a®+b?

S ed
x=—3x =€’
o a N
G(e’x, 0)

8G=0G-0S =¢x, —ae=e’(x, —%):e’PM:e’(%):e-SP

(6) La normal bisecta el éngulo dado por las distancias focales, esto es, los dngulos SPG y S’PG

son complementarios.

Como SG=e¢-SP = SG=¢e

SP .
y similarmente S'G=e¢-SP = SG=e
S'P
Entonces SG = S'G
sp S'P

Por lo tanto PG bisecta al dngulo esterior SPS”. O
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3. Las cOnicas y sus acompaiiantes.

Cuando un objeto se encuentra fijo a otro objeto que se mueve bajo ciertas condiciones, podemos
tener indicios de que la trayectoria de ese objeto fijo no es arbitraria, asi podemos tratar de
conocer cudl es su trayectoria, tal es el caso del siguiente problema

En los ejercicios que a continuacion presentamos sélo se encuentra el enunciado y su respectivo
dibujo para que el lector imagine cudl es la trayectoria por la que viaja el punto indicado. En el
anexo correspondiente a esta unidad estd la solucién de cada uno de los ejercicios. Sin embargo,

invitamos al lector a dejarse llevar por la curiosidad de encontrar estos lugares geométricosy a
pasar un rato de emocion y diversion.

1. Una escalem de 1m de longitud situada sobre el suelo liso y apoyada con un extremo en la

pared se desliza hacia abajo. {Por qué trayectoria se mueve un gatito que se encuentre a 30cm
del extremo superior?

Tratemos de imaginar qué forma tiene la trayectoria por la que se mueve el gatito.

Sugerencias:
i) Emplear un sistema de coordenadas como el que se muestra a continuacién.

—
o X

ii) Con una regla simulemos el movimiento y marquemos distintas posiciones.

iii);Podemos deducir de qué curva se trata?
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2. Un avién vuela con movimiento rectilinco a una altura constante 7 con una velocidad
supersénica v, jcudl es, en un momento dado, la regién de la superficie terrestre (que
suponemos plana) en cuyos puntos se oye o se ha oido el ruido del avién?

Dada cualquier curva C, en particular la parabola, la elipse o la hipérbola, con frecuencia
tenemos el siguiente problema: P es un punto que puede variar en la curva C, y otro punto R,
es construido a partir de P y otros puntos fijos y lineas dadas. Es obvio, que al variar P también
varia R, asi que nos preguntamos ;de qué manera varia R?, o mejor dicho, jcudl es el lugar
geométrico de R?. Para encontrar el lugar geométrico, con respecto a los problemas de
pardbola, los atacaremos con el método siguiente

i) Encontrar las coordenadas (X, Y) de R en términos de p y cualesquiera nimeros fijos
(usualmente por 1o menos la a involucradaen y” = 4ax).

i) Eliminando p de las expresiones de X y Y. Por lo que encontrar una relacion que sea
satisfecha por las coordenadas de R para todos los valores de p, y en consecuencia para
todas las posiciones de p.

iii) Reemplazando X por x, Y por y en esta ecuacion. La ecuacion resultante es la det lugar
geométrico de R.

El método que hemos adoptado, sin embargo tiecne modificaciones en circunstancias particulares.
Ademis en algunos ejemplos el paso (i) no se puede llevar a cabo completamente. Otro de los
matices de este método es cuando la variacién de R depende de un punto variable en una recta
fija o en alguna otra curva. En cada caso lo importante es ver cudles son las causas de la
variacion del punto (X, Y).

Para la pardbola )? = 4ax, cualquier punto P se puede representar en su forma paramétrica
(ap’, 2ap) y observamos que cuando P varia, el parametro p también varia. Con frecuencia R
depende de dos puntos P y Q en la paribola y en consecuencia de los pardmetros p y gq,
ademas de que estan relacionados por alguna ecuacion, la cual esti dada por alguna condicién en
P y Q, por ejemplo, PQ pasa por algin punto fijo.

39
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3. P es cualquier punto sobre la pardbola con foco S, y Q es un punto tal que PQ es paralelo al
eje X y QS forma un dngulo de 45° con la parte positiva del eje X. Encuentra el lugar
geométrico del punto medio de PQ, cuando P varia en la parabola.

—

Y

4. Si la tangente a la pardbola en P interseca al eje x en T, y S es el foco, encuentra las
coordenadas del ortocentro H del tridngulo SPT y muestra que cuando P varia, la ecuacién del
lugar geométrico de H es la curva ay§u=x (a-x

TRSIS CON
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5. Si la normal a la pardbola en P interseca al eje de la pardbola en G y GP es prolongado, mas
alla de P, hasta Q tal que P es el punto medio de GQ, mostrar que la ecuacién del lugar
geométrico de Q es )% = 16a(x + 2a).

6. Encontrar las coordenadas de N, el pie de la perpendicular dibujada del origen a la tangente
de la pardbola en un punto cualquiera P. Mostrar que cuando P cambia, el lugar geométrico
deNes la curva x(x* + )2 + a# = 0.
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7. P es cualquier punto en la pardbola, y O es el origen; Q es el pie de la perpendicular de P al
eje Y, R es el pie de 1a perpendicular de Q a OP, y QR interseca al eje x en K. Probar que
K es un punto fijo y encontrar sus coordenadas. Probar también que el lugar geométrico de R

esun circulo, Y encontrar su centro.
Y

Q

8. Una tangente de la pardbola )’ =4bx intersecaa la pardbola )*=4ax en P y Q.Probar
que la ecuacién del lugar geométrico del punto medio de PQ es ' (2a - b) =4ax.

Y

A

¥
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9. La normal en un punto P de la elipse x* /a® + )2 /b® = 1, interseca el eje mayor en G. Probar
que el lugar geométrico del punto medio de GP es una segunda elipse concéntrica con la
primera y encontrar la excentricidad de la segunda elipse sia =4, b=v15.

10. P es el punto (a cos®, b senb) en la elipse Pl +yP I =1yQesel punto correspondiente
al circulo auxiliar, O es el centro de la elipse y la normal a la elipse en P interseca a OQ en R.
Encontrar las coordenadas de R en términos de a b y 0. De esta manera mostrar que, cuando
0 varia, el lugar geométrico de R es el circulo x* + y? = (a + b).

A
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11. La perpendicular al €je mayor que pasa por el punto P de la elipsc x* /a® + y*I* = 1 interseca
a la elipse otra vez en el punto Q, O es el centro de la elipse y la normal en P intersecta OQ en
el punto R. Encuentra las coordenadas de R y muestra que, cuando P varia, el lugar

geométrico de R es la elipse x? /a’ + )2 Ib? = (& — b)) H(a® + B2

12. La normal en un punto P de la elipse x* /a® + ) /6% = 1 interseca al eje mayor en G. Si Q es el
punto de interseccién de la recta que pasa por Gy es paralela al eje y, y la recta que unea P
con el centro de la elipse, demuestra que la ecuacién del lugar geométrico Q es

2/ + 32 I = (at - b*) ] o',

\Y
] p
Q
A [e] G A ~
—
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13. Encontrar la evoluta'® de una elipse.

o

14. Sea T un punto sobre la normal a una distancia 4 de un punto P de la elipse. Trazar el lugar
geométrico de T.

18 Circulo de Curvatura.
Para un punto cualquiera P de una curva C, latangente en P tiene la misma pendiente que la curva. De manera
andloga, podemos construir, para cada punto de la curva, un circulo tangente cuya curvatura sca igual a la curvatura

de la curva dada, en ese punto.

Definicion. Se llama centro de curvatura (b, k) de un punto P(x, y) sobre una curva, el centro de circulo de
curvatura.

E! lugar geométrico de los centros de curvatura de una curva dada se llama evoluta de esa curva.
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15. Probar que el punto P donde las coordenadas son (a secB, a tan 0) estd en la hipérbola
rectangular x> — 32 =4%. Si Q es el punto donde el pardmetro es 8 + W2 y R{x;,») esel

punto medio de PQ, probar que

y1/ xy =send + cosO

y encontrar el lugar geométrico de R.

T

16. Probar que la ecuacién de cualquier tangente a la hipérbola x? /a 2 — y % 5% = 1 puede
escribirse de la forma y = mx +V(a* m* — 5%). Encontrar la ecuacién del lugar geométrico del
pie de la perpendicular desde el origen a la tangente de la hipérbola.

s
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~17. Cualquier punto de la hipérbola rectangular x* = y? = d* es (a* secO, a- tanO). Encontrar la
ecuaci6n del lugar geométrico del punto de interseccion de las tangentes a la hipérbola en los
° puntos con pardmetros 8 y 0+ a cuando © varia.
L Cuél es el lugar geométrico cuando a = n?
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4. Ejercicios bonitos de conicas.

1. La base de un auditorio es de forma eliptica y tiecne 20m de longitud y 16m de ancho. Si cae
una aguja sobre un foco el ruido que produce se escucha claramente cerca del otro foco. ;A
qué distancia esta un foco del otro?

El principio de reflexion (ver capitulo 1.17) es usado en construcciones de bévedas las cuiles se han
denominado “galerias de los susurros™ como la que se encuentra en el Convento del Desierto de los Leones,
cerca de la Ciudad de México, la Catedral de San Pablo en Londres. De tal modo que si una persona susurra
cerca de uno de los focos, puede ser escuchada en ¢l otro foco, aunque no pueda escucharse en ningun otro
lugar,

La construccion del Statuary Hall en la Capital de los Estados Unidos es eliptica. John Quincy Adams
descubri este fendmeno, é! situado en su recepcién en un punto focal del techo eliptico, facilmente escuchaba
sin ser visto sobre las conversaciones privadas de otro miembro de la Casa de Representantes localizado cerca
del otro punto focal.

2. En el plano estan dados los puntos A y B. Hallar el conjunto de puntos M para los cuiles el
perimetro del triangulo AMB es igual a un valor constante p.

3. Se traza el contorno de una hortaliza de forma eliptica colocando dos estacas en el suelo con
una separacion de 16m y colocando un lazo de longitud total de 36m alrededor de ellas; se
traza el contorno empleando una tercera estaca que al girarla alrededor de las dos fijas
mantiene al lazo en tension ;De qué longitud y qué ancho serd la hortaliza?

4. Los planetas describen 6rbitas elipticas en torno al sol, que se encuentra en uno de los focos.
En la siguiente tabla mostramos algunos datos relativos a Mercurio, la Tierra, Marte y Plutén.
Completa la tabla calculando los datos que faltan y encuentra la ecuacién de la 6rbita de cada
planeta tomando como origen el centro de la elipse y como eje x la recta que une los focos.
Las distancias se proporcionan en millones de kilémetros.
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Planeta Semieje | .’ Semieje | Distancia del | Excentricidad | Distancia minima
mayor "~ menor sol al centro | de la &rbita | del planeta al sol
. a B c e a-c
Mercurio 58.5 0.205
Tierra 149.6 0.016
Marte 228.2 0.093
Plutén 6022 0.247

Las orbitas de 1a luna y de los satélites de la tierra son también elipticas, asi como las traycctorias de los
cometas en orbita permanente alrededor del sol. El Cometa Halley toma casi 76 afios para viajar alrededor de
nuestro sol. Edmund Halley vio el cometa en 1682 y predijo correctamente que regresaria en 1759,

Una aplicacion quese utiliza en la radionavegacion consiste en determinar la posicion de barcos o aviones en su
recorrido. Un sistema denominado Loran se funda en 1a emision sincronizada de impulsos por tres emisoras F,
F, y Fa, que dan lugar a una red de hipérbolas como a continuacion se explica. Un aparato receptor a bordo de
un avién o de un barco en movimiento mide la diferencia de tiempo que existe entre la recepcién de un impulso
procedente de una de ellas (dj; F) y los impulsos emitidos al mismo tiempo por las otras dos. Como la
diferencia en los tiempos de recepcion de las seflales es proporcional a l1a diferencia de las distancias entre el
receptor y las emisoras el receptor se hallard sobre una hipérbola con focos F y F, y diferencia de radios focales
2a. Ademas, se sabrd sobre cual rama de la hipérbola se encuentra pues se sabe cual llegé primero. Repitiendo
el procedimiento con Fy Fz se hallarﬂ que el receptor se halla en otra hlperbola con focos F y F; y diferencia de
radios focales 2a’, deter sup dn como el punto de interseccion de las dos curvas.

5. Tres estaciones F, G y H transmiten en forma sincronizada ondas de radio para la navegacion.
G se halla 300km al norte de F y H a 200km al este de F. Un barco recibe la sefial de F veinte
cienmilésimas de segundo después que la seiial de G y catorce cienmilésimas de segundo
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después que la de H. Determinar graficamente la posicion del avidn relativa a las estaciones
F, G y H tomando como origen al punto F. (Suponer que las ondas viajan a 300 000km/s.)

6. P y Q son dos puntos sobre la pardbola con pardmetros p y q. O es ¢l origen y OP es
perpendicular a OQ.
i) Mostrar que pg +4 =0
ii) Y que las tangentes a la curvaen Py Q intersecana larecta x+ 4a=0.

7. Encontrar las coordenadas del punto de interseccion C de las tangentes a la parabola en los
puntos Adaty?, 2an) y B(ats?, 2aty). Mostrar que el 4rea del triangulo ABC es [a® (¢; — £:)°} /2.

8. La tangente a la pardbola en el punto P, con pardmetro p, corta al eje de la pardbola en el
punto L y cualquier recta que pasa por L e interseque a la pardbola en los puntos Q y R con

pardmetros g y r.
i) Probar que p, ¢ y r estan en progresion geométrica.
i) Mostrar también que si las tangentes en Q y R se intersecan en M, entonces MP, es

perpendicular al eje de la pardbola.

9. Probar que los puntos (3, 0) y (=3, 0) son los focos de la elipse
2+y=1
25 16
Encontrar la longitud del semieje mayor y la excentricidad de la hipérbola la cual tiene los
mismos focos e interseca a la elipsc en el punto (3, 16/5). Obtener la ecuacion de las
tangentes a la elipse y a la hipérbola en el punto (3, 16/5).

10. Los puntos Ay B son (1,0) y (-1, 0) respectivamente. Encontrar las ecuaciones de los
lugares geométricos de los puntos P y Q tales que
AP+ BP =4, AQ-BQ==1,
Encontrar los puntos de interseccion de estos lugares geométricos y mostrar que se intersecan
ortogonalmente.
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5. Talleres.

Al igual que sucede en la construccién de las matematicas como ciencia, el aprendizaje debe
venir guiado por la biisqueda de respuestas a problemas que tengan sentido e interés para los
alumnos, que los animen a explorar, formular y comprobar conjeturas, primero a escala intuitiva
y empirica; después generalizando y mas tarde justificando (demostrando). A continuacién
proponemos una serie de actividades para que el alumno experimente, analice, discuta,
investigue, “aplique™ lo aprendido en clases, a fin de que formule y compruebe sus propias

conjeturas.

Taller No. 1: Doblado de Papel Encerado.

En las tres siguientes actividades la elipse, la hipérbola y la pardbola surgen como envolventes de
ciertas familias de rectas, es decir la curva tiene tangencia con todas las rectas de esta familia.
Material:

Hojas de papel encerado tamaiio carta, compas y pluma.

Actividad 1.
En una hoja de papel encerado dibujar una circunferencia C y marcar un punto g dentro de la
circunferencia (como en la siguiente figura). Doblar el papel de tal modo que el punto g quede

sobrepuesto en la circunferencia en un punto g’. Hacer varios dobleces y jobtendra una curva!
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Actividad 2.

En una hoja de papel encerado dibujar una circunferencia C y marcar un punto g dentro de la
circunferencia (como en la siguiente figura). Dobla el papel de tal modo que el punto ¢ quede
sobrepuesto en la circunferencia en un punto g’. Haz varios dobleces y obtendras una curva,
{Serd igual a la anterior?

Actividad 3.
En una hoja de papel encerado dibuja una linea recta L y un punto p fuera de ella (como en la
siguiente figura). Dobla el papel de tal modo que el punto p quede sobre la linea recta.

q
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Taller No. 2: Circunferencias concéntricas.

Actividad 1.

En la siguiente figura hay dos familias de circunferencias concéntricas en A y B, de tal modo que
la distancia entre dos circunferencias consecutivas es una unidad. Al cortarse }as circunferencias
se forma una red de puntos llamados nodos (es decir los puntos de interseccion de las
circunferencias), y a dos nodos los llamaremos vecinos si son los vértices opuestos de un

cuadrildtero curvilineo. Mostrar que todos los puntos de una sucesién de nodos vecinos se

encuentran sobre una elipse o sobre una hipérbola.
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Actividad 2.

En el plano se da una recta /, y sobre ella el punto F. Estin trazadas circunferencias cuyos radios
son nameros enteros y el centro en F, asi como también rectas paralelas a / que se hallan a la
distancia de un niimero entero de ésta. Mostrar que todos los puntos de la sucesion de los nodos
vecinos'® de la red, construida igualmente que en el Actividad 1, se encuentran sobre una
pardbola con el foco F.

AV AANNADNDN NN ENEN
AV A NN NN N e 7SS S]]
A NN NN ~ o S LSS S
NAARNANAN L LSS
ANANANAN e yayavi
NN N Ay
~N =
~ i
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‘Taller No. 3: Métodos para dibujar una parsbola.

1. Sea/una linea dada y S un punto fijo que no esté en /. Sea P cualquier punto sobre /'y dibujar
la perpendicular PQ a SP. Todas las rectas PQ tocan una pardbola, que tiene focoen Sya [/
como tangente en el vértice,

]

/P

2. Sean /'y m dos rectas que se intersectan en O. Marcar distancias de la misma longitud (por
ejemplo de ldm) en cada linea, llamando los puntos O, L, Lz, L3,... y O, My, My, M;,...en *’
orden desde O. Ahora unimos Ljsa M; Ly, a Ar'lz, y en general L; a M6 -;, para cada i, Las
r;ctas tocan una pardbola, que tiene a LgMg como tangente en el vértice y a /'y m entre sus
tangentes. Ademas las tangentes pucden dibujarse mas alla de O, lamando L-), L-3,' L.3, y asi
sucesivamente y continuar uniendo los puntos correspondientes. El método puede obviamente

ser modificado para dar mds o menos tangentes, tomando un nimero distinto a 16.

My, M, Mg

Este taller se puede hacer con tachuelas e hilo de color sobre una tabla.
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Taller No. 4: Métodos para dibujar una elipse.
Método del jardinero.

L

Material:

Un pedazo de hilo de 25cm, hojas de papel, dos chinches o tachuelas y lapiz.

Procedimiento:

1.1. Amarra las chinches en los extremos del hilo.

1.2. Coloca sobre el cartén una hoja de papel y clava en ella dos chinches o tachuelas con

una separacién de 16 cm.

1.3. Con el lapiz mantén tenso el hilo, al mismo tiempo que
1.4. Manteniendo tenso el hilo con el lapiz ve trazando la curva

Con regla y compis.

2.1 Trazar puntos de una elipse.

2.11
212
2,13

2,14
215

2.16
2,17

2,18
2.19

Trazamos el segmento AA’ (eje mayor) y sea O el punto medio de AA”.

Trazamos por O el segmento BB’ perpendicular a AA’.

Buscamos los dos focos de la siguiente manera, con un radio igual a OA (semi—
eje mayor) y centro en B, trazamos arcos que corten al eje mayor AA’en F y F°
focos de la elipse.

Entre F y O tomamos tres puntos distintos X, Y, Z.

Con radio AX y centro en F, trazamos arcos de circunferencia arriba y abajo del

segmento AA’.

—~ A
N

Hacer lo mismo que el paso anterior pero con centro en F’.
Con radio XA’ y centro en F trazamos arcos de circunferencia que intersequen a

los anteriores.
Hacer lo mismo que el paso anterior pero con centro en F’.
Hacer los pasos A 5.~ A 8, paralos puntos Y, Z.
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2.1,10 Unir los puntos de interseccion de los arcos para formar la elipse (ya sea a mano o

con curvigrafo).

2.2 Trazar una elipse como envolvente de circulos.
2.2.1 Dibujamos una circunferencia y sea el segmento AB uno de sus didmetros.
2.2.2 Dibujamos una serie de cuerdas perpendiculares a este didmetro.
2.2.3 Dibujamos circulos que tengan como didmetros cada una de estas cuerdas.

N

. . - 2
La envolvente de estos circulos es una elipse especial (excentricidad > )

Taller No. 5: Método para dibujar una hipérbola.
1. Construir puntos de una hipérbola, con regla y compas, dados los vértices y los focos
1.1. Se traza la recta /, la cudl contiene a los dos focos F y F’, también se localizan los
vértices Vy V',
1.2. Enlarecta! setoman tres puntos X, Wy Z fuera del segmento FF’.
1.3. Con radio VX y centro en F trazar arcos de circunferencia arriba y debajo de fa recta /.
1.4. Hacer lo mismo que el paso anterior pero con centro en F’.
1.5. Con radio V'X y centro en F trazar arcos de circunferencia que intersequen a los
anteriores.
1.6. Hacer lo mismo que el paso anterior pero con centro en F°.
1.7. Hacer los pasos 1.3 — 1.5, para los puntos Wy Z.
1.8. Unir los puntos de interseccion de los arcos en forma manual o con curvigrafo para
formar la hipérbola.

Taller No. 6: Construyendo cénicas mediante el Cabri-géométre I1.
Actividad 1.
Construccién de la paridbola usando 1a definicién foco - directriz.
1. Trazamos una recta a la cual etiquetamos con X.
2. Trazamos una recta perpendicular a la recta X y la etiquetamos con D.
3. Sea T el punto de interseccion de las rectas.
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10.

Enlarecta X tomamos un punto F (distintoa T).

Enlarecta D tomamos otro punto distintoa T el cual etiquetamos con M

Trazamos el segmento FM.

Trazamos la mediatriz del segmento FM.

Trazamos una recta paralela a la recta X' que pase por el punto M a la cudl llamamos N.
Sea P cl punto de intersecciéon de N con la mediatrizde FM.

Trazamos el lugar geométrico sefialando primero al punto P y después al punto M

Actividad 2.
Construccion de la elipse usando la propiedad (8) del Capitulo 2.

Trazamos un segmento, con extremos A y A’

Trazamos la mediatriz del segmento AA’. Etiquetamos con M a la mediatriz; sea O el
punto de interseccién de M con el segmento AA’.

Trazamos el segmento OA

Trazamos una circunferencia con centro en O y radio OA. Etiquetamos con C ala
circunferencia.

Sea F un punto en el segmento OA. Trazamos el simétrico de F con respectoa My lo
etiquetamos con F’,

Trazamos el segmento F’V’, en donde V ’ es un punto de la circunferencia distintoa Ay A’.

Trazamos una recta paralela a F'V’ que pase por F. Etiquetamos con V al punto de
interseccion de esta ultima recta y la circunferencia, de tal modo que el segmento VV’ no
intercepte al segmento AA’.

Trazamos el segmento FV.

Trazamos la circunferencia C1 concentroen V yradio FV.

. De la circunferencia Cl, al otro extremo del didmetro que pasa por F lo etiquetamos con Q.
. Trazamos la perpendiculara FQ que pase por V, e esta recta la etiquetamos con L.

. Trazamos el segmento FQ.

. Etiquetamos con P al punto de interseccionde FQ y L.

. Trazamos el lugar geométrico sefialando primero al punto P y después al punto V’.
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Avtividad 3.
Construccion de la hipérbola,

1.

L s v

o

10.
11.
12.
13.

14.
15.

16.

15.

Trazamos una recta a la cual etiquetamos con X,

Trazamos una recta perpendicular a la recta X y la etiquetamos con Y.

Sea O el punto de interseccion de las rectas.

Sea A un punto sobre X (distinto a O).

Trazamos la circunferencia con centro en O y radio OA. A esta circunferencia la
etiquetamos con C1,

Sea B un punto sobre Y (distinto a O).

Trazamos la circunferencia con centro en O y radio OB. A esta circunferencia la
etiquetamos con C2.

Trazamos una recta que pase por O (distintaa X' y Y). A esta recta la etiquetamos con L1.
Sea D el punto de interseccién de C1 con Ll.

Trazamos la perpendiculara L1 que pase por D. A esta recta la llamamos L2.

Sea N el punto de interseccién de L2 con X,

Trazamos una perpendiculara X por N vy la etiquetamos con L3.

Trazamos la circunferencia con centro en N y radio DN. A esta circunferencia la llamamos
Cc3

Sea Q el punto de interseccion de L3 y C3.

Unimos Q con A’, donde A’ es el otro punto de interseccidn de Y con C1. Este segmento
intersecard a X en W.

Trazamos una recta que pase por B’ y W, y el punto donde interseque a L3 lo etiquetamos con
P

Trazamos el lugar geométrico seilalando primero al punto P y después al punto D.
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Taller No. 7: Girando agua.
Actividad 1.

Materiales.

- Una caja de plastico rectangular, delgada y transparente, cerca de 12 x 12 x 1 pulgadas. (30 x
30 x 2.5 cm). (puedes comprar uno ya hecho o puedes hacer uno ficilmente pegando varias
piezas de pldstico)

- Pegamento (silicén).

- Un girador con un didmetro més grande que la longitud de 1a caja.

- 2 pedazos de plastico o madera, cada uno de 2 x 6 x % pulgadas (5 x 15 x 1.3 cm), para fijar
la caja al girador.

- Agua.

- Pintura vegetal o anilina,

Tiempo:15 minutos 0 menos con una caja ya hecha; una hora o menos si haces tu propia caja.

Procedimiento:

Las uniones de la caja necesitan ser pegadas herméticamente también usa el sellador silicén para
pegar cualquier gotera. Deja la tapa de la caja abierta.

Pega los pedazos de madera al girador a lo largo de la caja, para sostener la caja firmemente en el
lugar.

Llena la caja con agua coloreada hasta la mitad y girala en el girador. Nota la forma de la
superficie del agua, jforma una pardbola!

Actividad 2.
Analicemos una situacién semejante, (qué forma adopta la superficie de un liquido homogéneo

en un vaso cilindrico que gira sobre su ¢je longitudinal?
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Taller No. 8: Agujas temblando.

Descripcién:

Dos agujas vibrando forman dos conjuntos de ondas circulares concéntricas en un recipiente
plano de vidrio. Donde los dos conjuntos de circulos se intersecan uno a otro. Se forman regiones
“quietas” donde el agua no se mueve. Estas regiones “quietas™ grafican conjuntos de hipérbolas.
jObsérvalas!

Propésito:
Este taller puede usarse para ilustrar propiedades de la hipérbola incluyendo el hecho que la

diferencia de tas distancias de cualquier punto a los focos es constante.

Thoit GON
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Taller 9: Billar eliptico.

Segin una anécdota, cuando Lewis Carroll (1832 — 1898) publicd “Alicia en el pais de las
maravillas”, a la reina Victoria de Inglaterra le gusté tanto el libro, que ordené que le fueran
enviando todo lo que publicase su autor. La siguiente obra que recibi6 fue... jun tratado de
Geometrial. En realidad, Lewis Carroll era Charles L. Dodgson, un profesor de matematicas en la
Universidad de Oxford. Adema4s, fabricé un billar circular y publicé un folleto explicando sus

propiedades. También existen mesas elipticas de billar.

Descripcién:

Actualmente se tienen dos versiones de esta exhibicion:

e La primera versién tiene dos agujeros en los dos focos. Un tiro de bola desde un foco rebotara
fuera de cualquier punto del eje e impactard la bola localizada en el otro foco.

e La segunda mesa eliptica, mostrada abajo, tiene un solo agujero localizado en un foco. Una
bola lanzada desde el otro foco a cualquier punto en el ¢je de la mesa se reflejara en la
buchaca.

Las bolas que cruzan el segmento que une los focos continuaran atravesando este segmento.

Las bolas que cruzan el eje mayor fuera del segmento que une los focos nunca pasarin entre los

focos.

TESTS CON
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Taller No. 10: Luz eliptica.

Descripcion:

Este taller consiste en construir una mesa eliptica con una tira de espejo flexible alrededor de su
orilla. Cuando un rayo de luz es proyectado desde uno de los focos de la mesa, éste siempre se

reflejara por el espejo y pasara por el otro foco.

Propésito:
Este taller usa luz para mostrar varias propiedades de la elipse.
* Si el rayo de luz se origina en un foco (o una recta a través de un foco) esta pasars a través

del otro foco despucés de una reflexién, dos reflexiones, etc.

e Si el rayo de luz se origina en un punto el que ro sea un foco y la trayectoria del rayo esta

entre los dos focos, ésta nunca atravesara el exterior de los dos focos.

e Siel rayo de luz se origina en un punto que no sea un foco y la trayectoria del rayo esta fuera
de los dos focos, ésta nunca encontrard un camino en la regién comprendida entre los dos
focos.

Referencias
Este taller fue disefiado y construido por Alan Brix un profesor de fisica en New Trier,
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Taller t1: Formando c6nicas con luz

Descripcion:
- El alumno va cambiando la forma de la luz que va desde un circulo, una elipse, una parabola

hasta una hipérbola las cuales iguala a las graficas especificas en la pared.

) Prppésitb:
* Este taller ilustra como las cuatro “secciones cénicas™ pueden ser obtenidas intersecando conos y
- planos. La luz de una ldmpara de mano se propaga en forma de un cono de luz. La pared es como
" un plano que interseca al cono de luz. El resultado es un drea de luz en la pared en forma de una
de las cuatro secciones conicas. La forma exacta depende del dngulo con el cuil la luz interseca a
la pared.

La tuz brillante en una pared por la noche

Este taller fue disefiado y construido por Kathy Waldherr de New Trier High School.
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Taller 12: Reloj de Sol

Cada dia el sol, desde que sale por el Este y se pone por el Oeste, describe sobre el cielo un arco
de circunferencia. Este movimiento es aparente, por que, en realidad, es consecuencia del
movimiento diario de rotacion de la tierra.

Desde hace mucho tiempo se sabe que, cuando el sol recorre el cielo a lo largo de un dia, la
sombra que proyecta un objeto fijo describe una curva cénica. Esto se puede comprobar
experimentalmente si se va marcando, por ejemplo, cada media hora, sobre una superficie plana
el limite de la sombra que proyecta un objeto cualquiera.

Los relojes de sol se fundamentan en este hecho. Estan provistos de un marcador o estilete,
llamado gnomon, que proyecta su sombra sobre una superficie plana donde estan sefializadas las
horas. El extremo de la sombra indica la hora solar correspondiente.

El Sol, por lo Iejano que est4, se considera como un foco puntual de luz. La linea imaginaria que
le une con el extremo del gnomon recorre a lo largo del dia parte de la superficie de un cono,
también imaginario. La superficic de este cono se corta por el plano del reloj donde se observa la
sombra de} extremo del gnomon. Por eso, la trayectoria que sigue esa sombra es la de una conica.
En las latitudes entre los circulos polares esa conica es siempre una hipérbola, tanto mas curvada
cuanto mas préximo esté el dia 21 de junio (solsticio de verano) o al 21 de diciembre (solsticio de
invierno).

En dos dias del aiio, 1a trayectoria de la sombra que proyecta el gnomon es una recta en todos los
lugares de la tierra. Esto ocurre en los dias 21 de marzo (equinoccio de primavera) y 23
septiembre (equinoccio de otofio). La razén es que, en esos dias la trayectoria del Sol y el

extremo del gnomon estan en un mismo plano que corta al plano de observacién en una recta.

Por la orientacién del cuadrante podemos distinguir distintos tipos de relojes de sol:

e De cuadrante ecuatorial: si es paralelo a un plano que cortase a nuestro planeta por el ecuador.
e De cuadrante horizontal: si es horizontal.

e De cuadrante vertical orientado: es vertical y orientado hacia el sur.

e Cuadrante vertical declinante: es vertical, pero no estd orientado exactamente hacia el Sur. Es

el reloj de sol tipico de la fachada de una casa.
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Construccion de un reloj de sol de cuadrante ecuatorial

Los relojes de Sol solo valen para los lugares de la misma latitud. Asi que lo primero que se ticne
que hacer es averiguar la latitud del lugar donde se va a colocar el reloj de sol. Eso se puede hacer

consultando un atlas.
Material:

Cartoén o madera, papel, pegamento, tijeras, cutter y una regla.

Los relojes de sol de "cuadrante solar" estan formados por un estilete, cuya sombra se proyecta
sobre un plano o cuadrante en el que se encuentran dibujadas las lineas horarias que nos permiten
determinar la hora.

Un reloj de sol de cuadrante ecuatorial se puede construir facilmente formando dos piezas: una
rectangular que sera el cuadrante y otra triangular que hara de estilete y soporte. Cada una de
ellas lleva una ranura, que nos permite encajarlas.

Comenzaremos su construccion recortando el cuadrante, que es un rectiangulo del doble de largo
que el ancho. Sus dimensiones podran ser las que deseemos, aunque lo recomendable es que su

largo sea de 15 a 30 centimetros. A la mitad del largo debera hacerse una ranura que llegue hasta

la mitad del ancho, (la linea que aparece a trazos en las figuras).

I

e = - -

Cara de primavera — verano Cara de otofio — invierno

Las lineas horarias deben dibujarse a intervalos de 15° en las dos caras del cuadrante: la cara de
primavera — verano y la de otoiio — invierno. Las trazadas en las figuras son validas para un reloj
que se vaya a utilizar en el hemisferio norte, para el hemisferio sur intercambiaremos la de

primavera — verano por la de otoiio — invierno.

TESIS CON ®
FALLA DE ORICEN




Para construir la segunda pieza, el estilete, se debe conocer 1a latitud del lugar donde se ubicara el
reloj. Se trata de un triangulo rectangulo donde el ZBCA debera ser igual a la latitud, para que el
cuadrante quede paralelo al ecuador, y ia longitud del segmento BB igual a la del lado menor del

cuadrante, En esta pieza también se debera realizar una ranura (la linea que aparece a trazos en la

figura) que permitira ensamblarla con la primera.

Polar ;&’L)
. o

Una vez construidas y montadas las dos piezas, el reloj debe colocarse en un lugar horizontal y
orientado correctamente. Si el reloj se va a usar en el hemisferio norte, la cara de primavera —
verano deberd mirar hacia el Norte (como se muestra en la figura), mientras que si se va a usar en
el hemisferio sur lo hard hacia el Sur. Para determinar la direccion Norte — Sur, podemos utilizar
una brijula; habrd que tener en cuenta que el Norte no coincide con la direccién sefialada por la
aguja, que apunta al Norte magnético. Otro método consiste en utilizar la sombra de un objeto
vertical (una plomada) al mediodia, que indica la direccion Norte — Sur; habrd que tener en
cuenta que deben ser exactamente las 12 horas del tiempo solar verdadero, que no coinciden con
las 12 horas de nuestros relojes (ver " Qué¢ hora indica nuestro reloj de sol?").

En primavera y verano ¢l Sol incide sobre la cara superior (1a de primavera — verano), donde se
vera la sombra del estilete. En otoilo e invierno la sombra del estilete se proyecta en la cara

inferior (1a de otoflo — invierno), mientras que la superior permanece en sombra.
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Anexol: Conociendo a las cénicas

1.1. Nacimiento de las cénicas.

Seguin Heath, otra leyenda sobre el problema de la duplicacién del cubo también dada por
Eratéstenes es que uno de los antiguos poetas trigicos hiciese aparecer en escena al rey Minos en
el acto de ordenar la construccion de una tumba para su hijo Glauco, y advirtiendo que 1a tumba
tenia en cada uno de sus lados una longitud de cien unidades, exclamo: “Escaso espacio en
verdad concedéis a un sepulcro real, duplicadlo, conservando siempre la forma cibica, duplicad
de inmediato a cada uno de sus lados™.

Hipocrates de Quios ya habia apreciado que la solucién de este problema era equivalente a la
solucién de la duplicacién del cubo pues tomando a como la arista del cubo inicial y b = 24, 1a

expresion anterior conduce a

xy=a (2a)
xy=2a*
Y si se multiplica por x*=ay se tiene:
xy-xt=24"-ay
=24

y por tanto x serd la longitud de la arista del cubo cuyo volumen es el doble del dado.

Mas tarde Eutocio siguiendo la solucién de Menecmo, da una segunda solucién. De nuevo con
notacién moderna ilustramos esto:

a/x=x/y entonces x’=ay
y x/y =y/b entonces ) = bx.

Observamos que los valores de x y y se encuentran en la interseccion de las dos pardbolas

P=ay y )y =bx

1. 7. Apolonio de Perga.
Las circunstancias por las que Apolonio escribe Las cdnicas estan explicadas por él mismo en su
primer libro. (Taton; 1988, 11, 367)

“Apolonio a Eudemo, salud.

68



Si tu salud es buena y todo 1o demas es como ti 1o deseas, te felicito; en cuanto a nosotros, estamos bastante
bien. Durante el tiempo que pasé en Pérgamo contigo, te vi muy deseoso de conocer nuestro trabajo sobre las

4 d

conicas; te envio pues el primer libro, después de haberlo corregido; te emos los otros
satisfechos de ello; creo que no habras ofvidado lo que te dije: que he escrito este tratado a peticion del
geometra Naucrates, en la época en que éste estuvo en Alejandria y compartié nuestras ocupaciones.; y que
después de redactar ocho libros en total se lo dijimos enseguida; mas por la prisa, pues ¢l estaba a punto de
embarcarse, no pudimos perfeccionarlos, sino que escribimos todo lo que nos vino en mientes con la
intencion de volver mas tarde sobre ello. Ahora, pues, que tenemos tiempo, vamos publicando estos libros a

medida que son corregidos. Pero como ocurre que varias de las personas que estin en relacién con nosotros

han conocido también el primero y segundo libros antes de que fueran r dos, no te b ar

otra redaccion,
De esos ocho libros, los primeros cuatro discurren en forma elemental; el primero contiene la generacion de

las tres secciones y de las opuestas, asi como sus propiedad pital p todo de modo mas amplio y
con més generalidad que los demas tratados sobre este asunto. El segundo libro se refiere a los didmetros y a

a: i

los ejes de las secciones, las asintotas y otras cuestiones de uso general o i p para la di ion de

los problema; por el primer libro sabris cuiles son las lineas que llamo didmetros y las que llamo ejes. El
tercero contiene gran nimero de teoremas singulares que sirven ya para la sintesis de los lugares solidos, ya

para los problemas; la mayoria de ellos y los mas hermosos son nuevos; al buscarlos teniamos presente que

Euclides no habia efe do la sintesis del lugar de tres o cuatro lineas, sino sélo, y al azar, la de una parte de

ese lugar, y ello de modo bastante poco feliz; y es que era imposible hacer la sintesis completa sin lo que
hemos descubierto. El libro cuarto determina de cuintas maneras pueden encontrarse entre si las secciones

conicas, asi como una circunferencia de circulo, y resuelve, ademis, otras cuestiones, ninguna de las cuales

e

fue tratada por los que nos hanp sobre cua puntos a secciones opuestas una seccion
cdnica o una circunferencia de circulo. .
Los ultimos libros se refieren a teorias mas especiales; el uno trata, en efecto, los maximos y los minimos con

amplitud; el otro, de la igualdad y la semejanza de las secciones cénicas; el siguiente, de teoremas para la

q o

discusitn de los problemas y el ultimo, de deter >s probl sobre las Por lo demas, cuando

blicad

todos estén p s los que los dien podran apreciarlos segtin juzguen. Saludos”.

A continuacion examinamos algunos detalles de esta obra
Enel libro 1

De las Cénicas aparecen las siguientes definiciones bisicas:

1.

Si desde un punto que no se encuentra en el plano de un circulo, se traza una recta a la
circunferencia de éste, se prolonga en ambas direcciones y se hace que recorra la
circunferencia, permaneciendo fijo el punto, hasta que llegue a su posicién inicial, se llama

superficie cdnica a la que, descrita por la recta, se compone de dos superficies opuestas por el
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vértice que se extiende indefinidamente, 1o mismo que 1a recta que describe, se llama vértice

de la superficie al punto fijo y eje a la recta determinada por éste y €l centro del circulo.

2, Se llama cono a la figura limitada por el circulo y la superficie comprendida entre el vértice y

la circunferencia del circulo, vérfice del cono al que lo es de su superficie, ¢je a la recta que

va del vértice al centro del circulo y base a este mismo circulo.

Figura A.1.1

3. Se llama cono recto al cono que tiene el eje perpendicular a la base y oblicuo (o escaleno) al

que no tiene el eje perpendicular a la base.

4. Se llama didmetro de toda curva que se encuenira en un mismo plano a la recta que, al

trazarse en la curva, divide en dos partes iguales a todas las paralelas a una recta cualquiera

trazadas en la curva. Vértice de esta curva es el extremo del didmetro que se localiza en la

curva y se conoce como paralelas a las rectas trazadas en orden sobre el didmetro.

5. Se llama didmetros conjugados de una y dos curvas a cada una de las rectas que son un

didmetro y dividen en dos partes iguales a las paralelas del otro.

Concluye con dos definiciones mas y prosigue con sesenta proposiciones.

A continuacién destacamos los siguientes hechos de 1a obra de Apolonio:

De las definiciones podemos apreciar que Apolonio considera los dos mantos de un cono y

procede a estudiar las figuras obtenidas al seccionar el cono con un plano,
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A cada curva asi obtenida la relacionard con un determinado didmetro y con una familia de
curvas conjugadas con respecto al mismo didmetro. De las clases de curvas obtenidas considerara
como secciones conicas a las figuras conicas a las cuales los didmetros son perpendiculares a las

cuerdas conjugadas a los mismos.

Asi, por ejemplo, se puede estudiar también la hipérbola; sin embargo, Apolonio habla de dos
hipérbolas (una en cada manto). Ahora procede a obtener ecuaciones para las secciones conicas;
por ejemplo, en nuestro lenguaje, para la elipse de didmetro AB = 2a (vea la siguiente figura),
tracemos en A una perpendicular a AB cuya longitud sca igual a 2p y sobre AB localicemos el
punto C de manera que al trazar una perpendicular a AB, el drea del cuadrado de lado CD sea
igual al drea del rectiangulo de lado 2p; sea AC = x, por tanto CD = 2 a — x, asf

CF - AC =CD? m

Ahora observe que el tridgngulo AEB es semejante al tridngulo CFB por lo que
CF/CB=2p/2a, dedonde CF =CB-pla=(2a—x)pla, alsustituiren(1) yhacer CD=y,
‘tenemos que
* Y =(pla)2a~x)x,

i . TESIS CON
2,, FALLA DE ORIGEN

Observe ademds que area del rectangulo de lado CF es menor que el que corresponde al area del
rectdngulo de lado AE, asf decimos entonces que el rectingulo CF se utiliza por defecto (elipsis);
de ahf el nombre de elipse. Procediendo de manera andloga con una de las ramas de la hipérbola

(vea la siguiente figura) obtenemos

¥ =(p/aX2a + x)x

y como aqui el drea del rectangulo AF excede al 4rea del rectingulo EC, entonces se habla de
hipérbola.
7




2a AKT

%

Q 10

);
Figura A.1.3

En elvéaso en que las areas del cuadrado y del rectangulo con un lado igual a 2p sean iguales,

: eﬁtohces no hay ni exceso ni defecto y se habla de parabola.

" Cabe hacer notar el siguiente hecho. Debido a que algebra de los griegos no se habia desarroliado
y mads bien trabajaban con un dlgebra geométrica, no se buscaba transformar los problemas
geométricos tal como sucedié a partir de la fundamentacion de la geometria analitica.

La siguiente definicién que Apolonio hace de la parabola y? = 2x, da una idea de lo que ayuda un
lenguaje simbolico adecuado para simplificar la expresién de las ideas de manera que quedan
claras y comprensibles, como sucede hoy en dia:

““Al cortar un cono con un plano que pase por el eje y con otro que corte a la base segun una
perpendicular a la del triangulo segan el eje, el didmetro de la seccién es paralelo a uno de los
lados del triangulo, entonces ¢l cuadrado de toda recta trazada desde la seccién del cono en forma
paralela a la interseccion del plano secante y el de la base del cono hasta el didmetro de la
seccidn, es igual al rectangulo formado por la recta que separa en el diametro el lado del vértice
de 1a seccidon y por una cierta recta cuya razon a la recta situada entre el dngulo cénico y el
vértice de la seccion es la misma que la del cuadrado de la base del tridngulo segin el eje al
rectangulo formado por los otros lados del tridngulo. Llamaremos parabola a dicha seccién”.

En el libro I Apolonio también trabajé con las tangentes a las conicas. Describe a una tangente
como aquella recta que tan s6lo tiene un punto comiin con una seccién cénica, u cuyo resto queda
fuera de la coénica. A continuacion demuestra que una recta trazada desde el extremo de un
diametro esta fuera de la conica y que ninguna otra recta se puede construir entre la susodicha
recta y la conica. En consecuencia, dicha recta tocara a la conica o, en otras palabras, es tangente

a lacénica.
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De hecho Apolonio construye tangentes a todas las cénicas. Empleando nuestros simbolos y
lenguajes actuales, veamos cémo procedia para construir la recta tangente a la elipse:

Tracemos rectas que unan al punto T (vea la Figura A.1.4) con F, y F, respectivamente.
Construyamos la bisectriz del 4ngulo F;TF,, levantemos una perpendicular e esta bisectrizen T.

Entonces esta recta sera tangente a la elipse en T.

Figura A.1.4

Demostracion de que, efectivamente, esta recta es tangente a la clipse. (Vea figura A.1.5).

Figura A.1.5

Sea S # T. Entonces se probara que S no se puede pertenecer a la elipse.

Construyamos el circulo con centro en T que pase por el foco mds cercano (en la figura es Fa).
Prolonguemos el segmento F|T de manera que interseque al circulo en F (el cual esta fuera de la
elipse). El tridngulo TF:E es isosceles y es bisecado por ST, dado que este segmento se construyd
perpendicular a la bisectriz de un angulo exterior adyacente, por lo que ST debe ser el bisector
perpendicular a la base del tridngulo isdsceles ETF;; asi S equidista de E y de F2 y , por la
construccion de E, tenemos,

FIT+F, T=FE
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F1E < F,S + SFy; por lo que F;T + F,;T <F,S + F3S,
Por lo que S no est4 en la elipse, con lo que queda probada ia afirmacion.
Apolonio también nos demuestra coémo construir cénicas a partir de ciertos datos que pueden ser

un diametro o bien el lado recto, etc.

LIBRO II. En el se estudia las propiedades de las asintotas y de las hipérbolas conjugadas y el
trazado de las tangentes. En particular demuestra que la elipse, la hipérbola y la parabola tienen
tan sélo un par de ejes mutuamente perpendiculares y se dan a conocer los métodos de

construccion de los centros y ejes de una seccién comun dada.

LIBRO III. Aparecen varios teoremas sobre dreas como los siguientes:
Si las tangentes en cualesquiera dos puntos de A y B de una conica se cortan en C y ademas
cortan a los didmetros que pasan por By A endy F entonces los triatngulos CDB y ACF tienen la
misma area.
Se generaliza el bien conocido teorema de la geometria elemental de que si dos cuerdas de un
circulo se intersecan entonces el producto de los segmentos de una cuerda es igual al producto de
los segmentos de la otra; el teorema en cuestion dirfa que si OP y OQ son tangentes a una cénica,
RS es cualquier cuerda paralela a OP y R’S’ es cualquier cuerda paralelaa OQ ysi RSy R'S” se
intersectan en U; entonces

RU-US/R'U- US =0P*/ OQ%

Figura A.1.6

Ademads aparecen teoremas sobre polos y polares y sobre la obtencion de secciones conicas, con
la ayuda de haces proyectivos y mediante el uso de una propiedad de las areas considera casos
simples sobre el trazado de tangentes sin usar los puntos de tangencia.
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Curiosamente no aparece ningun concepto de directriz a pesar de que se sabe que Euclides ya
manejaba el hecho de que una cénica es el lugar geométrico de los puntos tales que la razén de

sus distancias a un punto fijo (foco) y a una recta fija (directriz) es constante.

LIBRO IV, Aparece un grupo de proposiciones relacionadas con la divisién arménica de rectas,
ademads de otros teoremas sobre parejas de conicas que se intersecan y se demuestra que dos

cénicas se cortan en, a lo mas, cuatro puntos.

LIBRO V. De todo el tratado de las cénicas, este libro esta considerado como el mas notable y
novedosos. Se resuelve pro primera vez problemas sobre maximos y minimos de las normales
consideradas como segmentos de recta trazados desde un punto a una curva; también se trabaja
con la construccién de normales y se llega hasta un nivel tal que es posible escribir las ecuaciones

cartesianas de las envolventes de las normales (evolutas) de la elipse, la hipérbola y la pardbola.

LIBRO VI. Trabaja con conicas congruentes y semejantes y segmentos de cénicas. Se muestra
como en un cono recto dado se puede encontrar una seccién congruente a una cénica dada.
Generaliza el problema sobre la construccion de una familia de conos que pasan a través de una

seccion conica dada.

LIBRO VII Este libro es el que menos destaca en la obra general, debido a que no hay
proposiciones sobresalientes. Se trabaja con varios teoremas que manejan diametros conjugados,
por ejemplo, sec demuestra que para la elipse (hipérbola) la suma (diferencia) de los cuadrados de
los ejes; o bien este otro cjemplo: en una elipse 0 en una hipérbola el 4rea del paralelogramo
determinado por cuales quiera dos diametros conjugados y el angulo en el que se intersecan es

igual al drea determinada por los ejes.

LIBRO VIIL Este libro estd perdido y se cree que contenia material tedrico correspondiente a lo
que trata el libro VIIL Segun Pappus, Apolonio escribid, ademas, los siguientes tratados:

De la seccion proporcional, que contenia 181 proposiciones.

De la seccidn espacial, que contenia 124 proposiciones.

Tangencias, que contenia 124 proposiciones.

Tendencias, que contenfa 125 proposiciones.
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Lugares geométricos planos, que contenla 147 proposiciones.

En el libro Tangencias, aparece el famoso problema de Apolonio al cual le dieron solucién, entre
otros, Vietd y Newton y que dice que dados tres puntos, rectas o circulos cualesquiera o cualquier
combinacion de tres elementos de esos conjuntos, se debe trazar un circulo que pase a través de

los puntos y que sea tangente a las rectas y circulos dados.

1. 13. Las esferas de Dandelin.
Sea V el vértice en donde todas las lineas del cono (1lamadas generatrices) pasan a través de Vy

hacen un dngulo o con el eje VW (Fig. A.1.7). Esta superficie es llamada un cono circular recto
y cualquier seccion de ésta es llamada seccién conica.
Sea IT un plano tal que el 4ngulo entre éste y el eje es B. Cuando IT pasa a través de V, es claro

que la seccién del cono es

Figura A.1.7

(i) Unpardelineassi B<a,

(ii) Unalineasif=qa,

(iii) Un punto, V, sif > a,

Cuando IT nopasaatravésde V y B =n/22, laseccion es evidentemente un circulo. Esto nos

propone considerar secciones para otros valores de .
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Sea E una esfera que toca al cono en un circulo Cy tocaa [1 enun punto F, Sea Q el plano por
el circulo, que intersecta a [T en una linea . Sea P cualquier punto en la curva la cual es la
seccion del cono por I1 y sea VP la linea que intersectaa C en Q. Sea PM perpendiculara d,
ysea D el pie de la perpendicular desde P a Q donde PD = A. Entonces £QPD = a de donde
cosa=h/PQ

= h=PQcosa

= PQ=h/cosa

= PQ=hseca RN ()]

Ademds ZPMD=n2-§
= cos(n/2-P)=cosP
= h=PMcos B e (2)

También PF = PQ (por ser tangentes a la esfera),
PF=hseca sustituyendo (1)
PF=PM - cosP - sec a sustituyendo (2)

De aqui se sigue que para cualquier posicion de P en la curva,
’ PF=e-PM,

Asi que esas secciones conicas tienen un foco

Ademis e=cosf seca

De donde tenemos

(i) CuandoB>a, e<], cs una elipse,
(ii) CuandoB=a, e=1, es una parabola
(iif) CuandoB<a, e>1, es una hipérbola.

Observamos que la conica que es un par de lineas paralelas nunca surge de esta definicién.

1.14 Las Cénicas definidas paraméricamente.
Estas curvas definidas parametricamente, son las coordenadas de un punto en la curva dadas en
términos de una sola variable.
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Forma paramétrica de la paribola.
La linea y = mx a través del origen intersecta la pardbola y? =4ax donde
(mx)® = dax
mi? = 4ax
m*x=4a
x=4alm*
sustituyendo x en y = mx
y=m(4a/m®)
y=4a/m
El punto de interseccion ademads del origen es el punto (4a/m?, 4a/m), y vemos que, cuando la
linea y = mx, m varfa y el punto de la pardbola varia. Una forma ordenada de esto es obteniendo
por sustitucion 2/m = ¢, asi que las coordenadas de un punto cualquiera en la parabola son
(4a/m?, da/m).
es decir, Ia forma paramétrica de la paribola es (af?, 2ar)

Estos puntos estan en la paribola para todos los valores de teR.

1.15. Ecuaciones de una seccién cénica en coordenadas polares.

Antes de ver las ecuaciones polares de las conicas vamos a ver lo que es la grafica de una
ecuacién polar. En este caso en lugar de trabajar con el Sistera de Coordenadas Cartesianas en el
plano lo haremos con el Sistema de Coordenadas Polares, en donde cada punto P queda
determinado por las coordenadas (r, 8)en donde r es la distancia de O (el polo)a Py O es el
angulo formado por el eje polar y el segmento que une a O con P (ver Figura A.1.8). Por
convencion se ha aceptado que el sentido positivo de rotacién va en sentido opuesto en que giran

las manecillas del reloj.
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# Eje polar

Figura A.1.8
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1. 16. Las cdnicas como curvas reflexivas

;Por qué son tan especiales las secciones conicas?, (Qué otras curvas tienen propiedades de
reflexion? Para encontrarlas, primero debemos decir que se entiende por una “propiedad de
reflexién™. La definicion que usaremos asf como para integrar todas las secciones cénicas —aiin
los circulos, donde los “focos” F y F’ coinciden.

Nos permitimos estar de acuerdo que una curva suave plana C tiene una propiedad de reflexion si
existen puntos F y F’, que no estén en C, tal que la linea tangente en cualquier punto P de C
bisecta uno de los pares de angulos opuestos formados por la interseccion de las lineas que unen a
P con F y con F’. Un “punto al infinito” es definido por medio de una linea a través del origen.
La linea que una a P con un punto al infinito es definida como la linea a través de P paralelaa la
linea dada. No son considerados puntos al infinito los que estinen C.

Si C tiene una propiedad de reflexién por los puntos F y F* al infinito, entonces para cada punto
en C la linea tangente en P hace angulos iguales con las lineas de P a F y F’. Evidentemente la
linea tangente bisecta cada angulo agudo entre las lineas que unen a P con F y F’, de otro modo
es perpendicular al angulo bisector. (Cuando F = F’, la linea tangente en P es paralcla o
perpendicular a la linea a través de P y F.) las direcciones de las lineas desde P a F y F’ no
dependen de la eleccion de P. Por lo tanto como C es suave es garantia de que todas las lineas
tangentes a C son paralelas. De esto se sigue que C es (parte de) de una linea recta. C no es
determinada por F y F’ inicamente.

El siguiente supuesto de que C tiene una propiedad de reflexion dada por F y F’, donde F, F* no
son puntos al infinito. Refiriéndonos solo a la forma de C, sin el supuesto de orientacion también
podemos suponer sin pérdida de generalidad de que F esta en el origen y que F° tiene
coordenadas (s, 0). Suponiendo que los puntos P de C son definidos por coordenadas polares

(r, 8), donde r es una funcién de valores positivos de 8. Censiderando que un punto P el cual
podemos tomar en el semiplano superior. Sea o el angulo de inclinacion de la linea tangente / de
C en P y sea y el dngulo de inclinacién de la linea a través de P y F’. Por supuesto 0 es el angulo
de inclinacion de la linea a través de P y F (ver Figura A.1.9). Cuando P se mueve a lo largo de
C, las coordenadas de r y 6 cambian pero s permanece constante. Ahora examinaremos el hecho
resolviendo para s en términos de ry 9, e investigando la condicién de que ds /40 = 0.

N = C

T

= TESIS CON
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Figura A.1.9
Aplicando la ley de los senos al tridngulo FPF’, obtenemos

s r r

sen(y —6) = sen(zr —y) - seny

como sen(x -y )=sen y entonces tenemos
s _r
sen(y —0) m
s=r sen(y —0)

seny
= 5= r(seny cos@ —cosy senf)
seny
sen@
= s=r| cos@— ()
tany

(S8i v = w/2 entoncess=rcos8d)

El éngulo de inclinacion de la normal en C es @-7/2 o a+x/2, sin embargo esta

en [0, 7). Sil bisecta el Angulo FPF'. entonces a = (@ +)./2. Otra manera
a tx/2=(0+yw)2. (EnlaFiguraS,a+m/2 = (@+y)/2)). Asi
y=2a-08 +or , donde™{-1,0,1},
: tan2a - tan@
t = . Q)= Y
y any = (tan(2 ) 1+ tan2a tané

tan2q - tané

tany =— 2
v 1+ tan2a tand @
2sena cosa 2sena

sen2a 2senacosa cos’a cos@ 2rana

Aqui tan 2 = = = = =
4 sen2a cos’a—sen’a cos’a-sen’a  cosla _sena l-tan’a
cos’a cos’a cosla
2tana
tan2gg =——— 3

1-tan’e @

d /dé sen@) r'sen@+rcosf
y tana=2= & = ) _

dx  de/df (rcos@) r'cos@—rsend
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wna:rsen9+r0050 @
r'‘cos@—rsen@
Donde los primos denotan la diferencial con respecto a 6. Sustituyendo(4) en (3) obtenemos la
férmula

r'sen@+rcosf 2(r'sen0+rc050)
tan2a = r'cos@—~rsenf r'cos@—rsené

rsen@+rcosd\ B (r'cos@—rsen8)? —(r'send +r cosf)*
“{Fcosf—rsend (r'cos@—rsenf)’

2(r'senf + r cos@Xr'cosd — r sen9)

tan2a = -
ansa [(r')* cos* @ —2:'r'sen_0cos€-0;r2 sen’ 01-[(r')? sen2 0+2rr'senfcos@ + r” cos® 4}
"2 3 ‘1 v_’
tan2e = 2[(r')2 s§n0c959 - rr! sen’ 9+rr cos? @r'-r cosOsenB]
"

s 8+2rr'(cos® G —sen? )

B “sel ’o] 2rr'(2sen00050)

13 .2

tan2a = [(r ) —r ]sen2ac+2rr cosZ&' ®)

(r ')z ~r? ]cos20 2rr'sen26c
Sustituyendo (5) en (2) mostramos que
[(r')? = r?]sen26c +2rr'cos26r
—tan@
1an [(r')* —r* Jcos20—2rr'sen26c
v 1 [(r')? - r?Jsen26 + 2rr'cos26r
[(r')? —r?1cos20—-2rr'sen 26c

an@

[(r")? —r?1sen 26+ 2rr 'cos 20 — tanO{{(r')* — r*1cos 26— 2rr'sen 26}

f{ =
Y Y — 7 1c0s 20— 2rr'5en 20 4 {[(r')* —r* Isen26c + 2rr'cos 20 Ytan?d
tanw = [(r*)? —=r? l[sen 20 —tan@ cos26 )+ 2rr'(cos 20 +tanO sen26} ]
v= [(r")? —r? l[cos 20 +sen20tanf1+ 2rr'[cos 20 1 an@ — sen 28]
'y -r ][25enecosa— (Zcos O—-1)]+2rr'[(2cos* 0~ l)+senz2sen0c050]
lany =

send _ > senfcosd)
0s & 81

1+2rr'[(2cos* 6 — l)

- —sen? @ +2senf
[(r")? —r? Jlcos* @ —sen? 8+ 2scn cosacos



[(r')’—r ][25en00050 2senocoso+i'f’l‘—]+2rr'[2cos 9-1+2sen?0)

tany = ~
[(r )’—r ][cos 0 ’»'sen 0+2sen 0 1+2rr'[(2cosé sena—%%—2sen00050]

[(r')’—-r ]lan9+2rr'[2(cos -+sen’0)-1) e ) —r2Yan6+2rr'(2-~1)
k [(r')’—r ][cos v6+sen 0] 2rrtan6 [(r")?> —r®)-2rr'tand

tany =

(r)-r ]sen0+2rr cos® ®)
[(r")? —r?Jcoséd —2rr'send

tan w=

Finalmente sustituyendo (6) en (1) se obtiene la formula deseada para s:

s=rjcos@— sef,g"” - =r| cos@- [(r")? —r?Jcos@—-2rr' sen@ send
[’ =" ]sen0+2rr cosé [(F) —72 JsenO+ 2rr'cosd

=)

] osasen9]+2rr'(cos 0+sen 0)
=r ]sen0 +2rr'cos@

([(r')z ~r? ]senB +2rr' cosa)

2rtr!
T [(r')* — r¥]send +2rr'cosé

Q)

Igualando s” =0 (es decir, usando la regla de! cociente ¢ igualando el numerador de la expresion
resultante de s° igual a 0), obtenemos

0=2r[(r) + 2){~[rr— 2(r‘)2]sen9 + rr’cos0}
Como r y (r')*+ /7 son positivos,

[rr’’—2(r")*) sen® = rr’cosd ®)
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Esta ecuacién puede simplificarse haciendo p=1/r,asi )
r=1/p, r=—p /% P = pp™ + 2 ) 1/ P

Asi de (8) tenemos
p’’ send = p’ cosd (€))

‘Resolviendo (9) para p’ por separaci6n de variables, obtenemos
p’= b send® y p=a-bcosd
Para algunas constantes @ y b, no ambas cero (ya que p * 0). Por lo tanto
r=1/(a-bcosb) (@a#0 o bx0) (10)
Usando (7) para calcular s, obtenemos
s=2b/(d"-bY) ¢)))

Comos <eo, podemos tener | al=151.
Si a y b sonpositivasse tienee=b/a y p=1/b, aside(10) se tiene

r = pel/(1-ecosd) (12)

que es la ecuacion polar de una seccién conica con foco en el origen, directriz x = — p,
excentricidad ¢> 0. Si a y b son distintas de cero, y de signos contrarios, entonces (10)
representa una seccién conica con foco en el origen, directriz x = — 1/ b, y excentricidad e =
| b/d. Ya que lal=[b], 1a seccion cénica es una elipse o una hipérbola pero no una pardbola
(pues en el caso de la paribola e=1).

Si a#0y b=0,entonces s=0 y r=1/a, también F=F"y C es un circulo.
Si a=0y b#0,entonces s=-2/b y r=-1/bcosd, asiC es lalinea vertical x= -1/ b,
que es la mediatriz del segmento FF’.

Hay dos casos degenerados. Si C es parte del gje x, entonces no podemos tomar nuestros puntos P
en el semiplano superior, también la derivada no se aplica. C tendra propiedad reflexiva relativa
para cualquier puntos F y F’ sobre el eje x que no estén en C. También, la derivada solo se
aplica para los puntos P donde w# /2. Si C esla parte de la linea vertical por F’, entonces
Wy =n/2 para fodos los puntos de C y no podemos resolver para s.

Lospuntos F y F’ pueden coincidir y 1a propiedad reflexiva se mantiene, Vemos que en ambos
casos, Cespartede unarectay F y F' son puntos de 1a misma recta pero no estan en C.

Considerando el caso en el cual solo uno de tos dos focos Fo F’ es un punto al infinito. Sea F’
un punto al infinito sobre el eje x. Entonces la propiedad de reflexion de ¢ implica que 2a=0 o
2a =0 + n (en la siguiente Figura A.1.10 2a =0), por lo que

tan 20 = tan 0 (13)
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o g -a=a

TN

Figura A.1.10

La férmula (5) afin se sostiene. Cuando se sustituye (5) en (13), se obtiene
[(r)? = r*] send + 2rr’cos® =0 14)
se observa que esta ecuacion diferencial es satisfecha solo por las parabolas en la forma polar:
r=p/(1xcosb) (15)
para ver esto directamente, & = r(1 — cos6), por lo que
r=§&/(1-cos0) y r* =& (1-cosB)— &senB] / (1 - cosO)™.

Entonces (14) sera (después de algunas manipulaciones)

E*(E’ sen® —28) /(1 — cosD)?=0 (16)
de donde se sigueque &’ =0 o &’/ =2 cscH, asi

E=p o &= p(l-cos6)/(1-+ cosB)

Para alguna constante p. Esta da (15). Otra vez aparecen lineas rectas como un caso degenerado
(cuando es parte del eje x).

Ahora tenemos que todas las curvas a candidatas a curvas con propiedad reflexiva son rectas,
circulos, elipses, hipérbolas, paribolas, y pedazos de estas curvas.
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Ancxo 2: Propiedades geométricas de las conicas

Solucién de los ejercicios propuestos.
2.1. Propiedades geométricas de la paribola.

" Figura A2.1

1. ‘Cdn’ la no’ta"diéh:die' la Fi gum A2 l, brjueba los siguientes resultados:
() TA-AR=S0-SP =
" Como los trigngulos RAS y SAP son semcjantes entonces
’ AR/AS=AS/AP
Entonces
AR - AP=AS?

Por la Propiedad tenemos (8)

AR - AP=S0- SP
Pero AP =AT

AR - AT=S80 - SP
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(i)

(iii)

(iv)

™

TA = AN
Los tridsngulos OAT y OAN son congruentes pues OA es comin a ambos tridngulos
ademés los dngulos AOT y AON sonrectosy OT =ON = ap’, asi por LAL

TA = AN.

La linea a través de A paralela al eje bisecta a SP.
La linea a través de A paralela al eje de la pardbola corta al segmento SP en B. Asi los
tridngulos TSP y ABP son semejantes por lo que tenemos
SP/PT=BP/PA
SP/2:PA= BP/PA
SP/2=BpP
SP= 2-BP

La tangente en el vértice toca al circulo con didmetro SP.
Por el ejercicio anterior B es el centro de la circunferencia con diametro SP.
La linea paralela al eje a través de A intersecta a SP en B, por lo que tenemos que los
tridngulos TSP y ABP son semejantes, de donde tenemos
TS/TP= AB/AP
TS/2-AP = AB/ AP

TS/2= AB
TS=2:AB

Como TS =SP
SP=2AB

Para la circunferencia con diametro SP, B es el centro de la circunferencia y un radio AB
por ser paralelo al ¢je es perpendicular a la tangente en el vértice lo que implica que la
tangente solo toca a la circunferencia con didmetro SP.

PG=2-AS

Los trisngulos ATS y PTG son semcjantes
AT=PT/2
TS=TG/2
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) ; SA=GP/2
Entonces .- 2:SA =GP

. (vi) PG2=2-SL-SP (donde L es un extremo del lado recto)

Si PG =2-AS
entonces PG?=4-AS?
Usando la propiedad (8) PG? = 4(SO- SP)

PG? =2(2:S0) SP

Ahora sélo demostraremos que 2:830=8L
Por una parte tenemos que cualquier punto en la paribola tiene coordenadas (ap?, 2ap) y
porotro lado SO =g, asi concluimos
a=ap
p=*1
Como SL =2ap
Sustituyendo p 10s queda
SL =2a(+ 1)
SL=2%2a
SL =+2-S0
En particular SL =2-S0

2. PSQ es una cuerda focal de una pardbola donde el vértice es O y foco S. M es el pie de la
perpendicular de P a la directriz, y N es el pie de la perpendicular de P al eje. Probar los
siguientes resultados:

(i) Silatangente en Py Q se intersectan en R y RQ intersectan el lado recto en U entonces
RU = SM.
Como MRI!] US y SM || RU entonces SMRU es un paralelogramo® por lo que
tenemos que SM = RU,

2 Todo paralelogramo tiene iguales sus lados opuestos.
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(if) "El circulo con diametro PQ toca a la directriz
Como PQ es una cuerda focal, por la propiedad (7) las tangentes en P y Q se intersectan
en la directriz formando un dngulo recto. Sea R el punto de la directriz donde se
intersectan las tangentes en P y Q, asi tenemos que el triangulo PRQ es recto y la

circunferencia con diametro PQ toca la directrizen R

2.2. Propiedades geométricas de la elipse.
1. Las tangentes en los extremos de una cuerda focal se intersectan en la directriz en T. Mostrar

que TS es perpendicular a la cuerda.

Figura A2.2

Como PQ es una cuerda focal entonces las tangentes en P y Q se intersectan en la
directrizen T (propiedad 4) y como el angulo PST es recto (Propiedad 2) entonces PS es
perpendiculara ST yasi PQ también es perpendicular a ST.

2. Dar una construccion para el segundo foco de una elipse cuando un foco, la correspondiente

directriz y una tangente son dados. (usando la Propiedad 2)
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. B
oy
" “recta perpendicular / al segmento DF.

33)
4)
)

_FCQ'n\struir' una perpendicular a la directriz que pase por el punto donde se encuentra el

‘foco_ dado. Esta recta contiene al eje principal de la elipse.

Sea D el punto de interseccion de la tangente con la directriz y F el foco dado, trazar una

La interseccién de la tangente con / es P, un punto de la elipse.
Trazar una perpendicular # a la tangente dada por P, que es la normal en P.

Sea E la interseccion del eje con la normal.

Siendo F’ el otro foco, la normal bisecta el £ FPF’

6)

El Z FPE se transfiere para formaral £ EPF’.

Dada una elipse y su eje mayor, describe como se construye:

)
Y
2)

3)
4)

Los focos.
Se traza una perpendicular en el punto medio del eje mayor
Sea B un punto que resulta de la interseccion de la perpendicular del eje mayor con la
elipse.
Se abre el compis con radio igual a la mitad del eje mayor
Apoyando el compis en B, trazar arcos que corten el eje en los puntos F, y F,. Los puntos

asi obtenidos seran los focos, ya que se cumple que 6% + ¢ = %,

(il Latangente en un punto P. (se usa la propiedad 8)

1)
:°2)
. 5
5)

6)

7

Sean A y A’ los puntos de interseccion de la elipse con el eje mayor.

Sea O el punto medio del segmento AA’.

Trazar una circunferencia con centro en O y radio igual a OA,

Encontrar los focos F y F’ de laelipse.

Del mismo lado en que se encuentra P, con respecto al eje, se une F con V, siendo V un
punto de la circunferencia.

Se traza una recta paralela m al segmento FV por F°, donde V’ es el punto de
interseccion de m con la circunferencia y esta del mismo lado que V y P con respecto al
eje.

Se traza la recta que pase por Vy V' que es la tangente por P.
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Anexo 3: Las conicas y sus acompaifiantes.

Solucién de los ejercicios correspondientes a la unidad 3.

1. Tomamos como punto de partida el diagrama que se sugirié y al punto en donde se encuentra el
gatito lo llamamos P el con coordenadas x, y. El d4ngulo que forma la escalera con el suelo es 6 y
los extremos de la escalera son A y B.

2 2
Y 2 pd pd
== =L ] =2—
sen 3 = sen‘@ (7) a5
y del tridngulo rectangulo yPA tenemos
. 2 2
X x x
9= f=|=]| ==
cos 3 = cos ( 3) o
y como A
cos?@ +sen?@=1
" Asftenemos G
x2 y2
o ta~!

Sorpresivamente tenemos que el gato se mueve por una elipse, En la siguiente grifica tenemos la
grafica o

2. El eje del cono de audibilidad es paralelo al plano con que se esta cortando al cono, asi la superficie
terrestre donde se escucha el ruido del avién es una hipérbola
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3. P es cualquier punto sobre la parabola, foco S, y Q es un punto tal que PQ es paralelo al eje x y QS
hace un angulo de 45° con la parte positiva del eje x. Encuentra el lugar geométrico del punto
medio de PQ, cuando P varia en la parabola.

= P tienecoordenadas (ap?, 2ap) y como
P tan45°=-2a—p = l=2_a£_
— a ! !
/ = i=2ap ~.Q(a +2ap, 2ap)
45.0 . ap +a+ 2ap’ 2ap ;
[V /) X 2 . E
—_— :
) 1 =(a(p +1+2p)
2X Y
= ——=(p+1 —_—
o =+D 2w P
- .2..'!_1=p : L:p : L e P . L
. 2a T R B T
?ﬁ:i.ﬂ T 2a( ZXJ Y+20
2J;«/2X=Y+2a = 2f3aX =Y +2a

=  4(2aX)=(Y+2a)

= 8Xa = (Y+2a)
Asl tenemos que el lugar geométrico del punto medio de PQ es una parabola con vértice en (0, -
2a).

TESIS CON
FALLA DE QRIGEN >




del ortocentro H del
dc H es la curva:

)
)
\

Esta curva es la trsisectrix de Mauclarin,
Descubierta por Colin Mauclarin en 1742.
Fue proporcionada como solucién al
problema de Ja triseccidn de un dngulo dado.

AN

La ecuacion de la tangente®' en Pes:
e intersecta al eje x. cuando y =0, es decir,
x-p(0) + ap =0
x+apt=0 )
L x=lap

“~

X

x-py +ap’=0

porlotanto T(- ap?, 0).

Como el lado TS del trigngulo sc encuentrasobre el gje x, asi tenemos

= X =ap? = =p?
: a
= Y=ap-ap®
= Y =ap(1- p*)
= Y= ap(l - '—:—) sustituyendo p?
C reofe] TESS CON
= . X T}
@ FALLA DE ORIGEN
= Y=pla-X)
R 2

2 _ 20 yy2 IS S
= Y —p‘(a X) ’ = P @-xy
igualando p?

Cy2 :
= .’ﬁ=__y__; = X(a-X)? =ay?
a (a-X )‘
2 Nétese que solameme ¢l punto (ap2 2ap) satisface a la vez la i6n de la paribola y de la recta, por lo tanto es una

:d Yla PCI

I aestarectaporestepumoes px+y=ap’+2ap,
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: 5 “ Sila normal a Ia pzuébola en P mtersecta al eje de la parabola en G y GP es producido, mas alla de
P, hasta Q tal que Pes el punto medlo de GQ mostrar que la ecuacion del lugar geométrico de Q es

yz = l6a(.x +2a).

La ecuaciénde lanormalenPes:

px+y=ap® +2ap.

si y=0 => x = ap*+2a - :.G(ap? +2a,0)
24 es él'p'uhto medio de GQ, asf

v

. como "I’(a}é2 2

Y, +0
2Qap=29""
P="3
Y, =4ap

igualando p? tenemos que:
X+2a_ Y?
o a  16a®
160 (X +2a) —y?
a
16a(X +2a) = ¥?
cambiando x por X y y por Y:

16a(x+ 2a) = y*

Asi tenemos que el lugar geométrico de Q es la parabola con vértice en (-2a, 0) y eje en el gje x.
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'6, “Encuentra las coordenadas de N, el pie de la perpendicular dibujada del origen a la tangente de la
-* pardbola en un punto cualquiera P. Mostrar que cuando P cambia, el lugar geométrico de N es fa
“curva x(x? +yz) +af=0.

Esta curva se llama
Cisoide y fue descubijerta
por Diocles
aproximadamente por el
afio 180 a. C. enun
esfuerzo por duplicar el
cubo por métodos
puramente geomsétricos.

La ecuacion de la tangente en el punto P es :
x-py+ ap =0 .- [¢))

-~ Como buscamos la perpendicular que pase por el origen, tomamos la normal en P
px+y=ap’+2ap )

y la evaluamos en (0, 0)
p0) +0=ap®+2ap
asi tenemos
0=ap’+2ap ©)
de (2) y (3) tenemos
px+y=0 4)

Que es la recta perpendicular por a la tangente en P y pasa por el origen; como N es el punto la
interseccion de las rectas (1) y (4), de la ecuacién (4) despejamos a y,

. y=-px &)
y la sustituimos en (1)
x=pl-px)+ap’=0
x-px+ap’=0

x+px—-—ap
x(1+pd) =~ ap?
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sustituyendo en (5)

as{ tenemos que

= X= —ap’

A+ p
=  Xp*+ap’ =—X .
e X
a+ X

o
Xpivapt==X =

R a+ X "":

oo P2 =

tanbién tenemos que
ap’

1+p? - ;

= Y =ap® - ¥p? =  Y=(p-Np*

sustituyendo p* y P

= YQ+p=ap® D

‘ X +Xp® =-ap®

(X waypt ==X

Y +Yp? =ap’.
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“1°°P es cualquner punto Foi la parébola y O eselorigen; Q es el pic de la perpendicular de P al eje
¥, Ries el pie de la perpendlculnr de Q a OP, y QR intersecta al ejex en K. Probar que K es
“un punto fijo; y.encuentra-sus coordenadas. Probar también que el lugar geométrico de R es un

* circulo, 'y encuentra su centro.

Yo
Q P

Encontremos la ecuacion de la linea recta OP
mediante la forma punto pendiente

por lo tanto y—0=—2-(x-0) = y=—x
P

= py=2x = 2x—py=0 ()]

la ecuacién de la recta perpendicular a (1) que pasa por

Q(0, 2ap) tienela forma

px+2y+c=0 i2)

para encontrar ¢ sustituimos las coordenadas de Q en (2)
p(0)+2(2ap)+c=0 = 4ap+c=0 c=-4ap
asi la ecuacién dela recta perpendicular a OP quepasa por Q es:
px+2y—4ap=0 (3)

e interceptard al eje x enK, es decir, cuando y=0

TESIS CON
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’ Encontremos Ia ecuaclon de la linea recta OP
medlante la forma punto pendiente
S 2ap—-0 2ap _2
oME—e—— = —o =
S p -0 ap P

"'vporlotanto y—0=%(x—0) = y=—x

py=2x = 2x-py=0 )

i ti_ ecuacién de la recta perpendicular a (1) que pasa por
; Q(O, de) ‘tiene la forma
o j)x+2y+c 0 2

:-'; para encontrar ¢ sustituimos las coordenadas de Q en (2)

S p(0)+2(2ap)+c 0 = 4ap+c=0 s c=—4ap
asi la ecuamén dela recta perpendicular a OP que pasa por Q es:
'3'px+2y Z4ap=0  (3)

i rceptm't.’l al eje x enK, es decir, cuando y=0
X 2(0) —~4ap=0 = px—dap=0 = px=4ap
Z4a -~ K(4a,0)

' ;'para ’encontrar el lugar geométrico en donde se intersectan las rectas
(1) y (3), despejamos a p deambasecuaciones

2x
=— x—A4ap = -2y
3 P P
2x
p== plx—da)=-2y
y
_2x _ =2y
p= y p= x-A4a
igualando a p tenemos
2 _ -2y
'y x—4a
2x(x —4a)=— 2y2
22—~ 8ax - 2y2
x" 4ax =_ f dividiendo entre 2.
xz 4ax + 4a —:y2 +4d completando trinomio cuadrado perfecto.

(x 2a) = y2 +4d® factorizando
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x-2al+ y*= 44’ tenemos la ecuacioén de una circunferencia con centro en (24, 0) y
radio 2a.
8. Una tangente de la parabola 3? =4bx intersecta a la pardbola y*=4ax enP y Q. Probar que la
ecuacién del lugar geométrico del punto medio de PQ es y* (2a - b) = dax.

Tenemos los puntos P(ap?, 2ap) y Qag?, 2aq)
de donde tenemos que la pendiente de la recta PQ es
m=204—2ap _2a(q-p) __2q-p) __ 2 =2
= 2 Pl 3 2N T = Som=
ag®~ap®  alg’-p*) (@-rPXg+p) q+p q+p

usando la forma punto pendiente la ecuacién de la recta PQ es

i (x—ap?) TESIS CON
q+p - . A
@+ P)y~2ap) = 25 - ap®) FALLA DE ORIGEN
(g +p)y—(g+ pRap =2x-2ap*
(g + p)y—2apg - 2ap® =2x-2ap*
(g+p)y—2apg=2x eliminando - 2ap?
2x-(q+p)y+2apq =0
como la recta PQ es tangente ala pardbola y* =4bx enelpuntot

y-2ap=

1 -t bt
= —-2t=—(p+q) —(p+q)bt* = —2apqt
= 2= (p+q) (p+q)bt* =2apqt

98




= t= £ (p+q)bet =2apg
(ptq) v, 2ap

= = . S Er———
2 SRR o ‘b(p+q)

igualando ¢ T RO
(p+q)_2apq =
R T
b(p+q)=.4apq' s
b;ﬁﬂv
ptq

=

sea (X, Y) ‘el punto medio de P a Q
. 2 2
v.ap‘+aq 2ap + 2a
X = e Y= 1
2 2 -
. 2X =ap* +aq’ 2Y =ap+aq -

o 2X=a(p® +4%) wW=a(prq)
Saxe o 2V e
== pleg —=ptg o

S SRR s

YR , iy
e =pie2pgedt z(?)i=<m>’r

a

" (ZX-) =(p+q)* ..
; a ) - .

“4aX +ab(p+q)i=4Y2
4a*X + ba’(p+ q)1=4aY?
4a*X + bY 2 =4aY?
4a’X =4aY? - bY?
40X =Y?*(4a- b)




9 ‘La'normal en P, un punto de la elipse x* /a® + )2 Ib? =1, intersecta e} eje mayor en G. Probar que el
7. " lugar geométrico del punto medio de GP es una segunda elipse concéntrica con la primera y
_encuentra la excentricidad de la segunda elipse si a =4, b=V15.

La ecuacién de la nonnalzz enPes:
Cax by

=ae*cosd .. G(aecosd,0)

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

X __r_,
a’*(e® +1)* f__
4 4

. 2 Esta ;rect‘é'y Ia angen - ademds de ser per lares, ambas pasan por el punto (a cosB, b sen).
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10 P es el punto (a cose "b sen0) en la elipse x I+ y /b2 =1 y Q es el punto correspondiente al
circulo auxiliar.” O es el centro de la elipse y la’ normal a'la_elipse en P intersecta OQ en R.

L Encuentra las coordenadas de R en términos de a; b y 6’ Asi de muestra que, cuando © varia, el
'lugar geométnco de R es el circulo x* + 3% = (a + b) :

“La epuacién_ de la normal en P es:
ez g . p? -o(1)

ylaecuacion de OQ es y/x=tan@, esdecir, y=xtané ()

Sustituyendo a y en la ecuacion de la normal, es decir, (2) en (1)tenemos:

ax bxtan@  , .,
- =a?=b
cosd senf a4
bxsen@
ax _...cosb _1_p2

cos@ senf

et THAIS COV
e TALLA DE ORIGEN

ax _ bx .

— a
cos@ . cosf .

2 p2
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ax—be=(a’~b?)cos®
(a=b)x=(a’~b*)cos6
o (a"éb")éés'aé'.'- i
C@=h)
o (a=b)a+b)cosd
T (a—b)

x=(a+b)cosf s (3)

Sustituyendo x en la ecuaciénde OQ, esdecir,(3) en (2):
y=(a+b)cosl tané

sené

y=(a+b)cosb
cosf

asf y=(a+b)senf e (4)
por lo tanto, R tiene coordenadas (x,) = ((a+b)cosé, (a+ b)sen8)

Haciendo variar @ obtenemos el lugar geométrico de R.
Asi de la ecuacién (3) despejamos cos@ y de la ecuacién (4) a send de donde tenemos:

X y
= Q=——
cosU=avs send=arn
como cos?@ +sen* @ =1
2 2
X bd
= — =1
(a + b) (a + b)
x? yl
—— it =1
(a+b):  (a+b)*
Coxay? = (a+b) es el lugar gemétricodeR.
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11. La perpendicular de cualquier punto P en la elipse x* /a*+)?/b* = 1 en ¢l eje mayor intersecta a la
elipse otra vez en el punto Q. O es el centro de la elipse y la normal en P intersecta OQ en el punto
R. Encuemra las coordenadas de R y muestrn que, cuando P varia, el lugar geométrico de R es la
ehpsex la? +yz/b2 =(d* - b*) a* + b*).

Como P es un punto sobre la elipse con coordenadas (a cos B, & sen ) entonces Q tiene
coordenadas (a cos 8, - b sen ). La ecuacién de la recta OQ la vamos a obtener por medio de la
forma punto pendiente

m= M=-—£lﬂn9
acosé@ a

y=(-5mn9)x )
a
H Susutuyendo a y en la ecuacién de la normal, es decir, (2) en (1) tenemos:

b[— -élane)x
N8 ) a2

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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(a?-b?
x=(az:+szacose e (3)

S g 2 _p2
—--b—(a b Jacosa'ano

Calat+b?

‘v‘zz’,-'b2 cos sen@
: ,"q’vb-q-b’ cosé

_b(.‘fi_"bj_) send we (4)

; a* +b*

fﬂ"":,-‘z_ 2 2 _
:‘l{(zz_*:z}zcose R —b(

o ,.f-———{aubz);
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b 12 La ﬁoﬁﬁ;l Teri Vun punto P”dé la elipse 2 la®+ yz /b% =1 intersecta al eje mayor en G. Si Q es el
“punto de interseccién de la linea a través de G paralela al gje y, y la linea ue une a P con el centro
de la ellpse, demuestm que la ecuaclén del lugar geométrico Q es X2 /u® + 32 /b = (&* — b*)* | &*.

La ecuamén de ]a normal en P( acos0 bsen ) es:
Coax Y by

= —b’ (1 :
cqsat sena a_ W

T : ‘e intercépté- al eje mayor cuando y=0

| Q(Mcosa y)
a

: La ecuaclén de la rectn OQ la obtenemos por medio de la forma punto pendiente

= y—-0= —!an6(.x 0)

TESIS COV
FALLA DE ORIGEN
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242 (2 b2
= x=(a b)cosﬂ =b(a zb)
a a
Laty
= cos@ = p= —b" sen@ = b(a? 5
Y como 'cos’0:+ség?‘0 =
e e
(ﬂz—b_z) ;'(1’}(02 -b?
=
=
=

© 13, Encontrar la evoluta de la elipse™  5%* + a*¢* = b%a?

“TESIS COV
FALLA DE ORIGEN

La evoluta de una elipse es una astroide "alargada"
en ladireccion de los ejes de coordenadas.

Segundo paso:
a‘h 3
=la o

Tercer paso:

que es la ecuacion de la evoluta.

2 Esta solucién fue tomada de Gianville W., Calculo diferencial e integral, p. 192,

(ah)g + (bh)g =(a’-

d’y b
& =

(az_bz 3
k=_.___;‘__)l_

b’)§



14 Sea T un punto sobre la normal a una distancia & de un punto P de la elipse. Trazar el lugar
geométrico de T. (este ejercicio fue tomado de Amold V. Catastrophe theory). -

/ p\ b
2

=
-

c) (4

\

(b)

LA

Supongamos que un disturbio (es decir, ondas de choque, luz o una epidemia) son propagadas en
algan medio.

Suponiendo que en ¢l momento inicial del disturbio esta en la curva de la Figura (a) y que la
velocidad de 1a propagaciones 1.

Para encontrar por donde el desorden estard en el tiempo T podemos mover el punto T sobre la
normal de la curva. La curva resultante es llamada frente de onda.

En un principio el frente de onda no tiene singularidades, pero después de algin tiempo aparecen

Figuras (b), (¢} y (d).

FALLA DE ORIGEN]




518, Probar que el punto P donde las coordenadas son (a secO, a tan 0) esta en la hipérbola
rectangularx <y*=a* Si Q es el punto donde el pardmetroes 6 + w2 y R(xi, yi) es el punto
. medlo de PQ, probar que
y1/ x) = senf + cos®
y encuentra el lugar geométrico de R.

Demostracion:
Tenemos que o .
R(x,p,) = P+Q - (asecd, atanB) +(asec(O + z/2),atan(0 + x| 2))
1 !yl = 2 2 R
qu loque o .
S asecO+asec(0+7/2) atand+ atan(6 +x/2) B
R =
x,) ( 5 ’ f ) - m
Como L R P .
1 | e 1
O+ml/2 — e
secl0+m12) = @l o cos(zr/ 2-Co) TSen(:0)  -sen . o°
y
tan(d+2/2) = sen(@+x/2) sen(m/2-(-0)) _ cos(—9) cos 6 —cotd

cos(@+7m/2)  cos(x/2—(-B)) sen(—0) —send
Sustituyendo lo anterior en (1) tenemos

TRSIS CON
| pALLA DE ORIGEN

108




"R(xnyl) (aseca —acsch alanB aco}&) ( (secB csc9), (tan6 cote))

sen? @ —cos? @

2 o2
a sen 9 ‘cos@
g —cot@
I_2 (tan® - cot 0) _tanf- cot0 CosH _sen@ _ _
% 8ech—csch seco-—csco 1
2 (secd —csc6) ' ) cosa sen @

N _sen’@—cos® @ _ (send—cosg)send +cosH)

Xx. sen@-—cos@ sen@ ~cos@
P senB+cosd

Xy
Ahora encontremos el

R(x,,3)= (% (sec@ ~csc 0),% (tand —cot o))

x, =§(sec0—csca)
25 =secd —cscd
-ﬁ-ﬁ-csc&:seca

a .
(-2‘% +csc0)2 =sec?

4.x, 4x,
L
a

csc0+ csc? @ =sec’ @
sec? @ =1+1an*@

4x?
—t—

csc?@=1+cot’ @

4:' csc@+csc? @ =1 y, +4y' cot® +csc® @

4"' cscO+csc?fP =14 —=L 4y, +—2L 4)' cot@+cot’ @

cos@sen
senf —cos@

cos@sen

=senf+cosf

n= £;-(rana-- cot8)

% =tan@-cotd

ﬁ.f-cote =tan@
a

2
(-2-;‘:—'—+cot0) = tan*@

4y. +=L y, cot@ +cot? @ =tan*0
a?



=)

"('xf (sen® @+ 2senfcosd +cos® f)csc* 8 -y}

1 —2x?sen@cotfcsc O -2x] cosfcotd cscl+ xj esc’ 0)

a’(2x,2 —y?) . queesellugar geométricodeR.
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16. Probar que la ecuacién de cualquier tangente a la hipérbola x* /a 2

»¥ b =1 puede escribirse
de la forma y = mx £V(a® m® —b?). Encontrar la ecuacion del lugar geométrico del pie de la
perpendicular desde el origen a la tangente de la hipérbola.

La ecuacién de la tangente en el punto (xi, y)) es:

XX, g
azl - J;{l =1 M
Si la ecuacion de la tangente es expresada en la forma pendiente ordenada a origen :
y=mx+c 2
-mx+y=c 3)
Comparando los coeficientes de las ecuaciones (1) y (3):
I ()
a2 = b2 = l
-m 1 c
i 1 »n_1
= = - -2zl =
—-a’m ¢ 5 ¢
= =z a’m - —b?
1 p N = ¢
Ahora, sustituimos x,, ¥, en (3):
a2 _p2? 2,2 2
_,,,[_a_'"J+L=c o @M B L pmipiog
c c c c

c=tJa’m® -b*

Sila ecuaciénde la tangente es expresada en la forma pendiente ordenada a origen :
y=mxt+a*m? —b*

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




Como la tangente a la hipérbola es
y =mx +Va* m*-b%)
= y—mx= tN(@* m*-b%

y la recta perpendicular a ésta que pasa por el origen es
my + x=0

de donde tenemos
=_x/y

sustituyendo a m en la ecuacion de la tangente, obtenemos:

__),,J_.__—T
e

= y+——_

3 +'x2 ’a —b%y? =iJa’x’—b’y’ o aPx® —by?

=
y ‘J y: N y

= y?+x‘ =t\a’x? - b?y?

= LR ext)=a’x? by que es la ecuacién del lugar geométrico pedido, el cual

esuna "roseta de dos hojas" ycuando a=»b se
obterdrd la " Lemmniscata de Bernoulli"
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17. Cualquier punto de 1a hipérbola rectangular x? - * = a* es (a* sec, a- tan6). Encuentra 1a ecuacion
del lugar geométrico del punto de interseccion de las tangentes a la hipérbola en los puntos con
pardmetros 0 y 6 + a cuando 0 varia.

L Cudl es el lugar geométrico cuando o = n?

N |
e Lugar Geo
N

La cuerda que une los puntos (a‘secf, a'tand) y (a‘seca, a'tana)

_{_co{o—(0+a))_zsa{0+(0+a))_w{0+(0+a))
a 2 a 2 a 2

x [(~a) ¥ 20+a)) 20+a

a“"{z) a’“'( 2 )“"’( 2 )

x @ y 20+a)_ 20+a

a2 as"{ 2 )"“’{ 2 ) ®

También tenemos la ecuacién de la tangente en ¢l punto (x,, ¥,)

5 YAy -

a a® i
= 5 _YNh . Q)

a a

ol T N — a

a 20+a) 20+a
cos_.
s (5] %)

TESIS CON w
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Como cos

X
Sustituyendo (4) en (3)
a*-cos? —
2
a‘cos— . M x -1
x2 a*

2
2 2.2
x§ a’x;

a a
a*cos— a®yfcos’—
2 .1

a

2
a‘-cos
2

a
+yZ-cos? 2= x7

a
a® + 7 =x? sec? >

: 7 acos®
20¢a 4% 2
COS ———— = ——— .

=
2 x
_c0520+a
20+a_M
= sen =
2 a
22 @
204 TS
= 0S8 = 3
2 B 4
a*.yl-cos’ —
a*.cos— 3
Xy
= =+ 5 =1
x] a
a
a*-cos— y,’-cos’;
= =+ 5 =1
X *y
= (@® +y})cos® = = x? (©)

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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1.

2.

Anexo 4. Ejercicios bonitos de cdnicas.

La base de un auditorio es de forma eliptica y tiene 20m de longitud y 16m de ancho. Si cae

una aguja sobre un foco el ruido que produce se escucha claramente cerca del otro foco. ;A
qué distancia esta un foco del otro?

4
a’
7
7
Z c
&

Como tiene 20m de longitud entonces a = 10
Ademas, como tiene 16m de ancho entonces b=38,
Por Pithgoras  b*+c?=a?
8 +cl=10

?=10-8

¢=100-64

ct=36

= c=6

pero d(F,F;)=2¢c=2(6)=12
asi tenemos que la distancia entre los dos focos es de 12m

En el plano estan dados los puntos A y B. Hallar el conjunto de puntos M para los cudles el
perimetro del triAngulo AMB es igual a un valor constante p.
AB+BM+MA =p
Sea AB =2¢ fijo
= BM+MA=%
M esta en una elipse.

Se traza el contorno de una hortaliza de forma eliptica colocando dos estacas en el suelo con
una separacién de 16m y colocando un lazo de longitud total de 36m alrededor de ellas; se
traza el contorno empleando una tercera estaca que al girarla alrededor de las dos fijas
mantiene al lazo en tension ;De qué longitud y qué ancho seré la hortaliza?

TESIS CON
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Como el lazo tiene una longitud de 36m y las estacas tienen una separaciéon de 16m asi que
por Pitagoras

b +ci=a?
b% + 82 =107
b* =100 - 64
b®=36
= b=6
por lo tanto el ancho es
2b=2(6)=12

4. Los planetas describen érbitas elipticas en torno al sol, que se encuentra en uno de los focos.
En la siguiente tabla mostramos algunos datos relativos a Mercurio, la Tierra, Marte y Pluton.
Completa la tabla calculando los datos que faltan y encuentra la ecuacion de la orbita de cada
planeta tomando como origen el centro de la elipse y como eje x la linea de los focos. Las
distancias se proporcionan en millones de kilémetros.

Planeta Semi-— eje Semi-eje | Distancia del | Excentricidad | Distancia minima
mayor menor sol al centro | dela érbita | del planeta al sol
a b c e a-c
Mercurio | 58.5 57.27 11.9 0.205 46.8
Tierra 149.6 149.58 2.393 0.016 147.2
Marte 2282 227.21 21.222 0.093 206.9
Plutén 6022 5835.4 1487.4 0.247 4534.5

Vamos a resolver solo para Mercurio y de manera similar se resuelve para los otros planetas.

¢ = ae = (58.540.205) = 11.9

Como

c
e=—
a

=

En seguida calculamosel valor de b usando :

a® =b +c?

=

T

=

=119

b= ,/(ss 5)* - (11.9)? =+/342225-141.61 = /3280.64

b=15727

Ahora calculamosla distancia minima :

a-c=585-11.9=46.6 = a-c=46.6

Tomando como origen el centro de la elipse y como eje x 1a linea de los focos, la ecuacionde

la 6rbita de Mercurioes:
x: y2

+E’— a® =3422.25 b?

=1 donde =3279.85

2 2
* Ly
342225 3279.85
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5. Tres estaciones F, G y H transmiten en forma sincronizada ondas de radio para la navegacion.
G se halla 300km al norte de F y H a 200km al este de F. Un barco recibe la seiial de F veinte
cienmilésimas de segundo después que la sefial de G y catorce cienmilésimas de segundo
después que la de H. Determina graficamente la posicion del barco relativa alas estaciones F,
Gy H tomando como origen al punto F. (Supén que las ondas viajan a 300 000km/s.)

Qrizg?
900
—————— ]
[
H X
-100 F [10@] 200

Abajo veremos que el barco se encuentra en la interseccién de dos hipérbolas que se
intersectan en cuatro puntos.

Tenemos que ei tiempo es proporcional a la distancia, tomando en cuentas las estaciones G y
F sabemos que la sefial que se recibi6 primero fue la de G por lo que el barco se encuentra
mas cerca de G que de F, es decir en la rama de arriba.

Por otro lado, sabemos que la sefial que se recibié primero fue la de H que la de F por lo que
el barco se encuentra mas cerca de que de H, es decir en la rama de la derecha, asi tenemos
que el barco se localiza en el punto C (de la Figura de Arriba) que tiene coordenadas
aproximadamente (145, 193).

Un aparato receptor Loran-C a bordo de un avidn o barco en movimiento mide la diferencia de tiempo que
existe entre la recepcion de un pulso procedente de una de citas (digamos F) y los pulsos emitidos al mismo
tiempo por las otras dos.

Solucion:

Sea 1| = tiempo en que se recibe la sefial de la estacion ubicada en H.

Y 12 =tiempo enque serecibe la sefialdeF = ¢, = ¢+ 14/100 000

Ademds,d = v, pero v=300 000km/s

d=300000¢

= dy =300 000 ¢, y d> =300 000 r, = 300 000(+, + 14/100 000)
y si calculamos

dy — dy =300 000 (r; + 14/100 000) ~ 300 000 ¢, =300 000 £, -+ 42 — 300 000 1, =42

Como la diferencia de las distancias es igual a una constante implica que el lugar geométrico

en donde se encuentra el barco es una hipérbola en la que 2a = 42.
Ahora vamos a determinar analiticamente en que hipérbola se encuentra el barco.

TESIS CON v
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d((0,0). (x, »))-d((200,0), (x, y))= +42
V2P + P = \(x-200)% + y? =142

VP +y? = J(x-200) + 7 42
Elevandoal cuadrado

ey’ = miMZ)I

2% 437 = (x—200)* +)* iumnm«t
" x? = x* — 400x + 40000 + 84,/(x ~200)? + y* +1764
0 =-400x + 84./(x — 200)* + y* +41764

0 =—-100x £ 21,/(x —200)* + y* +10441

100x - 10441 = £21,/(x - 200)% + y*

(100x —10441)* = (i 214/(x—200)? + 7 )’

10000x* — 2088200x + 109014481 = 441((::—200)z + y’)

10000x2 — 2088200 + 109014481 = 441(;:z — 400x + 40000 + y’)

10000x? — 2088200x -+ 109014481 = 441x? —176400x +17640000 + 441y
10000x? — 441x? ~2088200x +176400x — 441y? = 17640000 — 109014481
9559x2 ~1911800x - 441y* = 91374481

9559(x? — 200x)—441y* = 91374481

9559(x? —200x+10000)— 441y? = —91374481 + 9559(10000)

9559(x* -100)* —441y* = 4215519

_ 2 2
(_{71}1_(192— — 9—'5"5 =1 esta de las hipérbolas en donde se encuentra el barco.

De forma similar se obtiene la diferencia de tiempos entre {as estaciones ubicadasen Fy G.
Sea 13 = tiempo en que se recibe la seflal de la estacion ubicada en G.
Y n=tiempoenque serecibe lasefialdeF = £ = 13, +20/100 000

De la ecuacion: d=300000¢

= dy =300 000 13 y d; =300 000 ¢, = 300 000(¢, + 20/100 000)
y si calculamos

d — d3 =300 000 (3 + 20/100 000) — 300 000 3 =300 000 ¢; + 60 — 300 000 13 =60

Como la diferencia de las distancias es igual a una constante implica que el lugar geométrico
en donde se encuentra el barco es una hipérbola en la que 2a = 60.

Asi, obtenemos que la otra hipérbola donde se encuentra ¢l barco es:
(=150 _ «* -1
900 21600
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En estos ejercicios la ecuacion de la pardbola es y* = dax.

Y
M P,
A
T 2l o S N G X
Q

6. P y Q son dos puntos sobre la pardbola con pardmetros p y q. O es el origen y OP es
perpendicular a OQ.

i) Mostrar que pg+ 4 =0
ii) Y que las tangentes alacurvaen Py Q intersectanalarecta x+4a=0.

Demostracién de i).

Como P es el punto con coordenadas (ap?, 2ap ) entonces la recta OP tiene pendiente
2ap~0 2
m=

ap* -0 p
usando la forma punto pendiente,la ecuacion delarecta OP es
y=0=2(x-0) = y=2x
p P
de igual modo tenemosla ecuacion de larecta OQes
2
y==x
q
como OP es perpendicular a OQ entonces

2(3)=_1 = 4=-pq = pg+4=90
P\q
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Demostracion de ii)
tenemos que la ecuacion de la tangente en P es
x—py+ap*=0
tenemos que la ecuacién de la tangente en Q es
x—gy+aq®*=0
para encontrar €l punto de interseccién de ambas tangentes hacemos
_x—py+ap’ =0
x—gy+aq’ =0
(g-p)y-alg*-p*)=0
(9—p)y—alg—-pXq+p)=0
y-al@g+p)=0
y=a(q+ p)

sustituyendo en la ecuacién de la tangente en P tenemos
x—pa(p+q)+ap’ =0

x—ap® —apg+ap® =0

x—apg=0

x+a(—-pg)=0

x+4a=0

7. Encuentra las coordenadas del punto de interseccion C de las tangentes a la pardbola en los
puntos A{at;?, 2at)) y B(at,?, 2at;). Mostrar que el 4rea del trisngulo ABC es [a? (1) — ;)] /2.

Tenemos que la ecuacion de la tangente en A es
x—hy +an =0
yenB
x—t2y +a(tz =0
C es el punto de interseccion de estas tangentes asi tenemos
_x—hy + a(ty )2=0 .
=ty +a(t*=0
= (2-n)y +af(hy - )1=0
= (-0 = —al(h)* - ()]
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- 2 _ 2 - - . ‘
e a[(:'.l)_’z(r,)J= alte (’:,_)(';.)Jf:,)]:a(,lf,z) e ymatyn)
suatituyendo y en la ecuacién (1)

x—ta(t ""2)”"’(“)2 =0
x—a(t,)* —aty, +a(t,)* =0
x—aht, =0 e :
x=att, < Clatty; a(ty+4)) . -

y como el drea de un tridngulo P(x,,3), Py(x;,¥:) Ps(x ,J’:)“‘ es . .
x »n ! o ‘
S ¥ !
Xy 1

entonces tenemos que para A(al,’, 2at,) B(atz’, 2atz) C(‘at,I,‘,,{'z(vt,t-sjt,))‘

at,® ;. 2at,

at,2 1 v
att, a(ty+1,)|)

; at, 2at, .
—|at,* 2at, = —2-[a!,2 e
att, a(t,+1,) 1 hfa

2at, 1 2
a(r, +¢,) 1 ! :

-%(atlz (2at, —a(t, +1,))-2at, (atf —ant, )+ (a;,’q(r, + ' ) 2at,at,t,))

Sy, . : R 2’ .
“7(12’ —30,0,% 430,02 —r,’)= "—2-(12 -y

8. La tangente a la paribola en el punto P, con pardmetro p, corta el eje de la pardbola con el
punto L y cualquier punto a través de L intersecta la pardbola en los puntos Q y R con
pardmetros g y .

i) Probar que p, ¢ y r estdn en progresion geométrica.
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if) Mostrar también que si las tangentes en Q y R se intersectan en M, entonces MP, es

perpendicular al eje de la parabola.

Demostracion de i).

La ecuacién de la tangente en P es
x—py +ap’=0

y corta al eje x cuando y = 0, entonces
x - p(01) +apt=0

x+agp”=

x=—ap’

por lo tanto L(— ap?, 0)

la ecuacién de 1a cuerda que pasaporgy Res
x-=-Ya(q+r)y + aqgr =0

como la cuerda pasa por L entonces

—ap? — Y2 (g+rX0) + agr =0

—ap® +agr =0

aqr = ap

gr =p*

= pP= .\/-q7

sea r =£_
N

() il = = P T e L (P =

9,
Vs g

Demostracion de ii).
La ecuacidén de la tangente enQes
x—-qy +taqg"=0 (1)
La ecuacion de la tangenteenR es
x-ry +af =0 (2)
Pam encontrar el punto de interseccién M de ambas tangentes hacemos

_X—qy ta =0
X.;mﬂgi.—_'_(l
(-g+ry+alg-r*)=0
~(g-ry +alg-rXg+r)=0
-y +alg+r)=0
y =a(g+r)
Sustituyendo y en (1)

x—qa(q+r) +ag*=0
x—-aq +aqr+aq2=0
x—aqr =0
x=agqr
como gr = p
x= ap’
o M(ap?, a(r+ )
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Como P(ap?, 2ap) observamos que la coordenada x de M y P es ap?, asi tenemos que MP
es perpendicular a al eje de la paribola.

9. Prueba que los puntos (3, 0) y (=3, 0) son los focos de la elipse
x2/25 + yY/16=1
Encuentra la longitud del semi—eje mayor y la excentricidad de la hipérbola la cual tiene los
mismos focos e intersecta a la elipse en el punto (3, 16/5). Obtén la ecuacion de las tangentes
a la elipse y a 1a hipérbola en el punto (3, 16/5) mostrando que forman angulos rectos.
Como los focos son los puntos (3,0) y (-3, 0) porlotanto c=3.
Si las curvas se intersectan en el punto (3, 16/5) entonces este punto también pertenece a
la hipérbola, por lo que:

G, 16/5)
2 3x+5y=25

e 3 _15_5 5

= —=— == = e=—

a % 9 3 3
5

La ecuacién de la tangente a la hipérbola en el punto (3, 16/5) es:
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fE_NY g
a? b2

75 400

2se-2@ny =21

XX }'_}‘ o
a el
316
25" 307"

- 3x+—2£-);25

(25)34(=15)5275~75=0

ﬁx—fﬁyfl .— »,

@
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10. Los puntos A y B son (1,0) y (-1, 0) respectivamente. Encuentra las ecuaciones de los
lugares geométricos de los puntos P y Q tales que

AP +BP =4, AQ-BQ==%1.

Encuentra los puntos de interseccion de estos lugares.

¥

1250-4y*-3=0

B+ Ay-12=0

d(@,0), (x, )+ d(=1, 03 (x. )
JE-D ey DT
NEEETA BN e
.Elevandoalcuadrado s SN
[ R (BN el i
x? —2x+l+y =16= 3«/Ex_+_l)z—+y—+(x+l)’+y
X —2x+1=16- 8m+x +2x+1
—2x-2x-16=-8(x+1) +
—4x—16=-8(x+1)2 +
Elevando Dividiendo entre -4
xra=2{(x+1) +)7
) =y DT+ )
2 +8x+16 =4((x+1)% + %)= 4x® +8x + 4+ 4y
12=3x% +4y"
3x 4y

EEVIMET)
=

4

2
+L=1
.3
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d(0,0), (5, 1) (-1, 03, (5, )= %1
Jo=12 4y = Jxr 1) 4y =11
JE-D7+ 7 = Jx+ DI +y* £1

Elevandoal cuadrado

(x=1*+y --(«/(x-#—l)z +y? :1:])z

X2 =2x+ 14yt = (x+1) + 7 tz,/(x+1)’+y 1

x2=2x=x*+2x+1%2 (x+l)’+y

4
‘3
X2 y;
3
4.4
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Anexo 5: Talleres

Resultados de los talleres propuestos.

S. 1. Doblado de Papel Encerado.
Actividad 1.
En la primera parte de la siguiente figura mostramos la curva que resulta de doblar el papel

C

Demostracion
Sea ¢’ ¢l punto tal que al doblar el papel ¢ quedo sobrepuesto en g°, ¢ el centro de la
circunferencia C y r el radio, asi tenemos que

d=(c, g)=r

Pero al doblar el papel de tal modo que el punto g queda sobrepuesto en la circunferencia en ¢,
obtenemos la mediatriz del segmento gq’. Sea p el punto de interseccion de la mediatriz y del
segmento ¢g ', por lo que

d(c, py+dp.q)=r

pero
d(p, ¢)=d(P. q)
entonces

d(c, py+d.q)=r

Asf tenemos que p esta en el lugar geométrico tal que 1a suma de las distanciasde p a c y ges
una constante mayor que d(c, q). Por lo que tenemos que p esta en una elipse cuyos focos son ¢
Yy 4.
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Actividad 2.

N

\

\ " 17 ,7,7,//
N
§§&$ww

/ ,"’;;;;,;;’;;II’I '1:{"

i,
Y IR
AN

Demostracion:

En cada doblez el punto g se sobrepone en un punto ¢° en la circunferencia y se obtiene la
mediatriz del segmento gq’. Sea p el punto de interseccion de la mediatriz y de la recta cq’,
entonces

d(c, p)=d(c,q")+dq’, p)
dc, g°)=r
d(c, py=r+d(q.p)
d(c, py-d(q.p)=r

pero

entonces

como p esta en la mediatriz del segmento g¢° entonces
d(g.p)=d.9)
d(c) P) - d(P:‘l)="

as{ tenemos

Asf tenemos que p esta en el lugar geométrico tal que la diferencia de las distancias de p a ¢ y
g es una constante menor que d(c, q). Por lo que tenemos que p esta en una hipérbola cuyos
focosson ¢ y q.
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Actividad 3.
Situemos los ejes como en la figura anterior

STt
SOOI

SPCOCIGL
“‘ 0.0"
““ .%.

S
0’0 {7

q’

S L L

Demostracion:

En cada doblez el punto g se sobrepone en la recta en un punto ¢’ y se obtiene la mediatriz del
segmento qq’. Sea L' la perpendiculara L que pasa por ¢'. Sea p el punto de interseccion de
L' y de la mediatriz, entonces como p esta en la mediatriz del segmento g¢° tenemos

d(q, p)=d(p.q’)

Asi tenemos que p estd en el lugar geométrico tal que la distanciade ¢ a p y esigualala
distanciade p a L'. Asi tenemos que p esta en una pardbola donde el foco y la directriz son g
y L' respectivamente.
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8. 2, Circunferencias concéntricas.
Actividad 1.

Sea P un punto cual quiera marcado con ¢ ytomando las distancias AP y PB observamos que
AB +PB = 14.

Es decir, los puntos se encuentran en una elipse.

Ahora tomemos un punto cualquiera P marcado con o y tomamos |AP-PB|=5

De donde tenemos que los puntos se encuentran en una hipérbola.
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Actividad 2.

L e N NN N

e

L T]]

7

VL

L L

l"

VAAMN AN ANSNSN SN, X/ //

AV NN N NN

ANAMANANANAN
AN

ANANANANA NN

En la ilustracién tenemos dos conj;mtos de puntos, tomamos un punto cualquiecra p de los que

estan marcados con e y vemecs d(F, p) = d(p, ) = 10.

Y para un punto cualquiera p” marcado con o tenemos que d(F, p’) =d(p’, ) = 11.
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S. 3. Métodos para dibujar una paribola.
Actividad 1.

W\

O
\)

)
N
AR
R
AR

!

':
(]
0
1
7

l

Actividad 2.
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5. 4. Métodos para dibujar una elipse.

’
/,'
{f

=

BZAVAY
INL ——F— N A7

N ~—~—T1 "\ 7]

AN

W
\

%
N

Para determinar el punto en que la circunferencia de radio r; toca a la curva envolvente se traza
una circunferencia con radio el segmento ¥ = OO’ y centro en O’ obteniéndose el punto P’; se
levanta una perpendicular por P* que corta a la circunferencia en Q (ver Figura); este es el punto
de 1a envolvente y se verifica que:
OB =P A+PQ =(r+2n)  +(@ —r)=r*+4rn+4r} +12 —rl =r’* +4rr, +3r} + 12
=2r} +4rry +7* +(r2 +1r2)=2r +4rry +r* +r® =2r% +4rry +2r
= 2(r? +2rry +r2) =2(r, +r)* = 2(r +r,) = QA=2(r+nr)

OB =P B +PQ = (r-2n) +('-r)=r? —4”i+f_"zz+’iz;’2z ?’2_4”2 +3rf 4+ 07
=27 —drn, + P+ (iF AR =2n] —drry 0P 4 =207 —drry 4277 NH
=2 =2 %) =20 — 1) =2(r - 1,)° = EB=v2(r=n)

QA+QB=«/i(r+r,)+\/§(r'—rz)=«/2_r+\/5r'2 +\/5r—w/5r, =2r+\2r=22r

Asi tenemos que la envolvente es una elipsecon focosen A y B.

Como QA+QB=22r
Y QA+QB=2a
2a=22r
a=-2r
b=c=r
Calculemos la excentricidad de esta elipse

c r 1 2 N

N'ﬁ

!.
|
|




5. 7. Miquina girando agua.

La superficie forma una pardbola. Como la caja gira muy rapido, el agua tendera a continuar
moviéndose en una linea tangente al circulo. Sin embargo, la caja aprisiona el agua y la forzi
para seguir moviéndose en un circulo el agua cerca del eje de la caja va alrededor in un circulo
grande al mismo tiempo que el agua cerca de del centro va alrededor de un circulo pequefio. Que
significa que el agua cerca del eje més se mueve mas rapidamente que el agua cerca del centro,
La velocidad con la que un objeto se mueve en un circulo, la longitud la fuerza necesaria para
mantenerla en el circulo. Esta fuerza es llamada fuerza centripeta.

aceleracitn

g.wzdud
La compeonente hosizontal de la
aceteracion provocala
fuerza centripeta

5. 12. Reloj de sol

Los relojes de Sol no marcan la hora que marca tu reloj, sino la hora solar. Para saber la hora civil
(la del reloj) hay que hacer correcciones:

1. La primera es debida a que la hora civil estd adelantada una hora er el horario de verano
(del primer domingo de abril al ultimo domingo de octubre) Hay que sumar una horaa la
hora solar.

2. Sidonde vives esta al Oeste del meridiano de Greenwich la longitud es negativa. En este
caso tienes que multiplicar los grados de latitud por 4 para obtener los minutos que tienes
que sumar a la hora leida en el reloj de Sol.
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