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Prdlogo

uiero presentar este trabajo primero estableciendo una posicién
(creo que lo puedo decir asf) con respecto a la disciplina en la que
quicro trabajar, y con respecto tal vez a la ciencia en general.

En muchos de los cursos a los que uno asiste como estudiante, den-
tro de diversas conferencias, en el estudio de muchos problemas que
involucran a nuestra circunstancia, con objetos concretos y tangibles
tanto como con abstractos, nos preguntamos si el objeto que tenemos
delante es algo “real”, algo “que existe”. Mucha gente resuelve muy
rapido esta interrogante para después desarrollar sus actividades y
estudios con la tranquilidad que eso les puede conceder, si el tema
les es objeto de preocupacion; algunos nos demoramos mds tiempo en
despejar esta duda.

Antes de abordar los tres puntos que me interesa destacar con respec-
to a la idea de “realidad”, vale la pena hacer la siguiente acotacién. |
Mis escasas lecturas en filosoffa de la ciencia me han proporcionado la -
diferencia entre los conceptos de ontologia y epistemologia. El cardcter on-
toldgico de una afirmacién, estudio o problema es el que trata con lo que es,
mientras que el cardcter epistemoldgico incumbe al cé6mo conozco aquello
que es, de tal suerte que los problemas que uno suele estudiar son ontolégicos, -
epistemoldgicos o ambos, y no sicmpre es explicito su cardcter. Y a veces no
es fécil distinguir y asumir cudl es este tipo. Decir “Yo estoy estudiando esto
que es rcal y lo hago porque puedo conocerlo”, es asumir una forma de en-
frentar los fenémenos y conceptos que se encuentran en el mundo. Esta no
cs la tnica forma de acercarse y animarse a establecer relaciones, motivos y
consecuencias de lo que solemos llamar Naturaleza. Otra puede ser opacar el
cardcter ontoldgico de una situacién, y concentrarse en el epistemolégico, es
decir, en la manera en la que conozco o podria conocer esa realidad.

Descubrimiento o invento
No le pasa a pocos, que en algiin momento de nuestras carreras, caminando:=
con un grupo de compaifieros, nos preguntamos por ejemplo si la realidad:
que estudia las Matemadticas, vista como un mundo habitado por cierta clase:
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particular de objctos, reglas de comportamiento y relaciones que se pueden
cstablecer entre cllos, se descubren o si se inventan. Pienso que la respuesta
estd en preguntarse si de hecho se puede descubrir algo, o inventar algo, no
sélo cstudiando Matemsdticas, sino cualquier disciplina en la que se inves-
tigue. Yo creo que las Matemadticas, asi como toda manera de aprehender
al mundo, se inventan; el descubrimiento es un invento también: sube a la
superficie de lo que lo oculta cuando, después de insistir en la forma o apli-
cacién de cierta estructura, se hace aparente st orden (es la creacién de un
contratse con respecto a lo que lo rodea). Estd mal decir que “América fue
descubierta”; dejar la sentencia asi, sin hacer referencia de para quién fue
descubierta, develada, no tiene la propiedad de sujeto invariancia que se le
debe asignar a toda sentencia para que hable de una verdad del mundo (y
¢l problema aparece desde que se nombra). América fue inventada cuando
un hombre se topd con un clemento de la realidad (un continente que le era
desconocido) y le adjudicé ciertas cualidades que la diferenciaban de lo que
se pensaba que ahi existia o estaba.

Es inevitable preguntarse entonces qué son y qué hacen las “evidencias”
experimentales si no es descubrir que los objetos estdn ahi, y que nadie tuvo
que imagindarselos para que fuera asi. Los experimentos o evidencias experi-
mentales no estin carentes de un fondo interpretativo, el que nos dice cémo
es el mundo o como deberia encontrarse al buscarlo y preguntar por él. Des-
cubrir es buscar y encontrar un objeto que encaje en algiin espacio que dejan
los modelos que tratan de describir el mundo. Cuando el objeto candidato no
encaja exactamente, uno se regresa al modelo y hace las alteraciones perti-
nentes para que encaje, con ciertas limnitaciones por supuesto: la consistencia
y la propia existencia del modelo. Si ésta debe ser sobrepasada para que el
objeto encaje en algin lado, a veces suceden cambios profundos en y de los
modelos, para que los nuevos ofrezcan espacios donde encajen tales objetos,
estos cambios pucden llegar a cuestionar nuestras ideas alrededor de lo que
el mundo ¢s, y el cardcter mismo del objeto encontrado; asi se inventa lo
“objetivo” de los objetos.

P. Miramontes [56] escribe alrededor de la teorfa del preformacionismo en
la que crefan Lecuwenhoek (el primer hombre que miré a los seres pequeifios
a través de su microscopio primitivo), Hartosek y Swammerdam: “Ahora,
en los albores del siglo XXI, sabemos con certeza que los espermatozoides
no contienen en su interior a una personita, a un hominculo, sin embargo,
debemos preguntarnos ;Cémo es posibles que personas serias, eruditas y ex-
celentes naturalistas lo hubieran visto? Este es un ejemplo (el de los canales
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de Marte es otro) que nos debe prevenir contra el uso indiscriminado de la
informaidn scnsorial como ecvidencia cientifica dura. Tanto los astrénomos
observacionales como los microscopistas viven en una sociedad que posce
un cuerpo de ideas dominantes que constituyen el ‘saber colectivo’ y que
normalmente se¢ cuestiona. Los preformacionistas encontraron hominculos
porque estaban buscando homiinculos, porque sus instrumentos de trabajo
eran imperfectos y porque tenian una pasién desbordante por llegar a grandes
descubrimientos cientificos.” Se podria decir que aquellos que buscaron en el
pasado lo hicicron mal y se equivocaron. Estd bien..., pero esta sélo es una
picardia de la que el hombre, y en especial el cientifico, moderno se puede
valer para hacer juicios sobre los trabajos de los otros en el pasado. Pero
vale la pena, aunque sea trillado, traer la historia y preguntarse si nosotros -
no estamos viendo “homiinculos” en donde otra “realidad” dice que hay la
mitad del potencial de un ser.

El Problema de lo Real

Me parece que no puedo empezar mejor este parrafo de otra manera que con
la siguiente cita de B. Russell [61]: #(...)Si tomamos un objeto cualquiera,
de la clase que suponemos conocer por los sentidos, lo que los sentidos nos
dicen inmediatamente no es la verdad acerca del objeto tal como es aparte
de nosotros, sino solamente la verdad sobre ciertos datos de los sentidos,
que, por los que podemos juzgar, dependen de las relaciones entre nosotros
y el objeto. Asi, lo que vemos y tocamos directamente ¢s simplemente una
‘apariencia’, que creemos ser ¢l signo de una ‘realidad’ que estd tras ella. Pero
si la realidad no es lo que aparenta jtenemos algiin medio de conocer si en
efecto existe una realidad? Y en caso afirmativo jtenemos algin medio para
descubrir en qué consiste?”

El problema de lo real es al que se llega cuando surge la pregunta acerca
de la existencia de un mundo, un universo, externo e independiente de la
conciencia. Es decir, si existe efectivamente un mundo habitado por objetos
(una realidad objetiva) cognocibles para el que indaga sobre ellos. En adelante
me referiré a los elementos de ese mundo como objetos, y al que apunta a
indagar sobre ellos como sujeto. Cabe merccidamente la aclaracién de que los
sujetos también pertenecen al mundo de los objetos; los sujetos son objetos
que indagan sobre otros objetos. Esta indagacién tiene como resultado los
“datos de los sentidos” (como los llama Russell) que se presentan en los
sujetos a través de la sensacidn, y son causados por los objetos.

Si leo caminando, prestando entera conciencia y atencién al irregular
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vaivén de letras, signos y palabras, y un instante después me encuentro sor-
presivamente dentro de un pozo, semioscuro, al que caf por no fijarme en el
suelo que pisaba (incluso si voy leyendo por ejemplo “Dricula”, es decir, algo
que nada tiene que ver con caerse en pozos), lo que inmediatamente se me
ocurre (no ahora que estoy escribiendo esto, sino en ese momento) es que el
pozo existia ahi y yo no lo vi; que estaba ahi antes de que yo lo conociera y
que de ninguna manecra es producto de mi imaginacién o conciencia {(pues yo
no pude decidir sobre la existencia del pozo ya que estaba concentrado sobre
los encantos de los vampiros). Puedo creer, pero no puedo mostrar, que el
pozo existe y existird ahi aunque yo no lo vea: “(...) En cierto modo, debe
admitirse que no podremos jamds demostrar la existencia de cosas distin-
tas de nosotros mismos y de nuestras experiencias [61].” Nunca voy a poder
averiguar esta existencia; tampoco lograré demostrar la ausencia, es decir,
que no existen “realidades” (en este texto, objetos). Sin embargo, otra vez
Russell: “(...) Es facil ver que se llega a una mayor simplicidad suponiendo
que hay rcalmente objetos fiscos.” Simplicidad que tiene un cardcter funda-
mental en la Fisica. Si uno lo hace, empicza con ventaja. La ventaja es que
postulo la existenica de lo real y me concentro en los datos de las sensaciones
o “apariencia” de eso que es real, pero nunca llegaré a conocerlo (porque
tendria que determinar su existencia o ausencia lo que es imposible).

La ciencia va transformando sus postulados (y acd no pucdo evitar seguir
a Kuhn [50]) a partir de, y gracias a, las apariencias. Ahora, para hablar
de “todas” las apariencias que nuecstros sentidos pueden recoger, hay que
extender un poco la definicién de lo que son los “sentidos”. Los sentidos
son mas de los inmediatamente distinguibles. También es un sentido aquel
por el que entran las impresiones que nos dejan los objetos que no pueden
impactarnos con luz, ni sonido, ni nada que se le parezca, es decir, los objetos
abstractos.

Entonces, definitivamente existe un mundo donde habitan los objetos, y
lo que sigue es preguntarse cémo conozco o puedo conocerlos. El problema
empieza desde que quiero etiquetarlos, llamarles de alguna manera (pozo,
libro, raqueta, electrén), referirme a ellos como lo presente e independiente
del sujeto. Para proceder y trabajar con los objetos hace falta antes que
nada ponerle un mapa al mundo, un filtro entre lo que éste es y el impacto
que tienen los objetos en mis sentidos. El mundo es como una montafia de
barro que se debe moldear antes de decir algo sobre él o apreciarlo. Este
hecho puede tener dos efectos sobre las personas (probablemente de manera
simultdnea), nos puede hacer sentir alivio o terror, y en ello estd una muestra
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de la necesidad de un molde como intermediario: si se siente alivio es sefial de
que se sabe que siempre hay que agarrarse de algin lado para dar un paso, que
nada sale de la nada, no sc ve al mapa o molde como un factor que aprisiona,
sino como una mdquina que mueve las cosas, algo que puede multiplicar las
alternativas y por lo tanto permitir el desarrollo (pues los modelos son algo
cognoscible); el terror puede ser provocado por un profundo temor de que este
hecho sea un sintoma de que en verdad nunca llegard el dia en que toquemos
a la realidad objetiva, que todos los modelos y las teorfas son fantasmas que
gravitan el lugar donde cstdn las cosas que son (los objetos).

Es muy divertido pasar del alivio y la calma al terror y al revés, una y
otra vez. En ello estd la esencia de lo “pdnico” segiin Jodorowsky [48}): “(...)
En alguna ocasién hemos comparade a nuestra actual civilizacién con un
gran circo. Es del circo de donde extrajimos nuestra palabra. El personaje
que mds obedeceria a la conducta pdnica en el circo es el payaso, a quién
constantemente estd tratando de limitar en sus ‘extravagancias’ el l6gico
sefior augusto, hombre vestido de comiin, algunas veces de frac, que simula
ser el duefio o el empresario del circo y da pie a que el payaso se desate ante
cada una de sus definitorias frases en una infinita multiplicidad de respuestas
no-légicas. Este inmenso circo estd casi repleto de una masa inerte, la mayor
parte del tiempo inactiva, que es el piblico: seres humanos relegados a la
mds baja categoria del espiritu, que es la del ‘espectador’, hombre que no
participa en la existencia pero que cree o quiere ‘conocerla’ sin abandonar su
butaca. El circo tiene mil pistas en las que se desarrollan mil shows diferentes.
Cada pista tiene a su sefior Augusto creyendo dirigir todo. Los que se mueven
bajo la férula del augusto nunca sobrepasan los limites de su pista, excepto
los payasos que en demencial grupo rompen todas las leyes y saltan de circulo
en circulo haciendo perder la gravedad de los augustos y quitando, por su
sola irrupcion, la sacralidad de los objetos que estdn en juego. Los payasos
hacen de todo; los augustos saben hacer una sola cosa y el piblico ninguna.”

El problema de lo real es tan “real”, que establecer lo que es real es real-
mente importante, de hecho es tema de serias discusiones en dmbitos tan
disciplinados como el estudio de la Mecanica Cudntica. La hilera de citas que
el articulo de Einstein, Podolsky y Rosen [26] ha generado no deja de tocar
en muchas este tema {22]; de hecho, una de las ramas en la discusién versa
sobre la conveniencia del “criterio de realidad” que los autores asumen justo
al inicio del articulo para terminar con que la Mecdnica Cudntica no es una
teoria completa.



La Ciencia en su Sociedad

En el lenguaje y el intercambio de ideas cotidiano dificilmente se puede es-
cuchar hablar de la ciencia (dentro y fuera de los circulos de gente que se
prepara para desarrollar una disciplina cientifica) sin que se la relacione con
cl “progreso”, el de las dreas de la actividad humana relacionadas con ésta,
y el de la ciencia ¢n si. De hecho, el progreso con ¢l que contribuya algin re-
sultado cientifico es una medida de lo bueno que ¢s y hasta de su verdad [17].
Pero lo que casi nunca se aclara es que tal progreso, y lo verdadero que hace
al resultado cientifico del que se deriva, no es un concepto absoluto, siempre
¢s relativo a una sociedad en particular, su cultura, su ideologfa (para definir
un proceso econdémico por ejemplo), sus ambiciones y el entrono general de
actividad humana que lo rodea.

Cierto es que cada vez se abandona con mas conviceidn la nocién de la
ciencia sélo cotno una permancnte acumulacién de informacién, datos, conec-
ciones y conocimiento en general. Es cada vez mids sabido que la actividad
cientifica no estd aislada ni se desarrolla independientemente del entorno
social en el que estdn embebidas las personas que hacen la ciencia (y el dis-
curso cientifico que profesan); pero esto no quiere decir que los juicios y los
métodos en la ciencia no gocen de cierta autonomia. Sin embargo, csta au-
tonomia tampoco es por si sola: estd sostenida por una red de relaciones que
la tolera (en el sentido amplio, en el que “tolerar” no significa “soportar”
llamada Estado.

La actividad cientifica, en tanto actividad humana, impacta a la historia,
y comprenderla es entender sus relaciones con el resto de las actividades hu-
manas. En la ciencia, en sus métodos, sus objetivos, sus maneras de entender
¢l concepto de “produccién”, en sus instrumentos se pueden encontrar las
huellas para rastrear la relacién social que la alimenta y a la que pertenece.
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Introduccién

En la Mecdnica Cudntica los operadores que actiian sobre las funciones
de onda son elementos de dlgebras. Una medicién, la determinacién de una
variable fisica, se calcula por el valor medio de un operador Hermitiano (u
observable) particular que representa a tal cantidad, y hay ciertas cantidades
cuyos operadores que las representan no conmutan en dicha dlgebra. En este
sentido, esta teoria ya es no conmutativa.

Decir que se plantearda una Mecdnica Cudntica No Conmutativa puede
sonar redundante, pero se emplea cste nombre para cstablecer una manera
de referirse (como circula en literatura reciente) a una teoria cudntica para
el plano donde los operadores que representan a las posiciones no conmuten
(contrario a lo que sucede en el caso ordinario en el que si lo hacen), y ademds
su conmutador cudntico entregue una constante. Es decir, si la posicién, por
cjemplo, de una particula en el plano se especifica por dos operadores z y y,
no cs lo mismo aplicar (multiplicar en el dlgebra de operadores) z seguida
de y que al revés, aplicar primero x y luego y. Esto implica que, como la
posicién es un observable, no es lo mismo medir primero la coordenada y y
luego la z, que medir primero z y luego y. En el caso de la Mecdnica Clasica,
las dlgebras de funciones son conmutativas, y lo van a seguir siendo en el
caso de la Mecdnica Cldsica No Conmutativa. La idea de no conmutatividad
en el caso de la Mecinica Cldsica estd en otro lado, en la definicién del
paréntesis de Poisson (particularmente en el resultado de calcular éste para
las coordenadas del plano), y el adjetivo “no conmutativa” estd heredado de
la Mecdnica Cudntica No Conmutativa.

El teorema general de incertidumbres en la Mecdnica Cudntica implica
que si dos observables no conmutan, no pueden tomar valores determinados
simultdncamente. La determinacién de uno implica la completa incerteza ac-
erca del otro, de manera que lo mis que se puede lograr al querer conocer los
valores de estos observables, es una incerteza minima para cada uno. Ahora,
este detalle sobre la incertidumbre en el conocimiento de los valores para ob-
servables depende de la concepcidén de simultaneidad. En esta tesis el tiempo
es el ordinario, absoluto, el tiempo newtoniano (el que se puede usar como
pardmetro). No se plantears algo diferente a lo comin en Mecdnica Cldsica
o Cudntica con respecto a la relacién del tiempo con las variables del espacio

fase o en general con cualquier otra variable. La idea de simultaneidad serd -

la idea convencional: dos eventos son simultdneos cuando se manifiestan para
un mismo valor del tiempo. Entonces, cuando dos observables no conmutan
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no sc pueden hacer mediciones que entreguen valores medios especificos y
simultdneos para ambos. Con esta relacién entre la incerteza y la no conmu-
tatividad de observables, mediante la introduccién de una no conmutatividad
entre las coordenadas del plano, se trata de modelar la idea de una distancia
minima mds alld de la cual no se pueden determinar las posiciones. No se
puede hacer una medicién certera y simultdnea de las dos coordenadas que
definen a la posicién de un sistema fisico en el plano.

En esta tesis se estudiard por simplicidad el caso de dos dimensiones del
espacio configuracién (el “plano no conmutativo”). No se analizardn las con-
secuencias de hipdtesis similares para mas dimensiones, ni para todos los
diversos aspectos de la Mecdnica Cldsica y Cudntica estdndar; en cste sen-
tido, uno de los propésitos cs construir las relaciones dindmicas bdsicas (a
través de cuantizaciones conocidas) entre la teoria cudntica y la cldsica cor-
respondiente. Otro mas, cs estudiar algunas de las alteraciones a la dindmica
cuando las relaciones de conmutacién entre las variables del espacio fase son
un poco distintas con respecto al caso convencional. Sobre los objetivos y la
caracterizacién del tema, se abunda en las introducciones de cada una de las
dos partes de esta tesis.

1.

Desde que quedé instalada la teoria general de la relatividad, y estaba
germinando la teoria cudntica, ha existido la pregunta sobre la formulacién
de una gravedad cudntica. A mediados del siglo XX, con la llegada de la idea
de cuantizacién por integrales de camino formulada por Feynman, y el es-
tablecimiento del modelo estdndar que unifica tres de las cuatro interacciones
que existen, la teoria que uniera la gravedad con A encontré dificultades para
ser renormalizable debido al cardcter no lineal inherente de la relatividad
general y las singularidades de los diagramas de Feynman. En los afios 60, de
las teorias de cuerdas se desprendieron sugerencias en el intento de construir
una teoria de la cual se pudieran obtener todas las interacciones.

El final del siglo veinte retomé el tema de la cuantizacién de la gravedad
estableciéndose dos frentes, basados ambos en las ideas de dualidad y la
posible existencia de una constante fundamental llamada la longitud de on-
da de Planck (Vo' = \/';:5‘; = 10~3¢m). Uno de estos frentes es el programa
“Loop Quantum Gravity” (Gravedad Cudntica de Lazos, también llamado -
Geometria Cudntica), que ofrece dos propuestas o aproximaciones a la cuan-
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tizacién de la gravedad: la primera considera fundamental la invariancia ante
difeomorfismos y trata de preservar esta simetria, y la segunda trata co-
mo fundamental a la estructura simpléctica de la Mecdnica Cudntica. Este
camino o programa sugiere un cambio en la concepcidn del espacio-tiempo,
abandonar la idea del continuo por una discretizacién a las escalas de la lon-
gitud de onda de Planck, y ha encontrado dificultades para hacer emerger
de esta estructura la forma cldsica (o macroscépica) en la que aparece la
gravedad en la teoria general de la relatividad [12].

El otro frente es la propuesta de la teoria de cuerdas que cambia el con-
cepto de objeto puntual como unidad fundamental por el de algo extendido
en una dimensién espacial, distinguible a la escala de la longitud de onda de
Planck, para el que entonces las trayectorias o lineas de mundo (y en espe-
cial sentido ¢n los diagramas de Feynman) se vuelven “tubos” de mundo. En
las teorias de cuerdas se ha sugerido una solucién al problema de la renor-
malizacién presente en las teorias de campo, pero las conclusiones que se
obtienen requieren de muy altas energfas para su verificacién en laboratorio. ’

ii. .

Una referencia (histérica por decirlo de alguna manera) sobre coorde-
nadas no conmutativas es un articulo de Snyder [68] (cuya idea principal se
puede rastrear hasta Heisenberg). Ahi, se construye un espacio-tiempo cuan-
tizado que es invariante de Lorentz, en el que cambiando la nocién continua
(y de valores simultdneos) de las variables del espacio-tiempo por una in-
variancia de su espectro ante transformaciones de Lorentz, se encuentra una
unidad de longitud minima natural. El objetivo es introducir esta unidad
de longitud para curar algunas de las divergencias presentes en teorias de
campo, y en el proceso, esta introduccidn requiere abandonar las relaciones
usuales (conmutativas) de los operadores correspondientes a las variables del
espacio-tiempo en el conmutador cudntico (si estas variables conmutaran,
darian origen a espectros continuos de sus valores posibles). Los conmuta-
dores cntre coordenadas y momentos también sufren cambios, apreciables
para valores grandes de los tiltimos; de manera que cdlculos en una teoria
de campo con el espacio-tiempo cuantizado dardn los mismos resultados que
una teorfa de campo ordinaria para procesos que no involucran a grandes
valores para los momentos (pero los resultados serdn distintos en el caso de
altas energias).



Recientemente se ha encontrado que rclaciones de conmutacién del tipo
{Zy, 2] = 10,0, con 8, un tensor antisimétrico constante de dimensiones [L]?,
pueden construirse de manera natural como limites de baja energia de teorias
de cuerdas. Sin embargo, esta no conmutatividad no resuelve los problemas
de divergencias ultravioletas en la teorfa cudntica de campo, y el que las
teorfas de campo resultantes no son unitarias ni causales cuando el tiempo
se incluye en las relaciones de no conmutacién [35].

En el andlisis perturbativo de la teoria de cuerdas las diferentes vibra-
ciones de la cuerda representan las particulas. Estas se acomodan en un
espectro de estados que comicnza en uno de masa cero y los siguientes de
masa que se cscalan con la longitud de cuerdas [;? = 27Ty, donde TF es
la tensién de la cuerda. Los estados de masa cero del espectro se interpre-
tan como campos que tienen una accién asociada. En el anilisis no per-
turbativo de la teoria de cuerdas aparccen ciertos objetos extendidos que
son soluciones de las ccuaciones de campo (andlogos a los solitones en la
teoria cudntica de campos) llamados Dp-branas. Estos objetos son subvar-
iedades del espacio-tiempo (que pueden ser copias de R* embebidas en R!0)
que contienen las condiciones de frontera de las cuerdas, y que heredan de
ellas algunas propiedades cuanticas: sus fluctuaciones se describen mediante
el espectro perturbativo de las cuerdas. En las Dp-branas se pueden plantear
campos de norma. Las coordenadas que se usan en cstos campos, bajo ciertas
condiciones, son las que manifiestan la no conmutatividad.

Cuando se considera una Dp-brana con un campo transversal constante
Fi; (B,-j = 0 puede realizarse escogiendo apropiadamente la norma) y se
toma el limite para cuando I, — O se obticne una teoria de SYM no conmu-
tativa en p+1 dimensiones [64]. La no conmutatividad es de tipo espacio y
es proporcional al inverso del campo magnético Fi;. Del mismo modo si el
campo es longitudinal Fp; constante, el limite para cuando I — 0 produce
una teoria de cuerdas abiertas no conmutativa en p+1 dimensiones [36, 65)].
Estas teorias contienen el espectro perturbativo usual de cuerdas abiertas,
no contienen cuerdas cerradas (teorfas sin gravedad) y tienen no conmu-
tatividad espacio-temporal. Generalizaciones al caso de membranas de este
limite pueden construirse y la teoria resultante es conocida como teoria de
membranas abiertas (OM) [37].

Un punto importante relacionado con las Dp-branas es su acoplamien-
to con cuerdas cerradas; una cuerda abierta cuyos extremos terminan:en:
una brana, puede cerrarse y regresar el espacio-tiempo 10-dimensional. Esto
significa, en particular, que las Dp-branas son fuente para los campos de su-
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pergravedad y por tanto, un nimero grande de Dp-branas puede usarse para
describir (a bajas energias) una solucién macroscépica de la supergravedad.
Tales soluciones soliténicas se conocen como p-branas negras {46].

ses

111,

En los contextos de supersimetria y supergravedad (las extensiones de
la relatividad especial y general respectivamente que incluyen simetrias de
fermiones con bosones) aparece el concepto de dualidad. Existen cinco teorias
de supercuerdas (cn 10 dimensiones) y una para la supergravedad (en 11
dimensiones). Una de las grandes novedades de los tltimos afios de la década
de los 90’s fue el que las teorias de cuerdas y la supergravedad en el régimen de
acoplamicnto débil estdn conectadas por una red de dualidades [73]. Cuando
una descripcion (usando una de las teorias) deja de funcionar porque algin
pardmetro de acoplamiento se hace grande, otra descripcidén (que viene de
otra de las teorias) toma su lugar. Por ejemplo, el Iimite del acoplamiento
fuerte para la teoria de cuerdas tipo I es el acoplamiento débil de SO(32);
el de tipo TTA estd relacionado con la supergravedad de 10 dimensiones; el
de I1B con la misma tcoria pero en cl régimen de acoplamiento débil; y el
de Eg X Eg vuelve a relacionarse con supergravedad. Por este fenémeno se
sospecha que las tcorias de cuerdas y la supergravedad orbitan una tcoria,
llamada teorfa-M (de 11 dimensiones), que las unifica.

Las teorias de cuerdas requicren espacios de diez dimensiones, y para
que describan el espacio-tiempo cldsico de cuatro, todas las demds deben
esconderse. Se ha sugerido que estas dimensiones extras se enredan en una
variedad compacta a las escalas de la longitud de onda de Planck, o, también,
que los procesos cldsicos se dan en hipersuperficies contenidas en espacios de
muchas mas dimensiones.

Se tienen algunas pistas de la teorfa no perturbativa (la teoria-M) des-
conocida, de la que se piensa que las teorias de cuerdas son, en su forma
perturbativa, expansiones asintéticas:

— Las dualidades implican un radio minimo en la compactificacién de las
dimensiones para las cuerdas [72]. Para investigar en estas pequefias distan-
cias hay que agrandar mucho los momentos. Como la energia requerida para
incrementar el momento de una cuerda también incrementa su tamafio, se
piensa que las relaciones de incertidumbre entre coordenadas y momentos se



verian modificadas como’:

Az > LN + Lzéf- (1)
Ap h
“(con L del orden de la longitud de onda de Planck), de manera que grandes
momentos no dejardn ver pequefias distancias, sino la propagacién de grandes
cuerdas.
— Una de las exploraciones en la teoria-M ha sugerido que se deben aban-
donar las ideas de localidad comunes en las teorias de campo, lo cual no
es del todo irracional desde que una gravedad cudntica necesitaria que los
observables fueran no-locales. Esto va aparejado con la dificultad de obtener
un universo local en el limite cldsico. Un trabajo muy conocido en el estudio
de la teoria -M es [18].
— Bajo ciertas circunstancias, las coordenadas de las teorias de norma con-
tenidas en las D-branas son no conmutativas. Esto ha sugerido poner atencién
en la geometria no conmutativa incluso tal vez como un reemplazo de la ge-
ometria Riemmaniana [12], y en un espacio-tiempo en donde las coordenadas
se reinterpreten como no conmutativas. Algo como lo sucedido a las variables
del espacio fase cuando la Mecdnica Cudntica determiné que i # 0.
—» Incluso en el régimen perturbativo que se conoce para las teorias de cuer-
das, hay varias sugerencias para responder a varios problemas que podria
traer consigo una gravedad cudntica: eliminan las singularidades, permiten
cambiar la topologia del espacio, proveen una descripcién microscépica para
la entropia de algunos hoyos negros, entre otros.

11ii. .
Esta tesis estd dividida en dos partes, y cada una de éstas en tres capitulos.
La primera parte estd dedicada a la formulacién de la Mecdnica Clisica
No Conmutativa a través del formalismo candnico, y la segunda a la de la
Mecdnica Cudntica No Conmutativa usando la integral funcional de Feynman
y el principio de accién de Schwinger. Lo “no conmutativo” de la Mecdnica
Cldsica se refiere a una definicién especifica del paréntesis de Poisson, y en
la Mecdnica Cudntica al hecho de que los operadores asocmdos a las coorde-
nadas no conmuten. :
Los primeros dos capftulos son un repaso de los formallsmos Lagranglano,
Hamiltoniano y Simpléctico de la Mecdnica Cldsica, y una exposicién de los
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conceptos de Lagrangianos de primer orden y la redefinicién de variables. En
el tercer capitulo se formula la Mecdnica Cldsica No Conmutativa, utilizando
una estructura simpléctica constante especifica para construir el Lagrangiano
No Conmutativo de primer orden. Una seccidén estd dedicada a la construceién
del Lagrangiano de segundo orden y otra a la redefinicién de las variables
del espacio fase como téenica para el tratamiento de la no conmutaividad
de las coordenadas. Se ilustran las modificaciones a la dindmica con unos
breves ejemplos (entre los que se incluye el cédlculo del dngulo de Hannay del
péndulo de Foucault).

Dec entre los resultados de esta tesis estd la definicién del Lagrangiano
No Conmutativo de primer orden, y la construccién del Lagrangiano en el
espacio configuracién a partir de éste, que en el caso usual o “conmutativo”
¢s de segundo orden, pero en ¢l caso no conmutativo depende de las derivadas
de orden infinito de las coordenadas. Otro de los resultados es que el dngulo
de Hannay sc ve modificado por una fase extra proporcional al pardmetro
que caracteriza la no conmutatividad de las coordenadas.

En el cuarto capitulo se construye la integral funcional de la Mecdnica
Cudntica No Conmutativa, introduciendo como ingredientes principales las
relaciones de conmutacién entre los operadores asociados a las variables del
espacio fase en la manera de trasladar una representacion del espacio de
Hilbert. Ademds se presentan las nuevas relaciones de incertidumbre entre
las coordenadas del plano, y una deduccién de la ecuacion de Schrédinger
no conmutativa (ecuacién dindmica de las “funciones de onda” escritas en
una representacién que incluye a una coordenada y a un momento). En este
mismo capitulo se hace la cuantizacién a través del principio de accidén de
Schwinger, que parte de la forma del Lagrangiano No Conmutativo de primer
orden planteado en la Mecdnica Cliasica No Conmutativa. El quinto capitulo
estd dedicado al cdlculo del propagador del oscilador arménico usando las dos
formas de cuantizacién del cuarto capitulo. El capitulo secis es un recuento de
las ideas principales que se emplean en una manera de cuantizar que involucra
la deformacién del dlgebra de funciones cldsicas sobre el espacio fase para
obtener un dlgebra no conmutativa de operadores sobre el espacio de Hilbert,
deformacién que se lleva a cabo sustituyendo el producto usual del dlgebra
original por un producto no local y asociativo, llamado producto estrella
o de Moyal, que se representa por la exponenciacién de ciertas derivadas
parciales. La itltima seccidn de cste capitulo tiene el cardcter de perspectiva
para la construccidon de la Mecdnica Cudntica No Conmutativa usando un
producto estrella especifico.
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Se empleard el simbolo [ , ] indistintamente para denotar el paréntesis
de Poisson de la Mecdnica Cldsica en el formalismo candnico y el conmutador
cudntico entre operadores. En alginos pdrrafos se hablard del “caso conmu-
tativo”. Esto se refiere a la Mecdnica (Cldsica o Cudntica indistintamente)
donde la forma del paréntesis de Poisson y las relaciones de conmutacién en
el caso cuantico son las candénicas.

Hay que mencionar que las relaciones de conmutacién entre las variables
del espacio fasc son los objetos esenciales del desarrollo. Es a partir de éstas
que se formulardan la Mecdnica Clésica y Cudntica No Conmutativas. Se man-
tendrdn las relaciones usuales de conmutacién entre cada coordenda y su
momento conjugado.

Finalmente, para encontrar discusiones sobre la parte fenomenolégica de
la no conmutatividad de las coordenadas, se pueden consultar las referencias
[3, 9].
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“Hora Prima del segundo dia

(...) Para que haya un espejo del mundo
es preciso que el mundo tenga una forma.”
Umberto Eco

La Mecdnica Cldsica que se formula en esta tesis estd planteada para un espa-
cio configuracién de dos dimensiones (y espacio fase de cuatro). Por Mecdnica
Clisica No Conmutativa, se entiende una mecdnica en la que el paréntesis
de Poisson (definido para funciones del espacio fase por una estructura sim-
pléctica) es tal que cuando se calcula para las coordenadas del espacio con-
figuracién, cntrega una constante diferente de cero (situacién distinta a la
del paréntesis de Poisson nsual). El adjetivo “no conmutativo” no es propio
de la Mecdnica Cldsica, ni apropiado para referirse a una particularidad del
paréntesis de Poisson (dste ya es una operacién no conmutativa desde que
es antisimétrico por definicién); de hecho, estd heredado del lenguaje que
se encuentra cn literatura reciente dedicada al tratamicento y formulacién de
una Mecdnica Cudntica No Conmutativa {1, 16, 31, 32, 55, 67]. Ahi lo no
conmutativo sc¢ refiere a que el conmutador cudntico entre los operadores
asociados a las coordenadas da como resultado una cantidad constante dife-
rente de cero. Se formula una Mecdnica Cldsica No Conmutativa con el afdn
de formular una teoria cldsica suceptible de cuantizarse para construir una
Mecdnica Cudntica No Conmutativa. Este cs uno de los objetivos de la tesis
en esta primera parte: plantear una Mecédnica Cldsica que al cuantizarla por
algiin método conocido, de origen a una Mecdnica Cudntica No Coninutativa.

Otro de los objetivos es estudiar algunas modificaciones, con respecto
al caso usual o “conmutativo”, de la dindmica de los sistemas fisicos cuan-
do se cambia la estructura simpléctica que define al paréntesis de Poisson
(haciéndolo para un caso particular, una matriz simpléctica especifica). Para
esto se trabajard con Lagrangianos de primeér orden, definidos a partir de
un Hamiltoniano y una estructura simpléctica dada, de los que se derivan
ccuaciones de movimiento de primer orden para todas las variables del es-
pacio fase. También se planteard la construccién de un Lagrangiano en el
espacio configuracién para el caso especifico de estructura simpléctica que se
propone.

Para tratar las cosas en un nivel un poco mds general, se establecerd
desde el principio que los momentos “no conmuten” también (en el mismo
sentido que las coordenadas, es decir, que el paréntesis de Poisson calculado
entre los momentos entregue una constante distinta de cero), aunque la no

WL



conmutatividad que mds interesa es la de las coordenadas; un ejemplo de
momentos no conmutativos se puede encontrar en los momentos candnicos
de particulas cargadas que se mueven en un campo magnético constante
[47, 58, 75].

Esta primera parte de la tesis estd dividida en tres capitulos. Los primeros
dos sc¢ dedican a exponer de manera general la forma en que se construye una
Mecédnica Cldsica con el formalismo candnico, y se repasan algunas parti-
cularidades tedricas que serdn necesarias para desarrollar varios resultados.
En el tercer capitulo se aprovechan cstas ideas tedricas para formular una
teoria en la que las coordenadas y los momentos no conmuten (en el sentido
expresado en los parrafos anteriores), y se presenta una manera de tratar
esta teoria haciendo una transformacién (de Darboux) de coordenadas y
momentos a un conjunto canénico de variables para ¢l espacio fase (es decir,
a coordenadas y momentos tales que el paréntesis de Poisson calculado para
cstas variables entre si, de como resultado las relaciones usuales).
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Capitulo 1

Repaso de la formulacion
convencional de la Mecanica
Clasica

En este capitulo se expone de manera breve el formalismo canédnico de la
Mecdnica Cldsica en tres secciones. No se pretende hacer una exposicién
completa que incluirfa el modelo del cuerpo rigido, los sistemas con cons-
tricciones, la teoria de oscilaciones, y otros aspectos de la Mecdnica Cldsica
como la teoria de perturbaciones. Sélo se repasardan las caracteristicas fun-
damentales de la Mecdnica Cldsica analitica en las versiones Lagrangiana,
Hamiltoniana y Simpléctica.

En la scceién 1.1, dedicada al formalismo Lagrangiano, se parte del prin-
cipio de Hamilton, se muestran las ccuaciones de movimiento de Euler-
Lagrange, sus cantidades conservadas y la transformacién de Legendre del
Lagrangiano con la que sec construye al Hamiltoniano asociado al sistema que
se trate. La seccién 1.2 se dedica al principio de Hamilton modificado, y se
muestra cémo ecs cl regreso a la formulacién Lagrangiana cuando se parte de
una formulacién Hamiltoniana. La seccién 1.3, en la que se expone el forma-
lismo simpléctico, estd dedicada al planteamiento de la estructura simpléctica
usual o candnica (o, como se le llamard mds adelante, “conmutativa”), la for-
ma de las ecuaciones de movimiento en ese contexto, y un breve repaso del
concepto de transformacién canénica.



1.1  La formulacién Lagrangiana

1.1.1 El principio de Hamilton

Para un sistema fisico con n grados de libertad o n-dimensional, se definen
n coordenadas generalizadas x = (2!, ...,a™) y n velocidades gencralizadas
% = (&',...,4"), que describen su posicién y velocidad respectivamente, El
formalismo Lagrangiano parte del principio de Hamilton que establece que la
traycctoria cldsica x. seguida por un sistema es un valor extremo del funcional
de accién S[x(t)] definido a continuacién. Este funcional toma trayectorias
que unan puntos o posiciones inicial y final (dadas para tiempos inicial y
final respectivamente) en el espacio de configuracién, y su variacién 65 es
cero para la trayectoria cldsica

Six(t)] = /ldtL(:ni, i t), 68[x]=0. (1.1)

to

Se varian las traycctorias que unen los puntos inicial y final en el espacio
configuracién (sin variar el tiempo), manteniendo las puntas fijas, es decir,
8zi(to) = 6x*(t;) = 0 para i € {1,..,n}. L cs la funcién Lagrangiana, o
Lagrangiano (en el espacio configuracién), que depende de las coordenadas
y velocidades generalizadas, y tal vez del tiempo. El Lagrangiano es definido
por el problema o sistema fisico que se trate, y para muchos sistemas donde
la energia se conserva (que son el tipo de problemas a los que estdan enfocados
los resultados de esta tesis) el Lagrangiano se escribe como la diferencia entre
la energia cinética y el potencial del problema: L = T'— V. La cnergia cinética

n
en coordenadas cartesianas de una particula de masa mes T = 2 3 i, y

para muchos problemas o sistemas fisicos el potencial sélo dependza 21e las
coordenadas V(z').

Calculando §S cuando se hace una variacién de la trayectoria cldsica
X = X -+ 0x (sin hacer variaciones en el tiempo), se puede ver que

[T L 4
- - = [(OL sy OL s
5§ = a/Ldt_/aLd;_f(aziaa; + 5008 )dt.
to: to " B Y . sk
=485 = T




(se cstd tomando la convencién de suma sobre {dices repetidos de Einstein)
habiendo hecho una mtegmcxon por partes y usado que cuando no se varia
cl tlcmpo entonces §3f = &f ~ g = 4 I'd'"fc m&m‘ si se pide que la iltima’
expresién sea cero para variaciones arbitrarias dz, entonces tiene que pasar .-
que

AT i j ,,(1:2,? ;
para toda ¢ € {1,...,n}. Estas son las ecuaciones de Euler-Lagrange- para el

sistema con Lagrangiano L. Son n ccuaciones de segundo orden que reqmeren
de 2n condiciones iniciales para determinar su solucidn.

1.1.2 No unicidad del Lagrangiano

Si a un Lagrangiano L dado se le suma la derivada total respecto del tiempo
de cualquier funcidén de las coordenadas generalizadas y del tiempo-para
formar otro Lagrangiano L' = L + ‘l’:, la variacién de la accién S’ definida
por el Lagrangiano L' es la misma que la variacién de la accién S definida
por el Lagrangiano L:

5" = 5/dtL’—6/dt(L+ =)
= 65+ S[F |t ] =65 + 8[F(t1) — F(to))]
pucs v
L (1) = Flto)] = 9560 lumty ~ 98 limto= O, (1.3)

ot
desde que Sz'(t;) = 0 para i € {1, .on}y j e {0,1}. De manera que L y
L' definen dos acciones diferentes que tiencn los mismos puntos (funciones)
extremos. Por lo tanto puede haber mds de un Lagrangiano que de origen a
las mismas ecuaciones de movimiento y asi a la misma trayectoria seguida
por el sistema fisico descrito por ellos.

1.1.3 Cantidades Conservadas (Teorema de Noether)
Definiendo ‘las cantidacdes-

f oy OL L.
pi=p7i(ml,$z)=aﬁ",’ St : (1'4)
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- las ccuaciones de-Euler-Lagrange se pueden escribir como
o . oL
P = Pt
p;- s¢ llama momento conjugado de la coordenada zf. Si una coordenada
generalizada no aparece explicitamente en el Lagrangiano, se le dice ciclica
y es tal que su momento conjugado es una constante, como se puede ver de
la ecuacién de movimiento (1.5) que le corresponde.
Al calcular la derivada total respecto del tiempo del Lagrangiano sobre
la trayectoria cldsica se tienc que

(1.5)

aL _ oL OL. 0L
a - ot TaEt T o
= ’E+ rz+a_L
Pp Pi Ot L
= (—lz(piw L)=—-— (1.6)

de manera que si ¢l Lagrangiano no depende exphcntamcnte del tiempo, la
cantidad, que se define como la energia del sistema, F = p;it — L = g;‘, =1
es una constante de movimiento. Los momentos aqui son funciones de las
coordenadas y las velocidades. Si la energia se escribe en términos de estas
variables, recordando que L =T — V, se pucde ver que £ =T+ V.

Existe una manera general de conocer las cantidades conservadas que
posee un sistema, y sc¢ hace relaciondndolas con las simetrias que éste tenga.
En términos clementales, se dice que un sistema posce una simetria si cuando
se le aplica una transformacién de coordenadas (una rotacién por ejemplo) el
espacio de soluciones no cambia. La conexidn entre las simetrias que pucde
poseer un sistema y las cantidades conservadas que se le pueden asociar csti
cstablecida por el teorema de Noether.

Teorema de Noether: Sea un Lagrangiano L(z?,%,t) y una transforma-
cién infinitesimal arbitraria del sistema de coordenadas gencralizadas y del
tiempo tal que las nuevas coordenadas son

2 = 2’ —en(a’,t)
t = t—enp(a,t) : (1. 7)

(con € <« 1y n; funciones arbitrarias del espacio y el tlempo para i GV
{0, 1,.‘.,n}) Se deﬁncn un nuevo Lagrangiano L'

L'(z", &%, t")dt' = L(z', &, t)dt, (1.8)
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y la variacién = R o '
, SL = L'« i 1) — Lz, &, ¢) (1.9)

que se puede escribir como
oL oL, 0L oL ;..
SL = elz=mi + zii + 7m0+ (L = Fa% )70l (1.10)

Existe una diferencia entre variaciones § (variacién “funcional” manejan
algunos autores) cuando ¢l pardmetro como el tiempo también varia, y varia-
ciones 6, en las que el pardmetro no varia . Esta diferencia, y lo que significa
para el cdlculo de las ecuaciones de tmovimiento, se expone en ¢l apéndice A.

La transformacién (1.7) se llama simetria de Nocther si, y sélo si, para
ésta se tiene que 6L = —‘—‘d—'t':, con F cualquier funcién de las coordenadas y
del tiempo. Si esto es asf, las ecuaciones de movimiento de L' y L son las
mismas. Si la transformacién (1.7) es una simetria de Nocther, entonces la

cantidad
oL oL .;
K= 6[5};7’]1‘ + (L bl %III )7]0 + F] (1.11)

se conserva, es decir,

dp_ 8V 0 2

1]
-‘-E = [—a—x;'a?-i'(b‘ %+51K—0 (1.12)

(dondc —% viene de las ccuaciones de Euler-Lagrange para L =T - V:

:l.l = —Hg

Emgfe(mclo este tcorema, se puede averiguar que las tres componentes
del vector de momento angular definido por 1 = x x p son cantidades con-
servadas (x es el producto cruz ordinario en un espacio vectorial), donde
p = (p1, ..., pn) y las coordenadas son las cartesianas. En particular, la com-
ponente en la direccién z del momento angular se escribe (para la masa igual
a uno)

l. =gy — yz. (1.13)

La conservacién del momento angular estd conectada con las simetrias rota-
cionales que pueda tener un sistema. En general, cuando el momento angular
se conserva, el movimiento queda restringido a un plano.

Mas detalles sobre el teorema de Nocther pueden encontrarse en la refe- .
rencia [43].



1.1.4 E]l Hamiltoniano y sus ecuaciones de movimiento

El espacio fase (de 2n dimensiones) asociado a un sistema fisico es aquel al
que pertenecen los puntos dados por las coordenadas x y los momentos p
(todas éstas variables independientes). Dado un Lagrangiano, por medio de
una transformada de Legendre se construye la funcién Hamiltoniana o Hamil-
toniano, que dependeréd de coordenadas y momentos (las velocidades son las
variables que se eliminan mediante la transformacién). Si de las definiciones
de los dltimos (1.4) se resuelve para las velocidades en términos de coorde-
nacdas y momentos, entonces

f[(zi, Pi, t) = ii(miy Pis t)pi - L(mi$ fbi(miy Pis t)l t)' (1.14)

La diferencial total del Lagrangiano evaluada en la trayectoria cldsica es

dL = g—Ld +g—z—:d +gfdt
= (;lt(aL)dz + pidit +%£dt pid? +p,drc +aa_dg
= pdz’ + d(pit) — &dp; + aajzdt ey
= d(@'p; — L) = dH = #idp; — pida’ — %%dt;‘

comparando la tltima igualdad con la diferencial total del Hamiltoniano,
se identifican las ecuaciones de Hamilton para el problema asociado al La-~
grangiano L

s o oH
B Op;
. 9H
Pi = og
OH L .
5= = (1.15)

(Para obtener la dltima igualdad se usé (1.6).) Las primeras dos de estas
ccuaciones son un conjunto de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden
que requiere 2n condiciones iniciales para determinar su solucién particular.

Si en la expresién para calcular el Hamiltoniano (1.14) se sustituyen las
velocidades generalizadas en términos de los momentos y las coordenadas,
cuando L = T — V el Hamiltoniano adquiere la forma de la energia pero
escrita en términos de estas variables: H = T + V. La energia cinética T
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en términos de los momentos par

1.2 Elprln i : eiﬁ espacio

fase (o principio de Hamilton modifica-

1.2.1 El problema de valores extremos en el espacio
fase

Se puede formular el principio variacional de Hamilton en las variables del es-
pacio fase buscando el elemento o trayectoria z = (2!, ..., 2?*) = (z',..., ", p1,
..., Pn) que hace al funcional de accidén

S[z(t)] = /‘:' L(Z, 5%, t)dt (1.16)

tomar un valor extremo, manteniendo fijas las puntas de la trayectoria que
se hace variar. Ahora, mantener las puntas fijas en el espacio fase pidiendo
que tanto los valores de las coordenadas como los de los momentos en los
tiempos inicial y final no deban variar, es pedir mds que en el principio
de Hamilton en ¢l espacio configuracién y posiblemente sobredeterminar el
problema. Sélo sc debe pedir que la mitad de las variables del espacio fasc!
no varien en los ticipos inicial y final. El principio de Hamilton modificado
entrega las mismas ccuaciones de movimicento, para las variables del espacio
fase, que las que sc derivan del Hamiltoniano definido por un Lagrangiano
mediante la transformada de Legendre.

Para encontrar cl extremo de S[z(¢)] se calcula 6S cuando se varfan las
trayectorias en el espacio fase, y se iguala a cero. La existencia del extremo de
cste funcional se garantiza pidiendo que el integrando L, funcién que depende
de todas las variables del espacio fasc y sus velocidades, sea C? en el intervalo

(e, 200] x [0, (80

! Para determinar la solucién o trayectoria de un sistema en n dimensiones, se puede fijar
cualquier conjunto que contenga “una” mitad de las variables del espacio fase, tomadas
de entre coordenadas o momentos.



Supongamos que se dispone de una funcién L(z, 24t) continua y de
primeras derivadas parciales también continuas (L € C!) en el intervalo
mencionado. Plantéese el problema de extremos

5m4m=aﬁfuayﬁm=o,

con puntas fijas ] PR .

2% (ty) = 2f, 2% () = 2, ,

cs decir, 6z%(t;) = 0 para k € {1,..;n}, ix € 1, ... ,2n},y o€ {0,1}%
Para calcular la variacién 45, esta se puede mtercamblar con la mtegml para
obtener :

d—/&Ldt /(-—5 +-——5z')clt

i (g .
/[az' 753002 ]‘“H—‘sz '

(si se hacen solamente variaciones de la tray(,ctorla que conecta a.las dos
puntas limites de la integral de la accién 2/ = z + 6z, con z' = 2 + 6% sin
trasladar o variar el tiempo, entonces 6(“‘) =z —i=i40z-2= —(6z)
[54]). Como esta ecuacién debe valer para toda variacién §z' con las puntas
fijas, entonces

d oL oL
& a0 - o
parat € {1,...,2n}.
Al operador diferencial o
da 8 :
Ei = E"a—' - 5;, (1’.18)

se le llama de Euler-Lagrange, y las ecuaciones -(1:17) se- escriben E;L =
0. Esta forma de calcular las ecuaciones de movimiento en‘le espacio ‘fase’
es la que se cmpleard en el caso no conmutativo, cuando quede definido
el Lagrangiano que corresponde a una estructura sxmplectlca en la que las
coordenadas no conmutan. :

28e podria también calcular ¢l extremo del funcional de accidn fijando todas las vanables
cel espacio fase en un sélo tiempo (que son también 2n condiciones mlcmlcs) B
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Como cn el principio de Hamilton (en el espacio configuracién), en el
modificado se pueden anadir al integrando derivadas totales respecto del
tiempo de funciones que dependen de las variables del espacio fase y tal
vez explicitamente del tiempo, y las ecuaciones de movimiento permanecen
inalteradas.

El orden en la derivacién respecto del tiempo del operador de Euler-
Lagrange, corresponde al hecho de que el Lagrangiano al que se le aplica
depende de las variables del espacio fase hasta sus primeras derivadas res-
pecto del mismo.

Ordinariamente, a partir de la expresién (1.14), se construye al Lagrangia-
no en térinos del Hamiltoniano H como una transformada de Legendre (que
climina los momentos y regresa las velocidades). Esta expresion para L es
la que se utiliza como el integrando del funcional de accidn del principio de
Hamilton modificado. A través del cédlculo del extremo del funcional

3]

S[z(t)] = / Aty — H(z piy b)), (1.19)

to

se conocen las ecuaciones de movimiento de la trayectoria (o linea de mun-
do) seguida por un sistema en ¢l cspacio fase. Estas ecuaciones resultan ser
exactamente las primeras dos de (1.15). La tercera de estas ecuaciones se
obticne utilizando las primeras dos en la derivada total respecto del tiempo
del Hamiltoniano.

1.2.2 Ecuaciones de movimiento de ordenes superiores

En general, para Lagrangianos que dependen no sélo de las variables de defini-
cién y sus primeras derivadas respecto del tiempo, sino también de derivadas
de érdenes superiores, se pueden definir operadores de érdenes correspon-
dientes que generan las ecuaciones de movimiento de tales Lagrangianos [28].
En el cdlculo cldsico de variaciones, se llama problema de derivadas superiores
con extremos fijos al cdlculo del extremo del funcional

t
S[2(8)] = / dtL(2, 2V, 2D, ), (1.20)

con z'( )(t) = z‘k constantes para i € {1 .an}; ke {0,.,l—1} yj €
{0,1}.Siel mtegrando L del funcmnal S satnsface las cond1c1ones de suav1dad
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dadas por f.'{lﬁ € C* parai e {1,..,n}y k€ {0,...,n} en el intervalo de

definicién, entonces cl valor (la funcién) extremo de este funcional satisface

las ccuaciones

Z_:( 1H* (dt) 50 =0 (1.21)
llamadas de Euler-Poisson, para 7 € {1,...,n}. (Observacién: Pensando
en una dimensién para no complicar la notacién, el problema de derivadas
superiores es equivalente a uno de derivadas de primer orden, pero en un
ntmero mds grande de variables [28]. Es decir, es lo mismo calcular el extremo

de
t

S[2(8)] = /dtL(z, 5,5, 0, 20) (1 22)
to
con puntas z(¥)(¢;) = z*; constantes para k € {0,..,l — 1}y j € {0 1} que, :
definiendo las variables zF = z(=1 para k € {1;.. l} encontxal el extlcmo‘ :
del problema o

ty ’ :
Slz(t)] = /dtL(z',zz,z:’,...,vz‘%",
i P O e

(donde % = zF*+1), y puntas z*(¢;) = 2*~!; constantes para k € {1,...,1} y
j€{0,1}) T

Sabiendo que existe la solucién para el problema de derivadas superiores
(siempre finitas) si el integrando del funcional (1.20) satisface condiciones
de suavidad, un par de preguntas que vale la pena hacerse son: jexiste el
extremo del funcional que tiene como integrando una funcién que depende de
las derivadas de las variables de definicién hasta orden infinito? Y si si, jqué
ecuaciones satisface este extremo?. Lo primero que puede pensarse es que, si
existe el extremo, las ecuaciones de movimiento que satisface son como las de
Euler-Poisson (1.21) pero haciendo ! tender a infinito. Las respuestas a estas
preguntas serian tiles en la seccién 3.3, donde al calcular el Lagrangiano No
Conmutativo en el espacio configuracién, aparece una dependencia de éste
en derivadas de orden infinito.

10



1.3 La formulacién Simpléctica
1.3.1- La matriz simpléctica J

Para todo sistemna mecdnico con n grados de libertad (o n-dimensional) se
definen n variables geométricas o coordenadas generalizadas z*, y n variables
dindmicas o momentos generalizados p;, para i € {1,...,n}. En este formalis-
mo, ambas, coordenadas y momentos, son las variables con las que se describe
al sistema. Los momentos son variables independicntes de las coordenadas y
de las velocidades generalizadas.

Sean 27, las variables para un sistema con j € {1,...,2n}, tales que 27 = z#
para j =iy 2/ = p; para j =i+ n (con i € {1,...,n}). El Hamiltoniano es
una funcién del espacio fase, y tal vez explicitamente del tiempo, que describe
la dindmica de los sistemas a través del paréntesis de Poisson definido por

of 09 _ 3f 09 o
[/, 91 = oz ](?z 2+ Bt (1 1)

(—L es un vector renglon y —-1 es uno columna), para k,! € {1,.. 271.} f=
f(z) y g = ¢(z) funciones (Icl espacio fase, y J una matriz antlslmetnca
(Nlamada matriz simpléctica) dada por :

.]=(a“)=(_01 o) , (1-2'$ﬁ

(cada elemento de J aqui es una matriz den x n). .
Sea una funcién del espacio fase y (Icl t;xempo f('c ,p,, t) Su derlv'lda total

respecto del tiempo ’ af‘ f Bf , : :
d "-i i

se puede reescribir, usando Ias ecuaciones de movumento de Hamllton (1 15) )
y la definicién del parenteSIS de Poxsson (1 24), como. Ry :

df [ af

H)+ 5 )

Se puede formular la dlnamlca dc las funcxones delnespacw fase dlrecta- ;
mente conun Hamlltomano yun parcnte51s de’ Poisson como (1 24), dcﬁmen-
do la derxvada. respccto del tlcmpo como la ecuacmn (1 27) Tomando como f

11



a las variables mismas del espacio fase, la dindmica descuta. por el palentcsm
-de Poisson se determina por las ecuaciones o

dzt _ 0H
@ =7 = =atgs

para i € {1,...,2n}. En una notacién mds compacta, se escribe

on
oz’

i (1.28)

z=(z,H]=J

donde # y % son vectores columna.
~ En termmos de z’s y p’s, las ecuaciones de movimiento se escriben
@ = |[z', H]
5= [g}’IH]
‘ ,
= = = (12
dt ot’ (1.29)

la dltima de las cuales se sigue porque el paréntesis de Poisson del Hamilto-
niano con si. mismo es.cero, pucs
| O 01
dzi . 0z

o Som

2% o
| . _9H ;0H
SRR 2 02:1.""

£ =0 : (1 30)

= [714},7 H]

(en el segundo renglén se.utilizo la propiedad de antlsunetrla de J y en el
tercero se renombraron a los mdlces), ya que solo el cero es 1gua1 a su-inverso
aditivo.

1.3.2 De la formulaciéon Simpléctica a la Lagrangiana

Existe un procedimiento general para construir el Lagrangiano de segun-
do orden partiendo de un conjunto de ccuaciones de movimiento dado. Tal
procedimiento se llama problema inverso del cdlculo de variaciones. Una ex-
posicién de este problema puede hallarse en [44]. Lo que a continuacién se
describe es la manera de construir el Lagrangiano de segundo orden partien-
do de uno de primer orden, definido por una transformacién de Legendre del

12



Hamiltoniano. En el capitulo 3 (seccidén 3.3), este procedimiento es el que
se utiliza para construir un Lagrangiano en cl espacio configuracién, a par-
tir de uno de primer orden definido por un Hamiltoniano y una estructura
simpléctica dada.

Para recuperar el Lagrangiano y sus ecuaciones de movimiento a partir del
Hamiltoniano y las ecuaciones (1.29) calculadas con el paréntesis de Poisson
de la formulacidén simpléctica, se plantea la transformada de Legendre que
climine los momentos del Hamiltoniano dada por

L(a*, &%, t) = &'p; — H(Z', pi, t). (1.31)

Resolver los momentos en términos de las coordenadas y sus derivadas y
sustituirlos en esta expresion para ¢l Lagrangiano, es eliminar las variables
auxiliares de su expresién. Una variable es auxiliar si se puede despejar alge-
braicamente de sus propias ecuaciones de movimiento en términos del resto
de las variables y sus derivadas respecto del tiempo.

Si el Hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo y es de la forma
H =T4+YV, con T cscrita en términos de los momentos y V una funcién sélo
de las coordenadas, entonces de las primeras ecuaciones de (1.29) resulta que
pi = md’, y sustituyendo esto en la expresién para el Lagrangiano (1.31),

L(zt, %) = m(i*)? — H{a2', mi'), (1.32)

se puede ver que éste tiene la forma L = T— V. De este Lagrangiano se siguen
las ecuaciones de movimiento calculadas con el operador de Euler-Lagrange

BL= o5 " s =0 (1.33)

1.3.3 Transformaciones Canonlcas

Las transformaciones candnicas son aqucllas que deJan mvarmntes las ecua-
ciones de Hamilton. Dado un conjunto de vanables z'= (z%,p) y:un Hamll-
toniano H(z,t) para el que se’ tlenen las ‘ecuaciones de movxmlento

_,,';t' = Qg_
= o
. OH
pi = T
H = a_ati (1.34)
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una transformacién Z = Z(z,t) entre las variables z = (i) y A = (A‘ P) :
es candnica si existe un IIamllt‘,onmao K(Z, t), tal que

i oK
X : .— 613-1( L : L e e

Es decir, la transfromacién Z ' Z(z) es canomca. si e‘ﬂste un: Hamlltom'mo
K(Z,t) tal que sunultaneamentc ])asc que '

“/ At — H ) =0 (1.36)
io LTl :

6/dt(X' - K(X', P, t)) = 0. o aan

Para que esto succda, es suficiente que los integrandos dxﬁemn por la
derivada total de una funcién F(2¢, 2%, t) de los espacios fases a donde pertene- :
cen los puntos zy Z, y del tiempo:

i'pi— H=X'Pi— K+ iy (1.38)

dt

El dltimo término de csta expresion contribuye a la variacién de la accién
sélo en los puntos para los tiempos inicial y final, y la variacién de tal con-
tribucién se anulard si I es funcién de las variables que se anulan en las
puntas tomadas de entre los conjuntos z, Z o una mezcla entre ambos. A la
funcién F se la denomina funcién generatriz de la transformacion candnica, y
existen cuatro tipos de éstas: las que dependen sélo de coordendas Fy(z*, X?),
de coordenadas viejas y momentos nuevos Fp(zf, P;), de momentos viejos y
coordenadas nuevas Fi(p;, XY), y sélo de momentos Fy(p;, ;). En todos los
casos se tiene que el nuevo Hamiltoniano se escribe como KX = H + %’:-"-, y las
derivadas parciales de las funciones Fj res- pecto de las variables de las que
dependen, entregan el resto de las variables (j € {1,...,4}). A estas ecua-
ciones y la que define al nuevo Hamiltoniano K, se denominan ecuaciones de
transformacion. :

La funcién generatriz de la transformacién candnica identidad, en la que
las nucvas variables del espacio fase son las viejas, es del tipo F3. Tal funcién

14



Ll ki

X' = =7 ‘
K = H. (1.39)

Estas ccuaciones (y las correspondientes para cada tipo de funcién ge-
neratriz) sc deducen de la ecuacién (1.38).

Se pueden ver a las transformaciones candnicas en términos del paréntesis
de Poisson como sigue. En la notacién matricial, 1as ecuaciones de movimiento
son

oH
= JE', ‘
sea un'x transformacién invertible Z(z) independiente del tiempo, tal que
Z= 823y H(Z) = H(2(Z)), con & "M la matriz Jacobiana. Entonces, ‘de las

ccuactones de movimiento para z se tiene que

5= DZ 8Z OH (Z)
02 Y
Qif— es la matriz transpuesta de 24 ) Para que la estructura de l'xs ecuacxoncs
dc Hamilton no cambie, y asi la transfomacién de variables sca canénica,
debe pasar que
0z Jaz
9z 0z
Esta condicién se conoce como la “condicién simpléctica”.
Se puede ver que la matriz simpléctica J tiene la propiedad J? = —1.
Usando ésta, y el hecho de que la matriz transpuesta de la inversa es la
inversa de la transpuesta, la condicién simpléctica se puede escribir como

J.

9z 02
2ol =

De la condicidn simpléctica se tiene que bajo las transformaciones candnicas
el paréntesis de Poisson es tal que

a
figlsy = aﬁ gz
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_ 919z ;02 b

0Z Oz 0z 0Z

9f ;99

0z 072 .
= {f,9)z)- . (1.40)

Por lo tanto, sc dice que una transformacién es canédnica si, y sélo si, deja
invariante al paréntesis de Poisson.

+1.8.4 Transformaciones Candnicas Infinitesimales y Can-
tidades Conservadas

Hay un tipo de transformacion canénica especial llamada la transformacién
candénica infinitesimal (TCI). Esta es generada por una funcién que difiere de
la funcién genceratriz de la identidad de manera proporcional a un pardmetro
continuo e infinitesimnal. Se cscribe a F la funcién generatriz de la TCI (del

tipo F3) como ‘ _ .
1"(""“1 1)1) = I(mla 1)1) + GG(:EI, Pi)) (1'41)
para G cualquier funcién del tipo F; y € < 1. Como el pardmetro e se toma

infinitesimal, las nuevas variables Z diferirdn de las viejas 2z por una cantidad

infinitesimal
Z = z+ 0z, - (1.42)

donde 6z se puede escribir como (empleando las ccuaciones de transforma-
cién, pero sustituyendo a P; por p; en G y las derivadas parciales respecto
de P; porque los momentos viejos y nuevos estdn sélo infinitesimalmente
separados) :
9G(2)
0z

(la dltima igualdad viene de la definicién del paréntesis de Poisson).

Si se toma como pardmetro infinitesimal a la diferencial del tiempo, € =
dt, y como funcién generadora al Hamiltoninano, se tiene que

dz=¢eJ = ¢[2, G| (1.43)

8z = dt[z, H| = 2dt = d=. (1.44)
Esta ecuacién establece que la TCI con el Hamiltoniano como funciénggene-

““fadora, lleva las variables del espacio fase al tiempo ¢ a sus valores al tiempo
t -+ dt. Es decir, el movimiento de un sistema en el tiecmpo dt se puede des-
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~cribir por una TCI generada por su Hamiltoniano, y el movimiento en un
intervalo finito se da por una sucesién de TCI's de este tipo.

Hay una manecra de identificar cudndo una cantidad es conservada usando
cl concepto de TCI y el paréntesis de Poisson. Sea f una funcién de las
variables del espacio fase, pero no explicitamente del tiempo. Cuando las
variables se transforman por una TCI generada por una funcién G del tipo
F3, el cambio en f se puede escribir como

of = f(z+dz) — f(2). (1.45)

Haciendo una expansién de Taylor del primer término del miembro derecho
y dejdndola hasta el primer orden en el pardmetro infinitesimal, se tiene que

af = g—lzr&z = c—:% %—f = ¢[f, G, (1.46)
donde la dltima igualdad se obtiene usando la definicién del paréntesis de
Poisson. :

Si se usa como funcidn generadora al Hamiltoniano, y sc tiene una canti-
dad f tal que el paréntesis de Poisson de ésta con H es cero, entonces para
esa TCI (la que genera al movimiento en 'dt) se tienc que

0= elf, Hl=0f = f(z + 6202 1 (3), (1.47)

Por lo tanto, el valor de f en el punto de la trayectoria infinitesimalmente
scparado de z es el mismo que el valor de f en z. Es decir, f se conser-
va en el movimiento de z a 2 + §z cuando ¢l tiempo corre de ¢ a ¢ + di.
De la misma manera se puede concluir que una cantidad (que no depende
explicitamente del tiempo) se conserva, para cualquier intervalo finito de
tiempo, si su paréntesis de Poisson con el Hamiltoniano se anula (desde que
el movimiento en un intervalo finito es una sucesién de movimientos en in-
tervalos infinitesimales).
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Capitulo 2

Sistemas Dinamicos
Hamiltonianos, Lagrangianos
de primer orden y
Redefiniciones de variables

Se introducirdn algunas ideas y tecoremas a los que serd necesario referirse
cn el capitulo 3, donde se estudia una estructura simpléctica particular. Las
ideas principales giran alrededor de los Lagrangianos de primer orden y la
redefinicién de variables.

El presente capitulo cuenta con cuatro secciones. En la 2.1 se introducen
los elementos y caracteristicas de un Sistema Dindmico Hamiltoniano para
una matriz simpléctica general, con la cual se define un paréntesis de Poisson
que da origen a las ecuaciones de movimiento (en el capitulo 3 se definird la
Meednica Cldsica No Conmutativa a través de una matriz simpléctica partic-
ular). La scccién 2.2 estd dedicada a definir al Lagrangiano de primer orden
a partir del Hamiltoniano y una estructura simpléctica dada. Las sccciones
2.3 y 2.4 exponen cl teorema de Darboux y el concepto de redefinicién de
variables que se utilizardn en el capitulo 3 para construir una transformacién
de coordenadas y momentos que “no conmutan” a un conjunto de variables
para el espacio fase que sf lo hacen.
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2.1 Sistemas Dinamicos Hamiltonianos

La matriz (1.25) de la formulacién simpléctica de la seccién 1.2, que define
al paréntesis de Poisson que da origen a las ecuaciones de movimiento, es
un caso particular de una manera general de formular una dindmica a partir
de una matriz simpléctica y un Hamiltoniano. Se pueden definir mds de
una matriz o estructura simpléctica que de origen a una teoria o Mecdnica
Cliasica. Dada una matriz simpléctica, se define con ella un paréntesis de
Poisson con el que se calculan las ecuaciones de movimicento de acuerdo a una
ccuacién como (1.27). En general, para un mismo problema (es decir, para un
mismo Hamiltoniano), con estructuras simplécticas diferentes se obtendrin
ccuaciones de movimiento diferentes.

De mancra general, se le llama sistema dindmico Hamiltoniano, dc n
grados de libertad, a aquel que sc¢ describe por la ecuacion

&

0
dt [f) }IIW'"

af
2.

e (2.1)

para alguna funcién del espacio fase y del tiempo f = f(z,¢), y [ , Jw el

paréntesis de Poisson definido como

sty = L2 - 220 @2
(—L es la matriz transpuesta de 2 ) para W=(w'7) una matriz sxmplcctlca clc
2n % 2n (cuyas entradas pueden ser funciones de z'). El paréntesis definido
por esta matriz debe satisfacer las propiedades de

i) antisimetria: [f, glw = —[g, flw,

ii) la identidad de Jacobi: [[f, gliwv, lw =+ {[g, klw, flw + [[%, fliv, gl =

Si el paréntesis de Poisson no se definiera como en (2.2), se debe pedir ademds
que satisfaga la propiedad de

iii) derivacién (de Leibinitz): [f, ghlw = [f, glwh + g[f, Rlw;

pero en este caso el paréntesis (2.2) ya es una derivacién.

Dado un Hamiltoniano y la matriz W que define al paréntesis de Pmsson,'
tomando como f a las variables del espacio fase en (2.1), las ecuaciones de
movimiento son
aji “’Jkgi = 6ij'LUJka—H' = wi* = OH .. (2:3) -

[z ff]w 6z'~‘ a e
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parai,j € '{1,'..., 271}2} Usando'la definicién (2.2); se tiene que
il 9 Kt ij
[Z ,Z]]ur = -—Z-‘UJ ";_ = Syw 6_7'[ =w-, (24)

¢s decir, mediante el cdlculo del paréntesis de Poisson entre las variables 2*
del espacio fase, se pueden identificar los elementos de la matriz W que lo
define.

Transformaciones Candnicas y Cantidades Conservadas. Como en
el caso de la estructura simpléctica dada por la matriz J, una transformacién
candnica en el caso de una matriz simpléctica W general, es una transfor-
macién de variables del espacio fase que deja invariante la estructura de las
ccuaciones de Hamilton ,é‘ = [}, H)yy. O, dicho de otro modo, una transfor-
macién es canénica si deja invariante al paréntesis de Poisson definido por la
matriz W,

Como en la subseccién 1.3.4, se puede mostrar que cualquier funcién f(z)
del espacio fase que no depende explicitamente del tiempo y que “conmute”
con ¢l Hamiltoniano, es decir, tal que [H, flw = 0, es una constante de
movimiento. Este hecho también puede verse de la definicion (2.1).

2.2 Lagrangianos de primer orden

El Lagrangiano que define al funcional del principio de Hamilton en el espacio
fase, y que da origen a las ecnaciones de movimiento (1.17), se puede construir
a partir de un Hamiltoniano y una estructura simpléctica dada.

Se le dice Lagrangiano de primer orden al Lagrangiano mads general lineal
en las velocidades, o primeras derivadas de las variables del espacio fase,

L(2%, 3, t) = Li(29) 2 — H(Z4t) (2.5) -

(con l;(z) y H(z) algunas funciones sélo de z's) que da origen a ecuaciones de -
movimiento de primer orden. Calculando éstas mediante el operador.de Euler-

Lagrange (1.18) que se conoce a partir del principio de Hamllton modnﬁcado’j
(seccién 1. 3), se tiene que : '

oL !
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OL - 9l |

_ Ol oH

55 = 5t o
=>E?L = (Q.l_-i__al_?éi__aﬂ_o
TET NP2t 99 zi

Denotando por wy = %i{v — %‘,—, las ecuaciones de movimiento se escriben
OH
023"

Para obtener este resultado se han calculado las ecuaciones de movimiento de
primer oden que viencn de un Lagrangiano lineal en las velocidades lo mds
general posible, utilizando el principio de Hamilton en el “espacio fase”.!
Comparando estas ccuaciones con (2.3), las que se obtienen con el paréntesis
de Poisson, se deduce que H debe ser ¢l Hamiltoniano del sistema que se
trate y wj; los elementos de la matriz inversa de W (la matriz que define
al paréntesis de Poisson). Cuando W cs una matriz constante, es suficiente
escribir [; = %wﬁzj para satisfacer la relacién z%' - % = wj; (recordando
que W=, como W, es una matriz antisimétrica (w;; = —w;i)).

Al sustituir las funciones ; y a H como el Hamiltoniano en (2.5), se
obtiene que el Lagrangiano de primer orden se escribe

(2.6)

i
Wwjiz" =

L(z, 34,t) = %wijz"z'i — H(Z 1) (2.7)

Dado que w;; son los clementos de la matriz inversa de la que define al
paréntesis de Poisson, el Lagrangiano de primer orden que se define con'un
Hamiltoniano particular, depende ademds de la matriz simpléctica que se
esté utilizando.

La forma (2.7) para el Lagrangiano, definido por un Hamiltoniano y una
estructura simpléctica constante, es la que se utilizara para construir el La-
grangiano No Conmutativo.

!Se esta denominando espacio fase a aquel al que pertenccen los puntos z = (21, ..., 22"),
aunque los momentos de la 2n’ada mencionada probablemente no sean las velocidades
gencralizadas (como son en el caso de la matriz simpléctica 1¥ = J usual o conmutativa)
cuando la matriz simpléctica que define al paréntesis de Poissou es arbitraria.

2En la subseccién 1.2.1 se hablé de las condiciones de borde de la definicién de un
problema de valor extremo (pié de la pdgina 7). Si la accién del principio de Hamilton
modificado se define con un Lagrangiano como (2.7), su estructura particular va a fijar
las variables para las que se deben establecer las condiciones de borde: serdn aquellas que
aparezcan derivadas respecto del tiempo en el término “cinético” (el que no tiene que ver
con ¢l Hamiltoniano).
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2.3 Teorema de Darboux

Del teorema de Darboux se desprende el hecho de que, desde un sistema de
coordenadas y momentos, se puede hacer una transformacién de variables
del espacio fase, tal que para el nuevo sistema de coordenadas y momentos
la matriz simmpléctica es.la candnica o usual. En general, los clemetos de la
matriz inversa de la matriz simpléctica son wj; = Q(e;, ¢;), donde €2 es una
dos-forma que toma parcjas de vectores del espacio fase, y {Ci},e([lm,zu) una
base ortonormal para ¢l mismo [53]; en el caso candnico, la matriz J estd

n .
dada por @ = 3 dat Adp; (A indica el producto exterior de dos uno-formas).

Bl teorema'_glc Darboux serd una herramienta muy importante para cl
desarrollo de los resultados de la seccién 3.4 del tercer capitulo de esta tesis.
En tal seccién se presenta una técnica para el tratamiento de la no con-
mutatividad que involucra una transformacién del conjunto de variables no
conmutativas en uno en cl que las coordenadas y los momentos conmutan
(en el sentido de que el paréntesis de Poisson calculado para las coordenadas
y los momentos entre si da cero). A continuacién se presenta el fundamento
que garantiza que esto se puede hacer.

Teorema de Darboux: Sea Q una dos forma diferencial cerrada® y no
degenerada, en una vecindad de z € R?. Entonces existe una vecindad
de z en la que se pucde elegir un sistema de coordenadas y momentos

(=) .0y T, D1y ooy Pa) tal que Q tiene la forma candnica y constante Q =
143

) l(l:u‘ A dp;. (Una demostracién del teorema puede encontrarse en [4].)

™ Bste sistema de coordenadas y momentos que se puede clegir en el que la
dos forma Q es la candnica, es ¢l conjunto de variables para el espacio fase
para ¢l que la matriz simpléctica es J de (1.25). Para verlo: dendtese por
QY para i € {1, 2}, dos uno-formas en V un espacio vectorial de dimensién
n finita, que toman vectores v € V y devuelven clementos del campo. El
producto exterior de dos uno-formas Q2 = Q!; A 25 es una dos-forma que
toma parejas de vectores en V' y entrega clementos del campo. Por definicién
{4], se tiene que

Q% (v1,v2) = Q' A Qo(vy,v2) = Q11 (1)Q2(v2) — Q2 (v)Q 1 (v2).
3Una forma diferencial  en una variedad M es cerrada si su derivada exterior cs cero:

d2 = 0. Una forma cerrada es el andlogo en muchas dimensiones de un fluido incompresible,
cuyo flujo a través de la frontera de una regién es cero.
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Ahora, la diferencial de un campo escalar es una uno-forma, y en particular
la diferencial de una coordenada cartesiana z* (para i € {1, ..., 2n}) evaluada
cn los vectores de la base candnica {c,-},-e{l_,,__g,,) es dzt(e;) = 8;5. De manera

que para las variables del espacio fase, objetos como dz* A dp; se escriben
dz' Adz"**, y evaluados en parejas (ej, e;) de la base candnica para el espacio

2n
fase (tal que z € R?® se escribe z = Y z'e;) da como resultado
i=1

dzt A dz"+i(ej, Ck) = 6,-j6n+i,k - 6ik6n+i,j- (2.8)

Sumando sobre 7 de 1 hasta n las dos-formas dz A dz** se obtiene §, la dos
forma del pédrrafo anterior, que evaluada sobre las parejas de vectores de la
base {e;, ex) da como resultado

— _ 6n+ ks jE {11"-)”}
Qejr k) = Snjk — Ongryy = { _5:+k'j’ J€ {n+1,..2n} (2.9)
(y k € {1,...,2n}). Por lo tanto, de la definicién para la matriz inversa de la
matriz simpléctica W, wi; = Q(e;, ex), se tiene que W = (w¥*) de 2n x 2n es
la matriz J de (1.25).

La utilidad que se le dard al teorema de Darboux en esta tesis es que,
una vez construido el Lagrangiano No Conmutativo definido por una matriz
simpléctica y un Hamiltoniano de acuerdo con (2.7), garantizara la existencia
de un sistema de coordenadas y momentos para el que la matriz simpléctica
es .J. Es decir, se podra intentar transformar las variables no conmutativas,
en las que estard definido el Lagrangiano No Conmutativo, a un conjunto de
coordenadas y momentos conmutativos entre sf,

2.4 Transformaciones de variables, su impacto
sobre el Lagrangiano y las ecuaciones de
Euler-Lagrange asociadas

Para establecer el tipo de cosas que se hacen en la seccién 3.4, cuando se
transforman las variables no conmutativas del espacio fase a un sistema de
coordenadas y momentos conmutativos entre si, se expone el efecto de las
transformaciones de variables (las redefiniciones de coordenadas y momentos)
sobre cl Lagrangiano y sus ecuaciones de movimiento.
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Dado un Lagrangiano de primer orden L = L(z%, 3*) (parai € {1,...,2n} si
hay n grados de libertad), sea una transformacién invertible, no infinitesimal
¥y no necesariamente candnica, que lleva las variables z‘ del espacio fase a las
Z3, en general, de otro espacio fase (Z = Z(z2), con Z=2(z2),z=2(2) y
2 = 3(Z,2)), y el Lagrangiano L al L = L(Z, Z) = L(2(Z2), 2(Z, Z)). Usando
las identidades

0z _ oz
0; 0z
0z _ doz
9z dtdz’
se puede ver que
Bil(z,2) = E,-L(z(Z),z'(Z,Z)):E,-E:%%—%

4 (3Lom oLoz) (oLow oL oz)

82Zi gz 023 93 923 9z 8721 8z
_d_(@[_,)_a_Z_j__'_gfiil_ (OZj) oL 8z oL d (3Zj)
dt ozt 9zZidt

azi 97 ) T 021 82 pzidt \ 0z
d (9L oL 827 _ -z, 51 0F'
= [Eﬁ (ﬁ) - 52] 2.7 = EiL(Z, D)5+, (2.10)

con B = ﬁ(ozi) az: el operador de Euler-Lagrange en las variables Z7. Es
decir, las ecuaciones de movimiento en uno y otro sistemas de coordenadas
y momentos son proporcionales a través del Jacobiano de la transformacién.
Lo anterior implica que, resolver el problema de encontrar la solucién 2° que

satisface las ccuaciones F; L(z¢, ) = 0, cs equivalente a resolver el problema
de encontrar la solucién Z° que satisface las ecuaciones £;L(Z¢, Z°) = 0.

En conexidn con la seccién anterior, sobre la existencia de una vecindad
para todo punto del espacio fase en la que se tiene un sistema de coordenadas
y momentos en el que la estructura simpléctica es la canénica o usual, si a
un conjunto de variables para el espacio fase se le aplica una transformacién
que define otro conjunto de variables para el que la matriz simpléctica es
la candnica, hay un requisito que debe satisfacer tal transformacién. Tal
requisisto se muestra a continuacidn. :

Las transformaciones canénicas dejan al paréntesis de Poisson 1nva.r1ant;e -
Una transformacién no candnica cambia necesariamente la estructura sim-
pléctica que define a las ecuaciones de movimiento. En particular, supéngase
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que con un mismo Hamiltoniano se construyen un par de Lagrangianos de
primer orden con W y W’ dos matrices de diferentes estructuras simplécticas,
ambas constantes, :

L = %w;jziéj—H(z) -
I = %wijiZj—H(Z). (2.11)

El paréntesis de Poisson (definido por una y otra matriz simpléctica) cal-
culado en cada conjunto de variables para el espacio fase (z y Z) entrega
resultados distintos. Supdngase ademds que hay una trausformacién lineal ¢
invertible entre las variables 2 y Z

Z = Z(z)= Az
. ; ozt
(Zl = aisz = 927 =a,-]~). (2.12)
El sistema f{isico es el mismo (con H(Z) = H(z(Z))), pero expresado en

distintas variables; variables de distintos espacios fases. Las ecuaciones de
movimiento para cada uno de estos Lagrangianos son

'wijéj —_ 2]5[:(72—)'
w2t = agz(mZ) (2.13)

_Las segundas ecuaciones en términos de las variables z, mediante la trans-
formacién (2.12), se convierten en

92!, 9H(Z(2)) 97

& s NI
L Mg ® 07 9ZF (2:14)
En forma matricial; esta dltima ecuacién se ve. S
(2.15)
entonces, .
(2.16)
(2.17)



Uusando que los elementos @j; de la matriz tlanspucsta de A son taleq que
dj = a;;, la ccuacién anterior establece que

akgwl.,a[j = Wij. (218)

Una transformacién que satisface (2.18) (llamada transformacién de Dar-
boux), define una estructura simpléctica a partir de otra.

Una transformacién que lleve una estructura simpléctica constante arbi-
traria a la candnica o usual, tiene que ser una transformacién de Darboux
para que transforme las ccuaciones de movimiento para una estructura sim-
pléctica arbitraria en las ecuaciones de movimiento para la estructura sim-
pléctica candnica o usual.

Los dos Lagrangianos (2.11) s¢ definen por Hamiltonianos que vienen del
mismo problema. Estos sistcmas estdn relacionados entre si por un cambio
de variable. Simplemente se ha cambiado la manera de describirlo, es decir,
las variables con las que se describe su evolucién: un sistema de coordenadas
y momentos satisface ciertas relaciones en el paréntesis de Poisson y ¢l otro
otras.
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Capitulo 3

Formulacion de la Mecanica
Clasica No Conmutativa

Se aborda el problema de construir una Mecdnica Cldsica en dos dimensiones,
en la que calcular el paréntesis de Poisson (denotado por [, ]) para las
coordenadas y los momentos entre si de como resultado constantes distintas
de cero (manteniendo ademds la relacién usual entre cada coordenada y su
momento conjugado). En otras palabras, se busca una estructura en la que

[z,y] = 0#0
[p.mpy] = ‘77é0
[-”L',P:] =1
,p] = 1,

es decir, las coordenadas y los momentos sean “no conmutativos”,

En la seccién 3.1 se construye el Lagrangiano No Conmutativo de primer
orden, utilizando la estructura que este tipo de Lagrangianos tienen (expuesta
en la seccidn 2.2). La seccién 3.2 es un breve vistazo a la manera en la que se
presenta el campo central en este contexto, definiendo un par de constantes de
movimiento y estudiando la integracién de las ecuaciones de movimiento que
se tienen para estc problema. La seccidon 3.3 estd dedicada a la construccién
del Lagrangiano No Conmutativo en el espacio configurcién, el que depende
sblo de coordenadas y sus derivadas respecto del tiempo. El resultado que
se obticne cn esta tesis es que éste depende de derivadas de orden infinito
de las coordenadas. También en esta seccidn se estudian las ecuaciones de
movimiento de este Lagrangiano y algunos casos limites: En la seccién 3.4 se
utiliza ¢l teorema de Darboux para definir una transformacién de variables
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del espacio fase que lleva las coordenadas y momentos no conmutativos a
un conjunto de variables candnicas, cuyas ecuaciones de movimiento en el
formalismo simpléctico se calculan con la matriz “conmutativa” J. Al final
de esta seccién se presenta una breve discusidén acerca de la equivalencia entre
los problemas que se tienen antes y después de esta transformacidn.

Para ilustrar las alteraciones en la dindmica debidas a la introduccién de
los pardmetros no conmutativos 8 y o, se presentardn en las secciones 3.1 y
3.2 los ejemplos de la particula libre y cl oscilador arménico, y en la seccién
3.5 se estudiardn los Hamiltonianos que corresponden al 1iltimo y al péndulo
de Foucault aplicando la técnica de transformacién de variables de la seccién
3.4.

3.1 Dinamica Hamiltoniana y el Lagranglano
No Conmutativo

Para formular la Mecdnica Cldsica a través de un sistema dinimico Hamilto-
niano, de acuerdo con lo expuesto en la seccién 2.1 del capitulo 2, se requiere
de una funcién Hamiltoniana y una matriz simpléctica con la cual se deﬁna
un paréntesis de Poisson.

Sc define el plano no conmutativo (2! = w, 22 = y,2% V=y'p:'Ay 2 ; py)
tomando la matriz simpléctica -
0 0 1.0
-0 0 0 1 L
W=1l-10 0 o (3.1)
0 =1.-0/ ‘O*

(con 8 y o constantes) que define al pmente51s de Ponsson entre dos funciones
del espacio fase dado por

3f Vag af wht 99
9z~ 9" B

Para definir la matriz W, sus elementos w¥ se identifican mediante la relacién
que guardan con los resultados de calcular el paréntesis de Poisson entre
coordenadas y momentos (2.4). Es decir, si se quiere que [z%, 27}y = w¥, éste
debe ser cl elemento (ij)’esimo de la matriz W.

[f, glw = (3.2)
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Sea un sistema fisico descrito por el Hamiltoniano H(z,t). Sus ecuaciones
de movimiento se calculan usando el resultado (2.3),

& = [ Hlw= gg [z‘,zf],v% — 2" gg_
y = [%Hlw= 35 (2%, zJ]WaH = —0%% + Z_:I;
ﬁz = [ Hlw= gg [2® zJ]WaH = _%.Ixi + Ug_fy
By = [ Hlw =" 61; (2, ZJ]W% = —% - ag-g-. (3.3)

En adelante se omitird el subindice W que acompaiia al paréntesis de Poisson
para recordar la matriz simpléctica que lo define. El paréntesis que se utilizara
a partir de ahora serd el definido por la matriz (3.1).

Para construir el Lagrangiano No Conmutativo en el espacio fase, definido
a partir de un Hamiltoniano y la matriz simpléctica que se propone, se cacula
la matriz inversa de (3.1), y se escriben sus elementos en el Lagrangiano de
primer orden de acuerdo con la forma (2.7) de la seccién 2.2. El Lagrangiano
No Conmutativo (LNC) de primer orden cs

= ( )(17711 ."Hiy -+ 0ﬁypx - U"ty) - f[(:l:, Y, Pz, Py)‘ (3'4)

Dada la forma del término cinético de (3.4) como irremediablemente aparecen
los términos 0p,p; y oy, se deben fijar en las condiciones de borde uno de los
momentos y una de las coordenadas (no se pueden fijar sélo las coordenadas
o sélo los momentos). Este Lagrangiano es el punto de partida para estudiar
la Mecdnica Cldsica No Conmutativa, Ademds, serd, en la segunda parte de
esta tesis, cl objeto que se cuantizard para construir una Mecdnica Cudntica
No Conmutativa mediante la integral funcional de Feynman y el principio de
accién de Schwinger.

Introduciendo este Lagrangiano en el principio de Hamilton para el espa-
cio fase de la seccién 1.2, se obtienen las ecuaciones de movimiento que de él
resultan. Usando el operador de Euler-Lagrange (1.18) sobre el LNC (3.4),
las ecuaciones de movimiento son

. . oH
oz + 0py) o 0

z

. . OH
oy — 0p;) — _ap =0
Y
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. . OH
a(-pe+op) -5 = 0

H
a(-py,—ocx)——— = 0 3.5
( p!l ) ay kil ( )
con o = ﬁ. Por supuesto, estas ecuaciones coinciden con las calculadas

mediante el paréntesis de Poisson (3.3). Las ecuaciones de movimiento para la
estructura simpléctica (3.1) regresan a la forma canénica o usual cuando los
pardmetros no conmutativos sc hacen cero (como debe ser, puessi @ = o =0
la matriz W es la matriz J).

En las referencias [23, 24, 25] sc pueden hallar estudios sobre el grupo
extendido (“exdtico”) de simetrias de Galileo asociado a las ecuaciones de
movimiento de teorias no conmutativas, donde el parametro 6, involucrado
en la definicién del paréntesis de Poisson, modifica las simetrias asociadas a
las rotaciones y traslaciones Galileanas.

Tal vez valga la pena ilustrar las modificaciones de las ecuaciones de
movimiento con un ejmeplo (el mas sencillo). El Hamiltoniano H = ;L (p2 +
7’12/)’ del sistema fisico que se llama “particula libre no conmutativa”, da origen
a las ecuaciones de movimiento de primer orden

. . Pz
. y) —— = 0
o+ 0py) m
. . _ Py —
a(y 07)1-:) m 0
—pz+oy = 0
—p, —o = 0. (3.6)

De estas se pueden obtener dos de segundo orden para las coordenadas

mi—oy = 0
mij+oi = 0. (3.7)

No son las de la particula libre usual (en la que los momentos son constantes
de movimiento). Lo que se obtiene por “particula libre” (usando el Hamil-
toniano que es sélo la encrgia cinética) podrian ser las ecuaciones de una
particula cargada eléctricamente en un campo magnético B constante, donde
B = 27, cla velocidad de la luz, y e la carga eléctrica. Decirle al problema
con Hamiltoniano H = z--(p2 + p2) particula libre es sélo por darle el mismo
nombre que tiene en el caso usual o conmutativo. En la Mecdnica Cldsica No
Conmutativa este Hamiltoniano puede representar a una carga eléctrica en

un campo magnético constante [52] representado por el pardmetro o.
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Se pueden desacoplar las ecuaciones (3.7) derivando respccto del tiempo
la primera y en ésta sustituir la segunda, para obtener :

dta' m2>
o d o? . ;
dty+ —9 = 0. (3.8)

Con una primera intcgracién de estas ecuaciones se tiene

- L
I + —I = Az

3 0 e ;
. o o '

un sistema de dos ecuaciones de segundo orden’ inhomogéneo (con A; y
Ay constantes de integracién). Una soluci6n particular. de este sistema es
(z(t), y(t)) = AI, my Ay, y, si la solucién ggn’er"al para-el sistema ho-
mogéneo asociado es R ST

B0 = BuolfitOenist |

y(t) = Bye'wt+ Cye=imt, . (3.10)

la solucién general de las ecuaciones (3.9) es
z(t) = —A, + Byeiwt 4 Cpe™imt

2 . Co
y(t) %—Au + B,ei&t + Cyeia, (3.11)

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (3.7) se puede ver que los .
coeficientes de = y y no son independientes, de hecho B, = iB; y C)'= —iC;.
Sabiendo esto, y si las condiciones iniciales' son

z(0) zo, £(0) = v-(0) = vy
y(0) Yo, U(0) = vy(0) = vy, (3.12)

'Poner estas condiciones iniciales es consistente con introducir et LNC L = %(@p: —
TPz + Ypy — YPy + O0Pyp: — 0p2py + oz — oiy) — H (equivalente a (3.4) por una derivada
total) en el cdlculo del extremal de accién S = [ Ldt cuando se fijan todas las variables del
espacio fase en un sélo tiempo (ver pié de pigina 8), pues en este ejemplo de la particula
libre los momentos son la masa por las velocidades. .

33



entonces las constantes' A’s B's’y C’s son

fl: = &g+ ;’Uyo
: m
_Ay = Yo 7; ‘;'Uxo
. Bz = '—‘2—0_('1)‘,0 -+ i’l)xo) ‘
m
Co = —(vyy —iveo) = B, (W)
y por lo tanto, las soluciones para las coordenadas de la parl’cula libre son
m .
z(t) = (wo + —v,,o) + vxosen(—t) — —Uyg cos( t)
m L
yt) = (w— ;'Uzo) + —vzo cos(-—t) + —v,,osen(—-t). : (3 14)

Ahora, sustituyendo las dos tiltimas ecuaciones de (3. 6) en’ las dos prxmeras
se tiene que p, = mz y p, = my, y por lo tanto :

o o
p(t) = mfugg cos(-n—lt) + vyosen(;-n-t)] i
py(t) = m[-—vxosen(it) + vy, cos(it)]. s (3.15)
Las soluciones para las coordenadas (3.14) y para los momentos (3 15),
forman la solucién completa de la “particula libre” en el espacio fase. ! :

Regresando a las ecuaciones de movimiento (3.5), si el Hamiltoniano es
del tipo H =T+V (con T'= 2(px+p )), las ecuaciones de primer orden son’

a(y - 07).1:) —py = 0
. R ov
o~pz + 07) — g—x =0 ,
M-m-a@—ﬁg = 0. o (3.16)

Sumando y restando términos apropiados en las dos primeras: ecuaciones
(que corresponden a las definiciones de los momentos en la t.ransformada de
Legendre del caso conmutativo) se obtiene

i+ ab (5, +oi+ 222 —ab | o
Py « 0y - Pz
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X . . 10V LOVN- - e
ay — al (pz—-ay+a—6-;>—p,,+a>9( oy + am) = 0. (3.17)

Derivando estas dos ecuaciones y sumando y restando nuevamente términos
apropiados resultan las ecuaciones siguientes

oy LBV _d v
E-oyty adz  dt oy i v
d 189V Sn e 1avy
+a odt (p,,+a:z:+ —(—9-!—,-> + (—pz,+ ay,—,a:-b;> =0
o4 L 6V+ d(av) R
irot+Soy Yo0ules

d 1oV (. . 19V
+a0—l—t (p, — oy + ——-%>+ (—p,, — 0% - EEJ) =0

Usando el segundo par de ecuacxones del conJunto (3.16) y sus derivadas se
obticne

18V d av
T em lug) ©
Jt i S+ (5 = O (3.18)

Aunque este sistema de ecuaciones de segundo orden involucra solamente a
las coordenadas, esta correctamente definido en el espacio fase. Resolver el
sistema de ecuaciones (3.18) para hallar las soluciones para las coordenadas y
después encontrar las soluciones para los momentos, es encontrar la solucién
completa en el espacio fase, el movimiento del sistema con Hamiltoniano H.

3.2 Breve exploracion en el campo central
V(r)

En la Mecdnica Cldsica usual el problema de dos cuerpos en el espacio sujetos
a una fuerza entre ellos, es equivalente al problema en el plano de un cuerpo
en un campo central, con el origen en el centro de masa de los cuerpos (que se
mueve con velocidad constante). Este problema requiere cuatro integraciones
o cuadraturas para resolverlo; dos de éstas las proporcionan la energia y
el momento angular (cantidades que se conservan para las ecuaciones de
movimiento).
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En ¢l caso no conmutativo, se podria hacer una primera aproximacién
al problema del campo central resolviendo las ccuaciones (3.18) de mancra
andloga al caso conmutativo, para V = V (r). Para hacerlo, como son dos
ecuaciones de scgundo orden, se requieren de cuatro cuadraturas o integra-
ciones, dos de las cuales las proporcionan también la energia y el momento
angular no conmutativos (definidos a continuacién). Se escribirdn las ecua-
ciones (3.18) en coordenadas polares.

3.2.1 Constantes de las ecuaciones (3.18)

Se puede mostrar, de manera andloga a como se muestra en (1.30) (usando
la antisimetria de 1¥), que el Hamiltoniano a partir del cual esta definido
el Lagrangiano (3.4), es una constante de movimiento (mientras no dependa
explicitamente del tiempo).

Cuando ¢l Hamiltoniano ticne la forma H(z,y,pzpy) = T+V = {(ps +
py?)+V (z, y), usando las ecuaciones de movimiento (3.5), H se puede escribir
en términos de coordenadas y velocidades como (habiendo tomado la masa
m=1)

NS Y ov. ov. ¢ ove ove
E=H= 2(:1: +7 )+V(:c,y)+0[a$y ay:l.]+ 5 [(8:11) +(0y) ]. (3.19)

Dado que esta cantidad es el Hamiltoniano en términos de coordenadas y
velocidades, se le Hlama la “encrgia” no conmutativa del sistema. Escrita en
csta forma, la encrgia es una constante de las ecuaciones (3.18).

Si H = T + V y ademi4s el potencial ¥ (r) del problema es central (r =

VzZ +y?), éste satisface la propiedad

LV v
Yoz ay
y se tiene otra cantidad conservada de las ecuaciones (3.18):
l=uxp— y:i: + G(Z?—Z + y%—‘f— -V)+ g(:z:2 + y2). ‘ (3.20)

Esta cantidad puede calcularse empleando el teorema de Noet.her usual (e*{-
-puesto-en-la subseccién-1.1.3), notando que el Hamlltomano es: mvanante',
ante rotaciones (en el espacio fase). Se le llamard * momento angular no:
conmutativo. ; g :
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Cuando los pardmetros no conmutativos se hacen cero, tanto la energia E
como el momento angular ! no conmutativos adquieren las formas que tienen
la energia y el momento angular usuales.

3.2.2 El problema central

Dado que para las ecuaciones de movimiento (3.18) se cuenta con las con-

stantes (3.19) y (3.20), que sc escriben en términos sélo de las coordenadas

y las velocidades, se pueden utilizar como dos primeras integrales o cuadrat-

uras para encontrar las soluciones a estas ecuaciones para las coordenadas.

Una vez conocidas las soluciones para éstas, se pueden conocer las soluciones

para los momentos usando las ecuaciones de movimiento de primer orden.
Si se toman las coordenadas polares r y 8

tanf = ;‘:—, (3.21)

la energfa y el momento angular £ y [ para el problema central, donde V. =
V(7), se escriben en estas coordenadas como :

. = 3 2
E = —1-(7"2 +'r2ﬂ2)+V( )+05rﬂ+%(6v

I =r 2ﬂ+0(—r—V('r))+—7‘

)2

o (3.22)

Combinando las

Las cuadraturas E y [, se pueden utlluar para plantear las dos cuadraturas
restantes, A partir de ! se tlene que” - ;

l— —r—V——r2
sl > ) ] =
.__ —_ ___.22 :
= E—l2+;“ TTZV) Tl vy
gV =05 — V)~ g7 6 vV,
+6 e - +. 2(ar). (3.24)
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Si al tiempo’inicial ¢¢ se tienen las coordenadas rq y Bo, se puede ver que

dr
t pu—
K 1 LU0 r—vy—gr?2 a\ U=0(5Er—V)-2712] 92 9V ye
0 2{E \% 3 -z 0 - 2 (0r) }
t ,
L= 0(3¢r —v) = g7
B = /dt — 2" 1 (3.25)

La primera integral entregard al tiempo como {uncidén de r y las constantes E,
l y ro. Invirticndo esta dependencia, se sustituye a r(¢, E, {, ) en la segunda
integral para obtener la solucién para 8 en términos del tiempo y todas las
constantes: B(¢, E,,7,, Bo)-

Con las funciones 7 y 8, a partir de

z = rcos(B)
y = rsen(B) (3.26)

se tienen las soluciones para las coordenadas cartesianas, y a partir de éstas se
obtienen las soluciones para los momentos. La solucién completa al problema
del campo central en las variables del espacio fase incluye dar las expresiones
tanto para coordenadas y para momentos.

Cabe preguntarse si el problema planteado en esta subseccidn, es el prob-
lema del campo central no conmutativo. Lo es en el sentido de que en el
Hamiltoniano del Lagrangiano No Conmutativo (3.4) se introdujo un poten-
cial que depende sélo de la variable r de las coordenadas polares. Mas este
problema estd inmerso en el espacio fase. No es el problema del campo cen-
tral en cl espacio configuracién. Aunque se siga la misma linea de resolucién
para encontrar la expresién de las coordenadas, que se puede encontrar en
los textos usuales como [33], aiin se deben dar las soluciones también para
los momentos, es decir, dar la solucidn en el espacio fase completo.

3.2.3 El Oscilador Arménico

El oscilador arménico no conmutativo, entendido como el problema con
Hamiltoninano

H(w,y,pz,pg) #'—(pz +py2)+—(x +y) (32

se puede abordar de manera sencllla en’ las coordenadas cartesmnas




Las ecuaciones de movimiento de pnmel ordcn de este sxstema, alculadas
de acuerdo con (3.3) o (3.5), son C e

& = 0w%’+p‘,

¥ = —-0w2:c +py
Py = —w '”'*‘ opy
Py = 7 —w?y - Up::, KR (3.28)

con las que se puede armar el sistema de ecuamones de segﬁndo‘orden,
i+ (1+ 02wz — (B +0o)p, = 0 ;
Py + W+ 0¥)p, — (B’ + o)’z = 0. (3.29)
- Suponiendo que la solucién para este sistema de ecuaciones va como '

B(1) = Aseit B4 Cuet g Dt
py(t) — Ap”ez)qt+pre—|ht+cpveu\2t+Dpye—1A2’t (330)

(con A, # X2), de acuerdo con las ecuaciones (3.29), sélo cuatro: de. lbs co-

eficientes que acompaiian a las exponenciales son 1ndepend1entes estos se'

pueden escribir en términos de las condiciones de borde :
.'E(t,) zl’ :L‘(t") . zll’ -
py(t/) p;/! py(t") = va S (3.31)

para dos t.icmpos " > t'. Ademds, resulta quc las frecuencias /\1 = A A4
] +
/\2 = AT estdn dadas por dos frecuencias independientes que salen de
+

0u? +0) & /(w? +0)% + 422 :
/\i=={=(w + o) (Ow? +0)° + 4% (3.32)

2 )

donde el subindice se toma de acuerdo al signo para el radical, y el superindice
de acuerdo al signo que tiene el primer término de (3.32) (Al Lagrangiano
(3.4) no le afecta el signo de ¢, pero las A’s no serian frecuencias si tuvieran
parte imaginaria. Pero esto no sucede porque el niimero que estd dentro del
radical en (3.32) es positivo no importa si « >0 0 & < 0).

Las soluciones se pueden escribir como

z(t) = pi(B'sen| + B"sen}) — po(A'sen, + Aseny),
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py(t) = (Bw? — Ar)p1 (B'sen) + B"sen'l)l
—(0w? + A2)pa(A'seny + A'sen,),

(3.33)
‘, donde se ha uéado la notacién
B' = [(6uw®+ \)z' ~ p’y],
B" = [(0w?+ A2)z" — py),
A = [(0w® - Az —pl,
A:I' = [(0w® — A)z" - pj,
sen;, = sen\;(t" —t),
cos; = cos\(t" — i),
sen;- = sen)(t —t'),
cos; = cosA(t —lt'),
L Y /\g)lsen(/\lT)’
. S—— 3.34
P2 O + A)sen (D) (3.34)

para escribir de manera compacta las soluciones. Empleando la primera y
cuarta ecuaciones del sistema (3.28), se pueden escribir las soluciones para
el resto de las variables del espacio fase. Estas son .

y(t) = —p (B cos; —B" cos;) — pa(A' cos, —A” cos,),

(8w? = X)) pr(B' cos; —B" cos,)

p=(t)
+(Bw? + Ag) pa (A’ cosy — A" cos,). (3.35)

Deccirle al problema resuelto en esta subseccién “oscilador arménico” es
para, como en cl caso de la particula libre, nombrar al Hamiltoninano (3.27).
Pero, en el caso no conmutativo, este Hamiltoniano podria representar por
ejemplo a un oscilador en un campo magnético constante perpendicular al
plano que lo contiene (con fecuencia w?+ (%)2, y B = 0w?+0.). Se dice esto
porque las ccuaciones de segundo orden que se obtienen para las coordenadas

£+ (1 — 08)wiz — (0w’ + o)y 0
i+ (1 -00)u?y+ Ouw?+0o)i = 0 (3.36)

son las de ese sistema [52] (que en el caso conmutativo tiene como La-
grangiano a L = }[(z — 2y)? + ( + £2)?] — j[w? + (%)2](:1:"’ + y?)). Esta
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¢s una interpretacién comiin en referencias recientes sobre el tema acerca del
cfecto de la no conmutatividad (no sélo en el dmbito cldsico, sino también
en-el cudntico) sobre los sistemas fisicos [32, 55, 67).

3.3 Lagrangiano No Conmutativo de segundo
orden ‘

3.3.1 EL LNC en el espacio configuracién

Para estudiar la dindmica de un sistema no conmutativo en el espacio confi-
guracidn, se construye el Lagrangiano de segundo orden a partir del de primer
orden (3.4) definido en la seccién 3.1. Para esto se deben despejar sus variables
auxiliares. Tanto en el caso usual como en el no conmutativo, las variables
auxiliares del Lagrangiano de primer orden son los momentos conjugados de
cada coordenada.

Partiendo del LNC de primer orden

L = a(ip: — ypy + 0Pypz — oy) — H(z,y, Pz, Dy), (3.37)

usando sélo las ecuaciones de movimiento que corresponden a los momentos

S oy L OH
(5}),:) a(z +>;9p!{) 7_‘ '3‘17:' =0
(‘57’1/) o 91’:) = —3;,; =0

tomadas del conjunto (3. 5), se resuelve para. éstos en termmos del resto de
las variables y sus derxvadas ‘Si‘el: Hamlltomano es 'del tipo H= —(pz
py%) + V(z,y), entonces de la.s dos ecuaclones anterlores se puede escrlblr _

a(a: + pr)

Ca(y—6ps). : “(3.38)

. :'Py

'll v Il'?

Derivando una vez respecto del tlempo la segunda ecuacién y sustltuyendo
esta nueva expresxon en la prlmera. se obtlene que

7—-a[:z:+a0./ af p,], (339)
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tomando la segunda derivada respecto del tiempo de la primera ecuacidén de
(3.38) y sustituyéndola en esta dltima expresién resulta que

Pz = ot + abij — a?6%z® — o20%p, ™). (3.40)

Retomando la segunda ecuacién de (3.38), derivdindola tres veces y susti-
tuyéndola en la dltima expresién, se obtiene una ecuacién para p; que in-
volucra a la cuarta derivada respecto del tiempo de p,. Realizando un pro-
cedimiento similar para py, con csta sucesién de sustituciones para despejar
algebraicamente los momentos en términos del resto de las variables y sus
derivadas, se llega a que

o0
a Z(_l)n(ao)zn[x(zn-}-l) + (ae)y(2"+2)]

Pz =
n°=°0

py = @ (~1)"(af)2 [y — (af)al2n+D)] (3.41)
n=0

(en los términos de las series, ¢l exponente de las coordenadas denota los
drdencs de derivacién). Notar que en estas expresiones no aparece el pardmetro
o. Si sélo las coordenadas no conmutaran pero los momentos si, las expre-
siones para éstos serian las mismas salvo que « seria igual a 1.

Si al Lagrangiano de primer orden (3.37) se le suma la derivada total
—%ﬁﬂ%ﬁ, utilizando las expresiones (3.38), éste se puede escribir como

L = Z(ép. +ipy) + aoya — V(z,1)  (3.42)

(recordando que, con la masa igual a la unidad, H = $(p2 + p2) + V(z,)).
Ahora, sustituyendo en esta expresién para ¢! Lagrangiano la forma de los
momentos (3.41), el Lagrangiano No Conmutativo como func1on (le la.s coor-
denadas y sus derivadas es

L= —{.'I:a Z( 1 (aO)z"[z(z"H) + (ao)y(2n+2)]

o 35(-1) (ae)z"[y“"“’ (a0)z@))
. n=0
+aay:z:— V(a:,y), Gl ©(3.43)
que no es un Lagrangzano d‘ek segundo orden. Sustituir los momentos (3.41)
en el Lagrangiano (3.37) introduce una no localidad, entendida como la. pre-
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sencia de infinitas derivadas respecto al tiempo de las coordenadas en el La-
grangiano (3.43). Esta no localidad tendrd como consecuencias al calcular
las ccuaciones de movimiento la necesidad de infinitas condiciones iniciales.
Como el procedimiento para obtener el Lagrangiano (3.43) es el mismo que
se usa en ¢l caso conmutativo para obtener el Lagrangiano de segundo orden
a partir del de primer orden, se le llamard a (3.43) Lagrangiano No Conmu-
tativo en el espacio configuracién.

Este es uno de los resultados mds notorios de esta tesis: Introducir la no
conmutatividad de las coordenadas del espacio fase implica una no localidad
del Lagrangiano No Conmutativo como funcién de las coordenadas y sus
derivadas respecto del tiempo. El trabajo del que ha surgido esta tesis ain
no ha avanzado en una linea de investigacidén que plantee cuantizar al LNC
en cl espacio configuracién (3.43), sélo se ha cuantizado el de primer orden
(3.37).

Como se observé en la subseccidn 1.2.2, resolver un problema de derivadas
superiores es equivalente a reslover uno de primer orden pero en un nimero
superior de variables. Se podria pensar (si sec respondieran a las preguntas
del final del pdrrafo y la subseccién mencionados) que resolver un problema
de infinitos 6rdenes de derivacién es equivalente a resolver un problema con
infinito nimero de variables (como un cuerpo rigido).

3.3.2 EIl LNC (3.43) escrito con un “producto-x”

Los momentos despejados como variables auxiliares (3.41) se pueden re- es-
cribir de la siguiente manera

= ‘ago( 1) (@0) el + (a0)7]
o “v’aZ%( -1 (@)™ ol (00}

Motlvado por la forrha. de la. serie pmra el mvers
1 .
—_ =1 - 1 n,
Tra -0 o | ,.z_(:,( ya

el operador que aparece en las expresxones ante
puede recordar de acuerdo con :

S (-1 a0 e = {1 +_a0>2 mh

N

es para los momentos se

(;3.45‘)
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de manera que las expresiones (3.44) se escriben como

i . = i d2 . s
cope = ol (00)2;!?; ~'& + ()i
= all+ (a0 - (o), (3.46)
Sea el operador « definido por
e yi:‘: e - \ 2d2 » S .
: . * E o [1 -+ (a0) ﬁ] . : (3.117)

Ento‘nces, los mdfnckitos:;(3.44) en términos de este operador. son
Lo . 1 ' )
Pe = xli+ (a0)i] _
a ;
¥ (= (aB)z], - - . (3.48)

<Py

Cy 2151’, el LNC (3.;13) se escribe como (sﬁmandd la derivada total de —22zy)
1
L=5(axi+yg)+ %g(i*y — %)+ %(zg] —yi) — V(z,y). (3.49)

En esta tltima expresion para el LNC en el espacio configuracién (3.43),
la no localidad debida a la no conmutatividad de las coordenadas estd con-
tenida en el operador #, que se lo puede interpretar como un producto (no
conmutativo en el sentido que no es lo mismo axb que bxa, pero si asociativo)
entre objetos que son derivadas de las coordenadas respecto del tiempo de
érdenes mayores o iguales a uno. Esta interpretacién reduce la no conmuta-
tividad de las coordenadas a una caracteristica (no local) del producto que
se puede definir en los espacios a los que pertenecen las velocidades y las ace-
leraciones, y cs a trave$ de este producto que se ven afectadas las trayectorias
del espacio configuracion.

Los Lagrangianos no locales en teorias no conmutativas introducen con-
sideraciones que vale la pena mencionar. La primera es de hecho la caracter-
izacion que se hizo de lo no local como la necesidad de infinitas condiciones
iniciales. Este requerimiento es equivalente a introducir la trayectoria solu-
cién q(t + A), para todos los valores de A, en el principio variacional (los
pardmetros, £ y A asumen el papel del tiempo, se vuelven como dos “tiem-
pos”), y como consecuencia de esto, las ecuaciones de Euler-Lagrange se con-
vierten en constricciones del problema. Si se insiste en definir la evolucién
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cn el tiempo ¢ para una determinada trayectoria g(}), se deben introducir
nuevas variables dindmicas Q(t, \) = q(t + A), para las que ¢ funciona como
pardmetro de evolucién y A como un pardmetro continuo que indica los grados
de libertad. La evolucién en los “tiempos” de las nuevas coordenadas Q(t, A)
es representada por una membrana o sdbana., La concepcién de particula
deja de tener sentido cuando su estado se debe determinar con més de un
“punto”, y lo que emerge de csta idea es el concepto de “campo”.

Para consultar los detalles sobre este andlisis, el formalismo Hamiltoniano
para tcorias de campo no locales y consideraciones de su cuantizacién, se
puede referir a [34].

Una prueba general de que el Lagrangiano de segundo orden no existe
cuando las coordenadas no conmutan se puede encontrar en [45) . Ahi, se
manifiesta también que si el Lagrangiano de segundo orden no existe, en-
tonces podria no haber cuantizacién posible (en el espacio configuracién) del
problema que representa. La cuantizacién de la Mecdnica Cldsica No Con-
mutativa que se hace en esta tesis, en la segunda parte, considera al LNC de
primer orden; una cuantizacién del LNC en el espacio configuracién (3.43)
es un problema abierto.

3.3.3 Ecuaciones de movimiento del LNC en el espacio
configuracion

Para calcular las ecuaciones de movimiento del Lagrangiano (3.43), que de-
pende de infinitas derivadas de las coordenadas respecto del tiempo, se asumird
que tales ecuaciones son los limites de las ecuaciones que se obtienen al aplicar
cl operador de Euler-Poisson (1.21) a Lagrangianos de 6rdenes finitos que for-
man una sucesién que tienc como limite al LNC de sgundo orden (3.43).

Se estd asumiendo una respuesta afirmativa para la primera de las pregun-
tas formuladas al final de la seccién 1.2 (acerca de la existencia del extremo
del funcional como ¢l que define ¢l LNC (3.43)), as{ como que las ecuaciones
de movimiento que corresponden a un Lagrangiano que depende de derivadas
de orden infinito, son el limite de las ecuaciones que se derivan del operador
de Euler-Poisson (1.21) cuando [ — co.

De las expresiones (3.41), sean las sumas finitas

k
o= a3 (=1)(a0)™ [z + (a0)y )]

n=0
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vy = aZ( 1)"(a0>2"[y<2"+1> (ae)z@"“n - (350)
y las cantidadgs

Lk= 'k:,—{maZ(k 1)"(a0)2"[w‘2"+" + (aB)y J(2"+2>]

+1’/a Z(—l)"(a0)2"[y(2"+l) (aa)z(2"+2)]}
=0
+aoyz z Viz,y) (3.51)

(“Lagrangianos de orden k") para & € {0,1,2,...}. Claramente, pk, pf y L*
tienden a pz, py, ¥y L de (3.43) cuando & — oo. Para poder calcular las ecua-
ciones de movimiento del Lagrangiano L*, éste debe ser tal que sus derivadas
parciales respecto de las derivadas de las coordenadas de orden 2& + 2 sean
al menos C%*2, Esto porque cl operador de Euler-Poisson para calcular las
ccuaciones de movimiento de L* es el que llega hasta la 2k + 2 derivada re-
specto del tiempo (pues pt y p; tienen derivadas de las coordenadas hasta
ese orden). Es decir,

. k N
EP*iF =0, EPf= '2(—1)"(5)"(&7"—)), (3.52)

cnera las ecuaciones de movimiento de L* parai € {1,2},2' =z y 22 = y, si
p b )

D—,a(%,:;,—) € C?+2, Este requisito se resume a que las mxsmas coordenadas sean

C?+2 (esto porque el término para n'=1; y sélo este, del operador Bpkt2,

para i € {1,2}, sobre L* requlere hacer derivadas respecto del tlempo ‘de:
@(2k42) y 4 (2k+2)) ‘

Haciendo los célculos, las ecuaciones de movxmlento para Lk son

= 12 ov. Zy 4 E (—1)™( ao)z“[a;(z"”) + (ag)y(2n+3)]
a? 0z =
_ 1oV o n —
0= o2 9y +az+7§)( —1)%(a0)*[y

- racién (3 43)
= 19v. 0’ n 2n[..(2
0 = o? 3.1; y Z( 1,) 09) [m

n=0
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0 = L0V o et  ()a . (3.54)
a2y o frgur
Notar que, como las series que aparecen en (3.54) son precisamente las
derivadas de los momentos respecto del tiempo, estas ecuaciones se pueden
ver como la segunda ley de Newton (F = p, con p el momento y F la fuerza)
cuando la fuerza viene de un potencial, y hay un momento angular propor-
cional a o.

Si 0 — 0, no se modifican la estructura de los momentos (dado que este
pardmetro aparece en las expresiones de estos sélo en «), ni la del LNC en el
espacio configuracién (s6lo desaparece oyz del término cinético). De manera
que cl caso o = 0 no es muy diferente del caso en el que este pardmetro es
diferente de cero.

Cuando ¢ = 0, de las expresiones (3.38) se ve que los momentos vuelven
a su forma candnica (de la velocidad)

P = &
Py = yy )
y al sustituirlos en el Lagrangiano No Conmutativo de primer orden se obtiene
al Lagrangiano como funcién de las coordenadas y las velocxdades

L= —(:1: + y2) + UJ.'D = V(:z: y) ' 7 (355)

Si se toma 8 = 0. = 0, el Lagranglano No Conmutatlvo (3 43) regresa
la forma del Lagrangiano usual o' conmutativo en: el ‘espacio: configuracién
L = T — V (de segundo orden), y se obtienen las ecuaciones de Newton
ordinarias que vienen de éste :

av
r = —'g—z
.. \4 =
3.34 Casoo>1 5
S5i o es muy grande, |a| = |15 aal se hace muy pequeno Tomando en el L\IC

(3.43) o > 1 pero tal que oo es constante,

tlene que AT R

Lm0 - Ve, @

| @17,‘ '



‘pues las series que vienen de la sustitucién de los momentos estdn rnultlpll-
cadas por o2 < 1 (lo que las hace despreciables). El problema’ dado por este
Lagrangiano tiene mucha similitud con el del problema de Landau [58, 75] de
una particula cargada en un campo magnético intenso B > 1 y un potencial
|4

1. .0, . B, . , B, . .
Liandau = 5(12 +y2) + '2—(?/1‘—32:1/) - V(Z‘, ?/) ~ -E(yz‘—zy) - V(zy y)s (3'58)

donde la aproximacidn se hace porque el término del que es responsable el
campo magnético domina al cuadrdtico en las velocidades De la defincién
de los momentos (1.4), en este problema p, = ——y Yoy = —gz, y sucede
que se satisfacen las relaciones de conmutacién

1 = [zxpx]‘:[z’_g?/]
= [z,y]=—% y [pa::py]=—§. (3.59)

Al problema de Landau, podria vérsele como el problema del potencial
V(z,y) en coordenadas y momentos no conmutativos (donde o >> 1).

.3.3.5.. Caso .a orden 8 lineal

“Un manera de abordar el problema con el Lagrangiano (3.43) que da origen

a las ecuaciones (3.54), podria ser asumir que & es pequefia y despreciar los
términos acompaiiados por potencias de 6 igual y arriba de dos. Tomando
o = 0 (para no considerar lo que sucederia con los productos por ejemplo
de 0o), si 0 < 1, entonces las ecuaciones de movimiento (3.54) se pueden
escribir como

0 =~ ?1+:i+9y(3)

0 = + 3 — 0z, (3.60)

By

Resolver este par de ecuaciones (de tercer orden) requiere de seis condiciones

de borde o iniciales. Entonces, aunque § sea pequefio, la no localidad deja
rastros no como la necesidad de infinitas condiciones iniciales, sino como la.

insuficiencia de cuatro para un problema en dos dimensiones. -

Un tratamiento perturbativo de Lagrangianos que dependen de las derlva- i
das de infinito orden de las coordenadas, se puede encontrar con mucho
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detalle en [15). Para lidiar con los términos de derivadas de alto orden, se
hace notar que hay muchas dimensiones del espacio fase que no son accesibles
para el régimen de bajas energias. La idea principal es proyectar la estructura
simpléctica de todo el espacio fase sobre las dimensiones que si son accesibles
para éste.

Supdngase que el Lagrangiano tiene la forma general

1
2(1 —;q -9V (a4, ...). (3.61)

Aunque en el tratamiento exacto todas las g™ son independientes, en la
aproximacién a primer orden de g (ba_]as energias) sélo g y ¢ son mdepencll-
entes tomando:
q(n) —~ { ( m )zq’ (TL par) .
(=m»)77 4, (n impar)’
La variacién de la accién cntrega, ademas de las ecuacxones de movimiento, -
los términos de borde

(3.62)

(€] —_;ﬂ¢o)§q:'"g¢_15(}]tn S (e
donde i
S et av
R 2 n—2k 1
bo = k; __%:H(a',,n ) ( dt) o g™
S S T o aV .
BRIl e

),; (la. deﬁmclon del potencial V depende del_,
orden en la pertugba_(;lo '

El Lagranglano en las coordenadas z es

(3.66) |

cuyas ecuaciones de mov1m1ento estan de acuerdo con las ongma.les a prlmer
orden en g. :



Razonamientos similares se pueden hacer para todos“los érdenes en g,
obteniendo para cada uno un Lagrangiano que ‘'sélo depende de hasta las
primeras derivadas respecto del tiempo de sus variables. La cuantizacién de
los Lagrangianos que se obtienen perturbativamente se hace de la-manera
usual. :

3.3.6 Ecuaciones (3.54) vs. (3.18)

Vale la pena comparar las ecuaciones (3.54) con las (3.18) que se tienen
para las coordenadas del espacio fase (seccién 3.2). En aquel caso, como
se menciond, al resolver ese sistema de ecuaciones se tienen que usar las
soluciones de las coordenadas para dar las de los momentos (que no son en
general las velocidades), y tomar a las soluciones para estas cuatro funciones
como “la solucién” del problema.

Es importante recalcar que encontrar la solucién para el sistema
(3.18) no significa que se esté resolviendo el problema en el espa-
cio configuracién. En el caso usual o conmutativo, se usa la ecuacién para
el momento p, = & en —Z% = —9% = g, para obtener que £ = —Z% (la
ccuacién de Euler-Lagrange). Es lo mismo que despejar al momento como
variable auxiliar (ver subseccién 1.3.2). Es decir, usando que p, = % en el
Lagrangiano de primer orden para el caso conmutativo, se obtiene ¢l La-
grangiano de segundo orden que da origen a la ecuacién £ = —% usando el
operador de Euler-Lagrange. Este procedimiento (despejar a los momentos
como variables auxiliares) transporta el problema en el espacio fase al espacio
configuracion.

En el caso de las dos ecuaciones de segundo orden (3.18) no se estén despe-
jando a los momentos como variables auxiliares. Simplemente para obtenerlas
se usaron las cuatro ecuaciones de primer orden (3.5). El problema descrito
por las ecuaciones (3.18) sigue estando en el espacio fase, y una vez que se
ticnen las soluciones para las coordenadas, se deben utilizar para dar las
soluciones también para los momentos.

En el procedimiento para obtener las ecuaciones (3.18) se puede ver cémo
se usan las segundas ecuaciones de (3.16) (que son las ecuaciones que portan
la informacién dindmica), en particular se emplea la derivada de una de es-
tas ecuaciones de movimiento. Este hecho pone en entredicho la relevancia o
validez de las ecuaciones de segundo orden resultantes para las coordenadas:
derivar una ecuacién de movimiento puede estar generando una fuga de in-
formacién o de su contenido. Una manera de verlo es que el procedimiento
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realizado para obtener las ecuaciones (3.18) lleva cuatro ecuaciones de primer
orden en dos de segundo, pero el regreso, que parte de las dltimas para re-
producir las cuatro de primer orden originales, puede tener como resultado
detalles de integrabilidad que en el camnino de ida no estaban presentes. Esta
sutileza en el empleo de las ecuaciones de movimiento no ha sido estudiada
por el trabajo que dio origen a esta tesis hasta sus 1ltimas consecuencias.

El procedimiento desarrollado en la subseccién 3.3.1, que elimina los mo-
mentos como variables auxiliares del Lagrangiano (3.4), es la manera de llevar
el problema del espacio fase al espacio configuracion, y el resultado es que
al despejar los momentos ¢l LNC en el espacio configuracién depende de las
derivadas de infinito orden de las coordenadas. En la construccién del LNC
en el espacio configuracidn, la solucién a las ecuaciones (3.54) para las coorde-
nadas es “la solucién”, en ¢l sentido que se ha llevado el problema del espacio
fase al espacio configuracidn, y ahi, sélo es pertinente dar las soluciones para
las coordenadas.

Tanto en el problema de la “particula libre” como en el del “oscilador
arménico” (seccién 3.1 y subseccién 3.2.3 respectivamente), las ecuaciones
(3.18) que resultan para las coordenadas de cada uno de estos problemas no’
son las ccuaciones para una particula y un oscilador en un campo magnético
constante (como se menciond respectivamente) en el espacio configuracién.
En general, las ecuaciones de segundo orden (para las coordenadas o cualquier
par de variables del espacio fase) que se pueden armar con las de primer orden
(3.5) siguen siendo ecuaciones para las variables del espacio fase.

3.4 Transformando las variables no conmuta-
tivas

" Dado que existen varias definiciones y resultados establecidos para un sis-
tema de coordenadas y momentos ligado a la matriz simpléctica usual, para
aprovechar tales definiciones en el caso de la Mecanica Cuantica No Conmu-
tativa se plantea transformar el conjunto de variables no conmutativas del
espacio fase a uno de variables conmutativas. ‘ N ‘

Por ejemplo, la definicién de las variables dngulo-accién (expuesta en el
apéndice B) parte de una transformacién canénica de las variables conmu-
tativas del espacio fase. Transformando las variables no conmutativas a con-
mutativas, y luego éstas a variables dngulo-accién, es un camino para definir
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-estas variables para problemas no conmutativos.
Se busca entonces una transformacién de las varlables no’ conmutatlvas
que de origen a un sistema de coordenadas y momentos para el que Ia. matru'
simpléctica tenga la forma. : A :

e

0 0 01
J=(@)=|_7 ¢ 00
0 =10 0

El que una transformacién tal se puede encontrar estd garantizado por el
teorema de Darboux, como se expone en la seccién 2.3.

La equivalencia entre los problemas que se tienen en cada conjunto de
variables (no conmutativas y conmutativas) ha sido expuesta en laseccién 2.4.
Como las ecuaciones de movimiento en uno y otro sistemas de coordenadas
estdn relacionadas por el Jacobiano de la transformacién de variables (como
se explica en la seccién 2.4), una solucién para un conjunto de ecuaciones,
da la solucién para el otro mediante la transformacién de variables.

3.4.1 Una transformacién que hace conmutativas a las
variables del espacio fase

De la relacién wj; = Q(e;, e5), que define a los elementos de la matriz inversa
de la simpléctica, y una base para el espacio fase {e;}ie(1,...2n} tal que para

z ahi, z = (2!, ..., T, D1y .0y Dn) = Z Z'e;, la dos-forma que da origen a la
=1 ,

matriz inversa de la matriz sxmplectlca (3. 1) es

Qe z(dm Adp;) + Z 9 s (da: A d:z:’) + ‘*2'”2 (dp; A dp;), (3.67)

i=1 ,J—l

con € el tensor toatalmente antxslmetrlco de dos dimensiones y €l? = 1.
La transformacién de variables que entrega un sistema de coordenadas z'é
y momentos p! en términos del’ cual la. dos-forma que da origen a la matriz
simpléctica candnica sea g .

= S dz" Adp';, (3.68)

i=1
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se puede averiguar de la forma del término cinético en el LNC de primer
orden (3.4).

De acuerdo con la relacién g—[z{— - —g;’;}; = w;-- entre las funciones l; del

i j

Lagrangiano de primer orden (2.5), y los elementos w}; de la matriz inversa
a la matriz simpléctica, para que el Lagrangiano de primer orden tenga la
forma candnica o usual (1.31) que depende de variables conmutativas, hace
falta que el término Jw;;z'37 del LNC para la matriz W de (3.1) se transforme
en el término (2'p}, +1'p,) para el Lagrangiano de primer orden como funcién
de las nuevas variables.

La transformaciéon 2’ = Az, con A una matriz constante dada por

a 0 0 of
a=|2 : (1J‘ g (3.69)
coc 0.0 o
(con o = 1), hace que el LNC (3.4) se trans'fotme en
L =z'p), + y'p, — H(z' — 0py, /', i, P, — o2'). (3.70)

Aplicando la relacién 3—% — %;& = wj; alas funciones [y = p;, lh =p}, s =0y
l4 = 0 (que aparecen en el Lagrangiano de primer orden (3.70)), se ve que las
variables de las que depende ahora el Lagrangiano son conmutativas (pues
de (2.4), para la matriz simpléctica nueva W', sus elementos se identifican
con la relacién w'™ = (2%, 2%7)y»).

Las ccuaciones de movimiento andlogas a las ecuaciones (3.5) para el LNC
(3.70) (con H(z") = H(2(2")))

SH(2')
38%)
, _ OH(Z
y = ap;/
p" _ _aH(Z,)
z T o' .
) ()

& =

(3.71)

son las ecuaciones de movimiento canénicas para el espacio fase.
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Como se menciona al final de la seccién 2.3, por hacer el cambio de va-
riables dado por la matriz A no se estd cambiando de problema. El Hamilto-
niano como funcién de las variables conmutativas corresponde al mismo prob-
lema. De acuerdo al sistema fisico que se trate, el Hamiltoniano después de
la transformacién de variables puede no verse ficil de abordar, aunque en las
otras variables si lo sea. Por ejemplo, ¢l Hamiltoniano del oscilador arménico,
después de la transformacién de variables, tiene la misma estructura en las
variables conmutativas pero con la masa y la frecuencia reparametrizadas
(atin constantes). Sin embargo, en el caso del potencial de Kepler el Hamilto-
niano que resulta después de la trzms['ormacién se ve mucho mas complicado
por el término que va originalmente como \/T+—2 (los nuevos momentos van

a aparecer cn el denominador). Este hecho se va a propagar en una compli-
cacién desagradable de las ecuaciones de movimiento que se obtengan para
las variables conmutativas (del problema de Kepler).

En el caso en que o = 0, el Lagrangiano No Conmutativo (3.4) es equi-
valente mediante la derivada total —%ﬂgj{’—’l al Lagrangiano

. , 1 ..
L = &ps+ypy + 50(Pyps — p:py) - H(z, Us Pz Py t)
d 1 d
= @+ 350p)p: + 2y - 0p,_-)py H.o (3.72)

En este caso, la transformacién de coordenadas que cambm al parentesm de
Poisson por el usual es e : . 5 o

z' = z:+ Opy
y,; = ¥ —;Egpz
(3.73)
ﬂpy,y + 9pz,pz,p,,) (3.74)

Las ecuacxones de mov1 iento parael. LNC (3 74) estin dadas también por -
el con_]unto (3 71); solo ‘que_en“este caso la-transformacién que lleva a las’
: varlables conmutatlvas es dlferente dela que 'se usa en el caso en que o # 0,
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y por lo tanto cl aspecto del Hamiltoniano (para el mismo sistema fisico)
también es diferente.

Las expresiones (3.70) y (3.74) representan uno de los resultados mds im-
portantes de esta tesis. Con ellos se podrian abordar problemas no conmuta-
tivos en coordenadas que conmutan cuando sea necesario emplear definiciones
que no estdn planteados para coordenadas no conmutativas.

De los resultados (3.70) y (3.74) se concluye que una manera de abor-
dar los problemas en el contexto no conmutativo a partir de un Lagrangiano
No Conmutativo (3.4) es transformar las variables para obtener un conjunto
de variables conmutativas, pagando a cambio una traslacién en el Hamil-
toniano. En cada caso o sistema fisico se debe determinar la conveniencia
de la transformacién de las variables de acuerdo a lo complicado que pueda
resultar la nueva expresién para el Hamiltoniano (y la forma de las nuevas
ccuaciones de movimiento) comparada con la del Hamiltoniano en variables
no conmutativas.

Si en un problema con un Hamiltoniano dado se establece la conveniencia
de transformar las variables en conmutativas, las ecuaciones de movimineto
que se deben resolver son las candnicas dadas por (3.71), con el Hamiltoniano
trasladado segin ¢l caso (si o es igual o distinta de cero). A partir los La-~
grangianos (3.70) o (3.74) se va a poder construir el Lagrangiano de segundo
orden (para el nuevo espacio configuracién), despejando los momentos como
variables auxiliares de sus propias ecuaciones de movimiento, es decir, de las
primeras dos de (3.71)

o _ 0H
=
. OH
y = =—, 3.75
Y o7, (3.75)

si la forma del potencial lo permite. Esto porque, con la traslacién que se
hace del Hamiltoniano cuando se transforman las variables no conmutativas
en conmutativas, el potencial va a ser una fucién de los momentos como
V(z' - 0p),, ") en el caso en que o # 0, y una como V(z' — 30p,,y' + 36p;)
en el caso en que o = 0 (de acuerdo con las transformaciones de variables
que se sugirieron).

Sin embargo, el Lagrangiano de segundo orden que se construya (en el
caso que se pueda) para un caso particular en variables conmmuativas, serd
un Lagrangiano atin en el espacio fase de las variables no conmutativas (pues
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al menos una de las nuevas coordenadas es funcién de la corespondiente co-
ordenada y un momento no conmutativos). Como se estd considerando que
estas variables son las originales y adecuadas para el espacio fase, las solu-
ciones para el movimiento del problema fisico que se trate debieran referirse
a estas variables.

En [23, 24], donde se habla del grupo extendido de simetrias de Galileo
para teorias no conmutativas, se presentan también transformaciones de vari-
ables del espacio fase que resultan en coordenadas y momentos candnicos,
que, al cuantizarlos, representan las relaciones usuales bajo el conmutador
cudntico.

3.4.2 La equivalencia de las soluciones antes y después
de la transformacién de variables (que lleva las
no conmutativas a conmutativas)

Una simetria es una transformacién de las variables de una variedad en si
misma tal que el espacio de soluciones de las ecuaciones de movimiento es
invariante bajo la misma. El tipo de transformacién que se ha aplicado a
las variables no conmutativas en esta seccién no es una simetria, es una
redefinicién de variables; es una transformacién que va de un espacio fase a
otro, llevando las soluciones o lineas de mundo de un problema en el primero
a las soluciones para el mismo problema en el segundo. En el proceso, el
Hamiltoniano, las ecuaciones de movimiento y las soluciones cambian de
aspecto, mas siguen representando al movimiento del mismo sistema fisico
pero en dos espacios distintos. En este sentido es que las soluciones sean
cquivalentes: se puede ir de la solucién en un espacio a la solucién en el otro
mediante la transformacién o redefiniciéon de variables.

En la segunda parte de esta tesis se sugieren dos formas de cuantizacién
de la Mecdnica Cldsica No Conmutativa. Una de ellas, la del principio de ac-
cién de Schwinger, emplea de manera fundamental al Lagrangiano de primer
orden (3.4). Una cuestion que debe plantearse necesariamente es la relacién
entre las Mecdnicas Cudnticas No Conmutativas que se obtienen mediante la
cuantizacién de los Lagrangianos (3.4) y (3.70) (o (3.74)).

La Mecdnica Cldsica No Conmutativa se formulé en variables no conmu-
tativas a través de la matriz simpléctica (3.1). Transformando estas variables
a un conjunto de coordenadas y momentos conmutativos no ha producido
que desaparezca la no conmutatividad; sélo se ha construido un cambio de
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variables a unas que tienen ciertas ventajas para la construccién de algu-
nas definiciones. La Mecdnica Cldsica No Conmutativa, tratada con el La-
grangiano (3.70) (o (3.74)) en variables conmutativas, no deja de ser No Con-
mutativa. Es decir, se ha asumido (o supuesto) que las variables originales o
adecuadas para la teoria cldsica son las no conmutativas, y una redefinicién
de éstas no cambia su cardcter fundamental.

La pregunta de si son equivalentes (o de cual es la relacién entre) las
teorias que se obtienen cuantizando el LNC (3.4) y el (3.70) (o el {3.74)) es
un problema abierto.

3.5 Algunos sistemas tratados transforman-
do la variables no conmutativas a conmu-
tativas

Para discutir lo que hacen las transformaciones que hacen conmutativas las
variables no conmutativas, se aplica esta técnica a dos sencillos ejemplos.
El primero es el Hamiltoniano del “oscilador arménico”, y el segundo es el
cilculo del dngulo de Hannay para un péndulo de Foucault (cuyo concepto
se expone en el apéndice B).

3.5.1 El Oscilador Arménico
Se tiene al LNC de primer orden (3.70)
L = ip; + ypy — H(z— Opy, Yy Py Py — ‘7-'5): (3'76)

que viene de la transformacion de variables no conmutativas en conmutativas
(por comodidad en la notacién se escribird que las variables no conmutativas
son las que tienen barras y las nuevas, conmutativas, las que no)

z = oZ+0p,),
y =
Pz = Day
py = oaf,+0oF). (3.77)

Las ecuaciones de movimiento de pririzler orden para el Hamiltoniano del
oscilador arménico (H = (P2 + p2) + % (Z* + 7)) escrito en las variables
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conmutativas H = 3[p2+(1+6%w?)p2] + 3[(w? + 02)2? + w?y?] - (0w +0)zpy, -
de acuerdo con (3.71) son o R '
7 =
y o= (1+92 )py = (0u? + o)z,

Pz —(w +02)z+ (Ow +a)py, : S ;
Py = —w?y. R (378)

Para resolver este sistema de cuatro ccuaciones de primer orden (qu'e" réquiere
cuatro condiciones de frontera) se puede pasar al 51gu1ente sistema, de ‘dos
ecuaciones de segundo orden (que también requiere’ cuatro’ condlcxones de
frontera) :

CE+ (WP + 0%z — (8wl + o)p, -0 e

Py + w1+ 2w?p, — (0w + o)z =0 (3.79)
Se puede resolver este problema como se hizo para el oscilador arménico

en variables no conmutativas en la scccién 3.2. Se suponen soluclones de la

forma o

z(t) = Age™+ BpemMit 4 Ce™?t 4 Dyem 2t
py(t) = Ay et 4 B, et 4 C, e™t + D, et (3.80)

(para v, # vp). Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (3.79) sc
obtiene que cuatro de los ocho cocficientes son independientes, ademads de
que los valores de las frecuencias son precisamente los dados por (3.32) con
v = A = A; y 2 = Ay = Af. Tomando como condiciones de borde dos
valores de estas funciones para dos tiempos dados t' y ¢ (> t'): a(t') = o,
z(t") = 2", p(t') = p, y py(t") = pj, en términos de los cuales se pueden
escribir los cuatro coeficientes independientes de (3.80), se tiene el resultado
final para la solucién en el espacio fase del oscilador arménico en variables
conmutativas

$(t) (mm)[(ﬂz’v + py)senl + (Qz" + ")sen',]
+(m—l—m)[(ﬂlz +]Jy)59112 + (Qll‘" + Dy )senz],

- py(t) . = (mm—))[(ﬂzw + py)seny + (Qaz” -+ p)sen)]
+(_L—(ﬂx—ﬂg)sen(u2T))[(le -+-p”]sen2 + (Quz” + pl! "\seny),

58



g :
YO = (i) (@' + ) cos) — (e + 1) cosl]
+((m—_§;');‘.;‘;(.,2—p))[(911'3 + 1)) cosy —(Quaz” +P') 0052],

P:(t) = (mroaiem) (e’ + 1)) COSl —(Q2z" +p}) COSn]
+('(n—‘__‘m)[(Ql’E ~+ p, ) COSQ —-(Q]_Z" -+ p’) COSQ] (381)

(se ha empleado la notacién (3.34) que estd al final del problema del oscilador

arménico de la seccién 3.2 para reducir la extensién de las expresiones) con
vil—(w?+4o?) _ w’(0u2+a)
Q= T ie) = B (13077 constantes.
Reconociendo las siguientes relaciones entre ; y las frecuencias v; = A;

(de (3.32)) para i € {1,2}

Q w?(fw? 4+ o)
! (M —2‘?;12)2(/\1 —) Az)
w(Ow? +o
Q = , 3.82
: (A2 + 0w?) (A2 — A1) (882)
ademads de las identidades -
-0 = AL+ Az
' % 2
1400 = g;()\z + 0w) e
1402 = (A - 0w?)
Q4o = A
QAo = =X
=
Q+o _ 2
19+ OQl = (/\1 Ow )
Shto 2
oo, = (A2 + 0w?), (3.83)

al aplicar a las soluciones (3.81) la transformacién inversa que regresa las
coordenadas no conmutativas (identificando las relaciones entre las condi-

ciones de borde), se obticnen para éstas precisamente las soluciones dadas '

por (3.33) y (3.35). Las soluciones para los dos conjuntos de variables son
distintas, pero se mapean unas en otras a través de la transformacién que
hace conmutativas a las variables y su inversa. La equivalencia de los dos

problemas, el del Hamiltoniano H en variables no conmutativas y el -del
Hamiltoniano “trasladado” en coordenadas y momentos que conmutan, esta "

dada por este hecho.
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o quc no estan prlmadas) de acuerdo con’

'3.5.2 El angulo de Hannay del péndulo de Foucault
Se trabajard este ejemplo en el caso en que sélo las coordenadas no conmutau
(tomando ¢ = 0).

El teorema adiabdtico establece que la variable de accién es un invari-
ante de procesos que dependen de pardmetros que cambian lentamente (ver
apéndice B).

Se presenta el péndulo de Foucault, aproximado por un oscilador arménico
en el campo central, desde el sistema de referencia de la Tierra, y se calcula
cl dngulo de Hannay que este sistema presenta al rotar la Tierra en el caso
no conmutativo. Para hacerlo, las coordenadas cartesianas que se empleen
deben ser conmutativas; esto para poder usar ¢l teorema adiabdtico como se
conoce. A partir de las cartesianas conmutativas se calculardn las variables
angulo-accién que se usan para obtener el dngulo de Hannay.

En [49] se puede ver el Hamiltoniano del péndulo de Foucault sobre la
superficic de la Tierra, que gira con una velocidad angular 2, aproximado
por un oscilador arménico de masa m y de frecuencia w (a una latitud a):

1 m 2
= 5= +77) + 5 (@ + ) (% +97) + Aa) (B2’ - py).  (3.84)

Tomando el Lagrangiano (3.74) para este Hamiltoniano, éste se traslada al
hacer la transformacién de variables no conmutativas por conmutativas:

1
T = :z:'+§0p'y

i
v = v -350p:

Pz = P; : ;' -
Py = Py RN v T (3 85)

~(como en el caso del oscllador -arménico, las vanables conmuta.tlvas son las

H= ;_(,,x + pyﬂ) + 7 (92 + wz)(a: + f) + Q'(py'z Cpa) ~ (3.86)

: . 2m'

tal que EEIREPAR s
Lo 1, @) g
m' m w4 ‘
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mi(Q? + w?)
—

El Hamiltoniano que resulta es el mismo en su estructura; sélo fueron re-
definidos alguno pardmteros. Las ecuaciones que se¢ derivan de este Hamilto-
niano para las variables conmutativas son las candnicas. De alguna manera se
podria decir que el problema No Conmutativo que representa el Hamiltoni-
ano (3.84) es el del péndulo de Foucault sobre la superficie de 1a Tierra, pues
éste Hamiltoniano en la estructura simpléctica candnica o usual representa
cse problema. No debe olvidarse que las variables que aqui son “coordenadas”
conmutativas, son mezcla de coordenadas no conmutativas y sus momentos
conjugados. No se ha salido del espacio fase, pero esto no es ningiin problema
pues los resultados que se presentan son precisamente para las variables de
cste espacio.

E! Hamiltoniano (3.86) en coordenadas polares (r = zZ+ 3%, f =
arctan ¥) se escribe

Q = Q- (3.87)

P’ m a2 24,2 '
E —H(r,p,,p,g)— 3 + +—(Q + w?)r? + Q'pg. (3.88)

m’ 2m'r?
La coordenada § es mchca, y.por:lo tanto pp es'una cantidad conservada.Se’
toma a esta constante com de accxén de acuerdo a la
definicién T

(3 89) :

La varmble de accmn para el r'ldlo esta. dada por

Jy ”=j 2 }{p,dr

I

o f \/—mm'wmz + 2m!(E — Q’J ) = —J——dr, l '(3.'90)

con wp? := Q? + w?. Llevando la integracién al plano complejo alrededor de
las raices del radical, resulta que . :

= L
= {(\/—)(

= “Jﬂ)—uﬂl_lp G

61



: Ahora, e] Hamlltonlano en termmos de las constantes del ploblema se ve
asi: :

H E Q’J + ( Ywo(2Jr + |Jsl), (3.92)

Jm
Vo
del cual, por: ecuaciones de movnmento se tienc que
O0H vm
_—=2 wo.
aJ, (\/ m') 0

De la ecuacién (83) del apéndice B, se ve que para este caso d¢,=0, y por
consiguiente de la férmula (85) del mismo se concluye que no hay dngulo de
Hannay asociado a la variable ¢,, como sucede también en el caso ordinario
o conmutativo. Lo que si se obtiene diferente es un cambio en la frecuencia
asociado a la reparametrizacién del Hamiltoniano que introduce la no con-
mutatividad de las coordenadas. Esta nueva frecuencia es \/::i,_ veees wo (la

ésr:

del caso usual). Para que la frecuencia sea un nimero real, debe pasar que

0 > ;"ﬁ, es decir, para que la frecuencia asociada a la variable angular del

radio tenga el sentido estricto de “frecuencia” para el movimiento periddico

(como lo es el péndulo de Foucault en la superficie de la Tierra), hay una

cota inferior (en funcién de la masa) para el pardmetro no conmutativo 0.
En cl otro dngulo se presenta una fase extra a la ordinaria. Como

. oH __ Jm ,

de acuerdo con (83) del apéndice B, 6¢>,3— Q', y por lo tanto, de (85) del
mismo,

5¢,3 v

(3.93)

para el ingulo ¢5 se. presenta una. fase o‘ angulo de Hanna.y e\:tra deb1d0 a
que § no es cero. . :
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PARTE 11
Mecamca Cuantlca No Conmuta,tlva
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“T have often thought that if physics has been

developed on thousands of planets throughout our

universe, then those planets can be sorted into eight

classes according to which of the three great ideas

-general relativity, supersymmetry and Yang-Mills theory-
predate string theory and which are regarded as consequences
of it. We happen to live on a planet of type +-+."

Edward Witten

Existe un reciente interés para plantear una Mecdnica Cudntica en la que las
coordenadas y momentos no conmuten entre si [1, 16, 31, 32, 55], motivado
entre otras cosas por el hecho de que aparecen coordenadas no conmutativas
en campos contenidos en D-branas (como se menciona en la Introduccién de
csta tesis).

La Mecédnica Cudntica no relativista (ordinariamente) ya es no conmuta-
tiva desde que no todos los operadores que se emplean en ella conmutan entre
si (operadores que actian sobre espacios de Hilbert, cuyos elementos son los
estados que caracterizan a los sistemas fisicos). Por Mecdnica Cudntica No
Conmutativa se entiende una Mecdnica Cudntica para el plano cuyas co-
ordenadas y momentos (los operadores que los representan) satisfacen las
relaciones [z,y] =10 y [ps, py] = i0 respectivamente, con [4, B] = AB — BA
¢l conmutador cudntico entre operadores.

Para formular la Mecdnica Cudntica No Conmutativa, en el capitulo 4 de
esta segunda parte, se cuantiza la Mecanica Cldsica No Conmutativa prepara-
da en la primera parte. La primera construccion (seccién 4.1) se hace a partir
de la manera de trasladar las variables que definen un sistema ortonormal y
completo comiin a dos operadores que conmutan (o representacién) para un
espacio de Hilbert; las relaciones de conmutacién entre los operadores asocia-
dos a las variables del espacio fase se utilizan directamente como ingredientes
principales. Se calcula el propagador entre dos estados a tiempos distintos,
y con éste se deduce la ecuacién de Schrédinger que dicta la dindmica de la
funcién de onda (que por definicién es amplitud de probabilidad, pero no fun-
cién de las coordenadas, por la imposibilidad de construir una representacién
exclusivamente para éstas). La segunda formulacién que se hace (seccién 4.2)
utiliza el LNC de primer orden dado por (3.4) en el principio de accién de
Schwinger.

Se plantean las cuantizaciones mencionadas y no la canénica que man-
da el paréntesis de Poisson cldsico al conmutador cudntico, a las coorde-
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nadas a sus operadores tipicos (que sélo “multiplican”), los momentos a las
derivadas parciales, y define la ecuacién de Schrédinger como la que deter-
mina la dindmica de la funcién de onda, porque esta cuantizacién requiere
" de una representacién de coordenadas o de momentos, cosa que no se puede
construir cuando ni las coordenadas ni los momentos conmutan entre si. Es
necesario partir de un punto previo (la forma de las traslaciones en el espacio
de definicién) para averiguar cémo van a actuar los operadores asociados a
las variables del espacio fase, y sobre qué van a actuar (quiénes van a ser las
“funciones de onda”).

Se presenta en el capitulo 5 el cdlculo del propagador, en la Mecdnica
Cudntica No Conmutativa, para el oscilador arménico de dos maneras (en-
tendiendo por este sistema al Hamiltoniano conocido que lo representa en la
Mecdnica Cudntica usual): a través de la integral funcional y del principio
de accién de Schwinger.

En el capitulo 6 se expone una forma de cuantizacién mediante “deforma-
ciones” de dlgebras, en la que se sustituyen los productos ordinarios por pro-
ductos estrella, o de Moyal. En trabajos recientes se ha intentado introducir
la no conmutatividad mediante esta forma de cuantizacién [55], definiendo
un producto estrella particular que contiene al parimetro no conmutativo 6.
En la segunda seccién del capitulo 6 se plantea como perspectiva construir
la Mecdnica Cudntica No Conmutativa (en el contexto de deformaciones de
dlgebras) desde un punto de vista un tanto diferente al que se encuentra en
la literatura. Se propone hacer la deformacién debida a los parimetros 0 y o
en el mismo producto estrella que contiene las deformaciones debidas a .
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Capitulo 4

Dos cuantizaciones: la Integral
Funcional y el Principio de
Accién

En este capitulo se aborda la construccién de una Mecdnica Cudntica en dos
dimensiones para la que ni los operadores asociados a las coordenadas ni los
de los momentos conmuten entre si. Se emplean dos formas de cuantizacidn,
que son contempordneas, en las que el objetivo es calcular el propagador
entre dos estados a tiempos distintos: la de la integral funcional, desarrollada
originalmente por Feynman y ampliamente utilizada en teorias de campo, y la
formulacién menos utilizada a través del principio de accién de Schwinger. En
el capitulo 5 se abordari el problema de calcular el propagador del oscilador
armoénico utilizando ambas técnicas.

4.1 La Integral Funcional

La integral funcional conecta dos estados a tiempos distintos. Esta integral
representa la amplitud de transicién entre esos estados, lo cual la hace el
propagador para la funcién de onda del sistema en cuestién, que, integra-
do sobre las variables del espacio de definicién para un tiempo particular,
permite construir el estado del sistema para cualquier tiempo deseado.

Se sigue una manera tipica de construccién del propagador: se supone que
el estado de un sistema para un tiempo determinado ¢ es igual al operador
de evolucién U = ex//(t~to) aplicado sobre el estado que describe al sistema al
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tiempo inicial tg (el operador H cs la cuantizacién del Hamiltoniano clasico
para el problema que se trate); después se emplean la expansién del ope-
rador unidad en una representacion y la férmula de los cambios de base para
calcular las amplitudes de transicién entre dos estados separados infinitesi-
malmente en el tiempo. Una exposicién detallada del proceso de construccién
de la integral funcional puede hallarse en [11, 21].

En el formalismo de Heisenberg (donde los operadores dependen del tiem-
po), utilizando la notacidn de Dirac, un observable A(t) sobre sus autoestados
(elementos de un espacio de Hilbert) actiia de la siguiente manera:

A(t)lal t) = |a, t)av

y por tanto
{a, t|A(t) = ala,t{,

donde (a, t| son elementos del dual del espacio al que pertenecen los estados
|a, t) (letras mayiisculas son operadores y letras miniisculas son autovalores).

Lo que la Mecdnica Cudntica debe responder es que si en un tiempo inicial
t; tengo un sistema en el estado |a, t;), autoestado de cierto operador A con
autovalor a, jcudl es la probabilidad de que en un tiempo t; > t; el estado del
sistema sea |b, ¢}, tal que entregue cl autovalor b para cualquier operador B?
La respuesta de la interpretacién convencional de la Mecdnica Cudntica es
que la amplitud de probabilidad es el niimero complejo (b, tf|a, t;), que denota
al producto escalar entre dos estados, y la probabilidad el médulo al cuadrado
de este niimero |(b, t1]a, t:)|?> = (b,tr]a, t:){b, tsla, ;)" = (b, tfla, t:){a, t:i|b, t;)
(* es la operacién de conjugacién, que en ocasiones se denotard con una barra
encima del niimero complejo que se conjuga). Estas amplitudes de probabil-
idad se pueden calcular en términos de los productos (g, tslg’, ;) entre esta-
dos que forman un sistema ortonormal y completo (SOC) o representacién
{lg,t) }qem, con Qlg,t) = qglq,t) y @ el operador de posicién por ejemplo, en
términos de la cual ¢l operador identidad (o unidad, tal que 1|q,t) = |q, t))
se escribe

1= / dala){a.

Usando esta forma de la unidad, la amplitud (b,%|a,#;) en termmos de
{a, tflq ,1:) se escribe

(0st7lovt) = | dadd <b tf|q,tf><q,tf|q,t><q,t|a W @
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A los objetos como (q, tla, t) se los mterpreta. como las componentes del estado f'
|la, t) sobre cada elemento del SOC al tiempo ¢.- b

4.1.1 Un sistema ortogonal y completo para el espacno

' de estados, y sus traslaciones en el espac1o de
~ definicién

Sea entonces la Mecdnica Cudntica No Conmutativa en el plano, tal que

para los operadores asociados a las variables del espacio fase Z* con i €

{1,2,3,4} (Z' = X, Z%2 = Y son las coordenadas, y Z% = P,, Z* = P, son

los momentos) se tlenen las relaciones en el conmutador cudntico (A, B] =

AB — BA (para A y B operadores que actiian sobre los elementos de un
espacio de Hilbert asociado a un sistema fisico particular)

Z¢, 27] = iw¥ | (4.2)

para una matriz W = (w¥) como

-0 6 h 0
' -9 0 0 &
W=lh 0 0 of (4.3)

0 —-h —oc O

con & y o constantes (W asi es la mds general en dos dimensiones, pues
si se tomaran a los conmutadores [X, P,] y [Y, P;] distintos de cero, todos
los operadores serian proporcionales entre si [1] y el problema seria entonces
unidimensional). Las unidades de 6 son las de coordenadas al cuadrado: [L]?;
y las de o son unidades de momento al cuadrado. Estas 1ltimas multiplicadas
por las unidades de coordenadas, entregan unidades de accién, las unidades
de k. .

Sea un SOC o representacién comiin por ejemplo a los operadores X y-
P, (que aiin conmutan)

{lz: py)}zpyem: : (4 4)

que genera al espacio de Hilbert asociado al sistema. flSlCO que se trate, en
términos de la cual los elementos Iw) ahi se expanden como :

o= ; / da'dp, A (4.5)



conAgy los coeficientes de la expansion. S
Los opcmdores X y P, actian sobre la representacién de manera duecta

(z,py|X = =z(z,pyl
(zrpyIPy = Py(mypy'- (4-6)

Los “bras” y “kets” dependen del tiempo ({z, p,| = (z, p,; t|); sin embargo, si
no se hace explicita esta variable, todos los estados que se mencionen estdn
dados para el mismo tiempo. El conjunto de operadores formado por X y
P, no abarca la totalidad de los atributos (cantidades o propiedades fisicas,
como la posicién en el espacio fase completo) de un sistema fisico (en el
caso de dos dimensiones) [63]; otro conjunto de operadores que proporcionan
otras caracteristicas (de hecho complementario al primero) es el formado por
Y y P,. La forma en la que operan Y y P, sobre la representacién (4.4) se
averigua un poco mds adelante.

Dada la forma del SOC (4.4), la funcién de onda v que determina el
estado del sistema fisico particular que se trate se escribe

1!’(13, py;t) = (I»P;ﬁ tW’) (4'7)

El nimero 9(x, py; t) es la componente de estado |¢) sobre el elemento |z, p,)
del SOC o representacién (4.4) (en otras palabras, cl elemento Azp, ).

Se debe hacer especial hincapié en el objeto ¢(x, py;t). La funcién de on-
da (4.7), que depende de una coordenada y un momento, tiene el significado
usual de amplitud de probabilidad por definicién: su mdédulo al cuadrado de-
termina la probabilidad de que el estado del sistema fisico {3} se encuentre
en el elemento |z, py; t) (autoestado comiin de X y P,) del SOC que genera al
espacio de Hilbert asociado a tal sistema, al tiempo ¢. No se puede construir
una “funcién de onda” ¢ = ¢/(z,y) que dependa de las coordenadas dado
que no ¢s posible obtener un SOC del tipo {|z,¥)} pues X y Y son operadores
que no conmutan. Aun si se pudiera construir un objeto cudntico funcién de
las coordenadas, habria que preguntarse si tal funcién tendria el sentido con-
vencional de amplitud de probabilidad, y de si se podria usar para medir
por ejemplo las posiciones z y y de algiin sistema particular. La construccién
sistemdtica de una Mecdnica Cudntica basada en funciones de cuasiprobabil-
idad (funciones de operadores que no conmutan entre sf, como la posicién q y
el momento p) fue desarrollada por Wigner [71]. De las funciones de Wigner
se pueden obtener las distribuciones de probabilidad integrando sobre alguna
de las variables ¢ o p de las que dependen.

66



Sea un operador unitario infinitesimal que hace las traslaciones del SOC
en el espacio de definicién no conmutativo (la norma de los estados permancce
invariante en t.ales traslaciones)

U = 1+zP,—idp,Y - . o .
U™ = 1—izP, +z‘6p,,Y) BRI } (4.8)
(con 8z y 8p, cantldades infinitesimales). Conocxendo la.s composwxones (uti-
lmando la mformacmn contenida en W) :

UXU™ = X+héz— oap,,
y

UPU™ = P+ hip, —06:1:, @)

se puede ver cémo actian los operadores X y By sobre los estados (z py|U:

(2, pylU)X
((:L‘,py|U)P :

Por lo tanto, el estado {z, py|U es el elemento del SOC (t .4) con autovalores
(m+h6a: 05py) y (p,,+h6py —06:1:) para X y Py respectlvamente Entonces

('L'x Ple

(3}, pul(UX ) (IB + h(S:E o 06py)<m1 pIJ‘U
(z,py|(UP,U U = (p, + Mp., - 05-’6)(2, py|U.

(:1: +. héz — 06py, py + hdpy'— wal :

‘zz, n~*

(z,pyl 5
-H&E(—z)(h'— - 0' Opy )(:1:, py| 7'617:/(7')(7'";' - 9 )(-'Ea pyl '
= (z, Pyl + 151‘(9:’17,/”) — ipy{z, pyly R - (4.10)

la segunda linea obtenida con una expansion de Taylor a primer orden, y la
tercera por la definicién de U. Se puede ahora identificar cémo actian los
operadores Y y P: sobre el SOC clegido para definir los estados del espacio
de Hilbert:

(z,pyl P = —i(h—a——aag-)(m,pyl
@rlY = g aa 52)e il (411)
”,,

Tanto P como Y van a trasladar al. SOC de manera muy 51mllar, si se
intentara hacer que P; y Y actuaran sin. compartir elementos (ambos tienen
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derivadas parciales recpecto a = y p,), el resultado seria que hay que alterar
radicalmente la forma de W de (4.3), y se distorsionaria el cardcter de la
Mecanica Cudntica No Conmutativa. )

La cleccién del SOC (4.4) fue deliberada. Por supuesto, en vez de haber -
tomado éste, se pudo tomar un SOC como

{1y, p=) }ypeems (4.12)°

tal que

<y1p.1:|P:c = px(yxpzl
(v, p2lY = y(y,pal-

La manera de pasar de un SOC o representacién a otra se establece cono-
ciendo las componentes de una en otra (z, pyly,p,) Para calcularlas se tiene
la ecuacién diferencial

(mi pyl?/,px)pz = (.’L‘, Pylely,P:c> = -Z(na_.'ll - Ua—py)(wypyly‘,p;)

que tiene como solucién a

Grrisg (== —ypy)+0pspy—ozyl _ 4o 82 [epe—ypy+Bpepy—vzy]

(4.13)
(cona = = ﬂ ,B= r. y v = ¥; B tiene unidades de coordenada sobre momen-
to, y v de momento sobre coordenada, de manera que « no tiene unidades y
todos los términos de la exponencial se pueden sumar con unidades de accién
que se cancelan con las unidades de #i). Esta solucién también satisface la
otra ccuacién diferencial que se puede plantear

. 0 1]
(z, pyly, P=)y = (2, plY |y, p2) = Z(ﬁa—py - 05;)(x,pyly,pz)-

(Z, pylyr px) = Ae

Los operadores identidad se pueden escribir en términos de cada uno de
los SOC’s (4.4) y (4.12) como

1= / dzdpy|z, py)(z, py| . S (d19)

1= [dydpoly.p)Wipels (415)‘

“donde los limites’ de: Ias mtegrales son los extremos de todos Ios posxbles -
valores que pueden tomar las variables del espacio fase, . que, como ‘se estd
tratando el caso del espectro continuo, corren de —oco a 00,
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4.1.2 Costruccién de la integral funcional

Sea una particién del intervalo de tiempo ¢; <t < t; en IV 41 intervalos de
longitud At = € = # — tx—y, para t; el tiempo en el que esta dado un estado
inicial {2, p}; t:|, y t; el tiempo en el que se tiene un estado final (z, py; ¢/|. La
amplitud de transicién (z, p,; tr|z’, pj; t;) se calcula introduciendo N unidades
como (4.14) entre los estados inicial y final, de manera que se obtienen V41
amplitudes de transicién para un intervalo de tiempo de tamaifio ¢, y se toma
¢l limite cuando e - 0y N — oo

K = (z,py;tflw',p;;ti)
= c—)ON—)oo Hdmkdpl/k<z’pmtf|mlv’pl/N7tN)(zN:pyNatN‘
lmN—lapyN_latN 1) (zl,pyl,t1)|m‘,py,t) (4'16)

Para calcular los términos Ki = (T, Py tk|Tr—1, Pyp_yi t—1) Para cada k €
{11--')N -+ 1} (COI‘l Tg = mly IN+1 = Ty Pyg = p;/r Pynt1 = Py to = 1;
¥y tys1 = tg), que son como los propagadores entre dos estados separados
infinitesimalmente en el tiempo, se escribe a cada “bra” y cada “ket” en
términos de su forma al tiempo inicial con la ayuda del operador de evolucidn.
Suponiendo que {x, py;t) = ex PP E-t0) |1 p o 15), se tiene que

Ky = (Tt Py brelTr- 15 Pyg_15 Lk )
= <zk1pyk;t0|¢ ”(tk tO)e ”(‘k l_to)lxk—l’pyk_l;to) . .
= (T pykle—in [Tx—1, Pyg_1)s (417)

y se introduce una unidad como (4.15) antes del operador de evolucién

K (xkypykle Kite [@h— 1s Pyg— 1)

/dykdp:ck<xk;pyk|e ",‘leysz)(ykspzk|zk—l:pyk 1) (4'18) :

En el factor que tiene al operador de evolucién se debe elegir un orden para
los productos de operadores entre coordenadas y momentos cuando se cuan-
tiza el Hamiltoniano cldsico (haciendo operadores a las variables del espacio -
fase). Dada la no conmutatividad expresada por los valores no nulos de 8 y &, -

se debera también elegir un orden para los posibles términos cruzados’ (pro-- -

ductos entre coordenadas o entre momentos). Se tomar4 un orden “normal” -
con la convencidén de poner los operadores que tienen como representacién -
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“comiin a (4 4) a Ia 1zqulerda. de los que tlenen como representacxon comtin-a
(4.12). o
Entonces para un Hamlltomano del tlpo H ’ (P + P, 2) + V(X Y),,
se tlene que ) : : .

/dykdpzk<$k1pyk|e "” EI./Icvpazlc)(ylnZ’:r:l:lfck hpyk 1)
/dykdp:ck(mk,pykle n‘[ (P,2+Pv1)+an(,\’Y)]|

(yk1 Pz Iwk—l y Py )
dypdpgpe klom PPV (v

K

Yer Dag)

(1 Py Yes P Yk Pak| T, Pyg_1) o (419)

(H" y Von gignifica que los operadores H y V ‘estén escritos con el orden
normal). Usando los cambios de base dados por (4.13) para sustituir a los
“brackets” (zkr puklyk) pzk) Yy (yknp:ckh:k—l’pyk 1)1 resulta. que

K. = /dykdpzke VTR [zkpzk—ykpu+ﬂzzzkpuk-1zkyk]

e—‘r[zk 1Pze=YkPyy - .+ﬂpzu’u_ —'Yrrk l!/k]

= |A| [ dvdpz
Blpzp(zr—zr—1)— Ilk(ka-Fv’g-l)+ﬂP=k(l’v1¢-ka—1)"71/k(1k—1‘k DK
e~ ,.Il(zk.yk,pzk.pu)

(4.20)

Sustityendo esto por cada uno: de los fac res:del- intbégiailydqdei (4.16), et

k=1
N4

) "”(-’tk-yl.,pu{-.x’ Y
A vk
g k=1 . (4.21)
Para hacer mas compacta la notacxon, se escrlbe Dz‘ I'[ k‘p:ara 1€

{1,2,3,4}, de tal maner: "qu '

e N R S S
K= lim. IAI‘ *D / DszyDpr,dymdpmHe:*fl; v (4.22)

€S O0N 0
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con

Se = e{a[pxk(zk—mk—l) (Puk EPyL ‘)+ﬁ (Pw. 'Epy”k-lr)f
—YYk H(mka ylc, sz, pvk)}

(zx — .’L‘k—l)]
€
ELk.

con L = a(ip: — ypy + BPypz — Tyt) — H(z,y,Ps py) €l Lagrangiano de
primer orden cldsico del sistema que se trate. Este es el Lagrangiano No
Conmutataivo (3.4) que se construyé en‘la primera parte de esta tesis. Las

" unidades de S son unidades de accién, dado que o = _—‘pTy‘ no tiene unidades.
Entonces el propagador (4.16) se puede escribir como

K = (mlp_/ltflm ,py,t,)
= /[ 1{m |A|2(N+1)Da:Dp DprzdyN_,.ldpzN,,_l]eh , (4. 23)

€= 0N =00

con S[z(t)] el funcional de accién clasxco deﬁmdo porel LNC de primer orden,
que da origen a las ecuaciones de movimiento para las variables del espacio
fase z(t).

Existen trabajos sobre esta formulacién de la Mecdnica Cudntica No Con-
mutativa en términos de la integral funcional {1], con aplicaciones a sistemas
rotantes [16).

4.1.3 Comentario sobre la dificultad que enfrenta la
construccion de la integral funcional en el espacio
configuracién

Para construir el propagador (4.22) de la subseccién anterior se utilizé de

inicio el SOC (4.4) para el espacio de Hilbert comtin a los operadores X y
P,. Dada la no conmutatividad de las coordenadas, no se puede definir una
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representacién comiin a los operadores X e Y, y por lo tanto, no se puede
construir el propagador en el espacio configuracién de manera andloga al
procedimiento que se sigue en textos usuales {11, 21).

Hay otra dificultad para construir la integral funcional en el espacio con-
figuracién, que tiene que ver con el Lagrangiano No Conmutativo que depende
sélo de las coordenadas y sus derivadas respecto del tiempo. En la seccién
3.3 de la primera parte de esta tesis, se mostré la inexistencia del LNC de
segundo orden: Al despejar los momentos del Lagrangiano de primer orden
(3.37), el LNC en el espacio configuracion (3.43) depende de las coordenadas
y de las derivadas de infinito orden respecto del tiempo de las mismas. Feyn-
man, en su articulo sobre la integral funcional [27], es muy explicito cuando
dice que la funcién con la que se calcula la amplitud de probabilidad para
un camino o trayectoria (en el espacio configuracién) debe depender de las
coordenadas y sus derivadas respecto del ticmpo sélo hasta el primer orden:

No hay dificultad para calcular la integral de accién por los
cambios siibitos de la velocidad que se presentan en los tiempos
tr -de la particién- en tanto L no dependa de las derivadas de
la posicién respecto del tiempo de mayor orden que el primero.
(...) Escrita de esta manera -la integral de accién-, la tinica cosa
que solicitamos a la mecdnica cldsica es que nos proporcione una
funcién Lagrangiana.!

En [15], donde se presenta un tratamiento perturbativo para Lagrangianos
con derivadas de infinto orden, se menciona que en la cuantizacién por in-
tegral funcional cuyo punto de partida es la integral fDquef“‘(”""’), la
férmula [ Dgel L puede o no ser correcta. Cuando el Lagrangiano depende
de derivadas de orden infinito, se observa en muchos ejemplos una violacién
de unitariedad si se usa tal férmula para definir un sistema cuéntico.

4.2 El Principio de Accién

El Principio de Accién de Schwinger es una formulacién de la Mecdnica
Cudntica que, asf como la integral de Feynman de:la seccidn 4.1, le da un

1 El texto sigue: “De hecho, uno puede considerar el postulado dos simplemente diciendo,
‘® -la funcién que determina la contribucién de un camino a la amplitud de probabilidad-
es la exponencial de i veces la integral de una funcién real de z(t) y su primera deriva-
da respecto del tiempo.’ (...) Entonces, se puede mostrar que la funcién de z y & es el
Lagrangiano cldsico con un factor constante.”
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papel protagénico al Lagrangiano como funcién ahora de los operadores aso-
ciados a las coordenadas y los momentos; y a'las ecuaciones de movimiento
para éstos.

4.2.1 Funciones de transformacién

En el libro de Julian S. Schwinger [63] se puede encontrar una buena ex-
posicién de la formulacién de la Mecdnica Cudntica a través del principio
de accién que se presenta a continuacién. Ahi, se definen los “simbolos de
medicién” (y el dlgebra que constituyen) para A un conjunto completo de
cantidades fisicas compatibles suceptibles de medirse. Un sistema fisico puede
poseer s6lo un nimero finito de valores a,, a3, as, ... para todas las cantidades
Ay, As, Ag, ... € A simultdneamente (este es el sentido de compatibilidad de
las cantidades). Cuando un sistema fisico es descrito por la determinacién
de todas las propiedades que engloba el conjunto A, se dice que estd en un
estado a'; el simbolo M (a') denota una medicién selectiva que acepta a los
sistemas que tienen el valor @' para la propiedad A. Cuando un sistema estd
en el estado ' relativo al conjunto de cantidades A, no quiere decir que
no pueda estar en el estado b’ relativo al conjunto de cantidades B al que
pertenccen otras propiedades fisicas, incompatibles con las del conjunto A;
pero, si en una medicién de dos ctapas, la primera determina al estado d/, la
segunda posterior para determinar al &' destruye lo definido del estado a'.

El simbolo M (a', a") denota un proceso de medicién que acepta sistemas
en el estado a” y los deja salir en el estado a'. Para A, B, C y D cuatro con-
juntos completos de cantidades fisicas, M (a',b" )M (c,d') = (b’ | )M (d',d")
denota dos mediciones sucesivas (se lee de derecha a izquierda) que acepta
sistemas en cl estado d’ y los deja salir en el estado ¢’ en la primera etapa, y
los acepta en el estado &' y los deja salir en el estado a’ al final de la segunda
etapa y de la medicion. El “bracket” o funcién de transformacién (b’ | c)
representa la proporcién de los sistemas que estando en el estado ¢’ al final
de la primera ctapa, también estdin en el estado b’ al inicio de la segunda
etapa.

Al nimero (a’ | &'} se lo puede considerar como una funcién del simbolo
M(V,a'); de hecho, se tiene entre estos objetos que tal correspondencia viene
dada por la traza

(@ | by =trM¥a"), ~ (4.24)

considerando a M(V, a') como una matriz donde sus elementos estdn dados
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por B o e :
[M (b’ ‘ )]' " <c’ I M (b’ a') | o (4.25)
Las funciones de transformacnon t'.xene una 1nterpretac1on est;adlstlca el numero :

pd, b’)—-('lb’)(b’la) e - (420)

es la probabllldad de observar el estado a’’en una medlclon efectuadn sobre
un sistema que se sabe estd en el estado b'. :

4.2.2 El principio dindmico

El problema de calcular las funciones de transformacién (o propagadores)
(a",t"|b',t') se aborda mediante el principio de accién de Schwinger que es-
tablece que las variaciones infinitesimales de estos objetos vienen dadas por
los clementos de matriz correspondientes al operador de accién de la siguiente
manera

L"
s(a, |V, 'y = ifa”, £"|8( /t Ldt)|o', t'), (4.27)

donde L es el operador Lagrangiano de primer orden, de tal manera que toda
la informacién dindmica es contenida por el Hamiltoniano que lo define (por
simplicidad en la notacién se emplearin letras mintsculas para notar a los
operadores y las mismas pero primadas para notar a los autovalores que les
corresponden).

A esta conclusidn se llega de la siguiente manera. Las propiedades de un
sistema estdn relacionadas con la medicién que se haga de ellas a un tiempo
dado. Estas propiedades para distintos tiempos deben estar vinculadas por
una trasformacién unitaria, pues estas transformaciones hacen que el espectro
no se mueva (el espectro es la coleccién de valores de los estados para una
propiedad dada). La conexién entre las propiedades a distintos tiempos se
establece por la que hay entre los estados que corresponden a aquellas para
esos tiempos, y tal conexion depende de la historia dindmica del sistema en
todo el intervalo de tiempo considerado. Por lo tanto, las propiedades de los
sistemas particulares deben estar contenidas en un principio dindmico que
caracterize a la funcidén de transfromacién general.

Las variaciones de las funciones de transformacion (a3, t"|a}, t') que rela-
cionan dos descripciones arbitrarias, de las cuales son casos particulares las
del tipo (a',t|b',t) que conectan dos descripciones incompatibles al mismo
tiempo, y las del tipo {(a”,t"|a’,t') que relacionan propiedades andlogas a
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distintos tiempos, son los elementos de matriz de un operador infinitesimal
Hermitiano

§{ay, t"la},t') = i{al, t"|6Wia]al, t'), (4.28)
que tiene propiedades consistentes con las propiedades fundamentales de las
funciones de transformacién de composicién multiplicativa y de conjugacién

bZ,(a'llaé)(a’ala'z) = (ai|az)
(aila3)” = (az|ay). : (4.29)

Estas propiedades se expresan como la ley de composwlon aditiva y la Her-
miticidad para el operador § W),

Wiy = 6Wi3 + (5W32
SWia* = Wi (4.30)

(donde * en el caso del operador significa la operacién de tomar el adjunto del
mismo). Tomando en cuenta esto, se establece el postulado dindmico: Existe
una clase especial de variaciones infinitesimales para las cuales los operadores
6W,, asociados a éstas se obtienen por la variacién de un sélo operador, el
operador de “accién” W),; es decir

(6Wh2) = 6(Wha). (4.31)

El operador de accién comparte las propiedades de aditividad y Hermiticidad
que tienen los operadores infinitesimales que de él se obtienen, consistente-
mente con las propiedades de las funciones de transformacién- establecidas
hasta ahora. )
Si se plensa a la transformacién de la descripcién aj al tlempo t’ a la
descripcién af al tiempo t”, que ocurre en el tiempo de manera contmua, como :
una sucesién inifinita de descripciones que difieren una de. otra de: manera.

infinitesimal, la propiedad de aditividad de los operadores asocxados a cada. i .

elemento de la sucesién establece que

"

le—EWHdu i (432)

Escribiendo a los operadores que se emplean para llevar una descnpcxon a la
que estd infinitesimalmente separada de ésta proporcxonales ala dlstancxa en .
el tiempo que las separan . ‘

W,M..t:L(t)dt S ':‘(4-33)

75



con L(t) el Lagrangiano de primer orden del sistema que se estudia, en el
“limite continuo (cuando la separacién en el tiempo entre las descripciones
tiende a cero) se tiene que

o

Wip = / L(t)dt. (4.34)
ll

De esta ecuacién junto con (4.28) se desprende la ecuacién (4.27) que rela-
ciona al operador de accién con la variacién de la funcién de transformacién.
En la ecuacién (4.34), L(t) es el Lagrangiano porque la evolucién o desarro-
llo de las variables dindmicas durante un intervalo infinitesimal de tiempo es
descrito por una transformacién infinitesimal unitaria, lo que implica ecua-
ciones diferenciales de movimiento de primer orden para estas variables que
es precisamente lo que ofrece el Lagrangiano de primer orden. El Lagrangiano
de primer orden se escribe

L(z,2;t) = %[z‘%wijz':j - éi%ngzj] — H(z;t), (4.35)

donde el término cinético (todo lo que no tiene que ver con el Hamiltoniano
H(z)) estd simetrizado para satisfacer la condicién de Hermiticidad de L(¢)
y asf la del operador de accién. Por la misma razén, la matriz (w;;) debe ser
antisimétrica.

El Hamiltoniano que entra en la definicién del Lagrangiano (4.35), se
hereda de la informacién cldsica de la que se disponga del sistema fisico,
y para cuantizarlo (haciendo operadores las variables de las que depende)
hace falta escoger cierto orden en sus variables. Este detalle se propaga hacia
el Lagrangiano completo, de manera que el término “cinético” también se
verd afectado por el criterio de orden que se asuma. Si se emplea el orden
de Weyl (orden que tiene la propiedad de simetrizar los términos en los que
aparccen multiplicados potencias de las variables dindmicas en el Lagrangiano
cldsico) para hacer la cuantizacién, el operador Lagrangiano obtenido serd
consistente con el hecho de que el operador de accién debe ser Hermitiano.
Las variaciones que se hagan del operador de accién se hardn efectivas como
variaciones de las variables del espacio fase. Serd necesario asumir que éstas
variaciones, aunque siguen siendo operadores, se comportarin como niimeros
y conmutardn con cualquier otro operador. Este cardcter es propio de lo que
Schwinger llama variables de primera clase [69].
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4.2.3 El caso no conmutativo

Sea un espacio de Hilbert asociado a cierto sistema fisico embebido en un
mundo de dos dimensiones, equipado con un sistema ortonormal y completo
comiin a los operadores @ y p,; (como se hizo en la seccién 4.1 que trata sobre
la integral funcional de Feynman)

{lmly p;,; y)}z'.p’ve!ﬁ- (436)

Considerando Hamiltonianos independientes del tiempo, todos los posibles
cambios de la funcién de transformacién estdn dados por cambios en los
estados inicial y final, y éstos a su vez por las variaciones dz', éz", dp,,
dp),, 8t' y 61" de las variables correspondientes. Estas variaciones o cambios

" inducirdn variaciones en los estados del sistema a través de un operador
unitario infinitesimal de acuerdo con

Sz’ pit') = —iG(t)|', pi; t'). (4.37)

El Lagrangiano no conmutativo cldsico, simetrizado con el orden de Weyl,
en la forma en que quedan fijas en los estados 1mc1a1 y: ﬁnal las varxables Ty
Py, €S

y(B)] _H(z’ yabp:, Py)

B (4.38)
(En esta seccién, se estd tomando i = 1 sin umdades, de manera que 0
ahora tiene unidades de coordenada sobre momcnto, como el caso de S de la
subseccién 4.1.1, pues de hecho ahora 8 = % = 6. De manera similar, ¢ tiene
unidades de momento sobre coordenada y v = § = o. La constante o = -1—_15
no tiene unidades.) La variacién de la funcién de transformacién dada por el
operador Hermitiano G(t), de acuedo con (4.37), es

o, ; . RS
L= E[ZPI + ped — yPy — Pyy + 0(pyp= -+ pobiy) = oy +

8{a", py; "1, Bl ') = ila”, py; |G (E") — G(E)|a!, Bl ¥ (4.39)

Empleando (4.27) y (4.39) se puede hacer la cprt}gsponden}cia'

a( / Ldt) G(t“)

_‘f:é(t") S , v (4 40)

Ahora, para realizar la variacién que se encuentra en el mlembro 1zqu1erdo
de (4.40) convncne paramemzar la mtegral respecto de otra vana.ble 7, pues .
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el tiempo tendrd que sufrir una transformacién infinitesimal de la misma
manera en que lo hacen las coordenadas y los momentos. Es decir, se escribe

- tll=t( II) ]
5/ (: Ldt = (s/' Lﬂdr
v=t(r’
(lt . . .
, iz 2 [4Pe + Pait — YPy — Byt + 0(Bypz + Paby)
—o(ty + yz)] — H}

I
Y
\

.r’l a
é /’._, {E[dmpz + pzdz — ydp, — dpyy + o(dpypz -+ pzdpy)
—o(dzy + ydz)] — Hdt}.

El parimetro 7 no sufre cambios (no varia), y por lo tanto se puede in-
tercambiar la variacién & con la integral sobre 7. Después, usando que la
variacién de la diferencial es la diferencial de la variacién, recordando que
las coordenadas y los momentos son variables de primera clase y asi sus
v'macnones se comportan como ntimeros, y sumando y restando la expresién

+£& Llo(p 6 — ybp, + Op.Sp, — oydx) — HSt]dt al integrando de la expresién
anterior, se obtiene el siguiente resultado para el miembro izquierdo de (4.40)

L" T“
6(/” Ldt) = /, {aldzép, — dp,6y + 0dp,Sp. — odzby — dp6z + dyép,
—0dp.6p, + odydz] + dHEt — diSH}

" d
+ ;l—t[a(p,(Sz — ybpy + O0p.0p, — oydz) — Hét)dt
tl
= [a(p,é:c ~ y3py + Opz6p, — oydz) — Hst)Y
+/ dt[e(26p; — pydy + 0py0p; — oEdy
—P=0z + Y6p, — 0p:0p, + odz) + Ht — §H].(4.41)
La correspondencia (4.40) establece que la variacién del operador de accién
debe depender sélo de las condiciones en los tiempos inicial y final (y de las
variaciones de los operadores de coordenadas y momentos para esos tiempos),
por lo tanto, el integrando del segundo término en la expresién anterior debe

anularse por si solo, pues depende de la trayectoria completa; esto resulta en -
que g

§H = of(oy — p:)bz — (0% + )8y + (0P, + £)8p= + (9 — 0p=)0py)] + HEt
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- OH OH oH OH OH ...
= —dx+ —=—0dy+ ——96 —38 —6t 4.42
5 Sx + 2y Sy + o pr + By Pyt 5 , ( )
(el segundo renglén es la variacién del Hamiltoniano por definicién), de lo
que sc¢ obtienen las ccuaciones de Heisenberg para los operadores de las co-
ordenadas y los momentos

. . OH
alp: —0j) = -5~
o 8%
alpy +of) = —F-
P - OH
old+0p) = 7~
oo H
oy — 0p;) = e
. v o c
H = aa—ftl o (a3)

que son precisamente las ecuacidnes de movimiento clésicas para las variables
del espacio fase, pero ahora para los operadores que les correponden.

El primer término de la itiltima igualdad de (4.41) corresponde asi al
miembro derecho de (4.40), o sea

G(t) = alp(8)dz(t) — y(t)Spy () +0p=(t)Sp, (t) — oy (t)dz(t)] — H(t)dt. (4.44)

De esta manera queda determinado la forma del operador infinitesimal que
genera las variaciones de los estados |z, py; ). Cabe mencionar que de haber
escogido la otra representacién posible en términos de los operadores y y p,
el operador G hubicra resultado de una manera muy similar pero con los
papeles de = y p, intercambiados con los de y y p:. Esto se puede ver de
manera inmediata si se identifica que  con p; y p, con y se comportan de
manera conjugada siendo los segundos los generadores de las traslaciones de
los primeros (en los espacios de definicién que mezclan una coordenada y un
momento) y viceversa.

Las relaciones de conmutacidén entre los operadores asociados a las vari-
ables del espacio fase se pueden deducir de la siguiente manera. La regla
general para conocer la variacidn de un operador bajo una transformacién
infinitesimal unitaria generada por cierto operador G es

5.1(8) = 2[F(2), G (1), (4.45)
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donde la variacién del miembro izquierdo dcnota una variacién para t,xcmpos :
“fijos (ver apéndice A). De hecho

6, FF = 6F — Fét, (4.46)

con §F la variacién “funcional” de F en el tiempo y el espacio de definicién.

Introduciendo esto y la forma de G de acuerdo con (4.44) en la regla
(4.45), la posibilidad de hacer variaciones independientes en la coordenada
z, ¢l momento p, y el tiempo ¢ tiene como consecuencia que

g% = %([F,p,;]—U[F)?/])i
bpi,, = %(o[F, Pl — [F o)),
dF - 8F 1 : :

Tomando F =gz y F = Dy, Se calculan los conmutadorcs entre coordenadas
y momentos rcsultando :

o [.'L‘, 7)1'] i

(py: V] i
[:E, y] = i . ) »

[y ps) = —io (4.48)

(que estdn-de acuerdo con los ingredientes introducidos la construccién de la
integral funcional, subseccién 4.1.1, con i = 1).

4.3 Deduccion de la ecuacion de Schrodinger
de la Mecanica Cuantica No Conmutati-
va mediante la Integral Funcional

Para ilustrar un poco las alteraciones no conmutativas en la construccién
de la integral funcional, se deduce a partir de ésta la ecuacién que dicta
la dindmica de la funcién de onda ¥(z,py) = (x, py|¥); ésta es amplitud de
probabilidad para cierto tiempo pues es la superposicién de las contribuciones
de las amplitudes para un tiempo anterior “propagadas” desde todos los
puntos del espacio de definicidn.
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Recordando que el camblo de base (4 13) enttc las repxescntd(.lones {]y p,,.)}
¥ {lz,p,)} estd dado por :

(g, puIJ,pz) = /lemlzﬂz—ypv+ﬂﬂzﬂv‘7iy] : (4 49)

se pueden expander los elementos de un SOC en’ tcrmmos [ ‘los del otro
multiplicandolos por el operador 1dent1dad escrlto en'la’ represcntacmn com-
plementaria para cada caso: ok

(z,py| = A / dydpge® {pa(r+ﬂpy) u(vv+vz)](y,pz|
Wpsl = A / dadp,e~ #i=(p=—1)- ”"(”"ﬂ"‘)](a: pyl (4.50)

Con base en las forma de las expansiones de una representacién en la
otra anteriores, se definen la transformacién de Fourier entre los espacios
de definicién mixtos o “hibridos” (que cuentan con -una coordenada y un
momento) y su inversa como

o0
~ [a4 i - - 4 ~Bp,
f(yypt) = (m) / dmdpy f(z’py) e %[z(l’: ) -py(y ﬂpz)]’

—c0 :
P = (o) [ dydpe Fp,po) R (4 51)

(El factor %7z que estd en la definicién de la transformacién de Fourier y
su inversa, determinard a la constante A que aparece multiplicando al propa-
gador (4.22), y, definido de esta manera, proporcionard la medida adecuada
para el espacio fase como se establece en el resultado del ejercicio 15.5 del
libro de Henneaux y Teitelboim [41], que dice que cuando la estructura sim-

pléctica del espacio fase es arbitraria, la medida que va en el propagador debe
. =1 .
ser ‘(l;fr(,:;,,, ) con W la matriz simpléctica (3.1) (salvo que redefiniendo los

pardmetros B por € y v por o) de la teorfa cldsica, y n la dimensién del
espacio configuracién). La funcién “delta de Dirac” es tal que

8(pe — 10)8(Bps — ¥) = (5357) | dadp,e= $EC—m-n=05) = 5(p,)5(y)
-—00

6(z + ﬂpy)é(py 4 fyz) = (:‘"%ﬁ-) T dydpzcihq'[l’z(z+ﬂﬂv)"!l(ﬂv+’tz)] = 6(z)5(py)
—o0
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(4.52)

La dltima igualdad de la primera de estas férmulas se da porque para que
6(pz — vy)d(Bp. — y) sca algo distinto de cero, debe pasar simultdneamente
quep; — W =0y fp.—~y=0=p,=vy=%=(1—7B)y=0,yporlo
tanto y = 0 = p,; (pues 1 — 8 # 0, porque si no, la matriz W de (3.1) no
tendria inversa). El mismo argumento se puede usar para la segunda férmula.
Se tiene ademads la propiedad conocida para esta funcién

[ dadp, f(@,p,)5@ — 20)6(p, = Pyo) = F(®o,Pyo)-  (4.53)

Usando las definiciones de transformada de Fourier y las propiedades de
las funciones delta de Dirac, se pueden calcular las transformadas de Fourier
de y, p; y el Hamiltoniano H(z,py,y,p;). De la segunda de (4.51) se tiene
que

dydp, y e P=a+thr)-ulpy+ra)
471'27’1,2) /

d 8 [pz(z+Bpy)—v(py+77)]
apy —ﬁ3z> {(4 zrz)/‘“d’” ¢ S

i

|

o

>
N Y

Q‘J

(4 54)

Y

{(4”2&2) / dydp e',, [P:(I'f'ﬁﬂv) u(py+7=)l}

o (ai oo )[a(x)a(py)] : .3(4'?5?

Ahora, la transformada de Fourier de cualquier potencia de y o de py es la
aplicacién de los operadores que son suma de derivadas parciales sobre el pro-
ducto de funciones delta ese niimero de veces (la potencia), pues (denotando ,

—ih(z2- — BF) = (9))

y"‘e RlplztBp)-v(py+712)] = ym-1(, Je [P:(I+l9pv)'!l(l’v+'71')])
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Y™ (a)c‘ﬁ[m(r+ﬁp,)——y(p,+qz)] — (a)y""2 (ye‘,—.“[pz(z+ﬁpu)—u(ﬂu+'rr)l)
(a) ,ym-—2 (a)ei,‘_‘—[p, (e+Bpy)—ulpy+72)) — (0)2:,/"'—'3 (ye'iﬁ []’z(I-i-ﬁPv)”‘ll(Pv'f"Yz)])

/I

tb)77le%[7‘z($+ﬂpv)—ll(l’v +z)] (4.56)

(con un argumento similar para las potencias de p;). Por lo tanto, la trans-
formada de Fourier de cualquier Hamiltoniano H(z, p,, ¥, pz) que acepte una
expansién en serie de potencias de las variables y y p; es

(:‘_7%&_2) / dydp; H(z,py,y,pe) erwel@+Boy)-umtya)
T ra _a\.[(fa @
H [:L‘,p,,, —ih (-51—); - ,355) ,ih (0:1: 3 )] [6(x)b(py))
= H(z,py, Y, P)i6(2)d(p,)]- (4.57)

La ecuacidén de Schrodinger La ecuacidn que se busca, congruente con
que para cierto tiempo la funcién de onda sea la superposicién de todas las
contribuciones que pueden venir de todos los puntos del espacio de definicién
es la que sigue (utilizando a K como el propagador de esas contribuciones)

(o]
¢($N+1,PyN+1;tN+1) = /_oo d:z:odpuolﬁl)(mo,p,m;to), (4-58)

con el propagador K dado por (4.22)
N ,
’ A
K=_lim |40 / DaDp,DyDpedynsidpansie =+ (4.59)

Dando un sélo paso en el tiempo de tamaiio e, la funcién de onda en ese
momento (si el tiempo inicial es cerc) se puede calcular usando la expresion
(4. 22) para N =0 (z, ==z, p,, =p,, t; =€),

1/)(x,py; €)
422

/ dzodPng(fb‘o, Pyos 0)[/1]2( )

-0

[(47r2f2) / dydp e—#"(typy.y.m) (Pz[(z—xo)+b(py—PQO)]—y[(Py—Pyu)+7(x;zt:)]}
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17rh

) —L{”‘s(m - :L'o)(S(py puo)

A et 3,43 0) e AR L~ 2 (i) (4.60)

/ dTOdpyow(TO; Pyos 0)|AI (

d72h?
= |AP(——

(la segunda igualdad usando la transformada de Fourier del Hamiltoniano,
y la tercera usando (4.53)). Por lo tanto, haciendo una expansién a primer
orden en ¢ de ambos lados de la ecuacién (4.60), y escogiendo a la constante
A como

A= {if% (4.61)
:i:z%%

para que |A|2(#) =1, se ticne que

il a’l/)(.'t,p_,, t)

o = H(X, P, Y, Pa)(z, pyi t); (4.62)

- donde se ha sustituido en Hazpor X ¥ p: por Py, porque estos operadores i
‘actiian sobre la representacién en la que estd escrita Y(z, py; t) (le manera
dxrecta de acuerdo con (4.6).

44 Teorema de incertidumbres

El teorema de incertidumbres o incertezas establece que si dos observables
(operadores Hermitianos) no conmutan, entonces existe una relacién de in-
certidumbre minima (distinta de cero) para sus valores esperados. Es decir,
que no se puede determinar en una medicién el valor para cada uno de estos
observables de manera simultdnea.

4.4.1 El teorema general

Con precisién el teorema dice: Sean A y B observables y |¢) un estado fisico
arbitrario. Sean AA y Ap las desviaciones estindar de A y B para el estado
) (con Au? = {(A — (A))?), donde (A) = (P|Al) es el valor medio o
cspcrado de A) Entonces

‘AA2AB '_'( ([4, B])) (4.63)
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Demostracién: Sean los operadores Hermitianos A' = A— (A) y B' = B—(B)
-+ yla familia de operadores A’ + iAB' para A € R. Se tiene que

J(\) (WA — IAB) A" + iAB) ) ,
(PI(A +IAB ) (A +iAB')y) = (A" + z/\B’)h/J))2 > 0(4 64)

(* significa tomar el adjunto del operador), y por lo ta.nto

i

J(N) = (A" + G[{A", BDX + (B'z),\’zfo.' | (4.65)
De [A', B'] = A, Bj, se obtiene que o
J(N) = (8p)2X% + GlA, B)A + (A,\)2 >0. (4.66)

Como i[A, B] es simétrico en su dominio de definicién, los coeficientes' de
(4.65) son reales, y por lo tanto, (4.66) se satisface para toda A € R si, y sélo
si, pasa que
(i{A, B)® - 4(A4)%(AB)* L0, (4.67)
que cs lo que se querfa demostrar [29).
Se puede mostrar que el valor esperado del conmutador de dos operadores,
cuando es diferente de cero, por ser anti-Hermitiano su valor medio es un
nimero imaginario puro, y entonces el mimebro derecho de (4.63) es igual a

(%Im([A, B]))2. Si entonces A y B mantienen una relacién de conmutacién
dada por [A, B] = C, la desigualdad (4.63) se escribe

Aadp 2 |3Tm(C)]. (4.68)

4.4.2 Estados de incerteza minima

Dada una relacién de incertidumbre como (4.68), para que un estado deter-
mine la relacién de incerteza minima, es decir, para que se de la igualdad de
(4.68), si ApAp =0, entonces el miembro derecho de (4.68) es cero también
¥y |¥) es autoestado de A y B simultinecamente. Si A Ap # 0, para que
(4.68) sea una igualdad debe pasar que

JN) =[As+ AR >0 (4.69)

y, como Apg # 0, entonces existe A 7 0 tal que J(A) = 0. De la definicién de
J() se tiene que (A'+iAB'){1) = 0, o, |1} debe ser solucién de (A—(A))|y) =

—iMB — {B))|®#). En esta ecuacién, A es la raiz doble de J(A) = 0, es decir
A= -0
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:4 4. 3 Rel'lclones de incerteza entre X e Y, Yy PT, y Py

Dado que en la Mecdnica Cudntica No Conmutativa se tienen las rclacxoncs
de c0nmutacmn entre las variables del espacio fase :

(X,P] = in

Y,P,] = ih

X,¥] = i a3

(PeP)] = i, (4.70)

entonces, ademas cle las relaciones de mcerteza usuales

: A,\'API > -2-/1, AyApu ’2-71, (4.71)
se ticnen las relaciones dadas por o
1 1
A,\'Ay > 50, ApzApu Z 50, (4.72)

entre los operadores asociados a las coordenadas y los momentos entre sf.

Estas relaciones de conmutacién (sobre todo la que hay entre las coor-
denadas, con 6 del orden de la longitud de onda de Planck al cuadrado)
representan, como se menciond en la introduccién de esta tesis, una forma
de modelar el que la Mecédnica Cudntica no puede investigar mds alld de una
cierta longitud, la longitud de Planck. Es decir, si una particula se encuentra
en ¢l plano, dada la no conmutatividad de las coordenadas, hay una “caja”
de lado V0 en cada punto del mismo dentro de la cual no se puede determinar
la posicién de la particula.

De la relacién de incertidumbre entre las coordenadas, si AxAy # 0,
entonces los estados |¢) que tienen incerteza minima para estos operadores
estdn dados por la ecuacién

(X = M) = 5 = QD - am

Supéngase que para el estado |#) se tiene que (X ' :z:o y (Y) yo, tal que’
sus incertidumbres alcanzan el valor minimo A,\ Ay - -1-0 De (4.6):y (4.11)
se sabe que X e Y se representan como : SRR LA T

X = z1°
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9

Y = z(h 93 )y

(d.74)

en la representacion (4.4) tal que (z,p,,h/)) = ?‘/;(z,p‘y). ‘Entonces, la eﬁ:uaciél}
(4.73) se puede escribir como : - S e

(@ - so)b(ep) = Ay )2[(n o-a% ) %‘p.(zf;p;,),;j @

de la que se obtiene que los estados para 1os que ‘la relacxon de mcertem entre
las coordenadas es minima son s e

(@ Py )axay=t) = De“_"f‘_' ""“) é¥e, o (476)
con De C una constate arbitraria. o '

De manera andloga (si se tiene que (P, ) = pyo y (Pz) = Pzo ), se obtiene
que los estados para los que las relaciones de incerteza

LT (4.77)

alcanzan sus valores minimos, son respectivamente

(Ap.) _ 2 ”_-’D.
'L/)(:l:,py)(A,,:APv=%) = De —f_(l’y on) T

_.__El:_. —zn)2 _iPr
'L[)(:E,py)(A‘\,AP:_:%) = De~ 15— (z=z0)? —~i*lp,

ay)? .
¥(Z, Py)ayap,=y = De” w1 (Py=pyo)? gmifie (4.78)

Los estados para los que mds de una relacién de incerteza alcance su
valor minimo, son aquellos que satisfcen un sistema de ecuaciones diferen-
ciales cuyas soluciones son precisamente combinaciones de los estados (4.76)
y (4.78).

Un trabajo que trata con la nueva relacién de incertidumbre consecuencia
del parimetro no conmutativo 8, se presenta en [10], donde ademds se con-.

sideran los autoestados del momento angular que es modificado por 6 como:
[=XP,—YP, + &(P2+ P2).
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Capitulo 5

Aplicaciones usando las dos
formas de cuantizacién

En este capitulo se emplean las dos formas de cuantizacién expuecstas en
las secciones 4.1 y 4.2 del capitulo anterior, para calcular el propagador del
oscilador arménico. En la seccidn 5.1 se cambian las variables de la integral
funcional por “amplitudes de modo”, método que sc expone con detalle en
el libro de Lowel S. Brown {11]. En la seccién 5.2 se aborda el cdlculo de la
funcién de transformacién para el oscilador armdénico resolviendo la ecuacién
(4.39).

En [58], donde se establece no sélo la no conmutatividad en el plano sino
también en la dos-esfera (de hecho, se muestra que el caso del plano es el
limite para grandes radios de la esfera), se puede encontrar el ejemplo de
una particula cargada en un campo magnético (el problema de Landau) con
un potencial de oscilador arménico en el contexto de la Mecdnica Cudntica
No Conmutativa. El resultado que ahi se presenta para el oscilador en el
campo magnético tiene las frecuencias caracteristicas que se obtienen en este
capitulo (iguales a las del ejercicio 3.2.3 para el oscilador armdnico cldsico).

Alrededor de la fenomenologia de la no conmutatividad a las escalas de
la longitud de onda de Planck, en {9] se plantea que aunque la descripcién
que se conoce de las interacciones entre particulas tiene algunos problemas a
esas cscalas, en fisica atémica se pueden disefiar experimentos que son muy
sensibles a estas escalas cuando se hacen pequeiios saltos de frecuencias (del
orden de 1 mHz o menores). Si por ejemplo estos saltos se hacen a energfas del
orden de GeV, la sensibilidad que se puede detectar es del orden de 4 x 10-27
GeV. En el articulo mencionado, se hace referencia a posibles experimentos
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que ofrezcan evidencias de nueva fisica a las escalas de la longitud de onda
de Planck: éstos van en la biisqueda de rompimientos de simetrias CPT y de
Lorentz.

Otro articulo donde se plantean posibles correcciones al momento magnético
anémalo del muén debidas a la no conmutatividad de las coordenadas (sis-
tema vinculado con el problema de Landau) es [70].

5.1 Calculo del propagador para el osc1lador
armodnico cambiando las varlables a “am-
plitudes de modo” :

5.1.1 Perturbacmn de la trayectorl clasica

. "En la seccién 4.1 se llegé a la e*cpresxon para la mtegral‘funcxonal o] amplxtud
_de transicién (4 23) L ,

g con

: ES“ ﬁ/ dtLrb W

Splg ey
/h-,: dt| ﬁ(mpz pr +ﬂpyp= : ) = %H (z, 9, =2 py))
T /¢ dt[—w,,z i —H(z)] ok (5.2)
1

~.-la"accién cldsica para el Lagrangiano de primer orden L con Hamiltoniano
-H, multiplicada por %. La matriz (w;;) es la inversa de (4.3), la matriz de
.. conmutadores entre los operadores asociados a las variables del espacio fase.
: Se tiene que el integrando de K es oscilante, y, al efectuar las integra-
.ciones sobre las variables del espacio fase, se anulardn las contribuciones para
valores grandes de S. Valores pequeiios de ésta son los que van a contribuir
al integrando. Las traycctorias (z = (2!,22%,2%,2%) = (z,9, Pz py)) que in-
teresan son entonces las cercanas a la trayectorla cldsica. Se denota por z
a la trayectoria cldsica (la que resuelve las ecuaciones de movimiento del
LNQC). Sea z. + z una trayectoria cercana a z. (es decir, 2’ pequeios), de
manera que la perturbacién z evaluada en los tiempos inicial y final es tal
que z(t1) = z(t2) = py(t1) = py(t2) =0, es decir, la perturbacién se anula en
las puntas z. y py, para los tiempos ¢, y ¢, del problema (notar que ¥ y p-
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no cstnn smetos a esta condncmn) Como Z: es una trayectorla especxﬁca que
no se “mueve”, D(z} + 2!) = D2}, y i

ls= z'/t2 dt[lw~~(z P4 2) (4 + &) — lH(z + 2)]. (5.3)
i t g ATe € h N
Haciendo una expansién de Taylor para el Hamiltoniano alrededor de 2,

OH .1 §°H

J e k7 3 4
H(z.+ z) = H(z) + 7 aofle=zc2’ + 262"02f|z=z°2 2+ 0> (2)%, (5.1)

y usando las ecuaciones de movimiento cldsicas, w_,,zc o:: |z=zc, la ewpresnon :
(5.3) se escribe (tomando hasta términos en z%)

' 5

% = i/ll2 dt[%wi,-(zc‘zcj + 2*3 4 2z + 2, 20) — lH(z‘:)
Ly igd iﬂ| 9]
TWi%e 2 T op 07°0z3 =22
R T | L 1 oH
- g ] — = YT J —
z/“ dt[2wuzE 2z nH(zc) + 1;:;]2 T Oz‘vazil 2¥27]
i otz 1 1 H
= ES[ZC] —i—z/tl dt[awijz’zJ T Ozkazflz_zcz 27, (5.5)

donde S[z.] denota la accién S evaluada en la trayectoria cldsica z.. Susti-
tuyendo esto en la integral funcional, ésta se separa en dos factores: uno que
se prescnta cn cualquier problema que acepte el desarrollo en seric de Tay-
lor de su Hamiltoniano y que ¢s la exponencial de la accién evaluada en la
trayectoria cldsica multiplicada por ,l;, y otro que solo tiene que ver con la
perturbacién que se hizo (tal que en las puntas vale cero). Este ltimo se
traduce en una constante que no depende de los estados inicial y final entre
los que se estd evaluando el propagador (sélo de los tiempos inicial y final, de
hecho, del intervalo entre los dos). Entonces, la integral funcional se escribe

Lopies o3n k
K=e ehS[Zc] lim |A|2(N+1) [/D4ze'ﬁ‘ detffwijzisd =g 2Oz, oy 2k 2) )

—0N—00
(5.6)
El primer factor e?, viene de una constante de integracién que aparece en

{ t2 LI 73 U T 2 = 1%} .g.]
1 difFwigzt2) _'QFLL' =2e2% 27 )45
el exponente de e [f‘l (3wis 2R pokpsy lr=rez 24

determinado hasta esta constante.

. El propagador. K estéd
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5.1.2 Cadlculo del limite que multiplica a enSlzel
Una exposicién completa e ilustrativa de la interpretacién de la integral fun-
cional como integrales sobre trayectorias se puede encontrar en [11]. Ahi,
se utilizan expansiones en “amplitudes de modo” de las funciones del espa-
cio fase. Se parte de la nocidn de la integral funcional como la suma de las
contribuciones a la amplitud de transicién con las que participan todos los
caminos (o traycctorias en el espacio fase zi(¢) para i € {1,2,3,4}) posibles
entre un estado inicial y uno final. Cada contribucién es tasada con un cierto
peso dado por la accién cldsica evaluada sobre tal camino (la accién calculada
con ¢l Lagrangiano de primer orden); nocién que es equivalente a la forma
de la integral funcional vista como el limite de la discretizacién del espacio
fase y del tiempo, cuando los saltos entre punto y punto tienden a cero y la
particién a tener un nitmero infinito de elementos.

En esta subscccién se utilizardn las téenicas empleadas en la fuente men-
cionada para calcular el factor que acompaiia a ex5l%] de la expresién (5.6).

Para lo que sigue serd 1til reparametrizar el tiempo para que (con T =
ty —t;) t; = 0 sea el tiempo inicial y t; = T el final. Si el propagador entre

. N .
dos estados a tiempos t; y ty (con D2' = [] dz% para ¢ € {1,2,3,4}) se
k=1

cscribe
K = (2", py;Tlz', py; 0)
i ~Z+l S
0 " -
= (_)(;fl{,n_)m|A|2(N+l)/DszyDprzdyN_,_ldpzNHe' =1 (5.7)

con Sy = a[]’zk(zk - Tp—1) — ?/k(pyk - pyk-l) + ﬂpzk(pyk - pyk_1) — yyr(zK —
Zk_1)] — €H (@i, Yky Pags Pyy) (€l intervalo de tiempo ha sido partido de manera.
quc T = (N + 1)), del resultado de la subseccién anterior se tiene que si

= 3(p% + p?) + V(z,y), entonces

K = erSll
/[ lim |Alz(NH)D-’L'DPyDJDPzdI/NMszN+1]

e—)ON-»oo

fdt(n[zpz—ypy+ﬂpvp=—7y=l "'[L!'I"Hb%zy*'%—y}‘ﬂ +P=+Py])
e et R

(8)

~_Las variables de integracién ahora son Ias dela pe turbacxon de 1a trayectorla -
cldsica, donde z(t) y p,(t) satxsf'mcen las cond1c1ones de borde b ‘
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z(T) = 0
py(0) = 0 SRR ’
py(T) = 0. : (5.9)

Se sugieren expansiones de Fourier para las variables de integracién en términos
de las amplitudes a,, by, ¢n' y dn como )

= (1) = éan(g os (r2)
py(t) = g}%\;{gseﬂ (n—wt)
‘=>P‘y(t) = ébn(l/fi)cos (%t) (5.10)
y
y(t) =’co+§cn\/§cos(%,1—rt)
pelt) = do+ 3 duv/3cos (T,}—"t) (5.11)

n=1

Las expansiones para las funciones = y p, son sélo en términos de senos
porque las trayectorias que unen los puntos inicial y final deben satisfacer
las condiciones de borde (5.9); y las que se usan para y y pr son en términos
sélo de cosenos porque las ecuaciones de movimiento cldsicas establecen que
las soluciones y. y pz. son proporcionales a las derivadas respecto del tiempo
de z¢ y py,, ¥ es razonable pensar que lo mismo pasa para las perturbaciones
cercanas a la trayectoria cldsica. Debe notarse la forma de los cocficientes en
"las series para T y p,. El denominador que los acompafia tiene el papel de
hacer que el término cinético de la accién S se transforme candnicamente.
Es decir, se estd efectuando un cambio de variable en donde las funciones
Zi(t) para i € {1,...,4} sc sustituyen por las amplitudes de modo que son
los coeficientes de las scries. Este cambio de variable o transformacién de
coordenadas debe ser candnico para que la estructura simpléctica no se altere.
Esto es, en la integral de accidn debe conservarse la forma diagonal

T
[ dtcipz - yp, + Bo,p= = 1) (5.12)
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del Lagrangmno No Conmutativo de primer orden. En’ términos de la nuevas
variables (las amplitudes), la forma dlagon'ﬂ se ve como

& E(and; - bncn + .Bbf:ld"“,_ ’Ya,"c" S . (5'13)

El propagador (5.8) en las nuevas V'mablcs toma la forma

K = kSt / [ Jim |A|2(”+‘)DanDch J)
i Z(andn—ann+ﬂb dn—'YunCﬂ)
e

2
s [ a2yt Sy +p2+p)
c o 3
(5.14)

donde las integraciones sobre las variables de espacio fase fueron sustitu-
idas por las integraciones sobre las amplitudes de modo multiplicadas por el
Jacobiano J que viene del cambio de variable:

Jim |A[*N*) D3 Dp, Dy Dpedyy +1dpen 41 — Iggnwlf1|2<‘f+‘)DqD§pch J

(con DaDb = 1'[ daydb, y DeDd = I'[ de,dd,).

n=1

~Para poder realizar las 1ntegraclones de (5.14) y calcular el Jacoblano J;
es conveniente usar a‘la forma discreta de la integral funcxonal (5 8) que
tiene la forma

K = c%Slhl hm |A|'~’(N+‘) / H(d:z:;_dpykdjkdp,k)dJN+ldpzN+l‘ 8
Z [(Ik—l‘k—l)mk—yk(ﬂuk—ka_1)+0(Pyk—ka-i)l'xk'—'wk(ﬂk—xk-n)] »

Z [oJ (% Vk)‘k"'zow,,l(zk yk)Tkyk'F%;yl(,k ,k)yk+p,k+p“]

(5 15)

€

para la cu'11 las variables de mtegracmn z‘k se. expanden como i

Z angn ('l“)

“n=1"
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= ;Zb,‘,_{]n(k)," ‘ : (5.16)

con Ay, = 2(N+1)sen TNETT y gn(k) \/—Ansen (N+1) paran > 0 y

Ut = Z Cnfn(k)

n=0 .

Z dn fn(K), (5.17)

n=0

Dz

con fn(k) = V2cos [""“ )] para n > 0y fo(k) = 1 (notar que se estd

utilizando que % = yoi 1) En las expansiones anteriores para las variables

del espacio fase dmcretwadas, se usan N (para z y py) y N+ 1 (para y y
p.) amplitudes de modo porque esos son precisamente los nimeros de zy's,
Pyi'S, Yk'S ¥ Pay’S que se tienen en la discretizacién (es como si se cambiara
un nimero finito de variables por otro conjunto de la misma cardinalidad).
El coeficiente A,, y los argumentos de las funciones seno y coseno en las ex-
pansiones (5.16) y (5.17) estin definidos de esta manera para que en el limite
continuo se recuperen las expresiones (5.10) y (5.11). Se estdn aprovechando
los clementos que se presentan en la referencia [11] para reproducir las no-
ciones de integracién y derivacién en la forma discreta. Ahi, se ve que usando

la serie gecométrica
1 - zN+l

N

Z
se pueden calcular las identldades (escribiendo a fr(k) y gn(k) como sumas
de exponenciales)

1—-2

N+1 . ! :
‘Z?gg(k)gm(k) = A%(N +1)6um (5.18)
k=1, .
y , S
CUNALT o :
E fulk) = 0 s (5.19)
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(Las sumas desde £k = 1 a N o N .+'1 vienen a reemplazar en la forma -
discreta a las integrales sobre el tiempo de la forma continua.) Lo andlogo a
las derivadas respecto del tiempo de las funciones g, (k) estd dado por

gn(k) — ga(k — 1) _ n7l;(k—-l-+-l-) nﬂ-(k_..l.__l)
2D ofson |[PEA D] o [P 3= 2)

nmw
= 2A,,sen [m fn(k)
1

22(N + 1)sen [2(,31”] 2(N + 1)] f"(k)

IX0) ‘
Nl e (520)‘

Ahora, de acuerdo con las expanswnes (5.16), (5 17) y la. forma de “derlvar”
(5.20) sc tiene que e

T — Tkl = i an[gn ,\') = !]n(k_l)] |

n;l
= Z W+ 1f,,(ls:),
Py — Pyg—1 ‘ = Z b ‘[gn(l“) gn(k - 1)]
= = N+ 1 (k),
—TYk - = Z(dn - 'ch)fn(k')»
n—O
Yk — Bpae = Z(cn Bdn) fa(k), ;
: : n=0
' (5.21)
y entonces, el e*cponente del mtegrando de (5 15) se’ puede escnblr e
52 S~ fan(d = 768) = bn(en = )] = ﬂg,*—,”[d? + Z(dz + bﬁAﬁ)]
"=l{f+‘17 02 2 g B LR n—-l s

L8V
Z[azz (hn) k+2a o I(zk.yk)Zka+ 5 gltzk.yk)yk]y o
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donde en el dltimo renglén falta sustituir las expansiones (5.16) y (5.17), pero
eso sélo se puede hacer conociendo la forma del potencial.! Asi, el propagador
(5.15) se escribe en las nuevas variables como

€—0N—00

N . :
K = lim |APMD / T (daydbedeyddy)deodds
k=1

N .
83" [an(dn—7en)—bn(cn —Bdn)]—5E (d3 +2(u= +b2 A2)]
e n=1

N+41 B
o3 22v 2y,
-4 kgl[—*@, TR 2o T 1 [T IS TS - S EAR 14|

.

(5.23)

El Jacobiano del cambio de variable que aparece en la expresién (5.14) es
¢l producto de cuatro determinantes: el de dos matrices de Nx/N formadas

por los elementos af™ = % una, y por of" = “Fek '9 la otra (para k =1,...,N

yn=1,..,N), ydos de (N +1)x(N+1) formadas por o™ = %’“‘ una, y por

okt = %‘k laotra (parak =1,..,N,N+1yn=0,1,..,N). En la referencia
[1 1] (pflgums 50-51) estdn calculados estos detremmantes y el Jacobiano para
el caso unidimensional y conmutativo. El transporte para el caso que aqui se
trata es directo y trivial. El resultado es que J = 1.

La expresién (5.23) para la integral funcional resulta méds prictica y fdcil
de mancjar por la manera en que se resuelven las integraciones de expresiones
que contienen términos cotno z; — xx—1. En la forma (5.15) del propagador,
al querer abordar, por ejemplo, la integracion sobre z;, debido a que Sy
depende de (z; — wx_)), se deben considerar en el integrando a 5t y eSi+!,
Con la identidad (5.20), en el propagador (5.23) las integraciones sobre, por
cjemplo, ay, sélo consideran a expresiones que tienen que ver con el indice [.

Hasta este punto, la técnica presentada en esta seccién se puede aplicar a
cualquier sistema fisico tal que su Hamiltoniano sea de la forma H =T+ V
y acepte una expansién de Tylor.

5.1.3 El propagador del oscilador arménico

A partir de la expresién (5.23) para escribir la Gltima exponencial en términos
de las amplitudes de modo, del Hamiltoniano del oscilador arménico H =

!La primera suma finita en (5.22) manifiesta la conservacién de la forma diagonal (5.13)
en el caso discreto. :
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- ‘las amplitudes de modo (hablendo nt;

Hpt+pY) +4 (:z: + y?) se ve que sélo’son ‘distintos de ¢ cero’ Ios termmos :
ales que : S i
22V

v f ]
o) I(l‘k-yk) Py D) I(Tk)yk)yk = ‘*’2(‘1"/: 7JL) (5 24)

e
De las expansiones (5.16) y (5.17) para las varlables del cspacxo fase dis-
cretizadas se tiene que S

-’172 = Z - Anlmfn (k)gm(k)
o= + 2¢p Z Cnfn k) +. Z cncmfn(k)fm(k)

n-—l . 2 n,m_l,

Entonces, el termmo (5 24) de ( 23

(5.25) con la suma sobre L.) result

Z Wz(xk ylc)
Por lo tanto, el mtegrando completo de la: ‘(presxon (5 23) se escnbe

evp{ Z[an(d 'rcn)—b (Cn .Bdn)]_ ﬁ[d5+ ;(dﬁ +02A2)]

n=1

v 26(1\2fr+ 1) W[ +Z(C +a2A2)]}‘

n=1

= e‘<p{— Z[a,.(d — 7¢n) —bn(ca — .Bdn)]

n=1

221; [dz +wict + z:l[d2 + 1;2.42 + w"’(c + azAf,)]]} (5.27)
n= : . y

Para. aclarar el proceso de mtegramon que s lleva. a. ca.bo, se escrlbe la ex-
product;os de

exponenciales 51gu1entes
i o
K = e#Slzl im

i [(2%)_2]



H CYP{—Q, brAZ)
H e*(p{—-zwzaz A2}

n_]

i
H e‘<p{ 2,_ —L‘dn(an + ﬁbn)}
H exp{———w 2 — h 2 e (by +van)}
n=1
exp{~ Lk d3)
m{_szcg} (5.28)

(el orden en el que estédn escritas las variables de mtegracmn es el orden en el
que serdn tomadas las integrales leyendo de derecha a lzqmerda) Empleando
la férmula de la integral de Fresnel :

/ dzes vz = 'ix \/‘ : L (529)
para A€ R — {0} yve C el resultado de integrar todas‘ 1as amphtudes de
‘modo es . . ,
K = et lim  {(o20)(sm)
11

e N 1 ]
B n—l\, 1-[(Z+ 1) +(1 +w252)]T2w2A2 4 Lt gz

}

= etk lim  {(——

N—r00,6-30

}
.30)

En la dltima igualdad, A\; y A2 son dos nimeros que permiten la facto-
rizacién del denominador de la primera igualdad (pero, estos “ntimeros” son
precisamente las frecuencias caracteristicas del oscilador arménico cldsico).
Los primeros dos factores de la c\tpresmn anterlor se pueden sacar del limite
(son constantes). Como A, m ~ -1 cuando N >> 1, se puede
usar la siguiente identidad

N
Jim 1T - 2y = —';f—¢’ (531)

27rh \/[1 ,\12T2A2][1 — A2*T2A2)
(5
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* para reconocer un producto de funcxoncs seno en el tcrcer f'tct01 de (5 30)

11m H[l —,\12T2 2][1 — /\22T2Af,]v

u—l .

N‘” /\1 2 /\ZT 2
R ,}L,rgoH[l vl | Ll G )‘]
- sen(A T)sen(/\gT) ‘
| = WL : (5.32)
Por lo tanto, el propagador del oscilador arménico es
— iS[zc] [o3 /\1/\2
K=er (27rhi)\/sen(/\1T)sen(/\2T) (5.33)

(la constante B de (5.6) se ha escogido como B = lnw para que cancele al
factor L y se recupere bien el caso conmutativo cuando 8,0 — 0, como se ve
al final de la siguiente seccién). La diferencia entre este propagador y el del
caso conmutativo para cl oscilador arménico estd en que la accién evaluada en
la trayectoria cldsica es distinta porque las soluciones del oscilador arménico
cldsico son distintas, y en las frecuencias caracteristicas que aparecen en el
factor de regularizacién que acompaiia a la exponencial de ,{S[zc].

5.2 El propagador del oscilador armoénico obte-
nido a través del Principio de Accién de
Schwinger

Se calcula el propagador o funcién de transformacién para el oscilador arménico
a través del principio de accién de Schwinger, integrando la ecuacién (4.39)

o(z", pyi t"lz’, pl; ') = ila”, pij; |G (") — G() |2, )i ¥, (5.34)

con el Hamiltonano del oscilador arménico en el generador G de la trans-
formacién unitaria infinitesimal que hace las variaciones de las puntas de la
funcién de transformacién. El Hamiltoniano es un operador, definido por los
que estdn asociados a las variables del espacio fase (éstos se escriben con
letras mindsculas, y sus autovalores con letras mimiisculas primadas).
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Sca entonces el Haxmltonmno

1
H =3z +p)+ —(z +y°%). (5.35)

Las ecuaciones de movimiento para los operadores de coordenadas y mo-
mentos que se derivan de este Hamiltoniano son exactamente las ecuaciones
cldsicas para este sistema, y por lo tanto se tienen las soluciones (3.33) y
(3.35) pero ahora en términos de operadores {cn lo que sigue se toma la
notacién tal que z'[p)] = z[p,](t') y 2"[py] = z[p,}(¢") con ' el tiempo ini-
cial y ¢ el final; entonces, por §z' por ejemplo, se entiende la variacién del
operador z(¢'), pero se debe recordar que como éste es de primera clase, tal
variacién se comporta como un nimero). Si las soluciones para las ecuaciones
de movimiento de los operadores son

z(t) = pi(B'sen| + B"sen)) — pa(A'seny + A”sens)
py(t) = (Bw? — \)pi(B'seny + B'sen)) — (0w? + Ap)pa{ A'seny + A'seny)
y(t) = —pi(B cos| —B"cos|) — pa( A cos'z' -4 cos,) .
p=(t) = (fuw?= Al)pll(B".fcqs -B" cosl) + (Ow + /\2)/;2(/1' cos2 —A" cosz),
gt : (5.36)
con la siguignt'e nptz’igiéh" ' B
B = (0w X))z - p)
_B" = [(0w® + A2)z" — P,
A = [(0w? - M)z’ - p))
A" = [(0w® — A)z" — P
sen;-: = sen)\;(t" —t)
cos; = cos At — 1),
sen; = sen\;(t —¢t)
cos; = cos\(t—t')
1 :
Pt M+ ’\2)158“(’\1T)
P2 (5.37)

v el generador G(t) es

(Mﬂz),ser?(%z’—f)’; =

G(t) = alp.(t)5x(t) - y(i)ﬁm(t) +0pz(t)5py(t) —Uy(t)5z(t)] -H (t)5t (5 38)
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la diferencia de éste para los tiempos inicial y final ‘que se debe construir
de acuerdo con (5.34), teniendo en cuenta que como el Hamiltoniano del
‘sistema en cuestién no depende explicitamente del tiempo H@@")y =H(t),y
definiendo T" = ¢ — ¢/, resulta

G(t") = G(t') = alpa(t")(52" + 06p) — ,;;m (52" + 057)
~y (") (6p" + aam"3 y(t’)(ap;, + ooz
H(t”)é(t" - ) k : :

= alps(t") (0" + oép")  pa(t)(6a' + 067,
—J(t”) (69} + o6a") + y(t')(ap,, + aé:z:')i/

i3 (pr(t")2+py<t")2>+ (m(t")ﬁ (YT

)

- (5.39)
Para lo que siguevserén utiles las siguientes identidadrcs::’ L E
(M = 0D Az +0w?) = w? e
(00)2 — /\1)2 + w2 = (/\1 —_ 00)2) ()\1 =+ /\2)
(0w2 + /\2)2 +w? = (/\22 + 0w2) (/\1 - /\2)
M = & (5.40)

[a%

Utilizando las soluciones (5.36) en la diferencia (5.39), aparecerdn términos
del tipo A’A" y B'B" que no se pueden calcular sacando los autovalores a
través de la punta adecuada, ya sea hacia la izquierda o la derecha, por lo
que tales términos se sustituyen, calculando los conmutadores correspondi-
entes, por las expresiones A" A’ + [A’, A"] y B"B' +[B’, B"] respectivamente.
Entonces,

Gt") — G(t")
= a{[(0w? - \)p (B — B" cos(MT))
+(0w® + A2)pa (A’ — A" cos(AT)))(8z" + 05p)))
—[(8w? — A\)pi (B cos(M\,T) — B")
+(0w? + A2)pa (A cos(/\gT) — A"))(8z' + 06py)
—[p1(B" cos(MT) — B') + p2(A" cos(NT) — A')](6 Py + odz")
+{p1(B" — B cos(MT)) + p2(A" — A’ cos(AT))](6p, + od2')}

(OS2 H A sipn g (2578 + (B, B)) cos(MT)]
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2 2 2 SN ;
+[(0w +A2)% +w ]p22[A:2 + A= (2AIIAI+ [A
=U+ HT. R

Todo lo que no estd multiplicado por 6T (dexidtiadb or
que ver con el Hamiltoniano . S

En este momento ya se puede realizar de manera sencdla el “bracket” del
miembro derecho de (5.34): : =

('B",Py,t”IG(t") - G, P t)

= {a{[(Ow = A)py(B' — B" cos(\ T))

+(0w? + A2)p2 (A — A" cos(\T))] (8" + 05,
—{(0w? = A)p1(B' cos(\T) — B)
+(0w? + A2) p2( A’ cos(NT) — A”)](82 + 06p), Yoo
—[m(B" cos(MT) — B') + pa(A” cos(AT) = A')](&py‘
+[p(B" — B'cos(MT)) + po(A” — A’ cos(/\gT))](Jp

_{[(0w2 — M)+ w2]pl2[812 +B" (2BIIBI + [BI Bv ]) COS(/\IT)]

0'6:1:” )
l

2 2 2
GO X)W o g o A [, AT]) cos(AT)]}ET)
(=", pyit"l2, pi )

= U+ Hc’)'T)(I", Py 2 pli ). (5.42)

(En la dltima igualdad, el factor U + HdT) no es un operador. Todos los
operadores se han aplicado sobre sus autoestados, de manera que lo que
aparcce multiplicando a la funcién de transformacién son niimeros.)

Para continuar con el cédlculo, tanto en U como en HT conviene agrupar
los términos por la funcién trigonométrica por la que estén multiplicados,
para después identificar los términos que se corresponden para poder armar
variacioncs totales.

Usando que p; para i € {1,2} tiene un inverso multiplicativo del seno, U
se escribe

_a) §(B"B') _ a\ §(A”A")
(/\2 -+ 0w2) (/\1 -(i- /\z)sen(z\lT) (/\1 - 00.12) (/\1 + /\z)Sen(/\gT)
CYAQ cot /\1T) "ne 182 )
O 1 007 200 + ap) LB+ (BYT
+ a\ cot(AT)
(A — 0w?) 2(A1 + Ag)

U =

A+ (). (549
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Se pucden identificar en HST (en los términos que tienen como factores al
inverso del seno al cuadrado y al inverso del seno por la cotangente respec-
tivamente) las derivadas parciales respecto 7" de la cotangente y el inverso
del seno. El cdlculo de los conmutadores [A’, A”] y [B', B"] utilizando las
soluciones (5.36) y la estructura conocida

[:E(t), pz(t)]

by (D p(0)] = —i
[z(8),y(t)] = 10
[py(2),p=(t)] = ~io (5.44)
tiene como resultado
! " — /\2 ’
[A 74‘1 ] - (AZ +,\9w2)p2
(B, B"] v 0w?)p;’ (5.45)

lo que hace que en los términos en los que estdn involucrados se pueda iden-
tificar una derivada parcial respecto de T del logaritmo del seno. El término
que viene del Hamiltoniano se puede escribir como

2 2 12
H6T /5:\(1,\1 f‘if)([B . ;B Lsteosoy) — BB en(z\ T)])
/\(;\(ZAT-io-u:\z)([A ;-A ]5[c°t('\zT)] - A”AI(S[se (/\ T)])

4oe 5(1n[scn(/\ T)sen(AT))).

Combinando las expresiones (5.43) para U y (5.46) para H6T, agrupando los'
términos que forman variaciones totales, se puede escnblr

= 07) e
v M Hor Al(/\l + /\z)zé[cot'(/\lT) 2 : sen(/\ T) B ‘
Qo+ 0u7) (2442
+A2(A Ty Sleotde ) = scn(/\zT)A A]
+= J(In[sen(/\lT)sen(/\gT)]) i (5 a7)

Finalmente, se puede agrupar toda esta evpresxén ba.Jo un solo 51gno ‘de -
variacién tal que la ecuacién (5.34) se: ha convertxdo en. oo - ;
[Bll2 + BIZ]

2

1" " 7] — (/\1
6("‘7 ,py,t |$vpyat) = 16{/\1(,\ +/\ )[COt(’\ T)
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1 " !
sen(M\T) BB

(A2 + Ow?)
/\2(/\1 -+ /\2)

o " At #in
s_en(AzT)A 4] , ;

+ £ Infsen(nT)sen(TIHa", s 12!, i ).
L (5.48)

"2 2
[cot(AT) Iﬁ—%‘f&——]

Pasando - Ia- funcién’ de- transformacién del miembro derecho dividiendo al
miembro izquierdo,: se puede escribir esta ecuacién de manera_que ambos
miembros sean:la variacién de una expresién

(M — 0?)
SN +,\ )
IIB]

l12k 12
‘5[‘“(“’"'Py,t”l$ »P,,,t’)] = id{ feos(p 1) BB ;B ]
“sen(MT)

(A2 + Ow?)
Az(Ar + Az)

A"A]

"2 2
[cot(AgT)M—g—'A—l

sen(,\ T e
»+2ln[sen(/\lT)sen(/\gT)]}, e (5.49)

la que se puede integrar directamenté dando como resultado

1

" " !
(@ ”’!"t = ”’y’t) sen(\T)sen (A1)

i\ o (B" + B?] B"B'
\p({r(ﬁr)[ t“‘f el Om
i(Aa + Ow? A + A A
m[ ot(A,T) 2 " sen(Az T)A A]}

(5;50)
(con C € C una constante de integracién). :

En esta 1iltima expresién se puede identificar a la e\cponencxal de la. accxon

evaliiada en la trayectoria clasica. Para hacerlo se sustituyen las’ solu ones -

cldsicas del oscilador arménico (3.33) y (3.35) para las varxables del ‘espa-
cio f'xse en el el Lagrangiano de primer orden (3.4), y despues de hacer las
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- integraciones pertinentes se ve que

S[Zc] ’\(;\(1’\—11&;‘22)) [COt(z\lT) IBI:2+B'2] sm(,\ll ) BIIBI]
,\ 0 A2 A2
+ Lptle). +“‘m [cot(AT) L——l+' moan A" A, (5.51)

y por lo tanto, (5.50) se puede escribir como

1 .
o R P C 15[z}
(", pyi 12, Py ) € \/sen()\lT)sen(z\gT)e

A1z i5(z]
)\/SQH(/\1T)SCII(/\2T) ¢ » (5:52)

resultado similar al obtenido en la secc1on anterior (5.33) (dentro del radical
se ha utilizado la identidad A\ A; = —) La constante C se puede fijar para
que esta férmula tenga un buen limite para el caso conmutativo (0,0 — 0).
El propagador del oscilador armdnico en el caso conmutativo también
tiene como factor la exponencial de la accién evaluada en la trayectoria cldsica
(con 8 = o = 0), pero el primer factor tiene a la frecuencia w del oscilador
en el denominador [21] cosa que se recupera de la férmula (5.52) cuando se
hace 0,0 =2 0siC =1 1“[(2“)2] (La parte imaginaria de C se puede obviar
porque sélo proporcmnarm una fase irrelevante desde que lo que van a ser
probabilidades son los médulos al cuadrado de (5.52).) Entonces,

UM g oty iSze] @ Az
(@ pyitlaspyi t) = e (27ri)\/sen(/\1T)scn(/\2T)' (5.53)

Las frecuencias caracteristicas son Ay =S AL y A2 = /\i de acuerdo con

2 2 2 gut

A= F(w? + o) + \/2(0w +0)° + 4% , (5.54)
donde el subindice se toma de acuerdo al signo para el radical, y el superindice .
de acuerdo al signo que tiene el primer término de la expresién anterior.. (El
nitmero que estd dentro del radical es positivo no importasia > 0o a <0,
pero por lo que se vio cn la deduccién de la ecuacién de Schrédinger (seccién
4.3), c debe ser mayor que cero, pues 37557 tiene que ser el médulo al cuadrado
de cierto nimero complejo.) En el limite §,0 — 0, AT = +v/w?, de manera
que Az = A%, y por lo tanto, Ay = A3 = w. El limite cuando 8,0 — 0 de
(5.50) cs ) o o

w

— T ,iSlzclg=o=0)
2misen(wT') € ! ‘ (5.55)

(", pyit"|z", pyi ) =
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que es ¢l propagador del oscilador arménico [69] del caso conmutativo en dos
dimensiones (cuando se fijan en las puntas a las variables z y p,).

Las frecuencias caracteristicas del oscilador arménico (cudntico y cldsico)
que aqui se obtienen, estdn en desacuerdo con las que se presentan en [1],
ademads de que ahi no queda claro que ¢l propagador se escribe como un
factor multiplicando a la exponencial de la accién evaluada en la trayectoria
cldsica no conmutativa. Sin embargo, el resultado (5.53) estd de acuerdo con
la conclusién de la referencia mencionada alrededor de que el Hamiltoniano
del oscilador arménico en el caso no conmutativo representa a un oscilador
anisotrdpico, pcro con frecuencias caracteristicas A\; y A2. Estas sf estdn de
acuerdo con las obtenidas en [23, 24, 25).

El propagador para la particula libre Con base en el hecho de que la
expresion (5.53) para el propagador del oscialdor armdnico recupera bien cl
del caso conmutativo cuando los parametros € y o tienden a cero, se calcula
cl propagador de la particula libre en el caso no conmutativo heciendo tender
a cero la frecuencia w de (5.53). Considerando que el factor ¢*5l%! del propa-
gador (5.50) al tomar w —-0 recupera la expongencial de la accién evaluada
en la trayectoria cldsica de la particula libre, para obtener el propagador de
¢ésta sélo resta tomar el limite del primer factor cuando w — 0. El propagador
de la particula libre-en la Mecdnica ‘Cudnti¢a No Conmutativa resulta ser

R N g iSlzelpLne )
(@ py3 ¢l Py ¥ ami |/ Tsen(aT)e (5.56)

(PLNC denota “particula libre no conmutativa”).
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Capitulo 6

Deformaciones de algebras y la
Mecanica Cuantica

En cste capitulo se resumen las ideas contenidas en un método de cuanti-
zacién que involucra la sustitucién de los productos del dlgebra asociada a
una teoria cldsica, por un poducto no local asociativo llamado producto es-
trella (o de Moyal). En cste sentido se habla de la deformacién de un dlgebra.

En la scccién 6.1 se plantea la forma en que se trata a una geometria
no conmutativa usando un dlgebra no conmutativa, que es producto de la
deformacion de una conmutativa. Ademds, se ilustra cémo este porcedimiento
se puede emplear para hacer una cuantizacién de una teoria cldsica que cuenta
con un dlgebra de funciones del espacio fase. En la secccién 6.2 se expone
la perspectiva de hacer una Mecdnica Cudntica No Conmutativa por este
método de cuntizacién.

6.1 Geometria no conmutativa

6.1.1 Aproximacion a la geometrla no conmutatlva a
través del algebra :

Es dificil explicar qué es la geometria no conmutatlva Es més facﬂ dec1r qué
es un dlgebra no conmutativa.

La estructura de una variedad conmutativa se puede trasladar al algebra;
de todas las funciones suaves que van de la variedad a un campo (de manera
biyectiva) con la multiplicacién conmutativa de las funciones asumiendo el
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~ papel del producto del dlgebra [40]:
Geometria conmutativa — Algebra conmutativa

Cada elemento de la geometria tienen asociado uno y sélo uno en el dlgebra;
por ejemplo, a cada punto de la variedad se le asocia el conjunto de todas las
funciones que se anulan ahi. La idea general para representar la geometria
no conmutativa es deformar un dlgebra conmutativa para obtener una que
no lo es, modificando su producto de tal mancra que el producto usual fg de
dos funciones del dlgebra conmutativa, se sutituye por un producto estrella.
(*) definido por

f*g=1g+hP(f,0)+ ., (6.1)

donde P es un mapeo bilineal que toma parejas del dlgebra y entrega un
elemento de la misma, y A es un pardmetro constante. Es decir.(de manera
esquemadtica),

Geometria conmutativa — Algebra conmutativa
b o*

Geometria no conmutativa < Algebra no conmutativa

Por ejemplo, para trabajar con las herramientas asociadas a la Mecdnica
Cudntica (como el dlgebra de operadores), se puede partir de un dlgebra de
funciones f(q,p) conmutativa asociada a una teorfa cldsica; funciones que
toman elementos del espacio fase cldsico representado por R? (para un grado
de libertad), y equipado con un paréntesis de Poisson [f, g] que funciona
como el mapeo bilineal P del producto-x

(f % 9)(x) = f(z)et™ PuiBet g(z) (6.2)

(z = (2%, z?) = (q,p)), con (w”) una matriz antisimétrica, no degenerada y

constante (se estd tomando la convencién de suma sobre indices repetidos). -
De la definicién anterior, si [f, g« = f *g — g * f, el producto-« tiene como

consecuencia para las variables del espacio fase que

2%, 27, = iw? T
(ool = w=in). (6 3)

El razonamiento para const.rulr la Meczimca Cuantlcn deformando los pro- 7
ductos de una teoria cldsica es el siguiente. Partiendo del ilgebra de‘funcxones
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f(q P) dcl espacio hsc de t una tcorla clasnca, be deﬁne el opcmdox [‘ asocmdo
a f como : SO -

F(Q, P)

(2 )z/drdcrdqdpé""(q ")‘“’(P ”)f(q p), e (64)

o, si

o) ","/:dq%iée"’”+“”’f(q Do 69

es una tlansfoxmada de Fouuer de f, el operador £ se puede escrlblr

F(Q P) (2 )2 / drdoU(r,0) f(r,0), ‘ (6.6)

donde - ) )
U(r, o) = e~ i7Q+iaP) (6.7)

son los elementos de un grupo (el grupo de Weyl-Heisenberg) que tiene por
dlgebra de Lie a aquella representada por (@, P) = ih. Los operadores U
actiian como traslaciones de los asociados a las variables ¢l espacio fase.
Tales operadores se componen como

U(n, 1)U (12, 02) = e7H92=1 72U (1) + 75, 0 + 03)

(por la fase e%m92-172) go dice que se tiene una representacién proyectiva
del grupo Abeliano de traslaciones en el espacio fase). A f suele llamarsele
cl simbolo de Weyl (o solamente el “simbolo”) del operador F.

Las funciones f(q,p) se pueden recuperar cde sus operadores asociados,
usando un SOC, como por e¢jemplo {|q)}, para el espacio de Hilbert sobre el
cual actia F a través de

s ' r r
Hayp) = [ do'e™ (g + So'|F(@Q, Pla = 50). (6.8)
Las transformaciones (6.4) y (6.8) son las que permiten pasar del dlgebra
conmutativa o cldsica (la de funciones f sobre el espacio fase) a la no con-

mutativa o cudntica (la de operadores F' sobre el espacio de Hilbert).

Si F = |¢)(¥| es el operador de proyeccién sobre el estado puro |1/)), su
simbolo o funcidn cldsica asociada es

fotan) = [ do'e™ (g + 2o'lw)(la ~ o)
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= [do'e 7 y(q+ oyiq ~ Lo, (6.9)
donde 1 es el complejo conjugado de 9. Las funciones del tipo de Siwy son
conocidas como las funciones de Wigner. Estas han sido usadas para definir
una Mecdnica Cudntica de funciones dec operadores que no conmutan [57, 71}.

El producto-x entra en cl razonamiento cuando surge la pregunta de cual
es el simbolo o funcién cldsica asociada con el producto (o composicién) de
operadores. Si f es la funcién cldsica de F y g la de G dadas por (6.8),
entonces de (6.6) se tienc que

1 H -
FG = -(—2—7/dO’ldTlddngzU(Tz,02)U(leal)f(7-ly01)9(72’02)

= /daldTldo'szzU(Tl + 7,01 + Uz)ez(Tluz—a'n)f(Tl, 01)9(”2, a2)

(2 (2m)?
= (2 )2/d03dT3U(T3,0’3) LR
[(2 B /da'4dT4ez(aa1'4—'rsrn)f(—— +T4, 2 0'4’3"' %—7}1,%3- - 04) ‘,
‘ " (6.10)

_donde se han definido las variables 13 = 7+ 7'2, 7'4 = ,—1—’1 o3 =014+ 02y
o4 = T2, Ahora, se puede ver que cuando el ploducto « es como ¢l definido

en (6. 2), si f es'la la tranformada de Fourler de fy.G eslade g de acuerdo
con (6.5),lade fxges ,

-y 1 ' h(ro!—or! »
f*g(r,a):mT)Z/deae'( )f( +7',-—+a)g(——-7',—-—o')

2 2
: ; (6.11)

y por lo tanto, (6.10) se puede escribir como (para, n =1)
FG= (2 )2 /da3dT3U(7'3:Us)f*g(Ts,aa), ’ ! (612)

es decir, el producto-x entre dos funciones cldsicas’ representa la composicion
de operadores del dlgebra de operadores no conmutatnva En termmos de las
funciones f y g en vez de sus transformadas de. Fourle e -

FG = (2 )2 /do,sdrsdqdpet[aa)f’—ﬂ)'f"m(q q)]f*g(q’p)' . ;' (6.13)
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6.1.2 Probablhdades, ‘ortogonalidad y ecuacxones de
mov1m1ento )

La funcién de ngner (6 9) 1ndepend1ente del tiempo que le corresponde a
(q)n un estado’ puro que satisface la ecuacién de autovalores Hi, = E,,

con’un espectro: chscreto, es un caso particular de la definicién. general de la

funcmn clasxca asocxada. al operador |1, ){(¥m|

/da’e"" g + o' ln) (himla ga )
= /da 1/1m(q - I—O’) —io plﬁn(q + "'Ul) = fnm((Iap) (6 14)

Smn (qx P)

donde %, y ¥, son dos estados ortonormales que satisfacen la ecuacién de
‘autoestados mencionada. Con las funciones fp,n se puede construir la matriz
densidad [20], donde los elementos de la diagonal estin dados por f,m = f,1
las funciones de Wigner asociadas a los estados puros.

Entonces, si ¢ es la funcidn cldsica de un operador A, definida de acuerdo
con (6.8), sus clementos de matriz se calculan como : :

Wmldltn) = [ dadp o9 fmm(@p) . (615)
y sus valores de espectacién se obtienen por los elementos de la dlagonal de

esta matriz » : i
(4 =qudp a(q,p)fn(q,p)-. b ,(6-16)

Se tiene ademas 1'1 condlcxon de normalwacmn

/dqdpf,,(q,p)-—l L (ea)

o mds general, utlluando la ortogonahdacl de los estados 1/)m y w,,,

/dqdpfmn(%p) /d(I"/’n q)"bm(‘]) '—‘émn . ‘ (6-18)

Con el paréntesis-x definido por [f, g], = j' *g _q* f, se puede ver que
las funciones de Wigner que no dependen del tlempo f (q, p) conmutan con
el Hamiltoniano [19] : S

[f(l],p) I‘I(q,p)]* ‘ (6 19)
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‘la dependencia del tiempo 'de las funciones dc VVlgner para. estados puros
estd dada por la ccuacién dindmica de Moyal [57]

#2201, 0), 10,

Se puede formalmente separar las variables de,f; en-la parte temporal y: la., :
dependencia de las variables del espacio fase usa.ndo el operador de evolucxon-
* (con H ¢l Hamiltoniano) o :

(6. 20)

W )31H*H*H+

Udapt) = eb =1+ %p 4 (r) H ‘H+(r

La separacidén es

Fa,pt) = Ui @, p,) %'f(q,p, 0)U.(4,7,1) (6.21)

(en el operador U, ¢l Hamiltoniano se sustituye por la energia E como con-
stante de separacidn), donde f(q,p,0) es la funcidén (estacionaria) de Wigner
a un tiempo dado, que satisface la ecuacién de auto-x-valores [19]

H(q,p) * f(a,p) = Ef(q,p). (6.22)

El producto-+ entre las funciones cldsicas actia sobre los argumentos de
éstas, y como la accién de un operador de traslacién sobre cualquier funcién
de la variable que se traslada es tal que e*®h(q) = h,(q + a), entonces

f(a,p)xg(a,p) = (4 p—— 3)9(a, p+ aq) = f(q+ "~ B p— 2 aq)g(q,p)

.(6.23)
Esto se puede usar para demostrar que la energia de cierto estado ytepresenta- .
do por la funcién f(q, p), caleulada como el valor esperado del Hamilteniano,
s L o

(H(a,p))

/ dqdpH(q, p) f(q, ) e
/dqde(q,p)*f(q,p) = E/d/q"

es decir, se obtienen los mismos espectros para las funci
los de la cuantizacién convencional para 1/) Ademas I:
-.valores se puede escribir como .

_— i
H(g,p)* f(a,p) = H(q,p—%l B flap+ =
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= Ha+ 3 Bpp- 2 8)f@) = Bf@p).
(6.25)

La moraleja cs que deformando con un producto-x el dlgebra de fun-
ciones cldsicas sobre un espacio fase, se obtiene el dlgebra de operadores no
conmutativa de la Mecdnica Cudntica. El producto-x interviene (al menos)
en dos aspectos importantes: primero, la composicién de operadores tiene
asociada la funcién clidsica que es el producto-x de las funciones asociadas a
cada uno de ellos; y segundo, es el producto que aparece en la ecuacién de
auto-*-valores para las funciones de Wigner estacionarias y la definicién del
operador de evolucién.

Este par de ideas fundamentales son la base de la propuesta que se pre-
senta en la seccién siguiente para formular una Mecdnica Cudntica No Con-
mutativa.

6.2 La Mecanica Cuéntiéa No Conmutativa

6.2.1 Deformacién de un campo clésico Pz, y)

Es usada en literatura reciente {31, 32, 55, 67] una forma de introducir la no
conmutatividad de las coordenadas para la Mecdnica Cudntica mediante la
deformacién de un campo cldsico, usando el producto estrella

((«', 22) = (z,7), con z e y coordenadas para el plano), con el que se p]antea.
una ecuacién de Schridinger para funciones del tipo w(:z, y), y se obtlenen
coordenadas que satisfacen la relacién de conmutacxén :

o, 2] =i =iod (6 26)
(bajo el conmutador ordinario [A, B] = AB BA donde 6‘2 = 1)

Una ecuamén de Schrodmger :

Partiendo de una ecuacxon como™

81/)(.13 Y): _[ V

o = lom +W%WW@w S )
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para el campo 'i;liisi_éo (2, y), obtenida a partir de la acccién

~' , PRI o2
8= / dtd*x(z, y,t) [ii - 2"— - V(x)] P(z,y,1) (6.28)
(con p = (pz, py)), s deforman todos los productos sustituyéndolos por un
producto-x definido como [55]

(A*B)(x)—A(x)[e%""f’=*8=f13<x) o (629)

(x = (z',2%)), para A y B dos elementos en la. teorla clasu:a. que aparecen
multiplicindose. ik : ;

En la ecuacién (6.27) el tinico termmo que vaa sufrxr‘camblos con’ rcspecto
al producto usual (cuando se sust‘ uye la’ producto-*) S el potencxal sobre
el campo ¥(x,t): . :

V(x) £ (x) = V(x>¢(x>+z S >'a,.' S V<x)o

N j ',"aju"w(x)"

P .7 (6.30)
Reemplazando a 9;, por ip;, e 1ntroduc1endo las varlables p,k = Gp;,, se
tiene la transformada de Fourier , b Sl

Bty B3 V (X)Piy P () = 3" / &’k e""‘V(k)(kp)"w(x), (6.31)
que sumando sobre n se obtiene que ST . ,‘ 7 '
VO # 90 = [ &tk eime 2""V(k)¢(x> )

Ahora, usando la ortogonalidad de p y p y las relamones de conmutacxon
usuales [z, p;] = i6;;, resulta que e

V() % (%) = V(x gmo, St (6.33)

Las nuevas coordenadas x’ = x— *'3 satisfacen las relaciones (6.26), y en la
ecuacién de movimiento (6.27) se reemplazan a x' por x en el Hamxltomano
para recuperar el producto anterior.

El resultado por lo tanto es que se pueden construir c1ertas coordenadas
que manifiestan la no conmutatividad (definiendo z’' = z+ zpy yy =y—- pz,
con [z, z'7] = i0%) recuperando el producto usual al mismo tiempo* :

/] 7]
Viz,y) *¥(z,5:t) = Viz+ 3Pl — Epz)tb(w,y;t)
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= V(a',y")b(z, v t), (6.34)

pero pagando una traslacién en el potencial del problema.

Existen trabajos dedicados a la aplicacién de este resultado a varios sis-
temas, como cl campo central cn general [30] (y el dtomo de Hidrégeno [13]
y el oscilador arménico {31, 55] en particular), el problema de Landau [32] y
otros como la fase de Berry [2)], el efecto Aharonov-Bohm [14] y el momento
magnético del muén anémalo [70].

Discusién sobre la funcién ¥(z,y)

Los trabajos mencionados que aplican el resultado (6.34) utilizan “funciones
de onda” (z,y) que dependen de las dos coordenadas; fundamentalmente
las funciones que satisfacen la ecuacién de Schrédinger (6.27).

La aproximacién que se hizo en la seccién 4.1 a la Mecdnica Cudntica
No Conmutativa Mediante la integral funcional de Feynman, utiliza un SOC
para el espacio de Hilbert asociado a un sistema fisico que es comin a los
operadores X y P, y por lo tanto, la funcién de onda depende de los autoval-
ores de estos operadores (z y py). Como los operadores X y Y no conmutan
no sec puede construir una funcién de onda que dependa de sus autovalores
(z ¢ y) pues no se puede definir un SOC comin a estos opceradores. No es
clara hasta este momento la relacién de la funcién ¥(z,y) que aparcce en
el resultado (6.34), si lo que se intenta a través de esta deformacién con le
producto-* (6.29) es definir una Mcednica Cudntica, con la funcién de onda
P(x, py) de las construcciones del capitulo 4 de esta tesis.

El empleo de un SOC mixto o “hibride” como lo son (4.4) o (4.12) estd en
la linea de trabajos como los de las referencias [23, 24, 25]. Ahi se menciona
la imposibilidad de definir una representacién de coordenadas debido a que
el grupo de Galileo de una teoria conmutativa sufre alteraciones asociadas a
un pardmetro “exético” proporcional al no conmutativo 0.

6.2.2 Un producto-+x que introduce la no conmutativi-
dad de las coordenadas :
La perspectiva que se plantea en esta subseccidn para construir la. Mecdnica

Cudntica No Conmutativa es deformando el dlgebra de funciones clésicas
sobre el espacio fase con el producto * dado por TR

- A o R e
’ = (0. 8p—0,,8.00452(5 40 '—0,:'0;-')+i‘—zz(0m3vj'3vj"’P'-'), '+ (6.35)
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con 7,7 € {1,2}, €7 cl tensor totalmente antisimétrico de dos dimensiones,
ye2 =1 ((=',2%) = (z,9) y (1,p2) = (pz,py)). De esta manera, las ccua-
ciones de movimiento que resulten son ecuaciones para funciones cldsicas; el
producto-+ permite manipular objetos cudnticos en cspacios clasicos.

La definicién (6.35) estd motivada por la forma del paréntesis de Poisson
(2.2) definido por la matriz simpléctica (3.1) de la Mecdnica Cldsica No
Conmutativa. Asi, ¢l paréntsis-* definido con el producto (6.35) es tal que sc
satisfacen las relaciones

[z, = 0
[]7.'1{’77;/]« = o
[z, pils = ihdy;. (6.36)

Ahora las funciones de Wigner tendra una expresién un poco mas compli-
cada cuando se escriben (de acuerdo con (6.9)) en términos del SOC {|z,p,)}
o el {lJy,pz)} para cl espacio de Hilbert donde actiian los operadores que se
definen con ellas. Este SOC es el mismo que se utilizé en las formulaciones
de la Mecanica Cudntica No Conmutativa del capitulo 4. Pero, ademds hay
otro detalle. El dlgebra de Heisenberg representada por (6.36) es el dlgebra
de Lie del grupo de operadores que hacen las traslaciones en ¢l espacio fase
(andlogo al que ticne como elementos a (6.7)) cuyos clementos son

U(T, 7", 7, 77I) = e—-i('r,\'—f-'r'P,+17P¢+1['Y)' (6.37)

Con cllos se definen los operadores de la Mecdnica Cudntica No Conmuta-
tiva asociados a las funciones cldsicas del espacio fase de manera similar a
(6.6). La forma de los operadores (6.37) es consistente con los operadores in~
finitesimales (4.8) que fueron utilizados en la subseccién 4.1.1 para trasladar
al SOC {|z, p,)}. (Operadores similares a (4.8) pero en términos de X y P,
trasladarfan al SOC {ly, pz)}, por eso los que trasladan a todas las variables
del espacio fase consideran a todos los operadores asociados a ellas. Esto
tiene que ver con que cn la Mecdnica Cudntica No Conmutativa, a = no
sélo la traslada P, (como en el caso conmutativo) sino también Y, y a p, lo
trasladan los operadores Y y P; en la otra representacién, a y la traslada
tanto P, como X, y a p:, Xy P,.)

Es de esperarse que para las funciones de Wigner f(z,p,,¥,p:) de la
Mecdnica Cudntica No Conmutaiva se obtenga la ecuacién de movimiento

5,90 (.. t)

ot = [f(zv Dy t)v fl(zr P, t)]*s : (638)
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con

~' Z‘E

. 2

7’;/ = Py 32f_z E7’y —io 311:

v o= y+ Qﬁ Oy —i95=

e = pz— —r 8z t+io 3,,,,‘. 7 (6.41)

Con esta regla, 1'1 ccuacién de auto-x-valores para el Hamlltomano H =
PE+pi+ 1:2 + y2 del oscilador arménico (y f € C2) es :

(02 + 12 + 22+ y2)f ST Y
—[0(82, + &2). +"‘v~(a2 + 02)']f + m(ma,,, + ya,, — P2Be — P9 f
+26[0(x0y — yOz) + o (p=8,, — Py&y, )1 f+

h{0(0p, O — 8. 8y) + 0(020p, — 0y0p. ) f = Ef: :
: (6.42)

que deberfa en algin momento mamfestar a’ dos oscxladores acoplados de

acuerdo con las soluciones para el oscxlador armoénico’ claswo de’ la seccién
3.2,y el propagador para este 51stema del capltulo 5
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Conclusiones y perspectivas

En la primera parte de la tesis, en el capitulo 3, vimos que incluir rela-
ciones de conmutacién nuevas entre las coordenadas del plano tiene como
consecuencia que el Lagrangiano en el espacio configuracién no es de se-
gundo orden, y sus ecuaciones de movimiento, tienen infinitas derivadas de
las coordenadas respecto del tiempo. Este resultado es un indicio de que
la no conmutatividad estd relacionada con la no localidad para el espacio
configuracién. En el capitulo 4 recordamos la afirmacién de Feynman sobre
el requisito para el Lagrangiano cldsico (de depender de hasta la primera
derivada respecto del tiempo de las coordendas) para construir la integral de
camino en el espacio configuracién. Claramente el LNC en este espacio tiene
un problema con este hecho, y seria entonces interesante preguntarse cémo
cuantizarlo, aunque en [45] se dice que esto no se puede hacer.

El LNC cn el espacio configuracién se puede escribir de manera que de-
pende de hasta las segundas derivadas de las coordenadas respecto del tiem-
po, pero sustituyendo los productos entre velocidades y aceleraciones por un
producto no local que tiene derivadas de orden infinito respecto del tiempo.
No estamos librdndonos de la no localidad (ni la no conmutatividad), sino
que se cstd representando por un producto que se escribe como una serie. En
cl capitulo 6, de la segunda parte de la tesis, expusimos precisamente la for-
ma de cuantizacién que involucra la sustitucién de los productos del dlgebra
de funciones por un producto no local y asociativo, representado por la ex-
ponencial del paréntesis de Poisson, para construir un ilgebra de operadores
no conmutativa. Otra pregunta interesante es qué tiene que ver el producto
no local con el que se escribe el LNC en el espacio configuracién, con algtin
producto de los que se pueden usar para cuantizar una teoria cldsica.

El problema del campo central estudiado con el procedimiento aborda-
do en la seccién 3.2, como dijimos, es un problema que estd en el espacio
fase. El mismo procedimiento en el caso conmutativo traslada el problema
al espacio configuracidn, pues en ese caso el procedimiento estd despejando
a los momentos como variables auxiliares. Resolver el campo central directa-
mente usando las ecuaciones de movimiento que vienen del LNC en el espacio
configuracién, es un problema abierto.

En el capitulo 6 comparamos las funciones (z,y) que se utilizan en la
literatura reciente para formular una Mecdnica Cudntica No Conmutativa
con las funciones de onda del capitulo 4 que dependen de una coordenada
y un momento ¥(z, p,). No nos queda claro atin la relacién entre estas dos
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funciones de onda (o si hay una relacién). Las funciones 1(z, y) son parecidas
a las funciones de Wigner del capitulo 6, pero de manera incompleta pues
les faltan los dos momentos. De hecho, es una pregunta interesante el cémo
construir funciones f'(z,y) de las coordenadas a partir de la funciones de
Wigner f(z,py,y,Pz) que se utilizarian en la formulacién de la Mecdnica
Cudntica No Conmutativa a través de la deformacion del dlgebra de funciones
clasicas, usando un producto estrella como el propuesto en la seccién 6.2. Esta
formulacién nos parece muy natural. Deformar al mismo tiempo el producto
de un algebra conmutativa con los pardmetros no conmutativos 0,0 y #i, nos
parece una manera adecuada para aproximarse a la Mecanica Cudntica No
Conmutativa por este método. Esto también porque la no conmutatividad
estd planteada por definicién en el espacio fase completo (es decir, a través
del paréntesis de Poisson).

Como parte de las alteraciones no conmutativas a las soluciones para al-
gunos sistemas fisicos, vimos en la seccién 3.5.2 que el dngulo de Hannay
se ve modificado por la suma de un dngulo extra, ademds de que las fre-
cuencias caracteristicas de las variables angulares resultan reparamectrizadas
dependiendo de la masa del péndulo (aproximado por un oscilador). Una de
las perspectivas que se desprenden de esta tesis es el estudio de las fases
geométricas, como la fase de Berry y el dangulo de Hannay de la subseccién
3.5.2, en el contexto de las Mecdnicas Cldsica y Cudnticas No Conmutati-
vas. En la tcoria de este tipo de fases se trabaja con espacios de variables
rapidas y espacios dc variables lentas. Las preguntas que nos hemos hecho
son alrededor de las consecuencias que tendria hacer no conmutativo uno de
estos espacios sobre cl otro, o hacer no conmutativos a los dos. De hecho,
estas preguntas fueron en gran medida las que dieron origen a varias de las
lincas de invesitgacion desarrolladas en la tesis.

Serfa muy interesante estudiar el tipo de consecuencias fenomenolégicas
que podrian obtenerse en los sistemas que presentan fases geométricas cuando
el espacio es no conmutativo. El hecho de que al menos el dngulo de Hannay
para el péndulo de Foucault se ve modificado de manera proporcional a 0, se
puede ver como un incentivo es esta direccion.

Un tema que podria valer la pena prestarle atencidn, es algin andlisis
perturbativo del LNC en el espacio configuracién. Aunque hay que considerar
que al cortar las series de los momentos despejados como variables auxiliares
(si el andlisis toma a 6 como pardmetro de perturbacién) en realidad se esta
cortando la no conmutatividad. Es decir, la no conmutatividad del espacio
fase es inseparable de la no localidad en el espacio configuracién. E
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Apéndices
A: Variaciones a pardametro fijo vs. variaciones funcionales

El principio de Hamilton establece que las ecuaciones de movimiento de
la Mecanica Cldsica se obtienen calculando el extremo del funcional de ac-
cién cuando se varia la trayectoria en la que se evaltia. En esta variacién el
pardametro (como el tiempo) se mantiene fijo. Existe otro tipo de variacién en
la que también el pardmtero se varia. Una exposicién detallada del principio
de Hamilton y los teoremas de conservacién relacionados con éste se puede
encontrar en [42]. En cste apéndice se resume la légica que sige la deduccién
de las ecuaciones de movimiento, deteniéndose a ilustrar la diferencia entre
los dos tipos de variaciones mencionados.

Sea un sistema fisico con m variables independientes o pardmetros t*
para k € {1,..,m} y n variables dependientes o coordenadas 2® para o €
{1,...,n}. La idea esencial de encontrar el movimiento del sistema (o trayec-
toria) es determinar a las coordenadas como funciones de los pardmetro
22 (k). ‘

El principio de Hamilton indica que la trayectoria satisface las ecuaciones
que se obtienen de la variacién de la accién definida por :

S= / L(t*, 2%, 9,2%)d™¢ © o (43)

(8x2® denota a la derivada %Z—), donde L, la funcién Lagrangiana depende de
los pardmetros, las coordenadas y hasta las primeras derivadas de las coorde-
nadas respecto de los pardmetros. La integral S se extiende sobre cualquier
regién del espacio de pardmetros, en donde d™t es el elemento de volumen.

Se puede abordar el andlisis de averiguar cémo cambia S cuando cambian
las coordenadas de una manera mas general permitiendo que los pardmetros
también cambien, es decir, que cambie o se transforme la regién de inte-
gracion. Sea la transformacién infinitesimal de los pardmetros

t* =tk 4 8tF,  con 6t* = tR(). (44)
Las coordenadas y sus derivadas cambiardn de acuerdo a
zla(tlk) = Za(tk) + (sza(tk)l"
e (t*) = 82%(t") + 6(81z°(t4)) (45)
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cuando camblan los palamctros, y. WER acc1on S camblara como
88 / L(t"L o 0,z’°)d"‘ / L(t’“ 2@ 8,2“)d"‘t ;

/ L(t"+6t" 2 +6z" a,z +6(6,z“))d"'t’ / L(t5, 2%, i2%)d™.
‘ - (46)

"A estas variaciones cuando el parametro cambia se les dice var1ac1ones fun-;,
cionales, .
*Ahora, conviene expresar la integral sobre la regién con elcmento de vol- .
‘umen d™t' en términos de una integracién sobre la reglon con: elemento de
*volumen d™¢, haciendo un cambio de variables y con :
amgt = g2 1 a(t*)
ot atk g
siendo % el Jacobiano de la transformacién (44). A, prlmer ordense'tlene
que o y : o

- ’“V g

L(t* + 62, 2% + 627, 812 +6(a,z°‘))-—L(t'° 2° a,zc')"

stk 2500
Tor ol +a(a a)
donde toda la expresién del miembro derecho depende de ¢ (se esta usando Ia e
convencidén de indices repetidos indices que se suman sobre todos sus. valores
posibles). g :
Introduciendo esta expansién en (46), resulta

<4,8) o

£ 96t%) v 0L AL il
5§ = /[ S atkét + 3557 + 5307 a)a(a,cz) dmt. '

Para poder hacer el paso tradicional de factonzar a’la varmcwn Jz"‘ (1n—
tegracién por partes mediante), se debe observar lo sngulente ‘De acuerdo a
la definicién (45), en general, R O T »

6(6z ) Dl
(D2 50
@£ 5 (50)
por lo que serd conveniente definir otras vanacmnes (para. las que los pardmetros
.ho. ‘varien), de manera que la ecuacxon anterxot sea una igualdad. Tales varia-
- ciones son : i

22t = z"(t',") + 6;2" (%)
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B = 8 (ER) +8.02°(E), (51)

y se tiene entonces - vt

ay o 9(6:2%)
0.,{0xz") = E (52)
Las var1ac1ones 6 y 6 no son independientes, de hecho
‘ ’ 32% = 8,2+ 02°(t)dtt
§(Okz®) = 8. (Br2") +3kzzn(t)(5tl. (63)
" Usando estas relaciones en (49), se obtiene que
- 3(5‘5") k., OL o o oy sk
ss=[ et atk& + 56, + 5 OL (Bez)st
o o k1 gm
a(a 0)6 +(Okz )+ 2(0i7%) (Ouz™) 6t ]d t. (54)
Usando la notacién
D 0 0 7]
== 6t" + O 2™ 72 + G2 3(6 z“) (55)
la variacién gle la accidn se escribe ’ ;
_ D(Lét") 8L vl gm
as_/[ o aa‘ - 0)6(3kz)dt
_ D(L6tk) 'a: 0L 0(6.2%)] m
= / [-D—tk- -+ az""&*zv'-*- W GIS d™t. (56)

Ahora, haciendo una integracién parcial del iltimo término de la expresién
anterior usando la férmula

OL  8(0,2%) ' D[o(a,‘za)‘s*z] D(D(akz"))
9(Bez®) 0tk Dtk Dtk 8.

(57)
resulta

= [t Dtk[Ldt’°+(a(a )6*z°]+[L]a ,,z"}cl”'t .

2Un caso particular de este operador de la derwada ;;- de la subseccxén 1, 1 3 sobre el
teorema de Noether.
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/{Dtk[(m, - é(a a)a,z )6t + oot
HlLla(02" - 8,276 e (8)

(hablendo usado (53), y 6" la delta de Kronecker), donde

oL D 8L
Lo = o — —— o’ 59
(£ 8ze Dtk 8(82%) (59)
Las ecuaciones de movimiento se siguen del hecho de pedir las condiciones
de borde para la expresién (58) §t*(F) = 0 y 62*(F) = 0, donde F es la
frontera de la regién de integracién. Tal requerimiento tiene como resultado
que

85 = / [L]ad2%d™t, (60)

y, de acuerdo con el principio de Hamilton, la trayectoria debe satisfacer
4S5 == 0 dentro de cualquier region de integracién, y para cualquier §z%. Por
lo tanto, debe pasar que

[L]a = Fam WW =0. -(61)

B: Invariantes adiabdticos y el dangulo de Hannay

En este apéndice se presentan tres conceptos: las variables dngulo-accién,
el teorema adiabdtico y el d4ngulo de Hannay.

Sea un sistema con Hamiltoniano H (z, p). Si una coordenada z* no aparece
en la expresién para éste, entonces cs ciclica y de acuerdo con la ecuacién

= [¢*, H] = =% = 0 su momento conjugado es una constante. Ahora, el
hccho de que pam un sistema particular una coordenada sea ciclica depende
de la eleccién de coordenadas gencralizadas que se haga. Para cierto tipo de
movimiento, existe un procedimiento general mediante una transformacién
candnica, para encontrar un conjunto de variables del espacio fase en el que
todas las coordenadas son ciclicas y sus momentos conjugados const.'mtes de
movimiento. Estas variables se llaman angulo-accién.

El teorema adiabético establece que la variable de accién, el momento
canédnico de la pareja dngulo-accién para el espacio fase, es una cantidad que
se mantiene relativamente constante cuando el Hamiltoniano depende de un
pardametro que cambia muy lentamente. .
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_ El concepto del dngulo de Hannay estd inmerso en los estudios sobre fas--
es geométricas en fisica, desarrolladas entre otros por M. Berry [6, 7, 8, 66].
Un ejmplo de fase geométrica es la que aparece en el efecto Ahaxonov-Bhom
(16, 5].

Variables dangulo-accién .
Supéngase que se cuenta con un sistema integrable, y que no depende ex—'
plicita-mente del tiempo (un sistema conservativo), definido.por.un: Ha.mxl- :
toniano H(z) = H(x = (z%),p = (p)) para las variables del cspamo fase
(con i € {1,.,n}). El sistema es integrable si se cuenta con: n cantxdades
conservadas mdcpen(llentes T

Fy(z',pi) = Fy, ; (52) .
que a lo largo de la trayectoria cldsica toman los valores F; constantes (para
i € {1,...,n}). De estas ecuaciones, se pueden resolver los momentos p; en
términos de las coordenadas z* y las constantes Fj.

Se puede pensar que las constantes F; son los nuevos momentos P; que
se obticnen de una transformacién candnica que tiene ese fin, hacer que los
momentos scan constantes de movimiento, es decir, que todas las coordenadas
nuevas X* sean ciclicas. Si se piensa asi, las ecuaciones de movimiento para
las nuevas variables calculadas con el nuevo Hamiltoniano son

5 g OH(P) _
" gH_(I: ) a\aﬁ(;)o
i i ‘i v
Pa 4 = == = :
X 3P, 5r = Co (63)
donde G; cs una constante. De estas ecuaciones se tiene que
=Git+ D; (64)

(D también es una constante) La funcién generadora de la transformacién
canénica entre (z*, p;) y (X%, B;) es

. x . B .
S P) = [ pat ) - dx = [p(@, B ds= S@LR),  (65)
Xo Xo . ‘
y se tienen las relaciones B Ry
_ 98(z', F)

Xt
9F;
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a8(zt, F)
PS g

Como los nuevos momentos son todos constantes, estos definen un toro
n-dimensional que es invariante: si una trayectoria estd en el toro para un
cierto tiempo, ahi se encontrard siempre. Las nuevas coordenadas son las
coordenadas para ubicar un punto en el toro. Dado que se puede hacer una
combinacién de las constantes F; para obtener otras constantes de movimien-
to, el toro definido por los momentos no es iinico. Sin embargo, existe una
mancra estdndar para definir al toro invariante. Esta, es la definicién de las
variables dngulo-accidon:

(66)

Wy 4\’i
Ji = P=F,. (67)

La definicién estd basada en el hecho de que la funcién generadora (65) es en
general multivaluada, depende de la trayectoria xq — x. Para traycctorias
que sc pueden deformar unas en otras, S da el mismo valor, pues es solucién
de la ecuacién

H (x", B—S(a“;—”) = H(F) (68)

(como S no depende explicitamente del tiempo, el nuevo Hamiltoniano es
cl mismo que el anterior). Esto significa que S es una funcién localmente
univaluada. Por lo tanto para trayectorias cerradas en el toro invariante que
se pueden encoger a un punto, S = 0. Pero en un toro n-dimensional existen
n circuitos «; irreducibles a un punto, y estos circuitos definen n incrementos
AS que S puede ganar al regresar al mismo punto. Las variables de accién
se definen por
AS

1
Ji—ﬁ;’/‘p'dx"a?v (69)

con 7; una trayectoria en el plano (z¢, p;).

Las variables w; se llaman dngulos porque cuando el sistema en el toro
invariante sigue el circuito 7;, éstas cambian por 2. Esto significa que en la
transformacién canénica entre (z*, p;) y (X?, B;) = (wi, fi), las variables z' y
pi son funciones periédicas de w; con periodo 27. .

Esta manera compacta de introducir las varaibles 4ngulo-accién se puede
encontrar en [8]. Ahi, se emplean estas variables para estudiar la estabilidad .
de las érbitas de algunos sistemas Hamiltonianos integrables.
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Teorema Adiabatico [49]

Sea un sistema mecdnico en un movimiento finito (es decir, no infinitesi-
mal) y periédico (con periodo T') en una dimensién, caracterizado por algin
parametro A dentro del Hamiltoniano que especifica el estado del sistema
H = H(z; A(t)), de manera que para una trayectoria fisica o linea de mundo
H= 0"/\ Se requiere que A cambie muy lentamcnte con el tiempo de manera

que A = ——— sea constante y muy pequena: << '1‘ (hipotesis adiabdtica). Al
calcular el camblo que sufre el Hamiltoniano en un intervalo de tiempo At
At At 9H .
H(AL) — H(0) = 6H = /0 Hat= [ 2=, (70)
que, usando la hipétesis adiabdtica, se vuelve
AH = i—’t\ o %f\l dt. (71)

Una trayectoria en el espacio fase ¥(0) para una energia constante E(0) =
H(z; A(0)) se distorsiona en una trayectoria y(At) cuando transcurre un tiem-
po At gracias a la dependencia de A con éste. Esta trayectoria no necesaria-
mente serd de energia constante, pero casi lo serd si se sostiene la hipétesis
adiabdtica: El “tubo” que lleva de v(0) a «v(At) contiene las espirales que se
generan cuando el sistema evoluciona partiendo de cada condicién inicial (ca-
da punto de ¥(0)). Cuando A no es constante, para distintos puntos de v(0),
la integral (71) se toma sobre espirales que caen en un tubo distorsionado
respecto del que habria si A fuera cero, entregando distintos AH para cada
cspiral. Si la distorsién es pequeiia, las espirales se parecerdan mucho y asi los
valores de AH. La distorsién del tubo depende de como la expresién para
H cambia cou el tiempo, y esto depende de como A cambia con el tiempo.
La distorsién es pequeiia en un periodo 7 si se pide que A << -,;3;, es decir,
forzando que ¢l cambio en A en un periodo (;\T) sea muy pequeflo comparado
con A (o el tiempo At en el que se produce un cambio A tiene que ser muy
largo comparado con 7).

La energia E (dada por el Hamiltoniano) no se va a conservar pero va a
cambiar con el tiempo también adlabatlcamcnte. De acuerdo con 4 = 24 .

8!"
5 _OH ,
‘a,\’\ o - ()
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Al tomar un promedio de esta ecuacién clurante un peuodo T (del sxstuna),
\ se mantienc casi constante (51] y asi

P i e e e ,
B o= /\T St (73)

Pero ¢ = ”" y cntonccs

T = /dt"‘_?{au
. SHg
E o= gt

ap

(74)

Para cada’ valor’ de ‘A se tiene una encrgia constante, y p se puede pone1 en
‘funcidén entonccs de p = p(q, B, \). Como H(z; A(t)) = E, entonces

; al
entonces

B jo,\‘é:ll (76)

- s

dr =0, (78)

dt
con [ = il;fpdq. I es entonces un invariante adiabdtico: en promedio, se
mantiene constante cuando A cambia adiabdticamente.
Del teorema de Liouville se desprende que el drea encerrada por v(0) va
a ser igual que el drea encerrada por y(At). Como v(At) y v(0) son ambas
de energia constante (aunque E(At) se distinta de £(0)), se puede resolver
E = H(x,p; \(t)) para p = p(z, E, \(t)) para cada t, y de

1
I=o 7{ pdz, (79)

se puede ver que J=drea encerrada por v(t) es la misma para todo ¢. Por'lo
tanto I (la variable de accién de acuerdo con (69)) es un invariante adiabdtico.
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Para sistemas con mds de una libertad, si se conoce desde el principio que
algunas de las libertades cambian significativamente mads lento que las otras,
es posible tratar a las lentas como pardmetros adiabaticos (\’s) para un sis-
tema reducido (el de las variables ripidas), con las siguientes condiciones:
que las variables lentas satisfagan la hipdtesis adiabdtica y que el sistema
reducido sea integrable. Si se conoce a priori que el sistema reducido oscila
muchas veces en el tiempo que le toma a las variables lentas sufrir cambios
considerables, entonces el teorema adiabdtico se puede aplicar al sistema re-
ducido.

El Angulo de Hannay

Motivado por las fases gecométricas desarrolladas por Berry, Simon [7, 66)
y otros para sistemas periddicos en Mecdnica Cudntica, J.H. Hannay [39]
desarrollé un andlogo de estas fases para sistemas cldsicos.

Sea A = {A\, Az, ..., An} los pardmetros que dependen del tiempo dentro
del Hamiltoniano H(q, p; A), con A(eT) = A(0) para ¢ << 1, y por lo tanto el
Hamiltoniano tiene un periodo T. Para un valor determinado de A se toman
las variables dngulo-accién (7, ¢) de manera que el Hamiltoniano escrito en
estas variables es

9S(a,1, ) _
ot

con K\,(I,¢,)) = M”’—l Se averigua ahora el camblo total A¢ cuando el
Hamiltoniano atravwsa un periodo T:

K, ¢,A) = v(\ I + v(M) + Ko (I, 6, \), (80)

3¢(q, P /\)

=16 H+ =250 (81)
(si g no fuexa func10n exphmta del tlempo entonces ¢ [¢, H]=v)
Ademis por ecuac1ones de mov1m1ento ¢ —-&,—- v+ Qﬁl.
Sea 8¢ = 2K aegu entonces e
9 o ‘
6¢—-_‘§—’ »af Ak(_,*Ak) 5 (52)
D
=>A¢;/0v,¢gt / udt-!-/ sddt = 6v + ¢ (84)
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plin Tb!\ﬁ -
= 0p = /0 Sddt = ki ardt (85)
A 6¢ se le llama angulo de Hannay (AH). -
Si K no es conocido, entonces . f

T d¢ '
5= / 6¢dt = / oAt = [ o Aedt, (86)
_pero hace falta conocer a ¢ como funcién del tiempo lo cual es tener resuelto

el problema. Lo que se hace entonces es tomar un promedio:

(§¢) = /0 AR At (87)
con 8 | oL
A+ _A"(I ,\) (a*) i/“a"(«ﬁ,f Ndg
| = wh )
Por hipétesis /\(eT) A(o), entonces A 7
v(5¢) f A"d/\k SRR o (89

Integrar sobre la’ ﬂv’arlxéfl‘ad C es lo que le da a ¢ su cdractét gébmetrléo
" El resultado es que (§¢).1 no deépende de T', sélo del camino C, 51empre que A
camble adiabéticamente. :
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