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Introducción 

En est.c texto trntrnnos acerca de In. construcción del La.plncia.nu cu el Triángulo de Sicr
pinsky, ,.,, co1110 el problcn1a cht,ico de Dirichlet con respecto a <'>'le Lnpluciano. En este 
docuuumto toum.1110...o.; en cuenta la geometría, In topología y hLL.i fuuduncs co11ti1111as cu este 
conjunto quo e:; un cuso particular de Jos conj1mtm; fractales autoscrncjautus o lln1undos por 
los fundudores de '"ta teoría de análisis sobre fractales (Robcrt St ridmrt" .Y .J un Kiga111i) 
como fractales de lf1nite poscrítico (p.c.f en inglé.,). 

Dc:-;pués definiremos ln .. o; funcioucs cuntintuL..'i, la .. 'i funciones lincall'S o afines por pedazos. 
Luego procedemos a definir el funcional que dcno111iua.mos el Laplaciano discreto HOhrc 1111 
punto cinc.Jo~ y este funcional se hace cero en dctcr111inacln.o; colccduncs de puntos, a estas 
so le dc1101ninnnin funciones anuóuicns por pedazos o 111-nrrnónka.o.;. EstlL'i funciones uos 
pcr111itirti11 aproxi1na.r cualquier función cuntirma en el trhi11gulo dt• Sicrpinsky. De tnancra 
análogo. se aproxi111a11 llL"i funcionales li11calcs contimrns utilhm11do la l'OUVcrgcucia débil*. Co11 
base en esto, construircntos una sucesión de operadores liucalcs <¡ti(' tendnin co1110 Un1ite el 
operador lapl11ci1mo en el triiíngnlo de Sierpinsky. Pura luego construir la solución de la 
ecuación de Poisson para CHte operador y su problcn1a. de Dirichlet. rcplL"iU.lllOS la intcgrnl 
de Lebesgue con respecto n In medida de Ilausdorff y esta integral nus permite construir 1111 
funcional para comprobar la convergencia la solución de aquel problc111a de Dirichlet. 

En el primer capítulo estudia la geo111etría del Triiíngulo de Sierpinsky, que constrnitnos 
mediante funciones de similitud, y luego tratmnos un poco con la topulogía de este conjunto. 
El nmteriul de este capitulo lo utilizaremos como buse para fommlar las proposiciones que 
necesitamos eu los siguientes capítulos. 

En el segundo capítulo so rca.li~a la construcción de hL'; difcrcndn."i artnónicas. que son 
funcionalCH parecidos a la.'i difcrcncins discretas que se utilizan para aproxitnar las ~;cg11nd1L'i 
derivadas en un intervalo finito de la recta real. Construimos las funciones armónicas y 
m.-aruiónicnti, fiun.hucnte datnos una Ua:;c del espacio vcctorinl de las funciones m-ar111ónicns. 

En el tercer capítulo se hace un estudio breve de la aproximación débil* ele los fun
cionales lineales 111cdim1te los funcionales c¡ue definimos en el cnpítnlo anterior de diferencias 
nr111óni~Lo;. 

En el cuarto capítulo desarrollamos In medida en el triángulo ele Sierpinsky, que es una 
medida de Huusdorff normalizada y que se conserva ni hacer transformaciones isométricns; 
luego clesarroll111nos la integración con respecto a esta medida; para lttego descubrir c¡ue la 
integral de las funciones 111-armónicas con lns que se aproximan funciones segtin el capítulo 
dos, son iguales si tienen el mismo grado de afinación en el conjunto. Para concluir que 
podernos integrar funcioucs continuas n1cdiantc su aproxinmción 111-armónica. 

En el capítulo final se cmrntruye el operndor laplacinno mediante las funciones lineales por 



tramos cuyos va.loms en los puntos <le un conjunto que aproxima ni tri1íngulo ele Sicrpinsky 
son igu11ICH a hu; diform1ci1L'i · ar111óuica.s en los 111is1uos. Luego se plantea el prohlcnm clu 
Dirichlct. y se c..i.;tudin. In. convergencia. ele una. sUcC8ión ele fuucionct-t dada., que c.'i la. que se 
cmnpruchn luego que 1,,; In 1inicn solución del problema <le Dirichlct. Y se concluye con un 
caso cspt'Cin.l do que In ecuación <le La.place en CHtc conjunto tiene una 1ínicn solución y son 
efectivamente ln.'i funcione::; ur111ú11icn .. o.; en tocio el tric\ngulo. 

VI 



Capítulo 1 

El Triángulo de Sierpinsky. 

El desarrullu del prnsente trabajo L'SllÍ dndo en IR2 , pero los con<'q>tos c¡uc nqnf se desar
rollan se pueden extender n R" sin modi Hcnr C8Cnciahuc11tc este de:.;nrrollo. 

1.1. Funciones afines. 
·'· 

Ac¡ní el conjunto IR2 sení el .c>;pacio ·vectorial usual,' y ·cada un~>· de sÍis. puntos serií un 
vector por lo que podemos sumar y nmltiplicar por eséali{res·" lós 11'111itos de IR2 • 

- ' . . ,. ' , - .,•'.;·:. ' 

Definición 1.1 · Dccimo.• que Lb : IR2 
-+ IR2 pam b E JR2 claclci ¡mr L1,(,:) ·.= .r + /J e.• 111ui 

tmslación crl JR2 •. 

Observemos que las tnu<laciones son hiycctivas pues Ja sm;m ~·n IR2 forma un grupo 
nbeliano, y para In ecnación 11 = a: + b existe una (111ica solución ,. ~· si X = 11 - /J, entonces 
11 = (11 - b) + /1 = 11, lo qne significa que L¡;' = L_¡,. Por lo tanto [,_,.es la inversa de L1,. 

Definición 1.2 Decimos que una f1mcicl11 J : JR2 -+ IR2 es afín si µ sólo si c.• de lci fon1111 
f = L1, o A. rloncle Lb es ima traslación 11 A : IR2 -+ IR2 es una fu11ciií11 li11e11l ele JR2 • 

Para la construcción de los conjuntos íractales necesitaremos el nmcepto de íunción afín. 

Definición 1.3 Semi ¡¡,, J'2 E IR2 dos puntos clisti11tos. Definimos 11 la Unen ge11cmcla ¡101· 
¡i,,¡12 como el co11ju11to {x E IR2l:r- = A1p1 + ,\2p2, A1+,\2 =1}. 

Vemnos qnc lns funciones 1úines se ptlL'den definir mediante tres puntos que son no colin-
enles. "· 

. Definición 1.4 Decimos que tres ¡mntos diferentes ¡11, J>i, i1:i E IR2 .<on colincales· .•i c:d.•l.et1 
. ,\,, A2 E IR tales que l'a = A1/11 + .A2P2 11 A1 + .A2 = l. .¡ 

EH claro que si cambia111os el orden de estos puntos Ja ec111tció1l l'S Iii misma. Por ql~mplo, 
•i /13 = Atl't + A2/'2 entonces /'1 = --/;¡p3 + ~1'2 pero si A1 =O entom"L'S ,\2 = 1 y por lo tanto 
l':t = ¡•i· Entonces no influye el permutar los puntos. En la siguiente proposición probaremos 
que una íunción afín lleva líneas a líneas y que la descripción de un punto en la lfi1cn co11 
1·especto n los puntos que Ja definen se preserva bajo esa íunción. · 

- -------------------~= 



Proposición 1.5 Sctt L = {" E lR2il' = A11'1 + A2f'2• ,\1 + ,\2 = l} do11dc 111,f>i E JR2 

.•011 1/o.• ¡mnto.• tli.•tintos. Entonce.• F(L) es "'"' Unc11generrula11or F(111), F(1>i). Adc1111L• . .;; 
:r. = ,\1p1 + A2fJ2 EL entonces F(:i:) = ,\¡F{¡11) + ,\2F(112). 

Dc111ostració11: Sen x = At/lt + A21'2 E L con At + ,\2 = 1, entonces F(3') = A(.o:) + /¡ = 
,\1A(pi) + ,\"A(¡12 ) + (,\1 + ,\2)/i = ,\1(A(p1) +b) + ,\2(A(712) +/,)por lo que F(.,.) = ,\1F(¡J1) + 
,\2F(¡>2 ). Si ¡¡ = ,\1 F(1J1) + ,\2F(112) con At + ,\2 = 1 entonces damos :t = ,\¡p; + X~ii./e L y 
por el procedimiento anterior F(a:) = !J E F(L) y por lo tanto F(L) es In. línea ge11enula por 
F(11t) y F(¡>2 ) si estos dos pu11tos so11 distintos. • . , 

01,~erve111os que en In propooición anterior las imágenes de J't y />i pueden no ser diferentes 
y enlo11ces se colapsa toda la línea recta L n 1111 punto F(pi). . .. · 

Proposición 1.6 Los 1nmlos p 1 ,¡>2, /Ja E JR2 son no colinmles si JI sólo si J'2 - l't • pa - ¡11 
.•on li11c11lmcntc i11.dt!111mdi1mt.cs. 

Demostración: Supongamos que no son linealmente independientes. Entonces existen 
,\2, ,\:1 f O tal que ,\2(1'2 - />1) + A:i(/la - 1'1) = O, Y ni ser puntos distintoo podemos observar 
que p2 - p1 f O y ¡1:1 -111 f O. Por esto si .\2 = O entonces ,\:1 = O, y recíprocamente. Entonces 
A:i/l:i = (.\2 + ,\:1)/11 - A2/l2 y dividiendo 1':1 = (»;:,Aco)/11 - i'.;J12, por lo quo concluiríamos que 
estos tres puntos son coliucn.lc.o.; y UHto es una. contradicción. 

Por otro bulo, supongmnos que /11. /'2, /13 son colinenles. entonces /1:1 = At/li + ,\2¡>2 , douclo 
,\1 + ,\2 = 1 y ninguna es cero. Entonces 1'3 = (1- ,\2)1'1 + .\2p2 = ¡i1 + ,\2(p2 - ¡il) y tenemos 

(11:1-111)-,\2(¡>2 -¡il) =O lo que nos dice que 11:1-111 y 1'2-1'1 son lineahnente dependientes. 
Contnuliciendo In hipótesis ele reducción ni absurdo. Por lo tanto se dn el "si y sólo si".• 

Usaremos este hecho para probar que dacios trL'8 puntos no colinen1C8 podemos obtener 
cualquier otro en el pln.110 en términos de aquellos. A esto lo denominaremos !ns coo1Yienadas 
baricéntric<L• ele un punto con respc'Cto n. tres no colineales. La gcometrfn. de funciones afines 
y coordenadas bnricéntricns se dcsl\rrolla con más detalle en (Ryan]. 

Proposición l. 7 P11m tmlo x E JR2, y dados 111, P2, 1':1 1w colinmlcs. Entonces cxi.stcn )..2 • .\:1 E 
IR t11/cs t¡11c:r.-p1 = ,\2(112-1ii)+,\:1(p:1-pi). Ycxisten¡t¡,/12,Jt:i E IR tales 1JUC/t1+¡12+11:i = 1 
y a:= /ltl'l +1121>2+/13¡13. Y se rclllcion11111ior l<L•formulas: /t2 = A2, ¡13 = >.3 y 111 = 1.:..,\2-.\:i. 
Los mlmcros ¡t1,¡12,¡13 son los llnicos con esl<L• pro1iicdades. 

Demostración: Como /11,/>J,fJ3 son no colinenlcs, por 1.6, p3 - p1,¡i2 - p 1 son linealmente 
independientes, entonces existen 1\nicos ,\¡, ,\2 E IR tal que x - vi = >.2(112 - 1'1) + ,\:1(113 '- /ll ). 

Luego a:= Pt + ,\2(1>2 - /11) + ,\;i(IJ3 -1'1) = (1 - "• - ,\3)¡11 + A2/'2 + ,\:¡p3 y si damos ¡1 1 = 
1-,\2 -A:¡, 1•2 = ,\2, ¡13 = A:1 entonces Jl¡ +1•2+Jt3 = l. Supongmnos que existen¡•\, ¡t!,, 113 E JR 
tales que a:= ¡1\p1 +1'21'2+11'.11':1 Y tt\ +1'2+1•3 = 1, de donde x = (l-¡1;-11'.1)¡i1 +i•2Jri+1131>.1, 

entonces x - Pt = ¡t2(1'2 - /11) + 113(P-J - Pt) que implica que ¡t!.z = >.2 = Jt2. ¡13 = ,\3 = /l:t y 
11\ = 1 - 11~ - ¡1~ = Jti lo ctml prueba la unicidad. • 

Definición 1.8 Se11n PI ,¡12, 713 E JR2 distintos, dccimo.• que ,\1, ,\2, ,\3 E IR2 son las coonl~-
11ad11S baricé11tric11S paro el punto x E IR2 rcs1iccto a p1, 1>2, p3 E IR2 si )..1 +. ,\2 .+ ,\~ =, L y 
a:= A11'1 + A21'2 + A:11'3· 
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Vcm11os co1110 He ¡>0rtn11 ln.H trm1sfor11mcio11cs n.fi11cs Co11 rc:-;pccto a las ·caot'<lm1culn .. <.; bar
icént.t'ic:n...<.;t y que uua transfor111nció11 afín :->e puede dctct:ntluar ntcdinntc lus coonlcruula .. 'i 
bnricéutricns de IR2 . 

Ln.s siguicnt.cn propusicionCH nos garantizan In. existencia de una (111ica función que lleva 
tres puntos 110 colincalcs a otros treH puntos <lados, así co1110 In fortna de clct.cnninar tn.l 
función. Los cuucuptus ele álgebra liuenl que utilizmnoH se encuentran en [Friedberg]. 

Proposición 1.9 Drulos J:1, :i:2, .1·a ¡¡ 111, 112• 11:1. lt!n11is no coli11c11lcs. Existe u1111 d11ic11 J1mr:irln 
11ff111' 1.rtl que 1'{:r;) = ¡¡.. 

Dmnust.mción: Escribimos para J' E IR2• T(.i:) = A:i: + b con b E lR2 y A ; IR2 ..... JR2 unn 
trn.usfortnncióu lineal. Entonces lo escribimos en su fonna matricin.l: 

.r, = [ :1:;1 ] , b = [ 111 ] , A = [ a.11 a 12 ] • 

~ ~ -1 ~ . 
Y tcnc111os el sistema. ele ecuaciones para cada i = 1, 2, 3 Como .,. , 

[ 
11)) CJ.)2 ] [ ;I' 1 ] [ /JI ] [ ..¡·1 ] · ·.C • . · · . . • . .' + 1 = : ' . que para cada con.1p. oncnt~ tcnmnos 1.m s1Hl.cuui 
<L21 <L22 J 12 J2 1/12 ': ' - ' ·.. . .· 

de tres cc11ncioncs: · . , . _ . · , 

a 11 :1~¡¡ + a 12;ri2 + b1 = .1111 y a21:r;1 + n22.l"1:? + b2 = ,IJ;2 pnrn i =.1, 2, ~· .~n._f~rr~ui uifl:triéial 

tenc[•n.~7: J· 12 1 ] [ ak1 ] [ !J•• ] .. · . 
. r21 :r22 1 "~·• = !J2k pnm k = 1, 2 . 
. r::11 J':12 1 "· !/:Jk 

Sen T; = [ J'il J:12 1 ] . Si .\1Xi + .\2X:! - A3J:3 =O entonces 
(,\1 + .\2 + ,\;,):1·1 + >.,(x:; -Ti)+ .\:i(X:i - Xi) =o 
co1no :;:¡ - :;:¡ = [ x; 1 - .1~ 1 1 J.·,2 - :1:12 O ] para i = 2, 3 entonces 
,\1 + ,\2 + .\:i = O. luego .\2(72 - J:j) + .\a(Y:i - J:1) = O pero si sólo nos fijrunos en lns dos 

prin1cras coordenmlns es lo mis1110 que .\2(.t2 - :1:1) + ,\3(xa - J:1) =O entonces .\2 = ,\;i =O 
por 1.6, por lo tnnto ,\ 1 =O y ,\2 =O, por lo que X¡,,,.,r, son linealmente iuclepenc\ientes 
y por lo tnnto In matriz que teníamos es invertible, por lo que lns soluciones n In ec\inción 
son 1ínicn.~ y entonces hemos encontrado .4 y b 1ínicos y por lo tanto deter111inru1 unn 1ínicn 
transformación nfín f = L1, o A. • · 

Observemos que si x, !JE IR2 y J función nfíu, entonces /(J·) - f(;IJ) = A(:i: -11) donde A 
es la parte lineal de J. · · · 

Proposición 1.10 L<L ll11ica tmnsfon11ació11 afín que lleva J·1.J'""'" a 111 ,¡¡2 ,¡¡3 está clc:ter-
111i11cula ¡1or b = 111 - A(J:,) y dcmcle A e.s la .. 1l11ica que lfo11a el sistema {J"2 - .r.í 1 x;i ~·xi} ni 
sistema {112 - .'Ji. .'Ja - !11 }. . . " ·• · ' 

.. -, ···- :· '" 

Demostración: Sean .. · . '-.' ··· .. ··\<: .. · . ·: ,. :.. .·. ' 
X= [ "'21 - :1·

11 
"''

11 
- "'.

11 
] y}.'= ~ lh•. :'.. .• Yu'.. 11ª.1 -:" 11~1 .):.d .. ·~~·.de.e'Í p~imer subíndice 

;z;22 - .1;12 X32 - ª·12 . Y22 -. Yt2 . Y32-;: Y12 . . ··~ ·: 
i = O, l. 2 deuotn el punto .r.; o IJ;, y el 11 timo.' denota:· la 'coordeniidn. Por esto la condición 
de este rcsultiulo su rcscribe como AX,,,,; F. X•tienci ·colui1ülns' Linéalmcnte independientes, 
por lo que tiene determinante difcro1itc de. cer¿;. y lá' iinicn"roludón pnra A está dadn por 
A= Yx-1. Por otro Indo b = !h-A(x·;), enton.c'cs ·: .,,,:,,.,,.. • .... ·.,' ., 
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T(;r1) = A(;r1) + b = A(a:1) + Yt -A(.:1) =y,, 
T(:r2) = A(.r2) + b = T(.:1) + A(a:2 - a:,)= 111 + (112 - 111) = 1/2 Y 
T(.1':1) = A(;r:i) + b = 7'(.:1) + A(;r:i - :r1) = 111 + (11a - !11) = 1Ja· 
La T propuco;ta es 1ínica por la proposición anterior. • 
En la siguiente proposición se dmnucstm que una función afín se <letermitia por unn 

triada ele puntos no colinenles, y si su i111agen trunliién es otra triada de puntos no colii1eales, 
entonces tal función es biycctiva. · . · · · 

Proposición 1.11 a} Darlos :1:¡, '"•· "" 11!J¡,112. IJ;¡ tal lJllt! {x2 - X¡,;J:;¡ - xi} sea ba.~c de R.2; 
T u11a tm11.•fomiació11 a/(11 tal que T(:r;) = 11 .. si a:= -\1x1 + ,\2;i:2 + ,\;ix;i jiara X,º; -\:i0-\;1 e' IR 
c011 ,\1 + ,\2 + ,\:¡ = 1 cml.011ces 1J = T(x) = -\1111 + -\2112 + ,\31J;1. ' 

b)Si {112 -111.11:1 - 111} c.• tu111bié1111r1a base de IR2 entonces T e.• biyectiva. 

Dc111ostrnción: n)Usnndo In definición T = L1, o A, y T(x;) = 1li· Y sea x = ,\1.r1'+ ,\2.i::í + 
..\a:i·3 , en coordcnadu .. -; bnricéntricn.s, entonces: 

T(J') = A(-\1J'1 + -\2:r2 + -\3:1::1) + b = A(-\1x1 + -\2x2 + -\;11'3) + (,\1 + -\i + -\a)b = 
= ,\1A(.101) + -\2A(:i:2) + -\:iA(i:a) + -\1b + -\2b + -\:1/J = 
= -\1 (A(a:1) + b) + -\2(A(:i:2) + b) + -\:i(A(a::i) + b) = ,\1,111 + -\2112 + -\:111:1· 
h)Probcmos que Tes hiyectivn. sea .1'' = ,\\x1 + ,\~:i:2 + -\!1x;i. tnl que T(:r.') = ¡¡. entonces 
,\1 !Jt + ,\2 ,112 + A:111:1 = ,\; 111 + A;y2 + ,\'.111:1 por lo que usando la descripción medinute In 

b!L-;c { 1/2 - .111 ,/J:i - 11i} entonces 11- 1/1 = -\2(112 - 111) + -\:1(113 - 111) = ,\2(112 - 11i) + .\'.1 (1J:1 - lit), 
lo que implica que ,\2 = ,\2 y -\:i = -\'.1, y como ,\1 = 1 - ,\2 - ,\3 y ,\\ = 1 - ,\~ - ,\; entonces 
,\1 = ,\\. Por lo tanto :r = x' y T es inyectiva. 

Sen z e IR2. ent011CL'>< existen !micos ,\1, ,\2, ,\;1 e IR tales que ,\1 + ,\2 + ,\3 = 1 y· z = 
-\1111 + -\2112 + .\:111:1 por 1.7. Demos a· = -\1i:1 + -\2x2 + -\ax:i y entonces T(x) = -\1T(.1:i) + 
-\2T(J·2) + -\:i'.l'(.r:1) = -\111J + -\2112 + Aa113 = z, por lo tanto Tes suprnycctiVá. Por lo tanto T 
es biycctivn. • 

Observemos que la proposición 1.5 es un caso particular de la c¡ue acabamos de probar. 
En el resultado anterior he111os probado que la función afín que lleva puntos no colineal08 11 
110 colineales es biycctiva, ahora veamos que cualquier función afín biycctiva preserva la no 
colinealidad. 

Proposición 1.12 Una función aj{11 T bi11cctiva, lleva a tres puntos x 1, x2, x 3 110 colii1calc.• 
a ¡iuut.o.• 110 co/i11calc.•. 

Demostración: Sea 1J; = T(x;) parn i = O, 1, 2. Por 1.6 {x2 - x 1, :r:3 - x1} es 11na base de 
IR2• entonces probemos que {11:i -111.112 -111} es linealmente independiente. Supongamos que 
existen ,\2 , ,\3 E IR, al menos uno no cero, tal que O = ,\2(112 - 111) + >.3 (y3 - 111 ). sumamos 
111 y tenemos 111 = ( 1 - A2 - ,\3 )111 + -\2112 + ,\3113 , por otro Indo existe 11n t'mico ;r = ''' E IR 
tal que 1/1 = T(.r), por otro Indo 1'((1 - ,\2 - ,\3 )x1 + ,\2x2 + ,\;i:r:3) = y1 por 1.11, lo que 
implica (1 - ,\2 - ,\3)x1 + -\2i:2 + ,\3,;3 = J:¡ que por 1.7 tenemos ,\2 =O y ,\3 =O. <le donde 
concluimos que {Ya -111.112 - 111} es linealmente independiente, y como la dimensión de IR2 

es <los, entonces es base de R2. Y por 1.6 son no ca lineales. • 
En las dos proposiciones pasa<l!L~ probamos que la función afín es biycctiva si y solo si 

preserva la no colinealidrul, entonces probemos que estas transformaciones forman' utl grÚpo. 
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Proposición 1.13 a}Scan J, g tmn•formaciones afine.•, entonces fo g es aj(11. 
/1)Sm f m11t tmnsf01111acicJ11 afín biycctiva, entonce" su funcicln i11veT'Sa g es afírL 

Dmnostrnción: n)Si ·"E IR.2 y f = L1,1 o A1 !J = Lb2 o A 2 entonces f(g(:r.)) ,,,;·A,(Á2(3:) + 
l>i) + b1 = A1A2(:r) + A1/J2 + b1 = L1.1+At1•2 o A1A2(:r.) que es afín. . 

b)Cotno la. inversa de una función biycctivn. L'H tínica1 entonces proponl:'t_nos g =. A- 1 o L¡; 1 

¡mm f = L1, o A. A es invertible pues nianda una bru;c de 1R2 n otra de IR.2 • Entonces 
!/o f = A- 1 o Li, 1 o L 1, o A = f,1 y enlonccs solo nos queda probar que g es afín.. . ' 

Sea·" E IR.2 y t.m1c111os g(:i:) = A-1 o L_,,(:r) = A-1(x - b} = A-'(:r.) - A-1b = L_A-•t, o 
A-1(:i:) y por lo tanto!/ es afín. • 

Definición 1.14 Al gru¡m fomwclo ¡mr funciones afines bi¡¡ectiuas y con identidad i¡/1uil e¡ 

/u iclenticlml ele JR.2 le llamamos grupo afín AJ(IR2 ). · · 

A veces dcnotnrcmos f¡¡ en lugar de J o g para la composición de funciou~s.' El grupo 
afín nos scnt de gmn importancia pues utilizaremos dos subgrupos muy importru1tC..: los 1le 
ho111otcci11s y los de isometrías, que utilizaremos para estudiar funciones en el conjunto que 
pretendemos construir. - · · · " 

Definición 1.15 Decimo.• c¡ue F : IR2 -:> 1R2 dada p0r F(x) =. 1:(3· - ¡i) + ]J' cC>n :r., 11· E IR2 

.es 1111a homotecia en JR.2. A ¡1 se le llama ce11trri.de· 1a homotccia'y 111·'> O E IR.' la 1'cLZó11" 
comtante ele ¡1ro¡1orci0111iliclad. · ·.. ,, · '" ·"'· · · .. · · · · . · · 

Observemos que F es afín pues F(:r.) ,; ;.(:i: -'11) + ]1 ~ B(x) -Í- (ji ..e Bp) donde· B -

[ ~ ~ J = 1·I,1• Y por lo tanto Fes una_fÚnción~•fín biyecti".11. Su it~vcrsaF- 1 = L-llc'Ct•-lli_•>º 

n-1 = L1,_ 11-o 1, o n-1 es una homotecia pues n- 1 = ~I.i y F-1 (.:) = n-1 (:r.) + 71 - n-1p = 
~(:r. - 7l) +p. . 

Las homotccias son importantes para la generación <le fractales autosemejmttcs. Muchos 
otros fractales como los IFS(sistcmas de funciones iteradas) de Barnsley son generados con 
composiciones de homotccias y de isometrías que preservan el centro de homotccia, algunos 
otros son gencrndos por funciones afines que pertenecen a Af(IR.). En nuestra construcción 
usaremos ciertos conjuntos fundmnentales con los que podremos generar nuestro fractal au-
loscmejanle. · 

Definición 1.16 Sca11 p 0 ,pi,p2 E IR.2 tres ¡mntos no colincalcs. Decimos que el conjunto 
/11 =. {:r. E 1R2 l:r. = >.o/>o + >.1111 + >.21'2 ; donde>.; E [O, 1] y E >.; = 1} es un' triángulo 

i=l.2,3 

gc11emclo 7H1r /Jo, pi, 1'2· 
Paro cada triángulo /\/ ge11emdo por /lo, 111 1 P'i cieno taremos el co11junt~. de vérli~¡;, d". _/11 

¡>or \1(/11) = {¡1o,p1,p2}. . 
;, ' 

Tambi6n usaremos 1110 , ]l1, 1'21 para denotar ni triángulo /11 generado por 71o, ]Ji, 1>i, adcnuls 
debemos entender 'pcír coordenados baricéntricas respecto a ./1/ como las coordenadas bar
icéntricns respecto a 7Jo•P1ol'2-'Alg11nos materiales sobre todo de topología ([Hocking])trntan 
a estos conjuntos como los 11-simplcx, un punto es un 0-simplex, u~ segmento es un 1-simplex, 
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los triángulos definidos nrribn son 2-sinii>lcX, Ull tetraedro es Ull ;~implcx; .;tcét~;.~. pero en 
este tmbnjo no será utilizndo este conceptÓ.· ·,, .. ,.> ... .. · " "· ·· . ·' 

&tnrcmos probando ·unn serie ele ·jiropiedades. i.mportimtes pnm entender. ·In. c8tru~tura 
de nuestro futuro conjunto. • .. · · · · · 

Proposición 1.17 Si F : lR2 :.:.. lR2. está ér; Af(lR2 ), /11 e lR2 c.• un triá11gitlo gc11cln
do ¡10r ¡~,,¡11 ,¡12 entonces F(AI) es el triángulo gc11cmdo ¡1or F(po), F(111), F(112). Además 
V(F(M)) = F(\!(M)). 

Demostración: Co1110 la función es afín, entonces tenenms que F lleva In triada¡~,, p 1, /'2 n 
F(¡10), F(p1), F(¡i,), y por otro Indo como In función cs biyectiva entonces F(JJo), F(pi), F(J>l) 
son no colinenlcs por 1.12. Sen"'= AuJlo + A1l'1 + A2J>l E /11 con ,\0 + ,\1 + A2 = 1 y A; E (O, l] 
parn i = O, l, 2, entonces F(x) = AoF(1~1) + A1 F(pi) + A2F(p2) por 1.11, como A; E (O, 1] 
entonces F(•:) cst•í en el tri1íngulo generado por F(¡i0 ), F(pi), F(p2). 

Por otro ladosea¡1 = AoF(1Jo)+A1F(p1)+,\2F(¡12), donde ,\0 +,\1+,\2 = 1 y ,\1 E (O, l] pnm 
i =O, l, 2, damos :t: = Ao1>o+A1J11 +A21'2 y por 1.11 F(:t:) = AoF(¡Jo)+A1F(¡11)+,\2 F(¡12) =p. 
Por lo tanto F(/\I) es el trhíngulo generado por F(¡io), F(¡i,), F(¡12). 

l'(F(M)) = { F(po), F(pi), F(112)} y F(V(/11)) = { F(¡io), F(pi), F(¡12)} y es claro que lo:< 
dos conjuntos son iguales. • 

Ln misma construcción que mnplcnmos para las coordenadas baricéntricns en el plano la 
podemos hacer en el caso de una recta, y análogo a In construcción de un triáng11lo en el 
plnuo, construircn1os lo <¡uc e-; un 8cg111cnto en la rL'Ctn., n.<lcuu\s clcfi11irc1nos su punto tncclio. 

Definición 1.18 Sean po f- J11 E lR2 
, diremos que el co11j11nto {:r. E 1R2 lx = ,\0p0 + ,\1¡11, 

,\0 ,,\1 E (O, l] y ,\0 + A1 = 1} es un segmento en lR2 y lo rle11otarcmos como p0p 1. 
si )Jo f- p, al ]11111/0 ~IJo + t111, lo llamurcmos el pu11to medio del segmento Jlol'I y lo 

clerwtarcmos corno t1JoP1. 

Notemos que el punto 41111 es igunl al punto )J. Pues 411p = 4P + 41' = p. 
además 4JJ'I = 4'11' pues 4JJq = 41' + 4q = 4q + 4P = 4q¡1. 
También tenemos F(t¡x¡) = F(tp + ~q) = ~F(p) + 4F(q) = 4F(p)F(í¡). Esta sení una 

propiedad fundamental que utilizaremos en nuestro desarrollo. 
De ahora en adelante supondremo• que el segmento pq es generado por.p y q distintos, o 

dicho de otro modo, el segmento es no singular. De no ser singular probaremos la siguiente 
proposición que confirma nuestra intuición de que los puntos son distintos, y están en una 
misma línea recta. 

Proposición 1.19 Si ¡1 f- q, entonces los puntos ¡1,q, !Jlq_son coliilculcs y"º" distinto.•. 

Demostrnción: l¡x¡ = 4P + 4'1 por loqu~ ~.·:l~;~;~J~'~~á ~n la linea p, q. Si p f- q y 
~pq = p, entonces Í1HJ - JI= O= 4q '.'." 4P =:!(!/-: p),'}o':que hnplica,que )l- q =O, nos lleva 
n una contradicción. Lo mismo si 41Ki = q'y por)o.tanto_:los.tres puntos son distintos.• 

.;Í··. ' ... 



1.2. Homotecias, Triángulos y sus propiedades. 

Poclmuos nhora. definir nuevos conjuntos, en la siguiente definición nota.remos la estructura 
hcrcclitnriii que podemos obtener n ¡mrLir de un triánp;ulo dado, nui\lop;n ni cuso ele partir u11 
intervalo en 1uitndcs que nos pcr1nitc obtener varios rc:iultados luí..,.icos del nnálisii;. 

Definición 1.20 SCIL l\I = 11~1.1'1>1'21· A S(f\f) = HT'•Tl;li Í' j;i,j =O, 1,2}. le lltmwmo.• 
conjunto de ¡nml.u.• elcsccr11licntc.• ele f\f o de hijos de Al. 

A D(f\f) = {14Pol'i• 41'11';, 41'21'il 1j=O,1, 2} el conjunto de tritíngulus elcscenelicntcs <le 
/11 o de hijas ele 11!, elcnol<lmus a mda triángulo en D(!ll) como (l\/); = 14110111, 4P11'., 4P2/J1I, 
co11 i E {O, l, 2}. 

En rmtbos clLSo.• .•e dice que /1/ es el triá11gulo madre ele crirlr1 711mto ct1 S(/11) o rlc crida 
triángulo en D(l\I). 

Notemos que D(f\/) = {(l\/)0 , (l\l)i, (l\!)2}. Li>notación ()~nos dará una idea de cómo 
aparcamos cada triángulo en In colección D(!ll) con un vértice de .\/. Notemos que S(l\l) n 
'V(l\/) = 0 yn que 4PkPJ es distinto de Pk.Y Pi• cuando estos son distintos scgtín 1.19 y por 
lo tanto k ,¡, j para k, j = O, 1, 2. . · · . · . 

. Asumiremos de nhorn en adelante que los puntoo Po, p1,P2 están en un triángulo cquihítero 
y que !ns distancias euclídeas entre dos de ellos distintos son iguales a l. 

La siguiente definición nos da un sistema finito de homotccins, un requisito indispensable 
parn poder definir fractales autoscmcjantes. 

Definición 1.21 Sean IJo,Pi.1'2 tres puntos no colinealcs, dccimo.< que la.• homotecia.• 
F0 , F., F2 : IR2 -+ IR2 dadas por 

Fo = t<3• - Po)+ TJo, 
F1 =2(:r-p1)+P1, 
F2 = ~(:r - P2) + J'2, ' . 
forman un sistema rlc homotccias corrcsponclicnte .. a la triada JJc¡,p¡,]'2, asumiremos que 

F'; es la homotccia con rozón 4 y centro p¡; · 
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En otros términos, F. = L1,,-111., o /3 = L111., o /3 para /3 = [· t , ~ J por lo que F,(:r) = 

4:r.+t11i. Es esencial la siguiente proposición pues nos dice que el punto medio de:un 8egmento. 
se obtiene mediante una homotccia con centro en cada uno do sus extremos_.:> •. _-., ·.-. 

Proposición 1.22 Sea ¡io,p1,¡'2 una triada de ¡iu11tos 110 c~Ú11cd_i:~;:·¡¡·"'{F';j ~~ ;istcma 
CU17'Cs¡1011dic11tc, c11t011ccs Fi(li;) = tl'iPi y F;(pi) =Pi• , ' . ·i":" ,·'._,:." . .<,.,;::, ·:., ;: 

Demostración: Fi(PJ) = 41'J + 4Pi = 41'il'J pam cualquier Í,j '.~o; Í;:i Si';.',;,-j ~nt~ncés 
~/J¡]J¡ =p •. • ... ,.;<·';:.:·_>º' ,_:·/'.· .. r.·r<)-,._~::. ;·'·:: ... 

Contimuunos con nuestra tendencia de describir puntos incdioo".y ·trlángtllos ·dcscendi-· 
entes haciendo que nuestro tratamiento con coordenadas baricéntricas sca'éltilisiíio ciiia·.:ow 
hon1otccias · ·_· ::·:.·:_ -.·. _:~·-::~::,:-,~'. ~>~:~:';,_.·_·_:· 

5
. 

Los sig1;ientcs dos resultados nos describen la relación entre los ~16\nc~to~ Íle•:iJ(Ú) y 
las imágenes ele Al bajo homotecias. En particular en el segundo resultado se' ci1f1~tiza el 
ramltiulo ele la primera ni tratarlo respecto a composiciones. 

Proposición 1.23 Sea /Jo, 111, ¡>i una trirula rw co/incal, { F¡} su sistema eon-cs¡ió11dicntc y 
sea /l/ = l11o.p1,/>il· c11t.011ccs (JI/),= F.(M). Adcmá.• F;(/I/) C JI/. 

Demostrnción: Por definición (.lf)i = H11op,, 41'11'•· 41•ip,¡, por otro lado F;(p;) = 4l'il'J = 
41';Jli para j = O, 1, 2 por 1.22, y que por 1.17 podemos concluir que (J\1)1 = F;(J\l). 

Sen q = .Xo(41>0/i,} + .X1(tP1P,) + .X2(4112l'i) E (JI/), con .Xo +A¡+ >-2 = l y AJ E [O, l], sin 
pérdida de generalidad supongamos que i = O, entonces q = 4.Xo(/lo + p0) + t.X1(p1 + ¡i0) + 
4.X2(P2 + 1~1) = ~(.Xo + A1 + .X2)/Jo + 4(.Xo¡~, + A1/J1 + A21'2) = (4 + 4.Xo}¡>o + 2.X1p1 + 4.X2¡>,. 
Esta es la expresión hnricéntricn de q con respecto a ¡io,p1,1J:l, que es 11nica por 1.7, y es 
claro que 1-Xo. 4-Xi. 4.x2 E [O,~] e [O, 1 J y 1 + 4-Xo E ¡4, l] e [O, 1] por 11111 propiedades de In 
multiplicación en dcsigunldiules por 4 > O. De donde concluimos que (J\/); e J\/. • 

Ahora \'cantos que este proceso se puede continuar, o iterar, pues nuestras hon1otccius 
están en Af(IR.2), entonces veamos que en este nivel es válido continuar con Ja proposición 
1.23. 

Proposición 1.24 Sea J\l = ll'o·l'i.fl2I, y {F;} el sistema de homotccias respecto a.·,,;:con 
i =O, 1, 2, asumamos que 'Ji = F;, ... F;,.,_, (¡i;) ¡iam i =O, 1, 2 y N = Fi~ .:'.F1,..~',(Jlf); c11to;iccs. 
Fi, ... F;..,(J\I) = (Fi, ... Fi,.._,(Jlf))i., E D(Fi, ... F;.,._,(J\I)) paro tod~s'ik ... É"{O,"l,2f'i:On k E 
{l, .. ., rn} y lodo 111 EN. · · · -- · ._,,_. '·. 0-· "·" .. ,_,.",~-i'-'l-". 

r 1
: '· ·'·~'<.:_· ·.::~~'i:i·_~.;.~(,, ;:_, 

Demostración: Por 1.23, F..,,(M) = (J\/)i.., y siN.=F;;::;F,;;.'.!,.(l\I) ,_;,'.[qó,q 1",q~l,e~tonccs 
V((N)i.,) = {hr/i.., 1iE{O,1.2}} y por otro lado F,, ... Fi ... ~·,F1,;;(p;)-=; F;; ... F1,.._,(4¡i1,,¡ + 
4Pi) . -. ... ·' ":':<-. ._:•,<\,oi,":>c;_:,::-<o:)-<., ,; ... : ; 

= 4Fi, ... F;,.,_, (¡i,,..)+4F., . ..Fi,.._ 1 (Pi) = ~qi+h ... = 4q;q;;; (poÚ,5) que ()Stáen V((N)i.,,) 
y esto succcle ¡mm i =O, 1,2, entonces por 1.17 F;, .. :F;,..(M)" ,;,,_(N);,;; E D(N), y por lo 
tanto F;, ... F;,,. (JI/) E D(F;, ... F;..,_, (J\f)). • . .. 

El siguiente resultado es esencial para las demostrncionc8 que haremos pues nos describe 
las intersecciones de los triiíngulos en D(JII),-y la relación entre.estas intcl'Sl.'Ccioncs y los 
puntos de S(./\I). 
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Lema 1.25 Sean J\I = Jpa,111,1121, y'{i,j,k}:,,,;~:{0,1;2}.·se cumple: 
ri)Si (Al),. (Al); E D(M), entonce.• (AI);n (Ú)Í =:" V((A/);) n V((AI);) 

S(M). . • ' . . . '" '.·... . . 
b)S(AI) = U V((M)1) n V((J\I)¡)... , , ,,: 

iJe;c;j1 12) ·<> !_ 

c)Si ¡i = 4Pil'J• entonces 1' rt V((AI)k). 

Demostración: n)Lo de111ostrnre11100 ¡mm (J\/)o y'i{M);'~:·' (Al)~Jd:,¡Po, Hi11~1> tl'•l~ll y 
(AI)1 = ltPoP1.JJ1,4l'2Pil· Sen J: E (A/)o n (A/)1, .entc:incc:i usnndo las."oqrdena<las bar-
icéntricas res¡JL'Cto (M)0 tenemos: .. .~ · · .. : « ," . 

;r. =/lo/Jo+ /t¡ [tP11'0} + /t2[4P2l~1} = /411'0 + t1•1l'o + ti<1111 ·+'.t112pÓ :.¡_ tít2J>l .. 
= (4110 + 4ll'o + t1•1P1 + 41•21'2· . · · · : 
Y respecto (Al) 1: 
;r. = 110[41Jopi] + ''17'1 + 112[t1•i1•d = 4t'o1Jo + 4•'ol'l + 111111 + t112112 + 4112111 
= 4110/'o + <t + t111 )/11 + 4•'21'2· 
Ambas coordennclns bnricéntricns son igunlcs por que 1Jo,p1,p2 son no colinenlcs y por 

1.7. Por lo que 4112 = ~v2, ~/lo+ ~ = ~l/o y ~/l1 = ! + ~l/11 entonces /lo+ 1 = l/o y cmuo 
¡i0,l/o E [O. 1}, entonces no le queda. nuu; que ser Vo = 1 y /Lo= O. Luego ¡t1 =I/¡+1 y co1no 
111,¡11 E [O. 1] entonces ¡1. 1 = 1 y,,, = O, lo que implica 112 = 1- 111 - 110 =O = 1-¡t1 -¡tu= ¡12 • 

Por lo tanto J" = 41~1 + tP1 = 4Pn1'1 E (M)o n (M),. Para i,j = O, 1, 2 distintos se obtiene 
tP•l'J E (Al); n (Al),, n<lenuls 41w, E S(M) y 4P•Pi E V((M),) n V((M);). 

b)Si p E S(Al) entonces 71 = tP•l'J con i fo j E {O, 1, 2}, 4P;P; E V((AI);) y 4P•l'J E 
V((Af)J) por lo que p E V((AI),) n V((M),). La otra contención se probó en n). 

c)Si /' = tP•P; E V((Al)k) entonces p = 4Pól'• o /J = kPJPk, luego 4P•P; = 41i;p4., 
desarrolhmdo obtenemos 41'• + 41i; = tP. + tP• lo que implica Jli = Pk y es una contraclicción, 
pnra el otro cnso es lo mismo, por lo tnnto tv.11; rt V((M)k)· • 

Ahora el siguiente rcsultndo nos dn relaciones entre los vértices de cnda N E D(lll) y los 
vértices e hijo.< de J\f. 

Proposición 1.26 Sea J\l = Jqo, '11, q2J un triángulo en IR.2, entonces 
a)V(J\l) u S(l\l) = U V(N). 

NED(M) 

b)Si NE D(l\l) entonces V(N) n V(l\I) = {q}. . 
c)Si q E \1(1\l) entonces existe un 1lnico NE D(l\f) t.al que q E ,V(N)n V(J\l); 
d)Si NE D(l\l) es tal que JJ E V(Al) n N entonces JJ E V(N). · · '· 

Demostración: a)Como D(J\l) = {(Al)0, (M)i. (J\f).} entonces · 
LJ V((A/);) = {qo,<J1>'12'~'10'1i.t'lo'12,4'11'1.} = V(M)US(J\lf 

iE(0,1,2}) . .. 
b)Sin pérdida de gcncmlidnd supongamos que N = (l\f)0. Entonces (1\1)~ = 

l'lo,4'11'10,ÍfJ2'lol y por lo tanto V((M)o) = {qo,~'11'10,!'12'10},ycomó V(l\l) _,; [q0!q1,q2 1 
entonces V(M) n V(N) ={'lo}. . . . , .... ·: , , · ·i .; ... · , 

c)Scn q = q; E V(l\l) ¡mm i = O, 1, 2, es claro que q; E V((llf);), ·de cic.istir j ;¡, i E 
{O, 1, 2} tal que q E V((M);), por lcmn 1.25 tenemos q E V((M);) n V((l\f)Jtc,'S(.Al) pero 
S(M) n V(l\l) = 121. Por lo tnnto q E V(N) con N = (l\l); y N es el. único;triárigulo en 
D(l\l) con csn propicda<l. .· ·· · ·· · · ·· .. · · · · 
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d)Sea v = <¡; E V(Al), entonces<¡; E V((Al);) n N, si (.t\/), f N. por 1.25, q E S(/11) n 
V(AI) = 12!, lo cual no cs cierto, entonce:; N =(AJ); y ¡1 E V(N). • 

Hemos prob1ulo la relación entre V(Al) y S(Af) y todos los \'értices de los trilíngulos 
en D(A/), c:;tas son h•~ relaciones que hay entre el triángulo y s11s estructurns nms füuL' 
confornuuhL~ por S(Al) .Y D(A/). 

1.3. Conjuntos de triángulos y el triángulo de Sierpin
sky. 

Definición 1.27 co11si<lcmremos los si¡111ientcs conj1t11tos: 
Ka= ll1t¡,J11,1>il, 
G 0 = {K0 }, los siguic11te.• .•e definen 1"Cc111-sivcmic11tc: 
G.,. = LJ D(Al) ¡mm cacln m 2: l. 

A/EG111-I 

Km ,; LJ Al. al subíndice m le llmrí~romos el orden de cada "'"' de estos conjuntos. 
A/EGm 

Notemos que G.,. pnrn cada m E. N es un conjunto de triángulos, tnientrns /\'.,. es un 
subconjunto de IR.2• . . ·.' , . •• 

Enseguida probaremos proposiciones referentes a !ns relaciones entre los elementos de G.,. 
y la.s composiciones de la forma F;, ... F;m que están en A/(IR.2 ) , y de esta fornla obtendrc

0

111os 

una descripción más clarn de G..,. 
Sea { F;} el sistema de homotccias correspondiente a In triada J10, JJ1, ¡>,:de puntos no 

colinealcs, de ahora en adelante lo llamaremos el .siste111a de homotccins asociado ni triárigulo 
Al = l110.1'1.1>il, o simplemente el siste111a asociado a Al. · 

Proposición 1.28 Sen {F¡} el sistema asociado a M, entonces Fj, ... F;m.(A/) f(G.,.: pnm 
cada h = O, 1, 2 11 1 :5 k :5 m. 

Demostración: Por inducción, e,; claro que (A/); E G1 pues (.\/)1 E D(l\0 ) y.por 1.23 
(AJ), = F¡(l\0 ) para cada i =O, 1, 2, y por ello cada una está en G 1. 

Ahorn supongamos que F,, ... F;,.._,(Aí) E G.,._1. Tomamos i 1 ..... i..,·de tal manera que 
por 1.24 F;, ... F, ... (A/) está en D(F;, •.• F;..,_,(Aí)) y como F,, ... F;.,,_,(M) E G..,_¡ entonce,; se 
cumple que F;, ... F; ... (Al) E G,.. • · 

Es necesario utilizar una notación que intente reflejar más claramente esta estructura 
hereditaria de G,.. y nos nclare las relaciones entre elementos do Cm y entre elementos de G,. 
paranf m. 

Sen (F,} correspondiente a I<o, entonces a F;, ... F;m(/<0 ) lo denotaremos como fil;, .. ,; .... 
Denotaremos n J<0 como AJ. en algunos casos. De ahora en adehu1te asumiremos que el 
sistema { F;} está nsocindo a Al., a menos que se diga lo contrario. 

Definición 1.29 ·sea S,;, = {1,2,. .. ,m.} c·N, entonces decimos que A,,.= {o·: S,,. -
{O, 1, 2)} c.• un conjunto dcmotndor o rlc índices, 11 denotamos a .\!;,. . .;., como Al,., sicnrlo 
a(j) = i; 71am j E S..,. Siui. =O diremos que A.0 = { *} 11 Al., = ,\l. ¡1nm o E Ao .. 
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Figura 1.1: ~s subíndi~c8 que~enotan a ME G2. 

E.~ta definición la utilizaremos en algunas demostrncioncs en este capítulo. 
Ln proposición 1.28 nos indica que /1/., E G,,. para cualquier a E A,,.. Como F; pnrn i = 

{O. l. 2} es biycctiva y pertenece a Af(IR.2), entonces A/;1 ... ;,. está bien definida, y rulenul>l para 
cuela. J\/;.,, .. ; 111 cxiMlirá un tínico triángulo Al; .... ,111 con 1<n<111 tal que F;1 ... Fj"_ 1(/l/;,. ... ;11.) = 
A/;1 ......... Por lo tnuto tiene 1mntido que xc(A/, 1 ... ;,.,); = /l/;1 ... ;.,; siempre que q; = F;, ... F;,., (¡i;) 
y V(/11; 1 ••• ;,.,) = lr1o,q 1,q2¡, y entonces nuestra definición es consistente con In composición de 
homotecins { F;} nsocindas n Al •. 

Nos serón de gran importancia los siguientcs resultados, ya que nos describen In corn.~ 
spondencia que hay entre A,,. y G,.. 

Proposición 1.30 Para todo m. E 1\1, G,,, = {/l/.,},.eA..,· 

Demostración: Sólo hay que probar que G,,, ~ {M.,} .. eA,., pues In otra contención ya se 
probó. Por inducción sea NE Gi. entonces N E D(/11.) y por definición N = (/11,); pnra 
nlgtin i =O, 1,2, Como (/1/.)1 = F;(M,) = /1/1 entonces N = M; E {/l/.,}.,eAi• 

Supongrunos que es cierto para 111 > 1 que G.., ~ {/l/.,}.,eA..,· Sea N E G.,..¡.¡ 1 por 
definición N E D(L) para algím L E G..,. y por definición N = (L); para nlg1i11 j = 
O, 1, 2. Por hipótesis de inducción existe o = {i1, ... , i..,} E A.., tal que L = /1/.,. Como 
F;1 ••• F;.,F;(l<0 ) = (F; 1 ••• F;.,,(K0 )); = (L)1 = N por 1.24. Entonces N = Mfi donde /3 = 
{ii. ... , i..,,j} E A,,..,. 1• Por lo tanto hemos encontrado para todo NE G,,,_1 un f3 E A.,,+1 tal 
que N = /l/fJ E {A/,. }oeA,..+1 y por lo tanto G.,.¡.¡ ~ {/l/.,}.,eA,._1. • 

La siguiente proposición, aunque parece un hecho intuitivo que dos triángulos dilÍtinto8 
en G.,., de intcrscctarsc, lo hacen en un vórtice conuín, es un hecho que tiene que probarse 
de acuerdo a nuestro desarrollo. ·. · ' 

Proposición 1.31 Si M, N E G,,, y Al f' N y M n N f' · 0, cnto11ccs /11 n N 
{r¡} = V(/11) n V(N) . 

{q} y 

. Demostración: P,;r indu~ción, si M, NE G1 entonces Af, NE D(l<0 ) y por el lema 1.25, 
MnN = {p} y p E V(M)nV(N) e S(I<o). . 
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Supongamos que 111 > O, Al, N E G,,., Al f- N y Al n N f- 0, entonces A/ n N = 
\l(M) n V(N) = {r¡}. Sean A/, N E G.,.+i. Al f- N y Al n N f- 0. Existen por definición 
Al', N' E G,.. tal que Al E D(A/') y N E D(N'). Si Al' = N', entonces /1/, N E D(M') 
y por el lema 1.25 Al n N = {r¡} E S(l\/') y {r¡} = \l(l\/) n V(N). Si Al' f- N', tenemos 
0 f- Al n N e Al' n N' pues Al e AJ' y N e N' por 1.23, por hipótesis de inducción 
AJ' n N' = {q} = \l(M') n \l(N') y por lo tanto {r¡} = /1/ n N. Y por 1.26.cl) concluimos 
que q E V(AI) n \l(N). • 

Otro hecho intuitivo es que un triángulo descendiente y un punto hijo tienen súlo 1111 
triángulo madre. 

! i . 

Proposición 1.32 Sm Al E G..,_1 1J sean pE S(AI) y NE D(/I/), entonces Al c.• lrt ·1í11ic11 
con estri.• dos 7nn71icdrirlc.< 11 con p E A/. 11 N. C A{. · 

Demostración: Supongamos que N E D(AI') 'para'ú1 E~G ... ~1 ...... {M}, y por 1.23, N e M 
n/I/'. entonces por 1.31 Ne {p} =Al n N, lo cuar1io cii"'cicrto .. Porl() tanto M' =AJ. 

Sea p E S(M), 1;upo11ga111os que exist~· /I/' é'd~;.'..'C·'·;:::'{M}:ti\l 'quc p E M', cnt.onccs 
71 e M.' n Al = V(/11') n V(A/) por 1.31, por lo ciúe)i e' V(M)'n S(M) = l2J y esto no "" 
cierto. Por lo tanto Al= Al'. • · '· · · · 

En la siguiente proposición probamos que la corrcspÓnd~ilcia entre A.., y G,,. es uno a 
llllO. 

Proposición 1.33 P11m torlri 111 > 1, n,/3 E A.., 11 n· f- f3 $>Al,. f- .ll¡J. 

Demostración: Sean" = {i1, ... , i,..} y f3 = {Ji. .. .,),,.} distintos y dividimos en dos casos: 
Si h = )k para todo O< k < m entonces F;,. f- F;..,, si suponemoo F,, ... F;,,,_,F,..,(AI.) = 
F;, ... F;,,,_,Fj..,(M,), como estns funciones están en AJ(R2 ) entonces aplicamos' las m - 1 
inversas y obtenemos F;..,(A/,) = Fj..,(AI.), luego F;~,1 F;..,(Al,) =Al. que en forma explícita 
obtenemos 

Fj:,1 F';., = L_u-1111,1 ... o n- 1 o Lu111111 o B = L_,,i"' o n- 1 o Lu1,'". o B = L,,,'"-''J"'' por lo que 
Fj:,• F; 111 {JJ;) = ¡>; + p,.., - ]Jj,,, = ]Jj donde j lo corresponde n cndn í, entonces p;,.1 -

JlJ,,. = l'J - JJ; pnm todo .¡ y su j correspondiente, lo que nos diría junto con el resul
tado 1.17 que Al, csttl. genern.do por una triada colineal, lo que no es posible, entonces 
F;,. = Fj,. lo cUl\l contradice que F;,. f- F;,,,. Si F;,. .. F;,,,_,(l\/,) f- Fj, ... F¡ .. _,(/11,), por 
1.24 F,, ... F;.,(M,) E D(F,, ... F;,,,_,(AI.)) y F;, ... F;..,(AI.) E D(Fj, ... F;,._,(M.)), por ello 
F;, ... F;..,(M,) ~ F,, ... F;..,_,(M,) n Fj,. .. F;,,,_,(M.) = {p} lo cual no es cierto. Por lo tan
to M., f- Mp. 

Por otro lado si /1/0 f- Aft1 pero<>= {i¡ ... i..,} = f3 entonces Al., = F;, ... F;,,,(/(0 ) = /l/;J 
que es una contradicción con A/., f- Alp. Por lo tanto n f- f3 si y solo si A/,, f- Alt1· • 

Hasta ahora hemos trabajado con las "generaciones" de triángulos, pero ahora estudiare
mos lo que sucede .con diferentes niveles de puntos. 

Definición 1.34 Sean los siguientes conjuntos: 
Va = .. {po,1'1, 7>,i}, _V,, = U F;(V.1-1). Decimos que V,,._cs el conjunto rle vértices rle orden 

. i~0.1,2 . . - - ~ ,. ·--._ .'.· ,_._ . - ... ·,. ' - . 
1r1. 
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Ll~A 
... ~ .:; -' ".'. •. ¡ ' 1>~: ·."' 

Figura 1.2: De izc¡Ítlcrd.Í!t<l~icdi~\:f,Fi:;. :Y. V, van aumentando el rní111cro de vértices, y los 
de la izquierda .cstÍl1i i::o~tilnidos eñ· los de In derecha. · 

'· . .... " ··\~:-~:.:~:. \'[;~i-:i>-.·~~~L~:\·::.> . . .. 
,-;~- .. ::,\'.( :.:: __ .. . :.,<· ->>-·· 

'~-;_:;>:<~· . -
NccC8itn1u~ prcib!lr 1.~·r~!dció'ri .. eiltfe los puntos en V,., y los triángulos en G,... 

Pr.;pcisición 1.~5 Pam ~~~me N; ~e cumple V,,.= LJ V(J\/). 
· · Mee,,. 

Demostración: Por Inducción. & claro que V0 = {Po.l'i.1'2} = \1(1<0 ). 

Supongn1uos qne \~., = LJ V(JI/) para m;::: 1 .Pnrn 111+1 , si I' E V..,+1 entonces existe 
MeG111 ' 

q E V,., y j E {O, 1, 2} tul que F,;(q) = ¡1, por hipótesis de inducción existe N;; ... 1 ... E G.., tal que 
q E V(N1, ... 1.., ), luego F,(N; 1 ... ;,.,) = Nj.1, ... 1,., E Gm+I por 1.28, por lo tanto p E V(N,,;, .. ,;..,). 

Si JI E \!(JI!) pnra JI[ E G..,+1 entonces por 1.30 existen= { ii. ... , i,,.+i} E A,.. ... 1 tal que 
JI[=]\[.,, entonces JI[= F; 1 (M,2 ... ;,.) 1 por 1.17 y por ser F;, biycctivn, existe q E F(l\!1, ... 1,.,) 

tnl que F11 (q) = ¡1, pero por hipótesis de inducción q E V,., entonces ¡1 E F, 1 (V,.,) y en 
consecuencia p E V. .. + 1• Por lo tanto se hn comprobado In igualdad. • 

En las siguientIB dos proposiciones probaremos propiedades fundamentales de los con
juntos I~ ... tanto relaciones entre diferentes v; .. como con los hijos y vértices de triángulos en 
Cm. . 

Proposición 1.3~ .. Sea m E N, entonces:, a} V. .. e V.n+1. 
b) V,., = Va U (U Vi - V¡_1), la unión es disjunta. 

i=1 

Demostración: n)Sen M E G,~·, por 1.26 tenemos V(J\l) e·' U .. \".(N) e U V(N) = 
• .:: ·,_;_ -~~·' 1: \-).,,·'.:"\:/'.•··~-: .. ~ .,_:·; ·_·;~;,; '.-:· ••• ;./~ .·.:;·- .'.·.::_·'.·.~:~:.;-,: ·.N_eD(A/). '.·e·; . ,NEGm+I 

V.n+h como V,,. = · U~ V(N) entonces. V:(l\l) C '.V.,.+1 pnrn todo Af' E G,.., por lo tanto 
V," C V,,.+,I ~. - ..:__N_~~!•:1_'': '.'"·"" :/:-.:~>, -::- . ~'.<:·: ',~-~i~::~:\;~;f';::-i'.--;>.":':t~·~_¿:/ :' '.. _,,,' . ·. 

'.''.- ~ (J . ',~ • _'~'.'.~·~:~:~-~~':'.(_~,</;;_;: ·~;¿' r •• ~~;( :·.'\ ··'.~;.:<~;-._,\;~,.-' .·'~J;~~- · ·,' r;': • '.''·:>:.'.,; .. , • • 

· h)Vo'='_vó Li(U V.•~ .. \li.'.:D'=' VoU í2(=: Vo'. Piiram.>,ci tenemos: • 
. ' - _'.' '::: ·''"•• "i=l¡-~:-:,'·\">;~.'. .. ~------ .,_: .. :.:·-~-.:;:~:.~.; .. ~·-·,~.-.,- :·-~('.·;'\<-~:;-:/· ... "··:<:-: ,-"··,- .::::·._--
\~,. = (V.,. ri V,,¡.:..1) u (V,,/..:" v;;;...:Í) ~.V.~.:..í,ü (V.~ '-''V.;.'.:.1)';;, ': • 

. ~n-1-· .".--·',·,'_-.· -:: '--~_.;·:·'·' :·'':'' ''_!:--·::•.h'tn .:'·::.__ -'.·:~{''' · 
=%·U (LJ V;-:' Vi-::1) U (V,,. .;.:v, .. .:..1) = Vo U (U V;,,.- Vi-1)'. • .. 

•=1· - _.., . ._,- . . ._,·'.:-·-.~- '·. •=1 ·. -.... 

Si i ~ OYJ > i tcnimíos:\li f;, Vj"'1 ·Y (V;-1)",f; (Vi)';; entonces 
(\/¡- l'J:..:1) n(V,.:.. V;::1) ~(V; n(V;-1)")n V;~ Vjn((V;)"nV;) = 0. Es válido para i =o 

pues Vi-1 = 0 y V;-.. Vi-1 ,.;, Vo. • · 
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Proposición 1.37 Sea m E N, entonces: a}V. .. +1 = ·'U· .(V(M) U S(.M)) .. 
. · \ /\fEGm . 

b)V. .. +1 'V,,,= U S(M) 
A/eGm ·';·, 

Demostración: a)Sea ¡,E V.n-t. por 1.35 .. cixisíe·Aj:e .. G,...;:1\talc¡uep·e''\/(f\/). Por 
proposición 1.32 existe un tínico M' E. G,.. tal ·q11e .;]\/ 'É:D(M'.),:d¡;.'.tar·manera que p E. 
V(M') u S(M') por 1.26. ,· . ·. · .,. , / :;'''Y':.· :";: . , ·.: :.· : : ·. . 

Si ME G,. tal que 1' E V(f\l)US(M), por 1.26 tenemos quci1e;'.:ü':fy(N)~ l)orloque 
' ' · NED(AI)''. ·. > ·<" . 

existe N E D(f\I) tal que JI E V(N), y como N E G,..+1 y por 1.35 concluimos 'que ¡;·E V,,;_¡.1; 
b)Si p E V.n+t 'V,,, entonces para todo f\l E G,,,, 1' í V(f\J) pues V(M)'~.V,i,,'eÍitonccs 

p E S(M) para algtln f\l E G,... . . . . . .. · ... :' .·. . ,.·. 
Si 1' E S(f\I) para algtín f\/ E G,,,, por 1.26 existe NE D(M) ~ G,;.+1 tal q~ep E V(N), 

fil es la tlnica que contiene a 71 por 1.32, entonces p E V.11 +1 ' V.n· • · .. : · · ·'• '· • 
El enunciado anterior nos caracteriza los puntos de \~,. en términos de· vérticc8 'e" hijo.~ de 

triángulos en a,,._¡, lo cual será tltil más adelru1te. . . <:• .. :: ... .',, 
Daremos un resultado importante que nos dice cuantos triánguloo puede~'cor\'t~i'i';,f'·i.\m 

sólo punto dado, dependiendo de si éste se encuentra en V0 o en V,11 - V0 .' ·· ~;. '· · 

Lema 1.38 Sea m E N. a}Si ¡1 E Vo entonce.• existe un único N .E G,,. tal que p,E V(N). 
b)Si 1' E V,,. - Va entonce.• existen solo dos f\l, N E G,,. tal que ¡1 E V(N) n V(M). ·.· . .. '' 
Demostración: a)Sea PJ E Va. Por inducción, si m = O es claro que l'J··~···¡;-{~1.fy .;10 

existe otro con esta propiedad. Supongamos que l'J E V(N) para un ímico N EGmy 1n >'o. 
Por 1.26, v E V(f\I) para un ímico ]\[ E D(N), si p E 1\1' E G,,,+1 ...: D(N), por 1.32 existe 
un tlnico N' E G,,.' {N} tal que M' E D(N'), y por 1.26 p E N' n N = V(N') n V(N), 
contradiciendo la unicidad de N. Por lo tanto JI.{ es única. 

b)Sea p E Vm+t' V,,., por 1.37 se cumple ]JE U S(JI/), y por 1.32 existe un 1ínico ]\[' E 
lileGm 

G,,. tal que v E S(M'), Por 1.25 f\/, NE D(f\/') son las únicas tales que ¡1 E V(f\f) n V{N), 
por 1.32 M' E G,. es la única tal que 1' E AJ', por lo tanto sólo fil y N cumplen co11 la 

afirmación. 

14 

.,,.··,,·· 



Por inducción. Si 111 = 1, p E V. ' Va entonces del párrafo anterior ,;e deduce que sólo 
existen /1/, N E G 1 tal que p E \/(/1/) n V(N). Supongamos que si p E \~,. entonces existen 
sólo fil', N' E G,,, tales que ¡i E M' n N'. El caso ¡1 E V.u+t ' V,,, ya ,;e probo, si ¡i E \~,, 
clirectmnente ele la hipóte><is de inclucción ¡1 E fil' n N', por 1.26 existe un único fil E D(fl/') 
y N E D(N') tale>< que p E V(fll) n V(N). /1/ y N son los únicos en G.,.+1 tales que 
p E \1(/1/) n V(N) pues si p E V(L), L E Gm+t ' {Al, N} y l>Or 1.32 L E D(L') para un 
tlnico L' E G,,., pero por hipótesis ele inducción L' E {/I/', N'}, ele donde LE D(fl!')UD(N'), 
pero por la unicidad ele ltL' /1/, Nen D(/1/1), D(N') concluimos que LE {fil, N}. • 

Notación: Sea p E V,,., sea {F;} el sistema rumciado a fil, = IJ'a,Pi.1'21· dirmno.' que p = 
p,., ... ;.., = F1., ••• F.,,,_,(p1..,). Para m =O esta definición"" COilHistente pue>< ¡11 = l.i(/1;). 
Dcnmninntnos a. cstn. notncióu co111u la representación de J' en V.n respecto n. {p; };=o,1.2 • 

De lo anterior cleducin10s una especie de "coordcnada.'i artificiales" que nos dan una idea 
más clara de la ubicación ele un punto en en.da V,,, para 111 E N, y lll siguiente proposición 
nos muestra la relación entre esto y la descripción de G.,.. 

00 
,•, 

,.' '\ 
01 / \ 02 
1n • • 00 ºl\ /\ / ., \ 

'-------~--~ 11 12 22 
21 

Figura 1.3: Representaciones de p E \'2 

Proposición 1.39 Si p = Pi0 •• ,;,,,. entonces p E V(iU;;, ... imci ). Si p E V(,\l;0 ,;.1m,;; 1 ) entonces 
p = 11;0 ... ;,._,; es una re¡1rcsentació11 de p en.V.n paro algún j = 0,1,2 .. · •. > 

Demostración: Si m =o es cl;..:~:q~~~~~·~·,v{í<a) par~(~ o, i,i'.\' ;: '·;~;., . .: ... /· 
Para el caso 111 >O, como ¡1 = Elo··;F1.,_,_(11i,,;)E F;0 .;,F¡m~1 (Kó) pues. l'•m EY(Ka), por 

1.17 1' E V(M,0 ••• ;..,_, ). . . • : e . <> ; > ' • · >~ ~.·;·::<'; ··:,: < . " . ' . 
Si 71 E V(M'.."···'"'-') entonces. p E F;0 '. •• F;,.~·"' 1 (I<o),. po~l.17,:,V(Fi~;,.f;;,,~;(!<o)) ¡7,;Í~'>:';,,: . 

F¡0 ••• F;"'_' (V(/\o)), entonces cxtSte P; E Ko .tal que F¡0 .'..F;;,,_ 1 (p;) ·F p y po~ lo, tanto·p := . 
JJio ... i,,.-1; en Vm. • -, .? -; : · ~.:~,,.L,;--~ -'/,,'. .-:~ ·.;·.··~::!·_;-~::~_::~1..Jf·_ '>.'~{~-.;;~~)t -~L'.t,_::~·-·:';.::¡f;f·.~·~7"·~~;_;,:_ ;·_:· ( ::-;_, . 

I3astlndonos en el lema 1.38 probemos el siguiente resultitdó cjue 8c ·da' en'.consccucnciá al 
resultado anterior. - · \.·T·::.~ ':<.;/,":.:-:-. · · '-;:...:~ · · 

. . ,~"<~.·~{.~-~: :¡_ic,_· ·'.~ i):':~~~~\-\'.\>~-- -~~>::·:;~t~;t,~i.~:lf ·:¡~~:;~~--~ .;¿-;·:~:. -~-- ;.:; ; . 
Teorema 1.40 Si ¡1 E Va entonces tie1~e. uria ~n~c11,~1'!l!.?el't!'.C~~11·~~;ym:,)'i,¡! ey;,. \.Va 
con ni.> O entonces tiene dos rcp~ent~~~~~~.':,~1!' V,,;._!~-~-·,.,. ~<-~ 1 -~~:¡' .. - ,;~. _ · 
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· . Figurá 1.4:· Representaciones de p en \1:1 

Demostración: Para el cns0 m. = ÍJ.C... claro que la rcpresentáción de p;-para j =.O, l, 2 CH 

linicn. 
Si 111 > O y JI = JIJ E V0 C V,,., entonces Jl E \!(Al) para un 1ínico M E G.,, (1.38), 

71 = Jli = Fj ... f'.¡(711 ) cou 111 composiciones, entoncC8 71 E V(FJ .. .FJ(/\o)) = V(M; ... J) sicnclo 
Af; ... J = Al, y como FJ ... FJ es biycctivn, entonces JlJ es único parn el cual Fj ... F;{¡1J) =JI y 
l'j ... ; es su tinica representación en V,,,. 

Si JI E \!;,. - V0 entonces existen Al, N E G.,, tal que p e V(M) n V(N). M = M., 
y N = Al/J paran = {i0 ... ;,,,_t},/3 = {j0 ... j..,_t} E A.., distintas, F,0 ... F;..,_, y F;0 ... F;..,_, 
son biycctivns, por lo que existen tinicos im,j,,, E {O, 1,2} tal que F,:0 ••• F; 111 _ 1 (]J;,11 ) = 1' y 
F¡0 ... F;.,_, (PJ ... ) =JI, pero por el lema 1.38 no existe¡ E A..,\ {o. I~} tal que JI E V(M,) y 
por lo tanto JJ = p;0 ••• ; 11 , = l'Jn ... J.,. son las tinicas <los rcprcscntacionc.-; do JJ en V,n• • 

Hasta ahora no hemos hecho explícita In observación de que los puntos tienen siempre 
un primer n ;:: O tal que JI E V., pero no está en v,,_ 1 si n > O, por eso daremos In siguiente 
definición. 

Definición 1.41 Sea p E V,.,, diremos que el valor ;(JI) está dado ¡Hll' mí11{11IJ1 E V.!}. 

Ob;;ervemos que si i(71) >O, entoncC8 p E V;(,.)' V;(p)-l y porl.37 1J E S(M) P.~r-ª}'~glÍlÍ. 
Al E G,<t>l-1• . . ... · : ·:···-.· : ..... · .. •, .. ,'.'·.,.: 

Este ""' el rcsultndo que nos da de manera explícita las ·~coordenadas".: de uri punto. 
Pensemos C8to de la misma forma que cuando describimos· los pu"nto8 de la' rcctá'.root ·en 
tc'.:rmiuos de mimeros binarios, pero aquí utilizamos númerÓS."ternario:i'.;.'~ ·,e"::; ... ;": .¡(;.•'.f. 

Corolario 1.42 Sea 11 = i(p) >O, p e V.n y m ~::11, entoi1ces las i~~~ rep;.¡;~~::i~~¡¿~~/,1e 
. · ... ~· ... ,. .... ,,;:,,. '{' fk'si o< k <'n-1 . 

11 e \1;,. .. ,on p;11 ... ; ... y p1 ~ ... ;:n, donde ik = iu paro n ~ i·:::; rn.; .Y i~ =· .~ .?J.:0·S(k·:~\~·::~_!·.·.,,.~'.~, . . ' 
· ·:.e: : i: .. ;,•;· :.i,;:.;,1 si.n"$.•k .. S.·m·· . 

Dcmostrnción:Por 1.32 y 1.37 existe un único L = lqo, <¡¡, CJ2l E G .. -1 ·t~i\{ú~., ~·~'s?.íi; y 
por 1.25 existen Al', N' E D(L) tal que p E V(M')n\!(N'), entonces M'·= .. (L)¡yN~·.=:(L); 
para i 'I j E {O, l, 2}. suponemos JI= ~q;CJ;· Luego existe im único -y= {1ó.'.,1,;_2}'e•A,,_1 
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tal que /, = Al..,, si n = 1 entonces Al.., = K 0 • Por 1.24 (L}; = Al10 .• .1,,_2 ; y (L)J = Al10 ••• 1,,_2;. 

Demos JJ = JJ;0 ••• ; 111 = p 1:r··•:,. donde Ík = lk si O $ k :5 n - 2, ik = i si Á~ = n - 1, 'ÍI.· = j Hi 
11 5 k .5 m, a.sí tmnbión ik = i kt O :5 k :5 n - 2, ik = j = i,., k = u - 1, y ik = i = Íra-., n :5 
k :5 m. Como F,., ... F,.,_,F;F1···F.i(1iJ) = Fi •... F,.,_,F;(p;) = Fi •... F,,,_ 2 (~P;P1) = 4rm; = p 
JJ por algo Hi1nilnr F,0 ••• F,"_ 2 FJF; ... F.(JJJ) = 11, entonces 71,11 ••• i ... y 11 1 ~ ••• ;: .. son 8US dos \íuica."{ 
rcprcscntn.cionCH en \';n· • 

Ahora dcscribirmuus las ru;tructurns I<m. 

En In figura 1.3 las capas más oscuros van denotando V1Llorcs 11111 .. < nitos de 111, de donde 
parte la idea de In siguiente proposición. · · · · · 

Proposición 1.43 Para todo m EN, l< ... +1 e f(,,.. 

Demostración: Sen NE G,,.+i. Ne l<m+i. entonces existe AIE:a;;i'-.!'a({jit.',·~.'el:b(Ú), 
por lo tanto Ne Al e K,,., entonces l<,,.+i e J<,,.. • . . . ···(:"·'.·.'.:''::·:,:···''\·."'" :" 

- En In siguiente proposición demostramrni que l<m+I se obtiene a: Í>Mfir:·<ló·K;;;:uÚliznndo 
lus homotecias, esto es una función que lleva conjunt()!l en :.coÍ1j~nt<>,~.',~n} (B¡i.91S!ey): cstn. 
funciónselellnmne!OperadordoHutchinson. · --· ,_· :'. ·._:.".-::_ '-.:::-.·:- ·. 

Proposición 1.44 Paro todo ni E N, se curnplc qú~ I<m+t = · Ú .·. Fi(l~rn»:< .,.'"-,, . ,. ": 
i=0,1,2 

Demostración: Por inducción, si m = O es claro que G 1 = {Af1 I. i = O, l, 2} = 
{F;{K0 ) 1 i = O, 1, 2} y por lo tanto 1<1 = · U M; = U F 1(Ko). Supongamos que 

i=0,1,2 i=O,t,2 . . 

J<,,. = U F;{J<.n-1) parn. m > O. Si Al E Gm+h por 1.30, J\I = A/., para alg11n o = 
i=0,1,2 ' . 

{io ... i,,.} E Am+h si A/' = J\1; 1 ••• ;rn E G,. tenemos F;0 (A/') = F;0 F; 1 ... F;,0 {I<o) = A/, pero 
M' C 1\,,., por lo que conc!Úimos que Km+I C U F;(J<,.,). • 

í=0,1,2 

En (Ilnrnsley] se define el triángulo de Sierpinsky como el conjunto lfnúto de una sucesión 
de conjuntos obtenidos al iterar el operador de Hutchinson en el conjunto potencia de IR2 

con condición inicial Al., pero no utilizaremos esta formulación. 
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' • - .;· ' ,- -- < - ••• <~~ .. ·_, ,- '·"' .', - ':, 
Definició11; 1.45 AÍconju11to SG. •,.; . n ¡(.,¡•le llamaremos triángulo <le Sicr71i1~<ky, . q11c 

' ; 'e ' '~ '' "'~º ' ' • • 
denotaremos tm;1bié11¡ior1\. Además al conjunto Ü V,,. lo denotaremos por v.: 

. ·. . . m~ 

Figura l.ú: Unn nproximnción al triángulo de Sierpinsky. 

Lo anterior nos da 1111\s información aceren de In relación que hay entre !ns definiciones 
refcrentC8 a !OH trh\ngulos que hemos definido, que en la literatura son referidos como 2-
simplex, y el tratmniento por medio de los vértices. De tnl numera que podemos definir 
las gráficos que aproximen el triángulo de Sierpinsky y las definiciones por medio de estos 
triángulos "lleno.-;", En algunos contexto.' nos será 1ítil una y en otros contextos en especial 
en los algoritmos será ti til la definición por gráficas. 

1.4. Gráficas y conjuntos locales. 

Definición 1.46 U11a gráfica r es U11 ]Jar (V,A) tal que V SOi! los vértices y A~ V X V 
so11 las arista.•. A esta gráfica geneml también se le conoce como gráfica dirigida. La gráfica 
!' es regular si no co11tie11e arista.< de la forma (a, a) tal que a E \'. 

Definición 1.47 U11a gráfica res 110 dirigida si dada (a,b) E A im¡ilica que (b,~)E A. 
asumiremos q11e (a,b) = (b,o.) en nuestro relnció11 de igualdad y as( denotaremos una mista 
(a,b) E A. . 

Lns ¡¡ráficnq con las que trabajaremos en este texto ser~~ no dirigidas y regulares. 

Definición 1.48 Sea S 1111 conjunto dado. •Una· relación ·de ¡1roximidad R en S es una 
relación R ~ S x S que satisface: (a,b)· E R:~. (b,a) E··R y donde (a,a) '/:. R ¡xim to
do a E S. 
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Definición 1.49 Considemrcmos las gmficas !',.. ele la siguiente Jórrria:;Los-yértices·V,., 
dados en la definición 1.34, las aristas A,,. las definiremos ÍJor, Id rnlCÍciÓ11 ele proxi1/1idacl 
siguiente: para 3!, y E v. .. tenemos la relación J: -;;: y si x, j¡ E V(J\/) é. M _e· a,,; y X ,¡. ¡j. y 
definimo.• el conjunto de aristas· A.,, = {(>:, y)l:i:-;;: ¡¡}. ·'-'··y_:_:,;:.,·_·;,,:.,: 

Haremos la siguiente definición de los conjuntosde limxilnidaJ ·a ~~·'1ni~í~.: 
Definición 1.50 Sea 71 E 1-i.,, co11siderarc111os los siguientes conjunto .. : 

a .... ,.= {AJ e a,,.¡,, e M}. 
/\.,.,,. = u ¡\/, 

' A/EC.111,p 

. V,.,,¡.= U V(J\I) \ {v}. 
A/EG"'·P 

<:,,,,,, = {:\'} 

En la· figura 1.4 está rcprcsentlldo el: casó en que p E_ V,,. - Va, y en la figura 1.4 el Cll80 

en que pE Va. . . 
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Si 1' E V,,. y Al e.e.~:'.;, c~tonccs cid~to M' ea;,.•tal ~uo l' EY(A/;), ~i Mf iWentoriccs 
71 E M' n Al = V(M')n V(.M) por lo que 71 E. V(J\l), y a la misnu• conclusión llegmnos si 
JI[ = JI/'.:·,. "·,, "' ,· .•. " . . 

Observemos qu? G,.,,. e G,.. y que v,,,,,;c V,,. pucs Al e.G .. .,1, y entonces V(Al) c"1r,,.. 

Leina'l.51 SÍ¡1 E V,,. 'entonces V,,.,1, = {3: E \r,.,¡:r. ~ 71}. Si I' E \'c1 c11tu11ces #(V,,,,1,) = 2 11 
#(G..,,1~) =l. Si'¡1 E V,.,.:._ Vo e11to11ce.• #(V.,.,,,)= 4 •;; #(G,,,,,.) = 2. 

Demostración: Si q E V,,,,,. entonces para algtín A/ E G,,,,1., q E V(,\/) y ¡1 E V(AI), como 
JI! .e· G.., concluimos que q ~ ¡1. Si q ~ 71 entonces existe ltl E G.., tnl que q,71 E l'(A/), 

nclemils q E V(A/) \ {p} y co;•;,o I' E Jl/~ntonccs Al E G,..,1., y en commcuencia IJ E 11,,,,1,. 
Si p E V0 entonces por 1.38 existe un tíuico Al E G,.. tal que 71 E J/, nclenulo; #(V(AI) \ 

{p}) = 2, y si p E ir,,.\ V0 entonccs por 1.38 existen sólo dos J\/, NE G.., trues que ¡1 E J\lnN, 
por lo queG,..,,.= {M,N} y #(V(JI/) uV(N) \ {p}) = 3-1 +3-1 =·l.• 

A continuación <la.remos algunns dcfinicionc.." que usaremos en los próxi1110s capítulos y 
probaremos algunns de sus propiedades. 

Definición 1.52 .Al co11ju11to \'c1 le lla111111'C11w.• la fmntem del triá11911/o de Sicryii••ky y lo 
de11otare111os como DI\. Co11 ... •iclcrt11'C111os los siguiente .. conjuntos: V.:: = V,.,\ V0 11 F:• = I'. \ l~. 
Además ¡mm tmln J1 E 1-:" dcnotaremos al 11nico Al E G;c1.¡_1 tal que JI E S(JI/) co111u Al1,. !J 
dc11ofo111os a S(J\11,) n Vic1.¡,1, c:cmw D1, ¡¡ lo lla11wre1110., el co11ju11to dt· hcn11a11os de p. 

En la figura 1.4 los puntos huecos rcpresentru1 a los hennanos de p • 

. Observ~mo~ que F:• = ( Ü V..)\ l'o = Ü (V.,.\ Va) = Ü V,~. 
' · · ' · m=O "'=O m=O 

Proposl.cÍÓn; 1.53, Sea J1 E v:•, c11to11ccs 8 1, = S(M1,) \ {p} . 

. Dcm0st~llCió;1:.Sca J\lp = 1111>1"2.P:il, luego I' = 4Pm; para i f-j E {0, 1,2}, p E (A/1,); n 
(Alp)J y por ,1.38 so~ los únicos con esa propiedad, entonces J1 ~ ~1'•/1; y p -. ~1'•/i¡, ambos 
: . · '.·. :' ·-1 .--· .. : : ~ _ rn · ru . · , .. , . , . . . 
puntos pertenecen aS(J\lp) y a Vic1.¡,p, y como S(M1,)' {41w;} = {!JJW;, 4P•JJ)} entonces hi 
igualdad entre D1, y S(J\11,), {p} se ha comprobado. . . -.: · . 
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1.5. Topología y continuidad. 

Enuucinrc111os algunoH resultados de topología y continuidad que serán indispcnsnl>lCM n 
lo largo del presente trabajo. 

En la siguiente proposición usaremos hi topología usual de JR2 y una propiedad importante 
que será la que probaremos es la du que el triángulo de Sierpin~ky os un espacio compiiCto 
con la topología relativa de JR2

• 

Proposición 1.54 L11s J1mc:ioncs 11fi11e.• son co11ti11un.•. 

Demostración: Sea f = L¡, o A, la función Lb es continua pues p1u-a todo é > O y ;i: E JR2 , 

demos ó = é de tal forma que si 1J E B~(x) entonces d(L1,(11), Li.(a:)) = ll:r. + b - !J - bll = 
11.i:- 1111=d(:r,y)<8 =E:. 

,\ es una íuución lineal la cual es continua eu espacios de dimensión finita; y como la 
composición de funcionü.'i continua.._"i es continua, por lo tanto / es continua. • 

Definimos funcional<?S afines f : JR2 __, lR de la fornm que /(a:) = A(x) + b donde A : 
JR2 - lR es lineal y b E IR. Entonces la función es continua pues A es continua, y de la misma 
forma que arriba se prueba que la función L¡, : lR __,IR ciada por L¡,(.1") = x + b, es continua y 
por lo tauto la función f tmubién es continua. Sitnplmncutc las lhuunremos fuucim1~s afines 
de JR2 a IR. 

Enuncin.rc111os la siguiente proposición, la. cual no probarc111os pues es una prueba de 
gco1nctríii que podemos encontrar en [Ryan) y [Fleming]. 

Proposición 1.55 Sea Al= IJJo,]J1,112I, c11tonccs Diam(AI) = máx(rl(p;,p;ll· 

Proposición 1.56 rt}Al = lpO, pl, p2I es cermdo. b)[(,,. e.• cc1~ndo. c)SG es ccrmdo. 

Demostración: a)Como los puntos p0 ,¡i1 ,¡>:i son no colincales, y scnn Q 0 = (0,0), Q 1 = 
(1,0), Q 2 = (O, 1) qne también son no colineales. por 1.9 existe una tínica función afín f 
tal que f(p;) = Q;, i = O, 1, 2, f es biyectiva por 1.11 y por esto f E Af(lR2), entonces 
J(M) = IQ0 , Qi. Q21, es claro que la imagen inversa ele IQ0 , Qi. Q21 es AJ. Por otro lado si 
x = ..\0Qo+..\1Q1+..\2Q2con ..\o, ..\i...\2 E [O, 1] y ..\o+..\1+..\2 = 1 entonccsx = (..\i. ..\2) E [O, 1]2, 
pero como O :5 ..\0 = 1 - ..\1 - ..\2 :5 1 entonces 1 ?: ..\1 + ..\2 ?: O, que implica ..\1 + ..\2 E [O, l] 
y (..\i. ..\2) E A = { (..\i. ..\2) E JR2l..\1 + ..\2 E [O, 1]}, entonces IQo, Q1. Q21 = [O, 1)2 n A pero 
si /1 : JR2 __, lR se define como h(x, y) = a:+ y, que sabemos que es continua y entonces 
A = 11.-1([0, 1)) es cerrado, en consecuencia IQ0 , Q 1, Q2J es cerrado, por lo tanto A/ es cerrado. 

b)I\,.. = U A/ es una unión finita de cerrados, por lo tanto es cerrado. 
AIEGm 

c)SG = ñ /\.., es intersección de cerrados, por lo tanto es cerrado. • 

Aliara l;;:;-~emoM que SG es igual a la cerradura de V., para lo cual recordemos que· 
cstnmos asumiendo que K 0 es equilátero con Diam(K0 ) = sup{d(x,.11Jlx, y E K 0 }·igual a.L 

Lema 1.57 a)Sea F una homotecia con rozón r, entonces para todo x,y E JR2, : .· .•.•. 
cl(F(x), F(y)) = rcl(x, 11) b}Sea A e lR2 tal que Diam(A) < oo, F mui homoteCia con rozón 
r, cntoncc..'l 
Diarn(F(A)) = 1·Dia111(A). . 

e} Si /\/ E G,,., entonces Diam(Af) = 2! ... 
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-Demostración: n)Sean x,¡¡ E IR2 , como F = L0 oB para e E IR2 y /J = rld con 
r >O, entonce:< d(F(x). F(y)) = llfü: +e- IJ11 - cll = Jlll(>:-11)11, outonCCH Jl1·(.1· -11)11 = 
1·Jlx-11ll =7·rl(x,¡¡). · 

b)Los conjuntos El = {d(>:',y')I>:',¡¡' E F{A)} y E2 = {d(F(>:),F(11))l>:,1J E A} son 
igualc8, pues rl(:r.', ¡¡') E El entonces existen x, 1J E A tales que F(:r) = >:1 y F(y) = 11'. 
Entonces Dim11(F(A)) = snp El = sup{E2}, por otro lado como d(F(>:), F(y)) = nl(;i:,y), 
entonces rE3 = {rd(a:,11)1,,,11 E A}= E2 y por lo tanto supEl = su1>1·E3 = rsupE3, esto 
clebiclo n que,.> O y sup rE = 1·sup E, E e IR. Por lo tru1to Diam(F(t\)) = rDiam(A). 

c)Por inducción, es clnro que e0 = {J\0 } y Diam(l\0 ) = l. Supongamos que d1uh1 
m > O y Af E G,,._,, tenemos Diam(M) = :;d-=t-. Sea N E G.,,, por 1.30 N = Al., parn nn 
o= {i1 ... i,..} E A,,., de cloncle N = F;,(A/1, ... 1 ... ) pero/'./;,. .. ;, .. E G.,._., entonces Di11111(N) = 
4Di11111(M1, ... ; ... ) = hb· = 2! ... • 

Proposición 1.58 LJ 1;., = SG. se es compacto. 
rrt=O 

Dctnostración: Cmno /\"' e l\u y V,, e V,n si n '< nr., entonces v,I e V,,, e /\·,,. e /(,,, 
entonce:< para tocio 111 > 11 v.. e /(,,.' pero tnmbión V,, e /(,.. para tocia m ;::: o. entonces 

~ ~ 

V,, e n K,,., pero esto sucede para cualquier n;::: O, entonces LJ V,.,= V. e Se. Como SG 
rn-=O m=O 

es cernulo entonces V.~ SG. 

Sen x E ñ K..,, para tocio c5 > O existe m E N tal que 2 !., < ti, x E /\,,, pues está en tocias 
m=O 

ellas, entonces existe M E G,,. tal que x E M, si p E V(M) entonces tl(p, x) :;; Diam(M) = 

;¡k < c5 y por lo tanto para todo ti > 0, /J~(>:) n Ü V,, i' 0. Por lo t1mto x E V. para todo 
r1=0 ' ·· .·1- i..: 

X E SG y concluimos que se ~ v.. 
Se es cerrado, es acotnclo pues Diam(/<o) = 1 y SG e K 0, entonces /J2(p0 ) contiene n 

[(0 y por esto /(0 es acotado. Por lo t1mto SG es compacto.• · 
Con lo ele arribn hemos mostrado que SG es un espacio topológico cloncle los abiertos en 

estn topología son los que están dados por la topología relativa inclucicla por la ele JR2 • 

Definición 1.59 Una función f : SG _, lR es continua si lo es respecto a la topolog(a 1-clativa 
de se en JR2 • y restringiéndola a se. En otms palabras, J·es continua si y sólo si pam torio 
e: > O, existe .S > O tal que si x, y E SG con d(x, y) < c5,: implica que lf(¡j) .:.. f(x)I <e:. 

Pero muchas veces para probar la continuidad ele una función c8 suficiente probarla en 
un conjunto denso en el que es posible trabajar. mejor; por lo,que formulamos el siguiente 
resultado. . ' . . ' . ' ' . ... '• 

Proposición 1.60 f : SG '-+ IR es co11tiiiua si y sólo si ·es' uniformemente continua en V .. 
\;; ' '' '·J ;'''" ' ··<, ·-<-·.-.- l 

Demostración: Usemos el hecho ele que V, ~:denso en'BG,y también el resultado clá.~ico 
ele análisis (Ruclin] que establece que una función que'~ de un espacio métrico X n R es 
continua si y sólo si es uniformemente continúa en un'. denso' E e X. • 
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Ob8crvemos que si una función es continua en IR2 y como SG hci1~da i.;, toli.;logf~do IR2 -

ClltOllCCS HCflÍ COlltÍllllll Cll SÚ. . ._ ·' · ' 
Para fnturll8 definiciones necesitaremos una función que sea afín por trrutÍos y continua. 

Primero probaremos que una función definida por pedazos c¡ite se· interscctan en puntos 
aislados son continun..o;. . · · 

' ' ' 

Lema 1.61 Smnj = l . ... 111, C1 co11j1mtos cerrados contenidos t;,. IR",, tale.• ;¡;,;,·iJ·= U (C1n 
. .. . íf~· 

Ck) c.• 1111 co11junto finito. y fj : C1 -+ IR fu11ci~011es continua.s tales qu~ f;(;i:) -".". fl-(,:) ¡mm 

:r. E C1 n Ck y j # k, c11f011cc.• la función g: LJ C1 __; IR definida coi110 g(:r.)= f1(:r.) ¡mm 
j=O. . . 

a: E Cj, es ccmt.in.u.a. 

Demostrnción: Sea" > o, entonces hay dos casos. Si :r._ E B' se~ z-.= -{jl:r e' C1} .Y 
:T =S.,.-... I,-lnego para todo j E I existe ó1 > O tal que si y e.'D6¡(:r.) n C¡; ento11ces 

lfJ(!I) -- fj(a:)i < e:. Sen 15' = 1nín{óJ} y como U C;-... U e,; es un co~junto abierto, existe 
_. JE7 j=O ke:I .- ,·, , 

ó" >O tal que D6{x) n LJ Ck = 121, por lo que daremos ó = mfn{ó',ó"}. Entonces pnm todo 
H3 -

y E B6(:i:} está contenida en 86,(:r) y en CJ para j E 'I, por lo tanto l/(11) - f(3:)1 < "• y 

como u C; n B.(.c) e u ck entonces g está definida en u ck y. por lo tanto 'g cS co11timm 
J=O l.oe1 kEX ·· · 

en 3:, Por otro Indo si 3' E C;-... U C1. el cual es abierto en-C;, 'entonces existe ó' >O tal 
k-fj . ' ' 

que B6•(a:) n LJ Ck = 121. y dada ,; > O existe ó¡ > O tal que para todo y E B,(:r} con 
k~ ' ' 

ó = mfn{ó',ó;} implica que lf;(:r.) - /¡(11)1 < i;, y como 0(11) = /;(11), entonces g-c8 continua 

en :r.. Por lo tanto g es continua en U C;. • , 
j=O 

Definición 1.62 Para ¡i E V.n 1lernos la función 11;~ : J<,.. -+ IR como:: -, _ _ 
11;:•(:r.) =O si X E(/\,. - /(,..,,.) nS.G. _ _ -.· 
11;:•(:r.).= l-(P1+1'2) six E 11/ = IP.1'1.P2I E a .... ,. tal qucx = (l-p1-p-i)1>o+Pti11+1>iJ>i 

11considcmnmwsa11;:· rc.<f.ri.11gida a se . 
. Vcrunos que 11;:1 

: SG - 1R. es continua. 

Proposición 1.63 11;:• es co11ti11ua para todo m;::: O y paro todo 1' E V,,.. 

Demostrnción: Para todo l\l E G.,. la función es continua en/(,,., pues si 11/ E G,.., G.,.,,. 
entonces 11;:'IM = O, si i\/ E G,..,1, es una función afín y por lo tanto continua en todo 111 E _G;~. 
y está definida en V,,. pues es 1 en p, y es cero en V,.,-... {p}, luego por el lema 1.61 c8 continua: 
Por lo tanto la restricción a SG es continua. • 
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Capítulo 2 

Diferencias Armónicas. 

2.1. Las Diferencias armónicas. 

En este capítulo dcsa.rrollruuos la .. '-i cliferuncia.s n.nnónicns, y basá.n<lono8 en los co:nccptos 
dcsa.rrolhulos en el capft11lo m1terior, construiremos funcionales parecidos a. al caso· do los 
funciona.les ele diferencia.o.; cli.scrcta.s en los reales. · 

Definiremos ahora nuestro espacio de funciones en el triángulo <le Sierpinsky. De ahora 
en adclm1te usaremos /\ en lugar 1le SG ¡mm denotar d triángulo de Sierpinsky. 

Definición 2.1 Decimos que IR(/\) = {f : /\ -+IR} es el espacio vectorial de las funciones 
de/\ a IR., co11 la suma y fo 11111ltiplicació11 por esc11lares dadas ¡ior (! +g)(x) = f(x) +g(:r.) ÍJ 
(1"f)(:1:) = 1"f(:1·), ilondc J,g E IR(/\), r E IR. y :1: E K. Dimmos que C(K) = {!:/(--+IR. 1 f. 
es cont.i11ua}. es el l!s¡iacio de /uncio11cs conti11wu;. 

Observemos que C(K) es un subespncio de IR(K), pues la suma de funcioncs continuas 
es continua, y el producto por un real también. · .. . 

Usaremos la norma para el espncio C(J\) dn<ln por 11/11 = >111p lf(:r.)I, y rccordemo>1 que un 
zeK 

espacio normn<lo "" completo si tocia sucesión de C1mchy converge en e>1te espacio. Usaremas 
la métrica d(f, g) = ll:r. - Yll obtenida n partir ele la norma definida arriba. · · 

Proposición 2.2 C(J\) con l1111orma que definimos es un espacio completo. 

Demostración: Sen {/,,.} e C(I<) una sucesión de Cauchy, entonces para tocio é > O 
existe N E 111 tal que ¡mm todo m., n > N tenemos 11/.., - J,. 11 < é, pero por otro Indo 
para tocio x E /\, lf,,.(x) - f,,(x)I $ llf,,. - J,,11 < e, por lo que cumple con el criterio <le 
convergencia de Cnuchy, y n<lenu\s es uniforme y las funcionCll f.., son continuP..s, por lo tanto 
converge a f E C(K) .. • 

Ahora definiremos lns funcionales que serán fundamentale>1 para construir el Laplaciano. 
Los rcsultmlos que utilizamos para probar el resultado anterior se encuentran en (Rudin]. 
Hemos probado c¡ue el espacio normn<lo C(K) es un espacio <le Banach (nonnado y com
pleto). Ahora construiremos los funcionale>1 más importantes del pre>1ente trabajo, pues nos 
permitinín construir el Laplnciano y las funciones armónicas . 
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Definición 2.3 Sr!a f: /\ _, IR 1111 E V.~. dartiiiioíi" los fu1lcionales A;,;,,;·, IR(K} _, IR rlc la 
si9nie11tc fonna: · 

A..,,1,f = L: (f(fJ) - f(p)) = ¿ f(q)...:: 4J(¡i). 
"~ "~ . . . .· .· 

A A,,.,,. le /11111wrn11w.< la rlifcre11cir1 m-an11ó11ica de J c11 p E .\~::. 
. . 

El artículo [KigamiJ en el que so basa este trabajo denota a ladifcr'en~h1s ,;Í~~rmónÍ~i· 
por 11,,.,1, pero hemos preferido utilizar A..,,,, para denotar que CH una ~lifcrencia finita, y 
dejaremos In H para el dc.'Kirrollo de In medida en J\. Ahora demost1;aremos.'c¡ue .. Á!,,;1, que 
es uu funcional lineal y continuo de modo que más adelante podrmúos''i::cinstrüir.él espacio 
C(I<)' así como probar algunas proposiciones que hacen 'uso dé cs~e ·runci~ííát./'.' · >;: : ' :';: · :. 

Proposición 2.4 L:!...,,1, es lineal 11 co11ti111m. 

Demostrnción: Senu f,g E G(J\) y e E IR, entónccs A,,;;¡,(cf-t\1F== '·B (cf'.+ g}(IJ}...:: 
, ·. . : 11E\~ ... J, . , · 

4(cf+g)(p) = L: (cf(1J)+9(q)}-4cf(p)-4g(¡i) = L: cf(q)~4cf(p)+,¿:: g(q):-49(¡1) 
11E\',..,1, _, 11e\:,.,.,. •f··. ·~·::'. :·.::}; , · 11e.~~,.,:,._ ,·. · 

=e( L: f(q) - 4f(p)) + L: 9(q) -4y(p) = cA.,,,,1,J+L:!..,.,1,g y por IO'tanto eslinenl. 
11e.\',"·" ,,ev. ... ,. · · .-. · · ··.. · - · · · 

Un operndor T entre dos espacios de Banach X;)·' es· acotado, si ·existe C '> O. tal que 
parn todo :r. E X, llAxlh- = C llxllx• y además un operador CH continuo si es acotado 

{Vóase [Royden]}, de donde IA .... ,.JI = l.,e~ .. r (f(q) - f(p))I :S ,,.~ •. ,; l(f(q) -f(¡i))I po.r l~ 
desigualdad del triángulo, luego · · 

E IU(q) - f(pJJI :S L: lf(q)I + 4 IJ(¡i}I, . 
f/E\-'rr1.1• 11E\'m.1• 

L: lf(q)I + 4 lf(¡i)I :S Ssup IJ(o:)I = S llJll, pues recordemos que #(V.,,.1,) = 4, por lo 
•1E\.'m.1• .reh· 

tanto Ó.m,p resulta. ser acotado y en consecuencia es continuo. • 
A partir ele ahora ntilizaromos In convención de denotar a f(q;;) = f;;, a menos que existn 

una mnhiglleclad al dcsib'lmr a los puntos de otra forma, de acuerdo al triángulo ll/o. q¡, q2 I 
con rCHpecto al que se tomen los índices, así tnmbién utilizaremos la notación L:!.,,,,;;. 

El siguieute teorema es ele grru1 importancia en los próximos capítulos, pues cumulo 
construyamos las diferencias armónicas y quermnos igualarlas n nlg1in valor dado entonces 
surgirán sistomns de ecuncionCH "locales", así como para demostrar unicidad de expansiones 
nrinónicas. 

Lema 2.5 Sea JI! = ll/u, q1, q2I E G,,, entonces darlo el sistema rle 3 ecuaciones de 3 i11cóg
nita .. 11 Qui, qo21 </12: 

-4f(l/01) + f(qo.J + f(l/12) = Y(l/01 ), 
f(t/111) - 4f(qo2) + f(t/12) = g(t/02), 
f(r101) + f(l/o.J - 4J(q12) = g(q12). 
Tiene umi tlnica .110/tlción: 
f(t/01) = -f¡;a(l/oil - f¡¡Y(l/02) - ¡\¡11(1/12), 
J(r102) = -ma(1J01) - ¡'¡jY(l/02) - fpu(l/12), 
f(l/12) = -J\i9(1J01) - J\ig(qo2) - fuY(l/12). 
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Teorema 2.6 Sea Í\/ = l/lo, p¡, 1121 E a ... . I : :V(Ú) u 8(11/) ...... JR y g : S(l\l) .:..... JR, 
entonces pam cualquier ¡1 = 71;; E S(/11), l::.m+I,;,¡ =· !1(11) 's( y sólo 'si f(p) · ~ !U(11;) + 

. 2 . 

f(P;l + Ef<11k)) - ¡\;E !!Cl/l - foa<Pl· 
k==O r¡EIJ1, 

Dcmostrnción: Sin perdida de generalidad, suponemos que i =O. j = 1, sea f;; = f(IJ;;) 
y!/;;= 9(p;J), nde1111ls V. .. +1,1" 1 = {7Jo,]J02,]J1,1112} entonces 

t:l...,-1,01f =/o+ f1 + f02 + f12 - 4fo1 = 901 · 
Rcoscribieuclo: f02 + f12 - 4fo1 = 901 - fo - f1· 
Análogamente para i i- j arbitrarios en {0, 1, 2}. 
Entonces se genera el sistema de ecuaciones 

f02 + f12 - •lf01 = 901 - fo - f1 = :r.(p01) 
fm + f12 - .4f02 = 902 - fo - Í2 = :r.(1Jo2) 
fo1 + fo2 - 4ft2 = U12 - f1 - Í2 = :r.(p1.J 

o bien E f(q) - 4f(p) = U;J - f; - /; = x(p;¡). 
11EIJ1, ·_.'·.,'.·.\· 

Por 2.5 timÍe salución: . . , . . . 
/;; = -f.¡x(p;i) - ¡\;x(p;k) - ka:Cv;k), para {i,j, k} = {0, 1, 2}, luego 

/;, = :fo<uu - f; :._J¡) :'i\;(g;k '-.j,':.. Al ~;~cbJ¡J.:..1~) M · 
=fo U;+ fJ) + .folk: fo(g;k,+ g}k) ~ f.¡¡i;; .. < : ' '' ' . , 

2 .· .. ,• 

= kU;+ h + E/1): ¡\; E a(q)- {l;u;¡ . ; ·Y· · 
~ · 1~0 .;..: - . r1EDt'•J .-- · _ - . ':·,,.::.~ '' ~t~ _ 

lo cual vale.para p ·=. p;J ,con i 'f'i:E ·{o, 1,:2}, Y:.co1icluiri1os que. 
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(2.2) 

Esto se cumple para cualquier p .E S(/\/) y /\/ E G,... Por otro In.do (2.2) es la 11nica 
solución del sistema L: f(q) - 4f(p) = x(71;j), por el teorema 2.5, y por lo tanto cumplen 

-~ . 
Am+1.1.f = !l(JJ). • . . . 

La solución ele A,,.+ 1.1,f = g(p) existe y es 11nica da.dos f(q;) para q¡ E V(AI) y AJ E G,.., 
y la que se ha obtenido (2.2) es la solución de dicho sistema. En el desarrollo del presente 
trabajo esto no.< será 1ítil ¡mm hacer la "metamorfosis" de un tipo ele expresión a otro ya sea 
para simplificnr o desarrollar, según sea el caso. "l· 

Ahom proceclermuos a definir los sobrino.• de un punto 71 E V.:: í tengauios presente que 
#(G,..,1,) = 2, y que N, no es lo mismo que (N), hasta que considercm"'! Jo contrario'c1I el 
capítulo 4. · 

Definición 2.7 Si¡1 E\·;;; y G..,,1, = {N., N,}, considem1'emos cl·,;,~jmlto R,.._1•1;.= S(N1)U 
S(N2) 'V. .. -1.1.. . . 

En la figum 2.1 se i/istmn cada uno de est~s co11jÜnto~'.: . 

. :_·--,,~;¡.:..:,,/;·= ... 
;,:::::~-i~,~:~~'.:~·. :; q .. :· 

Proposición 2.8 a}Sea11 p E V,;; y G,..,1, = {N1, N.}, e11to11ces V. .. +t.p e, S(Ni) U S(N2 ),-

b)#(R.,¡-¡,1,) = 2 ' ' ,. ' . ' . ' ' 
. . . . 

Demostración: a)Scan N: E D(N1) y N2 E D(N2), como N:, N2 E Gm+l y p E ·N: n N2, 
entonces G .. +1,1, = {iY:. N2}, luego V(ND e S(N1) U V(N1) por ·1.26 y además V(.Ni) n 
V(N1) = {¡i}, por lo que V(N:J ' {p} e S(Ni), por lo mismo V(N2) '{J>r e S(N2 ) y 
concluimosqucV.,.+1,,,cS(N1)US(N2). .. , .·· , . . .. .', .,-_. · .• ·•+'. · 

b)Co11 base en (a) y dada i = 1, 2, tenemos que V. .. +1 n B(N;) = V(NtJ <{Ti}; luego . 
#(V(N!) , {/I}) = 2 y #(S(N,)) = 3, por lo que #(S(N;) '. V,,.+1,,,) = #(S(N;) > (V(Nf),. 
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{¡1})) = l. Por otro Indo la unión (S(N,)-... V.n+t.1,) U (S(N2) -...: V.n+1.1,) es disjunta, por lo que 
#(R,..+1,,.) = #(S(N1)' l~u+t.1•) + #(S(N2) 'V.n+1,,.) = 2. • 

Pam describir la relación entre A.,.+ 1,1, y A,..,,. neccsitrunos el siguiente rcsnltndo que ·1ios 
servirá para scpnrnr sumas de va.lores do una función en los puntos "tnás'' cercanos a,,:· i 

Proposición 2.9 Si p E V,~!, cn.tonccs {¡1} U \~11,11 U ll,,.+1,1, U Rm+1.,, es una uni~n clisju.ntci. 

Demostración: Sea G.,.,,. = {N1 , N2}· Es claro que ¡r 1/: V..,,1, U V,.,+ 1,1, por las deflnicioncs, 
también Rm+t.,. e S(N1) U S(N2) de donde ¡r 1/: R,.,+1,1.. . . 

Si q E V,.,,1,nl~n+ 1 , 1., tenemos q E V(Ni)UV(N2) y qE S(N1)US(N2) locualcontrndice 
V(N.) n (S(N1) U S(N2)) == 0 para,.= l, 2 por lo que V,,.,1, n V.n+t.1, = 121. Por otro IÓ.Ch 
Rm+t.i• e S(N1) u S(N,) y por un argmnento similar tenemos que R,.,+ 1,1, n V,.,,1, = 0. . 

Finalmente R,..+ 1,,. n l~ .. +1.1, = ((S(Ni) U S(N2)) \ V.n+t,1,) n V.n+t,1, = 12!. 
Por lo tanto (¡r} U l~ ... 1, U V. .. +t.P U R,..+1,1, es una unión disjunta.• 
El resultado anterior nos será de utilidad pnm proh11r lo que básicamente es la relación 

entre 6.,,.,,. y Am+1,1, pnra. Jl E \~;:. ' 
Notemos que si N = ¡q,,, </i. q2 I E G.,. entonces q1 - q0 , q2 - <Jo, también para i i j E 

{O, 1,2} tenemos q,J - q,k para k E {O, 1,2}' {j} ;"l/•J ~ ~~,.para k E {0,1,2}' {i}, 
m+l m+I 

adenuli< R.,.+1,1,, nS(N) = { '!Jk} pues fJ;k E S(N) no se relaciona con q; en V.n+t· Lo que hemos 
hecho nos a.yuda. a dar una. dc:.;cripdón explícita de los conjuntos \~,.,,,, V,ta+l.i1 y R111 +1,11 • 

Proposición 2.10 Sea ¡r E V.;:, entonces 
36.111,11/ = 56.m+J,p/ + 2 E Ó.m+l.11/ + 2: l:im+l,11/ 

11EVm+1.r •1Ellm+1.,. 

Demostrnción: Supongamos que G.,.,1, = {N, N'}, luego N = lqo,í/1,q2I y N' = !JJ0.JJ1,1>il, 
supongamos además que ¡r = q0 = /~h de tal forma que V,,.,1, = { <Jt, f/2, p 1, 112}, luego V.n+t,t• = 
{q0 ,,q02,7'01.1'02} y R,,.+1,,. = {q12,IJ12}. Que concuerdan con la observación ya hecha y con 
#(V. .. +1,1,) =#(V. ... ,.) = 4 y #(R,,.+1,,.) = 2. 

Demoa valorc8 {Figum 2.1); 
- • < .! -~ 
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A,= f(r¡,), A2 = f(r¡2), Aj= !(111), A2 = !(112) 
\lj = f('101), V2 = f(í/02), V{= !(1101), V2 = f(¡io.) 
R = f(<J12), R' = !(1112) 

Finalmente F = f(r¡0 ) = !(110). Ahora calculemos las diferencias: 
36.,,.,1,J = 3(A1 + A2 +Aj + A2 - 4F) = 3A1 + 3A2 + 3Aj + 3A2 - 12F 
56.,,.+1,1,f = 5(Vi + \12 + \I{ + V:z' - 4F) = 5\lj + 5V2 + 5\1{ + 5V; - 20F 

Ám+l,1¡01f = F + R + \12 +A, -4\lj Ám+1,.,02f = F + R+ Vi+ A2 - 4\'2 
Ám+l,¡<Olf = F + R' + \12 +Aj - 4V{ Ám+1,,.rJÍ = F + R' +V{+ A2 - 4V:z' 
A,,,+1,.,12Í = A, +A,+ Vi +V, - 4R Ám+1,1.i2f =Aj + A2 + 1 '{ + V:z' - 4R' . 

Luego calculamos las sunms: 
2 2: A,,.+ 1,11/ = 2(4F + 2R + A1 + A2 - 3Vi - 3\12 + 2R' +Aj + A2 - 3\1{ - 3\1;) 

11E\'°;..,+1.1, . 

= 2A1 +2A2 -ü\1'1 - GV, + 4R +2Aj + 2A2 - GV{ -GV:z' +4Ir + BF_ 
E Ám+l,11! = A, + A2 + \lj +V, - 4R +Aj + A2 +V{+ v;--, 4R' 

11Elltr•+l.1• 

haciendo la suma 56.,,,+1,1,J + 2 2: Ám+1,11f + 2: Ám+1,11f 
11EVr11+1,1• •1ER111+1.11 

= 3A 1 + 3A2 + 3Aj + 3A2 - 12F = 36..,.,1., y se ha terminado la prueba. • 

2.2. Funciones armónicas. 

Definiremos en esta sección lo que son las funciones 111-armónicas y armónicas en /( y en 
nlg1ín 111 n /( para cada 111 E G.,,. 

Definición 2.11 Co11sidcm1'Cmns los siguientes conjuntos dado fil E G,,,: 
· KM= 1\ n 111, 

vM = v.n111, 
v,¡¡ =(V.\ v,.,) n J\l. 

Observemos que si 111 = J\o entonces J\M =/(y "'.íi =V.". _ . 
Como el triángulo de Sierpinsky es un conjunto autoscmejante [Diirnslcy], c1Ítoncc8 po-dC:, 

mos estudiar el comportamiento de una función en I<.11 con -respecto al de /(, y rccl[>roca2 
mente, de tal modo que las funciones in-armónicas se comportan como hechas (le fúnciónes -
armónicas por pedazos. El siguiente resultado nos dice como deb~n ser.los pui1tos.que caen 
dentro de /11. - -- - -J -

Proposición 2.12 Sea 111 E G,..: a)Si 71 E V',i'1 , entonces i(p) >'111 •. -

b)V..1 n V.n = \1(111). . - - -- -

c)l\M = LJ [(N· 
NeD(A/) _. 

Demostración: a)Supongam~'Ú E G,~;Y:P E \/¡~; p~~g}&,) .-~ ;,, Ío q
0Ílc f1i1plica 1';¡1.¡ !;; 

~1., entonces p E 11,,. pero esto coittradii:e qúe ,,·.E'(Kyv,;;¡ h/lrc:-(Y:;.)~'.Por:lci.tanto 
t(¡1) >m. _ ··... .. -'.: .... . : /_..:· ,·. _ . ., : . _ 

b)La contención 2 es clara. Si ve VM n 11,,., cxiste:1111:·E· G,;,:tal•que,¡1 _E -V(.\!'), -pero· 
por 1.31, 11 e J\11 n /11 = V(Al') _n V(Al); entonces 11 eV(/l/);'J.)'. ;;; -- '' ,;, .. " .,, ~ ·. 
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c)Co1110 /\ n Al e I<..,+1 n Al, .y por 1.32 N· e M siy •olo.si N E. D(AI); ;le dond~ 
Km+1 = LJ I\N, por lo. titnto KA/.~·. LJ. · I<N . Por otro leido si ·NE D(l\J){tencl.1os 

/\'E/J(A/) NED(M) . ', .. :c.· •· "."""'·""·" '.'.:,·."'i "': 
/\ n Ne Ne Al por lo que. U l<N.·r;;, I<ú. • · · · · · 

Ne/J(M) ' 

Definición 2.13 Se" Je C(J<At), donde Me G,;,. dnto11~cs·;jd,i;;,~,,·~·he'."f c~llt¡;¡;,;~iéa c1Í'.. 
[(Al si A,..1,J =O P"m tocio p E V,íí y n > m. "''•'" ,., .. , ... ,.,, <: ,.., . 

El rc1mltndo principal de este capítulo es un teorema de cXlstci1é¡~ y ·~niéiClatl, pero 
pura probarlo necesitamos los siguientes lemu8. En el prhi1cro Séi co1Ístruye mía" súéesión de 
funciones, luego so prueban ciertos acotaciones para esta sucesión,' luego· un leÍ1úi téc1iico y 
finahncntc la convergencia. de las sucesión. · ' · · - · · 

Lema 2.14 Sea !J : Vi1 ~ IR. 
la siguiente Jomia: 

Construy,,mos la succ~ió11 dcfu11cio1;c.• {J;,.},,.,;:J ~ IR(/\) ele . . ,"; ... :.,· -· .. - .. , 

i)foh¡, = !1· 
ii)J.., = L: J,..(r¡)1,;;• pam todo 111;::: O, 

"~ ·~ 
iii}fm-1h•.,. = ÍmlVm• ·;;,. ., . 
iv}Pam q e 1-;11+1 ' V,,,, s11ponic11do. ·¡uq·,;;,, lq<i;qi. q2 ¡:e:·c,;, ·y i¡ ,;; 

{O, 1, 2}, tc1wmos f ... +i(q) = !C2J,.,(q¡) f2J.;;(q1) ;FJ,J(qk)k '.:.· 
E11to11ces se .•atisfacc11 las .•ig11ic11tcs· co11dicioi1cs: "· · 
a}foh¡, = !/ ... ·. 

b)J ... ~1h',., = J ... h ..... 
c)ó,,._,,,,fm+t =O ¡mm 1'1 ~ O y 71 E V,~:+1, -y 

d}d.., $ W"'do clo11dcd.., = máx{f .. (p)-J..,(q) l 1i;,:q1 71,qE1; .. } 

Dcmostrnción: a)fo ya está dada por g. 
h)fm-1lv., = fmll'. .. está dada en uua de las condiciones. 

q;J pam .{i,j;k} 

¡mm me N. 

Para e) y d), la hipótesis de inducción será que c) y d) son válidos para m >O. 
c)Hny dos casos, p E V. .. + 1 \V,,. o p E V,,.. En el primero, la condición (iv) es cqnivnlentc 

a t::..,.+1.1.f..,+1 =O por el teorema 2.6. Si p E V,,., por 2.10 tenemos 
36.,,.,,,frn-t = 3fim.11fm = 56.m+l.11Ím+I +2 2: t:l.m+l,t1/m+I + E.' -~i11+t,r1fm'+1 =.O pues 

11E\.'111+t.1• r1Ell11.-1.r 
cstrunosnsumicndo tl.m,1,fm =O, y t1111 +1,,1/m+I =O paraq E V,u+1,1,URm+1,11 .c; ._\';n:+1 'Y,n(por 
2.8) . Por lo que coucl11i111os que t::...,+1,,.fm+I = O. . . . . 

d)Scan p,r¡ E 1';,.+1 tales que p.,;:¡'.¡ q, entonces existe A/ E .G ... +1 'tal que p, q e V(AI), por 

1.32 existe uu 1ínico Al'= lqo,q,,q2 I E G,.. tal que Al E D(Af'). Sea {i,j,k} = {0,1;2}·tal 
que Al= (Al'); y \!(Al)= {q;,q¡J,q¡k},supongamosqucp,=qu. EntoncesY((A/1) 1),{p};,, 
{ q1, q;k}, por lo que q cumple dos casos: 

Si q = q¡ entonces _ __ . .,. 1 

1f ... +1CPl - J..,_,(q1)I = ltC2J.,.(q,J + 2f..,(q1) + J.,.(q.))- J.,.(q,)I = 
= !,l2J..,(q;) + J,..(q•) - 3f..,(q,)I s k IJ ... (q;) - f,.(q,JI +k l/ ... (r¡;) - J,.(q,)I + · 
+f lfm('I•) - J..,(q¡)I $ ~ufl~'.~2) {IJ ... (qi) - /..,(q;)I },$~d .... 
Si q = q;k entonces · ' ' 
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lf .. \+t <v> - f ... +1(CJ;k)i = !H2f.,.(q;) .+ 2J .. M;) f1,,._(CJk)·~ (2¡,;,(q;)+J.~(q!) t2/,:;(qi·>»J· 
= 51/.,.(q;) - f,,.(qk)i :S slfm(CJJ) - f,,.(c¡k)¡ .::; ,ºielf1,'f2¡ {lf,,,(q¡) ;--!m(CJ,)I J,$;.S~'"' ··. · .. ·· 

Lo que nsegum que l/,,.+1(7i) - f.,.+ 1(q)i :S ~d. .. para todo ¡i;i¡·e._v,,;·.;:¡<'tiil qÍle p - 'q y· 
'I • , , ,_:-\ ::·,:-:~-- ru~J .-·-< .. ··---·-;:-~ . · .. m+l -

por lo tanto d.,.+1 :S ¡¡d.,,. De donde concluunos quo.d..,+1 :S {¡¡).' do"•--. 
Lema 2.15 La sucesicln con ... truida en el lenui anterior cumpi/1~~·~;g~:e;~tes .pro¡iicdadc.• 
pammE fil: · 

a)Pam todo NE G.., Y J: E KN, l!m+1(x) - f,,.(3:)1 $ niáx l!.n+l (¡i) - f,,.(p)¡. 
· l•ES(N) 

b}Pam todo x E K, l/,,.+1(x) - f.,.(x)I :S máx l/m+1(P) - f.,,(p)I. 
11EV.11+1\V111 

Demostración: a)Sea N' E G,,.+i. existe un 1ínico N E G.,. tal que N' E D(N). La función 
fm es afín en N' pues es afín en todo N, y fm+l es afín en N' por construcción, entoucci. la 
función afín /m+l - J,,. IN• alcanza Sil mínimo y sil máximo en V(N') pues N' es un polígono 
convexo y compacto (Véase [Fleming]) y en consecuencia fm+l - f,,.IN alcanza su máximo y 
su mínimo en V(N) U S(N). 

Sea N = l<Jo,CJ1rl/2I E G,,. tal que x E I<N, Y definamos tJ¡J = fm+1(q;;) - fm(l/jj) parn. 
i,j =O, 1,2. 11¡; =O por definición de fm+1, sean a= mín{u;; 1 i,j =O, 1, 2}, b = máx{u;; 1 
i,j =O, 1,2} y"= nuix{ial, lbl}, luego -e :S a$ b :Se y -e :S -b :S -a $""por lo 
que [u, b] E [-e, e] y [-b, -a] E [-r:, e] y en consecuencia si ¡¡ E [ci, b] entonces -¡¡ E [-e, e] 
y IYI :;:; c. Por otro lado pam todo J: E I<N tenemos que :r. E I<N' para alglln N' E D(N) 
por el resultado 2.12.(c) y por el párrafo anterior tenemos que a$ lm+i(x) - f..,(:r.):;:; b, en 
consecuencia l!m+1(.1') - J.,,(x)I :Se= . máx 111;11 = . má.x lv;;I pues O$ i1·i para todo 

•.J~(0,1,2} ,,.JE(0,1,2) 
1· E IR. 

b)Sea:r.E /(,como I< e I<.,. existe NE G.,. talquex EN, entonces lf ... +1(J:)-f,,,(:r.)I :S 
nube l/m+1(p) - /.,.(p)I :S máx, l/m+1(P) - /.,.(p)I pues S(N) ~ V.n+l \V,;., por lo tanto 

pES(N) 71€V"'+1\\,., 

lf,,.+1(x) - f.,.(x)I $ máx l/m+1(p) - /.,.(p)i para tocio x E I<. • 
71EVrn+I' Vrn 

Lema 2.16 Sea {J:.,} e lR. una sucesión tal que lxk+l .-.xkl :S c1''" pam algún m E 111 y ¡mm 
todo k ;;:: m E JI!, entonces { x.,} converge. 

·n~mostración: Sean;;:: l;;:: m, entonces haciendo "suma tclcscópica."btenemos: 

lx,. - xrl = l'Exk+J - Xk' :S 
1

Elxk+1 ..,. .xkl $ c_'Er" = e•~:~·. Por otro Indo como 
k=I k=I ' k=I 

;J~!J.,r'" =O si 7' E [O, 1) entonces para e > O existe m E JI! tal que r"' < ~(1 - 1·) y para 
l <! m se cumple r 1 $ r"', luego como 1 - ,.n-I :S 1 para 11 > l entonces r 1(1 - r"-1) :S ,.1 de 
donde ,.i - r" :S r1 :;:; r"' < ¡;(1 - r). Por lo que {xk} es una sucesión de Cauchy y por lo 
tanto converge a algím x E JR.. • 

Lema 2.17 'La·suécsi6n defunciones del lema 2.J.¡ converge unifonncme11te. 

Demostráción: Sea P E V.n+t \ V.n tal que l/m+1(x) - fm(x)I :S 1fm+1(1i) - /,,.(7i)I para 
todo :r. E I< (Por 2.15), sea l\Ip = l<Jo,<J1 1 l/2I E G,., y supongamos p = l/oir entonces 
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· f,..(¡i) = f,..(qo)rl~(p) + f,..(qi)r¡;;:C1i) + f,..(q2)11:;;(Ji), como 1' = ~qoq1 ,,,;_ <Jof: Hqi '"'.<Jo) 
tenemo• 11;,~(p) = 11:;;(1') =~y r¡:~(p) =O, por lo tanto .· : , ,. . . ·• · 

f,,.(p) = 4(!,,.(qo) + f,..(q1)). Luego Ím+1(P) = t{2J,..(qo) + 2/,,.(q1) + fm(q2)) y desa~rol~ 
lando: 

lfm+l (p) - f.,.(p)I = ¡\;l4fm(<Jo) + 4f,..(q1) + 2f ... (q2) - 5f.,.(qo) :_ 5f,,,(q1)I >. , .. 
= ~l2f: .. (q2) - f,..(qo) - J ... (q1)I $ ¡\;(IJ,,.(q2) - f,~(qo)I + IJ ... (q2) - f..,(q.JI~,( ••.. · 
$ Tñ max{lf,..('12) - f,,.(qo)l, lfm('12) - f,..(q1)1} $ ;;d.... . .. , . ,/., . ... ·. 
Por lo tanto IU ... +1 - f,,.)(x)I $ IU ... +1 - f,..)(p)I $ td,.. para todo x E.f<, lucgo.!<I,,, ~· 

k G)"' t/0 por 2.14.(d), haciendo e= !do y 1· =~.la sucesión {f,,,(x)} converge lij(i); y loo 
l, n talCH que r 1 - 1·" < ~(l - r) no dependen de :r., entonces la convergencia _de la.~U,CC8!Óll . 
{fm} es uniforme. • · ··• : -o:. : ." · ·· 

El siguiente teorema plantea lo que se le conoce como Problema de Dirichlet en /( ;,¡ lÍnra 
funciones ar111óuicas. e : "'-' · ·'t.:-; 

Teorema 2.18 Sea M E G,.. y sea g : V(.i\l) -+ IR. Entonces existe u1~a ú11iéa función 
f : /( M -+ IR armónica en !\Al que cumple JI V(AI) = 9 • . 

Demostración: Supongamos que M es !\, y entonces el probl~ma es ve·r que ~x!ste 1ina 
función f armónica en !\ tal que fluK = g donde g : Vo -+ IR. · 

Sea {fk }<;,o la sucesión construida en el lema 2.14, entonces por.lema 2.17 converge.uni
fonnemente, como lns funciones 11;:• son continuas, entonces una combinación lineal finita de 
ella.~ es continua, entonces J ... (x) es continua. Por lo tanto {f,..}m2:0 converge uniformemente 
a f que es una función continua. 

Si ¡i E v;, para cualquier n;:::: O, entonces f,,+ 1(p) - f,,(JJ) =O, y si v;, C \~,,para toda 
m > 11, se satisface J ... (p) - f,.(¡i) =O, entonces se cumple que f(p) - f,.(p) =O, por lo que 
concluimos que fes tal que fluK = g y l:l.,,,,,,f =O para m >O y p E v;~. Por lo tanto hemos 
demostrado la existencia. 

Demostremos la unicidad. Si existiera f" E C(K) tal que !"lo"· = g y l:l..,,,,,f" =O para 
todo m E N y 1' E G,,,, entonces f"luK = fluK, si asumimos f"lv .. = flv .. para 111 dndo;para 
todo p E V.,,+ 1 \V,,, y dado M,, = lqo, q¡, q21 y p = q;; para {i,j, k} ={O, 1, 2} se cumple que 
Am+t,1,/• =O, HÍ y sólo si . . : . . ,· .:··.·.·:--: ~·:.,·. 

f"(p) = !(2f"(q;) + 2f"(q;) + f'(q•Jl = ~(2f(q,) + 2f(q;) + f(qk)) · 7 fui) de donde 
concluimos que f"li; .. + 1 = flvm+• y por lo tanto f"lv. = flv.· Como V. es densa en I< y tanto 
f como f" son continuas en K, entonces f" = f y por lo taílto hemos terrrünÍldo la pmeba. . ' 

,.,-

Lema 2.19 Sea N = lq0,qi.q21 E G,.. y ¡i E S(N) y f annónica, entonces aJ1;~'.1'./(q1 ) < 
f(¡i) < mó.x f(q¡), o se da la igualdad si f(qo) = f('11) ·;,;,· f(q2). 

l=0,1,2 

b)Si f(q;;) = f(tlid = f(q;) "'l'l {i,j, k} = {0, 1, 2}, entonces fk(N) es constante. 

Demostración: a)Supongan1os p = q;; para i i'i·'?- {O, l,2}, como l:l.m+i.vÍ =O entonces 
f(¡i) = t{2f(q1) + 2f(q;) + f(qk)) de donde ,~A~r/(qr) $ f(p) $ 1~~~/(q1) y se verifica la 

igualdad sí y sólo si f(qo) = f(q1) = f(q~). . , . 
b)De f(q;;) = H2f(q;) +2f(q;) + f(qk)) Y f(q;k) = !{2f(q;) + 2f(q•) + f(qJ)) obtenemos 
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5f(q1) - 2/(r¡,) = 2f(r¡;) + J(qk) y 5f(q;) - 2J(q¡) = 2f(qk) + f(t¡;), por lo que 2f(q;) + 
f(t¡k) = 2f(<J•) + f(q;) do donde f(q;) = f(qk), luego 

3f(q;) = 2/(11;) + f(qk) = 3f(q;), lo que implica f(q;) = f(q;) = f(qk)· • 
En especial In propiedad {b) nos dice que podemos ir de triiingulo:; más pequoiios a mái; 

grandes para probnr que necesariamente la función es constante en el triángulo nuis grnnde 
si lo es en hija. El siguiente resultado es una propiedad <le las funciones armónicos en'/\ Al, 

que su máximo .Y su mínimo lo nsumen en los puntos V(A/), y algün punto en KM \ V(AI) 
ns111110 uno du estos valores sí y Hólo si hi función es constante en ¡,·,1,. 

Teorema 2.20 Sen ME G..,, J am1ó11ica en I\M, entonces ¡mm toda :í: El\~1-: V(M) se 
cumple: .. •· .. 

mín f(p) < f(3:) < nuix f(¡i) o la igualdad se da si fes constante e1;·[(M;:. /vl/ · 
pE\º(AI) pEV(M) ' ' ', . '; .. _ 

1 

Demostrnoión: Supongamos que A/ = AJ.· y f nrmónicaen.J\ = /\Al •• 
Si ¡i E Vj' = S(AI.), por el lema anterior _conclnimos:que [vl] es válida. Supongamos 

que [vl] es válida para un 111 > O y v,:;, sea p E V,:;+t,(vl] ya_ es válida pnra p E \~;: . Sea 
p E \~n+t ' \~.,, existe N1, = lqo, q¡, '121 E G,;., y por el lema anterior mln f(q) < f(J>) < 

. · . .. . r¡EV(N,,) 

,,J\lf;-~./(r¡) o se da la igualdad si f11,,,P es constante, lo cual suce<le si JluK es constru1te, pues 

aplicamos la parte b) del lema anterior 1n veces hasta llegar a V(M.), de no ser constante 
se tiene que 

mln J(q) $ mín f(q) < f(p) < máx J(r¡) $ máx f(q). Entonces [vl] se cumple 
11El'(A1.) r1El'(N,.) , qEV(N,.) .11EV(A1.) 

pnra 111 +l. 
Seax E/\, V., entonces existe{;> O talqueB6(x)nDJ\ = 121, si 11 E Ncs talque:};;< ó 

entonces para todo k > O y como 3: E I< C Ku+k• existe L¡k) E G,..,.k tal que :r. E L¡•) ~- se 
cumple que d(:r.,y) $ Diam(L¡k¡) =~<{;para todo y E L¡k¡ y por lo tanto L(kJ C B6(x) 
y además V(L¡k)) n DK = 0. Sean f(xk) = mín f(1¡) y f(Yk) = máx f(q) y L = L 0 ¡. 

11EV(f~11rJ) 11EV(L1t)) 

las sucesiones {:r.k} y {yd convergen a x, y las sucesiones {f(xk)} y {f(yk)} convergen a 
f(x) pues fes continua, admmis son monótonas, por lo que f(:r.k) < J(x) < f(Yk) y por lo 
tanto mín f(¡i) < J(a:) < máx f(p), o se dan las igualdades cuando flv(I.) es constante, 

¡oEV(/.) /<EV(L) 

por lo que [vl] se satisfnce para todo x E K. • 
Lns funciones m-armónicas lns definiremos como funciones que se forman al pegar pedazos 

de funciones armónicas en cada A/ E G,.. 

Definición 2.21 f E C(K), entonces decimos que f es 111-annd11ica si JIK., es anuónica 
en J(M pam todo Al E G,... ·· 00' 

Verunos que las funciones m-annónicas son coutiriua5 y están detcrnúnadas por los 
valores en \~.,. Trunbi6n tienen su problema de Dirichlet. , .. ,,,:,,,;..:·.;.:1 1 ·/~:-" ·:. ··': 

· ; ·,,.:, .. ~;:'. t,L~.,,~Y~.:_·. 'h~.?,.:}'·; .;·r 

Teorema 2.22 Sea g : V. .. _, lR , entonces existe Úna ú11i;;,:ft,;,,~ió1~ m-annónica f: tal. que 
fli;.. = g. i '.'"'·"'' .• .;, ·, 
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Demostrnción: Para cualquier Al E G.,., tene111os una función fM armónica en /(Al <lo tal 
manera que bilvcM> = ol~·c.111 y fM = O en [(\KM, entonces proponemo.• f(x) = bi(:r) 
si 3; E K.11. E.• claro que /IM = b1 es continua en M, Si N E G.,. '{fil} por l.:H, 
N n /11 e V,,., si :i: E V(/I/) n V(N) tenemos que f(x) = JA1(x) = f.v(.,:) = g(:i:), aclenu1s 
·"E KM n /\.v e \l(N) n V(/I/) = {x}, por lo que aplicamos el lemn 1.Gl y obtenemos que 
la función es continua en todo /\. 

Sea/¡ otm función 111-11.nnónica tal que hlv ... = g, si ME G.,, entonces hl1'(AI) = !JlvCMJ = 
flvcM» como hes 11n11ó11ica en /\Al entonces hl,..., = flK.,, de donde conclui111os que f =h . 

• Con lo anterior podremos considerar el problema <le Dirichlet ele funcionc.q 111-armónicas 
y conslruir lns siguientes funciones: 

Sen g1, : 1-;,. _, IR con p E V,,, definida como g1,(p) = 1 y 11,.(IJ) = O pam 1¡ i' ¡1. 

Entonces existe una tinica función 1n-nnn611icn que c.xticmlc a. .'/p en ff. A estas ftmcionoH la.o.; 
dcnotarc111os de la siguiente fonna.. 

Definición 2.23 Dinmw.• IJUe la fmwi6n 41;;• : /\ - IR es la funcidn 111-annónii:a tal que 
1/J;:1 11~ .. = 9,,. 

Estns funciones las utilizarmuos en la próxinm sección como aproxinumtcs a cualquier 
función en C(K), ¡mm algún estudio posterior sería conveniente ver 11 las funcione.• {-,¡,;;•}~~u 
cmuo una bnse ortogonal o biortogonal de C(/\), es decir, que sean un<leletns ¡mm dcsc1·ibir 
a este espacio, así como ver que cumplan las propiedades de escala y tm•lación para que 
puedan form11r un muílisis multiresolución de C(/\). Vfa•e (Kaiser] y [Abouf•ulcl] para nuls 
información sobre estos temas. 

El sib'ltientc rcsultiulo en c.•encia nos dice que In única función 111-11rmónicn tal que Jlv. ... = 
!1 se obtiene justo de las combinaciones lineales de 1/1;;• con coeficientes g(71). A veces será t'ttil 
denotar a f(p) como f 1,. 

Proposición 2.24 Sea .'/ : V,,. - IR, la única función m-an116nic11 g' : [( - IR tal que 
!J'lv. .. = !J c.•tá dada ¡¡or g• = L g1,1/J;:• 

11ev,,. 

Demostración: Sea p E V,,., entoncesg'(7i) = L g(q)1/J:;'(TJ) = g(p) por lo tanto g•Jv.;; = !J· 

-~ . Por In linealidacl de A,.,1, donde n;::: i(TJ) y 1J E V,, 'V,,., y como existe un ilnico /1/. E G,,, 
tal que ¡i E /(Al e /11, tenemos An,p!l' = L g(1J)A,.,1,,g;• =O, de donde g• es nriuónica en 

,,ev ... 
[(Al y como es válido para cualquier Al E Gon entonces g' es 111-nrmónica. Por lo.tanto g• 
es la tínicn. función rn-annónica que sn.tisfncc u·iv,., = !/•. . . 

Con esto hemos probado que las 4,~· forman una base pnm las funciones 111-armóiticns, 
pero ;,Las funciones m-armónicas forman un subespncio vectorial de C(/\)'! 

Proposición 2.25 Las funciones m-11m1ó11icas fon1111n un subes¡mcio vectorial de C(l\): 

Dcmostrnción: Sean f = í:: f,11/J:;' y g = 2: g,1'l!J:;' que son dos funciones 1u-n.rn1ónica..o;, 
,,ev... 11ev ... 

entonces para todo,. E IR tenemos que rf = r L fql/J:;' = L rf.W;' que es m-11rn1ónicn. 
11EVn. 11EVm 

f - !J = E f,11/J:;' - L g,1 1/J~" y agrupando las sumas 
,,ev;,. ,,ei· ... 
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f - fl = E (J,
1
W;'- !J,,lfi:f') = E (J,1 - y,1)1fi:;• que es una función m-nrmói1ica. Por lo 

r1e\'1u ~ . , r1E\ ·.,, 

tanto forman un cs¡mcio vectorial. • ' 
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Capítulo 3 

Expansión armónica y expansión 
armónica débil*. 

3.1. Expansión armónica. 

Las funcionc.""i 1/·;:1 foruum un espacio vectorial, vcrmnos que con cstlL""i podrmnos aproximar 
cualquier función en C(/\). La siguiente definicióu corrcspon<lerfa a las funciones lo mñs 
bunlns posible;; rcspc>eto al orden de un punto ¡i E 1-:. Denomirmremos a las funciones ~-1:' 
lns funciones 111~annónicas clcn1cntnlcs. 

Definición 3.1 Sea Jl E 1-:, c11to11ces diremos que 1/1,, está dada ¡>or 1/1;:"'. 

Ahora <le!inruuos lo que es In aproxinuición armónica <le una función mediante funciones 
m-nrmónicas clemcntnles .. , , . ' 

Definición 3.2 "Sea f E C(J(),'al líniite unifonne _de la ·suéesión de /unciones 

{•,,ti1, -y(p)~r•},: .. le_ll~Tlui_n~o~ I~ ~~ió~ an~ónica de f si J ~ ese límÚe, y lo de~ot11111~s 
, 

11
··: •·· mEN . 

por E -y(p)1/J1, d_onde -y : V. --+ JR. • <" 
11ev. ' 

~·Pr;,bnrcmos.miis ndelnnte que/ es un límite uniforme <le una sucesión de funciones{! ... } 
sfy sólo si lo es en In norma <le C(J(). . 
· , Neccsitnmos dos lemas pnrn conocer In interacción entre In diferencia armónica discreta 

· .c.;;;,p ·y. las funciones m-armónicns elementales 1,11;;, parn probár la existencia y. unicidad de 
una expansión armónica de una función en C(J<). · 

Lema 3.3 Sean m.11;::: O, p E v;., y q E v;;•. Entonces: 

{ 

-4 71 = ,,· 
(~)"'.C.,.,,,l/i;;• = (~)nnix{m,n) l . . p l q y 1 = mín{r;i,m}. 

· O en los demás casos. 

--·--·----------------------- ------------------



Demostrnción: Probemos por cnsos: 
1) ]J = fJ, Si 111 2:: n entonces V,,, 2 V,, por lo que t/J;:' h1.,,,, = 0 1 entonce.o.; 6. 11 ,11 1/1;:1 = - .. 1. 
Si 111 < 11, Hupo11gm11os que 11 = 111. +l. Entonces 
3D.,,,,,1l/J;:' = 5Am+l,11·r/J;:1 + 2 E Ó.m+l,11'if1;:• + 2: .Ó.m+t,11'·1¡,;:1. 

•t'E\~11+l.1• •1'Ellu1+1.r• 

Por ser,¡,.;:' es u1-a.n11ónicn y con10 q' E V,11+ 1,1,UR,,,+1.p e V, 11 +1 \ V., 19 irnplica D. 111+ 1,,, • .,¡,;!' = 
O, cntonccH las doi-; 111ti11ms sunrns se nrmlnu. Entonces 

36,,.,,11/.1;!' = 5A,,,+1.,,r/1;!' de donde ll,.,,1-tJ1;:• = ~6111 ,,,l/,;: 1 = -4*. El 111iH1110 procedin1ic11to 
~e nplicn. por inducción sobren> 111. para. obtener 6,.,,,.rt1;:• = (~)"-"'Am,,1 1/,;!' = - .. 1(*)"-"'. 

2) p '/ q y l = mín{n,m}. Sil= u entonces\~,~ V,.,, por lo que sir/-;; q y q' f'p 

entonces rJ1;:•(q') = O, luego r/1;;•(q) = O y r/J;!'(p) = l, por lo tanto Cl..,,.11/1;:• = 1, que es 
coherente cou 111 = nuix{m,n}. ' 

Si I = /11 y 111 < n. Supongamos que n = m + 1 eutouces 
3ó,,,,,11/1;:1 = 56.m+l,111/1;:1 + 2 L: Óm+t,1¡'1/J;!1 + L D-m+l,11•·tJ.1;:1. 

11'E\',,.+1.11 11'E/l111+1," 

Co1110 í/ E \-';11+1.,,uR.111 +1,,, e V,n+t \\~,,,y por ser ,¡1;:1 111-nrruónica cn.~oncc~ las dos tíl~itnn .. "i 

S\lllUL.'-i se anulan. Por lo tanto 3Am,,11JJ;:1 = 56111+1,,,t/,;!1 de donde ~m+1,11·r/1;!1 '= *~,,,,,1 1b;:1 ·:= *· 
Y aplicando este procedimiento in<luctiV!lmcnte sobre 11 <lcs<lc n = 111 + 1 concluimos que 
Q.,,,,,lf-•;!' = (~)11-m. ' · ., · 

3} Si 111 ~ u, q i' p, y no es cierto p -;; r¡, tenemos V,, ~ \!,,., de <lornle ·r/J;!'h· .... = ·º y 

1.-·;;1(q) =O, por lo tnuto 6,.,.,·l/,;!' =O. 
Si 111 < 11, e¡ f= p y no se cumple p ';;: q, eutonccs e¡ E \~, :::i \~,. por lo que huy dos casos. 

Si q E \!,, ' \!,., existe Al E Gm tal que q E \IA'1, de <lon<le Cl.,._.,1/1;;• =O pncs ·r/1;;• csarmónica 
en l\

0

,\1. Si <¡ E \~,, ' V,,.,1, y G,,.,q = { N1 , N2} entonces tf1;:' = O en /(Na U /( N-i, de ·donde 
\ .. ;,,11 e /(,.,,, e /\,,,.,,, y por lo tanto 6. 11 ,q.,¡1;:• = O. • 

Definición 3.4 Sea q E V:'. entonces consideraremos el funcional ti.~ = Á;(o¡),.1• 

De maucrn análoga a 1/11, hemos <lefini<lo ti.; como. In. <lifcrencin ar111ónic11 nuls · bur<ln 
posible. Vcrunos como es In interacción entre estas dos. 

Lema 3.5 Se<1n p E V. y q E V:', entonces t:.;1/11,· = .{' ~. !/t ~~.~ 
. ·O otros caso.• 

Demostración: Ila.sán<lonos en 3.3 y en ln igual<ln<l ei.;,¡1P =' 6.;c.1¡,,1r/1;.C1». SI p = q es cierto 
que i(p) = i(q) entouccs 6.;1,.¡,1,¡/1;,11» = -4. ·. · '· · ·. · .. _ _: ,.,. .. >. 

Si p E B,1 entonces i(p) = i(q) y sea N.= lqo,q1,q2l'E G;(.,j-i·talque:p;q Eé.'S(N). 
supongamoH /l = 'J;; y q = qk; o q = 'lk; para {i,j; k} '= {O,l; 2};'én el primer casa,q;p·e,(N);, 
y cu el segundo q, p E (N);, D(N) e G;(q)> por lo tanto q ,:;; pide\ló1idc'Cl.i(.;¡,~;~,;,b'.l ~'H': 

•(t¡) ' ·<:· ·:-. '--... · .. : ._, 
Si q .~ /l y i(r¡) $ i(l') entonces /1,,E .V;(q),q ,e, \licql por, lo que i(p) S Í(<Jb';. cntom;cs 

1('1) ' · · '. ,,1 - , ,- >- .·. ·· ; .. ·. :· ·, · .\ ,_ "- ·-'·.~-"-Y•·: ·,,, : .. -
i(p) = ;(q). 

Si q ;(;:¡ p y i(p) 

i(r¡) = i(p). 
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En C>ltOS dos casos q .~ p y q, p E V;¡.1) \. V;(<¡)-h existe u~:.(mi~o N'.·.e .. G;¡.1¡ tal.qua 
1(,1) . ' ._ ",·- .. ' : ' .. ~:· .' -,: - .. , : . .' -

p,r¡ E V(N') y j10r otro lado existe un único N e·G;¡.1¡é.1·tal que:N'•e:D(N);:luego V;¡.1¡ \ 
V;M-i = U S(AI), por lo quo q,p E S(N) y pód.; tant.; 1•EB,1y A;¡.1¡;,1rí,J,<1» = L 

MEG1(q)-t ' ., , . .. -~.·.;.'<;¡f.--•. :!<':"" ,;.~-·.;,-,~_·_.~-;e .. , .. ,_. 

En los denuls casos A;¡.1¡,.11/J;,<1» =O.• . . . :'· ·: ·::::,. . · .. ::.· ", . . ..., 
Ahorn probemos este resultado quo nos permito expre>lar ·c1e otra forma·ª. E f(p)l/J;:·. 

· ,, -. . ' · ·::. ·::,,_,·.: .. -'·':i_,·:~':'{~·-.:c\~·i::L'.~,'¡,-.'/~:-_·.·:--y'._ .. ; '.-<:¡.;-• 11er"' . .. 

P~pofildón '·' 1_;/'.,~fr)" '.0q(a5'{'-~~t~'1l l;¡ ; : ~· 
Entonce.• ¡mm tó1lom';?. O tene11~oíi·qué. E y 1,(J)Í/J1;'= E f(p)l/,;:•. 
· .· ;'·':.-:-.:-"·.,-.>-~_:,'..·-·:t .. >~··;(/·.-('-<; ¿:.;~:~_11~\.'i.r1,-r .. _< ... PE~~ .. 

Demostración: Definimos h.,. =· E ¡,.(f)if,,,.· ,Probemos que 11,.. es 111-nrmÓnicn . 
. ·-·-·· _· - , . ··,,ev,,.. . . - . 

Sen¡, E .V. .. , si i(p) = m entonces ,¡,1, = ,¡,;;• es claro que es· m-armónicn. Si i(p) < m 
tenemos quci !\,,. C /(1(1,¡;por lo que para todo A/. E C.., existo un tínico N E G1(r>) tal que 
/\/ e N, por lo tanto ni ser 1/1:,h» nrmónica en KN entone"" lo es tamhi6n en KM, entonces 
lf1,, e.o; 111-nr1nónica. Luego hm es co1nbinnció11 lineal ele funciones 111-nnnónica..-.;, por esto hm 
es 111-nnnónicn. 

J,:, = E f(p)r/J;;• es m-nrmónicn y satisfnce J,:,lt~ .. = flv. ... Por lo que si h,,.lt-. .. ·= filo ... 
11€\'m 

entonces hm = /,:,. 
Por inducción. p E Vo, entonces ho(JI) = E y,1(1)1/J.,(p) .. = E f(r¡)¡/1~(71) =f(q) por lo 

qEVo ' . 11EVO 

tanto ha= E f(q)l/J~. 
11EV'o : ' . , ".,. ; ~ . ·.. · _ ._. 

Para 111 > O supongamos que h.., = E f(p)l/J;:' y probcn1os quel!,;;.;.1 = 'E-.· f(11)·if1;;•+,'. 
peV,.. · · :. .·ttE\.'m+1.: .. · , 

Dcsnrrollnncloh,,.+1 obtenemos: . . '; •.. :::··.• .. J.,.:·,·: :;', 
""'~1 = E i1•U)l/J,, = E l1•U)1/J,,+ E l•1U)1/J,1 = h,.. + :e¿: ·'1.1Ull/J,1/Dónde 

f'E\.;., ... 1 J•EVi.. 11E\'111+l'Vi" . . i(t¡)=m+l ... ~ .. ' -

In tlltimn igualdad se obtiene de In hipótesis de inducción._, ·<•""··t>·F'·/ ::./·· 
Si p E V,n entonces hm+1(TJ) = hm(P) = f(IJ). ._ . .. _:,·;?: ·. ., .. · ·',.~ .- :~~ 
Si p E V.,.+1 '\~.,entone~$ h..,+1(p) = h,,.(¡i) +¡1,(f): Para JI E v,;;_o.¡\ V.,..éXiste;líi1 ü1iico 

/\11, = lq0 ,q,,q2 I E G,.. tal que p E S(Al). Supongrnnos que p = q¡; parn {i,j,'kLe .. {0,.1;2}, 
por hipóte>lis de inducción h..,= E f(q)1/J;/', que es m~armónica; é11t~nces:;.:· .·.· ••... :.~::,,-,.:,. 

,,ev,.. . , . ·' . . _,· - .· .·~-- . 
D.m+1.1J1,,. =O si y sólo si h..,(p) = E f(q)¡/1;¡'(p) = !(2f(q;) + 2J(q~) +.J(qk)). :·. 

1¡EV111 · . :·-" .-_,;·.:~~~-·:•_.":;.'.,-~,_-.·,-._-.:::. 

Por otro Indo, utilimndo In notación f(q;) = f;, tenemos {p(f) _;,; ·::--futi.;J:;:.,¡\;.:[;:ti.;,J= 
1 

. . . . .· .-' ";· .. : .. ·.- .. ~::...,·:··~. '.,:>·'-~1.eu,,_:-· 
= -Tii(3(f, + J, + f,k + f,k - 4f;; l + ¡, + fk + !1; + fk; -:- ·4¡,k + J;+Ik +!Ji :r:fk1,:... .4f;k) 
= -f.i(4f; + 4f; + 2fk - IOf;;) = -i(2f; + 2f; + fk - 5f;;). ' ' ' . . , .... , ,, 
Entonces h.,.+ 1(p) = h,.,(p) + ¡ 1,(f) : , . .· :\i·, -·.: . e/:·;. · . 
= i(2J(q¡) + 2J(r¡;) + J(qk)) - k(2J(q;) + 2f(q;) +f(<Jk)) +'J(q;;i 
= J(q;;) = f(p). " . ; .• : 

; ,39 



En coiisccnencin h,..+ 1(¡i) =f(,;)ypor lo t11nto'1;C!mosd!liiiQ8Í:.rBdo qu~<h,..Ji:;, = fli; .. 
pam toda m;:::: O y por el teorema 2.22,conclui1119sc¡ue· 11.,~.~-;L: f(v)l/1;;•; • .. 

. - ~. , ·: .- ':, 11eVm -,.->, · :· :· 

Lema 3.7 Una sucesión de funciones{!,;,} e C(!<) c011ve1r/;{1J.;1i'Jo~·,;bm~1;te sí 11 .•ólo si 
comierye en 111 1w111111 de C(I\). · .;i' .,. • .. "•;.;0 . 

- : .·. ¡; __ .:·. ·,; ~ t.' 

Demostración: Si converge uniformemente, sen E> O, y m E N·tal qtic pam todo n > 111 
tenemos Jf.,(x) - /(a:)J < =: pam todo J: E /\, como /( es compaeto y C(K) es completa, 
entoncci; existe !J E f( tal que J/,,(11) - /(11)1 =.sup J/,.(x)-' f(x)I, de donde 11/,, .:... fil = 

:r.e~ .. _:· . .' '-.:'_<"'- :.:'.;, .. _.~_-·<· .. _: 
JJ,,(11) - /(11)1 <e. · · · ·~· ··• . • 

Si f., convergen f en In norma de C(/\), sen E> O y un 111 EN tnfquc sin> 111.entouces 
11/., - /11 = sup J/,,(a:) - /(:i:)J < e, entouce11 pam todo x E K, se timm 'J/.,(:r.) - /(J:)J ::; 

~K .. 

11/,, -fil <E.. . ... · · .•. · .... , .. •·. 
El siguicute resultado es 111 existencia y unicidad de In cxpansiótÍ armónica. 

Teorema 3.8 Para toda f E C(/\) cxist.e una única .;.,,a,.;,,ión a~mó~ic:J.·. E -y,.{J)J,,.. 
,.ev. 

Dcmost.rnción: Supongamos que existe otm expansión armónica L: {3(q),¡1,1 para/. Si ¡i E 
,,e.v. ..- '·· -

V,;' entonces lím L: ¡3(q)l.'1, = f en C(l\), corno D.,,,1, es continuo, entonces D.,¡,1, lím /,.. = 
" 1- 0011EVm ' · · ni-~ 

lítn 6 11 ,,,fm· De dottdc rcsultn.n las siguientes expresiones: 
"'-'6,,,,,,J = D.,,,1, lím L; 3(q)1/1,1 = lím D..,,1, L: f3(q)1/1,1 

111 -tX>.,eV'.,, m-oo 11eV. .. 

= .. !~~ ~.,.~. ,.<.,~./3(q)~1,,(r¡')) - \"{;:,.,/J(q)1/1,,(¡i) 

= lím L: ( ¿; í3(q)~111 (q')) - 4 L: /~(q)1f1,1 (v) 
ru-oo 11e\•.,. 11'E\l,1,1, 1¡E\'.., 

= .. !~~[.E. (,.~ .... <3(q)1/,,,(1l> - 4/3(11)v1:t(11n) ·.· • • .. . 

= lím L: D.,,,1,(3(q)l/:,1 = lím L: fj(q)D.,,,1,1/J,1• En particular A¡,/= lím L: ¡3(q)A;,1f1,1• 
m-co,1ev. m-oo,1ev. . . . m-oo,1ev: ,. ·,,· "· 

Si q = p ·~ q E B,, tenemos qu~ i(¡1) = i(q), entonces por !éi. lema ·3.5, ~¡ m < i(¡1) 
entonces L: ¡3(q)D.¡,1f1,1 = O, y si m ;:::: i(p), entonces::¿; {3(i¡)A¡,:,P;,j;,,; > L: {3(q)A¡,,¡1,1 + 

,,ev... . . _ ._ , . ·_.,,_~v. .. ~. ·.:-. - . · "~1~V.~r>,, .· 

2:, f3(q)D.;,l/1,1 = ¿; 3(q) - 4/3(p). En con~cc'.1~!1ciª~!~'!;·L: {3(q)A¡,i/l~'=•· '·<; '· ·. 
11e"1,. ... l-¡<"l •1eu,. :. _ _ ,.:'.·-,--~-·:~_·;- :·' .. \qe~"'.,-· ... -........ .. _·_·:. _·_:":: .. _::~··:~·. 

lím ( L: ¡3(q) - 4¡3(p)) = L: {3(q) 7 4f3(p)p~;,,. h~~;~;:;i~~b;)'~'.~.·q:;,~ ·~ :Íi;/~~ ~~¡;~nden 
;;;: •¡Ell

1
, o¡~U,, . . ••. •. ··~··, ~;: · .• ·}.·. )(:). •';:; ;,>:{;;}tj:;},;J.~;~'.3 ··:t?:'J) • .. · 

P~r otro lado por 2.5. L: f3(q) -4P(p) :dx(p) ;;··6;/tie~éci>'~Ü'rtnÍ~-~l~~lÓ~·t:i(fJÍ = 
r¡ElJ,. '. ; :: ~-.... '.,~/:.:. -~ "· .~·.;. ,..--.·(~:..:.-~) ;;;~ >":~·~ ,:~~ 1/~S--j-._~'. __ :J/ ·· ::; .. :.¡~--;~ ~-· ~··: -i~-/-· _,:.:~:r;' ,:· .; 

-f.;D.;.J - fi¡ L: D.;.J, que por d.efii1iciói1 e:; -y1,(J)y 'por lo tniit~: ¿; :r,.·(f),¡11, ~-'°¿;·~(p)lf.•1,. · 
.,en,. · ·.· - : ,,.: .. :.-.· - . ·_.r•eV~ .:. · ·._::.;" .r.e\·. ·. 



Considerando la sucesión· de funciones h.., = E -y1,(f)1/J1,, probemos que es uniform<.~ 
· 11ev. .. 

mento convergente n I. Como f es continua en /{ que es compacto, sea E > O, existe {¡ > O 
y existe l E N tal que pum tocio m > l y Al E G,.. tenemos Dia111(/IJ) = ,¡... < ..jr < ó, 
pnm todo x, ¡¡ E /\Al implicn que Jf(x) - !(11)1 < ~- Además, para tocio x E /\ e /(.., uxiste 
Al E G,.. tal que x E /\Al e Al y por el resultnclo anterior, h.., = E f(p)lf,;:•, ndcmá.'I 

71EVm 
h,,,IVi,. = /h~ .. , hmln·"' es n.r111ónica pues hm es 111-n.r111ónica., entonces: 

mín h..,(p) = mín f(p) ~ h,.,(x)::; nuix h..,(p) = máx f(p). 
11E\'(M) 11E\f(Af) 7tE\'{AI) t•EV(Af) 

Por lo que ,.:i~~1 /1,,.(¡1) - ,.~CÍ~1 /•m(P) = ,.~W~~,/(¡') - ,,~ll(~1 /(1i) < ~. 
de donde lr..,(:r) - mín f(p)::; nuix /r..,(p) - rnín h..,(p) < ~- · 

pEV(M) 11€\'(A/) 11e\'(M) 

Si¡/ E V(/11) us tnl que f(p') = ,.~lÍ~i/'"'(¡i) entonces para todo x E KM, lf(x)- f(¡i')I < 

~.entonces Jh,..(:i:) - f(;i:)I::; Jh,..(x) - f(p')I + lf(¡/) - f(x)J <~+!=E. · 
Por lo tnnto In convcrgencin h.., __, f es uniforme. • 

3.2. La expansión armónica débil*. 

E.'ltucliaremos cl
0

có1110 podemos desarrollar un funcional en C(K)", .del.mismo 1i1mlo en 
que clC8nrrollamos unn función en C(/\). '. ''. .· · · '; 

!lccordcmos que si X,Y son dos espacios de Ilnnach, podemos definir: la noruui· dclopcr-" 
ntlor lineal A : X_, Y como llAll = ~~1f1iW· · · ·· 

Definición 3.9 Sc11 el co11j1111to C(I<)" = {g : C(J<) _, IR J g es lineal}, le llamarémo.~ el 
espacio dual del c.<pacio C(J\) o de fu11cio11ales lineales sobre C(J() con la nonn.a de los 
opemrlores continuos. 

En Jlloydcn] se define la topologín débil para el cspncio X con respecto ni conjunto :F 
de funcionales como la topologín más pcqucñn tal que toda f E :F sea continua. Luego 
consideramos el cspncio x• y le da.mas In topologla mas pequetia tal que toda función en 
x·· = {f: x· ___,IR} sea contimm. Pero esta topologín °" muy débil así que nos restringire
mos ni conjunto {lx] : Xº__, IR l!x]f = f(x) para f E X'}. y entonces In topologla débil con 
respecto n este conjunto In denominaremos la topología d6bil*. 

Los nbicrtos ele esta topologla débil están contenidos en la topologla que induce la nornm 
ele x·. 

Ln siguiente cs unn forma de sepamr un funcional v E C( /()° dependiendo de lt\ expansión 
armónica de cualquier función f E C(J<). " 

Proposición 3.10 Sea 11 E G'(K)" , f E C(K) y sea f,., = E -y~/ f)~'v: :~11to11c~s·· . · ..... 
' ' -.... .·_ ' ,,v,,.--·., -... ~;,,; ··, ~:·>:.-.. ·.':;., ~ .... ~{ 

11(!..,) = E 11(1/,,.)f(¡i) '+·E' v(w,;)6.;f, donde w,, = -:il;1pv'- fo·:E V'<Í··- · 
,,eoK ' .... ~ -·_·: _ -,_~·-,~-~:-;·~~~~~--,. !\~_:_··: \1'.;;~r~-~:~:>:/ ,:' :~ ·-:··-,-.·t'; ~<.: '---~ 1.- 'k<~·.: ·:·.--!~~'~'!.-'~ ... 

Demostración: Aplicnndo directamente v: :, '.·: ... ,.;.; • · .• · . ·«i:' .• .. : ... ; "'· 
11(!,,;) = E -y,,(J)v(1/J,;) ;,,,: E '-y~(J)v.(1/J~) -t: E 7~(f)v(,J,,,) = 

1JEV,...'. >~. ·-.~:1_JE,'!,~i,-...-J.-·_,,¡.~ .;l~EY'~{'-: --,;·'._, . 
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E f(p),,(t/,,.) +.E (--fu.ti.;.! - ¡\; E A;,J) ,,«.¡,,,) 
1.eni\· · 11eV,fi ,,en,.· · ' 

E !(11)1'( l/J,,) + ,, ( E (-f.¡A;.f - ¡\; t A~f) t/J,.·)' 
¡1EIJ/\. ·· 1iE\.~~ 11ellp .-

la tlltimn suma por linealidad de v, luego 

E (-f.¡A;.J - ¡\; E A~f) 4,,, =--fu E A;,ft/J,, ..::. ¡·E E c.;,¡lf,,. 
1•EV,f, . t/Ellr 11EV,f, . ._ 7tE\',~;r1en,,, ' 

cu donde In tlltima sumn es separada busándonos e·n .é¡u~ ·\~,;\ . ,,= U (V,\ \'i-1 ). qite es ._,=1 . ' 
una unión disjunta, cn!~nccs 

E E A;,fr/J,,= L L E A;,N,. ' . . ; . . 
t•E\',f,11El111 /'=l/IEVi\\i-i'/Ell,, . ·;··-:.,:··_:_~_·',.'/(i .. ;· .,•, .·.-:,_.·, , .: .. 
Como pe V,\ V,_ 1 = U S(N) entonces scpnramos tn.:suma: en:tlirminos'de N e·c,_ 1 

NEGr-1 - ···: ··.-.,·. ·,·,"~, · :;.-::_ , .... , 

pues es 1mls sencillo entender que E E A;,N,,. =:" .E· o: E· A;.f1/J;,, c,ntonccs 
· 1>ES(N)•1ES(N) Í•ES(N)•¡ES(N)'' .'. '. .. '.'.·' ·, "·'·'·; · 

11f11 - 11-IP. - .. 

t L E A;N,.= t L: ( E E .t.;,N,;) = 
l=l ,.eV,\Vi-1"e11,. l=I .vea,_, 11Eb'(N)1¡EH(N) 

11f11 

( L E A;,N.,) = E :E .t.;,N.,. 
¡iES(N)'/ES(.\") 1~V,f,1/Ell1, 

•rt1• 

... 
¿¿ 
l=l NEG1-1 

En lns sumns originnlcs obtenernos 
-ih :E t.;,N,, - ¡\; E E A~N,. = -fü E 4,,,.t.¡,J - ¡\; :E E .¡,,,A¡,J 

¡rE\.~f, ¡JE\'1f,11e1J1, 11EV,f, 11EV,~11Ell1 , 

E (-f.¡ E U.',, - ¡\¡ E .¡,,,) A¡,J 
pE v.~ 71E V,f. ,,e ll,. 

cnto11ccs 

E f(p)11(1/1,,) + E " ( (-f.¡A;.J - ¡\; :E A;,/) 1JJ1.) 
,,eun· ,,ev.~ 11e11,. 

E f(11),,(t/'1•l + E,, (-to E"'•· - ¡\;E 1/1.,) t.;.¡ 
11EiJK 11EV,f. 11EVJ~ ,,en,, 

= E f(p)1'(1/J1,) + E ,, (w,,) .t.;.J que es lo que se querfa demostrar. • 
pEUK 1.eV,~ · 

Definiremos el funcional r51, E C(K)• como 61,f = j(p) para toda J E C(K). a r51, In 
conocemos como In dcltn de Dime de una función respecto n un punto p. 

Asf como en lns funciones, los generadores ernn las funciones 1/11., ahora los funcionales ¡11, 
lo seráii ¡mm el espacio C(J\)• de funcionales linenles continuos. 

Definición 3.11 Sea p E\".,, considcmrcmos el fu11cio11nl ¡11, E C(/\)" dado p01·: 
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{ 
t5¡, si p E DK : 

111
' = A;,~¡ 1~ _·e· v:·-·· 

De~nkión ~.12 Sc~."':~;fC~\t/si las~ces'.ó''.{Ji;/idt;,} .... N c01i1•cryedébilmcnte* a 11, 

le llali;i11iws. lá éi¡mrisión anaó11ica débil* de v;, yla denotamos poi· ~. {31,111,. 

:· ,'_ : " ., .- • , : : . - ': _ .' ·._· ¡. ~ ' : ~, ' :· .: llC \ .. 

i Ol~~rvci;ms cÍuu ln:wnvergenchi, se da en la topología débil*. 
An1Uogo ni resultado de expiuisión iirÍnónica·<lci Uria función en C(I<); nhora In désnrrol-

lnrc1hos para C(J\)': ;.· ' · ·· · · · · · · 

Teorema 3;¡3 · Para toda'' E C{K)' existe una única e:L7ia11siór1 an11ó11ica débil E J3,.(1,)1i1, 

tnl que ,,am ludo /1 E V. se define: 
fJ ( ) _ { v(t/.•1,) si /1 E DI< 

,. V - ,,(w,,) si JI E v:· 

1•E\'• 

Demostración: Sen E {J1,1t1, una expansión armónica débii *de v. Entonces para cualquier 
"~ . 

p E \/. emhuuuos 11(1/11,) = lím E {J,111,1(1/11.), es decir (1/1,,](v) = (r/1,,]( lím E d,1(1')11,1) en la 
,,,_IX>,,e\~.. rn-oo,,e\~.. . 

topología débil <le C(/\)". 
Si JI E 8/( entonces E {J,¡11,1(1/1,.) = E {J,1y11,(q)+ E {J,1t:i.:,1/11., como i{r¡) >O= i(p) para 

"~ "~ "~ · .. ·. 
r¡ E V,~. tenemos q f JI y p rf, n., entonces t:i.:,1/1,. =O, por lo tanto E ·3,,11.,(1/1,.). = l:J,, = ,,(r/1,.). 

Si JJ e V:J entonces _'.'ev"'.. :_ .. :~·-· ~- .·;<<.:. -_. _:· 
E 1J.11,,cr11,,) = E 1J,,1f1,.<,,> + E P.t:i.:,,¡1,, = E P.t:i.:,v1,, pues Va ci:;<;~; y· l/J,.li:i;:;,{¡>} ;,, º' 

11e\t,., 11EOI\° t¡E\',f, t/E\.',f, · .· :·,-·.,_ · _':.-:·.';-~:.e< 1i·:. •.,:"_. ·_·. :i· . 

Si q = p entonces t:i.:,1/11, = -4, si q E B,, entonces t:i.:,t/J,, = LY cii)(,,¡·dénuts C:nsos(,¡¡cero. 
Por esto tenemos L Jq~~1/J1, = E /3,1 - 4/3

1
,. :- - · - ·:<'~ /S:'::_::. ;·.<:---_; .- :;\.:'_ ·'· 

,,e,·;. ,1eu,. _- , _·:· __ ·...,. .. _·:·_-~'.-.\-'.'.,_~:;:~>~--~>:>-<:~~> ~!-'-<:.;:_. , . , 
Si p E 8/\ entonces lím E {J,¡11,,( 1/1,,) = lím fJ,, = {J¡;; y)~l ne: :v:·,. ént~ríc;:c:,¡ . .:'.··: 

.. !~~.,E.fJ.1 1.,( 1/1,.> = .. !~~-C~::~q -4(3,.) <~.B., -~{Jp~~~~~~~l~~~;~~f~~~.iii~epen-
dict:,t;:,.~e:{ e.:~::,~ 

4
{3,, :: :: : f/:( :; " '· ' :;'," :¡;~,'':'(~::/;~;:-, :'.> .... 

Si p E v:· entonces tenemos el sistema <le ecuaciones v(t/J;.) ;=< L {J,,·;->4B,. coÍ1 solución 
,_ :.,-..:..'<: ~,e u,~ ~:':··.'·:~>~-~e-~··:·'.:'. .... :, . .. ·. 

1\nicn Pp = -f.¡v(i,'11,) - io E 1'(1/iq) = l'(w1,) = [Jp(1,). ·'-· : :<.-':;· : ._.,.-
,,e/Jp - ·' - ... ,·,' ·-.::-. , . 

Si p E. 81\ entonces {31, = v(¡/11,) = [Jp(v) y con esto se há demostrnc.lo.la m1icidnd,. 
Ahora probaremós que la sucesión Vm = E /3,.(v)1tp convetge: dé~ih11ciritc* a,,~ ' 

. ttEV.n . :~':·.:. --·;···· .<··' >. : 
Sea f E C(K), Sea/..,= E "YrUlt/J., la sucesión que converge n11"entonces -

"~ - ,, . 
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1,(f..,) = E f(pMl/,1.} + E v(w,.Jó.;J = E ·fJ,.(1,)<51,(f) +.E 131,(11Jó.;,J 
11Em,· 1.eV,f. 11eo1~ · _,,ev,~, · :· _1 

= E /'}1,(11)¡11,J = 11..,(f) = [!](1,..,) con [!] E C(/<)''. 
11eVi .. 

Por continuidad de I', lím 1,(/..,) = 11(!), y por lo anterior lím 11,,.(f) =. ·lílll 1,(f..,) = 
11(!) en la l.opologfn débil*:"y;tl ser[!] continua en esta topologr~','~~ra cualqui~;-J""e C(/(), 
entonces { 11..,} converge a v débilmente*. • · · · 

Si tenemos la convergencia de funcionales en C(K)" y por otro lacio la couvergencia en 
C(K) de las cx¡musioucs armóuicas correspondientes, entonces podremos estudiar la con
vergencia de las solucionC>I que daremos al problema ele Dirichlct para 'el Laplaciano que 
construiremos, pero ¡mm definir un funcional especial en C(K)' necesitamos el siguiente 
capítulo, pues tal funcional se formulará cu términos de una integral. 

44 



Capítulo 4 

Integrales en el Triángulo de 
Sierpinsky. 

En el prrnmnte capltnlo daremos un repaso ll In integral en un triángulo de Sierpinsky. 
Primero dc.;nrrollamos la medida de Hnnsdorlf de dimensión igual a In dimensión fractal del 
tri1\ngnlo de Sierpinsky, de lo cual el nmtcrinl [Eclgar] tiene más información en este tema. 
Para lncgo poder definir In integral como en [13nrnsley], la diferencia está en que In meelicla 
que está en [13arnsley] está dada en términos prohahillsticos, la de este texto e:; la integml 
basada en In mcdicln ele Hausdorlf con dimensión log 3/ log 2. 

4.1. Medida de Hausdorff en K. 

Definición 4.1 Decimos que """función I\[ : P(X) ...... [O, oc) es m1a medida cxtc1io1· si 
cttm71le la.• co11dici01w.<: 

a)l\f(0) =O, 
b}Si A~ B entcmcc.< M(A) 5 l\f(B), 
c}Sea '2t mw colecció11 contublc de sttbconj1mlos de X, entonces J\f( U A) :5 L: l\I(A). 

Esta última 71rupicdcul se le 1lenomina subaditividad contable. 
AE'3 AE'3 

La medida definida en abstracto no nos e:; de utilidad ch este trabájo, por lo qu.c definire
mos una medida generada por una cok'Cción de subconjuntos del espacio en cuestión. 

Sen C : A ...... [O. oc) una función donde .A' es una colección de subconjuntos de ,\; que 
nderm\s es una cubierta ele X, 

Proposición 4.2 Existe una única medida exterior J\f en X con la siguientes 7)ro71iCdades: 
1) J\f(A) :5 C(A) ¡iam tocio A E A.. . 
2} Sea N otm ri1edida cxleriÓr en X tál que N(Á) :5 C(AÍ pam t;,;¡;,- .A'.e A , entoncc:s . 

N(B) :5 M(B) pam todo Be X. 
,·;:•'-' 

En el material [Eclgnr) se pruebacstn proposición, define una función M,: P(X)-,. [0,oo) '. 
como J\f(B) = inf { L: C(A1)} p'ára todo B ~ X y el ínfimo se toma sobre tOdas las· 

De.A A1EG . . ·.·¡," 
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cubiert.1•' cuut.able>< ele B, prueba que e>< mm medida exterior y que satisface las condicione>< 
(1) y (2). Aeleuu\s dire111rn; que CNta e>< una función generada por C. 

E11 [EdgarJ le dcnmniun. a este tcormnn. el "lvl6t.odo I1' para crear una 1Ílecl.ida .n partir 
ele una funcióu de suhcoujomtos dada. De esta forma harmnos la elcfinición de la mmlida 
pariu nctrhmda ele 1!1111selorff H,. · 

,. ,, . 

Definición 4.3 Sen A u11n cubicr·tn de Vitali de 1\ (es decir A es u1111 cubierta abic'rta ¡¡¡mm 
todo .1· E K 1f /Jtlm todo é > O r.xi.•le A E A fol que :r. E A 11 Diam(A) < e), cor~•itlemrnriw.• 
A,= {A E AIDia111(A) <e}. · 

DmTJmos /ii mctlidn II, o H; "º"'º In medülri ge11emda ¡ior la /u11Í:ió11 de subéó11j1mtos de 
A, dndri ¡im· C(A) = Diam(A)• ¡inm A E A, ¡¡ .• > O, 11 e11to11ce.• ¡inm B e [(, H.,(B) = 
inf { L: C(A,)}. dmulc el f11jimo se toma ¡inm todas las cttbiertus contable.• del co11j1mto B. 

lfC.Ar ..t,Elf 

E., claro por la dcfiuición de /1, que cumple con la proposición 1111terior, asumimos im
plfcitamente que trabajamos con H, = H; donde fijamos s > O. Ahora enunciamos una 
propimhul de estas medidas parnmetrizadns por e > O, entre más finos los subconjuntos de 
A que cubren a uno dado de X, más elevado es el valor de In medida con respecto a CNtas 
cubieru,,;. Asumiremos que las cubiertas que cubran a un B e X, t<on contables. a meuo.' 
que digmnos lo contrario. 

Proposición 4.4 Si O< ó <e e11to11ces H6(B) ;::: H,(B) prim toda lJ e /{. 

Demo.,tmción: Eu primer lugar, A6 !;;; A., pues para todo A E A 6, Diau~(A) :::; ó :::; e, 
entoncCN A E A,. Luego para toda B !;;; AJ !;;; A, cubierta contable de lJ ~ ·x,· tenemos· · 

H,(B) = inf { ¿; C(A)) ::::; ¿; C(A) para cruln V cubierta de B, por lo que .. " 
ve;~ AeD A e O . " 

11,(ll) = inf { ¿; C(A)) $ inf { ¿; C(A)} = HJ(B). • . ' · 
1'<;.At' AeV B<;AA AE6 ·;.,.'··>.~-,·- . 

Por lo anterior, podemos construir el supremo de todas estas H, micntrn8 e se acercan O, 
entoncCN este supremo también será una medida exterior. A la constini:ción el~ esta medida 
en [Eclgar] se le denomina "M6todo II". __ ,_. · : ·_ ~:<'. :~. . 

De aquf delinimos la medida en la que nos basaremos para definir.In integral. 

Definición 4.5 La Medida de Hmtsdorff es if•(B) = snp{/f,(B)} :tn•:n:.s :>o: 
. E>O - -

Probemos que "" en realidad una medida exterior,. _ 

Proposición 4.6 Sea ·• > O E IR, entonces H• csu11u m~icla cxtcirioi·. · 

Demostración: H"(0) =O puCN H,(0) =O pára todo E '>,Oy snpO =O. 

Si A !;;; B, entonces if•(A) :::; H'(IJ); pues H,(Áj·:i; lf,(n)';,°ari• tocÍo e > O, lo que 
implicasupH,(A):::;snp/f,(B). ,. . . :. : ,• ,,-.. _- ... ,.._._·:'.'',- ... ,, ·-·· · '' . .. 

t>O t">O ,, . ·· .. :-.··,~·· '·· ·' : ·, 

Sea {Bi};e/~N una colección contable de subconjuntos de x; entonces H,(LJB;) :::; 
~ ~ · . : - . . ''.; _ .. -.. ". ·. -... _ . ,. -'. -~ . iE/ . 

L,H,(B;) para todo E> O, como ¿;H,(B;) $ ¿;supl/;(B1); ~ntonccsH.(LJB;) '::; L:H"(B1), 
iE/ . . iEI - - iE/E>O. º -, T- ' - ' .· ., .. -~ iel ., tE/ 

por lo que snpH,(LJB;) = H"(LJB;):::; L:H"(B1). · " .;· · · 
t">U iE/ iEf IEI 
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Por lo tanto 11' es una medida exterior. • 
Observemos que no estamos utilizando la notnción 11; pues yn c:;tamos asumiendo que s 

está fijo. De ncuerclo al parámetro·'• !Darnsley] [Edgar] tenernos que al ser t'Hte muy pequeño, 
tiende a hacer del supremo un valor infinito, por otro !rulo al ir aumentaudo el pariímetro 
s, tcncn1os que el supremo tiende a cero. Si é CH entero, C..'itn nwdida es In 1nisn1a que la 
111cclidn exterior de Lcbcsguc, por lo que si tcncn10s una recta o una curvn difcrcnciablc, Htl 
medida scrA cero, mientra .. -; que si tenernos unn región, bita tcn<lní incdida igual a. su 1irca. 
Pero hay figura..-; que parecen estar nut-.; llenas que una sitnplc Unen, pero ntcnos que un plnno, 
si 111cdi111os In longitud de tales curvas obtcntlrmnos un valor infinito, si medimos su área 
vnldni cero, La existencia de un valor intermedio para el que nuestra figura tcndní "área,, es 
lo que se c111111cin cu el siguiente resultado. 

Teorema 4.7 Existe un único" E IR+ tal que O< Jl•(K) < oo. 

A est.e mímero se le denomina In dimensión de Hausclorff ele /\. De otra forma, esto 
significa que In dimensión ele Hausdor!f es única para cada espacio métrico que tengamos. 
Ahora diremos cual es In dimensión de nuestro triángulo ele Sierpinsky. 

Proposición 4.8 Lri dimensión de /lausdorff de/( es log(3)/ log(2). 

Se prueba en [13arnsley]. 
El siguiente enuncirulo nos dice que la climcnsión de Hausclorff es igual si aplicamos Íum 

homotccin en un ~onjunto, pero la medida ele este conjunto cambia respecto a 1·•. 

__ Proposición 4.9 Sea f : IR2 _, JR.2 una homotccfo con mzón 1· > O. e11to11ccs H(f(B)) :5 
i·~/l(B). 

Se prueba en [Edgar] . 
. _ Poclemos ver que para nuestras funciones F'¡ con !ns que construimos el· triángulo· ele 

S_ierpinsky,-y ,, = log(3)/log(2), tenernos /l'(F(B)) = W' = 2-lug,:i = 4. 
Como corolario veamos qué pasa cuando la función es justo una isometría. 

Definición 4.10 A la función biycctiva f: JR.2 _, JR.2 que . .atisface d(f(x),f(y))i,;;;d(;r;y)' 
la llrmwmos isomctr(a de JR.2 • · ' · ' · 

. Asimiremos que las isometrías son funciones afines. Observemos que f~ 1 c8. tiÍttibióíi' una 
isomctrín, pues d(f-1(:r.),¡-1(u)) = d(J ¡-1(x), ¡¡-1(y)) = d(:r.,y), por lo que In8 ison10trías. 
c:;t1ín'en AJ(IR2 ) y forman un subgrupo. · ·· · · ' · . · 

Próposición 4.Ü La mcdidri de /lausdorfj es invariante bajo iso~1clri~,'·: 

Este es un éorolario ele la proposición anterior, con 1· = l. 
Probe1;10s qúe los conjuntos finitos tienen meclicla ele Hausdo~ff cc~~_'_cn'el Lri1irlgi,1lo_dc 

Sierpinsky, para probarlo necesitamos establecer que la mcdicla,de,HaUÍ;dorff_.es·:métrica,· 
es dcci~ que separa la medida de una unión finita de conjuntos en {nía sumafü1Íta de sus' 
1Ílediclas, si dos a <los están separados por la métrica del espaciométric_o dÓiÍcJc sc_~nél1entran .. 
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Definición 4.12 Sea .\ u11 espacio métrico, .•e dice que Al es tma medida r.xtc1"ior mét.rim 
.•i pam c1U1lcsq1ticm dos ccmj1mto.• A, D e X tales que r.xistc ttn r > O donde cl(a, I•) ;:: ,. ¡mm 
todo a E A 11 b E lJ, sali.<facc Al(A UD) = Al(A) + Al(D). 

En [E<lgnr] se prueba que la medida de Ifous<lorff, generada por el "M6toclo 11" es m6trica. 

Proposición 4.13 Sr.a A e [( 1111 conjunto finito, entonces If"(A) =O ¡Jam s >O. 

Demostración: Sea .4 = {p}, entonces H;( {p}) =O pues para todo<:> O existe ó >O tal 
que ó" <e y entonces Dium(D6¡2 (p)) =o•< E:, y usamos el carácter creciente y continuo <le 
la función ;r.• y que n.dcuuls O"= O, ele donde concluimos H;( {p} ).=O pues para todo é ::>O, 
y Ji"( {p}) =supo= o. 

c>O 

Si A= {x1,. . .,,,,,.} entonccs A= U {3';}, ele donde H~( U {x;}) = E·H"( {:I:;}) ~·o, pues 
i=l i=l i=l . - ' . 

JI• es una tnedicla exterior m6trica y ,Jl~~ ... cI(x;,x;) >o,.••·. . .. .··.•'"e,;:·:.· !.'. . . 

En la siguiente definición trataremos a la mcclicla ele Hausclorff de tál fornilí que la ti1cdicla 
sea nornmlizadn, sin importar cual sen el valor real de H"(I<). .· ..... · •. ·.'··:·.:; .:; .. •. :· .< .... ·: ': 1' ·. 

La medida que utilizm·emos <le ahora en adelante es la medida !'.(D) .. ,;,;,:::;¡:~J 'p.ar~/J. S(' 
y·•= log(3)/ log(2). <"'' <;·>·::<• .. •·; .::•·, i . 

Observemos que la medida /¡ es nor111nlizada pues h(I<) =.·l. y<co'ri .. c8tií"n'1édicla' traba~. 
jaremos, y n partir de ahora s = log(3)/ log{2). · . .'~. '. ;-::. •·· · .. ' 

Proposición 4.14 Sea l3 ~ l\, 11 { F;} el .•is tema de homotecins asoi:tado a J(0 , c11toncC.9 , 
h(F1, ... F;.(l3)) = :fr!t(D). 

Demostración: Por inducción. /i(F;(D)) = kh(D) por.que(~)•= k· Si h(F1, ... F;.,(D))= 
fr,h(D) entonce.~ para F;0 (F;1 ••• F;. (D)) tenemos h(F;0 (F;, ... F;.(D))) = kh(F;, ... F;.,(D)) = 
~h(D) por lo que se ha probado c.~ta identidad. • 

Lo que pretenderíamos es utilizar /(Al 's en lugar de abiertos arbitrarios para obtener 
tanto una medida como una integral. Del resultado anterior suena adccurulo tomar [( y 
luego estudiar sus imágenes bajo F; 's, probemos estos dos resultados. 

Proposición 4.15 Scu 11 = {i1 ... i,..} E A,.., 11 {Fj} asociado a I<0 , entonces Fj, ... F;,.,(K) = 
I<AI .. · 

Demostración: Probemos primero que n Km+I n Al = F;, ... F;,,.( n K1). Si N E G1 para 
l>O l>O 

l ~O entonces F;, ... F;..,(.\') E G,,,+¡, por loc¡Üe F;, ... F;"'(/\1) e I<,,,+1. además F;, ... F;,.,(/<1) 'e 
F;, ... F;., (Ko) = Al., pues [(1 C [(0 • Por otro lado si N E G,,,+1 con N e A1., y 
/3 = {j,,. . .,j.,,, ... ,j,,,+1}. tenemos que Ne A!J, ... J ... pero Ne Al., n AI;, ... J,,,, <le <lande, 
Ne {11} para p El~ ... lo cual no es posible, y por lo tanto /3 = {i,, .. .,i,., .. .,j,,.+1} y 
F;, ... F;..,(Al1 ... , ... J,,,.1 ) = J/;1 ... ; ... 1,,,_, ... ; .. +o = N, por lo que concluimos que I<,,,+1 n Al,,~ 
F;, ... F;,,, (1<1). Como es \1\lido para todo 1 ;:: O y la función c.~ biycctiva, entonce.~ 
Fi,: .. Fi ... (nI<1) = nF;, ... F;,,,(1<1) = nI<,,,+1 n Al., y podemos concluir que F;, ... F;..,(K) = 

l>O l>O l>U 
I< n Al., q\1c es lo c¡t1c se quería demostrar. • 

Usando este resultado y el anterior, probaremos el siguiente, que nos da la medida de 
una imagen del triiíngulo de Sicrpinsky bajo la composición ele las homotccias { F; }. 
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Proposición 4.16 Sea fil= A/;1 •.. 1 ... E G.,. entonces h(/(M) = ¡¡k. 
Demostrnción: De lo anterior, /l(/(M) = h(F;, ... F; ... (K)) = 3 ... ~(K) = ¡¡k. • 
Recurclmnus lu que significa que un conjunto dacio sea medible. 

Definición 4.17 Un subconjunto E es medible si paro todo subconjunto A se cum¡ile 
'1(.4) = h(A n E) + h(A \E). 

Notmnos que los conjuntos que Han mc<liblcs for111nn una a-álgebra, es decir, uniones 
contables, cmnplmnentos e intersecciones locales caen dentro de la u-álgebm. Una medida se 
restringe a esta u-1Ugehra y cumple la propiedad de que para una sucesión {E;} tal que son 
conjuntos disjuntos dos a dos, :-;e cumple 

h(LJE,) = Eli(E¡). 
iEI ,E/ 

Un tipo especial de conjuntos mecliblcs son los conjuntos de Dorel, que es la u-álgebra 
m!IB pcqumin tal que contieue u los conjuntos abiertos (y cerrndos). Rcstringii:emos 'i'iucistrn 
atención a los conjuntos ele Ilorcl, como en [Ilnrnsley]. 

4.2. Integral de Lebesgue en K. 

U un vez clrnmrrollndn In medida que u tilizarcmos pnrn este conjunto~ dcsarrollarem<:IB los 
funciones simples, que nos serán titiles para definir In integral, Esto se da ·de: acuerdo ti 
[Royclen]. · · . , 

Proposición 4.18 Sea la función f: [( _, IR. Entonces son equivalentes las siguientes: 
a){x E /\[/(:r) < a}\fa E IR es medible. · .· · 
b) {x E /([f(a:) :5 n}lfn E IR es medible. 
c){x E K[f(:r) > a}\fa E IR es medible. ' ' 
d){x E J([f(x) ;::: a}\fa E IR es medible. 

Definición 4.19 La función f: /(_,IR es medible si f sat;,;fa.cé la prop(JsiciÓn .anterior. 

L 

Definición 4.20 A la función (J : /( -+ IR dada·por (J = ¿r;XA, donde Ai, ... , A 1, es una 
. ' i=l 

colección finita ele subconjuntos de Borcl de [(, tales que J( = At U ..• U Ai, ri. . ., 1·1, E IR, ¡¡ 

{ 
1 pE A, 

donde XA,(11) = 0 PE [(,A; . 
la denominaremos /unción simple. 

·Es claro que !ns funciones simples (J son funciones mediblcs. 
Pam unn so in función simple pueden existir varias· formas de expresarla, por lo que algunas 

veces necesitaremos unn expresión estándar en términos de subconjuntos disjuntos. 

/,' 

Definición 4.21 Sea O una función simple, la expresión dada como (J = ¿s;x11, donde 
h'l'l 

L' 
s; E IR y B, conjuntos ele Borcl, es la representación canónica de O, si U B, = [( y ¡¡aro todo 

i=l 
i ,¡.j E {l...L'}. B; nB; = IZJ. 
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Definición 4.22 Sea O una fu11ción simple, deciinos que la i11tegml dada por: 

J. 
l • 

. Odh = }::::>";li(A;) es la 111tegml de Lebesgue de O. 
/\ i=I 

Notemos que nsí la definimos, pero en. realidad In definición no depende de In rcpr<.~ 

sentacióu que le demos n la función simple. 

Definición 4.23 Sea f una función medible, la fategml en el el t11ángulo de Sierpi1~•k11 en 
el se11t.ido de Lelw.<f/Ue está dada de la siguie11tefon;,1a: 

Si f(.r) >O ¡mm tocia a: E K, · 

f,/c1" = "~~~1J..od1t. ... ' ' .. 
11 ¡mm c1U1lquicr f damos las funciones¡+(.:):~ 4{1f(x)j + f(:i:)) 11 f-(x).; ~(lf(:r)I -

f(•:)), e11tunccs la intcgml de f está d~·da ;or f/clh = f/ ... dh - f/-dh. 
. > ·. },~. 1~ ./¡, 

Proposición 4.24 La integml es, i1w~.r:ian~e .bajo, .isomctrla.•. 

Demostración: Sea T, un;,' i~ú1ct~f~, entone~ para cualcjuier fmíción. simple tenemos 
L ' ·,~·' ,,.,;;;·':é·'''· .,'i,j:::<",' · ::::.:. · , ' " '' , .' ; ;. "' · . · 

o o T = L:1·;x,i; o 1\;¡)cir6',X;(o T =' x~~'CA) puci; XA o T(x),;, 1 si y solo si T(:i:) E A si y 
~:;=1. ,;·:: .. ·:·~··,) ,-... -_:-:_-";>~_::.·~.::'.·_ ----: __ :~·-_.: . ·L ........ ----.",. ... -_ ·-. -~-;> .·'_-.. _· . . t~ . -

solo si,, eT-;1(Aj;·phr lci·él.~cÍJéír,;, ~=>·ix7·-•c:.t,¡;•L1~égoJ¡{o o'I'clh = L:r1h(r- 1(A;)) = 
11 -.. < _ /·. _·: :-:::

1

:'.,~-:·-,;·~y·<:~-.·.:··.::~. -¡">> :~: .··: '-i~t_ .. :,~·,.~ >·.'~':,..·.~~\:/~_;:,:-.?~::·;,:~":-~:~:-.'.:.<- i=I : .. 

¿,.,h(A;).pnes, la isomctría j)rcscrva !ª mc<lidn~y,:pór.lo. tanto JKO o Tdh = J,. (}dh. Sen 
. i=l - ' . . . ... ··.·-. ·-· 

f~"1< - RtÍ;edible, ~ntonccs f /o T.dh ,,,; sup { (} o Tdh ,;,,. sup 1 Odh que es lo que se 
-- ·, . - }g 0<0</ÍK O<O</ K . 

quería demostrar. • 
Lo que vamos a probar ahom es que la integral de las funciones ·r/J;;• es siempre f.. sin 

importar quien sen p E \~;: o ;¡). si p E V,,, pero para ello nccesitmnos repasar un poco los 
simetrías que podemos obtener en el triángulo de Sierpinsky, y luego resolver la conmutación 
de estas simetrías con lns funciones armónicas. 

Usaremos el grupo D3 para estudiar las simetrías del triángulo de Sierpinsky. 
Hemos trabajtulo con el supuesto de que AJ E G,, es un triángulo equilátero, y como lns 

transformaciones F; son homotecias entonces preservan semejanza de triángulos por lo que 
Al E G.., es tambi6n un triángulo equilátero. En [Frnleigh] se estudian más detnllndnmente 
los grupos de pcnnutacioncs, y de ahí se toma la terminología y las notaciones. 

Definición 4.25 Las acciones de las 7JCn11utaciones a E Da están dadas de la ,9i9uientc 
fonna: 

sea o = {i 1 ... i..,} E 11..., entonces su imagen sem a(n) = {a(i11), •• .,a(i..,)} donde a : 
{O, 1,2} - {O, 1,2} es una pemmtación habitual. lo mismo pará N'º· 1•21. En ténni11os for
malc.9 a(o) = a o a donde a es la ¡>crmutación habitual. Denotaremos a lo.• elementos de Da 
de la siguiente fo1111a: · · ' '' 
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"º = (12), u 1 = (02), "• = (01), son rcflcxio11es que i11terca111bian lo.• sfmbolo.• en lo.• 
¡m1'éntesis; 1·1 = (012), 7'2 = (021) so11 la rotacio11es ¡¡se sigue la 11otació11 está11dar ¡mm 
las ¡1en11ut"ci011c.•; fi1111lme11tc la identidad .•e denota ¡i01·" o 1·0 • La 111ultiplicnció11 se denota 
sim¡ilc111e11tc co11cate11a11do los s{mbolos como ¡101' ejemplo 1·1 u0 • 

El grupo D:i es generiulo por 1 .. ~ reflexiones <To, tr1, a 2 • Vénse [Fraleigh] parn los conce¡Ítos 
de grupos, acciones y permutaciones. Recordemos la notación utilizada en la sección 1.1, ·Y 
el producto euclídeo est1índar de JR2 • 

Proposición 4.26 Dados •'1,x.,a::i y 111, y2 , l/:i tales que {x2-x1,x:i-X1} es li11calme11tC in
dcpendie11tc, existe 1' afín tal que T(a:;) = y¡, y ((x; - xi), (J:j - x,)) = ((y; - 1/1), (IJJ -·11.)) 
con el 71rmlucto cucUclco de IR2 , ¡mm i, j = 2, 3, entonces r es U7lll. üwm.ctr(a. 

Demostración: Sea T = L1, o A, sabmnos que existe un tinico T afín tal c¡ue T(a·;) = ¡¡¡ 
para i = 1, 2, 3, entonces veamos que L,, y A son isometríns y de ello se concluye que T es 
lson1etría. 

L1, es isometría, pues si damos 11, v E IR2 y u' = Li.( u) = 11 + b, v' = L1,(u) = 11 + b entonces 
(u' - v', u' - 11

1
) = (11 + b - 11 - b, u+ b - v - b) = (u - '" 11 - v). . 

Por otro lado como (.10; - "''•ª'J - .r,) = (IJ, - 1/1>!/i -111) y la matriz Y tiene como sus 
vectores columna (y;-yi) entonces(}''/'}'),,= L (1J;k-!11kl(!1Jk-!lu·) = (y,.-¡¡,,¡¡J .-.111) = 

l.·=l,2 . 

(x; - . ..:,,.r, - J'1) = E (•:,k - x,k)(Xjk - :r.,k) = (X1'X)ij por lo tanto y-ry = x-rx y COlllO 
k=l,2 

A1' = (X'l')- 1Y'I' entonccs A1' A= (X-r¡-•yTyx-1 = (X'r¡-•x·rxx-.1 ="/,¡lo cual'prÍ1eba 
que A E 0(2) (el grupo ortogonal o matrices que preservan métricas)· y:cntonces A ·c.~ 
isometría. · 

Por lo tanto T = L,, o A es una isometrfa. • . . . · "" · ·· .· 
Véase [Friedberg] pum los conceptos de álgebrn lineal que heinos mi1pleadri;\. 

Definición 4.27 Sea l\J = IJJ0,JJ1>112I un triángulo dado y sea a E Da• ~~11sidcnirciiiód la 
función afín T.,: IR2 _, IR2 tal que T.,(¡1;) = P•(i) pam todo i =O, 1, 2. ' ;. : · i:: .. 

;" J.;. 

Pero si queremos que T., sea isometría, entonces en particular (!'; - Po; p; -::-,,..,) "= · 
(JJ.,(i) - JJo(O)> l'o(i) - llo(O» por lo que e( triángll(O tiene que Ser equilátero,' (o cuar CH. ciert.O 
pues es lo que hemos estado suponiendo para l\/ •. Luego T., E Af(IR2 ) púes' lleila puntos 110 

colinealcs a otros no colinealcs, por lo que es biyectiva. ... · · : > . '... . . 
En realidad, tenemos que probar que las 1'., forman una acción del-.grupo_:D[eri.JR2 'y 

ndcuu~ clcjn.rmnos scntndo que 1"n es una. acción continua. · -,'.:~: ,_) ::~~f ':· ;·:;--::,~;. ·· ·-

Proposición 4.28 Si <I>: D3 x IR2 _, IR2 está definida como <I>(a,.r)'d:,T;(:T);:~~1to'11ées es 
una acción cn IR2 del !Jl'UPº D 3 • además T., es homcomorf1Sm'o.: '..e::-.,,,,_.., :/,:;:·:r.; c,ii.,,., :;{;.-.:.._ 

'·"' 'fH~ ·:~' ''..:;¡ ,._:, 
Dmnostrución: 1;, es una función biycctiva y pertenece ni grupo aff~ 'Af(~2). Eut~1Íc.;,; 

<l•(ylt,x) = Tg1.(x) = .>.o¡Jgto(O) + A1]>g/o(I) + A2Jl9/<(2)· ='=:o Td(.>.op¡,¡~,:+"-~l¡.íi,(i¡;.+''.>.2p1.¡:i¡) ,;, 
T9T,,(..\0JJ0 + ..\11'1 + .>.2112) = <I•(y, <I>(h, :r.)). · · . · ". ''.: .'· · ' ": ·,.-;... '·'·'" ,,.:· · 

<I•(e, x) = 1~(.>.opo + ..\11'1 + ..\2112) = AoPo + A1JJ1 +'.>.2112;; ,f.1(x)... ·' '• 



Por lo tanto •I• es acción. 7;,, es coiitlnuncy ta111bi6n' T.,-'i es co'1iti~u.O:, 'Íiiitm\í:ci;',7;, L'8 

ho1ncotnorfis1no; ... . ,·. ._ .... - "-;··-~ · ..... -. __ .. ,_, .. _. _ .. _- _ ,_ _;_-¡ · .,.~_,_.,. •. 

Utilizarctnos de nhé>ra en adclfintc lii riotación 'u(:1;)'=· 7;, (x):'p8.rn' i 'é'R2 ;, -.- :~'~ - . 

Estudiaremos In forma en 'que cóniiiutan. lns homotecius funcliune;1táles 'F¡ y 1~·8ccioÍ1cs 
• •• • • . •' ; · ... ;. f 

Tn. . ( ·-' 

Proposición 4.29 Si a E 03, ·y {F;} c.•.d .•istem~ de homoteCicili·a.•oc~~ilo'a'I~ci,''éi1to;1ce.• 
a o F.= Frr(i)º"· .. ._ .-- ·--~ -.. ·-_' :· _ , 

Demostración: a(:r.) = .·b: + b, que es isometrfa, y F,(:r.) = fü: +~,'Joncl~; ¡j·;,,, 4i;;;); 
evaluando en p; tenemos F;(p¡) = ]11; + r.; =JI; por lo tanto e¡= ·471¡. · ·: .'.c. ·','.:· ".', ...... · 

En b1~~e n lo anterior. si :r. E IR • tenemos · · · · · 
a(F,(:r.)) = A(D:r. + 111,) + b =.·\Da:+ 4A¡>; + b =DA>:+ 4Ap, + 4.b + 4b = .. 
BAa: + Bb + t(A¡1, + />) = B(A,· + b) + ía(p;) ....•. 
= B(a(:r.)) + :¡/lo(i) = F.,¡,¡(a(;r)). • . .. . . 
Por definición sabemos que T,,(p,) = T'n(i) pura JI;, i E {O, 1, 2}. Algo similar probureu1o8 

n continuación para poder escribir n a(¡1) en términos de la acción de a en A,.:. Rcécirclemrni 
In notación para describir a un plinto 71 E \/, dacia en In sccciónl.3. · · · ' 

Proposición 4.30 Para a E D:i se cumple: a) a(¡1;0 .. .;..,) = l'o(i0 ••• i,..)· b)Si /1/ É G,;, cntó11cc.• 
a(/11) E G.., g atlcmfis si.\/= /1/,. = lr¡o,q1,q2I c:11to11ces a(l\I) = la(qo),a(q1),a(r¡2.l,I'. . 

Demostración: n)Pnra µ, con i =O, I, 2 tenemos a(J>;) = Pnli) por definición de a= T,,·. 
Si m >O tenemos p,0 ....... = F, •... F; • .,_, (p,..,), por lo que a(F; •.•. F,,,,_, (p,m)) =· 

Fn(in)a(F;, ... F;.,._,(71,,.,)) = ••• = Fo{•n)• .. Fn(im-1)(1'a(i.,.)), 
que por definición es /Jt1(1o) ... n(i.,.) = l'a(i0 ... t.,.)· 

b)a(l\I,) = 1\1, donde.\[, = ll'o· /li.1'21, pues a es una biyección de {Jlo,]J1,p2} en si mismo 
tal y como definimos la ncción de D3 , y de esta forma T,,(111.) = 111,. 

Si 1\1=111,. E G.., donde n = {i1 ... i..,} E {O, 1, 2}"', entonces A/= F;, .. ,F1,;;(l\I,) y 
a(l\I) = a(F,, ... F; ... (.\fu)) = Fo{ii)···Fa(i ... )(a(l\/,)) = l\/.,¡;1)···n(i,.,¡. por loquea(ll/) = l\lrl 

con /3 = a(o) E A.., y por lo tanto a(l\/) E C..,. Sen 1\1 = lqo.'/1, q2I siendo qk = F;, ... F;,,.(711-) 
para k E {O, 1, 2}, luego a(F,, ... F;.,(11k)) = Fn(ii)···Fn(i,.¡(l'a{k)) E V(a(M)) y por lo t1mto 
a(l\I) = la(qo),a(q¡),a(q,)I. • 

Ahora veamos como coumutan dos funciones armónicas con respecto n una acción a. 

Proposición 4.31 Sea a E Da la acción tle a en/\ y .•can J,g funciones an11ó11ica.• tale.• 
q11e (fo a)h¡, = uh 0, c11lo11ccs fo a= g. 

Demostración: Como a es afín, f oa es una función continua falta probar que es annónica. 
es decir que para todo 11 > O y todo punto 1' E V,~ se cumple. que 6.,.,1,J o a = O. Para 
cada 1' E V.::. tenemos 1;.,,p = U V(N)' {p} y denotamos G.,,.1, = {Ni.N2}. como 

i\fEGni,p .. ,,, . /.,'., · . 

a(N1) = Ja(r¡0 ),a(q1),a(q1 )1 E.Cm (¡mes u es afín) donde.Ni= lq0 ,q,,r¡2¡, y algo shnilnr para 
N., entonces a(p) E a(.\"¡) n a(N2 ) y por lo t1mto V,,.,.,(p) = u(V,; .. ,,)."Entonces t:.,..1.J o a= 
U Jo a(q) - 4f o a{¡1) = U J(q) - 4f(a(¡1)) =O. · ;, . · 

qEV,,,,,, 11EV,n,nli•I 
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Por lo tanto es armónica con fo o(p;) = g(p1) y por 2.18 concluimos que fo o = g. • 
Dndns las "reflexiones de Da que ·acnotamos como u0 , o 1; u 2 , probarcmcis que 1/1~, es igual 

1\ otra V'~• sienipre <¡ue exista una reflexión ·o; E Da que mande pj a Pk· ' 

Proposición 4.32 Sean p¡ E V(I\u), y u; E Da una rcflr.xió11, ~onf;f.E {O, 1,2), entonces 
1/Jn1h'J) O tT¡ = lf111,· 

Demostración: Tenemos que "'•,(i•,J(o;(P;)) = 1 = 1/1p1(p;).·Si k .E .{O, .l; Í!) ' {j) tenemos 
u;(k) ,¡, o¡(j) por hiyectividad, entonces 1/1,,,(1,,J oa¡(¡ik) =O =.1/'í•J(l'k), y por proposición 4.31 
concluintos que 1/1,,,(,,;) o rT; = ·l/11,1 • • · · .-

Un cnso particular de esto es cuando i = j y esto implica que .la ftindón 1/1~, es simétrica 
respecto al ~je de Himctrfa que pn .. i.;a por 71;.. . . ·'. '" .... , .~ :·. ~ · 

Así como los conjuntos fractales /(y /\Al son semejantes,· ta'il1bién probarcnios que lo son 
las funcioncH r/1;:• y l/1~1 respecto n. las hmnotccins. ·' ~ ,··r · 

Proposición 4.33 Sea.\/ = /11¡,. .. ; .. , E G,.. y p = ¡i;1 ... ;..,.; E V(M), entoncc.• 1/1;:'0F;, ... F,,,. = 
·lj1::,. 

Dctuostrnción: Por ser F; 1 ••• F'; .. , afín, cntonccs 1/1;:1 o F¡ 1 ••• F;.., es continua.. Como F., ... F; ... 
es biyectivn, entonccs existe un linico punto l'J E Vo tal que p = F;, ... F;,,. (p1) y l/1;:•(¡i) = 1 = 
.¡,::, (p1). Si q # p E 11 ( ;\/, 1 ..• i..,) entonces existe un tlnico p¡ E Va\ {7';} tal que F;, ... F; ... (p1) = </ 

y por lo tanto t/.¡;• o F, 1 ••• F;,., (¡J1) = ,¡,;:'(q) =O = .¡,~, (p¡). 
Por lo tanto por ser iguales en DJ(, y por 4.31 se cumple.¡,;:• o F;, ... F;.., = .¡,::. • 
Todo lo anterior lo empicaremos para calcular In integral de la función .¡,;;• con' respL'Cto n 

alglln KA/ con fil E G.,..1, usando el truco de que si sumamos tres funciones.¡,;:• en los vértices 
de fil obtenemos la constante uno, la integral de la suma es h(KAt ), las tres integrales son 
la misma, y luego en tocio !\, ya sea que p E Vo o p E V.::. 
Proposición 4.34 Sea .\/ = !<Jo, q1, r¡2I E G..,, entonces J K., .¡,:;,'dh = :¡;;/+r. Por lo tanto 
fn 1/1;:1dli = ~ si JJ e DI\·, y J~. lf.·;:1rih = ~ si 71 e v,::. 

Demostración: Como ,;,~'(q,) = 1, y t/1~,'(q;) =O si j f i, entonces(.¡,;;:, +W;: +·l/J;~)(q;) = 
para todo q, E V(Al). entonces (,¡.o;;:,+ w;: + l/J:;;)IK., = 1 pues es una función armónica en 
](A/, y los nuí.xirnos y mínimos est1ln en V(Al). Esta función es simple en I<M y entonces 
JK,,,(1/J:,~ + 1g;: + ·lf.1,'¡;)dh = h(/\.At), ¡>ero con10 se puede obtener 1/J:;.1 a partir de 1/1:,~ n1cdiantc 
ln acción de una reflexión a,,.. que es una. ismuctrín, entonces sus integrales sou iguales, es 
decir f1ú.i "rf1~:1 tlh = Jn·.,, t ·~~'dh entonces tcnctnos f g,., 1/J;f:iclh = !ih(I<M) = ar*-rr· 

Si p E Va entonces G,...1, = {A/) para m;::: O, y para NE G.,. \ {Al) se cumple .,¡,;;•¡KN =O, 
por lo tanto JI\ t/J;:•1//1 = fn·,., tf1;:1dh = ;¡J+r. 

Si p E V." cntonccs 111 ;::: ;(¡i), luego G..,.,. = {Mi. A/2 } y si N E G.., \{Mi. A/2 } tenemos 
·l/J;:'l1<N =O, por lo tanto J~\ 1/1;:1dh) = Ín,. 11 1JJ;:1dh + f1\A121/1;1clh = aJn-, donde la suma :-;e 
separa pues /(11, n K.11, = {¡i} que L'S de medida cero. • 

Con estos resultados Y" sabemos como obtener integrales de funciones .¡,;•. Enunciamo.' 
el siguiente resultado ¡mm obtener integrales de cualquier función f E C{I<), para· ello 
utilizaremos la cxpm1sió11 armónica y el siguiente enunciado. 
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Teorema 4.35 {Tco1-cma de la c01111cmcncin de Lebesguc): Sen {/..,} una sucesión de f1m
cicmc.• medible.• c11 /( tal que 1/,.(.1!)1 < g(o:) 7mm todo o: E/( y pam alguna g no negativa e 
intcf}mblc (!l medible y con i11te!Jml jinitn) 1J f,.(o:) -+ /(>:) ¡mm c1~•i todo 3: E /\ (es dcci1·. 
co:ccp/.o cm 1m co11j1111tv ele mcclicla ccm}, entonce.• 

J~. fdh = .. !~~ J,,. f..,dh. 

El desarrollo de la demostración se encuentra en [Royden}. · . . . . . 
De cst.a forma la integral de unn función continua la deducimos de la'succsiól1 de fui1Cioncs 

¡.., = E -r,.(J)·I/,, .. pero como esta sucesión converge uniformemente en .todo x:.e :K; eutorlces 
l'EVi,. · ·: ·. ·: .~.' ·,,;_'.. '/>> ~··:: ;/,«·'.~ .. ·,:·'.:·) \\.,;·c .. · 

usamos d resultado anterior y el hecho de que conocemos la. Íntcgrnl:,de :,¡,;,<!»,;par1L'111ego 
igualar los lí111itcs. . '. ~. · · .. :~,;;·.:;:·u.~·:~i ,,_·.':~?{~:;·~~-:~~:· ... ,;.·.r:i~ ·· · 

Finalmente definimos un funcional 7r9 [} = J,,.[ Jgdh d[l{la uná' f1111cló.~ 9,É G(A'').:.'lue no 
es cliflcil comprobar que es continuo, y por lo tanto podemos darJo·1iJii\ expansión armónica 
débil*. . . ; . 
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Capítulo 5 

El operador laplaciano. 

En este capítulo ya podremos resolver el problema de Dirichlet para un Lnplaciano con
tinuo clrnlu en IKigamiJ que CH 1111 operador que aproxitna.11100 co1no el 1í111itc unifonnc de 
funciones nfiucs por pedazos. Pri1nuro clcfinhnos un funcionnl de difcrcncin..'i anuónica .. -; "uor
mali~ndns,,, luego tommnos combinaciones lineales de funciones afines por tra.1nos con re
Hpccto a estas diferencia..-.; ar111ó11ica .. "'i, y obtenemos después el operador laplacinno discreto, 
después definimos el Lnplaciano y prohnr la existencia y unicidnd de las soluciones dü In 
ecuación clü Poisson D.J = g en el tl"i•íngulo de Sierpinsky el cual es el objetivo principal del 
presente trabajo. 

Definición 5.1 Sca11 f E C(/() y m > O, el funcional ~ E C(/\)' está dmlo por: 

-- { 5"' D.., .. 1,f si p E V:' 
A,, .. ,,J = . (4JL:5"'A,..,qf si p E DI< 

'1';,1' 

&te ím~ci~nnl esHne,j' pú~ ci ·~~~ltipU~il~ ~o~ tina constante a A,;,,1,, y por citro hulo en 
In frontera lo es pucii es. u.na combin.ación lineal .de :funcionales lineales D.,,.,p. Por las mismas 

razones es un íuncional ~ontinuo.: •. 'f:'i;f:,'~'.\~{,(" ...• ..· ·. ·.~:>. ; o,': 
Definición 5.2 Definimos el opém.ílor D.);;;: (](K) ,.,... C(I<) .como A,.f =.: L: (A.,,;,.!)11;;• . 

. '- .. >·.' ··:.:::-.:J, ·,·~·~:·./~'.;~~X:.:· .f<... .:· ._., ·' -.. ·:.: ··/_'< ..... :.:~=~~:~{jt~~~: ... ·\r:L·:.::.~· 
Proposición 5.3 D..., és lirícaL'; · · ·</:''':; "· · .'\· '"j.: .~;:.,\';•,~ .. ,: ·> ... ' 

: \J.~~ ._,~:~r~.-. :'·. ·; . 
Demostración: ~es lineal pues D..,,,p es lineal Pll;1'a.to.do pe 'v:': Scru1 J,g E(;(/\) y 

1·¡, 1·2 E IR, entonces D...,(rtf+l'2g) = L; (t;:;;;;(Í.'tf+:r2g))~;:',·,;,; ¿:,¡r;-D.,,,;,.J+r2A;;J.g)11;:• =: 
71E\1n1-.. · ·' · '':" ;·.,.-\'-11EV11•-···-;.<·'-<·'·'°-'-.';,·_.~·,·,.,,_~ ·,. _, -- , 

= r1 E ~/11;:• +r2 E ~011;:• =·r1~r~J +·1·2.ri:,~o: • ;~.:;:"; ~- 1 ~.- .. · •.. __ :_.(·r_'· -~·: .. : -~ 
71EV,., pEVin , -·.:> -. " . :,;. ·· ' '. .. »· -_.-. , ·. ;···'_;.\::. ··;·; .; : ., 

Así como hicimos para dar una relación entre A,.,1, y•Ám+IJ" ahora .daren.ms.·~.n":·,relación 
entre D..., y A.,,+ 1 que nos será tltil para estudiar convergencia. 

. . 
Proposición 5.4 Pam todo JE C(J<), llA.,,Jll ::; llAm+ifll, 
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Dcmostrnción: llA..,/11 = suplA.,./(J:)I = supl E ~!1J;;'(J:)I, Parn c1id1t .. M e· G, .. , 
rEK .r:EK 11E\'m · ' ·. , , 

A.,Jli<., es un funciounl nfín y yn se conoce que ·alcnuzn su 111áxh110 y su 1níni1110 eit V(J\I), 
por lo que 

supl E A;,;.J11;;•(;r)I = n11\xl&;,.JI . 
:r.E/\. 1~\'.,, 11€\..,, ., ·.:.· . , . . 

Si s11pone111os que ¡i E DI\ y que 1\/ = IP = í/lh qi..q2I e' G.,., Y aClemá.~ .. A;,;,;¡,J 5,·A;.,,,nf, 
cnl~ __ , ;,;____ 

L:l.111 ,,11 / = 5 111 6.,,,,,,.J $ Ó.m.11/ = (Í)(5"'6..,,,,,1/ + 5mArra,1,:,,/ :5 5"'6..rn,t/1.J = A~ll,tl'lf. 
Por lo que el máxhuo y el mínimo se nlcanznn· en \~;: y por lo tanto · 

n11\xl&:::!I = uu~l&::/1. Por lo tanto llA..,/11,;,, iiu~l&:::fl.. . 
11e\.,, 1•e\.,. ,,ev ... 

Pn.rn. JJ e V,~:, tcnc111os &:::;.¡ = 5"' A.,.,,,/ y por 2.10 tenemos 
3Aru,11/ = 5Am+t,pf + 2 L: ~111+l,11f + E D.m+l,11/ 

•1EVm+1.1. 11Ell, .. +1.,, 

elcsarrollanclo obtenemos 
ffe,~J = r;¡;h-r(5~m+1,1./ +2 ?: C.,,¡+ E Óm+1,11/) nu1ltipli~an.~~._P~~ ~~ti+I 

11E\ 11•+1.p 11ER111+t,11 > ·.: 

156.,,,,,,/ = s&::;.,,¡+2 ¿: C,,,/+ E C,,,J. En valo'r~·a.1:)~olu.t'os ~c~ctnoo 
•1EVm+t.1• 1¡Ellm+t.p 

15IA..,,,.JI = l5Am•t.1.f + 2 L ;::;::::;:.,,/ + L Ám+l,•1/I 
11E\-'111 ... 1,p 1¡Ell11,+l.1• 

5' 5IA ... +1.,./I + 2 E 1~.fl + E l~,/I ::; (5 + 2 · 4 + 2) nutx 1~.,/I 
· - · qE\"m+1.p i1ERu1+l.1• 'IE\_',n+_I , :··:,. , 

= 15.in~ l~1/I. 
t/E\m+1 

Por lo tanto llA..,/115' m'!?< l~,JI = llAm+IÍll· • 
11EV,n+1 

Definiremos el operador laplaciano. En [Dalrymple] se intenta definir como 11, convergencin 
ele A..,/, pero no se menciona en que espacios, bajo que m6tricas y qu6 tipo ele convergencia. 
Recordemos que en el presente trabajo una sucesión en C(K) converge uniformemente en 
C(K) si y sólo si lo hncc con la norma del supremo que se dio para C(I<). 

Definición 5.5 Sea el 0¡1emdor A: Dmnt>. e C(I<) - C(K) dado de la siguiente forma: Si 
pam f E G(K) existe g E C(K) de tal fonna qtte A.,.f converye unifonnemente a g e11to11cr.• 
AJ = g, a este le llamamos el 0¡1cmdor la71lacilmo, .•i f cumple con esta propiedad decimos 
que f E Domt;. 

En las referencias del nrtículo [Strichartz] se menciona un artículo donde se estudia qu6 
es lo que no está en Do111A. Así tmnbi6n en [Dalrymple] se menciona que pueden definirse 
otros Laplacianos en el triángulo ele Sierpinsky, lo cual representa problemas abiertos pnra 
intentar abordar en trabajos posteriores, 

Recordemos que trnbnjtm1os ele igual manera la convergencia uniforme y In convergencia 
en G(/\). 

Proposición 5.6 A es un opemdor lineal. 
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Dctnostrnción: Sean f: > O, e E IR y/, g E Doma e C(K), sabe111os que el:;./+ Ág está. en 
C(l\), y existmi 11,12 EN tales que para todo m > n11íx{l1, 1.} i111plica llA,,J - A/11 < 2¡;.1 
y l1A111 11 - Agll < ~. luego llA.., (cf + 11) - cAf - A11ll = llcA,..J + Á..,g - cÁ/ - A111i :S 
llcA,..J - c:A/11 + llA111 g - Agll < f:, pues A,.. es lineal, de donde {A.,.(c/ + g)},.. convergen 
cÁ/ + t.11, pero también convergen A(c/ + !I) por definición, entonces cf + g está. en Doma 
y cÁ/ + Ág = A(cf + g), por lo tanto Á es lineal. • 

Definiremos el problema <le Dirichlet para la ecuación <le Poisson. 

Definición 5. 7 Sen !J E Doma. entonces el ¡nvblcma de Dirichlct co1Loistc en: Encontmr 
f E C(K) tal que 

·{·Á/ =!J 
flui; = < 

parn (: DK - IR.. 
Para probar la existencia y unicidad de la solución, necesitn111os el siguiente lema que 

nsocin n una función en DK y un funcional en C(K)", una sucesión <le funciones que converge 
y In utiliznrmuos pa.rn trabajar con ,, = rr9 , por lo que la sucesión convergerá. n In solución 
de ln ecuación de Poisson. 

Lema 5.8 Dacias 1' E C(I\)' , ( : DK - IR. 11 
f..,= ¿: (,.l/J,. + ~ L l'f,.(v)(~)•Cr».rJ,,,. Entonce.• se c11mplc lo siguiente: 

1•EIJI\" 11e\;~: 

J) f.,, converge u11ifon11c111entc a una función fv.<· 
2} f = ¡,,.< satisface paro tocia m > O y pnm tocio p É V.~. 
!).,,,,,,,¡ = ~(~)"'v(é·;:') . 

Demostrnción: 1) Definimos Fm = . ¿: l'f1,(v)t/J1,, es claro que F.n es m-armónicn y en-
i(J~);:m ·. : - · · 

tonccs ., . · ·. _ .. 
llF. .. 11 = suplF,..(.rlJ = mñxlF,..(p)J = .•;1ñx IF..,(p)J pues t/J;:'lv. =.O para ;, :S m. y 

rEh" l'EVin 1(r1)=rn.:.:.. .:. _ · · "· · ·_:-· . \ 

i(p) = m., y usando el hecho ele que el supremo ·se alcanzá en algún 71 E V.n para funcio'nci 
ni-annónicns. . . . : ,.· . _ · .· ,__ : .;. .. . . : . 

Por definición ¡'f1,(v) = ,,(w1,) y como,, es un funcional lineál continuo,cs'acotÓ.:IÓ;entoiices 
existe BE IR. tal que l11(h)I :S B llhll. Entoncc8' ·' ·~ ' • ' · · · :, · · . . ····~··· ..... ' 

1/3,,{¡J)I = 11,(w,,)I :S B llwvll· Como w,, = :..:.fiit/J,,..:.. ¡\¡ L,'i/Jq es' unn funcióI1'm~armó~1icn 
tenmnos ·".·. ·, , ·'.' .' .. qEBri·-,., :··,' ... ···" .... ··:::::.··· 

su~l-foi/11,(x) -fo L 1/J,1(J:)I = 1 ::-fül, pues. w,,(q) ;t,.O en V.n si q '= p o q EB1,, y fo.< f.;. 
:r.EI\. -- _ 11Ellr _,_, ·· ...... ·- - , , .. . --

Entonces llw,,115 fu· De donde n1áx IF.nCP)I '= .mñx 1#,,(,,)1 5 f.¡B. .. . 
· • t{IJ)=m · - . ··.·•(JJ)=ru ··: . ·.•.·-,_ 

Por otro lado unn suma ¿: se puede ,;.;~arar en f: ¿:' por lo que la' suma.~ ¿: . y 
ttE\.~ , l=li(p)=l. ' -· . 1rEIJh. 

f: ~. ap_O:rcc~~--~,n ),,.-~). Y.~.c~1 fm_!; cnlon.ccs . , ·-~ .. .-.· 
l=li(l1)=l .. - _,_ .- - . '·:. ', - ":';-. . ·-: ~-·' ' 

. . ll/m+1--f,..ll ~·.11~(~)'"¡}•·,:.~ l'Iv(v)t/J1•ll,;, ~(~)"'+ 1 IJFm+11i. 
· · J(l1)=rn+t · 
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= ~mm+luuix ltl,.(1,)I :5 ·/HW"'+1n = cm ... +1 con C.7 f.í~B. Por l~tauto l!m+l -
' 1(11)=m ·, , 

/ ... 1 :5 C(~)"' ... 1• . ' •· . . . : 
Por el lema 2.Hi conclui11108 que/.,. converge uniformemehtC.a una· función/,,,,. 
2) Utilizando la conti11uicla<l ele A,.,1., y la· parte (1) ti:mc1iios:·:·.c · •.. ,,,,. · 

A .... ,./ .. = 6 .... ,. ( E .<,.1/1,, + ~ Ep.,C11lW;¡,,,.,,,.:,).· =.· E.··. · ... ·<::. ;_;6:i .. :,;~1):,.;¡ 
11EiJI\ 11EV11 IJElJ/\:·., . ... , .. · .·. «. 

+~ ¿: fj,,(IJ)GJiMA111.,,1/,,, = ~ ¿: fj,1 (11)(~)iMA,..;¡,.¡,,/puC8l' e•y.::-Y,;~n~n{O, m) <Ju; 
,,ev.~· •1eV,f ·. ,/·.",-' >.,: ... · :./.:·.· -''<>"--~.:_,":· ~-,- ·. :, 
Por otro Indo sean l = 111ín{i(q),m} y L.= 111áx{i(q);i1i}.Usa1.1clo .. 3,3 "te~1cmos dos 

casos: Si q = p entonces <r.J•(•1lA 11.,,,1/,:,M -4(~) 1;°;=,;~;(~)"'~:(;;¡~;;!/1;<·.Si "f¡ ·;.,;. ¡, ~mtonces 
~ ., ". •. _ . ~'.'.°1""·· ,· ···~ .. ,.,:\>:. ·>" ,., ' . ..., "· ; 

(~)i(q)ó,,,,,,if·,~(•/) = (~)'· = (g) 111 6;(11),111/J;:·. ,. -:~_);~:.,:"~.-;; :;-0,,(-~·<j:~' .:,,_.:::!··,,-·' 

Usando esto tcnctnos . , ... ~~:i·~-. ... _i{.?.i-,X~ ·--~:.;~ _ _''. .. -.i~>tX.';;!;:;~;-.···-... . : . . ~ 
A .. .,,./ .. = ~W"' L; fj,1 (11)6~1/1;:• = füY''. E ,a,,(,;)µ,,1/,;:•; Y, c~1~.1.•;f11,;lf:;:''7..o Pl\rn q e DI\ 

. . ~1~1\'~;, m 1 ·,Íl·;· :'!~Y•f:.~.:;.:·i."',;.'>\~(/:>l·f/,; 1::~\·ú·'·-'. 1;,1:-:.· :~~.>:;>·:·_;· .. · '. ·. 
, entonces A 111 ,1.f11 - :;(:;¡} L {3,1(11)¡1,11/>P • .. <;•";; .. ·; •. : . · . .... . ..... · <"' · .· 

t/E\~1 .. · - .:' '».r. • • _., · . .-. .. l' .. · :·· 

Por lo tanto A,..,1,f = lím A.,.,1.f,. = ~(~)'." líri1 ·E {3,1{11)¡l,1(1/J;:•L= ~(~)"'11(.r/J;:•) por con-

vergencia débil*. • n-oo - _::·'.~"<··:r;~~7';~:~~>~:; ·::·. ·._:··-~~'.··. ~'. . : " 
El resultado anterior lo aplicaremos 'á 1T;; y cbnjisto obtenclrcn10s ·una soludón del prob

lema de Dirichlet para la ecuación ·,1e·l','?.~fÍ>'Ó,I\, qúc."~ el res1J!taclo i>rincipal de este trabajo. 

Teorema 5.9 Dada.• g E C(/\) '¡j{:jj¡<:· .. _, ~existe una única·solución del 711vblc11w de 
Dirir:hlct ;;!':·•:.;;:,.;.. ., . 

{ A/= g • do11dc la solucióTt cst_á·cl¡,daén_i,x¡;an8ión armónica como: f = E (,.1/1,,+ 

E p,.{;~~~i·~·i,¡,,.. ,,, i'. : lr>;:,, '. '"'ºK 
,,ev." 

Demostración: Si !J =O y (=O. Si A/.= O entonces A;,./ converg" a o: PcirOtro:lado 
como IA,..JI ::; IAm-ifl y 16,../I converge a o,· entonéés A.,./ ':"'.O para 'toda.iri,:ent'?nCL'S 
A,..,1.f =o y A,..,,,/= o para toda pe v.:: y para· tocia m >.o. Por.fo ta~i.a··¡;~' anüÓnién:cn' 
]( y por lo tanto f = O. · . " . '.'' 

Si existe /° tal que cumple el problema ele Dirichlet, entonces A(!• - f) =.O Y. (!' -
flloK = 0 pero/° - f =/. 0 lo cual contraclice lo anterior. ·· ·: ~:.• :·:· . .. . . 

Ahora probem08 que A 111 f converge uniformemente ag. Usando el lema ántcrior con 11 = 
7r9, y ¡1 E V,~: 1 tc11c111os que 6m.1,f = ~(~)"'v(t11;;1 ). En consccucucin -;s;:;;;;.¡ =· ~(~)"'5'"rr~(·l.f1;:1 ) = 
4(3)'11 + 1 ÍK1/J;:'!Jdh. Si p E éJ/\ tenemos que 6,..,1,f = 45"'(6.,.,.11 / + Á.,., •• fl .. 
= H3l'11+ 1(JK1/>:;:adh + JKW/;!Jrih) pnrn V.,.,1, = {qi.q.}. . 

Como !J es 1111ifor111cmente continua, sea F: > O, existe ó > O tal que para tocio '"•y E 1\ 
tales que rl(x, y) < ó implica l!J(:i:) - !J(Y)I < F:. Luego para tocio m EN tal que ,k <·ó, para 
todo11>111 y:i:,y E /\,.,1, parnp E V,,.,secumple<l(x,y)::; d(x,p)+d(p,y)::;; ¡¡;;S::;; 2 ! .. < ó, 
por lo que l!J(J'.) - !J(!J)I <•·Sean 1119 = mfn !J(3:) y Al9 = nujx !J(x), entonces J\111 - 1119 < F: • 

.rE n n,1, .:r.E J\ n.1• 

Si JJ E V,~:, tcnc1nos 
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m9 t{3J"+ 1 JK ,¡1;:r11i = m 9 :5 ~(3)"+' J,, t/1;:a<Lh :5 Mu!(3)•-+• JK t/J''dh = llí9 , pues 
1(3)"+' r ·11"dh = 1 de donde 11(3)"+1 ·r ·''"ydh - y(¡1)l(3)"+r r ·'1"dhl < JI! - 111 <e 2 .11<Y·,, , 2 Jn'I·,, 2 Jn'"" - u u · 
Si I' E DI\ y V,,,1, = { "" q2 }, de igual forma obtenemos: 

l;k(3)"+'(J,,. ri':,',1111/1 + J",¡,:;,udh) -g(JJ)I <E:, Por lo que ILl..,,1,J-y(pJI <e ¡mm todo 
1' E\..-;,, y n > 111. Por lo t1u1to {~/}m converge ag(JJ) unifori11cn1cntc respecto a. Vi<i1) para 
todo p E V.. 

Sea ;r. E /\,existe é >O tal que para todo íi > O y parn todo a:, 11 E !\tales que d(;r., ¡¡) < <'i 
implica l!J(:i:) - !l(!J)I < c/5. Sea 111 tal que i,;; < íi, y :r. E l\l = lq0 ,q,,q2 I E G.,., luego 

Ll...,f(x) = ¿: (Ll..,.,1.J)¡¡;;•V) = ¿: (Ll.., 1,1,f)11;;1(x) alcanza su 1111\ximo y su m!nimo en 
1>EI'.,. ¡>EV(M) 

\/(1\1) pues es af!n en JI/, de donde 111í11 (~f) :5 Ll.,,.J(:r.) :5 nuíx (Ll...,,1,f). Supongamos 
11E\.'(Af) pEV(AI} 

que (~fl = ,.!Wtfi/.ci. .... ,.f) y (A.;;,JJ = ,.~~Wn(A .... 1,J), y adenuls 1Lr.:,1 - 11(q)I < f. 
para q E \/(l\l), lo que equivale a que ILl..,.J(r¡) - fl('IJI < f., entoncL'l< 

~¡ - ~¡ :5 l~f - y(112JI + l~J - y(q1)I + la(<J2) - g(r¡,JI < Ú/5, )mr lo 
que A..,f(<J2) - Ll..,.J(.x) < 31;/5. Por lo tanto · ,;',e: ·." ·. ·:•. · 

IA..,f(a:) -y(.r)I :5 ILl...,f(x) - A..,J(r¡2JI + IA.,.J(q2) -y(r¡2)I + l11(r¡.) - ¡¡(.1:)1<e: , 
Por esto concluimos que {Ll..,.J} converge uniformemente a g y'.!, cs:la·sahiCión 'de .la 

ecuación de Poisson. • ,.: '., .:),L{'4:~,·,;.,,·:.:,··: . •·. : · 
Este es el resultado esencial para varios problemas del análisis sobre' eLTriáiigúlo dé 

Sierpinsky, ahora probemos que las funciones armónicas en el séntido·'.élél cap.!ti1lo 2, lo son 
en el sentido de la ecuación de Laplace. :/"'· · • 

': .. ~·:,: ·_:·,: .. ~'~-~-.:. :· _:>:-::· ·,:,·;:·.- .: . : . 

Corolario 5.10 Sea f E Damt:. 11 fl111> = (. Entonces Ll.f ~:O sf:¡¡ JoÍ~ sif cs.,armó11ica 
en!\. . . '.:, · , 

Demostración:Lasoludónesf= ¿: (1,t/11,+ Ef31,(11'9 )(~)•C1•l,¡,1, .· 
· ,,euK 1.ev.n _ · .:.'. :., . .. ~· .. 

rr9 = J,,. O· [Jdh = O, por lo que {31,(rr9 ) = JK O· [w,.]dh = O si p E.\/:' y, {31.(ir9 ) = 
fn- O· [t/Jp]dh= O si p E Va, por lo que f = ¿: (1,t/J1, es una función armónica en /C 

> - , :.:·'. .. -.. ·, -- .:>.. · 1.euh· .::.~ .,,:.: 
Si fes armónica en/(, entonces¡,.(!) = f(p) si p E DI<, y -y1,(J).= O colÍ p E V." pue>< 

.ci.;.¡ =O, entonces f = E f(p)t/1,., luego Ll.m,1.f = 5"'Ll.m,1.f =o si p ev:•y A.,.,,,f = 
·-·· ~ ... · .. peUK . ' 

(~)E5''.'.A..,,,rf ':",O si p E DI<, por lo que A.,.J = O para todo 111, claramente converge 
11;;11',· -., ': ·:. _: ... 

uniformemente 1\'0, y ((p) = f(p) para todo p E DK, por lo que ~ntisface el problema de 
Dirichlet.Y iuÍemás f E Domt:. pues O es una función continua. • 
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Conclusiones 

En c.slc lrnbnjo dimo.s un desarrollo a la construcción del Laplaciano cm el Triángulo de 
Sicrpin.sky en JR.2, '"¡como el problema de Dirichlet pam obtener el en.so pm·t.icnlar de las 
funciom" nrmónicn.s en el trilíngulo de Sierpinsky. El desarrollo ele c.ste documento se hnsó 
priucipa.ltncntc en el traba.jo de (Kiga.111i] agregando en varios casos tcorcnm .. o; que detallan 
lo que se alirnm en e.se artículo. Además agregamos el enfoque de los 1Lrtfculo.s [Striclmrt><] 
y [Kignmi] para el tmlmniento mediante gníficas. Hemos profundi><ado en la construcción 
del triángulo de Sierpinsky mediante funciones afines en IR.2 y desarrollamos con nuls detalle 
vnrin.s dc1t108traciones de (I\iga111iJ. 

Así t1unhié11 con respecto a ese artículo, uos rcstringi1nos n IR2
, pero lo desarrollado 

aquí puede cxtcndcrnc a HU\S de 2 ditncnsioncs, n..~í ta111bién rcstri1thri111os a los trhíngulos ele 
Sicrpinsky :-;oln.mcntc~, pero scgt1n el artículo [Strichnrt.z] de la NoticcH, se puede extender a 
otros conjuntos con estructura nuto:-;cnmjnntc, con10 los "Hcxaga .. "ikcts11 . Hay otras direcciones 
no abordadas en este doc111ncnto, como son la definición de otros operiulores laplacianos. otros 
funcionales parccicloo a los de diferencias armónic••" con diferentes propiediules, y encajnr el 
triángulo ele Sierpinsky en espacios métricos (eucaje no isométrico) ¡mm luego definir otro 
Laplacinno cu dundo ln .. i.; funcionc?H arn1ónica."i sean distintas a las que aquí .se estudiaron. 
Tocio estos son tenue; ¡mm un desarrollo posterior. 

La ecuación de Laplacc cu el triángulo de Sicrpinsky us un cn..o;o particular de ecuaciones 
diferenciales parciales en esle conjunto, pues por ejemplo en [Dalrymple] se c.studian l¡¡s fun
ciones propias del Laplaciano con conclicionc.s ele Dirichlet, 1.,;f como ecuaciones que dependen 
del tiempo como la ele calor clásica y la de onda. 

Hay 11111chos prohlem1•" que no se abordan en el presente trabajo y algunos se encuentran 
en la literatura en la que los autorc.s Strichart>< y l<igami son los principales invc.stigaclorc.s. 
Los problemas ele funcionales, operadores y espacios de funcionc.s su pudieron extender al caso 
complejo, hay muchos problemas relacionados con la teoría de la medida en este conjunto. Los 
problemas de Aniílisis de Fourier y onclcletas en el 'friángulo de Sierpinsky se han dc.sarrollado 
tanto por Striclmrtz como por Kigmni. 

Gl ........ 
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