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Introduccion

En este texto tratamos acerca de Ia construceién del Laplaciano en el Tridngulo de Sier-
pinsky, asf como el problema cldsico de Dirichlet con respecto a cste Laplaciano. En cste
docunento tomanos en cuenta la geometria, la topologfa y las funciones continuas en este
conjunto que es un caso particular de los conjuntos fractales antoscmcjantes o lHanados por
los fundadores de esta teorfa de andlisis sobre fractales (Robert Strichartz y Jun Kigamni)
cotno fractales de Ifmite poscritico (p.c.f en inglés).

Después definireinos las funciones continuas, las funciones lincales o afines por pedazos.
Lucgo procedemos a definir el funcional que denominamos el Laplaciano discreto sobre un
punto dado, y este funcional se hace cero en determinadas coleeciones de puntos, a estas
se le denominardn funciones armdénicas por pedazos o m-armoénicas. Estas funciones nos
permitirdn aproximar cualquier funcién continua en el tridngulo de Sierpinsky. De manera
andloga sc aproximan las funcionales lineales continuas utilizando la convergencia débil*. Con
base en esto, construiremos una sucesion de operadores lineales que tendridn cotno Ifmite el
operador laplaciano cn el triangulo de Sierpinsky. Para luego construir la solucion de la
ecuacién de Poisson para este operador y su problema de Dirichlet. repasamos la integral
de Lebesgue con respecto a la medida de HausdorfT y esta integral nos permite construir un
funcional para comprobar la convergencia la solucién de aquel probleima de Dirichlet.

En el primer capftulo estudia la geometria del Tridngulo de Sierpinsky, que construimos
mediante funciones de similitud, y luego tratamos un poco con la topologfa de este conjunto.
El material de este capftulo lo utilizarcmos como base para formular las proposiciones que
necesitanios cn los sigujentes capitulos.

En el segundo capitulo se realiza la construccion de las diferencias armonicas, que son
funcionales parccidos a las diferencias discretas que se utilizan para aproximar las segundas
derivadas cn un intervalo finito de la recta real. Construimos las funciones arménicas y
m-armdnicas, finalmente damos una base del espacio vectorial de las funciones m-arménicas.

En el tercer capftulo se hace un cstudio breve de la aproximacién débil* de los fun-
cionales lineales mediante los funcionales que definimos en ¢l capitulo anterior de diferencias
armoénicas.

En el cuarto capitulo desarrollainos la medida en el tridngulo de Sierpinsky, que es una
medida de Hausdorfl normalizada y que se conserva al hacer transformaciones isométricas;
luego desarrollamos la integracién con respecto a esta medida; para luego descubrir que la
integral de las funciones m-arménicas con las que se aproximan funciones segun el capftulo
dos, son iguales si tienen el mismo grado de afinacién cn el conjunto. Para concluir que
podemnos integrar funciones continuas mediante su aproximacion m-arménica.

En cl capftulo final s¢ construye ¢l operador laplaciano mediante las funciones lincales por
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tramos chyos valores en los puntos de un conjunto que aproxima al tridingulo de Sierpinsky
son iguales a las diferencias’ armonicas en los mismos. Lucgo se plantea ¢l problema de
Dirichlet y se estudia la convergencia de una sucesion de funciones dada, que es la que se
comprucha luego que s la inica solucion del problema de Dirichlet. Y se concluye con un
caso especial de que la ecuacién de Laplace en este conjunto tiene una tinica solucién y son
efectivaniente las funciones armdnicas en todo el tridngulo.
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Capitulo 1
El Triangulo de Sierpinsky.

El desarrollo del presente trabajo estd dado en R?, pero los conceptos quc. uquf 5o (lc:sm-
rollan se pueden extender a R* sin modificar esencialmente este desarrollo.

1.1. Funciones afines.

Aquf ¢l c.oumnto R? acni el c:,pnmo vcctorml lmml. y cmlu u :
vector por lo que podcmos munur y. muluphcm' por m.culurca n los punte

Definicién 1.1 Decimos quc L,. IR2 —O'IRZ pmu b E IR"’ (l(ula pq;(',L,,(:l:) x + b cs una

lmslacuin en IR2

Obbcrvcmos que l‘\s trusluuouca son lnyccmvns pues ld. suma o IR2 forma un grupo
abelinno, y para la ccuacion y = a + b existe una tinica solucién r v si'z = y — b, entonces
g = (y = b) + b =y, lo que significa que L' = L_,. Por lo tanto L_, ¢s la inversa de L.

Definicién 1.2 Decimos que una funcion f : R2 — R? es afin si y sdlo si es de lo forma
[ = Lyo A, donde L, es una traslacidn y A : R? — R? es una funciin lineal de R2.

Para la construccién de los conjuntos fractales necesitaremos ¢l concepto de funcién affu,

Definicién 1.3 Sean pi,p2 € R? dos puntos distintos. Definimos u la lfnea generada por
. p2 como el conjunto {ir € R2|x = Ajpy + Agpg, At + A2 =1},

Veamos que las funciones afines se pueden definir mediante tres puntos que wn uo colln-
cales. -

L'Deﬁmcnén 1.4 Dcczmm que tres puntos diferentes M.pa p, e R* son colnu.alcs 81 u—wlcn .
My Az € R tales que p3 = Mg+ Aap2 y M +/\2 =1, o ‘ \;; : .

Es claro que si cambimmos el or(lcn de Cbtob puntos la ccuncléﬂ os la nnbmn. Por L]cmplu.» .
81 pg = Mpy + Agpr entonees gy = ——p. + —11)2 pero si Ay = ( entonees Az =1y por lo tanto
ps = p2. Entonces no influye ¢l permutar los puntos. En la siguiente proposicién probareinos
que una funcidn affn lleva lineas a lfneas y que la descripcion de un- punto cn'la’ Ifnea con
respecto a los puntos que la definen se preserva bajo esa funcién., - T :
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Proposicién 1.5 Sca L = {# € R¥x = Mgy + Aapz, M+ Apo= 1} donde pyypa e R? .
son dos punios distintos. Entonces F(L) es una linea generada por F(py), F(m) All('mus st
x = Mp1 4+ Aap2 € L entonces F(x) = M F(m) + MaF(p2). ;

Denostracion: Sea 2 = My + Ap2 € L con Ay 4+ A2 = 1, entonces F(a) = A(2) + b= -
A A + AeA(p) + (M + Ma)b = M(A(pr) + ) + Aa( Ap2) +) por lo que F(x) = MF(p)+
A2F(p2). Siy = MF(n) + MF(p2) con Ay + A2 = 1 entonces damos iz = Ay +Aops € Ly
por ¢l procedimiento anterior F(x) = y € F(L) y por lo tanto F(L) es la lfnea hexlcrmln por’ -
F(m) y F(p,) si estos dos puntos son distintos, @ )

Observemos que en la proposicién anterior las imégenes de py y p pueden 110 ser dnfercntcﬂ
y entonces se colapsa toda la lfnea recta L a un punto F(pn). .

Proposicién 1.6 Los puntos py, s, ps € R? son no colineales si y sdlo si p, - 1),, < p.
son lincalmente independientes. R

Demostracion: Supongamos que no son linealinente independientes. Entonces existen
Az, Ay # 0 tal que Az{pa — i) + Aa(ps — i) = 0, y al ser puntos distintos podemos observar
que pz—m # Oy ps—p # 0. Por esto si Az = 0 entonees /\, 0, y recfprocamente. Entonces
Aapa = (A2 + Ag)py = Agpa y dividiendo py = Mlu - —-m, por lo que concluirfamos que
estos tres puntos son colinenles y esto es una Lont.ru(llcc]én

Por otro lado, supongamos que py, pa, g son colineales, entonces py = Aipy + Agpy, donde
A1+ Az = 1 y ninguna es cero. Entonces pg = (1 — A2)p1 -+ Aapz = py + A2(p2 — p1) y teneinos

(P =)= Aa(p2—p1) = 0lo que nos dice que ps—pn y p2—py son lincalinente dependientes.
Contradiciendo la hipétesis de reduccion al absurdo. Por lo tanto se da cl "si y s6lo si”. @

Usaremos este hechio para probar que dados tres puntos no colineales podemos obtener
cualquicr otro en el plano en términos de aquellos. A esto lo denominarcinos las coordenadas
baricéntricas de un punto con respecto a tres no colineales. La geometria de funciones afines
y coordenadas baricéntricas se desarrolla con mds detalle en [Ryan].

Proposicién 1.7 Para todox € R?, y dados py, p2, py 10 colineales. Entonces existen Ay My €
R tales quex—py = Xa(p2—p)+Xalps—p1). Y existen pur, pa, 1a € R tales que py+jig+piz = 1
Yy = jup1+aintpaps. Y se relacionan por las formulas: pg = Ay, ta = Ma y 11 = 1—XAg~ A;.
Los mibineros i, p12, j13 son los 1inicos con estas propiedades. ;

Demiostracién: Como p, p2, ps son no colineales, por 1.6, ps — jn, p2 — 1 son lincalmente
independientes, entonces existen iinicos Ay, Az € R tal que z —py = Aa(pz — 1)} +Xa(ps = ;).

Luego = = py + da(pz — ) + Xa(ps — ) = (1 = A2 — Ag)p1 + Aopz + Agpa v si damos jy =
1-A2— A3, f22 = Agy ji3 = Agentonces fi + 2 +pi3 = 1. Supongamos que existen gif, ph, s € R
tales que x = puipy Hgpe +1ps y 1 +1h 4143 = 1, de doude = = (l—ltz—lt;hil + 1P+ [y,
entonces & — iy = (P2 — ;1) + pa(ps — pr) que implica que 1 = Ay = g, iy = ,\J =3y
14 =1 =ty — pfy = iy lo cual prucba la unicidad. 8

Definicién 1.8 Scan py,p2,ps € R? distintos, decimos que M\, Ay, As € R2 son ltw coonic-
nadas baricéntricas para ol punto = € R? respecto a pr,py, ps € R? si /\1 + Ag + Ag = l Y
= A+ Nepa + Aapa. e .




Vewmos como se portan las transforimaciones afines con respecto 'a las coordenulas har-
icéntricas, y gque una transformacion affn se puede dctcmuuar nu.dmnu. las coordenudas
baricéntricas de R2.

Las siguientes proposiciones nos garantizan la existencia de una inica funcién gue lleva
tres puntos uo colineales a otros tres puntos dados, asf como la forina de detenminar tal
funcion. Los conceptos de dlgebra lineal que utilizamos se encucutran en [Fricdberg).

Proposicion 1.9 Dados ay, 22,09 ¥ i, 4. Y. lernas no colineales, Eriste una 1l1m-u Junc uiu
aftn T tal que 1 i) = ui.

Demostracién: Escribimos para » € R%E T'(x) = Ar+bcon b e IR2 ¥ A R2 - ]Rz una
transformacion lincal, Entonces lo escribiimos en su forma matucml

k3 b ayy Uy
= |y = 1 A= (ECIEN
R ba azy  do . L
Y tenemos of sistema de ceuaciones para cada i = 1, 2, 3 como L S . .
a @ E3 b 4
otz N i3 que para cada’ componcntc Lcnemoa un sistema
a1 az Ty b2 Yiz . ;

de tres ccnaciones: R ST e K -
(it + @uatio + = g y aairy + ag + by =y para i=.1,2,_3._En‘fornm matricial
tenepios: - [N S
a1 %) s ) o
rgy e 1 ey ya | para k=12,
NI | by Yax
Sea 77 = [ iy w2 1 ]S NTTAA
(M 4 A+ + M@ —F) + A
como T —TFr=[Tq—au re—rn 0 ] para i = 2,3 entonces
AL 4 Az + Ay = 0. luego (T2 — T7) + AT — T7) = 0 pero si s6lo nos fijainos en lm-. dus
primeras coordenadas es lo mismo que Ap(ra — ) + As(as — 1) = 0 entonees Ay = Ay =0
por 1.6, por lo tanto Ay = 0 y A2 = 0, por lo que 77,77, 3 son lincalmente independientes
y por lo tanto la matriz que tenfamos es invertible, por lo que las soluciones a ln ceuacion
son tinicas y entonces hemos encontrado A y b vinicos y por lo tanto determinan mm umcn
transformacion afin f = Lyo A. B
Observemos que si z,y € R? y f funcién affn, entonces f(r) = f(y) = A(.r y) dqndc A
cs la parte lincal de f. - S

I

0 entonces

Proposicién 1.10 La inica transformacion aftn que leva xy. 29,25 a Jl'yz,"/‘; cstd llclc'l‘-
minada por b=y, — A(zy) y donde A s la, (imca que llcva el szstcma {z2 = rm} al
sistema {42 — . ys — th}.

Demostracion: Sean
N = [ THT T Ty —

. . yY'=
&g — 2 -7'.12"-712

A =YX, Por otro lado b = y,:—'- A(n'f,)',' glitoﬁgcs




T() = A(ry) +b=Alx) + 3 = Alz) = w1,

T(r2) = Alw) +b=T@)+ Al —x))=m+@—pn)=wy

T(rs) = Alry) +0=T(m) + Afeg —a1) = g + (¥s — 1) = va.

La 7" propucsta e¢s tinica por la proposicién anterior.

En la siguiente proposicién se demuestra que una funcién affn se dcu.rmum por una
trinda dle puntos no colineales, y si su imagen también es otra triada de puntos no colmculos.
entoncees tal funcién es biyectiva, .

Proposicién 1.11 a)Dados &y, 22,43 ¥ 31, y2, 3 Lal que {xg — oy, 00 — :rl} sca lmsc (Ic IRZ
T una transformacién afin tal que T(a;) = yi, si @ = A2y + Mg + Mgy para /\1.1\;, /\. G IR'
con Ay + Ao + Ay = 1 entonces y = T(x) = My + Aayz + Aays.

b)Si {y2 = . ya — 11} es también una base de R? entonces T es blycctwa

Demostracion: a)Usando la definicion T" = Lyo A, y T(x;) = y;. Y sea z = A, I+ /\212 -+
Agirg, en coordenadas baricéntricas, entonces: )

T(x) = A(Mry 4 dgrg + Agieg) + 0= A(Mxy + Az + Ayg) + (/\1 + Ay + /\3)1)— -

= MA(r) + A2 A(wz) + MaAs) + b + Agb + Mb = . .

= M(A(xy) + ) + A(A(a) + b) + /\s(A(J a) +0) = M+ dayz + s . O

b)Probemos gque 7" es biyectiva. sea @' = Njxy + Myzg + Mry, tal que T'(x') = . cntonccs :

M+ Aayz + Naya = M+ Myys + My por lo que usando la descripeién mediante ln
base {y2 — i1, s — 1} entonces y— g = Aoly2 — 1) + As(ys — 1) = My(wz —m) + Mlya ~ 1),
lo que imiplica que Ay = A} y M=A,ycomo A =1-A—XyXN=1-A— ,\3 entonges
At = Al. Por lo tanto = = 2’ y T es inyectiva. :

Sca = € R2 entonces existen tnicos Aj, Mg, A3 € R tales que A + g+ A3 = l yz=
At + Aayz + Aays por 1.7. Demos o = Apy + Ae¥ig + Azza y entonees T(x) = MT(y) +
AT (r2) + AaT'(r3) = Miny + Agy2 + Agya = 2, por lo tanto T es suprayectiva. Por lo-tanto 7°
s biycctiva. B f

Observemos que la proposicién 1.5 cs un caso purticular de la que acnbnmm de probnr.
En cl resultado anterior hemos probado que la funcién affn que lleva puntos no colineales a
1o colineales es biyectiva, ahora veamos que cualqmer (’uncxén a.ffn biyectiva preserva la no
colinenlidad. . . 2

Proposicién 1.12 Una funcién aftn T biyectiva, lleva a tres punios 1, 29, 213 no calmca.lr'e
a puntos no colincales.

Demostracion: Sea y; = T(x;) para i = 0,1,2. Por 1.6 {®2 — 7,3 — 71} es una base de
R2, entonces probemos que {3 — ¥1,y2 — 11} ©s linealmente independiente. Supongamos que
existen Ag, Ay € R, al menos uno no cero, tal que 0 = Az(y2 — 1) + Aalys — 1), sumamos
0 y tenemos i = (1 — A2 — A3)y1 + A2yz + Asya, por otro lado existe un tinicor = € R
tal que ¥y = T(r), por otro lado T((1 — Aa — Ag)xy + Apax2 + Mgzg) = 3 por 1.11, lo que
implica (1 — Ay — Ay} + Ao + Agag = 37 que por 1.7 tenemos Ay = 0y Az = 0, de donde
concluimos que {ys — ¥1, 42 — 1} es lincalmente independiente, y como la dimensién dc R?
es dos, entonces es base de R2, Y por 1.6 son no colincales. B

En las dos proposiciones pasadas probamos que la funcién affn es biyectiva si y solo si
preserva la no colinealidad, entonces probemnos que estas transformaciones fornmn un grupo
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Proposicién 1.13 a)Scan f,g transformaciones afines, entonces [ o ges aj[n. e e
b)Sca [ una transformacion affn biyectiva, enlonces su funcidn inversa g es affu. :

Demostracion: a)Si x € R?y f = Ly 0 A; g = Lz 0 A; entonces f(g(:z:)) = .(A,(ar) +’

) + by = AyAa(a) 4 Az + by = Ly aue © Ay Az() que cs afin.
b)Como la inversa de una funcién biyectiva es iinica, entonces proponemos g = A~ ‘oL,

para f = L, o A A cs invertible pues manda una base de R? a otra de R2%: Dntoncw
gof=A"0L;'o L,0A=I;y entonces solo nos quedn probar que g cs affn.’ 3
Sen x € R? y tenemos g(r) = A~ o L_y(x) = A Ve - b) = A~Y(x) - 'b =L_ag-n,0

A1) y por lo tanto g cs affn. B

Definicién 1.14 Al grupo formado por funciones afines bu;cctwa.s y cou zdcnudml /quul [
la identidad de R? le llamamos grupo aftn Af (]R’) L -

A veces denotaremos fg en lugar de f o g para la composicié_n'dc funciones. El grupo
“affn nos serd de gran importancia pues utilizaremos-dos subgrupos muy importantes: los de
honiotecins y los de isometrias, que utilizaremos para camdmr funclonca en ¢l conjunto que
prLLcndme construir, . . .

Definicién 1.1 Decimos que F : R? — R2?: dmia.porF(:t) '—p) + p con'xr,p € R?

.es una homotecia en R A p se le llama. ccntm dc la homotecm yer>0¢ R Ia uudn o

constanle de proporcionalidad.

= B(r) 4o (p = 'Bp) dondc B

Obsérvcmos que F es affn pucs>FV(a4 1(:r P )"
[ , ] = rl,. Y por lo tanto F es una l'uucnén uffn blycctwu Suinversa F‘ § L__,, .(,,_,,I,)o
B~ = Ly_p-1p0 B~ cs una homotecia pucs Bl=1L,y F“(J) = l(:r) +p-—DB" ‘p =
e=p) +p

Las homotecias son importantes para la generacion de fractales aut.oacmcpmt.ca. Muchos
otros fractales como los IFS(sistemas de funciones iteradas) de Barnsley son gencrados con
composiciones de homotecias y de isometrfas que preservan el centro de homotecia, algunos
otros son generados por funciones afines que pertenccen a A f(R). En nuestra construccién

. usaremos ciertos conjuntos fundamentales con los que podremos generar nuc:,tro fractal au-
Loscmejante.

Definicién 1.16 Secan po,p1,p2 € R? tres puntos no colineales. Decimos que el conjunio

M = {x € R%x = Aopo + Min + dop2 ¢ donde X; € [0 Ny ¥ M= 1} es un’ tndngulo )

=123
gencrado por po, 1, P2.

Para cada tridngulo M generado por po,pr,p2 denotaremos el can]unto de- vértu:es dc 1\1 .

por V(AL) = {po, pr.p2}..

o . . . i B TERSIRERSISI S

También usaremos Ipo, Pi, 2| para denotar al trisngulo Af generado por pg, i, 2, ademds
debeimos entender por coordenadas. baricéntricas respecto a Af como las coordenadas bar-

" icentricas respecto a pgyph, peAlgunos materiales sobre todo de topologfa ([Hocking])tratan
a (moa comuntos como los n—sunplcx, un punto es un (-simplex, un segmento cs un 1- am\plcx.
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los uridngulos’ dcﬁmdos nrnbn son 2°
este trabajo no serd utllm\do cste conccpto

Estarcmios probando’ una benc dc
de nuestro futuro comunto ‘

Proposnc:én 117 Si F R’ - IR2 cstd en Af (R2), Al C IR2 és un’ tridngulo. genera-
do por 1,1, P2 entonces F(AL) es el tndngulo gencrado por F(po).F(m) F(])z) A(l(‘m(ia '
V(F(AD)) = F(V(A)). :

Demnostracion: Como la funcion es affn, entonces tenemos que F lleva la trinda py, py, pa a
F(m)s F(m), F(p2), y por otro lado como la funcién es biycctiva entonces F(pg), F(n), F (1)
son no colineales por 1.12. Sea a2 = Agpo+ Aph + A € M con Mg+ A +A2 =1y A € [0,1]
para i = 0,1,2, entonces F(x) = Ao F(po) + M E(m) + A2F(pg) por 1.11, como A; € [0,1] .
entonces F(x) estd en el tridngulo generado por Fpg), F{m), F(p2)-

Por otro lado sea p = AoF(pa)-+M F (1) +A2F (1), donde Ag+ M +A; = 1y A; € {0,1] para
i=0,1,2, damos a2 = Apo+A1p1+ Aepe y por 1.11 F(x) = /\nF(]}o)+/\|F(])|)+,\2F(p2) =p.
Por lo tanto F(Al) es cl tridngulo generado por F(po), £{m), F(p2). :

V(F(M)) = {F(pa) F(m), F(p2)} y F(V(M)) = {F(po)s F(m), F(p2)} y cs clm‘o quc los
dos conjuntos son iguales. B

La misma construccion que empleamos para las coordenadas baricéntricas en el plano la
podemnos hacer en cl caso de una recta, y andlogo a la construccién de un tridngulo en ol .
plano, construiremos lo que es un segiuento en la recta, ademds definiremos su punto medio.

Definicion 1.18 Scan po # ¢, € R? | diremos que el conjunto {z € R*|z = Aopo + i,
AiME0 ] yro+ M =1} esun scgmcnto en R? y lo denotaremos como pop,.

sipo #p, al punlo ,,pn + 21)1, lo lamaremos el punto medio del segmento Py 'Y lo
denotaremos como Spop.

. Notemos que el punto pp es igual al punto p. Pues Jpp=ip+ip=p.

ademds ipg = 1qp pues dpg=fp+ g =g+ ip=iop.

También tenemos F(3pq) = F(§p + 3q) = F(p) + 3F(q) = 1F(p)F(q). Esta scri una
propicdad fundamental que utilizaremos en nuestro desarrollo. '

De ahiora en adelante supondremos que el segiento pg es gcncrndo por.p y q distintos, o
dicho de otro modo, el segmento cs no singular. De no ser singular probaremos la siguiente
proposicién que confirma nuestra intuicién de que los puntos son dmmtos, y cstdn en una
misma lfnea recta. : .

Proposicién 1.19 Si p # q, entonces los puntos p,q, %i)q’ okn‘ caliiléalc;s y son distintos,

Demostracién: 4 f =1p+ -q por lo 1 £ td ‘en lzvailfnca pqg.Sip#qy
—pq = p, entonces gpq —p=0= -q - 1 ) , lo que jmplic&}ciue p—q =0, nos lieva
auna contmdlccxén Lo mismo bl 27)(1 q y por.lot '105‘ tres puntos son distintos. @




1.2. Homotecias, Tridngulos y sus propiedades.

Podemos ahora definir nuevos conjuntos, en la siguiente definicion notarcmos la estructura
hereditaria que podernos obtener a partir de un trigngulo dado, andloga al cuso de partir un
intervalo en mitades que nos perimite obtener varios resultados bisicos del andlisis,

Definicién 1.20 Sca M = |pg, pup2). A S(M) = {Fpipjli # Jii.Jj = 0,1,2}, le Uamamos
conjunlo de puntos descendientes de M o de hijos de Al

A DAY = {|Lporss 2piss 3pans] | J = 0,1,2} el conjunto de trumyuloq desccmlu‘ntur de
M o de hijas de A, denotamos a cada tndugulo en D(AL) como (M), = |2pap,, zplp,, 2]12]l,|,
conie€ {0,1,2}.

En ambos casos se dice que AI es el tndnqula madre de cada punto en S(M ) 0 rlc rada
tridngulo en D(AL).

Notemos que D(AI) = {(Af)g, (1\1)1, (1\[)2} L ;notamén (); nos dard una idea de cémo
aparcamos cada t.rmngulo en la coleccién D(Al ) con un vértice de M. Notemos que S(AM) N
V(M) = @ ya que pka cs distinto de py y Piy cunndo estos son distintos segiin 1,19 y por
loturltok#menkJ—O 1,2

. Asumiremos de ahora en adelante que los puntos po, Ph P2 estdn en un tridngulo equildtero
y que las distancias cuclfdeas entre dos de ellos distintos son iguales a 1.

La siguiente definicién nos da un sistema finito de homotecias, un requisito indispensable
para poder definir fractales autosemcjantes.

Definicién 1.21 Sean pg,pr, 2 lres puntos no coltucalca dcczmoa que las homolccias
Iy, Fy, Fy : R? — R? dadas por .
Fy =3z — po) + 1o,
=g(xr—m)+m,
= 3{x — p2) + pa, e T
Sforman un sistema de h tecias correspondiente.a la triada po,py,p2, asumiremos que
F; es la homolecia con razén % y centro p;. o
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En otros ‘terininos, F; = 'Ly—i3y, 0 B =L, © B pura B =

r+ 3 piv Es esencial la siguiente proposicién pues nos dice que cf puuto 1
sc obtlcnc mcdmntc una homotecia con centro en cadn uno do ::ue.

Proposncnén 1.22 Sca pg, P12 una trinda de puntos no colmca
correspondiente, entornces Fi(p) = p,p, y Fi(pi) = pi. : i

Demostracion: Fi(p;) = 3p; + $pi = Jpins pum cuulqﬁicr"i
i = pi. &

homotecma
Los siguientes dos resultados nos describen la relacion cntre los elcmcntos de:D(AI); y '

las imdgenes de M bajo homotecias. En pnrtxculur en el segundo resultndo s¢ e fntun ol

resultado de la primera al tratarlo respecto a composiciones, - :

Proposicién 1.23 Seca po, p1,p2 una trinde no colineal, { F;} su sistema coﬁéspdndieﬁté y
sea M = |po. pr. |, entonces (M), = Fi(Al). Ademds Fi(Al) C M.

Denostracién: Por definicion (M), = Ingp.. 3MPis g”'lp'l por otro lado Fi(p;) = —p‘pj =
$p;pi para j = 0,1,2 por 1.22, y que por 1.17 podemos concluir que (M), = F;(Af).

Sea q = Mo(3mopi) + M(Gmpi) + /\2(27’21’-) € (Af)i con Ag + A +A2=1 Y, Aj € [0,1}], sin
pérdida de generalidad supongamos que i = 0, entonces q = /\o(l)o + o)+ 3 ,\,(pl + o) +
a2 + o) = 100 + M+ Adpo + $(0m + Ay + Japp) = (2 320 + 3p + $Aepa.

Esta es la cxprc&.néu baricéntrica de q con rcx:pccto a Po, P1,P2s quc es tinica por 1.7, y cs
claro que $Xo, $M1, 320 € [0, icho 1] yi+ 3Xo € [§,1] € [0,1] por las propiedades de la -
muh.lphcnclén cn desigualdades por £ > 0 Dc donde concluimos que (M); C A, B ’

Aliora veamos que este proceso se puede continuar, o iterar, pues nuestras homot.ccma L
cstan cn Af(R?), entonces veamos que en este nivel es vélido continuar con ln proposxcldn
1.23.

Proposicién 1.24 Sca Al = |po. py,pal, y { Fi} el sistema de homotccms respccto !
i=0,1,2, asumamos quec q; = F,.. F.,,,_,(p.) parai =0,1,2 ] N =F;
Fy . F (M) = (Fy.F,_,(M))i, € D(Fu P:..._.(M)) para_ todos’
{1,..,m} y todom € N,

B éntonees
(%I’l...’ +

Dcmobtmcxén Por 1 23, .,"(A‘l) = (M).,,, ysi N

) :
= _FH Fi- |(1)-...)+ FioFi (pi) = 2qlm
y csto succdc para i = 0 1,2, entonces por 1 17
tanto Fy,..Fi, (M) € D(F,..F,,,_,(M)). &
El siguiente resultado es esencial para las demostmcxones quc ha.rcmoa pues nos deseribe
las intersccciones de los trisngulos en D(AS ), y la rclucxén cntrc ‘estas intersecciones y los
puntos de S(AJ). . N

L thon V((N))
F....(M)‘- (N)xm € D(N), y por.lo




U V((M);) n V((M)j) ;

.JE(O 2}
c)Sip= p,p_,, cntonccs ne V((AI)A)

Dcmostrmnén a)Lo demostrareios pn.rn (A1 )o'} [€
(M) = |3pop, v, §p2pi]- Sea € (Mo N (1\!)1, entonc
icéntricas respecto (M) tenemnos:

T = flubo +/u[21npu] + o[ Spep) = popo + Smape + gllﬂ’l

= (§p0 + D + Sip+ S1um. i

Yrcapccto(l\l)‘ i S

&= 1’0[21'0111] +mp1 + va(3pa] = romo + e + ) + %Vepz + 3

= l"ul'o + (; l”n)l’l + ll/zl'z

Ambus coordenadas bnricéntricns son iguales por que pg, 1, p2 son no colincales y por
1.7. Por lo que 42 = e, fp0+ 5 = §vo0 ¥y Ja = § + 41, entonces jig + 1 = 1y y como
o, Yo € [0, 1], entonees no le queda mas que ser vy =1 y 19 = 0. Lucgo 441 =14 4+ 1 y como
v € 1{0,1] cntonccs /:., =1y u, = 0,loqueimplicn v = 1=~y =0 = 1= 4y = 1y = p13.
Por lo tanto & = glﬁn + zl'l = 2pup. € (AN (I\I)l Para i, j = 0, 1,2 distintos se obticne
3pipy € (A1) 0 (MDY, ademds 3p, 2] eS(M)y 21).1)_, € V((Al) )ﬁ V((AL);).

b)Si p € S(AI) entonces p = 3pagy con i # j € {0,1,2}, 3pspi € V((M)) y dpinj €
V((AI);) por lo que p € V((AI), )ﬁ V((Af);). La otru conteucnén se probé cn a).

c)Si p = ipip; € V((AI)A) cntoncca ]1 = ipip 0 p = pjix, lucgo lp.p_, = —p,p,,,
desarrollando obt(.ncmos shi+ p, = -p. 21); lo que implica p; = py y es una contmdlcclén,
para cl otro caso es lo ismo, por lo tanto 2p,p_, e V((A)). B

Ahora el siguicnte resultado nos da relaciones entre los vértices de cada N € D(AI ) y los
vértices ¢ hijos de Al :

Proposicién 1.26 Sea M = |q, q1, q2| un tridngulo en R?, entonces
a)V(ANYUS(A) = U V(N)

D(ar
b)Si N € D(M) Lntonccs V(N) NnV(AL) = {q}.
¢)Si q € V(AI) entonces existe un dnico N € D(M) tal que q € V(N) nV(M)
d)Si N € D(AI) es tal que pe V(M)N N entonces p E V(N) K

Demostracion: a)Como D(AM) = {(A)o, (M )1, (AM)2} entorices
‘H 2))"((“) ) = {70, 91,92, 300, 30002, sz} = V(M) U S(M). o

i€

b)Sm pérdida de generalidad supongamos que N = (M Jo- Entonccs (M Yo
190, 30190, 332G0] ¥ por lo tanto V((M)o) = {qo.zrlxqo.zrhqo}, Y. como: V(M)
entonces V(M) NV(N) = {qo}.

¢)Sea ¢ = q; € V(M) parai = 0,1,2, es claro que q. e V((M).), dc cxlst.l j i .
{0,1,2} tal que q € V((M);), por lema 1.25 tenemos g € V((M); )n V((Al)j) C=S(.M) pcro :
S(AM)NV(A) = 2. Por lo tanto q € V(N) con N = (M), N :
D(M) con csa propiedad.




d)Sea p = q; € V(M), entonees q; € V((M):) NN, si (M); #£ N, por 1.25, q € S(Af) N
V(A1) =@, lo cual no s cierto, entonces N = (Af); ype V(N). ®

Henios probado la relacién entre V(Af) y S(AM) y todos los vertices de los trisngulos
en D(M), estas son las relaciones que hay entre el tridngulo y sus estructuras mas finas
conformadas por S(Af) y D(A!).

1.3. Conjuntos de tricingulos y el tridngulo de Sierpin-
sky.

Definicidn 1.27 consideraremos los siguientes conjuntos:

Ko = {po, 1, p2l,
G = { Ko}, los siguicntes se definen recursivamente:

Gu = U D(AI) para cadam > 1.
MeGu-y

Ky = U M. al aubz’ndzcc mle llaman.mos el ondcn de rada uno de estos conjuntos.
MeGm

Notemos que G, para cudn m € Nesun conjumo dc t.ndngulo'i, nucntru.s I\,,. es ‘un
subconjunto de R?, -

Enscguida probaremos proposiciones rcfcrcntm alas r(.lamonm entre los elemun.oa de C',,,
y las composiciones de la forma F, ... F,, que cbtzin en Af (Rz) »¥ de esta forma obtcmlremoa,
una descripcién mds clara de G, : iy

Sca {F;} cl sistema de homotecias correspondiente a la triada py, pl, P2 “de puntos 1no -
colineales, de ahora cn adelante lo Hamaremos el sistema dc homotecias usocmdo al truin[.,ulo
M = |py, 1, p2l, 0 simplemente ¢l sistcma asocmdo a-A.. -

Proposicién 1.28 Sea {F;} el sistema asociado a 4\1 entonccs F;,. F},,, (M) G ,,vapain :
cada iy, =0,1,2 yl1 < k< m. : :

Demostracién: Por induccidn, s claro que (1\[). 3 G| pucs (\1), G D(l\o),y por 1. 23
(M)i = Fi(iy) para cada i =0,1,2, y por cllo cada una cstd en G). '

Ahora supongamos que Fj..F _ (M) € Gyt Tomainos ..., .iy- de tal manera que
por 1.24 Fy .. F, (M) estd en D(F;,...F;,,_ (M) y como Fj;. ..F,,,,_,(M) € C,,._, cntonces se
cumple que F,, F.(M)eG,,.0

Es necesario utilizar una notacién que intente reflejar mds claramente esta estructura
hereditaria de G,,, y nos aclare las relaciones entre clementos de Gm ¥ entre clementos de G,
para n# m.

Sea {F;} correspondicnte a Ko, entonces a F},...F;,, (Ko) lo denotaremos COlﬂO‘A[.‘,...i,,,.
Denotaremos a Ky como A, en algunos casos. De ahora cn adelante asumiremos que cl
sistema {F;} estd mocmdo a 1\1.. a menos que se diga lo contmno

Definicién 1.29 Sca S = {1 2,.‘ ,m} C'N, entonces decimos que A, = {o : S,, —
{0,1, 2}} es un conjunto denotador o ‘de tndices, y denotamos a M;,..i,, como M,, siendo
a(j) =1i; para j € S,,. Sim =0 diremos que Ag = {*} y M, = M. para a € Ag.
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Figura L1 Los shbfridi't:.cs que @lchqdm Aé‘M € Gyl

Esta definicién la utilizaremos en algunas demostraciones en este capitulo.

La proposicién 1.28 nos indica que A, € Gy, para cualquier « €'A,,. Como F; para i =
{0.1.2} cs biyectiva y pertencce a Af(IR?), entonces A, i, cstd bien definida, y adenids para
cada M;,..,, existird un dnico trigngulo Af;, . con 1 <n < mtal que F, .. F, _ (M, .i.) =
Mi,....i.i- Por lo tanto tiene sentido que xe(Al,, i, ); = Mi, ..., siempre que q; = F;, ... F;,, (i)
Yy V(}\l,,. im) = |g0. 1, q2], y entonces nuestra definicién es consistente con la composicion de
homotccias { F;} asociadas a Al..

Nos serdn de gran importancia los siguientes resultados, ya que nos describen 1a corre-
spondencia que hay entre A, y G

Proposicién 1.30 Para todo m € N, G, = {M.}oean-

Demostracion: Sélo hay que probar que G, C {M,}aea., Pucs la otra contencién ya se
probé. Por induccién sea N € Gy, entonces N € D(AL) y por definicién N = (M,); para
algiin i = 0,1,2, Como (ML), = F;(M.) = AL entonces N = AL; € {Ml,}aca,-

- Supongamos que cs cierto para m > 1 que G,, € {M,.}oean- Seca N € Giuuq, poOr
definicién N € D(L) para algin L € G, y por definicién N = (L); para algin j =
0,1,2. Por hipétesis de induccién existe @ = {i1,..,7m} € A, tal que L = Af,. Como
Fi . Fi Fi(Ko) = (Fi,...F;,(Ko)); = (L); = N por 1.24. Entonces N = Mj donde 8 =
{ivsenrimed} € Ausr. Por lo tanto heimos encontrado para todo N € Gy~ un 8 € A4 tal
que N = Mg € {MqYoeams: ¥ Por lo tanto Gusi € {Matoeam., B

La siguiente proposicién, aungue parece un hecho intuitivo que dos tridngulos dlstmtoa
en G,,, de intersectarse, lo hacen en un vértice comin, es un liccho que ncnc que probars(.
de acuerdo a nuestro desarrolio.

Proposicién 1.31 SiAM[,LNe€ G, yM #NyMON 9é @, cntonccs Mn N {q} ¥
{2} = V(AI) O V(N).

Dcmostraclén Por mduccu.’m si M N.e G, cntoncm M, N € D(Ku) v por cl lema 1.25,
MON= {p} yp e V(AI)nV(N) C S(I(o)

jll




Supongamos que m > 0, M,N € G, M # Ny MNN # @, entonces AINN =
V(AN N V(N) = {q}. Scan M, N € Gu1, M # N y M NN # @. Existen por definicién
AM' N' € G, tal que M € D(A'Yy N € D(N'). Si A’ = N', entouces A[,N € D(Al')
y porecl lema 1.25 AL NN = {¢q} € S(Al'} y {q} = V(M)NV(N). 8i M’ # N’, tencmos
©#AMNOANCMAN pues Af C A’y N € N'.por 1.23, por hipétesis de induccién .
AM'NN' = {q} = V(M')YN V(N') y por lo tanto {q} = M N N. Y por 1.26.d) concluimas
queqge V(M)NV(N). B

Otro hecho intuitivo es que un trifingulo dca:ccndncntc y un. punto hijo ticnen sslo un
trisingulo madre. .

Proposicién 1.32 Sca M € G~y y sean p € S(AI) ] N E D(AI), entonces M es ln dinic
con estas dos propicdades y conp € My N < M.

_1\{1\1} y por 1.23, N c Af
rto. Ppr lo tanto Al' = Al

MY:tal'que p € A, entouces
V(A!) nS(AI) =@y -esto o os

Demostracién: Supongamos queN € D(M' ) para’Al’
NAI'. entonces por 1.31 N C {p} =AM NN, locual 1o

Sea p € S(M), supongamos que existe A’ € C,,.
pe M NnM=V@rynv(a) por 131, por lo quo
cierto. Por lo tanto Af= A" R

En la siguiente proposicion probamos quc ln. corrcapondcncm mltrc A,,, y Gin €5 uno a
uno. : .

Proposicién 1.33 Para todam > 1, a,8€ A, y o« # B & M, # Mj.

Demostracién: Scan a = {i1,.,im} ¥ B = {j1, .0, jm} distintos y dividinm en dos casos:
Si ix = ji para todo 0 < k < m cutonces F,, # Fj,,, si suponemos Fy, .. Fy,_ Fi, (ML) =
Fy B, _ F;,. (ML), como estas funciones estdn en Af(R"’) entonces aplicamos las-m — 1
inversas y obtenemos F;, (AL,) = Fj,(AL), luego F;" F;,, (AL) = M. que en forma explicita
obtencinos

FJ:"F," =L._;- "Bpyn © B-lo Lpp,oB= L—mm °oBlo Lpp,n, © B = Ly, ~p,,» POT lo que
J... F; (pi) = pi + pi, — Vi = p; donde j le corresponde a cada i, entonces p;,, —
Piw = Pj — Pi para todo i y su j correspondiente, lo que nos dirfa junto con el resul-

tado 1.17 que Al estd generado por una triada colineal, lo que no es posible, entonces
F,, = F;, lo cual contradice que F;,, # Fj,,,. Si F,...F,_ (M) # F,...F;,_ (AL), por
1.24 F,...F, (M) € D(F.I Fi (ML )) y F..F, (M) € D(F;,...Fj,_,(AL)), por cllo
.,,,(AI) C F . F,_ (ML) F . F,_, (M) = {p} lo cual no es cierto. Por lo tan-

LO A‘I,. # M.

Por otro lado si Af, # My pcro o = {ij...i,,} = B entonces M, = F,,..F;,, (Ko) = My
que cs una contradiccion con A, # Ag. Por lo tanto a # B si y solo si M, #£ Ay B

Hasta ahiora hemos trabajado con las "gencraciones” de tridngulos, pero ahora estudiarce-
.mos lo que -iuccde con diferentes niveles de puntos.

DeﬁmcuSn 1.34 Sean los siguientes conjuntos:
Vo= {m.pim} Vo= U Fi(Va-1). Decimos que Vi esel conjs

o de 'y¢nicc37(le orden

m.

120




untos en V,, y los tridngulos en G,,.

'.85 Pamltodo m e N .-m cumplc Vin = U V(AL

: Proposncné ¢ 1
: MEG

Deniostracién: Por Inducc:én ‘Es claro que Vn = {po,,p2} = V(&o).
Supongamos que V,, = U V(M) param 21 . Param+1,sip€ Vi cntonccs existe

qe V,yJje€ {0,1,2} tal quc P (q) = p, por hipétesis de induccién existe Ny, i, € C.,. tal que
q € V(Niy..i ), lucgo Fi(N;,.. .,,,) = Nji,.im € G+ por 1.28, por lo tanto p € V(NV;;, ... )
Sipe V(AI) para A[ € G,u;1 entonces por 1.30 cxiste a = {7y, .., Tms1} € Ay tal que
A = M,, entonces Al = F; (M, ), POr 117 y por ser F;, biycctiva, existe ¢ € V(A,.0..)
tal que Fj (g) = p, pero por hipétesis de induccién g € Vi, entonces p € Fi,(V,,) y en
consccuencia p € Vi,41. Por lo tanto se ha comprobado la igualdad, B
En las siguientes dos proposiciones probaremos propiedades fundamentales de los con-
juntos V,,, tanto relaciones entre diferentes V;, como con los hijos y vértices de tridngulos en

G"I
Proposicién 1. 36 Sea m € N, entonces: u) Vin € Vi
b) Vi = VoU (Uv Via)y la unign es dts]unta o

Dclnmtracnén. n)Scu ME G,,., por 1 26 tcncmos V(M) ci “U V(N) c V(N) =

y
-Ne

/ey (V 1) C (V) cnt.oncu. T
7Y (V,n(vj_,)')nw C. ‘{,n((w)'n V) . Es vilido para i = 0
pucsV« l—zyV\V-l—Vo
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Proposnclén 1 .37 Scam € N, cntonccs a)V;,,“
b)vm-%-l ~ Vm = U S(Al) '

MeGw

U (V(M)usw))i

Dcmostrnclén a)Sea p € V,,...h ])or 1 3..) existe A
proposicién 1.32 cxiste un tinico Af' €. G,,. tu.l quc ‘A
V(I\I YU S(A!') por 1.26.

pPE S(I\l) para algin A € G,,. :
Sipe S(M) para algiin Af € G, por 1.26 existe N € D(M) € Gy talq
Al es la vinica que contiene a p por 1.32, entonces p € Vi N Vo B
El enunciado anterior nos caracteriza los puntos de ¥, en términos de vé
tridngulos en G,,.—1, lo cual serd 4til mds adelante.
Daremos un resultado importante que nos dice cuantos trisngulos pueden
sélo punto dado, dependiendo de si éste se encuentra en Vg oen V,, = Vp.'!

Lema 1.38 Sea m € N. a)Si p € Vy entonces existe un unico N € G,,.~tdl quc peV(N) o
b)Sip eV, — Vp entonces existen solo dos M, N € G, tal que PE ~V(N) NV(M

Demostracién: a)Sea p; € Vp. Por induccién, si m = 0 es claro que Py € V(AL ) :
existe otro con csta propiedad. Supongamos que P € V(N) para un tnico V. € G;;; 'yt >0,
Por 1.26, p € V(AI) para un tinico Al € D(N), si p € M’ € G,u41 N D(N), por 1,32 existe
un tnico N' € G,, ~ {N} tal que M’ € D(N'), y por 1.26 p € N’ﬁ N V(N’) f"l V(N). :
contradiciendo la unicidad de N. Por lo tanto A es vnica.

b)Sea p € Vi1~ Vi, por 1.37 se cumplc pe U S(AD),y por 132 existe un vinico M’ €

MEGm
G tal quep € S(M'), Por 1.25 M, N € D(AI') son Tas dinicas tales que p € V(M)NV(N),
por 1.32 A’ € G,y esla tinica tal'que p € M’, por lo tanto slo M/ y N cumplen con la
afirmacion. .
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Por induccién. Si m = 1, p € V; \ Vb entonces del pérrafo anterior se deduce que sélo
existen A, N € G, tal que p € V(A) N V(N). Supongamos que si p € V,, entonces existen
solo M',N' € G,, tales que p € M'N N'. El caso p € V41 ~ V4, ya se probo, sip e V,,
directunente de la hip6tesis de induccién p € AN N, por 1.26 existe un tinico Al € D(Al')
y N € D(N') tales que p € V(M) N V(N). Ml y N son los tinicos en G4y tales que
peVIMYNV(N)puessip€ V(L), L € Gyuay ~ {M,N} y por 1.32 L € D(L') para un
vinico L’ € G.,,, pero por hipétesis de induccién L' € {Af’, N'}, dedonde L € D(AI')UD(N"),
pero por la unicidad de las A, N en D(A'), D(N') concluimos que L e {A/,N}. @

Notacién: Sca p € V,,, sea {F;} cl sistema asociado a A, = |pg, p1,pal|. diremos que p =
Pigein = FigeeFireoy (Pi ). Para m = 0 esta definicién es consistente pues p; = Ii(py)-

LI

Denotninamos a esta notacién como la representacién de p en V,, respecto a {p5}i=0,1.2-

De lo anterior deducimos una cspecie de " coordenadas artificiales” que nos dan una idea
mis clara de la ubicacién de un punto ¢n cada V;, para m € N, y Ia siguicnte proposicién
nos mucstra la relacién entre esto y la descripcién de Gp.

00

b
\,

/

AN 02
l()o————»

\ /N

6—~~~—0———~-—-o
11 12 - . 22
: 21

Figura 1.3: Representaciones dep € Va

Proposncnén 1.39 Sip = Dig.iinr cntonccs pe V(I\lm imei)e Sip € V(A i...-.) cntonccs
’ p = p.,, e es una mpmscntaczdn ‘depen'V, ‘para algtin J =0, 1 2

Pam cl caso m > 0 cono p = F}n
117 17 € V(A[w lm-l)



Dcmostmcnén. Pam ol caso 1= 0 o3 cln.ro que la representacion dc pj-para j =0,1,2 cs
inica.

Sim >0 y p=p €V CV, cntoncw p € V(Al) para un tinico A € G, (1.38),
p = p; = Fj...F;(p;) con m composiciones, entonces p € V(Fj...F;(Ko)) = V(AL ;) siendo

5.5 = M, y como Fj...F; cs biyectiva, entonces pj es tnico para cl cual Fy Fi(p;) =py

Pj...; €5 su unica representacién cn V.

Si p € V,, — Vp entonces existen AN € G,, tal que p € V(A)NV(N). Al = M,
y N = My para o = {ig...im-1},8 = {Jjo---Jm-1} € A, distintas, F‘,o WFi_o y Fip Fy,_,
son bi\cctivn.s. por lo que existen Gnicos ., jm € {0,1,2} tal que Fiy...Fj,,_ l(p,,,,) =py
FyyeosFjp_ (P) = Py pero por el lema 1.38 no existe 7 € A, \ {a./3} tal que p € V(]\l.,) y:
por lo tanto p = piy...i,, = Pjg..jm 500 las tinicas dos representaciones de p en V,,. @

Hasta ahora no hemos hecho explicita la observacién de que los puntos ticnen siempre
un primer n 2 0 tal que p € V,, pero no estd en V,,_; si n > 0, por eso dnrcmoq la sxgulcntc
definicién.

Definicién 1.41 Sea p € V,,, diremos que el valor i(p) estd dado por mfu{n]p,e Vaboioo S

P € Vi son pig..iv ¥ Pit,..it,s donde iy =iy para n < I. < oy, y i

Demostracién:Por 1.32 y 1.37 existe un tinico L = |qo, ¢, qzl e Gy :
por 1.25 existen Af’, N’ € D(L) tal que r € V(AI'YNV(N'); entonces MY
para i # j € {0,1,2}, suponemos p = 1qq;. Luego existe un’ tinico .=
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tal que L = ALy, si n = 1 entonces My = K. Por 1.24 (L)i = My,..4,2i ¥ (L); = M. du-aje
Demos p = pig..in = Pi.. , dondedp = LsiO<hk<n—-2, i =isik=n—14 = jsi
n<k<m,asf tambitn iy =i, 0Shk<n—-2,ik =j=d,k=n-1,y i =1—1,._|,1: <
k < m. Como Fy.. F’u-zprl -Fj (P, rlu nn-ar(p.l) = Flu Flu-a(zplpl) = _(li'I' =p
¥ por algo similar l-‘,,,...F,,,_,I«‘,-F.-..‘F. (11,-) = p, eNtONCES Py, iy ¥ Pify...it,, SON BUS dos \inicas
representaciones en V. @

Ahora describiremos las estructuras I\,.

pm-tc la idea de la siguiente propuslcnén

i Proposicién 1.43 Para todo m € N, K,,+1 C K.

funcnén se le llmna el Operador de Hut.chmson.

Proposnclén 1.44 Para todo m € N, se cumple que K,,H..

Demostracién: Por induccién, si m = 0 es claro que G. = {AI |.i =10,1, 2} =
{F(Ko) | # = 0,1,2} y por lo ta.nto K ='~”‘U M ="U F(I\o) Supongamoq que
L i=0,1,2 =0,1,2 )

Ky = U Fi(Kyu-1) para m > 0. 8i 1\! € G,,....h por 1.30, M = M, para algun a =

i=0,1,2
{ioeim} € Ampr, 51 M = My i € G tcncmos Fio(M') = F,F,... .,,,(ko) = M, pero
M' © Ky, por lo que concluimos que Kuvi1C U Fi(K,). ®
i=0,1,2
En [Barnsley] se define cl tmingulo de Sierpinsky como el conjunto lfmite de una sucesién
de conjuntos obtenidos al iterarel ‘operador de Hutchinson en el conjunto potencia de R2
con condicién inicial A,, pero no utilizaremos esta formulacién.
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Deﬁnlcldn 1 45 Al con]unlo SG' e’ llamammas tndngulo dc S:c17nmk1 y quc

m>()

dcnotarcmas tambzéu par l\ Adcmds al con]uuto U V,,. lo denotarcmos por V..

m=|

Figura 1.5: Una aproximacion al triangulo de Sierpinsky.

Lo anterior nos da mas informacién acerca de la relacién que hay cntre las definiciones
referentes a los tridgngulos que hemos definido, que en la literatura son referidos como 2-
simplex, y el trataniento por medio de los vértices. De tal manera que podemos definir
las graficas que aproximen el tridngulo de Sicrpinsky y las definiciones por medio de estos
tridngulos "llenos™, En algunos contextos nos serd titil una y en otros contextos en &pccml‘
en los algoritios serd itil ia definicién por graficas. R

1.4. Gréficas y conjuntos locales.

Definicion 1.46 Una grifica I' es un par (V, A) tal que V son los vértices y A C VXV
son las aristas. A ecsta gnifica general también se le conoce como grifica dirigida. La gr(if ica
I’ es regular si no contiene aristas de la forma (a,a) tal quea € V. .

Definicién 1.47 Una grifica I" es no dirigida si dada (a, b) € A implica que’ (b a) € A.
asumniremos que (a,b) = (b a) cn nucsl.m mlactdn de lgualdad ¥ aaf denotaremos una arista

(a,b) € A.

Lns grificns con las que trabajarcnios en cbtctcxto serdn né dirigidas y regulares.

Definicién 1.48 Sea S un conjunto dado. " Unia: relacion de prozimidad R en S es una

relacién R C S x S que satisface: (a by € R > (b a) e Ry dondc (a,a) ¢ R para to-
doa€s.
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w
rlcfmmov cl crm]unto de aristas A, = {(r, y)|l ~ 1/}

Haremos la siguiente definicién de los conJlxxltqudcllirqxil‘nidt}d"_a un puntc

Definicién 1.60 Sea p € V,,, cousideraremos los éig e 'ﬂn'corij‘ tos: -
G,,.,.—{AIEG,,.IpGM} TRV ST i
I\mp = U M.

MeGump

;u » = U V(Al) \ (I)}

MeGm, .

' ,,(.,,,,,_{\/. w}

'/l ‘u:p-—':n.;v',
/W Ko ,,‘._ \Il n \/,
pelL

("m,p = {.\}

‘;u.p = .t

l\':um =N

A
\/

En la. ﬁgura 14 cst,é repr&cntndo cl caso en que p € V,,. Vo, y en la figura 1.4 el caso
cnqucpEVo L ” e




- Sipe V,,, 'y MEC, » cntouccs existe: M e Graital que p E V(M'), si I\I 95 1\1' cutonccs -
peEANN M V(!\!') n V(M) por lo quc p e V(I\I), y ala: llllblllll conclumén llcl,muoe, s
S AML=RAL ' v
i Obscrycm

uc G,,.',, c G,,. y quc V,,. »C V,,. l)ucs AI € G,,, »y cmouces V(AI) C \.,,

Lemn 1. ol St‘]) E V..’ culonces Viu ,,‘_ {re \,,.I.T ~ p} Sip € Vy entonces #(Vip) = 2 y
#(G.,. ,.) =1, 8ip€ Viu = Vi entonces #(Viup) = 4 y F#(Gup) =2

Dcmo.st.rucxén Si q € V., entonces para algin Al € Gy, g € V(M) y p € V(AI), como
M €'G,, concluimos que q . Si ¢ ~ p cntonces existe Al € G, tal que q,p € V(AL),

ademds ge V(AN {p} ¥ como PE AL eutonces A € Gy y o1t consecuencia ¢ € V,,, ..

Si p € V) entonces por 1.38 existe un tinico A € G,, tal que p € M, ademds #(V(Al)\
{r}) =2, ysip e V,,\ Vs entonces por 1.38 existen s6lo dos A, N € G,, tales que p € ATNLY,
porlo que Gy = {M,N} y #H{(V(M)UV(N)\{p}) =3 ~-14+3-1=4.0

A continunacién daremos algunas definiciones que usaremos en los préxinios capitulos y
probaremos algunas de sus propiedades.

Definicién 1.52 Al conjunto Vy le llamaremos la frontera del tridngulo de Sierpinsky y lo
denotaremos como @K . Consideraremos los siguientes conjuntos: Vi = V,\Vo y Vo = V4.
Ademds pam todo p € V)" denotaremos al inico M € Gyyy-y tal que p € S(M) como A, y
denotamos a S(M,) 0V Vi, como By, y lo Uamaremos el conjunto de hermanos de p.

B,=0

/N

En ln hgum ] 4 10.\, punt.oz, huecos rcprcscnmn a los hcrmanoq de p.
Obscrvcmoa que Vo= ( U V,,.) \W= U Vi \ Vo) = U v,

Proposwlén ,1.53 Scu p € V2, entonces B, = S(M)\ {p}.

Demoatracxén‘ Scn M = |p1.p2s paly luego p = Ipip; para i 7‘ _1 € {0,1, 2}, pE (1\1,,), .
.38 son 105 limcoh con esa propicdad, entonces ~ pk Dy P~ 27)")}, mnbos ‘

puntos ‘pertenecen- a S(M,)'y a Vigyps y como S(A,) N {1 3hipi} = { DaDis 2p,,p_,} entonces lu

k |gunldad entre B,, y S(AM,) ~ {p} sc ha comprobado.
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1.5. Topologia y continuidad.

Enunciarcinos algunos resultados de topologia y continuidad que serdn m(hbp(.m,;\blcs n
lo largo del presente trabajo.

En la siguionte proposicién usareinos la topologfa usual de R? y una propicdad importante
que serd la que probaremos es la de que el tridngulo de Sierpinsky es un espacio (.ompawt.u
con la topologfn relativa de R2,

Proposicién 1.54 Las funciones afines son continuas.

Demostracion: Sea f = Ly, o A, la funcién L, es continua pues para todo € > 0 y & € R?,
demos § = € de tal forma que si y € Bs(x) entonces d(Ly(y), Lu(a)) = & +b—y = b|| =
la=yll =d(r,y) <d=¢.

A es una funcidén lineal la cual es continua en espacios de dimensién finita; y como la
composicion de funciones continuas es continua, por lo tanto f es coutinua. @

Definimos funcionales afines f : R? — R de la forma que f(x) = A(x) + b donde A :
R? — R cs lineal y b € R. Entonces la funcion es coutinua pues A es continua, y de la misma
forina que arriba se prueba que la funcién Ly, : R — R dada por L,(x) = 1 + b, cs continua y
por lo tanto la funcién f tambicn es continua. Simplemente las llamaremos funciones afines
deR? aR.

Enunciaremos la signiente proposicion, la cual no probaremos pues es una prucba de
geometria que podemos cncontrar cn [Ryan] y [Fleming].

Proposicién 1.55 Sca Al = |po,p1,pal, entonces Diam (M) = max(d(pi, p;)).
Proposicién 1.56 a)M = [0, p1,p2] es cerrado. b)K,, es cerrado. ¢)SG es cerrado.

Demostracién: a)Como los puntos pg, p1, p2 son no colineales, y sean Qo = (0,0), ) =
(1,0), Q: = (0,1) que también son no colineales, por 1.9 existe una tinica funcién affn f
tal que f(p) = Qiy i = 0,1,2, f s bLiyectiva por 1.11 y por esto f € Af(R?), entonces
F(AD) = |Qou, Q1. Q2], es claro que la imagen inversa de |Qq, @), Q2| s M. Por otro lado si
T = AQo+MQ1+A20Q2 con Ag, Ay, Az € [0, 1] y Ag+A+A2 = 1 entonces & = (M, A2) € [0, 1)2,
pero como 0 € Ag = 1 — Ay — Az < 1 entonees 1 > A + A > 0, que implica Ay + Az € [0,1)
y (A1, A2) € A = {(Ai,A2) € R?|Ay + A2 € {0,1]}, entonees |Qo, @1.Q2] = [0,1)2 N A pero
si h : R?> = R sc define como h(z,¥) =  + y, que sabemos que cs continua y entonces
A = h~Y([0, 1]) s cerrado, en consecuencia |Qp, @1, Q2| es cerrado, por lo tanto M es cerrado.

b)K,, = |J M es una unién finita de cerrados, por lo tanto es cerrado.

AEGm

oo
¢)SG = (N Ky cs interseccion de cerrados, por lo tanto es cerrado, B
m=0

Ahora probcmos que SG cs igual a la cerradura de V., para lo cual- rccordcmos que
estamos asurniendo que Ky es equildtero con Diam(Kp) = sup{d(z, 1/)|r, yE 1\0} lgual ali

Lema 1.57 a)Sca F una homotecia con razén r, entonces para todo x,y € R?, . :
d(F(x), F(y)) = rd(x,y) b)Sea A C R? tal que Dtam(A) < 00, F una homotecm con mzdn
r, entonces R R :
Diam(F(A)) = rDiam(A). . B
¢) Si M € G, entonces Diam(M) = ,‘T',—,
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-Demostracién: a)Scan x,y € R2, como F = L,o B para ¢c € R%y'B = rld con
T > 0, entances d(F(x), F(y)) = |Bz+c— By — r|| ||B(a: =), entonces ||#{x — y)f| =
r llr =yl = rd(x,y). ‘ ‘

b)Los conjuntos E1 = {d(2',y)|z,y/ € F(A)} y E2 = {d(F(x), F(y))|:r. y € A} son
|gunlc:~., pues d(x',3/) € E1 cntonces existen x,y € A tales'que F(z) = z' y F(y) = 4.
Entonces Diem(F(A)) = sup E1 = sup{E2}, por otro lado como d(F(x), F(y)) = rd(x,y),
entonces rE3 = {rd(x, y)|r,y € A} = £2 y por lo tanto sup E1 = suprE3 = r sup £3, csto
debido a que r > 0 y suprE = rsup E, E C R. Por lo tanto Diamn(F(A)) = rDiam(A).

c)Por induccién, es claro que Go = {Io} y Diam{Kp) = 1. Supongamos que dada
m>0y M € G-y, tenemos Diam(M) = -r'rr Sca N € G, por 1.30 N = Al, para un
a = {i..i,} € A,,., dc (Iondc N = F; (M;,..i,,) pero M, i, € Gy, entonces Diam(N) =
L Dian(Myy.0.) = szt = 5. B

Proposicién 1.58 U Vin=58G. SG ¢s compacto

m=0

Demostracién: Como I, C K, y V,, C Vi, sin <'m, entonces V, C V,, C Ky, C Ky,
cntoncc:s para todo m > n V,, C K, pero también Vi C K para toda m > 0, entonces
V, C ﬂ K, pero csto sucede para cualquier 1 > 0, entonces U Vimw=V.C SG Como SG_
cs cer::ulo entoncca V., c SG. e Lo e

Seax € ﬂ I, para todo & > 0 existe m € N tal que 517 < 6, x € Ky, pucs cstd cn todas

m=|

clltu-'-. entonces existe A € G,,, tal que z € Af, si P € V(M) cntoriccs dip,z) < Dimn(l\l) =

5% < 6 y por lo tanto para todo § > 0, Bs(x) N U Vi # 2. Por lo tanto € . pnru todo

x € §G y concluimos que SG € V.. i T Do
SG es cerrado, cs acotado pues Diam(fg) = 1 Yy SG C l\u, cntonc& Bz(po) contlcnc a
Ky y por esto Ky es acotado. Por lo tanto SG es compacto, Bl
Con lo de arriba hemos mostrado que SG es un espacio topoléglco dondc los nblcrto:, cn
esta topologfa son los que estdn dados por la topologfa relativa inducida por la de R?

Definicién 1.59 Una funcidn f : SG — R es continua si lo es mpecb a la topologta relativa
de SG en R2. y restringiéndola a SG. En otras palabras, fes continua si y solo si para todo
€ >0, cxiste § > O tal que si x,y € SG con d(x, y) < 6, implica que |f(y) — f(z)| < e.

Pcro muchas veces para probar la continuidad de u'na'funcién ¢s suficiente probaria ¢n
un conjunto dcnbo en el que es posible trabajar. mc_]or, ‘por. lo.que formulamos el siguiente
rc.sult.udo Lt Ce .

Proposncxéx{'l.GO f : 'SG = lR csfcontihua‘ si'y solo’ 'es' dniformemente continua en V,.

Dcmost.ramén. Uscmos ¢l hecho dc que V, es denso en-SG,y t.ambx(,n el resultado clasico
de andlisis [Rudin] que establece que una funcnén quc ‘va'de un‘espacio mnétrico X a R os
continua si y s6lo si cs umformcmcntc contmua en'un dcnso Ecx.m

' ‘_22‘, :



Observemos que si una funcién es continua en JR’ ¥ comno SG hcmda lu topologfa (lu 1R2 :
entotices serd continua en SG.

Para futuras definiciones ncccmmrcmo:, una funclén quc sca affn por trzuno:, y contunm
Primero probaremos que una funcién dcﬁmdn por, pcduoh quc se: mtcrscctun cn puntm
mslmlm son continuns. I

Lema 1.61 Sean j=1,.m, C; con]untas cerrados contcmdos en lR"‘tales qu(' B U (C_,

Cr) es un conjunto finito. y f;: C; —= R juuuoncs contmuus talcs' quc j,

{ f; (q) pum‘
x € CiNCx yj#k, enlonces la funczdn g UCJ —R dcfmda como’ gl )

Ji(x) pare

x€ CJ, es cmnmua

" Demostracién: Sea £+ > 0, entonces hay dos casos: Sl z e B bcl‘l T —-;V{Jll e C} ¥
Ji= S NIy lucgo para todo j € T existe 6; > 0 tal que si’ ;/ e B‘;j(.r) N Cj, entonces

' lfJ :/) - f,('n)l < ‘e Sead = mm{& } ¥ como UC ~ U Ci'es un conjunto abierto, existe
‘ :6" >0 tal que BJ'(J‘) N J Cr = @, por lo que darcmoe. 6 = mfn{&' 6” } “Entonces para todo

Cye B,s( 1) estd contuu(lz\:’cn By, (x) yen C; para j € T, por lo tzmto If(;z/) —f@®)| <e y
' cono U C;iN Bs(x) C U C entonces g estd definida en U [/ ¥ por lo t.unto g cs contlmm'
en x. Por otro lado si x e Cj~ U C el cunl cs ablerto cn C_,, cntonc& cxu,tc 6’ > O tal

que Bg(x) N UC;. =gy dnda e > 0 existe J; > 0 tal’ quc pnm t.odo Y € B,q(:) con

& = min{d’,d; } 1mp11ca que | f3(x) — jj(y)l <&y como g(y) = f_.,(y), cntonccs g"

cn . Por lo tanto g es contmuu en UC a
. =0

5 contm\m a

Definicién 1.62 Para p E Vin flcmos la funcion " ‘: Ky,— R Como.
sap(r) =0 sixe (Ky = Kup) NSG. ) .
"'(T) =1~(p+pz) siz € M =|p,pi,p2| € G, tal quez = (1 px m)po+mp1+mm .

y commlcraremos an m.slrmgzda a SG.

. chnos qnc 1],'," : 5G = R es continua.

Proposncxén 1. 63 7, es continua para todom >0 y para todo p € V,

Demostracién: Para todo A € Gy la funcién cs continua en Ky, pues si M € G, NGy
entonces 775" |ar = 0, si M € Gy, cs una funcién afin y por lo tanto continua en todo'A € Gy
y estd dcﬁmda en V,, pucses 1 en p, y es cero en V,, ~ {p}, luego porel lema 1.61cs contlnun.
Por lo tanto la restriccion a SG es continua. B
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Capitulo

Diferencias Armonicas.

2.1. Las Diferencias armoénicas.

En este capftulo desarrollamos las diferencias armdnicas, y basandonos en los conceptos
desarrollados en el capftulo anterior, construiremos funcionales parccidos a al caso de los
funcionales de diferencias discretas en los reales. '

Definiremos ahora nuestro espacio de funciones en el tridngulo de Sierpinsky. De aliora
cn adelante usaremos i en lugar de SG para denotar el tridngulo de Sierpinsky.

Definicién 2.1 Decimos que R(K) = {f : k' — R} es el espacio vectorial de las funciones

de K aR, con la suma y lo multiplicacidn por escalares dadas por (f +g)(z) = f(x)+g(x)y - -

(rfY(x) = rf(2), donde [,g e R(N), r € Ry a € K. Diremos que C(K) = {f: K =R | [
es continua}, es el espacio de funciones continuas. -

Observemos que C(K) es un subespacio de R(K), pues la suma de f\mcxoncs (:Olltllllli\b
es continua, y el producto por un real también, _
Ubﬂl‘cll\Ob la norma para el espacio C{/') dada por || /]| = sup (o), y rccordcmos quc un

ce.pacm normado cs completo si toda sucesion de Cauchy convcrgc en este espacio. Uam’cmob
la métrica d(f, g) = ||z — ylj obtenida a partir de la norma definida arriba,

Proposncnén 2.2 C(K) con la norma que definimos es un espacio completo.

Denostracién: Sea {f..} € C(K’) una sucesién de Cauchy, entonces para todo € > 0
existe' N € N tal que para todo m,n > N tenemos ||f,, — full < &, pero por otro lado
_para todo x € K, |fiu(x) = fulx)] < | fin — full < &, por lo que cumple con el criterio de
convergencia de Cauchy, y ademds es uniforme y las funciones f,, son continuas, por lo tanto
converge a f € C(K).. @
Ahora definiremos Ias funcionales que seran fundamentales para construir ¢l Laplaciano.
Los resultados que utilizamos para probar el resultado anterior se encuentran en [Rudin).
Hemos probado que ¢l espacio normado C(K) es un espacio de Banach (normado y com-
pleto). Ahora construiremos los funcionales mds importantes del presente trabajo, pues nos
permitinin construir ¢l Laplaciano y las funciones arménicas.
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Definicién 2.3 Sea f[: K = R ype Ve, darcmos !oa funcwnalcs A,,..,, TR(K) =R dela.
siguiente forma: : i . ]

Am.pf = Z (f((l) f(]))) = E f((]) 4.’(”) o

1€V Viny

A Ay, le UHamaremos la dt[cmncm me- 'anudmca dc f cn p G V,;:.: :

El artfeulo [l\u,mm] cn cl que se lmba wtc trabnjo dcnota a lu

Proposicién 2.4 A,,, es lineal y continua,
Demostmcién: Sean f,g e C(K)yc € R; éritdncog A
4(cf +J)(r) = Z (cf(q) +9(7)) —4cf () —- 4q(v) =

Vinop

ol ¥ fa) -

4EVimp 4€Vin. .
. Un operador T entre dos espacios de Banach X ) cs acotado, s exuatc C’ > 0 ml quc

para todo x € X, ||Az]ly, = Cllz|x, y ademds un opcmdor es- Lontmuo bl es acotzulo

(Yé{\se [ROyden])i de donde |Am.pf| = \ Z (f((I) f(p))i - Z l(f(‘I) f(p))' |)Ol‘ lll

Vinp 4€Vanp

desigualdad del tridangulo, lucgo

Z;: [(fla) - fF(o) < Z @+ 415 @)

4EV,,

; |f(q)| +41f(p) < Bbllp |f(z)] = 81 fll, pues recordemos quc #(Vin, ,.) = 4, por lo
4EVi.p
tanto A, resulta ser ncotado y en consecuencia es continuo. @

A partir de ahora utilizaremos la convencién de denotar a f(q;) = fij, 2 menos que exista
una ambigticdad al designar a los puntos de otra forma, de acuerdo al trigngulo |qo, g1, ¢2|
con respecto al que se tomen los fndices, asf también utilizaremos la notacién A, ;.

El siguiente teorcinn es de gran importancia en los préximos capftulos, pues cuando
construyatnos las diferencias arménicas y queramos igualarlas a algiin valor dado entonces
surgirdn sistemas de ecuaciones "locales”, asf como para demostrar unicidad de expansiones
armonicas.,

Lema 2.5 Sea M = |q, qi,¢:| € G, entonces dado el sistema de 3 ecuaciones de 3 incdy-
nitas qor, qon tha:

—4f(gn) + f(qo2) + [q2) = glam), -

Jam) = 4f (qo2) + [(n12) = 9(q02),

J{go1) + f(qu2) — 4f(q12) = g(q2).

Tiene una tnica solucidﬂ‘ :

Sam) = =59(qm) - J(fluz) — H9(a),

Hao2) = —T,J(’lm) ,og(fluz) - —'0((112),
J2) = —359(a01) = 759(q02) — {59(Mma)-
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Toorema 2.6 Sea M = |po,pr,p2] € G i f V(ADUS(M) = R yg : S(}\I) R,
mtonces pam cualquzcr P=py € S(AD), ‘ ,,..H,,,f = q(p) sty sdlu si f(p) : (j(p,) +

Jp3) + Zf(m)) - Z J(’l) - 109(]’)-

Duno&tmmén Sin perdida de gcncra.lldml suponemios que i-= (0. = 1, sea fij = f (]), j)
y r/., = g(pij), sdemsis Viur1po, = {Po, Poz, P1, pra} entonces
Aycronf = fot+ fi + Joz + iz —4for = gor-
Reescribiendo: fo2 + fiz = 4fo1 = go1r — fo — -
Andlogamente para i # j arbitrarios en {0, 1,2}.
Entonces se genera cl sistema de ccuaciones

Joo + fiz —4for = gor — Jo = Jr.= x(pm) o
Jor + iz —4fo2 = goa — fo — f2 = z(paz) R . . 2.1)
Jor + Jor —4S12 = gh2 = fi — J2 = x(p12) : i

o bien Z f (q) —4f(p) = 9 — f. - f, = -T(P-j)

Por 2.5 tlcue solucxén
= —i5alpis) = (i) = S, pnra {z.J.k}

{0,1,2}, luego

fij = —'1‘6(9-1 f- _'fj) '—'(l-'a(éak
e +5)+ |ofk ~ w6+ g

= ,,(f. +Ii+ zm 0}
R qEB}:u‘,‘_
‘1o cunl anc pam p= . pij con i #£

{0,1;:2}, y. concluimos que .

| 2_‘;




o

Fa=gUit L4300 = ZJ(q) T S 22)
k=0 . - R . . i ' -

0 €z,

Esto se cumple para cualquicr p € S(M) y M. € Gu. Por otro lado (2.2) es la tinica

solucién del sistema Y- f(q) —4f(p) = :r(p.,), por cl tcorema 2.5, y por lo mnto cumplcn
g€y

D] = y(p). B

La solucién de A1, = g(p) existe y es tinica dados j'(q,) para q; € V(I\I) y l\[ e G,,..
y la que se ha obtenido (2.2) es la solucién de dicho sistema. En el desarrollo del presente
trabajo esto nos serd iitil para hacer la "metamorfosis” de un tipo de cxprmnén aotro yn sea
para simplificar o desarrollar, segin sca el caso. : o .

Ahora procederenios a definir los sobrinos de un punto P e V,{:, '.cm,amoa preacntc que
#(Gup) = 2,y que N; no es lo mismo que (NV); hasta que conmdcremoa lo contmno ‘en’el
capftulo 4.

Definicién 2.7 Sip € Vi y Gup = {Ny, Na}, considc/mf’c‘mo.g‘él‘ conjunto R
S(N2) N\ Viuaye T :
En la figura 2.1 se ilistran _cada uno de estos

Proposicién 2. 8 a)Sean p € V,:: y G ,; = {N;, Ny }, cntanccs V,,,“,, C, S(Nl) US(Ng)
bJ#(Ronap) =2 , i

Dcmost,rnmén u)Scan N € D(Nl) y N, € D(Nz)' como N,,N, € G,,.H ¥p e N, l"l N;.:
entonces Gy = {N7. N'}, luego V(N{) € S(V) U V(Nl) por-1.26 y ndem ] V(N,’) n;
V(Ny) = {p}, por lo que V(N]) ~ {p} € S(MN), por lo mlsmo V(N;)," ‘
concluimos que Vi1, € S(N1)U S(IV). .

b)Con base en (a) y dada i = 1,2, tcncmo:. que. V,,..H n S(N.) _*

N <1

HVIN ~ (7)) = 23 #(SIN) = 3, por o ue #(S(N) v,,.+1.p) = #(EW (v'(bN,') \f'f“ -
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{PrM = 1. Por otro lado la unién (S(N1) N Vst p) U (S(N2) N V,,._,,, ») CS dnsjuntu, por lo quu o
#(Riviap) = #(S(N1) N Viurrp) + FHS(N2) N\ Vi) = 2. :

Para describir la relacion entre Apsry ¥ By HCC(}hltmnOS cl siguiente reaultndo quc noe,'-‘
servxrd para separar sumas de valores de una funcién en los puntos "mds” cercanos a p.

Proposnmén 2.9 Sipe V4, entonces {p} U ViU Vinsrp U Ry p s una umdn (lw]untu B

Dcmostracién: Sea G, = { N1, Na}. Es claro que p € Vi pU Vs por lﬂb dcﬁn\cnonw.
también Rusap C© S(N)US(N) de donde p ¢ Ry e C

Si g € Vi py N Vg1, tenemos ¢ € V(N JUV(N,) y g € S(M)US(VL) lo cuul contrudlce
V(N:) N{(S(N1)U §(N,)) = @ parar = 1,2 por lo que Vyu,, N Vs, = @. Por otro ladoi
Ryps1p © S(N) U S(N,) y por un argumento similar tenemos que Ry, NV, = 2. "

Finalmente Rygqp O Virirg = ((S(N) U S(N2)) \ Vi) N Vi p = 9.

Por lo tanto {p} U V,,,, U Viui1 4 U Ryppr,y, o8 una unién disjunta. @ -

El resultado anterior nos sera de utilidad para probar lo que basicamente es'la rclucuSn
entre Ay y Am+1,,. parap € Vo,

Notemos que si N = |go, q1, g2} € G, entonces q ~ oy G2~ o, también pm‘n i#je

{0,1,2} tencmos g;; o ‘g Para k€ {0,1,2} N {} v 4i; ol q,A para k € {0,1,2} ~.{7},

ademds Ry, 41, NS(N) = {qi} pues g € S(N) no se relaciona con ¢; en V,,,41. Lo que hemos
hecho nos ayuda a dar una descripeion explicita de los conjuntos Vi g, Vinatn y Rypype

Proposicién 2.10 Seap € Vi, entonces
SA,,. pf = 0Am+l pf +2 Z Am-H :lf + 2 Am+l.n,f

4EVmpap HERm+1.p

Demostracién: Supongamos que G, = {N, N'}, luego N = |qo, q1. @2l y N' = |pg, 1, 1),

supongamos ademds que p = go = py, de tal forma que Vi, ,, = {q1, 02, p1, 92}, luego Viugay =

" {01,902, Po1: Po2} ¥ Rusrp = {q12.M2}. Que concuerdan con la observacién ya hecha y con
#(‘/m+1,p) = #(‘/m‘p) =4y #(R-"H-I,p) =2,

Dcmos‘vulorrés Y(F’ng\’u-‘a 21) e RO
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=f(m), A2 = fl@), A} = f(m), Ap=f(pa) -
Vi = flam), Va = flgo2), Vi = [(po1)s V2 = f(m2)
R = f(qz), R = f(m2)
Finalmente F = f(qo) = f(m0). Alora calculemos las diferencias:
38,  =3(A1+ Az + A} + Ay —4F) = 3A, + 342 + 3A) + 34, — 12F
5Appf =5(Vi + Vo + V) + VJ — 4F) = 5V, + 5Va + 5V + 6V - 20F
Apprgrf = F+R+Va+ Ay —dVi Bugef = F+ R+ Vi + Az - 4V,
Amd-l.li)lf =F+ R+ v2’ + AI] - 4V]’ Am+l.p()2f =F+ R+ "'1' + A’g - 4V2' ’
Avvl+l.l,l2f = Al + A+ Vi + V2 -4 Am+1.pl2f = AI| + Aé + “1’ + vz’ —4R .
Luego calculamos las sumas: E
2 > Anyigf =24F 4+ 2R+ Ay + A, — 3V -3V + 2R’ + A} + Ay - 3V — 3V))

HEVim41p

=24, +2A4; — 6V| —GVa + 4R 4+ 2A] + 245 — 6V} — 6V +4R’+8F
Z Alll+ll[f AI+A2+‘ +‘/2_4R+AI+A,+‘/|+V2 4RI
qERw 4y

haciendo la suma 58,41, +2 Y Am+1 wf + S Aumiiaf

4€EVina1,p HERm+1.p
= 3A; +3A2 +3A] + 3A, = 12F = 3A,, ¥ se ha terminado la prucba. @

2.2. Funciones arménicas.

Definiremos en esta seccion lo que son las funciones m-nrmémc&m ¥ armdnicas en Ky en
algin Af N K para cada M € G,

Definicién 2.11 Considcraremos los szgumntcs con]untos dado M € G,,:
'K Al = Kn A[
VM V.N AL,
= (V.\ V)N AL

Observemnos que si Af = Rp entonces Ay = K y V(', =

Como el tridngulo de Sierpinsky es un conjunto autou.mc.)antc [Burnslcy], cmoncc:, 'odc-_ :
mos estudiar el comportamiento de una funcién en Ky, con respecto al de K’y recfproca” : o
mente, de tal modo que las funciones m-arménicas se comportan como hechas de funcloncbl_' f
armdnicas por pedazos. El siguiente resultado nos dlce como dcbcn ser los puntos que cncn
dentro de M. . :

Proposicién 2.12 Sea M € Gy a)Sip E
b)Va NV, = V(ML)

iy = U Kn.
NeB(An

&, entonces i(p) >m..




K1 = U Ky, por lo, tnnto 1\ M. C U I\N Por « tro
NeD(AN) o NeD(M) -
K ﬁNCNcM porloquc U KNCI\M.I

NE IJ(AI) :

para probm‘lo necesitamos los mgunentcs lcmu.'s En'cl i pnmcro
funciones, lucgo se prueban ciertas acotaciones para cst.a bllchlén, lucgo
finalimente la convergencia de las sucesion. : !

Lema 2.14 Sca g : Vo — R. Construyamos la sucesidn vdc.»fﬁn
la siguiente forma: RN i
i)foly = g Sl
i) fm = Z Sud@)ny' para todo m 20,

1ll)fm—l ]\.,. fm‘Vm

u)fol\n =y
b)fmw-ll\m - fmlh,.y
“)Am—l pfm-H =0 para m > 0 yp E ‘/m-Ht J

d)dy, < (3)" do donde d,, = mix {fm(P) fm(q) Iv ~q,pqE€ \} para m € N

Demostracidn: a) fo ya cstd dada por g,

L) fu-1|V = Jinlv, cstd dada en una de las condiciones. '

Para c¢) y d), la hipétesis de induccién serd que c) y d) son. vzihdes para'm > 0.

c¢)Hay dos casos, p € V4 \ Vin 0 p € V.. En el primero, la condicion (|v) c:«. cqmvalcntc
n Anstpfmse1 = 0 por cl teorema 2.6. Si p € V,,, por 2.10 tenemos . :

m,pfm—l =34, ,lfm = ‘JAHH-I ,:fm+l +2 Z Am+l.qu+l + 2 Am-H.qqu-

GEVim+ 1 q€Rumt.p
estatnos asumiendo Ay, ,:fm =0,y Am-H,qan—l =0 paraq e ‘/"H-I.punm-t-l.p C Vm-H \Vm(PO"
2.8) . Por lo que concluimos que A1 pfrast = 0.
d)Sean p,q € V4 tales que p o entonces existe A € Gy’ tnl quc mage V(M), por. .
1.32 cxiste un tinico Al = |go, i, q2] € G,y tal que AL € D(AL'). Sea {z,J,l»} ={0,1;2} tal
que A = (M"); y V(M) = {4i,qij, qic}, supongamos que p = q,j Entonces V((]\l'),) ~ {p} =
{4i, qgix}, por lo que g cumple dos casos: : : )
Si q = q; entonces
1finsi (D) = frnmr(@i)| = | (2fm(qi) + 2fm(‘b) + fm(’ll)) fm('ll
= 'I2fnl(‘h) + fm(qk) 3fm(‘1t)| S 5 lfm('b fm(ql)l + Ifm(‘b) - fm(q')l 4.
|fm(’lk) —fmla) < 5 5 nmx {lfm('h) - fm(‘ll)l} = 5 -

Si q = qi. cntonces

=0 pucs'

an‘




lfm+l (1’) - m+l (‘llk)l —l (2fm(fh) + 2fm(q,;) + fm(flk) (
|fm(‘71) - fm((lh)l < 5‘]"‘(’11) fm((lk)l " m"x {'fm((l )

€(0,1,2}
Lo que asegura que | fue1(9) = S (9] 'S —d... para todo'p,

por lo tanto dy41 < 2din. DL donde concluunob quo_d +

Lema 2.15 La sucesién construida en el lema antcrzor cumy _‘ las “siguien pr'"'
param € N: 2
: a)Para todo NeGuyre Ky, Ifm-é-l(a') fm(-" )l < 'Em(‘ﬁ) |fm+l(l’) - fm(l’)l
b)Pam todo xr € K, |fm+l (T) - fm(J:)l < max |fm+l(p) fm(p)l
PEVin+1\Vin

Demostracion: a)Sea N’ € G,,,41, existe un tinico N € G,, tal que N’ € D(N). La funcxén
fon s affn en N’ pues cs affn en todo N, y f.+1 cs affn en N’ por construccién, entonces la
funcién affn f1 — finlve alcanza su mfnimo y su mdximo en V(N') pues N’ s un polfgono
convexo y compacto (Véase [Fleming]) y en consecuencia fuss — finln alcanza su miximo y
su mfnimo en V(N)U S(N).

Sea N = |go, 1, q2] € G tal que x € Ky, y definamos vi; = fii(qi) — finlqy) para
i,j=0,1,2. vy = 0 por definicion de fy,+1, sean a = min{vi; | 4,j = 0,1,2}, b = mix{v;; |
i,j=0,1,2} y ¢ = max{|a},[b]}, lucgo ~¢c £ a £ b < cy -¢< -b <€ —a < ¢ porlo
que {a,b] € [—e. ] y [-b, —a] € [—¢,¢] y en consccuencia si ¥ € [a,b] entonces —y € [—e¢,c}
¥ |y} € c. Por otro lado para todo x € Ky tencmos que ¢ € Ky para algin N’ € D(N)
por ¢l resultado 2.12.(c) y por ¢l pdrrafo anterior tenemos quc 2 < finpr(z) = fu(x) £ b, en

consecuencia |fu+1(3) — fin(@) < c = g(lg)‘c,z)ll i = #Je(ul |v.J| pues 0 < || para todo
reR.

b)Seaz € K, como K C K, existe N € Gy, tal que & € N, entonces | fyns1(2) — fin ()] <

mx |f...+|(p) — fu(p)| € et | fa1(P) = fiu(p)) pues S(N) € Viuyr \ V., por lo tanto

lfm-‘-l(:r) fm(:r)‘ < EJ“}."SV Ifm+l(p) - fm(p)l pam tOdO T e K.a

Lema 2.16 Sea {x,} C R una succszdn tal que lz:k.n - zLI < cr‘ pam algin in e N ¥ parc
todo k > m € N, entonces {x.} converge.

Dcmost.raméw Sean>12m, cntonces haciendo " suma telescépica.“btcncmos‘

n-1

e — 1‘1| ?zkH -1 2|$k+| - :c;,l ch" m=. Por otro lado como

llm =08 e [0,1) entonces pm'a e:> 0 existe m G N .tal que r™ < £(1 — 7} y para

l > m se cumple ¥ < 7™, luego como 1 ~ "~ <.1 para n > { entonces (1 = ") < ' de
" donde ' — 1 < v < ™ < £(1 —r). Por lo que {74} cs una sucesién de Cauchy y por lo
tanto converge a algin T€ R. - .

Lema 2.17 La‘auceszdn de juncwncs del lema 2.14 g: unifu. te

Dcm%tra‘nén' Sm e ‘,m-H \ Vin tﬂ'l que lfm+|(T) fm(z)| Ifm-H(p) - fm(l’)l para
todo x: € K (Por 2.15), sea My, = |qo, 01, G2] € Gy ¥ Supongamos p = o1, entonces
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© FuD) = fnqa)iy(p) + fm(q:)n,',',‘(p) + fm(flz)n.',','(p). como p = 2rlorn =T
tenemos 1],,"(7:) =un(p) =4 y nja(p) =0, por lo Lnnto . ; k

({... (1) = 3(fulq) + fu(m)). Tutego finsr(p) = $(2/in{0) + Zf...(rn) + fm(qz)) y dcbﬂrrol- E
lando: :

Ifm-H (1’) - fm(p)l = |4fm(q0) + 4./"1(’“) + 2fm(‘12) 5fm(’lo) - Ofm(fll)l
l?lz m((IZ) fm('l()) - fm((ll)l < m(lfm((h) - fm(qo)l + |fm((12) fm(ﬂl)'

% max{ [ fu(a2) = fn(ao)ls 1 fin(g2) = fulq)|} € g

Por IO tanto l(fun-l - j,,,)(:r)l < l(fm+1 - fm)(p)l S '5'dvu para tOdO I E [\ lucgo 5dm =
1 ()" do por 2.14. (d). haciendo ¢ = $do y r = 3§, la sucesién {f,(x)} converge a f(z); y. los
In tales que v — " < £(1 - 1) no dcpendcn d(, x, entonces la convergcncm, de 5i6n
{fn} es uniforme. @ :
El siguiente tcorema plantea lo que se le conoce como Problema de Dmchlet en K
funciones armoénicas.

Teorema 2.18 Sea M € G y sea g : V(M) — R, Entonces c.ustc una nica funcwn
[ : Ka — R armdnica en Kpr que cumple flyan = 9. : . S

Demostracién: Supongmnos que A es 1\, y cntonccs cl problcma es ver quc cxlstc ina
funcién f arménica en K tal que flyx = g donde g: V5 — R.

Sen { fi }xzo 1a sucesion construida en el lema 2.14, entonces por. Icma 2.17 convcr[,,c uni-
formemente, como las funciones 75" son continuas, entonces una combmacnén lineal ﬁmtu de
cllas cs continua, entonces f,,(x) cs continua. Por 1o tanto { j,,.},,,>o converge umformemcntc
a f que es una funcién continua.

Si p € V, para cualquier n > 0, entonces L.+,(p) f"(p) =0, ysi V,, C V,, para toda
m > n, se satisface f,,(p) ~ fu(p) = 0, entonces s cumple que f(p) — fu(p) = 0, por lo que
concluimos que f es tal que flog =gy A, ,f =0param >0ype V,:: Por lo mnw hemoe-
demostrado la existencia.

Demostremos la unicidad. Si existiera f* € C(K) tal que f*lok =gy A,,,,,.f = 0 para
todom € Ny p e G,,, entonces f*lyx = flox, si asumimos f*|v,, = flv,, para m dado, para
todo p € Vi \ Vi y dado AL, = lqo, 1. @2} ¥y P = qij para {¢, ], I»} ={0,1 2} se cuy
A1 pf* =0, sf y sélo si :

P = 120 4 20 (@) + [(@)) = 32S(@) + 2/(a) + F(a) = J(h) de donde
concluimos que f*|v;,,, = flv.,, ¥ por lo tanto f v. = flv.: Como V; cs denso en K.y tanto
J como f* son continuas en K, entonces [* = f y por lo tnnto hemos termmado la’ pmcba )
]

Lema 2.19 Sea N = |qo,q1,92) € G yp € S(N) y f armémca, entonccs a) mm f(q,) <
I < b f(a), o se da la igualdad si f(go) = f(fln) =f(ga). -

b)51 f(flu) = f(qu) = f(qi) com {l gk} = {0 1,2}, entonces f[”,.,) es constante.

Dcmobtracnén u)Supongamoe p= q., para i # ] e {0 1, 2}, como D41, =0 cntonces
F0) = L(2f(@) + 2f(g;) + f(a)) de donde uin f ('Il) < f(p) < mix f(ar) y se verifica In
igualdad sf y sélo ‘u Flgo) = f(m) = S(qz). o .

b)De f(gi;) = $(2f(a:) +2/(a;) + flaw)) ¥ f (rl.:.) (2f (:) +2f(ax) + f(q;)) obtenemos
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5 (@) — 2f () = 2f (q;) + fax) y 5S(a) — 2f(qi) = 2f(q) + f{q;), por lo que 2f(f1,) +
Jla) = 2f(qe) + f(q;} de donde f(g;) = f(qr), luego :
©3f(a) = 2f(q) + fa) = 3f(q;), lo que implica f(q;) = flq;) = Flqe) B o

En especial ln propiedad (b) nos dice que podemos ir de tridngulos mds pequeiios a més
grandes para probar que necesariamente la funcién es constante en ¢l tridngulo mds grande
si lo cs en hija. El siguiente resultado es una propiedad de las funciones arménicas en’ Ny,
que su mdximo y su minimo lo asumen en los puntos V(A/f), y algin punto en Ky \ V(]\[)
asume uno de estos valores sf y s6lo si la funcién es constante en Ry, . :

Teorcma 2.20 Sea M € G,,, [ armdnica en Ky, entonces para tuda z e I\A
cumple:
mm f(p) < f(x) < mix f(p) o la igualdad se da si f es constnnte ey I\M‘ :

At o

V(A peV(Al)

Dcmostrmnén' Supongnmos que M =AMy [ m-mémcu en = I\M,
Sipe = S(AL), por el lema anterior- concluimos: que [vl] os vAllda. Supom,amo:-.
que {v1] es vr&hda paraun m > 0y Vi, scap € ,,,,,,,[vl] ya cs:vilida para p € V) . Sea

p e Vinst N W, oxiste N, = 1o, i 22| € G,,., y por: el lemn nnt.cnol mfu f (@) < f(M) <
) é‘"(\':{ f(g) osedalaigualdadsi f I;‘ wp-CS conbmnte, lo cun.l succdc sif Ia;\ ca constmnc. pues
4
aplicamos Ia pm'tc b) del lema antcnor m veces hasta llegn.r a V(AL), de no ser constante
se ticne que

min f(q) < mm f) < f(p) < mix f(g) £ méx f(q) Entoncc:, [vl] se cumplc

gEV(ALY €V (Np) 4€V(Np) nEV(AL)
para m + 1.
. Seax € K\ V,, entonces existe § > 0 tal que Bs(z)NOK =@, sin € Nes talque L < &

cmoncca para todo k& > 0 y como = E K C K existe Ly € Gk tal que z € Ly v se
cumple que d(z,y) < Diam(Lgy) = zr < S paratodoy € Ly ¥ por lo tanto Ly € Bs(x)

y ademds V(L) NOK = @. Sean f(zx) = min flg)y f(y) = mix flq)y L =Lqy,
q€V (L)) (L 1)

las sucesiones {7} y {yx} convergen a z, y las sucesiones {f (:vk)} y {f (yk)} convergen a

f{(x) pues f es continua, adeinds son mondétonas, por lo que f(zx) < f(x) < f(y) y por lo

tanto ’gv(l; , ) < f(z) < lenba()f,) f(p), o sc dan las igualdades cuando fly(Ly cs constante,
peV(L Iz

por lo que {vl] se satisface para todo x € K. @
Las funciones m-arménicas las definiremos como funciones que sc forman al pegar pedazos
de funciones arménicas en cada Af € G,,..

Definiciéon 2.21 f € C(K'), entonces decimos que f es m-armdmca si f|,w es armdnice
en Ky para todo M € G,,. : :

Veamos que las funciones m—arménicos son continuas'y  estén " determinadas por los
vnlorm cn V,,. También ticnen su problema de Dirichl s

Teorema 2.22 Sea gt V,,. -+ R, entonces existe una-tnica’fu rvvnfar"r‘ dnicaf: tal. que

S = 9.
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Demostracion: Para cualquier A € G, tenemos una funcion fy; arménica en Ky, de tal
manera que firlvan = glvan y Sar = 0 en K\ Ky, entonces proponemos f(x) = far(x)
si & € K. Es claro que flar = far cs continua en M, Si' N € G, ~ {Af} por 1.31,
NNAMCcV,,sixe VAINNV(N) tenemos que f(x) = fax) = fn(x) = gla), ademsds
ze Kyn Ky c VINYNV(AL) = {«}, por lo que aplicamos ¢l lemma 1.61 y obtenemos que
la funcién es continua en todo A,

Sea h otra funcién m-armonica tal que by, = g, si Al € G,, entonces hyan = glvan =
Flvan, como b es arménica en Kap entonees bw,, = fli,,» de donde concluimos que f = h.

Con lo anterior podremos considerar el problema de Dirichlet de funciones m-armoénicas
y construir hlh siguientes funciones:

Sea gy 2 Viu — R con p € V, definida como g,(p) = 1 y gulg) = 0 para ¢ -# p.
Entonces cxn:atc una tinica funcién m-arménica que extiende a g, en . A estas funciones las
denotaremos de la siguiente forina.

Dcﬁmcuﬁn 2.23 Diremos que la funcion ' : K — R es la funcidn m-arméuica tal que
p I\m = 9p-

Estas funciones las utilizaremos en la préxima scecién como aproximantes a cuf\lquicr
funcion en C(K), para algiin estudio posterior serfa conveniente ver a las funciones {4} Yoo_g
conio una base ortogonal o biortogonal de C(A7), es decir, que sean ondeletas para (Icacnbn‘
a este espacio, asf como ver que cumplan las propiedades de escaln y traslacion para que
puedan formar un andlisis multiresolucién de C(K). Vénse {Kaiser] y [Aboufadel] para mas
informacién sobre estos temas.

El signiente resultado en esencia nos dice que la dnica funcién m-arménica tal que f|y,, =
g se obtiene justo de las combinaciones lineales de )" con coeficientes g(p). A veces serd 1itil
denotar a f(p) como f,. ;

Proposicién 2.24 Seca g : V,, — R, la inica funcidn m-arménica g* : K — R tulquc E

9'lv, =g eslé dada por g* = Z iy
PEVen

Demostracion: Seap € V,,, entonces g* (p) = Z gy (p) = g(p) por lo tam.OJ IV/ 9. o

Por la linealidad de A,,,, donde n 2 i(p) y p E V,. N Viny ¥ comno existe un iinico A[ e G,,, ;"

tal que p € Kar C M, tenemos A, pg° = 3 g(q)Au,¥) = 0, de donde g es nrmémca en: -
4€Vin

Kar y como s vélido para cualquier A/ € G,, entonces g* es m-arménica . Por lo an.o g

s la vinica funcién m-arménica que satisface |y, =g B
Con esto hemos probado que las ¥ forinan una base para las funcnones m-nrmémcn.s,
pero ¢Las funciones m-armdnicas fommn un subespacio vectorial de C(&)? -

Proposicién 2.25 Las funciones m-armdnicas forman un subespacio vcctomal de C(KX).

Demostracion: Sean f = 3 fyii''y g9 = 3 g, que son dos funciones m-arménicas, -
GEVen €V
entonces para todo r € R tenemos que rf = r Z Sy = Z rfolyt que es m-arménica.
QEVm .
—g9= 2 St = 2 gy¥y y agrupando ltlb sumu.s
4EVim
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—g= Z (fql/"' —'q.,l/J,, Z (f4 — g )W que es una funcion m-armdnica.: Por lo
W€V Vi AR 3
tanto forman un u.]mcxo vectorial. - . : e ‘ .
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: ’ por Z 'y(p)1/),. dondc'y ;|

Capitulo 3

Expansiéon armoénica y expansion
armoénica débil*.

3.1. Expansion arménica.

Las funciones 47 foriman un espacio vectorial, veremos que con estas podremos aproximar
cualquier funcién en C(K). La siguiente definicion corresponderfa a las funciones lo mis
burdas posibles respecto al orden de un punto p € V,. Denominaremos a las funciones ¢
las funciones m-armoénicas clementales. :

Definicién 3.1 Sea p € V., entonces diremos que ¥, estd dada porv 1/)',"".

Ahora definamos lo quc os la uproxmmcxéu mmémm de una funcnén mcdm.nte funcnoncs :
m- nrmdmca.s elcmemnlca : . : : S o

.Deﬁmmén 3. 2 Sca f E C(!\ ), nl I{nutc umformc dc la suceszdn dc funcwncs 2

Z ‘Y(ﬂ)lli,, e llammnos la c.rpamndn anndmr:a de f st f ¢s ese ltmztc, y lo dcnotumos
pe i

4 Probmcmob mas mlclamc que f es un lfimite uniforme de una sucesién de funcnoncs { j,,,

‘sf 'y s6lo si lo e en la norma de C(K).

“Necesitamos dos lemas para conocer. la m'.craccnén entre la dlfercncm nrmémcn dl:,crctu A

Ay las funciones m-armonicas elementales Y, para probar la existencia y umcldnd de

una cxpzmsléu armonica de una funcién en C(K )

Lema 3.3 Scan mn >0, peViyqeVy. Eh_tanccé: s
-4 p=gq
C(Eyma . ’I,/,n = ).--gx(m.u) Lopyay 1= mm{n, m}
S 0. Len las demds casos.
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Demostracion: Probemos por casos:
1) p = ¢, Si mn 2 n entouces V,, 2V, por lo que :/J"‘|\,_ » = 0, entonces A, i = —4,
Si m < n, supongamos que n = m + 1, Entonces
SA,“‘,,l/);," = 5Am+l,vﬂ/ y 2 Z A l"'/’,, Z Alu{-l,l["‘l",’."-
GEV V4, ,. '€l p
Por ser ' es m-armonica y como ¢ € VinrrpgU Rusrp € Ve \ Viy,, implica A,,.ﬁ,,,:'t/},’," =
0, entonces las dos dltimas sumas se anulan. Entonces

3Dty = 580140 de donde Augthy = %A,,,_,,:/),’,“ = —4 7’ El mismo proccdmucnto
se aplica por induccién sobre nn > . para obtener A, 49! = (—’)""‘A,,, ,,1/),, = —d(Fyn-m,

2) p yay ! = min{n,m}. Si !l = n entonces V,, C V,, , por lo que si ¢ ~qy q 96 p
s .
entonees ¢ (q") 0, luego ¥p'(q) = 0y ¥'(p) = 1, por lo tanto Bayihy’ = 1, que es
cobierente con m = max{m,n}. - YU
Sil = myin < n. Supongamos que n = m + 1 entonces
3A,, rﬂ/’,, = 0Am+l nﬂ/’p +2 Z Am+l r"'/’,, + Z Arr:+l.tl l/',’,“

i

€Vins 1y WeERwmr1y ¥
Como ¢ € Vi1 qgURms1q € Vies1\ Vi, y por ser u/ ' n-armonica entoncees las dos ultunm.
sumas se anulan. Por lo tanto 3A,, .8, = 58u+14¢%' de donde Ay, ,,(/),, = -,;A,,.',,A/" =3,

Y nphumdu cste procedimiento mductlvumun.c sobre n desde .= m + 1 conclmlnos quc
A"',w,' __( )" Vll

3) Sim > 1, g # p, y no es cierto p ~ ¢, tencmos Vi © Viny de (!qn(l§ '/}"-h'""'_._’_. 0 y
U,’['(q) = (}, por lo tanto Ay = . .

Sim < n, q # py nose cumple p ~ ¢, entonces ¢ € V,, D V,, por lo que hay dos casos.

m

Siq € V,, \ V, cxiste Af € G,, tal que q € V), de donde A, ,,1/;’ =0 pucs ¢’ es armonica
en Wy.Siqg € Vin\ Vi y Guyg = {Nl, N} entonces 4yt = 0 cn K, u I\N,, de donde
Vi € Ky C Kinyq y por lo tanto A,,',,ql =01

Definicién 3.4 Sea q € V?, entonces consideraremos el funcional A' = Diag- "

De manera andloga a iy, hemos definido A} como ln dlfcrcncm m‘mémca mﬂs burda
poslblc chunos como es la mtcmccxén entre csta.s dos. :

- : S Tlasip q
Lema 3.5 Sean p €'V, y g€ V2, entonces A,',r/:,} ={"TsipeB,-
: : 0 otros casos ..

- Demostracién: Basdndonos en 3 3yenla lgualdud A,,w/) = A.(,,),,,./;,, "
que i(p) = i(q) entonces Ay, ,.1/1,. =-4. - :

Si p € B, entonces i(p) = i{q) y sea’N ="
SUPONGAMUS P = ¢ij ¥ § = ki O § = Gi; pAra {1,1,
ven el segundo g, p € (N)J. D(N) C G.(,,), por lo tanto q ~ p, dc (on

Siq Py i(q) £

i(p) = ,(q)

Si q Py i(p) <

itg) = ip).




g € V(N') y por otro lndo existe 1in tinico N. € G'.(,, ‘tal'g g, /!:e2 D(N),| ue;,q V(,,) \
Vi1 = U S(A1), por lo aue q,p € € S(N) ¥ por lo tanto p € B, y Digyai.
Fita)-1

En los (lcmﬁb casos A,(.,)_,,i,b,, =0. .

pD f(p)«/{;:{. o

: )) e n
A;'f m A-:f 7) € V"
€y :

= Z SRS

Vin

ZV '7,,( f )l/ e Pl‘ObOlllOb quc h,,. s M- urmémcn
IIE o - F
R Sca p E V,,., si l(p) =m cm.oncca Pp = n/:’" [ claro quc o5 - nrmémca. Si I(])) < m
“. tenemos que K C Kigyi por lo que para todo A€ G, existe un tinico N € Gy, tal que
Mc N, por lo tanto al ser 1/:,(’ ) arménica en K n entonces lo cs también cn Ay, entonces
W, s m-armdnica. Luego Ay, cs combinacidn lineal de funciones m-annénicas, por esto hy,
cs m-armonica.

S = Z J(p)wy' es m-arméuica y .\)ntmfncc Solv = fl\,,,, Por lo quc si h,,,l\v,,,.= Sl

Dcmost,mmén. D(.ﬁmmos h,,.

centonces h,,. = fo-
Por induccién., p € V4, entonces ho(l’) = Z Yulf )1/;,,(1;) = Z f (‘I)'/J (l’) f (‘7) por.lo

tanto hg = Z f((l)'/J R
Param > 0 supongamos que /i, = Y f (]))l/)"' prdbbxilo qucfh,

PEVI

Desarrollando /1,47 obtenemos:

ey = 3wl = T Dt B i
7€V PEVIM q€Vmer~Vu .
lailtima igualdad se obtiene de la hipétesis de induccién
Si p € Vin entonces fpa1(p) = hu(p) = f(p). e
Si p € Vigar N Vi entoncees by (p) = hyn(p) +'7,,(f) Pnra D e o
AL, = |q0,q1, g2l € Gy tal que p € S(Al). Supongamos que p = q,, para, {idik}

por hipétesis de induccién h,,, = E Sflaydry, que es m- nrménxca, cm ne
4€Va

Assrphm =0siy solosi h(p) = 30 fla)wi(p) = 5(2I(fh) + 2]((1}) : () .

q€Vin

Por otro lado, utilizando la notacién f(g;) = f., tenemos '7,,(/) z

|u(3(fl +f1 +f|k +f1£ _4fu)+ft +fL +fu +IAJ "4faL+L
—wfi +4f+2fi = 10fy) = =3 (2fi + 25 +.Je — 5fy)
ntonces i (p) = ha(p) + 'Yn(f

=

(2 (gs) +2/(g5) + f(a)) — (2f(q.5 + 2f(q,) + (@) ¥ Sla)
= Fay) = 1)




. En consccuencia /lm+|(h) f (p) ¥y por- lo Lnnt h,,,].m =

nente sf y solo si
cuuvu‘qc en la norma l[L C(I\) Fev i
Dcmostrnmdn Si converge umformclncntc sea £> 0, y meN: tal que pam Lodo >
tenemos |fu(x) — f(x)| < £ para todo & € K, como K es compacto y:C(K) es completo, . -
entonces existe y € K tal que Ifu(u) f(u)| = :.up|f,.(.7‘) J@x)|, de donde i/, —f" =

1u(y) = fni<e w
Si f, converge a fenla norma de C(KX ), sene> 0y unm E N ml que sin >'m cntoucm
Ifu=fll = sup |fu(2) = f()] < &, entonces para todo z € I\, “tiene | fu(z) = f(1)] €
rek B

lfo=fll<em

El siguiente resultado es la existencin y nmctdnd dc lz\ cxpmmén nrmémul

Teorema 3.8 Para toda [ € C(K) existe una unica: c.l:panstdn armdmcn Z ¥l S
. pEV.

Deinostracién: Supongamos que existe otra expansion armémca. E B(q)z/),, pam f Sl ]) €

lnn A,. afme Dc dondc resultan las siguientes expresiones:

A of = Bay Jim Z )y = lim B, " Z Bla)vy

OyeVin Vin

V¢ entonces hm Z B(g)ey, = f en C(K), como A, es contmuo, cntoncc:, A,, ”, hm j,,, =

lim {3 (3 Bla)wle)) -4 Z Blg)v(p)

00 \ 'E€Vip HEVIM Vin
= lim { 3 ( X3 B(@)(d) - 4 2 Bla)in(v)
M0 \ €V #'E€Vap Vin

i

im | S (& (d(q)c/),,(q)—413(0)'/""(7))))

M=o et \@'EVus

lim Z DupB(Q)Yg = lun Z ,B(q)A,,‘,n/),,. En part.l

fm z @(q)A,.w.,.

Tt e OO, . m-—‘m -
Si g ]) o0 q € B, tenemos quc i(p) = 1(!1), cntonccsrpo el. lcma 3. 5 51 ' < :(p)
cntonces Y Blq)Ay = 0,y si m 2 1(71), cntonces 2 B(q)A‘ E ﬁ(q)A,,d),, +
qEVa : "

T By, = Z Iq) — 4ﬁ(p) En consecucncm
4€Via~Vig Lol

lim ( Z B(Q) - 4[3(11)) =

M—00 | ye qE i

de m. ;
Por otro lado por 2.5. Z ﬂ(q
By
—LALf— % ;Z AL, quc por dcﬁmcnén cs 'y,,(j) y por'lo tanto Y~
_“+ p B




Considerando la sucesion de funcioncs =3 (), probemos que es umformc—

PGV
mente convergente a f. Como f es continua en que es compacto, sea £ > 0, cxlbtc §d>0
y existe ! € N.tal que para todo . > 1Ly Al € G',,, tenemos Diam{A) = < 3 <6,

para todo x,y € Ky implica que |f(2) — f(#)| < §. Ademds, para todo x € I' C K, oxiste
AI € G, tal quexz € Ny C M y por el rcaultado anterior, h,, = 3 Fp)ydyy, ademas

PEVM
Iuilvie = Slvies Renliy, €5 armonica pues by, cs m-arménica, entonces:
mm h,,,(p) = mfn ](p) < hyu(r) € mx(\x hu(p) = n‘l,zac,)f(p)
Por lo que mn.x h,,.(p) - mfn h,,,(p) = nmx f(p) - mm fny< g

veV (M) V(AN
de donde Ir,,.(l) — mm f(p) < mux h,,.(p) - u‘nn h,,,(p) <$£

SipyeV(M)es ml quc f(p') = nn(n )h.,.(p) cntonccs para, todo T € I\M, |f(.z) f(p’)| <

%1 entonces |f, () — f(x)| < |hm(T) SN+ 10 — f(T)l < +3 §=¢e
Por lo tanto la convergencia Ny — f cs uniforme. @

3.2. La expansién armoénica débil*.

Estudiaremos el cémo podemos desarrollar un funcional cn C(K
que desarrollamos una funcién en C(K). .
Recordemos que si X,Y son dos espacios de Banach, podcmoa deﬁmr ln nomm IcI opcr—n ;

ador lincal A : X — Y como ||A]| = sule—IJ

Definicién 3.9 Sca el conjunto C(K)* = {g: C(iX) — R| g es lineal}; le hdniafémos el
espacio dual del espacio C(K) o de funcionales lineales sobre C(K) con la norma de los
operadores continuos.

En [Royden] se define la topologia débil para cl espacio X con respecto al conjunto F
de funcionales como la topologfa mds pequeiia tal que toda f € F sea continua. Luego
consideramos el cspacio X* y le damos la topologfa mas pequeiia tal que toda funcién en
X**={f: X* — R} sea continua. Pero esta topologia es muy débil asf que nos restringire-
mos al conjunto {[x] : X* — R|{z]f = f(x) para f € X'}, y entonces la topologfa débil con
respecto a este con]unto la denominaremos la topologin débil*,

Los abicrtos de csta topologfa débil estdn contenidos en la topologfa que mducc la nomm
de X°.

Lasiguiente cs una forina de separar un funcional v € C(K)* dt‘pcndlcndo dc lu cxpmmén
arnmnénica de cualquier funcién f € C(K). .

Proposicién 3.10 Sea v € C(K)*, f € C(!&) y sea f,,. = Z-y,,/f)d) entor
,”(fm) = Z "('/’li)f(l’) + E u(w,,)A fy dondc Wy

. Dcmoatracnén. Aphcnndo dircctam

,"(fm) Z 7rn(f)”(‘/’ﬂ) 2 l'ﬁ(f)"('/)ﬂ) x

OK:

M dol i 10 1 odo en R



= Z'f(l’)'/("/"l') + Z (_T:)A,..f - TIG Z A:‘,f) "/‘("/’p)
peOK - PEVRT\ .

eV
la ﬂltmm suma por lmcuh(lad de'y, Iucgo

'I_OA;, - 10 E Aqf '/’n = —— E Aﬂf’/’p

I'E o

= 5 SO+ ( > (-%A,‘.f 5 A.,f) 1/)

2 Al’f fl’l» t

eV 'IE By

“‘,u \V - U(V,\V, |) quccs

reVy

“en dondc la ultmm SUmn es scp.mulu bu:azindonoa en

una umdn (]lhjlllltﬂ, entonees
i ”m

ST A=Y 3 T AU

reVageliy, I=1 peViNVia lqel),. s ORI
ComopeVi\Vi., = U S(N) cntonces sopm‘mnoa la’suma’en’términos de N € Gi_y
NeGioy : A ! PR
'puce. cs més sencillo entender que 3 oA j Iy =
peSINMES(N)
a¥p
D n i m
PR DD SESTIED D DR B i 3 .,fwn
=1 peVi\Vio, 1€ e =1 NeG,., \ PESINNMES(N) .

aty

"

Z Z Z ) A"!["/"’[ = 2 ZA,,fl/},,

=1 NeGiro1 pes(N)'le"" ~N) peV A€,
wn

En las sumas ongnmlm obtenernos

_'_:3 2 Al"ﬁ/}” - IO Z 3 A-lf'/ =~ Z ‘/’l'Al.f . 2 > '/’:l
T nevE ' peVinae iy v : I'GV.'.'.qE"u
= Up = o i A f

he\"‘ . nez:... v 4€B, ") r
cntonces

3 flyn)+ v ——,%A;,f— -,'—(; > A,‘,f Uy | =
PEVKR i peEVS . 4EDBY . R

Z f(l’)'.’('/’p) + Z v ("T':)' Z Yy = "' 2 d’q) A;!f
Z: j(p)t/(l/i,,) + Z v (u.,.) A,,f que cs lo que se querfa demostrar. @

Dcﬁmrcmos cl funcxonul 8, € C(K)* como §,.f = f(p) para toda f € C(K). a §, la
conocemos como la delta de Dirac de una funcién respecto a un punto p.
 Asf como en las funciones, los gencradores eran las funciones v, ahora los funcxom\lcs Hy
lo serén para el espacio C(K')* de funcionales lincales continuos.

Definicién 8.11 Sea p € V,, consideraremos el funcional y, € C'(l\;)‘ dado por: s
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B Dcﬁmcxdn 3

a suce.mm

{ Z [i,,/t,.} o 'cmiumy'é débilmcntc"" a,
Vi L

e’ Hamamos la expansion armdmca délnl* iy la denolamos pm [3 e
: . II pe

‘Observel ‘que-lo convergcncm se du cn lat pologm ‘debit,
Amllogo al rcsulmdq dc cxpnnblén urmémm dc una funcndn en C‘(I\ ) ahom la dce.nrrol-
lurcmOs para C(K )' ‘

’ Teorcma 3.13 Para tada ve C(]\ )‘ existe una zimca ezpansion m’munlca débil Z ﬁ,,(l/)/z,,

. “tal que para tudo p € V se define:

o f v(y) sipe K
Blv) = { v(w,) sipe VP

Dcmo:,tmcnén. Sea Z Bpitp una expansion armoénica débil* de v. Entonces para cunlqmcr

p eV, cvalumuoa II(I/I,,) = lml Z: B,,u,,(z/),,), es decir {¢,](v) = [z/;,,]( llm Z (u)/z,,) en la :
Ol

topologfu débil de C(K)*. Bt
Si p € OK entonces Z Buttg(ibp) = E ﬂ.,l/:,,(q)+ }: ﬂ,, 2t como i(g) > 0= ;(p) para. :

4&Vin V. -
‘3:»="('/‘n)

g€ Vo, tenemosq#pypé¢ By, Lntonccb A' sy = 0, por lo tanto_ 3" ,,u.,(:/:,,
- uEh.. g
Si p € V? entonces
2 Byy(dy) = Z ﬂll"’ﬂ(’l) + Z ﬁ., ¥ = Z BIIA,H/’H PUG",VO
4€EVin qeVD E
Sig=p cntonccs Ay, = —4 ~.1 q € B, entonces A‘w
Por esto tencios Z JqA,Irlz,, = Z ﬂ,, —4B,.
aely s
Si p € OK centonces !lm Z ﬁ,,/l,l(lli,,) = llm ﬁ,,
o0, &

i, 35 Butalu) = Jiny, (,,2,3,,,”“ 4”") ZBB
dientes de m, entonces . I
By sip e ai
v(dy) = { S B, -4B, sipeVve -
yep i
Si pe V! entonces tenemos el sistema de ccuncnoncs v(

tinica 3,, = —mu(x/ ) — 2 (e} = v(wp) = Bp(v).

~Sen’, f € C(K). Sea f,,. = E Tl Yps ln buceslén quc convcrg a Js

ent.pnces




v(fm) = Z: f(l’)”(‘/’n) + Z V(wp)A f = Z ﬁ,.(ll)J,,(f) + Z Bl'('/)A[lf‘
= 5 it = vl = ) con (1€ Creye. T

lne\m

Por continuidad de.v, lim #(fi) = ¥(f), y por lo anterior hm l/.u(f) - dlim u(j,,,)
v(f) en la topologfa débll*, y v al ser [f] continua en esta t.opolol,fn, |mm Cllﬂ]qlll(!l‘ f e C(I\ )
entonces {4, } converge a v débilmentc*. @ ‘

Si tenemos la convergencia de funcionales en C(K)* y por otro lado la couvcr[,cncm en
C(K) de las expansiones arménicas correspondientes, entonces podremos estudiar la con-
vergencia de las soluciones que daremos al problema de Dmchlet para ‘el Laplaciano que
construireinos, pero para definir un funcional especial en C(K)* necesitamos’ cl ugmcnhc :
capitulo, pues tal funcional se formulard en términos de una mtcgml .
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Capitulo 4

Integrales en el Triangulo de
Sierpinsky.

En cl presente capitulo daremmos un repaso a la integral en un triangulo de Sierpinsky.
Primero desarrollamos la medida de Hausdorfl de dimension igual a la dimension fractal del
trisngulo de Sierpinsky, de lo cual el material {Edgar] tiene mds informacién en este tema.
Para lucgo poder definir la integral como en [Barnsley], la diferencia estd en que la medida
que estd en [Barnsley] estd dada en términos probabilfsticos, la de este texto es la integral
basada en la medida de Hausdordl con dimensién log 3/ log 2.

4.1. Medida de Hausdorff en K.

Definicién 4.1 Decimos que una funcion Al : P(X) — [0,00) es una medida exterior si
cumple las condiciones:
a)M(2) =0,
b)Si A C B entonces M(A) < M(B),
c)Sea A una coleccidn contable de subconjuntos de X, entonces AI( U A) < Z I\I(A)

Esta 1ltima propiedad se le denomina subaditividad contable.

La medida definida en abstracto no nos es de utilidad en este trabajo, por lo que definire-

mos una medida generada por una coleccién de subconjuntos del espacio en cuestién, -
Sca C : A — [0.90) una funcién donde A es una coléccidén de subcomuntos de X ’mc

ademds es una cubierta de X, : B : ;

Proposicién 4.2 Erisle una inica mcdzda m:tcrwr M en X conla szgmentcs pmpzcdadcs
1) M(A)Y< C(A) para todo A € A7 -, : R
2) Sea N otra medida ezterioren X tal’ quc N (A) < C(A) para todo A€ .A i cntoncw |

N(B) < AI(B) para todo B C 4\’ :

En cl mm.cnal [Edgm] se pruebn esta proposlclén, define una funcién M : 'P(,\) = [0 ) o
commo M(B) = mf{ Z C(A;)} para todo B CXyd fnﬁmo se toma bObl‘c t.odx\s In.s'j”‘




cubiertas contables de B, prueba que es una medida exterior y que satisface ln.s condlcnonm
(1) y (2). Adems diremos que esta cs una funcion generada por C. -

En [Edgar| le denomina a cste teorema el *Método I" para crear una mcdldu a partir -
de una funcion de subconjuntos dada. De esta forma haremos la dchmc:on d(_ ln mc(hdu
paranietrizada de Hausdorfl H,. K

Definicién 4.3 Sca A una cubierta de Vitali de K (es decir A es una cubicrta abierta y para
todn 7€ K ypara todo e >0 existe A€ A tal quer € Ay Dmm(A) < E), mrwulcmnmm:
= {A € A|lDiam(A) <e}.
Dammm la medida H, o H? como la nedida generada por o junmiu de subcomuntos de
Ae dada por C(A) = Dmm(A)" para A € A, y s > 0, y entonces para B C K, H (B):=
ulcuj ; { 4EEBC(A )}, donde ¢l tafimo se toma para todas las cubiertas contables del conjunto B.

Es claro por la definicién de He que cumple con la proposicién anterior, asumimos im-
plfeitatmente que trabajamos con H, = H? donde fijamos s > 0. Ahora enunciammos una
propiedad de estas medidas parametrizadas por € > 0, entre mds finos los subconjuntos de
A que cubren a uno dado de X, mds clevado es el valor de la medida con respecto a estas
cubiertas. Asumiremos que las cubiertas que cubran a un B € X, son contables, a micnos
que digamos lo contrario. :

Proposicién 4.4 Si0 < § < € entonces Hs(B) 2 H.(B) para toda BC K.

Demostracién: En primer lugar, As € A,, pues para todo A € Ay, Dmm(A) <4 < £,
cntonces A € A,. Lucgo para toda 8 € As € A, cubierta contable de'B € X, tcncmoa
H.(B) = mf { Z C(A)} < Z C(A) para cada D cubierta de B, por lo qu(.

AED
H.(B) = mr { Z C(A)} < mf {Z:C(A)} =Hs(B). 1
Por lo nntcnor. podcmoa COnhtl‘Ull’ cl supremo de todas estas H 1mcntra§ sc accrcu a o,

entonces este supremo también serd una medida cxtenor. Ala cons! l' eam medldn :

en [Edgar] se le denomina "Método II". L
De aquf definimos la medida en la que nos basaremos para dcﬁmr ln ntc[,ral I

Definicién 4.5 La Medida de Hausdorff es H*(B) = aup{Hg(B

Probemos que es en realidad una mcdlda. exteno

) cutonccs H(UB) <
By 'UB)<ZH (B),
por lo que bupH (UB.) = H"(UB:) < ZH”(B‘) ’

ST




L homotccm enun conJunLo, pero la medida de este conjunto cambia respecto a 7",

ot chrpmsky, s = log(3)/ log(2), tenemos H*(F(B)) = (3)" = 2764 = 4,

*es decir_que separa la medida de una unién finita de conjuntos. cn una’suma’ finita‘de sus’

Por lo tanto H* es una medida exterior. @

Observemos que no cstamos utilizando la notacién H; pues ya estaimos asumiendo que s
est4 fijo. De acuerdo al pardmetro s, {Barnsley] [Edgar] tenemos que al ser este muy pequeiio,
tiende a hacer del supremo un valor infinito, por otro lade al ir ammentando el pardmetro
3, tenemos que el supremo tiende a cero. Si £ es entero, esta medida es la misma que la
medida exterior de Lebesgue, por lo que si teneimos una recta o una curva diferenciable, su
medida serd cero, mientras que si tenemos una region, ésta tendrd medida igual a su drea.
Pero hay figuras que parccen estar mds llenas que una simple Hnea, pero menos que un plano,
si medimos la longitud de tales curvas obtendremos un valor infinito, si medimos su drea
valdrd cero, La existencia de un valor intermedio para el que nuestra figura tendrd “drea” os
lo que se enuncia en el siguiente resultado.

Teorema 4.7 Eriste un dnico s € R* tal que 0 < H*(K) < oo.

A este mimero sc le denomina la dimensién de Hausdorff de A, De otra forma, esto
significa que la dimensién de Hausdorff es tinica para cada espacio métrico que tenz,nmos
Ahora diremos cual ¢s la dimensién de nuestro tridngulo de Sierpinsky.

Proposicién 4.8 La dimension de Hausdorff de K es log(3)/ log(2).

Se prucba en [Barnsley].
El siguicnte enunciado nos dice que la dimensién de Hausdorff es igual si aplicamos wna

Proposncxdn ‘4.9 Sea [ : IR2 — R? una homotecia con razén r > 0. entonccs H(f(B)) <

e Sc prucbn en [Ddgar]
S Podemos ver que para nuestras funciones F; con las que conbtruxmos el t.mingu]o d(. -

Como corolario veamos qué pasa cuando la funcién es justo una lsomct.rfu

7. Definicién 4.10 A la funcidn biyectiva f : R? — R? que satisface (l(j(:r) f(J))
la llamamos isometria de R2,

'ASimircmos que las isometrfas son funciones afines. Observemos que f7}

S isometrfa, pucs d(f~'(x), [~ W) = d(f 1), F 11 (W) = d(ax, y), por lo
‘(}.mu en'Af (R?) y forman un subgrupo.

s también una a
Inslaomctrfms .

: Proposncnén 4.11 La medida de Hausdorff es invariante baja isqh‘zc!r[as
st.e es un corolano de la proposicién anterior, con =1.

Probcmoa que los coxuunto&. finitos ticnen medida de Hausdorﬂ cér
'Slcrpmsky, para probarlo necesitamos establecer que la mcdxdn dc H

medidas, si dos a dos estdn separados por la métrica del capaclo mét.nco donde se cncucntmn. :
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Definicién 4.12 Sea X' un espacio métrico, se dice que A es una medida eclerior métrica
si para cualesquicra dos conjuntos A, B C X tales que existe unr > 0 donde d{a,b) = r para
todo a € A ybe B, satisface M (AU B) = M(A) + M(B).

En [Edgar] sc prucha que la medida de Hausdorff, generada por el "Método I1” s métrica.
Proposicién 4,13 Sca A C K un conjunto finito, enlonces H*(A) = 0 pama s > 0. )

Demostracién: Sea A = {p}, entonces H({p}) = 0 pucs para todo £ > 0 existe §> 0 tal
que §* < € y entonces Diam(Bsya(p)) = 6" < €, y usamos el cardcter creciente y continuo d(,
la funcién x* y que ademds 0° = 0, de donde concluimos H"({p}) = 0 puc:, pam todo £ > O
y H*({p}) = snp() =0. . ; o

Si A = {27,..., 2, } entonces A = U {a:}y de donde H"(U{.T,}) = ZH"({T })
mm d(.r.,.r,) >0 l

H* ¢s una medida exterior métrica y

sea nornmlnzmln. sin importar cual sea el valor real de°H "(K )e
La medida que utilizaremos de aliora en ndt_lmnte csla medldn IL(B)
s = log(3)/ log(2).
Observemos que la medida /i es normalizada pues h(K
jaremos, y a partir de ahora s = log(3)/ log(2).

Proposicién 4.14 Sea B C K, y {Fi} el sistema de Iw;notccias'as
h(Fll RA(B)) Th(B) o L

Demostracién: Por induccidn. h(F(B)) = 3h(B) por. que ( )" =1 Sx h(F,, ,"(B)) =
3", a=h(B) entouces para F(F;,...F, (B)) tenemos h(F (F,... (B))) JMF,.F(B)) =
J.—.,-rh(B) por lo que se ha proba,do esta identidad. @

Lo que pretenderfamos es utilizar K,'s en lugar de abicrtos arbitrarios para obtener
tanto una medida come una integral. Del resultado anterior suena adecuado towar Ky
luego estudiar sus imdgenes bajo F}’s, probemos estos dos resultados.

do a Ky, entonéés' o

i

Proposicién 4.15 Sea a = {)...im} € A, y {F;} asociado a Ko, entonces F,... ,,,,(1\’) =
l\’n,ﬂ.

Demostracion: Probemos primero que r]l(.,.+, NA = F.. -m(ﬂl(‘) Si N € G para

{ > Ocentonces Fjy...Fy () € G4y, porlo quc F,..F;, (K1) C Kty adcmé.s ,,,,(Kl) c

F,...F;,, (ICo) = M, pues K; C K. Por otro lado si N € G con N C M, y

B = {_/,, yJmseer dmat}e tenemos que N € ALy, pero N C M, 0 A, . de dondc,
N c {p} para p € V.. lo cual no es posible, y por lo tanto B = {i1,.cvimy e furt} ¥

Fip oo T (M s inat) = Miyeigimey-imas = IV, por lo que concluimos que K,,qq N M, ©

F,...F,,.(Ki). Como s vilido para todo I > 0 y la funci6n cs biyectiva, entonces

Fi o ,,,,(ﬂI\,) = ﬂF., F,. () = ﬂl\,,,*, N Af, y podemos concluir que Fj,...F;, (K) =

KnAL, quc cs lo quc se querfa dcmoatmr |
Usando este resultado y el anterior, probaremos el siguiente, que nos da la medida de
una imagen del trigngulo de Sierpinsky bajo la composicién de las homotecias { F;}.
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Proposicién 4.16 Sea M = AL, ., € G\, entonces h(ly) = 3—'-

Demostracién: De lo anterior, h{Ip) = h(Fy,... F}, (K)) = 3,,,h(,‘) =:..
Recordenios 1o que significa que un conjunto dado sca medible,

Definicién 4,17 Un subconjunto E ¢s medible si para todo subconjunto A se cumple

h(A) = HANE) + WA\ E). i

Notemos que los conjuntos que son medibles forman una o-dlgebra, es decir, uniones
contables, complementos ¢ intersecciones locales caen dentro de la a-dlgebra. Una medida se
restringe a esta g-dlgebra y cumple la propiedad de que para una sucesién {L‘ } tal que son
conjuntos disjuntos dos a dos, se cumple

h(UE)—Zh(E) S

Un u])o u.pcunl de conjuntos medibles son los conjuntos de Borel, que es la a—é.lgcbmf
mds pequeiia tal que contiene a los conjuntos abiertos (y cerrados). R.cstrmglrcmos nu(mm
atencién a los conjuntos de Borel, cono en [Barnsley].

4.2. Integral de Lebesgue en K.

Una vez desarrollada la medida que utilizaremos para este conjunto, desarrollaremos lns
funciones shiples, que nos serdn (tiles para definir la mtcgml Esto se da dc z\cucrdo a
[Royden]. - -

- Proposicién 4.18 Sea la funcion f: K — R. Entonces son equwalentcs las szgmcntcs
a){r € K|f(z) < a}Va € R es medible. L
b){x € K\|f(x) < a}Va € R es medible.
“e){r € K|f(x) > a}Va € R es. medible.
d}f{x € K|f(x) > a}Va € R es medible.

Definicién 4.19 La funcién f: K — R es medible si f satwfacc la pmpaszcmn antcrwr.

Definicién 4.20 A la funcion 6 : K — R dada’ par 9 —‘Zr.x,h dandc Ay, ey Ay, es una

coleccion finita de subconjuntos de Borel de K, tales quc K AULUAL, m,.,1LER, 3

1 peA;
donde x,(p) = { 0 ;:E[(\Ai

la denominaremos funcion simple. i
- Es claro que las funciones simples 6 son funciones medibles.
- Para una sola funcién simple pucden existir varias formas de expresarla, por lo que algunas
veces necesitaremos una expresion estdndar en términos de subconjuntos disjuntos.
Definicién 4.21 Sca 0 una funcion simple,”la expresion dada como 6 = Zs. xn, dondc
. =1
$ ERy B; conjuntos de Borel, s la mprcscntacuin candmca de 0 si UB =K y pam todo

iAje{l.L'}, BinB; =@.
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Definicién 4. 22 Sea ) una funczdu .~nmplc, decithos quc la mteqml dada por:

/0{1/1 = 21 (A es la Integral de Lebcsjuc dc ..

Notemos que asf la definimos, pero en: rcnhdnd ln dcﬁmcnén no depende de 1a repre-
sentacién que le demos a la funcién annple. EA

Definicién 4.23 Sea [ una funcidn mcrlzblc, la lntcgml en cl el tridngulo de Sicrpinsky en
el acnhdo de Lebesgque estd dada de la sz_quwntc for'ma. ;
Si f{x) >0 para toda z: € K, :

/j(lh = s\lp/()dh
n<n<s.

y para cualquicr f damos las funcmncsi]"‘*(a : : 2(][(2‘)[ + f@) y f- (.r) =4S ~
/ j(lh— / I~ / I dh.

IR

J(z)), entonces la integral de f cst(i rlada or-

Proposicién 4.24 La mtcgml es uwanantc ba]o wamctr[as

‘f,‘ () o TdIL = f,‘ Odh. Scn

f i R mcdlb!c, cntoncas / f o Fdh = sup" / do Tdh

sup / fdh que es lo que se
0<0<fJ K ¢ :

Ly To<n<S

; qucrfn (Icmoatmr [ ]

:, Lo'que vamos a probar ahora es que la integral de las funciones ¢} es siempre ,—- sin
unport.ur quicn sea p € V9 o J}.. si p € Vg, pero para cllo necesitamos repasar un poco las
simetrfas que podemos obtener en el tridngulo de Sierpinsky, y luego resolver la conmutacién
de estas simetrfas con las funciones arménicas.

Usarcmos cl grupo Dy para cstudiar las simetrfas del tridngulo de Sierpinsky.

Hemos trabajado con el supuesto de que A € G, es un tridangulo cquildtero, y como las
transforiaciones £ son homotecias entonces preservan semcjanza de trigngulos por lo que
M € G,, es también un tridngulo cquildtero. En [Fraleigh] se estudian mis detalladamente

los grupos de permutaciones, y de ahf se toma la terminologia y las notaciones.

Definicion 4.25 Las acciones de las permutaciones o € Dy estin dadas de la siguiente
forma: ]

sea a = {iy..im} € A, cntonces su imagen serd o(a) = {o(ip),...,0(im)} donde o :
{0,1,2} — {0,1,2} es una permutacidn habitual. lo-mismo para N{®2}, En términos for--
males 6(n) = ocoa donde o es la permutacién habitual. Dcnotaremos a los clcmcntas de Dy .
de la siguiente forma:



.og = (12), a; = (02), a2 = (01), son refleriones que inlercambian los -simbolos cn los
paréntesis; vy = (012), 2 = (021) son la rolaciones y se sigue la notacidn estandar para
las permutaciones; finalmente la identidad se denota por ¢ o rg. La multzpllcactdu se denota’”
simplemente concatenando los stmbolos como por ejemplo ryoq. .

El grupo Djy es generndo por las reflexiones o, a1, 02. Véase [Fraleigh] para los conceptos
de grupos, acciones y permutaciones. Recordemos la notacién utilizada en' la seccion 1.1, y =
el producto cuclfdeo estdandar de R2. .

Proposicién 4.26 Dados xy, 2,23 ¥ i, Y2, ¥ lales que {x2—~xy, 29— 1} es lincalmente in-
dependiente, cexiste T affn tal que T(23) = yi, y (2 — 21), (2 = 2,)) = (v — ), (i —m))
con el producto cucltdeo de R?, para i, j = 2,3, entonces T es una isometria. . -

Demostracion: Sea 7" = Ly, o A, sabemos que existe un tinico T affu tal que T°(;) = y; -
para i = 1,2,3, entonces veamos que Ly, y A son isometrfas y de ello se coucluye que T es
isometrfa. .

L, cs mumctrm, pucs si damos i, v € R2 y o' = Ly(u) = u+b,v' = L;,(v) = v+b entonces
(' —v' ' —v)y=(u+b—v—but+b—v—-b)=(u—uvu-uov).

Por otro lado como (x; —xy,7; ~— 1) = {(yi — y1,¥; — ) y la matriz'Y ucnc colno sus
vectores columna (i) entonces (YY), = Z (I/rk"'/lk)(’l_;k —yu) =V =y lli = m) =

(@i =z a5 — ) = 3 (@i — el —=rw) = ((\7/\)1 por lo tanto YTY = \" X y como

k=1,2 . ‘
AT = (XT)='Y7 entonces ATA = (XT)-'YTY XN~ = (XT)IXTXX V=1 lo cunl prucbu'
que A € O(2) (cl grupo ortogonal o matrices que preservan m(:mcna.) entonces A cs -
isometria. :

Por lo tanto T" = L, 0 A ¢s una isometrfa. B :
Véase {Friedberg] para los conceptos de dlgebra lineal que hcnws cmplead

Definicién 4.27 Sea A .= |pg, p1,p2] un tridngulo dado y sea o € D1, ¢
Juncion aftn T, : R? — R? tal que Ty (pi) = pa() para todoi = 0,1, 2 o

Pero si queremos que 7, sea isometria, entonces en parncular (p, - p(,, p, -
(]).,(,) — Pa(0)s Pa(i) — I’n(o)) por lo que el t.mingulo ticne que ser cqml{n.cro, lo cual e:, “cicrto e
pues cs lo que hemos cstado suponiendo para Af,. Luego T, € Af(R?) pum llcva puntos uo‘ -
colineales a otros no colineales, por lo que es biyectiva. o

'En realidad, tenemos que probar que las 7, forman una accnén del‘gru;
ademds dejaremos sentado que 75, es una accién continua. s

(gh, T) gh(-T) = Aapgn(o) + /\ll’yh(l) + /\21’_111(2) =
TyTh(Xopa -+ Mpy + Mapg) = ®(g, ®(h, 7).
Oe,z) = Le(rapo + Mpy + 1\21)2) = Aopo + /\11)1 + /\2112



Por lo"tanto @ es accién.
homcomorﬁsmo. - ; -.,f

Dhtudmrcmo:, In. form:\ en ‘que conmut.an lns homotccm.s fundtuncntalca 1'} ¥y las acciones
T :
. ; o

Proposncxén 4.29 S1 o€ D‘,, y {F} es cl sisterna dc lwmolecms n.socza(lo

“entopices
go F; = Fyyo0. L

dondc ‘B

Demostracion: o(x) = Ax + b, quc es isometrfa, y Fi(x) = BJ +c..

evaluando en p; tenemos Fi(p;) = 4pi + ¢ = p; por lo tanto ¢; = -p.. s
En base a lo anterior. si 2 € IR22 toncmoq Th
a(F(x)) = A(BJ +5n) + b= ABr+ 3Ap + b= BAx + JAp; + 10+
BAr + Bb+ YHAp; + b) = B(Ar + 1) + ta(pi) R
= B(a(x)) + 3pa)) = Fa(o(x)). B v
Por definicién sabemos que 15, (p,) = pa) pura p;, i € {0,1,2}. Algo amulm' prolmruuoﬁ o

a continuacién para poder escribir a o(p) en términos de la accién de o en A,,.. Recor(lcmoe{

la notacién para describir a un punto p € V, dada en la secciénl.3. : .

Proposicién 4.30 Para o € Dy se cumple: a) 6(Dig..im) = Patig..im)+ b)SEM € G,,, cn!ouu‘«ii'
a(A) € G, y ademds si M = M, = |, q1,q2| entonces a(AM) = |¢7(qo),a(q|) a(q2)|

Demostracién: a)Para p, con i = 0 1,2 tenemos o{p:) = pe(iy por definicién (lc =Ty

Si m > 0 tenemos pig...p, = FipeeoFivuy (0in)s por lo que o(F; F.m_,(p,m)) =" :
Fn(t..)o'(rn A...-l(Pl...)) = = Lalin) rn(l. |)(1’a(:."))v :

que por definicion es p,(.o) (im) = Paliv.im)- : RN

b)a(AL) = M, donde M. = |pg. p1, 2}, Pues o s una biyeccién de {po,])hpg} en si mismo
tal y como definimos la accién de Dy, y de esta forma T,(AL) = M..

Si A = Al, € Gy, donde o = {i...i,,} € {0,1,2}™, entonces M = 1’.I JFii (M ) y

”(AI) = '7(Fv| Fi (M) = Fagirye- F,(.,,,)(U(AI )) = A[a(u) sa(im)r POT lo que ”(AI) = Ay
con B = a(a) € A, y por lo tanto o (M) € Gm Sca M = |qo.q, q2| siendo g = Fj,...F;,. ()
para &k € {0,1,2}, lucgo o(F;,...Fi. () = Fatiyer-Fatim)(Patry) € V(a(A/l)) y por lo tanto
a(M) = |o(q).o(qm).o(q)]. B

Ahora veamos como conmmutan dos funciones arménicas con rcapccto a una accién o.

Proposicién 4.31 Sea g € Dy la accion deo en K y sean f, ,_q funcwncs armdnzcas tales
que (f o o)y, = ghy, entonces foo =g.

Demostracion: Como a cs affn, foo cs una funcién continua falta probar que cs arménica,
es decir que para todo n > 0 y todo punto p € V! se cumple. que A,,,f o0 = 0. Para

cada p € V&, tenemos 1, = U V(NN {p}y dcnotz\mOb Gm,p = {N;,N,;}, como
MEGmp

o(Ny) = o(qa), o(41), o (1)} €.Gr (pues o cs affn) dondc N1
Ny, entonces a(p) € o(N1) N a(N,) y por lo tanto V,,, ,,(,,) = a(

U fea(q)=dfoa(n)= U f('l)—“f(ff(ll))—- -

flm q;, (]QI, y algo similar para
,,,) .Entonces A, ,f o0 =

ol
f

4€Vingp 4E€Venm(m)
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Por lo tzmto cs urmémca con j o a(p,) = q(px) y por 2.18 concluimos que foo=g. 0
* Dadas las reflexiones de” Dy ‘que denotamos como og; oy, 03, probaremoe. quc 1/ os igual
aotra 1/ “sienipre que cmat.n una rcﬂcxlén o; e Dy que mandc ])g apg:

Proposmlén 4.32 Scan p; € V(l\n) yo; € Dy una mﬂ(:rwu, con 1, € 0,1,2}, entonces
7/’”- () 09 = '/}l'l R
Demostracion: Tenemos que o, (@:(p))) = 1 =, (p,) Sike {0 1 2} {7} - tenemos
ai(k) # oi(j) por biyectividad, entonces ¥a,(,,) oa,(m) = 1/),,_’ (I)A), y por propoalcndn 4.31
concluimos que Yo, () © ai = ¥, B L
Un caso particular de esto ¢s cuando i = j y esto unphcu que la funcién
respecto al ¢je de simetrfa que pasa por p;. :
Asf como los conjuntos fractales K y Ay son bcmc_lzmtc::, tnmb n pri barcmoa quc lo son
las funciones ¥ y ¢, respecto a las hoxnotcclmsp o

;f, es suuétrlca

Proposicién 4.33 Sea M = M;, i, € Gm yp = p,, imij € V(AI), cntonccs 1/)’"oF,|. F;,, =
¥,

affn, entonces ¢;,' o Fj,... F;,, cs continua, Como F,...F;

i

Demostracién: Por ser F,...F,,
c:, l)l)CCLlVl\, cntonees existe un tinico punto p; € Vo tal que p="F,..F. () y c/;"‘(p) =1=
¥p,(nj). Siq #p € V(A ;) entonces existe un tinico gy € Vo\{p;} tal que F}, .. F,, () = ¢
y por lo tanto ¢y o Fy .. F, () = ¥ {q) = 0 = 4 (m).
Por lo tanto por ser iguales en DK y por 4.31 se cumple ¢ o Fy. . F,, 1/;"
Todo lo anterior lo emplearemos para calcular la integral de ln funcnén o con rcspecto a
algiin K, con Al € Gy, usando el truco de que si sumanos tres funciones 1/)”‘ en los vértices
de M obtenemos la constante uno, la integral de la suma es h(K ), las trcs integrales son

la misina, y lucgo en todo I, yascaque p € Voo p € V4.

Proposicién 4.34 Sca M = |qo, q1. 92| € G, cntonces f"'u Prdh = -,%r Por lo tanto
Jindh = ghkr sip€ AN, y [ vyrdh = g sip e V.

Denostracion: Como vy (@) = 1, y ¥, (q;) = 0si j # i, entonces (¥ + 15t -+l ) (i) = 1
para todo q; € V(Af). entonces (yn + ¥ + ¥ip)|xy = 1 pues es una funcxén m-mdmcu en
Ky, y los maximos ¥ minimos uamn cn V(A[) Esta funcién cs simple en K); y cntonces
f,‘”(zl;,'l'l; Yy + z/'"‘)dh = h(K), pero comio se pucde obtener ¥ a partir de 1/1"‘ mediante
la accién de una rcﬂc‘(lén o, que ¢s una isometrfa, entonces sus mtegmlw son u,ualns, cs
decir [, wp'dh = Sy tindh entonces tenemos f,‘ ymdh = h(Ky) = 5k

Sipe Vo entonces G,,, » = {M} pum m > 0,y para N € G, \{M}se cumple ¥p'lew =0,
por lo tanto f,\ yrrdh = f K irdh = ,—,r

Si p € V¢ entonces m > 1(7)) luego Gy = {My, Mp} ysiN € G,,. \ {1\1.,1\12} tenemos
Py = 0, por lo tanto fi Pprdh) = fh;« wprdh + f,‘ ¥itdh = ¥+, donde la suma se
separa pues Ky, N Ry, = {p} que es de medida cero. B

Con estos resultados ya sabemos conio obtener integrales de funciones 4", Enuncmmos
el siguiente resultado para obtener integrales de cualquier funcién' f € C(K ), pum “cllo
utilizaremos la expansién armdénica y cl siguiente enunciado.
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Teorema 4.35 (Teorema de la convergencia de Lebesgue): Sea {f,,} una sucesion de fun-
ciones medibles en K tal que | f(z)] < g(x) pare todo x € K .y para alguna g no negativa ¢
integrable (y medible y con integral finita) y fu(x) — f(=) pam cast lodo x e K (es dccn.
exeeplo en un conjunto de medida cero), entonces R e

J,\ Jdh = "!fil;of,‘ Smdh.

El desarrollo de la demostracion se encuentra en [Royden]. - : i
De esta forma Ia integral de una funcién continua la dcduclmos dc la) buCDbléll dc fuucnoncs ,
S = 5 w(f) :/;,,. pero coto esta hllccbléll couverge unlformcmcntc on todox € (XN cutoncca. :

I'E\ m

(lébll*
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Capitulo 5

El operador laplaciano.

En este capitulo ya podremos resolver ¢l problema de Dirichlet para un Laplaciano con-
tinuo dado en [Kigami] que es un operador que aproxitnamos como el lfmite uniforme de
funciones afines por pedazos. Primero definiinos un funcional de diferencias arménicas "nor-
malizaclas”, luego tomamos combinaciones lineales de funciones afines por tramos con re-
specto a estas diferencias arménicas, y obtenemos después el operador laplaciano discreto,
después defininios el Laplaciano y probar la existencia y unicidad de las soluciones de la
ecuacién de Poisson Af = ¢ en ¢l tridngulo de Sierpinsky el cual es el objetivo principal del
presente trabajo.

Definicién 5.1 Sean f € C(K) y m >0, el funcional A,,, € C(K)" estd dado por:
— 5" A f sipe V?
Aupf =19 ()T Amgf sip€dK
. q;p . .

. Datc l'uncxonal s lmen.l ‘pues cs mult.lphca.r por una constantc a8 Dypy Y PO “otro lmlo en’
la frontera lo es pues es una nl‘dc fi 'ncxonu.lcs lmcn.lca A,,. ] Por las mis ms -
razones cs un funcional ‘continy :

T2 € IR entonces A,,.(T1f+729)

Z (Al'l| R

pE -

pe :
Asf como hicimas pnm dm‘ una relacién’ entrc A,,.,,. y: A,,..H » ahora dm'cmo_

entre &,, y A4 que nos serd dtil para estudmr convergencia,

Proposicién 5.4 Pam todo f € C(K) ||A,,.f|| HA,,..;.;‘fIl, .
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Demostracién: ||A,, f|| = su}\)IA,,,f(J:)| ~.up| 2‘;‘ A,,, ,,fr],, (z‘)| Pam cudn 1\1 E G,,,,
’ TER Kopevi o .
Ay fiwy e un funcional affu y ya se conoce que nlcnlx/nx E
por lo que o
sup| Z A,,._,,fn,',"(x)] = nmx|A,,. ,,f| s
x€K peV, e
Si auponuuos quepe Dl\ yaque Al =|p= q(),ql.qd E Gm, .V ndcméb Am. f» Shmmf,
cnlonccs :
AW ,,.f =5"Angf < Aod o = (5)E" By [+ 5"A, qu < 5" Am,l“j Am .,,f
Por lo 0 que ¢l maxinio 10y ¢ el m{nnno sc alcanzan'en Vi y nor L lo tanto-

mm]A,,. ,,fI = mmIA,,. ,,f| Por lo tanto A S|} = nmx|A,,.,,,f|

mzixuno ¥ su m(mmo cn V(M).

Para p € Vp,, tencinos A,,. pf =5"An S y por 2.10 tencmos
30pf =58marpf +2 T Durigf + 3 Buwief

4EVis1p GERyy1, "
dcmxrrollmulo obtcnemox
U

B m,nf '—rrm (-'Am-H ,:f+2 2 A"..H ,,f+ Z A'"'H-'lf) ll'lll“-lpllcﬂndo por rm+|

4€Vim41p - 4ERmt1p )
1.,A,,,‘,,j = .,A,,H,, o122 dpngf+ 2 JA T ,,f En valorca absolutos tcncmoe»
qGVm-n » e Rut1.p
—
lt’lAm.p_ﬂ |5Am-\~l pf +2 Z Am+l.qf + Z Am+l qfl
qehuﬂ » GERww1.p

qEVin+1.p < g€ Rmatp

< |42 T Al S (Buiaf| S (54244 2) o K|

i
ld' lEl\“\"x IAuH»l.llf'

Por lo t'an"o lAanfll < m"x |Aln+|.llf| = [lAn+if]. @

Definirerios el opcmdor lnplacmno En [Dalrymplc] se intenta definir como la convcrgencm
de A, f, pero no se menciona en que cspacios, bajo que métricas y qué tipo de convergencia.
Recordemos que en cl presente trabajo una sucesién en C(K') converge uniformemente en
C(K) si y s6lo si lo hace con la norma del supremo que se dio para C(K).

Definicién 5.5 Sca el operador A : Doma C C(K) — C(K) dado de la siguiente forma: §i
para f € C(K) existe g € C(K) de tal forma que A, f converge uniformemente a g entonces
Af =g, a este le llamamos el operador laplaciano, si f cumple con esta propiedad decimos
que f € Doma.

En las referencias del artfculo [Strichartz] se menciona un artfculo donde se estudia qué
cs lo que no estd en Donia. Asf también en [Dalrymple] se menciona que pueden definirse
otros Laplacianos en el tridngulo de Sicrpinsky, lo cual representa problemas abicrtos para
intentar abordar en trabajos posteriores,

Recordemos que trabajamos de igual inanera la convergencia uniforme y la convergencia
en C(K).

Proposicién 5.6 A es un operador lineal.
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Demostracién: Scane > 0,c€ Ry f,g € Doma C C(K), sabemos que cA f+ Ag cam cn
C(K), y existen Iy, la € N tales que para todo m > mix{li, b} implica |A,, f = Afl} < 21,.
v 1Aug — Agll < £, liego 1Au(esf +9) — eAf = Agll = lleAuf + Aug — cAS — Agll <
||('A,,.f — cAf|| + | Aung — Agll < €, pues A, s lineal, de donde {A,a(cf + g)}. converge a
cA f+ Ag, pero también converge a A(ef + ) por definicién, entonces ¢f + ¢ cstd en Doma
y cAf + Ag = A(ef +y), por lo tanto A es lincal. B ' '

Definiremos ¢l problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson.

Definicién 5.7 Sea g € Doma. entonces el problema de Dirichlet consiste en: Encontrar
f € C(K) tal que

e { Af=g
flow =¢
‘para 1 O — R,
Para probar la existencia y unicidad de la solucién, necesitamos el siguiente lema que
asocia a una funcién en K y un funcional en C(K')*, una sucesién de funciones que converge
y la utilizaremos para trabajar con » = m,, por lo quc la sucesién convergerd a Ia solucién

de la ccuacién de Poisson.

Lema 5.8 Dadas v E C(K)Y ,(:0K—-Ry
S = 2 Cbp + 3 Z [j,,(u)( ‘)'(")z/;,, Entonces se cumple lo siguiente: -

1) f,,. canvcmc umjan.m.mentc a una Juncidn fo¢:
2) f=fue saltsfucc para toda m > 0 y pam todo p E Vo,

A, ,,j = 2( )leV(L(.vrl) o

Demostracion: 1) Definimos F, = ’ > ﬁ,,(u)lﬁ,, és' claro q(xc F',,. [ m—arménicil y en-
o i : s : IR

tonces

Bl = sup|1‘,,.(.r)| = mr‘\x|E::(b)| - :;snx |F,,.(p)| pucs '"|V... 0 pnm n <mey

ip)=m,y usando cl hecho (lc que cl buprcmo be alcanza cn nlglin p € V,,, pum funcxoncs
m-armonicas. : .
Por definicién 8,(v) = v(wp,) ¥y como v s un funcxonul lmcal contmuo, s m:otado,’
existe B € R tal que |[v(h)} < B |lA).: Entoncca
|ﬂp(”)| = |"(wp)‘ <B "“’ﬂ" Como wl'

tencmos

sup| - %n»—zwmv
el

Entonces |lwp ll Dc dondc nmx |F,,.(p)| '

cl‘lt,,ouccs e

mix lﬁn(")l S B
'(l')_

i . S
Por otro lndo una sutna z bc pucde :;eparm' eniy] 3°° por lo que ln sumas Ey
> LR v ’-h(l')-‘ o peDK

Y 3 N
33 apmﬁeccn n‘j,, +
: 41—1.'(,.)—1 o

"fm+l fm“ =

EQM%¥aWM®J,@»

CHp)=m+1

_ _)m+
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- Z ﬁ,:(”y)(:;')i(")“/’,,-
pe

1B, Por Io muto |fn;4;| -

B RymA Aa3ymtl 3 C(Byml ol
= 3(z)m* _,g,l)gxml/i,.(u)l < wa(Em” B,_' C(5)’!' (V:O"VC' 02

jml S C(%)m‘wl' R
Por el lema 2.16 concluimos que f,, converge uniformemente a un,
2) Utilizando la continuidad de Ay, y ln pm'tc (l) tenem

m,llfn = Am,p ( E Cp‘/’p +3 2 ﬂu(”)( )l('l)"/)
+" Z ﬁ,,(ll)( )'(")Am I"/"'l

2,60
Por otro lndo sean | = nun{l(q),m} y L =
casos: Si g = p entonces () WA, ¥y () — —4( )"

YDA = (D) = (D" Dicara iy
Usando csto tencmos Ri

Bumplu = HE" 52 Aa)A! -iﬂ(g)}" ¥4

Teorema 5.9 Dadas g € C(l\) 1
Dirichlet

Slox = C

, dondc la wlumd ;

Demostracién: Sig =0y ( =0. Sl Af =0 cntoncea A,,.f convcrge a 0 Por otro ]ndo L
coto |A,,,j' | < ]A,,,-, [l y 18 f) convcrgc a0, entouceb A,,, f = 0 parz} Lodn m, cnt.oucca :

1\’ y por lo tanto f = 0 .
Si existe f* tal que cumple el problema de Dirichlet, entonces A(f . f )
flow = 0 pero f* — f # 0 lo cual contradice lo anterior. ! - : ;
Ahora probemos que A,, f converge uniformemente a g. Ua&md’_o\(i lemu anterior con V=
7rJ, ¥ » € Vi, tenenios que A, f = 3(2 )"‘u(x/)’") En consecuencia &, f = -'( )"”'"'7rJ(L/; n) =
3(3)"*! [ ¥ptgdh. Sip € OK tenemos que A,,.,,,f = 35" (A + A,,.’,,,f)
= '(3)"‘+'(fk Wpgdh + [, ¥ipgdh) para Vi, = {flanz} )
Como g es uniformemente continua, sea € > 0, existe 6 >0 ml que pnm t.odo r,y € lN
tales que d(x,y) < d implica [g(x) — g(y)] < . Lucgo para todo mi € N tal que 5— < 6 para
todon > m yx,y € K, parap € V,,,, sc cample d(z,y) < d(:r 1))+(I(p, y) < 'F—'T < 2,,, < 4,
por lo que Jg(x) = g(y}| < €. Sean m, = mm q(a) y M, = mnx q(:n), entonceb My—m, <e.

Si p eV, tenemos
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’ ,,umformcmentc

m —(3)"+I S idh =m, < ‘(3)"*"] Ypgdh < My (3)"*"_[ 1/)"dh—1\l,,. pues
'(3)"*' Ji 1/:"dh = 1, de donde | (3)'“"] rgdh — J(])) @)+ [ pdh| < My —my < €.
Sl pEIN y V,. = (q,,(u}, de 1guul forma ol)tcncmos ~

153"+ ¢ gdh + [ dingdh) — g(p)| < &, Por lo que |A, ./ — g(p)] < & para todo
p € Viy y 1 > m. Por lo tanto {A,,, ,f }m converge a g(p) uniformemente respecto a Vi, parn
todo p e V..

Sea x € K, existe e > 0 tal que para todo 6 > 0yparatodoz,y € K talesqued(x,y) < 8
implica |g(x) — ‘I('I)l < £/5. Sea . tal que 7— <d,yx e M=|qpaqqaleCu lugo

Anf(z) = Z (A,,, 2P () = Z (A,,, ) () alcanza su wdximo y su mfuimo cn

V(AI) pues cs nffn en A, de (loudc mm (A,,. ,,f) <ALf(x) £ mzix (A,,. »[). Supongamos

-que (A,,, qu) = "m)‘ (Am pf) Yy (A,,. qlf) "““ (A,,, lrf)v y ndcnuﬁ.s IAmqf - ’l(q)l < r,"’ .

€V (Al
para g € V(Al), lo que equivale a que IA,,.f(q) - q(q)| < £, entonces -
Am.lﬂf —Awnf £ lAma:Zf - J(‘12)| -+ lAm,'llf - J(’Il)' + '9(’12) g(fln)l‘< 35/5, '])or‘lb nol
que Ay, f(q2) — Awf(x) < 32/5. Por lo tanto e L
18,07 (2) = 9] < 18 () = A f (@) + 1B f(a2) - 5a2)] + lolaz)
Por esto concluimos que {A,,f} converge umformcmcntc agy Vi
ccuacion de Poisson. B
Este es cl resultado esencial para varios problemas dcl a.mi
Sicrpinsky, ahiora probemos que las funciones arménicas en cl
en el sentido de la ecuacién de Laplace.

Corolario 5.10 Seca f € Doma y flox = €. Entanccq A ﬁndniéd
en K. ! e e

Dcmostracxén La solucién es f = 2 Gt + Z B,,(wy)( )'(")1/),,

0-[ ](lh = 0, por lo quc B,,(wy) = f,‘ [w,,]dh =0 si; p A

ﬁlr(*y). = ‘ N
f " 0 [:/:,,]dh Osipe Vo, por loque f = Z oy s una funcién u.rmé cn cn : B
. peEY

Sx f cs armémc ‘cn K ent.oncea Wlf) = f(p) sipedK,y -7,,(/') 0 con J/] e V“ puca o
f _'/0, 0‘ tO ‘CS f Z f(p)d)ln lucgo Am.pf = 5", llf = 0 si ]) e V" y. Am pf =
. SR PEOK

0sip e 9K, por lo que A, f =0 pam todo m, clurmnentc convcrgc

0,y ¢ (») = f(p) para todo p € 9K, por lo quc satisface cl prob]cum dc
: Dmchlct. 'y ndcmzia J € Doma pues 0 es una funcién continua. @8
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Conclusiones

En este trabajo dimos un desarrollo a la construccién del Laplaciano cn el Tridngulo de
Sierpinsky en R?, asf como el problema de Dirichlet para obtener el caso particular de las
funciones armdénicas en el tridngulo de Sierpinsky. El desarrolio de este documento se baso
principalinente en el trabajo de [Kigami] agregando en varios casos teoremas que detallan
lo que se afirma en ese artfeulo. Ademas agregamos el enfoque de los artfculos [Strichartz)
y [Kigami] para el tratamicnto mediante grificas. Hemos profundizado en la construccion
del trigngulo de Sierpinsky mediante funciones afines en R? y desarrollamos con muts detalle
varias demostraciones de [Kigamil.

Asf también con respecto a ese artfeulo, nos restriugimos a R?, pero lo desarrollado
aquf pucde extenderse o mas de 2 dimensiones, asf tambitn restringimos a los tridngulos de
Sicrpinsky solamente, pero segiin el artfculo [Strichartz] de la Notices, se puede extender a
otros conjuntos con estructura autosemejante, como los "Hexagaskets". Hay otras dirccciones
no abordadas en este documento, como son la definicion de otros operadores laplacianos, otros
funcionales parccidos a los de diferencias anménicas con diferentes propiedades, y encajar cl
trigngulo de Sierpinsky en espacios métricos (encaje no isométrico) para luego definir otro
Laplaciano en donde las funciones armoénicas scan distintas a las que aqui se estudiaron.
Todo estos son temas para un desarrollo posterior.

La ccuacion de Laplace en el tridangulo de Sierpinsky es un caso particular de ecuaciones
diferenciales parciales cn este conjunto, pues por gjemplo en [Dalrymple] se estudian las fun-
ciones propias del Laplaciano con condiciones de Dirichlet, asf como ecuaciones que dependen
del ticmpo como la de calor cldsica y la de onda.

Hay muchos problemas que no se abordan en el presente trabajo y algunos se encuentran
cn la literatura en la que los autores Strichartz y Kigami son los principales investigadores.
Los problemas de funcionales, operadores y espacios de funciones se pudicron extender al caso
complejo, hay inuchos problemas relacionados con Ia teorfa de la medida en este conjunto. Los
problemas de Andlisis de Fourier y ondeletas en el Tridngulo de Sierpinsky se han desarrollado
tanto por Strichartz como por Kigami.
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