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Prólogo. 
Los procesos tradicionales de confonnado han ido expandiéndose en diversas 

variantes que los hacen más versátiles y útiles. Dentro de este contexto, el laminado de 
productos planos se ha utilizado a lo largo del tiempo para la manufactura de láminas de 
diferentes calibres y propiedades que sirven finalmente para la elaboración de bienes de 
capital. Como la mayoría de los procesos de conformado, el beneficio directo de este 
proceso es su bajo costo y el excelente control dimensional que puede obtenerse en el 
producto final. 

Recientemente, se ha puesto especial atención en una variante del proceso de 
laminación de productos planos conocida como laminado co'!iunto o simplemente como 
colaminación; en donde dos o más materiales se laminan uno sobre otro formando un 
conglomerado cuyas propiedades como producto final (que son función de la combinación 
óptima de materiales) resultan ser adecuadas para ciertas aplicaciones específicas. Una de 
estas aplicaciones recae en el ámbito automotriz, específicamente en la fabricación de 
cojinetes de deslizamiento para los motores de los vehículos producidos actualmente. 
Comparando los procesos actuales de manufactura de este tipo de productos se puede llegar 
fácilmente a la conclusión que, al implantar un proceso de colaminación, se pueden lograr 
ahorros significativos en su fabricación tanto en costos operativos como en tiempo de 
proceso sin modificar el desempeño de dichos componentes. 

Dentro del entorno industrial automotriz del país, una empresa nacional dedicada a la 
manufactura de cojinetes de deslizamiento ha tomado la decisión de desarrollar una línea de 
producción de cojinetes colaminados consistentes en una capa de una aleación Al-Sn 
nonnalizada que funge como material superficial de desgaste, la cual es colaminada junto 
con otra capa que no es más que un respaldo de acero que sirve como soporte mecánico a la 
aleación, proporcionando la rigidez estructural necesaria para el buen desempeño del 
elemento mecánico. El diseño del proceso demanda entre otras cosas, conocer la serie de 
pasos de defonnación necesarios para llegar a las dimensiones deseadas. Para ello resulta 
necesario contar con herramientas de cómputo que pronostiquen los espesores finales de las 
capas que se colaminan y proporcionen información adicional relativa al flujo de los 
materiales. 

En el presente trabajo se expone el desarrollo de un modelo para la simulación del 
proceso de laminado conjunto. El programa resultante ha sido denominado SIMCLAD que 
es básicamente una herramienta de cómputo que analiza el caso simétrico de la 
colaminación bajo la aplicación del teorema de límite superior. La solución se ajusta a la 
primera etapa del proceso de fabricación de cojinetes de deslizamiento en donde la aleación 
Al-Sn es laminada conjuntamente con aluminio puro. Al final del proceso, el programa 
provee la infonnación completa respecto al canipo de defonnación del material. 

SIMCLAD se basa en la aplicación del Teorema del Límite Superior (TLS) el cual 
deriva en lo que se conoce comúnmente como Método de Límite Superior (MLS), bajo el 
planteaniiento de un campo de velocidades cinemáticaniente admisible. El perfil de 
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velocidades para lUilbas capas queda expresado en función de un conjunto de cinco 
parámetros pseudo-independientes, cuyos valores óptimos proporcionan el carácter 
cualitativo del campo de velocidades, el cual cumple con minimizar la potencia total del 
proceso, criterio principal del TLS. El algoritmo fue programado en C y se puede utilizar 
como libreria dentro del entorno de Microsoft Excel a través del cual se manipulan los 
datos de entrada, las salidas así como la visualización de resultados y el control de la 
ejecución SIMCLAD. Para validar el modelo se han llevado a cabo una serie de 
experimentos que proporcionan una idea general del desempeño del algoritmo. 

Los valores pertinentes de los parántetros se determinan mediante un proceso de 
optimación para lo cual se recurre al método del poliedro flexible por ser éste el adecuado 
a la naturaleza de la función objetivo. 

Adicionalmente los resultados obtenidos con SIMCLAD han sido comparados con 
simulaciones generadas mediante la aplicación del Método del Elemento Finito (MEF) 
utilizando software comercial (DEFORM®), así como mediante la comparación con 
soluciones analíticas de espectro general. 

El trabajo está estructurado de tal forma que en el primer capitulo se describen los 
conceptos básicos relacionados con el proceso de conformado en cuestión. Asimismo se 
presentan los antecedentes de la teoria de plasticidad que dan el sustento teórico al modelo 
empleado por SIMCLAD. 

En el segundo capítulo se presenta el concepto de función de corriente así como lo 
relacionado con los teoremas de limite, particularmente el de límite superior en su forma 
más general. Se mencionan los conceptos básicos en los que se basan las soluciones por 
limite superior como son la definición del campo de velocidad, las superficies de 
discontinuidad de velocidad y los mecanismos de evaluación de la funcional de potencia. 

El tercer capítulo muestra la descripción del modelo, en éste se presenta la derivación 
de cada término de potencia y la forma para evaluarlo. Finalmente, para correlacionar la 
solución arrojada por SIMCLAD con datos experimentales se realizaron pruebas de 
colaminado de acero con aluminio. Los resultados pertinentes así como un análisis de la 
solución arrojada por el modelo se detallan en el capitulo 4. 

Finalmente se espera que los resultados de este trabajo permitan establecer las bases 
para el desarrollo posterior de un modelo similar que proporcione una solución al análisis 
del caso no simétrico del colarninado en donde no existe un avance teórico formal. 

Héctor A. Quiroz González. 
Enero de 2003. 
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N oJDencla'tura 

La lista de símbolos que a continuación se muestra corresponde únicamente al desarrollo del 
modelo en cuestión y están referidos al contenido del capítulo tercero y cuarto. 

en 
e21 
e,,.; 
e1f 
e2f 
emf 
L 
L1. L2 
I's1.I's2 
'P 
Q1.Q2 

"' u 
V 
m1,m2 
y1.Y2 

Espesor inicial de la capa externa. 
Mitad del espesor inicial de la capa interna. 
Mitad del espesor total inicial del conglomerado. 
Espesor final de las capa externa. 
Mitad del espesor final de la capa interna. 
Mitad del espesor total final del conglomerado. 
Longitud proyectada del arco de contacto. 
Extensión de la región de deformación plástica en las capa externas e interna. 
Límites rígido-plásticos de las capas externas e interna. 
Interfase entre ambos materiales. 
Gasto volumétrico por unidad de longitud. Capas externas e interna. 
Función de corriente. 
Componente horizontal de la velocidad. 
Componente vertical de la velocidad. 
Factor de fricción entre el rodillo y el material así como entre capas. 
Funciones límite a lo largo de la superficie del rodillo y la interíase entre 
materiales. 
Funciones límite a lo largo del límite rígido plástico a la entrada del claro de 
laminación en las capas externa e interna. 
Energía interna de deformación, pérdidas internas por cortante en límites rígido 
plásticos y pérdidas por fricción en la superficie del rodillo y en la interfase. 
Funciones gradiente del perfil lineal de velocidad. 
Velocidad lineal de los rodillos. 
Radio de los rodillos. 

Subíndices para funciones de corriente y componentes de velocidad: 

0,3 Región previa al claro de laminación. 
1,2 Región que comprende el claro de latninación. 
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ANTECEDENTES 
l.J. INTRODUCCIÓN. 

Hoy en día Jos productos laminados abarcan cerca del 90% de los productos 
fabricados mediante procesos de conformado tradicionales. Aún cuando existen productos 
laminados de las más diversas geometrías, la mayor parte de la demanda en el mercado es 
de productos planos. Por su importancia, en la manufactura de bienes de consumo primario, 
un gran número de investigadores se ha dedicado a tratar de comprender y explicar el 
fonón1eno de laminación con10 una herramienta para la predicción de las características 
físicas del producto final. 

Gracias a la capacidad de procesamiento de datos de las computadoras, actualmente 
los modelos numéricos de cálculo son herramientas posibles e indispensables en el diseño 
de procesos de conformado nlecánico. Sin embargo, aún con todo el potencial de cálculo 
actual y los avances en la ciencia, no existen soluciones exactas que describan completa y 
cabalmente el fenómeno de deformación plástica y que por tanto, brinden una solución 
si1nultánea tanto al ·campo de deformaciones corno al campo de esfuerzos asociados al 
proceso de conformado. 

A pesar de ello, un sin nú111cro de aproxi111aciones han sido propuestas por varios 
autores para el 111odclado matcmútico y si111ulación de dichos procesos aplicando diversas 
teorías y hcrran1icntas 111ate111áticas que buscan dar una solución al problen1a de predecir el 
con1portatniento de un material durante su procesamiento así corno los parámetros 
involucrados durante el misn10. 

Los métodos tradicionales para análisis en procesos de conformado, así como la 
teoría de plasticidad proporcionan un marco de referencia para la comparación de 
soluciones alternativas de dichos procesos. Esto permite ubicar la solución propuesta 
dentro del conjunto existente de 1nétodos de solución y comprender tanto sus ventajas 
como limitaciones frente a diversos métodos. 

j IT.S!SCON 
· · iALLA DI ORIGEN 



Capítulo.!. Antecedentes. 

1.2. PRODUCTOS COLAMINADOS Y SUS APLICACIONES. 

Una variante interesante del proceso de laminado de productos planos es conocida 
como laminado co1yunto o co/aminado. Este proceso consiste en unir, mediante el uso de 
un laminador, dos o más hojas de materiales metálicos de diferentes propiedades por la 
acción mecánica de la presión ejercida por los rodillos del laminador. El fenómeno que 
induce la unión durante la laminación de las diferentes capas de materiales no ha sido aún 
del todo caracterizado. Sin embargo, de los pocos trabajos publicados a la fecha se infiere 
que la presión ejercida por los rodillos, la deformación localizada de las superficies de las 
interfases, la resistencia relativa a la deformación plástica de ambos materiales y la 
rugosidad de los mismos son factores que determinan en gran medida la fuerza cohesiva de 
la unión. 

Los productos colaminados son utilizados ampliamente en un campo de demanda que 
incluye entre otros, plantas químicas, refinerías de petróleo, plantas petroquímicas, plantas 
generadoras de electricidad, industria auton1otriz y casas de moneda. 

Dentro de la industria y la vida cotidiana, las aplicaciones de este tipo de productos 
son muy variadas y comprenden desde cuestiones estéticas hasta aplicaciones de ingeniería 
aeroespacial. El compromiso entre propiedades físicas y mecánicas y los costos de los 
metales de ingeniería hacen del proceso una hcrrmnienta útil en la optimación de recursos. 

Por ejemplo, se puede citar el caso de nmteriales cuya resistencia específica es muy 
grande, y que al combinarse con ciertos materiales se obtiene una mayor relación costo
beneficio en donde se requiere, por ejemplo. un buen comportamiento contra la corrosión 
inducida por un medio ambiente hostil y adicionalmente una elevada resistencia mecánica. 
Un claro ejemplo de esta aplicación está en la producción de envases a presión, lo cual 
conduce a una i111portante reducción de costos al sustituir los onerosos aceros inoxidables 
por placas bimctálicas colaminadas de un metal resistente a la corrosión corno puede ser 
una aleación de alu111inio y un acero de contenido nlcdio de carbono que proporcione la 
rigidez estructural al contenedor. Otro ejemplo tangible y cotidiano es en la producción de 
nlonedas. donde la combinación de diversas propiedades deseables en el producto final así 
corno la reducción de los costos asociados al proceso se ven muy favorecidas con la 
utilización de conglomerados laminados de diferentes metales. 

Ejemplos de otras aplicaciones específicas comprenden lo siguiente: juntas de 
transición en tuberías para aplicaciones criogénicas o al alto vacío, juntas estructurales para 
transportes 111aritin1os. contenedores de productos quhnicos altamente corrosivos, juntas 
para aplicaciones eléctricas, utensilios para la cocción de alimentos (un conglomerado 
tricapa de acero inoxidable - acero de medio carbono - acero inoxidable.)" 

El caso que motiva el desarrollo del presente trabajo, y que está directamente 
relacionado con la producción de nlotores de combustión interna actuales, es la reciente 
tendencia en la manufactura de los cojinetes del motor a productos colaminados. Este tipo 
de componentes consisten en una capa de una aleación aluminio-estaño la cual proporciona 

.i Fuelite:·~V\"""·ªsal~i-kasci.co.jp 

2 
-~·''.'.rJ· ... C..!\.otll • • 

~-. j. 



Capitulo l. Antecedentes. 

la capacidad lubricante del cojinete. El estai\o es ai\adido para reducir la afinidad de la 
aleación con una segunda capa de acero la cual funciona como respaldo y soporte de la 
primera, proporcionando la resistencia mecánica necesaria de todo el conjunto. Así, el 
producto final consiste en una capa de acero, una capa intermedia de aluminio (que 
favorece la adhesión) y una capa de Al-Sn la cual se recubre con una película delgada de 
aluminio para proteger la capa de trabajo (Al-Sn) durante el proceso de manufactura del 
componente. Dicha capa es posteriormente removida del cojinete mediante un proceso de 
maquinado. 

La producción de cojinetes de 
deslizamiento mediante este 
proceso se encuentra actualmente 
desplazando a los métodos 
tradicionales para la fabricación 
de este tipo de componentes, que 
en la actualidad consisten 
principalmente en procesos de 
sinterizado y deposición por 
inmersión húmeda. La principal 
ventaja del proceso de 
colaminación en la producción de 
cojinetes de deslizamiento es la 

Figura 1.1. Cojinetes Colaminados de Al-Sn y respaldo de Acero. alta velocidad de producción y 
por lo tanto la disminución de 

costos asociados al proceso, simplificando adicionalmente los requerimientos del mismo. 

1.3. PROCESOS DE FABRICACIÓN DE CONGLOMERADOS METÁLICOS. 

Los procesos para unir un conjunto de láminas de diferentes materiales se llevan a 
cabo mediante las siguientes técnicas: 

a) Detonación controlada de cargas explosivas dispuestas en las superficies de los 
materiales a unir. 

b) Laminado conjunto en donde la presión ejercida por los rodillos induce la 
deformación de los materiales y su unión. 

El primero de estos procesos hace uso de la energía liberada por la combustión de 
explosivos, lo que proporciona la fuerza necesaria para unir de forma permanente dos 
materiales similares o de distinta naturaleza metalúrgica. Durante el proceso no se hace uso 
de agentes químicos o calor. El control dimensional del producto final es complicado 
debido a la gran dependencia de la energía liberada por la detonación de los explosivos con 
diversas variables del proceso, adicionalmente se requieren procesos subsecuentes de 
maquinado para obtener las dimensiones deseadas en el producto final. 

Un mejor control dimensional se consigue al unir lánlinas de diferentes materiales 
por medio de la acción mecánica de un laminador. De la experiencia empírica es conocido 
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el hecho de que la unión de los materiales se logra bajo condiciones de deformación 
severas, es decir, cuando la reducción es elevada (>SOo/o.)b 

Durante los procesos de laminado conjunto, la diferencia entre el estado de esfuerzos 
de las capas que se colaminan conduce a una variación notable en Jos espesores relativos al 
final del proceso; los mecanismos de deformación plástica en el claro de laminación 
resultan así más complejos que en el caso de laminación convencional, y con ello el análisis 
del proceso. Debido a esto, los estudios concernientes a los mecanismos de deformación 
plástica de las hojas colaminadas en el claro de laminación resultan ser interesantes. Aún 
cuando existen trabajos relacionados con este proceso desde la década de Jos SO's, en su 
mayoría han sido basados en la experimentación y por lo tanto su alcance, en cuanto a 
generalidad se refiere, resulta ser muy limitado. De los pocos análisis teóricos 
desarrollados en aquella época, todos ellos resaltaban por la complejidad del cálculo 
numérico necesario, lo que se traducía en tiempo excesivo de cálculo y cuya precisión 
dejaba que desear con relación a los resultados experimentales. 

1.4. VARIANTES DEL PROCESO DE COLAMINADO. 

La simetría del proceso queda básicamente determinada por el número, disposición y 
espesor de las capas a unir. Adicionalmente la velocidad, dimensiones y rugosidad de los 
rodillos definirán también condiciones de simetría. La simetría se tomará con relación a la 
disposición de los materiales respecto al plano medio que divide al claro de laminación en 
dos partes iguales al considerar que los rodillos superior en inferior son iguales y los 
parámetros de operación los mismos. El análisis del proceso se simplifica cuando existe 
simetría tanto en la disposición del material como en la operación del laminador puesto que 
los flujos serán iguales para ambas mitades. 

1.4.1. Caso Simétrico. 

Al contar con una disposición simétrica de los materiales a colaminar, cuando los 
rodillos del laminador en contacto con el material son del mismo diámetro y cuando las 
velocidades de éstos son iguales, el proceso de modelado se simplifica. Con esto se 
consigue un ahorro significante en recursos de cómputo. El colaminado simétrico facilita el 
modelado al requerir únicamente estudiar la deformación de la mitad del conglomerado. El 
ejemplo más sencillo de colaminado simétrico se muestra en la figura 1.2. en donde tres 
capas de materiales: dos de ellas iguales tanto en propiedades como en espesores 
(exteriores en contacto con los rodillos) y una tercera intermedia, son laminadas 
conjuntamente por un laminador con rodillos del mismo diámetro. Comúnmente se tiene 
que la capa menos deformable es la intermedia. 

• Este valor se desprende directamente de observaciones experimentales para la aleación Al-Sn y el respaldo 
de acero en la fabricación de cojinetes de deslizamiento. Clemex S.A. de C.V. 
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El colaminado simétrico, 
como el mostrado en la figura 1.2., 
se ajusta perfectamente a la primera 
etapa de la fabricación de cojinetes 
de deslizamiento, en donde se tiene 
un conglomerado tricapa Al
AlSn-Al. 

1.4.2. Caso no Simétrico. 

Capitulo J. Antecedentes. 

y 

Fisura 1.2. Caso simétrico. 

Cuando la disposición de los materiales no es simétrica, y el dilÍllletro de los rodillos 
de trabajo no es el mismo o bien si las velocidades de éstos difieren, el análisis del proceso 
resulta más complejo. Una solución que parta del teorema de límite superior para este caso 
tendrá que considerar, entre otras cosas, que el equilibrio de fuerzas en la dirección vertical 
no provoca una deflexión del material a la entrada del claro de laminación, lo cual de otra 
manera complicarla el planteamiento del campo de velocidades necesario para un 
desarrollo de la solución por este método. Esto se puede aproximar si se considera un 
soporte rígido como el mostrado en la figura 1.3. que impide que el material se flexione, de 
tal manera que la representación matemática de los flujos a la entrada del material pueda 
establecerse sin grandes complicaciones. 

···· ___ r== 
X 

Fisura 1.3. Caso no simétrico. 

s 

En la figura 1.3. se 
muestra el caso no simétrico 
más simple, en donde la 
velocidad lineal de los 
rodillos es la misma. Sólo 
en este caso se puede 
proponer un perfil uniforme 
de velocidades a la salida 
del claro de laminación 
como el mostrado en la 
figura. Si las velocidades 
resultan ser diferentes la 
velocidad a la salida tendrá 
forzosamente una compo
nente vertical de velocidad 
con lo que el perfil 
planteado se torna más 
complejo. 
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El laminado conjunto no-simétrico se ajusta a la etapa tenninal de la fabricación de 
cojinetes de deslizaniiento, en donde el conglomerado Al-AlSn-Al (que una vez 
conf'onnado, prácticamente puede ser considerado como un único material) se une a una 
cinta de acero por medio de la acción mecánica del laminador. 

1.5. CONCEPTOS ÚTILES DE LA TEORfA DE PLASTICIDAD. 

La solución completa para el problema de predecir un cambio particular de :fonna de 
un cuerpo está dada cuando ambos tensores, el de defonnaciones y el de esfuerzos son 
conocidos para cada punto al interior del cuerpo. El tensor de esfuerzos resultante deberá 
asegurar que las condiciones de frontera sean satisfechas y que el equilibrio de momentum 
se cumpla a lo largo del dominio espacial e · .. 'Tespondiente al cuerpo que se de:fonna. Por 
otro lado, el tensor de de:fonnaciones deb .. ra ser tal que el volumen de un elemento 
di:ferencial se conserve a lo largo del proceso, que las ecuaciones de compatibilidad sean 
satis:fechas y que las condiciones cinemáticas en las fronteras del flujo de material también 
se cumplan. 

La teoría clásica de plasticidad asume de antemano un cuerpo plástico ideal; para lo 
cual el efecto Bauschingerb es despreciado. Se puede comprobar que la teoría es válida 
exclusivamente para el rango de temperatura para el cual los fenómenos de recristalización, 
tennofluencia y cualquier otro de índole ténnico pueden ser despreciados. 

Aún cuando existen diversos métodos y teorías de análisis, las soluciones de 
problemas de deformación que recaen en el rango plástico son generalmente tratadas 
mediante la aplicación de dos teorías clásicas: la de Levy-Mises y la de Prandt-Reus, la 
primera es aplicable cuando la componente elástica de la de:fonnación es despreciable 
mientras que la segunda considera su e:fecto. Las ecuaciones que derivan de ambas teorías 
proveen las relaciones necesarias entre los incrementos de de:fonnación plástica y los 
esfuerzos. 

En lo siguiente se plantearán los conceptos fundamentales de la teoría de plasticidad 
que dan sustento al modelo a desarrollar y que permiten establecer sus ventajas y 
limitaciones frente a otros posibles y potenciales métodos de solución. 

b El ef"ccro Bauchinger se presenta. por ejemplo, cuando en un ensayo de tracción se invierte la dirección de 
deformación, la cedencia del material ocune antes de que se alcance el eat\aerzo de c:edencia, a, pua 
compresión monotónica. La deformación plástica en una dirección af"ec:1Uá la subsisuiente def"onnación 
plástica en cualquier otra dirección. 
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1.5.t. Tensor de deformaciones pequeftas. 

El efecto acumulativo de la deformación causada por la variación de los esfuerzos a lo 
largo de un cuerpo origina la distorsión de la configuración espacial de puntos dentro del 
cuerpo. Esta distorsión por lo general va acompafiada de una rotación de cuerpo rígido. 

Al analizar la figura 1.4 se observa que el desplazamiento del punto · p· puede ser 
descrito por funciones continuas de x e y. Si se consideran solamente los desplazamientos 
en el plano~. entonces: 

u= u(x,y) v= v(x,y) (1.la y 1.lb) 

La posición de una partícula es función del tiempo, sin embargo los desplazamientos 
(que representan la diferencia absoluta entre las posiciones inicial y final de la partícula) 
son funciones exclusivamente de la posición de la partícula. Para efecto de evaluar el valor 
de las funciones en la vecindad del punto P, las funciones pueden ser expandidas alrededor 
de este punto mediante un desarrollo por expansión en series de Taylor. Si u, iJuléJx, 
a2u!ox2, etc., se evalúan en el punto P. Por ejemplo, la deflexión para el punto C se escribe 
como: 

. (1.2.) 

dado que C está a una distancia Lk de P. 

Si se considera que Llx es muy pequeño, es posible despreciar los términos (Lk)2 o de 
orden mayor. De forma que: 

u =u+au.6.x 
e ax . (1.3.) 

De igual forma se obtiene una expresión para v(x,y): 

. (1.4.) 

La anulación de los términos de orden mayor a uno tanto en Uc como en Ve llevan a 
una representación del campo de deformaciones mediante un tensor que es solamente 
válido para deformaciones muy pequeñas, es decir cuando ILiul <<ILlxl. 

De manera similar, si las deflexiones para el punto A son desanolladas a partir de una 
expansión en series de Taylor alrededor del punto Q. y Ay se considera que es muy 
pequeño, entonces: 

u,. =u+ éJu ~Y 
Oy 
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Fisura 1.4. Deformación (rotación y distorsión) de un cuerpo rígido bidúnensional. 

Ahora bien, analizando la deformación que sufre el paralelogramo por segmentos y 
considerando que las variaciones angulares a y p son muy pequeñas, la elongación &x se 
escribe como: 

&u 
P'C'-PC [u +a_xAx-(u-Ax)]-Ax &u 

PC = Ax =ax (1.6.) 

repitiendo el cálculo de forma similar para las elongaciones en las direcciones 
coordenadas se obtiene lo siguiente: 

éJu 
&~ = Ox' =Ow 

é)z 
. (1.7.) 

En el caso de las deformaciones angulares es necesario hacer uso de una definición de 
la medida de deformación angular. Por convención se considera lo siguiente: 

s,,,, = !tan(cz + P> .. (1.8.) 

Pero tomando en cuenta un valor sumamente pequeño tanto para a como para P y 
despreciando los ténninos infinitesimales de orden superior al primero, la ecuación anterior 
se queda de la siguiente forma: 

.. ··.·:-··.··· .. 
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& =ltan{a+P}=l(tana+tanP)=J_ ~+~ =J_ éJu+i'Jv 
[ 

au ay av ~] ( ) 
""2 ~ -2 2 .6.y ~ 2.zy ax·· . (1.9.) 

Fórmulas similares para las def"ormaciones cortantes se obtienen de f"orma similar para 
los restantes planos de corte. 

Asumiendo componentes infinitesimales, las def"ormaciones se relacionan con las 
variaciones espaciales del desplazamiento por medio de la siguiente ecuación que define las 
componentes del tensor de deformaciones pequeñas. 

(1.10.) 

Este tensor es aplicable para la condición de deformaciones infinitesimales. Dado que, 
para el caso de un material que obedece a un comportamiento rígido-plástico, la respuesta 
del material es la misma bajo deformaciones grandes o pequeñas, es posible hacer uso de 
esta descripción de la def"ormación sin caer en contradicciones. 

En un tiempo infinitesimal los desplazamientos relativos de los puntos materiales son 
infinitesimales respecto a su separación (l.ó.ul <<IAxl) de tal manera que la condición de 
pequeñas def"ormaciones se satisface completamente. 

Así que al considerar el término temporal durante la deformación el tensor de rapidez 
de deformación es: 

(1.11.) 

1.5.2. Deformación plana. 

Un estado de deformación plana ocurre cuando, en la región de def"ormación, una de 
las dimensiones principales es visiblemente mayor que las otras dos. En laminación esto se 
cumple cuando el área de la sección transversal que comprende el claro de laminación es 
muy pequeña comparada con el espesor de la cinta. Comúnmente se puede considerar que 
si la relación entre el espesor del material a laminar y su ancho es de 1 a 1 O la def"ormación 
puede considerarse plana sin mayores inconvenientes. En este sentido, la deformación en el 
eje perpendicular al flujo de material (eje e3, en la figura 1.5.) es despreciable y el tensor de 
deformaciones queda expresado por le ecuación (1.12.) 
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Capítulo l. Antecedentes . 

Un estado de deformación plana esta caracterizado por las siguientes propiedades: 

(i) El flujo es en cualquier punto paralelo a un plano dado. 
(ii) El movimiento es independiente del eje normal a dicho plano. 

[

&XX 

&ü = &yx 

o ~] . (1.12.) 

El casi nulo ensanchamiento del material de trabajo durante el proceso de laminación 
es un indicador de la aproximación a un estado de deformación plana. 

1.5.3. Comportamiento Rfgido-Plástico. 

Un material describe un comportamiento rígido-plástico cuando se le atribuye un 
modulo de Young de valor infinito. La componente de la deformación elástica es cero en el 
límite; bajo esta consideración se asume que no existe cambio de volumen. Un elemento 
permanecerá rígido cuando sea sometido a un esfuerzo efectivo por debajo del límite de 
cedencia del material. En la mayoría de los procesos de conformado mecánico, donde la 
deformación plástica total es muy grande, la distribución de esfuerzos calculada bajo la 
consideración de un comportamiento rígido-plástico se aproxima cercanamente a la 
distribución de esfuerzos generada por un material de comportamiento elasto-plástico bajo 
la misma trayectoria de deformación. La componente elástica de la deformación se torna 
despreciable comparada con la componente de deformación plástica. 

La figura 1.6. muestra la curva esfuerzo deformación para un material rígido-plástico. 
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Fisura 1.6. Comportamiento Rígido Plástico. 

Este comportamiento se ajusta a un material plástico ideal, en donde el efecto del 
endurecimiento por trabajo en fiio no es considerado. Sin embargo, tal efecto puede 
añadirse a un modelo de un material plástico ideal al considerar un esfuerzo promedio 
obtenido a partir de una integral de la siguiente forma: 

. (1.13.) 

donde a representa la función que describe el endurecimiento del material en función de la 
deformación. 

1.5.4. Criterios de Falla. 

Todo criterio de cedencia debe ser válido para cualquier estado de esfuerzos. Dado 
que la componente hidrostática del esfuerzo no contribuye al flujo plástico del material es 
deseable que el criterio de cedencia no incluya dicha componente. Así, los criterios de falla 
deben ser independientes del sistema de referencia seleccionado. Por lo tanto la función que 
describa el criterio de falla deberá tener la siguiente forma: 

f(J', ,J',) =o . (1.14.) 

Tresca (1864) concluyó que la cedencia ocurría cuando el máximo esfuerzo cortante 
alcanzaba un cierto valor. Es decir: 

o-1 -o-3 =cte .. .. (l.lS.) 

donde u, e:: 0-2 e:: o-3 • El criterio puede ser escrito en términos de los invariantes del 
desviador de esfuerzos, J'2 y J'3. pero resulta ser complicado y sin utilidad alguna. 1 

1 RefII). pp. 59. 
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Otro criterio fue originalmente propuesto por Huber y establece lo siguiente: ••cuando 
la expresión: 

. (1.16.) 

se satisface, entonces habráfl14io plástico. " 

La parte del lado izquierdo de la ecuación (l .16). es conocida como esfuerzo 
efectivo. Este criterio fue establecido por von Mises sin tener una interpretación fisica 
como base. Actualmente es aceptado el hecho de que este criterio expresa el valor critico de 
la componente desviadora de la energía de deformación de un cuerpo. 

La validez de este criterio tiene una justificación fisica al considerar que la cedencia 
causada por los esfuerzos cortante máximos, r,,.d,,, sólo ocurre en dos planos en el material. 
Por otra parte, rh, el esfuerzo octaédrico, es sólo ligenunente menor a r..,á.r y además ocurre 
en cuatro planos en el material y por lo tanto, rh tiene mayor oportunidad estadísticamente 
de encontrar planos cristalográficos que estén orientados favorablemente para el 
deslizamiento, con lo cual se supera su desventaja de ser ligeramente menor que rmáz. 

'f'i'SIS CON 
F't-1.L.LA DE ORIGEN 

máx. e5f. cort. 

Flpra J.7. Criterios de Trcsca y von Mises. 

La manera formal de expresar este criterio es por medio del segundo invariante del 
desviador de esfuerzos de la siguiente manera: 

• (1.17.) 
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En procesos de conformado mecánico, el criterio más útil es aquel que garantice una 
mejor predicción de la cedencia del material. De la figura 1. 7. se aprecia que el criterio de 
mises o de máximo esfuerzo octaédrico cumple con esta condición. 

1.5.5. Rapidez de Deformación Equivalente. 

De manera similar al desarrollo del esfuerzo efectivo se puede relacionar los 
incrementos de deformación de un estado general de deformación con un incremento 
equivalente en una prueba de tracción uniaxial. 

Del concepto de estabilidad se deriva la condición de normalidad de los incrementos 
de deformación plástica la cual se escribe comúnmente como: 

(1.18.) 

lo cual indica que los incrementos de deformación son proporcionales (en una magnitud 
desconocida d.A.) a la normal de la superficie que define la región de cedencia del material. 

Considerando que el trabajo realizado en una condición uniaxial equivalente será el 
mismo que el realizado en un estado general se tiene lo siguiente: 

. (1.19.) 

Al considerar lo anterior y la condición de normalidad se obtiene la siguiente 
expresión para el incremento equivalente de la def"ormación: 

. (1.20.) 

Al invertir la condición de normalidad, es decirau = f(d&y) se puede expresar el 
incremento de la deformación plástica equivalente en términos de los incrementos de 
deformación para un estado general de deformación. 

es: 

Para def"ormaciones principales la expresión resultante es: 

d& = 3tid.A. [ d&,2 +d&22 + d&,2 J . (1.21.) 

Para un material que cumple con el criterio de cedencia de von Mises la constante d.ít 

. (1.22.) 
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Lo cual conduce finalmente a una expresión que en términos de un estado general de 
deformación queda de la siguiente forma: 

[ ]

112 

d& = 1( d&,,2 +d&22 2 +d&" 2 +2dc,2 2 + 2dc13 2 + 2d&232) . (1.23.) 

Una forma alternativa de esta expresión, que resulta de mayor utilidad para el caso en 
cuestión, es expresada en términos de las componentes del tensor de rapidez de 
deformación: 

..:.... 2·2·2·2 •2 •2 ·2 

[ ]

112 

& = 3( &., + &22 + &33 + 2&12 + 2&13 + 2&23 ) (1.24.) 

Finalmente es importante señalar que la ecuación (1.24.) representa el fundamento del 
modelo a desarrollar dado que las componentes del tensor de rapidez de deformación 
contenidas en (1.24.) pueden obtenerse a partir de conocer el campo de velocidades 
asociado al flujo de material y con ello, se está en posibilidad de evaluar la potencia 
consumida por el proceso simplemente mediante un análisis integral de la región de 
deformación. 
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PRINCIPIOS BÁSICOS 
2.1. ESTADO DEL ARTE. 

Aún cuando el proceso de laminado conjunto es un caso particular del proceso de 
laminado convencional de productos planos resulta dificil encontrar. en la literatura 
relacionada con el conformado mecánico de metales. trabajos relacionados con el tema. A 
la fecha, muy pocos estudios concernientes al análisis de este proceso han sido publicados. 
Es hasta finales de la década de los SO's cuando R.R. Arnold y P.W.Whitton1 desarrollaron 
ecuaciones para la predicción de la fuerza de laminación y otros parámetros utilizando el 
método de planchón de un conglomerado de láminas previamente unidas antes de ser 
laminadas. el cual combinaba los métodos numéricos de Runge-Kutta y de bisección para 
resolver las ecuaciones del proceso. Sin embargo. el análisis convencional de planchón 
utilizando dichos métodos numencos para resolver las ecuaciones diferenciales 
involucradas. consume demasiado tiempo de computadora y por lo tanto resulta ser 
inconveniente para su aplicación práctica en la industria debido a su costo asociado. 

En la actualidad las cosas han evolucionado; estudios recientes. principalmente en la· 
década de los noventa. han avanzado en el planteamiento matemático del problema. con lo 
que se facilita contar con una idea ntás precisa de lo que ocurre en los procesos de 
colaminado. Esto también resulta favorecido gracias a la creciente aceptación de los 
llamados métodos de límite, los cuales incluso rivalizan en ciertas aplicaciones con métodos 
de solución más complejos como es el caso del método del elemento finito (MEF). sobre 
todo por su bajo requerimiento de cálculo y la precisión de los resultados obtenidos. Los 
estudios más relevantes relativos a los procesos de colan1inado han sido los desarrollados 
por el Dr. Yeong-Maw Hwang del departamento de ingeniería mecánica de la Universidad 
Nacional de Sun Yat-Sen en Tokio y conducen a un análisis por límite superior que parte 
del planteamiento analítico de un campo de velocidades cinemáticamente admisible. Si bien 
este modelo satisface las condiciones de frontera para la velocidad, desprecia el efecto del 
deslizamiento en la interfase entre los materiales que se colaminan. El modelo desarrollado 
a lo largo de este trabajo se basa en la solución planteada por Hwang; sin embargo, el 
tém1ino de potencia debido a la fricción entre las capas que se colaminan se ha incluido y 
se destaca su importancia en la determinación eficaz de los campos de velocidades de cada 
uno de los flujos de material. Aunado a lo anterior, se estudia la variabilidad de los 
parámetros pseudo-independientes planteados en el proceso y la homogeneidad de la 
deformación por medio del análisis de los gradientes de deformación en la dirección 
transversal al flujo de material. 

1 Ref. [2] pp.41. 
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La única solución analítica existente para el colaminado simétrico parte del modelo 
planteado por G.Y. Tzou del departamento de ingeniería del Instituto de Tecnología Yung 
Tu el cual considera entre otras cosas fricción de Cou/01nb. 

2.1.1. Análisis del proceso de laminado conjunto mediante el método del planchón. 

Este modelo fue desarrollado recientemente por G.Y. Tzou (2001)2 y tiene la aparente 
ventaja de poder ser resuelto de forma analítica sin utilizar el método numérico de Runge
Kutta para la solución de las ecuaciones que definen el proceso. La solución alcanzada por 
este método permite explorar el campo de esfuerzos de las capas colaminadas en el claro de 
laminación. La solución analítica de las ecuaciones de equilibrio resultantes proporciona la 
posibilidad de obtener una relativa conveniencia en cuanto a tiempo de cálculo requerido. 

A continuación, y para efectos de poder hacer una comparación entre las bondades 
del método desarrollado en el presente trabajo, se hace una breve descripción del modelo 
propuesto por Tzou. El análisis parte de considerar el equilibrio en un elemento diferencial 
de un conglomerado tricapa como el mostrado en la figura 2.1. Para simplificar la 
f"ormulación del modelo se hacen las siguientes consideraciones: 

l. Los rodillos son rígidos y del mismo diámetro, y las capas a colaminar tienen un 
comportamiento rigido:.plástico. 

2. Deformación plana. 
3. Los esfuerzos se presentan uniformemente distribuidos en lo elementos que se 

colaminan. El esfuerzo vertical (p) y los esfuerzos horizontales (qe y q..,) son 
asumidos como esfuerzos principales. 

4. El coeficiente de fricción entre los rodillos y el material de las capas externas y 
entre las capas que se colaminan es constante a lo largo del arco de contacto. Se 
hace uso del modelo de fricción de Coulomb, es decir: r= µp. 

5. Las direcciones del flujo de las capas colaminadas a la entrada y a la salida son 
horizontales. 

6. No existe deslizamiento entre la interfase de las hojas; por lo que el conglomerado 
que se colamina está unido completamente antes de ser laminado. 

La disposición geométrica del conglomerado y la nomenclatura utilizada por el autor 
del artículo citado se muestran en la figura 2.1. 

2 Oe.Cit. Tzou G.Y. 
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Nomenclatura: 

R - Radio de los rodillos. 

h 0 - Mitad del espesor final del conglomerado. 

/,, - Mitad del espesor inicial del conglomerado. 

h0c - Espesor final de la capa externa del conglomerado. 

ha.. - Mitad del espesor final del núcleo del conglomerado. 

x,. - Posición del punto neutro. 

q 0 - Tensión frontal aplicada en el conglomerado. 

q 1 - Tensión posterior aplicada en el conglomerado. 

Fisura. 2.1. Modelo de Tzou. 

Básicamente, la solución parte de plantear las ecuaciones de equilibrio cuasi-estático 
de un elemento diferencial en cada capa y así, generar las ecuaciones diferenciales 
pertinentes que sustenten la condición de equilibrio de fuerzas al interior del material. Al 
contar con dos capas de materiales diferentes (la simetría se aplica en el desarrollo del 
modelo) se cuenta con un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas, cuya solución 
resulta relativamente simple de evaluar al utilizar métodos convencionales para ecuaciones 
diferenciales. La solución final es función de los paráJnetros característicos del proceso y 
particularmente de un paráinetro que se mantiene como incógnita a lo largo de la solución 
el cual es la relación de espesores entre las capas que se colaminan. 

La mayor desventaja de este método radica en el hecho de que para simplificar el 
análisis y poder acoplar las ecuaciones diferenciales que gobiernan el fenómeno se recurre 
a considerar que los materiales han sido unidos de fonna permanente previamente al 
proceso, con lo cual se desprecia el efecto que tiene la fricción debida al deslizamiento que 
ocurre entre las capas. La unión previa de las capas condiciona fuenemente los perfiles de 
flujo de material y con ello la deformación a la interfase de los materiales. 

Otro inconveniente, y que quizá tenga mayor importancia que el anterior es que la 
solución del problema queda expresada en términos de la relación de espesores finales, por 
lo que dicha relación permanece desconocida a lo largo del proceso de solución. 

En el campo de aplicación práctica de cualquier modelo que simule el proceso de 
colatninado la relación de espesores (y no la carga de laminación) será quizá la variable 
primordial de interés debido a que este panírnetro define, en muchas aplicaciones, las 
características del producto final en el que el conglomerado será utilizado. Es por ello que, 
y debido a su omisión en la solución, el modelo desarrollado por Tzou no puede tener una 
aplicación práctica en la industria y resulta muy inconveniente cuando la variable 
primordial es la relación de espesores del producto final. Para condiciones paniculares es 
posible establecer correlaciones entre carga y relación de espesor, sin embargo lo anterior 
no resulta idóneo al no contar con una solución general del problema. 
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2.1.2. Análisis del proceso de laminado conjunto mediante ticnlcas de limite superior 
y función de corriente. 

Aún cuando los orígenes de los análisis por límite se remontan hasta Galileo3 los 
teoremas de límite se atribuyen a Gvozdek, Hill y Druker las aplicaciones prácticas de los 
teoremas de límite se le atribuyen a Betzalel Avitzur quien en la década de los SO's 
desarrolló varías soluciones utilizando este método para diversos procesos de conformado. 

Por otro lado, es conocido el hecho de que soluciones por limite superior conducen en 
todos los casos a la obtención de un caD1po de velocidades, cualitativamente y 
cuantitativamente, próximo al campo real de velocidades. 

Es por ello, que el procedimiento más eficaz para el desarrollo de una solución por 
límite superior es plantear familias de campos de velocidades que, en principio, sean 
cinemáticaD1ente admisibles y que además queden expresados en términos de parámetros 
geométricos o característicos del proceso, y entonces reducir la solución a problema de 
optimación que por lo general resultará ser no lineal. 

Es común encontrar, en la literatura concerniente a los procesos de conformado, 
diversos artículos que tratan del análisis de procesos de laminado convencional utilizando 
métodos de límite. Inclusive trabajos que relacionan el método de lúnite superior con un 
análisis de procesos de laminación tridimensional. La propuesta más notable en cuanto al 
planteamiento de un campo cinemáticaD1ente admisible para describir el flujo de material 
en procesos de colaminación es la planteada por Hwang quien propone una superposición 
de funciones de corriente, la cual representa cualitativamente el campo de velocidades real 
que se presenta en el claro de laminación para un caso de flujo bidimensional: 

tplx,y}= O(x,y)+«l>(x,y) (2.1.) 

La ecuación 2.1. expresa la forma general de dicha función de corriente, en donde se 
tiene que ~x.y) representa un flujo uniforme, mientras que ,z,(x.y) rcpresen~a un flujo 
linealmente distribuido, ambos referidos siempre a una sección transversal perpendicular a 
la dirección de flujo de material. 

Resulta evidente, si se piensa un poco en la forma que tiene el perfil de velocidades de 
un flujo convergente, que la función de corriente descrita en la ecuación 2.1. puede 
representar de forma adecuada el flujo dentro del claro de laminación en cualquier proceso 
de conformado en donde el flujo de material se asemeje al de un canal convergente. Para 
ello la forma de n y (I> deberán ser tales que representen el c11111bio de la componente 
vertical de velocidad característica en este tipo de flujos. 

En mecánica de fluidos, los flujos incompresibles e irrotacionales se tratan como flujo 
potencial, bajo esta aproximación las siguientes consideraciones son tomadas: 

3 Jlef. [3] pp. 23. 
• Jlef. (S]. 
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El flujo es: i-- -

a) Incompresible. 
¡ ... 

b) Estacionario. 
c) Sujeto a fuerzas conservativas. 

Adicionalmente, cuando el flujo es irrotacional, entonces se cumple que: 

rotii =O (2.2.) 

y por lo tanto: 

. (2.3.) 

a f/> se le conoce como función potencial de velocidad. 

Las superficies equipotenciales se puede escribir como: 

f/>(x,y,z) =cte. (2.4.) 

El vector normal a cada superficie equipotencial es: 

"ij(l,m,n) (2.5.) 

y del cálculo vectorial es simple demostrar lo siguiente: 

.,,. 11 grad f/> (2.6.) 

y por lo tanto: 

.,,. 11 ii (2.7.) 

Así, para un flujo irrotacional los vectores de velocidad del flujo serán siempre 
ortogonales a las superficies equipotenciales de velocidad -ver figura 2.2. -. 

Como puede observarse la existencia de (> depende de la irrotacionalidad del flujo 
mientras que la función de corriente qJ, como se mostrará a continuación, depende 
exclusivamente de la condición de incompresibilidad. 
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Fisura. 2.2. Curvas equipolcnciales de velocidad para una fuente. 

La condición de incompresibilidad en un flujo bidimensional introduce la ecuación de 
continuidad en el planteamiento: 

div ii = 0u + av = O ax ay (2.8.) 

entonces necesariamente debe existir una función escalar. rp = tp(x,y.t). tal que: 

éJrp 
u= ay. V= - éJrp 

éJx 
(2.9.) 

Si se considera un flujo estacionario que atraviesa las fronteras definidas por las 
curvas c y c• que unen a lo puntos A y P • la función rp describe la cantidad de flujo que 
pasa de izquierda a derecha por unidad de tiempo es entonces: 

p 

e' 

A 

Fiaura 2.3. Flujo estacionario 

'.'.~. ,~,,; i'•':. 

rp(A.P,c) = (' u.dS 
.Lec> 

. (2.10.) 

Así rp(A,P,c) no depende de la elección de e y deberá 
pasar por e· exactamente la misma de flujo. 

Si se fija la posición de A y se varia la posición de P, rp 
será función de P exclusivamente y entonces f¡J(P) será la 
función de corriente y representa la cantidad de flujo que 
atraviesa de izquierda a derecha cualquier segmento de curva 
que pase por A y por P expresado por unidad de longitud. 
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Ahora considérense dos puntos P1 y P2: 

. (2.11.) 

Si las coordenadas de P son (x.y) entonces <p(P) = [ u.dS es función de (x.y). 

Es conveniente contar con elementos para describir matemáticamente cualquier 
trayectoria particular de un flujo. Una descripción adecuada debe proporcionar la fonna de 
las líneas de corriente (incluyendo las fronteras) y la escala de velocidad en puntos 
representativos en el flujo. La función de corriente q> es un instrumento matemático que 
sirve para ese propósito y está formulada como una relación entre líneas de corriente y lo 
establecido por la ecuación de conservación de masa. 

Para entender el concepto de función de corriente es necesario recordar que las líneas 
de corriente son líneas que trazan el campo de velocidades, en cualquier instante de tiempo, 
de manera que, son siempre tangentes a la dirección de flujo en cualquier punto del campo 
de velocidades. Así, si ar es un elemento diferencial de longitud a lo largo de una línea de 
corriente, la ecuación de la misma está dada por: 

Vxár = (ui +vj)x(tdx+ jdy) = k(udy-vdx) =O . (2.12.) 

La ecuación de una línea de corriente en un flujo bidimensional es: 

udy-vdx=O (2.13.) 

Sustituyendo las expresiones para la velocidad u y v en ténninos de la función de 
corriente cp, se tienen que a lo largo de una línea de corriente se debe cumplir que: 

. (2.14.) 

Dado que <p = tp(x,y,t), entonces en un instante t 0 , tp = tp(x,y,10 ); en ese instante, un 

cambio en <p puede ser evaluado solamente como tp = tp(x,y). Así en cualquier instante: 

. (2.15.) 

Comparando las ecuaciones (2.14.) y (2.15.), se puede observar fácilmente que a lo 
largo de una línea de corriente en cualquier instante se cumple que dtp = O y por lo tanto <p 
es constante a lo largo de una línea de corriente. Dado que la diferencial de tp es exacta, la 
integral de dtp entre cualesquiera dos puntos en un campo de flujo es simplemente: 
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'1'2 -rp, . (2.16.) 

y depende exclusivamente de los puntos de integración seleccionados. 

Dado que rp es constante a lo largo de la linea de corriente se deduce f"ácilmente que 
no puede existir flujo que atraviese una linea de corriente. 

De todo lo anterior se concluye que para un flujo incompresible e irrotacional se 
cumple que V 2 cjl = V 2q> = O y entonces a tf> y 'I' se les conoce corno funciones armónicas 
conjugadas. Si rotü ...O significa que el flujo puede tratarse corno flujo potencial y podrá 
encontrarse una fanción potencial de velocidad compleja que represente el campo de 
velocidades asociado, de lo contrario si el flujo es incompresible y rotacional sólo se 
asegura que deberá existir una función q> que cumpla con la ecuación de continuidad. 

Para plantear una función de corriente es necesario conocer la f"orDla de las fronteras 
que delimitan al flujo, ya que ello determina la forma que adquiere dicha función para un 
problema en particular. 

En el caso en cuestión, y asociando el flujo que ocurre dentro del claro de laminación 
con el flujo laminar dentro de un canal convergente (corno el mostrado en la figura 2-4.) el 
flujo resultante puede representarse corno la suma de dos perfiles de carácter dif"erente, pero 
que en conjunto proporcionan la mejor aproximación cualitativa al flujo dentro del claro de 
laminación. 

Fl•ura 2.4. Flujo laminar en un canal convergente. 

Un análisis cualitativo del flujo en el claro de laminación siguiere que en el apone del 
flujo linealmente distribuido, deberá modificarse conf"onne el material se aproxima a la 
salida. Lo anterior puede afladirse, matemáticamente, al considerar un gradiente en la 
dirección x lo cual proveerá el ef"ecto de la aceleración que experimenta el material. 
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2.1.3. Funciones de corriente útiles en el modelado de procesos de laminacl6n. 

o) Flujo uniforme. 

Un flujo uniforme en la dirección x (figura 2.5) queda representado por una función 
de corriente de la siguiente forma: 

tp(x.y)=U~y . (2.17.) 

donde U~= Q/A es la velocidad del flujo y Q representa el gasto volumétrico por unidad de 
ancho.(ver figura 2.5). 

y 1\ 

I< -
u 

-

Fi11ura 2.S. Flujo uniforme. 

X 

En el caso de un flujo uniforme confinado 
dentro de fronteras más complejas como es el caso 
mostrado en la figura (2.6) se debe ajustar la forma 
de la función de corriente de la siguiente manera: 

k es un factor de forma que representa la sección 
transversal entre las fronteras y tiene la forma 
siguiente: 

k =y, -y, . . (2.19.) 

Bajo la influencia de fronteras de geometria compleja un flujo uniforme se caracteriza 
por el hecho de que la componente de la velocidad normal a una sección transversal es 
constante a lo largo de un plano paralelo a dicha sección (ver figura 2.6.). La componente 
vertical de la velocidad cainbia su magnitud en función de la extensión de la sección 
transversal que el flujo atraviesa para mantener el gasto constante y así preservar la 
condición de continuidad. 

En el caso de laminación, en donde el flujo puede ser similar a aquel de un material 
que se mueve bajo la acción del movimiento inducido por una pared deslizante en un canal 
convergente, es lógico pensar que la componente de velocidad horizontal no ha de ser 
constante. De forma que resulta necesario adicionar un término extra que represente un 
flujo linealmente distribuido para incluir el efecto de aceleración del material dentro del 
claro de laminación. 
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Fisura J.6. Flujo entre dos fronteras 
complejas. 

b) Flujo lineGlmente distribuido. 

y 

La f'onna más simple de un flujo linealmente distribuido se muestra en la figura 2. 7. 

X 

La función de corriente más simple que representa un 
flujo linealmente distribuido es: 

q>(x,y) = u2c y' . (2.20.) 

donde U«> es la velocidad máxima del flujo (u 
evaluada en A) y C = éJuliJy. 

Fisura J.7. Flujo linealmente distribuido 

Bajo el ef'ecto inducido por fronteras de geometría compleja (ver figura 2.6.) , un 
fluido linealmente distribuido puede representarse matemáticamente de la siguiente 
manera: 

q>(x,y) = Q·c·(y-y,)(y-y2 ) . . . (2.21.) 

donde e es ahora una constante de dimensiones L-2 y Q es el gasto por unidad de longitud 
que atraviesa una sección transversal paralela a cualquier plano vertical. 

El gasto volumétrico, Q, puede escribirse de la siguiente manera: 

Q = f'(x) otp dy 
.o(X) ey 

para cualquier valor arbitrario de x. 

.. (2.22.) 
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Las condiciones de frontera para la función de corriente mostrada en la ecuación 
(2.21.) pueden ser obtenidas de la siguiente manera: 

. (2.23.a y 2.23.b) 

Con lo anterior se concluye que los campos de velocidades representados por la 
función de corriente mostrada la ecuación (2.21.) satisfacen las condiciones de frontera a lo 
largo de las curvas que definen las fronteras y 1 e y 2 , cualquiera que sea su forma. 

2.2. MIÉTODOS DE LIMITE. 

Es común encontrar en la literatura procedimientos que hacen uso del teorema de 
límite superior para determinar las fuerzas ejercidas por las herramientas durante procesos 
de conformado. Cuando se trata de diseñar elementos mecánicos que deber resistir un cierto 
estado de esfuerzos antes de llegar a deformarse plásticamente se hace uso del teorema de 
límite inferior con lo cual se asegura que la carga calculada será menor a aquella necesaria 
para que ocurra la deformación plástica. 

En el diseño de un proceso de conformado es necesario calcular la carga bajo la cual 
se dará la deformación plástica del material; para ello se emplea el método del límite 
superior que asegura que la carga de deformación calculada será por lo menos igual o 
mayor a aquella necesaria para llevar a cabo la deformación. El teorema de limite superior 
proporciona información útil respecto al campo de deformación del material y se basan en 
el planteamiento del carácter cualitativo del campo de velocidades asociado. Este campo 
debe ser auto-consistente, es decir, debe satisfacer las condiciones de frontera impuestas y 
también la condición de incompresibilidad. Es evidente que al mejorar la descripción 
cualitativa del flujo la solución por límite superior mejorará. 

En el caso de laminación, es factible aplicar el teorema de limite superior para 
modelar el proceso. Para ello basta con plantear una representación matemática del flujo de 
material en términos de un campo de velocidad cinemáticamente admisible. Como se 
mostrará más adelante, la forma de las herramientas y la condición de flujo del material 
hace necesario subdividir el campo de velocidades en diversas regiones para obtener una 
representación cuasi-continua del flujo de material durante el proceso. Esto facilita la 
aplicación del método de limite superior al permitir evaluar ciertos ténninos involucrados 
de manera sencilla. 

2.2.1. Principio de Stokes de la potencia consumida. 

Es conocido el hecho de que la segunda ley de Newton y el principio de trabajo y 
energía son dos de las herramientas básicas para resolver problemas que se relacionan con 
movimiento de partículas y de cuerpos rígidos. Dado que las partículas de un cuerpo rígido 
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permanecen equidistantes unas respecto de las otras, la posición de cada una de ellas puede 
ser conocida para cualquier instante de tiempo. Debido a lo anterior, el movimiento puede 
ser descrito por un pequeflo número de parámetros que pueden ser, por ejemplo, la 
velocidad de translación del centro de gravedad del cuerpo y la velocidad angular respecto 
a ese centro. Aún más, dado que las fuerzas internas en un cuerpo rígido no realizan ningún 
trabajo, el principio del trabajo y la energía permanece siendo válido cuando es aplicado a 
cuerpos rígidos en movimiento. 

En la mecánica de los cuerpos deformables, al contrario de lo que sucede en la 
mecánica de partículas y cuerpos rígidos, no se puede ignorar que existe un cambio de 
geometría bajo la acción de fuerzas de cuerpo y fuerzas de campo y por lo tanto cuerpos de 
forma similar pero de diferente material tendrán diferentes deformaciones cuando son 
sometidos a las mismas fuerzas. 

Para considerar los fenómenos anteriores, que claramente distinguen a la mecánica de 
cuerpos deformables de la mecánica de partículas o cuerpos rígidos, se formularon leyes 
que proporcionan la descripción matemática del comportamiento de un cuerpo bajo 
condiciones de deformación. 

El movimiento de los cuerpos deformables está gobernado por las ecuaciones de 
movimiento de Cauchy: 

ca,. -¡¡-11- + pB, = o 
'Xj 

.. (2.24.) 

De las ecuaciones de Cauchy se desprende un principio irnportante para la mecánica 
de cuerpos deformables conocido como principio de Srokes lle la porencla consu-üla el 
cual establece lo siguiente: 

··La potencia neta de entrada de todas las faerzas externas que actúan en un cuerpo 
deformable w. iguala a la potencia interna desarrollada por la deformación del material. 

W,. más la rapidez de cambio de la energía cinética del cuerpo. k " s 

w.=W,+k. (2.2S.) 

El principio de Stokes es a la mecánica de los cuerpos deformables lo que el principio 
del trabajo y energía es a la mecánica de partículas y cuerpos rígidos. 

En la mecánica de los cuerpos deformables las ecuaciones de Cauchy son 
complementadas por relaciones constitutivas. Dichas relaciones muestra la dependencia de 
los esfuerzos internos del material con la deformación inducida en el cuerpo. Las relaciones 
constitutivas modelan asi el comportamiento del material bajo una cierta solicitación 

s Rcf. [4] pp. 188. 
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externa. Dado que el principio de Stokes se enuncia en ténnino de potencias y no de fuerzas 
es necesario conocer la velocidad de aplicación de dichas fuerzas. 

Las relaciones constitutivas por lo general son expresadas por ecuaciones que 
incluyen coeficientes del material. Los valores de dichos coeficientes dependen de la 
naturaleza del material. Los coeficientes del material por lo común dependen también de la 
temperatura y la presión. Ejemplos de estos coeficientes son el módulo de Young y la 
relación de Poisson. 

El principio de Stokes para la potencia consumida, al igual que la ley de Cauchy de la 
cual se deriva, debe ser acompañado por relaciones constitutivas. Sin embargo en este caso 
no es necesario conocer el estado de esfuerzos. sino que dichas relaciones se especifican 
entre la velocidad del flujo de material y la potencia necesaria para mantener dicho flujo. 

2.2.2. Teorerna de Limite Inferior. 

Las soluciones por límite irüerior son aquellas que garantizan proporcionar valores de 
la potencita total que son mucho menores o iguales a aquel valor real en cada caso. Cuando 
este teorema es combinado con la solución correspondiente de limite superior, se cuenta 
con un sistema de análisis por límite en donde la solución real está contenida entre ambas 
soluciones. obteniendo con ello una descripción completa del problema en términos de los 
campos de esfuerzo y deformación. 

Generalmente la soluciones por límite inferior son más complejas y dificiles de 
obtener. Como resultado muy pocos análisis se han llevado aplicando el teorema de límite 
inferior. 

En una solución por límite inferior, el primer paso es la :formulación del tensor de 
esfuerzos, el cual es por lo general más dificil de concebir y plantear analíticamente. 

Las condiciones necesarias para una solución precisa son aquellas relacionadas con la 
ecuación de equilibrio de momentum. conservación de volumen. relaciones esfuerzo 
deformación. criterio de cedencia. y condiciones de frontera. Para una solución por limite 
in:ferior ciertas condiciones no son necesariamente satisfechas. Por ejemplo: 

1. No hay necesidad de cumplir con la condición de compatibilidad. 
2. No hay necesidad de satisfacer la relación de esfuerzo y de:forrnación. 
3. Las condiciones geométricas de las fronteras no tienen que ser satisfechas. 

Así. las ecuaciones de equilibrio, el criterio de ccdencia. y las condiciones estáticas en 
las fronteras son las únicos requerimientos que deben ser satisfechos. A pesar de lo anterior. 
las soluciones por limite inferior son dificiles de obtener. 

Como fue presentado por Prager y Hodge. la solución por límite irüerior establece lo 
siguiente: 
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.. De todos los campos estáticamente admisible de esfaerzos, el verdadero maximiza la 
siguiente expresión: 

I= fT,v1dS (2.26.) 

donde I es la potencia calculada desarrollada por las herramientas a través de las 
supeificies de contacto entre el material de trabajo y la herramienta" 6 

T; representa las componentes nonnales de tracción en las superficies de contacto 
entre el material y las herramientas y son calculados como esfuerzos en la frontera a partir 
de un campo admisible de esfuerzos, y v; es la velocidad de las herramientas. La potencia 
real, I, nunca será menor que aquella representada por la expresión para límite inf"erior -
ecuación (2.26.) -

2.2.3. Teorema de Limite Superior. 

Uno de los diversos enunciados acerca del teorema de límite superior expresa lo 
siguiente: 

"De entre todos los campos de rapidez de deformación cinemáticamente posibles, el campo 
real minimiza la siguie11te expresión "'7 

J* = 2 112 k f <i:¡¡i:¡¡ ) 112 dV - J:r,v,dS . (2.27.) 
V S, 

Donde J* representa el límite superior de la potencia consumida por el proceso. El 
primer término de la derecha es la potencia interna de deformación, y el segundo término es 
la potencia requerida para vencer los esfuerzos internos, T;, debidos a la resistencia 
intrinseca del material, que se oponen al proceso de deformación. 

En el análisis, se asume que el material presenta un comportamiento rígido-plástico, 
de tal manera que bajo el criterio de von Mises, k, el cortante critico, estará dado por: 

k =:fe . (2.28.) 

Bajo este criterio la ecuación que representa la solución por límite superior se puede 
entonces expresar como: 

6 Qsz..S;il. Avitzur, B. pp. 137. 
7 fl!.. 
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El antecedente fisico más cercano al las soluciones por límite superior es el principio 
de Stokes del que se deriva el Teorema de Límite Superior el cual dice que si se desprecia 
el cambio en la energía cinética del cuerpo entonces se debe cumplir lo siguiente: 

w .. •sw;• ... (2.30.) 

en donde w ~ es la potencia neta desarrollada por las fuerzas externas y w1 es la potencia 
interna consumida por la def"ormación; ambas potencias calculadas con un mismo campo de 
velocidades, v•, el cual es propuesto de antemano. 

El campo de velocidades v* puede ser seleccionado arbitrariamente. No obstante, para 
ajustarse a una solución particular, debe satisfacer las condiciones de frontera impuestas en 
las superficies externas del cuerpo, y debe observar estricto cumplimiento a la condición de 
incompresibilidad a lo largo del volumen de control. Los campos de velocidad que cumplan 
con estas condiciones se dice que son cinemáticamente admisibles. 

La desigualdad mostrada en la ecuación (2.30.) es una de las muchas formas y, 
quizá la más simple, del teorema de límite superior. Una representación más adecuada está 
dada por el Principio Minimum de Markov el cual se basa en los principios del cálculo de 
variaciones y que se ajusta además a campos de velocidades discontinuos. Este principio 
precede históricamente a todas las demás f"ormas de expresar el teorema de limite superior. 

Dicho principio establece lo siguiente: 

.. De todos lo campos cinemáticamente admisibles de velocidad. el único que minimiza la 
funcional J* es el campo de velocidad del flujo real .. 8 

de forma que: 
w. = J s J* ... (2.31.) 

donde w. representa la potencia neta desarrollada por todas las fuerzas externas que son 
aplicadas con una velocidad conocida. 

Éste es el principio de Markov, y de él se concluye que el mínimo valor, J, de la 
funcional J* proporciona el campo de velocidad que asegura la potencia necesaria para 
mantener el flujo plástico del material. 

Usualmente el valor mínimo de J es desconocido y no puede ser obtenido. En vez de 
ello, se calcula J• para un conjunto de campos de velocidades seleccionados y se escoge 
aquél que conduce al valor más bajo de J*. Así el problema se reduce a un proceso de 
optimación, en el cual, el campo de velocidades que minimíce J• será la solución óptima. 

ª QJz,JdL. Talbert. S. et.al. pp. 143. 
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2.3. GENERALIDADES DEL MÉTODO DE LIMITE SUPERIOR. 

Para concretar una solución por límite superior, en el caso más simple, es necesario 
encontrar una forma de evaluar las integrales que representan cada término de potencia en 
la ecuación (2.29.). Comúnmente resulta dificil plantear un tensor de rapidez de 
deformación que cumpla con las ecuaciones de compatibilidad. Dado que la solución por 
LS subyace en el planteamiento previo de un campo de velocidades, es posible aprovechar 
esto para utilizar una ecuación que relacione directamente el campo de velocidades con la 
rapidez de deformación del material. · 

2.3.J. Campo de velocidades. 

Cuando un material se deforma plásticamente, las pos1c1ones relativas de puntos 
seleccionados al interior del material se modifican continuamente. El cambio de forma de 
un cuerpo puede ser descrito mediante la asignación de un vector de deSPlazamiento para 
cada punto del medio. De forma que. la descripción de la deformación que sufre el material 
puede representarse mediante un campo vectorial de deSPlazamientos o bien, de manera 
más precisa, involucrando la variable temporal, mediante un campo de velocidades que 
correlaciona las coordenadas de cada punto material con un vector de velocidad asociado. 

Existen ciertos procesos de conformado metal-mecánico, como es el caso del estirado 
y de la laminación, en donde se tiene cierta ventaja respecto al planteamiento del campo de 
velocidad asociado al flujo de material. Estos procesos suelen ser considerados como 
procesos en estado permanente toda vez que se han superado los transitorios y el proceso se 
estabiliza. De manera que se puede considerar que el vector de velocidad cambia de un 
punto a otro en el espacio, pero permanece sin cambio respecto a la variable temporal. El 
proceso puede ser "congelado" en cualquier instante y obtener una solución que no sea 
función del tiempo, sino exclusiva de la posición material de cada partícula. 

En la mayoría de los procesos de conformado, en donde las soluciones por límite son 
empleadas, la complejidad matemática en la representación de los campos de velocidades 
reales hacen necesario dividir en regiones discretas el dominio del flujo y adaptar a cada 
una de ellas un perfil de velocidades que represente de manera sencilla el perfil de flujo en 
dicha región. Dichas regiones comparten fronteras comunes las cuales, como se mostrará 
más adelante. resultan interesantes de analizar. La figura (2.8.) muestra un proceso de 
indentación. Para su análisis, el campo de velocidades real ha sido reemplazado por un 
campo de velocidades consistente en la superposición de varios dominios geométricos; en 
cuyo interior, se definen campos de velocidad de naturaleza muy simple. 

Como puede apreciarse, la región cercana al indentador se ha discretizado en 
elementos geométricos simples, en este caso triángulos, que permiten visualizar el 
movimiento de cualquier punto que se encuentre dentro de los mismos. Asf, en la región [l] 
el material desciende a la misma velocidad del punzón como un cuerpo rígido. Cuando 
cruza la superficie [1/2) y entra a la región [2), el material cambia la dirección de su 
velocidad y se mueve paralelo a la superficie del material de trabajo y permanece 
moviéndose como un cuerpo rígido. De esa manera la defonnación se ha confinado 
exclusivamente en la superficie de corte [112) localizada entre ambas regiones. 
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Campo de velocidades 
propuesto 

Fisura Z.8. Perfil de velocidades simplificado. 

La solución del problema mediante LS se reduce en este caso a encontrar el valor 
adecuado de (} para el cual J• es mínimo. Con ello, dado que las componentes de velocidad 
son funciones de O, al final, se cuenta con la descripción cuantitativa del flujo de material. 
Esto es una caracteristica del método de límite superior ya que la representación cualitativa 
del flujo (expresada en términos de parámetros desconocidos) arroja finalmente, después de 
un proceso de optimación, el carácter cuantitativo del flujo. 

Resulta evidente que al aproximar cualquier campo de velocidad mediante una 
definición, en regiones discretas, de varios campos de velocidades, existirán forzosamente 
discontinuidades en la velocidad del flujo al pasar este de una región a otra, lo cual sugiere 
que, de existir ''fisicamente", dichas discontinuidades generarán grandes esfuerzos de corte 
que deben ser tomados en cuenta en el balance energético del proceso. Lo anterior conduce 
a la necesidad de definir las superficies en donde se presentan dichas discontinuidades de 
velocidad como supeificies de discontinuidad de velocidad en donde puede o no existir una 
transición de un estado rígido a un estado de flujo plástico dependiendo del proceso y de la 
forma en que el dominio del flujo es subdividido. 

Una forma conveniente para manejar una descripción discreta del flujo, es definir el 
campo de velocidades mediante una descripción analítica que relacione las coordenadas de 
un punto con un vector velocidad dado. Existen canipos de flujo cuya representación se 
puede adaptar de forma sencilla a una expresión analítica y con ello f"acilitar el manejo de 
las expresiones resultantes. Una representación analítica del c11111po de velocidades 
mediante una función continua para una región discreta del dominio de flujo de material, 
facilita el cálculo de los términos de potencia intrínsecos en la definición de límite superior 
además de mejorar sustancialmente la solución al eliminar los inconvenientes de una 
descripción discreta o puntual del campo de velocidades. 
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2.3.2 Superficies de discoatiauidad de velocidad. 

Henri Tresca en Junio de 1874, reportó a la academia de ciencias de Francia sus 
observaciones respecto al calor generado dentro de un cuerpo defonnable9 

• Tresca forjó y 
calentó una muestra de platino que posterionnente enfrió hasta el rojo vivo. En ese estado, 
un golpe sucesivo del martillo de forja, impulsado por vapor, defonnó la pieza y la calentó 
aún más en espacios adyacentes a dos lineas inclinadas una respecto a la otra. El metal 
lentamente retomó al rojo vivo, mientras que lineas, fonnando una X de color blanco 
(debido la alta energía asociada ·a dichas regiones), se iban desvaneciendo siendo visibles 
por sólo algunos segundos. Tresca atribuyó estos dos trazos luminosos al desarrollo 
intenso de calor a lo largo de dichas líneas las que relacionó con una mayor manifestación 
de defonnación. 

El fenómeno se explica fácilmente si se considera que el platino es un mal conductor 
de calor, y por tanto la difusión del mismo en las superficies de corte a los alrededores es 
muy lenta; el incremento de temperatura es tan alto como para que la región poco a poco 
recupere la temperatura correspondiente al color rojo vivo y con ello se manifieste de forma 
visible la existencia de las superficies de corte como líneas, o más bien regiones rectilíneas, 
de color blanquecino que se toman, conforme el material se en.fría, en un color marrón 
claro a lo que comúnmente se le conoce como 'rojo vivo •. 

Haciendo uso de la figura 2.8. es importante aclarar que las superficies de corte no 
pertenecen a ninguna de las regiones. [l] ó [2]. De forma que el campo de velocidades está 
indefinido a Jo largo de las superficies de corte. La ausencia de definición de un campo de 
velocidades en las mismas no representa ningún problema fisico ni matemático dado que 
las superficies de corte son superficies con espesor "cero" y por consiguiente no existen 
partículas a largo de las mismas que llenen un volumen en el espacio. 10 

Físicamente, la existencia de discontinuidades de velocidad se justifica. Si se piensa 
en un proceso de forja libre sin lubricación, en donde debido a la fricción con las 
herramientas, parte del material tendrá que quedarse adherido a las mismas, y por 
consiguiente, la velocidad de puntos dentro de dichas regiones será cero, o bien, de un valor 
muy cercano a cero y por tanto, dado que el material adyacente a estas regiones se mueve, 
las discontinuidades de velocidad no sólo se justifican sino que fisicamente se vuelven 
necesarias para hacer posible el proceso. 

En el planteamiento de soluciones por límite superior Ja descripción del flujo de 
material lleva en repetidas ocasiones a plantear el c111Dpo de velocidades de manera 
discontinua para poder manipular las expresiones resultantes de manera sencilla. Esto 
conlleva tener que considerar las discontinuidades en el campo de vc:locidad global y el 
efecto que tendrán sobre la potencia neta consumida por el proceso. La división del campo 
debe hacerse con sentido común de manera que la forma cualitativa del flujo se asemeje en 
la mejor medida al campo real de velocidades esperado. 

"~- Talben, S. & AvilZUr. pp. 205. 
'º ~- Talbcn, S. & Aviszur pp. 215. 
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2.3.3. Materiales rigldo-plllstlcos perf'ectos. 

Para modelar el comportmniento de un material bajo la acción de fuerzas externas es 
necesario hacer uso de relaciones constitutivas entre las deformaciones y los esfuerzos que 
ocurren en el material en cuestión. 

En la literatura convencional a los materiales rígido-plásticos se les nombra en 
ocasiones como materiales de Mises. Esto significa que si un espécimen de metal se 
considera un material de Mises entonces: 

• Se comporta como un cuerpo rígido cuando el esfuerzo efectivo, producto de la 
acción de fuerzas externas, es menor que un cierto valor a 0 • 

• Se deforma plásticamente y sin sufrir alguna alteración de sus propiedades fisicas 
y/o químicas cuando el esfuerzo efectivo, es mayor que un cierto valor ao. 

El objetivo de las operaciones de conformado mecánico es efectuar un cambio 
permanente en la forma de la pieza de trabajo a través de deformación plástica. Así, fuerzas 
suficientemente grandes son desarrolladas por las herramientas para causar esfuerzos y con 
ello el movimiento de dislocaciones lo que se traduce en un estado de deformación 
permanente. 

Dada la complejidad que puede representar establecer criterios para correlacionar la 
cedencia de un material con los esfuerzos desarrollados bajo condiciones complejas de 
carga, es comúnmente aceptado el criterio de von Mises para estimar las condiciones de 
esfuerzo bajo las cuales ocurre la cedencia en un material. Este criterio propone que el flujo 
plástico comienza cuando el segundo invariante del desviador de esfuerzos alcanza un valor 
critico. En forma matemática esto se escribe de la siguiente manera: 

2 

J 1 . . le . , . , . ') . , . , . '-ªº 
2 =2ª11ª11=2 ª" +<T22 +CT33 +a,, +a23 +CT31 =~ . (2.32.) 

donde: 

i=j 
;..,, j 

(2.33.) 

(2.34.) 

. (2.35.) 

Bajo esta consideración, todo elemento diferencial al interior del material, que sufre 
una deformación permanente, debe obedecer el criterio de Mises. Esta restricción 
complementa la demanda de equilibrio de fuerzas como queda expresado por las 
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ecuaciones diforenciales de equilibrio. Los esfuerzos y las defonnaciones son generados 
simultáne111nente cuando la pieza es sometida a cargas externas. De fonna que las 
componentes del tensor de esfuerzos son relacionadas con las componentes del tensor de 
defonnaciones o bien del tensor de rapidez de deformación a través de lo que se conoce 
como relaciones constilutivas. 

Para largas deformaciones plásticas en metales, las relaciones entre los esfuerzos y el 
flujo de material son muy complejas y no están totalmente determinadas. Cuando se 
consideran factores de endurecimiento, de velocidad de deformación, c111nbios de 
temperatura, inhomogC"neidad del material, anisotropia, etc.. se hace claro que la idea de 
una relación matemática precisa entre las defonnaciones y los esfuerzos es insostenible 
para su manipulación matemática. 

Para cuestiones prácticas el endurecimiento por deformación, los efectos de la 
velocidad de deformación. los c111nbios de la temperatura. y cualquier inhomogeneidad o 
anisotropía puede ser tomada en cuenta. introduciendo los valores efectivos de los 
esfuerzos, defonnaciones y velocidades de deformación. En el modelo a desarrollar para la 
collllDinación. justaJDente el efecto acumulado de la deformación en el material será 
introducido en el modelo a partir de considerar un esfuerzo promedio superior al de 
cedencia a partir de una relación cmpirica. 

2.4. CÁLCULO DE LA POTENCIA REQUERIDA POR EL PROCESO 

Desde el punto de vista de la teoria clásica de plasticidad. existen diversos ténninos 
de potencia que pueden ser considerados en un análisis por limite superior. No obstante, en 
la mayoria de las aplicaciones muchos términos pueden ser despreciados sin perjuicio de la 
solución. 

Cuando se asume que el material de trabajo se comporta como un sólido rigido
plástico la ecuación de limite superior tiene la forma mostrada en la ecuación (2.29.). 

El signo negativo en el segundo término de dicha ecuación indica que las fuerzas 
actuantes en las superficies de tracción realizan trabajo sobre el sistema. Las superficies de 
tracción son aquellas en donde fuerzas normales actúan sobre la pieza de trabajo. La figura 
3.9. muestra claramente este concepto, en donde una pieza cilindrica sometida a esfuerzos 
de tracción en su eje longitudinal está a la vez sujeta a fuerzas de tracción en la superficie 
lateral del mismo, estas fuerzas se oponen a la deformación inducida por las fuerzas de 
tracción. Dichas superficies pueden ser sometidas de forma similar a esfuerzos de 
compresión sin que su significado fisico se altere, cuando la pieza es cometida a esfuerzos 
normales co1npresivos. 
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Fisura 2.9. Superficies de Tracción 

Adicionalmente es necesario incluir otro término concerniente a la discontinuidad de 
velocidad dentro del metal que se def'onna. La expresión para la potencia -ecuación 2.29-
se modifica de la siguiente manera: 

J* = 2 112 k f <&11 &!1 ) 112 dV - jT,v,dS + JrlA+s (2.36.) 
V ~ ~ 

donde Sv representa la superficie de discontinuidad de velocidad a lo largo de la cual se 
efectúa la integración correspondiente a ILlvl. 

Cuando las fuerzas de cuerpo son considerables pueden ser introducidas como un 
termino adicional para tomar en cuenta la potencia requerida para vencer la inercia del 
material: 

J*=2
112

k J<&11&11 )
112 dV- jT,v1dS+ JrlA+s+tp Jv,3dS (2.37.) 

y s, s., s .. 

donde: 

p- densidad. 
v, - velocidad del centro de masa del material 
Sn - área de la sección transversal perpendicular a la dirección del flujo. 

Existen otros dos términos que pueden ser considerados y son relacionados con la 
apertura de poros al interior del material así como el canibio en la energía superficial. Su 
aportación resulta ser insignificante en la mayoría de los casos. No obstante, estos términos 
resultan de interés sobre todo para el estudio de la evolución de def'ectos del material, la 
f'alla y el dafto interno asociado con los procesos de def'ormación. 

Cuando ocurre que poros preexistentes se abren o se cierran, el volumen aparente de 
la pieza se incrementa o se reduce. La potencia asociada a este cambio de volumen aparente 
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debe ser considerada cuando la presencia de poros en el material es un factor predominante 
en el análisis de un proceso en particular y se escribe de la siguiente manera: 

w,=Vp .. (2.38.) 

en donde V es la rapidez de cambio de volumen de la pieza de trabajo y p es la componente 
hidrostática del tensor de esfuerzos. Es importante hacer notar el hecho de que la apertura 
de poros no viola el principio de conservación de volumen. La potencia representada por la 
ecuación (2.38.) es parte integral del segundo término de la ecuación (2.29.) y no necesita 
ser calculado por separado. Actualmente es aceptado el hecho de que al inducir altas 
presiones hidrostáticas externas durante los procesos de conformado se favorece la 
previsión de dai\os internos además de inducir la ductilidad del material que es procesado11

• 

Cuando un material es deformado plásticamente, la superficie del mismo puede 
presentar cambios de área. A estos cambios se encuentra asociada una cierta energia que 
comúnmente se conoce como tensión supeificial. La energia necesaria para inducir dicho 
cambio en el área de la superficie es comúnmente ignorada en todos los análisis al ser ésta 
despreciable respecto a la energia necesaria para llevar a cabo la deformación plástica del 
material. Sin embargo, si el material está compuesto por fibras extremadamente finas, el 
término de energia asociado a la tensión superficial deberá ser tornado en cuenta, o aún 
más, si el daño interno es considerado, es decir, cuando millones de poros de un volumen 
extremadamente pequeño en conjunto provocan un cambio en el área superficial, la energia 
superficial puede convenirse en un factor que controle la trayectoria de la deformación. 

La potencia requerida para provocar un cambio en la tensión superficial está dada por: 

W =ydS 
r dt 

(2.39.) 

en donde 

y = incremento de energia con la introducción de una nueva unidad de área de superficie. 

~ = rapidez de cambio del área superficial. 

El problema más evidente en la consideración de este término relacionado con la 
energia superficial es la falta de información respecto al procedimiento para estimar valores 
realistas para y; que es función de la forma de la superficie asi como de la naturaleza del 
material, la atmósfera, la temperatura, etc. 

De todo lo anterior, y de forma particular el análisis de la potencia se lleva a cabo al 
postular un campo cinemáticarnente admisible y calculando a partir de él, la potencia 
interna de deformación W,, la potencia debida al cortante en las superficies de 

11 !2Júdl.. ~~i~· pp. 25. 
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Capítulo 2 Principios Básicos 

discontinuidad de velocidad W, , la potencia para vencer las fuerzas externas ~ , las 

fuerzas inerciales w. . la potencia asociada a la apenura de poros wp y al cmnbio en la 

energía superficial Wr . De forma que una expresión completa para J* debe tener la forma 
siguiente: 

. (2.40.) 

en donde finalmente cada término de la ecuación (2.40.) se evalúa de la siguiente manera: 

W; = _fi-0-0 J(!&;;&;; )"
2

dV 

"'· = I·l~+s 
Sy 

wb = - f r,v,ds 
s, 

W =l. P Jv.'dS • 2 g ' 
s. 

wp = Vp (que está implicito en wb) 

W =rdS 
y dt 

(2.41.) 

(2.42.) 

(2.43.) 

(2.44.) 

(2.45.) 

(2.46.) 

Como se verá en el capítulo tercero la mayor parte de los términos de potencia 
descritos por las ecuaciones anteriores no serán calculados. Sólo aquellos que justifiquen su 
costo de cálculo por su aportación a J• se consideraran para la solución del problema. 

En la mayoría de los procesos de conformado, el término de mayor importancia es el 
de potencia interna de deformación descrito por la ecuación (2.41.). Como se puede 
apreciar para evaluar dicho término es necesario conocer el tensor de rapidez de 
deformación asociado al flujo de material. No obstante, basta con conocer el campo de 
velocidades para determinar las componentes de dicho tensor mediante su definición como 
se mostró en el capítulo primero. 

En el siguiente capítulo se mostrará la aplicación práctica del teorema de límite 
superior para la solución del caso particular de los procesos de colaminado. El mismo 
procedimiento resulta ser aplicable para lanúnación convencional simplificando su análisis 
de manera considerable. 
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3.1. INTRODUCCIÓN. 

En los capítulos previos se ha establecido el fundamento teórico necesario para el 
desarrollo del modelo para el proceso de laminado conjunto simétrico. Este capítulo se 
dedica a describir dicho nlodelo cuya solución proveerá una respuesta a los problemas de 
colaminado simétrico. El modelo que representa la aproximación al fenómeno físico, y el 
cual está basado en el teorema de límite superior descrito en la sección 2.2.3. se completa 
cuando la funcional de potencia, J*, que representa la potencia consumida por el proceso 
queda definida en términos de las componentes de velocidad del campo de velocidad 
propuesto y de un conjunto de parámetros pseudo-independientes cuyo valor deberá 
determinarse mediante un método de optimación que proporcione un conjunto de valores 
dichos parámetros que conducen a un valor mínimo de J*. 

Para definir la funcional de potencia, J*, se consideran seis tén11inos para cada una de 
las capas, los cuales son: la potencia interna consun1ida por defom1ación (para ambas 
capas), la potencia consunlida por cortante en los lín1itcs rígido-plásticos (para ambas 
capas) y por otro lado: la potencia consumida por fricción entre el material de la capa 
externa y finalmente la potencia consumida por fricción debido al deslizamiento relativo 
entre las capas a colaminar. Éste últin10 tén11ino no ha sido considerado por Hwang 1 y en lo 
siguiente se mostrará su in1portancia para la sin1ulación del proceso. 

Para la evaluación de la función que representa la potencia total consumida, se recurre 
principalmente a métodos de integración y derivación numéricos, mientras que para el 
proceso de optin1ación se hará uso de un método medianamente robusto conocido como 
método simp/exª, o bien método del poliedro flexible. Aún cuando es deseable conocer la 
rapidez de convergencia y estabilidad de los algoritmos en1pleados, esto no resulta ser parte 
del presente trabajo por lo que solamente se escogieron aquellas estructuras de código y 
algoritmos nmnéricos de cálculo que, por su naturaleza, fuesen robustos tanto en la 
exactitud de sus resultados con10 en la rapidez para obtenerlos; esto se traduce en un ahorro 
en recursos lo cual es deseable para una aplicación eficiente del método. 

La eficiencia del código computacional requerido se verá favorecida con el empleo de 
variables tipo apuntador que garantizan rapidez de acceso a los datos en la memoria durante 
la implementación del algoritmo en un sistema de cómputo. 

1 Ref. [5]. 
ól No confundir con el n1étodo sin1plcx de optin1ación lineal. 
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Capitulo 3 .. Descripción del modelo. 

La recurrencia en el empleo de funciones durante la ejecución del código fuente es 
algo rutinario, por lo tanto el uso de apuntadores a funciones agiliza la solución del 
problema. El lenguaje seleccionado para programar el algoritmo ha sido C por su potencial 
para el manejo de este tipo de datos. 

3.2. DEFINICIÓN DEL PROCESO A MODELAR. 

El proceso consiste en la disminución del área de una sección transversal de un 
conglomerado consistente en tres capas de dos materiales diferentes dispuestos de forma 
simétrica respecto al plano medio horizontal de todo el conjunto (línea punteada, figura 
3.1.) 

VISTA FRONTAL 

~--
,_ b _, 

Figura 3. 1. Sandwich tricapa en disposición geométrica antes y después de la lantinación. 

Aún cuando no existe en estricto rigor ninguna condicionante respecto a la 
disposición de las capas en cuanto a su límite elástico, en lo siguiente se supondrá que Ja 
capa de 111ayor resistencia es la que se ubica en posición central, siendo entonces las capas 
externas las de 111enor resistencia e idénticas propiedades. 

En lo siguiente se tomará como un hecho que el ancho de la cinta pennanece 
inalterado aún después de la delonnación impuesta. Ello se cumple al asumir que la 
delormación es plana y que por lo tanto el ensanchamiento es despreciable y con ello toda 
defom1ación o componente de delommción relacionada con dicha dirección. Esta condición 
se aproxima mejor cuando la relación entre el ancho de cinta .. b,, y el espesor total de la 
misma tiende a ser superior a diez2

• El interés fundamental en el desarrollo del modelo es la 
definición de la relación de espesores final entre las capas que se colarninan. Los efectos y 
condiciones que favorezcan la adherencia entre las mismas no serán estudiados. 

Corno cualquier otro método, las soluciones por límite requieren la simplificación de 
ciertas condiciones durante el proceso. En el presente estudio, y bajo el contexto propio de 
los procesos de laminación se tomarán algunas consideraciones que proporcionarán validez 
al método presentado, y permitirán su aplicación sin degradar con ello la calidad de la 
solución. 

2 Ref. (6] pp. 47. 
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Capitulo 3. Descripción del modelo. 

3.2.1. Consideraciones. 

Para el modelado por MLS se requerirá tomar en cuenta las siguientes 
simplificaciones del proceso real: 

1. Se desprecia toda deformación de los rodillos. 
2. Def"orrnación plana. 
3. El material de ambas capas se considera rígido-plástico. 
4. La fricción entre la capa superior y el rodillo así como la existente entre las mismas 

capas obedece el modelo de fricción constante. 
5. Los campos de velocidades de ambos materiales se unifican a la salida, con lo que 

al final se tiene un mismo perfil de velocidades para ambas capas; lo que indica que 
los materiales se han unido de manera permanente. 

Analizando cada punto anterior, se puede decir que en el primer caso, el considerar 
los rodillos como cuerpos rígidos permite eliminar el inconveniente de modelar la 
deforrnación elástica o plástica de los mismos y los esfuerzos asociados a dicha 
deforrnación. No obstante, la omisión en el análisis de la def"orrnación de los rodillos 
conduce a una subestimación de las fuerzas durante el laminado. Por otra parte, dado que 
el flujo de material se ajusta a la frontera definida por la superficie del rodillo, el campo de 
velocidades cercano a dicha región puede representarse como función de una 
semicircunf"erencia cuya ecuación resulta ser relativamente sencilla de manipular (siendo 
posible inclusive aproximar su f"orrna mediante el empleo de polinomios de aproximación 
como pueden ser los polinomios de aproximación de Newton o los de Lagrange). 

En el segundo caso, resulta evidente que al considerar deforrnación plana, el ef"ecto de 
la def"ormación del material en la dirección perpendicular al flujo no está presente; de 
manera que el análisis se simplifica al tener un campo bidimensional de velocidades 
reduciendo con ello el tiempo requerido para el cálculo de la solución. 

La tercera condición es quizá la más importante, ya que al concebir al material como 
un cuerpo rígido-plástico peñecto se elimina cualquier posible ef"ecto de la rapidez de 
deforrnación sobre el comportamiento del material3

• 

La cuantificación de las fuerzas de fricción desarrolladas entre el material de trabajo y 
las herramientas de forrnado resulta ser de vital importancia dentro del análisis de los 
procesos de conf"orrnado de metales. Las fuerzas de fricción en dichos procesos son un 
factor predominante y condicionante del comportamiento del material durante su 
deforrnación. En el caso en cuestión, es conveniente utilizar el modelo de fricción constante 
para incluir dicho término en la solución del problema en cuestión y eliminar el 
inconveniente de no conocer las fuerzas normales que actúan en las superficies donde se 
generan fuerzas de fricción. 

3 El inconveniente de onútir este ténnino, puede ser solventado, en caso de ser necea.río (al aplicar, por 
ejemplo, grandes deformaciones) al considerar un esf\aerzo de cedeneia superior al real en función de alaún 
ID>delo de endurecimiento. 
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Capitulo 3. Descripción del modelo. 

La última condición está relacionada directamente con la consideración de que las 
capas se han unido de ·,-,anera permanente a la salida del claro de laminación. Esto significa 
que el deslizamiento r._ .ativo entre las capas que se colaminan tiend;::~ a ser nulo confonne 
el material se aproxima al plano de salida del claro de laminación. Un punto relacionado 
con lo anterior y que no ha sido incluido en los resultados proporcionados por Hwang4 es el 
hecho de considerar el término de fricción entre las capas que se colaminan. Para ello hay 
que integrar el término correspondiente a la diferencia de velocidades entre ambos 
materiales a lo largo de la curva que representa la superficie de la inteñase. Dado que el 
proceso de solución consiste en la búsqueda de un conjunto óptimo de los parálnetros del 
proceso que conduzca a un valor mínimo de la potencia total consumida. la consideración 
de dicho término agrega una condicionante más a la solución que está específicamente 
relacionada con la diferencia de velocidades entre las capas en la interfase, puesto que el 
valor de la misma definirá el peso de éste término de potencia. Con ello, el mecanismo de 
búsqueda limita el valor que tendrá la diferencia de velocidades entre las capas, de manera 
que este término no sea significativo o bien, se encuentre en un punto de equilibrio óptimo 
respecto al peso porcentual de los demás términos que son considerados. 

Finalmente, cabe seí\alar que, dado que se estudia un proceso que resulta ser 
geométricamente simétrico respecto a un plano medio paralelo a la superficie del 
conglomerado, basta con analizar solo la mitad del flujo real para tener una definición 
completa del problema. Por lo tanto, será necesario multiplicar cada término de potencia 
por un factor de dos para determinar el total consumido por el proceso. 

3.3. DESARROLLO DEL MODELO DE SOLVCIÓN. 

En lo siguiente se mostrará el desarrollo del modelo para la solución del problema de 
colaminación simétrica por límite superior. Los conceptos básicos de plasticidad 
presentados en el capítulo 1 serán de utilidad para la derivación del modelo. 

El proceso de solución parte del planteamiento de un campo cinemáticamente 
admisible representado por la superposición de diversos campos de velocidades asociados a 
regiones dispuestas y delimitadas según la conveniencia de una solución matemática 
sencilla. Cada campo de velocidades estará descrito por una función de corriente que 
representa el gasto por unidad de ancho. Cada función será descritas y estudiada de forma 
individual. 

Resulta evidente, al pensar un poco en la forma de los campos de velocidades antes y 
después del claro de laminación, que éstos pueden ser representados como flujos uniformes. 
Por otro lado, como se ha mostrado en la ><ección 2.1.3., el campo de velocidades dentro del 
claro de laminación puede ser repn:.;.entado por la superposición de un caDlpo de 
velocidades uniforme y un campo linealm~nte distribuido, este último proveerá el efecto de 
un gradiente en la velocidad en la dirección horizontal con lo cual se podrá modelar el 
efecto de flujo en un canal convergente, que ocurre al interior del claro de laminación y que 
resulta de la acción mecánica de los rodillos sobre el material de trabajo. 

4 QJz,S;;jL. Hwuig, Y-M . 
. .... 
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Capilulo 3. Descripción del modelo. 

3.3.1. Análisis del Oujo de material en la capa externa. 

La figura 3.2. muestra el proceso de colarninado simétrico de dos hojas que se 
encuentran separadas antes de ser unidas por la acción mecánica de los rodillos. Para el 
análisis se considera que la región del claro de laminación está dividida en las siguientes 
regiones delimitadas por los puntos A1, A2. A3. B1, B2 y B3. 

De forma que: 

A1A2B2B1 -Área correspondiente al material de la capa exterior. 
A2A3B3B2 - Área correspondiente a la mitad del material de la capa interior. 

rs1 - Superficie de discontinuidad de velocidad de la capa exterior. 
r s2 - Superficie de discontinuidad de velocidad de la capa interior. 

y 

L1 

L 

ª"" 

Fisura 3.2. Proceso de colaminado. Nomenclatura empleada. 

X 

El flujo de material se plantea, para ambas capas. en términos de funciones de 
corriente. Como se mostró en el capítulo 1. es posible definir una segunda función por un 
procedimiento complementario para flujos bidimensionales incompresibles, sean éstos 
rotacionales o irrotacionales; esta función es conocida como función de corriente y 
denotada por rp. Adicionalmente si el flujo es irrotacional, la función de corriente deberá, al 
igual que el potencial de velocidad, satisfacer la ecuación de Laplace, no siendo esto 
condición necesaria para su existencia. Las condiciones que debe cumplir dicha función 
han sido descritas a detalle en la sección 2.1.2. 
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Capitulo 3. Descripción úel modelo. 

a) Región previa al claro de laminación 

El flujo de material previo a la entrada al claro de laminación se puede modelar de 
manera sencilla como un flujo unif"onne, de f"onna que: 

'f'T.'SIS CON 
F'"~LA DE ORIGEN ( ) {y-e,,} 9?o x,y = Q, --

e¡; 
... (3.1.) 

Las componentes de velocidad para esta región son entonces: 

U 0 (x, y) = ª;0 
= Q, {e~,} . . (3.2.) 

... (3.3.) 

Considerando que el flujo es ideal y que no hay deflexión alguna del material antes de 
que éste ingrese a la zona de deformación al hacer contacto con los rodillos, el campo de 
velocidades descrito por las ecuaciones (3.2.) y (3.3.) se ajusta perfectamente a las 
condiciones del proceso. 

A continuación se describe el campo de velocidades de la capa superior en la zona de 
def"ormación, la cual está definida a partir del punto de contacto entre material y rodillo. La 
extensión y forma del límite rigido-plástico el cual separa las zonas de deformación plástica 
y de no-deformación, se obtendrá a partir de f"orzar la continuidad entre las 
correspondientes líneas de corriente de ambas regiones. 

b) Región del claro de laminación 

El campo de velocidades para la zona que comprende el claro de laminación y que 
cumple con condiciones de frontera para el caso en cuestión, se deriva a partir de las 
funciones de corriente planteadas en las ecuaciones 2.17. y 2.21.: 

{ y-y } cp,(x,y) = Q, 2 +C,(y-y2 )(y-y1 ) y,-y, ... (3.4.) 

En donde: 

Q 1 : Gasto volumétrico de la capa superior por unidad de ancho de la cinta. 

y¡; Frontera superior. (Superficie del rodillo). 

y2: Frontera inf"erior. (Interfase de los materiales). 

e,: Gradiente de perfil de velocidad linealmente distribuido. 
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Capitulo 3 .. Descripción del modelo. 

El primer término dentro de las llaves corresponde a un flujo uniforme el cual es 
escalado en función de la geometría de las fronteras que restringen al flujo. El segundo 
término corresponde a un flujo linealmente distribuido que de igual manera es escalado en 
función de las fronteras del flujo y adicionalmente es afectado por un gradiente 
representado por e,. La idea principal de dicho gradiente es modelar la aportación del flujo 
linealmente distribuido a lo largo del dominio del flujo. Es de esperarse que conforme el 
flujo se aproxime a la salida, el aporte de dicho término se vaya desvaneciendo. La forma 
del flujo quedará definida entonces en términos de la posición relativa de una partícula 
respecto a las fronteras del flujo. 

Dado que el gasto volumétrico es el producto punto del vector velocidad con el vector 
normal a la superficie que define el área por la cual se mide el flujo, es evidente que el 
gasto volumétrico neto a lo largo de cualquier sección transversal vertical al flujo descrito 
por la ecuación (3.4) será igual a cero. 

Dado que el término que representa el flujo linealmente distribuido representa en gran 
medida una perturbación del flujo uniforme y que, en caso de una reducción de magnitud 
muy cercana a cero, su aportación sería casi nula, el término C 1 es un escalamiento de dicha 
variación y puede considerarse como un gradiente de la distribución lineal de velocidad. 

Considerando que, dada la forma de las herramientas (en este caso rodillos). la 
velocidad varia en función de la coordenada x, por simplicidad se puede asumir que e, 
puede ser función de x (y en realidad también de y). De forma que: 

C1 =f(x) ... (3.5.) 

Se puede definir el primer término dentro de las llaves en la ecuación (3.4.) de la 
siguiente manera: 

11 = y - Y2 . . . (3.6.) 
y, -y2 

Considerando el flujo en la capa superior, las fronteras del mismo quedan definidas de 
la siguiente manera: 

y 1 (x)=R+e,.f -.JR 2 -x2 (3.7.) 

Y 2 (x) = e 2 f +bx 2 
••• (3.8.) 

(Representa la superficie del rodillo r1). 

(Representa la interfase de los materiales 'I'). 

Como se verá más adelante, el inconveniente principal en la manipulación algebraica 
de las ecuaciones, que finalmente deberán ser evaluadas durante el proceso de optimación, 
está precisamente en que el radical que aparece en la ecuación (3.7.) debe ser integrado en 
varias ocasiones durante el proceso de solución. Aún cuando es posible aminorar este 
problema mediante el empleo de una aproximación por series para el radical involucrado, el 
inconveniente se vuelve a presentar en las ecuaciones que definen los límites rigido
plásticos para ambas capas de material. 
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Capitulo 3. Descripción del modelo. 

Dado que la representación en series requiere de conocer las derivadas de la función, 
el problema se traduce entonces es que las expresiones que resultan se tornan muy 
complejas de manipular algebraicamente y por lo tanto, resulta conveniente, emplear 
métodos numéricos para su evaluación. 

La forma de la interfase entre los materiales es función de la combinación de 
propiedades mecánicas de los mismos (e inclusive en un modelo más general, también 
función de las condiciones del proceso). Por ello, es de esperarse que su forma sea también 
pane de la solución. La descripción más simple para representar la interfase es mediante 
una función cuadrática de x, con lo cual se está considerando de antemano que la interfase 
tendrá una forma parabólica, dejando como un grado de libertad la amplitud de la misma. 
La ecuación (3.8.) representa dicha interfase y en ella se puede ver que la definición 
completa de su forma será pane de la solución a través de conocer los valores adecuados 
tanto de e2f(que resulta ser el parámetro de mayor interés en la simulación del proceso) y b 
que denota la amplitud de la parábola. 

Para plantear una definición para el gradiente del segundo término de la ecuación 
(3.1) Hwang propuso una relación cuadrática para ese ténnino5

, de la siguiente manera: 

e, = e, (x) = a,x 2 ... (3.9.) 

El parámetro aJ es en realidad también un parámetro pseudo-independiente y su valor 
deberá ser determinado al final del proceso de optimación. 

No existe razón fisica alguna para imponer una ciena forma para CJ. La forma 
descrita en la ecuación (3.9.) es quizá la más simplista que pueda existir (a excepción de 
considerar la relación lineal). Sin embargo, dado que en este caso el grado de libertad aJ (o 
parámetro pseudo-independiente) determina finalmente el valor de CJ para cada valor de x, 
entonces la única condicional para la definición de CJ es quizá el orden de magnitud que 
puede adquirir aJ y sus dimensiones, ya que al tomar valores muy pequeilos puede volverse 
un parámetro conflictivo durante el tratamiento numérico del problema. 

Con relación a lo anterior, y como se mostrará más adelante, un análisis de 
sensibilidad de la función objetivo muestra claramente que los valores tomados por este 
parámetro y otro de idéntica definición para el caso de la capa inferior, son extremadaniente 
pequeños y que, en la mayoría de los casos, pequeilas variaciones de los mismos, provocan 
variaciones de orden considerable (si se comparan con el orden de magnitud del criterio de 
paro del proceso iterativo de optimación) que provocan inconvenientes en la ejecución del 
programa. 

La forma de la interfase es propuesta considerando una posible primitiva de la misma 
(sin considerar la deformación localizada que podría hacer de ésta una superficie más 
compleja cuya representación analítica seria al miSIDo tiempo más complicada). Sin 
embargo, no es dificil suponer que una forma cuadrática se adaptará bien a la Corma de la 

5 ~- Hwang, Y-M. 
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Capitulo .3. Descripción del modelo. 

interfase. Aún cuando es factible modelar la forma de la inteñase por medio de una linea 
recta, resulta evidente que su apariencia deberá verse influenciada por la forma de las 
herramientas, en este caso los rodillos cuya perfil es cilíndrico. 

Para ilustrar lo anterior, considérese el proceso de ca-extrusión simétrica mostrado en 
la figura 3.3. 

Fisura 3.3. Proceso de ca-extrusión. Forma de la interfase. 

En este proceso, al igual que en el problema en cuestión, al final se cuenta con un 
producto que estará conformado por dos capas superpuestas de dos materiales diferentes. 
No obstante, en este caso las capas están dispuestas de forma concéntrica. Dado que el 
problema es axisimétrico puede ser tratado considerando solamente la mitad de una sección 
perteneciente a un plano que contenga al eje de simetria del conjunto. Para la evaluación de 
algunos términos del modelo es evidente que se deberán integrar las expresiones que 
resulten del análisis de la sección plana respecto al ángulo azimutal cuando esto sea 
requerido para así obtener las expresiones adecuadas para cada término en el modelo. 

Dada la forma de las herramientas de deformación (en este caso los dados de 
extrusión) se puede esperar que la interfase entre ambos materiales adquiera una forma 
cercana a la superficie de un cono truncado. Para efectos de modelar la interfase se le puede 
considerar como una línea recta inclinada sobre la sección transversal plana que sirve para 
construir el modelo, en cuyo caso es posible definirla en términos de su pendiente, cuyo 
valor, al igual que b en el caso de colaminación, tendría ser determinado mediante un 
proceso de optimación. 

Retomando la cinemática del problema, y una vez que la función de corriente ha sido 
propuesta y que se ha verificado que satisface las condiciones impuestas, el campo de 
velocidades para la capa superior se deriva de la propia definición de función de corriente, 
de manera que se obtienen las siguientes expresiones: 
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Capitulo 3. Descripción del modelo. 

U (x,y) = éJ<p, = Q { 1 + 2C [y (y, ~ Y2 >]} 
1 o/ 1 Yt -y2 t 

... (3.10.) 

V,(x.y) = - ª.::• =Q, ~7'+C\ {v-y,X,,-yJ-c,{v-yJv·,-c,{v-y,)v•,} 
(3.11.) 

donde: 

... (3.12.) 

y donde la prima denota la derivada respecto ax.' 

Es relativamente fácil comprobar que el campo de velocidades derivado a partir de la 
función de corriente propuesta satisface la condición de frontera a lo largo de la superficie 
del rodillo. la condición de frontera a lo largo de la interfase de los materiales y la ecuación 
de continuidad. por lo que resulta ser un campo cinemáticamente admisible. 

Al analizar las expresiones resultantes para las componentes de velocidad en las 
ecuaciones (3.1 O.) y (3.11.) es fácil comprobar que la implementación de la solución 
analítica se toma compleja. Hasta este punto el único inconveniente al respecto (y que en 
realidad no tiene complicación algebraica alguna) es evaluar las derivadas de las funciones 
que describen las geometrías de las fronteras del flujo. Sin embargo, como se verá más 
adelante las expresiones que resulten finalmente serán difíciles de manipular por medios 
arihnéticos lo cual hace necesario considerar la opción de evaluar tanto derivadas como 
integrales de forma numérica aún con el costo asociado en la exactitud de los resultados. 

3.3.2. Determinación del Limite rigido-plástlco en la capa externa (r s1). 

Dado que el perfil de velocidades descrito por las ecuaciones (3 .1 O) y (3 .11.) describe 
solamente el flujo en la región que comprende el claro de laminación, es evidente que 
existirá una discontinuidad de velocidad entre dicho flujo y el descrito para flujo de la zona 
previa al claro de laminación por las ecuaciones (3.2.) y (3.3.). 

A dichas discontinuidades en el flujo de material se les puede considerar simplemente 
como límites rígido-plásticos puesto que es a partir de ellos y en la dirección del flujo que 
el material comienza a deformarse plásticamente debido a la acción mecánica de la 
deformación iDlpuesta por los rodillos, y aún cuando su existencia se basa exclusivamente 
en la necesidad intrinseca de describir un campo de deformaciones mediante la 
superposición de diversos campos de velocidades, es de esperarse que en los procesos de 
laminación reales que dichas superficies estén fisicamente presentes en la región cercana a 
la zona de contacto entre el material y los rodillos. 
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Los esfuerzos de corte que ocurren sobre los límites rígido-plásticos serán un factor 
predominante dentro de la potencia total consumida por el proceso. Para la evaluación de 
este término será necesario determinar la diferencia de velocidades tangenciales entre 
ambos campos e integrar dicha diferencia a lo largo de la curva que define el límite rígido
plástico en cuestión. 

El procedimiento para la obtención de la función matemática que describe la forma 
del límite rígido plástico en la capa superior consiste en plantear la continuidad de las líneas 
de corriente: 

'Po = '1'1 ... (3.13.) 

La solución de esta ecuación proporcionará la región en el plano cuyos puntos 
cumplen con la dicha condición. 

La función que describe la forma del límite rígido-plástico (r.1) a la entrada del claro 
de laminación y que es solución de la igualdad mostrada en la ecuación (3.13.) (que 
finalmente adquiere la forma de un polinomio de segundo orden para y) queda de la 
siguiente manera: 

en donde: 

-K±.JK2 -4C1M 
y, =y,(x)=---~-----

2C1 
... (3.14.) 

K= l -c{y +y )-....L 
y, - Y2 ' ' 2 eu 

M = C,y,y,-~ + e2, 
y, -y, e,, 

Dado que la ecuación del límite rígido-plástico se obtiene a partir de encontrar las 
raices de un polinomio de segundo orden, existen aparentemente dos soluciones que 
satisfacen la continuidad en las lineas de corriente. Sin embargo, al elaborar las 
representaciones gráficas de ambas soluciones es evidente el hecho de que aquella solución 
con el signo positivo en el radical involucrado es la representación adecuada de dicho 
límite. 
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La figura 3.4. muestra la forma de la función que representa el limite rígido-plástico 
para la capa externa (línea gruesa). El límite queda representado por el segmento de curva 
acotado entre los puntos A y B. Las líneas restantes representan los contornos tanto del 
rodillo, de los materiales corno del límite rígido plástico de la capa inferior. 

3.3.3. Análisis del Oujo de material en la capa interna. 

a) En la región previa al claro de laminación 

El flujo de material de Ja capa interior, se puede modelar la misma manera que para el 
caso del flujo de la capa superior, de forma que: 

9"'2 (x,y) = Q 2 { ::, } ••• (3.15.) 

Las componentes de velocidad para esta región son entonces: 

U 2(x,y) = 
0
:,

2 = Q2{ e!.} .. (3.16.) 

V2 (x,y) = - º;;2 =O (3.17.) 

so 



Capitulo 3. Descripción del modelo. 

b) Región del claro de laminación. 

La capa inferior a diferencia de la superior tiene como límites la propia interfase de 
anibos materiales ('I') y el plano medio del conjunto de capas a colarninar el cual, al 
colocar el origen como se muestra en la figura 3.2., corresponde a la ecuación de la recta 
y=O. 

Dado el sistema de referencia elegido ( ver figura 3.2) la función que representa el 
campo de velocidades del material de esta capa es sensiblemente más sencilla que la 
anterior. Al sustituir y= y¡ y y= y 2 por y= y 2 y y= O respectivamente en la ecuación 3.4. 
la función de corriente correspondiente al flujo de la capa inferior queda de la siguiente 
manera: 

cp3 (x, y) = Q 2 {L + C,y{y- Y2 )l 
Y2 J ... (3.18.) 

en donde: 

Q2 = Gasto volumétrico de la capa inferior. 
Y2 = Frontera superior. (Entrecara de los materiales). 
C 2 = Gradiente del perfil de velocidades lineal para la capa inferior. 

En este caso, C 2 se asume, al igual que en caso anterior, como una función cuadrática. 
de x, de forma que: 

e, =e, (x) = a,x2 ... (3.19.) 

a 2 , al igual que a 1 , será uno de los parámetros pseudo-independientes a optimar. 

Las componentes de velocidad en este caso se reducen a: 

V3(x,y)=-º~3 =-Q2y[-,;;'2 -c2 {v-y,}+c2y·2 ] ... (3.21.) 

Se puede verificar que el campo de velocidades expresado por las ecuaciones (3.20) y 
(3.21) es también cinemáticamente admisible lo cual significa que satisface tódas las 
condiciones de velocidad en las fronteras y la conservación de masa. 
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Capirulo 3. Descripción del modelo. 

3.3.4. Determinación del Limite rfgldo-plástlco en la capa Interna (I"sz). 

El límite rígido-plástico para la capa inferior se obtiene de igual manera al plantear la 
continuidad entre las líneas de corriente de los flujos dentro y fuera del claro de laminación: 

... (3.22.) 

.. (3.23.) 

En este caso la igualdad mostrada en la ecuación 3.22. queda representada por una 
ecuación cuadrática en términos de y 4 • La solución de la misma consiste en dos raices con 
el mismo signo (raíces repetidas) las cuales quedan representadas por la ecuación (3.23.). 

10 
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La figura 3.5. muestra la forma de la función que representa el límite rígido-plástico 
para la capa interior (línea gruesa). El límite queda representado por el segmento de curva 
acotado entre los puntos A y B. Las líneas restantes representan los contornos tanto del 
rodillo. de los materiales como del límite rígido plástico de la capa externa. 

Aparentemente son 6 los parálnetros desconocidos hasta este punto; estos son: 

Q1 - Gasto volumétrico de la capa externa por unidad de ancho de la cinta [m2/s] 
Qz - Gasto volumétrico de la capa interna por unidad de ancho de la cinta [m2/s] •1 - Constante que determina el gradiente de la componente lineal del flujo en la capa 
externa. 
•2 - Constante que determina el gradiente de velocidad la componente lineal del flujo en la 
capa interna. 
b - Amplitud de la parábola que describe la fünna de la interf"asc entre ambas capas. 
ezr- Mitad del espesor final de la capa interna. 

52 



Capitulo 3. Descripción del modelo. 

No obstante, acorde a la consideración (5) descrita al inicio de la sección 3.2.1., si las 
velocidades de ambos materiales son iguales a la salida se debe cumplir la siguiente 
relación: 

... (3.24.) 

de lo cual, Q2 no resulta ser independiente y depende exclusivamente de Q1, y de e2f 
(dado que e 1f = e;(l-r) - e 2f, en donde e; es conocido de antemano y e2fse obtiene al final 
del procesos de optimación.) 

En este punto, los campos de velocidades para cada una de las capas han sido 
derivados. En la siguiente sección se desarrollarán las expresiones que representan el 
proceso de deformación plástica de los materiales dentro del claro de deformación. Con 
dichas expresiones se estará en posibilidad de evaluar la energía de deformación necesaria 
para llevar a cabo el proceso. 

3.3.5. Tensores de rapidez de deformación y valor efectivo de rapidez de deformación. 

El conocimiento del campo de velocidad durante la deformación de un material 
permite inferir de inmediato el campo de deformación asociado. La deformación del cuerpo 
queda descrita por el tensor de rapidez de deformación. En este caso, dicho tensor se 
simplifica considerablemente al tratar el problema bajo el esquema de deformación plana. 

Bajo la consideración de deformaciones planas, el tensor de rapidez de deformación 
para este caso está dado por: 

~] ... (3.25.) 

y debido a que se trata de un tensor simétrico se tiene: 

Éiy = Éyx ... (3.26.) 

Como es conocido, cada una de las componentes de dicho tensor se calculan a partir 
de conocer el campo de velocidades de la siguiente manera: 

(3.27.) 

(3.28.) 
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&• =.!(ªu+ av) (3 29 > .... 2 cy & ..... 

Como puede suponerse de antemano y dado que no existe deformación antes y 
después del claro de laminación, todas las componentes de Jos tensores de rapidez de 
deformación en dichas regiones valen cero. 

i:~ = i:zx = i:,,. = i:.,, = i:zz =O • . • (3.30.) 

Conocidos los campos de velocidad para cada una de las capas sólo basta con calcular 
la rapidez de deformación plástica equivalente Jo cual permite evaluar la potencia 
consumida por e) proceso de forma escalar como se mostrará en Ja siguiente sección. 

3.3.6. Potencia interna consumida por deformación plástica. 

Los análisis por método de límite superior se basan en Ja minimización de una 
funcional que proporciona la mejor aproximación al valor de la potencia consumida por el 
proceso. Las expresiones que relacionan la rapidez de deformación con los diferentes 
términos de potencia que pueden ser considerados se han descrito ampliamente en la 
sección 2.4. y quedan descritas por las ecuaciones de la (2.42.) a la (2.47). 

3.3.6.a. Capa externa. 

Para un material con que se deforma según lo descrito por la teoria de Levy-Mises el 
integrando de la ecuación (2.42.) puede evaluarse de forma escalar como la integral 
mostrada en Ja ecuación (3.31.). 

. .. (3.31.) 

Donde i:.,,, es la deformación plástica equivalente y se evalúa a partir de la ecuación 

(1.24) haciendo uso de las expresiones para las componentes de velocidad - ecuaciones 
(3.16.) y (3.1 7) - . a 0 , es el esfuerzo de cedencia del material de las capas extemas. 

La integral representada por la ecuación (3.31.) en principio es una integral de 
volumen. En el caso particular, dado que se trata de un análisis en el plano. la región de 
integración se convierte en un plano y este termino de potencia se evalúa mediante una 
integral doble súnplemente. Los resultados obtenidos estarán expresados por unidad de 
longitud, teniendo después que multiplicar cada término por el ancho de la cinta. La figura 
3.6. muestra la región de integración. 
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y 

y2(x) (ecuacion 3.8.) ---+-~ 

------------l-..,....,~~'/'.l~ 
-------.-~-+'-/-::::.:::...:;.~~=-~-1-u Capa Interior 

Fisura 3.6. Evaluación de la potencia consumida por defonnación. Capa externa. 

y1(x} - Superficie del rodillo (r1). 
y2(x} - Interfase de las capas exterior e interior ('I'). 
y 3 (x} - Límite rígido plástico de la capa exterior (r s 1 ). 

La integral sobre la región de interés (la parte sombreada) es: 

[

L YoC<l L y,(>) L, y,(~) ] 

a.,¡F...,,dV=a 0 , J JF...,,(x,y)dydr- l l F..,.,(x,y)dydr-J JF...,,(x,y)dydr ... (3.32.) 

en donde la segunda y tercera integral corresponden a las regiones <2> y <D respectivamente. 

En la evaluación de las integrales implícitas en la ecuación (3.32.) es necesario 
conocer tanto L, como L 1• 

En el caso de L es sencillo calcular su valor, del análisis de la geometría del conjunto 
mostrado en la figura 3.2., es fácil demostrar que: 

yes: 

L = ,j2R(e.,, - e.,f )- (e.,, - e.,f ) 2 ... (3.33.) 

Otra forma más simple de evaluar L se obtiene a partir de una aproximación por series 

L =.,jR·t1 ·r 

SS 

... (3.34.) 
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Capitulo 3. Descripción del modelo. 

Dado que la diferencia en tiempo de procesador necesario para evaluar cada uno de 
cualquiera de estas dos expresiones es insignificante, en el algorittno desarrollado L se 
obtendrá de la ecuación (3.34.) 

Para L1 es necesario hacer cualquiera de los dos procedimientos siguientes: 

1. Resolver la ecuación que y 2 (x) = 12 ; de lo cual se obtiene: 

1,, -1,f 
L,= b ... (3.35.) 

2. Encontrar la raíz de la siguiente ecuación: 

y 3 (x)=l 21 ... (3.36.) 

La segunda opción resulta inconveniente en f'unción de que hay que implementar un 
algoritmo numérico para la búsqueda de Ja raíz. El problema de utilizar métodos numéricos 
para encontrar la raíz de la ecuación (3.36.) ocurre cuando el valor de la pendiente de y 3 (x) 
tiende a ser infinita, es decir cuando el límite rígido plástico tiende a ser una línea vertical. 
Debido a que los métodos numéricos para encontrar la raíz de una ecuación utilizan 
incrementos dif'erenciales, la definición de un valor adecuado para dicho incremento se 
toma dificil de manejar y su mala elección conlleva por lo común a incurrir en bucles 
infinitos durante la búsqueda de la raíz (como es el caso característico del método de 
Newton-Raphson). Como se mostrará a continuación para el caso de la capa inf'erior es 
necesario implementar un método numérico para encontrar un límite de integración. Una 
variante del método de bisección que resulta ser interesante por su simplicidad se desarrolló 
para dar solución al problema. 

Conocidos los límites de integración y la forma de evaluar la integral a través de hacer 
uso de la propiedad de superposición del operador integral resulta f'ácil evaluar el término 
que define la potencia interna consumida por la def'ormación. 

3.3.6.b. Capa interna. 

La evaluación del término de potencia disipada por def'ormación concerniente a la 
capa interna requiere que la siguiente integral sea evaluada: 

... (3.37.) 

En donde i:_,2 es la deformación plástica equivalente y se evalúa a partir de la 

ecuación (1.24.) haciendo uso de (3.20.) y (3.21.) . ªº•es el esfuerzo de cedencia del 
material de la capa interna . 
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y 

Y•(x) (ecuacion 3.23.) 
Capa Exterior 

y2(x) (ecuacion 3.8.) ---+--.. 

Capa Interior 

Fisura 3. 7. Región de Integración. Potencia consumida por def"onnación. Capa interna. 

y 2 (x) - Interfase de las capas exterior e interior ('I'). 
y 4 (x) - Superficie de discontinuidad de velocidad de la capa interna (r s 2). 

La integral sobre la región de interés (la parte sombreada) es: 

... (3.38.) 

Donde la segunda integral corresponde a la región marcada como <D. 

En la evaluación del segundo término de la ecuación (3.38.) es necesario conocer los 
límites de integración; L se calcula mediante la ecuación (3.34.) mientras que ahora para L2 
es inevitable implementar un método numérico para determinar su valor. En la 
implantación del programa, en un principio se intentó utilizar el método de Newton
Raphson, el cual aseguraba una solución rápida y confiable. No obstante, en la práctica 
resultó no deseable su uso. Ello debido a que cuando el límite rígido plástico tiende a ser 
una línea vertical lo cual ocasionaba serios problemas al método. 

Por ello se decidió, como una alternativa que evita el inconveniente de tener que 
calcular las derivadas de y4(x), utilizar el método de bisección pero haciendo una 
modificación que permite que el programa seleccione de manera conveniente los puntos 
entre los que se encuentra la raiz partiendo de un valor donde se sabe de antemano que la 
función toma un valor positivo y haciendo un avance progresivo sobre la función hasta 
encontrar un cambio de signo con lo cual se puede iniciar el proceso de búsqueda de la raíz. 
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Este método resultó ser el conveniente no solo para la detenninación de L2 sino 
también de diversas raíces de ecuaciones que resultan necesarias a lo largo del desarrollo 
del algoritmo para el modelo. 

3.3.7. Potencia Interna consumida por cortante en las superficies de discontinuidad de 
velocidad. 

El campo de velocidades para ambas capas ha sido planteado como la supeq><>sición 
geométrica de dos flujos distintos en distintas regiones, es decir, para el caso de la capa 
superior: un flujo para el claro de laminación descrito JK'r la función de corriente fPJ y un 
flujo para el material que se dirige hacia el interior de dicho claro representado por la 
función de corriente #po; para la capa interior: un flujo para el claro de laminación descrito 
por la función de corriente rp3 y un flujo para el material que se dirige hacia el ir.Lerior de 
dicho claro representado por la función de corriente rp2 • 

Por ello, es necesario tomar en cuenta el termino asociado a ambas superficies de 
discontinuidad de velocidad que se generan (Fs1 y Fs2). El efecto de los rodillos sobre el 
material que se interna en el claro de laminación es proveer una aceleración del mismo de 
forma que la condición de conservación de volumen sea satisfecha. Es por ello que el 
material pasa de un punto en donde la velocidad es horizontal a otro en donde su vector 
velocidad cambia tanto en magnitud (incrementándose ésta) como en dirección. Los límites 
rigido-plásticos puede considerarse como límites que indica la transición entre la región de 
deformación plástica y el flujo previo al claro de laminación. 

3.3. 7.a. Capa externa. 

La potencia necesaria para generar las superficies de discontinuidad de velocidad 
implícitas en la definición discontinua del campo de velocidad en la capa superior se evalúa 
a partir de la siguiente integral: 

W,, = .fil 0-0 , 11.l\v¡ dS 
3 JI r.n rs, 

... (3.39.) 

En donde el factor I / .J3 define junto con uº• el valor del cortante critico para la capa 
superior. 

El término IL\VI es la diferencia de velocidad tangencial entre ambos perfiles de 
r., 

velocidad (el definido por 'ÁJ y el definido por(/>¡). 

La figura 3.8. muestra los triángulos de velocidad correspondientes a los cmnpos de 
velocidad definidos por t/>1 y th evaluados en el limite rigido plástico. 

, - ) •• J (; I < .J ~ , 
.... ·.~:· L~ i;. 
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9 

_ \ _ r = Limite Rígido Plástico. 

Flaura 3.8. Descomposición de velocidades en componentes normal y tangencial. 

Por continuidad, las componentes normales a la superficie de discontinuidad de 
velocidad para ambos flujos tendrán que ser iguales, de manera que: 

... (3.40.) 

en donde: 

8 =tan-• y'3 (x) u=º' 
o eu 

Sin embargo, las componentes tangenciales de velocidad no serán iguales y su 
diferencia puede evaluarse a partir de un análisis geométrico simple de la figura 3.8. de lo 
que se obtiene lo siguiente: 

v,. =u, cos8 + v, senB 

V 10 =U0 COS8 

... (3.41.) 

(3.42.) 

Debido a que tanto u¡, V¡ como u 0 son todos funciones sólo de la posición (x.y}, 

entonces ¡~vlr_., será también función sólo de la posición, de forma que finalmente se tiene 

lo siguiente: 

... (3.43.) 

Del análisis es en el plano, la integral de la ecuación 3.39. es en realidad una integral 
de línea. Haciendo uso de una definición del cálculo integnd para la evaluación de 
integrales se puede demostrar que: si una curva C está dada por sus ecuaciones 
paramétricas x=g(t) y y = h(t) y definida dentro del intervalo a s t S b y si ademásf(x.y) es 
continua en una región D que contiene a C entonces se cumple lo siguiente: 
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Capitulo 3. Descripción del modelo. 

f f(x, y)dS = [ f(g(1), h(t) )JCg'(t)2 + h'(t) 2 ]dt ... (3.44.) 
e 

para el caso en panicular del límite rígido-plástico, rs1. y en el caso más sencillo, las 
ecuaciones paramétricas que definen el contorno de rsi. pueden escribirse de la siguiente 
manera: 

g(t) =I 

h(t) = y,(t) 

g'(t) = l 

h'(I) = y'3 (1) 

. . . (3.45a y 3.45b) 

. . . (3.46a y 3.46b) 

Por otra parte en este caso, la función f(x.y) es la diferencia de velocidades 
tangenciales dada por la ecuación (3.38.) de forma que: 

De la Figura 4.2. se puede observar claramente que los límites inferior y superior de 
integración para la superficie que define a rs1 son Ll y L respectivamente. 

De forma que al sustituir la ecuación (3.38) en (3.34.) y haciendo uso de la definición 
dada por (3.39.) y las ecuaciones paramétricas (3.40a, 3.40b, 3.4la y 3.4lb), la ecuación 
(3.34) se puede rescribir de la siguiente manera: 

L 

Ws1 = )3 o-0 , ~u,(t,y3 (t))cos8 + v 1 (t,y3 (t))sen8- u 0 (t,y3 (1))cos81.J1 + y'3 (t) 2 dt 

(3.48.) 

La ecuación 3.48. representa, en su forma más extensa,. la forma en la que el término 
Ws1 será evaluado. 

3.3. 7.b. Capa interna. 

Este término de potencia está dado por: 

donde al igual que en caso anterior el cociente a-02 1.J3 representa el cortante critico para la 

capa interna. 
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. __ :e:: 

El procedimiento resulta ser el mismo que el anterior. La construcción de ·un 
hodógrafo similar al mostrado en la figura 3.9. arroja las siguientes relaciones entre las 
componentes de velocidad en el límite rígido-plástico. 

u 3 sen0 - v 3 cos(} = u 2 sen0 ... (3.50.) 

donde: 

8 =tan-• y'4 (x) 

La diferencia de velocidades tangenciales al límite rígido plástico, rs2. es: 

l.ó.VI = l.ó.VI (x,y) =¡u, (x,y)cosO + v3 (x,y)sen O -u 2 (x,y)cosol 
r.n rs2 

Las ecuaciones paramétricas para el limite rígido plástico, rs2, son: 

g(t) = t 

h(t) = y.(t) 

g'(t) = 1 

h'(t) =y'. (t) 

... (3.52a y 3.52b) 

(3.53a y 3.53b) 

. (3.51.) 

De la Figura 3.2. se observa claramente que los límites de integración para la 
superficie que define a I's2 son L 1 y L 2 (limite inferior y límite superior respectivaJilente). L 1 

se calcula con la ecuación 3.35, mientras que Lz deberá ser de nuevo obtenido mediante el 
método de bisección como se mostró en la sección 3.3.6b. 

Finalmente la expresión que resulta para la evaluación de Ws2 es: 

Wsz = 5u0 , 1Ju,(t,y4 (t))cos8+v,(t,y.(t))sen8-u 2 (t,y,(t))cosej..j1+y' 4 (t}'dt • • • (3.54.) 
"\/-" L, 

3.3.8. Potencia consumida por f'ricci6n entre el rodillo y el material de las capas 
externas. 

Debido al deslizamiento relativo que ocurre entre las superficies de los rodillos y del 
material de la capa externa la potencia consumida por el proceso se incrementa. La fricción 
será función de la cantidad de deslizaJiliento relativo entre ambas superficies así como de la 
rugosidad y condiciones superficiales de las mismas. 

La expresión para evaluar este término está dada por: 
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- .. (3.55.) 

En este caso se está considerando que la fricción entre los rodillos y el material 
obedece al modelo de fricción constante, en donde m 1 es conocido comúnmente como el 
factor de fricción y su valor, dependiendo de la condición de lubricación, está comprendido 
en el intervalo O s m s 1. La utilización de este modelo resulta conveniente ya que no es 
necesario conocer las fuerzas normales para calcular la fricción como es el caso del modelo 
de Coulomb, r = µP. 

El primer paso para el cálculo de la potencia disipada por fricción es evaluar la 
diferencia de velocidades tangenciales entre ambas superficies. Las figuras 3.9. y 3.10. 
muestran los vectores de velocidad correspondientes a un punto coincidente tanto para el 
rodillo como para la capa externa. El punto neutro es denotado por N. La velocidad del 
material antes del punto neutro es menor que la del rodillo la magnitud del vector V2 , que 
representa la velocidad del material en dicho punto, será menor que la correspondiente 
magnitud del vector Vr que representa la velocidad tangencial del rodillo. 

En principio aparentemente es necesario evaluar la diferencia de velocidad (implícita 
en la ecuación 3.55.) por intervalos separados por la ubicación del punto neutro. Sin 
embargo, esto no resulta necesario pues para términos de potencia el sentido de la fuerza de 
fricción no tiene ninguna implicación fisica respecto dado que la potencia es una función 
escalar independiente de la dirección en la que se desarrolla el trabajo. 

Por otra parte, r 1 representa la superficie del rodillo y está descrita por y¡(x) 
-ecuación (3.7.)-

\ \ 

La velocidad tangencial del rodillo V, se puede expresar de forma vectorial como el 
producto cruz del radio vector: 
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r=rJ +r,,J . (3.56.) 

que indica la posición de cualquier punto sobre la superficie del rodillo, con el vector: 

¡¡¡=-mi: ... (3.57.) 

que representa la velocidad angular de los rodillos. El signo menos corresponde al sentido 
de giro de los rodillos que en este caso se considera en la dirección de avance de las 
manecillas del reloj. 

Así, V,. es: 

v;_ 

donde: 

i j k 

=Ciixr= o o m = -t»ryi 

r.r r,, o 

r.r =x=Rsena 

r,, =Rcosa 

a = arcsen( ;_) 

+ corxj ... (3.58.) 

. . . (3.59a y 3.59b) 

... (3.60.) 

de forma que las componentes de la velocidad tangencial del rodillo se pueden escribir de 
la siguiente manera: 

V~(x) = -mRcosa (3.6la) 

V.,,(x) =att (3.61b) 

La velocidad del material está dada simplemente por las ecuaciones (3.1 O.) y (3.11.) 
evaluadas en ri. es decir: 

u <x >I - arp,, 
1 ,y y-y1(x) - OJt 

Y-Y1(x) 

... (3.62a) 

... (3.62b) 
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Al sustituir y 1(x) por y las ecuaciones para la velocidad del material de la capa 
superior quedan sólo en función de x y de los parámetros geométricos del proceso. 

Las diferencias entre las componentes cartesianas son entonces funciones 
exclusivamente de x y se pueden evaluar como: 

TISIS CON 
F'Af.I.A DE ORIGEN 

AVJ = V,,.(x) - V, (x,y"I 
"'IY-Y1(x) 

... (3.63a) 

... (3.63b) 

De f"orma que la dif"erencia de velocidades en la integral de la ecuación (3.55.) puede 
evaluar finalmente como: 

... (3.64.) 

y entonces el término de potencia que representa las pérdidas por fricción en con los 
rodillos puede ser evaluado de manera sencilla. 

3.3.9. Potencia consumida por fricción en la interfase. 

Dado que -es posible que ocurra deslizamiento entre las capas durante su paso a través 
del claro de laminación la potencia asociada a la fricción existente debida al deslizamiento 
podría jugar un papel importante en la solución del problema. Si bien, de antemano se 
espera que su contribución a la potencia total sea mínima y muy por debajo de la potencia 
necesaria para llevar a cabo la def"ormación e inclusive a aquella debida a la fricción en la 
superficie de los rodillos, la consideración de este término conduce a una mejora en el 
proceso de optimación. 

Lo anterior debido a que por su naturaleza, este término constituye una limitante para 
la dif"erencia de velocidades entre ambas capas, es decir, que el mínimo de energía deberá 
coincidir con la condición de mínimo deslizamiento relativo entre ambas capas para 
asegurar que no exista un excedente en la potencia necesaria para la def"ormación por un 
término que en nada contribuye a la def"onnación. 

La expresión para el cálculo de este término esta dada por: 

... (3.65.) 

El conflicto aparente en la omisión de este término por Hwang puede ser debido a que 
resulta dificil, en principio, calcularlo utilizando el modelo de fricción constante, puesto 
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que se necesita definir un esfuerzo para su cálculo y ocurre que en la intercase son dos 
materiales los que deslizan uno sobre el otro. 

Este inconveniente puede ser solventado si se piensa en la capa superior como una 
extensión de los rodillos. Y únicamente, para efectos de calcular este término de potencia, 
se le considera un cuerpo rígido. Físicamente esto puede estar sustentado si se considera el 
proceso estacionario, es decir cuando no existen cambios en el tiempo de las variables del 
proceso. Aún cuando esto resulta ser poco realista, permite aproximar el problema de una 
mejor manera. · 

Así, la capa superior funge como herramienta de deCormación para la capa inforior y 
esta es una posible justificación para introducir en la ecuación el esfuerzo de cedencia de la 
capa inforior, a 02, para el cálculo de la potencia disipada por fricción en la intercase. 

Para la evaluación de este término de potencia, al igual que en el caso anterior, es 
necesario plantear la diferencia de velocidades entre las capas en términos de las 
diCerencias de las componentes horizontal y vertical entre cada una de las capas. De manera 
que para ello es sólo necesario calcular las diferencias de cada una de las componentes de 
velocidad de ambas capas evaluadas en la superficie que define la interfase ('P) y obtener la 
diferencia entre ambas. Por ejemplo, para el caso de la capa superior se tiene lo siguiente: 

. - . (3.66a) 

v.I = v.<x.y>I 
'f' Y-Y2(.1t) 

. - . (3.66b) 

y de manera similar para la capa inCerior se tiene lo siguiente: 

. _ . (3.67a) 

. - . (3.67b) 

Y la diferencia de velocidades se evalúa simplemente al considerar la magnitud de la 
diCerencia total, es decir: 

- . - (3.68.) 

3.3.10. Cálculo de la potencia total consumida por el proceso. 

El cálculo de la potencia total se obtiene al sumar los ténninos individuales de 
potencia descritos anteriormente. 
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Los ténninos de potencia considerados se resumen a continuación. 

1. Potencia interna consumida por deformación plástica en ambas capas. ( W¡). 
2. Potencia consumida por diferencia de velocidades tangenciales en los limites rigido

plásticos de ambas capas (IV.). 
3. Potencia consumida por fricción entre los rodillos y el material de las capas externas 

(JJf). 
4. Dado que se considera que los materiales se unen a la salida se debe considerar la 

potencia disipada por fricción en la interfase de las capas que se colaminan (ffj;). 

Finalmente a continuación se muestra en resumen las ecuaciones que permiten la 
evaluación ric .;ada uno de e&los términos: 

CAPA SUPERIOR: 

W,, = 0-0 , Je.,,dV 
V, 

CAPA INFERIOR: 

W,2 = 0-02 Je.,,dV 
Y2 

INTERFASE: 

Wfl = '3- 0-02 ~AVlr2 dS 
r2 

(Potencia interna consumida por deformación plástica). 

(Potencia consumida por diferencia de velocidad tangencial 

en la superficie de corte). 

(Potencia consumida por fricción entre el rodillo y la capa 

superior). 

(Potencia interna consumida por deformación plástica). 

(Potencia consumida por diferencia de velocidad tangencial 

en la superficie de corte). 

(Potencia consumida por fricción entre el material de la 

capa inferior y la capa superior). 

De lo anterior resultan, finalmente, seis los términos de potencia a evaluar. De forma 
que la potencia total J* queda expresada como: 

... (3.69.) 
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La minimización de J•. que finalmente queda expresada en ténninos de Q1. b. ai. a2 
y e 2f (llamados parámetros pseudo-independientes) se realiza mediante el llamado método 
de búsqueda del poliedro flexible. 

3.4. CARGA APLICADA POR LOS RODILLOS. 

Una estimación de la carga aplicada por los rodillos se obtiene a partir de la definición 
de par y es un método de medir la fuerza desarrollada por los rodillos de forma indirecta 
mediante el valor de la potencia calculada al final del proceso de optimación. 

La expresión para el cálculo de la fuerza de laminación (P) es: 

P= J"·R 
L·U, 

.. (3.70.) 

donde, J* es el valor de la funcional descrita por la ecuación 3.69., R es el radio de los 
rodillos, L es la longitud proyectada del arco de contacto -ecuación 3.33- y U, es la 
velocidad lineal de los rodillos. 

El cálculo de la carga de laminación permitirá evaluar la correlación entre los 
resultados experimentales (en donde comúnmente la carga puede medirse mediante los 
transductores apropiados) con la potencia calculada mediante límite superior. 

3.5. OPTIMACIÓN DE J* MEDIANTE EL MÉTODO DEL POLIEDRO FLEXIBLE. 

La minimización de la funcional J• proporciona el campo de velocidad más próximo 
al real y con ello también los valores de los parámetros que definen la configuración 
geométrica y cinemática del proceso. Evidentemente el parámetro e2f será el más 
importante en función de que las características de los productos finales dependerán 
fuertemente de su valor. 

Para encontrar el miniJDo de la ecuac1on (3.69.) se puede hacer uso de diversos 
métodos existentes pma tal fin. No obstante, hasta este punto, puede verse fkilmente que 
se requiere hacer uso de métodos numéricos pma evaluar J* para un cierto conjunto de 
parámetros. Por ello cualquier método analitico para la minimización de J• no 
necesariamente será conveniente. 

En programación no lineal sin restricciones, existen dllerentes métodos que permiten 
optimizar un conjunto de variables cuya combinación proporeiona un mínimo o un mhimo 
de una función. La gran mayoria de estos métodos hace un uso eficiente de la información 
que las derivadas de la función objetivo proporcionan respecto a la topología de la fimc:ión. 
Asi, si se piensa en una función que describe una superficie en el espacio de tres 
dimensiones, los gradientes o derivadas direccionales de dicha función dan información útil 
acerca de la ubicación de máximos o mínimos de dicha función. En algunas ocasiones 
sucede que se desea optimar una función objetivo que resulta ser no diferenciable. o bien. el 
cálculo de sus derivadas resulta ser incómodo en ténninos de programación. En tales casos, 
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contar con un método que baga uso exclusivo de Jos valores de la función es sumamente 
deseable. Para hacer que un algoritmo escoja la dirección hacia donde avanzar en Ja 
búsqueda de valores extremos de la función se han propuesto varios esquemas. Algunos 
utilizan s0nplernente las direcciones de los vectores unitarios del espacio n-dimcnsional 
donde se define la función objetivo para ir en búsqueda de un mínimo; sin embargo. existe 
un método más efectivo que construye la trayectoria hacia el mínimo de la función a partir 
de movilizar un conjunto de puntos en dicho espacio que constituyen lo que se conoce 
como un simplex o bien un poliedro el cual, durante el proceso, se regenera y avanza 
(expandiéndose, contrayéndose y rotando) en la dirección de la trayectoria óptima que 
conduce hacia un mínimo de la función objetivo. Comúnmente este conjunto de puntos se 
le denomina poliedro flexible por la re-configuración geométrica que éste sufre durante la 
búsqueda del mínimo de la función. Este algoritmo fue desarrollado por Nelder y Mead en 
la década de los 60's6

• 

Este esquema es popular debido a lo robusto de su capacidad para encontrar mínimos 
en procesos de optimación de funciones cuyas variables no están restringidasª sin hacer uso 
de derivadas de la función. 

En el caso en estudio, el algoritmo se ajusta perfectamente a la condición de la 
función objetivo (J*), da4o que si bien no resulta ser imposible calcular sus derivadas la 
forma de la función le supone un proceso demasiado complejo. si no imposiblc(ya que J* 
está definida en términos de integrales que no resultan ser nada triviales). Y aún cuando es 
factible calcular numéricamente su derivada por medio de los esquemas conocidos para este 
objetivo, el hacerlo así, implicaría una mayor propagación del error asociado al cálculo 
mismo de J* ya que el cálculo numérico de derivadas hace uso exclusivo de evaluaciones 
de la función por lo que resulta evidente descartar esta opción por ser redundante en el 
problema de pérdida de precisión en la solución. 

De un análisis cualitativo del efecto de los parámetros sobre la configuración 
geométrica que adquiere el modelo, se desprenden las siguientes restricciones para los 
mismos: 

l. b > b,,.¡,._ donde b-. = e 21 -e2 f 
x~,. 

... (3.71.) 

y x.,.,.,L es la distancia desde el plano de salida del material hasta el punto donde el 
material de la capa superior hace contacto con los rodillos, denotado por L en las 
ecuaciones del modelo. El ·valor de b no podrá superar el mínimo expresado en la 
ecuación (3.71.) debido a que ello 0nplicaria que el punto de unión P1r (ver figura 3.2.) 
se encontraría más allá del plano de entrada del material lo cual resulta flsicamente 
imposible. 

2. ª'>o ... (3.72a) 

6 Ref. (7). 
• Se mostrará más adelante la posibilidad y ulilidad de restringir por medio de hipeqllanos la región de 
búsqueda para el caso en cuestión. 
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3. az> O . . . (3.72b) 

Las restricciones impuestas por las ecuaciones (3.72a) y (3.72b) tienen su 
justificación principalmente en que el valor tanto de a 1 como el de az representan la 
aportación del flujo linealmente distribuido al flujo uniforme. Dado que este término 
representa una perturbación cualitativa del flujo uniforme, una aportación negativa en 
este sentido no tendría significado físico. 

Aún más, de las ecuaciones que describen los límites rígido-plásticos para cada 
una de las capas, es fácil demostrar que las ecuaciones respectivas se indeterminan 
cuando a 1 ó a 2 toman un valor de cero. 

4. Q¡ <o. . .. (3.73) 

Aún cuando esta restricción carece de significado físico resulta necesario 
introducirle en el código fuente debido a la combinación entre el sistema de ref"erencia 
elegido y la dirección de flujo de material (izquierda a derecha). 

5. IQ1I > IQminl. donde IQ1I = IQ1I + IQzlY IQminl= lw.R.e,,..tJ ... (3.74) 

Esta restricción está basada en el hecho de que la velocidad de flujo de material en 
el mejor de los casos será igual a la velocidad de los rodillos. Esto permite restringir el 
gasto total de ambas capas a un valor mínimo denotado por Qmln lo que corresponde al 
gasto que se tiene cuando la velocidad del material a la salida del claro de laminación es 
igual a la velocidad lineal del rodillo. 

6. ezf< e:u 
7. e1f< e¡¡ 

(3.7Sa) 
(3.7Sb) 

Estas dos restricciones son triviales en princ1p10. No obstante, dado que el 
algoritmo de optimación no reconoce el significado fisico de los parálnetros a optimizar 
en necesario introducirles para evitar caer en incoherencias fisicas. 

Todas estas ecuaciones representan las restricciones fisicas del proceso y pueden ser 
añadidas al modelo de optimación lo cual hace que el simplex se contraiga cuando se 
rebasan alguno de estos límites (que se pueden interpretar como hiperplanos en un espacio 
de 5 dimensiones), esto se logra provocando que la función adquiera un valor muy grande 
lo que induce la contracción del simplex acotando de esta manera todos sus puntos dentro 
del lado permitido del hiperplano en cuestión. 

Esta técnica es validada originalmente en la propuesta inicial del método desarrollada 
por Nelder y Mead y en el caso en cuestión evita, entre otras cosas, que el valor de la 
función adquiera valores negativos, lo cual resulta ser fisicaJllente inadmisible para el caso 
en cuestión dado que no es posible tener valores negativos para J•. 
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RESULTADOS 

4.1. INTRODUCCIÓN. 

En la elaboración de un modelo que predice el comportamiento de alguna variable 
durante un proceso fisico, resulta indispensable comparar la respuesta proporcionada por el 
mismo con la respuesta real del material durante el proceso. Esto sólo puede llevarse a cabo 
mediante el diseño de un experimento que se ajuste en la mejor medida a las condiciones 
planteadas por el modelo y que permita medir directa o indirectamente el comportamiento 
de ciertas variables de interés. 

En el caso de los procesos de laminación, la carga aplicada por los rodillos se mide 
indirectamente mediante transductores que relacionan el desplazan1iento con la fuerza 
desarrollada por los rodillos. 

En el contexto del modelado del proceso de colaminado, las variables de interés 
principales serán la resistencia de la unión y la deformación individual de cada una de las 
capas. Aún cuando no existen demasiadas publicaciones relacionadas con la caracterización 
de la unión en los productos colaminados algunos autores y profesionales dedicados a la 
1nanufactura de los nlismos coinciden en que tanto la temperatura, la presión y la velocidad 
de laminación son factores que se relacionan de forma directa con la resistencia y carácter 
final de la unión. 

Dado que el método presentado en este trabajo se basa en la minin1ización de la 
potencia necesaria para llevar a cabo el proceso, resulta deseable, para efecto de validar la 
solución proporcionada por el modelo, conocer el valor de la potencia real suministrada por 
el laminador. La fuerza aplicada por los rodillos es función de la potencia consumida por el 
proceso y por lo tanto es posible correlacionar la potencia indirectamente mediante la 
comparación entre la carga registrada por el sistema de adquisición de datos del laminador 
y aquella calculada a partir de la solución por LS. 

Cabe reiterar que el modelo desarrollado no predice la naturaleza de la unión entre los 
materiales colaminados. Sin embargo durante las pruebas experimentales se indujeron las 
condiciones físicas necesarias que aseguran una elevada fricción entre las capas y entre los 
rodillos y el material de la capa superior. Esto pem1ite modelar el fenómeno bajo una 
condición límite de fricción seca y comparar los resultados experimentales y los arrojados 
por el modelo, sin caer en complicaciones de tener que determinar el coeficiente de fricción 
correspondiente a cada caso. 

A continuación se presentan los resultados obtenidos de la experimentación y 
sin1ulación de un caso particular de colaminado de acero y aluminio. 
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4.2. DESCRIPCIÓN DEL PROCESO EXPERIMENTAL. 

Las pruebas se llevaron a cabo en los laboratorios de metalurgia de la Universidad de 
Gante en Bélgica. El laminador empleado, con una capacidad de 150 Ton., cuenta con la 
instrumentación necesaria para el registro de la fuerza y velocidad de los rodillos, así como 
también de temperatura en las zonas anterior y posterior al claro de laminación y la 
corriente del motor que impulsa el tren de accionamiento de los rodillos. 

Las figuras 4.1. y 4.2. muestran el equipo empleado. Los rodillos utilizados son para 
el laminado en caliente y tienen un diámetro de 315 mm. A pesar de trabajar con rodillos 
para laminado en caliente, las pruebas se realizaron a temperatura ambiente. La razón 
fundamental para el empleo de rodillos para laminado en caliente es que su uso favorece 
un aumento en la fricción debido a la rugosidad característica de los mismos. Aún cuando 
la dureza de este tipo de rodillos es significativamente menor que la de aquellos empleados 
para el lan1inado en frío, la rigidez estructural de las columnas del laminador así como el 
tamaño de los rodillos permite trabajar con reducciones elevadas en un solo paso sin 
provocar daños en la superficie de los rodillos o bien en los demás componentes del 
lan1inador. 

Figura 4 .. 1 .. Laminador en1pleado. Figura 4.2. Detalle de los rodillos. 

Dada la disponibilidad de material para llevar a cabo los experimentos, los materiales 
seleccionados para la colaminación fueron acero de bajo contenido de carbono y aluminio 
grado alta pureza, siendo éstos muy similares en cuanto a su comportamiento mecánico 
respecto a los en1pleados en la fabricación de cojinetes de deslizamiento. Las hojas de los 
materiales empleados tienen los siguientes espesores: 

Material Espesor 
ímml 

Acero 4.80 
Aluminio l.98 

La disposición de las capas se muestra en la figura 4.3. 
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l . 

Debido a la incertidumbre respecto al tipo de acero empleado se requirió analizar la 
composición química del mismo, la cual se obtuvo mediante un análisis químico por 
chispa. 

Tabla4.1. 

e Si Mn p s Cr Mo Ni Al Cu Nb 
o/o % % o/o % % % % % % % 

X 0.12 0.009 0.50 0.009 0.012 0.063 0.014 0.050 0.045 0.081 <0.00 
Ti V w Pb So As Zr B N Fe 

X % % % % % % º/o % % % o/o 
-0.00 -0.00 0.016 0.008 0.004 0.006 0.006 -0.00 0.0069 -99.l 

Las propiedades mecánicas se obtuvieron mediante prueba de tracción en probetas 
tipo A25 para el acero; mientras que para el aluminio se ensayaron probetas tipo ASO. Los 
parámetros para modelar el fenómeno de endurecimiento en ambos materiales fueron 
obtenidos mediante un ajuste por mínimos cuadrados de los datos experimentales de 
esfuerzo y deformación verdaderos. Los resultados de dichos análisis se muestran 
condensados en la tabla 4.2. 

En el caso particular del aluminio, la respuesta del esfuerzo de cedencia durante la 
deformación no mostró un efecto significante de endurecimiento por trabajo en frío. La 
figura 4.4. muestra tres de las curvas resultantes de las probetas ensayadas. Lo anterior 
puede deberse a una gran cantidad previa de trabajo en frío. 
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0.04 0.05 

Fisura 4.4. Pruebas de tracción. Relación esfuerzo-defonnación. 

La figura 4.5. y 4.6 muestran los histogramas de frecuencia para la medición 
experimental del esfuerzo de cedencia del acero y del aluminio respectivamente. Estos 
muestran una tendencia favorable en cuanto a la desviación en los resultados. hnpurezas y 
defectos en el maquinado de las probetas son factores que originan diferencias. 

Tabla4.2. 

Acero Media Desv. Std. Unidades 
Esfuerzo de cedencia 0.2 % (av): 292.35 16.74 MPa 
Exnonente de endurecimiento (n): 0.206 0.005 -
Coeficiente de endurecimiento nor TF r K. '= 697.00 29.13 MPa 
Aluminio Media Desv. Std. Unidades 
Esfuerzo de cedencia 0.2% (av): 110.00 1.26 MPa 
Exponente de endurecimiento (n): 0.00 0.00 -
Coeficiente de endurecimiento nor TF r K.:); 110.00 - -
TF: Trabajo en trio. 

Los resultados de las pruebas arrojan que el comportamiento del acero cae dentro del 
rango típico para este tipo de material. Por otro lado, en el caso de aluminio se trata de una 
lámina rolada en frío. Situación por la cual no presenta endurecimiento por defonnación 
previo a la fractura del material. El valor del esfuerzo de cedencia confirma esta suposición 
al ser sensiblemente mayor que el valor característico para este tipo de aluminio. 
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Fisura 4.5. Esfuerzo de cedencia. Acero. 
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Ftaura 4.6. Esfuerzo de ccdencia. Alwninio. 

De los datos obtenidos de las pruebas mecánicas se puede concluir que se cuenta con 
dos materiales de comportanliento mecánico esencialmente diferente. En el caso del acero 
cuya estructura cristalina es cúbica centrada en el cuerpo (BCC) el endurecimiento tiene un 
comportamiento tradicional para este tipo de aleación. Por otro lado de las pruebas 
arrojadas respecto al aluminio utilizado. cuya estructura es cúbica centrada en las caras 
(FCC), se observa que tiene la particularidad de no presentar endurecimiento con la 
deformación. La relación entre el esfuerzo de cedencia del acero respecto al aluminio es de 
aproximadamente 3 a 1 y esto aunado al comportanúento de los materiales durante la 
deformación 
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4.3. DESCRIPCIÓN DE LAS PRUEBAS. 

Para la realización de los ensayos se procedió a limpiar mecánica y químicamente las 
superficies para asegurar condiciones de fricción seca durante el proceso. Dado que el 
estudio de la unión no es abordado por el presente trabajo, solamente se efectuaron aquellos 
procedimientos que favorecieran un alto coeficiente de fricción entre los materiales así 
como entre los rodillos y et material de las capas externas. A continuación se describen 
brevemente los procedimientos de limpieza empicados así como la preparación de las 
probetas respectivas para colaminación. 

4.3.t. Preparación de las superficies. 

Se indujo deformación local en la superficie del acero mediante granallado, aún 
cuando esto provoca un aumento en la dureza superficial del material mejora la condición 
de no-deslizarniento entre los rodillos y las capas externas al aumentar el coeficiente de 
fricción con el incremento en la rugosidad superficial inducido por dicho proceso de 
preparación. 

Para efecto de asegurar la condición de fricción seca, al momento de llevar a cabo las 
pruebas, las superficies fueron despojadas de suciedad y óxidos mediante un proceso 
mecánico abrasivo utilizando papel lija de un grado fino. Lo anterior fue suficiente para 
proveer una superficie limpia en ambos materiales. Posteriormente se efectúo una limpieza 
química utilizando acetona y un paño limpio para remover residuos metálicos y cualquier 
tipo de grasa de las superficies de los materiales a colaminar. Finalmente se procedió a 
marcar la superficie de las capas externas (en contacto con los rodillos) produciendo marcas 
longitudinales a 45° y -45º respecto a la dirección de laminación para favorecer tanto la 
aceptación del material corno un elevado .::oeiiciente de fricción entre los rodillos y el 
material. Dado que el aluminio tiene la pani.::ula.'"ldad de oxidarse en fracciones de segundo, 
reEulta imposible (mediante un proceso mecánico) inhibir el fenómeno de oxidación para 
generar una superficie virgen susceptible de interactuar químicamente con el acero durante 
el laminado conjunto. 

4.3.2. Preparación de los rodillos. 

Se removió toda la grasa y suciedad presente en los rodillos limpiando con un pai\o 
limpio y acetona. Esto favoreció tanto la aceptación del material por los rodillos como la 
condición de fricción seca. 

4.3.3. Secuencia de experimentación. 

Se prepararon diez probetas con las dimensiones mostradas en la figura 4. 7 ., para 
efecto de facilitar la introducción del material al claro de laminación se realizó un doblez de 
la capa de aluminio sobre la capa de acero como se indica en el detalle de la figura 4. 7. 
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Fiir;ur• 4. 7. Probetas empleadas para colaminado. 

El laniinador se ajustó al 15% de la velocidad máxima permisible. Sin embargo, 
durante el proceso la velocidad resulta ser variable. La figura 4.8. proporciona una idea del 
comportamiento típico de la velocidad durante el proceso. El eje de las ordenadas muestra 
el tiempo en milisegundos mientras que el de las abscisas muestra las revoluciones por 
minuto (en múltiplos de 100). 

Velocidad d• loa rodillo• 
(Col•mln•c16n 30% rwducclón) 

10000 10500 11000 11500 12000 12500 13000 13500 14000 
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Fisura 4.8. Comportamiento típico de 18 velocidad duruue 18 coluninación de l8s probelUI. 

Al analizar la figura 4.8. se puede observar que al introducir el material al claro de 
laminación la velocidad decrece drásticamente para posteriormente incrementarse basta un 
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cierto valor (que en este caso corresponde a S.80 RPM). Se puede concluir que debido a la 
longitud de las probetas empleadas, la velocidad del proceso no se estabiliza hasta que 
aproximadamente el 50% del material ha sido alimentado dentro del laminador; es decir la 
combinación entre velocidad y longitud de las probetas determina si es posible medir un 
valor no transitorio para este parámetro. Ello supone que tanto la potencia como la fuerza 
aplicada por los rodillos (parámetro que es registrado) no fue constante durante los 
experimentos realizados. En la práctica real, la velocidad aún cuando tiende a diferir al 
inicio del proceso tiende a estabilizarse rápidamente, considerando además que la 
alimentación del material es continua. por lo que el efecto de los transitorios durante el 
proceso real se torna despreciable. 

Dado que para ambos materiales se supone un comportamiento rígido-plástico, el 
efecto de la velocidad sobre las deformaciones parciales de cada una de las capas es nulo. 
Sin embargo, la potencia y carga calculadas pueden no coincidir plenamente con las 
mediciones reales debido a la variación de la velocidad. Para efectos de cálculo, durante la 
simulación, se tomaron aquellos valores de velocidad más próximos a Ja salida del material. 
En el caso mostrado en la figura 4.8. Ja magnitud de la velocidad se consideró un valor de 
5.80 rev/rnin. 

Se condujeron dos series de pruebas consecutivas aplicando reducciones en un solo 
paso en el siguiente orden: 10%,200/o,30%,40%,SOO/o. 

La combinación de espesor total del sandwich y el diámetro de Jos rodillos limita la 
aceptación inicial del material. No obstante, la utilización de rodillos para laminado en 
caliente favoreció la entrada del material al claro de laminación. Aún bajo estas 
condiciones, la máxima reducción que se pudo aplicar en un solo paso fue del 50%. 

Dado que la deformación elástica de la estructura del laminador y la recuperación 
elástica de Jos materiales provoca que la reducción aplicada, mediante el cierre del claro de 
laminación. no sea la real al final del proceso, es necesario realizar los cálculos pertinentes 
para ajustar este parámetro. 

La tabla 4.3. muestra la correlación entre las reducciones aplicadas y las reales al final 
del proceso. Se observa fácilmente que Ja diferencia entre el valor nominal y el real se 
incrementa conforme se aumenta Ja reducción. Este comportamiento se ve acentuado por 
las propiedades mecánicas del material de los rodillos empleados, los cuales, comparados 
con rodillos para laminado en frío, presentan por lo general una dureza superficial 
sensiblemente menor y por ende una menor rigidez estructural lo cual favorece su 
deflexión. 
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Tabla4.3. 

Reducción nominal. Reducción real. 
10% 9.91% 
20% 19.93% 
30% 29.49% 
40"/o 38.02% 
50% 44.24% 

4.4. Resultados experimentales y discusi6n. 

Bajo las condiciones experimentales planteadas se obtuvieron resultados referentes a 
la deformación parcial de cada una de las capas así como la fuerza aplicada por los rodillos. 
Dichos resultados se condensan en la tabla 4.4 .• en donde se muestra el promedio de ambos 
experimentos. en donde cada uno de ellos consiste en la laminación de cinco probetas cuyo 
espesor total se disminuyó según la secuencia de reducciones (en un solo paso) mostrada en 
la tabla 4.3. 

Tabla4.4. 

Reducción Reducción Eape-rde Eape-rde Espeaor 
nominal Real capaaext. capaa lnt. total. 

r%1 r%1 rmml rmml rmml 
10 9.91 1.67 4.49 7.83 
20 19.93 1.47 4.02 6.96 
30 29.49 1.27 3.59 6.13 
40 38.02 1.02 3.34 5.38 
50 44.24 0.95 2.94 4.84 

Dado que los espesores son complementarios. basta con analizar la evolución de una 
de las capas para comprender el comportamiento de ambas. La figura 4.9. muestra el efecto 
de la reducción sobre la reducción parcial de cada material. 

Reduccl6nea parci.1-

I:::j 1;:: 
0.00 +----------........ --~----! 

.. .. .. .. .. 
o 10 20 30 40 50 

Porcena.Je de reduccl6n 

Fisura 4.9. Deformación parcial de las capas colaminarlas. 
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Una :forma de visualizar el e:fecto de la reducción sobre el espesor de las capas es 
considerar la de:fonnación relativa de las capas respecto al espesor total del conglomerado. 
La tabla 4.5. muestra los resultados obtenidos para las probetas ensayadas. 

Tabla4.5. 

~SIS CON 
L.:i.LLA DE ORIGEN 

donde: 

f"p. acero= e,i/er 
f"p. aluminio = e2f/er 

Reduccl6n Real 
1%1 
9.91 
19.93 
29.49 
38.02 
44.24 

r~.ecer. r.,.-
0.4258 0.5742 
0.4216 0.5784 
0.4134 0.5866 
0.3786 0.6214 
0.3919 0.6081 

La representación gráfica del comportamiento de este parámetro provee los elementos 
para relacionar las propiedades mecánicas del material con su respuesta durante el 
colarninado. Las figura 4.1 O. muestra el comportamiento del acero durante el proceso. 

1 ~:==1 0.61 

J 
0.60 

0.59 

0.581--~======~-----_j 0.57 
0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 

-~- '9duccl6n 

Fisura 4.10. Reducción relativa del acero. 

El análisis de la figura 4.10. 
proporciona una idea más clara 
del comportamiento de cada uno 
de los materiales durante la 
de:formación. La respuesta del 
alwninio seria simplemente lo 
opuesto al comportamiento 
mostrado en la figura 4.1 O. En un 
principio el acero, quien tiene 
una resistencia relativa de 3 a 1 
respecto al aluminio y que 
además presenta el fenómeno de 
endurecimiento por de:formación, 
se de:forma prácticamente con 

una relación exponencial con la cantidad de deformación o reducción aplicada a todo el 
conglomerado; con:forme aumenta la reducción el acero se de:forma en menor proporción 
hasta llegar a un punto critico en donde el espesor de la capa de aluminio (debido al 
incremento de carga necesario para deformarse) actúa como limitante para la deformación y 
entonces se presenta un decremento en la reducción relativa. permitiendo de esta manera 
una reducción parcial mayor en el aluminio. Este fenómeno se traduce en lograr un 
equilibrio en la proporción de la energía suministrada para la deformación en cada 
material. 
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Este comportaniiento resulta evidente si se considera el efecto que la relación entre 
espesor inicial y espesor final tiene en la carga necesaria para la deformación. Un ejemplo 
claro de lo anterior se aprecia en el caso de forja libre bajo un análisis por método del 
planchón, en donde se aprecia que la diferencia entre el espesor inicial del material de forja 
(Ho) y su valor al final del proceso (ffl se relacionan con la presión requerida para llevar a 
cabo la deformación mediante una relación exponencial, Jo cual implica que al contar con 
un material sumamente delgado, si se mantiene el espesor final constante, la presión 
necesaria para inducir una cierta deformación se incrementa sustancialmente al reducir el 
espesor inicial (H0 ). La lógica sugiere que la respuesta de los materiales durante· la 
colaminación dependerá de la diferencia entre las propiedades mecánicas entre los 
materiales empleados. 

Mediante un ajuste por mínimos cuadrados se puede ajustar casi perfectamente el 
comportamiento tanto del acero como del aluminio a las siguientes relaciones 
exponenciales: 

rp._,,, = 0.2201e'-6697
' 

rp.alwmnM> =1.7838e-2.4945r 
. (4.tay4.lb) 

en donde r corresponde a la reducción aplicada a todo el conglomerado. 

Los parámetros de las ecuaciones 4.1 a y 4.1 b dependen de la combinación de 
propiedades mecánicas de ambos materiales. La suma de las deformaciones parciales de 
ambos materiales será siempre igual a uno. 

4.5. CARGA DE LAMINACIÓN Y POTENCIA CONSUMIDA POR EL PROCESO. 

Resulta sencillo relacionar la potencia directamente con la fuerza aplicada por los 
rodillos. Para ello basta con calcular el par equivalente aplicado por los rodillos y conocer 
la velocidad angular de los mismos. La figura 4.11. muestra el comportamiento este último 
parámetro durante el proceso donde se puede observar que su relación con la reducción es 
prácticamente lineal dentro del rango de prueba seleccionado. 

Se puede verificar fácilmente, en la literatura convencional, que el comportamiento 
arrojado para el caso experimental en cuestión corresponde íntegramente al 
comportamiento típico de la fuerza de laminación. 

Aún cuando a primera vista el orden de magnitud de las cargas registradas por el 
sistema de adquisición de datos del equipo empleado cae dentro de un rango aceptable, fue 
necesario corroborar los datos obtenidos para asegurar que no existieran discrepancias de 
un orden de magnitud considerable debido a desajustes o errores durante el proceso de 
medición. 

Para efecto de comprobar la fuerza durante el proceso de colanlinación se puede hacer 
uso de diversos métodos de cálculo para estimar dicho parálnetro. Existen muchos modelos 
empiricos que por lo general arrojan un estimado razonable de la fuerza necesaria para la 
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laminación. A continuación se muestran algunos que pueden ser de utilidad para el objetivo 
deseado. 

~ 
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Fia;ura 4.11. Fuerza de laminación durante el colaminado. Resultados experilnentales. 

50 

Un modelo simple, y lo suficientemente práctico para cálculos de campo para la 
fuerza de separación de los rodillos fue presentada por Schey (1987). El modelo expresa la 
fuerza de separación de los rodillos en términos del esfuerzo promedio de fluencia del 
material en un solo paso (ay,,.), la longitud del arco proyectado (L), un multiplicador Qp 
cuyo valor es siempre mayor a uno y que torna en cuenta el factor de forma (relación 
ancho-espesor) y el coeficiente de fricción. La constante numérica es un factor de 
corrección para la condición de deformación plana. La expresión algebraica de este modelo 
es: 

(4.2.) 

en donde el esfuerzo de cedencia promedio del material se obtiene de integrar la función 
que define el comportamiento del material en la región plástica a lo largo de la trayectoria 
de deformación, de manera que: 

CT ,_ = _l _ !..., CT(&)d& 
&-.. 

para una reducción en un solo paso 

. (4.3.) 

Realizando una analogía de laminación con forja se llega a expresiones como: 

(4.4.) 
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para una condición de fricción seca. 

donde: 

P=0'0bL{l+µ~~) 

h - espesor promedio, ¡; - "º + h f 
2 

. (4.5.) 

µ - coeficiente de fiicción (el cual será estudiado posteriormente) 
i70 - esfuerzo de cedencia promedio 

Método de Eckelund. Arroja una ecuación que permite estimar la carga de laminación basada 

en un análisis simplificado de esfuerzos. 

= b ·(l+ l.6µLr·-l.2t'Jr) 
Po CTo Lp ho+hr 

(4.6.) 

donde: 

(4.7.) 

Un análisis simplificado para las condiciones del problema en cuestión arroja Jos 
resultados mostrados en las figuras 4.12. y4.13. 
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Fisura 4.12. Comparación con diversas teorías. 
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En la figura 4.12. se muestran los datos obtenidos experimentalmente y lo obtenidos 
durante la simulación del proceso mediante MLS. Las demás curvas sirven para efectos 
comparativos en cuanto a orden de magnitud. La ecuación empírica. correspondiente a la 
forma más simplista de evaluar la carga. fue calculada considerando que todo el material es 
acero (con un esfuerzo de cedencia de 293 MPa). La ecuación de Schey, que considera el 
endurecimiento por trabajo en frío, fue calculada considerando que todo el material es acero 
de nuevo. El método de Eckelund fue aplicado considerando un esfuerzo de cedencia 
ponderado respecto a los espesores relativos antes del laminado y los esfuerzos de cedencia 
respectivos del acero y del aluminio. 

Como puede observarse, cualquiera de las estimaciones realizadas arroja una 
incoherencia en los resultados experimentales. Lo anterior basado en el hecho de que en 
cualquiera de los casos la carga debería ser menor dada la combinación de las propiedades 
mecánicas del aluminio y el acero al ser laminados conjuntamente. Aún cuando resulta 
evidente que la carga en ambos materiales es la misma, las deformaciones de cada uno de 
ellos tendrán que ser diferentes dependiendo de las propiedades mecánicas de cada 
material. Dado que en el caso en cuestión se cuenta con un total de aluminio que representa. 
en términos de espesores, casi un 45% del total de material resulta lógico pensar que, si por 
ejemplo se compara lo arrojado por el método de Schey, la carga en este caso tendría que 
ser considerablemente menor dadas las propiedades mecánicas del aluminio comparadas 
con las del acero y sobre todo considerando que será el aluminio el que se deforma en 
mayor proporción. 

El método de Eckelund arroja una carga sensiblemente menor que la medida 
experimentalmente para el colaminado en cuestión cuando se considera un esfuerzo 
ponderado para el aluminio y el acero (que en este caso corresponde a 211 MPa). 
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Fisura 4.13. Cargas por estimación de Scbey para deC01D111Cionea correspondientes. 
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La figura 4.13. muestra otra comparación tomando como referencia el 01étodo de 
Schey con endurecimiento por trabajo en frío, al considerar la carga correspondiente a la 
deformación que sufre el acero. Lo anterior permite estimar la carga necesaria para 
deformar el acero según la trayectoria medida experimentalmente y compararla con la carga 
medida durante los ensayos de colaminación. De ahí se desprende que la carga necesaria 
para deformar el acero en las proporciones arrojadas por los resultados experimentales es 
del mismo orden de magnitud de aquella estimada mediante MLS. dado que la carga deberá 
ser la misma para el aluminio es de esperarse que no podrán existir variaciones notables en 
los valores de carga que se asemejen con los valores ntedidos experimentalmente. 

En conclusión queda demostrado que los valores de carga obtenidos 
experimentalmente no pueden ser verídicos para el caso en cuestión. La proporción total de 
aluminio y su menor resistencia. sugieren una disminución sustancial de la carga de 
laminación comparada con un proceso de laminado convencional de una lántina de acero 
del mismo espesor, por lo que los resultados obtenidos experimentalmente distan mucho de 
ser reales y por tanto se concluye que existió un error de medición. 

4.6. ANÁLISIS Y SIMULACIÓN DEL PROBLEMA MEDIANTE SIMCLAD. 

Resulta evidente que pese a la imposibilidad de contparar la solución, en cuanto a 
fuerza de laminación se refiere, y siendo el parámetro de mayor importancia la relación de 
espesores al final del proceso es posible evaluar el rendimiento del modelo comparando 
este parámetro con las mediciones experimentales. 

Para ello, se cuenta con la información necesaria para alimentar el programa y con 
los datos experimentales tomados con lo cual es factible comparar la solución 
proporcionada por el modelo de simulación con las lecturas realizadas. 

La implantación del algoritmo se concretó utilizando el lenguaje de programación C. 
Se desarrollaron herramientas adicionales particularmente en VBA para Microsoft Excel® y 
en Mathematica® con el fin de dar solución al problema de plantear los vértices del simplex 
inicial para el proceso de optimación de manera semi-automatizada. 

Dado que el tiempo de solución depende básicamente de la forma del simplex inicial 
es necesario plantear este último lo más acertadamente posible. Los valores de los 
parámetros pseudo-independientes para el simplex inicial se determinan mediante una 
representación gráfica sencilla de la configuración de las diferentes regiones geométricas 
fisicas (rodillos, capas e interfase entre capas) y abstractas (co010 es el caso de los límites 
rígido-plásticos descritos en las secciones 3.3.2. y 3.3.4.) y de la condición límite para el 
gasto de material planteada como la igualdad de la velocidad del material de la capa 
superior a la salida del claro de laminación con la velocidad lineal del rodillo, lo cual 
representa que el punto neutro se encuentra justamente en el plano de salida del material. 
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Con la automatización del procedimiento la determinación de los puntos del simplex 
inicial se agiliza, y el proceso se hace más eficiente al evitar valores prohibidos para los 
parámetros de optimación. 

Los resultados relativos a los espesores y potencia para cada reducción aplicada se 
resumen en la tabla 4.6. 

Tabla4.6. 

!Reducción ... ••• ... . .. . ... ..... Potencia Carga 
í%1 rmml rmml rmml rmml - - IW/mml rN/mml 

9.91 2.31 1.60 7.82 3.91 0.5908 0.4092 20.29 3019.3 
19.93 2.15 1.33 6.95 3.48 0.6187 0.3813 48.83 5125.7 
29.49 1.99 1.07 6.12 3.06 0.6503 0.3497 81.24 7014.3 
38.01 1.79 0.90 5.38 2.69 0.6653 0.3347 114.46 8710.2 
44.23 1.59 0.83 4.84 2.42 0.6569 0.3431 140.21 9894.7 

Debido a que los resultados potencia y carga están expresados por unidad de ancho y 
considerando que la cinta conglomerada tienen un ancho de lOO[mm] los resultados para 
este caso -ver figura 4. 7 .-, se muestran en la tabla 4. 7. 

Tabla4.7. -nc:lll--••PI"-!Reducción Potencia Carga 
f%1 íkWl rron] 

9.91 2.03 30.78 
19.93 4.88 52.25 
29.49 8.12 71.50 -------------38.01 11.45 88.79 10 20 30 50 

44.23 14.02 100.86 Reducc16nl'llil 

Los resultados relativos a la carga de laminación se muestran gráficamente en las 
figuras 4.13. y 4.14. Del análisis de las figuras y comparando los diversos resultados 
mostrados se puede concluir que los resultados obtenidos mediante la simulación para la 
fuerza de laminación están dentro de un orden de magnitud coherente. Sin embargo, dada la 
incertidumbre en los resultados experimentales no es posible concluir nada respecto a la 
condición de límite superior de la solución. 

La figura 4.14. muestra, para el caso en estudio, la proporción de los diversos 
términos de potencia respecto al total de la potencia consumida por el proceso para cada 
valor de reducción. 

Como se puede observar la tendencia del término W¡z, que representa la potencia 
consumida por deformación del acero se incl'CDlenta con la reducción, esto puede deberse al 
incremento sustancial en la dureza que presenta el acero aunado al incremento en su 
deformación. Para mantener el equilibrio el término Wú que representa la potencia por 
deformación del aluminio se reduce conforme la reducción total aumenta, sin embargo cabe 
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destacar que el término Ws1. correspondiente a la potencia disipada por cortante en el límite 
rígido-plástico del aluminio, representa una cantidad considerable del trabajo desarrollado 
para cada condición de reducción. Esto puede estar relacionado con el hecho de que la capa 
de aluminio es la que sufre en mayor medida la curvatura de los rodillos fenómeno que 
provoca que la transición entre la zona plástica y la zona rígida sea más marcada, haciendo 
esto que la diferencia de velocidades tangenciales en el límite rígido-plástico sea mayor que 
para el caso del acero. Este fenómeno se ve disminuido al aumentar la reducción debido a 
que la velocidad del material se incrementa y ello provoca un cambio más drástico en los 
límites rígido-plásticos para ainbos materiales. En ambos casos la tendencia de este término 
de potencia es a disminuir conforme aumenta la reducción, esto debido al incremento en la 
severidad de la deformación que provoca que los límites rígido-plásticos tiendan a ser 
líneas verticales limitando con ello el valor que pueda tomar la diferencia de velocidades 
tangenciales. 

100.00% 

90.00% 

80.00% 

70.00% 

60.00% 

50.00% 

40.00% 

30.00% 

20.00% 

10.00% 

0.00% 
10 

Potencia co-umld• por I• colamlnac:l6n 

20 30 .......... _ 40 45 

E3 Wfl = Potencia consumida por fricción entre las capas de acero y aluminio. 
CJWf = Potencia consumida por fricción entre el rodillo y las capas e-.nas (aluminio). 
C Ws2 = Potencia consumida por cortante en el limite rlgldo pl4atico de la capa de acero. 
•Ws1 = Potencia consumida por cortante en el limite rlgldo pl4atico de la capa de aluminio. 
• Wi2 = Potencia interna consumida por deformación en el acero. 
•w11 =Potencia Interna consumida pordeformac:iOn en el aluminio. 

Fi&ura 4.14. Razones proporcionales de los ténninos de potencia considerados para las reducciones 
aplicadas. 

La figura 4.15. muestra los pesos porcentuales de los términos de potencia interna 
consumida por deformación tanto para el aluminio como para el acero. Se aprecia la 
tendencia decreciente de este término para el aluminio. 

87 



Capítulo 4. Resultados. 

Potencia ln .. ma conaumlda por defonnaclón 
60.00% 16.00% 

50.00% 14.00% 
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20.00% 
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0.00%+-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-+ O.OO'K 
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%dereduc·· \n - -Acero 
-Aluminio 

Flcura 4.- . Porcentaje de la potencia por defonnación respecto al total. 

La figura 4.16. muestra que los términos de potencia consumida por cortante en los 
límite rígido plásticos tiene una tendencia decreciente en ambos casos. 

Po .. ncla conaumlda por cortante en Hml .. • 
rlgldo pl6atlcoa 

·-1 ·-4.00% 

j 3.00% 

2.00% 

1.00% 

0.00% 
o 

-Acero --
-~----- ¡:=1 ---- 30.00% 

20.00% 

10.00% 

' ' ' 0.00% 
10 20 30 50 

%dereduccl6n 

Flcura 4.16. Porcentaje de la potencia disipada por cortante en lúnites rígido-plásticos 
respecto al total. 

El comportamiento de la fricción con los rodillos se aprecia en la figura 4.14. Este 
término representa una grande proporción de la potencia consumida por el proceso. Sin 
embargo, la figura indica que para grandes va. -.s de reducción, específicamente para el 
valor correspondiente a la última condición de r~...:ucción, su proporción tiende a decrecer. 
Este comportamiento puede deberse al incremento sustancial en la potencia interna de 
deformación Jt:I acero, así como también a una disminución en el deslizamiento relativo 
entre ambos materiales. 

La figura 4.17. muestra el comportamiento de la velocidad de la superficie en 
contacto con los rodillos del material de la capa superior para las condiciones de laminación 
correspondientes a una reducción del 400/o. 

J. " 
.•. ,,,.. 

~ .. ·· 
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~c=.1 

X[Dm] 

70 

Fisura 4.17. Velocidad del material en contacto con los rodillos. 40% reducción. 

La gráfica muestra la velocidad desde el punto de contacto con los rodillos (x = L = 
22. 7[mm]) hasta el plano de salida (x = O). La línea horizontal representa la velocidad del 
rodillo. Como puede apreciarse, el material al entrar en contacto con los rodillos se acelera 
hasta una velocidad muy próxima a 68[mm/s] hasta alcanzar la velocidad del rodillo 
aproximadamente en ac,...,1ro = 2.91°, en donde se ubica el punto neutro, para después 
incrementar su velocidad hasta 93.23 mm/s. 

La gráfica en la figura 4.18. muestra el comportamiento de la potencia consumida por 
fricción con los rodillos, aún cuando su valor neto tiende a aumentar conforme aumenta la 
reducción resulta interesante observar su comportamiento respecto al total de los demás 
términos considerados. Como puede observarse el comportamiento es creciente hasta un 
cierto valor de reducción. 

Potencia consumida por fricción con loa 
rodillo• 

25.00% 
20.00% 
15.00% 
10.00% 
5.00% 

30.00% l 
0.00%+-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

o 10 20 30 40 50 ""--
Fisura 4.ta. Fricción entre rodillos y material de las capas eXtenula. 

La figura 4.19. muestra el comportamiento de la velocidad de la superficie del 
material de las capas externas para una reducción del 500.4. La linea horizontal representa la 
velocidad lineal de los rodillos. Como se mostró en la sección 3.3.8. el ténnino de potencia 
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representado en la gráfica de la figura 4.18. depende directmnente de la dif"erencia de ambas 
velocidades. 
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Flaura 4.19. Velocidad del material en contacto con los rodillos. 50% reducción 
y velocidad de los rodillos (línea horizontal). 

La proporción de la fricción en la interCase de los materiales se muestra en la figura 
4.20. El comportmniento es creciente para todo el rango de reducción impuesto. Sin 
embargo, como se babia supuesto desde un principio su valor es muy pequeño si se le 
compara con el valor de cualquiera otro de los términos de potencia considerados. 

0.30% 

Potencl• consumid• por fricción en 1• 
lnterhl-

º·"'°""1 j :~~ 
0.00% +----~---~---~---~---~ 

o 10 20 30 40 50 

Fiaura 4.20. Porcentaje de la potencia consumida por fricción en la inteñase 
respecto al total. 

Finalmente, si se analiza el parámetro de interés, en este caso la def"onnación de la 
capa de acero (la deformación del aluminio es complCJDentaria) se puede observar que el 
comportamiento de la def"ormación es cualitativamente igual que el medido 
experimentalmente - comparar figuras 4.21 y 4.9. 

El error máximo respecto a la medición correspondiente es de aproximadamente 100/o 
lo cual es un buen indicador del desempeño del modelo. 
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Re•pue•bl del acero a la deformación 
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Fisura 4.21. Relación de espesor final. Capa de acero. Resultado experimental y solución mediante MLS. 

La figura 4.22. muestra el comportamiento de la extensión de las regiones de 
deformación plástica. Definiendo éstas como el cociente de L 1 y L 2 entre L el cual 
permanece constante para una cierta reducción. Esto proporciona un indicador de la 
magnitud de la deformación plástica durante el proceso. Como es de esperarse, la cantidad 
de deformación tiende a incrementarse conforme aumenta la reducción. 

0.9 ...-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~..., 
0.8 
0.7 
0.6 
0.5 
0.4 
0.3 
0.2 
0.1 

------...; 

--- L1/L 
--L2/L 

o +-~~~~-.-~~~~-.-~~~~ ..... ~~~~ ...... ~~~~-1 
o 10 20 30 40 50 

Reducción [%] 

Fisura 4.22. Extensión de las regiones de dcfonnación plástica. 

4.7. ESTUDIO DE LA RAPIDEZ DE DEFORMACIÓN EQUIVALENTE. 

Conocidos las funciones que describen los perfiles de velocidad para cada una de las 
capas es posible inferir algunos aspectos importantes en cuanto a la rapidez de 
deformación. Las figura 4.23. y 4.24. muestran los valores de rapidez de defonnación 
equivalente para los materiales de las capas externa e interna respectivaniente, para una 
condición de laniinación con r = 40"/o, m 1 = O. 75 y m 2 = 1. La coordenada x corresponde a 
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Capítulo 4. Resultados. 

la dirección de laniinación. mientras que la coordenada y representa la dirección de la 
sección transversal del material en cada caso. 

Fisura 4.23. &eq. Capa externa. Fisura 4.24. & .,, . Capa interna. 

La figura 4.25. muestra dos secciones de corte de las superficie que describe la 
rapidez de deformación equivalente en la capa superior -ver figura 4.23- . Las secciones 
corresponden a las regiones que comprenden a la interfase entre ambos materiales (línea 
discontinua) y la superficie de contacto entre el material de las capas externas y los rodillos 
(línea continua). 

1.5 

0.5 

-+----5----10----15----20--- X [nm) 

Fisura 4.25. Rapidez de deformación equivalente en la 
inteñase y la superficie de contacto con rodillos. Capa externa. 

De la figura 4.25. se observa inmediatamente que existe un gradiente a lo largo del 
espesor del material (eje coordenado y). El análisis de la figura 4.23. pone en evidencia lo 
anterior, mostrando que efectivamente el material en contacto con los rodillos se deCorma a 
una rapidez de deCormación equivalente menor que la correspondiente al material que 
forma la interfase con la capa interna. Sin embargo se puede observar que esto sólo ocurre 
hasta un cierto punto en donde la condición se invierte. Lo anterior corresponde 
aproximadamente en la ubicación del punto neutro en la superficie del material -ver figura 
4~ 1 7 .- . Del análisis realizado bajo diversas condiciones de fricción se concluye que la 
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fricción juega un papel primordial en dicho comportamiento. Cuando la fricción tiende a 
ser despreciable, las diferencias de rapidez de deformación a lo largo del ancho del material 
se tornan insignificativas. 

La figura 4.26. muestra las curvas de rapidez de deformación equivalentes para los 
puntos al interior del material que yacen en el plano medio del sandwich (línea discontinua) 
y de aquellos que forman la interfase entre ambos materiales (línea continua): 

Eoq 
2.5 

2 

l.-5 

1 

0.5 

-l'-~-2-.5~~-5~~7.-5~~1-0~-l.2~.5~~15~~ X [mnJ 

Fisura 4.26. Rapidez de defonnación equivalente en la 
interfase y el plano medio. Capa interna. 

De lo cual se puede concluir lo siguiente: 

(i) Al tener un deslizamiento relativo pequeño entre ambos materiales la diferencia 
en la rapidez de deformación equivalente a lo largo del espesor de la capa 
interna es menos notoria que en el caso previo; de manera que la deformación en 
esta capa tiende a presentar una mayor homogeneidad comparada con la capa 
superior. 

(ii) De lo antes expuesto de concluye que ésta funciona como un agente •<protector" 
que favorece la homogeneidad de la deformación de la capa interna. 

(iii) Se observa que, en efecto, el material ubicado en el plano no se deforma lo que 
concuerda plenamente con la condición de simetría planteada. La diferencia 
entre valores de &.., que se aprecia en la figura 4.26., en la región 
correspondiente al plano de salida del material, se justifica debido al efecto 
gradual de la curvatura de la interfase sobre el campo de velocidad asociado al 
material. 

Finabnente la figura 4.27. muestra el gradiente en la dirección transversal de la 
rapidez de deformación equivalente. Existe una región para la cual no hay gradiente de 
deformación en la dirección •y". La información proporcionada por la superficie 
representada en la figura 4.27. aporta elementos para inferir sobre la evolución de la textura 
de ambos materiales durante el proceso de colaminación y con ello la calidad del producto 
final. 
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Fisura 4.27. Gradiente de i: a, en la dirección •y··. 

4.8. ANÁLISIS DE SENSIBILIDAD DE J*. 

En sentido estricto un análisis de sensibilidad debe ser efectuado de fonna que arroje 
conclusiones generales de la sensibilidad de la función objetivo respecto a cada uno de Jos 
paráJnetros que la componen. 

En este caso la función objetivo, J•, es una función escalar dependiente de cinco 
parámetros:ª'· a2. h. Q1 y e2f desconocidos. Sin embargo la función también depende de 
los parámetros del proceso como son: el radio de los rodillos, la relación de espesores 
inicial, la velocidad del proceso, las condiciones de fricción, etc. Bajo una cierta 
combinación de valores para estos parámetros del proceso la función J• adquiere una cierta 
forma desconocida que puede influir o no en el comportaniiento de la función respecto a los 
paráJnetros pseudo-independientes. Un análisis completo de sensibilidad requerirá 
considerar el efecto de la variación de las condiciones del proceso sobre la sensibilidad de 
la función respecto a cada uno de los parámetros que la definen. 

El Anexo II contiene las gráficas correspondientes a la evolución del valor de cada 
uno de los parámetros pseudo-independientes durante la simulación del proceso 
experimental descrito en este capítulo. 

Una particularidad en la evolución de los parámetros pseudo-independientes se 
visualiza al analizar el comportamiento tanto de a, como de a2. El valor de estos parámetros 
es siempre muy pequcfto. Sin embargo se observa que pequcilas variaciones en los mismos 
inducen cambios sustanciales en el valor de la función objetivo. Por lo general estos 
cambios inducidos en la función son mayores que el criterio de paro del método de 
optimación. Esto se deduce al visualizar el comportamiento de los demás parámetros 
durante el proceso de optimación. Tanto b, Q1 como e2f tienden a alcanzar un valor estable 
en un menor tiempo. Lo anterior provoca que aún cuando aparentemente el proceso de 
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optimación ha encontrado un mínimo, el programa no se detiene hasta que los valores tanto 
de a1 como de a2 han alcanzado un valor estable. 

Cabe señalar lo anterior es válido únicamente para el caso en cuestión y bajo las 
condiciones del proceso correspondientes. Sin embargo, de lo observado en el transcurso 
del desarrollo del algoritmo durante la fase de prueba del algoritmo se concluyó que estos 
dos parámetros (a 1 y a 2 ) resultan inconvenientes durante el proceso de optimación debido a 
los valores tan pequeños que adquieren y el orden de magnitud de los cambios que 
pequeñas variaciones en los mismos provocan en el valor de la función objetivo. 

La figura 4.28. muestra dicho comportamiento. 
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Fisura 4.28. Proceso de estabilización de a 1 y a 2 durante el proceso de optirnación de J• para un 10"/o de 
reducción. 

Como puede verse en el caso planteado en la figura 4.28., aún cuando los parámetros 
a1 y a2 se estabilizan en 150 iteraciones el valor de la función no alcanza un valor estable 
debido a la sensibilidad de la función respecto a estos parámetros. 

Lo anterior es sólo un ejemplo de la necesidad de estudiar el comportamiento de las 
variables durante el proceso de optimación. Ello permitirá establecer un criterio de 
confianza para los valores de los parámetros pseudo-independientes obtenidos. 

Como puede verse en las gráficas mostradas en el anexo 11 el comportamiento de los 
demás paráinetros arroja como conclusión que son bastante confiables en función de que la 
sensibilidad de la función a variaciones en orden de magnitud de los mismos es pequefta. 

Otro aspecto importante es el relacionado con la convergencia del método cuando se 
parte de diferentes simplex iniciales. Del análisis efectuado al respecto se puede concluir 
que las diferencias no son substanciales en los parámetros de interés, particulannente el 
espesor de la capa interna después de la deformación. 
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La figura 4.29. muestra que la dif'erencia porcentual entre el valor del parámetro e2fes 
de 3% si se considera que la solución arrojada a partir del Simplex B es la mejor 
aproximación (dado que la potencia resultante resulta ser menor que para el caso del 
simplex A). 
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Fi&ura 4.29. Variación en e,fen función del simplex inicial seleccionado. 

Puede observarse tantbién, el criterio de paro del algoritmo se alcanza con mayor 
rapidez en el caso del Simplex B, sin embargo el valor de la función objetivo (53.76 
W /mm) en este caso es ligeramente mayor que el que se alcanza al partir del simplex A 
(54.07 W/mm). La lógica sugiere que dado que el método de optimación empleado 
construye la ruta que ha de seguir en la búsqueda del valor mínimo de la función a partir de 
la geometria del simplex inicial y de la f'orma de la región que describe a J• en el espacio 
penta-dimensional, el criterio de paro de la función se cumplirá bajo dif'erentes condiciones 
dependiendo del gradiente de la función en la dirección que avanza el simplex y el grado de 
contracción del mismo. 

De la misma manera se puede analizar el comportamiento de los demás parámetros 
cuando se parte de un simplex dif'erente, la tabla 4.8. muestra lo anterior: 

Tabla4.ll. 

Parámetro 
Valor Dif'erencia 

SimolexA Simolex B norcentual. 

ª' 2.4958 X 1 o·=> 3.3484 X 10-" 34.16% 
a2 1.1094 X 10-" 8.5115 X 10-o 23.27% 
b 2.19 X 10-3 2.13 X 10-3 2.74% 

01 -82.32 -85.27 3.58% 
e2r 1.8081 1.7536 3.01% 
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Aún cuando es necesaria una mayor cantidad de infonnación respecto a la 
confiabilidad de los parámetros se puede concluir que existe una gran incertidumbre 
respecto al valor de los parámetros a 1 y a 2 • Durante la Case de validación del modelo se 
pudo observar el mismo comportamiento bajo diferentes condiciones de laminación y 
variando en repetidas ocasiones el simplex inicial. Los paránletros que demostraron una 
mayor confiabilidad a variaciones en la configuración del simplex inicial son b, Q1 y e2f-

Lo anterior lleva a concluir que para el objetivo primordial. que es la determinación 
de los espesores relativos al final del proceso. el modelo satisface en buena medida las 
expectativas en la predicción de dicho parámetro. 

No obstante que a 1 y a 2 han demostrado ser tanto inestables durante el proceso de 
optimación y ser muy susceptibles a variaciones del simplex inicial. dichas variaciones 
provocan cambios poco significativos en los perfiles de flujo de ambos materiales por lo 
que su detenninación numérica exacta se toma irrelevante para fines útiles. 
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CONCLUSIONES 

Un método alternativo y sistemáticamente planteado para la simulación de procesos 
simétricos de laminado conjunto ha sido desarrollado a lo largo de este trabajo. El modelo 
que resulta está basado en el teorema de límite superior y una vez resuelto provee el c1U11po 
de deformación asociado a la deformación de 1U11bas capas y los espesores finales de cada 
una de ellas. La predicción de espesores parciales es bastante aceptable tornando en cuenta. 
para el caso experimental simulado, que la máxima incertidumbre en dicho parámetro fue 
siempre menor al 10%. 

Es evidente que para una validación total del modelo es necesario llevar a cabo un 
gran número de experimentos variando los parámetros del proceso y comparando los 
resultados para diversas condiciones con lo medido experimentalmente. Sin embargo, los 
resultados experimentales descritos en el capítulo cuarto y la comparación con la solución 
arrojada por SIMCLAD dan una idea general del comportamiento del modelo. 

Durante la fase de prueba del algoritmo se realizaron diversas corridas del progr1U11a 
comparándose sus resultados con los proporcionados por DEFORM. La figura 5.1. muestra 
una comparación entre los resultados para un proceso de colaminado de dos capas de 
aluminio de la misma naturaleza. 
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Figura 5.1. Colaminación Al-Al. Solución por LS y MEF. 

Se puede observar. si se considera la solución proporcionada por DEFORM como 
referencia. que el máximo error se presenta para un 50% de reducción y es de 
aproximad1U11ente un 7%. 

Desafortunad1U11ente los datos experimentales relativos a la fuerza de laminación no 
resultaron ser confiables. lo que ocasiona el inconveniente de no poder concluir nada 
respecto al cumplimiento del teorema de límite superior para el modelo desarrollado. No 
obstante, de las estimaciones realizadas mediante diversos métodos para el cálculo de carga 
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durante el laminado convencional se puede concluir que los valores obtenidos por 
SIMCLAD son por lo menos de un orden de magnitud fisicamente racionales. 

De lo anterior queda clara la conveniencia de realizar una serie de experimentos 
adicionales para determinar la fiabilidad del cálculo de carga que SIMCLAD proporciona. 
Adicionalmente es recomendable explorar otras posibles f"ormas para el planteamiento de la 
fünción de corriente para los flujos de materiales en el claro de laminación. Una mejora en 
la aproximación cualitativa al flujo real redundará en beneficio de la precisión de los 
resultados. Otro aspecto importante de considerar es la condición de deslizamiento entre los 
materiales durante la laminación. En el presente modelo se ha fijado una condición de 
deslizamiento a lo largo del claro de laminación lo cual podría o no cumplirse en la 
realidad. Por ello, en estudios posteriores se puede plantear un modelo alternativo que 
considere un parámetro adicional que represente la ubicación del punto en donde el 
deslizamiento sea nulo. La adherencia de ambos materiales está determinada, en parte, por 
el tiempo en que éstos viajan unidos sin existir deslizamiento sin la existencia de esfuerzos 
tangenciales. Por esto la determinación del punto de unión de ambos materiales puede 
resultar de particular interés en la predicción de la adherencia durante el colaminado. 

Dado que la fracción de potencia consumida por fricción en la interfase de ambos 
materiales resulta ser insignificante respecto al total de la potencia consumida por el 
proceso es evidente que el ef"ecto de añadir dicho parámetro será siempre en decremento de 
este término al reducir la región de deslizamiento entre los materiales y por lo tanto la 
fricción existente. 

Aún cuando queda mucho por analizar respecto al desempeño de SIMCLAD los 
resultados mostrados en este trabajo permiten obtener una idea del comportamiento del 
modelo y con ello establecer las mejoras pertinentes para incrementar el nivel de exactitud 
de los resultados. La intención es también que el presente trabajo sea punto partida para el 
desarrollo de un modelo para la solución del caso no simétrico que resulta de particular 
interés en el diseño del proceso de f"abricación de cojinetes de deslizamiento por técnicas de 
colaminado. 

Por otra parte, la posibilidad de inf"erir sobre el campo de deformaciones mediante la 
rapidez de def"ormación equivalente resulta también interesante, debido a que permite 
explorar la evolución de la microestructura de cada una de las capas en fünción de las 
diversas condiciones de laminación que se pueden presentar en el proceso real; ello 
mediante el análisis de la rapidez de deformación equivalente que está ligada a la 
homogeneidad de la deformación como se mostró en el capítulo cuarto. 

Las herramientas de cómputo desarrolladas pueden ser f"ácilmente modificadas ya que 
fueron construidas en forma modular lo que permite adicionar módulos de cálculo o 
definiciones adicionales que se requieran. Esto permitirá en un futuro cercano añadir las 
funciones de corriente para el caso de colaminado no simétrico y con ello tener una 
herramienta completa para el análisis de este tipo de procesos. 
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Anexo L Herramientas numéricas de cálculo. 

ANEXO l. 
Para la evaluación de la funcional de potencia, J•, se deben emplear métodos de 

cálculo numéricos que permitan evaluar tanto integrales como derivadas. La elección del 
método adecuado obedece principalmente al compromiso entre exactitud y costo de 
cálculo. En lo siguiente se hace una breve descripción de los métodos empleados en la 
construcción de SIMCLAD. 

Integración numérica. 

Los métodos de integración comúnmente utilizados pueden clasificarse en dos 
grupos: los que emplean lo valores dados de la funciónf(x) en abscisas equidistantes y que 
se conocen como fórmulas de Newton-Cotes, y aquellos que utilizan valores de f(x) en 
abscisas desigualmente espaciadas determinadas por ciertas propiedades de familias de 
polinomios ortogonales, conocidas como fórmulas de cuadratura gaussiana. 

Los métodos de integración que hacen uso de las fórmulas de Newton-Cotes son 
ampliamente utilizados. La estrategia común al desarrollar fórmulas para la integración 
numérica es similar a lo que ocurre con la diferenciación numérica. Se obtiene una 
aproximación polinómica de la función que se desea integrar y luego se integra dicho 
polinomio en el intervalo o región de interés. Esto permite integrar una función conociendo 
sólo una tabla de sus valores. 

(Al. l.) 

Hay varias formas en que se puede utilizar la ecuación (Al. l.) . El intervalo de 
integración (a,b) deberá caer dentro del rango de ajuste del polinomio (xo. Xn) en este caso 
se obtienen las fórmulas de Newton-Cotes las cuales son un conjunto de reglas de 
integración que corresponden a los diversos grados del polinomio interpolante. 

Las primeras tres fórmulas que representan un polinomio de grados uno, dos y tres, 
son particularmente importantes. Si el grado del polinomio es elevado, los errores debidos 
al redondeo y las irregularidades locales en la aproximación pueden ocasionar problemas de 
exactitud. 

Dado que las aproximaciones por polinomios de Taylor sólo son válidas en la región 
cercana al punto de expansión de la serie, en los métodos de integración numéricos es 
necesario utilizar un polinomio de aproximación que sea válido en un rango más amplio. 
Los polinomios de Lagrange proporcionan las características necesarias para la evaluación 
de integrales de funciones. Las f"ónnulas de Newton-Cotes se basan en la interpolación 
mediante polinomios de Lagrange. 
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Regla de Simpson 113 

El polinomio de Lagrange de segundo orden es: 

(Al.2.) 

La segunda fórmula de Newton-Cotes es para una cuadrática aproximada en dos 
intervalos de anchura uniforme y se expresa como: 

. (AI.3.) 

Esta es la conocida regla de Simpson 1/3 la cual tiene un error local O(h5
). 

La descomposición de la región de integración en elementos discretos para la 
aplicación del la regla de Simpson 1/3 es un factor critico que compromete la exactitud del 
resultado de la integral con el tiempo requerido para su evaluación. 

Para determinar la densidad del "mallado" en la evaluación de las integrales se probó 
el algorinno de integración con diversas funciones cuyo valor de la integral en un cierto 
intervalo se obtuvo de manera analítica. 

Una gráfica que muestre el efecto de la densidad del mallado sobre el error se muestra 
en la figura 4.11. Como puede observarse, el error se incrementa sustancialmente cuando la 
densidad del mallado sobrepasa un valor aproximado de 102

• Lo anterior ocurre debido a 
que el error de redondeo adquiere un mayor peso cuando el número de operaciones se 
incrementa con una alta densidad de mallado. Para mejorar el comportamiento del método 
se han utilizado variables de doble precisión. 

Para el cálculo de integrales se ha seleccionado una densidad de mallado de entre 80 y 
140 segnientos obteniéndose buenos resultados al ser comparada la solución nwnérica con 
funciones simples de integrar mediante métodos analíticos. 

Derivación numérica. 

Dado que la derivación numérica tiende a incrementar el error, la evaluación de 
derivadas mediante técnicas numéricas durante la solución del modelo se ha minimizado a 
lo indispensable. 

Por otra parte es importante hacer notar el efecto del redondeo sobre la precisión de 
las derivadas calculadas por medio de fórmulas de diferencias finitas. Conforme h decrece 
teóricaJDente se incrementa la precisión, sin embargo al reducir h se requien:: restar valores 
de la función que son casi del mismo valor y esto hace que se incurra en un gran error 
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debido al redondeo que depende de la precisión del tipo de dato que puede manipular el 
procesador de datos numéricos. 

La fórmula para la evaluación de las derivadas seleccionada fue la de diferencia 
central de cuarto orden cuya fórmula se muestra a continuación: 

df = -f(x+ 2h)+ Sf(x+ h)-Sf(x-h)+ f(x-2h) +O(h .. ) 
dx - 12h 

. (Al.4.) 

Como puede verse este método solo requiere de cuatro evaluaciones de la función y el 
error local es O(h4

). 

Método Simplex (Poliedro Oexible). 

La forma de la función objetivo (J*) en el modelo planteado hace necesario 
considerar métodos de optimación que no hagan uso de la derivada de la función. Debido a 
que J* se evalúa íntegramente mediante el uso de métodos numéricos es deseable no 
recurrir más a ellos durante la etapa de optimación. De todos los métodos existentes para la 
minimización de una función de N-variables existe uno denominado método del poliedro 
flexible que tiene marcadas ventajas respecto a otros métodos quizá más veloces en la 
solución del problema en cuestión. 

Este método tiene como objetivo encontrar el mínimo de una función de más de una 
variable independiente. El método Simplex fue desarrollado por Nelder y Mead, una de las 
ventajas de este método es que solo requiere evaluaciones de la función objetivo y no así 
sus derivadas. No resulta muy eficiente en términos del número de evaluaciones de la 
función objetivo que se requieren. El método de Powell es quizá seguramente más rápido 
en la mayoría de las aplicaciones. Sin embargo el método Simplex es frecuentemente, el 
mejor método si el criterio para su selección es "tener algo que trabaje rápidamente" para 
un problema cuya carga computacional es pequeña. 

El método tiene una naturaleza puramente geométrica la cual se describe a 
continuación: 

Un simplex es una figura geométrica consistente en N dimensiones, de N+l puntos o 
vértices y todos ellos interconectados por segmentos de líneas, caras poligonales, etc. En 
dos dimensiones, un sirnplex es un triángulo. En tres dimensiones es un tetraedro, no 
necesariamente un tetraedro regular. En general se está solarnente interesado en los simplcx 
que no se degeneran, por ejemplo, que encierran un volumen interior finito N-dimensional. 
Si cualquier punto de un simplex no degenerado es tomado como el origen, entonces los N 
otros puntos definen las direcciones de los vectores que definen al espacio vectorial N
dimensional. 

105 



Anexo L Herranrientas nunréricas de cálculo. 

En una minimización unidimensional, es posible acotar un mínimo, de tal manera que 
el éxito de un subsecuente aislantiento de un punto está garantizado. No existe un 
procedimiento análogo en los espacios multidimensionales. Para la minimización 
unidimensional, lo mejor que se puede hacer es dar al algoritmo una apuesta inicial, esto es, 
un vector de N variables independientes como el primer punto a probar. El algoritmo se 
propone entonces de manera que construya su propio cantino hacia el punto más óptimo a 
través de la inimaginable complejidad de una topografia N-dimensional hasta encontrar un 
mínimo que por lo general resulta ser local. El método simplex debe comenzar no sólo con 
un solo punto, sino con N+ 1 puntos definiendo así el simplex inicial. Si se piensa en unos 
de estos puntos (no importa cual) como el punto inicial Po. entonces se pueden obtener los 
otros puntos a partir de: 

P, =P0 +A.e, •.. (Al.5.) 

donde los e, son los N vectores unitarios, y donde A. es una constante la cual debe ser 
propuesta en función de la escala característica del problema (o bien se puede tener una A. 
dif"erente para cada vector). 

El método simplex, ahora toma una serie de pasos, muchos de ellos solo para mover 
el punto del simplex donde la función toma el máximo valor ( .. el punto más alto") a través 
de la cara opuesta del simplex hasta un punto más bajo. Estos pasos son llantados 
reflexiones, y estas son construidas de manera que se conserve el volumen del sirnplex (por 
lo tanto éste no se degenera). Cuando esto se puede hacer así, el método expande el simplex 
en una u otra dirección para tomar pasos más grandes. Cuando el método detecta hay una 
dirección favorable expande el simplex en esta dirección. Cuando se alcanza el .. fondo de 
un valle" el método contrae el simplex en la dirección transversal y trata de dirigirse hacia 
el valle. Si hay una situación en donde el simple se encuentra tratando de pasar a ""través del 
ojillo de una aguja" se contrae a sí mismo en todas direcciones, empujándose así mismo 
alrededor de su punto más bajo (el mejor). 

El criterio de terminación del algoritmo puede ser punto muy delicado en cualquier 
rutina de minimización multidimensional. Sin una posibilidad de acotamiento, y con más 
de una variable independiente, no se puede tener la opción que requerir cierta tolerancia 
para una única variable dependiente. Típicamente se puede identificar un ••ciclo" o "'paso" 
en el algoritmo multidimensional. Es entonces es posible terminar cuando la distancia del 
vector que se mueve en ese paso es fraccionalmente menor en magnitud que alguna 
tolerancia to/. Alternativamente se puede requerir que el decremento en el valor de la 
función en el paso terminal sea menor que alguna toleranciafto/. Se debe notar que to/ no 
debe ser menor que la raíz cuadrada de la precisión de la computadora, es perfectantente 
apropiado dejar afio/ ser del orden de la precisión de la computadora. Es una práctica sana 
reiniciar una rutina de minimización multidimensional en el punto en donde se cree haber 
encontrado un mínimo. Para este reinicio se deben reinicializar cualquier variable auxiliar 
que sirva de entrada. En el método simplcx, por ejemplo, se deben reiniciar N de los N+ 1 
vértices del simplex de nuevo aplicando la ecuación (Al.S.), con Po siendo uno de los 
vértices del minimo anunciado en el último paso. La regla es siempre que el reinicio no sea 
tan costoso. 
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Anexo IL Historial de evolución de parámetros pseudo-independientes. 
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Anexo III. Archivo de resultados .clr. SIMCLAD 

ANEXOlll. 

SIMCLAD genera dos archivos de salida. Uno de ellos con extensión .prm contiene 
los valores de los parámetros pseudo-independientes y de la función objetivo, J*, 
correspondientes a cada paso durante el proceso de optirnación. El otro, con extensión .clr 
contiene tanto la definición del problema en términos de los parámetros del proceso, los 
puntos iniciales del sirnplex así como diversos resultados. 

A continuación se muestra un ejemplo del archivo de salida .clr y se describen las 
partes que lo componen. 

SYMMETRICAL CLADDING ANALYSIS -Fi1e name: Stee1&A1 rSO.c1r
Start Date: sac. oec 07 12:00:47 2002 Fecbadeiniciodelanálisis. 

* * * * * * PROBLEM DATA * * * 

ROLL RADIUS • 157.500000 (mm] 
ANGULAR ROLL SPEED - -0.578000 [rad/seg) 
LINEAR ROLL SPEED - -0.091035 [m/seg) 
TOTAL INITIAL THICKNESS • B.680000 [mm] 
TOTAL FINAL THICKNESS - 4.840836 (mm] 
TOTAL REDUCTION - 44.23• 
EXTERNAL LAYER THICKNESS - 1.940000 (mm] 
INTERNAL LAYER THICKNESS - 4.800000 (nun) 
K1 • 110.0000 (Co1d work hardening coefficient) -OUTER LAYER
n1 • 0.0000 (Hardening exponent) -OUTER LAYER-
K2 • 697.5100 (Co1d work bardening coefficient) -INNER LAYER
n2 - 0.2070 (Hardening exponent> -XNNER LAYER-
FRXCTXON FACTOR (ROLLS <-> EXTERNAL LAYER.) a 1.000000 
FRXCTXON FACTOR ( XNTERNAL LAYER < - > EXTERNAL LA.YER) • l.. 000000 
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rNITrAL SZMPLEX VERTEXES: 

VERTEX J.: 

a1[1] • 0.00004000000000 
a2[1J • 0.00003050000000 

b[l.] - 0.00229000 
Q1[1] - -130.000000 

e2f[1] - J..078000 
J[l.] - 89813-584492 

VERTEX 2: 

a1[2J - 0.00003900000000 
a2[2J - 0.000050Sooooooo 
b[2] - O.OOJ.79000 

Q1[2] - -107.000000 
e2f[2] - J..328000 

J[2J - 90697.927767 

VERTEX 3: 

a1[3J - o.00001eoooooooo 
a2[3] - o.ooooso50000000 

b[3] - 0.00269000 
Q1[3] - -124.000000 

e2f[3J - 1.138000 
J[3] - 89914.524457 

VERTEX 4: 

a1[4] • 0.00004200000000 
a2[4] - o.oooo5osooooooo 
b(4] - 0.00269000 

Ql.[4] - -144.000000 
e2f[4J - 0.918000 

J[4] - 100804.161185 

VERTEX 5: 

a1[5J - 0.00004200000000 
a2[5] • 0.00007450000000 
b[5] • 0.00099000 

Q1[5) - -63.000000 
e2f[5J - 1.010000 

J[S] - 167043.792787 

VERTEX 6: 

al.[6] • 0.00006600000000 
a2[6] - 0.000040SOOOOOOO 

b[6] - Q.00159000 
Q1[6] - -93.000000 

e2f[6J - 1.488000 
J[6) - 99830.504108 

NUMBER OF FUNCT%0N EVALUAT%0NS : 296 
LAST S%MPLEX VERTEXES AND Y 
FUNCT%0N VALUE :IN EACH ONE: 

i al.Cil · a2·{iq· · - .=. • b[i] 
..; . .. . 

J. Q.0000363310 o. 0000112·1a....o. 0021626141 
2 0.0000363305 o. 0000112169 o. 0021626231 
3 0.0000363304 0.0000112169 o. 0021626225 
4 0.000036330• 0.0000112170 0.0021626280 
5 0.000036330• o. 0000112169 o - 0021626215 
6 0.0000363301 o. 0000112170 0.0021626241 

Anexo IIL Archivo de resultados .c/r. SIMCLAD 

Vénices del simplex inicial y el 
valor respectivo de Ja función (J*) 

Número de eva1uaciones de ia función. 

VAL.DE P QJ.[i] 

-83.8541366321 1.5947546326 70102.052 
-83.8531721155 1- 5947652963 70102.053 
-83.8531053878 1-5947660•76 70102.058 
-83.8528082527 1-5947693144 70102.056 
-83.853155•839 1-5947654977 70102.058 
-83.8526463330 1.5947711375 70102.058 

} 
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Anexo IIL Archivo de resultados .c/r. S/MCLAD 

OPT.XMAL POJ:NT: 
a1 • 0.000036330377636203984260 [1/mm.4] 
a2 • 0.000011216906941688646050 (1/mmA4] 

b - 0.00216262145907 
Q1 • -S3.8531SS•B392053 [mm•2/seg] 

e2f • 1.59476549767839 (mm] 
} 

POWER EXPENDED • 2 X 70.1020 • 140.2041 (W/mm] 
ROLL'S LOAD • 9894.6746 [N/mm) 

POWER EXPENDED BY A SXNGLE ROO: 

Conjunto óptimo de valores de los pseudo
paránietros que núnimizan la funcional .J*. 

} Potencia consunúda por el proceso y fuerza 
aplicada por los rodillos. 

Wi1 - 5749.442675 [mW/mmJ (XNTERNAL STRA.XN POWER -OUTER LAYER-) 
Wi2 - 36011.747488 [mW/mm] CXNTERHAL STRA.XN POWER -XNNER LAYER-) 
Ws1 • 7665.906748 [mW/mrn] (POWER LOST AT RXGID-PLASTXC LXMXT -OUTER LAYER-) 
Ws2 - 1998.876503 [mW/mm] (POWER LOST AT RXGXD-PLASTXC LXMXT -XNNER LAYER-) 

Wf • 183S7.761328 [mW/mm] (POWER FRXCTXON LOST BETWEEN ROLL AND OUTER LA.YER) 
Wfc - 318.303676 (mW/mm] (POWER FRXCTXON LOS BETWEEN BOTH LAYERS) 

PERCENTAGE PORTXON: 
Wi1 • 8.20 • 
Wi2 • 51.37 • 
Wa1 • l.0.94 ll" 
ws2 • 2.e5 • 
Wf • 26 .l.9 • 
Wf1 • 0.45 • 

Ll. • 19. 296162 (mm] 
L2 • 18. 545163 (mm] 
L • 24. 5150 (mm] 
sigmaO_l._AVER. • 109.6332 (HPa] 
sigma0_2_AVER.• 476.2115 (MPa] 

} 

Extensión de las regiones de defonnación plástica (Ll 
y L2). longitud proyectada del arco de contacto (L) y 
esfuerzo promedio debido a endurecimiento por 
trabajo en frio para atnbas capas. 

End Date: Sat Dec 07 12: 35: 20 2002 Fecha de fin del análisis. 
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