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0.1 Introduccién. .=

 Este es un operador sobre el espacio R provisto de la métrica de Minkowski (Espacio-

Tiempo Plano). Una peculiaridad del operador de Dirac fué que no actiia en funciones
escalares, si no en.[unciones vectoriales, con lo cual los coeficientes de este operador;

son matrices. | El 4dlgebra generada por estas matrices, ya eran bien conocida en

sobre el:lask,?dd"c'dncéptos de gran utilidad en teorias de particulas elerﬁéntﬁale's‘.' s

1 c'gl)jétivo'(le este trabajo es conocer y manejar la teoria de las élgebgas Vde:Czliffngd }

para describir algunas de.sus aplicaciones en.la mecénica cudntica,. especificamente

las &ilgébras de Dirac y—Psmli‘.r— Tamb”irén“g dar u.:’,‘?"' CIaslﬁCaCIénde
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caracterfétigés del éiggbi‘a.*qué a}{udardn a entéh(ler 1§s tipos de repréééntacién ¥y con 7

ello parte de la: c}:lasiﬁCaciéixﬂfdme los esplnores s
Comb'ejef}hislos‘ sencillos pero irni)oftaﬁfés"é'etéé.lzc':\i_lajri seis &ilg;ebras “bésxcas” ;
Se diécntén prdpiedades como la graduacuﬁn delé.lgebra, la deﬁmmén del funtor

~ Cl; ol objeto universal (C(V;Q),1) del funtor a1

forma bilineal en el espacio:tiempo.:: Como los' fenémenos fisicos no dependen de la




eleccién de esta sig‘rxaturé.’,ﬂe‘isrﬁéf}iarczh:o; mu&stra. la 'rjléé'e'siicl»é.d'déhlké.fco‘mplejiﬁéé.éiéhT'd'e.‘

las &lgebras anteriores, lo que da el dlgebra de Dirac fisica D'6 22 C(4). Tambien ~
se discuten tres*repreéer{tac:ionés de:la ecliacién_ de Dirac: eét;éndar; Mdjbfa.né yfde

cuatermos, y las transformaclones entre ellas

En el capltulo 4 tenlendo la clasxﬁcamc’m de las ailgebras de Chfford reales y B

_complejas, 'y la defimmén del espmor como la func16n de onda sobre la. cua.l actua el

operador de Dirac,‘ deimos una'cla'siﬁcacién de 10 eSpinpr egﬁn ~1a dimensién del :

espacio y la mg‘natura médulo ocho de la. métrl ﬁc%)ﬁﬁfaxido espinores de Dirac,

Majorana, Pseudo Mzuorzum, Weyl Ma\]; a ey Pseudo Majorna-Weyl. -

' Por t'lltimogse '"presentan dos apé 1ces, én‘el primero se estudia brevemente los

conceptos de cateogorxas, product.os y coproductos, asf como funtores, perrmtlendo :

,;_.‘,. .

deﬁmr un}ylv‘er ales,y'proba.r _lds propledades umversa.leb de las bases, de conu(,leo Y d(,l

producto tensorial:

: Sedala déﬁmv(:riénié d'g"'(iilgebr‘as,} con lo cual se hace la const;ruccxén del zilgclna 7

t;er'lso'r'iaili y delélgebra. ‘e:;xtei'yigr.,

- Finalmente se prueban algunas propiedades del producto tensorial las cuales son

utilizadu_s q“lovlz‘u‘go ,del dbeséxrr’ollo, _clé los"qnpitu‘lqs. )

. En el segundo’ ~dadala importancia en.la mecénica cuédntica que tienen

los espacios vectoriales complejos se dan tres:formas equivalentes de complejificar un’

espacio VGCtotal”r i - ST
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Capitulo 1

Algebras de Clifford.

EEn éste capitulo daremos una definicién del dlgebra de Clifford para cualquier es-
pacio vectorial real de dimensién finita, dotado de la forma cuadritica @, como el

, . TV . . . ! . . e
dlgebra cociente -—l-%z. Mediante algunos teoremas, se prueba la existencia, unicidad,

simplicidad y la forma explicita de las z’xl_g‘(-:‘bas‘dre,Cli‘ffé)rd.’

Como gjemplos simples pefo 1mportant.es A de Chﬂ'orcl pma.

el espacio vectorial V = R" ke sobr(. el campo IR c.on form cuadrziticd Q'ﬂcuya,forma

Con cllo se dlsc,ut‘.en pxoplccla(lcs umversales su Zz gnduacuin la exlstcnma del

funtor cowumntc C l de la chchorla (le espac.los (,uadrzil.lcos e 1someLr1as a la categoria

de zilgebras,asocnyatvn(z}s ky,,:morﬁsmos gle itlgebxj&s. El,canpctcr cle;(C”' (V, R),4) como obje-

to universal para elfun,tyor gb(v,'g?j el c‘\.lé_il"‘i’riduce un funtor ,(y;anéni'co H({C(V,Q),—) con

el cual se establece mm‘gélqﬁki\‘rn'lencia natural entre los funtores <p(g}'Q) y H(C(V,;Q),-),
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}u’m mérsr (,o(V'Q) eusr‘rlr'répre‘sehtable y su représentacién es H (C(V, Q), —)Lo qLu‘e','}rla.cer

(C (V, Q) , z) “natural”.

: 1.1 Algebras de Clifford

Sea V un espacio vectorial sobre un campo F' de dimensién finita, dotado con una

forma cuadrdtica @, la cual es una funcién de V' en F' tal que:

B(y,:z:) v ademds B(z,z) =

Ahora usdrcmbs Q para definir el dlgebra como sigue:

Nota 1, Apa'r",t'i'r'f de"(i;hmu; a menos que'se cspeciﬁrjue, consideramos que el producto

: Lcnsonal Y la, su a’estan’sobre el-mismo campo que ¢l espacio veclorial V es

dec:r@ ®r 1/69 oy

‘ : de hmensuSn n sobre el campo F, Q una forma cuadr'itlca. en v
V.Y 'I’(V) HF €B Ve (V ® V) EB (V ® V @ V) QB el dlgebra Lensorlal deﬁnlda. por

v (vcx seccién 4 5), KQ 1(leal en T(V) genem.do p01 t;odos los elementos (le la. forma

= ®uz.’—'Q(:é)‘T,* e V |
Definimos cl dlgebra de Clifford de lim'foi'ma'éllzztilliéit;‘i(;a "Q'co'mo el dlgebra

CW,Q) = "’(V)

(1.1)
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Siace€: T(V), escrlblmos a —,a. + KQ E C(V Q) Tenemos la a gn cxén iV —

C(V Q) dada por @ a:ﬁ—- T + KQ Ya que‘V genera a T(V), z(V) genera. el é.lgebra:

de Chfford C(V Q)

s b s el e e e E——

Tenemos T2 = ﬁ —:c®:1: :c T — Q(:c)l +KQ + Q(:z:)l = (a:)l = Q(:t)T, es
T - EKQ T st B e tatln e e i i

decir ,A : , ’ ;
Q(m)l ST e (1.2)

La funcxén i -tiene la. 51g111ent‘.e propledad umversal Sl f es una funcuSn lineal de

V aun Algebra A Lal que f (:1:)2 V, entonces exlste un dnico morfismo

de dlgebras g de‘C(V, Q) ep A' tai qu e13n:liagrxaymat S

conmuta.

Para probarlo 1ecordemos que (T(V) 'Ln), donde in 'V — T(V) el mapeo

Ahora cada elemento".’z:@ = —',: ('1:)1, T € V,'eét‘akctonterividd en el niicleo de [, ya

que

' (@0n-Q@) = [@92)- 1 (Q@)1) = 1'@)1(2)-QE)'() = @) -Q(w)1 = 0.

: Lu(::go; elideal g C Kérnel de I Ast, :t;ené‘r_nos'eln“rhorfismo :h:di;ddc q : CV, Q) —



dad en el (llagrama anterlor

10

A cona+ KQ — f’(a) A31 g(a:) f’(m) f(a:) con lo que se SIgue la. conmutath- -
Para probar la unicidad de g supongamos que existe h. G’(V Q) 5 A‘tal que

hoi = f entonces ho z(qf) ’- h(:z:) f(:L) f’(:z:) g(:z:) para toda T € V con'lo que ‘

h=g.

Un elemento en el idéz‘il‘ Ko es

(e+9)®(0+1)) = Qe+ = @a+eoy+y@e 7oy~ QT -QW)T - Blwu)T

donde z,y € V If?‘grq T

a (L.4) es

(1.5

T = Q('z)l [7cf 11]

Podemos uqm cst:o pma proba.r el sxgmente lema :

Lema 1 §i los elementos uy; ..., un generan el espacio vectorial V sobre el campo F,

entonces los elementos..
1=1, Wty g, #H<i<-<i, 1<r<n (1.6)
generan el espacio vectorial C(V, Q) sobre .

Demostracién:: & -



s

Sabemos aue T(V) esta genera.da por V'(ver ‘seccién 4.5) y los u, generan a V ,’l» h

Dntonces los u, genera.n a F(V), esto es, todo elemento de T(V) es una combxnamén .

hneal de 1 y 'u.l ’s de grado posxtxvo Llamemos a 1 u,,&)u,,@ ®ulryh, 3% < 'Lz < < Ry

1 < T < n esténdares y sea S el conJunto de “usxl

ioH T(V) — C’(V Q), {1 g iy » v

Probaremos por induccién sol#r(*; 7'1, y en el grado de u E S quek u,u es congruente
mdédulo el ideal Kg a una combin501(5ﬁ llneal de elementés de S de grado < grado('é)-i-
1. | |

Supongamos que . =uzl ® u'i;@r ‘® u;,

Sir > 0, i« = 1 entonces u;u es
: m( Ugy Ugg ** -u,—r),

para el cual tenemos dos casos
Juando 4y >-1 asi «

U,r) S b

E
4
"’l

Y para i, = 1,
ﬁT(u_ﬂU ) = Q)T -+ Ty (mod Kcé)-

Donde gr ado(Q(u])ul2 ' “u,r) =7 = 1 < grado(u) + l=r + 1.
7 Ahma sea. i > 1 > 0

Como se hizo‘un‘tes,‘si 1< 1; entonces

(T Uiy - Uy, ) €S
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para i =i

T Ty W) = Qw) - W (mod Kg).

Cuando i > i, se tiene &

Lema 2 Si B(:v‘ y) es no {legencmda yn =*1 entonccs dlm C(V Q)=2ysiV =TIu

cntonccs C(V Q) es un campo 0 es suma (lzrccm de dos copias de F seqin si Q(u) es
0 1o un,cuadrado en I
Demostracién.
Del lema 1 sabemos dimC(V,Q) < 2 y si V = Fu, entonces @* = Q(u)T con
Q(u) # 0 ya que B en no degenerada.

Definiendo el dlgebra A ara t E A L =1+ (l2 Q(u)l) Y’L que,

Fle) .
- O(u)l) ’ 1’

oo (12— Q(u)l) = U entonces 2 = Q(u)l Dntonces la funcufm lmcal f (le V a A tal.

“que f(w) = T satisface j(a;

o, propleda( unlver‘sal

del dlgebra de Cllﬁ'or(l l.L c‘nstcn(.m dc un morhsmo dc zilg,ebras q de C’ (V Q) en. A

,(lond(-: T 1, ol cuiﬂ es'snl)r'sW(:ctxvo. e




;1'3

Sea q(t) E A entonc&srg(t) 7— q(t)( Q(u)l) +7‘(t) ”‘donde r(t) y q(t) e F[t], el

primer térmmo de la suma esta en’. la. clase de 0 y 'r(t) a + btra31 r(l:) S al + bt

_como un’ cuadrado-en 'F, ‘entonces t2 — Q(u)l es

‘Elomplo 1 Sea B('r y) no,dcgencmda y' n= : 2 entonces dlrn C(V Q) = 4

Demostracién

LEligiendo una base ortogonal ('u 'u) para V Dntonccs Q(’U)Q(’U) 75 0 ya que B es

no deocnelada Sea C cl alg,ebra dc Chﬁ'ord con form'\. c.uadrétlca."?Q la cual es la

restriccién (1e Q a l' . C" henc basc (1 "u)’, c_omofse_hlzocn elilema.2; Consideramos'

las matrices . R




(R R R e
Uyl

1,

es suprayectiva, im C'(V/ ¥ ’ aun;‘mas o

ho 7 sé dice que

es lldmacla un d]gebra dc ClldtCl'lllOS si A es g erada por ‘dos elementos % y J Lales'

que
f=al#0, F?=p1#0, ij==ji

donde a,ﬁ € F

Lema 3 Toda dlqebra (ic cuaternios es 97mple cenl/r'al sobrc F con dzmenszén 4. (Un

dlgebra smzple es a.quella cuyos Unicos 1deales‘ son los Lrlvzales es. dcczr {0} o A v e.s

central si-su.cenlro.es C.=-Fl1 = {al,a EF} ;:jgl,gqulrofcs;el,,conjunlo vdt_z' elemcntos

que conmutan con todos los olros clementos del conjunto. ).

Demostracion.

), para todara, G F).
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De la definicién anterior, implica que cualquier elemento de A es una combinacién

 lineal de los elementos 1,4, ,ij. Supongamos que .
M pidvitpii=0 7
 para A, 4,u,p € F. Si multiplicamos (L.7) por i del lado izquierdo y del lado derecho

por i~}

—_—.ar—li,’ obteherhés :
AL pi—vj—pij =0, | (1.8)

sumando y rest;and(‘):(l’.S) cén (17) tengérﬁgs L

C AMppi=0y vitpii=0, (1.9)

1

ahora multiplicmi(l&):(l.Q) del léL:(lo‘iicl'ﬁliex"tié qu ] y ,(kle‘lydel.je'cho p(jr 771 = B7 tenemos

(1.10)

enermos Al = pi = vj = pij =0 con lo que

A=p=v=p = 0.:Asi- lmealm temdependlentes ‘:lﬁ'egfb constltuyen

una base de"A:y dlm A

roi,de’_AJ'cV-:s F1. Sea c= Al + /.u+vg+p1_7 e}i ‘el centro:

i con'lo quev = p = Oytambbién“'cj ;=j' je asf}/z': 0. Luiego

o= ,\lientpﬁc':é:sb el centro es F1.E

Leuia{i Si B('z,y) y'cs, no degencrada y n = 2 enlonces C(V,Q) es un dlgcbm de

cudaternios.
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Den’fxostramévnk

En el eJe?nplo ;nt;,exr'xor probamos que exxsté an 1sor%10rfismo de C(V Q) con el
élgebra A generada. por ul- 'y 'u que cumplen u’2 ="Q(u)l #£ 0, v2 = Qv)1 # 0,

uv = ‘-v'u' Entonces C(V Q) esun zilgebra. de ic:qgt;rcirnrlos.-

étrica, bilineal de un espacio vectorial V' y (uy, ..'.,'un) :

Si B('v,J) es. una forma si

d1menszon2 en quc la reslm c16n eB 1 qenemda E'scrzbzmosV UGBUJ-

: 31/ Q’ Q” las res‘lm('uones (lc Q @ U y UJ' 'rcspectwament(' Entonces - .
C(V Q) C(U Q ) 09 C(UJ' —6’Q”)

donde & es el discriminanie de'la 7'csl,7'lfccidn de B aU.

Demostracion. .-: b

Sean 4 U — C'(U Q) v i U-L — O(UJ' 6'Q”) li\b [nncxones canémcas del L
respectwamenl,e Y (u 'u) una: base ,

' Q(u)l e .'Q(P)ly-yy.:u'

g}lmple, u?;

donde (5' = dgt S | es decir el discriminante de la restriccién de 3
'0 B(v 11) ’ o

all (lchm(la. pm la basc (11 v).



ahlsf'tccn los 51g1u( ntcs dlag,iamas cox]muLaleos;

u ——’,C(UQ) U-VF,‘ : "' ’ C(Ul 6’Q”)

C(V Q) c(v,Q)

Tenemos los morﬁsmos bllmeales

r1O(U,Q) x OU*,~8Q") — C(U, Q) @ C(U*, ~5Q")

N

I—)
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Con51dere el elemento d

ver d'1 '——yd
cw,Q).

Ademzis con51deremos el elernento y + d’ l1 de C(U Q ) ® C(UJ' 6’Q"), el cual

satisface

'.'/(l;li, '__ d;?') 2 g 2 =

(y'-l—dl_lz")?’— — yl2+(yldl— +dl ly’)z,’+zll2"_ JI2+(

Y +Z"2 = Q(J)1+Q(Z)1“‘Q(3/+Z)1

Entonces por la propleda(l umversal de C’ (V Q) Lenemos el morﬁsmo g de C (V;Q) en
cU,Q)® C(UJ' 6’Q”) La.l que y + Z — y + d’ 1z”, es decir se 51g'ue el sxg;ulente
diagrama conmutat‘,lvo - A '

c(U,Q' ) x C(UJ- 5’ “) v C(U Q ) ® C(UL,~6'Q")

2. :Bnlonces. .+

) ‘es base de 'V, entonces los clementos

=T, mwg W, i <ip <o <i, 1<7 <, - (L12)




Ahora probalemos la relacmn (lc a’dimensién y (c.)"para. el, ‘ so 10, deg erado

Paran= 1, el résultado se sigu ' Adel lerha ‘es. decu' chm C(V Q) = 2 si V l"u, -

entonces C(V, Q) es un cmmpo con lo que es ,1mple y su centro os la mlsma. algebm ,

o es suma directa de dos copias;_d I“._segun si: Q('u) puede’escribirser b _nQ ‘coino,';f.tln

SR

cuadrado en 'Pm‘a. el,ﬁlﬁini'é caso C (V,Q) F' e+ (1 —e). lasi c‘u‘a.léswséh 51mples

centrales e iéérr{di"fus

Sin= 2 enton(('s de eI plol y los lemas '3 y tl se obtlenc C(V Q) es un dlgelna

51mple ccnl,ral y dlm C(V Q) = 2” =



cwl '6'Qc<>);

fas, segn si (= 1)"‘12( 6’)”“ ‘6" es omnoun cna(lrado en F (L'L matrxz de la nueva for-
: —6 B(wl,w]) ‘ »
donde

. / , : W
ma cuadrdatica =6 Q" es’. LT e

lp —5IB(wn—2,1Un—2)

R (n—é)x(n—‘Z) :
wy, . w,, 2 € UJ' con lo que “el’ dlscrlmmante es ( 6')"" 6") :

(por ol corolario 2-(***)); con centro.un

De acuerdo con’ est,oU(V,Q) ‘et Siiﬁplé

campo de dimensién 2 'y que:tiene e mlsmé centro que C(UL;—6'Q" ) o es.suma

directa de‘ d'c'o-s'"zil'd‘ebr

as. mmples C t.ralca momoxfas Fy I con Io que C(V Q)
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Donde . : e
(1R = (U288 — (1)

y dado que n — 3 es par; la expresién’ %iﬁﬁéi'iéi‘ és_ un c:l,.lfédria.dotsi y vsélo & (=1)¥26es

dcﬁnamos Lol

Q(’b) Q(Z)f+ Q(y)+'f(~)ib, ; i (1.13)

Podomos ver que Q es una forma. cu;
asociada B es no degeneradit. »Sea. )

@(3:2), donde 21,29 € Vl,iyj,_yfg GU f1

By, m) = Mw+wL 

de (1.14), podemos ver‘que'B es s'imétrica, ya.que siintercambiamos z; por z, nada

cambia..

Dado quev ('1,1, 5}2) :i—r('v]‘, 1)2) r—E> "B‘(’U)j‘,k'bz)-*-f] (z2)+ f2(=1), BoPes lineal, yé que

es combmamon dc [un(nonm lmcalcb'(fg (zl) y i (22) son lmeales, para Ty = z1 +y| +_/1 o

Y Ty =2 + 72 + fz o func' n;j ‘fz o P, (1) donde (=, ﬁ) zl) es hneal clado .

que f>'y P lo son. Y ,‘,16 mungra‘_zﬁiélog’a para fi(z) = Evz2 o Pg(a:,) con};.fr;]' rﬁ :j', 'y
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Busy L R e
i e (22)), sabemos que B es simétrica se con lo que podemos afirmar que B es
bilineal.

B es no degenerada, lo que significa quemE(a}],mg) =0 para toda z; € W

entonces T2 = 0.

Para z; =1, 0

y1 € U, pero ya qu

Si oz = fi-luego

Para =fz']“;ent;onces 0
para toda z; € V¥ de'este

Tenemos 7 :

contienen a s, -+« Uy, 117

uh" chOS qugyuil e u‘ira'm'l'lfr.< }. o
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: cualquzer dlgebra. sobre F Entonces A®C’ es szmple st C es szmple Y A®C es centml

st C es central

Coro]arlo 2 ( * **) ;,El p'roducto tensomal A1 ® A2 ® ® A,. de un nimero ﬁmto de

ident‘.i_ﬁéada o}

elbem'enty“.‘ s

asf el morfis

par, y es producto Iensorzal dc dlgebms dc cuatcrn.zos y s‘u centro st n es zmpar

Demosl.ramén Ver [7 e f 11]

Pa.ra alg‘unas apllcacnoncs de las tilgebras (le Cllfford en el estudlo de ‘ grupos

ortogonales es necesario mhoducu' el dlgebra "l(le Cllfford par C "(V Q) deﬁmd'x

(wiu) (uyn) = ul (—ulu + B(u, 111 )1)v = —Q(m )uv-I-B (u,’ul )'u,v
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entonces .
v = Q"@Ii-i &B (w 54;1;} - *a;,;;)**@;»‘,;

con lo que, vemos que C F(V Q) esta generada por los elementos ulu u€E V Podemos

F y.v u1 son ortogonales .

a geherada.’ «por : el ‘subespamo »

f’u%ig? - ,—;Q(@;)"‘Q(m_l} T

“y l;m restrlcmén de —Q(ul)Q(ﬁj a (Fu,)l és urrla.rformka» cuaclr'itlca. Q1 con su forma,
bilineal asocm(ia no (leg;e‘neraclavBl Lo (.11<|.1 1rnphca el morflsmo supr#yec.tnvo de

:':C((PUI)J' Q1) en C'(V Q) = C'. Por ot;ro lado si (u.,... u‘,,) es una base.para,V,
entonces 1,7 '“w 7.1 << iy €5 Una base pam C(V Q) Lucgo los elemcntos‘ 1
LY Ugy v Ui, con’r par éétan contemdos en C+ y hay 2" Lde éstos. Y. d1m C' F > 2;‘“

-entonces dim C((ul(Ful){', Q|)=2" Se <.‘.1g1lc C' & C((ul(l“u,)"- Ql) ..... -

- Teor cnm 3 Sm B 1o (leqenemda 1/ de ca'laclerlstua dzstmm de d Dntonces el cilge- :

bra. de. Clzﬁ"md par C4 (V Q)"l’

C((u]([“ul)i Q,) dondc 'u] es un vector no lzsotrdpwo




u'€ C(V Q) tales que uxu i _

E V E's cla,ro que es un subgrupo del grupo multzplzcatwo :

de elementos inver Lzbles de C(V Q) L'l _q ‘ po"de Clzﬁord par es I‘ *(V Q) = I‘(V Q)ﬂ

crv,Q).

1.2 Algunas Algebras de Clifford Reales.

Como base para la clasificacién de las dlgebras de Clifford reales y complejas. Ob-
~tendremos la estructura explicita de C(V, Q) para algunos casos sencillos pero impor-

tantes.

Para el

Ejercicio i1

Q(ui)k = 'yl;é Q.‘"V‘Orbl.cn?]d?lay
)® (2B ® @ () (L15)

donde v = 3 y. (a ,B) dcnota eyl,j’id‘lgcbm'c‘bn:f”b:ase (1,‘12,’j,k),y7L‘ckzles que i = al, 2 =

Bl,ij ——/-,=‘-—J'I

Demostracién.”

Por el Cor'olal'ik‘) l sabemos ‘qu’é C(V,Q) es u,n.p’roduclzqﬁénsor_ial de glgebras de

cuaternios para el caso en el que 7).51)ar.' CRTINE

Para n =f'2, en el lcma’ 4, probamos que C(V Q) cs un zilgebra de cuaternlos

y C(V,Q) = A (lon(lc A el dlgebra gcnela(h pm ! y v los (.uales satlsf'u,en
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::Q('U)l 7é 0 y W= —v'u Entonces podemos 1dent;1ﬁca.r a

Q(u)l 7é Ov :

'C(U Q )®C'(U'L '—-6'Q") donde U es un - sube; 7

(a1 ) ®OWY,~5Q",

obt‘,véneymos’ N

o

(al,ﬁl)@’(az,ﬂe)@C(Ul ) “SiQ”) :

c(v,-cé),f

Q(ul) 0

0 i ('U2)

entonces a2 = -—(Yl,ﬁ]Q(llq) By = —a1f3, Q(m) y asfsuc,esw'mmente los términos

donde ay = —§& Q('ll3) ﬁz = —5 Q(u,1) pcro 6 det = a1,

‘n-csimos serdn

‘ ‘A’dn‘ = _va”y_lﬁ,"".va(y’ﬁ_l)v’ :Bn= T anflﬂn—lQ(u'n)'-

Ahom sea V R" un cspacm vectorla.l sobre cl campo F' = R de caracteristica 75 2 :

con Q una I'ormajchadréh

Entonces pafa-'(i =9 yk'ffo?mé\i‘il)“ilin’cal B

di@g‘(@@;%ﬁ?(@z)) = diag(-1, Ly,
tenemos v et e R

) C(V Q) (a,,[g’l)
donde a1 = Q(u) = 1., = Q(un) = ~1, st zilgc?brzi de Clifford es ¢l 4lgebra con

base‘{l,i,j,,k,} l‘.z'ml>,que 2=—-1,2=-1,ij =k = ——.ji,‘pqro existe u',n“isokmovrﬁ’srho v

b11' eal"xsocmda B= dzaJ(Q(ul) Q(Uz) . Q(Un))
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entre C (V Q) y el algebra de cuatermos, con as1g;nacxén i1, J fy, k: = K, asf .

C(V Q) gIHI Ex :

Paran=2y B = dzag(Q(ul) Q(u2))

donde o = Q(u1) =—1, ,51‘ ’

base’ {1 i, ],k} tal que z

ssta base
R DO N BRI ) SRR SRR Yor
ey = 5(1 +arar), €2 = §(C¥1 +cg), e ='5(a2 =) e =‘§(1 — aez).

es decir

"AC’J A ,.1; 0
e | 1|01
1-es- 1 ,".-;0”'.1~1’0», ;

. \ eq.

ep = % ’/zaaﬁl <L 1 < 4 (londe kal

0, cnlonccs I\I” € CL;(R), dSl;{l, 1y ey, 'l} ¢ Sa 3

C(V Q) R(2)
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es decir

resulta ¢; = -AI,,b,, 1

1+#0, enLonces —IV[,J € GLi(R); a

D]cl c1c10 2 Sca n 7mpa7 (ul,

Q) = Vi # 0. Obtenqa una fdrmula como (l Ia) : Lmsm ol ccntro (lc C’(V Q)

Demostracién.

t ) una basc orLogonal pam V sobre P entonces ,



C(U Q ) ® C(UJ-V

© 20

PaIa n = 1 del lema. 2 y 1 corola.rlo l vemos que C(V Q) C donde C’ es su

centro, y C es el élgebra generada pori(l I;)

Pa.ra. > '1 lmpa.r

Podemos usa.r, omo e hlZO en el Jerc 1okanterlor, el lema. 5 es decu' C(V Q)

como antes ¢ =

'dimensiéh »2.:7'Si‘ 5

6’ )

donde dg' = Aalﬂ, Q(’Uﬂ)k."Sl dlm U1 1 entonces C(U, , —6' Q) =

C el ccnt.ro de C(V Q) e

Asf

c<v Q) = (al,ﬂm(az,ﬁz)@ w(au,au)czw |

Paan=1y Qu) = 1 confl‘obqgc‘e‘. u2 Zl:,is‘zi:.b:e‘jfknbs por el lema 2 que C’(V, Q) i

= Fed F(1-e) ya que Q(u kﬂ,"’:_" esdécir $e pliede esgribir..‘édfné un cuadrado

Zﬂ) —'lc’ y c —--u —‘,31

cn 1< = IR?. cloncle c-‘ :
Sig= 1 cntonc.es e= (u - 1) con lo que C(V Q) = ( e'—(u — 1))R69( - -l-('u -

3))R = R@R.
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Para ﬁ ‘ --1 luego e = 2(u + 1), st C’(V Q) ( 2('u,+ 1))R$(— (u +
1))R IR&BR Por lo tanto
G(KQ)SRW@R |

Para n = 1 y Q(u) = ;—1 don(le u? ;‘—'1 ~Vémbs que; Q(u) no tiehe cuadrado -
en el campo ]R Con lo que el lema 2 nos dlce que C(V Q) Ak = (LQ—+]1—) cuya‘-'bas'e
“ es (1 t), el cual satlsface t -; —1 Pntonces podemos 1dent1ﬁca.r a t con ¢ (el nimero -

complejo), on lo que

";.C(V’ Q’)‘ o c i

d ikp‘a’ra‘ el-espacio -vectorial V= R sobre

Por iiltimo calcularemos el dlgebra de Cliflo
dia, {0}, _és_t;a_’}nbo, p,l;eclé;sgr ;:,calcfllada con los -
ziS_fhipétéysi“s’ s n > 0. Asi pa'r"tifem’os‘ de la

deﬁnicién como el iilgébra_: c.oc.lent.e SERO

T(V)

C'(V Q)

donde el ideal I{'Q es generado poi' los elementos de la forma z @ =, para z € V.= R.

Como podemos ver en el Q]emplo 19 de la seccién 4.6, C(V, Q) es el zilgebra

exterior D(B) para V

Dado que ld. func16n c:mémca p V — F(B) cs myectlva, poclemos 1dent1ficar la

nnagen p(V) E P(B) con V y ld. dlm f‘(B) =1 para V R “¢on lo que 1mpllca quc L

| ‘CV(V;Q)"T";= i‘E(B) =R
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1.3 Funtorialidad de CI.

Teorema 4 Sea V' un espacio vectorial de dzmenszdn f mta, sobre un campo P dota-

do con una forma cuadrdtica @ (al par (V Q) se le llama espa.czo cuadmtzco) v

pE EndR(V) =H omm(V V) luego Q’ Q ° (p es. una forma cuadnitzca. de V

Demostramén TR

?m&m»=ﬁmwm=

»Qwuw)

Q o ="Q' : V — R con Q'(/\:z:)

/\262 (7:) Sx exlste 5

Asi (p : V —-—>V’ ) 1somct;r1a. y C’(V Q)y c(v', Q) la.s respectlvas élgebras de

Chﬂ'or(l cumplen (.1 dmg‘rama -
e e
e cz(tp)stk.‘ e

'v‘ —;—— c(v Q)

Mostraremos que o cp es un rnorﬁsmo dc algebras Y. cumple (z ° <p)(v)2 (v)l

1) o pesun r-ri:c’irﬁsmo;dc. lgebras pues ;yﬁp'lé{séri’-’" v
ii) (&' 0 (1))? = (' (p(% v)1 = Q(v)LM

Luego  existe. ui . 1inico, ¢ propiedad universal del dlgebra de

Clifford y que ¢ es una isometrfa), morfismo de dlgebras asociativas tal que ¢, 07 =
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: i' o ¢, Se. tlene (,a; 9 z(:v) 7 (,a,('c+ KQ) = z’((p(:z:)) = (p(:E) + KQ es decxr cp,(m) <p(:z:)
:Vr(ver secc16n 1 1)
Cons;lderemqs‘ el dlagrama
i i b g i (V",'Q”)" o
¥ o SO 1/;

v L ov,@)

v oVv.Q)

Entonces
(1, 0 0.)(6(@)) = . (. (i(x)) = . (p(@)) = 7 o Yh(ip(w)) = &"((3 °,‘p)(¢))
- (Z-/(; (o ;0)7)(-%') = (o). ().
También
¥, 0 o, (lewa) =¥, (lew,an) = 10(v",Q'f) = (¢ o ). (lowa)-

Las dos propledades anteriores 1mp11can que. Cl es un funtor covar 1ante de la

categoria dc Lﬁpﬂ(.lOS C;ll(l(hdtl(.OS a la cat cg,ond. Algcbl

a.LlV'IS: ‘on undad ochtos)

Lspacxos Cuadr’itlms (ob]etoa) : Algebras Asoc,l
; =>

Isomctrms (m01 ﬁsmos) S Morﬁsmo de zilgebras‘(morﬁsmos)



14C(V,Q)es un Algebra Zsy-Graduada.

Sea la isometrfa'y = —Idy que cumple el signiente diagrama

v —— Cc(v,Q)

- ldy SR (-Idy).=a

Dntonces

i) i) & (i)l

s fieil vor que los igen-valores de @ son —1 y +1.
Con lo que o -
C’(V Q) C"(V Q) eC! (V Q)
donde C*(V,q) = {z € C(V Q), a(’c) = 'z,} y C'(V Q) = {'1: € C'(V Q); a('z;) = —'1:}
esto es CO(V, Q) = ({1,1;, uu}hw y C‘(V Q) = <{v1 'U2k+l}>kez
Ve que, S , “ o

Simye CO(V Q) en ‘k"{nces a( z,y) = a('v)a(y) =y € OO(V Q)

Parcm 2 y E C':‘ )-luego a('Ly) = a(b)a(l/) = (—1)( ‘y)’— 'm/ e C(’(V Q)
Size C"(V Q) yy € Cl(V,Q) asf a(w) = a(%)a(v) (-’”)(*?/) = —my €

(v, Q).
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Sl v € CO(V Q) y z € CI(V Q) entonces a(:vJ) = a(:v)a(J) = (-.'B)(J) i—ra:y €
) -

BEs decir.

| C"f,C%j;c;@ff? G

(londc v € {0 1}, sxg‘tlen la tabla. (le sumar de Zz

Las propleadades anteuores 1mphca. C (V Q) es una élgebra asocmt;wa con unldad

niversal.

k Deﬁniciéhr : 3 ea un funt&' ci'rbi'lfaﬁO k(':o'v’ai‘iaﬁl,ék' T ; e ‘ld.cpal,egorz”arc : a la cdtegdria

Set, un objcto g

vcrsal (secc:én 4 a) pam T 0.9 el par (C a,,) donde C" es un obycto_~

enCy ao es un clemcnto (le T(C ) (lc Lal manera qu para ualquzer (0 objeto en C

o 1/ cualquzm elemento a cn ’]’(C) m/s‘tc un umco morf'smo ot C —C con ,zmagen
funtmml . ,tal'que a=uaq, (a.,,). L

Nota 2 E"n el apéndzcel ‘.s':ey'pﬁleba‘ que 'ufn objelo univérsal con la definicion 8 induce

un universal desde ag

(C(V,Q),9) es

s'cil del lz'l;li',n(‘;kor, -

Py * {Algebras on unidad, sobre el campo " } —» Set.

Para un dlgebra asociativa' con unidad Ay v e V. = - -

ey (4) = {a v A Imeal o (v) 1;)1,‘} = Clif[(V, A)
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en objetos,: y' para morﬁrskmos' :
‘P(v, )(/\ A] - Az) = A,

A {7' V — A,, 2('u) = Q(U)lm} — {s v —>A2, 2('u) Q('u)l,qz}

" tal que

A(r)=Aor

Se tiene el siguiente diagrama,

A—29 Glipf(v,A)5

donde -f_,(z) = Toi, 1dent1ﬁ(.ando con'la deﬁnlclén Cr = C(V Q) a, =i, C A,
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Un objeto u'niverskal mduce dos. fuﬁtbréé Cé.néx\'li(:::os'(vely'fsec_’c'ié_h 4.5.1);H (Cor—) y

H(— Co), covarlant;e y contra.va.rlante respectwmmente.

Consxderemos los funtor&s cova.rlantes T y H (CD, ) de la. categorxa. Ca la. categoria

Set.

Teorema 5 La trqnsfo‘;}mdcgénfnaiizmz (13@0;,,;)3;_ T_ﬁ H(Co,—) dada por

C B(Gaan(O) :

es una biyeccion. de cbnj'zin[,o.s,,‘

Para T contravarianie usamos.c Juntor ’candnico H (—, Cs).

Demostracién. = -

Sea al,ag € 7(0) donde a| 7é 0.2, supongamos que a“, = an2, Iuego las 1magenes ‘

"a,,a.(ao) ent;onces al a2

funtoru_mles am. = aﬁi'.;l(laCIO‘(llle

ignacion (Incn.n,,)(m T(C) -

lo cuul es una contrdclicéiéh.» Asi:

o es’inyectiva . :Mds.

aun Ia a51gnac1c’)n es s1cmpre suprayectlva

ar— (I)(Co ﬂo)(o)( )

Da(la. al €, H(Co, C) ol)tenemo a. T( al) y al.(a,,) =a € T(C) clarament,e' -

‘I(c.,,,;l,)(C)(a]) =a1

Con lo q'ue ‘.'D(( ﬂl,)((/) :‘T(C) —_ II(CD, C) es una: blyncuén cntre conjllntos y

D (Co,,,a)(C) es un 1somorf1~.mo en 'm-:(.a,tegorla.- "
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10 =Ty
- "a)(x)l l‘,,wn )
H(C,,,X)H'(C" ')U)H(C,,, ') |
es decir o 5 SRR
@@MWYND ma:ww@wﬁm
Demosti‘acién’ ’

Para cualqmer a{E-T(X ) debemos tener B

“universal del funtor T )

v| = _:'v.'

Cp T(Ca)
donde v = B(c,a)(X)(a1), a, = fy‘(aa) 0.2 k T(f)(al) y el morfismo ﬂ C, — Y

cleﬁm(lo como (8 = (I)(cmao)(Y) (T(f) (al))
Pero también 3 y f o 'y E II(C',,,Y) satlsfacen Bi(as):- = ’az Ly (f o ')')‘.(a,,) =

U°%@0—fWWM—fme

;,az ent;once.s por 1'1 umu(hd (lel morﬁsmo

Lcncmos ﬂ f °7. I

En rcsumen, si (Co,ao) cs un ob Jcto umvcrsal deknn funl,or covmrlant‘.e I’ C —

Set, OXIth una cqmvalencm nauual ‘I’(cp a0) € de los funl,omb T y II(C ) Podemoq
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declr que T €s un funtor r epresentable y que la. equwalencxa. natural ‘I’(c., aa) €es su

representaclén.

" De manera similar para funtores contravariantes.

cuya i‘ephés_éptaczq Doy equzbalencza'.naiﬁml entre los. funtore.éwc‘p('vm'

y HOwD.).

1.6 Naturalidad de las Algebras de Clifford.

Ya que (C(V,Q),i) es un objeto universal del funtor
Pyt {Algebras asociativas con unidad, sobre el campo k (k =R o C)} — Sel,

(C(V Q) 7) m(luce el fumor canémco II(C(V Q) —) con cl cual se cst,ablece una' :

cqmvalencl , el gp'(vQ) _y [(C(V Q), : ),i.dnnr mas w(vq) ‘es replc-

scntablc ysu .cntacuvm cs I[((J(V Q), ), o que }mce a (G’(V Q) 1) naturalen

un senticdo técnico.



Capitulo

Clasificacion.

Habiendo calculado el Algebra de Clifford y mbst;radé prdpiédades impvorta.ntes como
la universal, la definicién del funtor (le Cllfford eLc, podemos, usa.ndo teoremas

de periodicidad como Chro ® 02() =~ C,, 2,0, C’r' ® 01 1 = C}+1’s+1, entre;los,mas B

1mportzmtc.s, Junto con propledades dcl producto Lcnsorlal hacer de orma mduct,lva

las dlgebras reales obt;enl

) = «:(2[ ]) eacr:(z[ ]) pcu’f

Cliﬂ'ord,‘ y (l&x(lzi la’f[ormaj_(l‘q as dlgebras. de -Cliflord reales K (2%): (' (2") EBK (2")

donde K =R, C; H, se niuestra la' c~<1stcnc1a dc una reprcsentaclén 1rredu(,1blc pam ,

39'
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el caso par y dos para el caso impar en el dlgebra de matrices. Siendo fundamental

para la definicién de los espinores en el capitulo 4.

2.1  Algunos Teoremas Importantes

Sea un espacio cuadritico (V,Q).
T

SixeV,x= y xT = (zy, ..., Zn), la forma cuadréatica se escribe como :

o P

(2.1)
donde o er, (IVIQ),J
vertibles (;01!} (.nt;la.clasen c}l"‘c ‘
* Decimos ‘que; tibs form

tal (le:l(—}’ Q (x) @

asi

B(x;x) ==‘xTMQx o (22)

con Mg = M} = diag(—1,...,—1, l,v...l ).

r. El
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Propriciéﬁ,]_,:,'Sea piVo— Vf una 'bisométn’a y. B ﬂo degenerddd; entoncek.sj p, es

inyectiva., -

Demostracién.
7 ,u una lsometrm entonces B (,u,(:z:) ,u,(y)) B('z; y) para todo z,y € V Sea E :
K er(u) asf. B('v J) (u('v) /J.(J)) —‘ B(0,y) = 0 para todo y € V, luego = = 0 ya

que B es’ no degenerada, con lo que Ker(u) =01

etlste un: umco‘mmﬁsmo de dlgebras h : C(V, Q) — C(V', Q') ya que ((#' o pp)(x))2 =

Q' (,,,(T))1 = Q(T)l
1

ov.Q)

LI AT I
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ero o~ _,con C
_p Q+ 7 Q W—/

cumple CT C C‘ =

det C= (4)™, asf -

Ahord (Cn Qs) y (Cu 'a+ar

Qa(z) —z, +z§ SR =22
Qs'ks?’(z) = z% BENES + Zogs T Fgyst1 T T Zn

8-+3

pero @, =~ Q,,y donde -

C—qu(l ,'1, 1,. 1),
\_\,_J RUAgs i) ‘
Sv a',, g "_(8*_81)”

cumpliendo C7' = C, C* = C™! (unita"riav)yf_yY:det;'th—'—- i Asi para las dlgebras de

Clif[ord tenemos

L OC,Q) = O(C,Quy)
cl resultado valé para téda s 6{1,2, , n}por lo tanto
C(C* Qs) = Cly
donde Cl, = C(C*, Q4) 'y Qo= Q_,...,Qn = Q-
Proposicién 2 -

Cln = COZ\)C(),H ‘

Demoslracion.
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Sabemos C" =C® IR" (v'er; é.péndiée 2) y,v:C(r),,, = C(R",( '4'_), lo que debefnos

mostrar es-
C(C®R",Q5) = CoC(R", QL)
‘donde:”
) ol n s n
Q:C"—C, Q) =) %, QR —R, Qx)=> =
BRI S S k=1
en ambos casos
M, = M, = diag(L,...;1). . -
Por la propiedad universal d?ﬂ ‘zilggaibraikd'e' Cllfford '_tehemovs el siguiénte diagrama -
conmutativo

;!

CoR' —— C(COR",Q%)

idei

_ Cac®".G
ya que ((id ® i)(z))? = C@Q‘,’,A_ (‘z)l, :<"lonydre Z‘G:C". 'Pefi'o h eyrsksupryayyecl;ivak-y

" dimp(C(C®R",Q5)) = dimg(COC(R™, Q7)) = 2%

entonces h es.un'isomorfismo.l

Proposicién 3 - Sec cumplec

Demostracion.
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. 'Con-lo hecho anteriormente 'baéta'proba.r que Qo = Qon. Dado quela forma
cuadréitica

Qno('vl: a'n) = f(mly-f ,zn) = —fL‘? e T mvz-s =xT A/If x

-y la forma Cuaclrética¥ i

tomar C' € GLn(C) |

Lema 6" Se tiene

L) CorC = CorC

i) CorH = C(2)

i) HogH = R(4)
- Demostracion.

i) Sabemos de la seccién 1.2 que C) o= Cy C'dy;g R & R, por la proposicién 3, se

‘sigue

C&C10 2 C®C = CoC,= CORGR) = (C®R)GC @ R) XC o C.
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ii) Ya que tenérhos C’é,o = H, Copz E~R(2):‘e'r“1ton'ces

iii) Para la dimensién tenemos dimg (H ® IHI)k —16 = dlmR(R(4)) Sea w la exten-

'—bl + au + c'y —

+ e + bfy - ah, w(l.®K-) (J)

; w('y®1,) (y) a1 +ca + b'y +~

Propos,iéiéh“ 4 (. Pemodwzdad mddulo ‘dos)

Cno ® Coa = Comsz
Com & Caio e
Demostra'circzﬁlrlf u
Sen ¢4, ., en42 base ortonormal de R™2, .., ¢} base ortonormal do R* C Chy

y €], e} base Ortbhormal de R% C Cpy. Definimos la funcién f tR™2 s G0 @ Chy
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en los elementos -base, como -
e®e'1’e’2’ ,pa.ra,1<i<n

(e,)_»'_
1®e" ﬁ', para7—-n+1 n+2

ara1<z_7<n se

inealment, pa.r

a 105 demeis elementos Ahoxa..p

y extendiendb, 1

0. Co ,lo"que f(a:)j'(:z:) = (a:)l ® 1 para toda

z € R""‘zwvasf por la propiedac

: de Algebras f Con,z —
dlm(Cn,()®Co'2) =" 2.: Sc s;gue que : f e.s un 1som_orhsmo. La. prueb:
Copn ® C’z,o = Criap- [ref:14] . ol

Ejemplo 5

Cio = Coa ® Cao = Cop, ® H 2 R(2) @ H = H(2). -

Proposicién 5 (’Perioydicida’d 'r‘ryvz‘dydul‘a cuat’ro ).
Cnl 4,0 & 01.0®C'40
COnH = COn ® 004

Derhbst;i‘ziéi&ﬁ o
POI' la proposxmén £y ('nm 0= (Jl)n 42 @ Cop = Cpo® (Con @ Co, o) 'n,0 @ Coa-

Andlogamento pard. Co nigg = Co n  Cpq. 0

mverbal del zilgebra de Chfford ‘existe un rnorfimo
CnO ® Co'z —Yd. que f es supla.ye. twm y mCo n“ =

s aneiloga. para.

1]
i
i
}
{
E
:
i
|
!
E
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Ejemplo 6
Czo = R(16)

Guo = o @ Cup & H(2) 8 HE) = (HE R(2)) ® (M R() = (R() OR@) @

(IHI ® ]HI)
R(4) ® IR(4) R(16).18
Prbbqéici&h 6 (Periodicidad méd@zo" ocho) ‘
Cntso = CnO ® Csyo ‘— C'no ® R(lG)
Cosm = OOn ® Cos = CO'n ® R(16)
Demostracion. .

Usando el feéﬁltziclo dc—: la 1)rop05i6i6ﬁ 5 Cn ,.é o = Cn+4 0®C4 o = C 0@C4,00Ca =

Cno ® Co a ® 6'4 0= C,, 0 ® Cgo Anzilogamentc?pm'a C()g n = Co » @ R(16).18

‘PIOPOSlClén T
Cr'-H'.s‘»H = Cr.sivl(g) Cl,l‘ 8
para toda r,s > 0.

Dervno‘straciéryl." -

Sea unaklknbas‘e ort‘.ogonal €1y eey e,..H,el, ,s., N para IR’ ho+2 t"tl que Q(c,) = 1 y
Q) = -1 para toda 1, 7. Sea Lambxen el, e,,el, . ,6 ba.se ortogonal pzua R’ ke
C.,y €} el para R%, deﬁmmos la funcién °’f ‘IR":;* *% —> Cr_., ® C| | como’

oAb e Qs)c’,’s’l’ p¢ual<7<1
fley=94 =

1(>_:>~cl‘ ’ pm‘a i=7r+1
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‘ A ®c’1’s’,’ para 17'§7j <s
flea) =4 .
D 1®s o a.ra. j—s+1

y extendiendo lmealmente Por la propledad unlversal de las é.lgebras de Clifford

" existe una funcién suprayec;tlva f Cr+1
dim(C,s ® C'l 1) = 2”rer2 ntonces f es un 1somorﬁsmo [re S 14]

Anziloga.mente para C,, sre = C,,,,, ® Co s‘ e E |
Proposicién_fs | ;
SR ' Cun =R
para todo n € Z'F

Demostracién.

De la proposmlén 7 Y ya: que Cl 1 =2 IR(2)

Cn.n E‘; Cn—l n—l 60 Cl I - Cn—2'n—2 @ C'l 1 ® C'l 1 —Cl 1 ® C] l RD... ®‘CI,L

Tl

= 71R(2) ®.® IR(2)1%' R(2").H
Proposicién 9
Crin,sin = Crs @ R(2") = Cru(27)
Demostraciéh .-

Lo probaremos por induccién..:

Para n.= 1, se sigue dc la proposicién 7.

Supongamos que es cier_‘ to parg n y{prébemo pzira n+1, sabiendo que Cy,; = R(2).

C"'""""ﬁ'H#Fl = ‘Cr +n,skn @ Cl 1 Cr,s ® R(zﬂ) l 1= Cr,s (] R(2n+l ).

o
. prop.7 I p

.;®01 1 yya. que la dxm(C,H _.,+1) =
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Proposicidn‘lO ‘Vale lo siguiente:

r

c .
b il
.Healm,,', Ry
C"°=,< H(Z) : ﬁ=4
e .c(4) | R
’ffR(S)-, e

| ,R(s)gm<3> RS IOs
{ IVVR‘(iG) T s
hR@R‘ ; Coos=1

R®)  s=2
c@) .
Cos = 9 H(2) i re=d
feH(2)eaH(2)f Cass
k;lHI(4) “ - : .
) | .
,.L’R(ls) ', Ll

Demostracién.

Pa.ra est'.af(lemostracién usaremos las proposiciones 4 y 5 y I;is bfopiedades del.
producto Lcnsorml que se (lemucstran en el apen(h(.e 1. |

Sabemos de la xeccm')n 1.2 que Coo &~ R C1 0o = C Co = IRGBRIR C1 1 N R(2)

C()Q—R(z) Cgo—]HI
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EntonceS' ‘

Cos = C]O®Coz x C®R(2) C(2)

Cs,0 = Coa ??, ,C,,'g. :

(R@R)@]HI

(R®H)EB(R®IHI) He H.

H@m®mm”

(1HI ® R(2)) ® (IHI ® R(Z)) =

' :CQO—CO'R®H C(2)®]HI (C@H)@IHI C®R(4) C(4)

C() 6= Co 2 ® Co’ (2) ) ®- IHI(2)

Cao = 040®004 :H(2)®IHI(2)

'm®®mn~mm)

Cso—ct)|®C;o’iH(2)®]HI( )

m@®m@gmum-

mm®mm®m‘m®®m Hm

) R(S)

(R(Z)QVIHI) ® (IHI ® R(Z)) =

= (R(2) W) © (H o R(2) =



51

Proposwlén 11 Para k € Z+ se twne lo szguzente

r

» C(24’") SR r= ékv+i
HEW) o = 8k +a
H(2%) @H(2%®)  r=8k+3
]HI(2‘“°L+1)' L o r=8k+4
Cro = 1 S :
C(24k+2) , Lo r=8k +75 o
f R(24k+3) : . r=8k+6
* ’R(24'~+3)®R(24'~ H*)f ' ’r%ﬁsyk +7
' \ R(24k+4) L | r =8k +8 |
r‘R(z'“»)epR(z“) | o s=8k+1
R(2"" H) : s=8k+2 |
1 ¢ C(Zu.u) ' e=gktd :
» EiH(24L+1) | s—8k‘+4
Coa = Ahes S
I H(24”1)®H(24W) s—8k+5\
i_H(2““) Dt s=Bk+6
- g2ty ) : s=8k+7
\ R@*H) . s=8k+8

Demostracién. -

Se usard el método ihducﬁiy@ ademds de los 1fesult;ados de la seccién 4.6.
i)Vale para k = 0 el cual es" el 1%%1116#(16'(1&3 lz;. proi)ésicién 10.
11)Sli1)ongamosv clelto pam k‘ y’qe demostmr'i para k + 1

(/S(A. 110 = C(RL H) +8.0 = GBL H 0 ® Cso = C(Z‘”") ®R(16)
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C® IR(2““) ® IR(Z‘)' (C QjR(Qdk‘+4) C(z4k+4) C(24(k

G B+ = C'0:‘(:' : )+s‘ = CosA+1 & Co (R(2“) ® IR(2‘“)) ® R(2“)

®(@) O R(Z) @, (R ©R(2Y) = REEHD) @ REH).

- Asf pa.ra. la.s demés élgebras =

Proposicién 12
Cr 30®R(2a)— r—30(2 )’ r>s
Cr,s —_ C(Rr+syBr.§) = ‘R(T‘),' PN : n
. ; 'C(i,r—a,® R(2r)’ > 8

rnSsEZY;r+s=mn.
Demostracidn.
Si r = s entonces
C,.', = R(2’)
se sigue de la proposicién 8

Para 7 >s T—8= 1n>0conloquer—m+sy

Cr,s = . 9,049 E Cm,0® _Cs,s g m,0 ‘® R(2s) = Cr’_’.;;o R R(2’) o Cr—s_o(Zs)..

Para 7 < s tenemos s —7.=n.>0donde s=n

+ 7 asf

® R(2r) g CO.S-T (21-)-

Obscn v-1cu5n 2 La propo szudn anterior.conliene todas la.s alqebms de Clifford reales

de (hmenszdn ﬁmta, con.; forma bzlmeal no- degenerada
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Ejemplo 7

Csy = 02 0 ® IR{(2) ]HI ® R(2) IHI(2)

C] 3 = Coz ® R(2) ]R(2) ® R(2) R(4)

es decir

H(2) = C(R, (— - ) 9§0(R4 ( ,,’+’, +,+))§112(4)

Como hemos v1sto, la: 51gnatu1 a cT(B) =s5— T de la forma bllmeal B puede ser
mayor, menor o 1gual a cero con: r —,N'ume'ro de —1 ;8= Nume'ro de 1 yn=r +s
entonces
ro= 3l—a(B)
s = zn+o(B),
asi que

) Cr,s = C%(n—u) ,%(n}a')'

Obser V'1c16n 3 cr(B) = r—'s =g (n—s) = 2s—n luego paridad 0(B) = paridad

n, es (lecn O‘(B) cs par St 1/ sdlo si-nes par y (mdloqamenl,e para el caso impar.

Proposicién: 13,

C'|,| 0 (22(" '”l)) p(wa O’(B) <0
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Demostragién.
Dé la. proposxcuin 12 tenemos
Pa.r'a,r.‘> s

- Cr,s = C— 0 (22(ﬂ+a)) = C| I 0(22(7; |¢7|)) con (T(B) <0

ycuandor < s

Crs = Cop (2509) = Coo (230-1D)  con (B) > 0

Se sigue

Crs & Cyin-o) 4 (nte) = Cltiol-o) ,§ol40) (22( ey

Proposicién 14° Cualquicra que sea o(B) existe, »de‘ manera unica, la descomposi-

cion
emmaeen
dondem,EquE{O 1 2 3 4 5 6 7}
Se dice q = a'(B) (modS) ,
, qesel i‘cSt‘.o“:de dividir b(B ) por 8.
Sx U(B) < ‘en esm es Lél\’m‘aybr entero :heg‘atWo tal que 8m <:o(B) asf

q= O'(B) - 87n .
51 0(/3) = 0 entonces 0 = 0 +8 X 0 es dcc,n O = 0 (mod8)

Finalmente o(B)—q =8m el cual es un’ nimero par por lo que paridad o =

paridad q. 1B
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2.2 Forma Final para las Algebras de Clifford Reales
de Dimensiéon Finita, con Forma Bilineal no
Degenerada.

(i) Para la signatura o(B) = ¢+ 8m =0 ddnde m € Z implica que g = 0 (signatura

médulo ocho) y n.=p +q es una. ca 4 g 1§I'reé iltado de la proposicién 12, y

(i) Pare g = 1 entonees o(B)
Si 7(g) > 0 usando los resnlta

del producto t;onsonal bb(jeri'emés:

- = (RET) @ R(2'™)) ®R(2H1-8m)

= (R('™) © REEC @ R(aHC1-m )

2 N
Si o(B) = 1+ 8m < 0 implica m < 0y |o(B)] = —1 —8m = ~1 +8m] asi

Cmoro(2H =8 1D) & G| y-iygr, o(2H 4181 )
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,,—Cs(|m| 1)+7 0®R(22("+1'8|'"|) .

= (R(21C1 -3 @ R(24 | ""'-%H-?i))' ® n‘it’(z%f( ***.ﬁ,*- slm)y > R(2°7) @ R(2°T)

(i) Para g = 2, In gnat :
Co,2+sm(2‘%(é;’2’;;;é)) %'002 @R(2EC27om) R(Z""‘“) ® R(z Hom2-sm)) o
o men
Con o(B) =2+ 8m< 0 é;ltohées m EZ“ , | 7n |=—my
C_z-sm.o(2%("'F2_8|'"|,)) '5 (J'o,slm|-2®R(2%("”_8'"")) = Cd,‘s(|;,,|;1)-eo®R(2%(n-l~é;slvnl) =
i ]}%(24“"" l)+3) ®1}§(22(.;t yjzs|m|))~'

R(2%)
(iv) Para ¢ =3, la signétu;‘éx es (T(B)=3 4 8m =0 se signe -

Co,gmi3 (23(n=8m=3) = Co.VSr‘r;;Fsy ®R(2%(n-8m"‘)) = C(2‘"ﬁ*’“) ®»’R(2%("k‘8m‘3))
NC®R(2hnll)@R(2—-—41n—1)NC®R(2 )N Sk

C(2%).
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Para sighatuxfé O'(B) = 3 + ¢ : Sl ) |- —3 + 8 | m | luego R

Cslm|+30(22(’n+3 8|m|)) A~ CS(Iml 1)+5°(22(n+3 8|m|)) C(24(|ml 1)+2)®R(22(n+3 8|m|))

o C®R(2[ ])

ey
(v) Con q = 4 la mgnatura es O‘(B) —4 + Sm
Si o(B) > 0 |

00,8m+4(2%(ﬂ'_8mf4); )N Co o ® R(Zz(n—Sm—ll) ) ~ H ® R(24m+l) @ ]R(Qz("‘"s"‘_4) )

Para cT(Bk)“< 0

m <0y |(;-(B)'|'=,—a(13) = ‘—4 - s'm‘ =,—4 +8lm| =8(Im| — 1) +4 asf

Cslml 4 0(22(11 4 3""')),"’ 08(5: - ®‘Rﬁ(2%(r‘l;+»d_8’|7hl))

(v1) Para g = 5 la 51gnatura se escrlbe O’(B) = 5 + 8m,

Si cr(B) >0

Co.srm»"-:v (213 ("_fgff'fi)) = 00‘,81‘1,1+5 © R‘(Z% (n—-8m-5))

= (MO RE™) 0 HOR(2'™)) @ R(2H-5-9)
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n-—-l

(IHI ® R(2"‘)) ea (IHI ® R(2_‘)) = H(z—"") & IHI(z—“l)
g,H'(z[%l%,l)ﬂé"n(z[%l'-'»

-Si a(B) <0 i , B
implica m <0y el valor absolut:o dela 51gnat;ura ID’(B)l = —5—8m=—5+8|m|
efltonces < » ‘ ‘ ; ’ :
cg.;,l-;,;,(é%<*%5l;*'-5>) é"cg;i;.{_l);;,;'g R(aie-om-9)

sl'ﬁlf,ﬁj) '

(H(24(lml 1)) @H(gd(lml 1))) ® R(g (n—

~ (H® R(2“""' 1’) ® R(22<" jmi - ‘5’)) ® (lHI ® I11(2“""‘| 1’) ® ]R(”("—B""| 5)))
= el e

(vi) Sig= 6 se tiene cr(B) = 6 +8m

Con O'(B) > 0

CO,Sm-H}(2%(n—787'nﬁ_6))A gCO,Sm&G ) R(z%(n—&r.n-ﬁ)) ~ H(Qdm-i-'Z) ® R(Q%(n~8m—6)) o~

H(28)

Cono(B) <0

entonces m < 0 y |0’(B)| ; —6>_ 8m = —,6 +.8 Iml
CSIm! (‘0(22("'6 8|m|)) = Cs(lml 1);20 ®R(22(" +6-8mDy

v ;Q_I_V‘H(Q:(([irm—‘l)) ® R(Q%(ﬁ»fcfslinl))
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=~ H(2% )

(vii) Para ¢ = 7 entonces o(B) = 7+ 8m

‘Sie(B)>0 T
Cogmsr(2HP=8m=7) 2 Gy g,nyr @ R(21P8mT) = C @ R(2™2) @ R(25-577)
= C o R(2* = c(2b])
Sio(B)<0
C'slml 7 0(22("” 8'"‘") = C8(|m| ~1410 ® 11?*-(22‘"‘r7 8‘"")) o
=C® R(za(lml 1)) ® R(zz(n +7— Slrn[))
g C(z[%]).-

Como resumen para (V Q) un espamo cuadrdtico de dimensién ﬁmta 'n., la forma

bilineal V x V £ k dmgonal 51métr1ca no degenerada con SIg‘natura O'(B) deﬁmda

como la dlferencm del numero de’ + y el mimerode —, y q la SIgnatura médulo‘ocho‘

g€ {0,1,2,3,4,5,6, 7} clondc (T(B) =q+8m ,meZ. Satlsface los s1g‘mente (Para
la pamdad se tnene par7dad(q) parzdad(n) = pm zdad(U(B))

(i) Para q = a(B)(modS) =0, 2 ('n. par) |
. c(,v,fca),s R(é'-z‘)';, 3
(i1) Pam q = U(B)(mod 8) =1 (n 1mpar)

C(v Q)= R(2[ 1) @R(z[ )
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(ili) Para ¢ = cr(B)v(r’nolcrl 8v) =3,7('n 1mpar) .

- ow@ =cell)

(9 Pare g = o(B)(mod) =48 (v per)

| omaEmer

() Para g = o(B)(mod8) = 5 (n impar)

ow.0) = HEE) e HEE)

‘5(2‘,5'1?)7 _ ,»1:,,5,’(.'2%{‘? iy
welencly

Figura 2:1:" Diagrama de Hurewicz.
Se sigue del resumen anterior.ll

Ejemplo 8 Cay entonces n= 26, a(B) = 1— 25 = —24 = q+ 8m. ast que.q =20 (lu

si_qna.t}ura mddulo ochb) y m = —4 por lo lanto Cas ’:—:R(22TG) = R(2"). :




el ca.pxtulo 3 que cn la. complepﬁcacxén estas dlgebras comculen

2.3 Algebras Complejas.

Como vimos en la seccién 2.1, dos formas @ y Q’ soxi equiValentes,si ‘existe C €

producto tensorial con C (ver apéndice 2)

Cﬁs'::____ C®Cr,s
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iffor 'segun su mgna.tura. médulo ocho ks e

Pa.ra q = a(B)(modS) = 0 o 2

C@R(zz)‘* ' .
= c(2?)

Para ¢ = 0(B)(mod 8) =1 |

co®e) or@l? ])) o (C®R(2[”])) ® (C®1R(2[ 1)
i ~C(2["])e;<c(2[ ]) L
Para g = cr(B)(mod 8) = 3 7

C®C(2[ ])~C®CNR(2[ l)~ (CeaC)®R(2[ ]) ,

(C@R(2[ ]))@(CooR(Q[ 1))
= ~C(2[ ])@C(z[ ])

Para q = o(B)(mod 8) = 4, 6

C o H(2[2]- ‘)~«:®H®R(2[ 1 ‘)"'C(2)62>R(2[] ‘)~C®R(2)®R(2[ -1y
scplt)

Para qf— U(B)(mod 8) =5 s

,C@HMIU@HMIWV%C®mﬂJ> @®H&””»~~ 

((Cc91HI®R(2[ - @ (C®]HI®IR(2[ - '; ((C(2)o_<)IR(2[ 1- )ea(«:(z)@na(z[ - 1)

~c(2[ ])@«:(2[ ])
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Es decir
Ty o e - si'n es par
c™ = %) (2.3)
(C(2[%]) D C(Z[%]) si n es impar

n ezt

2.4 TUna K-representacién del Algebra de Clifford

Definicién 5 Sea K 2 F un campo que contiene a F. Entonces una K-representacion

de un dlgebra de Clifford C’(V, Q) es un K-homomorfismo de dlgebras

 pOWQ) — Home(WW)

cuya imagen estd ‘cn cl dlgebra de funciones lineales de un espacio vcctorial de di-

mensién _ﬁni'ta{ W sobre ]
il madonn C(V,Q)—médulo sobre K. En notacién si‘mpliﬁcada

El espacio W._

podemos escribir

para x EC’(V, Q)y w‘:iér I/ Bl producto’ a‘rpnltil‘;ilpacién(pl:é 'Clkiij’fc')i.'dk_ '

p unK—l Qii}o iib fismo am 176r_1k"1c-lmeal._c'jué;

puede ser-escrilo de una manera no lrivial como suma directa (sobre K).

W =W @ W,
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- tal que p(:z:)(W) c W pam ] = 1 2 y pam to;io T € C’(V Q) Note que en este caso
podemos escmbzr
P =1 Ox Py
- donde p;(z) = p(z)|w, para j ='1,:2.77Una rreprggéntacién,e.sllamada irreducible si

no-es reducible.

vectorial K™ es., salvo equivalencia, la inica representacion real irreducible. de K(n).

El dlgebra K(n) @ K(n) tiene exactamentedos claées~gl(:“:eclilivalencia de repre-
sentaciones reales irreducibles, tla(lé por o
o () =p(n) oy /7_1(-'1?11-""2) = p(w2)
actuando en K",

Demostracién.



fssf

Esto se sxg‘ue del hecho que las élgebras K (n) son’ mmples y las élgebras sunples

tlenen una representamén 1rreduc1ble, salvo equwalenmas Ver [re f 13]
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TESIS CON

: EALLA DE ORIGEN



Capitulo 3

Algebras de Dirac y Pauli.

Como casos importantes de la [fsica en este capitulo se estudiard el dlgebra de

Dirac que tiene como generadores algebrafcos las matrices vy, las cuales satisfacen

{'y“,'y,,} = 21,1, donde 1, = diag(1,—1,—1,—1) con _signgtilra 0'(77#,,)=—20 e

e -Minkows-

T = diag(=1;1,1,1) ,vcoxl_nr o(7,,) = 2 son métricas ep‘.~el’espacio'
ki M1, Co'rno;k’lo‘sy—-fé'r‘iérriénoé fisicos no dependen de la cleccién: de la métrf_virca,i se

muestra -la necesidad de la complejificacién de las dlgebra

C(R’,ﬁlw) gkRV(LI)‘,'las'vcuéLl(;s coinciden en elalgebra

También se encuentra el dlgebra de Pauli ¥ se

subdlgebra par del éilgebtq (Ie'Dirz{(';":.

Nota 3 Un' espacio vectorial V' sobre un campo ‘F, se dice que: es un espacio con
produclo interior, si ewisle una. funcion F-valuada (, ) : VXV — F, tal que
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satzsface la.s cuat'ro condu,zones szguzen.tes, pam toda '1: y, z € V y a € F.

(2) (:z: .'1:) > o y’(:n :1:)=

) @+ 2 = 0+ (w +2)

, ,,(i,ii);(x,,évva)"="‘ff¥(% y) | i

wa: cuadrédtica deuce un prodﬁctb

interior.y con’ ello-u acio normado (“espacio mélrico).

3.0.1 = La ecuacién de Dirac para la Particula Libre.
Si consideramos la relacién no relativista

H =
~2m’

sustit;uyencl.o en (3.1)

P = P =—ilV - (3.2)
H = 7',’1@:5

de ambos lados el vector de estado 1, obtenemos la ecnacién de Schrédinger para una

Pitrl}l'culéx libre" s
e O (33)

En el caso relativista

H = (clp +m c")'/2 (3.4)
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sustituyendo por operadores; obtenemos *

e

a2 @Pramyy, (35)

la cual no es agradableya cﬂlé‘,eyic"isytye;aéimgtrfaier‘i;él_"tr;i_t;arhieh_to del‘tie'mpvo y.del

se siguerdér (34), K

H? = 2p% +m?d!,

y hacer la sustitﬁéiéh (3.2), con algo de iilgebrd,' tenemos:

L% P

llamada ecuacién de Klein-Gordon:: Esta ecuacién'es un buen candidato para

particulas como piones, kaones, etc., es decir particulas con espin cero [ref.19].

3.0.2  Ecuacién de Dirac. -

Otra forma, fué desarrollada por Dirac. - Si consideramos que la cantidad dentro de
la rafz en (3.5), puede escribirse como un cuadrado perfecto de un término lineal en .
P .esidecir.,

¢t PP+ me’ = (cap Py + ey Py + ca Py + fme®)?,

=(c@. P+ ﬁfﬂcz)2,
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donde &, 8 pueden ;déterm‘iparggkcpri}'ﬁgf?.hdd los dbs‘la;doéi de la g;ﬁ}éd&ﬂ,ipgﬁé. ello

(P2 + P;f +

Consideramos @, (3 espacialmente independientes;: que ‘es razonable. para una

particula libre. Entonces se debe tener:
f=p=1 (i=z9,2),

;o 4+ oy = {ai)a;}”:,o ('L #‘7)’
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Asf la ecuacién de Dirac

w2l = (7 P+ pmey. | (3.6)
Definiendo = _—
Yo=Byvi=Pas=| - i

las cuales cumplen

{’)’i: ’Yj} = —26;1, '7(2) =1, {7 Yo} = 0,
es decir
et = v =m0l ‘ (3.7)

donde "771‘“; = dm.g(l,-—l—l,—l)cs la mét.rlc.a. de Mink0wski; Yo es hermitiana - es- -

decir 7§ = 7o mierntras qu a,nti;h‘é'i‘m’it;‘.iéhas vl = —;. La

eciiacién (36) po emos. escribi

(3.8).
: ) ol ) .
donde z® = ¢ct, y ¥ ="|. ’ ,cony : M — C, también llamado espinor de

Dirac.

Nota 4 Operador de Dirac (Leorta local).



Sea C°°(U CN ) el espacw lzneal de funczones andlztzcas ( es deczr que tzene deriva:

tal que D? = A es llamddb un ope’iizddr 'de Dzmc (lo’cdl)."

Sea D E AL—-; donde Ak son matmces de_N >< N con-entradas compleja.s
k=1 : S

Intonces

ZA‘@ 2( 5:1:2) ZA"“az 05 Z a 2+Z (A"A‘“”A‘)? zazﬁ'

k<l
y de la condzczén D2 A 1mpl1ca

A =', —1 para I,Oda k .
AkAl + AIA;,’- 0 pma Loda k#£1L

_ Como /chzmos cn la .srcczdn 2 45 sea’ p cualquzcr (C—represcntacmn

p,:‘JC(R?')[—%»EEﬁd(«:”')‘, :
en el dlgebra de 'endomorﬁ.’smkos,t las hzd&ﬁcfe.é p(ék)ﬂ donde {e,} son base de R", salis-
Jacen (3.9). |

FEnlonces (lc la. 7cpresentaczdn podemos def T, el opcmdor de Dn‘ac como

: I) Goo(Rn CN) _) Cco(Rn CN)

D(vo(mf)* D= Zm)
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Vdonde vemos que 1/1 C°°(R" CN ), para. el caso N = 4 y la métrzca de Mmkowskz

7;1/) € C’°°(M4 C") es deczr'z/) M4 — (I'.l4 rAsz"z/)( P, t) € C"’[revf.’3‘]v oA FE

Con las operaciohes_ dé»silma;, mﬁltipliéacién ent ' -multiplicacién por

,‘Minkorwski Mt = (R4,7,w= dvzag‘(ll,’i—l‘, ﬂ__,,-l)

Cc(M*) = ]HI(2)(segﬁn el diagrama 2.1) ex1$teu

matriz umtarla. S, :,.,f,':”,
'1."‘0‘1 0 1 i
U=—:| AR , 3.10
04 0 —i
con lo que podemos'déﬁnir‘lz‘ts_ »méitx;iCeé:—,
L Ti=UyUt, (3.11)
To=|. " p= RO ,j=1,23,
1 SN0 —day
que satisfacen
1-‘2; = FO’F} = J) y {F[L7r‘ } 27’,“/1 ) (3.12)
Si llamamos
oy =i in =y i = (3.13)
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las cuales satisfacen

V=9"=K :=—‘1, L7=—7L#N,v7h=—7ﬁib, KL= — LK =",

es decir :l;,’)’; Klﬂﬁu/édén»‘ ser idéhtiﬁc’ddbﬁ con las t;ires ‘unidades imaginaria del dlgebra

de cuaternios H con dimensién real 4
Se ve claramente T, c ]HI(2)ylasl6 fnéutfices linealmente independientes que se

dan a continuacién son bia;éeff;ara.‘ ]HI(2)Por lo tanto también para el dlgebra de Dirac

donde 1,To, ToT's, Tol'z, TaT's, y 1 T3 T' son hermitianas, y T, Tz, Ty, T1 T, ToTs, TaT'y, ToTi T,
T3Talg, Talol'y y Teli Tyl son anti-hermitisna. Para un clemento arbitrario en'el -
_dlgebra le_

d = 1 + aTo + Ty + ... + or2aToT 1 ToTs.



con 3, g, 1y ..es

_donde

donde

Q13 € R, si
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| También podemos ver que elélgebra. de Pauh es lasubélgebra. pa.r del glgebra ae,
De la dkeﬁniciéx‘l’débl élgebrapa.r enelcapltulo 1, seé‘gié\vn'l‘.l, ia éubtilgebra estard

-~ generada por -

define un 1sornorﬁsmo entre. (D,l'_c_ + Y P.

En termmos de la. replesentacw')n cua.termonlca del zilgebra de Dirac, este hecho

' se sigue de la mcluslén L v C(2) — 1HI(2) dado por
'1' — 1, opt— Doy, k=1,2,3
" que implica

010 4?11“2, 'szbfsk'—’,—rz'rs',az‘ﬂs = =Ty, ,Ulvdvsza",—* %F0F1T2T3-

Ya que K —vL’)’, un cuat.ermén arbxtlarlo al+bu c’y + dh,clonde a; b C5 d € ]R pue(le

o102 | , 0203 = | ) o203 | 010203 —
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deer;ldé verqueLoaéL+ Al:“rérom;:xrist':e' ﬁn Vi‘rsofr;o'rﬁsm;)' de é.lgebras p: H(2) — HI(2),

tal que po o= Ly
A51 ‘ten:érribs:
(1) = 1
P(Fo) 1_'01-'1.”;””
P(Fors) = I'ol'y,
p(T1TsTs) = Tols,
P(Fs) = —FIFZ, o

(F0F1F2) =. le—'a, : :

p(rorl'fzrs ”

P(Fzrs) = F sz‘s,

P(Fzraro) = Fzrar‘o,
| p(rsror‘l) = F. |
pef21]

“La fé'prééér:iltrac':iéﬁ: eSﬁén(lar, es: 11$ada Ppara obtélicr :el lfmite ~Ii0¥rélativiéta. ~5i -

escribimos 1 = [ | con'x, ¢ : M? — C? en la ecplaéiélnf(3.6)’;oblV;en‘enios el

¢
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" sistema de ecuaciones

m%

con la solucién x(t) = exp(l‘L;i)x(O) P
exp(i234)¢(0) parn onergin negativa 7

En el general, si (L) =e_tnm'1/)cn la.

E—~mc® —cp-

—¢F T E+me

. De la segunda écu'acién, ¢ = B2~ Pero E +1mc? ‘»E"'Tifrnkc? 4 2mmct = Bs + 2mc?
) E-tme > T DR E

me

N O
con s = BE—me =122 1 0 (m) , para velocidades bajas Es << 2mc? y

la cual es llamada’ecuacién de Panli::

Otra representacién para la ecuacién de Dirac es la de Majorana, si definimos las
matrices:

M =iy, k=1,2,3,
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la ecuamén (3 8) puede escrxblrse como:

(1roao+ Z Aka,c - —)w =0, - o (3.14)
k=17 Z B R :

de (3.12), vembsdué las mqtrlces )\kison hermltlanas y satlsfacen M= 1 {)\,, )\ } =0

para i # j. Sélo'la matriz que cont

e i
el intescarnblo de T con ), permitiré terier s seal
V= —\}—Q(XQ +ro)=% "’ i 0 01 (3.15)
' k : L B 0_0 -1
‘_df 1i i 0]

cumplen V =V~ 1 =Vty det(V)=1,as{V € SU(4) C U(4) Introduclendo VV =1
y mult,lphcando 14 por. la 1/qulerda, en la ecuacuﬁn (3 ltl), (lefimmos \Il V o 1/)
obpenemos
k » me

(7/\280 - /\181 + 1"082 /\38’5 - '—)\I/ = 0
dondq V‘I‘OVV = /\72',:V/\1V = —'/\1',~:'V,\3V;,=,1§"~—/\3"y:V_/\gV = I‘h. Finalmente en
terminos de las matrices ... =

po =i, py ==X, pz =To, ¥ ps = =D,

con p,, € R(4), que satisfacen

’ ' Ar{plf’rpv} = p;tpv + pupu = 2”!7,“,1, v (316)
la ecuaciéﬁ dc Dirac es
3 ‘ v
SR (TR
: A, — —)¥ =0. 3.1
‘(I; Pud = =) (3.17)

e e v

ESTA TESIS DG 547
DE LA BIBLIOT
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De la. cla.stﬁca.(nén de las élgebras de Cllfford que

1cimbs en el capftuld an-

'Dl}_ﬁ_ = IHI(2) y Dl R(4) respectlvamcnte Lstas (los élgcbras ]HI(2) y R(4) coin- .
ciden bajo una compleJlﬁcacuSn (ver apen(hce 2) en el algebra C(4) Desde el punto
-~ ode v1sta ﬁslco, 7)“,, y 7],“, son- mét;rlcas equlvalent;es su elecmén consxste en eleglr los

signos del los cua.drados del mtervmlo Lemporal ¥ del los mt.ervwlos espacmles

;  ',-' ])l,‘,,) 'se’,k_o_b,tlene at.,x‘aves de deﬁmrkla. matriz
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satisface

o ®7]HI ® R(2) (C(2)®]R(2)

,jgc@ué(mmzy ®R<4) c<4>
(Dl )c (C®D’6 ~C®1R(4) C(4)

es decir

(D= (D"‘ r= c<4)

la cual identificamos con el a]gebra"‘ > n'ac Dlb

Nota 5 Tambzén podemos vc7 que 1/1 cs una sccczdn (Ic haz 1\/[4 X (C4 [ref 9]

Sea una 7eprescntaczdn como en- l La ntemor, pero pa'ra el espacw Iangente de

cada punto de A/l pz : C(I’ ‘M")4 — Dnd(C"h). donde (C4 (C" bam Lodo x e M.

VEnLonces C'°°(U C") = {'z/) U C 1\/1,

pw)(m) Z Pz(ez

ne : 1=1

tal que D2 = A\,

Definimos la funcidn -

p U C(f M")——-» U F?Ld(C)
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para la funczdn de onda 1/) e C°"(M4 M“ C“)‘ D,,( 1/))(:1: = (z, Dpz('t/))(x))

forma de indice.- De esta manera la funcién’ de onda’de una particula que tiene espin

no nulo, es, en realidad, no una, sino el conjunto de funciones que difieren por un

indice de espin.

[l operador que en la mecénica cudntica corresponde al espin de una. particula

es tal que al aplicarlo a una funcién de onda actiia precisamente sobre la variable de

~espfn.

i

H
i
i
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Los opéradérc_sxg dé ‘fe,sp_fni"'S ;,'satisfaécgn as ‘siguient ‘re_g'lais:dé conmutacién, como

Para la ecuacién. de Valére$ ﬁrc;pioﬁs,'
ST = Ks(s+ 1)Y]

Syl = oy

con § E {0,2,

Losvalores ‘propios del moﬁiéhtcﬁ;ihéthq totalson
j=ls

Asf para los valores "clados s, el "mdrn"enl;'o cihéticoy total puéclé ,tbrriar los valores

l+‘s l‘+ §— |l - s| Por e‘]cmplo' 'para. el elect 6n (espm 2) (le momento c,metlc,o

orbltal clxst.mto de cero,»el momento cmétnco’ total puede ser’ _7 = l t
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Resulta, de.ﬁnhiendé' Sf:fS,"f:t }i‘S',}:‘;(suIV)‘ic_iq,yfba.jadé) qm: tenemos

Los coeficientes « ',B, 'y; (se lcs llama. parémetro 3 de‘Cayley-Klem), iest'in hgados

entre si. por una relamén que se deducu‘é a partlr de conSIderar la forma blhneal
«/) ¢‘ w?«/ﬂ S e

..donde (' 1/)2) y(¢‘, @?%) son dos funciones de onda que se 'tran'sfc')rvman,segﬁn (3.18)..

" Un calculo sencillo da

’l,bl'(/)ll . 7/)2I¢2, = (a6 o ,3’)')(’1/11¢1 - 1/)2¢2) .-
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es decir,. en_una rolacién del sisterna

de. cooxdenadaa,lacantldad (3 19) se transfor-

ma- linealmente en si{ misma. Pero si existe sélo una:funcién cuya transformada es

un miiltiplo-de ella, dicha fincién puede considerarse como’ correspondiente a espin

nulo; y por lo tanto, debe ser un escdlar, es decir debe permanecer invariante enlas

rotaciones del sistema de coordenadzps.’ Deaquf s'e':sigu‘e,la igualdad -

Las t,ransfor‘rri‘ac“i‘dne’svz likrzjéa.klés (‘3.18),‘que' dejan kinvafi@nte,la'forma bilineal (3.19)

se les lvlamka"bivnaria. :L'zrxl‘magnirt';ud de dés componentes (1!, ¥?) que se transforman en

una rotacién:del

sistema de coordenadas segin una transformacién binaria, se llama

espinor. Asf pues, la funcién de onda de una:particula de espin 3 es un espinor.
S i e JENeRersraR e T R

1

s
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Capitulo 4

Clasificacién de Espinores.

Teniendo la clasificacién de las dlgebras de Clifford reales y complejas que se encontréd
en el capitulo 2, y la definicién del espinor como la funcién de onda sobre la cual actia
el operador de Diruc, darcmos‘ una clasificacién de los espino:es s‘cgﬁn\la» cli;herlsiéﬁ
del espacio‘ y la sigmaturﬁ ’r’nédulo ;)cli’qrdé;la’ Vnrlébtiri,cﬁq, éncppt#andbi espmores de Dlrac,

Majorahh.,; Pseudo Majorana, Weyl ,'MéjofénéeWéyl 'y/Pseutﬂb MaJorna—Weyl o

4.1 Espinores.

Dada la representacién ma,.tric’i‘al”d‘el’é‘,lgé'lw)ra,wde Clifford, los elementos del cor#espon_

diente espacio de representacién son llamados espinores.

Deﬁhiéién 8 Los elementos del espacio de representacidn para el dlgebra C™ son
llamados espinores complejos de Dirac.
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Del diagrama 2.1 podemos ver cue los espinores de Dirac, existen en cualquier

- : S : ,:».::, e = ir, . S )
dimensién' y tienen alin] componentes,

ura médulo ocho es q = 2 ex1sten
= dzag(l -—-1 ~1 —1)
y a=6:
Proposicién 15 Ewisten los ‘espin‘orgzs imdgz’ndn’bs piﬁﬁp Pséud‘o-Majoryahd,' en

cualquier dimension con‘signaturd mddulo ocho Q' = 0’,6,7. L

Demostracién. .

C,uando q= ;,0,'1,,2 “es posible tener espinores.de Majorana los cuales inducen

=8m' +6 ;.con m = .—m %-1 GZ '
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por lo tanto-
q =6."
Para q = 1, los generadores del _f'xlgebrén V",'“ e R(M)y U(B) =s—r=8m+1,
m €Z - haciendo el cambio f‘/“r—afy;,:i= i"/l,pafa toda pu,.s cambia por 7 y r por s, tal
que
a(Bl)r= r—8 = —a(B) = —8m —1=—8(m +1) +8-1
=8m' +7;con m'=—m—1¢Z.
asf
g =1
Y para g = 0, los generadores del dlgebra 7# € R(M ),n=s+7,donde d(B) =
s—r=8m+0, m & Z, con la misma asigha;:iéh‘que antes obtenemos

o(B)=r —- §=—0(B)=—8m

_ por lo tanto

g =00

EJemplo 11 Sea cl espaczo vectomal V=Rygy qg=2 la signa_tura."mddulo ocho

; 0 7 respectwa.mente
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Consideremos ahora la representacién de Majorana para la ecuacién’ de Dirac que

se encontrd en (317) donde vemos que p; =1,,; siendo 7y, los gener

como en la deﬁhiciéri anterior =

(B = )T =0, (41)

hemos tomado /i = c=1 y usamos la convencién de Einstein: subindices: griegos

repetidos se suman de cero a tres.

De la ecuacién podemos ver que todas las componenteb de \Il -se pueden eleg1r_

reales (espmores de Mzuomna) o nnagmarlos puros (espmores de" pseudo—Maprana),

inclepencheﬂntemente dely‘»valor de ™m (m = Oyo‘ m'>:0

acién.de’Dirac

Si tenemos una representacién. de:la ‘ecu de'la forma -

diag(—1, +1, +,1’i+1)~; no se pu:e'cyle‘:pt'ener__‘es'pinqr;esy masivoé de Majorana o de pseudo-
Majorana. By
Consideremo§5elt"esp"ac’:id cﬁédrético(Vf# IR2 ,,) el élgebra de Chfford cor-

respondlente es R(Z") (ver eJerc101o L, seccuSn 1 2), la comple_]lﬁcacusn para ella

adores del slgebra,




* __ 1 R J N
aj = 5 (ugj-1 — dug;) paraj =

01

co R = ot -

'H tiene como generadores uy, ..., Us,, los que satisfacen

UUy + 'uJ'u; = 25”1 (vexi lé’)) Del estudio de r;sclladmesfermlonlcos [1cf2] 1)0({emos

extracr algunos principios importantes 'y definir las matrices a; =3 (ugj—1 +iuy;) ,
, 1ty las que cumplen

3.

{aij05} = {af,aj} =0

o {a,-,'a;;}k' = 641,

Existe el operadbl; N; = aja;, tal que N? = Nj. Con ello definimos el operador

quiralidad
D=exp(im 3 Ny) =I1 (1= 2N;) = (—i)"urtiz -t (4.3)

podemos ver que T2 =1,y sus ’vzmlg)jfes“ljl'opi ‘si son )\—:tlEsto ‘nos\,pel,:mitekdeﬁhir ‘

el operador - i

donde Psv 6s un vector propio del"con valo?«préliio +lyveC?, es decir Py son

y ya que T es hérinitiand 1ovaé<;to'rés :p_xjoﬁios son’ or‘tbg"q"na;les,’ con 1o cual
. H=H,eH.

Para los"eklér‘r'léhtosy“'u' € H,v = vy ®@v- . Por tltimo dimHx = }H = 2", Los

elemen’tvovéy de H, so;i los llamados espinores complejos de Weyl.
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Nota 6 Para K= R, C,]HI tenemos el?somorﬁsmo de alq(bms

dado por ™

o K(u)"‘ép K(n) ——» (K ({a K)(nj

v . : bnl -.-’31"bnn

biy e b |

se usa el womorﬁsmoK(n)eBK (n) = 51{ (2n) v

(ayn,bn‘)

5L : (qnl,bﬁl)'

. (a;nybﬂn)

v (a1n,bin)

2nx2n

Ast K(n) eB K(n)a'l (Kea[&)" — (Ko I()"“cs decir x € Endi ((K & K)™),

donde

aiy

Qni

o \ [ Gk )

= (p(.'l:)'v= ‘

. n n '
( (X aiiks, 3 bujk;)
B

\ (X aniksy 3° bnjk;)
=1 a=1




Nota 7 en parlicular para

y para -

v =

( (}\11!0) !

7 VV‘E (K ({3770);'” ast - v =

(kn: 0)

0,5) )

€ (0@ K)", sctlienex.-v =

(é au'kj,ro) \ |

k (z ah.‘iijro)' ; ’
Cd=1en . e

(0.5 0k
0.5

F=lew T
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“lewaor

€0 K™Y

por lo tanto, (K ®0)",(0® K)" son reprgsentacioﬁcs irred’ucizbvle’s' de K(n)® K (n).

Con la observacién anterior y la seccién 2.3, podemos.ver claramente que

n'= par

~n-— impar
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Ejemplos 12 P:a;ra n =4,

CCh 2 C?
M~ =~ D S~~~
Dirac  Weyl Weyl

y la funcion de onda es

S = wy S w-.

Paran =5,

4 4 4
Coc)= C @ C' .

%Espinor - %Eapinar

La condicién para tener espinores de Majorana,,pue‘deicons'idera.rse junto con la

condicién de Wéyl, -y' aéf podér definir el es'p‘ixzi'o: Tlamado d MaJ01-ana—Weyl

Pdra. los esplnores de Weyl sahemos que la dlmenslén delfespacxo vectorml debe

ser. s + T 2n, ‘con lo (.ual se deﬁmé

Py =1L 'con la pxopledad P2

respectivamente.

Dado que la"métvrl

para s +71 = 2n y s par,

‘para s+ 7= 271 Y-8 1mpm Dl producl.b de las "y““

como imaginarios puros, cs re,al,_p es; ; s un. numero par. Debemos t;ener

G IR entonces s “pr=0 mod4

t‘.a.nto en el caso de ser. todos rea.les :




Por lo tanto una condicién necesaria para la existencia de espinores de Majorana-

Weyl o pseudo Mq]bfiahgy—_V\’éyl"fés s —r=0maédd.

Para' g ='2,1,0%on en los espinores de Majorana, luego:

.q =2, es decir g +r 8m +2, meZ,peros —r = 4am' + 2 ehtonces s—1r =29
‘mod 4, "pfor:'lo tanto no existen los espinores Majorana—We‘y"l.i; et

qg= 1ke’s:'dec'irr s‘—j:"'i" = 8m+1,meZ, s+r=2r +8m+ L uh:ntifhero impar y -

8§ — .= 1 mo 4, po1 lo La.nto no podernos Lenel espmores de Majorana-Weyl

‘8m + 0 tambxén s—r k-— Omod 4, ésx l;vodemos tener espmores de
MaJoraﬁé;Wéyl . el ‘ |
Pa‘rra"q = 7 6, Ov’d(;ndbé podemos. tener éspinores pseudo—Ma.jcﬁ'éna; zisf:'
q= —- 7 s—r —8m+7 meZ,s+n=2r+8m +7unacant1dad 1mpar por lo
tanto no podemoa tener espmores de pseudo-Majorana-WeylL |
g=86,s — r = 8m + 6, pero también s —r = 6m6d47,k por 19 t?,jéixnt‘(‘.)"itfc;frhrpoco
podemos tener pseudo Ma.jorana-Weyl. W | |
70 8 —;-7' — Oﬁod4 enﬁonces si podemos tener espm;)resb pséu(io Majorana-

; Weyl

Por lo Lanto esplnores de Ma_]orana—Weyl o pseudo Ma_]ora—Weyl en la ecuamén

de Dlrac (4 1) .0 (4:2) ',@‘.{St?’lsél pa‘rk‘a‘q’: ' 5

Ejen‘ip'lbs"-:i3 Algunos. ejemplos en los quc podeyr'r,ibs vtéﬁer”‘\’éspfinofés de. Majof'and#

fvtféyz. '

» n =8 + T ;—‘,'f2’yfs é r = 1 el dlgebm de Clzjford pam el espacw cuadrdtwo ‘

(R?, dzag( 1 1)) es zsomorfa a R(2) (ver secczén 1 2) y ya que s—r= O q= 0 (la
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N |

: 1/;
,1 el dlgcbra dc (‘lzﬂord para el espacio tuadrdtzco (RI V145)

“es :somorfa a R(2") J 1?.:(1’L1‘1.7"c'z>,;mtxidullér'ocho*q #’0;' y's— = 0mod4



97

La finalidad de este trabajo hasido conok(':er_'y maneja; la teorfa de las dlgebras de

Clifford, resaltando algunas aplicaciones de éstasen lyaﬁkﬁ"sica.lvx s

“La motivado 'ha'sidpjld import:
to en el drea matemébica como i ca. P»or»\e.]emlh)lo K'»lps i’gepera'doi‘es_‘- de:}e’st‘a's‘él-

gebras represen’ta’n‘ olieradq

amény aniquilacién de partl'culas eifi'ﬁié_ni-

de’Ca;rta,n sobre ellas,la ual da. conceptos de gran uLllxdad en Leorxa.s;de partlculasf

elementales.

Puntos importantes obtenidos en la tesis son:

l\ La naturah;lad en sentido t;e(.mco de las éclgebras de Chﬁ'ord Y ya que los
espmoreé sér;velt;mentos de cstas élgebras tenémés la natura.hdad de ellos también.

2. La necesxdad de la complepﬁcacuin de 1as élgebras C' (V R ,n#,, = dzag( -1,1, 1 1)) =
]R(4) v C(V IR 7]“,, = dzag(l —1 -1 —1)) = ]HI(2) las cua.les comcxden en el élge-'
bra flsxca de Dxrac

es decir‘,’:,el é.lgebrc Udvé: Dira escomplem

’ 3 Se d&sarrollan repr&eentamones'dlstmtas de la. ecuamén de Du'ac, una de ellas

real (Ma)orana.) y tra. cuatermémca ;}Tamblén damos las tra.nsformacmnes entre ella.s
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dar, que es bien conocida.

y la representacién est

KM@K (2") para =R
de I-quéwiéi. o

Siguiendo la clasificacion de las dlgebras de Clifford reales y complejas,

representacién: matricial, damos una clasificacién de los espinores segtin 1

a es un elemento de C°°(1‘V]“‘, (C‘) y.no de C!,

lo discutimos brevemente en:la'Nota 4.

los é'spvfxcrios»dé‘Hilb ‘éébf»é,bsbualés se médela 1éf7rheééni'¢a cudntica, entender la

teorfa de haces de Clifford y sus aplicaciones en la fisica. -
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4.3 = Categorias.
Deﬁ‘ni(‘;idlri‘ ‘1‘0 b'_Uﬂafrcf(‘ztegofz‘_q C- consiste de

(a) Una clase (lo ob_]ctoq ,

(b) Para. cada pareJa ordenada de ob]etos X, Y un conJunto hom(A Y) de mor- 7

ﬂsmos con dommlo X y rang;o Y. Si f € hom(X Y), escr1b1mos f X —-» Y.

(c) Una funcuSn que a51gna a cada Lerna ordenada. de ob Jeto X Y A una funcxén

’hqm(Y, Z) % hgm('x,”Y) ‘2 hom(X, Z
Para morﬁsmos g Y — y f X —» Y est.a funcuSn es, escr1t 3 como (g f) —
gof,yel morfismo g o /' X ——» A es llamado la compomclén de f con g

Estos ob, jetos y morﬁsmos satlsf en los 51gu1ente:> axlornas S

Asociatividad: Si f X -———» Y ¥ gY —' Zy /L : Z — W ,;entoncres

(ho g) oj' X ——»W o

Identldad Para. cada obJeto ?ex1ste un’ morﬁsmo 1y Y — Y tal que si
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X — 2 Y, f'momc;iﬁg;a Z{(; 'gfﬁisas} .' '

hom(X Y)

La categorm de varledddes hf ‘ enc,lables y funcxone.s C'°°

,5: ,

'equivé.lent&s.'

' Obséfizerﬁbs 'que cualesqu

osobje é'ini'ciii.les”(o'térfhinaleS) eCson

1. En las categorlas Sct y Top el conjunto vacf > es un obJeto 1n1c1al y cua.lquler

conjunto de un punto es un ob_]eto ﬁnal. R



103

4.4 Productos , Coproductos

chmp]o 14 Sca.n G1,G2 qrupos, entoces (G’ G1 X ("g,pl,pz) es un producto de G,

y Gy en’la cal,egom’a de grupos g

G esel grupodc pares (g1, 92) con g e G_iﬁyv,/'ym‘u‘ll;_xplric‘zymciérll‘d’adafpox{,

!92 )

,“'(pl(gl,gz))(pl(hl,h2)) y

P2 son morﬁsmos:de grupos

px(l) =1, anélogament para p;, se sigue que pr,

Sea. H cualqu1e1 otro. g‘rupo G.';'r,nqrﬁsmqks._Entopce“s; deﬁmmos la

func1<5n f de H a (’ G1 x G2 por

b (), fa(B),
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siendo’ l,drnblén un’ moxﬁsmo que sat 1shce (p, o f)(h) = pl(fl (/L) fg(h.)) = f,(h) Con

lo que hace conmutatlvo cl dxagranm sngmente

5

BN
Sea f' cualquier morfismo de H a G' t%‘ml c’lﬁé.:pi;f’ 5 f,~: parai =1,2 Entoncés

J(h) = (/r(h), f2(R)) = f(h) asi f’»-— f Lueg;o f es umca-
£l concepto de producto en una categorla puede Ser generahzado a més de dos

objetos

Definicién 14 Sea {Am (] E 1} un conjunto zndwado de ob]etos en una calegorz’a C.

Def‘mmos el p'roductt HA ‘dc 01)7 0s. A\ como cl conjunto {A pa, a e I} donde A

es objelo de C, pa e homc(A Aa) tal que sz B ob]eto de C Y fn E homc(B Ac,) a € I

entonces e:mstc un umco f e homc(B A) [,al que cada dzagrama. conmuta

} categor{a. Set

Para ver esto séa:B un conjunt;o y'para Cada’:a el sea. fa: B — ;A” Ent‘bnces

tenemos el mapeo f : B — A deﬁmdo por f (b)(a) fa(b) con b € B, el cual

{ai 1 — Aa | pam toda a E‘VI a(a) € AC.}, para o
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satisface ’
paoS =l E (4.5)
S‘upongamos: qne:‘exivste‘fr" de Ba A ‘{;‘al quc Paoh = fa entbpées pa(h(b)) =

(E)() = fa(b) '

| Definicién 15

D]emplo 16 Sz {Aa e}, conjunt.o mdzcado dc comuntas, Lenemos U {As} =

{(:z; @) | x E Aa, a E I} la umdn dzsjunta de conjuntos A . fSea. za la uuccczdn dc A

Ejemplo 17 Sea {Ma,a E }

el anillo R, y sea l'[ {Ma} el conjunv prod cto de‘Ma, dotado con’ una estmctura

. f(b)(a)paratodaae I, beB Ypo,i{ lo que f f= ‘ S Ast f §§' Unica.

to in cado de R; mddulos zzquzerdos, para,‘
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de R—mddu/o 1zquwrdo, en cl cuul pam z,y. e 1'[ {1\/1 } yr E R (:L + y)(a)
z(a) +’b(a) r (7)(“) =r(a (a))

Sea 'el submddulo @ {M } {f € 1'[ {Ma} f(a) 9é 0 ])am un numcro _/"ml,a }

dc 1‘1 {M } Tenemos la fzmczdn 13 Mﬁ — @ {M } dandc z z,;(:z:) 1 — Mp

amos ueparacada ,Bt;enemos el mapeb gﬁ Mﬁ _.
; (f (a))

gg(.'c) ‘es dec1r se

Asi {& {Ma} ,ia} €s un coproducto enla cat;egbrfzi,R—mo'd delos: M,’s.

4.5 Funtores.

Definicién 16 Sea C yD catcgorz’a,s Un funtor convariante (resp. funtor con-

tmvamante) T deC aD conszste de una funcidn-objeto que aszgna a’ d objeto

X deC un obyeto T(X) dc D y una funcion-morfismo que aszgna a cada,

J: X — Y deC: un. movﬁsmo () : T(X) — T(Y) (resp. T(f) T(Y) —»'TI(X)

, ) de’D tal que

(2) T('llv)"= gy
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es conmutativo. U es llamado un umver.sal C— Q:bjeto para B'y wu la funcidn univer-

sal. -

Ejemplo 18 (Propiedad universal de las bases) .

Sea él funtor,.- 3 ecl' —r Sct el Iue oIVid‘éi Ly B un conJllnto, demmos que el .

umversnl desde B a el funtor F' es (B) 5) donde k: campo sobr‘e"el que se > define

los espacios vecLormles de Vect, y A,(B) - } ',""deﬁmmos §un

morﬁsmo en Sel tal que” ¢ S
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asf ac = 0 pero c fué a.rbltra.rlo, por lo tanto‘los coeﬁc1entes son 1guales a ‘cero y

{bp;b.€ B} es lmealmente mdependlentes Y. tamblén genera, ,dado que s1 f G /c(B)'

luego S ER B D R R
i (c) 2 abab(c) = a -
bEB ,

_entonces ‘ B

=" 1)

beB ‘
asf{ L
B—t. &
g ‘
: F(4)

F@ = ﬁ olvidando "quek"éé “li'n‘ckzi ¢ o‘:q(éb) g(b) con lo que F'(“') o 6 g Para
probar la umcldad su 'oﬁg, iste h k(B) — A tal que. F(IL) ° 6 = g asi

F (/1)(5b)(6) = h(5b(6))

tnicos los vmlores que pueden tomar, luego h=3g.

(6,,(0)) 51 b=c, M(1) =3(1) sib#c, IL(O) = g(O) =.0, son

- Proposicién 18 La dcﬁhibidﬁj’/ y 18 son cquivalentes. -

Demostracidn.

Sea (C,, a,) un objeto unlversal'del funt;or F C — Set seg‘un la. definicién 17,

entonces para cualqmer otro par (C a) ex1ste un umco morﬁsmo a:iCy— C Lal que

a,(a.) = a.

Aﬁrmamos que (C,,,'m) es un Ill]lVGI'bdl desde o &, F donde ao it F ( o) la

inclusion. Para. a e F(C) deﬁmmm ﬂ F(C,,) — F(C) al que ap a. e‘(lste un

~ morfismo tinico ae C — C’ Asf (a. ° 1n)(aa) = a.(ao) = ,B(ao) —ka



:llvl,

;el funt;or F podemos deﬁmr el funtor G

Ahora para. el umversa,l desde

c — Set tal que U — G’(U)

Asf (UB,uB), don e UB : ‘ kes un’ obJeto unlversal tal

que para el pa.r (A g) donde g € H om(B F(A)) conmuta el sxgulente dlagrama
B —"~ F(U) :

PN

Proposicién 19 Sea C'o un ob]eto zmczal en la categor{a C éste induce un umversal

para el funtor Id C = C tambzén del um'uersal desde B ‘a el funtor F de la

categoria C a 'D znduc /~ob]eto zmczal en la categona .A cuyos obj 05 3

:on pare]as

(A, B 2 F(A)) 1/ mor_/" smos 'satzsj’acen el dzagmma conmutatwo szguzcntes

2 B -2 . F(A)

F(f)

F(X)

Demostracién. :

n C b_] t.o mlclal en la categorla. c entonces para t;odo C obJet.o en C existe

un umco morﬁsmo 'u,_. : C —_— C

Para cl funt.or 1<1ent1dad { d C — C (1 d, C ) es universal. y cumple el dlag‘rama

conmutatlvo A

¢ —t-

{-f 'fB‘—> F(U)} para. obJetos ) S
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Deﬁmmos la categorla. .A cuyos obJetos son pa.re_]as (A B o F (A)) (donde A es

' obJeto deC y gesun morﬁsmo en 'D) y sus morﬁsmos satlsfacen .' ,

: ’f‘ﬁf F(A)

F(X)

para f : A — X. Entonces (A B . F(A)) es un objeto lmcxal dela categorla. Al

Usaremos lo anterlor para demostrar una. propledad umversal muy 1mporta.nte y

de gran utilidad.

Demostracidn. : g - Th

Sea C la categorfa cuyos ob Jeto: son de la. forma. ;

.V-———W

| 7

ycon VW y [ fijos. Para objetos
w

i

4
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, el morfismo § tal que._

conmuta.

Afirmamos que

: W/Im(/f)
es objeto inicial en la categorfa C. :
Ya que para cﬁalquier objeto en C ”e'xisf;e::lin‘ umco ‘r:n’Orﬁsrrnog : C, — C, que hace

el signiente diagrama _conmutativo:

v T gy

para v € V f ('U) =w y la ﬁmmén{la proyecmén 7r(w) 7w -con. lo que deﬁnlmos

(w) = g(w) S Wy paraw w] € W entonces w — wlkE Im(f) yJ('w _ wl)‘—,vO ya y

Usan(lo las ploplcdadcs umvcrsales antcrlo es baremos la propiedad-universal

del producto tensorml.



DemostraCién
Sea. le;_ la catcgorfa (Ie f11nc1ones bllmeales de V1 X V2 a C un espamo vectorlal
arbltra.rlo sobre el campo k: Pa.ra objetos f V1 X V2 — C g.: V1 X Vo — D,

deﬁmmos‘el morﬁsmo ©, j.al,que; L

VixVe c
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Con la funcién vkprdyéccién wi F (V‘i’-‘,b“”); —F (’,V"?‘,Y”/Q , se satisface el siguiente . :

diagrama’ : :
‘ CFxw)
“Q ’

Fxw) T,

Vi xV

- De manera . andloga para los demds generadores.ll

461 : :,,;‘I;‘ﬁ:rﬁltbres Canénicos.

Deﬁmcxén? 19 Sca (C,, —) un objeto universal de T un funtor covamante de una

calegom’a. C a la. cal.egorfa Set . Existen dos funto'res canonzcos I-I(C —) (covarz-

antc} ] H(—,Ca) ( contmvaman,t,e) de la.‘ cqte‘q‘o'rj[q ‘la ¢g,tegmj[q,,."SV'e_t.("}’f" B

Tambiéi} ‘fpar.r'a .X y X—f—> Y objeto yf,r'noi“ﬁsmo de C deﬁmmos i@s funtores como.

7 sigue: "
H (Co, —)(X) = H (C,,,z\) {a | o C — z\ morﬁsmo de. conJuntos} (sobre

objetos)
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H(Coi=)(f) i H(Co,X) —> H(Cs,Y) con g f 0g es decir,

Y
H(=,C)(X) = H(X,C.),
H(=,C)(f) : H(Y,Co) — H(X,C,), gr—>go f.
Ejemplo:
SiCc=¢g- (un g‘rupo con solamente un elemento), = e, se inducenk 1§s funtores

a S et deﬁmdos por:
__7>,<e;,;f—»xe>>'(e Loe) =

gog .-

H(=e)(e) = H(e) =G y (H(=0)(e 2 ))(e Lo e) =4 0g.

4.6.2 Funtores Representables.

Definicién 20 Una representacidon de un funlor T de la categorfa C a la categom’a ,

Sel , es el par (R, ¢) que consiste de un obyeto R en C y una famzha de bzyecczones

i home (RC)EF(G) e

naturales en C. -Un-funtor T con tlal representacion se dice que es representable y

representado por R.
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4.7 Algebras.
Dcﬁni'cic’)n’ 21 Sca R un unillo (Lrl‘)j{tr"a"f"i.o‘; cmi! mki‘clcménto‘ identidad. Por un md-

dulo sobre R '_ov;_u,n’ R—mddulo, _eknte_nd;qm‘o.ks a mj grupo aditivo_’ A’"bclz'_anO,j X, junto con

una funcidn w=a -

B RxX—X

que satzsfacc las lu’s condzuones szguzentes

1. La funczdn /1. es bLadmva, es dccu

u(&{b,@ = o)+ (B,

(e 1) = pla )+ plenv)-
bl 1B 0)] = p(ef, o).
pe) =

para toda o, € Ry z,y € X.

La funcién p cs llamada la;;multip_lichciéjn por escalar de el médulo X [ref 22]

6duloX sobre

Definicién 22 Un dlgebm sobre un amll R e entz:'

R, junlo con oira operaczén bmama e'l\ ‘ ada la mult lzcaczdn en X I,ales que

(au + ,Bv)w,“ ('ww) +ﬂ(uw)

w(au + ﬂv) = a(uw) +V,B(uw)
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pare lodo elehwnto a,BER gy u,v,w,sg\","E{szVdrti(;ular

DCﬁlllCléll 23 ‘Si'k:‘:es 'un dni;lvlci”é:on"r‘i:iul,'a'ti

AR AenA ye un k morf.smo de 1., enf; tal que los szguzcntes dzagra.mas son

conmultalivos
A®A®A A®A
]m‘ | f,,; | vl,,
A A — A®A
SN A®A =
el €
A®A//i *\\\A®k

Las funciones n, parako:o'z,,xe 1,®k,) =k y k= ka.

De acuerdo _Confla; deﬁn1c16n,(.o 1emos el ﬁfodi_lqtb

oy =7(z®y)
en Ay len'A, dado por
el =1.

Sea z, y, z E A por la conmutatlwdad del prxmer dmgrama 7r(7r®1)((:1:®y) ®z)

7r(:z:y ® z) (:z:y)z = 7r(1 ® )z ® (y ® z)) 7r(:z: ® (yz)) = x(yz), es dec1r la ley de
asociativir'dad

(wv)z = o(y2).
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'rléngulo wqulerdo del segundo

Sea k @2 € k@ A, pbr la conrvnutati'\'/idavd en el :

dlagrama ln. = 7r(s @ 1)(A, Cx) 'L) = 71'(1»”1 ® a:) V (I.,l):L Dc;l lado derecho delﬁdlagrama
obtenemos x:(kl) = kx Luogo 1'1: =z = '11 cumpllendo la (.ondlclén del cilgebra »
k(zy) = (kz)y = = (Ay) (de[uuclén 20), pér la ley de asocmtlwdad aphcada a kl ry
Y. o 7

Partiendo de la definicién 20. El producto :Dy es A bllmeal entonces tenemos el

k—morfismo, 7 de A®@ Aen A tal que 7r('1: ® y) = :m/ Definimos ¢ : k — A donde

m/' tatxvo Y por la ley de asociatividad

k — k1. Luego tenemos el p1 1rne‘ d'ka'
(kw)J = w(kJ)

del segundo dlagramaj,km‘

Asf que 'las}dosfdeﬁhlcw on equivalentes. [réff.Qlll-;gf f

Lema 7 Sccumple s
N® (M @ M) = (N @ M) & (N ® My).

Demostracién.

De la propiedad unive‘rséil:d’élb ﬁyroducty;wo”tiénSorial se Sig‘ué el diag’ba.md ‘

No(MioM)
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Firs +m2) @ (mi @ m) =

(1 4+ ) ©1m1) @ (1 + 1) @ 7mna) =

((ny @ my) + ("flz @ my), (n, ®7 2)+

"f(m",’®(m‘;iea”}ﬁg)')" 15 ®(

Andlogamente para la entrada derecha

el © e ) =
(W@mmﬂmam»@@@mﬁumgwn=
(1 © 1) @ (1 ® 2)) + (11 & 1) @ (y ©om)) =
B T ® (mi @ ma) J(m1 @ (ma @ 1na).

Sea A € k, ehto;‘lce"si' g

,f()\n;@ (ﬁu & s

 Teemem)=mem

asf que [ es suprayectiva.ll
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Lema 8

N®(® M)=d (N M)
, il icl
Usando la proposicién anterior y de la propiedad universal del producto tensorial

tenemos el diagrama:”

N & (@M;)

‘Nx@MJ———@N@M)
recordamos que GB M; = {I I ——»U {1\/1}}

Para (z,h) € N> X (EB M) entonces T(a: IL)' —i-'l'® h. y f(:z: h)() Z ('v®

zsup II. H

T

N®"M ———_ EB(N@M)

para t @y; € N ® M; la a51gnacu5n s(z® y,) =z ®

‘y m(w ® yz) = ('v ® y;)ﬁ 0

luego g(in(z ® %)) = g«m

Tenemos que g o ] = IdNQ(,?,Mi)j’,y‘ f og = ;1¢,§,<~@M£). Ya que (@ 3)60) €@
p e T S R e e i

(N ® M;) entonces

Teoust) fous0)

| f(g((a;éé);)fax))f—' |
- (z‘®y16(z))6()—(7:®yz)5()

: zEsup&
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, evalufmc,lomrﬁﬂlgﬁn g€

- isomorfismocanénico,

y.sea % ®h€ NGO(GB 1\/1)ent,onc(s

e ) = (Y we h@EO) = 3 2@ hE0.

REES 1sup h ’ isup N

g(flz® h(])))'— 9( Z: (77 ® ’L(z))5 (J)) = r/(x® h(])) =2 h(&() =z & /L(J) =

L 1.sup h

Ejemplo 2!1:‘Cov)rétru‘créifin;del;élgéb%a;‘tevzsoﬁdl. -

=

Sea'l\/ll;Mé";';i. Deﬁnlmos 1\/!1 ® ® A/In, inductivamente por
I

M ®:

®1\4

P=1,2,3, 0.

t;enemos el somorﬁsmo de T(M) ® T(M) (a;M(‘)) ® (d
A51 el rnor

M(t) g

de k a.T(M) v
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Ls demr t.enemos el qlgmcnte dmg;rama

T(A/I) — eB(M(’) ® M(’)) =T (M) ®T(M)

la definicién de 7 se sigue

(1 ®: C<)'Lm®.j1® ®Jn)(zl® ®z,,)-

'1:1® ®a:m®,/1® ®‘/n(>‘¢k1® ®z,,

También (Icl).'z: = k:z: = .'L(lcl) TE

Por lo t:anto se: cumple las COI]dlclO es’ de.una k: élgebra La'cual es llamada el

(47)
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T(M) en A que

donde f(o) k — A k — Al Sea j‘ kel morﬁsmo de k—médulosde

comclde con j'(") en M(") n= 0 1 2 Sc su;'ue de (4 7) qu f(‘) esun morﬁsmo de

dlgebras.” Asf dc la definicién de T(I\/I ) sabemos que M genera a'T(M ) ""Luego f®es

el tinico morfismo de T(l\/l) en A que commde con’ [ en 1\/1 Impllca que (T(M) z) es

un universal desde M ael funtor r el f‘cllle ’ol’vqldra. de laj_cg}tggorla kjé)g¢bras a la
categoria k:—médulos !

Un é.lgebra. A es. llamaclu g '“'du da D)./ A; un SmeédUIO deA

Deﬁnlmos elé]gebracxterlol E(I\/I )de el lc—médulo I\Ii , como:
R
donde B es el ideal en T(M ) generadoporloselementos
. ."l:;®>:’)‘:, ,
z € M. De: la‘deﬁmclén del 1deal B éodemo.s ver que sus elemeﬁtos estan contemdos

en Z M(')

22

Asi B n M 0 y la r@stnccm’m de M en el morﬁsmo” anémco P de T(M ) e

D(M) es myectlvo, ya‘quc’p( ) i : ' , » 3N M- 0, con 10
que :1: = 0 es: decm el kernel de p.es el cero. Enton demos: 1dentxﬁca.r "M con su

1magen ,y_con51d¢1jar M ,corpo 'u‘n;spb_cox}‘)unt_o,’»de E(M). :;




BN M® . Con lo que D(M ) s graduada. por los subconjuntos B

(M® + B)/B,
es decir D(]\I) = Q)F(’) y E(‘)D(J) C [“(z:;; i
 de Mﬁén A, tal -

Ahora suponga que Ac es una K - '

que f (9:)2‘= 0 en A pa.ra cadm :z:' € 1\/1 De la prople universal'd

T(M) da un

morfimso f‘ de T(I\/I) en A, , que exl,lende la fun ' (1:)2 =

) en f (), os

Ya que E(M) es g e fnbrﬁsrrib e’s' liI‘liCO." Entionces

B(M) t;iéne la propiedad universal,:

1\4 en una. K élg,ebra A’ tal que: f(z)*

tinica a un morfismo de 4dlgebras de E(M) en A

4.8 Algunas Propiedades del Producto Tensorial.

VieW, =V eW.

VekV.

Demostracién:
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BeW o MixV——Vieh

LY

view - WxV VeV

Vix Vs —

- S v . = o ; 1] . t '
Entonces hor =7 ocg asthoToa=T7T occoo =7 ydeToo=¢=h o7 resulta
hohlot =1, IR
VeV

,rl

Vox Vi ——— W®w.“

" es decir hit' = Idy,ev; ; por lo tanto k' es
i - 2[@; 1703 et

_entonces ' o 7' o0 =To0 cr o0 =T yde ’lf,; = (,0 = ‘h'q T'resulta. N ohor =T

V1><V2

~esto es I h = I d‘/1®v2 con’ lo cua.l h'es inyectiva y’ h es'suprayectwa. Luego h y I

ueg V®Vz Vz®V1

son 1somorﬁsmos hneales con I ,

i) k o un espacio i}qcto;riéllsébrd k. cuya fdirh,;(k) = 1. Podemos definir 7 :

ny ctlva y h €es suprayect:wa, h, oT =Tog"




o 1o7
V x L — V o_<) k 'r('u /\) = )\'u ® 1, asf para o :Vxk — Vex1ch 'kurvxra. inica
Vek —V, h(v(x) 1) = v con inversa h l('u) = ® 1.

Se curnplé ko V %y‘V ok=VHR

 ﬁ®w@vz0wu®®w§mém®%>
Dergosjt;ra’cién":‘ ’ '
LlamemosTn,;= V1® Vz ®‘ Vx ) T(1.2)'s =(V1 ®V2) ®V3 Yy
T =V ‘f—"("@ V> o
teﬁemos las ﬁ’mcbi’o'nt’ars b)yec,tl\;aS R |

T VxXVz % Vg —s Tlirz‘:;v,“'f(pv,'_w,fz)‘= VW Rz

Vi x Vo x Vs ——— Tims
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Se tiene también el diagi‘;imd c‘o'rinn.lt;al’;ri‘vo,

, .
F]23

j; \ ; n'

(V, X V) X V; T(]2)3

T

(londe j' ! ((u v) z) =u QQ v ® zr De la propledad unlversal h h = IdTm; es decu-

:

n=n anélogamentc se prueban los demés 1somorﬁsmos Se tiene entonces

V1®(V2®Ve.)

Vl®V2®Vs — (V1®V2)®va

dondc k(v ® w ® z) =1 we=z),

k(v ®w)) = v ®' (Ww®z)) = (vOW)® ‘z,=’ ‘h,(v ® i ®z) = ho kf‘("v @ (w® z).1
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torial Real.

4.9 Complejificacién de un Espacio Vec

Dada la importancia que tienen en mecanica cudntica los espacios vectoriales com-

plejos expondremos a continuacién tres formas equivalentes de la complgjificacién de

V@V = {u®v (un)} definimos Jo(u,v) = (—v,u).

Claramente Jo os lineal: -
Jol(,0) + (,0)) = Jo((w+ w0+ 0)) = (-0 = oy ubw) = (~v,u) + (')
= do(u,v) + Jo(u ).

Jo(';\(u,,,ju),)r = Jo(,\u ,\u) : (—,\u,\u) =A(—v,u) - Mo(u, v);

y satisface

En particular i - v = J(v), pa.ra,z= a+if. :Sé"p}uédé,v‘ériiﬁca.rk(tcjdd lo hereda de las

+V, dado por (#,0) — z- v i= av -+ BJ(v).
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pr opledades del producto deﬁmdo en los numeros comple]os) que (zz ) o

) v=z. v+z v, Poxlota 70(V+

con %

‘Observacién 5 s la, .strdétura cbmplejd candnica en V' @ v lc‘z"yque détennina ve

y no una arbilraria.:

Las operamones en Vc -;on
) (ueav>+(u eav>—(u+u)ea<v+v>

ii) Para z = a+ib e C‘,'
z-(udv) = (a + 7b) (u@ v) (au) ® (a’u) + b(—v ® u)
= (au @ av) + (—bv & bu) = V(‘a,v'zyj,::-— bu) @ (av + bu).

4.9.2 Segunda Forma para la Complejificacién.

Definimos,
Ve = {u+ iv; u,v € V}

con las operaciones -
('u+'m)+(u +w) (u+u)+z('u+v)

(a + 7ﬁ) (u + w) (au ,H'v) + z(cwu + Bu).

Z- (z v):v

‘,C )esun,'

(% EBV, +:C,1)
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Sea el iquorHSmo'i/) V" — Vc deﬁmdo por w(u GI-) 'u) =u + . En efect,o, P es

C—- lmcal y es una blyecclén

w((wm)(@@», w((au ﬁv)®(0v+ﬂU))—(au—ﬁv)+7(cw+ﬁU) (a+vﬂ)¢(u v).

finito de 1c, est n en R— {0} Dl conJuI‘xLo de vectores { f(,, fa} »7 donde
v . ael
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‘4 9 3 Tercera Forma,para la Complepﬁcacxén.

Sea {ca}ac, una b(\sc de'V. {1 z} base canémca de C y {1 ® cm i® ea} base de CerV

como cspac.lo ectorlal real Sl la dlmermén re es 71 entonces la dlmenSIén real

‘Jo en (C®V La.l que

es decif J, = (p-"‘ oJ, oip,‘ﬂ donde]f Io é (p"o ploJ,op=ploJlop=

(,D ( IdVQV) o ()0 ——1dC®

o (Jo(fa))=<P"(f~n) =1 ® ca

('ra + zsa)l ® €a —Z’

NPT S

complejo son:

ael‘




Z ((am)l ) Ca + (a sa)z ® ea) +. Jo(z (bra(l ® ea) + bsa(z ® ea))) T

(210 A T ael : R,
Z ((a"n)l & ca + (a"n)z &)ca)‘*' Z ( bza)z (=3 Ca + (bsa)( 1 ® ea)) —
el o Sl -

el

chl
teniendo - i

Z (ara — b.sn)l ®en + (asa + bva)z ® ea

czEl o

((a+1b) - z) —Z (ara - bsa)cp(l ® ea) + (asa + bra)go(z ® ea) =

Z (m n' - bsa)(cn ® 0) (asa +b7a)(0®ea)=

(Z (ma’f— bsa)ca) 63 (Zi(as" +b : Jeu

Cael

pero

(atit): </>('b) <a+zb> w(f'

- (ral1®6) + sa(i ®a)) =

Resumen Se tlene tres formas ~para la compepﬁcamén de V¢ de V.V €B V
V + zV yC ® V. Los lsomorﬁsmos C—lzneales Yy deﬁne el xsomorﬁsmo

p:CRV — V + iVVa:'trVafvés del diagrama

CeV
Vev: 1/;’ —~ V +iV




u-4-1v,

Yu +z®u)= 1/)0(/)(1@# +'l®'v) = 1/)»('“6)’”)'

G

Sobre generadores tenemos p(1

esto es pi=1Po ..
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