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0.1 Introducción. 

En 1932, Paul .Dirac introdujo un operador .diferencial de primer orden para describir 

la evoluciói1 de· 1a función de onda que representa la mecánica cuántica del electrón. 

Este es ~mo~~;~dor sobre el espaci~ JR4 piovisto de la rnétric8.de Minkowski (Espacio­

Tiempo Plano). Una peculiaridad del operador de Dirac fué que no actúa en funciones 

escalares, si no en funcione;'l vectoriales, con lo cual los coeficientes de este operador 

son matrices. El álgebra :generada por estas matrices, ya eran bien conocida en 

matermíticas, · Y.era.1a·lla:ma,da
0

álgeb~~· de. Clifforcl. 
'·' .. · ~.;' ·-~ 

Las itlgebr&s clci CJliffi;~ t'.ienen:Gri~granÍmportancia tanto en el área matem1ítica 

como física. •]~ori~¡~~~lo Í~s ~enerador:s de esta8 álgebras represent~ operadores 
~ ';"- . ' : .·· <·· ;'. ,·· 

de creación y aniquilaéión de partículas fermiónicas, la teoría geométrica ele Cartan 
. - '• . 

sobre ellas, da conceptos de gran utilidad en teorías de partículas elementales. 

El objetivo ele este trabajo es conocer y manejar la teoría de las álgebras de Clifford 

para describir algunas ele sns aplicaciones en la mecánica cuántica, especifi.camente 

las álgebras ele Dirac y Panli. También dar mm clasificación de lpS ~piriores sobre 

los que actúa el operador ele Dirac; 

En el capítulo l,··se clefihe:'el\:{g;ebr=¿(d.,clifford•asocia~~ a>un espaci~ v~ctorial· 
-~;/,! >·;. ,·_::~ ·, i·:r;·:;, ~'--

real de dimensión finita,'dÓ~.Eta6 ci&·;~~'~i()f~k c~1adráÚca: S~ muestra la existencia de 
:: .. :"' 

,-,, . 
la propiedad universal ele las 1ílg<='.b~'~.~l~ Clifforcl, la cual es muy útil al demostrar los 

teoremas eú losca1)íti.llosiyI2!'/L1iriilíiéi{~néorema 1 es importa:rtteya'que cla la forma 

de comit.ruir una base pkaeL1{1gilm1. partiendo de una del espacio vectorial, ademt'ts --·_. ·- ·.. : .. -,- ' .. 

se conoce la dimensión, y si ·la· forma bilineal asociada es no degenerada, se describen 
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características del,á.lg~bra que ayudaran a entender los tip?s de representación y con 

ello parte ele la clasificación de los espinares. 

Como eje~plos sencillos pero importalltes se calCulan seis álgebra~ "básicas". 

Se discuten propiedades como la graduación del álgebra; l~ d~fin:icióri del funtor 

Cl, el objeto universal (C(V, Q), i) del funtor:ép(V.Q)• lo C¡Üe;irriplica la eXistencia ele 

una equivalencia natural, haciendo a ( C(V, Qy, i) ~atura{eri el ~~nt,idd téénicoy como 

veremos los espinares son elementos ele está~ á.}ge~t~/h~:¿¡~Jid6ioi;naturales también. 

En el capítulo 2, habiendo calcula'.doyalris á.lgébias el~ Clifford y·dacl.:0 suspropiedades 

ele manera más sencilla, comi:i él·d~p~do~licidad2c>lEl,;'.prop~siciÓn··7.entre·los más 
'.· ., -. , . ~ _, - ' - - , . '• ... ' ' - - :-·>; "' 

importantes, podemos :hacer ~le' iTI~{~~~:~ i~dutti~~ la'.clE1si~caciÓn de las álgebras de 

Clifforcl reales ele dimensión fini~a~(pf~P:~sición .12); ·Definiendo la signatura y la 

signa.Lura módulo ocho, recopifaiTlos;.l~ cla~ificación en el diagrama de Hurewicz. 

Complejificanclo obtenemos .tiúnbiéri la clasificación de las 1ílgebras de Clifforcl 

complejas de dimensión finita;. 

Por 1íltimo definimos la .](~representación' del álgebra. de Clifford, da.da la forma 

de las 1Ugebras que obtuvimos: antes, se muestra la existencia. de representaciones 

irreducibles. Qüe senífundamental,en,laclefinición ,de los espinares;. 

En el capítulo 3¡ como e.asas imÍJortante~ en Ja físic¡, se es.tuclian las álgebras de 

Pauli y Dirac. 

De la cOüstrilc:Ción 'ele lh•ééúacii'>ri ~le '. Dii:ac,: ~e obs~l·va'c¡u'<:i ifiS matrices. gamma 

son los geneiador~ ele las álgebras 'd~ Clifforel S1 ,a;Y .&3 ,1 según '.la 'signatura ele· la 
,. • . ·' . ,, -,¡' ··\., _, ,._. - : > ·: ' -

forma bilineal en el espacio tiempo. Como le;~ fenómenos físi~os ~~dependen de la 



5 

elección de esta signatura, e~t~ h~cho muestra la necesidad de.la co.mplejificaC::iÓn de 

las álgebras anteriore~, loq;_ed~ el Afgel:lra.debiracfÍsicaD 16 ·~~• <C(4).-También···· 

se discuten tres representaciones de la ecuación de Dirac: estándar, Majorana y de 

cuaternios, y las transfornmciones entre ellas. 

En el capítulo 4,. teniendo la clasificación de las álgebras de Clifford reales y 

complejas, y la definición del espinar como la función de cmdél. sobre la cual actúa el 

operador de Dirac; damos una clasificación de los espinares según la dimensión del 

espacio y la signatura modulo ocho de la métrica, 'encontrando espinares de Dirac, 
.-' .. '·\''·--· ... 

Majorana, Pseudo Majorana, Weyl, l\Ífajorana-We~l, Pseudo Majorna-Weyl. .. ,. . . 

Por último .. ~e 'presentan dos apénclices, e~ el primero se estudia brevemente los 

conceptos de cateogorías, prodÚctos y coprocluctos, así como funtores, permitiendo 
.,: . 

.' . . . ··········-~-·· •. •· . ,. ~- .... -·· "'í 
definir tmiversales y probar las propiedades universales de las bases, de conúcleo y del 

• . ~ - .., » ' ! 

producto tensoriaL <;.·/ 

........ ~~· ... "--..... ,,- .. -:-· .. ·--·"-·' .... _ .. --·~ 

Se da la definición de <ílgebras, con lo cual se hace la construcción del álgebra 

tensorial y ele! .álgebra exterior. 

F.inalmente se prueban. algunas propiedades del producto. tensorial_· las· cuales· son 

utilizadas a lo largo del desarrollo. ele los capítulos. 

En el segunclo;apénclice, da~a la i~portancia: en lél. mecánicacuá.ntica que tienen 

los espaciosve~toiiale~c~mplejos se clan tres forma:. equivale:tesde,complejificar un 

espacio vectoral real. 
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Capítulo 1 

.# 

Algebras de Clifford. 

l~n éste capítulo da.remos mm definición del 1ílgebra de Clifford para cualquier es-

pacio vectorial real de dimensión finita, dotado de la forma cuadrática Q, como el 

1tlgebra cociente ~~~). Mediante algunos teoremas, se prueba la existencia, unicidad, 

simplicidad y la forma explicita ele las álgebas de .Clifforcl. 

Como ~jemplos simples pero impC:>i:tantes, se ~·~1¿;(~1a:·~1 Afgebra el~. Clifford para 

el espacio vectorial V= JR.P·l·'I sobre el campo IR. con forma·é::1mdráÚca Q cuya forma 
,' ., ... ·' ' 

. . - . 
bilineal asociada B es no degene~ada, B = diág{-:-1,,....:1; :.'., --), 1,1; .. ., y para p = 

.··.· ... · --~~-· 

q = O,p = 1yq=0,p =Oy q = 1,p = q = 1, p =2 yq=. O,p =O y q = 2. 

Con ello se discuten 'propiedades universales, su Z2-graduación, la existencia del 

fnntor covariante Cl de la categoría de espacios cuadráticos e isometrías a la categoría 

de 1ílgebra.~ asociativ~ymorfismos de álgebras. ELcarácter de (C(V, Q), i) como obje-

t.o universal para el funtor <p(V,Q) el cual induce im funtor canónico H(C(V, Q), --) con 

el cual se eHtablece una equivalencia natural entre los funt.ores <p(V,Q) y f-1 ( C(V, Q), --), 

7 
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aún más 'P(V,Q) es representable y su representación es H(C(V,Q),:._). Lo qU:e hace 

(C(V,Q),i) "natural". 

1.1 Álgebras de Clifford 

Sea V un espacio vectorial sobre un campo F ele dimensión finit.a, dotado con una 

forma.cuadrática Q, la cual es una función de V en F talque: 

l. Q(ax) = a 2Q(x), a E F, x E V¡ 

2. B(x, y) =i='Q(:É+;y) ---Q(x) ..-. Q(y) es bilineal. 
.. , ,, ... ,." 

Es claroqneB(x,y)essimétrica¡ esto es, B(x,y) = B(y,x) y además B(x,x) = 

2Q(x). 

Ahora usaremos Q para definir el tí!gebra como sig;ue: 

Nota 1 Aparl'ir de ahora., a meno.'I que se especifique, considerarnos que el producto 

lensor-ial y lii ~urnii' <firc~tn estan sobre el mismo campo que el espacio vectorial V es 

deC'ir © = ©F.}I ffi =: ffip. 

Sea V uniespaci;J de'climerÍsión n sobreel campo F, Q una forma cuadrática en 

v. y T(V) = F EB Vffi (V 0 vre:r(V©" ©V) ffi .. ~,el álgebra tensoria.l definida por 

V (ver sección tl.5), KQ ideal en T(V) generado por todos los elementos de la forma 

X© :1; - Q(:i:)I, X E v. 

Defi11irnos el ~Ugcbra de Clifford de la forma cuach:M.ic:a Q c:ómo el ¿í.lgebra 

(1.1) 
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Si a E T(V), escribimos a = a + Kq É Ó(V, Q). 1.Tenemos Ja asignació~ i : V --. 
_--=-==,-'-'---=- ---

C(V, Q) dada por a; 1--1- X= X+ Kq. y~ queV genera a t(V), i(Vfgenerael álgebra 

de Clifford C(V, Q);·· 

Tenemos 352 = xx = x ® x =x ©.x - Q(x)l+Kq + Q(x)l = Q(x)l = Q(x)I, es 
--·---- --------- --- - ----~~-----"----------:_-_ ------------- -

decir 

352 = Q(x)I. (1.2) 

La función i tiene la. siguiente propiedad universal : Si J es una función lineal ele 

V a un éílgebra A tal que J(x) 2 == Q(x)l, x .E V, entonces existe un único modismo 

ele éílgebras g de Ó(V, Q) en A tal q11e eldiagrama 

A 

conmuta. 

Para probarlo recordemos que (T(V),in), donde in : V --. T(V) el mapeo 

canónico, es un universal desde V a F, .Piel fl1ntor ''que olvida" (ver sección t1A). 
. ~ ' .-

Esto significa que cualquier Íunci~~ Jiheal-µe V en ún ítlgebra A, tiene una única 
< .. . ' ' :, ' ,'.< ·, 

extensión a un morfismo ele álgebrasf'deT(V) a A. 

Ahora. cada elemento X® :e - Q(x)l; X _E V, esta contenido en el núcleo ele !', ya 

que 

J'(x@a;-Q(x)l) = .f'(a;@x)-J'(Q(x)l) = J'(a;).f'(x)....:.Q(:c)f_'(l) =f(x)2 ;_Q(:n)l =O. 

Luego; el iclea.l /(q e Kernel ele f'. Así, tenemos el ~10rfismo _inducido g : C(V, Q) --. 
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A con a+ J<Q ,__. f'(a). Así g(x) = l'(x) = f(x), con lo que se sigue la conmutativi-

dad en el diagrama anterior. 

Para probar la unicidad de g supongamos que existe h : C(V, Q) '-------+ A tal que 

h o i = f entonces h o i(x) = h(x) =f(x) = f'(x) = g(x) para toda x E V con lo que 

h=g. 

Un elemento en el ideal KQ es 

( (x+y) 0 (x+y)) ~ Q(x+y)I = x0x+x0y+y0x+y0y-Q(x)I-Q(y)I - B(x, y)I 

donde x, y E V. Perox,@ :v - Q(x)~ y y 0 Y,-:- Q(y)l ·~ l<Q con lo qu~ 

(1.4) 
·. '·-· 

·~,:···~:: i/ ,: 

Al aplicar en (1.4) la funcicSnf' y ya que 1<¿¡~.C:J{e1·n~Í.def',una relación equivalente 

a (1.'1) es 

(1.5) 

y x 2 = Q(:i:)I [1·cf.ll]. 

Podenios usar.esfo para.probar el siguiente.lema 

Lema 1 Si los elementos U1' ... ''ll·n generan el espacio vectorial V sobre el campo P, 

entonces los elementos 

1 = I, 71.; 1u.;2 ···u.;r, i1 < i2 <···<ir, 1:::; r:::; n (1.6) 

generan el eS])(J.C'ÍO veclm·ia.l C(V, Q) sobre F'. 

DcmostracicSn. 
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--" ·o- - -- - -'- - -

Sabemos que T(V,)esta generada por V (ver sección 4.5) y los u; generan a V. 

Entonces los.ui generan a T(V), esto es, todo eleméntode T(V) es una combinación 
. , 

linealcle 1 y ui'~d<'l grado positivo. Llamemos a 1; Ui 1 ©Ui2 ©: · ·©u4·, ii< i~ < · · · < Ír, 

1 $ r $ n "estándares" y sea.Sel conjunto ele sus imagenesbájo l~ función proyección 
.'.:..:_!_ __ • .:..:_,· 

=---,---

7í: T(V)-> C(V,Q), {I,u.; 1Ui2 ···u41 i1º ~ i2 <:: · ,; °'S ir,1::; r $ n}. 

Probaremos por inducción sobre i y en el graclode·u E S que UiU es congruente 

módulo el ideal /(Q a una combinación lineal ele elementos ele Sde grado$ grado(u)+ 

l. 

Supongamos que 11. = Ui1 © Ui2 © · · · © u4 

Si r > O, i = 1 entonces u.;u es 

para el cual tenemos dos casos 

Cuando Ít > 1 así 

Y para i 1 =1, 

Donde grado(Q(u¡)ui2 • • • u.;r) = r - 1 $ grado(u) + 1 = r +l. 
, . 

Ahora sea i > 1, r > O 

Como se hizo antes, si i < i 1 ent.onces 
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para i = i1 

,· ' . ' :./ __ :._ .'.:'.'.·'·. · .. <. - . 
ui(ui1 ,U;2 • • ~··11,;,.) = 13(~~.~it )I~;2 ; ·;u;,. :- U;1 (ui u¡2 ···u;,.). 

nación lineal el~ ~1~n1ehtos' de S.·Y grado(:,;,;(.~;1 :,;,i2 · · · u;r)} $. r +i. . - . . . .;' . : " - - ' " . . '., ·' --~ . -

Este resultÍl.do'implicá que si C' es el' subespa~io de C(V,Q)generaclo por los 

elementos I, U;1U;2 • • •'lJ,;r,, i1 < i2 < · · · <ir, 

Con lo que C'C' C C' así C1 es nna subálgebra ele C(V,Q). Yá que C' contiene a 

\1 = {x = i(x) 1 x E V} y V genera C(V, Q) sesigu~ C' = :b(\1, Q).• 

Lema 2 Si B(:i;, y). es no degenerada y n =·1, entonces dim C(V, Q) = 2 y s·i V= Fu., 

entonces C(V, (J) es un cnrnpo o es s'!Lrna directa de dos copias de F según si Q(u) es 

o no 'ltn cuadrado en F. 

DemostracicSn. 

Del lema 1 sabemos clim C(V, Q) $. 2 y si V Fu, entoncf'..s u2 Q(u)I con 

Q(u) =f O ya que B en no degenerada. 

1) fi • l 1 'J b 1 F(l.J . -l 1 -l l + (f 2 Q( )1) "V e uuenc o e a ge ra .1 = (t"-Q(1')l) , para E .1 , = • . - u . · .ia que 

(l2 - Q(u)l) = O entoncc~s t2 = Q('u)I. Entonces la función lineal f de V a A tal . . - ·, 

CJllC f(u) = I Hat.isfacc /(x) 2 ==:Q(li)I; X E v. se'~igiie cl~la pro¡)iedri~Furii~ersal 
'-·, .. : - ,· _,_. __ :·. 

del iílgebra de Clifforel, laexist.ericia deun morfismode álgebias g de C(V,Q) enA 

donde u 1-+ I, el cual es snprayectivo. 

-·----·-----------------_.:.__:_ __ .;___--'--------' 
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Sea g(t) E. A entonces g(t) = q(t)(t2 - Q(u)l) + r(t), dcmder(t) y-q(t) E F[t], el 

primer término de la s1un~ esta en la clase ~l~·""B~;;(t)·;;., -~+bt ~sÍ r(t) = al+ bt 

con lo qu~ g(t) Laifbt ;•ei gr~do(r(t)) < 2 o r(t) = O,luego (l;t) es base de A y 

Del rriorfhmió sllpraye~tivo g ·y dim C(V, Q) $ 2, t~nemos dim C(V, Q) 2, es 
- ·- ·-·, -.--.. --- - ~' ·:-· (_·.-,~ 

decir g es un ise>rn~ifismo:· 
Si Q('I./,) Íio ~~ p~icie ~;c~ibi~ como un cuadrado en F,entonces t

2 
- Q(u)l es 

irreducible eIÍ F[i]jC(V,Q);'<::S\m campo.· 

.Si Q(u) = (32 , ; E f,~ea·~' =u.- /3~ que satisface 

e'2 = 112 ,- 2{3U+ (J2T·¿ 2Q(u)I:_ 2/3U = -2/3(u - (31) = -2f3e' 

,, . . . . . ' . ~ ' . - -_' . . .' - . ' - - ~ - " - -

Ejemplo 1 Sea B(x, y) iio degenerada y n =. 2 entonces dimC(V, Q) = 4. 

Demostración. 

Eligiendo una base ortogonal (u.; v) para V. Entonces Q(u)Q(v) f= O, ya que B es 

no degenerada. Sea C' él <Ügebra ~le Ólifforclcon forma ~uadráÚ~a Q' la cual es la 

rest.ricc:ión ele Q a F'11 .. C' t.ieIÍe base (l, u), 'é~ITio se Ílizo en·' ellein~ 2. Consideramos 

las matrices 

( 
'iJ º_·. ) u.'= , v'= 
o -u 

1)·.· . ' 
o 
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en M2(C'), es decir rnatricesde 2.x 2 con entradas én C'. Donde 

cumplen u'v'.+:v'u'.= O.°''También;_':u2~:=;LQ(u)i,_v';2 /''=~9(11)l,J E.Ñ/2(C') Y A.= 

Fl + Fu' + Fv' + F~.Íil ~ ·~~~-~~~á!gc~gi~~~ •ij;(q' )! P9d,elhosf "7er-que las rriátdces 

1, u', v', u'v' sonlibealrn~1it~ i~~l~p;l1~fientes.:_co~'.1() q~~¿¡ilJ~ ~L4:·' 
Tambié~, li rJ~Ji¿nr~- '1Iü~~1- ~~'0;~ri'::-~tf~1:iiJ~~~'-J: 'ti, ~-~m' s~ti~face ¡ ( x) 2 = 

Q(x)l, x eJl.--Porlaprói)iedacÍ-~riiv~r~sal ~le,l:algehra ci~QlifFO,id-e,xiste üna e.xtensión 
: ',._ ..... . 

- . ,:-~.. ' • .. f -

es suprayectivi~, !acÍiinÓ(l/; (¿)'~ :4};c1¡h,',,{_2J.'. irii1~ii6~i<li~C(V, Q) ~ 4,- aun .más 
-" ~ ., '.~'·:'·J.,~, -.. ,,, . - , ',~,'' ::-~:){,r. >:~} ~~~:~< J:'.•<é:·,.~ '/i\ ,,. 

g es un isomorfisrfio.•!, . ''i ;,,< . \( Y. ,< ' •• • _, 

es de característica psi es un ntlrn?ró priil1C>·t~l_9ue,_a + ... +.~==(),para to_da, a E F.) 
' . ' p . . 

es llamada un álgebra de cnaterniossi A es generada ¡iór dos elementos i y j tales 

que 

i 2 =al"/=O, j 2 ={Jl"/=O, ij=-ji 

donde a, {J E F. 

Lema 3 Toda álgebra de C'!Laternios es simple central sobre F con dimensi6n 4. {Un 

rílgebra simple es CLquella cuyos ·únicos ideCLles son los _triviales_ es decir {O} o A 1J es 
. . ' 

central si su centro es G = Fl = {al, a E F} ; el centro es el conjunto de elementos 

que conmutmi con lodos las otros clcnientos del conjunto, ) 

Dernost.racicSn. 
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' ' ' 

De la definición anterior, i,mplica que cualquier elemento de A es una combinación 

lineal ele los elementos 1, i, j, ij. Sltpongamos que 

>.1 + µi + vj -t- pij =o (l. 7) 

para A.,JJ,, v,p E F. Si multiplica~;~ (1.7)por Ídel lad~ izc!~ierclo y del lado derecho 

por i- 1 = a- 1i, obtenemos 

A.l -l- µi - vj :--' pij = O, (1.8) 

sumando y restando (1.8) con (1.7) tenemos 

A.1+ µi = o y yj +pij = o, (1.9) 

ahora multiplicando (1.9) del lado izquierdo por;j y del derecho por r 1 = (Jj tenemos 

A.l - ¡ü === O y vj-:- pij = O, (1.10) 

sumando y restando (1.10) cm1(1.9).,obt.enemosA.1 = µi = vj = pij ===O con ló que 

,\ = µ = v = p = O. Así l;i, ], ij son li;~ealmeilté independientes luego c~:mstituyen 

nna base ele Ay dim J1:=:4;;S~~I~lmiU~hl #= Ji:~T =cl+1;:l=·i +1, )=j + lque 
' . ·~~o''- -· , ->- ' .. -. . , ',. , , .. •, . 

satisfacen z2 =u;= al ~al f O,;'.J2 =(JI 'f O,'ij 7 -ji.:~ntbn~es'1- es una álgebra 

de cuaternios .Y dim'Lj ~=;:,1.;)~sÍ·j, ·~·O con)oq11e .. A'essimple.· ... , 

Demostremos,é¡n13el,ce~tro el~ ,4 es Fl. Sea e= ~~ + µi +vj + piJ en .el centro 
: .. ' .. : >·:'(.,-·:-. : .; __ (_ . 

de A, se debe cuiiJplir ci ===ir. con lo que v = p =O también cj ~je asíµ= O. Luego 

e= ,\1 entonces ~l centro es Fl.• 

Lema 4 Si B(a;;11) es no rlcgcncnula. ¡¡ n 2 ent.onc:es C(V, Q) es· ú.n álgebm rle 

cunlern-ios. 
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Demostración. 

En .el ejemplo anterior probamos que existe un isomorfismo de C(V, Q) con el 

álgebra A generada por u.' y v' que cumplen u'2 = Q(u)l f. O, v'2 = Q(v)l =/= O, 

·. u'v' = -v'u'. Entonc;c:is;Q(}í\cJLe.~. u11)lg~12r.ac!~ su.a,ternios.• 

Si B(x, y) es uná'for.rrui sii-;létri~a~ bilineal d~un espacio vectorial V y (u1 , ••• ,un) 
- .. ,-.- ,.,.._ ... - .. " . ' 

. - - - .. -

una base paraY entonces:ó ~clet(B(Ui,'lti)) es llamado el discriminante de B. 

Lema 5 ParaB(x.;y) .no degenerada y dimV.~ 3. Sea.U un subespacio de V de 
/ ; \~-.-/'·--

dimensión 2, en que la restricción dcB•a U cs/io degenerada. Escribimos V= UEFJU.L 

11 Q', Q" las restricciones rle Q a U· 11 U.L 'rcspécti11arrÍente. Entonces 

C(V, Q) ~ C(U, Q') 0 C(U.L, -ó'Q") 

rlonde ó' es el discriminrm.te de la. reslricC'ión de B a U. 

DemosloracicSn. 

Sean i' : U -t G(U, Q') y i": U.L --+ C(U.L, -ó' Q") las funciones canónicas del 

álgebra de Clifford donde .y t--> y' ' z ~ z~'. respectivamente. y (u, V) una base 

ortogonal para U, definamos .d.=:: .. 2u v,,, se cumple. u2
• = Q(u.)1, v2 = Q(v)l y u 

-· . . - - ' . - . -- ~· . 

v = -v u (por la relaci6n (L5) y laort~~onalidad de u, v), con lo que 
- -- ' -~- -- - -· . -. - ·- ,_ ,- .... _ "" .. -~ 

-2 ••·•· .. ·· ••..•... · \ •.. ·· .'.. . . 
d = -4u2v2 = -4Q(u)Q(v) = -B(u,ú)B(v,v)l = .,.-ó'l 

doude 6' ~ det ( B( :· ") 
13 

( :, n) Jes deei: ~ di,criminaute de la =<dcci6n de /3 

a. U clefiniclapoi· la base (11.,v). 
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También si YEU,z E ui, entoncesyd = -dy, yz =;=-zy;.d:i=:: id., para ver la 

primera igualdad, tenemc;;s y = au + f3v con a, f3 E P hiego y ,.;,; au + f3V así . . 

,· --.,. . - ._,--'- _-_ _-____ _ 

yd = (au +f3V)(2~v) = 2~Q(u)'i)- 2,Bq(v)u = --,(2~y)(au+ f3V) = -{ly 
: . . . ' 

-=-~-=-~~==e='. o ---' _ _:__= -----e:__~-''""""" - ---

la segunda y tercera igualdad podernos s~guirias usallclo la relación (1:5) y la or-
' ' ".: ., '"·. -: 

,_ - -- - -o 

togonalidad, yz +zy = 2§(11,z)l:..: O con 1() que yz = -zy y dz = (2uv)z = -2uzv = 

z(2uv) = zd, así 

. . . 

y(dz) ·,;: -"-(dy)z ~ (d:¡})z, (dz) 2
. = d

2z2 = -ó'Q(z)l. (1.11) 

Y y2 = Q(y)ly (dz)2 ;= -ó'Q(z)l, luego.Ja prbpiedaél universal del álgebra . . . . . . - . . . . - . 

de Clifforcl implica la existencia de los níorfism~s ele 1Ugebras .g'. y g" de C(U, Q') 

y C(UJ_,-ó'Q") en C(V,Q) ·donde y~:) '.;,~,, ~·dz.respectivaménte es decir 

satisfacen los sig11ientes cliag,1·amas conrn~tativos: 

.'( 7-(U, Q') y 

C(\í,Q) 

UJ_ ~ C(UJ_, -ó'Q") 

iiX 
C(V,q) 

Tenemos los morfismos hilineales 

T: C(U,q') X C(UJ_,-ó'Q") -t C(U,q') ®C(UJ_,-ó'Q") 

y 

(g'; g").: C([J,Q') x~ccuL, -'-:ó'Q") --:+C(v, Q) . 
. ·"' ' ,. 

Por la propiedad m1iver~¡il ~lelé'pn?chi~1;~·¡,ensori1íl (sección 4;5, ejemplo17), existe el 

rnorfisrno h deC(U, Q') ® C(UJ_ 1 -ó'Q") en C(V, CJ) t.al c¡ue y' J---+ y, z" 1---+ dz. 
. .. 
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Considere el elemento d' Como 1() hicirno~ antes, podemos 

C(U,Q'). 

Además consideremos el elemento y'+ d'- 11 de C(U, Q') 0 C(Ul.., -ó'Q"), el cual 

satisface 

(y'+ d'-1 z")2 
. . 1 1d' d'y' 

y'2 + (y'd'-1 +d'-1y')z"+ z''2 = y'2+ (-'!:!,- - -,-)z" + z"2 = 
ó ó 

y'2 + z"2 Q(y)l + Q(z)l = Q(y + z)l. 

Entonces por la propiedad universal el~ Ó(V; Q) tenemos el :rúorfismo g de C(V, Q) en 

C(U, Q') 0 C(Ul.., -ó'Q") tal que y+ z 1------+ y'+ d1
-

1 z", es decir se sigue el siguiente 

diagrama conmutativo. 

C(U,Q') x C(UJ..,.-ó'Q") ~ C(U,Q')C2>C(Ul..,-ó'Q") 

(g',g")l ~~ 11 

. ccv, Q)+·.··-· '-. _. ----

T y (g' ,g") estan clefinidasP'.?r;(t'.; z"):~y' +d1
-

1z 11 y ([/,~")(y', z11 ) := g'(y')rl'(z") = 
' ' ~ : . : ; . ' '. -, ' 

'fJ(dz) para (y1 ,z11 ).e.C((1,QÓ~.c¿(cr;.,o._lQ 1:}.[raITibién}(y):=y', J(z) := d1
-

1z 11 la 
,'~ 2:::,---,·•, .~_.-., 

cual cumplef(y.ffi z)~~~(1?i:t~'.-{~11)f,,=~QC.~+;)~.·· 

Basta ver en 1Ós'.ge~~rl1.dorcis ~p{e·gl(~ 1. en q(U,Q1) 0 C(U.l., -ó'Q"), 

hg = 1 en C(V, Q). Ómho 1í~~~C7fv,'cl?r~:2c&;;Q1):~C(UJ.; ~ó'Q"). 
_·,_.,'._-:;,·· 

también 

Teorema 1 Sea. Q forma /~a~;tlÚ~iii.rlc\;1i e~pcú:io vcctodal V ele dimensi6n n, 8obre 
, .·.· .. ·:._:'-- : __ ,~· :'<:.:~':.· ... -·.:_· .. _·.-_>i:. __ :-,_ :.--·:··-:'-~----Y· 

un ca.mpo F. de camcle1·í.st.iq.a' di8lÚil!i de 2. · .. Entonce.~.·. 
_;_ --

(a) dim C(V, Q) = 2i1 118-i. (v.1 , .•• , v.n) e8 base d.c V, enf.onces los elementos 

1=l,.11.;,v.Í2. ••1/.;r, Í¡ < i2 < ... < Íri 1:::; 1':::; n, (1.12) 
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forman una base para C(V; Q) so.bre F. 

(b) La funci6n can6~ica i ; V ~ C(V, Q) donde x t--t x es inyectiva. 
' . '· . 

(c) S(laforrría bili~;eáa8bcigda donde'Q es iio degenerada;. entonces C(V, Q) es 

simple central si n:es p~r y~ª""ª~ ~2~+ 1, V E z, C(V, Q) es simple con centro un 
- ' -_ '- ---~~-º-=-=-·=;-.-=-::=;=;~:----;-,:';==-----,-o-·=~--,-=- __ -o __ --.-~~.,--=-~....o--- - ~-'=-::..=-c~J===·-""~~--.--"'" --="'-=-----~''-"'----~~---'--'--_-=----- --"'·---o,_=-oo--_,-,__--,-,_. - ·- ~ -- ~;..._-'- =~- _ ---~= 

campo de dirriensi67Í io ~s s·~ma di?ecta. d~ dos . álgeb,,.as. si'mplés. centrales isomorfas, 
,- ··- .,, ___ •• _;_ < -·,-.,' • ·._-·.'· - > •,¡, .. , ._,,-· . •' '.':: '·: -,_ <' : ~- -

según si (-1)"28 c.~ o no un cuadrado enF, ó es el disó·irríinante de B. 

Demostración. 

Por ellema 1, l~selementos en (L12) generan a C(V, Q). Ya que el número de 

estos elementos.es menor o igualql1e.2n, ~i dlrnC(V,Q) = 2n, éstos forman un~ base 

(un conjuntod~gener~dores•cuy?númerciesiguala hL dimensión del·esp~cio, ~·una 
base p.ar~ el espaé:i~), ~~n';}o que.•irnpliciL trim~ié!l que u;, 1.:::; i :::;)i; kon lineahnente 

independie~tes,• así laLfl1ncióJ. i,.es .•.Ínye~tiva·· (Sean Y, W. espaciÓf; y~ct~;i~l~, .Y sea 

linealmente indepeilcÜentes tle V en conjunto~ linealrrieÍite iI1d~p(:}ndi,~11tes éle W.) 

Ahora pro baremo~ la relación el~ la'. climen~ión y ( ~) p~~a ef ~á,~~fri~ cl~generaClo. 
i. ·~ 

Pára n = 1, el resultado se sigue del lema 2, es decir dim C(V, Q) = 2, si V= Fu,. 
. . ; . 

. . .--· . . ' 

entonces C(V, Q) es un campo con lo que ·es simple y su centro es la mismaálgebra, 

o es suma directa tle dos copias de<P segtín si Q(u.) puede escribirse º,Uº como:un 

cuadrado en F. Para ehíltimo caso C(V,(J) ~ Fe+ F(l-:- e) las cuales son sim¡)les 

centralei; e isomodas. 

Sin= 2 entonces del qjerilpkll y 108.lemas 3 y '1 se obtiene C(V,Q) es un éí.lgebra 

'· \ 

simple cenLral y dim C(V, Q) = 2" = 4. 
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Ahora paran > 2: Podemosencontra:r un subespado U de dimensión 2 en el 

cual la restriccióndeB no'sea degenerada. Pór eLlema 5, .C(V,Q) ~ C(U;Q') © 

C(UJ_,-ó'Q")donde b1 ~f;éldisc'rmíinalltecle lhe~tricción deB a U. Además C(U, Q') 

es un álgebra de cuat~fni~s, ~of Ío qtieésde di~~nsión ,4, simple central. 
-=_-.;__::_=-c-d"o"; - - -o-=-o,-_-_-·occ=.-_-.o_,=-=oo-_ ------

· •'' ·, " 

:~:-? -:r<.-_-. /.=--:-·-..... .,~-

Usando fo hipótesis, de inci~c~:iÓili ~odem9s a.smni~ el resultado para la forma 

cuadnítica•'--ó1Q" ¿J1'.tr+:.a:3í:difu (i(lff; 7éc;}u) ,;;.; 2n-2 y es simple central si n - 2 
--·-.- -=.~--'-:=.·~·;,,,_ ::-:'-'-o'··-..:.7··,_-~-::::'::.,-~~,:-<' ,;.\ ·,~ __ \: .. ·:.--, -----'·,-:=-·" __ ._-_-____ - :_ . 

es par, entone~ ~i~d(y, Q) ~ 2.22~t2 (y~ ciue ;dÍmC(V, Q) = dim(C(U, Q') © 

C(UJ_, -SÍQ'.')).;;, <li~p([r, Q'1) diüi.dcirA ~&.Q1~) == 22 2ri"'" 2
) y p()rel teorema 2 (***) 

.. ,· . _jj·,"'-":( .. :::_:::.~~¡· l j .... ,.· ·., , __ .,,,:· ·-~t· ·'"·· 

(que se enci.ie1ít.ra ad€!Íhril::~!), .G(v, Q) J~ siriipl~ ¿<3nt~~L~i 11. ~~ pa.l°. 
' .:~ . ., .. __ ,:_ -:-·:5',-~\:·-·'-~'-.-··.;;_',i·¡·.~· ... -. :.:~_:'-.'.· ·- ·.!:·.t: .. :·· :_·., ... · ·:·-

Sin= 21.1+ l, n-2";;i 2(v~i)+i,'1Ahii)Ótesi~'cl:e in~lucdÓn .implica que ~i ó" es el 

discriminante de la restric;éi~n clt i:L U-l, e'it6~c~S ccúf, lÓ1g11
) es simple CÓn centro 

- • .;:,:: , .. : .:''-: ·,_(_',<:·· .. . ;·;:, .. _ 

un campo de dimensión 2 o es sum11 direcÜi cie dóSálgeb~·as simplf)S centrales isomor-
; -: ·~ ·.:' . . . ., .: ' ' - _·. -

fas, segtín si (-1) 11
-

12(-ó')n- 2611 es onOun cuadrado en F. (La matriz de la nueva for-

-6' B ( W¡' W¡) 

ma cuadrática -ó'Q" es 

-ó' B(wn-2, Wn-2) 

W¡, •.. , w,._2 E UJ_, con k:i que el discriminante es (-ó')~- 2ó"). 

donde 

(n-2) x (n-2) 

De acuerdo con esto G(V,Q) e.-; simple (por el corolario 2 (***)), con centro. un 
- :·, ' ·' .-:· , 

campo de dimensión.2 y~t cjue:tieri~ ()iniismo centro que C(UJ_,-ó'Q") o es suma 
. . : -~ .-': ·. . .' 

directa de ~los álgebras ~i1niJle;¡ cci1it.rales isomorfas E y E' con lo que C(V; Q) ·.~·.·.· 
. . . . -

C(U,Q') 0 (Ef:fJ E'):~ (C(U,Q') t9 E) ffi (C(U,Q') ®E') r1ue nuevamente por.el 

corolmio 2 (***) C(V, Q) c!s suma clirecta de dos álgebras simples centrales. isomorfas. 
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Donde 

y dado que n - 3 es par, la expresión anterior es un cuadrado si y sólo si (-l)v2ó es 

Queda· probar" l~fói:mufa dé·· 1a diri).~risión en el ;c~~ degeíiera~o: 
Para ésto, ~ncajamos V en u~ es~:cio .~ec~~ri~l d~ dimensión :finita W con una 

' . ' • . ' • ' •. . " •.. '.· . ' ,·· ,-.--. ' : ,- <·, -· ': ~-." ~ -·· 

forma cuadrática cuya form~ bilineal MoCiada éS iio degeneracia y es una e:xtensión de 

Q. Para est~ escribimos V = V 1- ffi U par~ alguri subespacio U, entonces lá restricción 
·- .. ' . . - . ·- .. 

de B a U.es no degenerada. Sea W• = V1- EB U EB (V.L)~· donde (V1-)•. es .el espacio 

de funcion~ liné{\.les en•Vl.. Y para x = z +y+ f con z E Vl., y E U, f E (V1-)*, 

definamos 

Q(x) = Q(z)+Q(y) +f(z) (1.13) 

Podemos ver c¡ne Q es 1ma forma 6uaclráticá'eI1 vV cuya forma bilineal, simétrica 

f\Sociada Bes no degenerada. SeaT11 ;;,;;~y,;y~'c1tr~·8(x1::ii2)=Q(x1+x~r- Q(i1)~ 
Q(:i:2), donde z1, z2 E Vl., .Yt, y2 E .. U.f,t ,/2EO(~J.)~ 1 ~t~a.n~()(l!l~),~t~nemos 

. - - -~-~·"·" 

(1.14) 

de (1.14), podemos ver que Bes simétrica, ya que si intercambiamos x 1 por x 2 nada 

cambia. 

Dado qne (x1, 112) ~ (111, 112) 8 
8(111, 112)+ !1 (z2)+ h(z1 ), BoP es lineal, ya que 

es combinación de furicione:dineal~~(j2 (~1 ) y .f1 (z2) son lineales, para :i;1 = z1 +y1+./'i 

y :1:2 = z2+ Y2 + f:.!la funcic'>n h(z1') =h o P1(:i:1) donde (x1 ~ z 1), es lineal, dado 

que !2 y P1 lo son. ·Y de manera análoga para f1(z2) = E11z2 o P3(x1) con X1 t:J.¡1 y 

- ··-- - -~------· --·-~--------------
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J1 
8~2 J1(z2 )), sabemos qne Bes simétrica se con lo que podemos afirmar que Bes 

bilineal. 

B es no degenerada, lo que significa que si B(x1, x2) O para toda x 1 E W 

entonces X2 = O. 
. . . . . - -

Para x 1 = yj, O =·B(x1,x2) == Q(y1 _+v~)~ Q(Y1) ~ Q(v~) ~4B(y¡, Y2) para toda 

y 1 E U, pero ya queB}enf,no~;c.legen~ra~la, ent6hcef3 Y2 = ,o. 

Si x1 = f1 hÍeg~:c/;·:~ci~\ca;~5~¡~·(z2Y.J~~··t'oa~}/-e.'(v_L)~ .. con 16 que z2 =o. 

Para x 1 = z1 entonce~~ =~¿·(Q¡f~~);f'Q(i(-f 11~) 3:.Q(zD - Q(v2) + f2(z1) = fi(z1) 

para toda z 1 EV..L de este rl1oclo"f2•;.. ~·}~;H,;2 ~JO> 

Tenernos i: W -> C(W;Q) ~ol1:x·~ ~la función canónica de Clifforcl.. Se sigue 

de la propiedad universal ele C(V, Qfque exist~ un morfismo ele C(V, Q) en C(W, Q). 
' ' 

Sen (·u 1 ,. •• ,u.,., u,.+ 1, ••• , u.q) base de'ltf ,. tal que (tt¡ ,. . ., u.n) es base para '\/.Ya c¡Úe . 

8 es no c!egeneracta, los elementos r¡¡; ~\·.u·j~,i1 < ... <is, 1 :5 s :5 q son linealmente 

independientes (para el caso no degeneracl()>lli;función canó~ic~ es inyectiva), los que 
. ··:.·:·: -.... . . 

contienen a u,· .. "l-¡:- ii < ... t lr' _- ·-: {' 'tr,1·~ r:5 n.~Del rnonomorfismo entre C(V,Q) a 

C(ltV, Q) el cual manda 11.i 1 • ;-. ~·i,. eri úi; .}'. úi;:, vemos que 1Li 1 .. • 1Li,., i1< · · · < ir, 

1 :5 r :5 n son linealmente incl~~~n~H~~~~s, . ~orlo tanto dimC(Vi Q) ='2".• 

' .. ,.,. -

Teorema 2 (***) Sea A una sub~lrJebra. simple central de dimensión finita de un 

álgebra 13, Entonces B ~ A ® C donde .C es él (:cnlmlizádoi· ele A en B. Entonces la 
a • . . . i<,.' •-, ·' . . 

··;.:.; _. 

idenles de B. Además el centro ele ·13 coincide coú. elccidr¿ .rleC~' Ver [ref.ll] 
J,:~·:.: .. ·,_·:; 

. . .. ·, ~,·:. 

Corolario 1 (***) Sea A un álgebra de clirnensiónfiniÚisimple ~enlr~al, sobre F, C 
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cualquier álgebra sobre F. Entonces A®C es simple si Ces simple y A®C es central 

si e es central. 

Corolario 2 (***):El producto tens<?rial A 1 © A2 ©···©A,. de un número finito de 

álgebras deairn,erí~·iórÍfinitatsifnples ,cenlr(Lles,• es ·de·dimehsiónfir¿ita, simple central. 

Ya que Ja fondón ~~hónica."i . x .f-> •x ele V a.· Q(V,Q) e~Únyectiva:, podemos 
·,';~-\-<-~ -_ ·-,•~ .,.., :·:-;'.:;. ->- .. ~,. "'.~··-··'-···· 

identificar V ccm ~ü irnageI1,.eI1/e \Y• Q) ;:Desde;§1iol"al~~:Jii~idérEl.rhos ·v e C(V, Q). Si 

U es un. su besp~ci'?, c\~"~/~ri.?~ri~.~·l~·~i{b~l~eB'r~:ti~:q(~ Qf g~~erada .por U· puede ser 

identificad~ e~~ fN{{9:~;;~~11~~~A,;~\~}~;'.J:~~i~ic~.i.61 ~lrQ. a U; co.mo se hizo antes si 
., ,:·: 

(u 1 , ••• , ~-m.)~ÍI1~:b~5e':pa,i~[/¡so~mi,P; ellt~nc~s s~ clemues.tra en el Teorema 1 que los 
- _, : . -. ;:_: . ..:-:- ~ ,l_'-~-- .• .,;:::;:~~· ._./.,:(~:?_"\E),-~·;·.~~.:·:~-, .. ;:}>· ·:,· ._;_.:~ -· "<{ .-- :;. :_ '.; ':.':' ::: :·\,.' ;/'..:; :~:: < • • 

_., 

elementos 1, ui;·> '; :U.2; li .. <. i~ :O:: : · '-<iir ;L~ r. $ m , son• linealmente independientes 
;.:. ,- ,..,_; ·-. ;, '.- '".;-- .. ;}· ' 

O.ro,.,;¿ • ;e~,¿;J,.: z::~ b.ª;,~,L ~I,.·ispd,fo· "'"º"ª' sóbro "" oampo 
. . {--- .. -, .,-- .,• - '. , _.-,., ·;:,·: ,:,··.· -

F ele clirnmisúHi Á, ~dh Úai·;1,ctcrtsÚca f 2, "tarqu~ zi}orma bili1ieal asoCiacla es no 
: - - _. :',-- . ' . -

. . . . . -

dcgeneradci. ~1ito~iCesC(VJJ) es jnwl·1.tcto t~71,soriaf de álgebras de cuatemios sin es 

par, y es prod~cto /.ensorial .de álgebras de C'lJ,aleriiios y .fü ·centro si n es impar. 

Para algi.mas aplicaciones de las 'álgebras de Clifforcl en el estudio ele · grupos 
' ' 

ortogonales, es necesario introcluci.r el álgeb~a de· Clifford par e+ (V, Q) definida 

como la suMlgebra ele C(V, q'fa~enefadXp~r,t6clo~;J()l3-ProchÍct9s_u,v, u,;v:_E V. . 
. __ ,.-· ·_":::>· ."·";> ·.:>.:" <.: - >--·-- ''<·> ::'._.,. ·,,_, 

Un vector 1/, es llamado 110 isotrÓpi~o si Q(u)•'f"b'. Si ~-í es no iscltrópico, luego 
:</- ;/::< <-·> ···. -- - ·: ,·- ·.,. <~ .' ·- . 

' ' 

(u.1u.)(u 1·1J) = 11. 1 (-·u:1u + B(u., n 1)1)v = -Q(-11.1)-u.v + B(u, 11. 1)u.1v 
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entonces 

con lo que vemos que c+(V,Q) está generada porJos elementos U¡U,U E v. Podemos 

escribir V =Fu1á(Fui).L,:u,::: Óuútfv~do~cleºa E.F;.yv, U¡~son ortogonales. 
' ".. . ' , - ~ : : .... . . ·. ·•/ - .· ·-, ,·_ . 

Entonces U¡U. =;= oiQ('!l.1)1+ii1v: s'e sigue qll.e e+ esta generada por el subespacio 

v¡ = u1 (Fu.1).L, d.6 ~lirh~!l~icSn 1/"' ÚT~nernos 

y la restricción ele -Q(u.¡)Q(v) á (Fu1 ).L es una forma cuadrática Q¡ con su forma 

bilineal asociada no degenerada 8 1• Lo cual implica el morfismo suprayectivo de 

C((Fu 1)-1,Q1 ) en c-1·(V·,q) ~e+. Por otro lado, si (u 1, ... ,un) es una base paraV, 

entonces l,11.i, · · ·uir• i 1 < ··· < Ír es una base paraC(V,Q). Lnego los eleme!ltosl, 

y 'U-i 1 ' ' ' Uir COll r par están contenidos en e+ y hay 2n- l ele éstos. Y dim e+ 2::: _2n- I> 

entonces dim C((u.1 (Fu1 )-1, Q1) .= 2n.,..t; Se sig,110 e+~ C((u, (Fu.1).L, Q1). 

Teorema 3 Sc~Bno d~qdnemda y de ca;ncler·í.stica distintade 2. Entonces el álge­

bra. de Clifford p~rÓ+(v, Q) ~ O((u.1 (Fu;).L, ~ 1 ) donde i1.1 es >un vector Ao isotróp'ico 

y Q 1 es la restricción de -Q(~1)Qa u.1(Fú 1).L. e+ (V,Q) es simple 'centra si la 

dimensión n del espa~io V es impar y es'~;{pr~d1t~¡o tensorial,~e ~lgebras s·imples 
' .. ··-. . .e< '.' ·- .. ., •· '.' "·.' . •. ' ' , ·. : •·. • 

centrales y un álgebra Dde dirriensión 2, ,l~ ~~tCLl.es_·uri·carn¡io <J ~1mw direct~ de dos . 

copias ele F para. n = 211. i,,aS: dÓs¡i()~ibilirl;id<¿.sparnD cor;rcsporulen a sq-:1)vó es o 
-~·: . ·. - - : . - .- -:_ - .>.::! ---: > ., ' .. ,, - ' - , , .. -.: 

no un cuadrado enF, donde§ es un disc~irnino.nte para· B 1: 

DemostracicSn. •Ver [re,f'; 11] 
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Definición 1 El grupo de Clitf~rdT(V, Q) es el s1tbgrupo de elementos in.vertibles 

u E C(V, Q) tales que uxu- 1 E \/· Es claro que es un subgrupo del grupo multiplicativo 

de elementos invertibl~s de C(V,Q). El ui"ü'Po de Clifford par esT-~(V, Q) == r(V, Q)n 

c+(v, Q). 

1. 2 Algunas Álgebras de Clifford Reales. 

Como base para la clasificación de las álgebras de Cliffor<l reales y complejas. Ob-

tendremos la estructura explicita de C(V, Q) para alg;unos casos sencillos pero impar-

tan tes. 

Para .ello resolvemos los siguientes ejercicios. 
: . , . ; . . . ,. ,.,.,-. -~., ,. . • r · . . .. , 

Ejcrcicio.1. S~a1i;p(J,r 7¡('lJ,;,u2 ,::;,~.,¡) ·una bas.e orto!lonal para V sobre F, entonces 

Q{1t;) ='Y; -:1 O. Qb/,c1iga'.laJÓrmula c.:ipÚcita 

{l.15) 

donde//=~ y (a,{3) denota el álgebra conbase {1,i,j,k), tales que i2 = al,j2 

{31,ij = k =-ji. 

DernostraciórÍ. 

Por el Corolario 1 sabernos que C(V, Q) es un producto tensorial de álgebras ele 

c11ater11ios parad caso en el que n·par. 

Para n = 2, en el lema '1; probamos que C(V, Q) es un álgebra ele cuaternios 

y C(V, Q) ~ A donde A <·:H el ~ílgebra generada ipor u.' y v' los cuales satisfacen 
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u'2 = Q(u)l .·.,¡,. O,v'2 =:= ,Q(v)l .,¡,. O, y u'v' = -v'u'. Entonces podemos identificar a 

(cq,,Bi) con a1 = Q(u) y /31 =.= Q(v). 

Ahora para npar y'riS. 2. 

Del el lema 5 tenemos C(V, Q) ~ C(U, Q') @C(UJ., -ó'Q") donde U es un sube-
-·--"'-=- =co=--o==-~=- ~-=-=- :=--=-- -=--=--"---==o--o --=-:_:- -'-=o--oo_'-==-·-=---=--= = -=-

spacio de. V de di~en~iÓJ12 , así(J(U,'q)"es un álgebra de cuate~nios, siguiendo (1.15) 

tenemos 

aplicando el lema 5 al álgebra C(Ui, -Ó'Qll), obtene~os 

C(V, Q) ~ .(ai, ,B.)© (a2, ,82) © C(Uf, _:t;;Q~) 

donde a2 = -ó'Q(u ... 3),,82 = -ó
1Q(u4) pero ó'. = det .(.····· Q(u¡) O . ) = a1f31, 

. • O Q(u2) 
entonces a2 = -a1,(31Q(·u3), ,(32 = -a¡{31Q(v,,1), y así sucesivamente, los términos 

n-esimos senín 

Ahora sea V= ~':' un espacio :vectorial sobre el campo F = IR de característica i- 2 

con Q una forma cuadrátic<t cuyaf~rrrm bilineal asociada B = diag(Q(u1 ), Q(u2 ), ••• , Q(u,.)) . 
. · . ..·. . . ; .. •.·· .... 

Entonces paran = 2 y forma bilineal B = diag(Q(u. 1), Q(u2 )) = ,dfog(-1, -1), 

Lcncn1os 

donde oq = Q(n1) = -1,,61 = Q(u2 ) = -1, así el 1í.lgebra ele Clifforcl es el álgebra con 

base {1,i,j,k} tal que i2 = -1,j2 = -l,ij = k =-ji, pero existe un isomorfismo 
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entre C(V, Q) y el ¿íJgebra de cuaternios, con asignación i 1-> i, j 1-> ¡, k 1-> K, así 

C(V, Q) .~ lHI. 

Paran= 2 y B = diag(Q(u1),Q(u2))= diag(-1, 1) tenemos 
. '.¡ 

l t->. l == 

es decir 

C¡ 1 o o 1 1 

C2 1 o 1 1 o ª• =-
2 

C3 o -1 1 o ª2 

C4, ·1 o o --:-1 Q3 

M;; 

e;= 4Miiª'i' 1 :5 i,.J ::::;'A,ckmde a1 =:= 1;a2,i,; a1, a:i = a2,a.1 = a3 y det(4Mii) = t f= 

O, entonces 4fltlii E G L,.(IR.), 11sí{l 1 a1 ,ci2, a 3} esunit base ele IR(2) luego 

C(V, Q) ~ JR(2). 
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Paran= 2 y B = diag(Q(u1 ) 1 Q(u2 )) == diag(l 1 1) tenemps 

. . 

C(V1 Q)~ (a11 (3 1 ) 

donde a 1 = Q(u1) = 1 1 ,81 = Q(~2) = { así el ál~~bra de Clifford es el álgebra con 
~- --- =~--------·'--·----~-=- .. -=>--~~ ·-- -- -

base {11 i 1 j 1 k} €al qué i~ ~ 1j 2 =, l 1iJ = k ===. ":.'...ji.': Pero siidentificamos 

( 
1 o ) ' . (· 1 o ' ) " ( o . 1 ) ( o 1 ) l t-> 1 = _ i H ~1 =, __ . 1 j t-> (32 = 1 k t-> (33 = 
o 1-- . ' -:- o -1 1 o -1 o 

entonces l_a ba8e c~ri6nica ~le ~(2);s~ escribe como 
.;:-'.-·· "-"'- ·'-'-'-• .. · -._. ,. 

. . . ... ---.- . ·--. ·- - . 
1 - . . . 1 .·_· 1 1 

e¡ = 2(1 + .B1),e2 = 2(.82+ !31.82)1 e3 = 2(.82 - .81.82)1 e.i = 2(1 - .81) 

es decir 

C1 o o 1 

C2 1 1 1 
= 2 

1 
e 

-· 

o ·-·•O· ·. 

Ejercicio 2 8ca,n impar, (u.1 , 'U2, ·:·i11:n) ynab~c ortpgonal para V.sobre F', entonces 
- - - - - - - . ,. -·-; - ·. - --·- - -~ ;- -. •• . - e~; - .e- -. -- - -- ' ·- -- . -:.---- ,-_·e --- - --• - -- -. . . 

Q(ui) = 'Yi=I- O. Obtcngnu.nafórmul<L conw(l.15}, tensor el centro <le C(V1 Q). 

Dcmosl;racicSn. 
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Paxa n = 1, del lema" 2 y el COr()laxio 1 velTios q~1e e (V, Q) ~ e donde e es su 

centro, y e es el álgebra generada por {1, t). 

Paxa n > 1 iÜipri.r.· 

Podemos usaxcomO s~ hizo ~n elejerciéio anterior, el lema 5 es decir C(V, Q) ~ 
-=-o-=-~----'---==,o_-'--· ·=-c.---·,,-_,_,=----= --. . . . ' . . . - - . 

C(U, Q') 0 C(Cf-L,_jó'Q") y tener la fórmul~ 

C(V,Q)~ (&t1,/31f0C{UJ_,-ó'Q") 

como antes a1 = Q(J1),.~1 •7= Q(u2), donde >(iti. u2) son .base de U subespacio de 
' ';_'' .:·· .·· ··._ ·':-.. · .. '. 

dimensión 2. SidimUJ_.:::::1,•entonc~ C(UJ_, -ó'Q") ~e centro ele C(V, Q). 

Si no es así rrnevam~nt~ pof ~!lema 5 teneÍno~ 

,· ';":· .. · ·. 
dondeo:2 '= -0:1 ,81 Q(U.~);·,dd ~ .:.;;a 1 ,B¡Q('1~4 ): Si dim Uf = 1 entonces C(Ut, -ó1

1Qn = 

C el centro de C(V, Q): 

Así 

con O!v = -av-1.Bv-iQ(uv-2),,6,:, = -O!v-1.Bu-LQ(u,:,--01), el centro por el corolario 1, 

C = F(c) donde c2 = (-1)v2:-11ól, ó.undi~crimhiante, y C. es campo o suma directa 

de dos copias de F segiín si {-1 )v {2ó) ~ ~ n() llll cuadrado en F.• 

Para n = 1 y Q(v.) = 1, con lo que:v.2 = 1, sabemos por el lema 2 c¡ue C(V, Q) 

~ F'e Ef-) F(l - e) y11 que Q(u} = 1= .,B~ es decir se puede escribir é:orpo un cuadra.do 

en F' = R, donde e == :_;'(2,6) .-le' y e' ~~·u . .:.: (31. 

Si {.-J = 1, entonces e= -'-Hu - 1) con lo que C(V, Q) ~ ( - k(ú- l))RE9( - ~(v. -
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Para {3 = -1, luego e = 4(u + 1), así C(V,Q) ,...., (!(u+ l))!REB(- Hu+ 

1) )JR ~ lR $ !R. Por lo tanto 

C(V,Q) ~ lREBlR 

Paran= l y Q(u) = _.1, donde u 2 = -1, vemos que Q(u) no tiene cuadrado 

en el campo !R. Con lo que el lema 2 nos dice que C(V, Q) ~ A = (t~~~) cuya base 
~· ' . . 

es (1, t), el cual satisface -e = -1,entoncespodemos identificar a t con i (el número 

complejo), con lo que 

C(V,Q) ~<C. 

Por último calcularemos. el álgebra de Clifford para el espacio vectorial V = lR sobre 
-,-,< •', 

el campo JR, con formfl. bilineaLB ; diag {O}, és.ta no puede, ser calculada con los 

teoremas anteriores, ya que una de· las hipótesis es n > O. Así partiremos ele la 

definición como el ~ug~bra cO~iente 

C(V Q) = T(V) 
, . • f(Q 

donde el ideal KQ es generado por los elementos de la forma x 0 x, para x E V= !R. 

Como podemos ver en el ejemplo 19 de la sección 4.6, C(V, Q), es el álgebra 

exterior E(B) para V. 

Dado que la función canónica p : V-> E(B) es inyectiva, podemos identificar la 

imagen p(V) E E( B) con V; y la dim E( B) = l para V = JR, con lo que implica que 

C(V, Q) = B(B) ~!R. 
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1.3 Funtorialidad de Cl. 

Teorema 4 Sea V un espacio vectorial de dimensión finita, sobre un campo F, dota­

do con ·una f orrna cuadrát'ica Q (al par (V, Q) se le ·llama espacio CU(J,drático) y 

cp E Endu¡: (V) = H omu¡: (V, V) luego Q'. = Q o cp es. una J orma cuadrática de V: 

Demostracióri. 

Q o cp. = Q' : V___.: IR con Q'(>.x). . Q(cp(>.x)) =.Q(>.cp(x)) = >.2 Q(cp(x)) = 

>.2Q'(x). Si existe cp-. 1 se dice que Q' es mrn'reparametrización de Q.• 
--·· . 

Definición 2 .Sea.n V; V' es~acios ;1.eciodales como en el teorema anterior y Q, Q' 
\·_ .. . 

sus formas cuad~U.f:as; ·~e ,dice q'lte cp : V -> V' preserva la función cuadrática y se 

le llama isom~i~asi ~(:il) =Q(x) con :i:' = cp(x). 

Así cp: V _ _: __ ::\Y',umi is()me.tría y C(V, Q) y C(V', Q') las respectivas álgebras de 

Clifford, cumplen el diagrama: · 

V' _l__ C(V', Q') 

. r C"•>••· 
V ----:-- C(V, Q) 

. i . . . 

Mostraremos que i' o cp es un morfismo el(! álgebras y cumple (i' o cp)(v) 2 = Q(v)l. 
::.:'._-:~ ,·.· .. <;: .. ·-,:;::::::·,- . : '.- ·, -.-·':: . 

i) i' o cp es m1 morfism() el~ álieb~~s pudsi' y~ loson. 

Luego existe un .único cp~~· Ct((~) (Úe}a•i;r&¡j¡~~la~lu~iversal del iílgebra ele 

Cliiford y que cp es una isometría),'morfismocl~ álgebras.asociativas tal que cp, o i = 
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i' o cp. Se tiene cp. o i(x) = cp.(x+I<q) == i'(cp(:_r:)) = cp(x) +l<q es decir cp.(x) = cp(x) 

(ver sección 1.1). 

Consideremos el diagrama: 

V"-~ C(V", Q") 

·1 
V' ___.i___ 'c(V', Q') 

"'· 

¡ .. 
V . C(V,Q) 

Entonces 

(1/J, o cp,)(i(x)) = 'ljl,(cp.(i(x)) = 1f1,.(i'(cp(x)) = i" o 'l/J(cp(x)) = i 11 ((1f1 o cp)(x)) 

(i" o (1/1 o cp))(x) = (1/1 o cp),(i(:1;)). 

'También 

'l/J, o cp,(lccv,QJ) = 1/1,(lccv•,q•J) = lc(V'',Q") = ('l/J o cp),(lccv,Q))· 

Las dos propiedades anteriores implican que .Cl es un funtor covariante de la 

cate{go:::,:::~:~::~~~:~,:;a}c.>:g{~í~::~:::::::Óp:::,:::~~objeto•) } . 

Isometrías ( morfismos) Morfismo de· álgebras ( morfismos), 



33 

1.4 .... Q(}j 9)es un Álgebra Z2-Graduada. 

Sea la isometría <p = -ldv c¡ue cumple el siguiente diagrama 

V __!___..· C(V, Q) 

-"v 1 J(-"vl·~º 
V~C(V,Q) 

i . ·.,, ' 

donde Cl(-ldv) ~ (-ldv). = a,a2 ~¡ (;ldv)'~·o·{-ldv). 7 (-ldvo -ldv). = 

(ldv ). =ldÍ::(v,Qj. S~ ~lice q~e a es l¡'involúd~n-carioniC3.énelálgebrade Clifford. 
, " .~ : , _,.__ ., - _,.:. ,' -'.· '_, ·.'. ;. -.- . - '. 

Siguiencloel'dia~ama: ant~rior yyd,ºqt1~i es•·inyeÜtiv~,··.lo:q~e permite i~lentificar a 
1 '.. ••• •• -•' •• • L • ;( ,' ,: ·,·'. ' •• • •'' ,,•· •< -; • .. ' _: .. 

V con su imagen en C(V;Q), a(l)~ l;~(i(x)) ~a(~) = i(~idv(x))= i(-:c) ~ -x. 

gs fücil ver que los éigen-valores cle·a son -1 y +l. 
- - ·--- -

Con lo que 

G(V,Q) = Cº(V,Q) EHC1(V,Q) 

donde Cº(V,q) = {x E C(V,Q); a(x) =x} y C 1(V,Q) = {x E C(V,Q); a(x) = -x} 

Ya que, 

Si a:, y E Cº(V, Q) entonces a(:cy) = a(x)a(y) = xy E Sº(V, Q) . . 

Parna:,ye0 1 (V,Q)Í~;egoa(xy) =a(:c)a(y) = (-:1:)(--c:-y)=xyE Cº(V,Q). 

Si x E Cº(V, Q) y y E C 1 (V, q) así a(a:y) = a(x)a(y) ~ (a:)(--,y) = -a;y E 

c 1(V,Q). 
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Si y E Cº(V,Q) y x E C 1(V,Q) entonces a(xy) = a(x)a(y) = (-x)(y) = -xy E 

c 1(V,Q). 

Es decir 

dondeµ, v E {O, 1}, siguen la tabla de sumar de Z2. 

Las propieadades anteriores implica C(V, Q) es una álgebra asociativa con unidad 
, __ - - -

Z2 -graduada (ve~ sección 4..6). 

1.5 (C(v):¿);.i)iob]eto Universal. 
.. ·,:,. . .· 

Definición 3 Sea un J1intbr arbitrario covarianle T de la categoría C. a la categoría 
·, - .. ·-- ' _ .. 

Sel, mi objeto ·i~niversal{secC'ión 4.5) para T. csel par (Ca, ao) donde Ca es .un objeto 
- •,_ . ' . ·,_ 

',' _- - " :-,- -~ ~ 

en C y a0 es un ólemenlo de T( 0 0 ) de tal n~anera que ph~a~ ~ualquier C objeto e;i C 
-. . . . . ., : . - .. ~- - ' . . ·... -- . . -- . -

'". :· '- ;. , -

y c·iwlquier elemento a en T(C) c.7:isleun 1ínico:niorfismo a C,;,~p con imagen 

funlor-ial a. _tal que a= a.(a0 ). 

- --
' - ·. 

Nota 2 En el apéndice 1 se prueba que un objeto universal con la definición 3 induce 

un universal desrÚ a~ _ha.s/,a el Junlor T. 
- . -·· . . . 

(C(V, Q), i) csu~ 1~jct~<mivcrsal del -fúntor -
• • • ••O'', •" - •" ~ "< -. ' • ' ." 

cp(V,Q) : { Álge1Jrai'~lS~ci~ti~~ con imidacl, sobre el campo, F } -> Set. 

Para 1111 éílgebra asociativa'conunidaclAy.·v-EV: 

cp(V,Q)(A) = {a: V~ :A lineal, a 2 (v) = Q(v)l,t} = Clif J(V, A) 
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en objetos,·y para morfismos 

tal que· 

>..(r) =,\o r 

Se tiene el sig;uiente diagrama, 

A --"'_cv_,Q_l - Clif J (V, A) 3 f 

, ¡ ,7. 
C'(V, Q) 'l'(V,Q); CliJI(y,pz(v,9)) 3 'Y 

donde J.(i) =Jo i , identificand~ con.Ja clefini~i6n C0 = C(V, Q), a0 = i, C = A, 

a= f,a =f 

DefinicióÍ1 . 4 S{ cp .y' 'ljJ. ~onf1tátores covar-iantes de ln cnte.r¡orla C a la categorf.a 
;r._ 

v . . Un.a. ~:,.(Lf[si~'i:/r'/Lci~n.;~(L~~T'fLl:iJ! : 
. -:~-~(-;' -"''-'~ '.__'. <:- -.-; -'- ·_.- ', 

'ljJ, a cada objeto X en C asigna un 
:.>' - ___ , __ ·,. - ~'- . l -- < 

morfismo cp CX:) \''P(X:) ·.~ ... 1/J( X) ,'en• T>J paT;a cuaquh~r r1iorfismo · f : X ~ Y en C 

el siguiente.diag~b.1fid ddbico1¡~i1ttar:' '··... . 
... . .... · ... ·.. .. . . ... . . .. ~(X) ~cY> <P(Y) 

·>ex> t . ·· 1 ;>en 

Y' (X) ,....:..-:.._ Y' (Y) 
. :. • t/1(1) . .. 

es decir cI>(Y) o cp(./') = 1/J(J) o <:I>(X), . 
- ~'., , -

Para funforescoritr~Variaí~lciS'íp~y)i/,'ilas"fl~cha~ horizontales son invertidas en el 

diag;rnma ... Si Z e11.'c··c1ialcJ11i~robj(!LÓ, .tal.que.<I>(Z) es un isomorfismo,.entonces la 
, _:.=_ .... \_,·. '··--':·: ·· .. ··:··.> ,,_ ... -¡" \-·::·_ .,-·,;. : .· -

transformación riat.m'.al es ih~macla, una equivalencia natural. 
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Un objeto universal induce dos funtores canónicos (ver sección 4.5.1) H(Ca, -) y 

H(-, Ca), covariante y contravariante respectivamente, 

Considerem~s los fu~tC>res covaI"i~ntes T y H (Ca, :--) de la categoría e a la categoría 

Set. 

Teorema 5 La transformaci~n natural cI>cc0 ,n0 ) : T ~ H(Ca, -) dada por 

H(Ca,C) 

es 1Lna biyección de conjuiilos, b~;i'~ como en la definición 3. 

Para T. conlra.vari~nte1i~am~s ~l funlor canónico H (-,Ca). 

Demostración. 

. . 

funtoriales aa1 • = a;,2., dacle> qi1~-a 1 = ~ª 1 .(a0) y a 2 = a,.2.(a.;)entonces ai= a2 

lo cual es unacontra~liccióri. J\sí,laiMigriacÍóncI>cc .. ~0;(Ó) : T(C)·.__:_..iJ(Co,C), 

a 1--> U'cc
0

,a
0
¡(C)(a)::::: Ó!n esinyectiva. Má~ atl~ la asi~nación es siempre suprayecti~a: 

Dada a¡ E H(C0 !C) obtenemo~aí~ = T(a1) y a¡.(ao) =a¡ E T(C) claramente 

U'(c0 ,a0 )(C)(a¡) =a¡. 

Con .lo cjue <I>cc
0
,a0 >(C) : T(C) ~ H(Ca, C) es mia biyección entre conjuntos y 

U'cc
0

,a
0
¡(C) es un isomorfismo·en~¿sl;a categorfa.m 

. '. ' '. <:. 

Afirmamos c¡11c cI>cc.;;11 .. ¡•··.es nm~·r~pr9se~ta~ión '.del friiitC>r T .representable con 
. ,:· .:_' ,. . . 

f-1 (Ca, - ), es decir se da la'coninutatividad del sig'l.iientci diagrama. 
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Para f : X --+ Y en C. 
T(X) __ rc_n __ T(Y) 

<l>cco."o)(X) l l<l>cco,ao»(Y) 

H(Ca,X) -)( )H(Co.' Y) 
H(Go,- f 

es decir 

Demostración. 

Para cualquier a]E T(X), debemos tener 

Sea el siguiente diag;rama, considerando la definición de (Ca, ao) como un objeto 

universal del funtor T 

¡¡~·Tri) 
X~T(X) 

71 ¡ ,. 
C0 --:-:r- r(Ca) 

donde 'Y= Wca
0

,n
0
¡(X)(a1), a¡ = 'Y.(aa), a2 = T(f)(a1) y el modismo /3 : Co -t Y 

definido como /3 = <I1ca0 ,a0 ¡(Y)(T(f)(G.1)). 

Pero también /1 y fo 'Y E '.H(C0 ,'Y), satisfacen f3.(a 0 ) = a2 y (!o -y).(ao) = 

(f. o 'Y.)(ao) = f~(-y.(ao)) = J.(a1) = a2" entonc~~s por la l~nicidad del morfismo 

tenemos /1 = f o 'Y·• 

En rcsumén, si (C0 , a 0 ) es un :objeto universaLcle 1m funto~ co~ariante T : C --+ 
.. . '.' . ' . .. . . . ~ ': } '·.: .;; ~· . . . . . 

Sel, existe una eqnivalencin natural Wca
0
,a

0
) de los funtores T y H ( C0 , - ). Podemos 
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decir que T es un funtor. representable y que la equivalencia natural cI>cc
0

, 00¡ es su 

representación. 

De manera similar para. fÜntores contravariantes. 

sentaci6ri wVi©\'2,l~:e4~i~Al~A~/dn~t'Ur(i.l e:i~ie:l~sÍun,for;es 'P(v1@v2 ,T) ·Y H(Vi© \12, ~ ). 
··-;-,•.' .-:-. ;~~- . .L- ·:\<-, ' ~-~ -" " ;~· 

Ejeuiplo 3 •·· .ElJuritoPrl//(Ve %eri~R}cpvari~71t~ <J;;l<C,~f'.#p~~~Y~9f e (L la categorta 

Sel, y objeto úniv~rfar{vc,:Ü (c~:WP/tji~~.ª~~6:.y,: f~Y~; r~P,}'~t~7,it~sic5n .~w~ .• ¡ es la 

Ejemplo 4 El Junto'~ ~cv.~r ~Jv:1~nte, :d~ la il:egofi~·~e álgebros aso-
, .. ,. .. ,. -· •' : .·:-,t.';: .. ;·; 

ciatiVas con .unidad A a:ta _;#~;d~(},,<:Jei, coÁ p·~je¡~ 4ni,~e1'sal;(C(vr, Q), i) 

cuya represent<Lción q'(c(\>;:5) ~~ui~alen~ia natu~l ent;~ ·l~s fu~io;es 'P(V,Q) 

y 11(C(V,Q),-). 

1.6 Naturalidad de las Álgebras de Clifford. 

Ya que ( C(V, Q), i) es 1111 objeto universal del funtor 

'Pv,q : {Álgebras asociativas con nnidad, sobre el campo k (k = IR o C)} --+ Sel, 

(C(V,Q),i) induce el funt.or canónico H(C(V,Q),-) con el cual se establece una 

cquiv-dlencia nat1u·~tl clltr.e el 'P(~~) y .H(C(V, Q),..,,. ), aiín ~ás 'P(V,Q) es repre-
.: '· ·,.. . . .- ,_. -

sentable y su re¡5r~~entaciíín es rf( O(V, Q), - ), lo que hace a (C(V, Q), i) natural en 

un sentido técnico~ 



Capítulo 2 

Clasificación. 

Habiendo c:alcnladn el álgebra de Clifforcl y mostrado propiedades importantes, como 

. . . ' ' 

la universal, la definición del funtor de Clifford, etc.; podemos, usando teoremas 

de periodicidad como Cn,o © C2,o ~ Cn-1-2,0, Cr,s © C1,1 f:;t. Cr+l,s+l• entre los más 
. . . 

importantes, junto con propiedades del producto tensorial;' hacer de forma inductiva 

la clasificación ele las álgebras ele . Clifford reales de dimensión fi~ita. '. D~fifüenclo la 

signatura cr(B) (el número ele:+ !llenosel número ele.- ) y'l~sigI1att1]:a TÍlódulo ocho 

q que cumple cr(B) = li+Bm clonclem E z'y q;E {1, 2~3,4; 5¡6/7:} ¡;btieirios fec.:,pÚar. 

Para el. caso complejo basta tomrir 'él proclttct<) t.ens8ri~l ~le.<C (~~r. apéndice 2), y 
- '., '""''. -.:.~· ·- ·.::-<<.-.. ~~-\ :: :_/.'.::.~.:; .·:,.;~'"'~"'·'\_=!/"·.::··.>-;..- . ,:· . _.:_:{\· .. " ,._~f:~'_.-~',_:-.::_.:_. },~,:~:}'._<-'.~.:-~ . _:,: . 

las ¿íJgebras reales obtenidas, tenien~l~ Bar~ n)la; cllrn~n~iÓrr de V kár 'C<n> ··~ C(2~) y 

C(n) f:;t c(2l~l) EBC(2[~l) pm-anirnpar.' 

P~1: último encmitralTiós J~ ¿¡~fil1iciÓI1 dejiiia ¡( ~re¡)rese~tación' de1 álge~ra ele 

J - ' • ' ·'·-'.'.:··_,_,,_:- • '-:" - • -_-- - •• _ • :.· •• • ••• ··' ·' 

Clifforcl, y dada la forma ele. las ¿í.lgebras de Cliffonl reáles K(2") o 1<(2") ffi I<(2") 

cloncle K = ~. C, IHI, se muestr¿i la ~:is~encia de tm~ repres~ntabiÓn iri:eclucible para 

39 

--- ·---··------------------
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el caso par y dos para el caso impar en el álgebra de matricP..s. Siendo fundamental 

para la definición de los eHpinores en el capítulo 4. 

2.1 Algunos Teoremas Importantes 

Sea un espacio cuadrático (V, Q). 

X¡ 

Si X E V, X= y xT = (x1, ... ,xn), la forma cuadrática sé es~ribe como 

(2.1) 

donde a;i E F, (MQ)if=:='- ~ijY MqE C]Ln(P) (E:Í grup~ de funciones lineales, in-

vertibles con ciitradasenelcarl1p~ F.) 
. ', ·. ·,. ';· ·. 

Decimos que cÍos forrr1as ~ua~l;áticas.Q yQ' son equivalentes si. existe G E G Ln(F) 
. . . ·' . . . . 

tal que 9(x) =.Q'(C~),~cr~ibirit()s9~ g' .. 
Entonce~ x'I'flfo~= (¿'x)'(fyt~,qx = x'I'CJ1'MQ1Cx, así· Q ~ Q' si existe C E 

Estudiarenios. ahoraJas á.lgebra.5 a~· Clifford Cr,s = C(V, Q) donde V= ]RT-1-S y 

Q( ) - . 2 2 2 . 2 
X - -X1 -,-- .. • - Xr + Xr-f-1 + .. • + Xr-1-s' 

así 

(2.2) 

con MQ = 1wz· = diag(-1, ... ,-1,~. 
r s 
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Proposición l, Sea µ : V __;.__., V' una isometria y B no degenerada, entonces µ es 

inyectiva. 

Demostración. 

µ una isometría entonces B' (µ(x), µ{y)) = B(x, y) para todo x, y E V. Sea x E 

Ker(µ), asíB(:i:, y)= B
1
(µ(x),µ(y)) = B(O, y)= O para todo y E V, luego x =O ya 

que B es no degenerada, con lo que /( er(µ) = O.• 

Aún más µ.es biyé~tiva. 
""'e 

Seaµ : V ---¿ V' una isometría, por la propiedad universal del álgebra ele Clifford, 

existe unúni~o morfismo ele álgebras h: C(V, Q) --> C(V', Q') ya que ((i' oµ)(x)) 2 = 

Q'(µ(x))l = Q(x)L 

V__.!._ C(V,Q) 

Jl " 

·V'T-· C'(V',Q') 

Ya que Cl es un funl;or (ver sección L3) y ¡l.biyecti~a, luego Cl manda equivalencias en 
<"· º"-'· 

: _ _,_,, .....e'-•" 

equivalencias (ver sección 4..3/ proposiciólfa), é'ol1 ki c¡lle se sigue hes un isomorfismo. 
-· . '· . . ·.·· · .. -... '·, _·-.' .:.._ ·: :· 

Si (en, Q+) y (Cn,~~}son ~lc)s ~sp~~i¿s c~iadráticos complejos (ver apéndice 2), 

ZJ 
. . 

z = E C" cl~nde 

Q+(z) = z~+ · · · + z~ 

y 

Q_(z) = -z~ - · ~ · - ;;~ 
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pero Q+ ~. Q_ cori C = diag(~~? E GLn(<C) e~. decir C : en ~ en y 
, n .... , :. . ;:-- -

cumple cr = C, e• = -C = c- 1 parlo t~nto C es antihermitiana, unitaria y con 

det C= (i)n, así 

C(C",Q+) ~ C(C",Q-) 
-- - - '--""-""'- - ,--e'-,,--'""º =;=-;-=-~==r-=oo~~-----=-~---.--- ---- -

Ahora (<Cn, Qs) y (C", Qs+s') espacios cuadr.~tié:os complejos con 
' H ',••, .,• ,,· •, 

Q 1- í (z) = z 1
2 + · · · + z 2 

, - z 2 
, - • • • - z 2 

s- s . s+.• s+s +I n 

e= diag(l, ... , 1, i, .. ., i, 1, ·--, 1 ), 
'--v--' ..... _,., '----v---' 

s s' 1'-(s+s') 

cumpliendo CT = C, e• c- 1 (unitaria) y detC ==/.Así para las <ílgebras de 

Clifford !.cuernos 

el resultado vale para tC>da s' E {1, 2, .. ., n}por lo tanto 

donde Cl,. = C(Cn, Q+) y Qo = Q_, .. ., Qn = Q+. 

Proposición 2 

Dcuwslmción. 

·--·-· -·-· ----··------------------
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Sabemos en ,...., e© IR.n (ver apéndice 2) y Co,n C(IR.n, Q'.j_), lo que debemos 

mostrar es 

-donde: 

n n 

Q c tr'n -> tr' Qº (z) '°' z2 Qr+ .. mn ----+ m 1 Qr.L (x) = '°' Xk2· + : \l.. ll..., + =L.; k• m.. .11'>. .. L._¿ 
k=l k=l 

en arn bos casos 

Mr = Me = diag(l, ... , 1). 

Por la propiedad universal del álgebra ele Clifford tenemos el siguiente diagrama 

conmutativo 

ya que ((id© i)(z))2 = e@Q:i:(z)l, donde z E en. Pero hes suprayectiva y 

entonces h es un isomorfismo.• 

Proposición 3 .'í'r. cumple 

Denwslra.ción. 

--------------- -----------------
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Con lo hecho anteriormente basta probar que Qn,o ~ Qo,n· Dado que la forma 

cuadrática 

y la forma cuadrá.tica 

. . 

con !vl¡ = diag(--:1,. .. ,'-l) ~ f.l!h = dia!J(~ las queson equivalentes 
.·-;·.··.'._:.:.,. -n·· .... __ ('-~-~-> --- ... ~;'.~·:,:·.::·:' . ·:-.:·_: :·'/-~:'.·::\:_n)·i-_ . · > ~--

!vl¡ = C!vlhCr doi{d~ C EGLn(C) dadaporC·,,;.diag(i;,.:,i), • . 
. ... ·2· ;.''.·•.'.,·: ... ·./.'. .. ·.::·.·. ;.•_, .: ·_. --~ -

ya que 

Observación t: Es ctJro"qÍte cr:,o ii¿~:L Ali1iró'dilCir.la :ornplejificación 'íiermite" 

lomnr C E G L~,(C). 

Lema 6 Se l·icnc 

Demostración. 

i) Sabemos de la sección 1.2 que C 1,0 2'! C y C0 , 12'! IR ffi IR, por la proposición 3, se 

sigue 
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ii) Ya que tenemos C2,o ~ lHI, Co,2 -~ IR(2) entonces 

e® IHI ~ e 0 IR(2)~ C(2). 

iii) Para la dimensión tenem.os dimR(~ ~IHI) =16 = dimR(JR.(4)). Sea w la exten-
- ··-- '- --- .~:__ •• _ =-eC-.,:..c-'-__ .:_~-- -;-,é_ ==-o-:~_:.___,o;oo_-~--- -=-=-O:..;_· -,_-'o,~>o_C~ ~·=-}i' ~oi~:;.i_-o_--~~~~--'--- .-: 

sión lineal definida por w: 1fil ~1Hl.':-:-:3]R(4)~:~~@ ~2 ~ w(x1® x2): JR.4 
- IR4 pero ·· 

ya que JR.4 9t lHr, ento~ces w(x1®x2): iHr ~ .1HI donde w(x10 x 2)(y) := x 1y x 2 con x 1 , 

x 2 , y E .JHI •. Pero ~(.'V10 ·a;2)~s ~~ ~~()rri?;fisrrio ya que para los generadores de lHI 0 lHI 
:~~. ·~; ... 

y y = al + bi + e7 + dn. ún ~le~erit~ ~1Ei llr tE:l1emos: 
·;\·:.:.:.')' ::.? ', :".'/':: \·•_,.,e-~; 

b~ -t-e,i;4-dl'i:,1b(10i)(y) = bl - ai - d"f + en.,w(l®7)(y) 
• ' •';• ' _L .. ,,' - , ' 

,,... . .J< 

el +di - ª'Y -e b __ K. ,w(l~~) (y) = dl :._: Gi-l-·b~.~ <in., w(i®l)(y) = -bl + ai +e"( -

dn., w(i@i)(y) ~ al+ bi - C"( :- dn., w(i®7)(y)',,;,. -dl+ ei + b"( - an.,w(i@n.)(y) = 

el+ di+ ª'Y+ bh~,w('Y®l)(y) = -el+di¡CL'.Y:- bh:,w('Y®i)(y) = dl + ei + b-y + 
- . . -. . - . . 

an.,w('Y®¡)(y) ='= :-a.l - bi - c-y-Ún., 1:(¡®~)(y)= -al - bi- e7- dn., w('Y®n.)(y) = 

-bl - a1,+d7 + en.,w(n.®l)(y) = --dfi.~(+iJ~+ a;.;,w(n.®i)(y) =-el +di- a¡+ bn., 
-- -- .. --·· ;- -·- ··.---'--º· .-

w(n.®7)(y) = bl + ai+d"f + en.,1~(h~¿;~)(1)·~ al - b1, - C"f + dn.• 

Proposición 4· {PcriodieidadrrtÓdul~ dos) 

Cn,o 0 Co,2 ,....., Co,n+2 

Co,n 0 C2,o ,....., Cn+2,o 

Demostración. 

Sea C1 ' ••• ' Cn+2 hase ortonormal ele JR."+2' e'1 ' ••• 'e:, ha.Se ortonorrnal de !Rn e ª'"º 
y e'{, e~ base ortonormal de lR.2 C C'0 ,2 • Definimos la función f : JR.n+2 ~ Cn,o 0 G'0 ,2 

.,,,,,, _______ ,, _________ ---------
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en los elementos base, como 

f(e,) ~ { 
1 ® e~-n par~ i = n + 1, n + 2 

y extendiendolinealm~nte.paI"a,los_gemás·~t31ern~I1tos. J\.hora para 1 _:::; i,j :::; n, se 

>·,::L~.'-:~r;x,- ·i:'.t>·-·· :_¿:;.~~-~-'.;:~~/:;_: .. ~·¿: ~~;-:"_~.:; 

También f(ei)f(ecS+~}(ei:.)j(~i)/~ 9. <Jan laque f(x)f(x) = Q(x)l® 1 para toda 

x E ~n+2. Así p6r l~ propieda,d hnhrersa.l del álgebra de Clifford, ~xiste unrricdimo 
--.,-

de ¿í}gebras 1: Co,n+2 ~ c,.;,o ® Co,2· Ya que 1 es suprayectiy~ y dim Co,n+2 = 
"> -~: :. -:. - , • ·-, •• :·, •• , 

dim( Cn,O ® Co,2) = 2n+2. Se sigue que 1 es un isomorfismo. La prtieba es an'áÍoga para 

Co,n ® 02,0 8';! On-1-2,0· [ref;l4] ÍI 
Ejemplo 5 

C.1,0 ~ Co,2 ® 02,0 ~ Co,2 ® lHI ~ ~(2) ® lHI 8';! IHI(2). 

y 

Co,4 ~ C2,o ® Co,2 ~ C2,o ® ~(2) 8';! lHI ® ~(2)~ IHI(2). 

Proposición · 5 (Periodicidad rnódulo cuatro). 

Co,n-H ~ Oo,n .® Oo,4 

Demostracióri. 

Por la proposición4, G,..1-4,0 8';! G'o,n+2@ G'2,o 8';! Cn,o 0 (Oo,2 ® G'2,o) ~ Cn,o (8) G'o,•I· 

Amílogamente para Oo,n-H ~ Oo,n (:".') Co,.1 ·• 
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Ejemplo 6 

Cs,o ~ JR(16) 

C8 ,o ~ C4,o 0 C4,o ~ JHI(2) © IHI(2) ~ (IHI 0 JR(2)) 0 (IHI 0 IR(2)) ~ (JR(2) © IR(2)) 0 

(IHI © IHI) ~ 

JR(4) 0 JR(4) ~ JR(16).• 

Proposición 6 (Periodicidad módulo ocho). 

Cn+B,O ~ Cn,O 0 Cs,o ~ Cn,O 0 IR(16) 

. .- -

Co,s+n ~ Co,n 0 Co,B ~ Co,n @ IR(16) 

Demostración. 

Usando el resultado ele la proposición 5 Cn+B,o ~ C'n+.1,o@C4,o ~ Cn,o@C4,o@C4,o ~ 

Cn,o 0 Co,4 0 C4,0 ~ Cn,o 0 Cs,o· Amílogamenteparapo,ún ~ Co,n 0 IR(16).• 

Proposición 7 · 

para toda r, s ;:::: O. 

Demostración. 

Sea una base ortogonal C¡, ••• 1 er+1 1 e¡, ... ,.:: .•. 1-1 para JRr+~+2 tal que Q(ei) = 1 y 

Q( ) 1 • el . . S t 1 . , ' . t t t b. t . l rrnr+s éj =- paraco ai,J . .._ea.am)1ene1, ... ,er,.:: 1, ••• ,e8 aseorogona parall'!o. .e 

Cr,s y e'{,.::'{ para R 2 , clefinirnosJa fon~ión J : Rr+s+2 ~ Cr,s 0C1,1 corno 
•• •,•-'Y :'• '< 

f(e;) ~ { 
ei 0 e'{.::'{ para 1 ·:::; i :::=; r 

1 '8> e'{ · para i = r + 1 
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y 

!(e;)~ { 
para j = s + 1 

y extendiendo linealmente. Por la propiedad· universal de·· las álgebras de Clifford 

dim(Cr,s 0 C1,1) = 2r+s+2,entonces fes un isomorfismo.[ref.14] • 

Análogamente para Cp,q+B ~ Cp,q 0 Co,8· 

P1·oposición 8 

para todo n E z+ 

Demostración. 

De la proposición 7 y ya que C1,1 ~ IR.(2). 

Cn,n ,...., Cn-1,n-1 ¡¿:) C1,i ~ Cn-2,n-2 0 C1,1 0 C1,1 ~C1,1 0 C1,1 0 ... 0 C1.;, 

n 

,...., IR.(2) 0 ... 0 IR.(2)~ IR.(2").• 

n 

Proposición !J 

Demostración. 

Lo probaremos por inducción. 

Paran= 1, se sigué clcÍ~ proposición 7. 

S11ponga~~s que es ~ie;f()p~ra ·1i y:p~~bem~ riára n+ 1, sabiendo que C 1,1 ~ IR.(2). 

Cr+n+l,s+n+l ·~ Cr+11,s·f·n .0 Ct,l . ~ Cr,s 0 JR(2") 0 C1,1 ~ Cr,s 0 IR.(2n+l ).• 
prop. 7 · lnp.mrl. 
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Proposición 10 Vale lo siguiente: 

e r=l 

lHI r=2 

lHI E9 IHI . r=3 

IHI(2) r=4 
Cr,O = 

C(4) r=5 

IR.(8) r=6 

IR.(8) ffi IR.(8) r=7 

IR.(16) r=8 

IR. ffi IR. s=l 

IR.(2) s=2 

C(2) s=3 

IHI(2) s=4 
Co,s = 

IHI(2) ffi IHI(2) s=5 

IHI( 4)' s=6 

C(8) s=7 

IR.(16) s=8 

Demostración. 

Para est;a demostración usaremos las proposiciones 4 y 5 y las propiedades del 

producto tensorial, que se demuestran en el apéndice l. 

Sabemos ele la ~ección 1.2 que Co,o 9t IR., C1,o ~ C, Co,1 9t IR.ffiJRIR., C1,1 9t IR.(2), 

Co,2 ~ IR.(2) , C2,o ~ IHI. 
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Entonces: 

Co,a ~ C1,o © Co,2 ~ C © IR!.(2) ~ C{2). 

. - . . . . . 

Co,4 ~ C2,o (8) R(2)'~ Jt11 ~ rn!.(2)~ EI(2). 
,, .. ' 

1Hl(2) EF> Il-1!(2). • 

. . 

Co,u ~ Co,2 © Co,{~ R(2) ~ 1Hl(2) ~ IR!.(2)@ ni(2) © lHl ~ rn!.(4) ~ lHI ~ 1Hl(4). 

Co,o ~ C2,o © C4,o~ lHl ;:lHI~~) ~ lHI © lHI ~> IR!.(2)~ Iic4) ~> rn!.(2) ~ IR!.(8). 
~. '. . .- >;' ' .. • • ;{·:'. ;.·.:·. • •, e 

Co,1 ~ Co,a~ S'o,4~~-~{2),®~~~2)~1R,(2)@ #_~·~#~~(2)~· 
JR(2) © q2) ·~ iR(2.) ~,iR(1)~iR(2) .. ~ t;$"1R(s)·~¿;~ qs). 

- - ·- - . ,, ___ ,. , __ . - ·::· ---··. ,': . -·"" . _ _,·: -.· 

. . .... ·- .... · .·· ...•.. ·· .;;~ .~ < .•.. f.; .. ,;·'~·«<~··.> .. 
C1,o ~ Ca,o© C.1,0 ~ (IH! EF> lHI) @IHI(2)~ (IH! © IHI(2)),EF> (IH! © JHI(2)) ~ 

(JR(4) 0 JR(2)) EF> (~(4) @IR!.(2))~ IR(S)EF>'lR(S) . 
. •" ' ,· . ' . ·'. 

Ct1,o ~ C4,o 0 Co,4 ~ IHI(2) 0 IHI(2) ~ •. (JR(2) © IHI) 0 (IH! 0 IR(2)) ~ 

JR(4) © IR.(4) ~ JR(16). 

Ct1,o .~ Co,.1 0 C.1,0 ~ 1Hl(2) © IHI(2) ~ (JR(2) ® IHI) 0 (lHI 01t IR(2)) ~ 

JR(4) 01R(4) ~ JR(16).• 



Proposición 11 Para k E z+ se tiene lo siguiente: 

Cr,O ~ 

G'n,s ~ 

Demostración. 

<C(241.:) 

1HI(24k) 

1HI(24k) ffi 1HI(241.:) 

1HI(241.:+1) 

<C(24k+2) 

JR(24k+3) 

JR(241.:+3) ffi IR(24k+3) 

JR(24k+4) 

JR(241.:) ffi JR(241.:) 

JR(241.:+l) 

C(24k·H) 

lHI(241.:+l) 

1HI(241.:+ 1) EI7lHI(241.:+1) 

1HI(24k-l-2). 

<C(24k+3) 

IR(241.:·H) 

r = 8k + 1 

r = 8k +2 

. r=8k +3 

r = 8k +4 

r = 8k+5 

r=8k+6 

r=Bk+7 

r = Sk +8 

s = Sk+ 1 

s = 8k + 2 

s = Sk + 3 

s = 8k +4 

s = Sk +5 

s '== Sk + 6 

s = Sk + 7 

s = Sk + 8 

Se usaní. el método ind11ctivo, además de los resultados de la sección 4.6. 

i)Vale pm·ak =O el cual es el resultado de la proposición /O. 

ii)Supongamos cierto para k y se demostrará para k + 1 

Csc1.:·1-1)+1,o = Ccs1.:·t-1)+s,o ~ Cs1.:+1,o ® Cs,o ~ C(241.:) ® IR(16) ~ 

51 



52 
- -- - - _e_ - - ----- _- - ~- -

e© IR(24k) @IR(24) ~e®· R(24k+4) ~ C(24k+4) ~ C(24(k+I>). 
- - - -

Co,B(k+I)+I = Co,(Bk+I}+s ~ Co,s1<+1 © Co,s ~ (.IR.(24k) E9 IR(24k)) © IR.(24
) ~ 

(IR(24k) © JR(24)) E9 (IR(24k) © !R(24)) ~ R(24(k+I>) E9 IR(24(k+I>). 

Así. P8:ª-!8='s ~emás álgebras.• 

Proposición 12 

r>s 

Cr,s = C(Rr+s, Br,s) = r = s = ~ (n par) 

r>s 

r, s E z+ ¡ r + s = n. 

Demostración. 

Si r = s entonces 

se sigue de la proposición 8. 

Para r > s, 1· - s = rn > O con lo que r = rn + s y 

Parar< s tenemos s - r = n.> O dondes,= n + r así 

Observación 2 la proposic-iÓn anÚrior .. conliene todas las álgebras de CUJ)'orrl reales 
' •• <".· •• ' _ •• • .-

-. ' ">. ' ( 
de <limensiónfinila, conJornw bilineal no ilegenerada. 
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Ejemplo 7 

C3,1 ~ C2,o @R(2) ~ lHI ® IR.(2) ~ 1HI(2). 

Ct,3 ~ Co,2 ® IR.(2) ~ IR.(2) ® R(2) ~ IR.(4) 

es decir 

1HI(2) ~ C(IR.4, (-, -, -, +)) ~ C(IR.4, (-, +, +, +)) ~ IR.(4) 

Como hemos visto, la signaturacr(B) = s - r de la forma bilineal B puede ser 

' ,, ,· 

mayor, menor o. ignala cero con r=.Númerode -1 , s =Número de 1 y n = r + s 

entonces 

1 
1· 2(n - a(B)) 

1 
s 2(n+ a(B)), 

así que 

Cr,s = c~(n-CT) .~(n+u)• 

Observación 3 a(B) = r-s = s-(n-s) = 2s-n l'Uego paridad a(B) =paridad 

n, es decir, a(B) es par si 11sólo sin es par y análogamente para el caso impar. 

Proposición. 13 

Gr,.• ~ .. { .... Ciui , .º (2
1

!Cn .. -.'"·'.>r para·ª .. (B) <. O 
Co,¡u¡ (22<n¡:lul)) paracr(B) > O 

En el caso en que cr(B) =O resulta de cualquiera losdos casos. 
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Demostración. 

De la proposición 12 tenemos: 

Parar> s 

y cuando r < s 

• 
Se sigue 

e "' e . "' e . c21 <n-lul)) 
r,s = ~(n:-u) .~(n+a) = ~(lul-a) .~(lul+a) 2 

Proposición 14 C1wlquicra que 8ea u(B) e.reiste, de manem única, la descomposi-

C'ión 

a(B) = q+ S~n 

donde m E .Z y q E {O, l, 2, 3, 4, 5, 6, 7} . 

Se dice q = a(B)'(rriod8). 

Demostración. 

Si a(B) >·() efit?rices q~ el resto de dividir a(B) por 8. 

Si u(B) <·o entOri~es m ~s el mayor entero negativo tal c}ue Sm $ u(B) así 

q = u(B) - Sm. 

Si a(B) =O entonces O= O+ 8 X O e~ decir O= O (mod8). 

Finalmente a(B) - q = Srn el cual es un número par por lo que paridad a 

paridad q.• 
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2.2 Forma Final para las Álgebras de Clifford Reales 

de Dimensión Finita, con Forma Bilineal no 

Degenerada. 

(i) Para la signatura a(B) = q + 8m =O donde m E Z implica que q =O (signatura 

módulo ocho) y n = p + q es una cantidad par, delresultado de la proposición 12, y 

del cálculo previo de algunas álgebras -~~ Cliffoicl te~ern6s _que 
, .. . ,, _,.,. ; . ,, ... ' ' . ·- :,_. ' ' ·. 

(ii) Para q = 1 entonces a(B) _,;,,,;1 +sin dc;hde a(B) cifra impar, luego n es impar. 

Si a(g) · > o usando los resnlt~cl6~clel~ p~oposiciones 11, 12 y 13, más propiedades 

G .. (2~(n-'-l-8m))•·--~-a ·• . ®_1R(2!Cn-l-8m)) 
O,Bm 11 .· · . -. . , . O,l+Bm 

-,--'-_•.·•;:_o,_.-. . . ' . . 

~ (1R(24'.") EB ~(241n)) ® IR(2!Cn,-1-sm) 

- .,. -

·- .··-- ,,_,. " 

.. · .. ·,' ·.· . 

·. ~.JR(2[~l)a{~(2[~Jy 

donde usamos la definición de la parte entera de un nlímero [~] = n; 1 • 
- 7" -- : ·:·---- -- ·; •• '--'--:: ·= \~-;e =- • . ·- - - , __ , __ -. :-_-"-

Si a(B) = l+ Sm <O implica m <O y la(B)I = -1-Sm = -1 +8lml así 

e • (2~( n+l- B I mil) e>! 'C · (2- ~( n+l- B I mi))) 
-Sm-1,0 - 8( 1 ml-1)+7, O 
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~ 08( 1 ml-tl+7, o ®I~(2H n+1..., 8 I mil 

~ (JR(24( 1 ml-1)+3) ffi JR(24( 1 ml-Il+~)) @ JR(2fC n+l- 8.1 mi ) ) ~ JR(2 n2 1
) ffi JR(2 n;¡I) 

. ~ R(2['il} ffiIR(2['ij): 
.,··· 

'·-: . ·-' - ., 

(iii) Para q = 2, Ja signatura ~(B) = 2 .:¡_. Sm ; o entonces m E z+y 
-" - . '. . . . ' " ' ., ··\~ -~ - . . . .. 

R(2'i) 

Con cr(B) = 2 + 8m< O entonces ni E z- , 1m1= -m y 

e (2 ~cn+2-8lmll) ~ e· '°'m(2~cn+2-8lmll ) ~ G ""llll(2~cn+2-8lmll ) ~ -2-8rn,O - 0,8lml-210'!No. - O,B(lml-1)-Hl'<Y!No. -

(iv) Para q = 3, la sig1mtura es a(B) = 3 + 8rn ::>O se sigue 

G (2~(n-8rn-3) ·) ~· n . ""llll(2fCn-8m-3)) ~ d""(24m+l) '°' llll(2~(n-8m-3)) o,sm+3 vo,8m+3 ""' J"': , . · ~ "- ~, J"': 

<C(2~). 
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- -- --- - --

Para signatura o;(B)= 3 + Sm <:-o,.¡ a(B) 1= -3 + 8 I m ! luego 

e (2!(n+3-8lml)) ~ r< (2!(n+3-'-8lml)) ~ tr'(2.4{lml-1}+2)'°'llll(2!(n+3-8lml)) 
Slml+3,0 - lJS(lml-1)+5,0 - "--. """""° 

(v) Con q = 4, la signatura es a(B) ~ 4 + Sm. 

Si a(B) >O 

Para a(B) <O 

m <O y la(B)I = -a(B) = -4 - 8~ = -4 + S lml = S(lml - 1) + 4 así 

e 1 1 (2!Cn+4-Blml>) .·e:< ,.-, CI·'. . "".m.(2 !Cn+4-Slml>) Sm-4,0 . _ __-,_vs ml-1_}+4,0""""- · 

(vi) Para q = 5, la signatura se escribe a(B) = 5 + Sm, 

Si cr(B) >O 

e (?!Cn-sm-5)) e:< ,.-, "°' mi(2tcn-Sm-5)) 
0,8rn.+5 w · - - vo,sm+fi i..:::.,, ~ 
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Si cr(B) <O 

implica m < O y el valor. absoluto de la signatura la(B) 1 = -5 - 8m = -5 + 8 lml 

entonces 

e (2 l(n-8lml-li)) ,..., ,.-, ~ Tll>(2l(n-8lml-5)) 
Siml-5,0 .. 2 = '-'S(lml-1)+3,0 'C" ,,.._ 

2 

(vi) Si q = 6 se tiene a(B) = 6 + 8m 

Con a(B) >O 

Con cr(B) <O 

entonces m <O y icr(B)I = -6 - 8m == -6 + S lml 

e I I (2!(n·t·6-Slml)) ~ c·(I. '°' Tll>( 2!cn+6-8lmll) 8 m -6,0 - _8 ml-1)+2,0 '<..."""' 



(vii) Para q = 7 entonces a(B) = 7 + 8m 

Si a(B) >O 

~ ce© .IR(2 n:;t) ~ q2[~]) 

Si a(B) <O 

e (2!(n-t-7-8lml>) ~.e · '°' .1R(2!(n+7-Blmll) ~ 8lml-7,0 · - B{lml-1)+1,0 '<>' -
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Como resumen para (V, Q) un espacio cuadrático de dimensión finita n, la forma 

bilineal V x V_!!__¡. J.~ diagonal, simétrica, no degenerada con signatura a(B) definida 

como la diferencia del mírríero de+ y el número de -, y q la signatura.riiódl.llo ocho 

q E {O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} donde a(B) = q + 8m, m E Z. Satisface los sigi.iiep.te. (Para 

la paridad se tiene paridad(q) = paridad(n) = paridad(a(B)). 

(i) Para q = a(B)(modS) =O, 2 (n par) 

C(V, Q) ~ JR(2~) 

(ii) Paraq = cr(B)(modS) = 1 (n impar) 

··---··-· -------~-----------
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(iii) Para q = a(B)(mod8) = 3, 7 (n impar) 

(iv) Para q = a(B)(mod8) = 4,6 (n par) 

(v) Para q = a(B)(mod8)= 5 (~i.impar) 

-. - ·- . ·:~~,~-;',~, :~~::··~::· -~. : . ·. . . 

Las álgebra'.s de CiiÍ:ford ;e~l~~C(]R;; Q);~1~ di~en~ión real finita se resumen según 
'.\ ... . ·- -·. ,.,, - .. ·-- ··:'-.:-· -

su signatura q en lafigura (2.1)Ü.C:miles'Ú~i.i~~l~·4¡~grai11a ele Hi1re~icz.Demostmción. 

Figura 2.1: Diag,Tama ele Hurewicz. 

Se sigue del resumen anterior.• 

Ejemplo 8 C25,t entoncc.'I n = 26, cr(B) = 1 - 25 = -24 = q + Sm así q'lle q =O {ln 

signal'Ura módulo ocho} y m = -4 vor lo lanlo C25, 1 ~.~(2~) == ~(213 ). 
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emos n = 4, la signatura u(B) = 1_;3 = -2 = q + 8m entonces 

lo tanto se!]ún él.diagr~ind deHurewicz G3 ,'} ~ llil(2) ~ D 16(+;_-'-, '--, --:) =: D¡6_ ésta 

última el algebra deDiiac'i.:on zd mélrica (-i-, -, -, -)~ 

EjempfolOiPamG1;3 = G(R4 , (-;+,+;+));Za sign~túrau(B) = 3-1=2 = q+Sm 

así m =O y q ~ 2 p~rloquc 61.~ ~ ~(4)~ f)i~(--;),+,-t-) __ i:::D~6+· 

Observemos' tju~so~ distintas las álgebras deClifford que generan las métricas 

(-, +, +,+) y,¿-,2,+;'+), usualmente se elige deformaa~~itrari~, pero veremos en 

el capítulo 3, que en la· complejificación estas álgebras coinciden. 

2.3 Álgebras Complejas. 

Como vimos en la sección 2.1, dos formas Q y Q' son equivalentes si existe C E 

GLn(F) tal que /11/Q = CTMQ•C. Con la matríz C = diag(9,i'-~ pode­

mos ver que Br,s = diag(~l,- ... , ..:_1,~)ylj~+'l'.s;;l ===diag(;i,·.~.;+i!b).son 
- -,---__ --,;---_ ------- s•- .,___________ - -- ----- ·:r_+t:i~'~·'-' ·s-1 

equivalentes, es decir B~+Ú.:: 1 = Ó1JB_r;;(]. -
, ·, ,, ''.•. ····: ' 

Donde det_ C = i? 0-1~ dfog(~1°, ... , --1, -,i, ~)~ c'r =: et. 
· - - - r·; <:,< ·•·s-1-:· __ , _ _ 

Así se establecé una reladól1 ele equivalencia entre las n + 1 formas bilineales: 

Bo,n ~ Bt,n"-1 ~ .. ;~ Bn,o= bn; 

La compl~jiffcacic)n d$l las _álg~bras de ClifforcFreales se obtienen a través del 

producto tensorial coi1 e (ven· apéndice 2) 
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Si r + s = n en~oncesCº•n ~ C ;,;,_ ¡ ~ ... ~ cn,o;'de lo q11e se obtuvo en la sec~ión 

anterior y las propiedades del producto tensorial, podemos encontrar la complejifi­

cación del álgebrKde,"Clifrord.segúrisu signatura·móclúlo ocho. 

Para q = a(B){mod 8) = O o 2 

C 0R(2~) 

Para q = a(B)(mod8) = 1 

C©(R(2[~)) E9 R(2[~))) ~ (C 0 R(2[~))) E9 (C 0 R(2[~))) 

Para q = a(B)(mod8) = 3,7 

e 0 q2[~lr~ e 0 c0 R(2[~l) ~>(cEe q 0R(2[~l) 

~ (C©R(2[~J)) E9 (C©R(2[~J)) 

Para q = a(B)(mod8) = 4,6 

C © IHI(2[~J-t) ~ C© IHI 0 R(2[li]- 1) ~ C(2)0R(2[tl- 1
) ~ C©JR(2) 0 IR(2[tJ- 1

) 

Para q = a(B)(mod8) = 5 

C©(IH!(~[tl- 1 ) fI71HI(2[li)- 1
)) ~ <<C ©IHI_(2[1Fl-)E9 ((['.0 IHI(2[tl- 1 ))~ 

. . . . -

(C © IHI©R(2[li]- 1) tJ:) (C © IHI©R(2[~]- 1 ) ~ (C(2)0R(2[t]- 1) E9 (C{2)0IR(2[t]-t) 

.. ·-· ......... _, ----------
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Es decir 

C(2~) sin es par 
(2.3) 

c(2[~1) EB q2[~l) sin es impar 

nez+. 

2.4 Una K-representación del Álgebra de Clifford 

Definición 5 Sea/(~ F un campo q1Le contiene a F. Entonces 1Lna K-representación 

de 1Ln álgebra de Clifford C(V, Q) es 1Ln K-hornornorfisrno de álgebras 

p: C(V,Q)-::---> /Jomg(vv, W) 

c1Lya imagen está en el álgébra de funciones lineales de 1Ln espacio v~ctorial de di-

mensi6n finita W sobre /( , 

El espacio IK. ei:; ll~madoun Q(V, Q)-móclulo S(Jbr~ /(. En notación simplificada 

podemos escribir 

p(x)(w) = ~ ·1ÍJ 

para X E e (V, Q) y w E vy .. El pre:iclttct~ ~;~ ~~ ú~in~da r~~11Üplica,ció~ de Clifford. 
:'i',; j',:)< ,'.''·. 

p un.· K-homoú1orflsrr1~. dÓ álgebr~~ lo consi~Íer~rnos ·· urm· función k-lineal .. que 
' - ,. ,, . ' -. ". "· : - - - . ,,- . -,.·. · .. : . ' '" ;- ~ .. · . - - . . - . . . 

,, :,. :,·,, .L·.::· ... - . ,,;_-

satisface la:prdpiedacl')J(~·~) = {J(:C) od(~)•pard•tcidit x, ~ ~(c(V, Q) :; 
.· _··_., _·:.:~---.·:::~:- ,·o-. . _• -~·- ~--.::',< __ ·-~-~/: '..::.;, ·, • _, '-·';<'__: 

'/: 'y - .• º--:~.,-:--

Definición, 6 •. Seii V; Q, k-ª'1(/có~mO en l~ a~Á~ldiói~ ¿~it#i~X:. i.h~d'·I< "7 re~res~ntadón 

p : . e (V,Q ).·•.---+ Homg (W, .w) .!decimos·· que;~es'.~~ed~cib~l~,si;eLespacio· vectorial .w 

puede ser escrito de muimnnera no t.r-iv¿Ll ccnnos1~11w d¿ecta(sobre /( ) . 

. ·--------. --------
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tal que p(x)(W;) ~ W; p~ra j = 1, 2 y para todo x E C(V, Q). Note que en este caso 

podemos escribir 

donde P;(x) :=: p(x)lw; para j = 1, 2. Una representación C8 llamada irreducible si 

no es reducible. 

Definición 7 Dos repre8entacionesp;: C(v; Q) ~ HoinK(W;, W;) para j = 1, 2 
·: ,~:·: 

se dice que son equivalentes si exf.ste uTl/isomorfimo K~lineal F : W1 --+ W2 tal 

que 

para todo x E C(V, Q). 

De la cl~ificación que se encontró en la sección L2 vemos que cada iílgebra ele 

Clifford Clr} es el~ Í~ ''form~'.'- Í<(21n) ó1<(2m)E9 •K(2m); pard f( ~IR, <C o IHI. 
·- . . .') "·-' .···~ ~-:::~-\-; . . ' ' '. ·. . . - ~·- . ' 

Teorema 6 SeaI(==!R,;<C:q!ffi,c~1ist.~erq~eli~1¡ilzo.:J5(1i) .de ld.;/(~~i~l~ices'.de n x n 

como una ál;ebi·a s~b~~-j.~.E~~tÓ1~ccs'1~~/e;~es~iit~1ciÓ~í1~al1L;aYp·d~K{n) e1(el espacio 

vectorial' /(n 'es ' salvo eq1Úvalenci~., ld 1lnica represe;itaci6n r~~l irreducible. del<(n). 

El álgebra K(n) EB K(n) .tiene exactamente dos clases ele equivalencia de repre-

sent.aciones reales irreducibles, dado por 

actuando en /(". 

Demostración. 
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Esto se sigue del heé:ho que las álgebras K(n) son simples y las álgebras simples 
---=--'°""-=-- --· -- . . . 

tienen una representación irreducible, salvo equivalencias. Ver (ref.13] 

., 
'' -~ 



66 

TESIS CON 
· FALLA DE ORlGEN 



Capítulo 3 

"" Algebras de Dirac y Pauli. 

Como casos importantes de la física en este capít.nlo se estudia.ni el 1:ílgebra ele 

Dirac que tiene como generadores algebraícos las matrices 1 1,, las cuales satisfacen 

{11.,/v} = 2171wl, donde1¡1w = diag(l,-1,-1,-1) con signaturaa(7Jµv) = -2 o 

1í
1
w = diag(-l, 1, 1, 1) con a('ií

1
w) = 2 son métricas en el espacio de Minkows­

ki f\1/ 4 • Como los fenómenos físicos no dependen de la elección cl~Tl* métrica, se 

muestra la necesidad de la complejificación ele las Mgebras Ó(JR.4 '.;'~ 1{i) ~, IHI(2) y 

C(JR.4, 'ií1w) ~ IR.(4), las cuales coinciden en el álgebra físicÍ.l.de~Dir;~cD 16 ~C(4).­

También se encuentra el álgebra .de Pauli y se,~~lest:~_~li :~~[t1raie~a como la 
'· ... /', 

subálgebra par del 1:ílgebra de Dirac. 

Por ültimo se cl~n tres,repr~éntlícl~nes cl~l~ecua2ión'(t~''l)if~C:/~siá~cÍ~, Majo-

rana y ele cuaternios, así como ,las transformaciones entre ellas. 

Nota 3 Un espa.do vectorial V sobre un campo F, se dice que es ·un espacio con 

producto inter·ior, si exi.ste una función P-valuada ( · , ·) V x V ---+ P, tal que 

67 



68 

satisface las cuatro condiciones sigúientes, para toda x, y, z E V y a E F. 

{i) (x,x);::: O y (x,x) =O si ysólo si x =O 

(Ú) (x,y+z) = (x,y)+(x+z) 

(iii} (x,Q!YL=E(~, y) 

(iv) (x, y)= (y, x); 

Cada espacio vectorial c.on producto interior es un espacio lineal normado con 

norma (métrtca)'.IJxll·= (x, x) 112 . [rc/.Í7]. 
' . ' • ·->'- -.,· ., ·''- .·_ •.• 

Así la· J unción\bili:n~~~. ~····•asociada all~'Jorn~a • ~u~drática Q . in.duce un producto 

interior y con ell~ uií.-"e~;~~ci~ iio;,,iado (espacioniétrico). 
' ' 'Í .... ,,,.,_ .·.• .. -, .· . . 

: - :,,'·.: .'. ~: .. ;._ ;.',_ .''> 

3.0.1 La ecuafaón de Dirac para la Partícula Libre. 

Si consideramOs la relación no relativista 

H= IPl2 
2m' 

(3.1) 

sustituyendo en (3.1) 

p ---+ 
-> p = -ili'il (3.2) 

H -> ·rz a 
?. /, 8t' 

de ambos lacios el vector de estado 1j1, obtenemos la ecuación de Schrodinger para una 

partícula libre 

En el caso relativista 

. _81/1 •·. p2 . . . . /i2.'il2 
1.h- = --1/1 = -'--·-1¡; 

ax 2m 2úi 

H = ( c2p2 + m2 e:•) 1 /2, 

(3.3) 

(3.4) 
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sustituyendo por operadores, obtenemos 

(3.5) 

la cual no es agradabl~ ya: qt~~ existe asihi~tría en eltratamiento del tiempo y del 

espacio, lo que se ve claramente ~~~~~lo ~pl:{~d~m6s la ráíz cua~rada y (3.4) se 

escribe 

Se desarr~llaron vari~s formaspara obtener una ec1mción simétrica. Una de ellas 

se sigue ele (3.4), 

y hacer la sustitución (3.2), con algo de álgebra, tenemos: 

llamada ecuación de Klein-Gordon: Esta· ecuación 'es un buen candidato para 

partículas como piones,:kaones, etc., e;; decir partículas con. espín cero [ref.19]. 

3.0~2 Ecuacion de Dirac. 

Otra forma, fué des~oH~cla por Dirac. Si consideramos que la cantidad dentro de 

la raíz en (3.5), puede escribirse como un cuadrado perfecto de un término lineal en 

-> . 
P, es decir. 
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donde O:, f3 pueden determi~arse compar~ndo l¿,s dos lad~~ de la ecua~iÓ~, ~ara ello 

(c2(a!P; +a~P; ±ª~fJZ2)+ {32ffi2c'I] 

+ [ c2 PxPy(a,,,ay'+ aya~)+ p~rmutaciones cíclicas] 
_., :. 

····· + [7nc3 P;(:a;,(3+~(I&;r+·;;~~:11+:c:~:z] :· ··· 

Consideramos O:, f3 espacialmente independientes, que es razonable para una 

partícula libre. Entonces se debe tener: 

a~= f32 = 1 (i = x, y, z), 

(i =-1 j), 

t/ · .. :·.:·· _·_.- - '• ' 

Es evidente que O:, f3 ~ R Son m~t.rices; hermitianas (ya que el HamiltOniano H = 

cO:.P + {Jmr? eshermitiano);detr~,a O ycorÍeigen-~alores ±1, implica que deben 
- -· :- ;. '·:- - ; 

tener dimensión par. No puecl~n ser matrices ele 2·X i ~~~;.q1iec corresponde al limite . .· . : . ' . - - - - . " . : - '-~<- ' ',' : , . . . ' -

no relativista (matrices de Pauli), m1tonceslas siguient~demenor dimensión, son las 
- -- -- ----------.- -. ; -·- ---- _, - - ---- -- '-· - . -

<_. ___ - "·'_ 

matrices 4 X 4. Frecuentemente las cuatro matrices usadas son las siguientes: 

donde el = (CT1, a 2 , a 3 ) smrlas maJ.rices de Pauli 

Las matrices O: , {3 y 1 definen la representación estándar de la ecuación de Dirac. 
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Así. la ecuación de Dirac 

81/J -+ -+ 2 
iliDt =(ca · P + {Jmc )'l/J. (3.6) 

Definiendo 

lo = fJ Y li = f3ai = ( O O"i ) 

-O"i o 

las cuales cumplen 

es decir 

{ "Y, .. 1,,} = "Yµl11+1,,1,, = 277,,,,l (3.7) 

donde 17
1111 

= diag(l, -:-1; -1, -1) es la métrica de MinkowskL 'Yo es hermitiana es 

decir -y¿ = lo mieiitras que li para i = 1; 2,·3 sbTI anti-hermitianas 1! = -1; . La 

ecuación (3. 6) pocl~mos. ~~{:ibirllien t~fm'i~o~:d~)~ m~ki~es .1,, como: 

(3.8) 

donde x 0 et, y 1/; , con 1/Ji !v/4 ----+ ce, también llamado espinor de 

Dirac. 

Nota 4 Operador de Dime {lcorta local}. 
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Sea C 00 (U¡ CN) el espacio lineal de funciones análiticas (es decir que tiene deriva-

da en todos los ordenes) c.on valcires~n CN,.de.un conjunto abierto U c·Rn, y 

' . · . . n a2 
!:::,. : C 00 (U¡ CN) ~ C~(U¡ cN),. ú:::: - L a 2, 

· .: k=t · xi 

el operador de Lciplcice. Cualquier operador diferencial de prime~ ~rden 
' . .. : ' 

D: C 00 (U;CN) ~ C00 (U¡C~) 

tal que 0 2 = !:::,. es llamado un operador de Dirq~ {local). 

Sea O = f: Ak~ donde Ak ·son .ffiatrices de: .N X N, con entradas complejas. 
k=l k 

Entonces 

y de la condición 0 2 =. !:::,. implica 

·{ A~ = :__ 1 para lada k, y 

.· .. A,,;;11 + A1Ak =O para lada k =f. l. 
(3.9) 

Como hicimos en la sección 2.4, sen p cuqlquicr C-represenlnción 

p: C(Rn)---> End(CN), 

en el álgebra de endomorfismos, la.s matrices p(ek) donde {e;} son base de Rn, satis-

facen {3. 9). 

Entonces ele la. representación podemos definir el op,erador 'de Oirac como 

D: C 00 (R'', C~) .~ C00 (Rn, CN), 

. ' . ~·:.·· '·.· a21/;(x) 
O('lj1)(x) = /J = 8 p(ek) Bx~ , 
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donde vemos qu~ 'lj1 E C 00 ("JP!..n, ctv), para ~l caso N ,,; 4, y la rnÚrlca de Minkowski, 

'ljJ E C 00 (M4,c4) e.s decir'ljJ :~M4 '----+ C,j~ A-sí'ljJ(p,-t) E C4 (reJ.3f. 

Con las operaciones de suma, multiplicación entre. matr,icesy multiplicación por 

es;alares,·rª~- 'Yµ ~i~finen el ~tigebra· llamada. álge~r;~:~~·~¡.r:~~ 1?~6~~- d~-dimensiÓn 
. . . . . . . - ' . 

real 16. Entre el álgebra D!:_ y el álgebra de CliffÓrd i:>EIIa e(E~paci6.tiempo de 

Minkowski M 4 = (R4 , 1Jµv = diag(l, -1, -:-1, -:-l))co~ si~~~tu~a.~¿~ui~~c~oq = 6, 
. .. -·-,· ······... -_, .. -·;'.:.--'» 

C(M4 ) ~ IHI{2) (según el diagrama 2.1) existe u~ isomorfismo repre~eritad~ por la 

matriz unitaria 

1 o 1 o 

u=_¿___. o 1 o 1 

v'2. i o -i o 
(3.10) 

o i o -i 

con lo que podemos. definir las matrices 

r,, = u'Y,Pt, (3.11) 
. ,_, 

que satisfacen 

(3.12) 

Si llamamos 

(3.13) 
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las cuales satisfacen 

¿2 = 72 = K,2 = -1, L"'( = -7¿ = K-, 7"- = -71>, = L, K-L = - LK- = 7· 

es decir L, 'Y; "' pueden ser identificados con las tres unidades imaginaria del álgebra 

de cuaternios lHI con clim~nsión real 4: · 

Se ve claramente r 1, E IHI(2)y las 16 matrices linealmente independientes que se 

dan a continuación son base pa~~ IHI(2)~ Por lo tanto también para el álgebra de Dirac 

1 = ( 
1 0 

) , ro = ( 
0 1 

) , r 1 = ( "' 

0 

) , r 2 = ( 
7 0 

) 
o 1 1 o o -K, o -¡ 

ra = ( 
1

' 

0 
) r 0r 1 = ( 

0 
-K- ) r 0r 2 = ( 

0 
-

7 
) rora = ( 

0 
-i ) 

o -¿ "' o 7 o ¿ o 
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con {3, ao, a1, ... , ao123.E ~'si 

donde 

q11 = (/3 + a123)L+ (a3-012)t +(a2;_,ri31)T + (a1 - a2a)~, 
,;~ .' - . . - - -

q22 = ({3 - a12a)I+ (_;á3-::- a12)i+ (-a2 - aa1h+ ( "'."°a1 - a2a)~ , 
., " ' . . , . :~ - - - -·. - ' -

q12 = (ao - ao12a)~;+(~a~~ <~012)¡+ (;_do2 +aao1)~-~(~ao1 - a2ao)~, 
.- -.· . .· '" -. ' ''· ~, \~ .:.<.:~:- :1 ·'·. 

q21 ·= .(ao-f~o¡~)1-j-(d~3 :- ~~12)~+;(do2-l-~;oóW+;(.~01 ~a230)~ ·. 
'.;. ·_,_ ;· ~ ,_ ; 

De (3.11),(3.6) y (3.13), la ecuaciónde Diracse puede escribir .cómo: 

(

. ili( f08x i /~v :: t8~) - 1nc , . · ¿ gt .· . . , · ··)·· •. ,· •·(······ ii1 :) • 

. ¿ gt -(i!i(f08x T ¡8y + t8z) +me) q2• . (:} 
donde 

y 

cp : c2 --:4 Illl, 

.(.· .. zi ... ·) .. · . ..._:.. (a+ln)+ (e+ dt)7. 
Z2 : e ··,• 

' . ' 
' . . 

AmUogamente al álgebra de DiraC:, la8 matrices ui clefi~idas anterim:mente con - ', · ... - : ·- - _.;..- - ·· .. · : . ... ' . 

las operaciones de suma, nmltiplicáción ent~k rhatric'es :y' la .rmtltiplicaciÓn .por es-. . ' . ._ .. - ····· "· -· ·_,, ... 

calares definen el 1Ugebra Barbada ~ügebra ele Paüli,' la ~úal ~·isomorfa al álge­

bra de Clifford para el espacio cuadrático (né,diag(l;l,1)),s.egúnel diagrama 2.1, 

0(~3 ,diag(l, 1, 1)) := P ~ C(2). 
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También podemos ver que el álgebra de Pauli es la subálgebra par del álgebra de 

Dirac. 

De la definición del álgebra par en el capítufo 1, sección 1.1, la subálgebra estará 

generada por 

-·.-:. _; .. ·\.'' ·;_::.· .. ,-,·. ;", ·•;_- -· - ·;_ 

Sea {Ji} i=l ,2,3. un~ bru3e c}rt.cn1oriiia.1 paraI!~.3 .' ,ld~ptificarido 

define un isomorfismo entre (Di6j+ yP. . . 
("' ,._. ' 

En términos de la representación cuaterníonica del álgebra de Dirac, este hecho 

se sigue de la inchisión ¡,+ : C(2) ---> JHI(2) dado por 

que implica 

Ya que ¡;, = 1,¡, un cuaternión arbitrario al·+ bi+ e¡ +dli donde a, b, e, d E ~, puede 

ser escrito como (al+ b1,) + ( C1 + d1, )j; entonces existe una inclusión canónicaC ---> IHI, 
,·. •• .- '•' ·-· •• ·' -- ' "·'. •"< '!:.-- ' ,-~- . ..; . ' - .; . ' __ ,-

donde a + bi ~ al +b1,, con la cual induce 1.0 : C(2) ~ IHI(2) da:do por 

Así 

(: : ) 
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Podemos ver que lo f l+· Pero existe un isomorfism? de álgebras p: JHI(2) -t JHI(2), 

tal que p o lo ~ i+. 

Así tenemos: 

p(l) = 1, 

p(I'oI'1I'2) = I'2I'3, 

p(ror1r2r3).= r3r1, 

p(r1r2) :=ror1T2I'3, 

p(r1) := -ror1r2; 

p(I'2) = -r3,. 

p(I'oI'1):::: -r2.' 

p(I'oI'2) = -I'3I'oI'1, 

p(I'1I'3) =To, 

p(I'2I'3) = T1I'2I'3, 

p(I'2I'3I'o) = I'2I'3I'o, 

p(I'3I'oI'1) = I'1. 

[rcf.21] 

La repre8entación estándar, es usada para obtener el límite no-relativista. Si 

~cribimos ,P ~ (:) con x, ~ ' M" ~ C' en la ecuación (3.6) obtenemos el 

-- - ··-··--···----··-··----------'----------
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sistema de ecuaciones 

ilí :t ( X ) ( ~ -> e p . -¡¡> ) ( X ) 
<Ji cp·a -m¿ <P 

- .. ·' , .. :.< .. • •. . . 
el sistema se desacopla para~ p ·= O, que corresponde a Ja· partícula en reposo: 

. . , 

exp(i111¡;'2 t)</i(O) para energia negativa É, ~~-r~c2 : 

En el general, si 1/J(t) =e -if'v1 en la e¿uación (3.6): 

( 
E- mc

2 

-cp · if) ( x) (O) 
-c:p·<i' E+mc2 <P O 

De la segunda ecuación, </i = ::r-;::;2 X· Pero E+ ms =E -:::- mc2 + 2mc2 = Es + 2m¿ 

con Bs =E - m¿ = 1-2P'l
2 

+O ( 1-P' 1)
4

, para velocidades bájas Bs << 2mc2 y m rnc , , - .·. 

--t -->''~,. p a . 
<P=-'.-.. ~.x·· 

2rnc.'' 

de la ecuación anterior la componente xsati~f~ce 

E . - ->,1..,.., (]!. "#)2 IPl2 
sX = e p . a 'P = 2m . X = 2m X 

la cual es llamada ecuación de Pauli 

Otra representaciónpara laecuaci6n. de Dirac es la ele Majorana, si definimos las 

maLrices: 
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la ecuación (3.8) puede escribirse como: 

3· 
~ mc-

(iroBo+ L..J >.k8k - n )'l/l = O, (3.14) 
k=l 

::~~1:,j~::l:,::~ri~:::c:~::~=ri :;::,~¿:::::".:¡~~(, ~::· ·::·) ~ 
el intercambi6 deT0 con >.2 p~rmitir~ tener sÚC>entr~d~ reales. 

' . . ·. ·, . tJ•" .·• 

La matriz 

o i 1 o 

1 1 -i o o 1 
V= V2(>.2 +ro) = V2 (3.15) 

1 o o -i 

o 1 i o 
cumplen V= v- 1 = vt y det(V) = 1, así V E SU(4) e U(4): Introduciendo VV = 1 

y multiplicando V por. la izquierda, en la ecuación (3.1'1), definimos \}! = V o ;p, 

obtenemos 

ro. Finalmente en 

terminas de las matrices 

con p
1
, E IR(4), c!ue satisfacrm 

(3.16) 

la ecuación de Dime es 

(3.17) 

ESTA .. 'TESIS MO st.·:. 
DEL'~ BIBLfO'T;::~· 
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De la clasificación de. las álgebras de Clifford que hicimos en ~l capítulo an-

terio tenemos el álgebra de Dirac D.:º+ = p1,3 ;~ la métricá Tí µu = 

diag(-1, +1; +1, +1), con::sigiiatura es 4-2): 

Se puedeAl31TI~ostrarquelas 16m~tric~srnal~1,'p~,p1 , p2 , p3 ; PoPliP¿P21PoP3, P1P21 
-·- ---·----o--=-==-=o-=-=-.--=- ---=-=·_,,_.- -- --= "--=-- O;'O.,--o-- ·=--=;.=·-;'o'~-;--o-.oo.-=;-_-o_~ o-=~o-=-·=~~-=--o-=== ~-=-'-=---=--=-'-~=;··-, --:;..·=----=-·-

P1P3, P2P3, PoP1P2, -P1P2P3, ·- P2P3Pri, riiPoPi ·· y:'fioiJi'p;~;, ~º~ Ú~e~l~~riteir;c:í~pendientes 
sobre los números reales, 'es ~ec~ i~rm~n ll~Q lJ~se-~~e\k(l) y yri~ que s~tisfacen la 

condición (3.16), obtenemosni(.==cz(i1'ó;'c#t;;fÍ;fl,~1)}.-~IR{4{ 
" .. ,· .. ' ·-:.·--. _,._, ' .. . . -. ·, · ... -, 

Con las matrices U y V-d~flnidiJ,'p
1

Ó~ (3:io},y}(3h5)teriem6s: 
.,·_:-_·- :·.' _ ... ,,· . . ?:J,·· >~.:.::\.:·:~ :·,·._ . .! . <, _ ¡·"-:' ' - ,. 

Po = u7iut,'f1<':.s~U:i1Í{,tF?tLT/&~lit', p~-1=~iu7~út, 
·,, ... 

con lo que podemos ye; clar~rne;_;;t~.c;u~ l~~ álg;ebras reales D.1['... y D.:~1- no son iso­

morfas, luego nóh~y ~rié~ fu'~:rI~'.iinitariá-qüe pase ele 71, a Pw 

En resumen, 'c:6n°Íllirnétr¡~¿J,s:771 ,,, 1]
1
,,, tenemos distintas álgebras reales ele Dirac, 

D.~ª- ~ JHI(2) y}.:J!!+ ~ JR(4) restecÚv~rnente. Estas dos álgebra~ JHr(2) y m.( 4) coin-
- ·~_; - - - ~ +. ·- •• ~ ' - - -·- • - - • • 

• - , • • • •• • • " .~ ' ; - • _ ; ,.. -~~'."·. ·, • - O _ -, - e ·~ 

ciclen bajo una cmnplejificación (ver apéndice 2)en el álgebra C(4). Desde el punto 

ele vista físico, 7/
1
,v y 1¡

1
w son métricas equiválentes: si.i elección consiste en elegir los 

signos del los cuadrados del intervalo. temporal y del los intervalos espaciales . , 

La equivalencia delas .. métricas (771,,, .~ 1í1w) se obtiene através ele definir la matriz 

compleja unitaria (ver sección 2.1) 

i o o o 

o i o o 
C= = cr =-et= -c-1, 

o o i o 

o o o i 



satisface 

Así se da el isomorfismo entre las álgebras. 

es decir 

~ Cc3> 1R(2)®IR(2) ~;e® R(4)~ C(4), 

(D_:6..¡::)c = C®D_:6+ ~ ((! ® R(4) ~ C(4). 

la cual identificamos con el {i.lgebra·'física'de DÍracD16
. 

Nota 5 También podernos ver que 1/J es una seccic5n ele haz !vl4 
X C4 

• [ref.9] 
- . .- - "'".· ' 

·,:, ·:-: :'.> - ·:·- -_ ' 
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Sea una representación como en la n~la anterior, ¡>ero para el espacio tangente rle 

cada punto de M 4 , Px: C(T,,flt/4 )·~--d~nd(Ci), donde C~ =- C;; para todo x E !v/4
• 

Enton~es C~(U; C~) = { 1/J : U e "Nl 4 -+ C4} :i el op;rn~or de bi~~c, 

tal que· D~ = 6.. 

Definimos la función 

4 .. 

D (.1.)c ) .. '" ··e·· ). (EN) ; 
P 'I' . x ==L.J Px e,.• 8. x·· . ·. 

i=l ' . ' ·_ i X: 

. ' . 

p : LJ C(T,,)vt1) -+ u End(C;!,) 
xEM4 , . xEJlv/4 

tal que v ~ p(v) = Px(v), donde ,U 
4

.C(T;,M'1) == C(TM4
) {haz Clifford}, U 

. xEM , ,,, ·•· . . xeM
4 

End(C~) = End(M'1 xC'1). E;itonc~~ el operador de birac 
·> 1 ;_. , ' ;_· • : ·i . ;_' 

Dp: C 00 (M4 ; M" x C4 ) -+ O:;,(M4
; A!f' x c 1

) 
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para la funci6n d~ o~~a ~ ~ ~:(M~; M 4 X C4 ), flp( ~)(~) = (x,Dp,,(1/l)(x)). 

Ahora podemos decir~ es la sección del liaz M4 x <C4 , es decir~ : M 4 ~ M 4 x <C4 

tal que x 1-t (x, 1/J(x)) ·. 

Hablemos. un poco acerca de la definición· física· de· los. espinares. 

El momento cinético propio de. una parÚéuli se• llama su espín,. que se distingue 

del momento ~inético ligado ~l iii·¿viful~iit'o d~ la partícula en . el espacio, llamado 
. . 

momento cillético orbitilL[ref.9]. El ~~~ír{ de una partícula (medido al igual 
.. ' . ' ·-_'.'J ;;-,:·: ~-- ¡: : / - • . " " 

que el momento cinéticC> cirbital;~~ '.Jiiid~d~~ el~ li) lo Tepreseí{ta.;~i-rici~ ~or s. Esta 

propiedad de las partíctila~ es~i~~t~c~~~~mé~te\;Já~tica(desap~eci~ cuando· se pasa 
. .- ;·,,_·.··.o.·•., ... ••;·· ... ~-;:."·''.,·~----·· ... ·.···>;'''"!'-"_•.·'·-·,.~,_· .. ··>·-~:''·'·•.-.- ., .. ,., 

. ,,_, ;-_)s?'·_;···> 

al límite li ~O), por.lot.áiito;"rio áctrnit{;¡ una inteqm~tación·clásica. 

Para deter~iriar~J)o;;J¿~¡l~¡~,~f ;;e~iieii; de~ lÍrui ·partícula deben 
.. _ . - -· -_:.~--~-~)~Y:,-. ,-_s·.·:;:.:.~--~'..):·.'::;;~~-~'· ;·:;:;_,. -·,., -. "~· . 

darse, no sólo 

variable espín, que indi~ri. ~l v~lor el~ la p~oyección del espíll sob.re ladirecciónele'gidá. 

en el espacio, y que toma un número· limitil:do de valores.discretos. Estos valores se 
- . ' ·:-·-..- : .. :_ . ·.' 

pueden representar por medio de una funcióndfo:rida con varias é:om~i:.>ne,ntes en 

forma de índice. De esta manera la función de onda ele' ~na partícuÍa"9ue :tiene espín 
. , " . ':- ' . - - : :: ~ . _'' . . . , . 

no nulo, es, en realidad, no una, sino el conjunto de funciones que difieren por un 

índice de espín. 
. . - . . 

El operador que en la mecánica cuá~tica cC>rresp~nd~ al espín de una partícula 

es tal que al aplicarlo a una función de onda actúa precisamente, sobre la variable de 

espín. 
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Los operadores. de• espín ·S .. satisfacen; las siguientes regla.S ·de conmutación, como 

lo hacen los operadores del momento.cinético orbital L: 

- -- --

junto con todas las consec~enciasfísi~asqu~.sesiguen de ellas. 
- - . ·., .. _ . ._. ;·, ... • .. . 

Definiendo losoperadores 8 2 ~~I-f-s;+ ;; tenemos 

[S2:, Si] = (), i = 1, 2, 3. 

Para la ecuación de valores propios, 

n?s(s + 1)1/J~ 

con s E {O, ! , 1, ~, ... } , u = { ~.s, ,· .. , s} Y: la función de onda para una partícula 1/J~ 

u representa la componente.z d~l ~spÍ;:i. ['T"ef;l2] 
. __ ,._ .. _, ... ''." ,-- ·. - ._ . ···· .. ' ' 

El momento· cinético tcí.tal 1,d~ C~mlt.:partíC:ul~. es .la· suma, de su momento .cinético 
'.;··-~ r •• '. ·.: • ' ' ·.> ·-'--··,-·., ~ >.·,,- l • •' ' • '• -'-~>: 

orbital L y del espín S: LC>s'• ccih~sp~~dié!lt<:í~ operad¿res,. qlle se aplican a funciones 
;.-.;',:;:·' 

de variab1ci§ · disÚnt~, ciéber; ¿¿nful.l th~. 
.',";---, 

;.._:::· 

.. . .-. ·: ' . - . ' 
. . ' -

Los valores propios dei'i'nomento cinético tÓtal son 

j:;=l+s. 

Así para los valores' d~do~ l, s, el rrÍorrÍento cinético total puede tomar los valores 

l + s, l + s-'-- 1, ... , ll ~si. Por ejemplo, p~a elelectÍ:ón,(e~pínj) de momento cinético 
; . . 

orbitaldistinto de céro,•el momento ciné.ticoto'tal puede ser'j = l ± !· 
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Resulta, definiendo S± =S.;± iSy .(subida y bajada) que tenemos 

. _, ·'·, . 

ver [ref.20], podemos obtener loseleiiientos de:matriz para Sx, Sy, Bz, B±. 

análogamente' pal-fi:_ 1ai, · dernás rhatrices, 

En el caso irdko~~allt~ J~ ~rpín s = ! entonces u 
.- ... ,.,,.~: ··Tr-::, ¡:t}: 

±4, estas matric.es son de 

segundo orden y 2 Üeii~1dii: fÓrm~ 

S'' p ~ ~ (.. o 1 .·)>' s-' p ~ ~ ( o -i ) su',u = !!:. ( 1 o ) 
:i: 2 >y 2 . X 2 

1 o i o o -1 

Las funéione~ de on~~ ele· las ~artículas ele espí~ 4 .iienen d~s componentes 1/J( 4) 
- -< ~o~.,,-~:. -··--.--.--·.~- · .... ,e;.,··;;.',;.--,-·---•.-: -,•. ·-··-•·-'·' .• .. :._ '• 

., 

y 1/J(- ! ) , la5 cüales d~sig;n[U"errios·po~,1µ~_'.L~~; ~?:~_na 5?t.~~ión arpitr~~ia. del· sistema 

ele coordenadas, 1/J1 ,1/J2 ~xperimentan unii~f~~~~f~r~a~i6111~ri~i1 -i .. ··. 
- . 

11J 1 '=a1p~ +f3~~; Y1{~'Y~1 +Ó~J2 • (3.18) 
,Y,'; 

' : . . . 
Los coeficientes a, /3, ¡, ó (se les llama parámetro~ d~ C~yley-Klein), están ligados 

entre sí. por una relación que se clecluc;irá a partir de considerar la forma bilineal 

(3.19) 

donde ( 1/J 1 , 1/J2
) y (</}, </J2

) son dos funciones ele onda que se transforman según (3.18). 

Un calculo sencillo da 
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es decir, en una rol.ación del sistema de coordenadas, la cantidad (3.19) se transfor-

ma lineahnente ell sí misma. Pero si existe sólo una función cuya transformada es 

un mi:Htiplb de ella, dicha función puede considerarse como correspondient~ a espín 

111110, y por lo tanto, debe ser un escalar, es decir debe permanecer invariante en las 

rotaciones· del sistema de coordenadas. De· aquí se sigue la igualdad. 

a8 - (3-y = l. 

Las transformaciones lineales (3.18) que dejan invariante. la forma bilineal (3.19) 

se les llama binarias. <La magnitud de d~s componentes ( 'lf; 1
, 'lf;2

) que se transforman en 

una rotación def sistema de coordenadas según una transformación binaria, se llama 

espinar. Así pues,. la funció.1~,-~.e,.gncla ele ~na.·partícpla de espín ~ es un espinar. 

. ~ .t " ; . \ 



8(i 



Capítulo 4 

Clasificación de Espinores. 

Teniendo la clasificación de las ~ílgebras de Clifford reales y complejas que se encontró 

en el capítulo 2, y la definición del espinar como la función de onda sobre la cual actüa 

el operador de Dirac, daremos una clasificación de los espinares según. la dimensión 

del espacio y la signatura módulo ocho de la métrica, encontrando espinares de Dirac, 

Majorana, Pseudo Majorana, Weyl, Majorana:-Wéyl y Pseudo Majorna-Weyl. 

4.1 Espinores. 

Dada la representación matricial del álgebra de Clifforcl, los elementos del correspon­

diente espacio de representación son lla.ÍTiados espinares. 

Definición 8 Los elementos del espacio de representación para el álgebra C(n) son 

llamados espinares complejos de Dirac. 

87 
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Del diagrama 2.1 podemos ver que los espinores de Dime, existen en cualquier 
. . 

dim~nsió;}y. tien~~ 2[~;;f~omp~~ei1tes. 

Defi11ic:ió1:i.-~ (l~_s~'f"!'?.'T'!·/!.~~~J..!.a,i'!_f!Iir¡,a) Estos espinares so!i reales y existen en 
,-- ---·- - -- ~·~·-.-,-.,-:e~.--,----..-----:=------ ·--·------;-· - -- ~-= -=------,;~----= ~ =-- - - ---- - ---- - -

C'lllLlquier dirneiisÍÓ!/so1i Sigfwt~~a ;7iÓ~ulo ochoq :: Ü,)", 2;' 
,,, ' 

Para l~ métric;{7Jt~ ,,,/di~g(;J.,i, 1; i),~uya ~i~atura ~ódulo ocho es q = 2 existen 
• _ .. ,, .. •,;, ',. »','. '.· :-.·- ·;, - . . - ' 

los espinares de.Majorrióa:, r>er~ nói..S¡'6uando l~·rnétri~a (;s ij1,"'. =diag(l,-1, -1, -1) 

y q = 6. 

Proposición 15 Existen los espinares imaginarios puros o Pseudo-Majomna, en 

cualquier dimensión con signatura módulo ocho q' = O, 6, 7. 

Demostración. 

Cuando q =O, 1,2 ·es posible tener espinares- de Majoran~ los cuales inducen 

espinores de pseudo~Majorana . 

Si q = 2, los generadores del álgebra 'Y,, E IR(M) donde M = 2~, para algún n, 

n = s + r , dond~ s. es el número de términos positivos y r ~s; er'ii-dihero de términos 
., ,··. --·· 1 :; ._ .. , •• •• , ·.: • 

negativos en lá métii<;a diagonal B = diag( +1, ::.;+i_;';;i; .¿, :-1) , ~í la signatura 

- . - . . ·_· -·::·'/ .:._?:·:>:~·:.<: ~-·;.~ .. :.·:--::::_.;:,:-.. ··.·.~:y)·.:_·;r_;.': --~):::: .::· .. -_'>';,;.<_ ·'..· 
a(B) = s - r;= Sm+ 2 cowm E:Z; cuarido'~aC:~n1cis,~},C§nbioqµ':llºr,.-Yi, := Í'Yµ, el 

·' ·-.-; .. . . ' ... -.-. ,- :· -;~·.: . >: ' .. --- ' ' ' ' .. ,, . _· . ·-. 

término s. cambia por r y r por s, es deé:ir-S ~ ~~~tit~idi'.po~,J3~, yc~mple 

= 8m
1 + 6 ; con m' = .,-m - 1 E Z. 
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por lo tanto 

q' = 6. 

Para q = 1, los generadores del étlgebran 'Y,, E IR(JH) y a(B) = s - r = 8m. + 1 , 

m E Z haciendo el cambio 7 1, a,;, := i71, e para todaµ, s cambia por r Y. r por s, tal 

que 

a(B
1

) = r - s = -u(B) = ~8m - 1 = -8(m + 1) + 8 - 1 

= 81n
1 + 7 ; con 1n

1 

= -1n - 1 E Z. 

llSÍ 

q' = 7. 

Y para q =O, los generadores del álgebra 'Y,, E JR(M), n = s + r , donde a(B) = 

s - r = 8m +O, rn E Z, con la misma asignación que antes obtenemos 

u(B
1

) = r - s = -a(B) = -8m 

por lo tanto 

q' =O.• 

Ejemplo 11 Sea el espacio vectorial V = IR6 y q = 2 la signatura módulo ocho 
. . . . 

para lafor.ma B = diag(l,1, 1, 1, -1, -1) donde se cumple 'Y~ '.':'Y~ =·7~· ='Y~ = 1 

y 'Y~ = 'Y~ ... -'l (~er:secci~1:i 1.1) todos los 'Yi son rdafos·~Jrbs, siesCribimos "fi = i 

'Y; irnaginari~s~p~ffeo~,·.·~~~¡~~Ú~fa~eiij~2 ~fi ~:fi~;yf·==/-'l¡·yfs2·== ::Yl = 1 ·con 
¿_}, .. 

métrica.E'.•= di~g:.·.(--IL. ;1 •2-1~>;.i"i :i)· .·Y.: sign~iuida(.B')··= .. 2 - 4 ==.· ....:.2 = 8(-1).+ 6 
y. ·' .··.·:., •",\ ·'··<; '· ·' ' ... ···' . ., 

entonces el = 6. Á1iálog:me~t~'paia q · = 6, }que i~·~u~en q' := O, 7 ··.respectivamente. 



90 

Consideremos ahora la representación de ·Majoranapara la e~uación de Dirac que 

se encontró en (3.17) donde vemos que p1; = ry1,, siendo ry1, los generadores del álgebra, 

corno en la definición anterior 

(p
1
,81, - m)\J! =O,. (4.1) 

hemos tomado li = c=l y usamos la convención de Einstein: subíndices griegos 

repetidos se suman ele cero a tres. 

De la ecuación podemos ver que todas las componentes .de \[I se pueden elegir 

reales (espinares de Majorana) o imaginarios i)uros ((!spinoréfi depseudo'-Majorana), 

imlepcnclientemente del valor ele rn (m =O om·>.0). 

Si tenemos una representación de la ''ecuacióri.Cie' Dir-~é de la forma 

(4.2) 
'. -. !~ , ... ' ... ,· _:'; .. ":> ' 

para ry1, E JR( M), (!n princi¡)fo ~()~~ l~· cbnlp~~.e~~ .~ª de 1f1 p1ieden elegirse reales 

o imaginarias puras, si m ~ O, ·pero ~6 el~ 16 cC>~t~ai:io 'ya que: 
·.-,-".-.-·-. 

Si ,Pº E 11< elltOn~e·t-H~l~;'~.·~. IiTI ,·pero rri'ljJ E lR 
\'-.-·:· .,,.,-, :~?{:-,· , . 

~;--~----~\:. :; 

2, ry
1
, E'.IR(Att) ;·en~~ariic~lar para la métrica 71µv = 

diag ( -1, + 1, + 1, + 1), nose pueden t'enerespinores masivos de Majorana o de pseudo-
·:.-,--¡ 

Majorana. 

Consideremos· el espacio cuadrático (V= JR2n, 6¡;) el álgebra de Clifford cor-

respondiente efi JR(2n) (ver ejercicio• l, sección L2)¡ Ja complejificación para ella 
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<C@ JR(2n) f:t. <C(2") := 'fl tiene como generadoret:1 u¡, ... , u 2n, los que satisfacen 

u;ui + u.i'u,; = 28,;il (ver 1.5). DelestncÚo d~ ~scÜ~doresformionicos [1~~]:2] í;o~l~~()s 

extraer algunos prilici1Jiosirnpcirtaútes y definir las matrices ªi = ~ (u2i-I +iu2i), 

aj=~ (u.2j-l - itt.2j) para j = 1, .. , h, las que cumplen 

{a;, aj}= O 

l~xiste el operador Ni ajai, tal que NJ Ni. Con ello definimos el operador 

quiralidad 

11 

r = exp(i7í L Ni)= .:8: (1 - 2Ni) = (-i)"u1'11·2 ... . u211 
i=I J=l 

(4.3) 

podemos ver que r 2 = 1, y sus valores propio~ son >. = ±1. Ésto nos permite definir 

el operador 

donde P±V es un vector propio deT con valor propio ±1 y V E <C2n, es decir P± son 

operadores de• proyección. Así 

y ya que res herrnitiano los vectores propios son ortogonales, con lo cual 

Il=If+EaH_. 

Para los elementos v E H, v = V+ Ea v_ . Por último dim H ± = t H 

elementos de H± son los llamados espinores complejos de Weyl. 
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Nota G Para I< = JR, C, lHl tenernos el isomorfumio de álgdira.s 

cp: K(n) EfJ K(n) .;-> (!< ffi K)(n) 

da<lo por 

a11 

(: : ) an1 

o o b11 

(a11,b11) 

2nx2n 

o o 

.se ·usa el i.somorfi.smo K(n) ffi/<(n) ~ K(2n). 

Así I<(n) ffi K(n) 3 a: : {K ffi !<.:)" ,....-'-> (!< ffi I<)n es decir x E EndK((I< ffi Kr), 

donde 

a1n O o 

o 
X•V= = cp(x)v = 

o o 

o o 
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Nota 7 en particular para 

(k1, O) 

v= E (/((-!)ar as{ X •V = 

n 

(k,., O) ( I:: anjkj, O) 
i=l 

y para 

n 

(O , l::: b1ik;) 
j=I 

V= E (O E9 /<)n, se tiene x · v = E (O E9 K)n; 

(O, k~) 

por lo tanto, (J< E90)n, (O E9 K)n son representaciones irreducibles de K(n) E9 K(n). 

Con la observación anterior y la sección 2.3, poclemos,v~r claramente que 

1 
c2~/2~c2(n/2)-:-1 mc2<n/;)-l. 

~'~~ 

~ E. ··· (~~'c¡\i·~~,¡~gfg,~;~ 
Observación 4 Los ! espi1iores no son espinares de Weyl. 

n-par 

n - impar 
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Ejmnplos 12 Para n = 4, 

y la .función de onda es 

Paran= 5, 

(C E9 q4 ~ C4 E9 C4 ......,_., ~ 

tEspinor !Espinar 

La condición para tener espinares ele Majorana, puede considerarse junto con la 

condición de Wey 1, y a.Sí poder definir el espinar llarlíaclo de Majo rana.:. Weyl. 
- - ' '. ":' --: <- ~ -- . - ( .. , : ~ 

Péu-a los espinares .de Weyl, sal?emcís que Ja clirnensiÓn del espacio .vectorial debe 

ser s + r = '2n, cori locual se definió el ppe:adorquiralidacl'T y, el d~q)royección 
P± = 1 ~" con la propiedad PJ =)~, ~iehtra q~~p~a l~s espinores~de Majm:ana o 

pi;eudo-Majorana, todos los gene;~clbi·es del álgebra 11~ scm realéS o imaginari~~ puros, 
o'.' .· - ·'····"_;'.- .".':··_-_' . . . : ,. •_. ,¡, .< ,, ." ·"'.; .-

respectivamente. 

Dado que la rnatrizl •es. ~eal, .. para preservar elcri:rácter'real o' imli?;inai.io puro de 
• ." - .-· e·.· . - . ·- . - ,_ .-._: . -· ---· ' ~: . . ... - .r•. . ' ., ._ ' 

las proyecciones de la ftuÍC:ió~ 'ljJ bajo P±, f' i~be ser r.~al. .Á~í;de.(4~3) tenemos 

¡nu-a s +r = 2n y s par, 

para s + r = 2n y simpar. El pr<;Jd1:1C:t()A~las 'Y 1, tanto en ~l caso de ser todos reales 

como imaginarios puros, es r~al pu_es ;+ r es un número par. Debemos tener 

ir;•. E IR entonces·s '- r = O mód 4. 
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Por lo tanto una condición necesaria parala existencia de espinares de Majorana-

\Veyl o pseuclo Majorana~vVeyl es s - r =O mód4. 

Para q = 2, 1, Odonél<". e.;;(isten los espinores de Majorana, luego: 

q = 2, E!s.dc:.c:i1:s=.t1· "-" Sm + 2, rn E Z, pero s - '/' = 4m' + 2 entonces s - r = 2 

mod4, por·lo tantono éXisicn los espinares Majorana-Weyl. 

q = 1 es.decir fl ·...,.. r = Sm + 1, m E Z, s + r = 2r + Sm j-.1 un número impar y 

s - n = 1 m6d4, por. lo tanto no podemos tener espin()re~ de Majorana'-Weyl. 
. . . ·';. -.·· ~ 

' . ! .·· , •• 

q = O, s -'-r = Sm +O (;ambién s - r = O mód4, así podemos tener espinores ele 

Majorana-Weyl. 

Para q = 7, 6, O. donde podemos tener espinares pseudo-Majorana¡ así: 

q = 7, s - r = Sm. + 7, 1n E Z, s + n = 2r + Sm. + 7 una cantidad impar, por lo 

tanto no podemos tener espinores de pseudo-Majorana-Weyl. 

q = 6, s - r = Sm + 6, pero también s - r = 6mód4, por lo tanto tampoco 

podemos tener pseudo Majorana-Weyl. 

q =O, s - r = Omód4, entonces si podemos tener espinares pseudo Majorana-

Weyl. 

Por lo tanto espiilores de Majorana-Weylo pseudo Majora-Weyl en la ecuación 

ele Dirac ( 4.1) .:? (4.2),existen sólo para q = O . . 

Ejemplos 13 Ald1tnos éjernplos en lós que. podemos .. te~er espinares de. Majorana-

Weyl. 

n = s + r = 2 y s = r = 1, el álgebra de ~lifford pa;a el espacio cuadrático 

(JR2 ,diag(--'1, 1)) es isomorfa a JR(2) (ver sección 1.2) y ya que s - r =O, q =O (la 



DCi 

"m:~l:ra(11:~1d1)tlo _ºd(io);)
1 

) _( 0 ) 

7./J2 O EH 1/J2 

Sin= 10 y s = 9,r = 1, el álgebra de Clijj'ord para el cspncio cuadrático (JR10
, 7/ij) 

ell ·isonforf<i~a JR.(25 ) y lasi.Onal~ra-mÓdulo ocho q =o, y s - r =O mód4. 
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4.2 Conclusiones. 

La finalidad de este trabajo ha sido conocer y manejar la teoría de las álgebras de 

Clifford, resaltando alguriaR apli~aciones ele éstas en la. física. 

La motivado ha sidoº la import~n~i~~qtie tién~n~-l~s ',.álgebras- ele Clifford · tan­

to en el área matemática como física;. '·.Por.ejemplo los generadores de estas ál­

gebras representan operadores cle)~reación 'y aniquilaciÓn de partículas fermióni­

cas, la naturaleza deÚas mtiy recurridas álgebras de Dirac y Pauli como las álge­

bras de Cliffo~d. l~,a~al~~ ~spacios cuadráticos (V = JR4,771, 11 = diag(_:.1;1;1;1)) y 

JE:f =(V=::= IR3 ;1/i};~ diag(l, 1,1)) respectivamente, así como lat~mÍ¡georhétrica 
- .. ·' - ' . ' ' 

de Carta~ sob~~ elhili,'iacual da conceptos de gran utilidad en teorías~e·p~rtículas 
elementales. 

Puntos importantes obtenidos en la tesis son: 

l. La natt;_ralidacl en sentido técnico de las ¿ílgebras de Clifford. Y ya que los 

espinores son elementos de estas álgebras tenemos la naturalidad de ellos también. 

2. La necesidad de la complejificación ele las álgebras C(V = IR4, 7]µ 11 =diag(:--l,1, 1, 1)) ~ 

!R(4) y C(V = 1R4,171w = diag(l,-l,-l,..,-l)) ~ IHI(2), las cuales coinciden en el álge-

bra física ele Dirac 

0 16 ~ C(4) 

3. Se d.esarroÚ¿\n, re~resent~~ib~esdistinias. de la ecuación el.e Dirac, una· de ellas 

real (Majorana) yotra c~aierni~~ica. También damos las transf~rmaciones entre ellas 



98 

y la representación est~inda.r, que es bien conocida. 

Además se muestra la P..xistencia de una representación natural, real irreducible, 

ünica. salvo equivalerici~s para las itlgebrá.s de Clifford c¡ue son de la forma I<(2n) o 

K(2") 9K(2n).·par~vJ(-i=; IR>C;~lH!, seg~nlaclasificación que serécopila en·el, diagrama 

de I-Iurewicz. 

Siguiendo la clasificaCión de las ~ugebras de Clifford reales y compl~jas, así c6mo su 

representación matri~ial, damos una clasificación de los espinares según la/ dimensión 

del espacio y la signatura módulo ocho ele la métrica. 

Un hecho que se omite en muchos textos es, notar que la f1.1hci¿~ '<l6 onda -i¡1 que 
. :,·-' ~ .~- ' . .- ' . 

satisface la ecuaci6I1: de:Oirac és un elemento de C 00 (M 4 , C'1) y n~ d~.C4, nosotros 

lo discutimos ~rn~~lei1Ú~~laNota 4. 
. . ' -.~:<-::: <_' 

En un proyect6,•posteri~r nos interesaría generalizar las álgebras de Clifford a 

espacios vectoriales,cle,dimensicSn infinita, encontrar la relación de éstas álgebras y 

los espacios d~ r-lilb~rt sobÍ-elos cuales se módela la mecánica cuántica, entender la 
._ .. "- -- -. _;·- '·~--;·e- -. .. -. -

.''\,:·::c. 

teoría de hace~ de Gliffo~cl y sus aplicaciones en .la física. 
•' - ·- .... - - - - - -_ 
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4.3 Categorías. 

Definición 10 Una categoría C consiste de 

(a) Una clase ele ()hJctos 

(b) Para cada pareja ordenada de objetos X, Y, un conjuntohom(X, Y) de mor-

fismos con dominio X y rango Y. Si f E hom(X, Y), escribimos f: X-----+ Y. 

(c) Una función que asigna a cada terna ordena~a de obj«:J~osX,:Y,Z, una función 

hom(Y, Z) x hom(X, Y) ~ hom(X;Z). 
,. . . 

Para modismos g : Y ...:.......... .Z y f : X-----':-+ Y e5ta fúnción es .escrit¡¡, como (g,f) t-----t 

g o f, y el modismo g o .f : X ...:.......... Z es llamado la composicion de f con g. 

Estos objetos y morfismos satisfacen los siguientes axiomas: 

Asociatividad: Si f : X ~ Y ,' g : Y -----+ Z y h : Z ...:.......... W , entonces 

ho (g.of) = (hog) of: X ---+W 
. .. . \ . . 

Identidad: Para cada objeto }'.',<·existe un modismo ly· : Y -----+ Y tal que si 

f : X -----+ Y, luego ly of = f, y ~i J,i': Y~ .Z ; enfonc~s ho lv = h. 
~ ~· ; .;¡~·/>" ·:..,.·./. •'"·'-' 

llamada categoría "Set". 

2. La categoría de conjulltose iÍiy~cC:ic)Üés (suprrtyeccioJ1eso biyecciones): hom(X, Y) = 
~<,::; .. ·: ;:~:.: ' 7,,':,. ,. . • '-~~:.; 

{!:X-----+ Y: ffunció~ i?yedti~~(füp~ayecti~a ~ biye~tiva.)} .. ·. 

3. La ca:teg();¡a'. cii;~~j~~¡¿~~faµ1:i1óifcC:i~}f~n1i~ri~~ ~()ntinuas (''TO/)"): hom(X, Y) = 
. . ' ,· . ,. ·. '.,. ~· ,_ '· -, - -··. :· 

u: x ~Y.·.: Jftin.:Ción··~n~i~J~y);'. 
" ,.-, ., ', -

4. La categoría de grupos; ~orfismos: hom(Xi Y)= 
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{f: X--+ Y, f momorfismo de grupos}. 

5. La categoría de Il~m6dulos y ~~rfisn1~s: hom(X, Y) = 

{! : X --+ Y, f morfü;mode R - níódulos} . 

6. La catego~ía de wu-ie~lacles ~liferenciables y funciones C00 
: hom(X, Y) = 

{! : X -+ Y : I fun~fóñ con;:cleri~adasde tadbs los órdenes },t~~bién llamada categoría 

Definición .11· Una subooteyor,ía C' e e es una categoría tal que: 

b) Para cul11~sq~i~~~c1l;j~(()~'x,;/y¡',de C',homc,•(X', Y 1
) e homc(X'; Y'). 

c) Si f': X' ~Y'y[¡' :Y' ~.Z' scn1'm6;fismos en C', la compósici6n en C' es 
.-_ :'' - ' -~ '," ;_',e • • ·- .' ,:_ -

ig1ial a su co~p'Üsi~f¿ri~~n:C ...... · 

l. El ejemplo2.es una,subcat,cigoría\l~Fejemplo L 
.•, ' - :·. -:: ::.._. ·J·. -.· .:.· '.'. ·.' < -,~, . ·:~ . -·~ .. · --.: - - -

- --~),:~--- ~---~-~.---''-' .··, ---~ 

Definición, 12.·. ~~:~iJetb~?f~i~ii>~l1;~ ~at~!J~;~;q.se llama un obj~t¿'inicial si. para 

cada ob2'eto ; e~·ci'~l,~o~jJ~üo'' hori1(_,é,~) .. conÜerie' exaCtament'e un'eleinénto. Un 
. -- ,·_.; . . . . ., . '•'. . ' , ' - .. ' . ;·:-: 

··~·(:: 

objeto ·Z de.e ~e llarr{l/úA o,bj~to.ftn~l.(tetinin'al}.sipa~h''cadd o/Jj~i~.Y .de e, el 

conjunto hom(;,.;j; contiC~e·:~acta.fn~~ld'.~n·~;l~~~~~;o; ••·· ·' 
.,·,-\ 

':> 

Observemos .ciue, cuales~t!i~~~os.obJe~~s iri,Í.ci,Üles:( 9 ~~rrhin~l<;:s )A?P s.on equivalentes. 

l. En l~ categorías Set Y,Top el~<Jnj~ntOv~cí~ eS,unobj~to inicialy cualquier 

conjunto de un punto es u~ obj~to final. 
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4.4 Productos y Coproductos 

Definición. 13 Sea A1 y A2 objetos en la categoría C. Un producto de A1 y A2 en 
- - -:·~ - _- ~ .- :_ - ,·,' . _:~_ : - -_ . 

C es una terna (A,p1,p2 ) donde AE Obj(C) ,Y J?i E homc(A,A;), tal que si B es mi 

objeto c?i c'y¡/eliomc(É;A.i)~i--=01,2,~e1ilo1ices~eXist~;U1;~ú1tÍco"f E homc(B,A) tal 

que el siguiente diagrama conmuta. 

y G2 en la calegorta de gru¡ws Q. 
. . 

/i B-A; 

~·F 
A 

G es el g;rupo de phr~~(g1, 92) con g; E G; y ~mltiplicació~ dada por 

' . ,.,--":; ~ '.~." -.... - ., '. 

Tenemos las proyecciones p; : G · G~ cicifinidapor: 
~ - --···- .. :·-~:::·- - ~:\-". ·_-.:·.-----\:- - ,--: ~- ". .. 

p¡ :(gi,g2)HgL,P2:: Cg1,g2).f:-+ 92· 
. - '" . ' -- ., -::·:t_»,,;- _.,._. ' '.. -

Ya que p¡ ((g1, .(]i)(h1 ,h2)) '== p¡(g1h1\g~l-~2) '-~:',g¡/i; :=. (p¡ (g¡, 92) )(p1 (h¡, h2)) y 

p¡ (1) = ·· 1, anál6garnent~ p~a P2 /~~-~i~~s\l~ :Pi, P2S~n moriism:s de g;rupos. 

Sea H cualquier ~tr:o g;rupo y sea f; : H , . G; modismos. Entorices definimos la 

función} de H a G = G 1 x G 2 por 

h f:-+ U1(h),h(h)), 
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siendo también un morfismo que sa.t.isface (p; OJ)(h) = p;(f1 (h), h(h)) = f;(h). Con 

lo que hace conmutativo el diagrama sig;uiente 

Sea J' cualquier modismo de fl a G tal que p;f' ~ f; para i 1, 2. Entonces 

f'(h) = (J1(h), h(h)) = J(h) así f' =f. Luego fes única.• 

E)l concepto de producto en una categoría puede ser generalizado a más de dos 

objetos 

Definición 14 Sea {Ac,;a E I} u.n conjunto indicado de objetos en una categoria C. 

Definimos el pro~~cto TIÁa de ob,ietosAC'< como el conjunto {A,pa; ae J}' donde A 

es objeto de e, Pa E hor:ic(A, A2)tal que siB objeto de e y fn E hornc(B,Aa), a E 1, 

ent.onces existe un úniCo .f e<homc(B ,A) tal que. cada diagrama conmuta: 

Ejemplo 15 Sea { Aa 1 a E J} un conjunto indicado de conjuntos. Tenemos el con­

junto producto A;= I1 {A.a} = {a: J~ A"' j para foda a EJ, a(a) E Ac,}, y para 

cada a E l la proyección p0 : a~ a(~) . ... {A, p0 } ~. un producto de A 0 's en la 

categoria Set. 

Para ver esto sea B un conjunto y para cada a E 1 5ea Ja : B -t A 0 •. Entonces 

tenemos el mapeo f : B -t A definido por f(b)(a) = f 0 (b) con b E B, el cual 
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satisface 

Pa 0 f = Ío.· (4.5) 

Supongamos qne existe f' de B a A tal que Pa o h fa entonces Pa(h(b)) = 

h(b)(a) =fa(b) =f(b)(a)pa~a toda a.E 1, b E B. por lo que J: =f. Asíf es única. 

• :,-, ,• •.·· -. • r '•-., -

Definición 15 s¿lz {A:; a E:I} un conjunto indica.do de <objetos de un categoría e. 
Definimos u1i:c~product0 obJet°'1 deA¿ como el co1¡jurÍto {A, ia; ~ E:J} donde A es 

. 'i:' ; . '· ... ; .. ' '· ,_~, . .. . ... - ; ·- ·-, ,._. , "" ' ., ·- . -•.'.' '. . ' ,< ' ... ·i - • ·: '.· ;- • -.-· . .- • . ,, -'""- • .: , 

a E J, entonces é.-niste un úniéo ~~E horiic(A; B) t~l.que cada diagrama conmuta: 
.•· .. · - --. -:: -.·::'-· -.. -. :-·,: -.·.-·.-:. - :.·:. ___ .-_·'.·_.--.- -·· '·--,··- ;_·>. 

Ejemplo 16 Si {Aa J a E J} conjunto indicado de conjuntos, tenemos U {Aa} = 

{ (x, a) Jx E Aa,, a El} .la unión disjunta ,de éonjunt~s flo.· Sea i 0 la inyección de Ao. 
- - •• -.-- .. --- ,....,, - e-.- -- ·--."" ··' '- ,_., .•. : • . - ; - . . 

-: - •• ;·; - ·.; :·_· .' 1 

a U {A0 } doiide i 0 : x.~ (x, a). YB un conjunto, si pára cada a tenernos el mapeo 

9a: Aa ->.B. Enton~~~ {u{A~} ,;?a}{e8;;~~·~o¡ro4~do a~Aa~ri,~e,t~ 

que satisface g o i 0 = 9o.: ,s~~!J~f~~;~~;~ri~.ci~n,~~·8~J~13'}~~~.)3italque 9 1 
o i 0 = 9o. 

. '.!'' - _. :._, ·. '. ::-~,.: 

entonces g'(x, a) = g~(x)·==g(q;,,afpa:i-~:to~,~~E J y;x E, A;, lueg;o 91 = g. Con lo 

que {U {A13} ,io.} es unc~pr;.iJ;~~,1~}~~;-~:s.}'. : ' . . .•.. . 

Ejemplo 1 7 Sea { M o.i a E J}·Jn ;~oA}urtt~ indicado deR:. módulos izq~ie~dos, para 

el anillo R, y sea II {Mo.} el é~nj~~to prod~cto de M0 , dotad~ con una estructura 
MI . .·· " . . . .· 
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de R-módulo izquierdo, en el cual pam x,y E . TI {Mn} 11 r E R, (x +y)(a) 
ne/ 

:v(a) + x(a), r(:i;)(a) = r(:1;(a)). 

Sea d submódulo EB {Mn} = {!E nIJ/ {Mn}; J(a) :f. O z1ara un número finito } 

de TI {1\tln}. Tenemos la. .función i 13 : M13 --+ EB {.Mn} donde x 1-->. i13(x) : 1 ~ M13 
- - ne I - - - - ' ---_ - - -- - - -·--- ---~- - - -

y a 1--> i13(x)(a) = Ón,f3(x) ""'{ :i: s~ ª_·. =_·{3__ •• 
- - O s1. a.:f. f3 -

' .... : . .:· ..... ,. 

Sea B un ~onjÚ:ntb ;;11í~~Ag~IÜcis(¡ue para éada'. f3 tenemos el rnapeo 9/3 : M13 ~ 

B. Entonces defini~~s·-~ hffi:tM~} 2-_.: B ci<:l~de af H g(f) = 0 '¿, _ 9a(f(a)). 
>' - ., -- - -; -- - Oesup(/) 

Entonces g(i13 (~))~'ft., • g~(i;(;;)(;)) = É : g¿(ón,~(:i;)) = ;~(x) es decir se 
_ .. - - • • Qesup(/); _- .. - - - aesup(/) - --

sigue el diagrama co~rnutaÜvci - -

.M13 

Así{© {J\10 } ,i0 } es un coproducto en la categoría R-mód de los M 0 's. 

4.5 Funtores. 

Definición 16 Sea C y 'D catcgorlas. Un funtor convariante (resp. funtor con-

travariante) T de C a 'D consiste de una función-objeto que asigna a cada objeto 

.· :' 

X de C un objeto T(X) dé 'P. y una función-morfismo que asigna a ccid~ morfiSmo 
- . ', ' 

f : X ~ Y de e_ un morftSmo T(f) : T(X) ~ T(Y) (resp. T(f) : T(Y) ~ T(X) 

) de V tal que 

(a) T(lx) = lr(X) 
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cuando el Juntar es contrávariante .·la flecha de a. cambia de. dirección. 

universal desde 13 'a ~Í Juiitof F) es·'el p"ar·(f!)u), dÓnde'U es un ~bjeto de C y u es 

un morfismo. de~d~~B >a,:F;ú.;tal que~si g ~'/; cualq~i~i ~i~rfismo de B" a FA, entonces 

existe un único niorfismog de u en AenC, talque 

{~u 
FA 

es conmutativo. U es llamado un universa.l C-objeto para B y u la función univer-

sal. 

,,· , - ' ' 

Ejemplo 18 (Propiedad u1iiversal de las bases) 
• ·, '·.-··.- ... , _.... '¡• .' • '-': ·:· ,- .· 

Sea eUuntb~,p: Veét -+ .S'ct~L''que olvida" y B ~un conjunto, decimos que el · 

nniversáldesde13 a el funtorF es etpar (J¡-,< 8 >, 8) donde.k campo sobreelquese define 
' -. -- -

los espacios vec.toriales deVect, y k(B) = {f: B;~ k;súp(B) <6a}, definimos 8 un 

morfismo en Set tal que 

ó : B -+ F(k< 8 >) = k(B) (sólo como conjunto) 

como ó(b) = ób: B-+ k, donde b E By para caclácE B 

?{' ··~sic b · 

ó,(~) ~':f~~\c;'b 
Pero el conjunto {ób; b E /3}~una ba.~e PflEªlc(/_1) ya que, si ab E k donde b E sup(B) 

y e E /3 arbitrario, tomando .una combinaciól1 lin.eal igual a cero tenemos 

O =L:: abób(c) = ac 
bEB 
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así a 0 = O, pero e fué arbitrario, por lo tanto los coeficientes son igual~s a cero y 

{ób; b E B} es lineaIIIlente i~dependientt:is y también genera, dado que si fE k(B) 

luego 

.. J(c) =E abób(c)~ac~ 
beB 

entonces 

¡=E J(b)ób 
beB 

así 

F(9) = g olvidando que eH lineaL Sicirid.o g(ób) = g(b) con lo que F(g) o ó = g. Para 

probar la unicidád supqngamosqueexiste h : k(B) ~ .A tal que F(l~) .º .ó = g así 

F(h)(ób)(c) = h(ób(c))=g(6b(c)) iib·= e, h(l) = g(l) si b ::fe, h(O) = g(O) "'.'O, son 

únicos los valores que pueden tomar, luego h = g. 

Proposición 18 La definición11 y 18 son equivalentes. 

Demostración. 
•. ~ . . 

Sea ( C0 , a0 ) un objeto universal del funtor F : C --"-+ Set, según la definición 17, 

entonces para cualquier e>tro par (C,a) ex:iste un único morfismo a: C0 --+ C tal que 

a.(a0 ) =a. 

in 
Afirmamos que (C0 , in) es un universal desde a0 a. F, donde a0 ~ F(C0 ) la 

inclusión. Para a E F(C), definimos /3 : F(C0 ) ~ F(C) tal que a 0 ~ a, existe un 

morfismo tínico a: C0 ~ C. Así (a. o in)(a0 ) = a.(a0 ) = f3(a 0 ) =a. 
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Ahora para el u~iversal ~~de. ~.a:·:l r:ntor.F, podemos definir el funtor G.: 

C--. Set tal que U t-+ G(U) =Ham(B,i<'.(U)) ={J: B ~F(U)}paraobjetos. 

Así (U8 , u 8 ), dorid~Ú~ E iJbjC, y u[, EHom(B;F(U)),es un·objet6 universal, tal 

que para el par (A,g) donde g E Ham(~,F(A)), ~onmuta el siguiente diagrama. 
- -_-- - - ---- - ----- -- -- ------ ------ -- ----- --- ---~=--=--=-=--"--o----- --- . ------' --'=--- - "i'----='.-=- . - --

B~-F(U) 

~·.rF@l 
F(A) 

•• 
Proposición 19 Sea 0 0 un objeto inicial en la categoria C, éste induce un universal 

para el funtor 1 d : C -:-'--> ·. C , también dél universal desde B a el fuátor F de la 

categoría C a V, incluce uh objeto inicial en la categoriaA cuyos ·objet6s son parejas 
' ,· .·· ·. ; - . .: .. : 

(A, B ~ F(A)) y morfismos satisf ace1i el diagráma conmutativo sigúientesi 

B~ F(A) 

~ ]'"" 
F(X) 

Demostración. 

Sea 0 0 un objeto inicial en la categoría C,entonces para todo C objeto en C, existe 
:· -:·· 
·- ;,, -

un único rrio~fismo 1tc : 0 0 --. C. 

Para el funtor iclentidad 1 d : C --. C , (1 d, 0 0 ) es universal y cumple el diagrama 

conmutativo 

F(A) 
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Definirnos la categoría A cuyos objetos son parejas (A; B .. __!!____, F(A)) (donde A es 

objeto de C y g es un rnorfisll1o en V)· y s~s rnorfisrnos satisfacen 

B ____!!_.. F (A) 

~~}'"~ 
F(X). 

para f: A-> X. Entonces (A, B ~P(A)) ~s un objeto inicial de la categoría A.• 

Usa.remos lo anterior para derno~trar unapropiedad universal muy importante y 

de gran utilidad. 

- '· -. ' .... /- .. ~--

Ejemplo 19 (La propiedad•un.ivcrsal· .. delC~inz~le~). 
• .. " .. - ·• - , .... ,-- "1' 

. espacios vec-

toriales sobre el campo ky f;g,hfmu;io~i~siliiiiÍize,~1 tafes,q~eg;~I.= O. Entonces 
"' ·< ~--._ ,-/·' ,, , •• i" . •" 

Demostración. 

v~-.l . .. w
1 
.•... /{--.. ' .. · x 

.. o .' .· .~... y 
. . ·_. - - -

z 

Sea C la categoría cuyos objetos son ele la forma 

z 

, con V, W y f fijos. Para objetos 

w 

z 
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y 

, el modismo g tal que . 

conmuta. 

Afirmamos que 
V_!_____ W 

o[/ 
W/im(J) 

es objeto inicial en la categoría C. 

Ya que para cualquier objeto en C existe un único modismo g : C0 --+ C, que hace 

el siguiente diagrama conmutativo: 

V 1 W ____:!!_... W/im(J) 

~.1º+ 
z 

para v E V , f(v) = w y la función la proyección 1r(w) :=.w con lo que definimos 

g(w) = g(w). Si w = w 1 para w, w1 e'vv~n~o~:ces w--w1 E Im(J) yg(w-w1) =O ya 
•" .. - - -

que ges lineal;~ !}(w)- g(w1) = o entcíriées !}(w):==: o'cwi):~así c¡ue g esta:bien definida. 

Para probar la nniciclacl del morfismo, st~pbl1g~,m?s rjl.le'exi~~e~ (~ 11~f;, ~ Z, tal 
.~--~_::Y:-_· ·'=,: __ ----- .· __ ; __ _.." - '-~---~" -_ __, 

c¡ue 1/J(w) = g(w) =O, pero también 1/J(w) ,,,;, g(w)'.~ g(w)p¿i.ra tocl{l_ w ru3cy?= y.• 

Usando las propiedades universales anterior~s p~obaremos la propiedad universal 

del producto tensorial. 

-------------- -.---------------~ 
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Ejemplo 20 (Propiedád .universal d.el Producto Ter¡,sorial)., Seari Vi, V2,A,13 espa­

cios vectoriales sobre et camp'o k' T : Vi X ··'12 :.____. B, función bilineal, e~ decir 

T(v1+v2, w1) = i(v/,w1).-t-i(v;,'w1), i(v'{tw1+~2) .... =!' T(vi'.w1)+r(v1,w2), ;(Xv1, ~2) = 

T(VtiAV2L= Xi( vi,~;), v1;v2 E Vi, W1,w2JV2,X ~ k,:y~: Vi>< V2 7A, .entonces 
· ---- · - ,- -o-==-- ·.;=:--o==o~=-- - --~-- "---·~.---.-,_.o-.=cc;==,- -~.,--~_-.=o..;;===o~~.;-=-_: _'o--c_:.=:;.o;-.=;~o"-.,..é:--'-',,--'o=-=:.-c-"_-;-- · ·• . ' -'--·-~-· 0--'.=--:0.=-.o-i:~---·:..O: 

existe una función· linedl ?J : B:~ ~;i. ;ta~'.~u~.iia~e:~o~:riutativo el siguiente diagrama: 

A 

Demostración. 

Sea Bilk la categoría de funciones bilineales de Vi X V2 a e un espacio vectorial 

arbitrario sobre el campo k. Pa~a objetos f : Vi X V2 -----> C,g : Vi X V2 -- D, 

definimos el morfismo <p, tal que 

e 

D •, 

conmuta. Para la función{¡: v;x~ ~F(VixV2 >, dondeF<VixV2 ) ={a: Vj x V2 -----> k}, 

Q=< ~ ( "" ,,J,);¡~y¡:/~i~¡,,,;: >2: 8~~': •U,) ·. ) 

'8cx111Su1Y:~;ft5dJ1,iili1Ú; · 
. . . ' ., . ' . . 

8(vi, X1ll1).-.X8(v1, w 1) 

para 7J¡,v2 E Vj,w1,W2 E V2, XE k. 
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Con la función proyección 7í: FCV1 ><V2 ) -+ F(VixV2>/Q , se satisface el siguiente 

diagrama 

donde g existe y es única, por la propiedad .universal de las bases, pero ya que g se 

anula en. Q, podemos usar la pro~ieclad ·ti~i~:r~;:l d~l conücleo, ~on .lo que se sigue la ex-
.' . ,: . •,. '• < :, -' "- ; :., ;=·.\¿_ ·", ·.~;· ., " . 

istenciá y. unicidad de'ff, parave;;tj1{~ g se ~¿ulXeJ·:Q basta probarlo en los generadores 
'··· - - •"' ~--·:-.-,,,.:. -~.-- -~:··;._ .,_, --,¡; ·;}~:<· -··_·' ... ,, .. -,._"·;.··,, ·--~-"-· . . .. '-

g(ó(v1+v2, ts?~hJ,~lri~(~~,~11~)) ±'..~c8(;;)i'~~~,{í]~))-'g(iJ( V1, W1)) ~g(ó(v2, W1)) = 
' .... - . - ' ·;·, - ~-' .\ ;·· ' ' . ' - -- . - - : .. ' ' --. - . ---

• ,' - ¡ ·.:'._' ··-·;;· -

g(v1 +v2, wl)-rJ(vi'Jti5~)-{;(i5~, ~;r,:;= '9Cv'(, S1)+:a(v2, 1ll1)-g(v1i w1)- g(v2, w1) :::;: o. 
--- . ·:::'..~': - "-"!:::" ·-.- .. ;·---:~:.:_:_;._: ;_;.:·. --<;~:~i_;_<-~· - ·_,,_.,_.·-~--: -~---- -·· . 

La segunda.: i¡?;i.1i:l.l~laá~~· tiel1c1 'de ·¡a, ~onrill1.~t\.Ú~iclá:d del triángulo izquierdo del diagra-
-· ., : :,·:.e '. · ·,; ·; •',.:.,::',:_,, ·• ,:,;•.;, • '.. . · _·,., :''; ~::; . -~-· '".' i;-_·i· '. ''":• ·, 

ma anterior, y l~ t~rc~;r~del;h~choque g ~1 •~ilineal. 

De manera amtl~gá parn los demás generadores.• 

4.6.1 .. FlJ.ntores Canónicos. 

Definición. 19 Sea ( C 0 , - ) un objeto ·universal de T un Juntar covariante de ·una 

categoría C .ªla categoría Set . Existen dos juntares canónicos H(C0 , -) (covari­

ante}y H(,..:.JC
0

) (contravarfonte) de la éategortaC'a la catego'r-td Set. 

Tambiénpara X y X _L. Y objeto y morfismo ~le C d~fini~nos los funtores como 

sig;ue: 

f-l(Co, -)(X) H(Ca,X) {a 1 a: C 0 ~X, morfismo ele conjuntos} (sobre 

objetos) 
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y 

H(-,Go)(X) H(X,Go), 

H(-, Ca)(!) H(Y, Go) -> H(X, Go), g t---+ g o f. 

Ejemplo: 

Si C =Q-(un grupo con solamente un elemento), G0 =e, se inducen los funtores 
. ',: . >. .~. 'e, ' • . : ' 

H(e, -) y H(-:-,e) de lll. categoría Q,alacategoríEl.Set definid()s por: 

H(e,_:)(e) =H(e)~!<;j (sob~ee1,Jhú~6o~jeto) yi(H(e,7")(e ~ e))(e Le)= 

I 

gog. 

H(-, e)(e) = H(e) = g y (H(-, e)(e _.!!.._, e))(e Le) = g' og. 

4.6.2 Funtores Representables. 

Definición 20 Una representación de un f untar T de la categorta C a. la categorla 

Set , es el par (R, <P) que consiste de un objeto R en C y unn familia de biyecciones 

</Je_: homc(R, C)~T(C) 

naturales en C. Un Juntar T con . tal representación se dice qtte es representable y 

representado por R. 
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4.7 Álgebras. 

Definición 21 Sen R un anillo arbitrario con mi elemento identidad. Por un mó-

dula sobre Ro un R-módulo, .entendemos a un grupo aditivo Abeliano X, junto con 

una función 

µ:Rxx~x 

que satisface las t.rcs · condici01ies siguientes: 

1. La función /J, es b-iadil:iva, es decir 

µ(a+ {3, x) =µ(a, x) + µ({3, x), 

µ(a,x+y) =/J,(a,x)+µ(a,y). 

2. 

µ[a,µ({3;x)] =/J,(af3,x). 

3. 

µ(1,x) = x. 

para toda a,{3 E R y x,y E X. 

La función µ es llamada la multiplicación por escalar de el .módulo X [ref .22] . 

Definición 22 Un álgebra sobre un anilló R ~e entiend~ como un módÜlo X sobre 
• • > ' • • " - -· 2;._-. . ' ~ . . ' 

. }· -f ~ 

R, junto con otra operaciónbiriaria enX~ llamada lá multipÚcación en X, tales que 
- -- -- - ---- -· · - -· · - --,;---; .. ·--- -- ·····--·---,_--'---- _,- ·· .cc~;_o-·- ·-· ' 

(au -t- {3v)w = a(:Uw)+ ~(uw) 

w(au +f3v)= a('ILw)+ f3(uw) 



118 

pa.m todo elemento a, {3 E R y u,, 11, w E X. En particular 

Definición 23 Si k es un a.niÜo co1iniu.tatiVo, úna álgeb1:a. asociativa sobre k ( o 
. . -

la. k-álgefra.)es la.terna (A,7r,E:), d~ndeAcs unk-mód1Í.lo, 7f' un k-morfismo de 

A 0 A en A, y t: un k- morfismo dé k · e7Í, · A tal que los siguientes diagramas son 

conmutat-ivos 
A©A©A~A@A 

107'1 17' 
A0A --1'-... A@A 

A0A 

~ ~· 
k©A 7r A©k 

~·.---~ 
··-A--

Las fmiciones n, para k © x, X E_'A,1i(k~~Tvy:;;, ~X ' ri(x 0 k) = xk y xk = k:J;. 

De acuerdo con·la definición, tomemos el producto 

xy = 7r(x®y) 

en A y 1 en A, dado por 

él= l. 

Sea x, y, z _E A, por la conmutatividad del primer diagrama 7!'( 7r © 1) ( ( x ®y)® z) = 

7r(xy © z) = (xy)z = 7r(l ® 7r)(x ®(y© z)) = 1f'(x © (yz)) = x(yz), es decir la ley de 

asociatividad 

(xy)z = x(yz). 
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Sea k @ x E k @ A, por la conmutatividad en el triángulo izquierdo, del segundo 
- . ' ' . . _: --.-- ='-'--:-_-

diagrama kx = 7í(c ® l)(k 'Sl x) = 7í(ld ® x) = (kl)x. Del lado derecho del diagrama 

obtenemos :v(ld) = b;. Luego lx = :i; = :i;l, cumpliendo la condición del éílgebra 

k(xy) = (kx)y = :i;(ky) (definición 20), ¡Jor_l~le~ deasociatividacl aplicada akl, :i; y 

y. 

Partiendo de la definición 20. El producto xy es k-bilineal, entonces tenemos el 

k-morfisrno, 7í de A® A en A tal.que i(x 0 y) = xy. Definimos e: k --> A donde 

k ~ kl. Luego tenernos el primer diágiam~ conmutativo. Y por la ley de asociatividad 
'' 

del segundo diagrama kx = (kl)x ;=:= ~(lcÍ)', 66nio que k(xy) = (kx)y = x(ky). 

Así que las dos' defini~iohes~o~ eqGiv¡l~ntes[re;.11]. 
--,<' - ... -, ·. 

Lema 7 Se cumplC 

Demostración. 

De la propiedad univers8.l del prodi1cto tensorial se sigue el diagrama . 

N ® (M1 ES M2) 

,¡·.~ 
N x (M1 ES M2) __:_,.- (N ®M1) ES (N ® M2) ' ·· ... ,··· f 

Sea (n, (m1 E9m2)) E Nx (M1ESAf2)~ntorú:esr y ffunckmes bilineales estan definidas 

por r(n, (m1ES~2))_~;ri'.@.C1Tt/~&2f\~./(nf(1T/,¡$7n2)) é(n®m1) ES.(n ® m 2) . 
._:~_-L;. ·''.-~·,:;··.-. - .- ·,, -."::·.~ ,-,,:· . ·-· 

- - -.. ;·:·· 

Con la asignación, antericir pod~~os definir ¡.y:prc;;bar que;~ lineal. 
. . . - .. - . : .: ·:·. :- ' . . -,-·:'.: • : _;,' -.• .:.;:-·: - '.'!.'.- ._, -~, >··\"• ·,,_; .,-···'· ' :: ;- . ~--'", .-.. - >e>_· - :e •. '· _,_ ' • 

•" . < : ' -. :~_-.. -,, ' . : '. "" 

f(n® (m1 ES ffi2)) ;, (n ® m1) ES'(n® ffi2) 
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((11.1 + n2) (l m1) ffi ((n1 +n2) 0 m2) = 

((n1 0 m¡) + (n2 (2) m1), (n¡ 0 rn~) + (r¡~ 0 m2)) = 
' ... ,.·•·' ' 

fcn1 ,®(riiJEH ni2))+f(h2;'@(;n,1ffi-m2)).-

Análogamente para la entrada clerecha 

Sea).. E k, entonces 

Basta probar que fes biyectiva. Es inyectiva ya qué 
;· .. . ·-·· .- . ··'·' 

- . . . . ~ ' . ;·" : ~ - . 

TCn@{mJ.ffi_m~)) :=C7:f®m1)ffi(n0m2) = (0,0) 
i.:,_,. 

n@ (m1,m2) =q. -;,;. 
Y para cu,alql1Í~!'c:n®,(rní.(;971't2 )_E (N @_JY!1)_~_(1)'.($9M2) t~nernos 

así que J es suprayectiva.• 
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Lcrna 8 

N 0 ( ffi Mi) ~ ffi (N 0 /\l/i) 
iEl iE 1 

Usando la proposición anterior y de la propiedad universal del producto tensorial 

teneillasel Cliagranúi: 

N®TM~ 
N x (ffiM~) -¡ ffi(N 0 Mi) 

recordamos que itJ}J Mi = { h : l ·--'--> i;{J fMJ }· 

Para (x, h) E N X ( ffi Mi) entonces ·T(x, h) := a: 0 h y f(x, h)() := 2: (x 0 
iel ,• ··. · · · · isup h · 

h(i))ói(), para j .E!, f(x,h)(j) = .L.: (x 0 h(i))ói(j) = x0 h(j), debem()S tener 
" - · · ,. · isup 11. · - · · -. - ··· · - - ·.'· ·' : · · · 

f(x 0 h) = J(a:, h)() yf(x, h)(j) ·~. 2:: (x © h(i))Ói(j) ~ x 0h(j).para j E 1. 
· .. · · >isup·h ,\·.· ,· · .,..- ·-·· ··-

Para prob~r qúe Jesbi;~ctÍva; basta pro~~ quetiene inve~sa, {¡sa~do la propiedad 

univer~al de la sum~ ~irect<~ [i·~¡.1bAenrinos 
N 0 (ffiM¡) 

81····· ~º.·.- .. ·· .. .. · .. · ....•. · ... ···.~ 

para x 0 Yi EN 0 Mi la asignación s(x ~ Yi) = x 0 Yiói() y in(x 0 Yi) = (x 0 Yi)ói() 

luego g(in(x 0k y;)) = g((x 0 Yi)'<o):::: :i:@;ti8iÜ· . 

Tenemos que g o f = IdN®( e Mi) ~Jo} =·Id e (N®Mi)· Ya que (~® Yi)ói() E ffi 
. · iEI · . iEI · ". :_. . , iE/ 

(N 0 Mi) entonces 

f(g((a; 0 Yi)ói()) f(x 0 Yiói()) =J(x 0 Yiói()) 

L (x 0 YjÓi(i))ói() = (x 0 Yi)ói() 
iesupS 
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y sea :¡; © h E N © ( E9 !vli) entoncns 
_ _ iE/ 

g(l('!J © h)) = g( L (x ®h(i))o;()) = L :i: o h(i)oi(). 
isup 'h isup 11. 

evaluandopara_algún_j E/. 
- -- - - -- - - - - ·- --- --· ---- ----

g(f(x © h(j))) = g( L (:i: ® h(i))oi(j)) = g(x ® h(j)) = x © h(j)oi(j) = x ® h(j).• 
_ is~p h, 

Ejemplo 21 Constr'Uccióndel álgebra tensorial. 

Sea M1, M 2 , ••• , M~, k-móclulos: Definimos M 1 © · · · ® Mn, inductivamente por 

M 1 ®.··•®Mi= (M; ® :« · r;:p !vh~1) ® Nh Si 1 ~m.< n, existe un isomorfismo 11"m,n 
- . ' -

de (M1 ©···®Mm)® (lvlm+I ® · · .' © Mn) a ,Mt ® .·; · © M;.; t.al que 1ím,n((x1 © · · · © 

:i:m) © (:i:m+l ® · ·; @i;.)f=" X¡©:··® Xm©~rnj-1 (2) • :. © x,.. 

Ahora ~ean Mi = M ,' ul1 k~rnó~lul~, ~ diga~c:>~ ~iue 1'1/<i> = M © · · · © M, i-veces, 

isomorfismo canónico, el cuál ma!Jtl~ k ~ ~ ~~ ~~: ~ar~ el' k~mc)dulo formado por 

(4.6) 

-~.; >: : -~:·,'·'_"'· ?' --~:·- .·· .. ::,. :."\:'~--,-;\~:·,>:.\·:··· -
Y ya qtie E9(Af(i) @M<i>) .és ei d(')pt:,b.clu~t_o delosir}Ódulªs y<il0J\1U>(vei; se.cciÓn 4.3), 

, . ··. ' '· .. : ·: ' - . '.>:.: ,··"':.: ... ,:, i;;:;·' :;~_·:. ,· ¡: ·. ':'i·· . -.~' ··-··. ' ': ·· .... :,-;_,- . 

tenernos _el morfis~o-ff' de E9 ( Af{i) © MU>) en T,( J\1), qJ~ ~Jin{id~ Úd~Ü~ifi~~da'. ~on su 
-.;•;' _;,:·_-_·_-::·-·/''. l<' • -.·:·::.;~; •• ·.·~::·.· .'!·~<." «•" ... ,-,: :: 

tene~os eUs~ci()~fisriio de T(M) © T(M) = (mM<i>)@ (m-Mii))r~íiº"~(M<i>º®MCJ>). 

Así el mor~~~r7rde T(M) © T(M) en T(M), es 71"' o {3. ;e uria fu~~ión inyectiva 

de ka T(M)' = ffiM{i). 
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Es decir tenemos el siguiente diagrama 

T(f\11) ~-@(AJCil@ f\1Cil) ·-~ T(M) 0 'Í'(M) 

~. ¡ .... ; 
Afirmamos que (T(M), 7r,é:) es un álg~?rá;s~~~'laclefiriición 21, o equivalentemente, 

se cumple xy '= 7r(:v ®y) la ley de asoc;ia~.~vi~~d-y)~ =. x '= xl. f>ara verlo; notemos 
. » ' . . :: . . -,. ,-: .~« ' - ' - • :· -·. - .; : - \• --: ' - ,. - ,- •• ' • • ' ' • 

que ~ualquier eleme~to de r(JVfye};u~Eii~~"t~l'füi~ós ele lá foima kl y x1 ®. · · · 0 Xm, 

así es suficiente prnb~ la: asóbiat~~l~!~d'~e'.la ii~l,ti1JhC:acÍón eri términos de ~ta forma. 

La cual se sigue d~ l~' p;Ópi;,dad ~at~iBtitiva.· 
. . 

Considere x = .7:1 0 · ·; éxm;·y = Y1 ® · · · 0 Yn, z = Z1 0 · · · ® Zp; m,n;p ::>O. De 

la definición de 7r se sigue 

(xy)z = ((x1 ® · · · 0 Xm)(Y1 0 · · · 0 Yn))(z1 ®. · · · ® Zp) = 

X1 0 ... ® Xm 0 y¡ ·® ... 0 Yn 0 Z¡ 0 ... 0 Zp. 

También (kl)x = kx = x(kl). 

Por lo tanto se cumple las condiciones deuna k-álgebra. La cual es llamada el 

álgebra• ~~F~~i~lf(J\¡f) d~~ni4a.po~.~l;~;-IT1~~l11~ M. 
'. '~.:; 

Considerem~s ~Lfmitor q1.Íe olvida·F', .de la•·e:ategorfa· '.'k,,-álgebras'', a la. categoría 

"k-mód~lo~'~.:·se t.iene•q~e (T(.Aef),j) .• ~º~-~~<~\\a\i[g~c.i?füÍiltec~iv~deM·en.T(M) 
es un universal desde M-.a.F (verse6ci~h~'.5}sP~r~·~h&/~~f·u~'.~~~fi~mddeM en 

· ' -· · < -> _-.. ·· ,,.»:\'.·:~~t;-·:~'-"~ :.: : '''-~-!<-:·::- ·:_.,,_, ??:-,,\ .'·_--~~-.<>-,:·>~.-~--u--0 :< .. -:·-. · :-·:·-. ~ __ ,_,, -_·. ·, . -- , 

A unak-álgebra. Definimos el k,:-,riiorflsÜi~JCn)deM<~> í3ri A, n =Í, 2, ... , 

(4.7) 
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donde ¡<0 > : k -t A, k .1-+ kl. Sea)'* el,morfismo ele k-módulos cle,T(M) en A c¡ue 

coincide con ¡<n> en Af(n), n =O, 1, 2, .... Se sigue de (4.7) c¡ne'f<*> es un morfismo ele 

itlgebras. Así de la definición de T(M) sabemos que M genefa aT(M):Luego ¡<->es 

el único morfismo de T(M) en A que coincide cofl/ en !v[: IIU¡->pca que (T(M), i) es 

un universal desde M a el funtor F el "que olvida" Ae la:categoría k-álgebras a la 

categoría k-móclulos. 

-·. ·~. '"-.--- -- ,,·=.·:·····-.--·007'_:, __ <)·''..·.--_,-·-._ ·.'·_ . 
Un álgebra A es.llamada graC::h1ada si A=ffi.Á; donde Ai es.un submódulo de A 

.. , , : : ·.• ·-o .. •,. :•'. ·.· <':, . ·· .. ;· < ·: ,. 

y A;Ai e Ái+j· El sl1b~óclt1ld.1i A~ l~~rnacló;la~g~te)10II1ogén~ dT;.~~~~.i de A. El 
;' ·.·1 

itlge bra tensorial .r ( M );'es ~ad ~ada i~or sús si:l bmód u los ~M.~i) ya c}íie T ( M):::;: ffi M < i) 

y Af(i) AfUl = Af(i) ~'.j;ci>'b;M(i+!> . . 

Ejemplo 22 Álgebra Exterior 

Definimos el álgebra éxterior E(M) ele el k-móclulo !vi, como: 

E(M) = T(M)/B 

donde Bes el ideal en T(M) generado porlos elementos 

x E /\lf. De la definición del idealB podemos ver que sus elementos estan contenidos 

en L: M(i). 
i2'.2 

Así B n M = O y la ~estricción de M en el morfismoCa:riónico p d~ T(M) en 

E(M) c;s Gíyecü\'~, ya qudp(x) ;;;; +·J~i~Óclon(l~ x'e'M; pe~o BnM'~ o, con lo 

que X = ó, es debir el kern~l dé p es'.~1 cer6.:"Eritonces:p6c:l~inos id:~tificar M con su 
. . ' . . ' ' - ',. ~ 

•. ·-·· -

imagen y considerar M corno un subconjunto de E(M); ' 
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También B es homogéneo dado q{1e podemos escribir B ,= L: ~(i), do~~le B(i) = 
-- '· ... : - .. ,;·· . 

B n M(i) . Con lo que EJ(M) es graduada por los subconjuntos E(i) = (MCil + B)/ B, 

es decir E(M) = El-lE(i) y E(i)E(jl C E(i-f-i):> 

Ahora suponga que A e:; una I< --:-ií.lgebra y I e.<> un/{ -rimrfisrrio de !v1 en A, tal 
- - --- -----·----··- - -- ------ -=-- ---·------'--~-==-~::-=-o--=·=--=--o·-- --.--c.=--=.;'-=--

que J(x) 2 = O en A para cada x E M. De la propiedad ú.riivgrsalcle T(M) da un 
-·--- - ;' ~- __ -; -..:·,, - "' ·-·,_ . ' 

-· ·, 

morfimso J* de T(M) en A, que extiende la funciónfd(;J'M>)'"a'qúe Ó ~ J(:c) 2 = 
-· ¡·- -'"· ... ··.----,· .. -.. ··-

U*(i(x))2 ~J·(~)\ y B e kernel de r por c¡ue¡•(x:?!i~)i~}(~)J(~) =I2(!c) =o. 
' - . '•. ··:. ·'' •.:o,.' ' ' • ,• • ·•- .,. , 

Con lo ariteriory-la propiedad universal del conlÍC1§\(y~f:~~eg_bi<J,IÍf4:·5); tenemos el 
-.~-.U - -...:-:·' _. ~--· - . 

morfis~o f de E(M) en A; donde manda ax (co~b'~1~iherito de !E(M)) én~f(x), es 
•. ,. ' . ' .. - " ·- ' . - ,. ,_ .. ' - . --: ;' "' ' - .~ '. .. : : -

decir se cumple el :;iguiente diágrama conmutátivb: :; ... -
·. - .. --·- •._--.--._,¡.·:,.-. _,,._ 

M- _ .,. T(/vi)< :·," ., T(M)/ B 

~:1~~ 
Ya que E(M)~:~~nefa~~-;~i A~/~'.i~IJ}i':équci cifo morfism~ es único. Entonces 

E( M) ti~_ne la propi~d~~ ~niv~J."sa.l, c¡{i;1 ~J~ bual¿¡~ier morfi~mo de k- mÓdulos J de 

M en una K~álgebra>At8.l qÜef(x)2 ~ o'para fodax E M, se tiene una extensión 

única a un morfismo de álgebras de E(M) en A. 

4.8 Algunas Propiedades del Producto Tensorial. 

V®k~V. 

Demostración: 
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'i} Sean las funci~nes biyectivas T y r' tales que Vi. X V2 --2... Vi @ V2 y V2 X Vi 2--. 

V2 @ Vi. Y de la propiéda¡l univénml del proch1cto tens~~ial se tiene l~s diagramas 

y 

l/2 X.Vi-·----. l/2 C9 \li ·· 
T~ ,'.' 

\li X l/2 --T-- Vi @ l/2 

donde cp' = h' o 7-'. , cp =, h,; T; Para h, h' lineales y únicas. Definimos u : Vi X V2 --> 

\'2 X Vi, cr(v 1 ,v~)~ (~2 6.1S; ré.~ulta u o cr =Id es decir cr:- 1 = cr; 

Los diagramas 8.nt'erior'es ·se. pueden escribir 

V,:¡ v. 
_s_ V2 @.Vi \li X l/2 

r" 
y ur 

T Vi @.\12 -
r ,.. 

\li X \'Í - Vi@\12 l/2 X Vj 
'T - V2@Vi 

-r' 

Entonces h o T ::: r' o u así h o T o CT = r' o cr o cr = r' y de r o cr = cp = h
1 

o r' resulta 

h o h 1 
o r' = r'. 

\'2@Vi 

r'f ~. 
\'Í.X Vj -r' 

V2@Vi 

es decir hh1 = 1 dv, 0 v
1 

, por ló tantoh' ·C3slnyecti~a y h es suprayectiva; h
1 

o r' = To cr 

entonces h 1 o r' ocr = T o cr o u = T y de r'. o u = cp
1 = h o r resulta h

1 

oh o T = T : 

Vi X. \'Í ---r--
' «.· '• 

'. .;·-.·-.·' )-'-_;, "·.:.,,, <·""'· ;·> . ·, --
esto es h 1 h = ldv

10
v

2 
con lo cuál h esiriyeé:tiva:yh- es. suprayectiva. Luego h y h

1 

son isomorfismos line~les con h
1 

=;h-;1,'.luegb;Vi:© ~ ~ V2 ®Vi.• 

ii) k es un espacio vectorial sobr~ k. cuya 'd.imk(k) = l. Podemos definir T 
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V X k ---+ v.@ k, r(v, >.) = AV@ 1, así para a: : V X k ---+ V existe una única 

h: V @k---+ V, h(v® 1) = 11 con inversa ¡,,- 1 (v) = 'IJ 0 l. 

Se cumple k 0 V ~V 0 k ~ V.• 

Proposición 20 

Demostración: 

tenemos la.s funci011es .biyect.ivas: 

T: V1 x Vi x V:i---+ T123,r(v,w,z) = v ®w 0 z. 

trilineal y existe unaúnica fundó~ li~~~i é~ r;2/:µ '.I'(i;,3 d~da por . 
- ._ ·,- -· ,.,,·,,-.-'"'' '< -. ,. • • • 

i1.(v 0 w ®z) ;;,j(v,1iJ,"i) =.(v 0 w) ® z 

tal que conmuta el siguiente diagrama · 

Vi X V2 X V:i --.,.--- T123 
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Se tiene también el diagrama conmutativo 

(Vi x l7i} x V:i --T-- Tc12ia 

donde f'((u, v}, z} _ u 0 v 0 z; De 18. prnpiedad universal, h
1

h = ldr123 es decir 

h 1 = 1i- 1; análogamente se prueban-los de~ás isomorfismos. Se tiene entonces: 

donde k(v ® 1v ® z) = v ® (w 0 z} , 

l(k(v@w)) =l(v®(w®z)) = (v@w)®z= h(v®w®z) = hok- 1(v®(w®z)).• 



Apéndice 2. 

' ... , . .. ~. ·., 
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4. 9 .Complejificación de uri Espacio Vectorial Real. 

Dada la importaucia que t.ienen en mecánica cuántica los espacios vectoriales com­

plejos expondremos a continuación tres formas equivalentes de la" complejificación de 

un espado vectorial real. 

4.9. l Primera Forma· para la Complejificación .. 

Definición J. Una estructura.compleja sobre Y es unafunción lineal J: V -t V 

tal que .Jo J = -ldv.·S~ tienec~ueJ~(v)= 1~y i- 1 ="-J. . ,_: . ' 

-J es la estru6t.ura compleja sobreV.conjti~ad~ á J .. 

Bjemplo: En W ~ V ffiV = {V:ffi~~(~,,'.v}} definimos .J0 (u,v) .- (-v, v.). 

Claramente• J 0 •. es lineal: 

( 
. . ' ( / 1 (( 1 •' ')) ( ' 1 ' 1 1 1 .J0 (u,v)+ u.,v))=Jo ·u.+u,v+v. = -v-v,u+u)=(-?J,u)+(-v,u.) 

= .lo(u,v) +Jo('ll.',v'). 

Jo(>.(v., v)) = Jo(>.u, >.v) =(->.v, >.u) = >.(-v, u) = >.J0 (u, v); 

y satisface 

J;f(u,v)~J0 (:--v,u) = (-u,-v) = -(u,v) 

es decir J;f = ____; 1 dv. PC>r lCJ ta~fo Ji::is una estruétura compleja en V ffi V y se le 

denomina la estructura complej~ canÓrüca en V ffiV . 

Sea J una estructura corripl~j8.~ób~e<yyz,;..·<'.l!+i/3 E C~ 
f'' ': ;, ~· >· ' ;",,-

Definimos el producto. : e xV ~ V, d~dopé:ir (z, v) f-+ z. V:= av + f3J(v). 

En particular i · v = J(v), para z = a+i/3.Se puede verificar (todo lo hereda de las 
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propiedades del producto clefinido en los números complejos) cine (zz'.) · v = z · (z' • v) 

, z. (v + v') = z. V+ z. v' , (z +;;').V= z. V+ z' .11. Porlo tanto (V,+; e,·) es un 

espacio vectorial complejo . 

. Laccomplejifi~cic.snde~V,,yc ~s el espaci()VeCt()ri_al C()mplejo_jYffi y,+; e,.) 
~ : ;-., :·~-:- < ·-:,~-- -, . <-:_ 

con i ·(u., v) ;~;.10 (~; v). 

Observación 5 Es la e.slructura compleja canónica en V EB V la que determina ye 

y no una arbitraria. 

Las operaciones en·vc son: 

i) (u. EB v) +(v.' ffi v') = (v.+ u') EB (v + v'): 

ii) Para z =a+ ib E C , 

z · (1t ffi v) = (a+ ib) ·(u ffi v) = (au) ffi (av) + b(-:-v EB u.) 

= (au EB av) + (-bv EB bu)= (au - bv) EB (av +bu). 

4.9.2 Segunda Forma para la Complejificación. 

Definimos, 

ye' := {u + iv¡ u, V E V} 

con las operaciones 

(u.+ iv) +(u'+ iv') :=(u.+ u')+ i(v + v 1

), 

(a+ i{J)(u + iv) := (a:u- {Jv) + i(av +{Ju). 
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Sea el isomorfismo ~11-: Vº ~ Vº' definido por 1/J(u Ef:l v) := u+ iv. En efecto, V' es 

e-lineal y es umi biyeccióu 

'l/1((a+i(:J) ( uEIW)) = 1/J( (au-f3v )ffi(av+(:Ju)) .~ (m.1,-(:Jv)+i( av+(:Ju) '= (a+i{:J)'l/J( u, v). 

- 'i/1((u ffi v)'-'((u,' ffi 11'))= 'l/1((u+u'.) ffi (v +v~)) =-(u+ u')+i(v + v')--_ 

Sea { e 0 } aEI unabase de V, para v E V , . v = L:"> r "e" ~on r0 E R y sólo un número 
. " <>El 

finito de r 0 está.11 e1rR- {O}. El conjunto de vectores-{ f o,,fn} donde 
. , oE/ 

constituyen una base de V ffi V_ (cornci espacio vectorial), entonces Jo(fn) Ta y 

Jo(fn) = -fn· Tomando V E V~ s_e sigue 
' . ' 

:_ ' ,'• > , 

~ ¿'~2~_';~~:%~~,]~~ill~t:J:~;;(ia)+ 
oE/ --.; . nE/ nE/·.. · · ;~ aE/ 

L 'Pnln =L:·-:--:~::i}~;-1-•;E 'Pdfo .. ~L'(>-~:-f icpa)(;,~f<>)-L zn(-iJa). 
oE/ ''-oE/ ,(" ···ae/-• ae/:_:,·•. ~-.; ,. :· .. , aE/ 

es decir Un}~ei/{-g~ }ne/ s~n b~e~ d~Yº t~nÍ;nd~ ~Ím~ V= dime Vº. 

Las operacio~es ~n Yº en la hase {! n} ~e/ son 

i)( L: Znf C.)+ (L: Wnf a) = L (z~ +w<.)f n 
ae/- · .. ,. · ne/ ne/ · · · 

ii) z( L: z~J~) ==:,¿:: (zz0 )f~ , dohde'.z0 +w0 y zz0 son la suma y multiplicación 
n~/ _· ... ·. - ne/· · · ·. · · · 

ordinarias' e:ric:· '·" : 

Ot~a maner~ cle
2 ~presar es~er~sulfado. Para una b~se de un e~pacio vectorial 

real, la complejificaciónequiv~le a cambiar coeficie~tes reaÍe;, pbr compl~jos. 
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4.9.3 Tercera ForrÍ1apai·ala ComplejificaciÓ:n~ 

Sea {Ca} nEJ úna ba.~c deV: {1~ i} base canónica de (C y {l © Cn, i © ea} base de <C©R V 
. ··- - . 

como espacio' ~edtoriá.l ;~al. Si ladimensión,reald~V es nentonces la dimensión real 
" ... 

de <C©IR! v:es=27i;si·X EC®V=entonces Xc=L>(rn(l©eo)+so(i ©Ca)) ,)'o, So E ]R;" 
. oE/ . 

Pero lafuiición cp: <C©V ~ VH~.V dada.por l~m;cten~iónlineal.de cp(l©e-,,) := f 0 
ó.. _. . -- .. -., - .;,-·. ·' . 

y cp(i©e0 ) =,fn eS un isomorfismodecispacios.J'~ct()~¡a,1es (reales). J0 en VE9V induce 

Jo en <C© V tal que 
~ ,. :.;:~~-.:_~,.r~~·:-:--:· 

• .p-'i >\ ' ·.· 
<C ~') V ---'"'--- V ED V · 

Jul. lJu 
<C@Y ~VED1' 

es decir J,, = cp- 1 o J0 o cp, dond~ ;~ = 'cp~1 o ;]0 o cp o cp- 1 o J0 o cp = cp- 1 o J~ o cp = 

<p- 1 o (-ldvev)ocp = -ldcc,iv Y 

J,,(1 ©ea) = cp- 1 o Ja(cP(f© e~){:=. q;-1 (Ja(fc.)) = cp- 1(fr.) = i ©Ca 

.Jo(i ©en) = C(F 1 
O Jo(cp(i © c 0 ))==i:-1 (;[o(Jo)) ·= <p-l (-'.'f 0) =-1 © e0 • 

-~:~~~~<:.:·· ,.,~ ... ~. '.·.·:·· ~;~:- -··_! • ~'.';_:,_ 

Por lo. tanto (<C® v,+.; c,';f es l1h·(:js¡)aCio V:~ctbri~l cornpl~j~, isomorfo. a. través ele 
.!·. •\ - -- ·'' ·. -" . .- : . - : • '":;_' ' - •• ·. - ,, . - '. . ,._.,._ .~,,..... .. "'-' - -- -· - . ~--' - · •• - "' -' ··;·.: <·~<<,;· ··::.- .·: -. ·, •', "¡,:· ·.- .• - - ._ -

~"-"~ -.,;;_:···~:·: '- •'·: -- _----~-,, .--~:. --.-. 

,~-. ~::.-,• -.o,.~--·~ '. ~.~ . '.'·-.. ·~ \~'::\--'.~ · __ " 

. ·- -;~;;::., ' "-;.;"-

cp : <C© V. ~· V~. ']'o~~~~~ ~~~¡g::b .. ~e:{1~~ ~~"},";~ª :V e'c0 V se Úen~ x = ~ 
(ro+ isa)l ®Ca =L: Znl ®~º' y'ia~/operacion~s en ~©V éom~ e~pacio ~ectorial oE/ ' . . .. · . .. .. " . , . ·. . ' 

complejo son: 

x + x' = :L: (za + z~)l 18> e" 
ctE/ ' . 

z • X = Z •. ( 2: i0{1.~{~0)},,;,, L: ZZ0 1 © ea. 
ctE/ · "" ' - oEJ e 

Para verificar que~ cisC- lineal , escribimos 

(a+ ib) ·X= (a+ ib) ·CE (r0 (l © e0 ) + Sa(i © e0 ))) = 
oEJ . 



L ((arn)I (.)ea+ (a.sn)i 0 en)+ .lo(b (bra(l 0 ea)+ bsa(i 0 en)))= 
oE/ ···ae1··: :.-· ····-· 

ctE/ 

teniendo 

L (ara - bsa)l ©Ca+ (asa+ brn)i 0 Ca. 
e.El 

cp((a + ib) • x) = L (ara - bs0 )cp(l 0 ea)+ (asa+ br0 )cp(i 0 en) = 

pero 

ctE 1 

nEJ 

cz:= (m·a - bsn)cc.) ffi ó:. (asa +br~)ea)i 
aE/ · nE/ e: 

. . ·.: .. :, 
. . "-·"·· ;· ' 

(a+ ib) · cp(x) =(a+ ib).><P(~ ·(rn(l ~Cn)+sn{i 0 en)))= 

(a+ ib) · (E (r;(e~(-J~O):f,s~(Offi ea))) = 
ctEI : :'.)_:¡ : ;•· ' . • . 

(a +.ib) ~-cf_:;f~e~~;~·~nci~);;;, 

(a L raen - b ¿J ~ªe~{~(4}~ ~le~+ b Eraen) = 
ctE/ o:E/ >' ,:;+. - t?·ael ·. etE/ 

(L (. ar c. ·.i ~.sc.)e. 'j)~ ·:;;.,~(-.-)• f.(:~n + ~a)ea) . . 
ctEJ. . ,... · ·. . ccE/ 

Es decir cp((a + ib) <-¡;) =:= (a+ib) · cp(x). 
- .· ·- ,_- '• 
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Resumen. Se tiene tres formas para la compejificación de ye de V : V ffi V , 

V+ iV y <C 0 V. Los isomorfismos <e-lineales 1/; y <P define el isomorfismo 

p : <C 0 V --+ V+ iV a través del diagrama: 

VffiV ---- V+iV 

"' 



13G 

esto es p := 'lf1 o q1. 

Sobre generadores tenemos p(lOn + i@u) = 'lf10</J(l©u. + i@v) = 1/J(u©v) = u+iv. 
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