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Sisten1as Dinániicos en Termodiná1nica N o-Endorreversible 

Resu111en 

En este trabajo se determina el coeficiente de funcionamiento óptimo de un refrigerador 
endorrcvesrible y de uno no-endorreversible con tres depósitos térmicos, mismos que se 
ven afectados por irreversibilidades debidas a resistencias termicas entre la sustancia de 
trabajo y Jos depósitos tórmicos así como debidas a irreversibilidades internas de Ja sus­
tancia de trabajo, las que se contauilizan a travós de un panímetro de irreversibilidad. 
Para llevar a cabo este estudio, ambos sitemas se pueden tratar como sistemas combi­
nados que consisten de una müqui11a térmica endorrcversiblc (y 110-cndorrcvcrsihle), que 
activa a u11 refrigerador e11dorrcversible (110-enclorreversible) de dos clepüsitos türmicos. 
Para el an;ílisis se utiliza la teoría ele Termodinün1ica de Tiempo Finito en ciclos ele dos 
depósitos t{?n11icos y se obtienen sus relaciones tcnnodirní111icas óptirnas. De esta mane­
ra, en esta investigación se presenta el efecto fundamental debido a las irreversibilidades 
antes citadas sobre el fu11ciona111ie11to óptimo ele u11 refrigerador ele tres clep(¡sitos té~nni­
cos con capacidades türmicas finitas e i11li11itas. Se puede concluir que Jos resultados que 
se obtienen en este trabajo son nuís realistas que las presentadas por la T'cnnodinfünica 
CJ;ísica. En consecuencia, el esquema teórico desarrollado cn el presente trabajo propor­
ciona bases le(iricas nuevas para el mayor entendimiento ele la operación termodinfünica 
óptima de refrigeradores de tres depósitos térmicos que suelen utilizarse en sistemas que 
operan con energía solar, energía geoténnica y/ o calor ele desecho, entre otras relevantes 
aplicaciones. 
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Abstract 
In this work the optima! coefficient of perfonuance of an enclorcversible ancl a 11011-

enclorcversiblc refrigerator, operating between three hcat reservoirs, is detcrminecl. Both 
systcms are affectecl by irreversibilities clue to the heat resistances bctwecn the wor­
king fluid miel the heat rcservoirs (encloreversible case) a11C! interna! to the working fluid 
(non-e11Clorcversible case), in this latter case tite interna! irreversibility is taken into ac­
count as a constant parmueter. In orcler to do tltis stucly both systerns are consiclerecl 
as co111binecl subsysterns that consist of au encloreversible Carnot heat engine (aucl no11-
e11doreversible Caruot heat engine) wltich activates an encloreversible Carnot refrigerator 
(and no11-e11cloreversible Caruot refrigerator). botlt operating between two heat reser­
voirs. Tite analysis clone i11 this investigation was concluctecl following the Finite Time 
Ther111oclyna111ic theory (FTT) appliecl to cycles with two heat reservoirs where optima! 
thermoclynamic relations werc founcl. In this way. the funclarnental effect on the optima! 
perfonnance of the refrigerator with three heat reservoirs (fi11ite and infi11ite reservoirs) 
due to the irreversibilities is prcsentecl. It can be concl11cled that tite results obtained 
are rnore realistic titan those obtained by tite classical thermoclynmnics. In cousequence, 
the theorctical sche111e clevelopecl in the present research gives new theoretical bases for 
a better 11nclerstancling of the optima! then11oclynamic operatiou about refrigerators ope­
rating between three heat reservoirs that can be usecl as systems that use solar energy, 
geothennal energy ancl waste hcat. 
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Nomenclatura 

Símbolos latinos 

Q Transferencia de calor por unidad de longitud (J/m) 
C Capacidad térmica de los depósitos térmicos (J/m K) 
T Temperntura (ºC) 
IV Trabajo (J) 
P Potencia (W) 
K Conductancia global equivalente (W/m K) 
K Conductividad térmica en el sistema no-endorrevsrible (W/m K) 
S Entropía (J/m K) 
l Función de Lagrange 
R Función de Lagrange para las etapas parciales (alta y baja temperaturn) 
R Parámetro de irrevesibilidad 

tiempo (s) 
111 Constante definida en las ecuaciones (2.35) y (2.48) 
k Constante definidas en las ecuaciones (2.81) y (2.90) 
q rapidez de transferencia de calor por unidad de longitud (W/m) 

Símbolos griegos 

lf/ 

. 
lf/ 

,, 
<P 

,, . 
<P 

r . 
r 
a 
a 
fJ 
{J.,. 
(3,. 

Coeficiente de funcionamiento del refrigerador endorreversible de tres depósitos 
térmicos 
Coeficiente de funcionamiento del refrigerador no-endorreversible de- tres 
depósitos térmicos - -
Eficiencia térmica de la máquina térmica endorrevcrsible 
Coeficiente de funcionamiento del refrigerador endorreversible de dos depósitos 
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Eficiencia térmica de la máquina térmica endorrevcrsible 
Coeficiente de funcionamiento del refrigerador no-endorreversible de dos 
depósitos térmicos 
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Tiempo adimensional 
Conductividad térmica (W/m K) 
Parámetro adimensionul definido en (2.115) y (3.68) 
Parámetro adimensional definido en (3.68) 
Parámetro adimension•tl definido en (2.115) 
Parámetro adimensional definido en (2.115) 
Parámetro adimensional definido en (2.115) 
Parámetro adi mensional definido en (2.1 15) 
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Introducción 

El problema ele Carnot de determinar los límites naturales ele funcionamiento ele 

nuíc¡uinas ténuicas fue el origen ele la termodinámica como una ciencia. Recientemente 

se ha planteado el problema ele obtener los límites ele funcionamiento ele varios sistemas 

termocli11<ímicos con rapideces ele transferencia ele calor y /o duraciones ele estos procesos 

fijos. Las herramientas para el amílisis ele tales sistemas son principalmente la teoría 

del control óptimo y cülculo variacional. A esta rama reciente de la termodi11<í.mica se 

denominó Termoclimímica de Tiempo Finito (66], (67], (SG]. 

Entre los müs importantes resultados obtenidos en la Termodinámica de Tiempo Fi­

nito destacan los siguientes: las condicioues termodimímicamente óptimas para procesos 

de transferencia de calor (<íreas óptimas de transferencia de calor, tiempos óptimos de 

intercambio térmico,etc.), estimación de los límites de transformación de calor en trabajo 

para uuíc¡uinas térmicas restringidas por rapideces de transferencia de operación o po­

tencia dada y ele manera equivalente, resultados similares para refrigeradores y bombas 

de calor. 

En diversas ocasiones, las consideraciones tennodirnímicas son el fundamento de la 

rnayoría de los procesos tecnológicos. El diseilo cíptimo es la base para las tecnologías 

conocidas para el ahorro ele energía, por esta ra:;:óu eu este trabajo se plantea la necesidad 

de estimar el coeficiente de funcionmniento c)ptimo del equi\"ale11te termodimímico ele un 

refrigerador no convencional, por eyecto-con1presión, sujeto a ciertas restricciones corno 

son rapideces de operación, tiempo y 1írcas de tra11sfcre11cia finitas. 

Sistema de refrigeración por eyecto-cornpresión 
Hoy en día a escala unmdial se ha incrementado notablemente el consumo de ener­

gía, conduciendo a que la relación entre suministro y demanda sea por lo mismo nuís 

desafia11te, y Ja cuestión de ahorro energético se co11vierte entónces en un problema me­

dular. En particular, también se incrementa la proporción ele las cargas de refrigeración 
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y aire acondicionado en los niveles del consumo actual ele energía. Debido a esto, la apli­

cación ele fuentes térmicas ele bajo nivel, tales como energía solar, energía geotérmica, 

calor de desecho de procesos industriales, etc., se empiezan a tomar en cuenta cada vez 

1111ís para su utilización en el uso en rnfü¡uinas térmicas, refrigeradores, bombas de calor, 

dispositivos ele generación ele potencia, etcetera. 

De los equipos de refrigeración que utilizan calor de bajo nivel se puede mencionar 

a los que operan entre tres depósitos térmicos, como puede ser el caso del sistema de 

eyecto-compresión. Estos equipos tienen la ventaja de funcionar con un bajo costo de 

mantenimiento y corto tiempo de recuperación ele inversión. Como consecuencia, el des­

arrollo y la aplicación ele dichos dispositivos ha originado que se ponga especial atención 

en ellos. Sin embargo, actualmente la mayoría de la teoría tcrmodirnímica concerniente 

con este tipo ele sistemas se basa en la 'I'cmodirnírnica Chisica, por lo que es muy sugestivo 

desde el punto ele vista fundamental establecer la teoría ele la Termodin1í111ica de Tiempo 

Finito para refrigeradores que operan entre tres depósitos térmicos. 

Un sistema de refrigeración por eyecto-cornpresión es una maquina térrnica que traba­

ja entre tres dep6sitos térmicos, que requiere de un elevado suministro ele energía térmica 

y de una baja ó nula alimentación ele energía elé~ctrica con la finalidad ele proporcionar un 

determinado efecto de enfria111ie11to. Est ciclo es capaz ele convertir calor ele una fuente 

apropiada en refrigeración. 

El sistema de refrigeración por eyecto-compresión se muestra de manera esquemática 

en la Figura 1. El calor entregado al refrigerante por el colector solar ocasiona la cvapo­

racic>n ele! líquido de alta presión (estado l en la Figura 1) en el generador de vapor. El 

vapor (estado 2) se expande a través ele una tobera convergente-divergente en el eyector. 

El cambio de presión que se presenta en esta expansión origina la succión del vapor que 

proviene del e\·aporador (estado 3). Las dos corrientes se mezclan y entonces se lleva 

a cabo un proceso de recuperación ele presión (estado 4) en la sección del difusor del 

eyector. La corriente que proviene del eycctor fluye hacia el condensador y en éste se 

transfiere calor del refrigerante hacia los alrrededores, ciando como resultado refrigerante 
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líquido condensado a la salida del condensador. El líquido se clivicle en dos corrientes: 

una entra al evaporador después ele una reducción ele presión en la v¡ílvula de expansión 

(estado 6) y la otra se va hacia el generador después ele incrmnentar la presión por medio 

de una bomba (estado 1). 

Figura l. Diagrama ele bloques ele un refrigerador por eyector, activado por energía 

solar. 

La fuente ele calor solar estü representada en la Figura 1 por un colector en el que 

se lleva a cabo un proceso ele transferencia ele calor hacia el fluido. Este fluido entra 

al colector con uu gasto 1mísico rh. y una te1nperatura T;. La radiación solar que es 

absorbida por el colector ocasiona un incremento en la temperatura ele salida T 0 • El calor 

que se trausmite hacia el refrigerante causa que la temperatura del fluido a la salida 

del generador caiga a T;. Bajo condiciones ideales ele intercambio térmico T¡1 y T0 son 

iguales. Sin embargo. en la pníctica, para propósitos de transferencia ele calor, T 0 deberá 
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ser mayor que T.q· 
El ciclo del eyector est<í. compuesto b1í.sicamente por dos sub-ciclos (87]. Un subciclo 

de potencia (1)-(2)-(4)-(5) en el que el refrigerante que fluye a través de la bomba opera 

entre los estelos termodimímicos del generador y del condensador genera la corriente 

motriz para la compresic:ín. De manera similar, el sub-ciclo de refrigeración (6)-(3)-(4)­

(5) opera entre el evaporador y el co11cle11saclor. 

El coeficiente de funcionamiento (COP) ele un cualquier ciclo ele refrigeración se define 

como la razón entre la refrigeración generada y la energía suministrada al ciclo. En la 

Figura 1 Qc111 , Q" y Qcr representau las rapideces de intercambio térmico en el evaporador, 

condensador y generador, respectivmneute. Por otra parte, la 1111bdma utilización de 

energía solar es aquella que se estima cuando el ciclo lleva a cabo procesos ideales, la 

cual proporcionan\ la eficiencia del ciclo 11uí.,ima posible. El término ideal se refiere a un 

sistema compuesto de un ciclo de refrigeración reversible. 

Van \Vylen y Sonntag (92] mencionan que el sistema dual turbina-compresor es el 

equivalente termodirnímico del sistema de eyecto-compresión, donde la turbina y el com­

presor substituyen al eyector, como se observa en la Figura 2, donde se muestra ele 

forma sencilla, como el sistema de eyecto-compresión es resultado de la interacción ele 

un subsistema de potencia con uuo de refrigeraci611. Como resultado, se supone que el 

sistema opera entre deplÍsitos ténuicos a temperaturas 1'/,w, T,,, Ter y se le denomina sistc-

111a ténnico ele tres temperaturas, en analogía con las máquinas térmicas y refrigeradores 

llamados sistemas ténuicos de dos temperaturas. 
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Bomba Valvula de 
expansion 

Figura 2. Sistema termodirnímico equivalente al ciclo de refrigeración por eyector. 

El coeficiente de operación termodinámico ideal del sistema se expresa como: 

(O.l) 

y representa el coeficiente de funcionainiento Ct/Jc) de un sistema de refrigeración rever­

sible de Carnot de tres depósitos, en el que se cumple que Tinu > Ta >Ter y es resultado 

de considerar procesos reversibles en el coeficiente de operación 

Por otra parte, se puede mencionar que el rango de variación ele cada una de las 

temperaturas para enfriamiento, es [87]: 

SOºC :::; T,,w :::; 120ºC 

(0.2) 
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De acuerdo a la termoclinümica chísica , el 1111L"\:imo coeficiente de funcionmniento de un 

refrigerador ele Carnot que opera entre tres depósitos térmicos se calcula con la Ecuación 

(0.1) [Gl]. Sin embargo, cuando el coeficiente de funcionamiento ele un refrigerador ele 

tres depósitos estií. ciado por la Ecuación (0.1), el proceso cíclico debe ser reversible, 

mientras que los refrigeradores reales de tres depósitos son irreversibles y ninguno de 

sus coeficientes ele funcionmuiento puede alcammr ·l/Jc· Por ejemplo, en un refrigerador de 

energía solar que opera entre tres depósitos térmicos y a temperaturas'!/,.,, = 120ºC, T0 = 

40ºC y Ter = 15ºC, ·l/Jc calculado con la Ecuación (0.1) es igual a 2.35, mientras que los 

coeficientes ele funcionamiento reales so11 aproximadamente 0.5 - 0.6 [100]. Es claro 

que aunque el límite superior ·l/Jc de la termodinümica cl1ísica es importante en teoría, 

ésta es usualmente muy burda para predecir el comportamiento de funcionamiento de 

refrigeradores reales. Por lo tanto, es uecesario establecer las frontera de Termodimímica 

de Tiempo Finito en ciclos ele tres depósitos térmicos [31], [100]. 

Al considerar la Tennoclimímica de Tiempo Finito, muchos autores han llevado a ca-

bo investigaciones y han obtenido importantes conclusiones [22], [31], [50], [G7], [7G]. La 

mayoría de éstas conciernen a la teoría óptima de ciclos cnclorreversibles de dos depósitos 

térmicos, mismas que tienen un importante significado para la büsquecla del funcioua­

miento óptimo ele refrigeradores enclo1Te\·ersibles de tres depósitos térmicos. 

Objetivo de este trabajo 
La motivaci611 de este trabajo surge por la necesidad de predecir el coeficiente de 

funcionamiento ele un refrigerador por eyecto-compresión. Hasta la fecha, la mayoría 

de las investigaciones rcalbmclas a este sistema se hacen con base en la Termodinfünica 

Cbísica, y viendo la semejanza de este sistema con mfü¡uinas térmicas que operan entre 

tres depósitos térmicos se propone establecer el coeficiente de funcionmniento para una 

twíquina térmica ele este tipo, aplica11do la teoría de Termodimímica de Tiempo Finito. 

Cabe subrayar que dentro ele este esqueum se investiga el efecto que tienen las irrever-
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sibilidades, debidas a la conducción ele calor entre los depósitos térmicos y la sustancia 

de trabajo así como aquellas que son internas en ésta. Al llevar a cabo un amHisis del 

sistema de refrigeración de tres depósitos mediante la Termodinámica de Tiempo Finito 

se obte11dnh1 los límites superiores de funcionamiento de éste, pues se plantea un 111odelo 

tennodimímico m;ís apegado a ciclos reales. 

La presente investigación se divide en dos partes: en la primera se establece el coefi­

ciente de funcionamiento de un refrigerador endorreversible que opera entre tres depósitos 

térmicos de capacidad térmica finita, debiendo su irrcvesibilidad üuicamente a la transfe­

rencia ele calor que se lleva a cabo entre los depósitos térmicos y la sustancia ele trabajo; 

en la segunda parte se obtiene el coeficiente ele fu11cio11a111iento de un refrigerador no­

endorreversible que opera entre tres depósitos tónuicos de capacidad térmica infinita, en 

este caso los efectos ele irreversibilidad, ade1wís de considerar aquella debida a la transfe­

rencia de calor entre los depósitos ténuicos y la sustancia ele trabajo, considera los efectos 

elisipativos internos ele la sustancia ele trabajo. 
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Capítulo 1 

Antecedentes 

En 182"1 Sadi Carnot publicó su famoso artículo "Refletions on the n10tive power of fire" 

[28]. en cloncle se establecieron los resultados ele los primeros estudios sistenuí.ticos de 

los procesos físicos que describían a las nuíquinas ele vapor. Esto fue el inicio ele una 

nueva ciencia: la termoclimhnica. Uno ele los aspectos importantes ele la termoclimímica 

consiste en formular criterios para co111parar el funcionan1iento ele procesos reales con 

ideales. Carnot [28] demostró que ninguna nuíquina térmica que opera entre una fuente 

de calor a alta temperatura 1/,w y tlll depósito térmico ele baja te1nperatura Tcw podría 

tener una eficiencia ele funcionamiento mayor que la nuíquina ele Carnot. 

Recientemente han surgido problemas para delimitar el funcionamiento ele sistemas 

tcnnodimímicos con rapideces ele transferencia ele calor y /o duraciones fijas de estos 

procesos, con esto se han pu blicaclo numerosos libros [ 18], (22], [8G], [97], en los que se re­

sume el estado del arte y futuros potenciales ele las principales ramas de la termoclimímica 

111odcr11a, siendo una de éstas la T'cmroclináu1ica de Tiempo Finito 
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1.1 Antecedentes históricos de la Termodinámica de 

Tiempo Finito 

De acuerdo a la Tennoclimímica Chísica, la 11uíxi111a eficiencia que una 1tuíquina térmica 

puede alcanzar es 

(1.1) 

que tradicionalmente se conoce como la eficiencia ele Carnot. Esta fónuula proporciona 

el límite superior ele eficiencia para cualquier nuíquina ténuica trabajando entre dos 

depósitos térmicos ele alta y baja te111peratura, T,110 y Tcw' respectivamente. Clausius, 

Kelvin y otros hicieron uso ele la Termoclimhnica como una herramienta para encontrar 

los límites ele trabajo, transferencia ele calor, eficiencia, coeficiente ele funcionamiento 

(COP), etc. 

El punto ele vista Carnot-Clausius-Kelvin enfatiza la interacción ele un sistema termo­

dimímico con sus alrededores, mientras que el enfoque de Gibbs hace a las propiedades 

del sistema dominantes y se enfoca en estados ele equilibrio. La Termoclinfüuica Chísica 

contemponínea proporciona una descripción bastante completa ele estados ele equilibrio y 

procesos reversibles. Por otro lacio, las características uuís sobresalientes que conciernen 

a los procesos reales es que estos procesos irreversibles producen inenos trabajo y nuís 

entropía que los correspondientes procesos reversibles. Dichos procesos reversibles est;ín 

defiuidos únicamente en el límite ele ejecución infinitamente lenta. La metodología ele 

solución propia ele la Termoclimímica Cliísica supone procesos termoclimímicos reversi­

bles. es decir, procesos en los cuales el sistema preserva equilibrio interno, la entropía 

total del sistema y el ambiente no se incrementa, la rapidez ele intercambio tünnico en­

tre el sistema y el mubiente es infiuitesirnahuente pequeüa y la duración del proceso es 

infinitamente grande. Una consecuencia ele esto es una tasa nula ele salida (potencia ele 

salida para una nuíquina tünuica, carga ele refrigeración para un refrigerador y carga ele 

calentamiento para una bomba ele calor) para Ja duración promedio ele los procesos. Los 

límites ele funcionamiento que se obtieuen con la ayuda ele Jos procesos reversibles sou 
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independientes ele la ecuación ele estado del sistema y son límites en· el sentido ele que 

ellos siguen siendo inalcanzables en tocios los procesos reales. 

Tocio proceso tennoclinfünico real es irreversible debido a que la rapidez de intercambio 

entre el sistema y el ambiente no es infinitesimalmente pequeño, el sistema no mantiene 

equilibrio interno y la duración del proceso es finito. Las fronteras reversibles cléiSicas 

son muy altas para procesos reales y requieren un refinamiento adicional. Las preguntas 

büsicas son: (1) ¡,los límites reversibles son lo suficientemente cercanos al funcionamiento 

real para ser ütiles en la mejora ele procesos? (2) ¿Es posible encontrar límites nuís reales 

al funcionamiento ele procesos reales (tiempo finito y /o tamaño finito) y dispositivos? 

(3) ¿Podemos usar tales fronteras para determinar mejores criterios de mérito titiles al 

evaluar procesos reales y dispositivos'? (4) ¿Podemos usar tales criterios para optirnizar 

el funcionamiento ele procesos reales y dispositivos, y proporcionar una guía científica y 

precisa para resolver problemas pnícticos de ingeniería? 

La aplicación ele los principios de la Termodimhnica Chísica y la solución de fronteras 

termodimímicas para procesos terrnoclimírnicos ele tie1npo finito y /o tamaño finito, que 

son caracterizados por una rapidez finita de intercmnbio entre el sistema y el ambiente, 

fueron los primeros pasos hacia el campo ele la Tennodituímica de Tiempo Finito. No­

viko\· (70], Chmnbaclal[29] y Curzon y Ahlborn [50] postularon una nuíquina ele Carnet, 

con potencia de salida estando limitada por las rapideces de transferencia de calor hacia 

y desde la sustancia de trabajo, y concluyeron de manera independiente que las ten1pe­

raturas extremas (caliente y fría) de una planta de potencia se pueden optimizar con una 

potencia de salida imíxima. La eficiencia a miíxima potencia de salida es 

'1/GA 1- (1.2) 

La Ecuación ( 1.2) proporciona un nuevo límite de funcionamiento, el cual resulta diferente 

cuando se le compara con la eficiencia ele Carnot, para una uuíquina térmica caracteri­

zada por rapideces finitas, duración finita y tamaño finito. La ecuación ( 1.2) es una 

18 
r--y;:~rf'j "'r::;---r 

J FALL;~'-'.6i~.~:Ji~~3~E~J 



nueva eficiencia límite obtenida inicialmente en la literatura especializada ele Ingeniería 

Nuclear [29), [70] y redescubierta también en la literatura de Física [50]. Desde mediados 

ele 1970, la b1ísqueela por tratar ele identificar los límites de funcionamiento de procesos 

termoclimímicos y llevar a cabo la optimización ele los mismos ha tenido un gran progreso 

en los campos ele Física y de la Ingeniería. En Física, a este cainpo ele investigación se 

le denominó Tennoclimímica de Tiempo Finito (FTT por sus siglas en inglés ) por R. S. 

Berry [22), B. Anclrcsen [5], P. Salamon, 1-I. .J. Onclrechen, A. M. Tsirlin a11Cl S. Sieniutycr. 

[86), entre otros, o Tennodimímica Enclorrcversible por A. De Vos ancl K. H. Hoffmann 

[59]. En Ingeniería se le llamó Minimización ele la Generación ele Entropía (EGM) por 

A. Beja11 [18]. El canícter fundamental de ambos puntos ele vista, FTT y EG?-.'1, son 

los mismos, encontrar la liga entre la Termodinfüuica, la Transferencia ele Calor, la 1·Ic­

cünica de los Fluidos, y optimizar tennoclinfünicamente el funcionamiento ele sistemas 

ter111ocli11ámicos de tiempo finito y /o tamail o finito, que incluyen las irreversibilidades 

ele transferencia de calor, flujo de fluidos e internas en la sustancia ele trabajo. 

1.2 La connotación de la Termodinámica de Tiempo 

Finito. 

El campo de estudio cubierto por FTT es muy amplio. sus aplicaciones incluyen todos 

los procesos con fenómenos térmicos y tocios los dispositivos y sistemas que operan con la 

presencia de los efectos térmicos con las restricci6nes ele tiempo finito y /o tamaño finito. 

Típicmuente, la lÍllea de investigación de FTT procede de la siguiente manera: ha­

ce algunas suposiciones para un proceso real para establecer un modelo termoclinfünico; 

ciada una serie de restricciones, define la trayectoria probable del proceso; resuelve para 

la trayectoria establecida (o trayectoria c'iptima) de la variable del proceso especificado 

para obtener el funcionamiento del proceso definido. Por lo tanto, FTT puede responder 

alguuas preguntas globales mismas que la termodinfünica chísica 110 responde y que la 

tcnnocliwímica irreversible convencional tampoco lo hace debido al punto ele vista mi-

19 



croscópico con que trata. Los ejemplos a dichas preguntas son: (1) ¿cuál es la mínima 

energía requerida por una mfü¡uina determinada para producir un trabajo fijo en un tiem­

po ciado? (2) ¿crníl es el nubdmo trabajo que puede producir una n1<iquina dacia en un 

tiempo establecido, utilizando una energía fija? (3) ¿cmíl es la forma nuís eficiente para 

operar un proceso tennodimímico dado (trayectoria óptima) en tiempo finito? (4) ¿cuál 

es el proceso óptimo dependiente del tiempo? (5) ¿cmíl es la distribución óptima entre 

superficies de intercambio térmico o las concluctancias térmicas correspondientes al fun­

cionamiento óptimo de los dispositivos termoclimímicos para un ürea total ele intercambio 

térmico dada o concluctancia térmica total? (G) ¡,ctt<íles son las características cuantitati­

vas y cualitativas ele los efectos ele resistencias térmicas, irrcversibiliclacles internas, etc., 

sobre el funcionamiento ele procesos y dispositivos termoclimímicos'? 

La Terrnodimímica de Tiempo Finito es una nueva e independiente disciplina científica 

que 110 puede ser simplemente clasificada como una cmnbiuación de tennoclimí111ica chísica 

y termoclimímica irreversible com·encional. La relación entre FTT y la tenuoc!imímica 

irreversible convencional fue discutida recientemente por Vcrli;ís y De Vos [!J4]. 

1.3 

1.3.1 

El estado del arte de la Ter1nodinámica de Tiem-

po Finito. 

La máquina térmica con la ley de Newton de transferen­

cia de calor acoplada a depósitos térmicos con capacidad 

térmica infinita 

La Termodinámica Clüsica investiga ciclos reversibles, tales ciclos toman tiempo infini­

to (o ;írea ele intercambio térmico infinita) para llevarse a cabo. Así, la tasa ele salida 

promedio ele dichos ciclos para el periodo que realiza éste (potencia ele salida prome­

dio) se aproxima a cero. El ciclo enclorreversible (internamente reversible) es el modelo 

físico fundamental adoptado en el amílisis de FTT. Cuando la sustancia ele trabajo ele 
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una mfü¡uina térmica realiza un ciclo de Carnot cuasiset~í.tico se le llmna enclorreversible, 

siempre y cuando se acepte que existe una diferencia finita de temperaturas entre la sus­

tancia ele trabajo y los depósitos ténnicos. En la mayoría ele los estudios se supone que 

la transferencia ele calor entre los depósitos térm.icos y la sustancia ele trabajo obedece 

a la Ley ele Newton (lineal) y que los depósitos tienen capacidad térn1ica infinita ( ele 

teu1peratura constante). Los estudios ele este tipo ele sistemas involucran dos aspectos: 

el primero es cletermiuar los límites ele la función objetivo y la relacióu entre las fun­

cioues objetivo para los sistemas ter111ocliiuímicos dacios, es decir, encontrar los límites 

ele funcionamiento de la Termodinfüuica de Tiempo Finito; el segundo es determinar el 

proceso tennodi111ímico óptimo (trayectoria óptima) para la función objetivo estableci­

da. La optimi;mción ele objetivos posibles incluye varios criterios ele funcionamiento, por 

ejeu1plo, trabajo, potencia, eficiencia, rapidez ele generación de entropía, costos, potencia 

específica (potencia promedio para la superficie total ele transferencia de calor), densidad 

de potencia (potencia promedio para el irnbdmo volumen específico en el ciclo) y objetivo 

ecol6gico (compromiso entre potencia de salida y generación de entropía). 

1.3.2 El objetivo extre1no para procesos terinodinámicos dados 

(ciclo teórico) 

El ciclo teórico se refiere a un ciclo ele Carnot enclorreversible para distinguirlo ele ci­

clos de interós pníctico en ingeniería. Para un proceso termoclimímico ciado, se pueden 

cletenuinar las temperaturas del fluido de trabajo y los tiempos óptimos (o <í.reas ele las 

superficies de transferencia ele calor), y obtener los límites de funcionmniento, y la relación 

c'ipti1na funda111ental entre eficiencia y potencia ele salida. En 1957, Novikov [70], inves­

tig<'> el funcionamiento ele una planta de potencia de turbina de gas. Despües ele seiialar 

las temperaturas óptimas del fluido de trabajo correspondientes a uuí.xima potencia de 

salida (considerando la existencia ele la transferencia de calor debida a diferencias de 

temperaturas), obtuvo la eficiencia ele la planta dada por la Ecuación (1.2). También en 

l!J57, Charnbadal (29] llegó al mismo resultado cuando anali;r,ó uua planta de potencia 
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activada por un fluido caliente en una sola fase. La fórmula ele la eficiencia, Ecuación 

(1.2), fue redescubierta por Curzon y Ahlborn [50], quienes trataron una uuíquina de 

Carnot con potencia ele salida li!nitada por las rapideces de transferencia de calor hacia 

y desde la sustancia de trabajo. Luego de optilnizar las temperaturas de trabajo corres­

pondientes a la 11111xima potencia de salida, derivaron la eficiencia a nuíxium potencia de 

salida, y obtuvieron la Ecuación (1.2). Por otra parte, Bojan [17] sugirió que Ja ecuación 

de eficiencia a 1míxima potencia de salida, Ecuación (1.2), fuera llamada la eficiencia 

Novikov-Chainbaclal-Curzon-Ahlborn (NCCA) (en este trabajo la llamaremos eficiencia 

CA). El significado relevante de la Ecuación (1.2) es que proporciona la eficiencia límite 

ele una nuíquina de Carnot a 1111íxima potencia de salida. El modelo de la 1míquina CA 

y la eficiencia CA ha siclo ya introducida en algunos libros de texto [16], [27]. 

Rubin [67] dctenninó la eficiencia uuíxima 'l/,,,ux para un suministro de calor ciado, 

en la c¡uc '11,,,ax es menor que la eficiencia de Carnot ,11c. si el suministro de calor no es 

cero. La potencia de salida se obtiene al considerar la eficiencia como una función costo. 

Además ele las características de potencia nuíxinm de una máquina tónnica [56], tambión 

se ha puesto atención a la eficiencia óptima para alguna potencia de salida arbitraria. 

Yan [104] encontró la relaci6n entre la eficiencia óptima y la potencia de salida óptima 

para una nuíquina de Carnot cnclorrcversiblc. La relación incluye a 'l/c para P = O y 

Pmax para l/cA y es llamada la relación fundamental óptima. Chen y Yan [34] derivaron 

Ja relación fundamental 1íptinm de una nuíquina con una razón de compresión finita. 

Aclcnuís de la potencia y eficiencia como objetivos, Salamon y Nitzan [76] investiga­

ron el funcionamiento óptimo de una n11íquina de Carnot cndonevcrsible al tomar a la 

cxcrgía cotno la función objetivo a optim.izar. Sobre la base del trabajo ele Salarnon [76], 

en 1990 Chcn d al. proporcionaron el método de arnilisis cxcrgocconómico, usando la 

combinación de FTT y tcrmocconomía [23], [86], [91] y obtuvieron Jos límites ele funcio-

namicnto cxcrgocconúmico, relaciones óptimas y panímctros ele criterios de optiiuización 

cu tiempo finito. Una idea similar fue proporcionada por De Vos [46], [48]. 

En 1991, Angulo y Brown [6] introdujeron la función ecológica (E) (relación entre 
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potencia ele salida y Ja rapidez de generación ele entropía) como objetivo. La eficiencia 

r¡ 8 a nuí..xim.a E es (170 +1Jc,i) /2. Esta es una propiedad general ele una 1náquina térmica 

utilizando Ja ley ele Newton ele transferencia ele calor [10], [11]. 

Sahin et al. [84] tomaron la densidad ele potencia (razón de Ja potencia de salida al 

1rníximo volumen específico en el ciclo) como Ja optimización objetivo para investigar el 

funcionamiento de la nuíquina de Carnot , entre otras. 

1.3.3 Ciclos term.odiná1nicos óptimos sujetos a condiciones da-

das 

Para obtener el máximo trabajo de salida, potencia de salida o eficiencia para condiciones 

externas fijas, se necesita especificar las variables de control y sus lín1ites, construir 

las ecsuaciones que describen el fenómeno, buscar las restricciones que son impuestas 

sobre el sistema, y establecer Ja función objetivo. Procaccia y Hoss [78] concluyeron 

que en todos Jos ciclos analizados, un ciclo ele Carnot eudorreversible con una mayor 

razón de compresión puede producir máxima potencia, es decir, el ciclo de CA es Ja 

configuración óptima teniendo solamente como restricciones a la Primera y Segunda 

Ley ele Ja ter111oclimí111ica. Salamon y Nitzan [76] demostraron que el proceso óptimo 

corresponde a una rapidez constante de transferencia ele calor entre el fluido de trabajo y 

Jos depósitos térmicos para varias funciones objetivo. Tsirlin, Rozonoer [81] y Kuznetsov 

et. al. [63] y OrloY [73] derivaron la configuración termodimímica óptima y la región del 

ciclo óptimo para una 1rníquina endorreversible con diferentes condiciones ele restricción. 

1.3.4 Efectos de modelos de pérdidas sobre el funcionamiento 

óptim.o de máquinas térmicas. 

En un m<íquina real no tocias los modos ele transferencia de calor entre el fluido de trabajo 

y Jos depósitos térmicos corresponden a la Ley ele Newton, sino que puede existir alguna 

ley fenomenológica que rige el modo ele transferencia ele energía y que se presentan a 
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continuación. 

Efectos de modelos de resistencias térmicas (leyes de transferencia de calor) 

Se pueden obtener los límites ele funcionamiento y la relación fundamental óptima para 

una m;íquina térmica enclorrevcrsible con diferentes leyes ele transferencia ele calor. Pro­

caccia y Ross [78] hallaron la eficiencia límite ele una máquina térmica ele Carnot con 

la ley ele transferencia ele calor q ex (6.T)", donde n es una constante quedcpcndc del 

tipo ele proceso ele intercambio de calor. Una gran parte de la literatura ha estudiado 

las relaciones entre potencia ele salida y eficiencia, funcionamiento óptimo ecológico y 

funcionamiento óptimo excrgocconómico en tiempo finito ele m«íquinas térmicas con (1) 

transferencia ele calor por radiación, (2) transferencia ele calor dacia por q ex (6.T)" y (3) 

leyes mezcladas ele transferencia ele calor [16], [44]. 

Efecto de otras irreversibilidades 

Andrescn et al. [5] proporcionaron un formalismo con el que analizaron el funcionamien­

to de una máquina térmica de Carnot con las irreversibilidades debidas a la resistencia 

térmica y a la fricción. Faircu y Ross [51] estudiaron el efecto de inercia sobre el fun­

cionmnicnto y la configuración óptima de una imíquina térmica. Richtcr y Ross [80] 

invesLigarou el funcionamiento de una nuíquina térmica incluyendo a Ja fricción, la iner­

cia, y Delgado [49] determinó la configuración óptima ele este tipo de nuíquina. En las 

referencias . [20]. [60], [70] se aplicó una constante para representar todas las irrcvcrsibi­

liclades presentes en una 1míquina térmica, incluyendo las pérdidas de calor, Ja fricción 

y la debida a efectos disipativos en la sustancia de trabajo, pero excluyendo resistencias 

térmicas. Basado cu el fundamento de modelos específicos para pérdidas ele calor intro­

ducido por Bejan ([18], [20]), Chen et al. [42] derivaron la relación óptima entre potencia 

de salida y eficiencia, la cual es consistente con el funcionamiento de máquinas reales 

[54). 
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1.3.5 °Efecto del inodelo- de depósito térmicos sobre el funcio­

namiento de una máquina térmica. 

Depósitos térinicos de capacidad térn1ica finita. 

- En Ja pníctica, la potencia se genera del calor que es transportado a través ele una 

cantidad finita de sustancia de trabajo con capacidad térmica finita y no a través del 

calor que se extrae ele un depósito ténnico ele capacidad térmica infinita. En la suposición 

ele que los procesos termoclimhnicos son reversibles, el ciclo termoclirnímico proporciona 

el nuíximo trabajo; por otro lado, si se considera que Jos depósitos térmicos son ele 

capacidad térmica finita, su eficiencia teórica es consiclerable111e11te uuís pequeña [71]. 

Para el ciclo endorreversible, Ja investigaci6n ele Jos efectos ele un depósito térmico con 

capacidad finita sobre el funcionamiento incluye dos aspectos: el primero es determinar 

el funcionamiento óptimo ele ciclos que operan entre depósitos térmicos con capacidad 

finita, tal como el ciclo ele Carnot [58], [105], ciclo Rankine [64], ciclo Brayton [62], etc. 

La optimización se puede realizar fijando el suministro de calor [105] o con suministro 

de calor variable [58], [62]. [G4]. El segundo es encontrar la configuraciém óptima de esas 

nuíquinas tórmicas co11 las condicio11es dadas. Por ejemplo: la configuración óptima de 

una müquina ténuica con depósitos térmicos de temperatura constante es la máquina 

de Curzon-Ahlborn: y Ja configuraci6n óptima de un sistema con la ley de Newton con 

depósitos de temperatura variable es una uuíquina ténnica de Carnot endorrcversible 

[72], [103] (donde la temperatura de Jos depcísitos térmicos y del fluido de trabajo varían 

de manera expone11cial como función del tiempo y Ja razón de las temperaturas del fluido 

de trabajo y con los dep<'>sitos tfamicos es u11a constante). Los estudios han demostrado 

que la ley de transferencia de calor [104] afecta la configuración óptima. 

Band et al. [12]. [13], Aizebund y Band [4], Aizebuncl et al. [3] y Gorclon y 1-Iuleihil 

[5.':i] investigaron el problenia de mmdmizar el trabajo obtenido de un gas ideal calentado 

por una fuente de calor a una tasa arbitraria en un cilindro con un pistan en movilniento. 

En este tipo de problemas se utilizó Ja ley ele Newton ele transferencia ele calor. 
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Rubin y Anclresen [82] hallaron la configuración óptima ele una nuíquina térmica 

combinada formada por dos nuíquinas térmicas cnclorrcvcrsibles con depósitos térmicos 

intermedios. \Vu [99] analizó la potencia de salida óptima de plantas de potencia com­

binadas. El efecto de resistencias térmicas e irreversibilidades internas fue examinado en 

[75], [83], en donde se estableció un modelo de nuíquina térmica combinada irreversible 

generalizada y se derivaron sus características óptimas. 

Entre las aplicaciones ele la Tcnuoclimímica de Tiempo Finito se puede mencionar 

también a aquellas relacionadas con 1míquinas de combustión interna. En una nuí.quina 

convencional de este tipo el pistón se mueve pníctican1entc bajo una trayectoria sinusoi­

dal. En la referencia [69] la trayectoria del pistón de los ciclos Otto y diese! se optimiza 

mediante la teoría del control óptimo. La eficiencia y la potencia ele salida del ciclo 

óptimo se incrementaría unís del 10 % con respecto a ciclos convencionales, teniendo las 

mismas irreversibilidades. Existe un gran nümcro ele publicaciones concernientes a las 

irreversibilidades debidas a la transferencia de calor, a la fricción y a la combustión sobre 

el funcionamiento de los ciclos Otto (41] y Diesel [26]. 

1.3.6 Estudios para ciclos de refrigeración. 

Los estudios de la 'lcrmodimí111ica de Tiempo Finito se pueden extender a la investiga­

ción ele refrigeradores y bornbas ele calor que operan entre dos y tres depósitos térmicos. 

El objetivo primordial es establecer los límites de funcionamiento óptimo para este ti­

po ele dispositivos y dctcnninar la relación existente entre la carga ele refrigeración y 

el coeficiente de funcionamiento bajo restricciones ele diversa índole (tiempos y tasas de 

intercambio térmico finitos). Inicialmente los estudios correspondientes con estos disposi­

tivos consideraban irrcvcrsibiliclaclcs debidas 1h1icmncntc a la transferencia ele calor entre 

el sistema y los alrcclcclorcs que operan cutre depósitos tfamicos de capacidad térmica in­

finita, posteriormente éstos se extendieron a considerar depósitos tcrmicos ele capacidad 

tfamica finita, incluyendo aclcuuís efectos clisipativos en la sustancia ele trabajo. En los 

p1írrafos que siguen se mencionan los amílisis mencionados. 
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Leffy-Tccter [65] fueron los primeros en extender el amílisis de Curzon y Ahlborn 

[50] a ciclos ele refrigeración. Rozonoer et al [81] obtuvieron el máximo COP para una 

potencia ele entrada fija para un refrigerador ele Carnot (con rapideces ele transferencia 

de calor ciadas por Ja ley ele Newton). Yan [101] determinó el COP óptimo (e) para una 

carga de refrigeración fija (R), es decir, Ja relación fundamental óptima. Adenuís, estudió 

el funcionamiento 6ptimo cuando (cR) se maxin1i:w. Entre los estudios de FTT se han 

considerado también aquellos que presentan modelos de pérdidas sobre el funcionamien­

to ele refrigeradores ele dos depósitos térmicos, en las referencias [1] y [2] se utiliza un 

panímetro constante para representar todas las dem;ís irreversibilidades, excepto el de Ja 

resistencia tónuica para estudiar el efecto de la irreversibilidad interna sobre el funciona­

miento del refrigerador. Sobre la base ele modelos ele pérdidas ele calor proporcionadas 

por Bejan [15], [18], Chen el 11.l [35] establecieron un modelo ele refrigerador irreversible, 

el cual involucra las irreversibilidades debidas a las resistencias térmicas, a las pérdidas 

ele calor, y a otras disipaciones internas, y estudiaron el efecto ele leyes ele transferencia 

de calor sobre el funcionamiento del modelo generalizado. También se analizaron en las 

referencias [22] y [36] Jos efectos ele la capacidad térmica finita y ele las pérdidas ele ca­

lor sobre la configuraci6n óptima ele refrigeradores de dos depósitos térmicos y sobre el 

funcionamiento óptimo de un refrigerador ele Carnot. 

Por otra lado, se han llevado a cabo estudios para refrigeradores pnícticos ele dos 

depósitos térmicos. Chen y Yan [30] investigaron la configuración óptima del ciclo ele 

refrigeración, mientras que Chen el al [37) estudiaron la optimización ele la carga de 

refrigeraci611 específica del ciclo y analizaron el efecto ele las púrcliclas de calor sobre el 

fu11ciouai11icnto óptimo del ciclo combinado [40]. Sobre Ja base ele introducir irreversibili­

clacles internas [52] se estableció un modelo ele ciclo de refrigeración combinado irreversible 

y también se investigó su funcionamiento óptimo. 

Una gran canticlacl ele trabajos se han publicado sobre la optimización del funcio­

namieuto de refrigeradores ele c01npresión ele vapor. De manera destacable se pueden 

citar algunos [79], [93], en Jos que se trata la optimización ele refrigeradores reales y se 
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determinan los tiempos óptimos (on/off en inglés) que logran que el coeficiente de funcio­

namiento sea óptimo. Chen et al [39] analizaron el funcionamiento ele un ciclo irreversible 

de refrigeración Brayton acoplado a depc'.ísitos térmicos de temperatura variable, en dicho 

trabajo se hallaron expresiones analíticas de la carga de refrigeracic'.ín y el COP. Entre 

los estudios para ciclos de refrigeracic'.ín por absorción se encuentran los siguientes: Yan 

[101] establecic'.í el modelo teürico ele un refrigerador endorreversible con tres clepc'.ísitos 

térmicos, y determinó el COP límite correspondiente a nuíxima carga ele enfriamiento 

y la relacic'.ín fundamental 6ptima entre el coeficiente de funcionamiento y la carga de 

refrigeraci6n para sistemas con transferencia de calor que siguen la ley de Newton. Par­

te ele la literatura, incluyendo las referencias [95]-[96] estudiaron la optimizaci6n ele la 

carga de refrigeracic'.ín, la optimización de las ;íreas de la superficie de transferencia de 

calor, y los efectos de pérdidas ele calor e irreversibilidades internas sobre el coeficiente 

de funcionamiento de un refrigerador que opera entre tres depc'.ísitos térmicos. 

Es ele destacar que en la actualidad no existen trabajos que analicen sistemas de 

refrigeración que operan entre tres depósitos térmicos ele capacidad térmica finita, y que 

adenuís consideren irreversibilidades entre el sistema y los alrededores así como aquellas 

que son internas al sistema (efectos clisipativos). Es por ello que es necesario plantear el 

efecto que tienen dichas variables sobre el funcionamiento ele estas nuíqui1ias térmicas, 

lo que concluciní a obtener panímetros de funcionamiento que se apegan nuís al caso 

de 1míquinas térmicas reales. En las seccioues siguientes se resuelve el probleum de la 

optimizacirín tennodimí111ica ele 1111 refrigerador que opera entre tres depósitos ténnicos 

con capacidades térmicas finitas, teniendo como hip6tesis de trabajo las concernientes 

con la Tennodimímica de Tiempo Finito, tales como considerar que dicho ciclo opera en 

tiempos finitos y con rapideces de transferencia ele calor finitas. 

Para llevar a cabo el presente amílisis, el trabajo se divide en dos partes, eu la pri­

mera se estudia el t;isteum ele refrigeración cnclorreversible ele tres depósitos térmicos 

con capacidades térmicas finitas, y que considera exclusivmnente el efecto que tienen las 

irreversibilidades debidas a la transferencia ele calor entre el sistema y los alrededores en 

28 



el coeficiente ele funcionamiento; en la segunda, se determina la optimización terrnocli­

mírnica del refrigerador no-endorreversible, tomando en cuenta en este ültimo caso que 

existen irreversibilidades entre el sistema y los alrededores así como tai11bién dentro ele 

la sustancia ele trabajo, con la salvedad ele que este sistema opera entre depósitos ele 

capacidad tórmica infinita. 
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Parte 1 

Modelo endorreversible 
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Capítulo 2 

Sistema combinado equivalente de 

un refrigerador endorreversible con 

tres depósitos térmicos. 

C'o1110 se 111e11cio11ü, u11 refrigerador por eyeclo-compresiún puede funcionar con fue11tes 

de energía de desecho o energía solar, mismo que para operar requiere ele tres depósitos 

térmicos. Para obtener el coeficiente ele funcionamiento ele dicho sistema ele refrigeracióu 

se ha hecho uso ele la tennodimírnica chísica y siendo ésta una herramienta que considera 

procesos reversibles, el valor que se obtiene ele éste es altamente icleali;,,ado. Por este moti­

vo algunos autores ([31] y [100]) se han planteado el problema ele cletermi11ar el coeficiente 

ele funcionamiento ele u11 sistema ele refrigeración que opera entre tres depósitos türnni­

cos, eu analogía al sistema por eyecto-co111presión, utili;,,anclo un sisteum terrnocli11fü11ico 

equivalente, Figura 2, propuesto por Va11 \Vyle11 [92]. Sin embargo, en tales estudios 

consideran que los depósitos türmicos son ele capacidad türmica infinita e internamente 

reversibles, es por esta ra;,,611 que en este trabajo se plantea determinar el coefiente ele 

f11ncio11a111iento óptimo ele un refrigerador enclorreversible bajo ciertas condiciones esta­

blecidas que se mencionaran posteriormente, lo que conducirá o obtener un coeficiente 

de funcionainiento más apegado a la realidad; es necesario mencionar que para llevar a 
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cabo esta -tarea la optimización se realizan\ mediante técnicas ele la TermOclinámica ele 

Tiempo Finito, las que se puntualizanín en las secciones siguientes. 

Como primer paso se cleterminaní el coeficiente ele funcionamiento de un refrigerador 

que opera entre tres depósitos térmicos. Considérese un refrigerador enclorreversible 

que opera con tres depósitos térmicos de capaciclaeles ténnicas finitas C1iw;- C 0 , Ccr y 

temperaturas iniciales To1iw, Toa, Tocr (To1uv > Tau > Tocr), como se nmestra en la Figura 

3. 

w 

0111 

Ocr 

Figura 3. Refrigerador enclorrcversible ele tres depósitos térmicos ele capaciclaeles 

térmicas finitas. 
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De acuerdo a la primera ley ·de la tcrmodinámiea se tiene c1ue: 

(2.1) 

de la Figura 3 Qa.está definido-como Qª = Qcw-+ Q1ir .. Considerando.la segunda ley. ele 

la tennoclincituica, el cambio ele enfropía para un ciclo reversible se puede escribir como 

f:::.S = Q1iw + Qcr _ Qa = Q 
Tohw Ter Toa 

. (2.2) 

Al dividir la Ecuación (2.1) por Toa se tiene 

(2.3) 

y sustituyendo esta ültima ecuación en la Ecuación (2.2) se llega a: 

(2.4) 

de donde se obtiene 

( 1 1) (1 1) Q /11v r,, - rf' = Q cr -;¡:;--- - ;::¡:;-- ' 
-'-0/tw -'-Ocr -'-Oa -'-Ocr 

(2.5) 

misma que se puede escribir como: 

(
1 _ Toa ) ( Tocr ) 

To1uv Toa - Tor.r · 
(2.6) 

La Ecuación (2.ü) representa el coeficiente de funcionamiemto (¡/Je) ele un refrigerador de 

C'arnot reversible que opera entre tres depósitos térmicos. Atendiendo la Ecuación (2.6), 

se observa que ésta es el producto de la eficiencia de una un1quina térrnica ele Carnot y 

del coeficiente de funcionamiento ele un refrigerador de Carnot, ambos reversibles. 

De la fónnnla (2.G), V<ílida para un refrigerador que opera entre tres depósitos térmi-
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cos, es factible que un refrigerador endorrcversible de tres depósitos térmicos se pueda 

concebir corno u11 sistema combinado, como lo demostraron Yan y Chen (100] para el caso 

de depósitos térmicos con capacidades ténuicas infinitas. En este caso el refrigerador es 

activado por uua nuíquina térmica, considerando que el i'mico efecto ele irreversibilidad se 

debe a la transferencia ele calor entre el fluido ele trabajo y los depósitos térmicos. Por lo 

tanto, el refrigerador enclorreversible ele tres depósitos térn1icos con capacidades térmicas 

finitas se puede representar con10 un sistema cmnbinado que consiste ele una nuíquina 

ténnica ele Carnot euclorreversible que activa a un refrigerador ele Carnot enclorrcvcrsible 

(Figura 4). 

, , , 

'> T~ · Chw, 

w 

Figura 4. Sistema combinado equivalente del refrigerador enclorreversible ele .tres 

depósitos tér111icos, c.:ompuesto por una rnüquina térmica y un refrigerador 

enclorrcversiblc. 

En los ¡nírrafos siguientes, signicnclo el procedimiento desarrollado por Chen [31], 
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se supone que la 111<\quina térmica y el refrigerador operan ·c[e rimne1'a alternada para 

el sistema ele refrigeración combinado, es decir, la müquina térmica lleva a cabo un 

ciclo termoclinümico dura11te un tiempo total T w y produce una cantidad ele trabajo lV, 

durante este ciclo termoclinfünico se suministra una cantidad ele calor Q1 .. u a la nuíquina 

térmica y libera u11a cantidad ele calor Q,. al depósito de baja temperatura; mientras 

esto sucede, el refrigerador penna11ece inactivo. Después ele que la uní.quina térmica ha 

reali;laclo el ciclo termoclinfüuico, el subsistema ele refrigeración se activa gracias a que 

se le srnninistra el trabajo H' producido por la 111<\quina térmica, éste ejecuta un ciclo 

tennoclimímico durante un tiempo T r extrayendo del depósito ele baja temperatura una 

cantidad ele calor Qcr y desechando una cantidad ele calor Q". Por lo tanto se puede 

establecer que la duración total del ciclo termodinámico, T, del sistema ele refrigeración 

combinado se puede expresar c01no 

T = Tw + Tr· (2.7) 

En este problema, por simpliciclacl, se asuminí. que el tiempo total del ciclo T permanece 

constante sie11do ésto una restricción para la solución del problema, aunque ele manera 

general puede ser variable. Por lo que respecta a los tiempos parciales para cada ciclo r 111 y 

r,., éstos son variables. Para este caso, teniendo en cuenta la Ecuación (2.6), el coeficiente 

de funcionamiento del siste1na enclorreversible co1nbinado, 1/Jc, se puede expresar como 

[:H] 

(2.8) 

clo11cle 1¡ y cp son la eficiencia de una uuíquina ele Carnot enclorreversible y el coeficiente 

de un refrigerador ele Carnot enclorreversible, respectivamente. Q,, 111 y Qcr sou los calores 

absorbidos de los depósitos a temperaturas To1iw y Tocr por el fluido de trabajo por cada 

ciclo y lF es el trabajo que se extrae de la nuíquina térmica y suministrado al refrigerador 

c11clorre\'ersible. De la Ecuación (2.8) se percibe q\.le cuando 1¡ y cp son óptimos, 1f; también 

resulta óptima. De esta manera, la fórmula anterior sugiere que se deben establecer los 
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valol:es óptiiuos ele T/ y rp. 

De acuerdo al procedimiento ele optimización desarrollado por Chen et al [31], tenien­

do como restricciones a la duración T r del ciclo termodinámico y la cantidad ele calor 

removido Qcr desde el depósito de baja temperatura, el coeficiente ele funcionamiento 

óptimo ele un refrigerador ele Carnot enclorreversible que opera entre dos depósitos tér­

micos con capacidades térmicas finitas Ccr y C,,,, y temperaturas iniciales Tocr < To11r es 

[22], puede escribirse como: 

(2.9) 

donde I<r = D'.crcr1ir/ ( VG;;;. + ~) 2 , y representa una concluctancia global equivalente 

del refrigerador enclorrcversible. Cl'cr y D'hr son las concluctancias térmicas entre el fluido ele 

trabajo y los depósitos de baja y alta temperatura, respectivamente. Siinilarmente, para 

una nuíquina térmica ele Carnot enclorreversible que opera entre dos depósitos térmicos 

con capacidades ténnicas finitas C1iw y Ccw• y temperaturas iniciales To1iw > Tocw, que 

ejecuta un ciclo tenuoclirní111ico en un tiempo T 111 fijo y suministrando a ésta una cantidad 

ele calor Q1iw· su eficiencia térmica óptima estii ciada por (22]: 

{ r 
C,,,,, Q lnv ] } ---111 1 

e T. Ccw C1iwT01iw 
cw Ocw exp C111v ( (J¡,UJ ) 1 

1+-_--111 1 
J\. 111Tw C1iwT01iw .,, = 1 - ----~--=-----_,_ ____ _,_-=--~'-

Q1iw 
(2.10) 

( 
., 

donde I<w = a111vcrcw/ ,¡a¡;;;+~)-, representa la concluctancia global equivalente 

de la müquina térmica enclorreversible. n1iw y crcw son las concluctancias ténnicas entre 

el fluido ele trabajo y los depósitos ele alta y baja temperatura, respectivamente. 

Para estiniar el coeficiente ele funcionamieuto óptiino del sistema ele refrigeración 
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combinado se hani úso ele técnicas del óílculo-- ele variaciories y tcoríadcl control óptimo 

[22] (apéndice A), en este tipo ele problemas se busca la solución ele un problema dinámico 

continuo en el tiempo que es una función continua (o un conjunto de funciones) que indica 

la trayectoria óptima que deben seguir las variables a través del tiempo (o el espacio). 

Como una breve introducción, se puede decir que el cálculo ele variaciones es una rmna ele 

las 111atem1íticas que se puede definir como una teoría general sobre Jos valores extremos 

ele una funcional. El origen ele esta herramienta se remonta al problema c11isico ele Ja 

braquistócroua que trata ele determinar, si un objeto pequetio se mueve bajo la influencia 

ele la gravedad, cu1íl es Ja trayectoria que debe seg;uir entre dos puntos fijos para llevar 

a cabo el viaje en el menor tiempo posible. Otros tipos ele problemas que se pueden 

resolver mediante esta técnica son: el problema ele superficie mínima ele revolución, esto 

es, dados dos puntos en un plano, unirlos mediante una cun·a ele tal fonna que la superficie 

generada por la rotación ele esta curva a lo largo del eje tenga la menor arca posible. 

El problema general del c<ilculo ele variaciones se plantea como: determinar Jos valores 

extremos ele una funcional donde dicha funcional es una función ele otra función. 

Un ejemplo ele una funcional es: 

1=1 [y (x)] 

donde el argumento es Ja función y (x). 

J = t"
2 

y (:e) d:c Jx, 

Se debe hallar Ja función que haga que la funcional 1 sea óptima. 

1 = fx
2 

f[y (x)] d:1: lx 1 

donde 1 es una función que depende cié una función argumento y una variable indepen­

diente (en el caso del problema unidimensional), I es una función conocida. Se desea 
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calcular· el valor extremo de I, ·para lo cual se debeni ·encontrar el valor particular ele 

y (:i:) que optimice 1. 

La relación que existe entre esta teoría y la presente investigación es que se tienen 

que determinar ciertas funciones óptimas (el coeficiente de funcionamiento y la eficiencia 

térmica) sujetas a ciertas restricciones, como son Jos tiempos fijos de cada ciclo y las 

cantidades de calor transferidas fijas en determinadas etapas de los ciclos termodincimicos 

correspondientes. 

Para resolver problemas variacionales con restricciones existen dos clases ele procedi­

mientos, uno ele ellos es el de los multiplicadores de Lagrange (ver apéndice); es por ello 

que para determinar el coeficiente de funcionamiento óptimo se selecciona Ja Ecuación 

(2.8) como u11a función objetivo y junto con la restricción ele que el tiempo total r del 

sistema combinado es fijo dado por la Ecuación (2. 7), se tiene la siguiente función ele 

Lagrange: 

(2.11) 

y el modelo 1natenuítico se puede resolver mediante el uso de las ecuaciones de Euler­

Lagrange. En Ja Ecuación (2.11) las variables independientes son Tw y Tr. 

En Ja siguiente sección se plantean Jos aspectos teóricos de optimización para una 

11uíquina türmica y un refrigerador (ambos endorreversiblcs) que trabajan entre depósitos 

ténnicos de capacidad térmica finita. 

2.1 Límites de funcionamiento de una máquina tér-

mica con dos depósitos térmicos 

2.1.1 El modelo n1aten1ático 

Considérese una 11uíqui11a térmica co1110 la mostrada en la Figura 5, que opera entre dos 

depósitos térmicos con temperaturas T111v y Tcw (T,,w > Tcw) y una sustancia ele trabajo, 

38 

i 



la cual puede estar en contacto térmico con esos depósitos ele- tal suerte que la energía en 

forma ele calor se transfiere a (o se extrae desde) la sustancia ele trabajo. Los flujos ele 

energía dependen ele la temperatura T de la sustancia de trabajo y ele la temperatura ele 

los depósitos térmicos: 

(2.12) 

Thw Chw 

Ühw 
1 r 

,,.,.---
" ( ~w 
/ 

Ocw 

Tcw Ccw·· 

Figura 5. l'v[üquina térmica ele Carnot enclorreversible ele dos depósitos térmicos ele 

capacidad térmica finita. 
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El estado termoclinéhnico ele la sustancia ele trabajo cambia cíclicamente ele tal forma 

que ésta realb:a un trabajo IV durante un tiempo Tw ele su ciclo. El proceso to111a lugar 

durante un tiempo deterrninado y taíubién puede variar en el espacio, sin embargo en 

este trabajo no se consideran estas variaciones, pues el problema se dificulta en gran 

medida, lo que daría pie a que se tuviermi que resolver la8 ecuaciones ele 111ovi111iento en 

la sustancia ele trabajo. El estado ele la sustancia ele trabajo se puede describir mediante 

su entropías y su energía interna E, que cambian ele acuerdo a las ecuaciones 

(2.13) 

dE = clr¡r (Tn T) _ dW = dqr (Tr. T) _ P(t), 
dt dt dt di, 

(2.14) 

donde Tr = Ti,w ó Tcw, y P (t) es la potencia, t es el tiempo 

. { Q1iw (Ti.,v, T) , para Tirni > T, 
Q(Tr,T) = . 

Qcw (Tctv,T) para T= <T. 
(2.15) 

Las condiciones cíclicas impuestas sobre el estado ele la sustancia de trabajo requieren 

que el cambio de entropía en un ciclo internamente reversible sea igual a cero, así como 

el cambio en la energía interna tmnbién: 

(2.16) 

(2.17) 

En las condiciones anteriores la barra sobre las variables significa que éstas son pro111e­

cliada.s en el tiempo, esto es, para cualquier función f el pro1neclio temporal se define 
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COJUO: 

- l lnT f = - f (t.) dt; 
T O 

y P es la potencia promedio.ele la uuíquina térmica, 

~.:.·····l\I 
P=-. 

Tu} 

(2.18) 

(2.19) 

La suposición de que las temperaturas Tr ele los depósitos ténuicos no cambian es equi­

valente a que éstos tienen capacidad térmica infinita, en·caso contrario son de capacidad 

tórmica finita; es decir, si se aplica la primera ley de la termodinámica a un depósito 

térmico, por ejemplo al ele alta temperatura, se tiene que: 

ele donde claramente se aprecia que cuando C,,,0 --> oo el cociente Q1iw/C1iw -> O, lo que 

indica que T,11,, permanece constante. 

Para el amílisis de nuíquinas tórmicas existen algunos problemas de optimización 

asocimlos con éstas: co1no puede ser el caso ele potencia imíxinm, P.nax, ó la obtención 

ele la eficiencia térmica n11.'bd111a ''lmax = (IV/Q111,,), donde Q¡,,0 es el calor removido desde 

el depósito de alta temperatura durante un ciclo. Las variables cuyos valores óptimos 

se obtienen en ambos proble11ias son las temperaturas ele la sustancia de trabajo T (t) y 

ele los depósitos térmicos Tr (t) . Se supone que la duración del ciclo r es fija. En este 

tipo ele problemas, las temperaturas óptimas proporciouan los límites superiores para P 

y 1¡. En dicha situación la eliciencia que se obtiene corresponde al funcionamiento de un 

sistema con procesos irreversibles. Esto significa que la eficiencia obtenida por medio de 

un amílisis con restricciones de tiempo finito es inucho nuís cercano a la realidad que la 

<¡W' sr. obtieur. co11 un sistema reversible, tal como ocurre con la estimación de la eficirmcia 

de Car11ot. 

En tcnnodimímica cl<ísica, aquellos ciclos que producen nuíxima eficiencia térntlca 
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de un sistema con depósitos ele capacidad térmica finita son llamados ciclos ele Lorentz 

(22], (SG]. En esta sección, el problema ele Lorentz se generaliza para describir ciclos con 

duración finita r 111 y capacidad térmica finita de los depósitos térmicos. 

Habiendo descrito en p<írrafos anteriores el modelo matenuttico para resolver proble­

mas de optimi:mción termoclimírnica a continuación se describe ele manera párticülái' los 

proble1nas citados, rna.ximo trabajo y eficiencia 1míxima; el criterio de optimización para 

el proble111a de 1mbdmo trabajo esta ciado por 

(2.20) 

y para el problema de nuixima eficiencia 

(2.21) 

sujeta a la obtención ele trabajo fijo H1
0 por cada ciclo 

(2.22) 

Como es claro, para la duración fija del ciclo Tw, el nuíximo IV corresponde a la máxima 

potencia P = (IV/rw) y el trabajo fijo IVo corresponde a la potencia fija P = l'Vo/rw. 

A continuación se presenta el esquema para resolver problemas ele optimización ter­

modinfünica cuando se tiene una ley arbitraria de transferencia de calor entre la sustancia 

de trabajo y los depósitos térmicos, posteriormente se aplicaní este esquema al problc-

111a de un sistema que obedece a la ley de transferencia de calor lineal y coeficientes ele 

transferencia de calor Ct/uv y llcw para el contacto ténnico entre los depósitos de alta y 

baja temperatura con la sustancia de trabajo. El esquema para la solución ele este tipo 

de problenm;;, en geucral, es como sigue: 

a) Se obtienen los valores de las variables que optimizan el proceso durante la etapa ele 

intercambio térmico entre la sustancia de trabajo y el depósito de alta temperatura; estas 
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variables son: el tiempo óptimo t1,.0 ele intercambio térmico, la temperatura óptima que 

debe alcanzar el depósito térmico al final ele esta etapa y el cambio de entropía durante 

esta etapa del ciclo tennoclinfünico. 

b) De manera similar al inciso a) se optimiza la etapa ele baja te1nperatura ele! ciclo, 

donde la sustancia de trabajo libera calor hacia el depósito ele baja temperatura. 

c) Finalmente se acoplan las porciones optimizadas del ciclo combinado determinando 

los panímetros que satisfacen el criterio de optimización global (eficiencia nuL'Cima o 

trabajo máximo). 

Para llevar a cabo la optimización tennoclimímica se supone que las temperaturas 

iniciales y finales ele los depósitos térrnicos son constantes durante la optiinización ele 

las etapas ele alta y baja temperatura; por lo tanto el rmtximo trabajo corresponde a 

la mínima rapidez del cambio ele entropía. De acuerdo a Tsirlin et al [22], la necesidad 

de que el incremento ele la entropía total sea mínima 6.S .. ist se puede reemplazar con el 

requerimiento ele que el incremento ele entropía en la etapa de alta tcinperatura del ciclo 

sea un mínimo y en la porción ele baja temperatura del ciclo sea un nuiximo. 

El incremento ele las entropías se puede escribir como la suma de los incrementos de 

las entropías de la sustancia ele trabajo y los depósitos 

2.2 Solución del pro blen1a de máxima eficiencia para 

Q1iw dado. 

Para el amílisis ele optimización del presente modelo, la uuíc¡uina térmica enclorreversible 

con depósitos de capacidad térmica finita se divide en dos etapas, una ele alta y otra ele 

baja temperatura, que posteriormente senín acopladas. En cada una de ellas, se desarrolla 

un procedimiento ele optimización apropiado basado en el método ele los multiplicadores 

ele Lagrauge (ver apéndice), y al resolver cada etapa, la eficiencia se puede calcular 
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mediante la expresión: 

(2.23) 

Por lo tanto, se puede suponer el siguiente criterio ele optiniización para la milquina 

térmica: ele la Ecuación (2.23) se observa que la eficiencia es mmdma cuando se minimiza 

la cantidad de calor Qcw para un valor fijo del calor absorbido desde el depósito térmico 

de alta ten1peratura, lo anterior se logra siempre y cuando se conozca la ten1peratura del 

depósito térmico Tcw y ele la sustancia ele trabajo T, ambas óptimas. El problema se 

puede optimizar considerando los cambios ele entropía en cada etapa bascindonos en el 

siguiente criterio: 

2.2.1 Etapa de alta temperatura 

Se considera que la duración ele la etapa de alta temperatura del ciclo es t1tw y la tempe­

ratura correspondiente al final de esta etapa es T,,,,, = T,110 (/.1iw) . Si se consideran valores 

fijos ele la temperatura inicial del depósito térmico, To1tw y ele la temperatura T,110 , esto 

resulta equivalente a fijar la cantidad ele calor Q1,,v transferido a la sustancia ele trabajo, 

ya que Q1iw = C1tw (t/11v -Ti .. ,,o)· Por otro lado, el cambio ele entropía total, 6S, en el 

ciclo termoclinfünico analizado se puede escribir como: 

y el proceso serií óptimo cuando 6S sea un mínimo. Esto último sucede cuando se 

minimiza 6S111v y se ma."Ximiza 6SClv· Por tal motivo, para la etapa ele alta temperatura 

se plantea el siguiente problema: 

AS - ¡ti.w </hw (T¡,w, T) dt 
L:>. hw - Jo T , , --> rnin, (2.25) 
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sujeto a las restricciones 
¡t1,w 

Jo íJhw (T,,w, T) dt = Q1iw, (2.2G) 

dT,,w 
--¡¡¡-= íJhw (T,,w, T) ,..,... (O) _,.,, 

e '-'luu - -'Ohw· 
hw 

(2.27) 

Aquí se minimiza el incremento ele la entropía de la sustancia de trabajo (o fluido ele 

trabajo en una müquina típica), en lugar del incremento de entropía del sistema entero. 

En las Ecuaciones (2.25)-(2.27) se considera que la temperatura ele la sustancia ele tra­

bajo es una variable ele control en el problema. Ya que la temperatura del depósito T,,w (t) 

depende monotónicamente del tiempo t, se puede reen1plazar la variable independiente t 

del problema como 

I C1 .. u 1,,... 
( l = ---c._, /uu, 

íJhw 
(2.28) 

y sustituyendo la definición anterior en el problema (2.25)-(2.27), el problema mateimítico 

se transforma en 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

La función ele Lagrange, L1.,u, del problema (2.29)-(2.31) se puede escribir como 

(2.32) 

doucle ,\ 1¡, y ,\2¡, son 111ultiplicaclores ele Lagrange, y para este caso son constantes por 

tcuer restricciones iutegrales. 

De acuerdo al mótoclo ele los multiplicadores ele Lagrange, la condición estacionaria 
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de esta función sobre T es 

ó bien: 

fJL,,,,, 
fJT 

T 2 fJq1iw 
---., fJT = -,\2¡, = conslarite. 
(q1iw)-

(2.33) 

(2.34) 

do11de q11 w = ª""' (T¡,w - T) , y a11w es constante (el coeficiente de transferencia de calor 

de la superficie neta de intercambio térmico). De la Ecuación (2.34), y de la definición 

de (/hw se tiene que: 

(2.35) 

De la Ecuación (2.35) se establece que el parámetro rn1iw representa Ja razón de las 

temperaturas de la sustancia de trabajo a la del depósito térmico en la etapa de alta 

temperatura, y pennanece constante cuando el proceso es óptimo. En este caso la tem­

peratura ele la sustancia ele trabajo debe ser menor a la ele! depósito térmico, por tal 

111otivo se establece que el panín1etro m 1,w debe ser 111e11or que uno. 

Sustituyeudo Ja Ecuación {2.35) en las Ecuaciones (2.20) y (2.31) se obtienen los 

valores de D.S1 .. ,, y l1uv en términos de m¡,w, respectivamente: 

"S = C1iw J¡¡ 7fi1iw 
L.>. hw 

rn111v T,,w 

C'1iw J Tohw t1iw = Jl----
0:/wt (1 - m.,,,,,) Ti1w 

(2.36) 

(2.37) 

Eu !éls ecuaciones anteriores la constante 111¡,w es desconocida, ya que si se observa la 

Ecuación (2.35) se uota que la temperatura ele la sustancia ele trabajo T aún es uim 

i11cüµ;11ita misma que depende ele dicho panímetro. La determinación ele m.1iw se tiene que 

cletenuinar posteriormente al llevar a cabo el acoplamiento ele las etapas de baja y alta 
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temperatura. 

2.2.2 Etapa de baja temperatura 

De manera similar al caso ele la etapa ele alta temperatura se establece el siguiente 

problema para la etapa ele baja temperatura del ciclo: ele la Ecuación (2.24) se estableció 

que para minimizar el cambio total ele la entropía del ciclo se debe satisfacer la condición 

ele que el cambio ele entropía en la etapa ele alta temperatura sea un 111ínin10 y para la 

etapa de baja temperatura sea un máximo, por lo tanto se tiene que: 

sujeto a las restricciones 

¡tcw qcw (T, Tcw) 
6.Scw = Jo T . dt ---> ma:c 

folcw qcw (T, Tcrn) dt = Qcw, 

dTcw _ fJcw (T,Tcw) T. (O)- T. 
dl - Ccrn , cw - Ocw• 

(2.38) 

(2~39) 

(2.40) 

Si se considera que la variable independiente del problema es el tien1po t y que la tem-

peratura del depósito térmico depende monotónicamente en esta variable, se puede usar 

el siguiente cambio ele variable mediante la Ecuación (2.40) 

(2.41) 

entonces el problema (2.38)-(2.40) se puede reescribir como: 

l 'f'cw Ccw r 
6Scw = -T clTcw--> ·m.a:c, 

Tocw 
(2.42) 

junto con 

(2.43) 
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y 

(2.44) 

Para este caso Ja función de Lagrange, Rewi para el problema (2.42)-(2.44) puede escribirse 

como: 
-L Ce,;, . C -_- , Ce:V 
~cw = -T +Ate ew + /\2e--, 

qcw 

y Ja condición estacionaria ele esta función en T está dada por 

que se puede reescribir como: 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 

donde qcw = O:ew (T - Tew), a·ew es la conductancia térmica en la etapa de baja tempe­

ra.tura entre la sustancia de trabajo y el depósito térmico. De Ja condición estacionaria, 

Ecuación (2.47), y de Ja definición de qcw, se tiene 

(2.48) 

cloncle ·mcw es una constante y representa Ja razón de la te1nperatura de la sustancia de 

trabajo a Ja temperatura del depósito de baja temperatura, adenuis debe ser 1nayor que 

la unidad puesto que en esta etapa T > Tc-rv· Esta constante tiene que ser determinada 

de tal manera que satisfaga las condiciones de optimización; sustituyendo Ja Ecuación 

(2.48) en las Ecuaciones (2.42) y (2.43) se puede facilrnente obtener el cambio de entropía 

y duración del proceso óptimos, esto es: 

Ccw J Tcw 
f).Scw = -- n --

rn.c-ru Toew 
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y 
Ccw } Tciv 

( ) 
u~. 

O'cw l - rn CIV ..l. Ocw 
(2.50) 

Amílogamente al caso ele la etapa ele alta temperatura, en las Ecuaciones (2.49) y (2.50) 

la constante n1ci11 es aún desconocida y se tiene que determinar del acoplmniento ele las 

etapas parciales ele alta y baja temperatura. 

2.2.3 Acoplamiento de los ciclos parciales 

Para el ciclo termoclinümico ele la nuíquina térmica se pretende que la eficiencia ténnica 

sea 1rníxima para valores fijos ele Q1u11· Lo anterior se logra minimizando Qcw, lo que es 

equivalente a determinar la temperatura óptima del depósito térmico ele baja temperatura 

al final del proceso en la etapa correspondiente. El problema del acoplamiento óptimo 

ele los ciclos parciales adquiere la forma ele cuatro ecuaciones simulbíneas, teniendo en 

cuenta las Ecuaciones (2.36), (2.37), (2.4!J) y (2.50), junto con la condición ele que Q= 

debe ser míniino. Lo anterior es equivalente a resolver el siguiente sistema de ecuaciones: 

(2.51) 

sujeto a las restricciones: 

(2.52) 

AS AS C1iw l Tohw + Ccw l Toew 
"-" /iw - "-' CllJ = -- 11---- --- U --- =o, 

lfl.J1w Thw '111.cw Tcw 
(2.53) 

y 

T, T. Q111v 
hw = Uhw - Cinu, (2.54) 

donde los panin1etros desconocidos 111.¡,w, rnc111 , l1iw y lcw son parte del probleum. La función 

ele Lagrange para el sistema de Ecuaciones (2.51)-(2.54) viene dado por la siguiente 
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expresión: 

Lw Ccw [Tcw - Tocw] (2.55) 

+Ai [ C'cw In ~cw + C111u In ~hw] 
0-'cw (1 - '!Tlew) Tcw o.·1uv (1 - rn1uv) T¡iw 

(2.56) 

,\ [ C. hw ¡ To1nu + C'cw l Tocw] 
+ 2 

·1n1iw n 'l/uu 'fllcw n Tcw 

y la condición estacionaria con respecto a ·mcw y ni1iw conduce a las siguientes ecuaciones: 

DLw A1Ccw ., In ~cw _ A2Ccw In Tocw =O 
8rnC1u = O'.e1u (1 - 'T71cw)- Tcw 'ln~w Tcw 

y resolviendo simultünemnente estas últimas ecuaciones se obtiene que: 

'fll-cw 

'111.¡,w 

y despejando mcw se puede escribir que: 

'fncw - 1 

1 - ·1n11w 

Por otra parte, de la Ecuación (2.37) se determina que m1iw est<í dada por: 

. _ l C1iw ¡ (Tohw) m1iw - - ---- 11 -;=--- : 
Ct1twlhw T,,w 

y si se toma en cuenta la Ecuación (2.54), la Ecuación (2.61) se transforma en 

50 

·: .. :.~S;:·. \.; \ .. 
U:l\~1~~1~ Di~ ~~,~::::. 

(2.57) 

(2.58) 

(2.5!J) 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 



Combinando las Ecuaciones (2.37) y (2.50) se tiene que: 

J Tocw 
11 'l'r.1,, 

1 
Tohw 

11----
T,,:w 

tcw O'cw C'111u ( L - rncw) 

= l11.w O'./uu C'cw (1 - rn1iw)' 
(2.G3) 

e igualando las Ecuaciones (2.59) y (2.63) se determina Ja razón ele Ja duración ele Jos 

tiempos óptirnos ele cada etapa: 

(2.G4) 

La Ecuacit'>n (2.64) indica que Ja razón ele Ja duración ele las etapas ele alta y baja tempe­

ratura del ciclo es, en el ciclo optimizado, inversamente proporcional a Ja raíz cuadrada 

ele la razón de Jos coeficientes de transferencia ele calor; es decir, las dos porciones son ele 

igual duración si los coeficientes globales ele transferencia ele calor son iguales. 

Recordando que li.w + lcw = Tw, ele la Ecuación (2.64) se tiene que: 

~ ~ 
l1uv = Tw Y f,cw = Tw · 
~+~ ~+~ 

(2.G5) 

A partir ele la Ecuación (2.G5), los tiempos óptimos ele las etapas ele alta y baja 

temperatura, se pueden determinar Jos paní1netros m,i.w y nicw con la ayuda ele las Ecua­

ciones (2.GO) y (2.62), ele tal manera que esto permite conocer la temperatura óptima del 

depósito térmico ele baja temperatura al final de la etapa correspondiente y con ayuda 

ele la Ecuación (2.50) se tiene que: 

- [ Cl'.cw (1 - Tncw) ] 
Tcw = Tocw exp - C lcw 

cw 
(2.G6) 

Al combinar las ecuaciones que definen los panímetros ele nii.w, Tncw, l1iw y lcw• (2.GO), 

(2.63), (2.64) y (2.G5), junto con la Ecuación (2.66) se obtiene Ja temperatura óptima 
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~t.,.,; del depósito -térmico de baja· temperatura como: 

[ 

__ Chw In (1 - _Q,_,w ) l 
TCIU = Tocw exp C'cw C1iwT011w 

1 + C1iw In (i - Q1iw ) 
f(wTw C1iwT0111u 

(2.67) 

Al sustituir la Ecuación (2.67) en la Ecuación (2.51) se determina la expresión para 

el calor transferido hacia el depósito de baja tempereatura que hace que el proceso sea 

óptimo y estü dado por: 

{ [ 

C1iw ¡ (1 Q1iw ) l } 
Q _ Q ,-,, ex¡) -e;:; n - C'1,,,,Tn11w _ -¡ 

cw - cw.LOcw • C ( (1 ) ' 
l+~ln L- ·.thw 

f(wTw C1iwT01nu 

(2.68) 

por lo tanto, la eficiencia má.xina de la m<tc¡uina térmica, de acuerdo a la Ecuaciones 

(2.23) y (2.68), estif dada: por 

Ccw~focw J exp [ - ~~::In ( 1 
- C,~~~111,,) ]- l} 

l 1 + c,,w 111 (1 - (J¡, 111 
) 

17 ~ l - ~~~~-'-~~=--~~}_(~,,~,T~'~"~----'~~~ª~'~"~''-T,~O~h~w'-'--=--~----''­
Q¡,,,, 

(2.69) 

La Ecuación (2.69) es la eficiencia óptima de la 1111íquina ele Carnot endorreversible que 

opera entre dos depósitos térmicos de capacidad térmica finita, para valores fijos ele Q 1110 

y T 111 • Esta ecuación es consistente con el caso ele Carnot, como caso particular cuando 

se toma el lf1nite ele C11w, Ce,,, y r w tender a cero se obtiene la eficiencia ele una tnüc¡uina 

térmica reversible de Carnot, como se mostraní. en la sección de conclusiones ele este 

trabajo. 
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2.3 Coeficiente de funcionamiento óptimo de un re-

frigerador para ren:1over calor (Qc,.) de un depósi-

to térmico a una tasa dada 

En esta sección se desarrolla un método de optimización termoclimímica para el caso 

de un refrigerador endorreversible que opera entre dos depósitos térmicos de capacidad 

tér111ica finita, con el ffn 

ele obtener su coeficiente ele funcionamiento óptimo. Es necesraio destacar que se 

sigue un procedimiento amilogo al utilizado en el caso ele la uuk¡uina térmica, obteniendo 

con ello los panímetros que hacen que el ciclo termoclimímico sea óptimo, éstos son: 

el tiempo óptimo en cada etapa del ciclo, la te1nperatura ele la sustancia ele trabajo 

y del depósito de alta temperatura al final del proceso; hasta la focha en la literatura 

relacionada con la optimización termoclirnímica de ciclos de refrigeración no se ha llevado 

a cabo un amílisis como el que se presenta a continuación, en este caso en particular se 

determina el coeficiente ele funcionamie1nto ele un refrigerador considerando que el calor 

que se requiere extraer del espacio a refrigerar es fijo. 

En la Figura G se presenta un modelo simplificado ele un refrigerador enclorreversible 

que opera entre dos depósitos térmicos, uno ele alta y otro ele baja temperatura, con 

capacidades tónnicas C'1ir y C'cr, respectivamente; las temperaturas correspondientes ele 

dichos depósitos son Tiir y T,,,, y la temperatura ele la sustancia de trabajo es T. Para 

el amílisis ele este refrigerador primero se optimizan por separado las etapas de alta y 

baja temperatura. En cada una de éstas se desarrolla un procedimiento de optimización 

similar al utili;,,,aclo para el caso de la müquina térmica. Posteriormente se acoplan dichas 

etapas para satisfacer de manera globlal el criterio de optimización. En este caso, el 

coeficiente de funcionamieuto cp estü dado por: 

cp= -----
Q1ir - Qcr 

(2.70) 
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donde Q,,r es el calor extraido por cada ciclo del depósito ele baja: temperatura y Q1ir es 

el calor liberado hacia el depósito térmico ele alta temperatura. De la Ecuación (2. 70) se 

observa que para valores fijos de Qcr el coeficiente de fundonamiento es n1áximo cuando 

Q11r es mínimo. 

Thr 

Ühr 

w 

Ocr 

T cr Ccr 

Figura G. Refrigerador ele Carnot cndorreversible ele dos depósitos térmicos con 

capacidades térmicas finitas. 
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A continuacióli se-optimbmn las etapas ele alta ybaja temperatura, teniendo en cueüta 

que el ciclo se lleva a cabo en un tiempo fijo Tr. 

2.3.1 La etapa de baja temperatura 

Debido a que el calor extraido del depósito ele baja temperatura se puede escribir como: 

(2.71) 

clo11cle Tocr representa la temperatura inicial del depósito ele baja temperatura y Ter es 

la temperatura final del depósito térmico al final ele la etapa correspondiente. De la 

Ecuación (2. 71), puesto que Qcr. Ccr y Tocr son fijos, entonces la temperatura final del 

depósito ele baja temperatura se mantiene fija y est;i ciada por la expresión 

- Qcr 
Ter = Tocr - -C 

cr 
(2.72) 

En esta etapa el proceso ele optimización corresponde a determinar el valor óptimo 

del calor Qcr que se puede extraer desde el depósito ele baja temperatura: 

¡ter ( _ ) 
Qcr = Jo qcr (Ter, T) dl = Ccr Tocr - Ter --> llUtX, (2.73) 

Las restricciones asociadas con este problema son: 

(2.74) 

(2.75) 

donde íJcr = n,r (Ter - T), lcr es la duración del proceso en esta etapa y T = T(t) repre­

senta la temperatura de la sustancia ele trabajo. La Ecuación (2. 74) proviene ele llevar 

a cabo un balance de energía en el depósito térmico, la Ecuación (2. 75) representa el 

cambio de entropía que se lleva a cabo en la sustancia ele trabajo en la etapa corres-
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pondiente. Se considera a Ja temperatura ele Ja sustancia- ele- trabajo como una variable -

ele control para las Ecuaciones (2.73)-(2.75). Debido a que Ja temperatura ele! depósito 

ténnico, Ter (t), depende monotónicameute sobre Ja duración del proceso t, se puede usai· 

la Ecuación (2.74) para reemplmmr la variable independiente t en tímnicos de Ter y el 

problema equivalente es: 

h'I'cr Cer 
--dTer 

• 7bcr T 

! 'f'cr Ccr 
ter = - --e/Ter• 

• lbcr <Jcr 

(2.76) 

(2. 77) 

(2.78) 

Para la optimbmción parcial de este etapa se supone que D.Scr y ter son parámetros fijos, 

aunque en el proceso de optimización global del ciclo son desconocidos y sus valores se 

determinan en el acoplamiento de las etapas de baja y alta temperatura. 

Siguiendo el procedimiento de optimización descrito para Ja nuíquina térmica, la fun­

ción de Lagrange asociada al problema (2. 76)-(2. 78) se puede escribir como: 

donde ,\1 y .X2 son los multiplicadores de Lagrange para esta etapa. 

La condición estacionaria de esta función sobre T es 

DLcr 
ar 

y de esta ecuación, se obtiene que: 

T 1 
-- = ~ = ker = constant < l. T = h~erTcr 
Ter A¡ 

l + A
2 

O'er 
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donde J,:cr es una constante que representa la razón ele la tcn1pcratura ele la sustancia 

ele trabajo a la del depósito térmico y se determinará posteriormente. De esta última 

ecuación, se observa c¡ue la constante hºcr debe ser consta11te cuando el proceso es óptimo, 

puesto que en ésta los parámetros que intervienen son constantes (,\¡, ,\2 y Ctcr)· 

Usando la Ecuación (2.81) junto con las Ecuaciones (2. 77) y (2. 78) se puede expresar 

D.Scr y /,cr en términos ele kcr, ciando co1no resultado: 

D.S _ Ccr l Tocr 
cr - k".:,. ll Ter 

ter= Ccr l Tocr 
O'.cr (1 - kcr) 

11 
Ter 

0 

(2.82) 

(2.83) 

En las Ecuaciones (2.82) y (2.83) el ¡)arámctro kcr es desconocido y como en secciones 

anteriores se convierte en parte del problema. 

2.3.2 Etapa de alta temperatura 

Siguiendo un procecliinicnto semejante al usado en la etapa ele baja temperatura, el 

planteamiento formal del problema en la etapa ele alta temperatura tiene una forma 

similar al ele la etapa fría. De manera particular, en este etapa se desea que el calor : 

(2.84) 

.Y 

(2.85) 

(2.86) 

donde <Jhr = Cl'¡,r (T - 7/ir). l11r es la duración del proceso en esta etapa y T,ir y Tohr 

representan las temperaturas del depósito térmico al final y al inicio del proceso, respec­

tivamente. Al llevar a cabo un balance ele energía en el depósito térmico, la temperatura 
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en éste cambia de acuerdo a la sigúiellte ecuación 

(2.87) 

Para este caso la función de Lagrangecest;1 dada por: 

(2.88) 

y su condición estacionaria puede escribirse c01110: 

(2.89) 

obteniendo que: 

T 1 
---V~--== /..·11r > 1 =ele. T = /..:11rTi1r, 
1- . 

(2.90) 
T1ir 

en este caso, la razón ele la temperatura de la sustancia ele trabajo a la del depósito 

también debe permanecer constante cuando el proceso es óptimo. 

Sustituyendo la Ecuación (2.90) en las Ecuaciones (2.85) y(2.8G), se puede expresar 

a l1ir y 6.S11r en términos de /..:11 r, n1ediante las siguientes expresiones: 

C1tr l T1tr 
11--

Cl'/¡r (1 - /..:¡,r) Tohr' 

"S C1tr 1 T1ir 
W. hr = -- 11--. 

/..:¡,r To1ir 

(2.91) 

(2.92) 

De manera similar a los resultados ele la etapa ele alta temperatura, las Ecuaciones (2.91) 

y (2.92) tienen al parámetro k1ir como una incógnita. 
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2.3.3 Acopla1uiento de los ciclos parciales 

Co1uo se mencionó anteriormente, las Ecuaciones (2.82), (2.83), (2.91) y (2.92) tienen 

como parfünetros desconocidos a /,:,,r y !.:¡,,, mismos que se tic11en que determinar a partir 

del acoplamiento de las etapas parciales de tal forma que satisfagan un criterio ele op­

timización Q1ir -> min para obtener el coeficiente de funcionamiento nuíximo, teniendo 

como restricciones la duración fija del ciclo, r" el cambio en la entropía del ciclo D.S 

(que debe ser igual a cero), así como un valor fijo ele Qcr· En este caso, para obtener 

un uuíximo de cp de la Ecuación (2. 70), se acepta que para un tiempo r r y una rapidez 

de calor Qcr fijos, es equivalente a tener un mínimo ele Qi.r· Por lo tanto, el problema 

de la optimización global del ciclo de refrigeración toma la forma de cuatro ecuaciones 

simultéíneas. Considerando las Ecuaciones (2.82), (2.83), (2.91), (2.92) se tiene que: 

y 

Ccr l Toer + C. hr l To11r 
Tr =ter+ li.r = . n-;=- n ---, 

O:cr (1 - kcr) Ter frhr (1 - k1tr) T,ir 

D.S ~ C1rr Tohr Ccr l Tocr O 
/rr - Ser = ki.r In f/ir + ter+ ii.r n Ter = ' 

- Qcr 
Ter = Tocr - -C , 

cr 

(2.93) 

(2.94) 

(2.95) 

(2.96) 

donde la Ecuación (2.93) representa la función que se clesae optimizar y la (2.96) proviene 

de la cantidad ele calor extraído desde el depósito ele baja temperatura. En las ecuaciones 

anteriores se tienen como parfünetros desconocidos a ter: t1rr: l.:cr y kiir· Las Ecuaciones 

(2.!J4) y (2.95) representan la duración del ciclo Tr y la condición cíclica ele la entropía 

del ciclo. 

Para determinar los paní.mctros lcr. l¡,,, kcr y l.:1rr que hacen que el cido sea óptimo, 

considerando las Ecuaciones (2.93)-(2.96), la correspondiente función ele Lagrange para 
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- Ja optimización-del refrigerador cúdorrcvci·siblc puede escribirse como: 

L¡. (2.97) 

(2.98) 

De la Ecuación (2.97), considerando que se requiere dctcnuinar Jos parfünctros que op­

timiza11 el ciclo termodinámico se puede tomar Ja condición estacionaria con respecto a 

kcr, {Jf::;: = O, se tiene que: 

Air _ _ . . _(1 e- kcr)
2 

, - Ocr - 1• ' 
"'2r . ~ "'cr _ 

(2.99) 

y de manera similar, ele la condición estacionaria con respecto a k1tr: :Jf;,'~ = O, produce la 

expresión 

(2.100) 

Resolviendo simultüneamcnte las Ecuaciones (2.99) y (2.100) se llega a: 

(2.101) 

La Ecuación (2.101) es una función Ílnplícita en k,,r y kcr, por lo tanto, para la solución 

del problema se hace uso ele las ces (2.83) de donde se obtiene: 

(2.102) 

ele la que se puede despejar al parümetro kcr para obtener: 

Ccr (Tc'cr) ku = 1- ---In ---
Cl'crlcr T cr 

(2.103) 
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y si se considera que Ter = Tocr '-- Qcr/Ccri la Ecuación (2.103) se convierte en: 

rnisma que define el panhuetro l~cr' siempre y cuando se conozca ter· De Ja Ecuación 

(2.101) k 11 r se puede expresar como 

(2.105) 

Por otra parte, de la Ecuación (2.95) se deduce que 

(2.106) 

y combinando las Ecuaciones (2.83), (2.91) y (2.101), se llega a: 

(2.107) 

La ecuación anterior muestra que la razón ele las duraciones ele las etapas ele baja y alta 

temperatura en el ciclo ele refrigeración es inversamente proporcional a Ja raíz cuadrada 

de la razón de Jos coeficientes de transferencia ele calor de los procesos correspondientes. 

De esta razón se obtiene un caso particular del caso optimizado: las dos etapas son ele Ja 

111isma duración si Jos coeficientes de transferencia de calor son iguales. 

De Ja Ecuación (2.107) y considerando que el tiempo total del ciclo ele refrigeración 

es t11r + lcr = r" Jos tiempos de cada etapa que hacen que el ciclo sea óptimo son 

(2.108) 
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Por otro lado, la Ecüación (2.91) se puede reescribir como: 

1
. 'li1r __ Cl:Jir (1 - k11r) 

11 rr - e l1ir, 
.l. Ohr hr 

de esta última ecuaciónla.temperatura del depósito de alta temperatura al finaLcle esta 

etapa se puede escribir ccimo: 

;.,,, ... _ ;,, • [ t1i.,.CT1ir (1 - k1ir)] 
-'hr - .LQ/1r exp - e 

.. hr 
(2.109) 

Con ayuda de las ec~iaciones que definen los parámetros que optimizan el ciclo, k,.r·, kcr, 

l1ir y ter, Ecuaciones (2.104), (2.105) y (2.108), la Ecuación (2.109) se puede reescribir 

c01no: 

[ 

G'cr l ( CcrTocr ) l 
T, _ Tt . . e;::. 11 

CcrTocr - Qcr 
hr - Ohr exp ( C Tr ) , 

l _ ~ ln cr Ocr 

f(rrr CcrTOcr - Qcr 

(2.110) 

Ahora bien, de la Ecuación (2.93), que representa la función optimizada, se tiene 

y sustituyendo la Ecuación (2.110) en esta última, se determina el calor transferido al 

depósito térmico de alta temperatura de tal manera que el calor rechazado desde la 

sustancia de trabajo hacia el depósito de alta temperatura, est<í. dacio por 

(2.111) 

Ya que se determinó el calor óptimo que se trnnsfiere hacia el depósito de alta ten1pe­

ratura se sustituye la Ecuación (2.111) en la definición del coeficiente ele funcionamiento 

del refrigerador endorreversible, con esto se tiene que el coeficiente de funcionamiento 
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óptimo correspoúdiente es: 

(2.112) 

La Ecuación (2.112) representa el coeficiente de funcionamiento óptimo ele un refrigera­

dor enclorreversible que opera entre dos depósitos térmicos de capacidad térmica finita, 

teniendo como panímetros fijos a la cantidad de calor absorbido, Qcri desde el depósito 

de baja temperatura y la duración del ciclo Tr. Al igual que para el caso de la eficiencia 

6ptima ele la uu1quina térmica, si se toma el límite ele la Ecuación (2.112) cuando C1ir, 

Ccr y T r tender a cero, se obtiene el coeficiente de funcionamiento de un refrigerador de 

Carnot reversible que opera entre deplÍsitos térmicos de capacidad tünnica infinita. 

2.4 Optimización del sistema con1.binado equivalente 

para un refrigerador endorreversible que opera 

entre tres depósitos térmicos de capacidad tér-

mica finita 

El motivo ele esta primera parte de este trabajo esta centrado en la determinación del 

coeficiente ele funcionamiento óptimo de un refrigerador endorreversible que opera entre 

tres depósitos térmicos ele capacidad térmica finita; se demostró que dicho panhuetro 

estií dado por el producto ele la eficiencia ele una uuíquina térmica y del coeficiente ele 

funcionamiento ele un refrigerador, Ecuación (2.8), ele tal suerte que el coeficente ele 

funcionamiento global es 6pti1110 cuando ambos, la eficiencia y el coeficiente ele funcio­

namiento de los subsitemas que componen el sistema ele tres depósitos son óptimos, por 

esta razón en los p<Írrafos anteriores se cletenninaron las expresiones que representan los 
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valores óptimos de la eficiencia de una müquina térmica y coeficiente de funcionamien­

to de un refrigerador, ambos endorreversibles y que operan entre depósitos de capacidad 

térmica finita. Teniendo como base la Ecuación (2.8) que representa el coeficiente de fun­

cionamiento de un refrigerador que opera entre tres depósitos térmicos, y considerando 

la ecuacion que representa la eficiencia óptima ele una 1wíquina térmica endorreversible, 

Ecuación (2.69) y del coeficiente ele funcionamiento óptimo ele un refrigerador enclorre­

versible, Ecuación (2.112), ambos de dos depósitos térmicos ele capacidad térmica finita, 

el coeficiente ele funcionamiento global se puede escribir como: 

{ [ 

C11.w Q1uv ] ---In 1 r e T. Ccw C111vT01tw 
cw Ocw exp C'1iw ( q luv ) 

t+-~--111 J-
. f\.w'Tw C1,.11To1uv 

1 -~---~-~~----~----~~ 
Q111v * (2.113) 

La ecuación anterior depende ele diversos panímetros, uno ele ellos es el calor que se 

transfiere desde el depósito de alta temperatura hacia la sustancia ele trabajo, Q¡,w; en 

virtud de que existe una relación entre el coeficiente de funcionainiento global ·¡/; y Q1iw 

dada por ·!/J = Qcr/Q¡,,, la ecuación anterior se puede reescribir como: 
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{ [ 

__ C
1
""ln(l--Qcr ) l } 

e ,.,, _ . Ccw ·lfJC11wT01iw l 
cw.L Ocw CXp C ( Q ) -

l + ----1.:!!!...._ lu l - cr 

¡ --~~~------'-·~-------=c--~---_f\_~_v_T_,v-=-~-_,_~~·tf;_C~11_w_T._0_1_11_v~=-----~-'-­
qcr 

·¡/J 

(2.114) 

en Ja que se considera que a Qcr con10 un pan'imetro fijo, siendo la duración de los ciclos 

parciales, Tw y T n variables. La Ecuación (2.114) resulta ser una función ilnplícita y 

altamente no lineal en la variable ·¡/J, lo que implica una gran dificultad para: determinar 

su solución. 

2.4.1 Adinl.ensionalización del coeficiente de funcionamiento glo­

bal 

Anafümnclo cletallacla111ente Ja ecuación que define el coeficiente ele funcionamiento glo­

bal, Ecuación (2.114), se observa que es una función que involucra una gran cliversiclacl 

de paní1netros, adeuuís se tiene la dificultad para obtener valores munéricos reales ele los 

111is111os, lo que dificulta el arnílisis de ésta, por esta razón es necesario escribirla e11 una 

forma u11ís títil y eficiente para su estudio. Esto se logra al llevar a cabo la aclimensiona­

lbmción ele dicha funci611, lo que no solo conduce tener un mhuero mínimo de pan'imetros 

sino q11c la solucil°ín obtenida es universal para los valores nmnéricos asignados a. los pa­

nímetros involucrados. Para realizar la adimeusioualización de la Ecuación (2.114) es 
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necesario clefiI1ir los sigúientes parámetros a:climensionales: 

(2.115) 

y por lo tanto, la Ecuación (2.114) se.puede reescribir como: 

{ { [ 
( a:/3) ] } } _ -y'lf; . _ ·.· -cw In 1 - --:;¡; 

1- -. exp -1 

a: -·· 1 + ~~ In ( 1 - o:) (2.116) 

* {·~ {.cxp [ er~: (~) ]- l}-1}-l 
1--ln(-) r; 1- a 

Si adicionalmente se define la tasa ele refrigeración como rI = Qcr/T, la ecuación anterior 

(2.116) toma la forma: 

{ { [ 

( IT* /3) l -} } -Yf3r'l/J • . -€w In 1 - ¡¡;:;¡; 
1 ~ n;- cxp .{3'" ( IT*,6) - 1 

_. . 1 +-In 1 - --
r;u !3r7/J 

(2.117) 

1 

* { [ (1)1}' crin --11-. 

*' exp /Jr l - ~ - 1 . - 1 

1--ln (-) 
T* 1 - !!:. 

r /3r 

doude la tasa de refrigeración adimcnsional n· ~e define CUlllU fI* = n/3r. Ahora bien, para 

optimizar el ciclo endorrcversible ele tres depósitos térmicos con capacidades térmicas 

finitas se supone que los tiempos parciales, escritos en forma aclimcusional, r;,, y r; son 
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variables del p1'oblema,ºú1fol1tras·que W pernümeccccirisfante en fa Ecuación (2.117), ele· 

acuerdo al procedimiento seguido por Chen et al [31]. 

2.4.2 Optin1ización 

Puesto que la Ecuación (2.117) que se va a optimizar es una función implícita en '!/; 

que depende ele r~0 y r; es necesario hacer uso del teorema de Ja función implícita [68] 

(ver apéndice); ele acuerdo a esto es necesario formar una función F definida como F 

= ·tf; - ·17cp, que proviene de la definición del coeficiente de funcionamiento global '!/; 

·qcp. Considerando la Ecuació11 (2.11 7), la función F esta dacia por: 

F { ¡ [ ( fl*,6) l }} ,6 '!/; -C:w In 1 - H 
'!/; - 1 - 'Y n: exp f3w (· ~-¡···ª) - 1 

l +-Ju 1- --
r;º /Jrt/J 

(2.118) 

1 
*~~~~~~~~~~~~~~~~~~-

~··{~xp r• ~"~(-,~ 1-1}-1' 
. . 1 r; In ( 1 _ ~: ) 

y por el teorema ele Ja función im.plícita se puede demostrar que satisface Ja siguiente 

ecuación: 
BF BF 
EJr• = ar•. w r 

(2.119) 
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Al aplicar la Ecuación (2.119) a la Ecliacióri (2.117) se obtiene 

(2.120) 

Si se considera que el tiempo total del ciclo est<i dacio por 

T=rw+Tr, (2.121) 

y escrito en forma aclimensional co1no: 

1 = T~ + r; (2.122) 

las Ecuaciones (2.117) y (2.120) se pueden reescribir como: 

_ { 'Yf:Jri/J { • ·¡. -e,. In ( 1 -7f$) l } } 
1/; - l -: r¡.:- exp flw ( rI* (3) - l 

l+-ln 1---r;,, flrt/J 

(2.123) 
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y 

o{ t5 
-exp 
Cl' 

1 
*-----------..,.----,----------~ 

~{exp[. o,;:(l~(F.":~ .) -1}-1' 1 --1--- ln --1-1-. - r:v 1 - f3r 
- --- - -- - - -- - -- --- -

. érlll (q) l 
1-~ln (-

1
-) 1 - T* 1 - !!: 

W f3r 

[ 

érln (q) l 
1-~ln (-

1
-) l • 1 11· 

- Tw - f:Jr 

(2.124) 

Las Ecuaciones (2.123) y (2.124) son un conjunto de ecnaciones simnltcíueas que son 

fu11ciones exclusiYmnente de 1/; y r;0 , al ser resueltas proporcionan los valores de r;;, que 

hacen qne el coeficiente de funcionamiento t/; sea óptimo al fijar los deuu'is panímetros 

involucrados. La solución de este par de ecuaciones se hace nmnéricanicnte debido a la 

110 li11ealidad de las mismas. 

Como en sistemas tennodinfünicos reales es importante conocer la tasa ele salida, 

(potencia de salida en el caso de una uuíquina térmica, carga de refrigeración en el caso 

de llll refrigerador), en el presente trabajo se obtuvieron estas variables, la variaciónde 

fl* co11tra t/;: lo anterior se logró al resolver simultfü1eamente las Ecuaciones (2.123) y 



(2.124) asignando valores a n• y obteniendo los correspondientes valores del coeficiente 

ele funcionamiento óptimo ele refrigeración ¡/; . Los resultados obtenidos se muestran en 

las Figuras (10) y (11) y scní.n discutidos en la sección de resultados. 
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Parte 11 

Modelo no-endorreversible 
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Capítulo 3 

Sistema combinado equivalente de 

un refrigerador no-endorreversible 

con tres depósitos térmicos. 

Debido a que todos los procesos reales que se llcva11 a cabo en cualquier dispositivo 

tcnnoclirnímico son irreversibles es necesario realizar un arnílisis considerando las irrcver-

sibilicladcs presentes. Es por ello que c11 esta sccciém se estudia un modelo de refrigerador 

de tres depósitos térmicos considerando en éste las irreversibilidades a que se encue11tra 

sometido. La 11cccsidad ele realizar este estudio es ver cómo afectan dichas irrcversi-

bilidacs al funcionamiento del refrigerador de tres depósitos térmicos. Aunque existen 

estudios similares cu los que se han introducio diversos parámetros de irreversibilidad, 

la diferencia con el modelo que se presenta es que en aquellos la linica restricción que 

se tiene es la scgu11da ley ele la tennodimímica sin considerar la tasa ele salida (carga 

de rcfrigeració11), que como se mencionó en la sccciú11 anterior es uno de Jos paní1netros 

111<ís importantes del fuucionamiento de este tipo de refrigerador. Es de suponer que la 

eficiencia del refrigerador disminuiní eu la mediclad de que las irreversibilidades presentes 

sean mayores. Por esto es necesario estudiar el comportamiento (carga ele refrigeración 

contra el coeficiente de funcionmniento) de estos sistemas y obtener los parfüuetros que 

72 

~;·F~~':' t , ...... '-: 
* . ....; ! .. '.,._J • 



hacen que el funcionamiento sea óptiino considerando los efectos de las irreversibilidades. 

Previamente se determinó el coeficiente ele funcionamiento óptimo de un refrigerador 

endorcvesible que opera entre tres depósitos térmicos. Como se estableció en el capítulo 

anterior, el término endorreversible significa internamente reversible; esto es, aquella 

111<1quina térmica que lleva a cabo procesos interuan1ente reversibles, aceptando que las 

ímicas irreversibilidades est1ín presentes en las fronteras del sistema con los alrededores 

[22]. 

Por otra parte, en la literatura se ha usado. el ténnino no-eudorreversible para carac­

terizar a aquellos sistemas termoclimímicos en los que se considera que la sustancia ele 

trabajo está sujeta a efectos clisipativos y que los procesos que ocurren en ésta son irre­

versibles, aceptando también que las irreversibilidades estün presentes entre el sistema y 

los alrededores [53]. Para describir cuantitativamente el grado ele la disipación interna 

en la sustancia de trabajo, a la que se hace referencia, se introduce un paní1netro R que 

contabiliza el grado de irreversibilidad interna en la sustancia ele trabajo, mismo que se 

explicani mas adelante. 

Como se demostró en la primera parte ele este trabajo, un refrigerador endorreversible 

que opera entre tres depósitos térmicos se puede tratar como un ciclo combinado ele 

una l!Híquina de Carnot y un refrigerador ele Carnot endorreversibles. Por lo tanto, un 

refrigerador no-enclorreversible que opera entre tres depósitos térmicos se puede concebir 

en principio ele Ja 111is111a manera: la difcre11cia radica eu que en este 1ílti1110, tanto la 

máquina térmica como el refrigerador, son internmncnte irreversibles. 

Para la determinación del coeficiente de funciona111iento óptimo se procede de manera 

amíloga al caso del refrigerador endorrcversible; es decir, el sistema de tres depósitos 

tfau1icos se separa en dos subsistemas (la n¡¡íquina termica y el refrigerador, y en este 

caso ambos subsistemas senín no-endorreversibles). 

La 11uíqui11a tórmica de Carnot no-cndorreversible (Figura 7a) opera entre dos de­

pósitos térmicos, uno ele alta y otro de baja temperatura, con temperaturas T;,,,. y 

f'rw,respectivamcnte, las temperaturas correspondientes ele la sustancia de trabajo son 
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Figura 7. a) ?-.üíquina térmica ele Carnet no-enclorreversible con depósitos térmicos ele 

capacidad térmica infinita. b) Diagrama T-S ele la m<lc¡uina térmica no-enclorreversible 

El refrigerador de Carnot no-enclorreversible (Figura Sa) opera entre dos depósitos 

térmicos, la temperatura del depósito térmico de alta temperatura es T,,r y la del depósito 

de baja temperatura es Ter· La temperatura de la sustancia ele trabajo en las etapas de 

alta y baja te1upcratura son T,,r y Ter, respectivatnentc. 
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Figura 8. a) Refrigerador de Carnet no-endorrcversible con depósitos térmicos infinitos. 

b) Diagrama T-S del refrigerador no-enclorreversible. 

En esta parte del trabajo se considera que la tcinperatura de los depósitos térmicos 

permanece constante ya que se supone que los depósitos son de capacidad térmica infinita. 

Siguiendo la hipótesis planteada para el caso endorreversible, en esta sección se supone 

que la nuíquina y el refrigerador en el ciclo combinado operan de manera alternada [31]. 

Por lo tanto, el tiempo total en que ocurre un ciclo en el sistema c0111binado se puede 

expresar co1110 

T = Trv + Tr =constante, (3.1) 

donde Tw y r r son los tiempos de los ciclos ele la uní.quina térn1ica y del refrigerador en 

el ciclo combinado no-endorreversible, respectivamente. 

De acuerdo a la Ecuación (2.8), el coeficiente de funcionamiento de un refrigerador 
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no-endorreversible de tres -depósitos ténnicos se puede-escribir como: 

(3.2) 

donde -,,• y cp* son la eficiencia_ de la nuíquina de Carnot y el coeficiente de funciona­

miento del refrigerador ele Carnot no-endorreversibles. Qcr y Q1i10 son los calores que se 

transfieren desde Jos depósitos de alta y baja temperatura hacia la sustancia de trabajo, 

respectivamente, en el sistema global de tres depósitos térmicos. De manera similar al 

caso enclorreversible, la Ecuación (3.2) nmestra que -1/_,* es óptimo cuando -,,· y cp• son óp­

ti111as. Por lo tanto, para determinar el coeficiente de funcionamiento global óptimo del 

sistema de tres depósitos térmicos no-endorrcversible es necesario establecer Jos valores 

óptirnos de 1¡* y cp*; para conseguir esto se seguin'i el procedimiento utilizado en el caso 

endorreversible. 

La hipótesis ele trabajo es como sigue: optimizar el coeficiente de funcionamiento, 

Ecuación (3.2), del refrigerador no-endorreversible ele tres depósitos térmicos, teniendo 

como restricciones que el timupo total T del ciclo es fijo y que Ja máuina térmica y el 

refrigerador, dentro del sistema global ele tres depósitos, operan de manera alternada. 

De lo anterior y de la Ecuación (3.2) se formula la siguiente función de Lagrange: 

L = 'lj;* + ,\ (T - Tw - Tr), (3.3) 
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3.1 Eficiencia óptima de una máquina térmica no-

endorreversible que opera a una tasa de calor 

dada entre el depósito de alta temperatura y la 

sustancia de trabajo. 

Con base en los comentarios ele la seccióu anterior, en esta sección se determina la efi­

ciencia térmica óptima ele una uuíquina térmica 110-cndorrcversible que opera entre dos 

depósitos térmicos ele capacidad térmica infinita (Figura 7). Se acepta que existen irre­

versibilidades debido a la conducción de calor entre los depósitos térmicos y la sustancia 

de trabajo, así como debido a efectos clisipativos dentro de ésta, como son fricción, gra­

dientes ele temperatura, gradientes ele presión, etc. [53]. 

3.1.1 l\!Iodelo del ciclo 

El diagrama T- S ele una incí.quina ele Carnot no-endorreversible se muestra en la Figura 

7b. El ciclo opera entre dos depósitos térmicos a temperatura T,110 y Tciu (T,110 > Tcw)· 

T,,w y Tcw denotan las ten1peraturas ele la sustancia ele trabajo en las etapas ele alta y 

baja temperatura, respectivamente. El proceso isotérmico de adición de calor entre 2s y 

3 se lleva a cabo a la temperatura T,,,0 la cual es nuís baja que T,,,,,. De manera sin1ilar, la 

sutracción ele calor desde la sustancia de trabajo a tc1nperatura Tiw hacia el depósito de 

baja temperatura se realiza a Tcw' que es 1111ís alta que Tcw· Por otro lado, el calor Q1iw 

absorbido clcsclc el dep6sito ele alta temperatura y el calor liberado hacia el depósito ele 

baja temperatura Qcw se puede escribir c01110: 

(3.4) 

(3.5) 
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donde J(¡, 111 (t) y J(= (t) son las -conductividades térmicas para los procesos ele transf~ 

rencia ele calor entre la sustancia ele trabajo y los depósitos ele alta y baja temperatura, 

respectivamente. Se supone que en el tiempo l = O la sustancia ele trabajo empieza a 

tener contacto térmico con el depósito ele alta temperatura. Por lo tanto se puede escribir 

a I<1iw (t) y I<cw (t) como 

I<i.w (t) = { 

J(CllJ (t) = { 

f(i.w O :5 t < l1iw, 

O l1tw :5 t < Tw, 

O O :5 l < t1iw, 

(3.6) 

(3.7) 

donde l1uv es el tiempo ele smninistro ele calor, I<1iw y I<cw se consideran constantes 

ya que se supone, por simplificación del problenm, que las propiedades de la sustancia 

de trabajo durante cada etapa permanecen constantes. Las ecuaciones (3.6) y (3. 7) 

se basan en la hipótesis de que el sistema opera de manera alternada cutre las etapas 

ele alta y baja te1nperatura, existe una especie "switcheo", esto es, nlicutras ocurre el 

proceso ele intercambio tén11ico entre la sustancia ele trabajo y el depósito tórmico ele alta 

temperatura, cu la etapa de baja temperatura no existe tal. De manera inversa, cuando 

el proceso se lleva a cabo en la etapa ele baja temperatura, en la etapa ele alta no ocurre 

niugtín fcuómcuo ele transferencia de calor. 

Por otra parte, para describir cuantitativamente el efecto ele la disipación interna ele 

la sustancia ele trabajo de la müquina térmica se puede introducir el panímetro Rw que 

cuantifica el grado ele clisipaci6n interna en la sustancia de trabajo; ele la segunda ley ele 

la tcr111odimünica 

(3.8) 

La desigualdad (3.8) se puede reescribir como una igualdad introduciendo el panímetro 
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R 111 mencionado de tal forma: que se obtiene: 

Q1tw = R·-·Qct,, O R 1 
"W ! < IV< • 

T,,w Tcw 
(3.9) 

En la ecuación anterioLR-w adquiere valores_ entre O.O y LO, esto se deduce si.se _observa 

la Ecuación (3.8), el término Q=/Tcw es mayor que Q1tw/T,,,,, por lo tanto, para lograr 

que dicha ecuación se convierta en una igualdad es necesario afectar el ténnino que es 

mayor por una constante que sea 111enor que 1.0. 

Con la definición anterior R 111 puede escribirse como: 

Rw = Q1iwTr.w 
QCWT,IW 

T,,w (S:i - s2) Tcw 

Tr.w (S,1 - Si) T,,w 
(3.10) 

y caracteriza totalmente el grado ele irreversibilidad interna ele la sustancia ele trabajo. 

Como se observa ele la Ecuación (3.10), el panímetro Rw representa la razón del cambio 

de entropía entre los procesos isotérmicos ele transferencia ele calor. La Ecuación (3.10) 

muestra que cuando R 111 = 1, la irníquina térmica es enclorreversible (50], (31], (54]; y 

cuando R 111 < l, la máquiua es internan1ente irreversible. A Rw se le llama el parámetro 

de la irreversibilidad del ciclo [US] y S es la entropía específica. El modelo del ciclo 

adoptado en esta sección se aproxima nuís a nuíquinas térmicas reales que el modelo 

endorreversible, debido a que todas las nuíquinas son internamente irreversibles, y es el 

caso analizado en esta sección. 

3.1.2 Configuración del ciclo óptimo 

De la primera ley de la termodirnímica, el trabajo total producido por la miíquina térmica 

introducida anterionnente en un ciclo, se puede escribir como 

W = {'" { K1iw (t) [f/,w - T,,w (t)] - Kcw (t) [T,w (t) - Ttw]} dt 
.o 

(3.11) 
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y de Ja segunda ley ele Ja termoclinfünica, el cambio ele entropía ele Ja sustancia ele trabajo 

por ciclo es 

¡rw { , (· ['i;"" (t) . ] , ( ) [ 'i'cw J} D.S = Jo A1uv t) T¡,w (l) - 1 - Rw/\cw t 1 - Tcw (t) dt =O, (3.12) 

debido a que el ciclo es internmnente irreversible. 

Ahora para analizar Ja configuración óptima del ciclo, se puede obtener la eficiencia 

óptima bajo las condiciones ele que el tiempo del ciclo Tw = t1iw + tcw (t11w y tcw son los 

tiempos ele suministro ele calor hacia Ja sustancia de trabajo y extracción ele calor desde 

ésta, respectivamente) y el calor suministrado Q1uv son dacios. La definición ele eficiencia 

térmica para una nuíquina ténnica es: 

·q* = l _ Qcw 
Q1iw 

(3.13) 

i\Iaximizar la eficiencia ·17* bajo las condiciones anteriormente establecidas es equivalente 

a determinar el mínimo Qcw bajo las condiciones ele que r 111 y Q1iw son dacios. Este es 

un problema ele optimización que se puede resolver por el método ele multiplicadores 

ele Lagrange (72], [100]. Por esta razón, usando Ja Ecuación (3.5) y las ecuaciones de 

restricción (3.4), (3.12), la funcióncle Lagrange para este problema se puede escribir 

como: 

f<cw (t) [Tcw (t) -Tcw] + A¡K/uv (t) ['f/,w -T¡,w (t)] + 

A2 {K111v (t) [;,~:•Ct) - 1] - RwKcw (t) [1- T:Ct)]} · 
(3.14) 

(3.15) 

donde )q y >.2 son Jos multiplicadores ele Lagrange. Al aplicar las ecuaciones de Euler­

Lagrange a Ja Ecuación (3.14), 81~1';11' =O y ü'~!:"' =O, se llega a: 
cu• ,1 hw 

Tcw O , , 'f/.,v O 
l - ,\'.!RwTJw (t) = Y ''l - -'2T,~w (t) = 
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ele donde se obtiene fücilmente que: 

(3.16) 

y 

T1iw (t) = A2'f/uu , -A-
1
- = T"2 = consta;nte. (3.17) 

De las Ecuaciones (3.16) y (3.17) se establece que las temperaturas óptimas ele la sustancia 

ele trabajo en las etapas ele baja y alta tmnperatura pennanecen constantes cuando los 

depósitos térmicos se consideran ele capacidad térmica infinita, inismas que tienen que 

ser determinadas en ténninos ele los paní1uetros involucrados. 

Sustituyendo las Ecuaciones (3.16) y (3.1 7) en la ecuación ele la condición cíclica ele 

la entropía, Ecuación (3.12), se tiene que: 

K11wl/uv (1;; - l) + KcwlctvR.t1 (;~ - l) =O. (3.18) 

Para determinar las ternperaturas óptimas de la sustancia ele trabajo, se integra la Ecua­

ción (3.4), que define el calor absorbido por la sustancia ele trabajo en la etapa ele alta 

temperatura, con lo que se obtiene: 

ele donde se tiene que T2 esta definida por: 

(3.19) 

y sustituyendo la Ecuación (3.19) en la Ecuación (3.18) se puede escribir corno: 

(3.20) 
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-La Ecuaciones (3.19) y (3.20) definen las temperaturas óptimas de la sustancia de trabajo 

en la etapa de alta y baja temperatura, respectivaniente,sicinpre y cuando se conozcan 

t1.,0 y lcw' que tainbién son parte del problema y tienen que determinarse. Por otra parte, 

si se integra la Ecuación (3.5) se obtiene: 

(3.21) 

y sustituyendo la Ecuación (3.20) en la Ecuación (3.21), se obtiene que: 

(3.22) 

Por lo tanto, ele las Ecuaciones (3.13) y (3.22), la eficiencia del ciclo se puede expresar 

como: 

(3.23) 

Puesto que la eficiencia debe ser ma.'>imizada con respecto a los parámetros descono­

cidos (t,.,0 y lcw), teniendo como restricción que el ciclo se lleva a cabo en un tiempo fijo 

Tw = l.¡,w + lcw, se puede formular la siguiente lagrangiana siendo la función objetivo ·17• 

(3.24) 

lo que nos proporcionaní los valores ele t¡.,0 y tctv que hacen que 1¡* sea óptima. De las 

ecuaciones ele Euler-Lagrangc se tiene que 

8L {)L 
--=Oy--=0 
athw atC1lJ 

(3.25) 
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donde 

y 

EJL l 
éJl¡,w = R,,,, 

(3.26) 

[
r-¡; Q ( l l )]2 
.J. hw - hw r.' + ¡~ o 

'\1twlhw \cwlcw' "'" 

(3.27) 

ele las Ecuaciones (3.25)-(3.27) se determinan las duraciones óptimas ele alta y baja 

temperatura y considerando que Tw = t,.w + lcw, se tiene que: 

(3.28) 

y 

t ~ 
cw = T 1U r-¡;;:---

v f(¡,w + V R,,J<cw 
(3.29) 

De aquí que la eficiencia máxima, Ecuación (3.23), bajo las condiciones dadas, se puede 

escribir como: 

r¡* = 1 - (3.30) 

donde I<w = R 11J{11tvA.cw/ ( ~ + V Rwl<cw) 
2 

• En este caso, I<w representa una con­

cluctancia global equivalente para la nuí.quina térmica. De la Ecuación (3.30) se puede ver 

que cuando Rw = J, se obtiene la eficiencia óptima ele una máquina térmica de Carnot 

c11dorrevcrsible que opera entre dos depósitos de capacidad térmica i11fi11ita. 
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3.2 Coeficiente de funcionamiento óptimo de un re-

frigerador no-endorreversible que opera a una ta-

sa de refrigeración dada. 

Eu esta secci611 se determina el coeficiente ele funcionamieuto óptimo ele un refrigerador 

110- enclorrcversible que opera entre dos depósitos térmicos ele capacidad térmica infinita 

(Figura Sa). Se supone que existeu irreversibiklacles debido a la conducción de calor entre 

los depósitos térmicos y la sustancia ele trabajo, así como debido a efectos clisipativos 

internos en ésta. 

3.2.1 l\llodelo del ciclo 

El diagrama T-S ele un refrigerador ele Carnot no-enclorreversible se muestra en la Figura 

Sb. El ciclo opera entre dos depósitos térmicos a temperatra 1'iir y Ter (T1ir > Ter)· Tiir 

y Ter denotan las temperaturas ele la sustancia de trabajo en las etapas ele alta y baja 

temperatura, respectivamente. El proceso isotérmico ele adición de calor entre 4 y 1 se 

lleva a cabo a Ter la cual es nuís baja que Ter· De manera similar, la transferencia ele calor 

desde la sustancia de trabajo a temperatura Tiir hacia el depósito ele alta temperatura 

se lleva a cabo a Tiir. que es uuís alta que Tiir· Por otro lado, el calor Qer absorbido 

desde el depósito ele baja temperatura y el calor liberado Q11r hacia el depósito ele alta 

temperatura por la sustancia ele trabajo est<íu dados por las siguientes expresiones: 

(3.31) 

(3.32) 

cloude Kcr (t) y K1ir (l) son, las conductividades térmicas para la transferencia ele calor 

entre la sustancia ele trabajo y los depósitos térmicos ele baja y alta temperatura, respec­

tiva111ente. Se supone que en el tiempo inicial ele este ciclo t = O, la sustancia ele trabajo 
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ernpieza a tener contacto con el 'depósito ele baja teniperatura; Por lo tanto se puede 

escribir a Ker (t) y K1ir (t) como 

Kcr (t) :{ 

K1ir (t) = { 

f(er O ~ l < ter, 

--0 ter ~ t <Tri-
(3.33) 

(3.34) 

donde ter es el tiempo ele suministro_ ele calor hacia la sustancia ele trabajo. I<cr y I<1ir 

son constantes. 

De manera amiloga al caso de la máquina térmica, se considerarán los efectos ele 

irreversibilidades internas en la sustancia ele trabajo, incluyéndolas en el parámetro Rr 

en la segunda ley de la termoclinfüuica. 

3.2.2 Configuración del cido óptimo 

En esta sección se determinaní el coeficiente de funcionamiento óptimo de un refrigerador 

no-e11dorreversible definido como: 

• (Qhr -1)- --1 cp = --
Qcr 

(3.35) 

De la Ecuación (3.35) se puede observar que para una tasa refrigeración Qcr fija, el coefi­

cic11te de funcionamiento es nuíxituo cuando Q11r es rnínimo, por esta razón se proceclení 

a optimbmr la función que define a Q1,r· Se considera que el ciclo tiene una duración total 

Tr =ter+ l1ir, donde ter y t¡,r son las duraciones cuando la sustancia de trabajo está en 

contacto térmico con los depósitos de baja y alta temperatura, respectivamente. 

Para este ciclo termodinámico, la segunda ley ele la tenuoclinfünica, se puede escribir 

co1110: 

(3.36) 
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donde el panimetro Rr repi·csentá el-grado-de-h•reversibilicla:cJ-interria en la sustaneia ele 

trabajo, dicho panímetro proviene ~le .la· clesigualclacl ele Clausius que se establece para 

este ciclo como: 

f 8Q = Qc;. _ Q1ir < O 
T · Ter T¡,r . ' 

(3.37) 

y que es v<llida para cualquier tipo ele procesos, sean reversibles o irreversibles. Para que 

la Ecuación (3.37) se convierta en una igualdad se puede introducir en ésta una constante, 

con lo que se tiene: 

(3.38) 

de aquí que el parfünetro Rr cstli definido corno: 

(3.39) 

Además, del diagrama ele temperatura-entropía para este ciclo (Figura 8), la Ecuación 

(3.39) se puede reescribir de la siguiente manera: 

(S1 - S4 ) 

(S2 - 83). 

La ecuación anterior niuestra también que el panhnetro Rr representa la razón del cambio 

ele entropía que se lleva a cabo en la sustancia de trabajo en la etapa de baja temperatura 

al cambio de entropía que ocurre en la etapa de alta temperatura. Del diagrama T-S ele 

la Figura 8 se observa que (S1 - S.1) < (S'.! - Sa), lo que conduce a decir que los valores 

que puede tomar Rr estlÍn entre O y l. 

Como se menciom) a11terion11ente, para optimizar el coeficiente ele funcionmniento, 

Ecuación (3.35), para un valor fijo de Qcr, se observa que Q1ir debe ser mínimo, Ecuación 

(3.32). Para este problema la función de Lagrange se puede escribir como: 

Lr = I<1ir (T1ir - T,,r) + ,\1Kcr (Tc-r -Ter)+ ,\2 [Kcr (;~ - 1) - RrKhr ( 1 - ~::)] 
(3.40) 
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donde el primero, segundo y tercer términos ele! lacio derecho representan, el calor recha­

zado en Ja etapa ele alta temperatura, el calor suministrado a la sustancia ele trabajo en 

la etapa ele baja temperatura y la condición cíclica ele Ja entropía eri el ciclo, respectiva­

mente . ..\ 1 y ,\2 son Jos multiplicadores ele Lagrange. 

Al aplicar las ecuaciones ele ele Euler-Lagrange a la Ecuación (3.40), :J.fr.,: O y 

.'1~11:" = O, se llega a: 
í l1r 

DLr , ,, , }' Ter O 
[)T. = AP\cr - ''2 \cr T 2 = 

cr cr 
(3.41) 

y 

(3.42) 

De Ja Ecuación ( 3.41) se demuestra fücilmente que la temperatura ele Ja sustancia ele 

trabajo en Ja etapa de baja temperatura est<ci dacio por: 

= constante, (3.43) 

y de Ja Ecuación (3.42) la correspondiente temperatura ele la sustancia de trabajo en la 

etapa ele alta temperatura es: 

De las Ecuaciones (3.41) y (3.43) se establece que las temperaturas ele la sustancia 

de trabajo en las etapas de baja y alta temperatura pennanecen constantes cuando el 

ciclo es óptimo, mismas que tienen que ser determinadas en términos de los panímetros 

inYolucraclos (Qcr• Ter: fi,r, I<cr. I<1ir, lcr Y l¡,r)· 

Por otro lado. al sustituir la restricción ele que Qcr es fijo, Ecuación (3.31) Ter 

1;.r - Q,,r/ I<crtcr· en la condición cíclica ele la entropía, Ecuación (3.36), se tiene que: 

(3.44) 
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y entonces se cletefrúina la te1úpcratiii·a ele la sustancia ele trabajo en la etapa ele alta 

temperatura como: 

t/,r (rcr -
1

.?ctr ) 
rr \r,r rr 
.J.hr = _ ( 1 1 ) · 

Ter - Qcr -}-.-- + R }' 
\ crlcr ·r \ hrlhr 

(3.45) 

Esta ültima ecuación representa la temperatura óptima ele la sustancia ele trabajo en la 

etapa ele alta temperatura. De la definición de Q11r = I<1irlhr (r,,r/t/1r - 1) , el término 

Tiir/'fl,r se puede escribir, de la Ecuación (3.45,) como: 

(3.46) 

que al sustituir esta última ecuación en la definición de Q11r, se tiene que: 

(3.4 7) 

De la definición del coeficiente de funcionamiento, y teniendo presente la Ecuación (3.47), 
-· -- -· -· 

el término Q1ir/Qcr> ~st~~d~~lo por: 

Qhr = K1irl1trt/•r 
Qcr Qcr 

(3.48) 

y simplificando conduce a que: 

(3.49) 

Finalmente, sustituyendo la Ecuación (3.49) en la Ecuación (3.35), el coeficiente de fun-
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cionamiento se pitede ·escribir-como 

(3.50) 

Debido a que en esta ültima ecuación se tie11en aün como parámetros desconocidos a /;cr 

y /.¡,, , el coeficiente ele funcionamiento se debe ma."'imizar con respecto a éstos. Por lo 

tanto, considerando a cp* como una función objetivo y teniendo como parürnetros fijos a 

T r = lcr + l11r y Q cr. se puede formular la siguiente función ele Lagrange: 

(3.51) 

que al aplicar las ecuaciones ele Euler-Lagrange ( .!!:e.:...8
8

1 • = O y !!'e.:-8
8

1- • = O) a la Ecuación (3.51) 
,cr hr 

y considerando la Ecuación (3.50) se tiene que: 

fJcp* 

Ü/ cr 

y 

Al igualar las Ecuaciones (3.52) y (3.53) se obtiene 

1 1 

de donde se llega a que: 

I<1ir R 
}

•• r> 
\.r:r 
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y al sustituir la Ecuación (3.55)cll r,; ='=d,.,,:+ thr, se determinan las duraeiones óptimas 

ele las etapas ele baja y alta temperatura como 

(3.56) 

y 

(3.57) 

Finalmente, al sustituir las Ecuaciones (3.56) y (3.57) en la Ecuación (3.50), se obtiene 

el coeficiente ele funcionamiento óptimo para el refrigerador no-enclorreversible como 

* [ TJ1r 
<p = R [r. - Q ( ..;K;;. + .JR,:I<,;;. -r cr cr r.. ~¡~ + 

..1\crT r V Jl,r.J\ hr 

simplificando la expresión anterior 

r (3.58) 

(3.5!J) 

donde Kr = RrI<crI<hr/ ( ,,/l<;;; + ../ R,,.I<1ir) 
2 

y representa una concluctancia global equi­

valnte en el refrigerador no-endorreversible. Corno se puede apreciar, cuando Rr = 1 se 

tiene el coeficie11te ele funcionamiento del refrigerador e11dorreversible. 
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3.3 Optimización del sistema combinado equivalen-

te para un refrigerador no-endorreversible que 

opera entre tres depósitos térmicos 

Siguiendo la metodología utilizada en la optimización del refrigerador endorreversible 

ele tres depósitos térmicos, en la que se demostró que el coeficiente ele funcionamiento 

global para un siste111a ele refrigeración de tres depósitos ténuicos estü dacio como el 

producto de la eficiencia ele una m<k1uina térmica y del coeficiente de funcionamiento 

ele un refrigerador de dos depósitos térmicos, el coeficiente de funcionamiento para el 

refrigerador no-enclorreversible se puede escribir como: 

[ - l [ R ('-;; - _!b:_) l r ,r .Lcr ,,,. 
,ib* = l __ 1_ To ]\ f1Tr 

, R,,, 'ñ _ Qhw T, _ R (r _ Qcr ) 
hw f(wTw O ,r cr I<uTr 

(3.60) 

El primero y segundo término del lacio derecho ele esta ültima ecuación son la eficiencia 

óptima de una máquina térmica, Ecuación (3.30), y el coeficiente ele funcionamiento 

óptimo ele un refrigerador, ambos no-enclorreversibles, respectivamente. 'lb1uanclo en 

consideración el coeficiente de funcionamiento, se puede hacer el siguiente cambio de 

variable Q¡,w = Qcr/l/J*, con lo que la Ecuación (3.60) se puede reescribir como: 

(3.61) 

Al igual que para el caso endorreversible, esta última ecuación resulta en una función 

implícita en '¡/J', donde se tiene como panímetro fijo a Qcr, sienclolos tiempos Tw y Tr 

variflbles. En la última ecuaci6n se considera que 'Í'cw = T1tr = T0 • Ahora, para optimizar 

el ciclo no-enclorrcversible de tres clep6sitos térmicos con capacidades térmicas infinitas 

se supone a r.., y T, como variables, rnientras que Qcr y T (r = Tw + r,) penuanencen 

!) l 

[
--· -1~r.,:-I-.-: -.. r- ... -------, 

, P·~"' ! ... ,1 ¡ 

1"' \ ' : 
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constantes en la Ecuación (3.61). Considerando las i'estricciones anteribres, se tcüna a 'lf;* · 

como una función objetivo, y al derivarla parciahnente con respecto a las variables Tw y 

T r, aplicando el teorema de la función implícita [68], se llega a: 

(3.62) 

y 

Al igualar las ecuaciones (3.62) y (3.63) se obtiene: 

- Qcr 
J(l/2 T fll/2 Ter - -}, 

,./,* _ _ r_.....!:__·r_ \.rTr 
'{/ - ,l/2 1/2 (.l 

f\w Tw Rw T, t:cr 
hw - 'l/J"' f{wTw 

(3.64) 

Combinando la Ecuación (3.64) junto con T = Tw + T n los tiempos óptimos de duración 

de las etapas de alta y baja temperatura pueden escribirse como: 

/1'5'TTT.- Q ( Rw {7[;) 
V '"r'~r crT + cr [{.,,, - v K,. 

'T 1lJ = -----=====""'----'-'----...,====-~ 
.J RrKwT,,,,,'t/J* + Tcr.J RrKr 

(3.65) 

y 

.J RwKwTi1wTI/'* - Qrr ( {€ -{fi;) 
T - -------===="---~'="----,===i--~ 

r - .J Rrf(wT,,,,.¡/;* + Tcr.J Rrf(r . 
(3.6G) 

Finalmente, la sustitución ele las Ecuaciones (3.65) y (3.G6) en la Ecuación (3.61) pro­

porciona el coeficiente ele funcionamiento ópti1110 bajo las condiciones de Qcr y T fijos, y 
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cst<í dado por la expresión 

La Ecuación (3.67) muestra que el coeficiente de funcionamiemto óptimo es una función 

implícita en ·¡/J*. 

3.3.1 Adin1ensionalización 

En virtud ele que la Ecuación (3.67) es una función que depende ele una gran variedad 

de panímetros, es necesario establecerla en una forma que permita estudiarla. ele ma­

nera eficiente y universal, es por ello que se tiene la necesidad de escribirla en forma 

aclimensional, para ello se definen los siguientes parümetros aclimensionales: 

Tu (3 ~I'cr 'l~r },... l<r ... Tw * r,. 
O:= rT> ' = r¡; '"( = r¡; ' \. = -}' 'Tw = -=-• T = -

..Lhw .1.Jtr .LO \.w 1 T 
(3.68) 

y notando que r;0 + r; = 1, la Ecuación (3.67) se transforma en 

{ }{ 
( n) } R(3 l--

* O'. 1 .r r; 
·i/J = 

1 - R-w 1 _ Kn _1_· _ . _ ( _ n) ' 
.t.• l * . 1 . Rrf3 1 
o/ - T r r; 

(3.fül) 

donde se define Ja carga de refrigeración aclimensional como I1 = Qcr/ I<rTcrT y los tiempos 

t"iptimos ele cada ciclo, escritos en forma aclin1ensional, senín: 

r* = w 

i ,,fl[;K, + K, n ( ~ - f!Ji-) 
,/R ff ¡J;* + .JI[;."( 
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y 

l ..fl[;,'lj;* - K-yTI ( v'R:, - f!Ji.) 
r; = VK /ffj,¡p• + .,/R;.-y (3.71) 

En las Figuras 11 y 12 se presentan los principales resultados que muestran la variación 

ele la carga ele refrigeración corno una función del coeficiente ele funcionamiento para el 

refrigerador no-endorreversible, para valores fijos ele los diversos parámetros involucrados. 

El amílisis de estas grMicas se cliscutini en el apartado ele resultados. 
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3.4 Resultados y conclusiones 

:Nioclelo endorreversi ble 
En la primera parte ele este trabajo se desarrolló un modelo generalizado ele un refri­

gerador enclorreversible ele tres depósitos térmicos con capacidades térmicas finitas para 

evaluar el coeficiente ele funcionamiento. Se demuestra c¡ue este refrigerador es equivalen­

te a un sistema co1nbinaclo ele un refrigerador endorreversible activado por una máquina 

ténuica ele Carnot euclorreversible. Por lo tanto ambas tmíquinas operan de manera al­

ternada. En las Figuras 9 y 10 se muestran los principales resultados numéricos. En 

la Figura 11 se grafica el coeficiente de funcionamiento óptimo 't/J como una función del 

panímetro aclimensional !3r con n = 0.004. ,R = 0.71, -y = 8 = l.O!J y éw = ér = 1.0 y dos 

valores diferentes del panímetro acli1neusional /3.,,, /3,,, = 5 y 7. Se considera que flr (o f3w) 

se puede interpretar como la cmnpetencia entre la capacidad térmica del depósito de baja 

temperatura (depósito ele alta temperatura) y las tasa ele transferencia ele calor global 

ele! refrigerador enclorrcversible (o la 1míquina térmica ele Carnot) con los alrededores. 

Para mnbos \'alores del panímetro /3 111 , el coeficiente ele funcionamiento óptimo sictnpre 

decrece para \'alores crecientes del panímetro aclimensional !3r y este efecto se incre1nenta 

fuerte1uente para \'alores crecientes del panímetro f3w. Físicamente esto significa que el 

sistema ele refrigeración entero opera u1ejor si la operación de la uuíquina de Carnot en­

clorreversible garantiza un balance razonable entre la fuente de calor ele! depósito ele alta 

temperatura y la raz<'>n ele transferencia ele calor global ele la uníquina ele Can1ot con los 

alrecleclores. Por lo tanto se recomiendan valores de f3w de orden unidad. De la inisma 

Figura !J. se nota que existen nnHtiples sol11ciones. Para 1m valor fijo de ·1b, se obtienen 

dos valores del panírnetro !3r· Por lo tanto un refrigerador con baja capacidad térmica del 

depósito ele baja temperatura puede operar como un refrigerador con una gran capacidad 

tt'~rmica del clepiísito ele baja temperatura. siempre y cuando se seleccionen valores apro-
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piados del parámetro ,8,,,. Se debe enfatizar que las conclusiones anteriores son válidas 

1ínica111ente para los valores propuestos ele los parfünetros involucrados. En Ja Figura 10 

se grafica Ja carga ele refrigeración aclimensional H*, como una función del coeficiente de 

funcionamiento, ¡/J, para f3r = 8 y (3,,, = 5 y 8. De igual manera, se aprecia que existen 

soluciones nníltiples y para un ,·alor dacio del coeficiente ele funcionamiento óptimo ¡/;, 

se obtiene dos valores de Ja carga de refrigeración adimensional n•. Este resultado tiene 

una importancia pníctica significativa, debido a que de esta manera se alacanza un mejor 

proceso de enfriamiento, únicamente controlado por los valores propuestos del parámetro 

(3,,,. En la misma Figura se aprecia que para ·¡/J ,...., 0.3, los valores de la carga de refrige­

ración adhnensional n· son nuíxiruos para cada valor de (310 • Por lo tanto para valores 

crecientes de flw y 1f; ,...., 0.3 se obtiene el u1ejor efecto ele enfriarniento. También, en esta 

figura se indica en ·t/Jc = 2.35 y TI* = O la coresponcliente solución ch'ísica dacia por Ja 

ecuación (2.Ci). Para este límite se debe recordar que la termoclimhnica chísica indica que 

existe un efecto neto ele eufriamiento t'tnicamente para una duración del ciclo que tiende a 

infinito, causando que la correspondiente carga ele refrigeración n• es estrictamente igual 

a cero. Los valores numéricos para Jos parcímetros adimensionales usados en este trabajo 

fueron tomados de [100]. Finalmente, para el caso enclorreversible, es importante subra­

yar que la in!lucncia si111ult1ínea de considerar valores finitos de las capacidades térmicas 

de los dep6sitos re,·ela clarainente nuevas características relacionadas directamente con 

la operación de un refrigerador que opera entre tres depósitos tónnicos, cmno se puede 

observar ele Jos resultados obtenidos las temperaturas son funciones tanto del tiempo 

como de panímetros que involucran las conductancias térmicas globales de intercambio 

térmico y de las capacidades térmicas, que son elementos que reahnente estcín presentes 

en cualquier dispositivo real. 
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J\!Iodelo no-endorreversible 
En la Figura 11 se muestra la grüfica de la carga de refrigeración n contra el coeficiente 

de funcionamiento óptin10 l/J* (ecuación J.G9) cuando el sistema es internamente reversible 

(Rw = Rr = 1), para diferentes valores del parfünetro /\( = I<r/ /( w = 0.5, 1.0, 1.5), que se 

puede interpretar como la competencia entre las conductancias térmicas equivalentes ele 

los dos subsistemas (refrigerador y 1rn1c¡11i11a türmica) que forman el sistenia global de tres 

depósitos tórmicos. En esta gnífica se observa que el sistema proporciona mejor carga ele 

refrigeración cuando la coneluctancia equivalente del subsistema referente a la nuíquina 

tónuica es mayor que la del refrigerador, asimismo, se nota que para cada curva, para un 

valor de la carga ele refrigeración, se tienen dos valores del coeficiente ele funcionamiento 

t'Jptimo, es decir. el sistema opera ele manera nuís eficiente tomando los valores de -¡/;* 

aproximadamente mayores a 0.5. 
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Por otro lacio, en la Figura 12 se gl·afica la curva que muestra el comportamiento ele la 

carga de refrigeración contra el coeficiente ele funcionamiento óptimo para el refrigerador 

no-endorreversible. En ésta se presentan los casos en que el parfünetro ele irreversibiliclacl 

interna en cada subsistema (miir¡uina térmica y refrigerador) toman valores ele R,. = 
R,,, = 0.9, 0.95, 0.975 y 1.0, para un valor de I< = 0.5. Se puede observar que para valores 

decrecientes de los panímetros ele irreversibilidad (mayor irrcversibiliclacl interna), tanto 

el coeficiente ele funcionamiento como la carga ele refrigeración tienden a clis1uinuir de 

manera radical. 

En las figs. 11 y 12 se nmestran que para un valor máximo del coeficiente de funcio­

namiento se tiene cero carga ele refrigeración para cualquier valor ele Rw, R,. y J(, que es 

el coeficiente ele funcionamiento ele un refrigerador ele Carnot. 

En la Figura 13 se observa la influencia ele los correspondientes panhuetros de irre­

versibilidad R,. y R10 ; es claro que la carga ele refrigeración se ve afectada de manera 

negativa cuando la irreversibilidad es mayor en el subsistema ele la imíquina ténuic~. 

Aclenuís, si se comparan las figs 12 y 13, se puede establecer que para un valor fijo de la 

carga de refrigeración, se obtiene un mejor coeficiente de funcionarniemto óptimo cuando 

hay un balance entre las irreversibilidades internas de los dos subsistemas que confonuan 

el sistema global. Por ejemplo, ele la Figura 12, para un valor ele Il ......, 0.03 se tiene un 

coeficiente de funcionamiento 1/J* ,...., O.!J, mientras que de la Figura 13, para el mismo 

valor de la carga de refrigeración, ,¡/;* ,...., 0.73. 
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Conclusiones particulares 
De la Ecuaciones (2.69) y (2.112), se pueden hacer algunas observaciones importantes: 

(1) Cuando 0:1tw -> = y O:cw -> =, es decir, las resistencias ténuicas se pueden 

despreciar, el ciclo es reversible, y la ecuación (2.69) se reduce a 

11 
__ l _ CcwTocw [(l _ Qhw )-Ci.,u/Ccw ] Tocw 

- 1 = 1 - -_ -.-, 
Qhw C1iwTocw T,.,,, 

(3.72) 

donde ,,. es la eficiencia ele una nuí.quina térmica reversible ele dos depósitos térmicos con 

capacidad térmica finita y 

T* _ Qhw 
hw - Úcw [(

l _ Qhw )-Ci.w/Ccw _ 
1
]-1 

C1iwTocw 
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es la temperatura equivalente del depósito de alta temperatura ele un· ciclo ele Carnot 

equivalente del ciclo reversible ele dos depósitos térmicos finitos, y la temperatura del 

depósito ele baja temperatura del ciclo ele Carnot equivalenet es Tocw· 

(2) En la ecuación (3. 72), cuando se hace Ccw _. oo y C1iw -> oo, se obtiene la 

eficiencia ele Carnot ·17 = ''le 

De manera similar, ele la ecuación (2.112): 

(1) Cuando O'cr _. oo y 0:1ir -> oo, se obtiene 

1 
cp* = ----~---------~--

C1irT01ir [ CcrTocr _ l] _ l 
Qcr CcrTocr - Qcr 

(3.74) 

donde cp* es el coeficiente ele funcionamiento ele un refrigerador reversible ele dos depósitos 

térmicos con capacidad térmica finita. 

(2) En la ecuación (3. 74), cuando se hace Ccr _. oo y C1ir -> oo, se obtiene el 

coeficiente ele funcionamiento ele un refrigerador ele Carnot. 

Finalmente, ele las conclusiones observaciones anteriores, cuando Ccw _. oo, C1iw __,. 

oc, ncr -> oo, n¡,r -> oc, Ccw -> oo y C111v __,. co, el coeficiente ele funcionatniento del 

refrigerador ele tres clep6sitos térmicos es el ele Carnot reversible. 

De manera similar, de las Ecuaciones (3.30) y (3.59), que representan la eficiencia 

térmica y el coeficiente ele funcionamiento óptimos de una nuíquina ténuica y ele un 

refrigerador no-enclorreversible, respectivamente, se pueden hacer algunas observaciones. 

Si se toma el límite ele la eficiencia ténnica, Ecuación (3.30), cuando /(10 y Tw tienden 

oc, el resultado que se obtiene es la eficiencia tünnica ele Carnot reversible. De igual 

manera, si se toma el límite del coeficiente ele funcionamiento, Ecuación (3.59), cuando 

f(.., y T w tienecle11 oo, el coeficiente ele funcionamiento obtenido es el caso del Carnot 

reversible, debido a lo anterior se tendra que el coeficiente de funcionatniento del sistema 

c0111binado sení el ele un refrigerador ele Carnot reversible que opera entre tres depósitos 

de capacidad térmica infinita. 
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Conclusiones generales 
Atendie11do las preguntas planteadas en la sección 1.2, las que hacen referencia ln'isi­

camente al tema central que trata Ja Tennodinümica de Tiernpo Finito, en este trabajo 

se han respondido la mayoría de ellas, como son: 

a)Para el caso endorreversible se determinaron diversos panhnetros quéhaceil c¡ue el 

coeficie11te de funcionamiento sea óptimo, entre éstos se pueden citar la trayectoria óptirna 

de las temperaturas de los depósitos térmicos y de la sustancia de trabajo que hacen que 

el ciclo tennodimhnico sea óptimo: los tiempos óptimos de Jos procesos de intercambio 

térmico entre el sistema y Jos alrededores. Es importante seüalar Ja importancia que 

tiene el considerar a los depósitos térmicos como finitos, pues se nota clarmnente cón10 

la variación ele éstas es expo11encial con respecto al tiempo y no una constante, como Jo 

trata Ja tenuoclim'ímica cJ;ísica. 

b) Para el caso no-enclorreversible se determinaron las mismas variables antes cita­

das, con la diferencia de que se trato al sistema operando entre depósitos ténnicos de 

capacidad térmica infinita, pero incluyendo de manera cualitativa el efecto que tienen las 

irreversibilidades internas en el funcionamiento del sistema ele refrigeración. 

Por lo anterior se puede concluir que el modelo estudiado se apega de manera nuis 

real al funcionamiento ele uuíquinas térmicas reales, las que operan en tiempos finitos, a 

razones de transferencia de calor dadas y Jos procesos que se lleYan a cabo en ellas son 

totalmente irreversibles. Es necesraio resaltar que el coeficiente de funcionamiento óptimo 

q11e se detenni11ó. así como los de1mis panímetros i11volucrados, nos proporciona un mejor 

entendimiento de las uuiquinas té~rmicas reales y representan las fronteras superiores a 

la que pueden llegar a operar refrigeradores reales ele tres depósitos térmicos bajo las 

condicio11es de operación establecidas. 

Como recmnendacion fi11al es preciso seüalar que quedan abiertas aün muchas inte­

rrogantes, que pueden explorarse y que proporcionarían un amHisis complementario al 

problema pla11teaclo, por ejemplo: ¡,qué sucede si en Jugar de considerar que Jos tiempos 

ele duración ele los procesos son fijos se consideran variables?, esto co11duciría a tener un 
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problema de optimización con extremos variables; ¿qué pasa si se· considera· la evolución 

ele las propieclacles ele la sustancia ele trabajo varían en el espacio y el tiempo?, implicaría 

tener que determinar la evolución ele estas variables ele manera espacial y te1nporal, lo 

que complicaría demasiado el problema. Otro punto a 111ejorar es el de tomar en cuenta 

que realmente el sistema opera ele manera continua y no de manera alternada, como se 

supuso en la hipótesis ele trabajo. Así también se pueden citar otros tipos ele optimiza­

ció11 para este problema, proporcionando una gran variedad de restricciones c01no pueden 

ser: optimizar el proceso de tal inanera que se determinen las <Íreas de transferencia ele 

intercambio térmico que sean óptimas, se podría introducir el gasto müsico de la sustan­

cia ele trabajo, que en general no se incluye en amílisis de Termodi111ímica de Tiempo 

Finito, ya sea como una restricción o como una variable del problema. Finahnente, otro 

problema relacionado con el proceso ele optimizació11 planteado sería el de trabajarlo ele 

manera experirnental, es decir, validar el modelo obtenido con un prototipo físico, lo que 

conduciría a la mejora ele modelos 111ate1wHicos c01no el obtenido en esta investigación. 

De esta manera se pueden mencionar muchos casos particulares nHís, sin embargo, la pre­

se11te investigación queda como una puerta abierta para llevar a cabo la mejora continua 

de amílisis de optimización ten11odimil11ica de irníquinas térmicas reales. 
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APÉNDICE 

Cálculo Variacional 
El problema bt'ísico en cálculo variacional consiste en determinar, ele entrelas funciones 

que poseen ciertas propiedades, aquella función para la cual una función integral dada 

(funcional) alcanza su valor má.ximo o mínimo. El integrando ele la integral en cuestión 

depende ele Ja función y sus derivadas. 

Considere los diversos valores de la integral 

{I' 
1 = la F (x, y, y) dx (.75) 

donde y ( :i;) es desconocida, y y'= dy / dx. La función especial y para Ja cual I alcanza un 

extremo satisface la ecuación ele Euler: 

(.76) 

Si, aclenuís ele maximizar o minimizar 1, la funció.n y (:v).cleseacla satisface una restricción 

integi:al del tipo 

e= ¡be (x, y,y) clx. (.77) 

entonces y(x) satisface la nueva ecuación ele Euler 

aH _ _:!__ (ªH) = O ay clx ay· (.78) 

donde 

f1 = F + ,\G, (.79) 

es la fu11ci6n ele Lagrange. La constante ,\ es un multiplicador ele Lagrange, su valor se 

determina al sustituir la solución y(:v, ,\)ele la Ecuación (.78) en la restricción integral 

(.77). 
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En general; la: integ,Tal puede depender en las primeras n derivadas de Ja función 

incognita y(x), 

J = fb F (:e, y, y', y', . ., v<11>) da: 
.fa 

En este caso la condición para 1 para tener un extremo es_ 

--- -- +-- - - +(-1) - -- =O /JF el (ªF) cl
2 '(ªF) n c1n [ /JF ] /Jy d:1; /Jy' cl:c2 _ /Jy' ... clx11 /Jy( 11) 

La ecuación diferencial anterior para v(x) se llama escuación ele Euler-Poisson. 

(.80) 

(.81) 

Si la integral depende no solo en una, sino en/.: funciones desconocidas v;(i = 1, ... , k) 

y sus primeras derivadas y/ 

(.82) 

entonces las /,: funciones 'U;(x) que nui..,dmiza o minimizan 1 satisface el sistema ele Ecua­

ciones de Euler 

/JF el (ªF) . -[) --¡- -[)' =0,·t=l, .. .,k 
y¡ <X y; 

(.83) 

Entre los problemas ele cálculo variacional las restricciones pueden ser ele tres tipos: 

l. algebráicas, 

2. integrales, 

3. diferenciales. 

Para resolver estos problemas con restricciones se puede recurrir al_ método -ele mul­

tiplicadores de Lagrange. Los problemas con el tipo ele restricciones mencionadas se 

rcsulcven como sigue: 

Restricciones alge bráicas 
Sea el problema ele optimizar: 

J ['U (x)] = f_x, F (:i:, y, y) dx 
lxo 
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sujeta a 

G(:c,y) =O, 

formado la función de Lagrangc L (:e, y, y) 

L (:e, y, y)= F (:c,y,y) +,\(:e) G (:e, y), 

en este caso el multiplicaclórclc Lagrangc ,\ cs-ftmción cicla variable inclepcnclientc, ele 

manera que la ecuación dé Euler sin restricciones que se ~lebe resolver es: 

.!!__ (ªL) _ DL = O _ 
d:c {)y' {)y · 

Problemas con más ele una restricción requieren más de un nmltiplicaclor ele Lagrange. 

Restricciones integrales (problernas isoperimétricos) 
Sea el problema de optimizar: 

l
x¡ 

1 [y (:1:)] = F (:1:, y, y) dx 
• xo 

sujeto a 

1
X¡ 

J = G (:i:, y, y) d:i:, 
:ro 

donde .J es una constante. Se forma la función de Lagrange L (x, y, y), 

L (x, y, y) = F (:i:, y, y) + ,\ (x) G (:e, y) 

y se resuelve la ecuacuión de Euler, 

d (ªL) DL 
d:c {)y' - {)y = O 
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conjúntamente con la restricción 

¡x1 

G (x, y, y) dx = constan te = .J. 
xo 

Se debe notar que para restricciones integrales lo_s~ 11111ltiplicaclores d() Lagnu1ge ,\ son 

constantes. 

Restricciones en forrna de ecuaciones diferenciales 
Sea el problema de optimizar: 

I [y (x)] = 1"'1 

F (x, y, y) dx 
xo 

sujeto a 

G (x, y, y) = O. 

Se forma la función de Lagrange L (x, y, y'), 

L (:i;, y, y') = F (x, y, y')+,\ (x) G (:i;, y, y') 

y se resuelve la ecuación de Euler, 

a ·.(ªL). ·· aL 
dx ay - ay = 0 

si111ultfü1Camente con G (:i:, y, y') := 0 ... -

En este caso, los multiplicadores de Lagrange ,\ (:i:) son función de la variable indc-

1iendiente. 

Teoren1a de la función implícita 
Sea F:R11 + 1 -->Runa función dacia que tiene derivadas parciales contínuas. Sean los 

puntos en R 11+ 1 denotados por (x,z0 ), donde x E R" (x es un vector)y z E R. Supóngase 

109 TES~~ C.QN \ 
FALLt !JE OEiCEJ-l j 



que (x,zo) es un--punto que satisface 

8F 
F (x,z0 ) _ = O y az (x,zo) # O 

entónces existe un conjunto U que conti_ene a x 0 enRn y una vecindad V ele z0 en R tal 

que existe una función única z=g(x) definida para x en U y z Ón V c¡Úe satisface 

F(x, g (x)) =O.· 

Aclenu1s, z = g(x) es continuamente difcrenciable con la derivada dada por 

Dg(x) = DxF(x,z) 
8F -­
az (x,g(x)) 

donde DxF representa Ja derivada ele F con respecto a Ja variable x, DxF = [fJF/8x 1 , ••• , 8F/8x,,1]; 

esto es, 
ag __ aF aF 
a - a / a ) 'i = 1, ... , n :e; - X; Z 
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