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‘Sistemas-Dinamicos ‘en-Termodinamica No-Endorreversible -~

Resumen

En cste trabajo se determina el cocficiente de funcionamiento éptimo de un refrigerador
endorrevesrible y de uno no-endorreversible con tres depdsitos térmicos, mismos que se
ven afectados por irreversibilidades debidas a resistencias terimicas entre la sustancia de
trabajo y los depdsitos térinicos asi como debidas a irreversibilidades internas de la sus-
tancia de trabajo, las que se contabilizan a través de un pardimetro de irreversibilidad.
Para llevar a cabo ecste estudio, ambos siteinas se pueden tratar como sistemas cormbi-
nados que consisten de una maquina térmica endorreversible (y no-endorreversible), que
activa a un refrigerador endorreversible (no-endorreversible) de dos depdsitos térmicos.
Para cl aniilisis sc utiliza la teoria de Termodindmica de Tiempo Finito en ciclos de dos
depésitos térmicos v se obtienen sus relaciones termodindmicas optimas. De esta manc-
ra, cn csta investigacion se presenta ¢l cfecto fundamental debido a las irreversibilidades
antes citadas sobre el funcionamiento éptimo de un refrigerador de tres depositos térmi-
cos con capacidades térmicas finitas e infinitas. Se puede concluir que los resultados que
se obticnen en cste trabajo son mas realistas que las presentadas por la Termodindmica
Clisica. En consecuencia, el esquema tedrico desarrollado en el presente trabajo propor-
ciona bases tedricas nuevas para cl mayor entendimiento de la operacién termodindmica
6ptima de refrigeradores de tres depdsitos térmicos que suclen utilizarse en sistemas que
operan con encrgia solar, energia geotérinica y/o calor de desecho, entre otras rclevantes
aplicacionecs.
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Abstract

In this work the optimal coefficient of performance of an endoreversible and a non-
endoreversible refrigerator, operating between three heat reservoirs, is determined. Both
systems arc affected by irreversibilities due to the heat resistances between the wor-
king fluid and the heat reservoirs (endoreversible case) and internal to the working fluid
(non-endoreversible case), in this latter case the internal irreversibility is taken into ac-
count as a constant paramecter. In order to do this study both systeins are considered
as combined subsystems that consist of an endoreversible C'arnot heat engine (and non-
cendoreversible Carnot heat engine) which activates an endoreversible Carnot refrigerator
(and non-endoreversible Carnot refrigerator), both operating between two heat reser-
voirs. The analysis done in this investigation was conducted following the Finite Time
Thermodynamic theory (FTT) applied to cycles with two heat reservoirs where optimal
thermodynamic relations were found. In this way. the fundamental effect on the optimal
performance of the refrigerator with three heat reservoirs (finite and infinite reservoirs)
due to the irreversibilities is presented. [t can be concluded that the results obtained
arc more realistic than those obtained by the classical thermodynamics. In consequence,
the theorctical scheme developed in the present rescarch gives new theoretical bases for
a better understanding of the optimal thermodynamic operation about refrigerators ope-
rating between three heat reservoirs that can be used as systeins that usc solar cnergy,
geothermal energy and waste heat.
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Introduccién

El problema de Carnot de determinar los lfinites naturales de funcionamiento de
mdcquinas térmicas fue el origen de la termodindmica como una ciencia. Recientemente
se ha plantecado el problema de obtener los limites de funcionamiento de varios sistemas
termodindmicos con rapidceces de transferencia de calor y/o duraciones de estos procesos
fijos. Las herramnientas para el andlisis de tales sistcinas son principalimente la teoria
del control 6ptimo y cilculo variacional. A csta rama reciente de la termodindmica se
denominé Termodindinica de Tiempo Finito [66], [G7], [86].

Entre los mis importantes resultados obtenidos en la Termodindmica de Tiempo Fi-
nito destacan los siguicentes: las condiciones termodindmicamente éptimas para procesos
de transferencia de calor (drcas optiinas de transferencia de calor, tiempos éptimos de
intercambio térmico,cte. ), estimacion de los limites de transformacion de calor en trabajo
para mdquinas térmicas restringidas por rapideces de transferencia de operacién o po-
tencia dada y de manecra cquivalente, resultados similares para relrigeradores y bombas
dc calor.

En diversas ocasiones, las consideraciones termodindmicas son el fundamento de la
mayoria de los procesos tecnoldgicos. El disetio éptimo cs la base para las tecnologias
conocidas para el ahorro de energia, por esta razén cn cste trabajo se plantea la necesidad
de estimar el coceficiente de [uncionamiento éptimo del equivalente termodindinico de un
refrigerador no convencional, por eyeccto-compresion, sujeto a ciertas restricciones como
son rapideces de operacién, ticmpo y drecas de transferencia finitas.

Sistema de refrigeracién por eyecto-compresion

Hoy en dia a escala mundial se ha incrementado notablemnente el consumo de ener-
gfa, conduciendo a que la relacién entre suministro y demanda sea por lo mismo mdis

desafiante, y la cuestion de ahorro energético se convierte enténces en un problemna me-

dular. En particular, también se increinenta la proporcién de las cargas de refrigeracion
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-y aire acondicionado en los niveles del consumo actual de énergia. Debido a esto, la apli-
cacion de fuentes térmicas de bajo nivel, tales como energia solar, cnergfa geotérmica,
calor de desccho de procesos industriales, etc., se empiezan a tomar en cuenta cada vez
s para su utilizacién en el uso en maquinas térmicas, refrigeradores, bombas de calor,
dispositivos de generacién de potencia, etcetera.

De los equipos de refrigeraciéon que utilizan calor de bajo nivel se puede mencionar
a los que operan entre tres depésitos térinicos, como puede ser el caso del sistema de
eyecto-compresion. Estos equipos ticnen la ventaja de funcionar con un bajo costo de
mantenimiento y corto tiempo de recuperacion de inversién. Como consecuencia, cl des-
arrollo y la aplicacién de dichos dispositivos ha originado que se ponga especial atencion
en cllos. Sin embargo, actualinente la mayoria de la teoria termodindmica concerniente
con cste tipo de sistemas se basa en la Temodindmica Cldsica, por lo que es imuy sugestivo
desde el punto de vista fundamental establecer la teoria de la Termodindmica de Tiempo
Finito para refrigeracdores que operan entre tres depésitos térimicos.

Un sistema de refrigeracion por cyecto-compresion es una maquina térmica que traba-
ja entre tres depdsitos térmicos, que requicre de un elevado sumninistro de energia térmica
y de una baja ¢ nula alimentacién de encrgia cléctrica con la finalidad de proporcionar un
determinado clecto de enfriamiento. Est ciclo es capaz de convertir calor de una fuente
apropiada cn refrigeracién.

El sistema de refrigeracion por cyecto-compresion se muestra de manera esquemiitica
en la Figura 1. El calor entregado al refrigerante por ¢l colector solar ocasiona la evapo-
racion del liquido de alta presion (estacdo 1 en la Figura 1) en cl generador de vapor. El
vapor (estado 2) se expande a través de una tobera convergente-divergente en ¢l eyector.
El cambio de presidn que se presenta en esta expansion origina la succién del vapor que
provicne del evaporador (estado 3). Las dos corrientes se mexzclan y entonces sc lleva
a cabo un proceso de recuperacion de presion (estado 4) en la seccién del difusor del
eycctor. La corriente que proviene del eyector fluye hacia el condensador y en éste se

transficre calor del refrigerante hacia los alrrededores, dando como resultado refrigerante
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liquido” condensado-a la salida del condensador. "El liquido se*divide en”dos corrientes:
una cntra al evaporador después de una recuccién de presion en la vilvula de expansidon
(estado 6) y la otra sc va hacia el generador después de incrementar la presién por medio

de una bomba (estado 1).

>
To e
»> Eyectr L ]
6 AN / 2 ! [?
\\\ \ A
\\ Gre Genarador y Cocensasr Evanoracor l
W\ N ET [z g
Coeztar 3 l ! l .%:
olas = R - i SRR S
y sol ; —g . )7 i
5 ' 0s
T \ y 6
e e e
—
Q 525
Vatwla e
Borba erpansion

Figura 1. Diagrama de bloques de un refrigeracor por eyector, activado por energfa

solar.

La fuente de calor solar estd representada en la Figura 1 por un colector en el que
sc lleva a cabo un proceso de transferencia de calor hacia el fluido. Este fluido entra
al colector con un gasto misico rn y una temperatura 7;. La radiacién solar que es
absorbida por el colector ocasiona un incremento en la temperatura de salida T,. El calor
que sc transmite hacia el refrigerante causa que la temperatura del fluido a la salida
del generador caiga a 7. Bajo condiciones ideales de intercambio térmico 7T, y T, son

iguales. Sin cinbargo. en la prictica, para propoésitos de transferencia de calor, 7, debera
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ser mayor que Ty,

El ciclo del eyector estda compuesto basicamente por dos sub-ciclos [87]. Un subciclo
de potencia (1)-(2)-(4)-(5) en el que el refrigerante que fluye a través de la bomba opera
entre los ostdos termodindmicos del generador y del condensador genera la corriente
motriz para la compresién. De manera similar, el sub-ciclo de refrigeracion (6)-(3)-(4)-
(5) opera entre el evaporador y ¢l condensador.

El cocficiente de funcionamiento (COP) de un cualquier ciclo de refrigeracién se define
como la razén entre la refrigeracion generada y la energia suministrada al ciclo. En la
Figura 1 Quy, Qu y Q.r representan las rapideces de intercambio térmico en el evaporador,
condensador y gencrador, respectivainente. Por otra parte, la mdxima utilizacién de
energia solar es aquella que se estimma cuando el ciclo lleva a cabo procesos ideales, la
cual proporcionara la cficiencia del ciclo mniixima posible. El término ideal se refiere a un
sistema compuesto de un ciclo de refrigeracion reversible.

Van Wylen y Sonntag [92] mnencionan que cl sistema dual turbina-compresor es cl
cquivalente termodindinico del sistema de cyecto-compresion, donde la turbina y el com-
presor substituyen al eycctor, como se observa cn la Figura 2, donde se muestra de
formma sencilla, como el sistemna de cyecto-compresion es resultado de la interaccion de
un subsistema de potencia con uno de refrigeracion. Como resultado, se supone que cl
sistenma opcera entre depésitos térmiicos a teinperaturas T,,,,,, 7—'},, TU,. y se le denomina siste-
ma térinico de tres temperaturas, en analogia con las mdquinas tériicas y refrigeradores

llamados sistemas térimicos de dos temperaturas.
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expansion

Figura 2. Sistema termodindmico equivalente al ciclo de refrigeracién por eyector.

El coeficiente de operacién tcrmodinzimico icleal del sistema se expresa como:

R Vi’ -[,hw - u Tcr
COR _ -[‘hw Ta - Tcr o ’IpC!

(0.1)
y representa el coeficiente de funcionamiento (¢) de un sistema de refrigeracion rever-
sible de Carnot de tres depésitos, en ¢l que se cumple que Thy > To > Ter y cs resultado

de considerar procesos reversibles en el cocficiente de operacion

Por otra parte, sc puede mencionar que el rango de variacién de cada una de las

temperaturas para enfriauniento, es [87]:

80°C

A
3
g

IA
0
<
Q

20°C < T, < 40°C (0.2)




< T £15°C

[4]

De acuerdo a la termodindinica cldsica , el midximo coeficiente de funcionamiento de un
reflrigerador de Carnot que opera entre tres depésitos térmicos se calcula con la Ecuacion
(0.1)-[61]. Sin embargo, cuando el coeficiente de funcionamiento de un refrigerador de
tres’ depdsitos estd cdado por la Ecuacion (0.1), el proceso ciclico debe ser reversible,
mientras que los refrigeradores reales de tres depdsitos son irreversibles y ninguno de
sus coeficientes de funcionamiento puede alcanzar . Por ejemplo, en un refrigerador de
cnergia solar que opera entre tres depdsitos térmicos y a temperaturas Tj,,, = 120°C, T, =
40°C y T, = 15°C, ¥ calculado con la Ecuacién (0.1) cs igual a 2.35, mientras que los
cocficientes de funcionamiento reales son aproximadamente 0.5 — 0.6 [{100]. Es claro
que aunque el limite superior ¥, de la termodindmica clidsica es importante en tecoria,
ésta es usualmente muy burda para predecir el comportamiento de funcionamiento de
refrigeradores reales. Por lo tanto, es necesario establecer las frontera de Termodindmica
de Tiempo Finito en ciclos de tres depésitos térmicos [31]. [100].

Al considerar la Termodin:dimica de Ticimpo Finito, muchos autores han llevado a ca-
bo investigaciones y han obtenido importantes conclusiones [22], [31], {50], [67], [76]. La
mayorfa de éstas conciernen a la teoria éptima de ciclos endorreversibles de dos depésitos
térmicos, mismas que ticnen un importante significado para la bisqueda del funciona-

miento éptimo de refrigeradores endorreversibles de tres depdsitos térmicos.

Objetivo de este trabajo

La motivacién de este trabajo surge por la nccesidad de predecir el coeficiente de
funcionamicento de un refrigerador por cyccto-compresién. Hasta la fecha, la mayorfa
de las investigaciones realizadas a cste sistema se hacen con base en la Termodindmica
Clisica, y viendo la semejanza de este sisteina con mdquinas térinicas que operan cntre
tres depdsitos térmicos se propone establecer el cochiciente de funcionamiento para una
mdquina térmica de este tipo, aplicando la teorfa de Termodindmica de Tiempo Finito.

Cabe subrayar que dentro de este esquema se investiga el efecto que tienen las irrever-
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sibilidades, debidas a la conduccién-de calor-entre-los depdsitos: térmicos 'y la‘sustancia
de trabajo asi como aquellas que son internas en ésta. Al llevar a cabo un andlisis del
sistemna de refrigeracion de tres depositos mediante la Termodindmica de Tiempo Finito
sc obtendran los Iimites superiores de funcionamiento de éste, pues se plantea un modclo
termodindmico mids apegado a ciclos reales.

La presente investigacion se divide en dos partes: en la primera se establece el coefi-
ciente de funcionamiento de un refrigerador endorreversible que opera entre tres depdsitos
térmicos de capacidad térnica finita, debiendo su irrevesibilidad inicamente a la transfe-
rencia de calor que se lleva a cabo entre los depdsitos térmicos y la sustancia de trabajo;
en la segunda parte se obtiene el coeficiente de funcionamiento de un refrigerador no-
endorreversible que opera entre tres depdsitos térmicos de capacidad térmica infinita, en
este caso los cfectos de irreversibilidad, ademss de considerar aquella debida a la transfe-
rencia de calor entre los depdsitos térmicos y la sustancia de trabajo, considera los efectos

disipativos internos de la sustancia de trabajo.
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Capitulo 1

Antecedentes

En 1824 Sadi Carnot publico su famoso articulo ”Refletions on the motive power of fire”
[28]. en donde se establecicron los resultados de los primeros estuclios sistemsdticos de
los procesos fisicos que describfan a las mdquinas de vapor. Esto fue el inicio de una
nueva ciencia: la termodindmica. Uno de los aspectos importantes de la termodindmica
consiste en formular criterios para comnparar el funcionamiento de procesos reales con
idecales. Carnot (28] demostré que ninguna médquina térmica que opera entre una fuente
de calor a alta temperatura Th, y un depdsito térmico de baja temperatura Ty, podria
tener una eficiencia de funcionamiento mayor que la mdquina de Carnot.

Recientemente han surgido problemas para delimitar el funcionamiento de sistemas
termodindmicos con rapideces de transferencia de calor y/o duraciones fijas de estos
procesos, con esto s¢ han publicado numnerosos libros [18], [22], [86], [97], en los que se re-
suine el estado del arte y futuros potenciales de las principales ramas de la termodindimica

moderna, siendo una de éstas la Temrodindmica de Tiempo Finito
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1.1 Antecedentes histéricos de la Termodinamica de
Tiempo Finito

De acuerdo a la Termodindmica Clasica, la nuixima eficiencia que una méquina térmica
puede alcanzar cs

T

- Cu?

, =1 — =¥ 1.1
e Tow’ (1-1)

que tradicionalmente se conoce como la eficiencia de Carnot. Esta férmula proporciona
el limite superior de eficiencia para cualquier midquina térmica trabajando entre dos
depdsitos térmicos de alta y baja temperatura, Th,, ¥y Tew, respectivamente. Clausius,
Kelvin y otros hicieron uso de la Termodindmica como una herramicnta para encontrar
los limnites de trabajo, transferencia de calor, eficiencia, coeficiente de funcionainiento
(COP), ete.

El punto de vista Carnot-Clausius-IKelvin enfatiza la interaccidn de un sistema termo-
dindmico con sus alrecledores, mientras que el enfoque de Gibbs hace a las propiedacdes
del sistema cdoininantes y se enfoca en estados de cquilibrio. La Termodindmica Cliisica
contemporiinea proporciona una descripeién bastante completa de estados de equilibrio y
procesos reversibles. Por otro lado, las caracterfsticas s sobresalientes que concicernen
a los procesos reales es que estos procesos irreversibles producen menos trabajo y mds
entropia que los correspondicntes procesos reversibles. Dichos procesos reversibles estidin
definidos 1inicamente en el limite de ejecucion infinitamente lenta. La metodologia de
solucién propia de la Ternodindmica Cldsica supone proccsos termocdindmicos reversi-
bles. es dcecir, procesos en los cuales el sistema preserva equilibrio interno, la cntropfa
total del sistema y el ambiente no se incrementa, la rapidez de intercambio térinico en-
tre cl sistema y el ambiente es infinitesimahinente pequena y la duracién del proceso cs
infinitamente grande. Una consecucncia de esto es una tasa nula de salida (potencia de
salida para una midquina térinica, carga de refrigeraciéon para un refrigerador y carga de
calentamiento para una bomba de calor) para la duracién promedio de los procesos. Los

limites de funcionamiento que se obtienen con la ayuda de los procesos reversibles son
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independientes de la ccuacién de cstado del sistema y son limites en’el*sentido de que e
cllos siguen siendo inalcanzables en todos los procesos reales.

Todo proceso termodin:dmico real es irreversible debido a que la rapidez de intercambio
entre el sistema y el ainbiente no es infinitesimalinente pequetio, el sistema no mantiene
cquilibrio interno y la duracién del proceso cs finito. Las fronteras reversibles cldsicas
son muy altas para procesos reales y requieren un refinamiento adicional. Las preguntas
bidsicas son: (1) ;los lmites reversibles son lo suficientemente cercanos al funcionamiento
rcal para ser 1itiles en la mcjora de procesos? (2) ;Es posible encontrar limites s reales
al funcionamiento de procesos reales (ticinpo finito y/o tamaiio finito) y dispositivos?
(3) i Podemos usar tales fronteras para determinar mejores criterios de mérito ritiles al
evaluar procesos reales y dispositivos? (d4) ;Podemos usar tales criterios para optimizar
¢l funcionamiento de procesos reales y dispositivos, y proporcionar una gufa cientffica y
precisa para resolver problemas pricticos de ingenierfa?

La aplicacién de los principios de la Termodindimica Clidsica y la solucién de fronteras
termodindimicas para procesos termodindmicos de tiempo finito y/o tamaiio finito, que
son caracterizados por una rapidez finita de intercambio entre ¢l sistema y el ambiente,
fucron los primeros pasos hacia ¢l campo de la Termodindinica de Tiempo Finito. No-
vikov [70], Chambadal[29] y Curzon y Ahlborn [50] postularon una mdquina de Carnot,
con potencia de salida estando limitada por las rapideces de transferencia de calor hacia
y desde la sustancia de trabajo, y concluyeron de manera independiente que las tempe-
raturas extremas (caliente y frfa) de una planta de potencia se pueden optimizar con una
potencia de salida médxima. La eficiencia a médxima potencia de salida es

Nnea = 1= (1.2)

La Ecuacion (1.2) proporciona un nuevo limite de funcionamiento, el cual resulta diferente
cuando se le compara con la eficiencia de Carnot, para una mdquina térinica caracteri-

zada por rapideces finitas, duracién finita y tamaifio finito. La ecuacién (1.2) es una
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nueva’ eficiencia lfmite obtenicda inicialmente en la literatura especializada de Ingenieria
Nuclear [29], [70] y redescubierta también en la literatura de Fisica [50]. Desde mediados
de 1970, la biisqueda por tratar de identificar los lfmites de funcionaniento de procesos
termodindmicos y llevar a cabo la optimizacion de los inismos ha tenido un gran progreso
en los campos de Fisica y de la Ingenieria. En Fisica, a este campo de investigacion se
le denominé Termodindmica de Tiempo Finito (FTT por sus siglas en inglés ) por R. S.
Berry [22], B. Andresen [3], P. Salamon, M. J. Ondrechen, A. M. Tsirlin and S. Sicniutycz
[86], entre otros, o Termodindmica Endorreversible por A. De Vos and K. H. Hoffmann
[39]. En Ingenieria se le llamé Minimizacién de la Generacién de Entropia (EGM) por
A. Bejan [18]. El cardcter fundamental de ambos puntos de vista, FTT y EGM, son
los mismos, encontrar la liga entre la Termodindmica, la Transferencia de Calor, la Me-
cdnica de los Fluidos, y optimizar termodindmicamente el funcionamiento de sistemas
termodindmicos de tiempo finito y/o tamai o finito, que incluyen las irreversibilidades

de transferencia de calor, flujo de fluidos e internas en la sustancia de trabajo.

1.2 La connotacién de la Termodinamica de Tiempo
Finito.

El campo de estudio cubierto por FTT es muy amplio. sus aplicaciones incluyen todos
los procesos con fenéimenos térmicos y todos los dispositivos y sistemas que operan con la
presencia de los efectos térmicos con las restriceidnes de tiempo finito y /o tamaiio finito.

Tipicamente, la linca de investigaciéon de FTT procede de la siguiente mancra: ha-
ce algunas suposiciones para un proceso real para establecer un modelo termodindamico;
dada una serie de restricciones, define la trayectoria probable del proceso; resuclve para
la trayecctoria establecida (o trayectoria 6ptima) de la variable del proceso especificado -
para obtener el funcionamiento del proceso definido. Por lo tanto, FTT puede responcder
algunas preguntas globales mismas que la termodindmica cldsica no responde y que la

termodindniica irreversible convencional tampoco lo hace debido al punto de vista mi-
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croscépico con que trata. Los cjemplos a dichas: preguntas-son: *(1)";cudl es la’minima
energia requerida por una macquina determinada para procucir un trabajo fijo en un tiem-
po dado? (2) jcudl es el mdximo trabajo que puede producir una midquina dacda en un
tiempo establecido, utilizando una energia fija? (3) jcudl es la forma mass eficiente para
operar un proceso termodindmico dado (trayectoria éptima) en tiempo finito? (4) jcudl
es ¢l proceso 6ptimo dependiente del ticinpo? (5) jcudl es la distribucion éptima entre
superficics de intercambio térmico o las conductancias térmicas correspondientes al fun-
cionamiento 6ptimo de los dispositivos termodindmicos para un drea total de intercainbio
térmico dada o conductancia térmica total? (6) jcudles son las caracteristicas cuantitati-
vas y cualitativas de los efcctos de resistencias téricas, irreversibilidades internas, etc.,
sobre el funcionamiento de procesos y dispositivos termodiniinicos?

La Termodindmica de Tiempo Finito cs una nueva ¢ independiente disciplina cientifica
que no puede ser simmplemente clasificada conto una combinacién de terinodindmica clasica
vy termodindimica irreversible convencional. La relacién entre FTT y la terimodindmica

irreversible convencional fue discutida recientemente por Verhids y De Vos [94].

1.3 El estado del arte de la Termodinamica de Tiem-

po Finito.

1.3.1  La méquina térmica con la ley de Newton de transferen-
cia de calor 'aéoplada a depdsitos térmicos con capacid;.’kld‘

: térmi'ca-jin’ﬁnita’ : ,
La Tcrmodinzimicé Cleisica‘ ixl\restiga ciclos reversibles, tales 'ciclos tomém tiempo infini-
to (o zircak(lc intercambio térmico infinita) para llevarse a cabo. Asi, la tasa de salida
promedio de dichos ciclos para el periodo que realiza éste (potencia de salida prome-

dio) se aproxiina a cero. El ciclo endorreversible (internamente reversible) es el modelo

fisico fundainental adoptado en el andlisis de FTT. Cuando la sustancia de trabajo de
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“una mdquina térmica realiza-un-ciclo de Carnot cuasiset:itico se le llama enclorrevcrsible, *
siempre y cuando se acepte que existe una diferencia finita de temperaturas entre la sus--
tancia de trabajo y los depd¢sitos térimicos. En la mayoria de los estudios se supone que
la transferencia de calor entre los depdsitos térmicos y la sustancia de trabajo obedece
a la Ley de Newton (lineal) y que los dep6sitos tienen capacidacl térmica-infinita (“de-
temperatura constante). Los estudios de este tipo de sistemnas involucran dos aspectos:
el priinero es determinar los limites de la funciéon objetivo y la relacién entre las fun-
ciones objetivo para los sistemas termodindinicos dados, es decir, encontrar los limites
cde funcionamiento de la Termodindmica de Tiempo Finito; el segundo cs determinar el
proceso termodindmico 6ptimo (trayectoria 6ptima) para la funcién objetivo estableci-
da. La optimizacién de objetivos posibles incluye varios criterios de funcionamiento, por
ejemplo, trabajo, potencia, eficiencia, rapidez de gencracion de entropia, costos, potencia
especifica (potencia promedio para la superficie total de transferencia de calor), densidad
de potencia (potencia promedio para ¢l médximo volumen especifico en el ciclo) y objetivo

ccalégico (compromiso entre potencia de salida y generacién de entropia).

1.3.2 El objetivo extremo para procesos termodinamicos dados
(ciclo tedrico)

El ciclo tedrico se refiere a un ciclo de Carnot endorreversible para distinguirlo de ci-
clos de interés prictico en ingenierfa. Para un proceso termodindmico dado, se pueden
decterminar las temperaturas del fluido de trabajo y los ticmpos 6ptimos (o dreas de las
superficies de transferencia de calor), y obtener los limites de funcionamiento, y la relacién
optima fundaiental entre cficiencia y potencia de salida. En 1957, Novikov [70], inves-
tigo cl funcionamiento de una planta de potencia de turbina de gas. Despiies de senalar
las temnperaturas éptimas del fluido de trabajo correspondientes a miixima potencia de
salida (considerando la existencia de la transferencia de calor debida a diferencias de
temperaturas), obtuvo la eficiencia de la planta dada por la Ecuacién (1.2). También en

1957, Chambadal [29] llegé al mismo resultado cuando analizé una planta de potencia
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activada por un Huicldcalientc en una‘sola fase. La férmula de la eficiencia, Ecuacion:
(1.2), fue redescubierta por Curzon y Ahlborn [50], quicnes trataron una médquina de
Carnot con potencia de salida limitada por las rapideces de transferencia de calor hacia
y desde la sustancia de trabajo. Luego de optimizar las temperaturas cde trabajo corres-
ponclientes a la mdxima potencia de salida, derivaron la cficiencia a médxiina potencia de
salida, y obtuvicron la Ecuacién (1.2). Por otra parte, Bejan [17] sugirié que la ecuacion
de eficiencia a mdxima potencia de salida, Ecuacién (1.2), fuera llamada la eficiencia
Novikov-Chambadal-Curzon-Ahlborn (NCCA) (en este trabajo la llamaremos cficiencia
CA). El significado relevante de la Ecuacion (1.2) es que proporciona la eficiencia limite
de una miiquina de Carnot a mdxima potencia de salida. El modeclo de la mdaquina CA
y la eficiencia CA ha sido ya introducida cn algunos libros de texto [16], [27].

Rubin [67] determind la cficiencia mdxima »,,,, para un suministro de calor dado,
cn la que 7,,,,. €5 menor que la eficiencia de Carnot ,7¢, si el suministro de calor no es
cero. La potencia de salida se obtienc al considerar la eficiencia como una funcién costo.
Ademads de las caracteristicas de potencia mdxima de una mdcquina térmica [56], también
se ha puesto atencién a la cficiencia éptima para alguna potencia de salida arbitraria.
Yan [104] encontré la relacién cntre la cficiencia 6ptima y la potencia de salida éptima
para una muiquina de Carnot endorreversible. La relacién incluye a 1. para P = 0 y
Phae para yg, y es llamada la relaciéon fundamental éptima. Chen y Yan [34] derivaron
la relacion fundamental optima de una midquina con una razén de compresion finita.

Ademiis de la potencia y cficiencia como objetivos, Salamon y Nitzan [70] investiga-
ron el funcionamiento 6ptimo de una ms#quina de Carnot endorreversible al tomar a la
exergia como la funcién objetivo a optimizar. Sobre la base del trabajo de Salamon [76],
cn 1990 Chen et al.  proporcionaron ¢l método de an:dlisis exergoecondinico, usando la
combinacién de FTT y termocconomia [23], [8G], [91] y obtuvieron los lfinites de funcio-
namiento exergoeconodinico, relaciones dptimas y pardmetros de criterios de optimizacién
cn tiempo finito. Una idea similar fue proporcionada por De Vos [46], [48].

En 1991, Angulo y Brown [6] introdujeron la funcién ccolégica (£) (relacién entre
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potencia de salida y la rapidez de gencracion de entropfa) como objetivo. Laeficiencia -
N a mixima £ es (¢ + ne.) /2. Esta es una propiedad general de una midquina térmica
utilizando la ley de Newton de transferencia de calor [10], [11]. :

Sahin et al. [84] tomaron la densidad de potencia (razén de la potencia de salida al
médximo volumen ‘especifico en el ciclo) como la optimizacién objetivo para investigar el

funcionamiento de la miquina de Carnot , entre otras.

1.3.3 Ciclos termodindmicos éptimos sujetos a condiciones da-
das

Para obtener ¢l mdximo trzibajo de salida, vpotcncia de salida o eficiencia para condiciones
externas fijas, se necesita especificar las variables de control y sus lfmites, construir
las ecsuaciones que describen el fendémeno, buscar las restricciones que son impuestas
sobre ¢l sistema, y establecer la funcién objetivo. Procaccia y Ross [78] concluyeron
que en todos los ciclos analizados, un ciclo de Carnot endorreversible con una mayor
razén de compresion puede producir médxima potencia, es decir, el ciclo de CA es la
conliguracién déptima teniendo solamente como restricciones a la Primera y Segunda
Ley de la termodindmica. Salammon y Nitzan {76] demostraron que el proceso 6ptimo
corresponde a una rapidez constante de transferencia de calor entre el fluido de trabajo y
los depdsitos térmicos para varias funciones objetivo. Tsirlin, Rozonoer [81] y Kuznetsov
et al. [63] y Orlov [73] derivaron la configuracion termodindmica éptima y la regién del

ciclo dptiino para una midcquina endorreversible con diferentes condiciones de restriccion.

1.3.4 Efectos de modelos de pérdidas sobre el funcionamiento
S6ptimo de maquinas térmicas.
En un mdcquina real no todas los modos de transferencia de calor entre el fiuiclo de trabajo

y los depdsitos térmicos corresponden a la Ley de Newton, sino que’puede existir alguna

ley fenomenoldgica que rige el modo de transferencia de energfa y-que se presentan a
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continuacién.

Efectos de modelos de resistencias térmicas (leyes de transferencia de calor)

Sc pueden obtener los limites de funcionamiento y la rcladén fundamental 6ptima para
Tuna midquina térmica endorreversible con diferentes leyes de transferencia de calor. Pro-
caccia y Ross [78] hallaron la eficiencia limite de una médquina térmica de Carnot con
la ley de transferencia de calor g o< (AT)", donde 7 es una constante quedepende del
tipo de proceso de intercambio de calor. Una gran parte de la literatura ha estudiado
las relaciones entre potencia de salida y cficiencia, funcionamiento 6ptimo ecolégico y
funcionamiento 6ptimo exergoecondinico en tiempo finito de mdquinas térmicas con (1)
transferencia de calor por radiacién, (2) transferencia de calor dada por g o< (AT)” y (3)

leyes mezcladas de transferencia de calor [16], [44].

Efecto de otras irreversibilidades

Andresen et al. [5] proporcionaron un formalismo con el que analizaron ¢l funcionamien-
to de una mdquina térmica de Carnot con las irreversibilidades debidas a la resistencia
térmica y a la friccién. Fairen y Ross [51] estudiaron el efecto de inercia sobre el fun-
cionamiento y la configuracién Sptima de una mdquina térmica. Richter y Ross [80)
investigaron el funcionamiento de una miquina térnica incluyendo a la friccidn, la iner-
cia, y Delgado [49] determind la configuracion 6ptima de cste tipo de mdquina. En las
referencias |, [20]. [60], [70] sc aplicd una constante para representar tocdas las irreversibi-
lidades presentes en una mgdquina térmica, incluyendo las pérdidas de calor, la friccién
y la debida a efectos disipativos en la sustancia de trabajo, pero excluyendo resistencias
térmicas. Basado en cl fundamento de modelos especificos para pérdidas de calor intro-
ducido por Bejan ([18], [20]), Chen et al. [42] derivaron la relacién éptima entre poténcia
de salida y cficiencia, la cual es consistente con el funcionamiento de méquinas reales

[54].




1.3.5 ~Efecto-del 'vrlﬁodelo*fde 'dryépc‘vsito;térmic'(‘)s'sobre; -el-funcio-
namiér_ivt‘o de una mdquina térmica.
Depésitos téi‘ihiéos de capacidad térmica finita.
~En-la-prictica; la potencia se genera del calor que es transportado a“través de una
cantidad finita de sustancia de trabajo con capacidad térmica finita y no a través del
calor que se extrae de un depdsito térmico de capacidad térmica infinita. En la suposicién
de que los procesos termodindmicos son reversibles, el ciclo termodindmico proporciona
el miximo trabajo; por otro lado, si sc considera que los depdsitos térimicos son de
capacidad térmica finita, su eficiencia teérica es considerablemente mds pequefia [71].
Para el ciclo endorreversible, la investigacion de los efectos de un depésito térmico con
capacidad finita sobre ¢l funcionamiento incluye dos aspectos: el primero cs determinar
el funcionamiento 6ptimo de ciclos que operan entre depésitos térmicos con capacidacd
finita, tal como cl ciclo de Carnot [58], [105], ciclo Rankine [64], ciclo Brayton [62], etc.
La optimizacién se puede realizar fijando el suministro de calor [105] o con suministro
de calor variable [58], [62], [64]. El scgundo es encontrar la configuracion éptima de csas
midquinas térmicas con las condiciones dadas. Por cjemplo: la configuracion éptima de
una mdquina térmica con depdsitos térmicos de temperatura constante es la mdquina
de Curzon-Ahlborn: y la configuracién 6ptima de un sistemna con la ley de Newton con
depésitos de temperatura variable es una msdquina térmica de Carnot cndorreversible
[72], [103] (donde la temperatura de los depdsitos térmicos y del fluido de trabajo varian
de manera exponencial como funcién del tiempo y la razon de las temperaturas del fuido
de trabajo y con los depdsitos térinicos es una constante). Los estudios han demostrado
que la ley de transferencia de calor [104] afecta la configuracién éptima.
Band et al. [12]. [13], Aizebund y Band [4], Aizebund et al. [3] y Gordon y Huleihil
[35] investigaron ¢l problema de maximizar el trabajo obtenido de un gas ideal calentado
por una fuente de calor a una tasa arbitraria en un cilindro con un piston en movimiento.

En este tipo de problemas se utilizé la ley de Newton de transferencia de calor.
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Rubin'y "Andresen [82] “hallaron la configuracién ‘6ptima ‘de una mdquina-térinica
combinada formada por dos miquinas térimicas cndorreversibles con depdsitos térmicos
intermedios. Wu [99] analizé la potencia de salida 6ptima de plantas cde potencia com-
binadas. El cfecto de resistencias térmicas e irreversibilidades internas fue examinado en
[75], [83], en donde se establecié un modelo de médquina térmica combinada irreversible
generalizacda y se derivaron sus caracterfisticas dptimas.

Entre las aplicaciones de la Termodindmica de Tiempo Finito se puede mencionar
también a aquellas relacionadas con midquinas de combustidn interna. En una madcquina
convencional de este tipo el piston se mueve pricticamente bajo una trayectoria sinusoi-
dal. En la referencia [G9] la traycctoria del piston de los ciclos Otto y diesel se optiniza
mediante la teoria del control optimo. La eficiencia y la potencia de salida del ciclo
Sptimo se incrementaria méds del 10 % con respecto a ciclos convencionalces, teniendo las
mismas irreversibilidades. Existe un gran mimero de publicaciones concernientes a las
irreversibilidades debidas a la transferencia de calor, a la friccién y a la comnbustién sobre

¢l funcionamiento de los ciclos Otto [41] y Diesel [26].

1.3.6 Estudios para ciclos de refrigeracién

Los estudios de la Termodindmica de Tiempo Finito se pueden extender a la investiga-
cién de refrigeradores y bombas de calor que operan entre dos y tres depésitos térimicos.
El objetivo primordial es establecer los limites de funcionaimiento éptimmo para este ti-
po de dispositivos y determinar la relacidén existente entre la carga de refrigeracion y
cl cocficiente de funcionamiento bajo restricciones de diversa indole (tiempos y tasas de
intercambio térinico finitos). Inicialmente los estudios correspondientes con cstos disposi-
tivos consideraban irreversibilidades debidas 1inicainente a la transferencia de calor entre
cl sistema y los alrededores ¢que operan entre depésitos térmicos de capacidad térinica in-
finita, posteriorinente éstos sc extendieron a considerar depdsitos terimicos de capacidac
térmica finita, incluyendo adein:ds cfectos disipativos en la sustancia de trabajo. En los

parrafos que siguen se mencionan los andlisis mencionados.
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Leff-y-Teeter [65] fueron los”primeros en-extender cl analisis de Curzon-y Ahlborn
[50] a ciclos de refrigeracién. Rozonoer et al [81] obtuvicron el méaximo COP para una
potencia de entrada fija para un refrigeraclor de Carnot (con rapicdeces de transferencia
de calor dadas por la ley de Newton). Yan [101] determiné el COP 6ptimo (g) para una
carga de refrigeracion fija (R), cs decir, la relacion fundamental éptima. Ademas, estudié
el funcionamiento éptimo cuando (¢R2) se maximiza. Entre los estudios de F'TT se han
considerado también aquellos que presentan moclelos de pérdidas sobre el funcionamien-
to de refrigeracores de dos depésitos térmicos, en las referencias [1} y [2] se utiliza un
pardmetro constante para representar todas las demds irreversibilidades, excepto el de la
resistencia térmica para estudiar el efecto de la irreversibilidad interna sobre el funciona-
miento del refrigeraclor. Sobre la base de modeclos de pérdidas de calor proporcionadas
por Bejan [15], [18], Chen et al [35] cstablecieron un modelo de refrigerador irreversible,
el cual involucra las irreversibilidacdes dcbidas a las resistencias térmicas, a las pérdidas
de calor, y a otras disipaciones internas, y estudiaron el cfecto de leyes de transferencia
de calor sobre ¢l [uncionamicnto cel modelo generalizado. También sc analizaron cn las
referencias [22] y [306] los cfectos de la capacidad térnica finita y de las pérdidas de ca-
lor sobre la configuracion éptima de refrigeradores de dos depésitos térmicos y sobre el
funcionamiento 6ptimo de un refrigerador de Carnot.

Por otra lado, se han llevado a cabo estudios para refrigeracdores prédcticos de dos
cepésitos térmicos. Chen y Yan [30] investigaron la configuracion éptima del ciclo de
refrigeracion, mientras que Chen et al [37] cstudiaron la optimizacién de la carga de
refrigeracion especifica del ciclo y analizaron el clecto de las pérdidas de calor sobre el
funcionamiento éptimo del ciclo combinado [40}. Sobre la base de introducir irreversibili-
dades internas [52] se establecié un modelo de ciclo de refrigeracién combinado irreversible
v también se investigé su funcionamicento éptimo.

Una gran cantidad de trabajos se han publicacdo sobre la optimizacion del funcio-
namiento de refrigeradores de compresién de vapor. De manera destacable se pueden

citar algunos {79], [93], en los que se trata la optimizacion de refrigeradores reales y se
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cdeterminan los tiempos 6ptimos (on/ofl en inglés) que logran que el coeficiente de funcio-
namiento sea éptimo. Chen et al [39] analizaron el funcionamiento de un ciclo irfeversiblc
de refrigeracién Brayton acoplado a depdésitos térinicos de temperatura variable, en dicho
trabajo se hallaron expresiones analiticas de la carga de refrigeracién y el COP. Entre
los estudios para ciclos de refrigeracién por absorcién se encuentran los siguicntes: Yan
[101] establecié el modelo tedrico de un refrigerador endorreversible con tres depdsitos
térmicos, y determiné ¢l COP limite correspondiente a mixima carga de enfriamiento
vy la relacion fundamental optima entre el coeficiente de funcionamiento y la carga de
refrigeracidon para sistemas con transferencia cde calor que siguen la ley de Newton. Par-
te de la literatura, incluyendo las referencias [95]-[96] estudiaron la optimizacion de la
carga de refrigeracion, la optimizacion de las dreas de la superficie de transferencia de
calor, y los clectos de pérdidas de calor ¢ irreversibilidades internas sobre el cocficiente
de funcionamicento de un refrigerador que opera entre tres depdsitos térmicos.

Es de destacar que en la actualidad no existen trabajos que analicen sistemas de
refrigeracion que operan entre tres depdsitos térmicos de capacidad térmica finita, y que
aclemsis consideren irreversibilidades entre el sistema y los alrededores asf como aquellas
que son internas al sisteia (efectos disipativos). Es por ello que es necesario plantear cl
cfecto que tienen dichas variables sobre el funcionamiento de estas midiquinas térinicas,
lo que conducird a obtener pardmetros de funcionamiento que se apegan mads al caso
de midquinas térmicas reales. En las sccciones siguientes se resuelve el problema de la
optimizacién termodindmica de un refrigerador que opera entre tres depdsitos térinicos
con capacidades térmicas finitas, teniendo como hip6tesis de trabajo las concernientes
con la Termodindmica de Tiempo Finito, tales como considerar que dicho ciclo opera en
tiempos finitos y con rapideces de transferencia de calor finitas.

Para llevar a cabo ¢l presente analisis, el trabajo se divide en dos partes, en la pri-
mera se estudia el sistema de refrigeracion endorreversible de tres depdsitos térmicos
con capacidades térmicas finitas, y que considera exclusivamente el efecto que tienen las

irreversibilidades debidas a la transferencia de calor entre cl sistema y los alrededores en
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el cocficiente de funcionamicnto; en la segunda, se determina“la optimizacién termodli-
nédmica del relrigerador no-cndorreversible, tomando en cuenta en este 1iltimo caso que
existen irreversibilidades entre cl sistema y los alrededores asf como t"éxﬁlbiéﬁ dentro de
la sustancia de trabajo, con la salvedad de que este sistema opera entre depésitos de

capacidad térinica infinita.
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Parte 1

Modelo endorreversible.
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Capitulo 2

Sistema combinado equivalente de
un refrigerador endorreversible con

tres depdsitos térmicos.

C'omo se menciond, un refrigerador por cyecto-compresion puede funcionar con fuentes
de energia de desecho o energia solar, inisino que para operar requiere de tres depdsitos
térmicos. Para obtener cl coeficiente de funcionamiento de dicho sisteina de refrigeracién
se ha hecho uso de la termodindmica cldsica y siendo ésta una herramienta que considera
procesos reversibles, ¢l valor que se obtienc de éste es altaunente idealizado. Por este moti-
vo algunos autores ([31] y [100]) se han planteado el problema de determinar el coeficiente
ce luncionamiento de un sistema de refrigeraciéon que opera entre tres depdsitos térrmi-
cos, cn analogia al sistema por cyecto-compresion, utilizando un sisteina termodinimico
cquivalente, Figura 2, propuesto por Van Wylen [92]. Sin cmbargo, cn tales cstudios
consideran que los depésitos térmicos son de capacidad térmica infinita e internamente
reversibles, es por esta razon que en este trabajo se plantea determinar el cocfiente de
funcionamiento 6ptinto de un refrigerador endorreversible bajo ciertas condiciones esta-
blecidas que se mencionaran posteriormente, lo que conducird o obtener un cocficiente

de funcionamiento mds apegado a la realidad; es necesario mencionar que para llevar a
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cabo csta“tarea la optimizacién se realizard mediante técnicas de la Termodindmica de ™
Tiempo Finito, las que se puntualizardin en las secciones siguientes. :

Como primer paso se determinars el coeficiente de funcionamiento de un 1‘ef1‘igéfaclor
que opera entre tres depdsitos térmicos. Considérese un refrigerador endorreversible
que opera con tres depdsitos térmicos de capacidades térmicas finitas Cha,), Cu; Cor y
temperaturas iniciales Tonw, Toas Toer (Tonw > Toa > Toer), cOmo se muestra en la Figm'a
3.

" Tow Cmwi -

Quw

Qe

e TOcr‘,x": q::r A

Figura 3. Refrigerador endorreversible de tres depdsitos térmicos de capacidades

térmicas finitas.




De acuerdoa la primera’ley de la termodindmica se tiene que:

de la Figura.3.Q,.esté. dcﬁmdo como Qa = Qcw + Qh,. Consmlcranclo la scgun(la ley.de. ...

la Lcuno(lmdnuca, cl camblo de: cntlopm para un ciclo 1'0\'0151blc sc pucdc CSCl‘lbll‘ como'

o Qhw - ch Qa :
—_— - =0 (2.2
- AS thw Tcr ) TQu: - ( )
Al dividir la Eckuacién (2.1) por Ty, se tiene
anu +'ch __@1_ . (23)

Toa Toa Toa

¥ sustituyendo esta iiltima ecuacién en la Ecuacién (2.2) se llega a:

rQqu F ch C:)hw + &’ (24)
-[10hw fOcr [Oa I'Oa

de donde se obticne

R R | 11
hw' \irm o - ) Wer Ve T ) - 2.5
@ (fomu' : f(_)cr) = @ (foa TOcr) (2.5)
misma que se pucde escribir coino:
Qhw ‘ ( TOa ) ( TOcr ) 7
1—- . 2.6
wC ch TOqu TOa - TO(:r ( )

La Ecuacién (2.6) representa el coeficiente de funcionamiemto (1) de un refrigerador de
Carnot reversible ¢ue opera entre tres depésitos térmicos. Atendiendo la Ecuacion (2.6),
sc observa que ésta es el producto de la eficiencia de una mdquina térmica de Carnot y
del cocficiente de funcionamiento de un refrigerador de Carnot, ambos reversibles.

De la férmula (2.6), vilida para un refrigerador que opera entre tres depositos térmi-
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cos, es factible que un refrigerador endorreversible de tres depdésitos térmicos se pueda
concebir como un sistema combinado, como lo demostraron Yan y Chen [100] para cl caso
de depésitos térmicos con capacidades térmicas infinitas. En este caso el refrigerador es
activado por una midquina térmica, considerando que el 1inico efecto de irreversibilidad se
debe a la transferencia de calor entre el fluido de trabajo y los depdsitos térmicos. Por lo
tanto, el refrigerador endorreversible de tres depésitos térmicos con capacidades térmicas
finitas se puedc representar como un sistema combinado que consiste de una mdquina
térmica de Carnot endorreversible que activa a un refrigerador de Carnot endorreversible

(Figura 4).

7 Tew s . Cew - #W

Figura 4. Sistema combinado equivalente del refrigerador endorreversible de tres
depdsitos térmicos, compuesto por una médquina térinicay un réfrigeracor

endorreversible.
En los pdrrafos siguientes, siguiendo el procedimiento desarrollado por Chen [31],
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“se supone que la midcquina térmica y el refrigerador operan cde ‘manera ’altcrnacla para’
el sistema ce reflrigeracion combinado, es decir, la mdquina térmica lleva a cabo un
ciclo termodindmico durante un ticmpo total 7, y produce una cantidad de trabajo 117,
cdurante cste ciclo termodindinico sc suministra una cantidad de calor Q. a la miquina
térmica y libera una cantidad de calor @, al depésito de baja temperatura; mientras
esto sucede, cl refrigerador perinancce inactivo. Después de que la midquina térmica ha
realizado el ciclo termodindmico, el subsistema de refrigeracion se activa gracias a que
se le suministra el trabajo 117 producido por la méquina tériica, éste ejecuta un ciclo
termodindmico durante un tiempo 7, extrayendo del depdsito de baja temperatura una
cantidad de calor Q.. y desechando una cantidad de calor @Q,.Por lo tanto se puede
establecer que la duracién total del ciclo termodindmico, 7, del sistema de refrigeracion

combinado sc puede expresar como

T =Tw+ Tr. (2.7)

En este problema, por simplicidad, se asumiri que el tiempo total del ciclo 7 permancce
constante siendo ¢sto una restriccién para la solucién del problema, aunque de manera
general puecde ser variable. Por lo que respecta a los tiempos parciales para cada ciclo 7,y
T, (stos son variables. Para cste caso, teniendo en cuenta la Ecuacion (2.6), el coeficiente
de funcionamiento del sistema endorreversible combinado, ¥, se pucde expresar como
[31]

. N
w — Q“r = ._‘.‘__..Q_m: = ',) -0, (28)

donde 7 y ¢ son la eficiencia de una mdaquina de Carnot endorreversible y el coeficiente
de un refrigerador de Carnot endorreversible, respectivaimente. Qpny y Qcr son los calores
absorbidos de los depésitos a temperaturas Tony ¥ Toer por el fluido de trabajo por cada
ciclo y 11 es cl trabajo que se extrae de la médquina térmica y suininistrado al refrigerador
cudorreversible. De la Ecuacion (2.8) se percibe que cuando 1) y ¢ son éptimos, 1 también

resulta éptima. De esta nanera, la férmula anterior sugiere que se deben cstablecer los




valores éptimos de 7'y .

De acuerdo al procedimiento de optimizacién desarrollado por Chen et al [31}, tenien-
do como restricciones a la duracién 7, del ciclo termodindmico y la cantidad de calor
removido Q. desde el depésito de baja temperatura, el coeficiente de funcionamiento
optimo de un refrigerador de Carnot endorreversible que opera entre dos depdsitos tér-
micos con capacidades térmicas finitas C,, y Cj,, ¥y temperaturas iniciales Tp.r < Tpp,» €8

[22], puede escribirse como:

—_ ch 5
Y= l‘_ ] CchOL'r ’ (-“9)
Clu' ! CchOcr - ch

ChrTOhr exp 1_ Cor I Cch()cr —~1;— ch
I\’rTr CchO(:r - ch

donde K, = acan./ ( VOer + \/CT,,«)—) , ¥ representa una conductancia global equivalente
del refrigeraclor endorreversible. a.. y ay,. son las conductancias térmicas entre el fluido de
trabajo y los depésitos de baja y alta temperatura, respectivamente. Similarmente, para
una mdquina térmica de Carnot endorreversible que opera entre dos depdsitos térmicos
con capacidacdes térmicas finitas C,y y Cew, ¥y temperaturas iniciales Topnw > Toew, que

cjecuta un ciclo termodindimico en un tiempo 7, fijo y suministrando a ésta una cantidac

de calor Q.. su cficiencia térmica 6ptima est:i dada por [22]:

_Clun ln(l— Qhw )
ch CIHUTOIHU
4 Cluu ln(l— C;.)Inu )
1\"1117.111 Ch wTOhu)

Q’l w

-1

ccw TO cw § CXP

=1 —

(2.10)

: 2
donde K,y = Qpuwlew/ (,/a'hw + \/acw) , representa la conductancia global equivalente
de la mdquina térinica endorreversible. vy, y aq son las conductancias térmicas entre
cl fluido de trabajo y los depdsitos de alta y baja temperatura, respectivamente.

Para estimar el cocficiente de funcionamicnto éptimo del sistema de refrigeracién
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coimbinado’se hard uso de técnicas del cdlculo de variaciones y teoriadel control 6ptimo’
[22] (apéndice A), en este tipo de problemas se busca la solucién de un problema dindmico
continuo ¢n el tiempo que es una funcién continua (o un conjunto de funciones) que indica
la trayectoria éptimma que deben seguir las variables a través del tiempo (o el espacio).
Como una breve introduccion, se puede decir que el cdlculo de variaciones es una rama de
las matemi:iticas que se puede definir como una teoria general sobre los valores extremos
de una funcional. El origen de esta horramienta se remonta al problema clisico de la
braquistéerona que trata de determinar, si un objeto pequeiio se mueve bajo la influencia
de la gravedad, cudl es la trayectoria que debe seguir entre dos puntos fijos para llevar
a cabo el viaje en el menor tiempo posible. Otros tipos de problemas que se pueden
resolver mediante esta téenica son: el problema de superficie minima de revolucién, esto
cs, dados dos puntos en un plano, unirlos mediante una curva de tal forina que la superficie
generacla por la rotacion de esta curva a lo largo del gje tenga la menor arca posible.

El problema general del cilculo de variaciones se plantea como: determinar los valores
extremos de una funcional donde dicha funcional es una funcién de otra funcién.

Un c¢jemplo de una funcional cs:
I =1I[y()]
donde el argumento es la funcién y (z) .
. 7 2 -
I =/  y (x)dx
] i .
Se debe hallar la funcién que haga quey la funcional / sea 6ptima.

donde / es una funcién que depende de una funcién: argumento y una variable indepen-

diente (en el caso del.problema:unidimensional);: f-es una.funcién conocida. - Se cesca
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calcular el valor extremo ‘de 7, para 1o cual sc deberd encontrar el “valor particularde =
v (@) que optimice [.

La relacién que existe entre esta teoria y la presente investigacién es que se tienen’
que determinar ciertas funciones éptimas (el coeficiente de funcionamiento y la eficiencia
térmica) sujetas a ciertas restricciones, como son los tiempos fijos de cada ciclo y las’
cantidades de calor transferidas fijas en determinadas etapas de los ciclos tcrmoclinziﬁlicos
correspondientes.

Para resolver probleimas variacionales con restricciones existen dos clases de procedi-
micntos, uno de cllos es el de los multiplicadores de Lagrange (ver apéndice); es por cllo
que para determinar el coeficiente de funcionamiento 6ptimo se selecciona la Ecuacién
(2.8) como una funcion objetivo y junto con la restriccion de que el tiempo total 7 del
sistema combinado es fijo dado por la Ecuacién (2.7), se tienc la siguiente funcién de

Lagrange:

L(Tu.n Tr) = w('rw, Tr) 4+ A (7' - Tw — Tr’) y ’(2.11)

y cl modelo matemdtico se pucde resolver mediante cl uso de las ccuacioncé de Euler-
Lagrange. En la Ecuacién (2.11) las variables independientes son 74, y 7. k

En la siguicnte scccién se plantcan los aspectos teéricos de optimizacién para una
mdquina térmica y un refrigerador (ambos endorreversibles) que trabajan entre depdsitos

térmicos de capacidad térmica finita.

2.1 Limites de funcionamiento de una mdquina tér-

mica con dos depdésitos térmicos

2.1.1 El modelo matematico

Considérese una mdquina térmica como la mostrada en la Figura 5, que opera entre dos

depésitos térmicos con temperaturas Ty Y Tew (Thw > Tew) y una sustancia de trabajo,
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la cual puede ecstar en‘contacto térmico con esos depdsitos'de tal suerte que’la“energia en™
forma de calor se transfiere a (o se extrae desde) la sustancia de trabajo.  Los flujos de
energia dependen de la temperatura T de la sustancia de trabajoy de la temperatura de

los depésitos térmicos:

Qhw = Qluu (Tluuy T) ’ Qmu = ch (Tcws’T) (212)

Thw | Chw
Qhw

>__,W

Qow

N

Figura 5. Mdquina térinica de Carnot endorreversible de dos depdsitos térmicos de

capacidad térinica finita.
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El estado termodindmico-de la sustancia“detrabajo 'cambia"cfclicamcnte de tal forma
que ésta realiza un trabajo W durante un tiempo 7, de su ciclo.  El proceso toma lugar
durante un tiempo determinado y también puede variar en el espacio, sin embargo en
este trabajo no se consideran estas variaciones, lillés el problema se dificulta en gran
medida, lo que darfa pic a que se tuvieran que resolver las ecuaciones de movimiento en
la sustancia de trabajo. El estado de la sustancia de trabajo se puede describir mediante

su entropia s y su energia interna £, que cambian de acuerdo a las ecuaciones
, 1T
S= T—Q' (7., 7), (2.13)

dE _ dq (T.,T) dW _ dq.(T.,T) 7 |
dr T T de T Tar T L P(t), (2.14)

donde T, = Thw 6 Tew, y P (L) es la potcncxa t cs el tiempo
Qhw (Thun T) , para Thw > T:

QT T)=< @ 15)
Qcw Tew, T) para Te, < T.

Las condiciones clchcas impuestas sobre cl estado dc la sustancm de trabaJO 1cqulcren
que el cambio de entropfa en un ciclo internainente 1cvex'51blc sea 1gual a cmo, asi: como :

cl cambio en la energfa interna también:

[ mo @) de=r, (T‘-’);o - - (216)

/OT‘“ [Q(T.,T) = Pldt =7, (Q-W)=o0. (2.17)

En las condiciones anteriores la barra sobre las variables significa que éstas son prome-

diadas en el ticinpo, esto es, para cualquicer funcién f el promedio temporal sc define




como:

F= %/0’ fr(f.) dt; (2.18)

vy P es la potencia promedio.de la mdquina térmica,

T (2.19)

La suposicién de que las temperaturas 75 de los depésitds térmicos no cambian ‘es equi-
valente a que éstos tienen capacidacd térmica infinita, en caso contrario son de capacida(l
térmica finita; es decir, si se aplica‘la primera ley de la termodindgmica a un depésito
térmico, por ejemplo al de alta temperatura, se tiene que: A

Ahus __' (lThw‘

Chw  dt
de donde claramente se aprecia que cuando C),, — o0 el cociente Qpny/Chw — 0, lo que
indica que T}, permancce constante.

Para ¢l anilisis de mdquinas térmicas existen algunos problemas de optimizacién
asociados con éstas: como puede ser ¢l caso de potencia nmiixima, Pax, O la obtencién
de la cficiencia térmica maxima 7, = (W/Quw) , donde Q. es cl calor removido desde
cl depésito de alta temperatura durante un ciclo. Las variables cuyos valores éptimos
sc obticnen cn ambos problemas son las temperaturas de la sustancia de trabajo T (¢) ¥
de los depositos térmicos T, (8) . Se supone que la duracién del ciclo 7 cs fija. En este
tipo de problemas, las temperaturas éptimas proporcionan los lfinites superiores para P
vy 1. En dicha situacién la cficiencia que se obtiene corresponde al funcionamiento de un
sistema con procesos irreversibles. Esto significa que la eficiencia obtenida por medio de
un andlisis con restricciones de ticinpo finito es mucho mais cercano a la realidad que la
qun se obticne con un sistema reversible, tal como ocurre con la estimacion de la cﬁéiénéia
de Carnot. ’

En termodindmica cldsica, aquellos ciclos que producen médxima eficiencia térmica




de un sistema con dep6sitos de capacidad térmica finita'son llamados ciclos de*Lorentz
[22], [86]. En esta seccién, el problema de Lorentz se generaliza para describir ciclos con
duracion finita 7, y capacidad térmica finita de los depésitos térmicos.

Habiendo descrito en pdrrafos anteriores el modelo matemsdtico para resolver proble-
mas de optimizacién termodindmica a continuacion se describe de manera particularlos
problemas citados, mmaximo trabajo y eficiencia midxima; el criterio de optih‘liiéraci.bni 1561‘&1

cl problema de mdximo trabajo esta dado por ) ) S
Tw . ’ ; - RO
W= [ QT T) dt = (Quw — Qeu) — maz,  (2.20)
O . N

y para el problema de maixima eficiencia

v
wo_ 1-— Qow _, maz, (2.21)

n = ==
! Qhw Qluu

sujeta a la obtencién de trabajo fijo W4 por cada ciclo
Quw — Qew = Wa (2.22)

Comio es claro, para la duracién fija del ciclo 74, €l midximo 1V corresponde a la médxima
potencia P = (1//7,) y el trabajo fijo I corresponde a la potencia fija P = Wy/7,,.

A continuacién se presenta cl esquema para resolver problemas de optimizacién ter-
modindmica cuando se tiene una ley arbitraria de transferencia de calor entre la sustancia
de trabajo y los depésitos térinicos, posteriormente se aplicard este esquema al proble-
ma de un sistema que obedece a la ley de transferencia de calor lineal y coeficientes de
transferencia de calor ag,,, ¥ e para cl contacto térmico entre los depésitos de alta y
baja temperatura con la sustancia de trabajo. El esquema para la solucién de este tipo
de problemas, en genceral, es como sigue:

a) Sc obtienen los valores de las variables que optimizan el proceso durante la etapa ce

intercainbio térmico entre la sustancia de trabajo y ¢l dep6sito de alta temperatura; estas
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variables son: el'tiempo éptimo ¢, de intercambio”térmico; la“temperatura Sptima’ que
debe alcanzar el depdésito térinico al final de esta etapa y el cambio de entropfa durante
esta etapa del ciclo termodindmico.

b) De manera siinilar al inciso a) se optimiza la ctapa de baja temperatura del ciclo,
donde la sustancia de trabajo libera calor hacia ¢l depdsito de baja temperatura.

¢) Finalmente se acoplan las porciones optimizadas del ciclo combinado determinando
los pardmetros que satisfacen el criterio de optimizacion global (eficiencia médxima o
trabajo m:iximo).

Para llevar a cabo la optiinizacién termodindinica se supone que las temperaturas
iniciales y finales de los depdsitos térmicos son constantes durante la optimizacién de
las ctapas dec alta y baja temperatura; por lo tanto el mdximo trabajo corresponde a
la minima rapidez del cambio de entropia. De acuerdo a Tsirlin et al [22], la necesidad
de que el incremento de la entropia total sea minima AS,;, se puede reemplazar con el
requerimiento de que el incremento de entropfa en la etapa de alta temperatura del ciclo
sca un minimo y en la porcién de baja temperatura del ciclo sea un mdximo.

El incremento de las entropfas se puede escribir como la suma de los incrementos de

las entropias de la sustancia de trabajo y los depdsitos

2.2 Solucidén del problema de maxima eficiencia para
Qiw dado.

Para ¢l an:lisis de optimizacién del presente modelo, la mdquina térimica endorreversible
con depdsitos de capacidad térmica finita se divide en dos etapas, una de alta y otra de
baja temperatura, que posteriormente serdn acopladas. En cada una de cllas, se desarrolla
un procedimiento de optimizacién apropiado basado en el método de los multiplicadores

de Lagrange (ver apéndice), y al resolver cada etapa, la cficiencia se pucde calcular

card




mediante la expresion:

) w — ew R cw . ‘e (Tew—T") tew
-,,=_——_-—Q"QI Q =1__g’ =1 Sewlew="t ) e (Q,v ) (2.23)

Por lo tanto, sec pucde_suponer el siguiente criterio de optimizacién para la mdquina
térmica: de la Ecuacién (2.23) se observa que la eficiencia es maxima cuando se minimiza
la cantidad de calor Q. para un valor fijo del calor absorbido desde el depdsito térmico
de alta temperatura, lo anterior se logra siempre y cuando se conozca la temperatura del
depdsito térmico Ty, y de la sustancia de trabajo 77, ambas Sptimas. El problema se
pucede optimizar considerando los cambios de entropia en cada etapa basidindonos en el

siguiente criterio:

2.2.1 Etapa de alta temperatura

Sc considera que la duracién de la ctapa de alta temperatura del ciclo es 5, y la tempe-
ratura correspondicnte al final dec esta ctapa s Ty = Thw (bhw) - Si se consideran valores
fijos de la temperatura inicial del depdsito térmico, Tone, y de la temperatura Tj,, esto
resulta equivalente a fijar la cantidad de calor @y, transferido a la sustancia de trabajo,
ya que Qe = Chy, (T—/,.‘, - T/,w()). Por otro lado, el cambio de entropfa total, AS, en el

ciclo termodindmico analizado sc puede escribir como:
AS = ASpw — DSy, : Cr{2.24)

v cl proceso serd 6ptimo cuando AS sca un minimo. Esto ltimo sucede cuando se

minimiza AS),, y se maximiza AS,. Por tal motivo, para la etapa de alta temperatura

sc plantea el siguiente problema:

bhw Gy L s T . ‘
ASpy = /0' g'—'%dt —min, : (2.25)
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sujeto a’las restricciones™

thw
/0 '- Ihw (T T) dt = Qua, (2.26)
(1Z1.xu — Ghw (Thwy T) . . V o
dt == Chw 171qu (0) = TOhw~ (2‘-‘7)

Aquf se minimiza el incremento de la entropfa de la sustancia de trabajo (o fluido de
trabajo en una mdquina tipica), en lugar del incremento de entropfa del sistema entero.

En las Ecuaciones (2.25)-(2.27) se considera que la temperatura de la sustancia de tra-
bajo es una variable de control en el problema. Ya que la temperatura del depésito T}, (t)
depende monoténicamente del tiempo ¢, se puede reemplazar la variable independiente ¢

del problema como

dt = — LTy, (2.28)

y sustituyendo la definicién anterior en el problema (2.25)-(2.27), el problema matemsitico

5C transfornla cn : .
T,“""’ Chw

AShu = /n AT, ' (2.29)
Quw = /,' Chiw dThaw, o (2.30)

¥ o N c v
th = /“ i’ _Qqu(—I‘llz’:,fT)- dThi (2:31)

La funcién de Lagrange, Lj,,, del problema (2.29)-(2.31) se puede escribir como

Cllw
T

Chw

L w = e
! Thaw (fT;zwy -r)

+ ’\Illcluu + '\2h (232)

donde Ay, y Mgy son multiplicadores de Lagrange, y para este caso son constantes por

tener restricciones integrales.

De acuerdo al método de los multiplicadores de Lagrange, la condicién estacionaria
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“de esta funcién sobre T cs

aidhm 'qu C'Im) 0(Ih.m : ‘

] — - — Mo o = 2.33
aT T2 ane)? T (2.33)

6 bien: . e B
= O _ —M\ay, = constante, ; C(2.34)

= =
((Ihw) a['
donde qny = apw (Thw — 1), ¥ cnw es constante (el coeficiente ce transferencia de calor

de la superficie neta de intercambio térmicb). De la Ecuacion’ (2:34),.y de la definicién

de qnw se tiene que:

T 1 ' '
—_ = T A =My < 1; T = mpyThe. (235)
-[-;L:u 14 ;‘—'ﬂ'— ,

De la Ecuacién (2.35) se establece que el pardmetro my,, representa la razén de las
temperaturas de la sustancia de trabajo a la del depésito térmico en la etapa de alta
temperatura, y perinanece constante cuanco el proceso es éptimo. En cste caso la tem-
peratura de la sustancia de trabajo debe ser menor a la del depésito térmico, por tal
motivo se establece que ¢l pardametro rmy,, debe ser menor que uno. ’
Sustituyendo la Ecuacién (2.35) en las Ecuaciones (2.29) y (2.31) se obticnen los

valores de ASy,, y the on términos de my,,, respectivainente:

Chw 1 Ohw .
A haw = = ) R
SI Mpw In Tlnu (2 36)

C'hw 1 TOhw

= 2.:
oy (J- - ’”hw) 7-‘Inu ( 37)

thw =

En las ecuaciones anteriores la constante my, cs desconocida, ya que si se observa la
Ecuacion (2.35) sc nota que la temperatura de la sustancia de trabajo 7" aiin es una
incognita misma que depende de dicho pardmetro. La determinacion de mp sc ticne que

determinar posteriormente al llevar a cabo el acoplamiento de las etapas de baja y alta
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temperatura. v

2.2.2 " Etapa de baja teinperatura

De manera similar al caso de la ctapa dc alta temperatura sc establece el siguiente
probiema para la etapa de baja temperatura del ciclo: de la Ecuacion (2.24) se establecié
que para minimizar el cambio total de la entropia del ciclo se debe satisfacer la condicién
de que el cambio de entropia en la etapa de alta temperatura sea un minimo y para la

etapa de baja temperatura sea un méximo, por lo tanto se tiene que:

l'cu.v . fr} )
ASey = / ~ (—Iﬂ(izéf—)dt — Tnax (2.38)
Codoo o T
sujeto a las restricciones
tew : .
L e (T Te) dt = Qe (2:39)
AT o (T, Tow) :
— = = 2.4
ot ch ’Tcw (0) Tch- (.... 10)

Si sc considera cue la variable independiente del problema es el tiempo ¢ y que la tem-
peratura del depésito térmico depende monoténicamente en esta variable, se puede usar

el siguiente cambio de variable mediante la Ecuacién (2.40)

dt = Seugr,, (2.41)

ew

entonces cl problema (2.38)-(2.40) se puede reescribir como:

) - 'l—'cw Cc .
ASC,‘, = [{bcw Tw dTcw — maix, (2,42)
junto con R
.= /Tcw ch AT (2 43)
i Tocw (lcm (T, Tcm) e :




Tew

Q(:w = ch dTew ) (2.4‘1)

Tocw
Para este caso la funcién de Lagrange, R, para el problema (2.42)-(2.44) puede escribirse

cOo1mo: S ) . B L
e e i Cor - .
Lcm = T -+ /\lcch + ’\”cc ’ : (245)

Qew

y la-condicién estacionaria de esta funcién en T estd dada por

OLew ~ Cow

‘ Cmu a(]cw
—_— = ———— — Ag = 2.4
Lor T2 Ao q3, OT 0 (246)
que se puede reescribir como:
~ ' T? 9qcw
= -\ cs 2.47
q2, oT 2 : ( )

donde gew = ew (T — Tew), tew es la conductancia térmica en la etapa de baja tempe-
ratura entre la sustancia de trabajo y el depésito térmico. De la condicién estacionaria,

Ecuacién (2.47), y de la definicién de g, se ticne

T 1
= e = My > 1, T = T ew, (2.48)

Tew i 1— ‘/:‘\c’w

donde ey €8 una constante y representa la razén de la temperatura de la sustancia de

trabajo a la temperatura del depésito de baja temperatura, ademass debe ser mayor que
la unidad pucsto que cn esta ctapa T > Tg,,. Esta constante tienc que ser determinada
de tal mancra que satisfaga las condiciones de optimizacién; sustituyendo la Ecuacién
2.48) cn las Ecuaciones (2.42) y (2.43) se puede facilinente obtener el cambio de entropia

v duracion del proceso Sptimos, esto cs:

CC'"] TC‘IU
ASey = m In Toew (249)
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Cclu 11 -p cw

1 .
Qi (1 - 'r”mu) T()mu

(2.50)

bow = —

Anidlogamente al caso de la etapa de alta teinperatura, en las Ecuaciones (2.49) y (2.50)

la constante 1, s alin desconocida y se tiene que determinar del acoplamiento de las

ctapas parciales dc alta y baja temperatura.

2.2.3 Acbplamiénto de los ciclos parciales

Para cl ciclo termodindmico de la. mdcuina térmica se pretende cue la eficiencia térmica
sea mdxima para valores fijos de Quw. Lo anterior se logra minimizando Qcu, lo que cs
cquivalente a determinar la temperatura éptima del depdsito térmico de baja temperatura
al final del proceso en la ctapa correspondiente. El problema del acoplaimiento éptimo
de los ciclos parciales adquiere la forma de cuatro ecuaciones simultdneas, teniendo en
cuenta las Ecuaciones (2.36), (2.37), (2.49) y (2.50), junto con la condicion de que Qe

debe ser minimo. Lo anterior es equivalente a resolver el siguiente sistema de eccuaciones:

ch = Cew (Tcw - Tocm) — Illill, (2.51)
sujeto a las restricciones:
y T()cw Ch w TO It ey
low + thw = = In = —— =T, 2.52
i e [P (1 - "”/cw) [cw [a M) (1 - Tn'hw) 11Inu w ( )
C T C Toe:
Ashw . ASmu — hw n PINU + cw In ,—0“” — 0, (2.53)
My Thaw Mew 1w
)'
_ o) -
ﬂuu = Tuhw - ’(/T"_ua (2-04)
hw

donde los pardmetros desconocidos 11y, Mew, tnw ¥ tew son parte del problema. La funcion

de Lagrange para el sistema de Ecuaciones (2.51)-(2.54) viene dacdo por la siguiente
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expresiéon:’”

Ly, = Cew [Tcw - Tch] (2.55)
] TOcm Ch w TOqu
+A S In ==~ + _ — 2.56
n ! ;l:ra'cm (1 — Mew) Tew e (1 — Mpw) nlnu ( )
C'Inu TOInu C’cw Tch
+A2 [ In—— + In — ]
2 Mpy Thw Mew Tew

y la condicién estacionaria con respecto a mg, y mp, conduce a las siguientes ecuaciones:

OLy = ),\lccw = In Zj)cw - /\QC,,'C’" lli Tocw _ 0 (2.57)
» 8m,c,u Qo (l -_ mc,,,)" Tew Mg, TCIU
aLw — }‘IChw < 1n 7’-1)hw _ /\2?”"0 In {ghw — 0, (2.58)
Ompw (a7 (1 - Tnlltu)- Thw M hw

v resolviendo simultineamente estas tltimas ecuaciones sc obtiene que:

m, Mew — 1 [av
v ciy —_ ct . cw , (2‘59)
T huw 1- Mpw Qg

y despejando mg,, se puede escribir que:

) ey
My w
\ gy

Mew = — . “(2.60)
[ay
L—mpy [ L+, —
) (477
Por otra parte, de la Ecuacion (2.37) se determina que 1y, cstd dada por:
. - i 7
Mpw =1 — LN Y ( ,_Ohw) . (2.61)
) ’ Cpwlnw nlw ’ -
v si se toma en cuenta la Ecuacién (2.54), la Ecuacion (2.61) se transforma-en
; C
Mpy = 1+ —22 (l — ,—Ql'—w——) . (2.62)
B aluuthw . CInquOh.w
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* Combinanclo las Ecuaciones (2.37) 'y (2:50)sc-tiene que:

In T—OC"’

— T Fow Oow Chw (L= M) (2.63)

In TP’HU thw Cnw C'cm (l e Tn'llw) ! -
T".'lu

e igualando las Ecuaciones (2.59) y (2.63) se determina la razén de la’duracion de los
g Y }

Lew , Qhy
—_— . . . 2‘ 64
tluu Qe ( )

La Ecuacién (2.64) indica que la razén de la duracién de las etapas de alta y baja tempe-

tiempos Sptimos de cada etapa:

ratura del ciclo es, en el ciclo optimnizado, inversainente proporcional a la rafz cuadraca
de la razon de los coeficientes de transferencia de calor; es decir, las dos porciones son de
igual duracion si los coeficientes globales de translerencia de calor son igualcs.

Recordando que éyy + tew = Tw, de la Ecuacion (2.64) sc tiene que:

vV Qew _ vV Xh .
Y lew = Tw- — (265)
\/ Qcy + vV vV ew + VvV haw

lhw =

A partir de la Ecuacién (2.65), los tiempos éptimos de las etapas de alta y baja
temperatura, se pueden determinar los pardmetros 1., ¥ Mew con la ayuda de las Ecua-
ciones (2.60) y (2.62), de tal manera que esto permite conocer la temmperatura éptima del
depésito térmico de baja temnperatura al final de la etapa correspondiente y con ayuda

de la Ecuacion (2.50) se tiene que:

Tcw = TOmu exp [—ﬂ‘%ﬂfﬁtclzzil . (2.66)

Al combinar las ecuaciones que (lcﬁnen los pammctlos (lc mhw, Mew, thw Y bews (2. ()0)

(2.63), (2.64) y (2.65), junto con la Ecuacién (2.66) se obtiene la tcmperatura éptima
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“Tewdel deposito térmico de baja temperatura conio:

qu (1 . Qhw )
ClnuTﬂhm

Chw Qhw
T G (1 G
) K wTw Ch.wTOh w

Tew = Tocw €Xp (2.67)

Al sustituir la Ecuacién (2.67) en la Ecuacién (2.51) se determina la expresion para
el calor transferido hacia el depdsito de baja tempereatura que hace que el proceso sea

6ptimo y estd daclo por:

C/uu (1 Qe )

,ch — chTocw exp C(‘:;J Clung)lhm -1 , (2.68)
. . N o L 1 1 — 4 hw : :
L+ [\’w'rm " ( Cllll)TOIl'll))

por lo tanto; la ehclcncla mzimna de'la mdquina térinica, de acuerdo a la Ecuaciones

(2.23) y (2. 68), cst(i clach por

Chw In ( Qhw )
Ch w -['ﬂhm

Clnu C)hw )
1+ 1\,urTln In (l ChuvTOhm
C\.)Iun

C'chOC,,, 1 exp -1

n=1-= (2.69)
La Ecuacién (2.69) cs la eficiencia 6ptiina de la midquina de Carnot endorreversible que
opera entre dos depdsitos térmicos de capacidad térmica finita, para valores fijos de Q.
y Tw. Esta ccuacién es consistente con ¢l caso de Carnot, comno caso particular cuando
se toma el lnmite de Cha, Cew ¥ 7w tender a cero se obtiene la eficiencia de una maquina
térmica reversible de Carnot, como se¢ mostrard cn la scccién de conclusiones de este

trabajo.

H
H
3




2.3 Coeficiente de funcionamiento é6ptimo de un re-
frigerador para remover calor (Q,..) de un depési-
to térmico a una tasa dada

En esta seccion se desarrolla un mdétodo de optimizacién termodindmica para el caso
de un refrigerador endorreversible que opera entre dos depdsitos térinicos de capacidacd
térmica finita, con el fin ‘ iy '

de obtener su coeficiente de funcionamiento 6ptimo. Es neccsraio destacar que se
sigue un procedimiento an:dlogo al utilizado en el caso de la indquina térmica, obteniendo
con cllo los pardmetros que hacen que el ciclo termodindmico sca 6ptimo, éstos son:
cl tiempo 6ptimo en cada ctapa del ciclo, la temperatura de la sustancia de trabajo
y del dep6sito de alta temperatura al final del proceso; hasta la fecha cn la literatura
relacionada con la optimizacion termodindmica de ciclos de refrigeracién no se ha llevado
a cabo un anilisis como el que se presenta a continuacién, cn este caso cn particular se
determina el cocficiente de funcionamiemto de un refrigerador considerando cue el calor
que se requiere extraer del espacio a refrigerar es fijo.

En la Figura 6 sc presenta un modelo simplificado de un refrigerador endorreversible
que opera cntre dos depésitos térmicos, uno de alta y otro de baja temperatura, con

4

capacidades térmicas C),,. y C\., respectivainente; las temperaturas correspondientes de
dichos depésitos son Ty, y Tor, v la temperatura de la sustancia de trabajo es 7. Para
cl anilisis de este refrigerador primero se optimizan por separado las ctapas de alta y
baja temperatura. En cada una de éstas sc desarrolla un proceclimiento de optimizacion
similar al utilizado para el caso de la mdquina térmica. Posteriormente se acoplan dichas

ctapas para satisfacer de manera globlal el criterio de optimizacién. En este caso, cl

cocficiente de funcionamiento ¢ esta daco por:

Qer

- Qhr - ch (2'70)

@
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donde Q. es el calor extraido por cada ciclo del dep6sito’ de baja temperatiira’ ¥ @), es
el calor liberado hacia el depésito térmico de alta temperatura. De la Ecuacién (2.70) se
observa cue para valores fijos de Q.. el coecficiente de funcionamiento es méaximo cuando

Qur es minimo.

Qhr

Qer

TCI’ CCI'

Figura 6. Relrigerador de Carnot endorreversible de dos depésitos térmicos con

capacidacdes térmicas finitas.




A continuacion se’optimizan‘las’etapasde alta’y baja‘temperatura; teniendoen'cuenta

que cl ciclo se lleva a cabo en un tiempo fijo 7.

2.3.1 La etapa de bajél témperatura :

Debido a que el calor extraido del depdsito de baja temperatura se puede escribir como:
ch = Ler (T0cr - Tcr) s i (2'71)

donde Ty, representa la temperatura inicial cel depésito de baja temperatura y T s
la temperatura final del depdésito térmico al final dec la etapa correspondiente. De la
Ecuacién (2.71), puesto que Q.r, Cer ¥ Toer son fijos, entonces la temperatura final del

depésito de baja temperatura se mantiene fija y estd dada por la expresién

T,r = Toer — _CCQTC: (2'72)

En esta etapa el procecso de optimizacién corresponde a determinar el valor éptimo

del calor Q. que se pucde extraer desde cl depdésito de baja temperatura:
ter - .
ch = /(; Qer (Tcr, T) di = Ccr (T()cr - T(:r) — Inax, (2'73)

Las restricciones asociadas con este problema son:

dTe, Qer
—_ e 2
dt Cor : (2.74)
ASe = [ G gy (2.75)
cr = A T N

donde g = aver (Ter — T, ter s la duracion del proceso en esta etapa y T = T'(t) repre-
senta la temperatura de la sustancia de trabajo. La Ecuacién (2.74) proviene de llevar
a cabo un balance de energfa en cl depésito térmico, la Ecuacién (2.75) representa cl

cambio de entropia que se lleva a cabo en la sustancia de trabajo en la ctapa corres-
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pondiente. ” Se considera a la temperatura de la sustancia“de trabajo como una-variable - -
de control para las Ecuaciones (2.73)-(2.75).. Debido a que la temperatura del depdsito
térmico, Ty, (t), depende monoténicamente sobre la duracién del proceso’t; se puede usar

la Ecuacién (2.74) para reemplazar la variable-independiente ¢ en tériicos de T, y el

problema equivalente es:

)

Qer = — 4 - C'cr"ch, — ma; o (2.76)
Qer "' : : '
e ,
ASe=- /7 o T (2.77)
bop = — “r Cer dTe,. (2'78)
JTocr (er

Para la optimizacién parcial de este etapa se supone que AS,, y .. son pardmetros fijos,
auncue en ¢l proceso de optimizacion global del ciclo son desconocidos y sus valores se
determinan en el acoplamiento de las etapas de baja y alta temperatura.

Siguiendo cl procedimiento de optimizacién descrito para la mdquina térmica, la fun-

cién de Lagrange asociada al problema (2.76)-(2.78) se pucde escribir como:

'cr Ccr
Lcr = Ccr -+ /\lc_,11- + ’\QCE’ (279)

donde Ay y A2 son los multiplicadores de Lagrange para esta ctapa.

La condicién estacionaria de esta funcién sobre T es

0Lcr — /\1 Ccr /\2Cr:r aqcr

= L= =0, 2.80
or T2 q2. OT ( )
y de esta ccuacién, se obtiene que:
T 1 '
= —— = ker = constant < 1. T = ke Ty (2.81)
cr 1+ /\_10"




donde k.- es'una constante que representa la razén de la temperaturade la sustancia
de trabajo a la del depésito térmico y se determinard posteriormente. De esta tltima
ecuacién, se observa que la constante k., debe ser constante cuancdo el proceso es 6ptimo,
puesto que en ésta los pardmetros cue intervienen son constantes (M, A2y aer).
Usando la Ecuacién (2.81) junto con las Ecuaciones (2.77) ¥ (2.78) se puede expresar

AS.. ¥ ler en términos de Agr, dando como resultado:

Ccr TOcr
S — 2
AS,, o In T (2.8 )
Cor In L8er. S (2.83)

bor = ———
- Cer (1 - I"cr) Tcr
En las Ecuaciones (2.82) y (2.83) el pardmetro k.. es desconocicdo y como en secciones

anteriores se convierte en parte del problema.

2.3.2 Etapa de alta temperatura

Siguiendo un procedimiento semejante al usado en la etapa de baja temperatura, el
planteamiento formal del problema en la etapa de alta temperatura tiene una forma

similar al de la etapa [ria. De manera particular, en este ctapa se desea que el calor :

Ty

Qhr = Chr dThr = Chr (j:'hr - TOIlr) — makx, (2.84)
JTonr
y -

Tur ’
T = (2.85)

Tonr Qhr )

The Chyr
ASy, = / IThr. - .

S/ o T (¥ §! (2 86)

donde g =" apr (T = Thy) . thr €s la duracién del proceso en esta etapa y Ty ¥ Tonr
representan las temperaturas del depdsito térmico al final y al inicio del proceso, respec-

tivamente. Al llevar a cabo un balence de energia en el depésito térmico, la temperatura



en éste camnbia de acuerdo a'la siguiente ecuaciéon

g (lThr L Ahr (7—,/:,1'; T)

= 2.87
dt Chr ( )
Para este caso la funcién de Lagrange estd dacla por:. . i R R
o Ch
o Lpr =Cyy + Atr ]I:r + Ao s (2.88)
R S SO : Ghr
y su condicién estacionaria puede ’;CS,Mc’ribirsc‘»’:‘ como:
a__R = ,_'\lrrcflu' e /\Qr‘)cjhr a(Irhr -0 (2.89)
BT . . T= Disr or )
obteniendo que:
T 1 ‘
==y, > 1 =cte. T = by, Th,, (2.90)
’1-)!" 1- /\{‘2\‘; . '

en este caso, la razén de la temperatura de la sustancia de trabajo a la del dep6sito
también debe permanecer constante cuando el proceso cs Sptimo.
Sustituyendo la Ecuacién (2.90) en las Ecuaciones (2.85) y(2.86), se pucde expresar

atpr y ASh, en términos de &y, mediante las siguientes expresiones:

Chr 7_1/17‘ . )
= , (2
K Qpr (1 - klu‘) " Tonr ( 91)
3 Tl?‘
AS), = Cnr In =" (2.92)

- khr TOI:r
De manera similar a'los resultados de la ctapa de alta temperatura, las Ecuaciones (2.91)

v (2.92) tienen al pardmetro Ay, como una incégnita.




2.3.3 Acoplamiento de los ciclos parciales

Como se mencioné anteriormente, las Ecuaciones (2.82), (2.83), (2.91) y (2.92) tiencn
como pardametros desconocidos a k.. v Ay, mismos que se tienen que ceterminar a partir
del acoplamiento de las ctapas parciales de tal forma que satisfagau un criterio clq op-
timizacion @, — min para obtener ¢l coeficiente de funcionamiento nudiximo, teniendo
como restricciones la duracion fija del ciclo, 7., el cambio en la entropia decl ciclo AS
{«que debe ser igual a cero), asf como un valor fijo de Q... En este caso, para obtcner
un mséximo de pde la Ecuacion (2.70), sc acepta que para un tiecmpo 7, y una rapidez
de calor Q.. fijos, es cquivalente a tener un minimo de Q.. Por lo tanto, el problema
de la optimizacién global del ciclo.(lc refrigeracion toma la forma de cuatro ecuaciones

simultdneas. Considerando las Ecuaciones (2.82), (2.83), (2.91), (2.92) sc ticne que:

QIII‘ = Chr (’I—Thr - T()hr) — 1nin, (293)
Ccr TOcr Chr TOhr '
Ty = ter +ipy = ———————1In = + , In —= 3 2.94
! Cep (-l - l‘:cr) cr (2798 (1 - khr) ﬂlr ( o )
c'h r Tohr ' Ccr TOcr
A o, A p = —-— —_— —_—— — == (), .95
S) " Sc khr In T‘I)r“ * ter + thr In Tcr 0 (2 90)
y o
[er = - == 2.
Tcr TOcr Cr:r’ ( 96)

donde la Ecuacién (2.93) representa la funcién que sc desac optimizary la (2.96) proviene
de la cantidad de calor extraido desde ¢l depdsito de baja tcmpcratura. En las ecuaciones
anteriores se ticnen como pardimetros desconocidos a te., Ly, Ker ¥ kn-. Las Ecuaciones
(2.94) y (2.95) representan la duracién del ciclo 7, y la condicion ciclica de la entropfa
del ciclo.

Para determinar los parametros Le., éne, ber ¥ kne que hacen que el ciclo sea éptimo,

considerando las Ecuaciones (2.93)-(2.96), la correspondiente funcién de Lagrange para




~la optimizacién del refrigerador endorreversible puede escribirse’como:

‘L’r = Oliri(T_llr - TOhr) . ' (297)

’cr TOcr C'hr T()hr 9
f'\lr l:a'cr (1 - kcr) n Tcr * Qpp (1 T I‘hr),ln T_hr, i i e (—“98)
Cer Tocr Chr Tonr S
+z\g,- [7\-; In T,_-,- -+ I\_'h—: In —T_h,. ] .

De la Ecuacién (2.97), considerando que se requicre determinar los pardmetros que op- -
tiinizan el ciclo termodindmico se puede tomar la condicién estacionaria con respecto. a

kigr, 2= = 0, se tiene que:

ers Dhar . o g

y de manera similar, de la coﬁ(liciégl Qstrackionzlxi,r‘ia con respecto a Ay, &'M =0, produce la

expresién T oo S » , ; :
3o () | (2.100)

Resolvicndo simult;aincamcnté las ECLlacioxles‘(Q.QQ) y (2.100) se llega a:

« ker o 1— kcr [a'c; L
,khrr— khr -1 »a/lr'. ) ) ‘ (2101)

La Ecuacién (2.101) es una funcién implicita en &, y ke, por lo tanto, para la solucién

del problema se hace uso de las ecs (2.83) de donde sc obtienc:

. . Ccrv ) TOcr
L= I“"‘ - Qerler n (Tcr‘) ' (2102)

de la que se puede despejar al pardmetro A, para obtener:

Ceor o Toer '
,‘(:,, == l — ———r— —_— 2,
5 i In ( T ) (2.103)

G0




y si se considera que Tg = Tosr = Qer/Cory'la Ecuacion (2.103) se convierte en: -

cr L‘TTCI‘
ko = 1 — -2 CerZh

i Ceeplep " CchOUr - ch’ (2'104)

misma cue._define el pardmetro k., siempre y cuando se conozca t.... De la Ecuacién .

(2.101) Ay, se puede expresar como

: Ker v/@nr . L (2.105)
kcrr(\/ Qrep AV a'hr) - /CQer

kpr =

Por otra parte, de la Ecuacién (2.95) se deduce que

Toce .
In Ter  _ __Chr /vc,'

=~C (2.1006)

In —'}‘1“-
hr

y combinando las Ecuaciones (2.83), (2.91) y (2.101), sc llega a:

Ler ’a’hr
= —_— 2.
thr Cecr ( 107)

La ccuacién anterior mucstra que la razdén de las duraciones de las etapas de baja y alta

temperatura en cl ciclo de relrigeracién es inversamente proporcional a la rafz cuadrada
de la razén de los coeficientes de transferencia de calor de los procesos correspondientes.
De esta razoén se obtiene un caso particular del caso optimizado: las dos ctapas son de la
misma duracion si los coeficientes de transferencia de calor son iguales.

Dec la Ecuacién (2.107) y considerando que cl tiempo total del ciclo de refrigeracién

¢s by + ter = 7,, los ticmpos de cada etapa ¢ue hacen que cl ciclo sea 6ptimo son

e vV &er RO S V. L — (2.108)
VCer + /¥ Ver + /O

thr = T,
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Por otro lado; la Ecuacién®(2.91) se puede reescribir como:

ST v e (L=
In . hr e hur ( hr)thry
: »‘ -FOIlr : : Chr

de esta.iltima.ecuaciénla_temperatura. del. depésito.de.alta.temperatura.al final:de.esta
ctapa se puedecscribir. como:- " ’

:v Tohr exp l:__t”"'a’ir (1—— ]“"lr):' . ’ B (2-109)

Chr

Con ayuda: de las ecuaciones que. definen los pardmetros que optimizan el ciclo, /ch,‘, Kery
thr ¥ bors Ecuacio:riesv’(z.llf(jll),' (2.105) y (2.108), la Ecuacién (2.109) se puede reescribir

‘ C'cr n CL‘I‘Y})CF
C’h.r CCI‘TOC" — Q(:r

_ _Cer n CchOcr '
Ko, CerToer — Qer

Ahora bien, de la Ecuacién (2.93), que representa la funcién optimizada, se tiene

como:

(2.110)

T = TQ/;(' exp

B

Qltr = c’hr (T—hr - TOILI') s

y sustituyendo la Ecuacién (2.110) en esta iltima, se determina el calor transferido al
depésito térmico de alta temperatura de tal manera que el calor rechazado desde la

sustarncia de trabajo hacia el depdsito de alta temperatura, estd dado por

— In
y CerTocr —
Qhr = ChrTOhr exp Chr = OCE;, j?cr
1— Cer lll er4d Qcr
KT, CchOL'r - ch

CL-,- l ( Cch()cr ) .
—1]. (2.111)

Ya que se determiné el calor éptimo que se transfiere hacia el depésito de alta tempe-
ratura se sustituye la Ecuacion (2.111) en la definicién del coeficiente de funcionamiento

del refrigerador endorreversible, con esto se tiene que el coeficiente de funcionamiento




éptimo correspondiente’es:”

R - St ch 9 9
Y= : . g gg_r_ 1 — C'CI‘TOcr ) ('-.1]--n)
Chr 'CI‘TOL‘I‘ — ch

o ,C,"',TO,"", exl) , Con l CL"‘TOC" —1 _ ch, 7
-7 n =
K rTr Ccrr(]cr - ch

La Ecuacién (2.:112) representa el cocficiente de funcionamiento éptimo de un refrigera-
dor endorreversible que opera entre dos depésitos térmicos de capacidad térmica finita,
teniendo como pardmetros fijos a la cantidad de calor absorbido, Q.,, desde el depésito
de baja temperatura y la duracién del ciclo 7,.. Al igual que para el caso de la eficiencia
Sptima de la mdaquina térmica, si se toma el limite de la Ecuacién (2.112) cuando Cy,,,
C.. y 7» tender a cero, se obtiene el coeficiente de funcionamiento de un refrigerador de

Carnot reversible que opera entre depdésitos térimicos de capacidad térmica infinita.

2.4 Optimizacién del sistema combinado equivalente
para un refrigerador endorreversible que opera
entre tres depésitos térmicos de capacidad tér-
mica finita

El motivo de esta primcra parte de este trabajo csta centrado en la deterininacién del
cocficiente de funcionamiento 6ptimo de un refrigerador endorreversible que opera entre
tres depdsitos térmicos de capacidad térmica finita; se demostré que dicho pardimetro
estid dado por el producto de la eficiencia de una médquina térmica y del coeficiente de
funcionamiento de un refrigerador, Ecuacion (2.8), de tal sucrte que el cocficente de
funcionamiento global es dptimo cuando ainbos, la eficiencia y cl coeficiente de funcio-
namicnto de los subsitcmas que componen el sistema de tres depésitos son Gptimos, por

csta razén cn los pirrafos anteriores se determinaron las expresiones que representan los
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valorés 6ptimos de la eficiencia de una miquina térmica y cocficiente de funcionamicn-
to de un refrigerador, aimnbos endorreversibles y cue operan entre depésitos de capacidad
térinica finita. Teniendo como base la Ecuacién (2.8) que representa el coeficiente de fun-
cionamiento de un refrigerador que opera entre tres depdsitos térmicos, y considerando
la ecuacion que representa la cficiencia éptima de una miiquina térmica endorreversible,
Ecuacion (2.69) y del coeficiente de funcionamiento éptino de un refrigerador endorre-
versible, Ecuacién (2.112), ambos de dos depésitos térmicos de capacidad térmica finita,

cl cocficiente de funcionamiento global se puede escribir como:

4 ( Chw n (1 Qluu ]
- C B Ch IUTOlL 1w R
chTOCHI CXI) C’chu:” CJ hw -1
(I - 14 1 1—
" ( CILM)TOIHU )

[\’UJ 7-‘IU

('b . anu

b x (2.113)

Cer In <ﬂ) et
_Cﬂ‘l"_" exp thr C’crﬂ)cr - C‘?C, _1 ’ — i ’
Qer 1 — L1y CorToer o
KT, o Toer — Qor

La ccuacién anterior depende de diversos pardmetros, uno de ellos es el calor que se
transficere desde el depésito de alta temperatura hacia la sustancia de trabajo, Q.; en
virtud de que existe una relacién entre cl cocficiente de funcionarniento global ¥ y- Qe

dada por ¢ = Q.-/Qnr, la ecuacién anterior se puede reescribir cono:




( . C'/uu ch ) ]
v : ———In{1l— —"
C..T - Cew ( WChwTonw ;
cwd Ocwy § CXP C[ Q —1
, 'l+—£ln(1————"—-—)
oo T ; [ viwd Ohw o sy iy o
p = Jroee b LR T $ChuTo b (2:114)
(J
& n ( C(:rTO(:r ) -t
ChrTOhr . C'hr Cch0cr — ch
——— Jexp

ch 1— Ccr n CCI'TOCI'
K7, CorTocr — Qer
en la que se considera que a Q.. como un pardmetro fijo, siendo la duracién de los ciclos
parciales, 7,, ¥ 7, variables. La Ecuacién (2.114) resulta ser una funcién implicita y
altamente no linecal en la variable 7, lo que implica una gran dificultad para determinar

su solucién.

2.4.1 Adimensionalizacién del coeficiente de funcibnafhiento glo-
bal

Analizando dectalladamente la ccuacion que define el cocficiente de funcionaimiento glo-
bal, Ecuacion (2.114), sc observa que es una funcién que involucra una gran diversidad
de pardmetros, ademas sc tiene la dificultad para obtener valores nuunéricos reales de los
mismos, lo que dificulta el anadlisis de ésta, por esta razén es nccesario escribirla en una
forma muis titil y eficiente para su estudio. Esto se logra al llevar a cabo la adimensiona-
lizacién de dicha funcion, le que no solo conduce tener un mimero mininio de pardmetros
sino que la solucién obtenida es universal para los valores numeéricos asignados a los pa-

rinetros involucrados. Para realizar la adimensionalizacién de la Ecuacion (2.114) es




necesario definir los siguientes pardmetros adimensionales:

a = Qrcr ; — C'crv'T()cr Y= chrOCw 6 — CILrTOhr’ﬁ — C:hw, (2115)
Ccr-[bcr c'h w F()hw C'cr fOcr C(_-rToc,- K 2T

,3 - Ccr = . hw = C :« — Z-_ui 7_* — 2

T T Rt T Cu T G T T

y por lo tanto, la Ecuacién (2.114) se.pucde reescribir cono:

[ T "-é@ﬁ(i - —ﬂ)
v = Lo les , ‘”ﬁ 1t (2.116)
Lol (=) ‘
v -1
erh
* g exp : (1 — a) —1lp—1p .

)
l—a

Si adicionahmente se define la tasa de refrigeracion como Il = Q./7, la ecuacién anterior

1—-——ﬁ—’ln(
=

(2.116) toma la forma:

» - —E ’hi (1 - H*’B) ) :
w o= {128 ) o | —— Pb) | _q 4L (2.117)
o 1+ —ﬁ-ﬂ'ln (1 — H*'B) ‘
#* . B . ¥
: < exln (—l”-) ;
%BP exp. o P —15—1
Bey: 1 ‘

1 - 111' ﬁ
S~

donde la tasa de refrigeracién adimensional I1* se¢ define como IT* = a3,.. Ahora bien, para
optimizar el ciclo endorreversible de tres depdsitos térmicos con capacidades térmicas

finitas se supone que los tiempos parciales, escritos en forma adimensional, 7§, y 77 son
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variables del problems, mientras que TT* permanece constante en la’Ecuacién (2.117), de”

acuerdo al 1)1'ciceclikmiér’1,t‘o‘éegiliclo lpor, Chen et al [31].

2.4.2  Optimizacién

Pucsto qué‘la Ecuacién (2.117) que se va a optimizar es una funcién implicita en 2.
que depende de 7}, y 75 es necesario hacer uso del tecorema de la funcién implicita [68]
(ver apéndice); de acuerdo a csto es necesario formar una funcién F definida como F
= 1) — N, que proviene de la definicion del cocficiente de funcionamiento global P =

1. Considerando la Ecuacion (2.117), la funcién F esta dada por:

I3
—&wIn <1 — . )
F = 9 1- %% exp G '8;.;/18 -1 (2.118)
1+=En{l——
: bl ' ( ﬁrlp)
1
*

b
1
T
Br —1%—1

y por ¢l teorema de'la funcién implicita’se puede denostrar que satisface la siguiente

ecuacion:
OF OF

ory,.. - oT:

(2:119)
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Al aplicarla Ecuacién™(2:119) a la’ Ec_iiaciéxi'(Q.il?)' s¢ obtiene

L £ 111  S
née.B; | In 1T-I= exp =L

: c ln( L ) Y e
e, - PR e 2
8 1 -5 R N B ey SETEE) B i
D B Ay r — 1| =15 f7r =G| ——=
fa a'C\p 23 1 » [Tr ,»:B’r:uv,<1_ il )]
l——In|—7px R )
o \l-a | ’

— In(l———lr’—a)
n*ﬂ)r w B

Be

exp

PYB PEwSy, [ln (1 -~

by 1+ —ﬁ—iﬂ In (1 - -—g 5)
—— = . (2.120)
IT+ [T* +.ByIn (1 IPH)] i
e P B
Si se considera que el tiempo total del ciclo estd dado por
T=Tw+ T, (2.121)
y escrito en forma adixhenéidnal como:
1=7,+7 . (2.122)
las Ecuaciones (2.117) y (2.120) se pueden reescribir como:
. g )
| —&wln (1 -
v = J1-2P Ay —1 (2.123)
- I 14 By (1 “‘ﬂ)
w By
68




. U L
. 2 i Ep In (]___-E)
née 0, [111 (‘l‘jlu—->] exp B,

B 1— B In 1”.
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crlll 1_._ﬂl- o : 1 72
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1—- Be In (1 ! ) : B

§
al |—exp
P

"

Ao

g
2 —Ewl -
>]-e\'b - (1 ﬂ'v‘/’)
’ B I3
1+?T:1n (1 — ﬁﬂf/’)
I+ [T;, + B In (1 - E:Z)]-

Las Ecuaciones (2.123) y (2.124) son un conjunto de ccuacioncs simultdneas que son

*

»

=
i)

VB, w8y [ln <1 —

>

(2.124)

funciones exclusivamente de ¢ y 75, al ser resueltas proporcionan los valores de 7}, que
hacen que ¢l cocficiente de funcionamiento ¢ sea 6ptino al fijar los demnds pardmetros
involucrados. La solucién de este par de ecuaciones se hace nuinéricamente debido a la
no linealidad de las mismas.

Como en sistemas termodindmicos reales es importante conocer la tasa de salida,
(potencia de salida en el caso de una mdquina tériica, carga de refrigeracion en el caso
de un refrigerador), en el prescente trabajo se obtuvicron estas variables, la variaciénde

[1* contra ¥; lo anterior se logré al resolver simmultdneamente las Ecuaciones (2.123) y
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(2:124) asignando valores-a TI*'y obteniendo los correspondientes valores del coeficiente
de funcionamiento éptimo de refrigeracién ¢ . Los resultados obtenidos se muestran en

las Figuras (10) y (11) y serdn ciscutidos en la seccién de resultados.
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Parte 11

Modelo no-endorreversible
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Capitulo 3

Sistema combinado equivalente de
un refrigerador no-endorreversible

con tres depdsitos térmicos.

Debido a que todos los procecsos reales que sc llevan a cabo en cualquier dispositivo
termodindmico son irreversibles es necesario realizar un aniilisis considerando las irrever-
sibilidades presentes. Es por ello que en esta scecidn se estudia un modelo de refrigerador
de tres depdsitos térmicos considerando en éste las irreversibilidades a que se encucntra
someticdo. La necesidad de realizar cste estudio es ver como afectan dichas irreversi-
bilidacs al funcionamiento del refrigerador de tres depésitos térmicos. Aunque existen
estudios similares en los que se han introducio diversos pardimetros de irreversibilidad,
la diferencia con el modelo que se presenta cs que en aquellos la tinica restriccién que
se ticne cs la scgunda ley de la termodindinica sin considerar la tasa de salida (carga
de refrigeracién), que como se menciond en la scceién anterior es uno de los pardinetros
mids importantes del funcionamiento de este tipo de refrigerador. Es de suponer que la
cficiencia del refrigerador disminuird en la medidad de que las irreversibilidades presentes
sean mayores. Por esto es necesario estudiar el comportamiento (carga de refrigeracion

contra cl cocficiente de funcionamiento) de estos sistemas y obtener los pardmetros que




hacen que el funcionamiento sea éptimo considerando los cfectos de las irreversibilidades.

Previamente sc determiné el coeficiente de funcionamiento éptimo de un refrigeracdor
cndorevesible que opera entre tres depdésitos térmicos. Como se establecio en el capitulo
anterior, cl término endorreversible significa internamente reversible; esto es, aquella
mdquina térimica que lleva a cabo procesos internamiente reversibles, aceptando que las
tinicas irreversibilidades estdn presentes en las fronteras del sistema con los alrededores
[22].

Por otra parte, en la literatura se ha usado el término no-endorreversible para carac-
terizar a aquellos sistemas termodindmicos en los que se considera que la sustancia de
trabajo estd sujeta a efectos disipativos y que los procesos que ocurren en ésta son irre-
versibles, aceptando también que las irreversibilidades estdin presentes entre el sistema y
los alrededores [53]. Para describir cuantitativamente el grado de la disipacién interna
cn la sustancia de trabajo, a la que sec hace referencia, se introduce un pardmetro R que
contabiliza el grado de irreversibilidad interna cn la sustancia de trabajo, mismo que se
explicarda mas adelante.

Como se demostré en la primera parte de este trabajo, un refrigerador endorreversible
que opera cntre tres depdsitos térimicos se puede tratar como un ciclo combinado de
una miiquina de Carnot y un refrigerador de Carnot endorreversibles. Por lo tanto, un
refrigerador no-cndorreversible que opera cntre tres depésitos térinicos se puede concebir
cn principio de la misma manera; la diferencia radica en que en este 1iltimo, tanto la
madcuina térmica como cl refrigerador, son internainente irreversibles.

Para la determinacién del cocficiente de funcionaimiento éptimno se procede de manera
aniiloga al caso del refrigerador cndorreversible; es decir, ¢l sistema de tres depdsitos
térinicos sec separa cn dos subsistemas (la miiquina termica y el refrigerador, y en este
caso ambos subsistemnas serdn no-endorreversibles).

La mdquina térmica de Carnot no-endorreversible (Figura 7a) opera entre dos de-

positos térmicos, uno de alta y otro de baja temperatura, con temperaturas Th., y

Tew.respectivamente, las temperaturas correspondientes de la sustancia de trabajo son
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Figura 7. a) Midquina térmica de Carnot no-endorreversible con depésitos térmicos de

capacidad térmica infinita. b) Diagrama T-S de la msdquina térmica no-endorreversible

El refrigerador de Carnot no-endorreversible (Figura 8a) opera entre dos depésitos
térimicos, la temperatura del depésito térmico de alta temperatura cs T y la del depésito
de baja temperatura es Ty.. La temperatura de la sustancia de trabajo en las etapas de

alta y baja temperatura son Tj, y T,., respectivamente.
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Figura 8. a) Refrigerador de Carnot no-endorreversible con depdsitos térmicos infinitos.

b) Diagrama T-S del refrigeracdor no-endorreversible.

En esta parte del trabajo sc considera que la temperatura de los depdésitos térmicos
permanece coustante ya que se supone que los depésitos son de capacidad tériica infinita.
Siguicndo la hipdtesis planteada para el caso endorreversible, en esta seccién se supone
que la méquina y el refrigerador en el ciclo combinado operan de manera alternada [31].
Por lo tanto, el ticmpo total en que ocwrre un ciclo en el sistema combinado se puede
CXpresar cotno

T = T, + 7, = constante, 3.1)

donde 7., y 7. son los tiempos de los ciclos de la mdquina térmica y del refrigerador en
el ciclo combinado no-endorreversible, respectivamente.

De acuerdo a la Ecuacién (2.8), el cocficiente de funcionamiento’de un refrigeracor
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no-endorreversible-de tres depésitos térmicos se puede escribir como:

(3.2)

donde n* y ™ son la eficiencia de la mziqilina de Carnot. y el coeficiente de. funciona-
miento del refrigerador de Carnot no-endorreversibles. Q.. y Quw son los calores que se
transfieren desde los depésitos de alta y baja temperatura hacia la sustancia de trabajo,
respectivamente, en el sistema global de tres depdsitos térmicos. De manera similar al
caso endorreversible, la Ecuacién (3.2) muestra que %" es 6ptimo cuando n* y ¢* son 6p-
timas. Por lo tanto, para determinar el coeficiente de funcionainiento global éptimo del
sisteina de tres depésitos térinicos no-endorreversible es nccesario establecer los valores
optimos de * y *; para conseguir esto se seguird el procedimiento utilizado en el caso
endorreversible.

La hipétesis de trabajo es como sigue: optimizar ¢l cocficiente de funcionamiento,
Ecuacién (3.2), del refrigerador no-endorreversible de tres depdsitos térmicos, teniendo
como restricciones que el tiempo total 7 del ciclo es fijo y que la miduina térmica y el
refrigerador, dentro del sisteina global de tres depésitos, operan de manera alternada.

Dc lo anterior y de la Ecuacion (3.2) se formula la siguiente funcién de Lagrange:

L=y + A7 —7y—7), (3.3)




3.1 Eficiencia 6ptima de una maédquina térmica no-
endorreversible que opera a una tasa de calor
dada entre el depdsito de alta temperatura y la
sustancia de trabajo.

Con base cn los comentarios de la seccidén anterior, en esta scccion se deternmina la efi-
cicncia térmica 6ptima de una miédquina térmica no-cndorreversible que opera entre dos
depdsitos térmicos de capacidad térmica infinita (Figura 7). Se acepta que existen irre-
versibilidades debido a la conduccién de calor entre los depdsitos térmicos y la sustancia
de trabajo, asi como debido a efectos disipativos dentro de ésta, como son friccién, gra-

cdientes de temperatura, gradientes de presién, cte. [53].

3.1.1 Modelo del ciclo

El diagrama T — S de una miiquina de Carnot no-endorreversible se muestra en la Figura
7b. El ciclo opera cntre dos depésitos térmicos a temperatura Thw ¥ Tew (Thw > Tew)-
Thw ¥y Tew denotan las temperaturas de la sustancia de trabajo en las etapas de alta y
baja temperatura, respectivamente. El proceso isotérinico de adicién de calor entre 2s y
3 sc Heva a cabo a la temperatura Ty, la cual cs mas baja que 7). De manera similar, la
sutraccion de calor desde la sustancia de trabajo a temperatura T3, hacia ¢l dep6sito de
baja temperatura se realiza a To,, que cs mds alta que Ti,,. Por otro lado, el calor Q.
absorbido desde el depdésito de alta temperatura y ¢l calor liberado hacia el depésito de

baja temperatura Q.. se puede escribir como:

Quw= [ K (t) [Tiuw — Tow ()] at, (3.4)

Qo= L7 Ko ) [T (1) = Tea] (3.5)




donde Ky, (t) y Kew (t) son las conductividades tériicas para’ los procesos dec transfe-
rencia de calor entre la sustancia de tpz@ba_ib y los depdsitos. de alta y baja temperatura,
respectivamente. Se supone que cn el tiempo t = 0 la sustancia de trabﬁjo empieza a
tener contacto térmico con el depdsito de alta temperatura. Por lo tanto se puede escribir

a Ky () y Kew (£) como
(3.6)

- 00 S t’< thw:
Koy (8) = (3.7)
[\’r:w thw S < Ty,

donde t, cs ¢l tiempo de suministro ‘de calor, i)W y Kew se consideran constantes
ya que se supone, por simplificacién del problema, que las propiedades de la sustancia
de trabajo durante cada etapa permanccen constantes. Las ecuaciones (3.6) y (3.7)
sc¢ basan en la hipoétesis de que cl sistema opera de manera alternada entre las ctapas
de alta y baja temperatura, existe una especic “switcheo”, esto es, mientras ocurre el
proceso de intercambio térmico entre la sustancia de trabajo y ¢l depésito térmico de alta
temperatura, en la etapa de baja temperatura no existe tal. De manera inversa, cuando
cl proceso se lleva a cabo en la etapa de baja temperatura, en la etapa de alta no ocurre
ningiun fenémeno de transferencia de calor.

Por otra parte, para describir cuantitativamente el efecto de la disipacién interna de
la sustancia de trabajo de la miquina térmica se puede introducir el pardimetro R, quec
cuantifica el grado de disipacion interna en la sustancia de trabajo; de la segunda ley de

la termodindinica

ZE o Zhw | xew o, , (3.8)




Ry mencionado “de tal forma que se‘obtiene: -+

anu Qmu
=Ty
-Fhw fcw

0<R,<l. ~ (3.9)

En la ccuacién ax1tex-iox~;¥?w:a(lquieyek\falorcs, entre 0.0,y ,1.;0,:csto se_deduce ;s‘i se obscrva
la Ecuacién (3.8), cl térmixio Qc,,,/Tc,,, ‘es-mayor que Q,,w/ﬂ,,u por lo tanto, pai'arlograr
que dicha ecuacién se convxcxh en una igualdad es necesario afectar el t(,umno quc es
mayor por una constante que sea menor que 1.0.

Con la definicién anterior R, pue(lc escribirse como:

QlunTcw — y hw (SB - 52) Tcw _ SS - S‘l
chThw g cur (S/l - Sl) Tluu SI] - Sl ’

y caracteriza totalinente cl grado de irreversibilidad interna de la sustancia de trabajo.
Como se observa dc la Ecuacién (3.10), el pardimmetro R, representa la razén del cambio
de entropfa entre los procesos isotérmicos de transferencia de calor. La Ecuacién (3.10)
muestra que cuando R, = 1, la midquina térmica es endorreversible [50], [31], [54]; y
cuando 2, < 1, la mdquina es internamente irreversible. A R, se le llama el pardmetro
de la irreversibilidad del ciclo [98] y S es la entropia cspecifica. El modeclo del ciclo
adoptado en esta seccidn se aproximna mds a mdquinas térmicas reales que el modelo
cndorreversible, debido a que todas las midcquinas son internamente irreversibles, y es el

caso analizado en esta scccion.

3.1.2 Configuracion del ciclo éptimo

De la primera ley de la termodindmica, el trabajo total producido por la miquina térmica

introducida anteriormente en un ciclo, se puede escribir como

W= / {[(hw (t) [mzw - -rhw (l)] - [\mu ([) [T‘lw (t) - T‘lw]} dt ‘ (311)
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“y de la segunda‘ley de'la termodindmica; ‘el cambio de entropfa de la sustancia‘de trabajo
por ciclo es

5= [ {50 [B218 - ] -t 1 2

debido a_que el ciclo es internamente irreversible.

Ahora para analizar la configuracién éptima del cicl‘o, s'ekpu(‘:(le obtener la eficiencia
optima bajo las condiciones de que el tiempo del ciclo Ty = thw + tew (Enw ¥ tew son los
tiempos de suministro de calor hacia la sustancia de trabajo y extraccién de calor desde
ésta, respectivamente) y cl calor suministrado Q. son dacdos. La definicién de eficiencia

térmica para una mdquina térmica es:

g1 — Qe (3.13)

Qhw
Maximizar la eficiencia n* bajo las condiciones anteriormente establecidas es equivalente
a determinar el minimo Q.. bajo las condiciones de que 7, y Qnw son dados. Estc es
un problema de optimizacién que se puede resolver por el método de multiplicadores
de Lagrange {72], [100]. Por esta razén, usando la Ecuacion (3.5) y las ecuaciones de
rostriccion (3.4), (3.12), la funciénde Lagrange para este problema se puede escribir

como:

Lw = ]\cw (I) [ cw (t) - cw] =+ /\ [\luu (f) [ﬂlw - 7-'hw (t)] ; (3-14)
Az {[\’,,,,, (t) [T’f'—(t) - 1} — Rl e (t) [1 - T%] } . (3.15)

donde A; y Az son los multiplicadores de Lagrange. Al aplicar las ecuaciones de Euler-

Lagrange a la Ecuacion (3.14), 2= =0y £k= = 0, se llega a:
T T;
I = MRy =0y A\ — ,\, =0
UT (t) hw (f)



de donde se obtiene’ ficilmente que:

Tew (!) = /AR Tew = T1 = constante (3.16)

Thw () = 'Tl-— = T» = constante. (8.17)

De las Ecuaciones (3.16) y (3.17) se establece que las temperaturas 6ptimas de la sustancia
de trabajo en las etapas de baja y alta temperatura perinanecen constantes cuando los
depdsitos térmicos se consideran de capacidad térmica infinita, mismas que tienen que
ser determinadas en términos de los pardmetros involucrados.

Sustituyendo las Ecuaciones (3.16) y (3.17) en la ecuacién de la condicién ciclica de

la entropfa, Ecuacién (3.12), se tiene que:

T

Tuu r_’cw
I(I'.wtluu (I_ - 1) + [\’cwtcwa <_' - 1> = u. (3-18)

Para determinar las temperaturas éptimas de la sustancia de trabajo, se integra la Ecua-
cion (3.4), que define el calor absorbido por la sustancia de trabajo en la etapa de alta

temperatura, con lo que se obtienc:
anu = I\,’qu [:rhw - Thw(= T2)] tluu
de donde se tiene que 75 esta definida por:

Y B Qhw
r"‘=Tuu=T1w_"—_, .
E ; ! E ;I [\,hwthw (3 19)

y sustituyendo la Ecuacién (3.19) en la Ecuacion (3.18) se puede escribir como:

Tcw (7_1hw - &,—')

[\-hwth u

— 1
= (- )
v Qh v -[\,qu"'h w 1\’(,‘urtmu Rw
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“La Ecuaciones (3.19) y(3:20) definen las temperaturas 6ptimas de la sustanciade trabajo
en la ctapa de alta y baja temperatura, respectivaimente,siempre y cuando se conozcan
thw ¥ tew, que también son parte del problema y tienen que determinarse. Por otra parte,

si se integra la Ecuacién (3.5) se obtiene:
ch = [\’cwtmuTcw (Tl /Tcw - 1) (3-21)

y sustituyendo la Ecuacién (3.20) en la Ecuacién (3.21), se obtiene que:

[ TP
Qew = I(mutétuTmu — - 1 fw 2w 1 —1[. g . (322)
- trhw _‘,Qhw ( + ) o : :

I(Izwtlnu 1\’cw tcw Rw

Por lo tanto; de las Ecuaciohés’(3;13) 'y (3.22), la eficiencia del ciclo se puede expresar

Ccomo:

Qe _ 1 Tew

Qhw Rw q——‘luu - Qhw

7 =1 (3.23)

1 " 1
i (I\’hwthw I(mutcwa )
Pucsto qué la eficiencia debe ser maximizada con respecto a los pardmetros descono-
cidos (tnw ¥ tew), teniendo como restriccion que el ciclo se lleva a cabo en un tiempo fijo

Tw = tpw + tew, S€ puede formular la siguiente lagrangiana siendo la funcién objetivo n*
L= 7'/* (thwy tcw) + A (Tlu — thw — tmu) i ) (3.24)

lo que nos proporcionari los valores de {p, y taw que hacen que n* sea 6ptima. De las

ccuaciones de Euler-Lagrange sc tiene que

aL oL .
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donde

B Qhw
71cw ( [<hwt‘/2“u

oL 1
Otnw . Tt 5 3.26
athm Rw [,1—., _ Q ( 1 " 1 )] 2 (3 6)
hw hw ]\’hw 7 o T \’thcw 1?4” ‘
y o )
aL = _l_ I\mU[:cquTIi (327)

ew  Ru [- ( 1 1 )]2
Ty —_
hw Qhw I\’hwtltw * [\’cwtcwj?qu

de las Ecuaciones (3.25)-(3.27) se determinan las duraciones 6ptimas de alta y baja
temperatura y considerando que 7, = tjy + few, SC tiene que:

Vv Rwl\,cw (3 28)
\/1 \,hw + \/Rw 1 (cw ' )

thw = Tw

Vv 1\—-hw (3 29)
\/[(qu + \/Rm]\’cw ' ’

De aqui que la eficiencia méxima, Ecuacién (3.23), bajo las condiciones dadas, se puede

tow = Tw

cscribir como:

P 1 Tcw Q.
n=1— - o (3.30)
hw — m

. - — - 2 .
donde Ky = RuyKnwlew/ (\/l\/,,,, + \/R,ulx‘cw) . En este caso, [, representa una con-
ductancia global equivalente para la mdquina térmica. De la Ecuacién (3.30) se puede ver
que cuando R, = 1, se obtiene la eficiencia 6ptima de una mdquina térmica de Carnot

endorreversible que opera entre dos depdésitos de capacidad térmica infinita.



3.2 Coeficiente de funcionamiento 6ptimo de un re-
frigerador no-endorreversible que opera a una ta-
sa de refrigeracién dada.

En esta seccion se determina el coeficiente de funcionamiento 6ptimo de un refrigerador
no- endorreversible que opera entre dos depdsitos térmicos de capacidad térmica infinita
(Figura 8a). Se supone que existen irreversibildades debido a la conduccion de calor entre
los depésitos térmicos y la sustancia de trabajo, asf como debido a efectos disipativos

internos cn ésta.

3.2.1 Modelo del ciclo

El diagrama T — .S de un refrigerador de Carnot no-endorreversible se muestra en la Figura
8b. El ciclo opcra entre dos depésitos térmnicos a teimperatra Thr y T (7_‘,,, > T‘c,). Thr
y T, denotan las temperaturas de la sustancia de trabajo en las ctapas de alta y baja
temperatura, respectivamente. El proceso isotérmico de adicién de calor entre d y 1 se
lleva a cabo a 7, la cual ecs mis baja que T... De mancra similar, la transferencia cde calor
desde la sustancia de trabajo a temperatura T3, hacia el depdsito de alta temperatura
se lleva a cabo a Tj,,.. que os mds alta que Ty,. Por otro lado, el calor Q.. absorbido
desde el depdsito de baja temperatura y cl calor liberado Q. hacia cl depésito de alta

temperatura por la sustancia de trabajo estdn dados por las siguientes expresiones:
T -
Qur = /0 Kor (t) (Tor — Ter) dt (3.31)

Qhr = /OT' IKnr (t) (T'hr - T'/,,.) dt (332)

donde Ko (t) y Ky (t) son; las conductividacdes térmicas para la transferencia de calor
entre la sustancia de trabajo y los depésitos térmicos de baja y alta temperatura, respec-

tivaunente. Se supone que en el tiempo inicial de este ciclo ¢ = 0, la sustancia de trabajo
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crnpieza a’ tener contacto” comr el“depésito de baja temperatural Por lo tanto se pucde

escribir a KK, (t) y Knr(t) como

Ka 0 <L < ter,

(8.33)
o |20 b ST T ey sizin o

K (t)

© 00 <t <t

I(hr‘(t),: o
’ ’ 18 I\Inr'tcr < t < Try

- (3.34)

donde #.. es el tiempo de suministro dé 'caior hacia la susténcia dc trabajo. K¢ y Ky,
son constantes. 7 : o

De manera andloga al caso ‘clre .la méquina térmica, se consiclerarzinklos‘ efectos de
irreversibilidades internas en la sListancia de trabajo, incluyéndolas en el parametro R,

en la segunda ley de la termodindmica.

3.2.2 Configuracién del ciclo 6ptimo

En esta seccién se determinari el coeficiente de funcionamiento éptimo de un refrigerador

no-endorreversible definido como:

¢ = (%_ —_:1) e e e 0 (3.38)
De la Ecuacién (3.35) se puede observar qtié pzua una tasa i‘éﬁ'igerécién Qer ﬁja, cl coefi-
ciente de funcionamicnto es miiximo cuandb Q- €8 minimo; por esta razén se procederd
a optimizar la funcién que define a Q.. Se considera que ¢l ciclo tiene una duracién total
Tr = ter + Lpr, donde e y £ son las duraciones cuando la sustancia de trabajo estd en
contacto térmico con los depdsitos de baja y alta temperatura, respectivamente.

Para este ciclo termodindmico, la segunda ley de la termodindmica, se puede escribir

AS = /OT' {[\)cr <g:c1‘ - 1) - Rr[\,hr (1 - %") } dt = OY (3‘36)
cr hr

cOmo:




dondeel ‘pardnetrd R, representa el gradoderirréversibilidad interna’en’la“sustancia de™ *
trabajo, dicho pardmetro proviene de la desigualdad de Clausius que se establece para

este ciclo como:

(3.37)

y que cs vilida para cualqulcr tlpo clc ]nocesos sean. 1evels1blcs o 1r1cvmsxblcs Para que
la Ecuacion (3.37) se convierta en una 1g,ualchcl se pucdc mtloducn' én'ésta una constante,
con lo que sc ticne: T
Q Qhr - - )

]? =10,: ~ (3.38)
TC" ﬂlr
de aquf que ¢l pardmetro R, estd clcﬁniclo‘ como:

R. = g;,,:r,, : (3.39)

Ademds, del diagrama de temperatura-cntropia para este ciclo (Figura 8), la Ecuacién
(3.39) se puede reescribir de la siguiente manera:

Tcr (Sl - S-l) 7-‘Iu‘ . (Sl - 4)

R, = hr )
fTIH' (S‘l - SR) Fcr (SQ - SB)

La ccuacién anterior muestra también que el pardimecetro R, representa la razon del cambio
de entropia que sc lleva a cabo cn la sustancia de trabajo en la etapa de baja temperatura
al cambio de entropia quec ocurre en la ctapa de alta temperatura. Del diagrama T'— .S de
la Figura 8 s¢ observa que (S1 — 8;) < (82— S3), lo que conduce a decir que los valores
que puede tomar [, estdin entre 0y 1.

Como se¢ menciond anteriormente, para optimizar cl coeficiente de funcionamicnto,
Ecuacion (3.35), para un valor fijo de Q.,, sc observa que @), cdebe ser mmnno, Ecuacmn :

(3.32). Para cste problema la funcién de Lagrange se puede escribir como:

[Jr = [{hr (Y}LP - 7.:'hr) + ’\l["cr (Tcr - Tcr) + /\2 [I(cr (;—chr - l> - Rrh—hr (1 - g—-'th>:|

hr

(3.40)




donde el primero, scgundo y tercer términos del lado derccho representan; el calor recha-
zaco en la etapa de alta temperatura, el calor suministrado a la sustancia de trabajo en
la ctapa de baja temperatura y la condicién ciclica de la entropfa en el ciclo, respectiva-

mente. A} y Az son los multiplicadores de Lagrange.

Al aplicar las ccuaciones de de Euler-Lagrange a la Ecuacién (3.40), ’"‘r =0y
;1)%:: =0, sc llega a: B
31[“: = MK — NaFor ;G =0 ' (3.41)
v
g—f{: = —Kpr — /\2Rr1\'/.r7.,l.l,rﬂw = 0. ; (3.42)

De la Ecuacién ('3.41) se demuestra ficilmente que la temperatura de la sustancia de

trabajo cn la etapa de baja temperatura estd. cdado por:

AeTer |
-l:\—c-j = constante, (3.43)
1 e

y de la Ecuacién (3.42) la concsponchcntc tcmpcratur a de la sustancia de trabajo en la

ctapa de alta temperatura es: SR
Thr = \Y =N RT3,

De las Ecuaciones (3.41) y (3.43) se cstablece que las. temperaturas de la sustancia

= constante.

de trabajo en las ctapas de baja y alta temperatura permanecen constantes cuando el
ciclo cs optimo, mismas que tienen cue ser determinadas en términos de los pardinetros
involucrados (Qcr, Tor, Tnry Kery iy ter ¥ tir).

Por otro lado, al sustituir la restriccién de que Q.- es fijo, Ecuacién (3.31) T, =

Ter = Qer/ Kerter. en la condicién ciclica de la entropia, Ecuacién (3.36), sc tiene que:

TC"‘ E - : r ‘
Kerter ( - 1) + ReKntar (r, - 1) =0, (3.44)

T(- r Th T
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y entonces se determina’la’temperatura’ de’la sustancia’de trabajo en’la’ etapa de alta”

7_1117' (Tcr - &r__)

Thr =— -[\"crtrr

1 1 :
T = Qur (7 )
- - E ch [\‘crtcr + RrI\,hrthr

Esta ltiina ecuacién representa la temperatura éptima de la sustancia de trabajo en la

temperatura como:

(3.45)

ctapa de alta temperatura. De la definicién de Q. = Kjrtnr (T,,,./T-hr — 1) , el término

The/Thr se puede escribir, de la Ecuacién (3.45,) comno:

Qe v
Thr Korber (3.46)

Tur o _ ( L - )
o T = Qe \ Rt T BBt

que al sustituir esta ltima ecuacién enla definicién de Q- se tiene que:

e
[ cr

e~ Rerler

5 ( 1‘+ n )—.L . (3.47)
i I(crtr:r er\’hrthr )

De la definicién clel,coéﬁéi(;h‘t;c'cyle ﬁlllCiOllﬂllliCﬂtO, y teniendo presente la Ecuacion (3.47),

el término Qy./ Qc

Qnr = I{ILrthf‘Tﬁr; .

estd dacdo por:

L Foo_ _Qer
’, Qhr = [,\i],"‘t’,”‘ﬂ”‘ er I ]\"(‘rtcr T -1 g (3.48)
ch’ : V 'ch Tcr - ch ( - -+ - ) -
’ : l\crtcr Rrj\hrthr
y simplificando conduce a que:
o 7 C
i Qhr - hr . (3.49)

ch.— R I:- — ( ! . )] ‘
T = Qe \ T+ R Rt

Finalmente, sustituyendo la Ecuacién (3.49) en la Ecuacién (3.35), el coeficiente de fun-
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cionamiento se puedeescribir ¢omo
-1

, -
o= hr 1| . (3.50)

1 1
Rr [ cr Q"" ([\’crl‘br + Rr[\’,’“‘,[’h,")]

Debido a que en esta tltima ecuacién se tienen atin como pardmetros desconocidos a f,

¥y lnr , ¢l coeficiente de [uncionamiento se debe maximizar con respecto a éstos. Por lo
tanto, considerando a ¢* como una funcién objetivo y teniendo como parimetros fijos a

Tr = lep + tnr ¥ Qocr, se puede formular la siguiente funcién de Lagrange:
Lr = (,9‘ (I'cr’ "hr) + A (Tr — ey — thr) ) 7 (351)

que al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange =0y Ot, =0)a la Emnc16n (3 51)

y considerando la Ecuacion (3.50) se tiene que:

—2 y o ch ;
= Ty
g} Thr .1 : ’r[’crtFr
(R e e B A e
r cr T y + - cr =
Qer Kerter R [Cprbinr 'R -Q Kepter + R by, ]
: : ; (3.52)
y
-2 . QC”‘
, - , Ty,
099' — ﬂlr —l g ITR I\’"'thr
’? s [ -e (w2 )]
ch [( ter erﬁhrthr R er Q I(L.rf,-,. R Ky tyr
7 . ER (3.5
Al igualar las Ecuaciones (3.52) Yy (3,53)' se ob;vt;iexllc
11
K2, = R t3, (3.54)
de donde se llega a que:
| S L :
ber = tpry [ = R,y 3.
f o R (3.55)
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y al sustituir la Ecuacion (3.55) eén 7. ="te + 4y, s¢ determinan las duraciones ‘6ptimas’

de las etapas de baja y alta temperatura como

L V 12,-1\,[”- 3
e = T R + VR (3.56)

y
: \4 -[\'—cr E
e = T R+ VR (8.57)

Finalmente, al sustituir las Ecuaciones (3.56) y (3.57) en la Ecuacién (3.50), se obtiene

¢l cocficiente de funcionamiento 6ptimo para el refrigerador no-enclorreversible como

-1
T_h."
t = = = = -1 s 3.58
@ R T = Q vV 1\’cr + \/Rr[\hr + V [\'r:r + \/Rr[‘IIr ( )
“:r ‘ cr cr [\"chr \/Rr](l,r RI‘[\”U‘TT\/[\’CI‘
simplificando la expresién anterior
-1

o= | 2T (3.59)

Re o Qer

cr. T jod
o Tr

donde K = R. K¢/ (\/Kc, -+ \/1?,,1\’,,,) ~y representa una conductancia global equi-
valnte en el refrigerador no-endorreversible. Como se puede apreciar, cuando R, =1 se

tiene el coeficiente de funcionamiento del refrigerador endorreversible.
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3.3 Optimizacién del sistema combinado equivalen-
te para un refrigerador no-endorreversible que
opera entre tres depésitos térmicos

Siguicndo la metodologia utilizada en la optimizacién del refrigerador endorreversible
de tres depdsitos térinicos, en la que se demostré que el coeficiente de funcionamiento
global para un sistema de refrigeraciéon de tres depdsitos térmicos estid dado como el
producto de la cficiencia de una mdquina térmica y del cocficiente de funcionamiento
de un refrigerador de dos depdésitos térmicos, el cocficiente de funcionamiento para el

refrigerador no-endorreversible se puede escribir como:

‘R, (’Il-r— Qer )

T -
W= |1— 1?1" - OQ - — Rg (3.60)
w :T;zw — - hw TO - Rr (’—l"cr - T = )
KyTw Kpt,

El primero y segundo término del lado derecho de esta tiltima ecuacién son la eficiencia
6ptima de una mdquina térmica, Ecuacién (3.30), y el cocficiente de funcionamiento
6ptimo de un refrigerador, ambos no-endorreversibles, respectivamente. Tomando cn
consideracion el coeficiente de luncionamiento, se puede hacer el siguiente cambio de

variable Quw. = Qer /1", con lo que la Ecuacion (3.60) se puede reescribir como:

) Qo )
1 Ty m (Tor = 22
Ry 5 Qer = = Cer )
v Tuu — Tw s — {tp y er T T
! l/"*l‘ wTw TO R ([ " K,

(3.61)

= |1 -

Al igual cque para cl caso endorreversible, esta iiltima ecuacién resulta en una funcién
implicita en ¥”, dondec se tiene comno pardmetro fijo a Q.,, sienclolos tiempos 7, y 75
variables. En laiiltima ecuacion se considera que Ty = Thy = To. Ahora, para optimizar
¢l ciclo no-endorreversible de tres depdsitos térinicos con capacidades térmicas infinitas

se supone a 7, y T, como variables, mientras que Q.. y 7 (r = 7, + 7.) permancncen
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constantes en la Ecuacion (3.61)."Considerando las restricciones anteriores; se¢ toma a’ ™ =

como una. funcién objetivo, y al derivarla parcialimente con respecto a las variables 7,y

7+, aplicando el teorema de la funcién implicita [68], se llega a:

al/} _ l/) 1\ u:TTu 51\’,-’7',- - 3.62
aT - Q 2 T T C)cr ( : )
o Rw 7_—"qu - ___-c_r__ TO - R,- (Tcr - 1< >
"ﬁ‘[\'wTT \eTr
y
Isa I QC ] I'QC" QC" QCV‘
aw _ |, _ To [F o~ R (T" K ,’r,.) Koz T (1‘ o 1\’,.'7',.) K, T2
07-1' - = ch N . s s ch
R (T,.w 7 Kwrw) T~ i, (Tor — 22)
: S (3.63)
Al igualar las ecuaciones (3.62) y (3.63) se obtiene:
T QC"
. rirr pyr Te— g )
‘(’b I’ 172 Tw 12 _ \C:}:‘-rr (3.()11)

hw — -
’(,Z)‘ KuyTw

Combinando la Ecuacién (3.64) junto con 7 = 7, + 7, los ticinpos 6ptimos de duracién

de las etapas de alta y baja temperatura pueden escribirse como:

VR K Teem + Qer (,/K“’ \ %)
- b (3.65)

\/R I\w-Fhm'w +I'p,-\/1? 1\,.

VRwl\ Duqu/ er( [\w K ) \
VBw V&) (3.60)

= VIR o Tnuth™ + Ter/ T IS,

Finalinente, la sustitucién de las Ecuaciones (3.65) y (3.66) en la Ecuacién.(3.61) pro-

7.-'llJ

porciona el cocficiente de funcionamiento éptimo bajo las condiciones. de Qu-y 7 fijos, y:
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estd dado por la‘expresion ™

Ia : ch T\
v =1 (Lo 1 _ Brler (1 K ’_mr—fr)
v : Ry '1_1hiu P Qer K/ Teer 53 _ " Qer 7.
‘l' fo ]‘ '[ 1 T
- R AN I\ [ er T Tr s

S RS EN ,1/1*1\’;. erT ]\,'UJT’L!UT‘UI

La Ecuacién (3. ()7) mucst.la que el cocficiente clc ['unmonanucmto éptlmo cs Lun funcubn :

implicita en zp*

3.3.1 AdinlensiOnalizacic’)n

En virtud de que la Ecuacujn (3.67) es una funcién que clcpendc de una gran var 1cdacl
de pardimetros, es neccesario establecerla en una forma que permita cstuchaxla clc ma-
nera cficiente y universal, es por ello cue se tiene la necesidad de escubnlaﬂen ,forma

adimensional, para ello sc definen los siguientes pardmetros adimensionales:

TU rF Ler 71(‘7‘ 1 \’r Tu Tr
— = . .?’[’=—— * o m * o L 3.68
T T T TN TR, T 7T (5-68)
y notando que 7}, + 7} = 1, la Ecuacién (3.67) sc transforma cn
11
o 1 T'@ (1 B Tr—“)
- ~ (3.69)

'lp*= 1——- o
R KI5 oy (
- l—leT*‘ 1—,R,ﬁ(1——)

donde se define la carga de refrigeracién adimensional como I[1 = Q../ K, T¢.7 y los tiempos

optimos de cada ciclo, escritos en forma adimensional, serdn:

Ry i (v - [T

o=
N Ko / w
: ' z/) + VIRyy

93 T'
LA

(3.70)

(3 67’) o



" L : R,

VR = KA VRy —\|

= : ) (3.71)
K VY + VR o

En las Figuras 11 y.12 se presentan los principales resultados que muestran la. variacién

de la carga de refrigeracién como una funcién: del coeficiente de funcionamiento para el
refrigerador no-endorreversible, para valores fijos de los diversos pardametros involucraclos.

El anilisis de estas griificas se ciscutird en el apartado de resultados.
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3.4 Resultados y conclusiones

Modelo endorreversible

En la primmera parte de este trabajo se desarrollé un modelo generalizado de un refri-
gerador endorreversible de tres depdsitos térmicos con capacidacdes térimicas finitas para
cvaluar ¢l cocficiente de funcionamiento. Se demuestra que este refrigerador es equivalen-
te a un sistema combinado de un refrigerador endorreversible activado por una médquina
térinica de Carnot endorreversible. Por lo tanto ammbas niiquinas operan de manera al-
ternada. En las Figuras 9 y 10 se muestran los principales resultados numéricos. En
la Figura 11 sec grafica el cocficiente de funcionamiento 6ptimo ¢ como una funcién del
parametro adimensional 8, con a =0.004. 8 =0.71, vy =6 =109y ¢, = &, = 1.0 y dos
valores diferentes del paridimetro adimensional 3,,, 3,, = 5 y 7. Se considera que 3, (o 3,)
sc pucede interpretar como la competencia entre la capacidad térmica del depésito de baja
temperatura (depdsito de alta temperatura) y las tasa de transferencia de calor global
del refrigerador endorreversible (o la midquina térimica de Carnot) con los alrededores.
Para ambos valores del pardmetro 3, el cocficiente de funcionamiento éptimo sicimpre
decrece para valores crecientes del pardmetro adimensional 3, y cste efecto se increinenta
fuertemente para valores crecientes del pardmetro 3,,. Fisicamente esto significa que ¢l
sistema de refrigeracion entero opera mejor si la operacion de la miiquina de Carnot cn-
dorreversible garantiza un balance razonable entre la fuente de calor del depdsito de alta
temperatura y la razon de transferencia de calor global de la indquina de Carnot con los
alrededores. Por lo tanto se recomiendan valores de 3, de orden unidad. De la misma
Figura 9. sc nota que existen mniltiples soluciones. Para un valor fijo de v, se obtiencn
dos valores del pardmetro 3,.. Por lo tanto un refrigeracdor con baja capacidacd térmica del
depdésito de baja temperatura puede operar como un refrigerador con una gran capacidad

térmica del depdsito de baja temperatura. sicinpre y cuando se scleccionen valores apro-
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piados del pardametro 8,,. Se debe enfatizar que-las conclusiones-anteriores ‘son vilidas
tinicamente para los valores propucstos de los parametros involucrados. En la Figura 10
sc grafica la carga de refrigeracion adimensional TT*, como una funcién del coeficiente de
funcionamiento, ¢, para 3, = 8 y 3, = 5 y 8. De igual mmanera, se aprecia que existen
soluciones muiltiples y para un valor dado del coeficiente de funcionamiento Sptimo 4,
sc obtienc dos valores de la carga de refrigeracién adimensional IT*. Este resultado ticne
una importancia practica significativa, debido a que de esta manera sc alacanza un mejor
proceso de enfriamiento, 1inicamente controlado por los valores propuestos del pardietro
A.,- En la misma Figura sc aprecia que para ¢ ~ 0.3, los valores de la carga de refrige-
racién adimensional IT* son mdximos para cada valor de 3,,. Por lo tanto para valores
crecientes de 3, y ¥ ~ 0.3 se obticne el mgjor efecto de enfriamiento. También, en esta
figura sc indica cn ¢ = 2.35 y [1* = 0 la corespondiente solucién cldsica dada por la
ccuacion (2.G). Para este lfinite se debe recordar que la termodindmica clisica indica que
existe un efecto neto de enfriamiento 1inicamente para una duracién del ciclo que tiende a
infinito, causando que la correspondiente carga de refrigeracion IT* cs estrictamente igual
a cero. Los valores numeéricos para los pardmetros adimensionales usados en cste trabajo
fucron tomados de [100]. Finalmente, para cl caso endorreversible, es importante subra-
yvar que la influencia simultiinea de considerar valores finitos de las capacidades térmicas
de los depdsitos revela claramente nucvas caracteristicas relacionadas directamente con
la operacion de un refrigerador que opera entre tres depésitos térimicos, como se puede
observar de los resultados obtenidos las temperaturas son funciones tanto del tiempo
como cde paridmetros que involucran las conductancias térmicas globales de intercambio
tériico y de las capacidades térmicas, que son clementos que realimente cstdn presentes

en cualquier dispositivo real.
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Modelo no-endorreversible

En la Figura 11 se muestra la grifica de la carga de refrigeracién Il contra el coeficiente

de funcionamiento éptimo ¥* (ecuacion 3.69) cuando el sistema es internamente reversible

(R, = R, = 1), para diferentes valores del pardmetro K(= K,./K, = 0.5,1.0,1.5), que se

puede interpretar como la competencia entre las conductancias térmicas equivalentes de
los dos subsisteinas (refrigerador y indquina térniica) que forman el sistema global de tres
depdésitos térmicos. En csta grifica se observa que el sistema proporciona mcjor carga de
refrigeracion cuando la conductancia equivalente del subsistema referente a la médquina
térmica cs mayor que la del refrigerador, asimisimo, se nota que para cacla curva, para un

alor de la carga de refrigeracion, se tienen dos valores del cocficiente de funcionaniento
optimo, es decir, ol sistema opera de manera mds eficiente tomando los valores de »*

aproximacdamente mayores a 0.5.
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Por otro lado, cn la Figura 12 se grafica la curva que muestra el comportmhientoide la
carga de refrigeracién contra el coeficiente de funcionamiento 6ptimo para al refrigeraclor
no-cndorreversible. En ésta sc presentan los casos en cue el pardmetro de irreversibilidacd
interna en cada subsistemna (indquina térmica y refrigerador) toman valores de R,
R, =0.9,0.95,0.975 y 1.0, para un valor de K = 0.5. Se puede observar que para valores
decrecientes de los pardmnetros de irreversibilidad (imayor irreversibilidad interna), tanto
cl coeficiente de funcionainicnto como la carga de refrigeracién tienden a disminuir de
manera radical.

En las figs. 11 y 12 se mucstran que para un valor madxiino del coeficiente de funcio-
namiento sc tiene cero carga de refrigeracién para cualquier valor de R, R, y KX, que es
cl coeficiente de funcionamiento de un refrigerador de Carnot.

En la Figura 13 sc obscrva la influencia de los correspondientes pardmetros de irre-
versibilidad R, y R,; es claro que la carga de refrigeracion se ve alectada de manera
negativa cuando la irreversibilidad es mayor en ¢l subsistena de la mdquina térmica.
Adecmsds, si se comparan las figs 12 y 13, se pucde establecer que para un valor fijo de la
carga de refrigeracion, se obtiene un mcjor coeficiente de funcionamiemto éptimo cuan(lb
hay un balance entre las irreversibilidades internas de los dos subsistemas que conforman
cl sistema global. Por ejemnplo, de la Figura 12, para un valor de IT ~ 0.03 se tiene un
cocficiente de funcionamicnto ™ ~ 0.9, mientras que de la Figura 13, para el nismo

valor de la carga de refrigeracién, ¢* ~ 0.73.
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Conclusiones particulares

De la Ecuaciones (2.69) y (2.112), se pueden hacer algunas observaciones importantes

(1) Cuando apy — o0 y auy — ©0, cs decir, las resistencias térmicas se pueden
despreciar, el ciclo es reversible, y la ecuacion (2.69) se reduce a

n=1- Cewlocy [(1 — anu )"Cln.,/Cc,,, B 1]
Qhw

—Zlew (372
CthOf:w .T* ’ (37 )

donde n* es la cficiencia de una mdquina térmica reversible de dos depésitos térmicos con
capacidad térmica finita y

Qhw
Thw =
cw

~Ciw/Cew -1
<1 _ Qhw ) -1
C’NUTOCIU
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cs la temperatura equivalente-del depdsito-de alta temperatura cle-un-ciclo“de Carnot

equivalente del ciclo reversible de dos depésitos térmicos finitos, y la temperatura del

depésito de baja temperatura del ciclo de Carnot equivalenet es Toew-

(2) En la ccuacién (3.72), cuando se hace Cpp — o0y Chy — ©0, se obtiene la
eficiencia de Carnot 1 = n¢ S .

De manera similar, de la ecuacién (2.112):

(1) Cuando . — o0 y i — 00, Se obtiene

1
* = 3.74
@ C'/u‘T'Ohr [ CchOCr _ 1] -1 ( )
ch CchOm- - ch

donde ¢* es el coeficiente de funcionamiento de un refrigerador reversible de dos depésitos

térmicos con capacicdad térmica finita.

(2) En la ccuacién (3.74), cuando se hace C, — oo y Ch, — o0, se obtiene el
cocficiente de funcionamiento de un refrigerador de Carnot. k

Finalmente, dec las conclusiones observaciones anteriores, cuando Ce, — .00, Chyw —
00, Qgr — 00, Qpyp — 00, Copy — o0 y Chyw — 00, ¢l coeficiente de funcionamiento del
refrigerador de tres depdésitos térmicos es el de Carnot reversible. ]

Dec manera similar, de las Ecuaciones (3.30) y (3.59), que representan la eficiencia
térmica y el cocficiente de funcionamiento 6ptimos de una médquina térmica y de un
refrigerador no-endorreversible, respectivamente, se pueden hacer algunas observaciones.
Si se toma el limite de la eficiencia tériica, Ecuacion (3.30), cuando K, y 7, tienden
oo, el resultado que sc obtiene es la eficiencia térmica de Carnot reversible. De igual
manera, si se toma el limite del coeficiente de funcionamiento, Ecuacién (3.59), cuando
Ko y Tw tieneden oo, el cocficiente de funcionamiento obtenido es el caso del Carnot
reversible, debido a lo anterior se tendra cue el cocficiente de funcionamiento del sistema
combinado seri ¢l de un refrigerador de Carnot reversible que opera entre tres clcpééitos

de capacidad térmica infinita.
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Conclusiones generales

Atendiendo las preguntas planteadas en la seccién 1.2, las que hacen referencia basi-
camente al toma central que trata la Termodindmica de Tiempo Finito, en esté trabajo
se¢ han respondido la mayoria de cllas, como son:

a)Para el caso endorreversible se determinaron diversos pardmetros que lhacen que el
cocficiente de funcionamiento sca éptimo, entre éstos se pueden citar la trayectioria Sptima
de las temperaturas de los depdsitos térinicos y de la sustancia de trabajo que hacen que
cl ciclo termodindmico sea 6ptimo; los tiempos 6ptimos de los procesos de intercambio
tériico cntre el sistemna y los alrededores. Es importante senalar la importancia que
tiene el considerar a los depdsitos térmicos como finitos, pues sc nota claramente cémo
la variacién de ¢stas cs exponencial con respecto al tiempo y no una constante, como lo
trata la termodindmica clidsica.

b) Para cl caso no-endorreversible se determinaron las misimas variables antes cita-
das, con la diferencia de que se trato al sistema operando entre depésitos térmicos de
capacidad térmica infinita, pero incluyendo de manera cualitativa el efecto que tienen las
irreversibilidades internas en el funcionamiento del sistema de refrigeracion.

Por lo anterior se puede concluir que el modelo estudiado se apega de manera més
real al funcionamiento de mdquinas térmicas reales, las que operan en tiempos finitos, a
razones de transferencia de calor dadas y los procesos que se llevan a cabo cn ellas son
totalimente irreversibles. Es necesraio resaltar que el cocficiente de funcionamiento éptimo
que se determing, asf como los denids pardmetros involucrados, nos proporciona un mejor
entendimiento de las mdquinas térmicas reales y representan las fronteras superiores a
la que pueden llegar a operar refrigeradores reales de tres depésitos térmicos bajo las
condiciones de operacién establecidas.

Como recomendacion final es preciso senalar que quedan abiertas aiin muchas inte-
rrogantes, que pueden explorarse y que proporcionarian un andlisis complementario al
problema planteado, por ejemplo: jqué sucede si en lugar de considerar que los tiempos

de duracién de los procesos son fijos se consideran variables?, esto conduciria a tener un
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problema de optimizacién con extremos variables; jqué pasa'si se”considera laevolucion
de las propicdades de la sustancia de trabajo varfan en el espacio y el tiempo?, implicaria
tener que determinar la evolucion de estas variables de manera espacial y' temporal, lo
que complicaria demasiado ¢l problemna. Otro punto a mejorar es el de tomar en cuenta
que rcalmente el sistema opera de manera continua y no de mancra alternada, como se
supuso ecn la hipétesis de trabajo. Asf también se pueden citar otros tipos de optimiza-
cioén para este problema, proporcionando una gran variedad de restricciones como pueden
secr: optimizar el proceso de tal manera que se deterininen las dreas de transferencia de
intercambio térinico que scan éptimas, se podria introducir el gasto nisico de la sustan-
cia de trabajo, que en genecral no sc incluye en anilisis de Termodindmica de Tiempo
Finito, ya sca como una restriccién o como una variable del problema. Finalinente, otro
problema relacionado con el proceso de optimizacién planteaco serfa el de trabajarlo de
mancra cxperimnental, es decir, validar el modelo obtenido con un prototipo fisico, lo que
conducirfa a la mcjora de modelos matenrditicos como ¢l obtenido en esta investigacion.
Dec esta manera sc pucden mencionar muchos casos particulares s, sin embargo, la pre-
sente investigacion queda como una puerta abierta para llevar a cabo la mecjora continua

de andlisis de optimizacién termodindinica de miiquinas térimicas reales.




APENDICE
, - . ’ '
Caélculo Variacional
El problema bdsico en cdlculo variacional consiste en determinar, de entrelas funciones -
que poseen ciertas propiedades, aquella funcién para la cual una funcién integral daca
(funcional) alcanza su valor médximo o minimo. El integrando de la integral en cuestién

depende de la funcién y sus derivaclas.

Considere los diversos valores de la integral
b ' :
1= ["F(zy1)de | (.75)

donde y (x) es desconocida, y ¥’ = dy/dx. La funcién especial y para’la cual I alcanza un

extremo satisface la ecuacién de Euler:

(76)

OF | d (O
dy da ;’6_1/? R

Si, ademds’ de maximizar o minimizar [, la funcién y («). descada satisface una restriceién

integral del tii)o ‘

c=[G@ynds ()

entonces y(x) satisface-la nueva ecuacién de Euler.

OH  d (9H\ _
% (37) - (78)
doncde
H=TF+ )G, 1 - (19)

cs la funcion de Lagrange. La constante A es un multiplicador de Lagrange, su valor sc
determina al sustituir la solucién y(:x, \) de la Ecuacién (.78) en la restriccién integral

.77).
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En genéral; la“integral puéclef"dcpen‘clcr en-las primeras -n-derivadas-de -la-funcién
incognita y(x), S ‘ ;
oI = / r (.'L', T y(“)) dz (:80)

En este caso la condicién para I para tener-un extremo es

OF d (OF\ & (OF\ ., .. dv [ oF ,
_3—;17 ~ dw (55;) + Jﬁ('gy) — i (1) e I:——a.'j(")] =0 (-81)

La ccuacién diferencial anterior para y(x) se llama escuacién de Euler-Poisson.
Si la integral depencde no solo en una, sino en k& funciones desconocidas y; (¢ = 1, ..., k)

y sus primcras derivadas y;’
b ’ . '
I = / F(2, Y1y iy Ykiy Y1y oo YL )d (.82)
a ;

entonces las & funciones y;(z) que maximiza o minimizan I satisface el sistema de Ecua-

ciones de Euler

OF .- d (OF X C
EE—E <3_y:') —O,L——l,...,k (63)

Entre los problemas de cdlculo variacional las restricciones pueden ser de tres tipos:

1. algebrdicas,

2. integrales,

3. diferenciales. ’

Para resolver estos problemas con restricciones sckpucde recurrir al método de mul-
tiplicadores de Lagrange. Los problemas con el tipd de 1'yest1'ic'¢iéxles m:cn’cio‘naclas’sc
resuleven como sigue:

Restricciones algebraicas

Sea cl problema de optimizar:

Iy (@)= /;l F(-'v, Y, y) dx




sujeta a

G (x, y)—O

formado la funcién de Lagxangc L(r, ,/,j)

@r) FA@C @Y,

en este caso el mult1pl1cadm (lc Lagxango /\ es funcxén dc la V'ulablc mdepcndxcutc, de

manera quela ecuacion (lc Eule1 sm 1cstucc1oncs quc se dcbc 1csolvc1 es:

d (DL ‘ BL’
de \ Oy Oy
Problemas con mads de una restricciéon requieren méds de un multiplicador de Lagrange.

Restricciones integrales (problemas isoperimétricos)

Sca el problema de optimizar:
T
Iy @)= [ F(y,y)de
Jxo

sujeto a

&Ly ) ’ .
L= /mo G (n:,‘y, y) da,

donde J es una constante. Se forma la funcién de Lagrange L (z, v, ) ,
L{(z,y,9) =F(z,v, ) + A () G (z,y)

v sc resuelve la ecuacuién de Euler,

d (9L\ _ oL _,
de \dy) oy




conjlintaimnente con”la restriccién -
Cpay ) . B .
/ G (%, y,y) dz =cons tante = .J.
zo , Ay R

Se dcbe notar que.para. liestriccionc’sl'ihteg;jralcs los multiplicadores de Lagrange A son

constantes. Ll ER
Restricciones en yfor ma de ecuaciones diferenciales

Sea el problema de optunuxu .

I [y:.(w)] = /:F (2, y{y) da

sujeto a
G (z,y,4) = 0.

Se forma la funcién de Lagl'axlge L (7,, )y
L(" J,J') F(% YY) + A ()G (@ Y 9)

y se resuelve la ecuacién de 'Eﬁlcr, o

sitnultdncamente con G (2, ') =0 . ;
En este caso, los llulltlpllcaclores dc Lagrangc A (x) son funcnén de la variable m(lc—

pendiente. p
Teorema de la funcién implicita
Sca F:R"*! R una funcién dada que tiene derivadas parciales continuas. Sean los

puntos en R"*! denotados por (x,z0) , donde x € R” (x es un vector)y z € R. Supdngase
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que (X,zg) 68 un punto-que satisface
o - OF :
I (x,20) = 0y 75— (%20) # 0

enténces existe.un.conjunto.U. que contierie a xo en.R™y una vecindad V._de z en.R tal

que existe una funcién tinica z=g(x) definida’para x en'U 'y z en V que satisface -
F(x,g(x)) =0.
Ademds, z = g(x) es continuamente diferenciable con la derivada dada por

Dg(x) = —_QP_FM_

27 (xa(x))
donde D, F representa la derivada de F con l‘espegtc akla"vai"iable Xy, Dy F = [0F/0%1, ..., 0F/Oxn1];

osto ¢s,

0:;,

i=1,.,n

=3 oz 7L
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