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Resumen 

La transmisión de datos, empleando de forma eficiente el ancho de banda disponi
ble, sobre cualquier canal de comunicación, es posible gracias al uso de igualadores 
adaptables que compensan Ja dispersión temporal introducida por el canal. Desde los 
años 60 hasta Ja fecha se ha impulsado de manera importante Ja investigación de la 
igualación adaptable, así como de campos más generales tales como la recepción de 
señales digitales, el filtrado adaptable y Ja identificación de sistemas. En respuesta 
al constante y rápido crecimiento de esta área de las comunicaciones y con el fin de 
integrarse a ella se desarrolla Ja presente tesis. 

Los igualadores adaptables son filtros (cuya realización puede ser por medio de 
estructuras transversales o lattice) de coeficientes ajustables, cuya respuesta en fre
cuencia se busca sea igual a Ja inversa de Ja respuesta en frecuencia del canal. a 
través del ajuste periódico de los coeficientes que modelan la respuesta al impul
so del filtro igualador. Dicho ajuste se lleva a cabo por medio de algún algoritmo 
adaptable, tales como los que se basan en la minimización del error cuadrático pro
medio (MSE) o bien en el de los mínimos cuadrados (MC). El empleo de una u 
otra famila de algorimos (MSE o MC) determina características tales como ve
locidad de convergencia, complejidad computacional y estabilidad numérica de los 
algoritmos, entre otras. Con base en los resultados obtenidos en la presente tesis. 
es posible afirmar, que los algoritmos de tipo MC, presentan un comportamiento 
superior respecto al de los de tipo MSE, en cuanto a velocidad de convergencia se 
refiere. Por su parte, los algorimos MSE presentan ventajas tales como facilidad de 
implantación y estabilidad numérica. En lo que respecta a la configuración del filtro 
igualador, ésta puede ser: lineal, en la cual se utiliza una frecuencia de muestreo igual 
a la tasa de símbolos; fracciona/mente espaciada, la cual, gracias a su frecuencia de 
muestreo (dos veces mayor a la lineal), presenta la ventaja de igualar canales cuya 
respuesta en frecuencia tiene cambios bruscos, a costa de duplicar la cantidad de 
información a procesar, y por último; Ja configuración de decisión retroalimentada, 
en Ja que se emplea un filtro de retroalimentación para cancelar el ISI provocado 
por Jos símbolos previamente detectados sobre el símbolo actual. Esta última con
figuración, aunque presenta la desventaja de ser más compleja tanto en estructura 
como en calibración e implantación, es ideal para canales que introducen una gran 
distorsión en la amplitud de la señal que se propaga por ellos. 
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La conclusión general de la presente tesis enfatiza la importancia de contar con un 
igualador de canal, sobre todo en los sistemas de comunicación digital actuales, los 
cuales presentan anchos de banda restringidos y demandan una mayor velocidad 
de transmisión. La forma de implantar uno u otro igualador, bajo la utilización 
de los diversos algoritmos aquí presentados, depende de las necesidades y recursos 
disponibles de la aplicación en particular. 
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Introducción 

Existen diversas razones por las cuales un sistema de comunicación digital es pre
ferido en lugar de uno analógico en el intercambio de información, a pesar de que 
este último requiere de un menor ancho de banda para enviar la misma cantidad de 
información que en el caso digital. Ésto se debe, principalmente, a que los circuitos 
digitales son menos sensibles al ruido, ya que al tener un número finito de valores 
(símbolos del sistema) que se pueden tornar, es posible regenerar la señal original y 
por ende se evitan los efectos acumulativos del ruido y la distorsión en el "viaje" 
de la señal desde el transmisor hasta el receptor. Por el contrario, corno las señales 
analógicas pueden tornar un número infinito de valores, cualquier variación de la 
señal original se ve reflejada como una distorsión, difícil de eliminar, en la señal 
recibida. 

Un elemento de suma importancia presente en todo sistema de comunicación, sea 
analógico o digital, es el canal por el cual la señal de información es enviada. En 
general, éste introduce ruido, además, debido a que cuenta con un ancho de banda 
finito, produce un efecto de alargamiento en el tiempo de la señal que se propaga 
en él. Tal alargamiento en el tiempo, es uno de los problemas más grandes en los 
sistemas de comunicación digital, que operan a altas velocidades, ya que produce 
un efecto denominado interferencia entre símbolos, el cual junto con el ruido son la 
principal causa de errores en la interpretación de los símbolos transmitidos. 

Una característica de los sistemas de comunicación en tiempo real, es la utilización 
de canales cuyo comportamiento en el tiempo no es constante, lo cual impone cier
tas restricciones en el diseño de dichos sistemas para la eliminación de los efectos 
producidos por el canal en la señal recibida. Una <le las estrategias más utilizadas 
en la actualidad, es la de emplear filtros ubicados en el receptor, cuya respuesta en 
frecuencia sea la inversa a la del canal y cuyos coeficientes se adaptan periódicamen
te, con el fin de seguir las variaciones en el tiempo que experimenta dicho canal. De 
esta forma se reduce el efecto de la interferencia entre símbolos introducido por éste 
último. Tal estrategia es conocida corno igualaci6n de canal. 

En un principio, los igualadores eran filtros fijos que trataban de compensar los efec
tos negativos producidos por el canal (previamente modelado) en la señal recibida. 
Posteriormente a principios de 1960, la investigación realizada para la igualación 
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adaptable en sistemas PAM condujo a la teoría básica y estructura de los iguala
dores adaptables denominados zero-forcing [29). A finales de 1960, los igualadores 
adaptables basados en el error cuadrático promedio (LMS), propuestos por \Vidrow 
y Hoff a principios de esa misma decada, ya habían sido del todo descritos y enten
didos. Años después, principios de 1970, los igualadores transversales y de decisión 
retroalimentada con bloques de retardo menores al intervalo del símbolo fueron pro
puestos. Éstos igualadores, conocidos como fracciona/mente espaciados, encontraron 
aplicación inmediata en líneas telefónicas comerciales, así como en sistemas de radio 
militares, debido a un mejor desempeño respecto de los igualadores convencionales. 
En la década de los 70s y principios de los 80s, el trabajo realizado en esta área 
condujo a una nueva familia de algoritmos basada en el criterio de los mínimos 
cuadrados (MC), los cuales exhibían propiedades de convergencia extremadamente 
rápidas en comparación con los algoritmos LMS [25), [29). 

Debido a la necesidad de contar con algoritmos que requieran de un número menor 
de operaciones por iteración, en el cálculo de Jos coeficientes del filtro receptor, Jos 
algoritmos clásicos sufren ciertas modificaciones, las cuales, por un lado, mejoran 
su velocidad de convergencia pero introducen, por otro lado, problemas de inestabi
lidad a largo plazo. Diversas soluciones han sido propuestas para· contrarreiitar tal 
efecto, dentro de las técnicas más empleadas, se encuentra la de obt.ener .. versiories 
normalizadas de los algoritmos, por medio de las cuales, se reduce la.dfoámica en 
valores que toman las diversas variables que los conforman, produciéndÓ de esta 
manera, algoritmos numéricamente más robustos. ~'..·-~·, 

La posibilidad de combinar los algoritmos de Jos MC y del LMS con las diferentes 
configuraciones para resolver el problema de la igualación de canal, de forma adapta
ble, nos conduce a una gran diversidad de soluciones, cada una de las cuales presen
ta una serie de ventajas y desventajas, que deben ser tomadas en consideración de 
acuerdo con los recursos computacionales disponibles. Así por ejemplo, si se dispone 
de un dispositivo para el procesamiento digital de señales (DSP) relativamente po
deroso, generalmente se prefiere una configuración fracciona/mente espaciada sobre 
una convencional, ya que la primera, al procesar un mayor número de información 
(prácticamente del doble), tiene un mejor seguimiento en la variación de las ca
racterísticas del canal con el tiempo. Por su parte una configuración de decisión 
retroalimentada, presenta una serie de ventajas únicas, cuando el medio de trans
misión introduce una severa distorsión en la amplitud de Ja señal que por éste se 
propaga. Desafortunadamente su implantación, calibración y carga computacional, 
aún cuando se utilicen algoritmos simples como el LMS, para la actualización de los 
coeficientes del filtro igualador, son factores determinantes. 
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Organización de la Tesis 
En el capítulo 1 se presenta la problemática de la interferencia entre símbolos, 
en los sistemas de comunicación por modulación de pulso. Con el fin de ubicar tal , 
problema dentro de un sistema de comunicaciones, primeramente se presenta una 
descripción de dicho sistema, prestando una mayor-atención al canal de comunica
ción. 

Por medio del capítulo 2 se presenta un panorama general de las configuraciones 
empleadas por los igualadores adaptables más utilizados en la práctica, tales como 
las lineales, las fracciona/mente espaciadas o bien las.de decisi6n retroalimentada. 

En el capítulo 3, se realiza un estudio detSilado de los algoritmos del filtrado adap
táble pára resolver el problema de la igualación:de canal. Empleando el criterio del 
error cuadrático promedio (MSE), así como el de los mínimos cuadrados (MC) para 
e_ncontrar los coeficientes óptimos del-filtro igilalador con estructura transversal. 

La validación de los diferentes algorit~os ~~~~·ciclos, que operan bajo alguna confi
guración, es presentada en el capítulo 4:Cori'el fin de hacer una comparación entre 
los algoritmos más representativos de cada familia (sea la familia de los algoritmos 
basados en el MSE o en MC), primeramente se presentan las pruebas realizadas a 
los algoritmos que constituyen a cada una de éstas. 

Para finalizar, en el. capítulo 5 se presentan las conclusiones generales de la presente 
tesis, así como las perspectivas del área de la igualación de canal. 

Como material de apoyo para los capítulos, previamente descritos, se incluye una 
sección final de apéndices. 
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CAPÍTULO 1 

SISTEMAS DE COMUNICACIÓN 
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Capítulo 1 

Sistemas de Comunicación 

El diseño de un sistema de comunicación, sea analógico o digital, banda base o paso 
banda, depende de las propiedades físicas del canal, el cual puede ser visto como 
aquella parte que provee la conexión entre el transmisor y el receptor [21]. El canal 
físico puede ser el par de alambres que lleva señales eléctricas, la fibra óptica que 
conduce la información por medio de la modulación en la intensidad de un haz lu
minoso o bien el espacio libre, en el cual la información es radiada por medio de una 
antena. 

Debido a !imitaciones físicas, los canales de comunicación tienen un ancho de banda 
finito y la información que transportan a menudo sufre distorsión en la amplitud y 
fase, así como también disminución en la potencia, debido a la atenuación provocada 
por el mismo. Además, la información transmitida es alterada por señales eléctricas 
impredecibles, comúnmente llamadas ruido. Mientras algunos efectos ocasionados 
por el canal pueden ser eliminados o compensados, los efectos debido al ruido no 
pueden ser completamente removidos (31]. Es por ello que en la práctica se emplean 
modelos matemáticos, que describen las características más importantes del canal, 
tales como el ruido, la atenuación y el comportamiento del mismo con el paso del 
tiempo. 

El modelo de canal dispersivo más simple es el canal de banda limitada, cuya res
puesta al impulso es la de un filtro ideal paso bajas. Dicho filtro esparce en el tiempo 
a la señal transmitida, provocando que los símbolos enviados en una secuencia se 
encimen entre sí. La interferencia resultante, llamada interferencia entre símbolos 
(ISI), es uno de los mayores obstáculos para una transmisión confiable a alta velo
cidad sobre canales de banda limitada con alto nivel de ruido (16]. 

El objetivo del presente capítulo es el de introducir la problemática del ISI en los 
sistemas de comunicación que operan a altas velocidades. Con el fin de ubicar tal 
problema dentro del sistema de comunicación, primeramente se describen los dis
tintos elementos que componen a éste. Posteriormente, se presenta un resumen de 
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Jos medios de transmisión (canales) y sus modelos matemáticos más utilizados en 
Ja práctica, enfatizando Ja degradación que experimenta Ja señal que por éstos se 
propaga. Por último, con base en el análisis de un sistema de comunicación por 
modulación de pulso, se introduce Ja interferencia entre símbolos, presentando dos 
posibles soluciones para mitigar dicho efecto. 

1.1. Sistema General de Comunicación 
El propósito de un sistema de comunicación es el de transmitir un mensaje d(t) de 
una fuente a un destino. El mensaje corrupto entregado a éste último se denota por 
d(t), ver figura 1.1. Dicho mensaje, analógico o digital (dependiendo del sistema), 
puede representar audio, video o algún otro tipo de información. El espectro de d(t) 
y de d(t) está concentrado alrededor de f = O, lo que significa, que ambas son señales 
en banda base. 

r------------------------
' Transmisor : 

Figura 1.1: Sistema de comunicación. 

El bloque procesamiento de la señal, en el transmisor, acondiciona Ja fuente pa
ra una transmisión más eficiente. Por ejemplo, en un sistema digital el procesador 
puede consistir de una minicomputadora o un microprocesador, el cual provee una 
reducción en la redundancia de Ja fuente, así como también la codificación de canal 
para que la detección y corrección de errores pueda ser llevada a cabo por el bloque 
procesamiento de la señal en el receptor, de esta forma se reduce la cantidad de 
errores causados por el ruido en el canal [10]. En un sistema analógico el procesador 
de señales no es mas que un filtro analógico paso bajas y en un sistema híbrido, 
éste puede tomar muestras de una entrada analógica y digitalizarlas para producir 
una modulación por codificación de pulsos (PCM) para ser transmitidos sobre dicho 
sistema. Las señales a la salida del procesador son, también, señales en banda base. 

El modulador convierte la señal banda base, previamente procesada, en una señal 
cuyas componentes espectrales están dentro de la banda pasante del medio de trans-

6 

TESiS CON 
7 • .:..1.LA DE ORIGEN 



misión (canal). Si el canal sólo propaga señales en banda base, entonces no es necesa
rio el uso del modulador y s(t) puede ser solo la salida del bloque de procesamiento 
en el transmisor·. De esta manera, el modulador sólamente se necesita cuando el 
canal propaga frecuencias en una banda ubicada al rededor de fe, donde fe > > O. 
En:este.ca.So, la señal s(t) es denominada señal paso banda, ya que está diseñada 
para tener frecuencias ubicadas en una banda al rededor de fe· El mapeo de la forma 
de onda en banda base d(t) sobre la señal paso banda s(t) es llamado modulaci6n [10]. 

Los canales pueden ser clasificados en dos categorías (tratados a detalle en la si
guiente sección): alámbricos e inalámbricos. Dentro de los primeros se encuentra el 
par de alambres, el cable coaxial y la fibra óptica, mientras que en los inalámbricos 
está el aire, el vacío, etc. Aunque las características del canal pueden imponer ciertas 
limitantes que favorecen a un particular tipo de señales, los principios generales de 
la modulación analógica o digital aplican para todo tipo de canales. En general, el 
canal atenúa a la señal, de tal forma que el nivel de ruido del canal y/o el ruido 
introducido por un receptor imperfecto, causan que la señal entregada r(t) sea una 
versión corrupta de d(t). 

El receptor toma la señal corrupta, a la salida del canal, y la convierte a una señal 
banda base que puede ser manejada por un procesador en el receptor. Éste "lim
pia" la señal y entrega un estimado de la fuente d(t) a la salida del sistema de 
comunicación. 

1.2. Canales de Comunicación 

A continuación se presentan las características más importantes de algunos de los 
canales de comunicación (medios físicos) más utilizados en la actualidad, tales como 
el par de alambres, cable coaxial, fibra óptica y espacio libre. Prestando un mayor 
interés a los efectos que dichos canales producen en la señal que por ellos se propaga, 
ya sea eléctrica u ópticamente, veremos que tales efectos, independientemente del 
medio de propagación, afectan a la señal transmitida de una forma muy parecida. 

1.2.1. Canal de Comunicación Alámbrico 

El uso de líneas alámbricas para la transmisión de voz, datos y video en la red 
telefónica es evidente. Las líneas de par trenzado y cable coaxial son, básicamente, 
canales que propagan ondas electromagnéticas y que proveen anchos de banda mo
destos. La línea telefónica, típicamente, utilizada para conectar al usuario final con 
la central ofrece un ancho de banda máximo de unos cientos de kilohertz, mientras 
que el cable coaxial tiene un ancho de banda del orden de los megahertz [25]. 
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Par de Alambres y Par Trenzado 

Uno de los canales alámbricos más simples es el llamado par de alambres que, como 
su nombre lo indica, consiste de dos conductores, comúnmente hechos de cobre. 

La transmisión de información a través del par de alambres, por ejemplo en una línea 
telefónica, sufre entre otras distorsiones, la ocasionada por Ja diafonía. Ésta aparece 
como una conversación ajena a nuestra llamada telefónica. La causa principal de 
este fenómeno se debe a que otros pares de alambres comparten el mismo cable que 
nuestra línea. Tales pares, eventualmente, llevarán conversaciones, las cuales pueden 
ser eléctricamente inducidas en nuestra línea. Para mitigar este efecto, se realizan 
torceduras físicas en cada par de alambres dentro del cable. Generalmente hay de dos 
a doce torceduras por pie en un par de alambres. El tipo de configuración resultante 
recibe el nombre de par trenzado [13]. 

Cable Coaxial 

Un cable coaxial es una línea de transmisión que consiste de un par no balancea
do de conductores, dispuestos en forma concéntrica y separados por un material 
dieléctrico. 1 Generalmente el conductor externo, que envuelve al material dieléctri
co, es tierra y provee al conductor interno de inmunidad a interferencias externas. 
Por su parte el dieléctrico puede ser de distintos materiales tales como polietileno, 
espuma, aire, etc. 

Principales Liniitaciones en Canales Alánibricos 

Existen, básicamente, tres Jimitantes en los canales de transmisión alámbricos: 

l. Distorsión en amplitud. Ésta se presenta cuando la respuesta del canal no 
es "plana" sobre el intervalo de frecuencias para el cual el espectro de entrada 
no es cero, de esta manera las diferentes componentes espectrales de Ja señal 
de entrada se modifican de forma diferente, unas sufren atenuación y otras 
ganancia [31]. 

2. Distorsión en fase. Si el cambio de fase, producido por el canal, es de manera 
arbitraria, entonces las diversas componentes espectrales de la señal de entrada 
sufren distintos retardos dando por resultado la distorsi6n en fase o retardo 
de la señal trasmitida [31]. Dicho tipo de distorsión resulta ser un problema en 
la transmisión de información por pulsos, ya que éstos experimentan un efecto 
de ensanchamiento en el tiempo. 

3. Ruido. Éste es, básicamente, cualquier señal no deseada en el sistema de 
comunicación que limita el desempeño del mismo. Típicamente tenemos el 

1 Material aislante. 
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Ruido térmico, el cual está presente en cualquier medio de transmisión y en 
todos los circuitos integrados [13]. 

Canal de Comunicación Óptico 

Debido a la creciente necesidad para transmitir información a una velocidad mayor 
que la que se puede alcanzar por medio del par de alambres o el cable coaxial, las 
centrales telefónicas han tenido que optar por un medio de transmisión de mayor 
capacidad como lo es la fibra óptica. Ésta es, básicamente, una guía de ondas que 
transporta información por medio de la modulación en la intensidad de un haz 
luminoso y está formada, principalmente, por un núcleo central, dentro del cual 
se confina el campo electromagnético, cubierto por una capa de revestimiento del 
mismo material (sílice) pero de índice de refracción menor. Con el fin de proteger la 
fibra óptica, generalmente, se recubre con una capa de plástico. Las fibras ópticas 
poseen características únicas que las hacen altamente atractivas como medio de 
transmisión [18]. En particular, éstas ofrecen las siguientes ventajas: 

Gran banda de paso. Con una frecuencia de portadora óptica de casi 2x1014 [Hz], 
es posible tener un ancho de banda teórico de alrededor de 2 x 1013 [Hz].2 

Baja atenuación. Típicamente de 0,2 (dB/km], permitiendo de esta manera, acre
centar la distancia entre las repetidoras en un sistema de comunicación por· 
fibra óptica. · 

Aislamiento eléctrico. Las fibras se hacen de materiales aislantes eléctricos (vi~ 
drios, plásticos). Ésto hace que las interferencias electromagnéticas externas 
no perturben la transmisión en la fibra. 

Peso y dimensiones. Un cable de fibra óptica es por lo menos diez veces más 
ligero y más compacto que un cable coaxial. 

Lamentablemente en la fibra óptica, al igual que en el par de alambres y el cable 
coaxial, está presente la dispersión temporal y la atenuación de la señal transmitida. 

Dispersión Temporol en la Fibro Óptica 

La dispersión en el tiempo de una señal que se propaga en una fibra óptica se debe 
principalmente a dos fenómenos conocidos como dispersión cromática y dispersión 
modal. La primera de ellas surge como consecuencia de una fuente emisora que no es 
monocromática, sino que el rayo de luz que emite está compuesto de múltiples com
ponentes espectrales, cada una de las cuales se propaga con una velocidad diferente 
a lo largo de la fibra a causa de la relación no lineal entre el índice de refracción y 
la longitud de onda asociada a cada componente. La dispersión modal es un efecto 

2 Tomando el ancho de banda igual al diez por ciento de la frecuencia de portadora. 
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comúnmente observado en fibras multimodo y resulta del hecho de que la luz pue
de viajar, dentro de la fibra, por multiples trayectorias con retrasos y atenuaciones 
distintas [24]. 

Atenuación en la Fibra Óptica 

Son varios los mecanismos de degradación que contribuyen a la atenuación de la 
señal transmitida, siendo unos de carácter intrínseco a la fibra, tal como la com
posición del vidrio, y otros de origen extrínseco, causados por impurezas, defectos 
de cableado, de geometría de la fibra, etc. La atenuación que proporcionan estos 
últimos es muy variable y puede minimizarse en muchos casos con un estudio ade
cuado de las condiciones de fabricación, mientras que los primeros son inherentes a 
los fenómenos físicos que ocurren en el interior de la fibra y dependerán del material 
de dopado del núcleo y de la longitud de onda de trabajo. 

1.2.2. Canal de Comunicación Inalámbrico 

En la actualidad existe una creciente demanda en los servicios de comunicaciones 
móviles. De hecho, uno de los objetivos primordiales en un sistema de comunicación 
inalámbrica es el de ofrecer servicios de calidad en la transmisión de voz y datos 
entre dos puntos, sin importar la distancia entre ellos. Lamentablemente los canales 
de comunicación inalámbricos son un medio árido para el transporte de la infor
mación. Ésto se debe, principalmente, a que la propagación de la información en 
dichos canales, puede tener multiples trayectorias, debidas a la refracción y disper
sión atmosférica, o bien a las reflexiones de las ondas electromagnéticas en edificios 
u otros objetos [22]. En una situación como ésta, la señal que llega a lo largo de las 
diferentes trayectorias tendrá distintas atenuaciones y retardos que pueden sumarse. 
en la antena receptora, ya sea constructiva o destructivamente. Si además, las longi
tudes y/o geometría de las trayectorias cambian, debido al movimiento relativo de 
las antenas (caso de la comunicación móvil), la potencia de la señal recibida puede 
estar sujeta a severas variaciones y cuando ésta es pequeña se tiene por resultado 
el desvanecimiento de la señal. A ésto se le conoce, comúnmente, como desvaneci
miento por multitroyectoria [33]. 

La dispersión temporal y el desvanecimiento con selectividad frecuencial son conse
cuencias directas de la propagación por múltiples trayectorias. La presencia de un 
efecto por fuerza implica la presencia del otro. De esta forma, la dispersión temporal 
estira o hace más ancha a la señal en el tiempo, por lo que la duración de la señal 
recibida es mayor que el de la transmitida. Este efecto es causado, principalmente, 
por los diferentes tiempos que tardan las señales en cruzar el canal por las diferentes 
trayectorias. Por su parte el desvanecimiento con selectividad frecuencial filtra la 
señal trasmitida atenuando ciertas componentes más que otras [20]. De esta manera 
si las componentes guardan una distancia relativamente corta la una de la otra, 
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se verán afectadas en la misma proporción, pero a medida que el ancho de ban
da de transmisión crezca, las componentes espectrales en los extremos del espectro 
transmitido comenzarán a ser atenuados por diferentes cantidades provocando una 
distorsión en la forma de onda transmitida. 

1.3. Modelado de los Canales de Comunicación 

Como se pudo apreciar a lo largo de las secciones previamente tratadas, el canal 
produce una serie de efectos no deseables en la señal que por éste se propaga. Una 
de las razones que provoca tales efectos es un ancho de banda reducido debido a las 
limitaciones físicas del medio, así como de los componentes electrónicos que consti
tuyen el transmisor y el receptor [28). Estas dos limitantes provocan que la cantidad 
de datos que se pueden transmitir de manera confiable sea pequeña. 

Con el fin de analizar las características más importantes del medio de transmisión, 
es necesario contar con modelos matemáticos, algunos de los cuales se presentan a 
continuación. 

1.3.1. Canal Gaussiano 

El Canal Gaussiano, a menudo llamado canal de ruido blanco aditivo Gaussiano 
(AWGN), es el más simple de los modelos asociados a canales de comunicación. 
Básicamente se refiere al ruido generado por los elementos electrónicos (ruido térmi
co) que componen al receptor cuando la trayectoria de transmisión es ideal, es decir, 
la forma de onda recibida es, antes de sumarse el ruido, una réplica exacta de la 
forma de onda transmitida: ni la fase, ni la amplitud son perturbadas (28], [20). 
Se asume que el ruido tiene una densidad espectral de potencia constante sobre el 
ancho de banda del canal y una amplitud cuya función de densidad de probabilidad 
es Gaussiana. En la figura 1.2 se muestra la salida r(t) de un canal con AWGN n(t) 
debida a una entrada s(t). 

Canal 

s(t) r(t) 

Figura 1.2: Canal Gaussiano. 

donde 
r(t) = s(t) + n(t) (1.1) 
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1.3.2. Canal Lineal de Banda Limitada 
En algunos canales físicos, como los cables telefónicos o el cable coaxial, se usan fil
tros para asegurar que las señales transmitidas no excedan las limitaciones del ancho 
de banda del canal. Las señales transmitidas en dichos canales son distorsionadas. 
tanto en amplitud como en fase, además de ser degradadas por ruido aditivo. Debido 
a que los canales alámbricos transportan un gran porcentaje de nuestras comunica
ciones diarias, se ha dedicado un tiempo considerablemente grande a la investigación 
para la caracterización de sus propiedades de transmisión, así como a los métodos 
para mitigar las distorsiones en amplitud y fase encontradas en la transmisión de 
las señales. 

Estos canales son modelados matemáticamente como filtros lineales ideales a los 
cuales se les puede agregar el ruido aditivo a la entrada del receptor, tal y como se 
muestra en la figura 1.3. . 

s(t) r(t) 
TPrr,. .... 

FALLA°°i)E OID~EN 

Figura 1.3: Canal lineal de banda limitada. 

El filtro lineal ideal tiene una respuesta frecuencial plana c~n fase lineal en la banda 
de paso, ver figura 1.4. 

1Hc(f)1 arg[Hc(/)) 

h 
f 

Q ---------...------~ 

o f 
ÍH 

Figura 1.4: Fltro.lineal ideal. 

De esta forma si la entrada~ canal; c~~ respuesta al impulso hc(t), es la señal s(t), 
entonces la salida r(t) estii dada por: · 
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1.3.3. 

r(t) = s(t) * hc(t) + n(t) 

Canal Lineal de Banda Limitada Variante con el 
Tiempo 

(1.2) 

Los canales físicos tales como los empleados para las comunicaciones móviles resultan 
en una propagación variante con el tiempo y por múltiples trayectorias de la señal 
transmitida. Dichos canales pueden ser caracterizados matemáticamente como filtros 
lineales de banda limitada variantes en el tiempo, los cuales tienen una respuesta al 
impulso hc(t, T) dependiente del tiempo. El modelo del canal con ruido aditivo se 
muestra en la figura 1.5 [28). 

donde 

s(t) 
Filtro lineal .variante 

con .~l ~iempo 
.. hc(ti+) 

r(t) 

n(t) 

Figura 1.5: Canal linea.lí:ie banda: limitada variante con el tiempo. 

r(t) = s(t) * hc(t, T) + n(t) 

TESIS ce~~~ 
FALLA DE ORIGEN 

(1.3) 

Dada la gran aplicación de los filtros de banda limitada variantes con el tiempo 
(sean aleatorios o no) en la caracterización de los canales de comunicación, se ha 
dedicado arduo trabajo al modelado matemático de los mismos, a través de funciones 
que describen la relación entre la entrada y la salida de un filtro. Personajes como 
Zadeh y Kailath sentaron las bases para describir dicha relación. Posteriormente los 
trabajos de Bello demuestran que los filtros lineales de banda limitada variantes con 
el tiempo (canales) pueden ser caracterizados, en su totalidad, por medio de una de 
las ocho funciones que propone en parejas duales (tiempo-frecuencia) [3], donde el 
completo conocimento de una de ellas nos permite el cálculo de cualquiera de las 
otras. 

1.3.4. Canales Aleatorios Variantes con el Tiempo 

En general un canal {filtro) lineal variante con el tiempo puede ser visto como la 
superposición de un canal determinístico y uno puramente aleatorio [3], ver figura 
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1.6. El canal determinístico puede ser caracterizado en su totalidad empleando cual
quiera de las ocho funciones propuestas por Bello [20). Sin embargo, dichas funciones 
se convierten en procesos estocásticos cuando se les usa para describir un canal alea
torio. Tal es el caso de los canales de comunicación móviles, en donde las variaciones 
aleatorias en la potencia de la señal recibida, provocadas por el desvanecimiento, 
pueden ser modeladas si se trata a la envolvente compleja de la respuesta al impulso 
del canal, como un proceso aleatorio en t. 

s(t) 

-------------------------------------
Filtro lineal ~iante, con el tiempo 

Canal 
Detenninístico 

' 

r(t) 
G~--

Figura 1.6: Modelo general del canal lineal aleatorio variante con el tiempo. 

1.4. Interferencia entre Símbolos (ISI) 

La presente sección tiene por objetivo mostrar la problemática de la interferencia 
entre símbolos, ya sea en sistemas de comunicación alámbricos, de radiocomunicacio
nes o bien por fibra óptica, que utilizan, para transmitir información, alguna técnica 
de modulación de pulso. Veremos que, aunque el origen de la dispersión temporal 
para cada uno de los casos antes mencionados se debe a fenómenos físicos diferentes, 
las consecuencias, al concebir un sistema de transmisión digital a altas velocidades, 
se traducen en la interferencia entre símbolos. 

1.4.1. Interferencia entre Símbolos en Sistemas de 
Comunicación por Modulación de Pulso 

Los canales lineales de banda limitada, tales como las líneas telefónicas, proporcionan 
diferentes retardos a las componentes espectrales de la forma de onda que por ellas 
se propaga, lo que provoca, en el caso digital, que la duración del símbolo recibido Tr 
sea mayor a la del símbolo enviado T1 (dispersión temporal del símbolo). Este efecto, 
no es exclusivo de los sistemas alámbricos, tales como el par de alambres o el cable 
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coaxial, sino que también está presente en los sistemas de radiocomunicación, cuyo 
canal se caracteriza por tener múltiples trayectorias, cada una de las cuales propaga 
una versión atenuada y retrasada de la señal transmitida. Este hecho provoca que la 
antena receptora capte una señal con dispersión temporal también conocida como 
selectividad frecuencial [22) ver figura 1.7. 

Pulso 
transmitido 

Canal 
dispersivo 

t¡ + T 

~ 

Figura l. 7: Dispersión temporal del símbolo. 

. 'fr.::-'T_n r"~)fV 

t'Ai.LA DE ORIGEN 

Por su parte, la principal distorsión en la fibra óptica es la dispersión temporal de los 
símbolos [1). Tales situaciones se convierten en un problema al considerar los sistemas 
de transmisión que operan a altas velocidades, ya que la "distancia temporal" entre 
los símbolos enviados en una secuencia es muy pequeña. Ésto, aunado a la dispersión 
temporal provoca que los símbolos adyacentes comiencen a encimarse, dando origen 
al fenómeno conocido como interferencia entre símbolos, figura 1.8. 

Secuencia 
transmitida 

t¡ 

Canal 
dispersivo 

Secuencia 
recibida 

Figura 1.8: Interferencia entre símbolos. 

ti +T 

La interferencia entre símbolos surge en todos los sistemas de modulación de pulsos, 
incluyendo la modulación en frecuencia (FSK), en fase (PSK) o bien en amplitud y 
fase (QAM). Sin embargo, su efecto puede ser más fácilmente observado en un siste
ma banda base con modulación por amplitud de pulso (PAM) [29).3 Además, dicha 
modulación es particularmente adecuada para canales de banda limitada gracias a 

3 En el apéndice O se presenta un resumen de los principales tipos de modulación de pulso. 
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su alta eficiencia en el uso del ancho de banda [28). 

Consideremos el sistema de comunicación digital PAM banda base mostrado en la 
figura 1.9. Como se puede observar el sistema está compuesto de un filtro transmisor 
cuya respuesta al impulso está dada por hr(t), un canal lineal, hc(t), con AWGN, un 
filtro receptor con respuesta al impulso hn(t), un mUestreador que periódicamente 
muestrea Ja salida del filtro receptor y un detector de símbolos[26). 

Flltro 
Transmisor 

HrC/) 

Canal 
He(/) 

Ruido 
·n(t) 

Filtro 
RCccpÍor 

Hli(f) 
M uestreador 

Figura 1.9: Sistema de comunicación digital banda base PAM. 

Detector 
de 

SCmbolos 

Una transmisión digital PAM puede ser vista como una secuencia binaria de entrada, 
subdividida en. k-bits llamados símbolos. A cada símbolo le es asignado un cierto 
nivel deaníplitud, ª"'de duración T, el cual es enviado al medio de transmisión por 
medio de un filtro transmisor, cuya respuesta al impulso asegura que la forma de 
onda a. su salida, posea un espectro que esté dentro de Ja banda pasante del canal, 
es decir; 

00 

s(t) = L anhr(t - nT) (1.4) 
n=-oo 

en donde 1/T representa Ja tasa de símbolos. 

De esta forma, Ja salida del filtro receptor y(t) es; 

00 

y(t) = L a,,x(t - nT) + v0 (t) (1.5) 
n=-oo 

en donde x(t) es la respuesta al impulso en cascada del filtro transmisor, canal y 
filtro receptor, es decir; x(t) = hr(t - nT) * h 0 (t) * hn(t) y v 0 (t) = n(t) * hn(t) es Ja 
componente de ruido blanco aditivo Gaussiano. 

Con el objeto de recobrar Ja información de interésª"' se muestrea periódicamente 
la salida del filtro receptor cada t = t0 + mT segundos, de esta manera tenemos; 
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00 

y(t0 + mT) = . E a,¡x(to + mT - nT) +Va( to+ mT) 
n=-ex> 

o bien, 

y(t 0 + mT) = x(to)a;;.~i'.E~a;;x(t;,'+ mT- nT) + Va(to + mT) (1.6) 
~·---,_ ,:.~Tn~m' _.,' 

Como podemos apreciar, el pri~e~ térlllino del lado derecho de la ecuación 1.6 
representa el símbolo transmitido ponderado por el factor x(t0 ), el último término 
es la componente de ruido aditivo, y el término central representa el efecto de los 
símbolos adyacentes en el instante de muestreó t = to + mT. A dicho efecto se le 
conoce con el nombre de interferencia entre símbolos(lSl). Tal término es cero si y 
solo si x(t 0 +lT) =O para l =F O, esto significa que la respuesta al impulso del sistema 
(filtro transmisor, canal, filtro receptor) tiene cruces por cero cada T intervalos de 
símbolo. Cuando la respuesta al impulso tiene tal uniformidad en los cruces por cero, 
entonces se dice que satisface el primer criterio de Nyquist (28), (29). El cual en el 
dominio de la frecuencia tiene la siguiente representación: 

oc n 
X'(!)= E X(J- -) =T 

n=-oo T 
(1.7) 

en donde X(f) es la respuesta en frecuencia del sistema y X'(J) es el espectro trans
lapado de la respuesta en frecuencia del canal después de haber sido muestreado a 
la tasa 1/T. 

La ecuación 1.7, establece que para tener un sistema x(t) fisicamente realizable, la 
tasa máxima de símbolos que se pueden enviar por unidad de tiempo, sobre un canal 
con un ancho de banda W, sin tener interferencia entre símbolos en el receptor es 
I/T < 2W, donde a 2W se le conoce como tasa de Nyquist [26), (29). 

En la práctica, el efecto de la interferencia entre símbolos puede ser observado por 
medio de un osciloscopio cuya base de tiempo esté sincronizada a la tasa de símbo
los. El diagrama resultante (para un sistema de transmisión PAM de dos niveles), 
mostrado en la figura 1.10, es comúnmente conocido como patr6n de ojo (29). Si el 
sistema cumple la condición de cero ISI, entonces sólo habrá dos niveles distintos 
para el instante de muestreo. Por lo que el "ojo estará completamente abierto" y la 
distorsión de pico será cero. De lo contrario, dicha distorsión estará presente cuando 
los términos de ISI se sumen de tal forma que se produzca una máxima desviación de 
la señal deseada en el instante de muestreo. Ésto, a su vez, puede provocar, en el peor 
de los casos, que el nivel recibido sea mucho menor que el deseado, produciéndose 
una disminución en el margen para que el ruido aditivo cause error. Por otra parte, 
dicho efecto distorsiona los cruces por cero ocacionando errores de sincronización en 
el sistema. 
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El patr6n de ojo observado para la modulación en fase (PSK), así como para la de 
amplitud y fase (QAM) se muestran en la figura 1.11. Donde los círculos represen
tan los símbolos transmitidos, mientras que los recibidos están representados por 
puntos. El ruido y la interferencia entre símbolos, presentes en el sistema, provoca 
que las muestras recibidas {y(t 0 + mT)}, para cada instante de tiempo mT, tengan 
distintas posiciones (puntos) a las deseadas (circulos). Entre mayor sea el ruido y la 
interferencia entre símbolos, mayor esparcimiento tendrán las muestras de la señal 
recibida [26). 

Distorsión de pico 

Sensibilidad a errores 
de sincronización 

Distorsión de cruce 
por cero 

l\iargen del ruido 

Tiempo óptimo 
de muestreo 

Figura 1.10: Patr6n de ojo para una modulación PAM binaria. 

: o-: . o • 

. . • º- •. o. · . ...... 

(a) (b) 

Figura 1.11: Patrón de ojo para una modulación (a)4-PSK ~ (b) 8-QAM. 
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Existen dos maneras para poder alcanzar tasas de transmisión cercanas a Ja tasa de 
Nyquist. La primera de ellas establece que para alcanzar una tasa de transmisión 
de 2W símbolos/s, es necesario permitir una cierta cantidad, controlada, de ISI. Es 
decir, como hemos visto Ja condición para cero ISI es x(to + lT) =O para l #O. Si, 
ahora, permitimos la presencia de ISI podríamos suponer un sistema cuya respuesta 
fuera tal que cumpliera con x(t0 + lT) = O para l # O, ±1, .. ., ±L. De esta forma 
la cantidad de ISI intoducida es determínistica y por lo tanto puede ser tomada 
en cuenta en el receptor. De esto podemos concluir que existen tantos diseños de 
sistemas de transmisión x(t), como términos de ISI diferentes de cero L permitamos 
en dicho diseño [26]. Sin embargo, entre más términos de ISI diferentes de cero per
mitamos, el problema de eliminarlos en el receptor se vuelve un factor determinante. 

Lamentablemente, la estrategia previamente descrita supone un conocimiento a prio
ri de Ja respuesta en frecuencia del canal. Lo cual no siempre es posible, sobre todo 
cuando tratamos sistemas de transmisión en los cuales el canal varia con el tiem
po, tal es el caso de las comunicaciones móviles y las satelitales entre otras. Es 
por ello que una segunda estrategia, que consiste en filtrar la señal recibida con el 
fin de eliminar el efecto ISI introducido por la respuesta al impulso del canal, es 
más comúnmente utilizada para dichos sistemas. A este método se Je conoce como 
igualación de canal, el cual es el objeto de Ja presente tesis. 

1.5. Conclusiones 

A Jo largo del presente capítulo, pudimos observar que un factor determinante en 
el diseño de un sistema de comunicaciones, es el canal o medio de transmisión por 
el cual se propaga la información. Éste puede ser modelado, en el caso más general, 
como un sistema lineal variante con el tiempo de banda limitada. Tal restricción en el 
ancho de banda provoca que Ja señal transmitida, experiemente Jo que comúnmente 
se conoce como dispersión temporal, esto es, un alargamiento en Ja duración de 
la forma de onda recibida con respecto de la transmitida. Este fenómeno afecta 
directamente a Jos sistemas de comunicación que trabajan a altas velocidades y por 
medio de Ja modulación de pulsos, cuyas características están determinadas por el 
símbolo que se desea transmitir. Ésto es debido a que en el envío de información a 
altas tasas de transmisión, Jos símbolos guardan entre sí una distancia temporal muy 
reducida, lo cual junto con la dispersión temporal, provoca que éstos se translapen, 
dando por resultado lo que se conoce como interferencia entre símbolos (ISI). El 
181, por su parte, puede ser removido, ya sea por medio del diseño de pulsos de 
transmisión, para lo cual se necesita el conocimiento a priori de las características 
del canal, o bien por medio de filtros, ubicados en el receptor. Tales filtros son 
tratados a detalle en Jos capítulos siguientes. 
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CAPÍTULO 2 

IGUALADORES DE CANAL 
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Capítulo 2 

Igualadores de Canal 

Un problema de gran importancia en las comunicaciones, consiste en diseñar filtros 
igualadores, ya sea en hardware o software, que ayuden a reducir los efectos del ruido 
y de la distorsión que son introducidos por el sistema de comunicación a la señal 
que viaja a través de éste. Teniendo anchos de banda finitos, los canales distorsio
nan a la señal tanto en fase como en amplitud, además, los canales de los sistemas 
de comunicación y los dispositivos que constituyen al receptor y al transmisor son 
ruidosos, lo que provoca que la señal portadora de información llegue atenuada y 
corrupta (4). Los filtros sirven como una etapa de preprocesamiento, después de la 
cual la señal portadora de información, o sus parámetros, pueden identificarse de 
una forma más clara que a Ja entrada del filtro. 

La igualación de canal (también conocida como filtrado inverso), por tanto, consiste 
en estimar una función de transferencia que compense Ja distorsión lineal provocada 
por el canal (11). 

Es importante hacer notar que existen dos métodos para el diseño de Jos filtros. 
El primero es el método clásico, que utiliza el contenido espectral de la señal y del 
ruido. Como ejemplo de este método tenemos los filtros Butterwoth y Chebyshev, 
los cuales estaban implementados principalmente con elementos analógicos pasivos, 
sin embargo, con el desarrollo de las computadoras y de los circuitos integrados, se 
logró implementar estos filtros sin la necesidad de utilizar los inductores, que eran 
costosos y ocupaban mucho espacio, logrando así que se extendiera la utilización de 
estos filtros. En el segundo método, para el diseño del filtro se requiere del conoci
miento a priori de las características estadísticas de la señal, del canal y del ruido. 
Las bases para este tipo de filtros fueron sentadas por Wiener y Kolmogorov (15). 
Sin embargo, en la práctica es común encontrarse con canales cuyas características 
de respuesta en frecuencia no son conocidas a priori o cambian con el tiempo, como 
en el caso de la transmisión de datos sobre Ja red telefónica, en la cual el canal de 
comunicación será diferente cada vez que marquemos un número. Esto es porque la 
ruta seguida por la señal es diferente en cada ocasión. Una vez que la conexión se 
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realiza, el canal será invariante con el tiempo por un periodo largo. Este es un ejem
plo de canal cuyas características son desconocidas· a priori. ·Los canales de. radio, 
tales como los canales para sistemas móviles son un ejemplo dé canal variante con 
el tiempo. En dichos canales los filtros en el transmisor y receptor no pueden ser 
establecidos de antemano (28]. - ~-··--· 

Los filtros adaptables son variantes con el tiempo. Esto se debe a que los coeficientes 
de este tipo de filtros igualadores cambian de acuerdo a algún criterio de optimiza
ción predeterminado (23]. 

De acuerdo a los requerimientos de la aplicación, se tendrán diferentes filtros igua
ladores dependiendo del criterio de optimización utilizado, de la estructura del fil
tro, de la manera de actualizar los parámetros correspondientes, etc. Este capítulo 
está organizado de la siguiente manera: en la sección 2.1 se hablará de las principales 
estructuras de los filtros, posteriormente en la sección 2.2 se estudiarán los filtros 
adaptables desde un punto de vista general para poder hacer una clasificación de 
dichos filtros atendiendo a su configuración. 

2.1. Estructuras de Filtros 

El funcionamiento de un algoritmo para el filtrado lineal adaptable involucra dos 
procesos básicos; (1) un proceso de filtrado, diseñado para producir una salida en 
respuesta a una secuencia de datos de entrada y (2) un proceso adaptable, cuyo 
propósito es el de proveer un mecanismo para el control adaptable de un conjunto 
de parámetros ajustables empleados en el proceso de filtrado. Estos dos procesos 
trabajan de forma interactiva el uno con el otro. Por lo que la elección de una es
tructura para el proceso de filtrado tiene un profundo efecto en la operación del 
algoritmo como un todo (19]. 

Existen tres tipos de estructuras que se distinguen en el contexto del filtrado adap
table, las cuales se describen a continuación. 

2.1.1. Estructura Transversal 

Dentro de las estructuras existentes, más simples, para llevar a cabo el proceso de 
filtrado se encuentra la estructuro transversal, que como se observa en la figura 2.1 
consiste, básicamente, de bloques de retardos, multiplicadores y sumadores. 

El número de elementos de retardo empleados en la estructura determina la duración 
(finita o infinita, según sea el caso) de su respuesta al impulso, dicho número también 
hace referencia al orden del filtro que emplea tal estructura. Los elementos de retardo 
se identifican por medio del operador z-1 • De esta forma, cuando z-1 opera sobre la 
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entrada x(k], el resultado es x(k - 1]. La función de cada multiplicador dentro de la 
estructura es la de ponderar la entrada (a la cual está conectado) por un coeficiente 
conocido como coeficiente de ponderación. Por su parte el sumador tiene la función 
de producir una salida total y(k] del sistema, formada de elementos ponderados de 
la señal de entrada, que puede ser expresada como la suma de convolución entre los 
coeficientes b; del filtro con las p muestras retardadas de la señal de entrada x(k], de 
esta forma tenemos la relación 2.1. 

Entrada 

bo 

Salida 
y[k) 

Figura 2.1: Estructura transversal. 

p-1 

y(kJ = :E b;x(k - iJ 
i=O 

(2.1) 

Lamentablemente, a pesar de ser una estructura muy simple de implementar, la 
estructura transversal posee coeficientes fijos, por lo que un cambio en el orden 
(aumento o disminución) resulta en un nuevo conjunto de coeficientes totalmente 
diferentes a los anteriores (27]. 
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2.1.2. Estructura Lattice 
La estructura lattice, como su nombre en inglés lo indica, es una estructura con 
forma de enrejado, compuesta de retardos, sumas y multiplicadores por coeficientes 
Kp, ver figura 2.2. Estos últimos conocidos como coeficientes de reflexión guardan 
una relación con los coeficientes b; de la estructura transversal, la cual está dada, en 
el caso particular de la predicción lineal, 1 por el algoritmo de Levinson-Durbin (16). 

11(k] 

Figura 2.2: Estructura lattice (filtro de análisis). 

De esta manera, como se observa en la figura 2.2, un filtro (predictor) lattice es una 
estructura modular que está formada de un número p de etapas independientes que 
corresponde al orden del filtro. Por lo que, las salidas de la p-ésima etapa se definen 
por las relaciones: 

e6(k) = e~(k) = y(k] (2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

donde et(k) es el error de predíción forward (hacia adelante) y e~[k] el error de pre
dicción backward (hacia atrás). El error forward se define como la diferencia entre 
la entrada y(k) y su valor predicho¡ este último basado en un conjunto de p mues
tras pasadas y(k - 1), ... , y(k - p). Por su parte, el error backward se define como la 
diferencia entre la entrada y(k - p) y su predicción backward basada en un conjunto 
de p entradas futuras y(k], ... , y(k - p + 1) (19). 

1 Para una mayor referencia relacionada al tema de predicción lineal, ver apéndice B. 
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Se puede demostrar fácilmente que el filtro de síntesis, figura 2.3, queda definido por 
las ecuaciones 2.4 y 2.5: 

(2.5) 

Aunque la estructura lat•ice no posee un número mínimo de multiplicadores y su
madores para una función de transferencia dada, sí tiene varias propiedades de gran 
ventaja, entre las que destacan; el uso de secciones idénticas en cascada y coeficientes 
de magnitud menor a uno, lo que asegura estabilidad, para el caso monodimencional 
(7]. Además, la estructura lattice ortogonaliza la señal de entrada etapa por etapa lo 
que conduce a poder aumentar o disminuir el orden del filtro sin afectar los coeficien
tes de reflexión de las etapas previas [27]. Todo ésto lleva a una rápida convergencia 
y una alta capacidad de seguimiento. 

e~~f-------·-~-_.1k1 -Gf-------·-{_1k_1_., + 1---r-----·-.~(kJ 

-K2 \ ... ¡ 
Ko I 

-Kp -K1 

Kr Kt 

.~---'---! 
·~-.lkl .. 

I 

-G-~ 

Figura 2.3: Estructura lattice ~filtro de síntesis). 

2.1.3. Estructura Lattice-Ladder 

11[kJ 

Muchos problemas prácticos requieren la interacción conjunta de dos o más procesos 
en lugar de la predicción de un proceso basado en sus muestras pasadas (7]. Si se 
emplean los errores de predicción backward e~(k], e~[k], .. ., e~_ 1 [k] de una estructura 
lattice como entradas a un filtro transversal cuyo vector de coeficientes está dado por 
la regresión: A0 , Ai. ... , Ap-!t se obtiene un estimador de la respuesta deseada d(k]. 
La estructura resultante, mostrada en la figura 2.4, es conocida como estimador 
conjunto ya que resuelve el problema de estimar el proceso deseado d[k] a partir 
de las muestras del proceso de entrada y[k], ésto es, se tiene un proceso conjunto 
(d(k], y(k]) (30], [27]. 
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1---------.---f + • -·-----~ 
.~_.(k) x·~(k) 

\ 
11(k) e!(k) 

r 
Figura 2.4: Estructura Lattice-Ladder. 

2.2. Igualadores Adaptables 

Los sistemas de comunicaciones actuales utilizan a los igualadores adaptables como 
una pieza clave del receptor, ya que el desempeño de dicho igualador determinará la 
calidad del sistema. El surgimiento de estos igualadores se dió rápidamente sobre 
todo en aplicaciones con consideraciones económicas o regulatorias que limitaban el 
ancho de banda utilizable (37]. 

La estructura general de un filtro igualador adaptable es la que se muestra en la 
figura 2.5, donde se tiene una secuencia y(k] que es alimentada a un filtro lineal y 
de coeficientes ajustables con salida d[k]. 

Los coeficientes de este filtro se actualizarán a través de una recursión o algoritmo 
adaptable de la siguiente forma: 

h;(k + 1] = h;(k] + g{y(k]' d[k]' é(k]}é[k] (2.6) 

donde h;[k] es el i-ésimo coeficiente del filtro al tiempo k, y é[k] es el error de la 
señal al instante k, definido de la siguiente manera: 

é[k] = d[k] - d[k] (2.7) 

donde d(k] es la secuencia de entrenamiento del igualador, de la cual se hablará más 
adelante, y g{ ·} es una función de adaptación de los parámetros del filtro. 
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11(k 

Algoritmo 
.adaptable 

Figura 2.5: Estructura general del filtro igualador adaptable 

La ecuación 2.6 es la recursión sobre la cual los coeficientes del igualador se actuali
zarán. Es posible ver que los coeficientes del filtro al instante actual dependen de los 
valores correspondientes al instante anterior y de una ganancia de adaptación que 
generalmente es función de las entradas y salidas del filtro, y del error de filtrado. La 
forma de la ganancia de adaptación depende del criterio de optimización utilizado, 
obteniéndose un desempeño específico para cada caso. Algunas de las características 
más importantes a considerar para la utilización de algún criterio en particular son: 

• Complejidad computacional 

• Estabilidad 

• Velocidad de convergencia 

• Consistencia de la velocidad de convergencia ante variaciones en el condicio
namiento de la señal. 

• Habilidad de seguir las variaciones del canal. 

• Robustez al ruido aditivo. 

• Robustez numérica. 

El desempeño de cualquier algoritmo con respecto a alguna de estas características 
dependerá. en gran medida de la selección del criterio de optimización (23]. A su 
vez cada criterio implicará. un algoritmo (secuencia ordenada de ecuaciones) para la 
evaluación de la ganancia de adaptación y en consecuencia la. actualización de los 
parámetros del filtro. 
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Periodo de Entrenamiento del Igualador 

Antes de que comience la transmisión de datos deben de resolverse un cierto núme
ro de ecuaciones simultaneas para obtener los coeficientes del igualador, siendo ésto 
realizado durante un periodo llamado de entrenamiento. 

Durante el periodo de entrenamiento, una secuencia de datos, llamada secuencia 
de entrenamiento, con características estadísticas semejantes a las de los datos que 
serán posteriormente transmitidos a través del canal, es enviada. Dicha secuencia, 
conocida por el receptor, es generada y sincronizada por el mismo, con el fin de obte
ner durante el periodo de entrenamiento los coeficientes óptimos del filtro igualador. 
La secuencia de entrenamiento debe ser por lo menos tan larga como el igualador, 
de tal forma que se tenga la información suficiente para que éste pueda inicializarce 
correctamente. 

En algunas aplicaciones, los igualadores deben establecer el comportamiento de sus 
coeficientes sin utilizar una secuencia de entrenamiento. Dichos igualadores se lla
man igualadores ciegos. 

Después del periodo de entrenamiento, los coeficientes del igualador adaptable se 
deben de estar ajustando continuamente. Para esto, una vez que se ha terminado 
el periodo de entrenamiento, el igualador adaptable cambia la retroalimentación del 
dispositivo generador de la secuencia de entrenamiento al dispositivo de decisión tal 
como se muestra en la figura 2.6. De esta forma la señal de error es derivada de la 
señal estimada por el receptor, la cual no es necesariamente correcta. Si el funcio
namiento del igualador es bajo condiciones normales, se tiene una alta probabilidad 
de que las decisiones tomadas por el igualador sean correctas. Es importante señalar 
que el igualador puede seguir variaciones lentas del canal, así como inestabilidades 
de fase en el receptor [28). 

Igualador 

~[k] 

Dispositivo de 
decisión 

Figura 2.6: Igualador adaptable. 

Generador de 
la secuencia de 
entrenamiento 

Dentro de los diversos igualadores adaptables, con secuencia de entrenamiento, po
demos distinguir tres grandes familias: 
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• Igualadores Lineales 

• Igualadores Fraccionalmente Espaciados (FSE) 

• Igualadores con Decisión Retroalimentada (DFE) 

A continuación se mencionarán las características principales de cada una de estas 
familias. 

2.2.1. Igualadores Lineales 
Para compensar Ja distorsión introducida por el canal es necesario utilizar un filtro 
lineal que posea parámetros que puedan ser ajustados, ver figura 2.6. Si se tiene un 
canal que es invariante con el tiempo, pero su respuesta en frecuencia es desconocida, 
se miden las características del canal y se ajustan los parámetros del igualador de 
canal. Una vez hecho esto, los parámetros se conservarán durante toda la transmisión 
de datos. Si las características del canal varían con el tiempo se utilizan los filtros 
adaptables, los cuales ajustan periódicamente sus parámetros durante la transmisión 
de datos (28]. 

Igualador Zero-Forcin.g ZF 

De acuerdo a su topología estos igualadores pueden tener una estructura transversal 
o una estructura "Lattice." Entre las estructuras antes mencionadas, la más simple es 
Ja estructura transversal. En este tipo de estructura, los valores presentes y pasados 
de la señal recibida son ponderados por los coeficientes del igualador h; y sumados 
para así obtener la salida. Si los retardos y multiplicadores son analógicos, la salida 
analógica del igualador es muestreada a la tasa de símbolos y estas muestras se envían 
al circuito de decisión. Los coeficientes del igualador h;, n =O, 1, 2, ... , N - 1, N; 
deben de escogerse de tal forma que hagan que las muestras del canal y Ja respuesta 
al impulso del igualador sean cero para todos los valores excepto uno de los N ins
tantes. Este tipo de igualador es llamado igualador "zero-forcing" ZF (26]. 

Si dejamos que el número de coeficientes del igualador ZF crezca de manera ili
mitada, se obtendrá un igualador de longitud infinita con cero !SI a su salida. La 
respuesta de tal igualador será periódica con periodo igual a la tasa de símbolos. Es 
posible demostrar que un igualador de longitud infinita con cero ISI es simplemente 
un filtro inverso de la respuesta en frecuencia del canal. Sin embargo, tal tipo de 
igualador amplificará el ruido en las frecuencias para las cuales el espectro del canal 
tiene grandes atenuaciones (29]. 

Consideremos el canal que se muestra en la figura 2. 7. En este esquema el demodu
lador consiste del filtro receptor con respuesta en frecuencia HR(f) en cascada con 
un igualador de canal con respuesta H 8 (!). Como HR(/) está acoplado con el filtro 
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transmisor HT(f) y su respuesta en cascada es igual a Ja de un coseno elevado2 (25], 
X,,,.(!), se tiene Ja siguiente condición: 

Filtro 
transmisor 

HT(IJ 

JHT(/)JJHn(f)I = Xce(/) 

Ruido 
n(t) 

Figura 2. 7: Sistema de comunición. 

(2.8) 

Igualador l-A_l d_e_tec--tor 
HE(/) 

(He(f)I debe de compensar Ja distorsión del canal, de tal forma que Ja respuesta en 
frecuencia del igualador sea igual al inverso de la respuesta en frecuencia del canal: 

l/l::5W (2.9) 

donde IHe(f)I = IHc
1!/ll y la característica de fase del igualador es 6e(/) = -6c(/). 

De esta forma se tiene que el igualador es el filtro inverso de Ja respuesta del ca
nal (28]. 

La entrada del igualador es de la forma: 

y(to + mT) = g(to + mT) + v(to + mT) 

donde g(t0 +mT) es Ja convolución de Ja respuesta al impulso del sistema con la señal 
de entrada al mismo, y v(t0 + mT) es ruido Gaussiano con media cero y varianza: 

J:!'w s"¡h~~)jV"dJ 
(2.10) 

siendo Sn(f) Ja densidad espectral de potencia del ruido. Cuando el ruido es blanco, 
Sn(/) = No/2. Es importante señalar que Ja varianza del ruido a Ja salida del igua
lador ZF es mayor que a la entrada de éste, Jo cual se debe principalmente a que el 
igualador compensa los efectos del canal, y como ya se dijo anteriormente, amplifica 
las frecuencias atenuadas por el canal, así como el ruido presente en estas frecuen
cias. Ésta es la principal desventaja que presenta el igualador ZF, el no tomar en 
cuenta la presencia del ruido aditivo, sin embargo a veces es utilizado por su simpli
cidad (36],[29]. Una alternativa para evitar ésto consiste en relajar la condición de 

2 Ver apéndice E 
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cero ISI y escoger las características del igualador de canal tales que la potencia com
binada del ISI residual y el ruido aditivo en la salida del igualador sean mínimas (28]. 

Un igualador mucho más robusto se obtiene al utilizar el criterio del error cuadrático 
promedio MSE para encontrar los coeficientes óptimos del mismo. Ésto es debido a 
que este tipo de iguladores maximiza la razón señal a distorsión a su salida (29]. Tal 
tipo de igualadores es descrito de manera más exhaustiva en el siguiente capítulo. 

Igualador de los Pasos Descendentes 

La optimización del criterio MSE respecto de los coeficientes del igualador, nos lleva 
a una ecuación general de la forma (38]: 

(2.11) 

La cual es conocida como la ecuaci6n de Wiener-Hopf (15]. En las implementaciones 
prácticas de este tipo de igualadores, la solución para los coeficientes óptimos del 
igualador se obtiene empleando un procedimiento recursivo que evita la inve~sión 
directa de la matriz Rp-1 [k]. El procedimiento más simple es el método de los pasos 
descendentes, que consiste en escoger un vector arbitrario H 0 , el cual corresponde a 
un punto sobre la superficie cuadrática MSE. El vector gradiente es entonces calcu
lado en este punto, pero como éste apunta en In dirección de más rápido crecimiento 
de la superficie, y el punto mínimo buscado está en la dirección opuesta a éste, es 
necesario cambiar la dirección de dicho vector en cada iteración. En la figura 2.8 se 
muestra un ejemplo bidimensional de convergencia (28]. 

A proximaclón 
inicial 

'" 

Figura 2.8: Convergencia en un algoritmo de gradiente. 

Este método presenta el inconveniente de no llegará. l~~·Hp Óptimos en número finito 
de iteraciones, sin embargo se puede obtener una.buena aproximación con algunos 
cientos de iteraciones. · 
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Igualador del Gradiente Estocástico 

La igualación de canal adaptable es requerida principalmente en canales que varían 
con el tiempo, para Jos cuales no se conocen de antemano las características de los 
mismos. Por esto se modifica el algoritmo anterior con el fin de esti~ar la componente 
del gradiente que se expresa como: 

(2.12) 

donde Gv[k] es el estimado del vector de gradiente3 Gp[k] y Hv[kJ d~fióta el estimado 
del vector de coeficientes. Aplicando ésto a la ecuación de'::i:ecursiyidad se tiene: 

Hv[k + 1] = H1,[k] + ~.s[k]Yp[k] .. (2.13) 

Este algoritmo es conocido como algoritmo LMS o algoritmo.de gradiente estocásti
co. Al igual que el algoritmo de pasos descendentes, es necesario tener un compromiso 
~ntre velocidad de convergencia y el valor mínimo del MSE (28],, · 

Algoritmos de los Mínimos Cuadrados 

Otro criterio consiste en minimizar la suma de los cuadrados ·de la diferencia entre 
la señal deseada y el modelo de salida del igualador. Dentro de este criterio .también 
puede plantearse un método recursivo para resolver el problema de Ja igualación de 
canal. 

Este tipo de algoritmos es conocido por su rápida convergencia y por su buen de
sempeño al trabajar en canales variantes con el tiempo. Sin embargo, estas ventajas 
vienen acompañadas de una complejidad computacional elevada, además de proble
mas de estabilidad, que no son vistos en Jos algoritmos LMS [11]. 

2.2.2. Igualador Fraccionalmente Espaciado (FSE) 

El ISI en canales reales sólo afecta un número finito de muestras "L". Ésto trae 
como consecuencia que se utilice un filtro transversal a respuesta impulsional finita 
(FIR) o infinita (llR), con coeficientes variables. En Ja figura 2.9 se muestra un 
igualador FSE a respuesta impulsional finita. El tiempo de retardo r se debe de 
escoger tan largo como T, el intervalo entre símbolos. Si r se escoge de tal forma 
que 1/r ?: 2H1 > l/T, no ocurre traslape entre los símbolos y por Jo tanto el igua
lador inverso al canal compensa la distorsión del mismo. Como r < T el canal es 
llamado fraccionalmente espaciado y de ahí su nombre de igualador Jmccionalmente 
espaciado (FSE de sus siglas en inglés "F'ractionally Spaced Equaliser"). El valor 
que más se utiliza en la práctica es r = T/2. 

3 Pnra mayor detalle, ver In sección 3.1. 
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Figura 2.9: Filtro lineal transversal. 

Algoritmo 
para el ajuste 
de ganancia 

Salida 

La respuesta al impulso del igualador a respuesta impulsional finita (FIR) es: 

N 

hE(t) = L h;ó(t - ir) (2.14) 
i=-N 

Y la respuesta en frecuencia es: 

N 
HE(!)= L h;e-i2,..¡;.r (2.15) 

i=-N 

donde {h;} son.los coeficientes del igualador y N debe ser tal que incluya todos.Jos 
términos ll.füct8.dos por la duración del ISI (28]. 

Los . FSE, ·gracias a su frecuencia de muestreo, pueden obtener las mejores carac
terísticas de un filtro acoplado adaptable, dentro de las limitaciones de su periodo, 
además un FSE puede compensar distorsiones de retardo más severas con menos 
amplificación del ruido. 

Es posible demostrar que con un diseño adecuado de la característica del filtro, la 
tasa de símbolos a la salida del igualador fraccionalmente espaciado, puede utilizarse 
sin dejar de ser óptima,· para cualquier receptor lineal o no lineal sin importar el 
criterio de optimización empleado, esto es, puede aplicarse cualquiera de los iguala
dores antes mencionados únicamente variando la tasa de muestreo en la entrada del 
igualador (29]. 
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2.2.3. Igualador de Decisión Retroalimentada (DFE) 

Hasta este punto se ha hablado de igualadores lineales que son efectivos en canales 
·donde el ISI no es muy severo, tales como los canales de las líneas telefónicas. Sin 
embargo los igualadores no lineales son muy eficaces en canales con una distorsión 
en amplitud bastante severa, utilizando una retroalimentación para cancelar al ISI 
provocada por los símbolos previamente detectados sobre el símbolo actual. La figu
ra 2.10 muestra el diagrama de bloques de un igualador DFE, el cual consiste de dos 
filtros. El primero es conocido como filtro ''forward" y es un filtro lineal transversal 
como los mencionados anteriormente. La entrada de este filtro es la señal recibida. 
El segundo filtro es el filtro de retroalimentación. Es a través de este filtro que se 
retroalimentan las decisiones tomadas sobre la señal igualada, ya que a Sil entrada 
tenemos los símbolos que ya han sido detectados, y la salida q11e se obtiene es res
tada a la salida del primer filtro. Es necesario señalar que este filtro puede ser un 
filtro como los antes mencionados, o bien un filtro predictor, 4 dependiendo de las 
características del canal a tratar, (28]. 

Filtro 
____., receptor 

forward 

Secuencia de 
error 

Circuito 
Detector 

+ 

Filtro de 
rctronllmcntación 

Figura 2.10: Igualador DFE. 

Gc11crndor 
de lo. secuencia 

de cntrcm1111ic11to 

Los coeficientes de ambos filtros son aj11stados de manera simultánea para minimi
zar algún parámetro de desempeño. Debido a su simplicidad matemática, el criterio 
más utilizado es el MSE, y un algoritmo de gradiente estocástico es empleado para 
hacerlo adaptable. Hay que hacer notar que la salida del filtro de retroalimentación 
es la surua ponderada de las decisiones pasadas, y que los errores de decisión del 
detector q11e son alimentados a través de este filtro tienen muy poco efecto en el 
desempeño del DFE, es decir, los errores de decisión no son catastróficos pues solo 
estarán presentes en una ráfaga que afecta el desempeño del sistema de 11na forma 
apenas perceptible [28]. 

Los DFE pueden compensar la distorsión de amplitud sin amplificar de manera sig
nificativa el ruido como lo hacen los igualadores lineales. Además, los DFE tienen 

4 Ver apéndice 13 de predicción lineal. 
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un desempeño menos sensible a Ja fase de muestreo. Esto se debe a que Jos coefie
cientes en un igualador transversal lineal son escogidos para forzar la respuesta del 
canal y el filtro en cascada a un pulso. En un DFE, la propiedad que presenta la 
retroalimentación para eliminar el ISI, gracias a Jos símbolos ya obtenidos, da cierta 
libertad al seleccionar Jos coeficientes del primer filtro. Esto permite que el primer 
filtro no tenga que ser el inverso de las características del canal lo cual evita que se 
amplifique el ruido y que el sistema sea sensible a Ja fase de muestreo (29]. 

2.3. Conclusiones 

Por medio del trabajo presentado en este capítulo, pudimos comprender, en una 
primera instancia, Ja importancia de Jos filtros igualadores de canal en los sistemas 
de comunicación digital, sean invariantes o variantes con el tiempo, Jo que implica 
el utilizar filtros fijos o bien adaptables, respectivamente. Tales filtros pueden em
plear una estructura transversal o bien Jattice para su realización, lo que afectará de 
una manera considerable características tales como convergencia, estabilidad y fa
cilidad de implementación, entre otras. Por otra parte, se realizó una clasificación 
de los principales tipos de igualadores, atendiendo a su configuración, ésto es, sean 
de decisión retroalimentada o no, los cuales, a su vez, pueden ser fraccionalmente 
espaciados. 

En el siguiente capítulo, se retomará el problema de la igualación ele canal, con el 
objetivo de converger a un conjunto de algoritmos recursivos que nos proporcionen 
Jos coeficientes óptimos del filtro igualador. Empleando para dicha tarea, dos crite
rios de optimización; el criterio del error cuadrático promedio y el de Jos mínimos 
cuadrados. 
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CAPÍTULO 3 

ALGORITMOS DE FILTRADO ADAPTABLE 
PARA LA IGUALACIÓN DE CANAL 
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Capítulo 3 

Algoritmos de Filtrado Adaptable 
para la Igualación de Canal 

Supóngase que en una primera instancia en el receptor se cuenta con una versión de 
las mismas características de la señal que se transmite d(k] (secuencia de entrena
miento), por un canal cuya función de transferencia hc(k] degrada a dicha secuencia 
convirtiéndola en la señal y(k], ver figura 3.1. Para contrarrestar los efectos negativos 
del canal se deberá filtrar la señal y[k] que llega al filtro igualador. El filtro, por su 
parte, tendrá que adaptar sus coeficientes h[k] para cada muestra de entrada de tal 
forma que el error t:p[k] entre la señal filtrada d[k] (estimador) y la señal deseada 
d(k] sea mínimo. Una vez que los coeficientes h(k] sean óptimos, bajo algún criterio, 
se iniciará la transmisión de la información. El ajuste, periódico posterior a la etapa 
de entrenamiento, de los coeficientes del igualador se realizará con base en la señal 
entregada d(k] por un dispositivo de decisión. 

Canal y(k] 
hc(k] 

Figura 3.1: Igualador de canal adaptable. 

De esta forma el predictor d[k] puede expresarse a través de la suma de convolución 
entre los coeficientes del igualador y la señal recibida de la siguiente forma: 

N 

d[kJ = ¿: h;(kJy[k - i + 11 (3.1) 
i=M 
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donde M y N son Jos limites de Ja ventana de valores que se analizan de Ja señal 
y[k]. El término ventana a Jo largo de este documento, hace referencia al hecho en 
el cual se igualan a cero p - 1 muestras, antes del inicio y/o después del fin de la 
información procesada, es decir, se establecen condiciones iniciales (prewindowed) 
y/o finales (fullwindowed/postwindowed) de la señal y[k] [5]. 

Expresando· 3.1 en su forma vectorial, se tiene: 

(3.2) 

donde el superindice T indica transpuest~.y:ici'syectcir~'de'C:o~flcif!llt~ H~[k] y ~l 
de muestras Y,,[k], para el caso prewindowed,.(M~}y'l"{.=;'P)iéorisiderB.d.o._eii este 
capítulo, están definidos como¡ '··.;,_ •, · · · · ·.; ~:·:: -:< · · · " "':.,;. .·. · 

Yf[k] }~f 1i~i~f Jifi~]~l~!~i~~Ci~ti~1~f + lJ] :::: 

Para evaluar la calidad del'~!~i~:aJ~~:s~~á~iiie'-~J ~~r de filtrado a posteriori 
como la diferencia entre la señiil deseÍ!.da·y:sü'valor estimado, es decir; 

d[k]- d[k] 
d[k] - HZ'[k]Yp[k] 

(3.5) 
(3.6) 

Por último, con el fin de encontrar Jos coeficientes del igualador de forma recur
siva, tales que produzcan un e,,[k] mínimo, se deberá minimizar algún criterio de 
optimización respecto de dichos coeficientes. Con este propósito, a continuación se 
presentan dos familias de algoritmos basadas en diferentes criterios de optimización. 
La primera de ellas emplea el criterio del error cuadrático promedio (MSE, del 
inglés "Mean Square Error") y la segunda el de los mínimos cuadrados (MC). 

TE('T(' r:=·· .~ -·· .. . . 

FALLA DE ORIGEN 
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3.1. Algoritmos Basados en el Error Cuadrático 
Promedio 

Los algoritmos basados en el criterio del error cuadratico promedio (MSE) emplean 
la teoria de filtrado de Wiener, para encontrar los coeficientes óptimos del filtro 
igualador tales que minimicen el valor cuadrático promedio de la señal error, la cual, 
a su vez, está formada por la diferencia entre la señal deseada y la señal estimada 
por dicho filtro. La función de costo de este criterio está dada por: 

(3.7) 

donde E{·} es el operador esperanza y* denota complejo conjugado transpuesto. 
Esta función es válida para el caso más gener¡i.l, que es cuando la señal. es compleja 
y multivariable. En este capítulo se tratarán señales reales, parlo q\le la función 
anterior se reduce a E{c[k]cT[k]}. · · ··.·. · · 

·-- -L-~·, 
:-' __ ,. 

.... :.-

Rp[k] E{:,[~J~~;r: - [ ::: _ 1[ ·i~Ji'¡~;~l~~~'~¡¡]? .. (3.9) 

y el vector cle;áiir~iadón rp[k], cuan~o las señ~es ~[~J)~r~i~';so~;c~~j~ritamente 
estacionarias en· seÍltido': run'plio, es: .·.·---~ - · -··.!-:-:,,:: \-' .. ~ - --,,,,__,-.- _-,~~~- ,.::1 

-

;~[k]·i,~Ji{~0P(~Jd[k]}T = [r~d[l] r~d[2] .. ·. ;~d[p :__:l] ,;~~;] .. ·~·/ •·. (3.10) 
. . '.- ,' - • - '" ·.· - : - -" '1»'''. ·;\'·,-·., -:. ·::' .. -~·:"-·-· 

,:· .... '· 
3.1.L .::J:';-. -

A la ecuación 3.8 se le conoce como ecuaci6n de Wiener-Hopf [i5]:pe éStS: es' posible 
ver que .para obtener los coeficientes óptimos Hp[k] es nece5ario illvertir,'la·míi.triz 
R¡,[ k]. un procedimiento que evita el realizar la inversión dii~cta "de la mat'riz; de una 

1 Un procedimiento similar, pnra encontrar los coeficientes óptimos en la predicción lineal, se 
desarrolla en el apéndice B. · 
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forma simple, es el método de los pasos descendentes, en donde se propone un vector 
inicial arbitrario H 0 , al cuál le corresponde un punto sobre la superficie cuadrática 
MSE p-dimensional del espacio de coeficientes. Para el caso de dos coeficientes es 
posible ver esta superficie en la figura 3.2 (11]. 

Figura 3.2: Superficie MSE 

El vector gradiente G(k] tendráp componentes ºii;~~· y será calculado en el punto H 0 • 

Cada coeficiente es ajustado en la dirección contraria a la componente del gradiente 
correspondiente. Los coeficientes Hp[k] se obtienen recursivamente de la siguiente 
manera: 

Hp[k + 1) = Hp[k] - .ó.G[k] 

donde el vector gradiente G[k] está dado por: 

G[k] = ~ :~;[k] = R,,(k]H~[k) - rp(k] = -E{i;(k]YpT[k]} 

(3.11) 

(3.12) 

y .ó. es un número positivo lo suficientemente pec¡ueño para a.Segurar la convergencia 
del procedimiento iterativo, acotado por:.. · · · · 

. 2 e 

o <.Ó. < -.>.-
1na:r, 

4o 

(3.13) 



donde >-max es el m!l.Xlmo valor característico de los p asociados a la matriz de 
covarianza Rp[k] [38],[14]. Sin embargo se debe tener un compromiso entre el tiempo 
de convergencia y .ó., ya que entre más pequeño sea .ó., menor será el MSE, sin 
embargo el tiempo de convergencia será mucho mayor, en cambio, si .ó. es mayor, 
el tiempo de convergencia es mucho menor pero el MSE mínimo será mayor que 
en el primer caso mencionado [29]. Si en algún momento se alcanza el mínimo de 
la superficie MSE, G[k] = O, no se necesitarán más ajustes en el vector Hv[k]. En 
general esta condición no puede alcanzarse en un número finito de iteraciones, pero 
si es posible obtener una buena aproximación con algunos cientos de iteraciones. 

3.1.2. Algoritmo del Gradiente Estocástico (LMS) 

La principal dificultad con el algoritmo descrito en la sección anterior radica en la 
falta de conocimiento de la matriz de covarianza Rv[k] y del vector de correlación 
rp[k]. Dado que éstos dependen de datos desconocidos en el receptor, es necesario 
emplear un estimador del gradiente, con lo cual se obtiene el algoritmo: · 

(3.14) 

donde H1,[k] es el estimado del vector de coeficientes Hp[k] y 0 1,[k] es el-é~~~im~do 
del vector gradiente G[k]. Además, en este caso .ó. estará acotada por lci::díÍnit.es: 

2 
O < .ó. < PY. (3.15) 

p ' ' ' . ' ' ~ ' . ' 

donde PYp es la potencia en el vector de entrridaYv[k] .. DeJa ec~~ión 3.12 es ~asible 
ver que G[k] es el negativo del valor esperrido:de'c[k]Y~[k],·por lo tanto podemos 
tomar un estimado de la siguiente forma:_<' ·':·.~·.'/. ;. , ... 

G[k] = ~f:[k]Y.T[~] ; .•·. (3.16) 
. ···•'''•i•'<•p;·é.·.·.····,· ... 

como E f G[kl} = G[k], el estimador.deLv~ctB~·~a:ciiente G[k] es no sesgado. Susti
tuyendo ~.16 en 3.14 se obtiene:. . .·· :<j·:· · . · 

(3.17) 

que es el algoritmo LMS tradÍcion.al para . el· ajuste. de los parámetros del igua-
lador (26] (Ver curidro 3.1). . . 
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LMS [ll],[38] 

Para el instante k - 1 : 

Filtrado 1 Ecs . 

.s(kj = d(kj - ypT[kjHp(kj 3.6 

Hp[k + 1] = Hp[k] + A.s[k]YpT[k] 3.14 

Cuadro 3.1: Algoritmo "Least-Mean-Square" 

3.1.3. Versiones Simplificadas y Modificadas del Algoritmo 
LMS 

Alrededor del algoritmo LMS existen diversas variantes, las cuales buscan alguna 
mejora en las propiedades del algoritmo convencional, tales como su simplicidad 
de implementación, robustez numérica, inmunidad al ruido, etc. A continuación se 
presentan algunas de las versiones más empleadas. 

LMS Signum 

Existen tres variaciones del algoritmo LMS que utilizan la información contenida en 
el signo de la·señal de error y/o en las componentes de Yp[k]. Estas variantes son 
(26]: 

Hp[k + 1] .= H~[k] .+ Acsgn(.s[k])Yp•[k - i] 
Hp[k·~ 1): =: Hp[k] -t- A.s[k]csgn(Yp•[k - i]) 

bp[k + i]'. .;,; Hp[k] + Acsgn(.s[k])csgn(Y; [k - i]) 
;• ' •,•e 

donde O :5 i :5 p - 1 Y. csgn(:i:) está definido por: 

csgn(x) 

donde j = v'=I. 

{ 

l+j 
1-j 

= -l+j 
-1-j 

[Re(x) > O, Jm(x) > O] 
[Re(x) > O, Im(x) < O] 
[Re(x) < O, Im(x) > O] 
[Re(x) < O, Jm(x) < O] 
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Estas versiones son conocidas como signum-error (LlVlSSE), signum-data (LMSSD) 
y signum-signum (LMSSS) respectivamente. Estos algoritmos requieren de p mul
tiplicaciones y sumas, y si el paso LI. es una potencia de 2, entonces se tendrán p 
corrimientos y sumas. Debido a lo anterior, estos algoritmos presentan un desem
peño más rápido que el algoritmo LMS convencional, dependiendo de la velocidad 
de ejecución de las sumas y multiplicaciones. 

La versión signum-error sólo hace el escalamiento diferente, mientras que el signum
data modifica Ja dirección del vector LMS. El algoritmo signum-signum se volvió po
pular debido a que no requería multiplicaciones para la ecuación de adaptación. Sin 
embargo estos algoritmos utilizan un estimado del gradiente bastante ruidoso, Jo 
cuál hace que en algunos casos sean divergentes cuando el algoritmo LMS tradicio
nal no lo es (38]. 

Las diferentes versiones del algoritmo LMS Signum se encuentran resumidas én el 
cuadro 3.2. 

LMS con Promedio en el Gradiente.(LMSG) 

Otra variacióndeJ;ai~<:l~itápLMS cC>il~ist~'ériprC>m~diarlos vectores del gradiente 
sobre algunas iterMiOnes' antes'<lé. haéer ajustes ~· ío~·coe!icientes del• igualador, de 
la siguienté manéra:·\;,"' •''.' ' ' ' 

::·~·tB~r~·-~~>[mN.+ni~rrT;;{i\-Ff.-... ,~~~ ·.;·:::~ :c3.22) 

y la recursión corr~pc;;ri~li~~te para la actualización de Jos 'dC>éfié:i~nt~s ~~tÓ:d~da por: 

Ílp[(k + l)N] = Hp[kNJ :_ Ll.G[kNJ . (3.23) 

La pí:im::ipafventaja de este algoritmo consiste en reducir eFef~~t'o delri1ido e~ el 
estimado del .vector gradiente (26], ver cuadro 3.3. · · 

LMS con Factor de Fuga (LMSF) 

Cuando la matriz asociada al proceso de entrada del igualador de canal tiene uno o 
más valores característicos iguales a cero pueden ocurrir. los siguientes casos: 

l. El filtro adaptable no converge a una solución única. 

2. Los coeficientes no convergen. 

3. Los coeficientes crecen sin límites. 
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Para tratar este problema, se han propuesto varias soluciones, siendo la más utilizada 
aquella qué emplea un factor de "fuga" para los coeficientes, de esta forma se tiene: 

·. (3.24) 

Al igual·que A·· es pequeña ·Y positiva, el factor de "fuga" 'l/l también. lo es. La 
introducciónde este factor asegura la convergencia a una solución única: El precio 
que se 'paga por. dicho factor es el aumento en la complejidad computacional del 
algoritmo y la'inti:oducción de un sesgo en la solución a la cual se converge. Este 
sesgo es introducido ya que el vector de coeficientes Hµ[k] converge a la solución 

lím Hµ[k] = (R¡,[k] + 'l/J/)-1rµ[k] (3.25) 
k-oo 

la cuál no representa la solución general de la ecuación 3.8 de Wiener-Hopf [38]. 

En el cuadro 3.4 se muestra el algoritmo LMSF. 

LMS Signum [38] 

Para el instante k - 1 : 

A= 2"'¡ X< o 
Yµ[k - 1] = Hv[k - 1] = O 

1 Versión 1 Filtrado 1 Ecs 

c[k] = d[k] - YJ'[k]Hv[k] 3.6 

·LMSSE Hµ[k + 1] = Hµ[k] + Acsgn(c[kJ)Yv*[k - i] 3.18 

LMSSD ifv[k + 1] = lfv[k] + Ac[k]csgn(Yv*[k - i]) 3.19 

LMSSS frv[k] + Acsgn(c[k])csgn(Y;[k - i]) 3.20 

Cuadro 3.2: Algoritmos "Least-Mean-Square" Signum 
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LMSG [26] 

Para el instante k - 1 : 

Yp(k - 1) = Hp(k - 1) = O 

Filtrado 1 Ecs. 1 

e(k] = d(k] - Ylf k]H1,[k] 3.6 

Después de N)teraciones¡ 

3.23 

,:- -·,; .· ..• ,.-_ .. .; '";,,:¡. _ _,:5':.~, '~'"'-:'', .- "' -~·~,,.-,~:'.> -~---'. - .,,._. '.: -· ." .· __ 1 

Cuadro 3.3: Algoritmo LMS eón Pr.omedio en· el Gradiente 

LMSF (38] 

Para el instante k - 1 : 

o< 7/J < 1 
Yp(k - 1) = Hp(k - 1] =O 

Filtrado 1 Ecs. 1 

e(k] = .d(k] - Yl(k]Hp(k] 3.6 

Hp[k + 1) = (1 - .ó.1/J)Hp[k] + .ó.e[k]Yp[k] 3.24 

Cuadro 3.4: Algoritmo LMS con Factor de Fuga 
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3.2. Algoritmos de los Mínimos Cuadrados 

En esta sección, con el fin de encontrar los coeficientes óptimos del filtro igualador, 
emplearemos un procedimiento alternativo conocido como método de los mínimos 
cuadrados (MC), el cual está basado ~n la _siguiente_ idea; supóngase que se tiene 
un conjunto de valores medidos reales d[l), d[2), ... , d[i), realizados en los instantes 
de tiempo 1, 2, ... , i, respectivamente y el requisito es el de construir una curva 
d[i) que sirva para ajustar estos puntos de alguna manera óptima. De acuerdo con el 
método de los mínimos cuadrados, el mejor ajuste se obtiene minimizando la suma 
de los cuadrados de la diferencia entre d[i) y d[i) (ec. 3.26) para i = 1, 2, ... , k, [19]. 

k 

Emc[k] = L Ep[i)e~[i) (3.26) 
i=l 

donde Emc[k) es conocida como la función costo de los mínimos cuadrados. 

Con el fin de seguir variaciones lentas en el tiempo de los parámetros del filtro, la 
función costo de los mínimos cuadrados, ec. 3.26, se ve ligeramente modificada por 
el factor .>., llamado "factor de olvido,'' ya que pondera las muestras más antiguas 
con un factor de menor magnitud comparado con aquel que pondera a las muestras 
más actuales [9), es decir; 

k 

Jmc[k] = L >.k-iEp[i)e~[i) (3.27) 
i=l 

En la teoría del filtrado de Wiener, los filtros que se obtienen (óptimos en un sentido 
probabilístico) están basados en promedios conjuntos de todas las realizaciones de un 
cierto entorno, que se asume es estacionario. Por su parte, el método de los mínimos 
cuadrados es una aproximación determinística que involucra promedios temporales, 
sin la necesidad de hacer suposiciones sobre los datos de interés, lo que provoca que 
el filtro sólo dependa del número de muestras usadas en el cálculo de los coeficientes 
[19], [26). 

3.2.1. Algoritmo Clásico de los Mínimos Cuadrados para el 
problema de Filtrado 

Con el propósito de simplificar la notación subsecuente, se redefinirá el estimador 
d[k), ecuación 3.2, como; 

cf[k) = -H¡[k]Yp[k] (3.28) 

Por lo que el error de filtrado a posteriori queda definido como: 

Ep[k) = d(k) + H;;[k]Yp[k] (3.29) 
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De esta forma, la rllininlización de 3.27 respecto de Hp[k], después de haber sustituido 
3.29 en tal ecuación, nos lleva a obtener los coeficientes del filtro igualador óptimos 
definidos poda sigiiiente relación;2 

.. · iip[kJ~c=R;í[~J;~(ki 
' - . .- - -- " - -·-- . >- : .' ', ·:~~ - --

(3.30) 

donde .. k ··.· .•. ·•. ··• . . 

R,,[k] = L >.k:-/y,,[i]YpTLi] 
. j~l_' . ·. - ' 

(3.31) 

. k ':. .• 

rp[k] = L >.k-iYp[i]dT[i] (3.32) 
i=I 

Nótese que la ecuación 3.30 es parecida a la ecuación de Wiener-Hopf. La diferencia 
radica en la definición de la matriz de covarianza Rp[k] y el vector de correlaci6n 
rp[k], que en este caso están dadas por las ecuaciones 3.31 y 3.32 respectivamente 
[30). 

Como se puede observar de la ecuación 3.30 es necesario invertir la matriz de co
varianza R,,[k) para poder encontrar los coeficientes Hp[k] óptimos. Lo cual implica 
una cantidad de operaciones del orden de p 3 , es decir, O(p3 ). Con el fin de encontrar 
una alternativa que requiera de menos operaciones para el cálculo de los coeficientes 
Hp[k), en la siguiente sección se hará uso de ecuaciones recursivas en tiempo. 

3.2.2. Algoritmo Recursivo de los Mínimos Cuadrados 

Como pudimos ver en la sección previa, la actualización de los coeficientes óptimos 
Hp[k] requiere· del orden de p 3 operaciones, por lo que el objetivo del algoritmo re
cursivo de los mínimos cuadrados (ARMC), es el de calcular Jos parámetros del filtro 
de manera secuencial, es decir, a medida que la señal llega al filtro, con un número 
menor de operaciones. Para lograr ésto, el ARMC se basa, principalmente, en el uso 
del lema de inversi6n matricial con el propósito de encontrar ecuaciones recursivas, 
que en conjunto necesitan de O(p2 ) operaciones aritméticas para la actualización de 
los coeficientes Hp(k]. Es por ello que a continuación se presentan las recursiones en 
tiempo de las variables que integran el ARMC. 

Recursión para R,,[k) y R; 1 [k] 

De 3.31 tenemos que la matriz de covarianza R,,(k) se puede escribir, de forma 
recursiva, como sigue; 

2 Para una mayor referencia en cuanto a la deducción de los coefici~ntes ÓpÚ~osde filtrado, 
consultar el apéndice B de predicción lineal. · · 
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Rp(k] = >.Rp(k - 1] + Yp(k]Y{(k] (3.33) 

Para invertir la matriz .R,,(k] se aplica el lema de inversión matricial,3 ecuación A.20, 
a 3.33, obteniendose, después de acomodar .términos ima recursión para su inversa; 

R;1 [k] ={[R;~[~Z;1'~_n;;~=-~~~~~p~~~R~kJ 11
] (3.34) 

O bien; 

(3.35) 

donde el factor Wp[k] es comúnmente conocido como ganada dual de Kalrnan, 
la cual está dada por (2]; · 

W"(k] =: --XR;1(k- l]Yp[k} 

y la variable de similitud 'Yp[k] definida como (5]; 

1 
'Yp[k] = 1 - Yl(k]Wp(k] 

Recursión en el Vector de Coeficientes Hp[k] 

(3.36) 

(3.37) 

Para aplicaciones·en tiempo real, el cálculo de los coeficientes del igualador de forma 
recursiva, es de suma importancia. Por lo que si se toma 3.30 y se realizan algunas 
manipulaciones matemáticas, se demuestra que el vector de coeficientes Hp[k] puede 
ser actualizado, de forma recursiva, por medio de la siguiente relación:4 

(3.38) 

donde el factor Kp[k] es comúnmente conocido como ganancia de Kalrnan (2], 
(5]; 

Kp(k] = -R;1 (k]Yp[k] 
y el error de filtrado a priori ep[k] está. dado por; 

(3.39) 

(3.40) 

Finalmente, a partir de 3.35 y con la ayuda de 3.37 se puede encontrar una relación 
entre las ganancias de Kalman, definida como; 

3 Para mayor referencia consultar el apéndice A. 
4 La recursión en Hp[k] se puede obtener por medio de un procedimiento equivalente al utilizádo 

para obtener el vector de coeficientes en la predicción foward, ver apéndice ª· de predicción lineal. 
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(3.41) 

A continuación, en el cuadro 3.5, se presenta el algoritmo recursivo de Jos mínimos 
cuadrados para el problema de filtrado. 

Varias versiones más del ARMC se pueden obtener si se involucra la ganancia dual 
de Kalman, así como Ja variable de similitud en el cálculo de la inversa de la matriz de 
covarianza, una de estas versiones se muestra en el cuadro 3.6. La principal diferencia 
en Ja implementación de una u otra versión radica en su robustez numérica, así como 
del número de ecuaciones necesarias para la actualización de Jos coeficientes. 

ARMC 

Para el instante k - 1 : 

R;1[k-1] = tS- 11,ó >O, Yp[k-1] = Hp[k-1] =O 

Filtrado Ecs. 

ep[k] = d[k] + H~[k - l]Y p[k] 3.40 

Hp[k] = .Hp[k - 1] + Kp[k]e~(k] 3.38 

J?-l[k] =l. [R-l[k _ 1] - R;
1
[k-l)Yp[kJY{[k)Rp

1
[k-l)] 

·-,, ). "'1> HYJ'(k)Rp1(k-l)Yp[k) 3 ·34 

K¡;[k] = -R;1 [k]Yp[k] 3.39 
.. ~ .· ... ·. ·.· .. ~ ; ;;: ': .... '~--

Cuadro f5~ ·Algti~i~~~ R~~u;:sivo de los Mínimos Cuadrados para el Filtrado 
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Algoritmo ARMC2 

Para el instante k - 1 : 

R;1[k-:: 1] = 0-11,ó >O, Yp[k- 1] = Hp(k -1] =O 
·, ·• .. ·;.;'Lh · •.. 

Filtrado 

3.40 

,ir (kJ' ~·~·ü·¡k•-1] + K (k]eT[k] 3.38 
· ..•. P. ; '· ·••',·.p.·.· , ; .. p P 

·vv p[~J:a:;1~;¡¡h: _:: 1]yp(kJ, 3.36 

-i,;lk] ~ ~~y/1~1~:(k). 3.37 

·R.¡;1 (k] ~>.-- 1R;1 [k- 1]-Wp(khp(k]WpT[k] 3.35 
, -'·-· - ,. 

Kp[k] =VII ¡;[k]'yp[k] 3.41 

· Cuadro 3.6: Versión dos del ARMC 
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3.2.3. Algoritmos Rápidos 
La razón principal para desarrollar los algoritmos recursivos, como el que se trató en 
la sección previa, fué para reducir la cantidad de operaciones requeridas en cada ac
tualización. Ésto se logró explotando una propiedad especial de R,,(k] que permitía 
obtener un procedimiento computacionalmente menos caro para calcular su inver
sa. En particular, notamos que R,,(k] se convertía en R,,(k + 1] si se le sumaba un 
producto de vectores. Tomando en consideración este hecho, se aplicó el lema de 
inversi6n matricial en 3.33 con el fin de obtener un procedimiento recursivo en la 
obtención de R;1 (k] a partir de R¡;- 1 (k - I], reduciendo la carga computacional de 
O(pª) a O(p2) por iteración. Ahora, en esta sección, se consideran los casos en los 
cuales se reduce la carga computacional aún más, hasta el punto en el que sólamente 
se requieren de O(p) por iteración. Los algoritmos que logran hacer ésto han sido 
llamados "algoritmos rápidos" (38]. 

Los algoritmos rápidos explotan una propiedad llamada "propiedad de corrimiento" 
··¡12], (2], la cual considera que el vector Yv(k] se convierte en Yv(k + 1] con la incor

poración de sólo una nueva muestra de entrada, es decir, de las p muestras, la más 
antigua es desechada, una nueva es incorporada y las p-1 restantes permanecen. La 
consideración de este hecho, en los algoritmos rápidos, conduce a un mejoramiento 
en la eficiencia de cálculo por iteración, comparable con aquella del algoritmo del 
gradiente estocástico, la cual necesita 2p operaciones aritméticas por iteración, pero 
con un tiempo de convergencia más elevado (2]. 

En esta sección, se presenta el "algoritmo rápido de Kalman" introducido por Fal
coner y Ljung en (12], del cual se pueden obtener varias versiones más, dependiendo 
de las relaciones empleadas y de la secuencia que a éstas se les dé. De estas versiones 
se presentan cinco, cuya importancia radica, principalmente, en la disminución del 
número de operaciones por iteración. Tales algolritmos pueden ser subdivididos en 
dos categorias; los llamados "algoritmos rápidos a priori" y los "a posteriori," dicha 
clasificación proviene del hecho, de que los primeros se basan, principalmente, en el 
uso de las fórmulas para los errores a priori y los segundos en el de las a posteriori. 
Es importante hacer notar que el desarrollo de los algoritmos rápidos se basa en el 
uso de los predictores forward y backward, así como de la relación que entre éstos 
existe. Es por ello que en el apéndice B se ha desarrollado un resumen de predicción 
lineal, en el cual se sientan las bases para un mejor entendimiento de la promemática 
tratada en esta sección. 

Algoritmo Rápido de Kalman (ARK) 

La obtención del ARK emplea un método semejante a la recursión de Levinson
Durbin, ésto es, se utilizan los predictores forward y backward (óptimos en el sentido 
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de los mínimos cuadrados)5 para obtener la ganancia de Kalman (14). De esta forma 
la actualización de R; 1 [ k) y su multiplicación por Yp [k], para obtener dicha ganancia, 
no son necesarias, lo cual es de suma importancia, ya que estos dos pasos son los que 
requieren, cada uno, del orden de p2 multiplicaciones. Para lograr ésto se emplean 
las ganancias de Kalman al orden p + 1 calculadas en el apéndice B, sección B.3, 
ecuaciónes 3.42 y 3.43; 

Kp+i(k) = [ Kp[~ - l) ] -lA:rkJ;] (a;l[k]e~[k] ] 

K¡;+1 (k) = [ KÓ[kJ]-fJ31kJ'.]·L~¡;b[k]e~[k]] 

(3.42) 

(3.43) 

particionando Kp+i(k) como; 

[
.Mp(k)] 

Kp+i(k) = µ[k] . (3.44) 

resolviendo 3.42 y 3.43 se puede escribir; 

(3.45) 

y 

(3.46) 

Sustituyendo la definición del predictor b~kwá.rd · B.35 en 3.46 se obtiene una ex-
presión para Kp[k): · · · 

(3.47) 

El cuadro 3. 7 muestra Ja secuencia de relaciones que conforman el algoritmo rápido 
de Kalman.· 

Algoritmo Rápido de Kalman Versión Dos (ARKV2) y Tres (ARKV3) 

Una versión mejorada del algoritmo rápido de Kalman, se puede obtener, si el cálculo 
de los errores de predicción a posteriori se realiza por medio de las expresiones 3.48 
y 3.49. Ésto implica una reducción en el número de operaciones por iteración, ya 
que algunos productos de vectores son reemplazados por productos entre escalares. 

(3.48) 

(3.49) 

5 Ver apéndice B, sección B.3. 
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donde la variable de similitud al orden p (ec. 3.50) es actualizada con la ayuda de 
3.51 para el caso multivariable o bien con 3.52 para el escalar¡ 

7p[k] = 7p+i[k](l + e~T[k]µ[k])- 1 

,7p+i(k] =,, {Yp[k.-)] ,~etl'[k]a;~[k]e;~[k] _. 
- . . . 

- . - . . 
7p+1 (kJ · . .:: ~7p[k ~ 1¡0,~¡k ....: íJa;'(kJ 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 

Por último, si tomamos et[k] de 3.45 y se sustituye at[k] por su recursión, es decir 
por B.50, considerando 3.49 obtenemos: 

(3.53) 

El cuadro 3.8 muestra un resumen de ambos algoritmos (multivariable y escalar). 

Algoritmo Rápido de Kalman Versión Cuatro (ARKV4) 

Esta versión, propuesta por Carayannis en (6], se basa principalmente en. la aetua-. 
lización de los coeficientes de predicción y filtrado con la ayuda de la ganancia duál · 
de Kalman. Logrando de esta forma una reducción en el número de operaciones' por 
iteración respeto del ARKV3. Para ésto, se utilizan las ganancias duales de Kalman 
al orden p + 1 (ecs. 3.54 y 3.55) demostradas en el apéndice B, sección B.3¡ 

Wp+1(k] = [ Wp[2- l] ] - [ Ap[:- l] ] ( ,\-
1a;I[k - l]e~(k] ) 

Wp+i[k] = [ Wp[~ - 1] ] - [ Bp[k/-1] ] ( ,\-1a;b[k :._ l]e~[kJ) 

particionando Wp+1 (k] como¡ 

yvp+i(k] ==-L~rLtt] 
y resolviendo 3.54 y 3.55. pod~mos H~gar ·¡¡; l~ siguierltes relaciones; 

ó[k] ~ -,\~ 1 a;b[k77" lJeÚkJ 
:;-:· ' " .. ·-··· 

y 

Wp[k] = Dp(k];- Bp[k - l]ó(k] 

Despejando.et(k] de 3.57 tenemos: 
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{3.59) 

La actualización de la variable de similitud se realiza por medio de su inversa 'i';1 [k], 
es decir, de B.67 se tiene: · · · ' · · · 

-- --'~_;,.-_- ~ =--:~=~:0,_=~'=-~:~-~-,~;_:_. -~·~--- .' ,--~-=-~::_,'~~. 
{3.60) 

.{, '.i¿f1~[~~;p;·~~+-~~6i'.té.it:[fl~[kl_ .... . {3.61) 
donde ··>.•P ,é,.:oo::•,,,c''<7:·:• ·.:.:':X·' 

. ,., ::t¿f ,,::J~~t~\~~:l~~~~~JÉ~~1I~;1~-1i<t1•1 . (3.62) 

Por último los errores 'de pre.d1cmón:forward y.,backward 'a posteriori son calc.ulados 
con··1a5.mismas~réfíiCiilries'.erilpleB.cias'.;pÓrel'.•\J:tKV3'r(ecs. 3.48y 3.49), ··a las cuales·. 

se añ~de}a:d~·filJ'r.~~:pé~,n\~?)~~~·.~;~~Üf\1¡!~;';'.;JJ{// . . . . 

.. · ,. :{ .; .... -~'. ;~;'.'~ÜJ.~;¡k_ .. !.'_f~~f~~Jih\~l '.~i· 
- :'.E(.~t{~~·: .. ;··. ~;;;;, 

El. cuadro 3.9. ~uestra la secuencia de r~l~iíill.~~\{rie coriforní:ru;_ ~l · ;;_lgC>'dtmo . rápido 
de Kalman· versión cuatro. ·· ;: ·· -. ·- .. >~ __ ,j_.~:<:~:j 
Algoritmo Rápido de Kalman Versión billco•{ARl(YS) y Sei~'{.~.IlKV6) 
Otras dos versiones más del ARK pueden s~~gir, ~is'é· a6tualiz~' la varidbl~ d~ iirnili
tud 'Yp[k] (ec. 3.64) por medio de la ecuacióll 3.5Í,para el caso multivariable; o bien 
con 3.52 para el escalar. ·· ··· · · · · · · · ' · •: ~: .. · · ·. 

- ,-, 

La relación 3.61 se expresa de manera equiya!ente como; 

'Yµ[k] = (I + 'Y~+1[kJ~;~[k]cS[k])- 1 7~+i[k] 

El cuadro 3.10 muestra la secuencia _de relái:iones qlle conforman ambos algoritm~s 
(multivariable y escalar). · 
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ARK [12) 
·.:. 

· Para· elinstante k - 1 : 

oi[k - 1) ,;;, ó > O 
p ... :.:. . . 

B~[k;:'..;·11 ;;; Hp(k - 1) = Kp[k - 1) =y p[k - 1) = Ap[k - 1) = o 
·.; • > .CJ .: "-· .. 

1 · · · • • . >.· • Predicción 

etfkJ.:""}~[~] +Ai[k - l]Yp[k- 1] 

·.A.p¡I.:¡ :~ A:¡;¡k.:... 11 +Kp[k - 1JeV!kJ 

~t!kJ ~':irki!i A~fkJv pfk - 11 

·.~. f[~J ~ ,\~.fk- 1] + ef[kJefT[kJ 
p .. ... . P p p 

K~+1!k1.b [l(¡,r2~ 11]- [~!rkJJ[ a;;'!kJet!kJ l = [~r~fl J 
é[k)=~(k~pJ+~T[k-l]Y~[k):. . 

p ·.. : • ;; . • ;p < .. <; > '·. . ·.· 
Kp[kJ·=· [l\llp[kJ ~ 13.;r~.i:1Jµ[~JJrr¿:etT!kJµ[kJl-'1 

••e,- ,! .• ··; '.' "; :c,--• - • ~ •--• • , .. ~' 

Cuadro 3. 7: Algoritmo Rápido de Kalman a priori 
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Ecs. 

B.22 

B.20 

B.5 

B.48 

3.42 

B.36 

3.47 

B.35 

\ Ecs. \ 

3.40 

3.38 



1 

ARKV2 (Multivariable) y ARKV3 (Escalar) [8] 

Para el instante k - 1 : 

aJ[k - 1)= r5 > O,o~[k - 1] = >.-P,-yp[k -1] = 1 

B~[k-1]~ Hp[k '-- 1) = Kp[k - 1) = Yp[k- 1) = Ap[k- 1) =o 

Predicción 

ei[k]'i•~i[k]~Ai[k- l]Yp[k - 1) 
• f:;_';/:0;' 

Ap[k):
0

"".i~~[k'...:.1] + Kp[k- lJeV[k] 

•ot[k) .. = >.~t[k_:-:-i]+ et[kJetT[k] 

..YP~í [k(= ~p[k 7 iJ ··:;._·.itT[kJo;f[kJet[k) 

( Versi~n' ~~pdl~r/1'.~~ys''.Yp+i[k] = >.-yp[k - lJot[k- l)o;f[k)) 

Kp+;· 1~1;:·::·'.f~l;i~~W¡J/ .. •·•rA:1k1l.r0 ; 1[kJet[k] 1 ~ [ ·~r~f1 ·] 
é[k) ¿;._~~i;¡k:::3'~ít~h4i1/c( ). 

p . .•·.••P, . • . ,·.·.p.·· ... ··.• . 

-y1,[k) ,;, 1'p+d~ic; ~:e~~ÍkJt[~))~; . 
. . ... -· .. 

e~[k) = eÚkJ7p[~) • . 

o~[k) = >.l:>~[k2 l)+e~[k);~~[k).· 
Kp(k) = [Mp[k) ...:.B~(k - l)µ[k))[I + e~T[k)µ(kJJ-1 

Bp(k) = B~[k-;-: 1(-\- ~p[k)e~T[k) 
Filtrado 

. . . . •· .. 
e,,[k) = d[k) +!í'JT[k ~ l)Y p[k] 

Hp[k) = ii~i~~l)+Kp[k)e~[k) 

Ecs. 

B.22 

B.20 

3.48 

B.48 

3.51 

3.52' 

3.42· 

3.53 

3.50 

3.49 

B.50 

3.47 

B.35 

Ecs . 

3.40 

3.38 

Cuadro 3.8: V~rsión dos y tres del Algoritmo Rápido de Kalman a priori 
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ARKV4 (Multivariable) [6] 
·. 

Inicializ.aciónpara elinstante k - 1 : 

at[k-l);};;.'~1 ~ú~..:.1) = A-P6,-yp[k- 1) = 1 

Bp(k-: l)==~;[k ~ 1] =Wp(k-1) = Yp[k - 1] = Ap(k- lj =O 
' .... •.• .. •· 

Predicción 1 Ecs. 

et(k) = .y[k) -i- A~[k - l]Y p(k - 1] B.22 

etfkJ = et[k]-yp[k - 1] 3.48 

-r;.t1[k] = -rp-1[k - 1] + A- 1etTlkJap-l[k - ljet(k] 3.62 

at[k] = Aat[k -. 1] + et[kJeV[k) .B.48 

Wp+i(kj 7l~~~;~l]J- [Ap[t- l]] [A-
1
a¡;l[k-1Jet[kJ] = [ ~¡lfl] 3.54 

Ap[k] ~ ~;:[1?4·~df.3rh~~.11etnk1 B.41. 

et[k] = :__A¿;~[k; ÍJcSllcJ 3.59 

-r-1[kJ ';;;-r...:11/!kÍ +' ~b'.l'!kfó. [kJ 3.61 
P • , P+ . .... P. 

,;. : _ .. -. ~ 

a~[k) = .\át(k :C.: 1] + et[kJetT[k) 

Wp[k);;, D~[k]- Bp(k - ljó[k] 

Bp[k] = Bp[k- 1) + Wp[kJetT[k] 

ep[k) = d[k) + HpT[k - l)Yp(k) 

ep[k) = ep[khp[k] 

Hp(k] = Hp[k - 1) + Wp[kJerlkJ 

Filtrado 

3.49 

B.50 

3.58 

B.43 

1 Ecs. 1 

3.40 

3.63 

B.45 

Cuadro 3.9: Versión cuatro del Algoritmo Rápido de Kalman a posteriori 
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ARKV5 (Multivariable) y ARKV6 (Escalar) {!l) 

Pam el instante k - 1 : 

a{,[k - 1) =·6 > O,at[k - 1) = >.-Pó,''l'p[k -1] = 1 

Bp[k-1] = Hp[k-1) = Wp[k - l] = Yp[k- l] = Ap[k - l] =O 

Predicción 

e{,[k] '= y[k] + A¡[k - l)Yp[k - l] 

ef,[kJ = ~Mkh~[k -.iJ 

al[k] = >.a1[k'...:.;\] +el[k)efT[k] 
p ·~ ': . .. ::~.;~-·-:::_/'.\ ·~,:' ·.~ p 

'Yv+dk] = ·;yv[k? l] - e{,T[kJa;'[k)e{,[k] 

e Versión ~~ca@Áni<v6 'Yp+t[k) = >.-rv[k - 1JaMk - 1Ja;l[k)) 

wp+ÚkJ=T~~r2}11] ;[Ap[¡-11J (>.-la;'lk-lJef,[kJl = [ ~ri~1 ] 
Ap[kÍ = J\.~[k _:: 1J{~~[k7 lJi{,i[kJ < ' 
e~[k) = .::i~~~k-'- l]t5[k]> · .. ·. · .. 
-y,,[k]-= u+ ~v+dkJ~~f[kJ6¡ki}- 1 ~p+l [k) 

.- · .. 
e~[k] = e~[k]"Yµ[k) 

o~[k] = .\o~[k- l]+e~:l~Je~T[k) 
W p[k) = Dp[k] -' Bp[k ~ l]t5[k) 

Bp[k) = Bp[k - 1) + W p[k]e~T[k] 

ep[k] = d[k] + Hp T[k - l)Yp[k] 

ep[k] = ep[k]"Yp[k] 

Hp[k] = Hp[k - 1] + Wp[kJer[k] 

Ecs. 

B.22 

3.48 

B.48 

3.51 

3.52 

3.54 

B.41 

3.59 

3.64 

3.49 

B.50 

3.58 

B.43 

Ecs. 

3.40 

3.63 

B.45 

Cuadro 3.10: Versión cinco y seis del Algoritmo Rápido de Kalman a posteriori 
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3.3. Conclusiones 

En este capítulo se presentaron varios algoritmos del filtrado adaptable, con el fin 
de resolver el problema de la igualación de canal, basados en el procesamiento de 
señales prewindowed y empleando dos criteros de optimización diferentes. El primero 
de ellos, el criterio del error cuadrático promedio (MSE), nos condujo a una familia 
de algoritmos relativamente simples de implementar y con un número de operacio
nes por iteración reducido, en comparación con aquellos algoritmos obtenidos por 
medio de la minimización del criterio de los mínimos cuadrados (MC), ver cuadro 
3.11. Por otra parte, mientras que los algoritmos basados en la minimización del 
MSE dependen de las características estadísticas de sus entradas, las cuales deben 
ser procesos estocásticos estacionarios, los algoritmos de los mínimos cuadrados no 
hacen ninguna suposición sobre tales entradas. 

No obstante que el trabajo realizado en este capítulo, para la obtención de las dife
rentes ecuaciones involucradas en los algoritmos de los mínimos cuadrados, es pura
mente algebraico, existe una estragia geométrica, la cual p~ede ~er consultada en [9). 

En el capítulo subsecuente se presentan las simulaciones ~dé lo::i'algoritmos aquí in
troducidos, señalando las ventajas de uno respecto del otro, dentro de una misma 
familia para, posteriormente, hacer una comparación entre los "mejores" algoritmos 
que constituyen dichas familias. 

Algoritmos Recursivos 
operaciones/iteración 

1 Algoritmo 11 F:ltÍado 

LMSF 3p o 
LMSG 2p o 
LMS 2p o 
LMSSE p o 
LMSSD p o 
LMSSS p o 
Al"lK lOp 2 
ARKV2 8p 2 
ARKV3 8p 2 
ARKV4 7p 2 
ARKV5 7p 2 
ARKV6 7p 2 

Cuadro 3.11: Complejidad computacional en los algoritmos LMS y ARK. 
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CAPÍTULO 4 

PRUEBAS Y VALIDACIÓN DE LOS 
IGUALADORES 
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Capítulo 4 

Pruebas y Validación de lo 
Igualadores 

En este capítulo se presentan las pruebas realizadas a los igualadores de canal tra
tados en el capítulo 2, sección 2.2, empleando para dicha tarea, los algoritmos es
tudiados en el capítulo 3. De esta manera, los algoritmos basados en el criterio 
del error cuadrático promedio y de los mínimos cuadrados, además del algoritmo 
zero-forcing, serán probados a lo largo de este capítulo bajo las principales configu
raciones de los igualadores de canal. Cabe señalar que debido a la gran diversidad en 
cuanto a posibles combinaciones, entre las diferentes configuraciones para los igua
ladores y los algoritmos previamente mencionados, solamente se simularán los más 
representativos, con el fin de mantener dentro de un límite razonable este trabajo. 

4.1. Descripción de las Simulaciones 

Con el fin de validar los algoritmos utilizados para la igualación de canal, se uti
lizó un sistema de comunicación digital PAM de dos niveles (binario). La secuencia 
binaria equiprobable utilizada (-1 y 1) se generó a partir de la función "randint" de 
MATLAB, y después se alargó el ancho de cada bit. La secuencia resultante sirvió en
tonces como entrada a los diversos canales, así como de secuencia de entrenamiento 
en el receptor. Los canales utilizados se escogieron debido a sus características de 
fase, de tal forma que se pudiera apreciar la robustez de los algoritmos ante varia
ciones de ésta. 

Es importante señalar que dentro de los criterios de comparación se utilizaron, prin
cipalmente, las gráficas de la energía del error en dBs (E.,.ror[dB] = 20log(d[k]-d[k])) 
de cada algoritmo, promediando 100 realizaciones para mejorar la presentación de 
las mismas debido al comportamiento del error (en el caso de no realizar este pro
medio, se indicará en la gráfica correspondiente), así como la respuesta en frecuencia 
del canal contra la respuesta en frecuencia de los coeficientes obtenidos con el al
goritmo igualador. En el caso en el cual la respuesta en frecuencia de los diferentes 
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igualadores sea la misma, o las diferencias no sean perceptibles, sólo se hará mención 
de ésto para evitar redundancia. 

La organización de este capítulo es la siguiente¡ en la sección 4.2 se enlistarán los 
canales utilizados para las pruebas de los algoritmos indicando las referencias de 
las cuales fueron obtenidos. Posteriormente en las secciones 4.3, 4.4 y 4.5 se pre
sentarán los resultados de las pruebas realizadas a los igualadores de acuerdo a su 
configuración, sea lineal, fraccionalmente espaciada y con decisión retroa!imentada, 
respectivamente. Para los casos en los que existan diversas variantes sobre algún 
algoritmo, se compararán estas variantes entre sí. Dentro de cada comparación se 
mencionarán los desempeños de los diversos igualadores ante factores tales como 
ruido, orden, parámetros inherentes a cada igualador, etc. Finalmente, en la sección 
4.6, se realizará la comparación entre las diversas familias de algoritmos, señalando 
sus desempeños y las principales ventajas y desventajas que ofrece cada una bajo 
alguna configuración específica. 

4.2. Canales Empleados 

Para validar el funcionamiento y comportamiento de los algoritmos antes descritos 
se escogieron diversos canales, los cuáles pueden agruparse. co.mo: 1 

• Canales de fase mínima 

• Canales de fase no mínima 

• Canales de fase máxima 

Estos canales están definidos por su función de transferencia mostrada en el cuadro 
4.1 y sus respuestas en frecuencia pueden verse en las figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4. Tales 
canales fueron utilizados para la gran mayoría de los algoritmos programados, sin 
embargo, sólo se presentarán los resultados más significativos que se hayan obtenido. 
Cabe señalar que para los canales de fase no mínima y de fase máxima existe una 
dificultad al obtener el filtro igualador, ya que debido a sus características, estos 
canales no son invertibles, razón por la cuál sólo es posible aproximar su respuesta 
inversa mediante un filtro de respuesta impulsorial finita de orden grande. 

1 Ver apéndice C 
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1 Canales de Fase Mínima 
1 Función de Transferencia Referencia 1 

He1 = 1 + o,2z- - 0,6z ·• [16] 
He2 = 1 + 0,51z ·1 + 0,1997z ., [l6J 
He3 = 1 + 0,536z '+ 0,0718z-" [16] 
He4 = 1 - 1,6z ' + 0,95z ., [14] 
Hes = 1 - 1,9z 1 + 0,95z ., [14] . 

1 Canales de Fase No Mm1ma 
1 Función de Transferencia Referencia 1 

He6 = 0,407 + 0,815z + 0,407z ., [26] 
He7 = 0,04 - 0,05z ·• + 0,07z _, - 0,21z -;, - 0,5z -~ [26] 

+ 0,72z-5 + 0,36z-6 + o,21z-B + 0,03z-9 + 0,07z- 1º . 
1 Canales de Fase Max1ma 
1 Función de Transferencia Referencia 1 

He8 = 1 + 7,462z ·• + 13,9204z _, [16] 
He9 = 1 - 0,333z ., - 1,6662z ., [16] 
He10 = 1+2,55z + 5,0002z ·• [16] 

Cuadro 4.1: Canales empleados en las simulaciones . 

..• ... 3.5 

Frecuencia [rnd] 

Figura 4.1: Canales He1(z), Hc-i(zry He3 (z) de fase mínima 
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-20 

-30 

' . ' \• -:-- ::e• :> 
..... !-_'._~~.~ .• ~~~'--~......:.~,~ .• ~---,--,:--......:.~~~~.~---'==~~~:!J •.• 

Ffecucncla (rad] 

Figura 4.2: Can8.Ies. Hc4(z) y Hc5(;z:)de fase mínima. 

-so 

11- - l:ª0 ':l I 
-600 0.5 1.5 

Frecuencia (rad] 

·,. 

... 

\\ 
\ 
\ 

3.5 

Figura 4.3: Canales Hce(z) y H01(z) de fase no mínima. 
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4.3. 

.. :--------__ 
20 

o -

-•r~~~~~ 
llcaC•l 1 

-------~-

----------

----------

' ' 
' ' -_ - ::~~!:?11 

-1001.!::=~:!! •. ;=. :!:!_-~--~ .. -.---..,---.. '-=.-_;___....:_ _ __J3.5 

Frecuencia (rad] 

Figura 4.4: Canales Hcs(z), Hco(z) y Hc10(z) de fase máxima. 

Igualadores Lineales 

Para los igualadores lineales se realizó un muestreo a la tasa de símbolos a la salida 
del canal, lo cuál trajo como consecuencia que el comportamiento de éstos fuera 
inferior sobre todo en las altas frecuencias. Por esta razón sólo se presentarán las 
respuestas en frecuencia de los igualadores más representativos de cada familia, 
utilizando los canales con los cuales presentaron un mejor desempeño, sin entrar en 
detalle en su comportamiento, con excepción del igualador "zero-forcing," para el 
cual sí se presentan las gráficas de su error. Para los igualadores fraccionalmente 
espaciados "FSE" se hará un análisis más detallado de las diversas variantes que 
existen de cada algoritmo. 

4.3.1. Algoritmo Zero-Forcing 

Este algoritmo presentó un desempeño inferior a los demás, debido principalmente 
a las limitaciones que implica su utilización, ya que requiere un canal que produzca 
poco 181, ruido muy bajo y que la transmisión sea a bajas velocidades [29). 

Debido a ésto, para dicho algoritmo únicamente se realizaron pruebas con respec
to al orden, viéndose en la figura 4.5 que conforme éste aumenta, la respuesta en 
frecuencia del algoritmo presenta oscilaciones. Por medio de la figura 4.6 se puede 
observar que el error al cual converge el algoritmo ZF es inferior comparado con 
aquel al que convergen los demás algoritmos, siendo además su tiempo de conver-
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gencia muy parecido al del algoritmo LMS. 

Cabe señalar que este algoritmo fué simulado únicamente debido a su simplicidad 
y popularidad alcanzada a principios de los años 60. Con el surgimiento de los 
algoritmos basados en el criterio del error cuadrático promedio y de los· mínimos 
cuadrados, cuyas características principales son la robustez numérica, el algoritmo 
ZF cayó en desuso. Con base en lo antes mencionado, sólo se presenta este algoritmo 
de una forma breve e ilustrativa y no se comparará con los demás algoritmos. 

'. -. . . .. . ,,.,----.......... . )". "-. / ·.. '\ 

~-·// ·. ·. \\ 
]-a \---"" ,· 5 ~ .' 
< ,' \ 

"· /----------
\ ,/ ~ 

~ ~ ' 
s~ /\ \ 
~ ... ,/ ·---· ··.. ---. \ 
~· '' ·· . .- \ 

_,,u='=!!·!!Ji~~ ... =·=•:e... _ ___., __ .,.__~ __ w._ _ __J -·,!"·=-=="';'1::"!'~.:i., ....... .,.=!.__ 1_.,.,_ _ _, __ ~ _ _,.-'----,!. 

Frecuencia [rad] Frecuencia [rad] 

(a) (b) 

Figura 4.5: Respuesta en frecue.ncia del algoritmo "zero-forcing" con µ = 0,00042 y: 
(a) orden p = 5 (b) orden p,,;,; 15 .. · 

,.-_ ' .· 

En la figura 4.6 es posible·vei- el comportamiento del error cuando no se realizan 
promedios de las diversas, realizaciones. En este caso las oscilacione5 observadas en 
el error también aumentan conforme el orden crece. · 
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\ ... 

·•.!---:::::---::::--=---:=----;;;:;;;;----;;: -•.!---:::;;---:_:---:::::----:o::--==--,: 
No. de iteraciones No. de iteraciones 

(a) (b) 

Figura 4.6: Error del algoritmo "zero-forcing'' (realización simple) con µ = 0,00042 
y: (a) orden p = 5 (b) orden p = 15. 

4.3.2. Algoritmo LMS 
Para el algoritmo LMS, cuando se muestreaba a la tasa de símbolos, se obtenía una 
respuesta en frecuencia aceptable solo para ciertos canales de Jase mínima. En la 
figura 4.7.a es posible ver que para el canal Hc3(z), se logró una igualación bastante 
buena. Esto se debe, principalmente, a que el canal no presenta variaciones muy 
bruscas en su respuesta en frecuencia. Sin embargo, cuando se utilizaron canales 
con cambios bruscos en las frecuencias cercanas a 7r, se observó que este algoritmo 
no seguía completamente el comportamiento del canal. A pesar de lo anterior, el 
error al cuál convergía el algoritmo LMS era bastante bueno, razón por la cual se 
puede decir que viendo únicamente la gráfica del error no es posible determinar si 
el comportamiento del algoritmo es aceptable o no. 

En la figura 4.7.b se muestra la realización simple del error, en la cual se puede 
apreciar que la convergencia de éste es más rápida que en el caso del algoritmo 
zero-forcing, y el valor al cual se llega es mucho menor que para dicho algoritmo, 
ver figuras 4.6.b y 4.7.b. 
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- "" - ~ 1 ""la.dar 

'-~ . 

'v\r-.".{\ ·.A. A· •. O"/ V\,¡<~ f\., 

-·-•a.1_,_, __ 
Frecuencia [rad) No. 'de Iteraciones 

(a) (b). 

Figura 4.7: Algoritmo LMS con A= 0,051 y orden p =is: (a) respuesta en frecuen
cia (b) error de una realización. 

4.3.3. Algoritmo ARK 

Al igual que en el caso del algoritmo LMS, el ARK presentó un comportamiento 
aceptable solo en los canales que como el canal Hca(z) no presentaban un cambio 
brusco en las frecuencias cercanas a 1r. Sin embargo, es posible ver, si comparamos 
el error de este algoritmo con el del LMS, que su convergencia es mucho más rápida, 
aunque en el caso del Ll'vlS, el error al cual se converge es menor. Esto se ve en 
las figuras 4.7.b y 4.8.b, en las cuales es posible ver que cuando el algoritmo LMS 
converge, llega a un valor de -80 dB, pero para llegar a este valor requiere 2000 ite
raciones, mientras que el ARK converge a un valor alrededor de los -65 dB, aunque 
lo hace en menos de 100 iteraciones. 

En esta familia de igualadores, también conocidos como espaciados intersimbóli
camente o a la tasa de símbolos, se maneja una tasa de datos igual a la tasá de 
símbolos, de ahí su nombre, lo cual puede resultar ventajoso cuando en el receptor 
no se tiene gran capacidad de procesamiento. 
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-... !--~-t:--~-:::~~-=-~~ .... "="""~--=,,.__~-,,! 

No. de itcfacioncs 

(a) (b) 

Figura 4.8: Igualador rápido de Kalman ARK con 8 = 0,01, ,\ = 1 y orden p = 10: 
(a) respuesta en frecuencia (b) error de una realización. 

4.4. Igualadores Fraccionalmente Espaciados 

Como ya se ha dicho, el desempeño de los igualadores fraccionalmente espaciados es 
mejor al de los igualadores separados a la tasa de símbolos (29)(en el capítulo 3 se 
habla de esta diferencia en el desempeño). Debido a ésto, se analizarán los algoritmos 
previamente vistos, exceptuando el algoritmo zero-forcing y se describirá su compor
tamiento y principales características. Cabe señalar que la cantidad de información 
que manejan estos igualadores es superior a la tasa de símbolos, lo cual hace que 
presenten un mejor desempeño al costo de una mayor cantidad de procesamiento. 

4.4.1. Algoritmo LMS 

Para este algoritmo existen diversas variantes, las cuales presentan ciertas ventajas 
de acuerdo a las modificaciones que hacen con respecto al algoritmo original. A 
continuación se presentarán las principales características del algoritmo clásico LMS, 
las cuales se aplican a todas sus variantes, y después se realizará una comparación 
entre dichas variantes y el algoritmo clásico. 

LMS 

En la figura 4.9 es posible observar el comportamiento del algoritmo LMS ante 
variaciones del paso .ó.. Como ya se había mencionado, entre más pequeño es el 
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paso, menor es el error de convergencia, pero se requieren de más iteraciones para 
converger, y si se tiene un paso mas grande (dentro del rango antes descrito), la 
convergencia será más rápida, sin embargo el error al cual se llegará será mayor 
que cuando se tiene el paso pequeño. Cabe señalar que este algoritmo presenta una 
gran simplicidad operacional, además de aproximarse a los coeficientes óptimos del 
igualador con un error muy bajo, razón por la cual fué ampliamente utilizado, sin 
embargo presenta la principal desventaja de tener una convergencia muy lenta. Otra 
característica que se observó de este algoritmo radica en su comportamiento ante 
variaciones en el orden del mismo (Ver figuras 4.10 y 4.11), ya que de acuerdo a éste, 
la velocidad de convergencia varía, al igual que el error al cual se converge, y la res
puesta en frecuencia es mejor entre mayor sea el orden. Esto se debe principalmente 
a que se está utilizando un igualador con respuesta impulsional finita (FIR) para 
aproximar canales que no necesariamente son de fase mínima, y como ya se dijo, 
no son invertibles, es por esto que conforme aumenta el orden del filtro igualador 
será mejor su comportamiento, sin embargo se tendrá una convergencia más lenta y 
se requerirá de un mayor número de operaciones algebráicas a realizar. 

- 6•0,004 
- 6-0,008 
-+-A• O 016 

-20 
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No. de iteraciones 

Figura 4.9: Comportamiento del error del algoritmo LMS con variaciones del paso 
.ó... 
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Figura 4.10: Respuesta en frecuencia del igualador LMS con~= 0,15 y: (a) orde~ 
p = 15 (b) orden p = 120. 
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Figura 4.11: Comportamiento del error del algoritmo LMS ante variaciones del orden 
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Cabe señalar que al aumentar el orden, el paso debe de hacerse más pequeño, ya que 
si se conserva el mismo valor de .ó., el algoritmo tiende a diverger cuando se está en 
el límite superior del paso. El comportamiento de Jos demás algoritmos LMS con 
respecto a Jos parámetros antes mencionados es el mismo. 

LMS con Promedio en el Gradiente 

Para este algoritmo se utilizó el paso .ó. del algoritmo clásico, multiplicado por un 
factor l\II que por Jo general estaba en un rango de 10 a 20. De esta forma, el 
comportamiento de Jos dos algoritmos era muy similar en ausencia de ruido aditivo. 
Sin embargo, si se agregaba ruido a la salida del canal, se observaba un desempeño 
mejor en este algoritmo con respecto al algoritmo tradicional (Ver figura 4.12). Es 
importante señalar que la mejora del desempeño de este algoritmo se debe a que al 
realizar un promedio sobre cierto número de iteraciones, se logra obtener un estimado 
del gradiente menos ruidoso que cuando se utiliza directamente el gradiente en cada 
iteración. 

Frecuencia (rnd) 

(a) 

\ 
\ 

\ 

.... !!;·:=·:!!1-!l!i'"'"•~':\\:!l~n¡r,"L_I_....,.;.._......-.:..___,,__\~-..!.....__J 

Frecuencia (rnd) 

(b) 

Figura 4;12: Respuesta-en frecuencia con orden- p ,= 15 -y ruido. con varianza 'de 
0.0626 del: (a) algoritmo clásico con .ó. = 0,025 (b} algoritmo_ con promedio en el 
gradiente con .ó. = 0,25, y N = 400 -

LMS con Factor de Fuga 

Como ya se mencionó en el capítulo anterior, la importancia tleestt?·iiÍ~oritrno radica 
en el hecho de mejorar el comportamiento del mismo ante sistema.S qúe' tienen asO
ciados una matriz con valores característicos iguales a cero. En' este caso; los canales 
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utilizados para las simulaciones tienen una matriz no singular asociada, razón por la 
cual no es posible ver una diferencia notable entre el algoritmo clásico y éste. Cabe 
señalar que si el valor del factor de fuga -y es muy pequeño, el comportamiento de 
este algoritmo es casi idéntico al del algoritmo LMS tradicional. 

LMS Signum 

Éstos surgieron debido a la necesidad de tener algoritmos más rápidos para la igua
lación de canal. Para lograr ésto, lo que se propone es realizar un análisis del signo 
del error y/o de los datos, de tal forma que se disminuya el número de operaciones 
por iteración. Sin embargo, estos algoritmos son menos robustos que el algoritmo 
tradicional, y esto se pudo observar al tratar de igualar canales de fase no mínima 
y de fase máxima, los cuales presentaban un comportamiento divergente, mientras 
que el algoritmo LMS tradicional convergía a una solución. 

Para garantizar la convergencia de los algoritmos que utilizan la información conte
nida en el signo del error, fué necesario utilizar un paso mucho más pequeño. Ésto 
se debe a que el error tiende a ser muy pequeño cuando el algoritmo converge, sin 
embargo como estos algoritmos sólo emplean la información del signo y no de la 
magnitud, es necesario compensar este efecto disminuyendo el tamaño del paso. El 
utilizar únicamente el signo del error, provoca también que la convergencia sea ho
mogénea durante el funcionamiento del algoritmo, lo cual no pasa con los algoritmos 
que si toman en cuenta la magnitud del error, ya que en éstos el error al principio es 
semejante a la unidad, lo cuál provoca que la función de adaptación tenga un valor 
mayor que en el caso cuando el algoritmo ha convergido, en donde el valor del error 
es el mínimo posible. Por lo tanto los algoritmos que si emplean la magnitud del 
error presentan una convergencia más rápida. 

De la figura 4.13 es posible ver que los algoritmos LMSSE y LMSSS convergen a 
un error muy parecido, aunque el algoritmo LMSSS convergíó más rápido. Ésto se 
debe principalmente a que el algoritmo LMSSS, al considerar tanto el signo del error 
como el de los datos, no es afectado por la amplitud de éstos lo cuál es equivalente a 
tener un paso mayor, considerando que los datos están atenuados (recordando que 
los datos estaban acotados a 1 y -1 antes de pasar por el canal). De estos algoritmos 
el que tiene un mejor desempeño en cuanto a convergencia se refiere, es el LMSSD, 
razón por la cuál se utilizó tal algoritmo para compararlo con el algoritmo clásico. 

En la comparación del algoritmo clásico con el algoritmo LMSSD se presentó un 
comportamiento inicial mucho más rápido, en cuanto a la disminución del error se 
refiere, para éste último, sin embargo, después de llegar a un cierto valor el error 
presentaba un "rebote" y convergía a un error más grande, sin diverger (ver gráfica 
4.14). Esto se debe, principalmente, a las características del canal, ya que para los 
canales que atenuaban a la señal transmitida al solo tomar el signo y no el valor de 
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los datos se tenía una función de actualización con un valor más grande, razón por 
la cuál el algoritmo convergía más rápido y el error final al que se llegaba era mayor. 
Cabe señalar que para algunos canales el algoritmo LMSSD divergía mientras que 
el algoritmo LMS lograba igualar el canal. 

o 

-5 

0.5 1.5 

No. de iteraciones 

- LMSSD 
-+- LMSSB 
-+-- LMSSS 

2 2.5 

X 104 

Figura 4.13: Error de los tres algoritmos signum con orden p = 15, y .ó. = 0,12 para 
el algoritmo LMSSD y .ó. = 0,002 para los algoritmos LMSSE y LMSSS. . . 
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Figura 4.14: Error del algoritmo LMSSD contra el error del algoritmo LMS. 
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Figura 4.15: Respuesta en frecuencia con orden p = 15 y tl. = 0,045 de: (a) algoritmo 
LMS (b) algoritmo LMSSD 
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Es importante señalar que para los algoritmos LMS se obtuvo una respuesta en 
frecuencia muy buena y un error de convergencia muy bajo, aunque presentaron el 
inconveniente de llegar a este error después de una gran cantidad de iteraciones. 

4.4.2. Algoritmo ARK 
Estos algoritmos presentaron un excelente desempeño, ya que su velocidad de con
vergencia es muy rápida en comparación con los de tipo gradiente. Cabe señalar que 
todas las versiones del algoritmo rápido de Kalman (ARK) se comportaron de la 
misma forma en todos los casos, con excepción de la versión introducida por Cara
yannis en [6], de la cual se presentan resultados comparativos con respecto al ARK 
más adelante. El comportamiento de esta familia de algoritmos puede apreciarse en 
las siguientes figuras, en las cuales se ve como es su desempeño ante variaciones 
de los diversos parámetros con los que cuenta. Hay que señalar que el comporta
miento de este algoritmo fué muy parecido para casi todos los canales, razón por 
la cuál no se reportan las gráficas de la respuesta en frecuencia excepto cuando se 
requiera para enfatizar alguna característica específica de alguno de estos algoritmos. 

En la figura 4.16 es posible ver el comportamiento del algoritmo rápido de Kalman 
ante variaciones de ó (inicialización). En dicha figura se observa que dependiendo del 
parámetro de inicialización es posible lograr una convergencia más rápida cuando 
éste es más pequeño. Sin embargo, este parámetro sólo afecta el tiempo de conver
gencia y no el valor del error al cual converge el algoritmo. 

Cuando se varia el orden del algoritmo (ver figura 4.17), éste tarda más tiempo en 
converger, sin embargo llega a un error menor. Ésto se debe principalmente a que 
se está aproximando un sistema todo polos mediante un sistema todo ceros, lo cual 
hace que para tener la respuesta en frecuencia deseada se requiera teóricamente de 
un filtro de orden infinito o bien aproximarse con un filtro de orden muy grande. 
Sin embargo, como el tamaño del filtro se traduce en complejidad computacional, 
es necesario tener un compromiso entre dicho tamaño y la respuesta obtenida. 

Otra prueba realizada a este algoritmo fué la de variar el factor de olvido .>., pu
diéndose observar ésto en la figura 4.18. En dicha figura se observa que al hacer 
.>. < 1 se logra una convergencia más rápida. Sin embargo, también es posible obser
var, con un mayor número de iteraciones, que si se deja correr el algoritmo con esta 
.>., después de cierto tiempo el algoritmo suele diverger. Considerando que el factor 
de olvido (cuando su valor es menor a uno) sirve para seguir pequeñas variaciones 
en los coeficientes del filtro igualador, en entornos no estacionarios, debe haber un 
compromiso entre la velocidad de convergencia y estabilidad del algoritmo. 

76 



-6-0,l 
- 6-0001 

-35. 20 .. ~ 80 100 120 140 100 200 

No. de Iteraciones 

Figura 4.16: Comportamiento del erro~ del algoritmo ARK con variaciones de ó. 
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Figura 4.17: Comportamiento del error del algoritmo ARK ante variaciones del orden 
con A= 1 y ó = 0,1 
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Figura 4.18: Comportamiento del error del algoritmo ARK con variaciones de ..\, 
orden p = 15 y c5 = 0,1. 

En las figuras 4.19 y 4.20 es posible ver el comportamiento del algoritmo propuesto 
por Carayannis (ARKV4) respecto al algoritmo rápido de Kalman (ARK). Este 
algoritmo presenta un comportamiento diferente respecto de las versiones restantes 
del algoritmo rápido de Kalman incluyendo a éste último, aún cuando los parámetros 
de inicialización son los mismos. Para compensar este comportamiento del ARKV4, 
se necesita aumentar el orden del filtro además de tener una ..\ < 1 específica y 
diferente a las demás. El desempeño inferior observado en este algoritmo se debe 
principalmente a la utilización de un gran número de ecuaciones en comparación con 
las demás versiones, de esta forma al presentarse errores de truncamiento se afecta 
un mayor número de variables. Por otra parte, la actualización de la varible /'p[k] se 
realiza por medio de su inversa al orden superior, lo cual no es conveniente debido 
a la alta dependencia en el desempeño del algoritmo respecto de una variabl~ tan 
sensible como ésta. 
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Figura 4.19: Comportamiento del error del algoritmo ARK y ARKV41 orden p = 15, 
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Figura 4.20: Respuesta en frecuencia con orden p = 15 y ó = 0,01 (a) ARK (b)' 
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4.5. Igualadores de Decisión Retroalimentada 

DFE basado en algoritmos LMS 

Este tipo de igualadores presenta una complejidad computacional y estructural ma
yor que los igualadores fraccionalmente espaciados. Debido a esto, por lo general se 
implementan utilizando algoritmos LMS. Este tipo de igulador presenta la dificul
tad de calibrarlo, ya que se tienen más parámetros que influyen directamente en el 
desempeño del mismo, sin embargo, su error y su respuesta en frecuencia son muy 
buenos en situaciones en las que se presenta una gran distorsión en amplitud de la 
señal recibida. 

Para estos igualadores se observó que la estabilidad del mismo dependía del algorit
mo de retroalimentación. Para evitar un comportamiento divergente fué necesario 
emplear un paso para el algoritmo de retroalimentación mucho menor al empleado 

· en el algoritmo forward . 

.,, 
:[ o 

e_, 
< 

No. de Iteraciones 

(b) 

Figura 4.21: (a) Respuesta en frécuencia eón orden p . 15; l::..¡orward 

t>.¡cedback. "".' 0,0002 de,! ¡tlg~~it1110DFE:(b) error del algoritmo DFE. 
0,045 y 

Hay que hacer notar, que l~ velocidad de é~nve'i~~~~if cie''é~t~ igualador respecto del 
fraccionalinente espaciado LMS es· rríuy parecida, ya ·que· el· DFE emplea el mismo 
algoritmo, ver figura 4:2L . . . . . ' 
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4.6. Comparación entre los Diferentes Igualado
res de Canal 

En esta sección se presentarán Jos resultados obtenidos de comparar Ja:; diversa.<; 
configuraciones entre sí, utilizando los algoritmos más representativos de cada fami
lia para su implantación (exceptuando el zero-forcing). 

En la figura 4.22 se tiene Ja respuesta en frecuencia del algoritmo rápido de Kalman 
en las configuraciones espaciado a Ja tasa de símbolos y fraccionalmente espaciados. 
En ésta es posible apreciar que, para el canal empleado, los igualadores simbólica
mente espaciados no pueden seguir a este canal por las variaciones que presenta. 
mientras que el fraccionalmente espaciados no tiene problemas para hacerlo. Tam
bién es importante destacar que el error de convergencia es menor para el igualador 
separado a la tasa de símbolos (figura 4.23), lo cual nos confirma que el error no es 
criterio suficiente para saber si el igualador tiene un desempeño adecuado. 

'. 

Frecuencia (rad] Frecuencia (rad) 

(a) {b) 

Figura 4.22: Respuesta en frecuencia con orden p = 15, ó = 0,01 del algoritmo (a) 
ARK espaciado a la tasa de símbolos {b)ARK fraccionalmente espaciado. 
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Figura 4.23: Comportamiento del error de los algoritmos ARK espaciado a la tasa 
de símbolos y ARK fraccionalmente espaciado. 

Una vez que se ha visto el desempeño de los igualadores separados a la tasa de 
símbolos, se comparará el comportamiento de los igualadores fraccionalmente espa
ciados con las dos familias de algoritmos y los de decisión retroalimentada. En la 
figura 4.24 es posible ver que los tres algoritmos implementados trataron de igualar 
el canal Hc4 (z), sin embargo este canal presentaba un pico que es difícil de igualar 
por los algoritmos además de una gran distorsión en amplitud. Las respuestas en 
frecuencia de los tres algoritmos son muy parecidas, sin embargo en la figura 4.25 
es posible ver que el algoritmo rápido de Kalman converge mucho más rápido y 
a un error muy parecido al error al cual converge el algoritmo LMS. y aunque el 
algoritmo DFE presenta un comportamiento lento en cuanto a velocidad de conver
gencia se refiere, logra un error mucho menor que los otros dos algoritmos. Ésto se 
debe principalmente a que el canal utilizado presenta una gran distorsión en am
plitud, razón por la cual se logra ver la robustez del algoritmo DFE. Sin embargo, 
cuando se utilizarón otros canales sin una distorsión en amplitud considerable, el al
goritmo de Kalman presentó un mejor comportamiento que los otros dos algoritmos. 
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Figura 4.25: Comportamiento del error de los algoritmos Lr-.IS, ARK y DFE. 
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4.7. Conclusiones 

En este capítulo se analizaron las principales configuraciones de los igualadores de 
canal así como los diversos algoritmos que se pueden utilizar en cada una de dichas 
configuraciones. 

Dependiendo de la aplicación que se tenga. es recomendable algún tipo de configu
ración, así como el tipo de algoritmo. Por ejemplo, en cuanto a configuraciones. si 
el canal que se tiene no presenta variaciones bruscas en su respuesta en frecuencia 
y no se cuenta con un procesador rápido. entonces es posible utilizar un igualador 
espaciado a la tasa de símbolos, ya que éste no requiere aumentar la velocidad de 
procesamiento. en comparación con los igualadores FSE, sin embargo, si el canal 
presenta cambios bruscos es necesario utilizar un igualador fraccionalmente espa
ciado a costa de duplicar la cantidad de información a procesar. Los igualadores 
DFE presentan la desventaja de ser más complejos tanto en su estructura como en 
su calibración e implementación con respecto a los igualadores FSE. pero son más 
robustos en canales que presentan una gran distorsión en amplitud. 

En cuanto a los algoritmos. es posible concluir que los algoritmos Kalman presentan 
un comportamiento mucho más rápido que los algoritmos L!\IS. sin embargo. las 
versiones rápidas tienen problemas numéricos que tienden a hacerlos diverger. prin
cipalmente al trabajar en implementaciones bajo arquitecturas con precisión finita. 
Otra desventaja que presentan estos algoritmos es su complejidad computacional. 

Por último, los algoritmos LMS presentan la principal ventaja de ser sencillos de 
implementar, y no son propensos a diverger, sin embargo tienen una convergencia 
muy lenta en comparación con los algoritmos rápidos de Kalman. 

Debido a lo anterior se puede conclµir que no hay un algoritmo que resuelva todos 
los problemas, sino que es necesario establecer un compromiso entre las necesidades 
de la aplicación y el algoritmo que se utilice. 
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CAPÍTULO 5 

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS 
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Capítulo 5 

Conclusiones y Perspectivas 

Como se pudo observar, por medio del desarrollo de la presente tesis, para poder ha
cer uso eficiente de Jos recursos frecuenciales en un sistema de comunicación digital. 
es necesario emplear filtros en el receptor. que compensen Jos efectos producidos por 
el canal de comunicación, principalmente el debido a Ja interferencia entre símbolos. 
Cuando las características del canal son desconocidas de antemano. la mejor forma 
de eliminar tales efectos, es por medio de un filtro adaptable. El desempeño de éste 
para resolver un problema, como el de Ja igualación de canal. dependerá de factores 
tales como estructura, configuración y algoritmos empleados para Ja actualización 
de Jos coeficientes. 

Aún cuando Ja estructura utilizada por Jos filtros adaptables. estudiados en esta te
sis, fue únicamente transversal, debido a Ja facilidad de su implantación. cabe señalar 
que existe Ja estructura lattice, la cual exhibe mejores propiedades de estabilidad con 
Ja desventaja de presentar una complejidad computacional más grande respecto de 
Ja primera. 

La utilización de una u otra configuración del filtro igualador, así como de Jos algo
ritmos empleados para actualizar los coeficientes de dicho filtro de forma adaptable. 
tales como los estudiados en el capítulo 2 y 3 respectivamente. dependerán de las 
necesidades y recursos disponibles de una aplicación en particular. Así por ejemplo. 
una aplicación en donde Ja velocidad de inicio es un factor determinante, deberá em
plear un algorimto basado en el criterio de los mínimos cuadrados (tales como los 
ARK), debido a que éstos presentan una rápida convergencia en comparación con 
aquella que caracteriza a Jos algoritmos de tipo LMS. Además. si se dispone de una 
arquitectura para el procesamiento digital de señales (DSP), relativamente pode
rosa, entonces es conveniente emplear una configuración fracciona/mente espaciada 
(FSE), Ja cual ofrece la ventaja de compensar distorsiones de retardo severas con 
una amplificación de ruido mínima, pero con el inconveniente de incrementar Ja car
ga computacional a más del doble, tal y como Jo muestra el cuadro 5.1 donde se 
lista el número de operaciones (multiplicaciones y divisiones) por iteración para Jos 
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algoritmos adaptables. que utilizan una estructura transversal de orden p con espa
ciamiento igual a la duración del símbolo (T) y para los FSE (T /2). Por su parte, los 
igualadores de decisión rctroalimcntada (DFE) aunque útilies cuando la distorsión 
en amplitud es bastante severa. presentan dificultades de calibración. además de que 
se aumenta el número de operaciones por iteración. incluso cuando los algoritmos 
empleados bajo esta configuración son de tipo Ll\15. 

Número de operaciones por iteración [29] 

Algoritmo Espaciamiento del igualador 
T T/2 

Ll\IS 1 '.!.p 4p 
ARMC 2p2 + 5p 8p2 + lOp 
ARKV4 7p+ 14 24p+ 45 

Cuadro 5.1: Incremento de la complejidad computacional al utilizar igualadores FSE. 

Respecto a la estabilidad de los algoritmos implementados, es posible concluir. que 
los algoritmos rápidos (basados en los l\IC), después de un número considerable de 
iteraciones. son los que presentan ciertos problemas de estabilidad. aún en su im
plantación en aritmética de punto flotante. lo cual no es observado en los algoritmos 
de tipo gradiente. Ésto se debe a la sensibilidad de tales algoritmos en la acumu
lación de errores numéricos a largo plazo. Una de las formas más utilizadas para 
poder superar este inconveniente, es por medio de reinicializaciones periódicas del 
algortimo para evitar la acumulación de errores de precisión [29). El factor estabi
lidad es de suma importancia ya que los algoritmos aquí simulados en lenguaje de 
alto nivel. eventualmente tendrán que ser implantados en algún DSP, cuya longitud 
de palabra es finita, para una aplicación en tiempo real. 

Existen diversos factores que contribuyen al dempeño de los algoritmos. cada uno 
de los cuales constituye un área de investigación que está en continuo y rápido 
crecimiento; éstos van desde la inicialización. la estabilidad numérica, el número 
mínimo de operaciones por iteración. la implantación en aritmética de punto fijo y 
la convergencia. Todos estos factores, en el caso óptimo. presentes en un algoritmo 
contribuyen a la robustez numérica del mismo. esencial en aplicaciones de tiempo 
real. 

Debido a un ancho de banda limitado presente en todos los sistemas de comuni
cación digital y a que la principal demanda es una velocidad de transmisión cada 
vez mayor. para satisfacer necesidades tales como la transmisión de voz y video de 
calidad en tiempo real. el futuro de la igualación de canal. para llevar a cabo di
cha tarea. está asegurado. No solamente a través de la estrategia clásica. tratada 
en esta tesis, en donde el igualador es alimentado por la salida del demodulador ~· 

no utiliza la redundancia introducida por el codificador de canal para ejecutar su 
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procesamiento, sino por una técnica más reciente denominada turbo-igualación. en 
la cual se mejora el desempeño del receptor, al ser alimentado el igualador por la 
salida del demodulador y por la del decodificador de canal. 

Los algoritmos adaptables presentados en esta tesis, requieren de un periodo de en
trenamiento para poder obtener los coeficientes óptimos del filtro igualador. 1mtes 
de que la información sea transmitida. Ésto limita su aplicación a sistemas de co
municación en los cuales la variación del canal con respecto del tiempo es lenta. Por 
su parte, la igualación de canal en sistemas de comunicación en donde el envío de 
secuencias de entrenamiento se torna inútil, debido a la rapidez con la que varía 
el canal de comunicación. representa, ho:-· en día, una nueva área de la igualación 
adaptable denominada igualación de canal ciega, la cual se plantea el problema de 
recuperar los datos de entrada y posiblemente la respuesta al impulso del canal. 
conociendo la salida de éste. así como las estadísticas de la entrada al mismo [17]. 

En esta tesis se ha presentado un panorama general de la problemática para la 
igualación de canal. introduciendo los algoritmos clásicos del filtrado adaptable. 
para resolver dicho problema. Así mismo se han presentado las simulaciones de tales 
algoritmos. en lenguaje de alto nivel, con el fin de evaluar características tales corno 
facilidad de implantación. velocidad de convergencia y número de operaciones por 
iteración, entre otras. De esta forma. el trabajo aquí desarrollado sienta las bases 
para resolver uno de los problemas más importantes en cuanto a las comunicaciones 
digitales de alta velocidad se refiere, éste es, el de la interferencia entre símbolos. 
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Apéndice A 

Matriz Particionada 

A.1. Definición de Matriz Particionada 

Sea .!'vi una matriz, si ésta puede ser expresada mediante una matriz particionada de 
Ja siguiente forma: 

M = [~ ~] (A.l) 

donde A y D son matrices cuadradas no singulares y los elementos B y C son vec
tores renglón y columna respectivamente, entonces existe una ,\/- 1 definida como; 

(A.2) 
. . 

de la cual se puede establecer la:~iguiente relaciOn:. 

ne~} ;,. T~ ;.g_] ;X L~ ~] (A.3) 
. ' - ' -~ . . :., . . 

Desarrollando el miembro derecho de i~··e6~aciéín A.3. ·se obtienen la5 siguientes 
expresiones_: 

A '.O +.'B · .. 1 = l 

A·/J+B·,Ó=O 
O·a--t,D·-y=Ó 

0·/3-Í-D·ls.~J 

Resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene de la ecuación A.6: 
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(A.4) 

(A.5) 

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 



sustituyendo A.8 en A.4 y agrupando términos se obtine: 

(A.9) 

y sustituyendo este último resultado eri A:S ~e ll~ga a: 

-r = ..co~ 1 c(¡__.,~o- 1c)-1 (A.10) 

Siguiendo el mismo procedimientoutilizandolas ecuaciones A.5 y A.7, se llega a los 
siguientes resultados: ' ·· ··· · 

-.~'·~~-~· .·• 

/3'= ~A::-'.1 Bt5 
tS = (D.i- sA,:-1B).c1 . 

/3 = -A"'1B(D .::_ cA.-1B)-1 

y sustituyendo en A.2 se tiene 

[ 
(A - Bo-1q-1 -A-1B(D - cA-1B)-1 ] 
-D-1 C(A - BD- 1 C)- 1 (D - CA-1B)- 1 

(A.11) 

(A.12) 

(A.13) 

(A.14) 

A.1.1. Relaciones Importantes del Lema de Inversión Ma
tricial 

Si ahora escribimos la ecuación A.3 de Ja siguiente forma: 

[~ n = [~~]X[~~] 
y se desarrolla el miembro derecho, se obtienen las siguientes relaciones: 

a·A+./3·C=l 
a· B-t:/3'..D:: O 

-r·A+tS .. :c~o 
-r.·B+tS:D~1· 

Si en A.16 sustituimos A .. 9 y A.13 y pos¡mÚ!tipÚcamos por A~ 1 se obti~ne: 

a= (A- Bo-1c)-1 = A.::. 1 +A-1 B(D-CA- 1 B)- 1 CA- 1 
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(A.15) 

(A.16) 

(A.17) 

(A.18) 

(A.19) 

(A.20) 

' :.:::; 
r5 23 o:; 

e_) o 
c:r~ i:z:i 
c:==1 A 
~.l ~ .... ~ 

1 ~ 



de manera semejante en A.19 con ayuda de A.12 y A.10 se llega a: 

ó = (D - cA-1 B)- 1 ~ 0-:1 + D"'.'.~C(A - BD.é 1 C)- 1 BD'- 1 
.. . -' . ;, -.. ' 

(A.21) 

siendo las ecuaciones A.20 yA;21 c!~m06id~-coriio á1~iti~ de inversión riuitriciaL Si 
ahora sustituimos A.9 v A.13 enAl 7 y A.10 y A.12enAilSU~gamós a lassigulentes 
expresiones: · · ·. · · · -: _ ·;: ,::_: · : · · · 

' ~ _'. :·.:· .:::· - -:.,-· . . : 

--y= o-1 C(A - BD- 1 C)- 1 = (D ~ cA-1 B)-1 cA-1 

(A.22) 

(A.23) 

De las ecuaciones A.20, A.21, A.22 y A.23, podemos ver que todos Jos elementos 
de Jt;J- 1 pueden ser escritos en términos de (.4 - BD- 1C)- 1 o en términos de (D -
CA-1 B)- 1 obteniendose respectivamente las siguientes relaciones: 

M-1 = [ g ~-l ] + [ ~D-IC] [ (A - BD-1C)- 1 
] [ J -BD- 1 

] 

(A.24) 

M-1 [t1 g] + [;-A-IB] [(D-C.4-1 B)-1 ) [-C.4- 1 Jj 
(A.25) 
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Apéndice B 

Predicción Lineal 

Uno de los problemas más importantes en el análisis de series temporales es aquel 
de predecir un valor futuro de un proceso estocástico, conociéndo un conjunto de 
muestras pasadas de dicho proceso. Es decir, considerese una serie temporal y[k]. 
y[k - l], .. ., y[k - p] que representa las p + 1 muestras del proceso estocástico. La 
operación de predicción puede, por ejemplo, involucrar las muestras y[k-1], y[k-2] . 
.. ., y[k - p] para predecir el valor de y[k]. Esta operación conocida como predicción 
forward (hacia adelante) se dice que es lineal, ya que el valor a predecir se obtiene 
mediante una combinación lineal del espacio generado por las p muestras pasadas 
del proceso. En otra forma de predicción, se usan las muestras y[I.·], y[k - l], .... 
y[k-p+ 1), con el fin de hacer una predicción de la muestra pasada y[k-p]. A esta 
segunda forma se le conoce como predicción backward (hacia atrás) [16). 

En esta sección se tratarán ambos casos de predicción lineal (forward y backward). 
En particular, se empleará el criterio de los mínimos cuadrados para optimizar el 
diseño de los predictores. Por último se encontrarán algunas relaciones, de impor
tancia para los algoritmos rápidos, entre los diferentes parámetros que intervienen 
en ambos predictores. 

B.1. Predicción Forward 

Como previamente se comentó, una de las formas más simples de conocer el valor 
futuro de una señal, es por medio de una combinación lineal de sus muestras en 
tiempos pasados, es decir, sea y[k] la señal a predecir en el tiempo k y y[k - 1). 
y[k - 2) hasta y[k - p] las p muestras pasadas y conocidas de dicha señal, ver figura 
B.l. 
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l\luestras pasadas 

y(k - p) y(k -._P + 1) _ - y(k - 2] y[k - l] y[k] =? 

1 -[ ... 
k·-p k-p+I k...:_·2 - k-1 k [k) 

y(k] 
Predlctor forward 

Figura B.1: Predicción forward .. 

Establecido lo anterior se propone el siguiente precÍictor de y[k): 
··;.' ' ' 

'" ulkJ =,.... LªilkJy[k-:- il (B.1) 
j=l ' 

O bien en su forma vectorial; 

y[k] = -A~[k]Y~[k :- 1) (B.2) 

donde, 

};:[k - 1) ¡¡¡¡ [yT[k - 1) yT[J. ,- 2)- yT[k - p)) (B.3) 

A~[kJ·~•.l~nM ~rl~b :;,;-.a~[kJJ_. (B.4) 

a su vez, aj[k), para j = 1, 2, .;:,p,:I"e¡Jres~llt8. los c:oéfiéientes de ponderación para 
las p muestras pásÍldas én el instiu1te'k-;f-.. ;~7:>· · <•. · · • - -

Definiendo el error de precfü:~Íó~;~J~~~-.-: ;;~~eriori como: 

~~[k) _= ~[k) - Y[k] ~ Yl~J :•Ailk);:[¡- l) -
,.,.1._ • \ 

(B.5) 

(B.6) 

y sustituyendo la ecuaeión á5 en la función costo de los ~ínim~s cuadrados E[k] 
( ec. B.6), reaJizando productos ·y. reduciendo términos se obtiene: 

k - _'. ' ' 

L ,\k-j{y(j]yT(j]+ 2A~(k)Yµ(j - l]yT[j) + A~[k]Yp[j - i)Y"T(j - l)Aµ[k)} (B.7) 
~l . 
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Para poder obtener los coeficientes ªJ· tales que produzcan un \'alar mínimo en la 
función costo de los mínimos cuadrados, procedereri10s a derivar la ecuación B. 7 
respecto de dichos coeficientes. 

Considerando que,· 

cu.findo Mes simétrica y dadci qt1e'elpr()du7t0Ypk- ~)Y[[j'-'· l] s~mplecon dicha 
condición; tenemos¡ · · .·· · 

' ~· : ' ;, 

k ' ' ' ··: . :· .': :, . '·. ' :·. ··.<>; ·'·<·,·.'·:·. <.: 
'L ,\k~j {2Y¡,[f-:: 1JVUl+!2Yp[f-2·l]YpT[j:+·11~p[k]F,,,; ó 
j=I •u:::<· .¡: ,:·:."' , \:' 

: '. •. ',, " . : ' ::>•:¡:·:;,:.>·:·,,, ::.·.:' .. 

Ap[k] =•~·.[tr,\~~iYp[j.~l]Yi~'.-;l)J:r.·~'.~k~i~;[j -l]yT[j] 

O bien¡ 

. Apfk] ==; -R;.1 [k,-,-.lJ;t[Í•] 
:,,- -' .. '"',·-·;, .·,_- .-___ ,_ .. ·'•'·' 

(B.8) 

donde la matriz de covarianza está definida' como:' 

' k ' . ': . ' ' 
Rp(k-:- 1] =E ,\k:;-iYp[j- l]Y[(j - 1] (B.9) 

i=.1 '" . ' ' 

y los vectores de correlació~ están dados; por:. 

k 

rt[k] = L ,\k"'"i}'¡,[j - l]yT(j] (B.10) 
j=l 

k 
rtc,[k] = L ,\k-iy(j]yT[j] (B.11) 

j=I 

Con el fin de encontrar un algoritmo más eficiente. en el sentido de número de ope
raciones por actualización de Ap[k]. que evite la inversión de la matriz de covarianza 
de forma convencional, se deberán encontrar relaciones recursivas sobre la misma. 
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Recursiones para Rp[k] Y.rf,[k] 

De B.9 tenemos para Ja matriz de covarianza, 

~~[~] ~~El,;[~-;: 1] ± Yp[kJY![k] 

De igual forma para B .10 y• a: 11. tenem(ls:. 

rf,[k] ""Arf,[k,'"". l).+.Yp[k- ljyT[k) 

·H~!~l·,~·;>-;z!k.!7·•1if 1/!kJy;!kJ 

Recursión para l~ Í~~~i~iid~:~i'*á:t;i~R~[k] · 

(B.12) 

(B.13) 

(B.14) 

Aplicando laeciÍ~i·ó~V'A.':201 J~J l~m'd.·de·i~vJ;si6n matricial1 en B.12 obtenemos. 
después de acomoda'r:'términos(.'.'. '.'.. ·. :• •. . 

. R'°'i[k),;'.;•~:'°'1 R:.: 1 [k-- lj.:... W [kJ-y [k)WT[kj 
: _· - ~'-' :'I!·:·.'"-:.•: ::o._;;_:,···,,.2~::»>,:-.'/~: .. ~ .. ' ·. p p ' p 

donde 111 ganacia dual fieJ<alman Wp[k], está dada por; 

MÍ;[k] = -.XR;1[k - l)Yp[k] 

y Ja variable de sim.ilitud definida como; 

Recursión para los Coeficientes de Predicción Forward Ap[k] 

Sustituyendo ÉÚ3 e~·B.8 se obtiene: 

(B.15) 

(B.16) 

(B.17) 

(B.18) 

Ahora, tomando Ja'ecÚ~iori B.á al instante k- 1 y sustituyéndola enB.18 se tiene; 
' - ···- _. . 

· (B.19) 

Sumando y restadoYp(k:_ l]Y,?'[k- l]Ap[k ...;.1] a B.19, adem~ de factorizar Ap[k-: 1] 
y Yp[k - 1), se puedé \:lepiostrru; que; . · · · ·•·. · 

(B.20) 

1 Para mayor referencia consultar el apéndice A 
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donde Ja ganancia de Kahnan Kp(k] está dada por; 

K,,(k] '."° :R¡;-1 (kj}~,(k) (B.21) 

y elerror. de1 predic'ci.i.cS'Tl.Jo~ci.r:d.d._p.Í':'iorj ei: ·.· 
.. .. . ~- :/'. "-~~,~~(-~~;l¡1:1~~r~fi:4irl:--1J~prk~- 1J cB:22) 

También se'püe0d~'.de~;st~~~.·~~~;J!i:'f'e1a~i¿n;~lltr'e Já.s:ganancia.5 de Kalman es; 
.. '''.'' " -·,'?-':~~ - '·· ·~ ·.~.: : :' .. ~'-:,,:_; 'f: ;;,~~-/¡ . __ :~·.:_;,_{:~<:.~'-~: ;: -:.: 

< ... · ., ·:·-.: ;?::-t.7 •!frl.kL..i; ~1'pf~h~fkJ; · . (B.23) 

Por último despej8.Acio w,,(k] .Cl.e"JÚ3 )·)lS
0

titu.Y~ll<lC>1a e.ll · B;l 7 se,demuestr_a .que; 
' - -"'" , .: , .. -', " " . ' -· . -·-< ':. <~ .. " --~--;, :· . · .. '· ' .. '- <' - ' '· '. • : • • - • - • ._ •• ' 

(B.24) 

A continuacióri;·en·eJ cuadro B.1, se presenta, una versión, del algoritmo para Ja 
predicción forward: 

ARMCF 

lnicinlización para el instante k - 1 : 

R¡; 1 lk- 1} = ó- 11,ó >O, Yplk - 1] = Aplk - l] =O 

Predicción Fonnard Ec:s. 

e~lkJ = YlkJ + A~lk - l}Yplk - 1] D.22 

AplkJ = Ap[k - l] + Kplk - lJeVikJ D.20 

WplkJ:: -:\;R;; 1 lk- l]lí.[k} D.16 

1°plkJ;;: 1-YJ (kJw.(k) D.17 

R¡; 1 [k} = .>.- 1 R¡; 1 ik- l] -Wplkhpik]WpTik} D.15 

Kp[k} = Wp[khp[k] D.23 

Cuadro B.1: Algoritmo Recursivo de los Mínimós Cuadrados Predicción Forward 
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B.2. Predicción Backward 

En la sección B.1 se pudo apreciar. corno para obtener el valor futuro y[k] de una 
señal. se hizo uso de sus p muestras pasadas para estimar de una manera óptima. 
minimizando el criterio de los mínimos cuadrados. dicha señal y[k]. a este proceso 
se le llamó predicción forward. Siguiendo esta misma idea, se plantea. ahora. el 
problema de estimar el valor pasado y[k - p] de una cierta señal, conocidas sus p 
muestras "futuras" y[k], y[k - 1), ... , y[k - p + 1], ver figura B.2. Esta segunda 
operación recibe el nombre de predicción backward (hacia atrás). 

Muestras futuras 

y[k - p) =? y(k - p + 1] y(k - 2] y(k - 1) y(k) 

1 1 1 .. 
k-p k-p+I 

ii[k -p] 
Prcdictor backwnrd 

'k..:.2 k-1 k 

Figura B.2: Pr~ciiC:ción bá.c:kward. 
,. • '• • •' e, ~ 

Con base en lo anteriór se propone el siguiente predlctor de y[k - p): 

·, . :. . :p::::,,;> ";· :'- .,: . 
jj(k-pJ...,;,j'Ebi[k~-p]y[k+j ~p] 

.. ·, '' :·· J."'.'.1.:./cj:--:_ ·,:: ·_ 
O bien, expresándolo en forma ._vectoriál tenemos¡ 

- ~-_-:_,• ~--~··,: __,,_ .. ~ _.-,; 

-•:g¡~:~,.pj~':+Ii~[kJYplkJ ·: 
donde, 

~-'.···· 
._,, -;;·/-;e~- --,:-,.:~-: . ..:· 

_·_, ~ ': .. ' 

ypT[k) =: (yT(k) yT[k '....:,' l); ÍJ~[k-:2) yT[k - p + llJ 
. ' - ·,--~. 

(k] 

(B.25) 

(B.26) 

(B.27) 

(B.28) 

y b1 (k - p] representa los coeficie~t'tis de·:;;:;ncie~a"C:ión p~ralas p miiestras "futuras" 
en el instante de tiempo k - ¡:;; :,,.:·•- ·,:: .. ~> · · · ·· · 

);-''.' •:~.-<;: ',':·~<~·:::~:-~. 

Al igual que en la predicción forwa~d;.,C:o~ el :fiil de t'erifi~a.r"iacalidad del p~edictor, 
se define el siguiente error.de pr:edicción ba~~wcif:d a paÚe_riori: 

(B.29) 
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El cálculo de Jos coeficientes óptimos de predicción backward Bp[k] (ec. B.30). que se 
obtienen a través de Ja minimización del criterio de Jos mínimos cuadrados respecto 
de tales coeficientes, nos lleva a soluciones para la matriz y vecto.r de correlación 
completamente análogas a las obtenidas en Ja predicción forward. Esto implica que 
el procedimiento para obtener las recursiones en tiempo de dichas correlaciones 
y coeficientes de predicción sea el mismo. e incluso, en el caso específico de las 
relaciones para la recursión de la inversa de Rp[k] (ec. B.15), Jas ganancias de Kalman 
(ecs. B.21 y B.16) y la variable de similitud (ec. B.17) sean las mismas. Por esta 
razón. a continuación sólo se presentan los resultados de las relaciones que hacen la 
diferencia entre ambas predicciones. 

(B.30) 

donde Ja matriz de covarianza Rp[k] está definida de igual forma que en el caso 
forward por Ja ecuación B.9 solo que al instante de tiempo k, y 

k 

r![k] = L ,\k-iYp[j]yT(j - p] (B.31) 
i=I 

Además la autocorrelación de y[k - p] es; 

k 

r:;.,[k] = L ,\k-iy[j - p]yT[j - p] (B.32) 
j=I 

Debido a que la matriz de covarianza se define de igual forma que en el caso de 
predicción forward, su recursión también es la misma y está definida por Ja ecuación 
B.12. Si además se sigue un procedimiento similar al empleado para encontrar una 
recursión en tiempo para el vector de correlación rt[k] y la autocorrelación de y[k]. 
podemos obtener de manera análoga de B.31 y B.32 dichas recursiones para los 
mismos parámetros de la predicción backward: 

(B.33) 

(B.34) 

De manera equivalente a Ja predicción forward, la recursión para los coeficientes 
de predicción backward, ec. B.35, queda definida en función de Jos coeficientes de 
predicción al instante anterior, así como también por Ja ganancia de Kahnan 
definida por Ja ecuación B.21 y por el error de predicción backward a priori 
ecuación B.36. 

(B.35) 
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(B.36) 

B.3. Recursiones en Tiempo y Relaciones de los 
Parámetros de Predicción 

La presente sección tiene corno objetivo encontrar recursiones en tiempo y relaciones 
entre los distintos parámetros de predicción. Ésto con el fin de proveer las ecuaciones 
empleadas por los "algoritmos rápidos." 

Representación del Vector de Muestras Y[k) al Orden Superior 

Considerando el vector Y,;1"[k] al orden p + ltenemos: 

T; : .. ·.· 'T ·. 
Y,,+dkJ~. {y [k], :·· yT[k..,.. p + l] yT[k - p]} 

. - ' , :.-. -.. ··.; -----:-~ ,._ ._- ,.<>·-._ << _: < 

(B.37) 

Ahora si tornarnos.B,3 de'!a predicción forward podemos rescribir B.37 corno sigue: 

(B.38) 

Por otro lado, sitornarnos la definicion 8.27 de Y[(~]para la predicción 8ackward 
tenernos otra forma para 8.37: · 

(8.39) 

Relación entre Jos Errores de Estim~cicSll 'y l~ Variable de Similitud /p[k] 

Sustituyendo 8.23 ~¡ instante k - 1 en' a}:ÚÍ s~ ~uede 'obte~er la siguiente relación: 
. " . - -- - . ' -· ·- ,-. \ . -

A~(k);,,; A,,[k :.,_ 1) +W,,(k ~ 1)1,,[k- lJetr(k] (B.40) 

Si ahorasllstituimos ;,,[k-1] por 8.24 y et[k] por 8.22 llegamos a: 

A,,(k] = A,,(k - 1) + W,,[k - lJ~tr[k] (8.41) 

Por último sicompararnos 8.40 con 8.41 llegarnos a la siguiente relación: 

(8.42) 

Siguiendo un procedimiento similar al previamente empleado. tenemos para los casos 
de predicción backward y filtrado las siguientes relaciones; 

(8.43) 
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(8.44) 

y 

(8.45) 

(8.46) 

Cálculo de las Energías Residuales 

AJ sustituir Jos parámetros óptimos para Ja predicción forward Ap[k].en la expresión 
B.6, Ja función costo alcanzará su mínimo valor teórico, dicho' valor recibe el' nombre 
de energía residual para la predicción forward Cl't[k], definida como:,' 

I I , <. ¡./<''":/<'. ':e:;· .. , 
Gp[k] = rpo[k] + r1, ,JkJ'."!~[k] .;_, ,, · (8.47) 

Ja cual puede ser expresada de forma~ recursi~~;·~¡ ~h'~tit~iJ.i()s 8;Ú: B'.14 ); B.20 en 
B.47, con10¡ '·i;'.'~-'-' , . .:~.~·::.·\:~·: ·.,"·" . 

. ··>·>¿;:'.\\."':·:--" 

(8.48) 

De una manera equivalente se tie~e ~Ja eii'e;.~í~· r~~idual para la predicción backward 
G~[k] y su recursión: , · ' ,. · · · 

,Cl'b[:]·=rb. [kj ~ rbr[k]Bp[kJ 
p ' ' ' po " p ' 

(B.49) 

(B.50) 

Recursión eri las Ganancias de Kalman 
. -·' . 

De B.9 tenemos que Ja matriz de correlación al instante k y al orden p + 1, ya sea 
para Ja predicción forward o backward, está dada por Ja siguiente relación: 

A· 

Rp+1[k] = ¡: .\k-;yp+di]Y,,~ 1 [j) (8.51) 
J=O .. , .·;' .,. :::'.,•.' . . 

La sustitución de_ B.38 en B.51 nos permite• escribir ·Ja e matriz de covarianza en 
términos de los parématros de predicción f()'";ard; de la si'guiente manera: 

e-.:;:._--·-"·"· 

Rp+i[k] = [ 7k[~i ;k:f[~1~11 ··· (B.52) 
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Un procedimiento similar al anterior, sustitu~·endo B.39 en B.51 nos couduce n 
una segunda definición para R,.+ 1 [k] en términos de parámetros para la prediccióu 
backward: 

(B.53) 

Empleando la identidad A.24 de la inversa de una matriz particionada, para obtener 
la inversa de.las relaciones B.52 y B.53, tenemos: 

(B.54) 

(B.55) 

(B.56) 

(B.5i) 

(B.58) 

,-• .,..,,_e, .,.. .. ,."·~· ~·· • ":•\ ,· ::•·.1-J • • .-

w P+1[kJ\~ .[.~J211]J.b~[:'~{[{~iJ~] JA-J.~¡;f[k.~)J~t[k] ] .. · (B.59) 

.w p+1[k]·=. [ w~.[~~··.i11~·.•'[l3~[k17 i]] [.;~la¡;b[k.·-lJ~t[k].] (B.60) 
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Recursiones para la Variable de Si~ilitud 1·1,(k] 

Caso vectorial 

Tornando B.24 al orden p_+_ l S~(),btien~: 
, - ' ., ' ; . ~ '. : ' ; " . .. . 

· ~P+;[k]~ I + }~1-;_1 [k]Kµ+1 [k] (B.61) 

Sustituyendo B.57 y B.38 en' i3'.6{ '¿ciern~ d~ efectuar los productos, se encuentra 
una recursióri para 11';: 1 [ k J; · ··· ·. -.·• ,.'. .. ~· 

1 ·~ •• ·; 

De forma equivalente se puede demostrar q~eil~ variabi~·de 'similitud ~n función del 
error de predicción backward a posteriory, _e~~á c:l_ac:l_a p§r; . : • · · 

Caso escalar 

Si en la ecuación B.62 sustituirno~ ~~[k)¡;icir llo\'~efi~i,c_fÓ~ B.4~ se ti~ne: 

1p+l [k] =:rp[k ¡-lJ-:/.Y1,[~·;_:{¡ef[k]ai1 [k]i~[k] 
Factorizando 'Yµ[k - l] Y i:ti{liJ·t;~n~T:~~-Í· .~:.··,:;·/_, ' ' •,. . 

•. -... -:r~ti,1i1·~-fr;·1~-•:¿-~1-~gf1~1.-H:;~1i1~f1~1}0;'1k1 
Finalmente si s.e susti~uy~'o~[k]•porB.~48,se obtiene;··'. 

. ,.-o·.-:~-''~-·- , ".e\:'.;:;,-•... .!_:,~----':'-~L.: 

• ·¡ .;·.y;~i!kJ t~\~~lk'~"11&fü/:=;;51n;1¡kJ···-. •-
~-"<·' .- .- t ~-:.-_· ·~;~:~:·-_.,-,,_ .t;-\;· '-,;·.t:-;; 

(B.63) 

(B.64) 

~:c~l~~~d~~j~~~d~{~it:~~te-~G~_·¡~~°"i~~~~17;:l1ki~~- •. r::,si~uales···de_la predicción 

·· 'Yp+i[k] ;·:~:(kJ~~(~:;.1J?ib[k] / (B.65} 
\-,-.,· 

Recursiones para la Inversa'de'Ili''Val"i~ble'ctE!-silllHitud -r;1 [k] 

Sustituyendo B.38 y s;59 en s:ri al ~ic:i~~·~~i 5~ ob~ie~~; 
1-1 (k_·]·=,_~- 1 [k-l_·) ~;-1 efi:[k]~.::¡(k - lJe'[k] p+l · p . . · , · . · · , p.-. ,P -· . . I' 
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De manera similar, se puede demostrar que la \'ariable de similitud, para el orden 
p + 1, en términos de los errores de predicción backward a priori es; 

. (B.67) 
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Apéndice C 

Filtros Paso-Todo y Filtros de 
Fase Mínima 

Dependiendo de las características de fase y magnitud de un filtro se pueden distin
guir dos tipos básicos de filtros, los filtros paso-todo y los filtros de fase mínima. 

Filtro Paso-Todo 

Un filtro discreto en el tiempo, caracterizado en el dominio del tiempo por su res
puesta al impulso hap[k] es P.aso~todo si satisface las siguientes condiciones: 

• ha1,[k] es real para tc:ido k; · 
• haµ[k] =O para k ~' Ó,'esdecir', el filtro es .causal. 

• lhap[OJI < 1 

• :Lr..,0 h~p[k] = 1 

Equivalentemente, si lo caracterizamos desde el dominio del plano-Z, por su función 
de transferencia, Hap(z), es paso-todo si: · 

• Los polos y ceros de Hap(z) son reales u ocurren en parejas de complejos 
conjugados. · 

• Los polos de Hap(z) están dentro del círculo unitario en t?l plan~Z. 

• Hap(z) no tiene polos o ceros en z =O. 

• La amplitud de la respuesta en frecuencia es igual a la unidad para todo w, 
IHaµ(eiw)I = 1 '9' w. Para que esta condición pueda cumplirse, Hap(z) debe de 
tener un número igual de polos y de ceros que estén inversamente relacionados 
entre sí con respecto al círculo unitario, en otras palabras el módulo del cero 
es el inverso del módulo del polo. 
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Estas condiciones se ilustran en Ja figura C. l. Cabe destacar que cualquier filtro 
paso-todo puede ser visto como una· conexión en cascada de secciones de primer ~· 
segundo orden de fi.ltros paso-todo. 

_____ ,,
0

.lm{zL-_ Irn{z J 

círculo j _..,.\~ 
unitario .o 

/ 
/ 

( 
Rc!=I 

-1 \ 

"' -j 

(a) (b) 

Figura C.1: Patrón de polos y ceros de filtros paso-todo: (a) Primer orden (b) Se
gundo orden 

Filtro de Fase MíniTrta 

Para describir las características de un filtro de Jase mínima es conveniente repre
sentarlo en el dominio del plano-Z mediante sus polos y ceros. El filtro será de Jase 
mínima si Hmp(z) cumple las siguientes condiciones (ilustradas en Ja figura C.2): 

• Los polos de Hmp(z) se encuentran dentro del círculo unitario en el plano-Z. 

• Los ceros de Hmp(z) también se encuentran dentro del círculo unitario o sobre 
él. 

De manera equivalente, para una amplitud de la respuesta en frecuencia.IH,,.n(eiw)I. 
dada, Ja pendiente de Ja fase de la respuesta en frecuencia para cualquier w será de 
magnitud la mínima posible. Debido a que el negativo de la derivada de Ja fase 
respecto a Ja frecuencia angular es igual al retardo de grupo. se tiene que el retar
do de grupo de un filtro de fase mínima, para una amplitud de la respuesta en 
frecuencia,1Hpm(e3w)I, específica, será el menor posible. Como una consecuencia de 
ésto. se tiene que la respuesta al impulso de un filtro de fase mínima es retrazada lo 
menos posible con respecto al instante en que el impulso fué aplicado a la entrada 
del filtro [15]. 

Si alguno de los ceros de Ja función de transferencia del filtro está ubicado fuera del 
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círculo 
unitario 

,/ 

/m{:) 

j 

( " \ 
----l-+\-----,.0~---<>~---,)--,1,.----- Re{:) 

\ ._,, 

-j 

· Figura C.2: Patrón de polos y ceros de.un filtro_ de/ase mínima 

círculo unitario, entonces el filtro será de fase no .m.ínim.a. Si todos Jos ceros de la 
función de transferencia están' áfuera 'él el círculo unitario, entonces el filtro será de 
fase m.á:z:im.a, 

CualqÚier filtro de fase n~. mínima se ·~mede· f~cforizar en dos componentes, la com
ponente paso-todo y 18 componente de fa.Se:mínima, y su función de transferencia 
H,.mµ(z) se puede expresar en' términos· de estas componentes de Ja siguiente forma: 

, . ', ._;:;"·· '· 

(C.1) 

donde se tiene que: "- --::--··--.,-·:-' , 

····_ IH~riJ",,(e{"'.)l=IHmp(eiw)I (C.2) 

pues IHaµ(z)I = 1, y 

(C.3) 

En la figuraC.3 vem~~·1acie1C:Ci;;·posición en bloques de un filtro de fase no mínima. 
y en la figura C.4 y~méís el'diiíeiráffia de polos y ceros equivalente. 

Filtro de fase rao mínima 

Filtro de 
fase mínima 

Filtro 
paso· todo 

Figura C.3: Representación de un filtro de fase no mimma como la conexión en 
cascada de un filtro paso-todo y un filtro de fase mínima 
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/m{•} 

-1 

-j 

(a) 

/m{z} /m{•} 

j 
,.D --· 

I ·· Re{•} 

-j -j 

(b) (e) 

Figura C.4: Patrón de polos y ceros de (a) filtro de fase no mínima, (b) componente 
paso-todo y (e) componente de fase mínima 
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Apéndice D 

Tipos de Modulación 

D.1. Modulación Banda Base 

En la figura D. l podemos ver una versión del sistema digital de comunicaciones 
(SDC) enfocado principalmente a las señales banda base [32). En este diagrama es 
posible apreciar que las señales que ya tienen un formato digital son enviadas direc
tamente al modulador de pulso. La información en forma de texto es enviada a un 
codificador para ser transformada en dígitos binarios1 , y la información analógica. 
en el caso más general, es muestreada, cuantificada y codificada [10),[32). 

Una vez en el modulador, la señal digital es transformada a formas de onda com
patibles con el canal de transmisión, siendo en el caso de los canales banda base 
pulsos. Después de ser transmitidos a través del canal, las formas de onda que son 
detectadas en el receptor producen una estimación de la señal original, y después se 
lleva el proceso de formato que recupera un estimado de la información transmitida. 

El muestreo consiste en producir una forma de onda discreta modulada en amplitud 
por nuestro mensaje. La señal moduladora es de banda limitada que no tiene com
ponentes frecuenciales arriba de los fm hertz. Por lo tanto, del teorema del muestreo 
se sabe que para obtener la versión discreta de nuestra señal continua debemos de 
utilizar un frecuencia de muestreo: 

J. 2'. 2Jm (D.l) 

En la modulación de pulso, las muestras son utilizadas para variar algún parámetro 
de los pulsos que serán transmitidos, pudiendo ser la amplitud, el ancho, la posición. 
etc, el parámetro a modificar. Es importante señalar que el sistema no debe de 
utilizar un ancho de banda mayor que el necesario para la transmisión de la señal 
digital. 

1 ASCII y EBCDIC son ejemplos de algunos formatos normalizados para la transformación de 
texto alfanumérico a formato digital. 
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{ 

lnforrnación 
digital 

Fuente Información 
de información textual 

Información 
analógica 

r Información 
J analógica 

de información textual 

Información 

Formato 

Mucstreador Codificador 4 
' L._-·- - - -·-·- - - -·-·-·-·- - -·---·-·-·-·-·-

Formato 
- - - - - - - - -·-·-·-·- ---·-·-·-·-·-·t 

Decodificador 

!\1odulador 
(Codificador de 
forma de onda) 

Detector de 
forma de 

onda 
Salida l Información 

digital ----------------------~ 

Figura D.1: Diagrama de un sistema digital de comunicaciones banda base 

D.1.1. Modulación de Amplitud de Pulso (PAM) 

Receptor 

En esta modulación, la amplitud de un tren de pulsos de ancho constante varían en 
proporción a los valores muestreados de la señal moduladora. En general, los pulsos 
se toman en intervalos de tiempo equidistantes tal como se muestra en la figura 
D.2 [35]. 

D.1.2. Modulación de Pulso PWM y PPM 
Otro tipo de modulación utilizado consiste en la modulación por ancho de pulso 
P'NIV1, en donde se emplean pulsos de amplitud constante pero cuyo ancho varia 
de manera proporcional al valor de la señal moduladora. Es importante señalar que 
entre cada pulso se deja un tiempo de guardia r 9 • Este tipo de modulación se utiliza 
cuando se desea controlar algún dispositivo remoto, pero presenta la desventaja de 
requerir la detección de los dos flancos del pulso y un tiempo de guardia relativa
mente largo [35). 

Otra posibilidad de modulación consiste en mantener constante el ancho y amplitud 
del pulso y modificar su posición en proporción a las señal de información. A este 
tipo de modulación se le llama modulación por posición de pulso PP:tvl. En la figura 
D.3 se muestran las señales PWM y PPM para una función f(t) dada. Estos tipos 
de modulaciones son no lineales, razón por la cual no son tan fáciles de analizar. 
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P .. 
/------- . t 

Figura D.2: Modulación de amplitud de pulso 

Figura D.3: Modulación P\VM y PPl'vl . 
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D.1.3. Modulación por Codificación de Pulsos (PCM) 

Los tipos de modulación de pulso descritos anteriormente utilizaban las muestras 
discretas en el tiempo de señales analógicas, esto es, Ja transmisión estaba compues
ta de información analógica enviada en tiempos discretos [35]. La modulación por 
codificación de pulso, PC!-.1, es el nombre dado a un tipo de señal banda base obte
nida de cuantizar señales PAM codificando cada muestra cuantizada en una palabra 
digital. La información de la fuente es muestreada y cuantizada dentro de alguno 
de los L niveles; entonces cada muestra cuantizada es codificada en alguna palabra 
del código del - bit(l = log2 L). Para la transmisión en banda base, estos bits de la 
palabra código deben de transformarse en formas de onda para ser transmitidas [32]. 

A[-Jjlitud 
Nivel de Secuencia 

cuantización PCl\I 

3.5 ············ . ;_:;.:..: 7 111 
3.0 6 110 
2.5 5 101 
2.0 4 100 
1.5 3 011 
1.0 2 010 
0.5 1 001 
o.o o ººº (a) 

Nivel de Secuencin 
Am-Jjlitud cutintizaclón PCl\I [ l 

3.5 7 111 

3.0 
¡; 101 
4 100 

2.5 3 011 
2.0 
1.5 2 010 

1.0 001 
0.5 
o.o o ººº 

{b) 

Figura D.4: PCM con cuantización: (a) Lineal (b) No lineal 

Supongase que se tiene una señal como la de la figura D.4. En cada tiempo de muestra 
debe decidirse cual de los ocho niveles es la mejor aproximación a Ja señal. Este 
proceso introduce una distorsión a la señal conocida como ruido de cuantización. 
Entre má.s niveles de cuantificación se tengan menor será este ruido, sin embargo se 
requerirá un mayor ancho de banda pues el tamaño de la palabra aumenta. En la 
figura D.4(a) se tiene una cuantización lineal. es decir, los niveles estan separados 
a una misma distancia, mientras que en Ja figura D.4(b) se tiene una cuantización 
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no lineal, es decir, la distancia entre los niveles es no uniforme. Este último tipo 
de cuantización se utiliza en Jos sistemas en los que existen diversas señales, fuertes 
y una débiles, de tal forma que se mejora la SNR para la señal débil que es más 
probable a cambio de disminuir la SNR en la señal fuerte menos probable [35),[32). 

D.2. Modulación Paso Banda 

Las señales banda base no son apropiadas para transmitirse en todos los canales de 
transmisión, ya que existen canales de comunicación, tales como los telefónicos, los 
de radio y los satelitales, en los que sólo pasan señales cuyo espectro está dendro de 
la banda pasante del canal, la cual se sitúa lejos de la frecuencia cero (de). Este tipo 
de canales son llamados paso banda. En tal situación, la información digital puede 
ser transmitida usando una portadora sinusoidal modulada por la secuencia de infor
mación a transmitir, ya sea en amplitud, fase, frecuencia o bien una combinación de 
amplitud y fase [28). El efecto de multiplicar la señal de información banda base por 
una o más ondas sinusoidales, es el de desplazar el contenido frecuencial de la señal 
transmitida a una frecuencia apropiada dentro de la banda pasante del canal. De 
esta forma Ja información es transmitida mediante la modulación de una portadora. 

En el sistema de modulación digital mostrado en Ja figura D.5, la entrada sm(t) es 
una secuencia de señales de banda limitada, cada una de las cuales, en el caso más 
general (caso M-ario), representa un símbolo que corresponde a una secuencia de 
k = log2M bits. 

o 1 1 o 
rl r--, ·Portadora 

_J LJ L-1 Modulador modulada 
• Digital >------......~ 

Sm(t) ..._ _____ __, U,,,(t) 

Figura D.5: Modulación digital. 

D.2.1. Modulación por Cambio en la Amplitud (ASK) 
Para transmitir las señales digitales a través del canal paso banda, por medio de la 
modulaci6n en amplitud, las señales en banda base sm(t), m = 1, 2, .... A1, son mul
tiplicadas por una portadora sinusoidal de forma cos27T f 0 t, donde fe es la frecuencia 
de portadora que corresponde a la frecuencia central de la banda de paso del canal 
(ver figura D.6) [31),[34). 
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fe -W W ··~ -fe 

Señal banda ha.se ~.-S_e_Íi_a_l_p_Íls_o_b_an_d_ii 

s,,;(t) . . · J .. ··.•· s,,;(t)cos27r/et , . 

-Je 

Portadora 
cos27rfet. 

·1 1 }"{ ~s.271" Jet} 1 

·.·• t . l - . . 
Figura D.6: Modulación eri lá amplitud de una señal sinusoidal. 

. . . 

De esta manera, liu;; señales transmiÜdas pueden ser expresadas como: 

Úm(t) = sm(t)cos21ífet, m = r,2, ... ,/1.1. (D.2) 

Por lo tanto, si la entrada al mo.dulador digital fuera lá secuencia binaria de pul
sos cuadrados· sm(t) mostráda eri la figlira D.5, la salida del sistema Um(t) sería la 
mostrada en la figura D.7: . . 

o 1 o 1 1 o 

Figura D.7: Modulación ASK Binaria. 

D.2.2. Modulación por Cambio en la Fase (PSK) 
En la modulación por cambio en la fase la transmisión de la información digital se 
lleva a cabo por medio del cambio en la fase de una onda portadora. Debido a que el 
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intervalo de valores que puede tomar Ja fase de Ja onda portadora está en O ~ () < 2rr. 
el intervalo de fases usado para transmitir información digital, vía modulación digital 
en la fase, es Bm = 2rrm/M, m =O, l, ... ,M - 1 (28],[34]. Así para el caso binario 
(M=2), las dos fases de la portadora son () = O y 01 = rr radianes, por lo que para 
una secuencia binaria de entrada, como Ja que se muestra en la figura D.5, la salida 
del modulador digital (en fase) sería la mostrada en la figura D.8. 

o 1 o o 

Figura D.8: Modulación PSK Binaria. 

La representación general (caso .M-ario) de Ja forma de onda reasultante Urn(t) es: 

2rrm 
um(t) = ST. (t)cos(2rr Jet+ -¡;;¡-), m =O, 1, ... , AJ - l. (D.3) 

donde ST.(t), para el caso ideal, tiene Ja forma de un pulso rectangular de duración 
T. (duración del símbolo). 

D.2.3. Modulación por Cambio en la Frecuencia (FSK) 

La modulaci6n por cambio en la frecuencia más simple es la binaria, es decir, existen 
sólo dos frecuencias f¡ y h para representar los dos estados posibles de Ja información 
[31]. Por ejemplo, para Ja secuencia binaria de entrada mostrada en Ja figura D.5, Ja 
modulación· FSK es Ja mostrada en Ja figura D.9: 

o 1 o 1 1 o 

Figura D.9: Modulación FSK Binaria. 

En su forma más general, Ja modulación FSK .NI-aria puede ser usada para transmitir 
un bloque de k = log2M bits por forma de onda. En este caso, las A1 formas de 
onda pueden ser expresadas como: 
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Um(t) = {2E;cos(27rfct+27rmt:l.ft), VT. m = 0, 1, ... , AJ- l. O :5 t :5 T. (D.4) 

donde E, = kEb es la energía por símbolo, T, = kT& es la duración del símbolo -;.· 6.f 
es la separación entre las distintas frecuencias que componen el sistema. Se puede 
demostrar, por medio del coeficiente de autocorrelación de la señal de salida u(t) 
que la mínima separación L:l./, entre las señales que representan los símbolos, debe 
ser 1/2T., para asegurar la ortogonalidad de dichas señales (28). 

D.2.4. Modulación en Amplitud y Fase (QAM) 
En los sistemas de modulación digital binarios, sólo una de las dos posibles señales 
puede ser enviada a la vez. Lo que significa que se tiene una eficiencia del ancho de 
banda teórico de lbps/Hz. En muchas aplicaciones, los sistemas de transmisión son 
más efectivos si dentro de un ancho de banda dado, más bits por segundo pueden 
ser transmitidos. Ésto lleva a considerar sistemas de modulación M-arios, en los que 
una de las M posibles señales puede transportar k = log2 M bits (34). 

Una de las formas para aumentar la eficiencia espectral es usando la modulación en 
amplitud y fase, en la cual dos señales moduladas se combinan en cuadratura de fase. 
El diagrama mostrado en la figura D.10 muestra como lograr dicha modulación. 

R, 

Datos 
binarios Convertidor 
R&----i serie-paralelo 

Figura D.10: Modulador QAM. 

En el sistema QAM mostrado (figura D.10), el convertidor serie-paralelo subdivide 
la secuencia de datos binarios, que llegan a una tasa de Rb = 1/Tb bps, en bloques 
de k-bits para después mapearlos en dos niveles de amplitud Um y Qm) en paralelo 
a una tasa R.= 1/T, sps, donde T.= kT&. Seguido de la conveisión serie-paralelo, 
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se emplean filtros paso bajas con el fin de limitar el ancho <le banda, además de 
proveer Ja forma espectral deseada a las señales lm y Qm, las cuales modulan a una 
portadora en fase y a una en cuadratura, respectivamente. Por último las señales 
moduladas se suman para formar Ja señal QAl\l [28],[34]. 

De esta menera, Ja forma de onda transmitida es: 

m= 1,2, ... ,,\I (D.5) 

Notese que por medio de Jos niveles {J,,.} y {Q,,.} y Ja respuesta al impulso del 
filtro paso bajas h 1p(t) podemos ponderar las portadoras con el fin de obtener una 
señal que nos represente cualquier punto (símbolo) en una constelación, por ejemplo, 
16-QAM que se muestra en Ja figura D.11: 

sen27rfct 

• • • ~ , 
-~ um(t) 

• • .. • 

• • • • cos27rfcl· 

• • • • 

Figura D.11: Constelación para una modulación 16-QAM. 
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Apéndice E 

Coseno Elevado 

Un sistema (filtro transmisor, canal, filtro receptor) que ha sido ampliamente utili
zado es aquel que posee un espectro con la forma del coseno elevado, el cual está de
finido por la relación E.1 y cuya respuesta temporal y frecuencial se muestran en la 
figura E.1. 

{ 

T o SI f 1::;; 1
:;.; 

Xc.(f) = t {1 +cos ("J" (1f1-~)]} 1
2-:/! SI J IS 1;! 

o l!l>W 
(E.1) 

donde f3 es conocido como el factor de roll-off y toma valores en el intervalo o s 
f3 S l. El .ancho de bada ocupado por la séñal más allá de la frecuencia de Nyquist 
1/2T es llamad~ exceso de ancho de banda W=~ . 
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Xce(t) 

(b) 

Figura E.1: Pulsos (a) que tienen espectro de coseno elevado (b). 

122 



Glosario 

ARK Algoritmo rápido de Kalman. 

ARMC Algoritmo recursivo de los mínimos cuadrados. 

ASK Modulación por cambio en la amplitud, del inglés "Amplitude Shift Keying". 

AWGN Ruido blanco aditivo Gaussiano, del inglés "Additive White Gaussian Noi-
se". 

DFE Igualador de decisión retroalimentada, del inglés "Decision Feedback Equali
ser". 

FIR Respuesta impulsional finita, del inglés "Finite Impulse Response". 

FSE Igualador fraccionalmente espaciado, del ingés "Fractionally Spaced Equali
ser" 

FSK Modulación por Cambio en la Frecuencia, del inglés "Frequency Shift Ke
ying". 

IIR Respuesta impulsional infinita, del inglés "Infinite Impulse Response". 

181 Interferencia entre símbolos, del inglés Intersymbol Interference. 

LMSF LMS con Factor de F\J.ga. 

LMSG LMS con Promedio en el Gradiente. 

LMSSD LMS signum-data. 

LMSSE LMS signum-error. 

LMSSS LMS signum-signum. 

LMS Algoritmo del gradiente estocástico, en inglés "Least Mean Square". 

MC Mínimos cuadrados. 

MSE Error cuadrático promedio, del inglés "Mean Square Error". 
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PAM Modulación de amplitud de pulso, del inglés .. Pulse Amplitude Modulation". 
. . ·- - -

PCM Modulación por codificación -de pulso, del inglés ''Pulse éode Modulation". 

PPM Modulación por posÍCión de pulso, del i~glés <IPuise Pclsiti~n ~16dul~~ion". 
- --- -- -_ -·--'~~-';.;_ -,'·:~ ~~,-':-··-o~-~ ·--· ~ .. ""--: ,-~·. ~ · ~ --'-:_~ . '"O"""~-~ e;··-·-.--·~"'-_-.:-:-~ o:.;_.~·--'.:'..·:--~~--:: -~----'- ~:'--<:·e __ -·;-: :' __ ~-. · , __ 

PSK Modulación por cll.Illbi¿~~~ l~F~e; del_i~~1ci~ '~Ph~~Shi~:i<:;¡~~;.,_ -

PWM Modulación por a.Delio d~ plllso, del idgié~ •,;F'll1se Width M.~<lll1~t.io~". -
·.:-'¡:) ~,'" :.¡c,-

QAM Modulación en ÁmplitÍíd YF~e; eri inglés "Quadrature Amplitud~ Modula-
tion". - - --,,:;_:" - -· --,-:-- .. ---- -- -.. -- · · - - - -

WSS Estacionaria en sen~ido iÜil¡,1;(), del inglés "Wide Sense Stationary". 

ZF "Del inglés zero-forcing" 
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