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Resumen

Se investiga la estabilidad de dos fluidos inviscisidos inmiscibles que giran
inicialmente como cuerpo rigido entre dos cilindros concéntricos sin gravedad.
Se plantean las ecuaciones de Euler en el sistema en rotacion y se establecen
las condiciones en la frontera. A partir de estas expresiones se obticnen las
ccuaciones para las perturbaciones, las cuales son linealizadas y expresadas en
modos normales junto con las condiciones de frontera.

Inicialmente se investiga la estabilidad de una capa de liquido con superficic
libre que cubre a un cilindro en rotacion. En este caso se obtiene una condicién
suficiente de la estabilidad para las perturbaciones azimutales planares (con
numero dc onda axial cero y azimutal distinto de cero) y ademas una solucién
analitica para las razones de crecimiento de sus modos azimutales planares
mayores a dos. En el caso de las perturbaciones axisimétricas y espirales
(numcro de onda axial distinto d¢ cero) se calculan numéricamente los valores
propios (las razones de crecimicento, numeros de onda y las frecuencias de
oscilacién) a partir de las soluciones analiticas. Después de comparar todos los
modos, se scleccionan las perturbaciones con ¢l maiximo crecimiento respecto
al parametro adimensional L, = y/p,Q? a* (donde v es el coeficiente de tensién
superficial, p, es la densidad del liquido, © es la velocidad angular y a es el
radio de la entrecara). Se encontré que la presencia del cilindro interno en el
sistema hace posible la aparicion del modo uno planar, como el de mixima
inestabilidad para ciertos valores de su radio. En otros casos permite la
aparicién de los modos azimutales espirales como los de maximo crecimicnto.
Ademas, se encuentra que existe un valor de x; (el cociente del radio de la
entrecara entre el radio del cilindro interno) en la cual la curva de la razén de
maximo crecimiento obtiene su magnitud mas grande para un L, dado.

A continuacién sc investigé la cstabilidad del sistema de dos fluidos
superpuestos en rotacién entre dos cilindros concéntricos. Para este caso
tambien se obticne una condicién analitica suficiente para la estabilidad que
muestra entre otras cosas que para los modos axisimétricos el crecimiento en el
ticmpo es monétono . A partir de las soluciones analiticas, se calculan
numéricamente las maximas razones de crecimiento y su correspondiente
nimero de onda para el modo axisimétrico. Se encuentra que ¢éste modo sc
desestabiliza para distintas magnitudes de x; y del cociente de densidades.
Para este caso se encontrd que K tiene una influencia importante en el
decremento del méximo de la razén de crecimiento. Ademas, el anilisis
demostré que cl crecimiento de w; tiene un efecto clave en la localizaciéon de
los puntos de transicién de inestabilidad capilar a inestabilidad centrifuga.
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1 Introduccion

La estabilidad de una columna de liquido inviscido, sin rotacién fue estudiada
por Rayleigh (1878)[1] quien mostré que las perturbaciones axisimétricas de lon-
gitudes de onda mas grandes que la circunferencia de la columna hacen decrecer
cl drca superficial y por tanto aumentan la energfa superficial que permite el
crecimiento de la perturbacién. Rayleigh (1892)[2] también consideré6 el efecto
viscoso para cl mismo problema y encontré que para viscosidades grandes el
rango de estabilidad permanecce inalterado. Para el caso de perturbaciones que
estin en planos perpendiculares al gje de la columna, encontré que la columna
es estable para esas perturbaciones.

En cuanto a resultados de columnas en rotacién, los primeros resultados
también se debicron a Rayleigh (1916) [3]. El investigs la estabilidad de dos flui-
dos inviscidos inmiscibles entre dos cilindros concéntricos en rotacién de cuerpo
rigido y obtuvo una condicién necesaria y suficiente para la estabilidad ante
perturbaciones axisimeétricas y concluys: el fluido sera inestable si el valor del
cuadrado de la circulacién decrece con el radio en cualquier punto”.

El problema con los efectos combinados de la tensién superficial y la rotacién
para una columna de fluido lo encontramos en el trabajo de Hocking y Michael
[4]. Ellos estudinron la estabilidad de una columna en rotacién de cuerpo rfgido
¥ en rotacién no uniforme. Identificaron las fuentes de inestabilidad en estos
sistemas y determinaron solo la primera inestabilidad en el caso de rotacién
de cuerpo rigido. Sus resultados muestran que, en caso de tener una tensién
superficial pequenia, el movimiento es inestable ante perturbaciones azimutales
planares (con miimero de onda cero), pero si la tensién superficial se encuentra
por encima de cierto valor critico todas las perturbaciones se estabilizan. En
el caso de rotacién no uniforme la tensién superficial no alcanza a estabilizar
ia perturbacion en la entrecara de los fluidos por tener distinta velocidad an-
gular. En el mismo aiio en que Hocking y Michael obticnen sus resultados,
Yilh [5] estudia experimentalmente los anillos que se forman en una capa de
fluido que cubre a un cilindro circular horizontal en rotacién. Hasta ese mo-
mento se suponia que la tensién superficial, y presumiblemente la viscosidad,
estabilizaban al sistema, pero Yih muestra que la inestabilidad ocurre a grandes
rulores de la tension superficial y a mimeros de Reynolds pequeiios (basados en
la velocidad angular). Ademads, muestra que el ndmero de onda critico depende
principalmente de la tensién superficial. El andlisis lo hace para nimeros de
Reynolds pequenos y grandes, con diferentes espesores de la capa, varios radios
del cilindro y distintos valores de tensién superficial. Compara sus resultados
con experimentos realizados con glicerina, agua y glicerina y agua obteniendo
resultados analfticos satisfactorios.

En un trabajo posterior Hocking [G] investigé la estabilidad de una columna
de liquide en rotacién de cuerpo rfgido ante perturbaciones axisimétricas y a-
zimutales planares. Encontré que la rotacién desestabiliza de tal modo que
las perturbaciones axisimétricas de la columna son inestables si la longitud de
onda de la perturbacién excede la circunferencia de la columna, como lo hizo
Rayleigh. Paralongitudes de onda mits pequeiias la tensién superficial deber4d ser
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suficientemente grande para vencer a fd tuerza centrituga y as) poder estaoiiizar.

Resultados méds amplios fueron obtenidos por Pedley [7], al investigar la
estabilidad de pequenas perturbaciones de una columna de fluido inviscido
en rotacién cuya velocidad en coordenadas cilindricas (,0, 2) es de la forma
(0, V(#),0) y con una condicién de frontera de superficie libre con tensién su-
perficial y la del otro fluido en infinito o en un cilindro rigido. Pedley encontré
una condicién necesaria y suficiente para la estabilidad de las perturbaciones
axisimétricas y azimutales que generalizan las de Hocking para velocidades que
dependen directa ¢ inversamente con respecto al radio. Muestra que los modos
azimutales son los mids inestables si la rotacién es suficientemente grande.

El problema inviscido y viscoso fué también investigado por Boudourides y
Davis [8]. Para el caso inviscido dan una condicién necesaria y suficiente para
Ia estalbdilidad tomando en cuenta efectos combinados de capilaridad, Rayleigh-
Taylor y mecanismos centrffugos. En el caso viscoso solo dan una condicién
suficiente para la estabilidad. Joseph, et al. [9] investigaron la estabilidad
de dos liquidos inmiscibles con diferentes viscosidades y densidades contenidos
entre dos cilindros concéntricos rotando a la misma velocidad angular. En su
estudio ignoran la gravedad y toman en cuenta la tensién superficial. Ademas,

1san el método de la energin para determinar la estabilidad y muestran bajo
quaé criterios el radio de la entrecara se mantiene estable.

Un antecedente importante de nuestro trabajo es la investigacién realizada
por Weidman (1994) [10] sobre la estabilidad de dos fluidos inmiscibles en
rotacién de cuerpo rigido. El investigd perturbaciones en presencia de ten-
sion superficial y 1a estabilidad de Rayleigh-Taylor debida a la fuerza centrifuga
en ausencia de gravedad. Encontré criterios de estabilidad para perturbaciones
axisimeétricns, azimutales planares y espirales para fluidos invicidos y solo para
las axisimétricas de fluidos viscosos.

En su artfculo Weidiman, et al. (1997) [11] realizaron una investigacién que
se¢ ha tomado como punto de partida para el presente trabajo. Ellos investi-
garon la estabilidad de una columna de dos fluideos inviscidos inmiscibles dentro
de un cilindro en rotacién de cuerpo rigido en ausencia de gravedad. Obtuvieron
una condicién necesaria y suficiente para la estabilidad que incluye modos axi-
simdtricos y azimutales. Por otro lado, calculan numeéricamente las razones de
nuiximo crecimiento en funcién de los pardmetros del problema. Investigaron el
caso de una sola columna de fluido con superficie libre y el de dos fluidos super-
puestos. La primera investigacidn ces ¢l caso extremo de una situacién inestable
en que solo hay fluido interior. En este caso encontraron que las perturbaciones
con maximo crecimiento son axisimétricas o acimutales planares (con mimero de
onda cero) dependiendo de la tensién superficial y de la rapidez de rotacién. En
el segundo caso consideraron una estratificacién estable y encontraron que éste
solo se desestabiliza con perturbaciones axisimétricas. Tambien investigaron el
caso extremo en que solo hay fluido exterior.

Elinterés por entender la aparicién de modos azimutales como los mas inesta-
bles se ha reflejado en distintas publicaciones recientes. Por ejemplo, Davalos-
Orozco y Ruiz-Chavarrfa (1993)[12] investigaron la estabilidad lineal de una capa
de fluido descendiendo por dentro o fuera de un cilindro en rotacién. Hicieron
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dos aproximaciones, a mimero de onda pequeno y a nimero de Reynolds pe-
quefio. Obtuvieron como resultado gencral que para el flujo fuera del cilindro y
cierta magnitud de la fuerza centrifuga y del mimero de onda el modo dominante
de la inestabilidad puede pasar del cero (modo axisimétrico) al uno. En el caso
de flujo por dentro, e! modo cero es el mas inestable. Posteriormente, Ruiz-
Chavarrfa y Ddvalos-Orozco (1996) [13] investigaron analiticamente con detalle
los efectos de la fuerza de Coriolis en la estabilidad. Se calcularon razones de
crecimicnto para los modos azimutales 3=1 para flujo dentro y fuera del cilindro.
Para rotaciones lentas encontraron que bajo ciertas circustancias el modo —1
pucde ser el mas inestable. Por otro lado, Ruiz-Chavarrfa y Davalos-Orozco
(1997) [14] realizaron un andlisis numeérico de las ecuaciones de movimiento
lineales completas para un rango amplio de los parametros.

Mas adelante, DAvalos-Orozco y You (2000) [15] investigaron la inestabilidad
termocapilar tridimensional de una capa de fluido que cubre un cilindro vertical
por fuera y por dentro, tanto en ausencia como en presencia de gravedad. En
¢l caso puramente termocapilar (en ausencia de gravedad y por tanto sin flujo
vertical) se encontré que no es necesaria la rotacién del cilindro para excitar los
grandes modos azimutales, aiin en el interior del cilindro. Sin embargo, en el
interior del cilindro el modo cero es el mdds inestable. Cuando la accién de la
gravedad estd presente el flujo de lfquido influye para que, en comparacién al
caso anterior, se encuentren modos acimutales mayores tanto por dentro como
por fuera. Pero de nuevo, en el interior el modo cero es el miis inestable.

En la presente tesis se investiga la estabilidad de dos fluidos inviscidos
inmiscibles contenidos entre dos cilindros concentricos en rotacién. Aquf el
efecto del cilindro interior es el objetivo de la investigacion que aquf se presenta.
Como sc¢ verd, la introducién de esa nueva frontera traerd como consecuencia
novedosos ¢ interesantes resultados. Un caso particular incluye al de una capa
de fluido que cubre a un cilindro sélido en rotacién.

El trabajo empiecza con la formulacién del problema y la presentacién de
In ecuacioues que satisfacen las perturbaciones lineales. En el capftulo tres se
presenta un resumen de los criterios de estabilidad y fé6rmulas analfticas para las
razomnes de crecimiento de las perturbaciones axisimétricas y acimutales planares.
En el capitulo cuatro se describen los algoritmos y métodos numeéricos utilizados
para la solucién de las ecuaciones de valor propio. Por otro lado, se presentan
resultados de ciilculos numeéricos y analiticos para el caso de una columna con
superficie libre y nticleo sélido. Los resultados del problema de dos fluidos entre
dos cilindros en rotacién se dan en el capitulo cinco. La discusién y conclusiones
se exponen en el capftulo seis. Finalmente, se dan dos apéndices para completar

Ia teoria.
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2 Formulacién del problema

El sistema cuya estabilidad se investiga consiste de dos fluidos inviscidos
inmiscibles que giran inicialinente como cuerpo rigido entre dos cilindros con-
céntricos y de longitud infinita. Esta configuracién se muestra en la Fig. 1 donde
las coordenadas cilindricas son (r, 8, z). Ahf se observa que el radio del cilindro
interno es r = ¢, que la entrecara de los dos fluidos estd en 7 = a y que la pared
del cilindro exterior se encuentra en r = b. Los fluidos tienen densidades p;
constantes, donde suponemos que i = 1 y 2 para el fluido interior y el exterior,
respectivamente. Los vectores unitarios en la direccién de los ejes coordenados
son e,., ep, e-. Asf, cl vector velocidad angular del sistema se puede representar
como §I = Qe., siendo 2 la magnitud de la rapidez de rotacién. El coeficiente
de tensién superficial entre los dos fluidos se denota por “y.

pared del clindro

ciindro interior

Figura 1. Dos eapas de finidos entre dos cilindros concentricos en rotacién. Se muestran los
raclios del cilindro interior 7 = ¢, de ln entreearn 7 = @ y del cilindro exterior 7 = b,

El comportamiento de los fluidos se describe por medio de las ecuaciones.de
Euler correspondientes a un sistema de referencia en rotacién y en ausencxa de
gravedad . P

Du.

L gamia
Dt (Q;T) 3 R 1

+ 20 x @; = -—--le,- + v
Pi :

junto con la ecuacién de continuidad para fluidos incompresibles

V.-@=0 ' (2)

Aqui, t es el tiempo, 7 es el vector de posicién con 7 su magnitud, y #@; =
(ui, v;, w;) son los vectores de velocidad y sus componentes correspondientes
a las direcciones de los vectores unitarios. Las variables se adimensionalizan
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escalando el tiempo con Q7! las longitudes con el radio donde se localiza la
entrecara a, las velocidades con a2 y la presién con p;922a2. De este modo, las
Ecs. (1) en coordenadas cilfndricas y en su forma adimensional estdn dadas por

g v? 1 & Az 1 s
B T Vw2 —2ui= —as s [”'—_.T,f, ™
- L ay o 1a1dpet

Bt +('u..: V)-v‘_T —2"'1 — /\2 <y ag : . .(4)

aw. SECTIRE 'ap

B (“' Rtk 2
1 19w, dw; .~
;—— (rug) + =. T -+ P =0 (6)
donde A = p, /ps es la razén de las densidades y
V = 2-3 + = L9 o5 + 75— o
= ot 8% T 52¢
En estas condiciones, la entrecara se encuentra en » = 1, la pared del cilindro
exterior en » = k = b/a y la pared del cilindro interior en &; = ¢/a donde

(~y; < 1 < k). Asli, la posicién de la perturbacién de la entrecara se localiza en
r=1+47(6,=zt) y cl vector normal a la entrecara estd dado por:

—1/2
S 18n on 1 (o7 an\?2
it = (c,.+ p a9130+ azeg) [1+ ¥ + oz
Las condiciones de frontera son respectivamente
P1 = po en r = K1 7
u; =0 o en = r; (8)
uUp =0 enr=sx 9)

Donde pg es una presién_de referencia y en la entrecara es necesario que la
deformacién cumpla con la continuidad en las velocidades

] on , vidn =
= 6t+r66+w'6)—0 enr=itm o
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La discontinuidad en la presién se debe a la tensién superficial y estd dada
por la ecuacién de Young y Laplace

P2 —p1 =LV -7 en r=1+7 ! (11)

En el estado hidrostdtico el sistema completo rota como cuerpo rigido y en
el dominio de cada fluido tenemos, respectivamente, que

1 S
Po1r = po + '2‘/\(7'2 — k%) KM <r<l (12)

poz=po+art+ 2zl _lyez2_ 1, 1<r<x (13)
2 2 2
Aquf, se define a L; = 7/p;Q2a® como la razén de la fuerza de tensién
superficial entre la fuerza centrifuga del fluido 7 = 1 o 2 evaluada en la entrecara.
Ahora, para linealizar las ecuaciones, consideramos perturbaciones muy pe-
queiias i}, p;, 7', del vector velocidad, de la presién y de la entrecara, respecti-
vamente. Entonces, el estado hidrostdtico del sistema se perturba como sigue

[ (0] ‘I.T;
(pi)=(m)+(?2) - (14)
r 1 7 k :

Esto se sustituye en las ecuaciones de movimiento (3) a (6). Después dé sustraer
la parte correspondiente a la solucién hidrostitica, se linealizan las ecuacnones
para dar lugar a las ecuaciones de las perturbaciones en cada reglon -

Gimimmg=g 0
%*2“ =‘%§%’3 T eh (16)
For e + laa_e"' 2o @)

Las condiciones de frontera linealizadas para las perturbaciones son

uy =0 en r =K, (19)
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uy =0 enr=~x (20)

donde la condicién. cinemsiitica es:

U= ——=0 en r=1 (21)

¥ la ccuacién de Young-Laplace queda:

2., 2.,
p‘2—-p‘,=—(1—-,\)1I'+L2(1;'+?)92+aaz7;) enr =1 (22)
En adelante, se supondrdn perturbaciones en modos normales de la forma
(a3, 03 Wi, o ) = (Ui (1), Vi (1), Wi (), P (), A) etks+no+ae ‘siendo U; (),
Vi (#), Wi (), Pi(7) ¥y A las amplitudes de las tres componentes de la velocidad,
de la presién y de la perturbacién de la entrecara, respectivamente. Ademids,
A es el mimero de onda axial, n es el mimero azimutal y s = o + iw es un
mimero complejo cuya parte real es la razén de crecimiento de la perturbacién
¥y cuya parte imaginaria es la frecuencia de oscilacién de la perturbacién. Asf,
los modos normales se sustituyen en las Ecs. (15) a (18). Las ecuaciones que
satisfacen lnas amplitudes son

sUs — 2V, = —-,\Tl_—‘.DPi (23)
in
sVit Ui = —mmy B (24)
ik :
sWy = :\—2_—11’1 : . (25)
;I:D (rUs) + Z2V; + ik W, = (26)
Jjunto con las condiciones de frontera :
U, =0 en .= 27)
Uz =0 en r=k (28)
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Uy =Uz = sA en r=1 (29)

P — P =—-TA cnr =1 (30)

siendo D = d/dr un operador y

—(1=A)=La(l—n?—k2) ' ©(31)

3 Resultados preliminares

A continuacién se muestran algunos resultados analfticos preliminares para en-
tender la estabilidad del sistema de dos fluidos en rotacién. :Un criterio. de
estabilidad preliminar se demuestra cn el Apéndice A donde se usa un método
stiilar al de Chandrasekhar[16]. Por este método se llega a una condlclén suﬁ—
ciente para la estabilidad por medio de la desigualdad :

(1—m2— A2 Lz < (1-2) R (32)

De esta tnnanera, cualquier inestabilidad en el flujo es posible solo cuando &< kg,
donde el mimero de onda que marca el punto lfmite de estabilidad esti dado

por

ko = /(1 —n?) — (33)

Lo

Los resultados obtenidos en el Apéndice A para nuestro sistema con el cilindro
interior coinciden con los resultados de Weidman et. al. [11] ya que en el método
empleado no es necesario utilizar explfcitamente las condiciones de frontera. La
expresion Ec. (32) serd de utilidad en la busqueda de los mimeros de onda de las
perturbaciones inestables en los cdlculos numéricos. Por ejemplo, si0 € A <1
el fluido interno es menos denso que el externo y por tanto todos los modos
azimutales planares (A = 0, n $ 0) asi como los modos espirales (|n| > 1, & # 0)
son estables (ver Apendice A). Sin embargo, los modos axisimétricos (n = 0) son
estables solo on el easo que Lz < (1 — A). En el Apéndice A se obtiene ademads
la condicion de intercambio de estabilidades para el caso inviscido axisimétrico.

Un caso particular de interés es aquel en que A~! = 0 correspondiente a
una capa de liquido con superficie libre cubriendo a un cilindro en rotacién.
Este caso, como el estudiado por Hocking y Michael [4] sin cilindro interior,
s unl sistema susceptible a perturbaciones inestable axisimétricas, acimutales y
espirades. Al generalizar el procedimiento de Hocking y Michael, se encontré que
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la capa de lfquido que cubre al cilindro es estable para perturbaciones acimutales
planares (A& = 0) si el modo n satisface

L1>;ZLT;:C—13 (n22) S (34)

siendo Ly = v/p;2a® y C = -}:—:;:— Asf, la columna es estable si para todos los

modos acimutales planares se cumple la Ec. (34) y cuando ésto no se satisface
el flujo es inestable con una razén de crecimiento (ver Apéndice B) del modo

(r = 1) correspondiente dada por

n=VCln—1DN<=Lin(n+1)]+1-C} (n=1) (35)

Esta tiltima expresién se reduce al caso de Hocking y Michael [4] si hacemos
xy — 0, es decir, si C = 1. Nétese que Hocking y Michael solo aceptan como
fisicamente posibles en al Ec. (35) a los modos n = 2 debido a que el modo
71 = 1 corresponde a un simple desplazamiento de la columna infinita de fluido
(no sucede nada realmente). Por esa razén g, = 0 si n = 1 cuando k&1 — 0 y
& = 0. Sin embargo, en nuestro caso el modo n = 1 si es fisicamente posible por
que se tiene como referencia el cilindro interior y por tanto lo que haria la capa
de fluido en este modo es aparecer como un cilindro excéntrico con respecto al
cilndro interior. Miss atin, si se sustituye 2 = 1 en la Ec. (35) se obtendra para
cl #; dado el valor constante obtenido numéricamente y mostrado mds adelante
en las Figs, 5 » 7.

Ahora, solo queda por determinar para qué perturbaciéon se tiene la mayor
razon de crecimiento, aquella que corresponda serd la que prevalezea ya que
dominard sobre las otras perturbaciones. Pedley [7] et al. y, mas recientemente,
Weidman et al. {11] resuelven el problema para el caso en ausencia de cilindro
interior. Ellos concluyen que los modos azimutales planares (£ = 0) son los
que dominan sobre los modos donde el m#éximo crecimiento se encuentra a un
mimero de onda finito, & % 0. Sin embargo, ¢l papel de los modos espirales
todavia queda como una pregunta abierta para la columna de fluido rotando
con un cilindro interior. Esto se discutird mds adelante.

4 Capa de fluido que cubre un cilindro en
rotacion

Antes de entrar en materia se dan algunas explicaciones sobre el procedimiento
numérico utilizado para obtener los valores propios de n, &, y s de la per-
turbacién. Los cidlculos necesarios para determinar la estabilidad del sistema,
como es ¢l caso de la evaluacién de las funciones propias (funciones modifi-
cadas de Bessel), utilizan las librerias DCBIS, DCBKS del IMSL en lenguaje
FORTRAN. En muchos de los cidlculos es necesario determinar las rafces y los
madximos de funciones implfcitas. La determinacidn de raices se hizo utilizando
el métoda de Newton-Rapshon y en otros casos, alternativamente el método de
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Miiller. Para la determinacién de los mdaximos se escribieron algoritmos adecua-
dos. En general, los valores propios se obtuvieron a partir de una ecuacién im-
plicita analitica deducida directamente de las ecuaciones diferenciales parciales
de movimiento reducidas a ordinarias por medio de modos normales, como se
explicé en las secciones anteriores.

El problema fisico a discutir en esta seccién es el de una capa de fluido
que cubre a un cilindro en rotacién. Suponemos que el iinico efecto que la
capa siente del fluido exterior es la presién, que puede ser considerada como la
presién atmosférica, ya que en este caso el cilindro exterior no tiene influencia en
la estabilidad. Asf, la densidad del fluido exterior es cero y por tanto A~! = 0.
Las ecuaciones perturbadas y las condiciones de frontera que satisface la capa
de fluido son Ia Ec. (23) y (31) con i = 1. Al eliminar las componentes de la
velocidad, se obtiene una ecuacién para la presién

2
D2p + ;1_-DP1 - [’;‘; + az] P =0 (36)

siendo a? = &2 (s? + 4) /s2. La solucién de ésta ecuacién deberd ser tal que se
satisfaga la condicién de que la velocidad radial en la superficie cilindro interior
sea cero. A partir de las ecuaciones, se tiene el resultado general

hh=-c2t (snr+32p) =0 = (37)
1~~A(~‘2+4) S 1 - 1 = en r==Ax\: [

La solucién para la presién ticne la forma
Py () = AT, (ar) + B1 K, (ar) (38)

siendo 7, (2) y K, (2) las funciones modificadas de Bessel de primer y segundo
tipo, cuyo argumento z ¢s en general complejo. Ahora, se introduce la solucién
Ec. (38) en la condicién de la entrecara Ec. (30) y en las condiciones Ecs.
(29) y (37). Por otro lado, se utiliza el hecho de que cuando A~! — 0 entonces
/A = — [1+ L; (1 — n%2 — k2)] y la presién se adimensionaliza usando p, en
lugar de p,. De todo ésto, se obtiene la siguiente ecuacién de valor propio para
s en funcién de &k, n y x;.

Il (s )+ 28 1, (ay) L.
L, () — l\',’_(or&:)-{—ﬁ,‘l ey fn (@) s2-+4 2in (39)
« = — —
Il {ar) )48 ], (art) , . 14 (1—k2—n2)L, s
In (@) — FeroTEE R orn 1n (@) (‘ e

Aqui, las primas denotan derivada respecto'al,ba‘rgume‘nto de las funciones de
Bessel. En caso de tomar el limite x£; — 0 el cilindro interior tiende a desaparecer
y se obtiene la expresién reportada por Weidman et al.” [11] para una columna

de liquido en rotacién.
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4.1 Capa de fluido cubriendo un cilindro en rotacién:
Caso axisimétrico

En el caso particular de perturbaciones axisimétricas (n = 0) se demuestra en
el Apéndice A que la frecuencia w = 0, o sea que el flujo es estacionarioy s = o
es real. Asf, se obtiene que la Ec. (39) de valor propio toma la forma

I (@) — RIS K (a) | s 44 (a0)
Io (@) — 25 K (@) 1+ (1 —k3) L,

Notese que ahora a = kvVo?2 +4/0. Para flujo estacionario se puede tomar
el limite 2 — O para entender un poco mds el comportamiento de los valores
propios. Para ésto, cs necesario cambiar a la Ec. (40) a su forma dimensional y
tomar el lfmite adecuadamente. De nuevo, en forma adimensional, el resultado
es

1§ (k) — f2s1) 1 (k)
To (k) — #EEEL Ko (k)
el cual, en el lfmite x; — 0, tambien se reduce a la expresién -obtenida por
Weidman et al. [11] que corresponde al limite reportado por Rayleigh [2].

4

o k(1 — K2 (Li—o0)  (41)

Figura 2. Curvas de @ vs k para distintos valores de Li. Para k1 = 0 y 0.5 (figura de In
izquicrda) lns curvas se nobreponen excepto cunndo Ly = 10 y 100 ( 1a lfnen punteada
corresponde a K31 == 0.5 ). Las curvas de £ = 0.9 cstin en 1a fgura de In derecha.
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Notese en la Ec. (40) que L; desaparece cuando k£ = 1 por lo que o depende
s6lamente de &, en este caso. Ejemplos de las curvas de razén de crecimiento
o vs k para tres valores de k&, y varios valores de L; se presentan en la Fig. 2.
En ella se observa quc las curvas de x; = 0.5 y 0.0 (caso de Weidman et al.)
se superponen excepto cuando Ly = 10 y 100 donde la linea punteada indica
el caso &, = 0.5. Para & = 1, las curvas correspondientes a £; = 0 y 0.5 se
intersectan cn o = 0.43323 ¥ las de k1 = 0.9 en o = 0.28721.

También se observa que las razones de crecimiento disminuyen conforme se
aumenta el pardmetro 0 < &, < 1. Esto se debe a la disminucién de masa de
fluido en la capa, que empicza a percibir una menor fuerza centrffuga conforme
el radio del cilindro interior se acerca al de la superficic libre.

El maximo de la razén de crecimiento se puede calcular derivando la Ec. (40)
con respecto a & e igualando a cero 87 /89k. Después de usar las propiedades de

las funciones de Bessel se obtiene

Lo — (r+4)(1G) + G2) — a(r1G3 + Gy) (42)
! a(l — k2) (r1Ga + Ga) — 2kGa2

donde

Gy = Io (a) Ko (ar,) — ((o‘(a) Io (_G'Cl)

(@) I’ (arcr)

Gz = I'p () K'o’(dk‘-i) =5

Ga = I'g () Ko (arr) — K'o () To (ara)

G4 = Ig (a) K'g (1) — Ko () I§ (o)

La Ec. (42) se usa para eliminar L; de la Ec. (40). De este modo se obtiene
una ecuacién trascendental que implifcitamente determina a o,, como una fun-
cién de &y, ¥ de ~£;1. Después de evaluar, los valores obtenidos se sustituyen en
la Ec. (42) para obtener el valor correspondiente de L,. De este modo, se ob-
tienen las curvas de mdximo crecimiento para el caso axisimétrico (n = 0) que se
presentan en la Fig. 3. En ella se observan las curvas de mdximo crecimiento in-
cluyendo el caso £; = 0. Una tendencia general es el decremento de los maximos
a medida que el pardmetro x; aumenta de 0.5 a 0.9.

La existencia de un mfinimo sc debe al equilibrio entre los efectos centrifugos
¥y capilares Se puede ver que en la zona donde dominan los efectos de la rotacién
(a la izquierda del mfnimo) las curvas se aproximan entre si, lo cual nos indica
que los efectos centrifugos que promueven la inestabilidad no son afectados por
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la variacién en el espesor de la capa cuando el cilindro interior crece. En cambio
en la zona donde dominan los efectos capilares ( a la derecha del mfnimo) las
curvas se separan claramente haciendose evidente que al disminuir el espesor de
la capa hay un efecto estabilizador.

£y
J

ata 0t lssraesaaetye gy

O -
0.001 0.01

det mitximo crecimiento

Figurin 3. Ray

ra el pardmetro-Log’ para distintos vnlores de Ky,

N
o
]

prpaadazgaaigge

T — Ty

0 =hr - T
0.001 - 0.01 0.1 1 10 oo

Figura 4. Nimero de onda correspondiente al miiximo crecimiento contra Ly para distintos
valores de ~x1.
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En la Fig. 4 se muestran los resultados de los mimeros de onda correspon-
dientes nl mdximo crecimiento k,,. Se encuentra que el niimero de onda tiende
a crecer moderadamente conforme se aumenta el pardametro x; de 0.5 a 0.9 en
valores intermedios de L;. Para los valores en los limites L; — 0y L; — oo
sc obtienen resultados semejantes a los de x; = 0.0. El comportamiento que se
observa en dicha gridfica se debe a que en la superficie libre los niimeros de onda
pequeiios son los que sobreviven al incrementar L; ( o sea la tensién superfi-
cial longitudinal). Si L; decrece (la rotacién aumenta o la tensién superficial
decrece) los niimeros de onda cada vez mds grandes empiezan a tener posibili-
dades de desestabilizarse. Esto se entiende observando que la tensién superficial
¥ el mimero de onda longitudinal en encuentran en producto en la condicién de
frontera del salto de presiones Ec. (30) (ver Ec. (31) cuando n = 0).

4.2 Capa de fluido cubriendo un cilindro en rotacién:
Perturbaciones espirales

En ¢l caso de perturbaciones espirales (nn = 1, & £ 0) sabemos por el Apendice A
que w 3% 0 y por tanto la Ec. (39) de valor propio se evaliia tomando s = a + iw
como compleja. Aquf se barrieron en un amplio intervalo los valores

2.0

dettan e leae et taala it agsaaes|

Figura 5. Razén de’ nu‘xuno crecimionto contra’ L1 pn.ru rc, = 0 0. 5 Competcncul entre

modos azimutales plmmre

son los mats mcstnhlw

de los pardametros L, y nl pa.rn. calcular nunxéncamente las curvas de o y w
contra &. Para el modo espiral n = 1, en el caso &y = 0.5, se encontré que la
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curva de mdximo crecimiento puede estar arriba de la correspondiente al modo
n = 0 en un intervalo de valores de L; comprendidos aproximadamente entre
0.22 < L; «< 1.46. Dentro de este intervalo se encuentra el mfnimo con respecto
a L; de los méaximos crecimientos del modo n = 0. Estos resultados marcan
una diferencia importante con respecto a los obtenidos por Weidman et al. Para
valores desde L; == 1.46 hasta L; — oo ¢l modo axisimétrico es el m4ds inestable.
Cuando L; < 0.22 de nuevo ¢l modo axisimeétrico es el mas inestable en un corto
rango de valores, para dar paso a modos azimutales planares y espirales cuando
L, se hace atin mis pequeiia.

Los resultados obtenidos para la razén de mdximo crecimiento en el caso
Ky = 0.5 se resumen en la Fig. 5. Aquif se encuentra que casi todas las curvas
calculadas se superponen al caso &) = 0 excepto cuando el modo es n = 1, ya
discutido y cuando es n = 2, el cual tiene una razén de crecimiento ligeramente
mayor. Entonces, en resumen, para x; = 0.5 el sistema es inestable solamente
para modos axisimétricos y acimutales planares. El modo de inestabilidad es
axisiinétrico para toda L; > 1.46. Por abajo de este valor encontramos que el

modo 72 = 1 cs el mds inestable hasta el valor de L; = 0.22, donde ¢l modo
axisimétrico n = 0 domina disminuyendo hasta el valor L; = 0.1053 a partir del
cual domina el modo azimutal planar n = 2, y asi sucesivamente. Para saber

si nuestros resultados eran definitivos y poder concluir que los modos espirales
con k& 7 0 no aparecen como los de mixima razén de crecimiento, fue necesario
calcular numeéricamente las grdficas de & vs & para una amplia gama de valores

de Ly, &; y n.

0.7

(=]
a
At e vl

0.5

Figura 6. Razon de crecimiento contra mi .S¢ obscerva la transicién de los

nuixitnos de nimero de onda cero animero de onda finito al variar £ de 0.8 2 0.9.
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Se obtuvieron resultados cuantitativamente muy distintos cuando se tomé
x£; = 0.9. Por e¢jemplo en la Fig. 6 para L = 0.1 se muestra el proceso de cambio
de las curvas de la razén de crecimiento contra el nimero de onda conforme se
incrementa el valor de ;. Notese que el nimero de onda correspondiente al
méximo crecimicnto deja de ser cero a partir de un valor de x;. Todos los
resultados para &; = 0.9 se describirdan como sigue. Primero se calcul6 el modo
axisimeétrico y después el modo azimutal planar n = 1. Agqui, estos modos
tienen algin parecido al caso anterior. El modo n = 1 domina ahora en el
intervalo 0.18 < L; < 2.0 sobre el caso axisimétrico el cual vuelve a dominar
para L, > 2.0. Para L; < 0.18 aparece el modo n = 2. Notese que el modo
nn = 0 ya no es importante para L, pequeiia.

De nuevo a medida que L; decrece, transiciones sucesivas dan lugar a modos
azimutales planares y también a algunos modos espirales con k&£ $# 0, ausentes
en el caso anterior para modos del primero en adelante. Estos resultados se
resumen en la Fig. 7 donde los fragmentos de curva con estrellas indican modos

espirales.
1.50 q
1.25 A
1.00 S
a,, 0.75
0.50
-1
0.25 -
0.00 j—.—.——.-'-'-'-1-',—.—.—.-.-,-'-,-r,—'—-7—,,-,-’-,-,-.-,-—._ —_—
0.003 0.01 0.1 1 10 100
L,
Fignra 7. Razon de miximo crecimiento contran L1 para 8) = 0.9. Competencia entre
modos nzimntales planares y espirales. Las lfneas continuas indican ¢l intervalo de Ly donde
los modos son los mats inestables. Las partes con estrellas correspouden a modos espirales.

En la Fig. 8 se da una amplificacién de los resultados obtenidos para los
modos espirales. En ellas se muestra cada modo separado en dos partes. Una
de ellas es una linea continua correspondiente al caso acimutal planar & = 0
¥y como su continuacion hacia la izquierda se encuentra una linea estrellada la
cual corresponde a los casos donde el niimero de onda es finito (modo azimutal
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espiral). Los modos espirales ocurrieron con o = 2,3,4. En'el cason = 5 no
domina hacia la izquierda su modo espiral porque antes comienza a dominar
1.50 9 ¢ ) N ‘ -

'l BT ISy

Fig

-

[o]e)
IAENSUNREE NNT]

)

70.08%7 0,10 | 0.12

Figura 9. Nimero de onda correspondiente a la razén de midximo crecimiento para los
maodos acimmtales espirales (£ == 0.9). Cada curva decrece conforme Ly crece hasta que el
modo espiral pasa a ser planar (&, = 0).
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7t = 6 con Ak = 0. La lineas punteadas indican que el modo correspondiente deja
de ser el mds importante.

La Fig. 9 presenta los resultados obtenidos para el nimero de onda corres-
pondiente al mdximo crecimiento de los modos espirales & £ 0 cuando x; =
0.9. Observese cémo el nimero de onda crece a partir de cero (modo azimutal

planar).

En nuestros resultados se encontré un amplio intervalo de valores de k) en
los que n = 1 fue el modo mds inestable. Por cjemplo, como se muestra en la
Fig. 10 para L; = 1, ésto sucede para valores de k; mayores que 0.4.

En la Fig. 10 se observa la transicién de mdximo crecimiento entre dos modos
conforme cambia el pardmetro x,. Para valores de &), < 0.4 el modo n = O es
el de mdxima inestabilidad en cambio para x; > 0.4 el modo n = 1 resulta
ser el de miiximo crecimiento. En esta figura tambien se observa lo ocurrido
con los mdximos crecimientos del modo negativo n = —1 el cual, corresponde
a perturbaciones que se mueven en sentido contrario a la rotacién de cuerpo
rigido. Notese que para el modo nn = 1 la curva de méximo crecimiento con
respecto a &) tiene a su vez un médximo alrededor de £; = 0.6.

5 Sistema de dos fluidos superpuestos en rotacién
entre dos cilindros concéntricos

En el caso de dos fluidos invfscidos inmiscibles superpuestos en rotacién entre
dos cilindros concéntricos se requiere de una nueva ecuacién de valor propio mis

0.5

Arietaaieloeeainibesyaueinggataaneanetaniiisgig]

0.0 B e AR Ty ~
0.1 0.20 . 0.40 . 0.60 0.8 1.00
1

o
o

Figura 1}, Razon de mikximo crecimicnto contra K1 parn L1 =1yn=-1,0, 1. Tiecnde a

cero conforme Ky — 1.
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general para describir el comportamiento de sus perturbaciones tridimensio-

nales.
Para ello se climinan de nuevo las componentes de la velocidad en las Ecs.

( 23) a la (26) para obtener una ecuacién similar a la Ec. (36) para cada fluido,
el de la regién interna (subfndice 1) ¥ el de la regién externa (subfndice 2). Sus
soluciones generales son

P (r)y= Al‘I,1 (ar) + By Ky, (ar) (43)

P2 (r) = Azl,, (ar) + BzK" (ar) . (44)

Para determlnm' los campos de presxén en: cada reglén en’ términos de las
velocidades radiales, las condiciones Ecs. (27) ala (30) se escriben comao: .

- sDPx+2,:_nP1.=O i en r=ry 7(45)
" .1 . L s .-
2in : . .
.9DP =+ —‘Pz =0 enr=x ) (46)
(sDP, + 2inP) = A(sDP2 + 2inPy) enr=1 (47)
4 2in
P — P = =4 [DPz + 1’2] enr=1 (48)

Ahora, se sustituyen las soluciones Ees. (43) y (44) en éstas condiciones de
frontera para obtener la ecuacién de valor propio méds general.

El caso que se investigé inicialinente, en la primera parte de este trabajo,
corresponde a la situacién msds inestable, es decir, es aquel en que la capa de
fluido rota y no tiene un fluido en su exterior (equivalente a densidad cero). Por
esta razon, aquf solo se investigara el easo en que el fluido exterior es m#s denso
que el interior. Esta es una situacién hidrostditicamente estable ante la fuerza
centrifuga. De acuerdo a lo discutido en el capftulo de resultados preliminares
cn estas condiciones, las perturbaciones al flujo son estables para los modos
acimutales planares y espirales. Entonces, solo resta investigar la inestabilidad
respecto a perturbaciones axisimétricas que, de acuerdo a los resultados del
Apéndice A, deben ser estacionarias, es decir, w = 0. Esto muestra que, atn
en una estratificacién estable, es posible tener inestabilidad, sobre todo debido
al ahorcamiento que produce la tensién superficial al no poder ser controlada
por la fucrza centrifuga. Asf, suponiendo n = 0 y s = & se obtiene la siguiente
ecuacién de valor propio
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[a¥airg (@) — A (s?+4)] Fr (a;ﬂ) —(s* + 4) I1 () F (v, B)

+Cr { [aWaI10 (@) — X (s* +4)] Fi (e, 8) — (8 +4) 110 (@) F (or,.B)} =0 (49)
siendo .
Fy (e, 8) = I1o (o) K1o (B) — Kto () 170 (B). (50)

Fp (e, B) = Io (o) K10 (B) — Ko (@) 110 (5) (51)

Ademds, C7 = I (ar1) /K (ar) y se tiene que a = kvVe? +4 /0, B8 = rka 'y P2
= W (n=0) =1+ Lz (k% — 1). Esta ccuacién se puede resolver numeéricamente
para valores arbitrarios de A, Lz, ~ y &1 en los rangos donde el nimero de onda
es menor que el punto lfmite de inestabilidad dado por la Ec. (33). Al resolver
numéricamente la Ec. (49) se obtuvieron curvas de o vs & de donde se determiné
¢ |l midximo de o. Estos valores de o, ¥y A,, se obtuvicron en un amplio intervalo
de valores de Ly para A = 1/4 y 3/4, y para £; = 0.0, 0.5, y 0.9 suponiendo

r = 1.2. Los resultados de o, se dan en la Fig. 11. La razén entrec radios
de las capas de fluido en un sistema con & = 1.2 corresponde a aquel donde

el fluido interno junto con el cilindro interior ocupan la mayor parte (83%) del
dominio radial. Para este caso cxisten razones de crecimiento positivas para
toda Lz > (1 — A) por lo que los puntos lfmite de inestabilidad no dependen de
x; vy todos cllos se intersectan en el misimo punto del eje L2 dependiendo solo
de A, En estas graficas se observa que la presencia del nicleo sélido influye en
el decremento de la razén de médximo crecimiento. Este decremento es evidente
solo cuando el parametro &) se encuentra arriba de 0.5, es decir, cuando la capa
de fluido interior es muy delgada. En las curvas tambien se observan puntos de
cruce para los dos distintos valores de A calculados (puntos de cruce entre las
curvas continuas (A = 1/4) y punteadas (A = 3/4) de la figura). Estos puntos
de cruce varian con el parametro #£; (en el caso x; = 0 el cruce aparece en Ly
== 3.3). La existencia de puntos de cruce entre las curvas de A = 1/4 y 3/4
se debe a que la tensién superficial deja de ser importante cuando L, decrece
para dar lugar a una inestabilidad debida a la fuerza centrffuga conforme este
pardmetro se vuelve aun mdés pequeiio. La razén es que, cuando p; (< p3) se
acerca a po, el fluido interior aumenta sus posibilidades de poder penetrar al
fluido exterior, que es mds denso, debido a efectos de la fuerza centrifuga sobre
las perturbaciones. De este modo, cuando el fluido interior tiene una densidad
menor pero cercana a la del fluido exterior, la situacién se vuelve mads inestable
para Lz pequefia que cuando el fluido interior es mucho menos denso. Por
otro lado, es claro que la tensién superficial desestabiliza mds ficilmente cuando
cl fluido interior es mucho menos denso porque su efecto de ahorcamiento, que
precisamente se dirige hacia el centro de los dos cilindros, es mds eficiente debido
a que requierc desplazar liquido de menor densidad (menor inercia).
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Fipgurn 11, Razon de nuiximo c.rm,imiunu coutra L2 para = 0, & = 1.2, z\ = 0.25 (lfnea

continun) y 0.75 (ll'mm pnuuuuln) ¥ vnmoq vulnru& de Ky, Camo do dos fluidos eatratificndos
3 ustnhh-nu.ma. ~ B
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Figura 12. Log, contra Kicr para K .2y 5. Curvas de los puntos de eruce que ocurren
en lay gritficas de @y conten' Lo entre las curvas de A 5= 0.25 y 0.75. Casos particulares de
71 se muestran en las Figs. 11 y 15,

La Fig. 12 muestra resultados nuinéricos de la variacién de L, correspondien-
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te a los puntos de cruce en funcién de £;. Aquf se dan resultados para dos valores
de x = 1.2 y 5. Se concluye que Lz., es mas pequeiia (mayor velocidad angular)
conforme k; se acercaa 1.

En la Fig. 13 se presenta la razén de mdximo crecimiento correspondiente
a los puntos de cruce en funcién de «; para los mismo dos valores de &. Se
observa en ambas curvas que el cilindro interior empieza a tener efecto en los
puntos de cruce para valores de &£, muy cercanos a uno y que, por otro lado,
conforme k; — 1 la razén de crecimiento tiende a cero. Esto es ffsicamente
razonable pues la capa de fluido tiende a adquirir un espesor cero y por tanto a
desaparccer.

En la Fig. 14 se presentan los resultados del niimero de onda correspondiente
a la razén de méximo crecimiento (&,,) de las Fig. 11, como funcién de L2. En
ella se observa que la curva para x&; = 0.5 se superpone con la de &; = 0 y
que solo se aprecian diferencias cuando x; = 0.9. En el caso lfmite de rotacién
cero, es decir, Lo — o0, la grdfica muestra que, en efecto, el numero de onda se
vuelve independiente de A, como lo demuestran Weidman et al [11], pero aquf
sigue siendo dependiente de ;.

La Fig. 15 muestra los resultados obtenidos para £ = 5.0 que corresponde al
caso en que el fluido interno y el cilindro interior ocupan la menor parte (20%)
del dominio radial. Ahora, el efecto del cilindro interior se vuelve mas evidente
haciendo decrecer la magnitud de la razén de crecimiento.

0.30

v

0.25

L

0.20

o"CRO 15

[TITTITaTI R STITITCTSIRTSRaTSAaLITIIIINNI ]

0.05

srngdinngyg

0.00 Frrrerrrry
"~ 0.0 0.2

Figura 13. G mer contra h.xm- pnru }\.
o las gritfiens de Gy contra Lo cntre lus curvis du A= - 0.25 y 0.75. Casas purtu_ulnrz,s de

K] se muestran en s Fign. 11 ¥ 15.
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0.3
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o S 10 15 20

Figura 14. Niimero de onda correspondiente al miximo crecimiento contra Lz para
K= 1.2, A = 0.25 (Iinea continua) y 0.75 (Mnes punteada), y varicis'vn‘lorcn de K3.

2.0

Q
-
o
atr st eii e Uidaeniaide iy

Figura 15. Razén de miiximo crecimiento parn 72 = 0, £ = 5.0, A = 0.25 (lfuea continua) y
(.75 (Mfnea punteada), y varios valores de K.
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2
Figura 16. Nimero de onda correspondiente al miximo crecimicnto contra Lo para &£ = 5,
A = 0.25 (lfnea coutinna) y 0.75 (Ifnea punteada), y varios valores de K.

Ademads, en la Fig. 15 se observa una separacién méds amplia entre curvas
con distintos valores de x| ecn comparacién con las grédficas anteriores con otro
valor de k. Las graficas de los puntos de cruce para éste valor de & se presentan
en las Fig. 12 y 13. En ellas se observa que los puntos de cruce dependen tanto
de ~) como de k. Ademads, cuando ~; — 0 se obtiene el valor lfmite calculado
por Weidman et al {11].

En la Fig. 16 se muestran las curvas del nimero de onda correspondiente
al médximo crecimiento de la perturbacién para k = 5. Se ve que k crece con
~1 presentandose una separacién muy clara entre curvas. Las grdficas tienden
a superponcerse cuando Lo — O para los distintos valores de x;. En el Ifmite de
rotacién cero, es decir Lz — 00, & depende tanto de A (de acuerdo con resultados
de Weidman et al [11]) como de x;.

Con el fin de revelar cldramente el efecto que tiene el cilindro interno so-
bre la estabilidad, se grafica la razén de mdximo crecimiento con respecto al
pardmetro x; para A = 0.25 y los valores Ly, = 1, 2, 5, 10, como se muestra
en las Figs. 17 y 18 para & = 1.2 y 5, respectivamente. El pardmetro x; tiene
un efecto importante junto con el pardmetro & ain cuando el cilindro interno
os relativamente pequeiio. A pesar de ello, se ve en las grdficas que la razén de
mdximo crecimiento tiende a cero cuando k; — 0, lo cual es fisicamente correcto
ya que la capa de fluido interior tiende a desaparecer.
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Figura 18. Razdén de upﬁcimo crecimionto contra £y para £.=5, A = 0.25 y varios valores
de La. La influencin 'de’ &) ‘sobre Oy comienza pura valores mis pequeiios en comparacion a
: 1a Fig. 17.
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6 Conclusiones

La presente investigacién da una visién general de la estabilidad de un sistema
de dos fluidos inmiscibles inviscidos entre dos cilindros en rotacién uniforme. Los
resultados se dividieron en dos partes. La primera corresponde a la situacién
hidrostdtica mds inestable, ésto es, a resultados de una capa de fluido con super-
ficie libre cubriendo un cilindro. En la segunda parte se investiga una situacién
estable desde el punto de vista de la hidrostédtica, ésto es, el problema de dos
fluidos en rotacion de cuerpo rigido entre dos cilindros con el fluido exterior de
mayor densidad.

Los resultados obtenidos en la primera parte son una ampliacién de la inves-
tigacién de Weidman et. al.[10] en el que hemos podido dar un amplio panorama
sobre los modos y numeros de onda para los que las perturbaciones son inesta-
bles en el espacio de parametros adimensionales. Los resultados se comparan
continuamente con trabajos publicados préviamente sobre todo cuando se toma
el limite &3 — 0 en que el micleo sélido desaparece.

La presencia del cilindro interior en el sistema hace posible la aparicién
del modo 12 = 1 como el de mdaxima inestabilidad en un amplio intervalo de
valores 0.22 < L; < 1.46 cuando el radio del cilindro interior es la mitad del
radio de la superficie libre de la capa de fluido. También aparece en el intervalo
0.18 <« L; < 2.0 cuando el cilindro interior ticne el 90% del radio de la superficie
libre. Este es un resultado nuevo e inesperado en contraste con los Weidman et
al. {11] quienes nunca obtienen al mnodo n = 1 como el de m#ixima inestabilidad.
También sucede que existe un “radio éptimo del cilindro interior” para el que la
razén de crecimiento es la mas grande de todos los miaximos encontrados, para
un L, dado.

Otro resultado nuevo es que conforme L decrece hay intervalos en los que
Ia méixima razén de erecimiento la tienen los modos acimutales espirales. Estos
no se encontraron como los de mayor razén de crecimiento cuando x; = 0 y
ahora aqui su aparicién depende de ;. En nuestros cdlculos aparecen cuando
la capa de fluido es muy delgada, es decir, x; = 0.9.

En la segunda parte (el caso de dos fluidos superpuestos) se encuentra que
los criterios de estabilidad no cambian con respecto al caso k3 = 0 pues sigue
siendo estable ante perturbaciones acimutales espirales y planaressi0o <A <1y
para perturbaciones axisimétricas se asegura estabilidad solo cuando Lo < 1 —A.
Se hicieron cilculos numéricos para dos valores de &« = 1.2 y 5. Se encuentra
que cuando x; > 0.5 el cilindro interior influye en el decremento de la razén de
maximo crecimiento. Se observa que los puntos de cruce entre las curvas con
pardmetros A = 0.25 y 0.75 comienzan a cambiar cuando k; estd muy cercano
a uno. Ademads, si Ky — 1 las razones de crecimiento tienden a cero, lo cual es
fisicamente razonable ya que la capa de fluido interior tiende a desaparecer.

A futuro queda por investigar el efecto que tiene la viscosidad en la estabi-
lidad del sistema que aquf se estudia. Esto se justifica porque la influencia del
cilindro interior junto con la del cilindro externo del caso general de dos fluidos
podria tener también un papel importante ya que conio reporté Pedley [7], la
viscosidad también tiene un efecto desestabilizador. El cilculo para el problema
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viscoso es mnds complejo y es de interés buscar los medios para encontrar también
resultados analfticos.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

(M
=~




A Criterio para la estabilidad

Un criterio gencral de estabilidad se puede obtener para perturbaciones ar-
bitrarias tanto espaciales como temporales para un sistema de’dos:fluidos en
rotacién. Siguiendo el método propuesto por Chandrasekhar [16]; a partir-de
las Ecs. (25) y (26) es posible eliminar V; y W; para dcternnnm- la presxén en
términos de las velocidades radiales LR BT

P; = £(r) A271 [?f_—"ui - S%D(TU.-)] ‘(§2):'

siendo : : o .
2 e

£(") = ma—ms i o A83)

%212 + 2
Luego, %, V; y W; se eliminan para obtener una ecuacu.’m de segundo orden solo
para G; (r) = rU, (r) en cada capa de fluido C oA =

2 2 Sy
D (EDG")V [4ink235 _‘“_f'LS_] 5

>

integra por partes. sobre los domuuos [I\.], 1] pa.ra
Ademds, se multiplica’la: ecuncxén con subfndice;
ecuacion correspondxente ai= 2.. ‘Asf; sé obtiene:

; 2.
Im—/ IG" dr

Sl DG, |2
2=/ glel I,.:sll dr J10=/ -———EI 1l
=~y

K1

Las integrales con el primer subindice 2 se definen de modo que se remplaza
G, por Gz y se cambian los Ifmites de integracién [, 1] por [1,k]. Al sustituir
las presiones Ec. (53) en la condicién de frontera de la entrecara Ec. (30) y
multiplicando por sG3 (1) se obtiene

£(1)s2[(AGTDG, — G3DG3),_; = [26(1) (A — 1) ins — ¥] |Ga2 (1) |2 (56)
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después de tomar en cuenta la Ec. (29). Ahora, se sustituye la Ec. (55) para
obtener finalmente una ecuacién cuadriitica para s

Kos?* + 2inK s+ Ka =0 - (57)
siendo
Ko = (Joo +J21) + A (Do + J11) .. (58)
Ky =£(1) (1= A) G2 (1) |? — 242 (1'2‘2 4+ AnLz) L (59)
Ky =4k? (1,2 + ,\In) + ‘I’IGz (1) 2 : (60)

Sustituyendo s = o + iw en la Ec. (57) se pueden calculur las snguxentes expre-
siones para o y w

i s} - . BN ’ ’
w = —nv-z . . (61)
1 K2 o
ot = % (1(2 +n2ll ) e

De aquf se sigue que, para cada valor de n, una condlcxén suﬁclente para tener
estabilidad es K2 > 0. Esto se puede garantizar si' ¥ > 0. en:la:Ec.:(G0). En-
tonces, la condicién suficiente para la eatabxlxdad con- respecto a perturbacxones
tridimensionales se traduce en :

(&% +n? —1)L2>(A—1)

(63)

Ademads, a partir de la Ec. (61) se tiene que sin= 0 entonces w = 0. De este
modo, la inestabilidad temporal monétona prevalece cuando las perturbaciones
501 IL\lbllllétI'lCBS B
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B Ci&dlculo analitico de la razén de crecimiento
de perturbaciones planares en una capa de
fluido sobre un cilindro en rotacion

A partir del método propuesto por Hocking y Michael [4] se puede encontrar

analfticamente una férmula para la razén de crecimiento de las perturbaciones

acimutales planares de una capa de fluido inviscido cubriendo el exterior de un

cilindro en rotacién. La fé6rmula solo serd vdlida cuando n > 1.

Para cmpezar, se propone un potencial de velocidad de la perturbacién ¢,
que satisface la ecuacién de continuidad y la irrotacionalidad del flujo. En modos
normales tiene la forma:

b = Slr)einotet (64)

donde se propone como solucién

/(r)—A,r + AgrT" ‘ (65)

siendo 7 un nimero entero posxcxvo. La superﬁcxe lxbre seubicaen r =1y el
micleo sélido tiene radlo TRy en notacxén a.dxmens:onal Entonces, la funcién

debe satisfacer:

Cenr = (66)

Asi, la solucién toma'la forma :

F )= Ak} [( ) +(3) ] ; V(‘67)

El desarrollo temporal de la perturbacién se determina por los va._lorés cé.rt_).c—'
teristicos del exponente s. Este valor se obtiene a partir de:las condiciones
en la superficie libre. La condicién cinemédtica en forxna adimensional y para

perturbaciones pequeiias se escribe como

671 _on LR
=3t enr=1 (68)

La perturbacién de la superﬁcie se supone, de la forma

u —

n= be’no+sat (69)

por lo que b tiene la solucién
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1— s .
b= —A;'n sAin (70

La perturbacién de la presién se encuentra a partu' ‘de las ecuaciones de balance
de xnomento lineales. Estn es:

(71)

(72)

(73)

siendo C = (::—:5,—). Si el m mbro derecho es posxt;xvo la pa.rte rea.l de s'es la
razén de crccunlento, ésto es § . :

Ty = \/C{(11—1)[1—L1n(n+ 1)]+1—C} o (n=>'1) (74)

Ver en el texto la dlscusxén sobre esta’ ecuac:én
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