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Resumen 

Se investiga la estabilidad de dos fluidos inviscisidos inmiscibles que giran 
inicialmente como cuerpo rígido entre dos cilindros concéntricos sin gravedad. 
Se plantean las ecuaciones de Eulcr en el sistema en rotación y se establecen 
las condiciones en la frontera. A partir de estas expresiones se obtienen las 
ecuaciones para las perturbaciones. las cuales son linealizadas y expresadas en 
modos normales junto con las condiciones de frontera. 
Inicialmente se investiga la estabilidad de una capa de liquido con superficie 
libre que cubre a un cilindro en rotación. En este caso se obtiene una condición 
suficiente de la estabilidad para las perturbaciones azimutales planarcs (con 
numero de onda axial cero y azimutal distinto de cero) y además una solución 
analítica para las razones de crecimiento de sus modos azimutales planares 
mayores a dos. En el caso de las perturbaciones axisimétricas y espirales 
(numero de onda axial distinto de cero) se calculan numéricamente los valores 
propios (las razones de crecimiento. números de onda y las frecuencias de 
oscilación) a partir de las soluciones analíticas. Después de comparar todos los 
modos 9 se seleccionan las perturbaciones con el máximo crecimiento respecto 
al parámetro adimcnsional L 1 = y/p 1n:: a 3 (donde y es el coel1cicntc de tensión 

superficial, p 1 es la densidad del liquido, n es la velocidad angular y a es el 
radio de Ja cntrecara). Se encontró que la presencia del cilindro interno en el 
sistema hace posible la aparición del modo uno planar, como el de máxima 
inestabilidad para ciertos valores de su radio. En otros casos permite la 
aparición de los modos azimutales espirales como Jos de máximo crecimiento. 
Además, se encuentra que existe un valor de ,.; 1 (el cociente del radio de In 
cntrecara entre el radio del cilindro interno) en la cual la curva de In razón de 
máximo crecimiento obtiene su magnitud mas b'Tande para un L 1 dado. 

A continuación se investigó la estabilidad del sistema de dos fluidos 
superpuestos en rotación entre dos cilindros concéntricos. Para este caso 
tan1bicn se obtiene una condición analitica suficiente para la estabilidad que 
muestra entre otras cosas que para los modos axisimétricos el crecimiento en el 
tiempo es monótono . A partir de las soluciones analíticas, se calculan 
numéricamente las máximas razones de crecimiento y su correspondiente 
número de onda para el modo axisimétrico. Se encuentra que éste modo se 
desestabiliza para distintas magnitudes de K1 y del cociente de densidades. 
Para este caso se encontró que K 1 tiene una influencia importante en el 
dccrcn1ento del máximo de la razón de crecimiento. Además, el análisis 
demostró que el crecimiento de ...:1 tiene un efecto clave en la localización de 
los puntos de transición de inestabilidad capilar a inestabilidad centrífuga. 
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1 Introducción 

Ln. cst.nbilidad de una colun1nn de liquido inviscido, sin rotación fue estudiada 
por Rnylcigh (1878)[1] quien mostró que las perturbaciones axisimétricas de lon­
gitudes de onda n1as grandes que In circunferencia de la columna hacen decrecer 
el ñrcn superficial y por tanto aurnentnn In energía superficial que permite el 
crecimiento de Ja perturbación. Rayleigh (1892)[2] también consideró el efecto 
viscoso para el n1huno proble1nn y encontró que para viscosidades grandes el 
rango de estabilidad pertnanccc inalterado. Para el caso de perturbaciones que 
cst:l.n cu planos perpendiculares ni eje de la colun1nn, encontró que In colurnna 
es estable para. esas perturbaciones. 

En cuanto a resultados de colu1nna.s en rotación, los prin1eros resultados 
también se debieron a Raylcigh (1916) [3]. El investigó In estabilidad de dos flui­
dos inviscidos inn1isciblcs entre dos cilíndros concéntricos en rotación de cuerpo 
rígido y obtuvo una condición necesaria y suficiente para la. estabilidad ante 
perturbaciones axishnétricas y concluyó: "el fluido sera. inestable si el valor del 
cuadrado de In circulación decrece con el radio en cualquier punto". 

El problc111a con los efectos con1binados de In tensión superficial y la rotación 
pura una. colu11111a de fluido lo c11coutra.1nos en el trabajo de 1-Iocking y Micha.el 
(4j. Ellos cst.udin.rou In estabilidad de una. colu11111n cu rotación de cuerpo rígido 
y en rot.ncióu 110 uuiforn1e. ldcnti!icaro11 ln.s fuentes de inestabilidad en estos 
sistc111n..-.; y dctcrininuron solo In. prituera inestabilidad en el caso de rotación 
clr'! cuerpo rígido. Sus resultados tnucstrnn que, en cEL"'iO de tener una tensión 
superficial pequeiia, el 111ovin1icnto C!"i incstn.blc ante perturbaciones azin1utalcs 
planares (co11 111í1ucro de onda cero), pero si la tensión superficial se encuentra. 
por cuchnn de cierto valor crítico todas lns perturbaciones se estabilizan. En 
el CiL"io de rotnción no unifonue In tensicJn superficial 110 alcanza a estabilizar 
Ja perturbación cu la entrccara. de los Huidos por tener distinta velocidad an­
gular. En el 1nisn10 afio cu que Hocking y .l\1ichael obtienen sus resultados, 
Yih (5J cst ucliu experhncntn.hncutc los anillos que se forn1an cu una capa de 
Huido que cubre a un cilindro circular horizontal en rotación. Ha.sta ese 1no­
tnento se suponía que la tensión superficial, y prcsun1ible111cnte la viscosidad, 
estabilizaban al sistcn1a1 pero Yih n1ucstra que In inestabilidad ocurre a grandes 
'\"alorcH de la. tcnsion superficial y a nútneros de Rcynolds pcqucfios (basados en 
la velocidad angular). A<lc1nás, 111ucstra. que el nún1cro de onda crítico depende 
principn.hncntc de la tensión superficial. El ane:Uisis lo ha.ce para nú1neros de 
Reynolds pcq11<~ño!"i y grandes, con diferentes espesores de la capa~ varios radios 
del cilindro y distintos valores de tc1u:iió11 superficial. Co111pa.ra sus resultados 
con rxpcrilucntos realizados con glicerina, agua y glicerina y agua obteniendo 
res11ltaclos n11nlíticos satisfactorios. 

En uu trabajo posterior Hocking (ü] investigó la estabilidad de una colun1na 
de líquido en rotación de cuerpo rígido ante perturbaciones n.xisin1étricas y a­
zin111tales pin.nares. Encontró que la rotación desestabiliza de tal n1odo que 
las perturbaciones axishuétricas de la cohunnu. son inestables si la longitud de 
onda. de la perturbación excede la circunferencia de la colun1na, como lo hizo 
Rn.yleigh. Para 1011git11dcs de onda nuls pequeñas la tensión superficial deberá ser 
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suJicicntcn1cnte grande parn. vencc1· n h.L t ucr:la centrU ugn. y us1 po<.ter t.;!Stal>lU:lu.r. 
Resultados n1ás a1nplios fueron obtenidos por Pedley [7J, al investigar la 

estabilidad de pcquclla.s perturbaciones de una colun1na de fluido inviscido 
en rotación cuya velocidad en coordenadas cilíndricas ( r, (}, z) es de la forn1a 
(O, V(7·), O) y con una condición de frontera de superficie libre con tensión su­
perficial y la del otro fluido en infinito o en un cilindro rígido. Pedley encontró 
una condición necesn.ria y suficiente para la estabilidad de las perturbaciones 
a.xisin1étricas y u:zin1utalcs que generalizan las de Hocking para. velocidades que 
dependen directa. e inversa111cutc con respecto al radio. Muestra que los modos 
a.zhuutn.les :;;011 los uuí.s inestables si la rotación es suficicntcn1cnte grande. 

El problc1na. inviscido y viscoso fué ta111bién investigado por Boudourides y 
Da.vis [SJ. Para el ca.so invisci<lo dan una condición necc.snria y suficiente para 
la c!itabiliclad to111a11do cu cuenta cfoctos cornbinados de capilaridad, Rayleigh­
Taylor y 1nccanis1nos centrífugos. En el caso viscoso solo dan una condición 
suficiente para In estabilidad. Joseph, et ni. [9] investigaron la estabilidad 
de dos líquidos inmisciblcs con diferentes viscosidades y densidades contenidos 
entre dos cilindros concéntricos rotnudo a.. la. 111isrnn velocidad angular. En su 
est.uc.lio ignornu la gravedad y tornan en cuenta. la tensión superficial. Además, 
usan el 111ótodo de In. cncrg!n para detenuiuar la estabilidad y n1uestran bajo 
qué criterios el radio de Ja entrecara se 1un.ntienc estable. 

Un nntcccdcnt.c ituportante de nuestro trabajo es la in'\·estigación realizada 
por \Vcichua.11 (1994) [lOJ sobre la estabilidad de dos Huidos inn1iscibles en 
rotación de cuerpo rígido. Él invc..,.tig,ó perturbaciones en presencia. de tcn­
si«Jn !-illperficial y la. c:-;t.abiliclnd de Rnylcig:h-Tn.ylor debida n. la fuerza centrífuga 
cu at1:->e11cia. de grn.'\·edad. Encoutró criterio::-; de estabilidad pn.ra perturbaciones 
a .. xisi111útrica.s, azinn1tales plana.res y e!->pira.les para Huidos invicidos y solo para 
liL""i •L'Xi:-ti111étrica..""i de fluidos viscoso:->. 

En su artículo \Veichuan, et a.I. ( 1997) [11] realizaron una investigación que 
se lw .. tnn1ado cou10 punto de partida para el presente trabajo. Ellos investi­
garon la estabilidad de u11a coltunna ele dos fluidos iuviscidos inrnisciblcs dentro 
de uu cilindro en rotación ele cuerpo rígido en ausencia. de gravedad. Obtuvieron 
uua. condición necesaria. y ::-;uficient.c para la estabilidad que incluye 1nodos a..xi­
si111étricos y a.ziu1utales. Por otro Indo, calculan nu111érican1ente las razones de 
nuLxituo crcci111icnto en función de los pn.ni.tuetros del problen1u. Investigaron el 
en.so de unn. sola cohunna de fluido con superficie libre y el de dos Huidos super­
puesto:->. La prhuera. investigación es el ca ... ">o cxtren10 de unu. situación inestable 
en que solo hay fluido interior. En este ca. .. o-:;o encontraron que las perturbaciones 
co11 11uLxi1110 crccirnicuto son iLxisitn6trica.s o nci111utalcs plana.res (con nútnero de 
onda. cero) dependiendo de la tensióu superficial y de la rapidez de rotación. En 
el segundo en.so cou.sicleraron una estn.l.tificn.ción estable y encontraron que éste 
solo se desestabiliza. con pert11rbacio11cs axisin1étricas. Tan1bicn investigaron el 
cu ... o.;o cxtrcn10 en que solo hay fluido exterior. 

El int.erés por entender la aparición de n1odos azin1utales con10 los 111ás inesta­
ble:-; se ha refieja<lo en distiutiL"i publicaciones recientes. Por ejcn1plo, Dávalos­
{)rozco y R.uiz-Chn.varrfa ( 1993) [12] in\•estigaron la estabilidad lineal de una capa 
de Huido descendiendo por dentro o fuera de un cilindro en rotación. Hicieron 
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dos n.proxin1ncioucs, n ut11ncro de ou<la. pL~ucüo y a nútncro de H.eynolds pe­
queño. Obtuvieron co1no resultado general que para el flujo fuera del cilíndro y 
cierta n1agnitud de la fuerza centrífuga y del nún1cro de onda el modo dominante 
de In inestabilidad puede pasar del cero (n1odo axisirnétrico) al uno. En el caso 
de flujo por dentro, el inodo cero es el 111as inestable. Posteriormente, Ruiz­
Chnvarrfa y Dñvalos-Orozco (1996) (13] investigaron analíticamente con detalle 
los efectos de la fuerza de Coriolis en la estabilidad. Se calcularon razones de 
crcci1nicnto para los modos u.zirnutulcs ±1 para flujo dentro y fuera del cilindro. 
Pn.rn. rotaciones lentas encontraron que bajo ciertas circustancias el modo -1 
puede ser el nu1.s inr..stablc. Por otro Indo, Ruií"..-Chnvarría y Dávalos-Orozco 
( 1997) [14) realiza.ron un análisis uu111érico de lns ecuaciones de movimiento 
lineales con1pletas para un rungo a1nplio de los pnrñn:1etros. 

!\1.n.s adelante, Dávalos-Orozco y You (2000) [15] investigaron Ja inestabilidad 
tennocapilar tridhuensional de una capa de fluido que cubre un cilindro vertical 
por fuera y por dentro, t.a.nto en ausencia. co1no en presencia de gravedad. En 
el ca..'"'º pura.rncntc tcrrnocapilar (en ausencia de gravedad y por tanto sin flujo 
vertical) :-;e encontró que 110 es necesaria la rotación del cilindro para excitar los 
grandrs ruados azin1utnle.-.;, atíu en el interior del cilindro. Sin en1bargo, en el 
interior del cilindro el ruado cero es el nuts inestable. Cuando la acción de la 
gravedad esttí presente el flujo de líquido influye pnrn que, en con1paración al 
ca.so n.utt~rior, se encuentren n1odos aci111utales n1ayorcs tnnto por dentro como 
por fuera. Pero de nuevo, en el interior el n1odo cero es el nu'i.s inestable. 

En In presente tesis se iuvcstiga la estabilidad de dos Huidos inviscidos 
i11111isciblcs co11tc11idos c11trc dos cili11dros conccntricos en rotación. Aquí el 
efecto del cilindro interior es el objetivo de la investigación que aquí se presenta. 
Co1110 Sl~ venl., In i11trod11ción de esa 1111c'\·a frontera traerá co1110 consecuencia 
uovcclnsos e interesantes resultados. Un Cil...o.;o particular iucluye al de una capa 
de fluido que cubre a un cilindro sólido en rotación. 

El trabajo en1picza. con la. forn111lación del problen1a. y la presentación de 
la ecuaciones que sntisfuccn l.as perturbaciones linea.les. En el capítulo tres se 
pn?scnta un res11111c11 de los criterios de estabilidad y fórtnulus analíticas para las 
rnzoues de crcci1niento de las perturbaciones a~""'isi1nétricas y acin1utnlcs planarcs. 
En el capítulo cuatro se describen los n.lgoritn1os y ruétodos 11un1éricos utilizados 
para In solución de ln.s ecuaciones de valor propio. Por otro lado, se presentan 
resultados de c¡Uculos nu1néricos y analíticos pnrn el cnso de una colun1na con 
superficie libre y núcleo sólido. Los resultados del problen1a de dos fluidos entre 
dos cilindros en rotación se dan en el capítulo cinco. La discusión y conclusiones 
se exponen en el capítulo seis. Finahuente, se dan dos apéndices para completar 
In tcorín. 
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2 Formulación del problema 

El sistenta cuya. estabilidad se investiga consiste de dos fluidos inviscidos 
hunisciblcs que giran inicinhncntc cozno cuerpo rígido entre dos cilfndros con­
céntricos y de lo11gitud infinita. Esta configuración se n1ucstra en la Fig. 1 donde 
ln.."S coordcuudns cilíndricas son (1·, O, z). Ahí se observa que el radio del cilindro 
interno es r = e, que la cntrccara. de los dos fluidos cstc.'i. en r = a y que la pared 
del cilindro exterior se encuentra en r = b. Los fluidos tienen densidades Pi 
constantes, donde suponcn1os que i = 1 y 2 para el fluido interior y el exterior, 
respectivnn1cntc. Los vectores unitarios en la dirección de los ejes coordenados 
son Cn co, C::. Así, el vector velocidad angular del sistetna se puede representar 
con10 ñ = !le.::, siendo n la n.J.agnitud de la rapidez de rotación. El coeficiente 
de tensión superficial entre los dos fiuidos se denota por 'Y· 

o 

o 
--e--;: 

~··"'·"'""'º ,....,,.. 

c•ndro Interior 

Fig;11rn 1. DnN ca1uL."l du ftnidfJH u11t.1·u ''º" ciliudroH co11c1mt.dcu:-1 un rotncióu. Se 111uet1truu loH 

rndioH dnl ciliutlru iut.ut"Íor r = e~ dn In. t!Utn~cn.rn. r =a y clnl c.:ilhulro exterior r = b. 

El co1nporta111iento de los fluidos se describe por medio de las ecuaciones de 
Euler correspondientes a un sistc1na de referencia en rotación y en ausencia de 
gravedad 

Dü· - 1 S1 X ij [(- :'\ 2] 
D/ + 2!1 x ü; = - P; Vp; + V 2 : (1) 

junto con la ecuación de continuidad parn fluidos incompresibles 

V'·iZ;=O (2) 

Aquí, t es el tie1npo, T es el vector de posición con r su 1nagnitud, y u¡ = 
( tti, v;, w¡) son los vectores de velocidad y sus componentes correspondientes 
a la.o.; direcciones de los vectores unitarios. Las variables se adin1cn.sionalizan 
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escalando el tie1npo con n-1 , las longitudes con el radio donde se localiza la 
entrecara a, las velocidades con aíl y la presión con p 2 '22 a 2 • De este ~oda, las 
Ecs. (1) en coordenadas cilíndricas y en su fornJ.a adimensional están dadas por 

-- +(u·· v)u· - -'- -2v· = ---. - p; - --r 
au, vl' 1 a [ ..\2-' 2] 
8t t. t. r • J\,2 -t. ar 2 (3) 

(4) 

(5) 

1 '8 1 av, aw, 
;: 8r (ru;) + ;:· 80 +-¡¡-;- =O (6) 

donde ..\ = p 1 / p 2 es In razón de las densidades y 

En estas condiciones, la cntrecnra se encuentra en r = 1, la pared del cilindro 
exterior en 1· = ,.;, = b/a y la pared del cilindro interior en ,.;,1 = e/a donde 
(,.;,1 < l < h:). Así, lu. posición de la perturbación de la cntrecara se localiza en 
·r = 1+11 (9, z, t) y el vector norn1nl a In entrecara está dado por: 

- ( 1 8r¡ 8r¡ ) [ 1 (8r¡)2 (ª1/)2]-112 
.,, = er + ;: DO eo + 8z e= 1 + r2 80 + 8z 

Las condiciones de frontera son respectiva111ente 

P1 =po en r = K.1 (7) 

Ut =0 en 1· = K.1 (8) 

en r = K. (9) 

Donde Po es una presióri_ de, referencia y en la entrecara es necesario que la 
deforrnación cu111pla con 10: continuidad en las velocidades 

u·- -+--+w·- =0 ( 
8r¡ V; 8r¡ 8r¡ ) 

' 8t r 80 'az 

5 
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La discontinuidad en la presión se debe a Ja tensión superficial y está dada 
por la ecuación de Young y Laplace 

]'2-p, =L¿'íl-ñ en 7'=1+77 {11) 

En el estado hidrostático el siste111a completo rota como cuerpo rígido y en 
el doininio de cada fluido tenernos, respectivamente, que 

1 2 2 
Poi =po+2A(r -i<: 1 ) 1<:1 s;rs;l {12) 

Aquí, se define a Li = 7/p¡f"l.2 a 3 con10 la razón de la fuerza de tensión 
superficial entre la fuerza centrífuga del fluido i = 1 o 2 evaluada en la entrecara. 

Ahora, para. lincalizar las ecuaciones, consideramos perturbaciones 1nuy pe­
queñas 11'i, J.Ji, 1}", del vector velocidad, de la presión y de la cntrccara, rcspecti­
vn1nentc. Entonces, el estado hidrostñtico del sisten1a se perturba como sigue 

{14) 

Ésto se sustituye en las ecuaciones de 111ovh11iento (3) a (6).- Después de sustraer 
la parte correspondiente n la solución hidrostáticn, se lincalizan las ecúaciones 
para dn.r lugar a las ecuaciones de las perturbaciones en cada regiOn 

au¡ - 2v: = - _1_. ap¡ 
at ' A 2 -• ar 

av¡ • 1 1 ap¡ 
8t + 2u, = - A2-< -;:¡:¡¡¡ 

1 a 1 av• aw: 
;ar (ru;) +;a~+ az' =o 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

LtlS condiciones de. frontera linealizadas para las perturbaciones son 

en r =h'.:1 
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u2 =O cu r = ,.._ (20) 

donde la condición ciucnu-lticn es: 

81r u¡ - -¡¡¡=O en r = 1 (21) 

y la ecuación de Young-Lnplnce qucdn: 

( 
a2,,. a2,,.) 

P2 - Pi = - (1 - A),,. + L2 1r + 
80

2 + az2 en r = 1 (22) 

En .n.delnnte, se supondrán perturbaciones en n1odos norinales de la forn1a 
(u•. "' w' p'. 1r) = (U· (r) V.. (1') \-V (-r) P .. (1·) A) e•<k=+no)+•• siendo U· (r) 
\?¡ 

1

(,r):'t,vi'(,.),' Pi (r) y Á lns' 1u;1pli;ud~ d~ l~ tr~s co111poncntcs cÍe la veloci
1

dad: 
de la presión y de In. perturbación de In. cntrecnrn, respectiva111cnte. Adc1nás, 
k es el nt1111ero de onda tL-xin.l, n c..o.; el núauero tl.Zin1utnl y s = cr + iw es un 
ntítucro co111plcjo cuya parte real es In. rnzón de crcchuiento de In perturbación 
y cuyn. parte huagina.rin es la frecuencia de oscilación de la perturbación. Así, 
los 111odos norniales se sustituyen en las Ec..'i. (15) a. (18). Lns ecuaciones que 
satisfaccu ln.s 1unplitu<lc:-. son 

1 
sUi - 2\li = - >..2 -i DPi 

ik 
slV; = - >..2 _ 1 P.¡ 

.!.n (rU;) + in V,+ iklV; = O 
r .,. 

junto con las condiciones de frontera 

U, =O cu r = K:1 

U2=0 en r = K. 

T 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 
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(29) 

en r = 1 (30) 

siendo D :::::;:: rl/d1· un operador y 

q, = (1 - ..\) - L2 (1 - n2 - k2) (31) 

3 Resultados preliminares 

A continuación se 111ucstrn.11 alguuos rcsultndos nnnlfticos prelilninarcs pll.ra en­
tender la cstnbilicln.d del sistctnn de dos fluidos en rotación. Un criterio de 
estabilidad prclitninar se detnuestra. en el Apéndice A donde se usa un 1uétodo 
silnilnr al de Chnndrasckhnr[l6). Por este 1116todo se llega a una c~ndición sufi­
ciente para ln estabilidad por 1nedio de la desigun.ldad 

(32) 

De cst.n 1ua11cru, cualquier inestabilidad en el fiujo es posible solo cuando k < h~o, 

donde el 111i111ero de onda que 111n.rca el punto lf111itc <le estabilidad está dado 
por 

ko = .¡ 1-..\ (1- n 2 )- -­
L2 

(33) 

Los resultados obtenidos en el Apéndice A para nuestro sisten.1a con el cilindro 
interior coinciden con los resultados de Weid111a11 et. al. [11] ya que en el 1nétodo 
einplendo no es necesario utilizar explícitn1ne11te lns condiciones de frontera.. La 
cx¡n·csi611 Ec. (32) será de utilidad en la búsqueda de los nthneros de onda. de lns 
pert.urhacionrs inestables en los cálculos nu111éricos. Por cje111plo, si O ::; ...\ ::;: 1 
el fluido interno es 111cnos denso que el externo y por tanto todos los n-iodos 
azin1utnle:-:; plana.res (k =O, 11 =¡f O) tlSi co1110 los 111odos espirales (lnl ~ 1, k ~O) 
son est.ahlc:-:; (ver Apcndicc A). Sin c1nbn.rgo1 los n1odos l-..l .... xishuétricos (n =O) son 
estables solo en el caso que L2 < (1 - ..\). En el Apéndice A se obtiene nde1uás 
la. condición de intercn111bio de cstu.bilida.dcs para el ca.so inviscido axishuétrico. 

Un c.a . .so particular de interés es aquel en que ..\ - l = O correspondiente a 
una capa de liquido con superficie libre cubriendo a un cilindro en rotación. 
Éste caso, co1no el estudiado por Hocking y 1\1icha.el (4) sin cilindro interior, 
es 1111 sistc1un susceptible a perturbaciones i11cst.ablc n .. xisi111ótrica .. -.; 1 a.cin1utales y 
espiralt~s . ...-\1 ~cnernlizar el proceditnicnto de Hocking- y ~11ichael, se encontró que 
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la capa de lfquido que cubre al cilindro es estable para perturbaciones acimutales 
plnuu.rcs (J..· = O) si el n1odo n satisface 

n-C 
Li > n. (n2 - 1) (n <:: 2) (34) 

siendo L 1 = ¡/p10.2 a 3 y C = i:;::f:. Así, la colun1na es estable si para todos los 

modos achuutalcs plnnares se cu111ple la Ec. {34) y cuando ésto no se satisface 
el flujo es inestable con una razón de crecitnicnto (ver Apéndice B) del modo 
(n 2: 1) correspondiente dada por 

rr,. = vfC{(n.- 1) (1 - Lin(n + 1)] + 1-C} (n 2: 1) (35) 

Estn 1ílthua expresión se reduce nl en.so de Hocking y Michacl [4] si hacen1os 
ti.t - O, es decir, si C = l. Nótese que Hocking y Michael solo aceptan como 
ffsicnrucntc posibles en al Ec. (35) a los modos n 2: 2 debido a que el modo 
11 = 1 corresponde a un sirnplc dcsplaznrniento de la colun111a infinita de fluido 
(no :-iUccdc un.da reahncntc). Por esa razón lTn =O si n = 1 cuando KJ - O y 
k = O. Sin ernbargo, en nuestro caso el n1odo n = 1 sf es físicarnente posible por 
que se t.icne corno referencia. el cilindro interior y por tanto lo que harfn la capa 
de Huido en este 111odo es aparecer con10 un cilindro excéntrico con respecto al 
cilntlro iutcrior. l\1ii.'i atín, si se sustituyen= 1 cu la Ec. (35) se obtendrá para 
el ti¡ da.do el valor constante obtenido 11u111éricnn1cntc y 1nostrado tnás adelante 
en liL..; Figs. 5 y 7 . 

. Al1ora, solo queda por det.errninar para qué perturbación se tiene In 111ayor 
razú11 ele crecirnient.o, aquella que corresponda. scni. la. que prevalezca. ya. que 
do111i11ani sobre la . ..; otra..'i perturbaciones. Pedlcy (7j et n.l. y, uuis rccienten1entc, 
\Veidruan et n.I. [1 lj resuelven el problcn1a. para. el caso en ausencia. de cilindro 
interior. Ellos concluyen que los 111odos a.zhnutulcs pin.nares (k = O) son los 
que <lotuinnn sobre los n1odos donde el 1ná.xii110 creciruiento se encuentra a un 
ntiuu~rn de ondn. finito, k ~ O. Sin eu1bnrgo, el papel de los n1odos espirales 
tocla,tía queda co1110 una pregunta abierta para la colurnna de fluido rotando 
cn11 un cilindro interior. Ésto se discutin'i. 1n1ts adelante. 

4 Capa de fluido que cubre un cilindro en 
rotación 

Antes de entrar en n1ateria. se dan algunas explicaciones sobre el procedimiento 
nutuérko utilizado para obtener los va.lores propios de n, k, y s de la per­
t.urbacit~Hl. Los ciUculos necesarios pu.rn detern1inar la estabilidad del sistema, 
cotno es el caso de la evaluación de las funciones propias (funciones 111odifi­
cadas de Bcsse!), utilizan las librerías DCBIS, DCBKS del Il\1SL en lenguaje 
FOR'l~RAN. En nntchos de los cálculos es necesario dctcrn1inar las rafees y los 
1nc.bdu1os de fuucioncs irnplfcitn.s. La deterruinación de rafees se hizo utilizando 
(~l tuétodo de Nc\\•ton-Rapshon y en otros casos, alternativnn1ente el inétodo de 
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l\1Uller. Para In dctcrniinnción de los rná."'Cin1os se escribieron algoritmos adecua­
dos. En general, los valores propios se obtuvieron n partir de una ecuación irn­
plicitn annlfticn deducida dircctnn1cntc de las ecuaciones diferenciales parciales 
de n.1ovin1iento reducidas n ordinaria.."> por n1cdio de modos norinales, como se 
explicó en las secciones anteriores. 

El problcn1n físico n discutir en esta sección es el de una capa de fluido 
que cubre a un cilindro en rotación. Suponernos que el único efecto que la 
cnpn siente del Huido exterior es In presión, que puede ser considerada como la 
presión nt1nosféricn, ya que en este ca.so el cilindro exterior no tiene influencia en 
la estabilidad. Así, In densidad del fluido exterior es cero y por tanto A- 1 =O. 
Las ecuaciones pcrturbndn.s y !ns condiciones de frontera que satisface la capa 
de fluido son In Ec. (23) y (31) con i = l. Al eliminar las componentes de la 
velocidnd, se obtiene unu. ecuación para la presión 

2 1 ["
2 2] D P 1 + ;DP1 - r 2 + °' P, =O (36) 

siendo o 2 = k 2 (s2 + 4) /s2 • La solución. de ésta ecuación deberá ser tal que se 
satisfaga la condición de que la velocidad radial en la superficie cilindro interior 
sen cero. A partir de las ecuaciones, se tiene el resultado general 

U,= - ..\(s2

1
+ 4 ) (snP, + 

2:.n Pi)= O en r= 1':1 (37) 

La. solución para la presión tiene la forn1a. 

P 1 (1·) = A 1 I,. (ar)+ B 1 K,. (a1·) (38) 

siendo In (z) y I<11 (z) las funciones 111odificadas de Bcssel de primer y segundo 
tipo, cuyo argun1ento z es en general coinplcjo. Ahora, se introduce la solución 
Ec. (38) en la condición de la entrecara Ec. (30) y en las condiciones Ecs. 
(29) y (37). Por otro lado, se utilizn el hecho de que cuando ..\- 1 - O entonces 
\II/..\ = - (1 + L 1 (1 - n 2 - k 2 )] y la presión se adimensionaliza usando p 1 en 
lugar de p 2 • De todo ésto, se obtiene la siguiente ecuación de valor propio para 
s en función de J..~, 11 y K¡. 

u. a - 1~:.Co,...1)+*K,.(0K1) \.n. a s 2 +4 2in 

[

I' ( ) 1:,(o"d+j;'.t:I.,(o",¡ f'' ( )] 

a I (a) - ~:.Co"d+Lhl,;Cº"') I< (<>) = 1 + (1 - k2 - n2) L, - s (39) 
n. J-\.!

1
(06'.1)+ ... 

1 
h,,(oH-1) n 

Aquí, las prhnas denotan derivada respecto -al. argumento de las funciones de 
Bessel. En caso de ton1ar el límite n::¡ - O el cilindro interior tiende a desaparecer 
y se obtiene la e..xpresión reportada por Weidman et al. [11) para una columna 
de l!quido en rotación. 
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4.1 Capa de fluido cubriendo un cilindro en rotación: 
Caso axisimétrico 

En el caso particular de perturbaciones axisimétricns (n =O) se demuestra en 
el Apéndice A que la frecuencia w = O, o sea que el flujo es estacionario y s = cr 
es real. Así, se obtiene que In. Ec. (39) de valor propio ton1a ln forma 

[
ló (o) - ~Kó (o)] s2 + 4 

<> 10 (o) - f.:',«':::.:,!) K 0 (<>) = 1 + (1 - k2) L 1 {
4

0) 

Notcsc que ahora o = k,,/<T2 + 4/a. Pa.ra flujo estacionario se puede tornar 
el lí111ite n - o para entender un poco 1nás el con1portamicnto de los valores 
propios. Para ésto, es necesario can1biar a la Ec. (40) a su forma dimensional y 
ton1n.r el 1!111ite adccuadan1ente. De nuevo, en forma adirnensional, el resultado 
es 

l' (k) - ~l<' (k) 
rr2 = k (1 - k2) o ~ o L 

lo (k) - J./,«",.,",,_',!> K 0 (k) 
1 (L1 - oo) {41) 

el cual, en el lí1nitc 1'>:1 - O, tan1bien se reduce a la expresión obtenida por 
\'Veidmn.11 et al. [11] que corresponde al límite reportado por Rayleigh [2]. 

" 1 -0.0. o.5 

L,•0.01 

4 
k 

6 B 6 8 10 

Fi~urn. 2. Curvn."I de O' VH k para diHtiut.uH VILlorcH de Li. Para X'.:1 =O y 0.5 (figura de ln. 

i:.i:qui1n-cln.) ln.H curvn.H He Hohr1?po11uu cxcupt.o cun.udo Lt = 10 y 100 ( In. truca. puntcn.cln. 

conn."'pu11d1! n. K1 = 0.5 ). Ln.H c11nm ... "I dt! "'I = 0.9 cHt1\11 mi In figurn. de Jn. dr.rcchn.. 
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Notese en la Ec. (40) que Li desaparece cuando k = 1 por lo que u depende 
sóla1nente de Kt en este caso. Ejeu1plos de la.s curvas de razón de crecimiento 
u vs k para tres va.lores de Kt y varios valores de L1 se presentan en la Fig. 2. 
En ella se observa que las curvas de K 1 = 0.5 y O.O (caso de Wcidman et al.) 
se superponen excepto cuando L1 = 10 y 100 donde la linea punteada indica 
el caso K1 = 0.5. Para. k = 1, Ja.o;; curv.as correspondientes a Kt = O y 0.5 se 
intcrsectan en rr = 0.43323 y las de K 1 = 0.9 cu rr = 0.28721. 

Tatnbién se observa. que las razones de crccin1iento disn1inuyen conforme se 
nun1entn el pa.ntn1ctro O $ Kt :5 l. Ésto se debe n. In. disn1inución de masa de 
fluido en la capa, que cn1picza a. percibir una 111enor fuerza centrífuga conforn1e 
el radio del cilindro interior se acerca al de la superficie libre. 

El n1áxi1110 de In razón de crecimiento se puede calcular derivando la Ec. ( 40) 
con respecto a k e igualan.do a cero 8rr/8k. Después de usar las propiedades de 
las funciones de Bcsscl se obtiene 

donde 

L¡ (rr + 4) (t.:1 G1 + G2) - a (t.:1 Ga + G4) 
o (1 - k2) (t.: 1G 3 + G 4 ) -2kG2 

G1 = Io (a) Ko (a1<t) - Ko (et) Io (<>1<1) 

.. , 
G2 = I'o (<>) K'o (<>1<1) '..;._'J'<-'.-d (o) I'o (é>Kt) 

Ga = I' o (o) I<o (01<1) - K' o (o) Io (01<1) 

G4 = Io (<>) K' o (a1<1) - Ko (<>) I~ (01<1) 

(42) 

La Ec. (42) se usa para eliminar Li de la Ec. (40). De este modo se obtiene 
una ecuación trascendental que irnplícitan1cnte determina a G'rn con10 una fun­
ción de km y de Kt. Después de evaluar, los valores obtenidos se sustituyen en 
la Ec. (42) para obtener el valor correspondiente de L1. De este 1uodo, se ob­
tienen las curvas de nui.xitno crecin1iento para el caso a.xisimétrico (n = O) que se 
presentan cu la Fig. 3. En elln. se obl:iervan las curvas de 111á..."'<.in10 crecimiento in­
cluyendo el en.so Kt = O. Unu. tendencia general es el decrerncnto de los n1áxin1os 
a n1eciida. que el pnribnetro K1 nu1ncnta de 0.5 n 0.9. 

La. existencia de un 1nínin10 se debe al equilibrio entre los efectos centrífugos 
y capilares Se puede ver que en la zona donde don.1inan los efectos de la rotación 
(a la izquierda del 111fni1110) lns curvu.s se aproxitnnn entre si, lo cual nos indica 
que los efectos centrifugas que pron1uevcu la inestabilidad no son afectados por 
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la variación en el espesor de la capa cuando el cilindro interior crece. En ca.rnbio 
en la zona donde dominan los efectos capilares ( a la derecha del mínimo) las 
curvas se separan claran1cntc hacieudosc evidente que al disminuir el espesor de 
la capa hay un efecto estabilizador. 

Fi,.;urn 3. Hn:ttill du 11utxi1110 cJ·ccimiuut.u cu11l.r~L_ut"1~s_1.r11Úrnt.ro .L1 pnrn dh~LiutoH vnlon~ e.le #\:t. 

1 

L' 
10 100 

Figu1·n 4. N1h1un-n dn 011d1L curr<~J>o11<lie11tu ni uulxhuu crncituiuuto contra L 1 pnrn diHtiut.oH 
vnlon~ cln K¡. 

13 

I TESIS CON J 
FALLA DE ORIGEN 



En ln Fig. 4 se n1uestran los resultados de los números de onda correspon­
dientes n.I 111áxhno crecilniento km. Se encuentra que el 11ú1nero de onda tiende 
a crecer 1uoderada111ent.c conforn1c se aurncnta el parán1ctro l'i:J de 0.5 a 0.9 en 
valores inter1ncdios de L1. Para los valores en los límites L1 --+ O y Li - oo 
se obtienen resultados seinejantcs a los de K 1 = O.O. El comportarniento que se 
observa. en dicha gráfica se debe n que en la superficie libre los números de onda 
pequeños son los que sobreviven ni incren1cntar L 1 ( o sea la tensión superfi­
cial longitudinal). Si L 1 decrece (In rotación au1ncnta o la tensión superficial 
decrece) los nún1cros de onda cudn vez 1nás grandes c1npiczan a tener posibili­
dades de desestabilizarse. Esto se entiende observando que la tensión superficial 
y el 1ní1ncro de onda longitudinal en encuentran en producto en la condición de 
frontera <le! salto de presiones Ec. (30) (ver Ec. (31) cuando n =O). 

4.2 Capa de fluido cubriendo un cilindro en rotación: 
Perturbaciones espirales 

En el caso de perturbaciones espirales (n 2::: 1, k =FO) saben1os por el Apendicc A 
que w :f: O y por tanto In. Ec. (39) de valor propio se evalúa to1nando s = <T + iw 
con10 co1nplcja.. Aquí se barrieron en un a1nplio intervalo los valores 

2.0 

1.5 

CTm 1.0 

0.5 

n•cf\· .. 
\ n-4 

.. ,\: ..... 
· ..... 

·. 
··::.n-2. lllt' 1 -0.5 

······~.:: ... _~ 
·····~=:.~: .. ::.:~·º 

10 100 

FiA111·n 5. Rn.zóu th~_'11~·1lxÍ~~•_<> .. ci:cci~u·i~·;1t·~~.~-J~~~~1~.·~~ p~Lrn h:t··= O, 0.5. Compctcncin. entre 
1110clo:-f nzim11t.nhm pl1¡11n.rcs.>Ln~')ru~·;t.H· C?~;1ti;',¡ut.H h~dic.i~1;_~l iutcrvu.lo de Li donde loH modoN 

HOU loK uu\H iuCHtu.blcs. 

de los pará111etros L 1 y Kt para calcular nun1érican1ente las curvas de u y w 
contra k. Para el 111odo espiral n = 1, en el caso ~1 = 0.5, se encontró que la 
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curvn. de 1náxiI110 crecimiento puede estar arriba de la correspondiente al modo 
n = O en un intervalo de valores de Li cornprendidos aproximadamente entre 
0.22 < L 1 < 1.46. Dentro de este intervalo se encuentra el mínimo con respecto 
a Li de los n1áxhnos crecinlientos del modo n = O. Estos resultados marcan 
una diferencia huportante con respecto a los obtenidos por Weidman et al. Para 
valores desde Li = 1.46 hasta L1 -+ oo el n1odo axisimétrico es el más inestable. 
Cuando L1 < 0.22 de nuevo el rnodo axisimétrico es el n1ás inestable en un corto 
rango de valores, pnrn dar paso a 1nodos aziinutales plana.res y espirales cuando 
L 1 se hace at1n nu'i.s pcquefin. 

Los resultados obtenidos para. ln razón de u1áxituo crecin1icnto en el caso 
1-.: 1 = 0.5 se rcsuincn en la Fig. 5. Aquí se encuentra que ca.si todas las curvas 
cn.lculn.<la'-> se superponen al cuso l'i:J = O excepto cuando el modo es n = 1, ya 
discutido y cuando es n = 2, el cual tiene una razón de crcci1niento ligeran1cnte 
111ayor. Entonces, en resu111cn, para l'i:J = 0.5 el sisterna es inestable solamente 
para 111odos n.xisimétricos y acimutales planares. El 1uodo de inestabilidad es 
axishnétrico para toda Li > 1.46. Por abajo de este valor encontrnn1os que el 
iuodo n = 1 es el 1uás inestable hasta el valor de L 1 = 0.22, donde el modo 
axisirnét.rico 7t =O don1ina disn1inuyeudo hasta el valor L1 = 0.1053 a partir del 
cual do111ina el 111odo nzi111utal plannr n = 2, y nsí sucesivamente. Para saber 
:-;i nuestros resultados eran definitivos y poder concluir que los n1odos espirales 
con k =F O no aparecen con10 los de nui.xi111a razón de crechuiento, fue necesario 
calcular nun1éricn111cnte las gráficas de <T vs k para una amplia gama de valores 
de L1, n:.1 y n. 

Fiµ,ura U. R.a:t.t~U du cnichnicnto contrn 111hucro do ondn.. Se observa In trnnHición dt! lm1 
uulxhuo:i rlc! 1uhuuro de onda cc!ro n rnhut?ro clu oudn finito ni vn.rin.r #i:t de 0.8 n. 0.9. 
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Se obtuvieron resultados cunntitativan1ente n1uy distintos cuando se tomó 
K1 = 0.9. Por ejcrnplo en la Fig. 6 para L = 0.1 se muestra el proceso de cambio 
de lns curvas de la razón de crecin1iento contra el nún1ero de onda conforme se 
incren1entn. el valor de K1. Notcse que el número de onda correspondiente al 
111áxitno crcchnicnto deja de ser cero a partir de un valor de K1. Todos los 
resultados para K 1 = 0.9 se describirán con10 sigue. Prin1ero se calculó el modo 
a.xishuét.rico y después el n1odo azin1utal planar n = l. Aquí, estos modos 
tienen algtín parecido al caso anterior. El rnodo n = 1 domina ahora en el 
intervalo 0.18 < L 1 < 2.0 sobre el en.so nx:isirnétrico el cual vuelve a dominar 
parn Li > 2.0. Pnrn Li < 0.18 aparece el modo n = 2. Notese que el modo 
n =O ya no es irnportantc para Li pequeña. 

De nuevo n. rncdida que Li decrece, transiciones sucesivas dan lugar a modos 
nzin1utalcs plnnnrcs y tnrnbién a algunos modos espirales con k ~ O, ausentes 
en el ca.so anterior para rnodos del primero en adelante. Estos resultados se 
resurnen en la Fig. 7 donde los fragruentos de curva con estrellas indican modos 
cspirnle..o.;. 

1.50 

1.25 

1.00 

0.50 

0.25 

0.00 +-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
0.001 0.01 0.1 10 100 

L, 
Fig;urn. 7. R.n.zdu ele 1111lxhuo crr.chuim1t.o cout.rn Lt pu.rn. l.:¡ = 0.9. Corupctcncin. entre 

nuulo:-1 n:d11111t.nlcs plnunt<~H y cHpirn.hm. Ln.H Hnc.1LH cnnt.httuLH iudicn.11 el iut.crvn.lo de L1 donde 

los 1110<10:-i sou lnH uuí.-. ilu~st.n.hh!.<.1. Ln.<.1 JHu·t.cH con cst.rclhLH corr<mpoudcn u rnodoH c:-1pirnlCH. 

En la Fig. 8 se da una amplificación de los resultados obtenidos para los 
111odos espirales. En ellas se muestro. cada modo separado en dos partes. Una 
de ellas es una linea continua correspondiente al caso acirnutal planar k = O 
y con10 su continuacion hacia la izquierda se encuentra una linea estrellada In 
cuul corresponde u los casos donde el ntírnero de onda es finito (modo a.zirnutal 
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espiral). Los 1nodos espirales ocurrieron con n = 2, 3, 4. En· el caso n = 5 no 
domina hacia la izquierda su 1nodo espiral porque antes comienza. a dominar 

1.50 

0.12 0.16 

Pig1..-n 8. A1;;Í>li~·Lc:M.~~·:~~~··1u.. F~~., 7 1~,i~~~~<~~:.~~ ·o·.~. L.LH C\irvn.H con CHtrCll~ui iudicn.u ul 

iuh!rvnlo cluu1lc. Hn~•. nu~:. iuCH~.nhl.~!H- .. c~;/ u_tndoH -acimut.nlc!N cHpirnleN (k ~ 0). 

k~ 2 

0.10 0.12 

Figura. !), Ntluacru de! uudn.. corrCHpuu<licut.u n. In. .rn.zóu e.Ju uulxhuu crccitnicnt.o pn.rn. lnH 

111ndnH nci111ut.nlc."I cHpirn)r.ff {h:J = 0.9). Cndn curvn. dc!crc!cc coufur111c L1 crt!CI! hn."ltn <tttc d 

modo 1!Hpirnl pntUL n. NCI' plnunr (kn1. = 0). 
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n = 6 con k = O. La lineas punteadas indican que el modo correspondiente deja 
de ser el 111ás Ílnportante. 

La. Fig. 9 presenta los resultados obtenidos para el nún1ero de onda corres­
pondiente al tnáximo crecimiento de los modos espirales k =/:- O cuando K. 1 = 
0.9. Observesc cómo el nún1ero de onda crece a partir de cero (modo azimutal 
plnnnr). 

En nuestros resultados se encontró un ntnplio intervalo de valores de Kt en 
los que n = 1 fue el 1nodo nuis inestable. Por cjetnplo, como se muestra en la 
Fig. 10 para L 1 = 1, ésto sucede para valores de K1 n1nyores que 0.4. 

En In. Fig. 10 se observa la transición de nulximo crecin1iento entre dos modos 
conforn.1c ca1nbia. el parán1etro K 1 • Para valores de Kt < 0.4 el modo n = O es 
el de 111ñ...""<Ílnn inestabilidad en can1bio para N:t > 0.4 el modo n = 1 resulta 
ser el de 111áxiino crccitniento. En estn figura tambien se observa lo ocurrido 
con los 111áxhuos crecin1icntos del 111odo negativo n = -1 el cual, corresponde 
n perturbaciones que se 1nuevcn en sentido contrario a la rotación de cuerpo 
rigi<lo. Nótc::->c que para el 111odo n = 1 la curva de rnáxirno crecin1iento con 
respecto a 1;. 1 tienen su vez un nuixi1110 alrededor de 1-.: 1 = 0.6. 

5 Sistema de dos fluidos superpuestos en rotación 
entre dos cilindros concéntricos 

En el caso de dos Huidos invfscidos i11111iscibles superpuestos en rotación entre 
dos cilindros concéntricos se requiere de unn nueva ecuación de valor propio m1'is 

0.5 

0.4 

0.3 

am 

0.2 

0.1 

0.40 K, 0.60 1.00 

FignnL 10. Jl.1Lztí11 11<~ nulxhuo crcchuimat.o coutrn K1 pnrn Li = 1 y n = -1, O, l. Ticndu n 

cero conforuu~ li:I - l. 
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general para describir el co111portan1iento de sus perturbaciones tridimensicr 
nales. 

Para ello se clin1inan de nuevo las co1nponentes de la velocidad en las Ecs. 
( 23) a la (26) para obtener una ecuación similar a la Ec. (36) para cada fluido, 
el de la región interna (subíndice 1) y el de la región externa (subíndice 2). Sus 
soluciones generales son 

(43) 

(44) 

Para determinar los cámp~s de p~esiÓO: en. cad.a región en términos de ]as 
velocidades radiales, las condiciones Ecs. (27), a la (30) se escriben como: 

sDP1 + 2 in P 1 =O ,., 

P2 -Pi= s2 !.4 [DP2 + 2!n P2] 

en r.= 1e1 

en r = /e 

en r= 1 

en r = 1 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

Ahoru., se sustituyen las soluciones Ecs. (43) y (44) en éstas condiciones de 
frontera para obtener la ecuación de valor propio 111ás general. 

El caso que se investigó iniciahnentc, en la prhncra parte de este trabajo, 
corresponde n la situación n1ás inestable, es decir, es aquel en que la capa de 
fluido rota y no tiene un fluido en su exterior (equivalente a densidad. cero). Por 
cstn. razón, aquí solo se investiga.ni el caso en que el fluido exterior es iuás denso 
que el interior. Ésta es una. situación hidrosttítican1cnte estable ante la fuerza 
centrífuga. De acuerdo a lo discutido en el capítulo de resultados preli1ninares 
en cstn .. "'i condiciones, las perturbaciones al flujo son estables para los modos 
aciiuutalcs pla.nu.res y espira.les. Entonces, solo resta investigar la inestabilidad 
respecto a. perturbaciones LL"'<:isitnétricas que, de acuerdo a los resultados del 
Apéndice A, deben ser estacionarias, es decir, w = O. Ésto n1uestra que, aún 
en unn estratificación estable, es posible tener inestabilidad, sobre todo debido 
al nhorcan1icnto que produce la tensión superficial al no poder ser controlada 
por la fuerza centrifuga. Así, suponiendo n = O y s = u se obtiene la siguiente 
ecuncióu de vn.lor propio 
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[a'l'2Ita (a) - .>. (s2 + 4)) F1 (a:, /3) - (s2 + 4) Ita (a:) F2 (a, /3) 

+C1 { [o>J12Ita (a) - .>. (s2 + 4) J F 1 (a:, /3) - (s2 + 4) Ita (a) F2 (a, /3)} =O (49) 

siendo 

F1 (a, /3) =Ita (a) /Úa (/3) - lúa (a:) Ita (/3) (50) 

F2 (o, /3) = Io (a) /\lo (/3) - Ko (a) flo (/3) (51) 

Además, Ct = I 1 (a1<¡) / K 1 (0:1<1) y se tiene que a:= k~a-2 + 4/<r, /3 =Ka y '112 
= '11 (n =O)= 1 + L 2 (k2 - 1). Esta ecuación se puede resolver numéricamente 
para. valores arbitrarios de ..\, L 2 , "- y ~1 en los rangos donde el nún1.ero de onda 
es n1cnor que el punto lín1ite de inestabilidad dado por la Ec. (33). Al resolver 
11u1nérican1entc Ja Ec. ( 49) se obtuvieron curvas de <T vs k de donde se detcrininó 
el nuíxiiuo de <T. Estos valores de aTn y km se obtuvieron en un amplio intervalo 
de va.lores de L2 pant ..\ = 1/4 y 3/4, y para n.1 = O.O, 0.5, y 0.9 suponiendo 
n. = 1.2. Los resulta.dos de <Tm se dan en la Fig. 11. La razón entre radios 
de las capas de fluido en un sistcrna con ,.;. = 1.2 corresponde a aquel donde 
el fiuido interno junto con el cilindro interior ocupan la n.1ayor parte (83%) del 
dorninio radial. Para este caso existen razones de crccirnicnto positivas para 
toda L 2 > {I - ...\) por lo que los puntos líinitc de inestabilidad no dependen de 
n 1 y todos ellos se interscctan cu el 1nisn10 punto del eje L2 dependiendo solo 
de ...\. En estas gnificn.s se observa que la presencia del núcleo sólido influye en 
el dccrcn1cnt.o de la razón de uuixiruo crecin1icnto. Este dccren1cnto es evidente 
solo cuando el pará.rnctro h:t se encuentra arriba de 0.5, es decir, cuando la capa 
de fluido interior es n1uy delgada. En las curvas tiunbien se observan puntos de 
cruce para los dos distintos valores de ,\ calculados (puntos de cruce entre las 
curvas continuas (..ll. = 1/4) y punteadas (.>. = 3/4) de In figura). Estos puntos 
de cruce varinn con el pa.rA1uctro K¡ (en el ca.so h'.: 1 =O el cruce aparece en L2c 
:::::: 3.3). La existencia de puntos de cruce entre las curvas de ,\ = 1/4 y 3/4 
se debe n que la tensión superficial deja. de ser in1portnn.te cuando L2 decrece 
para dar lugar a una inestabilidad debida a la fuerza centrífuga conforme este 
pará1uetro se vuelve aun rnás pequcfi.o. La. razón es que, cuando p 1 (< p 2 ) se 
acerca a p 2 , el fluido interior au111enta sus posibilidades de poder penetrar al 
fluido exterior, que es lll.ás denso, debido a efectos de la fuerza centrifuga sobre 
las perturbaciones. De este 111odo, cuando el fluido interior tiene una densidad 
1ncnor pero cercana n la del fluido exterior, la situación se vuelve n1ás inestable 
para L2 pequefia que cuando el fluido interior es nl.ucho 111enos denso. Por 
otro li-uio, es claro que In tensión superficial desestabiliza n1á.s fiicilrnente cuando 
el fluido interior es 111ucho 1nenos denso porque su efecto de ahorcan1iento, que 
prccisnn1ente se dirige hacia el centro de los dos cilindros, es n1ás eficiente debido 
a que requiere desph'l.Znr líquido de 111enor densidad (rucuor inercia). 
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cnut.iunn.) y CJ.75 {líur.n. J>llllf-unda) y v1i.ri~H yn.IOr1m <fo Kt4 Cn.Ho do doH fluidoH CHtra.tific.n.doH 
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FiA1trn 12. L2cr cout.ni X:.Jcr )l~I.~¡~- K =:_ 1.2 ~ 5. CurVnH de loH puuton ele cruce que ocurren 
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Kt Ht~ nnu~trnu un lnH FigH. 11 y 15. 

La. Fig. 12 n1uestra resultados nu1néricos de la variación de L2 correspondicn-
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te a los puntos de cruce en función de h'.::J. Aquí se dan resultados para dos valores 
de N- = 1.2 y 5. Se concluye que L 2 cr es n1ás pequeña (mayor velocidad angular} 
confonuc N: 1 se aceren a l. 

En la Fig. 13 se presenta la razón de rnáximo crcciJniento correspondiente 
a los puntos de cruce en función de x:1 para los mismo dos valores de x:. Se 
observa en an1bas curvns que el cilindro interior empieza n tener efecto en los 
puntos de cruce para valores de N:1 111uy cercanos a uno y que, por otro lado, 
confonnc 1-:. 1 -+ 1 ln razón de crechnicnto tiende a cero. Ésto es físicamente 
razonable pues la capa. de fluido tiende a. adquirir un espesor cero y por tanto a 
<lcRa.pu.rcccr. 

En la Fig. 14 se presentan los resultados del nú111cro de onda correspondiente 
a In razón de nuixi1110 crcchuicnto (km) de las Fig. 11, con10 función de L 2 • En 
elln se observa. que la curva para ,..; 1 = 0.5 se superpone con la de ~1 = O y 
que solo se a.precian diferencias cuando K 1 = 0.9. En el caso límite de rotación 
cero, es decir, L2 --+ oo, la gráfica 111ucstra que, en efecto, el numero de onda se 
vuelve independiente de ..\, co1no lo demuestran Weidnl.nn et al [11], pero aquí 
sigue ::deudo dependiente de ....:: 1 • 

Ln Fig. 15 111ucstrn. los resultados obtenidos para K. = 5.0 que corresponde al 
en.so en que el fluido interno y el cilindro interior ocupan la 111cnor parte (20%) 
del do1ninio radial. Ahora, el efecto del cilindro interior se vuelve 111ás evidente 
haciendo decrecer la magnitud de la razón de crecimiento. 

FiJJ;llrn 13. 0"'171cr cuut.ru l\:1cr pn.rn. K. ~ 1.2 Y 5. Curvn.s de loH punto11 de cruce que ocurren 
lnx 1-tnlfic:ns de U 171 coutrn. L2 cuf.r~ lnH c;1rv1~ <lo "..X'= 0.25 y 0.75. Caso:,¡ pn.rticulurcH du 

X:¡ .Ho mm!Hf.rnu cu Jn.H FigH. 11 y 15. 
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Ade111ás 1 en la Fig. 15 se observa una separación iuás amplia entre curvas 
con distintos valores de K1 en con1parnción con las gráficas anteriores con otro 
valor de n.. Las gráficas de los puntos de cruce para éste valor de n. se presentan 
en In .. "i Fig. 12 y 13. En ellas se observa que los puntos de cruce dependen tanto 
ele K1 co1110 de K. Aclc1ná.s, cuando 1':1 - O se obtiene el valor límite calculado 
por Wcidmnn et ni [11]. 

En la Fig. lü se tnucstran las curvas del nútuero de onda correspondiente 
al 111tbdn10 crcchuiento de la perturbación para n. = 5. Se ve que k crece con 
¡..¡:1 prcsentundose unn separación n1uy clara entre curvas. Las gráficas tienden 
a. superponerse cuando L2 -+ O para los distintos valores de l'\:1. En el límite de 
rotación cero, es decir L2 -+ oo, k depende tanto de..:\ (de acuerdo con resultados 
de \Vcidman et ni [11]) como de t<¡. 

Con el fin de revelar clárarnentc el efecto que tiene el cilindro interno so­
bre In. estabilidad, se graficn la razón ele 111á.xhno crecimiento con respecto al 
pani111ctro 1'1 para ...\ = 0.25 y los valores L2 = 1, 2, 5, 10, como se muestra 
en ]ns Figs. 17 y 18 para K = 1.2 y 5, respectivamente. El pará1netro K 1 tiene 
un efecto hnportante junto con el parán1etro K aún cuando el cilindro interno 
es rclutivruuentc pcquefio. A pesar de ello, se ve en las gráficas que la razón de 
n16...xin10 crecin1icnto tienden cero cuando ,.;1 - 0 1 lo cual es físicamente correcto 
ya que la capa de fluido interior tiende a desaparecer. 
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6 Conclusiones 

La presente investigación da una visión general de la estabilidad de un sistc111a 
de dos fluidos inn1isciblcs inviscidos entre dos cilindros en rotación uniforn1e. Los 
resultados se dividieron en dos partes. La primera corresponde a la situación 
hidrostáticn uuis inestable, ésto es, a resultados de una capa de fluido con super­
ficie libre cubriendo un cilindro. En In segunda parte se investiga una situación 
estable desde el punto de vistn de la hidrostática, ésto es, el problema de dos 
fluidos cu rotacion de cuerpo rígido entre dos cilindros con el fluido exterior de 
111ayor deusi<la.d. 

Los resultados obtenidos en la prhuera parte son una a111pliación de la inves­
tigación de \Veid111an et. al.[lOJ en el que hen1os podido dar un amplio panorama 
sobre los n1odos y nú111eros de onda para los que las perturbaciones son inesta­
bles en el espacio de pa.rán1ctros udin1cnsionalcs. Los resultados se comparan 
continun1nentc con trabajos publicados prévian1entc sobre todo cuando se toma 
el lí111itc 1-o:1 - O en que el núcleo sólido desaparece. 

Ln. presencia del cilindro interior en el sistcn1n hace posible la aparición 
del 1110<10 n = 1 co1110 el de 1ná.."Xhna. incsta.bilida.d en un a111plio intervalo de 
valores 0.22 < L1 < 1.46 cuando el radio del cilindro interior es la n1itad del 
radio de la 8Uperficie libre de la capa. de fiuido. Ta111bién aparece en el intervalo 
0.18 < Li < 2.0 cuando el cilindro interior tiene el 90% del radio de la superficie 
libre. Este es un resultado nuevo e inesperado en contraste con los Weidman et 
ni. {11) quienes nunca obtienen n.l tnodo n = 1 con10 el de n1áxima inestabilidad. 
Tiuubién sucede que existe un "radio <'ipti1110 del cilindro interior" para el que la 
razón de crcchuicnto es la nuis grande de todos los 1náxin1os encontrados, para 
un L1 dado. 

Otro resultado 1111cvo es que conforn1c L 1 decrece hny intervalos en los que 
la nuíxi111a razón <le crccin1icnto la tienen los 1nodos acin1utales espirales. Éstos 
no se cucoutra.ron corno los de 111a.yor razón de crecimiento cuando K 1 = O y 
ahora aquí ::;u aparición depende de l'\:1. En nuestros Cé:tlculos aparecen cuando 
la. capa. de fluido es 111uy delgada, es decir, li:J = 0.9. 

En la segunda parte (el caso de dos fluidos superpuestos) se encuentra que 
los criterios de estabilidad no ca111binn con respecto al ca.so li:J = O pues sigue 
siendo estable ante pcrturbacione::; aci111utales espirales y planares si O $ ;\ $ 1 y 
para perturbaciones axisin1étrica.s se asegura estabilidad solo cuando L 2 < 1-..\. 
Se hicieron céilculos nun1bricos para dos valores de K = 1.2 y 5. Se encuentra 
que cuando l"i'.t > 0.5 el cilindro interior influye en el decrcn1ento de la razón de 
nu-íxi1110 creciJnicnto. Se observa que los puntos de cruce entre las curvas con 
pará111ctros ...\ = 0.25 y O. 75 con1icnza.11 a can1biar cuando ,..; 1 está n1uy cercano 
a uno. Adcnuis, si ,..-: 1 - 1 las razones de crccin1icnto tienden a cero, lo cual es 
ffsica.111c11tc razonable ya que la capa de fluido interior tiende a desaparecer. 

A futuro queda por investigar el efecto que tiene la viscosidad en la estabi­
lidad del sistc111a que nquf se estudia. Ésto se justifica porque la influencia del 
cilindro interior junto con la. del cilindro externo del caso general de dos fluidos 
podría tener tn.n1bién un papel hnportante ya que con10 reportó Pedley {7), la 
viscosidad tn111bién tiene un efecto desestabilizndor. El cc.Uculo para. el proble111a 
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viscoso es u1ás co111plejo y es de interés buscar los medios para encontrar también 
resultados a.nnlfticos. 
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A Criterio para la estabilidad 

Un criterio general de estabilidad se puede obtener para perturbaciones ar-. 
bitrarias tanto espaciales con10 ten1porales para un sistema de- dos·~.8.uidos en 
rotación. Siguiendo el método propuesto por Chandrasekhar (16], a 'partir de 
las Ecs. (25) y {26) es posible eliminar V; y W; para determinar la presión en 
ténninos de las velocidades radiales 

(52) 

siendo 

,.2 
i; (r) = k2r2 + n2 (53) 

Luego, Pi, Vi y Hl"i se eliminan para obtener una ecuación de segundo orden solo 
pnra G; (1·) = rU; (r) en cada capa de fluido 

(54) 

Ahora, se multiplica:lá EC .. {54) por a¡, el compfojo,'.;ónjugadó de e,; Y.Se 
integra por partes sobre los dominios (1<1, 1] para i =·1 y :S()hÍ-e.[l;'n) para i =.2. 
Aderuás, se tuultiplica l~.:ecua~ión,. con. subíndice.~ ~ 1 por _:A~ y :se suma~·con _la 
ecuacion correspondiente a i = 2 ... A.Sc,-se obtiene>· · ~~~--,·· 

i; {1) s 2 (..\GjDG1 _.: C;¡DG;Jr=l = ~ (s,2,(I10 +)'11L-~'tn~~~Ii2 -+~k2I11] 

¡ 1 e1a112 
I12 = --3--dr 

~. 1º 

:.,-.'_,. ;,·;· 

::,:{:(: 

{55) 

111 = {1 i;1G1l2 dr 
l:r.1 T 

Las integrales con el prhuer subíndice 2 se definen de modo que se remplaza 
G1 por G2 y se cambian los límites de integración [1<1, 1] por (1, 11:). Al sustituir 
las presiones Ec. {53) en la condición de frontera de la entrecara Ec. (30) y 
n-iultiplica.ndo por sG2 {1) se obtiene 

~ (1) s 2 [..\GjDG1 - G2DG2Jr=l = [2i; (1) (..\ - 1) ins - '11] IG2 (1) 12 {56) 
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después de tomar en cuenta la Ec. (29). Ahora, se sustituye la Ec. (55) para 
obtener finalmente una ecuación cuadn\tica para s 

Kos2 + 2inl<1s + K2 =O (57) 

siendo 

Ko = (ho + J21) + >. (I,o +Ju) (58) 

K, = { (1) (1 - >.) IG2 (1) 12 - 2k2 (I~2 + >.112) (59) 

{60) 

Sustituyendo s =a+ iw en la Ec. (57) '5e ,pueden calcular las siguientes expre­
siones para rr y w 

I<1 w=-n--
I<o 

(61) 

a 2 = --- I<2 + n 2
--

1 1 ( K2) 
Ko I<o 

(62) 

De aquí se sigue que, para cada valor de n, una condició~ s'úficientc parl'.1-· tener 
estabilidnd es I<2 > O. Ésto se puede garantizar si '11 >,O.en.Ja Ec.>(60). En­
tonces, ln condición suficiente para la estabilidad'con·r~peCto a':PértUrbaciones 
tri<li111cnsionales se traduce en .~ · ·· 

(k2 + n 2 - 1) L2 > (X - 1)' (63) 

Adcnuls, a partir de la Ec .. (61) se tiene que Si ñ·=' o' eritonCes w =o. De este 
111odo1 la inestabilidad te1uporal 1110116tona prevalece .. cuando las perturbaciones 
son n..""ishnétricas. - : 
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B Cálculo analítico de la razón de crecimiento 
de perturbaciones planares en una capa de 
fluido sobre un cilindro en rotación 

A partir del 111étodo propuesto por Hocking y Michacl (4] se puede encontrar 
an.alftica.1nentc una fónnula para la razón de crecimiento de las perturbaciones 
nciruutnlcs planarcs de una capa. de fluido inviscido cubriendo el exterior de un 
cilindro en rotación. La fórn1ula solo será válida cuando n ;;::: l. 

Para ctnpezar, se propone un potencial de velocidad de la perturbación </J, 
que satisface la ecuación de continuidad y la irrotacionalidad del flujo. En modos 
norn1ales tiene In for111a: 

<f> = f(r)e'"º+•• (64) 

donde se propone con10 solución 

(65) 

siendo n. un núruer:o entero positivo: La Superficie. libre se ubica en r = 1 y el 
núcleo sólido tiene radio r = Ki. en nota.éión· adimcnsional. Entonces, la función 
debe satisfacer: · 

df=O 
. dr· 

Asi, la solución to1nn. la for111a 

en~ ="'-1 (66) 

(67) 

El desarrollo te1uporal de la perturbación se determina por los v&:I~r~ ca:r~­
terísticos del exponente s. Este valor se obtiene a. partir de -las condiciones 
cu la superficie libre. La condición cinemática_ en for1na adimellsional y para 
1>erturbacio11cs pequefins se escribe como 

ªT/ 8T¡ u--=-
89 8t 

en r= 1 (68) 

La perturbación de In superficie se supone_ de la forma 

T/ = beinB+at 

por lo que b tiene In solución 
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1- n,2n 
b = -A,n---1 -

s +in (70) 

La perturbación de la presión se encuentra a partir'de las ecuaciones de balance 
de 111on1cnto lineales. Ésta es: · 

p = -iA1 [2(1 -kí'") + (s;:..; ;..)(1 + kí'n)] e>n°+-< 

De la condición de Csfucrz~s ~·~ri~~~l~~·~~.'~i~fi~~-'-. 
···'.· ;._","_, ,.,_,,. . 

Sustituyendo (70) y (71) en (72) o~t~ríé;,,6~: 
"r .. 

[s + i(n - C)f = C{(n _: 1) [l'c-: .L1n(,;, +1)] + 1 - C} 
·-·· .. - .:;•, ·-

(71) 

(72) 

(73) 

siendo O = (: :¡:=f'. ) . Si el. mie~'?.~~ d~~~cli,; .,;,, po'~iti~o la párte real de s es la 
razón de crcchniento, ésto es - · · · · · ·· 

n,. = yfC{(n -1) [1-L1n(n.+l)]+1- C} 

Ver en el texto la discusión sobre.esta ecuación.-
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