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INTRODUCCION

Actualmente una de las preocupaciones permanentes de las personas, empresas o
gobiernos, es tener una mejor calidad de vida la cual se logra mediante la
obtencion de un cierto nivel de ingresos.

Pero para obtener este cierto nivel de ingresos es necesario * INVERTIR”. Lo cual
no es nada sencillo y menos para personas que no han tenido experiencia en lo
que es un “Proyecto de inversion”, decidir ;en que? y ;como? invertir y el riesgo
que implica hacerlo.

El mundo de las inversiones es un mundo interesante. Lo es desde el punto de
vista que es de interés para todo el mundo vigilar por la conservacion e
incremento del patrimonio. Hacerlo es una tarea que requiere, ademas de contar
con los elementos necesarios para ello, esfuerzo, concentracion y conocimiento.

Existen diversas areas en las que se pueden invertir y esto depende de las
necesidades y experiencia que se tengan en ellas.

El presente trabajo ha sido realizado con el fin de apoyar matematicamente en
la elecciéon y desarrollo de un proyecto de inversion, especificamente en las
areas de Estadistica y Probabilidad obviamente aplicados a un proyecto de
inversion.

En el capitulo uno se desarrollan los conceptos basicos, etapas y el riesgo que
presenta el elegir un determinado proyecto de inversion.

El uso de las Matematicas es indispensable en casi todas las areas del
conocimiento humano y en el desarrollo y eleccion de un proyecto de inversion
no es la excepcion. Desde la eleccion y estudio del mercado podemos hacer uso
de los conocimientos matematicos, especificamente de las Estadistica, la cual
por ejemplo nos ayuda a tomar decisiones sobre el mercado hacia al que iria
dirigido nuestro producto y las caracteristicas de este.

Por otro lado en el capitulo dos introducimos al lector al campo de la Estadistica
comenzando con las definiciones basicas y posteriormente presentado los
métodos numéricos y graficos utilizados para presentar nuestra informacion.

En el capitulo tres y cuatro, medidas de tendencia central y medidas de
dispersion respectivamente nos ayudan a reforzar las decisiones tomadas y a
conocer como se comporta ya sea nuestra muestra o poblacion segln sea el caso.
Ademas de explicar claramente el uso de formulas de acuerdo a como se
presentan nuestros datos , ya sean desordenados o agrupados por variable o
intervalos.



Los siguientes capitulos cinco y seis son dedicados a los temas de Probabilidad y
Distribuciones de probabilidad temas que nos ayudan por ejemplo a decidir sobre
el riesgo que puede presentar un proyecto de inversiéon con respecto a otro.

Ademas de que se presentan tres temas importantes del analisis combinatorio
que son Utiles para resolver problemas de probabilidad que implican una gran
cantidad de puntos muestrales. :

El Ultimo capitulo del presente trabajo tiene como finalidad exponer eJemplos de' ‘
aplicacién de la Estadistica y Probabilidad en un proyecto de mversmn :

La Probabilidad y la Estadistica se relacionan entre si ya que en e en la~
probabilidad es el vehiculo que le permite al estadistico usar.la lnformacwn‘
contenida en una muestra para hacer inferencias 6 para describir la poblacmn
de la cual se ha obtenido la muestra.

Los conocimientos de Estadistica y Probabilidad, pueden tener aplicacién en
muchas areas, desde Demografia hasta Contabilidad o Finanzas, lo importante es
tener los conocimientos necesarios en estas areas para poderlos aplicar de la
mejor manera en el momento que sea necesario.

ii



CAPITULO |

PROYECTOS DE INVERSION.

1.1 CONCEPTOS GENERALES.

En la actualidad las necesidades econdmicas que presentan las personas, las
empresas o gobiernos, son cada vez mayores por lo cual, los especialistas .
financieros han desarrollado la capacidad de identificar las oportunidades de
inversiéon que le garanticen la solucién a sus problemas economicos, asegurando
con ello ademas la optimizacion de los recursos con que se cuentan.

Si hablamos de proyectos de inversiéon, debemos entender prlmero el SIgmfxcado
de cada una de las palabras: , !

Proyecto: Es un conjunto de datos, calculos y dibujos artlculados ‘en forma'
metodolégica que dan los parametros de como ha de ser y cuanto ha: de costar
una obra o tarea, siendo sometida a evaluaciones para fundamentar una decision
de aceptacion o rechazo.

Inversiéon : Desde el enfoque econdémico, se define como el empleo productivo
de bienes econdmicos, que da como resultado una magnitud de éstos mayor que
la empleada.

Para el empresario es inversion todo gasto que se efectlla para mantener el
funcionamiento o para aumentar el equipo productivo de la empresa.

De las anteriores definiciones podemos desprender la definicién de proyecto de
inversion como: la aplicacion de recursos a inversiones fijas que generan
ingresos por varios anos, es decir es un conjunto de planes detallados que se
presentan con el fin de aumentar la productividad de la empresa, para
incrementar las utilidades o prestacion de servicios, mediante el uso 6ptimo de
fondos en un plazo razonable.

Una definicion actual de un proyecto de inversion tiene basicamente tres
acepciones:

e Como documento. Se refiere a un conjunto de antecedentes relativos a
cuatro temas fundamentales que son: aspectos de mercado vy
comercializacion; aspectos técnicos; aspectos juridicos y administrativos,
y aspectos econdémicos, financieros y sociales, necesarios para tomar una
decision de inversion.



Como satisfactor de necesidades. Esta acepcion se refiere a considerar
al proyecto como una entidad econdmica que permite satisfacer una
necesidad identificada.

Como la parte minima del presupuesto de capital de una organizacion.
En este caso, se refiere al concepto empleado en la formulacion, analisis y
evaluacion de cada una de las alternativas de inversion que presenta el
presupuesto de capital de una firma.

CAUSAS QUE DAN ORIGEN A UN PROYECTO DE INVERSION.

Los autores que tratan sobre este tema concuerdan en que el origen de los
proyectos de inversion es alguno de los siguientes casos o por una combinacion
de los mismos.

YVVVVVVVVYVY

La existencia de una necesidad insatisfecha.

La existencia de un recurso susceptible de explotacion.

La existencia de una necesidad politica.

La necesidad de sustituir importaciones.

La posibilidad de competir a nivel internacional.

La necesidad de agregar valor a las materias primas.

La necesidad de mantener la utilidad de productos perecederos.
La posibilidad de innovar o mejorar productos a menor costo.

La necesidad de aseguramiento de calidad de un producto.

La necesidad de responder a cambios en el mercado.

PROBLEMAS, FACTORES Y CONSIDERACIONES.

-
Se requiere de concebir dos tipos de planes al efectuar la planeacion del
proyecto que son:

a)

Plan estratégico.- Debera comprender las metas (linea de negocio,
mercado a satisfacer, etc.), los objetivos generales de la organizacion que
son ( economicos y no econdmicos), las estrategias (decisiones financieras
en planeacion y control de alto nivel) y las politicas ( reglas y principios de
aspecto general que son la guia del pensamiento y la actuacion)

. Los planes estratégicos tienen como finalidad integrar el medio ambiente y

b)

la organizacion como un todo, son orientados a mediano o largo plazo y las
estrategias a seguir son decididas por la alta administracion.

Plan financiero.- Consiste en establecer las ideas concebidas mediante
cifras que formen los presupuestos, es decir, formular los programas con
el objeto de determinar las actividades futuras en tiempo y dinero de una
empresa.



Al planear las inversiones, se deberd tomar en cuenta las siguientes
consideraciones basicas:

e Aprovechar de manera eficaz, eficiente y redituable los recursos de la
organizacion.
e Buscar soluciones abarcando vy satisfaciendo los enfoques técnico y

econdmico ya que son complementarios, para asi conseguir los meJores_;:'F‘_

resultados del proyecto en su totalidad. :
e Analizar detalladamente las opciones de comprar activos fijos, reparar los S
existentes o rentar los que sean necesarios segin la 51tuac10n 'y
necesidades de la empresa. i
e Ponderar las opciones tecnolégicas, detallando sus caracteristicas 'y
posibles razones para efectuar su seleccion.

1.2 TIPOS DE PROYECTOS DE INVERSION.

Existen diferentes clasificaciones de proyectos de inversion, la presente tiene
como fin adecuarse a los diversos tipos de situaciones que se presenten.

Para efectos de la planeacion financiera de las inversiones en bienes de capital,
es decir, en inmuebles, maquinaria y equipo, se considera la mas razonable la
siguiente; siendo esto de acuerdo a:

El tipo de proyecto de inversion:

a) Agropecuarios.- Son todos aquellos dedicados a la produccion animal o
vegetal.

b) Industriales.- Abarcan la industria manufacturera, extractiva y de
transformacion relativa a las actividades de la agricultura, pesca y
ganaderia.

c) De servicios.- Son aquellos que se efectlian para atender necesidades de
tipo social como por ejemplo salud, educacion, vivienda comunicacion
. etc.

Los resultados a obtener:

a) No rentables.- Son aquellos que no tienen por objetivo obtener utilidades
en forma directa.

b) No medibles.- Se denomina en esta forma a aquellos cuyo objetivo es
lograr una utilidad en forma directa, siendo dificil cuantificar la misma.



c) De reemplazo.- La finalidad es sustituir activos debido a desgaste u
obsolescencia de éstos, logrando asi mantener la eficiencia de la planta
productiva.

d) De expansion.- Tienen como objetivo lograr una mayor capacidad
- productiva mediante el reemplazo del equipo por ser obsoleto o por la
modernizacion del mismo para obtener eficiencia y de esta manera poder
hacer frente a la tendencia creciente de ventas en una empresa en
proceso de desarrollo, o bien porque la empresa desea ganar mayor
mercado.

Su naturaleza:

a) Dependientes.- Son aquellos que se encuentran condicionados entres si, en
otras palabras, si se tienen tres proyectos A, B y C, la aprobacion de uno
de ellos solo sera posible si los otros dos también son aceptados.

b) Independientes.- Se denominan asi, puesto que la aprobacion de uno de
ellos no descarta la posibilidad de la aceptacion posterior de cualquiera
de los restantes, es decir, la aprobacion del A no influye en la adquisicion
de B y C, ya que el objetivo de cada uno de ellos es distinto.

c) Mutuamente excluyentes.- Son aquellos cuya finalidad o funcion a realizar
dentro de la empresa es la misma, por ésta razén la aceptacion de uno de
ellos provoca la eliminacion de los restantes.

Otras personas prefieren clasificar los proyectos en funcion de la entidad que los
promueve y asi hablan de proyectos sociales y proyectos privados.

Actualmente el concepto se emplea también dentro del ambito de la denominada
Ingenieria financiera, donde se habla de proyectos de restauracion de pasivos,
proyectos de mexicanizaciones, proyectos de emision de deuda, proyectos de
capitalizacidon de pasivos etc.

1.3 ETAPAS DEL PROYECTO.

En la elaboracion de proyectos de inversion para bienes de capital dependiendo
de su complejidad y magnitud se pueden considerar diversas etapas de analisis y
evaluacidn, por lo general, se destacan seis basicas:

1) Estudios preliminares.- Son aquellos que sirven de preambulo para analizar
posteriormente en forma solida un proyecto, se basan en la informacién que se
tiene a la mano.

Dentro de esta primera etapa se busca conceptuar la idea del proyecto en forma
general, tratando de delimitar los rangos maximos y minimos de la inversion.



Cabe sefalar que si la empresa desea crecer y desarrollarse debera promover e
impulsar un ambiente creativo, es decir un medio ambiente en el que existan las
condiciones adecuadas para fomentar la iniciativa del personal.

2) Anteproyecto.- Se conoce también como " estudio previo de factibilidad”,
consiste en comprobar mediante informacion mas detallada ( Estadisticas
macroeconémicas, existencia de recursos propios, fuentes de financiamiento,
incentivos fiscales, magnitud de la competencia, identificacion del
consumidor potencial mediante pruebas de mercado, etc. ), presentando la
semblanza del proyecto, rendimiento esperado y un pronostico de los
recursos financieros, humanos, y técnicos necesarios a través de un trabajo
final.

3)Constitucion del comité.-Se debe formar un grupo de trabajo
interdisciplinario, esto es, establecer un comité del proyecto, en el cual estaran
definidas las tareas y responsabilidades y niveles de autoridad en funcion del
proyecto que se trate.

4) Estudio de factibilidad.- En esta cuarta etapa se realiza el "Documento del
proyecto”, se encuentra integrado por los analisis de mercado, ingenieria,
econdémico-financiero y el plan de ejecucion; es aqui donde se establecen los
elementos cuantificables y no cuantificables de un proyecto, ademas de la
combinacion adecuada de estos.

5) Puesta en marcha y funcionamiento normal.- Se refiere a la implementacion
del proyecto, dentro de este contexto se encuentra la compra del bien, su
instalacion, capacitacion del personal, operacién, mantenimiento, etc.

6) Control.- Consiste en la comparacion y medicion de los resultados reales
contra los presupuestados ( analisis de variaciones), lo cual puede realizarse en
forma parcial o total, teniendo como objetivo corregir o mejorar la actuacion del
proyecto.

1.3.1 DOCUMENTO DEL PROYECTO.

El objetivo del documento del proyecto es proveer los elementos necesarios
para la toma de decisiones en lo concerniente al apoyo que se debera prestar a
la ejecucion del proyecto de inversion en el bien del capital. El documento del
proyecto esta formado por:

a) Analisis de Mercado.

b) Analisis de Ingenieria.

c) Analisis Economico-Financiero.
d) Plan de Ejecucion.



1.4 RIESGO EN UN PROYECTO DE INVERSION.

La gestion, empresarial en la toma de decisiones sobre la evaluacion de
proyectos de por si compleja, ve acentuada su complejidad en virtud de diversos
aspectos y fenomenos que interactuan en su entorno, entre los que destacan: el
alza y variabilidad de las tasas de interés en el mercado de capitales, la inflacion
interna e importada y los problemas sociales y politicos, tanto internos como
externos.

Ante esta realidad y su creciente perspectiva, la toma de decisiones en la
empresa requiere de respuestas agiles y certeras que implican el dominio y
aplicaciéon de conceptos de diversas disciplinas, entre otras las del tipo:
econdmico, financiero, matematico, estadistico, mercadologico, informatico,
fiscal y administrativo.

Tales conceptos y conocimientos, a su vez requieren de un enfoque
interdisciplinario y de sistemas que permitan optimizar el logro de los objetivos
planteados en la toma de decisiones; y es precisamente en este contexto donde
el tratamiento y medicion del riesgo que involucran los proyectos de inversion
cobran una importancia radical que merece una atencion especializada.

La definicion de riesgo que se encuentra en un diccionario es:

e El peligro en relaciéon con algun daio probable.
La falta de conocimiento seguro sobre un evento.
Cada una de las contingencias que pueden ser objeto de un contrato de
seguro.

Ademas de los diversos significados de la palabra riesgo, dicho concepto tiene
otras mas en funcion de la disciplina en la cual se emplea, y en funcion del tema
financiero de que se trate.

e Especialista en finanzas: El riesgo es la variacion de un rendimiento, valor
o utilidad esperada.

e Contador publico: El riesgo son los errores e irregularidades que se
pueden cometer al tomar una decision.

e Administrador de empresas: El riesgo esta representado por la toma de
decisiones en condiciones inciertas.

e Un programador: El riesgo se refiere a la toma de decisiones en la que al
menos una variable de decision es arbitraria.

Aunque ademas de las diversas acepciones de riesgo que pueden dar los
profesionales, los textos de finanzas incluyen las siguientes definiciones.



e Riesgo comercial: Causado por fluctuaciones de utilidades de operacion.
Este tipo de riesgos depende de la variabilidad en la demanda, el precio
de venta, de la estructura de costos y gastos y del grado de
apalancamiento operativo de la organizacion o proyecto de inversion.

e Riesgo financiero: La incertidumbre de los rendimientos futuros para los
socios de una firma, misma que deriva de la estructura financiera
adoptada por ésta, es decir de la manera en que se haya decidido el
financiamiento de los activos de la empresa.

e Riesgo de mercado: Se refiere al riesgo que se tiene de que el precio de
una accion cambie, debido a las variaciones en el entorno del mercado
bursatil en general, o a que los precios de todas las acciones tienen cierto
grado de correlacion con las fluctuaciones generales del mercado de

valores.

e Riesgo sistematico: Este riesgo es inevitable, independientemente del
grado de diversificacion de la cartera de proyectos o inversiones que un
inversionista pueda lograr, este deriva del hecho de que hay otros peligros
en el conjunto de la economia que amenazan a todos los negocios. Siendo
ésta la razon por la que los inversionistas estan expuestos a la
incertidumbre del mercado, sin importar el niamero de acciones que
posean. Para un inversionista que posea una cartera razonablemente
variada, lo mas importante sera el riesgo de mercado, por ésta razén para
un inversionista que diversifica el riesgo la fuente de incertidumbre
predominante radica en la variabilidad del mercado, ya que éste
arrastrara con él a la cartera de inversionistas.

1.4.1 TECNICAS PARA LA MEDICION DEL RIESGO EN UN PROYECTO DE
INVERSION.

Para la evaluacion del riesgo de un proyecto de inversion o de una cartera o
(portafolios) de proyectos, se puede realizar basicamente de tres maneras:

a) Mediante un criterio totalmente informal y subjetivo.

b) Mediante consideraciones formales, las cuales pueden ser, tanto de
caracter subjetivo, como objetivo.

c) Mediante una combinacion de ambos criterios.

En el caso de criterios informales, sus procedimientos de valuacion son
intrinsecamente débiles, ya que los factores que afectan el riesgo no son
examinados en forma explicita, ni de manera sistematica.

Por ejemplo teniendo dos proyectos de inversion Ay B, en donde los porcentajes
de rendimientos esperados son de 32% y 18% respectivamente, y asumiéndose
que el proyecto A es mas arriesgado que el B, aunque no se haya realizado un



estudio para medir el grado preciso de riesgo en cada caso, entonces se esta
hablando de un criterio informal.

En el caso de criterios formales, la administracion financiera emplea diversas
técnicas que permiten la medicion y evaluacion del riesgo, tanto a nivel de
alternativas individuales, como para combinaciones de proyectos (carteras o
portafolios), tales como: Analisis de sensibilidad, distribuciones de
probabilidad, modelo de valoracion de activos de capital, coeficiente de
volatilidad, tasas de descuento ajustadas por el riesgo, arboles de decisién,
equivalentes de certeza y modelos de simulacion.

La determinacion del riesgo mediante la técnica de distribuciones de
probabilidad, requiere el empleo de algunos conceptos estadisticos tales como:
La media, la desviacion estandar, la estandarizacion de valores y la bisqueda
de valores bajo la curva normal.

Por otro lado los arboles de decision o probabilidad son graficos asociados a las
probabilidades de ocurrencia en diferentes escenarios, para uno o varios
periodos, que permiten tener una idea visual sobre un problema de inversion.

Los siguientes capitulos pretenden reforzar la aplicacion de conceptos de
estadistica y probabilidad relacionados con temas basicos como: estudios de
mercado, evaluacion de mercados en condiciones de riesgo, etc., ademas de
reforzar el estudio de la estadistica, sus vinculos y aplicabilidad en las disciplinas
y temas de su especialidad o en aquellas que les sean afines.



CAPITULO Il

ELEMENTOS BASICOS DE LA ESTADISTICA.

2.1 DESARROLLO HISTORICO DE LA ESTADISTICA.

Estadistica Etimologicamente significa " Ciencia del Estado”, pues en un
principio su campo de accion era la recopilacion y analisis de datos relativos a la
poblacién y riqueza que la administracion de los Estados exigian para fines de la
Guerra y de las Finanzas.

Actualmente la Estadistica se emplea como un valioso instrumento en diversos
campos de las ciencias y en las mas variadas actividades, de tal manera que es
dificil encontrar una fase de la actividad humana que no considere (til cuando
menos ocasionalmente la utilizacion de la Estadistica.

2.2 NECESIDAD DE LA ESTADISTICA.

La estadistica o métodos estadisticos actualmente estan desempefiando un
importante papel en todas las facetas del proceso humano, como un valioso
auxiliar en los mas diversos campos del conocimiento y en las mas variadas
actividades de las ciencias fundamentales y aplicadas. Es una materia basica en
las carreras de Sociologia, Economia, Administracion de Empresas, Pedagogia,
Psicologia, Ingenieria Civil, Historia Medicina, Fisica y otras mas.

A partir de la mitad de este siglo, la necesidad de utilizar los datos numéricos
para expresar la informacion cuantitativa, ha adquirido gran importancia
econémica y sociologica. Por ejemplo hace 30 ahos cualquier persona se
identificaba exclusivamente por sus nombres y apellidos. Hoy en dia tiene otros
datos asociados con el nombre: Numero del acta de nacimiento, Numero del
IMSS etc.

Entre las muchas aplicaciones que tiene la Estadistica destacaremos las
siguientes:

Representacion funcional de los fendmenos numéricos.
Representacion grafica de situaciones de toda indole: Econdmica,
poblacional, fisica, bioldgica, demografica, etc.

e Recopilacion de datos y su interpretacion.

e Prediccion cientifica de efectos de causas evaluables de una forma
matematica.
Interpretacion de la experimentacion.
Aprovechamiento del muestreo para el conocimiento de los fenomenos.



2.3 DIVISION DE LA ESTADISTICA.

La Estadistica es el conjunto de técnicas que se emplean para la recoleccion,
organizacion, analisis e interpretacion de datos. Los datos pueden ser
cuantitativos, con valores expresados numéricamente, o cualitativos en cuyo
caso se tabulan las caracteristicas de las observaciones.

La Estadistica se divide en:

a) Estadistica descriptiva: Comprende las técnicas que se emplean para
resumir y describir datos numéricos. Estos métodos pueden ser
numeéricos o graficos.

Ejemplo : El promedio mensual de ventas de un circuito digital se
puede describir mediante el uso de grafica de barras. Obteniéndose la
media aritmética de las ventas mensuales de este dispositivo.

b) Estadistica inferencial: Comprende las técnicas con las que con base
Unicamente en una muestra sometida a observacion, se toman
decisiones sobre una poblacion. Dado que estas decisiones se toman en
condiciones de incertidumbre es necesario el uso de conceptos de
probabilidad.

Ejemplo: Para estimar el voltaje requerido para provocar fallas en un
dispositivo eléctrico, una muestra de estos dispositivos puede
someterse a voltajes crecientes, hasta que falle cada uno de ellos. Con
base en estos resultados muestrales puede estimarse la probabilidad de
falla a varios niveles de voltaje de los demas dispositivos de la
poblacion muestreada.

A continuacion se daran definiciones elementales:
UNIVERSO: Conjunto determinado de objetos o elementos.

POBLACION: Conjunto de todas las mediciones de interés para quien obtiene la
muestra y cuentan con caracteristicas en comtn. La poblacion es un subconjunto
del universo.

MUESTRA: Es un subconjunto de mediciones seleccionadas de una poblacion de
interés.

El universo puede constar de un solo objeto, por ejemplo un automovil. La
poblacién de ese universo pueden ser todas las mediciones del espesor de las
piezas del automdvil. También pueden ser dichas piezas en cuanto, a las
substancias de que estan hechas.

10



Una muestra es aleatoria si al elegirla, cada elemento de la poblacion tiene la
misma oportunidad de ser elegido. " Solo con esta clase de muestra es posible
aplicar las leyes de la probabilidad matematica”.

2.4 VARIABLES ALEATORIAS.

Las observaciones generadas por un experimento caen en una de dos categorias,
a saber, cuantitativas o cualitativas por ejemplo la producciéon diaria de una
planta industrial es una observacion cuantitativa o numéricamente medible, por
otro lado las descripciones del clima, tales como lluviosos, nublado o soleado son
cualitativas. En algunos casos es posible convertir los datos cualitativos a
cuantitativos, asignando un valor numérico a cada categoria para formar una
escala. La produccién industrial a menudo se clasifica como de primera clase,

segunda clase, etc.
Los sucesos de interés asociados con el experimento son los valores que los datos
pueden tomar y son por lo tanto sucesos numéricos.

Una variable aleatoria: Es una funcion con valores numéricos definida sobre un
espacio muestral.

Existen por lo tanto dos tipos de variables aleatorias respecto de los datos
obtenidos en el muestreo.

a) Variable aleatoria discreta: Esta variable se representa como
individualidades. Solo puede asumir un conjunto numerable de valores,
si se pueden enumerar entonces se trata de una variable aleatoria
discreta. Por ejemplo se tienen 3 6 4 hijos, no cuatro y medio.

b) Variable aleatoria continua: Se miden entre dos valores cualesquiera,
en donde hay por lo menos un intermedio, ésta variable puede asumir
el numero infinitamente grande de valores correspondientes a los
puntos sobre un intervalo en una linea recta. Por ejemplo un caballo
puede hacer un recorrido diario de 2.6 Km. valor que esta entre 2 Km.
y 3 Km,

A continuacion se dan algunos ejemplos de variables aleatorias:

1.- La altura del agua en una represa Var. Ale. Continua.
2.- El nUmero de persona extraviadas en un mes.  Var. Ale. Discreta.
3.- Su presion arterial. Var. Ale. Discreta.

4.- La cantidad de lluvia que cae en la ciudad de México en una semana Var.
Ale. Continua.
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5.- La altura de las personas en un salén. Var. Ale. Continua.

6.- la distancia que recorre un alumno de su casa al colegio. Var. Ale. Continua.

2.5 ELEMENTOS ESCENCIALES DE UN PROBLEMA ESTADISTICO.

El objetivo de la Estadistica es hacer inferencias (predicciones, decisiones)
acerca de una poblacién, sobre la base de la informacion contenida en una
muestra. Para conseguir el objetivo tendremos que cada problema debe contener
los siguientes elementos para poder obtener los mejores resultados en la
investigacion:

1.- Plan de recopilacion: Es el conjunto de procedimientos utilizados en la
planeacion de la recopilacion, es decir, representa un trabajo analitico que
tiende a determinar lo que hay que buscar, en donde y como obtenerlo. Es
necesario planear una serie de preguntas cuyas contestaciones interesen para
que sean contestadas sin dificultad.

2.- Recopilacion de los datos: Es el conjunto de operaciones a realizar para
obtener los datos de los que nos interesa del fenomeno a estudiar.

3.- Critica de los datos: De esta etapa depende que los datos se apeguen a la
verdad y usar los datos, si estan contestadas todas las preguntas y si estan acorde
con la demas informacion.

4.- Clasificacion y recuento de los datos: Consiste en agruparlos segun los
caracteres que se manifiesten en el fenémeno.

5.- Representacion de los datos: Consiste en mostrar los datos obtenidos,
debidamente ordenados en forma clara y precisa con el objeto de facilitar la
interpretacion y analisis de los mismos. La presentacion puede hacerse en forma
escrita, en tablas, cuadros estadisticos o graficas.

6.- Analisis de los datos: Consiste en detectar las diferentes variaciones para
poder tomar decisiones finalmente.
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2.6 ESTADISTICA DESCRIPTIVA.

Una vez que se han presentado las principales definiciones relacionadas con la
Estadistica descriptiva comenzaremos por presentar la toma de los datos
obtenidos en la encuesta.

2.6.1 TOMA DE DATOS Y ORDENACION.

Toma de datos: Es la obtencion de una coleccion de informacion que no ha sido
ordenada numéricamente.

Ejemplo: La cantidad de cortos circuitos que presenta diariamente un tablero
electronico sometido a altos voltajes ( Tomados durante 10 dias)

Dia 1 2 3 4 5 6 | 7 | 8 9 10

Cortos (o] 1 3 2 0] 4 1 1 0 3

Se observa que al realizar nuestro muestreo los datos que se obtienen de él se
encuentran en desorden, lo cual no facilita el estudio del fenomeno, esto exige
que se presenten de otra manera los datos obtenidos por lo cual recurrimos a la
ordenacioén de la variable.

Ordenacién: La ordenacion de la variable estadistica puede ser en forma
ascendente o descendente; y es la colocaciéon de los mismos en forma ordenada.

Ejemplo: Tomamos como poblacion al conjunto de valores de la edad de los
alumnos que logran egresar como técnicos electricistas. En donde la muestra es
la siguiente:

De la forma en que estan presentados los datos, no es posible establecer ninguna
relacion atil, organizandolos en una tabla nos daran una mejor informacién. Por
lo regular, siempre se ordenan en forma ascendente.
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Ordenados en un cuadro quedaran asi:

OBéérYandd la tabla, ahora es mucho mas S
- facil'interpretar los datos obtenidos. 19 [19,19,19 Vo3

‘De los 30 alumnos egresados tenemos los 20 | 20,20,20,20,20
- siguientes datos: 212121

5 alumnos tienen 20 afos. 22:(22.2
3 alumnos tienen 19 afos. o
3 alumnos tienen 25 anos. 23

2 alumnos tienen 27 anos.

1 alumno tiene 30 anos. 24

25

Estos datos fueron tomados de alumnos 26
que terminaron sin haber reprobado '7 i
ninguna materia. 27

28
29 |

30

31 |31,31,31

3303333 |2
30

Sin embargo ésta forma de presentar los datos es inaplicable para cuando se
cuenta con una gran cantidad de informacidon que hay que analizar. Una forma
mas sencilla es por medio del uso de una tabla de frecuencias.

2.6.2 DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS.

Antes de comenzar la construccion de una tabla de distribuciéon de frecuencias se
daran las definiciones asociadas a este tema.

Distribucién de frecuencias 6 Tabla de frecuencias: Es la ordenacion tabular
de los datos en clases y las frecuencias correspondientes a cada una.

Valor mayor: Entre los datos obtenidos, o de los datos de la muestra que se haya
tomado al azar, determinar el que valga mas.

Valor menor: Dato menor de la muestra o de la recopilacion.
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Rango o Recorrido: Es la diferencia entre los dos valores anteriores.
R= Vmayor = Vmenor

Frecuencia absoluta: La cantidad de veces que aparece o se repite un dato.

Frecuencia relativa: La cantidad de casos o elementos de una clase o mtervalo
dividida entre el total de frecuencias.

Intervalo: Division generalmente igual del rango, cada uno se llama clase.

Limite inferior del intervalo: Valor inicial del. 1te
Limite superior del intervalo: Valor final del r
Marca de clase: Promedio aritmético de los limites del intervalo.
Aplicaremos las definiciones vistas a un ejemplo.
Ejemplo: 15 Técnicos electricistas interesados en obtener una beca para un
curso de mantenimiento presentaron un examen disefiado para medir su aptitud.
( EL puntaje maximo es de 100 aciertos), siendo los resultados los siguientes:

79 92 86 76 92

88 86 76 63 46

87 88 87 92 79
‘Los encabezados de la tabla seran: Variable (Es el puntaje obtenido en el

examen), frecuencia y frecuencia relativa. A esta manera de representar los
datos se le conoce como distribucion de frecuencias.

VARIABLE | FRECUENCIA FRECUENCIA
RELATIVA
46 1 1/15= .066
63 1 1/15=.066
76 2 2/15=.133
79 2 2/15=.133
86 2. 2/15=.133

87 : 2/15=.133"
88 - 2 . 2/15=.133
92 3/15=.200
TOTALES - .998
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-Se o.bserva en la tabla que el total de frecuencias coincide con el numero de
-.datos, asi como el total de la frecuencia relativa siempre debe de ser 1 6 .999 de
lo contrario alguna operacion ha sido mal calculada.

La tabla anterior puede tener otra presentacion acumulando las frecuencias,
tanto la absoluta como la relativa, siendo los encabezados de la tabla: Variable, -
Frecuencias acumuladas y Frecuencia relativa acumulada (Estas columnas:se.

obtendran realizando la suma de las frecuencias anteriores y la que ya se tenia)r; e

Por ejemplo: El renglén uno se mantiene igual, el renglén dos se obtiene de la ;‘:'
suma dela frecuencia anterior y la frecuencia de ese renglon 1+1 =2, para el :°
tercer renglon se tendra 2+2 =4 etc. Realizando lo mismo pero para la frecuencia
relativa.

VARIABLE | FRECUENCIA FRECUENCIA
ACUMULADA RELATIVA
ACUMULADA
46 1 .066
63 2 .133
76 4 .266
79 6 .399
86 8 .532
87 10 665
88! 12 .798
92 15 .998
TOTALES 15 998

Las tablas anteriores aunque presentan de una mejor manera los datos se pueden
condensar distribuyendo las frecuencias por medio del uso de intervalos.
2.6.3 INTERVALOS Y LIMITES REALES DE CLASE.

Para formar una Distribucion de frecuencias por intervalos (llamados clase)
deben de ser del tipo aZx<b o sea (a, B]

El tamano t del intervalo lo obtendremos de la siguiente manera:
e Primero se obtiene el rango de la muestra.
Rango = Vmayor-VYmenor

e Se divide el rango entre el nimero de intervalos deseados

t= Rango +Num. de intervalos deseados.
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Tomando el ejemplo anterior, construiremos una distribucion de frecuencias con
6 intervalos:

Rango = 92-46 = 46

t=46/6 =8.3 que por conveniencia lo hacemos 8, es decir, t = 8

La tabla de intervalos de clase queda de la siguiente forma:

INTERVALO FRE FRECUENCIA | FRECUENCIA ( FRECUENCIA MARCA
CUENCIA RELATIVA | ACUMULADA | REL. ACUM. DE CLASE
46-54 1 .066 1 .066 50
54-62 0 .000 1 .066 58
62-70 1 .066 2 .132 66
70-78 2 .133 4 .265 74
78-86 4 .266 8 531 82 .
86-94 7 .466 15 .997 90

Si pbsérvamos los intervalos 62-70 y 70-78 se cumple la condicién ( a,b], en
donde los datos que son iguales a 70 solo son tomados en cuenta en el tercer
intervalo, lo cual impide que se dupliquen estos datos.

El presentar nuestra variable estadistica de ésta manera nos permite hacer las
siguientes observaciones:

e Solo un aspirante obtuvo un puntaje reprobatorio, siendo esto el 6.6 % de
la muestra.
e El 46.6% de la muestra obtuvo un buen puntaje de 86 a 94 aciertos.

Una vez vista la manera de como se realiza una tabla de distribucion de
frecuencias por intervalos mostraremos las partes que la integran en el siguiente
ejemplo:
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INTERVALO FRECUENCIA
(ESTATURAS)
1.50-1.60 5 Distribucién
Intervalos 1.60-1.70 9 de
de 1.70-1.80 4 frecuencias
Clase 1.80-1.90 2
< » _
Limite inferior Limite superior Frecuencias
del intervalo del intervalo
2.6.4 REGLAS PARA FORMAR UNA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS.

En el ejemplo anterior se mostré como construir una distribuciéon de frecuencias
para los datos sobre un examen y explicamos como se puede interpretar dicha
distribucion, a continuaciéon presentaremos principios que se deben emplear
para construir una distribucion de frecuencias para un conjunto de datos:

1.

Determinar el numero de clases. En general es mejor tener entre 5y 20
clases, a mayor nimero de datos, mayor nimero de clases. Si el niUmero
de clases es muy pequeio, podriamos estar encubriendo, caracteristicas
importantes de los datos, debido al agrupamiento. Si tenemos demasiadas
clases, pueden aparecer clases vacias y la distribuciéon perderia su
significado. El nimero de clases debe determinarse a partir de la cantidad
de datos presentes y de su uniformidad.

Encontrar la amplitud y determinar el ancho de las clases. Como regla
general para encontrar el ancho de las clases ( Tamano del intervalo),
divida la diferencia entre la observacion mayor y la menor por el nimero
de clases deseado y afnadale lo necesario al cociente para obtener una
cifra conveniente para el ancho de las clases. Todas las clases deben tener
el mismo ancho. Esto nos permite hacer comparaciones uniformes de las
frecuencias de clase.

Determinar los limites de las clases. Para determinar los limites de las
clases, empiece con la clase mas baja, de modo que incluya a la
observacion mas pequena. Entonces anada, las clases restantes.

Una vez que se han presentado estas reglas se resolvera el siguiente ejemplo
para una mejor comprension de la construccion de una distribucion de
frecuencias por intervalos.
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Ejemplo 1: Se realizé un estudio acerca del nimero de empleos que ofrecen
ciertas compaiiias a los Técnicos electricistas, en el area de mantenimiento
teniéndose los siguientes resultados ( Se encuestaron a 45 companias ).
Construya la Distribucion de frecuencias para los datos con 5 intervalos: -

6 4 3 7 9 8 1 4 12
2 5 2 3 3 7 7 5 5
4 3 2 8 9 1 10 6 4
3 5 6 8 9 15 12 1" 6
7 7 8 9 2 2 8 9 10

Solucion:

a) El nimero de intervalos ya ha sido proporcionado y sera 5, con este
namero garantizamos que todos los datos queden dentro de un intervalo.

b) Calculando:
~ Rango = Vmayor-Vmenor =15-2=13
Tamarfio de intervalo = t =Rango+Numero de intervalos deseados
t= 13/5=2.6 Por lo que es conveniente tomar como t = 3

c) Para determinar los limites del primer intervalo, comenzaremos con el
dato menor que es 2, recuerda que el intervalo debe de ser (a, b].

INTERVALOS | FRECUENCIA FRECUENCIA FRECUENCIA | FRECUENCIA
RELATIVA ACUMULADA | REL. ACUM.

2-5 18 .400 18 .400
5-8 14 31 32 711
8-11 - 10 222 42 .933
11-14 2 .044 44 977
14-17 1 .022 45 .999

De la anterior tabla de distribucion de frecuencias podemos afirmar:
e El 40% de las companias ofrecen entre 2 y 5 empleos para Técnicos
electricistas.
e Solo tres compaiias cuentan con una cartera de mas de 12 plazas para el

area Técnica.



2.6.5 REPRESENTACIONES GRAFICAS : HISTOGRAMA Y POLIGONO DE
FRECUENCIAS.

Una vez obtenida la Distribucion de frecuencias de nuestros datos es muy util
contar con métodos graficos para obtener una descripcion general y rapida de
los datos recolectados y para su presentacion, ya que al visualizarlos nos
ayudara a tener una mejor idea de lo que sucede con nuestra muestra.

El primer método que presentaremos sera el Histograma.

Histograma : Es una representacion grafica de una funcion de distribucion de
frecuencias mediante rectangulos de area proporcional a la frecuencia

correspondiente.
Se puede construir un histograma de frecuencias contra intervalos, frecuencias

relativas acumuladas contra intervalos, etc.

Ejemplo 1: De la tabla de distribucion de frecuencias del e]emplo anterior
construya el histograma de frecuencias contra intervalos.

Solucion : En el eje horizontal ( eje de las X) se colocan los intervalos y en el eje
vertical ( eje de las Y ) las frecuencias. Se escoge una escala que nos permita una
observacion clara del histograma.

HISTOGRAMA

| INTERVALOS | FRECUENCIA

10

FRECUENCIA ABSOLUTA

2

2 5 8 1 14 17
INTERVALOS

TESIS COV
;20 FALLA DE ORIGEN




Ejemplo 2: Obtenga el histograma del ejercicio anterior de intervalos contra
frecuencia acumulada.

Solucion :

Las columnas a graficar son las siguientes y el histograma que se obtiene es el
siguiente:

HISTOGRAMA

:44. ‘.;}45,
5

INTERVALOS | FRECUENCIA 40 {
ACUMULADA 554

3
3
2-5 18 Z 30 -‘
5-8 32 g :
8-11 42 = 25]
11-14 44 g2 18
14-17 45 3
, 15 -
(™
10
5 4
0

2 5 8 11 14 17
INTERVALOS

Otro método grafico es el poligono de frecuencias, a continuacién se da la
definicion de este asi como un ejemplo.

Poligono de frecuencias: Es un grafico de lineas a rectas trazadas, sobre los
puntos medios o0 marcas de clase de cada rectangulo del histograma.

Ejemplo 3: Dibuje el poligono de frecuencias de Intervalos contra frecuencia del
ejercicio anterior.

Solucién : Para la construccion del poligono de frecuencias es necesario tener las
marcas de clase de cada intervalo, que se obtiene del promedio de los limites del
intervalo.
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POLIGONO DE FRECUENCIAS

20
18 4 18

INTERVALOS | FRECUENCIA | MARCA DE 16
CULn R e U CLASE - ] 14 14

12
10 - 10

FRECUENCIA

6_
4 2
2 '

s .
aNOow
Rt RO X

1

0 T . T -
3.5 6.5 9.5 12.5 155

MARCAS DE CLASE

Ejemplo 4: De la siguiente Distribucion de frecuencias obtenga el histograma de
frecuencias de: intervalos contra frecuencia relativa y el poligono de: intervalos
contra frecuencia acumulada.

La siguiente tabla muestra los datos de los promedios obtenidos de los alumnos
de 6° semestre de Bachillerato:

INTERVALO | FRECUENCIA | FRECUENCIA | FRECUENCIA | FRECUENCIA | MARCA DE
RELATIVA | ACUMULADA | ACUM. REL, CLASE

4-5 1 0.019 1 0.019 4.5
5-6 8 0.154 9 0.173 5.5
6-7 12 0.231 21 0.403 6.5
7-8 22 0.423 43 0.826 7.5
8-9 6 0.115 49 0.942 8.5

9.5

9-10 3 0.058 52 1.000

El histograma de frecuencias de: intervalos contra frecuencia relativa queda de
la siguiente manera:
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HISTOGRAMA

0.45
0.40

0.35

0.30 1 -
0.25
0.20 -

0.15

FRECUENCIA RELATIV?

0104

0.05

4 5 6 7 8 9 10
INTERVALOS

El poligono de intervalos contra frecuencia acumulada se muestra a
continuacion:

POLIGONO DE FRECUENCIAS

2}
o

[42]
o
L

H
o
£

FRECUENCIA ACUMULADA
N
o o

104 -

4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5
MARCAS DE CLASE

Como se observa la grafica sale ascendente ya que se grafico la frecuencia
acumulada.
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CAPITULO Il

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Para poder obtener consecuencias y deducciones validas de los datos de una
estadistica, es muy Gtil contar con informacion sobre los valores al centro y sobre
las distancias que estan unos valores con respecto de otros. Las primeras medidas
se llaman medidas de tendencia central, las cuales se trataran en este capitulo.
Comenzaremos con Notacion sumatoria que nos ayudara a comprender mejor el
tema, asi como el desarrollo de las formulas.

3.1  NOTACION FUNCIONAL.

La suma es una de las operaciones que se utiliza con mayor frecuencia en el
analisis de datos estadisticos, por lo cual es necesario un simbolo para indicar
ésta operacion entre los datos de la muestra. Este simbolo es llamado sumatoria.
Para comprender la notacion de sumatoria se requiere estar familiarizado con
dos temas del Algebra elemental: La notacion funcional y la nocién de
sucesion. La notacion funcional es importante porque a menudo necesitaremos
sumar una funcion de las mediciones muestrales, por ejemplo sus cuadrados. Asi
la funcién de las mediciones muestrales que se va a sumar sera dada como una
formula en notacion funcional.

Comenzaremos por dar la definicion de funcion, para comprender mejor lo que
es notacion funcional.

Funcion: Una funcion consiste en dos conjuntos de elementos y una
correspondencia definida entre un elemento del primer conjunto digamos x, y un
elemento del segundo conjunto, digamos y, tal que a cada elemento de x le
corresponda uno y solo un elemento de y.

Una vez dada la definicion podriamos entender que una funcion estara dada por
una pareja identificada como (x, y)

Por ejemplo: Si quisiéramos calcular el valor de Y = x+3 para x=1, x=2 y x=3

Solucién:
X

oumd |«

1
2
3
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La notacién funcional es Gtil y ventajosa cuando deseamos indicar el valor de la
funcion y para un valor especifico de x .

A continuacion se presenta dos ejemplos, uno de ellos tiene la particularidad de
asignar una valor C llamado constante, al calcular la funcion.

Ejemplo 1: Dada la funcién Y = 1 , donde x =0
X

Encuentra Y(3)

1

Y(3)=-

(3) 3
Encuentra Y (6)

Y(6) = —;-
Ejemplo 2: Sea la funcién g‘()jc) =7
Encuentra g(4)
g4 =1 :
Encuentra g(S) =
gid) =17
Observa que g(x) siempre es igual a 7, para cualquier valor de x puesto que el

valor de ésta funcion para cualquier valor asignado a x sera 7 (la constante 7).

3.2 SUCESIONES NUMERICAS.

Al realizar un estudio acerca de una variable aleatoria, tendremos un conjunto
de mediciones, de las cuales una ocupara el primer lugar, otra el segundo y asi
sucesivamente, empiricamente entendemos lo que es una sucesion pero daremos
una definicién mas formal.

Sucesion : Una sucesion es un conjunto de objetos a;, az , a3 ,a4. ,ordenados en

el sentido de que podamos identificar al primer elemento del conjunto, es decir
a1, al segundo a;, etc.
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Casi siempre los elementos de las sucesiones son nimeros. Puesto que los
elementos de una sucesion estan ordenados, es natural tratar de encontrar una
formula para un elemento cualquiera de la sucesion en funcién de su posicion.
Ejemplo 1: De la siguiente sucesion de nGmeros 3,4,5,6,7,..... , encuentre la
formula que la determina.

Solucién: Si observamos la sucesion detenidamente se encuentra que cada
elemento es una unidad mayor que el elemento precedente, por lo que podemos

asignar una variable y para cada posicion de la sucesion, de tal forma que y toma
los valores de 1,2,3,4 para las posiciones 1,2,3,4 respectivamente.

Por lo que la formula esta dada por f(y)=y+2

Calculando la funcion para los valores anteriores

y | f(y)
2 e
3|5y
4 6
5 7

Ejemplo 2: Dada la siguiente sucesion 1,4,9,16,25 ...,encuentre la formula.

Solucién: Al analizar la sucesion se observa que cada elemento fue el resultado
de elevarlo al cuadrado.

f(y)

<

VA WN=
N=0h =
[0

Entonces la funcidn es f(y) = y?
Ejemplo 3: Dada la siguiente sucesion 1,8,27,64,... ,encuentre la formula.

Solucién: observando la sucesion se ve que cada numero fue elevado al cubo
para obtener la sucesion. Por lo que la formula es:

fly) = y?
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3.3 NOTACION SUMATORIA.

Una vez visto los dos temas anteriores podemos hacer uso de ellos para comenzar
con la explicacion de Notacion sumatoria. Al obtener nuestros datos en el
muestreo recordamos que cada uno de ellos ocupa un lugar en la sucesion, por lo
cual podemos calcular, por ejemplo el cuadrado de los primeros 5 términos de la

sucesion, mediante el uso de 2 ( sigma mayuscula ), que corresponde a la letra

S de suma, la cual nos indica que debemos sumar en este caso los primeros cinco
elemento de la sumatoria previamente elevados al cuadrado. Mediante el uso de
la sumatoria quedaria de la siguiente forma:

p
2
y=1

Realizaremos algunos ejemplos para comprender mejor el concepto de
Sumatoria.

Ejemplo1: Calcula la siguiente sumatoria.

D Y%= (12 + (202 +(3)2 +(4)2 +(5)*

5
y=1

1+ 4+ 9 +16 +25
55

4
Ejemplo2: Obtenga el resultado de la siguiente sumatoria ZSX

x=2

4
D5% = 5(2)+5(3)+5(4)
x=2

= 10+15+20
=45

Nota: El elemento tipico es funcion solo de la variable de adicion. Todos los
otros simbolos se consideran como constantes

A continuacion daremos algunos teoremas acerca de las sumatorias, para una
mejor comprension del tema.

Teorema 1.- Sea C una constante ( es decir un elemento que no depende de la
variable de adicion) y sea y la variable de adicion. Entonces:

n
Zc =nc
y=1
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Demostracion:

[ ST SR T % SR
dc=c+ctctet..+c
y=1 Lo . g

donde la suma contiene n elementos. Entonces:

Ejemplo 3: Obtenga'l

de adicion y, por tanto,

Teorema 2.- Sea C una constante. Ent_onrt‘es'
ch, = CZ Vi
i=1 i=l .

Demostracion:
n .

Yy, = cy, +cy, oy +.tey,

i=1

=yttt y,)

n

= CZ b
i=1

4
Ejemplo 4: Calcula la siguiente sumatoria ZSx

3" 5x =5(2)+5(3)+5(4)
™ 5(243+4)
= Six

Teorema 3.- i(x, +ytz)= ixi +i>’: +22;
i=l =l

i=1 i=t
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Demostracion:
n - 5 i E
D+t =X AN F TR Yy F B Y F Gt X, Y, 2,
i=1

Reagrupando términos, tenemos:

”n n n
= in +;yi +ZZ'
= i=

i=1

3
Ejemplo5: Calcule la siguiente sumatoria 2():3 +ax+7)

x=l .

Solucioén:

2‘:(,\'3 +ax+7) = ix" +iax+i7
x=l x=| x=1 x=l
= if +a23:x+3(7) ,

x=1 x=l

=([1+8+27)+a(1+2+3)+21
=6a+57

5
Ejemplo 6: Calcula la siguiente sumatoria Z(x—l)

x=2

Solucion:
Sx-D=@=D+@=D+E-D+(5-1)
=2 =10

5
Ejemplo 7: Obtenga Y x—I
x=2

Solucion:
S
Y x-1=(2+3+4+5)-1

=2

=13

Observa la diferencia entre los dos ejercicios anteriores, el solo hecho de colocar
paréntesis los hace diferentes.

29



3.4 MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL.

Los métodos graficos nos ayudan a tener una vision de lo que sucede con nuestros
datos, pero si quisiéramos mas informacion acerca de estos, recurrimos al uso de
métodos numéricos para poder obtener consecuencias y deducciones validas, lo
cual se logra por medio del uso de las medidas de tendencia central que nos
proporcionan informacion sobre los valores al centro, asi como la tendencia de
agrupacion de los datos. Estas medidas de tendencia central son: Media,
Mediana y Moda.

3.4.1 MEDIA.

La Media es una medida de tendencia central equivalente al promedio aritmético
de todos los valores de la variable que estan en la muestra.
En Estadistica una media se representa por medio de X ( Equis barra).

Para su calculo es necesario considerar primero la manera en que se tienen
presentados los datos (ordenados y agrupados por intervalos etc.)

Media para datos no agrupados ni ordenados

Considere el siguiente grupo de datos de 15 alumnos que corresponde al
promedio obtenido al finalizar la secundaria.

71 74 8.2 68 8.9
74 68 7.7 79 6.7
85 91 74 7.6 8.6

La formula para calcular la media de ésta muestra es:

- I o= XXy Xy Lt X,
x=—)»x ,esdecir x="2-—"2_23 n
nis n

Donde :

n: Es el nimero de datos.
x: Es la variable.

Calculando la Media para estos datos se téndré; ;

_ 70+74+82+68++8.9++74+68++7.7+7.9+67+85+9.1+7.4+7.6+8.6
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Este resultado nos dice que el promedio obtenido por los alumnos al egresar de la

secundaria es de 7.74
Media para datos agrupados por frecuencia

La siguiente tabla muestra las edades de 20 alumnos que ingresaron a nivel
bachillerato, obtenga la media.

VARIABLE FRECUENCIA
X; Ji ]

14
15
16
17
19
22 &bl
25 L

La Media para datos agrupédps o frécqehcia se calcula de la siguiente manera:

x= lf,x,+f2x2+f3x3+ +f..xn)——2flx,

n
Donde :

n: Es el nUmero de datos.
fi: Es la frecuencia absoluta.
x: ES, la variable

: Calculando la media se obtiene:

(14)(4) + (15)(5) + (16)(3) + (1 7)(4) + (19)(2) + (22)(1) + (25)(1)

~ .20
_—-56+’75+48+68+38+22+25
S, - 20
~ 332
X=—
20
¥=16.6

Por lo que la edad promedio al entrar al bachillerato de esta muestra es de 16.6
anos.
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Media para datos ordenados y agrupados por intervalos.

La formula para obtener la media para datos ordenados y agrupados por
intervalos es la siguiente:

Donde:

n: Es el nimero total de datos.
fi: Frecuenc1a absoluta.

L ‘Marcade clase.

h Es el'numero ‘de intervalos.

' Los s1gu1entes datos son los salarios percibidos mensualmente y son presentados
~en la siguiente distribucion de frecuencias por intervalos de la cual obtendremos
su media.

INTERVALOS FRECUENCIA MARCA DE CLASE
fi G

$ 2000-3500 6 2750
3500-5000 5 4250 -
5000-6500 4 5750
6500-8000 2 7250
8000-9500 3 8750
9500-11000 2 10250

Recuerda que la marca de clase se obtiene del promedio aritmético de los
intervalos de cada clase.

Calculando la Media:

_ (2750)(6) + (4250)(5) + (5750)(4) + (7250)(2) + (8750)(3) + (10250)(2)

=

_ 26
S 16500 + 21250 + 23000 + 14500 + 26250 + 20500
26
- 122000
x —
26
x =4692.3

La media nos dice que el salario mensual promedio es $ 4,692.30
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3.4.2 MEDIANA.

Otra de las medidas de tendencia central es la Mediana, que es el valor del
término central de toda una serie de datos ordenados conforme a los valores ya
sea en forma creciente o decreciente. La mitad de las observaciones debe tener
valor menor al de la mediana y la otra mitad debe tener valor mayor que el de la
mediana.

Por lo tanto la mediana solo se puede obtener de datos ordenados. Para
simbolizar a la mediana comUnmente se utiliza Md. Calculemos la mediana de la
siguiente serie de datos previamente ordenados:

2,6,9,1f,17,21,27

La mediana de ésta serie es el valor del cuarto término, o sea 13, puesto que
antes y después se encuentra un mismo namero de términos.

Calculo del niumero de orden de la mediana.

Como la mediana es el valor del término que ocupa el punto medio de una serie
ordenada, se deduce que si al nimero de orden de la mediana se le suma el
numero de términos que le siguen o que le anteceden, se obtiene el nimero total
de términos de la serie (N). Ahora bien, como el nimero de términos que
anteceden ala mediana es igual a su nUmero de orden menos uno, resulta, que si
representamos por Ng al nimero de orden de la mediana, se tiene que:

No + (Ng - 1) =N de donde
No+No-1=N

2Ng =N +1 luego entonces
No= N+1

T

Esta igualdad nos dice que el nimero de orden o localizaciéon de la mediana de
una serie ordenada es igual al nGmero de términos de la serie mas uno dividido
entre dos.

Mediana para una serie impar.

+1

Si en la formula, suponemos que N sea un numero impar el cociente

resulta entero. Por ejemplo calculando la mediana para la siguiente serie de

datos:
1,4,5, 8, 10, 12, 14, 18, 27, 33, 35
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La serie ya ésta ordenada entonces calculando el valor que debe tener la
mediana en la serie:

N, = l%l =6 .~ el lugar que ocupa la mediana es el sexto que corresponde

al valor de 12 entonces:
Md= 12

Mediana para una serie par.

Suponiendo en la igualada que N tenga un valor par, el cocié'nte Ldad

fraccionaria, por lo que en tal caso se acostumbra tomar ‘como valor de la
mediana, el promedio aritmético del término antenor y posterior del numero de' :
orden calculado para la mediana.

De la siguiente serie calcule la mediana:

3,5,6,7,8,9,12,13,14, 18,22, 24

Recuerda que la mediana divide en dos conjuntos de igual cardinalidad y siendo
el nt’:meroy;de‘términos doce y calculando el nimero de orden de la mediana:

El resultado anterior nos dice que el nimero de orden de la mediana en la-serie
es 6.5. El término de rango 6.5 no existe. Entonces se calcula el promedio
aritmético del término anterior y posterior del nimero de orden calculado para
la mediana.

9+12 21

2 2

Md = =10.5

Mediana para una distribucion de frecuencias.

Como en el fondo, toda serie de frecuencias es una serie simple en la que ésta
simplificada la escritura de los términos que en la serie simple se repiten, el
calculo de la mediana de una serie de frecuencias es igual al de la serie simple.
De tal forma que podemos decir que: El nUmero de orden que ocupa la mediana
en una serie de frecuencias es igual a la suma de frecuencias mas uno, dividida
entre dos.
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Ejemplo 1: Calcule la mediana para la siguiente distribucion de frecuencias, los
datos son acerca del salario por hora obtenido por 55 técnicos electricistas.

SALARIO POR FRECUENCIA

HORA

$ 100 4
150 9
200 25
250 13
300, = b 3
350: - |

Solucién :Primero calculamos el nimero de orden de la mediana

_ 55+1
2

N, =28
El resultado anterior indica que el valor del término de nimero de orden 28 es el

que corresponde a la mediana.
Ahora hay que localizar este valor en la distribucion de frecuencias para ver a

que salario corresponde. Los 4 Técnicos que ganan $100 y los 9 que tienen un
salario de $150 suman 13 términos, faltando por to tanto 15 términos para llegar
al lugar que ocupa la mediana. este lugar se encuentra entre los 25 Técnicos que
tienen un salario de $200 es decir:

Md = $200

Ejemplo 2: De la siguiente distribucion de frecuencias calcule la mediana.

SALARIO POR FRECUENCIA
HORA
$100 4
150 10
200 13
250 15
300 8
350 4
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Si observas el niUmero de datos registrados en esta distribucion es par, por lo que
-calculandole numero de orden que ocupa la mediana tendremos:

N, =§42—+'- =275

Este resultado indica que la mediana de la serie tiene un valor cualquiera
comprendido entre los valores de los términos que ocupan los lugares 27 y 28,

El valor del término de nimero de orden 27 es de $200 ( Ya que 4+10+13=27) y
el 28 es de $250 (Ya que 4+10+13+15=42 y el dato 28 se encuentra ahi), tomando
como valor de la mediana el promedio aritmético de estos valores resulta:

Md = _2%—;—_2_5_(_) =225
Md = $225

Mediana para una distribucion de frecuencias por intervalos.

Cuando los datos se presentan por medio de una distribuciéon de frecuencias por
intervalos, la mediana sigue siendo el valor del elemento medio, sin embargo
para el calculo de la Md se utiliza la siguiente formula:

n/ _
Md =1, +{_/2__(_Z._f"_)}c
f..mediana

En donde:
L, =Limite inferior del intervalo de clase donde se encuentra la mediana.

n =Numero de datos.
z Jf; =Suma de todas las frecuencias anteriores a la clase en donde se encuentra

la mediana.
f.mediana =Frecuencia de la clase de la mediana.

C=Tamario del intervalo dela clase de la mediana.

Ejemplo 3: Calcule la mediana de la siguiente distribucion de frecuencias por
intervalos.

INTERVALOS FRECUENCIA
$1200-1300 3

1300-1400 5

1400-1500 9

1500-1600 12

1600-1700 5

1700-1800 4

1800-1900 2
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Puéstdque la mediana es el valor central y la muestra es par, para localizar en
~que. intervalo se trabajara se hacen los calculos y el dato 20 y 21 se encuentran
en. el cuarto intervalo que sera por tanto la clase de la mediana.

.'—1500
n —40 ‘
,Zf =3+5+9=17

‘ f medtana 12

'C 100 <!

et fg
Md—_1500+25—1525
Md =$1525

3.4.3 MODA

La moda es otra de las medidas de tendencia central también llamada modo,
valor-normal o valor de maxima frecuencia. La moda es el valor que se presenta
con mayor frecuencia en la muestra.

Ciertas distribuciones presentan mas de una considerando moda como el o los
maximos valores del poligono de frecuencias (plurimodales). Para identificar el
valor de la moda lo haremos por medio de Mo.

Moda para datos ordenados.
De los siguientes datos ordenados obtenga la moda:
2,2,2,4,4,5,5,7,7,7,7,11,11,15

Siendo que la moda es el dato que mas se repite en la muestra es muy sencillo
obtenerla de la anterior. Siendo Mo =7
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Moda para una distribuciéon de frecuencias.

Ya teniendo los datos ordenados por medio de una distribucion de frecuencias es -
mas facil encontrar la moda. Calculando la moda para la siguiente distribucion de
frecuencias:

SALARIO POR FRECUENCIA
HORA
$100 4
150 9
200 25
250 13
300 3
350 1

Si observamos la distribucion el dato que presenta mayor nimero de frecuencia
es el que corresponde al de $200.

Entonces Mo = $200
Moda para una distribucion de frecuencias por intervalos.

Para el calculo de la moda en una distribucion de frecuencias por intervalos
recurriremos al uso de la siguiente formula:

Mo =L + _A .C
A +A,

En donde:
Mo = Moda .
L, =Limite inferior del intervalo donde se encuentra la moda.
A, =Diferencia de la frecuencia del intervalo donde se encuentra la moda y la
" frecuencia anterior.
~ A, =Diferencia de la frecuencia del intervalo donde se encuentra la moda y la

frecuencia posterior.
C = Tamaiio del intervalo.
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Aplicafembg' ldférfﬁiulé en el siguiente ejercicio. Obtenga la moda de la siguiente
distribucidn de frecuencias por intervalos.

INTE:RVALOS FRECUENCIA | MARCA DE CLASE

YoNwouhn
L2 od
SveNat

2
8
12
25
6
7

.0/00 N Oy v
[LRURT R RTNT

Al observar la distribucion de frecuencias, el intervalo de 7-8 es el que cuenta
con mayor numero de frecuencias por lo tanto se trabajara en este intervalo.

L=17
A =25-12=13
A, =25-6=19
c=1

Sustituyendo los valores en la formula:

Mo =17+ 13 -1=7+l—3— -1
13+19 32

Mo =7+ .40625 = 7.40625

Muestras y sus modas.

Las siguientes ilustraciones de las muestras y su o sus modas se ilustran a

continuacion:

Una Moda Sin Moda Bimodal
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3.4.4 RELACION EMPIRICA ENTRE MEDIA, MEDIANA Y MODA.

En toda distribucion simétrica la Media, Mediana y Moda coinciden en valor. En
una distribucion asimétrica positiva, la media siempre es mayor que la mediana.
En una distribucion asimétrica negativa , la media siempre es menor que la
mediana. Estas dos UGltimas relaciones siempre son verdaderas. Lo anterior se
ilustra a continuacion graficamente.

Moda
Mediana
 ‘Media

N

¥
Lot
by
]
|
[
1
it

- Asimétrlcapos!tlva Asln'metrlca»n_e’gatlvo.

Media
Mediona
Moda -

Simétrica

Considerando el uso de estas medidas de promedio para la representacion de
datos de la pobtacion, el valor de la moda indica la posicion de la mayoria de los
valores observados, puede ser Gtil como medida descriptiva de un grupo de la
poblacion, aunque solo si existe una moda claramente perceptible, por otra
parte la mediana, es siempre una medida excelente para representar el nivel
tipico de los valores observados, como los indices salariales de una poblacion.
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Esto es muy independiente de la existencia de una o mas modas o de que la

- poblacion sea simétrica o asimétrica. También la media aritmética es excelente

como valor representativo de una poblacién, aunque solo si la poblacion es
claramente simétrica. Asi la mediana es por lo general una mejor medida de
posicion de datos para la descripcion de datos de la poblacion.

Por otro lado considerando el uso de las tres medidas de posicion en relacidn con
datos muestrales, se recordara que el proposito de la inferencia estadistica con
datos muestrales es producir enunciados de probabilidad sobre la poblacion de
la que fue sustraida la muestra. La moda no es una medida aceptable de posicion
respecto de datos muestrales, porque su valor puede variar ampliamente de una
muestra a otra, por otro lado la mediana es mejor que la moda porque su valor
es mas estable. No obstante el valor de la media es el valor mas estable de
estas tres medidas.

41



CAPITULO IV

MEDIDAS DE DISPERSION.

4.1 INTRODUCCION.

Una vez localizado el centro de una distribucion de datos, nuestro siguiente paso
es proporcionar una medida de la variabilidad o dispersion de estos. Las medidas
de dispersion son las que nos ayudan a encontrar lo distanciados que estan unos
valores con respecto de otros.

Esta medidas son: la Varianza, la Desviacion Estandar y la Desviacion Media.

Para una mejor comprension de esto, consideremos las siguientes distribuciones
de la siguiente figura.

F F
r r
e e
c. C.
R R
e e
i o
. a a
t R E
i L i i Ll i
v Loy R Sl N
- A e R g B e e
1h2. 374 56T LB : 1 2 345 67 8

Yariabilidad o dispersién de los datos

Las dos distribuciones tienen un centro ubicado en x=4, pero hay una gran
diferencia en la variabilidad de las observaciones alrededor de la media para las
dos distribuciones, la mayoria de las observaciones en la primer figura varian de
3 a 5, mientras que en la segunda lo hacen de 0 a 8. La variacién es una
caracteristica muy importante de los datos. Por ejemplo si fabricamos tornillos,
una variacion excesiva en el diametro de los tornillos implicaria un alto
porcentaje de produccion defectuosa.

Por otro lado si se utiliza en un examen para hacer una seleccién de los mejores
empleados, seria muy poco satisfactorio que el examen produjera una
variabilidad pequena, ya que esto complicaria la seleccion.
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Ademas de la importancia practica de la variacion en los datos, es evidente, que
una medida de esta caracteristica es necesaria para construir una imagen
mental de la distribucion de frecuencias.

4.2 DESVIACION MEDIA.

Hasta fines del siglo pasado, la desviacion media fue la medida de dispersion de
mas uso, su desplazamiento del arsenal estadistico se debio a la aparicion del
concepto de Desviacion estandar, otra medida de dispersion con mejores
propiedades algebraicas y que genera valores numéricos muy parecidos a los que
se obtienen con la desviacion media. Aunque haya caido en desuso, conviene
estudiarla debido a que su significado " facil de comprender ”, facilita la
comprension de la desviacion estandar, concepto de gran utilidad y con el cual
esta muy relacionada.

Comenzaremos por explicar lo que es desviacion: llamaremos desviacion de una
variable a la diferencia que tiene su valor con respecto a la media aritmética de
la muestra.

Desviacién o desvio: x, —x

Suma de los desvios o desviaciones.

La suma de los desvios sera: D = z"“(x,. -X)
i=1
Con el siguiente ejemplo se aclarara el concepto de desvio: Considere la
siguiente muestra:
1,2, 5 6, 7 10 11 12

Lo pnmero que se: tlene que hacer es calcular la Media.

a calcular los desvios.

VALOR ABSOLUTO DEL
£ DESVIO

5.75
4.75
1.75
.75
.25
3.25
4.25
5.25

TOTALES | "o | . 26




Recuerda que el valor absoluto es: El valor numérico de una cantidad sin tomar
en cuenta su signo.

La suma de los desvios vale O

Observando los valores obtenidos en la tabla, sugiere que la suma de los desvios
nos dara como resultado 0.

La demostracion general queda como sigue:

Se trata de hallar el valor de i(x,. -X)

i=l

Oseade: Y % —>,x delaférmula x= iixi *"
i=l i=l n

i=1

— n noo_ — — — _
Se deduce xn = Zx,. y como por otra parte Zx =(x+x+...+ x..n.veces) = nx

i=l i=1

Y se tiene (**) nx—nx=0

La Desviacion Media: Es la desviacion promedio de los valores absolutos de las
desviaciones de los datos de una variable con respecto a su media. Teniéndose
entonces la siguiente formula para calcularla:

Desviacion Media para datos sin agrupar.
2|~

La formula es la siguiente Dm=4t
n

Para hallar la desviacion media de una serie de datos sin frecuencia asociada, sin
distribucion de frecuencia. Basta con seguir tres pasos:

1.-Calcular su media.
2.-Se resta la media de cada dato de la variable, lo cual produce la separacion de

cada dato con respecto a la media, y por altimo
3.- Se divide la sumatoria de los valores absolutos de esas separaciones entre el
total de datos.



Ejemplo: Los siguientes datos son acerca del numero de unidades vendidas de
ciertos circuitos integrados durante un mes. Calcule la desviacion media:

X =5,8,8,11,11,11,14,16
Calculando la media de la muestra

548 +8+11+411+11+14+16

X
— 8 :
x= B 10.5
8

VARIABLE x—x |x—
5 5.5 g5
8 -2.5 2.5 .
8 25 2.5
11 0.5 0.5 "
1 0,54 2 0.5
11 0.5 0.5°
14 43,5 3.5
16 55 5.5

o Total 21

Sustituyendo en la féormula: k

Dm = % = 2.625 = 2.6 unidades.

Concluyendo podemos decir que en promedio la venta de unidades de circuitos,
difiere en 2.6 unidades con respecto a la media grupal, en cualquier direccion.

Desviacion Media para datos agrupados por intervalos.

La formula que se utiliza para el calculo de la desviacion media cuando los datos
estan agrupados por intervalos se transforma en la siguiente:

> ffe-3
Dm=-"
n
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Aplicaremos la férmula a la siguiente distribucion de frecuencias por intervalos:

INTERVALOS FRECUENCIA
4-6 6
6-8 9
810 12
1012 16
S 1214 00 37
£14-167 5 14
16-18 18
- 18-20 4
20-22 2

Al tener nuestros datos en una distribucion de frecuencias por intervalos, se
‘pierde la informacion precisa. Por ejemplo en el primer intervalo se cuenta con
una frecuencia de 6, pero no sabemos cuantos de esos 6 datos son 4, 5 6 6, por lo
que es necesario el uso del promedio de los intervalos ( marca de clase), para el

calculo de la media.

Calculando la media:

5(6)+7(9) +9(12) +11(16) +13(13) +15(14) +17(18) +19(4) + 21(2)

94

69+210+306+76+42

30+63+108+176+1

" 94

FRECUENCIA

MARCA DE

CLASE
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Sustituyén»d‘o' 1e,_n‘ la formula:

fo s [
' Dm—.’-l l] = I= 325.6 =3.46
ST 94

,Es‘,dyecir los datos de la variable x se desvian 3.46 unidades en promedio con -
respecto a su media.

4.3 VARIANZA.

La varianza se asemeja a la desviacion media absoluta en que se basa en la
diferencia entre cada valor del conjunto de datos y la media del grupo. Pero se
distingue de ella en un muy importante aspecto: Cada Diferencia se eleva al

cuadrado antes de sumarse.
En el caso de una poblacion, la varianza se representa con V(X) o mas

habitualmente con la letra grlega mindscula o (sigma cuadrada.) Algunos
autores la representan por S? (Varianza muestral). La formula para obtenerla es
la siguiente:

V(x)=S8*= _——-——Z(x_;)z
n

Calcularemos la varianza para el siguiente conjunto de datos.

6,7,7,7,8,9,10, 11, 12, 15

La media de los datos es:

92 _

=92
10

x =

Calcularemos la varianza por medio de una tabla con tres columnas, una para los
datos (x), otra para las desviaciones con respecto a su media (x—x) y otra mas
para las desviaciones cuadraticas. Aplicandose posteriormente la formula antes
descrita.
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: : T2
. VARIABLE (x=2%)

10.24
4.84
4,84
4.84
1.44
0.04
0.64
3.24
7.84

33.64

> (x—x)*=71.6

Ahora sustituyendo los valores obtenidos en la férmula de la varianza:

Y
o 2N 716 o
n 10

En general es dificil la interpretacion del significado de la varianza, porque las

unidades en las que se le expresa son valores elevados al cuadrado. Debido en

parte a esta causa es mas frecuente el uso de la Desviacién Estandar también
llamada tipica.

4.4 DESVIACION ESTANDAR.

Esta medida de dispersion es la mas adecuada por sus propiedades algebraicas,

se obtiene a partir de la raiz cuadrada de la varianza. La representacion de la
desviacion estandar esta dada por S.La formula es la siguiente:

e > (x—x)°

n

Retomando el ejemplo anterior y calculando la desviacion estandar:
S= "%Oé =4/7.6 =2.7

Cuya interpretacion puede escribirse asi: los datos de la variable X se separan 2.7
unidades en promedio respecto a la media.
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. A continuacién se dan las formulas para la varianza y desviacion estandar de una
poblacion-asi como la varianza y desviacion estandar muestrales, en estas Gltimas
la féormula incluye un factor de correccién, a fin de que la varianza muestral sea
un estimador insesgado de la varianza de la poblacién.

ol = Z(x_.u)z

n

22
Desviacion estandar de la poblacion o= 1’M :
n ’

_ 2‘(x—z)2 7

n-1

’ x-x)°
Desviacidn estandar de la muestra S = —Z'L——l—)—
1 —

Obtencion de la varianza y la desviacion estandar a partir de un método
abreviado.

Varianza de la poblacion

Varianza de la muestra S?

El procedimiento coman para la obtencion de la varianza y la desviacion estandar
se tornan muy laboriosas cuando la serie de datos es muy numerosa. Es necesario
entonces contar con alternativas que reduzcan notoriamente el calculo de estas
medidas de dispersion. A continuacion se da una explicacion detallada de la
obtencion de estas formulas.

Por definicion se sabe:

52=_&%‘ﬁ (1)

Entonces po;iemos escribir
NS*=Y (X -X) )

Tomando por separado, la expresion - del segundo miembro en (2) vy
desarrollandola.

T x-%X)»=Y(X*-2XX+X") 3)
Aplicandose reglas de la sumatoria:
Sx-X)=YX*-2XY X +NX" (4)
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Por otro lado también por definicion se sabe que:

- X
X =% 5
N (5)
Entonces si sustituimos (5) en (4)

(X -X) -Zx2 22 (Zx)+1v(z )2

2 X=Xy =2X’—M | (6)

Si dividimos ambos miembros de la igualdad (6) entre N, no se. altera y se

obtiene:
se-xp_ zx-EX7
N

N

Resulta que el primer miembro de la igualdad anterior, es precisamente la medla ,
de las desviaciones cuadraticas, es decir, la varianza. ’

Por lo tanto:

§*=

i
_I(VZX% (7)

Pero estas formulas pueden adoptar otras formas equivalentes, igualmente
utiles. si expresamos el segundo miembro de (7) como el cociente de cada uno de
los términos del numerador entre el denominador comin se obtendra:
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;(ZX)Z,

oo 2X

N
NN
SN N

Pero el cuadrado de la shmatoria de X entre N?, puede indicarse como el
cuadrado del cociente de la sumatoria de X entre N, que no es mas que la media
al cuadrado.

Por lo tanto:

X _
s2=ZN -x? 9)
De donde:
Xz
S = ZN -x? (10)

Resumiendo la varianza se define como la media de las desviaciones cuadraticas
y que la desviacion tipica, que expresa la separacion promedio de los datos
respecto a su media, no es mas que la raiz cuadrada de la varianza.

52=2(X—Y)2 g ¥ (x-x)
N N

Y por medio de pasos algebraicos obtuvimos expresiones equivalentes que
reducen significativamente el trabajo de calculo.

Sz:zxz_(zx%zzxz_YZ X
N N

Formulas abreviadas de

> stys

S=\/zxz_(zx%= 2.X7 5

51




Aplicaremos las féormulas abreviadas de varianza y desviacién estandar a la
siguiente serie de datos.

Ejemplo 1:
X=6,7,7,7,8,9,10,11,12,15

Realizaremos la siguiente tabla, la cual solo necesita dos columnas:

sz =918

ustituirlos en las formulas:

Susktit,:uyéril‘c’jo‘estgsv YaIOres en la férmula (7)

. (Ex)/




Varianza y Desviacion Media para una distribucion de frecuencias por
intervalos.

Teniéndose una distribucion de frecuencias, la formula para el calculo de la
varianza y la desviacidn estandar es la siguiente:

g1 2 X XY

N (11)

s =%/s*

Si aplicamos el algebra a la anterior formula se obtiene:

w220
: N

Aplicaremos estas formulas a dos ejemplos, uno con una distribucion de
frecuencias solo para datos ordenados y otra para datos ordenados y agrupados
por intervalos.

Ejemplo 2: Calcular e interpretar la desviacion Estandar de la distribucidon -
siguiente e

Los datos son acerca del nimero de personas con quien comparten la habitacién
los alumnos del colegio y los datos arrojados son los siguientes:

VARIABLE FRECUENCIA

40
76
44
12
9

NONMAWN-O

3
2
1




- La variable en ésta distribucion simple de frecuencias es ' nimero de personas ”

VARIABLE FRECUENCIA X? X 2

X f
0 40
1 76

2 44
3 12
4’ 9

"5 3

6 27
7 1

3 5 =187 : S Y =270 3 px? =700

Calculando los demas valores:

X220y personas
187

“ (S x } = 72900

Y sustltuyendolos en la formula

ZfX »—Qﬂ‘ )7

7290
700 /87
187

\ _ 700—390
187

=4/1.66 =13

=1.66

Concluyendo : la desviacion promedio de los datos de la variable X ( nimero de
personas), es 1.3 unidades con respecto a su valor medio.
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Ejemplo 3: Obtenga la desviacion Estandar para la SIgUIente dlstrlbucwn de
frecuencias por intervalos. Los datos se refieren al tiempo dedlcado al estudlo,' o
medido en horas semanarias.( En un conjunto de alumnos de’1990); i

INTERVALOS - | FREC. MARCA DE Xt
o : CLASE .
X)

lores para sustituirlos en la formula:

oresen la férmula:

> 58 e
s 18,362*12’516'7 38453 _ 3109
188 188

=4/31.09 = 5.6 horas semanarias.

Los datos de la variable tiempo dedicado al estudio, indagada en un conjunto de
alumnos en 1990, se alejan 5.6 horas en promedio de su media aritmética.
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4,5 COEFICIENTE DE VARIABILIDAD.

Tomemos las dos distribuciones propuestas a contmuacwn y calculemos sus
desviaciones estandar respectivas:

Para la distribucién 1 se tiene

X x?
10 100
15 225

20 .. - - 400

En donde: Calculando S:

Para la distribucion 2 tenemos: -

"
2500

-3025
3600

Realizando los calculos 'y obteniendo S:

X=55
5= 2125 3025 = 167 =
> x?=9125 3

X* =3025

Ambas distribuciones muestran la misma dispersion respecto a su media, es
decir, tienen igual desviacion estandar, sin embargo en términos relativos, una
distribucion donde el dato menor es 50 y el mayor 60 es mucho mas homogénea
( entendiéndose por homogénea que los datos bajos, intermedios y altos de la
distribuciéon son menos dispares entres si) que otra donde el menor es 10 y el
mayor 20. En el primer caso la diferencia entre el mayor y el menor es de 20% y
en el segundo de 100%.
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Esto revela que el calcular la desviacion estandar es insuficiente para dar cuenta
objetivamente de la dispersion de dos o mas conjuntos de datos que se comparan
entre si. En consecuencia es necesario disponer de un indicador que tome en
cuenta la tendencia central de la distribucidon. De aqui nace la necesidad de un
coeficiente de variabilidad.

Coeficiente de variabilidad: Es la razon de la desviacion estandar a la media de
una distribucién dada. ",
Se le conoce también como coeficiente de variacion o desviacion estandarﬂ
relativa.

El coeficiente de variabilidad permite dar conclusiones mas objetivas: y ‘se
acostumbra expresarlo en %. Puede tomar valores muy grandes ya que no hay

una relacién de dependencia entre laSyla X .
Si se obtiene el coeficiente de variabilidad de las dos distribuciones anteriores:

cv===il_273 27.3%
X 15
i'4] =0.74 = 7.4%

Dados al menos dos: coef1c1entes de variabilidad, el menor de ellos pertenecera a
la dlstrlbucmn mas homogenea en este caso es la distribucion 2.
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CAPITULO V

PROBABILIDAD

5.1 INTRODUCCION.

Cuando se presento la definicion de Estadistica en el capitulo 2, se habld de las
dos ramas en las que se divide ésta disciplina y que la Estadistica inferencial
descansa en la teoria de la probabilidad. Esta teoria tiene ademas muchas
aplicaciones en diversos campos del quehacer humano.

La probabilidad como concepto intuitivo ha sido manejado por el hombre desde
la mas remota antigliedad, confundiéndola con ideas como: fortuna suerte,
casualidad, etc. El primer trabajo de que se tiene memoria en el Mundo
Occidental sobre el tema de lo probable, remonta al aho 1654, cuando Pascal le
escribié a Fermat, acerca de un problema, que le habia planteado el caballero de
Meré , y que consistia en repartir con justicia las apuestas de un juego de azar,
interrumpido, y dando el puntaje a cada uno de los dos jugadores.

Fermat y Pascal se interesaron después en la teoria para determinar como
repartir las apuestas de modo de" estar seguro” de ganar, jugando
suficientemente en tiempo; es decir a la larga, cuando y cuanto esta seguro de
ganar.

5.1.1 FENOMENOS DETERMINISTAS Y ALEATORIOS.

Existen respecto a la prediccion dos clases de fenomenos. Por ejemplo si
arrojamos un cerillo a un recipiente con gasolina, es inevitable que se incendie,
si arrojamos una piedra al vacio sabemos de antemano que caera, podemos
incluso predecir a donde.

Estos experimentos cuyos resultados pueden ser anticipados con toda certeza
reciben el nombre de:
¢ Fenomenos deterministas.

Sin en cambio si tiramos un dado en cuyas caras tenga pintado del 1 al 6,
desconocemos cual de ellos quedara hacia arriba, o si echamos un volado, no

estamos seguros de que saldra aguila o sol.
Estos experimentos en los que no es posible adelantar el resultado con toda

certidumbre, se llaman:
e Fenomenos aleatorios.

Y estos son el objeto de estudio de la teoria de Probabilidad.
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5.2 DEFINICION Y PROPIEDADES DE LA PROBABILIDAD.

Si se tiene un evento que puede ocurrir de n maneras todas igualmente posibles;
llamando s al nimero de veces que ocurre y f al nimero de veces que no ocurre,
tendremos:

s+f=n
s s
P(s)—s+f n
-f _f
(f) s+f n

Que en palabras dice:

a) La suma de eventos n es igual a los que ocurren mas los que no ocurren.
b) La probabilidad de que ocurra un evento es igual a los ocurndos entre los

posibles.
c) La probabilidad de que no ocurra un evento es igual a los no ocurrldos

entre los posibles.

Resumiendo tendremos que:

POSIBILIDADES ESPECIFICAS .

PROBABILIDAD =
POSIBILIDADES TOTALES

Una probabilidad no puede ser cualquier numero, digamos -5 6 27%, sino un
nimero real P, que se asigna a un evento A que tiene las propiedades siguientes:

1.- La Probabilidad de que ocurra A no puede ser menor que cero ni mayor que
uno. El cero indica la imposibilidad de ocurrencia del suceso; el uno la
certidumbre de que ocurrira.

0sPA)=I

2.- Para dos eventos A; y A2 mutuamente excluyentes, a, la probabilidad de
ocurrencia de uno u otro es igual a la suma de sus probabilidades separadas.

Es decir:
P(A; 0 A2 )=P(A)+P(A2) , si A1y A, son mutuamente excluyentes

La expresion mutuamente excluyentes quiere decir que si ocurre uno de los
eventos de un espacio muestral, ninguno de los otros puede ocurrir al mismo
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tiempo; la ocurrencia de cualquiera de ellos excluye automaticamente la de los

-restantes, dicho de otro modo: La probabilidad de que sucedan A; y A; es cero.

Por otro lado si Ay y Az son mutuamente excluyentes y exhaustivos, o sea, que

. juntos abarcan todo el espacio muestral, la probabilidad de ocurrencia de uno u

otro sigue siendo la suma de sus probabilidades separadas, pero en este caso esa
suma es igual a uno, es decir:

P( Ay 0 A ) = P(A)+P(A2)= 1 , si Ar y Az son mutuamente excluyenteé yo
exhaustivos. o
5.3 ESPACIO MUESTRAL.

Para que se tenga una definicion mas cientifica de Probabmdad ‘es necesano
definir los conceptos con que se trabaja; relac10nando la- teorla de conJuntos con

la teoria de Probabilidad.

Espacio muestral: Es el conjunto universal; conjuntb de todos los n elementos,
sucesos, relacionados pero diferentes.

Punto muestra: Cada uno de los elementos del espacio muestral.

Experimento : Un experimento es un proceso por medio del cual se obtiene una
observacion ( o medicién). Toda accion bien definida por ejemplo un volado.

Suceso : Es una coleccion especifica de puntos muestrales. Cada uno de los
resultados de un experimento.

Evento : Subconjunto formado por la seleccion de los elementos especificados.

En un experimento, no siempre las observaciones tienen que ser numéricas por
ejemplo:

1.- El puntaje obtenido en un examen.

2.- Lanzar al aire una moneda y observar si es cara o cruz.

3.- La inspeccién de bombillas para determinar si el producto es defectuoso o
no.

Para poder contestar cualquier pregunta relacionada con el experimento, es
primordial la correcta obtencion del espacio muestral de este.

Comenzaremos por presentar experimentos sencillos y la obtencion del espacio
muestral relacionados a estos.
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Ejemplo1:
Experimento: Se lanza al aire una moneda.

a);Cuales son los posibles resultados?
b);Cual es la probabilidad de obtener aguila?

Solucién :

Lo primero que haremos sera encontrar el espacio muestral para poder contestar
las dos preguntas anteriores.

Suceso Moneda Probabilidad
Aq Sol P(A4)=1/2
Az Aguila P(A2)=1/2

2/2=1

Recuerda que para obtener la probabilidad de cada suceso solo aplicamos la
definicion de Probabilidad (Posibilidades especificas entre posibilidades totales).
Para el primer suceso solo se tiene un sol y el total de posibilidades es dos.
(1/2)

Ahora respondiendo a las dos preguntas

a)Los posibles resultados son dos: Aguila y Sol.

b)La probabilidad de obtener aguila es de %2

Ejemplo 2:

Experimento: Se lanza al aire un dado y se observa el nimero que aparece en la
cara superior.

a) Haga una lista de los puntos muestrales.

b) ;Cual es la probabilidad de obtener un 6?
c) ;Cual es la probabilidad de obtener un niamero impar?

Solucion:

Primero encontraremos el espacio muestral que en realidad es lo que se
pide en el inciso a).
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‘Suceso Dado Probabilidad

1 P(A1)=1/6

Ay 2 P(A2)=1/6

As 3 P(A3)=1/6

As 4 P(A4)=1/6

As 5 P(As)=1/6

Ag 6 P(Ag)=1/6
6/6=1"

b)La probabilidad de obtener un 6 es de 1/6 (es el sexto’" englon del
- espacio muestral ). SR o :

c)La probabilidad de obtener un numero impar es de 3/6 Que‘ son los
renglones correspondientes a A1 , A3y As. L

A cada punto del espacio muestral le asignamos un nGmero llamado la
Probabilidad de A; y denotado por el simbolo P(Aj), tal que:

> Pa)=1
Ejemplo 3:
Experimento: Se lanzan al aire tres monedas y se observa la cara superior.

a);Cuantos puntos muestrales son?
b);Qué probabilidad hay de que salgan tres soles?

Solucioén:

a)Para obtener el nimero de puntos muestrales, primero obtendremos el
espacio muestral. Observando la tabla son 8 puntos muestrales.

Suceso Dado Probabilidad
A, AAA P(A1)=1/8
A; AAS P(A;)=1/8
A; ASA P(A3)=1/8
' ASS P(A4)=1/8
As SSS P(As)=1/8 +—
A¢ SSA P(A¢)=1/8
Ay SAS P(A7)=1/8
Ag SAA P(Ag)=1/8
8/8=1




b)La Probabilidad de que salgan tres soles es 1/8 ( un suceso especifico
entre 8 posibles ).

Ejemplo 4:

Experimento: Se tiene en una urna, una baraja espafiola ( La baraja espanola ‘
consta de 4 palos diferentes. Se extrae una carta de la urna.

a);Cual es la probabilidad de que la carta elegida sea un caball_o? S
b);Cual es la probabilidad de que la carta sea de oros? '
c);Cual es la probabilidad de que no sea caballo?

Solucion:
a)La probabilidad de sacar un caballo es de 4/40. Esto es porque solo
existen 4 caballos ( Uno de oros, uno de espadas, uno de bastos y otro
de copas ) de un total de 40 cartas.

b) La probabilidad de que la carta sea de oros es de 10/40, ya que
existen 10 cartas del palo de oros entre un total de 40.

c) La probabilidad de que no sea caballo es de 36/40=9/10.

Ejemplo 5:

Experimento: Un inversionista tiene la oportunidad de invertir en tres de cinco
acciones, el inversionista no sabe que solo dos de los cinco tipos produciran un
beneficio sustancial en los primeros 5 afos. Si el inversionista selecciona los tres
tipos de acciones al azar. ;Cudl es la probabilidad de que el inversionista escoja
los dos tipos de acciones mas beneficiosas?

Solucién:

Obtendremos primero el espacio muestral del experimento.

Sean Ty, T2, T3,T4y T5s las acciones y las acciones mas beneficiosas Ty T2,

S = Si es seleccionada

N = No es seleccionada.
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Ts

Suceso Ty . T2, T4 Ts Probabilidad
A S S N N P(A1)=1/10 *——
Az N S N N P(A2)=1/10
A3 N "N S N P(A3)=1/10
As N N S S P(A4)=1/10
As S..i:N N N P(As)=1/10
As SeieN SN P(As)=1/10
A7 S N N S P(A7)=1/10
Ag N S S N P(Ag)=1/10
Ag N S N S P(A9)=1/10"
A1o N N N S P(A10)=1/10

10/10=1f

La Probabilidad de que el inversionista elija los dos tlpos de acciones mas
beneficiosas es de 1/10.

Ejemplo 6:

Experimento : Cuatro trabajadores, de los cuales dos pertenecen a un grupo
minoritario se asignan a cuatro empleos netamente diferentes.

a)Define el experimento.

b)Haga una lista de los puntos muetrales.

¢)Si la asignacion de empleos es imparcial, es decir si una asignacion es

tan probable como otra ;Cual es la probabilidad de que los dos empleados

del grupo minoritario sean asignados a los dos empleos menos deseados.?
Solucion:

a) El experimento es asignar 4 empleos a cuatro trabajadores.

b) En realidad estan pidiendo el espacio muestral del experimento

Comenzaremos por definir los trabajos:

Sean E= Electricista, M = Mecanico , J = Jardinero y A = Afanador y los
empleos menos deseados son J y A.

Y los trabajadores Ty, T2, T3 y T4, siendo los del grupo minoritario T, y
T2, una vez definido lo anterior encontraremos el espacio muestral.
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-J Probabilidad
s P(A)=1/24
T P(Az)=1/24
-Ta P(A3)=1/24
T2 P(A4)=1/24
T P(As)=1/24
T2 P(Ag)=1/24
T4 P(As)=1/24
T P(Ag)=1/24
T4 P(As)=1/24
T1 P(A1o)=1/24
T3 P(A11)=1/24
T P(A12)=1/24
Ta P(A13)=1/24
T2 P(A14)=1/24
Ts P(A1s)=1/24
T, P(A1)=1/24
T2 P(A17)=1/24
T P(A1g)=1/24
T3 P(A9)=1/24.
T, P(Aw)=1/24
Ty P(Ay)=1/24
Th . P(A)=1/24
T P(Az3)=1/24
T P(Az4)=1/24

c) La‘ probabilidad de que los dos trabajos menos deseados sean asignados
a los trabajadores del grupo minoritario es de 4/24 6 1/6 es decir:

P(C)=1/6

5.4 ANALISIS COMBINATORIO.

Al analizar la mayoria de los ejercicios anteriores, la obtencién del espacio
muestral no es muy complicado, pero en el Ultimo ejercicio se observa lo
complejo que puede ser encontrar el espacio muestral para ciertos problemas.
Por lo cual haremos uso del analisis combinatorio para la obtenciéon de los
espacios muestrales muy grandes, dicho de otra manera es una forma sofisticada

de contar.
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Se presentaran tres resultados matematicos que son de gran utilidad para la
resolucion de problemas de probabilidad que implica la obtencién del espacio
muestral .Comenzaremos con diagrama de arbol.

5.4.1 DIAGRAMA DE ARBOL.

Si un evento A puede realizarse de n, maneras diferentes y una vez que esto ha
ocurrido otro evento B puede realizarse de otras n; formas diferentes, entonces
ambos eventos pueden realizarse en el orden indicado », -n, maneras distintas.
Este principio puede generalizarse para el caso que se tengan mas de dos
eventos.

Un diagrama de arbol es llamado asi debido a su apariencia, se emplea
frecuentemente para la resolucion de ciertos problemas. A continuacion
presentaremos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1: Cierta pareja ( o matrimonio), planea procrear tres hijos. ;De
cuantas maneras diferentes puede suceder este hecho?. Dicho de otra manera
;Cual es el espacio muestral?

Solucion:

Sea H el evento de ser hombre y M de ser mujer, es evidente que el primer hijo
puede ser tanto de un sexo como del otro, lo cual se ilustra con las primeras dos
ramas, construyendo el diagrama de arbol:

3er hijo

2do hijo H  (HHH)
H
1er hijo M (HHM)
H

H  (HMH)

M (HMM)

H  (MHH)

M (MHM)

H  (MMH)

M (MMM)




Siguiendo la ruta de'cada
e, ny =2

Suceso

rama podemos encontrar el espacio muestral:

2:2=8

N
w

1° - Probabilidad

zzzzIITT

M
H
M
H

zzIIZZIT

; -

P(As)=1/8

Ejemplo 2: 3 compaiiias tienen un empleo disponible en cada una de las

siguientes areas: Personal
empleo disponibles hay?

, mantenimiento y eléctrica ;Cuantas oportunidades de

Solucién: Calculando los valores n,-n,=3-3=9 Entonces se tendran 9

oportunidades de empleo.

COMPANIA
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Ejemplo 3: Una liga de futbol cuenta con 8 universidades participantes. Cada
equipo debe jugar dos veces con cada universidad ( Un juego de local y otro de
visitante) ;Cuantos partidos en total se jugaran en el torneo?

Solucién: Podemos encontrar el espacio muestral por medio del uso de diagrama
de arbol.

Segunda vuelta

U,
Us
Uy
Primera vuelta Us
Uy
Ue
Uy
Uz UB
U;
Uy
» Us
Ug
U,
Us

Al realizar el calculo n, -n, =8-7=56
En total se jugaran 56 partidos en el torneo.

Antes de presentar el tema de permutaciones se explicara el proceso matematico

del factorial.
En mas de un proceso matematico aparecen expresiones matematicas en las que
hay que multiplicar los n primeros nimeros enteros no negativos por ejemplo:
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1:2-3:4... obien-1-2:3...:9:10
Estas expre}’sip'rpgsk se ‘pued‘en'escribi'r como sigue:

“41 ;10!

" En'general la expresion n! Indica: n(n—1)(n = 2)(n=3) - eocc-

- Para poder generalizar algunas formulas, a 0! se le da el valor de 1.

El simbolo ! ( factorial) crece muy rapidamente. La propiedad fundamental de n!

es que: :
ni=n(n-1)!

5.4.2 PERMUTACIONES

Otro de los resultados matematicos que es de gran ayuda en la obtencion de
espacios muestrales y probabilidades, es la permutacion.

Una permutacion es un arreglo " ordenado” de r objetos distintos, este
arreglo ordenado puede ser de una parte de los elementos, o de todos los
elementos del conjunto.

Existen varias formas de representar una permutacion, siendo la mas difundida la
siguiente:
nPr
en donde:
n = Nimero total de elementos del conjunto.
r = Niumero de elementos que se toman ala vez.
nPr= Nimero de permutaciones.

La formula anterior tiene la siguiente condicién: r<n

Supongamos que se tienen n objetos, para formar cada permutacion, podemos
tomar n objetos para ocupar el primer lugar, hecho esto, el segundo lugar solo
puede ser ocupado por (n-1)objetos, de modo que estos dos primeros lugares
pueden tener n(n-1) posibilidades y para ocupar el tercer lugar tendremos (n-2)
objetos, de modo que los tres primeros lugares tienen:

n(n-1){(n-2) posibilidades etc.

De modo que se tendra ,P,=n!

Que es el niUmero de permutaciones de n objetos tomados de n en n.
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Las permutacidnes de-n objetos tomados de r en n se obtiene de la siguiente
formula: e ‘ T

_
(n—r)!

oPr

Aplicaremos las formulas anteriores a los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1: Una persona tiene 4 libros Vi, V; , V3 y V4 ;De cuantas formas se
pueden colocar los libros tomando 2 cada vez ?

Solucion: Se trata de una permutacion ya que se van a ordenar los libros y como
solo se va a ordenar una parte del conjunto se tiene que utilizar, la siguiente
n!

formula: P,=
e (n—r)!

Sustituyendo en la formula:

_ooal 4 4.3.2.1_ 24
(-t @-2)1 2 1

4P

Presentando las 12 posibilidades se tienen:

Ejemplo 2: Un aparato esta compuesto de 5 partes que pueden ser ensambladas
en cualquier orden: se desea realizar una prueba para determinar el tiempo
necesario para cada una de las formas posibles de montaje. Si cada forma se va a
probar una sola vez ;Cuantas pruebas deben realizarse?

Solucién: Et nimero total de pruebas se calcula con la formula ,P,=n! , ya que
todas las partes seran ensambladas.

5P5= n!=51=120

Seran 120 pruebas a realizarse.




Ejemplo 3: Un vendedor en México prepara un itinerario para visitar 6 ciudades
principales. La distancia recorrida y por tanto el costo del viaje, dependera de
que ciudad se visita primero, segundo, ...., sexto lugar.;Cuantos itinerarios
distintos ( costos distintos ) son posibles?
Solucion:

6P6=n 1=61=720
Se tienen 720 itinerarios distintos.
Ejemplo 4: Llegan a cierta ciudad 10 viajeros. ;De ‘cuantos modos podran
hospedarse en los 13 hoteles que hay, si solo ha.de haber mas que un VIaJero por
hotel? v ;

Solucién:

13!
Pyo= ——— = 103,783,600
R TE NN

5.4.3 COMBINACIONES.

Llamaremos combinacion al nimero de subconjuntos-de- cardlnalldad r que se
pueden formar de un conjunto de cardinalidad n. N e

La formula que se utiliza para las combinaciones son las siguientes:

n!
(n—rir!

nCr=
Como el orden no se considera en una combinacion, es evidente que solo hay una
combinacién en que entren todos los objetos.

Aplicando la formula para las combinaciones, también encontramos que el
namero de ellas es uno.

C= n! _ 1 =1
men (n-min! O

Recuerda que O! =

Aplicaremos estas formulas a los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 1: Un entrenador de futbol tiene un equipo formado por once
jugadores, entre los cuales esta su hijo.

a) ;Cuantas quintetas diferentes podra formar con los 11 jugadores?
b);Cuantas quintetas diferentes podra formar si su hijo siempre habra de
formar parte de la quinteta ?

Solucion:
a) Se tienen 11 jugadores de los cuales hay que tomar 5 cada vez.

n!
r= ———————
(n=r)tr!

aC Sustituyendo los valores:

o1 .
1Cs=————— =462 quintetas.
=)l q
b)En este caso solo tendremos que calcular las combinaciones para 10
-~Jugadores, escogiendo 4, ya que el hijo siempre ha de formar parte de
la quinteta.

‘ 10! .
Cs=——— =210 quintetas.
10 Mo —ayw q

Ejemplo 2: Se realizara un estudio de mercado. La poblacién ha estudiar cuenta
con 35 personas. Si se van a elegir muestras de 10 personas. ;Cuantas muestras
diferentes se pueden seleccionar?

Solucién:
Calculando las combinaciones posibles de las 35 personas tomando 10 cada vez.

35!
315C10= e =
(Bs-10)10!
Ejemplo 3: Con el propdsito de determinar la habilidad de un testigo para
identificar a 3 sospechosos de robo, se confronta al testigo con 10 hombres.
supongamos que los 3 sospechosos que cometieron el crimen se encuentran entre
los 10 hombres. Si el testigo en realidad no puede identificar a los sospechosos
pero se siente obligado a hacer una elecciodn.




a) ;Cual es la probabilidad de que los 3 hombres culpables sean seleccionados

por azar ? .
b) ;Cual es la probabilidad de que el testigo seleccione a 3 hombres

inocentes?
Solucion: Primero tenemos que calcular las posibilidades totales.

10!
Ci=— =120
103 M0 —3)3!

a) Solo existe una combinacién en la que estén incluidos los tres
, sospechosos de robo. por lo que la probabilidad es.

; b)Para re olver este inciso es necesario primero calcular las combinaciones
Ade las p051bles combinaciones de las personas inocentes en el grupo:

Gy o
e YT

Calculando la probabilidad:

7
P(b)=— =L
(b)= 20~ 2a

Ejemplo 4: Si en la zona geografica por visitar hay 10 ciudades ;Cuantas
diferentes agrupaciones de 6 ciudades susceptibles de ser visitadas por el
representante de ventas hay?

Solucion :

Ce=—1 __210
106~ 10—6)t6!

Existen 210 diferentes agrupaciones de ciudades para poder visitar.




5.5 RELACION ENTRE EVENTOS.

Existen varias relaciones que se dan entre eventos de un espacio muestral. A
continuacion se presentan por medio del uso de diagrama de Venn, ayudando a
comprender mejor la representacion grafica de eventos y la relacion entre ellos.
El espacio muestral se simboliza por una S. Puesto que definir un espacio
muestral es incluir todos los resultados posibles de un experimento, la
probabilidad de que el resultado de cualquier intento dado provenga del espacio
muestral es por fuerza igual a 1.

P(S) =1
. P(S) =1 A
Espacio muestral Evento A
P(A%)

Complemento de A Union de A1 y A;
A1 AZ
P(A1 y Az )
Interseccion de A;y Az Eventos mutuamente
excluyentes

TESIS CON %
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El complemento de un suceso A es la coleccion de todos los puntos muestrales
en S que no estan en A. El complemento de A se denota con el simbolo A .Esto se
muestra a continuacion.

> Pa)=1

P(A)+P(A) =1
"‘entoces

P(A)=1-P(A)

Esta relacion es Gtil para obtener P(A) cuando se conoce P(A) o ,viceversa.

Interseccion:

Sean A y B dos sucesos en un espacio muestral S. La intersecciéon de Ay B es el
suceso compuesto por todos los puntos muestrales que estan en A y en B. La
interseccion de A y B se representa con el simbolo AB ( Algunos autores usan),
nosotros haremos uso de ambas.

Eventos independientes: Cuando la ocurrencia o no ocurrencia de un suceso no
tiene ningun efecto en la probabilidad de ocurrencia del otro suceso, se dice
que ambos eventos son independientes.

Por ejemplo si echamos un volado dos veces, es claro que si cae sol en el
primero, esto no afecta la probabilidad de que en el segundo volado caiga
aguila. Para calcular la probabilidad de que ambos eventos sean independientes
es:

P(ANB)= P(A) - P(B)

Ejemplo 1: Si se tira un dado dos veces hallemos la probabilidad de que en
ambas tiradas aparezca el uno.

Solucion:

Es claro que la ocurrencia del uno no afecta la probabilidad de la ocurrencia del

mismo numero en la segunda tirada. Por lo tanto existe la independencia, por lo
que calculando la probabilidad para estos eventos se tiene:

-t

La probabilidad de que en ambas tiradas salga uno es de 313
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Eventos dependientes: Cuando la ocurrencia o no ocurrencia de un suceso
afecta a la probabilidad de ocurrencia del otro suceso decimos que los eventos
son dependientes. Por ejemplo si en el juego de domino mezclamos las fichas
segln las normas convencionales, la probabilidad de extraer cualquier ficha en el
primer intento es de 1/28; si no se integra, la probabilidad de extraer algunas
de las restantes en el segundo intento es de 1/27, pero ya que se tiene la
primera ficha, la probabilidad de que esta misma salga en el segundo intento es
cero.

Cuando dos eventos son dependientes, se emplea el concepto de probabilidad
condicional, para designar la probabilidad de ocurrencia del suceso relacionado.

P(A\ B)
Donde la barra vertical dentro del paréntesis se lee " dado”, y los sucesos-que

aparecen ala derecha de la barra son los que han ocurrido.entonces tendremos la
siguiente definicion: ,

P(B\ A)=L48)
P(A)
y
. Donde P(AB)=P(ANB)
p(a\B) = PAB)
P(B)

Ejemplo 2: En el lanzamiento de dos dados Encontrar la probabilidad de que
caigan dos nimeros iguales con la condicion de que la suma sea mayor que 9.

Solucion :
Sea A el suceso de que caigan dos niumeros iguales.
A= {(1,1);(2,2);(3,3);(4,4);(5,5);(6,6)}
Sea B el suceso de que la suma de los nimeros sea mayor que 9.
B= {(4,6); (5,5);(6,4);(5,6); (6,5),(6,6)}
P(B) = 6/36 ; P(A)=6/36
ANB=((:9;(68)

P(ANB) =2/36
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Ahora calcularemos P(A\B) = PANB) _ P(AB)
P(B)  P(B)

2
P(A\B) =~
( )=2

Aplicando la definicion de probabilidad condicional tendremos la siguiente
definicion:

Decimos que dos sucesos A y B son independientes si:
P(A/B)=P(A)
o
P(B/A)=P(B)
Si esto no ocurre decimos que los sucesos son dependientes.
Eventos mutuamente excluyentes: Dos o mas eventos son mutuamente
excluyentes, si no pueden ocurrir al mismo tiempo, esto es la ocurrencia de uno,

excluye la ocurrencia de los demas.

Decimos que dos sucesos A y B son mutuamente excluyentes si el suceso AB no
contiene ningan punto muestral.

La probabilidad del evento A o B, osea de que ambas puedan ocurrir, se expresa:
 P(AUB)=P(A)+P(B)=0
Ya que la interseccion de ambas es un conjunto vacio o cero.

Ejemplo 3: El experimento consiste en lanzar un dado. Dados los siguientes
sucesos sea:

A: Observar un numero impar.
B: Observar un nimero menor que 4.

;Los sucesos A y B son mutuamente excluyentes?, ; Son complementarios?, ;Son
independientes?

Solucion:

La probabilidad del suceso A es de 1/2 y la probabilidad del suceso B es de 1/2
también. A continuacion se da el espacio muestral para una mejor comprension.
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_Espacio muestral:

-~ SUCESO - -.. . DADO PROBABILIDAD
E, - 1 176
) Ey L2 176
Es 3 1/6
Eg R 176
Es .5 1/6
Es . 6 1/6

O sea el suceso A esta determinado por: E; , E; , y Es, el suceso B esta
determinado por Ey , E; yE3.

El suceso AB es el conjunto de puntos muestrales que estan en A y B, Se observa
que AB contiene los puntos E; y E3. Por lo tanto A y B no son mutuamente
excluyentes.

No son complementarios porque B no es conjunto de todos los puntos de s que no
estan en A,

De tal forma que haciendo los calculos obtendremos lo siguiente:

P(A) =

P(B) =

N|— N|—

P(AB)=P(AnB) =1

w

PLAnB)_J 2

P(B) % 3

Para ver que sean independientes se tiene que cumplir que P(A\B)= P(A) lo

P(A\B) =

cual no es cierto ya que % ¢%, por lo tanto como A y B dependen uno del otro

no son independientes.

Ejemplo 4: Un supermercado tiene un remate de lastas sin etiqueta. Entre las
latas que se van a rematar se encuentran 200 latas de maiz, 300 latas de
remolacha y 500 latas de duraznos. ;Cual es la probabilidad de que la primera
ama de casa seleccione una lata de vegetales?, ;De maiz?, ;Son estos dos sucesos
independientes?, ;Son mutuamente excluyentes?, suponiendo que el ama de casa
selecciona una lata de vegetales, ;Cual es la probabilidad de que sea maiz?
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Solucion:
Sea A el suceso de que la primera lata que seleccione sea de vegetales.
P(A)= 500/1000=1/2
Sea B el suceso de que la primera lata que escoja sea de maiz.
~P(B)=200/1000=1/5

No son sucesos independientes puesto que A depende de B y no son mutuamente,
excluyentes puesto que la interseccion si contiene puntos en comun. :

(Cual sera la:probabilidad de que sea una lata de maiz dado que seleccioné una
de vegetales? |

P(B\A)=’P(B\A)=@=i=3
e ~ % 10 5
De este mismo resultado podemos comprobar que no son independientes por
medio de la siguiente igualdad:

P(B\ A) = P(B) y con los resultados obtenidos P(B\A) = % y P(B) =é se

confirma que no son iguales por lo tanto no son independientes.

Ejemplo 5: Una encuesta entre consumidores en una comunidad de los Estados
Unidos, mostré que el 10% no quedo satisfecho con los trabajos de plomeria
hechos en sus casas. Cincuenta por ciento de las quejas fueron respecto al
plomero A. Si el plomero A hace el 40% de los trabajos de plomeria de la ciudad
;Cual es la probabilidad de obtener?

a) Un trabajo de plomeria no satisfactorio, dado que el plomero es A.
b) Un trabajo satisfactorio, dado que el plomero es A.

Solucion:

Sea A:Las quejas recibidas acerca del plomero A
Sea B:El suceso de obtener un trabajo no satisfactorio.

La probabilidad de obtener un trabajo no satisfactorio dado que es acerca del
plomero A




Dicho de otra manera lo que se pide es: P(B\A) = %—Q = %§ =.125-
Para obtener la probabilidad de un trabajo satisfactorio dado que fue hecho por
el plomero A solo utilizamos P = 1-A€ R

-P(C)=1-0.125=.875




CAPITULO VI

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

6.1 DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD.

La distribucion de probabilidad de una variable es una descripcion de las
probabilidades con que ocurren los diversos valores o categorias de esa
variable,

Las expresiones expuestas en la seccion 5.8 son usadas tanto en las
probabilidades discretas como en las probabilidades continuas, estas Ultimas son
la que se utilizan en los trabajos estadisticos, en donde por lo general se
requiere tener un modelo matematico que represente la distribucion empirica de
probabilidades.

Si consideramos el ejemplo siguiente de: Una pareja que desea procrear 3 hijos.
El espacio muestral, esta dado por 8 resultados igualmente probables: HHH ,
HHM , HMH ,HMM , MHH ; MHM; MMH y MMM , donde M es mujer y H es hombre.
Considerando el nimero de hombres de estos 8 resultados posibles, 1 esta
formado por tres hombres; 3 por 2; 3 por 1y 1 por 0. Por lo tanto aplicando, la
interpretacion clasica de probabilidad, conocemos que las:

1/3, 3/8, 3/8 y 1/8

Esto constituye la distribucion de probabilidad que puede ser representada en
forma de tabla como sigue:

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DEL NUMERO DE HIJOS VARONES
S| SE PROCREAN TRES

NUMERO DE VARONES PROBABILIDAD
0 1/8 =.125
1 3/8=.375
2 3/8=.375
3 1/8=.125

Total . - - . 8/8=1
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En estadistica aplicada, se conoce como variable aleatoria, cualquier variable
cuyos valores puedan describirse mediante una distribucién de probabilidad.

Partiendo de la base de sus posibles valores, las variables se clasifican en
discretas o continuas. Las variables discretas son las que se limitan a valores
enteros, por otro lado las variables continuas pueden tomar cualquier valor
dentro de un intervalo.

En resumen, los valores de una variable discreta, son puntos desconectados en la ]

recta numérica; pero los posibles valores de una variable continua, incluyen
todos los valores dentro de una region o intervalo ininterrumpido del eje real ;

Un modo conveniente de presentar una distribucién discreta de probablhdad eslb. o
por medio de su funcion de probabilidad. . e

Una funcion de probabilidad: Es una funcion matematica que da la probabilidad
de ocurrencia de cada valor de una variable aleatoria discreta.

Ejemplo: Considere el lanzamiento de un dado, la distribucién del nimero de
puntos asociados es X = 1,2,3,4,5,6, la funcion de probabilidad que describe
esta distribucion es:

P(x)=1/6 para x=1,2,3,4,5,6
Esta es una manera simplificada de escribir las probabilidades:

P(1) =1/6, P(2) =1/6, ....... , P(6)=1/6.
La variable aleatoria es el nimero de puntos en la cara superior y la funciéon de
probabilidad P(x) da la probabilidad de ocurrencia de cada uno de los 6
resultados posibles de esta variable discreta.

Como los valores de una funcion de probabilidad son "probabilidades”, deben
cumplir las siguientes propiedades:

0< P(x) <1 para todos los valores de x.

> Px)=1
P(xi 0 x;)= P(xi) +P(x)

Una funcion de distribucion: Es una funcion que muestra probabilidades
acumuladas hasta determinados valores de la variable aleatoria.
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La funcvon d dlstrlbucwn se designa por F(x;), da la probabilidad de obtener un
valor de la varlable aleatorla x menor o igual a x;:

Ya que los valores de la funcién de distribucion F(x;) son probabilidad, nunca son
menores de cero:

; F(x). >o , :
Cuando la vanable x.esta en su valor maximo posible , Xxmax, €l valor deF(x),
alcanza tamblen su maxlmo de 1:

F(xmax )=1

Ejemplo: Construyamos la funcion de distribuciéon de todos los valores de la
variable aleatoria “ nimero de varones” al procrear tres hijos. S, 8

Solucién : Sea x la variable aleatoria * nimero de varones ”
Entonces: x=0,1,2,3

Sabemos que la probabilidad de tener 0,1,2, 6 3 hijos varones, es de 1/8,3/8,3/8
y 1/8 respectivamente. Quedando la funcién de distribucién como sigue:

F(0)=P(0)=1/8
F(1)=P(0)+P(1)
F(1)=1/8+3/8=1/2

Dicho .de otra manera la probabilidad de procrear un hijo varén o menos es
de1/2.

F(2)=P(0)+P(1)+P(2)
F(2)=1/8+3/8+3/8=7/8

La probabilidad de procrear dos hijos varones o menos es de 7/8.

- F(3)=P(0)+P(1)+P(2)+P(3)
F(3)=1/8+3/8+3/8+1/8=1

La probabilidad de procrear tres hijos varones es de 1 lo cual es logico ya que
F(3) es F(Xmax)-.

Un concepto fundamental en la teoria de probabilidad es el de la esperanza
matematica o valor esperado.

El valor esperado E(x) de una variable es el valor promedio de la variable que
se obtendria a la larga.
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Para calcular el valor esperado de una variable aleatoria x, se multiplica cada
valor de la variable por su probabilidad de ocurrencia p sumandose luego todos
los productos resultantes de los valores posibles de la variable.
E(x)= Zx,.p,.
=xp +XyP5 F .. + Xy P

para m valores mutuamente excluyentes y exhaustivos de x.

La media de una distribucion de probabilidad se define como el valor esperado
de la variable aleatoria. :
u=E(x)

La varianza de una distribucién de probabilidad se define como el valor
esperado ( la media ) de las desviaciones cuadraticas con respecto al valor
medio:

o’ =E(x,-X)

o’ = Z(x‘. - X)p

La desviacion estandar de una distribucion de probabilidad es o , la raiz
cuadrada positiva de la varianza.

6.2 DISTRIBUCION BINOMIAL.

Existen muchas distribuciones discretas de probabilidad, pero quizas, la mas
importante por sus numerosas aplicaciones en problemas empiricos, es la
distribucion binomial, desarrolla por Jacobo Bernoulli y publicada en 1713.

La distribucion binomial es la distribucion teérica de probabilidad del nimero de
éxitos en una serie de repeticiones independientes, donde la probabilidad de
éxito en cada repeticion permanece constante.

La distribucion binomial ocurre si estamos interesados en el nimero de veces que
sucede un evento A en n ejecuciones independientes, de un experimento
aleatorio.

Un experimento binomial, es un experimento que tiene las siguientes
propiedades:

1.- El experimento consiste de n ensayos idénticos.

2.- Cada ensayo tiene dos resultados posibles, a uno de ellos lo llamaremos
éxito y a otro fracaso.
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3.- La probabilidad de éxito en un ensayo es igual a p y permanece igual en
todos los ensayos. La probabilidad de fracaso es igual a q = 1-p.
4.- Los ensayos son independientes.

La forma general de la funcion de probabilidad binomial es:

’1! X . n=x
S(x) = Xini—n pq

Recordaras que la primera parte de la funcion de probabilidad binomial,
corresponde a la formula de combinaciones visto en analisis combinatorio.

n

n!
X = e
(n—x)!x!

Recuerda que 0! =1
Ejemplo 1: Retomando el experimento de procrear tres hijos, y suponiendo que

la probabilidad de engendrar un hijo varon es de 0.5, determinemos la
probabilidad de que el nimero de varones sea:

a)o

b) 1

c)2

d) 3

Solucion: Este experimento es aplicable a este tipo de distribucion ya que
consiste en tres repeticiones independientes en donde la probabilidad de éxito
es engendrar 1 hijo varon es decir p = 0.5, por lo que q =1-p =1 - 0.5 = 0.5.

Obteniendo la probabilidad de que el nimero de varones sea O es:

P(0)=,Cy - p°q°
poy =i L)1)
2 )12
1
P0) = 1(1{§)

I

L
8
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Calculando la probabilidad de que el numero de varones sea 1:

P()=,C,- p'q’

o 1Y(1Y _3
ro-33)(z) -3

‘Para el ir‘iyc’i‘s_vo‘ d con 3 varones :
PB3)=C5- pq°

| 1IV(1Y 1

PR)=1=|[=]| ==

o=(3)(2) -3
Es evidente que el utilizar la distribucion binomial para obtener las
probabilidades es mas ventajosa y rapida que la manera anteriormente utilizada.

La media de una distribucion binomial, designada por u, es el valor esperado
del niumero de éxitos .

u=np
La varianza de una distribucion binomial es :
ol = npq

La desviaciéon estandar sera la raiz cuadrada de la varianza:

o =./npq
Ejemplo 2: El censo de 1990 el 90% de la poblacion mexicana de 5 afios de edad
y mas, profesa la religion catélica y el resto otra o ninguna, si elegimos al azar 4

personas de 5 afios de edad o mas, determinemos la probabilidad de que entre
los 4 sean catdlicos.

a)0; b)1; ¢cy2; dy3; e)4.
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Solucion:

Este problema claramente se puede resolver por medio de una distribucién
binomial, ya que consiste de 4 intentos independientes, el éxito se tendra
cuando se profese la religion catdlica cuya probabilidad es p = 0.9, para cada
intento es siempre la misma, por lo que el resultado desfavorable es q = 0.1

ParaP =0
P(0) =, Co(:9)°(1)*
- P(0) = 1(1)(:0001) =.0001

Pjé‘fa.‘_., P=1
P)=,C(N'1)’
P(1) = 4(.9)((:001) = 0036

ParaP=2
PQ=GDT
P(2) = 6(.81)(.01) =.049

’ Para‘P =3 o
P(3V)=4C3('9_)3v(71)l L
P(3) = 4(.729)(.1) =291

ParaP =4
P(#)=,C,(.9)"(.1)°
P(4)=1(.6561)(1) = .66

La probabilidad de que entre las 4 personas de 5 afios y mas, elegidas al azar,
haya exactamente 0 que practican la religiéon catdlica es de .0001; de que haya
exactamente 1 es de .0036; que haya dos exactamente es .049, de que sean
exactamente tres es .29 y por Gltimo para que sean exactamente cuatro es de
.66.

La funcion de distribucion correspondiente sera:

F(0)=P(0) =.0001
F(1)=P(0)+P(1) =.0001+.0036

F(2)=P(0)+P(1)+P(2) =.0001+.0036+.049 =.053
F(3)=P(0)+P(1)+P(2)+P(3) =.0001+.0036+.049+.29 =.343
F(4)=P(0)+P(1)+P(2)+P(3)+P(4) =.0001+.0036+.049+.29+.66=1
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La media de esta distribucion se calcula de la siguiente manera:

u=np
U =4(9) =36 catolicos.

Esto significa que a la larga se podria esperar una media de 3.6 catélicos de cada
4 personas cuyas edades fuesen de 5 aios y mas .

Calculando la desviacion estandar de este ejemplo :

~npg

o =
O =./4(9)(.1) =~/.36=.6

En conclusidn los datos se desvian .6 catdlicos en promedio del valor esperado.

6.2.1 ESTANDARIZACION DE LA Z.

Hemos trabajado hasta ahora los conceptos de distribucion, media, varianza y
desviacion estandar, conceptos indispensables y con los cuales el lector debe de
estar ya familiarizado. El procedimiento conocido como estandarizacion forma
parte de los conceptos que el lector debe manejar.

En estadistica se entiende por transformacion un conjunto de operaciones
aritméticas que se realizan sobre los valores de una variable para obtener un
nuevo conjunto de valores. A continuacion se mostrara el procedimiento
conocido como estandarizacion, que consiste en convertir datos como los que
hasta ahora se han manejado en datos estandar.

Para transformar un conjunto de datos se hara lo siguiente:

1.- Se resta la X de cada dato.
2.- Se divide la diferencia de X —X, entre la desviacion estandar de la
distribucién.

Simbodlicamente un dato estandarizado esta dado por:

_X-X
S

V4

Si convertimos todas las categorias de una distribucion en datos Z ( otra manera
de llamar a los datos estandar 9, obtendremos una nueva distribucion en la cual
la media y la desviacion estandar valen siempre cero y uno respectivamente.
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Es esta caracteristica o propiedad la que hace sumamente Utiles a los datos Z. A
--continuacién se dara la demostracion matematica.

Dado un conjunto de datos Z, su media esta dada por:

— E Z
= 1
N M
Por otro lado un dato Z se define de la siguiente manera:

X-X
zZ= % (2)

Entonces podemos expresar la media de los datos Z en términos de los datos
originales, solo sustituyéndolos la (2) en (1).

X-X
275
N

Z=

Ahora bien, como la desviacion aparece como divisor de todas las dlferenc1as ‘
X — X , podemos extraerla como sigue: ]

X-X .
Zzz S =Z(X-—X)

Pero recordaras que al estudiar desviacion estandar, obtuvimos que la sumatoria
de todas las desviaciones con respecto a la media es siempre 0. Por lo tanto:

Z=0

De ésta propiedad resulta otra: Si la media de un conjunto de datos Z es cero,
entonces su sumatoria por fuerza es cero.

Si —%‘\?—:Z:O, entonces Y Z =0

Ahora demostraremos que la desviacion estandar de un conjunto Z es siempre 1;
pero antes recordaremos que la varianza, por definicion es la media de las

iae 2 X _—X— :
desviaciones cuadraticas S*=Z‘—(—N——)~, de los cual se deduce que la

sumatoria de las desviaciones cuadraticas es igual a la varianza por el nimero de
datos.
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> (X -X)*=NS?

Y por definicion podemos expresar la varianza de un conjunto de datos Z de la
siguiente forma:

Z(Z -2y’
N ,
Pero como la medla de un conjunto de valores Z es cero, la expreswn antenor

se reduce a lo s1gu1ente

e ZN 3)

Si expresamos la varianza de los datos Z en términos de los datos originales,
sustituimos 2 en 3:

Pero como recordemos que NS?, solo es la sumatoria de las desviaciones
cuadraticas, en consecuencia: ;

_2x-X)?
Y -X)?

De ésta propiedad se deduce otra también muy importante: Si la varianza y la
desviacion estandar de los datos Z son 1, entonces la sumatoria del cuadrado de
los datos es igual al total de los datos.

ZZ
Si ZN =S;=1, entonces » Z*=N
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Resumiendo los resultados anteriores tenemos:

Z=0
>z=0
8 =8, =1

6.3 DISTRIBUCION NORMAL.

Recordaremos que las variables aleatorias continuas estan -asociadas,  con
espacios muestrales que representan al nimero mf\mtamente grande "devpuntos
muestrales contenidos en un intervalo de linea recta. = " e
-Un gran numero de variables aleatorias que se observan en la natu aleza, f
una distribucion de frecuencias que es aproximadamente' acampanada y.
continua. e 0 .

Es decir recibe el nombre de distribucién normal toda distribucién acampanaday .
continua, debido a su continuidad se traza como una curva suave y no como un
histograma .Su expresién matematica es la siguiente: :

- u)
20?

= oV

Graficamente la distribucion normal es como se muestra:

La ecuacion de la funcion de densidad esta construida de manera que el area
bajo la curva representa probabilidades; por lo tanto el area total es igual a 1.
Aunque las distribuciones normales pueden tener medias y desviaciones estandar
cualesquiera, es muy importante el caso donde la media y la desviacion estandar

o TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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son 0 y 1 respectivamente. Esta distribucion se conoce como distribucion normal
estandarizada, el area bajo la curva normal entre la media (z =0) y un valor
especifico de z>0, digamos zg, es la probabilidad.

Debido a su utilidad se han construido tablas que muestran el area bajo la curva
limitada por dos ordenadas cualesquiera. esta tablas pueden ser usadas en todo
conjunto de datos distribuidos normalmente, luego de haber sido estandarizados.

Estas tablas tienen las siguientes caracteristicas:

a) El area total bajo la curva es 1 6 100% y, puesto que es simétrica el area a
ambos lados de la media es 0.5 6 50%.

b) Solo la mitad de la curva normal esta representada en la tabla ya que es
simétrica, no es necesaria la otra mitad, para encontrar algunas areas sera
necesario solo hacer algunas operaciones aritméticas.

La tabla de distribucion normal estandarizada aparece en el apéndice de este
libro.
Para estandarizar utilizaremos:

Ejemplo 1: Hallar el area bajo la curva limitada a un lado por la media y al otro
por z=1.5. :

Solucién : Graficamente lo que se pide es lo siguiente :

Z=0 z=15

Buscando en la tabla de distribucion normal en z =1.5 vy la columna 00,
encontramos el siguiente valor z = .4332 que es .4332 = 43.32%.

Esto significa que el 43.32 % de todos los datos de la distribucidn tienen valores
comprendidos entre la media y 1.5 desviaciones estandar.

Ejemplo 2: Determinar el area que se haya

a) Por arribadez=1.6
b) Por debajode z = 1.6

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Represéntamos graficamente lo que se pide:

Solucion :

a)

b)

El area que tenemos que encontrar se halla por arriba de z = 1.6, o sea
el area representada por B, encontrando el valor de z =1.6.

z = 1.6 es .4452, recordando que la mitad equivale a 0.5, solo se
restara el valor encontrado a 0.5.

0.5 -.4452 = .0548

Esto significa que el 5.48 % de los datos de la distribucion tienen
valores no menores de 1.6 desviacidn estandar.,

Primero obtendremos el valor para z = 1.6 , que es .4452 que es el
44.52%, el area que se nos pide es el resultado de sumar C+A, es decir:

0.5 + .4452 = .9452 = 94.52%

Lo que significa que el 94.52 % de los datos de la distribucion tienen
valores no mayor de 1.6 desviaciones estandar.

Ejemplo 3: Ciertos estudios demuestran que el consumo de gasolina de los autos
medianos tiene una distribucion normal con un consumo medio de 25.5 Km. por
galdn y una desviacion estandar de 4.5 Km. por galén. ;Qué porcentaje de autos
medianos obtiene 30 6 mas Km. por galén?

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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- Solucién:-Graficamente lo que se pide es lo siguiente. El area sombreada es lo
que se esta buscando, primero encontraremos el valor de z que corresponde ay =
30 Km./galén:

Y=25.5 30

Sustituyendo en la férmLila_ para Z:

0
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6.4 INTERVALOS DE CONFIANZA.

Los intervalos de confianza son limites probabilisticos que se pueden asignar a un
pronostico o a una prediccion con el fin de tener un marco de referencia sobre el
cual tomar decisiones.

Al establecer tales limites de confianza es conveniente tener en cuenta que
existe una relacion inversa entre el nivel de confianza y la precision del
pronostico. En efecto a mayor confianza menor precision.

Explicaremos esto con un ejemplo: Suponga que usted esta jugando rayuela en

el salén de clases ;Qué tanta confianza tiene usted de que al lanzar la moneda -
caiga justamente sobre la raya? Obviamente se debe aclarar que influyen .

factores tales como la exper1enc1a y la punteria del jugador. .
Sin embargo dejando de lado éstos factores, también es obvio que si la raya
estuviera mas ancha ( digamos 10cm.). Seria mayor la confianza que usted”
tendria en acertar. ;No es cierto? aa

Y por supuesto que si la raya fuera de un metro de anchura usted estuviese
completamente seguro de que las monedas lanzadas caerian sin duda alguna
sobre la franja.

Pues esto es precisamente lo que ocurre con los limites de confianza en el caso
de un pronostico. Al investigador le interesaria construir un rango o intervalos
dentro del cual pueda estar seguro de que ésta el valor verdadero y esto se llama
intervalo de confianza.

Cuanto mayor numero de muestras individuales se tengan, mas fuertemente se
concentraran las medias muestrales alrededor de la media del universo.

El 90% caera dentro del intervalo de +1.64 el error tipico respecto a la media
muestral.

El 95% caera dentro del intervalo +2 el error tipico, respecto de la media
muestral.

El 99% o sea practicamente la certeza de que la media del universo esta
comprendida en el intervalo +3 veces el error tipico respecto de la media
muestral.
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Construccion de intervalos de confianza.

La media de cierto universo es desconocida, pero la desviacion estandar de ese
universo es conocida.

Con una probabilidad del 95%, la media muestral esta situada entre

M universo _20 y 4 universo +20 . ,uigg
\n NN

Si no se conoce la desviaciéon estandar del universo, hay que sustituirlo por un
estimador como la desviacion estandar de la muestra.

donde:
S¢ = Desviacion estandar de la media muestral.

$ = Desviacion estandar de la muestra.
n = Numero de observaciones de la muestra.

Ejemplo 1: Una muestra al azar de 400 amas de casa suministra la siguiente

informacion, cerca de la cantidad de dinero gastada en productos alimenticios
durante 6 meses.

Media de la muestra x = $400
Desviacion estimada de ta muestra S = $80

Estimar la media del universo con un interyalo de confianza del 95%

Solucién:
2S
28) =400 :t
H=xEt(28)= J;
(80) 2(80)
400 £ 2—==400+ ——~
#= /400 20

i =400+8

Con un intervalo de confianza del 95%, la media del universo esta entre $392.00
y $408.00.
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Ejemplo 2: La produccion diaria de un producto elaborado en una planta quimica
para n =50 tuvo una media y desviacion estandar de:

Media x =871 toneladas.
Desviacion estandar S =21 toneladas.

Encuentre un intervalo de confianza del 90% para la media de la poblacion.
Solucioén :

Utilizando los limites de confianza para el 90% se tendra:

_ (21)
=x+(1.645)=8711t1.64—=
p=xx(1645)= 750

i =871+4.89
Por lo tanto estimamos que la produccion diaria promedio, se encuentra en el

intervalo de 866.11 a 875.89 toneladas. El coeficiente de confianza .90 indica
que al repetirse el muetreo, el 90% de los intervalos de confianza contendra a u.
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CAPiTULO VI

APLICACIONES DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA A LOS PROYECTOS
DE INVERSION.

En el capitulo uno hablamos acerca de la determinacion del riesgo mediante el
empleo de algunos conceptos estadisticos, tales como la media ponderada, la
desviacion estandar, la estandarizacion de valores, asi como la blsqueda de
valores bajo la curva normal tema visto en el capitulo seis. Todos los elementos
de estadistica y probabilidad pueden ser utilizados en el proceso de aceptacion
de un proyecto de inversion, desde el estudio de mercado hasta el tipo de riesgo
que pueda presentarse al aceptar ciertos proyectos de inversion.

En este capitulo haremos uso de algunos elementos de estadistica y probabilidad
aplicados a un proyecto de inversion.

7.1 DETERMINACION DEL RIESGO DE UN PROYECTO DE INVERSION.

A continuacion daremos la explicacion de un ejemplo de la determinacion del
riesgo por medio de distribuciones de probabilidad, en donde aplicaremos
algunos elementos de estadistica y probabilidad.

1.- Primeramente defina el indicador financiero que habra de utilizar para
medir el riesgo: TIR, VAN, B/C, punto de equilibrio, una razon financiera etc. Por
supuesto siempre debe preferir indicadores del mas alto nivel, tales como la
rentabilidad. Por ejemplo en este caso la Tasa interna de rendimiento (TIR).

TIR, Tasa interna de rendimiento es la tasa de descuento maxima que puede
aceptar el proyecto.

VPN, Valor presente neto, es el beneficio del proyecto a valor presente ya
descontado el costo de la inversion inicial.

TREMA, Tasa de rendimiento minima atractiva

2.- Defina por lo menos tres escenarios alternos asociados con el entorno en
que se desarrolla el evento o problema a resolver.

Los escenarios tipicos son: pésimo, esperado y optimo. Pero se pueden emplear
otros tales como: Recesion, normal y auge. Por ejemplo:

ESCENARIO

OPTIMISTA O AUGE
ESPERADO O NORMAL
PESIMISTA O RECESION
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3.- Defina la probabilidad de ocurrencia del evento, para cada uno de los
escenarios considerados. Es obvio que la definicion de los diversos escenarios
requiere del concurso y de la experiencia del analista. De ésta forma la tabla
quedaria de la siguiente manera:

ESCENARIO PROBABILIDAD DE
OCURRENCIA
OPTIMISTA O AUGE 25%
ESPERADO O NORMAL 50%
PESIMISTA O RECESION 25%

4.- Calcule el valor del indicador financiero de referencia para cada uno de
los diferentes escenarios. En este caso, el indicador financiero sera el
rendimiento, mismo que puede estar expresado en términos absolutos o
relativos, por ejemplo: VAN, relacion de B/C, o TIR, tal como se ilustra a
continuacion:

ESCENARIO PROBABILIDAD DE TIR
OCURRENCIA
OPTIMISTA O AUGE 25% 17.0
ESPERADO O NORMAL 50% 5.0
PESIMISTA O RECESION 25% -7.0

5.- Calcule el valor esperado del indicador financiero empleado. Este valor
esperado es simplemente un promedio ponderado del indicador financiero
anteriormente definido es decir (la TIR promedio).

El factor empleado en la ponderacion sera el porcentaje de probabilidad definido
para cada escenario y el resultado esperado se obtendra en dos etapas, la
primera se refiere a multiplicar la probabilidad de ocurrencia de cada evento por
el indicador financiero obtenido en cada escenario en este caso la TIR; la
segunda etapa se refiere a sumar los productos obtenidos. En términos generales
el valor esperado promedio ( k barra) se obtiene aplicando la siguiente
expresion:

k=Y (kyPy)
donde:

kx =Es el valor esperado del indicador financiero para el escenario X.
Px = La probabilidad de ocurrencia del escenario X.

De manera especifica, para el caso que nos ocupa, la formula para calcular el
valor esperado de la TIR quedaria en los siguientes términos:

TIR =Y (TIR, )(Py)
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Con esta.informacion el ejemplo quedaria de la siguiente manera:

ESCENARIOS PROBABILIDAD DE RENDIMIENTO  VALOR ESPERADO DE

ALTERNOS OCURRENCIA TiIR, CADA ESCENARIO O
Px % (px TIR,)

OPTIMISTA 0.25 17.0 4.25

ESPERADO 0.50 5.0 2,50

PESIMISTA 0.25 -7.0 -1.75

TASA INTERNA DE RENDIMIENTO ESPERADA O PROMEDIO = 5.00

El valor esperado de la rentabilidad (TIR promedio) representa el rendimiento
promedio de todo el proyecto o problema en cuestion y el resultado se obtiene
sumando algebraicamente los datos contenidos en la Gltima columna, que para
este caso resulta ser de 5.00

6.- Determina la dispersion o variabilidad absoluta y relativa del valor
esperado promedio ( k barra), mediante su varianza, su desviacion estandar y
su coeficiente de variacion. Una mayor desviacion estandar supone una mayor
volatilidad de los flujos de efectivo esperados y en consecuencia un mayor
riesgo. En este caso la varianza es la suma de la ultima columna esto es: 72.0 y
dado que la desviacion estandar es la raiz cuadrada de la varianza, entonces la
desviacion estandar es igual a 8.485281, como se ilustra a continuacion:

ESCENARIOS P. TR, (PTIRY) (Px TIR-TIR)?
ALTERNOS %

OPTIMISTA 0.25 17.0 -1.75 0.25 (17.0 - 5.0)? = 36.0

ESPERADO 0.50 5.0 2.50 0.50 ( 5.0-5.0>=0

PESIMISTA 0.25 -7.0 4.25 0.25 (-7.0-5.0)* = 36.0

VARIANZA = 72.0
DESV. ESTANDAR = 8.4853

El coeficiente de variacion es el cociente del valor esperado promedio y la
desviacion estandar. Dado que este indicador se muestra en porcentaje, el
resultado de la division se multiplica por 100.
CV = TLSRX 100

El indicador que mide mas apropiadamente el riesgo es el coeficiente de
variacion. Entre la varianza y la desviacion estandar hay que decidirse por la
Gltima debido a que la varianza expresa los resultados elevados al cuadrado lo
cual no tiene una explicacién economica o financiera. Sin embargo considere que
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no es posible el calculo de la desviacion estandar sin haber calculado
previamente la varianza. Por otra parte mientras la desviacion estandar es un
indicador absoluto, el coeficiente de variacion es de tipo relativo.

Continuemos con el procedimiento.

7.- Normalice la variabilidad o dispersion del valor esperado promedio de
acuerdo con el indicador financiero empleado y los criterios que éste establece
para su aceptacion. Dado que el indicador empleado es en este caso el TIR, la
normalizacion se hara mediante la siguiente expresion algebraica:

_ TREMA—-TIR

STIR

Z
donde:

TREMA = Tasa de rendimiento minima atractiva.
Stir = Desviacion estandar de la TIR esperada o promedio.

Asi la normalizacion del rendimiento esperado se hara sustituyendo en la formula
los valores de la TREMA, de la TIR promedio y de la desviacion estandar de la TIR
promedio. La TREMA se refiere al rendimiento minimo que un inversionista desea
para decidirse a invertir y que esta determinado por el costo de oportunidad de
sus recursos. Dado que estamos ilustrando un procedimiento asumiremos que
para el caso que nos ocupa la TREMA es de 1.2% real.

Sustituyendo los valores numéricos en la formula el resultado seria el siguiente:

Z=-0.44783

Donde el signo simplemente indica que el valor encontrado se encuentra a la
izquierda del centro de la curva normal. Si el resultado tuviese signo positivo
significaria que en este caso tal valor se encuentra a la derecha del centro de
dicha curva normal. El valor de Z debe leerse o entenderse como " el nUmero de
veces la desviacion estandar”; en efecto el valor de -0.44783 significa que la
diferencia de la TREMA y la TIR promedio ( TREMA-TIR ) es igual a -0.44783
desviaciones estandar. Lo anterior puede comprobarse usando los valores
numéricos de las variables de la siguiente manera:

_12-50
8.485281

Multiplicando por Z el denominador (desviaciéon estandar) tendremos que el
primer miembro de la igualdad equivale a la diferencia de la TREMA y la TIR, que
es precisamente lo que se indica en el parrafo anterior.

-0.447867Z=1.2-5.0 esto es:

-0.44783(8.485281)=1.2-5.0
-3.8=-3.8
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Para el caso que nos ocupa, dado que el indicador financiero empleado fue la
TIR, el indicador de referencia tuvo que ser la TREMA, pero si hubiese empleado
otro indicador financiero el punto de referencia seria el parametro que sirve de
criterio para aceptar proyectos.

7.2 ACEPTACION DE PROYECTOS DE INVERSION.

Existe una gama de procedimientos que el administrador financiero puede aplicar
para adecuarse a situaciones de riesgo e incertidumbre al realizarse el analisis y
la evaluacion de los proyectos de inversion, mencionados en el capitulo uno.

Uno de ellos es el método subjetivo, que se basa en la apreciacion personal del
especialista en la evaluacion de proyectos, es decir considera al sujeto y no al
objeto.

7.2.1 METODO SUBJETIVO EN BASE A PROBABILIDADES.
Se puede aplicar el método subjetivo en base a dos criterios:

a) Analisis de sensibilidad.

b) Probabilidades. La probabilidad de que un evento ocurra puede ser
considerada como un porcentaje de oportunidad de obtener un cierto
resultado.

Partiendo de esta aseveracion, el procedimiento consiste en considerar tres
posibles alternativas de flujos netos de efectivo, posteriormente se cataloga a
estos como pesimista, mas probable y optimista, se otorga a cada uno de ellos
un determinado porcentaje de probabilidad que en su conjunto debera se igual al
100%; se multiplica cada flujo neto de efectivo por el porcentaje que le fue
asignado, los resultados de las operaciones se suman obteniéndose asi * el valor
esperado mas probable”, es decir un promedio de las estimaciones de los flujos
anuales, a esta cantidad se le aplica el factor de valor presente, originandose asi
el valor presente esperado mas probable, por Gltimo a esta cantidad se le resta
el monto de la inversion original, si la diferencia (valor presente neto) es
positiva, el proyecto es aceptado de lo contrario se rechaza.

Ejemplo :

La Compania HALLEY, S.A. de C.V., cuyo giro es la fabricaciéon de enseres
menores, desea adquirir una maquinaria computarizada. Se le presenta a el
encargado de evaluar los proyectos de alternativas y se le indica que debera
analizarlos de acuerdo a su experiencia profesional seleccionando uno de ellos.
La tasa de descuento que debera aplicar de acuerdo a las especificaciones que
proporciona la entidad es de 95%.
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Los datos proporcionados son:

e Monto de las inversiones correspondientes a los proyectos Xy Y.
e Los flujos netos de efectivo generados por cada uno durante su vida util.
e Tasas anuales de rendimiento pesimista, mas probable y optimista.

Solucion:

La siguienteltabla indica que de acuerdo al analisis de sensibilidad los proyectos
X y Y tienen una amplitud de variacion del 30% y 20% respectivamente, en base a
esto se considera que el proyecto Y es menos riesgoso que el X.

Al aplicar probabilidades a los flujos netos esperados conforme a los criterios
pesimista, mas probable y optimista, el proyecto X tiene un valor presente neto
de $ 231,886,000 y el proyecto Y de $ 22,336,000 o sea que si se llevase a cabo
el proyecto X la ganancia que se tendria con respecto al Y seria de $ 209,520,000
de acuerdo a lo anterior el X seria el seleccionado.

Apoyandose en la aplicacion del método subjetivo y relacionando la amplitud de
variacion de ambos proyectos asi como el valor presente neto esperado mas
probable, el proyecto aceptado seria el X, puesto que la variacién no se
considera sumamente significativa mientras que la diferencia en los valores
presentes netos mas probables es bastante considerable. La siguiente tabla
muestra lo anterior.

CIFRAS EN MILES DE PESOS

PROYECTOS

X Y
INVERSION ORIGINAL = $ 800,000 $ 800,000
ARO 1 $ 600,000 $ 1,100,000
ARO 2 $ 700,000 . . - . §1,000,000
ARO 3 $ 800,000 . S 900,000
ANO 4~ $ .900,000 . o .§ 800,000
ARO 5 $ 1,000,000 S 700,000
ARO 6 $ 1,100,000 $ 600,000
ARO 7 $ 1,200,000 $ 500,000
ARO 8 $ 1,300,000 $ 400,000
SUMAS T s ’ $ 7,600,000 $ 6,000,000
PROMEDIO DE LOS FLUJOS $ 950,000 § 750,000

TASA INTERNA DE RENDIMIENTO 88.00 % 127.67 %
ANALISIS DE SENSIBILIDAD o

TASA ANUAL DE RENDIMIENTO:

PESIMISTA 73.00 % 117.67 %
MAS PROBABLE 88.00 % 127.67 %
OPTIMISTA 103.00 % 137.67 %
- AMPLITUD DE VARIACION 30.00 % 20.00 %
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PROBABILIDAD

FLUJO NETO FLUJO NETO
DE EFECTIVO DE EFECTIVO
PESIMISTA .~ 20% $ 600,000 $ 400,000
MAS PROBABLE 50 % $ 950,000 S 750,000
OPTIMISTA .~ '30% $1,300,000 $1,100,000
FLUJO MAS FLUJO MAS
PROBABLE PROBABLE
PESIMISTA - $ 120,000 $ 80,000
"MAS PROBABLE , $ 475,000 $ 375,000
OPTIMISTA S $ 390,000 $ 330,000
VALOR ESPERADO MAS PROBABLE $ 985,000 $ 785,000
- VALOR F{RESENTE AL 95 %
- DEL VALOR ESPERADO MAS PROBABLE $1,031,886 $ 822,366
o ;VALOR PRESENTE NETO $ 231,886 S 22,366

SE ACEPTA EL PROYECTO X

‘7.2.2 METODO ESTADISTICO.

Otro de los procedimientos que el administrador financiero aplica para adecuar
a situaciones de riesgo e incertidumbre al realizar el analisis y la evaluacion de
los proyectos de inversion es el método estadistico, que consiste en determinar
la desviacion estandar y el coeficiente de variacion de cualquiera de los
siguientes datos:

a) Flujos netos de efectivo.
b) Flujos netos de efectivo a valor presente.
c) Tasas internas de rendimiento.

Recordemos que la desviaciéon estandar es el resultado de obtener la raiz
cuadrada del promedio de los cuadrados de las desviaciones de cada uno de los
valores con respecto a la media.

Entre mayor sea la desviacion estandar y el coeficiente de variacion, mayor sera
el riesgo del proyecto en cuestion y viceversa. La construccion de una tabla de
distribucion de frecuencias facilita mas el trabajo para la determinacion de los
valores.
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Ejemplo:

Tomaremos los datos de los proyectos del ejemplo anterior. Los pasos a segmrr ‘
para resolver el problema mediante este método son los siguientes: . :

1.- En la primera columna se tienen los conceptos, en este casa los anos durante
los cuales se espera la generacion de flujo de efectivo. o e

2.- En la segunda columna (Xi) los flujos de efectivo por cada afio.

. 3 - En la tercera columna (Xi — X) las cifras se calculan restando al flujo de

. ,efectwo de cada afio el promedio de los flujos.

4,-'En la cuarta columna (Xi-X)* se eleva al cuadrado el resultado obtenido de
la tercera columna.

Solucion :
Una vez realizada la tabla de distribucion de frecuencias, se calculan la

desviacion estandar asi como el coeficiente de variacion, para llegar a una
conclusion.

CIFRAS EN MILES DE PESOS

PROYECT: ‘o x
PERIODOS Xi Xi-X. ;

ARO 1 $ 600,000 £(6 350,000} '$ 122,500,000,000
ARO 2 $ 700,000 . (s 250,000)° " 'S 62,500,000,000
ANO 3 S 800,000 , §:722.500,000,000
ARO 4 ~$' 900,000 '$.2,500,000,000

- ARO 5 $°1,000,000 3" 2,500,000,000
ARO 6 $°1,100,000 $ 22,500,000,000
ARO 7 $1, ‘& 62,500,000,000
ANO 8 $1,3 §122,500,000,000
SUMAS - $ 420,000,000,000

~ PROMEDIO DE LOS FLUJO - 950,000
 DESVIACION E 229,129
- 0.2412

o5 -




o : PROY E c T o Y
PERIODOS _ Xi : X=X (X

ARO 1 $ 1,100,000 $ 350,000 ° fs'122,5’oo,‘o’c>o,ooo

ARO 2 $ 1,000,000 $250,000 ©62,500,000,000

ARO 3 $ - 900,000 $ 150,000 " $ - 22,500,000,000
_ ARO 4 ... .5 /800,000 $ . 50,00 +£:2,500,000,000

ARO 5 $ 700,000 -($ *'50,000) *2,500,000,000

ANO 6 " § 600,000 -($'150,000)" 7. $ " 22,500,000,000

ARO 7 $ 500,000 -($250,000)° . S 62,560,000,000

ANO 8 $ 400,000 -($ 350,000) - § 122,500,000,000

SUMAS $ 6,000,000 "$ 0 ' §'420,000,000,000

PROMEDIO DE LOS FLUJOS - $6.000,000 = 750,000

o o 8
. : : RN ——
DESVIACION ESTANDAR =s=_[(X{=X)" _ /420'000'000’000 = - 229,129
ON B> 1ANDA " 5
COEFICIENTE DE VARIACION CV= S _ 229129 = 0.3055
X _ 750,000

Se obtuvieron desviaciones estandar de 229,129.000 para ambos proyectos,
debido que la diferencia entre los flujos de efectivo para cada afo es {a misma
tanto en X como en Y, independientemente de los montos de dichos flujos, por lo
que bajo este criterio los dos proyectos tienen la misma oportunidad de ser
aceptados. En lo concerniente a los coeficientes de variacién estos fueron de
24.12% y 30.55% para los proyectos X y Y respectivamente, de donde se concluye
que el primero es menos riesgoso que el segundo en un 6.43%.

Una vez ponderados los dos criterios de aceptacion en los que se basa el método
estadistico, se determina que el proyecto X sera el seleccionado.

- Es importante destacar que estos dos parametros toman en cuenta Unicamente la
distribucion de los valores de la muestra o poblacién, es decir la distancia que
separa a los datos de su promedio y no consideran la cantidad y calidad del
numerario.

Aunque estos ejemplos no son en lo Unico en que pueden ser aplicados los
conocimientos de Probabilidad y Estadistica sirven para darnos cuenta la utilidad
de ellas en un proyecto de inversion.
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CONCLUSIONES

Aprender a invertir y vigilar las inversiones requiere de un gran esfuerzo. Desde
el hecho de tomar la decision en que voy a invertir hasta el manejo de los
resultados de la inversion, involucra el uso de las Matematicas.

Es menos riesgoso emprender ésta labor, teniendo las bases matematicas
necesarias que nos permitan la realizacion de ésta tarea de una manera mas
eficaz, utilizando en este caso la aplicacion de la Estadistica y la Probabilidad,
para obtener los mejores resultados posibles.

Estableciendo puntos de partida y la manera de analizar las distintas alternativas
de inversién, podemos aplicar estas dos ramas de la Matematica en un proyecto
de inversion, por ejemplo:

La aceptacion de un proyecto de inversion.
El riesgo de un proyecto de inversion.
Analisis de mercado.

Control de calidad, etc.

Este trabajo da las herramientas basicas para poder aplicar La Estadistica y
Probabilidad a cualquier problema que asi lo requiera, pudiéndose entre otras
cosas aplicar a problemas de produccion, de ventas, de investigacidén, de control
de calidad etc., areas intimamente ligadas a un proyecto de inversion.

Por otro lado uno de los objetivos de este trabajo, ha sido desarrollar ejemplos
que nos permitan involucrarnos en las areas de Estadistica y probabilidad de una
manera sencilla y objetiva; los ejemplos se resolvieron de tal manera que al
lector no se le dificulte la interpretacion y resolucion del problema, ya que han
sido presentados en su mayoria paso a paso. Abarcando gran diversidad de las
areas en donde se pueden aplicar estas dos ramas de las matematicas.

Aunque es importante recordar la gran ventaja que tiene el contar con los
conocimientos basicos de Estadistica y Probabilidad ya que al aplicarlos a la vida
cotidiana, en el trabajo o escuela resulta de gran utilidad.

Recordemos que el Actuario tiene la capacidad de emprender ésta labor de
iniciacién en estas dos ramas, ya que su formacion académica esta intimamente
ligada a ellas.

Por otro lado en cuanto al desarrollo de temas financieros no existe ningun
inconveniente para poderlos emplear, ya que esta capacitado para hacerlo;
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siendo la combinacion de bases matematicas con las financieras uno de los temas
desarrollados en este trabajo, presentados en el ultimo capitulo.

Asi el Actuario pretende ayudar a iniciar y reforzar los conocimientos
matematicos mediante el desarrollo de este trabajo.
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GLOSARIO

Ejercicio 2.4

1.- De los siguientes ejemplos anota en el paréntesis, la letra D si se trata de una
variable aleatoria discreta o una C si es una variable aleatorla continua.

a)- Velocidad de un automovil.

b)- Cantidad de agua que se consume en la ciudad de Monterrey

c)- Tiempo de vuelo de un avion.

d)- Namero de libros consultados en un mes en una biblioteca.

e)- Cantidad de alumnos egresados del CETIS 6 en el afio de 1999.

f)- Suma de puntos en el lanzamiento de un dado.

g)- El nUmero de bacterias por centimetro cubico de agua potable.

h)- La presion arterial.

i)- La cantidad de lluvia que cae en la Ciudad de México durante una
Semana.

j)-La cantidad de alumnos de primer ingreso que se reciben cada afo .(

— . p— — — — o~ —

—
S S

Ejercicios 2.6.2

2.- Para cada uno de los casos siguientes obtenga una distribucién de
frecuencias, obteniendo la frecuencia absoluta, frecuencia relativa y la
frecuencia absoluta acumulada.

... a) Calificaciones de Matematicas, obtenidos por los alumnos de 3er semestre.
| 5 59,8 7 7,7,6 6 6 6 8 9, 10, 9
5, 5 6,6,6,7, 7,8,10,7, 7, 8, 7,7, 7
kb) Horas de clase frente a grupo de los profesores de bachillerato.
4, 18, 12, 20, 5, 12, 15, 6
20, 24, 10, 11, 8, 16, 16, 5
12, 11, 10, 12, 8, 12, 13, 7
Ejercicio 2.6.4

3.- Obtenga una distribucion de frecuencias por intervalos de los siguientes
datos:

a) Calificaciones obtenidas al finalizar el bachillerato por los alumnos del CETIS
#5.
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istribucién de frecuencias con 6 intervalos.

Cohsrtirhyé" la

frecuencias con 7 intervalos.

3, 2, 5 8, 2, 5 1,
13,10, 8, 9, 20, 4, 3
2, 13, 8, 1,10, 3, 7,
2, 10, 17, 9, 2, 1, 6
4, 12

2

Ejercicio 2.6.5

4.- De la siguiente distribucién de frecuencias que representa las edades de los
trabajadores de la fabrica de tableros de control. Obtenga:

a) El histograma de frecuencia absoluta contra intervalo.

b) El poligono de frecue‘h'c'iaf:relativ‘a contra intervalo.

INTERVALO - FRECUENCI.
~ABSOLUTA

26:30
30-34 .238
34-38 .333
38-42° 142
A2 2 .095
46-50 1 .047

5.- La siguiente distribucion de frecuencias contiene los datos de las personas
que cometieron suicidio en el Estado de Colima.

- INTERVALO  FRECUENCIA

ABSOLUTA
16- 20 12
02024 = 01
" 24-28 5
28-32 2
32-36. . 2
36-40 3
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Obtenga :
a) El histograma de: frecuencia relativa contra intervalos.

b) El poligono de frecuencias de: frecuencia contra intervalos.
Ejercicio 3.2
6.- Dada la siguiente sucesion encuentra la formula.
0,3,8,15,24.....
Ejercicio 3.3
7.- Obtenga las siguientes sumas:
5

a)y (y-4)=

y=0

b) zﬁt(x2 -5) =
x=2

Ejercicios 3.4.1

8.- Obtenga la media aritmética para los siguientes conjuntos de datos:
a) 5, 6, 8,2, 3,2, 1,2, 93,7 87

b) 300,345,675,234,5678,1234,1023,678,254,998,234,768,945,235,866

9.- De la siguiente distribuciéon de frecuencias correspondientes al niumero de
miembros con los que cuenta cada familia en cierto pueblo. Obtenga la media.

NUMERO DE MIEMBROS FRECUENCIA
VARIABLE
1 1
3 2
4 8
5 19
6 17
7 10
8 =10
9 w3
10 -4
1 o1
12 4.




10.- De la siguien’te"' tabla de distribucion de frecuencias por interv'alos_
--correspondiente-al numero de hermanos que tienen los alumnos de preparatona.
Obtenga la medla. ,

NUMERO DE HEMNAOS . FRECUENCIA  MARCA DE CLASE :
(INTERVALO "2 - T e e S

Cmaano

2L AN

nNo %2

IoNGwa

EJerc1c10 3 4 2

11.- Calcula la me ‘lana para la siguiente tabla de distribucién correspondlente a
las Jornadas de rabaJo de los obreros de cierta fabrica de ropa.

' HORAS DE TRABAJO . FRECUENCIA

5
L 22
8 18
10 15
12 12

12.-De la siguiente tabla de distribucion de frecuencias por intervalos
correspondientes alas horas semanarias dedicadas al estudio por parte de los
alumnos universitarios. Obténgase la mediana.

HORAS SEMANARIAS FRECUENCIA
lNTERVALO




Ejercicio 3.4.3

13.- De la siguiente tabla de distribucion de frecuencias obtenga la moda. Los
datos corresponden al salario mensual de los obreros de cierta compahia de

lacteos.

SALARIO MENSUAL FRECUENCIA

1400
1600 - i
1800,
2000 "
(22200
22400
2600

NlmgouN

4.-De la sigt istribucion de frecuencias por intervalos encuentra la moda.
Los datos corresponden a la edad de alumnos en los grupos de primer afio a nivel
bachillerato técnico.. " N s S .

"ANOS DEL'ALUMNO .

i FRECUENCIA
VU INTERVALO S Er o e
18 - 20 )
21-23 57
24-26 20
27-29 12
30-35 14

Ejercicio 4.2

15.- De la siguiente distribucion de frecuencias por intervalos correspondiente a
la antigliedad (o tiempo trabajado) en cierta institucion de gobierno. Obtenga la

desviacion media.

ANTIGUEDAD FRECUENCIA
INTERVALO
1-3 . 17
4-7 . ‘ 21
Bl o 26
B PR L e et L I
16219 I 6T

20-25 S0




Ejercicio 4.3

16.-De la siguiente tabla de distribucion de frecuencias por intervalos
correspondiente al numero de materias no aprobadas por los alumnos de
bachillerato durante los tres afios. Obtenga la Varianza.

MATERIAS NO APROBADAS - -~ FRECUENCIA
INTERVALO = . . .
0-3 .. - Bl 43
4-7 L
8- 11 I R L
12-15 L 16

16 - 19 [ LA
Ejercicio 5.2
17.-De los siguientes n(:merdyszkszué__les ‘no pueden ser probabilidades ?

1.6, 0.45 , 78% , 125.1% , 0, 16/3 , -.025 , -4

Ejercicio 5.3
18.- ;Qué probabilidad se tiene en el juego de domino al sacar una ficha ?

a) De que la ficha sea la de seis, tres.
b) De sacar la mula de seis.
c) De sacar cualquier mula.

19.- De acuerdo a estudios realizados a nifnos de 3 a 8 aios, la posibilidad de ser
derecho o zurdo es de 13 a 1 de que sea derecho. ;Cual es la probabilidad de ser
zurdo?,

20.- En una urna se cuenta con una baraja espanola. Si se extrae una carta al
azar. ;Cual es la probabilidad de que la carta ?

a) Sea un rey.
b) No sea un caballo.
c) Sea un basto.

21.- Se eligen a 5 estudiantes para formar una pareja y representar al colegio en
un concurso de ciencias basicas. El grupo de los 5 estudiantes esta formado por 3
hombres y 2 mujeres. ;Cual es la probabilidad de que la pareja elegida este
formada por?

114




a) Un 'Hovrf‘)"l‘)‘refy, una mujer.
--b) Dos-mujeres.
c) Dos hombres.

22.- Una investigacion realizada entre comerciantes ambulantes menores de 16
. afos revela que la probabilidad de que el vendedor no vaya a la escuela es de
- --3/16. Hallar la probabilidad de que si vaya.

23.- Se echa un volado 4 veces. Halle la probabilidad de obtener:
a) 0 aguilas.

b) 1 aguila o mas.

¢) 3 aguilas o mas.

d) 3 aguilas y un sol en ese orden.

e) 2 aguilas y 2 soles en cualquier orden.

Ejercicio 5.4.1

24.- Una pareja planea procrear dos hijos. ;Cual es la probabilidad de que sean
las dos mujeres?. Resuélvalo por medio de diagrama de arbol.

25.- Una agencia de viajes, cuenta con tres rutas diferentes para ir de México a
Boston, cinco rutas diferentes para ir de Boston a California y cuatro rutas
distintas para ir de California a Toronto. ; Cuantas rutas diferentes e tiene en
total si tienes que pasar de Boston a California y de California a Toronto?

26.- La compaiia Valencia desea ascender a cuatro de sus gerentes para ocupar
los siguientes puestos: Vicepresidente de Fianzas, Vicepresidente de cobranzas,
Vicepresidente de Recursos humanos y Vicepresidente de ventas. ;De cuantas
maneras puede realizar estos ascensos?.

27.- Salen 8 viajeros en 8 barcos de Acapulco a Mazatlan ;De cuantos modos
podran viajar, ida y vuelta, si un mismo viajero no debe ocupar el mismo barco
que otro viajero, y no tomar el mismo barco de regreso, que él que tomé de ida?

28.- ;Cuantas sehales diferentes puedes realizar con 5 astas y 6 banderas, si han
de utilizarse las 5 astas cada vez?

Ejercicio 5.4.3

29.- Se sabe que dos puntos determinan una recta ;Cuantas rectas se pueden
trazar con 6 puntos si hunca tres puntos estan alineados?

30.- Se va a realizar un estudio para determinar la actitud de los empleados de
cierta fabrica, respecto a los procedimientos administrativos a seguir durante las
incapacidades medicas. Si se va a seleccionar una muestra de 7 empleados de un
total de 88.;Cuantas muestras distintas se pueden seleccionar?
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31.- Con el propodsito de determinar la habilidad de un testigo para identificar a
tres sospechosos de robo, se confronta al testigo con 10 hombres. Supongamos
que los tres sospechosos que cometieron el crimen se encuentran entre los 10
hombres. Si el testigo en realidad no puede identificar a los sospechosos pero se
siente obligado a hacer una eleccion.

a) ;Cual es la probabilidad de que los tres hombres culpables sean seleccionados

por azar? i
b);Cual es la probabilidad de que el testigo seleccione a tres hombres inocentes? -

Ejercicio 5.5

32.- Un experimento genera un espacio muestral que contiene 8 sucesos Ey
....Eg con P(E;})=1/8, i =1, ,8. Los sucesos A y B se definen como sigue: - “ "

A Eq,Eq,E6
B: E3:E4}E5;E6;E7
Encuentre :
a)P(A)
b)P(Z)‘. o
OPAUE)
d)P(AB) -
¢)P(A\ B)
. f)¢Son los sucesos A y B mutuamente excluyentes? ;Por qué?
' g)Son los sucesos Ay B independientes?;Por qué?.

33.- Una encuesta entre consumidores en una poblacion particular mostro que el
10 % no queda satisfecho con los trabajos de plomeria hechos en sus casas.
Cincuenta por ciento de las quejas fueron respecto al plomero A. Si el plomero A
hace el 40 % de los trabajos de plomeria de la ciudad, ;Cual es la probabilidad de
obtener:

a) Un trabajo de plomeria no satisfactorio, dado que el plomero es A?
b) Un trabajo satisfactorio dado que el plomero es A.?

Ejercicio 6.2
34.-Una encuesta en una ciudad particular mostréo que 9 de 10 automoviles
tienen seguro de responsabilidad civil. Si 4 autos en esta ciudad se ven

involucrados en un accidente, ;Cual es la probabilidad de que?

a) No mas de dos de los cuatro tengan seguro?
b) Exactamente dos tengan seguro?.




35.-Consideremos un defecto metabolico que ocurre en aproximadamente uno de
cada 100 nacimientos. Si cuatro nifios nacen en un hospital un dia dado, ;cual es
la probabilidad de que:

a) Ninguno tenga el defecto?

b) No mas de uno tenga el defecto?

36.- Muchas compainias de electricidad han empezado a promover la
conservacion de energia ofreciendo tarifas reducidas a los consumidores que
mantienen su consumo de energia debajo de ciertos limites. En un informe
reciente, se observa que el 70 % de los residentes de Puerto Rico han reducido
su consumo de electricidad lo suficiente para beneficiarse de las tarifas
reducidas. Si se seleccionan 5 residencias al azar en San Juan, Puerto Rico
encuentre la probabilidad de que:

a) Las 5 se beneficien de la tarifa reducida?.
b) Al menos cuatro se beneficien de la tarifa reducida?.

37.- Supongamos que el 80% de una raza de cerdos esta infectado con triquinosis.
Si se examina una muestra aleatoria de 1,000 cerdos:

a) ;Cual es el valor esperado del nimero y de cerdos infectados en la muestra?

b) ;Cual es la desviacion estandar de y?

c) Si el inspector encuentra y = 900 cerdos infectados en la muestra, ;podriamos
creer que el porcentaje de cerdos infectados en la poblacion es realmente 0%?

Ejercicio 6.3

38.- Las puntuaciones en una prueba nacional de aprovechamiento tuvieron una
distribucién normal con media de 500 y desviacién estandar de 100. Si Pedro
obtuvo 650 puntos ;Qué fraccion del total de estudiantes consiguieron una
puntuacion mayor que la de Pedro ?

39.- Determina el area bajo la curva normal delimitada como se indica:
a) Entre la mediayz=2

b) Entre la mediay z=-1.8

c) Por debajode z = 1

d) Por arriba de z = -2.1

40.- En una prueba de duraciéon para determinar la vida util de un nuevo tipo de
lampara lanzada al mercado, los datos de la muestra se distribuyeron de manera
casi normat. Se calcuto una vida atil promedio de 7,000 horas y una desviacion
de 520 horas. Halla el porcentaje de lamparas que tendran una vida Util de:

a) Entre la media y 7,600 horas.

b) Entre 6,500 horas y 7,600 horas.
c) Mas de 7,600.
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SOLUCIONES

Ejercicio 2.4

cozesegoge
9noogoonnn

Cds by

Ejercicio 2.6.2

2,-
a) .
VARIABLE FRECUENCIA  FRECUENCIA . FRECUENCIA
RELATIVA - ABS."ACUM..
5 4 1333 FI R
6 7 .2333 SR B
7 10 .3333 21
8 4 .1333 25
L9 3 .1000 28
10° 2 . 0666 30
30 .99
b) Lo
“ VARIABLE FRECUENCIA  FRECUENCIA  FRECUENCIA
RELATIVA ABS. ACUM.
4 1 .0416 1
5 2 .0833 3
6 1 .0416 4
7 1 .0416 5
8 2 .0833 7
10 2 .0833 9
11 2 .0833 1
12 5 .2083 16
13 8 + 0416 _ 17
16 2
18 1
20 2
24 1

[N
S




‘Ejercicio 2.6.4

3.-
INTEVALO FRECUENCIA  FRECUENCIA  FRECUENCIA  FRECUENCIA
ABSOLUTA RELATIVA ACUMULADA  REL. ACUMULADA.
4.5-5.5 5 .1162 5 .1162
" 5.5-6.5 9 .2093 14 .3255
6.5-7.5 8 .1860 22 .5115
7.5-8.5 11 .2558 33 .7673
8.5-9.5 9 .2093 42 .9766
9.5-10.5 1 .0232 43 .9998
43 » : Cn..999
Ejercicio 2.6.5
4.- a)
HISTOGRAMA

FRECUENCIA ABSOLUTA
O = N W A OO N®

26 30 34 38 42 46 50
INTERVALOS

;O

TS 00" )
FALLA DE OhiGEN
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POLIGONO DE FRECUENCIAS

14
12 |+

-
O

* FRECUENCIAS

18 22 26 30 34 38

INTERVALOS (MARCAS DE CLASE)

Ejercicio 3.2
6.-Laformulaes f(y)=y> -1
7.- a)-9, b)65

Ejercicio 3.4.1

8.-a) X =§=4.s4
13

b)Y=%=964.46 o

9.- X =56.60

10.- X =3.6

Ejercicio 3.4.2 , TESES CON
11.- Me = 8 FALLA DE UiGEN
12.- Me = 7.42
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Ejercicio 3.4.3

13.- Moda = $ 2,000

14.- Moda = 21.35

Ejercicio 5.2

1.6, 78 %, 125.1%, 16/3, -.025 -
Ejercicio 5.3

18.-

a) P(A) = 1/27

b) P(B) = 1/27

c) P(c) =6/27

19.- P(A) = 13/14

=2/10
/10

PO

a) P(A) =
“b) P(B) = 15/16
c)P(C)=5/16
d) P(D)=7/16
Ejercicio 5.4.1
24.- P(A) =%

25.- 60 rutas diferentes.

26.- 24 formas de ascender a los trabajadores.

27.- 203,212,800




28.-720
Ejercicio 5.4.3
29.- 15
30.- 6348337336

31.-
a) P(A) = 1/120
b) P(B) = 7/24

Ejercicio 5.5

32.-

a) 3/8

b) 5/8

c)3/4

d)1/4

e)2/5

f) no, Eqy Esestdnen Ay.B .
g) : .

P(A\ B) # P(A)

P(B\ A)+ P(B);no

33.-
a) .125
b) .875

Ejercicio 6.2

34.-
a) .0523
b) .0486

35.-
a) .9606
b) .9941

36.-

a) .1681

b) .5282

37.-

a) 800

b) 12.649

c) No, y =900esta a cerca de 8 desviaciones estandar sobre la media.
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Ejercicio 6.3
38.- .0668

39.-
a) .4773
c) .8413
d) .9821

40.-

a) 36.43%
b) 69.58%
C) 13.57%




APENDICE

Areas bajo la curva normal :

N

—m—e— —0000 000000
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