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Prélogo

El presente trabajo se enfoca al tema del analisis de las series de tiempo no estacionariars,
partiendo de las limitaciones que presenta estudiar estas series mediante los métodos
convencionales que por lo general suponen que la serie de tiempo es estacionaria. Aunque se
incluyen diferentes métodos de andlisis en el trabajo, se enfatiza el uso de aquellos que utilizan
ventanas para el analisis, es decir, utilizando intervalos de tiempo para observar los cambios que
presentan a través del tiempo la media, varianza, autocovarianza, frecuencia y fluctuacion

estacional (conocidas como "propiedades espectrales” de la serie de tiempo).

Dado que {a no estacionaridad en las series de tiempo puede presentarse de manera individual o
conjunta en las diferentes propiedades espectrales, el trabajo se encuentra organizado en tres
capitulos, desarrollandose por separado el anadlisis de la no estacionaridad en cada propiedad

espectral.

El capitulo primero de este trabajo trata entonces el tema del andlisis de series de tiempo no
estacionarias en la media, se definen ahi los conceptos basicos del tema, comparando diferentes
métodos para analizar series de tiempo no estacionarias en la media, mostrando las ventajas y
desventajas de cada método, asi como la forma en como pueden complementarse. Se enfatiza en
éste capitulo particularmente el uso de las ventanas (medias moviles) para el andlisis de la

tendencia.

En el capitulc segundo se extiende el uso de las ventanas para analizar la varianza y muy
especialmente se toca el tema del analisis de la autocovarianza no estacionaria. Se muestra aqui
una importante aplicacién del uso de ventanas para afrontar las limitantes que se tienen al analizar
series de tiempo no estacionarias en la autocovarianza, pues este tipo de no estacionaridad

presenta particular dificultar para estudiarse.
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El capitulo tercero toca el tema de la o estacionaridad en |a frecuencia o periodicidad de las series
de tiempo..Se muestran aqui principalmente dos métodos utilizando ef concepto de ventaneo: El
analisis. de Fourier con ventanas, y el andlisis Wavelet. Este ultimo método de aplicacion

relativamente reciente,

En general, ademas de mostrar.‘el:uso de ventanas como una alternativa viable para estudiar
series no estacionarias, el trabajo busca observar Ias virtudes y defectos que presenta utilizar los

meétodos de ventanas.

Considero importante manifestar mi agradecimiento por el apoyo y orientacion recibido durante la
planeacion y desarrolio del trabajo por parte de mis profesores Victor José Palencia Gémez y
Elvira Beatriz Clavel Diaz, cuyos consejos, sugerencias, correcciones, etc. ayudaron a llevar este
proyecto a buen término. De la misma manera quiero expresar mi gratitud con la profesora
Maricarmen Gonzilez Videgaray, a quien debo el gusto por el tema de las series de tiempo.
Finalmente, agradezco a los miembros de mi jurado: Jorge Jiménez Zamudio, Manuel Valadéz
Rodriguez y Carmen Villar Patifio, por las revisiones, comentarios y sugerencias que se sirvieron

prestar.
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Introduccion

El créclente desarrollo que ha tenido durante las ultimas dos décadas la tecnologia de las
computadoras ha -ampliado significativamente el uso de algoritmos numéricos para resolver
problémas analiticos que, por su complejidad resultarian muy dificiles y laboriosos de resolver
analliiCamente, y en algunos casos, practicamente imposibles de resolver sin el apoyo de una
computadora. El uso de las computadoras ha permitido también el desarrollo y la aplicacion de
ciertos métodos y técnicas que nos permiten analizar eficientemente y con rapidez grandes
volumenes de datos, tales como indicadores financieros, cuentas de banco, registros académicos,

etc.

De la misma manera - aungue han existido métodos para analizar series de tiempo desde antes de

la expansuon de |os mlcroprocesadores estos métodos requieren realizar una cantidad grande de

calculos que Ios conwer’(en en herramientas laboriosas y extremadamente dificiles de utilizar para
qunen no dnspone de una herramienta tan potente como lo es el ordenador. Se entiende entonces
que . muy pocas personas podian realizar este tipo de andlisis, pues no sbélo requeria del

conocimiento necesario, sino también de mucha paciencia y dedicacion.

Sin embargo, el desarrollo de la tecnologia no s6lo expandid y perfecciond los métodos existentes,
sino que ademas proporcioné las herramientas necesarias para el surgimiento de nuevas técnicas
de andlisis que permitieran obtener resultados aln superiores, pues la rapidez y desarrollo
creciente de los analisis efectuados por las computadoras sacé a relucir también los defectos de
estas técnicas, que por lo general sdlo pueden aplicarse a un tipo especifico de datos, y surge
entonces la necesidad de nuevos métodos de analisis para casos especiales como lo es, por

ejemplo, el de las series de tiempo no estacionarias.

Las series de tiempo, definidas éstas como secuencias de datos (observaciones) ordenados

cronologicamente, se pueden utilizar en una gran cantidad de casos practicos, y para casi
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cualquier disciplina que (equiér‘afdel conocimiento sistematico de un proceso o sistema a medida
que el - tiempo* cambia’~ Sus “aplicaciones pueden abarcar procesos econdmicos, sociales,

adrhinistr@ayfi@ié,\fi#!cos b‘I‘OVIOgIMCOfS‘,, quimicos, etc.

La imbonané;iva'fﬂnvda'méntal del estudio de las series de tiempo consiste en comprender el
compbrtamiento de la serie, de manera que podamos apreciar como el tiempo puede afectarla y
detectar patrones sistematicos de comportamiento tales como: tendencia, periodicidad,
heteroscedasticidad, etc. Mediante e estudio de las series de tiempo se puede predecir, analizar
las relaciones entre causas y efectos, identificar el comportamiento estocastico de la serie, asi
como establecer esquemas de control que permitan detectar desviaciones significativas de una

meta deseada.

George E. P. Box y Gwilym M. Jenkins propusieron en 1976 una metodoiogia de andlisis de series
de tiempo que permitid obtener modelos predictivos de éstas, partiendo del andlisis de la
dependencia de un dato con los anteriores. Sin embargo, la metodologia de Box y Jenkins se
enfoca particularmente a las series de tiempo estacionarias, por lo que el analisis y pronéstico que
se realizan suponen que el comportamiento general de la serie no cambia con el tiempo. En
realidad, en la vida cotidiana existen una gran cantidad de series con comportamiento no
estacionario, por lo que las aplicaciones de la metodologia se encuentran algo limitadas. No
obstante, la metodologia de Box y Jenkins permite obtener modelos de prediccién para ciertos
tipos de series no estacionarias, mediante diferencias y transformaciones que se aplican a la serie
original, aunque las predicciones obtenidas son por lo general fiables a corto plazo para series no

estacionarias.

Aunque el presente trabajo se enfoca a mostrar una alternativa de analisis para el caso de las
series de tiempo no estacionarias, es importante sefalar que esta alternativa se limita Unicamente
a realizar el analisis de la serie, no se ofrece aqui una alternativa para obtener un modelo de

prediccion como el que se obtiene de la metodologia de Box y Jenkins. No obstante, cuando sea
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posible se mostraran algunas alternativas viables para realizar predicciones en una serie de tiempo

no estacionaria, como es el caso de los modelos de regresion.

El estudio de las series de tiempo no estacionarias involucra detectar cambios en el
comportamiento del sistema durante ciertos intervalos de tiempo, de esta manera, las propiedades
espectrales de una serie de tiempo (media, varianza, autocovarianza, fluctuacion Vestacional,
frecuencia y variaciéon aleatoria) deben analizarse de manera que podamos detectar los cambios
que presentan a través de tiempo. Una forma de realizar el analisis de la serie a través del tiempo
consiste en utilizar intervalos de tiempo fijos, denominados “ventanas”, para los cuales se calculan
las propiedades espectrales de los datos, de manera que el intervalo de tiempo (ventana) se
recorre para volver a calcular las propiedades espectrales en el siguiente subconjunto de datos de
la serie. Este concepto de ventaneo se tratard con mayor detalle en el primer capitulo de éste

trabajo.

El presente trabajo muestra el uso de las ventanas para analizar cada una de las propiedades
espectrales de las series de tiempo, asi como las ventajas y desventajas de aplicacion que
proporcionan, y en algunos casos se presentan comparaciones con otros métodos alternativos o

complementarios.

Cabe sefalar que las gréficas incluidas en el primer capitulo de este trabajo se generaron
utilizando el paquete Excel 2000, y posteriormente, debido a la complejidad de los calculos
requeridos, se desarrollo un programa utilizando Matiab 6.0 para generar graficas requeridas a lo

largo de los capitulos restantes.
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Capitulo |
Analisis de la tendencia

La funcién de media es sin duda la primera propiedad espectral que se analiza en una serie de

tiempo, pues proporciona parte de la informacién mas general del comportamiento del sistema.

Dicha funcuon nos ayuda a determlnar si en general los valores de la serie tienden a crecer,

la obtencion. on. La prediccién de la serie implica por lo general utilizar

solo los raég ge m hto:de la serie y mirar hacia adelante en el tiempo, y no

tanto estudiar los datos de ser ol efecto de una crisis econémica.

En este capitulo se exponen tres métodos para realizar el andlisis de una serie con media no
estacionaria: El uso de ventanas o subintervalos de tiempo para realizar un analisis relativo al
tamario del subintervalo; el uso de modelos de regresion lineal o no lineal, para obtener un modelo
que refleje el comportamiento general de la media y permita predecir, y el uso de diferencias
ordinarias, particularmente utiles en los casos de comportamiento estocastico de la tendencia. Las
ventajas y desventajas que presentan los métodos que se exponen en este capitulo, asi como sus
casos especificos de aplicacion son expuestos con la finalidad de ilustrar la capacidad, el alcance y

los limites de cada método.
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1.1 Medias Moviles

Este primer método utiliza la formuia trad c&onal para obtener el.valor promedic de los datos, Sin

embargo, considera que los valores promedlo de Ia serle varfan con el tiempo, por lo que el método

recibe comunmente el n r ien _o en cuenta gue la funcién de medva

en donde Z, representa los valores de la serie para cada valor de tiempo /

Sin embayrgo,?réallzaf el calculo de ‘Ivé me }sﬁté olr‘mé‘bastlakrlé’cuéndb el comportamiento de
la seri‘e presentara una media consténte (ver gra’fiéa 1), pero en e} caso de una funcion de media
cuyos valores promedio varian con el tiempo, el célculo de la funcion de media se puede realizar
utilizando promedios parciales, es decir, obteniendo el valor promedio de la serie para ciertos

subintervalos de tiempo.

Grafica 1 Funcion de media constante (Ruido Blanco).
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Para obtener valores aproptados de Ios promedms parclales es necesario pnmero que nada

determmar la Iongltud de. submtervalo de acuerdo al tlpo de camb:os que queramos anallzar enla -

media de la serie. S| eleglmos un submtervalo'"de tlempo pequeno podremo "'wsuahzar los cambios,;,, o

En lo sUCééiVb g m ,s al submtervalo de t|empo que ‘se" utlhza en un anélzs:s como

n1 2

ventana tanto q eal tamaﬁo de la ventana le Ilamaremos *escala’?. El andlisis de series de
tlempo por medlo de ventanas con muitiples tamarios (escalas), se aplica especificamente a series

con comportamiento no estacionario.

Media con

Serie ventana de
original tamaiio 3
9.6208

9.1321 9.3488
9,2934 8.8217
8.0595 8.4053
7.8528 7.9863
7.9765 8.1743
8.6937

Tabla |

! En general, a los intervalos de tiempo, independientemente de su longitud, se les puede denominar ventanas,
por tanto en éste documento se adopta ésta practica.

° Se utiliza en este trabajo ta denominacion de “escala” en el sentido de que se realiza un microanalisis o

macroandlisis de los datos, es decir, se contemplan los cambios en las propiedades espectrales ya sea a corto o

a largo plazo, dependiendo del tamaiio de la ventana, por lo que podemos hablar de un “analisis a escala”.
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Conssderemos la ‘serie de tan solo seis datos que se muestra en la Tabla 1. Supomendo que

deseamos obtener una funcnén de medla ut:llzando una ventana de tamaﬁo 3 la prlmera media se

caso particular.

En general cuando manejamos n datos en ‘una serle de tlempo cualqwera y utlllzamos una

ventana de tamano § se plerden _ I datos':quedéndonos finalmente un total de n-— s,+]»datos.

Se entiende entonces que el Iimlte en el tamario de una ventana esta dédo en funcion del tamario
de la serie que se analiza. Por Ib géneral es preferible no utilizar ventanas muy grandes, sino solo
lo que sea necesario para apreciar el comportamiento general de la tendencia. Por otro lado, una
ventana muy chica no proporcionara mayor informacion sobre la media que la grafica de la serie

original.

La seleccién de un tamario de ventana apropiado para visualizar la serie no es entonces tan
sencilla y en ocasiones es preferible obtener la funcién de media con diferentes escalas (tamarios
de ventana). Consideremos ahora un segundo ejemplo de una serie simulada de 150 datos cuya

representacion se muestra en la Gréfica 2.

Grifica 2 Serie de Tiempo Grafica 3 Funcion de Media con ventana de

tamaiio S
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La graf ca 2 a sumple vusta presenta en general una tendenma crecuente en tanto que Ia graf ca 3

e uavuzar” Ios datos atiplcos

puede tener Ia propleda A de’ esta manera entr ”més grande sea’

la ventana en Ia que se calculan Ios promedlos Ios datos atlplcos mfluuran menos en la funmon de

media resultante.

Grifica 4 Funcion de Media con ventana de Grafica 5 Funcion de Media con ventana de
tamaito S tamafio 33

En la grafica 4 se muestran simultaneamente la funcién de media® (en rojo) y la serie original,
corroborandose que se trata de una version suavizada, en tanto que en la grafica 5 tenemos una
funcion  de medié ‘con- ventana mas grande, de tamarfio 33, en donde se puede visualizar la
tendencia exponencial creciente con marcados escalamientos periddicos. En el caso particular de
esta serie, el comportamiento periddico se puede apreciar desde {a grafica original, pero no
siempre es posible hacer esto. Por otro lado, en el caso de las series con periodicidad el

comportamiento suavizado se reflejara mejor cuando el tamafo de la ventana sea igual al periodo

de la serie.

Como sea, en la mayoria de los casos nos interesa obtener sdlo los rasgos generales de la

tendencia, y por lo tanto deseamos obtener la funcibn de media que mejor refleje el

3 A diferencia de cuando se tiene una media constante, en este caso la media es una funcion del tiempo (y de

la escala), por lo que se utiliza el concepto de “funcion de media”.
ICivel
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comportamiento general de la tendencia. Se pueden obtener simultaneamente las funciones de

media en diferentes tamarios de ventana, como se muestra en la grafica 6.

Grafica 6 Funcion de media con ventanas de tamafios 2 a 61

La grafica 6 muestra simultaneamente las ventanas de tamaros 2 al 61, donde se aprecia un
componamiento gradualmente suavizado. La forma de trapecio que presenta la base se debe a la
pérdida de datos cuando se obtienen los promedios de medias moviles. Can el objeto de poder
graficar los datos sin problemas se han utilizado ceros en las zonas externas del trapecio. Esta
grafica tridimensional también se puede mostrar en el plano como si fuera vista desde arriba. La

grafica 7 muestra la funcion de media vista desde arriba.
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Grifica 7 Funcion de Media con maltiples tamafios de ventana en el plano
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Esta graflca presenta en Ias escalas pequeﬁas (1 at 9) un ascenso y descenso constante notese

que los ascensos Y. descensos son pernéd:cos Por otro |ado a escalas més grandes podemos

En general podriamos pensar que reallzar un anallsis' e la tendencca med:ante este método

réfcas y analizarlas no

puede resultar excesuvamente tedcoso sin embargo obtener'estas

presenta demaSIada dlflcultad con un . software '~ apropiado como: Matematlca Matlbab o

Statgraphlcs o blen en un'software desarrolvlado‘por nosotros para, ese f in.

Aunque estrictamente habla

cuando deseamos obts

préctico utilizar la regresién fineal ¢
sobre . |a: serie, y aunque no 'estamos calculando precisamente promedios d‘e' ,Ia serie, son

aproximaciones bastante dtiles.
1.2 Tendencia lineal

Aunque el método de ventanas puede ser utilizado para analizar la tendencia en 6ualquler tipo de
serie, si se trata de obtener un modelo predictivo cuando la serie muestra tendencia deterministica,
en este caso conviene utilizar un modelo de regresién, especialmente si el comportamiento de la
tendencia se puede representar mediante un modelo simple. El caso del comportamiento lineal
creciente o decreciente se aproxima mediante un modelo de regresion lineal. Dicho de otra
manera, cuando suponemos a partir de la grafica original que se tiene una tendencia de tipo lineal,
podemos utilizar la regresion lineal como herramienta para obtener una recta que aproxime la
tendencia. Desde luego que si la serie no tiene tendencia lineal, la recta resultante no se

aproximara a la tendencia real de la serie.

"olv omlal pues tlene mayor utilidad para reallzar prednccnones
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Al utilizar la regresion lineal obtendremos una ecuacion de‘ pre'dicciéh conocida como “ecuacién de

regresuon" : EI termlno regresion lineal implica que Ia medla de la serte de tlempo yl esta

linealmente relacionada con { por la ecuacion de regresaén Imeal poblacronal

Hy, = a+ﬂt;’f- .

donde los coeficientes de regresién a y ﬂ son pafémeiros que deben estimarse a battir de los

datos mues:trales (gérie de tiempoj. Si "a y b represe“ta”estasestlmacnones, fr'e}s!pve:ctiv'a:me‘z‘nte,b

se puede entonces ek'stkikm’a( Hy por: G e
 Z=atbt

Para estlmar Ios valo‘res de a’ y b, podemos utmzar el meiodo d’e’mfnlmos cuédrados Este

método se basa en el hecho de que cada observacnén de la sene"de tlempo 7, en el /-éSlmo valor

de tiempo sa‘tlsface la siguiente relacion:

Para obtener.

recta que mihimic siduos, representada como SSE. Entonces

calculamos SSE o

SSE=Y.¢ =Y(2,-Z ) = (2, ~a—b1)
i=l i=1 i=1

Ahora bien, como deseamos obtener el valor minimo de la SSE, se necesita que las derivadas
parciales con respecto a los parametros ¢y b sean iguales a cero. Cabe aclarar que la funcion
SSE no tiene maximos, puesto que los valores de ¢ y b pueden ser tan grandes como se quiera,
por lo que al obtener el punto en que las derivadas parciales son cero se tratara forzosamente de

un minimo.

R Y

TF.,C,V‘ N
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Diferenciando SSE con respectoa ¢y b, se obtiene:
BSSE) s iyt tagimwin s b
T~ 22 ""T‘”’/) |

SSE)
(6h _22(7_ a b’)

Las ecuaciones obtenidas se lgua]anfr

siguiente sistema de ecuaciones: ..

Este sistema de dos ecuaciones con dos |ncognltas se resuelve para obtener Ios valores de a-y
b.la solucnon del sus ma de ecl caones anterlor da como resultado las sngutentes formulas para

obtener Ios valores de a y b T T
| nz, z,- (z/,][zz,)
- : i=|

nZt,2 —(Zl,.)z

=l =1

ZZ: —bzlt,
i=| f=|
I1

a=

Consnderemos Ia sene de sels datos de la tabla 2, la cual representa el valor de un cierto

mmoblllarlo usado ’en Ios aﬁos de 1987 a: 1992 Los valores de [ sta tabla a sxmple vista nos

muestran una ten n ' ”emos suponer que es lineal, por lo que obtendremos la

ecuacwn de regresion con Ias formulas descmas anteriormente,

T L Z
1 1987 6350
2 1988 5695
3 1989 5750
4 1990 5395
5 1991 4985
6 1992 4895
‘Tabla 2

5 o, y reacomodando los termlnos obtenemos el
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Al realizar los célculos de las sumatorias obte'nemos'los siguientes resultados:

3, :li,937 27 =33,070 27’ =65,787,385 Z/ 23';77453,679

‘I=l"

(6)(65 787 885) (11,937)(33, 070)
(6)(23,748,679) - (11,937)?

278 857

=010 -C 2,28‘35,7;),,(], L237) 560207052 . ..
Por lo tanto la ecuacion de regresion lineal para esta serie de tiempo esta dada por:
7, =560297.952-278.857-1

La gréfica 8 muestra Ivaanea de regresion para esta pequefta serie de tiempo:

7000 -z
6000
5000 -
4000
3000
2000
1000

0
1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993

Grifica 8 Recta de regresion

Cabe mencionar que en este ejemplo se han usado como valores de /, los afios correspondientes

(1987, 1988,...). Esto se debe a que el modelo de regresion puede calcular la recta de regresion
sin importar si la distancia entre las observaciones es uniforme, de hecho si se hubiera omitido por
alguna razoén el valor del inmobiliario en algun ario, esto no habria afectado mucho dado que el
modelo considera los valores del tiempo. A diferencia del modelo de medias mdviles, éste no se ve
afectado por la omisién de datos. Sin embargo, generalmente cuando manejamos una serie de
tiempo, en donde las observaciones se hacen en intervalos uniformes de tiempo, y sobre todo
cuando no se han omitido datos, el vector de valores del tiempo (1987,1988,...) se puede sustituir

por otro vector de nimeros sucesivos (1,2,3,.....), es decir, en lugar de 1987 utilizamos 1, 1988 lo

FAIC NN
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sustututmos por 2 y asi sucesuvamente El efecto sera un valor mas pequeno en Ios parametros de

regreSIén pero con el mismo resultado No obstante si por algun motlvo el anallsta desea obtener

vede. hacerlo sun mucha dificultad mientras no

sene en tanto que si tenemos otro upo de tendencua debemos ser cmdadoso : para eleglr el;

modelo de regresaén apropiado, pues como se muestra en la gréfica 10 (datos sumulados), una

tendencia exponencial serd pobremente representada por una recta de regresion.

Grifica 9 Recta de regresion bien ajustada Grifica 10 Recta de regresion en una
tendencia exponencial

Para los casos en que el comportamiento de la tendencia sea no lineal, es conveniente utilizar la
regresion polinomial, o bien, un modelo exponencial o logaritmico, con el fin de aproximar mejor el

comportamiento de la serie.

1.3 Tendencia Polinomial, Exponencial y Loqgaritmica

El método de minimos cuadrados que se mostré anteriormente puede ser aplicado no sélo en la
regresion lineal, sino también en |a regresion polinomial. Supongamos gue tenemos una serie cuya

tendencia es no lineal, en ese caso podemos aplicar el método de minimos cuadrados para

) ‘\Luu )1.4 JMUEN
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obtener un pollnomlo de grado N que aproxlme con mayor precnsién Ia tendencua de la serie,

Entonces se busca un polmomio de Ia forma

O(SSE) _ _22': (Z{'- ;

oa, = o ‘ :

A - 33, - do N )

Cod=t L e . S

a(SQL ZZ(Z ao aI[, azt,, e \J/ ) IA\,
day A .

Posteriormente, lgualamos a cero las derlvadas parcnales y reacomodando los términos obtenemos

i=1 R i= : = ]

A diferencia del caso lineal, en donde debido a que es un sistema sencillo de resolver en estos
términos se da la solucion al sistema de ecuaciones de 2 x 2, obtenemos primero todas las
sumatorias necesarias y las sustituimos en el sistema de ecuaciones anterior, para después

resolver el sistema de ecuaciones lineal mediante algin método conveniente, como el de Gauss-
Jordan. La solucién al sistema de ecuaciones son los valores de @,.4,,Q,,....,a, que se

sustituiran finalmente en el polinomio de grado N para obtener el modelo resultante.

15



La seleccién -del grado de nuestro pollnomio de regresion depende en buena medida de la

complejldad de nuestra serie de tlempo Convlene probar con diferentes grados de polinomio para

|I'I9. sea a la vez el mas representativo.

mos te er dIV ) sos tlpos de modelos no Ilneales que

s valores de los

parametros;reqUierg en este caso:de resolver. un sistema.de’ ecuaciones no lineal, o que nos

mo el de Newton—Raphson,

obligaria en la mayoria de'los casos a aplicar un método numérico

siempre y cuando el modelo no lineal sea derivable.

No obstante, aunque los modelos no lineales generan un sistema dé ecuaciones no lineal mediante
el método de minimos cuadrados, algunos casos especificos pueden linealizarse. Esto se logra
aplicando una transformacion a los datos originales. En la tabla 3 se muestran algunos modelos
Utiles de regresion y su transformacion apropiada para obtener los parametros mediante regresion

lineal simple (Datos de Waipole & Myers, 1992).

Tipo de Transformacion Forma de regresion
Modelo
regresiéon . Apropiada lineal simple
Exponencial y= aeli\' y‘ =lny Regresion de ° contra x
Exponencial (2) y=a+fe’ x =ef Regresion de y contrax’
Logaritmica y=a+pfInx x =Inx Regresion de y contrax’
Potencial y=ax” y =Iny Regresién de y°' contra x”
x =Inx
Reciproca P e Regresion de y contrax”
y=a+ﬂ[«) Cx = graste Y oA
) x
Hiperbélica oy ot Regresién de y° contrax”
y — L] =—73 y -
Tt fx x y

Tabla 3 Transformaciones para modelos de regresion no lineales

e L N

‘Y l‘( r“(}i‘l}
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En esta tabla, los valores de tiempo vienen representados en la variable x en lugar de /, en tanto
que los valores de la serie estan representados por * )" en lugar de Z . Cabe mencionar de nueva

cuenta que en el caso de las series de tiempo no es usual realizar operaciones con los valores de
tlempo dado que Ias observaciones se hacen en intervalos fijos de tiempo. En realidad, el uso

prlnc:lpal de Ios modelos de regres:on se enfoca a observar la relacion que existe entre dos o mas

conjuht_os'de Variables, aunqgue no necesariamente implica una relacion con el tiempo.

Al aplyica,r' n:mod lo e “'egbresién a una serie de tiempo, trabajamos bajo el supuesto de qué el

comportar
razén, },'Iaﬂie
ecuaciib‘n, )
como 'fc'orppo'rt' mientos

en la funcion resultant

Por otro lado, (os. modelos de regresién que se presentan aqui s6lo reflejan rasgos simples de la

serie, p"ues' con’e ‘regresion polinomial presentan trayectorias simples, sin puntos

criticos (méx ‘o;con'cdah'db rriucho uno. Por esta razén, las ecuaciones de

regresnon proporc onan’ ca5| excluswamente datos sobre la tendencia. Asi, una ecuacion de

regresmn ’]‘vl on pendlente positiva, nos hablara de una tendencia creciente, en tanto que el

nivel de ajuste.que tenga cada modelo nos-dira si se trata de una tendencia lineal, exponencial,

logaritmica, ‘etc..De la misma manera, una recta de regresion lineal sin tendencia, o dicho de otra
manera, con el parametro L muy cercano a cero, implicara que la serie de tiempo es estacionaria

en la media.

Para poder evaluar el nivel de ajuste de un modelo de regresion especifico, obtenemos el
coeficiente de correlacion entre los datos de la serie y los valores generados por la funcién de

regresién. Una aproximacion apropiada del coeficiente de correlacion o se obtiene con el

TEAIS CON

FALLA DE CRIGEN |
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estimador r utilizando la siguiente férmula, que se explicara mas adelante en el analisis de la

funcién de autocorrelacién,

nz.\', V- (Zx, XZ Y
\/”Z xl \[”Zyl - Z)’/)z

En este caso, una de las variables x 6 y r.epresentaré a la serie original, y la otra {os valores de la

funcién‘de regresién para los mismos tiempos: El coeficiente de correlacion » representa la fuerza -

y tipo de correlacién g

] grandes de x se tienen valores grandes de y, y a valores

pequenos de x:se tienen valores pequeﬁos de y. Por otro lado, cuando el signo de la correlacién

es negatlvo .estoindica - que :a: valores grandes de x se tienen valores pequefios de y, y

viceVersa. iy

No obstan'te'k,: aunquepodemos ‘VLJtlivi’z'a'r el cQ’eﬁc':ien‘te de cokrreblécién para evaluar el ajuste del
modelo de. regfesién‘, se suele utilizar con més ,‘frécu‘e}}\c;iriav r?, que se le llama usualmente
“coeficiente de determinacién muestral’, yestevalor nosA dira el porcentaje de variaciones en un
conjunto de datos que estén linealmente cé;ﬁré:‘lé‘ciona‘dos con el segundo conjunto de datos. De
esta manera, para determinar si un quelio\ dé‘ regrésién es apropiado, caiculamos el coeficiente de
determinacion muestral y podemos depir;qLiJe la correlacion sera:

’

1) Debil: Si 0<|r/ <.5, o biensi r? <.25

2) Fuerte: Si .8<ir/<l,obiensi r?=>.64

3) Moderada: en otro caso.

y seleccionaremos aquel modelo con el mayor coeficiente de determinacién que a la vez sea el
mas sencillo. Es probable por ejemplo, que una regresion polinomial de orden alto supere un poco
en la correlacién a un modelo exponencial, en este caso siempre sera preferible utilizar el modelo

exponencial, 2 menos de que el nivel de ajuste sea muy pobre.

FALLA DE UIGEN

iste n‘t'éllbé dos conjuntos de datos. Cuando el signo de la correlacién
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R = 0.7067

Grifica 11 Modelo de regresion logaritmico Griafica 12 Modelo de regresion polinomial
de orden 6.

Las graficas 11 y 12 (datos simulados) muestran la comparaciéon de un modelo logaritmico con un

modelo polinomial de orden 6. Nétese que las curvas que presenta el modelo polmomlal aunque

refle;an blen el comportamlento de |a serie, hacen aI modelo muy complejo en comparac:on con el

estan linealmente correlacionados con 75% de los datos de la serie orlglnal

En la mayoria de los casos debe evitarse utilizar modelos de regresién polinomial debido a que por
un lado pueden no tener mucho valor predictivo dado que se basan sélo en el tiempo y no
consideran la relacién de un dato con los anteriores, y por otro lado un comportamiento muy
complejo de nuestro modelo, aunque se ajustara mas a los datos, reflejara curvas que pueden
deberse a datos atipicos o a razones de otro tipo. El uso de un modelo polinomial se justifica
cuando ningun modelo se ajusta con suficiente precision a la serie, pero en este caso debemos
tener cuidado, porque se puede tratar de una tendencia estocastica, sin un patron de crecimiento o
decrecimiento especifico o con saltos aleatorios ocasionales, sobre todo cuando el grado del

polinomio requerido es grande para poder obtener un nivel aceptable de ajuste.

Cabe la posibilidad también, de aplicar un modelo de regresion sobre un conjunto de valores de

medias modviles, sobre todo cuando el tamario de las ventanas utilizadas es grande, pues de otra

515 00V
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manera se puede tener un sesgo en la funcuon de_medla Es |mportante asegurarnos en este caso

de que la funcuén de" medna obtenida por la regresnon refleja bien Ia curva: de mednas mévnles -
cuando el tamafio de a.ventana tlende valores grandes, puesto que. un modelo de egresnon’ buen'jf,;

ajustadq a 'Ia,f m

jresion sabre un modelo de

fecto de.los d‘atos atipicos, la

correlacuén que exlste entre un dato y Ios antenores provoca que la ecuamén de regresuén que se

obtenga sea una estlmac;on sesgada de la media, pues refleja:peq nas variaciones debidas a

elementos estacionales o estoc4sticos. En particular en el casq le

fluctuacrones estacionales,

la funcién de media sélo se reflejara bien cuando el tamafio de la ventana sea igual al periodo de la

fluctuacion estacional, o bien, a un multiplo de éste. La grafica 13 muestra una comparacion entre

un modelo exponencial y un modelo de medias mdviles, usando la serie de la gréfica 2.

Grifica 13 Modelo Exponencial vs Medias Maviles

En esta grafica se puede apreciar que existe una estacionalidad marcada, la linea en rojo

representa el modelo de medias moviles, en tanto que ia linea azul representa el modelo de

regresion exponencial. Notese que ambos modelos concuerdan en los puntos intermedios de cada

TESLS CON
FALLA DE Unl(zEN
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periodo de la quctuacuén estaclonal Lo que sugmflca que el promedlo de Ios valores de cada

periodo se a;usta muy blen modelo de crecnmlento exponenmal el cual no se ve afectado por

curvas,deb|da laivariacion estamonal La.ventana: utlllzada aqui es lgual al periodo de la

fluctuacion estaclona

De la misma

- etc., témbiéri‘s )

de los senos y cosenos para representar funcmnes se detallara mas adelante en eI analnsas de

Fourier.

1.4 Modelos de tendencia estocastica

Los modelos de regresion mostrados anteriormente parten del supuesto de que la serie tieril'ke'triné
tendencia con comportamiento deterministico. Si este supuesto es verdadero, nuestro mo‘deiyt?)’de
regresion no sélo aproximara la serie, sino que ademas podra realizar predicciones muy confiﬁables.
Sin embarg‘o,vé'xisten diversas series en las que el comportamiento no es tan sencillo de modelar, y
en los casos eh que debemaos recurrir a una regresién polinomial, existe una gran probabilidad de
que el comportamiento de la tendencia no sea deterministico, sobre todo si el grado del polinomio
de regresion es alto. En este caso, los cambios en la tendencia pueden deberse a eventos

aleatorios que no forman parte del comportamiento sistematico en general.

La grafica 14, obtenida con datos del INEGI®, representa la tasa de desempleo mensual desde
1985 hasta el afo 2001. En esta grafica las lineas azules separan los sexenios de los presidentes
correspondientes. Observamos al final del sexenio de Miguel de la Madrid una tendencia lineal
decreciente, posteriormente el sexenio de Salinas de Gortari presenta un ligero ascenso en forma
de curva y, en el punto final de este sexenio un evento aleatorio mejor conocido como “error de

diciembre” provoca una crisis generando desempleo, lo cual rompe totalmente con el patrén de

[

4 Pagina Web del Instituto Nacional de Estadistica, Geografia e Informatica (INE www.;peg,n,bobqnc\(
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comportamiento anterior. Se podria asumir que el comportamiento en el resto del sexenio de

Zedillo se encuentra intimamente ligado al error de diciembre.

‘DelaMadrid | SalinasdeGortari: | ; Ernesto Zedillo

M \
A WYY A i,

N QA 0 N
——

Grifica 14 Tasa de desempleo mensual de 1985 a 2001

Este tipo de eventos aleatorios en diversas series de tiempo pueden resultar muy significativos,
pues un simple cambio atipico cambia totalmente la forma en como se comporta la serie. El
ejemplo anterior.es un caso muy sensible a variaciones aleatorias, sobre todo porque existe una
dependencia muy alta entre un dato y el que le precede. No olvidemos que el desempleo en un

mes dado se da a partir del nimero de desempleados que habia el mes anterior.

Este tipo de tendencia se e conoce como “tendencia estocastica’, y se caracteriza por ser
resultade de una acumulacién de fluctuaciones aleatorias en el tiempo. Cabe sefialar que el
ejemplo anterior ademas de tener faclores de tendencia estocastica tiene también
comportamientos sistematicos durante ciertos subintervalos de tiempo, debidos a politicas de
empleo o a diversos factores que se aplican en cada sexenio. Un ejemplo de este tipo de politicas
puede ser el tratado de libre comercio, que aunque parte del sexenio de Salinas es un factor para
disminuir el desempleo durante el sexenio de Zedillo, pues a muchas empresas norteamericanas
les conviene mas el pago de la mano de obra en pesos que en dolares, lo cual propicia que

muchas empresas norteamericanas establezcan centros de produccién en México.

f‘!]_' '\5
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Cuando se tiene una serie con tendencia estocastica, es obvio que no puede modelarse mediante
un - modelo - deterministico,-puesto - que - los - cambios- en - la tendencia- son acumulaciones de

fluctuaciones alkéatoriaé y no preéiSa té deun patrén sistemético En este caso, un método para

ellmlnar esta dependenma de las quctuacnones aleatorlas anter(ores es realizar diferencias a la

sene orlgmal Es dec:r restarle al valor de una observamén. el valor de Ia que le precede. Asi,

Nuestra nueva serle diferenciada queda' ; _
W, = VZ Z Z_,
De" esta. manera obtenemos una nueva serie que'representa‘ los incrementos entre una

observaciﬂo"n'vfy} otra. Si los cambios en la tendencia son .realmente consecuencia de una

acumulac‘iénﬂ de valores aleatorios, aplicando diferencias eliminaremos el comportamiento aleatorio

de la: tendencua Cuando los incrementos entre un dato -y otro sean en general constantes, una

dlferenma bastara para obtener una serle estacionarla en la media, en tanto que cuando los

|ncrementos qracen o] decrecentendremos que realizar una segunda diferencia como se muestra a

continuacion. .

W, = sz' =’VZ,’1 -VZ_,=(Z,-Z_)-(Z,.,-Z)

La primera diferencia representa una "velocidad” de crecimiento o decrecimiento (incremento por
unidad de tiempo), mientras que la segunda diferencia representa la “aceleracion” de estos
incrementos. En general, para eliminar la tendencia se puede aplicar el nimero de diferencias que
se necesiten.
W, =v'z,

Ahora bien, existen muchas series de tiempo no estacionarias que, debido a diversos componentes
de equilibrio, tienen una gran similitud entre sus diferentes partes, excepto por la diferencia en sus
medias locales. Box y Jenkins se refieren a este tipo de series como *homogéneas no
estacionarias”. Basicamente el uso de las diferencias se enfoca a las series homogéneas no

estacionarias, aunque bien puede aplicarse en una serie con comportamiento deterministico.

TRIS CNW
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Un ejemplo de serie homogénea no estacionaria es cuando la d ~ésima diferencia “da como
resultado un ruido bianco, asi tenemos que

d7z
ViZ =aq,

en donde «, es ‘ruido blanco. En este ejemplo podemos ver que:cu‘ando‘ d =],es éi mddelb de

V4

caminata aleatoria Z,

esta sujeto a la variacion aleatoria en el tiempo (/ — 1), Es decir, la media de |a serie Z, cambia a

través del tiempo aleatoriamente, y decimos que la serie tiene una tendencia estocastica.

El-uso de las diferencias no siempre resulyt:a'v éﬂciehte, y debemos cuidarnos de no abusar de su
uso. No se trata s6lo de obtener una serie mas bdnita que elimine la tendencia, sino que debemos
tener en cuenta que, en primer lugar lo que se esta analizando ya no es el comportamiento real de
la serie, sino el comportamiento de los incrementos de ésta. Las propiedades espectrales de la
nueva serie son en realidad las de los incrementos. Por otro lado no debemos caer en el error de
pensar que por un acto de magia "hacemos” estacionaria la serie, sino que tan sdlo estamos
aprovechando que, aunque la serie no es estacionaria, sus incrementos si lo son. De esta manera,
para que las diferencias sean Uutiles, es necesario que la serie sea homogénea, es decir, que
aunque la tendencia no sea estacionaria, la serie presente una gran semejanza entre diferentes

partes, excepto por la diferencia entre sus medias locales.

y=0.0013x’ - 0.0083x + $0.696
: R?= 0.951

Grafica 15 Actividad Industrial 1980-2001 Grifica 16 Regresion Polinomial de orden 2

- +,, en donde el nivel de la serie en el tiempo fes u, = Z,_,, el cual

Thsis COW

]
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Grafica 17 Primera diferencia Ordinaria Grafica 18 Segunda diferencia ordinaria

La grafica 15 representa los niveles de actividad industrial desde 1980 (Datos del INEGI). Los
cuadros que se sefalan muestran una cierta estabilidad en la media durante algunos subintervalos
de tiempo. Al observar la inclinacion de los cuadros observamos un crecimiento en la pendiente. La

grafica 16'muestfa el modelo de regresion polinomial de orden 2, que fue el que mejor se ajusté a

los datos pues tiene un coeficiente 72 =0.951 contra la serie original, y un cosficiente 7> = 0.98
contra las medlas maviles. Al aplicar una diferencia ordinaria se obtiene la serie que aparece en ia
graflca 17 mostrando una tendencia lineal creciente en los incrementos de actividad industrial. Por
otro lado al aphcar una segunda diferencia ordinaria tenemos una serie estacionaria en la media,

lo cual representa que la aceleracién del crecimiento de la actividad industrial es constante.

En general, una serie que se ajusta bien a un modelo Polinomial de orden N, al aplicarle
diferencias tendra una N - ésima diferencia estacionaria en la media. Sin embargo, en casos con
tendencia estocastica, como el planteado en el ejemplo de desempleo (Gréfica 14), aunque para
ajustar la serie se requeriria un polinomio de grado alto, pueden necesitarse tan sélo un par de
diferencias, o inclusive una. La grafica 19 muestra una diferencia ordinaria para el ejemplo de

desempleo.

TRAlY (;!ﬁ
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Grifica 19 Una diferencia Ordinaria, desempleo

Al igual que el ejemplo de desempleo, una serie que presente comportamiento de caminata
aleatoria se vera reducida a ruido blanco con tan sélo una diferencia, aunque iniciaimente pueda
parecer que requerird muchas diferencias. En general, las series mas cominmente analizadas
requeriran pocas diferencias. Sin embargo, es importante no sobre-diferenciar la serie, sobre todo
si se va a obtener un modelo para prediccién a partir de la serie diferenciada, pues el modelo

pueds complicarse entre mas diferencias se realicen.
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Capitulo |l
Analisis de la Varianza y Autocovarianza

En el capitulo anterior se mostraron algunos métodos para analizar la tendencia de una serie de
tiempo.-Particularmente es importante sefalar que cualquier serie de tiempo se puede analizar con
métodos de ventanas, pero como se desprende de la comparacion entre estos métodos, la

obtencnon de un modelo predlcttvo para la tendencia requiere de otros métodos como la regresion,

es dec1r aunque eI anaI|S|3 mediante ventanas se aplica a cualquier serie de tiempo, su utilidad

pnncnpal esila de anallzar y no predecir. No obstante es posible combinar los métodos de medias

méviles y de,regreéién en algunos casos especificos.

como la metodologia de Box-Jenklns .no se_han incluido aqui. Esto se debe a que la metodologla

se aplica especificamente a una autocova_nanza estacionaria, n Qbstante‘sg mencionan aqui las

caracteristicas en comparacion con este método, y'la: encomo ‘pueden: complementarse

estos métodos. En lo que se refiere al andlisis de la varianza, se muestra también el tema de la

estabilizacion de la varianza.
2.1 Funcién de Varianza Muestral

Una vez que obtengamos un modelo apropiado para representar la funcién de media, podemos
proceder al andlisis de la varianza de la serie. Esto se debe a que el calculo de la varianza se basa
en el estudio de las variaciones de los datos con respecto a la media. De esta manera, cuando
obtenemos una funcién de media, ya sea por medio de diferencias ordinarias (media constante) o

mediante una ecuacién de regresioén, el calculo de la funcidn de varianza puede hacerse a partir de

J
=
2

2
foA
-
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los valores de media obtenidos. Cuando una serie presenta una varianza constante, el calculo de

la varianza se realiza mediante la férmula;®

es decir, se trata de un promedio de las desviaciones de la media al cuadrado.

Obtener una varlanza constante no presenta mayor dmcultad sin embargo es muy comun obtener

una serle con comportamlento creciente en la varlanza y.en algunas veces decre ente' Cuando se

tlene un comportamlento sistematico de - Ia vananza (no constante) le conoce \cyor‘no

“heteroscedasth/dad' la cual puede ser anahzada medlante el mét do de.ventanas 'njgstradd: e'n.,{al‘

anaHSIS de la tendencia.

2.1.1 Varianza heterosceddstica

El procedimiento para calcular la funcion de vananza muestralpuede reaI| arse utill

valores de medias méviles como los valores de regresmn o en: su caso. e valor de: medla

constante. El método que se describe a continuacion utlllza préctlcamente el‘mlsmo:conceptq de

ventana y escala utilizada para las medias méviles, de esta manera para obteh‘e'r,;vla'fun’cig’;n’de'

varianza necesitamos escoger un tamafio de ventana apropiado, es decir, suficientemente grande

para apreciar el comportamiento general de la varianza.

Aunque en principio estamos aplicando el mismo método que en las medias mobviles, no
necesariamente implica que la funcién de media se tenga que obtener por este mismo método,

pero es importante aclarar que si se trata de una media obtenida mediante un modelo de regresion

5 . . Y ) . .

A diferencia de una muestra estadistica comiin, los valores de una serie de tiempo por lo general son
dependientes entre si, ademas de no presentar necesariamente una distribucion normal, por lo que el estimador
mas apropiado es el que se describe aqui.
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o una media constante, debemos estar muy seguros de que el modelo de regresién o la media
constante son apropiados, esto significa que debe asemejarse a una funcion de medias méviles a

escalas grandes. ... e

Para proceder con el anahsus, de la varlanza convuene obtener prlmero una version de la serle con

la tendencua establllzada para esto dlferenmamos Ia serle con respecto alos valores de medla en

los mismos tiempos

W, =z, —Z o
Aln para valores de medla constantes, se puede hacer tamblen Ia d|ferencoa con eI objeto de

obtener directamente la funcién de varianza y facilitar los calculos postercores con una medla de

obtenerse las diferencias para los datos en los cuales se d ' e'una medla recordando qu se

perdieron s—1 datos, Por otro lado, con el fin de facmtar Ias dlferenctas es recomendable utlllzar

escalas impares para las medias moviles,

Basicamente el procedimiento consiste en. calcular la varianza, con la formula descrita

anteriormente, para_subintervalos - 'de- s datos. Entonces, podemos elegir el tamario del

subintervalo de acuerdo al tipo de variaciones que se quieren analizar. Aungue en la mayoria de
los casos sélo nos interesa el comportamiento general a grandes rasgos, en ocasiones puede ser
util conocer los cambios de la varianza en intervalos de tiempo pequefios, que bien pueden estar

relacionados con el nivel de la media o presentar incrementos o decrementos periddicos.

Retomando el ejemplo de la serie de seis datos que se dio en la seccidn de medias moviles,
podemos calcular los valores de las varianzas para los intervalos de tiempo de tamario 3. Podemos
ver que la media ha sido calculada mediante medias moviles con ventana de tamaro 3.
Posteriormente realizamos las diferencias para obtener la nueva serie cuya media es cero. De esta

manera, se calcula el promedio de estas diferencias al cuadrado.

‘“mEN |
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en donde Z, =0. Los valores obtenidos se muestran en la tabla 4, en este caso particular se

utilizé el mismo tamario de ventana para la media y la varianza, aunque no necesariamente deben

ser iguales.
Media con Varianza
Serie ventana de Escala=3
original tamario 3 _ Var(Z,)
Z, Z Z, -7
9.6208
9.1321 9.3488 i —» -0.2167
9.2934 8.8317 [———p 0.4617 0.1243
8.0696 8.4053 -0.3357 0.1129
7.8528 7.9663 -0.1135 0.0549
7.9765 8.1743 | > -0.1978
8.6937
Tabla 4

En esta tabla, se muestran primero Ios valores de las medias moéviles en los que se han perdido

dos datos, posteriormente sevrealizv y la dlferenma para estabilizar la tendencia, y al calcular la

varianza se vuelven a os, Asi, la primera varianza se calcula:

e 2
;(O.f?:.‘617ﬂ) +(203357) _ 4 1243

puede observarse que'como tamblen en este caso se pierden datos, al aplicar el método de

ventanas a Ias medias y después a Ia varianza puede resultar en la pérdida de una cantidad
considerable de datos. Las graficas 20 y 21 muestran la desviacion estandar obtenida por este
método para una serie de 200 datos, se observa en este caso un crecimiento en el valor de la

varianza a través del tiempo.
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Grifica 20 Desviacion estandar por medio de Grifica 21 Desviacion estandar por medio de
ventanas, Escala =31 ventanas, Escala = 61

La grafica 20 (datos simulados) utiliza una escala 31, y refleja las disminuciones de la desviacién
estandar en algunos intervalos de tiempo, en tanto que la grafica 21, realizada en escala 61 nos

muestra que en realidad el comportamiento creciente de la desviacion estandar tiende a ser lineal.

Aunque puede utilizarse también en este caso un modelo de regresion, por lo general muchas
series de tiempo en la practica no presentan un comportamiento totalmente sistematico en la
varianza, sino que puede presentar patrones de comportamiento que sélo duran un intervalo
especifico de tiempo. Un ejemplo de este tipo de comportamiento se muestra en la grafica 22, que
representa las variaciones en el valor de! délar con respecto al mes anteridr,r déSdé 19‘8’0 al 2000

(Datos del INEGH).

D esviacion Estandar
Escala = 11

A b o i i
En:-liud Ene-1883 Ene.1989 Ene.1295 Ene.2000

Grafica 22 Variaciones en el tipo de cambio mensual (1980-2000)
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Esta serie tlene cambnos en el patrén de varlanza cada sexenlo Ia prlmera parte muestra un patrén

ligeraments decreciente o despu ] una devaluacuén al |mcvo del sexenio de Sahnas posternormente :

una ,varlanza,Ilgeramente,crecnent

una varlanza decrecleme pero mucho més alta que en los dos sexenios anterlores

De nueva cuen a e

salvo que se puedanf identificar: los periodos de cé"'mbio' de estos patrones, como en el ejemplo en

que se mostré un cambio sexenal.

2.1.2 Transformaciones a la Varianza

En el caso de la funcién de media, observamos que era posnble pseudoellmlnar° la tendenma ya

sea mediante un modelo de regresion y luego dlferen0|ando Ios valores de la serie con los de
regresion, o bien, realizando diferencias ordinarias. Al igual que en la tendencia, la varianza
también puede estabilizarse, con la finalidad de facilitar el analisis de una serie de tiempo mediante
la funcion de autocovarianza, esto se logra realizando una transformacion a los datos originales, de
acuerdo al comportamiento que presente la varianza. En la mayoria de los casos no es sencillo
apreciar a simple vista cual es la mas apropiada, pero pueden probarse diferentes

transformaciones para determinar cual es la mas adecuada.

® Su utiliza aqui el término “pseudoeliminar™ en el sentido de que no se esta realmente descartando,
modificando u “olvidando” que existe una tendencia, sino que en lugar de trabajar con la serie original,
utilizamos la caracteristica de que las desviaciones de los datos con respecto al modelo de regresion tienen
una media constante, o bien, en ¢l caso de las diferencias, que los incrementos tienden a ser constantes.

uego otra devaluacion. sexenal (error de dlclembre) y luego, :
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En la siguiente tabla se muestran algunas transformaciones que pueden aplicarse a los datos con

el fin de pseudoeliminar la varianza de Ia serie:

ts el L TIPO. . Transformacién
Inversa 1
W==
zZ
Logaritmo W=InZ
Raiz Cuadrada W = ﬁ
Inversa del Logaritmo W ]
TInz
Inversa de la Raiz Cuadrada w B
VJz

Existen otras transformaciones que se pueden realizar a las series de tiempo con el fin de
pseudoeliminar la varianza, podemos notar que estas transformaciones se asemejan a las que se
aplicaron para obtener modelos de regresién no lineal. De hecho, el uso de las transformaciones
en este caso adolece de las mismas limitaciones que se mencionaron para la regresién no lineal,
es decir, sélo puede aplicarse en aquellos casos donde la propiedad espectral (media o varianza)
se puede linealizar. Dicho de otra manera, la transformacién soélo se aplica cuando el nivel de la
varianza es proporcional al nivel de media de la serie. Como ejemplo podemos mencionar el caso
de la transformacion logaritmo, que puede linealizar una tendencia exponencial, y a la vez

servirnos para estabilizar la varianza.

Si se desea estabilizar tanto la media como la varianza, debe realizarse primero la transformacion
necesaria a la varianza, para posteriormente estabilizar la tendencia, esto se debe a la
dependencia que existe entre el nivel de media y la varianza de la serie. Consideremos que una
transformacion a los datos en la mayoria de los casos no sélo afecta a la varianza de la serie. La
estabilizacidon de la varianza sélo es util cuando existe esta dependencia, en otro caso,

probablemente no nos servird de mucho estabilizar la varianza.
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2.2 Funcién de Autocovarianza

Sin duda la propiedad espectral mas util para reahzar pred;ccuones en una sene de tlempo es.la.. .

funcién de autocovarianza, puesto que ésta representa la relacuon que tnene un dato con los

anteriores. La funclon de autocovarianza es utlllzada para obtener los modelos autoregreswos y de

Oe Ge He_

medias moviles del tipo -
— »

conomdos como modelos ARMA Los parametros necesarlos para obtener una buena estnmacnon

se pueden determlnar utlllzando Ia funcxon de autocovarlanza De hecho, la metodologfa de Box y

Jenkins es préctlcamente un analisis de la autocovarianza.

La funcién de autocovarianza es una medida de la dependencia entre un dato y los que' lo

preceden, de esta manera, la autocovarianza entre los valores de la serie que se enquentfan

separados por un intervaio de tiempo &£ esta dada por

u-k (Z 7)( Lok — M), ;

» Aulocov(Z,,ZM)— =l

n

Entonces, el p'rqd C esviaciones con respecto a la media local de cada dato se promedia

y se obti,iene"u‘n,biﬁ'd ; r.dela dependencia entre los datos separados por un intervalo de tiempo

: réitade un estimador sesgado de la autocovarianza, dado que aunque se

realizan n—k p dductos. se promedian como si se tratara de n7 grados de libertad”. Esto se debe

a que, cuando el parametro u es desconocido, tanto #—-k como n generan estimadores
sesgados de y; , pues basicamente la estimacion de la autocovarianza se realiza utilizando las

desviaciones de las medias locales, y en este caso el estimador descrito en la ecuacion anterior es,

en realidad, el “menos sesgado”. Dicho de otra manera, si consideramos que entre mas grande

7 . . . I . . . .
Sc entiende por “grados de libertad™ el nimero de observaciones independientes en una muestra, en este
caso se tiene una muestra de y—4 productos.
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sea el valor de £, tendremos una menor cantldad de productos y por tanto Ia estumacnon de la
autocovarianza sera cada vez menos confiable, pues consudera una menor muestra de datos De

esta manera, dividiendo entre »n en lugar de

autocavarianza para valores de k& grandes, lo que genera ‘“un

insesgado®.

El signo de los valores de la autocovartanza nos indica el tlpo de dependenma que emste entre los =

datos separados por un lntervalo de tiempo k. Cuando eI valor de Ia autocovarlanza es posmvo

significa que a valores grandes de Z, corresponden valores grandes de Z,,,,y que a valores

pequéﬁos de Z, corresponden valores pequefios de Z,,, . Por otro lado, cuando la autocovarianza

es negativa significa que a valores grandes de Z, corresponden valores pequefios de Z,,,, ¥y

viceversa.

Sin embargo, aunque el signo de la autocovarianza nos indica la forma en que se relacionan los

datos, la funcién de autocovarianza no proporciona informacion respecto a la fuerza.de esta

relacién, por.lo que para obtener un indicador de ésta se utiliza la funcién de auto‘corfélé‘ciéri (ACF)

s P
Pr=h==y="7%
o Yo

Dividiendo la autocovarianza entre la varianza de la serie se obtiene el indicador de la fuerza de
correlacion entre las observaciones separadas por un intervalo de tiempo 4 . Desafortunadamente,
este indicador supone que la varianza de la serie es constante, por lo que la funcion de
autocorrelacion puede no ser muy eficiente para analizar series con varianza no estacionaria. Sin
embargo, es aqui donde podemos utilizar una vez mas el andlisis por medio de ventanas para

observar cambios en la funcion de varianza y autocovarianza a través del tiempo.

* Puede consultarse respecto al tema de la estimacion de la autocovarianza el articulo de Donald B. Percival,
“Iluw curious properties ¢ f the sample variance and autocovariance for stationary processes with unknown
mean”, 1999,
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2.2.1 Funcién de Autocorrelacién

Como es de suponerse, cuando una serie de tlempo cambla sus patrones de comportamiento a

través del tiempo, el problema de anallzar la serl ' se ompl ca especnalmente porque puede hacer

que el comportamiento de la serie sea casi lmpo De hecho ’la'metodologfa de Box

y Jenkuns aunque puede analizar y predecvr mertas serues de ttempo no estacnonarlas en la mediay

la varianza, es précticamente in(til si la autocovarlanza es no estacionaria.

De esta manera, si trabajamos bajo el supuesto de que el patrén de comportamiento de la serie

permanece constante, podémos utilizar ta metodologia de Box-Jenkins para obtener un modelo dé
predicci()n',:'aun cuando se tenga una tendencia o heteroscedasticidad, puesto que éstas,puedeh
pseudoeliminarse,:- Sin embargo, cuando el comportamiento sea no estacionario -y~ no

deterministico, las predicciones seran fiables a muy corto plazo.

Una serie de tiempo no estacionaria en la autocovarianza no nos deja entonces la opcién de

predecir,’ salvo”en ~el caso poco probable y complicado de que el cambioc en el patron de

comportamlent 'sea sistematico, pero aun en este caso obtener un modelo que represente las
o de los coeficientes de correlacion resulta extremadamente complicado.

no podemos predecir los valores de una serie de tiempo no estacionaria en

3 posible analizar los cambios de patrones y dependencias entre datos a
través del tiempo,’y de esta manera, pedemos utilizar ventanas para realizar estos analisis.

Sin embar'g:“él; :ékll:procedimiento no es tan sencillo como pareceria a primera vista: Recordemos que
el ana’lisi‘s”"de” la tendencia mediante ventanas requeria del uso de tres dimensiones (escaia,
tiempo y mé'dia), en tanto que el de la varianza requeria también tres dimensiones (escala, tiempo
y varianza), en estos casos para evitar utilizar gréaficas tridimensionales (comao la que se mostrd en
las medias moviles en el capitulo primero), podemos realizar la grafica bidimensional para una

escala especifica, y apreciar de esta manera en dicha escala el comportamiento de la propiedad
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espectral a través del tlempo Pero al momento de reallzar un anallsas medlante ventanas de la

autocovarlanza requer:mo e cuatro‘dlmensiones (escala tlempo |ntervalo que separa a dos

observacmnes?y valo de autocorrelacion). De esta manera,.como se.trata di uniponjunto de datos

esentaciones graficas que

comportamiento diferentes,

4
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Grifica 23 Serie de tiemipo no estacionaria en la autocovarianza

Los primeros cien datos de la serie muestran en general un comportamiento sin tendencia y con

varianza estable, en tanto que la segunda parte de los datos es el modelo de caminata aleatoria.
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Si suponemos que la medla Ia varianza y la autocovarlanza de la serie son constantes (lo cual no

se aplica en Ia serle antenor) calculamos Ia funr.:lon de autocorrelacnon utilizando la férmula

~
~

P —Z:-L , en donde
0

La gréfica 24 muestra la funcidon de autocorrelacion que se obtiene en la serie de la gréfica 23, en
donde obtenemos una funcién de autocorrelacion decreciente infinita, lo cual era de esperarse

dado que los dos modelos utilizados para generar la serie son del tipo autoregresivo AR(1).

SO S ——

Funcion de Autocorrelacion

06

D4

o2

Grifica 24 Funcion de Autocorrelacion

La linea roja representa el intervalo de confianza de 85% para aceptar la hipotesis de que el valor
de una cierta correlacién sea cero. De esta manera, cualquier correlacion estimada cuyo valor
quede dentro del intervalo de confianza se considerara cero, y los valores que sobresalen

ligeramente seréan considerados a criterio del analista.

Como podemos ver en la grafica anterior no se aprecian los dos patrones de comportamiento de la
serie debido a que el calculo realizado de esta manera supone que la autocovarianza es

estacionaria. En consecuencia, para apreciar cambios en la autocovarianza, podemos obtener la
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ACF para ciertos subintervalos de tiempo. Entonces 5| ut|I|zamos un tarnano de ventana de 60

datos, por ejemplo, y calculamos la ACF para cada 60 datos recornendo en el tlempo cada vez

que calculamos la ACF tendremos el valor. de cada una. de Ias autocorrelacnones para esos 60 .

datos. El resultado de este procedimiento se puede mostrar en una graﬂca trldimensmnal para

cada escala, cuando se quiera ver el cambio general en la funcmn de autocovananza a través del

tiempo. La gréfica 25 muestra las autocorrelaciones con escala de 60 y calculado para las

primeras 20 autocorrelaciones. Debido a la complejidad de la grafica no se han agregado en ésta

los intervalos de confianza para la hipotesis de que los valores sean cero.

S

\ v\\\\\ \
\\\\\\\\‘ \\‘\\\‘\\1\“ \\\\\ \\\ s
\ \"l é\\i\;f Wil

\\\\\é\\\\\ N
\ \\‘\\\\\\\\

0N ) ) ....... :._,,::__... o

) ']wmpw

0 ' 180 1 12 100 80 60 40 20

15
Intervalo K

Grifica 25 Funcion de Autocorrelacion con Escala = 60 para 20 autocorrelaciones

En esta grafica se pueden ya ver claramente los dos diferentes patrones de comportamiento, el eje
de derecha a izquierda representa el tiempo (200 datos), en tanto que el eje del fondo hacia

adelante representa los valores de K (intervalo que separa a dos variables). Nétese que aunque
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ambos patrones de comportamlento son decrecientes, los valores de la autocorrelacion para los

primeros 100 datos son mucho mas pequeﬁos que los valores de los 100 datos finales.

La gréfica anterior tiéne Ié utflidéd de ayudarnos a detectar cambios significativos en la funcion de
autocovari'anza.;yk_ en caso de que se tengan diferentes patrones de comportamiento, es posible
utilizar,el 'ultinﬁ:o bétréd de ‘comportamiento para predecir datos. Si este ejemplo se tratara de una
serierreérl‘.r nos é;ﬁrvendria utilizar anicamente los dltimos 100 datos para obtener un modelo de

prediccién mediante la metodologia de Box y Jenkins.

- ww ®\A\Q
............ : . \\: \\ \\\\\\\\\ \\\ \\\\\t\\\\\\ \\Q\\\\\

E——— f \\\\\\\\ \\\\\\
.\\\\ \\\\ \\\\\\\\\\\\ W
0 \\\ AN W
\\\\}E\ \\\\\\\\ \\\\\ \\\\\\\\\\\}\\\\\\\\\ |
\

15
Intervalo K

200 180 160 140 120 100 80 60 40 20

Grifica 26 Funcion de Autocorrelacion con Escala = 100 para 20 autocorrelaciones

También debemos tener en cuenta que, al igual que en la media y la varianza, el tamano de la
escala influye en los resultados que obtenemos, y por lo tanto las escalas pequefias reflejaran

mejor los cambios en el tiempo, en tanto que las escalas grandes sélo reflejardn los cambios
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drasticos en la autocorrelamén a través del tlempo La graf ica 26 muestra Ia ACF del m:smo

ejemplo para una ventana de tamano 100 A dlferencla dela ACF obtenlda con ventana de tamaﬂO} :

60,.en esta graf" ca 'un‘ cambio drastico entre los ) :

que aparenta n ‘cambio” contmuo en Ia funcnén de autocovarlanza que como se ve en la

20 aparece como decrecnente a trav 25 del tlempo Puede apremarse que Ia

ACF en l¢s P mpqs dgcrece,més lentamgnte que F‘Y!OS tiempos posteriores.

Es evidéhté cide la're esentacnon trldlmensional la CF’ébn Véntanés deja mucho que desear,

por . otro ‘lado, como se menc:oné antenormente aprec:an en esa grafuca los limites del

mtervalo de conf” anza lo cual seria deseable en esto casos No obstante se pueden realizar

otras representaciones gréficas bidimensionales p,ar‘ alor especiﬂco de K o del tiempo, en

donde podemos utilizar el intervalo de confianza.

Consideremos las escalas de 50 y 100 con Leil_fi‘n de obtener informacién tanto especifica como
general. Para estas dos escalas podemos elegir‘ya sea un valor especifico de K, o bien un valor de

tiempo para calcular la ACF en ese tiempo. En el primer caso, supongamos gue deseamos analizar
el comportamiento en el tiempo de las autocorrelaciones con K=1y K=20 ( ,bl y ,520 ), las graficas

obtenidas se muestran a continuacion:

- £l a0 ) L) W Wi me - E 40 ] © 00 2 W 160 ] 200
Grifica 27 Autocorrelacion con escala 50 para Grifica 28 Autocorrelacidn con escala 100
K=1 =

para K =1
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En la grafica 27 es muy clara la dtferencla entre Ios dos valores de la autocorrelacuén para K=1, no

asi enla gréflca 28 donde el uso de una escala mayor (100) afecta Ia wsuahzacmn de Ios dos

patrones que sél

para K=1 es: més fuerte en Ios datos posterlores pero no.se refleja que el: valor bajo de la

autocorrelacmn en Ios prlmeros da 0s es en realldad constante durante 100 datos

" Autocorrelacion con Ventanas ' a Autocorrelacion con Ventanas
[ K =20 Escala= 50 K =20 Escala= 100

o4

Y

L Y I UG UO —Y . B S SO DU
E) % ) « 0 im (LT 180 700 20 40 0 ) too 120 340 10 0 700

Grifica 29 ACF con escala 50 para K = 20 Grifica 30 ACF con escala 100 para K = 20

Las graficas 29 y 30 muestran una informacion similar para el caso de la autocorrelacnon en K-2O

aunque en este caso le] es tan clara la diferencia entre los dos patrones como en el caso anterior

nto que en la escala de 100 se observa una : ncna emre las dos
n:la primera mitad tiende a tener una correlacion: Dy, =0, mientras queen la

segunda’mitad esta correlacién es claramente negativa, nétese que el punto en donde empiezan

los valores: negativos de autocorrelacion es el valor de tiempo 100. Cabe mencionar que las
graficas son continuas debido a que se ubican en el dominio de! tiempo, ademas de que debido a
los datos que se pierden con el uso de escalas, a los valores de los extremos se les ha asignado el

valor de cero, con objeto de facilitar su representacion grafica.

LLa media de la ACF permanece constante durante ia primera parte de la gréafica 27, luego asciende
y vuelve a permanecer constante, lo cual sugiere que la funcién de autocovarianza es estacionaria
en esos subintervalos, o si se puede expresar asi, podemos decir que es estacionaria por partes,

aungue esta definicion puede no ser muy apropiada. En general, podemos decir que una serie de
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tiempo tvene una autocovarlanza estacionaria cuando los valores de |a ACF tlenen una media

constante a través del tcempo

Las graﬂcas antenores nos permiten apreciar hasta clerto'punto el valor de una correlacnon

muestral pA ‘a. través del tiempo, quedando suempre a nuestro crlteruo Juzgar su el tamaﬁo de la

escala es: aproplada para esto. También podemos ‘esde, uego btener

lizar la. funcién de

nden a los. puntos

mtermedlos de nuestros dos periodos con patrones dlferentes Las snguientes grat” cas muestran los

resultados obtenldos

s oy v g B e e k!
.1 l~ uncion de Aumcomlucion con thumn ! [ Funcion de Autocorrelacion con Ventanas
i Tiempo =51 Escala = 50 ! Tiempo = 51 Escala = 100
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Grifica 31 ACF con escala 50 y tiempo = 51 Griafica 32 ACF con escala 100 y tiempo = 51
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Grafica 33 ACF con escala 50 y tiempo = 150 Grifica 34 ACF con escala 100 y tiempo = 150
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Al analizar estas graficas hay que tener en cuenta que Ios valores de tlempo mencionados son en

realidad el punto medio de Ios datos de los' que se obtuvo Ia AC por ejemplo el valor de Tiempo

51 con una ventana de tamar'l 50vlndlca;que esagraflca'se calculd con los datos del Tiempo 26 al
75, en tanto que si la venta_nafueré’ de\tainaﬁo 100,—s ’h(a"n consldérado en esa grafica los datos

del Tiempo 1 al 100, -

fio'de la ventana, y a

escalas chicas s6lo podemos considerar |as primeras autocorrelaciones

La graflca 31 muestra un comportamlentodecrecnente n:las prlmeras autocorrelaciones, para

después - sobresalir en los valores de K=7‘ y'K;B, las autocorrelacnones que sobresalen
posteriormente en K=17 puederi no 'sierAr‘nuy signiﬁéativas por el tamaio de la ventana. En el caso
de las autocorrelaclones K-7 y K=8 reflejan una caracteristica particular de los 50 datos en

cuestion, en tanto que Ias ulumas autocorrelaciones no deben ser tomadas muy en serio, puesto

que pueden ver" afectadas por un nimero insuficiente de datos. La grafica 32 utiliza una ventana

de 100, por lo que es més significativa. Ahi podemos observar bien que en general se trata de un

comportamlento de la ACF decreciente infinita.

Las gréficas 33 y 34 son muy similares, aun cuando la diferencia en el tamario de la escala es
grande, y muestran un comportamientoc decreciente, en donde en escalas grandes sobresalen los

valores negativos en las autocorrelaciones grandes.
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2.2.2 Funcibén de Autocorrelacién Parcial

Aunque la funcion de autocorrelacién nos proporciona,informacién,,importante respecto-;a la -

dependencia de un dato con los anteriores, existe otra herramlenta para apoyarnos en el analusus

de estas dependencias, esta herramienta es la funcuén de au ocorv ac:|6n parmal (PACF)

La PACF, repreééhtéda: pdr Pix % +, se define como la cqntnbucnon"dé Ia \}érviablé"a‘uvtoregrresiva

- Z,_; al modelo AR(k) , dadas'las variables an_teri‘ore‘s_Z,"_f,‘"' '2;"2',;3';.;...,2,;k+l, Esta fuerza de

aportacion se estima mediante las ecuaciones de Yule-_Wé;lker i

Sustltuyendo los valores de autocorrelacuon en Ias ecuacnones de YuIe-WaIker obtenemos un

sistema de ecuaciones de K ecuamones con K mcégmtas en donde sélo nos interesa obtener el
valor de @, =1;, , de esta manera para cada K debemos resolver el sistema de ecuaciones de

KxK. Se puede obtener la forma escalonada por renglones (no reducida) para un cierto nimero &

de autocorrelaciones que se desea obtener, o bien utilizar fa solucién general:

i

k=1
k-1
% _Z"/\-—l,j"k-j
“
— i k>l
1"2’7‘—1,1"3‘
=
en donde
Ve = Ny~ N1,k J=12,,k-1

TRSIS cow
FALLA DK uniGEN

. e



La funcion de autocorrelacion parcial (PACF) del modelo utilizado en la seccidon ahterior'sé muestra

en la gréfica 35, donde se supone estacionaria la funcion de autocorrelacion parcial.

Funcion de Autocorrelacion Parcial

&
a

. i ? L S K T A Y R Y T I “20”

Griafica 35 Funcion de Autocorrelacion Parcial

La PACF se trunca en:2, aunque eI valor de Ia segunda autocorrelacion parcnal sobresale muy

de :con nza por Io ‘que pudiera considerarse un cero. De—>esto y de la
informaci‘on,»obt_en Ia funcuén de autocorrelacion (ACF) se infiere que probablemente el
modelo‘ p ra representar la serie si fuera estacionaria en la autocovarlanza serfaun

AR( ) o AR(2) dado que la ACF es decreciente infinita, en tanto que la PACF se trunca en 2 ‘En

este caso
predlccwnes relatlvamente precisas, pero se pueden obtener predicciones mucho mas utﬂes si'se
utilizan Clnica'mente los datos mas convenientes (el ultimo patron de comportamiento de los datos),
en este caso los ultimos 100 datos, aunque no siempre es facil determinar donde empieza el nuevo
patrén, pero independientemente de donde se trunguen los datos, descartar datos con patrones

que ya no se encuentran vigentes puede mejorar mucho el modelo de prediccion.

Al igual que en el caso de la ACF con ventanas, la PACF se puede calcular utilizando una escala
fija y una représentacién tridimensional de los datos, o bien una escala y un parametro fijos (tiempo
o intervalo que separa a dos observaciones). La gréfica 36 representa la PACF para una escala de

70 con 20 autocorrelaciones parciales.
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Grafica 36 Funcion de Autocorrelacion Parcial con Escala = 70

Las dos partes de la grafica se truncan en uno, aunque aqui, al igual que con la ACF, observamos
una diferencia significativa en la fuerza de correlacion. En general podemos decir que tanto la
PACF como la ACF pueden proporcionarnos la misma informacion con respecto al comportamiento
de la autocovarianza a través del tiempo, aunque pueden servirnos para determinar
simultaneamente que tipo de modelo representaria bien el comportamiento de la autocovarianza
en diferentes periodos de tiempo. Por supuesto que si se desea estimar el modelo especifico de un
periodo de tiempo, se requerira utilizar la metodologia de Box-Jenkins en forma normat utilizando

s6lo los datos de interés.

También son posibles las representaciones graficas en el plano para la PACF, en este caso s6lo
nos interesan los valores de K=1 y K=2, dado que de las graficas 35 y 36 se concluye que para los

demés valores de K las autocorrelaciones parciales son cero.
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. AutocorrelacipnParcial @R Venfanas ol Autocorrelacion Parcial con Ventuna
K#F 1 Escala=70 K=2 Escala=70
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Grifica 37 PACF con Escala = 70 para K=1 Grifica 38 PACF con Escala = 70 para K=2

La grafica 37 proporclona la’ misma informacion que la representacion trldlmensmnal con ‘dos

dlferentes valo s de autocorrelacmn parcial para K=1, es decir, que enla segunda parte de los

datos el valor dela’ autocorrelamén es mas grande. El caso interesante es cuando K=2 que en la

PACF de *d ‘ (snn escalas) sobresale ligeramente del intervalo de conflanza en ta o'que :

cuando se calcula por ventanas ninguna de las dos partes refleja este mismo valor sélo aparece‘

en medlo d
patrones en una serie, cuando la funcion general refleje una caracteristica que no’ se encuentre en
ninguno de Ios grupos de datos, se reflejara en el punto medio de estos datos. Este puede ser de
gran ayuda si se desea truncar los datos para tomar el grupo con el patrén de comportamiento mas

apropiado para realizar predicciones.

Las graficas 39 y 40 son las PACF para los dos grupos de datos representativos, nétese que en
ninguna de las dos graficas es significativo el valor de K=2. La grafica 40 tiene sin embargo, ciertos
valores fuera del intervalo de confianza que deben ser analizados si se desea obtener un modelo

de estos datos (101-200).

,los dos grupos de datos en la gréfica 38. Se infiere de esto que sn se'tlenen dos )
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Tiempo = 150 Escala = 100

. | Funcion de Autocorvelacion con Ventanus !
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I
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i

i Tiempo =51 Escala = 100
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. i | !
08} 1 »nng 1
Grifica 39 PACF con Escala = 100, para Grifica 40 PACF con Escala = 100 para
Tiempo =51 Tiempo = 150

En general la funcnén de autocovananza proporcuona mformacuon bastante utit para obtener

modelos que nos pe m ltan predeccr» Sln'embargo aunque tanto:la media como Ia varlanza se

pueden pseudo eI|m|

considere repreéé t |vo' asi eI modelo que se ob i ‘

sujeto desde luego a errores aleatorlos :
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Capitulo lli
Analisis de la Frecuencia y
Fluctuacion Estacional

En este capltulo se trataré ahora el tema de la periodicidad, que aunque en muchos casos suele

o‘ stante eI patrén periédico de una serie (temporadas anuales por ejemplo) existen

otros ca s en los que"se pueden tener ciertos tipos de periodicudad qu_e tienen urjla duracion de

tiempd_‘finltr ‘ 'Mtodzésj que nos permitan

ubicar Iosd ( ‘rlioidiciydyad‘atrav'és',del tiemp

Cabe éenalar ste:una fuerte‘relacion entre la frecuehcia o periodicidad de una serie y la
funcion de autocovananza puesto que 'si se tienen diferentes comportamientos en la frecuencia a
través del tlempo esto implica que existen diferentes patrones de comportamiento de la serie y por

tanto una autocovarianza no estacionaria.

3.1 Diferencias Estacionales

Hemos visto anteriormente que al analizar Ia tendencna y Ia vananza se 'ueden presentar algunas :

dificultades cuando se tiene una variacién estacnonal De hecho como se mencuono ‘en el caso de

las diferencias ordinarias, cuando tenemos: fluctuacnones estacnonales se cumple Ia‘condlclon de
homogeneidad, pues los movimientos o comportamientos ciclicos ocaslonan que las diferentes
partes de la serie tengan semejanzas entre si, con la diferencia del nivel de media en casos con
tendencia. Generalmente después de eliminar la tendencia de una serie, la variacion estacional
puede resultar evidente, salvo en algunos casos en que la varianza tenga cambios muy

significativos.

Aunque en general una serie con fluctuacion estacional puede ser analizada en la forma original,

es preferible en algunos casos intentar “eliminar” la variacion estacional, es decir, trabajar con otra
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serie equivalente que represente las diferencias entre |os valores de un perlodo y los del sugulente

Por ejemplo cuando tas observaciones se realizan cada mes, en cuyo caso s muy comun tener

una perlodlcndad anual y se suelen utilizar los valores con respecto al mlsmo mes del aﬁo _anterior

(diferencias estacionales).

Si sabemos que la longitud del periodo de la fluctuacién estacional es de" s, entonces la nueva
serie diferenciada estacionalmente se obtiene como:

VZ,=2-2_,
Lo cual nos da como resultado valores de comparacion con el Gltimo periodo,'y en donde se tienen
en total n—.s diferencias estacionales, lo que significa que tenemos s datos menos que la serie

original...

Consideremos la serie de tiempo del indice de ventas nacionales netas al mayoreo mensualmente

(Base 1994=100, Datos del INEGI), cuya grafica se muééifé‘é continuacion.
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Grifica 41 indice de Ventas Netas al Mayoreo mensualmente (Base 1994=100)

Se observa un comportamiento periédico con una temporada alta de ventas en diciembre, aunque

con diferentes niveles de media cada afio. Aunque en este caso es obvia la fluctuacién estacional,
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conviene establllzar primero la tendencia siempre gue sea posible. Como en este ejemplo se trata

de una tendenma estocastica reahzando una diferencia ordinaria se estabiliza la tendencia;

D lfercnciaio rd]naruls
q

o ¥ AAMMVH,M A 1 )\»/‘Ml i
T

#

-0 7 L

Grafica 42 Serie estacional con tendencia estabilizada

Después de estabilizar la tendencia ya no es tan abvia ia variacién estacional, aunque en esta
forma podemos utilizar la ACF y la PACF a fin de detectar autocorrelaciones‘ éstaciqnélés, como se

muestra a continuacion:

. . . LU 0 . .
Funcion de Autocorrelacion L Funcion de Autocorrelacion Parcial

ol ...I.f.l S

I" MLl u||'|||-|||m\ 'Ll! ll e -r|| Iy |-|

[ —

i
B e -

l
; : i
b R e T T TR W g R A R R e TR
Grifica 43 ACF de la serie con fluctuacion Grafica 44 PACF de la serie con fluctuacion
eslacional. estacional.

LA ACF tiene en este caso autocorrelaciones significativas en mudltiplos de 12 y en forma
decreciente, lo cua! es un indicio de que se trata de una variacion estacional con periodicidad 12.
Esta puede modelarse mediante la metodologia de Box & Jenkins, o bien pseudoeliminarse

mediante diferencias estacionales.
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Grifica 45 Serie diferenciada estacionalmente

La grafica 45 muestra la serie de ventas después'de,realizar la diferencia estacional para un

penodo de 12/ La mterpretacwn de esta nueva sene ‘a Ia que se han aplicado ya dos dlferencias

servira de nada aplicar la diferencia estacional, a menos que se. des

subintervalo.
3.2 Analisis de Fourier

Al igual que en el caso de la media, la varianza y la autocovarianza, donde se utilizaron métodos
de ventanas para analizar las propiedades espectrales, de la misma manera, el analisis de Fourier
puede aplicarse mediante el método de ventanas para obtener una mejor apreciacion de la

frecuencia para series de tiempo no estacionarias. Pues al igual que en el caso de las propiedades
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espectrales anterlores una serie puede tener dlferentes tnpos de perlod!mdad o cambios en el
patron de los datos que afectan ala frecuencna de la serle

Aunque las series de Fourier son particularmente eﬂciénies para analizar series‘ periédicas, cuando

se analizan secuencias aperlodlcas puede resultar mcongruente o poco utll aproximar la serie

medaante funcuones perlédlcas No obstante en este caso exnsten dos alternatlvas viables: La

transformada de Fourler con ventanas y Ia transformada Wavelet En este apartado se presenta el

usc de Ia transformada de Fourler uhhzando ventanas para analizar diferentes tipos de secuencias

aperlédblc;as o periédicas por partes
Ba’sicamente é‘|fo0'Cédlmleht0 consiste en aproximar la serie de datos mediante una superposicion
o combinacién lineal de senos y cosenos de diferentes frecuencias. En donde los coeficientes de

estas sinusoides representan la fuerza de aportacion de las frecuencias respectivas.

3.2.1 Transformada de Fourier Discreta

Dado que se desea aproximar la serie de tiempo a través de una combinacion lineal de senos.y.

cosenos de diferentes frecuencias, utilizamos para este fin una base ortogonal - de: funciones:

sinusoidales, de esta manera, se puede demostrar que si 1.es el total de datos de la serie que se

van a aproximar, entonces las funciones

{1,cos wyl,co8 2wy,.....,cOS(1 — D)Wyl SN wyl,Sin 2wyl ..., Sinkwyl ... .,sm(n—])wol}

constituyen una base de funciones ortogonales en el intervalo de I<I<n, en donde a

o . N
w, =—se le conoce como ‘frecuencia angular fundamental’ y w, =kw, es la k-ésima
n , :

frecuencia . anguiar, -dada en radianes. A la frecuencia —, se le conoce: como:la."k-ésima
. n .

armoénica”.




Se observa que:como:la duracion de.un periodo de:una sinusoide es:de 27z, al-dividir — se

ortogonal: -~ B
- Z, =) (a coswokt + b sinwekt)
. A‘=0“.‘." S B S g : .

Esta combinacién lineal de sinusoides se acostumbra expresar con'més frecuencia en su forma

exponencial compleja:

que signif'i,ca‘k:; que lé serle de_Fo

De esta manera, la forma compleja de las series de Fourier nos permite representar con un solo
coeficiente complejo la fuerza de aportacion de los senos y cosenos que tienen la misma
frecuencia. Asi, la base de 1 funciones ortogonales que generan al espacio de series de » datos

se puede escribir como:
B - {l, eiwnl , eiwu 2t , eiw.,3l R , eiw(.kl reees . eiu;.(n—l )" }

Es muy importante aclarar que las funciones que constituyen la base estan definidas para valores
discretos de tiempo, y que por tanto se trata en realidad de una base de series ortogonales, en

donde el k-ésimo elemento de la base esta dado por

la serie de valores reales” Z, ,

n
h



B e’“’u"' T
éiwok(2)

iu’bkl _ IRIITTE

e

geométricas, obtenemos: -

=l elw(,(u-v)n _ 1 eeri(u-v) _ l l _ l

E Dobwg (=it — . —
Z e = iwp(u—v) = rmi(u-vMn - - O
ppr e -1 e -1 a-1

Asi, el numerador siempre es cero dado que el coseno de un multiplo de 27 es uno y el seno

siempre es cero en ese mismo caso. El denominador no puede ser cero debidoaque u#v.

De esta manera, la base de n vectores ortogonales nos permite representar cuaiquier serie de

tiempo de n datos como combinacion lineal de los elementos de la base ortogonal. Dicho de otra

manera, cualquier serie de tiempo Z, se puede escribir como la suma de las proyecciones

ortogonales de Z, sobre los elementos de la base B. Esto es:

Z,= proy, Z,+ proy, Z, +........ +proy, 2




en donde 53, es el k-ésimo elemento de la base B, en tanto que la k-ésima proyeécién ortogonal

esta dada pof; o

gkt

REEE ’ =i, k/
<7 -eiu(,l\l > ‘ Z Z ’
T Ivghkt -

proy, Z, ———-———e =] S e

en donde los coeficientes de proyeccion (coeficientes de Fourler) se calculan como:
c. = _Z Z,_e"—iwnlg' -
k "J! Lo
n e :

De esta manera, podemos definir la transformada discreta de Fbl/rier como el producto interno de

la serie con el k-ésimo elemento de la base B, esto es:

n
5 =iwghy
Z,=>Ze
J=r

que es en realidad n veces el coeficiente de éfbyécgién;'cdmb la transformada discreta de Fourier

representa el comportamiento de la serie en:funcién de k (frecuencia) en lugar del tiempo,
podemos decir que se trata de una representacion de la serie trasladada del dominio det tiempo al

dominio de la frecuencia.

La gréfica de las frecuencias (armdnicas) contra las amplitudes (magnitud de los coeficientes de
Fourier) constituye el espectro lineal de Fourier. Cabe sefialar la diferencia entre el uso de la
frecuencia angular y las armonicas de Fourier, puesto que los valores de la frecuencia angular van

desde cero hasta 277. Como se ve en la gréafica 46, la gréafica es simétrica con respecto al valor de
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. Esto se debe a que la transformada de Fourier de cualqucer serle de valores rea!es genera

valores conjugados complejos para las frecuencuas wok y wo(n k) como seveenla gréfica 47

ala parte imaginaria del dominio, Nétese que wo(n-k) wy (= /c)

Espcclm de Frecuencia Angular

P I
l|: !'
’,‘%"ﬁ ..fT I

Parte Real
Parte Imaginaria

Grifica 46 Espectro de frecuencia angular Grifica 47 Espectro de frecuencia sobre el dominio
de COS Wyk +/sin wyk

De esta manera; considerando que los coeficientes de Fourier generan por separado valores para

las frecuencia angulares‘pdsitivas y negativas (aun cuando se refieren a la misma arménica de

: Fourier), el \eé ctro Ilneal para las frecuencias de 0 a V2 se calcula sumando las amplitudes de

frecuencnas equnvalentes pero con diferente signo, esto equivale a multiplicar los valores de las

SR L k1
amplitudes por dos (desde & =1 hasta el maximo valor de k que satisface — < 5 ), dado que las
e n 2

amplitudes para las frecuencias —y —— son iguales puesto que sus coeficientes son conjugados
, i g .n n

complejos. -

La gréfica 48 muestra el espectro lineal para la serie de ventas al mayoreo utilizada en la seccion

anterior. En ella se aprecia en primer lugar la frecuencia de 1/96 como la de mayor amplitud,

) 1 )
siendo 96 datos en la muestra. Cuando la frecuencia predominante es de —, entonces existen
n

indicios para suponer que no hay periodicidad, sobre todo si es practicamente la Unica frecuencia
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predominante. Sin embargo, cuando la diferencia es p'equeyﬁa en relacion con la segunda

frecuencia predominante, en ese caso cabe |a posibitidad de que exista periodicidad:

+

criodpgrama

Griifica 48 Espectro Lineal Grifica 49 Periodograma
La grafica 49 muestra el periodograma, el cual se obtiene como la magnitud al cuadrado de los

valores de la transformada de Fourier:

2

Itk /my=|Z,

De nueva cuenta, para las frecuencias de 0 a %, sumamos los valores para k y —k . Entonces el

periodograma queda como:

2

2|7, O<k<n/2

I(k/n)= o

2] k=0k=n/2

Podriamos decir que el periodograma es una version del espectro lineal en donde se han
exagerado los valores de las amplitudes al elevarlos al cuadrado, lo que resulta en una grafica
donde se aprecian mejor las frecuencias que predominan. Esta representacion de! espectro es

llamada cominmente “espectro de potencia”.

3.2.2 Espectro Teérico y Niveles de Significancia

El periodograma refleja con mayor claridad las frecuencias predominantes, aunque no siempre es

claro qué frecuencias se deben considerar como significativas, por lo que conviene obtener un
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intervalo de conf anza para determlnar Ias frecuenclas estadisticamente significativas. Asi, para

obtener el lntervalo de’ conflanza . se requlere prlmero normalizar el espectro, de manera que éste

N2
2

podemos obtener la varianza de |a serie como:

Que significa que la suma de la magnitud al cuadrado de los coeficientes de Fourier es igual a la

varianza de la serie. Notese que no se incluye el coeficiente ¢, en la sumatoria. Esto se debe a

que, para normalizar la media de |a serie en el dominio de la frecuencia, basta con hacer ¢, =0, lo

que en el dominio del tiempo equivaldria a restarle a cada elemento la media de la serie ( Z, -Z ).

Dividiendo ambos lados de la identidad de Parseval por 12, obtenemos la formula para calcular la

varianza de la serie en el dominio de |a frecuencia.

Conociendo la relacion existente entre la varianza de la serie y el espectro de potencia, podemos
ver que normalizar la varianza de la serie equivale a tener una media de uno en el espectro de
potencia. Esta normalizacidén se realiza entonces dividiendo los valores del espectro de potencia

entre la media de éste:
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Esta forma nq:rmalizada del espg;':trok nos permite comparar directamente la serie que se analiza
con un esﬁectro teéricq, es deqfr, yu’n modelo de comportamiento que nos sirva de base para
comparar si_la serie sigue e,se‘ ;:omportamiento hipotético o si existen ciertas frecuencias que no se
ajustan é éste. Por ejémplo,’ 6Qahdo comparamos una serie de tiempo con el espectro de ruido
blanco, podemos determinar que valares del espectro de ia serie pueden deberse a fluctuaciones

aleatorias, - 0 a causas ajenas a la aleatoriedad.

Sin embargo para que dos espectros sean directamente comparables, es necesario realizar-la

normaltzamén antes mencionada. El espectro te6r|co nos permite obtener el intervalo de conflanza

con un mvel de slgmf cancna « . de que los valores del espectro de la serie se ajusten al espectro

tedrico. Pa'r ) § nfianza partimos del supuesto de que Z, se:encyentra

s partes real e imaginaria de la transformada de Fourier

estan tamblén normaimente dlstnbundas (Chatf ield, 1989). Dado que el cuadrado de una variable

normalmente dl Y unda se dlstrlbuyevcomo una chi-cuadrada con un grado de libertad, entonces

’7;] se disfribuye COn dos grados de libertad (parte real y compleja). De esta manera, si asumimos

un espectro tedrico, posiblemente ruido blanco, la distribucion del espectro de potencia

normalizado es:
2. |

nO'

= Pl.lz

en donde / es la funcién de media del espectro tedrico que se utiliza, y * = " indica “se distribuye

como”. En el caso del ruido blanco la funcidn de media tiene un valor constante de uno.
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Grifica 50 Ventas Netas al Mayoreo Grifica St Ruido Blanco

La gréafica 50 muestra el intervalo de confianza del 95% para la serie de tiempo de ventas netas al
mayoreo (en rojo), en ténto que la linea azul representa el valor promedio del espectro teérico (en
este caso ruido blanco). La grafica 51 muestra el espectro de una serie de rui‘do ,bla‘nco,udAondVe
podemos ver que el 95 % de los datos queda bajo la grafica. Otro aspecto a notar és qﬁe, (iie'bido’a
la normalizacién, las dos gréficas son comparables directamente. Entonces, Zlos intervalos de
confianza del espectro de ruido blanco muestran las frecuencias que _';b)‘q;den deberse a la

aleatoriedad, si suponemos que existe independencia entre las observaciones.

El intervalo de confianza nos permite de esta manera descartar ciertas frecuencias que no sean
estadisticamente significativas aunque se distingan de las demas. Es decir, que pueden deberse a

factores aleatorios.

Aunqgue el espectro tedrico de ruido blanco es Util para analizar una gran cantidad de series, hay
casos en que se requiere comparar la serie con modelos de comportamiento mas complejos.
Consideremos la serie de tiempo que se muestra en la grafica 52, que representa la temperatura
de la superficie del mar meridional (SST, Sea Surface Temperature) cada mes desde 1856 al

2002* estos niveles de temperatura se relacionan con el fenémeno de "El nifio”.

* Valores mensuales parael NINO3.4 SST (5N-5S, 170-120W). Los datos de 1856-1949 se obtuvieron de la
pagina “Kaplan's OS SST” en la URL: hup:/ingrid.lduo.columbia.edu/SOURCES/ KAPLAN/. Indices/

Los datos de 1950-2002 se obtuvieron del “Climate Diagnostics Center OISST” en la URL:
http.//fip.ncep.noaa.gov/data‘cddl/ .
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Griifica 52 Temperatura de la superficie del mar meridional (SST) mensual, 1856-2002

Como es de suponerse, la temperatura de la superficie del mar cada mes se encuentra relacionada
con la temperatura del mes anterlor‘ De hecho utlllzando la ACF y PACF se obtiene que la

autocorrelacion parcual de la serle se trunca en uno con un valor aproximado de 0.9 para la primera

correlacion. Este’ tlp' omportamlento es muy comun en la vida real y se puede representar

mediante 9'}“ qrggr@ivd AR(1): .

| : Z; = plzr-l +e,

El espectrd generadopor este tipo de modelos para valores de p, menores que 1, se conoce
como “espect’ro‘de ruido rojo", llamado asi debido a que en estos modelos las frecuencias

predominantes son las mas pequenas (periodos largos), en relacién al espectro de la luz.

De acuerdo con Gilman (1963), la funcion del promedio del espectro del modelo autoregresivo de

ruido rojo esta dada por;

P = ]_pl2
1+ pf —2p, cos(27k / n)
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Esta funcnon puede calcu|arse obteniendo la transformada de Fourier cuando se supone que el
valor de Ias aleatorledades ¢, es cero. Notese que cuando p, = 0 lafuncién da como resultado el

espectro de ruido blanco (media constante de 1),

.. Peciodograma

nﬂ!ﬁ&_.g.",r‘}‘ H .

Grifica 53 Espectro de la SST Grifica S4 Espectro de ruido rojo .

La gréfica 53 presenta el espectro de la serie de tiempo de la SST, donde la ,line:a azul représenta

el valor medio /} del espectro tedrico de ruido rojo, con g, = 0.9. La gra’!ﬂ,cau'54: s el ,és:‘pe,ctro del

modelo autoregresivo que se ha utilizado. para comparar, es decir, de ruido rojo con

p, =0.9. Nétese que fhera 'de’l‘“comportamiento normal de un fdldo,rojo ‘éon,,esa' autocorrelacion,

se alcanza a tener dos frecuenc:as significativas. De " esta manera podemos apreciar las

frecuencias que se dlstmguen de nuestro comportamiento teorlco

El uso del interyvélb"’d‘e' confianza utilizando un espectro tedrico nos permite distinguir las
frecuencias que se salen del comportamlento normal de la serie (en comparacion con el espectro
tedrico que se ha supuesto) El espectro de ruido blanco es (til cuando no existe dependencia
entre un dato' y el que le precede, o bien, cuando la correlacién es muy pequefia y puede
suponerse que es nula. Por otro lado, el espectro de ruido rojo es util en muchas series con
comportamiento no estacionario. Existen también otros modelos de espectro tedrico que pueden
utilizarse, tales como el espectro de ruido azul caracterizado por presentar especialmente

frecuencias altas.
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Grifica 55 Espectro de ruido azul, p, =—0.7.

65

La grafica 55 muestra el espectro de una serie de ruido azul, en donde la funcién de media del

espectro teonco se obueneutllizando Ia mlsma formula que en el ruido rojo, pero con valores

negatiyos§de' ’ ic [ tiene una autocorrelacién negativa en p, es

Aunque la ‘é;léd’;:iéhdé P paraf"b‘bteher el intervalo de confianza del espectro tedrico es un tanto

arbitraria, puede utilizarse el valor estimado de la primera autocorrelacion de la serie utilizada,

aunque no siempre es conveniente. En muchos casos puede ser preferible realizar diferencias

ordinarias a la serie para comparar su espectro con el de ruido blanco, aungue, al aplicar el analisis

mediante ventanas es poco usual diferenciar la serie, especialmente porque en algunos casos el

comportamiento de ruido rojo o azul puede ser significativo sélo durante un intervalo de tiempo. El

uso del intervalo de confianza mediante un espectro tedrico, es particularmente (til en el analisis

de Fourier con ventanas como se planteara mas adelante.

3.2.3 Funciones Ponderadoras

Aunque el periodograma de una serie de tiempo proporciona informacién muy util respecto a la

frecuencia, tiene algunos defectos que deben tenerse en consideracion. En primer lugar, el

periodograma no detecta facilmente la pericdicidad de una serie no estacionaria, por lo que se
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requiere que la serie sea estabilizada previamente mediante diferencias ordinarias, modelos de
regresiéh o:trrérlméf‘ormacrziones apropiadas, y aunque se tiene la alternativa de utilizar un espectro
tedrico épr@:biéaé,ﬁé‘siempre es claro qué espectro tedrico utilizar. Por otro lado, la informacién del
periodograﬁia\fés”iﬁvs'ufidlente cuando existen diferentes comportamientos de frecuencia a través del

tiempo.-

Cabe sefialar: la_relacién’ que “existe entre la‘ frecuencia no estacionaria y la funcién- de

autocovarianza, dado que la funcién de autocovarianza estudia el comportamiento de la serie en el

endencia entre las variables a través del tiempo; en tanto

que el per d »amiento de la serie en el dominio de la frecuencia. De esta

manera, eI CF son dos formas distintas de representar el comportamiento de ia

serie, pero lo més importante que debe tenerse en consideracién es que si el comportamiento de la

serie cambqa a traves del tiempo, esto se reflejarg tanto en la funcién de autocovarianza como en el

analisis dela frecuencia con ventanas. De esto se concluye que una no estacionaridad en la

autocovaria'nvzay mplica necesariamente una frecuencia no estacionaria, y viceversa. Sin embargo,

una serie de tiempo no estacionaria en la frecuencia puede ser analizada también por métodos de
ventaneo, thi,Iiz:ando una escala apropiada de analisis y analizando la frecuencia para esos

subintervalpé de tiempo.

Existe iémbién otro defecto que se presenta particularmente en muestras pequeiias de datos, pues
cuando se toman observaciones durante un cierto intervalo de tiempo, es posible que algunos
periodos de la serie queden truncados o a medias al principio y al final de las observaciones. Estos
periodos incompletos afectan a la interpretacién de las frecuencias significativas en el intervalo de
tiempo analizado, especialmente cuando se trata de pocos datos. Por el contrario, cuando se trata
de una cantidad grande de datos los periodos truncados no afectaran mucho al periodograma

resultante.
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Griafica 56 Generacion de energia eléctrica Grifica §7 Serie Estabilizada (1 diferencia)

Consideremos la serie de tlempo representada en Ia grafi ica 56, en donde se ‘muestra Ia generacton

2000, que se encuentra truncado a la mitad. La grafica 57 muestra la serie estéblllvz‘a,d,a al aplicar
una diferencia ordinaria, para facilitar el analisis de la frecuencia (estacionaria). Aunque esta serie

presenta una.clara periodicidad anual, en el periodograma (gréafica 58), la frecuencia de
—~0.083 - queda ligeramente abajo de! limite del intervalo de confianza para considerarla

significativa. Los periodos truncados al final de la serie pueden afectar en ocasiones ligeramente o
en algunos casos drasticamente a la frecuencia de la serie. Cuando se trata de observaciones
mensuales es recomendable por tanto analizar afios completos para evitar truncar el periodo anual.
Aunque en este caso la periodicidad de la serie es bastante obvia, cuando existen otros patrones
de frecuencia cuyo periodo desconocemos, en ese caso es inevitable llegar ocasionalmente a

truncarlos.
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Grifica 58 Periodograma de la serie estabilizada

En la gréfica 58 se observan dos frecuencias predominantes, la primera es la penod!Cldad de 12 ‘

(0. 083) en tanto que la segunda es la frecuencia de aproximadamente 0. 42 (perlodo de 2 4) La

prlmera como se menciond anteriormente, aparece como poco sngmftcatlva 2 pesar de ser la

frecuencia mas evidente, la segunda frecuencia es la predominante, esta solo re
ascenso y descenso de la serie cada 2.4 datos, es decur. en general se tlen
de un descenso, y ocasionalmente algunos ascensos o] descensos segmdos en el valor e Ia serie

estabilizada.

Para evitar que los periodos truncados al principio y al final de la serie afecten demas%édo al
analisis de la frecuencia, es conveniente utilizar una funcién ponderadora, es decir, una funcién
que respete los valores centrales de la serie y gradualmente minimice los valores de las esquinas,
para reducir el efecto de los periodos incompletos en el espectro resultante. La grafica 59 muestra
un ejemplo de funcién ponderadora que tiene el mismo tamafio que la serie estabilizada (grafica
57). La version ponderada de la serie que suaviza el efecto de los datos en las esquinas de la

grafica se obtiene mediante el producto
Z,=Z W) paratr=1n

en donde W (¢) es el valor de la funcion ponderadora en el tiempo /.
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Grifica 59 Funcic')n Ponderadora Gr:iﬁca 60 Version Ponderada de la serie

La gréfica 60 muestra,la serle_ ponderada en donde se han mlnlmlzado los datos de Ias esquinas,

erar Ia serle debemos obtener prl ero una funclé" ponderadora (por lo

De esta manera,fp' '

uracmn de la serie

. ponderadora y la

El penodograma de la serle de energla eléctrlca utlhzando la func;én ponderadora de la gréfica 59

se muestra a contmuacmn
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Grifica 61 Periodograma de la serie ponderada
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En esta gréfica ya se aprecia la frecuencia de 1—2 comea significativa, y en general, al ponderar una

_serie [os valores del periodograma representan principalmente el comportamiento de los datos

centralesf de‘flaVsene o del subconjunto de datos que se esta analizando. Podemos Ver entonces

que el uso ‘de func:ones ponderadoras es utll para realtzar el andlisis de Ia frecuenc&a medlante

reallzar e| anahsns de ventanas por esta razon, las funciones ponderadoras son generalmente
llamadas “funciones de ventana’, dado que pueden utilizarse funciones ponderadoras mas
pequenas que el tamafio de la serie para analizar un subintervalo especifico de tiempo (ventana),
en donde el producto entre los valores de la funcién ponderadora y la serie genera ceros fuera de

la ventana.

A continuacién se presentan las descripciones de algunas de las funciones de ventana mas

comunes (Férmulas tomadas de la documentacién de Matlab 6.0 R12, 2000):

a) Funcidon de Ventana Rectangular:

También llamada Funcién de Caja, el uso de esta funcion de ventana equivale a no ponderar la
serie, puesto que solo filtra los valores que estan dentro de la ventana y el resto los vuelve ceros,
de esta manera, no suaviza el efecto de los periodos truncados al considerar solo segmentos de la

serie (ventanas). La funcion de caja se define como:
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1, 151 <
W(l)={ - n

0, - _f('ilyroi caso...

en donde n.es el tamaﬁo de Ia ventana que se desea anallzar En esta férmula para la funcaon de.. ..

ventana se asume que se utmzaran valores duscretos de-. l\ Esto se debe a que Ios valores de

tiempo de Ias observacnones de la serie son duscretos y de esta manera para ponde r.un

de n datos se requiere obtener n valores de la funcion de ventana. Las férmulas para las

funciones de ventana dadas en este apartado estan enfocadas a generar valores dlscretos por -lo
que pueden diferir de las definiciones generalmente usadas de éstas. La graflca 62 muestra Ia

grafica de la funcién de ventana rectangular.
Funcion de Ventana Rectangnbar

a4

02 i

Grifica 62° Funcion de Ventana Rectangular
El uso de la funcion de ventana rectangular se justifica cuando por alguna razén sélo se desea
filtrar la serie en un subintervalo de tiempo especifico, sin ponderar la serie, por lo que

principalmente es usada en el andlisis con ventanas.
b) Funcion de Ventana Triangular:

Como su nombre lo indica, esta funcion de ventana presenta forma de pico triangular. La férmula

para construir una funcion de ventana triangular de tamarfio 7 es como sigue:

THSIS CON
FALLA DE ORIGEN

R s

7



]
& 1<1<(n+1)/2
n+! ’ .
Para N non: W(/)=<-2—(17:L]tll (n+1)/2<1<n
0 olro _caso
2=l 1SIs@2)
Para N par: e W(I)=<M i '('1/2)+l</<n
0 olro caso

En las graficas 63y 64 se m gular para ' os tamanos de ventana

diferentes. En la graflca 63 se ut za' una ventana de tamano 11 en tanto que en la gréflca 64 la
ventana es de tamario 500. k ’ : : '

Tnungulur Triangular

Ve 1 3
o, / \ o ‘ _/‘ \\\
A\ ;N
o e N oo 7 \\
o *, s N\
o7 N g o1 y W
" / \
s ' / \
. / \
[1} /"‘ \».. o8 ‘/ \\
i N / S
o¢ e N\ 04 I N
oaf ’ \1\‘ 03 /-" \‘\.
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ar o1 /
/" \“A
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Griifica 63 Funcion Triangular de tamafio 11. Grifica 64 Funcion Triangular de tamafio 500

Comparando estas dos escalas, podemos observar que con escalas chicas, los valores de la
funcion en las esquinas de la ventana son diferentes de cero, en tanto que a escalas grandes las

esquinas toman valores muy cercanos a cero. Esto se debe a que en general las esquinas tienen

un valor de , de manera que cuando # tiende a valores grandes, el valor de la funcidn tiende

n+1
a cero. La utilidad principal de esta propiedad de la funcién triangular consiste en que cuando se

analizan subconjuntos muy pequefios de datos, no se minimiza demasiado el efecto de los valores
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en los extremos. En general, la caracteristica de la funcién triangular es precisamente que no

minimiza demasiado los valores en los extremos al grado de volverlos ceros.
¢) Funcién de Ventana Bartlett:

Esta funcién es muy semejante a la funcion triangular, aunque con la diferencia esencial de que la
funcién de Bartlett genera ceros en las esquinas de la ventana para cualquier tamafio de ventana.

La funcién de Bartlett se calcula como;

H2ED g <2

Para Nnon: W(,)'={E(_i'll’_)"‘;' (n+1)/2<1<n

S s R et R O

SRR Cotro - caso
NAZD g <)

ot e ,

Para N par.- o W(',)=<_2—(','—n—‘l—’); (. ’(n‘/2)+ISlSn'

S 75t BN
: 0 ’ otro _caso

Loy

La gréfica 65 muestra la funcién de Bartlett de tamario 11, en donde se aprecia la diferencia con la -

funcién triangular en las esquinas de la ventana.

e artlett
o8 :
o
o4
L1}
0e N\
0 "\
. ;

? E I R S T | O BT 1

Grifica 65 Funcion de Ventana Bartlett de tamafio 11,
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La funcién de Bartlett se utiliza cuando se desea que, al tratarse de ventanas de tiempo pequefas,
los valores de"las ‘esquinas también sean minimizados, puede ser particularmente util cuando

existen comportamientos periodicos pequerios truncados.
d) Funcién de Ventana Hann:

Una de las funciones de ventana mas utilizadas; tiene forma de campana y a diferencia de las
funciones triangular y de Bartlett reduce més los valores en las esquinas de la ventana de analisis.
Su formula es: ; i L
T (- '
: S 0.S l—cos-—(—) I<i<sn
W@ =9l U a=l ‘
RN 0 otro _caso
La gréfica 66 muestra el aspécto de la funcién de ventana de Hann:

Hann
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Grifica 66 Funcion de Ventana de Hann.

e) Funcion de Ventana Hamming:

La funcidn de ventana Hamming es semejante a la ventana de Hann, aunque aqui los valores de la

funcién en las esquinas de la ventana son distintos de cero y su valor minimo es de 0.08. La

férmula de la funcién de ventana de Hamming es:
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0.54-0,46cos(3”—(’—"]—11) s<i<n
Y 7 A .

W=

0 . atro caso

Como se ve, la férmula es practicamente la misma que la funcaon de Hann, con dlferencna de Ios

valores de 054 y 0.46, que en la funcidon de Hann son de 05 La func:én de Hammlng es

convenlente cuando se desea minimizar los valores en Ios extremos de Ia ventana sin’ Ilegar a

el:mlnarlos. La graflca 67 muestra la funcién de ventana de Hammlng. '

Hamming

%700 TG HE TTA W0 360 400480 %0

Grifica 67 Funcidn de Ventana de Hamming,

f) Funcidén de Ventana Blackman:

La funcion de ventana de Blackman se caracteriza por.disminuir drasticamente los valores en los

extremos de la serie analizada. La curva en forma.de campana es mucho mas delgada que las

0.42—-0.5co0s (2”(’ i M) 1<1<n
n=1 L n-1

W=

0 otro _caso
La funcién de ventana de Blackman es de hecho una forma mas general de la férmula utilizada en
las funciones de Hann y Hamming, y puede utilizarse cuando practicamente se desea descartar la
informacién que aporten los extremos de la serie analizada. La grafica 68 muestra la funcién de

Blackman.
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Grafica 68 Funcion de Ventana de Blackman,

La eleccubn de la funcnén de ventana aproplada para el analisis de una sene utllxzando Ia

transformada de ourler es arbltrana y como no es tan sencillo en algunos casos determmar cual

es la mejor a utlllzar puede ser convemente probar con diferentes ventanas, y comparar la
lnformacuon que proporcuonan

Las funciones descritas anteriormente son sélo algunas de las mas utilizadas, existen desde luego
muchas otras funciones (algunas muy sofisticadas) que pueden ser mas convenientes en algunos
casos. Como ejemplo podemos citar las funciones de Chebyshev y Kaiser (gréficas 69 y 70), las
cuales utilizan ciertos parametros que permiten ajustar la forma de la campana de acuerdo a
nuestras necesidades (por ejemplo, una funcién que no reduzca a mas del 50% los valores de la

serie analizada). Desde luego, los criterios para la eleccién de dichos parametros son un poco

complicados, y en algunos casos se eligen de forma arbitraria

y e oee . Chehyshey

ELTI R T R ]

Grafica 69 Funcion de Chebyshev

=0

LR T T T T

Grafica 70 Funcion de Kaiser
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3.2.4 Transformada Discreta de Fourier con Ventanas

Debido a las caracteristicas del método de ventaneo, donde se calcuIan los valo'res-de las

propiedades espectrales para subintervalos de tiempo de la serje,: frecuentemente se truncan

penodos al anallzar Ia frecuencia mediante este metodo El uso de Ias funciones ponderadoras

solumona eI problema que se genera al truncar Ios penodos permltlendo obtener una mejor‘

estimacion de Iz a» uencna de la serie a traves del

Para calcul

tamaﬁo ‘de ‘ ntana de S para realizar el analisis de la funcion. E! primer paso es obtener una

funcion de ventana ponderadora de tamafio S (seleccionada arbitrariamente), y postenormente :

utilizar esta’ funcic'Jn de ventana para ponderar la serie para cada subconjunto de S‘datos,

aplicando finalmente la transformada de Fourier para cada subconjunto de datos ponderado. Dicho
de ofra manera, tomamos primero los datos Z,,7Z,,...... ,Zy, los ponderamos con la funcién de
ventana W(1),W (2),....... LW (S) y calculamos su transformada de Fourier; después procedemos

W(S),

a tomar. los -valores  Z,,Z,

calculando su trans ada de Fourier, y asi sucesivamente.

Sin embargo, débe nofarse que como la funcion de ventana esta definida para los tiempos 1 al S ,
los indices de ésta funcion deben ajustarse con el fin de ponderar el t-ésimo subconjunto de datos.
Lo que equivale a recorrer virtualmente en el tiempo la funcién de ventana. De esta manera,
podemos definir la transformada de Fourier con ventanas como:
n
Z(k, ’) - ZZ" W (u - t)'e—iw,‘u t=0,1,2,...,(n-S)
u=i k=01,..,(n=1)
en donde / representa el t-ésimo subconjunto de datos, para el cual se calculan los valores de la

transformada en cada frecuencia & . Notese que la funcion de ventana se recorre en el tiempo para

transfbrmada de Fourier can ventanas, supongamos que deseamos utilizarfun
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cada subconjumo de datos 1 Las graﬁcas 71 y 72 muestran eI espectro de Fourier con ventanas

para la serle de’ uempo SST utnllzando*las funclones de ventana 4 Rectangular % Hann

respectlvamente El tamaﬁo dela ventana es ‘a“’gréflcas

tridimensionales que se han presentado en este tfab’ajo‘ los ton s mas azu s representan Ios
valores mds bajos del espectro, en tanto que los tonos més ro;os representan Ios valores mas

altos.

3 i K3l
v

Grifica 71 Espectro con ventana rectangular Grifica 72 Espectro con ventana Hann de
de tamaio 180 (5 afios). tamaiio 180 (15 anos).

Salta a la vista la diferencia entre los espectros provocada por el uso de la funcién ponderadora,
pues al utilizar la funcién de ventana rectangular, que equivale a no ponderar la serie, se tiene un
espectro un poco dificil de interpretar, puesto que practicamente toda la grafica esta en rojo. La
funcién de ventana de Hann nos permite visualizar mas claramente que las frecuencias mas
pequefias son las que predominan, y sobre todo, detectar con mayor precision las frecuencias

relevantes durante ciertos subintervalos de tiempo.

0.6 = — = - —

Frecuencia

1000
Tiomps

Grifica 73 Espectro con ventana dc Blackman de tamaiio 180 (15 afios).
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La gréfica 73 muestra el espectro obtemdo utmzando Ia funcuén de ventana de Blackman, el cual

se asemeja mucho al espectro de- Hann Podemos notar que en la primera parte de la gréfica es

3,”mas ‘atn, las frecuencias mas

tedrico aprop|ado a un nivel de Slgnlflcanma deseadq. Para esto basta comparar cada subintervalo

de S datos con el e'sipectrdt‘eér'ico. En la grafica 74 Se observa el intervalo de confianza del 95%

(linea negra) con {a funcién de Blackman y utilizando un espectro tedrico de Ruido Blanco

0.3
0.3F

o

g 3

026 g

[ ar

I% e

o
N

Jun- 1876 Feb- 1889 New-1902 IuH(Mh Mar- 1930 Nov- 1943 Agn 1457 Ahr- \‘l/l Dic-1984
Tiempo

Grifica 74 Espectrograma con espectro tedrico de ruido blanco.
Se han agregado aqui las fechas intermedias de las ventanas en cuestion, por lo que por ejemplo,
la fecha “Junio-1875" representa los valores de la transformada de Fourier utilizando los datos
desde enero de 1868 a diciembre de 1882 (15 arfios). Asi, podemos ver en la grafica que el periodo
caracterizado por la ausencia de frecuencias altas va de 1856 a 1923 aproximadamente. No
obstante, es visible también que cuando se supone un espectro de ruido blanco, en general no

hay frecuencias significativas mayores a 0.1.

T
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Sin embargo, como se habla mencnonado anteriormente para esta serie SST, el espectro tedrico

mas aproplado es’ el de rwdo rojo Asf pues, al aplicar un espectro tedrico de ruido rojo con

p,=0.7se ;obtive‘ne el siguiente espectro:

Frecuencia
Perodo

Jun-1875 Feh 1002 Nov- 1902 Jul-1916  Mar-1930 Nov-1943  Ago- 1957 Apr-1971  Dic-1904
Tiempo

Grifica 75 Espectrograma con espectro tearico de ruido rojo.

En esta grafica el intervalo de confianza ha descartado ya ciertas frecuencias que se ajustan al
comportamiento del ruido rojo. No obstante, con el fin de apreciar mejor las frecuencias

predominantes, conviene analizar con mayor detalle el intervalo de frecuencia de 0 a 0.5.

0048 165
0.041 . : 3 1 24 05
o0o% 7 06
0022 , ‘ | % ! ' 1 ' 4 1 5
S 0027 ;4 ' . wos
= A K 5 =1
El ! 2
2 0023 ) . : 433 &
u- B X . P i G
oo B = 3 9 5412
0013 . . 3 gt 7216
0009 108 25
0004 216 5

Jun-1875 Feb-1889 Nov-1902 Jul-1916  Mar-1930 Nov-1943 go-1957 Abr-1971  Dic-1984
Tiempo

Grifica 76 Espectrograma con espectro teorico de ruido rojo (frec=0,0.5).
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En la grafica 76 pOdémos observar. que‘los: periodos de las frecuencias predominantes se

el periodo de los datos va de los 2 a los 9 afios. No

encuentran entre 22..y-108, es de:

obstante, el periodo de-2 istico particularmente del periodo de 1921 a 1934,

Muchos periodos eSpécIﬁc n. analizarse de esta manera, como por ejemplo, el

Ultimo periodo predominante con valor

Naturalmente cada funcuon de ventana y cada escala proporc;onaran informacién variada sobre la

serie, consnderando las caracterlstlcas de las ’funciones que se han descrito anteriormente. La
grafica spgule_nte es el espectro de la misma serie SST, utilizando la funcién de ventana de Hann,

con un'tamaﬁo de ventana de 360 datos (30 afios).

Pencdo

Jun-1874 eh1BBY  Nov 1902 Jul 1916 Mar-1930  Nov 1943 Ago- 1957 Abr- 1971 Dic- 19684
Tiempo

Grifica 77 Espectrograma con ventana de 30 afos, (Hann, Espectro tedrico de ruido rojo)

Como es de esperarse, este espectro proporciona informacion mas general de la serie, por
ejemplo, de 1911 a 1972 podemos ver que la frecuencia que predomind a grandes rasgos fue de
0.015, es decir, un periodo de 6 afos, por otro lado, la frecuencia predominante en la actualidad

corresponde a un periodo de 4 a 5 afos.
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El analisis de Fourler con Ventanas taene el prlnmpal defecto de que las elecciones de las escalas,

la funcidn-de ventana Y- el espectro teérico utlllzado se realizan de forma arbitraria. De esta
manera, es comn tener que probar con muchas escalas y funciones de ventana para realizar un

analisis apropiado.
3.3 Analisis Wavelet

Considerando las desventajas que presenta utvllzar el anallsns de Founer con ventanas que obligan

al analista a tener que calcular una cantldad conmderable de espectros para cada tamafio de
ventana y funcion ponde.radora,_ ,ademas'de que Ios célculos que se realizan para cada espectro,
pueden (equgrir‘yéricés minutos en una computadora, dependiendo de la resolucion que se desee,
y el»numve'rofdé datos que se analizan, es importante tener en cuenta que alin una computadora
moderna puede volverse extremadamente lento al analizar miles o millones de datos, y que por
tanto un analisis para el que cada espectro tarde varios minutos, seria extremadamente tedioso y

lento.

El analisis Wavelet, representa una alternativa Gtil al analisis de Fourier, especialmente cuando se

busca analizar valores de frecuencia no estacionarios.

3.3.1 Funciones Wavelet

Al igual que la transformada de Fourier representa una funcién dada como una suma de sinusoides
con diferentes frecuencias, también es posible utilizar funciones de otra naturaleza, mas aun, es
posible utilizar funciones aperiddicas, sobre todo cuando se desea analizar datos no estacionarios.
Las funciones Wavelet, también llamadas “onditas”, “ondiculas” u “onduletas”, tienen precisamente
la funcidon de representar la serie mediante una suma de funciones de diferentes formas,
longitudes, y ubicaciones en el tiempo. Sin embargo, a diferencia de las sinusoides utilizadas en la

transformada de Fourier, las funciones Wavelet tienen ciertas caracteristicas que permiten ubicar la
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funcion samultaneameme en el tvempo y Ia frecuencua tal como se reallzo con la transformada de

Fourier con ventanas T

Supongamos que tenemos una"fdn"cién W, (1), dependiente del parametro de tiempo “1”. Para

que sea admitida como una wavelet, esta funcién debe tener una media de cero y encontrarse

definida tanto en el dominio dél'tiempo'como enel dominio"dve‘ la frecuencia (Farge,r 1992), ademas

de tener una duracion ‘finit‘a’.'Un ejemplo de funcion wavelet es|a llamada wavelet Morlet, que se

obtiene de una sinusoide mod

imaginaria de la wavelet Morlet utilizando w, =6 para satisfacer la condicién de admisibilidad.

on.- , Wmclu Modcl. l’nne Real — . Wavelet Morlet, Parte l'muginlan'u B}
H 1 [ H H
o4 /\\ { ‘! ‘I\7 . : o4 ’
! ‘ .
[13 . B ! ~\ ll l v’ ‘ B . 02
. ’f | j i v .
P S— S0 I R S SN [ I 4 —
vorog 1 [ ~ 7
VoS vy vV ’
02 T | ‘ . \ VA i FH
‘ i
e . . L. ‘\ } i . . 04
o : : ,JJ i ‘J . . . -8
oLy 7 ) o § 7 FR “ ) EH 5

Grificas 78 y 79 Parte Real e Imaginaria de la Wavelet Morlet, w,, =6

En contraste con las sinuscides de Fourier, que tienen una duracién infinita, las funciones wavelet
s6lo estan definidas durante un intervalo especifico de tiempo. Por otro, lado, como se mencioné
en la condicion de admisibilidad, es posible apreciar que la wavelet Moriet tiene una media de cero,
y obteniendo la transformada de Fourier (continua), podemaos corroborar que se encuentra definida

también en el dominio de la frecuencia (grafica 80).

? Generalmente se define la wavelet Morlet utilizando la notacién para el parametro de frecuencia como W,

sin embargo, para evitar confusion con la frecuencia angular fundamental de Fourier, se ha utilizado w,,
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Wavelet Mordet (frecuencia)

R

Grifica 80 Wavelet Morlet en el dominio de ia frecuencia.

Aunque la wa\ielet Morlet es la funcidn mas conocida y una de las mas utilizadas, existe una
infinidad de funciones que satisfacen las condiciones de admisibilidad. No obstante, en este trabajo
se inéluYen lys‘érlo tres familias de funciones de las mas utiles, conocidas como wavelets Morlet, Paul

y Dog, 'y cuyas funciones se definen en la tabla siguiente:

Nombre Ve ( ,)
Morlet ~1/A it 1212
(w,, = frecuencia) noere
Paul 7"’["’ 7! (o
(m = orden) —"——f—'(] — i) 1)
Jr(2m)!
Dog vl m
(m = derivada) (-1 d (e—r’/z)
dr
r [m + l— )
2

Como se ve, las funciones Morlet y Paul son complejas, en tanto que la funcién Dog, obtenida
mediante la m-ésima derivada de una campana de Gauss, es real. Cabe sefialar que no cualquier
valor de los pardmetros de estas formulas satisface las condiciones de admisibilidad, por lo que
estos parametros deben seleccionarse con cuidado. Las funciones wavelet Paul y Dog se
muestran en las graficas 81 a 86, debe notarse la diferencia en el comportamiento en {a frecuencia
para estas tres wavelets. A la wavelet Dog con m=2, también se le conoce como “Sombrero

Mexicano”.
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. Wayclet Panl (frecucnciy)

Wavelet Paul, Parte Real (m=4)
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Grificas 81-86 Wavelets Paul (m=4) y Dog (m =2, 6)

A la forma original de la funcidén wavelet se le conoce comtinmente como “wavelet madre”, pues a

partir de esta funcién podemos obtener versiones de la wavelet que tengan una duracion de tiempo
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mas corla o mas larga que la funcion original, Asi, la version a “escala"'® de la wavelet madre se
g .

obtiene al evaluar la funcién original para (//s), y se escribe como:

v, () =y, G)

Es importante notar la semejanza entre las versiones a escala de la wavelet madre y |as sinusoides

de Fourier con diferentes frecuencias, en donde al dividir —— se obtiene una version de'la

n RS
sinusoide gue ejecuta & ciclos cada n datos. De la misma manevra,;ilavs'ifunpi‘ohies wavelet se
expanden en la frecuencia cuando se acorta la duracién de la wavelet a escala, y se comprimen en

la frecuencia cuando se expande la duracion de la wavelet.

oy . Wayclet Morlet, S=t/2 Wavelet Mordet (frecuencia)
! A

¥

A L B o)

P cee R
P Ty

o \

Grificas 87 y 88 Version a escala de la wavelet Morlet, S = 1/2
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Wavelet Modet, S=2

Wavelet Moret (frecuencia)

Grificas 89 y 90 Version a escala de la wavelet Morlet, S =2

' Este concepto de escala difiere del que se ha manejado hasta ahora, pues en un caso la “escala de analisis”
se refiere al tamaiio de la ventana que se utiliza, en tanto que aqui se refiere a una version a escala de la
wavelet madre, no obstante existe cierta relacion entre ambos conceptos, pues el tamaiio de ventana depende

de la escala de la wavelet madre.
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Las graficas 87 a 90 muestran eI efecto del uso de la escala en los domlnlos del tiempo y

frecuencna se observa que en la frecuencia Ia wavelet madre tlene su valor mas alto en 6 en tanto

que al obten,ekr la »es_cala % de Ia wavelet madre ésta reduce su uracuon' en el ttempo en tanto

tomando un valor medlo de 3.

De esta manera, podemos ver la relacion que existe entre la escala de las funciones wavelety la

frecuencia de. las sinusoides de Fourier. Asi, al u'tiliz‘a'r d‘i’f'e’rentes escalas de la wavelet madre se
puede decjr que estamos utilizando diferentes combonéhtes de frecuencia. Sin embargo hay que
tener en cuénté que la escala de wavelet no es precisamente equivalente a la frecuencia de
Fourier, dadp que en realidad la equivalencia depende del comportamiento que presente la wavelet

madre. -

Como las funciones wavelet tienen una duracion finita, para representar la serie que se desea
analizar como una suma de wavelets, se requiere utilizar no solamente versiones a escala de la
wavelet madre, sino que ademas deben recorrerse en el tiempo estas funciones. Asi, la wavelet a

escala y recorrida en el tiempo se representa como:

!//x.l (") =Y, (ll - l) = S_I/ZI//O “;’

=1/ . .. N
"2 gs el factor de normalizacion, que hace que la norma sea igual a uno para cada

en donde &
valor de tiempo /. Esta normalizacion, como se ve debe realizarse para cada escala por separado
para hacer que el espectro de cualquier escala sea directamente comparable con otra, y la norma

sea uno.
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3.3,2 Transformada Wavelet

El término "funcion wavelet’ es usado en general para referlrse tanto a. las wavelets ortogonales
como no ortogonales. Las funciones wavelet que se def" nleron anterlormente se utlllzan para
calcular la transformada contmua de wavelet, no obstante fpueden utilizarse para analizar un

; conjunto dlscreto de datos Para calcular la transformada duscreta de wavelet, se requiere utilizar

wavelets No obstante, la transformada discreta de wavelet es, en la

practlca poco utilizada; consnderando que cada wavelet tiene una base distinta, ademas de que la

gréflca del € ‘wavelet es mucho mas comprensible si se utiliza la transformada de

wavelet continl}l,av.' v

La transformada continua de wavelet para una secuencia discreta de datos Z, se define como la

convolucién de Z, con una version a escala y recorrida en el tiempo de la wavelet madre.

W(s,1)= Zz ( )

u=0

en donde el asterisco (*) representa el conjugado complejo.

Aungue la transformada de wavelet puede ser calculada utilizando esta formula, es posible obtener
la transformada de wavelet utilizando el teorema de convoliucién para la transformada de Fourier,
de acuerdo con el cual la transformada de Fourier de una convolucién es equivalente al producto

de las transformadas de Fourier. Asi, podemos expresar la convolucién anterior como:

W(s,t)=— 241/1 (sw, )™

7 k=0
Aunque a simple vista puede parecer que esta nueva forma es una complicacion innecesaria de la
férmula original, su utilidad principal consiste en que puede aplicarse la llamada “transformada
rapida de Fourier” (No tratada en este trabajo), un algoritmo muy Gtil en ordenadores que obtiene la

transformada de Fourier de manera eficiente y con una diferencia significativa de tiempo. De esta
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89

manera, utlllzando e! teorema de convolucuon es posuble calcular la transforrnada de wavelet

contlnua (para una escal is ) en todos los valores de tnempo de manera sumultanea y eflcuente Asl

el tnempo de calculo ueda‘ reducldo de una mane drastica,

Fourier de la

La transformada de Fourier de la wavelet madre se pu’ede obtenér analiticamente para cada

wavelet. La tabla siguiente'' muestra las transformadas de Fourier para las wavelets Morlet, Paul y

Dog.
Nombre (‘m )
Morlet 2
—Way (s =) 12
(w,, = frecuencia) "H (Wk )e
Paul m

"o _swy

(m = orden)

1/m(2m— ! ( Aw‘)
Dog

(m = derivada) _;____( sw, )'" (s Y r2

)

! Datos tomados de Torrence & Compo, 1997, “A practical guide for Wavelet Analysis™.
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920

en donde  (w,) es una funcion de peso, de manera que H(w)=1si w,>0,y H(w)=0

en otro caso.

De esta manera temendo Ia formula para la transformada de Founer de nuestra funcién wavelet,
el uso del teorema de convolumon es relativamente sencillo y raptdo de realizar en un ordenador,

donde la formula de convolumén orlglnal puede tardar varios minutos para calcular el espectro.

Al igual que en la transformada de Fourier, los valores de la transformada de wavelet dan una idea
de la fuerza de aportacion para cada escala y tiempo de la wavelet madre en la representacion de

la serie original. Asi, calculando los valores para cada escala y tiempo de interés, y tomando la
2
magnitud al cuadrado de los valores de la transformada de wavelet |W (\I)l , podemos obtener

una grafica parecida a la que se obtiene en la transformada de Fourier con ventanas.

‘!.m\'l.a

":n

Fencdo

Oct 1861 Jun 1875 Feb-1889 Now- 1902 Jul- 1916 Mar- 1930 Nuv-1q43 Ago-1857 Abr 1971 Dic-1984 SepJBSB
Tiempo

Grifica 91 Espectro de Wavelet de la serie SST usando la wavelet Morlet, (w,, =6 )

El espectro de wavelet de la serie de tiempo SST, mostrado en la grifica 91, representa el

comportamiento de la serie de manera mucho mas clara que el espectro de Fourier con ventanas,
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pues solo se requiere calcular un espectro para obtener informacion clara sobre el comportamiento
de la serie; enrcontraste con la transformada de Fourier, que revela aspectos dependiendo del
tamafio de la ventana. Podemos ver, por ejempio, que entre 1916 y 1930 esta presente el periodo
de dos afios, al igual que los espectros de Fourier presentados anteriormente para 15 y 30 afios
(graficas 92 y 93), pero a diferencia de los espectros de Fourier, el espectro de wavelet muestra
que este periodo de dos afios también se presenta en los afos posteriores a 1960. A |a derecha

del espectro de wavelet se han marcado los periodos equivalentes de Fourier para cada escala.
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Grificas 92 y 93 Lspectro de Fourier con ventana de Hann, ventanas de 15 y 30 afios

Para obtener la equivalencia entre la escala de wavelet y el periodo de Fourier, comparamos una
sinusoide de frecuencia conocida con la wavelet madre, es decir, calculando la transformada de

wavelet de una sinusoide de frecuencia conocida podemos determinar el valor de escala
equivalente a la frecuencia de esta sinusoide. Para la wavelet Morlet con w,, = 6, esto nos da un
periodo de 4 =1.03s5, en donde A es el periodo de Fourier equivalente a la escala s. Las

férmulas de equivalencia para las otras funciones wavelet estan dadas en la siguiente tabla

(Torrence & Compo, 1997):

Nombre Periodo de Fourier 1

Morlet 4rs
(w,, = frecuencia) w2t
Paul 4rs
(m = orden) 2m+
?og derivad 27y
m = derivada T

) Nm+1/2

91



92

Cabe senalar que para reanzar el célculo de la transfonnada de wavelet es posible utilizar un
conjunto arbltrarlo de escalas. sin embargo para obtener una mejor apremacuén de los periodos,
muchos autores recomlendan escnblr las escalas como potenmas fraccionarias de 2, esto es;

S, =52 j=0bnd

J=8j llog;,(N/.so)

en doncrire” :sores Iarﬁewscarlrarmés bequena que se va a.utilizar, en tanto que ./ es el nimero de
esca!as .que se van a utilizar, esto es, la resolucuén vertlcal del espectro de wavelet. El pardmetro
d) es tamblen un factor de resolucmn,rpuesv es el incremento en las potencias de 2 que se
requiere para que se tengan las .J escalas. De esto se inflere que uno de los dos parametros debe
ser asignado arbitrariamente por el analista. En tanto que §, se recomienda elegirlo de manera

que el periodo de Fourier equivalente sea de 2, para una interpretacién mas comprensible del

espectro, pues los periodos de Fourier quedan escritos como potencias de dos (Ver grafica 91).

3.3.3 Intervalo de Confianza y Cono de Influencia

Para obtener el intervalo de confianza del espectro de wavelet, se requiere primero que nada
normalizarlo. Cabe aclarar que la normalizacion que se realizé al obtener la wavelet a escala sélo
es relativa a la escala en cuestion y su finalidad es la de hacer comparables los valores del
espectro para cada escala. De esta manera, para hacer un espectro de wavelet comparable con

otro, se requiere realizar una segunda normalizacion, ahora relativa a todo el espectro.

Sin embargo, la normalizacidn del espectro de wavelet es un tanto complicada debido a que no se
ha utilizado una base ortogonal, lo que origina cierta redundancia. Asi, para calcular el valor
esperado del espectro de wavelet, debemos considerar esta redundancia. De acuerdo con

Torrence & Compo (1997), el valor esperado del espectro esta dado por:
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siguiente tabla:

Nombre C;s B _ ,A Qo (0)
Morlet (w,, =6) 0.776 ot
Paul (m=4) 1.132 1.079
Dog(m=2) 3.541 0.867
Dog (m=6) 1.966 0.884

Utilizando el valor esperado del espegt(o, podém‘os normalizar la Serie‘/dividiendo,é;l\ é’spectrd entre

su valor esperado, para que.de.e el espectro

tedrico deseadp. Asi, la formé normalizada del ‘espectro se distribuye’ aprox«madamente como :

donde la funcion /% es el valor medio del espectro tedrico, en términos de la escala utilizada, y

para las wavelets complejas, los valores del espectro se distribuyen como una chi-cuadrada con

dos grados de libertad, en tanto que para las wavelets reales se tiene un grado de libertad.

La funcion de media del espectro tedrico que se utiliza para obtener el intervalo de confianza es

practicamente la misma que se utiliza para el analisis de Fourier, con |la Unica diferencia de que se

P
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94

sustituye la frecuenma de Fourler (k/ n) por eI valor equwalente de frecuencna de Fourler para

s itucio on para el espectro de rwdo rojo;

s = 1+ _2acos(2ﬂ'//1(5))

De la misma manera que en el analisis de Fourier, los valores de a se asignan arbitrariamente,
aunque podemos auxiliarnos de la autocorrelacion de ia serie para encontrar el valor apropiado. La

gréafica 94 muestra el espectro de la serie SST con espectro tedrico de ruido rojoy a =0.7

I '..vlk wi" il

)
450 W "l’l "
i . '.

VK R IREEIR R 'a INCRANEL) TN ue o
v l' ! ':"]‘ [!»‘ . “‘ 'llu"'ll l ,'4

"I
KN

Periodo

-1883 Nov 1902 Jul-1916 Mar-1930 Nov-1943 Ago-
Tiempo

Oct-1861 Jun-1875 Fe

Grifica 94 Espectro Wavelet de la serie SST, wavelet Morlet con Ruido Rojo.

Varias de las caracteristicas de esta serie han sido ya discutidas con anterioridad, sin embargo,
una de las caracteristicas mas relevantes de la serie se alcanza a apreciar apenas en esta grafica,
pues notamos que en los periodos de 1875-1920, y 1960-2002 existen varios patrones y cambios

en la frecuencia de la serie. Considerando que la serie representa la temperatura de la superficie
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del mar meridional, esto significa que en estos penodos hubo varios eventos de calor y de frio

extremos (conoc«dos como fenémencs de "el mﬁo” y "la nma"), , que en eI perlodo de 1920

-a:1960 hubo' pocos eventas, Observamos tambnén, que de 1 900 va' 1920 se tvene un’cambio

gradual de periodos largos a perlodos cortos, llegando a alpanzar los 2 aﬁos. También se nota en

la grafica un cambio en el periodo de 1960 a 2002 de periodos cortos a largos.

Debe nat'ars’e'diué' amlrar grafica 94 se le agregd una cuadricula con limites en forma de semicirculo,
el area que cubre esta cuadricula se le conoce como “cono de influencia”, y representan los
valores de los datos que pueden encontrarse ligeramente distorsionados. Recordemos que cuando
i apllcamos una ventana a una serie de tiempo, dado que la serie es finita, se obtiene un numero de
dat‘o,s menor que la serie original. Pueden compararse, por ejemplo, las graficas 6 y 7 al principio
de este trabajo, donde la base de la grafica para la funcién de media con diferentes tamarios de

ventana tiene forma de trapecio debido a la pérdida de datos.

Consideremos por ejemplo, que deseamos calcular el valor de la transformada de wavelet para el
tiempo 1 con escala de 10, entonces tenemos que
waon=3 2y ( ])
el 10

en donde se ve que la convolucion inicia desde el valor de tiempo cero de la wavelet a escala, que
es en realidad el punto medio de la wavelet. Podemos ver que utilizar esta convolucién truncada
equivale a considerar que los datos previos al dato 1 sean ceros. De esta manera, entre mas cerca
esté un valor de la esquina de la grafica a escalas grandes, mas ceros entran al analisis y se
producen discontinuidades. De esta manera, el cono de influencia nos da una idea de la regién
donde el espectro se ve afectado por los efectos del borde, y por ende de la region donde es mas

dificil distinguir una discontinuidad generada por los ceros, de un componente de frecuencia.

Cuando se usa el teorema de convolucién para calcular la transformada de wavelet se tiene un

problema adicional, puesto que al utilizar la transformada de Fourier, se asume que los datos son
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ciclicos, y que por tanto los valores anteriores al dato uno son los Ultimos datos de la serie. Lo

mismo sucede al final de la serie, donde se asume que el dato n+1 es el dato1y asi

sucesivamente. Sin embargo, este problema se puede solucionar agregando ceros al final dela~

serie, y removiéndolos después de calcular la transformada, lo que si:

discontinuidades en los extremos, es mejor que asumir que los datos son periédicos; P ’Ot'rfof'ly

cuando una serie es periddica, no existe cono de influencia y no es necesario agregar ceros al

analisis mediante el teorema de convolucion.

El cono de influencia se define mediante e! “tiempo de influencia ¢" para los valores del espectro
en cada escala. Este tiempo es elegido de tal manera que al agregar una discontinuidad en la
orilla, la influencia de |a discontinuidad disminuya hasta elbdntche considerarse despreciable'z, y
se asume que las discontinuidades en las esquihas nb pg'eaén :jéfeéiér'a los valores del espectro

por arriba de este valor de tiempo. La tabla siguient'e‘_hUe ,r“alld‘s\ vajpfés de tiempo de influencia

que se suelen utilizar para las wavelets Morlet, Paul y Ddg.

Nombre '/’o ( ,)

Moriet \/ES

(w,, = frecuencia)

"

Paul s/ ﬁ

(m = orden)

Dog \/’2' 5

(m = derivada)

En la grafica 95 se muestra el espectro de wavelet de la serie SST utilizando la wavelet Paul

(m=4). Debe observarse que el cono de influencia es mas estrecho que el de la wavelet Morlet.

' Generalmente el punto en que se considera despreciable es cuando el efecto de la discontinuidad se ve

reducido por el factor de ¢,
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Grifica 95 Espectro Wavclet de la serie SST, wavelet Paul (m=4), con Ruido Rojo (a =0.7).

Como se ve en las formulas para el tiempo de influencia, [as wavelet Morlet y Dog tienen el mismo
cono de influencia, éste esta determinado en general por la longitud de la wavelet que se utiliza. De
esta manera, como la wavelet Paul tiene una corta duracién en comparacion con las wavelets
Morlet y Dog, su espectro tiene en general formas mas estrechas y su cono de influencia es mas

pequerio.

Grificas 96 y 97 Espectro Wavelet de la serie SST, wavelet Dog (m=2,6), con Ruido Rojo (@ = 0.7).

Las graficas 96 y 97 muestran el espectro de wavelet para la wavelet Dog, con valoresde m=2 y

m =6, respectivamente. Se observa que en general los espectros proporcionan la misma

informacion, con la diferencia de que el periodo de pocas frecuencias de 1920 a 1960 es mas claro

utilizando las wavelets Paul y Dog.
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Como se ha mostrado en este apartado, el andlisis wavelet es una alternativa eficiente para
analizar frecuencias no estacionarias, puesto que el espectro de wavelet refleja con mayor claridad
las caracteristicas de |a frecuencia de la serie a través del tiempo, en contraste con la transformada
de Fourier, donde el tamafio de ventana puede impedirnos detectar algunos patrones por observar
“muy de cerca” o “muy de lejos” los datos, recordando que con tamarios de ventana pequeiios se
aprecian rasgos de la serie a corto plazo, y los tamafios de ventana grandes muestran el
comportamiento general de la serie, pero ocultando en muchas ocasiones los detalles menores. El
analisis wavelet, por el contrario, utiliza un tamano de ventana apropiado para cada frecuencia, y el
coeficiente de wavelet representa la fuerza de aportacion de esta frecuencia y tiempo a la

representacion de la serie original.

Al representar la serie de tiempo como una suma de funciones wavelet, es muy importante no
olvidar la naturaleza de lo que se esta caiculando, e interpretar el espectro como una suma de
céalculos maravillosos que indican como se comporta la frecuencia de la serie. La transformada de
wavelet tiene en el fondo la misma naturaleza que la transformada de Fourier, puesto que se

puede representar la serie como

LI N u—1
Zu = lecs,ll// T
= 5

en donde los coeficientes de wavelet ¢, representan la fuerza de aportacion para cada escala y

tiempo de la wavelet madre. Si suponemos que se tiene una base de funciones ortogonales,

entonces los coeficientes de wavelet quedarian dados por

P : A —27”1//‘(21—’)

5. 2 - .
u—t w=l §
1774
A}

de manera que es el coeficiente de proyeccion ortogonal, equivalente a la transformada de wavelet

discreta. La norma es uno debido a que la wavelet fue normalizada al obtener su escala. Sin

embargo, como en la transformada continua no tenemos una base de funciones ortogonales, los

—_—
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valores de la transfcrmada contlnua de una serle dlscreta son Ios valores que tendria eI coefcclente

de wavelet siun elemento dado f' era parte de una base ortog :nal que generara a 7

se verian disminuidos entre mas ceros entren al andlisis.

emejanza con la funclén de .

Al compar'a( la funcién de media con diferentes tamafios de ventana de las gréficas 6 y 7 con los

espeétros de wavelet, y observar que a pesar de |a gran diferencia en complejidad que las separa,

es muy interesante apreciar que, en el fondo, mantienen la misma esencia, pues a final de cuentas

son resuitado del mismo método, el analisis de ventaneo.
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Conclusiones

El uso de métodos de ventaneo para analizar series de tiempo no estacionarias aporta muchas

ventajas significativas en comparacién otros métodos, especialmente porque el uso de ventanas

permite observar los cambios en |a serie tanto a largo plazo como a corto plazo, "dado q

tamario de la ventana determina el tipo de cambios que podran apreciarse.

El andlisis de ventaneo presenta caracteristicas y utilidades diferentes para cada propiedad
espectral, en donde lo que mas debe remarcarse, es que el andlisis de ventaneo, més‘que’ una
alternativa a los métodos de analisis y pronéstico mencionados en el trabajo, re'pres:e'nta‘ un

complemento muy Util de ellos, y de fuerte potencial descriptivo.

Al analizar la funcién de media utilizando medias moviles, pudimos observar que el uso de
ventanas tiene el defecto de ser sensible a la omisién de datos, no obstante, una de las grandes
ventajas que aporta es el suavizamiento de los datos atipicos. A diferencia de los modelos de
regresion, las medias moéviles pueden aplicarse a practicamente cualquier serie, e inclusive en los
casos con algunos cambios estocasticos en la tendencia. Sin embargo, ambos métodos pueden
combinarse para compensar mutuamente sus defectos, puesto que el ventaneo permite realizar un
andlisis mas apropiado de la serie, mientras que el modelo de regresion permite predecir el
comportamiento de la tendencia, aunque se puede ver afectado por los datos atipicos. Por otro

lado, la regresién permite extrapolar los datos que se han perdido al calcular las medias maviles.

En lo que se refiere al analisis de |la varianza de la serie, el uso de ventanas proporciona también
informacién apropiada del comportamiento a través del tiempo, y permite detectar cuando existe un
comportamiento sistematico, en cuyo caso puede aplicarse una transformacion a los datos si se

desea realizar el andlisis de la autocovarianza mediante la metodologia de Box y Jenkins.
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El anjlisis de ventanas apllcado a Ia funcién” de autocovarlanza nos permite detectar con mayor

‘estacmnarla,,en cuyo caso se puede localizar

claridad -si se_tiene-una ¢ autocovarianza.n

|mportantes Yy populare utilidades @ H,donde aunado: al anéhsm de Fourler con ventanas el

analisis Wavelet se presenta como una alternat!va novedosa al anéhsus de Fourier. Asi, tanto el

analisis de Foune 7 crornqveyl de Wavelet proporcmnan informacmn relevante sobre la periodicidad de
la serie, Si;h‘ em_yba'yr"gb,‘ dado que el analisis Wavelet utilizé un tamaro de ventana apropiado para
cada f}ret':uericiké‘al mantener la proporcion con respecto a la wavelet madre, presenta en un solo
espectrb de manera clara y rapida los rasgos caracteristicos de la frecuencia de la serie. Es claro

que el analisis Wavelet supera por mucho a su predecesor.

En general, cuando se aplica el uso de ventanas se asume que los subintervalos que se analizan
tienen un comportamiento estacionario, puesto que el calculo de las propiedades espectrales se
realiza de la misma manera que si se tratara de un proceso estacionario. Asi, para que el analisis
mediante ventanas dé resultados apropiados, el tamarfio de ventana debe ser suficientemente
pequefio para que el comportamiento de los subintervalos de la serie sean aproximadamente

estacionarios.

El principal defecto que se presenta en el analisis de ventanas es la eleccién arbitraria del tamario
de ventana, que en ocasiones puede volver tedioso el analisis al hacerse necesario realizar los
célculos con multiples tamarios de ventana. Sin embargo, el analisis Wavelet muestra que es
posible obtener alternativas de analisis que sean independientes del tamafio de ventana, y aunque

la media, la varianza y la frecuencia pueden ser analizados apropiadamente mediante los métodos
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expuestos en este trabajo, el anal15|s de la funcnén de’ autocovarnanza aun deja algo que desear,
-~ puesto que al tratarse de una gréﬂca tndumensuonal para cada tamaﬁo de ventana hace del analisis

... algo tedioso, no obstante, puede decnrse algo a su»favo_r. cump!e su cometido.
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