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Prólogo 

El presente trabajo se enfoca al tema del análisis de las series de tiempo no estacionarias, 

partiendo de las limitaciones que presenta estudiar estas series mediante los métodos 

convencionales que por lo general suponen que la serie de tiempo es estacionaria. Aunque se 

incluyen diferentes métodos de análisis en el trabajo, se enfatiza el uso de aquellos que utilizan 

ventanas para el análisis, es decir, utilizando intervalos de tiempo para observar los cambios que 

presentan a través del tiempo la media, varianza, autocovarianza, frecuencia y fluctuación 

estacional (conocidas como "propiedades espectrales" de la serie de tiempo). 

Dado que la no estacionaridad en las series de tiempo puede presentarse de manera individual o 

conjunta en las diferentes propiedades espectrales, el trabajo se encuentra organizado en tres 

capítulos, desarrollándose por separado el análisis de la no estacionaridad en cada propiedad 

espectral. 

El capitulo primero de este trabajo trata entonces el tema del análisis de series de tiempo no 

estacionarias en la media, se definen ahí los conceptos básicos del tema, comparando diferentes 

métodos para analizar series de tiempo no estacionarias en la media, mostrando las ventajas y 

desventajas de cada método, asi como la forma en como pueden complementarse. Se enfatiza en 

éste capítulo particularmente el uso de las ventanas (medias móviles) para el análisis de la 

tendencia. 

En el capitulo segundo se extiende el uso de las ventanas para analizar la varianza y muy 

especialmente se toca el tema del análisis de la autocovarianza no estacionaria. Se muestra aquí 

una importante aplicación del uso de ventanas para afrontar las limitantes que se tienen al analizar 

series de tiempo no estacionarias en la autocovarianza, pues este tipo de no estacionaridad 

presenta particular dificultar para estudiarse. 

--------~---------------
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El capitulo tercero toca el tema de la no estacionaridad en la frecuencia o periodicidad de las series 

de tiempo, Se muestran aquí principalmente dos métodos utilizando el concepto de ventaneo: El 

análisis de Fourier con ventanas, y el análisis Wavelet. Este último método de aplicación 

relativamente reciente. 

En general, además de mostrar 'el uso de ventanas como una alternativa viable para estudiar 

series no estacionarias, el trabajo busca observar las virtudes y defectos que presenta utilizar los 

métodos de ventanas. 

Considero importante manifestar mi agradecimiento por el apoyo y orientación recibido durante la 

planeación y desarrollo del trabajo por parte de mis profesores Victor José Palencia Gómez y 

Elvlra Beatriz Clavel Dlaz, cuyos consejos, sugerencias, correcciones, etc. ayudaron a llevar este 

proyecto a buen término. De la misma manera quiero expresar mi gratitud con la profesora 

Maricarmen González Videgaray, a quien debo el gusto por el tema de las series de tiempo. 

Finalmente, agradezco a los miembros de mi jurado: Jorge Jiménez Zamudio, Manuel Valadéz 

Rodríguez y Carmen Villar Patiño, por las revisiones, comentarios y sugerencias que se sirvieron 

prestar. 
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Introducción 

El creciente desarrollo que ha tenido durante las últimas dos décadas la tecnología de las 

computadoras ha ampliado significativamente el uso de algoritmos numéricos para resolver 

problemas analíticos que, por su complejidad resultarían muy difíciles y laboriosos de resolver 

analíticamente, y en algunos casos, prácticamente imposibles de resolver sin el apoyo de una 

computadora. El uso de las computadoras ha permitido también el desarrollo y la aplicación de 

ciertos métodos y técnicas que nos permiten analizar eficientemente y con rapidez grandes 

volúmenes de datos, tales como indicadores financieros, cuentas de banco, registros académicos, 

etc. 

De la misma manera, aunque han existido métodos para analizar series de tiempo desde antes de 

la expansión de los microprocesadores, estos métodos requieren realizar una cantidad grande de 

cálculos que los convierten en herramientas laboriosas y extremadamente difíciles de utilizar para 

quien no dispone de una herramienta tan potente como lo es el ordenador. Se entiende entonces 

que muy pocas personas podían realizar este tipo de análisis, pues no sólo requería del 

conocimiento necesario, sino también de mucha paciencia y dedicación. 

Sin embargo, el desarrollo de la tecnología no sólo expandió y perfeccionó los métodos existentes, 

sino que además proporcionó las herramientas necesarias para el surgimiento de nuevas técnicas 

de análisis que permitieran obtener resultados aún superiores, pues la rapidez y desarrollo 

creciente de los análisis efectuados por las computadoras sacó a relucir también los defectos de 

estas técnicas, que por lo general sólo pueden aplicarse a un tipo especifico de datos, y surge 

entonces la necesidad de nuevos métodos de análisis para casos especiales como lo es, por 

ejemplo, el de las series de tiempo no estacionarias. 

Las series de tiempo, definidas éstas como secuencias de datos (observaciones) ordenados 

cronológicamente, se pueden utilizar en una gran cantidad de casos prácticos, y para casi 
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cualquier disciplina que requiera del conocimiento sistemático de un proceso o sistema a medida 
. . 

que el tiempo cambia,':,_ Sus 'aplicaciones pueden abarcar procesos económicos, sociales, 

administrativos,. físic:Ós, • biolÓgicos, químicos, etc. 

La importancia fundamental del estudio de las series de tiempo consiste en comprender el 

comportamiento de la serie, de manera que podamos apreciar cómo el tiempo puede afectarla y 

detectar patrones sistemáticos de comportamiento tales como: tendencia, periodicidad, 

heteroscedasticidad, etc. Mediante el estudio de las series de tiempo se puede predecir, analizar 

las relaciones entre causas y efectos, identificar el comportamiento estocástico de la serie, así 

como establecer esquemas de control que permitan detectar desviaciones significativas de una 

meta deseada. 

George E. P. Box y Gwilym M. Jenkins propusieron en 1976 una metodologla de análisis de series 

de tiempo que permitió obtener modelos predictivos de éstas, partiendo del análisis de la 

dependencia de un dato con los anteriores. Sin embargo, la metodología de Box y Jenkins se 

enfoca particularmente a las series de tiempo estacionarias, por lo que el análisis y pronóstico que 

se realizan suponen que el comportamiento general de la serie no cambia con el tiempo. En 

realidad, en la vida cotidiana existen una gran cantidad de series con comportamiento no 

estacionario, por lo que las aplicaciones de la metodología se encuentran algo limitadas. No 

obstante, la metodología de Box y Jenkins permite obtener modelos de predicción para ciertos 

tipos de series no estacionarias, mediante diferencias y transformaciones que se aplican a la serie 

original, aunque las predicciones obtenidas son por lo general fiables a corto plazo para series no 

estacionarias. 

Aunque el presente trabajo se enfoca a mostrar una alternativa de análisis para el caso de las 

series de tiempo no estacionarias, es importante señalar que esta alternativa se limita únicamente 

a realizar el análisis de la serie, no se ofrece aquí una alternativa para obtener un modelo de 

predicción como el que se obtiene de la metodología de Box y Jenkins. No obstante, cuando sea 

'rF0··1c1 (~:r"y~.T . J\.l,0 /• •' 
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posible se mostrarán algunas alternativas viables para realizar predicciones en una serie de tiempo 

no estacionaria, como es el caso de los modelos de regresión. 

El estudio de las series de tiempo no estacionarias involucra detectar cambios en el 

comportamiento del sistema durante ciertos intervalos de tiempo, de esta manera, las propiedades 

espectrales de una serie de tiempo {media, varianza, autocovarianza, fluctuación estacional, 

frecuencia y variación aleatoria) deben analizarse de manera que podamos detectar los cambios 

que presentan a través de tiempo. Una forma de realizar el análisis de la serie a través del tiempo 

consiste en utilizar intervalos de tiempo fijos, denominados "ventanas", para los cuales se calculan 

las propiedades espectrales de los datos, de manera que el intervalo de tiempo {ventana) se 

recorre para volver a calcular las propiedades espectrales en el siguiente subconjunto de datos de 

la serie. Este concepto de ventaneo se tratará con mayor detalle en el primer capítulo de éste 

trabajo. 

El presente trabajo muestra el uso de las ventanas para analizar cada una de las propiedades 

espectrales de las series de tiempo, asi como las ventajas y desventajas de aplicación que 

proporcionan, y en algunos casos se presentan comparaciones con otros métodos alternativos o 

complementarios. 

Cabe señalar que las gráficas incluidas en el primer capítulo de este trabajo se generaron 

utilizando el paquete Excel 2000, y posteriormente, debido a la complejidad de los cálculos 

requeridos, se desarrolló un programa utilizando Matlab 6.0 para generar gráficas requeridas a lo 

largo de los capítulos restantes. 
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Capítulo 1 
Análisis de la tendencia 

La función de media es sin duda la primera propiedad espectral que se analiza en una serie de 

tiempo, pues proporciona parte de la información más general del comportamiento del sistema. 

Dicha función nos ayuda a determinar si en general los valores de la serie tienden a crecer, 

decrecer o mantener constante' su valor/ No_ obstante, la utilidad principal del análisis de la 
·- . , 

tendencia consiste fundamerit~lmenté en el estudio de la forma en como la serie tiende a crecer o 

decrecer. Ésta puede, por eje~p1J; 6r~c0reritorma lineal, exponencial, potencial, logarítmica, etc. 
• • .• ·. "~ •.• - •' .•.. - .. "..- . __ ; .• .11 " ,. __ • 

El análisis de la tendencia l'}c)~ p,~irnite, p()r unlado, analizar los efectos de diversos factores que 

intervienen en el compo~~mÍ~nt:d: la seri~. ~ por el otro, obtener modelos matemáticos que ·. . ., .. _. ' ,-

puedan permitir pronoiticar los valore~ promedio de la serie. 

Al analizar la función de media de s13ries _detien_ipo no estacionarias en la media (con tendencia), 

es importante tener en' cuentá' la diferenci~ entre analizar y predecir, puesto que el análisis consiste 

en el estudio sjste~áti~o ~e ;~ r~l;ciin :~fré lascausas y efectos, pero no necesariamente implica 

la obtención deÚ~ ~6~~¡~-d~-~t~dii6ió~. La predicción de la serie implica por lo general utilizar ·. -:· ~ ·.-:;_._-, ?:.?>,~2l_') 'Y°/;'.'~~--~ ~---e···.:··-.~•• ---
sólo los rasgosgerieralés'deiTC:ornpórtar'niento de la serie y mirar hacia adelante en el tiempo, y no 

-<< ... _·:.:::~-.~:'.~;;;·--:~~~-:~.Y~!,;;~~-::::(·.· c.---. - -,-

tanto estudiar los datos corrio-'púede ser el efecto de una crisis económica. 

En este capítulo se exponen tres métodos para realizar el análisis de una serie con media no 

estacionaria: El uso de ventanas o subintervalos de tiempo para realizar un análisis relativo al 

tamaño del subintervalo; el uso de modelos de regresión lineal o no lineal, para obtener un modelo 

que refleje el comportamiento general de la media y permita predecir; y el uso de diferencias 

ordinarias, particularmente útiles en los casos de comportamiento estocástico de la tendencia. Las 

ventajas y desventajas que presentan los métodos que se exponen en este capítulo, así como sus 

casos específicos de aplicación son expuestos con la finalidad de ilustrar la capacidad, el alcance y 

los límites de cada método. 

-·-·---------------------

---~--- .. --.. --
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1. 1 Medias Móviles 

Este primer método utiliza la fórmula tradicional para obtener el valor promedio de los datos, Sin 

embargo, considera que los valores p~omedio de la serle varían con el tiempo, por lo que el método 
' .- .. ---·· -···.. . . 

recibe comúnmente el_ nombr'e' deºmedi~s :~Ó~iles"; Tenie~do en cuenta que la función de media 
- i· ,., .. _.' ,., ·._.« .... ·.":· -.'· 

representa el valor pro~~did d~ l~s obseí\'a~i~rí~s durante ciertos subintervalos de tiempo, es 
7--~ - --=-=--=-:c'-_o'7;=;c-':;o- -• ;.___o:;-=--~-~-"~.;C:;b.-_;~7~== ~;c~o;;-_oo=·-c._.;;;oc:-'.-=""oo\7_-__ =';,~o-~:...-,--_-''- -

decir, e1 va1a?promedio de 1~s c:1Fº~ ª travé~ c:1e1 uempo; un estimador muestra1 para 1a media µ 
- . . ' :_ 

en un preces~ ~stacionario e~tá dado por: . 

. - 1 11 ji=Z=-_¿z, 
. n-t=I 

en donde z, representa los valores de la ,serie p~ra cada valor.de_ tiempo ( 

-- ' -<~·--.. - '·':~_.:::-.:~' ··?·:": --\ :'~,_. ,' ,:· ': :·_, ___ '-_::1 _"-:. -· '>:.-~: :: . . .' 

Sin embargo, •realizar el cálculo de la medi~id~'esta forma bastarla cuando el comportamiento de 

la serie presentara una media constante (ver gráfica 1 ), pero en el caso de una función de media 

cuyos valores promedio varían con el tiempo, el cálculo de la función de media se puede realizar 

utilizando promedios parciales, es decir, obteniendo el valor promedio de la serie para ciertos 

subintervalos de tiempo. 

-·-··-··---··;··---·-·-··---------·---·.----,·------------------- ·-···--··--···.---------···----··············-----------·-···---------------------------·······-· 

------··---·---··-··-·········--·--·-·-···-·-·-·-·------:-·--·····--·-~--···-·-··-····--·--··-------·--------·-·-J 
Gráfica 1 Función de media constante (Ruido Blanco). 

-~-......_ ......... "_"'J: .. ___ _ 

rii17c·:c! ('íl'liJ 
l .. 1.Ji.'liJ '. . . 
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Para obtener valores. apropiados de los. promedios parciales es necesario, primero que nada, 

determinar la longitud de subintervalo de acuerc:lo al tipo de cambios que queramos analizar en la 

media de la serie. Si elegimos un 'slJl:>i~ter\ia1ci de tiempo peque~o podremos visualizar los cambios . 

pequeños en la media de la serie; '.en't~n'.toqu'e si elegi~os ~n subi~t~rvalo de tiempo grande sólo 
.,_ 

se reflejarán los cambios cirástfcós'eñ ta 'meciia/ Est~-~e''ci~t>e. áqu'é'. ~uancio>se cal~ú1a 1a'.ffieciia 

para un subconjunto pequeño de d:tos; los valores d~ I~ ~edi~ Jam~ian,bonmucha facilid~d, pues 
- - - ·- =-,_-_-o;c=co ~·o:._--=.7-:~'.;-=7~·_;: ;._~;;_'-"-=- ;.:,;::'.,.-=~=-:"'--=--~~=-o' +;o'-o~.=_-~~s,-;=;--.;_;_~~_,:-=-~; -i-f~-oo- -~,~..;~ ;..·;~~;:'.;o_,7-o'._=~.~_,:;ft-~'---=_"'-~~---;~~~'.;;_,.-:-.":....::_.;~.;~ ~~~..:,_~,-?--:o;~.=---,~-~·=-"º""; :c.= -

siendo pocos datos hacen qlJe la medi'a sea 1nás,sensible a cambios debido's al últir:rlo ctato que se 

ha considerado. Por otrÓ í~cio',:.cu~iÍdb el sul:lconjÜhto de dato~es'graílé:!~/ piAeje~~ít~~·unos j ()o 
'_ ·.---··: ·;:_·~;-¡ff·~:· .: ._; ;,:: _':; :'.' : .. ''~ ·,; '_'.,: ~---: .".:; .. :__ ';:• <._ <_ ¿ :_~.;.·,e>_·:,~.'>-~-~;(.'':{->'··~-::"'.(~:~:=:_•\_"> _:_,e-':~'.' ,::\;,'y:,•~.,':~--_:·,": .:,;,~:--~ !,.;'.-</~.''.:~!.~~-;e:·-',.·<:.'.'---_~ 

datos, Jos·· ú1umas,'ciató~'i~ó(1ó-"9~neral)io.~.S,o~;:~ú~>~}9nJfi.ciliiyos,: pu~s·l~·m~~¡~ ·~0·• 1acserie 
-¡·; !':;,.•/ ;; ,,._;-e,:-'.,?.-. -,:::·-.' ''~; . .:;:·.: --.:--;;::._· .- ., .. r,;;·. · f· ·,->" -,,.,. -;-- .~ ... ;:--:; 

::::::::i~f ~~¡~l¡~~~;¡¡~~;~¡,~~¡Q;¿~i~i?~~{;~Í~~¡~~~~;t:~u9ño en 
::=e . ·,-,·: :,~ ~"-;- ·.;--. .,,~--~-('(~;-~· <·"/"· ·' ;e-;~-.'. -o -

-· <:•':.-"' ,..'': - .. . . -- ·.~;- ,:.,··,''._--(· .'_'· <>: ... =' .. '.::· •' .·;\~~:~-·<· 
-<:t.·:.-·_,~~- .. -... ,.~. \/:-:- L--- .. 

En lo sucesivo. neis r~feriremos al subintervalo de tiempo que se utiliza en un análisis como 

"ventana"\ en t~~¡JiJu~ ~ltamaño de la ventana le llamaremos "escala"2
• El análisis de series de 

tiempo por medio de ventanas con múltiples tamaños (escalas), se aplica específicamente a series 

con comportamiento no estacionario. 

Serie 
original 

Media con 
ventana de 
tamaño 3 

9.6208 1 

9.1321---!f! 9.3488 
9.2934 l l 8.8317 
8.0696 ¡ 1 8.4053 

.... J}~?~~ -1 1 . 7. 9663. 
7.9765 1 8.174'3 
8.6937 

Tabla 1 

1 En general, a los intervalos de tiempo, independientemente de su longitud, se les puede denominar ventanas, 
~ por tanto en éste documento se adopta ésta práctica. 
• Se utiliza en este trabajo la denominación de "escala" en el sentido de que se realiza un microanálisis o 
macroanálisis de los datos, es decir, se contemplan los cambios en las propiedades espectrales ya sea a corto o 
a largo plazo, dependiendo del tamaño de la ventana, por lo que podemos hablar de un "análisis a escala". 

--..,. ......... ~··----··· ·-~ .... ···-·- .. ~ 
r-¡~}~1~-· t.~"· t~ ,., \f 
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Consideremos la serie de tan solo seis datos que se muestra en la Tabla 1. Suponiendo que 
-·· •• _- .- > •• 

deseamos obtener una función de media utilizando una ventana de tamaño 3> la primera media se 

obtendrá utilizando los primerós tr~s.d~tós, la'segunda se o't>tendíá con iOs~datos 2, 3 y 4; y as! 

sucesivamente. Es importante ha~~~ n~t~;qGe al~bténerlas,m~dias s~ pl¿rden 2 datos en este 

caso particular. 

En general cuando manejamos · n datos en una serie de tiempo cualquiera y utilizamos una 
' ' . ·,'. .. 

ventana de tamaño s , se pierden .\· -1 datos, quecfándo~os fi.nalmente un to;al de n - s + 1 datos. 
- -__ , ·---: - . -.,.. .. ,_._ ' - . . . "-=· - ·~- - .... · .·. ~ - -- -- - ,._ 

. - . - .,··.: . _,.· '-:. ·'.'.· . '·. -::::-~'.:.._,_"· :,;·~:_· ·:·.~ 

Se entiende entonces que el. límite en el tarnafto de una ventana está dado en función del tamaño 

de la serie que se analiza. Por lo general es preferible no utilizar ventanas muy grandes, sino sólo 

lo que sea necesario para apreciar el comportamiento general de la tendencia. Por otro lado, una 

ventana muy chica no proporcionará mayor información sobre la media que la gráfica de la serie 

original. 

La selección de un tamaño de ventana apropiado para visualizar la serie no es entonces tan 

sencilla y en ocasiones es preferible obtener la función de media con diferentes escalas (tamaños 

de ventana). Consideremos ahora un segundo ejemplo de una serie simulada de 150 datos cuya 

representación se muestra en la Gráfica 2. 

Gráfica 2 Serie de Tiempo Gráfü:a 3 Función de Media con ventana de 
tamaño S 

--rr;] TESIS CON 
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La gráfica 2 a simple vista presenta en general una ten.ciencia creciente, en tanto que la gráfica 3 
- _,_ - -· 

se puede decir que .es una versión suavizada de la gráfica original, que entre algunas ventajas 

puede tenér la propiedad.de5uavizar" los dates atípicos, yode esta manera enfre más grande seá 
- .: .· ' ·; ',_. . . . -

la ventana en la que s~ calculan los promedi~s. los datos atípicos influirán menos en la función de 

media resultante. 

Gráfica 4 Función de Media con ventana de 
tamaño 5 

Gráfica 5 Función de Media con ventana de 
tamaño 33 

En la gráfica 4 se muestran simultáneamente la función de media3 (en rojo) y la serie original, 

corroborándose que se trata de una versión suavizada, en tanto que en la gráfica 5 tenemos una 

función de media con ventana más grande, de tamaño 33, en donde se puede visualizar la 

tendencia exponencial creciente con marcados escalamientos periódicos. En el caso particular de 

esta serie, el comportamiento periódico se puede apreciar desde la gráfica original, pero no 

siempre es posible hacer esto. Por otro lado, en el caso de las series con periodicidad el 

comportamiento suavizado se reflejará mejor cuando el tamaño de la ventana sea igual al periodo 

de la serie. 

Como sea, en la mayoría de los casos nos interesa obtener sólo los rasgos generales de la 

tendencia, y por lo tanto deseamos obtener la función de media que mejor refleje el 

3 A diferencia de cuando se tiene una media constante, en este caso la media es una función del tiempo (y de 
la escala), por lo que se utiliza el concepto de "función de media". 
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comportamiento general de la tendencia. Se pueden obtener simultáneamente las funciones de 

media en diferentes tamaños de ventana, como se muestra en la gráfica 6. 

:~~~= ~~-~~~ ~-= -=--- ~~= ~~ ~. -. = = .. 
350-1/r-- ----- ------ -------------- --- -- - - -- - -

Ir-------------------- ---------- ----
:J----- ----- -- ----

L -- ---- -- -
200-

111 
1" 
111·-~--- ·-
¡11¡ 

150 !:' 
100 ¡ 

o 

Gr:ílica 6 Función de media con ventanas de tamaños 2 a 61 

1J 

25 

J7 

49 

61 

La gráfica 6 muestra simultáneamente las ventanas de tamaños 2 al 61, donde se aprecia un 

comportamiento gradualmente suavizado. La forma de trapecio que presenta la base se debe a la 

pérdida de datos cuando se obtienen los promedios de medias móviles. Con el objeto de poder 

graficar los datos sin problemas se han utilizado ceros en las zonas externas del trapecio. Esta 

gráfica tridimensional también se puede mostrar en el plano como si fuera vista desde arriba. La 

gráfica 7 muestra la función de media vista desde arriba_ 

Gráfica 7 Función de Media con múltiples tamaños de ventana en el plano 
-1"¡"!1;-n .. t-;-,(\-~T;J-

1 '"- ' 1 ' 1 : 1 i\ 

F~~L i ~.~ . ·¡ >: v" -.,~ ;(1.~i1,r 
.w ... " ,h •"·'" ~.t.:.rl~ --------
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Esta gráfica presenta en las escalas pequeñas (1 al 9) un ascenso y descenso constante, nótese 
- -- -

que los ascensos.y descensos son periódicos, Por otro lado;a.•escalas'más.grandes podemos 

observar una. tenden~ia creciente, y que por añadidura. es exponencial, estci;fo podemos concluir 
','. ·. ,"/. . - ., -·' -" ' '.· ,. -

dado que 1.as áreas de un cierto color son cada vez más chicas de izquierda a derecha, lo cual 

significa que caá~ve~ cre~n más rápido los valores d~la serié. 

En general, podríamos. pensar que realizar un. análisis de la tendencia mediante este método 

puede resultar exeesivamente tedioso, sin emba'r~o/ obtener eistas gráficas y analizarlas no 
> ' •• '-, '· ·- ·.,· 

presenta demasiadá dificultad .· ce~ un sortw~r~ a~ropiaÚb comó Matemática, Matlbab o 

Statgraphics, o bien en un software ~esarroÚad()poino~ot;~sparaese.~n. 

Aunque estrictamente hablando, la función 'demedia se calcula en la forma descrita anteriormente, 
.-.-. . '" ·, -:-. ::: .. ;".':,. ' '-~-' .. :. . .;: - : 

cuand.o deseamos ~bten~r predicci~nes de los valores de la función de media, puede resultar más 
• '" ·: ' ,. ' ''•O :· .J -. : ' ·"' ' ~ <' ;, '.~'; • ',,,. ' ' ' ' • •, . • - . • . 1 

práctico utilizar la reg~esió~ 1fríe~1· o polinomial, pues tiene mayor utilidad para realizar predicciones 

sobre la serie, y aunque no estamos calculando precisamente promedios de la serie, son 

aproximaciones bastante útiles. 

1.2 Tendencia lineal 

Aunque el método de ventanas puede ser utilizado para analizar la tendencia en cualquier tipo de 

serie, si se trata de obtener un modelo predictivo cuando la serie muestra tendencia determinística, 

en este caso conviene utilizar un modelo de regresión, especialmente si el comportamiento de la 

tendencia se puede representar mediante un modelo simple. El caso del comportamiento lineal 

creciente o decreciente se aproxima mediante un modelo de regresión lineal. Dicho de otra 

manera, cuando suponemos a partir de la gráfica original que se tiene una tendencia de tipo lineal, 

podemos utilizar la regresión lineal como herramienta para obtener una recta que aproxime la 

tendencia. Desde luego que si la serie no tiene tendencia lineal, la recta resultante no se 

aproximará a la tendencia real de la serie. 
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Al utilizar la regresión lineal obtendremos una ecuación de predicción conocida como "ecuación de 

regresión". El término regresión lineal implica que la media de la seÍie de tiempoµ;, está 

linealrnente=relacionada con I por la ecuación de regresiÓniinealpobíaCfon.al: 

donde los coeficientes de regresión a y /3 son. earametros que de~e.~ estimarse~ª partir de los 

datos muestrales (serie de tiempo). Si a y b representan estas estimaciones, respectivamente, 

se puede entonces estimar Pz, por: 

Z, =a+bt 
. ' ·- -

Para estimar los valores de a y b , podemos utilizar. el método de mínimos cuadrados. Este 
-.,· -. ·:. . '· ' 

método se basa en el hecho de que cada observación de. la serie cie tielllPº z, en el i-ésimo valor 

de tiempo satisface la siguiente relación: 

'·;~- -----1·> ', .<- ·; ", . ,, .- ' 

en donde e, se le llama "residuo" o "error", y representa la diferencia entre el valor real observado y 

el '3lo' obtenido po< la ecuación d<> i.e~~~ói,; ~·t4;, O, ~ z, - z, . 

recta que minimice)a ~Lima d~· 1~i·;e:Ü@rado~ ci~'íos f~siciüos, representada como SSE. Entonces 

calculamos SSE: 

i=I i=I i=I 

Ahora bien, como deseamos obtener el valor mínimo de la SSE, se necesita que las derivadas 

parciales con respecto a los parámetros a y b sean iguales a cero. Cabe aclarar que la función 

SSE no tiene máximos, puesto que los valores de a y b pueden ser tan grandes como se quiera, 

por lo que al obtener el punto en que las derivadas parciales son cero se tratará forzosamente de 

un mínimo. 

-·------------------

TffT~tF/l~M 
FALLA DE UitlGEN 
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Diferenciando SSE con respecto a a y b , se obtiene: 

a(ssE) "· ··· · · ---=-i¿(z1 -a-b1¡) 
f)a l•I 

a(ssE) =-2f (z -a-h1 )·t oh l=I ~, . . . 1 1 

Las ecuaciones obtenidas se igualari atiora_a cero, y reacomodando los términos obtenemos el 

siguiente sistema de ecuaciones: 
,,·.:,::,;-_:<' .. ::-,,-

an+kLt/":~?i 
··l=I e; • .. · 1=1 ''. 

,, -· -.~ '11·;~_ :_:.~-~-~,.-,,· .. :~; __ ., 

a¿1¡+b¿1¡2 :;¿1,Z¡ 
/•I · . ·. ·/=I ,. i=I· 

Este sistema de dos ecuacioíl~~ 6pn dos incógnitas se resuelve para obtener los valores de a y 

h. La solucióndel sist~made~6u'.aciÓnes anterior da como resultado las siguientes fórmulas para 

obtener los valores de. a y b : 

b= nt11z1-(t11)(tz1 ) 

11 ( 11 )2 
11~1 12 - ~11 

fz, -bf1, 
O= 1=1 1=1 

11 

Consideremos la serie de seis datos de la tabla 2, la cual representa el valor de un cierto 

inmobiliario usado .en los años de 1 S87 a 1992. Los valores de e~ta tabla a simple vista nos 

muestran una tendencia decrecienie y podemos suponer que es lineal, por lo que obtendremos la 
--; '-· '1·:: - .··,.,.·'. ·;·',·" -... -_'·-:;)~--;·;.'··,-: .. ''<·<· ,. " 

ecuación de regre~lón ¿o~·lasfórmul~~descritas anteriormente. 

i 1, z, 
1 1987 6350 
2 1988 5695 
3 1989 5750 
4 1990 5395 
5 1991 4985 
6 1992 4895 

Tabla 2 

TESiS r.nN 
FALLP. u~: ulHGEN 
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Al realizar Jos cálculos de las sumatorias obtenemos los siguientes resultados: 

't I; = IJ ,9;l7 

,, 6 

¿z, =33,010 ¿z,11 =65,787,885 
6--

¿1,2 =23,748,679 
r..:I M i=I i=I 

b = (6)(65, 787,885)-(11,937)(33,070) = -278.857 
(6)(23, 748,679)-(11,937)2 

.. .·•• 

a= (33,070) ""'."(-2~8,857)(11,937) = 560•297.952 __ 

Por Jo tanto la ecuación de regresión lineal para esta serie de tiempo está dada por: 

z; =560,297.952-278.857·/ 

La gráfica 8 muestra la línea de regresión para esta pequeña serie de tiempo: 

6000 

5000 

4000 

3000 

2000 

1000 

o 
1986 1987 1986 1969 1990 1991 1992 1993 

Gráfica 8 Recta de regresión 

Cabe mencionar que en este ejemplo se han usado corno valores de 11 los años correspondientes 

(1987, 1988, ... ). Esto se debe a que el modelo de regresión puede calcular Ja recta de regresión 

sin importar si Ja distancia entre las observaciones es uniforme, de hecho si se hubiera omitido por 

alguna razón el valor del inmobiliario en algún año, esto no habría afectado mucho dado que el 

modelo considera Jos valores del tiempo. A diferencia del modelo de medias móviles, éste no se ve 

afectado por Ja omisión de datos. Sin embargo, generalmente cuando manejamos una serie de 

tiempo, en donde las observaciones se hacen en intervalos uniformes de tiempo, y sobre todo 

cuando no se han omitido datos, el vector de valores del tiempo ( 1987, 1988, ... ) se puede sustituir 

por otro vector de números sucesivos (1,2,3,. .... ), es decir, en Jugar de 1987 utilizamos 1, 1988 lo 

------------------------· 

TES1S rnN 
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sustituimos por 2 y así sucesivamente. El efecto será un valor más pequeño en los parámetros de 

regresión, pero con el mismo resultadó, No obstante, si por algún motil/o el analista desea obtener 
" ., 

los resultados.c6r(Íos'.valóres "dé j¡émpo'.reales, pÚédé hacerlo. sin. mucha. dificultad mientras no 
'\, ·-: ...... "' ·~ .. ' '· ... ' . . ' ' 

En las seri~s. q~EI ~~''rriuestr~11·El~nti~u~c::ió~ se puede observar que cuando tenemos una serie 

con tendencia. li~~~l'ó cu¿s·ilihcia('I~ réct~/cie· reg~esÍón se ajustará bien al. 6omportamiento ·.de la 

serie, en ta~to que si tenem~s otro tipo d~ tendencia debemos ser cuidadosos para elegir el 

modelo de regresión apropiado, pues como se muestra en la gráfica 10 (datos simulados), una 

tendencia exponencial será pobremente representada por una recta de regresión. 

Gr1ílica 9 Recta de regresión bien ajustada Gráfica to Recta de regresión en una 
tendencia exponencial 

Para los casos en que el comportamiento de la tendencia sea no lineal, es conveniente utilizar la 

regresión polinomial, o bien, un modelo exponencial o logarítmico, con el fin de aproximar mejor el 

comportamiento de la serie. 

1.3 Tendencia Polinomial. Exponencial v Logarítmica 

El método de mínimos cuadrados que se mostró anteriormente puede ser aplicado no sólo en la 

regresión lineal, sino también en la regresión polinomial. Supongamos que tenemos una serie cuya 

tendencia es no lineal, en ese caso podemos aplicar el método de mínimos cuadrados para 

______ ....... _____ _ 

-·------- - --·--- -------------
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obtener un polinomio de grado N , que aproxime con mayor precisión la tendencia de la serie. 

Entonces, se busca un polinomio· de la forma 

--- " -· Z; =·a0~+'a1i1+~a21¡~:+ .~:.·.'t"a,Vtt'' +e¡ ·· -

en donde a 0 ,a1 ,a2 , .... ,a~ so~ l~s estima1or~s·d~ 1<J'.~ pará~etros. Al igual que en el caso lineal, 
: ) ·:···;· _._,, · r_, ,·<,re. · 

la suma de los cuadrados de los resfddos qüeélá expre~ácla como: 
·. ."·,l·;,, ·.' . .''•o,' _.,.,.;-,·--:·.:;·! '_i ·;:.:.- ! · , ";' 

acssE) 2~(z .. 2 .v) .v =- L:J , -a0 -a1t1 -a2t1 - .... -,a.vl1 ·t. 
8a,v /•I 

Posteriormente, igualamos a cero las derivadas parciales y reacomodando los términos obtenemos 

el sistema de ecuaciones de N + l ecúaci6nes con N + 1 incógnitas: 

" ' ... ,,. - ·.··. 11 11- ,, 

ªoL(+ a;~);"+1 +'a;¿1~+2 + ..... +a,/~~)~"'= "f,Z¡t{ 
/=I /=I l=I /=I 1=1 

A diferencia del caso lineal, en donde debido a que es un sistema sencillo de resolver en estos 

términos se da la solución al sistema de ecuaciones de 2 x 2, obtenemos primero todas las 

sumatorias necesarias y las sustituimos en el sistema de ecuaciones anterior, para después 

resolver el sistema de ecuaciones lineal mediante algún método conveniente, como el de Gauss-

Jordan. La solución al sistema de ecuaciones son los valores de a0 ,a, ,a2 , .... ,ax que se 

sustituirán finalmente en el polinomio de grado N para obtener el modelo resultante. 
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La selección del grado de nuestro polinomio de regresión depende en buena medida de la 

complejidad de nuestra sSrie de !ieinpo, Conviene probar con diferentes grados de polinomio para 

elegir finalmente aquél queí sie~do;1~á~sE!nciHo, sea a la vez el más representativo. 

Adicionalmente á lo's nÍod~los i:Ínteriores, pod~Ílios tener ci'iversos tipos de mÓdelos no lineales que 
-o-- --- ----- -°"~~~-i-~-:~~_;,<~~;~~~~~~~-f~:~:~;~:c~~~~.~~~~~:;:::_·;,·~·=:~~~-oe=~~:~~i:=·~~~·~;~,:_;;~-~:~~:'°-~::,_:=;:-,-~l~-~-.~"'°:,_:;_~cc-L-: ~'=-o 

tal vez ·se •ajusten 'muctioJmejorJa'inüestro~~·d~tos/'iSiri,~fübargO;c'ob~e~er los valores de los 

parámetros requiere eíl este ~so de resolver ün sistem~ :de E!C:LaC:iéJnes no 1inea1, 10 que nos 

obligaría en la mayoría de los casos a aplicar un método numérico como el de Newton-Raphson, 

siempre y cuando el modelo no lineal sea derivable. 

No obstante, aunque los modelos no lineales generan un sistema de ecuaciones no lineal mediante 

el método de mínimos cuadrados, algunos casos específicos pueden linealizarse. Esto se logra 

aplicando una transformación a los datos originales. En la tabla 3 se muestran algunos modelos 

útiles de regresión y su transformación apropiada para obtener los parámetros mediante regresión 

lineal simple (Datos de Walpole & Myers, 1992). 

Tipo de Transformación Fonna de regresión 
Modelo 

regresión Apropiada lineal simple 

Exponencial y=aeP< y' =lny Regresión de y' contrax 

Exponencial (2) y=a+fle"T 
. =ex Regresión de y contra x . X 

Logarítmica y=a+/Jlnx x' = Jnx Regresión de y contra x . 
Potencial y=axfl y' =lny Regresión de y' contra x . 

x' = lnx 

Recíproca 
y=a+P(~) 1 Regresión de y contra x . . 

X =-
X 

Hiperbólica 1 l Regresión de y . contrax 
. 

X . . y=·-- X =-;y =-
a+fix X y 

Tabla J Transformaciones para modelos de regresión no lineales 
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En esta tabla, los valores de tiempo vienen representados en la variable x en lugar de I , en tanto 

que los valores de la serie están representados por " y" en lugar de Z . Cabe mencionar de nueva 

cuenta que en el caso de las series de tiempo no es usual realizar operaciones con los valores de 

tiempo, dado que las observaciones se hacen en intervalos fijos de tiempo. En realidad, el uso 

principal
0
de los modelos de regresión se enfoca a observar la relación que existe entre dos o más 

conjuntos de J~riables, aunque no necesariamente implica una relación con el tiempo. 

Al aplicar ~n'%od~lo de regresión a una serie de tiempo, trabajamos bajo el supuesto de que el 

comportamie~t~ ~·~ l~'~erie puede explicarse únicamente en función del tiempo, y por esta misma 

razón, la ecuaiióA;J~;-r~gresión obtenida será una función sólo del tiempo, Por estas razones, la 
• . : ; •. ~ ;< 

ecuación d.e 1'~9-rJ'~l~n ?bt~nida no refleja la relación de un dato con los anteriores, y ~racterfsticas 

como comport~~l~gtos p~riÓ~ic9s o comportamient~s especiales de la varianz_a se verán omitidas 
' : ~ . .. . ' - ; 

en la función resultante .• 

. - - . 

Por otro lado, . los m~del~s de regresión que sEI presentan aquí sólo reflejan rasgos simples de la 

serie, pues con exc:;epc;iónd~ la regresiónpolino~ial presentan trayectorias simples, sin puntos 
~--~-

crlticos (máximos· o mínimos) o con cuando mucho uno. Por esta razón, las ecuaciones de 

regresión proporcionan casi exclusivamente datos sobre la tendencia. Así, una ecuación de 
..•• 'o •. ·• _-e_'_._! 'c,_.-

regresión Hne~-1 don pendiente positiva, nos hablará de una tendencia creciente, en tanto que el 

nivel de ajust~ que tenga cada modelo nos·dirá si se trata de una tendencia lineal, exponencial, 

logarítmica; etc: De la misma manera, una recta de regresión lineal sin tendencia, o dicho de otra 

manera, con el parámetro p muy cercano a cero, implicará que la serie de tiempo es estacionaria 

en la media. 

Para poder evaluar el nivel de ajuste de un modelo de regresión específico, obtenemos el 

coeficiente de correlación entre los datos de la serie y los valores generados por la función de 

regresión. Una aproximación apropiada del coeficiente de correlación p se obtiene con el 
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estimador r utilizando la siguiente fórmula, que se explicará más adelante en el análisis de la 

función de autocorrelación. 

En este caso, una de las variables x ó y r.epresentará a la serie original, y la otra los valores de la 

función de regresión para los. mismos tiempos; El coeficiente de correlación r representa la fuerza 

y tipo de correÍ,~ciÓn qu~ existe ~nte los dos conjuntos de datos. Cuando el signo de la correlación 

es positivo/est~. in~ic~'_qUe;~'valores grandes de x se tienen valores grandes de y, y a valores 
, , .. , . , ,, .• -' .,_. ::·! '''<:! .. "· ·,-_~ .. , :· ~· 

pequeños de :_x<5e; tienen valores pequeños de y. Por otro lado, cuando el signo de la correlación 
' ' , .. ' ··,-"•'• .... 

es negativo, .esto indica, que. a valores grandes de x se tienen valores pequeños de y, y 

viceversa. 

No obstante, aunque. podemos utilizar el coeficiente de correlación para evaluar el ajuste del 

modelo de regresión, se suele utilizar con más .frecuencia r 2 
, que se le llama usualmente 

"coeficiente de determinación muestra!', y este .valor nos dirá el porcentaje de variaciones en un 

conjunto de datos que están linealmente correlacionados con el segundo conjunto de datos. De 

esta manera, para determinar si un modelo de regresión es apropiado, calculamos el coeficiente de 

determinación muestra! y podemos decir que la correlación será: 

1) Débil: Si O~ Ir!~ .5, o bien si r 2 ~ .25 

2) Fuerte: Si .8 ~ir!~ 1, o bien si r 2 
;;:: .64 

3) Moderada: en otro caso. 

y seleccionaremos aquel modelo con el mayor coeficiente de determinación que a la vez sea el 

más sencillo. Es probable por ejemplo, que una regresión polinomial de orden alto supere un poco 

en la correlación a un modelo exponencial, en este caso siempre será preferible utilizar el modelo 

exponencial, a menos de que el nivel de ajuste sea muy pobre. 
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Ri~o.7552 

Gráfica 11 Modelo de regresión logaritmico Gráfica 12 Modelo de regresión polinomial 
de orden 6. 

Las gráficas 11 y 12 (datos simulados) muestran la comparación de un modelo logarítmico con un 

modelo polinomial de orden 6. Nótese que las curvas que presenta el modelo polinomial aunque 

reflejan bien el comportamiento de la serie, hacen al modelo muy complejo en comparación con el 
.: •'·' .. -,. ''. ,, - ·.-,__ . -.·-· , .. 

modelo logarítmico, el cual se calcula mediante regresión lineal simple y. tiene .·mayor valor 
~ ··:t· . , -, .; . , -

predictivo. f'~'r~tro lado, podemos ver que• r 2 '.;'6.7.5~~;<16;~~~1 ií~nifica que tenemos un nivel de 
• -· • '.'. : -~ _:~·.: ~; ', • • • :O/ • 

determinación h1'í.1estraí bastan.te. aceptable; p'J~~ 75%'de los. valores de la ecuación de reáresión 

están linealmente cÓrrelaciÓnaétos con is% c1E:t1os datos de la serie original. 

En la mayoría de los casos debe evitarse utilizar modelos de regresión polinomial debido a que por 

un lado pueden no tener mucho valor predictivo dado que se basan sólo en el tiempo y no 

consideran la relación de un dato con los anteriores, y por otro lado un comportamiento muy 

complejo de nuestro modelo, aunque se ajustará más a los datos, reflejará curvas que pueden 

deberse a datos atípicos o a razones de otro tipo. El uso de un modelo polinomial se justifica 

cuando ningún modelo se ajusta con suficiente precisión a la serie, pero en este caso debemos 

tener cuidado, porque se puede tratar de una tendencia estocástica, sin un patrón de crecimiento o 

decrecimiento específico o con saltos aleatorios ocasionales, sobre todo cuando el grado del 

polinomio requerido es grande para poder obtener un nivel aceptable de ajuste. 

Cabe la posibilidad también, de aplicar un modelo de regresión sobre un conjunto de valores de 

medias móviles, sobre todo cuando el tamaño de las ventanas utilizadas es grande, pues de otra 

TE CITC ("'lQ;\J' 1)J., ,/ 11 

-----·-·-- .EALlA DE ORIGEN 
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manera se puede tener un sesgo en Ja función de media. Es importante asegurarnos en este caso 

de que Ja función c:le'media obtenida por Ja regresión refleja bien la c~rva de médias móviles 

cuando el tamáf\ode\a ventanaUende:a v~íOres g'randes, p-LlestO c{Üe\ín mod~Jo he r~gresión bien 
·:·;' -¡ ' -'" .. ·¡' 

----~~é ·_e ·?:i:~:~.=¡-o~?---;';·~;-;':o ·~'.,;~°"-~~'.'#~~h-~>;~ -~·~+;;:-~-~<~-o~; __ ~c--;~~-0:,·-·:;_~-~~~-_:o~;o-~-. 
----:--

Desafortuna~~rn~n¡e,,;ei'~1'c~1Jcie'Í~f~;nciind~;~i~i~;~tiÍi~~ricio la regresión sobre un modelo de 
~ . - __ ; ·' "-'~-

medias móviles fi0;;~ 01,~~;¡c:> c:1~í~8tó de c.lu,e;-~ufi<:¡t~;s~a'viza ératé.éto C:Je 1os datos atrpicos, 1a 
.. ' '. _, -:: -.. '- -~- ·.-,--', --'- , ·>'-.--- --, __ . ___ . ____ . _ ·.-.. ,º-e:·-·:;_.·-- --'-. ...-. _----.. -:_.:; -_;_,~_!, ,,t ·. _ • -• • 

correlación que exlst~ entr~ un dato y los anterior~s provo_cii '.~ue la ~~LJación de regresión que se 

obtenga sea una estimación sesgada de Ja media, pues r~tieJa peqJ~ñas variaciones debidas a 
·' .~.' . ~. <-~/ - ~-·:'·~·~ ' 

elementos estacionales o estocásticos. En particular en el caso de'JasJluctuaciones estacionales, 

la función de media sólo se reflejará bien cuando el tamaño de la ventana sea igual al periodo de la 

fluctuación estacional, o bien, a un múltiplo de éste. La gráfica 13 muestra una comparación entre 

un modelo exponencial y un modelo de medias móviles, usando la serie de la gráfica 2. 

Gráfica 13 Modelo Exponencial vs Medias Móviles 

En esta gráfica se puede apreciar que existe una estacionalidad marcada, la línea en rojo 

representa el modelo de medias móviles, en tanto que la línea azul representa el modelo de 

regresión exponencial. Nótese que ambos modelos concuerdan en los puntos intermedios de cada 

_______ , _____ -----------~---
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periodo de la fluctuación estacional. Lo que significa que, el promedio .de . los valores de cada 

periodo se ajusta m~y bien a1·mOdelo de crecimiento exponencial, el cual no se ve afectado por 

curvas debidas~a l~'.cvári~~ión'estacional. La ventana utilizada aqúf es igual al periodo de la 

fluctuación estaci~nal. 

De la misma manera 'en que podemos utilizar funciones exponenciales, recíprocas, logarítmicas, 

etc., también se'pued~ri Utilizarlas funciones serio y coseno para aproximar series cíclicas. El uso 

de los senos y cosenos para representar funciones se detallará más adelante en el análisis de 

Fourier. 

1.4 Modelos de tendencia estocástica 

Los modelos de regresión mostrados anteriormente parten del supuesto de que la serie tiene una 

tendencia con comportamiento determinfstico. Si este supuesto es verdadero, nuestro modelo de 

regresión no sólo aproximará la serie, sino que además podrá realizar predicciones muy confiables. 

Sin embargo, existen diversas series en las que el comportamiento no es tan sencillo de modelar, y 

en los casos en que debemos recurrir a una regresión polinomial, existe una gran probabilidad de 

que el comportamiento de la tendencia no sea determinístico, sobre todo si el grado del polinomio 

de regresión es alto. En este caso, los cambios en la tendencia pueden deberse a eventos 

aleatorios que no forman parte del comportamiento sistemático en general. 

La gráfica 14, obtenida con datos del INEGl4, representa la tasa de desempleo mensual desde 

1985 hasta el año 2001. En esta gráfica las líneas azules separan los sexenios de los presidentes 

correspondientes. Observamos al final del sexenio de Miguel de la Madrid una tendencia lineal 

decreciente, posteriormente el sexenio de Salinas de Gortari presenta un ligero ascenso en forma 

de curva y, en el punto final de este sexenio un evento aleatorio mejor conocido como "error de 

diciembre" provoca una crisis generando desempleo, lo cual rompe totalmente con el patrón de 

4 Página Web del Instituto Nacional de Estadística, Geografia e Informática (INE 

------- ·----·-------
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comportamiento anterior. Se podría asumir que el comportamiento en el resto del sexenio de 

Zedillo se encuentra íntimamente ligado al error de diciembre. 

8 

1 

o 

· SalinH de Gortari · 

,__ ______ _,,__ __ ·--------------------------!-'-! 

-------~---· -·---------~~---

Grálica 14 Tasa de desempleo mensual de 1985 a 2001 

Este tipo de eventos aleatorios en diversas series de tiempo pueden resultar muy significativos, 

pues un simple cambio atípico cambia totalmente la forma en como se comporta Ja serie. El 

ejemplo anterior.es un caso muy sensible a variaciones aleatorias, sobre todo porque existe una 

dependencia muy alta entre un dato y el que le precede. No olvidemos que el desempleo en un 

mes dado se da a partir del número de desempleados que había el mes anterior. 

Este tipo de tendencia se le conoce como "tendencia estocástica", y se caracteriza por ser 

resultado de una acumulación de fluctuaciones aleatorias en el tiempo. Cabe señalar que el 

ejemplo anterior además de tener factores de tendencia estocástica tiene también 

comportamientos sistemáticos durante ciertos subintervalos de tiempo, debidos a políticas de 

empleo o a diversos factores que se aplican en cada sexenio. Un ejemplo de este tipo de políticas 

puede ser el tratado de libre comercio, que aunque parte del sexenio de Salinas es un factor para 

disminuir el desempleo durante el sexenio de Zedilla, pues a muchas empresas norteamericanas 

les conviene más el pago de la mano de obra en pesos que en dólares, lo cual propicia que 

muchas empresas norteamericanas establezcan centros de producción en México. 
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Cuando se tiene una serie con tendencia estocástica, es obvio que no puede modelarse mediante 

un modelo determinfstico,._puesto que los cambios en la tendencia son acumulaciones de 

fluctuaciones aleatorias y no precisa111ente de un patrón sistemático. En este caso, un método para 

eliminar esta dependencia de las flu~tuaciones aleatorias anteriores, es realizar diferencias a la 

serie original. Es decir, restarle al .vale~ de.i:ina observaci~n,_e:~ v~!or ~e la que le precede. Así, 

Nuestra nueva serie diferenciada queda: 

De esta manera obtenemos una nueva serie que representa los incrementos entre una 

observación ·y otra. Si los cambios en la tendencia son realmente consecuencia de una 

acumul_acíón di:! valores aleatorios, aplicando diferencias eliminaremos el comportamiento aleatorio 

de la· tendencia. Cuando los incrementos entre un dato y otro sean en general constantes, una 

diferencia ·bastará para obtener una serie _estacionarla en la media, en tanto que cuando los 
. . 

incrementos crecen o decrecen tendremos qu~ reali~~r una segunda diferencia como se muestra a 

continuación. 

La primera diferencia representa una "velocidad" de crecimiento o decrecimiento {incremento por 

unidad de tiempo), mientras que la segunda diferencia representa la "aceleración" de estos 

incrementos. En general, para eliminar la tendencia se puede aplicar el número de diferencias que 

se necesiten. 

Ahora bien, existen muchas series de tiempo no estacionarias que, debido a diversos componentes 

de equilibrio, tienen una gran similitud entre sus diferentes partes, excepto por la diferencia en sus 

medias locales. Box y Jenkins se refieren a este tipo de series como "homogéneas no 

estacionarias". Básicamente el uso de las diferencias se enfoca a las series homogéneas no 

estacionarias, aunque bien puede aplicarse en una serie con comportamiento determinístico. 
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Un ejemplo de serie homogénea no estacionaria es cuando la d -ésima diferencia da como 

resultado unr:uido blanco, así tenemos que 

en donde. a, es ruido blanco, En este ejemplo podemos ver que cuando d = J , es el modelo de 

caminata ·a1eaforia,z, ,,;?",~1 +a, , en donde el nivel de la serie.en ~ltiem~o I es µ, = z,_1 , el cual 

está sujeto a la variacl~n aleatoria en el tiempo (t-1) .. Es c:jécir, la media de la serie Z,cambia a 
-·':'.,.-_-.;,. 

través del tiempo aleatoriamente, y decimos que la serie tiene una tendencia estocástica. 

El uso de las diferencias no siempre resulta eficiente, y debemos cuidarnos de no abusar de su 

uso. No se trata sólo de obtener una serie más bonita que elimine la tendencia, sino que debemos 

tener en cuenta que, en primer lugar lo que se está analizando ya no es el comportamiento real de 

la serie, sino el comportamiento de los incrementos de ésta. Las propiedades espectrales de la 

nueva serie son en realidad las de los incrementos. Por otro lado no debemos caer en el error de 

pensar que por un acto de magia "hacemos" estacionaria la serie, sino que tan sólo estamos 

aprovechando que, aunque la serie no es estacionaria, sus incrementos sí lo son. De esta manera, 

para que las diferencias sean útiles, es necesario que la serie sea homogénea, es decir, que 

aunque la tendencia no sea estacionaria, la serie presente una gran semejanza entre diferentes 

partes, excepto por la diferencia entre sus medias locales. 

y • o.óo13x2 • o.O.U.• to.11& 
R2 •0.111 

------·--------·-------·-----~ 

Gráfica 15 Actividad Industrial 1980-2001 Gráfica 16 Re,l!,resión Polinomial de orden 2 

-~- .. ·--·-----~ rrrp ,... (1 ('i f'I 71 T 
.\ •!Jl.l.\.!) \ ,\ }\\• 
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Gráfica 17 Primera diferencia Ordinaria Gráfica 18 Segunda diferencia ordinaria 

La gráfica 15 representa los niveles de actividad industrial desde 1980 (Datos del INEGI). Los 

cuadros que se señalan muestran una cierta estabilidad en la media durante algunos subintervalos 

de tiempo. Al observar la inclinación de los cuadros observamos un crecimiento en la pendiente. La 

gráfica 16 muestra el modelo de regresión polinomial de orden 2, que fue el que mejor se ajustó a 

los datos, pues tiene un coeficiente r 2 =O. 951 contra la serie original, y un coeficiente r 2 =O. 98 

contra las medias móviles. Al aplicar una diferencia ordinaria se obtiene la serie que aparece en la 

gráfica 17, mostrando una tendencia lineal creciente en los incrementos de actividad industrial. Por 

otro lado,. al aplicar una segunda diferencia ordinaria tenemos una serie estacionaria en la media, 

lo cual representa que la aceleración del crecimiento de la actividad industrial es constante. 

En general, una serie que se ajusta bien a un modelo Polinomial de orden N , al aplicarle 

diferencias tendrá una N - ésima diferencia estacionaria en la media. Sin embargo, en casos con 

tendencia estocástica, como el planteado en el ejemplo de desempleo (Gráfica 14), aunque para 

ajustar la serie se requeriría un polinomio de grado alto, pueden necesitarse tan sólo un par de 

diferencias, o inclusive una. La gráfica 19 muestra una diferencia ordinaria para el ejemplo de 

desempleo. 

m1·~1¡· '<("·r 1 ( .. ' ., f 1 'f11 
'· •. 11.\ .:... ¡. 1 

FALLA DE vniGEN 
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Gráfica 19 Una diferencia Ordinaria, desempleo 

Al igual que el ejemplo de desempleo, una serie que presente comportamiento de caminata 

aleatoria se verá reducida a ruido blanco con tan sólo una diferencia, aunque inicialmente pueda 

parecer que requerirá muchas diferencias. En general, las series más comúnmente analizadas 

requerirán pocas diferencias. Sin embargo, es importante no sobre-diferenciar la serie, sobre todo 

si se va a obtener un modelo para predicción a partir de la serie diferenciada, pues el modelo 

puede complicarse entre más diferencias se realicen. 

------------·-----·---



Capítulo 11 
Análisis de la Varianza y Autocovarianza 

En el capítulo anterior se mostraron algunos métodos para analizar la tendencia de una serie de 

tiempo. Particularmente es importante señalar que cualquier serie de tiempo se puede analizar con 

métodos de ventanas, pero como se desprende de la comparación entre estos métodos, la 

obtención de un modelo predictivo para la tendencia requiere de otros métodos como la regresión, 

es decir,· ªLlnque el an.álisis mediante ventanas se aplica a cualquier serie de tiempo, su utilidad 

principal es la de analizar y no predecir. No obstante es posible combinar los métodos de medias 

móviles y de regresión en algunos casos específicos . 

. . · ''i -,-_-, 

En estesegLÍndc:i capítulo se plantea ahora la cuestión sobre la utilidad del método de ventanas 

para realizar ~¡. análisis y la predicción de valores. en la . varianza y la autocovarianza. Cabe 

mencionar que en este capítulo, a c:ÍifererÍ~i~··a~1·~¡,{~rfar,s~ tratarán casi exclusivamente métodos 
-_-· "- ·.'",3~···\-,::_~~-~·-· .. ;.;·,- º' - .· ... -

'. ~·- .- -:-;'.:''.:oc:'.'_-.-:.,/ :·'';; ·.:-··-.--.. ··- .·_ .. "'.«'.: .'. _· 
de ventaneo. De esta manera, aunqu~ e'xi~ten''~fros ~etódos para el análisis de la autocovarianza, 

::_·, ::_. !'-":;.t ~-.:~~:;t·, :}~--~. _.TL';,: : 

como la metodología de Box-Jenkins, iló $'9'~~~ lncluidOaquí: Esto se debe a que la metodología 
- . - ,-_ .. - !' '. --., ,-, • ·":" .,_, __ . '.\ ~:-·,"."' ';' .• _., ,·· .•. . ,' ': ,- ... -.. " - -· 

se aplica específicamente a una autocovari~Aza"e~t~cio~,~~i·~j,.:¡~ ()~st¡:¡rlte se mencionan aquí las 

características en comparación con este método, y I~ tÓrrri~ eri ciorn~ pueden complementarse 
o -':'~--- <_-·-;:__ · -"-·'-' -·· · -~--e -' - .-... · .·: - - • - • 

. . 

estos métodos. En lo que se refiere al análisis de la várÍanza, se muestra también el tema de la 

estabilización de la varianza. 

2.1 Función de Varianza Muestra! 

Una vez que obtengamos un modelo apropiado para representar la función de media, podemos 

proceder al análisis de la varianza de la serie. Esto se debe a que el calculo de la varianza se basa 

en el estudio de las variaciones de los datos con respecto a la media. De esta manera, cuando 

obtenemos una función de media, ya sea por medio de diferencias ordinarias (media constante) o 

mediante una ecuación de regresión, el cálculo de la función de varianza puede hacerse a partir de 

'L,ALi I• ' . 'J¡1N rtl. ~n .lJ!..'J 0fült~ 

----------- --·----~---
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los valores de media obtenidos. Cuando una serie presenta una varianza constante, el cálculo de 

la varianza se realiza mediante la fórmula: 5 

f(z,::2y~ 
a-2 = .\'2 = _,_/:-'! ___ _ 

n 

es decir, se trata de un promedio de las desviaciones de la media al cuadrado. 

Obtener una varianza constante no presenta mayor dificultad, sin embargo es muy común obtener 

una serie.con comportamiento creciente en la varianza y.en algunas veces decreC:iel1te. Cuando se 

tiene un comportamiento sistemático de la varianza (no constante)¡· ~e' le cono~ como 

"heteroscedasticidad', la cual puede ser analizada mediante el mét()do ~e ven;~~as mostrado enel 

análisis de la tendencia. 

2. 1. 1 Varianza heteroscedástica 

El procedimiento para calcular la función de varianza muestra! puede realizarse utilizando tanto los 

valores de medias móviles como los valores de regresión,. o ~n su ~so ~(valor ~e media 

constante. El método que se describe a continuación utiliza prácticamen~e e; mis~() ~bh~epto de 
:'·.·.· . .'' ... -

ventana y escala utilizada para las medias móviles, de esta manera para obtener la función de 

varianza necesitamos escoger un tamaño de ventana apropiado, es decir, suficientemente grande 

para apreciar el comportamiento general de la varianza. 

Aunque en principio estamos aplicando el mismo método que en las medias móviles, no 

necesariamente implica que la función de media se tenga que obtener por este mismo método, 

pero es importante aclarar que si se trata de una media obtenida mediante un modelo de regresión 

5 A diferencia de una muestra estadística común, los valores de una serie de tiempo por lo general son 
dependientes entre sí, además de no presentar necesariamente una distribución normal, por lo que el estimador 
más apropiado es el que se describe aquí. 

----- ----------- -------~---- ------------------
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o una media constante, debemos estar muy seguros de que el modelo de regresión o la media 

constante son apropiados, esto significa que debe asemejarse a una función de medias móviles a 

escalas grandes. 

Para proceder con el análisis de la varianza conviene obtener_ primero una versión de la serie con 

la tendencia estabilizada, para esto diferenciamos la serie con respecto a los valores de media en 
-_:o .o_ - ~~=--=---o-,-_-~---

los mismos tiempos 

Aún para valores de media constantes, se puede hacer también la diferencia con el objeto de 

obtener directamente la función de varianza y facilitar los cálcu.los. posteriores con una media de 

cero, puesto que al diferenciar se obtienen las desviaciones de la media. Cabe señalar que en el 

caso de las medias que se obtuvieron mediante el métod() de in~dia~ rhóvil~s, .sól_o podrán 

obtenerse las diferencias para los datos en los cuales se dispo[Íe de una media, recordando que se 
.· :·- .,_ ··-' _,, 

perdieron s -1 datos. Por otro lado, con el fin de fa_cilitar las _diferencias es recomendable utilizar 

escalas impares para las medias móviles. 

Básicamente el procedimiento consiste en calcular la varianza, con la fórmula descrita 

anteriormente, para _subintervalos de s datos. Entonces, podemos elegir el tamaño del 

subintervalo de acuerdo al tipo de variaciones que se quieren analizar. Aunque en la mayoría de 

los casos sólo nos interesa el comportamiento general a grandes rasgos, en ocasiones puede ser 

útil conocer los cambios de la varianza en intervalos de tiempo pequeños, que bien pueden estar 

relacionados con el nivel de la media o presentar incrementos o decrementos periódicos. 

Retomando el ejemplo de la serie de seis datos que se dio en la sección de medias móviles, 

podemos calcular los valores de las varianzas para los intervalos de tiempo de tamaño 3. Podemos 

ver que la media ha sido calculada mediante medias móviles con ventana de tamaño 3. 

Posteriormente realizamos las diferencias para obtener la nueva serie cuya media es cero. De esta 

manera, se calcula el promedio de estas diferencias al cuadrado. 
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"'"" - 2 L .. )Z1 -Z1 ) 
t=I ~ 

n 

en donde Z, =O . Los valores obtenidos se muestran en la tabla 4, en este caso particular se 

utilizó el mismo tamaño de ventana para la media y la varianza, aunque no necesariamente deben 

ser iguales. 

Serie 
original 

z, 
9.6208 
9.1321 
9.2934 
8.0696 
7.8528 
7.9765 
8.6937 

]-

Media con 
ventana de 
tamaño 3 

z, 
9.3488 
8.8317 
8.4053 
7.9663 
8.1743 

----
--

Tabla 4 

z,-z, 

-0.2167 J-
0.4617 

>----------! 

-0.3357 
-0.1135 
-0.1978 

Varianza 
Escala= 3 

Var(Z,) 

0.1243 
0.1129 
0.0549 

En esta tabla, se muestran primero los valores de las medias móviles en los que se han perdido 

dos datos, posteriormente se r~allza: la diferencia para estabilizar la tendencia, y al calcular la 

varianza se vuelven a perder ot~o~ 2 elatos. Así, la primera varianza se calcula: 
" • -~-:-:: ··· .. ',,. ' 7-. .-,...,·:-: 

•"-<~- '',.;] _-' 

- . . - ' 

puede obser\iarse que como también ~n este caso se pierden datos, al aplicar el método de 

ventanas a las medias y después a la varianza puede resultar en la pérdida de una cantidad 

considerable de datos. Las gráficas 20 y 21 muestran la desviación estándar obtenida por este 

método para una serie de 200 datos, se observa en este caso un crecimiento en el valor de la 

varianza a través del tiempo. 

---------~----------------------
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Gráfica 20 Desviación estándar por medio de 
ventanas, Escala = 3 1 

Gráfica 21 Desviación estándar por medio de 
ventanas, Escala = 61 

La gráfica 20 (datos simulados) utiliza una escala 31, y refleja las disminuciones de la desviación 

estándar en algunos intervalos de tiempo, en tanto que la gráfica 21, realizada en escala 61 nos 

muestra que en realidad el comportamiento creciente de la desviación estándar tiende a ser lineal. 

Aunque puede utilizarse también en este caso un modelo de regresión, por lo general muchas 

series de tiempo en la práctica no presentan un comportamiento totalmente sistemático en la 

varianza, sino que puede presentar patrones de comportamiento que sólo duran un intervalo 

especifico de tiempo. Un ejemplo de este tipo de comportamiento se muestra en la gráfica 22, que 

representa las variaciones en el valor del dólar con respecto al mes anterior, desde 1980 al 2000 

(Dalos del INEGI). 

'f·-----­
" r 

º·' 

·0.5 . 

·1 ---------·- 1-- ---- -·-
E n•·l 9t10 En e-1983 

-··-------1------·---·-------------------1--------
E n•·l 959 Ene•t995 Ene·2000 

Gráfica 22 Variaciones en el tipo de cambio mensual (1980-2000) 

TESIS r.n~r 
FALLA DE UHlGEN 

31 



Esta serie tiene cambios en el patrón de varianza cada sexenio, la primera parte muestra un patrón 
' ,- - o ' ,_ 

ligeramente decreciente; después i.ma devaluación al inicio del sexenio de Salinas; posteriormente 

una. varianza. ligerameniELcreciente,"iue9C>'~¡¡:a cievaíüa~1Ón sex~nal (error de dii:iembre ), . y: luego 
.,- .- . "!,'.- -.~:, :_' _;;~-!~- •:1,:; '. . . ')'· 

una varianza decreciente, per6 muého ·más ait~ qUe ~ri io~ dos sexenios anteriores. 
=: '','.\~\;. c"-~-i;_~; º:},,:~,- ,;::~L ·<:-~~:~ ·>~Ó'~-~ _ }'- ~~~t:· _'.}::,. 

' , . ·;'"•;,:-· ·_. ., .. ·:_:-- ·._: ,. 
··;·..::·'_:~· .. ;·_ '. .. ,/'.''" -···f;~.-:·>>? 

De nueva cuenta el án'áii~I~ pbr'Ihedio de v~nt~~~~·n6~'p~r~it~ L'lnaliz~r,seri~s corí diferentes 

patrones . de··.º~~~~-~~~;~1~~H1c:~:r~~,T~~'"~t~~t~Z1jgifdrtt;~~~€1~~~J;~r~~;i~";~~;;~~:;;~s ·····el ... 

análisis por medio de ventan~~;;s~p~r~p'ar:~~hho~·¡~)nfó~n'i~bi~~q~~tüed~pr~p~~cionarnos un 
k·- ;-1'-~-~º :¿ ·' ~,;~.>:·~-.º~~-7~--:~_~/-~:- __ ·,~·'>' ;·-\'~·_:.-_ ?:' .. ;:-._:__ __ ,:: ~ ~; ~~: -:'.::::>-\-.\~-~-:;~~ :·?;;€+~\-,-:~~~;\' -.:;:;::-~··.-_-_:;;·):·'· .. -. ': 

modelo de regresión eón re~p~ctC>'a ,~ media'o ia v~ria'~za/:aúl'lque:d0·~dé lu~go no es posible 
· ·-··.~· .':'-.'·,o;;,:---·-- .:,-·,·----;-:·.·;- ·-·~·.;·: ·~·'c.,.-·_c-'-~:,~,~cc.;_,_ •. ,c.o "-•-·' ·:·._ -'-,.-e"-·., --

realizar predicciones da 1a s~~i~ p()r a's!e iliét~d9i: o~:hacli~. r0é11izár predicciones de una serie 

cuyos patrones de comport~~j~~t~ ca~blan ~on~tant¡me'~te resulta extremadamente complicado, 

salvo que se puedan ld~ntiti~/1ak peri~dcis de cambio de estos patrones, como en el ejemplo en 

que se mostró un cambio sexenal. 

2.1.2 Transformaciones a la Varianza 

En el caso de la función de media, observamos que era posible pseudoeliminar6 latendencia; ya 

sea mediante un modelo de regresión y luego diferenciando los valores· de la serie con los de 

regresión, o bien, realizando diferencias ordinarias. Al igual que en la tendencia, la varianza 

también puede estabilizarse, con la finalidad de facilitar el análisis de una serie de tiempo mediante 

la función de autocovarianza, esto se logra realizando una transformación a los datos originales, de 

acuerdo al comportamiento que presente la varianza. En la mayoría de los casos no es sencillo 

apreciar a simple vista cual es la más apropiada, pero pueden probarse diferentes 

transformaciones para determinar cual es la más adecuada. 

" Su utiliza aquí el término "pseudoeliminar" en el sentido de que no se está realmente descartando, 
modificando u "olvidando" que existe una tendencia, sino que en lugar de trabajar con la serie original, 
utilizamos la característica de que las desviaciones de los datos con respecto al modelo de regresión tienen 
una media constante, o bien, en el caso de las diferencias, que los incrementos tienden a ser constantes. 

------------~·- -------. 
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En la siguiente tabla se muestran algunas transformaciones que pueden aplicarse a los datos con 

el fin de pseudoeliminar la\íarianza de la serie: 

Tipo Transformación 

Inversa 
W=_I_ z 

Logaritmo W=lnZ 

Raíz Cuadrada W=.JZ 

Inversa del Logaritmo 1 W=-
lnZ 

Inversa de la Raíz Cuadrada 1 
W= .JZ z 

Existen otras transformaciones que se pueden realizar a las series de tiempo con el fin de 

pseudoeliminar la varianza, podemos notar que estas transformaciones se asemejan a las que se 

aplicaron para obtener modelos de regresión no lineal. De hecho, el uso de las transformaciones 

en este caso adolece de las mismas limitaciones que se mencionaron para la regresión no lineal, 

es decir, sólo puede aplicarse en aquellos casos donde la propiedad espectral (media o varianza) 

se puede linealizar. Dicho de otra manera, la transformación sólo se aplica cuando el nivel de la 

varianza es proporcional al nivel de media de la serie. Como ejemplo podemos mencionar el caso 

de la transformación logaritmo, que puede linealizar una tendencia exponencial, y a la vez 

servirnos para estabilizar la varianza. 

Si se desea estabilizar tanto la media como la varianza, debe realizarse primero la transformación 

necesaria a la varianza, para posteriormente estabilizar la tendencia, esto se debe a la 

dependencia que existe entre el nivel de media y la varianza de la serie. Consideremos que una 

transformación a los datos en la mayoría de los casos no sólo afecta a la varianza de la serie. La 

estabilización de la varianza sólo es útil cuando existe esta dependencia, en otro caso, 

probablemente no nos servirá de mucho estabilizar la varianza. 

TESrs GON 
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2.2 Función de Autocovarianza 

Sin duda la propiedad espectral más útil para realizar predicciones en una.serie de.tiempo es la . 

función de autocovarianza, puesto que ésta representa la relación qúe tiene un dato con los 
.-,. " . - .' 

anteriores. La función de autocovarianza es utilizad~ para obtener los modelos autoregresivos y de 

medias móviles del tipo 
. . . 

z, ;:rp;ji-1+rpiZt-2 + ..... +rpPZ,_P+e, -B1e1-1 -B2e,_2--··~··-{}qe,_" 

conocidos como 'm~~Ellos ARMA. Los parámetros ~ecesarios para ob.tener una buena estimación 
,. . -- ~ . . - . . . . ' . . --. - . 

se pueden determinar utilizando la función de autocovarianza. De hecho, la metodología de Box y 

Jenkins es prácticamente un análisis de la autocovarianza. 

La función de autocovarianza es una medida de la dependencia entre un dato y los que lo 

preceden, de esta manera, la autocovarianza entre los valores de la serie que se encuentran 

separados por un intervalo de tiempo k está dada por 

11-J.: 

¿( z, -Z, )(zl+k -Z,+k) 
'h =Auto cov( Z,, Z,+k) = ...:.1="'1---------

11 

Entonces, el productp d~ lás desviaciones con respecto a la media local de cada dato se promedia 

y se obtiene un i~dicador de la dependencia entre los datos separados por un intervalo de tiempo 

k . Nótese qu~' ~e trata de un estimador sesgado de la autocovarianza, dado que aunque se 

realizan n - k productos, se promedian como si se tratara de n grados de libertad7
. Esto se debe 

a que, cuando el parámetro µ es desconocido, tanto /1 - k como /1 generan estimadores 

sesgados de Yk , pues básicamente la estimación de la autocovarianza se realiza utilizando las 

desviaciones de las medias locales, y en este caso el estimador descrito en la ecuación anterior es, 

en realidad, el "menos sesgado". Dicho de otra manera, si consideramos que entre más grande 

7 Se entiende por "grados de libertad" el número de observaciones independientes en una muestra, en este 
caso se tiene una muestra de 11- k productos. 
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sea el valor de k , tendremos una menor cantidad de productos, y por tanto, la estimación de la 

autocovarianza será cada vez menos confiable, pues considera una menor múestra de datas. De 
- . . ·-

esta manera, dividiendo entre n en lugar de n - k , subestimamos~ los\ valores ; de la 

autocovarianza para valores de k grandes, lo que genera .un estimador :asintóticamente 

insesgado8
. 

El signo de los valores de la autocovarianza nos indica el tipo de dependencia que existe entre los 

datos separados po~ un intervalo de tiempo k . Cuando el va.lor de la autocovarianza es positivo, 

significa que a valores grandes de z, corresponden valores grandes de Z,+k , y que a valores 

pequeños de z, corresponden valores pequeños de Z,+k . Por otro lado, cuando la autocovarianza 

es negativa significa que a valores grandes de z, corresponden valores pequeños de Z,+k , y 

viceversa. 

Sin embargo, aunque el signo de la autocovarianza nos indica la forma en que se relacionan los 

datos, la función de autocovarianza no proporciona información respecto a la fuerza de esta 

relación, por lo que para obtener un indicador de ésta se utiliza la función de autocorrelación {ACF) 

Dividiendo la autocovarianza entre la varianza de la serie se obtiene el indicador de la fuerza de 

correlación entre las observaciones separadas por un intervalo de tiempo k . Desafortunadamente, 

este indicador supone que la varianza de la serie es constante, por lo que la función de 

autocorrelación puede no ser muy eficiente para analizar series con varianza no estacionaria. Sin 

embargo, es aquí donde podemos utilizar una vez más el análisis por medio de ventanas para 

observar cambios en la función de varianza y autocovarianza a través del tiempo. 

x Puede consultarse respecto al tema de la estimación de la autocovarianza el artículo de Donald B. Percival, 
"11iree curious properties of the sample 1•aria11ce cmú a111ocomric111ce for stationary processes with 1111k11ow11 
mean", 1999. 
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2.2.1 Función de Autocorrelación 

Como es de suponerse, cuando una serie de.tiempo.cambia·sus.patrones de comportamiento a 

través del tiempo, el problema de analizar la serie se complica, especialmente porque puede hacer 
,-· _:,. ::· _.,-: 

que el comportamiento de la serie sea casi impo~(61a·da ~re~:i;cir. De hecho, la métodologia de Box 

y Jenkins aunque puede analizar y predecir ciertas series de tiempo no estacionarias en la media y 

la varianza, es prácticamente inútil si la autocovarianza es no estacionaria. 

De esta manera, si trabajamos bajo el supuesto de que el patrón de comportamiento de la serie 

permanece constante, podemos utilizar la metodología de Box-Jenkins para obtener un modelo de 

predicción, aun cuando se tenga una tendencia o heteroscedasticidad, puesto que éstas pueden 

pseudoelimlnarse. Sin embargo, cuando el comportamiento sea no estacionario y no 

determinístico, las predicciones serán fiables a muy corto plazo. 

Una serie de tiempo no estacionaria en la autocovarianza no nos deja entonces la opción de 

predecir, s~lvo en el caso poco probable y complicado de que el cambio en el patrón de 

comportamiento sea sistemático, pero aún en este caso obtener un modelo que represente las 

variacioneiFJn'.~l,ÚefTipo de los coeficientes de correlación resulta extremadamente complicado. 

Sin embargó, a~n~Üe no podemos predecir los valores de una serie de tiempo no estacionaria en 
-,.,,~,_- ;~ - , [· 

,._,,..:.:..' 

la autoco\/aííanza(i~s.poslble analizar los cambios de patrones y dependencias entre datos a 

través del ti~ll1J6l:'de esta manera, podernos utilizar ventanas para realizar estos análisis. 

Sin embargo, el procedimiento no es tan sencillo como parecería a primera vista: Recordemos que 

el análisis de la tendencia mediante ventanas requería del uso de tres dimensiones (escala, 

tiempo y media), en tanto que el de la varianza requería también tres dimensiones (escala, tiempo 

y varianza), en estos casos para evitar utilizar gráficas tridimensionales (como la que se mostró en 

las medias móviles en el capitulo primero). podemos realizar la gráfica bidimensional para una 

escala específica, y apreciar de esta manera en dicha escala el comportamiento de la propiedad 
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espectral a través del tiempo. Pero al momento de realizar un análisis mediante ventanas de la 
. . . ' 

autocovarianza requerimos de cuatro dimen~lones (escala; tiempo, i~tervalo que separa a dos 

observaciones; y.valofde al.itócoirelaCióñ). oe'esta rl'iane'íá,•éomo s~~trata de. un conjunto de datos 
- ' ' ·~, ( 

en cuatro dimension~s. a¡b~~6s. s~r' m~y> C:~1dadci~6~ ccin 1~s r~pre~~Htac1ones gráficas que 
<"·,-- _---·~··-.' ~·'.,~··-~:··;- - --~~~~-: .. :: << :":_>. ·; ,- ·.·.¡-~::-_~\·, '- " - - e~",::-;··.;~--,,\'.~.-~~·:.':.\':~~~/( 

utilizamos. 

Consideremos un~· serle de tiempci de 2Óo datos coÍido~ patr'ones'de'c~mportamiento diferentes, 
~-'o~--=----oo·_·~-----:;-_ --:--.- -.-. ·-~-- =--,!="--~'='='~=""--~--~-==:-··e=-..,_-., -co=-.c-=.co-o--o=-.==-o· ---=.=;..-=-.-o=~=o.=.-~.o_-=o==-co.-~-=-·--=--· -o 

definidos de lásiguiente manera:. 

' ..:..{.º .. AZ,_. 1 ... +e., t=::: 1; 100 . z, - .·. z.
1
-1 +e, ......... ·· 1 ¿l01.,2oo 

. . "···· . ' .. 

La gráfica de una simulación de estos datós~em¿est~ai~nlaflg~ra23, en donde áunque tenemos 

dos patrones difecente.s. de corT1portamie~to a:nel ~l13,rnpc{'si nóie>tros; no·supiéram6s de antemano 

esto, sería un poco complicado darnos cuentá Jua~élo la' ~~tocovarianza es no estacionaria. De 
' '. .. ' 1 • • ·- ' - ' " ~~ • • ' .; ', : - ' • • • • • ' •• •• •• ', • ' • ' ' • - ., ' ·" • ' i - •' - -

hecho, es imp6rt~·~te nbtar' q~~ ~~t~ gráfi~~ :~e. asemeja mucho a las gráficas económicas, en 

donde los eve~io~ ;st~cás~icos (dev~l~aciones, crisis, atentados, etc. ) provocan un cambio en la 

función de' autOcovariánza. 

·• 

l/\¡ ,.(' 

¡;'Í 

1' '· 1 1 
~ 1 \. 

~· l 1 • \ 'i 
1 ', \ 

·8 1 i ~ 
1' 1 1 

_,l \,J'v·1 i 1, 

' \ 1; 

:::. ~~-..--•• ó--,1·-···-m--·J.~.--.-, .. 
Gráfica 23 Serie de tiempo no estacionaria en la autocovarianza 

Los primeros cien datos de la serie muestran en general un comportamiento sin tendencia y con 

varianza estable, en tanto que la segunda parte de los datos es el modelo de caminata aleatoria. 

TE,,:,rc; r~nN 
. 1.l.1.. . ,· 

F.b.LLA DE 01UUEN 
-------------·-----··-- . 
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Si suponemos que la media, la varianza y la autocovarianza de la serie son constantes (lo cual no 

se aplica en la serié anterior), calculamos la función de autocorretación utilizando la fórmula 

Y ·e_-- - --- --

~ k 
Pk = -~- , en donde 

Yo 

11-k 

:L(z, -z)(z,+k -z) 
rk =~'~=•~-------

n 

La gráfica 24 muestra la función de autocorrelación que se obtiene en la serie de la gráfica 23, en 

donde obtenemos una función de autocorrelación decreciente infinita, lo cual era de esperarse 

dado que los dos modelos utilizados para generar la serie son del tipo autoregresivo AR(1 ). 

o. 

-----~-------··1 

de Autocorrelaclon ·j 

o. ~ 
i 

04 

o' 

111111111111 
-O 2 

10 " 

Gráfica 24 Función de Autocorrelación 

La línea roja representa el intervalo de confianza de 95% para aceptar la hipótesis de que el valor 

de una cierta correlación sea cero. De esta manera, cualquier correlación estimada cuyo valor 

quede dentro del intervalo de confianza se considerará cero, y los valores que sobresalen 

ligeramente serán considerados a criterio del analista. 

Como podemos ver en la gráfica anterior no se aprecian los dos patrones de comportamiento de la 

serie debido a que el cálculo realizado de esta manera supone· que la autocovarianza es 

estacionaria. En consecuencia, para apreciar cambios en la autocovarianza, podernos obtener la 

------··---------· ____ ,,,, __________ ·----·-------
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ACF para ciertos subintervalos de tiempo. Entonces, si utilizamos un tamaño de ventana de 60 
. . . . . . -

datos, por ejemplo, y calculamos la ACF para cada 60 delios recorriendo en el tiempo, cada vez 

que calculamos la ACF tendremos el valorde cada una de las aútoeorrelaciones para esos 60 

datos. El resultado de este procedimiento se puede mostrar en una ·gráfica tridimensional para 

cada escala, cuando se quiera ver el cambio general en la función de autocovarianza a través del 

tiempo. La gráfica 25 muestra las autocorrelaciones con escala de 60 y calculado para las 

primeras 20 autocorrelaciones. Debido a la complejidad de la gráfica no se han agregado en ésta 

los intervalos de confianza para la hipótesis de que los valores sean cero. 

5 

15 
Intervalo K 

., 
........ ,· . .. .................... ····J 

· Tiemno•· ·_;..,--__:~:---..:.:·--.;-;--~<",-
~--'18~0..--~~1~·~~0-__;~14'0);"'-~1~~;:--~1~~~0=~1- ·~ ~o ~ ~ 20 

Gráfica 25 Función de Autocorrelación con Escala= 60 para 20 autocorrelaciones 

En esta gráfica se pueden ya ver claramente los dos diferentes patrones de comportamiento, el eje 

de derecha a izquierda representa el tiempo (200 datos), en tanto que el eje del fondo hacia 

adelante representa los valores de K (intervalo que separa a dos variables). Nótese que aunque 

---····--· 
SIS \'.01\1 
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ambos patrones de comportamiento son decrecientes, los valores de la autocorrelación para los 

primeros 100 datos son mucho mas pequeños que los valores de los 100 datos finales. 

La gráfica anterior tiene la utilidad de ayudarnos a detectar cambios significativos en la función de 

autocovarianza, y en caso de que se tengan diferentes patrones de comportamiento, es posible 

utilizar el último patrón de comportamiento para predecir datos. Si este ejemplo se tratara de una 

serie real, nos convendría utilizar únicamente los últimos 100 datos para obtener un modelo de 

predicción mediante la metodología de Box y Jenkins. 

····· .. ,; 
5 ····· ... 

··· .... : 
10 ... ···.············· ···'·.· .. ········· ············'·· ...... . 

Intervalo ~5 ~ .... _ .. ,_ .. ~ .. ..;....--~-~~:::--~"(,-~·· ·l;~~·e!J:mn.popO:·.:..··<;;,:-'""'....__:.:... . ..,,-:---~\~~...,:.,,'Z;::--·-· .. j 

200 180 160 120 100 80 60 40 20 

Gráfica 26 Función de Autocorrelación con Escala = 100 para 20 autocorrelaciones 

También debemos tener en cuenta que, al igual que en la media y la varianza, el tamaño de la 

escala influye en los resultados que obtenemos, y por lo tanto las escalas pequeñas reflejarán 

mejor los cambios en el tiempo, en tanto que las escalas grandes sólo reflejarán los cambios 

.... ·----··------------------------
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drásticos en la autocorrelación a través del tiempo. La gráfica 26 muestra la ACF del mismo 

ejemplo para una ventana de tamaño 1 OO. A diferencia de la ACF obtenida con ventana de tamaño 

60, en esta gráfica no sé riota un cambio drástico entre los dos patrones de comportamiento, sino 
;: . . . .·· ·. . -. . -~. '· . . . ., 

que aparenta :un ca~blo continuo en la función de autoéovarianza, que como se ve en la 

autocorrela~iófr'K';'C2.o\ aparece como decreciente a través'del ctiempo. Puede apreciarse que la 

ACF en los prime~~~-ti!~~~~ decrece. más lentalllente ~ue e~ lo~ tiempos posteriores. 

Es evidente que la representación tridimensional de la ACF con ventanas deja mucho que desear, 
. " - ' . . - .. , ,-~ -; ~ .. 

por otro lado, Comóse mencionó anteriormente,?nªJ.~*¿aprecii:m en esa gráfica los límites del 

intervalo de confianza, lo cual sería deseable en estb~ Óas~s. No obstante, se pueden realizar 

otras representaciones gráficas bidimensionales pa/~;¿nval~r específico de K o del tiempo, en 

donde podemos utilizar el intervalo de confianza. 

Consideremos las escalas de 50 y 100 con el fin de .obtener información tanto específica como 

general. Para estas dos escalas podemos elegir ya sea un valor específico de K, o bien un valor de 

tiempo para calcular la ACF en ese tiempo. En el primer caso, supongamos que deseamos analizar 

el comportamiento en el tiempo de las autocorrelaciones con K=1 y K=20 ( p1 y p20 ), las gráficas 

obtenidas se muestran a continuación: 

·¡-~--~----·---- ·-. ----· -·-·-· -·-Autocond e en na.~ 

" K = EM01la = SO 

" .. 
" 

-02¡ 
.. ¡ 

~J---~--~---.~~·~-111 40 ID 100 1:111 .~__,,~, .. 

Gr1ifica 27 Autocorrelación con escala 50 para 
K=I 

Gráfica 28 Autocorrelación con escala 100 
paraK=I 

TESIS (~0 l\T 
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En la gráfica 27 es muy clara la diferencia entre los dos valores de la autocorrelación para K=1. no 

así en la gráfica 28, donde el u~; de una ~scála mayor (1CJO)afecta la visualización de los dos 

patrones, que sólo se distingue por urí,a curva inicial ascendente que indica qUeJa-élütocorreláción 

para K=1 es más fuEirte en' los datos ,posteriores, pero no se refleja que, el valor bajo de la 
- .-- -- ' 

autocorrelación en los primeros datos es en realidad constante durante 100 datos. -

Autocon-elacion con Ventana.~ 
K = 20 Escala = SO 

Grálica 29 ACF con escala 50 para K = 20 

~·l 
·• ~~.~~-~-J 

100 IZO 140 lloO llD 200 

Gráfica 30 ACF con escala 100 para K = 20 

Las gráficas 29 y 30 muestran una información similar para el caso de la autocorrelación en K=20, 

aunque en este. caso no es tan clara la diferencia entre los dos patrone1s como en el caso anterior 

en la escala 50, Eln t~nto que en la escala de 100 se observa una clara diferencia entre las dos 
--._·-·.· -_. "'.· '.· ;_. -· -

partes de la serie~ En la primera mitad tiende a tener una correlación P20 = o 1 mientras que en la 
,····-··- " 

segunda rT1it~d esta correlación es claramente negativa, nótese que el punto en donde empiezan 

los valores negativos de autocorrelación es el valor de tiempo 1 OO. Cabe mencionar que las 

gráficas son continuas debido a que se ubican en el dominio del tiempo, además de que debido a 

los datos que se pierden con el uso de escalas, a los valores de los extremos se les ha asignado el 

valor de cero, con objeto de facilitar su representación gráfica. 

La media de la ACF permanece constante durante la primera parte de la gráfica 27, luego asciende 

y vuelve a permanecer constante, lo cual sugiere que la función de autocovarianza es estacionaria 

en esos subintervalos, o si se puede expresar así, podemos decir que es estacionaria por partes, 

aunque esta definición puede no ser muy apropiada. En general, podemos decir que una serie de 

l'\"ll{(:i'tl 11(\"[,.J 
.Li.1: .. 1 i:.·: · 1· t.·. 
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tiempo tiene una autocovarianza estacionaria cuando los valores de Ja ACF tienen una media 

constante a través del tiempo, 

Las gráficas anteriores nos permiten apreciar hasta c_ierto punto el valor de una correlación 
• .. - • < -

muestra! í\ a través del tiempo, quedando siempre a· nuestro_ criterio jlJzgar si el -tamaño de la 

escala es apropiada para esto. También podemos des~eAlu~go,Obtener"'Ja;ACF para ciertos 

periodos específicos de tiempo. Supongamos ahár~·;·éiH~ Kos~jñt~~esa,.yi~~~liiar -Ja función de 

autocorrelación en Jos periodos específicos.deti~mpo'.~\-y.1~o,iqu~-6bire{s~o~den_.a los puntos 
,~·-;.'., .. 'i-·--<-".-~·· ·; l ":~:, .• ,.·¡ 

intermedi_os de nuestros dos periodos con patrones difere'ntes~Las siguientes g,:áficas muestran los 

resultados obtenidos. 

t.--•·-,----·-• - r------..--- - ~ ·--·····-----.-
¡ Funcinn de Autocorrclaclon con Ventanas 

'" Ticm1w = St Esenia= SO 

,.1 -" 11-----•• -----------:: --., .. -__ '."~··01 
·06: ' 

oe'. 

Gráfica 31 ACF con escala 50 y tiempo = 51 Gráfica 32 ACF con escala 100 y tiempo = 51 

"' ··¡ 1 

-· --•------- -·-----'-- --·-----·----·-----•-- __ , _____ ,J 
1 • 6 1 ID 11 14 1' 11 2CI 

Gráfica 33 ACF con escala 50 y tiempo = 150 Gráfica 34 ACF con escala 100 y tiempo = 150 
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Al analizar estas gráficas hay que tener en cuenta que los valores de tiempo mencionados son en 

realidad el punto medio de los datos d_e los que se obtuvo la ACF;por ejemplo, el valor de Tiempo 

51 con una ventana de tamaño 50Jndica que ~esa graficáse calculó con los datos del Tiempo 26 al 
'·.>':--. ·,_,.--· ·:.<:. ';·•,·;: »;:::·.. :.- . . -~-·-::,. .. ·:;," '," 

75, en tanto que si la ventana fuera de tamaño 100, se han considerado en esa gráfica los datos 

del Tiempo 1 al 1 OO .. 

En esta forma de representación de datos. siempre es preferible usar una escala grande, a 
' . ' " ~' ' .. . . - . . . .. -. - -. ·- - - - ..,_ . 

diferencia de las gráficas 27 al 30,' do_nde ~ori ó.e~sarias, es~las pequeñas. Entre .más chica sea 

la escala, más imprecisas serán · l~s,¿lti~~s 13u~OC(),~~el~ciones •debido. a ~~e/ si-~tilizam?s ·una 

ventana de tamaño 20 por ejempÍo;';··'~-~~t,~~6rrel~giórl>.Oio.~e o~tendrá;Jitil/~~rid~ ta'n sólo la 

relación entre el primer y último ci~to.'~~.!~~v~rit~'.8~. D~·~~t~in~;flfr~,· ~lri~~~/~·~~ d~t~~de los 

cuales se obtiene la autocorrelaciéÍn es máfg~arid~ ·~ntr~ rrí~y~r:sea ~I t~rTi~ho de lá ventana, y a 

escalas chicas sólo podemos considerar f~~ f>,ri~.eras éiuto.co·r~~f~clohes. 
;-." 

La g<áflca 31 mue•tra un oomportam;ento :i:~~t~ ~g l~t p<IITM>r•• autooorrelacione•, para 

después sobresalir en los valores de. K=7 yK;B, •·l~s· 'autocorrelaciones que sobresalen 

posteriormente en K=17 pueden no ser muy significativas por el tamaño de la ventana. En el caso 

de las autocorrelaclones K=7 y K=8 reflejan una característica particular de los 50 datos en 

cuestión, en tarifo que las últimas autocorrelaciones no deben ser tomadas muy en serio, puesto 

que pueden verse a(ectadas por un número insuficiente de datos. La gráfica 32 utiliza una ventana 

de 100, por 1o·qJ~ ~-~·más significativa. Ahí podemos observar bien que en general se trata de un 

comportamiento de la ACF decreciente infinita. 

Las gráficas 33 y 34 son muy similares, aun cuando la diferencia en el tamaño de la escala es 

grande, y muestran un comportamiento decreciente, en donde en escalas grandes sobresalen los 

valores negativos en las autocorrelaciones grandes. 
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2.2.2 Función de Autocorre/ación Parcial 

Aunque la función de autocorrelación nos proporciona información importante respecto a la 

dependencia de un dato con los anteriores, existe otra herramienta para apoyarnos en el análisis 
. . 

de estas dependencias, esta herramienta es la función de autocorrelación parcial (PACF). 

La PACF, representada por Pkk = 'k se define como la contribución de la variable autoregresiva 

Z,_¡- al modelo AR(k) , dadas las variables anteriores Z,.:.1,z,_2 ,z1_3 , ..... ,Z,.:.k+I. Esta fuerza de 

aportación se estima mediante las ecuaciones de Yule~Walker; 

P1 = r/J1 +r/J2P1 +r/J3P2 +< .. ~.+r/JkP1-k 
P2 = r/J1P1 ·+ r/J2.+ ~Jp; + ..... + 'r!JkP2-k 

Sustituyendo los valores de autoé:orrelación en las ecuaciones. de · Yule-Walker obtenemos un 

sistema de ecuaciones de K ecuaciones con K incógnitas,· en donde sólo nos interesa obtener el 

valor de r/Jk = lk , de esta manera para cada K debemos resolver el sistema de ecuaciones de 

KxK. Se puede obtener la forma escalonada por renglones (no reducida) para un cierto número k 

de autocorrelaciones que se desea obtener, o bien utilizar la solución general: 

'k = 

en donde 

k-1 
,. 
1 

rk - l: 1k-1,/k-j 
J=I 

k=I 

k>I 

}=1,2, .... ,k-1 

TTIS"Cl (''()t.T }!~ k1 ".i1 
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La furción de autocorrelación parcial (PACF) del modelo utilizado en la sección anterior se muestra 

en la gráfica 35, donde se supone estacionaria la función de autocorrelación parcial. 

'~---.·-- -----·---------...------...-

Funcion de Autocorrelacion Parcial 

.. 
" 

: :1 
•, ·-------·-·--·--··. -~ -02! 

"ª'' i 
-oei 

1 

...... ··-¡·, . ···--¡¡-· ---,,,.1 
-oai· 

! 
_, \ ____ , ___ --------:-- - -----¡-- -- -·-·-a~--- --.o-- ----12·-

Gráfica 35 Función de Autocorrelación Parcial 

La PACF se trunca en 2, aunque el valor de la segunda autocorrelación parcial sobresale muy 
- :•• 

poco del intervalo de'. confianza, por lo que pudiera considerarse un cero. De esto y de la 

información obt~niªa ~n: la función de autocorrelación (ACF) se infiere que probabl~mente el 
·-' ~l-; 

modelo n1áiap~ci~i~g6para representar la serie si fuera estacionaria en la autocovarianza sería un 

AR(1) o AR(2); dadbque la ACF es decreciente infinita, en tanto que la PACF se tllfnca en 2. En 

este caso .al obtener un modelo con la metodología de Box y Jenkins se pueden obtener . 

predicciones relativamente precisas, pero se pueden obtener predicciones mucho mas útiles si se 

utilizan únicamente los datos más convenientes (el último patrón de comportamiento de los datos), 

en este caso los últimos 100 datos, aunque no siempre es fácil determinar donde empieza el nuevo 

patrón, pero independientemente de donde se trunquen los datos, descartar datos con patrones 

que ya no se encuentran vigentes puede mejorar mucho el modelo de predicción. 

Al igual que en el caso de la ACF con ventanas, la PACF se puede calcular utilizando una escala 

fija y una representación tridimensional de los datos, o bien una escala y un parámetro fijos (tiempo 

o intervalo que separa a dos observaciones). La gráfica 36 representa la PACF para una escala de 

70 con 20 autocorrelaciones parciales. 
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Gráfica 36 Función de Autocorrclación Parcial con Escala= 70 

Las dos partes de la gráfica se truncan en uno, aunque aquí, al igual que con la ACF, observamos 

una diferencia significativa en la fuerza de correlación. En general podemos decir que tanto la 

PACF como la ACF pueden proporcionarnos la misma información con respecto al comportamiento 

de la autocovarianza a través del tiempo, aunque pueden servirnos para determinar 

simultáneamente que tipo de modelo representaría bien el comportamiento de la autocovarianza 

en diferentes periodos de tiempo. Por supuesto que si se desea estimar el modelo específico de un 

periodo de tiempo, se requerirá utilizar la metodología de Box-Jenkins en forma normal utilizando 

sólo los datos de interés. 

También son posibles las representaciones gráficas en el plano para la PACF, en este caso sólo 

nos interesan los valores de K=1 y K=2, dado que de las gráficas 35 y 36 se concluye que para los 

demás valores de K las autocorrelaciones parciales son cero. 

TP<'"'(; (fíl"I. 
. t~·i'll1) .. ! nT 

FAL111 JJt u1uGEN 

47 



Gráfica 37 PACF con Escala= 70 para K=I 

J 
.. ¡ 

.. r 

Auloco""h1cion Pare~v.;;¡;;;;~ 
K= 2 E•clll11= 70 j 

:_'.l~ .. -~ .. -1111-tOo-~ ... ~"ª~,'°-,:,¡,-lD(I 
Gráfica 38 PACF con Escala= 70 para K=2 

La gráfica 37 proporciona la misma información que la representación tridimensional, con dos 

diferentes val()res ~e ~Ut()correlación parcial para K=1, es decir, que en la segunda parte de los 

datos el valor'.~e 1~'.ª~,t~correlación es más grande. El caso interesante es cuando K=2, que en la 

PACF de todál~ ~~ri~(~in escalas) sobresale ligeramente del intervalo de confianza, en tanto que 

cuando se ria1~ula por ventanas ninguna de las dos partes refleja este mismo valor, sólo aparece 

en medio de 16s dos grupos de datos en la gráfica 38. Se infiere de esto que si se tien~ri dos 

patrones en una serie, cuando la función general refleje una característica que no.se encuentre en 

ninguno de los grupos de datos, se reflejará en el punto medio de estos datos. Este puede ser de 

gran ayuda si se desea truncar los datos para tomar el grupo con el patrón de comportamiento más 

apropiado para realizar predicciones. 

Las gráficas 39 y 40 son las PACF para los dos grupos de datos representativos, nótese que en 

ninguna de las dos gráficas es significativo el valor de K=2. La gráfica 40 tiene sin embargo, ciertos 

valores fuera del intervalo de confianza que deben ser analizados si se desea obtener un modelo 

de estos datos (101-200). 
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Gráfica 39 PACF con Escala= 100, para 
Tiempo= 51 

. ~.:.i~-;;,~ ;¡;Aul~•~~~l~~i~~~.;V;nta~-~l, 
Tiem110 = 150 Escala = llHI J 

! 
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Gráfica 40 PACF con Escala= 100 para 
Tiempo= 150 

En general, Ja función .de autocovarianza proporciona información bastante útil para obtener 

modelos que nos,permitan predecir: Sin embargo, aunque tanto la media como la varianza se 

pueden pseudo-elimi~ar .. con ~IJi~ dÉt ,fa~Íli~~r er análisis de la . serie de tiempo, úna funclón de 
, : :, '." '., ; :},; '· ,~:.:,, :, : ~ -':<. -. _,.; ~:/: .;.,¿'?-'.<;-.. -).~:_;,:.~·:.,,·,_-,._.:_~~---.--·' __ "'o·:)·--· -~ · - · -~\- :"e'·.-.. '.,:-_···_" .;: ·, 

autocovarianza ·no esla~io'riar¡a ~~-:M~g¡¡~n;~·nt~ ilTlposible de modelar, especia1n1~~te J)orque en 
----1~,~-"-"J"'''''•',t;··. ·>··:.-,--:-·._, -\:.~·-· ·:·'_,.,-,_; __ '"·--'·· ··;· ·-·· ,·_:- . . , .. ··"··· ' 

la inmensa mayoría de 1ód,:dJso~ de :la vida r~aflos cambios en la función de autbco~árianza son 
';:~: :_ . ,,,:· -~',··~ .·¡:~ - ' . ; ··~:·:,. ' ... _ .. ~; 

aleatorios y prácticarn~nte)rní:>r~~~cible(De esta manera, lo más. qUe podem'ósrealliar-"cuando no 

es posible obte~er'G'n Áihgé'10 QlJ~ r~pr¿s~nt~ los ci:imbi~s 'eri la función d~ ~üÚ~óJ~iiia"nia'átravés 
-_ - - . .. - :t. ... -;-.: :'·-~ ... ~:>·'·,- - .. ,. ( -"- .. -.. .. -. . - . ., -- , -· - --- -~-----:--:. ~'-::::~-- -.- , -.. -- -. , ..... , .. " ... ; ... , ... ,. -~ "" .. --~ .. -''-:. ::s:-~:~.-~-c:;~~;"'-· ..'.' . ,, .. -._·:.:-: ~ 

. ' , . ..· '.,::_'.. ·. '._' -._" ._. -; .... :.'· ·,-·'. -.- "·' ·: .. '..' .... ·,,-·': ·:. 
del tiempo es reducir nuestro análisis a un subconjunto de datos con un compcirtamientci que se .· ' _. - ,. ; .. -. ··_;~~-<- ·:~· : .. _ .. . -.. , -~- ",-.-:::»,_·:~-- .- .. - ... "' 

considere representativo, así el modelo que se obtienes~ C()nlPOÍ1a~~ de ~§l!er~o al Pé)trón actual, 

sujeto desde luego a errores aleatorios. 
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Capítulo 111 
Análisis de la Frecuencia y 

Fluctuación Estacional 

En este capítulo se tratará ahora el tema de la periodicidad, que aunque en muchos casos suele 

perma11(;JC:efC()f1S~~llt!l"(;JI patrón periódico de una serie (temporadas anuales, por ejemplo), existen 

otros ~sos en; los que. se pueden tener ciertos tipos de periodicidad que ti~nen una duración de 

tiempo finit~; Cu~n~~ ~~to sucede, se hace. necesario. el_ uso .de. otros· métodos que nos permitan 

ubicar losdit~~ent~~-tip6~ d-~ p~riodicidad a través.del tiempo. . 
... · ."-·,•.;' ,.; .. ·,'\··><'';,. ,,. . .. '. ' 

. ;:.·.; .. _~.···::.'!.········ . ' -· ~.-: ~ ~. 

Cabe señalar qLEI existl:! uria '.fuerte relación entre la frecuencia o periodicidad de una serie y la 
- ·--:".,- . ·,· ·'º- .. ;-¿- c_,,;,o..~~-·- ,., ..• ,·'-'"7 . . «::~~ 

función de aufocov'arianza/puestO que si se tienen diferentes comportamientos en la frecuencia a 

través del tiempo, esto implica que existen diferentes patrones de comportamiento de la serie y por 

tanto una autocovarianza no estacionaria. 

3.1 Diferencias Estacionales 

Hemos visto anteriormente que al analizar la tendencia y la varian~a, se pueden presentar algunas 

dificultades cuando se tiene una variación estacional. De hecho, como se méncionó en el caso de 

las diferencias ordinarias, cuando tenemos fluctuaciones· estacionales, ·se cGrllple la condición de 

homogeneidad, pues los movimientos o comportamientos cíclicos ocasionan que las diferentes 

partes de la serie tengan semejanzas entre si, con la diferencia del nivel de media en casos con 

tendencia. Generalmente después de eliminar la tendencia de una serie, la variación estacional 

puede resultar evidente, salvo en algunos casos en que la varianza tenga cambios muy 

significativos. 

Aunque en general una serie con fluctuación estacional puede ser analizada en la forma original, 

es preferible en algunos casos intentar "eliminar" la variación estacional, es decir, trabajar con otra 
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serie equivalente que represente las diferencias entre los valores de un periodo y los del siguiente. 

Por ejemplo cuando las observaciones se realizan cada mes, en cuyo caso es muy común tener 

una periodictdad anual y se suelen utilizar los valores con respect()_é)I rrii~fl"l(), l"ll~~Ccd~I a~o _anterior 

(diferencias estacionales). 

Si sabemos que la longitud del periodo de la fluctuación estacional es de s , entonces la nueva 

serie diferenciada estacionalmente se obtiene como: 

Lo cual nos da como resultado valores de comparación con el último periodo, y en donde se tienen 

en total /1 - s diferencias estacionales, Jo que significa que tenemos s datos menos que Ja serie 

original. 

Consideremos la serie de tiempo del índice de ventas naci.ona.les netas al mayoreo mensualmente 

(Base 1994=100, Datos del JNEGJ), cuya gráfica se muestra a continuación. 

Gráfica 41 Índice de Ventas Netas al Mayoreo mensualmente (Base 1994=100) 

Se observa un comportamiento periódico con una temporada alta de ventas en diciembre, aunque 

con diferentes niveles de media cada año. Aunque en este caso es obvia Ja fluctuación estacional, 

TESIS Cíl~J 
FALLA DE Of\iGEN 

51 



conviene estabilizar primero la tendencia siempre que sea posible. Como en este ejemplo se trata 

de una tendencia estocástica, realizando una diferencia ordinaria se estabiliza la tendencia, 

Gráfica 42 Serie estacional con tendencia estabilizada 

Después de estabilizar la tendencia ya no es tan obvia la variación estacional, aunque en esta 

forma podemos utilizar la ACF y la PACF a fin de detectar autocorrelaciones estacionales, como se 

muestra a continuación: 

l------------ -... ·- .. - . ·- - ·, 

!'~~@¡1 
.. , 

Gl'áfica 43 ACF de la serie con fluctuación 
eslacional. 

·r-~---~--~----~----------- --------~---~---, 

"[ Funcion lle Autocorrclacion Parcial 1 
ul l 

;:~~r~i.. ... --,·r!~~; 
'" 

- -¡ IO i5 

Gl'áfica 44 PACF de la serie con fluctuación 
estacional. 

LA ACF tiene en este caso autocorrelaciones significativas en múltiplos de 12 y en forma 

decreciente, lo cual es un indicio de que se trata de una variación estacional con periodicidad 12. 

Esta puede modelarse mediante la metodologia de Box & Jenkins, o bien pseudoeliminarse 

mediante diferencias estacionales. 
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'º --·--...------ .. -------- ·-------.... ----.------.-------- -.,.----.-----

Gráfica 45 Serie diferenciada estacionalmente 

La gráfica 45 muestra la serie de ventas después de. r.ealizar la diferencia estacional para un 

periodo de .12. La interpretación de esta nueva serie a la que se han aplicado ya dos diferencias 

cuna ordinaria y una asia~1~Aap'no_: es tan• simp1e; no obstante podemos concluir que 1os 

incrementos en 1as ve~tas ~ª :¿fi '1Ao ~ o~rd ¡¡~~~rí uri 6omportamiento estocástico. ·. ·> :,. _··/·~,,_ ~- } : _:;: :~·-'· . /;:S.::.,:.<-;:·;; ._ .. __ (t' -~-.:·~-';: _·_.~_;:·:'.. ···":.·~:-· ";,)'..:.:··-.. '.:>/t .. ·.:, 

<'·:~·'.}~?, {; '¡ 'o···· :>'; ' 

que este pafróri ci~'6ohiportarl1Íéntg\istaÓio~al se encuentre presente en toda lá serie, lo cual suele 
~- ·-' - ; . . . . ,. . . - - , . -"':. - ' '. . . / . : . '. .. . ' '•; - . . . ' ·.;: --

ser lo más común en series de tiempo con datos mensuales y periodicidad a~J~1.i ~b~eJ~inplo, si el 

comportamiento cíclico se presenta sólo durante un intervalo de tiempoesp~cifi~o~:-~~:~sécaso no 
•'".· :,,>.t-· - .• 'f.'·-·.'-' 

servirá de nada aplicar la diferencia estacional, a menos que se. desee anaUzár sólo ese 

subintervalo. 

3.2 Análisis de Fourier 

Al igual que en el caso de la media, la varianza y la autocovarianza, donde se utilizaron métodos 

de ventanas para analizar las propiedades espectrales, de la misma manera, el análisis de Fourier 

puede aplicarse mediante el método de ventanas para obtener una mejor apreciación de la 

frecuencia para series de tiempo no estacionarias. Pues al igual que en el caso de las propiedades 
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espectrales anteriores, una serie puede tener diferentes tipos de periodicidad o cambios en el 

patrón de los datos que afectan a Ja frecuencia de la serie: 

Aunque las series de Fourier son particularmente eficientes para analizar series periódicas, cuando 
.. - _- . -- - . e.~ - . 

se analizan secuencias aperiódicas puede resultar incongruente o poco útil aproximar la serie 

mediante funciones periódicas. No obst~~nte, en este caso existen dos alternativas viables: La 

transformada de Fourier con ventanas y la trélnsformada Wavelet. En este apartado se presenta el 
. ., ,-

uso de la transformada de. fourier: utiHzando ventanas para analizar diferentes tipos de secuencias 

aperiódicas o periódidas ~ol" p~rt~s'. <; <" 
' - -·- . " . . . --- .- :.· :~ ::- ---

Básicamente el procedimiento consiste en aproximar la serie de datos mediante una superposición 

o combinación lineal de senos y cosenos de diferentes frecuencias. En donde Jos coeficientes de 

estas sinusoides representan Ja fuerza de aportación de las frecuencias respectivas. 

3.2.1 Transformada de Fourier Discreta 

Dado que se desea aproximar Ja serie de tiempo a través de una combinación lineal de senos y 

cosenos de diferentes frecuencias, utilizamos para este fin una base ortogonal· de funciones 

sinusoidales, de esta manera, se puede demostrar que si n es el total de datos de Ja serie que se 

van a aproximar, entonces las funciones 

{l,cos Wol,cos 2w1/, ..... ,cos(n - l)Wot ,sin Wal ,sin 2Wol , ..... ,sin kw0t , ........ ,sin(n- l)w0t} 

constituyen una base de funciones ortogonales en el intervalo de 1 < I < n , en donde a 

2;r 
w0 = - se le conoce como "frecuencia angular fundamental" y wk = kw0 es la k-éslma 

11 

k 
frecuencia angular, dada en radianes. A la frecuencia se le conoce como la "k-éslma 

11 

armónica". 

. ......... 
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Se observa que como la. duración de. un periodo de una sinusoide es de 21í, al. dividir 
2
,. se 

11 

obtiene¡_ Ufl~ ve¡~i~n~J~ S:i!lY'.S:C>i~e~~~1:1ncll~~-Elfl~~Ú1Elrr1PR~91J~JJ~OE!~ÜQ~~dL1(~'?ióQ.cle¡11 . __ Por_ otro 

21ík .. -··-···. ··. ,/;··'.······-.··· .. -. )······\ .• <:< .... ········'·······.·-...... /~<· .. ····.·:\>(··.·····.······ .. · .. 
lado, -- indica.que la'siriusoide·recofrerá .kperiodosen.n_. valóresde,tlempo. 

11 . ... . . .- 1 ·-v ·<••1-1<• l1C· ";• •. -•; 

_;;__·:.::_;o,;_~_-.:_=--'------.--=-oo_-_-_---;~-

La serie de Fourier se ~e-scribe entonces, como una combinación lineal de. los elementos de la base 

ortogonal: 

11-I 

z, = :L(akcosWokt+bk sin ll10 kt) 
k=0 1 

• • 

' . 

Esta combinación lineal de sinusoides se acostumbra expresar con más frecuencia en su forma 

exponencial compleja: 

que significa que la serie de· Fourier se pu~c!~I~scribir como una suma de exponenciales 
'• • ·, • '; .. : :.,:~:· :.'.:.·.: • •r 

complejas, en do.nde los coeficientes et s~r C:_~rpplf jo~'.A~n~~7 'no lo, parezca, ésta suma sigue 

siendo una combinación ii~~ál d~2sen~~ yjc:~s~~o~\~J~ ¿~M~~S"ia s~íie de .valores. reales· Z, , 

considerando que 

De esta manera, la forma compleja de las series de Fourier nos permite representar con un solo 

coeficiente complejo la fuerza de aportación de los senos y cosenos que tienen la misma 

frecuencia. Así, la base de /1 funciones ortogonales que generan al espacio de series de /1 datos 

se puede escribir como: 

B = { l eill'¡¡/ il»o 21 iwn J¡ eiw.,kt in;, ( 11-l )/ } , ,e ,e , ...... , , ........ e 

Es muy importante aclarar que las funciones que constituyen la base están definidas para valores 

discretos de tiempo, y que por tanto se trata en realidad de una base de series ortogonales, en 

donde el k-ésimo elemento de la base está dado por 
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.e'"'ok1 

La demostración de la ortogonalidad de estas series, o funciones discretas, es sencilla, puesto que 

el producto interno entre dos de estas funciones genera una se;rie geométrica. De esta manera, si 

u * v , entonces el producto interno de dos elernen,tos de fa' base se escribe como 

n . . .. n , . ¿ ei"'ulll.e-ill:o"' ='~~Íll;o (11~1')1 
1=1. . .. ,,,,,;· 

Considerando que e_I n-ésimo f)lernen.to _c:ie ~sta ~Ú~a es siempre igual a 1, podemos por 

conveniencia sacarlo de I~ sLl,rTl~tori~; lo que'~q~i;~¿le también a ajustar los índices de la sumatoria 

desde cero hasta: n-J '.·~sí, ~justa~do los índi6es y aplicando la fórmula para la suma de series 
,- . "- -- -·.'. : ·.: .,. :~-. '·,, " . - ' 

geométricas, obte~emos;', 
,,_1 e1w0t11-v)n _ l e2n-1(11-1•J _ 1 1- 1 
~ lw0(11-v)I _ _ - - O f:ct e - e/Wo(ll-V) _ 1 - e21l'i(t1->')/n -1 - a_, -

Así, el numerador siempre es cero dado que el coseno de un múltiplo de 2;r es uno y el seno 

siempre es cero en ese mismo caso. El denominador no puede ser cero debido a que u i= v . 

De esta manera, la base de /1 vectores ortogonales nos permite representar cualquier serie de 

tiempo de /1 datos como combinación lineal de los elementos de la base ortogonal. Dicho de otra 

manera, cualquier serie de tiempo z, se puede escribir como la suma de las proyecciones 

ortogonales de z, sobre los elementos de la base B. Esto es: 

Z, = proy/J Z, + proy,1 Z, + ........... + proyu Z, 
o 1 lf-1 

... __ .. -·----··-··---------------- ----·- -- -,, 
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en donde Bk es el k-ésimo elemento de la base B, en tanto que la k-ésima proyección ortogonal 

esta dada por: 

n ¿z
1

e-i"'okJ 

J=l eiwokl 

n 

. . 

Cabe señalar que al dividir entre .la norma equivale a utilizar una base ortonormal. Podemos ver 

que 11 representa la norma al cuadra~o de los elementos de la base B. La serie de Fourier se 

puede escribir finalmente como la suma d~las~royecciones 
11-l 

·z· - " e' e''"~k' 1 -'Z....J k ·.·· 
k=O" . .. 

en donde los coeficientes de proyección (coeficiente~· de Fourler) se calculan como: 

De esta manera, podemos definir la transformada discreta de Fourier como el producto Interno de 

la serie con el k-ésimo elemento de la base B, esto es: 

11 

i = "Z .e-1"'"kf 
k ~ J 

J=l 

que es en realidad 11 veces el coeficiente de proyéc~iÓn .. CÓ~o la trarn¡formada discreta de Fourier 

representa el comportamiento de la serie en función de k (frecuencia) en lugar del tiempo, 

podemos decir que se trata de una representación de la serie trasladada del dominio del tiempo al 

dominio de la frecuencia. 

La gráfica de las frecuencias (armónicas) contra las amplitudes (magnitud de los coeficientes de 

Fourier) constituye el espectro lineal de Fourier. Cabe señalar la diferencia entre el uso de la 

frecuencia angular y las armónicas de Fourier, puesto que los valores de la frecuencia angular van 

desde cero hasta 21r . Como se ve en la gráfica 46, la gráfica es simétrica con respecto al valor de 
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;r. Esto se debe a que la transformada de Fourier de cualquier serie de valores reales genera 

valores conjugados complejos para las frecuencias Wok y Wo(n -k) ,·como se ve en la gráfica 47 

(Datos de la-gráfica41, serie de ventas netas al mayoreo), conde se tiene la simetría con respecto 

a la parte imaginaria del dominio. Nótese que Wo(n-k) = Wo(-k) 

Gráfica 46 Espectro de frecuencia angular 

Espectro de Frecuencia Anf.,'lllar 
- ·:· .... -, 

!-. i r 
/:i 

1 ' , ; 1 \' l i . 1 ·¡ · ' 
· · , . 1 1· ,r •\ 1 • ¡ i1 , 
¡ ,'i. 

1
11 ¡ 1 :~ ¡.:il~1· 

! ~ 1 1 • • . ' 1 " /' 

. ~1:lft1t t~.,11 r ¡ .. 'J·::r . 
·~ ¡IÍ :1 --, 

. .f-1 ! \ + \. ~'i/"';, 
~---~¡~.·~~ni···- .• r\ ·r·ÍI ~m!t-D 
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01 
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Gráfica 47 Espectro de frecuencia sobre el dominio 

de COSWok+isin Wak 

De esta manera, considerando que los coeficientes de Fourier generan por separado valores para 
·, .e -

las frecuencias, angulares positivas y negativas (aun cuando se refieren a la misma armónica de 

Fourier), el e~Bect~o lineal para las frecuencias de O a % se calcula sumando las amplitudes de 

frecuencias equivalentes pero con diferente signo, esto equivale a multiplicar los valores de las 

amplitudes por dos (desde k = 1 hasta el máximo valor de k que satisface !!_ < ~ ), dado que las 
n 2 

amplitudes para las frecuencias !!...y _!!_ son iguales puesto que sus coeficientes son conjugados 
ll 11 

complejos. 

La gráfica 48 muestra el espectro lineal para la serie de ventas al mayoreo utilizada en la sección 

anterior. En ella se aprecia en primer lugar la frecuencia de 1/96 como la de mayor amplitud, 

1 
siendo 96 datos en la muestra. Cuando la frecuencia predominante es de - , entonces existen 

11 

indicios para suponer que no hay periodicidad, sobre todo si es prácticamente la única frecuencia 

- ---------------- ---- ---
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predominante. Sin embargo, cuando la diferencia es pequeña en relación con la segunda 

frecuencia predominante, en ese caso cabe la posibilidad de que exista periodicidad. 

Gráfica 48 Espectro Lineal Gráfica 49 Periodograma 

La gráfica 49 muestra el periodograma, el cual se obtiene como la magnitud al cuadrado de los 

valores de la transformada de Fourier: 

De nueva cuenta, para las frecuencias de O a Y., sumamos los valores para k y -k. Entonces el 

periodograma queda como: 

{ 

1 
A 12 2 zk 

l(k!n)= A , 

jzk¡-
O<k<n/2 

k =O;k =n/2 

Podríamos decir que el periodograma es una versión del espectro lineal en donde se han 

exagerado los valores de las amplitudes al elevarlos al cuadrado, lo que resulta en una gráfica 

donde se aprecian mejor las frecuencias que predominan. Esta representación del espectro es 

llamada comúnmente "espectro de potencia". 

3.2.2 Espectro Teórico v Niveles de Siqnificancia 

El periodograma refleja con mayor claridad las frecuencias predominantes, aunque no siempre es 

claro qué frecuencias se deben considerar como significativas, por lo que conviene obtener un 

..-~-~·----------. 
m"; (i'¡'(I "•rr.· 1 
l l11Jl1) lJU~ 
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intervalo de confianza para determinar las frecuencias estadísticamente significativas. Así, para 
.·-, o 

obtener el interva1~·de cOnfianza, se requiere primero normalizar el espectro, de manera que éste 

tenga un v~lor pr~me~io clecu~o;iÓicho de otra manera, la serie debe normalizarse para tener una 
·~ ': /,~ 

media de cero y varianza de uno. 

Cabe señalar la relación que existe entre la varianza de la serie y los valores de los coeficientes de 

Fourier, puesto que, mientras con la frecuencia k =Ü, el valor.de ck reflé~a la rriécliade la serie, 

con las frecuencias distintas de cero el coeficiente ck proporciona infonnaéi¿n s~br~ la '.".arianza de 

la serie para cada componente de frecuencia k . De hecho, utilizando la idenÚdacf de Pa.rseval: 

11z, 11' = lli; 11' 

podemos obtener la varianza de la serie como: 

Que significa que la suma de la magnitud al cuadrado de los coeficientes de Fourier es igual a la 

varianza de la serie. Nótese que no se incluye el coeficiente c0 en la sumatoria. Esto se debe a 

que, para normalizar la media de la serie en el dominio de la frecuencia, basta con hacer c0 =O, lo 

que en el dominio del tiempo equivaldría a restarle a cada elemento la media de la serie ( Z, - Z ). 

Dividiendo ambos lados de la identidad de Parseval por 11 , obtenemos la fórmula para calcular la 

varianza de la serie en el dominio de la frecuencia. 

Conociendo la relación existente entre la varianza de la serie y el espectro de potencia, podemos 

ver que normalizar la varianza de la serie equivale a tener una media de uno en el espectro de 

potencia. Esta normalización se realiza entonces dividiendo los valores del espectro de potencia 

entre la media de éste: 

Tn(1•r'f C(';"·.J 1:~:).l;'\ JI / f~', 
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Esta forma normalizada del espectro nos permite comparar directamente la serie que se analiza 

con un espectro teórico, es decir, un modelo de comportamiento que nos sirva de base para 

comparar si_la serie sigue ese comportamiento hipotético o si existen ciertas frecuencias que no se 

ajustan a éste. Por ejemplo, cuando comparamos una serie de tiempo con el espectro de ruido 

blanco, podemos determinar que valores del espectro de la serie pueden deberse a fluctuaciones 

aleatorias, o a causas ajenas a la aleatoriedad. 

Sin embargo, para que dos espectros sean directamente comparables, es necesario realizar la 

normalización antes mencionada. _El espectro teórico nos permite obtener el intervalo de confianza 

con un nivel de slgnificancia a de que los valores del espectro de la serie se ajusten al espectro 
. ·. ·;;. ,o·.· ,·• • 

teórico. Para obtener el i~ie~~l~_&~;rbo,nfianza partimos del supuesto de que Z, se éncuentra 
'o. :· . ···"":'.,;::· -;:·.::. -,. '. ·. ( ,"- -,, ,::·. ~·::.: <'"':'.,'.(:. :· :;>",\: ',, .: . ~ '.. )-

están tambié~ Íl~r~al~~n·t~ ~i~triBui~~~, (Chatfield, 1989). Dado que el cuadrado de una variable 
~é. .. ;< .·• •• ; ._.:..: -· 

normalmente distrib~id~. s~ distribuye como una chi-cuadrada con un grado de libertad, entonces 

¡zk r se distribuye con dos grados de libertad (parte real y compleja). De esta manera, si asumimos 

un espectro teórico, posiblemente ruido blanco, la distribución del espectro de potencia 

normalizado es: 

en donde lt es la función de media del espectro teórico que se utiliza, y"=>" indica "se distribuye 

como". En el cáso del ruido blanco la función de media tiene un valor constante de uno. 
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P,eriod11grama, 

Grálica 50 Ventas Netas al Mayoreo Grálica 51 Ruido Blanco 

La gráfica 50 muestra el intervalo de confianza del 95% para la serie de tiempo de ventas netas al 

mayoreo (en rojo), en tanto que la línea azul representa el valor promedio del espectro teórico (en 

este caso ruido blanco). La gráfica 51 muestra el espectro de una serie de ruido blanco, donde 

podemos ver que el 95 % de los datos queda bajo la gráfica. Otro aspecto a notar es que, debido a 

la normalización, las dos gráficas son comparables directamente. Entonces, los intervalos de 

confianza del espectro de ruido blanco muestran las frecuencias que pueden deberse a la 

aleatoriedad, si suponemos que existe independencia entre las observaciones. 

El intervalo de confianza nos permite de esta manera descartar ciertas frecuencias que no sean 

estadísticamente significativas aunque se distingan de las demás. Es decir, que pueden deberse a 

factores aleatorios. 

Aunque el espectro teórico de ruido blanco es útil para analizar una gran cantidad de series, hay 

casos en que se requiere comparar la serie con modelos de comportamiento más complejos. 

Consideremos la serie de tiempo que se muestra en la gráfica 52, que representa la temperatura 

de la superficie del mar meridional (SST, Sea Surface Temperatura) cada mes desde 1856 al 

20024
, estos niveles de temperatura se relacionan con el fenómeno de "El niño". 

~ Valores mensuales para el NIN03 .4 SST (SN-5S, l 70- I 20W). Los datos de 1856-1949 se obtuvieron de la 
página "Kaplan's OS SST' en la URL: lillp://ingri_cJJdgo.columbia.edu/SOURCES/.KAPl,.AN/ Indices/ 
Los datos de 1950-2002 se obtuvieron del "Climate Diagnostics Center OISST" en la URL: 
ht!n://f}.p.nce1111oawov/data/cddb/. 

--------------------·-----
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Gráfica 52 Temperatura de la superficie del mar meridional (SST) mensual, 1856-2002 

Como es de suponerse, la temperatura de la superficie del mar cada mes se encuentra relacionada 

con la temperatura del mes anterior, De hecho, utilizando la ACF y PACF se obtiene que la 

autocorrelación parcial de la serie. se trunca en uno' C:on un valor aproximado de 0.9 para la primera 

correlación. Este tipo· dé comportamiento es muy común en la vida real y se puede representar 
·. . .... _;,:o'< ·.·' -

mediante el mod~IO~~torégresi~o AR(1 ): 

El espectro gemi'rado por este tipo de modelos para valores de p 1 menores que 1, se conoce 

como "espectro de ruido rojo'', llamado así debido a que en estos modelos las frecuencias 

predominantes son las más pequeñas (periodos largos), en relación al espectro de la luz. 

De acuerdo con Gilman (1963), la función del promedio del espectro del modelo autoregresivo de 

ruido rojo está dada por: 
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Esta función puede calcularse obteniendo la transformada de Fourier cuando se supone que el 

valor de las aleatoriedades e, es cero. Nótese que cuando· p1 = O , la función da como resultado el 

espectro de ruido blanco (media constante de 1 ). 

... j .. Periodograma , Periodograma 

Gráfica 53 Espectro de la SST Gráfica 54 Espectro de ruido rojo . 

La gráfica 53 presenta el espectro de la serie de tiempo de la SST, donde la línea azul representa 

el valor medio fl del espectro te.órico de ruido rojo, con p 1 = O. 9 . La gráfica 54 es .el espectro del 

modelo autoregresivo que se ha utilizado para comparar, es decir, es un~s¡;I~ d~ ruido rojo con 

p1 =O. 9 . Nótese que fuera. d~I comportamiento normal de un ruido ~ojb'~X~~a autocorrelación, 

se alcanza a tener dos frecuencias significativas. De esta manera, podemos apreciar las 

frecuencias que se distinguen de nuestro comportamiento teórico. 

El uso del intervalo de confianza utilizando un espectro teórico nos permite distinguir las 

frecuencias quese salen del comportamiento normal de la serie {en comparación con el espectro 

teórico que se ha supuesto). El espectro de ruido blanco es útil cuando no existe dependencia 

entre un dato y el que le precede, o bien, cuando la correlación es muy pequeña y puede 

suponerse que es nula. Por otro lado, el espectro de ruido rojo es útil en muchas series con 

comportamiento no estacionario. Existen también otros modelos de espectro teórico que pueden 

utilizarse, tales como el espectro de ruido azul caracterizado por presentar especialmente 

frecuencias altas. 

------------------------
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. Period11gnama 
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Gráfica 55 Espectro de ruido azul, p, = -0. 7 . 

La gráfica 55 muestra el espectro de una serie de ruido azul, en donde la función de media del 

espectro teórico se· obtiene. utilizando la ·misma fórmula que en el ruido rojo, pero con valores 
···,, .. , . ,,.,•. -.,,· 

negativos• de}Pi ~ ~sJo: ~J~~\fi·~~.l~lj+v"c.~~~P,c) ~~, ti~ne una autocorrelación negativa en Pi , es 

posible suponer u~ espe6tro 1 t~ó}iC:~ de •rÜid~ ~iuí. 
- ,. ... ' \: ·::« ._~,:,' ),_~>-' -··:~-:\:_ · 1;r,}:·:~·'.' .:: ,, ,.•," -.. , ·- -~~-:}:::. ;:-.". 

:.l.: C' •'7:'._1. 

Aunque la elección de Pi para ·obtener el intervalo de confianza del espectro teórico es un tanto 

arbitraria, puede utilizarse el valor estimado de la primera autocorrelación de la serie utilizada, 

aunque no siempre es conveniente. En muchos casos puede ser preferible realizar diferencias 

ordinarias a la serie para comparar su espectro con el de ruido blanco, aunque, al aplicar el análisis 

mediante ventanas es poco usual diferenciar la serie, especialmente porque en algunos casos el 

comportamiento de ruido rojo o azul puede ser significativo sólo durante un intervalo de tiempo. El 

uso del intervalo de confianza mediante un espectro teórico, es particularmente útil en el análisis 

de Fourier con ventanas como se planteará mas adelante. 

3.2.3 Funciones Ponderadoras 

Aunque el periodograma de una serie de tiempo proporciona información muy útil respecto a la 

frecuencia, tiene algunos defectos que deben tenerse en consideración. En primer lugar, el 

periodograma no detecta fácilmente la periodicidad de una serie no estacionaria, por lo que se 

-------------------------- -
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requiere que la serie sea estabilizada previamente mediante diferencias ordinarias, modelos de 

regresión o transformaciones apropiadas, y aunque se tiene la alternativa de utilizar un espectro 

teórico apropiado no siempre es claro qué espectro teórico utilizar. Por otro lado, la información del 

periodograma es insuficiente cuando existen diferentes comportamientos de frecuencia a través del 

tiempo. 

Cabe señalar la . relación que existe entre la frecuencia no estacionaria y la función de 

autocovarianz~; dadÓ ~ue: la f~nci~n de autocovarianza estudia el comportamiento de la serie en el 

dominio deltiemp6, m;b.~tr~Qd~~;~ lf! ~~pendencia entre las variables a través del tiempo; en tanto 

que el pericldogra~~ r~~¡~j~'~&óriiportamiento de la serie en el dominio de la frecuencia. De esta 
., '·,.'·'··'·'"··--·, ... -,: '"'' .. ,-,")"-' ---, . 

manera, el perlodd~r~Ma yS~f\cF,sán dos formas distintas de representar el comportamiento de la 
,, . .- ·,; ·_:>~~;-·: ~e,· -. :x_?~~~- . 

serie cambia. atra~é's'J~1.tí~m. '~~.esto se reflejará tanto en la función de autocovarianza como en el ·---- .... '' 

análisis de la fric~E3n~fa con ventanas. De esto se concluye que una no estacionaridad en la 

autocovarianza Implica necesariamente una frecuencia no estacionaria, y viceversa. Sin embargo, 

una serie de tiempo no estacionaria en la frecuencia puede ser analizada también por métodos de 

ventaneo, utilizando una escala apropiada de análisis y analizando la frecuencia para esos 

subintervalos de tiempo. 

Existe también otro defecto que se presenta particularmente en muestras pequeñas de datos, pues 

cuando se toman observaciones durante un cierto intervalo de tiempo, es posible que algunos 

periodos de la serie queden truncados o a medias al principio y al final de las observaciones. Estos 

periodos incompletos afectan a la interpretación de las frecuencias significativas en el intervalo de 

tiempo analizado, especialmente cuando se trata de pocos datos. Por el contrario, cuando se trata 

de una cantidad grande de datos los periodos truncados no afectarán mucho al periodograma 

resultante. 
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Serie Ori~inal .. 
" l"t. ·- i 

•'., .•J 
'i;I 
\ 

Grálica 56 Generación de energía eléctrica 

""" ---.. ----~---~-~-

Grálica 57 Serie Estabilizada ( 1 diferencia) 

Consideremos la serie de tiempo representada en la gráfica 56, en .. d.onde. se muestra la generación 

neta de energía eléctrica mensUal en miles de millones de WatUHora; desde Enero de.1992 hasta 

la mitad del año 2000 (Datos del INEGI). Esta serie presenta un periodo incompleto en el año 
' .-::· ,··,"::::-r· 

2000, que se encuentra truncado a la mitad. La gráfica 57 muestra la serie estabilizada al aplicar 

una diferencia ordinaria, para facilitar el análisis de la frecuencia (estacionaria). Aunque esta serie 

presenta una clara periodicidad anual, en el periodograma (gráfica 58), la frecuencia de 

1 
- ::::: 0.083 queda ligeramente abajo del límite del intervalo de confianza para considerarla 
12 

significativa. Los periodos truncados al final de la serie pueden afectar en ocasiones ligeramente o 

en algunos casos drásticamente a la frecuencia de la serie. Cuando se trata de observaciones 

mensuales es recomendable por tanto analizar años completos para evitar truncar el periodo anual. 

Aunque en este caso la periodicidad de la serie es bastante obvia, cuando existen otros patrones 

de frecuencia cuyo periodo desconocemos, en ese caso es inevitable llegar ocasionalmente a 

truncarlos. 
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\ 

20 • - ; ,. . •· ·- ' 

" -¡ 

Gráfica 58 Periodograma de la serie estabilizada 

En la gráfica 58 se observan dos frecuencias predominantes, la primera es la periodicidad de 12 

(0.083), en tanto que la segunda es la frecuencia de aproximadamente 0.42 (periodo de 2.4). La 

primera, como se mencionó anteriormente, aparece como poco significativa a pesar de ser la 
' - ' ' ~~ -·' ' -' .'. .. ' ~ ' _-- ._ -. 

frecuencia más evidente, la segunda frecuencia es la predominante, ésta sólo refleja el ~Ó~stante 
- ..- '/ ·- :; 

ascenso y descenso de la serie cada 2.4 datos, es decir, en general se tiene un ascenso.seguido 
: . - ' - · .. -, ... -··- ,. 

de un descenso, y ocasionalmente algunos ascensos o descensos seguidos en el valor de la serie 

estabilizada. 

Para evitar que los periodos truncados al principio y al final de Ja serie afecten demasiado al 

análisis de la frecuencia, es conveniente utilizar una función ponderadora, es decir, una función 

que respete los valores centrales de la serie y gradualmente minimice los valores de las esquinas, 

para reducir el efecto de los periodos incompletos en el espectro resultante. La gráfica 59 muestra 

un ejemplo de función ponderadora que tiene el mismo tamaño que la serie estabilizada (gráfica 

57). La versión ponderada de la serie que suaviza el efecto de los datos en las esquinas de la 

gráfica se obtiene mediante el producto 

z; = Z, *W(t) para t = 1,n 

en donde W(t) es el valor de la función ponderadora en el tiempo t. 
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Gráfica 59 Función Ponderadora Gráfica 60 Versión Ponderada de la serie 

La gráfica 60 muestra la_ serie. ponderada en donde se han minimizado los datos de las esquinas. 

De esta manera, para; ponderar la serie debemos obtener primero una funciónponderadora (por lo 

general en form~ de ~a~pana) cuya duración>cie tie~po's~~'i6u~La la·d~ración de la serie 
__ : . · . · , __ '. -~ ..... :~'-;~t'.:~::-~:~;,:i_· :;;t;/·:,_·:_;~-~~ ::·~~:;;:~.:~~~\:~~,~~~-:r.~-:.J~~/-{:~~-'.;~:.::- .. -_~,~2.:~/4:~~'.-_ 

analizada. Posteriormente, se realiza el· producto d~ IÓ~ valorés de lá función ponderadora y la 

serie, para finalmente calcular la transfor~ad~d;Fbl.J~ig/. ~: 
. ·- , ... ___ .-,,_.-.,;.,·· .,· 

n -~· ···.·.-- . , .· . .- .. zk =[}Zj·W(t);e~;w"Aj 
. . j=I. . . . 

El periodograma de la serie de energía eléctrica utilizando la función ponderadora de la gráfica 59 

se muestra a continuación: 

" 
1 

·+ 
1 

Gráfica 61 Pcriodograma de la serie ponderada 

-------------- --------

" 
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En esta gráfica ya se aprecia la frecuencia de J_ como significativa, y en general, al ponderar una . . 12 . . .. 

serie. los vial()[e!; del periodograma representan prin~ipalmente el comportamiento de. los datos 
--·-,__-~-=--=-___,,,--'~""'-"--~_o;;-

centrales de la serie o del subconjunto de datos que se está analizando. Podemos ver entonces 

que el uso de funciones ponderadoras es útil para realizar el análisis de la frecuencia mediante 

ventanas, puesto que al analizar la frecuencia para los subintervalos de la ventana se truncan 

frecuentemerte comportamientos periódicos. Por otro lado, al ponderar la serie podemos ver que 

las frecuen~ia~cercanas a 1/12 han cre6id~:u~'poco, es decir, el pico se ve más grueso. 

·~--. _:.:~>·:~·-' ·: ... I~ -, 
:· :.- ~ - -

La función pónderadCJra qll~:se uú1i~~·~n ~I ~nálisls de la serie se elige de manera arbitraria. 
" .. -.'-~ ~ __ :_ ·, '.·~_;_::·;_ ';!·:-_~:~~,-:, ~;-::'.;'.:::::_.:/_:'?!;:- '. ·:\'"'.::~?":·:_: -.'.-'~:·~'- -: ;~~ ::;:~,·: - : ::· .... ·.·_ :-':_.;:: .. '.·- ·~< ,_: . ':: . ' 

Existen diferente~ ti~6s~d~!turic'ion~~ ponclerad;ras, entre las que destacan las funciones: Hann, 

Hamming,. ~iá~k~~·~}{13~~íl~t~!~1Yri~ngular y Rectangular o de Caja. Dado que estas funciones 
. ' ..... -., ..... '',, .. _:-·.-,,: ..... , 

generan• cer~s fu~r~ d~I ár~a de interés, pueden servir también como filtros cuando se desea 

realizar el análisis de ventanas, por esta razón, las funciones ponderadoras son generalmente 

llamadas "funciones de ventana", dado que pueden utilizarse funciones ponderadoras más 

pequeñas que el tamaño de la serie para analizar un subintervalo específico de tiempo (ventana), 

en donde el producto entre los valores de la función ponderadora y la serie genera ceros fuera de 

la ventana. 

A continuación se presentan las descripciones de algunas de las funciones de ventana más 

comunes (Fórmulas tomadas de la documentación de Matlab 6.0 R12, 2000): 

a) Función de Ventana Rectangular: 

También llamada Función de Caja, el uso de esta función de ventana equivale a no ponderar la 

serie, puesto que sólo filtra los valores que están dentro de la ventana y el resto los vuelve ceros, 

de esta manera, no suaviza el efecto de los periodos truncados al considerar sólo segmentos de la 

serie (ventanas). La función de caja se define como: 

------------------ -· ---
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W(I) ={1, 
o , 

1 SI S 11 

otro. caso 

en donde n es el tamaño de la ventana que sé desea analizar.:En_esta fórmula parala función de 

ventana se asume que se utilizarán valores discret6sde 't. ~sto se debe a•que los valores de 

tiempo de las observaciones de la serie son discretos; y de esta manera para p~~d~far~náserie 
de 11 datos, se requiere obtener n valores de la función de ventana. Las fórmulas para las 

funciones de ventana dadas en este apartado están enfocadas a generar valores discretos,.por lo 

que pueden diferir de las definiciones generalmente usadas de éstas. La gráfica 62 muestra la 

gráfica de la función de ventana rectangular. 

l<Unáon de Vmtana Rt•ctan"ilar 

.. 
" 

Gráfica 62 Función de Ventana Rectangular 

El uso de la función de ventana rectangular se justifica cuando por alguna razón sólo se desea 

filtrar la serie en un subintervalo de tiempo específico, sin ponderar la serie, por lo que 

principalmente es usada en el análisis con ventanas. 

b) Función de Ventana Triangular: 

Como su nombre lo indica, esta función de ventana presenta forma de pico triangular. La fórmula 

para construir una función de ventana triangular de tamaño n es como sigue: 
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2t 
l .S/ :>;(n+l)/2 

11+ 1 

W(t)= 
2(n-t+I) 

(n+l)/2.St .Sn 
n+I 

Para N non: 

o otro caso 

21-l 
l:>;t.S(n/2) 

ne 

Para N par: W(t)= 
2(n-t+I) 

(n/2)+1 :>;1 .Sn 
11 

o otro caso 

. . . 

En las gráficas 63 y 64 se muestra la fünción' de ventana triangular para dos tamaños de ventana 
- ·'':"-.>- --~ - ._-,-·:.''J'·; ·.-:~·. ·: __ · . :o-' r 

diferentes. En la gráfica 63 se utiliza Una ventana de tamaño 11, en tanto que en la gráfica 64 la 

ventana es de tamaño 500. 
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Gráfica 63 Función Triangular de tamaño 11. 
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Gráfica 64 Función Triangular de tamaño 500 

Comparando estas dos escalas, podemos observar que con escalas chicas, los valores de la 

función en las esquinas de la ventana son diferentes de cero, en tanto que a escalas grandes las 

esquinas toman valores muy cercanos a cero. Esto se debe a que en general las esquinas tienen 

2 
un valor de -- , de manera que cuando n tiende a valores grandes, el valor de la función tiende 

n+I 

a cero. La utilidad principal de esta propiedad de la función triangular consiste en que cuando se 

analizan subconjuntos muy pequeños de datos, no se minimiza demasiado el efecto de los valores 
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en los extremos. En general, la característica de la función triangular es precisamente que no 

minimiza demasiado los valores en los extremos al grado de volverlos ceros. 

e) Función de Ventana Bartlett: 

Esta función es muy semejante a la función triangular, aunque con la diferencia esencial de que la 

función de Bartlett genera ceros en las esquinas de la ventana para cualquier tamaño de ventana. 

La función de Bartlett se calcula como: 

2(1-1) 
l 5.1 S(n+l)/2 

n-1 

Para N non: W(I)= 
2(11-1) 

(n+1)/2SI Sn 
n-1 
o o/ro caso 

2(1-1) 
ts,1 S(n/2) 

n-1 

W(t)= 
2(11-I) 

(11/2)+1SI5.11 
n-1 

Para N par: 

o otro caso -

La gráfica 65 muestra la fun.ción de Bartlett de tamaño 11, en donde se aprecia la diferencia con la 

función triangular enlas esquinas de la ventana . 

. Bar;tletl 

" 

D :·-···----··---'- --·---L- -· .. ·--··--··-·----_,__ __ 
1 2 J ' & 1 r • 1 ID 11 

Gráfica 65 Función de Ventana Bartlett de tamaño 11. 
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La función de Bartlett se utiliza cuando se desea que, al tratarse de ventanas de tiempo pequeñas, 

los valores de las esquinas también sean minimizados, puede ser particularmente útil cuando 

existen comportamientos periódicos pequeños truncados. 

d) Función de Ventana Hann: 

Una de las funciones de ventana más utilizadas, tiene forma de campana y a diferencia de las 

funciones triangular y de Bartlett reduce más los valores en las esquinas de la ventana de análisis. 

Su fórmula es: 

-{o.s[1-cos(2¡r(l- l))J 
W(t)= n-1 

1 :::; I :::; n 

o otro caso 

La gráfica 66 muestra el aspecto de la función de ventana de Hann: 
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Gráfica 66 Función de Ventana de Hann. 

e) Función de Ventana Hamming: 

La función de ventana Hamming es semejante a la ventana de Hann, aunque aquí los valores de la 

función en las esquinas de la ventana son distintos de cero y su valor mínimo es de 0.08. La 

fórmula de la función de ventana de Hamming es: 

------------------------------
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{
0.54-0.46cos( 21l'(l- l)) 

W(t)= n-1 

o 

l:St:Sn 

otro caso 

Como se ve, la fórmula es prácticamente la misma que la función de Hann, con diferencia de los 

valores de 0.54 y 0.46, que en la función de Hann son de0.5. La función de Hamming es 

conveniente cuando se desea minimizar los valores en los extremos de la ventana' sin llegar a 

eliminarlos. La gráfica 67 muestra la función de ventana de Ham-ming. 
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Gráfica 67 Función de Ventana de Hamming. 

f) Función de Ventana Blackman: 

La función de ventana de Blackman se caracteriza por disminuir drásticamente los valores en los 

extremos de la serie analizada. La curva en forma.de campana es mucho más delgada que las 

funciones de Hann y Hamming. La fórmula para la fundón cié Blackman es: 
:_- ' ~ ': ~ ,_. :- .. '.: . : . , 

{
o.42-o.scos(21l'(t- t))+o.·08¿os(;ih(t- l)) 

W(t)= n-1 n-1 

o 

l:St:Sn 

otro caso 

La función de ventana de Blackman es de hecho una forma más general de la fórmula utilizada en 

las funciones de Hann y Hamming, y puede utilizarse cuando prácticamente se desea descartar la 

información que aporten los extremos de la serie analizada. La gráfica 68 muestra la función de 

Blackman. 
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Dlackman 
1 --... ----,.--r---··- ---··-: . --·· -·..---···- --1 

Gráfica 68 Función de Ventana de Blackman. 

La elección de la función de ventana apropiada para el análisis de una serie utilizando ' la 
-· .· \. 

transformada d~ f ourier es arbitraria, y corno no es tan sencillo en algunos casos determinar cuál 

es la mejor a utilizar, puede ser conveniente probar con diferentes ventanas, y comparar la 

información que proporcionan. 

Las funciones descritas anteriormente son sólo algunas de las más utilizadas, existen desde luego 

muchas otras funciones (algunas muy sofisticadas) que pueden ser más convenientes en algunos 

casos. Corno ejemplo podernos citar las funciones de Chebyshev y Kaiser (gráficas 69 y 70), las 

cuales utilizan ciertos parámetros que permiten ajustar la forma de la campana de acuerdo a 

nuestras necesidades (por ejemplo, una función que no reduzca a más del 50% los valores de la 

serie analizada). Desde luego, los criterios para la elección de dichos parámetros son un poco 

complicados, y en algunos casos se eligen de forma arbitraria. 

\ 
1 

\. 
\ 
\ 

Gráfica 69 Función de Chebyshcv 
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Gráfica 70 Función de Kaiser 
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3.2.4 Transformada Discreta de Fourier con Ventanas 

Debido a las características del método de ventaneo, donde se calculan Jos valores ·de las 

propiedades espectrales para subintervalos de tiempo de la serie, frecuentemente se truncan 

periodos al analizar la frecuencia mediante este método. El uso de las funciones ponderadoras 

soluciona el problema que se genera al truncar los periodos, permitiendo obtener una mejor 

estimación de Jafrecuencia de la serie a través del tiempo. 

Para calcularda transformada de Fourier con ventanas, supongamos que deseamos utilizar un 

tamaño de ventana de S para realizar el análisis de la función. El primer paso es obtener una 

función de ventana ponderadora de tamaño S (seleccionada arbitrariamente), y postericirménte 

utilizar esta función de ventana para ponderar la serie para cada subconjunto de S datos, 

aplicando finalmente la transformada de Fourier para cada subconjunto de datos ponderado. Dicho 

de otra manera, tomamos primero Jos datos Z1, Z 2 , ..... ., Z8 , Jos ponderamos con la función de 

ventana W(l),W(2), ....... ,W(S) y calculamos su transformada de Fourier; después procedemos 

a tomar Jos valores .Z2,Z3 ,. ..... ,Zs+t y Jos ponderamos también con W(l))V(2), ...... .,W(S), 
.· · .. 

calculando su transformada de Fourier, y así sucesivamente. 

Sin embargo, debe notarse que como la función de ventana esta definida para Jos tiempos 1 al S , 

los índices de ésta función deben ajustarse con el fin de ponderar el t-ésimo subconjunto de datos. 

Lo que equivale a recorrer virtualmente en el tiempo la función de ventana. De esta manera, 

podemos definir Ja transformada de Fourier con ventanas como: 

" Z(k,t) = ¿z,, ·W(u-t)·e-;"'*" 
11=1 

t =O, 1, 2, ... ,(n-S) 

k=0,1, ... .,(n-1) 

en donde I representa el t-ésimo subconjunto de datos, para el cual se calculan Jos valores de la 

transformada en cada frecuencia k . Nótese que Ja función de ventana se recorre en el tiempo para 
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cada subconjunto de datos I. Las gráficas 71 y 72 muestran el espectro de Fourler con ventanas 

para la serle de tiempo SST, utilizando -1as funciones de ventana R~ctangular y Hann, 

respectivamente. El tamaño de. la ventana. es de 1 ao_ datos ÜS ·años)," y; al·. igual qué tas_ gráficas 
. - . ' ' " ' :· ",,.. . . ·.· > ' . ' 

tridimensionales que se han presentado en este trabajo, los tonos 'rn~~ azule~·rep~esentan los 

valores más bajos del espectro, en tanto que los tonos más rojos representan los valores más 

altos. 

Gnífica 71 Espectro con ventana rectangular 
de tamaño 180 ( 15 años). 

- :.-_ 
) I~ ~-~ ;.:. ·1Iann 

"r ,., 
1 -

~ ,l.:~ 

' . ...-..... ,.. --

Gráfica 72 Espectro con ventana l lann de 
tamaño 180 { 15 años). 

Salta a la vista la diferencia entre los espectros provocada por el uso de la función ponderadora, 

pues al utilizar la función de ventana rectangular, que equivale a no ponderar la serie, se tiene un 

espectro un poco difícil de interpretar, puesto que prácticamente toda la gráfica está en rojo. La 

función de ventana de Hann nos permite visualizar más claramente que las frecuencias más 

pequeñas son las que predominan, y sobre todo, detectar con mayor precisión las frecuencias 

relevantes durante ciertos subintervalos de tiempo . 
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Gr:ítica 73 Espectro con ventana de Blackrnan de tamailo 180 ( 15 anos). 
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La gráfica 73 muestra el espectro obtenido utilizando la función de ventana de Blackman, el cual 

se asemeja mucho al espectro de Hann. Podemos notar que en la primera parte de la gráfica es 

más notoria laau;encia~d~~trE!cuendas· altas,!TiáyÓres'?a~CJ.3;~más aún, las frecuencias más 
• • ' • .-.~.r " '.-·, • ;·· .¡, '., , ''""• • ': .,·,), ,, ;::_,, '• 

0
.c' _, :_ • .. -.J: ';_,- , '~ :, '•: -::::. ---,,, --.- ;--'-

significativas se encú~l1tran ~ntre 0,05 Vo, ~stC> sigAifi~ q~~ 1bs periodos son mayores a 2 años. 

Aunque la gráfica d~l~~~~·ªt~i:{~~'f:o~ri~r con ventanas no~>¿0''una idea del comportamiento de la 
-

0 
--- - -----~-~~·-=;o_'-7·<~~7':1z~7 -~~~?.-/~~~>S}-=;----#-~-o-:_='-~- c=---o~-- · -=ooo-. _- '- __;__~ ~;;_-__ _o·o-,·'--='--=---

Seri e a través de1tfE!mpo, \es: util determinar los intervalos de confianza asumiendo un espectro 
-.-«" «, -···-·><-· ', . . 

teórico apropiado a un nÍv~I ªe 'Significancia deseado. Para esto basta comparar cada sub intervalo 

de S datos con el espectro teórico. En la gráfica 74 se observa el intervalo de confianza del 95% 

(línea negra) con la función de Blackman y utilizando un espectro teórico de Ruido Blanco 

. 
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Grálica 74 Espectrograma con espectro teórico de ruido blanco. 

2 

222 

25 

. 205 

333 

o 
~ 

"-

10 

Se han agregado aquí las fechas intermedias de las ventanas en cuestión, por lo que por ejemplo, 

la fecha "Junio-1875" representa los valores de la transformada de Fourier utilizando los datos 

desde enero de 1868 a diciembre de 1882 (15 años). Así, podemos ver en la gráfica que el periodo 

caracterizado por la ausencia de frecuencias altas va de 1856 a 1923 aproximadamente. No 

obstante, es visible también que cuando se supone un espectro de ruido blanco, en general no 

hay frecuencias significativas mayores a 0.1. 
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Sin embargo, como se había mencionado anteriormente para esta serie SST, el espectro teórico 

más apropiado es el de ruido rojo. As! pues, al aplicar un espectro teórico de ruido rojo con 

p 1 =O. 7 se obtiene el siguiente espectro: 

005 

Jun-1675 Feh 1EIF Nov 1!CJ2 .lul-1916 Mat-19II No~·1943 Ago-1957 Abr-1971 Dic-1~4 

Tiempo 

Grálic11 75 Espectrograma con espectro teórico de ruido rojo. 

2 22 

285 

333 

4 1 
a. 

En esta gráfica el intervalo de confianza ha descartado ya ciertas frecuencias que se ajustan al 

comportamiento del ruido rojo. No obstante, con el fin de apreciar mejor las frecuencias 

predominantes, conviene analizar con mayor detalle el intervalo de frecuencia de O a 0.5. 

0046 

0041 

o o:E 

~ 00?7 

" ~ 0023 

o 018 

o 013 

o 009 

o 004 

Jun-1875 feb-1009 Nov.1~2 Jul-1916 Mar-1930 Nov-1943 Ago-1957 Abr-1971 D1t-1904 
liempo 

Grálic11 76 Espectrograma con espectro teórico de ruido rojo (ITec=0,0.5). 
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En la gráfica 76 podemos observar que los periodos de las frecuencias predominantes se 

encuentran entre 22. Y~1DB; es,decirqúe~el periodo de los datos va de los 2 a los 9 años. No 

obstante, el periodo de 2 ~ño¡ es característico particularmente del periodo de 1921 a 1934. 
,_,,;e· ·..:::_::; .. ,'.'"/' 

Muchos periodos especmc6~- de ti~mpb'¡)óéden analizarse de esta manera, como por ejemplo, el 
• . , ' ' , . -. - ':-" .'-. ·:·: :~ ' ' :·_e, .. -...• : .. 

último periodo predominan!~ C:oll v~lore~' dE! ~ a'5 años. 
- - - --'· • = C:2_~~~~~~'f~"'?~;~~~~~~·,;;-~_f;_~'=~i~~-~--~~~:--

. : . -,, ... -.. 

Naturalmente, cada funciÓ~ ele ~entana y cada es cal~ proporcionarán información variada sobre la 
- . . . . 

1,__ - ' 

serie, considerando· las características de las funciones que se han descrito anteriormente. La 

gráfica siguiente es el espectro de la misma serie SST, utilizando la función de ventana de Hann, 

con un tamaño de ventana de 360 datos (30 años). 

o 041 

OIT.'3 

oou 

u [U4 

Jun-1675 Feh 1Bff:l NlW-1g!J2 Jul 1Yl6 Mar-1930 Nov 1943 Ago 11)57 Ahr 1971 Die 1984 
T1~rnpo 

Gráfica 77 Espectrograma con ventana de 30 años, (Hann, Espectro teórico de ruido rojo) 

Como es de esperarse, este espectro proporciona información más general de la serie, por 

ejemplo, de 1911 a 1972 podemos ver que la frecuencia que predominó a grandes rasgos fue de 

0.015, es decir, un periodo de 6 años, por otro lado, la frecuencia predominante en la actualidad 

corresponde a un periodo de 4 a 5 años. 
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El análisis de Fourier con Ventanas tiene el principal defecto de que las elecciones de las escalas, 

la función de ventana, ~y el espectro teórico utilizado, se realizan de forma arbitraria. De esta 

manera, es común tener que probar con muchas escalas y funciones de ventana para realizar un 

análisis apropiado. 

3.3 Análisis Wavelet 

Considerando las desventajas que presenta utilizar el análisis de Fourier con ventanas, que obligan 
,' :·· _ __ ·.-: -. -. : 

al analista a tener que calcular una. cantidad c;onsiderable de espectros para cada tamaño de 

ventana y función ponderadora, además· de que los cálculos que se realizan para cada espectro, 

pueden requerir varios minutos en una computadora, dependiendo de la resolución que se desee, 

y el número de datos que se analizan, es importante tener en cuenta que aún una computadora 

moderna puede volverse extremadamente lento al analizar miles o millones de datos, y que por 

tanto un análisis para el que cada espectro tarde varios minutos, sería extremadamente tedioso y 

lento. 

El análisis Wavelet, representa una alternativa útil al análisis de Fourier, especialmente cuando se 

busca analizar valores de frecuencia no estacionarios. 

3.3.1 Funciones Wavelet 

Al igual que la transformada de Fourier representa una función dada como una suma de sinusoides 

con diferentes frecuencias, también es posible utilizar funciones de otra naturaleza, más aún, es 

posible utilizar funciones aperiódicas, sobre todo cuando se desea analizar datos no estacionarios. 

Las funciones Wavelet, también llamadas "enditas", "ondículas" u "onduletas", tienen precisamente 

la función de representar la serie mediante una suma de funciones de diferentes formas, 

longitudes, y ubicaciones en el tiempo. Sin embargo, a diferencia de las sinusoides utilizadas en la 

transformada de Fourier, las funciones Wavelet tienen ciertas características que permiten ubicar la 
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función simultáneamente en el tiempo y la frecuencia, tal como se realizó con la transformada de 

Fourier con ventanas: 

Supongamos que tenemos una función V/ 0 { I) , dependiente _del parámetro de tiempo" I ". Para 

que sea admitida como una wavelet, estEi:funció_n debetener uria rriedia de cero y encontrarse 

definida tanto en el dominio de'rtiempo como en _el dominio de la f~ecuencia (Farge, 1992), además 
- '-·'~:.-·. __ .-__ ·. ..: -?.'·:o;<-: 

de tener una duración finita. Ún efemplode_tun~i6*~~vefef~s lailañ,ada wavelet Morlet, que se ""''' .-.-.. ·· -,,:-·' ,-.~.:2-<·--,-""' -;::1:;.-, .. ;~;:-· ":':'"''--. -.. 

obtiene de una sinusoide modúlada 'por una campana de Gauss: .-
~ -·- "---. -.-,;¡-_--_o ., -- " 

,--.,- \ :.. - :::, 

en donde wm es el parámetro de frecuencia9
• Enl~s gr~ficas 78 y 79 se presentan la parte real e 

imaginarla de la wavelet Morlet utilizando w,,, = 6 para satisfacer la condición de admisibilidad. 

" ----~~~-~!c~Jl~!.o..!'.!1$ Ne_~--~ 1 
.. . !\ . ' 

/\ ; \ (\ 
¡ · 1 i . ; ; \ ' 

.11.\ 1 .:/\,', .... ] 

\/ \\ ! \ i \/ 
l.--.c---. - ·.·.· -- ,_ ! . -·-~-~ ___ : ___ : 

- ·1 D 1 1 J 4 

Gráficas 78 y 79 Parte Real e Imaginaria de la Wavelet Morlet, w ... = 6 

En contraste con las sinusoides de Fourier, que tienen una duración infinita, las funciones wavelet 

sólo están definidas durante un intervalo específico de tiempo. Por otro, lado, como se mencionó 

en la condición de admisibilidad, es posible apreciar que la wavelet Morlet tiene una media de cero, 

y obteniendo la transformada de Fourier (continua), podemos corroborar que se encuentra definida 

también en el dominio de la frecuencia (gráfica 80). 

9 Generalmente se define la wavelet Morlet utilizando la notación para el parámetro de frecuencia como W0 , 

sin embargo, para evitar confusión con la frecuencia angular fundamental de Fourier, se ha utilizado w,,, . 
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Gráfica 80 Wavelet Morlet en el dominio de la frecuencia. 

Aunque la wavelet Morlet es la función más conocida y una de las más utilizadas, existe una 

infinidad de funciones que satisfacen las condiciones de admisibilidad. No obstante, en este trabajo 

se incluyen sólo tres familias de funciones de las más útiles, conocidas como wavelets Morlet, Paul 

y Dog, y cuyas funciones se definen en la tabla siguiente: 

Nombre 1/10 (1) 

Morlet Jr-1!4 eiu·",1 e-1
2

12 
( w,,, = frecuencia) 

Paul ?"' .,,, 1 

( /11 =orden) - r m. (J-i1r(111+1i 
.J ¡r( 2111) ! 

Dog (-t)"'+I d"' -1112 
( /11 =derivada) J-( 1)'''" (e ) 1 111+--

2 

Como se ve, las funciones Morlet y Paul son complejas, en tanto que la función Dog, obtenida 

mediante la m-ésima derivada de una campana de Gauss, es real. Cabe señalar que no cualquier 

valor de los parámetros de estas fórmulas satisface las condiciones de admisibilidad, por lo que 

estos parámetros deben seleccionarse con cuidado. Las funciones wavelet Paul y Dog se 

muestran en las gráficas 81 a 86, debe notarse la diferencia en el comportamiento en la frecuencia 

para estas tres wavelets. A la wavelet Dog con m=2, también se le conoce como "Sombrero 

Mexicano". 

- ---- ---------------------------------- --
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Wa\'clct Paul Parte Real m=4 
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Gráficas 81-86 Wavelets Paul (m = 4) y Dog (m = 2, 6) 

A la forma original de la función wavelet se le conoce comúnmente como "wavelet madre", pues a 

partir de esta función podemos obtener versiones de la wavelet que tengan una duración de tiempo 
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más corta o mas larga que la función original. Así, la versión a "escala"1º de la wavelet madre se 

obtiene al evaluar la función original para ( I / s), y se escribe como: . 

Es importante notar la semejanza entre las versiones a escala de la wavelet madre y las sinusoides 

2lík 
de Fourier con diferentes frecuencias, en donde al dividir se obtiene una versión de la 

11 

sinusoide que ejecuta k ciclos cada /1 datos. De la misma manera, las· funciones wavelet se 

expanden en la frecuencia cuando se acorta la duración de la wavelet a escala, y secomprimen en 

la frecuencia cuando se expande la duración de la wavelet. 

O•i--
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Gráficas 87 y 88 Versión a escala de la wavelet Morlet, S = 1/2 
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Gráficas 89 y 90 Versión a escala de la wavelet Morlct, S = 2 

w Este concepto de escala difiere del que se ha manejado hasta ahora, pues en un caso la "escala de análisis" 
se refiere al tamaño de la ventana que se uliliza, en tanto que aquí se refiere a una versión a escala de la 
wavelet madre, no obstante existe cierta relación entre ambos conceptos, pues el tamaño de ventana depende 
de la escala de la wavelet madre. 
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Las gráficas 87 a 90 muestran el efecto del uso de la escala en los dominios· del tiempo y 

frecuencia, se observa que en la frecuencia 1á wavelet madre tiene 'suval~r más altÓ en 6, en tanto 

que al obtener la escala de % de la ~a~elet madr~. é~t~ redu~e s~ duración en el Úempo, en tanto 
. .,·, ... ¡,::···.·· . . '·::;,:,,· . ._. ':.·. . -,· .·, .-,·. .. 

que los valores de frécuencia se expanden para;·tarnar un valor medio de 12. Por otro lado, al 
.; "' . .. ·. . '-· . 

utilizar una escala de 2, la función se expande en elct~'l'lE~· yclos yalor~s~~ frecue~~ia se r~ducen 
tomando un valor medio de 3. 

De esta manera, podemos ver la relación que existe entre la escala de las funciones wavelet y la 

frecuencia de las sinusoides de Fourier. Así, al utilizar diferentes escalas de la wavelet madre se 

puede decir que estamos utilizando diferentes componentes de frecuencia. Sin embargo hay que 

tener en cuenta que la escala de wavelet no es precisamente equivalente a la frecuencia de 

Fourier, dado que en realidad la equivalencia depende del comportamiento que presente la wavelet 

madre. 

Como las funciones wavelet tienen una duración finita, para representar la serie que se desea 

analizar como una suma de wavelets, se requiere utilizar no solamente versiones a escala de la 

wavelet madre, sino que además deben recorrerse en el tiempo estas funciones. Así, la wavelet a 

escala y recorrida en el tiempo se representa como: 

'//.,,,(u)= lf/ .• (u-t) = s-1121//0 (u~ t) 

en donde s-112 es el factor de normalización, que hace que la norma sea igual a uno para cada 

valor de tiempo t . Esta normalización, como se ve debe realizarse para cada escala por separado 

para hacer que el espectro de cualquier escala sea directamente comparable con otra, y la norma 

sea uno. 
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3.3.2 Transformada Wavelet 

El término "función wavelet" es usado en general para referirse tanto a las wavelets ortogonales 

como no ortogonales. Las funciones wavelet que se definieron anteriormente se utilizan para 

calcular la transformada continua de wavelet, no obstante, pueden utilizarse para analizar un 

conjunto discreto de datos. Para calcular la transformada discreta de wavelet, se requiere utilizar 

una base· ortogo:n~I '~ª·ª•:;.avelets. No obstante, la transformada discreta de wavelet es, en la 

práctica, poco utilizada, considerando que cada wavelet tiene una base distinta, además de que la 

gráfica · deL es~~ct;6: de wavelet es mucho más comprensible si se utiliza la transformada de 

wavelet continua. 

La transformada continua de wavelet para una secuencia discreta de datos Z., se define como la 

convolución de Z,, con una versión a escala y recorrida en el tiempo de la wavelet madre. 

11-I (U f) W(s,t)= ~z,,v/ --:;--

en donde el asterisco (*) representa el conjugado complejo. 

Aunque la transformada de wavelet puede ser calculada utilizando esta fórmula, es posible obtener 

la transformada de wavelet utilizando el teorema de convolución para la transformada de Fourier, 

de acuerdo con el cual la transformada de Fourier de una convolución es equivalente al producto 

de las transformadas de Fourier. Así, podemos expresar la convolución anterior como: 

1 11-I 

W( ) """' z~ ~. ( ) iwokt s,t = - ~ klfl swk e 
11 k=O 

Aunque a simple vista puede parecer que esta nueva forma es una complicación innecesaria de la 

fórmula original, su utilidad principal consiste en que puede aplicarse la llamada "transformada 

rápida de Fourier" (No tratada en este trabajo), un algoritmo muy útil en ordenadores que obtiene la 

transformada de Fourier de manera eficiente y con una diferencia significativa de tiempo. De esta 
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manera, utilizando el teorema de convolución es posible calcular la transformada de wavelet 

continua (para una escala s) en todos los valores de tiempo de manera simultánea y eficiente. Así, 

~ . _. 

, .. /.co:_.'·c· ... 

Debe notarse que la transformada de la serie se normaliza dividiendo entre'. n . Por otro lado, 

, .. , .. _ · .. . ..... :" -; ·:>> :-~-<.- 1r<:;~.: ;;\:. :,.-~~~~: (:: ;Ly;:;,:::.: ~~~::{ :<;·;_~~;: ::·,: F~~(/t! ;_: ;~;:f ::·; _'.f'.'..:.~\-:_:~-f:~;,:)(_\;'.f'f /': ;~-~:,:~:t .. r:..· 
wavelet en cuestión es una función .. de/.~w¡,;,e1s:•0 c:Jec::lr¡<:'l¡:¡sHrec:;uericj¡::¡¡;K;.dE1Y:F.ourier se ven 

mulllplloadas por el f~~[~~~~ff~ ·~~~~'~g:~;\~~~~~"j~f \~~~f~i~ ¡~.:nvoludón se · 

usa una versi.ón norrnali,~~:d~.~~+ •• ~~.\l/!.}Ü~.Q:~fu~~.~~~:r:c.,:~¡),es)?.~füg~tcir6.~dade una forma 

normalizada ·de 1a wave1at ~~&~. ak~b~d~ 1a narília1li¡6¡~~ PJ~cik~i:lia~~~~;también como: 
_-,"·-:;.::·<;-~'.:·.:-~::.~¡; .:····> -~- L~·:·:::·:c:: .. : -

: . .. . . . . tr>. ... ······'··'' ... ·.· . ,., .. 
· vi ( swk) = ( 21ís) - r;/ó(ilv1;)} 

La transformada de Fourier de la wavelet madre se puede obtener analíticamente para cada 

wavelet. La tabla siguiente11 muestra las transformadas de Fourier para las wavelets Morlet, Paul y 

Dog. 

Nombre rfo (swk) 

Morlet -114 /-/ ( } -(.111·k-wm)
2

/2 
( w,,, =frecuencia) 7r wk e 
Paul 2"' /11 -m:t ( m = orden) ~ H ( wk )( swd e · 

111(2111-I)! 
Dog ·nr ., 

( 111 =derivada) I ( ),,, -(.nvi )" 12 

~sw, e ) 

11 Datos tomados de Torrence & Compo, 1997, "A practica/ guidefor Wave/et Analysis". 

---------------·----·--
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en donde H ( w1) es una función de peso, de manera que H ( wk ) = 1 si wk > O , y H ( wk ) = O 

en otro caso. 

De esta manera, teniendo la fórmula para la transformada de Fourier de nuestra función wavelet, 

el uso del teorema de convolución es relativamente sencillo y rápido de realizar en un ordenador, 

donde la formula de convolución original puede tardar varios minutos para calcular el espectro. 

Al igual que en la transformada de Fourier, los valores de la transformada de wavelet dan una idea 

de la fuerza de aportación para cada escala y tiempo de la wavelet madre en la representación de 

la serie original. Así, calculando los valores para cada escala y tiempo de interés, y tomando la 

magnitud al cuadrado de los valores de la transformada de wavelet ¡w ( s,t )12
, podemos obtener 

una gráfica parecida a la que se obtiene en la transformada de Fourier con ventanas. 

'" -¡¡; 

:t. 
lll 

31 

Fi2 

124 

248 

496 

991 

Oct-1861 Jun-1875 Feb-1889 Nov-1902 Jul-1916 Mar-1930 Nov-1943 Ago-1957 Abr-1971 Dic-1984 Sep-19913 
Tiempo 

Gráfica 91 Espectro de Wavelet de la serie SST usando la wavelet Morlet, ( w ... = 6 ) 

El espectro de wavelet de la serie de tiempo SST, mostrado en la gráfica 91, representa el 

comportamiento de la serie de manera mucho más clara que el espectro de Fourier con ventanas, 

---- -------- -
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pues sólo se requiere calcular un espectro para obtener información clara sobre el comportamiento 

de la serie, en contraste con la transformada de Fourier, que revela aspectos dependiendo del 

tamaño de la ventana. Podemos ver, por ejemplo, que entre 1916 y 1930 está presente el periodo 

de dos años, al igual que los espectros de Fourier presentados anteriormente para 15 y 30 años 

(gráficas 92 y 93), pero a diferencia de los espectros de Fourier, el espectro de wavelet muestra 

que este periodo de dos años también se presenta en los años posteriores a 1960. A la derecha 

del espectro de wavelet se han marcado los periodos equivalentes de Fourier para cada escala. 

Gráficas 92 y 93 Espectro de Fourier con ventana de Hann, ventanas de 15 y 30 años 

Para obtener la equivalencia entre la escala de wavelet y el periodo de Fourier, comparamos una 

sinusoide de frecuencia conocida con la wavelet madre, es decir, calculando la transformada de 

wavelet de una sinusoide de frecuencia conocida podemos determinar el valor de escala 

equivalente a la frecuencia de esta sinusoide. Para la wavelet Morlet con wm = 6 , esto nos da un 

periodo de A= 1.03s, en donde A es el periodo de Fourier equivalente a la escala s. Las 

fórmulas de equivalencia para las otras funciones wavelet están dadas en la siguiente tabla 

(Torrence & Compo, 1997): 

Nombre 

Morlet 
( wm =frecuencia) 

Paul 
( m = orden) 

Dog 
( m = derivada) 

Periodo de Fourier A. 

4ll'S 

w +J2+w2 
m m 

4ll'S ---
2m+I 
2ll'S 

.Jm+l/2 
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Cabe señalar que para realizar el cálculo de la transformada de wavelet, es posible utilizar un 

conjunto arbitrario de escalas, sin embargo, para obtener una mejor apreciación de los periodos, 

muchos autores recomiendan escribir las escalas como potencias fraccionarias de 2, esto es: 

·o. 
sj = s0 21 1

, .i =O, 1, ..... ,.1 

J = o F 1 log2 ( N / .,·0 ) 

en donde .\"0 es la escala más pequeña que se vá a utilizar, en tanto que .! es el número de 

escalas que se van a utilizar, esto es, la resolución vertical del espectro de wavelet. El parámetro 

c'ij es también un factor de resolución, pues es el incremento en las potencias de 2 que se 

requiere para que se tengan las J escalas. De esto se infiere que uno de los dos parámetros debe 

ser asignado arbitrariamente por el analista. En tanto que s0 se recomienda elegirlo de manera 

que el periodo de Fourier equivalente sea de 2, para una interpretación más comprensible del 

espectro, pues los periodos de Fourier quedan escritos como potencias de dos (Ver gráfica 91 ). 

3.3.3 Intervalo de Confianza y Cono de Influencia 

Para obtener el intervalo de confianza del espectro de wavelet, se requiere primero que nada 

normalizarlo. Cabe aclarar que la normalización que se realizó al obtener la wavelet a escala sólo 

es relativa a la escala en cuestión y su finalidad es la de hacer comparables los valores del 

espectro para cada escala. De esta manera, para hacer un espectro de wavelet comparable con 

otro, se requiere realizar una segunda normalización, ahora relativa a todo el espectro. 

Sin embargo, la normalización del espectro de wavelet es un tanto complicada debido a que no se 

ha utilizado una base ortogonal, lo que origina cierta redundancia. Asi, para calcular el valor 

esperado del espectro de wavelet, debemos considerar esta redundancia. De acuerdo con 

Torrence & Campo (1997), el valor esperado del espectro está dado por: 
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en donde C6 es una constante para cada función wavEil~t, y puede calcularse como 

Los valores de estas constantes para las wavelets descritas enaste .trabajo se muestran en la 

siguiente tabla: 

Nombre C¡¡ l//o(O) 

Morlet ( w,,, = 6 ) 0.776 ll'-114 

Paul (m = 4) 1.132 1.079 

Dog ( /11 = 2) 3.541 0.867 

Dog ( m = 6) 1.966 0.884 

Utilizando el valor esperado del espectro, podemos normalizar la serie.dividiendo el espectro entre 

su valor esperado, para que de esta_ 111,~nera> ~e pueda compªrar,clirefctamente con el espectro 
. ;.: - ·«·.··.·;,'. \ 

teórico deseado. Así, la forma normalizada del e~pectrose di~tribuy~ ~pÍoximadamente como: 
' .· , · ·; --- ,._ - - ,ce,--·"'-,.:;·: • .• · - · · . · .·;' ;,··.;,~. -.. -,- .,;.·., ,- ,o ·," .· - " 

-· ' . :'.{'.: ·.," ___ , · .. -. ' ' ~-

:: .e: .. "·::: : 2 

IW(s;f }I · ~ 2 

( 

2 )~lsX2 
E IW(s,t}I 

donde la función /~~ es el valor medio del espectro teórico, en términos de la escala utilizada, y 

para las wavelets complejas, los valores del espectro se distribuyen como una chi-cuadrada con 

dos grados de libertad, en tanto que para las wavelets reales se tiene un grado de libertad. 

La función de media del espectro teórico que se utiliza para obtener el intervalo de confianza es 

prácticamente la misma que se utiliza para el análisis de Fourier, con la única diferencia de que se 

..------~·----·-
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sustituye la frecuencia-de Fourier ·e k / n )_por el valor equivalente de frecuencia de Fourier para 

cada escala de wavelet (l I :.t(s) ), AsC r~alizando la sl.lstitllclón para el espectro- de ruido rojo, 
- -_ -'"-.··· .. "·-""'" 

obtenemos la función en términos -de fáescaláde'*av~elef= -

De la misma manera que en el análisis de Fourier, los valores de a se asignan arbitrariamente, 

aunque podemos auxiliarnos de la autocorrelación de la serie para encontrar el valor apropiado. La 

gráfica 94 muestra el espectro de la serie SST con espectro teórico de ruido rojo y a =O. 7 

4 

8 

15 

31 .. o 

~ 62 
¡:¡ .. ':i 

UJ o. 

124 

248 

49[3 

991 

Oct-1861 Jun1875 Fcb1889 Nov191)¿ Jul-1916 Mar-1930Nov-1943Ago1957Abr-1971 Dtc-1984 Scp-1998 
Tiempo x 10

5 

Gráfica 94 Espectro Wavclet de la serie SST, wavclet Morlct con Ruido Rojo. 

Varias de las caracteristicas de esta serie han sido ya discutidas con anterioridad, sin embargo, 

una de las caracteristicas más relevantes de la serie se alcanza a apreciar apenas en esta gráfica, 

pues notamos que en los periodos de 1875-1920, y 1960-2002 existen varios patrones y cambios 

en la frecuencia de la serie. Considerando que la serie representa la temperatura de la superficie 

------------- ----------
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del mar meridional, esto significa que en estos periodos hubo varios eventos de calor y de frío 

extremos (conocidos como fenómenos de "el niño'; y "!aniña;'), mienirasqueenel periodo de 1920 
. •' ',-_ ·, . 

- .. · - "'-- =· :' 
a 1960 hubo pocos eventos. Observamos también, que de~1900 a ~1920 se tiene un cambio 

gradual de periodos largos a periodos cortos, llegando a alcanzar los 2 años. También se nota en 

la grafica un cambio en el periodo de 1960 a 2002 de periodos cortos a largos. 

Debe notarse que a la gráfica 94 se le agregó una cuadrícula con límites en forma de semicírculo, 

el área que cubre esta cuadrícula se Je conoce como "cono de influencia", y representan Jos 

valores de los datos que pueden encontrarse ligeramente distorsionados. Recordemos que cuando 

aplicamos una ventana a una serie de tiempo, dado que la serie es finita, se obtiene un número de 

datos menor que la serie original. Pueden compararse, por ejemplo, las gráficas 6 y 7 al principio 

de este trabajo, donde Ja base de la gráfica para la función de media con diferentes tamaños de 

ventana tiene forma de trapecio debido a la pérdida de datos. 

Consideremos por ejemplo, que deseamos calcular el valor de la transformada de wavelet para el 

tiempo 1 con escala de 1 O, entonces tenemos que 

W(IO,I)= fz"v,/( 11
-

1
) 

11=1 10 

en donde se ve que la convolución inicia desde el valor de tiempo cero de la wavelet a escala, que 

es en realidad el punto medio de la wavelet. Podemos ver que utilizar esta convolución truncada 

equivale a considerar que Jos datos previos al dato 1 sean ceros. De esta manera, entre más cerca 

esté un valor de la esquina de la gráfica a escalas grandes, más ceros entran al análisis y se 

producen discontinuidades. De esta manera, el cono de influencia nos da una idea de Ja reglón 

donde el espectro se ve afectado por los efectos del borde, y por ende de Ja región donde es más 

difícil distinguir una discontinuidad generada por los ceros, de un componente de frecuencia. 

Cuando se usa el teorema de convolución para calcular Ja transformada de wavelet se tiene un 

problema adicional, puesto que al utilizar Ja transformada de Fourier, se asume que los datos son 
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cíclicos, y que por tanto los valores anteriores al dato uno son los últimos datos de la serie. Lo 

mismo sucede al final de la serie, donde se asume que el dato n + 1 es el dato 1, y así 

sucesivamente. Sin embargo, este problema se puede solucionar agregando ceros al.final de la 

serie, y removiéndolos después de calcular la transformada, lo que si bien produce 

discontinuidades en los extremos, es mejor que asumir que los datos son periódicos}P~r~~~61ado, 
cuando una serie es periódica, no existe cono de influencia y no es necesario agregar_ ceros al 

análisis mediante el teorema de convolución. 

El cono de influencia se define mediante el "tiempo de influencia e" para los valores del espectro 

en cada escala. Este tiempo es elegido de tal manera que al agregar una discontinuidad en la 

orilla, la influencia de la discontinuidad disminuya hasta el punto. de considerarse despreciable 12
, y 

se asume que las discontinuidades en las esquinas no pueden afe~tar a los valores del espectro 

por arriba de este valor de tiempo. La tabla siguiente muest.ra los valores de tiempo de influencia 

que se suelen utilizar para las wavelets Morlet, Paul y Dog. 

Nombre 1/10 (1) 

Morlet ..fi.s 
( w,,, =frecuencia) 

Paul slJ2 
(m =orden) 
Dog ..fi.s 
( m = derivada) 

En la gráfica 95 se muestra el espectro de wavelet de la serie SST utilizando la wavelet Paul 

(m=4). Debe observarse que el cono de influencia es más estrecho que el de la wavelet Morlet. 

12 Generalmente el punto en que se considera despreciable es cuando el efecto de la discontinuidad se ve 

reducido por el factor de e-2
. 
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97 

Gráfica 95 Espectro Wavelet de la serie SST, wavclct Paul (111=4 ), con Ruido Rojo (a =O. 7 ). 

Como se ve en las fórmulas para el tiempo de influencia, las wavelet Morlet y Dog tienen el mismo 

cono de influencia, éste está determinado en general por la longitud de la wavelet que se utiliza. De 

esta manera, como la wavelet Paul tiene una corta duración en comparación con las wavelets 

Morlet y Dog, su espectro tiene en general formas más estrechas y su cono de influencia es más 

pequeño. 

Gráficas 96 y 97 Espectro Wavclel de la serie SST, wavclct Dog (nF2,6 ), con Ruido Rojo (a = O. 7 ). 

Las gráficas 96 y 97 muestran el espectro de wavelet para la wavelet Dog, con valores de m = 2 y 

m = 6 , respectivamente. Se observa que en general los espectros proporcionan la misma 

información, con la diferencia de que el periodo de pocas frecuencias de 1920 a 1960 es más claro 

utilizando las wavelets Paul y Dog. 



Como se ha mostrado en este apartado, el análisis wavelet es una alternativa eficiente para 

analizar frecuencias no estacionarias, puesto que el espectro de wavelet refleja con mayor claridad 

las caracter!sticas de la frecuencia de la serie a través del tiempo, en contraste con la transformada 

de Fourier, donde el tamaño de ventana puede impedirnos detectar algunos patrones por observar 

"muy de cerca" o "muy de lejos" los datos, recordando que con tamaños de ventana pequeños se 

aprecian rasgos de la serie a corto plazo, y los tamaños de ventana grandes muestran el 

comportamiento general de la serie, pero ocultando en muchas ocasiones los detalles menores. El 

análisis wavelet, por el contrario, utiliza un tamaño de ventana apropiado para cada frecuencia, y el 

coeficiente de wavelet representa la fuerza de aportación de esta frecuencia y tiempo a la 

representación de la serie original. 

Al representar la serie de tiempo como una suma de funciones wavelet, es muy importante no 

olvidar la naturaleza de lo que se está calculando, e interpretar el espectro como una suma de 

cálculos maravillosos que indican como se comporta la frecuencia de la serie. La transformada de 

wavelet tiene en el fondo la misma naturaleza que la transformada de Fourier, puesto que se 

puede representar la serie como 

11 s _ (u-t) z,, = ¿:~::c ... ,I// -
1=1 " S 

en donde los coeficientes de wavelet c ... 1 representan la fuerza de aportación para cada escala y 

tiempo de la wavelet madre. Si suponemos que se tiene una base de funciones ortogonales, 

entonces los coeficientes de wavelet quedarlan dados por 

/ z,,,lf/(_u-1)) ( ) 
es,/=\ s 2 = f,z,,lf/• u-1 

''lf/ ( u ~ 1 )11 11=1 s 

de manera que es el coeficiente de proyección ortogonal, equivalente a la transformada de wavelet 

discreta. La norma es uno debido a que la wavelet fue normalizada al obtener su escala. Sin 

embargo, como en la transformada continua no tenemos una base de funciones ortogonales, los 
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valores de la transformada continua de una serie discreta son los valores que tendría el coeficiente 

de wavelet si un ele.mento dádo~ fuera parte de Llna base ortogonéll que generara a .. z., 

Como se me~.c!~~.ó ~Dt~r,l~,[~edt~.;]es~e~tro de w~va,leÚie;~~ci~~~semejanza con la función de 

media con ~¡nt~.n~~ :~~J~ ~~.· rn~~tfó ~I pri~cipio. del· trab~J6.~1p:U~s como ambas se obtienen de 
,, . · •• :· .,;-.~<T.;··0.,1_,,c::-_ ,-,·::e:~.\-:"-::'.''\·,_".·;·:,;<.· .. .,;-,-::.,·::'·'-.• ·, ., · .·· ,: .. :'.···'-· -: .:·_ .-.,. .' 

caso se calcula: lá íll~'di~:~en'"tár1to que eii el otro se caléúíi'~ha convolución, pero ambo~ cá"1culos 
.· . ··»-~~--->:;;·-_,::-:;.,-:"- ·; .. .,~~-<·--···""' -- ' - - -- .. ;-.~---,. .. , . . . . .. -. 

son relativos,'alJn\'t~m;él\;éi;80: ventana (o escala). En el ca'so de la función de íneC:fü1 no se 
,:L~'-_".-;;'.,:::.c.,~;_,_:f,i4<J'~-··,,:~,::;~~'.:~ ...... C~·.··:;;,:>-: < , .. : • l( .. :.' ;·.•:, .. ' • ,°-_ ·-·,.;., 

calcularon lo~ ~al~r~~:.á'~nde no se alcanzaron a tener los s datos, sin embargo, es posible 
'..· · ·"1"···""··· .. ···••:'·-·""•r.'·''·•·· 

también ~hL~g?~~ai.C::~f,6~ para completar los s datos, aunque desde luego los valores de media 

se verían di~RiiNdid6;·.~r;~re más ceros entren al análisis. 

Al comparar la función de media con diferentes tamaños de ventana de las gráficas 6 y 7 con los 

espectros de wavelet, y observar que a pesar de la gran diferencia en complejidad que las separa, 

es muy interesante apreciar que, en el fondo, mantienen la misma esencia, pues a final de cuentas 

son resultado del mismo método, el análisis de ventaneo. 
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Conclusiones 

El uso de métodos de ventaneo para analizar series de tiempo no estacionarias aporta muchas 

ventajas significativas en comparación otros métodos, especialmente porque el uso de ventanas 

permite observar los cambios en la serie tanto a largo plazo-como a corto plazo, dado qUe el -

tamaño de la ventana determina el tipo de cambios que podrán apreciarse. 

El análisis de ventaneo presenta características y utilidades diferentes para cada propiedad 

espectral, en donde lo que más debe remarcarse, es que el análisis de ventaneo, más que una 

alternativa a los métodos de análisis y pronóstico mencionados en el trabajo, representa un 

complemento muy útil de ellos, y de fuerte potencial descriptivo. 

Al analizar la función de media utilizando medias móviles, pudimos observar que el uso de 

ventanas tiene el defecto de ser sensible a la omisión de datos, no obstante, una de las grandes 

ventajas que aporta es el suavizamiento de los datos atipicos. A diferencia de los modelos de 

regresión, las medias móviles pueden aplicarse a prácticamente cualquier serie, e inclusive en los 

casos con algunos cambios estocásticos en la tendencia. Sin embargo, ambos métodos pueden 

combinarse para compensar mutuamente sus defectos, puesto que el ventaneo permite realizar un 

análisis más apropiado de la serie, mientras que el modelo de regresión permite predecir el 

comportamiento de la tendencia, aunque se puede ver afectado por los datos atípicos. Por otro 

lado, la regresión permite extrapolar los datos que se han perdido al calcular las medias móviles. 

En lo que se refiere al análisis de la varianza de la serie, el uso de ventanas proporciona también 

información apropiada del comportamiento a través del tiempo, y permite detectar cuando existe un 

comportamiento sistemático, en cuyo caso puede aplicarse una transformación a los datos si se 

desea realizar el análisis de la autocovarianza mediante la metodologia de Box y Jenkins. 
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El análisis de ventanas aplicado a la función de autocovarianza nos permite detectar con mayor 
- -- - _, -· . -

claridad .si .. se tiene. una autocovarianzanó .• estacionaria,º en .. cuyo. caso se puede localizar 
. . . "' .. ¡' . ' 

aproximadamente el punto en que inicia el patrón de.comportamiento actual, de manera que si se 

utilizan únlcamen~~·1~~d~tos;~ ~~rtirde/e¿~ pi~to;as•posible utilizar la metodología de Box y 
... ' . .. . . - - ,.. . ' ' .. . .-~-- ; ~ .-. 

Jenkins debido a qJe.ese fragmentode'1a'serie'es'Els'tacionariben la autocovarianza. 
--~-"-,--·--!=---='.-;:=--'"-~~'.-o,7-'¡=';~ =='~0:-=-'----.e'-~_;=-#'o=;."c~-i;--"~·'--"=-'-'='-:~-:O.-~'=..--,~~~'-;--~o=-~-;=--=- --- • 

. L;·_;:.~·_.:_,,f:_, ·:_:.:c~l · ; ·_~:,'·_ · · · "-,-_, :.: /,~,,:~ · -
··~,.,/o.e-_·'""--~:-. - -'.o·,·-~·- -' 

-_,': .. ; '.,__ ': .. -_,;:,·(::"·· 

Finalmente, el uso de v~ht~na~: en~uenira; en .~I ~;iá1isi~fd~ la frecuencia una de sus más 

importantes y popula~:;si~tiliª~~~¡I ·¿~ ·~~~~~·~lll~~b-;~i~~á·l¡f¡'is de Fourier con ventanas, el 
." ···;·/:~.~-'_.;'·<~:-.·_;:-\-":o:' - .· '.··. ,:,:· <·:.>:'">/'' , 

análisis Wavelet se pr~l)~ílte¡ como una alternativa novados.a al análisis de Fourier. Así, tanto el 

análisis de Fourier_ Cómo el de Wavelet proporcionan información relevante sobre la periodicidad de 

la serie, Sl_n embargo, dado que el análisis Wavelet utiliza un tamaño de ventana apropiado para 

cada frecuencia al mantener la proporción con respecto a la wavelet madre, presenta en un solo 

espectro de manera clara y rápida los rasgos característicos de la frecuencia de la serie. Es claro 

que el análisis Wavelet supera por mucho a su predecesor. 

En general, cuando se aplica el uso de ventanas se asume que los subintervalos que se analizan 

tienen un comportamiento estacionario, puesto que el cálculo de las propiedades espectrales se 

realiza de la misma manera que si se tratara de un proceso estacionario. Así, para que el análisis 

mediante ventanas dé resultados apropiados, el tamaño de ventana debe ser suficientemente 

pequeño para que el comportamiento de los subintervalos de la serie sean aproximadamente 

estacionarios. 

El principal defecto que se presenta en el análisis de ventanas es la elección arbitraria del tamaño 

de ventana, que en ocasiones puede volver tedioso el análisis al hacerse necesario realizar los 

cálculos con múltiples tamaños de ventana. Sin embargo, el análisis Wavelet muestra que es 

posible obtener alternativas de análisis que sean independientes del tamaño de ventana, y aunque 

la media, la varianza y la frecuencia pueden ser analizados apropiadamente mediante los métodos 
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expuestos en este trabajo, el análisis de la función de autocovarianza aún deja algo que desear, 

puesto que al tratarse de una gráfica tridimensional para cada tamaño de ventana hace del análisis 

algo tedioso, no obstante, puede decirse algo a su favor, cumple su cometido. 

---------------·-·· ------ ------------------
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