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RESUMEN 

Este proyecto tiene por objetivo proponer una herramienta ele análisis sobre 

el comportamiento en el tiempo ele una emisión ele acciones que cotiza en la 

Bolsa Mexicana ele Valores; la técnica ele análisis financiero determina el com­

portamiento do la omisión do acción a partir ele sus cuatro grados o estados do 

bursati!iclad. La herramienta do análisis técnico propuesta con cadenas de Mar­

kov está orientada al inversionista que evalúa el grado de inversión de la acción 

en el tiempo y elabora eHtrntegias ele inversión a través de Opciones de Inversion 

en el J\forcado clP Opciones, y tiene la posibi!iclacl ele cuantificar el estado de 

su inversión previo análisiH fundamental -sistémico- del sector económico donde 

cotiza la acción. El margen de error y consecuentemente do ésta tesis depende 

del análisis sistémico o fundamental que el decisor realizo del entorno bursátil 

del mercado donde cotiza una acción, 1m buen análisis financiero so traduce en 

una adecuada asignación do probabilidad do transición de Ja cadena do Markov. 

En el capítulo tres se aborda una aplicación para determinar el comportamiento 

sobre la emisión ele acciones do la empresa Bimbo en su serie A; la aplicación se 

desarrolló en Maple y Matlab 6.0. 
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l. ESTRATEGIAS DE INVERSIÓN 

El proceso de decisión es fundamental para el desarrollo de un proyecto, do 

ahí que surja la necesidad de una buena decisión que canalize los esfuerzos y 

los recursos a el éxito de una estrategia: "La decisión es una acción a partir del 

análisis de un problema al que se enfrenta un decisor en un tiempo determinado". 

Cruz Durán considera una decisión como "el conjunto de acciones adoptadas 

en un momento específico como resultado de la aplicación de ciertas reglas y 

¡wlíticas a las condiciones particulares eJ,istentes en dicho momento ". 1 

Visto desde un enfoque sistomico2 , la metodología sugerida para resolver un 

problema es la siguiente: 

Análisis de Sensibilidad 

Figura 1.1 

Un método empírico para seleccionar decisiones es el siguiente: 

1 Citado en Zamudio Uribe. "Tomn de decisiones en condiciones de incertidumbre". UNAl\I, 
FE, l !J!J8, pág. 11 

2 La leuda ele enfoque ele sistemas es una corriente clesnrrollndn en los 80's, sus principales 
exponentes son Volm Bcrlnnlnnfy "El enfoque ele sistemas", l!J84; Lilinfield, R. "Teoría ele los 
Histcnaas: origen y aplicación n lns Ciencias Sociales", l!J84 y; Vnn Gigch, J. P. "Teoría general 
de los Hisle111ns", 1 !J87. 
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1) Definición del probleurn 

2) Análisis de la información disponible 

3) Desarrollo de las soluciones alternativaB 

4) Selección ele la decisión 

5) Implantación de la estrategia elegida 

Un clecisor ante Ja necesidad de resolver un problema clebení. seguir una 

serie de pasos para cumplir sus objetivos, de manera que un buen análisis y la 

implementación de una estrategia funclamentacla en 1111 modelo matemático es 

nna excelente alternativa para determinar una decbión. 

Los pasoR que describe el sistema proporcionan una rnetodologfo ¡mra la 

toum de decisiones. Es comím que el tomador de decisiones constantemente 

esté supervisando y analizando la decisión y si es necesario, modificar o mejorar 

la estrategia. El factor t.icmpo y riesgo son fundnnwntalcs para el éxito o fraCfUiO 

cJp mm decisión. 

¿Qué sucede cuando el clecisor se encuentra en la incertidumbre de actuar?. 

Véase a fondo éste análisis a partir del diagrama ele decisión que propone 

Holwrt J. Korsan en su esquema "el paradigma del Análisis ele decisión" [2]: 

Obtención 
de 

lnrormaclón 

Grado de 
evaluación 
posterior 

Análisis de ,,..,___....__---1 sensibilidad -----t 

Acción 

Análisis 
determlnfstlco 

Evaluación 
marginal 

Figura 1.2. El paradigma del análisis de decisión 

·--·-·-·-· ·····-·- -------------
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El sistema representa uu camino de procedimientos orientados a profundizar 

y entender las etapas críticas de el nnálisis para la toma de decisiones. 

Las "espirnles" propician la salida hacia la decisión final y la retroalimen­

tación ele las etapas. Como norma de cada etapa, el analista deberá saber si se 

encuentra lo suficiente informado pnra actuar. 

El análisis comienza en la etapa "bloqueado", donde el decisor se encuentra 

preocupado y confundido. La etapa crítica se localiza en este punto, puesto 

que es aqní donde se establecen los objetivos a cubrir. Entendiendo el costo 

y objetivos requeridos para actuar -si es necesario-, en un rango de posibles 

resultados favorables que Se presenten al clecisor. Si la situación no es asumida por 

el tomador de decisiones, entonces, se encontrará en un estado de preocupación 

y confusión, es decir, se encontrará bloqueado. 

El siguiente paso es enfocarse hacia una posible salida, en el caso de en­

contrarse bloqueado, será necesario informarse para aclarar todas las dudas y 

proceder a la siguiente etapa; donde se establecerá un análisis determinista, es­

to es, determinar las variables y restricciones que involucran nuestro problema, 

dicho de otra manera, establecer el modelo matemático que represente nuestro 

problema. El modelo tendní un conjunto de variables de incertidumbre con un 

peso específico en nuestro problema. Lo importante de esta etápa'y'las síguientes 

dos, será el determinar las variables que tienen un valor y un peso suficiente en 

cualquier escenario de nuestro problema. Estas variables son prevenidas y evalua­

das cuantitativamente con un resultado o saldo esperado en nuestro problema, 

llámese costo o beneficio. 

Para cada conjunto de posibles resultados de variables de incertidumbre y pa­

ra cada conjunto de variables de decisión, el programa matemático computará un 

conjunto de posibles valores y costos para el tomador de decisiones. Evaluar 

las distribuciones marginales para estas variables. Esto implica un análisis ma­

temático y una visión sobre el comportamiento de los resultados obtenidos por 

el programa, a saber, datos llevados a estadísticas que respalden las decisiones, 

esto es lo que se denomina evaluación marginal. 

Una vez concretado el estudio ele distribuciones marginales, se ejecuta un 
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a111ílisis ele sensibiliclacl, consistente e11 alterar algunas variables de nuestro pro­

blema para determinar el comportamiento del problema y sus consecuencias, 

flsÍ, establecemos una estrategia dominante, donde la mejor estrategia es evitar 

el peor resultado que ofrece la estrategia menos óptima. La rn;tratcgia escogida 

uos permitirá establecer el rango de salidas y valores esperados para actuar por 

primera vez. 

Si nuís de una estrategia es implementada procedemos a realizar un muí.lisis 

de incertidumbre; usando la información disponible y con el auxilio ele datos 

estadísticos como promedios y clcsviacioues estandnr de Ja.~ distribuciones mar­

ginales, es decir, información de los datos. En lo que se denomina el valor de 

mejores dtlculos o grado de evnluflción posterior. El siguiente paso pura el deci­

sor es n11alizar mwvanICnte el valor de la información, y la cousecuente decisión, 

sino se dispone de la información suficiente, se repite el ciclo hasta obtener mayor 

información y evaluación de mayores ciílculos. El decisor termina el ciclo una vez 

C[ll<' torna una clcdsió11. 

Una decisión involucra u11 riesgo y puesto que m111 solución determina el 

cmso do accióu en el tiempo; existen técnicas para dotenninar el riesgo eu una 

decisión. Las matemáticas ofrecen la mejor herramienta para cuantificar el riesgo, 

entendiendo como riesgo "un f a.ctor de éxito o fracaso en una decisión". 

Las estrategia.~ nacen como una n•spuesta de la empresa o ejecutivo de afron­

tar los retos que implica la competencia y la vida ele la empresa. Las estrategias 

son c11rsos de acciém general o alternativas, que muestran la dirección y el empleo 

1-\<'nPral de los recursos y esfuerzos, para lograr los objetivos en las condiciones 

11i:ís veutajosas,[3] es decir, son cmsos de acción que muestran el camino a seguir 

dP mm empresa o un proyecto para la consecución do un objetivo optimizando 

l'l'CllrSOH. 

Al estnblccor estrategias es conveniente seguir ctmtro etnpas: 

Determinación de los cursos de acción. Consiste en buscar el mayor 

11tímero de alternativns para lograr cada uno de los objetivos. 

2 Evaluación. Analizar y evnlnar cada una de !ns nlternativas, tomando en 
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consideración las ventajas y desventajas de cada una de ellas, auxiliándose 

de la investigación y de algunas técnicas corno investigación de operaciones, 

árboles de decisión, etc. 

3 Selección de alternativas. Considerar las alternativas idóneas en cuanto 

a factibilidad y ventajas, seleccionando aquellas que permiten lograr con 

mayor eficiencia y eficacia los objetivos de la empresa. 

4 Implementación de las alternativas seleccionadas. La supervisión de 

la alternativa durante su implementación es responsabilidad del analista. 

La habilidad y experiencia del decisor son fundamentales para afrontar 

los imprevistos a los que se enfrenta para lograr su objetivo en el tiempo 

estimado. 

Un decisor debe considerar 1111 11 íunero mínimo de i\reas clave en torno a las 

cuales se establezca11 las estrategias. Esto facilitará la elección de las alternati­

vas, y la utilización de los recursos para lograr los objetivos. Un área clave de 

resultados es una actividad dentro de una empresa, que est!í. relacionada con el 

desarrollo total de la misma. 

Las áreas clave dentro de una empresa son de diferente índole, sin embargo, 

hay algunas áreas básicas corno son rentabilidad sobre la inversión, posición o 

participación de mercado, productividad, desarrollo de personal, capacidad de 

producción e innovación. 

1.1. Estrategia ele decisión en condiciones deterministas 

Al decidir en condiciones ele certeza, o situaciones deterministas, el 1ínico 

problema es el número de variables que a nivel táctico presentan los planes de 

acción. Es el planteamiento típico ele la búsqueda entre muchas alternativas de 

los métodos ele programación matemática, para una solución óptima. Conocido 

el estado de la naturalczR que se va a presentar, el problema se reduce a valorar 



1 i·nninus económicos do los diferentes dcsonlacei; y elegir aquella estrategia que 

1 ilt1<l11ce al resultado 1!1fÍS favorable.[l] 

Cuaudo se conoce con certmrn hts cnmliciones de nn problema, sus variables 

v r1·striccimws, y en general, cuando so fijan con anterioridad los objetivos del 

prnhlo1na s1rnceptibles de satisfacer mediante las matemáticas, decimos entonces 

<¡lll' el problema a resolver es determinista. En tal caso nuestro objetivo es maxi­

u1izar las utilidades, para lo cual se propone una función de costos z susceptibles 

•le ser optimizado, esto es: 

z =ex. 

doude e es un vector de costos, .1: es el conjunto de variables y z se encuentra 

,,11jet.a a condiciones de linealidad que expresan un sistema lineal ele ecuaciones . 

.4:1: =b; X:;:; 0. 

l\Iedinnte programación lineal se encuentra la solución óptima a parth· ele 

1111a solución básica factible, finalmente, cuando z toma el valor óptimo se tiene 

la solución óptima de nuestro problema. 

Dentro del ámbito empresarial cada vez que una función administrativa se 

, livide en un conjunto de subfunciones diferentes, se crea una nueva tarea que es 

i11t "grnrlns de tal manera que sirvan eficientemente a los intereses de un todo. La 

t "n·a de iutegrnción es la función ejecutiva de la administración. Esta tarea es 

11111y importante, pues frecuentemente los objetivos de las subfnnciones chocan 

cn,an conflictos. Para ilustrar esto, podemos considerar el siguiente ejemplo: 

El ejecutivo de una empresa normahnente establece los siguientes objetivos 

i'" ra las principales funciones de la.~ mismas: 

• Producción. Maximizar la cantidad de bienes o servicios producidos y mi­

uimizar el costo unitario de In producción. 

• Ventas. Maximizar la cantidad vendida y minimizar el costo unitario ele 

lns ventas. 
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• Finanzns. Minimizar el capital requerido para mantener cierto nivel del 

negocio. 

• Personal. Mantener la moral y la alta productividad entre los empleados. 

Después de un breve análisis de estos objetivos, vemos que perseguirlos causa 

conflicto entre las unidades. El departamento de producción necesita producir 

tanto como sea posible al costo mínimo. Esto sólo se puede lograr si se fabrica 

un solo producto en forma continua. Esta política minimiza el tiempo perdido 

en cambiar equipo con objeto de producir otro artículo y se logran las eficiencias 

que proporciona la práctica de corridns largns de producción. Si el departamen­

to ele producción tuviera que manufacturar relativamente pocos productos en 

corridas de producción tan largas y continuas como sea posible, se tendría un 

gran inventario compuesto ele unos cuantos artículos. Así, el departamento de 

producción mantendrá una línea de producción pequeña y un gran inventario", 

haciendo cambiar las condiciones ele su línea ele producción conforme se requiern 

mlministrnr los rccmsos. 

El departamento de ventas también necesita grandes inventarios de manera 

que al cliente siempre se le pueda surtir hoy lo que quizá quiera mañana. Para 

poder vender tanto como sea posible en cada pedido, el departamento ele ventas 

debe poder surtir la más amplia variedad de productos, de aquí que los departa­

mentos de producción y ventas suelan tener fricciones en cuanto a la amplitud ele 

la línea de productos. Incluso, frecuentemente el departamento de ventas insiste 

en incluir muchos artículos de bajo volumen ele ventas y at.'m improductivos en 

tanto que el departamento de producción pide su exclusión. 

El departamento de finanzas, tratando de lograr su objetivo, procura reducir 

sus inventarios, y por consiguiente, el capital invertido en ellos. El departamento 

ele finanzas normalmente cree que los inventarios deberían aumentar o dismi­

nuir en proporción a la fluctuación de las ventas de la empresa. Sin embargo, 

cuando las ventas son bajas, el departnmento de personal y el de producción 

no quieren reducir la producción, ni despedir personal, debido a que estas me­

didas repercuten en la moral del personal, reduce la mano de obra calificada 

disponible, e implican costos al liquidar el personal y posteriormente, contratar 
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y adirn;trar nue\•os trabajadores. Por lo tanto, al departamento de personal le 

interesa mantener la producción a un nivel tan constante como sea posible. Es­

to significa producir hasta el nivel ele inventario cuando lns ventas son bajas y 

agotarlo cuando estns son altas. 

De ahí que los departamentos de personal y ele finanzas tengan ide11s dife­

rentes acerca de cual deberá ser la política de inventarios ele la empresa. Otro 

problema relacionado con el anterior es que a medida que aumenta la comple­

jidad y especialización ele de los departamentos, eu una organización se vuelve 

más difícil la asignación de recursos entre varias actividades en forma tal que 

sea más efectivo para. la organización.[4] 

Esta clase de problemas y la necesidad ele eucontrar una forma mejor ele 

resolverlos propició el ambiente adecuado para el desarrollo de la Investigación de 

Operncioucs, en lo que se denomina progrnmncióu lineal, dinámica o heurística, 

incht,\'l'lldo problemas de transporte y ruta crítica. En general, la solución a estos 

problemas de decisión se ohticue mediante optimiznción mateuHÍlica y técnica 

de iuvl'stignci6n operativa desarrollada. 

"La Investigación de Operaciones proporciona una estrategia de decisión ópti­

ma en condiciones ae cedeza o situaciones deterministas a partir de las ·ua.riables 

involucmrias en el problema, en las áreas: industrial, negocios y gubernamental". 

1.2. Estrntegias de decisión en condiciones de riesgo 

Con anterioridad se define el riesgo como la probabilidad de éxito o fracaso 

de mm decisión. La falta de certeza sobre el futuro es Jo que provoca r¡ue una 

rlPdsión con elementos económicos sea un reto para el inversionista. 

Frecuentemente se distingue entre situacioues de riesgo e incertidumbre2 

Riesgo 

• Se saben cuales son Jos eventos futuros; 

2 Za11111dio Uribc, Op, cit. p 18 
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• Se conoce la dimensión ele los mismos en términos ele la inversión que se 

analiza; y 

• Anticipadamente, también se conocen las probabilidades de ocurrencia ele 

los eventos 

Incertidumbre 

• Se tiene conocimiento ampliad~ d~ lo¿ evento~}utt;ros; 
• Puede o no conocerse la dimensión de los mismos; y 

• No se conocen con anticipación las probabilidades ele los mismos 

La probabilidad de que ocurra un evento en el futuro puede explicarse por 

medio de un número que representa la posibilidad ele la ocurrencia. Esta posi­

bilidad puede determinarse examinando todas las evidencias disponibles relacio­

nadas con la ocurrencia del evento en un espacio muestra!. 

La teoría de probabiliclacl se ocupa de establecer las reglas que gobiernan los 

fenómenos al azar. Podría parecer extraordinario hablar de reglaB sobre el com­

portamiento de algo cuya naturaleza ei:l esencialmente erróneo e impredecible, 

sin embargo, es un intento bastante exitoso de sistematizar laB características 

ele los fenómenos de azar, y obtener así tocia la información posible sobre como 

se realizan. Esto permitirá, en tocio caso, indicar cuáles son los resultados más 

viables, o de hecho más probables, para un cierto fenómeno y, así, orientar las 

previsiones <le manera racional. Es importante acotar esto porque en torno a la 

teoría de probabilidades, y mas concretamente, los procesos aleatorios, son los 

que darán la pauta. para los siguientes temas. 

¿En qué forma es posible obtener información sobre el comportamiento de 

algün fenómeno aleatorio?, ¿es posible obtener resultados anticipados acerca ele 

lo que sucedení en condiciones aleatorias o de riesgo?. 

La teoría de probabilidad es capaz, efectivamente, de evaluar en forma cuan­

titativa aspectos importantes de lo que puede esperarse al observar acontecimien­

tos aleatorios. Y para efectos de este proyecto, dará la pauta para fundamentar 

una decisión de inversión. 
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1.3. Téc11icns de medición del riesgo 

El decisor se interesa por los llamados estados ele la naturaleza quc afectan 

los resultados de una decisión. En un sentido mfís estrecho, nos interesamos por 

el estado de cierto componente ele decisión que es función ele alg1ín pnntmetro 

desconocido. Si conociéramos el valor de este parámetro dacio, conoceríamos tam­

bién el estado correspondiente de la naturaleza y nuestra decisión no se tornaría 

ya en condiciones de incertidumbre. En esta incertidumbre ;;obre los estados de 

la naturaleza o el valor del parámetro desconocido lo que tratamos de expresar 

en términos ele un sistema por In probabilidad relativa ele que ocurra cada uno de 

los estados posibles ele la unturaleza o conjunto de eventos; sería lógico adoptar 

un sistema intuitivo en donde se utilizarán como pasos los valores de probabi­

lidad. Después de determinar los pasos que vayan a emplearse, tendremos algo 

que parecení mucho a una distribución de probabilidad sobre los estados de la 

nnturnleza, que es cscncialment.c lo mismo, sobre el panímetro desconocido. 

Un parámetro por sí mismo no es una distribución ele probabiliclacl, sin em­

bargo, las estimaciones que se derivan de muestras constituyen distribuciones de 

probabilidad sobre un parámetro. 

EHte capítulo habla sobre el riesgo y toma de decisiones, y como tal, una forma 

de medirlo es una distribución ele densidad de probabilidad. Las distribuciones 

probabilísticas son una buena estimación para disminuir el riesgo en la toma de 

decisioues y aumentar la confiabilidad ele los factores y variables que involucran 

1111 problema. 

l.·1. Distribución de probabilidad a posteriori 

Cuando el tomador ele decisiones cuenta con la información que Je proporcio­

na un análisis cuantitativo del problema, mediante técnicas probabilísticas que 

le permiten estimar los parámetros ele la situación. El analista hace uso ele una 



1.5. Distribución de prob11bilir/11d 11 priori 15 

distribución de clensiclacl de probabilidad a posteriori. El resultado de Ja estima­

ción de los parámetros a evaluar es fundamental para Ja toma de decisión. La 

decisión que toma el analista es completamente empírica, e involucra el mues­

treo, Ja observación y experimentación para encontrar Ja distribución apropiada 

acorde al fenómeno de estudio. 

Aquí es pertinente mencionar que en este proyecto Ja distribución de pro­

babilidad que implementará el analista financiero, será aquella que considere el 

tiempo como variable aleatoria independiente y el grado ele incertidumbre es­

tará a cargo del analista, quien ubicará la estrategia de inversión en un contexto 

financiero del sector donde cotiza la emisión de Acciones en el Mercado ele Deriva­

dos su intuición y experiencia son determinantes en el cálculo ele probabilidades 

¡mra la evaluación de la acción. 

1.5. Distribución de probabilidm/ a priori 

El sistema intuitivo o la distribución ele probabilidad que se utiliza al iniciarse 

el análisis ele decisión se denomina generalmente distribución teórica o a priori. 

En muchos casos, es posible desarrollar la distribución a priori a partir de datos 

o información empírica que ya se encuentra disponible; por ejemplo, los datos 

históricos sobre el m'1mero do ventas o pedidos de un ·artículo dacio, cada día, 

durante un período de cien días proporcionará una distribución ele frecuencias, a 

partir de la cual se podrá calcular las probabilidades. Es razonable suponer que el 

fenómeno que interesa signe una distribución teórica dacia y que los parámetros 

de esa distribución pueden estimarse a partir de los elatos disponibles. 

Cuando no se tenga información empírica, será preciso determinar subje­

tivamente la distribución teórica. Las estimaciones subjetivas que conducen a 

la distribución teórica deberán fundamentarse en la intuición y experiencia del 

analista. Es preciso que se deriven de un análisis cuidadoso de la situación y 

una evaluación, por el tomador de decisiones, de las probabilidades que preva­

lezcan en cierto estado de la naturaleza. Si esta información no existe en alguna 
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forma objetiva y cuantitativa, no quiere decir que sea inútil o que deba des­

cartarse. Una posible alternativa para resolver esta situación será el uso de la 

simulación,ª donde se podrá generar una muestra aleatoria ele datos n partir ele 

la posible distribución ele probabilidad que el analista suponga o intuya¡ al pro­

ponerse una distribución ele probahiliclacl para generar datos hablamos de una 

decisión a priori. 

"Las probabil'idades a priori reflejan la incertidumlrre en la mente del to­

mador de decisiones, en lo relativo a los estados desconocidos de la naturaleza 

que afecta a su problema. No es preciso que estén respaldadas por evidencias 

empíricas, y es muy probable que dos tomadores de decisiones que se enfrenten 

a situaciones idénticas evaluarían las probabilidades de modos distintos; no obs­

tante, una vez determinadas esas probabilidades anteliores paro. una situación 

dada, se considerancomo cualquier otro valor de probabilidades y se aplican a 

ellas las reglas clásicas de probabilidad".'1 

~ 
~ 

Figura 1.3 

~ 
~ 

" La simulación es una técnica de investignci6n que reproduce en forma semejante o nproxi­

mndn los eventos reales y los procesa bajo ciertas condiciones ele prueba, definidas con anterio­
ridad. 

·
1 Zamuclio Uribe, Op. cit. pag 28-35 
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Para el tomador de decisiones un análisis objetivo que involucre, la conside­

ración sobre el tiempo, las diferentes alternativas y, las técnicas para minimizar 

riesgos son fundamentales para el éxito de una decisión. 

1.6. Decisiones de inversión 

Anteriormente se planteó la necesidad de una correcta toma de decisiones, sin 

embargo, desde la perspectiva de un inversionista, ¿qué elementos involucran una 

decisión?, ¿qué aspectos considera un inversionista para realizar una inversión?. 

La.~ herramientas matemáticas y un análisis bursátil orientarán la decisión de 

inversión. 

Algunas definiciones a cerca de inversión. 

• Se considera una inversión a las compras, por parte de la empresa, do 

edificios y equipo nuevos así como aumentos ele inventarios, todo lo cual 

aumenta el acervo de capital de la empresa.3 

• Gasto monetario en la adquisición de capital fijo o capital circulante. Flujo 

de producción encaminado a aumentar el capital fijo de la sociedad o el 

volumen de existencias.4 

• Compra o venta de activos financieros para obtener unos beneficios en 

forma de plusvalías, dividendos o intereses. 

La inversión se compone de los siguientes pasos: 

l. Objetivos y metas de inversión 

2. Elección de inversión 

3. Creación de una cartera diversificada 
3 Karl C1L•c, y Ray C. Fair. "Fundamentos de Economía", l'vléxico. Prentice Hall. 2ª. Edición. 

Sección G !osario 
.¡ Eurobanco. "Diccionario de términos financieros", 1907. 

--------- ·-----------
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En lo particular, el invertir implica arriesgar un capital con un rendimiento 

espemdo y la consecuente utilidad en el corto ¡¡ largo plazo. 

El proceso de inversión se estructura en torno de las institucioneb y los mer­

cados financieros, en donde se encuentran tanto proveedores como demandantes 

de fondos. Los inver:üonistas r¡ue pueden ser institucionales o individuales. La 

importancia de la inversión radica en aportar los fondos necesarios para que el 

capital funcione y crezca. Las retribuciones de la inversión pueden recibirse en 

forma de ingreso corriente o aumento de valor. [6] 

Las decisiones de inversión dependen tanto rentabilidad esperada ele los pro­

yect.os, como la capacidad de la empresa para obtener financiamiento y del costo 

asumido. 

En los planes de inversión deben tomarse en cuenta, por principio tanto. los 

beneficios previstos como los fondos disponibles, a fin de determinar el nivel 

actual de inversión requerida para la consecución de cada una de las metas. 

Los inHtrmnentos de inversión que se elijan dependerán en buena medida tanto 

de los ciclos económicos y del mercado, corno de la etapa de la vida en la que 

se encuentran los proyectos del inversionista. Las metas y planes de inversión 

deben proporcionar la adecuada liquidez, lo cual puede conseguirse mediante la 

posesión de valores a corto plazo. Estos instrumentos pueden ganar intereses a 

una pérdida potencial de su poder adquisitivo. La variedad ele instrumentos de 

inversión a corto plazo pueden obtenerse en bancos, firmas de intermediación 

b11rs1ítil e instituciones gubernamentales. Su conveniencia depende de la postura 

del inversionista frente a su disponibilidad, seguridad, liquidez y rendimiento. 

En otras palabras, una decisión de inversión es la correcta si cumple con: [7] 

• Ganancia marginal > rendimiento en el mercado ele capitales. 

• El valor presente > valor de cambio a futuro 

• Seg1ín Stauford,5 una adecuada administración de cartera debe cubrir los 

siguientes puntos: 

·'Citado en E. Villcgn.~, H.. 1\1. Ortega. "Aclministrución de Inversiones". México, McGrnw­
Hill, l!JD7. 
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• Mayor rendimiento de cartera 

• Mantenimiento de la posición de liquidez 

• Ganancias de capital 

• Seguridad de cartera 

• Limitación de Ja deuda a un nivel no perjudicial. 

Hay dos tipos de inversionistas: Jos pequeños y Jos grandes ahorradores, y un 

equilibrio qne separa a Jos ahorradores pequeños que invierten en deuda, y a los 

grandes ahorradores que invierten en instrumentos de acciones. 

Como regla general, se ha observado que las acciones, en su mayor parte, 

rinden nHÍs a largo plazo, que cualquier otro tipo de inversiones. No obstante, 

invertir e11 acciones a corto plazo puede ser peligroso ya que no son muy estables. 

Una de las reglas ele oro para todo inversionista es que a mayor riesgo se obtienen 

mayores retornos. Lógicamente, cuando los inversionistas toman mayores riesgos, 

esperan recibir a cambio ganancias más elevadas. Es por esta razón que las 

acciones son un ejemplo ele lo anterior, porque son percibidas como más volátiles 

y obtienen ganancias más extensas que los bonos, Jos cuales son vistos con mayor 

estabilidad. Tradiciormlmente los bonos tienen menores riesgos, puesto que a 

largo plazo la emisión ele nn bono se traduce en una mayor utilidad que los 

l)Qnos a corto plazo. Entre mayor sea el tiempo que nn inversionista tenga que 

esperar para recibir su cliuero, serán mayores !ns posibilidades de que algun 

suceso macroeconómico o político intervenga y afecte la utilidad de la inversión, 

por tanto se asume uu nivel ele riesgo más amplio y esto se traduce en mayores 

retoruos. 

El único determinante o condicionante del precio de una acción es la ganancia 

de la misma. A corto plazo, las acciones pueden fluctuar debido a las tasas ele 

interés, el entorno, el estado del tiempo, la opinión generalizada y las variables 

exógenas pueden afectar los precios. Sin embargo lo importante es a largo plazo 

y aquí lo que interesa es la ganancia. Si las ganancias o dividendos de una acción 



20 l. ESTHATEGJAS /JE INVERSIÓN 

se 1ua11ticne11 y crecen considerablemente en un período de diez aiíos, hemos 

seleccionado acertadamente, ya que nuestros divideudos también crecerán. 

En opinión ele una experta, "la diversificación de las inversiones e,, funda.­

mental. Esta. es fo 'IÍnica manem de r:onl1'olnr !/ balancear una inversión. 1\de.mlis, 

im portafolio diversifica.do reprnsenta menores riesgos, en otras palabras, aiín 

cuando algunas de las inversiones caigan, otras subirán. Esto significa que en 

un portafolio de/Je estar integmdo por diferentes tipos de inver·siones, algunas 

qne representan mayores riesgos y otras que proporcionen un poco de estab'ilidad 

y confianza". Valoría Cáccres Martes¡¡. 

Un hwersionista liurslitil considera el riesgo, rendimiento y tiempo como 

factores fnndamcntales pa.m invertir su capital. Las técnicas matemáticas de 

medición de riesgos son herramientas indispensables para aw:iliar al decisor en 

su etapa de planeación de riesgos. 

1. 7. Cfoses de i11versio11es 

Se definió una inversión como el hecho de arriesgar un capital con Ja con­

secuente utilidad en el corto y largo plazo. Una forma ele saber que hacer con 

el dinero es atender un poco a la economía y recordar que existen tres motivos 

pura mantenerlo. 

• La inversión operativa el cual obliga a las empresas a mantener dinero 

invertido en alternativas que le permitan funcionar; a las familias, en al­

ternativas que les permitan subsistir¡ es decir, pagar renta, ropa, luz, ali­

mentación, etc. 

• La inversión precautoria que conduce a mantener inversiones para impre­

vistos, ya sea por causas contingentes o por mala planeación. Para reducir 

6 Columna periodística "El ABC de !ns inversiones ". Pel'ióclico "El Economista". l\•léxico, 
D.F. Octubre 17 del 2001, Sección Aniílisis Financiero. 
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estos imprevistos se debe contar con una adecuada administración de ries­

gos (cobertura de riesgos cambiarios, tesobonos, seguros, etc.). 

• La inversión especulativa permite a las empresas e inversionistas aumentar 

su capital al adquirir mayores riesgos con el dinero sobrante. 

Otra clase de inversión según el diccionario de bolsa 

• Inversión de cartera: inversión en acciones de una sociedad con un objetivo 

de rentabilidad y sin interés en el control de Ja sociedad. 

• Inversión extranjera: inversiones realizadas en Jos mercados financieros por 

residentes en el exterior. En bolsa suele corresponder con grandes inversores 

institucionales. 

• Inversión institucional: conjunto de inversiones realizadas en bolsa y otros 

morcados financieros por las instituciones de inversión colectiva (fondos, 

otc.,) y las instituciones financieras (bancos, casas de bolsa, etc.,). Gene­

ralmente se realizan mediante operaciones muy fuertes y suelen tener un 

carácter estable. 

Las inversiones pueden ser definidas en función de las estructuras de Ja 

corriente de cobros y pagos que generan. En este sentido, teniendo en cuenta 

el signo de la corriente de flujos netos de caja, podríamos dividir las inversiones 

simples y no simples. 

Son inversiones simples aquéllas cuya corriente de fondos se canaliza por 

un desembolso inicial y varios ingresos posteriores, aquellas que solamente se 

produce un cambio de signo en los flujos de caja. Los signos de los fondos serán: 

+ + ... + 
to ti 

Son inversiones no simples aquellas cuyos flujos de fondos posteriores al desem­

bolso inicial son tanto positivos como negativos: 

+ - ... + 
to t¡ 
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Los elementos que intervienen en el cálculo de los flujos de fondos son: 

• Costos de la inversión. Se pueden agrupar en dos grandes apartados: el 

coste del activo propiamente dicho y los costos operacionales o derivados 

ele la utilización ele In inversión; 

• Duración ele la inversión. Es el lapso de tiempo durante el cual la inversión 

generará flujos financieros en la empresa (cobros o pagos); 

• Cálculo de las entradas de fondos provenientes de la inversión. Las entra­

das de fondos corresponden con los cobros producidos por la inversión, 

magnitud que, por lo general, no suele coincidir con los ingresos; 

• Cálculo de salidas de fondos. Una inversión origina tres tipos diferentes de 

salidas de fondos: el desembolso o desembolsos derivados del proyecto de 

inversión propiamente dicho; los costos operacionales de la inversión; y la 

variación (incremento o disminución) de impuestos sobro los beneficios que 

surgen corno consecuencia ele la realización de la inversión. 

Analíticamente, toda inversión puede ser definida como una serie de flujos 

financieros en el tiempo de la forma: 

+ + 
-FCo +FC1 -FC2 -FC3 ... + FCn 

to t¡ ta 

FCo: desembolso o pago inicial de la inversión. 

FC1: flujos netos de caja generados en el período t, como consecuencia de 

la realización de la inversión; esto es, la diferencia entre cobros y pagos del 

correspondiente lapso. 

Una vez definida así la inversión, habrá de cumplir dos condiciones previas 

para su realización: 

• Condición de probabilidad o riesgo del proyecto 
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• Condición ele factibilidad, también llamada rentabilidad financiera. 

n 

2:FCt > o. (1.1) 
t=l 

n 

LFCt-FCo > o. (1.2) 
t=l 

La primera consiste en el hecho de que el proyecto arroje una cifra de cobros 

superior a la de pagos, mientras la "segunda condición exige que la rentabilidad 

del proyecto de inversión supere al costo de la .financiación, esto es, la rentabi­

lidad de la. inversión supere al costo marginal del ca.pital".9 O bien, 

r > k. (1.3) 

donde, 1·; rentabilidad de la inversión y k: costo marginal ele capital invertido. 

1.8. Decisiones de financiamiento 

El director financiero tiene varias formas para poder financiar sus proyectos 

y una de ellas es emitir activos financieros y llevarlos a negociar en los mercados 

financieros. Existen muchas formas, poro no se debe pasar por alto que cada 

opción lleva consigo un costo, y es responsabilidad directa del director financiero 

conseguir recursos al menor costo posible y que éstos generen recursos superiores 

a su costo. Además se debe de encargar ele conseguir y mantener a lo largo del 

tiempo un grado aceptable de liquidez y solvencia de la empresa a su cargo. 

La función financiera de la empresa abarca también los ru:;pectos de dimensión 

y crecimiento de la empresa. La preocupación sobre la solvenci::i. y el análisis 

Hnanciero constituyen aspectos cruciales en la supervivencia y expansión de la 

empresa. 

Las decisiones financieras se fundamentan en tres variables: 
9 Znmudio Uribe, Op. cit. p. 32 
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Rentabilidad o flujo neto de caja 

2 Liquidez 

3 Segu:ridad determinada por el nivel de riesgo 

Las funciones que cumplen los mercados de capitales, concretamente, Jos 

intermediarios financieros, se pueden resumir en las siguientes: 

'fransformación de ahorro en inversión mediante Ja creación <le activos finan­

cieros, facilitando la transformación, dilución y eliminación de riesgos. 

¿A qué se atribuye la necesidad <le mantener un mercado financiero?, y ¿a 

qué expectativas e intereses del inversionista, responde el invertir en la Bolsa 

l\Iexicana de Valores?. 

La importancia de un mercado financiero radica en la necesidad de la empresa 

ele requerir de un mercado de Valores eficiente para financiar su desarrollo, y por 

consiguiente, el desarrollo de la economía en México; de otra forma no podría 

asegurar su subsistencia. 

Así, los objetivos de un mercado financiero son:[S] 

Permitir el comercio de activos financieros nuevos, acciones y diferentes tipos 

de deuda en el mercado primario, es decir, Ja obtención de recursos financieros 

por parte de la empresa y gobierno. 

Permitir el comercio de activos financieros existentes para dar liquidez al 

mercado y fomentar la formación de carteras. 

1.9. Clasificación de mercados fümncieros 

Un mercado financiero satisface las condiciones de nn tianguis, un compra­

dor, -demandante-, un vendedor, -oferente- y un bien, la diferencia entre un 

tianguis y un mercado financiero es que en el segundo, sólo se puede negociar 

papel comercial e instrumentos financieros, es decir, adquirir activos financieros, 

mientras que en el primero se comercializa cualquier tipo de bien. Sin embargo, 
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la adquisición de productos agrícolas, monedas y metales se aplica para ambos 

tipos de mercado. 

Los cuadros de resumen simplifican los tipos de mercado financiero a partir 

del tipo, renta y destino de los fondos. 

tiempo 

renta 

¡ Mercado de dinero: recursos financieros a corto plazo: 

Cetes, papel comercial, tesobonos y cuentas bancarias. 

Mercado de capital: acciones, obligaciones, pagarés de 

mediano plazo, pagarés financieros, e inversiones 

bancarias a largo plazo. 

¡ Instrumentos de renta variable: no representan ningún 

pago por concepto de interés, ni ganancia alguna, no 

poseen fecha específica de vencimiento; 

el mercado accionario, metales preciosos. 

Instrumentos de deuda: <linero a préstamo. 

destino de 

los fondos 

Mercado primario: dinero invertido por la empresa 

o inversionista que se destina a las empresas o 

gobierno: colocación de Cetes por el gobierno o 

acciones por la iniciativa privada. 

Mercado secundario: éste otorga liquidez al mercado 

financiero, pues sin éste no funcionaría bien el otro. En 

este mercado el tenedor de uu título lo vende a terceros. 

Si se habla de mercado de dinero, se refiere a negociar la mercancía llamada 

dinero, representado por títulos de valor representativo de deuda, ya sea guber­

namental o privada. El costo de estos instrumentos es la tasa de interés o la 

tasa de descuento, de las cuales se deriva el rendimiento que puede brindar las 

inversiones en éste tipo de instrumentos. 

1.10. l\Iercado de pmductos derivados 

Los riesgos de operación que se realizan a través de éste mercado son: 
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• No se cuenta con liquidez, no hay un buen mercado secundario, por Jo 

cual, quien opera en este mercado tiene que mantener su posición hasta el 

vencimiento y cumplimiento del contrato. 

• Al ser un contrato privado, puede existir el deseo ele alguno ele los partici­

pantes de no cumplir las obligaciones especificadas en el mismo. 

El mercado de productos derivados se denomina así porque el precio al que se 

va a vender para entrega en una fecha futura se deriva del precio que está vigente 

en el mercado en este momento, de las perspectivas de los precios futuros, y de las 

perspectivas de las tasas de interés y las condiciones económicas que se estiman 

prevalecer en el futuro y de otra serie ele factores importantes, que varían ele 

acuerdo con el mercado de que se trate. Los productos derivados que se pueden 

op<'rnr en i\léxico son el nuís antiguo y del que nu'ts se ha operado; el mercado de 

anticipados, además clel mercado de futuros y los warrants o títulos opcionales, 

C'll nwrcados internacionales el mercado de opciones. 

1.11. OpcioIJes de inversióIJ 

En esencia, una opción o forward es adquirir el derecho más no la obligación 

de comprar o vender un determinado volumen de un bien subyacente. Como es 

notorio el concepto, existen dos tipos de opciones, las ele compra o "calls" y las 

de venta o "puts ". 

Ln.'i opcione.5 de compm confieren al tenedor de la misma el derecho a comprar 

un determinado volumen de un bien subyacente a determinado precio; se utilizan 

cuando se espera que el precio de ese bien subyacente aumente. A manera <le 

".ÍPlllplo, supóngase que adquirió en 0.30 dólares el derecho de comprar maíz para 

t•ntrep;n cm julio a un precio ele 3.00 dólares. Suponiendo que el precio del maíz 

subió a 3.50 dólares, el precio de la opción ya tiene un valor de 0.50 dólares ciado 

que el precio de ejercicio es ele :3.00 dólares, 0.50 dólares más barato que el precio 

e11 el mercado de físicos. El tenedor ele esta opción tiene el derecho de ejercerla o 

venderla en el mercado. Con esto garantiza que aun cuando el precio suba, por 
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el diferencial de precios entre el precio que pagó por la opción y el precio al c¡11e 

se pueda vender en el mercado, podrá tener una compensación que le ayude a 

nivelar el alza en el precio del bien subyacente, en éste caso el maíz. Su ganancia 

neta será de 0.20 dólares. 

Las opciones de venta confieren al tenedor de la misma el derecho a vem.ler 

un determinado volumen de un bien subyacente a determinado precio; se utilizan 

cuando se espera que el precio de ese bien subyacente disminuya. A manera de 

ejemplo, supóngase que adquirió en 0.30 dólares el derecho de vender maíz parn 

entrega en julio a un precio de 3.00 dólares. Suponiendo que el precio del mníz 

bajó a 2.5 dólares, el precio de la opción ya tiene un valor subyacente de 0.50 

dólares dado que el precio del ejercicio es de 3.00 dólares, 0.50 dólares 1mís caro 

que el precio en el mercado de físicos. El tenedor de esta opción tiene el derecho 

de ejercerla o vcuderla en el mercado. Con esto garantiza que aun cuando el 

precio baje, por el diferencial ele precios entre el precio que pagó por la opción y 

el precio al que se pueda vencler en el mercado, podrá tener uua compensación 

q11c le ayude a nivelar la baja en el precio del bieu s11hyacc11lc, en éste caso el 

maíz. Su ganancia será de 0.20 dólares. 

El tenedor de una opción ele compra o venta tendrá una utilidad si el valor 

futuro de su activo es mayor con respecto al precio del valor del activo en el 

momento de su inversión. Tradicionalmente es el mercado ele divisas el que mejor 

se adapta a las necesidades de este tipo de estrategia de inversión. 

1. 12. Instrumentación de una estrategia financiera 

"Una estrategia financiera es el conjunto de acciones tomadas para adminis­

trar los riesgos y flujos ele capital de una empresa o inversionista". Un inversio­

nista tendrá que instrumentar una estrategia financiera acorde a los beneficios 

esperados en una inversión. 

Los Futuros negociados son instrumentos financieros q11e sirven para con­

trolar y gestionar el riesgo que implican las inversiones en Bolsa, así como ins-
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trnrncntos para realizar inversiones que pueden proporcionar una rentabilidad 

proporcional al riesgo que se desee asumir. Anteriormente se indicó que a menor 

riesgo menor rentabilidad y a mayor riesgo mayor rentabilidad, obviamente esta 

rentabilidad se concreta a través del tiempo. 

El riesgo se me11cionó es la probabilidad de ganancia para un tenedor de 

instrumentos financieros. En el Mercado existen varios tipos de riesgo, entre 

estos se encuentran el riesgo ele Mercado y riesgo Precio, en el primero es el 

que afecta al tenedor de cualquier tipo de valor, ante las fluctuaciones de precio 

ocasionadas por loH movimientos normales del mercado; mientras que el segundo 

es el riesgo asociado con movimientos adversos en el precio del activo o valor 

sobre el cual se mantiene alguna posición. 

Por otra parle, adem!Íf; de los dm; tipos de opciones, de compra o de venta, 

existen dos estilos, el americano y el europeo. La opción estilo americano permite 

a su tenedor el ejercicio del rlerecho de compra o venta en cualquier momento 

durante la vigencia de la opción. La opción estilo Americano, sólo permite el 

ejercicio del derecho de compra o venta en cualquier momento durante la vigencia 

de la opción. La opción estilo Europeo, sólo permite el ejercicio de la opción de 

compra o venta la vencimiento. Ambos tipos de opciones son iguales. 

,\sí, los plazos de entrega de divisas a futuro se integran por los contratos <le 

opciones de divisas o de activos financieros. 

Se tiene la opción de comprar el contrato mas no la obligación de ejercerlo. 

Previo pago de prima a la casa de Bolsa. La prima depende de la evaluación 

del riesgo, a partir de las expectativas de fluctuación, es decir, costo actual y 

costo futmo. Se les denominan contratos adelantados -forward- cuyo plazo es 

preestablecido con cierta flexibilidad. 

El comprador de una opción call anticipa un mercado alcista, mientras que 

el tenedor de una opción put anticipa un mercado a la baja, si su expectativa 

l'S correcta el precio de compra, denominado precio de ejercicio, negociado en la 

Opción cobra la forma de un premio o utilidad. 

Por el contrario, el emisor de la Opción recibe un pago, denominado prima, 

···---··- - ·---------
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por la suscripción ele la Opción, el cual retendrá al término del contrato si su 

expectativa ele precios es correcta. 

· Activo Financiero 

Tamaño 

Especificación del subyacente 

l'viétoclo ele liquidación 

l'vlecanismos ele negociación 

Compensación diaria 

Forward o TÍtulo Opcional 

A la medida 

La que convenga a las dos partes 

Entre las partes 

No se negocian en mercados organizados 

No la hay 

En l'v!éxico se operan títulos opcionales o warrant, sus t'.micas diferencias que 

existen entre ambos son la estandarización, y se operan en mercados establecidos. 

Por lo dermís, tocios los cálculos son iguales. 

Supóngase que el 14 ele Diciembre ele 1905 se adquirió una opción IPCG05A 

DC025 con un precio de ejercicio de 2001.15, con fecha ele vencimiento 26 ele 

abril de Hl9G a un precio ele $750. El precio del bien subyacente o precio de 

mercado es de 2575.44 y la primera emisión fue de $846,487.00. 

Precio bien subyacente 2, 575.44 

Precio de ejercicio 2, 001.15 

Valor intrínseco 574.29 

Precio de la Opción 750.00 

U tiliclacl -175. 71 

Rendimiento -23.43 

Se adquirió un warrant IPC504A, lo que quiere decir, con las letras IPC, que 

se refiere al Incide de Precios y Cotizaciones de la Bolsa Mexicana de Valores, 

con el nÍ!mero 605, y la fecha de vencimiento es el mes de abril de 1996. La letra 

A indica que es de estilo americano. Después se lee que es DC02ú lo cual quiere 

decir que es ele tipo compra y en la serie 02ú. 

Un dato importante de la operación con respecto a las características del 

warrant, está la fecha exacta de vencimiento, 26 ele abril ele 1996, y el precio 

de ejercicio, 2001.5. Como elato adicional se tiene el hecho de que la prima de 
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Pnlisión fue ele $846, 487.00, dato que sólo sirvo para saber que los que invirtieron 

en la emisión han perdido, pues ahora el precio del warrant es de $750.00. 

Suponiendo que en el mes de abril do l!J!JG el IPC de la Bolsa Mexicana de 

Valores alcanzó un nivel de 3000 puntos, lo que ganaría el tenedor de esta opción 

se calcula de la siguiente manera: 

Precio bien subyacente 

Precio de ejercicio 

Valor intrínseco 

Precio ele la Opción 

Utilidad 

Rendimiento 

3000.00 

2001.15 

!l!JS.85 

750.00 

175.71 

33.18 

Dos personas A y B, piensan firmar un contrato de Opción de compra. El 

mismo le permitirá A comprarle a B 1000 acciones de CEMEX a un precio de 

$(i0 en cuulquier momento durante los próximos nueve meses. 

Act11nhnente se venden estas acciones a $55.00. El inversionista A considera 

que el valor <le CEMEX subirá considerablemente en los próximos meses, en 

cambio el inversionista B piensa que el valor no ascenderá más de $GO durante 

<'si e periodo. A tiene que pagar a B una ¡,rima al firmar el contrato, debido a que 

íl 11eccsita una compensación por el riesgo adquirido. Supongamos que en este 

caso la prima es ele $3.00 pesos por acción, es decir, $3000.00 pesos de prima. 

La posición larga es la que presenta A al sor el comprador de la Opción, y se 

puede observar su postura en la siguiente gráfica. 

----------------·-· 
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Figura 1.4 
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Si el precio de la acción se mantiene por debajo del precio de ejercicio -

$60.00-, Ja pérdida que obtiene es la prima que pagó en un principio al comprar 

la Opción, a partir del precio de ejercicio, la gráfica se convierte en ascendente, 

aunque sigue obteniendo pérdidas hasta llegar al precio a $63.00 y a partir de 

este punto logra ganancias. 

La posición larga la presenta B el emisor, esta postura se observa en Ja 

siguiente gráfica. 

TESIS CO~T 
FALLA DE OillGEN 
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Obsérvese que en el precio ele Ja acción a $60.00 pesos representa una utilidad 

de $3.00 pesos por acción, sin embargo, la utilidad es negativa cuando la opción 

se encuentra en un precio de $70.00. La utilidad total cuando el precio es de 

$70.00 pesos en la fecha de ejercicio será de - 7.00 pesos por acción. 

El precio por acción o bien suhyncC'nte en la fecha de ejercicio es de $62.00 

pesos por acción. El inversionista A obtiene una utilidad negativa de $1000.00 

¡wsos, equivalente a un -33 % ele su inversión inicial, en este caso, el costo de la 

prima. el cual fue de $3000.00 pesos, mientras que el inversionista B adquiere una 

~anancia de $1000.00, equivalentes al 33 % de Ja acción al momento del precio 

de cjPrcicio de la Opción. 

·----------- -·------· . 
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2. CADENAS DE MARKOV 

2.1. Procesos de decisión ele Markov 

Los procesos de decisión de Markov son una aplicación de la programación 

dinámica a la solución de un proceso de decisión estocástico, que se puede escribir 

a través de un número finito de estados. Las probabilidades de transición entre 

los estados se describen por medio de una cadena de ivlarkov. La estructura 

de remuneración del proceso la describe también una matriz, cuyos elementos 

individuales representm1 el ingreso o costo resultante del cambio de un estado 

a otro. Las matrices de transición y de ingreso, dependen de las alternativas 

de decisión disponibles para la persona que toma la decisión. "El objetivo del 

problema es el ele determinar la política o curso de acción óptimo que maximice 

el ingreso esperado del proceso en un número de etapas finito o infinito". [10] 

Un proceso estocástico es un proceso probabilístico donde el tiempo es la 

variable aleatoria independiente, encontrar la relación de interdependencia y 

comportamiento límite de variables aletorias es el objeto ele estudio de la teoría 

estocástica. Se observa un proceso estocástico siempre que se desarrolla el tiempo 

de manera controlada por leyes probabilísticas. 

Las aplicaciones de procesos estocfÍsticos son amplias, el análisis de la dinámi­

ca ele una población o el comportamiento de una epidemia; el flujo del mercado 

de futuros y derivados; fenómenos de comportamiento en geofísica y bioquímica, 

son ejemplos de procesos estocásticos. 

Un proceso estocástico es una familia de variables aletorias { Xt,,}, donde 

es un parámetro que denota el tiempo sobre el conjunto T. Por simplicidad 

-- - -------------- -----~- -
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de s11 reprcsentació11, al referirme a /, será como tiempo y { X1,.} como proceso 

estocástico con tiempo discreto cuando T = z+ = {O, l, 2, ... , n, n + 1, ... , n + m} 
y 1111 proceso estocástico r.on tiempo continuo cuando T = R+ =[O, x), 

Un proceso cstociístico se distingue por un espacio de estndos S, PI raugo 

de posibles valores para la vnriablc aleatoria X 1,,, una función de probabilidad 

conocida por su estrucutra de dependencia para todo n y todo to,,,,t,. donde 

t; ET, i = 1, .. , n. Los procesos de Markov tienen una estructura de dependencia 

riue los hace un caso singular de procesos estocásticos 

Una secuencia de variables aleatorias X1, es denominada proceso estocástico 

con parámetro de tiempo discreto o simplemente con tiempo discreto cuando a 

sus variables se les asigna un valor cu S. 

Definición 2.1.Uu proceso cstocfÍstico es un espacio probabilístico (11, F, P) 

do11de: 

11 es el espacio mucstrnl probabilístico. 

81 campo F es el conjunto de eventos del espacio 11111cstral 11. 11 C F; 

S = { 1, 2, 3, .. i 1 i E N} es el espacio o vector de estados, necesariamente 

SE F. 

P es la función de densidad de probabilidad f de la variable aleatoria es­

tocástica Xi. que representa el estado i del sistema al tiempo n, definida por la 

rC'lnción f : s ~ R2. 

Así, parn saber el estado del sistema Xt,.+i en el tiempo futuro dado Xi .. en 

1111 tiempo pa.~ado, se tiene la función de transición de un estado ii,. a un estado 

i 1,., 1 Pn un tiempo n. 

P(X1,.) = P[Xi .. +1 = ii.,+1 /Xi,. = ii.,]. 

Una caracterÍHtica com1í11 eu un Proceso de l'vlarkov es que el tiempo no 

i11fl11,\'e en el desarrollo de 1111 evento, sin embargo, se puede determinar el com­

port.inniento de un fe11ó111P110 probnbilístico a través del tiempo. 1 

1 ,\ndrPi 1\ndr<'i\'ich l\L\H((O\' (185G - 1022} eR pionero en el desarrollo de In teoría de 

l\larko\'. i\lat<'nuítico rnsn. cliscípnlo ele Tchevichev, Sus primeros trnlmjos versaban sobre In 

teoría de lrn; prnbabilidmles, En 1!10() desarrolló las llamadas cadenas de i\lnrkov, para annliznr 
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El pasado de las vbes. aleatorias { X10 , X111 ••• , X1,,_ 1 }, y el futuro de las 

vbes. aleatorias { Xt,,+i, ... , Xi .. +,,,} son condicionalmente independientes dacio 

el presente X 1., = i 1.,, esta característica es lo que se denomina propiedad de 

Markov, ver figura 2.6.[11] 

Figura 2.6 

Definición 2.2. Un proceso estocástico Xt,,, es un proceso de Markov si 

cumple con la siguiente propiedad: 

3 to < t¡ < t2 < ... < t,.; o bien, t1 f t,. t E fl+ 

la distribución condicional de probabilidad para X 1., depende exclusivamente del 

valor .:\i., = i 1.,, esto es, 

para efectos de éste trabajo el tiempo t tendrá valores discretos y la v. a. X 1,. 

valores continuos. 

Un proceso de decisión de Markov está definido dentro de un espacio ele 

Bauach ¡3. Un espacio de valores aleatorios ele Banach se denomina espacio li­

neal completamente normalizado, y es representado por una variable aleatoria 

estocástica Xi., con un espacio finito de estados S, denotando la norma de Xi., 

por 11 · ll · La norma de un espacio de Banach es 1, necesariamente. La característi­

ca fundamental de un espacio aleatorio ¡3 es la posibilidad de mapear funciones 

de probabilidad a espacios vectoriales en R 2 . 

procesos de física y melercologfa. Una cadena de rnnrkov es un proceso al nzar con la inusual 
característica de que su futuro desenvolvimiento puede ser pronosticado a partir de su estado 
prc~ente, la pre<licción e~ tan exacta como si se conociera su entera historia pasada. 
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2.2. Tipos de procesos estocásticos 

• Serie Estocrística Discreta 

En este sistema el espacio de estados es Discreto y espacio Paramétrico Dis­

crel o 

Ejemplo: 

Xi = Tiempo de espera del n-ésimo cliente en una fila de una gaso­

lineria. 

T = {0, 1, 2, ... , 10} Minutos de espera de los clientes en ser aten-

didos. 

S = {l, 2, .. ., n} Cantidad de clientes posibles. 

• Proceso Estocástico Discreto 

Es el sisteum con espacio de estados Discreto y un espacio Paramétrico con­

ti11110 

Ejemplo: 

X1 = Nítmero de clientes en la fila de la cafetería cm el tiempo t. 

S = {O, 1, 2, .. ., rn} Cantidad de clientes. 

T = [O, 11] Instante de la observación. 

• Serie Estocástica Continua 

Este sistema tiene 1111 espacio de Estados continuo y un Espacio Paramétrico 

IJisnt'to. 

Ejemplo: 

Xi = Cantidad ele agua del vaso del cliente t. 

S =[O, ma:i:J agua. 

T = (O, n] tiempo. 
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• Proceso Estocóstico Continuo 

En este sistema ambos, el Espacio ele Estados como el Espacio Paramétrico 

son Continuos. 

Ejemplo: 

Xt = Litros ele agua en una sistema en el instante t. 

S = [O, 10000] cantidad de agua en la sistema. 

T = [O, n] instante del tiempo. 

2.2.1. Camcterísticas de 1111 pmceso de l\1arkov 

• Un proceso de Markov es homogéneo durante el tiempo tn+l si: 

• En un proceso de Markov con tiempo continuo la distribución del tiempo 

entre cambios de estados se distribuye como una distribución exponencial: 

• En un proceso de Markov de tiempo discreto, la distribución del tiempo 

entre cambios ele estado es geométrica: 

p(x) = (1 - p)x-lp. 

Cuando se tiene un proceso estocóstico con la propiedad ele Markov y tiempo 

continuo se habla de un Proceso de Markov, mientras que un proceso estocástico 

con propiedad ele Markov y tiempo discreto es una cadena de Markov. [12] 

Definición 2.3. Un proceso estocástico X 1,., es una cadena de l\·Iarkov si 

V lo, ti ... t,.; la distribución condicional de probabilidad para X 1,. depende ex­

clusivamente del valor X1,. = Ít,., esto es, 
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El conjunto del tiempo T es el conjunto ¡mramétrico. 

El conjunto de estados S es la posición que ocupa la cadena en el tiempo T. 

Ejemplos de cadenas de .IVIarkov son, el comportamiento de una población de 

hncterias o de un volcán, la ubicación de un barco a la deriva en el tiempo t,.. 

2.:3. Mat.riz ele J\Iarko11 

Por definición, una matriz ele l\.Iarkov es sernidefinida positiva y tiene la 

sing11laridad de que los elementos de sus vectores columna de la matriz suman 

In 1111idnd, esto es, dada la matriz A de orden mxn, que se expresa corno: 

'i = l, ... ,rn. 

y se cumple 

"' 
:~::>ij =l. 
i=l 

Considérense tres ciudades, ~léxico, Gundalajara y Monterrey, que denota-

111os por DF, GL, y MT respectivamente. Supougase que en cualquier año n, 

alg1111as ¡wrsonas salen de estas ciudades para ir a alguna ele las otras. 

El porcentaje de las personas que salen y llegan anualmente es de la siguiente 

fon11a: 

kDF se dirige a GL .Y !DF se dirige a MT 

tGL se dirige a DF y !GL se dirige a .MT 

!MT se dirige a DF y ~MT se dirige a GL 

-----------------·------
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Sean x11 , y,., Zn las poblaciones de DF, GL y MT, respectivamente en el 

año n. Entonces se puede expresar la población en el n - ésimo + 1 año de 

la siguiente forma, y sea S = {xn,Yn,z11 } el conjunto de estados S 11 ; sea T = 
{O, 1, 2, 3, ... , n, n + 1} el conjunto de tiempo. 

s Xn Yn Xn 

Xn 
ll j 3 
20 T2 8 

Yn 
1 1 3 
5 3 8 

Z71 
1 1 2 
4 ;¡ 8 

En el n - ésimo + 1 año, ~ de la problación del DF se dirige a GL y t 
de la problación del DF se dirige a MT, esto es, ~ + * = fc¡; la población que 
permanece en el DF es: 

9 11 
l - 20 = 20· 

En el n - ésimo + 1 año, ~ de Ja problación de GL se dirige a DF y ± ele 

la problación de GL se dirige a l\i!T, esto es, t + t = :fo; así, la población que 
permanece en GL es: 

9 11 
l - 20 = 20· 

En el n - ésimo + 1 ·año, t de la problación de MT se dirige a DF;y i de la 

población de MT se dirige a GL, esto es, t + i = ~; y Ja población q~e pérmanece 

en l'v!T es: 
5 3 

1 - s = s· 
La matriz de Markov representa el valor ·numérb:i ele probabilidad asociado 

a los estados de transición si, a saber: 

[ 

11 
20 

A= f 
4 

5 
TI 
1 
3 
1 
4 

~ l ª . 
l:S ' 
2 
8 

Para cada vector columna de la matriz, las probabilidades de transición tie­

nen una suma igual a Ja unidad, es decir, Ja suma de Jos componentes de los 

vectores columna X, Y, Z es igual a Ja unidad, donde: 
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yT= [ ~ l 3 
1 
;¡ 

zT= [ t l ;¡ 
4 
8 

A partir del fouómono poblacionnl ele \ns tres ciudades, se pueden dcterminnr 

las siguientes ecuaciones: 

• La población total del estado :i:,, se mantenclní en el n + 1 tiempo es: 

• La población total del estado y,, se mnntenclrá en el n+l tiempo es: 

• La poblncitSn total del estado Zn se mantendrá en el n+l tiempo es: 

2.·l. 1\fotriz estocristicn e/e probnbiliclades 

La matriz Estoc1\stic11 representa las probabilidades de transición entre los 

PSI ll!los de la cade1m de 11darkov. Por definición, una matriz de estocástica es 

s1·111ideli11ida positiva y a diferencia de la matriz de Markov los elementos de 

~11s n·11glo1ws suman la unidad, esto es, dadn la matriz P de orden mxn, que se 

•·x¡>r<'sa como 

n 

L/lij· 
j=l 

y Sl' cumple 

Pií ~O, 

i = l, .. .,m. 

11 

LPij =l. 
j=l 



2.5. Distribución de probabilidad 

Una forma sencilla de expresar la relación entre la matriz de Markov y la 

matriz estocástica es 

A;i = P;') 

La matriz de estocástica de transición es equivalente a la transpuesta de la 

l\fatriz ele Markov. 

2.5. Distribución de probabilidad 

Sean Amxn una matriz estocástica y el vector x E R", de tal manera que las 

componentes ele Ax son: 

y se cumple: 

n 

Y;= LªijXj, 
j=l 

i = 1, ... ,m. 

n 

Pii ;;Jl O, Lªii = l. 
j=l 

(2.2) 

que cada renglón o hilera de A; es una distribución de probabilidad en· 

{ 1, .. ., n} y las sumas de (2.2) pueden darse en la forma de (15] 

y;=E;X, i = 1, ... ,m. (2.3) 

Aquí, E; denota la operación de tomar el valor esperado conrespecto a la 

distribución A;, en tanto que X es una variable aleatoria definidá por. 

P(X = Xj) = Oij bajo A; 

Teorema 2.1. Dada una matriz estocástica P ele orden nxn y dádo el vector 

probabilístico 7r cuyos índices se encuentran en N. Entonces, existe un espacio 

probabilístico (fl, F, P) y una cadena ele Markov homogénea Xn con tiempo 

discreto definida sobre el espacio de estados N, la distribución inicial 7r y la 

matriz ele transición P. 
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•j=l, ... ,n; i=l, .. .,rn. 

Corolario 2.1. Sea P[X·r .. + 1 = itn+t /.Xr,. = it,. J = ..-Yt,,+ "tm proceso de 

i\Jarkov con T = {io,l1,l2,····tn,t,,+d• S = {So,S1,S2, ... ,S,,,S,.+1}, entonces 

•·xist.e una función de prolmhilidad asociada ni Proceso de Markov. 

Pi,j(n, n + 1) = P [X,.+1 = j/X,, = i]; 

Una Cadena de l'vlarkov X; con tiempo T discreto y espacio de estados S 
dbcreto tiene una función de masa de probabilidad, para ello basta con esta­

blecer para tocios los instantes n 2:: O; y los estados ·i, j para la distribución de 

probabilidad. 

¡1¡,J(11,n + 1) = P [X11 +1 = j/X,. = i); 

P[X,,+1 =j/X,, = i) = P(i,j) 2:: O; i,j ES; 

y satisface lns siguientes condiciones 

l. La suma de las probabilidades es igual a Ja unidad 

s 
"L,P(i,j) = 1; 

j 

j ES; 

(2,4) 

(2.5) 

2. Uua cadena de l\Iarkov es denotada por una distribución marginal de pro­

hahilidnd de variables aleatorias en el tiempo {X10 , ... ,X1,,+ 1 }, donde Jos 

valores son totalmente independientes de los estados X1,,. 

U 11a función es. homogénea si satisface: 

f(:r:,, y,, z,, ... ) = t 11 f(x, y, z, ... ). 

de manera amílogn una cadena de l\forkov es homogénea o estacionaria si su 

función de masa de probabilidad cumple con 2.5, esto es; el comportamiento de 

la v. a. X 1.,cs idéntico en el tiempo [t,,, t,,+1). Así, la función de probabilidad 
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de n pasos de la cadena de Markov es homogénea, o tiene probabilidades de 

transición homogeneas si Pi,j(t, s) depende solo de la diferencia {t - s) > O, esto 

es,[13] 

Pi,i(s, t) 

p;,j(n,n+ 1) 

P [Xt = j/Xs = i]; s 2: O¡ t 2: 1; 

P [Xn+l = j / X 11 = i] j n 2: O; 

Sea Xt. una cadena Markov con espacio paramétrico T = { to,ti,t2,. .. , tn,l11+1}, 

espacio de estados S = {So, 81, 82, ... , Sn, Sn+l} , S ~ Z, y sea Pi,j la distribución 
de probabilidad de Xt.,, existe una matriz de transición P asociada al Proceso 

de l\farkov que representa las probabilidades de transición, P;,j = P(i,j), por la 

ecuación (2.4) sabemos que: 

Pi,j(n, m) 

P [Xi,.= j/X1,._ 1 = i] 
P[Xm =j/X11 = i). 

P [Xni = j/X,, = i). 

{2.6) 

La matriz P es otra forma de representar las probabilidades de transición de 

un proceso de Markov y se denomina Matriz estocáSticade transición o Matriz 

de probabilidad de transición. 
._ -·-~·-- - -

La matriz estocástica representa las probabi!idad~s'co~dlcionales de alcanzar 

un estado j a partir ele un estado i, esto es, P(i,J). , 

Pi,j = P;(Tj < oo). 

La siguiente gráfica de la cadena de Markov ejemplificará lo ·antcriror: 

1/3 

2/3 

1 /2 

Figura 2.7 

2 

Para la cadena de Markov X 1,. de la figura se tiene: 

1 /2 
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n 2 1; t 2 O; T= {0,1,2, ... ,n,n+ l}; S = 1,2, .. n 

El conjunto S ele estados se puede descomponer ele la siguiente forma 

El estado 2 es accesible desde el estado 1: 

El estado 1 es accesible desde el estado 2: 

1 -->2 

2--> 1 

Ambos estados son accesibles desde su propio estado 1--> 1; 2 -->2, 

Un rn.;t.ado j cH nccPHible desde un estado i siempre que exista un camino quo 

c:orn•ct e ni estado i con el estado j. 

ObsÚV<'Hl' que dPl estado i ni estado j siempre existe un camino, de umnern 

que tndas laH probabilidades se encuentran definidas con valor positivo, (li,j > O. 

LaH prnhahilidndes Pi.j > O satisfacen las condiciones de uu proceso proba­

bilístico: 

P1,1, P1,2, f.12,1, P2,2 >O; 

De aquí podemos encontrar una propiedad interesante para una función do 
probabilidad de una Cadena de Markov. 

Si p;,j >O ento11ccs existe al menos un camiuo del estado i al estado j . 

.'-,"; fli,j = 1 entonces el estado j es un estado absorbeute . 

.'-,'¡ fli,j =O entonces no existe ningt'm camino que conecte el estado i con j. 

Ln l\latriz de Accesibilidad representa el valor numérico asociado a una grúfi­

c·a .\' sus cliforeutes estados. La Cadena de Mnrkov vista como una gráfica no 

diril.\ida se representa mediante la Mntriz de Accesibilidad para los valores Pi,j· 

m;,j = { ~ si p;,i > O 

si Pi,j =O 

----- ---~---- ------~---·-· --
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m;. = [ + +] 
,J + + 

La tablft siguiente representa los estados con sus probabilidades de transición 

Pi,i· 

S; 1 2 

1 l ~ ª 2 1 1 
!i 2 

La Matriz P;,j de transición de probabilidades representa!os valores proba­
bilísticos de una Cadena. de Markoyy ~.~ denomina· Matriz. estocástica 

.. ;,j~ [ ! ! ] 
de aquí se obtiene las probabilidades de transición entre los diferentes estados. 

P[Xt1 

P[Xt 1 

P[Xt 1 

P[Xt 1 

2 
2/Xta = 1] = P(l,2) = 3; 

1 
1/Xta = 1] = P(l, 1) = 3; 

1 
1/Xta = 2] = P(2, 1) = 2; 

1 
2/X10 = 2] = P(2, 2) = 2¡ 

Definición 2.4. Una matriz 1'1nxn es una matriz de transición Po matriz 
estocástica si cumple las siguientes condiciones: 

n 
• La suma por renglón es siempre la unidad: L: P;,j:;::: l. 

i=l,j=l i,jES 

• Un 11(1mero uno en la diagonal principal indica que el estado correspon­

diente es absorbente. 

• Un uno fuera de la diagonal principal significa que el estado destino es una 

barrera reflejante. 
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Dada X 1., la cadena l\lurkov con 

T = {lo,l¡,. .. , t,,,t .. +i}' r+, s = {So,S1, ... , s,,,S,,+¡}' s ~ z+, y Sefl Pi,j 

la distribución de probabilidad de X 1,,, la matriz de transición P se representa 

por la siguiente matriz. 

P= 

Pt,t Pt,2 

P2,1 p2,2 

Pu,l Pn,2 

2.5. 1. Ecuación Cl111p1111111-Kolmogorov 

Pn-1,n-1 

Pl,n 

P2,11 

Pu,n 

El cHtado del sistema es el n(nuero de estado en el cual nos encontramos 

actualnwnte en la cadena de l\forkov. El CHtado siguiente es probabilísticamente 

dependiente sobre el actual cHtaclo pero independiente del resto de los estados. 

El estado dr sistema se defino por el vector de probabilidades 1ít(i), y su 

interpretación es "la probabilidad de que el sistema ocupaní el estado i después 

ele t transiciones", siempre que el estado es conocido e inicia en t = O. Cuando 

1 =O, entouces el sistema está en el estado inicial i en el tiempo t, esto es, 1ít(i). 

La función 7rt ( i), i E S', se define 

rr1(i) = P(X1 = i); i ES; 

y es denominada la distribucion inicial de la cadena de l\Iarkov. 

Para 1111 tiempo t = O; 

7ro(i) = P(Xo = i); i ES; 

11 

L:>1(i) = l; (2.i) 
i=O 

Durante el tiempo, la ecuación que indica el estado del sistema en el tiempo 

l + 1, csttí dado por la ecuación Chapn1an-Kolmogorov: 
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1ít(i + 1) = 1ít(i)Pt (2.8) 

Las probabilidades se estabilizan lentamente y tienden a la siguiente matriz 

Obsérvese el ejemplo para la cadena de Markov de tres estados con S = 
{1, 2, 3}, y T={D,1, ... , n}. 

Expresando la cadena en forma gráfica, véase la figura 2.8. 

2/3 

Figura 2.8 

La siguiente tabla permite evaluar la transición entre los estados S;. 

S; 1 2 3 

1 2 1 o 3 3 
2 2 o 1 

3 3 
3 o o 1 

Su matriz de accesibilidad nos permito un mejor análisis entre los elementos 

S; de la cadena de l'vlarkov y su comportamiento a través del tiempo. 

TESIS CON 
~ALLA DE OfüGEN 
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En términos probabilísticos: 

Pi,j > O; por lo menos existe nn camino entre el estado i y el estado j 

p¡,¡, P1,2, P2,1, P2,:i, P3,3 > O· , 

Pi,i = 1; el estado i es un estado absorbente, P3,3 1• , 

Pi,j = O; no existe ningt'm camino que conecte el estado i con el estado j, 

P:i,1, p:i,2 =O; 

2.6. Cadenas de !lfarkov de dos estados 

Sea X 1,, una cadena Markov con T = {O, 1, 2, ... , n, n + 1}, S = {O, 1}, y 

sea P(:1:, ¡¡) la distribución de probabilidad de X 1,,. Ver figura 2.9 

p. . - [ 1 - p .p ] . 
l,J - q 1- <J , 

riP aqní se obtiene las probabilidades ele transición entre los diferentes estados. 

P[X1 1 = l/X10 =O]= P(l, O)= p; 

P[X1 1 = O/.X10 =O]= P(O,O) = 1 - p; 

P[X1 1 = O/X10 = 1] = P(O, 1) = q; 

P[X1 1 = l/X10 = 1] = P(l, 1) = 1 - q; 

-·--------



2.6. Cadeuas de Markov de dos estados 51 

p 

1-p 1-q 

q 
Figura 2.9 

Planteando el vector de probabilidades 7ri(t) para un tiempo t =O, y estado 

i =O, cuya matriz estocástica está representada por Pii. 

puesto que: 

Pi,i = [ 1 
- P P ] 
q 1 - q 

rro(O) 

rro(O) 

P(Xo =O); 

(1, O); 

7r1 (O) = (1r1 {O), 7r1 {l)); 

(2.9) 

por condición de probabilidad estocástica se plantea la siguiente ecuación, 

7ro(O) + 7ro(l) = l; 

de ahí que; 

7r¡(O) l-rr1(l); 

rr¡(O) 1 - (1 - p); 

7r¡ (O) p; 

(2.10) 

TESIS CON 
FALLA DE OlUGEN 
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Ahora bieu, la probabilidad de mantenerse en el esLaclo S = O durante un 

tiempo n se expresa mediante la ecuación: 

P(X11 +1 =O)= P(O, O)+ P(O, l)P{l, O); 

P(X11+1 =O) = P(X,. = O)P(Xn+I =O)+ P(Xn = l)P(Xn+l =O); 

P(Xn+I =O) = P(X,. = O)P(Xn+I =o 1 Xn =O)+ P(Xn = O)P(Xn+I =o 1 X,.= 1); 

P(X,,+1 =O) = (1 - p)P(X11 =O)+ qP(X,, = 1); 

P(Xn+I = O) = (1 - p)P(X,, = O)+ q [1 - P(Xn =O)]; 

P(X11 +1 = O) = (1 - p - q)P(X,. =O) + q; 

Dado que P(Xo =O)= 7ro(O), se obtiene 

P(X1 O)= (1 - Jl - q)7ro{O) + q; 

P(X2 O) = (1 - p - q)P(X1 =O)+ q; 

P(X2 O) = (1 - p - q) 27ro{O) + q{l - p - q)¡ 

P(Xt = O) = (1 - p - q)t7ro(O) + q(l - p - q) 1¡ 

De la ecuación Chapman-Kolmogorov se obtiene: 

7r¡ {1) P7ro(O). (2.11) 

7r2{0) P7r2{0) = PP7ro(O). 

7r2(0) P 27ro{O). 

7r3(0) P7r2{0) = PP2 -:ro(O). 

7ra(O) P 3 7ro(O). 

7rn {O) P"7r,,(O). 

Obsérvese que 

7r11+1 (O) = P(X,,+1 =O). 
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n 

pn7r11 (0) = (1 - p - q)"7ro(O) + ~)1 - p - q)i; 
j=l 

Una observación interesante es determinar el comportamiento ele la matriz 

P a largo plazo; ¿el estado inicial del sistema dependerá del comportamiento de 

la matriz /vl en el tiempo? .El modelo de cadenas ele Markov para determinar 

el comportamiento del grado de bursatiliclacl de una acción en el tiempo, se de 

efoct1ía mediante una matriz de probabilidades de transición de estados P;j, de 

ahí que se denomine cadena ele Markov homogénea. 

2. 7. Clasificación de estados 

Lema 2.1. Si el estado j es recurrente y j -> i, entonces el estado i es 

recurrente. 

Prueba. Bajo la condición de que j -> i, tenemos que i-> j, ele otra forma, j 

no puede ser recurrente. De aquí se sigue que hay un entero l tal que Pij(l) > O. 

Dado un enetero m tal que Pii(m) >O y ciado la ecuación 

a= Pij(l)p;j(m). 

La ecuación Chapman-Kolmogorov indica (ver 2.8) 

PiJ(m + n);=:= bPik(m)JJkj(n), m,n =O, 1. .. (2.12) 
. k. 

manipulando la ecuación anterfor 

p¡¡(l + m + n) = LPii(l)PJi(n)pi;(m) = ªPii(n), m,n=0,1 ... (2.13) 
k . . 

Luego 

• 00 00 

p¡¡ 2:: LP¡¡(l + m + n) 2:: a LPíi· (2.14) 
n=O 11=0 
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puesto que j es recurrente, entonces Pií=oo. También, a > O. De aquí se sigue 

que el estado i es recurrente. 

Teorema 2.2. Suponga que el estado i es accesible desde el estado j y el 

estado j es accesible desde el estado i. 

(i) Si el estado i es positivo recurrente entonces el estado j es positivo re­

currente 

( ii) Si el estado i es nulo recurrente entonces el estado j es nulo recurrente. 

(iii) Si el estado i es transitorio entonces el estado j es transitorio. 

(iv) Si el estado i es aperiódico entonces el estado j es aperiódico. Si el estado i 

es periódico con periodo d 2: 2 entonces el estado j es periódico con periodo 

d. 

Prueba. Si i es recurrente, entonces, por el Lema 2.1, j es recurrente. Del lema 

2.1 se sigue que si i <--> j son accesibles, implica que si el estado i es transitorio, 

entonces el estado j también es transitorio. Ahora, supongase que si el estado i es 

nulo recurrente, entonces límn-oo p;; = O. Dado 1, m y a definidos en la prueba del 

lema 2.1, entonces, de 2.13 se tiene que lím 11 -ooPii =O. Decimos entonces que 

j eH recurrente, esto sucede si y sólo si es nulo recurrente. Así quedan probadas 

!ns premisas (i) a (iii). 

Para probar la parte (iv), suponga que i es perioclica con periodo el. Entonces, 

puesto que 

p;;(l + m) 2: Pij(l)pj;(m) =a.> O. 

y ciado que i tiene periodo d, l + m tendrá periodo múltiplo de d. Si n no es 

u11 multiplo de d entonces, ni n es 1111 múltiplo de d entonces tampoco l + n + m 

lu es. De manera que de la ecuación 2.13 se sigue que 

O= p;;(l + n + m) 2: ªPii(n) 2: O. 

-----·- -- ·-·-------~----- --------
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de ahí que Pii(n) = O siempre que n no es mfütiplo de d. De aquí se sigue 

que j deberá ser periódico con periodo d 2: d. Pero si j es periódico con periodo 

el, entonces, invirtiendo los papeles de j e i, concluimos que i es periódico con 

periodo d 2: d. Luego d = d y la prueba está completada. 

Dada X1,, una cadena Markov con espacio paramétrico T E z+, y espacio 

de estados SE z+, y sea Pi,j(n,m) = P[Xn+I =j/Xn = i] la distribución de 

transición de probabilidad. 

Pxy = Px(Ty < oo). (2.15) 

P.cy denota la probabilidad de que la cadena de Markov comenzando en x 
estará en el estado y en algún tiempo n 2: O. 

Si se tiene P.ry = O, entonces el estado y es cerrado, esto es, la probabilidad 

de salir del estado x y alcanzar 11 en cualquier tiempo con probabilidad de cero, 

en otras palabras, no existe un camino que comunique al extado :e con el estado 

y. 

Pxy = P(x, y) =O. (2.16) 

De aquí se puede obtener una observación singular, siempre que se encuentre 

en un estado cerrado C siempre se tendrá probabilidad de uno de permanecer 

en ese estado en el tiempo n. 

Cuando se tiene pyy = 1, entonces el estado y es recurrente, esto es, la proba­

bilidad de salir del estado y y alcanzar y en cualquier tiempo con probabilidad do 

uno, en otras palabras, siempre que se salga del estado y se retornará al estado 

durante el tiempo. 

Pyy = P(y, y) =l. (2.17) 

Si y es un estado absorbente, con probabilidad Pii=Pyy = P(y, y) = 1, en­

tonces, y es un estado necesariamente recurrente. 

Si existe un estado y accesible desde el estado x; x ---+ y, y se satisface que 

:e sea accesible desde el estado y con probabilidad 1; y ---+ x, entonces, x es un 

estado absorbente y es al mismo tiempo un estado cerrado. 
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Si un estado es absorbente, se tiene 

Pxy 

P(x,y) 

Px(Ty = 1). 

l. 

Si se tiene que Pxy < 1, entonces, el estado y es transitorio y por 2.16 sabemos 

que se estará en el estado y un nt'1mero finito de veces. 

Si existe un estado y accesible desde el estado x; x -> y, pero no se satisface 

que :1: sea accesible desde el estado y; y -+> x, entonces, x es un estado transitorio. 

Así, un estado transitorio X; puede ser visitado un finito nt'tmero de veces 

con probabilidad menor a uno, sin embargo, siempre se podrá salir de ese estado, 

véase los estados 1 y 2 de la figura 2.5. 

De aquí se desprende la siguiente ecuación para un estado transitorio siempre 

que. 

Pxv = 1 - Pvv· (2.18) 

y para un estado absorbente. 

Pvy = 1- Pxy• (2.19) 

Supóngase que si i -> j entonces: 

• Si el estado i es positivo recurrente entonces el estado j es positivo re­

currente. 

• Si el estado i es nulo recurrente entonces el estado j es nulo recurrente. 

• Si el estado i es transitorio entonces el estado j es transitorio 

• Si el estado i es aperiódico entonces el estado j es aperiódico. Si el estado 

i es periódico con periodo el 2::: 2 entonces el estado j es periódico con 

periodo d. 
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Definición 2.5. Un estado recurrente j es periódico con perióclo d siempre 

que satisface un número de periódo d 2: 2 y cumple con nld; 

El mhnero de pasos para ir ele i a j siempre será positivo. 

Pii(n) >O. 
P;(Ti > O). n 2: O 

Si d "j 2 entonces, decimos que j es un estado aperiódico. 
00 

Si i -> j entonces, ¿; p;¡(n) > O. 
u.=0 

El nínnero ele pasos para ir del estado_ i al estado j siempre será positivo y 

sus probabilidades Pii siempre serán m~yores a cero necesariamente. 

• Un conjunto de estados es denominado cerrado si no existe un estado ex­

terno accesible desde un estado interno. 

• Un estado formado por un conjunto cerrado sobre símismo es denominado 

absorbente. 

• Un conjunto cerrado de estados se denomina irreducible si no contiene un 

subconjunto propio cerrado. 

• Una cadena de Markov es llamada irreducible si contiene exclusivamente 

un subconjunto cerrado ele todo el conjunto ele espacio ele estados. [14] 
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... - -· 
Periodico 

Figura 2.10 

La siguiente tabla ejemplifica lo anteriormente dicho. 

clasificación nüm. veces visitado nt'.1m. esperado de pasos 

transitorio < 00 

positivo recurrente 00 < 00 

nulo recurrente 00 00 

fórmula 

Pxx < 1 
Pxx = 1 

Pxx = 1 

A partir de la Figura 2.10 se observa que todo conjunto o estado recurrente 

positivo X; es 1tperiódico; es decir, cumple con la transición del estado Xi al 

Pstado Xj y la recurrencia sobre el estado final Xj sobre símismo, y se puede 

expresar 

Esta expresión se lee como la probabilidad de ir del estado X; al estado Xj 
y penuauccer en el estado Xi en la siguiente unidad de tiempo. 

l\[ientras que un estado nulo recurrente Xi siempre tendrá probabilidad igual 

a uno y el número esperado de pasos para llegar al estado X; será infinito, por 

lo tauto es una clase de estado probabilístico periódico. 
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Observése también que Ja diferencia entre un estado transitorio y un estado 

recurrente está definida por el número esperado de visitas para llegar a un estado 

Xi a partir del estado X;. 

Una característica singular de In cadena ele Markov es determinar su com­

portamiento en el tiempo, a través de las transiciones; así, el ní1mero de pasos 

necesarios para que la cadena visite el estado Yi por primera vez en n pasos o 

unidades de tiempo a partir del estado x;. 

Analíticamente es posible representar esta propiedad mediante la ecuación 

siguiente: 

Px(Ty = n) = PxyPuu· (2.20) 

cumpliendo 

Px(Ty = n) =Px(Ty = m)Py{Ty = n), m < n. (2.21) 

con n que ocurre un instante de tiempo posterior a m. 

n) = Px(Ty = m)Py{Ty = m + h), h >O. (2.22) ' 
m 

n) = LP,,(TuJPy(T¡,;). 
i=l 

donde TYJ = j, j = i + 1 ¡ con n = 1, 

para que se cumpla la condición 2.21. [13] 

m n 

Px...,(Ty,,)::;;; LPx(Ty;) L Py(Tu;)· (2.23) 
i=l i=i+l 

Un conjunto cerrado C es denominado irreducible si el estado x se dirige al 

estado y para todas las opciones ele :r e y en el conjunto C. De aquí se sigue que 

si el conjunto C es cerrado e irreducible, entonces cada estado del conjunto Ces 

recurrente o cada estado del conjunto C es transitorio. 

Teorema 2.3. Dada un conjunto C de estados finitos cerrados irreducibles, 

------------- ·-
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l'lltonces cada estado de C es recurrente. 

Corolario 2.2. Dacio un conjunto C cerrado e irreducible formado por un 

ronjunto de estados recurrentes. Entonces 

E E P:cm!Jn n -> 00-> 1, si E Px,,. (Ty,,_00) --+ l. (2.24) 
n m. 11 

y analálogamente, el valor esperado ele pasos para alcanzar y11 a partir ele Xm 

es infinito, G(.T,y) = oo ¡mrn todll.'l las secuencias de {x;} e {y¡} ~ C. 

"Siempre que se tenga un una cadena ele Markov irreducible, su espacio de 

estados es recurrente: Cada estado ele la cadena en el tiempo m regresa al mismo 

estado en un tiempo n, toda vez que haya visitado los estados transitorios de la 

cadena, siempre tendní al menos un estado recurrente". 

Dado un conjunto cerrado C con una gnífica G que represeuta la cadena de 

l\Iarkov, por mera inspección la gráfica G es irreducible si la gráfica es fuerte­

mente couexa, esto es, todos los nodos de la gráfica se encuentran fuertemente 

conectados. 

2.8. Probabilidades de absorción 

Sea C un conjunto finito de estados recurrentes, la probabilidad ele que la 

cadena se absorbida por e se denota por: 

P.r:c = P.r:(Tc < oo)¡ 

se requieren dos condiciones: 

• Dirigirse del estado x a un estado transitorio Sr y después al estado C 

P.r:c = L P(:c, Y)Pyc + LP(x, z); (2.25) 
y E Sr zEC 

• Dirigirse directamente del estado x al estado z E C; en cuyo caso se ten-

eirá la siguiente ecuación: 
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Pxc = LP(x, z); 
zec 

61 

(2.26) 

Corolario 2.3. Un estado j es recurrente siempre que exista un camino que 

conecte al estado j con el estado i. 

Es pertfoente tener la condición inicial· de que· el· estado j sea accesible desde 

el estado i, 

i-> j; para satisfacérlarecurrencia del .estado i con el estado j, ,j-> i. 

Do ahí que exista un entero l Y. m t.al que: 

· a= PiJ(l)pj¡(m); . Pij(l) > O, P;1(m) >O. 

Do la ecuación Chapman-Kolmogorov se tiene: 

PiJ (m + n)= LPik(m)pkj(n), 
k, ' . . ' 

m,n=0,1, ... (2.27) 

y nuevamente para un tienÍpo l teneinos: 

PiJ (l + m + n) ;:::: p;1(l)pjj(n)p1;(m) = ªPJJ(n), m,n= 0,1, ... 

siempre se cumple qué: 

00 00 

Pii ~ LPJ;(l + m + n) 2:: ªLP11(n), ·m,n=0,1, ... (2.28) 
n=O n=O 

En estricto sentido, siempre que se tengan dos estados recurrentes i, j; en­

tonces, las probabilidades: p¡; = oo¡ PJJ = oo y ambos estados recurrentes i, j 
satisfacen i <---> j . 

Corolario 2.4. Para una cadena do Markov irreducible, todos sus estados 

son positivos recurrentes o todos sus estados son nulos recurrentes o tocios sus 

estados son transitorios. También se tiene que cualquiera de los estados de la 

cadena son recurrentes aperiódicos o estados recurrentes periódicos con el mismo 

periodo. 
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Del uuterior Corolario se obtiene In definición siguiente para determinar el 

comportamiento de una cadena de Markov por mera inspección. 

Definición 2.6. Una cadena de i\Iarkov irreducible es clenominndn positiva 

recurrente -nula recurrente o transitoria, respectivamente-, si tocios los estados 

son positivos recurrentes -nulos recurrentes o transitorios-. Una cademi de Mar­

kov es llamada aperiódica o periódica con periodo d si todos los estados son 

aperióclicos o periódicos con periodo d respectivamente. (Ver cita 11.) 

Corolario 2.5. Para una cadena de Markov finita X,, no todos los estados 

son nulos recurrentes y no todos los estados son transitorios. 

De aquí se desprende que debe existir al menos una clase positiva recurrente 

para cualquier cadena de l\larkov finita. Si nna cadena de l'vlnrkov tiene r clases 

positivas recurrentes, sns matrices de transición P tienen la forma canónica. 

Pi o o 
o P2 o 

P= 

o o Pr 
T1 T2 Tr T 

doucle cada P;,i = 1, ... , r, denota una matriz estocástica correspondiente 

a la clase recurrente i, T;, es una matriz subestocastica de transición de pro­

. habilidades desde la clase de estados transitorios a la clase recurrente i, y T es 

estrictamente una matriz subestocástica de transición de probabilidades con una 

das<' transitoria. 

Corolario 2.6. Para una cadena de Markov finita irreducible, existe una 

clase rec11rrente positiva solamente. 

2.9. \1Eilor esperado de una cadena de 1Warkov 

El valor esperado de pasos para alcanzar Yn a pnrtir de Xm se define como:[14] 
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00 

G(x, y) = Ex [N(y)] = L;rn(x, y), (2.29) 
n"=O 

El conjunto S de estados puede tener tres situaciones, a saber: 

• El estado j es aislado con el estado i; i ..,,., j 

Pi.i = pxy = O;=> Ex [N(y)] = oo. (2.30) 

• El estado j es recurrente periódico con el estado i; i -+ j 

Pi.i = Pxv = 1; =>Ex [T(x)] =O, (2.31) 

• El estado j es recurrente ~periódico con .el estado i; i -+ j [11] 
·:.1. 

Ex [f(Xn)]:: f: 7rjfjpf;(n), 
. j=O 7l'i 

n = 1,2, ... (2.32) 

Sabemos por el teorema de convergencia (véase 2.33) que 

lím p1~(n) = 7r. 
n-oo 

por lo tanto, la ecuación (2.28) puede ser vista como: 

, ~7rjfiP~(n) ~7r·f;7r; 
hm n-> oo L_¿ 

1 = ~-1--. 
j=O 71'; j=O 7r¡ 

Sin embargo, es mí.s significativo decir que Ex [f(Xn)] converge si: 

1 [ 

00 l lím --
1 

Ex ~ f (X,.) = 7rT f. 
n-oo n+ ~ 

i=O 
(2.33) 

donde 7r = rr;. 
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Esto es, si la función f (j) es la función esperada siempre que la cadena de 

Markov {X,,} estuviese en el estado j, entonces el valor esperado a obtener a lo 

largo del tiempo tendrá a converger a una constante rr1'J, esto se aplica también 

para cualquier función f definida sobre los números Naturales, teniéndose: 

en casi tocios los puntos. 

lím _!_l ~ f (X,,) = 7íT f. 
11-00 n + L.., 

n=O 

A esta ecuación se denomina la propiedad ergóclica de Markov para la ley ele 

los graneles números. 

2.1 O. Estncionaridad de wm cadena de 1\-forkov 

Teorema 2.4. Un proceso estocástico es estacionario si cumple'que su.fun­

ción de probabilidad se comporta de manera idéntica para cada intervalo de igual 

medida, 

f (x;, i = 1,Ti) :::;: f (y¡, i = 1,Ti), y¡ =X;+ h, h > 0. 

De ahí que un proceso estocástico es estacionario si. su distribución ele pro­

babilidad F(xn) cumple: 

11 lím F(xn)ll :::; l. 
11-+00 

{2.3·1) 

En sentido estricto, el límite de la función de probabilidad converge en el 

t.iempo a un valor numérico. 

Corolario 2. 7. Una cadena de Markov es estacionaria si tiene una clase final 

i'11Jicn y aperiódica, por lo tanto es posible pronosticar su comportamiento en el 

f iPlllpO. 

Dada una cadena ele Markov X,. con espacio de estados z+ y matriz de 

transición P = Pij, Entonces X 11 es transitorio si y sólo si el sistema de ecuaciones 

00 

LPiiYJ =y¡, 
j=O 

i = 1, 2, ... , (2.3ií) 
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tiene como límite una solución no constante. 

El vector y; toma valores no constantes conforme n -+ oo, así, el vector y; es 

finito en el tiempo. 

Otra definición de cadenas de Markov estacionarias segun Hoel, Port ancl 

Stone [14] es la siguiente: 

Dada una cadena de Markov Xn con espacio de estados z+y función de 

transición P(x, y) = Pii· Si 11'(x), x ES, es una función cuya suma es la unidad 
y :i: son números positivos, y si: 

L 11'(x)P(x, y) = 7l'(y); y ES, (2.36) 
X 

tiene como límite una solución no constante, Entonces, la distribución Xn se 

tiendo a un vector de probabilidades o fonción probabilística 11'(y) conforme 

n--+ oo. Así, 11'(y) es denominado distribución de convergencia de estados. 

2.10.1. Propiedades de un proceso .estacionario 

Sea Xn un proceso ele Markov y 11'(y) es una distribución estacionaria que 

cumple con: 

P(Xn =y)= 11'(y); 

Entonces, 

¿:; 1T(x)P2(x, y) =.L: ?r(x) ¿:; P(x, z)P(z, y); 
X X Z 

= L;(L; ?r(x)P(x, z))P(z, y); 
Z X 

::::: L; ?r(z)P(z, y) = 7r(y); 
z. 

Similarmente, para un tiempo n tendremos: 

L ?r(x)Pn+1(x,y) = L P"(x, z)P(z,y); (2.37) 
X z 

L rr(x)Pn(x, y) = 7r(y); y E S. (2.38) 
X 
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Sabiendo que X,. es una cadena do Markov independiente del tiempo n, 
entonces se puede planter la siguiente ecuación para un tiempo n. 

P(X,. 

P(Xo 

y) = 7í(y); 

y)= P(X1 =y)= 7í(y) = L 7ro(x)P(x, y); 
X 

En consecuencia, 7ro(x) es Ja distribución estacionaria, por 2.34 

Así, la distribución de X,. es independiente de n, si y solo si Ja distribución 

inicial es unn distribución estacionaria. 

Finalmente, sustituyendo en la ecuación (2.34) 

P(X,. =y) = L 1ío(x)P"(x, y), y ES; 
X 

(2.39) 

A partir del teorema de estacionaridacl (ver 2.34) podemos plantear la si­

guiente expresión: 

lím P(X,. =y)= ~7ío(x)7r(y); 
n-oo ~ 

(2.40) 
X 

donde L:7ío(x) = 1, tendremos: 
X 

lím P(Xn =y) = 7í(y); 
n-oo 

Para grandes valores de n la distribución de Xn es aproximadamente igual a 

la distribución estacionaria 7í. De ahí que la distribución estacionaria de X,. es 

7r(.1J) = 1ío(y). 

2. 11. Ergodicidad de t111a cadena de Markov 

Teorema 2.5. Si una Cadena de Markov es un proceso aperiódico positivo 

o irreducible, entonces, es un proceso crgódico. 
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• Una cadena de Markov X 11 es irreducible si todos sus estados son mutua­

mente accesibles. Esto se observa en que los estados no pueden renumerarse 

de manera tal que la matriz de transición sea triangular por bloques. 

• Una cadena de Markov X 11 es aperiódica si ninguno de sus estados tiene 

periodo finito. Un estado tiene periodo d si pf; > O siempre que n sea 

mí1ltipo de d. 

Corolario 2.8. Una cadena de Markov es ergódica si dada su matriz de 

probabilidades Jlique h111nple con 2.5 se encuentra acotada en su forma mínima 

por una matrix no llúla A11~n: 

lím P"--> A. 
n-oo 

(2.41) 

A continuación veáso el cálculo del la matriz correspondiente a la figura 2.3 

y su comportamiento en el tiempo durante los das 1, 2, 3, 7, 28, 30 y 90. 

La matriz de estocástica P asociada a los estados ele transición S;, está re­

presentada por las probabilidades Pi,i de la cadena de Markov, ver gráfica 2.3. 

[-~ k º] P¡,j = 3 O ~ 
o o 1 

La matriz de Markov /vl asociada. a la cadena de Marko.v está dada por: 

Obsérvese que !vl == pT, mientras la matriz ele Markov AJ tiene una suma 

igual a la unidad por cada columna j, en la matriz estocástica P la suma por 

renglón i es igual a la unidad. 

Estas matrices representan las probabilidades de pasar ele un estado a otro 

en n pasos o unidades do tiempo, es decir M< 11 >(x, y) y p(n)(x, y) 
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[ 0.665334 0.4435560 

:J: M 2 = 0.221778 0.221778 

0.110889 0.333 

[ 0.590816 0.44:1112 :J: Mª= 0.221556 0.147704 

0.184741 0.406852 

[ 0.406834 0.297860 

:J M 7 = 0.148930 0.108973 

0.438516 0.588763 

[ 0.0558408 0.0408849 n Af28 = 0.0204424 0.0149649 

0.012674 0.935858 

[ 0.0·162262 0.0338390 n 11130 = 0.0169199 0.0123862 

0.925675 0.945375 

[ 0.000158806 0.000116254 n A19º = 0.0000581272 0.0000425521 

0.987007 0.900932 

¡: o n lím 1\111 = o 
n->oo 

1 

y de manera análoga, la matriz ést?c:ástica P tiende a una matriz Anxn· 

lím P" ~ 
n.--+oc:> [H : l 

Dado que Pnxn reprcsent~ las prob~l;ilicl~cl~s de transición Pii de la cadena 
de lviarkov 

• Suponga que una cadena de Markov X 11 es ergódica con una distribución 

estacionaria 7r = (7rj)· Entonces 

---- ·-·--· ·- -- --
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1 ..¡¡.... . c.t.p 2 
lím --

1 
L.J P [Xn = J] = 7rji 

n-oo n + k=O 
(2.42) 

De la ecuación (2.32) sabemos que el número promedio ele estados para visitar 

j durante los primeros n pasos es aproximadamente igual a un vector de proba­

bilidades 7rj para un tiempo n. Este es un valor muy práctico para la estimación 

de la estacionaridacl de la distribución 7r = (7rj). 

Teorema 2.6. Suponga que X,, es positiva recurrente y periódica con periodo 

d. Entonces, 

1 n 7r' 
lím --'"'p;·(k) = ...1.¡ 

n-oo n+ 10 3 d 
k=O 

. i,j EN. 

• Si una Cadena de Markov es un proceso Eiperióclico positivo e irreducible, 

entonces, es un proceso ergódico. 

• Una cadena ele Markov X; es irreducible si tocios sus estados son mu­

tuamente accesibles. Esto se observa en tanto que los estados no pueden 

renumerarse de manera tal que la matriz de transición sea triangular por 

bloques. 

• Una cadena de Markov X; es aperiódica si ninguno ele sus estados tiene 

periodo finito. un estado tiene periodo d si pf¡ > O siempre que n sea 

múltipo de d.[17] 

A partir ele la relación encontrada de la ecuación Chapman-Kolmogorov se 

tiene la relación fundamental para cleterininar el comportamiento del sistema en 

el tiempo a partir ele un vector inicial 7rn(O). ver 2.11 

7rn(O) = Pfj1í11-1(0). 

y si nuestro interés es el comportamiento asintótico ele plj, esto es, límn-oo plj, 

entonces nuestro problema es encontrar las condiciones para que este límite 

exista, y en caso ele existir, ¿dependerá del estado inicial del sistema 7rn(O)? 

2 c.t.p significa, en casi todos los puntos. 

- -- - --· --·· ----
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13ajo condiciones de regularidacl:1 la distribución asintótica existe, y la dis­

tribución en el límite sera independiente de la distribución inicial. El compor­

tamiento asintótico del vector 7í11 está dado por el siguiente teorema básico del 

límite para cadenas de Markov. 

Teorema 2. 7. En una cadena de Markov recurrente irreducible y aperiódica 

se tiene que 

1 
Hm p'}-.=---· 

ft-+CX) u 00 1 

¿: npii 

i E S. '{2.43) 

tt=l 

y además 

lím Pi'· = lím Pii; 
n-+oo J n-oo 

(2.44) 

Algunas conclusiones que podemos obtener son: 

1. Si P¡¡ es la matriz de Markov, y si suponemos que esta cadena es recurrente, 

irreducible y aperiódica, se nos garantiza la existencia de la matriz P 00 

donde la entrada (j, i) es la P;"j = límn~oo P/j, pero como P[j = P;7, se 

concluye que la matriz P 00 tiene sus columnas iguales, esto es, de la forma: 

Poo PQ'8 Po°8 ... 

l Pff Pff Pff ... 
poo = 

P;'f P;f P;"f' 

2. Sea C una cadena irreducible y recurrente, entonces Pfj = O para .i E C, i </; 
C Vn. 

Esto es, una vez que entemos eu C no es posible abandonarlo, luego, la 

sulnnatriz P;j con 'i,j E C, estaní asociada a una cadena de Markov irreducible 

y recurrente, luego, el teorema básico es aplicable si la clase resulta ser aperiódica. 

'
1 U na condición de regularidad es aquella en la que los valores de una matriz son todos 

po,ilivos al evaltmr al exponente n la matriz. Necesariamente la dist1·ibución loma valores 

pn,ilivos cuando el lí111it.e de la variable de una dislrib11ción tiende a infinito. 
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Ahora, si lím,,_00 Pfi = 7r; = O y la clase es recurrente, se dirá entonces que 
la clase es débilmente ergódica o nula recurrente. El vector 7r; no converge y por 

tul razón no hay un proceso ergódico en sentido estricto. 

3. Supongamos que lím11 _ 00 P¡¡ = 7r; >O para algún i en una clase aperiódica 

recurrente, entonces 1íj > O para todo j que esté en la clase i. Si este es 

el caso diremos que la clase es positiva recurrente o fuertemente ergódi­

ca. En estricto sentido se tiene un proceso ergódico y un vector 7r; cuya 

convergencia existe y esta definida. 

00 

4. El valor I:; npjj = m;; se define como el tiempo medio de recurrencia del 
n=l 

estado i. Ahora se asegura, sin demostración, que bajo las condiciones de 

regularidad del teorema anterior, que 

lí 11 1 
m Pii = - = 7í¡. 

n-oo m¡ 

El cálculo de los 7r; se entrega en el siguiente teorema 

Teorema 2.8. En una clase aperiódica positiva recurrente con estados i,j E 

S se tiene que 

00 

lím pf; = 7í; = "'°' 7r;p;j; n-+oo L._¿ 
i=l 

00 

.¿Jr; = i. 
i=l 

(2.45) 

Cualqier 7í; que satisface (2.38) se llama probabilidad de distribución esta­
cionaria de la cadena de ~\'larkov. 

Observese que si P;j es la matriz de transición.asociada a una clase recurrente 
00 . . ·.' ::' 

ergódica positiva, entonces la ecuación I:; 1íkPkj = 7r; llevada a su forma matricial 

se expresa como k=l 

l 
7í¡ 

[ "'" Pu Pl2 Pli 
7í2 

[ 7í¡ 7r; J p~o P21 P22 P2i 
rr2 7í3 7í3 

p;o p¡¡ Pii 
7í¡ 
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Se establece que (7r1 , 1!'2 , 1!'~, .. ., 1l';)T es un eigenvcctor ele la matriz P;1 aso­

ciado al eigenvalor l. Para esto debemos saber que tocia matriz ele Markov tiene 

1111 autovalor igual a 1, más aiín, este valor será el mayor, en valor absoluto, si 

la matriz es primitva, esto es, si todas sus entradas son positivas para alguna 

potencia de la matriz.Ver la figura 2.11 para ilustrar lo anteriormente expuesto. 

De lo anterior podemos concluir que una cadena de l'viarkov tiene un único 

limite o clistrrib11ción estacionaria la cual es un vector renglón n-climensional 7r 

correspondiente correspondiente a cualquier renglón del límite de la matriz P. 

lím P.'! 
n-CXJ u. 

El vector 1l' satisface necesariamente: 

11'¡ > o. 

ver la imagen para ilustrar la ecuación anterior. 

Figura 2.11 

2.12. Eigenvalores y eigenvectores 

Dada una transformación lineal T V ~ N ele un espacio vectorial sobre 

símismo, es posible obtener: 

TESIS CON 
F.111 LLA J')'j'i ¡";('''"'IDN .n . !~ U¡iJ.U.rJ 
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T(V) =..\V¡ ,\E R, 

donde ,\ es un valor característico o eigenvalor ele T y V es el vector característico 

o eigenvector ele T.[16] 

Dada A11 xn matriz y suponga que existe una base V¡, ... , V11 en R 11 para cada 

i, 

AV;= ,\¡V;. (2.46) 

para algt'tn escalar ,\;¡ Vi es un un eigenvector correspondiente al eigenvalor ,\;. 

Ver la figura 2.12 que representa la ecuación 2.46. 

Figura 2.12 

Dacio una matriz Pnxn cuyas columnas son los vectores V¡, ... , Vn, esto es, 

P =[Vi, Vi, ... , V,,], donde las columnas de P son la base vectorial en R". 
Esto implica que el espacio de columnas de P se encuentran todos en R", 

cuyo rango es P = n ele ahí que P es una matriz no singular. 

Dacia una matriz A = a;j E Rnxn, A es definida positiva/negativa si: 

xT Ax>/< O A> O,x =/= O,x E Rnxn. 

A es semidefinicla positiva/negativa si: 

A> O,x =/= O,x E Rnxn. (2.47) 

y cumplen con la siguiente propiedad 

TESIS CO~T 
FALLA DE Ok1GEN 
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Si A es una matriz normal, ATA y AAT son matrices positivas semiclefiniclas 

para cualr¡nier A, ele tal forma que A puede ser factorizacla como 

A= vnv-1• (2.48) 

donde D = diag(A.1 1 ,\2 1 ••• , ,\") Y V= [Vi 1 V2, ... , V,,]. 

Para encontrar los eigenvalores basta con resolver la siguiente expresión: 

. det(A - ,\I) =O. 

Sea A3x3 una matriz positiva A = · 
[ 

4
32 22º 4~ l ¡con tres eigenvalores .X¡, ,\2 1 >.3 1 

a saber: 

A-Al= 

det(A - >..I) 

det(A - AJ) 

o 

O· 1 

-9>.2 + 20 + 3.X3 + 8,\¡ 

-9>.2 + 20 + 3>.3 + 8.X; 

Hesolvienclo la ecuación para >. cuyos eigenvalores son: >.3 81 >.1 -1, 
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..\2 = -l;y sus eigenvectorcs estan determinados por: 

{ 

-0.49410142535549 

-0.4 7201892938335 

o. 73011089004 717 

{ 
-0.55804958293796 

0.81614154360177 

0.14997881113707 

{ 

0.66666666666667 } 
Va 0.33333333333333 ; 

0.66666666666667 

75 

de aquí podemos plantear la matriz D que cumple con P = VDV- 1(ver 

2.51). 

[

-0.494101 -0.55804 Ó.66666 ·1 
V= -0.472018 0.816141 0.33333.· 

0.730110 0.149978 0.66666 

los vectores columna que integran la matriz son linealmente independientes 

cada uno conrespecto del otro. 

Obsérvese también que las matrices v-1y vr son matrices ortogonales por­

que son iguales. 

[ 

3.0 2.0 4.0 ] 
P = vnv- 1 = 2.0 o 2.0 

4.0 2.0 3.0 

Corolario 2.9; Para tina matriz A definida positiva todos los valores carac­

terísticos son positivos. 

Una matriz A cuadrada no negativa tiene un eigenvalor máximo no nega­

tivo el cual no es excedido en valor absoluto por ningt'm otro eigenvalor y le 

corresponde un eigenvector no negativo. 
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Si A es una mn.triz irreducible y no negativn., entonces; sus eigenvalores estan 

dcterminn.dos por: 

¡,H-AI (2.49) 

donde I es In. matriz Identidad y ,\ son los eigenvectores de A. 

• Si [V¡, V2,. .. , V;,] son los eigenvectores de una matriz A y si los corres­

pondientes eigenvalores son todos diferentes, entonces, [V¡, Vi, ... , Vn] son 

linealmente independientes. 

• Si una matriz An.rn es simétrica entonces sus eigenvectores correspondien­

tes a eigenvalores diferentes son mutuamente ortogonales. Aun más, en este 

caso, existen n eigenvectores linealmente independiente para A, de ahí que 

A sea diagonalizable. 

• En el caso de que una matriz Anxn sea simétrica con n diferentes eigen­

vectores, no necesariamente todos corresponden a eigenvalores diferentes, 

y no todos pueden ser ortogonales. 

2.12.1. Matrices positivas irreducibles 

Teorema 2.9. Teorema de Perron-Frobenius. Suponga que A 2:: O e irredu­

cible. Entonces, 

1. A tiene un eigenvalor ..\1 real positivo con las siguientes propiedades. 

2. Para cada eigenvalor ..\1 hay un eigenvector x cuyos elementos pueden ser 

positivos, 

Ax= ..\1x; (2.50) 

:3. Si a es cualquier otro eigenvalor de A, entonces, 

..\1 2:: l CI'. 1 . 

4 ..\¡ es una raíz de la ecuación determinante de A. 

IM - Al= o. (2.51) 

--------~------- ----··---~---·--------. 
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5 ,\¡ se incrementa conforme cualquier valor ele A incrementa. 

6 ,\; = a;¡ si y solo si A es una matriz triangular superior o inferior 

Corolario 2.10. Si una cadena ele Markov es ergódica entonces su matriz 

ele transición P es e irreducible, esto es, P tiene un simple eigenvalor unitario 

el cual excede a los demás en valor numérico -módulo-, recíprocamente, si P es 

una matriz de transición irreducible, entonces, es un sistema ergóclico. 

Corolario 2.11. Si una cadena es irreducible, esto es, consiste ele un solo 

conjunto cerrado y periódico con periodo d, entonces, la matriz de transición 

P es irreducible y tiene exactamente d eigenvalores ele modulo unitario, cuyos 

valores son ele menor módulo que la unidad. De forma recíproca, los estados de 

la cadena se dividen en mutuamente excluyentes en subconjuntos cíclicos. 

Veamos ele que forma se aplican los anteriores corolarios a la cadena ele 

Markov antes mencionada 

A.;=[!! n 
A-Al= [ 

1 
3 

-,\ 

o 

cuyo determinante se calcula ele hisiguiente forma 

det(A- >.!) 

det(A- >.!) 

o 

= _.Q¡ 

~,\2 .....; >.ª + 3.,\. 
3 . 9 ' 
2,2 ,3 2, -,.. - /\ + _,... 
3 9 ' 

resolviendo la ecuación para ,\ cuyos eigenvalores son 
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1, 

~ + ~ /3 = 0,90977291892044 = 0.91, 

~ - ~/3 = -0.24377201892044 = -0.2438; 

y sus eigenvectores están dados por 

Vi {3322/4117,368/623,0} j 

V2 {5539/9642, 121/210,568/977}; 

V3 {-408/11871 1233/1313, O}; 

[ 

3322/4117 l 
v;r = 368~623 

[ 

5539/9642 l 
V[ = . 121/210 

568/977 
[

-408/1187 l 
v;r = 1233~1313 , 

de aquí podemos plantear la matriz D que cumple con P =V DV-1(2.47). 

[ 

3322/4117 5539/9642 -408/1187 l [ 1 o o l 
V 368/623 121/210 1233/1313 ; D = O 0.91 O 

v-1 

o 568/977 o o o -0.2438 

[ 

12513000 28587 
128 02122 94150 

o 
118 06308 71368 
19203184 41225 

22 90037 28044 
6<101061 •17075 

o 
1612772554393 
1920318'141225 

4628767176 73249 94701 l 
- 35056411710151812000 

ill . 
568 1 

3941300859197785187 
- 17528 20585 5075906000 

los vectores columna que integran la matriz son linealmente independientes 

eada uno conrespecto riel otro. 

Obsfrvcse también que las matrices v- 1y vr no son matrices ortogonales 

porque son ig11ales. 

[ 

. 73715 

P = VDV-1 = . 71:11 

. 35905 

.01 

o 

-.018506··] 
.17344 

.91 
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3. APLICACIÓN 

3.1. Comportamiento accionario de Bimba eJJ su serie A 

Las acciones representan una parte proporcional del capital social de una 

empresa. Otorgan derechos a sus tenedores. La forma de conseguir capital en 

el mercado bursátil es en primera instancia, la Oferta Pí1blica de acciones, con 

la que se invita al público inversionista a hacerse socio de la empresa. Estas 

acciones pueden ser parte del capital de la empresa emisora, o una ampliación 

del mismo. 

En la Oferta Pí1blica, el precio es determinado ele manera conjunta por el 

emisor y el intermediario colocaclor (casa de bolsa) atendiendo a condiciones del 

mercado y al potencial de la empresa. En el mercado secundario, el precio lo 

determina la libre oferta y demanda. 

Entre las ventajas que ofrece una Oferta Pública a la empresa es el hecho 

de que puede allegarse de recursos frescos, fortalecer la estructura financiera por 

incremento de su capitalización, consolidar y liquidar pasivos, liberar liquidez y 

diversificación de sus fuentes de financiamiento. 

Una emisión de acciones que cotiza en el mercado de derivados en la Bolsa 

l\foxicana de Valores fundameutalmentu su evalua a través de la estrategia finan­

ciera que el inversionista diseña, esta estrategia involucra el análisis fundamental 

y el análisis técnico o estadístico. El inversionista o administrador (portfolio ma­

nager) evalua el riesgo. rentabilidad en el tiempo sobre el comportamiento de 

una acción, y a partir del análisis realizado decide si la acción se encontrará de­

preciada de su valor actual o apreciada con respecto a su precio en el mercado. 

TESIS CO~T 
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Quien invierte en el mercado de acciones deben decidir no solamente que 

acciones comprar sino también cuando comprarlas y cuando venderlas. Existen 

varios métodos comunmente utilizados por analistas financieros para calcular el 

rendimiento y riesgo de las acciones. Sin embargo, el panorama financiero y la 

expectativa de retorno de inversión juegan un papel fundamental para las deci­

siones ele financiamiento y formación ele portafolios. La calidad de esas dccicio­

nes dependerá en buena lllcdida del grado de realismo de nuestras expectativas, 

iudica Andrés ínon, analista de Patagon para el periódico El Economista."El 

pesimismo excesivo puede ser inclusomás dañino que el optimismo irracional," 

comenta el autor [20]; "en México no hay datos en torno a las expectativas que 

tiene la población con relación a los retornos que puede ofrecer la bolsa local, 

el hecho de que menos de 1 % ele los hogares invierta en acciones apunta a que 

existe un esceptismo profundo. Esto a pesar de que el Indice de Precios y Co­

l izaciones ha otorgado reudimientos anuales del 1 G % cu promedio durante los 

últimos 18 años". En otras palabras, el conservadurismo excesivo se refleja en 

retornos menores a los que se pudieran haber generado una estrategia prudente 

de inversión a largo plazo. Esto implica tener que ahorrar nuís dinero para la 

obtención de una meta, por ejemplo, la educación escolar o la adquisición de un 

bien. 

Un inísionista precavido instrumenta una estrategia de inversión a partir del 

amtlisis fundamental y el análisis técnico, ésta estrategia visualiza un panorama 

en el tiempo a partir delos estados de bursatilidad de la acción y el entorno 

económico donde cotiza la emisión de acciones a invertir, el panorama siempre 

será positivo para el inversionista y el efecto foxista será mínimo en tanto que la 

estrategia sea prudente y lejos de todo optimismo exacerbado. 

Así, sería conveniente aprovechar los sucesos pasados y realizar un balance 

adecuado para las decisiones pertinentes. 

El caso de In emisión de acciones de la empresa Mexicana "BIMBO" en su 

serie A tuvo el siguiente comportamiento en el Sector de Alimentos durante el 

periodo mensual 9/2001 al periodo del 1/2002. 1 

1 Gr:\flca obtenida del Portal Financiero [nvertia. Direcci6n: 

------------- -------·-
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El co111porta111ic11to 11ie11s11al ;;" p111~de observar <m la siµ;uicutc µ;rMica obtenida 

del portnl fi11ancicro INVEHTJA. 

Bll'fDO · · -

1 ;~.:::i:1 

lf.:.20 

j 7 :::(1 

J 7.30 

OCT NOV 

·r UJ:·1, .: ¡¡·• • .. "' 

El precio 111í11imo olitouido por al'ci1í11 fllL' di~ $17.f>, 11tic11tras que PI máximo 

se registró en el mes de Octubre co11 1111 precio de $HJ.GO por acción. Lo si11gular 

es determinar su precio para el mio 2002. Alg1111as proyeccioues intereHimt.es 

p11blicaclas en el boletin sernaual del Grupo Financiero IJANAI\.IEX, en la semana 

del 7 ni 11 de Enero del 2002 so11 tomadas para ampliar el auálisis ele la gráfica. 

El\IPRESA RECOI\..JENDACION PRECIO OBJETIVO 2002 REPORTE 2001 
811\IBO A COMPRA $23.00 pesos 29 .Junio 

Es importante mencionar que Grupo Bll\JBO cotiza en el sector de alimentos 

y que durante los ítltimos 18 meses esta división ha mantenido el comportamiento 

siguiente: 

PROYECCIONES DEL PIB SECTOR 2001 
SECTOR ALIMENTOS Y BEBIDAS* 

1 TI IlI !Ve ANUALe 

1.5 2. 7 1.6 3.0 2.2 

http://www.i11vcrtia.co111.111x/e111presaH. Co11s11ltado el 28/01/2002 
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*Tasas de crecimiento al mismo periodo del año anterior 

PROYECCIONES DEL PIB SECTOR 2002 
SECTOR ALIMENTOS Y BEBIDAS* 

le 

0.9 

lle Ille IVe 

1.0 1.2 1.1 

ANUALe 

1.0 

*Ta.~as ele crecimiento al mism() periodo ele! año anterior 

La letra "e" hace referencia al valor estimado 

. .. 

PRODUCTO INTERNO BRUTO SÉCTORIAL 
SECTOR INDUSTRIA MANUFACTURERA 2000 200lp 2002p 
ALIMENTOS Y.BEBIDAS DIVISION I del sector 3.6 

Crecimiento anual porcentual 

p = Pronóstico BAN AMEX 

2.7. 2.8 

fuente: Grupo Financiero BANAMEX. ESTUDIOS ECONOMICOS Y 

SOCIALES 

PRODUCCION INDUSTRIAL MEXICO 
Variación% Variación% 

SECTOR Ago-01/ Ago-00 Ene-Ago/01 vs Ene-Ago/00 
ALIMENTOS Y BEBIDAS 1.74 2.07 

PRODUCCION INDUSTRIAL MEXICO* 
DIVISION ALIMENTOS Y BEBIDAS I II III IV 2001 

CRECUvIIENTO TRIMESTRE 1.6 1.3 1.3 1.2 1.35 
*Fuente: BANAMEX, cálculos propios con datos del INEGI, Encuesta Industria mensr 

Los ratings financieros asignados por el Grupo Bursamétrica para las emiso­

ras que cotizan en el sector estan determinados en la siguente tabla. 
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Sector 
Indice Perspect. Perspect. Situacion 

Alimentos 
Bursátil Sector Empresa Financiera 

Emisora 
AGRIEP A e e e B 

ALSEA e B B B 
BACHOCO B e e B 
BAFAR B e B B B 

BIMBO A A e B B 
CAl'vIPUS B D B e e 

Gl\IACMA B e B e D 
GMODERN* e e D B 

GRUMA B B D e e 
1-IERDEZ B B D D e 
l\lAIZORO* e B e e 
l\IASECA B B D D e 

l\IINSA C e B B e 
NUTRISA* D B e B 

SAVIA A A D D D 

En las recomendaciones de compra son una buena oportunidad de inversión 
cu el momento de una mayor estabilidad en Jos mercados, esto es, en el momento 
<'ll el cual la volatilidad disminuya.2 

Las siglas L.P. hacen referencia a Largo Plazo 

A 
ALTA 

BURSATILIDAD 
B C D 

MEDIA BAJA NULA 

El índice de inflación registrado en México durante los últimos 18 años es el 
siguiente. [23] 

2 Por rnzoues de espncio se omitió In rnlt111111n corrcspondicnt.c n In "Recomcndncin Glo­

bal" que otorga Bursamét.rica a lns empresns indicadns en la anterior tnbln, sin embargo, SIMBO 

es In r¡ue tuvo calificación de Venla en éste ramo de Alimentos y Bebidas. Mayor información 

consullnr la revista "Grupo Bmsamctrica". Sección Rntings financieros, México. Ao lI Reporte 

Semnnnl del 1G al !.10 de Noviembre del 2001. p 78-80. 
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INDICE DE INFLACION PROMEDIO ANUAL 
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Figura 3.14 

3.2. Grado de bursatilidad de una accion 

Cuando se desea realizar una inversión, el inversionista precavido elegirá el 

instrumento que mejor se adecíie a sus expectativas de rendimiento, de riesgo, 

y que, además, le permita obtener la mayor liquidez posible en caso ele que 

así lo requiera. La liquidez está en función directa de la facilidad con la cual 

el instrumento adquirido puede volver a venderse sin menoscabo del valor que 

se haya pagado por él y de la ganancia generada durante el tiempo que haya 

permanecido en calidad ele inversión. ¿Cómo puede conocerse qué tan líquido 

puede ser un valor?. En el caso de las acciones la respuesta es por medio de la 

hursatilidacl. 

"El índice de bursatilidad es un parámetro que indica el grado de operativi­

dad que registra una acción en comparación con otras en el Mercado, y permite 

establecer una clasificación de las mismas en función del comportamiento de sus 
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principales variables Operativas" .3 

Descripción de variables Operativas: 

• N íuuero de Operaciones: 

87 

Son las transacciones realizadas sobre una acción en un período determinado, 

en este caso seis meses, no incluyendo las transacciones que operen menos del 

volumen que establecen los Lotes. 

• El volumen de acciones negociadas 

Es el ní1mero de acciones negociadas sin contemplar las ofcrtru; públicas, ni 

operaciones de registro, en paquete o con picos.'1 

• Importe operado 

Es el monto en pesos de las transacciones que se realizan en el mercado. 

Visto unitariamente con una emisora, aparece como una variable dependiente 

del volumen (importe = precio*volumen)¡ sin embargo, al efectuarse el cií.lculo 

de los importes de todas las empresM, la gran diversificación de precios {desde 

$10.00 hasta $200.00) hace evidente que no necesariamente a mayor volumen se 

tiene mayor importe. A partir de la idea anterior, esta variable es incluida en el 

análisis de bursatilidad -de igual forma que en el punto anterior se discriminan 

operaciones de registro, en paquetes, con picos, y ofertas públicas-. 

• Valor de capitalización 

Es el producto que resulta de multiplicar el precio de mercado de una acción 

por el niímero ele valores de esa serie inscritos en bolsa. Este monto es utilizado 

'Fuente: ~léxico Annlyticn, Consultoria Financiera. lnformnció11 proporcionada por el Lic. 

Francisco López Contrcrns, Anali8tn. 2001. México 
·• Se conHidern como paquete toda operación que exceda el 2 % de valores itL•critos en bolsa 

por una ncción. 

Pico es aquella operación cuyo volumen es menor al lote establecido para cierta acción de 

acuerdo u su precio. 
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¡mm medir .su tamaño con respecto al total de empresas que tienen acciones enla 

Bolsa Mexicana de Valores. Asimismo, esta variable es combinada con el importe 

operado para determinar su grado de rotación (TURN OVER). 

• Lotes de acciones 

Los lotes son un concepto utilzado en el salón de remates para determinar 

el volumen mínimo por el cual las acciones de una emisora se pueden negociar, 

siendo influido directamente por el precio de mercado de las mismas. 

• Dias ele operación 

Periodo en días durante el que se desea evaluar la bursatilidad. Normalmente 

los díns lníbiles bursátiles comprendidos en un periódo de seis meses. 

A partir del calculo de las variables operativas se asigna cuatro diferentes 

grados de bursatilidad a una emisión en la Bolsa Mexicana de Valores y cuyo 

comportamiento bursátil se observa en la tabla. 

NIVELES 

acciones no bursátiles 

acciones bursátiles 

CATEGORIAS 

bursatilidad nula 

bursatilidacl baja 

bursatilidad media 

bursatilidad baja 

RANGO 
BURSATIL 
O- 6.092 

6.093 - 7.910 

7.911 - 9.123 

9.1.24 - 10 

Debido a que la bursatiliclacl cambia constantemente de acuerdo al mercado, 

los rangos de bursatilidncl que corresponden a cada uno de los estratos anteriores 

son variables y se determinan por un criterio dinámico. 

De manera que el grado de bursatiliclad se comporta como una variable es­

toc¡ística X n con T E Z ; es decir, una variable probabilística en el tiempo cuyo 

C'scenario es el mímero de estados o grados ele Bursatilidacl S; asignados a una 
emisión de acciones. 

Para efectos de este capítulo se utilizaní el grado de bursatilidad asignado 

nsiguado por el periódico "El Financiero" en la sección análisis financiero durante 

el ültimo trimestre del año 2001. 
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En el cuso de la emisión de acciones de la Empresa BIMBO en su serie A, 

el rango ele bursatilidad a.5ignaclo diariamente en ol periódo de Septiembre del 

2001 a Diciembre del 2001 se muestra en la siguiente tabla: 

INDICE BURSATILIDAD 
MES/AÑO GRADO 
10/01 A 

11/01 A 

12/01 A 

1/02 A 

BI1'"1BO es una empresa cuyo crecimiento sostenido es viable gracius a que 

pertenece ni ramo Alimentos, Bebidas y Tabaco; el menos vol{ttil ele las empresas 

que cotizan en la Bolsa l\Ioxicana de Valores y cou un crecimiento anual para el 

2001 de alrededor 1.3 % y puesto que la inflación promedio mensual y trimestral 

se mantendrá con una variación de un 5.6 por ciento, en el año 2002 con respecto 

al año 2001, promediando un total a1111al estimado en 5 3, el grado de bursat:i­

lidad se mantendní Alta "A" durante los siguientes 6 meses del 2001; siendo el 

sector alimenticio una ele las áreas que mantendrnn su crecimiento en el 2002 

en un nivel de 4 3, s11perior al 1.5 3 anual rcgistrndo en el 2001, consideranclo 

que la recesión económica mundial fue más drástica en el año 2001. La posi­

ción obtenida por la acción en los últimos seis meses en el mercado accionario 

ofrece rendimientos positivos al inversionista, así lo confinnn.n el grado de bur­

satilidad asignado (B) por la consultoría Grupo Bursamétrica, de tal forma que 

implementar una estrategia de inversión en títulos de opciones es una excelente 

alternativa a los inversionistas. ú 

3.3. Estrategia de inversión con cadenas de Markov 

5 Revista ~lercndos Financieros: Proyecciones-Perspectivos-Estrntcgins. Grupo Bursnmétri­
cn. Año 11, Reporte Semnnnl del 26 ni 30 de Noviembre de 200 l. 

------------- --- ---~-
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Sea S el conjunto ele estados posibles de una emisión ele acción que cotiza 

en la BMV y sea T el espacio paramétrio del tiempo de la cadena ele Markov ele 

cuatro estados ele bursatilidacl de una acción. 

Una estrategia es una regla que asigna a cada estado de rcntabiliclacl ele 

la acción, una probabilidad Pii de transición¡ esto es, una estrategia R es una 

función definida en los m'1meros reales por: 

R:S->S 

donde S = {O, 1, 2, 3} y T = {O, 1, 2, 3, ... , n, n + 1} 

Cuya cadena de lVIarkov con cuatro estados está representada por la siguiente 

figura: 

Figura :1.15 

Una estrategia financiera e:;t.á compuesta por un conjunto ele estados de bur-

8at.ilidad S a través de un tiempo T, con un tiempo inicial O, y un tiempo ele 

veucimiento n para hacer ejercer el derecho a adquirir una opción en el mercado 

de derivados con una utilidad positiva o negativa para el oferente y demandante 

cid activo financiero: 
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o 
1 

2 

3 

_, 

_, 
_, 

bursatilidad nula 

bursatilidad baja 

bursatilidad media 

bttrsatilidad alta 
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La gráfica dirigida asociada a los estados ele bursatilidacl S; ele la cadena ele 

l\farkov es: 

Cuya ~unción ele probabilidad Pi,i se comporta ele la siguiente forma en los 

diferentes estados S; de la cadena ele Markov. 

S; o 1 

o .6 .25 

1 .2 .5 

2 .1 .2 

3 o .1 

En térm!nos probabilísticos Pi,j > O. 

P1,11 P1 121 Pl,31 PL,4 

P2,1, P2,21 P2,31 P2,4 

P3,11 P3,21 P3,31 P3,4 

P4,1t P4,21 P4,31 P4,4 

2 

.15 

.2 

.5 

.2 

> 

> 

> 
> 

3 

o 
.1 

.2 

.7 

O· 1 

O· 1 

O· 1 

O· 1 

Cada uno de los renglones j de la matriz P satisface la condición 2.4 

s 
LP(i,j) = 1; 

j 

j E S. 

La cadena ele Markov es una gráfica clirigicla, siempre existe un camino que 

conecte a cada estado ele rentabilidad S; con otro estado S; . Por lo menos existe 

u11 camino entre el estado i y el estado j. 

---- ---··-------------·-·--··-- ·-·-
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3 -+> O· 
' 

3 -+ 1· 
' 

3 -+ 2· 
' 

3 -+ 3· 
' 

2 -+ O· 
' 

2 -+ 1; 2 -+ 2; 2 -> 3· 
' 

-+ O· 
' 

1 -+ 1• 
' l -+ ?• 

~. 1 -> 3· 
' 

o -+ O· 
' 

o -+ 1; o -> 2• 
' 

o -+> 3· 
' 

La cadena de Markov P es una matriz definida positiva, es un sistema com­

patible, cuyo determinante ti = O.O 559; su rango es 4 y el sistema tiene solución 

en R". 
La Matriz de Accesibilidad para los valores Pi,i. 

l::: :]· + + + + ' 
+ + + + 

La cadena de Markov es una matriz semidelinida positiva dado que Pi,j ;::: O. 

La matriz de transición de probabilidades asociada a la cadena de Markov 

está dada por la matriz P.ix4. 

[ o 
.25 .15 

º1 j Pi,i = 
.2 .5 .2 

.1 .2 .5 .2 ' 

o .1 .2 .7 

[ . 25 lú 

;] Tii 100 Tiiii 
.. . i 5 2 
p,. . - 10 Tii Tii 

l,J - 1 2 5 
Tii Tii Tii 10 

o 1 2 7 
Tii Tii Tii 

y sus eigenvalores están dados por: 

,\¡ =l. 025, .-\2 = o. 66426, ,\3 = o. 33338 ,\.¡ = o. 27731,; 

sus eigenvectores v¡ correspondientes al eigenvalor .\;. 

-----· ·---------·--- ----------·--
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.5100< } 
vr- .53462 

<-> ,\¡ = l. 025, 1 -
. 55677 

. 67154 

. 67429 

v,r _ .24867 
<-> ,\2 = o. 66426; 2 -

-. 12557 

-.68895 

. 64539 

Vl= -.28979 
<-> ,\3 = o. 33338; 

-. 66418 

. 52041 

.44155 

vr- -.71704 ...... >.., = o. 27731; ,, -
. 24519 

. 22326 

polinomio característico: X'1 - 2. 3X3 + l. 805X2 - • 572X + .O 6295 

Del valor carcterístico ,\¡ = l. 025, se desprende que la cadena de Markov 

tiene un nodo absorvente, sin embargo, dado que no hay probabilidad de un 

100 % de salir de 1111 estado i al estado j en un paso (ver figura 3.3), entonces se 

rechaza el hecho de que la cadena tenga un estado absorventc. 

Se cumple la condición 2.45 para el eigenvalor ,\¡ = l. 025 se tiene un auto­

vector Vi = (0.51094, 0.53462, 0.55677, 0.67154) 

AVi =,\¡V¡. 

La cadena de !vlarkov P es una matriz definida positiva, y es un sistema 

compatible, cuyo determinante il = O.O 559 con rango 4; el sistema tiene solución 

en R 11
• 

De In ecuación 2.45 podemos plantear la siguiente premisa: 

PX=X 
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para ,\1 = l,donde X necesariamente es un autovector ele la matri.: estocástica 

P. 

[ 

0.6 0.25 0.15 0 l [ X¡ l [ ;e¡ l 0.2 0.5 0.2 0.1 X2 X2 

0.1 0.2 0.5 0.2 X3 X3 

0 0.1 0.2 0.7 X4 X4 

[ ~.: ~I ~I f: ] [ ! l [!] 
de aquí se obtienen los valores del vecfor 

{ 

.. 1 .} 

.·· 1 

xr=.· .•. ·.··.·· .. ·. . .. e; 1;.; 

.·L·· 

al vector X se le denomina vector 7r de probabilidades, y puesto que se cumple 

In ecuación 2.45 entonces tenemos que el vector 7í existe y es único y finito en el 

tiempo. 

Veamos que sucede con la matriz P a lo largo del tiempo, digamos, en el día 

7, 14, 28, 90 y 360. 

A lo largo de 7 días el escenario S; de la acción está ciado por la siguiente 

matriz: 

[ 

0.225849 

p7 = 0.209525 
0.195269 

0.171412 

0.27445<1 0.267808 

0.266994 0.270136 

'0.260125 0.27220 

0.248269 0.274937 

0.231886 l 
0.253343 . 

0.272400 
1 

0.305380 
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tenemos que la matriz estará en los estados S; con las siguientes probabili­

dades: 

S; o 1 2 3 

o 22.63 27.5% 26.83 23% 

1 20% 27% 273 253 

2 20% 26% 27% 27.2% 

3 17% 25% 27.5% 30.5% 

A lo largo do 14 días el escenario do S;, cuyo comportamiento de la acción 

está dado por la siguiente matriz: 

[ 

0.2006 

pl<I = 0.1994 
0.1985 

0.19G8 

0.2625 0.2713 0.2657 ] 
0.2620 0.2714 0.2672 

0.2615 0.2716 0.2685 

0.2607 0.2718 0.2708 

A lo largo de 28 díá.s el escenario de S; comportamiento de la acción está dado 

por la siguiente matriz: 

[ 0198~4 0.261593 0.27152 0.268199 

p 2B = 0.198679 0.261591 0.271522 0.268206 

0.198674 0.261588 0.271523 0.268213 

0.198666 0.261584 0.271524 0.268224 

tenemos que la matriz estará en los estados S; con las siguientes probabili-

dad es: 

S; o 1 2 3 

o 203 273 273 27% 

1 20% 263 27% 27% 

2 20% 26% 273 27% 

3 20% 26% 273 27% 

A lo largo de 90 días el escenario de S¡ comportamiento de la acción está dado 

por la siguiente matriz. 
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0.198675 0.261589 0.271523 0.268211 j 
p90 = 0.198675 0.261589 0.271523 0.268211 

0.198675 0.261589 0.271523 0.268211 ' 

0.198675 0.261589 0.271523 0.268211 

tenemos que la matriz estará en los estados S; con las siguientes probabili­

dades: 

si o 1 2 3 

o 20% 26% 27% 27% 

1 20% 26% 27% 27% 

2 20% 26% 27% 27% 

3 20% 26% 27% 27% 

A lo largo del tiempo n el escenario de comportamiento S; de la acción 

converge a la siguiente matriz ele transición de probabiliclades: 

pn= 

0.198675 0.2G1589 0.271523 0.268211 j 
0.198675 0.261589 0.271523 0.268211 

0.198675 0.261589 0.2i1523 0.268211 ' 

0.198675 0.261589 0.271523 0.268211 

tenemos que la matriz estará en los estados S¡ con las siguientes probabili-

dades para un tiempo n: 

S; o 1 2 3 

o 20% 26% 27% 27% 

1 20% 26% 27% 27% 

2 20% 26% 27% 27% 

3 20% 26% 27% 27% 

La cadena de Markov es una cadena de estado finito con cuatro estados, al 

converger en el tiempo su matriz estocástica P a una matriz Anxn, donde A 2: O 

define un proceso ergódico.2.46 

lím P" ....... A. 
n-oo 

------- ·---·----·----- --------~--- -
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La cadena de Markov de cuatro estados que representa el grado de bursati­

lidad es aperiódica e irreducible en tanto que no hay un estado absorvente o un 

periodo cíclico. 

3.3.1. Estrategia de Íllmrsion pcsimista y optimista 

A partir del comportamieuto asintótico de la matriz de estociísticR. P, se 

pueden establecer dos estrategias; una estrategia financiera optimista y una es­

trategia financiera pesimista, cadR una dependerá del estado S¡ donde se inicie 

la cadena de Markov, a saber, los estados de bursatiliclacl uula y alta son los que 

determinarán el curso ele cada una de estas dos estrategias. 

Inicialmente se tiene un vector probabilístico que cumple con ver 2.5, esto 

eH, el vector probabilístico j que corresponde a cada uno de los renglones ele la 

matriz C8tocástica P;,J y cuya smna de componeutes es igual a la unidad. 

El escenario de la acción involucra una estrategia de inversión a partir de un 

estado de bursatilidad i, cuando el vector de distribución inicial se encuentra en 

la componente correspondiente al estado i. 

o 1 2 3 

7r; ( t) 7ro 7rt 7r2 7r3 

Ahora bien, la probabilidad de mantenerse en el estado S = O durante un 

tiempo n se expresa mediante 7ro(x), x ES;, se define por: 

7r;(t) == P(X1 = i)¡ X ES; 

y es denominada la Distribucion Inicial de la cadena de Markov, si satisface 

la ecuación: 2.8. 

Durante el tiempo la ecuación que indica el estado del sistema en el tiempo 

( t + 1) , está dado por la siguiente ecuación: 

donde Pes la matriz estocástica de probabilidades Pii· 
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La estrategia financiera la determina el vector 2.9. 

Estrategia financiera pesimista 

El escenario pesimista supone implementar una estrategia ele inversión a 

partir de un estado de bursatilidnel NULA, cuando el vector ele distribución 

inicial se encuentra en la componente correspondiente al estado i = O. 

1l'o(t) = 
o 1 2 3 

1 o o o 

Asi, se tiene el siguiente vector de probabilidades 1l'o(t) para un tiempo t = n 
Ps el siguiente: 

1l'o(t) = P(Xo = x); ·x E 81; 

Planteando el vector de distribución iniéial para un tiempo t = O, y estado 

de bursatilidad i = O, se tiene: 

7l'o(D) 

7l'o(O) 

P(Xo =O)¡ 

(1, O, O, O); 

En el primer día el escenario está ciado por 7l'o(l) con t =l. 

[ 6 

.25 .15 

º1] 7l'o(l) [ 1 o o ] .2 .5 .2 o 
.1 .2 ,5 .2 

o .1 .2 .7 

7l'Q (1) [ . G .25 .15 o ] 

para el día t-ésimo el comportamiento del vector 7l'o es: 

----· ------ --
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[ 425 
.305 .215 

º" j 7ío{2) [ . 6 o ] . 24 .35 .25 .16 
.25 .15 

. 245 . 345 . 26 
1 . 15 

.04 .16 .26 .54 

7ro{2) [ . 3375 . 30725 .24325 .112 ] ; 

[ 3375 
.30725 .24325 

112 j [ . 3375 
. 239 .301 ,263 , 197 

7ro{3) . 30725 .24325 . 112 ] . 1735 .296 .2751.i ' .255 
' .082 .196 .276 .446 

7ro{3) [ . 23873 .28016 .26582 . 2153 ] ; 

[ .25815 
.28799 .26242 

10145 j l . 22115 7ro(5) [ . 2073 
. 2742 .26859 .23607 

. 26575 .2704 .25657 
. 27607 ' .19036 .25877 .27481 

.14113 .23259 .27781 . 34847 

7ro(5) = [ .19997 .26222 . 27136 . 26648 ] ; 

[ 23873 . 28016 .26582 .2153 

7ío(6) [ . 19997 
. 21439 . 26971 . 26952 .24639 l .26222 . 27136 '26648 ] :¡ 
.19345 .25954 . 27293 .27409 1 
.15898 . 24199 . 2i629 .32275 l 

7ío(G) [ . 19882 .26166 . 27152 . 26805 ] ; l 
' . 22585 .27446 .26781 .23189 ¡ 
1 

[ . 19882 . 27152. . 26805 ] 
. 20953 .267 . 27014 .25335 l 

rro(7) .26166 :j .19527 .26013 .27221 . 2724 
. 17142 . 24827 .27494 .30538 ! 

7ro(7) [ . 1987 .26161 .27154 . 26822 ] ; l 
l 
! 
; 
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En el día 7 el escenario de la acción es el siguiente: 

7ro(7) = [ . 1987 . 26161 . 27154 . 26822 ] ; 

En el día 14 el escenario de la acción es el siguiente: 

7ro(14)= [ 0.1987 0.2616 0.2715 0.2682 ] ; 

En el día 21 el escenario de la acción es el siguiente: 

7ro(21) = [o.1987 0.2616 0.2715 0.2682 ] ; 

En el día 28 el escenario pesimista de Ía accicSn es el siguiente: 

7ro(28) = [ 0.1987 0.2616 0.2715 0.2682 ] ; 

En el día 9o el escenario pesimista de la acción es el siguiente:· 

7ro(90) = [ 0.1987 0.2616 0:2115: 0:2682 ] ; 

En el día 360 el escenario pesimista de la acción es el siguiente: 

7ro(360) = [ 0.1987 0.2616 0.2715 0.2682 ] ; 

Iniciando en el estado de NULA Bursatilidad se encontrará que a partir del 

día 7 Ja acción tendrá una bursatilidad NULA con una probabilidad de 20 %; una 

probabilidad do 26 % de mantenerse en bursatilidad BAJA, y una probabilidad 

cquiprobable ele 27 % de encontrarse en rentabilidad MEDIA y ALTA. Por lo 

que será conveniente vender o comprar titulas con tendencia a la alza, en este 

caso, la.~ acciones de la emisora Bil\IBO en su serie A. 

Así, el inversionista que apueste a que nn escenario pesimista cuya utilidad 

se concreta a partir del día 7, adoptará una posición do mercado a la alza como 

estrategia pesimista. 
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Ver gráfica del comportamiento asintótico del vector probabilístico. 

1-x-ALTA • ·A - MEDIA -o- BAJA -o -NULAI 
0.7000 ----------------------------~ 

0.4000 

0.3000 

19~~g-,g;.,~~9i!h~:ffff~~~~!hg.;;thl'.f.~~9-.:~~g 
• . ·-. : -~ .. ~:' .' .. :.~-,,: :.: ,f.:,.-::::,\: ' '~.:.._.,, .: :. _;:,_'.'.' ·-:;·~'.:.;:_· :.'-: __ .- .. -':,J .... '_:::~::: __ -. ·_::.'. ·::-_~\--

0.2000 

ó I 
,¡__,_-1:._,..~x-x;_x-x:-x-x-'.x-:-x.:..~:::.x:-x..:x:-x..:x:-l<:-x,,:.x-x::..x,,:.x-x.,.:x-x-x 

0.1000 
d . 

I 

1 2 3 4 5 6 7 . 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24. 25 26 '27 28 

A partir del día 7 el vector probabilístico converge a una probabilidad 0.20 

para el estado ele bursatiliclacl ALTA y una probabilidad 0.26 ele situarse en una 

hunmtilidad MEDIA, se estará en los estados ele bursatilidacl BA.JA y NULA con 

una probabilidad ele 27 3. En d día 7 el inversionista podní. ejercer su opción de 

compra o venta y obtener una utilidad positiva. El vector inicial rro(t) a partir 

del día 7 converge y muestra nn comportamiento asintótico en el mercado de 

Opciones durante los siguientes dins. 

Estrategia financiera optimista. 

El escenario optimista involucra comenzar en el estado 3, con bursatiliclacl 

Alta y terminar en ese estndo a lo largo del tiempo. 

rr3(t) = P(Xt = 3); 
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o 1 2 3 

o o o 1 

Pum un tiempo t = O y un estado de bursatilidad i = 3, el vector de distri­

bución inicial os: 

7í3(0) = [O, O, O, l]; 

La estrategia financiera pesimista la determina el vector 2.9. 

1í;(t + 1) = 1í;(t)P' 

En el primer día el escenario está dacio por 7í3(l). 
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11"3 (1) 

11"3(2) 

11"3 (3) 

11"3 (4) 

11"3 (5) 

11"3(6) 

11"3 (7) 

11"3 (8) 

7!"3(14) 

7!"3(15) 

7!"3(16) 

7r3(17) 

7r3(l8) 

7r3(l9) 

7!"3(20) 

7!"3(21) 

7!"3(22) 

[ 

0.6 0.25 

[o o o 1 ] .0.2 0.5 
0.1 0.2 

o 0.1 

[ o 0.1 0.2 0.7 ] ; 

[ .o 4 . 16 . 26 . 54 ] ; 

0,15 o 1 
0,2 0.1 ; 
0.5 0.2 

0.2 0.7 

[ .082 .~96í .276 :446]; 

[ \Ú·6,''.~i§~ ::2181 .. 387 ] i 

[ .14il.3 ·~.~~59 :27?81 .34847] i 

r ; 15Sp8. . 2~Úg9 {~7~29 .· .. : 32275 ] i 

[ .• 111.42 .. 248F ·2:74.94 ."3o538 ] ; 

[ . 18 . 25,2s~:2·7139i /. 29353 ] ; 
J/·:~7~_::::~'\.' .. :·,::-,-:' 

[ .19677 .26067 :27Í77 . 2708 ] 

[ .19737 . 26096; . 27169 . 26998 ] 

[ .19778 . 26116 . 27164 . 26942 ] 

[ .19806 .2613 . 2716 . 26904 ] 

[ . 19826 .26139 . 27158 . 26878 ] 

[ .19839 . 26145 . 27156 . 2686 ] 

[ .19854 .26152 . 27154 . 2684 J 
[ . 19858 .26154 . 27154 . 26S34 ) 

[ . 19861 .26156 .27153 . 2683 J 

[ . 19859 . 26150 . 27149 . 2680 ] 

103 
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[ .10858 .26154 .27154 

r 

0.6 0.25 0.15 . o l 
. 26834 J. ·.º·.2 0.5 0.2. 0.1. 

. 0.1 0.2 0.5 0.2 

o 0.1 0.2 0.7 

En el día 7 el escenario de la acción es el siguiente: 

11'o(7) = [ . 17142 . 24827 . 27494 . 30538 J ; 

En el día 10 el escenario de la acción es el siguiente: 

11'3(13) = [ .19588 . 26024 . 27189 . 27199 ] ; 

En el dfri 14 el escenario de la acción es el sigülente: 

11'3(14) = [ . 196.77 . 26067 . 27177 . 2708 ] ; 

En el día 21 el escenario optimista de la acción es el siguiente: 

11'3(21) = [ '. 1985ª ; 26154 ... 27154 . 26834 ] ; 

En el día 28 el escenario optimistá.dé la acción es el siguiente: 

11'3(28) = ( 0~1981 0.2.616 .. o.21t~ 0.2682 J ; 

En el día 90 el escenario optimista de la ~6C:ión es el siguiente: 

11'3(90) = [ o.1987 o.2616 o.27i5 CJ.2682 J ; 

Eu el día 360 el escenario optimista de la acción es el siguiente: 

11'3(360) = [ 0.1087 0.2616 0.2715 0.2682 ] ; 

Iniciando en el estado de Alta Bursatilidad se observará que a partir del día 

13 la acción se mantendrá en bursatilidad NULA con probabilidad de 20 %; una 

probabilidad de 26.16 % de mantenerse en bursatilidad BAJA, una probabilidad 

------- ------·-·--
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ele 26. 7 % ele encontrarse en bursatiliclad .IVIEDIA, y una probabilidad de 27.15 % 
do encontrarse en bursatilidad ALTA. 

El inversionista que apueste a que un escenario optimista cuya utilidad se 

concreta a partir del día 13, adoptaní una posición ele tendencia a la alza en los 

títulos de opciones para implementar una estrategia optimista y podrá ejercer 

su cobertura de compra o venta a partir del día 13. 

El vector inicial 7í3(t) a partir del día 13 converge y muestra un comporta­

miento asintótico en el mercado ele Opciones durante los siguientes días. 

Comportamiento asintótico del vector probabilístico. 

--lr-ALTA ·-<>·MEDIA-o· BAJA -NU 

0.0000 +-·.,_,_,_.,-.,-.,--,--.--,--,--,--,--,-...,.......,.......,....-,--,-...,....-,--,--,--,--,-.....,......,......,..-j 

1 2 J 4 s a 1 8 9 10 11 12 1Jti~m1s 
0

18 11 18 19 20 21 22 23 24 2s 20 21 2a 

Figura 3.1 7 

3 .. J. Probabilidades de alcance en m pasos 
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La probabilidad de salir do un estado ·i y alcanzar un estado j en m pasos 

por primera vez está dada por la siguiente ecuación. 

n.-1 

Px(Ty = m) = P"(x,y) LPx(Ty = m)P"-m(y, y), (3.1) 
n1=l 

El cómputo se realizó en !vlatlab 6,0 con un error absoluto = 0,0001. En el 

programa siguiente 111 representa la matriz P en el tiempo n.Los parámetros 

do entrada para la función recursiva p1'ob(x, y, n, P) son x, y, n y P que toman 

valores de estado inicial, estado final, tiempo o día n y la matriz P a evaluar en 

ol día n, rospoctivamcinte. 

functiou f = proh{x,y,n,P) 

1\1 = P"n; 

vi= M(x,y)¡ 

if n==l 

f =vi; 

roturn 

cnd 

S =O; 

for m=l:n-1 

B = P"(n-m)¡ 

S = S + prob{x,y,m,P)*B(y,y); 

end 

f =vi - S; 

La probabilidad de salir del estado de bursatilidad nula -0- y alcanzar el 

estado de bursatilidad alta -3- por primera vez en 7, 14 y 21 días esta indicado 

por la siguiente tabla. 
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Px(Ty = m) ~ 1 % 

Po(T.1 = 1) = 0.6000 60 

Po(T3 = 2) = 0.0550 6.5 

Po(T3 = 3) = 0.0435 4.35 

Po(T3 = 4) = 0.0766 7.66 

Po(T3 = 5) = 0.0736 7.36 

Po(T.1 = 6) = 0.0683 6.83 

Po(T.1 = 7) = 0.0625 6.25 

Po(T3 = 14) = 0.0310 3.10 

Po(T3 = 17) = 0.0229 2.3 

Po(T3 = 18) = 0.0207 2.07 

Po(T3 = 19) = 0.0187 1.87 

Po(T:i = 20) = 0.0169 1.69 

Po(T3 = 21) = 0.0152 1.52 

La probabilidad de salir del estado ele bursatiliclad nula y terminar por pri­

mera vez en 7 dias en el estado ele bursati!idad alta, es ele un 2.5 %; para un 

tiempo ele 14 clias, la probabilidad es de un 3.1 %; mientras que para un plazo de 

21 clias, la probabilidad es 1.52 %. Se observa que para un plazo de siete días la 

probabilidad de obtener una ganancia es mas factible que para un tiempo mayor. 

La probabilidad ele salir del estado de bursatiliclacl alta -3- y alcanzar el 

estado de bursatiliclad nula -0- por primera vez en 7, 14 y 21 días esta indicado 

por la siguiente tabla. 

---- -------~--- -----------·- -------------
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Px(Ty = m)::; l % 
P3 (To = 1) = 0.000 o 
P3 (To = 2) = 0.0400 4.0 

P.1(To = ~) = 0.0580 5.80 

P3(To = 4) = 0.0642 G,42 

P3(To = 5) = 0.0645 G.45 

P:i(To = G) = 0.0610 6.83 

P3 (To = 7) = 0.0582 5.82 

P3(To = 14) = 0.0324 3.24 

P:i (To = 17) = 0.0250 2.5 

P3(To = 19) = 0.0210 2.1 

Pa(To = 20) = 0.0192 1.92 

P:i(To = 21) = 0.0176 1.76 

La probabilidad de salir del estado de bursatiliclacl alta y terminar por pri­

mera vez en 7 dias en el estado de bursatilidacl nnla, es de un 5.82 %; para un 

tiempo de 14 dias, la probabilidad es ele un 3.24 %; mientras que para un plazo 

ele 21 dias, la probabilidad es 1.76%. 

En el caso de salir de un estado de bursatilidad alta y terminar por primera 

vez en bursatilidad nula la probabilidad de un 5.82 % para un plazo de 7 dias, 

y para un pinzo de 14 días la probabilidad se reduce n 3.24 %, puesto que a 

partir del día 13 se concreta el vector asintítico para la estrntegia financiera 

optimista, para este plazo es factible obtener una ganancia positiva en el mercado 

<le Opciones, para los días 21 y 28 la probabilidad es mínima. 
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4. CONCLUSIONES 

• Un inversionista inteligente que requiere do incrementrrr su crrpital me­

diante una inversión financiera al adquirir instrumentos financieros y una 

empresa que planea su desarrollo a través do! financiamiento mediante 

la colocación do activos financieros, establecerán una estrategia financiera 

para implementar su inversión. Esta estrategia orienta las acciones y los re­

cursos de manera tal, que involucre técnicas ele decisión funclmueutaclas en 

herramientas nmteuuíticas que cuantifiquen el riesgo y el co111porta111iento 

de su inversión durante el tiempo. Ln probabilidad y estadística son exce­

lentes métodos ele evaluación ele riesgos y pronóstico del comportamiento 

do títulos de opciones en el mercado ele derivados. El manejo de la in­

formación para establecer e implementar la estrategia está fundamentada 

en el procesamiento ele la información mediante el cómputo do programas 

matemáticos a partir del manejo de !ns varinbleH y restricciones que inter­

vienen en el modelo matenuítico, que repre:;enteu la iuvcrsión y propicien 

los flujos de información necesaria para su evaluación y la consecuente 

decisión de In estrategia financiera óptima. 

• El comportamiento de la matriz estocí1stica P;,j de la Cadena de Markov a 

lo largo del tiempo ofrece al decisor una técnica que le permite cuantificar 

riesgos y evaluar alternativas, esta alternativa se obtiene del resultado de 

evaluar la matriz P;,j en el tiempo. 

• Un proceso estacionario es orgódico si su vector ele probabilidades os finito 

a través del tiempo. 

• El vector probabilístico 7r¡ converge 011 el tiempo y la cadena de Markov 



112 </. CONCI,USIONES 

es aperiódica, positiva e irreducible puesto que la matriz de transición pn 
tiende a una matriz semidefinida positiva A. 

• El vector probabilístico 7r; es un proceso estacionario y finito en el tiempo 

y su convergencia no depende del estado inicial. 

• El vector 7r; de probabilidades, existe y es finito en el tiempo, e indica 

que se mantendrá a través del tiempo en un 70 % en cada uno de los 

estados partiendo de cualquier estado inicial de bursatiliclad S;. Es factible 

proponer una matriz de transición doblemente estocástica para modelar la 

rama ele Alimentos y Bebidas del sector 'tvlanufactura ele la Economía de 

lVIéxico. Con la variante ele que para una matriz doblemente estocástica el 

vector ele estados 7r¡ converge de manera idéntica para cada estado i E S. 

• Para modelar cualquier otro sector ele la Bolsa mediante cadc1rns de i\Iarkov 

a través de su grado de bursatilidacl, es factible proponer una cadena de 

Markov fuertemente dirigida, esto es, siempre hay un camino que conecte 

el estado de bursatilidacl NULA con el estado de bursatilidad ALTA en un 

solo paso y un trayecto que conecte el estado de bursatilidad ALTA con el 

estado de bursatilielad NULA en un solo paso. 
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A. l\IIODELO BLACK SCHOLES 

El modelo Black & Scholes es una ecuación diferencial estocástica ele pri­

mer orden con parámetros Beta, Delta, Gamma, Vega y Rho; e i, S, T, P,R. Es 

utilizada en el mercado de Derivados para determinar el precio de una opción 

Europea a través del tiempo, es un modelo que se toma como referencia en los 

mercados de la Bolsa de Valores. Se aborda porque 8C analizará su relación con 

el l\fodelo de Cadenas de l\'larkov a partir ele la obtención de una utilidad. 

Este modelo desarrollado or Fischer 13lack y l\Jyron Scholes busca valorar las 

opciones {C), en función del periodo de vigencia de la opción (T), la tasa de 

interés libre de riesgo (i), y el precio de ejercicio de la opción (Pe), el precio del 

bien subyacente (S) y la tasa de rendimiento instantánea (R): 

C = S * N(Di) - Pe* e-ioT * N(d2) (A.1) 

donde: 

e = valor de la opción 

S = Precio del bien subyacente 

N(d;) =Función de distribución de la variable normal aleatoria de desviación 

estándar unitaria y de media cero, esto es, N(O, 1). 

Pe = precio de ejercicio de la opción 

i = tasa libre de riesgo a corto plazo 

T =periodo de vigencia de la opción 

El modelo parte, entre otros, de los siguientes supuestos: 

l. El precio del bien subyacente (S) cambia suave y coninuamente teniendo 

una tasa de rendimiento instantánea (R) en un periodo de tiempo corto (Dt) 
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. Entonces, el crecimiento del subyacente (Ds) se explicaría con la siguiente 

fórmula: 

Ds = S * R * Dt (A.2) 

Esta ecuación tiene un comportamiento con un grado ele certeza, y puesto 

que en la práctica el comportamiento es aleatorio, habrá que agregar un compo­

nente impredecible que depende de la volatilidad del precio del subyacente y de 

un componente aleatorio distribuido normalmente. Entonces, el cambio aleato­

rio (Ds2) está dacio por la multiplicación del precio del subyacente (S), por la 

volatilidad elevada al cuadrado (V2 ), y por un nÍlmero aleatorio normal (Z) con 

la siguiente fórmula: 

Ds2 = S* V 2 * Z (A.3) 

Sumando ambas ecuaciones se tiene que una acción se comporta en el tiempo 

de acuerdo a la siguiente fórmula: 

D s2 = S * V 2 * Z + S * R * Dt (A.4) 

El precio ele la opcion sigue un proceso Ito. 

2. La acción subyacente no paga dividendos. 

3. La volatilidad es conocida y constante durante la vigencia de la opción. 

4. La tasa de interés libre de riesgo (i) se mantiene también constante durante 

la vigencia ele la opción. 

5. No hay costos de transacción para las acciones o las opciones. 

ü. No considera el aspecto impositivo. 

7. La opción es estilo europeo, es decir, sólo se puede ejercer a vencimiento. 

S. El comercio se encnentra proceso continuo. 

La volatilidad implicita de 1111a opcion es la variacion que se produce en el 

precio de compra ele la opción como consecuencia del mercado ele precios donde 

cotiza la emisión. Es un parámetro usado para estimar la volatilidad futura de 

1ma accion y provee una volatilidad base o de entrada para cualquier portafolio 

de inversión. La volatilidad se puede obtener de los indicadores financieros de la 
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Bolsa Mexicana ele Valores. Anteriormente se hizo incapié que la volatiliclacl en el 

precio ele una acción está regulada por las condiciones del mercado donde cotiza 

la emisión, la cadena ele Markov involucre el manejo ele la variable volatilidad 

para cletermianr su comportamiento. 

Si alguna de estas suposiciones no se cumple, entonces el modelo Black­

Scholes no puede implementarse. 

Este modelo es usado por analistas técnicos (traclers) que conocen el merca­

do de opciones, no obstante que es un modelo estático, puesto que considera Ja 

volatiliclacl y ta.'la ele interés constantes a través ele la vida ele la acción. El mo­

delo calcula ciertos indicadores ele opciones que pueden resultar muy í1tiles para 

calcular modificaciones en el precio ele las opciones o warrants. Para entender su 

utilización conviene considerar un ejemplo. 

El warrnnt IPC702EDC032 cou fecha de vencimiento 4 de febrero ele 1997, 

223 días por vencer, tuvo un precio el 25 de junio de l!J!JG ele $476.00. El bien 

subyacente alcanzó un nivel de 3177.91 y el precio ele ejercicio es ele 3400.00. 

Como dato adicional, la tasa de Cetes se estima en 2!J %.(Ver cita 25, pag 150-

162). 

Introduciendo estos elatos en el modelo ele Black Schoes se obtuvieron Jos 

siguientes valores para los indicadores que explico a continuación: 

Volatiliclad 29.9758% 

Delta 0.72074 

Gamma 0.00045 

Theta -2.0036 

Vega 8.3786 

Volatilidad: Es la dispersión de los precios del bien subyacente, ya que no 

existen dos casa.'l de bolsa que tengan la misma medida ele volatilidad. En rea­

lidad debe ser un iusumo para el modelo y algunos usuarios la utilizan, bien 

o mal, como medida para definir si el precio ele Ja opción o warrant es caro o 

barato, o como indicador de cuándo puede haber un cambio de tendencia. No se 

ha encontrado ningün fundamento que ampare esta utilización. 

-- ---------------------------
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En este caso, como es un ejemplo didáctico, se ha calculado la volatilidad 

a partir de los datos dados, suponiendo que el mercado descontaba dentro del 

precio del warrant o título opcional la volatilidad, y la cual resultó de 29.9758. 

Delta de la opción: Este indicador muestra cuánto variaría el precio de la 

opción si el precio del bien subyacente aumenta $1.00. Esto quiere decir que de 

acuerdo con los datos, si el precio del subyacente aumenta a 3178.91, entonces el 

precio de la opción aumenta a $4 76. 72 ( 4 76 del precio original de la opción mas 

O. 72 del valor delta). 

Gama de la opción: Indica en cuánto variará la delta de la opción con una 

variación de $1.00 en el precio del bien subyacente. En nuestro caso aumentaría 

0.00045 y la delta sería de 0.72119 (0.72074 de la delta original mas 0.00045). 

Theta de la opción: Este indiador se basa en el tiempo y, conforme avanza 

éste, se reduce la posibilidad de que el precio se recupere. Normalmente convie­

ne invertir en opcione so títulos opcionales con vencimeuto largos. El valor de 

-2.0036 indica que, por cada día que pase, manteniendo todo lo demás constan­

te, el precio del título opcional bajará $2.0036. Si en lugar de hacer el cálculo el 

26 de junio de 19!!6, el precio se reduciría a $473.99 ($476 del precio del original 

menos 2.0036 del día que pasó). 

Vega de la opción: El indicador que nos dice por cada punto porcentual 

que varíe la volatilidad cuánto variará el precio de la opción. En nuestro caso, si 

se aumenta la volatilidad de 29.0758 % a 30.9758 %, el precio de la opción debe 

aumentar en $8.3786 a $484.3785 ($476 del precio original más $8.3786 del valor 

de vega). 

Veamos ahora un ejemplo para el mercado de Divisas o Spot del mercado 

cambiario 

A.0.1. Herrnmienta financiel'll del modelo Blnck Scholes 

Veamos ahora como se constrnye en Matlab. el modelo Black-Scholes a partir 

ele las funciones Financia! toolbox Black-Scholes model. 
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La Función "blslambda" devolverá un yalor .m1mérico que repre­

senta la elasticicad de la opción. 

Sintaxis: 

[Cal!El, PutEI] = blslambda(Price, Strike, Rute; Time, Volatility, Dividen-

clRate) 

Argumentos 

Price: precio actual de la opción 

Strike:precio de ejercicio de la opción. 

Rute: tasa libre de riesgo 

Time: tiempo de vida de la opción en años. 

Volatilidad: desviación estandar anualizada de la tasa de interés compuesto 

de retorno de la acción. 

Denominada volatilidad ele la acción. 

DiviclendRatc: tasa de dividendo, valor por omisión = O. 

Ejemplo 

[CallEl, PutEl] 

Opdóndecornpra 

O pcióndeventa 

blslambda(50, 50, 0.12, 0.25, 0.3) 

CallEl = +8.1274 

PutEl = -8.6466 

Cal!EI es la elasticidad de la opción o factor de apalancamiento y, PutEl es 

la elasticidad opción de venta elasticity o factor de apalancamiento. 

La elasticidad es una medida de cambio de porcentaje en el precio ele una 

opción por cada cambio en una unidad de porcentaje en el precio del bien sub­

yacente de la opción. 

La Función "blsprice" devolverá el precio de compra y venta de Ja opcion 

usando la formula Black-Scholes. 

Sintaxis: 

[CallPrice, PutPrice] = blsprice(Price, Strikc, Rato, Time, Volatility, Divi­

dendRatc) 

Argumentos 



120 J\. Modelo 13/ack Sc/wles 

Price: precio aetual de la opción 

Strike: precio de ejercicio de la opción. 

Rate: tasa libre de riesgo 

Time: tiempo de vida de la opción en aüos. 

Volatilidad: desviación estandar anualizada de la tasa de interés compuesto 

de retorno de la acción. 

Denominada volatilidad de la acción. 

DividendRate: tasa de dividendo, valor por omisión = O. 

Ejemplo 

El precio actual del bien subyacente es $100, el precio de ejercicio de la opción 

es $95, tasa libre de riesgo es 10 %, tiempo de vida de la opción es: 0.25 years, y 

la desviación estandar de 1 bien es 50 %. 

[CallPl'ice, PutPrice] 

CallPrice 

PutPT'ice 

blspr·ice(lOO, 95, 0.1, 0.25, 0.5) 

13.70 

6.35 

Este ejemplo calculn los precios de compra y venta de opciones europeas y sus 

lr>tras griegas delta, gamnm, lambda, y volatilidad implícita. El valor del precio 

dP la opción es $100.00, el precio de ejercicio es $95.00, la tasa de interes de 

riesgo libre es 10 %, el tiempo duración de la opcion es 0.25 años, la volatilidad 

es 0.50, y la tasa de dividendo o utilidad es O. Ejecutando las funciones de Matlab 

toolbox se tiene: 

. -- ·--- ---------------·---------------- ---~--· --- ._ _______ ---------



[optcall, optput] 

[callval, putval] 

gamma val 

vega val 

[lamcall, lamput] 

preciodecompradel aopcion 

preciodecierredelaopcion 

deltaparacomp1·n 

deltaparaventa 

valordegamma 

valordevega 

val 01·delambdaparaopcióndecompra 

lambdaparaopcióndeventa 
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blsprice(lOO, 95, 0.10, 0.25, 0.50, O); 

blsdelta(lOO, 95, 0.10, 0.25, 0.50, O); 

blsgamma(lOO, 95, 0.10, 0.25, 0.50, O); 

blsvega(lOO, 95, 0.10, 0.25, 0.50, O); 

blslambda(lOO, 95, 0.10, 0.25, 0.50, O); 

optcall = $13.70 

optput = $6.35 

callval = 0.6665 

putval = -0.3335 

gammaval = 0.0145 

vegcwal = 18.1843 

lamcall = 4.8664 

lamput = 5.2528 

Ahora el cómputo evalua, y encuentra la volatilidad implicita de la opcion 

usando la opcion de compra (call) mediante la función.de precio Black-Scholes 

blsprice. 

Volatilidad = blsimpv(lOO, 95, 0.10, 0.25, optcaJl); 

La función devuelve la volatilidad iinplicita'cuyo valor es 0.5.00. 

Volatilidad = blsimpv(lOO, 95, 0.10, 0.25, optcaÚ) = 0.5 

A.0.2. Portafolio de opciones europeas 

Veamos ahora como se estructura el Modelo Black Scholes en Matlab 6.0 

para una Gama, Delta, Beta y Theta neutrales. 

Las medidas de sensibilidad comunes a la mayoría des los traders son referidas 

por las letras griegas : delta, gamma, vega, !amela, rho y theta. 
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La delta es la sensibilidad del precio de una opción con respecto a los cambios 

en el precio del bien subyacente. Representa una medida ele sensibilidad de primer 

orden, amílogo a la duración en mercados de ingreso fijos. 

La gamma es la sensibilidad del delta de una opción a los cambios en el precio 

del bie11 subyacente o del valor ele la opción, y representa una sensibilidad ele 

precio de segundo-orden análogo a la convexidad en mercados del ingreso fijos. 

Vega es la sensibilidad del precio ele una opción con respecto a los cambios 

en la volatilidad del recurso subyacente. 

Los parámetros de las letras griegas de una opción particular estan en función 

del modelo de comportamiento de la opción. Sin embargo, un trader o agente 

puede constrnir un portafolio con cualquier valor para las letras griego.<>.. Por 

ejemplo, para aislar el valor de un portafolio de la opción de los cambios pequeños 

cu el precio del rccmso subyacente, un comerciante podría constrnir una carpeta 

de la opción cuyo delta es cero. 

Para reducir las vulnerabilidad de los cambios del portafolio en el precio ele 

la Delta del bien subyacente, un trader puede diseñar un portafolio cuya Delta 

es cero. Se dice que el portafolio tiene una Delta neutral. Otro trader podría 

pensar que la volatilidad de una acción podría incrementarse por encima de las 

expectativas de mercado, de tal forma que quiera construir un portafolio con 

una Vega grande y comprar este portafolio. 

Este ejemplo genera dos portafolios de opciones iguales, cada uno protegido 

por riesgo de una o mas paramétros griegos. Esto involucra el hecho de que 

1111 particular valor de la letra griega para una opción de portafolio tiene un 

pPso promedio ponderado de el valor de la misma letra griega para cada opción 

individual, donde los pesos estnu dados por las letras griegas del portafolio de 

opcio11cs. Equlibramlo los riesgos mediante estas letras griegas, el resto es resolver 

llll sistema lineal de ecuaciones, la implementación se realiza en Matlab 6.0. [26] 

El diseüo de un portafolio de opciones con una delta neutral. Cada rcnglon de 

la matriz de opciones contiene las entrado.~ estandar de las funciones en "financia! 

Too! I3ox Blnck-Scholes Model": precio actual, precio ele ejercicio, tasa de interes 

dP riesgo, aiios de madurez de la opción, volatilidad y tasa de dividendo. 

---- -----·----
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Paso 1 

Nombre Columna 

Price Strike Price Rate Years Volume Div Put/Call 

DataMatrix= l ~~~:~~ 
87.20 

301.1250 

100.00 0.1 0.2 0.3 

125.00 0.25 0.2 0.20 

85.00 0.19 0.1 0.23 

315.00 0.1 0.5 0.25 

0.0~50 . ~ .·1 ~:l~ 
O 1. Pttt 

0.0333 O Call 

RiskFreeRate = 0.10; 

Cada uno de lus columnas de la. matriz DataMatrix se almacenan en los 

vectores i:recio de la acción, precio de ejercicio, tieinpo'de expiración, volatilidad 

y tasa de dividendos: 

Paso 2. 

StockPrice 

StrikePrice 

ExpiryTime 

Volatility 

DividendRate 

DataMatrix(:,l); 

DataMatrix(:, 2); 

. DataMatrix(:, 3)¡ 

DataMafrix(:;4); 

DataMatrix(:, 5); 

El calculo Black-Scholes de los precios de las dos opciones de la matriz Data­

i\lntrix, ni igual que el calculo de sensivilidad de las letrus griegas delta, gamma, 

y vega para cada una de Jus cuatro opciones. Se realiza mediante las funciones 

est andar de l\IATLAB para obtener el precio de compra ( call) en primer lugar 

y posteriormente el precio de cierre (put) de las opciones. 

Las funciones blsprice y blsdelta tienen dos salidas, mientras, blsgamma y 

blsvega tienen solo una salida. El precio y la delta de la opcion de compra difiere 

del precio de la opcion ele venta, en contraste la gamma y vega son validas para 

ambos precios: calls y pu ts. 
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[CallPrices, PutPrices] 

¡\, Modelo Black Sclwles 

bl•pdoo(Sto<kPdoo, StdkoPdoo, ... Rl•kfo•R•"· &p;,y Timo. j 
Volatility, DividendRate); ~ 

Cálculo de las deltas ele ambas opciones usadas para contruir el portafolio l 
1 

de riesgos. 

[CallDeltas, PutDeltas] blsdelta(StockPrice, ; .. StrikePrice, RiskFreeRate, ExpiryTime, 

Volatility, ... DividendRate); 

posteriormente se ofectua el cálculo.del análisis dé sensibilidad. 

l 
Gammas blsgamma(StockPrice, StrikePrice, RiskFreeRate, ... ExpiryTime, Volatility , t 

DividendRate); 

Vegas= blsvega(StockPrice, StrikePrice, RiskFreeRate, ... ExpiryTime, Volatility 
, DividendRate); 

Posteriormente se extraen los precios y delfo.sde intercs de contéo para dis­

tinguir entre las opciones call y puts. 

Prices [CallPrices(l) PutPrices(2) CaUPrices(3) ... PutPrices( 4)]; 

Deltas [Call Deltas( 1) PutDeltas(2) Call Del~as(3) ... PutDeltas( 4)]; 

Paso 3. 

As11mienclo un valor de portafolio arbitrario de $17000.00, el programa confi­

g11ra este precio inicial y resuelve el sistema linenl de ecuaciones ele tal forma que 

la opcion total de portafolio es simultaueamente delta, gatnrna y vega neutrn­

les. La sol11ció11 computa el valor de 11n particular parámetro griego de opciones 

de portafolio como el peso promedio de las griegas correspondientes para cada 

opcion individual del portafolio. 
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A [Deltas; Gammas; Vegas; Prices]; 

b [O; O¡ O; 17000]; 

Se determina a continuación la Delta de compra (call) y la Delta de cierre 

(put) para la opción 2, esto es, resolver el sistema lineal Ax= b. 

OptionQuantities = A \b; 

Paso 4. 

Finalmente se computa el valor de mercado de la delta, gamma, y vega del 

portafolio como peso promedio de los correspondientes parmnetros qne integran 

las opciones. El peso promedio es computado como el producto interno de dos 

vectores. Plantear y resolver la matriz de ecuaciones expresa un equilibrio ele 

riesgos a nuestro portafolio. 

Calc11lar los valores de la opción involucra plantear los productos internos ele 

dos vectores que determinan el valor de portalio y sus parametros griegos. 

PortfolioValue 

PortfolioDelta 

Prices * OptionQuantities 

Deltas * OptionQuantities 

PortfolioGamma .. - .· Gammas * OptionQuantities 

PortfolioV~g~ •·Vegas * OptionQuantities 

Los resultados delc;41np}lt()enMatlab 6.0 son los sig11ientes: 

[ 10000 
100.00 0.1 0.2 0.3 o 

. . 119.10 125.00 0.25 0.2 0.20 0.0250 
DataMatnx= 

87.20 85.00 0.19 0.1 0.23 o 
301.1250 315.00 0.1 0.5 0.25 0.0333 

-----------------·----

~ l 
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StockPrice 

StrikePrice 

ExpiryTime 

Volatility 

DividendRate 

CallDeltas 

PutDeltas 

l 100.0000 ] 

.

119.1000 ·. 
87.2000 

301.1250 

l. 
100]. 125 

85 

315 

l 0 .. 2000 l 0.2000 

0.1000 
0.5000 . 

l 0.3000 ·] 0.2000 

. 0.2300 

0.2500 

.[ .

. 00~50 l 
0.0333 

l. 0.5856.] 
0.3695 

0.7003 

0.5005 

l-0.4144 ·] 
-0.6255 

-0.2997 

-0.4830 

··-- ·­--------· 
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Gammas [ 0.0290 0.0353 0.0548 0.0074 ] 

Vegas [ 17.4293 20.0347 9.5837 83.5225 ] 

A [ ,~,:.~::3 :~0:::: ~ ~::; ::d.~Z ] · b ~ : ] 

6.3441 6.6035 4.2993 22. 7694 17000 

OptionQuantities 
[ 

1.0e + 004 * 2.2333 l 
0.6864 

-1.5655 

-0.4511 

PortfolioVafoe 

Portf olioDelta 

Portf olioGamma 

PortfolioVega 

l. 7000e + 004 = 17000.00 

1.8190e - 012 = O 

-1.5632e - 013 =O 

o 
(A.5) 
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