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RESUMEN

Este proyecto tiene por objetivo proponer una herramienta de andlisis sobre
el comportamiento en el tiempo de una emisién de acciones que cotiza en la
Bolsa Mexicana de Valores; la técnica de andlisis financiero determina el com-
portamiento de la emisién de accién a partir de sus cuatro grados o estados de
bursatilidad. La herramienta de andlisis téenico propuesta con cadenas de Mar-
kov estd orientada al inversionista que evalia el grado de inversién de la accién
en el tiempo y elabora estrategias de inversidn a través de Opciones de Inversion
en el Mercado de Opciones, v tiene la posibilidad de cuantificar cl estado de
su inversién previo andlisis fundamental -sistémico- del sector econdmico donde
cotiza la accién. El margen de error y consecuentemente de ésta tesis depende
del andlisis sistémico o fundamental que el decisor realize del entorno bursétil
del mercado donde ecotiza una accién, un buen andlisis financiero se traduce en
una adecuada asignacién de probabilidad de transicién de la cadena de Markov.
En el capitulo tres se aborda una aplicacién para determinar el comportamiento
sabre la emisién de acciones de la empresa Bimbo en su serie A; la aplicacidén se

desarrollé en Maple y Matlab 6.0.
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1. ESTRATEGIAS DE INVERSION

El proceso de decisién es fundamental para el desarrollo de un proyecto, de
ahi que surja la necesidad de una buena decisién que canalize los esfuerzos y
los recursos a el éxito de una estrategia: “La decisidn es una accidn a partir del
andlisis de un problema al que se enfrenta un decisor en un tiempo determinado”.

Cruz Durdn considera una decisién como “el conjunto de acciones adoptadas
en un momento especifico como resultado de la aplicacion de ciertas reglas y

politicas a las condiciones particulares existentes en dicho momento™.!

Visto desde un enfoque sistemico?, la metodologia sugerida para resolver un

problema es la siguiente:

Modelo
matemdtico

Problema |.Andlisis |
Sstiategla:

Andlisls de Sensiblidad

ngtxra 1.1

Un método empirico para seleccionar decisiones es el siguiente:

! Citado en Zamudio Uribe. “Toma de decisiones en condiciones de incertidumbre”. UNAM,
FE, 1998, pig. 11

2 La teorfa de enfoque de sistemas es una corriente desarrollada en los 80's, sus principales
exponentes son Vohn Bertanlanfy “El enfoque de sisteinas”, 1984; Lilinfield, R. “Teorfa de los
sistemas: origen y aplicacién a las Ciencias Sociales”, 1984 y; Van Gigch, J. P. “Teorfa general
de los sistemas”, 1987,
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1) Definicién del problemna

2) Anilisis de la informacién disponible

3) Desarrollo de las soluciones alternativas
4) Seleccién de la decisién

5) Implantacién de la estrategia elegida

Un decisor ante la necesidad de resolver un problema deberd seguir una
serie de pasos para cumplir sus objetivos, de manera que un buen andlisis y la
implementacién de una estrategia fundamentada en un modelo matematico es
una excelente alternativa para determinar una decisién.

Los pasos que describe el sistema proporcionan una metodologia para la
toma de decisiones. Es comiin que el tomador de decisiones constantemente
esté supervisando v analizando la decisién y si es necesario, modificar o mejorar
la estrategia. El factor tiempo y riesgo son fundamentales para el éxito o fracaso

e una decisién,
. Qué sucede cuando el decisor se encuentra en la incertidumbre de actuar?.

Véase a fondo éste andlisis a partir del diagrama de decisién que propone
Robert J. Korsan en su esquema “el paradigma del Andlisis de decision™|[2]:

Obtencién Valor de evaluacion
a Posterior Accion
informacion / \
Confundido y preocupado
Valor de 1a
A . Analisis
& Bl d
informacion loqueado deterministico
Grado de
evaluacion
posterior
y .
Andlisis de J’ Andlisis de |- Evaluacion
inceridumbr sensibilidad - - } marginal

Figura 1.2. El paradigma del andlisis de decisién




El sistema representa un camino de procedimientos orientados a profundizar
y entender las etapas criticas de el andlisis para la toma de decisiones.

Las “espirales” propician la salida hacia la decisién final y la retroalimen-
tacién de las etapas. Como norma de cada etapa, el analista deberd saber si se

encuentra lo suficiente informado para actuar.

El andlisis comienza en la etapa “bloqueado”, donde el decisor se encuentra
preocupado y confundido. La etapa critica se localiza en este punto, puesto
que es aqui donde se establecen los objetivos a cubrir. Entendiendo el costo
y objetivos requeridos para actuar -si es necesario-, en un rango de posibles
resultados favorables que ge presenten al decisor. Si la situacidn no es asumida por
el tomador de decisiones, entonces, se encontrard en un estado de preocupacién

y confusion, es decir, sc encontrara bloqueado.

El siguiente paso es enfocarse hacia una posible salida, en el caso de en-
contrarse bloqueado, serd necesario informarse para aclarar todas las dudas y
proceder a la siguiente etapa; donde se establecerd un andlisis determinista, cs-
to es, determinar las variables y restricciones que involueran nuestro problema,
dicho de otra manera, establecer el modelo matemdtico que represente nuestro
problema. El modelo tendrd un conjunto de variables de incertidumbre con un
peso especifico en nuestro problema. Lo importante de esta etapa’y’las siguientes
dos, serd el determinar las variables que tienen un valor y un peso suficiente en
cualquier escenario de nuestro problema. Estas variables son prevenidas y evalua-
das cuantitativamente con un resultado o saldo esperado en nuestro problema,

llimese costo o beneficio.

Para cada conjunto de posibles resultados de variables de incertidumbre y pa-
ra cada conjunto de variables de decisién, el programa matemdtico computard un
conjunto de posibles valores y costos para el tomador de decisiones. Evaluar
las distribuciones marginales para estas variables. Esto implica un andlisis ma-
temdtico y una visién sobre el comportamiento de los resultacdos obtenidos por
el programa, a saber, datos llevados a estadisticas que respalden las decisiones,

csto es lo que se denomina evaluacién marginal.

Una vez concretado el estudio de distribuciones marginales, se ejecuta un
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anilisis de sensibilidad, consistente en alterar algunas variables de nuestro pro-
blema para determinar el comportamiento del problema y sus consecuencias,
asi, establecemos una estrategia dominante, donde la mejor estrategia es evitar
el peor resultado que ofrece la estrategia menos dptima. La estrategia escogida
nos permitird establecer el rango de salidas y valores esperados para actuar por

pritnera vez.

Si mds de una estrategia es implementada procedemos a realizar un andlisis
de incertidumbre; usando la informacién disponible y con el auxilio de datos
estadisticos como promedios y desviaciones estandar de las distribuciones mar-
ginales, es decir, informacién de los datos. En lo que se denomina el valor de
mejores cileulos o grado de evaluacién posterior. El siguiente paso para el deci-
sor s analizar nuevanente el valor de la informacidn, y la consecuente decisién,
sino se dispone de la informacién suficiente, se repite el ciclo hasta obtener mayor
informacion y evaluacidn de mayores cdlculos. El decisor termina el ciclo una vez

que toma una decisidn,

Una decision involuera un riesgo y puesto que una solucién determina el
curso de accién en el tiempo; existen técnicas para determinar el riesgo en una
decision. Las matemadticas ofrecen la mejor herramienta para cuantificar el riesgo,
entendiendo como riesgo “un factor de érito o fracaso en una decision”.

Las estrategias nacen como una respuesta de la empresa o ejecutivo de afron-
tar los retos que implica la competencia y la vida de la empresa. Las estrategias
son cursos de accidn general o alternativas, que muestran la direccion y cl empleo
general de los recursos y esfuerzos, para lograr los objetivos en las condiciones
s ventajosas,[3] es decir, son cursos de accién que muestran ¢l camino a seguir
de una empresa o un proyecto para la consecucién de un objetivo optimizando

recirsos.

Al establecer estrategias es conveniente seguir cuntro etapas:

1 Determinacién de los cursos de accién. Consiste en buscar el mayor

ntmero de alternativas para lograr cada uno de los objetivos.

2 Evaluacidén. Analizar y evaluar cada una de las alternativas, tomando en
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consideracién las ventajas y desventajas de cada una de cllas, auxilidndose
de la investigacién y de algunas técnicas como investigacion de operaciones,

drboles de decisién, ete.

3 Seleccién de alternativas. Considerar las alternativas idéneas en cuanto
a factibilidad y ventajas, seleccionando aquellas que permiten lograr con

mayor eficiencia y eficacia los objetivos de la empresa.

4 Implementacién de las alternativas seleccionadas. La supervisién de
la alternativa durante su implementacién es responsabilidad del analista.
La habilidad y experiencia del decisor son fundamentales para afrontar
los imprevistos a los que se enfrenta para lograr su objetivo en el tiempo

estimado.

Un decisor debe considerar un niimero minimo de dreas clave en torno a las
cuales se establezean las estrategias. Esto facilitard la cleccién de las alternati-
vas, ¥ la utilizacién de los recursos para lograr los objetivos. Un drea clave de
resultados es una actividad dentro de una empresa, que estd relacionada con el

desarrollo total de la misma.

Las dreas clave dentro de una empresa son de diferente indole, sin embargo,
hay algunas dreas bdsicas como son rentabilidad sobre la inversién, posicién o
participacién de mercado, productividad, desarrollo de personal, capacidad de

produccién ¢ innovacién.

1.1. Estrategia de decisién en condiciones deterministas

Al decidir en condiciones de certeza, o situaciones deterministas, el inico
problema es el niimero de variables que a nivel tdctico presentan los planes de
accién. Es el planteamiento tipico de la btisqueda entre muchas alternativas de
los métodos de programacién matemética, para una solucién éptima. Conocido

el estado de la naturaleza que se va a presentar, el problema se reduce a valorar
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rérininos econdmicos de los diferentes desenlaces y elegir aquella estrategia que

conduce al resultado mnds favorable.[1]

Cuando se conoce con certeza las condiciones de un problema, sus variables
v restricciones, y en general, cuando se fijan con anterioridad los objetivos del
problemna susceptibles de satisfacer mediante las matemdticas, decimos entonces
«ue el problema a resolver es determinista. En tal caso nuestro objetivo es maxi-
inizar las utilidades, para lo cual se propone una funcién de costos z susceptibles

Jde ser optimizado, esto es:

2 = CT.

donde ¢ es un vector de costos, & es el conjunto de variables'y 2z se encuentra
sujeta a condiciones de linealidad que expresan un sistema lineal de ecuaciones.

Ax = b; 30,

Mediante programacion lineal se encuentra la solucion dptima a partir de
unn solucién bésica factible, finalmente, cuando z toma el valor éptimo se tiene
la solucidn éptima de nuestro problema.

Dentro del dmbito empresarial cada vez que una funcién administrativa se
Jdivide en un conjunto de subfunciones diferentes, se crea una nueva tarea que es
integrarlas de tal manera que sirvan eficientemente a los intereses de un todo. La
tarea de integracion es la funcién ejecutiva de la administracién. Esta tarea es
muy importante, pues frecuentemente los objetivos de las subfunciones chocan
1 crean conflictos. Para ilustrar esto, podemos considerar el siguiente ejemplo:

El cjecutivo de una empresa norinalmente establece los siguientes objetivos

para las principales funciones de las mismas:

s Produccidén. Maximizar la cantidad de bienes o servicios producidos y mi-
nimizar el costo unitario de la produccién.

» Ventas, Maximizar la cantidad vendida y minimizar el costo unitario de

las ventas.
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« Finanzas, Minimizar el capital requerido para mantener cierto nivel del

negocio.
e Personal. Mantener la moral y la alta productividad entre los empleados.

Después de un breve andlisis de estos objetivos, vemos que perseguirlos causa
conflicto entre las unidades. El departamento de produccién necesita producir
tanto como sea posible al costo minimo. Esto sélo se puede lograr si se fabrica
un solo producto en forma continua. Esta politica minimiza el tiempo perdido
en cambiar equipo con objeto de producir otro articulo y se logran las eficiencias
que proporciona la prdctica de corridas largas de produccién. Si el departamen-
to de produccién tuviera que manufacturar relativamente pocos productos en
corridas de produccidn tan largas y continuas como sea posible, se tendria un
gran inventario compuesto de unos cuantos articulos. Asf, el departamento de
produccién mantendrd una linea de produccién pequetia y un gran inventario”,
haciendo cambiar las condiciones de su linea de produccién conforme se requiera

administrar los recursos.

El departamento de ventas también necesita grandes inventarios de manera
que al cliente siempre se le pueda surtir hoy lo que quizd quiera mafiana. Para
poder vender tanto como sea posible en cada pedido, el departamento de ventas
debe poder surtir la mds amplia variedad de productos, de aqui que los departa-
mentos de produccidén y ventas suelan tener fricciones en cuanto a la amplitud de
la linea de productos. Incluso, frecuentemente el departamento de ventas insiste
en incluir muchos articulos de bajo volumen de ventas y atin improductivos en
tanto que el departamento de produccién pide su exclusién.

El departamento de finanzas, tratando de lograr su objetivo, procura reducir
sus inventarios, y por consiguiente, el capital invertido en ellos. El departamento
de finanzas normalmente cree que los inventarios deberian aumentar o dismi-
nuir en proporcidén a la fluctuacién de las ventas de la empresa. Sin embargo,
cuando las ventas son bajas, el departamento de personal y el de produccién
no quieren reducir la produccién, ni despedir personal, debido a que estas me-
didas repercuten en la moral del personal, reduce la mano de obra calificada
disponible, e implican costos al liquidar el personal y posteriormente, contratar
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y adiestrar nuevos trabajadores. Por lo tauto, al departamento de personnl le
interesa mantener la produceién a un nivel tan constante como sea posible. Es-
to significa producir hasta el nivel de inventario cuando las ventas son hajas y

agotarlo cuando estas son altas.

De ahi que los departamentos de personal y de finanzas tengan ideas dife-
rentes acerca de cual deberd ser la politica de inventarios de la empresa. Otro
problema relacionado con ¢l anterior es que a medida que aumenta la comple-
jidad y especializacién de de los departamentos, en una organizacién se vuelve
mads dificil la asignacién de recursos entre varias actividades en forma tal que

sea mds efectivo para la organizacién.[4]

Esta clase de problemas y la necesidad de encontrar una forina mejor de
resolverlos propicid el ambiente adecuado para el desarrollo de la Investigacién de
Operacioues, en lo que se denomina programacién lineal, dindmica o heuristica,
incluyendo problemas de transporte y ruta critica. En general, la solucién a estos
problemas de decision se obtiene mediante optimizacién matcmdtica v téenica

de investigacion operativa desarrollada.

“La Investigacion de Operaciones proporciona una estrategia de decisidn dpli-
ma en condiciones de certeza o situaciones deterministas a partir de las variables
involucradas en el problema, en las dreas: industrial, negocios y gubernamental”.

1.2, Estrategias de decisién en condiciones de riesgo

Con anterioridad se define el riesgo como la probabilidad de éxito o fracaso
de una decision. La falta de certeza sobre el futuro es lo que provoca que una

decisién con elementos econdmicos sea un reto para el inversionista.

Frecuenteniente se distingue entre situaciones de riesgo e incertidumbre?

Riesgo

= Sc saben cuales son los eventos futuros;

2 Zamudio Uribe, Op. cit. p 18
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» Se conoce la dimensién de los mismos en términos de la inversién que se

analiza; y

» Anticipadamente, también se conocen las probabilidades de ocurrencia de

los eventos
Incertidumbre

= Se tiene conocimiento ampliado de los eventos futuros;

= Puede o no conocerse la dimensién de los mismos; y
s No se conocen con anticipacién las probabilidades de los mismos

La probabilidad de que ocurra un evento en el futuro puede explicarse por
medio de un ndmero que representa la posibilidad de la ocurrencia. Esta posi-
bilidad puede determinarse examinando todas las evidencias disponibles relacio-
nadas con la ocurrencia del evento en un espacio muestral.

La teoria de probabilidad se ocupa de establecer las reglas que gobiernan los
fendmenos al azar. Podria parecer extraordinario hablar de reglas sobre el com-
portamiento de algo cuya naturaleza es esencialmente erréneo e impredecible,
sin embargo, es un intento bastante exitoso de sistematizar las caracteristicas
de los fendmenos de azar, y obtener asi toda la informacién posible sobre como
se realizan., Esto permitird, en todo caso, indicar cudles son los resultados mds
viables, o de hecho mds probables, para un cierto fenémeno y, asi, orientar las
previsiones de manera racional. Es importante acotar esto porque en torno a la
teorfa de probabilidades, y mnas concretamente, los procesos aleatorios, son los

que dardn la pauta para los siguientes temas.

;En qué forma es posible obtener informacién sobre el comportamiento de
algiin fenémeno aleatorio?, jes posible obtener resultados anticipados acerca de
lo que sucederd en condiciones aleatorias o de riesgo?.

La teoria de probabilidad es capaz, efectivamente, de evaluar en forma cuan—
titativa aspectos importantes de lo que puede esperarse al observar acontemmlen—
tos aleatorios. Y para efectos de este proyecto, dard la pauta para fundamentar

una decisién de inversién.
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1.3, Técnicas de medicién del riesgo

El decisor se interesa por los llamados estados de la naturaleza que afectan
los resultados de una decisién. En un sentido mads estrecho, nos interesamos por
el estado de cierto componente de decisidn que es funcién de algin pardinetro
desconocido. Si conociéramos el valor de este pardmetro daco, conoceriamos tam-
bién el estado correspondiente de la naturaleza y nuestra decisién no se tomaria
ya en condiciones de incertidumbre, En esta incertiduinbre sobre los estados de
la naturaleza o el valor del pardmetro desconocido lo que tratamos de expresar
en términos de un sistema por la probabilidad relativa de que ocurra cada uno de
los estados posibles de la naturaleza o conjunto de eventos; serfa ldgico adoptar
un sistema intuitivo en donde se utilizarin como pasos los valores de probabi-
lidad. Después de determinar los pasos que vayan a emplearse, tendremos algo
que parecerd mucho a una distribucién de probabilidad sobre los estados de la

naturaleza, que es esencialmente lo mismo, sobre el pardmetro desconocido.

Un pardmetro por si mismo no es una distribucién de probabilidad, sin em-
bargo, las estimaciones que se derivan de muestras constituyen distribuciones de

probabilidad sobre un pardmetro.

Este capitulo habla sobre el riesgo y toma de decisiones, y como tal, una forma
de medirlo es una distribucién de densidad de probabilidad. Las distribuciones
probabilisticas son una buena estimacién para disminuir el riesgo en la toma de
decisiones y anumentar la confiabilidad de los factores y variables que involucran

un problema.
1.4, Distribucidn de probabilidad a posteriori

Cuando el tomador de decisiones cuenta con la informacién que le proporcio-
na un andlisis cuantitativo del problema, mediante técnicas probabilisticas que

le permiten estimar los pardmetros de la situacién. El analista hace uso de una
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distribucién de densidad de probabilidad a posteriori. El resultado de la estima-
cién de los pardametros a evaluar es fundamental para la toma de decisién. La
decisién que toma el analista es completamente empfrica; e involucra el mues-
treo, la observacién y experimentacién para encontrar la distribucién apropiada

acorde al fenédmeno de estudio.

Aqui es pertinente mencionar que en este proyecto la distribucién de pro-
babilidad que implementarai el analista financiero, serd aquella que considere ¢l
tiempo como variable aleatoria independiente y el grado de incertidumbre es-
tard a cargo del analista, quien ubicard la estrategia de inversién en un contexto
financiero del sector donde cotiza la emisién de Acciones en el Mercado de Deriva-
dos su intuicién y experiencin son determinantes en el cdlculo de probabilidades

para la evaluacién de la accidn.

1.5. Distribucion de probabilidad a priori

El sistema intuitivo o la distribucién de probabilidad que se utiliza al iniciarse
el andlisis de decisién se denomina generalmente distribucién teérica o a priori.
En muchos casos, es posible desarrollar la distribucién a priori a partir de datos
o informacién empirica que ya se encuentra disponible; por ejemplo, los datos
histéricos sobre el nmiimero de ventas o pedidos de un-articulo dado, cada dia,
durante un perfodo de cien dias proporcionard una distribucién de frecuencias, a
partir de la cual se podra calenlar las probabilidades. Es razonable suponer que el
fenémeno que interesa sigue una distribucién teérica dada y que los pardmetros
de esa distribucién pueden estimarse a partir de los datos disponibles.

Cuando no se tenga inforinacién empirica, serd preciso determinar subje-
tivamente la distribucién tecdrica. Las estimaciones subjetivas que conducen a
la distribucién tedrica deberin fundamentarse en la intuicién y experiencia del
analista. Es preciso que se deriven de un anailisis cuidadoso de la situacién y
una evaluacidn, por el tomador de decisiones, de las probabilidades que preva-
lezcan en cierto estado de la naturaleza. Si esta informacién no existe en alguna
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forma objetiva y cuantitativa, no quiere decir que sea initil o que deba des-
cartarse, Una posible alternativa para resolver esta situacidn serd el uso de la
simulacién,?® donde se podrd generar una muestra aleatoria de datos a partir de
la posible distribucién de probabilidad que el analista suponga o intuya; al pro-
ponerse una distribucién de probabilidad para generar datos hablamos de una
decisién a priori.

“Las probabilidades a priori reflejan la incertidumbre en la mente del to-
mador de decisiones, en lo relativo a los estados desconocidos de la naturaleza
que afecta a su problema. No es preciso que estén respaldadas por evidencias
empiricas, y es muy probable que dos tomadores de decisiones que se enfrenten
a situaciones idénticas evaluarian las probabilidades de modos distintos; no obs-
tante, una vez determinadas esas probabilidades anteriores para una situacidn
dada, se considerancomo cualquier otro valor de probabilidades y se aplican a

ellas las reglas cldsicas de probabilidad” /!

Distb. F> Distb,
empiica Tedrica
=

Figura 1.3

3 La simulacién es una técnica de investigacién que reproduce en forma semejante o aproxi-
mada los eventos reales y los procesa bajo ciertas condiciones de prueba, definidas con anterio-

ridad.
1 Zamudio Uribe, Op. cit. pag 28-35
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Para el tomador de decisiones un andlisis objetivo que involucre, la conside-
racidn sobre el tiempo, las diferentes alternativas y, las técnicas para minimizar

riesgos son fundamentales para el €rito de una decisidn.

1.6. Decisiones de inversion

Anteriormente se planted la necesidad de una correcta toma de decisiones, sin
embargo, desde la perspectiva de un inversionista, ;qué elementos involucran una
decisién?, ;qué aspectos considera un inversionista para realizar una inversién?.
Lag herramientas matemdticas y un andlisis bursatil orientardn la decisién de

inversién.

Algunas definiciones a cerca de inversidn.

= Se considera una inversién a las compras, por parte de la empresa, de

edificios y equipo nuevos asf como aumentos de inventarios, todo lo cual

aumenta el acervo de capital de la empresa.®

» Gasto monetario en la adquisicién de capital fijo o capital circulante. Flujo

- de produccién encaminado a aumentar el capital fijo de la sociedad o el

volumen de existencias.*

o Compra o venta de activos financieros para obtener unos beneficios en

forma de plusvalfas, dividendos o intereses.
La inversién se compone de los siguientes pasos:

1. Objetivos y metas de inversién
2. Eleccidn de inversidn

3. Creacién de una cartera diversificada

3 Karl Case, y Ray C. Fair. "Fundamentos de Economfa”, México. Prentice Hall. 2°, Edicién.

Seccitn Glosario
1 Burobanco. "Diccionario de términos financieros”, 1997,
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En lo particular, el invertir implica arriesgar un capital con un rendimiento
esperado y la consecuente utilidad en el corto y largo plazo,

El proceso de inversion sec estructura en torno de las instituciones y los mer-
cados financieros, en donde se encuentran tanto proveedores como demandantes
de fondos. Los inversionistas que pueden ser institucionales o individuales, La
importancia de la inversién radica en aportar los fondos necesarios para que cl
capital funcione y crezca. Las retribuciones de la inversién pueden recibirse en

torma de ingreso corriente o aumento de valor. {6]

Las decisiones de inversién dependen tanto rentabilidad esperada de los pro-
yectos, como la capacidad de la empresa para obtener financiamiento y del costo

asumido.

En los planes de inversién deben tomarse en cuenta, por principio tanto los
beneficios previstos como los fondos disponibles, a fin de determinar el nivel
actual de inversion requerida para la consecucién de cada una de las metas.
Los instrumentos de inversién que se elijan dependerdn en buena medida tanto
de los ciclos econdmicos y del mercado, como de la etapa de la vida en la que
se encuentran los proyectos del inversionista. Las metas y planes de inversion
deben proporcionar la adecuada liquidez, lo cual puede conseguirse mediante la
posesién de valores a corto plazo. Estos instrumentos pueden ganar intereses a
una pérdida potencial de su poder adquisitivo. La variedad de instrumentos de
inversidon a corto plazo pueden obtenerse en bancos, firmas de intermediacién
bursitil ¢ instituciones gubernamentales. Su conveniencia depende de la postura
del inversionista frente a su disponibilidad, seguridad, liquidez y rendimiento.

Eu otras palabras, una decisién de inversién es la correcta si cumple con: 7]
= Ganancia marginal > rendimiento en el mercado de capitales.
= El valor presente > valor de cambio a futuro

s Segiin Stanford,® una adecuada administracidn de cartera debe cubrir los

siguicntes puntos:

% Citado en E. Villegas, R. M. Ortega. " Administracién de Inversiones”. México, McCraw-
Hill, 1997,
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. Mayox; relﬁli:niento de cartera

« Mantenimiento de la posicién de liquidez
= Ganancias de capital

» Seguridad de cartera

s Limitacién de la deuda'a un nivel no perjudicial

Hay dos tipos de inversionistas: los pequefios y los grandes ahorradores, y un
equilibrio que separa a los ahorradores pequefios que invierten en deuda, y a los
grandes ahorradores que invierten en instrumentos de acciones.

Como regla general, se ha observado que las acciones, en su mayor parte,
rinden mds a largo plazo, que cualquier otro tipo de inversiones. No obstante,
invertir en acciones a corto plazo puede ser peligroso ya que no son muy estables.
Una de las reglas de oro para toco inversionista es que a mayor riesgo se obtienen
mayores retornos. Logicamente, cuando los inversionistas toman mayores riesgos,
csperan recibir a cambio ganancias mds elevadas. Es por esta razén que las
acciones son un ejemplo de lo anterior, porque son percibidas como mds voldtiles
y obtienen ganancias mas extensas que los bonos, los cuales son vistos con mayor
estabilidad. Tradicionalmente los bonos tienen menores riesgos, puesto que a
largo plazo la emisién de un bono se traduce en una mayor utilidad que los
bonos a corto plazo. Entre mayor sea el tiempo que un inversionista tenga que
esperar para recibir su dinero, serdn mayores las posibilidades de que algun
suceso macroecondmico o politico intervenga y afecte la utilidad de la inversién,
por tanto se asume un nivel de riesgo mds amplio y esto se traduce en mayores

retornos.

El tinico determinante o condicionante del precio de una accidn es la ganancia
de la misma. A corto plazo, las acciones pueden fluctuar debido a las tasas de
interés, el entorno, el estado del tiempo, la opinién generalizada y las variables
cxdgenas pueden afectar los precios. Sin embargo lo importante es a largo plazo
v aqui lo que interesa es la ganancia. Si las ganancias o dividendos de una accién
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se mantienen y crecen considerablemente en un perfodo de diez afos, hemos

scleccionado acertadamente, ya que nuestros dividendos también crecerdn.

En opinién e una experta, “la diversificacion de las inversiones es funda-
mental. Esta es la inica manera de conirolar y balancear una inversion. Ademds,
un portafolio diversificado representa menores riesgos, en olras palabras, ain
cuando algunas de las inversiones caigan, otras subirdn. Esto significa que en
un portafolio debe estar integrado por diferentes tipos de inversiones, algunas
que representan mayores riesgos y otras gue proporcionen un poco de estabilidad

y confianza”. Valeria Céceres Martes®.

Un inversionista bursdtil considera el riesgo, rendimiento y tiempo como
factores fundamentales para invertir su capital. Las técnicas malemdticas de
medicidn de riesgos son herramientas indispensables para auziliar ol decisor en

su etapa de planeacidn de riesgos.

1.7.  Clases de inversiones

Se definié una inversién como el hecho de arriesgar un capital con la con-
secuente utilidad en-el corto 'y largo plazo. Una forma de saber que hacer con
cl dinero es atender un poco a la economia y recordar que existen tres motivos

para mantenerlo,

s La inversidn operativa el cual obliga a las empresas a mantener dinero
invertido en alternativas que le permitan funcionar; a las familias, en al-
ternativas que les permitan subsistir; es decir, pagar renta, ropa, luz, ali-

nientacién, etc.

» La inversién precautoria que conduce a mantener inversiones para impre-
vistos, ya sea por causas contingentes o por mala planeacién. Para reducir

§ Columna periodfstica "El ABC de las inversiones ”. Periédico "El Economista”, México,
D.F. Octubre 17 del 2001, Seccién Anilisis Financiero.
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estos imprevistos se debe contar con una adecuada administracién de ries-
gos (cobertura de riesgos cambiarios, tesobonos, seguros, etc.).

» La inversién especulativa permite a las empresas e inversionistas aumentar
su capital al adquirir mayores riesgos con el dinero sobrante.

Otra clase de inversién segiin el diccionario de bolsa

= Inversién de cartera: inversién en acciones de una sociedad con un objetivo
de rentabilidad y sin interés en el control de la sociedad,.

= Inversién extranjera: inversiones realizadas en los mercados financieros por
residentes en el exterior. En bolsa suele corresponder con grandes inversores

institucionales.

= Inversién institucional: conjunto de inversiones realizadas en bolsa y otros
mercados financieros por las instituciones de inversién colectiva (fondos,
etc.,) y las instituciones financieras (bancos, casas de bolsa, etc.,). Gene-
rahmente se realizan mediante operaciones muy fuertes y suelen tener un

cardcter estable.

Las inversiones pueden ser definidas en funcién de las estructuras de la
corriente de cobros y pagos que generan. En este sentido, teniendo en cuenta
¢l signo de la corriente de flujos netos de caja, podriamos dividir las inversiones

simples y no simples.

Son inversiones simples aquéllas cuya corriente de fondos se canaliza por
un desembolso inicial y varios ingresos posteriores, aquellas que solamente se
produce un cambio de signo en los flujos de caja. Los signos de los fondos serdn:

- 4+ 4.+

to t1 to...ty
Son inversiones no simples aquellas cuyos flujos de fondos posteriores al desem-
bolso inicial son tanto positivos como negativos:.

- 4+ -+

to t1 to...tn
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Los elementos que intervienen en el cdlculo de los flujos de fondos son:

» Costos de ln inversién. Se pueden agrupar en dos grandes apartados: el
coste del activo propiamente dicho y los costos operacionales o derivados -

de la utilizacién de la inversién;

= Duracién de la inversién. Es el lapso de tiempo durante el cual la inversién

generard flujos financieros en la empresa (cobros o pagos);

» Cilculo de las entradas de fondos provenientes de la inversién. Las entra-
das de fondos corresponden con los cobros producidos por la inversién,

magnitud que, por lo general, no suele coincidir con los ingresos;

s Cdlculo de salidas de fondos. Una inversién origina tres tipos diferentes de
salidas de fondos: el desembolso o desembolsos derivados del proyecto de
inversién propiamente dicho; los costos operacionales de la inversién; y la
variacién (incremento o disminucidn) de impuestos sobre los beneficios que

surgen como consecuencia de la realizacién de la inversién.

Analiticamente, toda inversién puede ser definida como una serie de flujos

financieros en el tiempo de la forma:

- + - - ..+
—FCq +FC, —FCy —"FC;;... +FC,
to ty [ 2) ts ..o ln

FCyp: desembolso o pago inicial de la inversién.

FCy: flujos netos de caja generados en el perfodo.t, como consecuencia de
la realizacién de la inversién; esto es, la diferencia entre cobros y ‘pagos del
correspondiente lapso. L T

Una vez definida asf la inversién, habrd de cumplir:dos condiciones previas

para su realizacion:

« Condicién de probabilidad o riesgo del broyééto
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» Condicién de factibilidad',’tmnbién llamada 'rentfibilidnd financiera.

S FC, > 0. (1.1)
t=1" ' }

S :

> FC,—FCy > 0. (1.2)

t=1 :

La primera consiste en el hecho de que el proyecto arroje una cifra de cobros

superior a la de pagos, mientras la “segunda condicidn ezige que la rentabilidad

del proyecto de inversidn supere al costo de la financiacidn, esto es, la rentabi-
lidad de la inversidn supere al costo marginal del capital”.® O bien,

r > k. (1.3)

donde, r: rentabilidad de la inversién y k: costo marginal de capital invertido.

1.8. Decisiones de financiamiento

El director financiero tiene varias formas para poder financiar sus proyectos
y una de ellas es emitir activos financieros y llevarlos a negociar en los mercados
financieros. Existen muchas formas, pero no se debe pasar por alto que cada
opcion lleva consigo un costo, y es responsabilidad directa del director financiero
conseguir recursos al menor costo posible y que éstos generen recursos superiores
a su costo. Ademds se debe de encargar de conseguir y mantener a lo largo del
tiempo un grado aceptable de liquidez y solvencia de la empresa o su cargo.

La funcién financiera de la empresa abarca también los aspectos de dimensién
y crecimiento de la empresa. La preocupacién sobre la solvencia y el andlisis
financiero constituyen aspectos cruciales en la supervivencia y expansion de la

cmpresa.

Las decisiones financieras se fundamentan en tres variables:
? Zamudio Uribe, Op. cit. p. 32
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1 Rentabilidad o flujo neto de caja

(&)

Liquidez

3 Seguridad determinada por el nivel de riesgo

Las funciones que cumplen los mercados de capitales, concretamente, los
intermediarios financieros, se pueden resumir en las siguientes:
Transformacién de ahorro en inversién mediante la creacién de activos finan-

cieros, facilitando la transformacién, dilucién y eliminacién de riesgos.

A qué se atribuye la necesidad de mantener un mercado financiero?, y a
qué expectativas e intereses del inversionista, responde el invertir en la Bolsa

Mexicana de Valores?,

La importancia de un mercado financiero radica en la necesidad de la empresa
de requerir de un mercado de Valores eficiente para financiar su desarrollo, y por
consiguiente, el desarrollo de la economia en México; de otra forma no podria

ascgurar su subsistencia.

Asi, los objetivos de un mercado financiero son:[8]
Permitir el comercio de activos financieros nuevos, acciones y diferentes.tipos
de deuda en el mercado primario, es decir, la obtencién de recursos financieros

por parte de la empresa y gobierno.

Permitir el comercio de activos financieros existentes para ‘dar hquldez al

mercado y fomentar la formacién de carteras.

1.9. Clasificacién de mercados financieros

Un mercado financiero satisface las condiciones de un tianguis, un compra-
dor, -demandante-, un vendedor, -oferente- y un bien, la diferencia entre un
tianguis y un mercado financiero es que en el segundo, sélo se puede negociar
papel comercial e instrumentos financieros, es decir, adquirir activos financieros,
mientras que en el primero se comercializa cualquier tipo de bien. Sin embargo,
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la adquisicién de productos agricolas, monedas y.metales se aplica para ambos

tipos de mercado.

Los cuadros de resumen simplifican los tipos de mercado financieroc a partir
del tipo, renta y destino de los fondos.
Mercado de dinero: recursos financieros a corto plazo:
Cetes, papel comercial, tesobonos y cuentas bancarias,
tiempo Mercado de capital: acciones, obligaciones, pagarés dc
mediano plazo, pagarés financieros, e inversiones

bancarias a largo plazo.

Instrumentos de renta variable: no representan ningtn

pago por concepto de interés, ni ganancia alguna, no
renta ¢ poseen fecha especifica de vencimiento;

el mercado accionario, metales preciosos.

Instrumentos de deuda: dinero a préstamo.

( Mercado primario: dinero invertido por la empresa
o inversionista que se destina a las empresas o

. gobierno: colocacién de Cetes por el gobierno o
destino de . L .

acciones por la iniciativa privada.

Mercado secundario: éste otorga liquidez al mercado
financiero, pues sin éste no funcionaria bien el otro. En

este mercado el tenedor de un titulo lo vende a terceros.

los fondos

\

Si se habla de mercado de dinero, se refiere a negociar la mercancia llamada
dinero, representado por titulos de valor representativo de deuda, ya sea guber-
namental o privada. El costo de estos instrumentos es la tasa de interés o la
tasa de descuento, de las cuales se deriva el rendimiento que puede brindar las

inversiones en éste tipo de instrumentos,

1.10.  Mercado de productos derivados

Los riesgos de operacién que se realizan a través de éste mercado son:
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s No se cuenta con liquidez, no hay un buen mercado secundario, por lo
cual, quien opera en este mercado tiene que mantener su posicién hasta el

vencimiento y cumplimiento del contrato.

» Al ser un contrato privado, puede existir ¢l desco de alguno de los partici-
pantes de no cumplir las obligaciones especificadas en el mismo.

El mercado de productos derivados se denomina asi porque el precio al que se
va a vender para entrega en una fecha futura se deriva del precio que esti vigente
en el mercado en este momento, de las perspectivas de los precios futuros, y de las
perspectivas de las tasas de interés y las condiciones econdmicas que se estiman
prevalecer en ¢l futuro y de otra serie de factores importantes, que varfan de
acuerdo con el mercado de que se trate. Los productos derivados que se pueden
operar en México son el mds antiguo y del que mds sc ha operado; el mercado de
anticipados, ademds del mercado de futuros y los warrants o titulos opcionales,

en mercados internacionales el mercado de opciones.

1.11.  Opciones de inversion

En esencia, una opcién o forward es adquirir el derecho més no la obligacion
tle comprar o vender un determinado volumen de un bien subyacente. Como es
notorio el concepto, existen dos tipos de opciones, las de compra o “calls” y las

de venta o “puts”.

Las opciones de compra confieren al tenedor de la misma el derecho a comprar
un determinado volumen de un bien subyacente a determinado precio; se utilizan
cuando se espera que el precio de ese bien subyacente aumente. A manera de
cjemplo, supéngase que adquirié en 0.30 délares el derecho de comprar maiz para
entrega cn julio a un precio de 3.00 ddlares. Suponiendo cue el precio del maiz
subié a 3.50 ddlares, el precio de la opcién ya tiene un valor de 0.50 délares dado
que el precio de ejercicio es de 3.00 ddlares, 0.50 ddlares més barato que el precio
cn el mercado de fisicos. El tenedor de esta opcién tiene el derecho de ejercerla o
venderla en el mercado. Con esto garantiza que aun cuando el precio suba, por
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el diferencial de precios entre el precio que pagd por la opcidn y el precio al que
se pueda vender en el mercado, podrd tener una compensacién que le ayude a
nivelar el alza en el precio del bien subyacente, en éste caso el maiz. Su ganancia

neta serda de 0.20 ddlares.

Las opciones de venta confieren al tenedor de la misma el derecho a vender
un determinado volumen de un bien subyacente a determinado precio; se utilizan
cuando se espera que el precio de ese bien subyacente disminuya. A manera de
ejemplo, supdngase que adquirié en 0.30 délares el derecho de vender maiz para
entrega en julio a un precio de 3,00 délares. Suponiendo que el precio del maiz
bajé a 2.5 ddlares, el precio de la opcién ya tiene un valor subyacente de 0.50
délares dado que el precio del ejercicio es de 3.00 dédlares, 0.50 dSlares mds caro
que el precio en el mercado de fisicos. El tenedor de esta opcidn tiene el derecho
de ejercerla o venderla en el mercado. Con esto garantiza que aun cuando el
precio baje, por el diferencial de precios entre el precio que pagé por la opcién y
el precio al que se pueda vender en el mercado, podrd tener una compensacién
que le ayude a nivelar la baja en el precio del bien subyaceunte, en éste caso cl

mafz. Su ganancia serd de 0.20 délares.

El tenedor de una opcién de compra o venta tendrd una utilidad si el valor
futuro de su activo es mayor con respecto al precio del valor del activo en el
momento de su inversién. Tradicionalmente es el mercado de divisas el que mejor

se adapta a las necesidades de este tipo de estrategia de inversién.

1.12. Instrumentacion de una estrategia financiera

“Una estrategia financiera es el conjunto de acciones tomadas para adminis-
trar los riesgos y flujos de capital de una empresa o inversionista”. Un inversio-
nista tendrd que instrumentar una estrategia financiera acorde a los beneficios

esperados en una inversién.

Los Futuros negociados son instrumentos financieros que sirven para con-
trolar y gestionar el riesgo que implican las inversiones en Bolsa, asi como ins-
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trumentos para realizar inversiones que pueden proporcionar una rentabilidad
proporcional al riesgo que se desee asumir. Anteriormente se indicé que a menor
riesgo menor rentabilidad y a mayor riesgo mayor rentabilidad, obviamente esta

rentabilidad se concreta a través del tiempo.

El riesgo se menciond es la probabilidad de ganancia para un tencdor de
instrumentos financieros. En el Mercado existen varios tipos de riesgo, entre
estos se encuentran el riesgo de Mercado y riesgo Precio, en el primero es el
que afecta al tenedor de cualquier tipo de valor, ante las Huctuaciones de precio
ocasionadas por los movimientos normales del mercado; mientras que el segundo
es el riesgo asociado con movimientos adversos en el precio del activo o valor

sobre el cual se mantiene alguua posicién.

Por otra parte, ademds de los dos tipos de opciones, de compra o de venta,
existen dos estilos, el americano y el europeo. La opcidn estilo americano permite
a su tenedor el ejercicio del derecho de compra o venta en cualquier momento
durante la vigencia de la opcidn. La opcién estilo Americano, sélo permite el
¢jercicio del derecho de compra o venta en cualquier momento durante la vigencia
de la opcidn. La opcidn estilo Europeo, sélo permite el ¢jercicio de la opcién de
compra o venta la vencimiento. Ambos tipos de opciones son iguales.

Asi, los plazos de entrega de divisas a futuro se integran por los contratos de

opciones de divisas o de activos financieros.

Se tiene la opcidén de comprar el contrato mas no la obligacién de ejercerlo.
Previo pago de prima a la casa de Bolsa. La prima depende de la evaluacién
del riesgo, a partir de las expectativas de fluctuacién, es decir, costo actual y
costo futuro. Se les denominan contratos adelantados ~forward- cuyo plazo es
preestablecido con cierta flexibilidad.

El comprador de una opcién call anticipa un mercado alcista, mientras que
el tenedor de una opcién put anticipa un mercado a la baja, si su expectativa
es correcta el precio de compra, denominado precio de ejercicio, negociado en la

Opcién cobra la forma de un premio o utilidad.

Por el contrario, el emisor de la Opcién recibe un pago, denominado prima,
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por la suscripcién de la Opcién, el cual retendrd al término del contrato si su

expectativa de precios es correcta.

- Activo Financiero Forward o Titulo Opcional
Tamaiio A la medida
Especificacién del subyacente La que convenga a las dos partes -
Método de liquidacién Entre las partes
Mecanismos de negociacién No se negocian en mercados organizados
Compensacién diaria No la hay

En México se operan titulos opcionales o warrant, sus tinicas diferencias que
existen entre ambos son la estandarizacidn, y se operan en mercados establecidos.
Por lo dends, todos los cdlculos son iguales.

Supéngase que el 14 de Diciembre de 1995 se adquirié una opcién IPCGO5A
DCO025 con un precio de ejercicio de 2001.15, con fecha de vencimiento 26 de
abril de 1996 a un precio de $750. El precio del bien subyacente o precio de

mercado es de 2575.44 y la primera emisién fue de $846, 487.00.

Precio bien subyacente 2,575.44
Precio de ejercicio  2,001.15
Valor intrinseco 574.29
Precio de la Opcién 750.00
Utilidad —175.71

Rendimiento —23.43

Se adquirié un warrant IPC504A, lo que quiere decir, con las letras IPC, que‘
se refiere al Incide de Precios y Cotizaciones de la Bolsa Mexicana de Valores,
con el niimero 603, y la fecha de vencimiento es el mes de abril de 1996. La letra
A indica que es de estilo americano. Después se lee que es DC025 lo cual quiere

decir que es de tipo compra y en la serie 025.

Un dato importante de la operacién con respecto a las caracteristicas del
warrant, estd la fecha exacta de vencimiento, 26 de abril de 1996, y el precio
de ejercicio, 2001.5. Como dato adicional se tiene el hecho de que la prima de
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emisién fue de $846, 487,00, dato que sdlo sirve para saber que los que invirtieron
en la emisién han perdido, pues ahora el precio del warrant es de $750.00.

Suponiendo que en el mes de abril'de 1996 el IPC de la Bolsa Mexicana de
Valores aleanzd un nivel de 3000 puntos, lo que ganaria el tenedor de esta opcién

se calcula de la siguiente manera:

Precio bien subyacente 3000.00
Precio de ¢jercicio 2001.15
Valor intrinseco 998,85

Precio de la Opcién  750.00
Utilidad  175.71

Rendimiento 33.18

Dos personas A y B, piensan firmar un contrato de Opcién de compra. El
mismo le permitird A -comprarle a' B 1000 acciones de CEMEX a un precio de
$60 en cunlquier momento durante los préximos nueve meses.

Actualmente se venden estas acciones a $55.00. El inversionista A considera
que el valor de CEMEX subird considerablemente en los préximos meses, en
cambio el inversionista B piensa que el valor no ascenderd més de $60 durante
este periodo. A tiene que pagar a B una prima al firmar el contrato, debido a que
BB necesita una compensacion por el riesgo adquirido. Supongamos que en este
caso la prima es de $3.00 pesos por accién, es decir, $3000.00 pesos de prima.

La posicién larga es la que presenta A al ser el comprador de la Opcién, y se

puede observar su postura en la siguiente gréfica.
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Si el precio de la accién se mantiene por debajo del precio de ejercicio -
$60.00-, la pérdida que obtiene es la prima que pagd en un principio al comprar
la Opcidn, a partir del precio de ejercicio, la grafica se convierte en ascendente,
aunque sigue obteniendo pérdidas hasta llegar al precio a $63.00 y a partir de

este punto logra ganancias.

La posicién larga la presenta B el emisor, esta postura se observa en la

siguiente grifica.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Obsérvese que en el precio de la accién a $60.00 pesos representa una utilidad
de $3.00 pesos por accién, sin embargo, la utilidad es negativa cuando la opcién
se encuentra en un precio de $70.00. La utilidad total cuando el precio es de

$70.00 pesos en la fecha de ejercicio serd de —7.00 pesos por accién.

El precio por accién o bien subyacente en la fecha de ejercicio es de $62.00
pesos por accion. El inversionista A obticne una utilidad negativa de $1000.00
pesos, equivalente a un —33 % de su inversién inicial, en este caso, el costo de la
prima, ¢l cual fue de $3000.00 pesos, mientras que el inversionista B adquiere una
ganancia de $1000.00, equivalentes al 33% de la accién al momento del precio

de ejercicio de la Opcidn.
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2. CADENAS DE MARKOV
2.1. Procesos de décisio’n de Markov |

Los procesos de decisién de Markov son una aplicacién de la programacién
dindmica a la solucion de un proceso de decisiéon estocdstico, que se puede escribir
a través de un ntimero finito de estados. Las probabilidades de transicién entre
los estados se describen por medio de una cadena de Markov. La estructura
de remuneracién del proceso la describe también una matriz, cuyos elementos
individuales representan el ingreso o costo resultante del cambio de un estado
a otro. Las matrices de transicién y de ingreso, dependen de las alternativas
de decisién disponibles para la persona que toma la decisién. “El objetivo del
problema es el de determinar la politica o curso de accién 6ptimo que maximice

el ingreso esperado del proceso en un ntimero de etapas finito o infinito”.{10]

Un proceso estocdstico es un proceso probabilistico donde el tiempo es la
variable aleatoria independiente, encontrar la relacién de interdependencia y
comportamiento limite de variables aletorias es el objeto de estudio de la teoria
estocdstica. Se observa un proceso estocédstico siempre que se desarrolla el tiempo

de manera controlada por leyes probabilisticas.

Las aplicaciones de procesos estocédsticos son amplias, el andlisis de la dindmi-
ca de una poblacién o el comportamiento de una epidemia; el flujo del mercado
de futuros y derivados; fendmenos de comportamiento en geoffsica y bioquimica,

son ejemplos de procesos estocdsticos.

Un proceso estocdstico es una familia de variables aletorias {X3,}, donde
t es un pardmetro que denota el tiempo sobre el conjunto T. Por simplicidad
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de su representacién, al referirime a ¢ serd como tiempo y {X,, } como proceso
estocdstico con tiempo discreto cuando 7" = Z+ = {0, 1,2,..,n,n+1,...,n+m}
v uit proceso estocdstico con tiempo continuo cuando T = Rt = [0. ~).

Un proceso estocistico se distingue por un espacio de estados S, el rango
de posibles valores para la variable aleatoria X, , una funcién de probabilidad
conocida por su estrucutra de dependencia para todo n y todo tg, t, donde
t; € T,i=1,..,n. Los procesos de Markov tienen una estructura de dependencia

que los hace un caso singular de procesos estocdsticos

Una secuencia de variables aleatorias X, es denominada proceso estocdstico
con pardmetro de tiempo discreto o simplemente con tiempo discreto cuando a
sus variables se les asigna un valor en S.

Definicién 2.1.Un proceso estocdstico es un espacio probabilistico (§2, F, P)

donde:

Q s el espacio muestral probabilistico.

El campo F es el conjunto de eventos del espacio muestral Q. QcCr;

S = {1,2,3,..i1i € N} es el espacio o vector de cstados, necesariamente
Ser.

P es la funcién de densidad de probabilidad f de la variable aleatoria es-
tocdstica X,. que representa el estado 7 del sistema al tiecmpo n, definida por la
relacién f: 8§ — R2,

Asi, para saber el estado del sistema X3, ., en el tiempo futuro dado X;, en
un tiempo pasado, se tiene la funcidén de transicién de un estado #;,, a un estado

it, .y €n un tiempo n.

P(Xy,) = P[‘\’lnﬂ =t [ X, = i)

Una caracterfstica conmtin en un Proceso de Markov es que el tiempo no
influye en ¢l desarrollo de un evento, sin embargo, se puede determinar el com-

portamiento de un fenémeno probabilistico a través del tiempo.!

" Andrei Andreivich MARKOV (1856 - 1922) es pionero en el desarrollo de la teorfa de
Markov. Matemdtico raso, discipulo de Tchevichev. Sus primeros trabajos versaban sobre la
teoria de las probabilidades. En 1906 desarrolld las llamadas cadenas de Markov, para analizar
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El pasado de las vbes. aleatorias {Xig, Xt,,..y Xtn_, }, ¥ el futuro de las
vbes. aleatorias {Xi,,, ... Xi,,..} son condicionalmente independientes dado
el presente X,, = i,, csta caracteristica es lo que se denomina propiedad de
Markov, ver figura 2.6.[11}

Figura 2.6

Definicién 2.2. Un proceso estocdstico X, es un proceso de Markov si

cumple con la siguiente propiedad:
I o<ty <ty <. <ty obien, ti| t, te R*

la distribucién condicional de probabilidad para X, depende exclusivamente del

valor Xy, =1y, esto cs,

P [th+l = itn+l/‘Yt0 = i!m "‘lth = itn} = P[th+l = itn-}-l /th'= itn] (2‘])

para efectos de éste trabajo el tiempo ¢ tendrd valores discretos y la v. a. X,
valores continuos. )

Un proceso de decisién de Markov estd definido dentro de un espacio de
Banach 8. Un espacio de valores aleatorios de Banach se denomina espacio li-
neal completamente normalizado, y es representado por una variable aleatoria
estocdstica X;, con un espacio finito de estados S, denotando la norma de X,
por ||-]|. La norma de un espacio de Banach es 1, necesariamente. La caracteristi-
ca fundamental de un espacio aleatorio # es la posibilidad de mapear funciones

de probabilidad a espacios vectoriales en R2.

procesos de ffsica y metereologfa. Una cadena de markov es un proceso al azar con la inusual
caracterfstica de que su futuro desenvolvimiento puede ser pronosticado a partir de su estado
presente, la prediccidn es tan exacta como si se conociera su entera historia pasada.
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2.2. Tipos de procesos estocdsticos

» Serie Estocdstica Discreta
En este sistema el espacio de estados es Discreto y espacio Paramétrico Dis-
creto '
Ejemplo:
X¢ = Tiempo de espera del n-ésimo cliente en una fila de una gaso-
lineria. '
T ={0,1,2,...,10} =~ Minutos de espera de los clientes en ser aten-
didos. ‘
S ={1,2,..,n} Cantidad de clientes posibles.
» Proceso Estocdstico Discreto
Es el sistema con espacio de estados Discreto y un-espacio Paramétrico con-
tinno
Ejemplo:
X = Numero de clientes en la fila de la cafeteria en el tiempo ¢.
5 ={0,1,2,..,m} Cantidad de clientes.
T =[0,n] Instante de la observacién.
» Serie Estocdstica Continua
liste sistema tiene un espacio de Estados continuo y un Espacio Paramétrico
Discreto, ’
Ejemplo:
A = Cantidad de agua del vaso del cliente ¢.
S = [0,maz] agua.

T = (0,n] tiempo.
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» Proceso Estocastico Continuo

En este sistema ambos, el Espacio de Estados como el Espacio Paramétrico
son Continuos.
Ejemplo:
Xt = Litros de agua en una sisterna en el instante ¢
S = [0,10000] cantidad de agua en la sisterna.

T =[0,n] instante del tiempo.,

2.2.1. Caracteristicas de un proceso de Markov
= Un proceso de Markov es homogéneo durante el tiempo ¢, si:

3 P[th-l—l = itn+l/X¢n = itn]‘

= En un proceso de Markov con tiempo continuo la distribucién del tiempo
entre cambios de estaclos se distribuye como una distribucién exponencial:

f(z) = Ae™=,

» En un proceso de Markov de tiempo discreto, la distribucién del tiempo
entre cambios de estado es geométrica:

p(@) = (1= p)*~1p.

Cuando se tiene un proceso estocdstico con la propiedad de Markov y tiempo
continuo se habla de un Proceso de Markov, mientras que un proceso estocdstico
con propiedad de Markov y tiempo discreto es una cadena de Markov. [12]

Definicién 2.3. Un proceso estocdstico X;,, es una cadena de Markov si
YV to,ty...tn; la distribucién condicional de probabilidad para X;,depende ex-
clusivamente del valor X, =1,,, esto es,

. R . . . , ,
P[Xln-n = lln+1/4\lo =ty ey X, =g, ] = P[th+1 = "'tn+1/‘\tn =it,].
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El conjunto del tiempo T es el conjunto paramétrico.
T = {to,t1,t2, ..., tn, tna1}-

El conjunto de cstados S es la posicién que ocupa la cadena en el tietnpo T.

S= {SO,S],SQ.---y Sn,Sﬂ-l-l}

Ejemplos de cadenas de Markov son, el comportamiento de una poblacién de
bacterias o de un voledn, la ubicacién de un barco a la deriva en el tiempo ¢,,.

2.3.  Matriz de Markov

Por definicidn, una matriz de Markov es semidefinida positiva y tiene la
singularidad de que los elementos de sus vectores columna de la matriz suman
la unidad, esto es, dada la - matriz-A4 de orden myn, (ue se expresa como:

n
E Qij, i=1,..,m.
J=1

y se cumple

m

a;j 20, Zaij = 1.
i=]

Considérense tres ciudades, México, Guadalajara y Monterrey, que denota-
mos por DF, GL, y MT respectivamente. Supongase que en cualquier afio n,
algunas personas salen de estas cindades para ir a alguna de las otras, '

El porcentaje de las personas que salen y llegan anualmente es de la siguiente

form

$DF se dirige o GL y 1DF se dirige a MT
1GL se dirige a DF y 1GL se dirige a MT
}I\'IT se dirige a DF y %MT se dirige a GL




2.3. Matriz de Markov 4l

Sean ;, Yn, 2n las poblaciones de DF, GL y MT, respectivamente en ¢l
ano n. Entonces se puede expresar la poblacién en el n — ésimo + 1 afio de
la siguiente forma, y sea S = {2, ¥n,2} el conjunto de estados Sp; sea T =
{0,1,2,8,...,n,n + 1} el conjunto de tiempo.

-3
<

E)
8

E

<
E
EXE TN o
8l
fom Gl e

Qo2 ool eIty

En el n — ésimo + 1 ailo, -51; de la problacién del DF se dirige a GL y - 1
de la problacién del DF se dirige a MT, esto es, % + ;lf = 20, la poblacién que
permanece en el DF es;

-3 _u
20 20
En el n — ésimo 4+ 1 afio, % de la problacién de GL se dirige a DF y j— de
la problacién de GL se dirige a MT, esto es, % + % = 795; asf, la poblacién que
permanece en GL es: : A o
9 11
T 20 20

En el n — ésimo +1' ano, i L dela problacmn de MT se dirige; _a
poblacién de MT se dirige a GL, esto es, 3 143 = s' yla poblncmn que permanece
cn MT es: : T

o
w

o0
o0

La matriz de Ma.rkov representa el valor numerlco (le probnblhdad asocmdo
a los estados de transxc:on Si: a saber: R i

- =1

PR ler
i (I Oofee <

Para cada vector columna de la matriz, las probabilidades de transicién tie-
nen una suma igual a la unidad, es decir, la suma de los ‘componentes de los
vectores columna X, Y, Z es igual a la unidad, donde:
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1 5 i
20 " 12 r 4
T i o/ - 1 . T __ 1
1 1 4
q 4 8

A partir del fendimeno poblacional de las tres ciudades, se pueden determinar

las siguientes ecuaciones:
= La poblacién total del estado ,, se mantendrd en el n + 1 tiempo es:
20 5

1 1 1
Saln + sUn + Zzn = Tn1.

» La poblacidn total del estado y,, se mantendrda cn el n+1 tiempo es:

=

2 - 11 + 12 = 1,
12-’1‘n 3./:: 1= Yn+1.

» La poblacién total del estado z, se mantendra en el n+1 tiempo es:

l’L' +11 +4’ -
1un 4./71 g = n41.

2.d.  Matriz estocdstica de probabilidades

La matriz Estocdstica representa las probabilidades de transicién entre los
estados de la cadena de Markov, Por definicién, una matriz de estocdstica es
seiidefinida positiva y a diferencia de la matriz de Markov los clementos de

sus renglones suman la unidad, esto es, dada la matriz P de orden mgn, que se

exXpresa como

n
) Dijs i=1,..,m.
j=1

v se cumple

Pij 2 O, Z))ij =1,
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Una forma sencilla de expresar la relacién entre la matriz de Markov y la

matriz estocdstica es

Aij =P
La matriz de estocdstica de transmlon es equwalente a la transpuesta de la
Matriz de Markov,

2.5. Distribucidn de probabilidad

Sean A,,.n una matriz estocdstica y el vector x € R", de tal manera que las

componentes de Az son:

n .
Yi=) ayz;,  i=1,.,m T (2.2)

y se cumple:

Pt] Zal] =1.

que cada renglon 0 hllera de A; es una distribucién’ de ‘probabilidad en’
{1,..,n} y las sumas de (2.2) pueden darse en la forma de [15]

=BX, di=l.,m. S (23)
Aqui, E; denota la operacién de tomar el valor esperado con respecto ala
distribucién A;, en tanto que X es una variable aleatoria- c‘leﬁmday por- .

P(zY = :EJ') = Qij bajo Ai
Teorema 2.1. Dada una matriz estocdstica P de orden n,_-n'yx dadoel vector
probabilistico 7w cuyos indices se encuentran en /N. Entonces, existe un espacio
probabilistico (R, F,P) y una cadena de Markov homogénea X, con tiempo
discreto definida sobre el espacio de estados N, la distribucién inicial 7 y la

matriz de transicién P.
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e j=1,..,n =1, ...m.

Corolario 2.1, Sea P[X;,,, = i,,,/Xt, = i} = Xi,,,,un proceso de
Markov con T = {toty to,oosbntner}s S = {S0,51,52,...,8n,Sns1}, entonces

existe una funcién de probabilidad asociada al Proceso de Markov.
pi,j(ny n+ 1) =P [l\’n-l-l = j/lYn = 1] 3

Una Cadena de Markov X; con tiempo T discreto y espacio de estados
discreto tiene una funcién de masa de probabilidad, para ello basta con esta-
blecer para todos los instantes n > 0; y los estados 4, j para la distribucidn de

probabilidad.

pijln+ 1)y = P{X, 1 =j/X, =1i];

P["\’n+l = j/l\’n = l] = P(‘:J) >0 S S; (2'4)

y satisface las siguientes condiciones

1. La suma de las probabilidades es igual a‘la unidad

S
D PG =1 FES; (2.5)
J

2. Una cadena de Markov es denotada por una distribucién marginal de pro-
babilidad de variables aleatorias en el tiempo {Xi,..., X, }, donde los

valores son totahinente independientes de los estados X, .
Una funcidn es homogénea si satisface:

f(:’:L»yls:lv "’) = t"f(:l,‘, Yy 2y "')'

de mmanera andloga una cadena de Markov es homogénea o estacionaria si su
funcion de masa de probabilidad cumple con 2.5, esto es; el comportamiento de

la v. a. Xy, os idéntico en el tiempo [t,,t,+1). Asi, la funcién de probabilidad
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de n pasos de la cadena de Markov es homogénea, o tiene probabilidades de
transicién homogeneas si p; ;(t, s} depende solo de la diferencia (t — s) > 0, esto
es,{13]

pij(s,t) = P[Xi=j/Xe=1]; s20t21]
pijnn+1) = PX,=j/Xn=1]; n > 0;

Sea X, una cadena Markov con espacio paramétrico T = {to t1,t2,..., tn,tut1},
espacio de estados § = {Sy, S1, 52, ..., Sn, Sn41}, S C Z, y sea p;j ladistribucién
de probabilidad de X}, , existe una matriz de transicién P asociada al Proceso
de Markov que representa las probabilidades de transicién, P;; = P(i, ), por la

ecuacién (2.4) sabemos cue:

pij(n,m) = P[Xm=j/Xy=14]. (2.6)
P[/Y[“ =j/1\'t" 1 "——-"'l] = P[X'm,—]/z\’"f—:i]- N
La matriz P es otra forma de representar las plobabxl‘ ades de transwxon de

un proceso de Markov y se denomina Matnz est cas adet 'an S 1c1on o Matrlz

de probabilidad de transicién.

La matriz estocdstica representa las probabilidades condicionales de alcanzar

un estado j a partir de un estado %, esto es, P(z,])
pij = PiTy < 00),
La siguiente gréfica de la cadena de Markov ejemplificard lo anteriror:
2/3

1/3 1/2

1/2
Figura 2.7

Para la cadena de Markov X, de la figura se tiene:
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pij(n,m) = P[Xy,, = i, [ Xe, =iy, ];

n>1; t>0; T=1{0,1,2,..,n,n+1}; S=12,.n

El conjunto S de estados se puede descomponer de la signiente forma

El estado 2 es accesible desde el estado 1: 1 -2
El estado 1 es accesible desde el estado 2: 2—1

Ambos estados son accesibles desde su propio estado . 1—1; = 2 52,
Un estado j es accesible desde un estado ¢ siempre que exista un camino que

conecte al estado { con el estado j.
Obsérvese que del estado i al estado j siempre existe un camino, de manera
que todas las probabilidacdes se encuentran definidas con valor positivo, p;; > 0.
Las probabilidades p; ; > 0 satisfacen las condiciones de un proceso proba-

bilistico:

PLL P12y P20, P22 > 0
De aqui podemos encontrar una propiedad interesante para una funcién de

probabilidad de una Cadena de Markov.
Si piy > 0 entonces existe al menos un camino del estado i al estado j.
Si pij =1 entonces el estado j es un estado absorbente.
Si pij = 0 entonces no existe ningin camino que conecte el estado i con j.

La Matriz de Accesibilidad representa el valor numérico asociado a una grifi-
ea v osus diferentes estados. La Cadena de Markov vista como una grafica no

dirigida se representa mediante la Matriz de Accesibilidad para los valores p; ;.

+ si Pig > 0

mi; = .
0 si Pij = 0
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|
t.J + +

La tabla siguiente repreéehta los esta‘dbs con sus probabilidades de transicién

Pig-

La Matriz P, ; de transicién de
bilisticos de una Caden’zﬁydét Me

de nquf se obtiene Ins prbimb,l»l;cl_a_c}le‘s de transicién entre los diferentes estados.

PXy = 2/Xp=1]= P(1,2) =-§.,
:,P{Xhi:;;.:I/Xto =1]= , L,1)= ’:1;§

PIXy = 1/Xi=2=P@21) =3
Xy = YXe=2=PR,D =}

Definicién 2.4. Una matriz Mz, es una matriz de transicién P-o matriz
cstocdstica si cumple las siguientés condiciones: = - '

o n BN
e La suma por renglén es siempre la unidad: . 3" - Py=1.
1-—1,_7—1 I,JES

¢ Un niimero uno en ln dmgona.l prmcnpal mdxca que ‘el estado correspon-
diente es absorbente. :

e Un uno fuera de la diagonal prmc1pal Slgmﬁca que el estado debtmo es una
barrera reflejante. i
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Dada X, la cadena Markov con
T = {’O,Ll,-"! 'luitu+l} 1 T+y S = {SO,SJy'-': SmSn+l} , §C Z+1 y sea pij

la distribucién de probabilidad de X, , la matriz de transicién P se representa

por la siguiente matriz.

P12 e oo Pl

£l P22 . P21
P= : B . :
ar oo Pn-1n-1 .

Pnl Pn2 .. Pnn

2.5.1. Eecuacién Chapman-Kolmogorov

El estado del sistema es el ntmero de estado en el cual nos encontrainos
actualmente en la cadena de Markov. El estado signiente es probabilfsticamente

dependiente sobre el actual estado pero independiente del resto de los estados.

El estado de sistema se define por el vector de probabilidades (i), y su
interpretacion es “la probabilidad de que el sistema ocupard el estado i después
de t transiciones”, siempre que ¢l estado es conocido ¢ inicia en ¢t = 0. Cuando

t = 0, entonces el sistema estd en el estado inicial ¢ en el tiempo ¢, esto es, m(4).

La funcién m (i), 7 € S, se define

m (i) = P(X, =1i); ie S,
v es denominada la distribucion inicial de la cadena de Markov.
Para un tiempo t = 0;

mo(i) = P(Xp = i); i€ S,

S omiy =1 o (2.7)

=0
Durante el tiempo, la ecuacién que indica el estado del sistema en el tiempo

i+ 1, estd dado por la ecuacién Chapiman-Kolmogorov:
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m(i+1) =m@Pt (2.8)

Las probabilidades se estabilizan lentamente y tienden a la siguiente matriz

Obsérvese el ejemplo para la cadena de Markov de tres estados con S =
{1,2,3}, y T={0,1,...,}.

Expresando la cadena en forma grafica, véase la figura 2.8,

Figura 2.8

La siguiente tabla permite evaluar la transicién entre los estados ;.

ol w

w0
Q jesinojecingg =
o | © =i v
L 1

Su matriz de accesibilidad nos permite un mejor andlisis entre los elementos
S; de la cadena de Markov y su comportamiento a través del tiempo.

+ +
mi; = | 4+ +
+

TESIS COW
FALLA DE ORIGEN |
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En términos probabilisticos:

pij > 0; por lo menos existe un camino entre el estado i y el estado j

PLLPL2, P21, P23, P83 > O

pii = 1; el estado i es un estado absorbente, ~ = p33z: =1,

pij = 0; no existe ningin camino que conecte ¢l estado i con el estado j,

P31, P32 =0;

o .

o O uwe-

]
X
Il
C O e
— Ll

2.6.  Cadenas de Markov dé dos estaclos

Sea Xy, una cadena Markov con T = {0,1,2,..,n,n+1}, S = {0,1},y
sea P(a,y) la distribucién de probabilidad de X;,. Ver figura 2.9

1— :
Pi,j=|: P 1p j|;,
q =4 ]

de aquf se obticne las probabilidades de transicién entre los diferentes estados.

PiXy, =1/X, =0]= P(l 0) =p;
P(X,, =0/Xy, = 0] = ) =1-p;
PlXy, =0/X, = 1] = P(O 1) =g
PXy, =1/Xpo=1]=P(L,1)=1—¢q;
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q

Figura 2.9

Planteando el vector de probabilidades =;(t) para un tiempo ¢ = 0, y estado
i = 0, cuya matriz estocdstica estd representada por F;;.

1l—»p
Pm:[ p P }
g l—gq

Py (29
oy

7 mo(0)
m0(0)

puesto que:

m(0) = (m(0),m (1));

por condicién de probabilidad estocéastica se planten la siguiente ecuacién,

mo(0) + 7ro(1) =1 (2.10)
de ahi que; ' '
Cm(0) = 1-m(1);
m(0) = 1-(1-p)
m(0) = p

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




52 2. CADENAS DE MARKOV

Ahora bien, la probabilidad de mantenerse en el estado S = 0 durante un

tiempo n se expresa mediante la ecuacién:

P(Xn41 = 0) = P(0,0) + P(0,1)P(1,0); ‘

P(Xu41=0) = P(X,, =0)P(Xn41 = 0) + P(X, = 1)P(Xn41 =0);

P(Xpt1=0)= P(X,, =0)P(Xp+1 =01 X, =0)+ P(Xn = 0)P(Xpy1 =01 X, =1);
P(Xy41 =0) = (1 = p)P(Xy, = 0) + qP(X, = 1);

P(Xy1 =0)=(1-p)P(X, =0)+q[l - P(X, =0)};
PXony1=0)=(1-p-qP(X, =0)+¢

Dado que P(Xp = 0) = my(0), se obtiene

P(X1 = 0)=(1-p—q)mo(0)+q;
PXg = 0)=(1-p—q)P(X1 =0)+¢q;
P(Xy = 0)=(1-p—q)*m(0)+q(l-p —q);

P(Xy = 0)=(1-p=q)mo(0) +qll -p —q)}
De la ecuacién Chapman-Kolmogorov se obtiene:

(1) = Pmo(0). O (211)
me(0) = Pwma(0) = PPmg(0).

w(0) = P?my(0).

m3(0) = Pma(0) = PP?%mo(0).

7T3(0) = Psﬂ'o(O).

mm(0) = P"m,(0).

Obsérvese que

. 7(,,.,_](0) = P(1Y"+] = 0).
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n
Prma(0) = (1= p— q)"mo(0) + 3" (1 ~ p— 0
j=1

Una observacién interesante es determinar el comportamiento de la matriz
P a largo plazo; jel estado inicial del sistema dependerd del comportamiento de
la matriz M en el tiempo? .El modelo de cadenas de Markov para determinar
el comportamiento del grado de bursatilidad de una accién en el tiempo, se de
efectiia mediante una matriz de probabilidades de transicién de estados Fy;, de
ahf que se denomine cadena de Markov homogénea.

2.7. Clasificacién de estados

Lema 2.1. Si el estado j es recurrente y j — i, entonces el estado i es
recurrente. .

Prueba. Bajo la condicién de que j — 7, tenemos que i— ], de otra forma, j
no puede ser recurrente.’ De aqui se sigue que hay un entero g tal que p;; (1) > 0.
Dado un enetero m tal que p;;(m) >0y dado la ecuamén

- @-= Pij (l)p,_,, (m)

La ecuacién Chapman—Kolmogorov mdlca (ver 2. 8)

Pi:‘(m+'n)' szk(m)Pk](n),‘ myn=0,1. - (212)

manipulando la ccuacxon anterlorb, ¢

pi(l +m+ n) Zp,] (l)p”(n)p,,(m) = ap,](n), m,n=0,1...  (213)

Luego

pis > ZPn(l +m+n) > “ZPJJ (2.14)
n=0
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puiesto cfue j es recurrente, entonces pj;=c0. También, a > 0. De aqui se sigue

que el estado i es recurrente.
Teorema 2.2, Suponga que el estado i es accesible desde el estado j y el
estado j es accesible desde el estado .
(i) Si el estado i es positivo recurrente entonces el estado j es positivo re-
currente i
(ii) Si el estado i es nulo recurrente entonces el estado j es nulo recurrente.

(iif) Si el estado i es transitorio entonces el estado j es transitorio.

(iv) Si el estado i es aperiddico entonces el estado j es aperiddico. Si el estado i
s periddico con periodo d > 2 entonces el estado j es periddico con periodo
d.

o]

Prueba. Si 7 es recurrente, entonces, por el Lema 2.1, j es recurrente, Del lema
2.1 se sigue que si i & j son accesibles, implica que si el estado i es transitorio,
entonces ¢l estado j también es transitorio. Ahora, supongase que si el estado i es
nulo recurrente, entonces limy, .o p;; = 0. Dado 1, m y a definidos en la prueba del
lema 2.1, entonces, de 2,13 se ticne que lim, ..o pj; = 0. Decimos entonces que
j es recurrente, esto sucede si y sélo si es nulo recurrente. Asi quedan probadas

las premisas (i) a (iii).

Para probar la parte (iv), suponga que i es periodica con periodo d. Entonces,

puesto que

pi(l +m) = pij()pji(m) = a > 0.

v dado que i tiene periodo d, | + m tendrd periodo miltiplo de d. Si-n no es
un multiplo de d entonces, ni n es un miiltiplo de d entonces tampoco [ +n+m

lo ¢s. De manera que de la ecuacién 2.13 se sigue que

0 =pu(l +n+m) 2 ap;jj(n) >0.
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de ahi que p;;(n) = 0 siempre que n no es miltiplo de d. De aqui se sigue
que j deberd ser peridédico con periodo d > d. Pero si j es periédico con periodo
d, entonces, invirtiendo los papeles de j e i, concluimos que i es periédico con
periodo d > d. Luego d = d y la prueba estd completada.

Dada X;, una cadena Markov con espacio paramétrico T' € Z*, y espacio
de estados § € Z%, y sea p;j(n,m) = P [ X1 = j/ X0 = i] la distribucién de
transicién de probabilidad.

pry = Po(T} < ). C (215)

pry denota la probabilidad de que la cadena de Markov comenZéﬁdo en x
estard en el estado y en algiin tiempo n > 0. ‘

Si se tiene pyy = 0, entonces el estado y es cerrado, esto es, la probabilidad

de salir del estado & y alcanzar y en cualquier tiempo con probabilidad de cero,

en otras palabras, no existe un camino que comunique al extado « con el estado

Y.

pzy = P(z,y) =0. (2.16)
De aquf se puede obtener una observacién singular, siempre que se encuentre

en un estado cerrado C siempre se tendrd probabilidad de uno de permanecer

en ese estado en el tiempo n.

Cuando se tiene py, = 1, entonces el estado y es recurrente, esto es, la proba-
bilidad de salir del estado y y alcanzar y en cualquier tiempo con probabilidad de
uno, en otras palabras, siempre que se salga del estado y se retornard al estado

durante el tiempo.

Py = Ply,y) = 1. : (2.17)

Si y es un estado absorbente, con probabilidad pjj=py, = P(J,y) =1, en-
tonces, y es un estado necesariamente recurrente.

Si existe un estado y accesible desde el estado z; z — 'y, y. se satisface que

2 sen accesible desde el estado y con probabilidad 1; y — 2, entonces, = es un

estaclo absorbente y es al mismo tiempo un estado cerrado.
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Si un cstado es absorbente, se tiene

pey = Pe(Ty=1).
P(z,y)

1]
s

Sise tiene que pry < 1, entonces, el estado y es transitorio y por 2,16 sabemos
que se estard en el estado y un nimero finito de veces,
Si existe un estado y accesible desde ¢l estado x;  — y, pero no se satisface

que & sea accesible desde el estado y; ¥ - z, entonces, o es un estado transitorio.
Asf, un estado transitorio X; puede ser visitado un finito niimero de veces

con probabilidad menor a uno, sin eibargo, siempre se podré salir de ese estado,

véase los estados 1 y 2 de la figura 2.5.

De aqui se desprende la siguiente ecuacién para un estado transitorio siempre

que.

Pzy =1 — pyy. (2.18)

y para un estado absorbente.

Pyy = 1= pzy. : (2.19)

Supéngase que si { — j entonces:

Si el estado i es positivo recurrente entonces el estado j es positivo re-

currente.
» Si el estado i es nulo recurrente entonces el estado j es nulo recurrente.
« Si el estado 7 es transitorio entonces el estado j es transitorio

= Si el estado ¢ es aperiddico entonces el estado j es aperiédico. Siel estado
i es periddico con periodo d > 2 entonces el estado j es periédico con

periodo d.
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Definicién 2.5. Un estado recurrente j es periédico con periédo d siempre
que satisface un niimero de periédo d 22 y cumple con n|d;

El nimero de pasos para ir de 7 a j siempre serd positivo,

pij(n) > 0.
P(T;>0). . n>0

Si d # 2 entonces, decimos que j es un estado aperlodlco

Sii-—j entonces, Z pu(n) > 0

n=0

El niimero de pasos para ir del estado z al estado i snompre serd positivo y
sus probabilidades p;; SJempre semn mnyores a cero neccsarmmente.

s Un conjunto de estados es dcnommado cerrado si-no existe un estado ex-

terno accesnble desde un estado mterno.

= Un cst:ado formndo por un conjunto cerrado sobre sumsmo es denommarlo

absorbente:

« Un conjunto cerrado de estados se denomma 1rreduc1ble si no contlene un

subcon_]unto propio cerrado,

s Una cadena de Markov es llamada irreducible si contiene exclusivamente
un subconjunto cerrado de todo el conjunto de espacio de estados. [14)
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Transitorio

(1) (=)

Absorbente .
Positivo

recurrente
aperiodico

-

Periodico
Figura 2.10

La siguiente tabla ejemplifica lo anteriormente dicho.

clasificacién nim. veces visitado nuim. esperado de pasos férmula
transitorio < o0 . : - S pm <1
positivo recurrente (o] < co Pze =1
nulo recurrente 00 0o Pezr =1

A partir de la Figura 2.10 se observa que todo conjunto o estado recurrente
positivoe X; es aperiédico; es decir, cumnple con la transicién del estado Xj; al
estado X y la recurrencia sobre el estado final X; sobre simismo, y se puede
expresar

Priz;Pirjx;:

Esta expresién se lee como la probabilidad de ir del estado X; al estado X
¥ permanccer en el estado X; en la siguiente unidad de tiempo.

Mientras que un estado nulo recurrente X; siempre tendra probabilidad igual
a uno y el mimero esperado de pasos para llegar al estado X; serd infinito, por

lo tanto es una clase de estado probabilistico periddico.
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Observése también que la diferencia entre un estado transitorio y un estado
recurrente estd definida por el niimero esperado de visitas para llegar a un estado

X; a partir del estado Xj.

Una caracteristica singular de la cadena de Markov es determinar su com-
portamiento en el tiempo, a través de las transiciones; asf, el niimero de pasos
necesarios para que la cadena visite el estado y; por primera vez en n pasos o

unidades de tiempo a partir del estado z;.

Analiticamente es posible representar esta propleclad medmnte la ecuacién

siguiente: ) »
Po(Ty=mn) = paypyy- =~ T (220

cumpliendo

P(Ty=n)= P,,-(Ty = m)P (Ty = n), m< . (2.21)

con n que ocurre un mstante de tlempo posterlor am.

PI(Ty‘='.i ‘) P(Ty-—“b) (T—m+h),h>0. o (2.22)

P:(Ty = ZPx(Ty,)Py(T;/,)
: R 1—1 T
donde Tyju:‘j,l j=i+1; conn=1,

para que se cumpla la condicién 2.21. [13]

Py, (1 y..) ZP (Ty:) Z P,(T, (2.23)

j=i+1
Un conjunto cerrado C' es denominado irreducible si el estado z se dirige al
cstado y para todas las opciones de z ¢ y en el conjunto C. De aquf se sigue que
si el conjunto C es cerrado ¢ irreducible, entonces cada estado del conjunto C es

recurrente o cada estado del conjunto C' es transitorio.

Teorema 2.3. Dada un conjunto C de estados finitos cerrados irreducibles,
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entonces cada estado de C es recurrente. )
Corolario 2.2. Dado un conjunto C' cerrado e irreducible formado por un

conjunto de estados recurrentes. Entonces

Z Z Py — 001, si Z Py (Tyues) o L (2.24)

n m n

y analdlogamente, el valor esperado de pasos para alcanzar ¥, a partir de x,
os infinito, G(x, y) = oo para todas las secuencias de {z;} e {yy} C C.

“Siempre que se tenga un una cadena de Markov irreducible, su espacio de
estados es recurrente: Cada estado de la cadena en el tiempo m regresa al mismo
cstado en un tiempo n, toda vez que haya visitado los estados transitorios de la

-adena, siempre tendrd al menos un estado recurrente”.

Dado un conjunto cerrado € con una grifica G que representa la cadena de
Markov, por mera inspeccién la grafica G es irreducible si la gréfica es fuerte-
mente conexa, esto es, todos los nodos de la grifica se encuentran fuertemente

conectados.

2.8. Probabilidades de absorcion

Sea €' un conjunto finito de estados recurrentes, la probabilidad de que la

cadena se absorbida por C se denota por:

Pre = P.L‘(Tc < °°);

se¢ requieren dos condiciones:

= Dirigirse del estado z a un estado transitorio Sty después al estado C

Pre = Z Pz, y)pye + ZP(&:,Z); v, : (2_25)

yeSp - zeC

» Dirigirse directamente del estado z al estado z € C; en cuyo caso se ten-

dré la siguiente ecuacién;
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ZP(w 2 (226)

o zEC : R ' SR
Corolario 2.3. Un estado j es recurrente sxempre que ‘exista un camino que

conecte al estado’j con el estado .- : S ‘ :

g

Es pertinente tener la condlcxoh micial'Qé tjue'él'est'ndb’j Sea a);:éeéiblef desde

cl estado 1, i . :
i — j; para satlsfacer Ia recurrencm del estado 1 con el estado Joije—d.
De ahi que exxsta un’ ent ro l y m tal que -

o= Ptj(l)/’n( ‘ ) 3 Pu(l) > 0 Pu(m) > 0. ‘ .

De ln ecuacién Clmpmtm-Kolmogo‘ ’ v se tlene' .
'Zpik
Y

¥ huevamente para un tiempo I:tenemos:: -

(m)/)k] (n)l Soemyn= 0,1,.. (2‘27)

pij (m + n,

pii (L+m+n) 2 pi(Dpji(n)pji(m) = apsi(n),  mn=0,1,..

siempre se cumple que:’

pii 2 _pill+m+n)>ad pii(n),  mn=01,.. (2.28)
n= - n=0 )

En estricto sentido, siempre que se tengan dos estados recurrentes i, j; en-
tonces, las probabilidades: p;; = co;  p;; = oo y ambos estados recurrentes i, j
satisfacen i — j .

Corolario 2.4. Para una cadena de Markov irreducible, todos sus estados
son positivos recurrentes o todos sus estados son nulos recurrentes o todos sus
estados son transitorios. También se tiene que cualquiera de los estados de la
cadena son recurrentes aperiddicos o estados recurrentes periédicos con el mismo

periodo.
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Del anterior Corolario se obtiene la definicién siguiente para determinar el
comportamiento de una cadena de Markov por mera inspeccién.

Definicién 2.6. Una cadena de Markov irreducible es denominada positiva
recurrente -nula recurrente o transitoria, respectivamente-, si todos los estados
son positivos recurrentes -nulos recurrentes o transitorios-. Una cadena de Mar-
kov es llamada aperiédica o periddica con periodo d si todos los estados son

aperiddicos o periddicos con periodo d respectivamente. (Ver cita 11.)

Corolario 2.5, Para una cadena de Markov finita X,, no todos los estados

son nulos recurrentes y no todos los estados son transitorios.

De aqui se desprende que debe existir al menos una clase positiva recurrente
para cualquier cadena de Markov finita. Si una cadena de Markov tiene r clases
positivas recurrentes, sus matrices de transicién P tienen la forma candnica.

P 0 ... ... 0
0 P ... ... 0
P=| 00
0.0 ... P

donde cada P;i = 1,...,7, denota una matriz estocdstica correspondiente
a la clase recurrente i, T;, es una matriz subestocastica de transicién de pro-
_babilidades desde la clase de estados transitorios a la clase recurrente i, y T' es
estrictamente una matriz subestocdstica de transicién de probabilidades con una
clase transitoria.

Corolario 2.6. Para una cadena de Markov finita irreducible, existe una

clase recurrente positiva solamente.

2.9. Valor esperado de una caclena de Markov

El valor esperado de pasos para alcanzar y, a partir de 2, se define como:[14]
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Glz,y) = - B, [N(y)] = ZP"»(:L‘»,‘y);VV = (2.29)

El conjunto 'S de estados puede tener tres sntuacxones, a saber:

= El estado j es aislado gon el estzi.»dp,i;v_ i imj
Pig=poy =02 B [N(y)] =oc0. (2:30)
s El estado j es re011frente periédico con elestadoi; 1= j
pij = p;'y "=;1j;_=> Ez'[T(m)l =0 (2.31)
= El estado ] es recurrente apernodlco con el cstaclo i} i— 711}

n=12.. (2.32)

E; [f Xn)]
Sabemos por el teorema 'de convergencia (véase 2.33) que

Yo B —
Hm pji(n) =

por lo tanto, la ectiacién (2.28) puede ser vista como: ‘

o0 R (o]
s fipii(n . Forre .
limn Z i fipfi(n) Zvr]f,m‘ .
j=0

i j=0 T

Sin embargo, es mas significativo decir que E; [f (X)) converge si:

lim
n-—o00 1. 4

SHX) | =aTf (2.33)
7=0

donde 7 = m;,
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[sto es, si la funcién f(j) es la funcién cesperada siempre que la cadena de
Markov {X,} estuviese cn el estado 7, entonces el valor esperado a obtener a lo
largo del tiempo tendrd a converger a una constante 77 f, esto se aplica también
para cnalquier funcién f definida sobre los ntimeros Naturales, teniéndose:

Do f(Xp) =7
=0

lfm
n—oco 1 4 1
n
en casi todos los puntos,

A esta ecuacion se denomina la propledud ergédica de Markov para la ley de

los grandes ntimeros.

2.10. Estacionaridad de una cadena de Mhrkov

Teorema 2.4, Un proceso estocdstico es estacionario si cumple'que su.fun-

cién de probabilidad se comporta de manera idéntica para cada intervalo de igual

medida,

fzi, i =Tn)= f(y, i=TIn), ./,—z1+h h>0.

De ahf que un proceso estocdstico es estacxonano si‘su (hstrlbumon de pro-

babilidad F(z,) cumple: L L
I Jim Fza)ll < 1. e ; (2.34)

En sentido estricto, el lfmite de la funcién de probabilidnd converge en el
tiempo a un valor numnérico. '

Corolario 2.7. Una cadena de Markov es estacionaria si tiene una clase final
vinica y aperiddica, por lo tanto es posible pronosticar su comportamiento en el
tiempo.

Dada una cadena de Markov X, con espacio de estados Z* y matriz de
transicién P = p;;, Entonces X, es transitorio si y sélo si el sistema de ccuaciones

o0
dopgyi=w =12, (2.35)
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tiene como limite una solucién no constante.
El vector 3; toma valores no constantes conforme n — 0o, asi, el vector 1 J, es

finito en el tiempo.
Otra definicién de cadenas de Markov estacxonarms segun Hoel, Port and

Stone [14] es la siguiente:
Dada una cadena de Markov X, con espaclo de estados Z*y funcién de
transicién P(z,y) = py;. Siw(z), = € S, esuna 7func16n} cuya suma es la unidad

¥y x son numeros positivos, y si:

> w(z)P(z,y) =‘7r(y); - yeSs, (2.36)
T
tiene como limite una solucién no constantc. Entonces, la distribucién X, se

tiende a un vector de probabllldndes o funcxon probabilistica w(y) conforme
n — oo, Asi, w(y) es clenommado chstrlbucxén de convergencia de estados,

2.10.1. Propie'daclesk (Ie‘ un' procesb eqtécionan’o

Sea X, un proceso de Markov y 7r(y) es una distribucién estacionaria que

cumple con:

P(Xy =0) = (o)
Entonces,
ZW(Z)PQ(w v) = Z (T)ZP(x 2)P(z ,y),
= Z(E 7r(a:)P(a: 2))P(z,y);
Z (Z)P(Z V) —W(J),

Similarmente; para-un tlempo n tendremos
2T (rc)P"“(m y) = ZP" e Py (237
PR

3 m(@)P"(z,y) = 7r(y); yes. (2.38)

T
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Sabiendo que X, es una cadena de Markov independiente del tiempo n,

entonces se puede planter la siguiente ecuacién para un tiempo n.

P(X,
P(Xo

y) =7(y);
y)=PX1=y)=n(y) = ZWo(l‘)P(x y);

il

En consecuencia, mo(z) es la distribucién estacionaria, por 2.34 ;

Asi, la distribucién de X, es independiente de 7, si y solo si‘la distribucién
inicial es una distribucién estacionaria.

Finalmente, sustituyendo en la ecuacién (2.34)

P(X,=y)= Zro(m)P"(-%‘,ll), L YES; .

(2.39)

A partir del tcorema de estacmnnrldad (ver 2, 34) poclcmos pl'mtear la si-
guiente expresién: R :

ll'm P X = J) Zm, :1:)1r y), o (240
donde Y mo(z) =1, tcndremos
T ‘)
Jim P(Xy =y) = n(y);

Pura grandes valores de n la distribucién-de X, es aproximadamente igual a
la distribucién estacionaria w. De ahf que la distribucién estacionaria de X, es

m(y) = mo(y).

2.11. Ergodicidad de una cadena de Markov

Teorema 2.5. Si una Cadena de Markov es un proceso aperiédico positivo

¢ irreducible, entonces, es un proceso ergddico.
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» Una cadena de Markov X, es irreducible si todos sus estados son mutua-
mente accesibles. Esto se observa en que los estados no pueden renumerarse
de manera tal que la matriz de transicién sea triangular por bloques.

s Una cadena de Markov X, es aperiddica si ninguno de sus estados tiene
periodo finito. Un estado tiene periodo d si pj; > 0 siempre que n sea

miltipo de d.

CorolaridZ 8. Una cadena de Markov es ergédica si dada su matriz: de

probablhdades P v
por una. matnx no nula Amm

mple con 2.5 se encuentra acotada en su forma minima

lim P" — A. S (2.41)

n—oo
A continuacién vedse el cadlculo del la matriz correspondiente a la figura 2.3
y su comportamiento en el tiempo durante los das 1,2,3,7,28,30 y 90.
La matriz de estocdstica P asociada & los estados dé't_mr‘i/_siciyén S;, estd re-
presentada por las probabilidades p; ; de la cadena de Markbv,’ver gréfica 2.3.

Pij=

0
1
'3 !

[N~ LY AN
O O wi—

M =

Obsérvese que M = PT, mientras ln'mzitri'z de Markov A tiene una suma
igual a la unidad por cada columna j, en la matriz estocdstica P la suma por
renglén i es igual a la unidad. ’

Estas matrices representan las probabilidades de pasar de un estado a otro
en n pasos o unidades de tiempo, es decir 1\/[(")(.’8,1/) y PM™(z,y)
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0.665334 0.4435560 0
M? =] 0221778 0221778 0 |;

0.110889  0.333 1
[ 0.590816 0.443112
M3 =] 0.221556 0.147704
| 0.184741 0.406852
[ 0.406834 0.297860
M7= | 0.148930 0.108973
| 0.438516 0.588763
[ 0.0558498 0.0408849
M? = | 0.0204424 0.0149649
| 0.912674  0.935858
[ 0.0462262 0.0338399
M3 = | 0.0169199 0.0123862
| 0.925675 0.945375 1 |

- o o - O O

o O = O O,

0.000158806  0.000116254 0
M9 = | 0.0000581272 0.0000425521 O | ;
0.987907 0.900032 1

Dado que P,,m representa las prob yllldadés dé_: trihsicién p,-'j' de la cadena -
de Markov [ S PR

= Suponga que una cadena de Markov Xn es ergodlcn con-una dxstrlbucwn
estacionaria 7 = (m;). Entonces
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lim
n—oo N

n
LS P (X =1 (2.42)
k=0

De la ecuacién (2.32) sabemos que el niimero promedio de estados para visitar
7 durante los primeros n pasos es aproximadamente igual a un vector de pfoba—
bilidades 7; para un tiempo 7. Este es un valor muy prictico para la estimacién
de la estacionaridad de la distribucién 7 = (7;).

Teorema 2.6. Suponga que X, es positiva recurrente y pel 16d1ca con perlodo
d. Entonces, ; : X

1o i -
I rgre = bael

Si una Cadena de Markov es un proceso npenodlco posmvo e 1rrec1uc1ble,

entonces, es un proceso ergédico. o

w Una cadena de Markov X; es irreclticivb‘le’ st todos sus estados son mu-
tuamente accesibles. Esto se observ'at'éﬁ 't';:iil'}t‘o"qu’e los estados no pueden
renumerarse de manera tal que la matriz de transicién sea triangular por
bloques.

» Una cadena de Markov X; es apépiédicn si ninguno de sus estados tiene
periodo finito. un estado tiene periodo d si pf; > 0 siempre que n sea
miltipo de d.[17]

A partir de la relacién encontmda de la’ ecuacién Chapman-Kolmogorov se
tiene la relacién fundamental para det;ermmar el comportamiento del sistema en
el tiempo a partir de un vector mlch 7rn(0). ver 2.11

y si nuestro interés es el c'om'portamiemjd asintético de pf};, esto es, lfmp—co pfj,
entonces nuestro problema es'encontrar las condiciones para que este lfmite
exista, y en caso de existir, ;jdependerd del estado inicial del sistema 7, (0)?

2 c.t.p significa, en casi todos los puntos.
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Bajo condiciones de regularidad® la distribucién asintética existe, y la dis-
tribucién en el limite sera independiente de la distribucién inicial. El compor-
tamiento asintStico del vector m, estd dado por el siguiente teorema bdsico del

limite para cadenas de Markov.

Teorema 2.7, En una cadena de Markov recurrente irreducible y aperiddica

se tiene que

"l_f_.rgopﬁ = = ; ies. : ‘ (2.43)
P IR 4
n=1
y ademds
2 no__ ¢ n, :
"1_1_{20 Pi; = "121;0 Piis (2.44)

Algunas conclusiones que podemos obtener son:

1. Si P} es la matriz de Markov, y si suponemos que esta cadena es recurrente,
irreducible y aperiddica, se nos garantiza la existencia de la matriz P>
donde la entrada (j,i) es la PP = limp_oo £}, pero como Fj} = P}, se
concluye que la matriz P tiene sus columnas iguales, esto es, de la forma:

PS P PSS ..
PR PR PR ..

pP= =

00 00 j=.= ‘e

2. Sea C una cadena irreducible y recurrente, entonces Pji=0parajeC,i ¢
C VYVn.

Esto es, una vez que entemos en C no es posible abandonarlo, luego, la
submatriz P;; con i, j € C, estard asociada a una cadena de Markov irreducible

y recurrente, luego, el teorema bésico es aplicable si la clase resulta ser aperiddica.

* Una condicién de regularidad es aquella en la que los valores de una matriz son todos
positivos al evaluar al exponente n la matriz. Necesariamente la distribucién toma valores
positivos cuando el lfmite de la variable de una distribucién tiende a infinito.
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Ahora, si limy,—.. P} = m; = 0y la clase es recurrente, se dird entonces que
la clase es débilmente ergddica o nula recurrente, El vector o; no converge y por

tal razén no hay un proceso ergédico en sentido estricto.

3. Supongamos que lim, o P} = m; > 0 para algiin ¢ en una clase aperiédica
recurrente, entonces m; > 0 para todo j que esté en la clase 7. Si este es
el caso diremos que la clase es positiva recurrente o fuertemente ergédi-
ca. En estricto sentido se tiene un proceso ergddico y un vector m; cuya

convergencia existe y esta definida,

o0 .
4. El valor Z np}; = m;; se define como el tiempo medio de recurrencia del
n=1
estado 7. Ahora se asegura, sin demostracién, cue bajo las condiciones de

regularidad del teorema anterior, que

El célculo de los 7; se entrega en el siguiente teorema
Teorema 2. 8 En una clase aperiédica positiva recurrente con estados 4,5 €

S se tiene que

Jtm pli =i = Z"riﬂiﬁ Zm =1 ~.(2.45)

l B N
Cualqier m; que satisface (2.38) se llama probabllldad de dlstrlbumén esta-
cionaria de la cadena de Markov. R i
Observese que si Pj; es la matriz de trzms1c1on asocmdn a unakclase recurrente

ergédica positiva, entonces la ecuacién Z Tk Py = i llevnda a su forma mm'.rlcml

k=
§¢ exXpresa como !

B m
P10 P11 P12 e PN L
: e,

P20 - P21 P2 e P28
my Mg M3 .. T . . b= m3

PO Pil e e Pid
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Se establece que (m1,m2, 73, ...,m)T es un eigenvector de la matriz F;; aso-
ciado al cigenvalor 1. Para esto debemos saber que toda matriz de Markov tiene
un autovalor igual a 1, mds atn, este valor serd el mayor, en valor absoluto, si
la matriz es primitva, esto es, si todas sus entradas son positivas para alguna
potencia de la matriz.Ver la figura 2,11 para ilustrar lo anteriormente expuesto.

De lo anterior podemos concluir que una cadena de Markov tiene un tinico
limite o distrribucién estacionaria la cual es un vector renglén n-dimensional 7
correspondiente correspondiente a cualquier renglén del limite de la matriz P.

11m P}

1

El vector 7 satisface necesariamente:-

2{:%1' = 1.
z71'P = .

ver la imagen para ilustrar la ecuacién anterior.

ATax =ATH
Ax=p

Figura 2.11

2.12. Eigenvalores y eigenvectores

Dada una transformacién lineal T : V — N de un espacio vectorial sobre

TESIS CON
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simisimo, es posible obtener:




2.12. Eigenvalores y eigenvectores 73

T(V)=AV: AeR,

donde A es un valor caracteristico o eigenvalor de T y V.esel vector caracterfstico
o eigenvector de T.{16]
Dada A,x, matriz y suponga que existe una base V4, ...,V en R" para cada

wAW::XV ‘"~V@4m

para algin escalar \;; V, es un un elgenvectm correspondiente al elgenvalor pYR

Ver la figura 2. 12 que representa la ecuacidén 2.46.

Figura 2.12

Dado una matriz P,;, cuyas columnas son los vectores Vi,..., V;,, esto es,
P =W, V,,..., V4], donde las columnas de P son la base vectorial en R™.

Esto implica que el espacio de columnas de P se encuentran todos en R",
cuyo rango es 2 = n de ahf que P es una matriz no singular.

Dada una matriz A = a;; € R™*", A es definida positiva/negativa si:

tTAz> /<0 A>0,2#0,2€ R™,

A es semidefinida positiva/negativa si:

zTAz>/<0 A>0,z#0,x¢ R™™, (2.47)

TESIS CON
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y cumplen con la siguiente propiedad
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Si A es una matriz normal, AT Ay AAT son matrices positivas semidefinidas
para cualquier 4, de tal forma que A puede ser factorizada como

A=VDV!, (2.48)

donde D = tliag(/\l,/\g,...,,\’") yV=[V,W,.., V]

Para encontrar los eigenvalores basta con resolver la siguiente expresién:

det(A—Al) =0,

324 ,
Sea Aszz una matriz positiva A 'v-—"Af . 2 0. 2 | ;con tres eigenvalores Ay, A, Az,
o L4 2 v

a saber:;

3—2 2 4
A=A = 2 X 2y

4 23X

det(A—AI) = 0;
det(A — M) ‘= ~9\2 4204 3)3 + 8);
0 = —9X%2:420+3)3 +8);

Resolviendo la ecuacién para A cuyos eigenvalores son: A3 = 8,\; = —1,
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A2 = —1;y sus eigenvectores estan determinados por:

—0.49410142535549
W = ~0.47201892938335 , ; ;
0.73011089004717

—0.55804958293796
Vo = 0.81614154360177 H
0.14997881113707

0.66666666666667

Vs = 0.33333333333333
0.66666666666667

de aqui podemos plantear la matriz D que cumple:con P.= VDV~ Y(ver
2.51). ~

—0.494101 055804 0.66666 cofmto0o0)
V=| —0472018 0816141 033333 | - D=|[ 0. -1 0];
0.730110 0149978 0.66666 | 4o

los vectores columna que mtegran la. matrxz son hnealrnente mdependlontes

cada uno conrespecto del otro.

Obsérvese también que las matrices V" y VT son matrxces ortogonales por-

que son iguales,

3.0 2.0 4.0°

P=VvDV-1=120 0 20
4.0 2.0 3.0

Corolario 2.9. Para una matriz A definida positiva todos los valores carac-

teristicos son positivos.

Una matriz A cuadrada no negativa tiene un eigenvalor médximo no nega-
tivo el cual no es excedido en valor absoluto por ningtin otro eigenvalor y le

correspoude un eigenvector no negativo.
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Si A es una matriz irreducible y no negativa, entonces; sus eigenvalores estan

determinados por:

A — Al (2.49)

donde I es la matriz Identidad y A son los eigenvectores de A.

Si [V, Vo,..., V4] son los eigenvectores de una matriz A y si los corres-
pondientes eigenvalores son todos diferentes, entonces, [Vi, V4,..., V3] son

linealmente independientes.

Si una matriz A, .n es simétrica entonces sus eigenvectores correspondien-
tes a eigenvalores diferentes son mutuamente ortogonales. Aun mads, en este
caso, existen n eigenvectores linealmente independiente para A, de ahi que

A sea diagonalizable.

En el caso de que una matriz A,;, sea simétrica con n diferentes eigen-
vectores, no necesariamente todos corresponden a eigenvalores diferentes,

y no todos pueden ser ortogonales.

2.12.1. Matrices positivas irreducibles

Teorema 2.9. Teorema de Perron-Frobenius. Suponga que A > 0 e irredu-

cible. Entonces,

1.

2.

A tiene un eigenvalor )\ real positivo con las siguientes propiedades.

Para cada eigenvalor A\; hay un eigenvector z cuyos elementos pueden ser
positivos, e
Az = M\ (2.50)

Si a es cualquier otro eigenvalor de A, entonces,
ALzlal.

A1 s una rafz de la ecuacién determinante de A.

N —Al=0. (2.51)
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5 A1 se incrementa conforme cualquier valor de A incrementa.

6 M\ = a;; si y solo si A es una matriz triangular superior o inferior

Corolario 2.10. Si una cadena de Markov es ergédica entonces su matriz
de transicién P es e irreducible, esto cs, P tiene un simple eigenvalor unitario
el cual excede a los demds en valor numérico -mdédulo-, reciprocamente, si P es
una matriz de transicién irreducible, entonces, es un sistema ergédico.

Corolario 2.11. Si una cadena es irreducible, esto es, consiste de un solo
conjunto cerrado y periddico con periodo d, entonces, la matriz de transicién
P es irreducible y tiene exactamente d eigenvalores de modulo unitario, cuyos
valores son de menor médulo que la unidad. De forma reciproca, los estados de
la cadena se dividen en mutuamente excluyentes en subconjuntos ciclicos.

Veamos de que forma se aplican los anteriores corolarios a la cadena de
Markov antes mencionada

530
oo 1
b
f-A 3 O
A=N=1] 2 X § |;
070 =

cuyo determinante se calcula de la siguiente forma " -

S det(A=AD)

det(A—AI) =
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M= S e
No = % + %\/3 = 0,90977291892044 = 091,
A = % - % /3 = —0.24377291892044 = —0.2438;

y sus eigenvectores estdn dados por

Vi = {3322/4117,368/623,0};
Vo = {5539/9642,121/210,568/977};
Vs = {-408/1187,1233/1313,0};
3322/4117 5530/9642 - -408/1187
V=1 368/623 Vi = | 121/210 Vi = | 1233/1313 |,
0 568/977 L o

de aqui podemos. plantear la matriz D que cumple con P = VDV -1(2.47).

[ 3322/4117 5539/9642 —408/1187 1 0 0
VvV = 368/623  121/210 1233/1313 |;D= |0 091 0
| 0 568/977 0 0 0 —0.2438
[ 12513000 28587 229003728044 4628767176 7324994701
12802122 94150 640106147075 350564117101518 12000
V-l o= 0 0 o ;

11806308 71368 1612772554393 3941 300;5 0197785187
L — 1920318441225 1020318441225 ~ 1752820585 50759 06000

los vectores columna que integran la matriz son linealmente independientes
cada uno conrespecto del otro.

Obsérvese también que las matrices V='y VT no son matrices ortogonales
porque son iguales. '

73715 35005 —,018506
P=vDV-l=| 71811 .01 17344 -
0 0 01
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3. APLICACION
3.1. Comportamiento accfoxzério dev Bimbo en su serie A

Las acciones representan una parte proporcional del capital social de una
empresa. Otorgan derechos a sus tenedores. La forma de conseguir capital en
el mercado bursdtil es en primera instancia, la Oferta Piiblica de acciones, con
la que se invita al piiblico inversionista a hacerse socio de la empresa. Estas
acciones pueden ser parte del capital de la empresa emisora, o una ampliacién

del mismo.

En la Oferta Pblica, el precio es determinado de manera conjunta por el
emisor y el intermediario colocador (casa de bolsa) atendiendo a condiciones del
mercado y al potencial de la empresa, En el mercado secundario, el precio lo

determina la libre oferta y demanda.

Entre las ventajas que ofrece una Oferta Piblica a la empresa es el hecho
de que puede allegarse de recursos frescos, fortalecer la estructura financiera por
incremento de su capitalizacién, consolidar y liquidar pasivos, liberar liquidez y

diversificacién de sus fuentes de financiamiento.

Una emisidén de acciones que cotiza en el mercado de derivados en ln Bolsa
Mexicana de Valores fundamentahiente se evalua a través de la estrategia finan-
ciera que el inversionista disefia, esta estrategia involucra el andlisis fundamental
y el andlisis técnico o estadistico. El inversionista o administrador (portfolio ma-
nager) evalua el riesgo, rentabilidad en ¢l tiempo sobre el comportamiento de
una accion, y a partir del andlisis realizado decide si la accién se encontrard de-

preciada de su valor actual o apreciada con respecto a su precio en el mercado.
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Quien invierte en el mercado de acciones deben decidir no solamente que
acciones comprar sino también cuando comprarlas y cuando venderlas. Existen
varios métodos comunmente utilizados por analistas financieros para calcular el
rendimiento y riesgo de las acciones. Sin embargo, el panorama financiero y la
expectativa de retorno de inversidn juegan un papel fundamental para las deci-
siones de financiamiento y formacién de portafolios. La calidad de esas decicio-
nes dependerd en buena medida del grado de realismo de nuestras expectativas,
indica Andrés inon, analista de Patagon para el periddico El Economista.” El
pesimismo excesivo puede ser inclusomds daiiino que el optimismo irracional,”
comenta cl autor [20]; "en México no hay datos en torno a las expectativas que
ticne la poblacidn con relacién a los retornos que puede ofrecer la bolsa local,
el hecho de que menos de 1% de los hogares invierta en acciones apunta a que
existe un esceptisio profundo. Esto a pesar de que el Indice de Precios y Co-
tizaciones ha otorgado rendimientos anuales del 16% en promedio durante los
ultimos 18 afios”. En otras palabras, el conservadurismo excesivo se refleja en
retornos menores a los que se pudieran haber generado una estrategia prudente
de inversién a largo plazo. Esto implica tener que ahorrar mds dinero para la
obtencién de una meta, por ejemplo, la educacién escolar o la adquisicién de un

bien.

Un infsionista precavido instrumenta una estrategia de inversién a partir del
andlisis fundamental y el andlisis técnico, ésta estrategia visualiza un panorama
en el tiempo a partir delos estados de bursatilidad de la accién y el entorno
ccondmico donde cotiza la emisién de acciones a invertir, el panorama siempre
serd positivo para el inversionista y el efecto foxista serd mfnimo en tanto que la

estrategia sea prudente y lejos de todo optimismo exacerbado.

Asi, serfa conveniente aprovechar los sucesos pasados y realizar un balance

adecuado para las decisiones pertinentes.

El caso de la emisién de acciones de la empresa Mexicana "BIMBO” en su
seric A tuvo el siguiente comportamiento en el Sector de Alimentos durante el
periodo mensual 9/2001 al periodo del 1/2002.1

! Grifica obtenida del Portal Financiero [nvertia. Direccién:




3.1. Comportamiento accionario de Bimbo en su serie A 83

El comportaimiento mensual se puede observar en la siguicute grifica ohtenida

del portal financiero INVERTIA.

A R0
18,20 . t2 a0

P¥ a0 1EAD

NOV DIC ENE

I L S S R

Fignra 3.13
El precio minimo obtenido por accion fue de $17.5, mientras que ol mdximo
se registrd en el mes de Octubre con un precio de $19.60 por accién. Lo singular
es determinar su precio para el afio 2002, Algunas proyecciones interesantes
publicadas en el boletin semanal del Grupo Financiero BANANIEX, en lasemana

del 7 al 11 de Enero del 2002 son tomadas para ampliar el andlisis de la grafica.

EMPRESA RECOMENDACION PRECIO OBIJETIVO 2002 REPORTE 2001
BIMBO A COMPRA $23.00 pesos 29 Junio
Es importante mencionar que Grupo BIMBO cotiza en el sector de alimentos
y que durante los ltimos 18 meses esta division ha mantenido el comportamiento
sigiiente:
PROYECCIONES DEL PIB SECTOR 2001
SECTOR ALIMENTOS Y BEBIDAS*
[ I II1 1Ve ANUALe
1.5 27 16 3.0 2.2

http://www.invertia.comanx/empresas. Consultado el 28/01/2002

TESIS CON
FALLA DF {RIGEN
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*Tasas de crecimiento al mismo periodo del afio anterior

PROYECCIONES DEL PIB SECTOR 2002
SECTOR ALIMENTOS Y BEBIDAS*
le Ile Ille IVe ANUALe
09 1.0 12 Ll 1.0

*Tasas cle crecimiento al mismo’periodo del afio anterior

La letra "e” hace referencin al valor estimado ..

PRODUCTO INTERNO BRUTO SECTORIAL
SECTOR INDUSTRIA MANUF‘ACTURERA 2000 2001p 2002p
ALIMENTOS Y- BEBIDAS DIVISION 1 del sector ‘3.6 T2 2.8

Cremmlento 'munl porcent‘.ual T

p= Pronostlco BANAMEX f '

fuente: Grupo Fmancxero BANAMEX. ESTUDIOS ECONOMICOS Y
SOCIALES i

PRODUCCION INDUSTRIAL MEXICO
Variacién % Variacién %
SECTOR Ago-01/Ago-00 Ene-Ago/01 vs Ene-Ago/00
ALIMENTOS Y BEBIDAS 1.74 2.07

PRODUCCION INDUSTRIAL MEXICOx*
DIVISION ALIMENTOS Y BEBIDAS 1 II I IV 2001
CRECIMIENTO TRIMESTRE 1.6 1.3 13 12 1.35
*Fuente: BANAMEX, cdlculos propios con datos del INEGI; Encuesta Industria menst

Los ratings financieros asignados por el.Grupo Bursamétrica para las emiso-
ras que cotizan en el sector estan determinados en la siguente tabla.
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Sector

Indice Perspect. Perspect. Situacion
Alimentos . i .
Bursatil Sector Empresa Financiera
Emisora ‘
AGRIEP A C C c B
ALSEA C B B B
BACHOCO B C C B
BAFAR B C B B B
BIMBO A A C B B
CAMPUS B D B C C
GMACMA B C B C D
GMODERN* C C D B
GRUMA B B D c C
HERDEZ B B D D C
MAIZORO* C B C C
MASECA B B D D Cc
MINSA C C B B C
NUTRISA* D B c B
SAVIA A A D. Do D

En las recomendaciones de compra son una buena oportumdad de inversién
cn el momento de una mayor establlldnd en los mercudos estoes, en cI momento

en el cual la volatilidad dlsmmuyn I
Las siglas L.P. hacen referenciﬁ_ a Largo Pl@zé
'BURSATILIDAD

A B c D
ALTA MEDIA BAJA NULA

El indice de inflacién registrado en México durante los tiltimos 18 afios es el

siguiente. [23]

? Por razones de espacio se omitié la columna correspondiente o la “Recomendacin Glo-
bal” que otorga Bursamétrica a las empresas indicadas en la anterior tabla, sin embargo, BIMBO
es la que tuvo calificacién de Venta en éste ramo de Alimentos y Bebidas. Mayor informacién
consultar la revista “Grupo Bursametrica”. Seccién Ratings financieros, México. Ao II Reporte
Semana! del 16 al 30 de Noviembre del 2001, p 78-80.
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INDICE DE INFLACION PROMEDIO ANUAL
140 9.
130 4 131.83
120
110
100

PORCENTAJE
-
(-

\\\ m\\'\' \\"' \-(\' \'s"‘ QNW \v«"‘ \\"' \'I\' \\'\' \\'\' ,b\"' v .}.\ \'\'\' \r{\' \\" ‘b\»(" \\'V \\" \-9‘ 'b\'\'
& G RS @*’q 54 Aﬁgga Kl \9 IR S

Figura 3.14

3.2. Grado de bursatilidad de una accion

Cuando se desea realizar una inversién, el inversionista precavido elegird el
instrumento que mejor se adectie a sus expectativas de rendimiento, de riesgo,
y que, ademds, le permita obtener la mayor liquidez posible en caso de que
asi lo requicera. La liquidez estd en funcidén directa de la facilidad con la cual
el instrumento adquirido puede volver a venderse sin menoscabo del valor que
se haya pagado por él y de la ganancia generada durante el tiempo que haya
permanccido en calidad de inversién. ;Cémo puede conocerse qué tan liquido
puede ser un valor?. En ¢l caso de las acciones la respuesta es por medio de la

bursatilidad.

“El indice de bursatilidad es un pardmetro que indica el grado de operativi-
dad que registra una accién en comparacién con otras en el Mercado, y permite
establecer una clasificacién de las mismas en funcién del comportamiento de sus
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principales variables Operativas” .3

Descripcién de variables Operativas:
= Nimero de Operaciones:

Son las transacciones realizadas sobre una accién en un perfodlo determinado,
en este caso seis meses, no incluyendo las transacciones que operen menos del

volumen que establecen los Lotes.
= El volumen de acciones negociadas

Es el nimero de acciones negociadas sin contemplar las ofertas piblicas, ni

operaciones de registro, en paquete o con picos.!

= Importe operado

Es el monto en pesos de las transacciones que se realizan en el mercado.
Visto unitariamente con una emisora, aparece comno una variable dependiente
del volumen (importe = precio*volumen); sin embargo, al efectuarse ¢l cdlculo
de los importes de todas las empresas, la gran diversificacién de precios (desde
$10.00 hasta $200.00) hace evidente que no necesariamente a mayor volumen se
ticne mayor importe. A partir de la idea anterior, esta variable es incluida en el
andlisis de bursatilidad -de igual forma que en ¢l punto anterior se discriminan

operaciones de registro, en paquetes, con picos, y ofertas piiblicas-.

» Valor de capitalizacién

Es el producto que resulta de multiplicar el precio de mercado de una accidén
por ¢l mimero de valores de esa serie inscritos en bolsa. Este monto es utilizado

3 Fuente: México Analytica, Consultoria Financiera. Informacién proporcionada por el Lic.

Francisco Lépez Contreras, Analista. 2001, México
* Se considera como paquete toda operacién que exceda el 2% de valores inscritos en bolsa

por una accién.
Pico es aquella operacién cuyo volumen es menor al lote establecido para cierta accién de

acuerdo a su precio.
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para medir su tamaiio con respecto al total de empresas que tienen acciones enla
Bolsa Mexicana de Valores. Asimismo, esta variable es combinada con el importe

operado para determinar su grado de rotacién (TURN OVER),
s Lotes de acciones

. Los lotes son un concepto utilzado en el salén de remates para determinar
el volumen minimo por el cual las acciones de una emisora se pueden negociar,
siendo influido directamente por el precio de mercado de las mismas.

= Dias de operacién

Periodo en dias durante el que se desea evaluar la bursatilidad. Normalmente
los dias hdbiles bursétiles comprendidos en un periédo de seis meses.

A partir del calculo de las variables operativas se asigna cuatro diferentes
grados de bursatilidad a una emisién en la Bolsa Mexicana de Valores y cuyo

comportamiento bursdtil se observa en la tabla.

NIVELES CATEGORIAS RANGO
BURSATIL
. L bursatilidad nula 0— 6.092
acciones no bursétiles ) .
bursatilidad baja 6.093 - 7.910
. - bursatilidad media 7.911 — 9.123
acciones bursatiles ) .
bursatilidad baja 9.1.24 - 10

Debido a que la bursatilidad cambia constantemente de acuerdo al mercado,
los rangos de bursatilidad que corresponden a cada uno de los estratos anteriores
son variables y se determinan por un criterio dindmico.

De manera que el grado de bursatilidad se comporta como una variable es-
tocdstica X ,, con 7 € Z ; es decir, una variable probabilistica en el tiempo cuyo
escenario es ol mimero de estados o gracos de Bursatilidad S; asignados o una
cinisién de acciones.

Para efectos de este capitulo se utilizard el grado de bursatilidad asignado
asignado por el periédico “El Financiero” en la seccién andlisis financiero durante

el Ultimo trimestre del afio 2001,
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En el caso de la emisién de acciones de la Empresa BIMBO en su seric A,
¢l rango de bursatilidad asignado diariamente en el periddo de:Septiembre del
2001 a Diciembre del 2001 se muestra en la siguiente tabla:

INDICE BURSATILIDAD
MES/ANO  GRADO.

10/01 A
1m/01° A
12/010 A
1/02 A

BIMBO es una empresa cuyo crecimiento sostenido es viable gracias a que
pertenece al ramo Alimentos, Bebidas y Tabaco; el menos voldtil de las empresas
que cotizan en la Bolsa Mexicana de Valores y con un crecimiento anual para el
2001 de alrededor 1.3 % y puesto que la inflacién promedio mensual y trimestral
se mantendrd con una variacion de un 5.6 por ciento, en el afio 2002 con respecto
al afio 2001, promediando un total anual estimado en 5%, el grado de bursati-
lidad se mantendrd Alta "A" durante los siguientes 6 meses del 2001; siendo el
sector alimenticio una de las dreas que mantendran su crecimiento en el 2002
en un nivel de 4 %, superior al 1.5% anual registrado en el 2001, considerando
que la recesién econdmica mundial fue mds drastica en el afio 2001. La posi-
cién obtenida por la accién en los dltimos seis meses en el mercado accionario
ofrece rendimientos positivos al inversionista, asi lo confirman el grado de bur-
satilidad asignado (B) por la consultoria Grupo Bursamétrica, de tal forma que
implementar una estrategia de inversién en titulos de opciones es una excelente

. . . . n
alternativa a los inversionistas. *

3.3.  Estrategia de inversién con cadenas de Markov

5 Revista Mercados Financicros: Proyecciones-Perspectivas-Estrategias. Grupo Bursamétri-
ca, Ao 11, Reporte Semanal del 26 al 30 de Noviembre de 2001,
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Sea S el conjunto de estados posibles de una emisién de accién que cotiza
en la BMV y sea T el espacio paramétrio del tiempo de la cadena de Markov de
cuatro estados de bursatilidad de una accién.

Una estrategia es una regla que asigna a cada estado de rentabilidad de
la accién, una probabilidad p;; de transicién; esto es, una estrategia R es una
funcién definida en los nttimeros reales por:

R:85— S8

donde S = {0,1,2,3} y T = {0,1,2,3,...,n,n + 1}
Cuya cadena de Markov con cuatro estaclos estd representada por la siguiente

figura:

Figura 3.15

Una estrategia financiera estd compuesta por un conjunto de estados de bur-
satilidad S a través de un tiempo T, con un tiempo inicial 0, y un tiempo de
vencimiento n para hacer ejercer el derccho a adquirir una opcién en el mercado
de derivados con una utilidad positiva o negativa para el oferente y demandante

del activo financiero:
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0
1
2
3

bursatilidad nula
bursatilidad baja

bursatilidad media

Ll

bursatilidad alta

La grifica dmglda asocmda a los estados de bursatllndﬂd S; cle la’ cadena de

Markov es:

Cuya funcién de probabilidad p;,; se comporta de la mgulente forma en los

(hfclcntes estados S; de la cadena de Markov.

En términos probabilfsticos pij > 0.

S, 0 1 2 3

0 .6.25 150

1 2 5.2 1,

2 .1‘. G2 b2

3 0. 2T
PLLAL2; AL PLe > O
2,15 2,25 P2,3, P2,4 > 0,
£3,11 73,2, P33, P34 > 0
P41 P42, P43, P4 > O

Cada uno de los renglones j de la matriz P satisface la condicién 2,4

.

Y Pli,5)=1;  jES.
. A

La cadena de Markov es una graﬁca du 1g1da, snempre exlste un camino que

conecte a cada estado de rentabilidad S; con otro estaclo S;. P01 lo menos existe

un camino entre el estado i y el estado 7.
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3 - 0, 3 — 1 — 253> 3
2 — 0 2 - 1; 2 - 2 2 —= 3
1 — 0 1 —- 1; 1 - 21 — 3
0 — 00 0 - 1;, 0 - 2 0 -» 3

. La cadena de Markov P es una matriz definida positiva, es un sistema comn-
patible, cuyo determinante A = 0.0559; su rango es 4 y el sistema tiene solucién

en R", v
La Matriz de Accesibilidad para los valores p; ;.

mij =

++ + 4+
+ + 4+
+ + +
++ +

+

La cadena de Markov es una matriz semidefinida positiva dado que p; ; > 0.
La matriz de transicién de probabilidades asociada a la cadena de Markov

estd dada por la matriz Pyz4.

6 .25 .15 O
2 .05 2 .1
1:'1.,]. I e i
1 2 5 .2
0 1 .2 7
[ 6 25 15 g
10 100 106
o 2 5 25 1
| 10 10 10 16 |.
Ww—t1oo 2 5 .2 |
10 10 10 10 |~
o0 i 2 T
10 10, 16

y sus cigenvalores estdn dados por:
AL =1.025, A2 = 0.66426, A3 =0,.33338 " -\ =0.27731,;

sus eigenvectores V; correspondientes al eigenvalor A;.
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.51004
v
. 55677
.67154
.67429
24867
—.12557
—. 068895
64539 {
vr={ 7Bl = 0.33338;
, —~.66418
52041
. 44155
yr={ T = 0,277y,
. 24519
22326

— A =1,025,

L > Ao = 0,66426;

J

polinomio caracteristico: X4 — 2.3X3 4 1.805X2 — . 572X + .06295

Del valor carcterfstico Ay == 1.025, se desprende que la cadena de Markov
tiene un nodo absorvente, sin embargo, dado que no hay probabilidad de un
100 % de salir de un estado 7 al estado j en un paso (ver figura 3.3), entonces se
rechaza el hecho de que la cadena tenga un estado absorvente.

Se cumple la condicién 2.45 para el eigenvalor Ay = 1.025 se tiene un auto-
vector V) = (0.51094, 0.53462, 0.55G677,0.67154)

AV = WL

La cadena de Markov P es una matriz definida positiva, y es un sistema
compatible, cuyo determinante A = 0.0 559 con rango 4; el sistemna tiene solucién

=i}
en 1.

De la ecuacién 2.45 podemos plantear la siguiente premisa:

Pl\’=X
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para Ay = l,donde X necesariamente es un autovector de la matriz estocistica
P ; . N

0.6 025 015 0 z [ =
0.2 05 0.2 0.1 zp | | 72
0.1 02 05 02 z3 | | oz
0 01 02 07 T4 | | 24

06 025 015 0 1
02 05 02 01 1
01 02 05 02|71
0. 01 02 07[]1

de aqui se obtienen los valores del vector *

X =(1,1,1,1) = [o1, 02, 23, 3]

al vector X se le denomina vector 7 de probabilidades, y puesto que se cumple
la ecuacién 2.45 entonces tenemos que el vector . existe y es tnico y finito en el
tiempo. ' :

Veamos que sucede con la matriz P a lo largo del tiempo, digamos, en el dfa
7,14, 28, 90 y 360.

A lo largo de 7 dias el escenario S; de la accién estd dado por la siguiente
matriz:

0.225849 0.274454 0.267808 0.231886
P 0.209525 0.266994 0.270136 0.253343 |

0.195269 '0.260125 0.27220 0.272400 |’

0.171412 0.2482G69 0.274937 0.305380
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tenemos que la matriz estard en los estados S; con las siguientes probabili-

dades:

S0 1 2 3

0 226% 275% 268% 23%

17 20% 27% 27% 25%
2 20% 26% 27% 27.2%
3 17% 25% 27.5% 30.5%

A lo largo de 14 dfas el escenario de S;, cuyo comportamiento de la accién

estd dado por lnysiguiente matriz:

0.2006 0.2625 0.2713 0.2657
0.1994 0.2620 0.2714 0.2672
0.1985 0.2615 0.2716 0.2685
0.1968 0.2607 0.2718 0.2708

- Pl

Alo lnrgo'de} 28 dl'as el escenario de S; comportamiento de la accién estd dado

por la siguiente matriz:

'0,198684 0.261593 0.27152 0.268199
0.198679 0.261591 0.271522 0.268206
0108674 0.261588 0.271523 0.268213
0.198666 0.261584 0.271524 0.268224

P28 —

tenemos que la matriz estard en los estados S; con las siguientes probabili-

dades:

S; 0 1 2 3
0 20% 27% 2% 27%
1 20% 26% 27% 27%
2 20% 26% 2% 27%
3 20% 26% 27% 27%

A lo largo de 90 dias el escenario de S; comportamiento de la accién estd dado

por la siguiente matriz.
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0.198675
- 0.198675
©0.198675
0.198675

P90 —

0.261589
0.261589
0.261589
0.261589

0.271523 0.268211
0.271523 0.268211
0.271523 0.268211
0.271523 0.268211

tenemos que la matriz estard en los estados S; con las siguientes probabili-

dades:

S; 0

W =0

1

20% 26%
20% 26%
20% 26%
20% 26%

2

27%
27%
27%
27%

3

27%
27%
27%
27 %

A lo largo del tiempo n el escenario de comportamiento S; de la accidn

converge a la siguiente matriz de transicién de probabilidades:

0.198675
0.198675
0.198675
0.198675

Pn =

0.261589
0.261589
0.261589
0.261589

0.2715623 0.268211
0.271523 0.268211
0.271523 0.268211
0.271523 0.268211

tenemos que la matriz estard en los estados S; con las siguientes probabili-

dades para un tiempo n:

S; O 1

0 20% 26%
1 20% 26%
2 20% 26%
3 2% 2%

2

27%
27%
27%
27%

3

27%
27%
27%
27%

La cadena de Markov es una cadena de estado finito con cuatro estados, al

converger en el tiempo su matriz estocdstica P a una matriz Az, donde A >0

define un proceso ergddico.2.46

lim P" — A.

n—oo
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La cadena de Markov de cuatro estados que representa el grado de bursati-
lidad es aperiddica e irreducible en tanto que no hay un estado absorvente o un

periodo ciclico.

3.3.1. [Estrategia de inversion pesimista y optimista

A partir del comportamiento asintdtico de la matriz de estocdstica P, se
pueden cstablecer dos estrategias; una estrategia financiera optimista y una es-
trategia financiera pesimista, cada una dependerd del estado S; donde se inicie
la cadena de Markov, a saber, los estados de bursatilidad nula y alta son los que

determinaran el curso de cada una de estas dos estrategias.

Inicialmente se tiene un vector probabilistico que cumple con ver 2.5, esto
s, el vector probabilistico j que corresponde a cada uno de los renglones de la
matriz estocastica FP; ; y cuya suma de comnponentes es igual a la unidad.

El escenario de la accién involucra una estrategia de inversién a partir de un
estado de bursatilidad i, cuando el vector de distribucién inicial se encuentra en

la componente correspondiente al estado <.

i 0 1 2 3
1r,~(t),[ Mo W 2w W3 |

Ahora bien, la prob'\blhdad de mantenerse en el estado § = 0 durante un
tiempo n se expresn medmnte 7ro(z'), T € Sl, se deﬁnc por:

7r,-(t) = P(Xv¢1= 1); » z €S

v es denominada la DlStl‘lbuClOll Imcnl de la cadena de Markov si satisface
la ecuacién: 2.8. ;

Durante el tiempo la ecuacién que indica el estado del sistema en el tiempo
(t + 1), estd dado por la siguiente ecuacién: : k

donde P es la matriz estocdstica de probabilidades p;;.
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La estrategia ﬁnahciem’y lé\. d:evtel.mi'na el vector 2.9.
  7|"{("'1‘+1) =m(t)P* -
Estrategia ﬁnancie;‘a pvesimista
El escenario pesimista supone implementar una estrategia de inversién a

partir de un estado ‘de"bursatilidad NULA, ‘cuando el vector de distribucién
inicial se encuentra en la componente correspondiente al estado i = 0.

Asi, se ticne el sxgulente vector de px obabxlxdades 7ro(t) para un tiempot =n

es el siguiente:

Planteando el vector de dnstrlbucxon mlcxal para un t;]empo t =0, y estado
de bursatilidad i = 0, se tlene ;

m(0) = (1,0,0,0);

En el primer dia el escenario estd dado por mp(1) con t = 1.

| 6 25 15 0
nm = [1ooo0] |t 2 o

| loa 2o
m(1) = [.6 .25 .15 0]'

para el dfa t-ésimo el comportamiento del vector mg es:
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.425 .305 .215 .055
@) 6 s 15 0] 24 .35 .25 .16 |
0 e .15 245 .345 .26 |
04 .16 .26 .54
m0(2) .3375 30725 .24325 .112]; : -
’ [ 3375 .30725 .24325 .112
» : 5,280 030100, 26374197
3 .3375 .30725 24325 .112 || S ;
mo(8) 3078 | ] L1735 .255 ,296 2755
| 082 196,276 446
70(3) .23873 .28016 .26582 ,2153];v
©,25815 .28700 .26242 10145
70(5) 2073 26575 .2704 25657 | 22115 2742 © . 26855 . 23607
¢ : : ' ' 10036 .25877 .27481 .27607
: 14113 .23250 27781 .34847
70(5) .10007 .26223 27136 .26648];
: ’ [ .23873 .28016 .26582 2153
.21430 .26971 .26952 24639
6 .10997 26222 .27136 26648
mo(6) 222 27138 2 ] .19345 25954 .27203 27409
, A .15898 .24199 .27629 .32275
70(6) .19882 26166 27152 .‘\2:6805];
' o [ 22585 .27446 .26781 .23189 |
S oo |ongsy 267 .27014 25335
7 .19882 26166 27152 .26805]
mo(7) TR e T 1 10527 26013 27221 L2724
| 17142 .24827 27494 30538
70(7) 1987 .26161 .27154 26822];
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En el dfa 7 el escenario de la accién es el siguiente:
mo(7) = [ .1987 .26161 .27154 .26822 |;

En el dfa 14 el és@:ena;ié't}e‘la accién es el siguiente:
mo(14) = [ 0.1987 0.2616 02715 02682 |

En el dfa 21 el escel ufié‘:dg la’accién es el siguiente:

En el din 28 ¢l escenario pesimistade la ‘accién es el siguiente:
I

En el dia 90 el escenario pesimista de la accién eés el siguiente:+ -

mo(28) = [ 0.1987 0.2616 0.2715 .0.2682

En el dfa 360 el escenario pesimista de la accién es el siguiente:

1ro(360)=[0.1987 0.2616 0.2715 0.2682];

Iniciando en el estado de NULA Bursatilidad se encontrard que a partir del
dia 7 la accién tendrd una bursatilidad NULA con una probabilidad de 20 %; una
probabilidad de 26 % de mantenerse en bursatilidad BAJA, y una probabilidad
eqquiprobable de 27 % de encontrarse en rentabilidad MEDIA y ALTA. Por lo
que serd conveniente vender o comprar titulos con tendencia a la alza, en este

caso, las acciones de la emisora BIMBO en su serie A.

Asi, el inversionista que apueste a que un escenario pesimista cuya utilidad
se concreta a partir del dia 7, adoptard una posicién de mercado a la alza como

estrategia pesimista.
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Ver gréifica del comportamiento asintdtico del vector probabilistico.

[—Xx—ALTA - .o - MEDIA —0~ BAJA —O =NULA]

0.7000

0.6000 j ‘
0.5000 — \

0.4000 1-—

0.3000° —
0.2000 ——f—é‘ =X~

0.1000

0.0000 H e T -
26.27-28

1239475 6" 798 :9710 1112713 1415 16 17 18719 20 21°22°23°24.25

Figura 3:16 -

A partir del-dfa 7 el vector probabilfstico converge a una probabilidad 0.20
para el estado de bursatilidad ALTA y una probabilidad 0.26 de situarse en una
bursatilidad MEDIA, se estard en los estados de bursatilidad BAJA y NULA con
una probabilidad de 27 %. En el dfa 7 el inversionista podrd ejercer su opcién de
compra o venta y obtener una utilidad positiva. El vector inicial mo(t) a partir
del dia 7 converge y muestra un comportamiento asintético en el mercado de

Opciones durante los siguientes dias.

Estrategia financiera optimista.
El escenario optimista involucra comenzar en el estado 3, con bursatilidad

Alta y terminar en ese estado a lo largo del tiempo.

m3(t) = P(X¢ = 3);
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Para un tiecmpo t = 0 y un estado de bursatilidad i = 3, el vector de distri-
bucidn inicial es: '

m3(0) = [O: 0,0, 1] v

La estrategia financiera pesimista la determina el vector 2.9.

mi(t + 1) = 7r.-(t)1”"

En el primer dfn el escenario estd dado por. ma(1).

7r3(1) = 7I'3(0)P1.
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0.6 0.25 015 0-
02 05 02 .01

m© = [0 00 1] 01 02 05 02|’
0 01 02 07

m(1) = [0 01 02 07]; o

) = [

m(@) = [ 08

ro(t) =[ . ’

m3(5). [ : 34847 ].

m(© = [ 1 30215 |

() = [. 0

7’3‘(8) =“_ [' " ;

m(14) = [. ?/77717::7:7:::27(‘)8']

my(15) = [ .19787 - 27169 .‘"26998]

m(16) = [.197%8 L2611 * 27164 ‘.26942]

ms(17) = [ .19806 .2613 .2716 .26904 |

m(18) = [ 19$éc 26139 .271158 26878 |

m(19) = [ .19839 .26145 27156 2686 |

my(20) = [ .19854 .26152 .27154 ;~2‘6:é4_]-r?*

m(21) = [.19858 .26154 27154 26834]

m3(22) = [.19861 26156 ,.2’7153“:2‘68‘3 ]

73(28) = [.19859 .26150 .27149 .2680]
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0.6 025 015 0
02*'0.5* 0.2.01 |
01 0.2 05 029'

[ 10858 .26154 27154 5'.268345]
0 01 02 07

En el dfa 7 el escenario de la accién esfél siguiente: ] -'
mo(7) = [ 17142 24827 .27404 30538 |;
En el dfa 10 el esc’enario'de la 5cci6n es ¢l siguiente:
ma(13) = [ .10588 26024 .27189 .27199 |;
En el dia 1‘4'é>l ésc‘éht{rio de la‘aééién esf‘el Sigiiiente:
ma(14) ="[ 119'6'77 26067 27177 2708 |

En-el dfa 21 el escenarlo optxmxsta de la accxén es el sngmente

3 (21)=[ 19858 - 26154 2‘715'4 '26‘834’]"

En el din 28 el escenario optlmlsta de la accmn es’ el 51gu1ente

7r3(2’8) = [ ‘0.-19'8':7 i"]OA?"Gl' 0.
En el dia 90 el vesc’en.arfddp'tyimi\éfn de’la
73(90) = [ 0.1987° 0. 2616 02715 0. 2682 ]

En el dfa 360 el escenario opt;lmlsta dc 1a accxori es el siguiente:

7r3(360)=[0.1987~ 0.2616 0.2715 0.2682];

Iniciando en el estado de Alta Bursatilidad se observara que a partir del dia
13 la accién se mantendrd en bursatilidad NULA con probabilidad de 20 %; una
probabilidad de 26.16 % de mantenerse en bursatilidad BAJA, una probabilidad
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de 26.7 % de encontrarse en bursatilidad MEDIA, y una probablllclacl de 27. 1.) %
de encontrarse en bursatilidad ALTA.

El inversionista que apueste a que un escenario optimista cuya utilidad se
concreta a partir del dia 13, adoptard una posicién de tendencia a la alza en los
titulos de opciones para implementar una estrategia optimista y podra ejercer

su cobertura de compra o venta a partir del dfa 13.

El vector inicial 73(t) a partir del dia 13 converge y muestra un comporta-
miento asintdtico en el mercado de Opciones durante los siguientes dias.

Comportamiento asintético del vector probabilistico.

—t—ALTA - <0 - MEDIA —0 - BAJA —¥—NULA.

0.9000

i
AV

\jlf
ST

oo FTros S B8008-8 0o Wi |

0.2000 1
0.1000 -
0.0000 + =TT T T T T
12 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13,14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
tiempo

Figura 3.17

3.4. Probabilidades de alcance en m pasos
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La probabilidad de salir de un estado i y alcanzar un estado j en m pasos

por primera vez estd dada por la siguiente ecuacién.

n—1 :
PTy=m)=P"(xy) — 3 P(Ty=mP""(y).  (31)

m=1

El cémputo se realizé en Matlab 6.0 con un error absoluto = 0,0001. En el
programa siguiente M representa la matriz P en el tiempo n.Los pardmetros

de entrada para la funcién recursiva prob(z,y,n, P) son z,y,n y P que toman
valores de estado inicial, estado final, tiempo o dia n y la matriz P a evaluar en

cl dia n, respectivamente.

function f = prob{(x,y,n,P)

M=P’n;
vi == M(x,y);
if n==1

f = vi;
return

end

S=0

for m=1:m-1

B = P"(n-m);

S = S + prob(x,y,m,P)*B(y,y);

end

f=vi-8§;

La probabilidad de salir del estado de bursatilidad nula -0- y alcanzar el
estado de bursatilidad alta -3- por primera vez en 7,14 y 21 dias esta indicado

por la siguiente tabla.
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P(Ty=m)<1 %
Py(T3 = 1) = 0.6000 GO
Py(T3 =2)=0.0550 6.5
Py(T5 = 3) =0.0435 4.35
Py(T3 =4)=0.0766 7.66
Py(T3 =5)=0.0736  7.36
Po(T5 = 6) = 0.0683  6.83
Py(T3 = 7)=0.0625 6.25
Po(T3 = 14) = 0.0310 3.10

Po(Ts = 17) = 0.0229 2.3
Po(Ts = 18) = 0.0207 2.07
Po(Ts = 19) = 0.0187 1.87
Po(Ts = 20) = 0.0169 1.69
Po(Ts = 21) = 0.0152  1.52

La probabilidad de salir del estado de bursatilidad nula y terminar por pri-
mera vez en 7 dias en el estado de bursatilidad alta, es de un 2.5%; para un
tiempo de 14 dias, la probabilidad es de un 3.1 %; mientras que para un plazo de
21 dias, la probabilidad es 1.52 %. Se observa que para un plazo de siete dias la
probabilidad de obtener una ganancia es mas factible que para un tiempo mayor.

La probabilidad de salir del estado de bursatilidad alta -3- y alcanzar el
estado de bursatilidad nula -0- por primera vez en 7,14 y 21 dias esta indicado

por la siguiente tabla.
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P(Ty=m)<1 %
P3(To = 1) = 0.000 0
Py(To =2) = 00400 4.0
P3(To = 3) = 0.0580 5.80
Py(To = 4) = 0.0642 6,42
Py(To = 5) = 0.0645  6.45
Py(Tp = 6) = 0.0619  6.83
Py(To=T7)= 00582 582
P3y(Ty = 14) = 0.0324 3.24
Py(Tp = 17) = 0.0250 2.5
Py(Tp = 19) = 0.0210 2.1
P3(To = 20) =0.0192 1,92
Py(Ty = 21) =0.0176 1.76

La probabilidad de salir del estado de bursatilidad alta y terminar por pri-
mera vez en 7 dias en el estado de bursatilidad nula, es de un 5.82 %; para un
tiempo de 14 dias, la probabilidad es de un 3.24 %; mientras que para un plazo
de 21 dias, la probabilidad es 1.76 %.

En el caso de salir de un estado de bursatilidad alta y terminar por primera
vez en bursatilidad nula la probabilidad de un 5.82% para un plazo de 7 dias,
y para un plazo de 14 dias la probabilidad se reduce a 3.24 %, puesto que a
partir del din 13 se concreta el vector asintitico para la estrategia financiera
optimista, para este plazo es factible obtener una ganancia positiva en el mercado
de Opciones, para los dias 21 y 28 la probabilidad es minima.
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4. CONCLUSIONES

= Un inversionista inteligente que requiere de incrementar su capital me-
diante una inversién financiera al adquirir instrumentos financieros y una
empresa que planea su desarrollo a través del financiamiento mediante
la colocacién de activos financieros, establecerin una estrategia financiera
para implementar su inversién. Esta estrategia orienta las acciones y los re-
cursos de manera tal, que involucre técnicas de decisién fundamentadas en
herramientas matemdticas que cnantifiquen el riesgo y el comportainiento
de su inversién durante el tiempo. La probabilidad y estadistica son exce-
lentes métodos de evaluacién de riesgos y prondstico del comportamiento
de titulos de opciones en el mercado de derivados. El manejo de la in-
formacién para establecer e implementar la estrategia estd fundamentada
en el procesamiento de la informacién mediante el cémputo de programas
matematicos a partir del manejo de las variables y restricciones que inter-
vienen en el modelo matemitico, que representen la inversién y propicien
los flujos de informacién necesaria para su evaluacidén y la consecuente

decisidon de la estrategia financiera éptima.

= El comportamiento de la matriz estocdstica P;; de la Cadena de Markov a
lo largo del tiempo ofrece al decisor una técnica que le permite cuantificar
riesgos y evaluar alternativas, esta alternativa se obtiene del resultado de

evaluar la matriz P; ; en el tiempo.

e Un proceso estacionario es ergddico si su vector de probabilidades es finito

a través del tiempo.

= Bl vector probabilistico #; converge en el tiempo y la cadena de Markov
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4. CONCLUSIONES

es aperiddica, positiva e irreducible puesto que la matriz de transicién P™
P !

tiende a una matriz semidefinida positiva A.

El vector probabilistico m; es un proceso estacionario y finito en el tiempo

y su convergencia no depende del estado inicial.

El vector m; de probabilidades, existe y es finito en el tiempo, e indica
que se mantendrd a través del tiempo en un 70% en cada uno de los
estados partiendo de cualquier estado inicial de bursatilidad S;. Es factible
proponer una matriz de transicién doblemente estocdstica para modelar la
rama de Alimentos y Bebidas del sector Manufactura de la Economia de
México. Con la variante de que para una matriz doblemente estocdstica el
vector de estados #; converge de manera idéntica para cada estado i € S.

Para modelar cualquier otro sector de la Bolsa mediante cadenas de Markov
a través de su grado de bursatilidad, es factible proponer una cadena de
Markov fuertemente dirigida, esto es, siempre hay un camino que conecte
el estado de bursatilidad NULA con el estado de bursatilidad ALTA en un
solo paso y un trayecto que conecte el estado de bursatilidad ALTA con el
estado de bursatilidad NULA en un solo paso.
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A. MODELO BLACK SCHOLES

El modelo Black & Scholes es una ecuacién diferencial estocdstica de pri-
mer orden con pardmetros Beta, Delta, Gamma,Vega y Rho; e i,S,T, P,R. Es
utilizada en el mercado de Derivados para determinar el precio de una opcién
Europea a través del tiempo, es un modelo que se toma como referencia en los
mercados de la Bolsa de Valores. Se aborda porque se analizard su relacién con

el Modelo de Cadenas de Markov a partir de la obtencién de una utilidad.

Este modelo desarrollado or Fischer Black y Myron Scholes busca valorar las
opciones (C), en funcién del periodo de vigencia de la opcién (T), la tasa de
interés libre de riesgo (), y el precio de ejercicio de la opcién (Pe), el precio del
bien subyacente (S) y la tasa de rendimiento instantdnea (R):

C =5%N(D1) - Pexe T + N(dp) (A1)

donde:

C' = valor de la opcién

S = Precio del bien subyacente 7

N(d;) =Funcién de distribucién de la variable normal aleatoria de desviacién
estdndar unitaria y de media cero, esto es, N(0,1).

Pe = precio de ejercicio de la opcién

i = tasa libre de riesgo a corto plazo

T =periodo de vigencia de la opcién

El modelo parte, entre otros, de los siguientes supuestos:

1. El precio del bien subyacente (S) cambia suave y coninuamente-teniendo

una tasa de rendimiento instantdnea (R) en un periodo de tiempo corto (D)
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. Entonces, el crecimiento. del subyacente (Ds) se explicaria con la siguiente

férmula:

Ds=8x*R=« Dt (A.2)

Esta ecuacién tiene un comportamiento con un grado de certeza, y puesto
que en la préctica el comportamiento es aleatorio, habrd que agregar un compo-
nente impredecible que depende de la volatilidad del precio del subyacente y de
un componente aleatorio distribuido normalmente. Entonces, el cambio aleato-
rio (Dsy) estd dado por la multiplicacién del precio del subyacente (S), por la
volatilidad elevada al cuadrado (V?), y por un niimero aleatorio normal (Z) con

la siguiente férmula:

Dsy=8xV*+2Z (A.3)

Sumando ambas ecuaciones se tiene que una accién se comporta en el tiempo

de acuerdo a la siguiente férmula:

Dsy=8*V2xZ+S«Rx*Dt (A4

El precio de la opcion sigue un proceso Ito.

2. La accién subyacente no paga dividendos. :

3. La volatilidad es conocida y constante durante la vigencia de la opcién.

4. La tasa de interés libre de riesgo (Z) se mantiene también constante durante
la vigencia de la opcidn. S

5. No hay costos de transacciéon para las acciones o las opcion'es.",' b

6. No considera el aspecto impositivo. : ;

7. La opcidn es estilo curopeo, es decir, sélo se puede ejercer a vencimiento.

8. El comercio se encuentra proceso continuo.

La volatilidad implicita de una opcion es la variacion que se produce en el
precio de compra de la opcién como consecuencia del mercado de precios donde
cotiza la emisién. Es un pardmetro usado para estimar la volatilidad futura de
una accion y provee una volatilidad base o de entrada para cualquier portafolio
de inversidn. La volatilidad se puede obtener de los indicadores financieros de la
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Bolsa Mexicana de Valores. Anteriormente se hizo incapié que la volatilidad en el
precio de una accién estd regulada por las condiciones del mercado donde cotiza
la emisién, la cadena de Markov involucre el manejo de la variable volatilidad

para determianr su comportamiento.

Si alguna de estas suposiciones no se cumple, entonces el modelo Black-

Scholes no puede implementarse.

Este modelo es usado por analistas técnicos (traders) que conocen ¢l merca-
do de opciones, no obstante que es un modelo estético, puesto que considera la
volatilidad y tasa de interés constantes a través de la vida de la accién. El mo-
delo calcula ciertos indicadores de opciones que pueden resultar muy iitiles para
calcular modificaciones en el precio de las opciones o warrants. Para entender su

utilizacién conviene considerar un ejemplo.

El warrant IPC702EDC032 con fecha de vencimicnto 4 de febrero de 1997,
223 dfas por veucer, tuvo un precio el 25 de junio de 1996 de $476.00. El bien
subyacente alcanzé un nivel de 3177.91 y el precio de ejercicio es de 3400.00.
Como dato adicional, la tasa de Cetes se estima en 29 %.(Ver cita 25, pag 159-
162).

Introduciendo estos datos en el modelo de Black Schoes se obtuvieron los

siguientes valores para los indicadores que explico a continuacidn:

Volatilidad 29.9758 %

Delta 0.72074
Gamma 0.00045
Theta —2.0036
Vega 8.3786

Volatilidad: Es la dispersién de los precios del bien subyacente, ya que no
existen dos casas de bolsa que tengan la misma medida de volatilidad. En rea-
lidad debe ser un insumo para el modelo y algunos usuarios la utilizan, bien
o mal, como medida para definir si el precio de la opcién o warrant es caro o
barato, o como indicador de cudndo puede haber un cambio de tendencia. No se

ha encontrado ningtin fundamento que ampare esta utilizacién.
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En este caso, como es un ejemplo didéctico, se ha calculado la volatilidad
a partir de los datos dados, suponiendo que el mercado descontaba dentro del
precio del warrant o titulo opcional la volatilidad, y la cual resulté de 29.9758,

Delta de la opcién: Este indicador muestra cudnto variaria el precio de la
opcién si el precio del bien subyacente aumenta $1.00. Esto quiere decir que de
acuerdo con los datos, si el precio del subyacente aumenta a 3178.91, entonces el
precio de la opcién aumenta a $476.72 (476 del precio original de la opcién mas
0.72 del valor delta).

Gama de la opcién: Indice en cudnto variard la delta de la opcién con una
variacién de $1.00 en el precio del bien subyacente. En nuestro caso aumentaria
0.00045 y la delta serfa de 0.72119 (0.72074 de la delta original mas 0.00045).

Theta de la opcién: Este indiador se basa en el tiempo y, conforme avanza
éste, se reduce la posibilidad de que el precio se recupere. Normalmente convie-
ne invertir en opcione so titulos opcionales con vencimento largos. El valor de
—2.0036 indica que, por cada dia que pase, manteniendo todo lo demds constan-
te, el precio del titulo opcional bajard $2.0036. Si en lugar de hacer el cédlculo el
26 de junio de 1996, el precio se reduciria a $473.99 ($476 del precio del original
menos 2.0036 del dia que pasd).

Vega de la opcidn: El indicador que nos dice por cada punto porcentual
que varfe la volatilidad cudnto variard el precio de la opcién. En nuestro caso, si
se aumenta la volatilidad de 29.9758 % a 30.9758 %, el precio de la opcién debe
aumentar en $8.378G a $484.3785 ($476 del precio original mas $8.3786 del valor

de vega).
Veamos ahora un ejemplo para el mercado de Divisas o Spot del mercado
cambiario

A.0.1., Herraniienta financiera del modelo Black Scholes

Veamos ahora como se construye en Matlab el modelo Black-Scholes a partir
de las funciones Financial toolbox Black-Scholes model.
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La Funcién blslambda” devolverd un:valor:numérico que repre-

senta la elasticicad de la opcidn.’ "

Sintaxis: e ’ SR R R

[CallEl, PutEl] = blslambda(Price, Strike, Rate, Time, Volatility, Dividen-
dRate) ) B BT
Argumentos

Price: precio actual de la opcién

Strike:precio de ejercicio de la opcién.

Rate: tasa libre de riesgo

Time: tiempo de vida de la opcién en afios.

Volatilidad: desviacién estandar anualizada de la tasa de interés compuesto
de retorno de la accién. '

Denominada volatilidad de la accién.

DividendRate: tasa de dividendo, valor por omisién = 0.

Ejemplo

[CallEl, PutEl] = blslambda(50,50,0.12,0.25,0.3)
Opciéndecompra : CallEl = +8.1274
Opcidndeventa : PutEl = —-8.6466

CallEl es la clasticidad de la opcién o factor de apalancamiento y, PutEl es
la elasticidad opcién de venta elasticity o factor de apalancamiento.

La elasticidad es una medida de cambio de porcentaje en el precio de una
opceién por cada cambio en una unidad de porcentaje en el precio del bien sub-
yacente de la opcién.

La Funcién "blsprice” devolverd el precio de compra y venta de la opcion
usando la formula Black-Scholes. ‘

Sintaxis: )

[CallPrice, PutPrice] = blsprice(Price, Strike, Rate, Time, Vohtilit:y, Divi-

dendRate)

Argumentos
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Price: precio actual de la opcién

Strike: precio de ejercicio de la opcidn.
Rate: tasa libre de riesgo

Time: tiempo de vida de la opcién en aflos.

Volatilidad: desviacién estandar anualizada de la tasa de interés compuesto

de retorno de la accién,
Denominada. volatilidad de la accidn.

DividendRate: tasa de dividendo, valor por omisién = 0.
Ejemplo

El precio actual del bien subyacente es $100, el precio de ejercicio de la opcién
es $95, tasa libre de riesgo es 10 %, tiempo de vida de la opcién es: 0.25 years, y

la desviacién estandar de | bien es 50 %.

[CallPrice, PutPrice] = blsprice(100,95,0.1,0.25,0.5)
CallPrice = 1370
PutPrice = 6.35

Este ejemplo calcula los precios de compra y venta de opciones europeas y sus
letras griegas delta, gamma, lambda, y volatilidad implicita. El valor del precio
de la opcion es $100.00, el precio de ejercicio es $95.00, la tasa de interes de
riesgo libre es 10 %, el tiempo duracién de la opcion es 0.25 afios, la volatilidad
cs 0.50, y la tasa de dividendo o utilidad es 0. Ejecutando las funciones de Matlab

toolbox se tiene:
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[opteall, optput)

[callval, putval]

gammaval

vegaval

{lamcall, lamput)
preciodecompradelaopcion
prectodecierredelaopcion
deltaparacompra
deltaparaventa
valordegamma
valordevega
valordelambdaparaopciéndecompra

lambdaparaopciéndeventa

blsprice(100,95,0.10,0.25, 0.50, 0);
blsdelta(100,95,0.10,0.25, 0.50, 0);
blsgarnma(100, 95, 0.10, 0.25,0.50, 0);
blsvega(100,95,0.10,0.25, 0.50, 0);
blslambda(100, 95, 0.10,0.25,0.50,0);
opteall = $13.70

optput = $6.35

callval = 0.6665

putval = —-0.3335

gammaval = 0.0145

vegaval = 18.1843

lamcall = 4.8664

lamput = 5.2528

Ahora el cémputo evalua, y encuentra la volatilidad implicita de la opcion
usando la opcion de compra (call) mediante la funcién de precio Black-Scholes

blsprice,

Volatilidad = blsimpv(100, 95, 0.10, 0.25, optcall);
La funcién devuelve la volatilidad implicit

Volatilidad = blsimpv(100, 95,0.10, 0.25, optcall) = 0.5

A.0.2. Portafolio de opciones europeas.

Veamos ahora como se estructura el Modelo Black Scholes en Matlab 6.0
para una Gama, Delta, feta y Theta neutrales. k

Las medidas de sensibilidad comunes a la mayorfa des los traders son referidas
por las letras griegas : delta, gamma, vega, lamda, rho y theta.
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La delta es la sensibilidad del precio de una opcidn con respecto a los carnbios
en el precio del bien subyacente. Representa una medida de sensibilidad de primer

orden, anslogo a la duracién en mercados de ingreso fijos.

La gamma es la sensibilidad del delta de una opcidn a los cambios en el precio
del bien subyacente o del valor de la opcién, y representa una sensibilidad de
precio de segundo-orden andlogo a la convexidad en mercados del ingreso fijos.

Vega cs la sensibilidad del precio de una opcién con respecto a los cambios
en la volatilidad del recurso subyacente.

Los pardinetros de las letras griegas de una opcién particular estan en funcién
del modelo de comportamiento de la opcién. Sin embargo, un trader o agente
puede construir un portafolio con cualquier valor para las letras griegas.. Por
ejemplo, para aislar el valor de un portafolio de la opcidén de los cambios pequeiios
en el precio del recurso subyacente, un comerciante podria construir una carpeta

de la opcién cuyo delta es cero.

Para reducir las vulnerabilidad de los caimnbios del portafolio en el precio de
la Delta del bien subyacente, un trader puede disefiar un portafolio cuya Delta
es cero. Se dice que el portafolio tiene una Delta neutral. Otro trader podria
pensar que la volatilidad de una accién podria incrementarse por encima de las
expectativas de mercado, de tal forma que quiera construir un portafolio con

una Vega grande y comprar este portafolio.

Este ejemplo genera dos portafolios de opciones iguales, cada uno protegido
por riesgo de una o mas paramétros griegos. Esto involucra el hecho de que
un particular valor de la letra griega para una opcién de portafolio ticne un
peso promedio ponderado de el valor de la misma letra griega para cada opcién
individual, donde los pesos estan dados por las letras griegas del portafolio de
opciones. Equlibrando los riesgos mediante estas letras griegas, el resto es resolver
un sistema lineal de ecuaciones, la implementacion se realiza en Matlab 6.0.{26)

El diseiio de un portafolio de opciones con una delta neutral. Cada renglon de
la matriz de opciones contiene las entradas estandar de las funciones en "financial
Tool Box Black-Scholes Model”: precio actual, precio de ejercicio, tasa de interes

de riesgo, afos de madurez de la opcidn, volatilidad y tasa de dividendo.




Paso 1

. Nombre Columna :
Price  Strike Price Rate Years Volume Div ~Put/Call
100.00 10000 0.1 02 03 0 1| Put
11910 125.00 0.25 0.2 0.20 0.0250 0 | Call-
87.20  85.00 019 01 023 0 1| Put
301.1250 315.00 0.1 0.5 025 00333 0 | Call

DataMatrix=

RiskFreeRate = 0.10';’

Cada uno de las columnas de la. matnz Da.taMatrlx se almacenan en: los
vectores precio de la accién, precio de e]erc:cxo, tlempo de e\cplracmn volatilidad

y tasa de dividendos:

StockPrice = DataMatrlx(‘, 1),
StrikePrice: = -"v'ﬁ_DataMatrlx( 2);

EXpifyTihje = DataMatrlx(.,B),
Volatility = = '_DataMatrlx(‘,4),
DividendRate . = - DataMatrix(:, 5);

Paso 2. )

El calculo Black-Scholes de los precios de las dos opciones de la matriz Data-
Matrix, al igual que el calculo de sensivilidad de las letras griegas delta, gamma,
v vega para cada una de las cuatro opciones. Se realiza mediante las funciones
estandar de MATLAB para obtener el precio de compra (call) en primer lugar

y posteriormente el precio de cierre (put) de las opciones.

Las funciones blsprice y blsdelta tienen dos salidas, mientras, blsgamnma y
blsvega tienen solo una salida. El precio y la delta de la opcion de compra difiere
del precio de la opcion de venta, en contraste la gamma y vega son validas para

ambos precios: calls y puts.
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[CallPrices, PutPrices] = blsprice(StockPrice, StrikePrice, ...RiskFreeRate, ExpiryTime, |
" Volatility, DividendRate); '
Célculo de las deltas de ambas opciones usadas para contruir el portafolio
de riesgos. - s e : L o 4
[CallDeltas, PutDeI;és] iz blsdelta(StockPrice, 5tr|kePr|ce RlskFreeRate, ExplryTlme,g
Volatili‘ty, studendRate), i
postenolmento se cfectua el calculo del analxsls dc senmbxhdad i
!
Gammas = blsgamma(StockPrlce, StrlkePrlce RlskFreeRate ExplryTlme, Volatility , *
DividendRate); Sl

Vegas = blsvega(StockPrice; StnkePnce RlskFreeRate ExpiryT'ime, Volatility
, DividendRate); SR

Posteriormente se extraen los precios y deltas‘de mteres de conteo parm dis-

tinguir entre las opciones call y puts.

Prices = |[CallPrices(1) PutPrlces(2) CaIIPrlces(3) PutPnces(4)],
Deltas = [CallDeltas(1) PutDeItas(2) CallDeltas(3) PutDeItas(4)]
Paso 3.

Asumiendo un valor de portafolio arbitrario de $17000.00, el programna confi-
gura este precio inicial y resuelve el sistema lineal de ecuaciones de tal forma que
la opcion total de portafolio es simultaneamente delta, gamma v vega neutra-
les. La soluciéon computa el valor de un particular pardmetro griego de opciones
de portafolio como el peso promedio de las griegas correspondientes para cada
opcion individual del portafolio.



125

[Deltas; Gammas; Vegas;: Prices];
b = [0; 0; O; 17000};

>
I

Se determina a continuacién la Delta de compra (call) y la Delta de cierre
(put) para la opcidén 2, esto es, resolver el sistema lineal Az = b.

OptionQuantities = A\b;

Paso 4.

Finalmente se computa el valor de mercado de la delta, gamma, y vega del
portafolio como peso promedio de los correspondientes parametros que integran
las opciones. El peso promedio es computado como el producto interno de dos
vectores., Plantear y resolver la matriz de ecuaciones expresa un equilibrio de
riesgos a nuestro portafolio.

Calcular los valores de la opcién involuera plantear los productos internos de
dos vectores que determinan el valor de portalio y sus parametros griegos.

PortfolioValue
PortfolioDelta *

Port'fo!ioC‘a”ri{h’

Prices + OptionQuantities

‘,Délt"avs * OptiOnQuantities

Gammas* : OpthhQuantities

Vegas * kOpttionQUantities k

Los resultados del c f r‘i;l'\‘ﬁptlabk,g(ir.o son los signientes:

[+100.00- 10000 01 02 03 0
©119.10 -125.00 0.25 0.2 0.20 0.0250
8720 8500 0.19 01 023 O
301.1250 31500 0.1 0.5 0.25 0.0333

DataMatrix=
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Stock Price

StrikePrice

E.’L'piryTime

Volatility

DividendRate’

CallDeltas

PutDeltas

| 0.0250

[ 0.5856

-0.2300
0,2500

100.0000
119.1000
87.2000 |-

3011250

100

1125 |

85
315
0.2000
0.2000
0.1000
0.5000
0.3000
0.2000

R

0

.0
0.0333

0.3695
0.7003
0.5005" |
~0.4144

~0.6255
-0.2997
~0.4830
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Gammas = [0.0290 0.0353  0.0548 0.0074]
Vegas = [17.4293' 20.0347 9.5837 83.5225]
[ 0.5856 —0.6255 0.7003 —0.4830
e 0.0200 0.0353 0.0548 0.0074 b
ST 17.4293 20,0347 9.5837 83.5225 |’ -
6.3441 6.6035 4.2993 22.7694
[ 1.0e 4 004 * 2.2333
' 0.6864
Opti tities =
ptionQuantities —1.5655
~0.4511
Port folioValue = 1.7000e + 004 = 17000,00
PortfolioDelta = 1.8190e —012=0
PortfoliocGamma = -—1.5632¢—-013=0

Port folioVega = 0

(A.5)
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