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2 CONTENIDO

Introduccidén

La. idea de un grupo toplégico de transformaciones 6 un G-espacio se
remota al inicio del siglo XX y es uno de los ejemplos mds interesantes
de la interseccidn exitosa de diversas dreas de las matemdticas, como
la topologia, el analysis funcional, el algebra v la geometria.

Por un grupo toplégico de transformaciones é un G-espacio en-
tendetnos un espacio topoldgico X equipado con una accién continua
de un grupo topoligico G. Si X es an G-espacio entonces una G-
compactacion de X es un par (B,b) en donde B es un G-espacio com-
pacto y b : X — B ¢s un encaje cquivariante tal que la imagen b(X)
es denso en B.

Uno de los problemas principales de la teotia de los grupos topoléd-
gicos de transformaciones lo constituye ¢l problema sobre la existencia
de G-compactaciones de G-espacios de Tychonoff,

En 1960 R. Palais probd que si G es un grupo compacto de Lie
entonces todo (G-espacio de Tychonoff posee una G-compactacién (ver
[29, §1.5]). Este resultado fué generalizado por Jan de Vries [33] para
el caso de los grupos localmente compactos de Haunsdorff. Mientias
que la demostracion de Palais utiliza resultados profundos de fa feoria
de representaciones, la demostracién de Jan de Viies es mas elemen-
tal. En la seccién 1 del capitulo 2 presentaremos esta demostracién
por completo. La compacidad local es esencial en el teorema de Jan
de Vries. Fué M.G. Megrelishvili [23] quien en 1988 construyd un
grupo separable v metrizable G y un G-espacio X también separa-
ble y metrizable tal que X no posee ninguna G-compactacion. Mas
tarde M. Megrelishvili y T. Scair [24] demostraron que para todo
grupo G separable y metrizable que no es subgrupo de un grupo lo-
calmente compacto, existe un G-espacio de Tychonoff X el cual no
admite un encaje equivariante en un (F-espacio compacto. Otros traba-
jos importantes dedicados a las compactaciones equivariantes son los de
J. de Groot y R.H Mc Dowell [15], R.B. Brook [7], S.A. Antonyan [2],
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INTRODUCCION 3

S.A. Antonyan y Yu.M. Smirnov [3], S.A. Antonyan y J. de Viies [4],
S.V. Vlasov [31], etc.

En la presente tesis se destaca mayor interés en tres clases im-
portantes de G-espacios: G-espacios libres, semilibres y estrictamerife
semilibres. Recordemos que un G-espacio X es libre si paratodoz € X
Ia ignaldad gz = = implica g = ¢, la unidad de G. Si en X hay un
conjunto F C X tal que gz =z paratodo g€ Gy z € F y la accidn es
libre en X \ F entonces X se lama un G-espacio semilibre. Si ademss,
F consta de un sblo punto entonees el G-espacio semilibre X se llama
estrictamente semilibre.

Nosotres estamos interesados en el siguiente

Problema. Sea G un grupo compacto de Lie,

(1) Tiene todo G-espacio libre una G-compactacién libre?

(2) Tiene todo G-espacio estrictamente semilibre una G-compactacién
también estrictamente semilibre?

(3) Tiene todo G-espacio semilibre una G-compactacién también
semilibre?

El presente trabajo se encuentra dentio de la rama de la teoria de
las compactaciones equivariantes, v su objetivo principal es presentar
resultados nuevos (que corresponden a los capitulos 2 y 3) acerca del
problema arriba mencicnado.

La tesis estd estructurada en tres capitulos. En el primero se es-
tablecen los conceptos preliminares que serdn utilizados a lo large de
todo el trabajo.

En el segundo capitulo se estudian las G-compactaciones en gene
ral y las G-compactaciones semilibres en particular. En la seccion 2
del capitulo 2 demostramos que todo G-espacio semilibre posee una
G-compactacion también semilibre {corolario 2.2.15). Este resultado
responde positivamente la tercera pregunta del problema arriba men-
cionado. El eorolario 2.2.15 afirma que todo G-espacio libre posee una.
(G-compactacion estrictamente semilibre.



4 CONTENIDO

En la seccién 3 del capitulo 2 se caracterizan las G-compactaciones
de Stone-Cech GgX en diversos términos. Estas caracteristicas se apli-
can posteriormente para construir G-compactos libres universales en el
capftulo 3.

El capitulo 3 estd dedicado a los G-compactaciones libres. A difer-
encia de los G-espacios semilibres, los G-espacios libres no siempre
poseen una G-compactacién también libre; el ejemplo 3.1.11 y el ejem-
plo 3.1.13 presentan dos G-espacios relevantes. En este capitulo también
se caracterizan los (G-espacios libres que poseen G-compacta-
ciones libres. Concretamente, en el teorema 3.1.6 probamos que cada
G-espacio libre finitistic tiene una G-compactacién libre. Esto im-
plica. particularmente, que tode G-espacio libie paracompacto y de
dimensién finita tiene una G-compactacion libre (Corolario 3.1.9).

Como consecuencia del corolario 2.2.15, todo G-espacio estricta-
mente semilibre tiene una G-compactacién semilibre. Pero Ia respuesta
de la segunda pregunta de nuestro problema bésico es negativo en gen-
ezral; el gjemplo 3.1.14 muestra. que no todo G-espacio estrictamente
semilibre tiene una G-compactacion también estrictamente semilibre.

Dentro de la variedad de G-espacios que admiten una G-compactacion
libre, construimos un G-espacio universal, compacto y libre, cuyo peso
y dimensién son dadas (Teorema 3.2.1). Este resultado se extiende al
caso de G-espacios con un sélo tipo de érbita (Teorema 3.3.2).

La mayorfa de los resultados obtenidos en esta tesis constituyen
parte de nuestro articulo “Equivariant embeddings and compactifice-
tions of free (G-spaces” que estd aceptado para su publicacién en la
revista International Journal of Mathematics and Mathematical Sci-

ENCES.
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CAPITULO 1
Preliminares

1. Grupos topolégicos

Las nociones bésicas sobre la teoria de grupos de transformaciones
de G-espacios topolégicos se puede encontrar en los libros de G. Bredon
[6], R. Palais [29] y J. de Vries [33]. Sin embargo serd muy conveniente
desarollar en ese capitulo algunos definiciones y teoremas de mayor
importancia que vamos a utilizar frecuentemente en lo que sigue. Aqui
et libro de S. de Neymet [28] es muy relevante.

1.1. Grupos topolégicos.

' D-'gﬁnicic’m 1.1.1. Un grupo topoldgico es un grupe G provisto
de una topologin tel que las operaciones multiplicocidn

p:GxG =G, plgh)=gh,

e inversion
t:G—G, g)=g"

son funciones continuas.

Es facil comprobar que la condicién de continuidad de ambas fun-
ciones i ¢ ¢ equivale & la condicién de continuided de la funcidn *di-
vision”

v:G@xG—G, dadapor v(gh)=ghl.
Para subconjuntos A y B de un grupo topoldgico G, usaremos la sigu-

iente notacién:
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o AB=p{Ax B)={abla€ A be B
e At =y(Ay={a"Y ac A}
8 AB"'=p(Ax B)={ab ac A be B}

-A2=AA={a1ag:aIEA,a2€A}.

Corno su nombre lo indica un grupo topolégico G posee dos estructuras,
una algebraica ¥ otra topoldgica, relacionadas entre si de manera que
la accidn traslacidn de G en G 1esulta ser continua. De hecho tiene
lugar el siguiente:

Teorema 1.1.2. Sea G un grupo topoldgico. Sig € G es un ele-
mente fijo erbitrario, entonces las funciones:

Ly: G—G, Ly(z) = gz

R,:G =G, Ry(z) ==zg

“son homeomorfismos. Las funciones Ly y R, se llaman traslociones
por g derecha e izquierda, respectivemente.

Demostracién. L; es una funcién continua por la definicién de
grupo topoldgico. Suponemos que Ly{z1) = Ly(z,), entonces gz, =
g2, €s decir g~lgx, = g7 gz,. Asi que 71 = 22 ¥ Ly es inyectiva.
Como Lg(g~'z} = z, donde z € G, L, es supraeyectiva.

Puesto que

Log-1{Ly(z)) = Ly-1(gw) = ¢ gz =z,
tenemos que la inversa de L, es L,-1. Tomando en cuenta que Ly
es continua, L, es un homeomorfismo. En forma similar se demuestra
que la funcién R; también es un homeomorfismo. 0

Es facil de verificar que la inversién

i:G—=G iz)=z1

TESIS CON
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1. GRUPOS TOPOLOGICOS T

y el automorfismo intero
g .’..r‘_t;f:l':_1

tambien son funciones homeomeorfos.

El hecho que las traslaciones en los grupos topoldgicos son homeo-
morfismos se utiliza para probar lo siguiente: _
1) Si A es abierto, AB y BA son abiertos para todo B C G, ya que

AB = {J Ab es unién de abiertos. De la misma forma vemos que BA
beB
es abierto.

. 2) 5i A es cerrado v B finito, AB y BA son cerrados. En efecto,
COmo antes
AB=|J4b y BA=|Jba
beB beB
son uniones finitas de cerrados y por lo tanto son cerrados.
En realidad esta propiedad es clerta para cualquier compacto B;
esto lo veremos mds adelante en el Teorema 1.3.
En adelante, con el simbolo ¢ vamos a denotar la identidad de un
grupo .
Como L, es un homeomorfismo, cualquier vecindad deg € Gesdela
forma ¢gU 6 Ug con U una vecindad de e, Ademds si U es una vecindad
de e, entonces U™! y U U™ también lo son.

e Decimos que la vecindad de ¢ es simétrica si U = U~%. Las
vecindades simétricas forman una base local para la identidad.

Es ficil de verificar, que &G es un espacio homogéneo, pues dados
g1, 92 € G existe un homeomotfismo ¢ : G — G tal que plg) = g
En efecto, tome ¢ como la traslacién izquierda por gog7?, es decir
¢ =Ly g

- Como todo grupo topoldgico es homogeneo, para probar que G
satisface cierta propiedad local bastard probarlo paia el elemento iden-
tidad e de G. Por ejemplo, es suficiente que e sea abierto, & cerrado, 6
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bien tenga una base de vecindades contable, para que G sea discreto,
6 T1, 6 satisfaga el primer axioma de numerabilidad, respectivamente. -

En lo sucesivo denotaremos con N* (¢} la base de vecindades abiertas
y simétricas para el elemento identidad e € . El siguiente teorema es
de suma importancia para el desarollo de la tesis:

Teorema 1.1.3. Sea G un grupo topoldgico. Si A C G es compacto
y B C G es cerrado, enfonces AB y BA son cerrados.

Demostracidn. Vamos a demostrar que BA es cerrado, lo que
es equivalente a demostrar que G\ BA es abierto. Sea z € G\ BA.
Para cada ¢ € A tenemos que ¢ € Bxr y Bz es cerrado. Asi existen
vecindades U, V; € N*(e) con

al,NBr =0y VZCU,.
Tenemos
aVyVuMBzr=0 queequivalea aVp,NBzxV,=0

Los abiertos zV;, x € A, cubren a A; asi, por compacidad de A existe
una subfamilia finita z;14,, i =1,..,n, que cubrea A

7
Sea W = (] V.. El conjunto W es abierto y simétrico, ademis
i=1

eWnBgV,, =0, para todo i< n.

Esto implica que aW N BA = §. Por lo tanto, aW es una vecindad
abierta de ¢ ajena a BA. O

1.2, Grupos de Lie.

En ese capitulo se introducen los grupos de Lie y se discuten algunos
resultados y conceptos que serdn impoitantes posteriormente.

TESIS CON
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1 GRUPOS TOPOLOGICOS 9

Definicién 1.1.4. Un grupo fopoldgico es un grupo de Lie sitiene

una estructure de une variedad diferenciable tal que los operaciones de
grupo i e v son diferencigbles. '

Por la homogeneidad de G basta que exista una vecindad abierta
U de e enG y un homeomorfismo x : I/ — W sobre un conjunto
abierto W C R™ paza algiin n con z{e) = 0 tal que las operaciones del
grupo sean diferenciables alrededor de e en estas coordenadas locales.
Mas precisamente, sea g € U y 2;(g) la i-&sima coordenada de
z(g) € R™. Entonces para alguna vecindad abierta del punto 0 € B®
existen funciones differenciables p; tales que '

zi(gh) = @i(z1(9), - Zalg), 1 (R}, -, T ()
para todos g ¥ & de alguna vecindad abierta V' < U del elemento e.
Similarmente
5ilg™") = i (21(g), -, Za(g))

pata g cercano a e, donde 4; son funciones differenciables definidas
alrededor de 0 € R®,

Ejemplos.

(1) Cualquier grupo con la topologfa discreta es un grupo de Lie de
dimensidn 0.

(2} El espacio Euclideano B® es un grupo de Lie para cadan > 1.

En efecto con la topologia usual, B* es una variedad diferenciable
¥ es un grupo topoldgico abeliano con las operaciones definidas por
(z,¥) — z+y y T+ —z que son diferenciables.

(3) El circulo unitario S = {x € €| |[|z|| = 1} es un grupo de Lie
compacto.

{4) El toro T® 2 8! x ... x 8! es grupo de Lie dado que el producto
finito de grupos de Lie es un grupo de Lie.
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 (5) El grupo general lineal:  GL(n,R) = det™!(R \ {0}), donde
det es la funcién del determinante.

En efecto, sea M(n,R) la variedad de todss las matrices n x n
sobre R. Entonces M(n,R) se identifica naturalmente con el espacio
Euclidiano R™. Tenemos que GL(n, R} es una subvariedad de M(n, R)
¥ €s un grupo con respecto a la multiplicacién de matrices. El producto
AB en GL{n,R) tiene entradas polinomiales en las componentes de A
y B, v estas entradas son las expresiones en coordenadas locales de
la. funcién producto, que es diferenciable. Las entradas de A~! son
funciones racionales de las entradas de A con denominadores (=detA)
diferentes de cero y es también diferenciable. Asi GL(n, R) es un grupo
de Lie.

{8} Los subgrupos importantes de G L{n, R}:
« ¢l grupo especial lineal
SL{n,R) ={A € GL(n,R)| det(A} =1},

» ¢l prupo ortogonal O(n) = {A € GL(n,R)| AA® = I},
o ¢l grupo especial ortogonal SO{n} = O(n) N.SL{n,R).
(7} Los subgrupos importantes de G L{n, C=det~}(C \ {0}):
» ¢] grupo especial lineal complejo:
SL(n,C) = {4 € GL(n,C)| det(A) = 1},

e el grupo unitario U(n) = {4 € GL(n,C)| A(A)! = I},

+ ¢l grupo especial unitario SU(n) = U(n}n5L(n,C)

TESIS CON
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2. G-ESPACIOS 11
2. (G-espacios
El concepto de un grupo topoldgico, junto con el de un espacio

topoldgico y el de una accidn, definiran lo que son los grupos topolégicos

de tiansformaciones.

Definicién 1.2.1. Por un Grupo Topoldgico de
Trangformaciones o un G-espacio se entenderd una terna (G, X, 8)
donde G es un grupo topoldgice, X es un espacic topoldgico y

f:GxX—-X

es una funcidn continua que satisface:

i) ¥e, 1) =z, ¥z € X, donde e es ln identidad de G,
i) 0(h, (g, 2} = B(hg, z), Vo € X, Vg, h € G

La funcién @ se lama accidn del grupo G en X. El espacio X con
la accidn fija. @ se llama G-espacio.

Para simplificar las notaciones en los casos cuando no hay peligro
de confusién, vamos a denotar a 8(g, z) como gz y a (G, X, 8) como X
En este caso las propiedades ¢) y 44} de la definicidn anterior toman las
formas simples:

i) ex=x

ii) h(gz) = (hg)e

Ejemplos

1. Cualquier ginpo G actiia en cualquier espacio topoldgico X
mediante la accién trivial 8, es decir (g,2) = =, para todo g € G, ¥
z€X.

2. Cualquier grupo G acttia en sf mismo mediante la multiplicacién
izguierda.
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3. El grupo de circulo G = 8! actua en ¢l plano complejo
X =R? = C mediate la accidén

0:GxX =X, Be"re®) =rel@td
4, El grupo G = (R, +) actua en X = R?\ {0} mediante la accién
:GxX X, (t(zy)=/(dz,ey).

5. El grupo de los reales & = R actua en X = B2 mediante la
accion traslacién:

g:GxX—=X, 8t(r,y)=(zt+ty)

La accidn ¢ de G en X induce para cada g € G la transformacién

G, X =X, 8(x)=08g,x)

que Hamaiemos #ransicidn por el elemento g € .

De la condicién (i) de la Definicidn 1.5 tenemos que %, es la funcién
idéntica; de la condicidn (#7) tenemos que §, 08y, = d,44, por consiguente
(8);* = ;1. Esto demuestra que cada transformacién 6 es un homeo

morfiso.

La correspondencia ¢ — 8, es un homomorfismo de & en el grupo
H(X) de todos los homeomorfismos de X sobre st mismo. Esto sigue
de las propiedades:

ggceh =99h y Ge =1,
ariiba mencionados
En este trabajo bédsicamente nos van a interesar las acciones de
los grupos compactos. Por eso a continuacidn demonstramos algunos

propiedades de esas acciones
Comenzamos con e} siguiente




2. G-ESPACIOS 13

Teorema 1.2.2 Sean G un grupo topolégice, X un G-espacio, K
un subconfunio de G y A un subconfunto de X. Se cumple,

1. Si A es abierto en X, enfonces KA es abierto en X,

2. 8i K es compacto y A es cerrado en X, entonces KA es cerrado
en X,

3. Sitanto K como A son compactos, entonces KA es compacto.

Demostracién. 1) Si A es abierto, entonces gA = 6,(A) es un
- abierto para cada g € &, puesto que #,; es un homeomorfismo. Asi, el

conjunto KA = | ] gA, es también abierto.
95G
2) Sea B un subconjunto cualquiera de X. Es facil verificar que se

cumplen las siguientes equivalencias:
BNKA=Q<+= (K'B)NA=0

&= (K x Byng '{A4) = ¢
Fijemos x € X'\ KA un punto arbitratio. Por la observacidn anterior
se tiene que

(K~ x {z})no7(A) =9,
esto es,
Kt x {2} c{Gx X\ 871(4).
Puesto que A es cerrado en X, entonces 871(A) es cerrado en Gx X,

y por lo tanto, (GxX)\#1{A) es abterto y ademds contiene al conjunto
K~'x{z}. Asi, para cada punto g € K1, existe una vecindad abierta
U; 3 g en & y una vecindad abierta V; 3 x en X, tales que,

U, x V, C(Gx XY\ 071 (A4).
Notemos que z es fijo, ¥ que tanto U; como V, varfan de acuerdo a

g € K-' Ademsds, trivialmente se tiene que,
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kK'c |J v,

geEK~1

Dado que K es compacto, K~ es tamnbién compacto por la continuidad

de 1a operacién de inversién del grupo. Por lo tanto, existen

.42 0n = K_ly
tales que

le C OUQ;‘,
g=1

Ahora bien, sea

U=O%, V= (e
=1 i=1

los cuales son abiertos en G y X respectivamente

Note que

K ' xVcUxVc{GxX)\04),

esto es,

(K x VINGHA) = 0.

De esta manera, y usando las equivalencias mencionadas al principio
de la prueba, se sigue que VNKA = 0. Esto es, paracadaz € X\ R 4,
existe una vecindad abierta Vdezen X tal quez e V C X\ K4, lo
cual significa que KA es cerrado en X.

3) 31 K y A son compactos, su producto cartesiano £ x A es también
compacto., Entonces, su imagen 8{KA) = KA es compacto, por la
continuidad de 8. G

Proposicién 1.2.3. Ses G cualquier grupo, X un G-espacio con
accién 8. Entonces 8 cs abierta. Fn el caso que G es compacto, 8 es

cerrada.
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Demostracién. Como G x X tiene la topologia producto, entonces

sus abiertos basicos son de la forma U 2 V donde [ es ablertoen G v
V es abierto en X Luego, 8(U x V) = UV y por (1) de la proposicién
anterior se tiene que UV es abierto y por lo tanto & es abierta.
Mostremos ahora que @ es cerrada cuando G es compacto.
Sea C' un cerrado de G x X. Sea {g,2,} una red en 8{C) que converge
azen X, donde {{(g),z,)} estd en C. Como & es compacto, existe una
subted {ga,} de {91} que converge a un elemento g de G. Luego {g;?l}
converge a ¢~ y por continuidad de la accién, {zx,} = {g5 (g2, 22}
converge a ¢~z

Entonces la 1ed {(ga,,zx,)} en C converge a (g, ¢~'x) y como C es
cerrado, (g, ¢ 'x) € € Po lo tanto

z =60(g,g"'z) € H(C).
O

A continuacidn introducimos algunas notaciones y definiciones im-

portantes.

Sean HC G, zeX,y ACX:

o Por H(A) = {ha]l h & H, o € A} vamos a denotar la H-
saturacicn de A

e SiH{A) = A, entonces diremos que A es un conjunto H -invariante.

En el en caso en que H = G, entonces A se dird simplemente
invarionte.

Es facil verificar, si A es invariante, entonces el interior y la

certadura de A son también invariantes. Si X es un G-espacio

¥ H un subgrupo de G, entonces se induce una accidn de H
en X. En particular, si A es un conjunto invariante, la accién
restringida al conjunto G x A es también una accidn.




16 1. PRELIMINARES
Definicién 1.2.4. Sea X un G-espacio y sea z € X. Bl
conjunto
G.={g€G|gz=2}

de elementos del grupe G que fijan o = se llama el estabilizador

de z d grupo de isotropia de .

¢ Para cada subgiupo H C @, el conjunto de puntos H-fijos X
se define como el conjunto {z € X| H C G}

« El ntcleo del la accidn del grupo G es el subgrupo normal de G:
N={)]GC.
zEX
En ot1as palabras N = {g € G| gz = =, pata todo z € X}

* Vamos a decir que la accién del grupo G en el espacio X es:
~ triviel si Gy = G pata todo z € X;
— efectiva 6 fielsi ) G. = {e};
neX

— tronsitive si tiene una sola d1bita, es decit, G{z} = X para
todo x € X.

Cuando & actua trivialmenteen X, gr = r paratodo g € G
.y todo = € X; esto es, todo elemento de X es un punto fijo:
X¢=X.
La efectividad de la accién de G en X equivale a quesig #e
entonces gx # r para algin x.
Finalmente, una accién es transitiva si y sdlo st pata x; y z2
en X existe un g € G tal que x» = g2y

En lo que sigue, nos van a interesar las sigulentes tres clases

de G-espacios.
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Definicion 1.2.5. Vamos a decir que lo accién del grupe G
en el espacio X (¢ el G-espacio X} es

— libre st Gy = {e} para todo z € X;
— semilibre sipara todoz € X, G, ={e} 6 G,=G;

— estrictamente semilibre si X es semilibre y G, = G solo

para un 4nico pvmta e€X

Si G actua libremente en X entonces todo elemento g de &
distinto de e mueve cada punto de X, es decir, gz # = para
todo T € X. En el caso cuando X es un (G-espacio semilibre, G
actua libremente en el conjunto invariante X \ X¥, donde X¢
es €l conjunto de los puntos G-fijos. Cuando la accién de G en
X, ademas de transitiva, es libre, para dos puntos £, T2 € X el
elemento g de G tal que 3 = g2, €s tnico.

Ahora, sea X un G-espacio, 1€ X y A= {z}.

e Por G(x) = {gr € X| g € G} denotamos la érbita de x. El
conjunto de las 6rbitas de X vamos a denotar por X/G.

Tenemos, si n:l,:bg € X, entonces
G(z1)=G(r2) ¢ Glz)NG(ze) =10

Esto origina una descomposicidn de X en las drbitas de cada uno
de sus puntos  Asi, la relacidn x ~ ¥ & G{z) = G(y) es una relacién
de equivalencia cuyas clases son precisamente las drbitag de X.. El
conjuato X/ ~ lo denotaremos por X/G y a la funcién que. asocia
a cada x con su clase de equivalencia, la 1epresentaremos por 7w y la
llamaremos proyeccidn orbital

Definicién 1.2.6. Sean X un espacio topoldgico, Y un conjunto y
m: X =Y, una funcidn supreyectiva. Entonces se define la topologia
cociente T' en ¥ come
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T={UCY|nYU) es abierto en X},

. donde m se llamard le identificacién.

De aqui en adelante, X/G serd considerado como un espacio topoldgico
con la topologia cociente.

Algunos piopiedades importantes de la funcidn proyeccién 7w se
prucban a continuacién.

Proposicién 1.2.7. Sean G' un grupo topoldgico y X un G-espacio.
Entonces la proyeccion orbital m es continua y abierte. Mds win, si G
es compacto, se cumple lo siguiente:

1. & es cerrada;

2. X es de Hausdorff = X/G es de Hausdorff;

3. X es compacte < X/G es compacto; .

4. X es localmente compacto < X/G es localmente compacto.

Demostracién. La continuidad de 7 es evidente de la definicién
de la topologia cociente.

Si O es un abierto en X, entonces por (1} de la Proposicién 2.6, se
tiene que G(O) es ablerto en X. Asi,

= (n(0)) = G{0)

es abierto en X, y puesto que X/G tiene la topologia coclente, entonces
m{(() es ablerto en X/G. Por lo tanto 7 es abierta.

Supongamos ahora que G es un grupo compacto y probemos la
segunda parte de la proposicidn.

1) Sea A un subconjunto cualquiera de X. Entonces se cumple lo
siguiente,

(11) GA =~ (m(A)) = X\ 7 Y X/G\ n(4)].
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Si A es cerrado en X, entonces GA es cerrado en X por (2) de la
Proposicién 2.6. De (1.1} se sigue que =~ !{X/G \ n(A)] es abierto en
X y por la definicidn de topologla coclente, X/G \ w(A) es abierto y
entonces m{A) es cerrado en X/G. Ast 7 es cerrada

2) Observarmnos que st X es de Hausdorft y G es compacto entonces
las érbitas son compactas y ceriadas por la Proposicién 1.2.3.

Ahora bien, cualesquiera dos puntos diferentes de X/G pueden ser
escritos como w(z) v =(y) pata z,4 € X con G(z) NG{y) = 8. Dado
que X es de Hausdorff, entonces existen conjuntos abiertos U y V tales

que

Glz)clU, GlycV, Unv=_0.

Por la Proposicion 1.2.3, w(I7) es abierto, y por (1) de esta proposicidn,
{(X/G) \ n{U) es tambien un abierto. Como G(z) € =n(U) , G(y) €
(X/GY\ () y los abiertos (X/G)\ «(T) y w{U) son disjuntos,
concluimos que X/G es de Hausdorfl.

3) =) 5i X es compacto su imagen continua X/G es también com-
pacto.

<) Dado que 7 es cerrada, que cada drbita es compacta ¥ gue

G(z) = 7= (x)),
entonces #~1{C)) es compacto para cada compacto C de X/G (ver 21,

Corolario 2.67.1]). Por tanto, 7~1(X/@) = X es compacto.
4) =) Dado y € X /@, seleccionemos un punto arbitrario
x € 7 H(y). Si X eslocalmente compacto, entonces existe una vecindad
abierta U/ de x y un conjunto compacto C que contiene a U. Asf,
y = w{z) € #(U) C 7(C)
Comeo #n(U) es ablerto y {7} es compacto entonces X/G es localmente

compacta.
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<) Suponga que X/G es localmente compacto. Entonces, para
cualquier 2 € X, existe una vecindad abierta U de 7(z) ¥y un conjunto
compacto C' que contiene a U. Se sigue que

zen Y{U)cn ).

Se tiene que w1 (L7) es abierto, y por 21, Corolario 2.67.1], #~}(C) es
compacto. Entonces X es localmente compacto. |

La adaptacion de teoremas topologicos clisicos a la teoiia equivari-
-ante no siempre se lleva a cabo de manera natural. Uno de los factores
que influyen para lograr lo anterior, es por supuesto la existencia de
una accion en los espacios topoldgicos. Ademds de esto, en repetidas
ocasiones serd necesario que los subconjuntos de los G-espacios sean
invariantes, lo cual no stempre se cumple. En particular, cuando se

trata de obtener vecindades invariantes de algin punto o conjunto, la
siguiente proposicion es bastante kil

Proposicién 1.2.8. Sean G un grupo topoldgico compacto y X un
G-espacio. Entonces toda vecindad de un conjunto invariante A con-
tiene une vecindad abierta tnvariante de A.

Demostracion. Supongamos que I es una vecindad abierta de un
conjunto invariante A. El conjunto

U=(X/G)\x(X\V)}
es un abierto de X/G que contiene a w(A) y ademés #~{U) C V
debido a que si'u € U entonces

a H{wyN{X\V)=10.

De esta forma,
D) = X\ (G0 \V))

es la. vecindad abierta invariante de A contenida en V. _ O

FALLA DE ORIGEN |




2. G-ESPACIOS 21

Proposicidn 1.2.9. Sean G un grupo compacto y X un (3-espacio.
EBntonces se cumple lo siguiente:

1. 5i X es de Tychonoff entonces X/G es de Tychonoff
2. 5i X es normal entonces X/G es normal.

Para la demostracién necesitamos el siguiente

Lema 1.2.10. Sea G un grupo compacte y X un G-espacio. En-
tonces para coda funcidn continua f : X — [0,1] lo funcidn f*: X —
[0,1] definida por

F(2) = Sup{f(g9z)l g € G}
es una funcidn continua e invariante.
Demostracién. Sea zg € X un punto arbitrario, g € Gy £ > 0.

Como f es continua en el punto gz, existe una. vecindad U, de gz, tal
que

(1.2) flgmo) —e < f(z) < flgzo) +e

patatodo z € U :
Por la continuidad de la accidn en el punto gzg existen una, vecindad
O, de g en G y una vecindad W, de zp en X tales que

O, W, C Us.
Como & es compacto, existe un numero finito Uy, . ., Uy, tales que
Ge=U, U.. Uy,

Sea W = L, W,,. Entonces W es una vecindad de zo. Seaz € Wy
g € & puntos cualesquiera. Entonces g € 0, para algin 1 < ¢ € n.
Al mismo tiempo z € W, y por lo tanto gz € O, W,, C U,,. De (1.1)
tendremos

flgzo} — & < flgz) < flgm) +¢

paatodo g€ G,z € W.
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A’su vez, este iltimo implica .

Sup{f(gzo)| g € G} — € < Sup{f(g9z)| g € G}

< Sup{flgzo)| g € G} +e.

En otias palabras,
fHxo) —e < f*{x) < f*(xo} + ¢

para todo x € W. Esto completa la prueba de la continuidad de f*. O

Demostracién de la proposicién 1.2.9.

1. Sea X un G-espacio de Tychonoff, 4 C X/G un cerrado y
z € (X/G)\A Seap: X — X/G la proyeccitn orbital. Consideremocs
los siguientes subconjuntos de X:

K=p'(z) y A'=p '(4)

Entonces A’ es un cerrado en X, mientias que K es un compacto
(K es una orbita y como G es compacto, esta orbita tiene que sex
tanbién compacto). Elijamos una funcién continua f : X — [0,1]
tal que f(K) = 0y f(A"} = 1 Entonces para la funcién invariante
F* X — (0,1 det lema 1.2 10, tenemos f*(X) =0y f7(A) = 1. Como
f* es invariante, existe una dnica funcién continua f : X/@ — [0,1]
tal que f* = fp.. Para )7 tenemos
f=0 vy fla)=1

es decir f* es la funcidn buscada.

2. Sea X un G-espacio normal, A B C X/G dos cerrados ajenos
en X/G Consideremos los siguientes subconjuntos de X:

A=p7{4A) y B'=p'(B}

Eligamos una funccidén continua f : X — [0,1] tal que f(A) =0y
F(B) = 1. Entonces paia la funcién invariante f* : X — [0,1j del
lema 1.2.10, tenemos f*(A") =0y f*(B'} = 1. Como f* es invariante,



- 2, G-ESPACIOS 23

existe una dnica funcién continua f @ X/G — [0,1] tal que f* = fp
Para f tenemos

fl(A)=0 y f(B)=1,

con lo cual se termina la demostracion.

Por G/H denotaremos el G-espacio cociente {¢H| g € G} bajo la
accidn inducida por la translacién izquierda. La familia de todos los
subgrupos de ¢ que son conjugados de H lo denotaremos por (H):

(H)={gHg ' g € G}

El conjunto (H) se llama tipe orbital (6 simplemente un tipo de
orfita) El conjunto de todos los tipos de drbita se denota por Tg.
Ahora, para dos tipos de érbita (H)) v (H3) se dice que {H,) < {Hy)
si v sdlosi H; C gHeg™! para algiin g € G.

Si (H) =X (H:) v (H)) # (H2) entonces escribimos (H)) < (H2) La
relacién < es un ordenamiento paicial en el conjunto de todos los tipos
de G-drbitas

Ahora, sea X un G-espacio. Como G, = gG.g7" para todo z € X,
g € G, tenemos que

(G:) = {Ggl g € G}
Esto significa que los estabilizadores de puntos ea la misma drbita G(z)
tienen el mismo tipo de drbita (G,)

5t (G,) = {H) para tode z € X v un subgrupo sentado 4 C G
entonces se dice que X tiene un solo tipe ortitel (H}. Es claro que
X es un G-espacio libre si y solo si X tiene un solo tipo orbital del
subgrupo trivial de G

Definicién 1.2.11. Una funcidn continue f : X — Y entre G-

espacios es una G-aplicacién 6 funcidén equivariante si satisface

floz) = gf(x), paracada ge@, zeX
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En el caso que ¥ es un (F-espacio trivial, es decir & actia triv-
ialmente sobre Y, entonces la funcién equivariante f : X' — Y serd
llamada invariante. Asi, para una funcién equivariante se cumple

flgz) = f(z) paratodo z€ X, g€G.
En lo que sigue = significard “es G-homeomorfo.”

Notamos que la funcién identidad es equivariante y la composicién
de dos funciones equivariantes es equivartante. Asi, los G-espacios como
objetos y las G-aplicaciones como morfismos forman una categoria, la
cual denotaremos por G-Top. Tenemos que toda funcién equivariante
[ satisface Gy C Gey para todo z € X. Ademds f transforma drbitas
en érbitas puesto que f(Gz) C G(f(x)), e induce una funcién en los
espacios de drbitas, como veremos a continuacién.

e Un mapeo equivariante f : X — Y de G espacios se dice isovari-
apte sl Gy = Gy para todo z € X

e Si X, A &€ A son G-espacios entonces el producto J] X, serd
: AEA

tratado como un G-espacio equipado por la accidn diagonal de
G, e3 decir
g{za} = {gz.} paratodo {z,} ¢ H X
AEA

& Un G-espacio X sellama G-espacio lineal si es un espacio topolégico

lineal con la accién lineal del grupo G, ie.,
g{Az + py) = Mgz) + p(gy) paratodo g€ G, z,yeX, ApeR

Un G-espacio es G-espacio lineql normade (¢ G-espacio de Banach, ¢
G-espagio Buclidiono) es un espacio lineal normado (¢ de Banach, ¢
Euclideano) con la accidn lineal e isométrica de grupo G.

Lema 1.2.12. Sea G un grupo y f : X — Y wne funcidn equivari-

onte. Entonces existe una wnica funcidn continua

f:X/GoY/G

TESIS CON
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que hace conmutativa el diagrama
X A Y

vl g}

x/6 L ve
en donde p y g son las proyecciones orbitales.
Mds atin, 31 f es un G-homeomorfismo, enfonces f es un homeomor-

fismo,

Demostracion. Definimos fsegﬁn la regla
Flew) =c(f(®), G(z)e X/G.

Entonces ¢f = fp, es decir el diagrama es conmutativo. Més axin, dela
igualdad gf = fp se sigue la unicidad de la funcién f La continuidad
de fse sigue de la siguiente ignaldad:

V) =p(f‘1(Q'1(U))),

donde V es un abierto en Y/G.

En efecto, como g y f son continuas, f~! (g~} (U)) es abierto en X, y

como la proyeccion p es abierta, entonces f~(V) es abierto en X/G.
Ahora, sea f un homeomoifismo equivariante. Entonces fes biyec-

tiva. Verifiquemos que F(vf) es abierta. En efecto, sea U C X/¢ un

abierto. De la conmutatividad del diagrama sigue que

oy = o( st ).

Como p es continua p~{T/) es abierto en X y como las funciones f y
g son abiertas, entonces f(U ) es abierto en Y/G. : O

La nocién de la rebanada quizds es la més poderoso en toda la teoria

de los grupos topolégicos de transformaciones. En los capitulos 2 y 3
esta nocién jugard un papel desisivo. Aqui estd la definicién exacta
(29, p. 27]:
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Definicién 1.2.13. Un subconjunto S de un G-espacio X se llama
ung H-rebanada en X s

1. S es H-invariante, i.e., H(S8) = 5,
2. la saturacion G(S) es abierta en X,
3. sig € G\ H entonces gSN S =1,

4, S es cerrado en G(S).

La seturacidn G(8) se dice gue es un H-tubo. i ademds
G(8) = X, entonces decimos que S es H-rebanada global de X.

Con la nocidn de la rebanada estd estrechamente relacionada la
nocién de un producte torcido.

M4s precisamente, sea S un H-espacio con H C G un subgrupo
cerrado. Consideramos el producto G x S en el gue H actiia mediante
la 1egla: '

h(g,s) = (gh™',hs), donde hecH y (g,8)€GxS

El producto torcido es simplemente el espacio orbital (G x S)/H que
se denota por lo general como G x g S.
De vuelta G actia en G x5 por la formula

. d[g.8) =[¢'g,8] donde ¢ €@, [g,3]€GxpS

Teorema 1.2.14. Sea G un grupo compacto, H un subgrupo cer-
rado de G, X un G-espacio y S una H-rebanada global para X. En-
tences X es G-homeomorfo al producto torcide G x5z S.

Demostracién. Consideremos el siguiente diagrama conmutativa

GxS 4 x

rl 7
GXHS

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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donde # es Ia accién, p es la proyeccién H-orbital y g es la funcién
inducida por §. Aqui, como @ evidentemente es constante sobre las H-
orbitas del H-espacio G x S, vemos que de verdad g est4 bien definida
por la formula

8(lg, s]) = (g, ).
Segun la proposicidn 1.2.3, la accién # es una funccién abierta y por
10 tanto la funcién inducida § también es abierta. Como S es una H-
rebanada. global, § es suprayectiva y por lo tanto § también es suprayec-
tiva. Constatemos que fes inyectiva. En efecto, sea
8(igr, 51)) = B({g2, 5],
donde {g1, 51], /g2, 53] € G %y 5. Entonces tenemos 151 = ga5z, ¥ pot
lo tanto, 5; = g gs82. Esto implica que s; € SN gy'g:S, ¥ debido
al hecho que S es una H-1ebanada concluimos que g; 'ge € H. Asf,
o = mhty s = hsy con h € H. De aqui sigue que [g1,81] =
[goh™2, hso] = g2, 84, i, § es inyectiva. Ahora, stendo una funcién
bivectiva, continua y abierta, & es un homeomorfismo.
O

Uno de los resultados bdsicos en la teoria de grupos de transforma-
ciones es ¢l siguiente Teorema sobre la Rebanada (ver e.g., [29, Teorema
1.7.18] 6 [6, C.II, Teorema 5.41) que afirma lo siguiente:

Teorema 1.2.15. Si X es un G-espacio y © € X enfonces existe

une (-rebanada S C X que contiene el punio .

Una consecuencia importante del Teorema sobre la Rebanada es
que si X es un G-espacio con todas sus érbitas del mismo tipo, en-
tonces el mapeo orbital X — X/G es una fibracién localmente trivial
[6, C.I1, Teorema 5 §].

En ¢l capitulo 2, vamos a necesitar el teorema sobre la rebanada el
teorema sobie la rebanada en la siguiente forma més desarollada:
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Teorema 1.2.16. 5i X es un G-espacio y 2 € X entonces eziste
una vecindad inverionte V de la orbite G(z) y una G-funcién equivari-
ante y abierta f 1V — G/G, tol que 8 = f~1(eG,) es une G,-rebanada
conz & 8.

Demostracién. For el teorema 1.2.15, existe una G,-1ebanada S
tal que z € §. Entonces la saturacién V = G(S) es una vecindad
invariante de la orbita G(z). Segin el teorema 1.2.14, V' se puede
identificar como G-espacio con el producto torcido G xg, 5 mediante
el G-homeomorfismo 8 : G x@, 8 — G(5) de la demostracién del
teorema 1.2.14. Sea p : G x § — (@ la proyeccién ordinaria y A :
G %g, § — G/G; la funcién inducida por p. Como p es abierta, lo
es h. Sea f la composicién A§~!. Entonces f : V — G/G, es una
G-funcién equivariante y abierta. Ademds, la preimagen f1{eG.) es
precisamente el conjunto 5. |

2.1. Métrica invariante. En esta subseccién se menciona qué es
una métrica invariante y cudles son las condiciones para que en un

G-espacio metrizable exista una métrica invarianre.

Definicién 1.2.17. Una méirica p para un (-espacio metrizable.

X, compatible con su topologie, es una métrica invariante si

plgz,gy) = p(z,y) poretode ge€G, y zy€X,
esto es, si el homemorfismo 8, es una isometria respecio o la métrico

g, para tode g € G

En este caso decimos que la accidn del grupo G es isométrica {con

respecto a la métrica p ). La siguiente proposicidn establece una

condicidn para la existencia de una métrica invariante.

Proposicién 1.2.18. Sean G un grupo compacte, X un G-espacio
metrizable. Entonces existe una métrice invariante p pora X.

]
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Demostracién. Sea p cualquier métrica consistente con la topologia
de X. Para z,y € X definimos d(z,y) = sup p(gz, gy). Afirmamos que
gEG

d es 1a métrica buscada. En efecto,

d(hz, hy) = sup p(ghz, ghy) = sup p(ghz, ghy) = d{z,y).
Ple) gheG
Probemos ahoia que p v d generan la misma topologia de X. Para

esto, mostremos que cualquier sucesién de puntos {z,} en X converge
azpen (X, d) siysdlosi {z,} converge al mismo punto zg en (X, p).
-Como p{z,y) < d(z,y), entonces claramente x,, converge a % en (X, d)
implica que z, tiende a zy en (X, g).

Supongamos ahora que T, tiende a zy en (X, p), es decir, para todo
€ > 0 existe N > 0 tal que p(z,, Zp) < €, para toda n > N. Afirmamos
" que z, tiende a 7o en (X, d). En efecto, sean

3
e>l0, gel ¥ 1@={yGX:p(gxg,y)<§}‘.
V, es una vecindad abierta de gzp. Por continuidad de la accidén pode-

mos elegir vecindades abiertas O, de gy W, = {y € X : p{zmp, y) < 65}
de x; tales que

8(0, x W,) C V.
Luego, para cada h € O, y # € W, se tiene que hz € V, esto es

€
(%) plhz, gzo) < 5.
Por la compacidad de G existen ¢, ..., g» € G y vecindades O, de g;

coni=1,..,n, tales que

n

G =|J0,.

i=1

Ademds, para cada O, existe su respectivo

W, = {y € X| plzo,y) < 8, talque 8(0,, xW,) CV,.

Sea § = min{é,,,..,8,,}. Debido a que z; converge a zo en (X, p),
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entonces para, cada & existe Ny > 0 tal que plzy, xg) < 6 < &g, para
toda k > Ny,

Tenemos entonces que cualquier g debe estar en algin O, ¥y 7 en W,
lo que implica, por (*+), que

plgzx, g:ixo) <

B3| m

De esta manera,

. £ €
o{grr, 930) £ ploxy, gizo) + plg:iTo. gzo) < sty =¢ pam k> Ny

Luego, tomando supremos, se tiene que sup (g, gto) < €, es decir,
geC

d(zy,Tp) <€, paratoda k> Ny

Hemos probado entonees que z tiende a zq en (X, d). O

3. Acciones en espacios de funciones

A continuacién denotaremos por C{X,Y) la familia de todas las
funciones continuas del espacio X al espacio Y. Para un subconjunto
K de X y un subconjunto U de Y, denotaremos

MK U ={feCX Y fK)CU}
La familia de todos los subconjuntos de la forma M[K, U], con K un

subconjunto compacto de X y I7 un subconjunto abierto en ¥, es una
subbase para la llamada topologia compacto-abierta. En este trabajo
siempre vamos a considerar en C{X, ¥} la topologia compacto-abierta.

La familia de intersecciones finitas de conjuntos M[K, U] es una
base para fa topologfa compacto-abierta; asi cada elemento de esta
base es de la forma, . ’

() Mk, U
. =0

con 1 un entero positivo, donde cada K; €s un subconjunto compacto
de X y cada U; es un subconjunto abierto de Y.
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Ahora, sea (¢ un grupo topoldgico, X un G-espacio y Y un espacio
topoidgico.
Consideremos la accién ¢ de G en C(X,Y) definida por:

$:G x C(X,Y) — C(X,Y)
(%)
(g5 —=afs  (gf)=)=flg )

Tiene lugar. el siguiente

Teorema 1.3.1. See G un grupo localmente compacte. Entonces
la accidn (x) arriba definide es continua.

Demostracién. Sea g € G, fo € C(X,Y), K un compacto en
X, U un abierto en ¥ tal que M[K, U] es un abierto de la subbase de
la topologia de C(X,Y") que contiene a g,f,, es decit {g.f,)(K) C U.
Sea z € K, entonces (g.fo)(x) = fo(g5x) € U. Por la continunidad
de f, en el punto g;'z, existe un abierto W, ¢ X tal que g7z € W,

v folWy) ¢ U. Ahora, por la continuidad de la accidén G en X, paia
cada z € K, existen abiertos G D 0, 2 g, y X O 8; 5 x tales que
O;'8; ¢ W,. Asi, por ser G localmente compacto, existe 4, 3 g, tal
que A; C U, v A, es compacto. Ahora, la familia {S; } £ € K} es una
cubierta abierta de K, y por ser éste compacto, existe una subfamilia
finita {Sz,, ..., Sz, } de {S: | z € K} que cubre a K. Para cada S, con
1 < < p, existen sus correspondientes O, y los A,,. Ahora definimos
A = [P A,, FEntonces A es una vecindad de g, y 4 C 22 A.,.
Entonces A es compacto. Por lo tanto 7 = A-1K es un compacto en
X. Asi f, € M[T,U], porque para toda t € T existe 1 <4 < p tal que
t é:—ﬁngz‘. C 0718, C Wi, asf tenemos f,(T) C U. Afirmamos que
paia todo g € A y para todo ¢ € M|T, U] se cumple go € M[K,U].

En efecto, siz € K C UEPS,, existe 1 < j < ptal que z € Se, v .

=i

g € Ay, asi

glr€AT'S,, CATK =T
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con lo eual (g¢)(x) = ¢lg™ z) € H(T) C U, asi gp € M[K, U7} con esto
la demostracidn estd terminada. O

Otro caso en el que la accién (*) es continua, es cuando se pide que
X posea compacidad local mientras el grupo G puede ser cualquiera.
Pero aqui no necesitaremos este resultado.

La accién (*) arriba definida, en general, no es continua si no cuenta
con restricciones de compacidad local como se pidid en los 1esultados
anteriores. Ahora mostraremos en un ejemplo que la accién () puede
ger discontinua.

Ejemplo 1.3.2. Sea G = G el grupo aditivo de ndmeros racionales.
Entonces la funcidn de evaluacidn w : @ x C(@Q,I) — I con
w(z, f) = f{z} es discontinua (ver [12, pag. 419]

Ahora afirmamos que lo accidn (x)

¢:@x 0@, 1) - C@.])

también es discontinua. En efecto, supongamos que ¢ es continua. Sea
B:C(Q,I) — I la funcién definida por la férmula B(f) = f(0). En-
tonces la composicidn a = 8¢ : Q x C(Q,T) — I también es continua.
Pero a(z, f) = (89)(=, f) = Big(z, )] = Blaf) = (2£)(0) = £(z) para
todox € Q, f € C(Q,I). Porlo tanto a = w. Pero w no es continue.
Esta contradiccion muestro que en realidad la accidn ¢ es discontinue

En lo que sigue nosotros necesitaremos considerar el caso cuando
G es un grupo cualquiera (no necesariamente localmente compacto),
Y =R, y ademads vamnos considerar la restiiccién de la accidn (*) en
subconjuntos equicontinuos F de C(X, R). Resulta que en este caso la
accidn (*) sigue siendo continua.

Primero vamos a establecer una cadena de lemas que culminan en
la dernostracién de la afirmacién que acabamos de mencionar.

Definicidn 1.3.3. Un subconjunto E C C(G,R) se llama equicon-
tinuo en un punto dado zg € G, si para todo € > 0 existe una vecindad

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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U de zy tal que
[f{z) — flze)l <2 poratode fe€FE, zell

Tiene lugar el siguiente
Lema 1.3.4. 5i G un grupo cualquiera, X un G-espacio y
E C C(X,R) un subconjunto equicontinuo. Entonces o funcicén
B:Gxx XX E-wY
definida con lo regla .

Blg.z.f)=f(g7'z); 9€G, z€X, fekE

es continue.

Demostracion. Sean (g9, 20, o) € G % X X F y denotemos
%o = Bgo, 0, fo) = folgy  zo)
Sea £ > 0 arbitrario,

Por la equicontinuidad de E en ¢l punto g; 'z, existe una vecindad
W C X de g5tzg tal que

|f{z) — flg5 xo)| < /2 paratodo z€W, fEE

Por la continuidad de la accidén & en X, existen una vecindad O € G
de go v una vecindad S C X de zp tal que 015 C W. Consideramos .
la siguiente vecindad de fy en F ¢ C{X,R):

Mlg;*20,U] ={$ € B| ¢(gi"z0) € U},
donde U = (yg ~ /2,40 + £/2) C R.

Afirmamos que
Blg,z,¢) C (go—£,50 +¢)

para todo g € 0, z € 8 v ¢ € Mgy lzo, U]

En efecto, tenemos que g~z € O~1§ C W
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(13) l¢(g~" 2} — P95 zo)| < £/2

(14) [8(g™ o) — yol < &/2.

Como ¥ = fi (90 115_0), de estas desigualdades se sigue que

l6(g™"2) — ol <¢,

es decir, ¢{g™'z) € (4o —&, 5o +¢). Obsevando que 3(g,x, ¢} = ¢(g'x)
se concluye la demostracidn. O

Lema 1.3.5. Sea G, X, ECC(X,R) y f:GXX xE—R como
en el lema anterior. Sean ademds K un compacto en X y ¢ un ndmero
real positivo. Entonces pare cualesquiera go € G y fo € E, eristen
vecindades O C G y A C E de los punios gy y fo, respectivamente,
tales que

lﬁ(g:'x:f] - ﬁ(g{)amvfﬂ)g <& poro todo (g?f) < O X Av T e K.

Demostracién. Para todo z en K consideremos g5’z € X. Como
E es equicontinua en el punto gy 'z, entonces existe una vecindad W,
de gg'x tal que

(15) () flgs'x))| <ef4 para toda feE, zeW,

Ahora, por la continuidad de la accién de G en X, existen para cada
T € K, O, C G, una vecindad de go, v Sz C X, una vecindad de z,

tales que
O7'8, C W,
Como K es compacto, su cubierta abierta
7=1{5:|z€ K}

tiene una subcubierta finita {S;,, ..., Sz }-
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Consideremos las correspondientes vecidades Oy, ..., Oy, de los ele-
mentos g; %1, 90 gy . G5 Ty, respectivamente. Asi, para 1 <4 < m,
denotamos

A= {4 € C(X,Y)| iolgs ') — folgg )l < /4}.
Como
A =M(gy'z, U5)  con U= (folgg 'm:) — €/4, folgg m:) +/4),
cocluimos que cada A;, y por lo tanto la interseccién A" = ﬁ Aj;, son
abiertos en C{X,R). Sea =
A=ANE.

Entonces A es una vecindad de f; en E. Claramente, O = [| O, €5
=1

una vecindad de go en G.

Afirmamos que A y () son las vecindades que necesitamos, es deci
que satisfacen lo siguiente:

[(g£)(=) — (gofo)(@)} = |F(g7"2) = folgi 'z} < €
siempre cuando z estéen K, fen A y gen O.

Si f estd en A, entonces f € A; para todo 1 < i <'n, y pot lo tanto
tendremos

(1.6) |7 (g5 w:) — folog *as)] < ef4

Para toda z € K se tiene que z € S, con algin 1 < ¢ £ n. Al
mismo tiempo, g € O C Oy, y por lo tanto, ¢~lx € O!S,, € W,,.
Consequentemente, si f € A, obtendremos de (1.5)

(1.7) 1F(7) = flay*ad] < /4.

De la desigaldad (1.7}, poniendo f = f;, obtendremos -
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(18) |folgg s} — folg™'z)| < e/4.

De (1.6} v (1 8) tenemos

(1.9) |folg™ ) — flog )| < /2.

Ahora (1.7) y (1.9) implican

|£(o7 %) — foloy'z)] < 1f(g7 %) — flgg )

+f (oo m:) — folgy 'x) < /2 +e/2=¢.
Para concluir la demostracién falta nada mds ver que

18(g., f) - Blaorz, fo)l = |f(g7 %) — folgg ‘)]
a

Teorema 1.3.6. Sea G un grupe, X un G-espacio y E un subcon-
junto de C(X,R) equicontinuo en cada punto del espacio X. Si E es
invariante bajo le accidn (*) arribe definida, entonces la restriccidn de

esta accidn en E es continua.

Demostracién. Como el subconjunto E es equicontinuo, su topologia
compacto-abierta coincide con la topologia de convergencia puntual y

1a funcidn evaluacién
Q:ExX—=Y; Qfz)=Ff(z),

es continua (ver [20, Ch. 7, Theorem 15]). Seleccionamos, de forma, ar-
bitraria, un punto (go, fo) € G x E y una vecindad subbdasica MK, U]
de gofo en E, donde K C X es un compacto v I/ C R es un abierto
Recordemos que M[K,U] es la familia de todas las funciones f €
C(X,R)talesque fe Ey f(K) CQ U.
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Como (gofo)(K) = folgy'K) es compacto y estd contenido en U,
existe un € > 0 tal que la g-vecindad de fo{gy'K) también estd con-
tenida en U,
Ahora apliquemos el lema 135 pata o € G, o € E, K C X ¥y
£ > 0. Entonces existen una vecindad O de g9 en G' ¥ una vecindad A
de fy en E tales que

1B3(g,z. ) — Blga,z, fo)] < ¢ para todo zeK, geQy feA
Como B(g,x, f} = {gf)z), se sigue que (gf)(x) cstd contenida en la
e-vecindad de (gofo) (¥}, v por lo tanto, en U. Asi, {gf)(K) C U. Esto
significa que

gf € MK, U] paratode ge0, feA,

v la demostracién esta concluida, 0O
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CAPITULO 2

G-compactaciones semilibres

1. G-compactaciones de G-espacios

Definicidn 2.1.1. See X un G-espacio. El par (BX,b), donde
BX es un G-espacie compacto y b: X — BX es un encaje equivari-

ante, tal que B{(X) = BX se llama una G-compactacién del G-espacio
X.

Problema 1. Cuando un G-espacio X posee una G-compactacion?

En esta seccién vamos a investigar esta importante pregunta que

di¢ origien al tema principal de la tesis presente
- Para dar una imagen completa de esta rama vamos a demostrar

aqui el teorema famoso de Jan de Vries [33] sobre la existencia de la
G-compactacion,

Piimero consideremos el caso de un G-espacio localmente compacto
X con G cualquier grupo topoldgico. Sea X* = X U {oo} es la com-
pactacién de un punto de X. Es claro que si definimos g{co) = o0
para todo g € G, entonces X™ es un G-espacio. Asi, X* es una G-
compactacién para X.

St X no es localmente compacto trataremos de compactificar X
mediante la compactacién de Stone-Cech §X de X Entonces cada
operacién g : X — X de G en X se extiende dnicamente a un homeo-
morfismo g : fX — AX de fX y la funcién que manda ¢ € G en esta
opetacién § extendida es un homomorfismo de G en el grupo H{8X)
de homeomoifismos de X. Desafortunadamente la funcién natural

39
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(g,z) — g(z) de G = GX en BX no cs en general continua y de hecho
sl tomamos =" € {#X) \ X, entonces la funcién ¢ — §(z*) tampoco es
en general continua Un ejemplo simple desarrollado por M. Jerison es
el siguiente: X = C, ¢! plano complejo, G = §', el citculo unitario, y
la accién de G en X es la multiplicacién compleja.

51 R es el eje 1cal considerado como una red en §X con su orden
i@

usual v 7 es un punto limite de R en #X, entonces 2 serd un punto

limite de ¢®R. Sea K la ceiradura del conjunto
K= {z € X |[Im(z)] 2 !Re(z)rl}

en. BX Entonces se ve rapidamente que K es ajeno de la cerradura de
R en X (K y R puede separase por una funcién continua y acotada
de valores reales en X. v cuya vinica extensidn a 89X sepaa K de la
cerradura de R). Por lo tanto X \ K ¢s una vecindad de z*. Por otro
lado si @ # 0 (mod 27), la 1ed 2R estd eventualmente en K y por

tanto ez no se aproxima a z* cuando § — 0

Definicidén 2.1.2, Seu G-un grupe Por un G-compacto canvexo
mencionaremos un subsspacio compacte convere K C C(G, ) invari-
ante con respecto o la accion G x C(G, R} — C(G,R) definida por

(2.1) (gf)(x) = f(zg), [feClGR), gzeC.
tal que la restriccion de esta accidn sobre G x K es continua.
Otra definicidén que serd importante en el transcurso de la tesis es la

de un espacio G-Tychonoft, pero antes de definirla nos hace falta otro

concepto que a consinuacidn se anuncia.

Definicién 2.1.3. Sea G un grupo topoldgico, Z un G-congunto.
Una funcidn f : Z -~ R se llama G-uniforme si para tedu € > 0,
existe una vecinded O de e en G tal que

|flgz) — flz)f <€
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pora tode g€ O, y 2 € Z.

El siguiente lema es ¢ast una reformulacion de la definicidn anterior:

Lema 2.1.4. En los condiciones de la definicicn anterior las sigu-
ientes afirmaciones son eguivalentes.
1. La funcidén f es G-uniforme,
2. Le familiz de funciones {fr,} z € Z} C C(G, R) es equicontinua
ene€ G,
3. Le familia de funciones {fn,] z € Z} C C(G,R) es eguicontinua
en todo punto g E€ G

Definicién 2.1.5. Un G-espacio X se dice que es G-Ticonoff st
para cualquier conjunto cerrade A C X y cualguier punto z € X \ A
existe una funcion G-uniforme f : X — [0.1] tal que f(z) = 0 g
Ac fy1)

Proposicidén 2.1.6. Sea G un grupe, X un G-espacio y
fiX R
un mapeo G-uniforme, acotade y continue  Entonces existe un G-
compacto convero Ky C C(G,R) y un dnico mapeo equivarionte
fo: X — Ky, tal que  pefe=f,

- donde p. : Ky — R es el tapeo evaluacidn en e € G (es decir, p{y) =
w(e) paro toda funcidn p € Ky).

Demostracién. Al definir

fulzdg) = flgz), zeX, g€g,

tenemos el mapeo f. : X' — C{G,R). La continuidad de f. sigue de
que la topologia compacto-abierta es propia {13, p.149]. La condicidn
vef. = f es evidente. Notamos que por el lema 2.1.4, la G-continuidad
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del mapeo f significa la equicontinuidad de la imagen f,(X) C C(G,R)
en cada punto del grupo & De eso sigue y la equicontinuidad de la
envoltura convexa conv f.(X).

Para cualquier g € G por p, denotamos el mapeo de evaluacion
C(G,R) =R

en el punto g € G. Paia todo g € G tenemos py(conv f. (X)) C f(X)

Como el mapeo f es acotado, la cerradura de py(convf.(X)) C
J(X) es compacta Entonces, segun el teorema Arzela-Ascoli la cer-
radura K; = convf.(X) es compacta (ver {21, Theorema 828]. Ade-
mas, gricias a la equicontinuidad de conv f.(X), su cerradura K también
¢s equicontinua [20, Ch 7, Theorem 14]. Entonces, segun el teorema
1.3.6, la accién del grupo G en K es continua  Es facil de ver que el
mapeo f. : X — K es equivariante

Entonces se cumplen todas las propiedades de la proposicion 2.1.6
Falta demonstrar la unicidad del mapeo f.

Sea £ : X — K; un mapeo equivariante que satisface la condicién
. F = f Entonces paxa todos g € G,z € X tenemos
F(gx)(e) = f(gx). Usando la equivariancidad de F, tenemos

Flgz){e) = lgF(z)]{e) = F(z){g)

Entonees

fu(z)g) = flgz) = Flgz)(e) = F(z)(g), ie fi=F

Proposicién 2.1.7. Sea G un grupe arbitrerio, X -un Gespacio de
Tychonoff, A C X un conjunto cerrado y x € X\ A Entonces existe un
G-compacto convezo (respectivamente, metrizable) Ky y una funcidn
equivariante '

f:X — Ky talque f(x) ¢ f(A)
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Demostracién. Sea v : X — [0,1] una funcién G-uniforme tal
que p(x) = 0y A C ¢ (1) Definimos la funcidén f : X — C(G,E)
por medio de la férmula

f(zlg(z) = olgz), z€X, geGC
Esta funcién es equivariante seglin de la Proposicién 2.1.6.

Denotamos por U ¢l subconjunto abierto de C(G, R} que consta
de todas las funciones h : G — [0, 1] tal que h(e) < 3, donde e es el
clemento identidad del grupo G. Obviamente

floetU vy Unfld)=0

Consccuentemente, f(x) € f(A).

Mads aun, por el lemna 2.1.4, la G-uniformidad de la funcién ¢ equivale
a la equicontinuidad uniforme del conjunto f(X) en C(G,R). Pero
la cerradura convexa Ky del conjunto f(X) en Cx{G,R) también es
equicontinua (ver [20, Ch. 7, Theorem 14]}. Por €l teorema de Arzela-
Ascoli ver [21, Teorema 8.28), K es un conjunto compacte. Nos falta
que s& cumpla que Ky estd dotado con la accién del grupo G. Para este
fin consideramos la accién definida en (2.1) sobre el espacio C(G,R).
De acuerdo con el teorema 1.3.6, la restriccién de esta accién para el
subconjunto G x K es continua. Una simple vetrificacién muestra que
K es invariante con respecto a la accidn dada en (2.1). Asi, K es un
G-compacto convexo y f : X — K es la funcidn requierida O

Los siguientes dos lemas son conocidos pero no pudimos encontiar

una referencia comoda para ellos.

Lema 2.1.8. Sea F = {fo: X =Y, p € M} una familia de
funciones continuas del espacio X a los espacios Y. Supongamos que
F separa los puntos de cerrados en X . Entonces el producto diagonal
F=AF: X — []Y, que esta definida por lo formula

neM

Flz) = {fu(@)}pem, z€ X
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es un encaje topoligico en el preducte [] Y.
weM

Demostracion. Sean z y y dos puntos diferentes en X. Como
X es Ty-espacio, por la hypotesis fu(z) # f.(y) para alguna funcién
fu € F lo que significa que F(z) # F(y). Asi, F es inyectiva La
continuidad de las funciones f, € F implica inmediatamente que F es
una funcién continua. Por eso nos queda de verificar nada més que la
funcidn F : X — F(X) es cerrada. |

Sea A C X un cerrado de X Vamos a demostrar que F(A) es
cerrado en F(X), es decir tiene lugar la igualidad

F(A) = F(A) " F(X)

donde I'{A) es la cerradura de F(A) en el producto [] Y.
. peM

Tomemos cualquier punto z € F{A) N F(X). Entonces 2 = F(zo)

para algun punto o € X. Si xp € A entonces z € F(A). Si zp ¢ 4,

entonces por la hipotesis fa(zo) € fr{A) para algun elemento f € F.

Sea Uy = Xy \ fu(4) y U, =X, parap € M\ {A} Entonces el

producto U = [] U, es un a vecindad para el punto z = {f.(z)}.
) nEM

Como Uy N [r(A) =9, vimos que U M F{A) = B Pero esto contradice
a la inclusidn z € F(A). Asi F es certada y la demostiacién esta
completa O

Lema 2.1.9. Sean X y Y, A € A espacios Tychonoff i sea el peso
wX =7 infinsto. Sea F = {fr: X - Yy : A€ A} una fomilia de
Junciones continues. 8t F sepora puntos de conjuntos cerrados de X.
Entonces existe una subfomilio K C F de cardinalidad CardK =71 la
cugl también separa punfos y conjuntos cerrados en X

Demostracion. Sea B una base de abiertos de X de cardinalidad
7 Considere la familia D de todos los pares ([,14) € B x B, tal que

=
=5
RS
Eb
=
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U, C Uy Entonces existe una funcién fy € F cumpliendo

(2:2) AT NHRX\TR) =0

Claramente, CardD = 7. Elijamos para cada par (I/;, Uk} € D una
funcién fy € F que cumple con (2.2), y sea K la familia de todas
las funciones obtenidas de esta forma. Asi, CardK < CeaerdD = 1.
Para completar la prueba, es suficiente mostrar que K separa puntos
¥ conjuntos certados en X. Sea A € X un conjunto certado y sea
z € X\ A Siendo B una base, existe un U; € B tal que x € Uiy C
X\ A Como F separa puntos y subconjuntos cerrados de X, existe
una funcién fy : X — Ya, fr € F tal que

(2.3) Niz) ¢ RX\T).

Siendo X y Y, espacios Tychonoff y f, una funcién continua, (2.3)
implica que existe un Uy € B tal que z € U, U; C Us y (2.2) se
cumple. Consecuentemente, el par (U7}, I3) pertenece a D De aqui

(24) STy N TR\ Ta) =0

donde f € F es la funcién correspondiente al par (Uy,U%). Siendo

f € K y slendo { 2.4} implica f(z) ¢ f(X \U:) para z € Uy, Esto

completa la prueba. O

Teorema 2.1.10. Sex G un grupo. Enionces pare cualguier espa-
cio G-Tychonoff X de peso infinito w(X) = 7 existe una fomilie de
G-compactos convezos {K; |f € F} tal que |Fl =1, donde | F | es la

potencia de F', y X posee un encaje equivariante en el producto ] K
feF

(dotade con la accidn diagonal del grupe).

Demostracién. Por la proposicion 2.1.7, la familia ¢ de todas
las funciones, equivariantes f : X — K con rangos en G-compactos
convexos separa puntos de conjuntos cerrados en X. Y de aqui por el
lema 2.1.9, es posible elegir una subfamilia [’ C $ de potencia
| Fi= 7 = wX que también separa los puntos de conjuntos cerrados
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en X. Tomando el producto diagonal de todas las funciones f € F

obtenemos el encaje equivariante deseado i: X — J] Ky (ver el lema
feF
218). 0

Aqui estd otro resultado que en case de un grupo localmente com- .

pacto establece la existencia de un G-compacto universal de un peso
dado. '

Teorema 2.1.11. Sea T un cardinal infinito y sea G un grupo lo-
calmente compacto de peso wG < 7. Entonces existe una familia
{Ks, f € F} de G-compactos convezos, tol que | F |= 7, v cada espa-
cio G-Tychonoff X de peso w X < 7 posee un encaje equivarionte en
el G-espacio ] Ky

Jer

Demostracién. Consideremos el G-espacio C(G,I7), I = [0,1],
dotado con la accidn definida en {2.1). En virtud de la compacidad
iocal de G, esta accidn es continua (ver Teorema 1.3.1), y tenemos
wC(G,I7) = 7 (ver [13, Theotem 3.4.16]). Aplicando el Teorema
2.1.10, encontramos una familia {Ky| f € F} de G-compactos convexos
tal que | F |= 7, y el G-espacio C(G, I™) admite un encaje equivariante

en el producto [] K. Queda por mostrar que para todo espacio G-
feF
Tychonoft X, con wX < 7, existe un encaje equivariante en el espacio

C(G, I"}. Esto puede hacerse tomando un encaje topcldgico i : X — I7
v definiendo la funcién § : X — C{G,I™) como sigue:

Hx)g) =ilgx), r€ X, g€ G.
Entonces la verificacién directa muestra que § es un encaje equivari-
ante. Notemos que w{[] K;) =7 O
fer
Tiene lugar el siguiente criterio:

Proposicion 2.1 12. Un G-espacio X posee une G-compactaciin
st y sélo st X es de G-Tychonoff.
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Demostracién. Es facil de demonstrar que cualguier funcién con-
tinua definida en un G-compacto es G-continua. Entonces, cada G-
espacio compacto es de G-Tychonoff. Como sigue de la definicion el
hecho de ser G-Tychonoit es hereditario (similar de ser de Tychonoff).
Entonces si un G-espacio X posee una (G-compactacion, es de G-
Tychonoff. Ahora, sea X un (7 espacio de G-Tychonoff cualquiera.
Sepun el teorema 2.1.10, podemos considerar, que X es un subcon-
junto invariante de algun G-espacio compacto K{(= [] K;). Tomando
la ceradura X en K, obtenemos una G-compactacién de X. O

Finalmente nos acercamos al teorema principal de esta seccién.

Teorema 2.1.13 {de Vries [33]). Sea G un grupo localmente com-
pecte. Entonces todo G-espacio de Tychonoff es de G-Tychonoff.

Segun de la proposicién 2.1.12, es suficiente probar que las funciones
G-uniformes f : X — [0, 1] separan puntos de cerrados en X.
Primero establescamos algunos lemas necesarios.

Lema 2.1.14. Eziste un conjunto ¢ de funciones de valor real en
G, uniformemente continuas por la izquierda tal que

(a) Para cada ¢ € © se cumple dple) =0y d{t) >0, t € G;
(b) Para todo e # 1 € G existe ¢ € D tal que ¢(t) > 0};

(¢} Pare todo ¢ € © el conjunto Ay = {t € G| #(t) £ 2} es un
subcongunto compacto de G,

Demostraciéon. Como & es un grupo localmente compacto y
Hausdorfl, existe una base local 3 en e tal que cl(U) es compacto para

todo U7 € A. Elijamos para todo U € § una funcién continua

¢y G—[0,3] talque ¢y(e) =0 y @u(f)=3 si teG\U

Tomemos ahota & = {¢y| U € B}. Como para cada U € 3, ¢y es
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constante fuera de un conjunto compacto (viz. cl({/)), entonces es
claro que ¢y es uniformemente continua por la fzguierda. O

Observacion 1. Considerernos $ como antes y si pare (n, ¢} €
N x © definimos

Unp = {t € G| #(t) < 1/n}

Entonces U, 4 es una vecinded compacta dee en G y

(N {Uns|(n, ) € N x @} = {e}

De lo anterior se sigue fdeilmente que {7, 4|(n, ¢) € N x @} es una
base local en e (ver e g. [16], la prueba del teorema 8.5, que puede ser
adecuoda o esta situacidn). En particular, si ® es confable, enfonces
G es metrizable (¢f. [16, Theorem 8.3]). De manere inverse, si G

es metrizable, se puede elejir ® tal que contenga un solo elemento: el
conjunto

¢(t) ={d(e?) [E€G)}
donde d es una métrica invarignte por izquierde pora G tal que
{t € @] d(e, t) < 2} sea compacto.

Fijemos un conjunto & como se indica en el lemma 2.1.14. Para
toda f € C(X,[0,1]) ¥ ¢ € ¥, podemos definir fo i X = Rdela
siguiente manera:

{2.5) Jolz) :== inf {qb(t) + }‘(tm)}

teG
paraz € X
Lema 2.1.15. Las funciones
fo FECXI0] 3 €@

mapean X continuamente en el intervale [0,1).

%

i |
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Demostracion. Claramente,
0< folz) < 9(e) + fl2) = flz) £ 1
paia todo z € X. Entonces sélo necesitamos probar la continuidad de
_ f,,, Para ello primero observemos que para todo t € & se tiene que
() + fltz) 22> 12 fo(a).

Por lo tanto, con 4, definida en (¢) del lema 2.1.14, tenemos que

(26) fole) = ot {0(2) + (i)}

Sin embatgo, la funcién

t— @)+ fliz): Ay — R
es continua, v Ay es compacto. Esto implica que f, es continua (ver la

demostracién del lema 1.2.10). O

Lema 2.1.16. Si f(z} = 0 entonces f4(z) = 0 para todo ¢ € .
$i f(z) > 0 entonces eziste ¢ € & tal que f4(z) > 0.

Demostracidn. Si f(z) = 0, entonces las desigualdades 0 <
F+(2) < f(x) implica que f¢(x) =0
Si f(x) > 0, entonces existe una vecindad de la identidad I en & tal

que

fltz) > (1/2)f(z) paratodo te U

Por la observacidn 1 arriba, existen g € dyn e Ntalesque U, s C U

Podemos asumir y asi lo haremos, que 1/n £ (1/2)f{z}. Entonces

tenemos que

#(t) + f{tz) > 1/n paratodo t€&

de donde se sigue que fy{z) > 1/n > 0 D
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Lema 2.1.17. Para todo f € C(X,{0,1]) y ¢ € ®, la familia
{fyomir e X}

es equicontinua en e.

Demostracion. Fijemos f v ¢ como se indica. Para todo
(¢,z) € G x X tenemos que

folm(t2)) = inf {6(s) + fln(st, ) }

N =1y _ U

= inf {g(ut™) - 9(u) + $(u) + f(x*) }

> inf {o(ut) - 6w} } + f5(a)
Como ¢ es uniformemente continua por la izquierda en &, para toda
€ > 0 existe una vecindad U, de e en G tal que |p(ut™!) — d(u)] < ¢
para todo £ € U, vy v € (3. Por lo tanto
Folm(t,z)) > fs(z)— e paratodo tel, ytodo ze€X.

Aniglogamente, existe una vecindad V; de e en G tal que

Folz) = falr{t,z)) —e paratodo t€V, ytodo z€X.

De lo anterior se sigue que

(2.7) falm(t,2)) - folz)| < e
paratodote U NV, vtodoz € X. [

Lema 2.1.18. La familia {f;| f € C(X,[0,1], ¢ € } separa pun-
tos de cerrados en X

Demostracidén. Sea A C X un conjunto certado y & € X \ A.
Entonces existe una funccuon f € C(X,[0,1]) tal que f(z) =1 ¥
f(a) = 0 para todo a € A Por ¢l lema 2.1.16, existe una funcién
¢ € ® tal que fsla) = Oparatodoa € A y fa(z) > 0, es decir
fole) ¢ TolA) o
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Demostracién del teorema 2.1.13. Inmediata de los lemas 2.1.17,
2.1.18 ¥ de la proposicion 2.1 12

Del teorema 2.1.13 y de la proposicién 2.1 12 inmediatamente sigue

el siguiente

Corolario 2.1.19. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces
todo G-espacio de Tychonoff posee una G-compactacidn.

Corolario 2.1.20. Sea G un grupe. Entonces cada espacio G-
Tychonoff X de peso infinito posee una G-compactacion B del peso

wB < max{wX, wqd}

Demostracién. Segin el Teorema 2.1.10, podemos considerar que

X es un subespacio invariante del espacic producto Jf K de algunos
feP

G-compactos convexos tales que | F [= wX. Segin un resultado de
E. Michael [25] (ver también [13, p. 217]), para el peso de red tenemos

nw (C{G)) < w (G)w (R) = w (@) .

Pero como K es compacto, wKy = nw Ky [13, Theorem 3.1.19).

Entonces
wKy=nwKy < (w@Ny paatodo fEF
Finalmente obtendremos

w(]] &) < (w X)(wG).

feF

Tomando como B la ceradwia de X in [] Ky obtenemos la G-
feF

compactacidn buscada. O
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2. Encajes equivariantes y G-compactaciones semilibres

2.1. Conos equivariantes y sus propiedades. El papel exep-
sional que juega el intervalo cerrado 7 = [0, 1] en en topologia se debe
basicamente al hecho que en los “buenos” espacios topolégicos hay
suficientemente muchos funciones continuas con valores en [. En este
pazafo para un grupo compacto de Lie vamos a definiz un objeto equiv-
ariante que juega precisamente el mismo papel del intervalo I en la
categoria de los (G-espacios libres y semilibres Este objeto es el cono
Cone(G) sobie G. Vamos & pasar a las definiciones exactas

En lo que sigue para un espacio X denotaremos por Cone(X) ¢l
conjunto cociente (3, 1j x X /{0} x X equipado con la topologia cociente
La imégen de un punto (£, 2) € [0, 1]x.X bajo la proyeccidn candnica
p:[0,1] x X — Cone(X) se denotar por tx, y escribiremos simple-
mente § (pensando en cero) en lugar de Oz para referirnos al vértice
del cono.
Andlogamente, para cualquier A C [0,1] y B C X escribiremos

A-B={ablac A, be B}

Recordemos que un subconjunto &7 C Cone{X) pertenece a la
topologia cociente si y s6lo si p~*(U7) es abierto en {0,1] x X.

Es conocido que la topologia cociente de Cone(X) es metrizable
si X es compacto y metrizable (ver [17, Ch. VI, Lemma 11]). Sin
embargo, en la continuacién se necesitard el siguiente resultado més

preciso:

Proposicién 2.2.1. Sea (X,d) un espacic compacto métrico con

d(z1, 22) < 1. Entonces

(1) la formule

d(tyxy, taTo} = \/tf + 13 — 241ty cos(d(z1, 22))

RIGEN
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define una métrica en Cone(X);

(2) para cualesquiera 121, tows € Cone(X) es vdlide lo siguiente
desigualdad:

4t -
oy = &al* + 52 (d(m1, 22))* < (@ (an, Bz}’ <
Itl — tglz + tltg(d(i‘],xz))z;

{3) d* genera la topologia cociente de Cone{X);

{4) d* es completa si y s6lo si d es complete.

Demostracion.

(1) Sdlo necesitamos verificar la desigualdad del tridngulo, para lo
cudl sea t;x; € Cone(X) coni = 1,2,3. Considérese un-tridngulo
estérico AABC (posiblemente degenerado} constituide por circulos
méximos de la esfera unitaria de B® tal que los dngulos {esquinas
de AABC) AB, BC' y AC miden d(zy, z0), d(2s, 23} v d{z1, z3)
respectivamente Como d < 1, éste tridngulo existe.

Sea O el centro de la esfera unitaria. Elijamos puntos

EcQA, FeOB y LeOC

tales que
|OE|=t;, |OF|=t> y |OL|=t5

Entonces, en el tidgngulo ordinario se tiene que:

(EF = d'(tixy, taa),  |FL| = d"{tazg,t373) v |EL| = d*(t1z1, ta3)

de donde se sigue el resultado.

(2) Se sigue inmediatamente de las desigualdades

1
1—%0:2 <cosa<l— Zaz patatodo 0<a <1,
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(3} Es inmediato de (2)

(4) Es inmediato de {2).
O

Si X es un G-espacio con G cualquier grupo topoldgico, entonces
Cane(X) es un G-espacio con respecto a la accién definida de la sigu-

iente manera;:

gltz) =tlgz); g € G, tz &€ Cone{X).
Si ademés X es metrizable por una métrica d G-invartante con d < 1,

entonces es fdcil ver que la métrica inducida d” en Cone{X } es también
G-invariante con d* < /2.

A continuacidn estableceremos las definiciones de los espacios G-
AR(C), G-ANR(C) v G-AE((), G-ANE((). donde G-C es una
clase de G-espacics.

Para cualquier clase de espacios topolégicos €. denotaremos por G-C
la clase de todos los G-espacios X, tales que X como espacio topoldgico

pertenece a C.

Definicién 2.2.2. Un G-espacio Y es llamado un G-extensor ab-
soluto de vecindad pare G-C (resp., G-extensor absoluto para G-C) si
para cede X € G- y cada subconjunfo cerrado invariante A de X,
cualquier funcidén equivariante f : A — Y puede ser extendida a una
Juncion equivariante f : U — Y, donde U es une vecinded invariante
de Aen X (resp., U=X)}.

Las denotacidnes serdn; Y &€ G-ANE(C) y Y € G-AE(C) respec-

tivamente.

El andlogo de retracto en la categoria de los G-espacios, lo enunci-

amos a continuacién.

Definicién 2.2.3. Un subconjunto inuvariente Y de un G-espacio

Z es lamado un retracto equivariante de vecindad (resp., un retracto
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equivariante) de Z, si existe una refraccidn eguivariante v : U — Y,

donde U es una vecindad invariante de Y en Z (resp, U = Z).

 Entonces podemos definir lo que es un espacio G-AR(C vy G-
ANR(C).

Definicién 2.2.4. Y es lamado un G-retracto absoluto de vecin-
dod para G-C (respectivamente, un (G-retracto absoluto de G-C)), st
Y € GL y siempre que Y sea un cerrado inveriante de un G-espacio
Z e GC, entonces Y es un retracto equiveriante de vecindad (respee-
tivamente, un retracto equivarionte) de Z.

Las denotacidnes serdn: Y € G-ANR(C) y Y € G-AR(C) respec-

tivamente.

En nuestro trabajo, los resultados serdn sobre los espacios G-AE (M),
G-ANE{M), G-AR(M), G-ANR(M), donde G-M es la clase de
los G-espacios metrizables. Asi, para simplificar la notacién, dichos
clases de G-espacios se denotardn simplemente como G-ANE, G-AE,
G-ANR y G-AR omitiendo la denotacién de la clase G-M.

A veces vamos 2 necesitar la clase G-A de los G-espacios normales.

El {til resultado que a continuacidon se piesenta es bien conocido
en el caso no-equivariante (ver [26, Teorema 5.4.2]) y se extiende
facilmente al caso equivaiiante. La simple prueba que se da en el
parrafo sigulente es sdlo el caso equivariante de [11, Teorema 2.9]. La
misma prueba puede también obtenerse de [6, Ch. II, Prueba del Lema
94].

Proposicién 2.2.5. Sea G un grupe y sea G-K cualguiera de las
clases G-M y G-N. §i X € G-ANE(K) entonces Cone(X) € G-
AE(K).

Demostracién. Sea Y € G-K, B un cerrado invariante de ¥ y
f B — Cone(X) un G-mapeo. Sea f; la composicién de f y la
proyeccién 7 : Cone(X) — [0,1].
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Debido a la normalidad de Y/G (ver proposicién 1.2.9), podemos ex-
tender f; a una funcién invariante ¢ : ¥ — {0, 1]. Sea U = ¢~ ({0, 1]).
Afirmamos que I/ € G-K. De hecho, para G-M la afirmacidn es evi-
dente. 51 Y &€ G- entonces IJ es normal ya que es un F,-subconjunto
de Y. Por lo tanto segin de la proposicién 1.2.9, ] espacio orbital U/G
es normal, Asi, f € G-K.

Sea fo = myf|lung donde me : (0,1] - X — {0,1] es la proyeccién.
Como U € G-X, U N B es un subconjunto certado e invariante de
Uy X e G-ANE(K), entonces la funcién f; tiene una G-extensidn
Fz 1V — X definida en alguna vecindad G-invariante V de BN U en
U. Elijamos una funcidén G-invariante continua

AU —=10,1] talque Apw =0 y Aaw= fo
Esto es posible por el Teorema de Tietze-Urysohn va que el espacia

orbital U/G es normal y (U \ VYU (BN U))/G es un subconjunto
cerrado del mismo. La G-extension deseada F : Y — Cone(X) cs
enftones definida de la siguiente manera:

Fly) = Ay Faly), st yev,
' f, si yeY\V

O

. Corolario 2.2.6. Sea G un grupo de Lie compacto y H un sub-
grupo cerrado de G. Fntonces Cone(G/H) is un G-AE(N)

Demostracién. Por un resultado de Palais 29, Proposicién 1 66].
G/H & ANE(N). Ahota la afiimacién se sigue de la proposicidn
2.2. O

Teorema 2.2.7. Sea G un grupe compacto de Lie. X un G-espacio,
A C X un conjunto cerrade ya € X\ A un punto arbitrario. Entonces
existe un G-mapeo
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f:X = Cone(G/G,) talque f(a)#8 y fla) ¢ F(A).

Demaostracion. Por el tecrema de la rebanada 1.2.15, existe una
G-vecindad V de a y una G,-rebanada Stal quee € Sy G(5) = V.
Por la continuidad de la accidn existe una vecindad O de la unidad
de GG y existe también una vecindad [/ de @ en X tales que OU ¢ X\ A
Considerando que el estabilizador G, es compacto, podemos asumir que
U es una vecindad G,-invariante.
Sea

Q=SnNU y W=GQ).

Por el teorema 1.2 14, ¥V puede ser identificado como el producto
torcido G xg, 5. Como ) es abierto en S v como la funcidn orbital
Gx8 — (xg, S =V es abierta, concluimos que el conjunto W = G(Q)
es una vecindad abierta invariante de G{e) en V' y por lo tanto en X

De lo anterior se sigue que () es una (;-rebanada en X, y por el teorema

1 2,18, existe una funcién equivariante y abierta ¢ : G(@Q) -» G/G, tal .

que @ = ¥ (eG).
De lo anterior se desprende que el conjunto ¥{0OQ) es ablerto en
G/G,.

Afirmamos que
PO NPANW) =0
Si suponemos lo contrario, entonces ¥(tz) = ¥(gy) para algin ¢ €

Qe y z,yeQeongyc ANV,

Como 1 es equivariante se tiene que ty{z) = g (y), ¥y de que ¥z} =
Ply) = el se sigue que g = ¢h para algin h € G,; entonces gy =
thy € tQ C OQ ¢ X\ A lo que contradice que gy € A. Esto prueba la
afirmacién.

Elijamos ahora una funcién continua G-invariante

M X ~[0,1] talque Axyw =0 ¥ Agw =1
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Esto es posible ya que por la proposicién 1 2.9 ¢l espacio orbital de
una G-espacio de Tychonoff es un espacio de Tychonoff. Definamos un
G-mapeo f: X — Cone(G/G,) de la siguiente manera:

fla) = Aleyb(x), parareW
= g, parar € X \ W

Verifique que f es la funcidn descada. Como
FANWY C(0,1]-¥(ANH) v flAN{X\VI) =46,
entonces vemos que
FAY 0] -{Am17)
Por oiro lado (0, 1] #(OQ) es una vecindad de f(a} en Cone(G/G,).
Como
WO v wlAni)

son disjuntos en G/G, inferimos que los conjuntos (0.1} - (0Q) ¥
(0,1] - (A N W) son disjuntos en Cone(G/G,). De lo anterior se sigue

que f(a) ¢ f(A). Falta por observar que f(a) = 1 -eG, #8. O

2.2, G-compactaciones semilibres. Recordemos que un
G-espacio X es libre st G, = {1} para todo = € X . El G-espacio X se
llama semalibre si para los estabilzadores hay dos opciones nada mds:

G.={1} ¢ G.=G
Si en X existe un solo punto a € X talque Go = G v G, = {1}

para todo z € X \ {a}, entonces X se lama G-espacio estrictamente

semilibre

Del teorema 2 2.7 sigue inmediatamente ¢l siguiente

Corolario 2.2.8. Sea G un grupo compacto de Lie. Entonces para
cado G-espacio libre X, el conjunto de todos los G-mapeos X — Cone(G)

separe puntos de conjuntos cerrados en X.
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Corolario 2.2.9. Sea G un grupo de Lie, X un (G-espacio estricte-
mente semilibre. Entonces para todo par de puntos diferentes a, b € X,

eriste un G-mapeo

f:X = Cone(@) tal que fla) # f(b).

Demostracion. Como a % b, y por lo tanto, al menos uno de los
puntos ¢ y b tiene estabilizador trivial. Supongamos que G, es trivial.
Por el Teorema de la rebanada 1.2.16, existe una G-vecindad V dea y
un G-mapeo ¢: V — G talque pla) =ey b ¢ V.

Elijamnos un G-mapeo invariante y continuo

A X —=0,1] talque Alxw=0 y Mg =1
Definamos un G-mapeo f : X — Cone{G) haciendo:
F@)=Ma)p(s) pars weV y f@)=0 pas weX\V.

Evidentemente f es la funcién buscada. O

Teorema 2.2.10. Sea G un grupo compacto de Lie. Entonces pora
code G-espocio X de peso infinite w X = 7 existen una fomilia

{H,| pe M}
de subgrupos cerrados de G econ [M| =7 y un encaje equivariante

frX— H Cone(G/H,).

HeM

Ademds, el G-compacto B, = [] Cone(G/H,) es an G-AE(N).

HEM
Demostraciéon. Sea K la familia. de todas las funciones equivari-
antes f : X — Cone(G/H) continuas, donde H es algun subgiupo
cerrado de G. Por el teorema 2.2.7, F separa puntos de cerrados en X.
Por lo tanto segin del lema 2.1.9, existe una subfamilia

K ={f,: X — Cone(G/H)} C F
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con la cardinalidad |M| = 7 que tambien separa puntos de cerrados de
X. Segin del lema 2.1.8, el producto diagonal
f=2K: X — [] Cone(G/H,)
neM

realisa un encaje de X. Como todos los elementos de K son funciones
equlvanantes, el encaje f bambién es equivariante.

Segtin del corolario 226, cada G-espacio Cone{G / H,) es un G-
AE(N). Ahora B, siendo producto de G-AE{N) espacios a su vez ey
un G-AE(N). , O

Teorema 2.2.11. Sea G un grupo compacto de Lie Entonces para
cada G-espacio libre X de peso infinito w X = 1 eriste un encaje
equivarionte

[ X = (Cone(G))’

Demostracidn. Sea K la familia de todas las funciones
equivariantes f : X — Cone(G) continuas. Por corolario 2.2.8, F
separa puntos de ceirados en X. Por lo tanto segin del lema 2.1.9,
existe una subfamilia K C F con la cardinalidad |K| = 7 que tambien
separa puntos de cerrados de X Segin del lema 2 1.8, el producto
diagonal

f=AaK:X - (Cone(G)}
realisa un encaje de X. Como todos los elementos de X son funciones

equivariantes el encaje f bambién es equivariante [m]

Corolario 2.2.12. Sea G un grupe copmpacto de Lie Entonces
todo G-espacio Libre X de peso infinito w X = 7 posee una G-compactacion

estrictamente semilibre del mismo peso.

Demostracién. Supongamos que X no posee una G-compactacion
libre. Por el teorema 2 211, X se puede realisar como un subespacio
invariante de {Cone(G))” donde T = w X. Ahora la cerraduta B = X
es una G-compactacidn estrictamente semilibre para X de peso w B =
T. |
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Corolario 2.2.13. Sea G un grupo copmpacto de Lie. Entonces
todo G-espacio libre X de peso infinito w X = 1 posee uno G-extensidn

libre y localmente compucto del mismo peso.

Demostracién. Sea B la G-compactacion estrictamente semilibre
de X, que existe segiin del corolario anterior. Entonces el complemento
B\ {*} donde * es el punto G-fijo de B, es la G-extensién localmente
compacto de X. A

Teorema 2.2.14. Sea G un grupe copmpacto de Lie. Entonces
parg cada G-espacio semilibre X de peso infinito w X = 7 eriste un

encaje equivarianie
f:X — (Cone(G)) x I".

Demostracién. Afirmamos que las funciones equivariantes
X — Cone{G) x I separan puntos de cerrados en X En efecto, sea
AC X uncerradoy b€ X\ A Segun del teorema 2.2.7, existe una,
funcién equivariante f : X — Cone(G/Gs) tal que f(b) é f(A). Pero
en nuestro caso hay dos opciones nada mas:

Gb = G 4] G{, = {e}

En el primer caso Cone(G/Gs) = Cone(G), vy en el segundo caso
Cone(G/Gy) = I. Pero Cone(G) como I son subconjuntos cerrados
invariantes del producto Cone(G) x I. Asi, las funciones equivaziantes
X — Cone(G) x I separan puntos de cerrados en X. Como en la de-
mostracién del teorema 2.2.11, existe una familia X de funciones equiv-
ariantes de X en Cone((} x I con la cardinalidad |K| = 7, que separa
puntos de cerrados de X. Segin del lema 2.1.8, el producto diagonal
f = AK es un encaje de X en el producto (Coone(G) x I}". Ahoia nos
falta nada més de observar que (Cone(G) x [ )T es G-homeomorfo al
G-espacio (Cone(G)}" x I™. [mi
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Corolario 2.2.15. Sea G un grupe compacto de Lie. Entonces
todo G-espacio semilibre X de peso infinito w X = 7 posee una G-

compactacidn también semilibre del mismo peso.

Demostracién. Por el teorema 2.2.14, X se puede realisar como
un subespacio invariante en el G-compacto semilibre (C,'one(G'))r x IT
donde ¥ = w X, La cerradura B = X es una G-compactacién semilibre
para X de pesow B =7, (]

El siguiente resultado en la presensia de la compacidad de X un

poco mejora el teorema 2.2, 14:

Teorema 2.2.16. Sea G un grupe copmpacte de Lie  Entonces
para cada G-espacio compocto estrictamente semilibre X de peso in-

findlo w X = 7 existe un encaje equivariante
f X = (Cone(G)).

Demostracion. Sea K la familia de todas las funciones equivari-
antes f : X — Cone(G). Por corolario 2.2.9. F separa puntos en X
Por lo tanto segin del lema 2.1.9, existe una subfamilia £ < F con la
cardinalidad {Kj = 7 que también separa puntos de X. Entonces, el

producto diagonal
f=AK: X — (Cone(G))T

es inyectiva, continua y equivariante. Como X es compacto, f es un
encaje. 0

3. Caracteristicas de 85X

‘Ahora probaremos que todo G-espacio admite una G-compactacion
Stone-Cech. La construccién es justamente una modificacion de uno
de los métodos clisicos para obtener compactificaciones de Stone-Cech
ordinarias, modificada de tal forma que se tome en consideracién la
G-estrutura.
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Recordemos que para un G-espacio X, el par (BX,b), donde BX
es un G-espacio compacto y b : X — BX es un encaje equivariante, tal
que m = BX se llama una G-compactacidn del G-espacio X,

Como es comiin en la teoria de compactaciones en lugar del par
(BX,b) vamos a. escribit BX, donde b : X — BX simvoliza una G-
encaje X en el G-espacio compacto BX. Para la comodidad vamos
a identificar G-espacio X con el subespacio b(X) de su alguna com-
pactacion BX. -

Por B;(X) vamos a denotar la familia de todos G-compactaciones
de G-espacio dado X. En Bg(X) definimos la orden por la siquiente

regla:
hX <X

si ¥ sélo si existe un mapeo equivariante f : beX — b X tal que
Ffbe = b Es facil de verificar que 51 5 X = b X v b X < b X entonces
existe un homomorfismo equivariante f: 5 X — b X tal que fb = by

En este caso vamos a decir que las G-compactaciones b X v by X
son equivalentes. Entonces tenemos una relacién de equivalencia en €l
conjunto de G-compactaciones.

Es facil de verificar la siguiente proposicidn:

" Proposicion 2.3.1. Lo relacidn de < es una relucion de orden
en la familia Be(X).

Proposicién 2.3.2. Cualquier subfamilic B C Bg(X) ne vecie
tiene un Hmite superior en Be(X) con respecto de drden <.

Demostracién. 8ea B = {bX| a € A}. Consideremos el pro-
ducto topolégico J] b,X con la accién del grupo G coordenada por

oA
coordenada. - Por el lema 2.1.8, tenemos que el producto diagonal

b= by : X — [ baX

adA
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es un encaje equivariante. Se comprueba facilmente que la cerradura

BX =HX) C [] baX es el limite superior de la familia B en Be(X).
agA
(W]

Corolario 2.3.3. §i Bg{X) # 0, entonces existe un elemento su-

perior-con respecto del érden X en Bg(X).

Definicién 2.3.4. 5i Bg(X) # 0, el mayor elemento de la femilia
Be(X) se llama G-compactacién mazimal ¢ G-compactacidn de Stone-
Cech para X y se denota por BgX.

Corolario 2.3.5. Sea G un grupo localmente compacte. Entonces
todo G-espacio admite una G-compactacion de Stone-Cech.

Demaostracién. Inmediato de los corolarios 2.1.19 y 2.3.3 O

A continuacién vamos a dar diversas caracteristicas de la
G-compactacién maximal G X. Ademds vamos a demostrar la formula

(BeX}/G = B(X/G).

Teorema 2.3.6. Sea G un grupe y X un G-espacio. Entonces

1. Cade mapeo equivariante f : X — B de un G-espacio X en un
G-compacto B posee una extension equivariante F : foX — B.

2. Sea BX una G-compactecion de un espacio G-Tychonoff X
tal que cada mapeo equivariante f : X — B en cualquier G-
compacto B poses una ertensidn egquiveriente F : BX — B

Entonces BX es equivalente o feX.

Demostracién. 1. Como X es un espacic de G-Tychonoff, seglin
de la Proposicion 2.1.12 v Corolario 2.3.3, existe Gz X. Consideremos
el producto diagonal

b= BcAf: X — fcX x B,

el cual es un encaje equivariante (como S lo es ).



3. CARACTERISTICAS DE goX 65

Entonces

BX =bX)C BeX n B
es una G-compactacidn para X.

Gracias a la maximalidad de GoX existe un mapeo equivariante ¢ :
BoX — BX tal que ¢f8gz = b Tomemos F = pp, donde p: BX — B
es la restreccion de la segunda proyeccién SgX x B — B en BX. Es
facil de ver que F es la funcién buscada.

2. Segim la, condicidén dada el encaje natural g @ X — B¢ X posee
una extensién equivariante

w: BX — GpX, ile, BX»fgeX.

Como e X = BX, tenemos que G-compactactaciones Sz X v BX son
equivalentes. 0

Teorema 2.3.7. Sea 7 un grupo y X un espacio G-Tychonoff. En-
tonces
1. Cada funcién G-iniforme f : X — [0,1] tiene una extension
continua F : BoX — [0,1].
2, Ses BX wuno G-compactocién de X tel que cada funcidn G-
uniforme f 1 X — [0,1] poses una extensidn continue F : BX —
[0,1]. Bntonces BX es equivalenie a BgX.

Demostracién. 1. Consideremos el mapeo equivariante
fo i X = Ky CCGR),
definido en la Proposicién 2.1.7. Aplicando la Propiedad (1) del teo-

tema 2.3.6 obtenemos una extensién equivariante f': fgX — K del
mapeo f.. Sea F = p,f', donde p, ; C(G,B) — R es la funcién eval-
uacén en el elemento identidad e € G. Es claro que F: o X — [0,1]
es la extensién continua del mapeo f.

2. Vamos a usar la propiedad (2) del teorema 2.3.6. Para eso
consideremos un mapeo equivariante en un G-compacto ¢ : X — B.
Segin del teorema 2 1 10, podemos considerar a B como subconjunto
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invariante del producto [] K; de G-compactos equicontinuos convexos
K; ¢ C(G,R). Para cada indice f denotemos por ¢y : X — Kj
la composicién gpp, donde gr : [J Ky — Ky es la proyecidn en f-
esimo espacio coordenado. Ahora tomando la composicidn ¥y = pey,
donde p : C(G,R) ~ R es la funcién evaluacion en la identidad e € G,
obtenemos una funcién continua ¢y : X — [0, 1]. Segin de la hipotesis,
existe una extensién G-uniforme by : BX — [0,1] de 9y. Segiin de la
Proposicion 2.1.7, hy genera un G-mapeo

ds = {hy), : BX — C(G,R)

Es facil de ver que dy es una extension para ¢y, y entonces

di(BX) C 71(X) C K;.
Tomando el producto diagonal ¢ = Ady de la familia d; obtenemos
la extensién equvariante 4 : BX — [] K; del mapeo ¢. Tenemos

Y(X) CPX) =9(X) C B

Segiin de la proposicién (2) del teorema 2.3.6, concluimos que la
G-compactacién BX es equivalente a G X O

Aqui esta otro criterio de foX en caso cuando el grupo & es comn-
pacto:

Teorema 2.3 8. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio de
Tychonoff. Entonces

L. para cada subgrupe cerrado H C G, toda funcidn G-egquivarionte
f i X — Cone(G/H) tiene una extensidén G-equivariante
F: feX — Cone(G/H).

2. Sen BX una G-compactacidn de X ol que cada funcidn G-
equivariante f : X — Cone(G/H) posee una extension G-equivariante
F:BX — Cone(G/H). Entonces bX es equivarianie a GgX.
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Demostracién. 1. La primera parte es caso particular de la
primera propiedad del teorema 23.7.

2. Vamos a usar la propiedad (2) del teorema 2.3.6. Para eso con-
sideremos un mapeo equivariante en un G-compacto ¢ : X — B. Segiin
del teorema 2.2.10, podemos considerar B como subconjunto invariante
del producto [] Cone(G/H,) de algunos conos Cone(G/H,). Paa

nEM
cads indice p € M denotemos por f, : X — Cone(G/H,) la com-

posicidn g, f, donde

gu: || Cone(G/H,) — Cone(G/H,)
peEM
es la provecidn en p-esimo espacio coordenado. Segun de la hipotesis,
existe una extension G-equivariante F, : bX — Cone(G/H,) para f,.
Tomando €l producto diagonal F' = AF, de la familia {F,},
obteneimos la extension equvariante

F: BX — 1] Cone(G/H,)

HeEM

del mapeo f. Tenemos

FX) c F(X) = f{X) C B.

As, F' : X — B es una extensidn equivariante de f. Segiin de la
proposicién (2) del teorema 2.3.6, concluimos que la G-compactacién
BX es equivalente a GgX. a

Antes de pasar a nuestro Ultimo resultato en este capitulo, vamos
a demostrar el siguiente lema:

Lema 2.3.9. Sea G un grupo, H C G un subgrupe cerredo, X
un G-espucio. Supongemos que A es un subconjunto denso de X y
F X — R una funcidn continua constante en las H-orbitas de A, es
decir f(ha) = f(a) para todo e € A y h € H. Entonces [ es constante
en todas las H-orbitas de X.
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Demostracién. Supongamos al contrario, que f{hz) # f(x) para

algunos £ € X y h € H tales que hx # . Sea

0 <r<(1/2)if(z) - flha)}
Denotamos por V la r-vecindad de f(z) y por W la r-vecindad de
F(h).

Como X es de Havsdorff y hz # «, por la continuidad de f se puede
encontrar una vecindad U, para z tal que es U NRU, =8y fF(IL) C V,
F(RU,) C W. Ahora, como A es denso en X existe un punto a € U,NA.
Entonces ha € A, N A. Pero f(e) € V y f(ha) € W.

De otro lado, f(ka} = f(a), cual resulta que VN W # @ Esta
contradiccidn completa la demostracion. 0

Teorema 2.3.10. Sea G un grupo compacto, H in subgrupo cer-
rado normal de G y X un G-espacio. Entonces tiene lugor lo siquiente
formula:

(BeX)/H = Beyu(X/H).
En particular,
(BeX)/G = B(X/G),

donde B es el functor de compactacion de Stone-Cech ordinaria.

Demostracién. Como H es compacto, por la proposicién 1.2.9,
X/H es de Tychonoff. Sea i : X — FoX el G-encaje estandar y sean

p: X —X/H v q: BcX — (BeX)}/H
dos mapeos orbitrales. Entonces existe un mapeo G/H-equivariante
JrX/H = (BeX)/H  talque  gi=jp.

Ademas de L.emna 1.2.12 sigue que j es un encaje. Tomando en cuenta
la continuidad de g, tenemos

(BeX)/H = ¢(BecX) = ¢(iX) C q(iX) C (X/H).
De aquf sigue que (G X)/H = 5(X/H), es decir (X/H) es denso en
(BeX)/H.
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Como (fgX)/H es un G/H-compacto, entonces (BeX)/H es una
G/ H-compactacién para X/H. Identifiquemos X/H con su imagen
F(X/H). Para la demonstracién de la igualidad requierida segiin el teo-
rema 2.3.7, falta comprebar que cada funcén G/ H-iniforme f : X/H —
[0, 1] tiene una extensién continua F : {8 X)/H — 0,1}

Consideremos el mapeo ¢ = fp: X/H — [0,1]. Es evidente que ¢
es G-uniforme. Segiin el teorema 2.3.7, ¢ posee una extensién continua

G BaX — [0,1].

Como el mapeo i es H-invarlante, es decit ¢ es constante en los H
orbitas de X, por el lema 2.3.9, su extensién ¢ también tiene que se1 H-
invariante. Por eso ¢ induce un mapeo continuo F : (8 X)/H — [0,1]
tal que Fig = ©. Como ¢ es la extensidn de ¢, es facil ver que F es la
extensién de f. Entonces (GgX)/H es la G/ H-compactacion maximal
del G/H-espacio X/ H, es decit

{Be X}/ H = Bam{X/H).
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CAPITULO 3

G-compactaciones libres

En este capitulo siempre se supone que el grupo actuante &
es un grupo compacto de Lie,

1. G-compactaciénes de un solo tipo de érbita

Recordernos que el cono Cone(X) sobre un espacio métrico com-
pacto X es el conjunto cociente ([0,1] X X)/({0} % X) equipado con
la topologia cociente. Esta topologia es metrizable también {ver, [17,
Ch VI, Lema 1.1}). La imagen del punto (¢,z) € {0,1] x X bajo la
proyeceién candnica p @ [(0,1] x X — con{X) se denotaid por tz, vy
escribiremos simplemente & (piense en cero) en cambio de Oz; este es
el vértice del cono. Es conveniente llamar el ndmero ¢ en ¢z 1a norma
de tz y denotarla por ||tz

5i X3, .., X} son espacios métricos compactos, la join Xy #-- % X}

se define como el subconjunto del producto
Cone(X1) x - x Cone(Xy)

que consiste de todos los puntos (821, .. ., 4Tk} para los cuales .

A continuacién consideraremos el caso cuando
Xi= =Xy =G/H,

donde H es un subgrupo cerrado de G. En este caso G actia como
71
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coordenada-sabia en la k-join

G/H=* --+GfH

[ R A

k-veces
mediante la translacién izquierda; entonces G/H % -+ G/H es un
G-espacio, que denotaremos por (G/H )™,
En lo que sigue sera més conveniente escribir X=X /G para el

espacio orbital de X.

Recordemos que pare un G-espacio X se dice que tiene un sdlo tipo
de drbite (H), s (G,) = (H) para todo x € X. En otras palebras, pera
cada estabilizador G, existe un clemento g € G tal que gG,97' = H

Mas adelante vamos a necesitar la siguente nocién importante in-
troducida por J. Jaworowski [19]:

Definicién 3.1.1. Diremos que un G-espacio X con un sélo tipo
de srbita (H) es de estructura finita si el mapeo orbital

p: X — X
tiene una cubierta finita ifrivielizante, es decir, eriste unu cubierta
abierta finita {Uh,..., U} de X tal que cade p~(U;) es G-equivalente
a (G/H) % U, ie., existe un G-homeomorfismo
fir 7' (U5) — (G/H) x U;

tal que w(fi(z)) =p(z) paratode z€p '{U;).

Es de impoertancia sefialar que st “p: X — X tiene una cubierta
finita trivializante * es equivalente a que *X puede ser cubierto por un
numero finito de H-tubos”.

Es evidente de la definicidn 3.1.1 que todo subspacio invariante de
un G-espacio de estructura finita es de nuevo un G-espacio de estruc-
tura finita. :
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En los subsecuente, por un G-espacio Fuclidiano entenderemos un

espacio Euclidiane real F en el que G actida mediante transformaciones
ortogonales.

Definicién 3,1.2. Diremos gue un G-espacio X es de tipo Bu-
clideano si existe un mapeo isovariante f : X — E en un un G-espacio
Fuclideano E.

Recordemos que un mapeo isovariante f : X — £ es un mapeo
equivaiiante tal que G = Gy para todo z € X.

- En [19], Jaworowski probd que cada (-espacio normal de estructura
finita es de tipe Euclideano. Necesitaremos la siguiente versién mdés
precisa del resultado de Jaworowski:

Lema 3.1.3. Cuolguier G-espacio normal X con drbitas de un olo
tapo (H) y de estructyra finita admite un mapeo isovariante en un G-
espacto D de dimensidn finite, compacto, metrizable de tipo {H).

Demostracién. Es sabido que bajo las condiciones del lema, el
mapeo orbital p: X — X es una fibracién localmente trivial (ver [6,
C. 2, Teorema 5.8]).

* Sea {Uy, Uy, ..,Us} una cubierta abierta y finita del espacio orbital
X tal que, para todo

1<n<k  p (V)
es equivariantemente homeomorfo al producto G/H x U,, donde el

grupo GG actda por la izquierda sobre G/H y de manera trivial sobie
U,.
Ademds, para cada n > 1, la primera proyeccion del producto
p~(U,) = G/H x U, proporciona un mapeo isovariante
Pr - p_I(Un) — G/H.

Como el espacio orbital X es normal, existe un encojimiento (srinking)
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cerrado {Flu mey Fk} para {UI)UQJ e 3Uk} en j?} i"e“v Fn C Un para
todo

1<n<k y | JF=x
{14, Teocrema 1.7.8]

Sea ¥, : X — [0,1] una funcién continua tal que

Focy 1) vy X\U. 7' (0)

Ahora definimos el mapeo f,, : X — Cone{G/H) por la fimula

8, siz ¢ pH{U,),

e { Gu(p())on(3), siz€p ()

Es claro que f, es un mapeo equivariante, y que su restricién a
p7{(F,) coincide con ¢y, ¥ es entonces isovariante. Consideramos el
producto diagonal

=0k fu: X — (con(G/ )"

Entonces f es un mapeo equivariante. Como

k
Z Ifal2)| =1 paratodo z€ X,

n=1

concluimos que f(x) pertenece a la k-join (G/H)**.

Seaz € X y x € p~}(F,), entonces

k
Gy = [ \Grtm) C Gratmy = G

i=1

Por ofro lado, &y C Gy, como f es equivariante. Es por ello que
Ge = Gfig), e f1 X = (G/H)'k es un mapeo isovariante.

Ahora deninimos D como la cerradura de f{X) en (G/H)™*. En-

tonces D es compacto, metiizable v de dimensién finita. Falta ver que

D tiene el tipo de 6rbita (H). Sea d € D un punto arbitrario. Como
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cada tipo de érbita en (G/H)* es < (H), vemos que (Gy) < (H). Por
otro lado, como f{X) es denso en D y f(X) es de tipo (H), se sigue
del Teorema de Rebanada [6; Ch. II, Corolario 5.5, que (H) = (Ga).
De esa manera se tiene que (G} = (H), y entonces f : X — D es el
mapeo buscado. : O

Lema 3.1.4. Ses f: X — & un mapeo 1sovariante de G-espacios.
Entonces el mapeo

h:X — S x (X/G) definido por h{z) = (f(z),p(z)),

donde p: X — X/G es el mapeo orbital, es un encaje G-homeomorfo.

Teorema 3.1.5. Para un G-espacio X de un sélo tipe de drbite
(H) lus siguientes afirmaciones son eguivelentes.

1. X posee una G-compactacidén de tipo (H),

2. X posec un mepeo isovariante de un G-espacie D compacto,
metrizable, de dimensién finito y de tipo (H),

3. X es de tipo Euclideano,

4. X posee un mapeo isovariante en un G-espacio compacto de tipo
(H),

5. X posee una -compactacion de tipe (H) y del mismo peso w X

Demostracién. (1) == (2). Sea bz X una G-compactacién de X
de tipo (H). Por el Lema 3.1.3, existe un mapeo isovariante ¢ : bpX —
D en algin G-espacio D compacto, metrizable, de dimensién finita y
de tipo (H). La restriccién |y es ef mapeo deseado.

(2) = (3). Sea@: X — D, un mapeo isovariante en un G-espacio
D compacto, metiizable, de dimensién finita y de tipo (H).. Como
existe un encaje equivariante i : D — E en un G-espacio Euclidiano E
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(ver [6, Ch. II, Teorema 10.1]), el mapeo composicién f = i mapea
A de manera isovariante en E.

{3) == (4). Sea : X — E un mapeo isovariante en un G-espacio
Euclidiano £. Por el Lema 3.1.3 y el Lema 3.1.8, existe un mapeo
isovariante 7 : ¥(X) — D en un G-espacio D compacto, metrizable, de
dimensidn finita y de tipo (H). Entonces la composicién jip: X — D
is el mapeo requerido.

{4) == (1) Sea f:X — ¥ un mapeo isovariante en un G-espacio
Y compacto de tipo (H). Sea p: X — X/G el mapeo orbital. Por ¢l
Lema 3.1.4, el producto diagonal

i=php: X - Y x (X/G)
€S un encaje equivariante.

Ses, B cualquier compactificacion del espacio orbital X/G. Entonces
X puede ser realizado como un subconjunto invariante de un G-espacio
compacto ¥ x B, donde G actida sobre B trivislmente. Ahora, la
cerraduta X de X en Y x B es una G-compactacién de X. Como Y
es de tipo (H), vemos que Y % B es también de tipo (H). Entonces,
beX = X es una G-compactacién de X de tipo ().

(2) = (5) puede probarse como ta implicacién (4) == (1), usando
D enlugar de ¥ En ese caso si elegimos la compactificacion B de
X/G tal que

w(B) = w(X/G)

[13, Teorema 3.5.2], entonces la G-compactacién beX tendrd el peso

wibgX) = w{X/G) ya que w(D)} = ¥, Falta sélo observar que
w{X) =w(X/G).
{8) = (1) es evidente g

Recordando que un espacio X paracompacto se dice que es finitistic
sl para toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento w de orden
finito, i.e., existe un mimero natural n (dependiendo de la cubierta w)
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tal que cualquier punto x € X puede pertenecer al mds a n elementos
de w {ver [30]).

Evidentemente, cada espacio compacto, as{ como cada espacio para-

compacto de dimensién finita, es finitistic.

Una amplia clase de G-espacios que admiten una G-compactacién
de un sdlo tipo de drbita esta dada por lo siguiente:

Teorema 3.1.6. - Todo G-espacio finstistic X de tipo (H) tiene una
G-compactacion bgX del mismo tipo (H) y del mismo peso wX.

Para la prueba necesitamos el siguiente resultado, mismo que paza
espacios de dimension finita se establecid piimerarnenie por J. Milnor
{citado en {29, Teorema 1.8.2]):

Lema 3.1.7. Sea X un espacio finitistic y sea {U,} una cubierta
obierte de X. Entonces emste un nimere natural n y une cubierta
abierta {Vig}gen,, 1 =0,...,n de X refinando {U,} tal que

VigNVig =0 siempreque G#8 y 0<i<n

Demostracién. Como X es finitistic hay un nimero natural n y
un refinamento {W,} de {U,} tal que el orden de la cubierta {W,} es
a lo més n. Sea {ga,,} una particién de la unidad localmente finita con
@;1({0,1]) € W,. Para todo 0 < ¢ < n, sea B; el conjunto de todos
los subconjuntos 3 del conjunto de indices de la cubierta {W,} con
cardinalidad |8| = ¢+ 1.

Dado £ = (g, - - .. ) € B, fijamos

Vig={ze X | gz} >0 v pulz) <y lz)

para todo 0 <j <4, p ¢ B}

Como en una vecindad de cualquier punto # séle un mimero finito
de 1, no son idénticamente cero, se siguie que cada Vig es abierto,
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Verifiquemos que VigNViy =0 51 § # 8 . De hecho, como
Bl=i+vi=1] v B#4,
inferimos que existen € A\ ' y ¢ € 8\ B. Si ahora z € VigN Vg,

se sigue que ) < ¢, {x) < @u(x), 1o cudl es una contradiceion.
Verifiquemos que {Vg} es una cubiettade X. Siz € X y up, .. jom
son todos las indices con ,, () > 0 arteglada de manera que

W.Ho(x) = ‘Pm(x) == ‘pm(m) > Qpialz) = 2 ‘P.um(I)r
entonces evidentemente © € Vi, donde 3 = {j10.. ., tm}. Como
m m
v €[ ) supp wu, < [} W,y
j=0 1=¢
y {W,} tiene orden < n, esto implica que m < n  Es por ello que,
i < n, y claramente z € Vi, ) Entonces {Vis}gen,, i =0, ..,n
es una cubierta abierta de X, y como Vig C W, para todo ¢ € 4, vemos

que {Via} refina la cubierta {W,}, y entonces, la cublerta original {U,}.
De lo anterior se sigue que {Vg} es la cubierta buscada. 0

Lema 3.1.8. Todo G-espacio finitistic X que tiene un s6lo tipo de
orbita es de estructura finite.

Demostracién. Sea (H) el dinico tipo de érbita de X. Sea {5}
una farnilia de H-rebanades en X tal que X = {JG(Se). Entonces
G(S8a) = (G/H) x p(5a)
¥ los conjuntos p{G(S,)) = p(S.) constituyen una cubierta abierta del

espacio orbital X/G.

Ahora, por [8], X/G siendo imagen perfecta de un espacio fimtistic, es
también finitistic, ¥ por el Lema anterior se puede encontrar un ndmero
natural n as{ como una cubierta abierta {(7,-5}5@3‘., i=20,..,n de
X/G que refina a {p(Sa)} ¥ es tal que

UgNlUy =0, B#85.
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Entonces el conjunto Uiy = p‘l(ﬁiﬁ) es una H-tubo sobre E}iﬂ (29,
Proposicién 1.7.2], ie,
G(Us) = (G/H) x Usg
y Uig = p(Uss). Se sigue entonces que la unién U; = Ugen, Ui es una
H-tubo sobre [; = Uses, Usa (ver [29, Proposicién 1.7.3)). Entonces
G(U:) =6 (G/H) x T,

y por lo tanto {[71-};":1 es una cubierta finita trivializante para X/G. [0

Demostracidn del Teorema 5.1.6. De los lemas 3.1.8 y 3 1.3 se sigue
que X es de tipo Buclideano. Ahora el resto se desprende del Teorema
315

Como todo espacio paracompacto de dimensién finita es finitistic,

del teorema 3.1.6 obtendremos imediatamente el siguiente

Corolario 3.1.9. Tedo G-espacio libre, parecompacto de dimensién
finita X posee une G-compactacidn bp X también libre y del mismo peso
wX.

Proposicién 3.1.10. Si un G-espacio X de tipe (H) admite una
G-compactacidn bgX del mismo tipo {H) entonces su
G-compactacion mazimal BeX es también del mismo tipo (H). En par-
ticular, st X tiene una G-compactacion libre entonces B X es también
kbre.

Demostracién. Es claro que existe un G-mapeo f: gX — baX
de manera que

(Gy) 2 (Gpy) = (H) patatodo te€ BeX
Por otro lado, como X es denso en g X v X es de tipo (H), se sigue

del Teorema de Rebanada que (H) < (G:) para todo ¢ € 85X (ver [6,
Ch. II, Corolario 5.5]). Entonces, (G:) = (H) pata todot € X O
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A continuacidén se presenta un ejemplo de una Zs-accién libre en
el cubo de Hilbert con un punto removido, el cual no tiene una Zo-
compactificacién libre,

Ejemplo 3.1.11 ([19]). See X =[—1,1]*\ {0}, donde
0 =(00,..)¢ [-L1]*°, y G = Zy, el grupo ciclico de orden dos.
Entonces X es el cubo de Hilbert con un punto removido. Considere la
accién libre de Zy en X definida por lo involucidn estdndar: {x;} —

{-x;} Afirmames que el Zy-espacio ibre X no tiene una Zy-compactificacion

libre.

Supongamos lo contrario. Entonces por el teorema 3.1.5, existe un
mapeo isovarignte f: X — F en un Zo-espacio Euclidieno egupado co
la acecidn antipodal. Como X es un Za-espacio bbre, f71(0) = 0, donde
0 denota el origen de E. Claramnente la retraceion radial r : EA{0} — §
sobre la esfera unitaria de E es un mapeo isovariante. Por lo tanto la
composicidn p =rf: X — § es isovarianie también.

Sea S* una esfera de dimensidn arbitraria k > 0, considerads como

un G-espacio con la accién antipodal de Zg.

Afirmacién. Cada esfera 8% puede ser eneajada Zy -equivariantemente

en el Zp-espacio X.

Es suficiente mostrar que el Zy-mapeo de S* a [—1, 1] separa punios
en 5%. Para ello, seq 0,b € S*, a # b 8i b = —a entonces elefimos

PrImEre un mapeo Continuo
fe85=1-11] con fla}=1 y f(b)=-L
y luego definamos
f(e) = (/@) - f(=a)) /2, zeS*
Claramente, f' es un Zq-mapeo con fila) =1y f'(b) = —1.
Si b # —a entonces escogemos primero un mapee continuo

f:8F = [-1,1 con fla)=f(=b=1 y f(b)=f(—a)=-1,
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y luego definimos
Fz) = {f(z) - f(~x))/2, =&
Claramente f' es un Zq-mapeo con f'(a) =1y f/(b) = -1.

Ahora, por la afirmacion anterior, existe un G-encaje i : S* — X.
La composicién ¢ = i : 8% — S es entonces un mapeo equivari-
ante (i.e., antipodal). Sin embargo, de acuerdo con el teorema cldsico
Borsuk-Ulam (ver {1, Teorema 10.8 23]), no eziste tel mapeo para k& >
dim S.

Este gjemplo tiene también la siguiente propiedad interesante en el
sentido del articulo de E. K. van Douwen [9]:

Corolario 3.1.12, Sea f : X — X la invelucion estdndar en el
cubo de Hilbert con un punto removido (Ejemplo 3.1.11). Entonces, la
compactificacion de Stone-Cech 8f : BX — BX tiene un punto fijo.

Demostracién, En efecto, de otra manera 8X es una Z»-compactificacién
libre de X, lo que contradice la afirmacién del Ejemplo 3.1.11. O

A continuacién presentamos otro ejemplo de una Zg-accién libre
que no posee una Zg-compactacién libre.

Ejemplo 3.1.13. SeanG =Zy, X =|[];_,S™ - la sume topoldgica
(6 discreta) de esferas de todas las dimenciones.

Zs actua en cade S, por la regla z — —x. Cada esfera es un G-
espacio libre, y por lo tanto X es un G-espacio lbre.
Afirmamos que X no posee una Zy-compactacidn libre,

Supongamos el contrario, que B es una G-compactacion libre para
X. Por el teorema 3.1.5, existe una funcidn isovariante f : B — §*71
para algun n > 1, donde Zy octua en S* por la accidn antipodal.

" Por otra parte X — B «— 5"\, Entonces tenemos la siguiente
COMPOSLCIOT:
C§FC X B S
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Como S* puede ser cualquier esfern, tomemos k > n — 1. Pero de

acuerdo con el teoreme clasico de Borsuk-Ulam (ver {1, Teorema 10.8.23] ),

no existe tal funcién para k >n — 1.

Ejemplo 3.1.14. Egisten G-espacios estrictamente semilibres gue
no poseen G-compactacdnes también estrictamente semalibres.

En efecto, Sea G = Za y X un G espacio libre que no posee G-
compactacidn libre (como en los ejemplos 3.1.11 y 3.1.13). Sea Y =
X U {*} la suma discreta, en donde el grupo actue trivialmente en el
punto {x} y con la accidn dada en X. Entonces Y es un G-espacio
estrictamente semilibre. Afirmamos que Y no tene G-compactacicn
estrictomente semilibre,

Supongamos al contrario y sea B una compactacién estriciamente
semilibre para Y. Como el punto fijo {+} ne es punto de adherencia
pore X en B, inferimos que la cerradura X en B es un subconjunto in-
variante y libre. Pero X es una G-compactacion de X. Eso contradice
a lo hypotesis gue X no posce una (-compactacién libre,

2. G-compactos universales libres

En esta seccidn probaremos lo siguiente

Teorema 3.2.1. Para todo nimero cardinal infinito T y para tedo

entero no negative n > dim G, existe un G-espacio libre compacto FI'
con

w(F) =7, dim{(F )=n
que es universal en el siguiente sentido: FP contiene una copia G-

homeomorfice de cualguier G-espacio libre X de tipo Euclideano con
wX <7y dmBsX <n.

En particuler, F7 contiene une copia G-homeomorfico de cade G-
espacio paracompacto lbre X con

wX <7t yp dmX <n

d
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Notemos que se establecid un resultado similar en [22] para el caso
no libre.
Antes de demostrar el teorema debemos establecer lo siguiente.

Lema 3.2.2. Sea X un G-espacio libre paracompucto. Enfonces se
satisfacen las siguientes propiedades:
1. dim X = dim (X/G) + dim &

2, dim fpX = dim X

Demostracién. 1. Sea p : X — X/G el mapeo orbital. Es
bien sabido [6, Ch. 11, Teorema 5.8} que p es una fibracién localmente
trivial con fibras homeomorfas a G. Sea {U,} una cubierta abierta
trivializante del espacio orbital X/G, i.e.,

pH (Us) g G x U,
Por compacidad de G, el mapeo p es cerrado, y por ¢l teorema de

E. Michael [13, Teotema 5.1.13], el espacio orbital X/G es también
paracompacto. Entonces existe una cubierta cerrada localmente finita
{Fa} de X/G tal que F, C U, para cada indice c. Se sigue que
P HF,) 26 (G x F,) v la familia {p~1(F,)} constituye una cubierta
cerrada localmente finita de X. Entonces, de acuerdo 2l teorema de la
suma {14, Teorem 3.1.10],

dim X = maz.{dim p~}(F,)}
Pero dim p7(F} =dim (G x Fy).
Como subconjunto cerrado de un espacio paracompacto, Fr, €l mismo
es paracompacto. Por otro lado G es un polihedro. Por lo tanto el
teorema de Morita [27] es aplicable, y entonces la regla logaritmica es
clerta:
dim (G % F,) = dim G + dim F.

Tenemos entonces,

dim X = dim G + maz,{dim F,}.
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Aplicando una vez mds el teorema de la suma obtenemos que

dim { X/G) = maz,{dim F,}.
Consecuentemente,

dim X = dim (X/G) + dim G.

2. Usaremos la férmula B(X/G) = (BeX)/G (ver el teorema
2.3.10) v consideremos dos casos.

a) Sea dim X < oc. Entonces X tiene una estiuctura finita (lema
3.1.8) v 8 X es un G-espacio libre (proposicién 3.1.10). Aplicando dos
veees la igualdad establecida en ¢l paso anteriot, se encuentra que

dim e X = dim (FcX)/G +dim G = dim 5{X/G} + dim G

=dim (X/G) + dim G = dim X.

b) Sea dim X = oo. Por la primera afirmacidn, se tiene que

dim X = dim G + dim (G X)/G,
que implica que dim (B¢ X)/G = oo. Sin embargo el mapeo orbital no
aumenta la dimensién [8]; en particular,
dim g X = dim (G X) /G = co = dim X.
o

El siguiente lema en el caso no libre lo probd Megrelishvili [22] atin
para grupes no compactos:

Lema 3.2.3, Sea f : X = Y un G-mapeo de un G-espacio libre
y compacto X en un G-espacio compacto Y. Entonces existe un G-

espacio fibre compacto Z y dos G-mapeos

w: X —Z Y:Z—Y tadgue f=yp y

CON

Tt
Tra

=

ORIGEN

£33
g

FALL




2. G-COMPACTOS UNIVERSALES LIBRES 85
dim Z < dim X, wZ <wY.

Demostracién. Probaremos primero la afirmacién en el caso cuando
Y es también un G-espacio libre. Consideremos el mapeo inducido
F 1 X/G — Y/G. Por el teorema de factorizacién de Mardesi¢ [14,
Teorema 3.3.2], existe un Z' libre, compacto y dos mapeos continuos

o X/G—2Z', ¢:Z >Y/G

tal que f'=¢'y y dmZ <dim(X/G), wZ <w(Y/G).

Denote por p el mapeo orbital ¥ — Y/G. Es bien sabido [18, Ch.
IV. Proposicién 4.1] que tenemos el siguiente diagiama conmutative:

z X v
i lp
2 Y oyie

donde Z es un G-espacio compacto con Z/G=Z', 7 : Z — Z' —el
mapeo orbital y ¥ — un mapeo equivariante que mduce el mapeo ¥,
De hecho Z es el subconjunto G-invariante Z’ x ¥ definido como sigue:

7 {(z’, y)l -r,i:’(z') :p(y)}:

donde G actua sobre Z’' X Y por

o{\y) ={92',y) paa geG y (Fy)eZ xY.
De esta manera, Z es un G-espacio libre, compactoy ¥ : Z — Y esla

restriccién de la segunda proyeccién Z'x Y — Y.
~ Ahora definimos

p:X—2Z por o) = (Palz) Fz)),
donde ¢ : X — X/G es el mapeo orbital. Es fdcil de verificar que
F = . Por otio lado
wZz=wZ<w(lY/G)=wY

Verifiquemos que dimZ < dimX. Como Z es un G-espacio libre y
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paracompacto, podemos aplicar el Lema 3.2 2, de acuerdo al cual

dim Z = dim 2’ + dim G < dim (X/G) + dim G = dim X.

_Ahora. demostramos el caso general. Por el lema 3.1.3, existe un
mapeo isovatiante i : X — D a un G-espacio libre y paracompacto D.
Considere el producto T = h(X) x Y y el mapeo r : X — T definido
por

r(z) = (M=), f(z)), ze€X.

Como X es libze y h es isovariante, inferimos que T es un G-espacio
libre. Es claro que 7 es equivatiante y wT =w?.
Ahora aplicamos el caso anterior, y por lo tanto existe un G-espacio
libre Z v un G-mapeo

e X —Z t:Z—-T talque
dmZ <dimX, wZ<wT y r=dp
Observe que wT = wY ya que wh(X) = Ry; entonces wZ < wY.

Hagamos 4 = wothy, donde 1y : T — Y es la segunda proyeccidn.
Entonces ¢ : Z — Y es un G-mapeo tal que f = 1. Falta observar
que Z es un G-espacio libre; esto es inmediato del hecho que ¥ es
equivariante y de que T es libre. tll|

Demostracion del Teorema 3.2.1. Sea B, el G-compacto del teo-
rema 2.2.10. Recordemos que B, es universal de en el sentido que
contiene una copia G-homeomotfa a todo G-espacio de peso < 7.

Sea {Y:}ier la familia de todos los subconjuntos libres invariantes
Y. C B: de tipo Euclideano tal que dim 35Y; < n. Esta familia es no
vacia va que el grupo G pertenece a ella. Para cada t € T denotamos
por iy €l encaje identidad de Y; en B,. Consideremos la suma discreta
V= @teT BaY:, que naturalemente se convierte en un G-espacio. Por
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la proposicidn 3.1.10, cada BgY; es un G-espacio libre. Consecuente-
mente ¥ es un G-espacio libre y paracompacto. Como dimfGzY; < n
para todo ¢ € T, entonces por ¢l teorema de la suma [14, Teorem
3.1.10], tenemos que dimY < n. Finalmente por el lema 3.2.2,

dim fzY =dim¥Y < n.

Posteriormente, cada mapeo 4, : Y; — B, puede ser extendido a un
G-mapeo ¢, : SgY; — B, seglin del teorema 2.3.6. Entonces se define
el mapeo ¢ : ¥ — B. de manera que

i(y) =f(y) para y € feYe
Aplicando una vez més el teorema 2.3.6, extenderemos el G-mapeo
i aun G-mapeo § : Fg¥Y —~ B, Como Y tiene estructura finita,
de acuerde con la proposicién 3.1.10, fgY es un G espacio libre v
paracompacto. Por el lema 3 2.3, existe une G-espacio libre y compacto
FP, asi como G-mapeos

0:BcY = FF,  :Fr—B,
tales quei =t ydimF* <n, wFr<wh, =71

Afirmamos que F? es el G-espacio buscado.

En efecto, sea X un G-espacio libre arbitrario tal que dim X < n con
wX < 7. Como X esta encajado equivariantemente en B, existe
un ¢t € T tal que ¥} es G-homeomorfo a X. Como la restriecidn de §
sobre ¥; es un homeomorfismo, la restriccién o}y, es también un home-
omorflsmo. Ademds, ¢ly, es equivariante. Entonces, X esta encajado
equivariantemente en F7.

Si X es paracompacto, entonces por ¢ lema 3 2.2,

dimfeX =dimX < n,

¥ por lo tanto X puede ser encajado equivariantemente en F.
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Para completar la demostracién falta ver que dimF7 =n y
w T = 7. Como FI contiene una compia homeomorfa equivariante n-
dimensional del G-espacio libre compacto G x I* con k=n —dimG,
inferimos que dimF? = n. Por otro lado, la suma discreta Z de 7
copias de G es un G-espacio metrizable y libre de pesow Z =1, y por
lo tanto, F7 contiene una copia equivariante homeomora de Z. Esto
da como resuitado que w.F = 7. La demostracién esta completa.

Del Teorema 3.2.1 se sigue inmediatamente el siguiente

Corolario 3.2.4. Cualquier G-espacio paracompacto y libre X tiene
una G-compactacidn libre ba X de peso w (bgX) € w X y de dimensidn
dim b X < dim X.

Corolario 3.2.5. Sea G un grupo finito. Entonces pare cualquier
entero n > 0 hay una accidn libre de G en el compacto de Menger p*
tal que tode G-espacio X metrizable, separable y libre con dim X < n
admitea un encaje equivoriante en "

Demostracién. Por el corolario anterior, X tiene una G-compacti-
ficacion bgX libre, metiizable, compacta de dimbgX < dim X. Nos
resta aplicar el resultado de Dranishnikov {10, Corolario y Teorema 3
al hecho de que existe una vinica accidn libre de G sobre el compacto
de Menger p” tal que p™ contiene una copia homeomorfa equivariante
de cada G-espacio compacto, metrizable y libre de dimensién <n. O

3. G-compactos universales de un sdlo tipo de dérbita

En esta seccidn generalizaremos el Teorema 3.2.1 al caso de G-
espacios de tipo Euclideano gue pueden no ser libre, pero que tienen
un sdlo tipo de drhita.

Sea H un subgrupo cerrado de G y X un G-espacio de tipo (H).
Sea N(H) el nomalizador de H en Gy W{H) = N{H)/H, el giupo
de Weyl. En lo que resta denotaremos por @ la clase lateral nl para
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cualquier n € N(H). El grupo W(H) actua libremente sobre X7, el
conjunto de puntos H-fijos de X. Al mismo tiempo W(H) actus sobre
G/H por la féimula .

s gH = gn ' H, neW(H), gHeG/H.

El producto torcido (G/H) Xwan X# es sdlo el espacio W{H )-orbital
del producto G/H x X¥ dotado con la accién diagonal de W(H). Es
conocido (ver {6, Ch. I, Corolario 5.11]) que X es G-homeomorfo al
G-espacio (G/H) xw ) X¥ equipado con la accién de G dada por la
férmula:

g +igH,z] ={g'gH,z), ¢ €G, [gH,z] € (G/H) xwan XL

Lema 3.3.1. 5i H es un subgrupo cerrado de G y Y es un W(H)-
espacio libre, entonces el producto torcido T = (G/H) Xwum Y tiene
un solo tipo de drbita (H). Ademds,

wT=wY y dimT =dimY + dim (G/N(H)).

Demostracién. En efecto, sea [gH, z] un punto de (G/H) Xwu)

Y {ijo bajo un elemento ¢’ € G. Entonces [¢gH,z) = [gH,z], 6
equivalentemente,

(9'9H,x) = (fi* gH,7ix), parsalgin ne N(H)
Entonces g'gH = gn~'H y z =7z

Coma W(H) actua libremente sobre ¥, la igualdad z = iz implica

que n € H. La jgualdad g'gH = gn~'H da como 1esultado que g' =

gn~*hg! para algin A € H, y por lo tanto, ¢ € gHg™!. Por lo

anterior, el estabilizador de [gH,z] es sélo el grupo gHg™, y por lo

tanto, el G-espacio (G/H) »xwm ¥ tiene un sélo tipo de drbita (H)
Como w (G/H) < ¥, notamos que

w ((G/H) XW(H) Y) <wY.
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Por otro lado ¥ es un subconjunto de T, entonces wY < wT.
Para la segunda igualdad, del lema 3.2.2 y por el anteriormente
citado teorema de Morita [27], se tiene que
dim T = dim ((G/H) xwn Y) = dim ((G/H) x Y} — dim W (#)
= dim (G/H) + dimY ~ (dim N(H) — dim H)
=dimY +dimG — dim H — dim N(H) + dim H
=dimY + dimG — dim N(H) = dimY + dim (G/N(H)).

Teorema 3.3.2. Para cada subgrupe cerrade de H < G, todo
nimero cardingl infinito v y para tode entero no negetive n 2> dim G,
existe un G-espacio compacte FR{H} de tipo (H) con w (F2(H)) =T,
dim (FMH}) = n que es universal en siguiente seniido: FF(H) con-
tiene una copia G-homeomorfa de cuolquier G-espacio X de tipo Fu-
clideano y de un sélo tipo de orbita (H) tal que wX <7 ydimfeX <
n  En particular, FZ(H) contiene una copie G-homeomorfo de cada
G-espacio paracompacto X de tipo (H) conwX <7 ydimX <n.

Demostracién. Sea
k=n—dim (N(H)/H).
Entonces se tiene que
k=n—dim(G/N(H)) = n—dim G+dim N(H) > dm N(H) —dim H
= dim (N{H)/H) = dim W(H)
Por lo tanto por el teorema 3.2.1, existe un W({H)-espacio compacto

libre y universal F¥ de dimensién k v de peso .
Hagamos
FH(HY = (G/H) xwon Fr.
Por el lema 3.3.1, F2{H} es un G-espacio compacto de un sélo tipo de
dibita (H). Afirmamos que es la requerida,
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En efecto, por el lema 3.3.1,
w((G/H) xwun F¥)=wFf =1
¥
dim F2(H) = dim ((G/H) xwqn FF) = dim FF + dim {G/N(H))
=k+dim (G/NH)) =n.

Ahora si X es un G-espacio con un sélo tipo de érbita (H) tal que
wX < 7ydimX < n, entonces como X = (G/H) Xuwm) XH sesigne
del lema 3.3.1 que

w{XN <7 y dimX¥ <k
Por el Teorema 3.2.1, hay un encaje W(H )-equivariante f : X2 — FF.
Entonces el mapeo
F i (G/H) Xsway X7 — (G/H) xwim Fr,
generado por f es un encaje G-equivariante. Notamos que F se define
de la siguiente maneis:
F(lgh,z]) = [gH, /()] peratodo [gh,a] € (G/H) xwom X*

{ver [29, Teorema 1.7.10]). Sélo falta mencionar que

X ={G/HYxwun XT y FP(H) = (G/H) %wm Fr
Esto completa la demostracion. O
Del teorema 3.3.2 se sigue de manera inmediata el siguiente

Corolario 3.3.3. Cuelguier G-espacio paracompacio X de un sélo
“tipo de drbita (H). ;?‘gﬁe_@nla G-compactacidn bgX del mismo tipo de
orbita (HY tal gue™
wbeX)<wX y dimbgX £ dimX.
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