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CONTENIDO

Introducción

La idea de un giupo topíógico de transformaciones ó un G-espacio se

remota al inicio del siglo XX y es uno de los ejemplos más interesantes

de la intersección exitosa de diveisas áreas de las matemáticas, como

la topología, el analysis funcional, el algebra y la geometría

Por un giupo topíógico de transformaciones ó un G-espacio en-

tendemos un espacio topológico X equipado con una acción continua

de un grupo topológico G. Si X es an G-espacio entonces una G-

compactación de X es un par (¿?, b) en donde B es un G-espacio com-

pacto y b : X *-» B es un encaje cquivariante tai que la imagen b(X)

es denso en B..

Uno de los problemas principales de la teoría de los grupos topoló-

gicos de transformaciones lo constituye el problema sobre la existencia

de G-compací aciones de G-espacios de Tychonoff.

En 1960 R Palais probó que si G es un grupo compacto de Líe

entonces todo G-espacio de Tychonoft posee una G-compactación (ver

[29, §1.5]). Este resultado fue generalizado por Jan de Viles [33] para

el caso de los grupos locaímente compactos de Hausdorff.. Mientras

que la demostración de Palais utiliza resultados profundos de la teoría

de representaciones, la demostración de Jan de Viies es más elemen-

tal, En la sección 1 del capítulo 2 presentaremos esta demostración

poi completo., La compacidad local es esencial en el teorema de Jan

de Vries., Fue M..G. Megrelishviü [23] quien en 1988 construyó un

grupo separable y metiizable G y un G-espacio X también separa-

ble y metiizable tal que X no posee ninguna G-compactación., Más

tarde M. Megrelishviü y T. Sean [24] demostraron que para todo

grupo G separable y metrizable que no es subgiupo de un giupo lo-

calmente compacto, existe un G-espacio de TychonofT X el cual no

admite un encaje equivariante en un G-espacio compacto., Otros traba-

jos importantes dedicados a las compactaciones equrvariantes son los de

J. deGrooty R.H.McDowell [15], R,B Brook [7], S.A. Antonyan [2],
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S.A. Antonyan y Yu.M. Smirnov [3], S.A. Antonyan y J,. de Vries [4],

S.V. Vlasov[31],etc,

En la presente tesis se destaca mayor interés en tres clases im-

portantes de G-espacios: G-espacios Ubres, semilibres y estrictamente

semilibres. Recordemos que un G-espacio X es libre si para todo x E X

la igualdad gx — x implica g = e, la unidad de G. Si en X hay un

conjunto F c X tal que gx = x para todo gEGyx€Fy\& acción es

libre en X \ F entonces X se llama un G-espacio semilibre, Si además,

F consta de un sólo punto entonces el G-espacio semilibre X se llama

estrictamente semilibre.

Nosotros estamos interesados en el siguiente

Problema. Sea G un grupo compacto de Lie,.

(1) Tiene todo G-espacio libre una G-compactación libre?

(2) Tiene todo G-espacio estrictamente semilibie una G-compactación

también estrictamente semilibre?

(3) Tiene todo G-espacio semilibie una G-compactación también

semilibre?

El presente trabajo se encuentra dentro de la rama de la teoría de

las compactaciones equivariantes, y su objetivo principal es presentar

resultados nuevos (que corresponden a los capítulos 2 y 3) acerca del

problema arriba mencionado..

La tesis está estructurada en tres capítulos. En el primero se es-

tablecen los conceptos preliminares que serán utilizados a lo largo de

todo el trabajo.

En el segundo capítulo se estudian las G-compactaciones en gene

ral y las G-compactaciones semilibres en particular. En la sección 2

del capítulo 2 demostramos que todo G-espacio semilibie posee una

G-compactación también semilibre (corolario 2.2.15). Este resultado

responde positivamente la tercera pregunta del problema arriba men-

cionado. El corolario 2.2.15 afirma que todo G-espacio libre posee una

G-compactación estrictamente semilibre.
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En la sección 3 del capítulo 2 se caracterizan las G-compactaciones

de Stone-Cech /3QX en diversos términos. Estas características se apli-

can posteriormente para construir G-compactos libres universales en el

capítulo 3.

El capítulo 3 está dedicado a los G-compactaciones libres. A difer-

encia de los G-espacios semüibres, los G-espacios libres no siempre

poseen una G-compactación también libre; el ejemplo 3.1.11 y el ejem-

plo 3 1.13 presentan dos G-espacios relevantes. En este capítulo también

se caracterizan los G-espacios libres que poseen G-compacta-

ciones libres. Concretamente, en el teorema 3 1 6 probamos que cada

G-espacio libre finitistic tiene una G-compactación libre. Esto im-

plica particularmente, que todo G-espacio libie paiacompacto y de

dimensión finita tiene una G-compactación libre (Corolario 3.1.9)..

Como consecuencia del corolario 2.2 15, todo G-espacio estricta-

mente semílibie tiene una G-compactación semilibre.. Pero la respuesta

de la segunda pregunta de nuestio problema básico es negativo en gen-

eial; el ejemplo 3.1.14 muestra que no todo G-espacio estrictamente

semilibre tiene una G-compactación también estrictamente semilibre.,

Dentro de la variedad de G-espacios que admiten una G-compactación

libre, construimos un G-espacio universal, compacto y libre, cuyo peso

y dimensión son dadas (Teorema 3.21). Este resultado se extiende al

caso de G-espacios con un sólo tipo de órbita (Teorema 3.32),.

La mayoría de los resultados obtenidos en esta tesis constituyen

parte de nuestro artículo "Equivariant embeddings and compactifica-

tions of íree G-spaces" que está aceptado para su publicación en la

revista International Journal of Mathematics and Mathematical Sci-

ences,



CAPITULO 1

Preliminares

1. Grupos topológicos

Las nociones básicas sobre la teoría de grupos de transformaciones

de G-espacios topológicos se puede encontrar en los libros de G. Bredon

[6], R. Palais [29] y J. de Vries [33]. Sin embargo será muy conveniente

desarollar en ese capítulo algunos definiciones y teoremas de mayor

importancia que vamos a utilizar frecuentemente en lo que sigue., Aquí

el libro de S de Neymet [28] es muy relevante

1.1. Grupos topológicos.

Definición 1.1.1. Un grupo topológico es un grupo G provisto

de una topología tal que las operaciones multiplicación

¿¿: (? x G -> G, ¡i{g, k) = gh,

e inversión

¿: G — G, t{g)= g~l

son funciones continuas.

Es fácil comprobar que la condición de continuidad de arabas fun-

ciones fx e í. equivale a la condición de continuidad de la función "di-

visión"

v : G x G —* G, dada por v{g, h) = gh~l.

Paia subconjuntos A y B de un grupo topológico G, usaremos la sigu-

iente notación:

5
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• AB = p(A xB) = {ab\ aeA,beB}

• AB'1 = u{A x B) =

A2 = AA =

aeA,b€B}

oa € A}.

Como su nombre lo indica un grupo topológico G posee dos estructuras,

una algebraica y otra topológica, relacionadas entre sí de manera que

la acción traslación de G en G íesulta ser continua. De hecho tiene

lugar el siguiente:

Teorema 1.1.2. Sea G un grupo topológico. Si g € G es un ele-

mento fijo arbitrario, entonces las funciones:

Lg : G —» G, = gx

R3:G^G, Ra{x) = xg

son homeomorfismos. Las funciones Lg y Rg se llaman traslaciones

por g derecha e izquierda, respectivamente.

Demostración. Lg es una función continua por la definición de

grupo topológico Suponemos que Lg(xi) = Lgfa), entonces gx\ =

gx2, es decir g~lgxi = g~lgx2« Así que x\ = x-i y Lg es inyectiva.

Como Lg(g~1x) = x, donde x € G, Lg es supraeyectíva.

Puesto que

Lg-i(Lg(x)) = Lg-x(gx) = g~lgx = x,

tenemos que la inversa de Lg es Lg-i. Tomando en cuenta que Lg-\

es continua, Lg es un homeomorfismo. En forma similar se demuestra

que la función Rg también es un homeomorfisrao. D

Es fácil de verificar que 3a inversión

i : G -* G i{x) = x'1
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y el automorfismo intero

g i-* xgx~l

también son funciones horaeomorfbs.

El hecho que las traslaciones en los giupos topológicos son homeo-

morfismos se utiliza para probar lo siguiente:

• 1) Si A es abierto, AB y BA son abiertos para todo B C G, ya que

AB = {J Ab es unión de abiertos De la misma forma vemos que BA

es abierto.

2) Si A es cerrado y B finito, AB y BA son cerrados, En efecto,

como antes

AB = |J Ab y BA = \J bA
b<=B beB

son uniones finitas de cenados y por lo tanto son cerrados,

En realidad esta propiedad es cierta para cualquier compacto B;

esto lo veremos más adelante en el Teorema 1.3.

En adelante, con el símbolo e vamos a denotar la identidad de un

grupo G

Como Lg es un homeomorfísmo, cualquier vecindad de g € G es de la

forma gü ó Ug con U una vecindad de e, Además si U es una vecindad

de e, entonces U~l y Un U~l también lo son

• Decimos que la vecindad de e es simétrica si U = U~1,, Las

vecindades simétricas forman una base local para la identidad.

Es fácil de verificar, que G es un espacio homogéneo, pues dados

9ii92 € G existe un homeomorfismo <p : G —* G tal que ip{g{) = g%.

En efecto, tome tp como la traslación izquierda por ŝ Pí"1» e s decir

Como todo grupo topológico es homogéneo, para probar que G

satisface cierta propiedad local bastará probarlo para el elemento iden-

tidad e de G, Por ejemplo, es suficiente que e sea abierto, ó ceirado, ó
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bien tenga una base de vecindades contable, para que G sea discreto,

ó Ti, ó satisfaga el primer axioma de numerubílidad, respectivamente

En lo sucesivo denotaremos con iV*(e) la base de vecindades abiertas

y simétricas para el elemento identidad e G G. El siguiente teorema es

de suma importancia para el desacollo de la tesis:

Teorema 1.1.3. SeaG ungrupo topológico. SiAcGes compacto

y B c G es cerrado, entonces AB y BA son cerrados.

Demostración. Vamos a demostrar que BA es cenado, lo que

es equivalente a demostrar que G \ BA es abierto,. Sea x e G \ BA,

Para cada a s i tenemos que a $• Bx y Bx es cenado.. Así existen

vecindades UX,VX 6 N*(e) con

= ® y

Tenemos

áVxVxC\Bx—% que equivale a aVxr\BxVx=0.

Los abiertos xVx, x 6 A, cubren a A; así, por compacidad de A existe

una subfamilia finita %iVXil i = 1,. .,n, que cubre a A.
n

Sea W = f] VXi. El conjunto W es abierto y simétrico, ademas
¿=r

aW n BXÍVXÍ = 0, para todo i < n,.

Esto implica que aW (~\ BA — 0.. Por lo tanto, aW es una vecindad

abierta de a ajena a BA,. •

1.2. Grupos de Lie.

En ese capítulo se introducen los grupos de Lie y se discuten algunos

resultados y conceptos que serán importantes posteriormente..
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Definición 1.1.4. Un grupo topológico es un grupo de Lie si tiene

una estructura de una variedad diferenciable tal que las operaciones de

grupo (X e i son diferenciales.

Por la homogeneidad de G basta que exista una vecindad abierta

U de e en G y un homeomorfismo x : U —> W sobre un conjunto

abierto W CU" para algún n con x(e) = 0 tal que las operaciones del

grupo sean diferenciabas alrededor1 de e en estas coordenadas locales,.

Más precisamente, sea g € U y Xi(g) la i-ésima coordenada de

x(g) e Rn.. Entonces para alguna vecindad abierta del punto O e R K

existen funciones différenciables ipi tales que

) , ,xn(h))

para todos g y h de alguna vecindad abierta V C U del elemento e.

Símilarmente

Xi{g-X) =il)i(xi(g), ,xn(g))

para g cercano a e, donde ^Í son funciones differenciables definidas

alrededor1 de 0 € R".

Ejemplos.

(1) Cualquier grupo con la topología discreta es un grupo de Lie de

dimensión 0..

(2) El espacio Euclideano En es un grupo de Lie para cada n>h

En efecto con la topología usual, Rn es una variedad diferenciable

y es un grupo topológico abeliano con las operaciones definidas por

y x *-» — % que son diferenciables..

(3) El circulo unitario S1 = {x G C| ||a;|[ = 1} es un grupo de Lie

compacto.

(4) El toro T* w S1 x .... x S1 es grupo de Lie dado que el producto

finito de grupos de Lie es un grupo de Lie.,
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(5) El grupo general lineal: GL(n, R) = det~\M. \ {0}), donde

det es la función del determinante..

En efecto, sea M(n,U) la variedad de todas las matrices n x n

sobre R.. Entonces M(n,M) se identifica naturalmente con el espacio

Euclidiano Rn2.. Tenemos que GL(n, M.) es una subvaiiedad de M(n, R)

y es un grupo con respecto a la multiplicación de matrices, El producto

AB en GL(n¡ K) tiene entradas polinomiales en las componentes de A

y B, y estas entradas son las expresiones en coordenadas locales de

la función producto, que es diferenciable. Las entradas de A~l son

funciones racionales de las entradas de A con denominadores (=detA)

diferentes de cero y es también diferenciable.. Así GL(n> M) es un grupo

de Lie.

(6) Los subgrupos importantes de GL(n, IR):

• el grupo especial lineal

SL{n,R) = {AG GL(n,R)\ det(4) = 1},

• el grupo ortogonal O[n) = {A € GL(n,R)\ AAl = / } ,

• el grupo especial ortogonal SO{n) = O(n) ClSL(n,M.).,

(7) Los subgrupos importantes de GL(n>ü~det~1(€- \ {0}):

• el grupo especial lineal complejo:

SL(n,C) = {A G GL(n,C)\ det{A) = 1},

• el grupo unitario U(n) = {Ae GL(n,C)\ A(J)* = / } ,

• el grupo especial unitario 3U(n) = U(n) (1 $L(n, C)
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2. £?-espacios

El concepto de un grupo topológico, junto con el de un espacio

topológico y el de una acción, definirán lo que son los giupos topológicos

de transformaciones.

Definición 1.2.1. Por un Grupo Topológico de

Transformaciones o un (J-espacio se entenderá una terna (G,X,$)

donde G es un grupo topológico, X es un espacio topológico y

8:GxX^X

es una función continua que satisface:

i) 9{e, x) = x, \/x G X, donde e es la identidad de G,

,x); \/x eX,Vg,h€G

La función B se llama acción del grupo G en X El espacio X con

la acción fija 9 se llama G-espacio,.

Para simplificar las notaciones en los casos cuando no hay peligio

de confusión, vamos a denotar a 6(g, x) como gx y a (G, X, 9) como X,

En este caso las propiedades i) y ii) de la definición anteiloi toman las

formas simples:

i) ex~x

ii) h(gx) = (hg)x

Ejemplos

1.. Cualquier grupo G actúa en cualquier1 espacio topológico X

mediante la acción trivial 6, es decir (g, x) = x, para todo g € (?, y

xeX.

2. Cualquier1 grupo G actúa en sí mismo mediante la multiplicación

izquierda.
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3. El grupo de círculo G = S1 actua en el plano complejo

X = IR2 = C medíate la acción

6:GxX^X, &{é\ réx) =

4, El grupo G = (E, +) actua en X = IR2 \ {0} mediante la acción

6:GxX->X, (t,(x,y)) = (éx,ety).

5,. El grupo de los reales G = M. actua en X = IR2 mediante la

acción traslación:

0:GxX^X, $(t,(x,y)) = (x,t + y)

La acción 0 de G en X induce para cada g G G la transió! mación

6g:X^X, 6g{x)=6{g,x)

que llamaremos transición poi el elemento g & G.

De la condición (i) de la Definición 1..5 tenemos que V>e es la función

idéntica; de la condición (ii) tenemos que 6go6h = 0gh, por consiguente

(Q)g1 = 0g-\. Esto demuestra que cada transformación 0 es un horneo

morfismo.

La correspondencia g ~>• 8g es un homomorfismo de G en el giupo

#(X) de todos los homeornoifismos de X sobre sí mismo,, Esto sigue

de las piopiedades:

og°eh = egh y ee = ix

aniba mencionados

En este trabajo básicamente nos van a interesar las acciones de

los grupos compactos. Por eso a continuación demonstramos algunos

propiedades de esas acciones

Comenzamos con el siguiente
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Teorema 1.2,2, Sean G un grupo topológico, X un G-espacio, K

un subconjunto de G y A un subconjunto de X. Se cumple,

1 Si A es abierto en X, entonces KA es abierto en X,

2., Si K es compacto y A es ceñudo en X, entonces KA es cerrado

en X,

3 Si tanto K como A son compactos, entonces KA es compacto.

Demostración. 1) Si A es abieito, entonces gA = 0g(Á) es un

abierto para cada g E G, puesto que 9g es un homeomorfismo Así, el

conjunto KA = (J gA, es también abierto..
geG

2) Sea B un subconjunto cualquiera de X., Es fácil verificar que se

cumplen las siguientes equivalencias:

B n KA = 0 <í=* (K~lB) n A = 0

<*=» {K'1 x B)r\8~\A) = 0 .

Fijemos x € X \ KA un punto arbitrado., Por la obseivación anteiioi

se tiene que

{K-1x{z})n$-1(A} = ®,

esto es,

K-1 x {x} C (G x X)\0-1(A).

Puesto que A es cenado en X, entonces 0~l (A) es cenado en G xX,

y por lo tanto, (GxX)\8~1(A) es abierto y además contiene al conjunto

K~l x {x}. Así, para cada punto g € A"""1, existe una vecindad abierta

Ug 3 g en G y una vecindad abierta Vg B x en X, tales que,

UgxVgc(GxX)\6~1(A),.

Notemos que x es fijo, y que tanto Ug como Vg varían de acuerdo a

g E K"1. Ademas, trivialmente se tiene que,
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K-lc U V9,.

Dado que K es compacto, K~l es también compacto por la continuidad

de la operación de inversión del grupo. Por lo tanto, existen

Si.ífe» ,gn&K~\

tales que
n

Ahora bien, sea

¿=i í=i

los cuales son abiertos enG y X respectivamente

Note que

K-1xVcUxVc(GxX)\ O-^A),

esto es,

De esta manera, y usando las equivalencias mencionadas al principio

de la prueba, se sigue que VDKA — 0. Esto es, para cada ce e X\KA,

existe una vecindad abierta V de x en X tal que x €V C X\ KA, lo

cual significa que KA es cerrado en X,.

3) Si K y A son compactos, su producto cartesiano K x A es también

compacto., Entonces, su imagen 6{KA) = KA es compacto, por1 la

continuidad de 8. D

Proposición 1.2.3. Sea G cualquier grupo, X un G-espacio con

acción $ Entonces 6 es abierta. En el caso que G es compacto, 9 es

cerrada.
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Demostración. Como GxX tiene la topología producto, entonces

sus abiertos básicos son de la forma U x V donde U es abierto en G y

V es abierto en X. Luego, 0(U x V) = UV y por (1) de la proposición

anterior se tiene que UV es abierto y por lo tanto 6 es abierta.

Mostremos ahora que $ es cerrada cuando G es compacto

Sea C un cenado de G x X,, Sea {g\xx} u n a r ed e n #{C) Que conveige

a x en A", donde {{PA> ^A)} está en C. Como G es compacto, existe una

subied {g\y} de {g^} Que conveige a un elemento g de G Luego {.j?̂ 1}

converge a f?"1 y por continuidad de la acción, {x^} = {9~\1{Q>.->X\^)\

converge a ff-I3;

Entonces la ied {(ffx,:^)} en C conveige a {g^g^x) y como C es

cerrado, (ff, í"1^) 6 C Poi lo tanto

G

A continuación introducimos algunas notaciones y definiciones im-

portantes.

Sean H cG, x e X, y A C X:

Por ií(A) = {/io| /i € i?, a e A} vamos a denotar la H-

satmucíón de A,.

Si H{A) = A, entonces diremos que A es un conjunto H-invariante..

En el en caso en que H = G, entonces A se dirá simplemente

invariante.

Es fácil verificar, si A es invariante, entonces el interior y la.

cerradura de A son también invariantes., Si X es un G-espacio

y H un subgrupo de G, entonces se induce una acción de H

en X,. En particular, si A es un conjunto invariante, la acción

restringida al conjunto G x A es también una acción..
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Definición 1.2.4. Sea X un G-espacio y sea x € X. El

conjunto

Gx = {g€G\ gx = x},

de elementos del grupo G que fijan ax se llama el estabilizador

de x ó grupo de isotropía de x..

• Para cada subgmpo H c G7 el conjunto de puntos H-fijos XH

se define como el conjunto {x € X\ H C G3}

• El núcleo del la acción del grupo G es ei subgrupo noimal de G:

En otias palabras N — {g e G\ gx = x, paia todo x € X}

Varaos a decir que la acción del grupo G en el espacio X es:

— trivial si Gx = G paia todo I É X ;

— efectiva ó fiel si f") Gx = {e};

si tiene una sola óibita, es decir, G(x) = X para

todo x € X..

Cuando G actúa tiivialmente en X, gx = x para todo g GG

y todo # G X; esto es, todo elemento de X es un punto fijo:

XG = X.

La efectividad de la acción de G en X equivale a que si g ^ e

entonces gx ^ x para algún #..

Finalmente, una acción es transitiva si y sólo si paia x\ y x-i

en X existe un g € G tal que x-¿ = gx\

En lo que sigue, nos van a interesar las siguientes tres clases

de G-espacios.
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Definición 1.2.5. Vamos a decir que la acción del grupo G

en el espacio X (ó el G-espacio X) es

- libre si Gx — {e} para todo x £ X;

- semilibre si para todo x e X, Gx = {e} ó Gx = G;

- estrictamente semilibre si X es semilibre y Ga = G sólo

para un único punto a £ X

Si G actúa libremente en X entonces todo elemento g de G

distinto de e mueve cada punto de X, es decir, gx ^ x para

todo x € X. En el caso cuando X es un G-espacio semilibre, G

actúa libremente en el conjunto invariante X \ XG', donde XG

es el conjunto de los puntos G-fijos.. Cuando la acción de G en

X, además de transitiva, es libre, paia dos puntos x\, xi 6 X el

elemento g de G tal que #2 = gxi es único.

Ahora, sea X un G-espacio, x € X y A = {x},

• Por G(x) = {gx G X\ g G G} denotamos la órbita de %,. El

conjunto de las órbitas de X vamos a denotar1 por X/G.

Tenemos, si x\,X2 € X, entonces

G(a;i)=G(x2) ó G(xl)nG(x1i) = $.

Esto origina una descomposición de X en las órbitas de cada uno

de sus puntos Así, la relación x ~ y <=» G(x) = G(y) es una relación

de equivalencia cuyas clases son precisamente las órbitas de X... El

conjunto Xf ~ lo denotaremos por1 X/G y a la función que asocia

a cada x con su clase de equivalencia, la representaremos por1 w y la

llamaremos proyección orbital

Definición 1.2.6. Sean X un espacio topológico, Y un conjunto y

TV : X —y Y, una función suprayectiva.. Entonces se define la topología

cociente T en Y como
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. T=*{UcY\ TT'^U) es abierto en X],

donde 7v se llamará la identificación.,

De aquí en adelante, X/G será considerado como un espado topológico

con la topología cociente.,

Algunos propiedades importantes de la función proyección -K se

prueban a continuación,,

Proposición 1.2,7- Sean G un grupo topológico y X un G-espacio.

Entonces la proyección orbital ir es continua y abierta Más aún, si G

es compacto, se cumple lo siguiente:

1. -K es cerrada;

2. X es de ffausdorff =>• X/G es de Hausdorff;

3. X es compacto •& X/G es compacto;

4. X es [ocalmente compacto -£4* X/G es localmente compacto,.

Demostración. La continuidad de -K es evidente de la definición

de la topología cociente.,

Si O es un abierto en X, entonces por (1) de la Proposición 2.6, se

tiene que G(O) es abierto en X.. Así,

es abierto en X, y puesto que X/G tiene la topología cociente, entonces

TT(O) es abierto en X/G.. Por lo tanto -ir es abierta.

Supongamos ahora que G es un grupo compacto y probemos la

segunda paite de la proposición.

1) Sea A un subconjunto cualquiera de X, Entonces se cumple lo

siguiente,

(1.1) GA = TT-^TTÍA)) = X \ n
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Si A es cenado en X, entonces GA es cenado en X por (2) de la

Proposición 2,,6. De (1,1) se sigue que ir~l[X/G \ n(A)\ es abierto en

X y por la definición de topología cociente, X/G \ 7t(A) es abierto y

entonces TT{A) es cenado en X/G., Asi % es cenada.

2) Observamos que si X es de Hausdorñ y G es compacto entonces

las órbitas son compactas y cenadas por la Proposición 1..2.3.

Ahora bien, cualesquiera dos puntos diferentes de X/G pueden ser

escritos como jr(ar) y TT(JÍ) para x, y e X con G(x) n G(y) = 0., Dado

que X es de Hausdorff, entonces existen conjuntos abiertos U y V tales

que

G(x)CÜt G(y)cV,

Por la Proposición 1.2.3, ir(U) es abierto, y por (1) de esta proposición,

(X/G) \ TC(U) es también un abierto.. Como G(x) € x(U) , G(y) €

{X/G) \ TT(Ü) y los abiertos {X/G) \ n{Ü) y ir(U) son disjuntos,

concluimos que X/G es de Hausdorñ.,

3) =i") Si X es compacto su imagen continua X/G es también com-

pacto.

*=) Dado que TT es cerrada, que cada órbita es compacta y que

entonces TT~!(C) es compacto para cada compacto C de X/G (ver [21,

Corolario 2 67,1]).. Por tanto, -K~X{X/G) — X es compacto.,

4) =$-) Dado y 6 X/G, seleccionemos un punto arbitrario

x E x"1^).. Si X es ¡ocalmente compacto, entonces existe una vecindad

abierta U de x y un conjunto compacto C que contiene a £/,. Asi,

y = TT{X) 6 ir(U) C TT(C)

Como 7r(í7) es abierto y 7r(C) es compacto entonces X/G es localmente

compacto.
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<í=) Suponga que X/G es ¡ocalmente compacto. Entonces, par-a

cualquiei x e X, existe una vecindad abierta U de TT(X) y un conjunto

compacto C que contiene a U, Se sigue que

Se tiene que TT~1(Í7) es abierto, y por [21, Corolario 2..67..1], 7r~I(C) es

compacto.. Entonces X es Iocalmente compacto,, G

La adaptación de teoremas topológicos clasicos a la teoiía equivalí-

ante no siempre se lleva a cabo de manera natural, Uno de los factores

que influyen para íograi lo anterior, es por- supuesto la existencia de

una acción en los espacios topológicos. Además de esto, en repetidas

ocasiones será necesario que los subconjuntos de los G-espacios sean

invariantes, lo cual no siempre se cumple.. En particular-, cuando se

trata de obtener vecindades invariantes de algún punto o conjunto, la

siguiente proposición es bastante útil,

Proposición 1.2.8. Sean G un grupo topología) compacto y X un

G-e$po,cio. Entonces toda vecindad de un conjunto invariante A con-

tiene una vecindad abierta invariante de A.

Demostración. Supongamos que V es una vecindad abierta de un

conjunto invariante A. El conjunto

U = {X/G)\K(X\V)

es un abierto de X/G que contiene a TC(A) y además TT~1(Í7) C V

debido a que si u € U entonces

De esta forma,

es la vecindad abierta invariante de A contenida en V. D
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Proposición 1.2.9. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio.

Entonces se cumple lo siguiente:

L Si X es de Tyckonoff entonces X/G es de Tychonoff..

2.. Si X es normal entonces X/G es normal.

Para la demostración necesitamos el siguiente

Lema 1.2.10. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio., En-

tonces para cada función continua f : X —» [0,1] la función f*:X—>

[0,1] definida por

f*(x)^Sup{f(gx)\g€G}

es una función continua e invariante.

Demostración. Sea XQ € X un punto arbitrario, g € G y E > 0.

Como / es continua en el punto gxo, existe una vecindad Ug de gx$ tal

que

(1-2) f{gx0) - e < f(z) < f{gx0) + e

para todo z € U

Poi la continuidad de la acción en el punto gxo existen una vecindad

Og de g en. G y una vecindad Wg de XQ en X tales que

OgWg c Ug-,

Como G es compacto, existe un numero finito Ugi, , U3n tales que

G = Ug, U . „ Ug»

Sea W — C\f=1Wgi,. Entonces W es una vecindad de XQ.. Sea x € W y

g E G puntos cualesquiera., Entonces ¿7 € O9í para algún 1 < i < n,

Al mismo tiempo x € Wgi y por lo tanto gx 6 O3iWffi c U&- De (1.1)

tendremos

f(gx0) -£< f{gx) < f(gx0) +e

paia todo 5 e G, í É W.
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A su vez, este último implica

SupU{gxo)\ geG}~e< Sup{f{gx)\

<Sup{f{gxo)\geG}+e.

En otias palabras,

para todo x € W Esto completa la prueba de la continuidad de /*, D

Demostración de la proposición 1.2.9.

1-.. Sea X un G-espacio de Tychonoñ, A c X/G un cenado y

z € {X/G) \ A Sea p : X —• X/G la proyección orbital. Consideremos

los siguientes subconjuntos de X:

Entonces A' es un cenado en X, mientras que K es un compacto

(K es una órbita y como G es compacto, esta órbita tiene que sei

tanbién compacto)., Elijamos una función continua / : X —> [0,1]

tal que f{K) ~ 0 y f(A'} = 1. Entonces para la función invariante

f* : X -* [0,1] del lema 1 2 10, tenemos /*(#) = 0 y /*(A') = 1. Como

/* es invariante, existe una única función continua / : X/G —*• [0,1]

tal que /* = fp.. Para / tenemos

f(z) = 0 y f(A) = li

es decir /* es la función buscada.

2. Sea X un G-espacio normal, A B c X/G dos cerrados ajenos

en X/G Consideremos los siguientes subconjuntos de X:

A'=p-\A) y B' = p~\B),

Eligamos una funcción continua / : X —y [0,1] tal que f{A') = 0 y

f(B') = L Entonces para la función invariante /* : X —> [0,1) del

lema 1.2,10, tenemos f*(A') ~ 0 y f*(B') = 1. Como /* es invariante,



2. G-ESPACIOS 23

existe una única función continua / : XjG ~* [0,1] tal que /* = fp.

Para / tenemos

f(A)=0 y f(B) = l,

con lo cual se termina la demostración.

Por G/H denotaremos el G-espacio cociente {gH\ g 6 G) bajo la

acción inducida por la translación izquierda La familia de todos los

subgrupos de G que son conjugados de H lo denotaremos por (H):

El conjunto (H) se llama tipo orbital (ó simplemente un tipo de

órbita) El conjunto de todos los tipos de órbita se denota por Te-

Ahora, para dos tipos de órbita {Hx) y (tf2) se dice que {H\) -< (H2)

si y sólo si Hi C gHig~l paia algún g € G,,

Si (#i) < (H2) y (Hi) f- {H2) entonces escribimos (Hi) -< {fí2) La

relación ^ es un ordenamiento parcial en el conjunto de todos los tipos

de G-órbitas

Ahora, sea X un G-espacio. Como Ggx = gGxg~l para todo x E X.

g e G, tenemos que

(<?,) = {Ggx\ g e G}.

Esto significa que los estabilizadores de puntos en la misma órbita G(x)

tienen el mismo tipo de órbita (Gx)

Si (Gx) = (H) para todo x € X y un subgrupo senado H C G

entonces se dice que X tiene un solo tipo orbital (H),, Es claro que

X es un G-espacio libre si y sólo si X tiene un solo tipo orbital dei

subgrupo trivial de G

Definición 1.2.11. Una función continua f : X —* Y entre G-

espacios es una G-aplicación ó función equivariante si satisface

f(gx) = gf{x), para cada g G G, i e X .
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En el caso que Y es un G-espacio trivial, es decir G actúa triv-

ialmente sobre Y, entonces la función equivalíante f : X —* Y será

llamada invariante. Así, para una función equivalíante se cumple

f{gx) — f(cc) para todo x E X, g e G.

En lo que sigue =Q significará "es G-komeomorfo"

Notamos que la función identidad es equivalíante y la composición

de dos funciones equivaiiantes es equivalíante, Así, los G-espacios como

objetos y las G-aplicaciones como morfismos forman una categoría, la

cual denotaremos por G-Top., Tenemos que toda función equivalíante

/ satisface Gx C £?/(») paxa todo x G X.. Además / transforma órbitas

en órbitas puesto que f(Gx) C G(f(x)), e induce una función en los

espacios de órbitas, como veremos a continuación..

• Un mapeo equivalíante / : X —» Y de G espacios se dice isovari-

ante si Gx — G/^j para todo x € X,

• Si X\, A € A son G-espacros entonces el producto n ^ A será
AeA

tratado corno un ¿?-espacio equipado por la acción diagonal de
Gt es decir

9{z\] = {9X\} para todo {xx} € f j Xx

AeA

• Un (7-espacio X se llama G- espacio lineal si es un espacio topoíógico

lineal con la acción lineal del grupo G, i.e..,

g{\x 4- ¡jy) = \{gx) + ti(gy) para todo g €G, x, y e X, A ^ e K

Un G-espacio es G-espacio lineal normado (ó G-espacio de Banach, ó

G-espacio Euclidiano) es un espacio lineal normado (ó de Banach, ó

Euclideano) con la acción lineal e isométrica de grupo G.,

Lema 1-2.12. Sea G un grupo y f : X -*Y una función equivari-

ante,. Entonces existe una única función continua

f : X/G -* Y/G
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que hace conmutativa el diagrama

X -A Y

pl QÍ

X/G -i Y/G
en donde p y q son las proyecciones orbitales..

Más aún, si f es un G-homeomorfismo, entonces f es un homeomor-

fismo,,

Demostración. Definimos / según la regla

f(G{x)) = G{f(x)), G{x)eX/G.

Entonces qf = fp, es decir el diagrama es conmutativo. Más aún, de la

igualdad qf = fp se sigue la unicidad de la función /.. La continuidad

de / se sigue de la siguiente igualdad:

donde V es un abierto en Y/G,.

En efecto, como q y f son continuas, Z " 1 ^ " 1 ^ ) ) es abierto en X, y

como la proyección p es abierta, entonces /~1(V) es abierto en X/G..

Ahoia, sea / un homeomoifismo equivariante,, Entonces / es biyec-

tiva. Verifiquemos que (/) es abieita. En efecto, sea U C X/G un

abieito De la conmutatividad del diagrama sigue que

Como p es continua p l(U) es abierto en X y como las funciones / y

q son abiertas, entonces f{U) es abierto en Y/G. G

La noción de la rebanada quizás es la más poderoso en toda la teoría

de los grupos topológicos de transformaciones. En los capitulos 2 y 3

esta noción jugará un papel desisivo. Aquí está la definición exacta

[29, p. 27]:
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Definición 1.2.13. Un subconjunto S de un G-espacio X se llama
una H-rebanada en X si

L S es H-invariante, i.e.., H(S) ~ S,

2 la saturación G(S) es abierta en X,

3. sig eG\H entoncesgSnS = ®)

4,. S es cenado en G(S)..

La saturación G(3) se dice que es un H-tubo. Si además
G(S) = X, entonces decimos que 3 es ií-rebanada global de X.

Con la noción de la rebanada está estrechamente relacionada la
noción de un producto torcido.

Mas precisamente, sea S un ¿/-espacio con H c G un subgrupo
cenado, Consideramos el producto G x S en el que H actúa mediante
la iegla:

h{g,s) ~ { g h ~ l , h $ ) , d o n d e h € H y (g,s) € G x S .

El producto torcido es simplemente el espacio orbital (G x S)/H que
se denota por lo geneial como G xff S..

De vuelta G actúa en G xH S por la fórmula

9'b,$] = W9>s] donde g1 € G, [g,s] <= G xH S., '

Teorema 1.2.14. Sea G un grupo compacto, H un subgrupo cer-

rado de G, X un G-espacio y S una H-rebanada global para X. En-

tonces X es G-homeomorfo al producto torcido G xH S

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativa

GxS

Vi

GxHS

i
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donde 9 es la acción, p es la proyección //-orbital y 9 es la función

inducida por 9. Aquí, como 9 evidentemente es constante sobre las H-

orbitas del H-espacio G x S, vemos que de verdad 9 está bien definida

por la f oí muía

Según la proposición 1 2,3, la acción 9 es una funccíón abierta y por

lo tanto la función inducida 9 también es abierta. Como 5 es una H-

iebanada global, 9 es suprayectiva y por lo tanto 9 también es suprayec-

tíva, Constatemos que 9 es inyectiva.. En efecto, sea

donde [gi, si], [g2, s2] E G xH S. Entonces tenemos giSi = £f2S2, y por

lo tanto, si = Qi1g2S^ Esto implica que $i E S n ft"1^^ y debido

al hecho que S es una ¿f-iebanada concluimos que pf V2 € H. Así,

9\ = Qihr1 y s¡ = h$<¿ con h € H De aquí sigue que [5-1,51] —

[g2h~l,hs2\ •= [52j«ají ie . , O es inyectiva. Ahora, siendo una función

btyectiva, continua y abierta, 9 es un homeomorfismo.,

D
Uno de los resultados básicos en la teoría de grupos de transforma-

ciones es el siguiente Teorema sobre la Rebanada (ver e.,g,, [29, Teorema

1,7.18] ó [6, CU, Teoiema 5,4]) que afirma lo siguiente:

Teorema 1.2 15., Si X es un G-espacio y x € X entonces existe

una G^-rebanada 3 C X que contiene el punto x.,

Una consecuencia importante del Teorema sobre la Rebanada es

que si X es un G-espacio con todas sus órbitas del mismo tipo, en-

tonces el mapeo orbital X —» X/G es una fibración localmente trivial

[6, C II, Teorema 5.8].,

En el capítulo 2, vamos a necesitar el teorema sobre la rebanada el

teorema sobie la rebanada en la siguiente forma más desarollada:
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Teorema 1,2.16. Si X es un G-espacio y x € X entonces existe

una vecindad invariante V de la órbita G(x) y una G-función equivari-

ante y abierta f : V —> GjGx tal gueS = f~1(eGx) es unaGa-rebanada

con x G S,,

Demostración. Por el teorema 1.2.15, existe una G^-rebanada 5

tal que x € S1, Entonces la saturación V = G(S) es una vecindad

invariante de la órbita G(x). Según el teorema 1,214, V se puede

identificar como G-espacio con el producto torcido G XcaS mediante

el G-homeomorfismo 9 : G Xoa S —* G(S) de la demostración del

teorema 1 2,14, Sea p : G x S —* G la proyección ordinaria y h :

G xca S —* G/Gx la función inducida por p. Como p es abierta, lo

es h.. Sea / la composición hO"1. Entonces / : V —* G/Gx es una

G-función equivariante y abierta, Ademas, la preimagen /~1(eGI) es

precisamente el conjunto 5., •

2.1. Métrica invariante. En esta subsección se menciona qué es

una métrica invariante y cuáles son las condiciones para que en un

G-espacio metrizable exista una métrica invarianre,.

Definición 1.2.17. Una métrica p para un G-espacio metiizable

X, compatible con su topología, es una métrica invariante si

p(gz,gy)= P&y) para todo g£G, y x,y € X,

esto es, si el homemorfismo 9g es una isometria respecto a la métrica

p, para todo g <E G.

En este caso decimos que la acción del grupo G es isométiica (con

respecto a la métrica p ). La siguiente proposición establece una

condición para la existencia de una métrica invariante.

Proposición 1 2.18- Sean G un grupo compacto, X un G-espacio

metrizable. Entonces existe una métrica invariante p para X.
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Demostración. Sea p cualquier métrica consistente con la topología

de A".. Para z, 3/ 6 X definimos d(x,y) — su.pp(gx,gy). Afirmamos que
geG

d es la métrica buscada,. En efecto,

d(hxthy) =supp(ghx,ghy) = sup p(ghx,ghy) = d(x,y)..
g<=G ghGG

Probemos ahoia que p y d generan la misma topología de X. Para

esto, mostremos que cualquier sucesión de puntos {xn} en X converge

a xo en (Xt d) si y sólo si {xn} converge al mismo punto XQ en (X, p).

Como p(x, y) < d(x, y), entonces claramente xn converge a XQ en (X, d)

implica que xn tiende a XQ en (X,p).

Supongamos ahora que xn tiende a xo en (X,p), es decir, para todo

e > 0 existe N > 0 tal que p{xni XQ) < e, para toda n > N, Afirmamos

que xn tiende a Xo en (X, d),, En efecto, sean

e > 0 , geG y Vg = {y € X : p(gxo,y) < - } .

Vg es una vecindad abierta de gx0. Por continuidad de la acción pode-

mos elegir' vecindades abiertas Og de g y Wg = {y € X : p(rc0) y) < Sg]

de XQ tales que

e(o9 x w5) c vs.
Luego, para cada h € 0g y x € Wg, se tiene que hx € Vgt esto es

(**) p(hx,gxo)<-.

Por la compacidad de G existen <h, ,gn € G y vecindades OQi de &

con Í — 1, ,n, tales que

í=r

Además, par a cada Ogi, existe su respectivo

W3i = {y e X\ p{xo,y) < 6gi tal que 0{Ogi xWgi) CV9i,

Sea <5 = min{<533, ,5gn}. Debido a que Xk converge a 3:0 en (X,p),
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entonces para cada 8 existe Ni > 0 tal que p(xk, XQ) < 6 < 5gi, para

toda k > Ni.

Tenemos entonces que cualquier g debe estar1 en algún Og y Xk en W5i,

lo que implica, por (**), que

4
De esta manera,

p(gxk>gxo) <p(s

Luego, tomando supremos, se tiene que

e ep(g%k,g%o) < p(gxk,giX0) + p(3¿x0; gx0) < - + - = e, para k > Nv.

í/zo) < e, es decir,.

n

o) < e, para toda k > N^.

Hemos probado entonces que z¿ tiende a XQ en {X, d),

3. Acciones en espacios de funciones

A continuación denotaremos por1 C{X,Y) la familia de todas las

funciones continuas del espacio X al espacio Y, Para un subconjunto

K de X y un subconjunto U de Y, denotaremos

] = {feC(X,Y)\f(K)cU}.

La familia de todos los subconjuntos de la forma M[K, íí\, con K un

subconjunto compacto de X y U un subconjunto abieito en y , es una

subbase para la llamada topología compacto-abierta. En este trabajo

siempre vamos a considerar en C(X, Y) la topología compacto-abierta.

La familia de intersecciones finitas de conjuntos M[K^ U] es una

base para la topología compacto-abierta; así cada elemento de esta

base es de la forma

i=0

con n un entero positivo, donde cada Ki es un subconjunto compacto

de X y cada í/¿ es un subconjunto abierto de Y
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Ahora, sea G un grupo topológico, X un G-espacio y Y un espacio

topoiógico,.

Consideremos la acción <j> de G en C(X, Y) definida por:

<p:GxC(X,Y)->C(X,Y)

Tiene lugar el siguiente

Teorema 1.3.1. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces

la acción (*) arriba definida es continua.

Demostración, Sea g0 e G, f0 € C{X,Y), K un compacto en

X, U un abierto en Y tal que M[K, U] es un abierto de la subbase de

la topología de C{X,Y) que contiene a g0fo, es decii (gof0)(K) C U.

Sea x 6 K, entonces {gof0){%) = So{gZlx) e U.. Por la continuidad

de fo en el punto g~l$, existe un abierto Wx C X tal que g~*x € Wx

y foiW'x) C U. Ahora, por la continuidad de la acción G en X, para

cada x 6 K, existen abiertos G D Ox B go y X D Sx 9 x taíes que

O$lSx C W .̂.. Así, poi ser G localmente compacto, existe A^B go tal

que Ax c Ox y Ax es compacto. Ahora, la familia {Sx \ x € K} es una

cubierta abierta de K, y por ser éste compacto, existe una subfamilia

finita {SXl,.,.., S^} de {S^ \x e K} que cubre a K Paia cada SXi con

1 < i < Pi existen sus correspondientes OXi y los ^4^. Ahoia definimos

A — nSi-Aa.,. Entonces A es una vecindad de g0 y A C 0;=?-^^

Entonces A es compacto. Por lo tanto T = A-1K es un compacto en

X. Así / o 6 A/[T, C], porque para toda í € T existe 1 < i < p tal que

í 6 A-^SXÍ C O~*SXi C W,*, así tenemos /O(T) C E/. Afirmamos que

paia todo g <E A y para todo 0 e M[T, Í7] se cumple gtp & M[K, U].

En efecto, si x G K C \Jl^SXi, existe 1 < j < p tal que x € 5 ^ y

5 € 4ej, así

~x
g x £ A^Sx, C A~XK = T
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con lo cual (g<f){x) = 4>{g~lx) 6 <}>{T) C 17, así g<p € M[K, U) con esto

la demostración está terminada. D

Otro caso en el que la acción (*) es continua, es cuando se pide que

X posea compacidad local mientras el grupo G puede ser cualquiera,

Pero aquí no necesitaremos este resultado.

La acción (*) arriba definida, en general, no es continua si no cuenta

con restricciones de compacidad local como se pidió en los resultados

anteriores,. Ahora mostraremos en un ejemplo que la acción (*) puede

ser discontinua.

Ejemplo 1.3.2. Sea G = Q el grupo aditivo de números racionales..

Entonces la función de evaluación u) : Q x C(Q,I) —*• I con

w{x,f) = f(x) es discontinua (ver [12, pag.. 419].

Ahora afirmamos que la acción (*)

también es discontinua.. En efecto, supongamos que <f> es continua.. Sea

0 : C(Q, I) —* I la función definida por la fórmula /?(/) = /(O).. En-

tonces la composición a = 0<f>: Q x C(Q>I) —* / también es continua.

Pero a(xy f) = {f3$){x, f) = 0[<j>(x,/)] = flxf) = (x})(0) = f(x) para

todo x G Q, f G C(Q,I). Por lo tanto a = u), Pero u no es continua

Esta contradicción muestra que en realidad la acción <f> es discontinua

En lo que sigue nosotros necesitaremos considerar el caso cuando

G es un grupo cualquiera (no necesariamente localmente compacto),

Y = E, y además vamos considerar- la restricción de la acción (*) en

subconjuntos equícontinuos E de C(X>M). Resulta que en este caso la

acción (*) sigue siendo continua.

Primero vamos a establecer una cadena de lemas que culminan en

la demostración de la animación que acabamos de mencionar,

Definición 1.3.3. Un subconjunto E c C((?,R) se llama equicon-

tinuo en un punto dado XQ € G, si para todo e > 0 existe una vecindad

E—«
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U de XQ tal que

£ para todo f € Et xeU.,

Tiene lugar el siguiente

Lema 1.3.4. Si G un grupo cualquiera, X un G-espacio y

E c C(X, M) un subconjunto equicontinuo.. Entonces la función

¡3:GxX xE^Y

definida con la regla

fly.a:,/)-/(ff"1*:); g e G , x € X , f e E

es continua.,

Demostración. Sean (gQ,Xo,fo) 6 ( ? x X x £ y denotemos

Sea e > 0 arbitrario.,

Por la equicontinuidad de E en el punto g^Xo, existe una vecindad
W c X de Q^XQ tal que

l/(^)- /(áf^o) | <e/2 para todo x€W, / € E.

Por la continuidad de la acción G en X, existen una vecindad O CG
de <7o y una vecindad S C X de XQ tal que O~lS C W., Consideramos
la siguiente vecindad de /0 en E C C(X,M):

xQ,U\ = { 0 € E\

donde Í7 = (y0 - e¡% Vo + e/2) C E.

Afirmamos que

para todo g € O, x € S y 4>€ ^[ffo"1^, £/"]

En efecto, tenemos que g~xx € 0 - 1 5 C



34 1,. PRELIMINARES

(1-3)

(1.4) \<t>(9~1xo)-Vo\<e/2.

Como yo = fo{9Qlxo), de estas desigualdades se sigue que

es decir, 4>(g~lx) € (yo — e,yo+e). Obsevando que 0(g,x, 4>) = 4>{g~lx)

se concluye la demostración. D

Lema 1.3.5. SeaG, X, E c C{X,M) y 0:GxXxE^R como

en el lema anterior. Sean además K un compacto en X y e un número

real positivo. Entonces para cualesquiera go & G y /o € B, existen

vecindades O C G y A c B de los puntos g$ y f'o, respectivamente,

tales que

\0{g, ̂ , f) - 0Í9ot x, /o)¡ < e para todo (gJ)eOx A, x€ K.

Demostración. Para todo x en K consideremos g$lx € X. Como

E es equicontinua en el punto .f;̂ 1 ,̂ entonces existe una vecindad Wx

de g^x tal que

(1.5) \f(z) - /(so1*))! < e/4 para toda / € E, ze Wx.

Ahoia, por1 la continuidad de la acción de G en X, existen para cada

x € K, Ox C G, una vecindad de ga, y Sx C X, una vecindad de x,

tales que

Como K es compacto, su cubierta abierta

<y={$x\xeK}

tiene una subcubierta finita {SXl, , SXrí}.
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Consideremos las correspondientes vecidades OXl, , OXn de los ele-

mentos 5¿"1;ciíPo*la:2) >9olxn> respectivamente. Así, paia 1 < i < n,
denotamos

A = {¿ e C(XtY)\ Itig

Como

^xh Ui] con f/¿ =

n

cocluimos que cada Ai, y por- lo tanto la intersección A' = f] Ai, son

abiertos en C(X,M.). Sea
A = A' n £..

n

Entonces 4̂ es una vecindad de /o en E. Claramente, O = f]OXi es

una vecindad de go en G.,

Afirmamos que Ay O son las vecindades que necesitamos, es decii

que satisfacen lo siguiente:

siempre cuando a; esté en K, f en A y g1 en O

Si / está en ^4, entonces / € Ai para todo 1 < i < n, y por lo tanto

tendremos

(1-6)

Para toda re e ÜT se tiene que ac € 5^ con algún 1 < i < n., Al

mismo tiempo, g €. O C OXi, y por lo tanto, g~lrx € O~^SXi C W .̂,

Consequentemente, si / € A, obtendremos de (1.5)

(1-7)

De la desigaldad (1-7), poniendo / = /o, obtendremos
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(18) \h(tolXi)-foÜ-lz)\<e/4.

De (1.6) y (1 8) tenemos

(19) \fo{g-lx)-M1xi)\<e/2.

Ahoia (1 7) y (1 9) implican

'z) - foisolx)\ < Ittg-'x) - / (5o^ ¡
l e/2 + e/2 = e..

Para concluir la demostración íalta nada más ver que

D

Teorema 1.3.6. Sea G un grupo, X un G-espacio y E un subcon-

junto de C(X, R) equicontinuo en cada punto del espacio X. Si E es

invariante bajo la acción (*) arriba definida, entonces la restricción de

esta acción en E es continua.,

Demostración. Como el subconjunto E es equicontinuo, su topología

compacto-abierta coincide con la topología de convergencia puntual y

la función evaluación

Ü:ExX -+y ; í í ( / , i ) = f{x)t

es continua (ver [20, Ch. 7, Theorem 15]) Seleccionamos, de forma ar-

bitral ia, un punto (go, ,/o) € G x J3 y una vecindad subbásica M\K, U]

tte 3ofo en E, donde K C X es un compacto y U C K es un abierto

Recordemos que M[K, U] es ia familia de todas las funciones / €

C(X,M) tales que / e E y f(K) C U.
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Como (gofo)(K) = fo(gñlK) es compacto y está contenido en U,

existe un e > 0 tal que la ^-vecindad de Jo{9o K) también está con-

tenida en U-

Ahora apliquemos el lema 1.3 5 para g0 e G, /0 € E, K c X y

e > 0 Entonces existen una vecindad O de QQ en G y una vecindad A

de /o en E tales que

\0(9iB*f) ~ 0(90,%, fo)\ < e para todo x € K, g e O y f € A.

Como /3(g,x, f) — {gf)(x), se sigue que (gf)(x) está contenida en la

e-vecindad de (gQfo)(K), y por lo tanto, en U Así, (gf)[K) C U Esto

significa que

gf e M[K, U) para todo g e O, / € -4,

y la demostración esta concluida., D
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CAPITULO 2

G-compactaciones semilibres

1. G-compactaciones de G-espacios

Definición 2.1.1, Sea X un G-espacio.. El par (BX,b), donde

BX es un G-espacio compacto y b : X —> BX es un encaje equivari-

ante, tal gueb(X) = BX se llama una G-compactación del G-espacio

X.,

Problema 1. Cuando un G-espacio X posee una G-compactación?

En esta sección vamos a investigar esta importante pregunta que

dio origien al tema principal de la tesis presente

Paia dar una imagen completa de esta tama vamos a demostrai

aquí el teorema famoso de Jan de Vries [33] sobre la existencia de la

G-compactación.,

Primero consideremos el caso de un G-espacio localmente compacto

X con G cualquier grupo topológico Sea X' = X U {oo} es la cora-

pactacíón de un punto de X. Es claro que si definimos g(oo) = oo

para todo g £ G, entonces X* es un G-espacio. Así, X* es una G-

compactación para X.,

Si -X" no es localmente compacto trataremos de compaettficar X

mediante la compactación de Stone-Cech 0X de X. Entonces cada

operación g : X —* X de G en X se extiende únicamente a un homeo-

morfismo g : 0X —> QX de 0X y la función que manda g G G en esta

operación g extendida es un homomorfismo de G en el grupo H(0X)

de homeomorfismos de f3X. Desafortunadamente la función natural

39
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Í9,%) —* 9ÍX) d c G x 0X en 0X no es en general continua y de hecho

si tomamos z* € {PX) \ X, entonces la función g —• <?(.£*) tampoco es

en general continua Un ejemplo simple desarrollado por M Jerison es

el siguiente: X = C, el plano complejo, G = S1, el círculo unitario, y

la acción de G en X es la multiplicación compleja,.

Si E es el eje íeal considerado como una red en 0X con su orden

usual y z" es un punto limite de IR en 0X, entonces et6x* será un punto

límite de et$R,. Sea K la cerradura del conjunto

K={zeX | | /m(*)|>

en (3X Entonces se ve rápidamente que K es ajeno de la cerradura de

R en 0X (K y K puede separase; por una función continua y acotada

de valores reales en A'v y cuya única extensión a 0X sepaia K de la

cerradura de R) Por lo tanto 0X \ K es una vecindad de x*.. Por otro

lado si 6 ?¿ 0 (mod 2TT), la red ei0R está eventualmente en K y por

tanto ez9x" no se aproxima a x" cuando 6 —* 0

Definición 2.1.2. Sea G-un grupo Por un G-cowp&cto convexo

mencionaremos un subespacio compacto convexo K C C(G,M) invari-

ante con respecto a la acción G x C{G, S) —» C(G, R) definida por

(2.1) (gf){*) =

íaí que la restricción de esta acción sobre G x K es continua..

Otra, definición que será importante en el transcurso de la tesis es la

de un espacio G-Tychonofí', pero antes de definirla nos hace falta otro

concepto que a continuación se anuncia.

Definición 2.1.3- Sea G un grupo topología), Z un G-conjunto.

Una función f : Z —• R se llama G-uniforme si para toda e > 0,

existe una vecindad O de e enG tal que

\f(gz)-f(z)\<e
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para toda g e O, y z € Z.

El siguiente lema es casi una lefbrmulación de la definición anterior:

Lema 2.1.4. En los condiciones de la definición anterior las sigu-

ientes afirmaciones son equivalentes,

3... La función f es G-uniforme,

2. Lafamilia defunciones {firs\ z € Z] C C(G, M) es equicontinua

en e £ G,

3. La familia de funciones {f^t\ z € Z} C C(G, K) es equicontinua

en todo punto g G6 G

Definición 2.1.5. Un G-espacio X se dice que es G-Ticonoff si

para cualquier conjunto cerrado A C X y cualquier punto x E X \ A

existe una función G-uniforme f : X —* [0.1] tal que f(x) = 0 y

Proposición 2.1.6,. Sea G un grupo, X un G-espacio y

/ . A —* JK

un mapeo G-uniforme, acotado y continuo Entonces existe un G-

compacto convexo K¡ C C(G, R) y un único mapeo equivariante

f. : X —» K/¡ tal que pef* = f,

donde pe : K¡ —* R es el mapeo evaluación en e 6 G (es decir, pe{íp) =

<p{e) para toda función <p €

Demostración. Al definir

tenemos el mapeo /, : X —* C(G,M). La continuidad de /* sigue de

que la topología compacto-abierta es propia [13, p.149].. La condición

Pe/* = / es evidente. Notamos que poi el lema 2.1.4, la G-continuidad
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del mapeo / siqniíica la equicontinuidad de la imagen f*{X) C C(G, IR)

en cada punto del grupo G De eso sigue y la equicontinuidad de la

envoltuia convexa convf.(X),,

Para cualquier g € G por pg denotamos el mapco de evaluación

en el punto g e G. Para todo g e G tenemos pg(convf*(X)) c f(X)

Como el mapeo / es acotado, la cerradura de pg(convf,(X)) C

f(X) es compacta Entonces, según el teorema Aizela-Ascoli la cer-

radura Kj = convfm(X) es compacta (ver [21, Theorema 8 28].. Ade-

mas, gracias a la equicontinuidad de convft{X), su cerradura K¡ también

es equicontinua (20, Ch 7, Theorem 14].. Entonces, según el teorema

1.3,6, la acción del grupo G en K¡ es continua Es fácil de ver que el

mapeo f*:X—* K¡ es equivalíante

Entonces se cumplen todas las propiedades de la proposición 2..1..6

Falta demonstrar la unicidad del mapeo /,

Sea F : X —* K¡ un mapeo equivariante que satisface la condición

peF = f Entonces para todos g 6 G,x G X tenemos

F(gx)(e) = j{gx). Usando la equrvariancidad de F, tenemos

Entonces

Ux){g)=j{gx)=F{gx){e) = F{x){gl Le., f. = F.

D

Proposición 2.1 7,, Sea G un grupo arbitrario, X-un Gespacio de

Tychonoff, A C X un conjunto cenado yx £ X\A Entonces existe un

G-compacto convexo (respectivamente, meírizable) K¡ y una función

equivariante

tal que f{x) & f(A).
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Demostración. Sea tp : X —> [0,1] una función G-unif orine tal

que <p(x) = 0 y A c tp~l{l)- Definimos la función / : X -» C((7,R)

por medio de la fórmula

x € X, g € G

Esta función es equivalíante según de la Proposición 2,1,6

Denotamos por U el subconjunto abierto de C{G, R) que consta

de todas las funciones h : G —* [0,1] tal que h(e) < | , donde e es el

elemento identidad del grupo G Obviamente

f(x)eU y Unf(A)=V>.

Consecuentemente, f(x) $ f(A).

Más aun. poi el lema 2.1.4, la G-uniformidad de la función <p equivale

a la equicontinuidad uniforme del conjunto f(X) en C(G¡R).. Pero

la cerradura convexa K¡ del conjunto f{X) en GK{G,R) también es

equicontinua (ver [20, Ch. 7, Theorem 14])., Por el teorema de Arzela-

Ascoli ver [21, Teorema 8.28], Kj es un conjunto compacto Nos falta

que se cumpla que Kf está dotado con la acción del grupo G, Para este

fin consideramos la acción definida en (2.1) sobre el espacio C(G,K)

De acuerdo con el teorema 1,3.6, la restricción de esta acción para el

subconjunto G x Kf es continua Una simple vetiificación muestra que

Kf es invariante con respecto a la acción dada en (2 1) Así, Kf es un

G-compacto convexo y / : X —> Kj es ía función requierida. D

Los siguientes dos lemas son conocidos pero no pudimos encontrar

una referencia cómoda para ellos

Lema 2.1.8. Sea J2' = {/p : X —> Yp, (i € Ai} una familia de

funciones continuas del espacio X a los espacios Y^, Supongamos que

JF separa los puntos de cerrados en X. Entonces el producto diagonal

F ~ AJ7: X —» Yl Y? Que e 5 í a definida por la formula

, X € X
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es un encaje topológico en el producto

Demostración. Sean x y y dos puntos diferentes en X Como

X es Ti-espacio, poi la hypotesis f^x) ^ f^y) para alguna función

fu € T lo que significa que F(x) ^ F(y) Así, F es inyectiva La

continuidad de las funciones f^ € T implica inmediatamente que F es

una función continua.. Por eso nos queda de verificar nada más que la

función F : X —• F(X) es cenada..

Sea A C X un cenado de X. Vamos a demostrar que F{A) es

cenado en F(X), es decir tiene lugar la ígualidad

F{A) = F(A) O F(X)

donde F(A) es la cerradura de F(A) en el pioducto fj Y^,.
ft&M

Tomemos cualquiei punto z 6 F(A) (~)F{X). Entonces z = F(XQ)

para algún punto XQ e X. Si XQ & A entonces z e F(A)., Si XQ ^ A,

entonces poi la hipótesis f\{xo) £ fx{A) paia algún elemento fx € T,,

Sea Í/A ~ XA \ f\{A) y U^ = X^ para fi € M\{\}. Entonces el

pioducto U = [ ] í/,, es ua a vecindad para el punto z — {/M(x)},,
¡i€M

Como Ux O /A (A) = 0, vimos que U C\ F(A) = 0. Pero esto contradice

a la inclusión z € F(A),, Así F es cenada y la demostración esta

completa D

Lema 2.1.9. Sean X y Y\, X e A espacios Tychonoff y sea el peso

wX = r infinito.. Sea T = {f\ : X —* Y^ : X G A} una familia de

funciones continuas. Si T separa puntos de conjuntos cerrados de X.

Entonces existe una subfamilia K <zT de cardinalidad CardK = r la

cual también separa puntos y conjuntos cerrados en X.

Demostración. Sea B una base de abieitos de X de cardinalidad

r Considere la familia D de todos los pares (Ui,Ui) € B x B, tal que
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U\ C U2 Entonces existe una función fx & T cumpliendo

(2.2) 7xW)n. " "

Claramente, CardD = r. Elijamos para cada par (C/i, Ü2) € D una

función fx € T que cumple con (2,.2), y sea K la familia de todas

las funciones obtenidas de esta forma. Así, CardK < CardD = r.,

Para completar la piueba, es suficiente mostrar- que K separa puntos

y conjuntos cenados en X, Sea A C X un conjunto cenado y sea

x G. X \ A. Siendo B una base, existe un Vi & B tal que x € U% C

X \ A. Como T separa puntos y subconjuntos cerrados de X, existe

una función fxM.X^>Y\, f\ G T tal que

(2-3) fx{x)$h{X\U2).

Siendo X y Yx espacios Tychonoff y fx una función continua, (2.3)

implica que existe un U\ € B tal que x € Ui,Ui C Vi y (2.2) se

cumple. Consecuentemente, el par- (U^Ui) pertenece a D De aquí

(2-4)

donde / 6 F es la función correspondiente al par {ü\,V-i), Siendo

/ £ K y siendo ( 2.4) implica f{x) $ f(X \ V2) para x € Vh. Esto

completa la prueba. D

Teorema 2., 1,10. Sea G un grupo, Entonces para cualquier espa-

cio G-Tychonoff X de peso infinito w{X) = r existe una familia de

G-compactos convexos {Kj \f € F} tal que \F\ = r, donde ¡ F \ es la

potencia de F, y X posee un encaje equivariante en el producto J\ Kf
feF

(dotado con la acción diagonal del grupo),.

Demostración. Por la proposición 2.1.7, la familia $ de todas

las funciones, equivariantes / : X —+ Kf con zangos en G-compactos

convexos separa puntos de conjuntos cenados en X. Y de aquí por el

lema 2..1..9, es posible elegir una subfamilia F C $ de potencia

I F |= T = ÜJX que también separa los puntos de conjuntos cenados
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en X., Tomando el producto diagonal de todas las funciones / 6 F

obtenemos el encaje equivariante deseado i: X —* JJ K¡ (ver el lema

2.1.8). O

Aquí está otro resultado que en caso de un grupo localmente com-

pacto establece la existencia de un G-compacto universal de un peso

dado.

Teorema 2,1.11. Sea r un cardinal infinito y sea G un grupo lo-

calmente compacto de peso wG < r.. Entonces existe una familia

{Kf,f e F} de G-compactos convexos, tai que \ F \= r, y cada espa-

cio G-Tychonoff X de peso wX < r posee un encaje equivariante en

el G-espacio \\ K¡.

Demostración, Consideremos el G-espacio C(G, / T ) , / = [0,1],

dotado con la acción definida en (2,1), En virtud de la compacidad

local de (?, esta acción es continua (ver Teorema 1,3,1), y tenemos

wG(G,F) = r (ver [13, Theoiem 3.4.16]). Aplicando el Teorema

2,1,10, encontramos una familia {K}\ f € F} de G-compactos convexos

tal que | F \= r, y el G-espacio C(G, IT) admite un encaje equivariante

en el producto n K/., Queda por mostrar1 que para todo espacio G-
f€F

Tychonoff X, con LÜX < T, existe un encaje equivariante en el espacio

C(G, F)., Esto puede hacerse tomando un encaje topológico i : X —* F

y definiendo la función j : X —¥ C(G,F) como sigue:

j(x)(g) = i{gx), xeX, geG.

Entonces la verificación directa muestra que j es un encaje equivalí-

ante, Notemos que w(Yl ^f) ~ T- '-'

Ir—4

Tiene lugar1 el siguiente criterio:

Proposición 2.1 12., Un G-espacio X posee una G-compactación

si y sólo si X es de G-Tychonoff..
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Demostración. Es fácil de demonstrar que cualquier función con-

tinua definida en un G-compacto es G-continua,, Entonces, cada G-

espacio compacto es de G-Tychonoff,. Como sigue de la definición el

hecho de ser G-Tychonoff es hereditario (similar de ser de Tychonoff)..

Entonces si un G-espacio X posee una G-compactación, es de G-

Tychonoff- Ahora, sea X un G espacio de G-Tychonoff cualquiera

Según el teorema 2,1,10, podemos considerar, que X es un subcon-

junto invariante de algún G-espacio compacto K{— Y\Kj). Tomando

la ceradura X en K, obtenemos una G-compactación de X., O

Finalmente nos acercamos al teorema principal de esta sección.

Teorema 2-1.13 (de Vries [33]). SeaG un grupo ¿ocalmente com-

pacto.. Entonces todo G-espacio de Tychonoff es de G- Tychonoff-

Según de la proposición 2.1.12, es suficiente probar que las funciones

G-uniformes / ; X —* [0,1] sepaian puntos de cenados en X.,

Primero establescamos algunos lemas necesarios

Lema 2.1.14. Existe un conjunto $ de funciones de valor real en

G, uniformemente continuas por la izquierda tal que

(a) Para cada <f> € $ se cumple <p(e) = 0 y <f>(t) > 0, í € G;

(b) Para todo e^t € G existe <fi £ $ tal que <f>{t) > 0];

(c) Para todo <j> € $ el conjunto A$ = {t 6 G( <f>[t) < 2} es un

subconjunto compacto de G

Demostración. Como G es un grupo íocalmente compacto y

Hausdorff, existe una base local /? en e tal que cl{U) es compacto para

todo V € 0- Elijamos para todo U € /3 una función continua

4>u:G-* [0,3] tal que <j>u{e) = 0 y <f>v{t) = 3 si t$G\U,.

Tomemos ahora $ = {^y[ U € /?},. Como para cada U £ /?, <py es
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constante fuera de un conjunto compacto (viz cl(U)), entonces es

claro que 4>u es uniformemente continua por la izquierda.. D

Observación 1. Consideremos <J> como antes y si para {n,4>) €

N x $ definimos

¿ = {t € G] <f>(t) < l/n}

Entonces Un,<¡> es una vecindad compacta de e en G y

De lo anterior se sigue fácilmente que {Un¡lj,\(n, 4>) e Nx$] es una

base local en e (ver e g« [16], la prueba del teorema 8.5, que puede ser

adecuado, a esta situación). En particular, si $ es contable, entonces

G es metrizable (cf. [16, Theorem 8.3]/. De manera inversa, si G

es metrizable, se puede elejir $ tal que contenga un sólo elemento: el

conjunto

donde d es una métrica invariante por izquierda para G tal que

•fí € G\ d(e, t) < 2} sea compacto-

Fijemos un conjunto <& como se indica en el lemma 2 1,14. Para

toda / e G{X, [0,1]) y <p € *, podemos definir fo : X -> E de la

siguiente manera:

(2-5) Ü(x):=m

para x € X.

Lema 2.1.15. Las funciones

U, fec(x,[o,i] 3 / ' ¿

mapean X continuamente en el intervalo [0,1]..
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Demostración- Claramente,

0 < A ( x ) < 0 ( e ) + / ( » ) = / ( i ) < l

paia todo x € X,. Entonces sólo necesitamos probar la continuidad de

/(fr., Para ello primero observemos que para todo t 6 G se tiene que

4>{t) + f(tx) > 2 > 1 > ft(x).

Por lo tanto, con A& definida en (c) del lema 2.1,14, tenemos que

(2.6) U(x)

Sin embargo, la función

t -* 4>{t) + f{tx) : Aé — R

es continua, y Aj, es compacto., Esto implica que /^ es continua (vei la

demostración del lema 1.2.10) D

Lema 2.1,16. Si j\x) = 0 entonces /^(x) = 0 para todo <j> & $.

Si f(x) > 0 entonces existe t/> € "̂ ía¿ gwe /¿(a;) > 0.

Demostración. Si f(x) ~ 0, entonces las desigualdades 0 <

Üíx) ^ f(x) implica que f¿(x) = 0.

Si f(x) > 0, entonces existe una vecindad de la identidad U en G tal

que

f(tx) > (l/2)/(x) para todo í € ¡/

Por la observación 1 arriba, existen 4> € $ y n £ W tales que (7n,^ C C/.

Podemos asumir y así lo haremos, que 1/n < (l/2)f(x).. Entonces

tenemos que

4>(t) + f(tx) > 1/n para todo É € G

de donde se sigue que $$(%) > 1/n > 0 •
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Lema 2.1.17. Para todo f € C(X,[Q,1]) y<p€<t>, lafamilia

es eguicontinua en e.,

Demostración. Fijemos / y 4> como se indica Para todo

(t,x) £ G x X tenemos que

= inf Uiur1) - <j>{u) + <¡>{u) + /(*»*)

>inf

Como <f> es uniformemente continua por la izquierda en G, paia toda

e > 0 existe una vecindad U£ de e en G tal que \4>(ut~l) — <¿>(t¿)|

para todo t € Ut y u 6 G Poi lo tanto

/^(xfí, x)) > f,f,(x) - e para todo í € U¿ y todo x e X.

Análogamente, existe una vecindad Ve de e en G tal que

< e

/¿OE) > U{Tr{t,x)) - e paia todo í € Ve y todo x G X,

De lo anterior se sigue que

(2.7)

paia todo i e í/£ n V£ y todo x <E X..

<

G

Lema 2.1.18. La familia {/¿| / G C(X, [0,1], 9> G $} separa pun-

tos de cerrados en X.

Demostración. Sea A C X un conjunto cenado y a: € X \ A.

Entonces existe una funccuon / € C(X, [0,1]) tal que f(x) = 1 y

/(a) = 0 paia todo a € A. Por el lema 2,1.16, existe una función

0 € $ tal que /¿(a) = 0 para todo « e A y /¿(s) > 0, es decir

n

Í
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Demostración del teorema 2.1.13. Inmediata de los lemas 2,1,17,

2.1 18 y de la proposición 2.1.12

Del teorema 2.1.13 y de la proposición 2,1.12 inmediatamente sigue

el siguiente

Corolario 2.1.19. Sea G un grupo ¡ocalmente compacto,, Entonces

todo G-espacio de Tychonoff posee una G-compactación..

Corolario 2.1.20. Sea G un grupo.- Entonces cada espacio G-

Tychonoff X de peso infinito posee una G-compactación B del peso

tvB < max{wX, wG]

Demostración. Según el Teorema 2.110, podemos considerar que

X es un subespacio invariante del espacio pioducto Yí Kf de algunos
/SP

(?-coinpactos convexos tales que | F ¡= wX., Según un resultado de

E., Michael [25] (vei también [13, p., 217]), para el peso de xed tenemos

nw (C{G)) < w {G)w (K) = w {G)%.,

Pero como Kf es compacto, wKf = nwKf [13, Theoiem 3.1.19].

Entonces

wKj —nwKf < [wG)tt0 para todo / S F.

Finalmente obtendremos

w(Y[Kf)<(wX)(wG)..

Tomando como B la ceraduia de X in Yl Kf obtenemos ía G-
/€P

compactación buscada. D
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2. Encajes equivariantes y G-compactaciones semilibres

2.1. Conos equivariantes y sus propiedades. El papel exep-
sional que juega el intervalo cerrado / = [0,1] en en topología se debe

básicamente al hecho que en los "buenos" espacios topológicos hay

suficientemente muchos funciones continuas con valores en /., En este

paiafo para un grupo compacto de Lie vamos a definir un objeto equiv-

alíante que juega precisamente el mismo papel del intervalo / en la

categoría de los G-espacios Ubres y semilibres Este objeto es el cono

Cone(G) sobre G., Vamos a pasar a las definiciones exactas

En lo que sigue para un espacio X denotaremos por Cone(X) el

conjunto cociente [0, l j x X / ( 0 } x I equipado con la topología cociente

La imagen de un punto (t,x) e [0, i jxX bajo la proyección canónica

p : [0,1] x X —* Cone(X) se denotará poi tx, y escribiremos simple-

mente 0 (pensando en cero) en lugar de Ox para referirnos al vértice

del cono.,

Análogamente, para cualquier A C ¡0, lj y B c X escribiremos

A-B= {ab\ a<=A, b€ B)

Recordemos que un subconjunto U C Cone{X) pertenece a la

topología cociente si y sólo si p~l(U) es abierto en [0,1] x X j £^5

Es conocido que la topología cociente de Cone(X) es metrizable

si X es compacto y metrizable (ver [17. Ch,, VI, Lemma 1.1]). Sin f í£4

Proposición 2.2.1,. Sea (X,d) un espacio compacto métrico con

2) < 1. Entonces

(1) la fórmula

embargo, en la continuación se necesitará el siguiente resultado mas f £=¿3
preciso:

= \Jt\
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define una métrica en Cone{X);

(2) para cualesquiera ¿i^i, fyxz € Cone(X) es válida la siguiente

desigualdad:

\ti-t2\'
2+t-f-(d(x1,x2))

2 < (d*(t1x1¡hx2)f <

(3) d*' genera la topología cociente de Cone(X);

(4) d* es completa si y sólo si d es completa.

Demostración.

(1) Sólo necesitamos verificar la desigualdad del triángulo, para lo

cuál sea UXi € Cone(X) con ¿ = 1,2,3.. Considérese un triángulo

esférico AABC (posiblemente degenerado) constituido por círculos

máximos de la esfera unitaria de IR3 tal que los ángulos (esquinas

de AABC) ÁB, BC y ÁC miden d(xu^2), d(x2,xs) y d{x^xz)
respectivamente Como d<í, éste triángulo existe.

Sea O el centro de la esfera unitaria, Elijamos puntos

EeOA, FeOB y L e OC

tales que

í2 y

Entonces, en el tiángulo ordinario se tiene que:

y \BL\ = d*(

de donde se sigue el resultado.,

(2) Se sigue inmediatamente de las desigualdades

1 - - a 2 < eos a < 1 - - a 2 para todo 0 < a < L2 - - 4 - -
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(3) Es inmediato de (2)

(4) Es inmediato de (2).

•
Si X es un G-espacio con G cualquier giupo topológico, entonces

Cone(X) es un C?-espacio con íespecto a la acción definida de la sigu-

iente manera:

g{tx) = t(gx); g € G, tx G Cone(X).,

Si además X es metrizable por una métrica d G-invariante con d < 1,

entonces es fácil vei que la métrica inducida d' en Cone(X) es también

G-invaiiante con d* < \fi.

A continuación estableceremos las definiciones de los espacios G-

AR(C), G-ANR(C) y G-AE(C), G-ANE(C), donde G-C es una

clase de G-espacios.

Para cualquiei clase de espacios topológicos C, denotaremos poi G-C

la clase de todos los C?-espacÍos X¡ tales que X como espacio topológico

pertenece a C,

Definición 2.2.2. Un G-espacio Y es llamado un G-extensor ab-

soluto de vecindad para G-C (resp , G-extensor absoluto para G-C) si

para cada X G G-C y cada subconjunto cerrado invariante A de X,

cualquier .función equivariante f : A —* Y puede ser extendida a una

función equivariante f : U —* Y, donde V es una vecindad invariante

de A en X (resp.., U — X)..

Las denotaciones serán: Y € G-ANE(C) y Y € G-AE(C) respec-

tivamente,,

El análogo de letracto en la categoría de los G-espacios, lo enunci-

amos a continuación..

Definición 2.2.3. Un subconjunto invariante Y de un G-espacio

Z es llamado un retracto equivariante de vecindad (resj) , un retracto

<o
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equivalíante) de Z, si existe una retracción equivariante r : U —> Y,

donde U es una vecindad invariante de Y en Z (resp,, U = Z).

Entonces podemos definir lo que es un espacio G-AR(C y G-

ANR{C).

Definición 2.2.4. Y es llamado un G-retracto absoluto de vecin-

dad para G-C (respectivamente, un G-retracto absoluto de G-C)), si

Y 6 G-C y siempre que Y sea un cerrado invariante de un G-espacio

Z 6 G-C, entonces Y es un retracto equivariante de vecindad (respec-

tivamente, un retracto equivariante) de Z,,

Las denotaciones serán: Y e G-ANR[C) y Y € G-AR(C) respec-

tivamente.,

En nuestro trabajo, los resultados serán sobre los espacios G-AB{M) ¡

G-ANE{M), G-AR{M), G~ANR{M), donde G-M es la clase de
ios G-espacios metrizables. Así, paja simplificar1 ía notación, dichos

clases de G-espacios se denotarán simplemente como G-ANE, G-AE,

G-ANR y G-AR omitiendo la denotación de la clase G-M-

A veces vamos a necesitar1 la clase G-M de los G-espacios normales.,

El útil resultado que a continuación se presenta es bien conocido

en el caso no-equivanante (ver [26, Teorema 5.4.2]) y se extiende

fácilmente al caso equivalíante., La simple pnieba que se da en el

párrafo siguiente es sólo el caso equivalíante de [11, Teorema 2.9]. La

misma prueba puede también obtenerse de [6, Ch. II, Prueba del Lema

9.4].

Proposición 2.2.5.. Sea G un grupo y sea G-K, cualquiera de las

clases G-M y G-M,. Si X e G-ANE(K) entonces Cone{X) 6 G-

AE{K).

Demostración. Sea Y € G-K, B un cenado invádante de Y y

f : B —» Gone(X) un G-mapeo. Sea fi la composición de / y la

proyección xi : Gone{X) —» [0,1]..
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Debido a la normalidad de Y/G (ver proposición 1.2 9), podemos ex-

tender fi a una función invariante <f> : Y -* [0,1].. Sea U = (f>~l({0, l\).

Afirmamos que U € G-K De hecho, para G-M la afirmación es evi-

dente. Si Y G G~M entonces U es nonnal ya que es un i^-subcon junto

de Y. Por lo tanto según de la proposición 1 2,9, el espacio orbital U/G

es normal. Así, U e G-K,

Sea /2 = 7r2/|üns donde TTS : (0,1] • X —• [0,1] ets la proyección.,

Como U € G-K, U fl fí es un subconjunto cenado e invariante de

U y X <E G-ANE(fC), entonces la función /a tiene una G-extensión

F2 '.V -+ X definida en alguna vecindad G-invaiiante V de B O U en

Í7. Elijamos una función G-invariante continua

A:Í7-*[0,1] tal que X\u\v = 0 y A|onf; = ,/a

Esto es posible por el Teorema de Tietze-Urysohn ya que oí espacio

orbital U/G es normal y ((£/ \ V) U (B f\ U))/G es un subconjunto

cerrado del mismo., La G-extensión deseada F ; Y —* Cone{X) es

entones definida de la siguiente manera:

F(v) = i M^atí/), « V e V,
1 fl € V \

a

Corolario 2.2.6. Sea G un grupo de Lie compacto y H un sub-

grupo cerrado de G. Entonces Cone{G/H) is un G-AE(N)

Demostración. Por un resultado de Palais [29, Proposición i 66].

G/H € ANE(N).. Ahora la animación se sigue de la pioposición

2.2. D

Teorema 2 2.7. SeaG un grupo compacto de Lie.. X unG-espacio,

A C X un conjunto cerrado y a € X \ A un punto arbitrario. Entonces

existe un G-mapeo
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f:X->Cone(G/Ga) tal que f[a)¿9 y f{a) i f(A).

Demostración. Por el teorema de la rebanada 1,2,15, existe una

G-vecindad V de a y una (7a-rebanada S tal que a € 3 y G(S) = V.,

Por la continuidad de la acción existe una vecindad O de la unidad

de G y existe también una vecindad U de a en X tales que OU C X\ A.

Considerando que el estabilizador Ga es compacto, podemos asumir que

U es una vecindad Ga-invariante.

Sea

Q = SDU y W = G{Q).

Por el teorema 1,2.14, V puede ser identificado como el producto

torcido G xco S,. Como Q es abierto en S y como la función orbital

GxS —> GxcaS = V es abierta, concluimos que el conjunto W = G(Q)

es una vecindad abierta invariante de G(a) en V y por lo tanto en X.

De lo anterior se sigue que Q es una (?a-rebanada enX,y por el teorema

1.2.16, existe una función equivalíante y abierta ip : G(Q) --> G/Ga tal.

que Q ~ i)~l(eGa).

De lo anteiioi se desprende que el conjunto ij>{OQ) es abierto en

G/Ga.
Afirmamos que

Si suponemos lo contrario, entonces ip{tx) = tp(gy) para algún í €

O,geG y x,y E Q con gy € An V.,

Como ^ es equivariante se tiene que tip(x) = gi>(y), y de que ip{x) =

ip{y) ~ eGa se sigue que g ~ th para algún h e Ga; entonces (?T/ =

í% <EtQc OQ Q X\A\o que contradice que gy G A. Esto prueba la

afirmación-

Elijamos ahora una función continua G-invariante

A:X~+[O,1] tal que X\x\w - 0 y A|G(a) = 1.
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Esto es posible ya que por la proposición 1 2,9 el espacio orbital de

una G-espacio de Tychonoñ es un espacio de Tyclionoff., Deftnamos un

G-mapeo / : X —> Cone(G/Ga) de la siguiente maneía:

,., , í X(x)x¡}(x), para x £ W
\ 0, parare X \\V

Verifique que f es la función deseada., Como

f(Anw)c{o,i] ¿(Anw) >- f(An(x\\\')) = e,

entonces vemos que

Por otro lado (0,1] ^(OQ) es una vecindad de /(«} en Cone{G/Ga).
Como

y viAHW)

son disjuntos en G/Ga inferimos que los conjuntos (0,1] • I'J{OQ) y

[0,1] • i¡){A n W) son disjuntos en Cone(G/Ga) De lo anterior se sigue

que f{a) £ f(A). Falta por observar que f(a) = 1 • eGa ^9 D

2.2. G-compactaciones semilibres. Recordemos que un

G-espacio X es libre si Gx = {1} para todo x € A' El G-espacio X se

llama semilibre si para los estabilzadores hay dos opciones nada más:

Si en X existe un solo punto a € X tal que Ga = G y G* = {1}

para todo x e X \ {a}, entonces .Y se [lama G-espacio estiidamente

semilibre

Del teorema 2 2.7 sigue inmediatamente el siguiente

Corolario 2.2.8. Sea G un grupo compacto de Lie. Entonces para

cada G-espacio libre X, el conjunto de todos los G-mapeos X —* Cone(G)

separa puntos de conjuntos cerrados en X,
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Corolario 2.2.9. Sea G un grupo de Lie, X un G-espacio estricta-

mente semüibre. Entonces para todo par de puntos diferentes a, b & X,

existe un G-mapeo

f:X-* Cone{G) tal que /(o) T¿ /(&).

Demostración. Como a ^ &, y por lo tanto, al menos uno de los

puntos a y b tiene estabilizador' trivial Supongamos que Ga es trivial.

Por- el Teorema de la rebanada 1..2..16, existe una G-vecindad V de a y

un G-mapeo $ : V ~* G tal que 0(a) = e y b £ V-

Elijamos un G-mapeo invariante y continuo

A:X->[O,1] tal que X\X\v ^ 0 y X\G{x) = 1.

Definamos un G-mapeo f \ X —* Cone(G) haciendo:

f(x) = X(x)4>(x) p a r a xeV y f(x) = 0 p a i a xe X\V.

Evidentemente / es la función buscada. •

Teorema 2.2.10,. Sea G un grupo compacto de Lie. Entonces pam

cada G-espacio X de peso infinito w X = r existen una familia

de subgrupos cerrados de G con \M\ =r y un encaje equivariante

f '• X ^ I I ConeiG/HJ,.
¡IQM

Además, el G-compacto Br = Yl Gone(G/Hlt) es an G-A£(N)»

Demostración. Sea fC la familia de todas las funciones equivari-

antes / : X —* Gone(G/H) continuas, donde H es algún subgiupo

cenado de (?.. Por1 el teorema 2.2.,7, T separa puntos de cenados en X.

Por lo tanto según del lema 2.1.9, existe una subfamilia

K = {/„ : X - • ConeiG/Hp)} C F
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con la caidinalidad \M\ = r que también separa puntos de cerrados de

X. Según del lema 2..1..8, el pioducto diagonal

/ = AK : X -* ff Cone{G¡Htl)

realisa un encaje de X Como todos los elementos de K son funciones

equivariantes, el encaje / bambién es equivariante,.

Según del corolario 2.2.6, cada G-espacio Cone{G/H(i) es un G-

AE(AÍ). Ahora BT siendo producto de G-AE(J\Í) espacios a su vez es

un G-AE{N).. O

Teorema 2.2,11. Sea G un grupo compacto de Lie Entonces para

cada G-espacio libre X de peso infinito wX = T existe un encaje

equivariante

f:X^ (Cone{G))T

Demostración. Sea K. la familia de todas las funciones

equivariantes / : X —* Cone(G) continuas.. Por corolario 2..2..S, J

separa puntos de cenados en X Por lo tanto según del lema 2.1 9,

existe una subfamilia fC C T con ía caidinalidad \K\ = r que también

separa puntos de cenados de X. Según del lema 2 1.8, el producto

diagonal

/ = &K:X -^ (Conc(G))T

realisa un encaje de X,, Como todos los elementos de £ son funciones

equivariantes el encaje / bambién es equivalíante D

Corolario 2.2.12, Sea G un grupo copmpacto de Lie Entonces

todo G-espacio libre X de peso infinito w X = r posee una G-compactación

estrictamente semílibre del mismo peso

Demostración. Supongamos que X no posee una G-compactación

libre,, Por el teoiema 2 2,11, X se puede realisai como un subespacio

invariante de (Cone(G))T donde r = w X.. Ahora la cenaduia B — X

es una G-compactación estrictamente semilibre para X de peso w B —

T. D
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Corolario 2.2.13. Sea G un grupo copmpacto de Lie.. Entonces

todo G-espacio libre X de peso infinito w X = r posee una G-extensión

libre y ¿ocalmente compacto del mismo peso

Demostración. Sea B la G-compactación estrictamente semilibre

de X, que existe según del corolario anterior. Entonces el complemento

B \ {*} donde * es el punto G-fijo de B, es la G-extensión ¡ocalmente

compacto de X. D

Teorema 2,,2,,14., Sea G un grupo copmpacto de Lie., Entonces

para cada G-espacio semilibre X de peso infinito wX = r existe un

encaje equivalíante

f:X<-* {Cone{G))r x V..

Demostración. Animamos que las funciones equivaiiantes

X ~+ Cone(G) x / sepaian puntos de cenados en X En efecto, sea

A C X un cerrado y 6 G X \ A Según del teorema 2 2.7, existe una

función equivalíante / : X —* Cone(G/Gb) tal que /(&) ^ /(¿4). Pero

en nuestro caso hay dos opciones nada más:

Gb = G ó Gb={e}.,

En el primer caso Gone(G/Gb) — Cone(G), y en eí segundo caso

Cone(G/Gb) = /• Pero Cone(G) como / son subconjuntos cenados

invariantes del producto Cone{G) x /.. Así, las funciones equívariantes

X -* Cone(G) x I separan puntos de cerrados en X-, Como en la de-

mostración del teorema 2.2,11, existe una familia K de funciones equív-

aiiantes de X en Cone(G) x I con lacardinalidad \K\=T, que separa

puntos de cenados de X Según del lema 2..1..8, ei producto diagonal

/ = AfC es un encaje de X en el producto (Cone{G) x /)T,. Ahora nos

falta nada más de observar1 que (Cone(G) x / ) T es G-homeomorfo al

G-espacio (Cone(G))T x P'.. D
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Corolario 2.2.15. Sea G un grupo compacto de Lie. Entonces

todo G-espacio semilibre X de peso infinito wX = r posee una G-

compactación también semilibre del mismo peso.,

Demostración. Por el teorema 2.2.14, X se puede realisar como

un subespacio invariante en el G-compacto semiübre (Cone(G))T x lT

donde r —wX, La cerradura B = X es una G-compactación semilibre

para X de peso w B = r., •

El siguiente resultado en la prescnsia de la compacidad de X mi

poco mejora el teorema 2.2.14:

Teorema 2,2 16., Sea G un grupo copmpacto de Lie Entonces

para cada G-espacio compacto estrictamente semihhre. X de peso in-

finito wX — r existe un encaje equivanante

f:X^ (Conc{G))r.

Demostración. Sea K. la familia de todas las funciones equivari-

antes / : X —* Cone(G).. Por corolario 2,2.9, T separa puntos en A'

Poi lo tanto según del lema 2.1.9, existe una subfamilia /C c T con la

cardinalidad \K,\ — r que también sepaia puntos de A'.. Entonces, el

producto diagonal

f = AK:X-> (Cone(G))T

es inyectiva, continua y equivanante. Como X es compacto, / es un

encaje,. D

3. Características de SQX

Ahora piobaiemos que todo G-espacio admite una G-compactación

Stone-Cech., La construcción es justamente una modificación de uno

de los métodos clásicos para obtenei compactificaciones de Stone-Cech

ordinarias, modificada de tal forma que se tome en consideración la

G-estrutura..



3.. CARACTERÍSTICAS DE 0CX 63

Recordemos que para un G-espacio X, el par (J3X,6), donde BX

es un G-espacio compacto y b : X —* BX es un encaje equivalíante, tal

que b(X) = BX se llama una G-compactación del G-espacio X,

Como es común en la teoría de compactaciones en lugai del par

(BX,b) vamos a escribir BX, donde b : X ^-* BX simvoliza una G-

encaje X en el G-espacio compacto BX Para la comodidad vamos

a identificar- G-espacio X con el subespacio b(X) de su alguna com-

pactación BX.

Poi BG(X) vamos a denotar1 la familia de todos G-compactaciones

de G-espacio dado X., En BQ{X) definimos la orden por la siquiente

regla:

si y sólo si existe un mapeo equivalíante / : 62-̂  —* Í>iX tal que

fbi — b\~ Es fácil de verificar que si b{X •< b-¿X y b2X ^ biX entonces

existe un homomorfismo equivariante / : b\X —» b2X tal que fb\ = 62-

En este caso vamos a decir que las G-compactaciones b\X y 62^

son equivalentes. Entonces tenemos una relación de equivalencia en el

conjunto de G-compactaciones.

Es fácil de verificar1 la siguiente proposición:

Proposición 2.3.1.. La relación de < es una relación de orden

en la familia Bc{X).,

Proposición 2,,3 2. Cualquier subfamilia B C BQ(X) no vacia

tiene un limite superior en BG(X) con respecto de orden <.

Demostración. Sea B = {baX\ a e A},. Consideremos el pro-

ducto topológico jQ k*-^ c011 *a acción del grupo G coordenada por

coordenada., Por el lema 2..1..8, tenemos que el producto diagonal

6 - Aba : X -+ Yl baX
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es un encaje equivalíante. Se comprueba fácilmente que la cerradura

BX = b(X) C f] baX es el límite superior de la familia B en BG(X).

O

Corolario 2.3.3. Si BQ{X) ?¿ 0, entonces existe un elemento su-

perior con respecto del orden •< en BG{X).,

Definición 2.3.4. Si BQ{X) •£ 0, el mayor elemento de la familia

BG{X) se llama G-compactación maximal ó G-compactación de Stone-

Cech para X y se denota por 0GX,.

Corolario 2.3.5. Sea G un grupo {ocalmente compacto. Entonces

todo G-espacio admite una G-compactación de Stone-Cech.

Demostración. Inmediato de los corolarios 2.1.19 y 2.3.3 D

A continuación vamos a dar diversas características de la

G-compactación maximal 0GX. Además vamos a demostrar la formula

(0GX)/G = 0(X/G).,

Teorema 2 3 6. Sea G un grupo y X un G-espacio Entonces

1, Cada mapeo equivariante f : X —* B de un G-espacio X en un

G'-compacto B posee una extensión equivariante F : 0GX """* &••

2,. Sea BX una G-compactación de un espacio G-Tychonoff X

tal que cada mapeo equivariante f : X —* B en cualquier G-

compacto B posee una extensión equivariante F : BX —* B

Entonces BX es equivalente a 0GX..

Demostración. 1, Como X es un espacio de G-Tychonoff, según

de la Proposición 2.1.12 y Corolario 2.3.3, existe foX. Consideremos

el producto diagonal

b =

el cual es un encaje equivalíante (como 0G lo es ).,
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Entonces

BX = b{X) C Í3GX x B

es una G-compactación para X,

Gracias a la maximalidad de 0cX existe un mapeo equivalíante (p :

0GX —*• BX tal que tppa — & Tomemos F = p^, donde p : BX -» B

es la íestrección de la segunda pioyección 0QX X B —> B en £X,. Es

fácil de ver que F es la función buscada.

2., Según la condición dada eí encaje natural 0a '• X —> /fc^ posee

una extensión equivalíante

V.BX^>Í3GX, Le, fíl ^ ^CX

Como /JGJV >: BX, tenemos que G-compactactaciones 0GX y BX son

equivalentes. D

Teorema 2.,3,.7., Sea G un grupo yX un espacio G-Tychonoff,. En-

tonces

1.. Cada función G-iniforme f : X —• [0,1] tiene una extensión

continua F : PQX —> [0,1].

2. Sea BX «na G-compactación de X tal que cada función G-

uniforme f : X —* [0, lj posee una extensión continua F : BX —*•

[0,1]. Entonces BX es equivalente a 0QX..

Demostración. 1.. Consideremos el mapeo equivalíante

definido en la Proposición 2.1.7.. Aplicando la Propiedad (1) del teo-

lema 2,3,6 obtenemos una extensión equivalíante / ' : faX —*• K¡ del

mapeo /*., Sea F = pef, donde pe; C{G, R) -+ R es la función eval-

uacón en el elemento identidad e € G. Es claro que F : (3QX -» [0,1]

es la extensión continua del mapeo /

2.. Vamos a usar la propiedad (2) del teorema 2,,3,6., Para eso

consideremos un mapeo equivalíante en un G-compacto 0 : X —>• B,

Según del teorema 2 1 10, podemos considerar a B como subconjunto
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invariante del pioducto fj Kf de G-compactos equicontinuos convexos

Kf C C(G,M).. Para cada Índice / denotemos por tp/ : X —> Kf

la composición qftp, donde qf : ]\Kf —» Kf es la proyeción en / -

esimo espacio coordenado.. Ahora tomando la composición ipf = p^ / ,

donde p : G(G^ M.) —* M es la función evaluación en la identidad e G G,

obtenemos una función continua ipf : X —*• [0,1]. Según de la hipótesis,

existe una extensión G-uniforme h¡ : BX —* [0,1] de ipf., Según de la

Proposición 2.1,7, hf genera un G-mapeo

:BX~>C{G7M)

Es fácil de ver que df es una extensión para tpj, y entonces

df(BX)CVf{X)cKf.

Tomando el producto diagonal t/> = Adf de la familia df obtenemos

la extensión equvariante ip ; BX —*YlKf del mapeo <f>. Tenemos

C B.Í ( ) ^ f ) J ( )
Según de la proposición (2) del teorema 2.3.6, concluimos que la

G-compactación BX es equivalente a 0GX. D

Aquí esta otro criterio de 0QX en caso cuando el grupo G es com-

pacto:

Teorema 2.3 8. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio de

Tychonoff,, Entonces

1. para cada subgrupo cerrado H c G; toda función G-eguivariante

f : X —> Cone(G/H) tiene una extensión G-equivariante

F:0GX^Gone{G/H).

2.. Sea BX una G-compactación de X tal que cada función G-

equivaTiante f : X --*• Cone(G/H) posee una extensión G-equivariante

F : BX —» Gone(G/H).. Entonces hX es equivariante a
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Demostración. 1., La primera parte es caso particular de la

primera propiedad del teorema 2 3 7.

2.. Vamos a usar la propiedad (2) del teorema 2.3,6., Para eso con-

sideremos un mapeo equivalíante en un (7-compacto tf>: X —* B., Según

del teorema 2.2.10, podemos considerar B como subconjunto invariante

del producto Yl Cone{G¡Hli) de algunos conos Cone{G/Hfl).. Paia
¡i£M

cada Índice ¡i € M denotemos por f^iX—* Gone{GjH^} la com-

posición q,tf, donde

: J J Cone{GjH^) - Cone(G/H»)

es la proyeción en /x-esimo espacio coordenado. Según de la hipótesis,

existe una extensión (?-equivariante F^ibX —*• GoneiG/H^} para /M.,

Tomando el producto diagonal F = AF^ de la familia {Ftl},

obtenemos la extensión equvariante

F : BX -* ff ConeiG/H»)

del mapeo /,. Tenemos

F{bX) C F(X) = f(X) C B.

Así, F : bX —* B es una extensión equivariante de / . Según de la

proposición (2) del teorema 2,3.6, concluimos que la G-compactación

BX es equivalente a 0cX. O

Antes de pasai a nuestro último resultato en este capítulo, vamos

a demostrar el siguiente lema:

Lema 2.3.9. Sea G un grupo, H C G un subgrupo cerrado, X

un G~espacio. Supongamos que A es un subconjunto denso de X y

f : X —* R una función continua constante en las H-orbitas de A, es

decir f(ha) = / (a) para todo a e A y h € tí. Entonces f es constante

en todas las H-orbitas de X.
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Demostración- Supongamos al contrallo, que f{hx) =fi f(x) para

algunos x 6 X y h G H tales que hx =¿ x., Sea

Denotamos poi V la r-vecindad de /(a;) y por W la r-vecindad de

f(hx).
Como X es de Hausdoifí j hx^x, por la continuidad de / se puede

encontrar una vecindad Ux para x tal que es U^nhUx = 0 y f(Ux) C V,

f{hUx) C V̂ .. Ahora, como X es denso en X existe un punto a 6 í4nA.

Entonces ha € W* n A. Pero /(a) e V y /(Aa) € W.

De otro lado, f(ha) = /(o), cual resulta que V n W ^ 0. Esta

contradicción completa la demostración., D

Teorema 2.3,, 10. Sea G un grupo compacto, H in subgrupo cer-

rado normal deG y X un G-espacio Entonces tiene lugar la siguiente

formula:

{PcX)lH=!3G¡H{XjH)..

En particular,

(PGX)/G = (3(X/G),

donde 0 es el functor de compactación de Stone-Cech ordinaria.

Demostración. Como H es compacto, poi la proposición 1,2.9,

X/H es de Tychonoff. Sea i': X —> (3GX el G-encaje estándar y sean

y q : 0GX - (0GX)/H

dos mapeos orbitiales,, Entonces existe un mapeo G///-equivariante

j : X/H -> [0GX)/H tal que qi = jp.

Ademas de Lema 1.2.12 sigue que j es un encaje,. Tomando en cuenta

la continuidad de q, tenemos

(0GX)/H = qifcX) = q{iX) C q(iX) C j(X/H).

De aquí sigue que (0rjX)/H = j(X/H), es decir j(X/H) es denso en
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Como (0GX)/H es un G/tf-compacto, entonces (0GX)/H es una

G/tf-compactación pata X/H. Identifiquemos X/H con su imagen

j(X/H).. Paia la demonstración de la iguaíidad requieiida según el teo-

rema 2,3.7, íalta comprobar que cada f'uncón (?/íf-iniforme / : X/H —»•

[0,1] tiene una extensión continua F : {0GX)/H —> [0,1]

Consideremos el mapeo tp = fp : X/H —* [0,1]., Es evidente que ip

es G-uniforme. Según el teorema 2,,37, <p posee una extensión continua

t-.fcX-* [0,1].

Como el mapeo <p es ií-invaiiante, es decii <p es constante en los H

órbitas de X, por el lema 2.3..9, su extensión 0 también tiene que sei H-

invariante. Poi eso <f> induce un mapeo continuo F : {PGX)/H —*• [0,1]

tal que Fq = & Como <j> es la extensión de (p, es fácil ver que F es la

extensión de /.. Entonces (0GX)/H es la G/íT-compactación maximal

del (?/i?-espacio X/H, es decii

D
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CAPITULO 3

t?-compactaciones libres

En este capítulo siempre se supone que el grupo actuante G

es un grupo compacto de Lie.

1. G-compactaciónes de un solo tipo de órbita

Recordemos que el cono Cone(X) sobre un espacio métrico com-

pacto X es el conjunto cociente ([0,1] x X)/({0] x X) equipado con

ia topología cociente. Esta topología es metrizable también {ver, [177

Ch VI, Lema 1.1]). La imagen del punto (t,x) £ [0.1] x X bajo la

proyección canónica p : [0,1] x X —* con(X) se denotaiá por tx, y

escribiremos simplemente 9 (piense en cero) en cambio de Qx; este es

el vértice del cono. Es conveniente llamar el número t en tx la norma

de tx y denotarla por j¡íx||..

Si Xi,, . ,Xk son espacios métricos compactos, la join Xi* * X&

se define como el subconjunto del producto

Cone(X\) x x Cone(Xk)

que consiste de todos los puntos (¿i#i, , tkXk) para los cuales

A continuación consideraremos el caso cuando

-^í = = Xk = O/H,

donde H es un subgrupo cenado de G. En este caso G actúa como

71
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coordenada-sabia en la fc-join

G/H * * G/H

¿-veces

mediante la translación izquierda; entonces G/H *•••-* G/H es un

G-espacio, que denotaremos por (G/H)'k..

En lo que sigue sera más conveniente escribir X = X/G para el

espacio orbital de X.

Recordemos que para un G-espacio X se dice que tiene un sólo tipo

de órbita (H), si (Gx) = (H) para todo x e X. En otras palabras, para

cada estabilizador Gx existe un elemento g e G tal que gGxg~x = H

Mas adelante vamos a necesitai la siguente noción importante in-

troducida poi J Jaworowski [19]:

Definición 3.1.1. Diremos que un G-espacio X con un sólo tipo

de órbita (H) es de estructura f inita si el mapeo orbital

p:X ^X

tiene una cubierta finita trivializante, es decir, existe una cubierta

abierta finita {f/i,,. „., Un} de X tal que cada P~l{Ui) es G-equivalente

a {G/H) x Ui, i.e.,, existe un G-homeomorfismo

tal que TT(/¡(ÍC)) — p(x) para todo x € p

Es de importancia señalar que si "p : X —* X tiene una cubierta

finita trivializante " es equivalente a que "X puede ser- cubierto poi un

número finito de H-tubos".,

Es evidente de la definición 31.1 que todo subspacio invariante de

un G-espacio de estructura finita es de nuevo un G-espacio de estruc-

tura finita.,
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En los subsecuente, por1 un G-espacio Euclidiano entenderemos un

espacio Euclidiano real E en el que G actúa mediante transformaciones

ortogonales.

Definición 3.1.2. Diremos que un G-espacio X es de tipo Eu-

clideano si existe un mapeo isovariante f ; X —* E en un un G-espacio

Euclideano E..

Recordemos que un mapeo isovariante / : X -* E es un mapeo

equivalíante tai que Gx = Gf^j para todo x e X.

En [19], Jaworowski piobó que cada G-espacio normal de estructura

finita es de tipo Euclideano., Necesitaremos la siguiente versión más

piecisa del resultado de Jaworowski:

Lema 3.1.3. Cualquier G-espacio normal X con órbitas de un solo

tipo (B) y de estructura finita admite un mapeo isovariante en un G-

espacio D de dimensión finita, compacto, metrizable de tipo (H)..

Demostración. Es sabido que bajo las condiciones del lema, el

mapeo orbital p : X —* X es una libración localmente trivial (ver [6,

C, 2, Teorema 5.8])..

Sea {Uu #2> • i Uk} una cubierta abierta y finita del espacio orbital

X tal que, para todo

1 < n < k, p~\Un)

es equívaíiantemente horaeoraorfo al producto G/H x Un, donde el

grupo G actúa por la izquierda sobre G/H y de manera trivial sobre

un.,
Ademas, para cada n > 1, la primera proyección del producto

p~!(í7w) = G/H x Un proporciona un mapeo isovariante

Como el espacio orbital X es normal, existe un encogimiento (srinking)
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cenado {Fu ,Fk} para {UuUi, ,Uk} en X, i.e., Fn C Un paia
todo

k

l<n<k y ( J f = X

[14, Teorema 1.7.8]

Sea ipn : X —> [0,1] una función continua tal que

Ahora definimos el mapeo /„ : X -* Cone (GjH) por la fóimula

Es claro que / n es un mapeo equivalíante, y que su restricíón a

p~l(Fn) coincide con <pn, y es entonces isovaiiante.. Consideíamos el

producto diagonal

f = &h
n=Jn:X~>(c<M(G/H))k

Entonces / es un mapeo equivariante. Como
k

z2 \\fn(x)\\ ~ i Para to^° x e X,

concluimos que f(x) pertenece a la A;-join {G¡H)'k,.

Sea x E X y x € p~l(Fn), entonces

k

í=i

Por otro lado, G^ C Gj(X), como / es equivariante,. Es poi ello que

Gx — Gf(X), i.e.. / : X —* (G/H)'k es un mapeo isovariante..

Ahora deninimos D como la cerradura de j(X) en (G/H)'k,. En-

tonces Z> es compacto, metiízable y de dimensión finita Falta ver- que

D tiene el tipo de órbita (H) Sea á e D u n punto arbitrario.. Como
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cada tipo de órbita en (G/H)*h es •< (H), vemos que (Gd) < (H). Poi

otro lado, como f(X) es denso en D y f(X) es de tipo (H), se sigue

del Teorema de Rebanada [6, Ch. II, Coiolano 5.5], que (H) •< (Gd)

De esa maneía se tiene que (Gd) = (-#), y entonces / : X —*• D es el

mapeo buscado. D

Lema 3.1.4. Sea j ' : X —> S un mapeo isovañante de G-espados,

Entonces el mapeo

h:X^Sx (X/G) definido por h(x) = (f{x),p(x)),

donde p: X —> X/G es el mapeo orbital, es un encaje G-homeomorfo.

Teorema 3.1.5. Para un G-espacio X de un sólo tipo de órbita

(H) las siguientes afirmaciones son equivalentes,

1 X posee una G-compactación de tipo (H),

2 X posee un mapeo isovañante de un G-espacio D compacto,

metrizable, de dimensión finita y de tipo (H),

3. X es de tipo Euclideano,

4. X posee un mapeo isovañante en un G-espacio compacto de tipo

5.. X posee una G-compactación de tipo (H) y del mismo peso wX,

Demostración. (1) =$• (2). Sea bgX una G-compactación de X

de tipo (H) Poi el Lema 3.1.3, existe un mapeo isovañante tp: bgX —>

D en algún G-espacio D compacto, metrizable, de dimensión finita y

de tipo (H).. La restricción (p\x es el mapeo deseado.

(2) =$• (3). Sea <p : X —> D, un mapeo isovañante en un G-espacio

D compacto, metiizable, de dimensión finita y de tipo (H). Como

existe un encaje equivalíante i: D —* E en un G-espacio Euclidiano E
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(ver [6, Ch, II, Teorema 10.1]), el mapeo composición / = <pi mapea

X de manera isovaiiante en E.,

(3) =>• (4) Sea V*: X —* E un mapeo isovar iante en un G-espacio

Euclidiano E. Por el Lema 3.1.3 y el Lema 3.1.8, existe un mapeo

isovaiiante j : ip(X) —> D en un G-espacio D compacto, metrizable, de

dimensión finita y de tipo (H). Entonces la composición jtj>: X —» D

is el mapeo requerido.

(4) =#• (1) Sea f : X —» y un mapeo isovaiiante en un G-espacio

Y compacto de tipo (H) Sea p : X —* X/G el mapeo oibital. Por el

Lema 3.1.4, el producto diagonal

i = </>Ap : X -> Y x (X/G)

es un encaje equivalíante.

Sea B cualquier compactificación del espacio orbital X/G Entonces

X puede ser realizado como un subconjunto invariante de un G-espacio

compacto Y x B, donde G actúa sobre B trivialmente Ahora, la

cerradura X de X en Y x B es una G-compactación de X,. Como Y

es de tipo (ií), vemos que Y x B es también de tipo (//). Entonces,

boX — X es una G-compactación de X de tipo (#),.

(2) = > (5) puede probarse como la implicación (4) =$>• (1), usando

D en lugar de Y En ese caso si elegimos la compactificación B de

X/G tal que

[13, Teorema 3,,5,2], entonces la G-compactación bcX tendrá el peso

•w(bcX) = vr(X/G) ya que w(£>) = No Falta sólo observar que

(5) = > (1) es evidente D

Recordando que un espacio X paracompacto se dice que es finitistic

si para toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento w de orden

finito, Le.,, existe un número natural n (dependiendo de la cubierta w)

r

1 t
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tal que cualquier punto x e X puede pertenecer' al más a n elementos

de w (ver [30]).

Evidentemente, cada espacio compacto, así como cada espacio para-

compacto de dimensión finita, es finitistic.

Una amplia clase de G-espacios que admiten una G-compactación

de un sólo tipo de órbita está dada por lo siguiente:

Teorema 3,1.6. • Todo G-espacio finitistic X de tipo (H) tiene una

G-compactación baX del mismo tipo (H) y del mismo peso -wX.

Para la prueba necesitamos el siguiente resultado, mismo que paia

espacios de dimensión finita se estableció primeramente por J.. Milnor

(citado en [29, Teorema 1.8-2]):

Lema 3.1.7. Sea X un espacio finitistic y sea {Uo} una cubierta

abierta de X.. Entonces existe un número natural n y una cubierta

abierta {Vj/3}j3eB(> i = 0, ,n de X Tefinando {Ua} tal que

Vi$ n Vi/}' = 0 siempre que 0 =£ 0 y 0 < i < n.,

Demostración. Como X es finitistic hay un número natural n y

un i'efinamento {W^} de {Ua} tal que el orden de la cubierta {W^} es

a lo más n. Sea {(p^} una partición de la unidad localraente finita con

(^([Ü, 1]) C W^.. Para todo 0 < i < n, sea Bi el conjunto de todos

los subconjuntos /? del conjunto de índices de la cubierta {W^} con

cardinalidad |/?| = i + L

Dado 0 - {f¿o, , //i) € B¡, fijamos

Vifi = {xeX\ tp^ix) > 0 y ^(a;) < <pH{x)

para todo 0 < j < ¿: ¡M f 0}.

Como en una vecindad de cualquier' punto x sólo un número finito

de <Pf¿ no son idénticamente cero, se siguie que cada VÍQ es abierto.,
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Verifiquemos que V^ n Vi0- = 0 ú 0 £ 0. De hecho, como

\P\=i + l = \0\ Y ¿ 7 ^

inferimos que existen p,€0\0ypt€0 \0. Si ahora x £ VigC\ Vi¡3',

se sigue que f^x) < VVM < <Pn(x)i'° c u ^ ^ u n a contradicción..
Verifiquemos que {V^} es una cubierta de X. Si a: € X y /i0, ,/*»i

son todos los índices con ¡^(s) > 0 arreglada de manera que

entonces evidentemente x € Vmp, donde 0 = {¿IO- .. ., ,/im}.. Como
m ni

x € P | supp (p^ C pl M̂ j
3=0 j=0

y {W^} tiene orden < n, esto implica que m < n Es por ello que,

i < n, y claramente x € Vi{Wl. /,,}• Entonces {V^gl^o^, ¿ = 0, .... ,n

es una cubierta abierta de X, y como VÍQ C ÍVM para todo /i, 6 ¿, vemos

que {Vip} refina la cubierta { W^}, y entonces, la cubierta original {UQ}..

De lo anterior se sigue que {Vj/j} es la cubierta buscada. D

Lema 3.1,8. Todo G-espacio ftnitistic X que tiene un sólo tipo de

órbita es de estructura finita.

Demostración. Sea (H) el único tipo de órbita de X,, Sea {Sa}

una familia de H-rebanadas en X tal que X = \JG(Sa) Entonces

=G (G/H) x p(Sa)

y los conjuntos p(G(Sa)) = p(3Q) constituyen una cubierta abierta del

espacio orbital X/G

Ahora, por [8], X/G siendo imagen perfecta de un espacio finitistic, es

también finitistic, y por el Lema antenoi se puede encontrar un número

natural n así como una cubierta abierta {C^j^es,-, i — 0,. .. ,n de

X/G que refina a {p(Sa)} y es tal que
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Entonces el conjunto U^ = p~1(í/i(g) es una ií-tubo sobre Ui$ [29,

Proposición 1.7.2], Le.,

G(Uii3) ^G (G/H) x Uit3

y U%0 = p(Ui0), Se sigue entonces, que la unión f/¿ = U/?es¡ U*& e s u n a

Jí-tubo sobre Ü¡ = \jpQB. Ui0 (ver [29, Proposición 1.7.3]). Entonces

y por lo tanto {Ui}f=1 es una cubierta finita trivializante paia X/G D

Demostración del Teorema 3.1.6. De los lemas 3.1.8 y 3.1.3 se sigue

que X es de tipo Euclideano, Ahora el resto se desprende del Teorema

3 15.,

Como todo espacio paracompacto de dimensión finita es finitistic,

del teorema 3..1..6 obtendremos imediatamente el siguiente

Corolario 3.1.9. Todo G-espacio libre, paracompacto de dimensión

finita X posee una G-compactación bgX también libre y del mismo peso

vX.

Proposición 3.1.10., Si un G-espacio X de Upo (H) admite una

G'Compactación b$X del mismo tipo (H) entonces su

G-compactación maximal 0GX es también del mismo tipo (H).. En par-

ticular, si X tiene una G-compactación libre entonces 0QX es también

libre.

Demostración. Es claro que existe un G-mapeo / : 0GX —*• baX

de manera que

(H) para todo í e

Por otro lado, como X es denso en 0GX y X es de tipo (H), se sigue

del Teorema de Rebanada que (H) ^ (G¿) para todo t € 0QX (ver [6,

Ch. II, Coiolario 5.5]),. Entonces, (Gt) = (H) para todo t e 0GX D

""'•\ ' J í . ••?•<: ,'\
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A continuación se presenta un ejemplo de una Z2-acción libre en

el cubo de Hübert con un punto removido, el cual no tiene una Z2-

com pacificación libre.,

Ejemplo 3.1.11 ([19]). Sea X = [-1,1]00 \ {0}, donde

0 = (0,0, .,..) £ [—1,1]°°, y G = I.2, el grupo cíclico de orden dos.

Entonces X es el cubo de Hübert con un punto mmovido. Considere la

acción libre de Z2 en X definida por la involución estándar; {XÍ} —>

{—Xi} . Afirmamos que elX2-espacio ibreX no tiene unalq-compactificación

libre.

Supongamos lo contrario. Entonces por el teorema 3,1.,5, existe un

mapeo isovariante f : X —* E en un Z^-espacio Euclidiano equpado co

la accciÓTi antipodal. Como X es un7.2-espacio libre, /"^(O) = 0, donde

0 denota el origen de E, Claramente la retracción radial r : E\{Q} —* S

sobre la esfera unitaria de E es un mapeo isovariante,. Por lo tanto la

composición ¡p = rf : X —> S es isovariante también.

Sea Sk una esfera de dimensión arbitraria k > 0, considerada como

un G-espacio con la acción antipodal de Z2,.

Afirmación. Cada esfera Sk puede ser encajada 1,2'^ouivariantemente

en el Z2-espacio X,

Es suficiente mostrar que el I¡2-mapeo de Sk a [—1,1] separa puntos i

en Sk,. Para ello, sea a,b G Sk, a ^ b. Sib = -a entonces elejimos !

primero un mapeo continuo j
i

/ • : S * - Í - 1 , 1 ] con ,/(a) = l y f(b) = -1,

y luego definamos

ff(x) = (f(x) — f(—x))/2 x £ Sh

Claramente, f es un Z^-mapeo con f'(a) = 1 y f'(b) = -1 . ,

Sib =¿ —a entonces escogemos primero un mapeo continuo

/ : 5*-»[-!,!] con f(a) = f(-b) = l y f(b) = /(-o) = - 1 ,

E-*
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y luego definimos

Claramente f es un %i-mapeo con f'(a) = 1 y f'(b) = —1.

Ahora, por la afirmación anterior, existe un G'-encaje i: Sk «-* X..

La composición q = ipi : Sk —* 5 es entonces un mapeo equívari-

ante (i.e., antipoáal),, Sin embargo, de acuerdo con el teorema clásico

Borsuk-Ulam (ver [1, Teorema 10.8 23]), no existe tal mapeo para k >

dimS.

Este ejemplo tiene también la siguiente propiedad interesante en el

sentido del artículo de E. K. van Douwen [9]:

Corolario 3.1.12. Sea f : X —> X la involución estándar en el

cubo de Hilbert con un punto removido (Ejemplo 3..1.J1)., Entonces, la

compactificación de Stone-Cech 0f : @X —* 0X tiene un punto fijo.,

Demostración. En efecto, de otra manera 0X es una 22-compactificación

libre de X, lo que contradice la afirmación del Ejemplo 3,1.11. D

A continuación presentamos otro ejemplo de una I^-acción libre

que no posee una Z2-compactación libre,,

Ejemplo 3.1.13. Sean G = Z<¿, X = [_£l0 Sn - la suma topológica

(ó discreta) de esferas de todas las dimenciones,

Za actúa en cada Sn por la regla x —* —x.. Cada esfera es un G-

espacio libre, y por lo tanto X es un G-espacio Ubre-

Afirmamos que X no posee una Z2-compactación libre.

Supongamos el contrario, que B es una G-compactadón libre para

X, Por el teorema 3-1.5, existe una función isovariante f : B —> Sn~l

para algún n>\, donde 1*% actúa en 5"~ l por la acción antipodal.

Por otra parte X <~» B <-*• Sn~1.. Entonces tenemos la siguiente

composición:

' Sk CX^B^S"-1.
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Como S •puede ser cualquier esfera, tomemos k > n — 1. Pero de

acuerdo con el teorema clasico de Borsuk-Ulam (ver[l, Teorema 10.8 2Z]),

no existe tal función para k > n — 1.

Ejemplo 3.1.14. Existen G-espacios estrictamente semilibres que

no poseen G-compactacónes también estrictamente semilibres.

En efecto, Sea G = Z2 y X un G espacio libre que no posee G-

compactación libre (como en los ejemplos 3..1..1Í y 3,1.13)-. Sea Y =

X U {*} la suma discreta, en donde el grupo actúa trivialmente en el

punto {*} y con la acción dada en X. Entonces Y es un G-espacio

estrictamente semilibre. Afirmamos que Y no tiene G-compactación

estrictamente semilibre,,

Supongamos al contrario y sea B una compactación estrictamente

semilibre para Y. Como el punto fijo {*} no es punto de adherencia

para X en B, inferimos que la cerradura X en B es un subconjunto in-

variante y libre. Pero X es una G-compactación de X Eso contradice

a la hypotesis que X no posee una G-compactación libre,.

2. 0-compactos universales libres

En esta sección probaiemos lo siguiente

Teorema 3.2 1,, Para todo número cardinal infinito r y para todo

entero no negativo n > dimG, existe un G-espacio libre compacto J-™

con

que es universal en el siguiente sentido: J-^ contiene una copia G-

homeomorfica de cualquier G-espacio libre X de tipo Euclideano con

w X < T y dim 0QX < n.

En particular, J7? contiene una copia G-homeomorfica de cada G-

espacio paracompacto libre X con

w X < T y dim X < n..
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Notemos que se estableció un resultado similar en [22] para el caso

no libre-

Antes de demostrar1 el teoiema debemos establecer lo siguiente.

Lema 3.2.2. Sea X un G-espacio libre pamcompacto Entonces se

satisfacen las siguientes propiedades:

1. dim X = dim {X/G) + dim G,

2,

Demostración. L Sea p : X -* X/G el mapeo orbital- Es

bien sabido [6, Ch. II, Teorema 5.8] que p es una fibración localmente

trivial con fibras homeomorfas a (?„ Sea {Ua} una cubierta abierta

trivializante del espacio orbital X/G, i.e..,

Por compacidad de G, el mapeo p es cerrado, y por1 el teoiema de

E Michael [13, Teoiema 5.1.13], el espacio orbital X/G es también

paracompacto.. Entonces existe una cubierta cerrada localmente finita

{Fa} de X/G tal que Fa c Ua para cada índice a., Se sigue que

p^iFa) =G (G x Fa) y la familia {^~1(ir'a)} constituye una cubierta

cerrada localmente finita de X. Entonces, de acuerdo al teorema de la

suma [14, Teorem 3.1.10],

dimX = m«3;a{dim p " 1 ^ ) }

Pero dim p~l{Fa) = dim (G x Fa).

Como subconjunto cenado de un espacio paracompacto, Fa él mismo

es paracompacto.. Por otro lado G ea un polihedro.. Por1 lo tanto el

teorema de Moiita [27] es aplicable, y entonces la regla logarítmica es

cierta:

dim(<7x F«)=dim(? + dimFa

Tenemos entonces,

dim X = dim G + maxa {drm Fa}..
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Aplicando una vez más el teorema de la suma obtenemos que

dim(X/G) —

Consecuentemente,

2 Usaremos la fórmula 0(X/G) = {PGX)/G (ver el teorema

2.3.10) y considérenlas dos casos.

a) Sea dimX < co Entonces X tiene una estructura finita (lema

3.1.8) y QGX es un G-espacio libre (proposición 3 1 10) Aplicando dos

veces la igualdad establecida en el paso anterior, se encuentra que

dhn &GX = dim {PGX)/G + dim G = dim 0{X/G) + dim G

= dim (X/G) + dim G = dim X..

b) Sea dim X = oo. Por la primera afirmación, se tiene que

dim X = dim G + dim {f3GX)}G,

que implica que dim {0cX)jG = oo, Sin embargo el mapeo orbital no

aumenta la dimensión [8]; en particular,

á\m0GX = dim [&GX)¡G = oo = dimX.

D

El siguiente lema en el caso no libre lo probó Megrelishvili [22] aún

para grupos no compactos:

Lema 3.2.3. Sea f : X —* Y un G-mapeo de un G-espacio Ubre

y compacto X en un G-espacio compacto Y. Entonces existe un G-

espacio libre compacto Z y dos G-mapeos

ip : X ip : Z tal que f = ip<p y
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dimZ<dimX, w2<wK,

Demostración. Probaremos primero la afirmación en el caso cuando

Y es también un <?-espacio libre. Consideiemos el mapeo inducido

/ ' : X/G —> Y/G- Por el teorema de factorización de Mardesic [14,

Teorema 3.32], existe un Z' libre, compacto y dos mapeos continuos

tp': X/G -> Z\ i>':Z'-> Y/G

tal que / ' = VV y dlmZ' < dim (X/G), wZ'<w{Y/G).

Denote por p el mapeo orbital Y —> Y/G,. Es bien sabido [18, Ch.,

IV.. Proposición 4.1] que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Z -*+ y

ln lp •

Z> JU Y/G

donde Z es un G-espacio compacto con Z/G=Z', TÍ : Z -» Z' -el

mapeo orbital y ip - un mapeo equivariante que induce el mapeo ̂ '..

De hecho Z es el subconjunto f?-invariante Z' xY definido como sigue:

donde G actúa sobre Z' xY por

g(z', y) = [gz\ y) p a r a geG y {z\ y) £ Z' x Y.

De esta manera, Z es un (3-espacio libre, compacto y ifc : Z —* y es la

restricción de la segunda proyección Z' xY -+Y.

Ahora definimos

<p : X -> Z por <¿>(z) = (tp'q(x)t f(x)),

donde g : X —* X/G es el mapeo orbital. Es fácil de verificar que

/ = •$&., Poi otio lado

wZ = wZ* < w(V/G) = wY.

Verifiquemos que dimZ < dimX. Como Z es un G-espacío libie y
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paracompacto, podemos aplicar' el Lema 3 2 2, de acuerdo al cual

dim Z = dim Z' + dim G < dim (X/G) + dim G = dim X,

Ahora demostramos el caso general,. Por el lema 3.1.3, existe un

mapeo isovaiiante h : X -* D a un G-espacio libre y parecompacto D.

Considere el producto T = h(X) x Y y e l mapeo r : X —> T definido

por-

7{x)=(h(x),f(x)), XZX.

Como X es libre y h es isovariante, inferimos que T es un G-espacio

libre Es claro que r es equivalíante y w T = w Y

Ahora aplicamos el caso anterior, y poi lo tanto existe un G-espacio

libre Z y un G-rnapeo

(p : X ~> Z, faiZ-tT tal que

dim2"<dimX, -wZKwT y r—tf)i<p.

Obseive que wT = w 7 ya que wh(X) = ^o; entonces wZ < w /

Hagamos t¡) = 7r2^, donde TT2 : T —> Y es la segunda proyección.

Entonces V ; Z —* Y es un G-mapeo tal que / = iptp. Falta observar1

que Z es un G-espacio libre; esto es inmediato del hecho que Vi e s

equivalíante y de que T es libre. Q

Demostración del Teorema 3,2.1. Sea BT el G-compacto del teo-

rema 2 2,10 Recordemos que BT es universal de en el sentido que

contiene una copia G-homeomoifa a todo G-espacio de peso < r,

Sea {Yt}ter la familia de todos los subconjuntos libres invaiiantes

Yt C BT de tipo Euclideano tal que dim 0cYt < n- Esta familia es no

vacía ya que el grupo G peitenece a ella.. Para cada i € T denotamos

por1 it el encaje identidad de Yt en BT Consideremos la suma discreta

y — ®t€T^G^íi Que naturalemente se convierte en un G-espacio. Por
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la proposición 3..1..10, cada 0GYt es un G-espacio libre., Consecuente-

mente Y es un G-espacio libre y paiacompacto., Como dim/fclt < n

para todo t 6 T, entonces poi el teorema de la suma [14, Teoiem

3,1.10], tenemos que dim Y < n. Finalmente por el lema 3.2.2,

Posteriormente, cada mapeo it:Yt~* BT puede ser1 extendido a un

G-mapeo i[ : fioYt —> BT según del teorema 2.3.6. Entonces se define

el mapeo i: Y —* Br de manera que

i(y)=i'Áy) Para y € 0GYt-

Aplicando una vez mas el teorema 2..3..6, extenderemos el G-mapeo

i a un G-mapeo j : 0GY —* BT,, Como Y tiene estiuctuia finita,

de acuerdo con la pioposición 3.1.10, 0GY es un G espacio libre y

paiacompacto. Por el lema 3.2.3, existe une G-espacio libre y compacto

J7^, así como G-mapeos

tales que i~ip<py dim T% <n, w 7^ < w BT = r,

Afirmamos que F? es el G-espacio buscado.

En efecto, sea X un G-espacio libre arbitrario tal que dim X < n con

wX < r. Como X esta encajado equivariantemente en Br, existe

un í 6 T tal que Yt es G-homeomorfo a X., Como la íestricción de i

sobre Yt es un homeomorfismo, la restricción ip\yt es también un home-

omoriismo.. Además, ip\yt es equivariante.. Entonces, X esta encajado

equivariantemente en T%.

Si X es paracompacto, entonces por el lema 3 2.2,

= dimX < n,

y por lo tanto X puede ser- encajado equivariantemente en



88 3. G-COMPACTACIONES LIBRES

Para completar1 la demostración falta ver que dimT% = n y

WJ^ = T,, Como J-y contiene una compia homeomoifa equivalíante n-

dimensional del G-espacio libre compacto G x Ik con k = n — dim G,

infei irnos que d imj^ = n., Por otro lado, la suma discreta Z de r

copias de G es un G-espacio metiizable y Ubre de peso w Z = r, y por1

lo tanto, T% contiene una copia equivalíante homeomoia de Z. Esto

da como resultado que w T% = r. La demostración esta completa.,

Del Teorema 3.2.1 se sigue inmediatamente el siguiente

Corolario 3.2.4. Cualquier G-espacio paracompacto y libre X tiene

una G-compactación libre boX de peso w (bcX) < w X y de dimensión

<

Corolario 3.2.5. Sea G un grupo finito. Entonces para cualquier

entero n > 0 hay una acción libre de G en el compacto de Menger ¡xn

tal que todo G-espacio X metrizable, separable y libre con dim X < n

admitea un encaje equivalíante en fxn.

Demostración. Por el corolario anterior, X tiene una <?-compacti-

ficación bgX libre, metrizable, compacta de dim6crJV < dimX.. Nos

i esta aplicar el resultado de Dranishnikov [10, Corolario y Teorema 3]

al hecho de que existe una única acción libre de G sobre el compacto

de Menger ¡j,n tal que ¡in contiene una copia homeomorfa equivalíante

de cada G-espacio compacto, metrizable y libre de dimensión < n, D

3. G-compactos universales de un sólo tipo de órbita

En esta sección generalizaremos el Teorema 3.,2.1 al caso de G-

espacios de tipo Euclideano que pueden no ser libre, pero que tienen

un sólo tipo de órbita.

Sea H un subgrupo cerrado de G y X un G-espacio de tipo (H)..

Sea N(H) eí normalizador de H en G y W(H) = N(H)/H, el grupo

de WeyL En lo que resta denotaremos por ñ la clase lateral nH paia
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cualquier n £ N(H). El grupo W(H) actúa libremente sobre XH, el

conjunto de puntos //-fijos de X. Al mismo tiempo W(H) actúa sobre

G/H por la fóimula

%*gH = gvrlH7 ñeW(H), gHeG/H,

El producto toicido {G/H) xw^ XH es sólo el espacio W(ií)-orbital

del producto G/H x Xa dotado con la acción diagonal de W(H). Es

conocido (ver [6, Ch. II, Corolario 5.11]) que X es (7-homeomorfo al

G-espacio (G/H) XW(H) XH equipado con la acción de G dada poi la

fórmula:

g' * \gH,x} = [g'gH,x), g' e G, [gH,x] € (G/H) xw(H) Xa'.,

Lema 3-3.1. Si H es un subgrwpo cerrado de G y Y es un W(H)-

espacio libre, entonces el producto torcido T = (G/H) X-w(fí) y tiene

un sólo tipo de órbita (H).. Además,

Demostración. En efecto, sea \gH,x] un punto de (G/H)

Y fijo bajo un elemento g' € G, Entonces \g'gH,x] = [gH,x], ó

equivalentemente,

(g'gH, x) = (ñ * gH, na:), para algún n € N(H)..

Entonces g'gH = gn~lH y x = ñx

Como W(H) actúa libremente sobre Y, la igualdad x = ríx implica

que n & H,, La igualdad g'gH = gn~~lH da como íesultado que g' =

gn~lhg~l para algún h 6 H, y por lo tanto, g1 e gHg~l. Por lo

anterior, el estabilizador de \gH,x\ es sólo el grupo gHg~l, y por lo

tanto, el G-espacio (G/H) xw{H) Y tiene un sólo tipo de órbita (H).

Como w (G/H) < No, notamos que
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Poi otio lado Y es un subconjunto de T, entonces wV < wT.

Para la segunda igualdad, del lema 3*2.2 y por el anteriormente

citado teorema de Morita [27], se tiene que

dim T = dim ({G/H) xW{H) Y) = dim ({G/H) x Y) - dim W{H)

= dim (G/H) + dim Y - (dim AT(tf) - dim H)

= dim Y + dim G - dim H - dim JV(tf) + dim H

= dim Y + dimG - dimyV(W) = dimK + dim (G/N(H)),

G

Teorema 3.3.2. Para cada subgrupo cerrado de H C G, todo

número cardinal infinito r y para todo entero no negativo n > dimG,

ezixte nn G-espacio compacto T?{H) de Upo (H) con w (^"(i/)) = r,

dim (J^(H)) = n que es universal en siguiente sentido: T?{H) con-

tiene una copia G-homeomorfa de cualquier G-espacio X de tipo Eu-

clideano y de un sólo tipo de órbita (H) tal que w X < r y diin/JcA" <

ÍI En particular, ^{H) contiene una copia G-homeomorfa de cada

G-espacio paracompacto X de tipo (H) con w l < r y dimX < n..

Demostración, Sea

k = n-dim

Entonces se tiene que

k = n- dim (G/N(H)) = n - dim G + dim N(H) > dim N{H) - dim H

= dim (N(H)/H) = dim W{H)

Por lo tanto por el teorema 3.2.1, existe un W(#)-espacio compacto

libre y universal J7* de dimensión k y de peso r,,

Hagamos

Pot1 el lema 3.3.1, J^{H) es un G-espacio compacto de un sólo tipo de

óibita (H).. Afirmamos que es la requerida..
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En efecto, por el lema 3.3.1,

w ((G/H) xW(H) 3*) = wJ^Í = r

y

dim^(H) = dim ({G/H) xw{H) ?*) = dim J* + dim (G/N(H))

= k + dim (G¡N{H)) = n.

Ahora si X es un G-espacio con un sólo tipo de órbita (H) tal que

w X < r y dimX < n, entonces como X = (G/H) XW(H) X H , se sigue

del lema 3.3.1 que

w(XH)<r y dimXfí<k.

Por el Teorema 3..2..1, hay un encaje W(ií)-equivaiiante / : XH -̂> T*.

Entonces el mapeo

F : (G/H) xw(jg) XH -* (G/H) xw{H) y*,

generado por / es un encaje <7-equivariante,. Notamos que F se define

de la siguiente manera:

F([gh, x¡) = ¡gH, f(x)} para todo \gh, x] G (G/H) xW(H) XH

(ver [29, Teorema 1.7.10]). Sólo falta mencionai que

H y 7»{H)

Esto completa la demostración,. D

Del teorema 3,,3,,2 se sigue.de manera inmediata eí siguiente

Corolario 3,3.3. Cualquier G-espacio pamcompacto X de un sólo

tipo de órbita (H) tiene una G-compactación bgX del mismo Upo de

ÓTb'ita'(H) iál'güe

w (baX) <wX y dim b^X < dim X,.
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