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Introduccion

El propdsito de esta tesis es el de presentar una introduccién a la geometria
fractal y a la dindmica del caos. Estos temas han tenido gran interés por parte de
diversas disciplinas tales como la ingenieria, la medicina y la economia, por
nombrar sdlo algunas. Es importante hacer notar al lector de esta tesis que ésta
misma ha intentado ser lo mas ilustrativa posible, por lo que se requerird que el
lector se refiera a las figuras, como apoyo en la comprensiéon de lo que se esta
mencionando.

El capitulo 1 revisa de forma general aspectos importantes de la geometria
fractal y la dinamica del caos. El resto de la tesis se divide en dos partes: los
capitulos del 2 al 4 tratan la geometria fractal y sus aplicaciones, mientras que la
segunda parte, que consta de los capitulos del 5 al 7, trata la dinamica del caos.
Muchos de los métodos de la geometria fractal desarrollados en la primera parte
de esta tesis, seran utilizados en la caracterizacién y comprensién de los sistemas
dindmicos cadticos, que encontraremos en la segunda parte de esta tesis.

El capitulo 2 cubre el tema de los fractales regulares, mientras que el
capitulo 3 trata sobre los fractales aleatorios.

En el capitulo 4 investigamos las propiedades fractdlicas y la gran utilidad
practica del movimiento fraccional browniano (mfb). Este capitulo es en cierta
forma, una demostracion de la gran aplicacion que tiene la geometria fractal en
distintas disciplinas, y esto es debido a que se ha encontrado la potencia de los
métodos de la geometria fractal, para la explicacion de ciertos comportamientos.

En el capitulo 5 se aborda el tema de los sistemas dindmicos discretos que

experimentan comportamientos aperiddicos o simplemente caos. Mientras que en
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el capitulo 6 se abordan los sistemas dindmicos continuos que experimentan caos;
de esta forma en el capitulo 7 se presentan las hemamientas matematicas
necesarias para la caracterizacion del caos. Entre muchas cosas mas, el capitulo
7 liga la geometria fractal, presentada en los capitulos 2 y 3, con la dinamica del

caos, presentada en los capitulos 5y 6.



CAPITULO 1

1.1 Introduccién

La geometria fractal se refiere al estudio de las propiedades de los fractales,
pero ;qué es un fractal?. Aqui nos encontramos con una pequefia complicacién,
ya que existen muchas definiciones de lo que es un fractal. Posiblemente la forma
mas sencilla de definir un fractal es la de un objeto que bajo cualquier grado de
magnificacién de €l mismo, éste se parece a él mismo , es decir, un objeto que

posee simetria aun variando la escala; en el cual cada pequeria parte del objeto

replica la estructura del objeto total. Este hecho caracteristico de los objetos
fractales se le conoce como autosimilitud. El término simetria se debe entender
como una propiedad que repite las partes de un objeto con respecto a una recta o
un plano.

La mayoria de los fractales los podemos encontrar en la naturaieza, aunque
también los podemos hallar mediante la iteracion de alguna funcién particular. Los
fractales que podemos encontrar en la naturaleza pueden ser desde la frontera
que dibuja un cimulo de nubes, las grietas que se forman en las paredes, Ia
frontera que dibuja una montara en el cielo; hasta la forma de un helecho natural.
Los tres primeros objetos fractales mostrados en la figura 1.1, presentan
autosimilitud en el sentido estadistico, ya que presentan el mismo grado de
‘rugosidad” en la medida en que hacemos un acercamiento gradual. Por su parte
el helecho presenta una autosimilitud exacta, ya que cada ramificaciéon del helecho
es una mini copia del helecho total y asi sucesivamente se conserva esta
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propiedad en la medida que analizamos las ramificaciones de las ramificaciones

anteriores.

et

Figura 1.1 Objetos fractales en la naturaleza.

Los fractales también los podemos caracterizar segin su dimensiéon
(dimension fractal), la cual puede ser distinta de la dimensién euclidiana o su
dimension topoldgica. La palabra dimensién se debe interpretar desde un punto
de vista de las matematicas, es decir, debemos entender la palabra dimension
para el caso de un objeto fractal como el espacio que ocupa éste en el espacio en
el que se encuentra inmerso. La dimension euclidiana y topoldgica se definen en
la seccion 2.3 del capitulo 2. De la misma forma que la definicion de la palabra
fractal, podemos encontrar diferentes definiciones de dimensidn de un fractal o
dimension fractalica. Algunas de las definiciones que podemos hallar estan: la

dimension de similitud, Ds; fa dimension divisora, Dp; la dimensién dae Hausdorff,



Dx; la dimension de conteo de caja, Ds; la dimensién de comelacién, Dc; la
dimensién de informacién, D ; la dimension puntual Dp; la dimensidon puntual
promedio, Da; y la dimensién de Lyapunov D..

Estas definiciones las encontraremos a lo largo de esta tesis y las
definiremos mas formalmente.

Las siete dimensiones listadas anteriormente son de gran utilidad en la
caracterizacion de una estructura fractal asociada a los atractoreé (que mas
adelante definiremos) que surgen en la dinamica del caos.

Es importante hacer notar la diferencia entre un objeto fractal que presenta la
propiedad de autosimilitud en todas partes del objeto y aquellos que lo presentan
en un lugar en especifico. Para aclarar este hecho, consideremos los siguientes
tres fractales: (a) una espiral logaritmica, (b) un arbol binario y (c) el triAngulo de

Sierpinsky, mostrados en la figura 1.2.

Figura 1.2 La naturaleza de la autosimilitud. (a) La espiral logaritmica es auto similar
unicamente en su punto de convergencia. (b) El arbol binario es autosimilar unicamente
en las ramas superiores. (c) El tridngulo de Sierpinsky es autosimilar en todas partes.

9



En la espiral logaritmica observamos autosimilitud solo si consideramos un
acercamiento en el punto de convergencia, esto es, la rama de la espiral contenida
en la caja A contiene al punto de convergencia de la espiral y por tanto para
todo acercamiento que hagamos dentro de la caja A , obtendremos infinidad de
copias de la espiral. Por el contrario si consideramos la caja B, la cual obviamente
no contiene el punto de convergencia de la espiral; podemos ver que esta no
contendra ninguna réplica de la espiral logaritmica por mas que hagamos un
acercamiento gradual.

El arbol binario es facil de construir, simplemente agregando sucesivamente
formas T a cada una de las terminaciones de armriba de la letra T. Este objeto
fractal presenta autosimilitud sélo si consideramos las ramas superiores del
mismo. Si consideramos el circulo A, podemos ver que existe una réplica del
objeto total, por el contrario si consideramos el circulo B éste no contiene ninguna
réplica del objeto total. Por dltimo, el tridngulo de Sierpinsky presenta la propiedad
de autosimilitud en todas partes. No importa en qué lugar del triangulo hagamos
un acercamiento siempre obtendremos una réplica del trianguio de Sierpinsky.
Esta propiedad se conoce como autosimilitud exacta.

La frontera dibujada por un cimulo de nubes, las grietas de una pared y ia frontera
dibujada en el cielo por una montana tienen la propiedad de autosimilitud exacta;
mientras que el helecho posee la propiedad de autosimilitud sdélo en las
ramificaciones.

L.o anterior es relativamente importante, ya que la mayoria de los objetos fractales

que estan presentes en la naturaleza, no poseen la propiedad de autosimilitud en
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todas partes, pero si consideramos ciertas partes del objeto podemos hallar la

autosimilitud requerida como para aplicar los métodos de la geometria fractal.

1.2 Caos deterministico

En la naturaleza como en la ciencia, las oscilaciones se presentan en
cualquier momento. Las oscilaciones de un sistema dindmico pueden ser
clasificadas en dos grandes categorias: lineales y no lineales. En general todos los
sistermas reales son no lineales, pero por lo general una primera aproximacion a la
dinamica de un sistema particular, se hace de manera lineal. Los modelos lineales
son preferibles a los modelos no lineales, ya que éstos son mas faciles de trabajar
desde un andlisis matematico; por el contrario los modelos no lineales son mas
dificiles de analizar matematicamente ya que por lo regular no es posible
encontrar soluciones analiticas asociadas a un sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales. Sin embargo, unicamente los sistemas no lineales son
los que presentan un comportamiento fascinante e interesante, conocido como
movimiento cadtico, o simplemente caos. Estos sistemas se comportan
aparentemente de manera impredecible.

En 1963, Edward Lorenz publicé su trabajo titulado: Flujo deterministico no
periddico (Deterministic nonperiodic Flow), en el cual detallaba el comportamiento,
mediante un modelo matematico simplificado de la transmision de calor en la
atmosfera. Lorenz mostré codmo un modelo matematico deterministico (esto es,
uno que no tiene asociado un componente aleatorio) podia producir
aparentemente un comportamiento impredecible, el cual mas tarde se le llamaria

caos.
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CAPITULO .2
Fractajes Regulares y Autosimilitud
2.1 Introduccién

Los objetos que poseen autosimilitud exacta son conocidos como Fractales
Regulares.

En el capitulo 1 “definimos” un fractal como un objeto que conserva la
propiedad de autosimilitud en varias escalas de magnificacién del objeto, pero
también como aquél cuya dimensidn fractdlica es mayor que su dimension
topoldgica y menor que su dimension euclidiana. Esta dimension es por lo general
un ndmero gue no es entero.

Benoit Mandelbrot, considerado el padre de la geometria fractal, postuld la
siguiente definicion de fractal: “Un fractal es por definicion un conjunto para el cual
su dimension de Hausdorff excede estrictamente su dimension topoldgica”, pero
mas tarde se retractd y la reemplazo por: “Un fracta! es una forma la cual esta
compuesta de partes similares al objeto total”.

Para evitar posibles confusiones en esta tesis, hemos adoptado la siguiente
prueba la cual identificara si un objeto es un fractal, teniendo siempre en mente
que tal definicion es naturalmente ambigua. La prueba consiste en verificar que su
dimension fractdlica exceda su dimensidn topoldgica.

2.2 El conjunto de Cantor

Este conjunto considera inicialmente e! intervalo unitario [0,1], el conjunto es
generado removiendo el tercio medio del intervalo {0,1]. De los dos subintervalos
restantes se procede a remover los tercios medios de estos dos subintervalos. En

seguida se remueven los tercios medios de los cuatro subintervalos anteriores, y
12



asf sucesivamente se procede infinitamente. El conjunto de Cantor es un fractal
regular ya que éste exhibe autosimilitud en cualquier escala que consideremos.

Esta propiedad esta ilustrada en la figura 2.1, donde la parte izquierda es

magnificada tres veces para obtener nuevamente el conjunto de cantor.

[ ]
paso F—- Intervalo unitario *)i
&=0
. . —
- — v — —
kw3 —_— - - — - -_—
Py - .- e e Pr. e ew
kw5 e o= .o au e e [
X = .. - ce wa - —a - e
conjunto de
3 por A N L et Cantor
magni‘icacion TR e e
del prinmer .
tercio ds laizq. __... T Tt e
-
et " &onjunto de
. N Cantor
8 por magni‘icacicn ""'\
/""---. ° e - -
P - o . ne Soonjunto
" de Cantor

Figura 2.1 Construccion del conjunto de Cantor.

La construccién del conjunto de cantor es simple, sin embargo, es un objeto

matematico cuya estructura es infinitamente rica. Este conjunto no llena

continuamente el intervalo unitario como lo harfa una linea recta, ni tampoco es un
conjunto numerable; este conjunto se distribuye en el intervalo unitario de cierta

forma que su dimension es distinta de cero y de uno, es decir tiene una dimensién
13



fractal entre cero y uno. Las dimensiones no enteras o dimensiones fractales son
dificiles de conceptualizar por lo que las trataremos en las préximas secciones,
pero primero veamos las dimensiones no fractélicas.

2.3 Dlmenslones no fractélicas: La dimensién euclidiana y la dimension
topolégica

Generalmente concebimos los objetos como de dimensién cero (puntos), de
dimensioén uno (rectas), de dimensidn dos (planos), de dimensién tres (sélidos).

La dimension euclidiana Dz, es simplemente el nimero de coordenadas
requeridas para especificar un objeto. Desde el punto de vista de la Topologia,
que trata acerca de las distintas maneras en como un objeto puede ser
distorsionado de una forma en otra sin perder sus propiedades esenciales;
considera que la dimension topoldgica Dr, de un objeto, no cambia bajo una
transformacion del objeto (homeomorfismo). La dimension topoldgica se obtiene
cubriendo el objeto con discos abiertos de radio pequerno.

En la figura 2.2 podemos ver las dimensiones euclidianas y topoldgicas de

algunos conjuntos comunes.
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Figura 2.2 Un conjunto de formas comunes con sus respectivas dimensiones euclidiana
y topologica.

2.4 La Dimension de Similitud (Ds)

La dimensidn de simiiitud la utilizaremos para caracterizar la construccion de
objetos fractales regulares. El concepto de dimension esta estrechamente
relacionado con el de escalamiento. Consideremos la linea, superficie y el sdlido
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dibujados en la figura 2.3. Cada uno de ellos esta dividido respectivamente por
subintervalos de longitud, subintervalos de area y subintervalos de volumen de
longitud epsilon (g). Para simplicidad consideremos que la longitud L, el drea A y el

volumen V, son iguales a uno.

A . Volumen

tongtue | f-... Doodaee o awad

Figura 2.3 Escalamiento y dimension. Cada objeto consiste de N elementos de longitud
€, N esta determinado por la eleccion de &.

Consideremos primero la linea. Si la linea es dividida en N pequerios segmentos
auto similares, de longitud g, entonces e es el factor de escalamiento, es decir:

L= Ne =1 (2.1a)
es decir la linea esta compuesta de N partes auto similares que estan escaladas
pore= 1/ N.

Ahora consideremos el area unitaria. Si dividimos el area nuevamente en N

segmentos de area ¢%, entonces

A=NE > (2.1b)
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es decir, el darea estd compuesta de N partes auto similares escaladas por

1
e= 1/ N2?. Andlogamente, obtenemos que para el volumen:

v=N & (2.1c)

es decir, el sélido esta compuesto por N partes auto similares escaladas por

1
e=1/ N3.
Examinando las igualdades anteriores podemos ver que el exponente £ es una
medida de la (similaridad) dimensién del objeto, y por lo tanto tenemos en general

que se cumple la siguiente relacion:

N 6‘DS =1 (2.2)
Usando logaritmos nos queda la siguiente expresion:
Ds = Log (N) / Log (1/e) (2.3)
Apliquemos esta definicion al conjunto de Cantor. Podemos ver que en el conjunto
de Cantor N= 2, ya que en cada tercio existen dos copias idénticas del conjunto
contenidas dentro del conjunto, y claramente == 1/3, por lo que de acuerdo con la
dimensién de similitud se tiene:
Ds = Log (2) / Log ( 1/(1/3) ) = Log (2)/ Log (3)=0.63089......
Entonces para el conjunto de Cantor, Ds €s menor que uno y mayor que cero, y
ademas Dr < Ds < De, como habiamos esperado que sucediera. De aqui que de
acuerdo con nuestra convencién, el conjunto de cantor es efectivamente un objeto
fractal con dimensién de similitud igual a 0.6309.... Por otro lado consideremos el
conjunto de Cantor escalado por 1/9, en el cual hay 4 copias del conjunto, en

cuyo caso nos da la siguiente dimensién de similitud:
17



Ds = Log (4) / Log ( 1/(1/9) ) = Log (4)/ Log (9) = 0.6309.....
Anélogamente, hay ocho pequerios subintervalos que contienen copias idénticas
del conjunto, cada uno de ellos a una escala de 1/27 del conjunto original, por lo
que:

Ds= Log (8) / Log ( 1/(1/27) ) = Log (8)/ Log (27) = 0.6309.....

Podemos entonces observar una regla general para la dimensién de similitud:
Ds = Log (2c)/ Log (3¢) =c Log(2) / c Log(3)= 0.6309........
Donde c es el factor de escalamiento utilizado para identificar el grado de
autosimilitud del conjunto. De lo anterior se deduce que !a dimensién de similitud
as independiente de la escala usada para investigar la estructura del objeto.
2.5 La curva de Koch

El método de construccién de ésta curva esta ilustrada en la figura 2.4(a). Este
se construye considerando una linea de longitud uno la cual es dividida en tres
partes iguales y el tercio medio es removido. En el tercio medio removido se
coloca dos segmentos de longitud 1/3 en forma de tridngulo. Se procede
sucesivamente de la misma forma en cada uno de los lados de la anterior figura,
obteniendo asi la curva de Koch. Una propiedad de la curva de Koch, es que tiene
una longitud infinita, por lo que la longitud no es una medida adecuada para medir
la curva. En cada iteracion hay cuatro subsegmentos que forman la curva, cada
una de ellas 1/3 reducida de la curva original. Entonces, para la curva de Koch,
N=4, £e=1/3, se tiene que la dimension de similitud nos da:

Ds= Log(N) / Log(1/e) = Log(4)/Log (3) = 1.2618........



Por tanto la curva de Koch es un objeto Fractal ya que su dimensidn fractal excede
su dimensién topolSgica, la cual es igual a uno. Hemos mostrado fractales
regulares cuyas dimensiones de similitud estén estrictamente entre 0 y1, 1y2
por lo que nos resta mostrar un fractal regular cuya dimension esté estrictamer_\te
entre dos y tres. La figura 2.4(b) muestra la construccion de la isla de Koch, la cual
es similar en su construccion a la curva de koch, solo que esta vez estamos
considerando un tridngulo primero, y después procedemos, en cada uno de los
tados del triangulo, de igual forma que como lo hicimos con la curva de Koch,

obteniendo de esta forma la isla de Koch.

{(a)

L=kt

- VN N

e~
il
curva de
Koch
k=°o

Figura 2.4 Construccion de la curva de Koch y la isla de Koch.
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Figura 2.4 (continuacién)
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CAPITULO 3
Eractales Aleatorios
3.1 Introduccién

En el capitulo 2 investigamos las propiedades de los fractales reguiares
—vegulares en el sentido en que estos estan compuestos de copias escaladas y
posiblemente rotadas de ellos mismos. Sin embargo, existe otro grupo de
fractales, conocidos como fractales aleatorios, los cuales contienen un
componente aleatorio o estadistico. Cada pequefia parte de un fractal aleatorio
tiene las mismas propiedades estadisticas que el total. Los fractales aleatorios son
particularmente de gran utilidad para la descripcidn de propiedades de muchos
procesos y objetos naturales.

3.2 Aleatorizaciéon del conjunto de Cantor y la curva de Koch

Una forma simple de generar un fractal mediante un componente aleatorio,
consiste en agregar un elemento probabilistico al proceso de construccion de un
fractal regular. Una version aleatoria del conjunto de Cantor se puede producir de
varias formas; en la figura de 3.1(a) se ilustran dos métodos para producir

conjuntos de Cantor aleatorios.
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Figura 3.1 Dos métodos para aleatorizar el conjunto de Cantor y construccion de la
curva de Koch aleatorizada.

En la curva de Koch se elige aletoriamente el tercio que sera removido y a su vez
se reemplazara por un triangulo equilatero cuya posicion puede ser aleatoria

también: hacia adentro o hacia fuera, como se muestra en la figura 3.1(b).



3.3 Fronteras que forman Fractales’

Una frontera que fonﬁa un fractal es una curva fractal que no se interseca
consigo misma; esta frontera nos revela la estructura intrinseca de la curva en la
médida en que hacemos cada vez un acercamiento mayor. En el capitulo 2 la
curva de Koch tenia una frontera reguilar, pero ia mayoria de las fronteras reales
son esencialmente rugosas en todo nivel de magnificacién de la misma, ésto se
muestra esquematicamente en la figura 3.2. Sin embargo, a diferencia de la curva
de Koch, una costa o frontera real es estadisticamente autosimilar en cualquier
segmento aleatorio que elijamos, este segmento poseera las mismas propiedades
estadisticas en todas las escalas de magnificacion que hagamos. De esta forma

las fronteras o costas son curvas fractales aleatorias.

——— acercamiento —

&

acercamlento

&

J_/'?’ -, 8AcCerCamiento ——at———

Figura 3.2 Acercamiento en el borde de una costa real, para revelar su estructura.
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De lo anterior es importante establecer que cualquier objeto fractal, incluyendo
fronteras, poseen autosimilitud sobre un rango finito de escala. Este rango finito
hace posible que la geometria fractal desemperie un papei importante en su
caracterizaciéon. Este hecho importante tendr& que ver cuando discutamos las
regiones tipicas de la funcidén de Richardson que veremos mas adelante en esta
tesis.

3.4 La dimensién de conteo de caja y la dimensién de Hausdorff.

El uso de una dimension como medida de caracterizacion y cuantificacion de
la propiedad de autosimilitud estadistica de fronteras fractales aleatorias es una
buena forma de proceder, pero necesitamos una nueva definicién de dimension,
ya que la utilizada en el capitulo 2 se refiere Gnicamente a fractales que poseen
autosimilitud exacta. Para resolver tal requerimiento, existen dos estimadores de la
dimensidn fractdlica de fractales aleatorios que son de gran utilidad, éstos son el
método de conteo de caja y la técnica de la caminata estructurada. La dimensién
de conteo de caja esta estrechamente relacionada con la dimensién de Hausdorff,
la cual es de poca utilidad para el ingeniero o cientifico que desee cuantificar un
fractal a partir de una base de datos, debido a su complejidad. De hecho una
descripcion matematica completa de la dimension de Hausdorff esta fuera del
alcance de esta tesis. Es por esto que centraremos primero nuestra atencién en la
dimensidon de conteo de caja, la cual es mas conveniente para nuestros fines.

La dimension de conteo de caja se obtiene a partir de cubrir al objeto fractal
con cajas de longitud &. El nimero de cajas, N, requeridas para cubrir el objeto

fractal esta relacionado con & a través de su dimensidn de conteo, Ds. Demos un
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ejemplo: consideremos un segmento de linea recta (abjeto unidimensionai) de
longitud unitaria. Coloquemos segmentos de longitud 5 para cubrir el segmento de
linea recta, para lo cual requerimos de N segmentos. De hecho para cubrir dicho
segmento, podemos utilizar cualquier elemento con dimensién mayor o iguatl que
la dimensién de la linea, es decir, dimensidon uno. El nimero de segmentos que
requerimos para cubrir este segmento de linea unitaria es igual a N &, entonces,
N&=1, por lo tanto, N=1/5'. Repitiendo el procedimiento anterior, pero ahora para
un area unitaria, es facil ver que para cubrir tal area unitaria requeriremos de
N=1/5? cuadrados de longitud & y dimensién euclidiana mayor o igual a dos.
Similarmente, si cubrimos el objeto con cubos, requeriremos de N=1/5* cubos de
longitud & con dimension euclidiana mayor o igual a tres para cubrir el objeto. De
nuevo notemos que en cada caso el exponente de & es una medida de la
dimensién del objeto. En general, requerimos de N=1/§" cajas para cubrir el
objeto donde el exponente D, es la dimensién de conteo de caja del objeto. De
esta forma llegamos a la siguiente formula general de D, para objetos de
hipervolumen unitario:

_ log(N)
Dy = log(1/5) S

En general para calcular la dimension de conteo de caja para un objeto con un
hipervolumen (es decir, longitud, area, volumen, hipervolumen fractal) no unitario,
dado por V*, es igual a:

_ log(N)—log(¥*)

log(1/5) 3-2)

Dy
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Ahora, si reagrupamos la férmula anterior de la siguiente forma:

Log(N)= Ds Log(1/58) + Log(V*), (3.3)
entonces, podemos observar que ésta es la ecuacion de una recta cuya pendiente
es precisamenté la dimension de conteo de caja, Ds, y cuya ordenada al origen es

Log(V*), como se muestra en la figura 3.3.

tog(N)
Pendlents limite de la
mejor recta que ajusta
los puntos=Dp
V* —— .
“ —
log(1/8)

Figura 3.3 Estimacion de la dimensién de conteo de caja a partir de datos
experimentales.

En la figura 3.4 podemos ver tres formas de cubrir una costa, ademas podemos
observar la cubierta de circulos abiertos de radio 8, pero sea cual sea el método
utilizado podemos obtener la dimensidon de conteo de caja al hacer & tender a
cero, obteniendo en el limite [a pendiente de a recta que se ajusta a los puntos.
De lo anterior se deduce la siguiente férmula para el calculo de la dimension de

conteo de caja:
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D, =lim d(og(N) —log(V'*))

SR d(og(l/ 5) @4

Figura 3.4 Determinancié6n de la dimension fractal de una costa real, utilizando el método
de conteo de caja.

A pesar de que éstos son buenos estimadores de la dimension de conteo de caja,
la técnica mas refinada es encontrar la pendiente de la recta que mejor se ajuste
al conjunto de puntos, como se muestra en la figura 3.3. Por dltimo, la ecuacion
(3.1) tiene un gran parecido con la ecuacion (2.3) que corresponde a la dimensidn
de similitud. Sin embargo, no hay que confundirlas: el calculo de Ds requiere que
exactamente las partes autosimilares del fractal sean identificadas, mientras que
para Ds, requerimos que el objeto sea cubierto con cajas autosimilares. Entonces,
Ds. nos permite mas flexibilidad en el tipo de objeto fractal que investiguemos.
Existe una gran similitud entre la dimensién de conteo de caja y la dimensién
de Hausdorff. Ambas usan elementos para cubrir el objeto en cuestiéon. La
diferencia es esencialmente la siguiente: cuando usamos la dimension de conteo
de caja nos preguntamos ;jcuantas cajas o hipercubos necesitamos para cubrir el
objeto?, en cuyo caso solo necesitamos probar cajas o hipercubos los cuales
tengan dimensidén entera igual o que exceda a la del objeto en cuestion. En

contraste, cuando usamos la dimension de Hausdorff lo que nos preguntamos es
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scudl es el tamaiio del objeto?, esto es lo que tratamos de medir. Para medir el

" tamafio o hipervolumen necesitamos usar una cubierta de hipercubos de

dimensién apropiada, esta dimensién apropiada es la que se conoce como
dimensiéon de Hausdorff. Aclaremos lo que hasta ahora se ha dicho acerca de la
dimension de Hausdorff. Para ello consideremos objetos regulares, no fractales o
euclidianos. Si deseamos medir el tamario de un objeto debemos usar una medida
apropiada para su dimension, es decir, la longitud es una medida natural para una
linea, area para una superficie, y volumen para un sdlido. Consideremos primero
la medicién de una curva suave como la de la figura 3.5.

r;;r:‘.u_‘n;o de =3 slementc do

proey =82

| slemento de 3
volumen =&

Figura 3.5 Medicién de una curva suave.

Para medir esta curva podemos cubrirla con pequerias lineas, cuadros o cubos de
longitud §; como se muestra en la figura 3.5. Las magnitudes de longitud, area y
volumen estan dadas por §, §2,5° respectivamente, o mas generaimente dadas
por &°r, donde De es la dimensién euclidiana. Asi como en la dimensién de
conteo de caja, requerimos N elementos de longitud & para cubrr la curva. La
longitud medida de la linea, por los elementos de longitud §, esta dada por:
L,=N& (3.5a)

Asi cuando §—0, la longitud estimada L, tiende a la longitud real L, es decir:
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L,—>L (3.5b)

50
Ahora consideremos la cubierta de la curva usando las cuadrados de area 6°. El
drea estimada A4, asociada a la linea esta dada por:
V A, =N & (3.63a)
Entonces, cuando § tiende a cero, también lo hace el érea estimada, es decir:

A, —>0 (3.6b)
3—-0

esto tiene sentido con el hecho de que una curva tenga area igual a cero.

Analogamente el volumen estimado ¥,,, asociado a la curva tiende a cero cuando

S tiende a 0, es decir:

Vv, =N35? (3.7a)
vV, —0 (3.7b)
83—0

Extendiendo el razonamiento anterior, usando elementos de mayor dimensién que
tres, podemos ver que unicamente la medida de longitud de la curva nos amoja
una medida finita distinta de cero, la cual es realmente la longitud de la curva, L.

Si requerimos N hipercubos para cubrir un objeto, entonces el hipervolumen
estimado V., esta dado por el numero de hipercubos multiplicado por el volumen
de cada hipercubo, es decir:

Ve =N & (3.8a)
En el limite, cuando & tiende a cero, e! hipervolumen estimado tiende
asintoticamente al hipervolumen real del objeto, y es independiente de 3, es decir:
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Ve — V* (3.8b)
&§—0

Sin embargo, como vimos en el caso de la curva, la medicion obtenida es
Unicamente sensible en la medida en que la dimensidn de los elementos que
utilizamos para medirda y la del objeto son la misma. Altemativamente, si
medimos un objeto con elementos de mediciSn no apropiados, entonces
hallaremos que el hipervolumen estimado tiende a infinito para elementos de
medicién (hipercubos) de dimensién menor que la del objeto, o tiende a cero si
usamos elementos de medicidn de dimension mas grande que la del objeto.
Consideremos ahora el siguiente problema: se desea encontrar la longitud, area o

volumen de una superficie usando lineas, cuadrados o cubos, como se muestra en

la figura de 3.6.

slemento de tongiud = & clemento de srea = §2 etemento de volumen = 5

Figura 3.6 Medicion de una superficie suave.
No podemos cubrir la superficie con un numero ﬁﬁito de lineas, entonces el
hipervolumen estimado, o longitud estimada de la superficie, diverge cuando la
longitud de las lineas (longitud 8) tiende a cero.
Es decir:

V., =NB (3.9a)
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NS ——> (3.9b)
5—->0

aqui, ¥, es un hipervolumen unidimensional, es decir, ia longitud. Anédlogamente
si cubrimos la superficie con cubos de volumen &* podemos ver que el volumen

estimado tiende a cero cuando & tiende a cero, es decir:

V., =N 8&° (3.10a)
N§*—— O (3.10b)
3—0

asi también para hipercubos de dimensién mayor que tres, el hipervolumen tiende
a cero cuando § tiende a cero. Unicamente cuando medimos la superficie usando
cuadrados, encontramos que el hipervolumen estimado tiende a un valor finito en

el limite, es decir:

vV, = N &? (3.11a)
N§? —— V* (3.11b)
5—0

donde V* es de hecho el area real de la superficie. Observamos que el
hipervolumen estimado depende criticamente de la dimensidn de los hipercubos
utilizados. Generalmente el hipervolumen estimado es o cero o infinito, el cambio
de cero a infinito ocurre cuando se usa la dimensidon apropiada de los hipercubos.
La dimension de Hausdorff se basa en la observacion anterior: en su definicién
podemos considerar hipercubos, o probar funciones, con hipervolumenes &7,
donde el exponente D es no entero. La dimensién de Hausdorff Dn de un objeto
esta definida como la dimension “critica”, D, para la cual el hipervolumen cambia

de cero a infinito.
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La dimensién de Hausdorff y la dimensién de conteo de caja nos dan
dimensiones no enteras para cualquier curva fractal. Tomemos por ejemplo la
curva de Koch, que tiene dimensién topoldgica igual a uno, dimension euclidiana
igual a dos y una dimensién de similitud igual a 1.2618.... Dijimos también que la
longitud no es una buena forma de medir la curva de Koch ya que esta diverge a
infinito a! intentar medirfa con pequefios segmentos de linea cada vez mas
pequefios. Por tanto, su dimensién de Hausdorff es mayor que uno. Si ahora
intentamos medir la curva con cuadrados de lado §, encontraremos que el area
estimada tiende a cero cuando & tiende a cero. Por tanto la dimensién de
Hausdorff es menor que dos. En efecto, la curva de Koch tiene una dimensién de
Hausdorff y de conteo de caja igual a su dimensién de similitud de 1.2618.......

En la practica no es poéible utilizar hipercubos cuya longitud no es entero, por
tanto la estimacién de la dimensién de Hausdorff no es muy Util para calcular la
dimensidn fractal de objetos reales.

La dimensidn de conteo de caja estd estrechamente relacionada a la
dimensidon de Hausdorff y en muchos de los casos ambas producen la misma
dimensidn fractal estimada. Ademas, éstas tendran por lo general la misma
estimacion de la dimension fractal de un fractal regular que la dimensién de
similitud. Pero, existen algunos problemas cuando una curva fractal se interseca
consigo misma, ya que la dimension de Hausdorff y la de conteo de caja no toman
en cuenta estas intersecciones, mientras que la dimensidn de similitud si

considera.
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3.5 La técnica de caminata estructurada y la dimensiéon divisora.

Un método cominmente usado para estimar la dimension de curvas fractales

en el plano, es’la técnica de caminata estructurada. El método es presentado en

los siguientes ocho pasos y ademas presentamos la ilustracién grafica del método,

en la figura 3.7.

U]
(i)

(iii)

(iv)

)

(vi)

(vii)

(viii)

Escojamos una longitud A con la ayuda de un compas.

Tomemos el punto inicial de la curva (o seleccionemos una posicién
adecuada si la curva es cerrada)

Dibujemos un arco con centro en el punto inicial, que interseque la
curva.

El punto donde el arco interseque la curva sera el nuevo centro del
nuevo arco.

Dibuje el siguiente arco centrado en el punto de interseccién del punto
(iv). Repita los pasos (iv) y (v) hasta que se alcance el final de la curva.
Grafique Log(L) contra Log(A), donde L es la longitud de la curva usando
A, es decir L=N2, donde N es el nimero de pasos tomados para
“caminar” sobre la curva.

Repita los pasos del (i) al (vi) para varias A y, para cada una de estas A,
grafique Log(L) contra Log(i). La gréfica resultante es conocida como
grafica de Richardson, la cual se muestra en la figura 3.8.

La pendiente, S, de la curva resultante esta relacionada a la dimensién

divisora Db, por la siguiente manera: S = 1— Do.
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Figura 3.7 Determinacién de la dimensién fractal de una costa real usando la técnica de
caminata estructurada.

log(L) /— pendionte = 1D,
!

fog(A)

Flgura 3.8 Grafica de Richardson obtenido de la técnica de caminata estructurada.
La dimension de la curva S se puede encontrar también mediante la obtencion de
la mejor linea que se ajuste al conjunto de puntos obtenidos en el paso (vii).

Usualmente existe mas de una pendiente (tipicamente tres) para la funcidn de
Richardson. La figura 3.9 muestra las pendientes tipicas que pueden ser

encontradas en el grafica de Richardson.
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log(L) o =Dy
(Dimensién
extural
- =Dy
(Dimension )
Estructural

log(A)

A ! B 1 c
Figura 3.9 Regiones principales de la funcién de Richardson.
En la figura 3.9, tres distintas pendientes pueden observarse: éstas comesponden
a las tres distintas regiones del objeto fractal en cuestion. Estas tres regiones las
podemos describir mediante el siguiente sumario.
Regidn A: A es muy pequeria. Un fractal puede no ser autosimilar bajo esta
escala, o alternativamente, la resolucidon del fractal puede que no sea suficiente
como para permitir un analisis bajo esta escala. Por tanto la curva parece ser muy
suave a estos niveles de magnificacién y la dimension tiende a uno.
Region B: A es pequefia. En esta regidon estamos midiendo ia textura de la curva a
una escala muy fina. Esto nos da la dimension textural Dom.
Regién C: A grande. Aqui estamos midiendo la estructura de! fractal considerando
una escala mas grande. Esto nos da la dimensién estructural Dos).
Las regiones B y C comesponden a dos diferentes fractales, interconectados uno

con el otro para formar la curva. Objetos con dos o mas dimensiones fractalicas se

conocen como Multifractales.
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CAPITULO 4
ovi 1o

4.1 Introduccién

En este capitulo continuamos nuestra exposicion acercé de los fractales
aleatorios que discutimos en el capitulo anterior. Esta vez nos concentraremos en
un conjunto especifico de fractales aleatorios conocido como movimiento
fraccional Browniano (mfb), el cual ha probado ser de gran utilidad en la
descripcion y modelacion de muchos fenémenos naturales tales como secuencias
de DNA, colonias de bacterias, indicadores de mercado de acciones, por nombrar
solo algunos ejemplos. Empezaremos primero con el ya conocido movimiento
browniano regular y de ahi investigaremos e! movimiento fraccional browniano,
para asi poder investigar las propiedades fractales de ambos en sus trayectorias
espaciales y en sus trazas espacio-temporales.
4.2 Movimiento Browniano Regular.
El movimiento regular browniano, o simplemente movimiento browniano, debe su
nombre al botanico escocés Robert Brown(1773-1858) quien, mientras observaba
en su microscopio granos de polen flotando en agua, notd que estos seguian
movimientos muy rapidos e imegulares. Brown encontré también que otras
pequefias particulas exhibian estos aparentes impredecibles movimientos cuando
los colocaba sobre una superficie de agua, por lo que dedujo que estos
movimientos se debian meramente a causas fisicas. Ahora se sabe que este
movimiento tan irregular de particulas suspendidas en agua se debe al bombardeo
de las moléculas del agua. Un ejemplo de la trayectoria de una particula que sigue

un movimiento browniano en el plano se muestra en la figura 4.1. La particula fue
36



observada 16 384 veces en intervalos de tiempo homogéneos. Se muestra
también el punto inicial y el punto final de la trayectoria. Notemos que a diferencia
de las fronteras o curvas fractales examinadas anteriormente, la trayectoria de una
curva que sigue un movimiento browniano en el plano puede intersecarse consigo
misma. En la medida que hacemos un acercamiento gradual de la trayectoria
browniana, mas y mas detallado es el comportamiento de la curva. Esto es
ilustrado en la parte derecha de la figura 4.1(a), la cual contiene los primeros
dieciséis pasos comespondientes al movimiento browniano de la izquierda,
maghnificado por un factor apropiado. La resolucién de las dos funciones se ha
mantenido igual y la similitud entre las dos funciones es evidente. La
autosimilitud estadistica se conserva sobre toda escala de magnificacién. De
esta forma el movimiento browniano en el plano es una curva fractal aleatoria.

Si consideramos un movimiento browniano en un tiempo discreto, es degcir,

considerando Ar =1, —1,,1, —,1, —¢,,, elc., y conectando los puntos observados
con segmentos de linea recta, obtenemos una curva puntiaguda. Esta se muestra
en la figura 4.1(b). Si denotamos las posiciones de los puntos en el tiempo r, por
(x,,¥,) entonces la distribucién de los saltos observados en el plano coordenado
x-y, es decir, Ax, =(x,—x,,) Y Ay, =, —y.), siguen una distribucién de
probabilidad gaussiana (normal). Ademas, los pasos r,(= m). entre

los puntos observados, siguen una distribucion gaussiana.
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Figura 4.1 (continuacijén)
Los dos métodos numéricos mas comunes para construir un movimiento
browniano en el plano, consideran principalmente los dos aspectos mencionados
anteriormente, es decir, podemos aleatoriamente seleccionar pasos en el plano
coordenado, de una distribucion normal y asi construir el movimiento en el plano
usando pasos Ax y Ay —el método x-y. Altemativamente, podemos elegir

aleatoriamente un paso de longitud r, de una distribucién normal y aleatoriamente

elegir un angulo 6 en cada paso, de una distribucion constante entre O y 2= rad
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—e! método r-0. E! movimiento browniano mostrado en la figura 4.1(a) usa el
método x-y para generar {a trayectoria en el plano. Esta contiene un movimiento
browniano compuesto de 16 384 pasos aleatorios tomados en las direcciones de
los ejes coordenados x-y, es decir 32 768 pasos en total, en donde cada 16 pasos
es graficado en el plano x-y. Los pasos son tomados de una distribucion de
probabilidad gaussiana con media cero y varianza uno, la cual se muestra en la
figura 4.1(d). La figura derecha de la figura 4.1(a) contiene los primeros 1024
puntos de la trayectoria de la izquierda: esta vez cade_: paso es graficado, dando la
misma resolucidn para ambas graficas. Como se menciond anteriormente, la
similitud del movimiento en las dos escalas es visualmente aparente, y de hecho si
en las graficas omitiéramos las graduaciones cormrespondientes, seria imposible
decir cuél es la grafica original y cual fue la que se magnificd. Esto se debe a que
ambas son estadisticamente autosimilares. La figura 4.1(c) usa el método r-0 para
generar un movimiento browniano. Esta vez 16 384 pasos fueron tomados de la
distribucién gaussiana de la figura del inciso (d) y un angulo aleatorio para cada
paso. Las graficas de los incisos (a) y (¢) consideran la distibucion nomal con
media cero y varianza uno, por lo que de aqui en adelante utilizaremos este tipo
de distribucion normal estandarizada.

El término movimiento browniano ha sido usado para describir curvas
espaciales, tales como la de los incisos (a) y (c) , y también para describir curvas
espacio-temporales, es decir series de tiempo de las componentes del

movimienio browniano. Es por esto que para evitar confusiones, nos referiremos al
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término de trayectorias para curvas espaciales y el término de trazas para curvas

espacio-temporales.

La traza en el tiempo de un movimiento browniano en una direccion
coordenada, B(t), se muestra en la figura 4.2(a). La traza es una serie de tiempo
de una coordenada de una trayectoria browniana. Como mencionamos
anteriormente, los incrementos sucesivos de la traza de un movimiento browniano,
B(t)-B(t—At), tienen una distribucién gaussiana. De esta observacién podemos
hace; una aproximacién en fomma discreta de la traza de un movimiento
Browniano, B(s), la cual puede reproducirse a tiempos discretos, ¢ =iAr,

sumando una serie de pasos aleatorics, R(r,), tomados de una distribucién

gaussiana, de la siguiente forma:
i
B(,) =D R(,) (4.1)
=1

El proceso de construccion de la traza de un movimiento browniano se ilustra en

los incisos (a) y (b) de la figura 4.2
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Figura 4.2 Construccion y propiedades de la traza de un movimiento browniano.
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Figura 4.2 (continuacioén)

La figura 4.2 (@) muestra los primeros 1024 numeros aleatorios a tiempo discreto

usados en la construccion de la traza browniana. Estos nimeros son tomados de

una distribucién gaussiana, y son usados como los

incrementos en los pasos

R(r,), en la ecuacién (4.1) que aproxima al movimiento browniano. La figura del

inciso (b) muestra los primeros cuatro pasos de la traza browniana generada

usando los primeros cuatro nidmeros aleatorios de la figura del inciso (a). Cuando
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magnificamos la resolucién de la figura del inciso (b) se hacen mas evidentes los
pasos.

Ahora que hemos generado una traza prefactal browniana (es decir, asumimos
que tenemos una resolucién lo bastante detallada), supondremos que es una traza
que posee una resolucion infinita, es decir, considerando B(t), donde el tiempo t es
continuo. La autosimilitud de B(t) es evidente en la medida en que magnificamos
hacia adentro de la traza. Este hecho se muestra en los incisos (c), (d) y (e) de la
figura 4.2. La grafica original y las magnificadas tienen la misma irregularidad, y de
hecho son estadisticamente autosimilares. Notemos que los ejes han sido
magnificados de manera diferente en cada magnificacién. El segmento de la traza
en el tiempo bajo observacién fue escalada cuatro veces, por el contrario, la
coordenada espacial, B(t), fue unicamente escalada por un factor de dos.
Entonces, dos diferentes factores de escalamiento son requeridos para retener la
autosimilitud de la traza original y la de la traza escalada. Este requerimiento de
escalamiento no uniforme o anisotrépico para la autosimilitud en las trazas
brownianas, es considerada con mas detalle a continuacion.

Si consideramos un par de puntos en una traza browniana, los cuales estén
separados por un tiempo Ts, encontramos que la media, la separacién en valor

absoluto de los dos puntos, es decir,]TB| =B(1T)~B(1). es proporcional a la raiz
cuadrada del tiempo de separacion, es decir :

1AB| < T3 4.2)
donde el exponente, igual a un medio, es conocido como el exponente de Hurst,
H. El valor promedio de la separacidn media se encuentra mediante el
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desplazamiento de una ventana de longitud Ts sobre una porcion suficientemente
grande de la traza y promediando |AB|. La figura 4.3 nos ilustra el método descrito.
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Figura 4.3 Escalamiento de los incrementos en la traza de un movimiento browniano.
Para un movimiento browniano, la suma de los incrementos estadisticamente
independientes en el tiempo llegan a tener una divergencia de la media, la cua!
escala con la raiz cuadrada del tiempo. De esta forrna la traza de un movimiento
browniano se mantiene autosimilar bajo escalamientos Unicamente cuando los
ejes B(t) y t son magnificados por diferentes factores. Esto es, si escalamos t por
un factor A, debemos escalar B(t) por un factor 4". Esta propiedad de
escalamiento no uniforme, o anisotrdpica, se conoce como autoafinidad. La auto-
afinidad es la razén del requerimiento de dos factores de escalamiento al graficar
las secciones magnificadas de las series de tiempo anteriores. Haciendo
referencia a las graficas de la figura 4.2; cuando magnificamos un cuarto hacia
adentro de la serie de tiempo, e! eje del tiempo fue magnificado por un factor de
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cuatro, pero el eje B(t) fue Gnicamente escalado por un factor de (4)"’ =2. Esto
retiene la autosimilitud estadistica de la traza de ambas graficas (la original y la
magnificada).

La figura 4.4 jlustra la difusion en el tiembo de particulas que siguen un
movimiento browniano. Para claridad, tnicamente diez trazas han sido graficadas.
Al tiempo t=0 las diez trazas empiezan en B(t)=0 y comienzan notablemente a
separarse del origen en la medida en que el tiempo se incrementa. Esta
separacion de B(t)=0 es en realidad un promedio, ya que como puede verse,
algunas de las trazas retoman a B(t)=0 y de hecho varias veces, esto se ilustra en
la figura 4.4(a).

Cuando consideremos problemas relacionados con difusién es mas conveniente
considerar la desviacion estandar como medida de separacion. La desviacion
estandar o, es proporcional a IABI y la constante de proporcionalidad depende
de la distribucién de probabilidad de la funcion aleatoria R(t). Se verifica que la

desviacion estandar de la nube de difusidén, o., escala de la misma forma que
|aB|, esto es:

o. o 1V? (4.3a)

La variacion de o. en el tiempo para una nube de difusion de muchas

particulas se muestra en el inciso (b) de la figura 4.4. Los procesos difusivos para
los cuales escalan de esta forma se conocen como procesos de Fickcian. Por
ejemplo, la difusién molecuiar de un hielo en un ambiente liquido es un proceso de

Fickcian. Es usual expresar la razon de escalamiento con la siguiente igualdad:

46



o= 2Kt
donde K es conocido como el coeficiente de difusién, cuyas

metros cuadrados por segundo.

an

'_(a)
30

20 -

(4.3b)

unidades son

] 128 192 256
Tiemps ¢
A
o, de idad de prob
de la nube de difusion evolucionando O, en al

en el tempo ¢

Lo ¢
o, (8)
g

Figura 4.4 Escalamiento de una nube de difusién de particulas que siguen un

movimiento browniano.
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Figura 4.4 (continuacién)

En la practica, el coeficiente de difusidn se obtiene de la nube de difusion,
graficando la varianza o2 contra el tiempo. Este coeficiente resulta de una
relacion lineal para la cual la mejor linea que ajuste esta nube tiene una pendiente
de dos veces el coeficiente de difusion. Esto se muestra en el inciso (c) de la
figura 4.4,

Podemos generar un movimiento browniano B(t) con un coeficiente de difusidn
especifico, tomando incrementos R(s;) de una distribucién gaussiana con
desviacidén estandar, o,, dada por:

o, =~J2KAr (4.3¢)
entonces después de ;i pasos, cada uno de ellos de duracién Ar y usando el
hecho de que o.= J2Kr, se sigue que la desviacion estandar de la nube de
difusion de las particulas esta dada por:

o =op()'? (4.3d)
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4.3 Movimiento Fraccional Brownlano: Trazas

El movimiento browniano es de hecho un caso particutlar de una familia mas
grande conocida como movimiento fraccional browniano, usuaimente abreviado
como mfb son una generalizacién del movimiento browniano, sugerido por Benoit
Mandelbrot. mfb’s tienen exponentes de Hurst en el rango: O<H<1, donde el caso
especial H=0.5 nos da el movimiento regular browniano que discutimos
anteriormente. Como mencionamos al inicio de este capitulo, el mfb ha sido de
gran utilidad para entender y modelar fenédmenos irregulares en la ciencia y la
naturaleza. Al igual que en el caso del movimiento regular browniano,
diferenciaremos entre trazas espacio-temporales y trayectorias espaciales del
movimiento. Investigaremos trazas de mfbs y trayectorias de mfbs
separadamente, tratando primero las trazas de mfbs y después las trayectorias de!
mfb.

Denotaremos mfb por BH(t), donde el subindice H es el exponente de Hurst, et
cual clasifica el movimiento. Trazas de un mfb para H=0.2, 0.5 y 0.8 son
mostrados en la figura 4.5 (Recordemos que H=0.5 comresponde a un movimiento

regular browniano).
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Figura 4.5 Trazas de un movimiento fraccional browniano para diferentes exponentes de

Hurst.

Como podemos ver en la figura 4.5, existe una gran diferencia cualitativa entre

cada una de las trazas. Trazas correspondientes a valores de H menores que 0.5

tienen una tendencia de regresar a si mismas: esta propiedad es conocida como
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antipersistencla. Por el contrario, para valores H mayores que 0.5, la traza tiene
una tendencia de persistir en su progresion en la direccién en la cual se esta
moviendo: este comportamiento se conoce como persistencia.

De manera similar a como se discutid el movimiento regular browniano, los
mfb's son procesos autoafines. Si escalamos una porcién de una curva de un mfb,
entonces para preservar la autosimilitud estadistica requeriremos de dos factores
de escalamiento independientes para e! eje t y el eje Bu(t), respectivamente. Al
escalar al eje t por un factor A requerira que el eje Bu(t) sea escalado por 4",
entonces t se convierte en A4r y Bu(t) en 4” Bu(t). La separacién media absoluta a

lo largo de la traza de un mfb, | AB, |, escala con el tiempo de separacién

mediante:

AB,| = 7§ (4.4)
similarmente la desviacidon estandar de una nube de difusion de particulas de un
mfb, escala mediante :

oe o 1 (4.5a)
Estas dltimas expresiones son basicamente las que presentamos en la seccion
anterior cuando hablamos del movimiento regular browniano, donde el exponente
de Hurst es igual a ¥2. Pero ahora ha sido reemplazado por el término general H

del mfb con O<H<1. De acuerdo a la ultima expresién para la varianza, un

coeficiente de difusién fractal K, puede ser calculado al graficar o.'” contra el
tiempo t y ademas definiendo el coeficiente de difusion fractal como:
(O_C )|I"
K, = 4.5b
s 57 ( )
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Esta vez las unidades de K, dependen de H. Las particulas de un mfb exhiben

H

difusién no-Fickciana cuando H=1/2. Al graficar o.’" contra el tiempo

obtendremos una relacion lineal que se muestra en la el inciso (a) de la figura 4.6,
donde la pendiente de la recta es igual a dos veces el coeficiente de difusidn
fractal. En la practica, tanto H como K., pueden ser desconocidas. Si éste es el
caso, entonces la mejor linea que ajuste a los datos en una funcién logaritmica de
o contra el tiempo puede ser usado, esto se muestra en el inciso (b) de la figura
4.6. La pendiente de la mejor recta que ajusta los datos es igual a H y el punto

donde interseca al eje o, esiguala H log(2K ,).

(a) A o'

b,
do, '
. =
=
Tiempo ¢t (x)
O /N’s () s iy
’ -
. .
- < ~
. : e
PO, - © pendlente = }{
H log(2Kp
—=>

4]
log(r)
Figura 4.6 Coeficiente de difusién fractal para un movimiento fraccional browniano.

52



Como dijimos anteriormente, un movimiento fraccional browniano (mfb) es un
proceso estadisticamente autosimilar, entonces es natural preguntarse: gcuél es
su dimensidn fractal?. Consideraremos primero la traza en el tiempo de un mfb y
mas adelante consideraremos la dimensién fractal en el caso de la trayectoria
espacial. La dimension fractal de conteo de caja, Ds, de la traza de un mfb, se
puede obtener considerando una porcion de la traza del mfb; la cual ha sido
reescalada de tal forma que ésta se ajuste dentro de una caja unitaria, es decir,

O=st<1yO< Bu(t)< 1, como se muestra en la figura 4.7.

1.0

Caja requarida pars cubrir la
trazs &8n un subintervalo de
tampo

06}
BL2)

T
-
¥
x

T T T

o 0.2 X X
Oénampn . 0.6 0.8 1.0

Figura 4.7 Propiedades de escalamiento de la traza de un mfb, contenida dentro de una
caja unitaria (mfb persistente, H=0.6).

A continuacién, dividimos el intervalo de tiempo unitario en n segmentos todos de

longitud 1/n. La aitura de la caja que contendra la traza en el tiempo sobre el
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intervalo de 1/n escalara de manera distinta dependiendo de su base, debido a la

naturaleza auto afin de la traza, es decir, que preserva su estructura. Por lo tanto
el factor A de t es igual a 1/n y entonces el factor para BH(t)=1 es igual a (1/n)".
El area de cada una de estas cajas rectangulares, requeridas para cubrir la traza

en cada subintervalo de tiempo, es simplemente la longitud multiplicada por el

(%In%) = "—,}.— (4.6)

Sin embargo, necesitamos relacionar el escalamiento de cajas cuadradas mas

ancho de la caja, es decir:

pequerias con la caja cuadrada original de longitud igual a uno. Por otro lado, el
numero de cuadrados pequeiios de area (1/n)’ requeridos para cubrir la traza en

cada subintervalo de tiempo es:

() (3o

Hay n tales subintervalos de tiempo de longitud (1/n), entonces, el niumero de

cajas, N, de longitud 8= 1/n requeridas para cubrir la porcidn original dei mfb en la

v =) ()

relacionando esto con la dimensidn de conteo de caja dada anteriormente,

caja unitaria es:

obtenemos:

1
_ oy _18GTE)  a-tytont) _,_ (4.9a)

2 " logQ/S) log(n) log(,7)
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de esta forma obtenemos que la dimensién de conteo de caja para la traza de un
mfb es:
Dy =2-H (4.9b)
Entonces, las dimensiones fractales de las trazas de los movimientos brownianos
dados anteriormente son: para H=0.2, D,=1.8, para H=0.5 (movimiento reguiar
browniano), D,=1.5; y para H=0.8, D,=1.2; es decir, mientras mas torcida sea la
traza, mas grande sera la dimensién. Esto parece encajar con nuestra intuicion
acerca de que la dimensién es una medida de la rugosidad o de lo retorcida que
esta una curva.
Un aépecto final a considerar es la siguiente pregunta: jcémoc generamos
una serie de tiempo de un movimiento fraccional browniano (mfb)?. La traza de un

movimiento fraccional browniano se define al tiempo t como:
Buwr=—2___[[° ryH—4 -}
" ‘r(u+§){f_w[(’_" — (=*=i] aB@)

1]
+f (t-—‘r')”‘idB(r')}
o (4.12)

donde B(t) es un movimiento regular browniano continuo y " es la funcion gama.
De hecho la generacidn de una traza discreta de un mfb es mucho mas
complicada ya que no podemos adherir simplemente un nimero aleatorio en cada
etapa en la construccidn del mfb, esto debido a que cada paso no es
independiente, esto es, depende de ia historia total. Dicho de otra manera, un mfb
tiene asociada una memoria muy grande. Podemos generar una aproximacion a

un mfb usando incrementos sucesivos aleatorios tomados de una distribucién

55



normal y que contengan una memoria finita. Los siguientes dos pasos generan

una buena aproximacion de un mfb (especialmente cuando H>0.5).

(i) Cada incremento (paso) en el proceso de construccién es generado usando:
i=2

Y (6-pri-a-i- D) R

1
Bu(t) — By(ti-1) = ———3~%
u(t) n(ti-1 F(H+-!2-) =

4
“+ DG — HE R(z,)] N

=i —1

(4.13a)
(ii) Al tiempo ¢, , el mfb se define como la suma de estos incrementos, como sigue:
i
But) = Z [Bu () — Br(ix-_1)]
k=1 (4.13b)
B, (1) es la i-ésima aproximacion discreta del mfb al tiempo ¢, =iAr; At es un
incremento discreto del tiempo usado; H es el exponente de Hurst de la traza; M
es el nimero de pasos 0O incrementos de la limitada memoria usada en la
aproximacion del mfb, y R(s,) son pasos aleatorios muestreados discretamente de
una distribucién normal .
Si o, es la desviacion estandar de R(z,), entonces después de ;i pasos, la
desviacion estandar de la nube del mfb o, esta dada por:

o, =0'p(i)" (4.14a)
la cual para un exponente de Hurst de 0.5 se reduce a la ecuacion (4.3c) para el
movimiento regular Browniano. Dado un coeficiente de difusion fractal, podemos
reacomodar la ecuacion (4.5b), para definir o, para nuestra aproximacién de un

mfb como:
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.= (2K, AD" ’ (4.14p)

En téminos practicos las ecuaciones (4.13a) y (4.13b) nos dicen que si

queremos generar N pasos de un mfb, B, (¢), entonces requerimos de N+M pasos

aleatorios de una distribucién normal, es decir requerimos R(¢,) donde i va de

cero a N+M. Para obtener una aproximacion razonable a un mfb requerimos que
la razén M/N sea muy grande.

Hay dos aspectos importantes de las ecuaciones (4.13a) y (4.13b): primero, el
mfb generado wusando estas ecuaciones pasa por el origen, es decir,
B, (t,) =0, y segundo, estas ecuaciones se reducen a un movimiento regular
browniano cuando H=0.5.

El proceso de construccién esta mostrado en la figura 4.9, donde 512 puntos
de un mfb, con H=0.8 son generados usando 1024 numeros aleatorios, R(t),
tomados de una distribucién normal de media cero y desviacién estandar uno. La
generacién del i-ésimo punto en el mfb requiere de la suma de todos los nimeros
aleatorios sobre el intervalo de ¢, a ¢, correspondientes a una memoria

temporal MAt.
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Figura 4.8 llustracion grafica de la construccion de la traza de un mfb.

4.5 Movimiento Fraccional Brownlano: Trayectorias.

En el apartado anterior consideramos trazas espacio-temporales de un mfb, es
decir, B, (r) contra el tiempo. Ademas B, (1) inicamente es la historia en el tiempo
de un proceso unidimensional. La trayectoria de un mfb en el plano puede ser
construida usando trazas independientes de un mfb. El método se muestra en la
figura 4.10, donde las componentes espaciales de dos trazas de un mfb, H=0.2,
son usadas como ias componentes X, y; de la trayectoria del mfb en el plano. Las
figuras de los incisos (a), (b) y (c) contienen trayectorias que fueron construidas
usando el mismo método con exponentes de Hurst de 0.2, 0.5 y G8

respectivamente.
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Figura 4.9 Generacion de dos componentes que siguen un mfb respectivamente, en el
plano.
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Figura 4.9 (continuacion)
En contraste con las trazas de un mfb, donde la curva marcha continuamente a
través del tiempo mediante desplazamientos aleatorios adheridos a cada intervalo
de tiempo, las trayectorias de un mfb pueden intersecarse consigo mismas en el
plano. Asi como las trazas de un mfb, las trayectorias de un mfb son también
fractales aleatorios con autosimilitud estadistica en todas las escalas. Sin
embargo, la dimensién fractal de una trayectoria de un mfb es diferente de la
dimension fractal de la corespondiente traza del mfb. La dimensién de conteo de
caja, Ds, de la traza de un mfb puede ser obtenida considerando la trayectoria del

mfb sobre un intervalo de tiempo T. Esto es mostrado esquematicamente en la

figura 4.11.




Tiempo=T \

Cubierta de cajas

Trayectoria del fBm

o/ OB

Figura 4.10 Propiedades de escalamiento de la trayectoria de un mfb.

15

Cada coordenada de la trayectoria de un mfb varia tipicamente sobre

subintervalos de tiempo At, por |A B, |« Ar”. En una trayectoria, el numero de

cajas, N, de longitud 8, requeridos para cubrir la trayectoria escala con el tamario
o cantidad de la trayectoria en el periodo de tiempo del movimiento, T, es decir,
N o T / At. Recordemos que la trayectoria no mezcla escalas espaciales y
temporales, es decir, ésta no presenta auto afinidad pero si presenta autosimilitud,
consistiendo de dos ejes espaciales, ambos de los cuales tienen las mismas

propiedades de escalamiento. La dimensién espacial de cada caja requerida para

cubrir la trayectoria del mfb & (=|{A B, |) escala por Ar". De esta manera, en la

medida en que reducimos la longitud & de las cajas de prueba, obtenemos que la
dimension de conteo de caja:

= log(N) _ log(l/Ar) _1
log(1/5) Hlog(l/Ar) H

(4.15)
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En el plano, sin embargo, la dimensién de conteo de caja no puede exceder 2.
Entonces, la dimensién fractal de conteo de caja para una trayectoria de un mfb

en el plano esta’dada por la expresién:
. 1
De= —.,2 4.16
B = minimo (H ) ( )

De esta forma, mfb’s persistentes en el plano, es decir, aquellos con exponentes
de Hurst menores que 0.5, tienen dimension igual a dos y eventuaimente llenaran
el plano que circundan. mfb’s persistentes tiene dimensién de conteo de caja
menores que dos pero mayores que la unidad y no llenan el plano. Es interesante
hacer notar que los patrones que siguen ciertas particulas en fluidos turbulentos
son con frecuencia persistentes con exponentes de Hurst mayores que 0.5. Esto
es una consecuencia de la gran escala de correlaciones, las cuales existen en un
campo de flujo. Recientes estudios sobre mediciones satelitales acerca de las
trayectorias de la superficie del océano han mostrado que estas se comportan
como mfb’s en el plano, con exponentes de Hurst cercanos a 0.78. Trayectorias
en el espacio tridimensional pueden ser generadas de manera similar a las
trayectorias en el plano simplemente usando tres trazas distintas de un mfb para
cada una de las coordenadas de la particula en e! espacio. Extendiendo este
razonamiento, podemos generar trayectorias de un mfb en espacios de mayor
dimensién. La dimensién fractal de un mfb en un espacio euclidiano De-

dimensional esta dado por:

.o 1
D, = mmlma(ﬁ,DE) (4.17)
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Si se deseara llenar un volumen determinado en el espacio tridimensional se
requiere que el mfb sea antipersistente con un exponente de Hurst menor que
0.333...... .

4.6 El color y potencia del ruido.

Muchas funciones aleatorias o ruidos encontrados en la ciencia y en la
naturaleza tienen una potencia espectral, la cual experimenta una ley potencial.
La potencia espectral se puede visualizar al graficar el cuadrado de la magnitud de
la transformada de Fourier contra la frecuencia. Esta ultima seccién brevemente
menciona algunas relaciones comunes entre mfb’s y otras funciones aleatorias. La
frecuencia y la potencia espectral son tratadas con mas detalle en el capitulo 7,
por lo que es conveniente que vuelva a leer esta seccidn después de que haya
cubierto el capitulo 7.

La traza en el tiempo de una variable aleatoria con una distribucién normat
como la que se muestra en la figura 4.2(a), se conoce como ruido blanco. La
densidad de la potencia_ espectral, P(f), de un ruido blanco permanece constante
sobre el rango de frecuencia, f, esto es, éste es proporcional a 1/ f °. La integral
del ruido blanco nos da el movimiento regular browniano (también conocido como
ruido Brown) con un exponente de Hurst de 0.5. La densidad espectral del
movjmiento browniano decrece al incrementar la frecuencia y es de hecho
proporcional a 142 Tanto el ruido blanco como los ruidos Brown son
frecuentemente observados en la naturaleza. El ruido rosa esta definido como
aquel que tiene una densidad espectral proporcional a 1/f'. Los ruidos rosas se
encuentran en una variedad de sistemas fisicos. Finalmente, los ruidos que tienen

densidades espectral proporcionales a 1/*, donde ¢ es mayor que 2, son
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cominmente conocidos como ruidos negros. Una funcién logaritmica de la
densidad de la potencia espectral contra la frecuencia nos permite medir el
exponente de escalamiento al calcular la pendiente de la funcién. Esto dltimo se

muestra en la figura 4.12.

]03 Pm pendiente == —’
(unidades arbitrarias)
log f (Hzf>

Figura 4.11 Escalamiento potencial del ruido de funciones.

El exponente de escalamiento de la traza de un mfb se relaciona con su dimension

fractal mediante la siguiente ecuacion:

D, = [i—— L’z’-] (4.18)

Comparando esta expresién con la ecuacién 4.9(b), podemos deducir la siguiente
relacidon entre el exponente espectral y el exponente de Hurst :

$=1+2H 4.19)
ésta nos arroja exponentes espectrales en el rango 1<¢<3 para mfbs. Por lo tanto,

la potencia espectral es otro método para clasificar a los mfb's.



CAPITULO &
(¢] AC Caos
§.1 Introduccién
En este capitulo investigaremos a los sistemas dindmicos discretos. Estos
sistemas evolucionan a través de una serie de pasos o incrementos discretos en el
tiempo, por el contrario a como lo hacen continuamente los sistemas dinamicos
continuos, los cuales trataremos en los capitulos 6 y 7. Los sistemas dinamicos
discretos evolucionan a través del tiempo mediante un proceso de iteraciéon, donde
el subsiguiente estado del sistema esta determinado por su estado presente. Un
ejemplo muy simple es considerar un sistema unidimensional cuyo estado esta
dado por la variable x cuando un valor inicial para x es dado. Dicho de otra forma,
el valor de x al subsiguiente tiempo (n+1) es una funcidn Unicamente de su

presente estado al tiempo n. Esto se escribe como:

Xy =S (x,) (5.1)
La ecuacion (5.1) es conocida como funcién iterativa, ya que ésta aplica el valor
presente de la variable x a! tiempo n en el siguiente valor al tiempo n+1. La
iteracidn repetida de ecuaciones simples de este tipo nos arnojara
comportamientos simples o por el contrario, complejos.
5.2 Crecimiento de poblaciones y el modelo de Verhuist.
El modelo mas simple para modelar el crecimiento de ciertas poblaciones asume
una tasa constante de crecimiento, esta tasa es por la cual la poblacién crece en
tamafio debido a una proporcion fija en cada intervalo de tiempo. Esto puede

escribirse de la siguiente manera:

65



Poy=P +rP, =(1+r)P, =rP, (5.2)
donde P,,, es el tamafio de la poblacién al tiempo n+1, P, es el tamafio de la
poblacioén al tiempo n; r, es la tasa-de crecimiento y r es el factor de crecimiento
igual a 1+r.

Se sigue de la ecuacién (6.2) que r'=(8,,—PB)/ P, =AP/P,, usualmente
expresado como un porcentaje. Entonces:

P,=Q+r)P,=r"F, (5.3)
donde £, es la poblacién inicial al tiempo t=0. Sin embargo, en este modelo tan
simple (con r constante) la poblacion crece sin cota alguna, es decir, en la medida
que n tiende a infinito lo hace también la poblacién, P. Claramente esto no sucede
en las poblaciones de la vida real, las cuales estan limitadas en su crecimiento por
factores externos tales como la comida, espacio, enfermedades, etc. Por lo tanto,
debe existir una poblacidn méaxima, P, . Para considerar el tamario de esta
poblacién méxima en un modelo de poblaciones, se utiliza una tasa de crecimiento
modificada, r, la cual es proporcional a la diferencia entre el tamafio de la
poblaciéon al tiempo n (P,) y el maximo tamafio posible de la poblacién P, ,
expresado como sigue:

r=a(fuy —F,) 5.4)

donde a es una constante. Ahora, cuando P,

o

= P, S€ sigue que r=0y ninguna
clase de crecimiento se experimenta. Al sustituir la ecuacion (6.4) en la ecuacion
(5.2) se obtiene:

Py =F, +a(Py —F,)P, (5.5a)
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y esta ecuacién es conocida como el modelo de Verhulst del crecimiento de
poblaciones. Si expandemos la ecuacién (5.5a) obtenemos:

P, =P, +aPy, P, —aP? (5.5b)

n+l
Podemos ver que el dltimo término arroja una retroalimentacién negativa no lineal
a la ecuacién. Es este término el cual causa que el modelo de Verhulst, tenga una
rica variedad de comportamientos incluyendo al movimiento cadtico. Con
frecuencia, es mas comodo usar tamarios de poblaciones relativas (denotadas con
p minascula) donde las poblaciones estan expresadas como una fraccién del

tamafio maximo posible de la poblacién ( £, ). De esta forma la ecuacién (5.5a)

se convierte en:

Ppa = P, +ap,(1—-p,) (5.6)
donde
P, P
Doy = nel P, = n P, = =1
! ﬂu\’ PAM\’ o PAM.Y

5.3 La funcion logistica.

La ecuacion (5.6) es el modelo de Verhulst normalizado por el tamario maximo de
la poblacidn. En esta seccién y en las siguientes cuatro secciones, nos
concentraremos en una version mas simple de la ecuacidon de Verhulst conocida
como la ecuacion logistica. Para obtener esta funcién, simplemente removemos
el primer témino de la ecuacion (5.6). En términos de la vanable x en lugar de la
variable p, la funcién logistica queda de !a siguiente forma:

o =ax,(1-x,) (5.7a)

X,

n
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donde el valor presente de la variable x, es decir,x,, es mapeado sobre el
siguiente valor, es decir, x,,,. La funcién logistica es una funcién no invertible. No
invertible significa que a pesar de que podamos iterar la funcién hacia delante en
el tiempo con cada x,, dandonos un Unico valor subsecuente, x,,,; el reverso no
es verdad, es decir, iterando hacia atrds en el tiempo obtenemos dos soluciones
x, para cada valor de x,,,. Al iterar repetidamente hacia adelante la ecuacién
logistica, podemos observar varios comportamientos de las soluciones iteradas.
La sucesion de las soluciones iteradas en la funcién logistica se llaman érbitas. El
comportamiento de iteraciones sucesivas dependen en ambos casos del
parametro de control, a, y de la condicién inicial (o punto de comienzo) usado para
las iteraciones. La funcion logistica (5.7b), conocida como la funcién logistica o
curva logistica, es la curva parabdlica que contiene todas las posibles soluciones
para x en la ecuacion (5.7a).

S(x,)=ax,(1-x,) (5.7b)
La curva logistica forma parte de una gran familia de funciones iterativas

conocidas como funciones unimodales, las cuales son curvas suaves con un
e fo: . 1
solo maximo (en nuestro caso el maximo esta en x = —2-).

En la seccion 5.6 usaremos la curva logistica para que de manera grafica,
podamos iterar la funcién de la ecuacion (5.7a).

5.4 El efecto de variacion en el parametro de control.

En esta seccion generaremos Orbitas por medio de la ecuacién (5.7a) para cinco
valores del parametro de control a. En cada paso de la iteracién, el valor actual de
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X es retroalimentado en la funcién para producir el valor siguiente, entonces este
valor es usado para producir el siguiente y asi en general, esto es:

x; =ax,(l—x,)
x, =ax,(1-x,)
x; =ax,(1—x,)
etc.
donde el valor inicial x, es conocido. Este proceso de retroalimentaciéon se muestra

en la figura 5.1. En cada uno de los siguientes casos, el valor inicial de x, es decir

x,, @s iguala 0.2.

)

X,

w1 = ax,(1-x,)
Figura 5.1 El proceso iterativo de retroalimentacion de la funcién logistica.
5.4.1 Parametro de control: a =0.90
lteraciones sucesivas de la funcidn logistica (5.7a) para el parametro de control a
=0.90 produce los siguientes valores de x:

%=0.2

x=0.1440 x=0.1109... x,=0.0887... x%=0.0727.. xs=0.0607...

%=0.0513... X,=0.0438... x=0.0377... %=0.0326... x,0=0.0284...

x11=0.0248... X:2 =0.0218... x13=0.0192... x14=0.00169... %,5s=0.0150...

%16=0.0133... X,7=0.0118... %,5=0.01005... x,5=0.0093... xc=0.0083...

etc.

En la figura (5.2a) se muestran las primeras iteraciones de la funcién logistica, x,,,

las cuales son graficadas contra n. Segmentos de linea recta son utilizados para
conectar cada una de las iteraciones para efectos de visualizaciéon anicamente.
Recuerde que el sisterna no es continuo en el tiempo, pero si es discreto, y
entonces los segmentos de linea no representan algun patrdon de una x a la

siguiente. De hecho, para el parametro de control a=0.90 y un valor inicial de
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x,=0.2, la 4rbita de la funcién logistica tiende asintéticamente a cero cuando n

tiende a infinito. Ciertamente, todos los valores de a entre cero y uno poseen

iteraciones que decaen a cero cuando n es muy grande.
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Figura 5.2 Soluciones iteradas de la ecuacion logistica para diferentes parametros de

control.

5.4.2 Parametro de control: a =3.20

Iteraciones sucesivas de la funcién logistica para un parametro de control a =3.20

produce la siguiente sucesion de soluciones:

%=0.2

x1=04160 x=0.6316... =0.6049... x=06213...
%=0.6175... x,=0.6140... x=0.6161... %=0.6149...
%1=0.6152... x;>= 0.6154... x3=0.6153... x,,=0.6154...
%6=0.6153... x;7=0.6153... x,5=0.6153... x,4=0.6153...

etc.

Xs=0.6117...

X1=0.6156...
%15=0.6153...
X0=0.6153...
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Las iteraciones parecen haberse estacionado en la solucién 0.6153...Note que los
valores de arriba son exactos en una cifra decimal de la solucién final a partir de la
segunda iteracién (es decir, 0.6); correcta a dos cifras decimales después de cinco
iteraciones (es decir 0.61), y comrecta a tres cifras decimales después de 10
iteraciones (es decir 0.615). Después de quince iteraciones la solucién se
estaciona en le valor 0.6153. En general, una mayor precisién de la solucién final
requiere de mas iteraciones. En la figura(5.2b), las primeras veinte iteraciones de
la ecuacion logistica, x,, son graficadas en contra de n para a =2.60 y x,=0.2.
Vemos en la figura que la funcidn logistica se estabiliza de forma oscilatoria al
valor 0.6153. Esta solucién final es conocida como é6rbita de periodo uno, ya que
las iteraciones tienden a un valor fijo para el cual x,,, = x, para n muy grande.
5.4.3 Parametro de control: a =3.20

Iteraciones sucesivas de la funcion logistica con un parametro de control a =3.20
produce la siguiente sucesidon de soluciones:

%=3.20
x=0.5120 x,=0.7995... x=0.5130... %=0.7994.. xs=0.5130...

%=0.7994... x;=0.5130... %=0.7994... %=0.5130... x,0=0.7994...

X11=0.5130... X12= 0.7994... X13=20.5130... X14=0.7994... x;5=0.5130...

x16=0.7994... x;7=0.5130... %=0.7994... x15=0.5130... x0=0.7994...

etc.

En este caso, las soluciones rdpidamente convergen a dos puntos fijos que son
atractores, 0.5130 y 0.7994. Estas soluciones de la funcién logistica se repiten

cada dos valores, es decir, x,,.=x,. Esta es conocida como una érbita de

periodo dos. La orbita de periodo dos se muestra graficamente en la figura 5.2(c)

donde las primeras veinte iteraciones son graficados contra n.
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5.4.4 Par&metro de control: a =3.52

Iteraciones sucesivas de la funcién logistica con parametro de control a =3.52
produce la siguiente sucesién de soluciones:

%=0.20

x=0.5632 x,=0.8659... x=0.4086... %=0.8506... x=0.4472...

%=0.8702... x;=0.3975... x=0.8430... %=0.4657... x,0=0.8758...

%11=0.3826... x:2= 0.8315... x,3=0.4930... %1,=0.8798... x:=0.3721...

x16=0.8224... x;7=0.5139... x,,=0.8793... x;5=0.3735... xx=0.8237...
etc.

Podemos ver que las iteraciones de arriba no convergen. Sin embargo, si

continuamos iterando producimos una 6rbita de periodo cuatro, x

s =X, . Para
abtener una resolucion de cuatro decimales necesitamos de cuarenta iteraciones,
como vemos a continuacion:

X37= 0.5120... x3=0.8794... x35=0.3730... x4=0.8233...
x1=0.5120... x£=0.8794... x3=0.3730... x4=0.8233...
etc.

La figura 5.2(d) muestra las primeras cuarenta iteraciones de la funcion logistica
con un parametro de control a =3.52.

5.4.5 Parametro de control: a =4.00

Finalmente, consideremos la funcidn logistica con un pardmetro de contro! a

=4.00,la cual produce las siguientes soluciones:

%=0.20
x=0.6400 x=0.8216... x3=0.2890... x=0.8219... x=0.5854...
%=0.9708... x;=0.1133... =0.4019... %=0.9615... x30=0.1478...

x11=0.5038... 2= 0.9999... %,3=0.0002... %,=0.0009... x5=0.0038...
x16=0.0153... x;7=0.0605... xs=0.2275... x15=0.7031... x0=0.8348...
etc.

Las iteraciones de amiba notablemente no han convergido después de veinte
iteraciones, en el caso de que siguiéramos iterando nunca produciremos al menos
un valor que se repita. Este comportamiento aperiédico es conocido como una

orbita cadtica o simplemente caos. Las primeras cuarenta iteraciones estan
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mostradas en la figura 5.2(e). Note que al iterar un valor x,, éste puede ocurrir
solo una vez, dado que si llegaramos a repetir este valor y dado el determinismo
de las iteraciones, el siguiente valor debe ser una repeticion de aigtin valor
anterior, lo cual no puede ser cierto.

5.5 Solucién general de 1a funcién logistica

Cuando iteramos la funcion logistica, las soluciones eventualmente se estacionan
en un tipo de componamiénto final. La sucesién de soluciones iteradas producidas
por las primeras iteraciones es conocida como la érbita transitoria del sistema.
La sucesién final de valores iterados al cual las iteraciones tienden se conoce
como Orbita postransitoria. El comportamiento transitorio es evidente en la figura
5.2(a) donde la Orbita tiende asintoticamente a cero. La Orbita transitoria es
también notable en la figura §.2(b) como una oscilacién que decae, especialmente
en las primeras diez iteraciones, sin embargo, aproximadamente en la iteracién
veinte no es notable el cambio oscilatorio de las soluciones. De hecho la drbita
tiende asintoticamente al punto fijo 0.6153.... . En la figura 5.2(c), el
comportamiento transitorio parece desaparecer bastante rapido para generar la
Orbita de periodo dos. En la figura 5.2(d), una Orbita postransitoria de periodo
cuatro parece estar establecida alrededor de Ila décima iteracion. El
comportamiento transitorio no es nada notable en la figura 5.2(e) debido a !la
naturaleza errdtica de la G6rbita cadtica postransitoria. Este comportamiento es
frecuente en un movimiento cadtico donde la estructura compleja del
comportamiento postransitoric puede hacer dificil observar el comportamiento

transitorio inicial. En general, las Orbitas postransitorias son aproximadas
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asintoticamente por las iteraciones de la funcién Iogfstica. En la préctica, una
resolucion finita (exactitud en un nuimero detemminado de decimales) de {a 6rbita
postransitoria es usualmente todo lo que se requiere. La resolucién obtenida esta
directamente relacionada al nimero de iteraciones consideradas. Esto fue
iflustrado en la seccion anterior para el caso a =2.6. Note que si uno empieza el
procedimiento de iterar sobre una 6rbita postransitoria, entonces, ninguna 6rbita
transitoria ocurrira.

De esta fortna la 6rbita de una funcion logistica es atraida, a través del
proceso de iteracion, hacia la drbita postransitoria, dependiendo de si ésta es
cadtica o periddica. El atractor es el conjunto de puntos aproximados por la érbita
cuando el nimero de iteraciones tiende a infinito. Las sucesiones postransitorias
de las soluciones de la funcidon descansan sobre el atractor. Si el sistema se
establliza en una drbita periddica, entonces el sistema se dice que tiene un
atractor periédico, por ejemplo, un atractor de periodo 1, un atractor de periodo
2, atractor de periodo 4, y asi hacia armiba. Si, por el contrario, el sistema se
comporta cadticamente por medio de una Srbita aperiodica, entonces el sistema
se dice que tiene un atractor caético, usualmente nombrado como un atractor
extrafio (strange atractor). La funcion logistica con a =4.0 tiene un atractor
extranio.

5.6 lteracién grafica de la funcién logistica
Iteraciones sucesivas de la funcidn logistica pueden encontrarse graficamente
usando una grafica de la curva logistica (ecuacion (5.7b)) y la recta identidad. Este

proceso es ilustrado en la figura 5.3(a). Empezamos en el eje horizontal con un
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valor inicial x, y lo proyectamos hacia arriba hasta la curva logistica. El punto en

el cual esta proyeccién toque la curva nos proporciona el siguiente valor de x, es

decir, x,, el cual leeremos al proyectario horizontalmente sobre el eje vertical, x,,,.

Para encontrar el segundo iterando, hacemos x, = x, y lo colocamos sobre el gje

horizontal.

Knet

Curva Logistica (parabditca)

Sx) = ax(3-x}
\
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Figura 5.3 Iteracién grdfica de la ecuacién logistica.
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Para hacer esto, el valor de x,, es proyectado horizontalmente sobra la recta
identidad, y de ahi se baja hacia el eje horizontal. Ahora tenemos a x, sobre el eje

x,. Para encontrar x, a partir de x, simplemente repetimos el procedimiento
empleado para encontrar x, . de x,. Esto se muestra en la figura 5.3(b). Este
procedimiento grafico es repetido una y otra vez para iterar la funcioén.

Las figuras 5.3(c-) contienen varias graficas de iteraciones de la funcién
logistica, algunos de los cuales estan directamente relacionados a las orbitas de la
figura 5.2. La figura 5.3(c) contiene las iteraciones graficas cuando a =0.9. La
atraccion de las iteraciones hacia el origen es evidente en la figura: comparemos
esto con la figura 5.2(a). (Notemos que por razones de claridad, las iteraciones en
la figura 6.3(c) fuercn inicializadas en x, =0.5 y no en x, =0.2como en la figura

5.2(a). Todas las iteraciones de la funcion logistica para O<a<1, arrojan 6rbitas que
se acercan al origen, como punto fijo, es decir, x,=x,,=0, para n
suficientemente grande. Esto se cumple para cualquier condicién inicial, x,, entre
cero y uno. La iteracién grafica de la funcién logistica para a =2.0 se muestra en la
figura 5.3(d). En este valor del parametro de control, la recta identidad intercepta a
la parabola en su maximo. Todos los valores de a entre uno y dos producen
atractores de periodo uno a la izquierda del maximo. Valores de a entre dos y tres
producen atractores de periodo uno a la derecha del maximo. En la figura 5.3(e) la
iteracion grafica se muestra para cuando a =2.60 (comparémoslo con la figura
5.2(b)).La iteracién se inicia en x,=0.2, y la érbita répidamente converge al punto

fijo atractor 0.6153..... . El atractor ocurre en el punto (distinto de cero) que corta a
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la funcién logistica, x,,,, = ax,(1-x,). ¥ lalinea x,,, = x,. Sustituyendo para eliminar
el termino x,,,, obtenemos:
x,((a-1)—ax,)=0 (5.8)
La solucidn distinta de cero de esta ecuacion es (a-1)/a. Aqui, a =2.60 nos da
el punto fijo 8/13 o 0.6153..., el mismo que obtuvimos por iteracién en la seccién
5.4. La convergencia en el caso de que a =2.80 de !a figura 5.3(f) es mas lenta
pero converge al punto fijo 9/14 o 0.6428. La figura 5.3(g) muestra la 6rbita de
periodo 2 para a =3.20. En esta figura, la eleccion de la condicidn inicial x,=0.2 ha
arrojado una rapida convergencia de la solucién a una o6rbita de periodo 2:
0.5130....y 0.7994... . Contrastemos esto con Ia figura 5.3(h) donde las iteraciones
comienzan en x,=0.7 y las soluciones se alejan del punto fijo inestable 0.6875,
donde la curva logistica parabdlica y la recta identidad se interceptan. De hecho,
todas las iteraciones empezaron en el intervalo (0<x,<0.6875 ; 0.6875<x,<1) y
terminaron aproximando el atractor de periodo dos. Este intervalo es conocido
como la cuenca de atracciéon para un atractor de periodo dos. Las iteraciones
comenzadas en x,=0 o 1.0 se mantienen en el punto fijo 0, solo las iteraciones
que comienzan arriba del punto fijo inestable 0.6875 permanecen en este valor. La
figura 5.3(i) muestra otra orbita de periodo dos para el caso en que a =3.42.
Como vimos en la figura 5.2(d), un atractor de periodo 4 existe para cuando a
=3.52 . La figura 5.3(j)) muestra la proximidad de las iteraciones al atractor de
periodo 4 con condicidn inicial x,=0.2. El atractor de periodo 4 esta oscurecido por

las lineas de las soluciones que aproximan al atractor. Esto es verificado en la
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figura 5.3(k), donde las primeras iteraciones transitorias no se muestran para que
el atractor postransitorio de periodo cuatro se vea con claridad. Finalmente, la
iteracion grafica para el parametro de control a =4.0 se muestra en la ﬁgura 5.3().
En esta figura Unicamente las primeras cien iteraciones se muestran para efectos
de claridad, ya que las iteraciones rapidamente llenan la grafica. Esta funcién tiene
un atractor extraiio y las iteraciones nunca se repiten.

5.7 Bifurcaclion, estabilidad y el nimero de Feigenbaum

Hemos observado atractores periddicos, de periodos 1, 2 y 4, y un atractor
periodico para la funcidn logistica. Estos fueron obtenidos simplemente al cambiar
el parametro de control a. Para examinar e} efecto global del parametro de control
a sobre el comportamiento de la funcién logistica es de utilidad graficar las
soluciones postransitorias de la funcion logistica en contra del parametro a. Tal
grafica se muestra en la figura 5.4(a). Como ya sabemos, las 6rbitas tienden a
cero para valores de a entre O y 1. Valores de a entre 1 y 3 producen soluciones
postransitorias las cuales son puntos fijos de periodo uno. El periodo de estos
puntos fijos se incrementa al incrementar el valor de a, formando la linea continua
de la figura 5.4(a), la cual va del eje a en a =1.0 hasta la primera bifurcacién de
periodo doble en a=3.0. Para valores del parametro de control entre 3.0 y
3.449490... existe un atractor de periodo dos (ver la figura 5.4(b)). Entre
3.449490...y 3.544090...existe un atractor de periodo 4, seguido por una sucesién
de atractores de periodo 8 (entre 3.544090...y 3.564407...), de periodo 16, periodo
32 y asi sucesivamente. Esta sucesion continua en el tiempo presentan un
comportamiento de periodos dobles, hasta que se obtenga un periodo infinito en

el cual el parametro de controf tiene un valor a =3.569946...... , en cuyo punto e}
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comportamiento es cadtico y por lo tanto existe un atractor extrafio. Esta sucesidn

es conocida como ruta de periodo doble al caos.

x. (a)

& of

L}
1 2 3

x AW® ventana de
periodo 3 I
(XTI

periodo 2
N

Bifurcaciones de periodo doble

Figura 5.4 E!l diagrama de bifurcacién para la ecuacién logistica.
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Las primeras bifurcaciones de periodo doble pueden verse en la figura 5.4(b), las
cuales contienen una ampliacion del diagrama de la figura 5.4(a) en la region
donde el parametro de control se encuentra entre 3.0 y 4.0.

Entre a=3.569945... y 4.0 existe una rica variedad de atractores, tanto
periddicos como cadticos. Ademas, los atractores pén‘édicos que ocurren en esta
regidon, Nno son una potencia entera de dos. Atractores de periodos 3, 5,7, 9y 11,
existen. De hecho, existen atractores periédicos para cuaiquier nimero impar. Por
ejemplo, un atractor de periodo 3 ocurren cuando a =3.828435...., lo que causa
que se abra una ventana en el diagrama de bifurcacion. Esto se muestra en la
figura 5.4(b). Este atractor de periodo 3 tiene una ruta de periodo doble al caos.
De hecho, si observamos un periodo 3 en un sistema dindmico entonces esto
implica que encontraremos caos en el sistema.

La secuencia de periodos dobles descrita amiba ocurre a través de la
bifurcaciéon de los puntos fijos previos cuando estos se vuelven inestables. Esto se
muestra en la figura 5.4(c). En cada punto de bifurcacion de periodo doble , el
punto fijo periddico y atractor anterior, se vuelve inestable, esto es, empieza a
repeler soluciones iteradas en su vecindad y dos nuevos puntos fijos estables
emergen. Los puntos fijos inestables se muestran en la figura 5.4(c) en forma de
pequefias rayas. Estas bifurcaciones de periodo doble dan el nombre de
diagrama de bifurcacién mostrado en las figuras 5.4(a) y (b).

Los puntos fijos que atraen las soluciones de una funcidn se conocen como
estables; aquelios que repelen soluciones cercanas se conocen como inestables;
aquellos que ni atraen ni repelen soluciones cercanas Se conocen como

neutralmente estables o indiferentes. La estabilidad local depende del valor
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absoluto de la pendiente de la funcién de la funcién en cada uno de los puntos

fijos, es decir:

Estable: [f'(x,)| <1 (5.9a)
Neutraimente estable: | (x) =1 (5.9b)
Inestable: |1 (x,)] > 1 (5.9¢)

Esto esta ilustrado gréficamente en las figuras 5.5(a)«{f), donde ampliamos la

intercepcion entre la curva logistica y la recta identidad. Los puntos fijos atraen la
orbita siff"(x,)] <1, no atraen ni repelen si |f'(x,)|=1 y repelen si Ifix)>1. La
iteracién grafica de la orbita se muestra mediante la linea sdlida en cada una de

las figuras, y el punto fijo sefialado por medio de pequerios circulos.
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Figura 5.5 Estabilidad local de los puntos fijos.
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Figura 5.5 (continuacién)
Las Orbitas pueden ser atraidas o repelidas por los puntos fijos en dos formas:
para pendientes localmente positivas de la curva logistica se observa que la
convergencia es en forma de una escalera (figuras 5.5(a) y (e)), o en forma de
espiral para pendientes negativas de la curva logistica. El comportamiento de
puntos neutralmente estables se muestra en las figuras 5.5(c) y (d). Si tenemos
una pendiente positiva (igual a +1) en la curva logistica en una vecindad del punto
fijo, la solucién iterada permanece en un solo punto, el cual ni es atraido ni
repelido por el punto fijo. Para una pendiente negativa (igual a -1) de la curva
logistica en una vecindad del punto fijo la solucion iterada aiterna alrededor del
punto fijo y de nuevo ni se aleja ni es atraido hacia el punto fijo. Notemos que en
este ultimo caso no debe ser confundido con una solucion de periodo 2, ya que
aqui nos estamos fijando en la vecindad “inmediata” del punto fijo y hemos
aproximado a la paraboia logistica con una linea recta.

La pendiente de la curva logistica es:

f(x)=a(-2x,) (5.10)
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y para valores de a<1, la funcion logistica tiene unicamente un punto fijo en el
origen y Gnicamente atraviesa la linea x, = x,,; en solo ese punto. De la ecuacion
(6.10) vemos que estos puntos fijos en x, =0 son estables para a<1. Cuando a>1,
el punto fijo x=0 se vuelve inestable y un nuevo punto fijo estable emerge de la
funcién logistica en x=(a—1)/a (como se vio en la seccién anterior).

Substituyendo este punto fijo en la ecuacion (5.10) llegamos a:
. a-—1
f(x")=a(1—2(—a—))=2—a (5.11)

De esta manera, el punto fijo (a-1)/a es estable para valores a<3, dado que
;f'(x,,)| <1. En a=1 y a=3 el punto fijo es neutraimente estable. Por arriba de a=3,

el punto fijo se vuelve inestable y una érbita de periodo 2 emerge, donde las
consecutivas iteraciones alteman entre valores de x en ambos lados del actual
punto fijo inestable. Los valores de la érbita de periodo 2 pueden ser encontrados
de la misma forma que para el punto fijo (a-1)/a. Esta vez, ademas, requerimos:

X,

2 =X, (5.12a)
asi que la funcidn logistica requiere ser iterada dos veces antes de retomar al
punto fijo, es decir:

Xpr =A%, (1-x,,) =ax, (1 —x,)(1 - (ax,(1 - x,)) (5.12b)
igualando la ecuacidén (5.12a) con (5.12b), encontramos x, de la ecuacion de
cuarto orden:

x, =a’*x,(1-x,)(1—(ax,(1~x,))) (5.12¢)
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Dos soluciones ya son conocidas, a decir x,=0 y x,=(a—-1)/a; estas

corresponden a los dos puntos fijos inestables del sistema. Las dos soluciones

restantes son:

a+1+~Ja*—2a—3
x =4d72rYNvNa —La—o

2a
(5.13 a)
x = a+l—-~la*—2a-3
" 2a
(5.13b)

Estos son los dos puntos fijos estables del sisterma descrito en la ecuacion (5.12c¢),
los cuales son los dos valores de x visitados en el atractor de periodo 2. Note que
estas soluciones estan definidas unicamente para valores de a mayores o iguales
que 3, donde la primera bifurcaciéon toma lugar para la funcion logistica. En a=3 el
punto fijo inicial (1-a)/a pierde estabilidad y se vuelve un punto fijo repelente. Los
dos puntos fijos dados por (5.13 a, b) son atractores. Este es el mecanismo por el
cual el periodo doble toma lugar. En cada bifurcacion, cada punto fijo pierde
estabilidad y es reemplazado por dos nuevos puntos fijos atractores (remitase a la
figura 5.4(c)). Para encontrar el periodo 4, periodo 8, etc. Hacemos
respectivamente x, =x,, ,,x, = x,,,, ©tC. y procedemos como arriba. Es facil de
ver que el calculo de estas raices rdpidamente se vuelve muy complicado, altn
para periodos de relativamente pequefios.

La localizacion de los puntos de bifurcacion en el diagrama de bifurcacion es

también interesante. Primero denotemos el valor de a, a la k-esima bifurcacion
de a. La primera bifurcacién, de! periodo 1 al periodo 2, ocurre en a, =3.0, la

segunda bifurcacion; del periodo 2 al periodo 4 ocumre en a, =3.449490 y asi
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sucesivamente. Después de cada punto de bifurcacion el periodo es igual a 2%,
Una lista de los primeros siete puntos de bifurcacion se muestran a continuacion:

a, =3.0

a, =3.449490......
a; =3.544090......
a, =3.564407......
a; =3.568759......
a, =3.569692......
a, =3.569891......

Los radios de separaciones sucesivas de los puntos de bifurcacion estan dados
por:

a, —a, ay —a a, —a as —a a, —a a, —a,_
2 lz 3 2 . 3 3= S AP 6 5z ..... ~ k k-1 (5.14)

a,—a, a,—a; 4a;—da, ds—as a;—dg Ay Ay

Estos radios tienen asociado un escalamiento. Los radios tienden a una constante

en la medida que k tiende a infinito, mas formalmente:

h‘m[w] =& = 4.669201 (5.15)
el g, |\ —a,

El radio 8 es conocido como el namero de Feigenbaum. El numero de
Feigenbaum fue primero encontrado al iterar la funcion logistica, ademas, ha sido
encontrado en muchos otros sistemas, tanto matematicos, y mas importante para
nosotros, en sistemas reales. El nimero § es una constante universal como lo son
n o e. Muchos funciones unidimensionales han sido investigados, los cuales
contienen bifurcaciones de periodo doble en donde & puede ser encontrado.

Algunas de las funciones mas comunes se listan abajo.
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(i)La funcién seno: x,,, = ax*sen(nx,) (5.16)

(ii) La funcién de la casa: x,,, = r(1—|2x, —1) (5.17)
(ili) La funcidén de Baker: x,,, = 2x, mod 1 (5.18)
(iv) La funcién circulo: x,., = x, +7— %un(zm") (5.19)
(v)La funcién de Gauss. X,y =e " 4 ¢ (5.20)

lterando las funciones anteriores para varios valores del parédmetro de control
producen una rica variedad de comportamientos importantes.
5.8 Una funcién bidimensional: el modelo de Hendn.
El modelo de Hendn o funcion de Hendn (ecuaciones (5.21 a, b)) es interesante en
el hecho de que consiste de dos variables x y y. Los atractores caéticos o
periodicos de la funcién de Hendén deben ser encontrados dependiendo de la
eleccion de los parametros de controla y b.
X, =l—axi +y, (5.21 a)

Yun = bx, (5.21 b)
En la tabla 5.1, la funcion de Henon es iterada para dos conjuntos de parametros
de control. El primer conjunto (a=0.9, b=0.3) inicia en una drbita postransitoria
hasta un atractor periddico. El segundo conjunto de parametros de control (a=1.4,
b=0.3) inicia con una secuencia cadtica de iteraciones. La tabla contiene ilas
primeras diez iteraciones de la funcidn de Hendn para ambos conjuntos de
parametros junto con 255 iteraciones, y en donde se observa que el tiempo ha
transcurrido lo suficiente y no se ha encontrado una solucién periddica, es para el

caso donde a=0.9 y b=0.3.
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Figura 5.6 (continuacion)

Las figuras 5.6(a)-(b) contienen graficos de las soluciones iteradas para la
funcion de Hendn para los dos conjuntos de parametros; ambas iteraciones
comienzan en x, =0.8,y, =0.8. En la figura 5.6(a), la serie de tiempo de x como
de y, son graficadas junto con las iteraciones considerando el plano x-y. De las
cien iteraciones de la serie de tiempo, la convergencia de las &rbitas transitorias
sobre un atractor de periodo 2 es evidente. En el plano x-y la condicidn inicial y los
dos primeros puntos aplicados estan conectados por rayos. El punto inicial
(0.8,0.8) es aplicado sobre (1.224,0.240), este punto es entonces aplicado scbre
(-0.1083...,0.3672). En la medida que las iteraciones aumentan, los puntos

transitorios convergen sobre el atractor de periodo 2 con coordenadas
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(-0.4262...,0.3606) y (1.2302...,-0.1251). En la figura 5.6(b), ia misma condicién
inicial (0.8,0.8) es de nuevo usada. Esta vez, sin embargo, los puntos aplicados
son cadticos y rapidamente convergen sobre el atractor extrafio, el cual tiene la
forma de una C puesta al revés. De hecho, la convergencia es tan rapida que
Unicamente los primeros dos valores transitorios son evidentes en el plano x-y, a
decir: el punto inicial (0.8,0.8) y el primer punto iterado (0.904,0.240). Ademas la
serie de tiempo parece consistir de varias estructuras similares. Ninguna de estas
son idénticas dado que las 6rbitas nunca se repiten.

Si graficamos suficientes iteraciones postransitorias de la funcion de Henén
podremos visualizar la estructura final de su atractor extrafio. Esto se muestra en
la figura 5.6(c), el cuai es el atractor extrario de la figura 5.6(b), pero usando mas
puntos para su grafico. La figura 5.6(d) muestra un acercamiento de la caja
mostrada en la figura 5.6(c). En la figura 5.6(e) vemos o que parece unas lineas
sdlidas en las figuras anteriores se han convertido en bandas. En la medida que
nos acercamos dentro de estas bandas del atractor de Hendén, mas y mas
podremos observar su estructura. El atractor extrafio para la funcién de Hendn
tiene una estructura fractal. Aun mas, el atractor tiene una construccion a través
de las bandas muy similar al conjunto de Cantor. Usando el método de conteo de
caja descrito en el capitulo 3, la dimensidon fractal det atractor de Hendn se

encuentra alrededor de 1.28.
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Tabla 5.1. Soluciones #teradas del mapeo de Hénon

patametros de cantrol

4 b=03

a=09 b=03 ax= .
n Xy Ve Xy Yn
0 0.8 0.8 0.8 0.8
1 1224 0.24 0.904 024
2 -0.1083... 0.3672 0.0958. .. 0.2712
3 1.3566... —0.032S.... 1.2583.... 0.0287...
4 -0.6889... 04069... —1.1879.... 03774...
s 0.5798... —0.2066... -0.5982... -03563...
6 —0.0707... 0.2939... 0.1425... -0.1794...
7 1.2894... —0.0212... 0.7920... 0.0427...
8 -0.5176... 0.3868... 0.1643 ... 0.2376...
9 1.1456... —0.1552... 1.1997... 0.0493...
10 -0.3366... 0.3437... —0.9659.... 0.3599...
250 —04262...  03606... —1.2807...  0.3808...
2s1 12302... -01251... —09154... -—03842...
252 —0.4262... 03606... -—-05575... —0.2746...
253 1.2302... —0.1251... 0.2901... ~0.1672...
254 —0.4262... 0.3606. .. 0.7148 ... 0.0870...
255 1.2302... -0.1251... 0.3716... 0.2144 ...
Tabla 52 Las prmera diez schuciones daradas en el flano complejo
para distintas condiciones iniciales y parametros da conml
parimatros de control
c=-140i ca=-140 c:—l.l+0.2‘
Realz, Imag. 2 Realz, Imog.z  Realz, mag. o
0 0 ! 0 0
? -1 0 -2 0 -1 02
2 0 0 0 007 024
3 -1 0 0 ~11577 0.1664
T 0 0 6 0 02000....  0.18%..
5 -l 0 38 0 -109%3...  O.126l..
6 0 0 1545023 O 007%3... -007S8...
1 -1 0 24mxi0t 0 -0, OIEM...
g 0 0 6145x 104 0 00T, -02132..
9 -l 0 IMxie? 0 ~LM00...  Q168..
00 0 142 10" 0 01713...  -0.845...



5.9 Iteraciones en el plano complejo: Conjuntos de Julla y el conjunto de
Mandelbrot.

Esta seccidon contiene una pequefia revision de iteraciones en el plano complejo

de {a forma:
Zpy =25 4C (5.22a)
donde z es un niimero complejo
z=a+bi (5.22b)
con
=1 (6.22¢)

Como con la funcién logistica, las soluciones iteradas en el plano complejo de la
ecuacion (5.22a) pueden exhibir una variedad de comportamientos dependiendo
de las parametros de control, c, y la condicién inical usada z,.

tmaginaria tmaginario

Zo=0+1i

(a) %)

Z,=3+0i

Z=-1+0i Zo=0+0i Z, = -2+0i %@!C!pl al
/ \ -

Real

/Real

solucion penodica

Figura 5.7 lteraciones de la funcion compleja con c=(-1+0i).
Primero, investigaremos el efecto de las condiciones iniciales sobre la drbita (o
soluciones iteradas) en el plano complejo, manteniendo ¢ como constante en —
1+0i, e iteraremos la funcién usando los siguientes valores iniciales para z:
z, =(0+0i) y z, =(0+17). Las columnas 2-5 de la tabla 5.2 lista las iteraciones y la
figura 5.7 muestra esquematicamente el proceso de iteracidon. La iteracion

empezada en z, =(0+1i) produce una Orbita periddica la cual cscila entre
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z, =(0+0i)y z, =(—1+0i). Sin embargo, la iteracion empezada en z, =(0+1) se
incrementa en magnitud escapando al infinito en la medida que las iteraciones
tienden a infinito. Si continuamos iterando la funcién para otros valores de z,,
encontraremos que algunas iteraciones escapan a infinito y otras son atraidas a la
Srbita de periodo 2. Todos los valores iniciales de z que no escapan a infinito son
graficados en el plano complejo de la figura 5.8(a). Este conjunto de puntos
mostrados en la figura en la parte oscura es conocido como el conjunto
prisionero de la funcion compleja. El conjunto prisionero es la base de atraccion
para el atractor periddico. El conjunto de todos los puntos de la frontera entre el
conjunto prisionero y todos los puntos que escapan al infinito es conocido como
conjunto de Julia. El conjunto de Julia de la figura 5.8(a) es conexo, es decir,
todos los puntos en el conjunto pueden ser alcanzados desds todos los demas
puntos del conjunto por medio de alguan recorrido que no ée salga del conjunto. Sin
embargo, para algunos valores de! parametro de control ¢, el conjunto de Julia es
disconexo, por ejemplo en la figura 5.8(b), se muestra el conjunto de Julia para
c=(0.5+0.1). Conjuntos de Julia disconexos, tienen una estructura similar al

conjunto de Cantor en el plano.
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Figura 5.8 Conjuntos prisioneros de la funcién compleja.

Los valores de =z, =(0,0i) y c¢=(-1+0i)usados en la ilustracidon de arriba
dieron orbitas para la funcidon compleja, el cual empezé sobre el atractor (0,0i),
(-1,0i), y ningln estado transitorio se produjo después. Las ultimas dos columnas
de la tabla 5.2 contienen las primeras 10 iteraciones de la funcién para

c=(-1.1,0.2i) con z,=(0,0i), y ningin comportamiento de la érbita es evidente al ver
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la tabla. La figura 5.9(a) muestra las primeras 60 iteraciones de la serie de tiempo
de la parte real e imaginaria de z. La figura 5.9(b) grafica estas iteraciones en e!
plano complejo. De ambas figuras vemos que la O&rbita se aproxima
asintoticamente a un atractor de periodo dos en la medida que el numero de
iteraciones n tiende a infinito. Este es el mismo tipo de comportamiento transitorio

que encontramos en la funcion logistica y el atractor de Hendn.

{a)
Real 01
()
-1.0

010203"04050

0.20 - {
o.10] \
l(rnz)ag. B Atractor de periodo 2
- -]
o
-0.10 }+ @
-0.20 l
&) [
L K- ]
-1.5 -1.0 0.5 (o] 0.5

Real
(z)

Figura 5.9 Iteraciones de la funcién compleja con c=(-1.1+0.2i).
El iterar una funcidon lo suficiente como para obtener el conjunto de Julia
resultante, toma un esfuerzo de computo sorprendente. Sin embargo, una tarea

mas simple es determinar cuando un parametro de control ¢ produce un conjunto
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de Julia conexo o disconexo. Para hacer esto, Unicamente requerimos iterar la
funcién compleja para cada valor de ¢, con un valor inicial z,=(0+0i). Si este punto
escapa al infinito entonces el conjunto de Julia comrespondiente al valor ¢ es
disconexo, de lo contrario el conjunto es conexo. Conjuntos de Julia conexos
corresponden a 6rbitas peridédicas o cadticas que no se escapan.

Ahora si graficamos todos los valores de ¢ para los cuales se producen conjuntos
de Julia conexos en e! plano complejo ¢, obtenemos el conjunto de Mandelbrot,

mostrado en la regién oscura de la figura 5.10(a)

(a) Imaginary(c)

Figura 5.10 El conjunto de Mandelbrot.
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Figura 5.10 (continuacién)

La frontera del conjunto de Mandelbrot tiene una estructura compleja infinita.
Acercandonos dentro de la frontera esta nos revela cada vez mas detalles. Esto se
muestra en la figura 5.10(b) donde cada imagen sucesiva es una magnificacién
de 1a imagen anterior. Diferentes regiones del conjunto corresponden a atractores
de la funcion complejo en varios periodos. Un periodo doble de ruta al caos puede
ser observado para el parametro de control ¢ a lo largo del eje real de derecha a

izquierda.
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CAPITULO 6
Oscilaclones cadticas

6.1 Introduccion
En este capitulo nos concentraremos en el comportamiento oscilatorio de algunos
sistemas dinamicos no lineales, los cuales evolucionan continuamente en el
tiempo y cuyas evoluciones temporales estan definidas por ecuaciones
diferenciales de movimiento. Como en el caso discreto de estas ecuaciones,
discutidas en el capitulo 5; los sistemas lineales continuos en el tiempo, pueden
exhibir tanto oscilaciones periddicas como cadticas. Es importante hacer notar
que los sistemas lineales no pueden exhibir caos. Hacia el final del capitulo
revisamos brevemente mas sistemas que pueden exhibir tanto compiejidad
espacial como temporal.
6.2 Un oscilador mecénico no lineal: el oscilador Duffing
La figura 6.1(a) es un diagrama de un bloque que se desliza sobre una superficie,
el cual tiene una masa m, detenida de una pared mediante un resorte con un
estiramiento s, una resistencia a la friccion r entre el bioque y la superficie, y una

fuerza F actuando sobre la masa. Este modelo puede producir caos bajo ciertas

condiciones.
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Figura 6.1 Modelo oscilador de un bloque deslizante.
Empecemos colocando el bloque de tal forma que el resorte no haga fuerza sobre
éste. Si movemos su masa sentiremos una fuerza causada por el resorte, el cual
quiere retener el objeto en su posicidn inicial, en descanso. Esta fuerza
restablecedora, Fs, es simplemente igual al estiramiento del resorte multiplicado
por la extension del resorte, es decir, Fs= —sx. El signo negativo indica que la
fuerza restablecedora esta en direccidon opuesta al movimiento de extension, en la

medida que el resorte se resiste a la extensidn. Si ponemos la masa en una
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nueva posicion, digamos a una distancia A de su posicién de reposo (equilibrio
estable que se da en x=0), y lo soltamos, la masa oscilara hacia atras y hacia
adelantes entre +A y —A de su posicién de reposo. L.a serie de tiempo de este

movimiento arménico se muestra en la figura 6.1(b), donde el periodo de
oscilaciéon T seré igual a 2» '% . Ahora, si incluimos un componente de friccion

del bloque sobre la superficie, r, y de nueva cuenta colocamos el bloque a una
distancia A, la masa oscilard hacia atrds y hacia delante, sélo que esta vez la
amplitud del movimiento decrecera. Asi como con la fuerza del resorte, |a fuerza
de friccién, Fr, actia contra el movimiento. Asumiremos que Fr es directamente
proporcional a la velocidad que alcanza el bloque. La amplitud de las oscilaciones
decae exponencialmente, ésto debido a la friccidon presente en el sistema. Una
serie de tiempo de este tipo de movimiento armoénico se muestra en la figura
6.1(c). Si ahora aplicamos al sistema una fuerza, en un tiempo aleatorio, entonces
las oscilaciones se mantendran indefinidamente. Ahora, si volvemos a realizar el
experimento, pero ahora considerando un desplazamiento arbitrario, entonces la
evolucion en el tiempo consistird de dos regiones principales: la primera, una
oscilacion transitoria inicial que experimenta el sistema dindmico a partir de la
condicién inicial, que pasa a la segunda region consistente en una oscilacién pos-
transitoria (figura 6.1(d)). A partir de una condicion inicial, el sistema dinamico es
atraido a su solucion postransitoria o atractor. Atractores postransitorios son
tipicos de los sistemas dinamicos disipativos, en este caso la disipacién ocurre
debido al témino de friccion presente en las ecuaciones de movimiento. Una vez
estando en la solucion postransitoria, el sistema permanece ahi, a menos que sea
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perturbado por una fuerza extema. Hablaremos entonces de aqui en adelante de
sistemas dinamicos disipativos.

La solucién postransitoria es aperiddica (una solucién que no presenta un
patrén de comportamiento definido). para obtener una solucién postransitoria
cadtica necesitamos adherir un ingrediente mas a nuestro sisterna dinédmico, éste
es la no linealidad. Una manera simple de hacer esto es tener un “resorte no
lineal”, es decir, donde la fuerza restablecedora del resorte sea proporcional al
cubo del desplazamiento x, es decir, Fs= -sx’. Este oscilador no lineal es

conocido como oscilador Duffing, y tiene como ecuacién de movimiento:

m x4+ r x4+ sx 3 = Af cos( wt) (6.1)

Aqui hemos usado la nomenclatura abreviada, donde 4, es la amplitud de la

fuerza aplicada, el desplazamiento estd denotado por x, la velocidad, que es la

primera derivada del desplazamiento con respecto del tiempo, dx/dt, esta
denotada por x, y la aceleracién, que es la segunda derivada del desplazamiento

con respecto al tiempo, dx/dt*, estd denotada por x. El sistema dinamico
descrito por la ecuacioén diferencial ordinaria de segundo orden dada en la
ecuacién (6.1) puede exhibir movimiento periodico o no periddico (caos)
dependiendo de la eleccién de los parametros del sistema. Debemos hacer notar
que las soluciones analiticas de las ecuaciones de movimiento de sistemas no
lineales son por io general poco posibles, por io que para los casos cadticos, que
son de nuestro interés, esto también puede suceder. Sin embargo podemos

generar soluciones numéricas a estas ecuaciones no lineales usando métodos
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numéricos tales como Runge-Kutta o el método de diferencia finita. Todos los
comportamientos cadticos mencionados en los ejemplos de este capitulo han sido
generados usando el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Sin pérdida de
generalidad, simplificaremos la ecuacién de movimiento del oscilador Duffing
(ecuacion 6.1) haciendo la masa m, la rigidez del resorte, s, y la frecuencia

regular, »; iguales a uno, para obtener:

x+rx+ x3 = A, cos( t) (6.2)
De esta forma tenemos tnicamente dos parametros de control: el coeficiente ry la
amplitud de la fuerza 4,. Varando estos dos parametros podemos localizar

regimenes de oscilaciones periddicas o de oscilaciones cadticas. Por ejemplo, un
comportamiento periddico es encontrado para valores de los pardmetros r=0.08 y
A,=0.20, mientras que para r=0.05 y 4,=7.50 el comportamiento del sistema es
cadtico.

Con frecuencia mas de una solucidon postransitoria es posible en un sistema
cadtico, cada una de éstas representa e! movimiento a largo plazo del sistema. La

solucion postransitoria en tumo depende de las condiciones iniciales del sistema,

es decir, el desplazamiento inicial, x,, y de la velocidad, x},. El conjunto de

condiciones iniciales que alcanza una solucidn postransitoria particular es
conocido como la base de atraccion del atractor. De hecho para la ecuacion (6.2)

con parametros de control r=0.8 y 4,=0.20 el oscilador Duffing puede ser atraido

hacia varios estados postransitorios. Dos de estos estan mostrados en las figuras

102



6.2(a) y (b), donde las series de tiempo transitorias y postransitorias se muestran

en ambos casos.
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Figura 6.2 Series de tiempo del oscilador Duffing.

El oscilador Duffing con condiciones iniciales x,=3.0, x,=3.0 acaba
experimentando una oscilacidn larga con una amplitud que se repite en un periodo

T=2n, el cual es el periodo de la funcién 4,. Por otra parte, oscilaciones que

comienzan en x,=0.0y x,=0.0 experimentan un ciclo el cual contiene picos sobre

intervalos de longitud 2xn, en este caso sin embargo, tres diferentes picos pueden
ser observados, y la oscilacion se repite a si misma cada tres periodos de la

funcion de fuerza 4 ., es decir, en intervalos de 6x.
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Una oscilacion cadtica del oscilador Duffing se muestra en la figura 6.2(c),

ésta comresponde al conjunto de parametros de control r=0.05, 4,=7.5, y con

condiciones iniciales x=0.8, .io =0.0. Una vez que la alta frecuencia transitoria

desaparece, la oscilaciéon experimenta un régimen cadtico, el cual no se repite a si
mismo y parece muy imegular e impredecible.
En lugar de graficar la serie de tiempo del desplazamiento del oscilador de

Duffing, podemos en cambio graficar el desplazamiento contra la velocidad en el

plano fase (un espacio fase bidimensional). La figura 6.3 contiene el grafico x—x
(la posicién contra la velocidad) del oscilador Duffing correspondiente a ia serie de
tiempo de la figura 6.2. El sistema dinamico evoluciona a través del tiempo como
una curva continua en el plano fase. Las trayectorias solucion para los casos
periddicos estan dadas en las figuras 6.3 (a) y (b). Las condiciones iniciales se
muestran en las graficas con puntos gruesos. El comportamiento postransitorio en
los casos periddicos muestra bucles cerrados en el plano fase, conocidos como

ciclos limite atractores. El decaimiento del movimiento transitorio hacia el ciclo

limite atractor postransitorio es particularmente obvio para el caso x,=3.0, x,=3.0.
Los bucles cerrados, comespondientes al comportamiento postransitorio del
sistema, pueden ser pensados como un retrato del atractor periodico. Estos
retratos fase son particulamente Gtiles para visualizar la dinamica del sistema. El
retrato fase del atractor para el caso cadtico se muestra en la figura 6.3 (c).
Después de la alta frecuencia inicial del movimiento transitorio que decae, el

sistema experimenta un atractor postransitorio para la solucién cadtica.
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Figura 6.3 Retratos fase del oscilador Duffing.

Este atractor es mucho mas exdtico que los atractores periddicos. Este atractor
conocido como atractor cadtico o extrafio, representa todos [os posibles estados
finales de la solucidn cadtica. Unos pocos ciclos de la trayectoria alrededor del

atractor extrano se muestran en el retrato fase de la derecha de la figura 6.3(c).
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Podemos simplificar mas los retratos fase haciendo un muestreo de la seiial bajo
estudio a intervalos iguales en el periodo caracteristico del sistema. Para ello
graficamos un punto en el espacio fase cada periodo caracteristico (de la fuerza),
en lugar de graficar la trayectoria total del espacio fase. De esta forma el diagrama
fase puede ser simplificado, mostrando caracteristicas que de otra forma serian
ocultadas en la complejidad del retrato fase. Entonces, si el atractor es periddico
con un periodo igual al periodo de fuerza, entonces unicamente un punto serd
graficado sobre si mismo una y otra vez, una vez por cada periodo de fuerza. La
figura 6.4(a) ilustra para el ciclo limite atractor de la figura 6.3(a). El punto grueso
en la grafica se muestra una por cada revolucién de la trayectoria alrededor del
ciclo limite. Similarmente la figura 6.4(b) grafica puntos muestreados para el
atractor de periodo 3 de la figura 6.3(b). Esta vez observamos tres puntos
muestreados, ya que el sistema toma tres periodos de la funcién de fuerza para
retornar a su estado dindamico original. La figura 6.4(c) grafica los puntos
muestreados para la solucion cadtica: esta vez la trayectoria (mostrada en la parte
derecha de la figura 6.3(c)) es omitida por claridad. Esta grafica de puntos

muestreados es conocida como Funcién de Poincaré.
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Figura 6.4 Secciones de Poincaré para soluciones pos transitorias del oscitador Duffing.
Cada punto es mapeado sobre el siguiente a través de la accion del sistema
dindmico en el espacio fase. Sin embargo, a diferencia de las funciones que
investigamos en el capitulo 5, esta vez no estamos seguros acerca de la forma
exacta de la funcidn requerida para iterar los puntos en la funcidn. Existe una
diferencia remarcable en la apariencia de la funcidn de Poincaré para la trayectoria
cadtica y el simple repetimiento de los puntos en los casos periddicos. De hecho,
los puntos en la funciéon de Poincaré para el caso cadtico nunca reaparecen en el
mismo lugar, debido a que si lo hicieran, el comportamiento en el sistema se
repetiria. Oscilaciones cadticas del oscilador Duffing son aparentemente

impredecibles. Sin embargo, a diferencia de una sucesion de nimeros aleatorios,
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estos no son impredecibles. Cada vez que empezamos una oscilacion cadtica en

un conjunto especifico de condiciones iniciales obtenemos series de tiempo

idénticas. E! sistema se dice deterministico cuando podemos determinar

precisamente el comportamiento a largo plazo de un sistema cadtico si

conocemos exactamente las condiciones iniciales. Sin embargo, un pequerio
cambio en las condiciones iniciales del sistema cadtico arroja una serie totaimente
distinta. Este fendmeno es conocido como dependencia sensitiva ante
condiciones iniciales. Esta propiedad se ilustra en la figura 6.5, la cual contiene
dos series de tiempo para el oscilador Duffing con dos distintas condiciones

iniciales que distan muy poco.
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Figura 6.5 Dependencia sensitiva ante condiciones iniciales.
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Una oscilacién comienza en x,=3.0,x=3.0 y la otra en x,=3.01, x=3.0. Como
puede verse en la figura, las dos soluciones parecen seguir un patrén
similar(figura 6.5(a)). Sin embargo, en la medida que el tiempo pasa, el patrén de
la solucibn empieza a diverger, alcanzando patrones a largo plazo totaimente
distintos (figura 6.5(b)). Sobre pequefias escalas, la separacion de las tendencias
de las dos soluciones es exponencial. La propiedad de divergencia puede ser
cuantificada usando exponentes caracteristicos conocidos como exponentes de
Lyapunov. Estos seran discutidos en el capitulo 7. La sensibilidad ante
condiciones iniciales es lo que causa la aparente impredecibilidad a largo plazo del
movimiento cadtico, debido a que un pequefio error en la medida de las
condiciones iniciales del sistema dinamico, ocasiona un margen grande de error
de prediccién del comportamiento a largo plazo, aun conociendo exactamente las
ecuaciones del movimiento.

6.3 Caos en el clima: el modelo de Lorenz

La dependencia sensitiva ante condiciones iniciales de sistemas cadticos como en
el caso del oscilador Duffing es populammente conocido como efecto mariposa.
Este fendmeno fue primeramente observado por Edward Lorenz durante su
investigacidn acerca de un par de ecuaciones diferenciales ordinarias que eran
usadas como un modelo simplificado de una convexion termal bidimensional,
conocido como la convexion Rayleigh-Bemard. Estas ecuaciones son conocidas
ahora como las ecuaciones de Lorenz o modelo de Lorenz. La figura 6.6 muestra

esquematicamente un diagrama de la convexion de Rayleigh-Bemard entre dos

placas horizontales.
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Figura 6.6 Diagrama esquemético de la convexién de Rayleigh-Bemard.
La placa de abajo esta a una temperatura Tb, la cual es mucho mayor que la
temperatura de la placa de armriba, Tt. Para pequedfias diferencias entre las dos
temperaturas, el calor es conducido a través del fluido estacionario situado entre
las dos placas. Sin embargo cuando Tb-Tt es suficientemente grande, las fuerzas
boyantes dentro del liquido caliente superan la viscosidad intema del fluido y un
patron de rotacidn del liquido. Los vortices gradualmente recirculantes se
presentan entre las placas. Lorenz noté que en este modelo matematico
simplificado de la convexion de Rayleigh-Bemard, pequefias variaciones en las
condiciones iniciales provocan rapidamente enommes diferencias en el
comportamiento final. Lorenz pensd que si este tipo de comportamiento podia
ocurrir en un sistema dinamico tan simple, entonces podria ser posible también en
muchos mas sistemas fisicos complejos tales como: el sistema del clima. De esta
manera una pequefia perturbacidn causada por el vuelo de una mariposa,
provocara rapidamente un cambio completo en el futuro en los patrones del clima.

Las ecuaciones de Lorenz son:

x=-o(x-y)
y=—xz+rx—y (6.3)

é:.\y—bz



el sistema cuenta con dos no linealidades, el término xz y el término xy, y exhibe
tanto movimiento .periédico como cadtico dependiendo de los valores de los
parametros de control, o, ry b. o es el nimero de Prandtl, el cual relaciona la
pérdida de energia dentro del fluido debido a la viscosidad con aquellos debidos a
conduccion termal; r es la medida de |a diferencia de temperatura entre las placas,
conocida como el nimero de Rayleigh, y b esta relacionado al radio de la altura
vertical del fluido colocado en la extensién horizontal de los rollos convectivos
dentro de éste. Note ademas que las variables x, y y z no son coordenadas
espaciales pero si representan el volcamiento convectivo, varacion horizontal de
la temperatura y la variacién vertical de la temperatura, respectivamente.
Siguiendo a Lorenz, hacemos o=10 y b=2.67 respectivamente y hacemos r un
parametro ajustable. Varando el valor de r se encuentra un valor critico en
r. =24.74, en el cual el comportamiento del sistema cambia dramaticamente. Por
debajo de r. el sistema decae a un estado regular, no oscilatorio. La figura 6.7
muestra las series de tiempo y los retratos fase x-y y x-z para ef sistema con r=16.
De nuevo, la condicion inicial se muestra con un punto grueso en el plano fase. El
rapido decaimiento de las oscilaciones a un punto fijo estable es evidente en
ambas series de tiempo y en ambos retratos fase. Si r esta por arriba de r,, ocurre
un comportamiento oscilatorio continuo. Un valor de r=28 produce un
comportamiento aperiédico al cual Lorenz llamo “Flujo deterministico no

peridédico”, y al cual actualimente nos referimos con el nombre de caos.
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Figura 6.7 Solucién postransitoria no oscilatoria del sistema de Lorenz.

Las figuras 6.8 (a)-(c) contienen las series de tiempo de los sistemas cadticos
junto con los retratos fase en dos y tres dimensiones. Las trayectorias
postransitorias de la solucién cadtica recaen sobre un atractor extrafio. Podemos
observar que en las figuras, las trayectorias pasean sobre dos distintas regiones
de! atractor. Después de un namero de revoluciones dentro de una region del
atractor la trayectoria cambia hacia la otra regién del atractor. Permanece en esta
region del atractor para después regresar a la anterior. El nimero de revoluciones
que la trayectoria toma en cada region del atractor, antes de pasar a la otra region,
es jimpredecible!. La estructura del atractor de Lorenz es demasiado compleja. El
atractor parece consistir de dos superficies las cuales parecen emerger. Sin
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embargo, la trayectoria solucién nunca se intersecara consigo misma, ya que si lo

hiciera esto implicaria un ciclo periddico. Para lograr que las trayectorias no se

intercepten consigo mismas, necesitamos de tres dimensiones para el espacio

fase. La estructura fractal es una propiedad fundamental de los atractores

extrafios y es una caracteristica mas de! movimiento caético. El atractor de Lorenz

tiene una dimensidn fractal de aproximadamente 2.05. En el capitulo 7,

estudiaremos las formas de estimar la dimensidn fractal de los atractores extrafos.
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Figura 6.8 Atractor extrafio del modelo de Lorenz.

113



3
Y

reeoae

Figura 6.8 (continuacion)

Una manera de simplificar la dinamica cadtica del sistema de Lorenz es graficando

contra el siguiente maximo, denotado por

-

el valor maximo de z, denotado por =, ,

z,.,- Esto se muestra en la figura 6.9(a). Podemos ver que los puntos caen
aproximadamente sobre una funcion unidimensional, el cua! tiene un gradiente
mayor y experimenta inestabilidad por amiba de la recta identidad. lterando la

funcion obtendremos una sucesion cadtica de iterandos. La funcion de |a casita de
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la figura 6.9(b) nos proporciona una idealizacion de la funcién de Lorenz. Una
iteracion grafica de la funcién de la casita se muestra también en {a figura 6.9. La
funcidn de Lorenz ha reducido al sistema dinamico de tres dimensiones en una
funcioén unidimensional (requiere una variable—z) no invertible. Si incrementamos
el pardmetro de control r por arriba de r., observamos series de bifurcaciones
inversas de estados cadticos a orbitas periddicas. Una tal solucién periddica se
muestra en la figura 6.10(a)-(c) para r=100.5. Las ecuaciones de Lorenz poseen
una importante simetria. Si [x(r), ¥(1),z(1)] es una solucién de las ecuaciones de
Lorenz, entonces también lo sera la solucién [—x(r),—y(¢), z(r)]. Por lo tanto, los
atractores de Lorenz son simétricos o poseen un patrén de simetria. La figura
6.10(d) contiene el patrén simétrico de la solucion dada en la figura 6.10(a)-(c). La
propiedad de simetria es inmediata cuando comparamos ia figura 6.10(b) con la
figura 6.10(d).
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rects identidad

ast+-
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Figura 6.9 La funcion de Lorenz.
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Figura 6.10 Atractor periddico para el modelo de Lorenz con =10, b=2.67 y r=100.5.
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Figura 6.10 (continuacién)

6.4 Espacio fase, dimensién y forma de un atractor.

En el actual contexto de los sistemas dinamicos, es facil malinterpretar el concepto
de dimensién. Por lo tanto, es un muy buen momento para poner en contexto los
muchos significados que puedan surgir aqui. Empecemos definiendo los grados
de libertad. El nimero de grados de libertad requeridos para una total descripcion
de un sistema dinamico esta definidoc como el nimero de variables independientes
requeridas para describir el estado instantaneo del sistema (por lo tanto, el
espacio fase es usualmente referido como espacio estado). Asi pues, el niumero
de grados de libertad requeridos para una total descripcidon de un sistema
dinamico es simplemente el nimero de condiciones iniciales que son requeridas
para especificar e! sistema. El espacio fase es definido como un “espacio
matematico” con coordenadas ortogonales que representan cada una de las
variables necesarias para especificar el estado instantaneo del sistema’. EI
numero de grados de libertad es entonces la dimensidn minima requerida para el
espacio fase del sistema. Para el modelo de Lorenz requerimos el conocimiento
de tres condiciones iniciales y por tanto un espacio fase tridimensional es
requerido para describir completamente la dindamica de este sistema. Con
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respecto al oscilador Duffing, éste tiene una forma diferente en el par de
ecuaciones diferenciales ordinarias que el modelo de Lorenz, ademas, la variable
del tiempo aparece explicitamente en el oscilador Duffing, es decir, es un sistema

no auténomo. Primeramente sera Util rescribir el oscilador Duffing de la siguiente

forma:
x=y
j}=A, cosz—rx—x° (6.6)
z=1

donde ia introduccién de las variables y y z ha descompuesto el sistema en un
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Ademas la
variable auxiliar z ha removido la dependencia del tiempo en e! sistema. En otras
palabras, el sistema ahora es auténomo, como en el caso del modelo de Lorenz.
Como las tres variables x, y y z describen totalmente al sistema, ahora podemos
ver que un espacio fase tridimensional es necesario para el sistema. La dimensién
espacial en la cual el sistema dinamico existe no es generalmente igual a la
dimensién del espacio fase. El oscilador de Duffing modela un sistema dinamico,
el cual esta restringido a moverse en una sola dimensién espacial, x. El sistema de
Lorenz modela la convexidon en un espacio bidimensional, donde las variables x, y
y z estan relacionadas a propiedades del sistema. Por lo tanto, vemos una
diferencia entre la dimension del espacio fase y la dimension espacial del
problema, a pesar de que ambas son dimensiones enteras.

La dimension de un atractor en un espacio fase es de gran importancia;

generalmente distinta de la dimension espacial de! sistema y la dimension del
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espacio fase. La dimensién de un atractor esta relacionada con su forma
geométrica. De hecho, una solucién no oscilatoria comesponde a un punto fijo en
el espacio fase el cual atrae trayectorias cercanas. Ya hemos visto que este tipo
de comportamiento para el sistema de Lorenz en las figuras 6.7(a) y (b), donde las
trayectorias rodeaban en formna de espiral dentro de las soluciones de puntos fijos.
La figura 6.11(a) muestra esto esquematicamente. La dimension de un punto
at.ractor es cero. Una vez que las oscilaciones comienzan a aparecer en el
sistema, el atractor puede tomar diferentes formas. Una solucién de periodo uno
tiene un ciclo limite atractor, mostrado esquematicamente en la figura 6.11(b). Ya
habiamos observado este tipo de atractores (figura 6.4(a)). La curva ceirada del
ciclo limite tiene dimensién uno. Una vez que una segunda frecuencia emerge en
la solucion de un sistema dinamico, entonces las dos frecuencias se enrollan en e!
espacio fase, una con otra sobre un toro, o en forma de una dona. Esto se
muestra esquematicamente en la figura 6.11(c), donde la oscilacién de frecuencia
/. se enrolla alrededor de la oscilacion f,, en el espacio fase. Si las dos
dimensiones son inconmensurables(es decir, la segunda frecuencia no estd
relacionada a la primera frecuencia) entonces la trayectoria llena completamente
la superficie del toro en el espacio fase. La superficie del toro tiene dimension dos.
Si mas frecuencias aparecen en el sistema, entonces un toro de mayor dimension
es creado, el cual requiere de un espacio fase de mayor dimension. Finalmente,
para un movimiento cadtico, los atractores extrafios aparecen y tienen una
dimension fractal, es decir, una dimensién no entera (figura 6.11(d)). Como un

ejemplo de las diferentes dimensiones consideradas en la especificacién de la
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dindmica de los sistemas no lineales considere el sistema de Lorenz. Este modela
la convexion en dos dimensiones espaciales, tiene tres grados de libertad, y por lo
tanto requiere de una espacio fase tridimensional, y puede bajo ciertos valores de
los parametros, desarrollar un atractor caético (figura 6.8(c)) con una dimension
fractal un poco mayor que dos.
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Figura 6.11 Diagrama esquematico de distintos atractores con sus respectivas series de
tiempo.
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CAPITULO 7

Cara do el [
7.1 Introduccién
El movimiento cadtico tiene diferentes propiedades y deben ser examinadas
usando varias técnicas. El problema recae en encontrar métodos que nos
permitan diferenciar entre series de tiempo puramente aleatorias y aquellas que
son cadticas (es decir aparentemente impredecibles). En este capitulo
investigaremos las caracteristicas del movimiento cadtico, lo cual nos permitird
cuantificarlo y distinguirlo de movimientos aleatorios o periédicos.
7.2 Caracterizacion preliminar: inspeccién visuat
Antes de usar cualquier método sofisticado o técnica numeérica para analizar una
serie de tiempo, debemos primero inspeccionar visualmente la serie, para ver si
una caracteristica particular esta presente. Por ejemplo, a partir de una inspeccion
visual de 1a traza en el tiempo de ia velocidad de un fluido que fluye en cierto
medio, podemos distinguir entre flujo laminar y flujo turbulento.

En e! capitulo 6, observamos series de tiempo con soluciones periddicas y
caoticas de varios sistemas dinamicos. Por ejemplo las figuras 6.2(a) y (b)
contienen soluciones periédicas para el oscilador Duffing y la figura 6.2(c) contiene
una solucién cadtica. Haciendo referencia a estas figuras podemos decir,
simplemente al observarlas, que las soluciones periédicas parecen repetir su
comportamiento a lo largo de la serie, mientras que para la solucién caética no
parece repetirse algin patron (al menos no en el segmento de serie de tiempo
considerada). Una inspeccion visual del retrato fase (figura 6.3) y las secciones de

Poincaré (figura 6.4) del oscilador de Duffing nos muestran de nueva cuenta el
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evidente comportamiento peridédico. Sin embargo, la inspeccién visual tiene ciertas
deficiencias que resumimos a continuacion:

(i) No siempre es posible inspeccionar un segmento grande de la serie de
tiempo para determinar cuando una serie de tiempo se repite a si misma
o cuando no lo hace.

(ii) Es dificil determinar visualmente cuando un signo que estad compuesto
de varias frecuencias es ciertamente periédico.

(iii) Si la serie de tiempo estd compuesta de varias frecuencias
inconmensurables, entonces puede ser imposible determinar si una
serie de tiempo es periddica o cadtica.

(iv) Una frecuencia dominante en una sefal puede enmascarar otras
frecuencias o a algin movimiento ligeramente cadtico.

7.3 Caracterizacion preliminar: El Espectro de frecuencia.

La transformada de Fourier permmite inspeccionar las distintas frecuencias
presentes en una serie de tiempo (espectro de frecuencias). La popularidad de
usar transformadas de Fourier en el andlisis de sefiales se ha incrementado
debido al desamollo de un algoritmo para computadoras llamado Transformada
de Fourier Rapida (FFT en ingles), el cual permite calcular de manera rapida
transformadas de Fourier discretas. En esta seccién, revisaremos rapidamente
algunos aspectos importantes del analisis de Fourier. En vista de que unicamente
trataremos con series de tiempo discretas, nos concentraremos en ia transformada

de Fourier discreta de una serie de tiempo discreta, x,, j =0, 1, 2,........ , N-1,

definida como:
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N-=1
131_2 x,e™WIN k=0, 1,2,........ ,N—1 (7.1a)
J=0

X =
donde i es la rafz imaginaria -1. El tiempo de espaciamiento entre cada punto
muestreado debe ser tal que su reciproco (es decir la frecuencia de muestreo) es
al menos dos veces la resolucion de la maxima frecuencia de la sefal. La

transformada inversa de 7.1(a) es:

N1

X, eV j=0,1,2,........ JN—1 (7.1b)

xj = 3

P
Al graficar la transformada de Fourier de una serie de tiempo, sefiales periddicas,
multiple periddicas, casi periddicas y sefales no periédicas pueden ser
identificadas. La figuras 7.1(a)«(b) contienen respectivamente el espectro de

frecuencia asociado a la serie de tiempo de oscilaciones periddicas y oscilaciones

cadticas del oscilador de Duffing.
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Figura 7.1 Espectro de Fourier para el oscilador Duffing y el modelo de Lorenz.
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Los atractores estan graficados a un lado del espectro de frecuencia. El espectro
de frecuencia para el caso periddico (figura 7.1 (a)) esta compuesto de dos picos,

uno en la frecuencia de la fuerza, f, =1/2x, y la otra a un tercio de la frecuencia

de la fuerza. Esto es consistente con la serie de tiempo (6.2(b)) y con la seccién
de Poincaré (figura 6.4(a)), en la cual vimos que ocurria en el sistema una
oscilacién de periodo tres. El espectro cadtico de la figura 7.1(b) tiene distintos

" picos en la frecuencia de la fuerza y en sus arménicos, 3 f, .5/, Y7 f,. Ademas

de esto, una banda ancha de espectro de componentes de Fourier ha aparecido
entre los amonicos. En los sistemas deterministicos, esta banda ancha del
espectro es un aviso del comienzo de un comportamiento cadtico. Usualmente en
lugar de considerar el espectro de la frecuencia, se grafica un espectro de
potencia. El espectro de potencia es el cuadrado del espectro de frecuencia. La
figura 7.1(c) contiene el espectro de potencia para el caso cadtico de la figura
7.1(b). La escala vertical es logaritmica, y podemos ver que el grafico del espectro
de potencia logaritmico muestra mas claramente la banda ancha espectral de los
componentes mezclados, por medio de mayores componentes de frecuencia.

La potencia espectral para el modelo de Lorenz en su versidon cadtica se
muestra en la figura 7.1(d), (refiérase a la figura 6.8). Se muestra una serie de
tiempo para la coordenada x, y otra serie de tiempo para la coordenada z. Ambas
graficas contienen componentes espectrales de banda ancha, sin embargo, existe
un pico dominante en el espectro de z en una frecuencia alrededor de 1.35,
correspondiente a la frecuencia orbital de la trayectoria alrededor de las dos

regiones del atractor. Este pico no es muy evidente en el otro espectro. La serie de
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tiempo de la coordenada z es ligeramente mas simple en su forma, ya que no
contiene los puntos de inflexidon presentes en la serie de tiempo de x, que
corresponden a la trayectoria que atraviesa de una regién del atractor hacia la otra
region del atractor. Los dos espectros ilustran la habilidad de obtener mas
informacion al escoger la ‘mejor’ variable dinamica a estudiar, y es aqui donde una
inspeccion visual es de mucha ayuda, aunque éste no sea siempre el caso.
Componentes espectrales de banda ancha pueden surgir también en seriales
aleatorias (o ruido). Sin embargo, sabemos que el oscilador Duffing es un sistema
deterministico y no incluye ningun componente aleatorio en sus ecuaciones de
movimiento. Podemos entonces deducir que una frecuencia de banda ancha
espectral es porque el sistema estéd experimentando caos. Si por el contrario,
tenemos una serie de tiempo de un sistema dinamico real el cual pueda contener
ruido, entonces es mas dificil diferenciar entre los componentes de banda ancha
asociados con el ruido, y aquellos asociados con un comportamiento cadtico. Por
o tanto, el espectro de frecuencia generalmente no es suficiente para confirmar la
presencia de caos en una sefal experimental, la cual tendra inevitablemente un
elemento de ruido. Por lo tanto requerimos de técnicas que puedan diferenciar
entre aquellas series de tiempo que son aleatorias (o ruidosas) y aquellas que son
cadticas. Podemos hacer esto midiendo la divergencia exponencial de trayectorias
cercanas del atractor, o también investigando la estructura fractal del atractor. En
las siguientes dos secciones, algunos métodos son descritos para desarrollar

estas medidas.
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7.4 Caracterizando el caos: Exponentes de Lyapunov

Como vimos en el capitulo 6, trayectorias cercanas divergen exponencialmente
sobre atractores extrafios, dando lugar al efecto mariposa en los sistemas
dindmicos cadticos. Podemos medir ésta divergencia exponencial y caracterizaria

usando los exponentes de Lyapunov. Un diagrama esquematico de dos distintas

:aparaclbn iniclal
de 1a troyectaria sepaluclbn final de
1o troyectoria

tlampa de retardo

trayectorias se muestran en la figura 7.2(a).

Trayactoria 1

(a)

Trayectorla 2

()] Tercera seleccién

Primera seleccion de Sequnda seleccion \

una trayectoria cercana

Trayectoria referencia

Figura 7.2 Diagrama esquematico de jos exponentes de Lyapunov.
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Figura 7.2 (continuacion)
En esta figura, &, es la separacion observada de dos puntos cercanos sobre dos
trayectorias separadas del atractor. Después de un tiempo t, las trayectorias
divergen y su separaciéon es ahora g,. Como esta separacidn es exponencial,
podemos escribir:
£, = gae™ (7.2a)

donde A es el exponente de Lyapunov. Acomodando, tenemos:

I_n[i] (7.2b)

8“

A=

-~ —

Note que aqui hemos usado logaritmo natural para definir el exponente de

Lyapunov, sin embargo, cualquier base puede ser usada. En la practica, la base
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10 y la base 2 son usadas con frecuencia, la base 2 da el exponente de Lyapunov
en términos de bits de infbrmacién perdida por segundo. La expresion de arriba
para el exponente de Lyapunov es utilizada para medir la divergencia promedio en
atractores extrafios experimentales. Esto se hace siguiendo una trayectoria
referencia a través del tiempo y comparando la divergencia de trayectorias
cercanas sobre una porcion del atractor en cierto tiempo. El método se ilustra en la
figura 7.2(b), donde la trayectoria referencia es seguida y su divergencia de una
trayectoria cercana es monitoreada. Una vez que la separacion se vuelve mas
grande, otra trayectoria es seleccionada y asi sucesivamente. El exponente de
Lyapunov es calculado varias veces en varias partes del atractor, y se toma un
promedio. Si monitoreamos N segmentos de trayectorias cercanas, entonces, el

exponente de Lyapunov promedio del atractor es:
5 1 &1 £y
A= —[—\/—Z—Ln —_— (7.3)

aunque en la practica la barra, arriba de A (que denota la cantidad promedio), es
usualmente omitida.

Como vimos en el capitulo 6, trayectorias cercanas sobre atractores extranos
divergen, pero se mantienen en una regidn acotada del espacio fase debido al
proceso de doblamiento o plegamiento. Ademas las trayectorias cercanas al
atractor (pero no sobre el atractor) son atraidas al atractor, es decir, convergen al
atractor (ver la figura 7.2(c)). Tenemos divergencia en algunas direcciones y
convergencia en otras. Para caracterizar completamente las propiedades de
convergencia y divergencia de un atractor requerimos un conjunto de exponentes

de Lyapunov, uno por cada direccién ortogonal de convergencia/divergencia en el
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espacio fase. El nimero de exponentes de Lyapunov requeridos para definir el
atractor es igual a la dimensién de su espacio fase. Atractores cadticos tienen al
menos un exponente de Lyapunov positivo. Por el contrario, atractores aleatorios
(ruidosos) tienen un exponente de Lyapunov positivo infinito, dado que no existe
correlacion entre un punto sobre la trayectoria y el siguiente (no importa que tan
cercanos estén), es decir, 1a divergencia es instantanea. Atractores estables
periddicos tienen valores negativos o iguales a cero para A. Por lo tanto, el
exponente de Lyapunov es una medida, la cual puede ser usada para categorizar
atractores extrafios.

Si calculamos el exponente de Lyapunov para direcciones ortogonales de
maxima divergencia en el espacio fase, obtendremos un conjunto de exponentes
de Lyapunov (4, 4,,4,,...,4,), donde n es la dimensidon del espacio fase. Este
conjunto de exponentes de Lyapunov es conocido como el espectro de
Lyapunov y es frecuentemente ordenado de! exponente de Lyapunov mas
grande, 4,, hacia el exponente de Lyapunov mas negativo, 1,, es decir, de
maxima divergencia a maxima convergencia. El espectro de Lyapunov puede ser
encontrado monitoreando la deformacion de una hiperesfera infinitesimal de radio
e sobre el atractor (vea la figura 7.2d). A través del tiempo, la esfera se estrecha
en las direcciones de divergencia (A's positivas) y se aprieta en direcciones de
convergencia (A's negativas) tomando fa forma de un elipsoide. Las tasas
exponenciales de convergencia o de divergencia de los ejes principales del
elipsoide nos da el espectro de los exponentes de Lyapunov. Uno de estos
exponentes en el espectro es igual a cero y corresponde a la direccion en el
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espacio fase alineado con la trayectoria, la cual ni se expande ni se contrae a
través del tiempo.

Con frecuencia es suficiente denotar simbdlicamente el espectro de Lyapunov.
Por lo tanto (+,+,0,-) denotara un sistema dinamico con dos exponentes positivos,
un exponente cero y uné negativo. Este sistema sera de hecho hipercaético
debido al estrechamiento en las dos direcciones ortogonales principales. El
hipercaos esta definido como un sistema cadtico que tiene mas de un exponente
de Lyapunov positivo, es decir, puede ser estrechado en dos o mas direcciones.
La existencia de un exponente de Lyapunov positivo nos indica que el sistema es
cadtico.

Podemos también encontrar exponentes de Lyapunov para atractores no
cadticos. Un atractor-punto tiene unicamente exponentes de Lyapunov negativos,
dado que las trayectorias giran en fonrma de espiral alrededor de! punto fijo, es
decir, para un espacio fase tridimensional cbtenemos simbdlicamente (-,-,-). Otras
posibilidades para un espacio fase tridimensionat son ias siguientes: un ciclo limite
definido simbdlicamente (0,-,-) donde todas las trayectorias giran en forma de
espiral sobre et ciclo limite, y el exponente cero comresponde a la direccién a lo
largo de la trayectoria del ciclo limite. Otra posibilidad es un toro atractor definido
como (0,0,-); y un atractor extrafio definido como (+,0,-).

La suma de exponentes de Lyapunov es la tasa de contraccion promedio de
volimenes en el espacio fase, es decir, la tasa de contraccién del volumen del
elipsoide de la figura 7.2(d). La suma es menor que cero en sistemas dinamicos
disipativos, dado que las soluciones postransitorias recaen sobre atractores con

volumen fase cero, es decir:
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34 <0 (7.4)

i=t

donde n es el niUmero de exponentes de Lyapunov en el espectro. Por lo tanto, no
podemos tener atractores de la forma (+,+,0) dado que exponentes de Lyapunov
positivos nos adelantaran el crecimiento exponencial del volumen atractor. El
espectro de Lyapunov para el atractor extrafio de Lorenz (usando parametros de
control para el caso cadtico del capitulo 6 han sido calculados: (2.16, 0, -32.4).

Los exponentes de Lyapunov positivos estan directamente relacionados a las
direcciones de divergencia de la trayectoria en el espacio fase. Un conocimiento
de estos exponentes positivos nos permite cuantificar las limitaciones de las
predicciones sobre el futuro estado del sistema dindmico basado en el
conocimiento del actual estado del sistema en base a una resolucion finita. El
error inherente en una medida de precision finita crece exponencialmente y
rapidamente se vuelve del orden del atractor mismo. Como un ejemplo,
consideremos el atractor cadtico de Lorenz (+,0,-) en un espacio fase

tridimensional. Si denotamos el tamafio del atractor por ¢,, y la medida del error

por g,, entonces el tiempo requerido para que el error crezca al mismo tamano

PR}

del atractor es:

0= %Ln[z—] (7.5)

donde ¢, es el horizonte de prediccion. Notemos que ¢, crece logaritmicamente
con una precision ¢,, ilustrando porqué Unicamente té&rminos de prediccién a corto

plazo son posibles en los sistemas dinamicos cadticos.
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7.6 Caracterizando el caos: Estimadores de la dimensién

7.5.1 dimensién de conteo de caja

ta dimensidon de un atractor es una medida de sus propiedades geométricas
cuando experimenta escalamiento, la dimensién ha sido considerada la propiedad
mas basica de un atractor. Sin embargo, como vimos en los capitulo 2 y 3, existen
varias definiciones de dimensién. La definicion de dimensién mas simple y la mas
facil de entender es la dimensiéon de conteo de caja, D,, la cual tratamos

mediante las ecuaciones (3.1)-(3.4). Para un atractor de hipervolumen unitario:

—1: log(N)
Pn = I}H,‘[log(l/s)} 7-8)

donde N es el nimero de hipercubos de longitud & usados para cubrir el atractor.
Notemos que al igual que con los exponentes de Lyapunov, podemos usar
cualquier base para el logaritmo. Aqui usaremos la base 10. La dimensién de los
hipercubos que probaremos, es escogida de tal forma que sea igual a la
dimension del espacio fase. Asi pues para encontrar la dimensidn de conteo de
caja para el sistema de Lorenz, hipercubos tridimensionales (es decir cajas) son
usadas para tal propdsito. Ademiés la expresidon de arriba asume un atractor de
hipervolumen unitario, de otra forma se tendra que requerir de una expresion
general, basada en la ecuacidn 3.4(a), la cual defina D, en términos de la
pendiente de la grafica log(N)-log(1/3).

7.5.2 La dimension de informacion

Al igual que con la dimensidén de conteo de caja, la dimension de informacion; el

atractor es cubieto con hipercubos con lados de longitud 8. Esta vez, sin
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embargo, en lugar de contar cada cubo que contiene parte del atractor, queremos
saber qué tanto de! atractor esta contenido en cada cubo. Esta medida busca
informar acerca de las diferencias en la distribucion de densidad de los puntos que

cubren al atractor, y esta definida como:

=1 1(5)
D, = Llﬂ[log(l/&)] (7.7a)

donde I(5) esta dada por la formula de entropia de Shannon:
N
1(8) =-> P, 1og(P) (7.70)
=1

donde P, es la probabilidad de que una parte del atractor se encuentre en el i-
esimo hipercubo de longitud 8. Para el caso especial de un atractor con un nimeroc
par de puntos, una distribucion de probabilidad £=1/N es asociada a cada caja.
Por lo tanto, 7(S5)= log(N), y la ecuacién (7.7a) se reduce a la dimensién de conteo
de caja de la ecuacién 7.6. Por lo tanto, D, simplemente cuenta todos los
hipercubos que contengan partes del atractor, mientras que D, se pregunta qué
cantidad de atractor hay en cada hipercubo y el comespondiente peso que tiene.
7.5.3 Dimensioén de correlacion

En la practica el célculo de D, y de D, requiere de una gran cantidad de tiempo,
por lo que la dimension mas extensamente usada para calcular la dimension de un
atractor es la dimensidn de Correlacién, Dc, la cual es mucho mas rapida de
calcular. Para definir Dc primero necesitamos definir la suma de correlacién, Cr,

como sigue:
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N N
c, = N(N 1)229(r-[x,—x,|) (7.8a)

e
donde 6 es la funcidén de Heaviside, r es el radio de una esfera n-dimensional
centrada en cada punto muestreado sobre la trayectoria del atractor,
X,,i=1273,.., N.Aqui estamos usando la notaciéon compacta X, para denotar el
vector muitidimensional que es la i-esima coordenada del espacio fase del
atractor, es decir, para un atractor en un espacio fase tridimensional con
coordenadas x, y y z, tenemos que X, =(x,,y,,z;). Una ilustracién de la definicién
7.8(a) se da en la figura 7.3(a), donde la hiperesfera esta centrada en uno de los
puntos que estan sobre una trayectoria del atractor, Xx',. El nimero de puntos dei
atractor que estan dentro de la hiperesfera son contados. Esto es de hecho lo que
hace la funcion de Heaviside en la ecuacidn de armriba. La funcién de Heaviside es

igual a uno (cero) si el valor dentro de los paréntesis es positivo (negativo). X, son

los puntos sobre la trayectoria referencia y X, son otros puntos sobre el atractor

en una vecindad de X,. |X, - X,

;| es la distancia de separacién entre los dos

puntos. 6(r—|X,. -X, |) es igual a uno si la distancia entre los dos puntos es menor

que el radio de la hiperesfera; si no es el caso, es igual a cero. De esta forma la
funcidn de Heaviside cuenta el numero de puntos dentro de la hiperesfera. La
suma acumulada de todos los puntos contados es entonces dividida por N(N-1)
para obtener la suma de cormrelacién, Cr. El valor maximo de Cr es la unidad y éste
maximo se tiene cuando el radio de las esferas que estamos probando, es mayor

que el didmetro mas grande del atractor y cuando todos los puntos son contados.
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El valor minimo de Cr es 2/(N(N-1)) y éste es alcanzado cuando tnicamente los

dos puntos mas cercanos sobre el atractor son contados.

) log(r) /
-
Y . -

* Etacios de targe
escaln

Ragién de
sscalamiento

Etectos de pequefia
ascala

d log(Cr)
Pandianm s D Ve

Figura 7.3 Estimacion de la dimensién de correlacién.
Notemos que la suma de correlacion cuenta dos veces a su vecino mas cercano
(dando lugar al 2 en el numerador) en la medida que la esfera visita a ambos
puntos en su viaje a lo largo del atractor.
La suma de correlacion escala con el radio de la hiperesfera de acuerdo a una

potencia de la forma:

Cr a r ¥ (7.8b)
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Por lo tanto, para diferentes radios de las hiperesferas, Dc es obtenida de_ ia
pendiente de la regién escalante de una grafica log(r)-log(Cr), como se muestra en
la figura 7.3(b). La region escalante es la principal region lineal de la curva de
correlacion, acotada por dos regiones de curva no lineales, en donde efectos de
escala sobre el atractor (pequenas o grandes) afectan la pendiente. En general,
buenos estimadores de Dc requieren grandes cantidades de puntos, N (vea
también la seccidn 7.8); sin embargo, el tiempo de calculo requerido para calcular
Cr se incrementa a razén de N*.

La dimensidn de correlacion, la dimensién de informacion y la dimension de
conteo de caja estan relacionadas. De hecho, ellas son parte de una coleccién
general de dimensiones, conocidas como dimensiones Renyl. Puede mostrarse
que Dc es una cota inferior de D, , la cuai a su vez es una cota inferior de D,:

D =D, =D, (7.9)
Ademas, Dc y D, aproximan asintoticamente a D, en la medida que el conjunto
atractor se distribuye mas uniformemente en el espacio fase. Si los puntos de!
atractor estan uniformemente distribuidos entonces D, =D, =D,. En muchos
casos practicos Dc es un muy buen estimadorde D,.

La figura 7.4 contiene una grafica log(r)-log(Cr) para el atractor extrario de
Lorenz. El atractor fue generado usando N =16 384 puntos. Para minimizar el
tiempo de calculo, las hiperesferas que probaremos, se detendran cada 128
puntos sobre el atractor para medir el escalamiento del atractor, es decir, cada 128
(=16384/128) localizaciones fueron probadas, llamaremos a este nimero N, . Los

radios de las hiperesferas fueron considerados en un rango de 0.01 a 100. Sin
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embargo, la manera adecuada de elegir éste rango es usar fa serie de tiempo y
localizar el maximo rango. Haciendo referencia a la serie de tiempo de Lorenz de
la figura 6.8 vemos que los rangos de las variables x, y y z son aproximadamente
igual a 35, 50 y 45 respectivamente. El atractor debe encajar dentro de una caja
con estas dimensiones. E! radio mas grande de las hiperesferas debe de ser del
orden de la diagonal de ésta caja, es decir, igual a 75.8. El valor escogido como el
mas cercano al valor 75.8 es un radio igual a 100. La suma de comrelacién es igual
a 1 cuando todos los puntos sobre el atractor estan dentro de la esfera. Esto
ocurre cuando en la grafica log(r)=1.7, es decir, r=50.1, el cual confirma nuestro

valor aproximado obtenido mediante la inspeccidn visual de las series de tiempo.

°
e_.
N

{

-2 V¥ -1

log(100)

Pandiente = D
—

-3

-5

s
< -6.322
-7 og(C,)

Figura 7.4 Grafica de la dimensidon de correlacién para el atractor extrafio de Lorenz.
El rango minimo para el radio de las hiperesferas es algo mas dificil de estimar,
por lo que se elige de tal forma que al ir reduciendo el radio se encuentre un radio
de una hiperesfera que no contenga ningun punto de la trayectoria. En la grafica

de la figua 7.4, esto ocurre en log(r)= -1.850, esto es r=0.0014. La suma de
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correlacién en este punto es —-6.322, el cual es igual a log(1/(N,(N-1)),

correspondiente al dnico punto encontrado, dividido por el maximo nimero de
puntos que pueden ser contados (que es igual al nimero de puntos visitados
sobre el atractor multiplicado por el maximo numero de puntos vecinos que
pueden ser contados, es decir, 128x16 383). Note que en este caso el vecino mas
cercano ha sido contado una sola vez. Esto se debe a que la esfera se detiene
cada 128 datos o puntos; lo cual significa que la suma de correlacion ha pasado
por alto a uno de los vecinos mas cercanos.

Cuando r se aproxima a su valor maximo, la curva log(r)-og(Cr) empieza a
hacerse hornizontal en la medida que los radios de tas hiperesferas, r, no aportan
nada a la suma de correlacion. En la medida que r se aproxima a su valor minimo,
la curva log(r)-log(Cr) empieza a fluctuar debido al pequerfioc nimero de puntos que
no contribuyen a la suma de correlacion. Entre el radio maximo y el radio minimo
de las hiperesferas, la curva log(r)-log(Cr) parece tener un comportamiento lineal o
de una recta, y esta pendiente es igual a la dimension de correlacién, Dc. La
pendiente que se muestra en la figura 7.4 es aproximadamente igual a 2.04, que
corresponde al paso de una region del atractor a la otra region del atractor.

7.5.4 La dimension puntual y ja dimensién puntual promedio.

Otro estimador de la dimensiéon que estad muy relacionado con la dimensién de
correlaciéon es la dimension puntual Dp. En lugar de observar ciertos
comportamientos que escalan dentro de un atractor como un total, nos

enfocaremos en aquéllos en ciertos puntos especificos del atractor, digamos en el
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punto X,. Para hacer esto contamos el numero de puntos que estan cerca,

digamos P, dentro de una hiperesfera de radio r, mas formalmente:

1 N
P = yTau Jzﬂ:a(r—|x, -X,p (7.10 a)
T

P, tiene una dependencia con respecto del radio r, de forma potencial, dada por:

D
Par~* (7.10b)
donde el exponente D, es la dimensién puntual. D, puede ser calculada en un

punto especifico del atractor mediante una curva log(r)-log( £, ) como se hizo con la
dimensién de correlacidn. La dimension puntual es un estimador local de la
dimension y en la practica puede variar alrededor del atractor total. Para este fin,

la dimensién puntua! promedio, D, puede ser definida como:
P.==2.Dr (7.100)

Ademas ha sido sugerido por algunos autores que este estimador de la dimensién,
D,, es preferible a D., como una medida promedio de las propiedades fractales
de los atractores extrarios, sin embargo la dimensidn de cormrelaciéon es la mas
usada, debido a la rapidez de su calculo.

7.5.5 La dimension de Lyapunov

Una relacidn entre la dimension fractal de atractores extrafios y su espectro de
Lyapunov, ha sido propuesto. La conjetura de Kaplan-Yorke, definen la dimensién

de Lyapunov como:
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D, =j+ |"1' | (7.11a)
"J4+1

. donde j es el entero mas grande tal que:
3250 (7.11b)
i=1

y el espectro es ordenado en Ja forma usual (4,,4,,4;,..,4,), con

Para clarificar las definiciones (7.11a) y (7.11b), consideremos un atractor
cadtico en un espacio fase tridimensional. Sabemos que para un atractor cadtico
en un espacio fase tridimensional hay una divergencia cero a lo largo de una
trayectoria; la divergencia toma lugar en una direccién ortogonal; y la convergencia
en ofra direccion ortogonal. Estas direcciones ortogonales son los ejes principales
del elipsoide de la figura 7.2(d). Si colocamos un cubo, cuyas aristas sean lo
suficientemente pequefas, de longitud g, centrado sobre la trayectoria del atractor,
cuyas aristas estén alineadas en cada direccion principal, entonces después de un
tiempo t el cubo sera deformado como se muestra en la figura 7.5(a). En la

direccion de estrechamiento (A positivo) la longitud de una arista ha sido
estrechada en ¢, = £g.e™ con £,(1) > &,. A lo largo de la trayectoria no hay lugar a
ninguna clase de estrechamiento, s,., =&,e™', 4, =0, por lo tanto, ¢, =¢,. Enla
tercera direccion ortogonal la convergencia ocurre y 2, es negativo, sin embargo
£,3, < &~ El volumen del cubo deformado se encuentra simplemente muitiplicando

las longitudes de los tres lados, es decir:
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Va = €10y (7.12a)

o
V, = glets (7.12b)
recuerde que A, =0.
(@ de Ru;ﬂ_.
% \
€ el
| —
. 2T e deformacion despuss de
Hypercuba nkclal ‘o undempott >
€1y
)
Exny k"
7F =y~ Eg3)
—> &
€3

Figura 7.5 Esquema de la definicién de la dimensién de Lyapunov.
Ahora nos gustaria encontrar una relacién entre el hipercubo original y el
hipercubo deformado en términos de ia dimensién estimada. Podemos hacer esto

cubriendo ambos hipercubos con hipercubos de longitud &. Por simplicidad
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haremos & igual al lado méas pequerio del cubo deformado, s,.,, (figura 7.5(b)). De
esta forma nuestra cubierta de hipercubos tiene un volumen:

V., =86%=(e,™) (7.13)
El nimero de pequefios hipercubos requeridos para cubrir el hipercubo deformado
lo denotaremos con N, el cual se encuentra dividiendo ¥, por ¥, como sigue:

age(/h*/‘:)l

= = (A =223)1 7.14
(50)383“' € ( )

donde N es una funcién que depende del tiempo. En la medida que el tiempo se
incrementa, el hipercubo inicial se deforma y cubre aproximadamente a todc el
atractor. Adémés, la longitud de los cubos (de la cubierta), 5=¢,, = 5,e™, decrece
rapidamente a cero. En el limite, cuando t tiende a infinito, podemos aproximar la

dimension de conteo de caja de la ecuacion (7.6) como sigue:

D, = lim [l‘l&‘f‘__ffﬂ] = lim [._(_ﬂ_‘iﬂ_SE_} (7.15a)

t—=| —log( eqe™) =] —log( £,) — A5t

y en el limite, obtenemos:
D, =2—% (7.15b)

Comparemos esto con la ecuacién mas general (7.11) (recordemos que A, =0 y
A, es negativo). Por lo tanto, para el atractor de Lorenz, con exponentes de
Lyapunov (2.16, 0, -32.4) tiene una dimensidén de Lyapunov, D, igual a 2.07.

7.6 Reconstruccion del atractor

Los sistemas dindAmicos experimentales requieren de consideraciones especiales,

dado que éstos exhiben un comportamiento complejo, tienen muchos grados de
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libertad y experimentan ruido. Para probar si un sistema experimental posee caos
primero necesitamos de un atractor. El problema es que a veces solo contamos

con una serie de tiempo. Para construir un atractor del tal serie de tiempo

podemos construir un pseudo espacio fase con coordenadas x—x—x—Xx-.... . Sin
embargo, la resolucibn de los datos o de la sefial en estudio no es lo
suficientemente precisa para permitir el calculo de estas diferencias. Por lo tanto el
método de retardos de tiempo es frecuentemente usado. Este método
reconstruye un atractor (o pseudo atractor), el cual es inmerso dentro de un
espacio de inmersion (o espacio pseudo fase) con una dimension apropiada, m
{distinta de !a dimensidon n del espacio fase, de la dinamica del sistema en
estudio).

En el método de retardos de tiempo, sumergimos el atractor en un espacio m-

dimensional y las m coordenadas, X,, del atractor son construidas de la serie de

tiempo original, x, (i=1,2,3,...... N) como sigue:
X = (X X e X g s Xiaag» Xivag seeemes s Xieqm-13e) (7.16)
i=1,2,3, . , (N=(m-1))E

donde X, es el vector del atractor m-dimensional generado de la serie de tiempo
muestreada x,, y & es el retardo discreto. El tiempo de retardo entre las variables

de reconstruccion es por lo tanto y=£ dt, donde dt es el intervalo de tiempo entre
los puntos: i e i+1, de la serie de tiempo, conocido como intervalo muestral. En
las figuras 7.6(a) y 7.6(b) se muestra una serie de tiempo y la reconstruccion de su
atractor respectivamente. La figura 7.6(a) muestra un puntq arbitrario j sobre la

serie de tiempo, es decir, en i=j ; junto con dos retardos +E y j+2E. Estos tres
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puntos son usados para construir el j-6simo punto del atractor en un espacio de
inmersiéon tridimensional, 'X =X X% 020) - El punto X, se muestra en el
- atractor reconstruido (figura 7.6(b)) junto con dos puntos vecinos sobre la
trayectoria reconstruida, X,, y X,,,.

Pongamos un ejemplo de todo lo dicho anteriormente. Supongamos que
queremos construir un atractor tridimensional a partir de la siguiente serie de
tiempo, (1.01, 2.32, 1.93, 4.53, 2.22, 3.33, 3.34, 5.43, 6.55, 3.33, 4.02,.....) con un
retardo £=3.

Las primeras cuatro coordenadas del atractor reconstruido seran
X, =(x,x,,;,%,2;) C€ON i=1,2,3,4; es decir, (1.10, 4.53, 3.34), (2.32, 2.22, 5.43),
(1.93, 3.33, 6.55) y (4.53, 3.34, 3.33).

El método de retardos de tiempo nos proporciona una manera simple de construir
un atractor de una serie de tiempo experimental. Sin embargo, todavia nos queda
un problema: ¢como escoger el retardo £?. La eleccién de £ no es tan trivial si es
que queremos que las propiedades dinamicas del atractor reconstruido sean

razonables o favorables para nuestro futuro analisis.
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Figura 7.6 Reconstruccién de un atractor usando el método de retardos de tiempo.
Hay que hacer notar que si tenemos una serie de tiempo bastante grande con una
precision o resoiucidn alta, entonces cualquier eleccion de & es adecuada. Sin
embargo en la practica este no es el caso, por lo que requerimos dispersar el
atractor reconstruido en el espacio de inmersiéon de tal forma que tengamos una

buena representacion de la geometria del atractor en el espacio fase. Esto
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funciona especialmente cuando tenemos poco ruido en la sefial. Cuatro métodos
comunes para determinar el retardo 6ptimo, se describen a continuacién.
7.6.1 Método 1- inspeccién visual del atractor reconstruldo.
La manera mas simple de escoger el rem@o & es considerando valores cada vez
mas grandes de E y a partir de ello inspeccionar visualmente el retrato fase del
atractor resultante, escogiendo £ de tal forma que nos proporcione el atractor mas
disperso. Este método ha sido usado en la practica pero funciona tunicamente con
sistemas relativamente muy simples. '
7.6.2 Método 2- Periodo dominante.
Para atractores de dimensién pequefia en sistemas con una componente de
fuerza, con cierto periodo, es recomendable que la mejor eleccién de £ sea igual a
un cuarto del periodo dominante. Esta es una forma rapida y facil de determinar el
retardo & para este tipo de sistemas (suponiendo que conocemos dt), sin embargo,
muchos sistemas complejos no poseen una frecuencia dominante que provenga
de una componente de fuerza.
7.6.3 Método 3- Funcion de autocorrelacion.
La funcion de autocorrelacion, C, compara dos puntos de la serie de tiempo, que
estan separados por un retardo £, y se define como:

N -2

'Zﬂ (x ) x,.0)

C = Ry (7.17a)
> (x))?
i=1

donde

X, =X, — X, (7.17b)
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es decir el valor de x, es separado de la media temporal x, . El retardo £ para la
reconstruccién del atractor se toma de tal forma que sea un punto limite de C.
Algunas consideraciones para hacer esto son: el primer valor de £ que dé un
valor de C=1/2, el valor de E que dé un valor C=0 o el primer punto de inflexién de
C. El comportamiento inconsistente con el uso de C para obtener el valor del
retardo £ se muestra en la figura 7.7, donde la funcién de autocorrelaciéon de las
variables x y z del atractor extrafio de Lorenz es graficada contra el retardo &.
Notemos que la funcidn de autocorrelacién exhibe un decaimiento de las
fluctuaciones en la medida que avanza el tiempo. Las fluctuaciones en la variable
z son mas remarcadas que las de la variable x. Si tomamos el retardo tal que

C=1/2, entonces £=12 para |a variable z y £=23 para la variable x.

os g @
C=055- - / )
¢ of /
04f
-08E
s . R .

Q \ 50 100 150 200 250 300
12 23 13

FIGURA 7.7 Gréfica de la funcion de autocorrelacién contra el retardo, para las variables
x y z del atractor extrafio del modelo de Lorenz.

7.6.4 Método 4- Criterio de la minima informacién coman.
Se ha argumentado que mientras la funcidn de autocorrelacion mide la

dependencia lineal de dos variables, fa funcion de informaciéon comin mide la
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dependencia general de dos variables. La informacién comtin de la reconstruccién

del atractor esta definida como:

N—(m=1)}¢

PXy, Xy Xia2s -« - Xiatm-1%)
M X
..—.Z Pl Xiag, Xiazg oo Xiagmatiy) PGPGL)PGis2) oo Plisaty)

=]

(7.18)

Donde P(x,) es la probabiiidad de ocurrencia de la serie de tiempo de la variable
X, Y P(x,,x,,‘.'x,‘u,....,x,,(_;,)g) es [a probabilidad conjunta de ocurrencia de la
coordenada X, = (X,, X, z:X1u2¢s-» Xinem-1y ) d€l atractor. M es una medida de la
dependencia estadistica de las variables de reconstruccion. Si las coordenadas
son estadisticamente independientes entonces:

P(X), X0 Xp2g 500003 Xia(m-1)e )=P(x, )P(xug )P(xuzg ) P(xn(m-l)g) (7.19)

y se sigue que M=0. Esto ocurre cuando tenemos un proceso estocastico
(aleatorio), tal como el ruido blanco. Por el contrario, si tenemos un proceso
dependiente, entonces M=w. Para elegir el retardo de manera apropiada
requerimos que la informacién comun sea minima. Cuando éste es el caso, el
atractor se dispersa tanto como sea posible. Esta condicién para la elecciéon del
tiempo de retardo se conoce como el criterio de minima informacién comun.

La implementacion practica de este criterio se ilustra en la figura 7.8. Una
reconstruccién (bidimensional) de un atractor se muestra en el plano
x, —x,,.(figura 7.8(c)). Para calcular la informacién comun, el plano es particionado
en una especie de reja con Nc columnas y Nr renglones. Densidades de

probabilidad discretas para x; y para x,,.son generadas simplemente sumando
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los puntos del atractor que se encuentran en cada columna y renglén de la reja
respectivamente y dividiendo por el nimero total de puntos del atractor. P(k) y P()
son las probabilidades de ocurrencia del atractor en la columna k y el rengién |
respectivamente. La probabilidad conjunta de ocurrencia, P(k,l), del atractor en
cualquier caja se calcula contando el nimero de puntos discretos que estan dentro
de la caja y posteriormente dividiendo por el nimero total de puntos que estan
sobre la trayectoria del atractor. La informacién comun se obtiene a partir de:
Ne wr Pk, 1

M =35 P(k.Dlosg [}T(T(W)T)] (7.20)
El valor de £ que dé el primer valor minimo de la funcidn de informacion comuin es
elegido como el tiempo de retardo de la reconstruccion de! atractor. Una grafica
de M contra £ se muestra en la figura 7.8(b). Formas tipicas de! atractor
relacionadas con los puntos A-D (7.8(b)) se muestran en la figura 7.8(c). El punto
A, comresponde a un retardo pequefio. Se observa que las coordenadas del
atractor se acercan demasiado, o que indica una alta comrelacion positiva y el
atractor se pega mucho a la recta identidad (linea punteada de la grafica). Para el
punto B las coordenadas se empiezan a separar, es decir, los puntos de la serie
de tiempo se empiezan a decorrelacionar y el atractor se abre sobre el espacio
fase. El minimo se alcanza en el punto C, donde el atractor experimenta su
apertura mayor en el espacio fase. Para retardos mayores que C, la informacién
comun se incrementa y el atractor empieza a cerrarse en el espacio fase (atractor

del punto D).
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Figura 7.8 Esquema de la definicion de la dimensién de minima informacién comdn.
Se ha propuesto que el primer minimo en la informacién comin de un atractor
bidimensional, es generalmente adecuado para determminar un retardo adecuado
para reconstrucciones en mayores dimensiones, m.

Usando el método descrito arriba, la informacion mutua es calculada para el
atractor de Lorenz, y se grafica contra el tiempo de retardo (figura 7.9(a)). El
primer minimo ocurre en el tiempo de retardo £=1.5. El atractor original es
construido en el espacio fase usando un incremento en el tiempo dt=0.01. E!

tiempo de retardo es por lo tanto £dt = 0.15. Atractores reconstruidos se muestran
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en la figura 7.9(b) junto con el retrato fase x-y del atractor extrafio original. En £=4,

el atractor se ciemra y se pega a la recta identidad.
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FIGURA 7.9 Reconstruccién del atractor de Lorenz utilizando el criterio de minima

informacién comun.

En £=15, el primer minimo en la informacién comun, e! atractor se abre. En £=20,

ocurre un maximo local en la informacion comun, que comresponde al atractor mas

estrecho posible de observar. En la medida que & se incrementa, la forma del

atractor de Lorenz original se vuelve mas dificil de discemir, y alrededor de £=60,

se alcanza el segundo minimo en la funcidn de informacidn comun, pero el

atractor es casi imreconocible.
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En la seccién 7.3 hablamos del espectro de frecuencia; encontramos que la
frecuencia orbital para el atractor de Lorenz es aproximadamente igual a 1.35.
Esto nos da un tiempo orbital de 0.74. Si consideramos a éste como la frecuencia
dominante del sistema, entonces podemos tomar un tiempo de retardo igual a un
cuarto dei periodo, es decir, £ dt = 0.185: un resultado no muy distinto del dado por
el criterio de informacién minima comun, pero esta vez se produce un atractor que
es significativamente mas cerrado en el espacio fase (atractores para £=15y £=20
de la figura 7.9(b))
7.7 La dimension de inmersion para la reconstruccién de atractores.
Ahora podemos generar nuestro atractor reconstruido usando el método de los
retardos de tiempo, donde el retardo £ se encuentra a partir del criterio de
informacion comuin. Pero debemos hacer una cosa antes de caracterizar el
atractor, esto es, determinar la dimensidén, m, del espacio de inmersidn requerido
para que contenga al atractor. En otras palabras, debemos encontrar la dimension
de inmersion minima la cual le permitirA poseer las mismas propiedades
geométricas que el espacio fase del atractor original del sistema. De acuerdo al
teorema de inmersién de Whitney, un pseudo atractor puede en generat ser
reconstruido dentro de un espacio de inmersidn de dimension:

m=2n+1 (7.21a)
donde n es la dimension del espacio fase del atractor en cuestion.
Alternativamente, si conocemos la dimension de conteo de caja, entonces el
estimador mas cercano de la dimensién de inmersidén minima es:

m>2 D, (7.21b)
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obviamente con m un entero. Por ejemplo, para reconstruir un pseudo atractor
extraiio de la serie de tiempo caética de Lorenz, y sabiendo que tiene un atractor
extrafio en el espacio fase x-y-z con una dimensién de conteo de caja un poco
mayor que dos, entonces requeriremos un espacio de inmersion de dimensién
cinco para estar seguros que el atractor reconstruido tenga las mismas
propiedades dindmicas que el atractor original. Si solamente conociéramos Dc,
entonces un estimador de la dimensidon de inmersion es:

m > Dc (7.21c)
Un problema mas surge con las sefiales experimentales, esto es, puede que no
conozcamos la dimension del atractor o la del espacio fase del sistema dinamico.
En este caso, el método mas simple y practico para determinar la dimension de
inmersién minima del espacio de inmersién, es calcular la dimensidn de
comrelacion para el atractor reconstruido en espacios de inmersion de dimensiones
mas grandes. La pendiente de la grafica log(r)-log(Cr) iniciaimente se
incrementara con la dimension de inmersion, alcanzando un valor limite cuando el
espacio de inmersidn es lo suficientemente grande para el atractor, como para
desenredarse a si mismo. Si incrementamos mas la dimension de inmersién no
incrementara la dimensién de correlacion. Esto se ilustra en la figura 7.10, donde
las gréficas de correlaciéon para el atractor extrafio de Lorenz se dan para
dimensiones de inmersion, m, de uno a diez. Note que la pendiente de la linea
log(r)dog(Cr) es igual a uno para el atractor inmerso en un espacio
unidimensional, es decir, a lo largo de una linea. La maxima pendiente para un
atractor inmerso en (m=2) un espacio bidimensional es 2. Vemos que la pendiente

de las lineas en la figura rapidamente alcanzan un valor limite de Dc = 2.06. Este
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valor es muy cercano al valor 2.04 que encontramos arriba usando el atractor
original en un espacio fase tridimensional. La pendiente limite se dibuja en la

gréfica con una linea gruesa debajo de las curvas de correlacion log(r)-log(Cr).

-3 -2 -1 o 1 2

pendiants = 1.0

Figura 7.10 Grafica de la dimension de correlacion para el atractor extrafio reconstruido
del modelo de Lorenz, considerando dimensiones de inmersién, m = 1-10.

7.8 El efecto del ruido

Los atractores experimentales siempre contienen un pequefio componente
aleatorio conocido como ruido. Este puede ser debido a fluctuaciones aleatorias
en el sistema dinamico —uido dinédmico—- o puede ser debido a errores aleatorios
adheridos a la sefal que son generados por el sistema de medicidn —uido de
medicion. El ruido cubre densamente el espacio fase, y ocasiona que la dimension
del atractor resultante se incremente y sea igual a la dimension de inmersiéon, m.
Esto se ilustra en la figura 7.11. La figura 7.11(a) contiene los retratos fase de
ciclos seudo limites, los cudles han sido construidos usando una funcion
senosoidal con un incremento en el ruido de 0% a 100% en cada pico de la
amplitud. El ruido se ha tomado de un generador de nimeros aleatorios con una

funcidn de densidad de probabilidad constante (ver figura 4.5(a)). En la figura
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7.11(b) las gréficas de correlacién para cada uno de los ciclos limite se dan para

dimensiones de inmersiéon de dos a diez.
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Figura 7.11 El efecto del ruido en las graficas de la dimensién de correlacion.
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Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos presentado una breve introduccién la geometria
fractal y a la teoria del caos desde un punto de vista que sea accesible a
cualquiera que tenga un conocimiento aceptable de mateméticas. Observamos
que la geometria fractal tiene la potencia para poder explicar ciertos patrones
existentes en la naturaleza, los cuales presentan un comportamiento que escala
con el tiempo, y es de esta forma que la geometria fractal ejerce un papel
importante en la caracterizacion de dichos fenédmenos.

Vimos que el movimiento fraccional browniano (mfb) es una generalizaciéon del
movimiento browniano (random walk); el cudl ha sido propuestc por Benoit
Mandelbroot, como una generalizacibn de movimientos que presentan
comportamientos de persistencia o antipersistencia, es decir, son procesos que
presentan cierto grado de memoria en su comportamiento, lo contrario a una
caminata aleatoria.

También discutimos los comportamientos de sistemas dinamicos discretos y de
sistemas dinamicos continuos, cuando variamos los parametros de control; los
cuales nos arrojaban distintos comportamientos del sistema en estudio, y de esta
manera observar como evoluciona nuestro sistema a corto y largo plazo. De lo
anterior pudimos observar, que nuestro sistema es sensible dependiendo de las
condiciones iniciales que le demos, por lo que el error de nuestra estimacién
aumenta conforme avanza el tiempo. Por uUltimo nos dedicamos a medir las
dimensiones de los atractores que surgen al considerar ciertos sistemas que
experimentan comportamientos aperidédicos, y para ello calculamos

respectivamente sus dimensiones fractales.
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