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Introduccion

La descripcién de los fenémenos disipativos ha abierto un importante campo de
investigacién [1], en 1a medida que en fisica se presentan problemas esenciales
como, los procesos de disipaci6n en fisién y en la. dindmica de iones pesados, que
no han podido ser tratados en forma total tisfactoria hasta ahora. En la
mecfnica clasica de particulas, existen ecuaciones tlpo-Ncwton que determinan
la dindmica del sistema, donde intervienen fuerzas conservativas (derivadas de
algin potencial), fuerzas disipativas de friccién (generalmente proporcionales a
la velocidad) y fuerzas puramente aleatorias [2] (de tratamiento estadistico). En
pocos casos de potencial externo —por ejemplo, el de oscilador arménico— es po-
sible encontrar las soluciones exactas de la ecuaci6n clasica, inclusive con fuerzas
de friccién, pero tomando en cuenta las fuerzas aleatorias el problema se vuelve
muy complicado. Una alternativa a esta descripcién, se encuentra dentro de la
teorfa de campos usando una ecuacién apropiada. En la literatura se reportan
diferentes métodos y aproximaciones para derivar una descripcién cudntica de
disipacién, sin embargo, la mayoria de ellos sufre de serias dificultades.

En algunas derivaciones, se utiliza cuantizacién canénica para conseguir un
operador hamiltoniano dependiente del tiempo, o se introduce un potencial de
amortiguamiento sobre la base de una funcién hamiltoniana clasica que no re-
presenta la energfa del sistema (3], lo cual lleva a la violacién del principio de
incertidumbre [4, 5]. Modificaciones y variantes a tales hamiltonianos sc han
estudiado para salvar las dificultades, resultando partfculas de masa variable
[6}.

En otros métodos, que intentan sortear los problemas de los hamiltonia-
nos sin una repr: tacién fisica definida, se hace una segunda aproximaci6n
para tratar de introducir términos adicionales de friccién en la ecuaci6n lineal
de Schridinger, como consecuencia se obtienen ecuaciones de Schridinger no-
lineales (ESNL) (7], de las cuales algunas muestran no-linealidades de clase
logarftmica, y la inherente dificultad de que no cumplen el principio de super-
posicién, vélido en la mecénica cudntica lineal y “ortodoxa”™, pero esta pro-
piedad no las excluye como soluciones de la interpretaciéu fisica en el sentido
probabilfstico de la funcién de onda, si describen la dindmica de los sistemas sin
inconsistencias y de acuerdo con el empirismo a nivel microscépico.

Como se ha notado, los intentos por obtener una ecuacién de campo que
describa sistemas disipativos, a través de los métodos de derivacién para la
ecuacién lineal de Schrodinger no han sido completamente exitosos.
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No obstante, se han encontrado en la literatura procedimientos diferentes a
los anteriores para conseguir la ecuacién lineal de Schrodinger (8, 9], donde la
mecanica clésica interviene solamente en la formulacién de Newton. Estas ideas,
se retoman en artfculos recientes [10, 12, 14] suponiendo como base substancial
el hecho de que las cantidades fisicas pueden ser asociadas al campo, en virtud
de la definicién de valores promedio y operadores.

Con la exposicién de las ideas anteriores, €l objetivo principal del presente
trabajo se centra en la revisién y estudio de las teorias desarrolladas en las re-
ferencias [10]-[16], donde se muestra la derivacién de una ecuacién no-lineal de
campo correspondiente a la ecuacién clésica de Langevin para sistemas disipati-
vos. La motivacién esencial para ello, radica en exponer clara y explicitamente,
dado lo reciente de la teorfa, los procedimientos matématicos seguidos en la
obtencién de las diferentes ecuaciones. Se revisa en particular, el método que
introduce la friccién en el sistema y la no-linealidad de tipo logarftmico que
se obtiene en la ecuacién de Schridinger, asf como la consistencia de las in-
terpretaciones fisicas a cada uno de los resultados. Se pone especial énfasis en
aquellos puntos donde la mayorfa de las ecuaciones desarrolladas anteriormente
falla -por ejemplo, en la validez del principio de incertidumbre de Heisenberg-.
Entonces, se consigue una recopilacién de ecuaciones que describen sistemas con
disipacién en acuerdo con la fisica y de aplicacién abierta. Se observa el efecto
de rompimiento de la simetr{a temporal, resultado del ambiente disipativo, en el
estado base. Asf mismo, se estudia analfticamente en detalle el efecto cudntico
originado por la friccién y 1a no linealidad, sobre la corriente y la energia de un
sistema bidimensional de partfculas cargadas, inmerso en un campo magnético
uniforme y constante.

Se muestra que con las ecuaciones de campo obtenidas, para diferentes condi-
ciones iniciales y de resonancia en el sistema, es posible conseguir un aumento en
la corriente y la eneryfa o una corriente y energia pulsadas en el tiempo, lo ante-
rior segiin sea el caso de amortiguamiento supercritico, subcritico o resonancia,
aquf debe notarse que ning de los fené os estudiados tiene contraparte
cldsica. Finalmente se hace el cdlculo para determinar la variacién de la energia
dada por efecto cudntico.

Por lo tanto, siguiendo las ideas bisicas para la construccién de la ecuacién
de campo, en el capftulo 1 se hace la deduccién de 1as ecuaciones tipo-Newton
para el movimiento bajo la influencia de fuerzas conservativas y se construye
la ecuacién de campo correspondiente a la ecuacién de Schridinger sujeta a
las mismas fuerzas. Entonces, se introducen un término disipativo y un campo
magnético como nuevas condiciones, y mediante algunas “hip6tesis extra” se
expresan las nuevas ecuaciones de campo. El capftulo termina con la obtencién
de una ESNL, con una no-linealiadad logarftmica, que incorpora la disipacién —
representada por friccién— y la presencia de un campo magnético. En el capftulo
2, 1a ESNL encontrada se resuelve de manera exacta para un sistema bidimensio-
nal de partfculas cargadas en un campo magnético homogéneo. Las soluciones
encontradas son comparadas con las correspondientes de mecénica cuéntica para
el problema sin amortiguamiento. El tercer capftulo lo constituye un estudio de
la solucién de una ENLS para el movimiento de particulas de “carga puntual”




en un sistema bidimensional con friccién y campo magnético. La solucién pro-
puesta tipo-paquete de ondas, contiene informacién de caricter corpuscular y
ondulatorio que varfa de acuerdo a las condiciones iniciales y de resc

para el sistema. Para terminar, se stra el efecto cudntico en el tiempo so-
bre la corriente y la energia con su variacién. El capftulo 4 est4 dedicado a
una enumeracién de los factores que intervienen para la posible observacién de
los principales resultados predichos por las ecuaciones encontradas en el tercer
capftulo, para un sistema disipativo. Se presentan las gréficas para el com-
portamiento de la corriente y la energia estudiados en el sistema de partfculas
sometido a tres diferentes tipos de condiciones.

Por 1ltimo, se incluyen las conclusiones sobre el trabajo desarrollado y final-
mente 3 apéndices en los cuales se muestran explicitammente la mayoria de los
c4lculos realizados en el formalismo matematico de la deduccién de cada una de
las ecuaciones de campo.




Capitulo 1

Derivacion de las
ecuaciones de campo

En este capftulo se siguen, bisicamente, las ideas desarrolladas por Madelung
y Mrowka [8, 9] hace poco més de 50 afios, pero desde €l punto de vista de
autores m4s contemporéneos como Schuch, Chung y Hartmann [10]-(16). Su
método permite “rederivar” la ecuacién de Schridinger como es conocida, asf
como las ecuaciones de campo apropiadas a cada sistema tratado!.

1.1 Sistemas sin disipacién

En la teorfa de la dinimica conservativa [10], existe ya un formalismo ma-
temaético establecido sobre una base aziomdtica, dada por tres principios gene-
rales y empfricos:

1. E! principio de incertidumbre de Heisenberg;
2. los fenémenos de interferencia; y
3. el teorema de Ehrenfest o principio de correspondencia.

Entonces, cualquier modelo matematico que se desarrolle para la derivacién
de una ecuacién de campo sin términos disipativos, tomando en cuenta el cono-
cimiento empfrico, sigue de la estructura de tales axiomas.

Si se acepta el principio de incertidumbre, un conjunto de condiciones ini-
ciales en el sentido de la Anica cldsica no puede ser dado, sin embargo, es
posible desarrollar una teorfa donde los valores promedio, {4) = [ pAdr, de las
cantidades A son determinados con la ayuda de una funcién de distribucién p,
que se tra direct te relacionada con la densidad material del campo.
Se dice que p es la densidad de probabilidad [20].

!Para seguir 108 cdlculos que se llevan a cabo, véase el Ap. A.




CAPITULO 1. DERIVACION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO 2

En el orden de garantizar la conservacién de p, [ pd®z = constante, en un
medio sin disipacién, se asume que p (con j = pv =densidad de flujo) cumple
la ecuacién de continuidad (EC), es decir,

Gp
8t
Luego, tomando en cuenta el segundo axioma y en analogfa a la 6ptica (donde

la intensidad es una funcién cuadritica de las amplitudes) se propone el ansatz
bilineal

+V. (j)— V(v =0. (11)

p=aBf >0, (1.2)

donde @ = a(r,t) y B = B(r,t) (funciones clase C? en r y ¢ {21]) son las
amplitudes del campo, ambas funciones del vector de posicién r y del tiempo ¢.
Asf mismo, con a y B se puede hacer un ansatz en forma bililineal (vectorial),
para definir la densidad de flujo [9], j = pv. Estoes

j=Ci18Va + C2aVp + - - - otros términos bilineales vectoriales +:.+, (1.3)

donde C, y Ca son constantes a determinar vfa la contraposicién con algin
experimento. Sin embargo, sin pérdida de generalidad, se puede escoger

Ci=-C2=0C, 1.4)

y cortar el desarrollo de (1.3), de tal manera que

j=pv = C(fVa—aVh), (1.5)
sy = c(%‘-’--v—" (16)

Por lo tanto, la velocidad de 1a densidad de flujo puede ser caracterizada por la
funcién

v = cvm(%), wn
con C una constante que tiene la posibilidad de ser compleja.
Finalmente, el tercer axioma -dado por el teorema de Ehrenfest— permite asumir

que en promedio, la ecuacidn cldsica de movimiento es vdlida para un cuerpo
de masa m, vector de posicién r y velocidad v, es decir,

(F) = mog (r) = m% (v) =m% /pvd“:c,

= (F) / % g, 18



CAPITULO 1. DERIVACION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO 3

Pero a partir de la definicién de la densidad de flujo j, Ec. (1.5), se puede
encontrar su evolucién en el tiempo y sustituirse en (1.8), denotando la derivada
temporal, 8g/6t como §, se consigue

(F) = 2mC / (8va - avp) ¢z + mo f (a8 - af) 'z,

sin einbargo, para todo sistema finito 1a Gltima integral es nula cuando se efectiia
sobre todo el espacio (se supone que no hay partfculas en el infinito). Por lo
tanto,

(F) = 2mC / (BVa—dVﬂ) B (1.9)

De la expresi6én anterior se observa que para la determinacién de la fuerza pro-
medio, las amplitudes del campo, a y § deben ser conocidas, lo cual implica
resolver la EC (1.1). Para ello, se sustituyen las definicionesde py jen (L.1) y
se introduce una funcién f = f(r,t) de clase C* enr y t [21], independiente de
ay f3, esto con el fin de separar la EC en dos ecuaciones, cada una funcién de
a y f8 respectivamente, es decir,

& = -—-Cha-af, (1.10)
B = +CAB+ B (1.11)

Luego, reemplazando & y # en la Ec. (1.9) con las cantidades definidas por las
Ecs. (1.10) y (1.11), se obtiene que la fuerza promedio es,

(F)

2mC / (BVa + aVB) f &z = 2mC f 19 (aB) Pz
2mC [/V(pf)d’z—/pvfdex] .

Consecuentemente, se consigue que

F) =m / PI-V 2Cf)] . (.12)
No obstante, la fuerza promedio también se puede expresar como

(F) = / oFdz, (1.13)

Y a

aceptando la ecuacién promedio de Newton para el movi »bajolai
de una fuerza conservativa, que se identifica con F, y estableciendo las siguiente
relacién

F=-V(2mCf)=-VV,
donde V' es un potencial externo, que queda determinado como,
V =2mC/{, ) (1.14)



CAPITULO 1. DERIVACION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO 4

y con el cual se encuentra que
\4
! = sme (1.15)

Ahora se sustituye (1.15) en la Ec. (1.10) para obtener las siguientes relaciones:

. v
a+C'Aa+a(m) = 0,

= 2mCa + 2mC%Aa+Va = 0,
o de manera equivalente,
—ZmC%—‘: = 2mC?Aa+ Va,
8a 2
= —2mCTt = (2mC’A+V)a, (1.16)
Sea —2mC = ih.
Por lo tanto,
ih h
== = S 117

Aplicando el valor encontrado para C en la Ec. (1.16) y haciendo que o sea
igual a la funcién de onda ¥, se consigue finalmente la ecuacién:

., OF —n?

ik F T (2m A+ V) @, (1.18)
que en la literatura se identifica como la ecuacidn de Schridinger {20]. Hay que
destacar aquf que, la constante C se escogi6 igual a /(2mi), pero no es la dnica
posibilidad, es decir, C no es una constante que se encuentre univocamente
determinada por los principios de la base axiomatica asumida, sino que tiene
que ser dada a partir de experimentos.

1.2 Sistemas sin disipacién con campo magnético

En esta seccién se introduce un campo magnético como parte del sistema a
analizar [12], esto se refleja directamente en las expresiones para la velocidad y
la densidad de flujo de la siguiente manera. Ahora se propone para la densidad
de flujo ¢! mismo desarrollo que en (1.3), pero agregando la dependencia de un
vector a, es decir,

i=CBVa+ CiaVE — aaf + - - - otros términos bilineales +---,  (1.19)



CAPITULO 1. DERIVACION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO 5

sin embargo, si se escoge nuevamente como en la seccién anterior, Cy = —Cs =
C, y truncando la serie otra vez, se obtiene

=j = pv=C(fVa~aVp)—pa, (1.20$)
v = C(%—%) —a, (a.21)
sv = £=CV111 (%) ~a, (1.22)

(1.23)

La introduccién de un campo magnético, se puede hacer ahora, a través del
vector a, si éste es proporcional al producto vectorial B x r, donde B es un
campo magnético constante y r el vector posicién. Una vez més se hace valer
el teoremna de Ehrenfest y se calcula el valor promedio de F donde se incluye el
efecto del campo magnético, es decir,

(F) = m/%daz, (1.24)

> (F) = 2mC / (8Va-ave) iz
—m/ (&,B + aﬁ) adiz — m/péd“z. (1.25)

En esta tltima expresién se obtienen dos términos adicionales —resultado de la
introduccién del término proporcional al campo magnético—, con respecto a lo
conseguido en la Ec. (1.9).

Por otro lado, reemplazando el flujo de corriente j, dado por (1.20) y p en
la ecuacién de continuidad, se tiene que

_a& B, _Da _AB Va va
0_a ﬂ+ca Cﬁ Pl Vi a-V-a, (1.26)

luego, haciendo la separacién de variables, otra vez por medio de una funcién
f = f(r,t) independiente de a y 8, se consiguen las expresiones:

& Aa Va 1
—-f = G+CT—T —EV a, (1.27)
_ B, .08 V8 1
-f = E+C—ﬂ—+—ﬂ—'a—§V‘8, (1.28)
con lo cual se logra finalmente el siguiente par de ecuaciones,
& = —CAa+Va-a+§v-a—af, (1.29)
B = +CAB+VB-a+ Ev~a+,9f, (1.30)

2



CAPITULO 1. DERIVACION DE LAS ECUACIONES DE CAMPO 6

las cuales se sustituyen en la expresién de la fuerza promedio (1.25), consiguien-
do con ello, después de algunas simplificaciones,

® =m / o[-V (2C1)] Fz +mC f (E - —) (V- a)dz +
20 [o[(2oe) B2 (22.0) T2
m/ ( )ad’z m/paa"z, (1.31)
=>(F) = m/p[—V(2Cf)—é] dez—m/V(azp)dax-f-m/pV (a?) d%z

+/p[V(a-v)—(V-a)v—(n-V)v+(V-n)v+(V-a)a]d“:|:
+m/p[(v-V)a—(v~V)a—ax(va)]d3:c
+m/[(Vp~a)a+(Vp-v)a]d°a:, (1.32)

sin embargo, de esto 1iltimo se identifica que,
V(iv-a)-(a-V)v—-(v-V)a—ax (Vxv)=vx(Vxa).

Asf, después de sustituir, simplificar y agrupar algunos términos, se obtiene:

® = m/p[-V(ch)—a+v(a’)] a"z+m/p[vx (v x )] d®z
+m/[(Vp-a)a+(Vp-v)a+p(v~V)a]d°:t,
=>(F) = m/{p[—V(2Cf)—a'x]+pV (a%)} &z +

+m/p[v x (V x a)]dz + m/ [—%pV(a’)] Bz,

Finalmente, de la ecuacién anterior se consigue para la fuerza promedio bajo la
influencia de un campo magnético, la expresién dada por:

® = m/p{—V (ZCf—-;-a’) —&+[vx(an)]} &z, (1.33)

Escogiendo una funcién f apropiada{12] [verla tabla A.1 (2.1)] y a = (g/mc)A(r),
se consigue,

F) = / o[eE+ 2w x B)] &'z, (1.39)
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con

=-V&— %%‘5, (1.35)
donde & es un potencial eléctrico, ¢ una carga eléctrica, ¢ la velocidad de la luz
y A un potencial vectorial.

Por lo tanto, se ha obtenido la ecuacién tipo-Newton para el movimiento
bajo la influencia de una fuerza electromagnética {fuerza de Lorentz) dada por
F =gBE + (g/c)(v x B).

Luego, con la sustitucién de a por ¥ en la Ec. (1.29), donde la eleccién 8 =
a* = U* garantiza que p sea real positiva, y f = (i/5) [¢°® + (¢%/2mC?) A?],

p— . 9,1 q i @
b= Av+ve- LAy (ch) -I:h(q4>+2mc,A ,
. 2 2
st = L [Bay2Ms v Mg AT 4]0 qau.

2m | 2 fmc ic c?

Con lo anterior, se obtiene 1a bien conocida forma de la ecuacién de campo de
Schridinger con campo magnético [20),

. d¥ 1 [hg, _a,.1?

lﬁ-g = = [?V - -EA(r)] ¥ +qd¥®, ‘ (1.36)
la cual describe el movimiento del sistema bajo la accién de la misma fuerza que
la dada para la correspondiente ecuacién tipo-Newton. En este caso también se
eligi6 C = h/2mi, pero al igual que en la seccién anterior esta no es la tinica
posibilidad.

Como nota final, es claro que, la Ec. (1.30) conduce a la ecuacién de

Schrédinger compleja conjugada

odet 1 [ Ao g, 70 .
o = 2m[ -‘TV—EA(r)] ¥ +qd¥ (1.37)

1.3 Sistemas con disipacién y campo magnético

Considerando procesos disipativos en el sistema [10, 13}, asf como la influencia de
un campo magnético [12], a continuaci6n se hace la derivacién de una ecuacién
de campo no-lineal.

La densidad, p, se mantiene como antes, es decir, p = a8, y 1as expresiones
para la velocidad y el flujo son tratadas directamente con campo magnético al
igual que en la seccién previa,

i = pv=C(BVa-aVp)-pa, (1.38)
sv = C %E_YBE)_a, (1.39)

4
<
Il
Q
<
g
™~
wIR
~—r
|
»

(1.40)
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Sin embargo, tomando en cuenta el caricter de la irreversibilidad en e] tiempo
de los procesos disipativos, se entiende que p no obedece la EC (1.1), sino la
ecuacién de Fokker-Planck (EFP), es decir,

p+V-j+V-Ip=p+V-(pv)-Dbp = O, (1.41)

con V-Jp = —DAp y donde D, es llamado el coeficiente de difusidn. De la
sustitucién de la Ec. (1.38) en la EFP se encuentra que

& Bl BB _Va VB e v.a-p2E_
a+ﬁ+ca Cﬂ Pt i a-V-a Dp =0, (1.42)

de este resultado es notable que la separacién de variables de la EFP sélo puede
ser llevada a cabo, si la condicién adicional:

A
~D=F = Fi(e) + Fa(8), (143)
se satisface. Eg decir, el término disipativo debe tener la propiedad de poder
separarse a su vez, en una combinaci6n lineal de dos funciones de  y 8 respec-

tivamente, independientes entre sf.
Un ansatz, que cumple la demanda anterior estd dado por,

Dp 51 _
-D=f = [m o+ z] = [ln(aﬂ) + z] . (1.44)
En virtud de las propiedades de la funcién logaritmo para el producto, se tiene:
7 [intap) + 2] =+ [n(@) +1n(8) + 2], (145)

con v una constante y Z una funcién compleja e independiente de a y 8 que
satisface las relaciones elementales,

Z = Zrp+t+iZ;, (1.46)
Z = Z+2
= 22Zpg, (1.47)

y con la propiedad adicional de poder expresar Z = — (Inp), la condicién de
separabilidad se convierte en

~DEL — 41np— ). (1.48)

Haciendo las sustituciones pertinentes para obtener la evolucién temporal de las
funciones a y 8, se encuentran las expresiones siguientes:

& = —Cbha+Va-a+ gv-a—-y[ln(a)+z]a—af, (1.49)
B = +COB+VE-a+EV.a-qmmp)+ZIB+61.  (150)
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Por otro lado, el valor promedio de la fuerza se calcula en forma idéntica a
lo hecho en el tratamiento de la seccién anterior para la fuerza promedio sin
disipacién, teniendo en este caso,

(F) = m / %d"z,
= (F) 2mC f (bva-avp)dz—m / (a8 +aB) ad’s
—m / (aB)ad®z. (1.51)

i

Y después de realizar algunas simplificaciones y sustituciones se consigue,
® = m/p[—V(2Cj)] dsz+mC/ (-—— -—-) (V- a)Pz
vam [o[(2) 5 - (52 00) ] 2=
-m [ o ( )ad"z m [ padz
+2mC’7/p [(lna + 2)79— ~(af+ z')%"i] &z
+my / p(inog + Z) £z (1.52)

Sin embargo, de (1.52) ya se conoce la solucién, pues los términos son los mismos
que aparecen en la Ec. (1.31), a excepcién de aquellos que involucran disipacién,
es decir, de los términos que tienen en combinacién lineal a la funcién Z con
logaritmos de a y/o B. Por lo tanto, la fuerza promedio de acuerdo con los
resultados (A.21)- (A.29) y (1.33) es

® = m/p{—V (2Gf—-l-a") —advx (¥ xn)]} &z
+2mC'y/ [(lna+Z)———(lnﬁ+Z‘) ] &z
+m'y[p(lnaﬂ +Z) &z, (1.53)

lo anterior, deja solamente por hacer un andlisis de los términos disipativos
de (1.53), lo cual lleva a conseguir una ecuaci6én para la fuerza promedio con
disipacién y campo magnético dada por,

F) = m/p{—V (20}‘— %a’) —a+[vx(Vx a)]} &z
—my f vz Ry f oV(Z1) Pz (1.54)
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No obstante, aiin se puede realizar una simplificacién mas, si se ignoran las
fuerzas estocdsticas, es decir, se hace V(Zr) = 0, también se iguala el cam-
po magnético a cero (lo cual implica a == 0). Aunque, otra opcién es tomar
V(Z;) = —(g/kc)A(n) con a = (g/mc)A(n) y escoger una funcién de potencial
f apropiada [ver la tabla A.1, (3.1), (4.1) ], con lo cual la Ec. (1.54) queda en
cualquiera de 1as dos formas siguientes

F) = / P(=IV —myv)dz, (1.55)

L)

/p [qE + % (vxB)— m'rv] dz. (1.56)

Con el desarrollo anterior, nuevamente se han conseguido las ecuaciones de
movimiento promedio tipo-Newton, pero ahora incluyendo un término adicional
de disipacién por friccién, —mvyv. En la ecuacién cldsica de Langevin una fuerza
estocdstica adicional, F(t), puede estar presente y es de naturaleza puramente
aleatoria. El coeficiente de friccién v estd relacionado a las fluctuaciones de la
fuerza aleatoria por el teorema de fluctuacidn-disipacidn

(&) =0
[F©-Fen =y (1.57)

donde k es la constante de Boltzmann y T la temperatura del sistema. Pero
suponiendo que la fuerza aleatoria es completamente independiente en diferentes
tiempos, la Ec. (1.57) toma la forma

(F() - F(¢')) = 6kT5(t — ¢') (1.58)

Asf, la fuerza aleatoria puede ser tomada en cuenta reemplazando VZ; por
VZ; = —(1/hy)F(t), si el caso es de campo magnético nulo, o por VZ; =
—(g/hc)A(n) — (1/hY)F(t), con campo magnético presente, lo cual lle-

va a considerar términos adicionales en las ENLS (ver tabla A.1). Para una
discusién més amplia de las fuerzas estocésticas las referencias [10, 23] son una
opcién.

Regresando a la Ec. (1.49) y usando el valor de C, Ec. (1.17), se consigue
un par de ecuaciones no-lineales tipo-Schridinger, en una se considera el campo
magnético igual a cero, pero se incluye la disipacién por medio de la friccién;
en la otra la influencia del campo magnético sf se toma en cuenta, as{ como la
disipacién, introducida también a través de la friccién,

!'fld-—q’ = —-—-—hﬂ O +VE + E(l Y+ Zp+iZ) ¥ =Hy ¥ (1.59)
& 3m 'Y‘. n R I =JLANL*, .

L d¥ 1 Th_ g 2 h ]

lh?‘- = % [-‘TV— cA(l')] \Il+q@\Il+'y?- (ln‘I’+Zn+lZ[)‘I’

—'yg-A(n) cr¥® = Hypum ¥, (1.60)
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los subindices NL y NLM se refieren a No Lineal y No Lineal con campo
Magnético respectivamente. Estas ecuaciones diferenciales no-lineales implican
varias consecuencias que se discuten més adelante, especialmente las concer-
nientes a su interpretacion.

En lo referente a las expresiones Zg y Z;, se busca determinarlas de manera
que los términos disipativos no-lineales en las ENLS, puedan ser escritos en la
forma

Ws

—,? (In¥ — (In %)) = Ws — (Ws), (1.61)
Wsm = 'y?- (a® - (0 ®)) - 12AM) -1 = Wsm — Wom). (162)

de este modo, puede pensarse que el término disipativo est4 conectado con la
desviacién de un valor promedio, lo cual implica que el hamiltoniano del sistema
en promedio, sea para todo tiempo 1a suma de las energfas cinética y potencial,
es decir, (H) = (T} + (V), como es usual en la mecénica cudntica lineal, o en
un sistema de partfculas “sin disipacién™ de mecénica clésica.

Por ejemplo, si se usan funciones normalizadas (aunque esto no es necesario
a priori). Con el ansatz general®

¥
o

i

Nexp(iS + R), (1.63)
N exp(—iS + R), (1.64)

e introduciendo p = N?exp(2R) en la condicién de separabilidad dada por la
Ec. (1.44), se encuentra una ecuacién diferencial para R,

AR+2(VR)? + %n + 113 (InN + Zg) =0, (1.65)

lo que da una condicién para la parte real de ¥, independiente de la parte
imaginaria. Si se toma un ansatz unidimensional R = a+- bz + cz?, se halla que,

=— (E%) [:r: - (%) b]n + % —InN 4 Zg, (1.66)

de lo cual se nota que Zy = 0 conduce a una contradiccién con la condicién
de normalizacién, ya que no habrfa ninguna constante, en este caso N, que
permitiera hacer p = 1. Por lo tanto, Zp debe al menos compensar a In N. Si
se incluye o no, el término constante 1/4 en Zg, no afecta a |¥| = Nexp R,
solo se modifican los valores de N y el término constante en R respectivamente.
Factores adicionales, pero constantes, pueden aparecer cuando a ¥ se le da un
significado fisico concreto (por ejemplo, ¥ la amplitud de un campo de materia),
sin embargo, también pueden ser incorporados a Zp, haciendo independiente a
la ecuacién de campo de factores de esta clase. Entonces, escogiendo Zr =
—InN + (1/4), Nexp R se convierte en una funcién gaussiana con

R=-P3?, (1.67)
3Recuerdese que a = ¥ y § = ¥*.
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donde
" 4D
P=-81D, Yy :l:=:t—--:,—b (1'68)
Por 1iltimo se puede generalizar el ansatz a tres dimensiones,
= —(P#2 + Py + P,3%), (1.69)
con
_ 4D,
Py = 8—;3;, y fj=x5— -—,f—"u: (1.70)

donde las b; pueden ser constantes o funciones que dependan solamente del
tiempo t. Zp tiene, por lo tanto, la forma Zr = —InN +d/4 = —-InN + 3/4,
con d el nimero de dimensiones del problema.

Es claro que, ademés de las soluciones (1.67) y (1.69), puede haber otras. Por
ejemplo, R=0y Zr = ~In N. Sin embargo, la soluci6n (1.67), es més general
y suficiente para entender el compor iento de ¥ con el ansatz propuesto. Z;
y las ENLS estdn dadas en las tablas A.3 y A4,

Cabe mencionar también, que la ecuacién de continuidad se cumple inme-
diatamente porque fue una de las hip6tesis usadas en la construccién de cada
una de las ecuaciones de campo.




Capitulo 2

Soluciones a la ENLS

En el curso de la derivacién de las ENLS, VZ; fue determinado para diferentes
casos, con lo cual, queda claro que Z; no esta definido de manera tnica.

Desde el punto de vista pur t Atico, existen muchas posibilida-
des para Z;, no obstante una arg tacién fisica reduce el niimero, En este
capftulo se estudian las posibilidades més razonables.

Una elecci6én sensata y conveniente para Z; debe satisfacer la condicién
<Ws> = 0 para hacer vélido el hecho de que (i d/dt) = (H) = (T") + (V). Por
lo tanto, a partir de la ENLS (1.59 ), se acepta la ecuacién

2
int = —-Z%Aw +VE +1§ (In @ + (In T)) . @1)
La suposicién Zy = — (arg¥ + 2kn) = — (S + 2kw), proporciona la ventaja de

salvar los problemas que causa el hecho de que la funcién In ¥ no esté definida
en forma tinica, ya que exp(2kn) = 1V k entero.
El potencial escogido para la Ec. (2.1), es el de oscilador arménico

V = (1/2)mwiz®. (2.2)
La ENLS se resuelve en las siguientes secciones, sin pérdida de generalidad, en
forma unidi jonal y distinguiendo entre dos clases de solucién:

1. Soluciones tipo-onda, con una sola dependencia explicita del tiempo; y

2. soluciones tipo-solitén, con una dependencia adicional del tiempo, pero
manejada en forma implicita y obtenida a través de una transformacién
de coordenadas de acuerdo a: Z =z — n(t).

2.1 Soluciones tipo-onda

La forma de la solucién tipo-onda [10], se toma a partir de la Ec. (1.63), y las
funciones S y R son escogidas como:

S(z,t) = ka+lez+ M2?, {2.3)

13
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R(z) = -P(x—Q)? con Q= (%) \ (2.4)

donde k; puede contener una dependencia explicita del tiempo. Con esta selec-
cién se encuentra el coeficiente de normalizacién N, tal que:

400 00
/ wm==/+mmm4mw@mwma
—00 —00 oo
= N? / exp(2R)dz = 1,
> [ wvd = N’fmap[—zP(x—Q)’]h
= N3 -21P=1,
i
=N = (%) . (2.5)

También se determinan los valores de expectacién para x y para 22,

(z) = /;m " z¥dz = N? /j: zexp [~2p (z — Q)%] d=
/2P L
? ﬁQl

= (1:) =Q, (2'6)

(="

+00 ©o
f T*z?%dr = N? f z* exp [-2P (z — @)%] dz,
= (a*) = g5 +@* (27)

Finalmente, se obtiene para los coeficientes que intervienen en las funciones S
y R las siguientes expresiones:

z=—'§(%)t, ”=_("22})Q' ==—Tn,

Q=0, P=(3)Q,

(2.8)

con

3
0= (ug - "72 . (2.9)
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Se debe hacer énfasis en el hecho de que la frecuencia amortiguada (2.9), es el
andlogo al caso clésico corpuscular.

Asf, la solucién normalizada tipo-onda de la Ec. (2.1), se puede escribir en
forma unidimensional como:

q:(z,t)_("‘“) exp[ M0 - (“’°t+""' ’)] (2.10)

De inmediato se observa que la solucién (2.10), tiene la forma de una gaussiana
con una amplitud constante dada por zq = (h/m)!/? y cuyo centro se encuen-
tra en el origen z = 0. También debe decirse que en la funcién (2.10), la cual
es solucién estacionaria del problema sin amortiguamiento, cuando v — 0, la
frecuencia reducida €2 tiende a la frecuencia natural wy, s decir lim,_,0 2 = wp
¥ la solucién (2.10) regresa al estado base del oscilador arménico sin amortigua-
miento en la teorfa de campo lineal de Schrédinger:

Jim (z,1) = ':;:0)}@(1)[ wnz’ —wot] (2.11)

Como resultado adicional, introduciendo el coeficiente del término cuadrético en
R, P = m$/2h, en la Ec. (1.68), se puede determinar el coeficiente de difusién
D de la EFP (1.41):

h v/2
o = (2-12)
w3
donde D es una cantidad real, sobre la cual se abunda més adelante. Se corro-
bora que el lim,.,0 D = 0, lo cual significa que la EFP (1.41) tiende a la EC
(1.1) usual cuando « se aproxima a cero.
Por medio de la abreviacién:

=pV,; = (v DVpp) , (2.13)
la EFP(1.41) puede reescribirse en la forma:
p+V-J=0. (2.14)

Las soluciones estacionarias de la (2.14) son definidas por p = 0, después de
realizar la integracién e imponer la “condicién natural de frontera™ para p, es
decir, p —+ 0 cuando r — o0, la condicién para las funciones estacionarias puede
ser expresada como:

h
DVR= ﬁVS, (2.15)
y en particular con VR = —2Pr,
vs=~2ppr. (2.16)

A partir de la solucién (2.10), se demuestra de manera inmediata que la con-
dicién (2.16) se satisface, es decir, p = 0, en virtud de que p, en este caso, es
independiente del tiempo.
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2.2 Soluciones tipo solitén

Para este caso, la propuesta de solucién también se toma como lo hace Schuch
en el art{culo (10]:

¥(z,t) = N exp(R +S),

sin embargo, aqu{ la dependencia implfcita del tiempo, introducida a través del
pardmetro n(t), es tomada en cuenta en el ansatz unidimensional para S y R
de la siguiente manera:

S(Z, t; '1) K:(t) + L:(t)i + }Vf::{'-:2 =85 (57, t) ) (2'17)
Ram) = —Pl—n@) =-P:*=R(,1), (2.18)
donde, comparando con el caso anterior, @ = —n(t) y Z = z — n(t). Adoptando

nuevamente el potencial de oscilador arménico, se toma también como ecuacién
de partida a:

ihgg _ h v

8t = " 2moz?

¥ se encuentran, como en la seccién previa, las expresiones para los coeficientes
que intervienen en R y S, siendo éstos:

+ mwoz’w —iky(In ¥ — () ¥, (2.19)

K.(t) = n/ L, tdt' — ——ﬁt (2.20)

Con
£t = gm O - 308 e, 2:21)
Lty = Fi(t), M.=-%%, P=Ra. (2:22)

Adicionalmente se encuentra que, n(t) tiene que obedecer la ecuacién clisica de
movimiento (sin fuerzas estocésticas),

mij + myi + muwan(t) = 0. (2.23)

Asf, después de realizar las sustituciones apropiadas, la solucién normalizada
T = N exp(R + §S), se encuentra que estd dada por:

# ot = (20) e [—%'?(z—n)’] x

x e {i /0 Lonit)dt - St + Rt — o) - 5 2 = 0] }-

Esta solucién muestra una forma similar a un paquete de ondas en mecénica
cuéntica lineal. Pero, de acuerdo a la terminologfa usada en (25, 26), a 1a Ec.



CAPITULO 2. SOLUCIONES A LA ENLS 17

(2.24), se le da el nombre de solucién tipo-solitén de forma gaussiana, o de
manera corta, gausson.

Se observa que, al igual que en la seccién precedente, la solucién (2.24), tiene
una anchura constante dada por zp = (h/mf)'/3. No obstante, en este caso,
el gausson no se halla centrado en el origen, sino que su centro, ahora, sigue la
trayectoria cldsica.

Debe notarse, que mediante una superposicién infinita de las soluciones tipo-
onda (2.10), pero con coeficientes dependientes del tiempo, es posible construir
una solucién estable tipo-gausson, la cual satisface 1a ENLS y se aproxima a un
estado final descrito por la golucién tipo-onda (2.10) cuando ¢ - oo.

Aquf también se encuentra que el coeficiente de difusién es:

B /2

2m 2
2
w3 — 1=

(2.25)

de hecho, debe decirse que el coeficiente D es independiente de la solucién, al
igual que la ecuacién:

p+J =0, (2.26)

8in embargo, la condicién para soluciones estacionarias p = 0 en este caso no
se cumple debido a que la solucién (2.24), tiene una dependencia implfcita del
tiempo a través de & = z —5(t), asf que p = 9p/8t— p(t)Vp = 0 es la restriccién
que debe ser satisfecha, pues suponiendo que solamente 8p/8t = 0, implica que
p = —ij(t)Vp # 0. Esta dependencia de p de n(t), muestra que la reversibilidad
en el tiempo no ocurre.

Por lo tanto, la densidad de probabilidad, de acuerdo al gausson (2.24) es una
solucién no estacionaria de la EFP (1.41), pero para ¢t — 00, p(t) se aproxima
asintSticamente a la solucién estacionaria correspondiente al estado final de la
solucién (2.10).

2.3 Principio de incertidumbre

En esta seccién se demuestra que las soluciones encontradas, tanto la de onda
como la de solitén, satisfacen el principio de incertidumbre (10, 13]. Para ello
se calculan los valores promedio (z), (z*), (p) y (p®) a partir de las Ecs. (2.10)
y (2.24), respectivamente.

Primero, para (2.10):

_(mQ % meo o .{wa, K mY o
Y(z,t) = (?FT) exp [-——Qz —i (2—n-t+ i )] .

Usando los resultados previamente calculados, y haciendo algunas operaciones
sencillas se consigue el siguiente grupo de valores de expectacién,

(® = @=0o, (2.27)



CAPITULO 2. SOLUCIONES A LA ENLS 18

() = p+@ = (228)

® = o (2.29)

) = himawg (2.30)
T, !

Con estas cantidades, se calcula la varianza o dispersién de z y p, que no es otra
cosa que el promedio de las desviaciones clmdradas, es decir:

BT = () - @)= g

5P = () - = Dmd

Por lo tanto, el principio de incertidumbre toma la forma:

hmwd kB
20 2mQ
2,3 > 1p?

= Eﬁ" 45 (2.31)
Con lo cual se comprueba que no existe estado cudntico que sea simultdneamente
eigenestado de dos variables canénicas conjugadas. Esto significa, en particu-
lar, que las trayectorias (en el espacio fase) de electrones igualmente preparados
difieren de electrén a electrén, de tal forma que las dispersiones de z y p satis-
facen la desigualdad (2.31), adem4s de que la teorfa desarrollada por su natu-
raleza estadfstica no permite determinar las trayectorias individuales, sino a lo
sumo, ciertas propiedades estadisticas del movimiento.

Andlogamente, para (2.24):

¥ @ tine) = (25 fop [—%‘Z(z — ] %
"E"P{i[/olﬁ('hfli")dt' 2nt+—-r)(= n)—%(z—n)’]},

se encuentran las cantidades:

Ap? . Nz? =

(z} = n(t), (2.32)
(=) = E’:ﬁwf‘, (2.33)
p = ma), (2.34)
" = '"2';‘,"3 + i, (2.35)

Entonces, los promedios de las desviaciones cuadradas son:

“~7 h

BF = (- @) = ghg - = g

——— 2

A7 = (p") (p) = hmwo +mI? —mh = hmw} (2.36)

2Q
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Y el principio de incertidumbre ahora queda en el modo siguiente:

— hmwd K
. 2 = _—0_ =
opt- bz 20 2mQ
= am r-’ h’ (2.37)

En el limite, es decir, cuando v — 0, (2.31) y (2.37) convergen (como era de
esperarse) al mismo resultado:

hm Ap" Az? = llm — Kl = —h2 (2.38)

40’

¥y como se observa, para v # 0 siempre son valores més grandes.

Con los valores promedio calculados (z?) y (p?), para ambas soluciones, ahora
es ficil obtener las energias promedio respectivas.

Para la soluci6n tipo-onda (sub{ndice W) se obtienen para la energfa cinética
promedio (T'),, y potencial promedio (V) los siguientes resultados, respecti-
vamente,

2
T = 5" =12 (2.39)
Wiw = g’—,‘% ) = ':"—(f. (2.40)
Con lo que:
2
(BE)w = (Thw + (Vi = g% = %Ml (1 + 4';'.:, (2.41)

La razén de que (E),, no sea igual a (1/2)Af2, se puede argumentar a primera
instancia, suponiendo que la interaccién del sistema oscilante con los alrededores
también influye en su estado de energfa més baja. Asf, resulta razonable el hecho
de que tal estado se encuentre a una energia por encima de la energfa del estado
base del oscilador sin amortiguar (wo /€1 > 1). Esto es similar a lo que ocurre con
una “partfcula Browniana” [24), ya que su velocidad tiende a disminuir, pero
nunca llega al reposo total debido a que los alrededores se hallan en constante
interaccién con la particula, llevAndose a cabo una transferencia de energia del
ambiente hacia la partfcula.

Por otro lado, para la solucién tipo-solitén (subindice S), las energfas cinética
y potencial respectivamente, son:

(p“) = + ;mn . (2.42)

(T)s

Vs ( 7y = "‘”° + St (2.43)
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Por lo tanto,

E)g = (T V—"“"‘gl"122 2.44
(B)s = (Ds+{V)s= 35" +gmi" + smuwgn”. (2.44)
Sin embargo, en el limite, cuando ¢ = 0o, tanto 7j(t) como n(t) se anulan?, y
solamente se mantiene la parte constante e independiente del tiempo de (E)g,
la cual es idéntica a la energfa (E)y, de la solucién tipo-onda.

Adems4s, se tiene que cuando y —+ 0, 1a energfa (E),, tiende al estado base
de la energfa del oscilador arménico sin amortiguar.

2.4 Sobre el operador de friccién

En este ltimo apartado, se discuten algunas de las cualidades y consecuencias
del operador no-lineal de friccién W, encontrado, para mas detalles las referen-
cias [10, 15, 16] cubren varios aspectos.

Las no-linealidades logaritmicas no solamente fueron usadas para introducir
una clase de “potencial de friccién”. Un célculo adicional permite mostrar que
el operador de friccién W, es hermitiano con respecto a ¥, si la parte real de ¥
satisface las Ecs. (1.65) y (1.67), es decir,

(W,\Iq\r) = <\Il|vi/.-1a) = / IWT dV = / W, ¥ dv. (2.45)

Determinando los conmutadores de W, con los operadores de r, r2, p, p?, V
y H, se puede usar la relacién —VW, = @/R) [W,, p] para calcular el valor
promedio:

("VW-> =—7{p), (2.46)
y a través de (d/dt)p + (8/8t) + (i/K) [H, p] se obtiene el valor promedio:

<%p> ==(VV)—-7(). (2.47)

Por lo tanto, el teorema de Ehrenfest se cumple, esto es, la ecuacién de mo-
vimiento para los valores de expectacién corresponde a la ecuacién clasica de
movimiento. :

En la misma forma la disipacién de energfa puede ser determinada por:

() =-2 07, =

lo cual esté en correspondencia con la mecénica clisica de particulas.
Resumiendo, como consecuencia principal se tiene el hecho de que el valor
promedio de W, se anule, lo cual lleva a que la “degeneracién” del operador

! Ambas idad isf la i6n clésica de
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hamiltoniano juege el doble papel de determinar los niveles de energfa al tiempo
que marca la evolucién de la funcién-solucién (tipo-onda o gausson). El de-
sarrollo temporal de la funci6n, definitivamente se hace a través del operador
hamiltoniano Hyy, = T+V +W,; sin embargo, el valor promedio de la energfa se
obtiene solamente con los valores promedio de los operadores de energfa cinética
y potencial.

Finalmente, debe resaltarse la importancia de que la no-linealidad W, tiene
un efecto que lo hace parecer como los alrededores del sistema (por ejemplo
un bafio de calor) en interaccién con éste, de tal manera que s0lo se percibe la
influencia de los alrededores sobre la dindmica observable y no las interacciones
en detalle de los alrededores. Se pueden encontrar situaciones similares en el
movimiento Browniano o en el movimiento de un proyectil en un medio viscoso,
en donde se puede observar el decremento en la velocidad del proyectil, pero no
c6mo o de qué forma se disipa la energfa en el medio viscoso.



Capitulo 3

Soluciéon en un sistema
bidimensional

En este capftulo se discute el movimiento amortiguado en un sistema bidimensio-
nal, de un sistema material cargado con velocidad v, en el plano perpendicular
al campo magnético B. El método estudiado en capftulos previos, puede ser
extendido para incluir condiciones anisotrépicas, asf como diferentes constantes
de difusién para cada una de las direcciones espaciales. Por lo tanto, el coefi-
ciente de difusién D en la ecuacién de Fokker-Planck es reemplazado por una
matriz de 2x2, convirtiéndose en el tensor de difusién D con componentes Dy,
y —DAp por la expresién més general

2
V-Ip== Y VaV;(Dsp), (3.1)
k,j=1
pero si los elementos Dy, ; son constantes, se tiene
2
V-Ip=- Y DpVaVjp(r). 3.2)
R J=1
De la condicién de separabilidad ansloga a la Ec. (1.48) se sigue que D es una

matriz antisimétrica.

3.1 Movimiento en un campo magnético

El movimiento de una partfcula con carga puntual g ~por ejemplo un ion o un
electrén- en un medio con campo magnético homogéneo (y sin campo eléctrico,
¢ = 0) es un probl en tres di iones, el cual puede describirse con la
ENLS (1.60) [12, 16, 18].

22
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inl(r,t) = L [EV - %A(r)]’ @(r,t) + '1? [In¥(r,t) — (in ¥ (r, t))] ¥(r, £)

2m | i
-7 [2A0) 1] w(r,0). (3.3)

Para encontrar la solucién de (3.3), tomando en cuenta lo estudiado en los
capftulos anteriores, se propone un ansatz tipo-paquete de ondas (WP) y pro-
ducto de dos funciones, de tal manera que se pueda llevar a cabo una separacién
conveniente en dos problemas, uno perpendicular al campo magnético aplicado
B, y otro paralelo al campo.

Con este propésito, a continuacién se explican algunas cantidades que son
de ayuda en el desarrollo del capftulo. Primer te, se consideran los vectores
de posicién en el plano-zy y el de la trayectoria clasica dados por

ry=zi+yd, n=ni+nd

respectivamente, los cuales se muestran graficamente en la Fig. (3.1). También
se definen las cantidades de movimiento relativo:
E=z—(z)=z—-n:(t), F=y—(¥)=y—n(t).
Y los operadores,
& 8%
Ay = <l + W

Asi, el ansatz propuesto se expresa como:
Ywe (r,t) = Twpy(ri,t) - Tweyz,t). (3.4)

Para el movimiento en la direccién z, se tiene una ENLS unidimensional y libre
de potencial

2
ih\i'wp" (z,t)= {:—m% + 'y? [in@wey (2,t) — (In Ty py (z,t))]} . (3.5)

Para el movimiento de la particula restringido al plano-zy (sistema de interés),
también se obtiene su ecuacién a partir de (1.60), pero esta vez en dos dimen-
siones

Hyim¥wpi(ry,t)

_ 1 [h q 2
= m[?VJ_—EA‘L(rJ_)] Twpr(rs,t)

ih¥wpo(re,t)

h
7 [In¥wpi(ri,t) - (In¥wpi(ry,t))] Pweilry,t)

- [‘Z‘AJ.(WL) . !'J.] PTwpr(rs,t), (3.6)
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L

Tl

Figura 3.1: Movimiento bidimensional en el plano-zy perpendicular a la direc-
cién del campo magnético. ro: vector de posicién en el plano-zy; 1 trayectoria
clasica en el plano-zy;r,, 1 : vector de posicién del centro del movimiento circu-
lar; R=r) —rmi: con R = |R]| =radio del movimiento circular,a =51 —rp,y
con a= |a] = radio clésico del movimiento circular.

la cual se encuentra en correspondencia a la ecuaci6n clasica de movimiento
tipo-Newton (fuerza de Lorentz),
F= %v *x B —mav. 3.7
Asf, la funcién solucién ¥wp 1 , se normaliza ahora en un espacio bidimensional,
¥wpy (r,t) N(t)explg(,§,1)]
N(t)exp [iY,(t)i’ + %L,(t)i

+XOP + 2L 07 +KO], 68

donde g(%, §; t) = 1Yz(£)3% + (§/R) L (£)F + Y, (2)§? + (i/R) Ly (£)j +iK (t). Para
proceder, en el manejo de la ENLS (3.6), debe tenerse cuidado con la expansién
del cuadrado [py ~ (¢/€)AL (r )]? = [(B/i)VL — (g/c)A L (r1))?, teniendo en
mente que el operador de momento py no conmuta en general con el vector A,
el cual es una funcién de las coordenadas. Entonces tiene que escribirse,

2
[hV.L - %AJ. (t'.l.)] Ywpi(re,t) = {—thJ. - % [Vi-Ai(ry))

2R A L) Val+ G AL ) ¥wrserd). @9)
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Sin embargo, trabajando en la norma de Coulomb V - Ay = 0, la regla de
conmutacién del operador py con cualquier funcién de coordenadas [20] —en
este caso A — queda como:

pPL AL —~A, -pL=-ikV-A; =0, (3.10)

es decir, p1 y Ay conmutan. Esto ocurre, en particular, para un campo
magnético uniforme, si su potencial vectorial es expresado en la forma:

A(ry) = %B xXry, (3.11)

y en analogfa, A (n1) = (1/2)B x ny. Ahora, utilizando el ansatz solucién (3.8),
ge consigue la siguiente expresién para su derivada temporal:

g e . iV, 33—  2iYoi i+ iL,%- Ln
iR = kN +:hN( il s pt el
wWPL expg +iV, 2~ 2 h,i+ g Lyj— L'"' expg
—~KNKexpg. (312)
Por lo tanto, escogiendo B = Bk los potenciales vectoriales quedan como:
1 - e 1 - s
A(r1) = -5(Bj+Bm) i+ (BE+Bns)J,

B - B -
A () —gM it 5l

Después de realizar los cdlculos! marcados en el lado derecho de la ESNL (3.6),
tomando en cuenta (3.9), se sustituyen los potenciales y se iguala la cantidad
pertinente a la Ec. (3.12). Finalmente dividiendo a derecha e izquierda por
Nexp g = ¥wpy se obtiene la expresién:

- . 2K _ ., 2W

#2 (—nY, - SV —ahY, - %‘wg) +§? (—m', - =Y} —hY, - %wg)

. +iﬁ ("Mcn + hw:yy)

= . : 2h 1 m
+E (2hl’,n, =L, - =YiL. — hwcYenly + gweLy — Tw:r;, —qL, - :'émwcn,)

-~ . : 2h 1
+j (2hY,,q,, - Ly~ YLy + hwocYyne — gweL. — ﬂ 2y — 7Ly + me.,q,)

LN ) R N PR,
+th-1—v'+szl= 4+ Lty — hK — I (L +L )+ ——(Y,+Y)
1 m =
—§U= (ﬂsz ~nzLy) — ng ('l: + ﬂu) +7h (Y ( 2) +¥y <y2>) 0.

(3.13)

VVesse el Ap. C
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con
We = :"-'—‘-B; = frecuencia de ciclotrdn. (3.14)

De la Ec. (3.13), se observa que para el movimiento restringido al plano-zy, se
han conseguido términos dependientes de 2, £, §? y § —como con el oscilador
arménico. De igual manera se encuentran, términos que son independientes y
adicionalmente el ténmno cruzado £fj. Pero, dado que las coordenadas espacia-
les son lineal te i dientes, para que la Ec. (3.13) se cumpla cada uno
de sus coeficient debe anularse por separado. Antes, es recomendable resaltar
el hecho de que, para los momentos clasicos Ly y Ly se puede hacer la corres-
pondencia al momento generalizado de la partfcula, dada por L(t) = mvy =
mjL + qA (n1), que en componentes queda de la siguiente forma:

Lz = mijz — ‘m‘;"‘ﬂw = I": = mijz — ”‘wg—‘flvy

Ly =miy + 5350, = Ly =mijy + B0,
Asf, de los términos proporcionales a  y § en la Ec. (3.13), se halla que deben
cumplirse las ecuaciones:

(3.15)

E: 2hY,'7= (miiz — —w.,q,) — By, (M — Pweny) — hweYany
+1we (mny + —wmg) - -—w,r;,, = (mils = Pweny) — Tmeeny =0,

g: 2"Yu'lv (""lu + m‘“’cﬂz) - Yv (mflv "‘Uc’k) + hwYyn:
= Lo (miis — Bwetly) — Bl — 7 (miy — Puwna) — Frwans =0,

a partir de las cuales se obtienen las relaciones:
mijs — muwetly +ymi)z = 0, (3.16)
mijy + mweje +ymiy = 0, (3.17)
que 80n las ecuaciones cldsicas de movimiento para el méximo del paquete de
ondas (WP), lo cual significa, que atin considerando los efectos de friccién el

méximo de la solucién gaussiana sigue la trayectoria clésica.
Los términoe proporcionales a 2 y a §j2 permiten establecer:

2. __y, + —y, (-n)z + (%)’ =0, (3.18)
P —Y, + —Y,, + (”’Y,,)2 + (%)’ =0, (3.19)

dos ecuaciones tipo Riccati, que contienen informaci6n sobre la anchura del
paquete, es decir, sobre el aspecto ondulatorio involucrado en el problema y
cuyas soluciones son discutidas con detalle en secciones posteriores. Por titimo,

‘de los términos idependientes de (3.13) se consigue la relacién:

K=+ 5 (= 2) = Th Gy — math) + ¥ (Y + T5)
+y (Ya (27) + Y, (7)) - (3.20)
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Una simplificacién adicional, es suponer que se cumple la condicién Y; = Y},
pues esto lleva a la anulacién del término cruzado £ en la Ec. (3.13).

3.2 Solucién de las ecuaciones tipo-Riccati

Ya que de las ecuaciones tipo-Riccati (3.18) y (3.19), se puede obtener infor-
macién del ancho del paquete de ondas, as{ como de su evolucién temporal, en
esta seccién se describe un método de linearizacién y solucién a estas ecuaciones
diferenciales inhomogéneas y no-lineales [15).

Dado que las expresiones para (3.18) y (3.19) son formalmente iguales ~
excepto por la direccién— a continuacién se trabaja con la ecuacién general:

. . _2h 28 \?  rwen?
2y a2y (Bow) « (%) =0, (3:21)

para j = z,y. Haciendo el cambio de variable (2h/m)Y; = (2h/m) [}", +vy(0)],
donde:

—Yj =—==F _—— (3.22)
es una solucién particular constante de (3.21), con lo que,
2k, 2h .
;Y,(t) = —"Tuj(t). (3.23)

Sustituyendo (2k/m)Y; en (3.21), se consigue una ecuacién diferencial cuadrética,
pero homogénea,

25 2R\ 25 2R, _

o] + v+ 2—"—'Yj -"—.v, + -;u, =0. (3.24)
Definiendo A = 2 [('7/2) + (2h/m)}",], implica que:

A =Fy2 -l (3.25)

por lo tanto, v satisface una ecuacién tipo-Bernoulli, 1a cual se resuelve haciendo
la sustitucién 4 = v~! = 4 = —0v—2, La ecuacién resultante es:

% — Au — Zh_ 0,
d " 2h
= 5 [u exp(~4)] = 2 exp(- 1),

= u(t) = ‘y:_":a + aexp(—At), - (3.26)
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donde a == constante, se determina con condiciones iniciales. Esto es,

1
t=0) = t=0)= —
"( ) "j( ) vio f
1 2h 1
>a = o + my A (3.27)
Finalmente, (2k/m)v; estd dado como:
2k 1
-r—n-uj (t)= T . (3.28)
~% + (mis + %) exp(at)
Por otro lado, se tiene que —Yj es una cantidad compleja, es decir,
2h
= (Ym +1Y31), (3.29)

que 8i se sustituye en la Ec. (3.21), se encuentra que las partes real (PR) e
imaginaria (PI) de la ecuaci6én, deben ser idénticamente cero cada una. Esto
es,

2
PR: —Y,a+—(Y,R- ,)+~,—Y,n+(“’”)

Pr: gﬁYj +2 (2") YirYjr +'y;thz

0, (3.30)

I

0. (3.31)

En este momento es conveniente recordar la funcién solucién ®wp,, especial-
mente los términos que sefialan la anchura del paquete (exponentes iY,%?
iY,§i2), pues a partir de ellos queda claro lo importante que resulta ser el hecho,
de que las partes imaginanas deY, y Y,, sean positivas (Yzr, Yyr > 0) para que
1a solucién propuesta sea fis raz

Por ejemplo, reduciéndose al movunientq sin friccién en el campo magnético,
con (2k/m)Yj; constante, es decir, (25/m)Yjs, se consigue de (3.22):

—Yj, =+ (3.32)

tomando el signo positivo (el signo negativo conduce a un paquete divergente)
se encuentra la proporcionalidad,

"‘“" -’) (3.33)

una funcién cuya anchura, en ambas du-eccnones, se mantiene constante en el
tiempo a la manera del problema de la partfcula libre. En el caso de que
(2h/m)¥}; no sea constante, para conseguir una solucién con significado fisico
se debe cumplir la condicién,

1 2h
FA1+ —usi(t) > 0. (3.34)
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Ahora, regresando al par de Ecs. (3.30) y (3.31), de (PI), se obtiene que:

2k, 1¥y 1
poy l’jn =3 }'jl 2’1. (3.35)

Y conectando ia anchura del paquete de ondas dada por (32) = {(j?) - (), con
(2k/m)Y;j; en la forma,

28 1 _ A1 '
w S g m Gy 3.36)
2h 4 1

= q¥m = g, (337)

la Ec. (3.35) puede ser transformada en una ecuacién no-lineal y real,
. w2 7 1
& + (T" - -4—) aj = —-;, (3.38)

la cual determina el movimiento cldsico y donde la variable ay, salvo un factor

constante, es equivalente a la anchura del paquete /(32) . De la expresién para
(PR) resulta:

2h, & 1
S¥im= - 2. (3.39)

A partir de la condicién (3.25), se establecen cuatro casos generales [15, 18]:
lL.y>we=>A=F /1T -w?ieR
2. y=we=>A=0
3 y<w.>A=FiJuI-PP=FiweC
4. 71=0=> A= Fiw. € C

De lo arriba apuntado, el caso 4 es esencialmente el caso 3, excepto porque la
frecuencia estd modificada, por lo tanto, basta trabajar con los tres primeros
casos. Entonces, la Ec. (3.38), para cada caso se transforma en:

1. 9> we 2. y=we 3. v < we
&g — 7wl aj = 4 Gy = L & +':’°a =3
£ q <)M = oy 1= of I T L= oy

Y la expresién para (2h/m)v;(t), Ec. (3.28), también cambia de acuerdo al
caso, para ver esto, primero se encuentra la condicién inicial (2%/m)vjo(t) con
la ayuda de (28/m)Y; = (2h/m) (¥; +v;(¢)) més las Ecs. (3.36) y (3.39).

En los siguientes apartados se estudian los tres casos principales: amortigua-
miento supercritico (y > w,), resonancia (v = w,) y amortiguamiento subcritico
(v < we)-
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3.2.1 Caso supercritico: v > w,

Comenzando con,

2k, & v, .1 _ v A_2n
mY = ay 2+'a}_ 22t W
28 _ 2k o fa; _AY .1
FmY = m("""""’”)‘(a, 7))t (3.40)

Sea f; = 1/aj y t = 0, entonces,

(%)o - % +ifj0,
=>._1_. (%) -4 —ibp )
B " (), 4 e

Pero, para lograr una simplificacién adecuada, una eleccién particular debe ser
asignada a la parte real de la expresién previa. Tomando la siguiente identidad,

Gy _4
(ai‘ =% (3.42)

2,
m 10

(3.41)

se consigue una notable simplificacién de la Ec. (3.41). No obstante, otras
elecciones son también posibles, con la objecién de que conducen a expresiones
més complicadas y dificiles de manejar, arrojando resultados de oscura expli-
cacién fisica. Asf, la forma analftica explicita de las soluciones de la ecuacién
diferencial no-lineal, responde muy sensiblemente al cambio de las condiciones
iniciales. Entonces, se tiene que:

1 .1

——%‘Ujo = _'ﬁ—;m" (343)
Por lo tanto,
2K % lexp(At) — 1] + ig- exp(At)
—vj t) 1 7 IL ’
m a7 [exp(Af) — 11" + g exp(24t)
2h 755 =p(At)
= mvjl(t) iwexp(24¢)+z'rl-;’zexp(ﬁ¢)+,—,‘;;exp(zAz)'
(3.44)

De 1a Ec. (3.40), en combinacién con la (3.44), se obtiene la solucién analftica:

2
ajty = o [exp(At) + (-%’-) sinh? (gt)] . (3.45)
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Otra relaci6n, cuya importancia se pone de manifiesto cuando se encuentran las
corrientes producidas en el sistema bidimensional, es:

Aexp(At) + (82)” sinh (4¢) cosh (4¢)
2 [exp(At) + (24‘1)2 ginh? (gc)]

Aquf, hay que enfatizar que el coeficiente que acompaiia el término lineal de la
ecuacién diferencial no-lineal para a, se mantiene negativo y en este caso para A
existen dos soluciones, ++/77 —w? = A1y y —/9? — w3 = ~A,/; que difieren
solamente en su pronéstico, sin embargo, ambas con significado fisico definido,

4

@y -
a—,(t) = (3.46)

pues no a divergencias. Es decir, se tienen:
a0 = ol [exp (Aupat) + ( fz) sinh? (i‘;’-t)] . @an
i) = oo [exp (~Aupat) + (é’i"—) sint? (i‘;—’t)] . (348)

Debido al término de sinh?, ambas soluciones indican que el paquete de ondas
(WP) se extiende (tanto en la direccién z como en la y) m4s rapido que en
el caso de v = w,. Observando el comportamiento para vy ~ w. (es decir, en
resonancia A € 1) de las Ecs. (3.45) y (3.46), el limite puede ser ficilmente
tomado si se usa expansién en series. Esto es,

aj ~ aj [”(ﬁf) (%‘)’] = oo {1 + Bjot’]

= lim o} = afo [1+(Bet)"]. (3.49)
resultado que concuerda con las caracter{sticas de un sistema aislado, vy =0y

we = 0, y que igualmente describe la incertidumbre en la posicién, creciendo
proporcional a £2. Para la Ec. (3.46) se encuentra,

a a1+ () 3] _ 4+

a; 2 1+ gjt? T 14+ 85,0
Bjot
lim R = | LA 3.50
T aj =Py (Bjot)” @50

3.2.2 Caso de resonancia: v = w,

En esta secci6n, se considera a la frecuencia de ciclotrén w,, en coincidencia con
1a frecuencia =y, dando con ello el fené » de resc ia, de a similar al
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encontrado en el tratamiento del oscilador arménico amortiguado. Adem4s hay
que notar que solamente se cuenta con una solucién, en virtud de que A = 0.
Partiendo otra vez de la relaci6n:

2h, &y we .1l _ w  2h
my = A 2+'a§— 2 tm
2h 2 Lo _ 6y .1
= v = o (vir +ivy) = a +ta;, (3.51)
y definiendo como antes f; = 1/a? y t = 0, entonces,
2h a .
e (;f) . +iBj0,
& .
1 (&), ~ 0
— = =t (3.52)
Zvjo a)? A
" ("J ot P
Ahora, una simplificacién conveniente (no la \inica) para facilitar los cilculos y
el andlisis es que al tiempot =0
d_j_ =
(a; ) [} o (@3:53)
1 1
pm—— T —f—, 3.54)
Pyio B ¢
Convirtiendo la expresién para (2h/m)v; en
2k A
—uy(t) Y. U
m (1 - i;‘?) exp(At) — 1
de la cual, la parte imaginaria es la de interés
A]
25 exp (At)
() L (3.55)

[exp (At) — 1)° + 47 exp (241)”

Sin embargo, su forma no queda del todo clara en el tiempo, dado que en
la expresién anterior adn aparece A de manera simbélica, pero sustituir A =
0 directamente no otorga ninguna informacién relevante sobre la anchura del

paq Un procedimiento més inteligente es tomar otra vez una expansién en
serie, con el fin de aplicar finalmente el Ifmite cuando v = w, = A = 0,
1
= a}’ =

1
28 A~ THotboAt ryl
Ryy(t) + 4 3-,4,—17,-“;“;2 :+4

= lim of = afy (14 B5Ht?%). (3.56)
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Siendo este resultado, consistente con lo obtenido en el caso anterior. Por otra
parte, como se dijo al principio de la seccién, la resonancia ha sido estudiada
para el oscilador arménico, por ejemplo; pero ahora también se observa en la
dindmica de una carga puntual en un campo magnético. También se observa
que si la frecuencia de ciclotrén w, y la “frecuencia de perturbacién™ +, son su-
ficientemente grandes la ecuacién diferencial no-lineal para o pareceria mostrar
la dindmica de wna particula libre sin friccidn en un sistema disipativo.

3.2.3 Caso subcritico: v < w,

Para este caso, se tiene un campo magnético suficient te int , de tal

a que la fr ia de ciclotrén w,, se encuentra por arriba de la frecuen-
cia de perturbacién <, lo cual lleva a que la constante A sea una puramente
imaginaria, es decir, A = =Fi\/wz — 3 = Fiw, con & la frecuencia reducida.
Entonces, en esta ocasi6n, solamente la soluci6én positiva es fisicamente posible,
pues como se explich parrafos arriba, la solucién negativa produce un paquete
divergente. Por lo tanto, como se ha hecho en las dos secciones previas, de la
relacién:

3’2}/’ = aj + 1% 1 —_ = _‘34.25.,,'
j j 2 m
2R _ . _& 1 @
>y = o ("m +ivj1) = a +3 (a? 2) , (3.57)

y otra vez con fj = 1/aj, en t = 0 se tiene

B = (2)4(n-5)

5 = __‘L’_)J;.:M (3.58)
m Y50 (%} o+ (B -2)

Notando 1a similitud de esta iltima ecuacién con la (3.52), se adopta también
1a opci6n maés simple para la condicién inicial,

( ) (3.59)

1
— e —e——— 3.60
T By (Be-9) (5.60

Con lo anterior, se encuentra la sucesién de realﬂt.ados,

w‘;j"" sin(@t) +1 [-— - 7‘:—’!“",—*%} coe(wt)]

2k
Ul =
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_ (B~ )~ & [83 — (§)"] cos(at)
2 [ o + (%)2] —-2{6h~ (%)2] cos(@t)’

Bijoi?
T () + Tre ('

2h
= —"ij,(t) =

2h @
= ;Uj’(t) -+ 2 (3.61)

en vias de encontrar la expresién final para a}. Entonces, de la Ec. (3.57), se
establece 1a ecuacién

. & 2 -
o} = af {ﬂ,’o [&é’ﬂ] + cos? (“’-2—') }, (3.62)

adem4s de la otra relacién importante
283 Py & s
& _ (P-o)eos@an(®)
o« 2
Y A

Examinando el comportamiento de las Ecs. (3.62) y (3.63) para el caso de
resonancia, @ < 1 = w; -+ v, permite establecer una comparacién con el caso
resonante y comprobar que los tres casos coinciden en el lfmite. Empleando las
mismas estrategias que en las secciones previas, se halla que

o} ~ oy [1+ (Bjot)?]
= lim af = ajy [1+(B501)7] , (3.64)

(3.63)

corroborando con lo anterior, el resultado encontrado en el primer caso para
7 > w,, es decir, cuando las frecuencias de ciclotrén y de perturbaci6én se halian
extremadamente cercanas, un fenémeno de resonancia toma lugar en el sistema.
Adicionalmente, se tiene la aproximaci6én

& (23?0 - %) t
aj 2Bt + 1)’

. dj ﬂjot
= lim -+ = —_— 3.65,
Poa = Pririgen (4.65)

con lo cual se encuentra la misma consecuencia vista ea la Ec. (3.50), para
2 ~ w, en el caso supercritico.

Regresando a la discusi6n sobre la soluci6n exacta (3.62), la ecuacién describe
al méximo del paquete de ondas (WP), oscilando en el tiempo con una frecuencia
reducida @ = /w2 — 3.



CAPITULO 3. SOLUCION EN UN SISTEMA BIDIMENSIONAL 35

3.3 Efectos de friccion en las corrientes

Del si bidi ional ¢ lado, donde se mueven particulas de carga
puntual -clectrones, iones, etc.— bajo ia ncci()n de un campo magnético
perpendicular al si yh d de guir infor i6n sobre

el movimiento del mdximo dcl paqucte de ondas (WP), la solucién de la
ecuacién diferencial no lincal para a (3.38), también proporciona informacién
sobre la parte no-clisica de la dindmica (por ejemplo, las corrientes de
tunclaje) ida en la densidad de corriente de convencién que aparece en la
EFP (1.41) (15, 18).

Para observar la influencia de la friccién en las corrientes, primeramente se
obtiene la expresion para la velocidad v, en el sistema (plano-zy), empleando la
relacion (1.40) se encuentra que:

b W q
= —_— 1 —_— ) — X
Vi ‘V_L n (\I") AJ_(I‘_L), (366)

pero recordando que A(ry) = (1/2)Bxry y que ¥ es de la forma (3.8), entonces se
consigue Ia expresién en forma matricial para la velocidad:

o+ (82 = ¥) 2+ 557
vy = N . (3.67)
(R —3)o-%2
La velocidad de 1a corriente de difusiéon se obtiene a partir del término V-J, en
la EFP (1.41), dado que

v:.3p = V'(ﬂVDL)=—DAP=V~(—pr),
SvpL = —D¥, (3.68)
y con
2m 1=
5o & ] Ve [_T'&"I]
b=1 2 y £ W Eo o (3.69)
- 7
2 [ (v ) » =
se tienc que
.V z
vpL=-D2E =2 [ . (3.70)
p 2 5

Aqui debe resaltarse por un lado, el hecho de que la velocidad total de la
corriente, (V. = v, + rp,), sea independiente del coeficiente de friccion v,
pues

o+ (82) &+ 59
Vi =vi+vpL= . (3.71)

. & - =
T)u+(uu 1 —'—‘:’fI
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Por otra parte se tiene que, la corriente que es proporcional al término que
involucra la forma del paquete tipo-onda, a través del término con a —de ahi 1a
importancia de la cantidad é&;/a;— puede llevar a un incr to o crecimi

de la corriente en una o ambas direcciones. En el caso contrario, para a cons-
tante, simplemente la contribucién a la corriente total del término proporcional
a &;j/aj, desaparece.

3.4 Sobre la energfa del sistema

Los aspectos corp lar y ondulatorio del si Antico considerado, no so-
lamente son reflejados en las diferentes ecuaciones de movimiento que describen
la dindmica del sist , 8ino también en las correspondientes contribuciones
a la energfa. La solucién tipo paquete de ondas (3.8), lleva a una funcién de
densidad p = ¥}, ¥wpy que posee una forma gaussiana y aunque a partir
de ¥wp, se obtienen soluciones andliticas exactas, ¥wp1 no es una eigen-
funcién del operador hamiltoniano. Por lo tanto, no es posible con la ENLS
(Hnim¥wpy = E¥wp, ) determinar los valores intrinsecos de la energfa. Sin
embargo, se puede calcular la energia total (F) del sistema. Esta energfa total,
consiste de una cantidad que se puede atribuir a la mecénica clisica y de otra
cantidad no-clésica de caricter ondulatorio [18).

En el caso del movimiento en el sistema bidimensional con campo magnético
que se estd estudiando, se calcula el valor de la energfa promedio a partir de la
ENLS (3.6),

2
(E} = (Hnim)= < ,Il'; [?v; - %AJ_ (u)] >
+ <’7? ln¥wpi(ri,t)—(In WWP.L('J..‘))])

+ (-7 [2ALtnn) -]}, 3.72)

no obstante, los dos tltimos promedios de E no contribuyen a la energfa, y de
acuerdo a la expresién para el paréntesis cuadrado (3.9), E se convierte en

8“ 8’ _2hg, 8
= 5= < —H R e -4-9 cz(A=+Av)>
(3.73)
de lo anterior puede definirse la energfa efectiva del sistema como

1 & a8 Mg, 8 Mg, 8 @
E= 2m[ h’ox,—hov, A 25~ Te 'W+§(A’+A')](3'“)
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Luego, entonces

(B) = 2—1"—' <p +p|2, - gch,pz - %A,pv + quA: + -Z;A:>
= % < 2—ch,p, + qu,) + 'i' <p; - '?Alﬂv + §A3>
=® = 5 (6 )——(A,)(P=)+c, (A,’,))

+—,,, ((Pv) -2 A )+ %:-(A:)) , (3.75)
pero, en virtud de las relaciones
G=a-(a), > (&=0,
= (@) = (a®) - (@), = {a®) = (&%) + (a)*, (3.76)

la expresién para la energf{a promedio, energfa clasica m4s energfa no-clasica,
queda como:

B = & ( (pa)* = 2 (A.) (02} + 82 (A5 )
+m)! - 2(4,) + () + T (4)
) - "<A>("=)+g’< ) (3.77)
*am | op -2 (yon+&(g) ) ™
= (E)+(E).
Siendo, por lo tanto, la energfa no-clésica la de interés especial,

(#2) - 2 (A:) ) + % (£2)
(Eq) = m ( + (,_?) J<2v> B + 1,. <A’> ) (3.78)

A partir de la relaci6én
(@) = {a?) - (a)*, (3.79)
se calculan los valores promedio y 1as dispersiones de los operadores de posicién y

momento, involucrados en 1a Ec. (3.78). Para ello se emplea la funcién solucién
tipo-paquete de ondas (3.8)

Ywri(nt) = N@ew V0 + 1L
+ 1Y, ()5 + %L,(t)ﬂ +|’K(t)] , (3.80)

y recordando los operadores matematicos,
a" an an aon

el 8—-‘7'-:5!7—“, para n=1,2,3,...
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después de realizar los clculos pertinentes?, finalmente se obtienen los resulta-

dos:
o) = [" o (2L) v
=(p) = L,. (3.81)
Anélogamente,
®) = /_mw'(%-:—g)wdxdy
=2{p) = Ly (3.82)

o = [ w(-w) v dsa,

(wy = % Y’y + L2 ~2iNYs, (3.83)
y similarmente,
o0 8
(pz) = /;oo v (—hao?) ¥ d’:dy'
1yz
{2y = "yw" + L} - %K%Y, (3.84)

Ahora, se pueden conseguir las dispersiones necesarias para los operadores de
posicién y momento. Para la dispersién en la posicién —tanto para z como para
y—- se hace referencia a la relacién (3.36), encontrando que:

h _ fl
—a2, (§*)= 4Y = a,, (3.85)

=2y _ 1 _
<’)’4Y,,‘2m

y para la dispersi6n de los operadores de momento se tiene:

() = K (Vg + V) . Ay = W (Yot szl)__

3.86
Yes Yur (3.86)

Empleando las relaciones (3.36) y (3.39), en las ecuaciones previas, se consigue
la expresién:

hm @ ¥ 1

{52 2 (2 X —

@ = ( ) [ ( ) - ya? (a,) +Lal s ,’-] (3.87)
Para los promedios que involucran las componentea del potencial vectorial,

ALry)=-3 Bw+m) i+ 7 B+ i (3.88)
2Vesse el apéndice C
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se tienen los promedios

’ (Az.L) = 'lvy (Ay.L) = !3]‘7]:7
(42,) = & (VR) + 5}, <Avl) = B+ Znl, (8.89)
= (42,)= —(y’) (A3,) = B (z%). (3.90)

Por lo tanto, sustituyendo las cantidades pertinentes en la expresién para la
energfa promedio (3.78), se obtiene que

@ = b (-9 4 (“c)]

hl| o féy We 2
+Z [ﬂv a—y —) + = + ( ) ayl. (3.91)
Como en el caso de la energfa clasica de un sistema disipativo por friccién,

también la contribucién cudntica encontrada (E;), no es constante. El cambio
de la energfa del estado base se obtiene a través de su derivada temporal,

2 {[(8 - For) (- o) - G+ e
+[(o-Tav) (8- Jo) -2+ "’T?a,.-,,]} ,
ll

et A

24y

=>4 lly—Fou) 4 - 02 (3.92)

de esta tiltima ecuacién se identifican los términos con (#7) y (3%), encontrindose
que

d
2 (&

[ (8 - B (@ + ﬁ @) - 3% @]
= —z [h:iit (cnzox= a’) +h— (a,,a, ;az)]
= [ (‘;7) *ha (y"n)]
"ZEZ (B2 + ZPz) + (By§ + TBy)) »
= 2B = ~12 ((#eal) + (Bwil)) (3.99)

donde el s[mbolo [ + ], denota el anticonmutador. Una manipulacién més en
la Ec. (3.93), conduce a,

2 (B + T 21,) + T (B ) =0, (3.94)
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= (Eg) + % [Pz 2] ) + 'ZY- ([ﬁ,.ﬂ]+> = conatante. (3.95)

De la cantidad (3.95), la parte

32, + T ([P i) » (3.96)

se puede interpretar como la energfa que es transferida a los alrededores, que
en combinacién con la energfa que per e en el si a, hace posible la
conservacién de la energfa total.

Como punto final en este capftulo, y no considerado en ninguna de las re-
ferencias, se encuentra la dispersién o varianza de la energfa no-clésica, la cual
proporciona una medida conveniente del orden de la reparticién de sus valores
adquiridos. Por lo tanto, la magnitud

(B7) = (D) — (B, (3.97)

tiene las dimensiones del cuadrado de (E,), asf que una medida lineal de la
reparticién de los valores posibles de {E;) viene dada por la rafz cuadrada de

la varianza de la energfa cudntica, es decir, por la magnitud A KE’), que tiene

las mismas dimensiones que (E,;) y se denomina desviacidn estdndar.
Entonces, para obtener la varianza, se halla primero a partir de la expresi6én
para la energfa efectiva del sistema

2 &? 2 82 2hg , 8 273‘1 8 £ 2 2
= [ e . T s (A,+A,,)] (3.98)

la cantidad £2. Esto es,

1 4 3
= (ot L+ -:;a - ala52 + 25420 - S A,

1 4
+— (gt + ?q_n 2 4 C‘A; —4qA,p,, + 2"2A,p, 'gAgp,) ,

am
(3.99)

Sin embargo, gracias a la simetrfa encontrada en las direcciones z, y basta
trabajar con la expresién

1
5} = im (pj + ?Ajpj + C‘AJ - 4qupj + 2Z:A pj — 4§A§pj) )
=
1
& = = (en+ Lo+ % - (at)

4% (4 () + 2% (D) o) - 1% (A;)(p,)) (3.100)
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Pero de lo anterior, solamente se quiere la contribucién cuéntica, la cual se
consigue siguiendo el razonamiento siguiente,

EY) = [(<p,> ) + 5% (<A3> A (62 - o)
+c—4 (Ca8y - 4?) = 22 ¢4 (1) - 202°) (p,)] (3.101)

Luego de obtener el resultado para cada uno de los paréntesis y de realizar las
simplificaciones pertinentes, se encuentra la expresién,

[ &4 [a2 (X - §)* +af (v - §)']
+30 [(X - 1)’ + (v - 310)7] + 30 (& + )

+g5h [L202 (X - 1) + L3od (¥ - $9)’]

h (& + )
(BD) =1 +&rulaed [(X - 1) + (v - )] (3.102)

2 2
+§n2? (55 + 2) + Beh?wt (ob + of)
+gmhwd (n2a2 + nlal)

+§hwe [nyLa02 (X = 19)* = naLyad (¥ - $7)7]

+3hue (k= - 22) 4 B0 (03, — eadly)

donde, X = az/az y Y = ay/ay. Por otro lado, de la expresién para (E,) se
obtiene su cuadrado, es decir,

= Bl gt o)
~ 4a(c3)-9
[ (Y 2”’) ol a‘ + 16""’+2 (Y_ 57)

wialy-1 wi
+2a,(Y. 37 +2]

\
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" 2 1\? 1\?
+-8— [ 0y (X - 57) (Y - 5’1)
a? 1
+—2 (Y—§7) +—a 0 (Y—§1) ]

" [a? w?a
+?[a_3( +a“+4a’
2 1 w?a}

y sustituyendo en la relacién para la varianza, después de varias manipulaciones,
se obtiene finalmente

(B*) =(E2) - (B =
2 2
O ORS L YIS P L’:v) -Txy (3.104)
+3hw¢ (nyLzX — n:LyY) +1 h’wﬁ (X (a3 — a2) + YV (a5 — a})]
+1_6'ru‘lc ("szay - ﬂ:Lvaz)
+ 335wt [B (o + af) +6m (n2a2 +nfa}) — hedad],

donde se usan las definiciones

x= [a: (x - %’y)a - alz] (3.105)
e

Finalmente, la desviacién estdndar simplemente se obtiene sacando la rafz cua-
drada del valor absoluto de la Ec. (3.104).




Capitulo 4

Predicciones

En e! capitulo anterior, se delinearon vanoe aspectos para el movimiento de

partfculas de carga puntual en un sist b nal, cuya propiedad prin-
cipal es la disipacién por friccién, con un campo magnétxco aplicado de manera
perpendicular,

Al considerar un movimiento en tres dimensiones amortiguado por friccién, el
método desarrollado puede ser extendido para incluir condiciones anisotrépicas,
por ejemplo, diferentes constantes de difusién son posibles en cada una de las di-
recciones espaciales. Sin embargo, con el fin de simplificar al maximo los cilculos
del desarrollo y tener una descripcién que muestre claramente las consecuencias
de los resultados obtenidos, se sigue considerando la extensién de Einstein para
el coeficiente de difusién, es decir, el argumento establecido por Dy; = (v/2) {33)
para j = z,y. Igualmente se continua con el ansatz ¥(r,t) = ¥, (ry,t)-¥)(z,¢),
que como se observé permite la separacién en dos ecuaciones conteniendo solo
¥, o ¥, respectivamente.

4.1 Condiciones experimentales

Para el caso de un movimiento amortiguado en un sistema donde las particulas
de carga puntual sean electrones!, con las caracterfsticas convenientes como son
el campo magnético apropiado y la frecuencia de perturbacién adecuada, una
de las cantidades que tienen especial trascendencia para conseguir la evidencia
de los efectos cudnticos del fenémeno de disipaci6n, es 1a velocidad de densidad
de corriente, ya que por medio del nimero de electrones presentes en el siste-
ma (densidad electrénica) se halla una proporcionalidad directa a la corriente

!Las partfculas ideradas \: den ser iones, conduciendo con ello a un es-
pectrémetro de resonancia ciclotrénica de iones, ICR. La upectmmetrfn ICR, es una c!’n de

espectrometria de masas especialmente usada para el dio de las interacci de
iénicas en la fase gaseosa, y se basa en el fen6meno de resonancia.

43
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eléctrica en el dispositivo experimental. De la velocidad total V,, Ec. (3.71),

iz + (g:) &+ Y
Viyi=vi+vpL= ) 4.1)
| e (8)9- %
se observan dos tipos de contribucién, la primera que depende de una cantidad
clésica, que era de esperarse, y la segunda que contiene una cantidad neta-
mente cuéntica &;/ay. Como se noté a lo largo del capftulo previo, aunque se
obtuvieron soluciones analfticas exactas para a? y &;/aj, el manejo de estas
funciones en forma exacta resulta complicado para obtener resultados sobre su
comportamiento en el tiempo y hacer predicciones sobre el sistema. Diferen-
tes aproximaciones para la evolucién de a}, &;/ay y la velocidad de densidad
de corriente V1, pueden verse a través de graficas generadas por computadora
para diferentes condiciones y pardmetros.
Para el sistema en cuestién, con la influencia de un campo eléctrico también,
la ecuacién de movimiento clisica correspondiente es la fuerza de Lorentz

myy = :ém_ xB+eE—-myn,, (4.2)
de la cual se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas,
fiz = weny+ '%Ez - Yz (4.3)
" e .
fly = —welz+ ";Ev =My (4.9)
Después de realizar unos sencillos cdlculos se encuentran la trayectorias cldsicas,
-yt .
me(®) = b2 [ycos(uet + ) + wesinust + )]
e/m
+’7T-|-_w§- (vE; + ch') ¢, (4.5)
-t .
) = bex_M [y sin(w.t + ¢) + w, cos(wet + ¢)]
7 +we
e/m
+;’_+—w§ (vEy — wcEx)t, (4.6)
asf como las velocidades,
. e/m
7z(t) = bexp(—~t)cos(wet+¢) + :Yﬁ (VEx + wcEy), (4.7)
(-]
. . e/m
ny(t) = —bexp(—vt)sin(w:t+ @)+ —,—/—-2- (YEy —wcE:), (4.8)
T+ ws

donde b y ¢ son constantes a determinar con las condiciones iniciales impuestas
al experimento. El conjunto de condiciones, es determinado a partir de los
requerimientos o medios del sistema. Por ejemplo, en un caso particular se
tienen las posibilidades:
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L n:(¢t=0)=0,
2. p(t=0)=0,
3. 1z(t = 0) = vq1 =velocidad de deriva de los electrones, -
4. N(t=0)=0,

Por otro lado, el campo eléctrico se restringe solamente a una direccién perpen-
dicular al campo magnético, siendo una opcién la direccién z (=> E, = 0). En
consecuencia, los valores encontrados para ¢ y b son respectivamente,

- = (0? +02) 7 (¢/m)wcEs
¢ = wemn [m—(vuwz)“‘ ozer R
) - + ) (e/m)weEx (4.10)

sing
En lo concerniente al campo magnético de magnitud B aplicado en la direccién
z, en principio se supone una variable independiente que es ajustada de acuerdo
a las necesidades o posibilidades. Para la velocidad de deriva de los electrones
vd4y, se puede tomar de referencia el valor encontrado a partir del siguiente
razonamiento.
Suponiendo que se tiene un dispositivo de cobre de longitud L y seccién
transversal S, se sabe que el flujo de corriente es

J=§ I=/J-ds. (411)

La carga que se mueve en ¢l dispositivo es ¢ = (nSL)e, y pasa de un extremo a
otro en un tiempo ¢ = L/va; . La corriente I es por lo tanto,

_q_ (nSL)e _
I= ri _L/vu_ = nSevq., (4.12)
I J
= V4L = gel = V4L = oo (4.13)

En el cobre hay aproximadamente un electrén de conduccién por dtomo. El
nimero n de electrones por unidad de volumen es entonces, el mismo nimero
de 4tomos por unidad de volumen, y est4 dado por

n__ pm 4t /m® _ masa/m?

Na M Gtomos/mol  masa/mol’ (4.14)

aquf py, es la (masa) densidad de cobre, N, es el niimero de Avogadroy M es
la masa molar del cobre. Esto es,
Napm _ (6.02 x 10%¢/moi(8.96 x 10%kg/m?)
M 63.5 x 10-3kg/mol
8.49 x 10%electrones/m® (4.15)

4
2
Il
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Luego, si el alambre de cobre lleva una corriente de 14 y su seccién transversal
es de 4 x 10~°m? aproximadamente, se tiene

J=2.5x 10°A/m?
= vy = .".'—e ~1.84 x 10-5? (4.16)

Antes, de proceder al anAlisis por casos, se debe obtener el promedio de la
velocidad V 1 sobre el espacio (experimental) de trabajo, es decir, si se tiene un
dispositivo de dimensiones A; por A, entonces

. o . J .

ne+ (82) sy 4, S & dedy + 55 0T, S5 0 dady
(V.L),\.,\, = N . A '

iy + (80) 536 5, T 0 dwdy — it S5, I 2 dzdy

donde Iy = Az /2y Iy, = Ay /2, ademés recuérdeseque =z ~n: y =y —ny,
por lo tanto se obtiene que

s + (g:‘) Nz ~ %"’l
Vadaia, = s (4.17)
Ty + (?,:) My + $0s

A continuacién se muestran las graficas para los efectos cuénticos de aj, a;/ay

¥ (Vi)a.»,s asf como la energfa (E,) y su dispersién en el tiempo ‘KE’)

El andligis se separa nuevamente en los tres casoe estudiados en el capftulo
previo, es decir, en amortiguamiento supercritico, resonancia y amortiguamiento
subcrftico.

4.2 Amortiguamiento supercritico

En este caso, las condiciones experimentales con las que se prepara al sistema
donde se espera que la friccién este presente como un factor que de caracteristicas
de amortiguamiento supercritico son: una frecuencia de perturbacién (origen de
la friccién}, -y, més alta que la frecuencia ciclotrén, w,, que se este manejando
y que es resultado directo del campo magnético aplicado al sistema. El campo
eléctrico en principio puede ser nulo, 8in embargo si se escoge distinto de cero
debe notarse que solo tiene efectos en los resultados clésicos y no en los efectos
cudnticos, de acuerdo a lo apuntado en las secciones anteriores. Finalmente
los valores presentados para este caso son puramente tedricos cuyo objetivo
principal es permitir la observacién del comportamiento del sistema bajo las
condiciones de amortiguamiento supercrftico; no obstante, se toma en cuenta
que en la literatura se reportan experimentos donde intervienen las cantidades
mencionadas con valores t{picos o dentro de un rango que puede ser conseguido
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bajo condiciones apropiadas en el laboratorio {19]. Por lo tanto usando los
valores,

4=10'2 Hz, B,=1T,= A=x3.1574% 10" Hz,
E, =100V/m, wvq1 =2 x 1075 m/seg,
ﬂ,o = 10" Hz, ﬂyo = 10" Hz.

La parte cldsica de la dindmica, es decir, el movimiento del maximo del paquete
de ondas (WP), es afectado por el ambiente disipativo como era esperado. Las
Figs. (4.1) - (4.3) corresponden, respectivamente, a las cantidades cl4sicas de
la trayectoria, la velocidad y el momento (en cada una de las direcciones) del
méximo del paquete de ondas. En las graficas de las velocidades, se observa que
después de un determinado tiempo, el maximo del paquete se mueve con una
velocidad constante en ambas direcciones.

Ahora, para observar los aspectos cuénticos, se debe tomar en cuenta que
de acuerdo a la solucién encontrada para este caso, se tienen dos posibilidades
A=A,/ Las graficas de la anchura del paquete de ondas of(t), Ecs. (3.47)

¥ (348)
2
Bio .2 A2
aly |exp (Aryat) + (ﬁ) sinh’ (———-t)] ,
Go [ 1/2 , 3

2 Bjo - Az
oy |exp (—Ayat) + % ) Siok ( ) t) )

2

aj (t)

aj_(t)

muestran que el paquete se extiende en el tiempo més rdpidamente que en un
sistema donde v ~ w,, tanto para A;/3 como para —A; 2 debido al término
sinh®, y en el caso de a?, (t), incluso exponencialmente.

Las energfas calculadas con la Ec. (3.91)

- B} afés 7\, 1 we\2 4
(E') = Z[a, a:—-i' +—Z+ -2—) az

Blaa (32 4 L4 (%) a2
+3 [a,, (a' 2) +°3+(2) a?l, (418

-\ 1/2
para Ay/a y —A\ 2, asf como su respectivas dispersiones dadas por (E") ! , 80N
ilustradas en la Figs. (4.5) y (4.6). En las gréficas de energfa se observa como
por medio de la friccién en el sistema —es decir, a través del rompimiento de
la simetria temporal~, es posible llevar a cabo un desdoblamiento en la energfa
cufintica del estado base —similar al desdoblamiento de los niveles de energfa
debido a la reduccién de la simetr{a espacial. Finalmente la Fig. (4.7) muestra
la velocidad de la corriente de difusién dada por (V1),_,, = (V.)s paracada
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una de las direcciones, z, y. Es interesante notar que para tiempos muy cortos,
existe una pequeiia diferencia entre lo esperado con respecto a A, /3 y —A4;/3, no
obstante conforme el tiempo avanza se unifican ambos resultados para las dos
direcciones. Es esencial mencionar que estas gréficas son importantes porque
bési fialan el comportamiento de las corrientes que se forman en el

gistema, salvo constantes de proporcionalidad.
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Figura 4.1: Trayectorias cldsicas: ;(t) y ny(t).
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Figura 4.2: Velocidades clésicas: 1,(t) y ().
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Figura 4.3: Momentos clsicos: Ly(t) y Ly(t).
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Figura 4.4: Aspectos de la dindmica no cldsica: a2(t) y (&=/az)(t)
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Figura 4.5: Energfa cuéntica y su dispersién: (E,;) y <E’>
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Figura 4.6: Energfa cuintica y su dispersién: (E;) y (E’) !
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Figura 4.7: Velocidades totales de corriente promediadas en un sistema: (Vis)g
Yy (VJ-v)s
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4.3 Resonancia

En el fenémeno de resonancia, el sistema tiene una friccién dada por la frecuencia
de perturbacién que se encuentra muy cercana o es equiparable a la frecuencia
de ciclotrén proporcionada por el campo magnético, es decir, ¥ ~ w,. Por lo
tanto, tomando una serie de valores teéricos, pero fund tados por las mi
razones que en el caso anterior, se puede obtener una idea de la evolucién del
sistema bajo condiciones resonantes. Entonces, escogiendo las cantidades

~=10" Hz, By ~0.57 T = w = 100000000000.0001 Hz,

= A =4.5795 x10% Hz, =@ =4.5795x10% Hz,

E, =100V/m, vgr =2 % 1075 m/zseg,
Bzo = =10" Hz, Byo = 5!5 =10'"! Hz,
las caracterf: de las cantidades clisicas no ti diferenci litativas

muy axgmﬁcanvaa en comparacién con el caso anterior, como se observa en las
Figs. (4.8)-(4.10). El miximo del paquete de ondas se mueve con una velocidad
constante en ambas direcciones después de cierto tiempo.

Igualmente, en la dindmica cuéntica, por ejemplo las anchuras del paquete
a} y o} , Fig. (4.17), ambas crecen en el tiempo cuadriticamente segin la
expresién

o2 [1+ (Bot)?] (4.19)

para j = z, y. Mientras que la cantidad &;/a; exhibe también un méximo
como en el caso supercritico, pero rdpidamente tiende a cero.

En la grifica de la energfa cuéntica, Fig. (4.12), se nota un crecimiento de
magnitud significativa en el tiempo, sin embargo no hay que olvidar su disper-
sién, la cual también crece rapidamente a la par de la energfa, lo cual oculta y
hace dificil cualquier posible registro de un aumento en la energfa del sistema.

Ma4s esperanzador parece el fenémeno de las velocidades de corriente de la
Fig. (4.13), pues a diferencia del caso supercritico, ahora la combinacién de con-
diciones iniciales hace que ambas velocidades sean positivas y se incrementen en
el tiempo. Esto lleva a pensar que en el sistema tratado pueden implementarse
algunos instrumentos que hagan mediciones para comprobar el fenémeno,
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Figura 4.8: Trayectorias cldsicas: n:(t) y n,(t).
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Figura 4.9: Velocidades clasicas: 1, () y i, (¢).
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Figura 4.10: Momentos cldsicos: L:(t) y Ly(t).
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t(seg) t{seg)

Figura 4.11: Aspectos de la dindmica no clésica: a2 (t) y (d=/az)(t)
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Figura 4.12: Energia cuéntica y su dispersién: (E,) y (E’)
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Figura 4.13: Velocidades totales de corriente promediadas en un sist {Viz)s
y (V-Lv)s
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4.4 Amortiguamiento subcritico

Para la ilustracién de este caso, cuando la frecuencia de ciclotrén, w,, se encuen-
tra por arriba de la frecuencia de perturbacién, v, el sistema experimenta un
amortiguamiento subcritico que se obgerva bajo condiciones escogidas de ma-
nera tedrica, pero con la restriccién de que todas ellas han sido manejadas en
diversos experimentos donde intervienen campos eléctricos y magnéticos. Por
lo tanto, tomando

4 =10" Hgz, B, =10T

= we = 1.7585 x 10'? Hz,

E; =100V/m, v = 2 % 10~° m/seg,
Bzo = g =10 Hz, Buo = b= =10" Ha.

Entonces se considera A = +i\/w? — 9% = +i% = i{1.7557 x 10'? Hz, lo cual
conduce a un comportamiento oscilatorio en la dindmica clésica, Figs. (4.14)-
(4.16), el maximo del paquete de ondas oscila con la frecuencia reducida @& y
su amplitud decrece exponencialmente. En las cantidades cuanticas también se
manifiesta el fénomeno oscilatorio, para las anchuras del paquete, Ecs. (3.62)

o wt 2 -
X t
af =ajy { o [’3"2%1] + cos® (%—)} ) (4.20)
2

s (%e-5)con()sin() (a.21)

o 2{% ['—‘%"—‘l]’wos’(%)}'

las gréficas de la Fig. (4.17) exhiben la periodicidad en el tiempo de o} y
(&j/e;). El hecho de que los minimos de o esten muy cercanos a cero, hace
que (&;/a;) muestre agudos picos (pero sin diverger) en los tiempos correspon-
dientes. De particular interés es el comportamiento tambin oscilatorio en la
energfa y en su dispersién. En la Fig. (4.18) se observa que el promedio de la
energfa cudntica en el tiempo es diferente de cero, no obstante, nuevamente su
posible manifestacién en el sistema queda oculta debido a que el promedio en
el tiempo de la dispersién es del mismo orden de magnitud.

La velocidad (V1 )¢, como consecuencia 16gica de su dependencia de cantida-
des clasicas y de (&;/ay), también presenta oscilaciones, Fig. (4.19). Es notable
que a diferencia de los dos casos anteriores, ahora solamente la velocidad de co-
rriente en la direccién £ parece cobrar mas significado que la correspondiente en

Y para
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la direccién y, esto en virtud de que en tal direccién la velocidad oscila de ma-
nera casi simétrica alredor de ¢ = 0 y un promedio temporal serfa despreciable
con respecto al de la direccién z.

La existencia de este fenémeno oscilatorio en las velocidades de difusién, lleva
pensar en la posibilidad de registrar su presencia en el sistema experimental
a través de una potencia disipada, la cual se puede suponer (como primera
aproximacién) como si estuviera dada por cargas oscilando.
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t(seg) x10

Figura 4.14: Trayectorias cldsicas: n:(t) y ny(2).
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t(seg) x10

Figura 4.15: Velocidades clasicas: 1jz(t) y 7, (¢).
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Figura 4.16: Momentos clésicos: Lz(t) y Ly(t).
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Figura 4.18: Energfa cusntica y su dispersién: (Eg) y (E’) /
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Figura 4.19: Velocidades totales de corriente promediadas en un sistema: (Vis)g
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4.4.1 Potencia disipada

Imaginando dos cargas separadas por una di ia d y conectadas por un fino
alambre, en un tiempo t la carga sobre la esfera superior es ¢(t), mientras que
sobre la inferior es —q(t) [22].

Figura 4.20: Dipolo eléctrico oscilante.

Luego, suponiendo que la cargas oscilan arriba y abajo con una frecuencia
angular @, entonces

q(t) = qo cos(at). (4.22)
El resultado es un dipolo eléctrico oscilante
p(t) = po cos(@t)k, (4.23)

donde py = qod es el valor méximo del dipolo eléctrico. Por otro lado se tiene
que el potencial eléctrico esta dado por

e = g (RS =rf0)_ pemB=r/l) (g

donde, por la ley de los cosenos

f 3
re =4/r? Frdcosf + (g) ' (4.25)

Convirtiendo el dipolo fisico en un dipolo ideal, se hace la 1* aproximacién
d << r —es claro que si d = 0 no se consigue ninglin potencial-. Entonces
haciendo una aproximacién a primer orden en d, se tiene

d 1 1 d
ri_r(lq:;cOSO),:'-_—i-_;(l:l:,;-cosa), y
cos[w(t — ri/c)) = cos [(D(t-r/c) + ‘-;—gooso]

~ cos{@(t —r/c)] cos (6-21—: coso) F sin [(t — r/c)]sin (‘;—i-: cose) .(4.26)
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Pero en el lfmite del dipolo ideal, se tiene ademds una 22 aproximacién, d <<
c/w. Es decir, las ondas de frecuencia @, cuya longitud es A = ¢/& tienen el
requerimiento d << A,

= cos[@(t — r+/c)] = cos[@(t — r/c)] F ‘-g—: cos@sin[w(t — r/c)). (4.27)

Por lo tanto, el potencial tiene la aproximacién

pocosb
4meor

o(r,0,t) = {—% sin[w(t —r/c)] + %_- cos[w(t — r/c)]} . (4.28)
En el lfmite estdtico (& — 0) el segundo término reproduce la férmula para el
potencial de un dipolo estacionario.

Ahora se buscan los campos que sobreviven a grandes distancias de 1a fuente,
en la zona de radiacidn, esto lleva a una 3® aproximacién dada por r >> ¢/ o
r >> A. Entonces ¢l potencial se reduce a

8(r,0,8) = — 222220 ufoge - r/e). (4.29)

Por otro lado, el potencial vectorial es determinado por la corriente que fluye
por el alambre

I(t) = %i=-q@sin(0)i,
>Amy = B _:’/:M
= A0 = ~BPgno— o)k (4.30)

En virtud de conseguir la expresién para el campo eléctrico E = —V¢—(8A/8t),
se calcula

= 9, 1 ¢
Ve = i+ g0
~ 4:‘:‘: ( ) coa[@(t —r/c)} &, y (4.31)
%‘% = I‘!::’O cos [@(t — r/c)) (cos 8 — sin 65), (4.32)
=>E = _lmz&" (amo) cosf@(t ~r/e)}d vy (4.33)
1 0A,1 .
VxA = ‘;[ar(Ao)— ]lP

oB = _p‘::::; (sm0) cos[@(t —r/c)] @ (4.34)
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Aquf los campos E y B se hallan en fase, mutuamente perpendiculares y trans-
versales.

Finalmente la energfa radiada por n dipolo eléctrico oscilante estd determi-
nada por el vector de Poynting S. Es decir,

~2 o 2
s= %(E xB) = 42 J opo? (%‘3) cos [t — r/c)]} £ (435)

La intensidad —en unidades de Energfa por unidad de Area y de tiempo~ se
obtiene promediando (en el tiempo) sobre un ciclo completo, esto es

“d in? 0
() = BB (220) 5. (4.36)

Es notable el hecho de que no existe radiacién a lo largo del eje dipolar (sinf =
0). Asf, la potencia total radiada se encuentra integrando (S), sobre una su-
perficie esférica de radio r y centro en el dipolo. Por lo tanto

_ bordd* _ pegPd’at
P= 12rc  12mc (4.37)

Entonces, tomando el perfodo, T, de oscilacién directamente de la grifica de la
velocidad de corriente en la direccién z en la Fig. (4.19), se obtiene que

~ —12 — l _ 1 12 ~ 12
T =~3.58 x 107"%seg => v = 7 = == x 10" Hz ~ 0.2793 x 10" Hz
= @ = 2nv =~ 27(0.2793 x 10'?Hz) (4.38)

Ahora usando la Ec. (4.37),

(4m x 10~7T . m/A) (1.602 x 10~'74 - 5)” [27(0.2793 x 102Hz)])' &
12mc m/seg

P=(P)=
Finalmente,
P =~ 27.045 x 10-°¢P3V; (4.39)
m

donde d es la separaci6n entre cargas en unidades de metro. La siguiente tabla
muestra algunos valores de la potencia P para diferentes distancias d

d P

Radio de Bohr 5.20 X 10" m | 7.568 x 10~7° W = 4,72 x 1077 eV/seg
Longitud Compton | 243 x 10~ 7 m [ 1.597 x~° W =9.97 x 10~° eV/seg
1Amstromg 10" m 2.705 x 10~%° W = 1.69 x 10~° eV/seg
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Al comparar estas potencias disipadas, es decir, la energia que pierde un electrén
cada segundo, con su energfa cinética obtenida en la gréfica de la Fig. (4.18), se
observa que esta tltima es del orden de 10~2eV lo cual muestra que la potencia
disipada es hasta 3 6rdenes de magnitud, menor que la energfa cinética en el
peor de los casos. Luego, considerando que en el sistera experimental existe
un nimero de electrones del orden de 10?3 una aproximacién para la potencia
radiada total en el sistema es (segiin se tome el orden de d)

d P = 107%p |
5.29 x 107" m | 0.00767 W
2.43 x 10-12 m | 0.00016 W
100 m 0.02704 W

Con lo anterior, queda claro que para el registro del fenémeno oscilatorio de
la velocidad de corriente y por ende de la dindmica cuéntica, las condiciones
experimentales deben de ser cuidadas al méximo, principalmente la sensibilidad
de los detectores y la preparacién del paquete de ondas. Los célculos hechos,
aunque apréximaciones burdas, proporcionan una idea de lo esperado y la po-
sibilidad de montar o no un experimento en el que se busque la comprobacién
de los principales resultados de este capftulo.



Capitulo 5
Conclusiones

Finalmente, el capftulo al cual se llega cansado de pensar.
Pero como escribiera Sigmund Freud: La verdad al 100 % es tan rara como el alcohol
al 100%.

En el presente trabajo se ha usado un formalismo matema4tico basado en ar-
gumentos fisicos para derivar una ecuacién de campo no-lineal, donde la no-
linealidad es logarftmica, para la descripcién de fen6menos disipativos que se
encuentran relacionados con fuerzas de friccién dependientes de la velocidad.
Aunque en principio, existen diferentes posibilidades de interpretacién para la
ENLS, los célculos desarrollados principalmente en los capftulos 1 y 2, pueden
ser realizados independientemente de la interpretacién fisica de la ecuaciones;
sin embargo, debido a las similitudes formales que hay entre la teorfa cldsica
ondulatoria y una teorfa de probabilidades como la cuéntica, solamente las can-
tidades y resultados encontrados deben ser explicados en diferentes formas. Lo
anterior permite la contraposicién de los resuitados conseguidos aquf con los
de otros autores. Aunque la conexién entre la descripcién fenomenolégica del
proceso de disipacién y la descripcién de teorfa de campos es establecida por el
coeficiente v, en una teorfa puramente microecépica, como la mecénica cuéntica
“ortodoxa” el fenémeno de disipacién no existe debido a la naturaleza conserva-
tiva de las interacciones fundamentales. La disipacién es 8610 el resultado de la
interaccién estadfsitica con muchos subsistemas de los alrededores. La constan-
te v ahora describe un efecto promedio de todas estas interacciones las cuales
pueden ser observadas macroscépicamente. En la derivacién de las ecuaciones
de campo no se evalué v a un nivel microscépico, en cambio se acepté como una
constante probablemente determinada empfricamente.

En lo referente a las ecuaciones diferenciales no-lineales obtenidas (con disi-
pacién o con disipacién y campo magnético) se mostré6 en el capitulo 2 que las so-
luciones pueden ser paquetes de ondas o solitones estables -llamados gaussones-.
Estos gaussones son similares a los paquetes de ondas construidos, y se apro-
ximan asintéticamente a un estado final estacionario a medida que el tiempo
tiende a infinito. La transicién de la teorfa de campo no-lineal a la teorfa de
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campo de Schrédinger lineal puede ser llevada a cabo tomando el limite del
coeficiente de friccién v ~ 0.

En el capftulo 3 se encontré que, considerando un modelo experimental bidi-
mensional con un campo magnético descrito por una de las ecuaciones de campo
construidas con disipacién, la interaccién con un ambiente disipativo debe con-
ducir a nuevos efectos sobre la dindmica y la energfa de sistemas cuénticos. El
rompimiento de la simetrfa temporal introdujo el pardmetro (ambiental), del
coeficlente de friccién v, con varias consecuencias.

Al suponer el coeficiente de friccién, v, diferente de cero se consiguieron tres
posibilidades para la ecuaciones de Riccati (3.18) y (3.19). La primera opcién
fue considerar v > w,, donde w, estuvo determinada por el campo magnético
aplicado al sistema, lo cual condujo al caso de amortiguamiento supercritico
con dos soluciones diferentes para la dindmica cudntica y dos posibles energfas
(con A2 y —Aiz), es decir, diferentes comportamientos para la anchura del
paquete de ondas (WP), y un desdoblamiento de la energfa independiente de -y,
pero que desaparece si v = 0. Una segunda posibilidad fue suponer que v ~ w,,
esta condicién marcé un fenémeno similar al de resonancia para un oscilador
armoénico. En este caso, la dindmica del sistema cudntico mostré un comporta-
miento cualitativamente andlogo al del caso supercritico con las soluciones de
Ayzz. La tercera y tltima opcién fue el amortiguamiento subcritico, dado por
v < w, cuya dindmica, cuintica result6 completamente diferente a los dos casos
anteriores, exhibiendo un comportamiento oscilatorio el cual llevé a plantear un
método probable para su verificacién mediante la potencia radiada, suponiendo
que el efecto esté dado por los electrones del sistema bidimensional oscilando.

Una caracterfstica comiin para las tres condiciones, fue la observacién de un
aumento en la energfa (casos 1 y 2) o una contribucién diferente de cero (caso
3) . No obstante, estos efectos no estarfan presentes sin un medio donde se en-
contrara el sistema, que estuviera transfiriendo energfa. Suponiendo un medio o
unos alrededores dados por un bafio de calor (eventualmente infinito), lo anterior
puede parecer a primera vista, una violacién de las leyes de la termodindmica.
Sin embargo, este no es el caso, puesto que la energfa del bafio de calor no es
transferida dentro de los grados de libertad clsicos del sistema; en otras pala-
bras, el paquete de ondas no comienza oscilando e incrementando su amplitud.
Solamente la parte cuéntica de la energia del sistema, (E.), absorbe energfa
de los alrededores, as{ la energfa térmica es transferida a la energfa cudntica
de tal manera que la suma de las energfas del sistema y los alrededores (baifio
de calor) permancece constante. Ademas debe tomarse en cuenta, el hecho de
que la dispersién de la energia cudntica es del mismo orden de magnitud que la
energfa cudntica y que en ninguna de las referencias {10]-(16] se ha considerado
explicitamente,

El registro de los efectos cudnticos macroscépicog -como variacién de tempe-
ratura o aumento de las corrientes en el sistema- se halla sujeto a las condiciones
iniciales con las que se prepara al dispositivo experim~ntal y al paquete de ondas.
De acuerdo a lo estudiado en los capftulos 3 y 4, los resultados varfan sensible-
mente segiin las limitaciones impuestas, dependiendo por lo tanto, fuertemente
de las constricciones el éxito o el fracaso en el registro, dejando abierto el campo



CAPITULO 5. CONCLUSIONES K44

para posibles propuestas de disefios experimentales. Aquf debe sefialarse que el
capftulo 4 en sus secciones de condiciones para amortiguamiento supercritico, re-
sonancia y amortiguamiento subcritico no tiene contraparte en ningiin articulo.

En conclusién, se establece que el problema de un sistema disipando energfa
debido al contacto con unos alrededores determinados, puede, al menos en cier-
tos casos y con los métodos presentados a lo largo de este trabajo, ser descrito
a través de un hamiltoniano no-lineal dependiente del tiempo, que se resuelve
analfticamente. Esta es la caracterfstica m4s sobresaliente de los artfculos es-
tudiados en esta tesis y que contrariamente, a los puntos de vista de autores
como Caldeira, Leggett, Caldirola y Kanai que se discuten en [17)', salva varios
problemas de interpretacién y cuantizacién en sus métodos.

1En este articulo se bién ias refe ias de los autores citados




Apéndice A

A.1 Ecuacién sin disipacién

Para obt la fuerza p dio dada por la Ec. (1.8), se obtiene la evolucién temporal
de j, a partir de su definicién (1.5) como sigue,

% - Zicva-avp) =C (4Va+aVa-ave ~avh)
= C(fVa+pVa—aV—aVi+phVa-aVp — fVa+aVB)
= C[26Va-2av8+V(af) -V (aB)],
=% - 20(pva-ave) +cv(ap-af),

= (F) = 2mC / (BVa - avg) d*z +mC / V(ap ~ af)d’z,
=(F) = 2mC / (bva — avp) d’z. (A1)
Por otro lado, sustituyendo j y p en la EC (1.1) se consigue,

0 = ﬁ+v.u)=%+v-[cww—avpn
= af+af+CVBVa+BAa ~ VaVp — alf)

= a j - —af |94+ B8 0Be A8
= a&f+af+C(BAa—~alf)=af [a ﬂ+C = [o] B
e introduciendo la funcién f = f(r,t), se obtienen las ecuaciones:

Ao J:] ch8.

a
_f=+;+CT' _f=_E+ i (A.2)

Rearreglando las expresiones anteriores se encuentra finalmente el par de Ecs. (1.10)
y (1.11),

a=-Cha—af, B=+CAB+PS. (A.3)
Empleando las relaciones de (A.3) se tiene que,

(BVa — aVP) = CABVa+ BfVa — [-ChaVE —-afVH],
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y sustituyendo en la expresién (A.1) para la fuerza promedio,

_ CAgVa + BfVa
=>(F)_2mC/( ChaVA + afvﬂ)d’z,

pero
2mC / (CABVa +ChaVp)d*z =0, (A4)
¥ que integrando sobre todo el espacio se tiene
/ (BBVa + AaVP)dz = f (BBB)Bucr + (BiBic)BuB) &z
= / [~8:88:0xcx + (3:8ia)Bi A dz = [ [88iBibucx + (BiBia)Bu ] B>z
= [ {64 [88:810) ~ BuB(BiBia) + (BiBi0)OuB) Bz,
= / (AAVa + AaVB)d’z = 0. (A.5)
Por lo tanto la expresién para la fuerza promedio se convierte en

F) = 2mC / (AVa +aVp) f dz. (A.6)

A.2 Sin disipacién con campo magnético

Para la evolucién temporal de j con campo magnetico, Ec. (1.20), se tiene

% = Zowva-avs -pel
= C(fVa+pgVa—aVp—aVh) — (af +af) a~afa
= C(fVa+pVa—aVp—aVh+pVa—aVp —pVa+ave)
- (dﬁ + aﬁ) a-—afa
= C[26Va~2aVE+V(af) -V (af)] - (a8 + af) a - apa,
= % = 20 (fVa-aVB) +CV(aB—aB) — (aB+af)a—afa, (A7)

e introduciendo este resultado en la expresion (1.24) se consigue la ecuacién,
(F) = 2mC / (fva-avs)d'z +mC / V(ap - af)d’z
-m / [(48 +af) a + apa) dz,
=(F) = 2mC / (fva-avp)dz—m / (af +ap)adz
-m f pad’z. (A8)

TACTESIS NG SALE
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Por otro lado, sustituyendo p y j en la EC (1.1), implica que

0

J+Y(G) = #:@+v-[c(ﬂw-av,9)-p.1
48+ af + C[VAVa+ B Aa—VaVp —alf] - Viaf)a — af(V - a)
& + aff + C(BAa - aAB) — (Va- f)a— (aVp)a — af(V - a)

aﬂ[g+g+c%—c%€—%~a—%-a—v-n],

de lo cual final se obti las i (1.27) y (1.28).
Ahora se usan las relaciones (1.29) y (1.30) para hallar la fuerza promedio. Primero,

(B9a ~ 4Vp) = CABVa+ (V6 a)Va+ 5(V . a)Va +4fVa (A9)
- [—CAaVﬂ +(Va-a)VA+ (v -a)Vh- afVﬁ] ,
= 2mC /(ﬂVn — aVp)d z =

_ +CABVa+ (VB -a)Va+ L (V-a)Va+ BfVa
=2mC / [ I OAaVh- (Va.a)Vh- 2(V.a)VA+ afVe ]"s =

pero, como se habfa visto en (A.5),

2mC / (CABVa + CAaVB) d*s = 0. (A.10)
Por lo tanto,
2mC / (BVa+aVh) fd’z = 2mC / fV (Ba)d®z (A.11)
= mc [V(pf)d’z:— / pv;,fz].
= 2mC / (BVa+aVp)fdz = m / p[-V (206)] d=. (A12)

Sustituyendo los tltimos resultados en la ecuacién para la fuerza promedio se obtiene,
F)=m /p[—-V 2cf)) &z + mC/ (BVa —aVp)(V-a)d'z
+2mC/[(Vﬁ . a)Va — (Va-a)Vg]d’z — m/ (a8 + af)ad’z~ m/péd’z,

=&(F)=m/p[—v(20f)] 4’:+mc/p %—%”' (V- a)dz+

+2mC/p[(yﬂ£-n %—(%-n)yg—i]d’z

—m/p(g-+g) nd’z—m/p&d’x. (A.13)
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Ahora se observan algunas identidades que son de gran utilidad para la simplificacién
de la expresién anterior de (F).

CVn_EE —a, :-‘7—"_!E__._v s
%4 (Vap+)avp), :EV°+-;§=9; e (A.14)
Entonces,
Sol(epes), PobZoz-3),
i-—"-:zv.(%)+(yf)z' %:;-(gf)+(%ﬂ)’, (A.15)
° 2
=='%'%‘i=v'(1'5-52)4-(&)’—(Q) , (A16)

Va\?_ (VB p l Vo a
(%) ( ) ( »' T (A1)
Sustituyendo esto iltimo en (A.16) y usando una de las identidades de (A.14) se
obtiene:

Ba_o8

v a v a
- = V'E+V'E+T'E+T'E' (A.18)
De (A. 15) se consigue
Va 1 v Vp
%) (=3 (3 -59) (7+3+)
[+ ()% + (Fa)y + (Fa)5 )]
1 v v -
=3~ =% - 9z - G5 |
¥ - %3 - %s |
(Va ) vs _1 atY.arZ)(Ye_Y_ 2
a A) 4 c°te p C C
[+ ()% - (s - (Fe)5]
1 v v v v a
=7+ (a a)2 - (3-8)5 - (528 |,
L+ g£v  _ £3 - £z
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Con (1.29), (1.30), (A.14) y (A.18) se tiene que,

B8 Aa  AB Va Vﬁ
_+_p.__._ (a ) ( —F-) ‘a+V-.a,

- Y /N (A20)
a P
do a la expresién para la fuerza promedio, Ec. (A.13), y utilizando (A.14),
(A 19) y (A.20) se consigue,

(F) = m/p[—V(2Cf)—é] d’z+m/[(Vp-a)v—(v-u)Vp]d’z

' —-m/a’Vpd‘z+m/p[(V-n)v+(V-n)a]d’z

+m/ [(Vp-a)a+(Vp:v)a] x. (A.21)
Sin embargo,
(Vp-a)v—{(v:a)Vp ax(vxVp)
pero ax (vxVp) €ija8i [emniUm ()] €4
y eijnai [emnivm(0p)] en €xijemnsaivm(Bp)er

€xijEmniOn(PBiUm)eR — €aijEmnspOn(Bivm)er
— (8ambin — Sandim) pOn(BsUm)er
Sknbim POn (8itim)ek — Skm SinpOn(nivm)er
POu(asvi)es — pBi(aivi)en
POu(acvi)ex — p[(Bias)vi + ai(Biva)le,
=ax(vxVp) plV(a-v)— (V-a)v—(a-V)v] (A.22)
Por lo tanto la Ec. (A.21) en combinacién con la (A.22} y los cers V-a =0y
V x v =0, queda como,

(F) = m/p[—V(ZCf)—i] d‘z—m/v(a’p)d’z+m/pv(a’) &z

+/p[V(a-v)—(V-a)v—(a-V)v+(V-a)v+(V-a)n]d’z

o onow o non

+m/p[(v .Vja—(v-V)a—ax(Vxv)dz
+m/ [(Vp-a)a+(Vp-v)a)d'z, (A.23)

de esto tltimo se identifica que,
V(v-a)~(a-V)v—(v-Vla—ax(Vxv)=vx(Vx a).
Por lo tanto,

(F) = m/p[—V(ZCf)—é+V(&’)] d’=+m/p[v>< (V x a)jd’z

+m / [(Vp-a)a+(Vp-v)a+p(v-V)a] d3z. (A.24)
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No obstante, todavfa se pueden hacer algunas otras simplificaciones como sigue

(Ve a) ~ (8;p)a5a: = Bj(payas) — p(B;a5)a; — paj(Bsai),

= (Vp:a)=—p(a-V)a, (A.25)
= ai ~ (B X r)i = €ina Bars,
= (a: V)a ~ a;(058() = ¢jpqBpreOj€injBnarj = €jpetinj BpBnrg (A.26)
~ epqj€ing BpBarg = (8pi0¢n — 0pn8gi) BpyBnry = BiBnra — BaBari,
= (a:-V)a~ (B r)B — (B.B)r. (A.27)

(Vo-v)a+p(v: V)a~ (9;p)vsa + p(v; 05 )a
_ ~ 8;(pvjas) — p(Byus)as — vy (Byad)] + p(vs By)a
= (Vp:v)a+p(v:-V)a=V(pv-a)—p(V:v)a, (A.28)
a-an~(Bxr) (BXxr)~euBirscinm Barm = €iju€inm BjraBnrm
~ (8in8km — 8jmbkn) By Bararm = By Byrare — By Byrary,
=>a-a~(B-B)r? = (B-r)?,
= V(a.8) ~2{(B-B)r — (B-r)B}. (A29)
Introduciendo (A.27) en (A.29),
= V(a-a) = —2(a-V)a,= —pV(a-a) = —pV(a?) = 2p(a - V)a,
= pla-V)a = ~1pV(a?). (A30)
Finalmente, sustituyendo (A.30) en (A.25) y luego en (A.24), asf como (A.28), se logra.
que,
(F) = m/{p[—V(2Cf) —a)+pV (a®)} Pz +
+m/p[v x (V x a)}d’z +m/ [—%—pV(a’)] d’z,
de lo cual se obtiene, la Ec. (1.33), es decir,

F =m / e{-v (201 - %a’) —atlvx(Vxa)) ds  (A3D)

A.3 Con disipacién y cammpo magnético
Sustituyendo la Ec. (1.38) en (1.41) se obtiene,

0 = ﬁ+V~(j)—DAp=-‘%+V~[C(ﬂVn—aVﬂ)—m]—DAp

= &B+af+C[VAVa+fAa—VaVh—alf] - Vi(ap)a
—apB(V -a) — DAp,

é+g+c£_c£€_z’..,_v_ﬂ..._v.._péﬁ,
a B a B8 a B P

4
o
[

(A32)
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Partiendo de la Ec. (1.51) y usando las Ecs. (1.49) y (1.50), se encuentra que,

(F1) = 2mC / (AVa-avp) &’z

_ +CABYa+ (VB-a)Va+ E(V-a)Va+ AV
=2mC / [ ICaavA- (Va.a)VB~ (V.a)VA+ afVE ]"a’

+ / [-¥(1a 8 + Z°)8Va +«(lna + Z)aV ] d’zx.

Luego de (A.10), (A.12) y (A.13) se logra,

F) = m / P~V (201)] Pz +mC / [— - _] (V- )’z
e 1[() (2 ) F]
+2mCry / ° [(In a+ Z)VTP —(lnp+27) %] &z, (A.33)
La expresién,
(Fa) = -m / (68 +af) ad®z = —m / ( ﬂ) ad’z, (A34)

también contribuye con términos de disipacién, ya que con (1.49), (1.50), (A.14) y
{A.18) se observa que,

g+g~ = —c(-Aa—"-éﬂE)+(%+%2)-n+v-a—q(lnaﬂ+2),
=g+§ = —ﬂ -v—q(nep+Z),

S(Fa) = m f ( ).r”m [pnas+ 2)a%=. (A35)
Para (F) ya no se tienen més contribuciones por disipacién, ent ituyendo

(A.33) y (A.35) en (1.51) se obtiene la Ec. (1.52),

(F) = m/p[—V (2Cf)) d’z-f-mC/ [_V_a_ -V—ﬂ] (V-a)d’z
+2mC/p[ T-u) %—(%’--n VTP] &z
+m/(Vp-v)ud’z—m/péd’:
+2mC7/p[(lna+2)%—(lnﬂ+2‘)¥] d*z

+m7/p (ln af + 2) d*z, (A.36)
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El andlisis de los términos disipativos de la Ec. (1.53), lleva a la siguiente serie de
exprionw e identidades,

2mCy [(nna+Z)——(lnﬁ+Z') ] d’=+m7/p(lna+lnﬁ+Z+Z')nd’==
=2mC7/[(lna+Z) (aVﬁ+ pa)—(lnﬁ+z )(ﬂVa— pa)]a’z
s o[ o0) (F-3-+)] o
-Z"rcvfp [(lnﬂ+z') (5) (? +6+6 - 5)] &z
=mC1/[p(lna+Z-—lnﬂ—Z‘)v7-p—p(lna+Z+lnﬂ+Z')-é] &z

=mC7/ [ln (%) +2-'z,] Vpd’z—m-y/p(lnp+ Z)vdz

= quf {v [ln (%) p] -v [ln (%)] p+V(2Zip) - V(2iZl)p} &z
+mD/.Apvd’z
= —mC‘y/p (% + -E;) d&z—m (%) 1(2:’)/pV(Z:)d°z:
Por lo tanto, se ha obtenido

2mC7/p [(lna+Z)VTF—(lnﬂ+Z')-v—ae] dz =
= —-m'y/pv d’z—hq/pV(Zl) d’z—m'y/pad’:. (A37)

De esta iltima expresién se observa que si
p~N*exp2R, con R=-Pi y a~Bxr,
+oo
entonces /pn d*z ~B x / r(N?exp2R) d’z = 0, (A.38)
-0
ya que r es una funcién impar por una par integrada en un intervalo simétrico, y si

queda una constante siempre es posible desaparecerla mediante un corrimiento. Asf,
finalmente se consigue la Ec. (1.54).
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Tabla A.1l: Ecuaciones clasicas de movimiento tipo-Newton
“F= =
Bin
campo (1) —vv(r) B V()= V()
magnético
2
Sin 52‘1 1(v xB) T+ I =
disipacién | Con =i {.o(r) . [A(r)]’}
campo 2
magnético EZE'JJ_ v xB) — VV(e) sy (@ (D) + V(D)) + 8y =
= {eerv+ 2 gFmer}
ﬁn
campo 3.1) ~VV(r) ~ myv wver (1
magnético és.zg -V r; — myv+ F(t) ver El;
(4.1)
Con gE + £(v x B) —~myv ver (2.1)
disipacién | Con (4.2)
campo GE+ (v x B) — VV(r) ~ myv ver(2.2)
magnético s;::al- (v x B) —myv + F(t) ver (2.1)
(1.4)
GE 4 (v X B) — VV(r) —myv+ F(t) | ver (2.2)
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Tabla A.2: Ecuaciones de campo tipo-Schradinger

Ecuacldndecampo ]

Sin
campo M ink= [-82a4+ V(] ¥ =Hew
Sin
disipacién | Con @.1) iny = {,l,; [3v-2a@])+ qO(r)} W= Hea®
.T.Iﬁzm (23) Nk = (He,m+ V(D)W
Sin (3.1) ind = [—EA+ Ve) + 1} (oW + Za +iz,)] W = Hy W
campo
magnético | (3.2) ink = [Hyp = F(t)-x]
Sin (4.1) ind = =1V - A + o
+1} (0¥ 4 Zr +4Z1) ~ 7 & AM) - ¢
disipacién
Con = Hyg m¥
campo
magnético | (4.3) iV =  [Hyo,m+ V(D)W
(43) NV = (Hyp,u—F(L)-v]¥
(A4)inb =  [Hyeae+v(r) - F(t) - 1)

‘Tabla A.3: Funciones Z; y Z que satisf:

en la condicién (W'> =0

L Z; Z=2n+121
Sin (3.1)8 | —(S) —axk= 2, ~ (in W)
campo
magnético | (3.2) =T -+ Zs —F(t)+r — (In®)
(A1) | =A@ v+ 2 —711A(n) -r—(In¥)
Con (4.2) | ~&A (M) -r 4+ Zs —3A(n) «r — {InW)
campo
magnético | (4.3) —REA) v = e F () v+ Zr | L AM) o — L F() c+ Zs
(4) | A -r- s F (@) r+ 21 | ~LA(n) v~ LF(t) £+ Zs

3 Para las fuersas clsicas F correspondientes a esta tabla, ver Tubla A.1.
t La funclones soluciones de las ENLS eatarén dadas en Ia forma W = N exp(iS + R).
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Tabla A.4: Ecuaciones no-lineales de campo tipo-Schridinger
FEcuacldn de campo

Sin ey [ind = [-Ba+VE)+12 0¥ - (In9)] ¥ = fineg?®
campo
magnético | (3.2) | A =  (HnrqW¥ — F(t) . r)W

@) | ind = {,x,; [39 - 2AM)7 + 02(0) + 13 (Inw ~ (0 ¥)) ~ v2A() - .-} w

Con = HnpqmW¥
campo
magnético | (4.2) | iRV = [HnigaeW + V()W
(4.9) | sV = [HypgamW — F(t) -r] W
(44) | inb = (HypgaeW + V(r) — F(t) e} W

3 Para las fuersas clésicas F correspondientes a esta tabls, ver Tabla A.1.
t La funciones soluciones de 1as ENLS estarén dadas en Ia forma W = N exp(iS + R).



Apéndice B

B.1 Solucién tipo-onda

A continuacién se obtienen las expresiones dadas en (2.8), para cada uno de los coefi-

cientes que intervienen en S y R. En primer lugar se tiene

V¥ =V [Nexp(R+i5)] = N(VR+iVS)exp(R+i5),
1-dimensién : %—? = N B—R + t——) exp(R +iS), (B.1)
AY = N [(wz +iVS5)? + (AR +iAS)] exp(R + iS).
1-dimensién : ’

5 () e (52) (59) - ()] etnrio
+N [(—a—-‘—z) +i (‘?Tf)] exp(R +iS),

& as &R ;
(G X ) (a,z)]a»m-s
+Ni[ (8::7)] exp(R +iS5). (B.2)
Luego, con la Ec. (2.1) bién unidi ional, y el p ial de oscilador arménico

V = mw3z? se tiene

., 0¥ o 1 .
lh-o—‘— = S5m0z + -inwgz’\ll — iy (In¥ - (¥)) ¥,

sustituyendo Sy R en % = Nexp(i§ + R) y luego en (B.3), se consigue
K [rOR\? (8S\? (&R
ih(R+i5) = ‘E‘[(%) ~(3) +(“a':)]
—‘— ( )( (8:’)]

—ifiy(InN + R+iS — (In N + R+iS)).
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(B.3)

(B.4)
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:

De separar parte real e i ia de la expresién anterior, resultan las siguientes dos

ecuaciones diferenciales,

B R RIC IR

=hy ((S) 5), (B.5)

AR = - ’[ )("S) ( )]+h’y((R) —R). (B.6)

Ahora se obtienen las derivadas necesarias de S y R,

$ = L+2M.z, 23 = oM,
8 = _2P(z-Q), %% = -2P, (B.7)
# = ek # = 0

Sustituyendo los resultados pertinentes de estas 1ltimas expresiones, asf como (2.6) y
(2.7) en (B.5), se logra

o [(=2P) (= = Q)P = (hs + 2M.)?] — prasla®
+y (k.- +i:(z) + M, (z’) — kalzz — M,zz) R
: h

=k = ;-[4P'2"-8P'Qs+ 4P’Q’ —i — 4l Mz — aM*2* — 2P]

i‘:

zl,‘mtuoz +v (’SQ +7E + MeQ” — Loz — M.z ) (B.8)
=0 = 2"1”0 2—"";12 - ,—”:—P+7I=Q + 27% +YMaQ? -k

+z (——’;‘—P’Q - 2I.M,. =)

+2* (fn—"l" 2"M.’ — gy —yMY. (B.9)

De lo anterior, se iguala cada uno de los coeficientes a cero para obtener un sistema
de ecuaciones, es decir,

B p?_ BT — Lmw] —yMe =0, (a)
=<¢ LpPIQ+BILM, +ql.=0, ®) .(B.10)
BPIQ - B - AP+ lQ+ (i +MQP —ka =0, ()
An4l te, de la ién diferencial para R (B.6), se obtiene

4]

—% [2 (—-2P) (z ~ Q) (Is + 2M.Z) + 2M.]
+7 ({(~Pz* +2PQz — PQ*) + Pz* - 2PQz + PQ*),
=0 = —% [-4Pl.x — 8PM.z* + 4PQI. + 8PQM.z + 2M.]
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-y (_% — PQ® +2P@* — Pz* —2PQz + PQ’) ,

25 4

(—PM, +-yP) +z (—';Pl, - Lpom, - 27PQ)
. 2 A 1

+(7PQ* ~ 2PQL — TM. — )

Y otra vez igualando cada uno de los coefiecientes a cero, se consigue un segundo
sistema de ecuaciones,

BM, +y=0, (a)
={ Bp, - LPQM, —-27PQ =0, ®) (B.11)
YPQ* - 2PQl. — EM. - {y=0. (c)

De (B.11a) se encuentra

m
M, = - (B.12)
y de la expresién (B.10a),
Mpa _2hm a1 m?
= P - —mmee T =0 (B.13)
2 3
a_(ma,m a2 ma)(m) (2 T m
=P = (g + gl #7) (%) ("’° 4) (47.’)' (B.14)
Pero, definiendo
= 3 7 n
Q= yfwd 4,:)’_259 (B.15)
La relacién (B.11b) implica,
2k fm 4R (m my m _
2 (R)e-7 (7o) (5 -2 (Re) @ =o
my ﬂl =1
=1 = ( )Q,=> .=l (B.16)
Con la Ec. (B.10b) se al el sigul 1
m? s 28
o (o) e+ 2 (5 (-3 )°+ ) e=o
=Q=0 y Il.=0. (B.17)
yendo los coeficientes apropiados en la relacién (B.11c), se encuentra ficilmente

que se cumple, es decir,

L G0 W S S G
m( 4n'7)+4"‘ itg="
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Luego, de (B.10c) se tiene

h fmQ v )
- () +1(-F) () =
k]
=’i“’='g gn"i'ﬁ(n’ 4)_"2n(“’°'—+77
=E.=-(;’—5),=k.(c)=-(;’—a)¢. (B.18)

Finalmente, la funcién de onda (2.10), solucién de la ecuacién diferencial' (2.1), se
consigue reemplazando 1as expresiones encontradas para cada uno de los coeficientes
que intervienen en R y S, obteniéndose asf la expresién,

(z,t) = ('"“) exp [——ﬂz -.(2n¢+'z’ 2 ] (B.19)

B.2 Solucidn tipo-solitén

Ahora de las iones diferencial tradas a partir de sustituir la solucién
¥ = Nexp(iS + R) en la Ec. (2.1) para una dimensién

[( ) (aS) (8:’)] % 6’

—h'r «s) -9, (B.20)

AR = ( )( ( )]+M((n) R), (B21)

se resuelven con el siguiente grupo de identidades:

~h8

25 = (L. —2M.n) +2M.z, £2s = M.,

g% - 2P, 22 = .2p,

2 = (L: - 2M,r;) z % = 2Pin=~R (B.22)

+ (K¢ — Len — Loy + 2M, i)
= &
Sustituyendo, primero en (B.20), se obtiene
(B2 — 2Mait) @ + (Ko — Len — Lony + 2Meni) =
= —"- ® [4P** — (2Muz + Lo — 2Mun)* —2P] — muoz

+7 [(M:z® +(L - 2Mom) x + (K> — Lan + M.n’))]
—y [M:oz® + (L — 2Men) = + (Kz ~ Lan + Man®)] ,
= (be — 2Me1)) = + (Ko — Loy — Lon) + 2Mem) =
"Tratada sol en una di i6




APENDICE B. 93

h 2 2 2 2
=om [4.P’z — 8Pz + 4Py — AMZx ]
+l [~4M. (L. ~2Mun) 2 = (L. — 2Men)® ~2P)

2,'"“‘103 +y [i + Man® + Lon ~ 2M.r] —M2? — (L. — 2M.71)z‘]

:(%P’ 27le__ﬁ 3—'7M.)z’—- [%Pin+.’(L=—2Msﬂ)]z
- [%Ma (Lz —2M,n) + (L2 - 2M.1'1)] z+ [Eﬁm.f - _"_ (L. - 2M.n)’]

+ [—ﬁp + YR 4 M’ + ALan — 2yMen® = Ko+ Lan ot Laii+ 2M.rm] =0.

E igualando cada uno de los fici del p io anterior a cero, se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones
NP BM— Amw—yM: =0 (a)

L pig— M, (L, - 2M.n)
—r(Ls —2Myn) - (L ~2M) =0 (V)
= . (B.23)
28 pig?— m (L2 -4L,M,r;+4M’ n°)
AP+ LMy +yMor? + L2y

—29Mn? — (f(, —Len— Lot +2Moni) =0 ()

Con la ecuacién diferencial para R, y copiando el r iento previo, se consigue

2Ppz — 2Pnn = —% [2(=2P) (z — n) (2M:2 + L. — 2M.n) + 2M.])
+y [(—P:!.'2 + 2Pz — Pr)’) +Pz* -2Pnz + Pq’] ,
= 2Pfz — 2Pnj = —% [~8PM.2? — 4P (L. — 2Mun) z + 8PM.nz]

—% [4Pn (Lz ~ 2Man) +2M] + 4 [—% + Py 4+ Pz® — 2qu] ,

= (%PM, +P) 2"+ (2—"-PL. - g'!PM,,., —2yPy— zpf,) z
+(~2PLan+ LPMun — EMe ~ T 4+ Po’ 4+ 2Pm) =0,
Lo que da el segundo sistema de ecuaciones,
M. +7=0 (@
=>4¢ BpL, —BPM.n—2yPn—2P)=0 ®) 2. (B.24)
—ApL.n+ BPMn® — AM. -~ 1+ 9P +2Pn =0 (o)
Inmediatamente se nota que (como para la solucién tipo onda), (B.24a) implica que,

M= _4_5 (B.25)
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De (B.23a) se tiene,

21. _2h m .\ _
o C& ) "—”’) =0
2h 2_ 1 25 3 2 7
SP=g —mwd — -—qah m,= —Pl= -—h ( - (B.26)

y con la misma definién de €2 (B.15), es dacir, con

2
N= \/w’— 14—,=>P= 5’%9, (B.27)

resultado idéntico al de la solucién tipo-onda. Con (B.24b) se logra la ecuacitén

2h m
- e (- u.‘”')" 27500 - 2520 = O,

= L= T (B.28)

Entonces de (B.23c), se establece
2 EY) - [(m") 4 (F9) (R nra (=)’ ]
~m &) + ey (@) + (R P+ (Ri)n-2 ()
~Her (R) 1+ (F1) 1-2 () mi=0.

= i = o - ol = B - (§ 4 35) - S
+m7rm+ ",;; n? +H""+T" +-2T7rm Ka.
" +( --*-"i—f "';2)"’
-%+’%”-m+%" =K., (B.29)
=i+ [m (8- ’g;x]”’

‘iﬁ*T""*i"" Ke,

= (—-wo - zhw") n 29 + ﬁ-q + H rm+ -ﬁrm K. (B.30)
Pero si,

-’Trm + -':JW + '—;:-wgn’ =0, = mij+ myi + mwin =0, (B.31)
es decir, si n(t) satisface la i6n clisica de imi (sin fuerzas estoc4sticas),
entonces

2
—me wo 9 g) = m.2_
K = 551 2hwon aq' 8 Lot =gpn 2,.'-’0'1 ,  (B32)

= Ky = L (g0t )—-—,=>K )= /C(q,n,t)dt t. (B.33)
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Con la introduccién de cada uno de los coeficientes encontrados en S(z,t) (2.17), y
R(z,t) (2.18), y posteriormente en ¥, se halla la solucién dada por:

¥ (@, 6i0(®) = Nexp [~ 32 = — )] x

xemp{ [/ﬁ(mn.t)dt——whn(z n)———(: ﬂ)]} (B.34)

y cuyo coeficiente de nor li se tra que es
/ \I'“Ild::—1=>/ N’exp[-— (=~ n)’]dz N’ﬂ —r=1,
—00
= N= ( ) (B.35)
Sustituyendo el coeficiente IV, se obtiene la solucién tipo-solitén (2.24)

¥ (z, "’(t))_(m__ﬂ) exp [———(z ")]
xexp{ [/ E('Ivn.t)dt-—t+—y;(z 7) — 'r(,_")z]}(s_%)

B.3 Principio de incertidumbre

En esta seccién se calculan los valores promedio usando la solucién (2.10),

9o = (22) oxp [~ et - (e 227) .

de resultadados previ te calculados, se conocen las cantidades
@=@=0, ()= 5+Q*= 2—;—5 (B37)
Ei 1 te se an,
® = /_ :ﬂ w (—ih%) Vdr
= [T (22) (2) @+ ) o[- Fas] as =,
={) = 0 (B.38)
) = /:: v (—ih;;),\lldz

1l

/:: A (';.‘—-—1?) Yom (@+i7) exp[-2s?] ax
[T (R) @+ ) ev [-Ror] e
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I

= (p")

(B.39)



Apéndice C

C.1 Movimiento en campo magnético
Para desarrollar el paréntesis cuadrado de la ENLS (1.60),

. 1 h 2
Ywei(re,t) = {5,-"- ['TV.L - %A.L (PJ.)]
-i—‘rt—l In¥wei(ry,t) — (In¥wpi(ry,t))]
- [%A.L('IJ.) . u)] } ¥wra(ry,t), (c1)
se observa antes, que el vector de posicién estd dado como

re=zityi=(@E+n)i+G+m) ] (C.2)

¥ que un campo magnético uniforme se halla en la direccién z, B = Bk. El potencial
vectorial como funcién del vector de posicién tiene la forma

1 1 i i kK
A(rr) = fo”“=':' 0 ] B
E4n: G+ 0
1, =
= -3 (By+Bn,) 1+ 3 (B2+Bn.) }, (c3)
y como funcién de la tray ia clédsica 1y,
1 B :. B =
Am)=3Bxn ==Tn i+ 50 ] (C.9)

Entonces, desarrollando el operador cuadritico de (C.1), se tiene
2
[-?.-V.L - 2aGen)] YweL =
= [%VJ. - %A (l'J.)] [V.L‘Pwm. - %A (re) ‘l‘wm.]
=—h’A1¥wpL — -?% [Vi-AL{r )] ¥wes

’—2"%0'AJ_ (PJ_)) + %’ A (r;_)]’ Ywpei. (C.5)
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Pero, en la simplificacién de la expresién anterior, se toma el ansate solucién dado por
la Ec. (3.8),

Ywpi(ry,t) = N(t)explg(Z,3,¢)], (C.6)

con g (%, §i,t) = iYa(£)E? + (i/R)Le(t)E +iYy ()i + (i/R) Ly ()§ +iK(t), para conseguir
las ecuaciones

Vi¥we, = N [(2.1',5 + ,—;—L,) i+(2m9+ i,) 3| exps, ©n
= Aubwp, = N(-4¥23- %Y,L.i - ;-—,L: +2iY,
L o4y o1
~AV} - SV Iy — 3L} + 1Y, ) expy, (c8)
; : iVo52—  2iYen:Z+ fheE— FLoW
¥ = N N[ ¥ e Ly =T
we woa N ( 5o e M- b )%

+iNK expg. (C.9)
Adems4s, se tienen los siguientes célculos

B a2, a2 .2, 3, B =

T (B +ni+0"+ny) + T(q=z+n,v),(c.10)

o, (can)
(=iBY.n, + $2L,) 2

IA(r)?
Vi-Ary)

+(-iBY,n: — BLo) @

AyL(ry) -Vi¥wes expg, (C.12)

+(—iBY: + iBY;) &
“‘ﬁ”ﬂvI* + !z%’lsz

In¥weL — (in ¥wrL) i¥e (22 - (2%)) + %L:z’:-}-ﬂ’. 7 - @)

+5 Ly, (C.13)
A(m)rs = —PmE+omd. (C.19)
C.2 Ecuaciones tipo-Ricatti
Cc.2.1 7>wc=:>A=:Fm
=2y = Riypriy)= (E}L - '2—‘) +ia%, (C.15)

Sea f; = (1/a}) y t = 0. Entonces,

2h _ 7] A .
Yo = ("J)o 5 +ibso,
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1o 1 (2;‘ -4 —ifjpo
=%"J° - (.J. — A 4ifpo [(%):_%]z_'_ﬂ}o- (C.16)

Pero, para la simplificacién una eleccién particular es tomada para la parte real de la
expresién previa. De eso sigue que

(5), 5= w2 o
Sustituyendo en la Ec. (3.28), se encuentra que
2k 1
mue = ~%+ (~igk + &) explan)
1 _ % [exp(A) — 1] + il exp(4t)
 lexp(A4t) - 1]~ iggexp(At) — Jy [exp(At) — 17 + i exp(241)’
iy SP(AL)

2n
= —uszr(t :
PO} A7 exp(241) + 35 — § exp(At) + g exp(24t)

De (3.40), se consigue
exp(24t) + Jr — § exp(At) + E;’; exp(2At)
3:—‘, exp(At)

- [ -2 (5 (2 it ]
- oo [
= 2 [emntan +2(22)" osntar- )]
o = [exp(At)+2(f" ) -25ink? (2 c)]
sa? = ab [e.xp(At)+ (%) sinh® (%t)] (C.18)

Luego de hacer la derivada temporal del resultado anterior y un par de sencillas ope-
raciones, la otra expresién importante es

do} alo [Aexp(At) +24 (!zg)'sinh (4¢) cosh (gc)]

a;  2af dt 203, [exp(At)+(-ﬂég-)zsinh° (g:)]

(=17 =

_ amman+ (‘—’g)’ sinh (4¢) cosh (4¢)
“ 2 [exp(At) + (ff)’sinh' (ge)]

(C.19)




APENDICE C.

100

Ahora, se observa el comportamiento para v ~ we (es decir, en resonancia A € 1) de

las Ecs. (C.18) y (C.19),

ol ~ ago[ (/’”) ("e)]—a,., 1+ B3t"]

g o = ol 1+ ]

2
o _ al(®) @] _a R AN

o 2 1+ g5t 2|16 | 1+ 808

a Bjot
= lim & = g —21" .
Y—twe Qf Byo 14 (ﬂ’ot)z

C22 y=w.=>A=0

2 & w1 2n

Py = W _ Y = We  2h
m a2 +'a} 2 Ty
2h 2h . 1

=Ty = So(yrtivg) = ——+!-§.

Sea nuevamente f; = (1/aj) y ¢ = 0, entonces
2k _ (a4 .
wvie = ("‘!)o + ifjo,
&\
1 1 _ (a, ° 'ﬂJO
= Kyo (91 +iB, T fa)? 3
™ ) PRl (,, o+ﬁ,°

Tomando por condici6n inicial,

(&) =0 g i
ajJo 7 Ry Bio’

Se tiene,

»

LLIWON ———
m (1 - 5;‘—0) exp(At) — 1

5 exp (4¢)
fexp(At) — 1J° + f;?’; exp (2At)

2k
= '—n'llj'(t)

A' (1 +At) Bjo + BioAt

~ =

(—Ac)‘ (1 +2At)  BLt? +1+24%

(C.20)

(c.21)

(c.22)

(C.23)

(C.24)



APENDICE C. 101

2 1 1
= a} ~
mui+ g et + 4
P 2 2 42
= lma} = ajp (1 +85t), (C.25)

C23 vY<w.=>A=+iw

2hy, _ G 1 _A_ 2R
mY = SHig=gey
2i
:.;"u, = -(u,,;+w,,)_—+ (———) (C.26)

Con ; = (1/aj)y t =0, entonces
(Ei) +t(ﬂ:o - ) ,

_— = 1 ( )—'(ﬂ”_ ). (C.27)
m v ( )+'(ﬂ:o-'l) ( +(ﬂm—;)z

Luego, escogiendo

an,
m 40

(Sf)‘,:o':’ -%17 =-.'ZE°1_—%7, (C.28)
y sustituyendo los resultados pertinentes en la Ec. (3.28),
1
) exp(-w) -

2h
= ;vj(t) = .
("“ Jo—

(—3 - m) [cos(wl) +isin(@t)) + &
1

—i (& + F’m"—T) cos(m) + (% + a_,ol‘-"?) sin(@t) +ik

3 B sin(@t) +4 |3 - ”‘B""' cos(w!)
o !— o~ %

= ?ﬁvj,(t) = - i- aaa::- cos(&t)
" (sl s+ [3 - sffecpy coton]
4 — SR cos(at)

&(B30—

- Sﬂ;o+i~f sin’(&t)+5‘y+ !ﬂm+i_!’ cos,(m)_!ﬁyo-i-i!m(m)

@3(Bs0~§) (850~ %) %-(850-%)
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Bjo+ -
= o= cos(at)

2h
;rl—vj’(t) _(M)i’+_|’_$ﬁ!n+i!cu(m)

(g0~ ¥)" © @ & (8s0-¥)

{8j0— %)—(Bj0+%) con(St)
= a(a;a—i”i) )

- (Bjo +§)2+(850— §12~3(87, - (8)°) costar)
“3(Bj0— %)

(B - )2 - [ﬂ,’o - (%)’] cos(@t)
2[g30+ (3)"] -2 [0 - (8)"] cos@t)’
~a {8l + ()" - 105] + [B1o — ()] costa

L
&

EJ —
= 2 uﬂ(t)+ = 2[ﬂ;°+(':‘)'] _z[ﬂj,o_(,;,)a] cos(@t)
[ﬂjo +(2) ] - 2% [ﬂ;o -(2) ] cos(@t)
2{2 [ﬂm“'(a) ] -2 [ﬂm' % ] 009(“'1)}
= Bjow &?
2[620'*'( ) ] “2[ﬂjo"( ) ]W(W‘)
= Bjoi?
T 283 (1 - cos(@t)] + 5 [1 + cos(@t)]’
= g”%””(t) * % = 2832 8in® (‘an%’z cos? (%)’ (C:29)

Asf que de la Ec. (C.26), se consigue

o 2 (3) + Sredt (3)
! ﬁ;ow’

(a sin (wt) + = ﬂjo cos? (%5)

o {ﬂ,o [ ] (m)} (C.30)
¥ en consecuencia, para &; /oy se encuentra
2 1 sin| Sey @ _ s . -
B - E- 2 Gk 22cos(;)sm(°;) g}
& . sin ot
o 2t {50 [240] o (39}
2-‘%"’lain (%) cos () ~ @cos (&) sin ()

2 {0 [=G]" vcor ()}

= aj
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La _ (B-a)es ()
% a{m [ e () }
En la evolucién de las Ecs. (C.30) y (C.31) para @& < 1 se obtienen los resultados
of ~ afo[Blot’ +1] = lim of = afo [Bl® +1] .

(c.31)

Y,
o (F-a)® _(m-%)
Tag 2 ( 0" <+ 1) = 2 (ﬁ,o" -+ 1)
_L ﬂiot
= hl'lgt o = Bjo 17 (Bt (C.32)

C.3 Friccidn en las corrientes
Dela EFP (1.41)

% = V-J+V-Ip= %E +V-(pvi) - k;.:: Vi(Disp)
7] 2
= i+ V-lva)~ g‘:‘ Dy Visp(r), (C.33)
donde Jp = —Di;Vi;p, de esto sigue que
Jp =VprLp,= VpL = -p¥e, (C.34)

P
Ahora se calculando la densidad p = Wiy p; i .. a partir de 1a Ec. (3.8)

Yivpi¥wpL =
= =Yy ()8 —jL.()E -y @07 —§L,()F —iK(t)
-[N(‘)I"’"P[ HE0F tiL0F +YO0F Lo HKO

= ¥wpi¥wes = [N(O)])’ exp (—2Ye13° — 2Y313°) . (C.35)
Pero, recuérdese que (2A/m)Yyr = (1/a?) y [N()]® = (\/2n_(5=),/2n (i’))-l
= Uiy pr¥wes = [N()]* exp ( ,': 1:3«' ";;“;13‘172) = [N(£))” exp(¢),

donde ¢ = —(m/h)(1/a2)z*—(m/AK)(1/a})i. Con lo cual, el gradiente de la densidad
es

az h a,

= Vo _V(¥wpiYwrr) _2m 1.
4 iy pLYwes h a2

Y (¥ivra¥wes) = [N(®)7] (—-2—"'%-1—2—’2‘ ) exp(#),

2m 1 _:
Taglt

oy
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Y expresando la velocidad de difusién en vector columna, se consigue

_2,:.".;&{5
am 1= (C.38)
—Far¥

=>VDJ_=b|:

De la condicién de separacién
A
-D=f =llap— (lnp)),

los elementos de la diagonal del tensor de difusién son los dnicos distintos de cero. En
una dimensién la densidad de materia es de la forma

-1 =2
p= ﬁm’_)exp( 2(:':’)) . (C.37)
De aquf que
-D22 = y(mp- (e,
=-§% = q(lnp~(np)),
1 z £
=V = /2n (2% (_(i_’)) P (_2(5’) ’
- .t (.= _ 1 __&
=>0p = o (53) E2)) (_ @ (5:‘)) exp ( 2 (i’)) »
1 = (&2 __ 1Y
=300 = (- &)’ (c38)
Por otro lado,

7(lnp—(Inp))

_%_m(\/ﬁ) "'z’((i:’))]

B

N
N

LI

o~
CH
o)
>

SNa—’

It
R~

o~ N
N
GH
~
o
N

=3 _ (=2 =2\ _ =2
-pB =) )~
(z%) 2 (&)
=D = Zv(s%) (C39)
G lizando el resultad terior al tensor de difusién se tiene que

D.. = 3v(s%)
Dy = 37(")

>b = %1[ (50’) <;,>] (C.40)
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C.4 Energia cuintica

Ahora se muestra el desarrollo para encontrar la expresién de Ia energia cudntica {(E,),
Ec. (3.78), empleando la funcién (3.8) en el cdlculo de los diferentes valores esperados.

(pe) = /_:w ud )\]ld:dy
= nik / o (—ivss" - i1.8) 3wz + L) x
x exp (e + ,1;1..5) di
= NE? /: (2ivez + %L.) exp [i (Ya - ¥2) 7]
= NiL. /: : exp (—2Yz12%) di

3 x _ |2 x__
= MLeyfarg = VT ey =

= (pz) = Ls. (C.41)

Y por simetria,
®s) = Ly. (C.42)

/:w ¥ (—h’ ::2) ¥ dzdy
= / op (—i¥5# ~ —L,z) (-n ——) exp (i¥e2® + EL") di

= =A'N? /_lw exp (—-’Y,’i - KL'E) x

(%)

x 2 (v + fr.) op (185 La2)| a2
-] .
= —RN? / exp (—iy;i’ - %L.:':) x
x (—41’,’:':’ - -il;Lf - %L:}’.i + 2:'Y.) ep (il’.i’{-L.i di
L. -]
= -m*N? / exp (—2Ves3%) (—4Y72") d
-0
= - 1 -
+RN3 /_ _ o (~2¥us) (22) @2
+K*N? / Eexp (~2urz®) (HL.Y:) ds
~o0

+r*N} / = 2iY, exp (—2Var2?) dZ
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o0 oo
4R N2Y? / 5 exp (—2Yer2?) di +NZL: / #exp (—2YerZ’) d
-0

o0
~2iR*NiY: / Zexp (—2YerE?) dE
—oo

2 pr2y2 2 ™ 2 02 T imap? L3
4AR3N2Y (4_2y’) 1’21/,, +L,N,1/—-2y=' 2ik N.y.,/—-zy”

- @y=m y‘ + L3 — 2iR*Yz, (C.43)

1

andlogamente,

{r}) = -—'— + L3 - 2ik%Yy, (C.44)

=@y = (P)-t)

= "YY + L2 —2iRY. — L2

= "YY ~2iK%Y,

R (Yer+iYar)? _ 2R’ (Ver +iYar) Yo

- Yz Yz

_ RYRL-WYh+ 2R3V, gYer — 2iN2YurYer + 2R%Y0)
- ) £33

. RY&R e WYY

- Yer *

= (@)= "__———(Y"‘z +¥2) (C.45)
y por similitud

= (5 = LX),
Con j = z,y, y sustituyendo las expresiones para Yz y Yjs de (3.36) y (3.39) se tiene
que,

(C.46)

o - wigy [E0E

.
T -t +

= ("'z'»_n) - _g,w :l'r)

+

-

fl

>

NE
N,

‘EI)
-—
N TN
2|8
N—’
©

+

=

|

=2
~~

28
S—r
[ SRS

&=
[S——

4
a)_ 1]+ 2
a!) - 5] + (" (C.47)

) = Mo {a:
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Abora, a partir de las relaciones

A(er) = —3(Bj+Bw) 1+1(B5+Bn.) ],
A = P B B B B B (cag)
se calcula (A7) = (A}) — (4,)* Estoes,
A ==Bm, (A=,
g:> = 'BI_ (ﬁ,) + 24‘":' (A:> = BT (i )+ [y ’hn (0_49)
@)=Y, @)=,
&) = ) '*"'{ [(&)-7)" + 5} + o= 225
2 (4]@) T 3} e o
Por titimo se sustituye (3?) = (h/2m)aj. Para conti con el cdlculo de la disp

sién de la energia cuéntica (3.101), se tienen los siguientes resultados.

© .(ha\?
& = / v (35%) varay,
(gg ‘v = _BE¥_ _KN 8 2%
i - s 68 T i Ozx 9z
3
= "‘,N o [(-w’:’--—L’ hL,Y,:E+2-'Y,)x
x exp (iYeE” + —'.'in)]
s —B8Y2i - ALY, - &Y32% - A 1Y%
N 0, o (Pl P 4L, Y gt N I
) —MLYeE - grly; — R LaYe
x exp (iYeE? +iL.i)
_ RN 323 _ 12i 2-2 2 2
= —-— [—Sﬂ’.z LY - (—:'L Y: + 12 )3—;.'5-}':"
1 -
X exp (‘Ygz -+ 'TL,z) ,
= () = / N2 exp (--'Y,'i’-—-;;L,i) x
o

x [—&'Y:i’ 12'L,Y’ £ — (-,.—L,Y. + 121") P gL.Y, 25
X exp (iy,i’ + iLgi dz

_ B s 12 s
= N[' ""m,\/m, (RE=ve+5522) \am

k2] x

(C.51)

(C.562)

i
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=) = - (-—L,y’ L dLY. - 5L2) (C.53)

h »

/ "o (2 2) v dea, (C.54)
w2 {[-eives - Eravis - S+ vz - L.y, - 51
x exp (%28 + £ L) }

" 16V %4 + 2L, Y32 - (48iY — 24 LIY2)) 22
mN
— (%L, y? ~ -,-L’Y,)z—- 12Y2 + "‘L’Y, -.L;)

(5%
= (32)'

il

X exp (:Y,z + ZL‘I) (C.55)

4
= (pt) =3n* %} + 6RYY2, + 3R4YY + 6R7LE ’;'“ +6R*L3Y,  + L (C.56)
=t
Por otro lado, 1a evolucién temporal de la energia cudntica esté dada por
h Nt . Y. &, , Wi
27 { [(Ou - Ea:) (ﬂz - 5&:) - a—; + Fosds
. . N &y  wd o,
+ [(uy - %a,) (a, - %av) - ;—; + -fa,a,
Py (d, _1,,) SR S, CONE. S0 W UL S
4 ’2‘a,4‘4’2‘ a4
2
[l 3] (5 0] 8 o]

2
. We 2
‘T[°='§"=) +z 30

a
¢ (Ea)

4

2 2
(a0 - Jeu) "+ 25 - 2Rt (c5)
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