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Prefacio.

Cuando me llegé la hora de hacer la tesis no tenia la menor idea de Qqué tema escoger y
comencé a preguntar por posibles temas para hacerla. Asi fue como conoci al Dr. Belanga,
quien se ofrecié a explicarme uno de los temas de moda de las Matematicas, la teoria de
sistemas dinédmicos. Decidi que seria un desperdicio dejar la Facultad de Ciencias sin haber
siquiera escuchado las nociones de esta famosa teoria, cominmente conocida como la teorfa
del caos. En el proceso de revisar los principios mdas basicos de los sistemas dindmicos, y de
pensar exactamente qué escribir, me di cuenta que lo mds importante que habia logrado
aprender durante todos mis estudios es lo siguiente: aprendi a sentir un poco menos de apren-
sién y angustia al enfrentarme con el extrafio lenguaje de las Matematicas. Por eso creo que
lo mas Gtil e importante que puedo comunicar con mi tesis es justamente eso, sentir menos
ansiedad y mas curiosidad al acercarse al mundo de las Matematicas.

La teoria del caos ha sido una de las teorfas matematicas mas publicitadas de todos los tiem-
pos. Acerca de ella existe una gran cantidad de libros de texto y divulgacién. Pero al revisar
algunos de estos libros, me sucedi6é que los de divulgacién me resultaban muy agradables,
con gréaficas impresionantes y resultados sorprendentes, aunque al leerlos sequia siendo para
mi un acto de magia obtener tales maravillas con sumas y multiplicaciones; y los libros de
texto, que explican perfectamente este acto de magia, me exigian conocimientos y familiari-
dad previa con ciertos conceptos. Asi que, si yo queria explicar lo que estaba estudiando a
mis familiares y amigos, debfa utilizar una mezcla de libros de texto y divulgacién para que
mi explicacion les fuera cédmoda. Por eso al decidir cémo serfa mi tesis no tuve mas opcidn,
mi tesis seria un libro de divulgacién no sélo de los sistemas dindmicos, sino también del
lenguaje matemadtico; y ésta es la razdn por la que las siguientes paginas son una extrana
mezcla de libro de divulgacién con un poco de libro de texto.

Un amigo que estudié Pedagogia me explicd que, en esta disciplina, se encuentran en boga
algunas ideas sembradas por Piaget. Las cuales dicen que para mitigar la ansiedad natural
que sienten las personas frente a conceptos nuevos, es recomendable rodear estos conceptos
por un entorno ya conocido, asi los conceptos nuevos adquieren una familiaridad que no
tenian antes. Luego, esos concepto pueden usarse como base para aprender otros nuevos,
formandose asi una serie de redes complejas e impredecibles de asociaciones y conocimien-
to. Por eso intenté insertar los conceptos mas basicos de los sistemas dindmicos en un am-
biente agradable y entretenido. Sinceramente espero que si alguien llega a3 leer esta tesis, al
leerla se divierta tanto como yo lo hice al escribirla.

Finalmente, quisiera hacer cuatro agradecimientos:

Un doble agradecimiento a Ricardo Berlanga. E! primero por ser mi amigo. El segundo por
haberme enseriado, con paciencia y buen humor, a vislumbrar el mundo de las matematicas.

Gracias a mis amigos.

Gracias a mi madre.




Los personajes y nombres comerciales que aparecen
en esta tesis son Marcas registradas de sus propieta-
rios y se presentan dnicamente con fines didacticos,
por lo que el autor de la misma no asume ninguna
responsabilidad por el uso que se dé€ a estas im&ge-
nes y su respectiva informacién, ya que no infringe
ningun derecho de registro de marca.
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Cémo abordar.

E! problema con los libros de matematicas es que no fueron hechos para leerse, fueron he-
chos para escribir, y esta tesis no es la excepcién. Un libro de matematicas no puede leerse
rdpidamente porque no hay nada mas confuso y aburrido que leer calculos hechos por al-
guien mas. Y es que con las Matematicas sucede lo mismo que con cualquier juego, el que se
aburre es el que no juega. Obviamente las Matematicas no tienen por qué ser siempre diver-
tidas pero, la actividad de comprender algo si deberfa ser siempre placentera. Ser Gnicamen-
te testigo de la comprensién de las Matematicas no es agradable, lo verdaderamente placen-
tero y enriquecedor es ser un jugador mas y, la manera de jugar aquf es hacer los calculos,
trazar las graficas y realizar las demostraciones; ésta es la forma de comprender Matemati-
<as. Sin duda alguna las reglas de este juego son dificiles de sequir pero como dice la Invita-
cion Diabdlica de Ricardo Berlanga:

Lo que realmente me importa es comunicarles o, menos ambiciosamente,
exhortarlos a que se asomen por cuenta propia al espiritu de las Matematicas.
Un espiritu activo y no contemplativo, de bisqueda disciplinada de aventuras
intelectuales que exalta la fascinacién del pensamiento independiente. Pen-
samiento que poco a poco descubre la delicada trama que hay en los sistemas
matematicos y que arroja luz fulgente sobre el resto de la civilizacién y los
secretos de la naturaleza fisica...

En el mundo histérico y actual de esta disciplina, nos podemos enfrentar ante
problemas fascinantes y variadisimos. Muchos, muchisimos no resueltos y
cuya solucién serd de trascendencia inmediata para todas las sociedades. In-
sisto una vez mais, e insistiré siempre: las Matemadticas son una actividad con-
temporéanea y efervescente donde las delicias de resolver un problema son
paradisiacas pero la angustia de sentirse a un paso del argumento critico y
toparse con un muro es el infierno.

Pero esto es lo que hace que valga la pena estar vivo en este mundo tan com-
plejo y contradictorio. Lleno de maravillas al tiempo que lleno de injusticias.

Esa es la razén por la que esta tesis o cualquier libro de matematicas es un libro para escribir,
porque lo mejor es tomar un poco de valentia, una hoja de papel y un lapiz; y al avanzar la
lectura, intentar repetir los calculos, trazar las graficas con ayuda de una regla o de la compu-
tadora vy, escribir con cuidado las demostraciones. Este es el camino para adentrarse con
placer al infernal y paradisiaco mundo matematico. Aln asi, a veces hace falta una buena
invitaciéon para entrar a lugares desconocidos, y la mejor invitacion que he visto se encuentra
en la sala de Matematicas del Museo Universum:

... Visitante, si tu experiencia previa no corresponde a lo que aquf se dice,
déjala un rato y date la libertad de apreciar las matematicas de otra forma, de
gozar el placer pequeiiito de entender algo; intuye la fuerza seductora de
aquello que por el momento nos rebasa, pero que se visilumbra con una expli-
cacién o razén de ser. Quizds cuando salgas la carga sea mas leve y las dudas
mas profundas.







INTRODUCC I &N

€l origen de los expedientes
secretos X de la PFP.




E n las clases de matematicas siempre senti que los maestros hablaban en chino. Tuvieron
que pasar muchos afios para darme cuenta de que tenia razén, los maestros de matematicas
realmente hablan un lenguaje distinto a! mio. Porque para todos los que no hacemos o
creamos matematicas, éstas son, en términos practicos, un lenguaje diferente que nos per-
mite expresarnos con mayor precisién, sin contradicciones, ni ambigiiedades. Claro que las
matematicas son mucho mas: son poesia de 1a razén, son arte resultante de la creatividad y
de! pensamiento l&gico, son terra incognita llena de monstruos y hadas donde la mente hu-
mana se abre camino, son un mundo existente en su propio derecho. Pero para lograr reco-
nocer esta existencia y belleza matematica es necesario recibir un entrenamiento formal
durante afios o una genialidad concedida a muy pocos. Siendo asi las cosas, para todos los
que no tenemos entrenamiento ni genialidad, las matematicas son una segunda lengua que
nos ayuda a decir cosas de una manera (inica, de una manera para la cual no existen palabras
en espanol, inglés, ndhuatl, zwahili, etc... Es més, ni siquiera en chino.

Es por eso que los expedientes secretos fueron escritos en espariol y matemdaticas. Se necesi-
taba precisar los extraordinarios hechos que les dieron origen, habia que darles coherencia,
ordernarlos, pero sobre todas las cosas, intentar comprenderlos. Y esa es la gran cualidad de
las matematicas, gracias a su precision y a su estructura I6gica, las matematicas son un len-
guaje que nos ayuda a comprender. Aunque, por la naturaleza de los hechos que se narran
en los expedientes secretos, es posible que jamas llegquemos a comprenderlos del todo. En
todo caso, no tiene sentido discutir si algiin dia podremos entenderlos y conocer la verdad,
porque esto sélo complicaria y alargaria la historia de cédmo es que surgieron los expedientes
secretos X de la PFP. Y es que esa historia es ya de por si alucinante:

Se rumora que hace 50 afios cayd un objeto volador no identificado en las afueras de Real de
Catorce, San Luis Potosi. Algunos testigos afirmaron haber visto un extrafio vehiculo tripu-
lado por seres evidentemente no humanos. También dijeron que horas después el ejército
mexicano asegurd la zona y desaparecio toda evidencia. Hoy en dia, puede observarse en
este lugar un crater dentro del cual la tierra esta literalmente cocida y a su alrededor se
encuentra una cantidad exorbitante de yerba calcinada. Pero lo més sorprendente es que
estos restos de yerba calcinada tienen forma de cigarros. Afos después, en lugares muy
distintos, han ocurrido otros hechos dificiles de explicar donde se han observado estos mis-
mos restos sobrenaturales. Para explicar estos eventos se cred, en afos recientes, una comi-
sion especial de la Policia Federal Paranormal (PFP); el resultado de sus investigaciones se
encuentra plasmado en los expedientes secretos.

Los expedientes no eran mas que crénicas desordenadas hasta que se decidid afiadirles un
analisis 16gico para explicar el comportamiento de los hechos ahi narrados e intentar prede-
cir algidn resultado, o sea, hasta que se decidid reescribir matematicamente los sucesos so-
brenaturales descritos por los expedientes secretos. Pero la tarea de describir cualquier
cosa, en cualquier lenguaje, es practicamente imposible por la enorme cantidad de caracte-
risticas propias de la cosa y de sus interacciones con el resto del universo, es mas, seria nece-
saria una discusion filosofica para decidir cual es la descripcion «real» de algo o para decidir
cudndo algo es «real». Por eso es que al transcribir en lenguaje matematico algdn suceso o
fendmeno real, éste no se describe sino que se crea un modelo que simplifica e idealiza al
fenémeno. La intencidn es analizar Ginicamente aquellas caracteristicas o comportamientos
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que creemos relevantes. En particular, cuando se quiere analizar y predecir algin comporta-
miento, nos interesa observar el conjunto de reglas o principios sobre el fenédmeno en estu-
dio, que se encuentran enlazados entre si y que cambian segulin vaya pasando el tiempo; es
decir, para analizar y predecir el comportamiento de algtin fenémeno consideramos un siste-
ma «real» que se encuentra sujeto a una ley de evolucién en el tiempo.

Si nos interesa estudiar cd6mo cambian las condiciones del sistema real a través del tiempo,
necesitamos una manera sencilla para referirnos a las condiciones del sistema; esto se logra
con ayuda de un ente matemadtico llamado espacio fase. Todos los estados o condiciones en
que se pueda encontrar el sistema se representan con un conjunto X que deseamos tenga
algunas propiedades matematicas que hagan sencillo su estudio; y cuando conseguimos al-
gun conjunto X que modele efectivamente las condiciones del sistema, este conjunto recibe
el nombre de espacio fase. Pensando en esto, los expedientes secretos fueron bautizados
con el nombre de expedientes secretos X

Para poder entender algo del parrafo anterior pongamos nuestra mente en blanco y pense-
mos en el movimiento de una hormiga voladora. El sistema «real» sera la hormiga volando
en el cielo, aqui existen caracteristicas como la velocidad del viento, el peso del casco de la
hormiga, el color de su sudadera, etcétera. Pero nuestro modelo Gnicamente consistira de
un espacio, las posiciones de la hormiga en ese espacio y una regla de cambio que nos diga
hacia donde y con qué rapidez vuela la hormiga. Al modelar nuestro sistema, hemos consi-
derado que la hormiga voladora es tan fuerte que no importa la velocidad del viento, ni el
peso del casco, etcétera, asi hemos simplificado e idealizado nuestro sistema.

Para dar la localizacién del superhéroe mas pequefio
del mundo, en un espacio de tres dimensiones, pode-
mos asociarla con un punto del espacio; en el caso del
dibujo de al lado, la posicién es: h,=(1,3,2)

Como podemos «medir» en cada una de las dimensio-
nes con la recta de numeros reales R, este espacio
tridimensional se conoce mateméaticamente como R3
y cada uno de sus puntos representa una posible posi-
cién de la hormiga. Cuando tenemos cualquier espa-
cio matematico donde podamos representar todas las
posibles posiciones del sistema, le llamamos espacio de
configuraciones. Y la posicién que obtenemos, al ha-
cer nuestra primera medicion u observacion, recibe el
nombre de configuracién inicial, en este caso el punto
h, es la configuracion inicial del sistema.

¥

<

Todos sabemos que gracias a sus poderes radioactivos esta hormiga puede volar mas rapido
que una balay, si s6lo tenemos la posicién de la hormiga no podremos comprender ni prede-
cir su movimiento. Pero no hay ninglin problema porque Newton nos dijo desde hace mu-
chos afos que, el movimiento de un cuerpo, si nada se le atraviesa, esta determinado por su
posicidn inicial y su velocidad. Hay que notar que la palabra interesante de la frase anterior
es «determinado», la cual nos quiere decir que, mientras la hormiga no choque, nosotros
podremos predecir su movimiento si conocemos su posicién inicial y su velocidad. Como
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nuestro modelo no tiene friccién del viento, ni cambios en el clima, ni aviones, ni arboles
contra los que pueda chocar la hormiga voladora, Newton nos dice que podremos predecir
su movimiento si tenemos su posicién inicial y su velocidad. Por eso nuestro modelo es
determinista, porque sus condiciones a largo plazo estan completamente predeterminadas.
Pues bien, lo Gnico que nos falta es conocer la velocidad de la hormiga, esto es, necesitamos
saber hacia dénde va y con qué rapidez va. Los entes matematicos que nos ayudan a repre-
sentar esa informacién se llaman vectores, los cuales se pueden pintar como flechas, la punta
de la flecha indica hacia dénde va la hormiga, lo largo de la flecha indica qué tan rapido se
mueve. Se acostumbra poner una raya arriba del nombre de un vector para indicar que no
estamos hablando de un punto del plano, veamos el dibujo de abajo.

Si tomamos ahora la posicion de la hormiga como cen-
tro de otro espacio tridimensional, podemos expresar
el vector que indica su velocidad como: ¥, =(0,2,1)

El espacio donde representamos las velocidades se lla-
ma, obviamente, espacio de velocidades. Y la veloci-
dad que se observé junto con la configuracién inicial
se llama, obviamente, velocidad inicial. El vector &
serd nuestra velocidad inicial del sistema. Ahora si, ya
tenemos informacién suficiente para especificar el mo-
vimiento de la hormiga voladora.

Decimos que las configuraciones junto con sus velocidades son las condiciones del sistema.
Entonces, la condicién inicial de nuestro sistema, la cual llamaremos x_, estd dada por la
configuracién inicial /1, junto con la velocidad inicial ¥, osea, x,= (h,, ¥, ) = (1,3,2,0,2,1).
Como ya sabemos, con esta condicidn inicial podremos predecir donde se encontrara la hor-
miga después de que pase mucho tiempo pero, ¢qué sucederia si no tuviéramos la condicién
inicial? é o si no estuviéramos sequros de haberla medido bien? ¢o si nuestros instrumentos
de medicién no fueran exactos? pues obtendriamos una mala prediccién. Estas preguntas
no son tan banales como parecen porque ningun instrumento de medicidén es exacto, todos
presentan un margen de error. Parece ser que estamos destinados a hacer malas prediccio-
nes, a menos que, encontremos la manera de estudiar todas las posibles condiciones iniciales
del sistemna, asi, podriamos medir una condicién inicial y revisar todas las que se encuentren
dentro del rango de error de la mediciéon. Con esto serfamos capaces de decir cuanto afectan
los errores de medicion el comportamiento del sistema y serfamos capaces de dar buenas
predicciones. Cuando hacemos predicciones sobre todas las posibles condiciones iniciales del
sistema, decimos que hacemos predicciones globales. Para poder hacerlas necesitamos re-
presentar, en un solo espacio, todas las posibles condiciones del sistema e investigar qué
sucede con ellas al pasar el tiempo; esto es, necesitamos tener en el mismo espacio a las
configuraciones y velocidades del sistema. Pues bien, el espacio en el que logremos acomo-
dar a las configuraciones junto con las velocidades, sera el espacio fase.

Al hablar de la condicion incial, de la hormiga voladora, utilizamos tres dimensiones para

fijar su posicién y otras tres para su velocidad, x,=(1,3,2,0,2,1). Entonces necesitamos un
espacio matematico de seis dimensiones R®, donde cada uno de sus puntos representara una
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posible condicién del sistema. Asi la condicién inicial x,, y todas las demas posibles condicio-
nes, pertenecen a un conjunto X que en este ejemplo resulté ser R®. Para abreviar simple-
mente decimos que R? es el espacio fase de nuestro sistema. El inico problema es que para
ver o imaginar un espacio de seis dimensiones, o cualquiera mayor de tres, necesitamos con-
sumir yerba extraterrestre con forma de cigarro, lo cual no es recomendable. Aunque tam-
bién podemos pedirle ayuda a la teoria termodinamica, la cual nos dice que algunas veces
podemos «llevars un espacio fase de n dimensiones a un espacio de estados de dos o tres
‘dimensiones, el cual es facilmente dibujable. Hablando Gnicamente en espafiol, el espacio
fase y el espacio de estados son mas o menos lo mismo, pero hablando rigurosamente en
matematicas, las condiciones o estados del sistema se modelan en el espacio fase y, si se
cumplen algunas suposiciones, podemos representar el espacio fase en un espacio de estados
visualizable, sin embargo esto no siempre es necesario o posible.

Ahora el punto crucial es decir cdmo se comporta el sistema al pasar el tiempo, en matema-
ticas esto se llama plantear el sistema dindmico. Para revisar un fenémeno que cambia con el
tiempo, lo podemos considerar como un sistema que evoluciona, el cual debe regirse por una
ley de evolucion. Esta ley es la razén de cambio que presenta el sistema en cada instante vy,
puede obtenerse al medir u observar las diferencias que muestre el sistema al pasar el tiem-
po. Entonces podemos expresar la ley de evolucién por medio de las diferencias que presen-
te el sistema, luego podemos arreglar esta expresién para que nos indique la regla de cambio
que haga que el sistema efectivamente presente estas diferencias; la regla de cambio queda-
ra representada por una o varias ecuaciones. En espafiol podemos decir que estas ecuaciones
son la ley de evolucién que rige al sistema; pero en matematicas, para ser precisos, decimos
que estas ecuaciones son la solucion a la ley de evolucién. Encontrar estas ecuaciones es lo
que se denomina, plantear el sistema dindmico. Algunas veces es necesario realizar observa-
ciones, expresar la ley de evolucién y resolver esta ley para plantear el sistema dinamico
pero, otras tantas veces, es posible plantearlo directamente; todo depende del fenémeno
que queramos comprender y de la informacion que poseamos acerca de €l. Entonces un
sistema dindmico puede pensarse como cualquier conjunto de ecuaciones que representen el
cambio del sistema «real» en el tiempo, partiendo del conocimiento del estado previo del
sistema; si el modelo considerara eventos fortuitos que afectaran su comportamiento, seria
en estas ecuaciones donde incluirfamos a la suerte como un término aleatorio o azaroso; si el
modelo no considera eventos fortuitos, las ecuaciones son, como ya sabemos, deterministas.
Ademas podemos considerar el paso del tiempo como algo continuo o como una sucesion de
periodos bien identificados, esto es, se pueden observar y registrar los cambios del sistema
continuamente o, podemos optar por hacerlo cada hora, cada tres meses o cada veinte afios;
si las ecuaciones consideran al tiempo como una sucesidon de periodos se dice que son discre-
tas. Sielsistema dindmico es determinista y discreto podremos obtener un sistema dindmico
relativamente sencillo que, a primera vista, es facil de estudiar pero aun ast hay que mirarlo
con respeto porque, como se concluyd en los expedientes secretos X, algunas veces puede
volverse cadtico.

El Gltimo concepto, que se utilizé para modelar los extrafios sucesos de los expedientes se-
cretos X, tiene que ver con las ecuaciones del sistema dindmico. Sabemos que cuando se
tienen ecuaciones se esta determinando un tipo de relacién entre conjuntos y decimos que
esta relacién es una funcién, que «va» de un primer conjunto a otro, cuando a los elementos




del primer conjunto solo se les relaciona con un elemento del segundo conjunto. Es decir,
bajo una funcién un elemento del primer conjunto sélo puede estar relacionado con uno, no

dos ni tres, del otro conjunto. Lo anterior suena complicado pero realmente es muy sencillo,
veamos la siguiente grafica:

Al investigar los extrafios acontecimientos de Real de
Catorce, los agentes especiales de la PFP determinaron
que el ovni fue visible por primera vez a los 16 mil me-
tros de altitud; es decir, al tiempo de observacion cero
la altitud del objeto era de 16 mil metros, lo cual pode-
mMos expresar como una relacién entre los conjuntos,
tiempo y altitud, con tiempo cero altitud 16, (0,16).
Después de un minuto el ovni se encontraba a 15 mil
metros, (1,15); a los dos minutos llegé a los 12 mil, (2,12);
a los tres minutos estuvo a 7 mil, (3,7); finalmente, a los
cuatro minutos dejé de ser objeto volador y tuvo un
encuentro cercano con el suelo, (4,0). En la grafica de
al lado hemos acomodado esta informacién dentro de
un plano, en el eje X representamos al tiempo, en el eje
Y la altitud. La informacion de la caida del ovni se re-
presenta con los puntos del plano que corresponden a
lo que hemos dicho. Asi, tenemos una relacién entre
los valores del tiempo y los de la altitud, esta relacién es
una funcién porque a un valor de tiempo tnicamente le
corresponde una altitud, no tenemos dos altitudes dis-
tintas al mismo tiempo. Si el objeto hubiera sequido
Tiempo volando a la misma altitud, tendriamos que a todos los
tiempos les corresponderia una misma altitud, con lo
cual no habria ningGn problema y sequiria siendo una funcién, porque se sequiria respetando
el principio de que a cada valor de tiempo le corresponde un solo valor de altitud. Ahora
bien, lo ideal es que la funcién esté definida para todos los valores del tiempo, es decir, que la
funcién «llene los huecos» entre las observaciones. Después de pensar un poco, resulta que
una funcién que llena de manera razonable estos huecos es X)=16 -x3; la grafica de esta
funcion es la linea que une a los puntos que representan las distintas observaciones. En
matemdticas se acostumbra usar f(x), que significa funcién fque depende de x, en este caso
x es un periodo de tiempo.

ager—rt—p

3Jn

Wi ——3

En el caso de los sistemas dinadmicos las funciones asocian un elemento del conjunto X, que
llamamos espacio fase, con otro elemento del mismo conjunto; podemos decir que la fun-
ci6én va del espacio fase al espacio fase, lo cual en matematicas se escribe f: X —=X. Entonces,
en la expresion f(x), la x es un estado del sistema perteneciente al espacio fase y, la funcién
f «manda» al sisterna del estado en el que se encuentra a otro estado del mismo espacio fase.
Y cuando tenemos cualquier funcion, que vaya de un conjunto al mismo conjunto, le llama-
mos mapeo. La funcién del ejemplo anterior, la caida del ovni, no es un mapeo porque toma
valores del conjunto «tiempo>» y los lleva a valores del conjunto «altitud», y un mapeo debe-
ria regresarlos al mismo conjunto, aunque los regrese un poco revueltos. Para dar un ejem-
plo de una funcién que si es mapeo, volvamos a pensar en la hormiga voladora.
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Si el superhéroe mas pequefio del mundo hubiera sabido que un ovni se estrellaria contra el
suelo, seguramente hubiera salido volando para evitarlo. Para predecir qué tan alto volaria
la hormiga, estamos interesados en conocer ¢c6mo varia su altitud conforme pasa el tiempo
pero ahora, revisaremos esta relacién con un enfoque un poco distinto. Ya que el tiempo
avanza sin importar lo que pase y es la altitud la que varfa segiin avanza el tiempo, sera la
altitud la variable «interesante» para nosotros; vamos a usar la recta de nimeros reales para
representaria. Entonces nuestro espacio fase serd la recta real. Ahora, queremos que un
mapeo haga variar la altitud seglin pasa el tiempo, esto es, queremos una funcién que tome
valores de la recta real y los regrese a otros valores, dentro de la misma recta real:

mapeo
espacio fase que repre- espacio fase después de
senta a la altitud. aplicarle el mapeo.

Con este enfoque, la aplicacién del mapeo representa el avance del tiempo, esto es, podemos
decir que cada vez que aplicamos el mapeo ha pasado un periodo de tiempo determinado. Si
queremos la altitud de la hormiga cada minuto, la aplicacién del mapeo representars el paso
de un minuto. Ya no es necesario representar graficamente al tiempo, para observar los
cambios en nuestro sistema dindmico Unicamente debemos representar a la altitud. dlaro
que si nos restringimos a ver solo una dimensién, la de la recta real, serda muy dificil distinguir
los efectos que produzca el mapeo. Seria mas interesante ver cémo los puntos de la recta son
reacomodados por el mapeo, es decir, cédmo los saca, los mueve y los vuelve a acomodar.
Pero para poder ver lo anterior, necesitariamos permitirle a los puntos poder salir a un espa-
cio de al menos dos dimensiones, vamos a construirlo. Sidejamos al espacio fase tal cual estd
y, por otra parte, tomamos a la recta que representa al espacio fase después de aplicarle el
mapeo, la «paramos» y la ponemos sobre el espacio fase original, obtenemos los dos ejes de
un plano. Dentro de este plano podremos ver los efectos del mapeo.

Volvamos a poner {a altitud en miles. Digamos que la
hormiga voladora sube mil metros cada minuto, vamos
a traducir esto a matematicas usando el concepto de
funcién: f(x)=x+1

R T
15 4 -

Por ejemplo, si la condicién inicial de la hormiga es cero
metros, después de un minuto estara a mil metros:
f(o)=o0+1=1.

t-t—tr—t—t——t—tt-tt

OC A —rt—=D

La linea que cruza el plano es la grafica de f, y en ella
podemos ver los efectos del mapeo. Recordemos que el
eje X representa al espacio fase, el eje Y al espacio fase
o IR D después de aplicar el mapeo. Si nos paramos en el cero
Altitud ) del eje X, la grafica nos indica el uno del eje Y. Si nos
paramos en el 1 del eje X, 1a gréfica nos indica el 2 del eje

Y, es decir, si la condicidn inicial de la hormiga son mil metros, después de un minuto estara
en los dos mil metros; ademas podemos predecir la altitud de la hormiga a largo plazo, por

@
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ejemplo, después de media hora de vuelo la hormiga alcanzar§, gracias a sus poderes radio-
activos, los 31 mil metros de altitud. Ahora si, nuestro ejemplo es un verdadero sistema
dindmico, que ademas es determinista y discreto.

Vamos a traducir a2 matematicas, algunos conceptos que ya manejamos con el vuelo de la
hormiga voladora; esto lo haremos para tener una manera rapida de referirnos a ellos cuan-
do tengamos otros fenémenos qué modelar. Comencemos por la condicién inicial, la cual
corresponde a la observacién hecha en el tiempo cero; podemos usar con ella un subindice
para indicar el tiempo, asi, si tenemos la condicién x observada en el tiempo cero, podemos
usar:

x, = condicién inicial del sistema dinamico.

entonces x, = condicién del sistema después de un periodo determinado de tiempo.

X, se obtiene observando a dénde va a dar la condicion inicial del sistema bajo el mapeo. Para
abreviar lo anterior ponemos:

x, = f(x,) donde f es el mapeo que determina al sistema dinamico.
ahora x, = F(x) pero f(x) = f(Ff(x))) = f*(x,) ,en general tenemos:
x, = f°(x)

x_, representa entonces, la condicion del sistema dindmico después de que pasen n periodos
de tiempo siempre que partamos de la condicion inicial x,. Recordemos ahora el vuelo de la
hormiga voladora, si observamos que estd a los 5 mil metros de altitud, no solo podemos
predecir dénde estard al siguiente minuto, también podemos decir que el minuto anterior
estaba a 4 mil metros de altitud. El que podamos conocer las altitudes pasadas de la hormiga
se debe a que el sistema dindmico es determinista y, a que cada condicidn tiene un Gnico
pasado posible. Lo anterior no sucede generalmente, pero cuando sucede es posible estudiar
<6mo es que se llegs a Ia condicién inicial, es decir, es posible estudiar el pasado del sistema
dinamico. Para hablar del estado del sistema en n periodos de tiempo antes de la condicién
inicial, x, , usamos:

x, = "(x).

El conjunto formado por {...x XX ,X,X,X,,X,...} se lama orbita de x, , y generalmente
usamos O (x,) para referirnos a ella. Cuando estudiamos Gnicamente el futuro tenemos
6rbitas hacia adelante y, cuando nos quedamos s6lo con el pasado tenemos 6rbitas hacia
atrds. Las Orbitas se pueden pensar como estados consecutivos del sistema «real» segin
cambia éste con el tiempo. Como podemos imaginar, la teoria de sistemas dinamicos estudia
principalmente las 6rbitas con el objeto de predecir su comportamiento a largo plazo, ya sea

hacia adelante o hacia atras.
El anterior fue el dltimo concepto que se usd para traducir al lenguaje matematico los expe-

dientes secretos X de la PFP. Ahora es obvio que fueron reescritos en matematicas segin el
enfoque de la teorfa de sistemas dindamicos, puede ser que nunca antes hayamos escuchado
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este nombre pero, es casi seguro que ya hayamos escuchado algo acerca de ella, porque
entre los que no hacemos matematicas es mejor conocida como la teoria del caos.

Pero... des que los sistemas dindmicos sélo sirven para modelar fenémenos sobrenaturales?
Por supuesto que no. En el expediente 1 se usa un modelo simple para el estudio de epide-
mias. Aunque en este caso se estudia el «contagio» de una creencia, de la misma manera
puede modelarse el contagio de alguna enfermedad; de hecho un agente especial ha sugeri-
do que también puede usarse para modelar efectos publicitarios. Ya que estamos en el tema,
en el expediente 2. se usa el mapeo mas publicitado de la teoria del caos: La ecuacién logisitica.
Este mapeo es el ejemplo mas sencillo donde se puede estudiar comportamiento caético y
observar el nacimiento de un fractal. La logistica ha sido usada para modelar poblaciones,
ciclos econémicos, contaminantes, ritmo cardiaco, etc. En el caso de poblaciones este ma-
peo se utiliza principalmente para modelar su crecimiento pero, con pequefias modificacio-
nes, pueden obtenerse estrategias de cosecha, modelos de especies en competencia, mode-
los presa-predador, etcétera, lo cual es un buen ejemplo de su utilidad y versatilidad. En el
expediente 3 se da una definicidn de caos y se ejemplifica una tarea fundamental en las ma-
temdticas, clasificar sus objetos para descubrirles razgos esenciales y simplificar su estudio.
En el expediente 4. se expone la herradura de Smale, la cual presenta comportamiento cadti-
co que genera otro fractal y, ademas, es un ejemplo sencillo de matematicas a manos libres,
sin férmulas. Con la herradura se introducen de manera intuitiva los sistemas dindmicos en
dimension dos. En el expediente 5 se muestra el mapeo de Hénon, el cual es una simplifica-
cién del modelo climatico propuesto por Lorenz. El mapeo de Hénon engloba todo lo que se
presenta en los expedientes anteriores y formaliza el paso a la dimensién dos. El expediente
5, volumen |1, es una invitaciéon, para quién quiera aceptarla, a adentrarse en el mundo de los
atractores extrafios, del comportamiento cadtico, de los fractales y de las matematicas en
general. En esta segunda parte, del dGltimo expediente, se presenta de manera informal el
atractor extrano de Hénon y se enumeran varios desafios que el mapeo de Hénon ofrece a la
menta humana, los cuales no han podido ser resueltos hasta el dia de hoy.

La teoria de sistemas dinamicos se utiliza para predecir cémo cambian las cosas con el paso
del tiempo. Algunos fenédmenos que pueden pensarse como dindmicos son: la disminucién
de los ahorros en el banco, el aumento en la concentracién de alcohol en la sangre, el creci-
miento de poblaciones, las fluctuaciones de precios, la evolucién de los lenguajes, el compor-
tamiento de los mercados, el flujo vehicular, el aumento de contaminantes en los mantos
acuiferos, el decaimiento radiactivo, las turbulencias en los fluidos, la posicion de un avién
en pleno vuelo, el movimiento del sistema solar, la rotacién de las galaxias, la expansiéon del
universo, etcétera, etc. De hecho la teoria de sistemas dindmicos se utiliza para estudiar
algunas cosas tan intimamente relacionadas con el ser humano como son las enfermedades
hereditarias, las arritmias del corazén, la paranoia o las irregularidades que se presentan en
los electroencefalogramas. Aln mas, fénomenos que parecieran no tener nada que ver con
todo esto, como la misica o las interacciones familiares, estdn mostrando tener propiedades
y comportamientos que los relacionan con todo aquello que puede pensarse como sistema
dinamico. Y con algunos descubrimientos como la estructura fractal de las redes de vasos
sanguineos o la existericia de atractores extrafios en fenémenos meteoroldgicos, esta cam-
biando nuestra manera de ver al universo y a nosotros mismos. Puede ser que la verdad no
se encuentre ahi afuera pero c6mo se aprende buscandola.
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EXPEDIENTE 1

Invasion extraterrestre.
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Las investigaciones de los agentes especiales han revelado un terrible secreto: Seres
extraterrestres se preparan para invadir la Tierra. Desde hace varios afios alienigenas inteli-
gentes han vigilado y estudiado a los seres humanos <on la finalidad de descubrir nuestras
debilidades. Para lograr esto realizan las llamadas «abducciones»: Usando su avanzada tec-
nologia secuestran humanos, les practican terribles pruebas y los regresan horas después al
lugar donde fueron raptados sin recuerdos de lo ocurrido. Bajo hipnosis algunas victimas
han logrado recordar estos raptos extraterrestres. Dentro de las naves espaciales los huma-
nos son sometidos a toda clase de pruebas de resistencia fisica y mental, les son introducidos
aparatos en el cuerpo y son obligados a aspirar el humo producido al quemar una extrana
yerba verde con forma de cigarro.

Si los humanos supiéramos acerca de la inminente invasidn extraterrestre
podriamos prepararnos, resistir y evitarla, es por eso que los alienigenas no
desean que la mayoria de la poblacién crea en su existencia. Sin embargo,
las investigaciones de los agentes especiales también han revelado el razo-
namiento usado por los extraterrestres para predecir y controlar la canti-
dad de humanos que cree en los «grises»:

Llamemos C(n) a la fraccidn de la poblacidn que cree en los «grises» en el tiempo n, enton-
ces 1-C(n) es la fraccién que no cree. En cada periodo de tiempo los creyentes convencen a
cierta proporcién de no creyentes de que los platillos voladores existen, esta proporcién de-
pende de la interaccién de creyentes y no creyentes, es decir, de! producto C(m{1-T()].
Cuando tenemos una pablacidn dividida en dos partes, () y 1-C(n), su producto es llamado
el radio de contagio, C([1-C(n)] . Asf, considerando tinicamente [as interacciones de estas
dos partes de la poblaciéon tenemos:

a(n+1) = () + xCCM[-C(m]

En donde la letra griega kappa, x, es un parametro que, como veremos mas adelante, repre-
senta la tendencia a creer o no creer de la poblacién. Decimos que C(n) representa el por-
centaje de poblacién creyente al tiempo rn pero también podemos decirlo asi, {(n) represen-
ta la proporcion de creyentes en la poblacién partiendo de una condicion inicial después de
n periodos de tiempo, C(mM=Ff"(x,), es decir, podemos usar la notacién que hemos propues-
to para sistemas dindmicos. Entonces tenemos:

(X)) = Frx) + wf(x DM-F"(x )]
Lo cual nos indica que el mapeo que usaremos sera:

(X = x+kx(1-X) = X+ kX-kX* = (@A+KIX-kx>
La idea es estudiar este mapeo para comprender el comportamiento de la proporcién de
creyentes en la poblacién y, lo que nos interesa es predecir el comportamiento a largo plazo
bajo distintas circunstancias. Ahora, cuando se habla de proporciones es comun utilizar por-

centajes pero es mas sencillo manipular fracciones o decimales. Por lo tanto, para que x
represente fracciones de poblacion es conveniente que tome valores entre o y 1, donde ob-
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viamente el cero es el 0% de la poblacidny el 1 es el 100%. Asitenemos que nuestro espacio
fase es el pedazo de recta real entre cero y uno, intervalo [0,1], y nuestro mapeo debe «to-
mar» una x dentro de este intervalo y «mandarla» dentro del mismo intervalo. No es desea-
ble que x tome valores menores que cero 0 mayores que uno porque entonces el modelo
deja de representar a la «realidad» y lo Ginico que podriamos decir, sin confiar del todo, seria
que, si x<o no existen creyentes en la poblacién, si x>1 todos son creyentes. Es casi seguro
que una grafica nos ayudara a comprender mejor todo esto.

Para graficar el mapeo fX)=C1+K)x-Kkx* vaf
necesitamos asignarle un valor ak, en la 4
figura de al lado x=1. El espacio fase es +
el intervalo [0,1] y las x que ftoma del
[0,1] nunca salen de este intervalo, por

e

)
|

ejemplo: De la grafica podemos ver que s L \\
si el 70% son creyentes, después de un espacio fase T
periodo de tiempo el 90% lo serd. Tam-  despuesde X | v :
bién podemos ver que f manda el 1 al 1, un periodo + 7
f(1)=1, ademas R(0)=0; y cuando sucede  detiempo. f ¢ }/ ;
esto, f(xX)=x, decimos que x es un punto t /
fijo. En este caso el 1y el 0 son puntos SN ;'0‘ R et ot .
fijos y, lo que significa en la «realidad» es A A wﬁvf_-‘:____,' 1=
que: Si el 100% de la poblacién es cre- /’ T -
R . 1 espacio fase

yente seguira siéndolo sin importar cuan- ST
tos periodos de tiempo pasen o, si nadie S ooanl
es creyente nadie lo serd jamas. -
En la grafica anterior utilizamos x=1 por dogma de ' 1
fe, porque todavia no tenemos idea de qué valores
puede tomar. Algo sencillo es probar algunos valores
de x y revisar que el modelo siga teniendo significa- o 3
cién, es decir, que k no nos «saque» del intervalo [o,1]. <=1 =1

1 1 1 1 1 LN

o 1 ] 1 o 1 ° 1 o 1
-1<K<O K=0 : o>K>1 K=1 K>1

Es facil observar que cuando k<-1 el mapeo da valores negativos al inicio del intervalo y
cuando k>1 da valores mayores que 1 al final del intervalo. Intuitivamente podemos decir
que los valores que puede tomar el parametro k estan dentro del intervalo [-1,1]. También
de las graficas pareciera ser que el cero y el uno son puntos fijos sin importar el valor de x,
pero en matematicas, como en la vida, no es bueno dejarse llevar por las apariencias, debe-
mos demostrar lo que afirmamos. Queremos revisar que con cualquier x, f{o)=o0, f(1)=1,
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para hacerlo solo necesitamos sustituir estos valores en el mapeo:
(o) = (1+x)0O ~x0*= O, (D) =+ -KPP=1+K-K =1

Por lo tanto, sin importar el valor de k, el cero y el uno son puntos fijos. Los puntos fijos
caracterizan de manera muy simple el sistema dindmico y son bastante Gtiles en términos de
la «realidad», por ejemplo, al modelar fenédmenos de la economia los puntos fijos represen-
tan equilibrios econémicos. Pues bien, lo que todavia no sabemos es qué tiene que ver eso de
la tendencia a creer o no creer con los valores de x. Cuando k=0 es facil comprobar que todos
los estados del sisterma son puntos fijos, esto es:

X)) = (+K)x-KkX*= (1+0)X -~ OX2= X

Entonces, cuando k=0 el modelo representa una poblacién con tendencia a mantener sus
creencias cuya proporcién inicial de creyentes no cambiara con el paso del tiempo. Este
modelo donde a nadie le interesa lo que crean los demas podria ser, tristemente, muy ade-
cuado en estas épocas pero matematicamente no es interesante porque no cambia con el
tiempo. Seria cdmodo usar mas graficas para revisar qué pasa cuando k toma valores mayo-
res o menores que cero, pero las graficas convencionales s6lo nos dan informacion después
de un periodo de tiempo y nosotros queremos saber qué pasa después de muchos peridos de
tiempo. Para esto es mejor usar un método asombrosamente sencillo, que bien pudo haber
sido inventado por un estudiante picado por una arafia radioactiva, ya que algunos conocen
a este método como La Telarana:

Primero graficamos el mapeo. Luego se traza la identidad, es decir la diagonal y=x.
En este caso usamos k=1. Se toma un x_ fijo y se observa a dénde lo manda F
en el primer periodo de tiempo: f(x)=x,

-1 o 1 2\ -

Ahora tejemos La Telarafa: Llevamos f(x)
horizontalmente y lo marcamos en la dia- 1+
gonal, bajamos este valor al eje horizontaly
obtenemos x, dentro del espacio fase. Re-
petimos con x, , lo subimos a la grafica de f,
llevamos f(x) a la identidad, bajamos el va-
lor y obtenemos x,. Repetimos con x, y asi f(x)=x,
sequimos. Este proceso de reevaluar valo-

res sellama iterar. Después deiterarun rato

f(x)= X7

vemos que los valores se acercan o tienden
al uno.
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Entonces, seglin la telarafia anterior, cuando x=1 el sistema tiende a 1; es decir, en el largo
plazo casi el 100% de la poblacién sera creyente. Algunas veces es necesario probar con
diferentes valores de x, antes de aventurar una afirmacién como la anterior pero en este
caso la grafica es tan simple que no sera necesario. Ahora, como las graficas de los demas
valores positivos que puede tomar k, O<k<1, son parecidas a la de k=1, podemos afirmar
intuitivamente que también representan comportamientos parecidos de la poblacién. Porel
momento esto sera suficiente para concluir lo siguiente: Cuando el pardmetro k toma valo-
res positivos, o<k =1, observamos una tendencia a creer. Cuando x=o0 teniamos una pobla-
cion indiferente a las creencias de los demds. Luego se antoja que cuando k tome valores
negativos tendremos una poblacién con tendencia a no creer, y para ver esto tejemos la
telarafia sobre la grafica de f(xX) con x=-1: .

.
Efectivamente, observamos que en el largo plazo la
proporcién de creyentes en la poblacién tiende al 0%.
Razonando igual que en el caso anterior, podemos
afirmar que para valores negativos de x, -1sk<o, la A(x)=x
tendencia es no creer. 1

fix)=x1

Con un interés mas matematico haremos ahora esto: \ ]
Marcamos en la diagonal los puntos fijos y tejemos .
también la telarafia en puntos cercanos a ellos:

T é/ Notamos que los pun-

, tos fijos estan donde la
_ ' identidad corta la gra-
1 fica. Ahora borramos
T ' la gréfica y nos queda-
mos tnicamente con [a
. diagonal y su telarafia:

")(-'
X

Si curveamos la telarafia, repintamos la diagonal de manera horizontal y la escalamos, para

que la distancia del o al 1 corresponda, obtenemos el retrato fase. En la figura de abajo el
retrato fase ha sido agrandado y se le han afiadido puntos fuera del intervalo [0,1] para

entender mejor lo que estd pasando:
s

Los puntos cercanos al uno se alejan de él. Los puntos cercanos al cero son atraidos por él.
Asi vemos que los puntos en el espacio fase «migran» al cero mientras el tiempo avanza.
Inutitivamente podemos decir que el uno repele a los puntos cercanos a él y, el cero los
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atrae. Entonces, con -1<x<0, podriamos decir que el 0% de creyentes en la poblacién es un
estado atractor de nuestro sistema. Para entender lo que esto significa, vamos a platicar
algunos conceptos en puro espafiol y a utilizar el Gnico requisito indispensable para com-
prender matemadticas, la imaginacién. Un atractor es algo asi como el hoyo negro de los
sistemas dindmicos, cualquier punto que se le acerque terminara cayendo en el atractor y no
escapara jamas. Algunos llaman «sumideros» a los atractores, tal vez porque asi sea facil
representarlos mentalmente. Vamos a imaginar una alberca, el atractor serd el hoyo del
drenaje. Antes de aplicar el mapeo, el agua de la alberca estara tranquila porque el atractor
estara como «tapado», ya que el tiempo no avanza y no existe ningdn cambio en el sistema
dindmico. Cuando dejamos que el tiempo corra, al comenzar a aplicar el mapeo, se «desta-
pa» el atractor y el agua de! aberca sera succionada por él; el agua representa a la cuenca de
atraccién y esta formada por todos los purnitos cercanos al atractor. La gran diferencia entre
el atractor matematico y el hoyo de la alberca, es que el agua se va a través del hoyo, mien-
tras que los puritos llegan al atractor y permancen ahi, acumuldndose en un Gnico punto por
el resto del tiempo.

Con la cuenca de atraccién sucede algo bastante interesante, ya que la cuenca es un conjunto
abierto. Vamos a pensar en el agua de la alberca, con el atractor «tapado» porque no hemos
hecho que corra el tiempo; sabemos que el agua esté delimitada por las paredes de la alberca,
asi que no se extiende infinitamente, pero el agua misma no tiene limites y no podemos
hablar de la dltima gota de aqua antes de la pared, porque cuando la buscamos siempre
parece haber otra gota de agua antes de la pared. Es decir, los limites del agua estan perfec-
tamente claros, son los azulejos de la alberca pero, estos no pertenecen al conjunto forrmado
por el agua. En espafiol podemos decir que los conjuntos cerrados son aquellos que poseen
limites bien definidos, mientras que los abiertos, atin cuando estén limitados, no poseen ellos
mismos sus limites. La gran diferencia entre e! agua de cualquier alberca y la cuenca de
atraccidn, es que los puntos de la cuenca son infinitos y las moléculas de agua no. En la
alberca no podemos encontrar la Gltima gota de agua antes de la pared porque, con el menor
} movimiento, otra gota de agua se interpone entre esa gota y la pared, perc al final de cuen-
tas, las moléculas de agua son finitas y si el agua estuviera perfectamente quieta, deberia
existir una Gltima molécula de agua. Pero en la cuenca de atraccidn siexiste una infinidad de
puntos, asi que no podemos hablar del Gltimo punto porque siempre habra otros adelante de
) él. Todo esto puede sonar un poco confuso ya que es resultado de considerar la posibilidad
de que existan conjuntos infinitos. Podemos decir que los matematicos consideran a un
conjunto como infinito, si algunas de sus partes son iguales al todo. Por ejemplo, los nime-
ros reales son infinitos y sus partes también lo son, por ejemplo, existe una infinidad de
nimeros entre el cero y el uno, asi que podriamos acomodar a todos los reales entre estos
dos nimeros; tenemos un conjunto que es infinito aunque esté limitado por el ceroy el uno,
lo mismo puede suceder con las cuencas de atraccién, aunque algunas sf seran infinitas e
ilimitadas. Asi que noimporta cuanto tiempo pase, el atractor nunca terminara de succionar
a su cuenca porque, aunque esté limitada, es infinita; o dicho de otro modo, la nica cantidad
de tiempo que le permitiria al atractor succionar toda su cuenca, seria la eternidad. Como
podemos ver, la existencia del infinito es un tema fascinante pero profundizar en él nos
7 desviaria demasiado de nuestra investigacion.

Pues bien, siempre podemos considerar un conjunto abierto alrededor de cualquier punto,
en particular, alrededor del atractor. En matematicas, los conjuntos abiertos alrededor de
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un punto se conocen como vecindades del punto. Como podemos imaginar, se pueden con-
siderar varias vecindades alrededor de un punto, unas mas «chiquitas» dentro de otras. Las
vecindades de interés de los atractores serdn sus cuencas de atraccién. La idea, serd encon-
trar la mas grande para no hablar de unas cuencas, si no de la «cuenca de cuencas». Para
definir formalmente el concepto de atractor hay que recurrir a una herramienta matematica
generalmente incomprendida, la derivada.

Las funciones pueden considerarse como transformaciones de conjuntos. Por ejemplo, nuestro
mapeo transforma, en particular, un intervalo en sf mismo y nosotros asociamos esto con el
paso de un periodo de tiempo en nuestro espacio fase. Otro ejemplo, la funcién g(x)=2x
toma al eje X y lo «xaumenta» dos veces, es decir, transforma la recta real expandiéndola al
doble; al representar esto en el plano el eje X es la recta original, el eje Yes la recta transfor-
mada vy, la grafica de la funcién, que indica codmo es la transformacién, es una linea recta
«inclinada» que pasa por el origen. Reconocemos que esta funcidn es una transformacién
lineal porque su gréafica es una linea recta que cruza el origen. Cuando la grafica es una linea
recta pero no pasa por el origen, se dice que corresponde a una transformacion afin a una
lineal. Cuando las graficas no se ven como lineas rectas, se dice que corresponden a transfor-
maciones no lineales. La definicidn formal de funcidén lineal tiene que ver con que la transfor-
macién «respete»el comportamiento que generan sumas y constantes: .

Y
Funcion lineal. , . : , g
Se dice que la funcién f es lineal si:
i) flax) = a fi(x) ,donde a es una constante.
i) f(x+x)= FOO+ (XD , / X

Las funciones no lineales son aquellas que no cumplen con esta definicién, de ellas se acos-
tumbra decir que no «abrenx» sumas, ni «sacan» constantes, y pensandolas como transforma-
ciones de conjuntos son dificiles de describir. Por eso es mucho mas sencillo trabajar con
transformaciones lineales que con no lineales. Para comprender el comportamiento de una
transformacidn no lineal, nos gustaria encontrar alguna que si lo fuera y se comportara de
manera semejante porque seria mas sencilla de entender.

Pues bien, imaginemos que tenemos una transformacién no lineal h. Si escogemos un punto
en la grafica de A, podemos trazar socbre €l una linea recta tangente que localmente, cerca del
punto, se parecerd mucho a h. Esta recta es la grafica de una transformacion lineal, con
ayuda de la cual serda mas sencillo comprender el comportamiento de /1 alrededor del punto
escogido. Esta transformacidn lineal se conoce como la diferencial de A, se acostumbra deno-
tarla como dh y su gréfica es un linea recta que cruza por el origen. La pendiente de esta
recta es la derivada de A, cuyo valor depende del punto que escogimos en la curva. Entonces,
la derivada caracteriza la transformacion lineal mas parecida a la trans-
formacién no lineal que queremos comprender. La derivada es una Y h
herramienta que nos ayuda a estudiar c6mo se comporta una trans-
formacidn no lineal de manera local. Y justamente eso es lo que que- Gh
remos hacer con nuestro atractor, describir el comportamiento de

nuestro mapeo alrededor de ese punto. No sobra decir que todo esto \_
estd platicado Gnicamente en espafiol. Ahora si, ya podemos regresar
<on nuestro actractor, su cuenca infinita y, sus definiciones. X
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¢ C6mo podemos estar sequros de que tenemos un verdadero atractor que succiona una cuenca
infinita, si solo hicimos telarafias para unos cuantos puntos? Por eso en matematicas uno no
«observa» los resultados, ni afirma «intuitivamente» nada. En matemadticas la dnica manera
de dar una conclusién es demostrandola. Y para que no se diga que los expedientes secretos
no fueron hechos por profesionales vamos a demostrar nuestra Gltima afirmacién. Pero
antes una advertencia: En la siguiente demostracién aparecen términos matematicos capa-
ces de asustar a cualquiera pero, estos términos son como el mago de Oz, sélo impresionan a
primera vista; y como sucede en la historia del mago de Oz, nosotros ya tenemos lo que
necesitamos, Gnicamente requerimos de una dosis de confianza.

Por demostrar : El cero es atractor cuando -l=k<o.

Lo primerc que debemos saber es que cuando tenemos un ente matematico, que se
comporta de manera interesante, buscamos clasificarlo de una manera més especifica. Una
clasificacion de los puntos fijos se hace segiin una caracteristica llamada hiperbolicidad. Hay
que saber qué es esto para clasificar a nuestro punto fijo, el cero. Veamos la definicion de
punto fijo hiperbélico, la cual se comprendera siguiendo la demostracién.

Definicidn: Un punto fijo p es hiperbdlico si el valor absoluto de su derivada es distinto
de 1, esto es: |F'(pP)l=1.

Es facil comprobar que el cero es hiperbélico. Primero calculamos la derivada de nuestro
mapeo:

OO =(1+K)x-k x> .Derivandc:  f'(O)=C(i+x)-2xx
Depués s6lo tenemos que sustuituir:

(o) = (1+k)-2x(0) = 1+x

Ahora hay que revisar qué valores toma la suma 1+k. Losvaloresde xson: —-lsx<o.
Si k= -1 entonces 1+k=0, situviéramos k=0 entonces 1+k=1. Pero k<o entonces los
valores que puede tomar la suma 1+ son: © = 1+k <1 , sustituyendo: o= f'(0) < 1.
Asi f'(0) nunca toma el valor de 1 ni de -1. Luego entonces el valor absoluto de ‘(o) es
distinto de 1:

[F'(o)|=1

Por lo tanto, el punto fijo cero es hiperbélico.

Hasta ahora vamos bien y ya casi terminamos. Solo falta revisar la definicion de punto fuo
hiperbdlico atractivo o atractor.

Definicidn: Un punto fijo hiperbdlico p es atractivo o atractor si [F'(p)|<1.

Pues ya terminamos porque ya sabemos que: o = f'(0) < 1. Entonces el valor absoluto de
f’(0) siempre es menor que 1:

|F/(o)]|<1
Por lo tanto, el cero es atractor cuando —1sk<o. Que es lo que habia que demostrar.
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Ahora si, como ya lo demostramos ya podemos afirmar que: El estado del sistema en el que
nadie cree en los extraterrestres es un atractor cuando -1=x<o0. La demostracién de que el
estado en el que 1009 de la poblacién cree es un repulsor, se puede hacer de la misma mane-
ra que la anterior. Como la idea es la misma, no realizaremos la demostracién pero si dire-
mos que un punto fijo hiperbdlico p es repulsivo o repulsorsi |F'(p)|>1.

Entonces los puntos fijos pueden ser o no ser hiperbdlicos, si lo son entonces son atractores
o repulsores, pero ¢por qué se usan esas extrafias definiciones? No es la finalidad de este
expediente explicar porque se definen asi estos conceptos pero para disipar un poco el aire de
misterio, vamos a platicar algo en puro espariol. La derivada evaluada en un punto puede
pensarse como la razén de cambio del modelo en ese punto. En los puntos fijos esta razén de
cambio «controlax» la migracién de puntos cercanos y, la transformacién lineal que caracteri-
za es puramente contractiva en el caso de un atractor y expansiva en el de un repulsor.
Ahora la pregunta es écudles puntos son cercanos y cuales lejanos?.

Primero vamos a darle nombre a los puntos que tarde o temprano terminan en otro punto.
Es decir, puntos que después de muchas iteraciones de f llegan a un punto en especial y se
quedan con él. Y aqui sf sabemos cudntas iteraciones son muchas: Una infinidad, buena no
exageremos, casi una infinidad. Digamos que p es un punto en especial, entonces le pone-
mos a x el nombre de asintdtico hacia adelante a p, si el mapeo ha dejadoc a x en p cuando el
namero de iteraciones se acerca o tiende a infinito.

El conjunto de todos ios puntos asintéticos hacia adelante a pse llarna conjunto estable de p,
y se denota por Wi(p). Siel punto pes fijo hiperbdlico atractivo su conjurito estable serd una
vecindad. Esto es, un intervalo que no contiene a stis extremos; por ejemplo, o<x<1, es ¢}
intervalo de todos los valores entre cero y uno pero nc contiene a cero ni a uno, si p fuera o.g
este intervalo serfa una vecindad de p. Ahora, como esta vecindad esta formada por puntos
que se van acercando al atractor, la podemos ver como una «cuenca» de atraccién. Podemos
tener varias cuencas para un atractor, pero esta vecindad es la cuenca mds grande que no
estd «rota». En purc espafiol podemos decirlo asi: esta vecindad es donde vive el atractory
donde todas las «nifias» sienten su poder de seducciéon, puede tener otros amores en otros
lugares pero es en su vecindad donde es un verdadero Don Juan. En nuestro mapeo con
valores -1=x <0, el atractor es el cero y su conjunto estable es un intervalo abierto a su alre-
dedor que va, desde nimeros negativos, hasta antes del uno. Pero como nuestro espacio
fase es [0,1] no consideramos a los negativos y el conjunto estable seran todas las x que
o= x<1, es decir W*(0) es [0,1) . O sea, todos los puntos «cercanos» al atractor son todas las
condiciones iniciales de nuestro sistema exceptuando el 100% de creyentes en la poblacién.
Y esta dltima condicion, el 100% , ya le queda «lejos» al atractor.

Podriamos hablar mucho mas acerca de estos conceptos pero, como siempre sucede, lo ur-
gente no deja tiempo para lo importante y, es urgente continuar la investigacion de la inva-
sién extraterrestre. Los alienigenas han disefiado una muestra aleatoria de la raza humana.
Siguiendo este disefio realizan «abducciones» para hacer pruebas mentales. Gracias a esto,
han determinado que la humanidad tiene tendencia a no creer en la existencia de los
extraterrestres: k= -0.5 Lo cual es preocupante porque les facilita la conquista de la Tierra.
Con esto en mente, es momento de enfrentar el hecho mas terrible revelado por las investi-
gaciones de los agentes especiales: La invasién ya ha comenzado.
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La invasién extraterrestre no serd mediante armas de destruccién masiva, serd paulatina,
encubierta, sucedera frente a nuestros ojos sin que nos demos cuenta y, no veremos la ver-
dad hasta que sea demasiado tarde, cuando la Tierra sea suya. Con este fin los alienigenas
estan implementando diversas estrategias:

- Para reducir la poblacién humana han traido a la Tierra algunos organismos extraterrestres
como el VIH.

- Para alterar genéticamente nuestras
cosechas marcan los campos de cul-
tivo con simbolos circulares como
estos:

- Para adormecer nuestras mentes, mandan mensajes subliminales en los medios masivos de
comunicacién y reparten por el mundo una extrafa yerba con forma de cigarro.

- Finalmente, para controlarnos, algunos «grises» han tomado forma humana y ocupado
posiciones clave en la politica y la economia mundial. Han logrado ocupar puestos en la
oficina oval de la Casa Blanca, la organizacién mundial de globalifébicos, la internacional
socialista, la OTAN, el FMI, la FIFA y, el comité internacional del certamen Miss Universo.

Para llevar a cabo estas acciones los alienigenas deben, al menos, aterrizar sus platillos vola-
dores en algln momento y asi, exponerse a que una fraccién de gente los vea cada periodo
de tiempo. Entonces tenemos un porcentaje de nuevos creyentes debide a encuentros con
extraterrestres y el anterior sistema dindmico se convierte en:

g(xX) = 05X+ 0.5 X*+ A.

En donde hemos sustituido el valor x=-o0.5 y, ahora la letra griega lamda, A, es un nuevo
pararnetro que representa la proporcion de gente que ha tenido algidn encuentro cercano del
tercer tipo. Los alienigenas deben cuidar que no los vea mucha gente pero también necesi-
tan continuar con sus estrategias de conquista. Entonces deben determinar qué tan grande
puede ser A sin tener a2 toda la humanidad creyendo en su existencia. Como A representa
proporciones de la poblacién, los valores que evidentemente puede tomar son osi=<1. Para
entender qué le hace este nuevo parametro al modelo veamos las siguientes graficas:
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A=0 A=0.33 A=0.66 A=1

Mientras A crece va levantando la grafica del modelo. Desgraciadamente nos va sacando del
espacio fase pero esto es Idgico, por ejemplo, si tenemos 0% de poblacién como creyentes y
en un periodo el 1009 tiene un encuentro cercano, tendremos a todos creyendo en un solo
periodo de tiempo; esto es precisamente lo que nos muestra la dltima grafica, A=1. Algo mas
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que podemos decir viendo las graficas es que, ya no tendremos los mismos puntos fijos. En el
modelo anterior, f; el cero y el uno se mantenian fijos y los cambios en el pardmetro x «tor-
cian» la grafica. En este nuevo mapeo, g, la grafica se mantiene «rigida» y los cambios en el
pardmetro A la suben y la bajan. Es por esto que ahora necesitamos buscar a los nuevos
puntos fijos en el mundo matematico, lo cual no serd complicado.

Para empezar, ya conocemos la definicién de punto fijo:
gx)=x sustituyendo g : 0.5 X+ 0.5 X>+ A= X
Despejamos x:
0.5 X*-0.5X+ A=0 = o5(X2-x)+ A=0 = X*-X4+2A=0
Nos hemos topado con este ente, un polinomio de segundo grado, que contiene a nuestros

puntos fijos en sus entrafias, para llegar a ellos usamos la férmula mas famosa de la prepara-
toria:

_b¢\/b2_4ac _ 1:1:\/1—4.(270 1. 1 A
ol 2a = 2 2 s 2
Hemos encontrado que nuestros puntos fijos son:
X5y =05++ 025 — 21 . Xy = 0.5-+ 0.25 - 22

¢Por qué no hemos encontrado nimeros como con el mapeo anterior? Porque ahora los.
puntos fijos dependen del valor de L. Para que estos puntos fijos sean reales, en el sentido
matematico, necesitamos que Jo que estd adentro de la rafz sea positivo:

0.25-2A= 0 = -2A=-0.25 = A s 0.125
Ya estd; aunque todavia no quede claro, ya tenemos a nuestros puntos fijos.

< Qué significa lo que acabamos de encontrar? Que si A toma valores mayores a 0.125 no hay
puntos fijos; es decir, si la proporcion de personas que tienen encuentros cercanos es mayor
al 12.5%, todas las posibles condiciones iniciales de nuestra poblacién migraran hacia algin
lado, podemos imaginar hacia dénde: A que todos crean, pero cuidado, matematicamente
este estado tampoco es fijo. Ahora, si 0s A = 0.125 tendremos dos puntos fijos, Xyt Xeayr
Pero cuidado aqui también, algo raro sucede si A = 0.125:

Xo) = 0.5 + -\/ 0.25 — 2A = 0.5

Xy = ©-5- v o.25 - 22

I
%
%]

Resulta que x . = X ,O sea, tenemos un tnico punto fijo. Siahora A =0.1249 esevidente
que tendremos dos puntos fijos, aunque estén muy cercanos . Con esta informacién ya po-

demos hacer grificas para entender que es lo que esta pasando.
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A>0.125

Cuando A>o0.125 la gréfica de g queda por arriba de la
identidad, asivemos que no hay puntos fijos. Tejiendo
la telarafia observamos que todos las posibles condi-
ciones inciales salen del espacio fase. En la «realidad»
esto quiere decir que mas temprano que tarde todos
creeran en los alienigenas. Absolutamente todos los
puntos migran hacia el mismo lugar, fuera del plano;
en espafiol podriamos decir que se dirigen al infinitoy
mas alla.

Cuando A=0.125 la grafica de g «roza» en un
solo punto a la identidad, asf tenemos un
Unico punto fijo, x =0.5 . Tejiendo la telara-
_ fla observamos que los puntos a la izquierda
del fijo se acercan a él y, los que estan a su
derecha se alejan. Entonces, el o.5 es
atractor por la izquierda y repulsor por la
derecha. En la «realidad» esto quiere decir
que: Sila condicién incial es menor que o.5
en el largo plazo la mitad de la poblacién sera
creyente y la otra mitad no, sila condicién
incial es mayor que o.s en el fargo plazo to-
dos creeran. Algo notable es la doble perso-
nalidad del punto fijo, por un lado es un de-
bilucho amable que acerca a los demas, pero
por el otro es un monstruo verde capaz de
espantar a cualquiera y, un punto que se

0=A<0.125

comporta asi da mucho de que hablar.

Cuando A<o0.125 la grafica de g corta en un
dos puntos a la identidad, asitenemos dos
puntos fijos. Tejiendo la telarafia observa-
mos que un fijo, el de abajo, es atractory, el
otro fijo, el de mayor valor, es repulsor. Los
valores numéricos de los fijos se obtienen
con las férmulas que encontramos antes. Si
la condicién inicial es menor que el punto
fijo de mayor valor, el «de arriba», en el lar-
go plazo el sistema se encontrara en el pun-
to fijo de menor valor, el «de abajo»; si la
condicidn inicial es mas grande que el fijo de
mavyor valor, tendremos en el futuro a toda
la poblacién creyendo. Mientras mas peque-
filo sea A mas se separaran los puntos fijos,
hasta llegar al cero y al uno.
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Para llegar al fondo en una de nuestras lineas de investigacion y dar un ejemplo de cémo se
prueban las afirmaciones anteriores, vamos a demostrar que el punto fijo de mayor valor es
repulsor; la demostracién sera muy parecida a la anterior, tinicamente diferird en que ahora
operaremos sobre desigualdades. Tomamos nuestra dosis de confianza y recordamos cuales
eran nuestros puntos fijos:

X =05++/025 - 21 Xoy=0.5-+ 025 — 21

Por demostrar: X, €s repulsor cuando A<o0.125

D

El mapeo es: g(x) = 0.5 x+ 0.5 x>+ A ,derivando: g'(X) = 0.5 + x
sustituimos: g(x,) = 0.5+ 0.5+~ 025 - 21)

Por otra parte tenemos que A<0.125, vamos a hacerle cirugia plastica a esta desigualdad:

A< 025 = -2\ > -0.25 = 025-2A>0 = +f025- 21 >0
= 0.5+05++ 025 24 >1 , pero g'(x,) =0.5+0.5++ 025 - 21
=  gX, >1 = g =1

Asl es como la queriamos ver porque cumple con la defincién de repulsor. Por lo tanto, x  es
repulsor cuando A<o0.125. Que es lo que habia que demostrar.

Es hora de vernos las caras con el punto con problemas de personalidad, aunque hay que
tratarlo bien porque ya sabemos que no es él cuando se enoja. Tenfamos con A=0.125 que:

X= O-5 = Xy

Vamos a llamarlo x,= 0.5. Ahora hay que intentar clasificarlo:

La derivada de ges: g'(x) = 0.5 + x sustituimos : g'(x,) = 0.5 + 0.5

= gx) =1 = 1g(x) =1

Por lo tanto x, es no hiperbélico, por eso es que tiene problemas de doble personalidad. Sin
embargo lo més interesante de este punto no es su comportamiento, si no el fénomeno que
sucede en estos puntos fijos no hiperbdlicos: Bifurcacion.

Para A>0.125 tenemos la misma dinamica, es decir, en términos practicos no existe diferencia
entre el mapeo con A=0.145 Yy ¢con A=0.1451 . Pero si existe una gran diferencia entre la
dindmica del mapeo con A=0.125 Yy con A=0.1251, en el primero tenemos un punto fijoy en el
segundo ya no tenemos ninguno . Si pensamos a g(x) como una familia de funciones donde
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cada valor de A nos da un hermano distinto, o un mapeo g,(x) distinto, entonces tenemos
que: Los hermanos mayores, A>0.125, se comportan igual; los hermanos menores, A<0.125,
se comportan igual entre ellos pero no como los mayores; y tenemos un hermano incémo-
do, con A=0.125, que esta en la frontera entre los dos tipos de comportamiento y es tnico.
Entonces la familia de funciones sufre un cambio drastico en su dinamica, cambia
cualitativamente su comportamiento al tomar A este valor. Decimos entonces que la familia
de sistemas dinamicos pasa por una bifurcacién.

Ya teniamos x,= 0.5 . Al valor especial de A le pondremos A, =0.125. Para referirnos al
hermano incémodo usaremos (<} () = 0.5 x+ 0.5 x* + A, . Ahora, con un hermano incémo-
do podemos hacer dos cosas, meterlo en un penal de maxima seguridad para evitar escdnda-
los politicos o, intentar comprenderlo. Nos inclinaremos por la segunda opcidén. Buscaremos
algun tipo de diagrama que nos muestre, de manera evidente, la informacién del hermano
incémodo. De antemano no sabemos si este diagrama existe o, c6mo construirlo; necesita-
mos definirlo. Sin embargo, la definicién de este diagrama sera distinta a las que hemos visto
antes, porque este diagrama se define por construccién. Es decir, algunas veces en matema-
ticas uno puede garantizar la existencia de algo antes de tenerlo enfrente y, esta existencia
se garantiza dando la manera de construir ese algo; el diagrama que buscamos es un buen
ejemplo de esto, ya que su existencia se asegura por un resultado matematico que dice cémo
construirlo, aiin mas, este resultado nos dice <6mo reconocer mapeos que causan el tipo de
bifurcacién que hemos visto; el resultado se llama: Teorema de bifurcacion nodo-silla

Como ya tenemos claro qué es o que sucede con la bifurcacién que estamos investigando, no
serd necesario comprender del todo este teorema, s6lo lo usaremos para ejemplificar las
definiciones por construccion y, para ver cé6mo es posible saber que algo existe antes de
verlo. De hecho, la I6gica de esto es sencilla, tenemos unas cuantas caracteristicas que nos
garantizan que cierto fenédmeno sucede; cuando volvamos a observar estas mismas caracte-
risticas en otro modelo, sabremos que el mismo fendmeno sucederid. En este caso, es el
mapeo, al que apodamos hermano incémodo, el que posee caracteristicas especiales, las cua-
les nos aseguran que ocurre la bifurcacién que ya hemos descrito; asi, cuando tengamos otro
mapeo con estas Mismas caracteristicas, sabremos que sera en ese mapeo donde su familia
sufrird un tipo de bifurcaciéon, que segin el teorema, se llama bifurcacién nodo-silla.

Entonces revisemos las propiedades que el hermano incémodo, con su comportamiento
delictivo, ha logrado reunir. Pero para esta investigacién no sera indispensable comprender
del todo esta lista de caracteristicas matematicas:

i) El mapeo tiene un punto fijo: g,, (%) = x,.

i) Elfijo es no hiperbdlico, ya que la derivada de g evaluada en €l vale uno: g, ‘(x) = 1.
iii) La segunda derivada evaluada en el punto es distinta de cero: 9g,, “(x) = o.

a
iv) La derivada de g con respecto del parametro es distinta de cero: 69; a2y, (Xn)™ O-

El primer inciso nos dice que el hermano incémodo debe tener un punto fijo, los otros tres
incisos describen el comportamiento local del mapeo alrededor del punto fijo, que como
hemos visto es un poco esquizofrénico, por eso es que su comportamiento se define de ma-
nera tan extrafa. Veamos otra forma de representar lo que el hermano incémodo hace.
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X, X

En el plano podemos usar el eje
horizontal para representar los
valores de x. El eje vertical para
los de A. Asi, en el plano estan
todas las combinaciones (x,A) .
Vemos que en este plano A, se
representa como una recta. La
cual consiste de puntos de este

tipo: (XA .

A

! P

| X

Lo que tenemos en este plano,
de donde tomamos la recta A,,
es el espacio fase en el eje hori-
zontal, y valores del parametro
en el vertical. Asi podemos aso-
ciar estados del sistema con va-
lores del parametro.

A

h X

glh
/"—_—\,\)

Otra forma de explicarlo que el
hermano incémodo hace, es la
siguiente, el mapeo toma la rec-
ta A, y la manda a la recta real,
revolviéndola un poco.

H
/——_—\>

x4

Ahora R representa los valores
de x, después de una iteracién
del mapeo con el parametro A,,.
La recta real se ha revuelto y el
dnico punto que queda en su
lugar es, obviamente, el punto
fijo x,.

-

De manera muy especial cons-
truimos una funcién H que
vaya del plano a larectareal. Es
decir, H «comprime» al plano
en la recta real, R.

R

La funcidn H debe mandar los
puntos fijos al cero y, su com-
portamiento alrededor del cero
debe ser parecido al del mapeo
alrededor del fijo.

1( -

Gracias a que hemos construido a la funcién H de manera espe-
cial, y a las propiedades del hermano incémodo, podemos usar un
resultado llamado: Teorema de la funcion implicita. El cual nos
dice que en el plano debe existir un intervalo I alrededorde x,, un
intervalo J alrededor de ), y, una funcién u que vadeI aJ. Esta
funcién v cumple, entre otras cosas:

-Manda a x, en A, u(x)=»A,. Esto es, manda al punto fijo en el
valor del parametro que produce al hermano incémodo.

-Si la usamos como parametro en g obtenemos siempre puntos
fijos, g,.,,(x)=x . Estoes, cuando le damos una x a esta funcién u,
ella nos manda al valor de A que hace que x sea un punto fijo para
el mapeo g.

Entre otras cosas, la funcién u nos dice con qué parametros tenemos puntos fijos. Vamos
bien, aunque todavia no encontramos un dibujo que nos muestre claramente la informacién
de la bifurcacion, la funcién v ya la contiene, solo necestiamos acomodar la figura anterior
de manera mas util. De hecho, lo tinico que tenemos que hacer es intercambiar los ejes, es
decir, «voltear» la grafica por fuera de la hoja para «levantar» al eje horizontal y «acostar» al
vertical. Haciendo esto obtenemos un diagrama de bifurcacion.
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En el eje horizontal tenemos los valores de A, en el eje verti-
XA cal los de x. El diagrama toma los valores de Ay nos muestra
! cudles valores de x son puntos fijos para nuestro mapeo g.
: Ya no necesitamos revisar varias graficas, con solo ver este
o.sT diagrama sabemos que:
- Con A>0.125 no tenemos puntos fijos en g.
- En A=0.125 existe un Unico punto fijo, x=0.5.

OST - Con A<0.125 tenemos dos puntos fijos, de hecho, cuando
v A A=0, los puntos fijos son cero y uno.

o5 T Algunas personas gustan de condimentar sus diagramas con

M{_ flechas que indiquen hacia dénde se dirigen los valores de x:

Sin puntos fijos se van al infinito y mas alld. En el Gnico fijo,
T los que estan debajo van hacia él y, los mayores que &l salen
0_2j_ A del plano. Cuando tenemos dos fijos, los menores a los dos

fijos van hacia el de menor valor, los que estadn en medio
también de los fijos van hacia el de menor valor, los mayo-
res a los dos fijos salen del plano.

Visto asi, es obvio que los alienigenas buscan restringir su actividad de manera que menos
del 12.5% de la poblacién los observe en cada periodo de tiempo, A<0.125. Con esto pueden
continuar preparando al mundo para su conquista y, atn asi, en el largo plazo la mayoria de
la poblacién no creera en ellos. De hecho, agentes especiales han interceptado un mensaje
del alto mando alienigena y, sabemos que sus 6rdenes son mantener a la raza humana con
dnicamente 10% de creyentes; con esto logrardn invadir la Tierra sin encontrar resistencia.
Lo anterior en dicho matematicas es: el punto fijo de menor valor, el atractor, debe ser igual
a 0.10

X ;3=0-1 = 0.5-+/ 025~ 21 =01 = 0.25-2A= (0.4)* = A=0.045

Por lo tanto, los «grises» invadiran nuestro planeta cuidando que no los vea mas del 4.5% de
la poblacién mundial en cada periodo de tiempo vy asi, nicamente el 10% llegara a creer en
su existencia. Si los demas no creen, mucho menos se resistirdn. Y el futuro de la humanidad
sera tan gris como el aire de la ciudad de México. '

Esta es la estrategia de los alienigenas, la cual les asegura no tener problemas con su inva-
sion. Ya que, a largo plazo, tinicamente el diez por ciento de la poblacién se dara cuenta de
que los extraterrestres nos estan visitando, el resto de la poblacién ni siquiera creera en ellos.

Los agentes especiales han arriesgado su vida social para obtener esta informacion y plas-
marla en este expediente. Sus investigaciones han revelado los planes de los «grises» y la
forma en quelos estan llevando a cabo. Ahora es responsabilidad, de quien lea el expediente,
luchar contra este gris futuro e intentar salvar a la humanidad, o por lo menos a las nifias del
concurso Miss Universo, antes de que sea demasiado tarde.
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EXPEDIENTE

Chupacabras.

2 .

———~
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En los afios setentas, la Secretaria de Gobernacién recibié informes de extrafias muertes
de ganado en las rancherias de Tepoztlan, Morelos. Fueron enviados policias judiciales para
investigar y controlar la situacién. Lo que ahi sucedid, es un misterio. Los informes iniciales
fueron guardados como documentos confidenciales en el archivo de la nacién. Los pocos
testigos prefieren no hablar de lo sucedido y presentan una extrafia fobia al agua mineral.
Casi tres décadas después, la historia se repetiria en diferentes regiones del pais. En pequenias
rancherias dispersas por todo el territorio mexicano comenzaron a aparecer cadaveres de
ganado, en estos cadaveres no habia una sola gota de sangre y todos presentaban dos pequefios
orificios en el cuello. Jamas se encontré rastro alguno de la sangre faltante. Lo que si se
encontrd junto a los animales inhertes, fue una cantidad considerable de yerba calcinada con
forma de cigarro. Fue entonces cuando la comisién especial de la PFP decidié investigar
estos hechos. Después de un afio de seguir pistas por las zonas mas reconditas del pafs, los
agentes especiales llegaron al cerro del Tepozteco en Tepoztlan, Morelos. Ahirealizaron un
descubrimiento sorprendente. Dentro de las intrincadas cavernas del Tepozteco crece una
poblacién de criaturas hasta ahora desconocidas, los chupacabras.

Usando avanzada tecnologia infrarroja los agentes especiales han logrado
estudiar y fotografiar a los chupacabras. Ahora sabemos que en las
profundidades de las cavernas se encuentra la aldea donde se reproducen
estos duendes azules, que evidentemente se alimentan con sangre. La
poblacién de duendes consiste de individuos machos, exceptuando una
Unica hembra que convive con ellos pero no toma parte activa en el
crecimiento de la poblacidn, ya que su reproduccién es asexuada. Tal vez
sea por estas razones que han desarroilado su instinto asesino. De hecho cada duende es
capaz de generar su propia descendencia, esto es un caso (nico de clonacién natural.
Suponemos que los primeros duendes de |a aldea fueron generados por un individuo, todavia
vivo, a quien los demas llaman afectuosamente: Papa chupacabra.

La informacion anterior aclara un poco las extrafias muertes de ganado pero, para entender
su repentino auge en diferentes regiones del pafs y evitar que sucedan de nuevo, necesitamos
investigar, ain mas, a la poblacién de duendes azules chupasangre. Sea P() la poblacién de
chupacabras al tiempo n. Por lo que sabemos, mientras sea mayor la cantidad de duendes
existentes, mayor serd la cantidad de nuevos clones de duende. Es decir, el crecimiento
poblacional es directamente proporcional a la poblacién existente, y esto se escribe asi:

P(n+1) = wuP()

Donde la letra griega mu, p, es un parametro que, representa la tasa de creciemiento
poblacional anual. Por ejemplo, si u=1 significaria que la poblacion del afio siguiente serd
igual a la de este afio. Siu=1.1, la poblacién sera la misma mas un 10% de nuevos individuos.
Sin embargo la poblacién también decrece. Los duendes tienen que enfrentarse, principal-
mente, a escasez de alimento y, debido a su reducido tamario, competencia directa con ani-
males como murciélagos vampiro v, depredadores como gatos, perros, coyotes, etc. Mien-
tras mayor sea la poblacién menos alimento habrd y mas individuos seran presa de los
depredadores. Entonces, si la poblacién es pequefia tendra mucho alimento disponible y
crecerd, si crece demasiado llegara un punto en el que las condiciones dejaran de ser propi-
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cias y decrecera. Hay que arfiadir un factor de decrecimiento:

P(n+1) = wPUD[1-P(M)]

Entonces, P(n) representa el tamano de la poblacién partiendo de una condicién inicial des-
pués de n periodos de tiempo, es decir, P(m=F"(x,). Entonces tenemos:

FCF"(x.)) = nF(x)[-F(x.)]
Lo cual nos indica que el mapeo que usaremos sera:
F(OO) = ux (1-%)

Aunque x representa tamafios de poblacién, aqui también queremos trabajar con fracciones
o proporciones para facilitar su estudio. Siconsideramos un afio base, su poblacién represen-
tard el100% . Los agentes especiales han logrado obtener algunos de los informes confiden-
ciales de los afios setentas, asi tenemos 1975 como afo base y la poblacién existente en ese
afio como el 100%. Con esto podemos expresar los nuevos tamafios de la poblacién como
porcentaje de la existente en 1975, es decir, los valores de x representaran proporciones de
esa poblacién. Asi nuestro espacio fase serd nuevamente el intervalo [o,1] .

Suponemos que en 1975 la poblacion superod la capacidad de carga de su medio ambiente y los
chupacabras tuvieron que buscar alimento en las rancherias cercanas. Al ocurrir esto, supo-
nemos que los judiciales utilizaron sus sutiles métodos para exterminarlos pero es obvio que
fracasaron. Entonces, cuando x toma valores mayores o iguales que uno, el medio ambiente
no soporta a tantos chupacabras y esto conlleva a su exterminio. Asi se explica por qué el
factor de decrecimiento es (1-x).

Ya que hemos planteado el mapeo F, hagédmosle una primera revisién.

[\

o<p<4 n=4 n>4

Lo primero que vemos es que la parte de arriba de la grafica se sale del intervalo cuando n
toma valores mayores que cuatro. Ademas podemos ver que los cambios en el pardmetro
«tuercen» la grafica mientras que el cero y el uno permanecen «quietos». Pero, aunque el
cero es punto fijo, el uno no lo es. Es mas:

F=m (@D =0
Sin importar el valor de p, F manda el uno, en la primera iteracién, al cero. En este caso
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decimos que el cero y el uno son los «ceros» o las raices de nuestro mapeo. Vamos a buscar

los puntos fijos:

FOO=x = RX@-X) =x = pX-ux*=x = -pux*+ (Q-1DXx=0

—(u— 2 —(u— - "
= O ) f;{‘(ﬂ ) = X = SN E @) ’_’:ﬂ(“ D , entonces los puntos fijos son:
Xy = O . Xy = -0/

Ya esperdbamos que el cero apareciera en esta blsqueda. Esto tiene sentido en la «realidad»
ya que el cero indica 0% de poblacidn, cero individuos, o sea la extincién de la especie. Y
como hemos visto con varias especies de nuestro planeta, extincién significa para siempre.
Entonces la extincion es un estado fijo del sistema. El otro punto fijo depende del valor que
tome n. Vamos a tejer algunas telarafas para darle mas sentido a esta informacion.

,32

Con u=1, tenemos que el punto fijo que depende
de n vale cero. Asi existe un Gnico punto fijo y
todas las condiciones iniciales tienden hacia é&l.
En la «realidad» esto significa que algdn dia se
extinguiran los chupacabras. Siu<1tenemos dos
puntos fijos, el cero y otro negativo. Como un
punto fijo negativo no tiene significacion en la
«realidad», podemos decir que cuando pn=1 la
poblacién tiende a desaparecer. Ahora, el cambio
de dos fijos a uno solo, es obviamente una
bifurcacién. Esta no cumple exactamente con la
lista de propiedades de la nodo-silla, pero
presenta el mismo comportamiento. De hecho,
surgen dos puntos fijos cuando p<1y cuando p>1,
entonces tenemos algo asi como dos
bifurcaciones nodo-silla unidas en u=1.

Con pn=2, el cero ahora es repulsory el otro punto
fijo, 0.5, es atractor pero, los puntos que se
encuentran a su derecha deben «rodearlo» para
acercarse por su izquierda. En la «realidad» esto
significa que, no importa cuantos chupacabras
mataron los judiciales, en el largo plazo
tendremos la mitad de la poblacién de 1975. Si
en algin momento la poblacién fuera mayor que
la mitad, primero se reduciria drasticamente y
luego creceria para estabilizarse en la mitad. Aqui
lo interesante es determinar para cuales vealores
de p tenemos un comportamiento similar.
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Por demostrar: El cero es repulsor y el otro fijo es atractor, cuando 1<p<3
La derivada es: F(OO =n-2px , sustituimos: F()=n
pero 1<y = |[F(Ol=n >1

Por lo tanto, el cero es repulsor, cuando 1<p<3.

Sustituimos el otro fijo: Fl(u-D/pn] = p-2p0fu-D /] = n-2(u1) = 2-p
usamos la desigualdad: 1<pu<3 = “M1>-pu>-3 = 1> 2-p > =1
entonces IFIGe-D/ ]| <1

Por lo tanto, el fijo que depende del valor de n es atractor, cuando 1<pu<3. QED.
(Se usan las siglas latinas QED como abreviacién de: Que es lo que habia que demostrar).

En la «realidad» esto quiere decir que, mientras la o=
tasa de crecimiento esté entre uno y tres, la 2<p<3
poblaciéon de chupacabras tendera a estabilizarse en
algan valor, este valor dependera de la tasa de °*
crecimiento. Sin embargo, cuando p toma valores p,
entre dos y tres, hay una ligera diferencia. Los o,
puntos se acercan al atractor brincando de un lado ! / ¥
a otro, en la telararfia de al lado, esto se ve como ‘,/
una espiral o pequefio remolino que forman los °3f /
puntos al acercarse al atractor. /r"
4 + - )!{o "
"L P Cuando p=3 algo raro sucede. Elcero es
n=3 " repulsory en el otro punto fijo es 2/3. Pero
los demas puntos parecieran girar mucho
o.BT mas rapido de lo que se acercan al fijo.
1 ~ Vamos a revisar a este punto fijo:
La derivada es: F(O =p-2px
o6t / 2 ¥ sustituimos: F(2/3) = 3 - 6(2/3)
P \ = F(2/3)=3-4=
/ =  |F@/3 =1
| : = El punto fijo 2/3, no es hiperbdélico. Con
1 £ razén se comporta tan raro. Entonces en
/ n=3, el punto fijo que depende de u, ya no
) - forma remolinos. Ahora se ha convertido
en el vortice de la gran voragine, la
\ Moskoe-Stréom, del cuento de Edgar Allan
—t + } + +—— + +—} Poe.
(] X, X7, 2/3 X3
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<{Qué asombroso hombre aracnido ha pasado por aqui? En la figura de arriba, con u=4, se
ha tejido la telarafia de una sola condicién inicial. El punto fijo es 3/4 pero, lo Ginico claro es
que el comportamiento del sistema se ha vuelto demasiado complicado. Aunque esta telara-
fla verdaderamente parece haber sido tejida por un sorprendente hombre aracnido, no nos
es atil, necesitamos algo mas.

Como los duendes azules chupasangre se clonan a si mismos de manera natural, nada impide
que la tasa de crecimiento sea mayor que cuatro. Pero ni siquiera entendemos las telarafias
de las tasas 3 y 4, mucho menos podemos explicar qué sucede con la poblacién de chupacabras.
Definitivamente necesitamos algo mas, necesitamos realizar una expedicién a tierras
desconocidas. Ha llegado la hora de recorrer la Ruta al Caos.

En matematicas, como en todo, existe mas de un camino para llegar a donde vayamos. La
ruta que seguiremos se considera tipica, pero no es la tinica. Y en matematicas también es
cierto que, un viaje de mil kildmetros comienza con el primer paso. Nuestros primeros pasos
partirdn de territorio conocido. Veamos un ejemplo del comportamiento de F, con p=2,
usando numeros. Estos ejemplos numéricos aclaran las ideas pero es bueno mantener en
mente que las calculadoras y computadoras redondean los ndmeros, y esto es una limitacién
que algunas veces puede confundirnos.

4 F(OO) = 2x (- condicion inicial = 0.2 condicién inicial = 0.9 W
iteracién 1 0.32 iteracién 1 0.18
2 0.4352 2 0.2952
3 0.4916 3 0.4161
4 0.4998 4  0.48s59
5 0.4999 5 0.4996
6 0.5 6 0.4999
7 .5 7 0.5
K 8 0.5 8 0.5 -
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Con el ejemplo anterior revisamos lo que ya habfamos observado con la telarafia de p=2.
Tomamos dos condiciones iniciales diferentes, y las dos se estabilizan en el mismo valor, o.s.
Cuando sucede que al tomar condiciones iniciales «cercanas» obtenemos, a largo plazo, re-
sultados parecidos, decimos que el mapeo es insensible a las condiciones iniciales. Como ya
sabemos, la cercania o lejania de los puntos, tiene que ver con intervalos a su alrededor, es
decir, con sus vecindades. En este caso, el mapeo es insensible a las condiciones iniciales
cuando se aplica en el intervalo (0,1), ya que todo el intervalo se comporta de manera simi-
lar. Las condiciones inciales cero y uno son casos especiales que no nos afectan. Es bueno
recordar que este parrafo estd escrito en espafiol y no es una definicién matematica. Enton-
ces podemos decir en espafiol que, F es insensible a las condiciones iniciales cuando p=2.
Ahora veamos qué sucede con n=3y n=3.2

FCO = 3x (=% Aquip=3. Por las pocas iteraciones que tenemos podemos suponer que,
X, = o2 la condicidn inicial «brinca» de un lado al otro del punto fijo 2/3,
1 0.4800 aproximadamente 0.6666, y en cada brinco se acerca un poco mas pero
2 0.7488 jamas llega a él. Esto sucede con diez, cien o mil iteraciones. Y si
3 0.5643 probamos con diferentes condiciones iniciales sucede lo mismo, el mapeo
4 0.7376 continla siendo insensible a las condiciones iniciales. Una manera de
5 0.5806 imaginar lo que sucede es, mientras 2<npn<3, el fijo atrae a los demas
6 0.7305 haciéndolos girar en un remolino pero, en cuanto u=3, aumenta tanto
Z; 2'5206 el poder del remolino, que seria necesaria una infinidad de iteraciones
o 0:2952 para que los deméas puntos dejaran de gira‘r y llegaran al fijo.
10 o724 Verdaderamente estamos frente a una gran voragine.
\ Y
r N

F(X) = 3.2x (1-X) Con u=3.2 la condicién inicial, 0.2, oscila entre dos valores luego de va-
rias iteraciones. En la «realidad» significaria que, después de cuatro

x1° - g‘;zo afios de la intervencidn de los judiciales, la poblacién de chupacabras
> 0.7995 ser.é el 79.95% de Ia’de 1975, después de cinco sera 51.30%,’al afio si-
3 0.5120 guiente 79.95%, etcétera. Estos puntos que se repiten después de algu-
4 0.7995 nos periodos se llaman puntos periédicos. En este caso, 0.5130Yy 0.7995,
5 0.5130 son puntos periodicos. Si del retrato fase solo consideramos a los pun-
é 0.7995 tos periddicos y al fijo que depende de u, 11/16, obtenemos:

7 0.5130

8 0.7995 /—\

9 0.5130 Y/

10 0.709%

’f

En general, x es un purito periédico de periodo n si f"(X)=x. Regresemos al ejemplo, el
conjunto formado por {x_, x.} es una &rbita periddica; x, es un punto periédico al que regre-
samos cada dos iteraciones pero por supuesto que también lo hacemos cada cuatro, cada
seis, etcé€tera; para evitar confusiones decimos que x, es un punto periédico de primer perio-
do 2. Asi, los puntos fijos también pueden pensarse como puntos periédicos que regresan en
un solo periodo, es decir, los puntos fijos son puntos periédicos de primer periodo1. Esto es,
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en las iteraciones del ejemplo tenemos que:

s » entonces f4(x)=x,=x, , perotambién F*(x)=x=x_;

de la misma manera razonamos con el punto fijo:
f°(11/16)=11/16 , pero también F'(11/16)=11/16

Entonces, los puntos fijos son puntos peridédicos de primer periodo uno. De hecho, las defini-
ciones que conocemos de hiperbolicidad, atractor y repulsor, son casos particulares para puntos
fijos porque estas definiciones se dan para puntos periédicos. En ninguna investigaciéon es
bueno olvidar cabos sin atar y para no hacerlo, vamos a dejar en el expediente las definicio-
nes de hiperbolicidad, atractor y repulsor.

Hiperbolicidad:
Sea p un punto periédico de primer periodo n. El punto p es hiperbdlico si [(F™'(p)|=1.

Atractor y repulsor:
Sea p un punto periddico hiperbdlico de primer periodo n.
El punto p es atractor si [(F™)'(p)|<1. El punto p es repulsor si |(FD'(P]>1.

Algo que ganamos con estas definiciones es que ahora podemos tener también &rbitas
atractoras o repulsoras, obviamente una &rbita atractora es aquella en la que todos sus puntos
son atractores. Otro concepto que también se extiende a los puntos periédicos es la
bifurcacion. De hecho, las bifurcaciones ocurren UGnicamente en puntos periédicos no
hiperbédlicos, esto si recordamos que los fijos también son periddicos. Ya que estamos en el
tema, es bastante notable la bifurcacién que sufre el sistema a! pasar por n=3, antes tenemos
un atractor, ahf una gran voragine y después aparecen unos puntos peridédicos que forman
una orbita atractora. Todo esto amerita una investigacién mas a fondo. Entonces
consideramos a nuestro mapeo, F, como una familia de funciones donde cada valor de n nos
da un hermano distinto. Esta familia es especial, en el mundo matematico es conocida como
la familia cuadratica. De las telarafas ya intuimos que existen dos hermanos incémodos, p=1
y n=3. El primero de ellos no presenta comportamiento muy interesante pero el segundo,
n=3, se comporta como la gran voragine, asi que no estd de mas ponerlo bajo vigilancia.

El tipo de bifurcacidn que conocemos, nodo-silla, es bastante distinto de éste que tenemos
ahora. La diferencia consiste, basicamente, en las propiedades del hermano incémodo que
genera la bifurcacidn. No es lo mismo tener un hermano incémodo con propiedades en
Cancuin, que uno con propiedades en Suiza y Cuba. Para no dejar cabos sueltos, vamos a dar
la lista de propiedades matematicas de este nuevo hermano incémodo, aunque para esta
investigacion no sera indispensable comprenderlas del todo.

i) El mapeo tiene un punto fijo para una vecindad de n,: F, (x) = x,, ¥ € 1(up).
ii) El fijo es no hiperbdlico, la derivada de F, evaluada en €l vale menos uno: Fu, ‘(%) = -1.
iii) La derivada de la segunda iteracién de F con respecto del parametro, evaluada en el fijo

es distinta de cero:

A
=i | A-n (x)=0.
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Si revisamos las propiedades de la bifurcacion nodo-silla, encontramos varias diferencias con
esta nueva lista de propiedades. Es bueno recordar que ambas listas se mantienen para pun-
tos periddicos. La nueva lista parece menos impresionante pero con ella es m3s probable
que, el hermano incémodo, tenga problemas de enriquecimiento ilicito. Esto porque, si bus-
camos de la misma manera que lo hicimos con la bifurcacién nodo-silla, encontramos que
aquf también debe existir una funcién u que nos proporcione informacién. Solo que ahora la
funcidn u, no nos garantiza la existencia de puntos fijos, si no de puntos periédicos de primer
orden dos. Es decir, F*  (x)=x. Este resultado se llama: Teorema de bifurcacion de
doblamiento de periodo.

1

Este es el diagrama de bifurcacién. Nuevamente
tenemos un diagrama que toma los valores de py nos
1 da los puntos fijos en x. AtGn mas, el diagrama también

nos da los puntos periddicos en 'x. La linea central
X . marcada con 1, representa el valor del punto fijo que
surge cuando w=1. Las dos lineas marcadas con 2,
rerpesentan a los puntos periodicos de primer periodo
2, que nacen cuando p=3. Ya no necesitamos revisar
varios ejemplos numeéricos, la informacién de lo que
ha ocurrido esta plasmada en este diagrama.

1"

Gracias a la vigilancia que hemos puesto sobre el hermano incémodo, ahora conocemos la
consecuencia de su anormal comportamiento: Bifurcacién que dobla periodos. AGn mas,
ahora conocemos el verdadero nombre de la ruta que estamos recorriendo: La Ruta de
doblamiento de periodo al Caos.

Seguimos adelante, veamos lo que sucede con valores mayores de n. Para p=3.5 el tamafio
de la poblacién de chupacabras no oscila en dos valores finales, ahora tenemos cuatro valores
finales, es decir, cuatro puntos periddicos de primer periodo 4.

- C X, =02 ... X, = 0.3828 X, = 0.8269 X, = 0.5009 X = 0.8750 )

Para n=3.55 el tamafio de la poblacién oscila en ocho valores finales, es decir, ocho puntos
periédicos de primer periodo 8. Si probamos con n=3.565 ya tenemos 16 valores finales. Si
seguimos aumentando ligeramente el valor de n obtenemos 32, luego 64, 128, etcétera. LQué
estd pasando? Podriamos suponer que el hermano incédmodo sigue haciendo de las suyas
pero es sencillo demostrar que, para u mayor que tres, el punto fijo que depende de u es
hiperbélico repulsor, es decir, no suceden en él mas bifurcaciones. Los (inicos sospechosos
que quedan son los puntos periddicos que se estan formando.

Nuestro primer impulso es encontrar la férmula explicita para la segunda iteracién del mapeo,

F > vy revisar a los puntos periédicos de primer periodo 2, que serian fijos para F?z, los cuales
sabemos cémo revisar. Después podriamos hacer los mismo con los demas periddicos. Pero
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esto resultaria cansado y tedioso porque con solo ver la formula para F*:
FOO=p3x* + 23 3-(Uu3+ U)X 2+ X
ya podemos imaginar la de F+, F'¢, F32 etcétera. Y la idea de usar matematicas no es hacer
cuentas con enajenada alegria, usamos matemdticas para comprender o que sucede.
Busquemos otra manera de comprender. Observemos las graficasde Fy F2.
F:.
n=2.5
0.5
0.5 1
1
n=3
0.3
0.5
4 1
n=3.5
\ 05
0.5
1
=3.68
05
s
05
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En las graficas de F?, de la pagina anterior, nos fijamos en la zona enmarcada por un cuadrado,
ahi podemos observar que, aunque estando «cabeza abajo» y con distintos valores de p, la
grafica de F> presenta un comportamiento similar a la grafica de F, esto es:

- En la esquina superior derecha del cuadrado, F? tiene un punto fijo, que para F* presenta el
mismo comportamiento que el cero para F.

- Frtiene una «joroba» invertida, que crece hacia abajo mientras aumenta el valor de u. Esta
joroba, al ir creciendo, corta la diagonal, atraviesa el cuadrado y sigue hacia abajo.

Entonces, al aumentar p, podemos esperar el nacimiento de un punto fijo dentro del cuadrado.
Este punto sera fijo para F* pero F2 es la segunda iteracién de F, entonces el punto sera
periddico de primer periodo 2 para F. Este punto comenzara como atractor, se convertird en
un hermano incémodo justo como sucedid en F, sufrird una bifurcacién de doblamiento de
periodo y se convertira en repulsor. Asf producird puntos de periodo 4. Ahora, en la grafica
de F+ podemos encontrar un cuadrado pequefio en donde suceda o mismo, es decir, donde
encontremos un comportamiento similar a F. Y asi sucedera en las graficas de F8, F'S, etcétera.
Es bueno sefialar que todas estas ideas han sido intuitivas, matematicamente se formalizan
con el concepto de renormalizacién, este se usa como un «microscopio» matematico que nos
permite analizar las graficas de las iteraciones de F.

h 8

2 En el diagrama de bifurcacion representamos lo
que hemos encontrado. Primero observamos la
linea que indica los puntos fijos, 1, y después las
lineas que indican algunos puntos periédicos has-
ta los de primer periodo 8. Por lo que hemos razo-
nado, sabemos que aqui se muestran valores de p
un poco mayores que tres. Al aumentar p, mas
puntos peridédicos surgiran.

® N B

o ) ;
1)

Hemos encontrado que F.(x)=ux(1-x), conocida en el mundo mateméatico como familia
cuadrdtica, es mejor conocida en el bajo mundo como la familia Corleone. En esta familia, el
hermano incdmodo mas notorio, u=3, es El Padrino. Y como siempre sucede en las familias
de la mafia, después del padrino tenemos muchisimos hermanos incémodos. Asi, la familia
de mapeos sufre una gran cantidad de bifurcaciones después de pasar por u=3. Y las bifurca-
ciones generaran puntos periddicos atractores que eventualmente se convertirdn en repul-
sores. La investigacidon esta dando resultados, pero apenas comenzamos a comprender el
comportamiento de esta familia de la mafia matematica siciliana.

éCudntos puntos periddicos surgen exactamente? <J¢Durante cudnto tiempo seguiran
surgiendo? <¢CSmo serd el comportamiento del sistema con un gran ndmero de puntos
periddicos atractores? ¢Qué sucederd con ellos cuando todos se vuelvan repulsores? Y
finalmente, la pregunta que surge en este lugar de la ruta al caos: ¢C6mo afecta el
comportamiento de la familia Corleone al crecimiento de la poblacién de chupacabras?
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Es evidente que un diagrama de bifurcacién, con valores grandes para p, puede contestarnos
algunas de nuestras preguntas. El problema es que, un diagrama de bifurcacion asi, resulta
dificil de construir. En lugar de un diagrama de bifurcacion se acostumbra usar un diagrama
de 6rbita, el cual resulta sencillo de construir con la ayuda de una computadora. La
informacién del diagrama de érbita es casi la misma que la de un diagrama de bifurcacion, de
hecho el primero se encuentra dentro de! segundo. Podemos decir que el diagrama de 6rbita
es el «esqueleto» del de bifurcacién y, como ya sabemos leer la informacién plasmada en este
ultimo, ya sabemos leer un diagrama de 6rbita. Sin embargo, adn asi hay que respirar con
calma al enfrentarse por primera vez con este diagrama.

Al igual que en el diagrama de bifurcacidon, el eje horizontal representa los valores de u y el
eje vertical los de x. Consideramos una condicidn inicial, se acostumbra usar o.5 porque un
resultado matematico nos dice que siempre es atraida por una Srbita periédica atractora
pero, esencialmente obtenemos la misma figura con cualquier otra condiciéon dentro del es-
pacio fase. Tomamos, del eje horizontal, los valores de ny vemos a déonde mandan a nuestra
condicién inicial dentro de los valores de x, es decir, dentro del espacio fase. Si repetimos
este procedimiento, la érbita de la condicién inicial tendera hacia los puntos peridédicos atrac-
tores después de muchas iteraciones. Vayamos paso por paso:

una iteracion 2 iteraciones

3 iteraciones

5 iteraciones
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Si borramos las primeras 100 iteraciones, y nos quedamos con las siguientes 400, observamos
un diagrama de érbita que contiene la informacién esencial de un diagrama de bifurcacién.
1
Cuando uno se enfrenta
: por primera vez a un objeto
matemadatico de esta
naturaleza, uno no lo
X observa, lo contempla. Asi
que, ponemos nuestra
mente en blanco, usamosla
lupa de la computadora, y
nos sumergimos en el
diagrama.
°© 1 3 4
n
Comenzamos por aumentar el lugar interesante, Aumentamos esa rea y ahora enmarcamos una
los valores 3<u<4. Nos fijamos en el area mas pequeina en la parte superior. La
enmarcada por el cuadro gris. aumentamos y repetimos el proceso.
1 0.9 2
X X
o 0.76 2
3 3.45 u 3.66
\W 0.908s5
X
0.9076
3.6320 n 3.6332
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Es importante sefialar que el diagrama de érbita, de la pdgina anterior, posee una caracteristica
muy especial: La autosimilaridad. Cuando observamos fragmentos de este diagrama, no
podemos decir a qué escala estdn, necesitamos revisar los ejes para tener una idea del tamafio
del fragmento que estamos viendo. Es decir, si alguien nos diera una parte del diagrama, no
podriamos decir si es una parte pequefia o grande de él, ya que al aumentar sucesivamente
partes del mismo, éstas resultan similares. Puede ser que la palabra «autosimilar» no nos sea
familiar pero el concepto, de que algo es parecido a si mismo a diferentes escalas, si loes. Al
observar fotos de superficies rocosas no podemos decir si fueron obtenidas de una piedra,
una montafna o un desierto rocoso. Lo mismo sucede con fotografias de las nubes o con las
redes de bronquios dentro de nuestros pulmones. Es sorprendente darse cuenta de la gran
cantidad de cosas en la naturaleza que son autosimliares.

Al estar frente a un objeto matematico que desafia de tal manera nuestra imaginacién, uno
se siente tentado a abandonar la expedicion y vagar en su interior. Pero como siempre sucede,
lourgente no deja tiempo para la contemplacién. Y antes de padecer otro ataque de duendes
azules chupasangre, es urgente comprender el crecimiento de su poblacién. O sea, es urgente
terminar de recorrer nuestra ruta al caos.

Con el diagrama de 6rbita anterior, comprobamos experimentalmente nuestras sospechas.
Para valores 3<u=4, la poblacién de chupacabras crece de manera impredecible. En estos
valores, surge una increfble cantidad de estados periédicos atractores en los que puede llegar
a encontrarse el tamafio de |la poblacién; y por si esto fuera poco, los estados atractores se
convierten eventualmente en repulsores. Seria conveniente precisar cuanto es una «increible»
cantidad de estados para nuestra poblaciéon. Sin embargo, en algunos lugares del diagrama,
pareciera ser que no tenemos muchisimos estados o puntos separados, sino columnas o
intervalos completos a los que pudiera llegar nuestra condicién inicial. Y la computadorano
puede ayudarnos con esto, ya que su limitada precisién no puede separar ambos casos.

Para saber cuantos puntos periédicos llegan a crearse, necesitamos conocer un resultado que
algunos matematicos consideran una verdadera fusion de la creatividad y el razonamiento
légico. Pero antes, debemos revisar una evidencia en la que no hemos puesto atencién. En
el diagrama de 6rbita completo, poco antes de n=4, se aprecia una delgada franja blanca. Al
aumentar el diagrama, para ver los valores 3<u<4, se aprecian mas franjas atravesadas por
muy pocas lineas; estas franjas reciben el nombre de ventanas de predictibilidad. Observemos
con cuidado, a esta ventana de predictibilidad que se distingue en el diagrama completo.

T Resulta ser que esta ventana es atravesada tinicamente por tres
lineas. Es decir, existe una 6rbita periddica de primer periodo 3, la
cual estd formada, obviamente, por tres puntos periddicos de
primer periodo 3. En la «realidad» esto significa que: Aunque no
tenemos ni idea de qué sucedera con la poblacién con valores de u
ligerammente mayores a 3.5, que es donde comienzan a surgir
demasiados puntos periddicos, si vemos que cuando u es aproxi-
madamente 3.829 existen lnicamente tres estados posibles para
la poblacion. AGn cuando no sepamos en cudl de los tres estars, si
estamos seguros de que el tamafio de la poblacién no podra ser
distinto a alguno de estos tres estados.




La existencia de estos tres puntos periddicos de primer periodo 3, es importantisima segtn el
resultado matemadtico que vamos a utilizar. Este resultado creativo o poema I6gico, se conoce
como: ElTeorema de Sarkovskii. Primero ordenamos a los puntos periédicos de una manera
muy especial, con este fin, consideramos un nuevo orden de {os nimeros naturales. Vamos
a decir que 3 va antes que 5 cuando veamos 3-5. En general, un ndmero k ird antes que otro
ndmero / si vemos k> /. Este nuevo orden de los ndmeros naturales es como sigue:

3pSE70 - P23 25270 o D223 22552570 . 233 p 235 237 > .
e B 223 22 2V 2°=1

Esto es, primero van todos los nimeros impares sin el 1, después van estos impares
multiplicados por 2, luego los impares por 22, luego por 23, luego por 24y seguimos
multiplicando por todas las potencias de 2; hasta el final van las potencias de 2 en orden
descendente, y por supuesto, llegamos hasta 2° que es igual a 1. Es importante sefialar que
en este nuevo orden estamos considerando atodos los nimeros naturales y, en matematicas,
cuando decimos todos, nos referimos a absolutamente todos. Es decir, Je estamos dando un
nuevo orden a la infinidad de ndmeros naturales. Una vez que tenemos este nuevo orden,
podemos leer el poema l6gico para explicarlo después.

Teorema de Sarkowvskii.

Sea funa funcién que va de los ntimeros reales a los reales, f (R—[R. Supongamos
que f es continua. Si f tiene un punto periddico de primer periodo k, y sucede que k >/,
entonces f también tiene un punto periédico de periodo /.

Lo primero que debemos notar es su sorprendente falta de hipotesis. Si recordamos, para
obtener los teoremas de bifurcacién, los hermanos incémodos necesitaban poseer una lista
de complicadas propiedades matematicas. Pero aqui sélo asumimos que la funcién es conti-
nua y con esa Unica suposicién, obtenemos una fuerte conclusién. Extraigamos informacién
de esta conclusién:

- El ndmero 3 va primero en el orden de Sarkovskii. Entonces, si f tiene un punto periédico
de primer periodo 3, f tiene puntos periddicos de todos los posibles periodos, o sea, F tiene
puntos periddicos de tantos periodos como los nlimeros naturales, y estos son infinitos.

- Si f tiene un punto periédico cuyo periodo no sea potencia de 2, entonces f tiene una
infinidad de puntos periédicos. Por ejemplo, si f tiene un punto periédico de periodo 10,
ya sabemos que también tiene una infinidad de puntos periddicos cuyos periodos seran
potencias de 2. Y viceversa, si f tiene un nimero finito de puntos peridédicos, todos ten-
dran periodos que son potencias de 2.

Ahora usemos esta informacion para lo que nos interesa. Nuestro mapeo F es continuo. En
el diagrama de 6rbita observamos puntos periédicos de primer periodo 3. Por el teorma de
Sarkovskii podemos asegurar que: Al aumentar la tasa de crecimiento, llega un momento en
que tenemos puntos periddicos de todos los posibles periodos, es decir, tenemos una infinidad
de estados que se repiten periddicamente. Estos estados ya existen cuando observamos los
puntos peri6dicos de primer periodo 3, pero el diagrama de 6rbita no los muestra juntos y al
hacer ejercicios numéricos solo encontramos los puntos peridédicos de periodo 3. Entonces
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tenemos una infinidad de estados peridédicos que son «invisibles» o indetectables para la
computadora debido, una vez mas, a su limitada precision. Necesitamos otra herramienta
para comprender dénde est3 la infinidad de puntos peridédicos y qué sucede con ellos.

Si recordamos los razonamientos que hemos hecho, las 6rbitas atractivas al sufrir una bifur-
cacién de doblamiento de periodo se vuelven repulsoras. Podemos suponer, aunque parezca
increible, que aln teniendo una infinidad de &rbitas periddicas solo la 6rbita de periodo 3 es
atractora; todas las demas, son repulsoras. Si son repulsoras, no importa qué tan cerca to-
memos una condicién inicial, en el largo plazo, la condicién terminara lejos de estas orbitas.
Este hecho explicaria <émo es posible tener una infinidad de 6rbitas periddicas que son
invisibles para las computadoras.

Los razonamientos anteriores se formalizan con el uso de una herramienta matematica. Pero
uno podria preguntarse, para qué es necesario formalizarlos si intuimos que son correctos.
La respuesta es simple, para generalizarlos. Es decir, si tuviéramos una herramienta para
detectar estas situaciones, no necesitariamos revisar diagramas y ejemplos numéricos, ni
forzar nuestros cerebros; y obviamente, no queremos la herramienta para revisar sélo este
mapeo, la queremos para revisar una gran cantidad de mapeos. Asi debid pensar el matema-
tico Schwarz, cuando desarrollé | a herramienta que lleva su nombre. Ya que hemos hablado
de ella, seria de mala educacién no presentar tal herramienta, pero no nos detendremos a
revisarla con detalle porque debemos continuar con la investigacién. Asi presentamos a:

Derivada schwarziana.
La derivada shcwarziana, S, de una funcidn f se calcula o define asfi

' (x) 3 ¢ F"(x)\3
SFCO= Fg T Z( (%)

A pesar de ser extraia a la vista, esta herramienta es sencilla de usar. Se requiere calcular, la
derivada de la funcién, f’, la segunda derivada, f”, la tercera, ", y realizar con ellas las
operaciones indicadas. Un teorema nos dice que, si la schwarziana es negativa, SA(xX)<o, y la
funcidn tiene n puntos donde la derivada vale cero, entonces la funcién tiene, como maximo,
n+2 6rbitas periddicas atractoras. Como podemosimaginar, nuestro mapeo F tiene derivada
schwarziana negativa. Ademas, F solo tiene un punto cuya derivada vale cero, la punta de la
joroba; entonces sabemos que, aunque tenga una infinidad de &rbitas periddicas, sélo puede
llegar a tener tres atractoras. Aln mas, si nos detuviéramos a leer con cuidado el teorema y
revisar el comportamiento de F, podriamos demostrar que nuestro mapeo sélo puede llegar
a tener una orbita periddica atractiva para cada valor de u. Que es lo que habfamos intuido.
Es importante sefalar que F puede no tener érbitas atractoras. De hecho, al revisar el diagra-
ma de 6rbita podemos observar que para pu>4 no tenemos nada, ni lineas, ni puntos; esto
indica que no existen &érbitas periddicas atractoras para esos valores. Pero bueno, todavia no
llegamos al territorio de los valores de un mayores que cuatro.

Hemos avanzado bastante en la expedicién. Ahora sabemos que, si la tasa de crecimiento es
mayor que tres y menor que cuatro, el crecimiento de la poblacién de chupacabras es
impredecible. Pero también sabemos que el crecimiento, aunque impredecible, no depende
del azar, sino de patrones bien definidos por érbitas periddicas. Gracias a esto sabemos que
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existe, para cada tasa de crecimiento, un solo grupo de estados atractores a los que llegara la
poblacién. Por lo general, estos grupos contienen demasiados estados para aventurar pre-
dicciones, pero existen algunos grupos con pocos estados donde si podemos dar opciones
para los posibles tamanos de la poblacidn en el largo plazo. Es decir, gracias a que el creci-
miento sigue patrones, si tenemos algunas ventanas de predictibilidad. También sabemos
que existe un ntmero infinito de estados periddicos repulsores, pero por increible que parez-
ca, las computadoras no pueden detectarlos. E! hecho de que sélo la mente humana sea
capaz de percibir esta infinidad de puntos, deberfa ser motivo de orgullo. Asi pues, el siguien-
te paso en nuestra ruta, es enfrentarnos con este motivo de orgullo y comprender lo que
sucede con los repulsores.

Mientras suceden las bifurcaciones, 3=u<4, surge esta infinidad de repulsores pero el
comportamiento del sistema estd claramente gobernado por las 6rbitas periddicas atractoras.
Asi, los repulsores se limitan a completar sus orbitas e intentan «empujar» a los demas puntos,
pero la tnica 6rbita atractora que existe, para cada tasa de crecimiento, es capaz de dominar
la situacién. Sin embargo, asf como sucede con el atractivo fisico, las 6rbitas atractoras tienen
que terminar algin dia. Llega un momento en que los atractores desaparecen para no volver
jamasy, en el espacio fase, se ha acumulado una infinidad de repulsores que no se soportan
ni a si mismos; y de aqui en adelante, estos puntos periédicos repulsores que solamente
pueden sentir odio por los demas, dominaran la situacién. Este momento fatal es p=4 y
podemos decir que, es en este valor cuando el sefior de 1as moscas toma el control del espacio
fase. Y desde este momento, nuestro sistema se convertira en la granja de la novela de
Orwell. Ahidentro, la época francesa del terror volvera a repetirse.

Revisemos p=4. Al hacer unos cuantos ejemplos numéricos de &rbitas con diferentes
condiciones inciales, obtenemos listas de ntimeros sin ningldn patrén, de hecho parece que
son nuimeros dados por el azar. Pareciera ser que todas las condiciones inciales, al pasar el
tiempo, vagan de manera erratica por el intervalo (0,1), no siguen ning(n orden, no se dirigen
a algun punto en especial, solo «brincan» de un lugar a otro. Podemos decir que, sin importar
la condicién inicial, el tamano que alcance la poblacién sera totalmente forutito, azaroso.
Sin embargo, nosotros sabemos que no todas las condiciones iniciales se comportan asi, porque
ya hemos demostrado la existencia de un punto fijo que depende de u. El punto fijoes3/4, y
es sencillo demostrar que es repulsor. De hecho, es el primer repulsor que se formé con las
bifurcaciones de doblamiento de periodo. Es mé&s, sabemos que ahi estan todos los puntos
periédicos repulsores surgidos de las bifurcaciones y todos siguen, obviamente, sus 6rbitas
periddicas. Ademas el cero es fijo y el uno va a dar al cero en la primera iteracién. Altn mas,
otros cuantos puntos son mandados al cero después de varias iteraciones. En la telarafia
vemos que el o.5 va al uno y de ahi sabemos que se va al cero. Ahora, existen dos puntos que
son mandados al 0.5, y deben existir otros cuatro que vayan a estos dos. Asitenemos que el
cero es fijo, el uno llega al cero bajo F, el o.5 llega al cero después de
dos iteraciones, F*, dos puntos llegan al cero bajo F3, cuatro puntos
llegan bajo F 4, etcétera. El nimero total de estos puntos que se
estacionan en cero, depende del nimero de iteraciones. Lo mismo
sucede con el punto fijo que depende de pu, de hecho con este pun-
to, esto siempre ha sucedido pero son tan pocos los que se estacio-
nan en é| que no afectan el comportamiento del sistema y por eso

:A + b —+ + Y no los mencionameos.
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De este modo tenemos que, es verdaderamente dificil imaginar lo que sucede en el espacio
fase pero vamos a intentarlo. Bien podemos imaginar que nuestro espacio fase se ha
convertido en un campo de concentracién. Asi, en el pequefio espacio que existe del cero al
uno tenemos, una infinidad indetectable de nazis repulsores cuya tnica aspiracién es
deshacerse de los dema3s, algunos puntos que colaboran y se quedan con dos de los nazis, con
los fijos, y todos los demas puntos prisioneros que corren sin rumbo ni descanso por el campo
de concentracion. Sin embargo, los puntos prisioneros son verdaderos héroes de la resistencia
que solo estén esperando el momento oportuno para realizar el gran escape.

Con la imagen anterior en mente, es sencillo intuir que ya no importa qué tan cercanas
tomemos las condiciones iniciales, después de un tiempo, obtendremos estados muy diferentes
del sistema para cada condicién inicial. Entonces intuimos que, ahora, nuestro mapeo es
sensible a las condiciones iniciales. Asi, con esta tasa de crecimiento, el comportamiento
global del sistema es totalmente impredecible. Lo Gnico que nos falta por comprender, es
dénde estan los nazis repulsores y cé6mo se comportan entre ellos mismos. Como ya sabemos,
no los encontraremos calculando su posicidn, la tnica forma de hallarlos es razonando su
posicién. Sin embargo todavia no tenemos informacion suficiente para poder responder
nuestras dudas. Entonces investiguemos los casos restantes, u>4., con la esperanza de que
nos proporcionen la informacién que nos falta. /

r>1

Siusamos la telarafia fuera del intervalo [0,1], para todas
las tasas de crecimiento mayores que uno, n>1, vemos
que todos los puntos de la recta real salen del plano por
el lado de los negativos. Bien podemos decir que, todos
los puntos fuera del espacio fase se van, al infinito
negativo y menos alla. -4

/l.L

La telarafia anterior viene al caso porque, con u>4, los puntos del espacio fase escapan fuera
de él. Y se van, como e! resto, al menos infinito. Que las condiciones inciales salgan del
espacio fase significa en la «realidad» que, con tasas de crecimiento mayores que cuatro, la
poblacién en el largo plazo alcanza un tamafio mayor del que tenia en 1975, y después de
esto, lo tinico que podemos decir es que los chupacabras se extinguiran rapidamente. O eso
creemos, porque esta investigacidn ha revelado mas sorpresas de las que esperabamos.

—T

Nuestra duda es, una vez mas, si realmente salen todos
los puntos del espacio fase. La respuesta es, una vez mas, n>4 /

la misma. Dentro del espacio fase permanecen el ceroy 11
un punto fijo que depende de p, y las gréaficas de las
iteraciones de F siguen cortando la diagonal, entonces
también permanece:-la infinidad de puntos periédicos.

Aunque sigamos sin poder detectar a los repulsores nazis, -
ya podemos separar a los nazis de los prisioneros, porque

en cuanto u>4, Unicamente los héroes de la resistencia

logran pasar la cerca del carmmpo de concentracién y /l ]H
realizar asi, el gran escape.

—
a———
)
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Entonces analicemos, paso a paso, a los héroes de laresistencia. Para no confundirnos, vamos
a darle nombre a lo que vamos a analizar. Primero usamos una i maydscula estilizada para
llamar asf al intervalo [0,1] = L. Luego, los puntos que escapan del espacio fase, lo hacen por
grupos en cada periodo de tiempo, es decir, en cada iteracién de F. Usaremos la I con un
subindice para nombrar a cada grupo que escapa. La idea es separar cuidadosamente estos
conjuntos que escapan para observar qué puntos quedan dentro del espacio fase. Estos que
queden seran los repulsores nazis, y asi, finalmente los expondremos.

Llamamos I al grupo que escapa en la primera iteracién. Este grupo
forma un intervalo con centroen o.5. En la grafica podemos ver que
los extremos de I son mandados al uno y, van a dar al cero en la
siguiente iteracién. Matematicamente, el primer grupo que escapa
se define como, el conjunto de x en I tales que son mandadas por f
a un valor mayor que uno; y se escribe asi:

0.3

IL={xel [fFOCO>1}

Ahora llamamos I al grupo que escapa en la segunda
iteracion. Este grupo esta formado por los puntos que
llegana I enlaprimera iteracién, de este modo podran
escapar en la segqunda. Para encontrarlos ponemos la
diagonal y trazamos dos rectas horizontales donde la
corten los extremos de I . Estas dos rectas cortan ala
grafica en ambos lados, bajamos al espacio fase y ve-
mos qué puntos van a dar a estos pedazos de la gréafica.
Asi obtenemos dos intervalos que forman al grupo I,
a ellos los llamamos I, , I, . Ahora que los hemos en-
contrado, es facil ver que estos dos intervalos salen
del espacio fase en dos iteraciones. Matematicamente
este conjunto se define:

L={xel |f(xOel y () =>1}

Hacemos exactamente lo mismo con los dos
intervalos que forman I, para encontrar al

conjunto que escapa en la tercera iteracion. A
este conjunto lo llamamos I,. Como podemos
ver I estd formado por cuatro intervalos
' intercalados entre los conjuntos que escaparon
: antes, I ,I.. Alos cuatro intervalos intercalados
les llamamos respectivamente, L.,1,,1,,L,.

. I ={xel IfZ(x)eI y 200>}

Debemos hacer exactamente lo mismo con I3
para encontrar al conjunto de puntos que

escapa en la cuarta iteracién. Pero ya no lo

31 21 32

| haremos porque ahora es evidente el patrén a
- lkf seguir. I _estara formado por ocho pequerios

il . .
L, Ny intervalos intercalados entre LI, IS.
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Tenemos las definiciones de los conjuntos que escapan en las tres primeras iteraciones.

L={xel |FGO>1}

L={xel |fCOel y f()>1}

L={xel |[f*(Hel y f2()=>1}
Sin embargo, hemos visto que I, «pasé» por1 antes de escapar. I, «pasé» por .. Los conjun-
tos que escapan «pasan» por el conjunto que salié antes, de hecho al pasar lo conforman. Si
ahora imaginamos que no sabemos en qué periodo de tiempo estamos, y quisiéramos ver
cudles puntos han llegado o formado a I, tendrfamos que revisar atras en el tiempo, es decir
el «pasado» de este intervalo. En matematicas el «pasado» se llama, la imagen inversa. En-
tonces I, es la imagen inversa, en un periodo de tiempo hacia atras, del intervalo 1:

I =7"CL).
Entonces I, es la imagen inversadel:
L=7F"CL).

Asitenemos nuevas definiciones para los conjuntos que salen del espacio fase. Estas nuevas
definiciones son mas practicas. Y buscamos una definicidén practica, para dar la definicidn
general de los siguientes conjuntos que escapen:
In+1 = ch In ) *

Gracias al patrén que hemos visto en las gréficas, podemos pensar que 1__ estd formado por
pequefios intervalos intercalados entre todos los otros conjuntos que han escapado antes.
AUn mas, el nimero de pequefios intervalos que tendremos serd 2"*'. Ya estd, hemos com-
prendido quiénes son todos los puntos que escapan. Matematicamente decimos que, los
puntos que escapan del espacio fase cuando el niimero de iteraciones tiende a infinito, son la
unién de los conjuntos I, donde n es un indice que va de uno a infinito. Esto se escribe asi:

Uno 1,

Una vez que hemos separado a los héroes de la resistencia que escapan del espacio fase,
podemos localizar a la infinidad de nazis repulsores. Entonces, del intervalo [o0,1] ,
representado por la barra de abajo, vamos borrando, paso por paso, a los puntos que escapan.

espacio fase

12 jteracion

22 jteracidon

— — — —n—
3? iteracion - - - - -
42 iteraciéon T TR TR TR
52 iteracion YT TR TR T

Sila computadora pudiera continuar las iteraciones hasta un nimero suficientemente grande,
obtendriamos el conjunto infinito de puntos periédicos repulsores. No importa que la
computadora no pueda proporcionar la imagen exacta de este conjunto, nuestra mente ya la
tiene. Y como podemos imaginar, la imagen de este conjunto es muy especial. Primero, es
evidente que la imagen es autosimilar. Ademas, matematicamente se considera que un pun-
to no tiene anchura, largo ni grosor, es decir, un punto tiene dimensién cero; una linea solo
tiene largo, es decir, tiene dimensién uno. Usando técnicas matemaéaticas para calcular su
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dimensidn, resulta ser que este conjunto no tiene dimensién cero ni uno, este objeto mate-
matico «vive» en una dimensién fraccionaria entre cero y uno, es decir, éste es un fractal.
Evidentemente, es uno de los fractales méas simples que ha creado o descubierto la mente
humana, pero adn con su simpleza posee cualidades que desafian la imaginacién.

Pongamosle un nombre a este fractal. Definimos al conjunto de repulsores tal y como
construimos su imagen. El conjunto de puntos periddicos repulsores es el intevalo [0,1], I,
menos la unién de intervalos que salen de él, U, 1, y llamamos K a este conjunto. Esto se
escribe asi:

K=1I\ U2, 1.

Pues bien, K tiene tres cualidades importantes que desafian a nuestra imaginacion, tome-

mos nuestra dosis de confianza y veamos de frente a este conjunto:

i) Kes un conjunto cerrado. Cualquier sucesién que puedan formar los puntos de K converge
a algin punto dentro de K. Sirecordamos, todos losI forman I antes de escapar; pero los
extremos de I no escapan; asi podemos intuir que I es abierto, y que todos los I también
lo son. Un teorema nos dice que la unién infinita de intervalos abiertos también es un
conjunto abierto. Otro teorema nos dice que el complemento de un abierto es un conjunto
cerrado. Y nosotros hemos definido K como el complemento de una unién infinta de
abiertos. Asi K es un conjunto cerrado. En espafiol podemos decir que, a pesar de tener
una estructura tan extrafia que semeja polvo acomodado en una linea, K contiene a sus
propios limites, los cuales estan bien definidos dentro de é{.

ii) Kes totalmente disconexo. A pesar de estar formado por una infinidad de puntos, K no
contiene un solo intervalo. Si tomamos cualquier intervalo abierto en 1, del tamafio que
sea, siempre existe un punto dentro de él que escapard en alguna iteracién. Asi K no
contiene intervalos. En espafiol podemos decir que, en el largo plazo, tendremos un ente
matematico formado Unicamente por puntos aislados, sin ningtn pedacito de linea dentro
de él; evidentemente, un ente asi no puede ser trazado en una hoja, ni siquiera con ayuda
de la computadora, s6lo podemos representarlo en nuestra mente con ayuda de la imagi-
nacién.

iii) Kes perfecto. Para cualquier punto que pertenezca a K, resulta ser que existe una suce-
sion de otros puntos de K que convergen a él. Es decir, todos sus puntos son puntos de
acumulacién. Sisobreponemos un intervalo, por mas pequefio que sea, sobre un punto de
K, tenemos que el intervalo cae sobre, al menos, otro punto de K. Asi todos sus puntos son
puntos de acumulaciéon. En espafiol podemos decir que, a pesar de las caracteristicas ante-
riores, los puntos de K estan increiblemente juntos y, si trazamos una pequefia linea sobre
alguno de ellos, sin importar lo pequefia que sea, esta linea tocara a otro punto.

Cuando un conjunto tiene estas tres cualidades se dice que es un conjunto de Cantor, en
honor a uno de los matematicos mas famosos de la historia. Entonces K es un fractal tipo
Cantor. Algunos prefieren llamarlo con un nombre mas sugestivo: Polvo de Cantor.

Por si lo anterior fuera poco, el polvo de Cantor posee una propiedad mas, la cual se hace
evidente por la forma en que descubrimos a este ente. Como ya sabemos, K estd formado
por puntos periédicos que nunca escapan del espacio fase, al aplicar el mapeo, estos puntos
brincaran de un lado a otro dentro del espacio fase formando a K, pero este conjunto «visto
desde [ejos» no cambiara porque cuando un punto se mueva, otro tomara su lugar; es decir,
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las caracteristicas que describen la estructura de K no varian cuando se aplica el mapeo, asi
no importa cudntas veces iteremos el mapeo, K sequird siendo el mismo. Cuando sucede
esto, decimos que el conjunto es invariante bajo el mapeo.

Por dltimo, cuando podemos dar dos valores bien definidos entre los cuales estd un conjun-
to, decimos que el conjunto es acotado; a K podemos acotarlo por el cero y el uno. Pues
bien, cuando tenemos un conjunto cerrado, acotado e invariante bajo un mapeo y, ademas
sucede que después de varias iteraciones de ese mapeo todos sus puntos son repulsores y
continuaran siendo repulsores sin importar cudanto mas se itere el mapeo, el conjunto recibe
el nombre de conjunto hiperbdlico repulsivo. En matematicas esta definicién se escribe:

Conjunto hiperbolico repulsivo:

Un conjunto C contenido en los nimeros reales, es un conjunto hiperbdlico repelente
para el mapeo f, si € es cerrado, acotado e invariante bajo f y si, ademas, existe algin
nimero de iteracién mayor que cero, N>0, de manera que para todas las iteraciones siguien-
tes, todos los puntos de C son repulsores, es decir, [(f™)'(xX)]>1 paratoda n>N y para toda x
que pertenezca a C.

La definiciéon de conjunto hiperbélico atractivo es similar, solo varia en que todos los puntos
del conjunto deben ser atractores, |[(f*)'(xX)|<1. Entonces, el polvo de Cantor es un conjunto
hiperbdlico repulsivo. Como podemos imaginar, el comportamiento de este ente es increi-
blemente dificil de describir y, adn asi, buscamos comprender qué sucede dentro del polvo de
Cantor al aplicar el mapeo, cémo viajan los puntos periédicos, cémo podremos describir y
predecir su comportamiento, etcétera.

Los puntos del polvo de Cantor representan tamafios de la poblacién de chupacabras que no
los conducen a la extincidn. El comportamiento de los puntos del Cantor bien podria expli-
car el crecimiento poblacional de los chupacabras. Por eso es que los agentes especiales
deben comprender este comportamiento pero... ¢C6mo pueden comprender a la infinidad
de repulsores nazis que forman al polvo de Cantor? ¢Como explicary describir su enloqueci-
do comportamiento? ¢Cémo deberian enfrentarse a este complicado ente?

El polvo de Cantor es el Gltimo hallazgo en esta extenuante investigacién, ya que este ente
matematico, hasta para los agentes especiales, es demasiado complicado. Los chupacabras
han escogido un ente que guarda, con demasiado celo, el secreto de su crecimiento poblacio-
nal. Por esta razén, se ha decidido dejar abierto el expediente para reunir mas evidencias.

Asl que, debemos recuperar el aliento y prepararnos, porque comprender al polvo de Cantor
es lo tinico que nos falta para terminar nuestro viaje de mil kildmetros. Finalmente, después
de abrirnos paso con ejemplos numeéricos, de descubrir estados periédicos, de desenmascarar
a la familia Corleone repleta de hermanos incdmodos, de ser arrastrados por las bifurcacio-
nes de doblamiento de periodo, de contemplar la extrafia belleza del diagrama de 6rbita, de
deleitarnos con la sencillez de Sarkovskii, de ser infiltrados por una infinidad de puntos perio-
dicos invisibles para las computadoras, de perder el control de las 6rbitas atractoras, de caer
en la locura del azar en la época francesa del terror, de ser testigos impotentes del poder de
los repulsores nazis, de acompafiar a los puntos de la resistencia en el gran escape y, de
presenciar el nacimiento de un fractal, estamos por concluir la Ruta al Caos.
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EXPEDIENTE 3 :

Caos en la Zona del Silencio.
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La principal preocupacion de los agentes especiales, al dejar inconclusa la investigacién de
los chupacabras, era la posibilidad de que existieran otros lugares donde llevaran a cabo su
reproduccién. Si se lograra comprender por completo su comportamiento y crecimiento
poblacional, seria sencillo analizar los reportes de las muertes de ganado para determinar si
existen otras poblaciones de duendes azules chupasangre y predecir sus ataques. Como esto
no se habia logrado ain, se opté por otra linea de investigaciéon que consistia en rastrear los
origenes de la poblacién del Tepozteco. Esta nueva investigacién confirmé los temores de
los agentes especiales, los chupacabras no eran producto de una evolucién aislada dentro del
cerro, se habian establecido ahi después de una migracién. Asi que, no resultd ilégico consi-
derar que existia otra poblacién en el lugar de donde partid esta migraciéon y que, pudieron
ocurrir mas migraciones con distintos destinos. Se hizo necesario ir a este probable lugar de
origen, de los duendes azules chupasangre, para reunir mas pruebas. Y este lugar, que se
antonja tan insélito como sobrenatural, es la Zona del Silencio.

En la confluencia de los estados de Coahuila, Durango y Chihuahua, delimitado por la Sierra
del Diablo y dominado por el solitario cerro de San Ignacio, se encuentra un desierto que,
debido a sus caracterisitcas naturales, ha sido designado Reserva de la Biosfera de Mapimi.
La leyenda cuenta que en este desierto se encuentra la misteriosa Zona del Sitencio, formada
por un cono magnético sobrenatural que atrae objetos del cielo, impide el paso de ondas
electromagnéticas y altera brdgjulas, radios, computadoras, etcétera. Hasta ahora nadie ha-
bia podido probar su existencia pero, gracias a su entrenamiento localizando talleres de au-
tos robados en la legendaria ciudad Neza, los agentes especiales encontraron la Zona del
Silencio. Ahi se toparon con evidencia reveladora, cantidades exorbitantes de yerba calcina-
da con forma de cigarro. Al sequir el rastro de yerba calcinada, dieron con lo que buscaban,
la poblacién original de chupacabras. Después de realizar estudios en este nuevo ambiente,
se obtuvo la explicacién del origen de estos duendes azules chupasangre, el cono magnético
sobrenatural causa mutaciones anormales en 1a flora y la fauna de la Zona.

La mutacién mas interesante la ha sufridoun coyote, el cual 7 _E
ha aumentado su capacidad mental de tal manera, que ahora
es capaz de alterar su medio ambiente y manipular el cono
magnético de la Zona del Silencio a su antojo.

Inspirados por este singular ambiente y guiados por las ensefianzas del
coyote, los agentes especiales decidieron retomar la investigacion del cre-
cimiento poblacional de los chupacabras; lo cual solo podia significar una
<osa, concluir la Ruta al Caos. Pues bien, el Gltimo hallazgo de esta inves-
tigacién, que se pudo observar con una tasa de crecimiento ligeramente
mayor que cuatro, fue un fractal conocido como polvo de Cantor. Este fractal estaba confor-
mado por una infinidad de puntos periddicos repulsores, los cuales representaban estados de
la poblacién cuyo comportamiento desafiaba la comprension. Asi, los agentes especiales
vieron el polvo de Cantor en el sobrenatural ambiente de la Zona del Silencio y, observaron al
mistico coyote manipular el ambiente que lo rodeaba. Fue entonces cuando comprendieron
lo que debfan hacer, era necesario estudiar este mismo comportamiento en otro espacio, en
un espacio que facilitara su comprensién. Era necesario hacer algo conocido por los mate-
maéticos como dinamica simbdlica.
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La idea es, entonces, definir algtn nuevo espacio cuyas caracterisitcas permitan comprender
el comportamiento en el que estamos interesados. Un espacio asi, resultard mas abstracto
de lo que podriamos suponer, pero esta abstraccion es justamente lo que permitira entender
no sélo el comportamiento en el que estamos interesados, sino una gran cantidad de com-
portamientos distintos. Podemos imaginar un nuevo espacio como el cdmulo de informa-
cién que viaja digitalmente por la red global de computadoras, es decir, una gran cantidad de
informaciéon transformada o representada por linicamente dos simbolos, el ceroy el uno; asi
se tienen secuencias o sucesiones binarias que conforman el espacio y proporcionan infor-
macién. Sicreyéramos que la realidad humana esté regida por una supercomputadora, bien
podriamos decir que el nuevo espacio es:

Llamemos M, a este nuevo espacio. Asi tenemos que M, es un espacio de secuencias binarias
Yy sus puntos, s, son sucesiones infinitas de ceros y unos. Matematicamente esto se define:

Espacio de sucesiones:
M, ={s=(s,5,5,.-D|s5 =01}

El coyote les ha dicho a los agentes especiales que, para alterar y manipular el espacio, es
necesario entrenar la mente. O lo que es lo mismo, para sobrevivir en la Matrix sin perder la
cordura, nuestra mente debe trascender el espacio mismo. Entonces, para alterar y manipu-
lar M, y lograr que sea un nuevo marco tedrico dentro del cudl podamos explicar nuestro
fenémeno, debemos entrenar nuestra mente. Tomemos nuestra dosis de confiaza, respire-
mos profundo, pongamos la mente en blanco y trascendamos nuestro espacio.

Primero necesitamos una regla para decir qué significa en M, que dos puntos estén «cerca»
o «lejos». Vamos a definir cé6mo medir la distancia entre dos puntos cualesquiera, a los que
llamaremos s y t. Como los dos puntos son sucesiones, consideramos cada una de sus entra-
das, s=(s,, 5,5, ---), t=(2,, L, ¢, ...). Tomamos el valor absoluto de su diferencia entrada por
entrada: |s, - t|. Dividimos este valor entre 2 elevado al nimero de entrada: (s - ¢|) /2.

Finalmente, la suma, de esta expresiéon para todas las entradas, seré el valor de la distancia:

15—t

Iss =& | +|52—t2| +|53-t3| + _ oo

15¢ —to |
+ ——— t —Semm=— + ——— 4+ ...... = i=o

20 PY 22 23 2f

Entonces la distancia del punto s al punto ¢, d[s,t], se calcula asl:

o |si—t;l

dis.t] = 2o .
A pesar de su apariencia, esta regla es inofensiva para nuestra mente. Aunque se calculen
usando una suma infinita, las distancias que arroja esta regla son perfectamente manejables,
de hecho son bastante pequefias. Gracias a que las entradas de la sucesién sélo pueden valer
cero o uno, la distancia maxima que puede haber entre dos puntos sera: 2. Asi podriamos
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decir en mal espafiol que es una regla «shakespiriana», ya que hace mucho ruido para tan
pocas nueces. Veamos esto con mas calma, el valor méas grande que puede tomar la distancia
entre dos puntos se da, por ejemplo, cuando tenemos s=(,1,1,...), t=(0, 0, 0, ...). Calcu-~
lando su distancia resulta que:

o |Isi—t;] o |1—-0] _ o 1 _
d[S,t] = i=o 2‘ i=o 2‘ 1=0 Sl - 2

Ademas, aunque no parezca, esta regla para medir distancias, d, mantiene las mismas

caracteristicas que las reglas comunes y corrientes:

- Nunca tendremos distancias negativas.

- Si s y t fueran el mismo punto, su distancia, d[s,t], valdria cero.

- El valor que se obtiene al calcular la distancia del punto s al punto t, es el mismo que el que
se obtiene al calcularla del punto t al punto s. Esto es, d[s,t] = d[t,s].

- Si tenemos tres puntos, r,s,t, entonces la distancia que recorremos al pasar por los tres, al ir
de r as y luego a t, serd mayor o igual que la distancia al pasar del primero al tercero, al ir
der at. Estoes, d[r,s] +d[s,t]=d[r,t].

Cuando una regla para medir distancias, mantiene estas caracterisitcas, decimos que es una
métrica. Ahora sabremos qué tanto afectaran nuestras manipulaciones a la Matrix, porque
hemos hecho de M, un espacio que podemos medir. Matematicamente decimos que gracias
a la métrica d, ahora M, es un espacio métrico. Gracias a la métrica d podemos decidir
cudles puntos o sucesiones estan cerca de otras. Y dos sucesiones estadn cerca segin coinci-
dan sus primeras entradas, por ejemplo, si tenemos tres sucesiones:

r=0,1,1,1,1,.., 5=(1,0,1,11,1, .., t=0,10,111, ...

Tenemos que r coincide con s en todas sus entradas excepto en la segunda vy, r coincide con
t en todas sus entradas excepto en la tercera. Calculando sus distancias obtenemos:

d[r,s]= 0.5 , d[r,t]= 0.25

Resulta que r estd mas cerca de t que de s. Ahora que entendemos lo que significa estar
cerca o lejos en M, podemos utilizar aqui todos los conceptos que tienen que ver con cerca-
nia. Asi, gracias a nuestro entrenamiento mental, ya podemos medir las alteraciones que le
hagamos a este espacio. Sélo nos falta decidir c6mo queremos manipular las sucesiones del
nuevo espacio. Para alterar M, usaremos un mapeo con mala memoria, ya que simplemente
«olvida» la primera entrada de la sucesién y recorre las demas entradas un lugar a la izquier-
da. El mapeo recibe el nombre de corrimiento de Bernoulli en honor a un famoso matemati-
co y, se define asi:

Corrimiento de Bernoulli:

B es un mapeo sobre M, es decir, B es una funcién que vade M,aM,, B:M,—M,,
y esté dado por B(s,, s, s,, ... )=(5, 5,/ Sy ee)-
Esto es,si s=(0,1,1,1, ...), el corrimientosobre s seria B(s)=B(,1,1,1,..0= (1,1,1,..D)
El corrimiento ha «borrado» la primera entrada, que valia cero, y a recorrido las dems3s, los
unos, a la izquierda. Este mapeo, aln siendo tan sencillo, nos reserva una sorpresa.
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Habiendo definido ¢c6mo manipularemos [a Matrix, hemos terminado nuestro entrenamien-
to mental, ya estamos listos para imbuirnos en ella sin perder la cordura. Asi, gracias a las
ensefianzas del coyote, ha llegado el momento de conocer una verdadera revelacidn. El
corrimiento de Bernoulli y el mapeo que usamos para modelar el crecimiento poblacional de
los chupacabras, F(xX) = px (1-x), son lo mismo.

Para hacer nuestra la revelacién anterior, debemos «entrar» en la
Matrix y «esparcir» ahif dentro, el polvo de Cantor. Vamos a conver-
tir la informacién del Cantor, K, en sucesiones infinitas de ceros y
unos. Sirecordamos, con n ligeramente mayor que cuatro, Kcomen-
z6 a mostrarse con los dos intervalos que no escapan en la primera
iteracidon. Llamemos K y K, a estos dos intervalos. Tomemos algan
punto periédico repulsor de K, y apliquémosle una funcién S, que
convierta la informacién de su comportamiento, o de su viaje dentro o 1 1
de K, en una sucesidn. Y esta funcién que va del Cantor a la Matrix,
S:K—M, nos dara en la Matrix, el itinerario que sigue el punto en su viaje por el Cantor.

Antes de definir el itinerario, debemos precisar algo. Desde la formacién del Cantor, estamos
Usamos una tasa de crecimiento ligeramente mayor que cuatro. Esto asegura que los puntos
que escapan primero, I, forman un verdadero intervalo. Asi existe una separacion evidente
entre los intervalos que permanecen, K  , K, , de manera que no habrd confusion en los
razonamientos que haremos. Desde que p es mayor que 2++/ 5, aproximadamente u>4.24,
nuestros razonamientos garantizan los resultados que obtengamos. Estos resultados tam-
bién son ciertos para u>4., sé6lo que los razonamientos necesarios para garantizarlos son un
poco mas refinados. Hecha la precisién, podemos continuar.

Itinerario:

Llamemos x a cualquier punto que pertenezca a K. El itinerario de x es una sucesién
S(O=(s,, 5, 5,,...) donde cada entrada toma el valordecerosi x estd en K , odeunosix
estd en K, , segun la iteracién que corresponda <con el nimero de entrada. Esto se abrevia
asi: s=o0 si FIGDeK,, s=1si F)eK,

Por ejemplo, si tenemos que x viaja de un intervalo a otro, o sea, x comienza en K_, en la
primera iteracidn pasa a K, luego regresa a K, después pasa a K, etcétera, el itinerariode x
serd S(x) = (0,1,0,1,0,1,...) .

Asi vemos que lo que realmente hace la funcidn, S, es codificar en sucesiones binarias el

comportamiento de x. Es evidente que, usando su itinerario, todos los puntos del polvo de

Cantor son imbuidos en la Matrix. Y como ya es costumbre, aunque los itineriarios sean

sencillos, la funcidén S posee caracteristicas muy importantes:

- Dos puntos distintos del Cantor no pueden tener el mismo itinerario.

- Las sucesiones o itinerarios de todos los puntos del Cantor «{lenan» la Matrix. Es decir,
todas las sucesiones de M, son itinerarios de los puntos de K.

- Si tomamos dos puntos del Cantor que estén cercanos, sus itinerarios seran sucesiones
cercanas, segun la métrica d, en Mz. Es decir, S es una funcion continua.

- Si ahora consideramos dos sucesiones cercanas en M, tendremos que son los itinerarios de
dos puntos cercanos en el Cantor. Es decir, la inversa de S también es continua.
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Cuando una funcién posee estas caracterisitcas la llamamos homeomorfismo. En espafiol
esto significa: Transformacién que produce formas semejantes. Entonces podemos decir en
espafiol que, gracias a los itinerarios, sabemos que el polvo de Cantor y la Matrix tienen
esencialmente la misma forma. En matematicas decimos que, la funcién S es un homeomor-
fismo y esto nos indica que, como conjuntos, K y M, son lo mismo.

Asi comenzamos a ser concientes de la revelaciéon del coyote. Gracias a nuestro entrena-
miento mental, ahora somos capaces de reconocer que dos espacios aparentemente distin-
tos, el Cantor y la Matrix, poseen formas semejantes. Aln mas, estamos cercanos a comple-
tar la revelacién que buscamos porque el homeomorfismo, S, da una equivalencia entre el
comportamiento del corrimiento de Bernoulli, B, sobre la Matrix, M,, y el mapeo usado para
modelar el crecimiento poblacional de los chupacabras, F, sobre el Cantor, K. Veamos el
siguiente diagrama:

K —F =K
s s

\4 \VJ
M—B oM,

2

Notamos que si partimos de K, no importa qué camino tomemos, llegamos al mismo resultado
en M,. Asi, primero podemos «revolver» el Cantor usando F y después «transformarlo» en
la Matrix usando S, o podemos «transformarlo» primero y después «revolvers la Matrix con
B, y de las dos maneras obtendremos el mismo resultado en la Matrix. Esto es, podemos
aplicar F sobre K vy luego usar S para llegar a M, o podemos usar primero S en K para
llegar a M, y después aplicar B sobre M, y el comportamiento que obtendremos sera el
mismo. Entonces da lo mismo usar S despuésde F, SoF, que usar Bdespuésde S, B-S,
es decir:

SoF = BeS.

Respiremos con calma porque hemos completado la revelacién que buscamos. El coyote de
la Zona del Silencio nos explicaria la revelacién, en su mistico espafiol, de la siguiente mane-
ra: «Nuestra mente ha logrado trascender dos espacios aparentemente disintos, el Cantory
la Matrix, cuyas supuestas diferencias son simplemente facetas que nos impedian ver que los
dos espacios son, en esencia, el mismo; atin maés, las dos maneras aparentemente distintas
en que alterdbamos sendos espacios, el Cantor y la Matrix, también resultaron ser la misma
alteracién y, por lo tanto, producen el mismo efecto». Y esta revelacién, segtin el coyote, le
permite a la mente controlar el espacio.En matematicas, la revelacién anterior recibe el
nombre de: Conjugacion.

Teniamos que la funcién que produce itinerarios, S, es un homeomorfismo, 1o cual indicaba
que K y M, son lo mismo como conjuntos. Ahora, los mapeos F:K—K, y B:M,—M,, son
conjugados porque existe el homeomorfismo S:K—IMl, , de tal manera que tenemos:

SoF = BoS. Asi, S es la conjugacién o el conjugante de F y B.
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Los mapeos conjugados presentan la misma dindmica o comportamiento. Asi, al estar frente
a un modelo que nos resulte complicado, podremos usar la dindmica simbélica para hacer un
modelo mas simple, en el que nos sea Mmas sencillo investigar su comportamiento. Si logra-
mos conjugar los mapeos de ambos modelos, la dindmica del modelo complicado debera ser
igual a la del m3&s sencillo, facilitando asi nuestra investigacién. En espafiol podemos decir
que la dinamica simbdlica y la conjugacién, forman un verdadero dio dindmico. Por ejem-
plo, si p es un punto fijo para F, entonces el itinerario de p es fijo para el corrimiento de
Bernoulli. AdGn m3&s, los itinerarios de las érbitas periddicas de periodo n para el mapeo F,
son 6rbitas periddicas de periodo n para el mapeo B. Por ser conjugados, el mapeo F aplica-
do en K, tiene las mismas propiedades que B aplicado en M.,. Por lo tanto, el corrimiento
de Bernoulli es un modelo preciso del mapeo F. La revelaciéon ya es nuestra.

Si el coyote estuviera junto a nosotros, podriamos escuchar sus palabras: «Felicidades mis
pequerios saltamontes, han dado su primer paso hacia un mundo mds vasto. Lo que deben
hacer ahora, para lograr el entendimiento pleno, es regresar a la Matrix y descubrir las pro-
piedades del corrimientox».

Seguiremos su consejo, tomemos otra dosis de confianza y regresemos a la Matrix. Para
comenzar, es importante sefialar que los puntos periddicos en M, son sucesiones que se
repiten, por ejemplo:

s=(0,10,1,0,1..) , t=(0,1,1,10,11,1,..)

La sucesion s se repite en la tercera entrada, asi s es un punto periddico de periodo 3 para el
corrimiento de Bernoulli. La sucesién t se repite en la quinta entrada, asi t es un punto
periddico periodo 5. En general, los puntos periddicos de periodo n son sucesiones cuyas
primeras n entradas se repiten:

S =(5, Sy «rer Syt Sor =1 S,

n-1/

S, -ee)

Y como cada entrada puede tomar 2 valores, cero o uno, todas las posibles combinaciones de
estos 2 valores, en las primeras n entradas, se cuentan multiplicando n veces 2, que son, en
total, 2". Asi tenemos la primera propiedad del corrimiento de Bernoulli:

+ El ndmero de puntos periédicos de periodo n que tiene B, es, en total, 2" .

Si ahora consideramos a cualquier puntode M,, s = (s, s, 5,, ...), Y P€Nsamos en un punto
periédico que tenga las primeras n entradas iquales, t= (5,1 5y woer Syt Sop weet Spye Sor --2), TESUILA
que, seqguin la métrica d, t esta cerca de s. Si variamos el valor de n tenemos varios puntos
periddicos t que se acercan a s. Pero s es cualquier punto, asi tenemos que los puntos
periddicos se acercan o tienden a cualquier punto de M,. Cuando esto sucede decimos que el

conjunto de puntos periddicos es denso y, esto es la segunda propiedad del corrimiento:
= El conjunto de puntos periédicos, para B, es denso en M,.

Ahora consideramos en punto en M,, que contenga las posibles combinaciones de unos y
ceros de forma ordenada, s = (0,1,0,0,1,1,0,0,0,11,1, ...). Tenemos que este punto, al ir bo-
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rrando sus primeras entradas, o sea, bajo iteraciones del corrimiento de Bernoulli, se acerca
a cualquier punto en M,. Cuando esto sucede decimos que, la 6rbita del punto es densa.
Entonces, existe al menos una 6rbita densa en M, lo cual es una tercera propiedad:

- Existe una 6rbita densa, para B, en M..

Haciendo buen uso de la revelacién del coyote, la conjugacion, sabemos que lo que hemos
descubierto en la Matrix para B, debe suceder en el Cantor para F. Asi decimos que el mapeo
F(X) = ux(1-x), con pn>4, tiene las siguientes propiedades:

<« El nimero de puntos periddicos de periodo n que tiene F, es, en total, 2".
e El conjunto de puntos periddicos, para F, es denso en K.
+ F tiene una 6rbita densa en K.

Debemos sentirnos satisfechos al observar estas propiedades, porque entender lo que impli-
can, es el ultimo paso en la Ruta al Caos. Los agentes especiales pensaron en pedirle al coyo-
te la explicacién de las propiedades pero, como podemos imaginar, su explicacion resultd
demasiado densa. No sabemos si su explicacién resulto asi porque las propiedadas tienen
que ver con densidad o porque el coyote se alimenta con pequefios cactus alucindégenos del
desierto. Y es que, atin con su sorprendente capacidad mental, el coyote no ha podido atra-
par al ave que podria saciar su apetito, el correcaminos. Dejemos, entonces, que e} coyote
continde su incansable persecusién del evasivo pdjaro azul y, veamos, nosotros mismos, lo
que implican las tres propiedades.

La primera propiedad, es puramente cuantitativa, nos da el nimero exacto de puntos perio-
dicos. Aqui hay que notar que el ndmero es total y no se refiere tinicamente a los puntos
periédicos de primer periodo, si no a todos los puntos periddicos de ese periodo. Asi, esta
propiedad es practica y no sera necesario profundizar en ella.

La segunda propiedad nos dice, en espafiol, que los puntos periédicos «llenan» el Cantor.
Esto podria no sorprendernos, ya que sabemos que en el Cantor hay una infinidad de puntos
periédicos repulsores. Sin embargo, hay que recordar que estamos trabajando con conjun-
tos infinitos y, cuando hablamos del infinito, el sentido comun deja de ser (til porque ningu-
na experiencia previa nos permite intuir lo que sucede. Por eso en matemadticas, como en la
vida, no es bueno juzgar antes de intentar comprender, asi que no debemos juzgar esta
propiedad a la ligera. El tener juntas, a esta propiedad y a la siguiente, es un verdadero
desafio para nuestra mente y puede confundirla. Vayamos poco a poco, primero intentemos
dar una traduccion de densidad matemaéatica al espafiol, podemos decir que un subconjunto
denso «llena» el conjunto al que pertenece. Luego diremos en espariol que, al considerar
conjuntos infinitos, «llenar» no es lo mismo que «formar»; es decir, cuando decimos que un
conjunto se «llena» con algo, no quiere decir que este conjunto esté «formando» exclusiva-
mente por eso que lo «llena». Nuestro sentido comtin nos dice exactamente lo contrario, por
ejemplo, si el espacio vacio de un vaso se llena de agua, entonces ese espacio queda confor-
mado Unicamente por agua, si le metemos cualquier otra cosa al vaso, el agua dejara de
llenarlo y ese espacio sera llenado por el agua mas la otra cosa. Pero esto no sucede asi si
consideramos un espacio infinito, ya que podemos acomodar una infinidad de elementos
dentro de este conjunto para «llenarlo» y, atn asf, todavia queda espacio para acomodar otra
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infinidad de elementos que también lo «llena» por si misma, sin ayuda de la otra infinidad de
elementos. Aunque todo esto nos parezca sin sentido, si es posible dar una serie de argu-
mentos l6gicos que respalden lo anterior, es decir, lI6gicamente sf es posilbe demostrar las
fascinantes cualidades del infinito; pero para enumerar y explicar estos argumentos légicos,
necesitariamos abrir otros expedientes que relataran diversas investigaciones matematicas.
Aluln sin ser formales, el tema del infinito es tan interesante que podriamos reflexionar pro-
fundamente acerca de él pero, como siempre sucede, lo urgente no deja tiempo para re-
flexiones profundas y, en este momento, es urgente continuar con nuestra investigacion.

Dejemos por un momento la segunda propiedad y veamos la tercera, después intentemos
encontrar la explicacién de ambas. La tercera propiedad nos dice, en espafiol, que existe una
orbita que «llena» el Cantor. Esta Orbita pasa tan cerca de todos los rincones del Cantor que
si sacamos los puntos del Cantor que no pertenecen a esta drbita, el Cantor continta «lleno».
Aungque parezca increible, estamos retirando una cantidad infinita de puntos, de hecho, esta-
mos retirando a la infinidad de puntos periédicos que «llenan» al Cantor pero, la érbita densa
estd formada por otra infinidad de puntos y es capaz de mantener la «consistencia» del Cantor.
Es decir, no importa que al sacar puntos periédicos dejemos una infinidad de hoyos, porque
los puntos de la 6rbita densa tienden a ellos, y se acercan tanto a todos los hoyos, que el
cantor mantiene su «densidad». Entonces, si escogemos alglin pedacito del Cantor, sin im-
portar qué tan pequefio 0 qué tan recéndito sea, en ese pedacito encontraremos puntos
periédicos y puntos que pertenecen a la drbita densa; y en cualquier pedacito del Cantor
sucedera lo mismo. Podemos decir todo esto de otra manera, si a la 6rbita densa le afiadi-
mos los puntos que le son cercanos, formaremos el Cantor; pero también resulta ser que, si al
conjunto de puntos periddicos le afladimos los puntos a los que son cercanos, también for-
maremos el Cantor. En general, un subconjunto U contenido en un conjunto X es denso, si
todo punto de U esta arbitrariamente de toda x en X. No esta deméas recordar que lo ante-
rior suena confuso porque, al considerar cantidades infinitas, el sentido comun deja de fun-
cionar. Tampoco sobra decir que esta explicacion estd escrita en espafiol. La definicién for-
mal es:

Subconjunto denso.
Un subconjunto S contenido en Xes denso en Xsi la cerradura de S es igual a X.

Ahora, que el mapeo F posea una 6rbita densa implica que F es topoldgicamente transitivo.
El adverbio, topolégicamente, nos indica en espafiol que este concepto tiene que ver con el
estudio de las formas o los lugares, asi podriamos decir que el mapeo hace que la «forma» del
conjunto sea transitiva. Es decir, un mapeo topolégicamente transitivo tiene puntos que
recurrentemente se moveran de una vecindad, por pequefia que sea, a cualquier otra. Supon-
gamos que escogemos dos pedacitos del Cantor, uno de estos pedacitos estara fijoy al otro lo
dejaremos vagar seglin el mapeo lo mueva, si esperamos el tiempo suficiente, F hara que
estos dos pedacitos se mezclen; y esto suecedera con cualquier par de pedacitos que escoja-
mos en el Cantor. Entonces la dindmica del sistema no puede descomponerse en subconjuntos
o pedazos separados porque, tarde o temprano, estos subconjuntos se mezclaran. Un mapeo
es topolégicamente transitivo si para cualquier par de subconjuntos abiertos, existe alguna
iteracién del mapeo que haga que un subconjunto intersecte al otro. La definicién formal de
este concepto es la siguiente:
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Transitividad topologica.
Se dice que el mapeo f:X —X es topolégicamente transitivo si para cualquier par de
subconjuntos abiertos U,V, contendios en X, existe k>0 tal que FK(L) N V= @.

En espafiol podemos decir que la transitividad topolégica se debe a que, en cualquier pedaci-
to que escojamos, encontraremos un punto de la 6rbita densa. Como los puntos de esta
S6rbita viajan por todos los rincones del Cantor, su viaje no parece seguir ninguna regla vy,
como esta 6rbita es densa, el comportamiento del Cadntor mismo no parece tener reglas. Es
decir, la transitividad topoldgica hace que el comportamiento del Cantor se «vea» azaroso.
Pero los puntos periédicos son densos en el C&ntor, y los puntos periddicos describen patro-
nes de comportamiento, asi que, aunque nos resulte sorprendente, este conjunto presenta
un comportamiento que parece azaroso pero que sigue patrones.

Para terminar con nuestras sorprendentes afirmaciones, existe una dltima caracteristicade F
que necesitamos revisar, lo cual no sera problema ya que estamos familiarizados con ella. Si
tomamos dos puntos distintos del Cantor, los que sean, sabemos que sus itinerarios son for-
zosamente distintos y deben diferir en al menos una entrada. Por ejemplo si x, y, son dos
puntos distintos de manera que:

Sx)=(C,1,7,1,1,...), S)=(110,11..)

Al aplicarle a estos itinerarios el corrimiento de Bernoulli, sabemos que después de suficien-
tes iteraciones, diferirdn en la primera entrada. En el ejemplo seran 2 iteraciones:

B2eS(x)=(1,1,1,..) , B2eS(y)=(0,1,1,...)

Esto es, segln la métrica d, existira una distancia considerable entre ellos. Esto nos indica
que estos dos puntos, por muy cercanos que estén, después de varias iteraciones de F, se
encontraran en lados opuestos del Cantor, es decir, se separaran una distancia considerable.
Y ya sabemos lo que esto significa, que F es sensible a las condiciones iniciales. La definicién
matematica de esta caracteristica es como sigue:

Sensibilidad a condiciones iniciales.
Un mapeo f: X —X es sensible a condiciones iniciales si existe d>0 tal que, para toda
xen X y, toda vecindad N de x, existe X en N y n=o tal que |F"(x)-f(x)]|>0.

Es decir, un mapeo es sensible a condiciones inciales si para cualquier punto existen otros,
tan cercanos como queramos, que en algun momento se separardn una cierta distancia. Es
bueno sefialar que esta definicién no dice que todas las condiciones iniciales cercanas se
separaran, Unicamente dice que no es seguro que al tomar condiciones iniciales cercanas,
éstas se mantendran juntas a largo plazo. Lo que si es seguro es que, si tomamos cualquier
pedacito del conjunto, no importa qué tan pequefio sea, siempre habrd en este pedacito
algunos puntos que se alejen al pasar el tiempo.

Si un mapeo es sensible a las condiciones iniciales, su comportamiento desafia a las calcula-

doras y computadoras, de hecho, desafia cualquier intento de cilculo numérico. Esto sucede
porque los errores de redondeo se magnifican con cada iteracidn, y asi, el calculo numérico
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de una Srbita puede no parecerse a la 6rbita real. De manera particular, la representacion
que nos haga la computadora de una érbita puede no ser la real. En términos practicos, si
tenemos dos condiciones iniciales cercanas que finalmente se separaran, quiere decir que sus
comportamientos a largo plazo seran muy diferentes; entonces, las predicciones a largo pla-
zo son practicamente imposibles cuando el modelo es sensible a condiciones iniciales. Esto
porque cualquier medicién que hagamos a un fenémeno real no sera exacta, siempre se pre-
sentara un margen de error y no sabremos exactamente cual condicion inicial tenemos vy,
como las condiciones iniciales pueden separarse, cualquier prediccién a largo plazo que ha-
gamos serd dudosa. El menor cambio cauntitativo, que hagamos a nuestra medicién inicial,
puede llevarnos a grandes diferencias cualitativas en el comportamiento a largo plazo. En
pocas palabras, los sistemas sensibles a condiciones iniciales son impredecibles.

Hace casi cuarenta afios, Edward Lorenz propuso un modelo del clima terrestre que presen-
taba sensibilidad a condiciones iniciales. Para explicar su descubrimiento dié una conferen-
cia, a la que por razones publicitarias titulé «¢ Puede una mariposa que agita las alas en Brasil
provocar un tornado en Texas?». Ya en la conferencia Lorenz explicé que si al medir las
condiciones climaticas, olviddabamos plasmar la alteracién en el viento que producia el aleteo
de una mariposa, la prediccién a largo plazo que hariamos del clima podria ser muy distinta
del clima verdadero, por ejemplo, podriamos predecir buen clima cuando realmente se pre-
sentaria un tornado. Asi, lo Gnico que el aleteo de una mariposa puede causar, es un error en
nuestra medicion de las condiciones climaticas y si usamos esta medicidn errénea como con-
dicién inicial en un modelo sensible a condiciones inciales, las predicciones que hagamos
seran altamente cuestionables. Sin embargo, la prensa no entendié la explicacién y apodé a
la sensibilidad a las condiciones inciales como «el efecto mariposa» y, atin hoy, hay quien osa
afirmar que la ciencia a demostrado que el aleteo de una mariposa aquf, puede crear un
tornado en Japén pero no hay nada mas alejado de la verdad. En fin, el «efecto mariposa» es
la razén por la cual no se hacen predicciones serias del clima a largo plazo, porque los mode-
los del clima presentan sensibilidad a condiciones iniciales.

Pues bien, la sensibilidad a condiciones iniciales es la tltima caracteristica del sorprendente
comportamiento del Cantor bajo nuestro mapeo. Si recordamos, nuestro mapeo es
determinista y, ademas, nos da una relga de cambio bastante simple y precisa, por eso es
extrafio que este mapeo genere un ente matematico tan extrafio como el polvo de Cantor. Y
es asombroso que un mapeo determinista, tan aparentemente sencillo, produzca un com-
portamiento tan complejo y dificil de comprender como el que hemos descrito; particular-
mente es asombroso presente un comportamiento impredecible si es determinista. Lo peor
de todo es que el caso de este mapeo no es linico, existe una infinidad de «sencillos» mapeos
deterministas que presentan estas complejas caracteristicas. Pero, si uno se detiene a pensar
con cuidado, resulta que hemos descubierto que algo aparentemente aburrido y rutinario es,
en realidad, bastante dificil de comprender y por lo mismo, terriblemente interesante. Asi
que, lo maravilloso de todo esto es que el caso de nuestro mapeo no es (nico, existen una
gran cantidad de fenémenos que, al modelarse, presentan estas desafiantes caracteristicas.

Y después de estas sorprendentes caracterfisticas ya no necesitaremos regresar a la Matrix, ni
seguir las ensefianzas de ningun coyote, ni perseguir mas chupacabras; porque después de
todo lo que hemos pasado, nuestro viaje de mi! kilédmetros ha llegado a su fin. Aunque no lo
tengamos claro, hemos completado la Ruta al Caos.
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En el diccionario de la Real Academia de la Lengua Espafiola podemos leer:

caos.
(Del latin chaos, y este del griego xaoE, abertura).

1. Estado amorfo e indefinido que se supone anterior a la ordenacién del cosmos.

2. Confusidén, desorden.

3. Fis. y Mat. Comportamiento aparentemente erritico e impredecible de algunos sistemas
dindamicos, aunque su formulacién matematica sea en principio determinista.

Lo primero que notamos es que el concepto de caos, que usamos al hablar espafiol, no es
exactamente el mismo que el fisico y matematico. De la filosofia griega, hemos adoptado la
idea de que el caos es un estado de las cosas sin reglas, ni patrones, ni formas. Asi, acostum-
bramos pensar al caos como lo opuesto al orden. Sin embargo, en matematicas, la idea de
desorden total se asocia con el concepto del azar, el cual es muy distinto del concepto mate-
matico de caos. Generalmente, concibimos que el caos no existe por simismo, sino que es un
estado, una propiedad, una caracteristica, o un comportamiento de las cosas. Y béasicamen-
te, en matematicas se comparte esta misma concepcién con aigunas especificaciones: En
primer lugar, consideramos que «las cosas» estan organizadas de alguna manera que cambia
con el tiempo, asi hablamos de sistemas dindmicos. Ademas, como hemos visto, considera-
mos que un estado del sistema es el conjunto de informacién que lo describe en un tiempo
dado, y representamos |os estados del sistema como puntos dentro del espacio fase; asi, no
pensamos en el caos como un estado del sistema. En matemadticas, el caos se concibe como
un comportamiento especial y, se considera que los entes matematicos que producen este
comportamiento, tienen la propiedad de ser cadticos. Nosotros hemos recorrido la Ruta al
Caos buscando comprender este comportamiento especial, asi, durante nuestro viaje hemos
construido la definicién de caos. Esta definicién se ha construido bajo el enfoque de la topo-
logfa, que, en espafiol podemos decir que, es la disciplina que estudia los espacios, las super-
ficies y sus formas. Otras disciplinas matematicas dan otras definiciones de caos pero, no
existe confusidon porque todas ellas se refieren al mismo fenémeno o comportamiento espe-
cial, y simplemente lo definen, o describen, usando su propia terminologia. Entonces, la
definicién matematica de caos, que hemos construido, es:

Caos. .’

Sea V un conjunto cualquiera. El mapeo f produce caosen V, o lo que es lo mismo,
f:V—V escadticoen V si:

i) f es sensible a condiciones iniciales.
ii) f es topolégicamente transitivo.
iii) sus puntos periédicos son densos en V.

Lo que significan estas tres propiedades es, justamente, lo que hemos visto durante la Ruta
al Caos. Y el comportamiento que producen es, precisamente, el que hemos tardado tanto
en comprender y describir en el Cantor. Asi, el significado real de la definicién, es todo aque-
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llo que ya hemos entendido y por eso, intentar dar una breve explicaciéon solo empobreceria
nuestra concepcion del caos matemaéatico. Es por eso que solo recordaremos que, el caos

* no es predecible por i),

+ no puede romperse o descomponerse en subsistemas por ii),

+ pero si presenta patrones o mantiene un elemento regular por iii).

Pero, si el concepto matematico del caos no es el mismo que el que se usa comunmente, si la
definicién de caos no puede traducirse de manera sencilla al espafiol, si para entender esta
definicién es necesario familiarizarse con complicados conceptos matematicos, si es eviden-
te que los Gnicos que pueden manejar facilmente esta definicién son los fisicos y los matema-
ticos, entonces por qué se dice que |la teorfa matematica del caos ests revolucionando las
demas 3reas del conocimiento humano. ¢Cémo es que el caos matematico esta influyendo
en el arte, las ciencias sociales, y en general, el pensamiento humano?

La respuesta a esa pregunta debe darla la Filosofia. Y tristemente, ninglin agente especial ha
recibido entrenamiento filoséfico, asi, solo se dird en este expediente que todo el conoci-
miento y el quehacer humano estan relacionados. Toda obra o descubrimiento influye, en
mayor o menor medida, en las demas obras y descubrimientos. En particular, el concepto de
caos matemadtico se estd aplicando a una gran variedad de fenédmenos, y cada vez se obtie-
nen mas evidencias que indican que este comportamiento cadtico se presenta en la evolu-
cién de las especies animales, las redes neuronales, las sociedades humanas, el clima, la eco-
nomia, la creacién artistica, los lenquajes, etecétera, etc.

La relacién que tiene la teorifa del caos con cada una de las ciencias y las artes, es distinta y,
no es la finalidad de este expediente explicar estas relaciones. Actualmente existe una gran
cantidad de libros, de divulgacion cientifica, que detallan la influencia y utilidad de la teoria
del caos en las demas &reas del saber y hacer humano. La mayoria de estos libros evitan
profundizar en el mundo matematico y, hacen énfasis en los resultados obtenidos al mirar el
cosmos bajo la concepcidn matematica del caos.

Los agentes especiales, al no tener en la Zona del Silencio ninguno de estos libros, detuvieron
momentdneamente su investigacién para mirar el paisaje desértico que les rodeaba. Y por
alguna extrafia razén, que todavia no comprendian, sintieron que muchos de los conceptos
surgidos en la Ruta al Caos estaban frente a ellos.

G e
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Junto con la definicién matemadtica del caos, también llega el momento de resolver, por com-
pleto, el misterio que hemos persequido por tanto tiempo y por tantos y tan insélitos luga-
res. Porque para los agentes especiales, entender el caos matematico influye en una cosa por
sobre todas las demas, en la comprensién el crecimiento poblacional de los chupacabras.

Tal vez sea bueno recordar un poco, esta investigacion. En197s la poblaciéon de chupacabras
crecid tanto que el medio ambiente, del cerro del Tepozteco, dejé de sostenerla. Asi, hubo
un éxodo notorio de chupacabras en aquel afio y, policias judiciales intentaron exterminarlos
pero no lo lograron, dejando para 1976 una reducida poblacién. Sin embargo, los policias
judiciales mantuvieron sus actividades en secreto y no sabemos exactamente cuantos
chupacabras habia y cuantos quedaron vivos, peor aln, es posible que ni siquiera los mismos
judiciales lo sepan. Mas de veinte afios después, se repitieron, en diferentes regiones, los
ataques de chupacabras al ganado y fue entonces cuando los agentes especiales supieron,
por primera vez, de su existencia y decidieron investigarlos. Sin embargo, la investigacién
presenté muchas dificultades ya que, al no tener el tamafo de la poblaciéon en 1976, no
podemos considerar una condicién inicial Gnica para explicar el crecimiento poblacional, en
los ditimos arios, de los chupacabras; y al no tener el tamafo poblacional en ningdn afo, no
podemos estimar una tasa de crecimiento. Pero los agentes especiales saben que siempre
existen alternativas y decidieron plantear un modelo, F(xX) = nx (1-x), para explicar su creci-
miento poblacional. El modelo, al considerar distintas tasas de crecimiento, es decir, distin-
tos valores de p, ha arrojado los siguientes resultados:

+ Osn=<1, se predice la extincion gradual de los chupacabras.

+ 1<u<3, se predice un tamafio estable para la poblacién en el largo plazo.

* n=3, se predice un tamafo de poblacién con tendencia a estabilizarse.

* 3<u<4, se predicen distintos estados periédicos para el tamafio de la pobiacién, en algunos
casos se tiene una cantidad razonable de opciones para estos estados y, en otros casos, se
tienen tantos estados periddicos que practicamente el crecimiento seria impredecible.

* u=4, se tiene un crecimiento poblacional impredecible, el cual creemos azaroso.

Cuando p toma valores mayores que cuatro, la mayoria de los puntos escapan del intervalo
[o,1], lo cual significa en la «realidad» que: La mayoria de las condiciones iniciales que se
consideren para la poblacién, terminaran por llevarla a un tamafo mayor que el de la exis-
tente en 1975, y ya que el ambiente no soporta tal cantidad de chupacabras, la poblacién se
extinguira o, por lo menos, tendra que emigrar en busca de nuevos recursos, desapareciendo
asi del lugar dénde se encuentra. Sin embargo, dentro del intervalo [0,1] , permanece una
infinidad de estados periédicos repulsores formando un fractal conocido como polvo Cantor.
Este polvo de Cantor, es un ente matematico interesante por su estructura y, como ahora
sabemos, porque el comportamiento de los puntos que lo conforman es cadtico. En la «rea-
lidad» esto significa que existen estados periédicos para la poblacién, los cuales, sin importar
qué tan grande sea la tasa crecimiento, nunca sobrepasaran el tamafio de la de 1975 vy, si la
poblacién se encontrara en alguno de ellos, su comportamiento seria caético. Pero, aunque
no sea imposible que la condicién inicial de la poblacién sea uno de estos estados, la teoria de
la probabilidad no dice que, por ser ei Cantor totalmente disconexo, es improbable que la
poblacion se encuentre jamas en alguno de los estados que lo conforman. Asi, descartamos
que la poblacién se encuentre en el Cantor y tenemos que el modelo nos dice que:
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e n>4, se predice un crecimiento poblacional tan grande, que la excesiva cantidad de indivi-
duos llevara a la poblacién a su desaparicién.

Ahora bien, como todavia existe la poblacién de los chupacabras dentro del Tepozteco y
como se repitieron sus ataques al ganado, sabemos que la poblacién no se ha extinguido ni
parece estar en vias de hacerlo. Esto descarta la posibilidad de que su tasa de crecimiento sea
menor o igual que uno, es decir, descartamos el caso: o=u=1 . Por otra parte, sabemos que
las condiciones de las cavernas del Tepozteco no han variado desde hace mucho tiempo, asi,
si la poblacién tuviera tendencia a estabilizar su tamafio, no hubieran sucedido los ataques
de los chupacabras fuera del Tepozteco, ni en afios recientes, ni en 1975. Esto descarta la
posibilidad de que la tasa de crecimiento sea igual o menor que tres, es decir, descartamos los
C€as0s: 1<U<3 Y n=3.

Podriamos adelantarnos y suponer que, la tasa de crecimiento es mayor que cuatro y asi,
tendriamos que la poblacion crecid tanto en los Gltimos afios, que los chupacabras debieron
que emigrar a otros lugares en busca de condiciones méas favorables. Pero el modelo predice
que, al alcanzar un tamafo relativamente grande, la poblacién desaparecerd al afio siguien-
te, por lo menos, del lugar en el que se encuentra y, como sabemos, todavia existe una pobla-
cién de chupacabras dentro del Tepozteco. Podriamos suponer que en 1975 la poblacién
alcanzé este tamafio fatal, y estaba destinada a extinguirse para el afio siguiente, pero los
policias judiciales mataron a tantos chupacabras, que los pocos que quedaron tuvieron ali-
mento suficiente para mantener su reducida poblacién. Asi, los judiciales no sélo no logra-
ron terminar con los chupacabras, si no que salvaron su poblacién; lo cual no resulta dificil de
creer si se considera la eficiencia que suelen mostrar los policias judiciales. Puede ser que
alguien en Gobernacién haya llegado a esta misma conclusion y, por esta razén, se decidiera
mantener en secreto todo lo relacionado con los chupacabras. Pero de ser asi, Gobernacién
llegd a una conclusién errénea, lo cud!l tampoco resulta dificil de creer. ta conclusién es
erronea porque después de los tltimos ataques de los chupacabras en afios recientes, nadie
intenté exterminarlos y atin asi se mantiene la poblacidn del Tepozteco, es maés, todavia
existe la poblacién original de chupacabras en la Zona del Silencio. Esto descarta la posibili-
dad de que la tasa de crecimiento sea mayor que cuatro, es decir, descartamos el caso u>4-.

Sélo nos queda suponer que la tasa de crecimiento es tal, que en algunos periodos de tiempo,
la poblacion casi alcanza ese tamano fatal en el cual su ambiente deja de sosteneria. Al
acercarse a este tamafo, las condiciones para su supervivencia son tan malas que algunos
individuos prefieren emigrar en busca de un mejor ambiente y, asi, debido a las malas condi-
ciones de supervivencia y a la migracion, después de algdn tiempo la poblacién reducira su
tamafio pero no llegara a la extincién y eventualmente volvera a acercarse a este tamafo
fatal. Esto explicaria los repentinos ataques de los chupacabras, debidos a migraciones fuera
de sus lugares de reproduccion y, también explicaria la permanencia de sus poblaciones en
los dos lugares de reproducciéon que conocemos, el Tepozteco y la Zona de! Silencio. Y esta
suposiciéon puede coincidir con el modelo, ya que los casos restantes, 3<u<4, n=4, parecen
llevarnos en esa direccidn.

Sirecordamos, al variar los valores de p, se consideraba al mapeo A(X) = ux (1-X) como una

familia de mapeos, F, , donde cada valor de n representa un hermano o sistema dinamico
distinto. Al tomar la tasa de crecimiento valores mayores que tres, la familia Fu sufria una
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serie de bifurcaciones y, estas alteraban el comportamiento de los distintos mapeos. Para
representar esta informacién utilizamos un diagrama de 6rbita, que debemos revisar de nue-
vo, solo que ahora buscamos un hermano, o sistema dindmico, cuyo comportamiento acer-
que el tamafio de la poblacidn lo mas que se pueda al uno, es decir, al tamafio fatal que
llevara a la extincién de la poblacién.

Recordamos que este diagrama, aunque haya sido construido con
las 6rbitas de un solo punto, representa las 6rbitas de la gran mayo-
ria de puntos en e! intervalo (0,1). De hecho, para fines practicos y
hablando en espafiol, representa todas las érbitas que nos impor-
tan. Matematicamente no representa todas las érbitas porque sa-

X bemos que existen, por ahi, puntos periddicos repulsores
indetectables, pero también sabemos que es improbable que la po-
blacion llegue jamas a alguno de esos estados. Entonces, el diagra-
ma marca los posibles valores que pueden alcanzar las 6rbitas seg(n

° la tasa de crecimiento, de ahi queda claro que el sistema dindmico,

3 u 4 que m4as acerca las drbitas al uno, es el que se obtiene con n=4.

Asi, nuestro mejor candidato, para explicar el crecimiento poblacional de los chupacabras, es
la tasa de crecimiento igual a cuatro. Podriamos preguntarnos por qQué no considerar valores
de n ligeramente menores que cuatro, pero debemos recordar que queremos resolver un
problema practico y, para fines practicos y hablando en espafiol, al considerar n=3.95 obte-
nemos un comportamiento muy parecido al que obtenemos con p=4. Matematicamente es
posible formalizar lo anterior y, describir con cuidado las sutiles diferencias que se presen-
tan, pero como siempre sucede, lo urgente no deja tiempo para lo formal. Entonces, revise-
mos nuevamente el comportamiento que se presenta con p=4, del cual sabemos que es im-
predecible y creemos totalmente azaroso. Sin embargo, ahora contamos con nuevos con-
ceptos y herramientas que facilitardn esta nueva revision.

Con este fin, usaremos nuevamente la dindmica simbéblica, s6lo que ahora no estudiaremos
el comportamiento en la Matrix, si no en el circulo comuin y corriente. Para abreviar, llame-
mos S' al circulo. Le aplicaremos al circulo, S, un mapeo que lo expanda sobre si mismo, es
decir, no aumentaremos su tamafio, tomaremos los arcos que {o forman y los abriremos.
Digamos que 6 es cualquier punto de S' dado por cualquier arco, y llamemos £ al mapeo que
los expanda, asi tenemos: g <

Podridamos imaginar que el mapeo E, es un domador de puntos salvajes que amarra a los
puntos del cuello y los hace correr en circulo. Ahora, queremos que el mapeo E duplique el
tamafio de los arcos, es decir £(6)=20 . Y por supuesto, esperamos que la revelacién del
coyote, la conjugacién, nos ayude a relacionar el comportamiento de £ con el de F. Sin
embargo, la conjugacion sera un poco mas complicada ya que debemos llevar al circulo den-
tro del intervalo [0,1]. Veamos el siguiente diagrama.
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S E > S Primero tomamos puntos de S' y los convertimos en
nameros reales usando la funcién coseno, h,(8)=cos 0,

esta funcién convierte al circulo en el intervalo [-1,1].
h h Después necesitamos tomar este nuevo intervalo y com-
2 1 primirlo para llegar al [0,1]. Digamos que w es cual-
quier punto del intervalo [-1,1] , entonces, al usar la fun-
cién h,(wW)=(1-w)/2, comprimimos todo el [-1,1] den-
] _—.9____..> [—.,1] tro del [0,1]. Asftomamos al circulo y lo transforma-
mos en el intervalo [0,1] . Ahora, para tener la explica-
cién completa del diagrama, existe un mapeo g, sobre

1
-
~
-

h h el intervalo [-1,1], el cual se obtiene segtin la relacién:
* * hoeo E =cos(20) = 2¢os0-1=¢qgo h,
AV v asi obtenemos las relaciones:
[0,1]—f—=>T[0,1] hoE =qoh , Foh =hog

Con estas aplastantes transformaciones relacionamos el comportamiento de £ con el de F.
Para ser precisos, la funcién coseno no es un homeomorfismo, asi que obtuvimos una
semiconjugacién. Entonces, con n=4, el mapeo F, sobre el [0,1] , es semiconjugado con el
mapeo E, sobre el circulo. Las propiedades de E son faciles de revisar. Primero tenemos que
todas las distancias en S' se doblan, asi, todos sus puntos se separan el doble de su distancia
inicial en cada iteracién; es decir, £ es sensible a condiciones iniciales. Después, si considera-
mos cualquier arco de S*, por pequeno que sea, llegarda un momento en que £ lo expanda
hasta cubrir todo S', asi cualquier arco puede llegar a cubrir a cualquier otro; es decir, E es
topolégicamente transitivo. Por ultimo, revisemos los puntos periédicos para E, lo cual serd
un poco mas complicado. Veamos un ejemplo:

Si partimos de 9_ y duplicamos el arco que lo formé, llegamos a 8. Si ahora
doblamos el arco de 6, llegamos a 8,, y si doblamos su arco regresamos a 0.
Estoes E(®)=20 =0, E®OD=6,, E(O)=6,, entonces E3(0)=10.

Lo mismo sucede con los siete puntos indicados en el dibujo, es decir, son
puntos periddicos de periodo 3 para E; de hecho el punto que no forma arco,
el que se encuentra horizontal a la derecha, es fijo para £. Debemos notar
que los puntos periddicos dividen al circulo en partes iguales y, siempre se
considera al punto fijo ya que es periddico de todos los posibles periodos.

Si les damos una vuelta completa, 8=0+2x, los puntos del circulo vuelven a ser los mismos,
entonces los puntos periddicos de periodo n, tambén seran los mismos si llegamos a ellos
dando muchas vueltas completas, E"(0) = 8 = 8+2:tk, donde k indica el nimero de vueltas
complietas que damos. Pero como E7(0) = 2"0, tenemos que 2"8 = 8+2xk. Sidespejamos el
valor del punto periédico, 8 = (2tk)/(2™1), podemos concluir que: Los puntos periddicos de
periodo n, dividen las vueltas completas, o sea, al circulo mismo, en 2"-1 partes iguales, y
estas partes iguales se forman tomando en cuenta al punto fijo. Asi sabemos que existen
puntos peri6édicos de todos los periodos y, mientras rnas grande sea su nimero de periodo,
mayor serd el niimero de partes iguales. Entonces, los puntos que marcan las partes iguales,
es decir, los puntos periédicos, al aumentar su periodo se acercaran a cualquier punto del
circulo. Por lo tanto, los puntos periddicos son densos en el circulo para E.
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Entonces, el mapeo E, sobre el circulo, presenta las siguientes propiedades: Es sensible a
condiciones inciales, es topoldgicamente transitivo y sus puntos periddicos son densos. Gra-
cias a todo el esfuerzo que hemos hecho, ahora sabemos que, tener estas tres propiedades
quiere decir que el mapeo E es cadtico sobre el circulo. Y como, con n=4, el mapeo F es
semiconjugado al mapeo E, ahora podemos afirmar que: El mapeo F(x) = 4x (1-X), no pre-
senta un comportamiento azaroso como alguna vez pensamos, si no que su comportamien-
to es cadtico sobre todo el intervalo [0,1].

Por lo tanto, el crecimiento poblacional de los chupacabras es cadtico.

Podemos sentirnos satisfechos con nuestra investigacion y festejar hasta el amanecer, ya
que nuestra conclusiéon coincide con lo que suponfamos. Al tener una tasa de crecimiento
igual a cuatro, cualquier condicién inicial que consideremos, después de algin tiempo, se
acercara lo suficiente al tamafio fata! como para observar migraciones de individuos. Pero,
como las condiciones que efectivamente llegan a este tamafio fatal son pocas y estan aisla-
das, es improbable que la poblacién alcance exactamente este tamano. Asi, la poblacién
logrard mantenerse. Entonces ahora sabemos que el crecimiento poblacional de los
chupacabras es impredecible. Adema&s, sin importar cudl sea la condicidn incial de la pobla-
cién, sabemos que si esperamos el tiempo suficiente, ésta alcanzara todos los posibles tama-
flos que garanticen su supervivencia, es decir, alcanzara todos los tamafios menores a aquel
que conlleva a su extincién. Pero también sabemos, que el crecimiento poblacional de los
chupacabras no es totalmente desordenado, si no que presenta patrones o una cierta requla-
ridad. Es decir, ahora sabemos que el caos rige el crecimiento poblacional de los chupacabras.

Esto que nos sucedid en la investigacidén, suponer que un comportamiento era azaroso y
descubrir que realmente es cadtico, es una de las implicaciones mas fuertes de la teoria del
caos. Lo cual no significa que la teoria del caos termine con el azar. Simplemente significa
que algunos fendmenos, que durante mucho tiempo se consideraron totalmente azarosos,
estan resultando ser cadticos y, esto explica por qué, a pesar de su impredictibilidad, presen-
tan ciertos patrones. Un ejemplo muy conocido de esto, es el clima.

Otro ejemplo de esto mismo, estd profundamente relacionado con nuestra investigacién: El
crecimiento poblacional caético explica, en la misma forma en que lo hicimos con los
chupacabras, la aparicién impredecible pero con ciertos patrones de algunas plagas, tal y
como lo hacen, las plagas de langostas y ratones.

Es mas, la teoria de sistemas dinamicos también se estd usando para
explicar fen6menos como el siguiente: Era desconcertante que, con
tnicamente cuatro bases nitrogenadas, que conforman el ADN, se
heredara informacion genética capaz de generar un desarrollo, o
crecimiento celular, tan complejo como el que presentan plan-
tas y animales. Pero ahora, usando mapeos muy simples, pode-
mos imitar los patrones que genera la naturaleza, tal y como se
ha hecho con estos puntos que parecen formar la hoja de un helecho.
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Al comprender esto, los agentes es-
peciales detuvieron su alcoholizado
festejo, y observaron con cuidado
la vista que les ofrecia la Sierra del
Diablo. Asi, se dieron cuenta de que
podian imitar esta formacién roco-
sa, aplicando un mapeo simple so-
bre el plano. Digamoslo asi, frente
a la teoria del caos, la técnica de Bob
Ross para pintar paisajes es dema-
siado tardada y complicada. '

Agotados por el esfuerzo realizado, los agentes especiales dieron por terminada la investiga-
cién de los chupacabras aunque, todavia existia un detalle que les preocupaba. Asi, decidie-
ron salir del desierto, o cual hubieran hecho de no ser por un inevitable encuentro. En las
afueras del desierto, un grupo de viajeros aseguraba que los cerros de la Sierra del Diablo son
en realidad piramides escondidas, dentro de las cuales sobreviven descendientes directos de
la raza Maya. Y para apoyar su alucinante afirmacién, mostraban unos extrafios restos de
yerba calcinada con forma de cigarro, los cuales, decian, les habfan sido regalados por los
habitantes de estas piramides camufladas. Fueron estos restos los que obligaron a los agen-
tes especiales a regresar a la Zona del Silencio, porque eran, precisamente, el detalle que no
habfan cubierto al investigar a los chupacabras.

Los agentes especiales creian que los restos de yerba calcinada, con forma de cigarro, eran de
origen extraterrestre. Pero los chupacabras también dejaban estos restos y, como se habia
descubierto en la Zona del Silencio, los chupacabras no eran seres extraterrestres, eran pro-
ducto de mutaciones debidas al cono magnético de la Zona. Y ahora, parecia ser que los
mayas, que vivian en las pirdmides escondidas de la Sierra del Diablo, también dejaban estos
restos de yerba calcinada. Debia existir, entonces, alguna relacién entre los extraterrestres,
los chupacabras y los mayas subterraneos. Y por seguridad nacional, los agentes especiales
debian descubrir esta relacion.

Al regresar a la Zona del Silencio, los agentes descubrieron que el cono magnético facilitaba
el aterrizaje de las naves de los extraterrestres y, encontraron no solo a los chupacabrasy a
los mayas subterraneos, si no que, al seguir con mas cuidado los restos de yerba calcinada, se
toparon con toda clase de criaturas resultantes de las mutaciones anormales que produce el
cono magnético. Asl, era obvio que debia existir una intima relacién entre todos estos seres
sobrenaturales pero eran tantos y tan diversos, que los agentes especiales pensaron pedirie
ayuda al ejército mexicano para intentar exterminarlos. Antes de tan desesperada accién,
decidieron hacer un Gltimo y atrevido esfuerzo por comprender lo que sucedia.
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El primer impulso, de los agentes especiales, fue modelar los fené6menos que producian los
nuevos seres sobrenaturales para intentar encontrar alguna relacion entre ellos. Pero, si
habian tardado tanto tiempo en comprender los modelos de los extraterrestres y los
chupacabras écudnto mas tardarian en estudiar todos los demas modelos?. Peor aun, si el
aparentemente simple modelo de los chupacabras habfa generado comportamientos tan in-
teresantes y tan diversos ¢cudntos nuevos conceptos y herramientas necesitarian para los
nuevos modelos?. La tnica opcién, por atrevida que pareciera, era estudiar, al mismo tiem-
po, todos los modelos juntos.

Siempre es bueno comenzar por lo que ya conocemos. O sea, si existe una relacién entre los
extraterrestres y los chupacabras, debe existir alguna relacién entre lo que hemos estudiado
de ambos. Sirecordamos, en el modelo del crecimiento poblacional de los chupacabras, usa-
mos el mapeo:

FOO =pux(Q-x) = ~-u x>+ ux

En los modelos para el comportamiento de la creencia en los extraterrestres, los mapeos
eran:
() =X+ kx(1-X) = -k x>+ (1+x) x , g(xX) = 0.5 X*+ 0.5 X+ A.

Si los observamos con cuidado, notamos que son bastante parecidos. Los tres tienen una x?,
es decir, presentan un término cuadratico y, también tienen una x sin elevar a ninguna
potencia, es decir, presentan un término lineal. Muy importante, ninguno posee un expo-
nente mayor que 2. Esto es, los tres mapeos presentan la siguiente forma general:

P(X) =Ax*+ Bx+ C

Por ejemplo, en el mapeo g, tenemos que A=0.5, B=0.5, C=A. En el mapeo F, A= -nu, B=y,
C=0. Las funciones con esta forma general reciben el nombre de polinomios cuadraticos,
entonces, nuestros tres mapeos son polinomios cuadraticos. Aqui es importante notar que,
para tener realmente un término cuadritico, A no debe valer cero.

Pues bien, los agentes especiales hicieron las simplificaciones e idealizaciones pertinentes
para modelar los fenédmenos que les interesaban de los nuevos seres sobrenaturales. Y se
dieron cuenta de que podian plantear los nuevos modelos usando mapeos sin exponentes
mayores que 2, 0 sea, sus nuevos mapeos también eran polinomios cuadraticos. Asf, para
estudiar a todos al mismo tiempo, debfan estudiar los polinomios cuadraticos en general.

Luego entonces, debemos encontrar alguna manera de mostrar los posibles comportamien-
tos que presenten todos los polinomios cuadraticos. Lo cual seria muy sencillo si tuviéramos
alguna clasificacién de estos polinomios. Es decir, si tuviéramos a estos polinomios agrupa-
dos en clases distintas seglin su comportamiento bastaria con acomodar a los nuevos ma-
peos con los de su clase para saber qué comportamiento presentaran. Ahora, cuando deci-
mos que dos cosas son similares, estamos, de hecho, agrupandolas o clasificandolas segtin la
caracterisitica que poseen en comiin; y es por esta razén que el concepto nacido de las ense-
flanzas del coyote es una verdadera revelacién. El concepto de conjugacion nos dice cudles
mapeos presentan comportamientos similares, es decir, usando la conjugaciéon podemos cla-
sificar segin su dindmica a todos los polinomios cuadraticos. En espafiol dirifamos que, la
conjugacién nos ayudara a guardar, de un solo tirén, tomates con tomates y manzanas con
manzanas.
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Tomemos primero nuestra dosis de confianza y, después, a cualquier polinomio cuadratico,
p(O= ax* + bx + c. Intentemos clasificarlo, es decir, conjugarlo a otro mas sencillo. Para
lograr esto usaremos una transformacién afin a una lineal, r(x)=ax+f. Aunque de momen-
to no lo parezcan, las transformaciones afines son muy simples. Las letras griegas alfa, o, y
beta, 8, representan cualquier valor, tal y como lo hacen a,b,¢, en el polinomio cuadratico; y
lo Unico que hacen, las transformaciones afines, es mover a la recta de nimeros reales y
expandirla o comprimirla, pero no la tuercen, ni la doblan, ni nada por el estilo, es decir, sus
gréaficas también son rectas. Podemos decir que las afines hacen, con la recta real, lo mismo
que hacemos nosotros con las antenas del televisor cuando no podemos ver bien la pelota en
un partido de! mundial: Las movemos de lugar, las achicamos, las estiramos, las ponemos de
cabeza, pero nunca las doblamos ni las rompemos. Pues bien, encontremos la conjugacién
del polinomio cuadratico:

R ______?___.__> R Buscamos alguna funcién misteriosa, ?, que también vaya de
los reales a los reales y que sea conjugada a cualquier
polinomio cuadratico. Y obviamente, queremos que esta fun-

r r cidn conjugada sea mas simple que el polinomio. Para encon-
trarla, debemos revisar qué le hace esta funcién a los nime-

\r W ros reales, es decir, debemos llegar, por un camino distinto, al
p mismo lugar en el que estariamos si hubiéramos usado esta

R > R funcidn. Y una parte del camino distinto debe recorrerse en

reversa, bueno, en inversa.

Como la afin es un homeomorfismo, sabemos que tiene in-
versa, r-', y podemos usarla. Asi, si partimos de los reales
r Fo usando r, después p, y luego r, llegamos al mismo lugaren el
que estariamos al usar {a funcién misteriosa, ?. Entonces, si
usamos r* después de usar p después de usar r, obtendremos
a esta funcién misteriosa; y como ya sabemos, esto se escri-

vV
R ——-—E————-> R be asi:

R ———— R Este diagrama nos muestra el camino que debemos seguir.
AN

r'opor =7?

Tenemos r(x)=ax+f . Ahora apliquemos pdespués de la afin, es decir, usemos lo que resulte
de la afin como puntos para p, dicho en espariol, «metamos» la afin dentro de p:

pe r(x) =a(ax+p)*+ b (ax+pB)+c
Ahora, la inversa es algo asi como un superhéroe bizarro que hace exactamente lo contrario
que su original. Entonces la inversa se obtiene haciendo lo contrario que la afin, es decir,
despejando al punto original, r" (xX)=(x-pB)/ . Apliquemos la inversa de la afin:

rieper =[(a(oax+B)*+ b(ax+p)+c) -Bl /a.

Para que esta expresién nos diga algo, necesitamos arrastrar el |[apiz para reunir a los térmi-
nos semejantes, es decir, necesitamos hacer un poco de algebra. Recordemos el dlgebra que
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nos ensefiaron en preparatoria y hagadmosie un poco de cirugia plastica a esta expresién:
riepor = [(a(oax+B)*+ b(ax+Bf) +c -B1 [/
= [a(ax)*+20aBax+ a2+ boax+bB+c-$] /a
= [aoix*+2a0Bx+ bax+ (@p> + bB+c)-B] /o
= [aa*x*+ (RacPB+b)x + pPB)-B] /&
= (@) x*+ Qap+b)x + (pB)-BI/
Entonces la funcién misteriosa dada por r7e po r, también esdela forma Ax*+ Bx+ C,

con A= (ax), B=(2ap+b), C=[(PE-B)/ al

Gracias a la cirugia plastica que hemos hecho, ahora sabemos que la funcién misteriosa tam-
bi€én es un polinomio cuadréatico. Asi, lo Gnico que nos falta para conocer su verdadera iden-
tidad, es simplificar el polinomio que obtuvimos. Esto se logra escogiendo, con cuidado,
valores para a vy f3:

a= 1/3 p B =-b/f2a .

si sustituimos estos valores en la funcién misteriosa obtenemos:
x*+ox+{[Ca(-b/za)> + b(-b/2ad) + c)-(-b/2a)]a}
x>+ { -b*/4 -b*/2 + ac + b/2 }

x>+ { (-b* + 2b + qac)/4 }

rlepor

con cirugia plastica:
= x*+{[1-(b* +2b +1-4acd]/4}
= x*+{[1-{(b-D*-43c)]/4}

Por dltimo, sea la letra griega gama, y, igual al Gltimo término, y={[1-((b-1)*-4ac)]/4}.
Entonces:
rleper = Xx*+vy .

Esta es la verdadera identidad de la funcién misteriosa: m(x) = x* + y. Ahora, como «,B, ¥,
dependen de los valores de a, b, ¢, de cada polinomio cuadratico, entonces la afin que logra la
conjugacion depende de cada polinomio. Es decir, la conjugacién afin es lnica para cada
polinomio y esto nos garantiza que podremos darles una Unica clasificacién. Esto es un
resultado importante para nuestra investigacion, asi que, enunciémoslo como tal.

Teorema.
Existe una Unica transformacion afin tal que: repor = x>+y.

Ya sabemos que con las afines podemaos clasificar bien a los polinomios cuadraticos y, ya casi
tenemos su clasificacion porque, de este resultado se desprende otro de manera casi auto-
matica. Los resultados semiautomaticos se llaman corolarios. Enunciemos nuestro corola-
rio para explicarlo después.

Corolario.
Para cada clase de conjugacién existe un (inico sistema dindmico de la siguiente forma
m( = x*+vy.
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Expliquemos el corolario. Ya tenemos a la funcidn conjugada, m(x) = x> + y. Como y puede
tomar cualquier valor, tendremos una familia de funciones, m, donde cada valor de y es un
hermano distinto. Cada hermano distinto representa un comportamiento distinto. Asf he-
mos logrado una clasificacién, con las transformaciones afines, de todos los polinomios cua-
draticos de acuerdo a su comportamiento. Y tenemos tantas clases de comportamientos
como valores de y, es decir, tantas clases de dinamicas como ndmeros reales. En espaiiol
podemos decir que, ya tenemos los estantes donde vamos a clasificar a los polinomios cua-
draticos, y cada valor de y es un estante distinto. Solo nos falta saber qué comportamientos
representan los estantes., es decir, qué comportamiento tienen la familia de mapeos a la que
pertenece la funcién misteriosa. Revisemos entonces los distintos estantes, es decir, las dis-
tintas dindmicas segtin el valor de y.

Y > /4 Y=14 _ Y <1/4

i $ > 1 1 / 1

Por todo lo que ya sabemos, con sélo ver estas grdficas podemos decir que los comporta-
mientos que tendremos con y>1/4., serédn poco interesantes, ya que todos los puntos se irdn
hacia el infinito. En espafiol podriamos decir que, en los estantes y>1/4, estaran acomoda-
dos todos los polinomios aburridos. Esto nos deja dos casos interesantes, que obviamente
son los que presentan puntos fijos. Veamos primero cudndo tendremos puntos fijos; segin
su definicién, m(x)=x, observamos que:

X*2+y =x = X*-X +y =0 = Xeay = _______—11\/21—-47
. —am~f (bom2—
sustituyendo el valor de y : Xepy = 22 (b-n*—4ac
2

Tendremos puntos fijos cuando lo que esta adentro de la raiz no sea negativo. Y esto no sera
negativo cuando tengamos (b-1)*z4ac. Esto explica por qué hemos escogido una cara, o
presentacion, tan extrafia para el valor de y, porque facilita la sustitucién al buscar puntos
fijos. Ahora, como la funcién misteriosa es conjugada a los polinomios cuadraticos, ya sabe-
mos que estos tendran puntos fijos cuando (b-1)*= 4ac. Entonces, cuando tengamos cual-
quier polinomio que cumpla esta condicién, sabremos que presentara comportamiento inte-
resante. Vamos bien, ya tenemos estantes para clasificar a los polinomios cuadréaticos, ya
sabemos cudles estantes seran interesantes y cudles no lo seran, y ahora, ya podemos deter-
minar rdpidamente si un polinomio merece ser acomodado en alglin estante interesante.

Sélo nos falta revisar qué sucede si un polinomio cuadratico es interesante, es decir, qué
implica que tenga puntos fijos. O lo que es lo mismo, queremos clasificar, de manera mas
obvia, a los polinomios cuadraticos interesantes y, como ya sabemos, esto se logra encon-
trando una funcién a la cual sean conjugados. Busquemos una nueva funcién conjugada.
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Primero, supongamos que p(x) tiene al menos un punto fijo, llamémoslo g, entonces p(B_D=p,-
Hemos llamado asi al punto fijo porque queremos usarlo en la transformacién afin, es decir,
le hemos dado una nueva cara al valor de B pero, en esencia, f§ sigue siendo el mismo porque
puede tomar cualquier valor. En espariol podriamos decir que, a y 8 son como el camaleén,
asi que no importa de qué color los veamos porque esencialmente siguen siendo los mismos
y, como pueden tomar cualquier color, usamos el color que mas nos ayude., Lo que si es
importante es que sus valores sigan dependiendo de cada polinomio. Cambiemos ahora el
color de au:

a=-aB + b)/a

Ahora debemos sustituir «, g,, en el camino que seguimos para descubrir la verdadera iden-
tidad de la funcién misteriosa:

r'e per

- aB, + b) x> + (2aB,+b) x + (pB - B,/ (-(23B, + b)/a)

-(2aB, + b) x* + (2aB +b) x + o

Para descubrir la identidad de esta nueva funcién conjugada, sélo nos falta saber cémo son
los puntos fijos para los polinomios cuadraticos. Vamos a encontrarlos:

ax*+bx+c=x = ax*+(b1Dx+c=o0 = Xey= 1= bV (b-0?-4ac
2a

Entonces sustituyamos, en la nueva funcidn conjugada, el valor del punto fijo §_:

rieper = ~Q(=y(b—1)2—gac ) X* + Q= (b-1)>—gac) X

Como queremos una clasificacion (nica para cada polinomio, debemos tener una afin tnica,
es decir, debemos escoger una de las dos raices. Sin perder la generalidad podemos quedar-
nos con la rafz positiva, entonces:

riepeor = -+ (b-1)> —gac ) X* + Q+/ (b-1)> —gac) X

Hemos encontrado que la nueva funcién conjugada también tiene laforma Ax>*+ Bx+ C,
conA=-+y (b—-1)>=-4ac ) B=-A, C=o.

Es decir, esta funcién también es un polinomio cuadratico, sélo que no tiene término inde-
pendiente C. Ahora, para que esta funciéon conjugada exista para los nimeros reales, nece-
sitamos que lo que estd dentro de la raiz no sea negativo y, como ya sabemos, cuando esto
no es negativo tenemos puntos fijos. Asi hemos obtenido un resultado doble: Si pes intere-
sante entonces es conjugado, por una afin, a un polinomio sin término independiente; y
viceversa, si p es conjugado a un polinomio con término independiente entonces es intere-
sante, es decir, p tiene al menos un punto fijo. Este resultado doble es importante para
nuestra investigacién porque nos da nuevos estantes para los polinomios cuadréticos intere-
santes, y los polinomios se acomodan en los nuevos estantes segulin su caracteristica mas
obvia, sus puntos fijos. Es decir, ahora clasificamos a los polinomios interesantes segin su
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caracteristica mas facil de revisar, sus puntos fijos. Enunciemos este resultado doble como
debe hacerse:

Teorema.
El polinomio p es afinmente conjugado a un polinomio cuadratico sin término inde-
pendiente si, y sélo si, p tiene al menos un punto fijo.

De este teorema también se desprende un resultado semiautomatico, el cual terminara con
nuestra investigacion y nos revelara el secreto que buscamos, la relacién entre los alienigenas,
chupacabras, mayas subterraneos y demas seres sobrenaturales. Para observar este porten-
toso resultado semiautomatico, lo (nico que debemos hacer es decir la palabras magicas:

Sea w=CQ++ (b-1)> —4ac ), entonces:
rleper = -pux*+ux = pux(1-x)

Corolario.
Las dindmicas interesantes estan representadas por la familia:

FO0 =nux(1-x) con n=1

Una vez mas, hemos logrado concluir la investigacion de forma satisfactoria. Adn mas, esta
investigacidn ha sido verdaderamente productiva. Hemos demostrado que todos los posi-
bles comportamientos interesantes, de los polinomios cuadréticos, estan representados por
la familia de mapeos F, . Por eso es que esta familia recibe el nombre de familia cuadratica.
Estamos seguros que ningdn polinomio cuadratico presentars, jamas, algiin comportamien-
to que no hayamos visto en nuestras investigaciones. Podemos afirmar, sin exagerar, que
hemos observado todas las dindmicas que puedan presentar todos los polinomios cuadrati-
cos y, cuando matematicamente decimos todos, nos referimos a absolutamente todos, es
decir, al nGmero infinito de polinomios que pueden plantearse. Es ma&s, cuando tengamos
frente a nosotros a cualquier polinomio cuadratico que pueda resultar interesante, ni siquie-
ra necesitaremos revisarlo porque, sea cual fuere el comportamiento que presente, podre-
mos revisar ese mismo compotrtamiento en el mapeo F al que sea conjugado, es decir, solo
tendremos que determinar el valor de p que hace conjugado a F, conese polinomio cualquie-
ra y podremos revisar su dindmica en un ambiente que ya nos es familiar. Debemos estar
satisfechos, ya que, gracias a este ultimo corolario, nuestra investigacion vale lo que una
infinidad de investigaciones.

Y gracias a este ultimo corolario, los agentes especiales entendieron la relacién que existe
entre los fenémenos que producen los seres sobrenaturales de la Zona del Silencio. Los
extraterrestres, chupacabras, mayas subterraneos y demas seres extrafios, se conocen entre
si e intercambian la extrana yerba con forma de cigarro. Ahora es evidente que esta yerba
puede no ser de origen extraterrestre, ya que todos los seres sobrenaturales la usan para sus
inimaginables propdsitos. Los agentes especiales informaron de esto a su cuartel general,
ahi se decidié que el ejército mexicano debia cercar la Zona del Silencio y vigilar la actividad
paranormal del lugar. Si el ejército mexicano logra impedir que los seres sobrenaturales
saquen del cerco su insélita yerba, el mundo estara a salvo.

75

TR -




ExpPeEDIENTE &

La maldicién de la llorona.

TR,




Durante un entrenamiento nocturno de la seleccién de flatbol, en el estadio México 68,
una extrafia mujer entré a la cancha lamentandose angustiosamente por sus hijos, se detuvo
en el medio campo, lanzé una maldicién y desaparecid frente a los aténitos ojos de los depor-
tistas. A la mafiana siguiente fueron descubiertos restos de yerba calcinada, con forma de
cigarro, en el lugar donde se habfa visto aquella aparicién. Este hecho no habria llamado la
atencidon de los agentes especiales de no ser porque, después de aquella fantasmal noche,
cualquier balén que se pusiera en la cancha parecia moverse por si mismo y viajaba
erraticamente por el césped. Al revisar la seccidon confidencial del Archivo General de la
Nacién, los agentes especiales descubrieron que la Secretaria de Gobernacién habia manda-
do brujas de Catemaco, Veracruz, a «limpiar» el estadio para utilizarlo en el mundial de Méxi-
co 70 y, para el mundial de México 86 fue necesario realizar un exorcismo en la cancha del
mismo. Algo misterioso se ocultaba en la historia del estadio.

Los agentes especiales, al no tener ninguna pista que seguir, decidieron consultar a la psiqui-
ca que asesora a la Procuraduria General de la Repiblica. Ella aconsejé realizar una sesién
espiritista en el estadio para descubrir la historia detras de aquella aparicién y, como Gnico
requisito para la sesion, ella exigia una buena cantidad de jugo fermentado de pifia. Los
agentes especiales consiguieron aquel sugestivo jugo y lo llevaron a media noche al estadio.
Después de ingerirlo y lanzar un conjuro, la psiquica contd lo siguiente:

En el estadio se aparecia, de vez en cuando, el atormentado
espiritu de una mujer. El espiritu habitaba en el plano astral
donde sufria por el recuerdo de sus hijos. En vida, esta mujer
fue panadera y tenia dos hijos cuyo mayor suefio era jugar, con
la seleccidn, el mundial México 70. Cuando fueron selecciona-
dos, la mujer les prepard unos exquisitos panes para festejar
pero, por la emocion, la experta panadera habia amasado mal
los panes y sus hijos tuvieron terribles dolores estomacales que
les impideron cumplir su suefio. Desde entonces, su alma en
pena desgarra con su llanto la tranquilidad del estadio olimpi-
<o universitario.

Segln la psiquica, la llorona habia logrado vincular el plano astral con el estadio y usando sus
dotes de panadera, lo habia transformado de alguna manera. Los agentes especiales debian
comprender la maldicién lanzada por la llorona para volver la cancha del estadio a la norma-
lidad. Pero esto confundid, atin mas, a los agentes especiales porque ninguna de las técnicas
que conocian les permitia modelar una maldicion. No era posible asociar férmulas a la fan-
tasmal transformacién hecha por la llorona. Y lo Ginico posible era hacer algo conocido como
matemadticas a manos libres, o sea, matematicas sin férmulas.

Para empezar, el espacio fase serd ahora la cancha del estadio.
Esto es, el espacio fase serd un pedazo del plano con forma de
estadio. Entonces, el espacio fase tendra alto y largo, asi podre-
mos hablar de direccidn horizontal y vertical. Ahora pensaremos
no en una, sino en dos dimensiones.
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Podemos pensar la forma del estadio como un cuadrado con dos
semicirculos a los lados. Si consideramos que un lado del cuadra-
do es uria unidad de medida, tenemos un cuadrado unitario con (sc C
dos semicirculos de radio igual a 1/2. Llamemos E al estadio, C a!l
cuadrado y Sc,, Sc, a los semicirculos.

&

La llorona, utilizando sus técnicas de panadera, ha «xamasado» el plano astral del estadio de la
siguiente manera: Ha aplastado verticalmente al cuadrado y lo ha estirado horizontalmen-
te, luego lo ha torcido en forma de herradura y lo ha vuelto a poner sobre el estadio mismo.
Y finalmente, ha «achicado» los dos semicirculos para colocarlos en ambos lados del cuadra-
do «amasado», es decir, en los extremos de la herradura.

Es importante notar que, para que este proceso de «amasar» o transformar el estadio tenga
sentido como en los dibujos, el cuadrado se aplasta para que quede mas chico que la mitad de
su tamano original y se alarga para que quede a méas del doble. Esto es, aplastamos vertical-
mente a € por un factor m <1/2 y lo expandemos horizontalmente por un factor 1/m. Y los
semicirculos Sc,, Sc,, simplemente son contraidos y mapeados dentro de 5S¢, en los extremos
de la herradura. Este proceso se conoce matematicamente como la herradura de Smale.

Para amasar sus panes, la llorona debe hacer este proceso repeti- - a
damente. Si nosotros iteramos dos veces, obtenemos la figurade
al lado. Con esto ya podemos imaginar lo que obtendriamos al
hacer mas iteraciones. (e

Ahora, llamemos G al proceso de «amasar» el estadio. G es un mapeo ya que manda al
espacio fase dentro de si mismo. Entonces, aunque no tengamos férmulas, la maldicién de la
llorona puede pensarse como un sistema dindmico. La idea es comprender lo que hace este
mapeo <on el estadio para desentrafiar la maldicion. Podemos ver que G no manda, en una
iteracion, dos o mas puntos distintos del estadio a un solo punto, esto es, dos puntos no
pueden ir a dar al mismo lugar. Entonces G puede pensarse como una funcién uno a uno.
También notamos que la herradura no cubre por completo al estadio, es decir, al aplicar G, el
espacio fase queda «dentro» de si mismo pero no queda «sobrex» si mismo. Cuando esto
sucede decimos que el mapeo no es sobre. Esto implica que si queremos «desamasar» el
estadio, considerar la inversa del mapeo, s6lo lo podremos hacer para aquellos puntos que
sean cubiertos por la herradura. Y teniendo en cuenta estas propiedades, intentaremos com-
prender la dindmica del mapeo G en el estadio.

Para empezar, lo que G realmente hace con el semicirculo Sc, es contraerlo dentro de sf
mismo. Esto quiere decir que todos los puntos de Sc, se van acercando entre si con cada

Ryl
ot

CETATESIS NG SALE 79
T LA BIBELIOTREOL

——— .




iteracién pero, como ¢ no «mueve» o traslada a Sc, si no simplemente lo contrae,
debe existir un punto al que todos se acerquen y evidentemente, este punto no se
mueve. Y yasabemos como expresar esto matemdaticamente: Existe un punto fijo
atractor para F dentro de Sc, y, en el largo plazo, todos los puntos de Sc, llegaran
a él. Es mas, como todo Sc, es mapeado dentro de Sc, en la primera iteracién,
tenemos que, en el largo plazo, todos los puntos de Sc, también llegaran al mismo
punto fijo. Y aln mas, cuando se acomoda la herradura dentro del estadio, se ve que existen
puntos del cuadrado C que son acomodados fuera del mismo y van a dar a los semicirculos y
por esta razdn, estos puntos también tienden al mismo punto fijo atractor. Es decir, todos
los puntos del estadio que no van a dar dentro del cuadrado, son atraidos por este punto fijo
atractor. Asi, para entender la dindmica de G sobre el estadio s6lo nos hace falta compren-
der a los puntos que permanecen, todo el tiempo, dentro del cuadrado.

Los agentes especiales se dieron cuenta de que, como la llorona era un fantasma, su maldi-
cidn podria actuar por toda la eternidad y, el gran problema con la eternidad no es que algo
nunca termine, si no que ese algo, aunque exista, jamas comenzd. Asi que al pensar en los
puUNtos que permanecen «todo el tiempo», ademas de pensar en todo el tiempo que quedaba
por pasar, debian pensar en el ya sucedido; es decir, debian intentar pensar en un gran lapso
de tiempo pasado y futuro, que con mucha libertad poética, podrian llamar eternidad.

Cuando tenfamos un mapeo sin inversa, dnicamente podiamos iterarlo hacia adelante. Aho-
ra que nuestro mapeo tiene inversa, podemos iterarlo una infinidad de veces hacia adelante
y hacia atras. Ya que hemos asociado las iteraciones del mapeo con el paso del tiempo,
podriamos decir en espanol que iterar hacia atras es revisar el pasado. Esto no significa que
la eternidad o los viajes en el tiempo se puedan modelar con matematicas, tinicamente signi-
fica que podemos considerar cuantas iteraciones queramos en ambos sentidos y, con imagi-
nacién, podemos asociar un gran ntimero de iteraciones con un «futuro» a larqgo plazo y con
un «pasado» a largo plazo. Para poder comprender el comportamiento del mapeo durante
«todo el tiempo», haremos iteraciones hacia adelante y hacia atras; de manera que en espa-
flol podriamos decir que para estudiar el avance y retroceso del tiempo, debemos colocarnos
en distintos «presentes». Tal vez a esto se referia el perseguidor del cuento de Julio Cortazar
cuando hablaba de un tiempo fuera del tiempo. Podriamos especular mas acerca de los mis-
terios del tiempo pero, como siempre sucede, lo urgente no deja tiempo para especulaciones.
Asf que, tomemos una dosis de confianza porque imbuirnos en la representacién del tiempo
no resultarad tan confuso como parece, Unicamente debemos hacerlo con cuidado para no
terminar, al igual que el perseguidor, diciendo que: «Esto ya lo toqué marana.»

Llamemos K al conjunto de puntos que permanecen todo el tiempo dentro del cuadrado.
Matematicamente definimos a K como los puntos que pertenecen a C y que todas las itera-
ciones de G los mandan dentro de C. Esto se escribe asi:

K={q €C| G%q) € C para todo niimero entero Kk }
Primero buscamos a los puntos que son «amasados» dentro'del cuadrado, es decir, los puntos
cuyas orbitas hacia adelante caen en C. Para encontrarlos veamos la herradura resultante de

una iteracién, nos fijamos en los puntos que caen dentro del cuadrado y «desamasamos», es
decir, aplicamos la inversa del mapeo.
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Los puntos de la herradura, que caen dentro del cuadrado, forman dos rectangulos horizon-
tales que llamamos H_, H . Estos rectangulos provienen de dos rectangulos verticales del
cuadrado original, que llamaremos V,_, V, . Es decir, si hacemos una iteracién hacia adelante,
es facil ver que los rectdngulos verticales estan formados por puntos que permanecen en C.
Si ahora consideramos a los puntos de la herradura que caen dentro del cuadrado en la se-
gunda iteracién, vemos que también provienen de puntos que pertenecen a los rectangulos
verticales V,_, V,. Es mas, también forman rectdngulos verticales, que estdn dentrode V_, V,,
taly como vemos en las figuras de abajo. Para «ver» esto debemos imaginar que «deshace-
mos» la herradura dos veces, la primera vez quedara una herradura normal, la segunda vez
quedara el cuadrado de aqui abajo.

Con esto hemos entendido el patrén que siguen estos puntos. Para la tercera iteracidon ten-
dremos cuatro rectdngulos verticales, muy delgados, en el lugar de V, y otros cuatro en el
lugar de V.. Y asi, nuestra mente puede ir imaginando los puntos que permancen en el
cuadrado a la cuarta iteracion, a la quinta, etcétera.

Aln mas, también podemos dar los tamafios de los rectangulos que obtenemos. Como he-
mos considerado los lados del cuadrado como unidades de medida, podemos decir que cada
lado mide uno. Entonces, los rectangulos horizontales H,, H, miden 1 de largo. Al conside-
rar la inversa del proceso, la longitud de estos rectangulos es acortada por el factor m, asi los
rectangulos V,_, V, miden mde largo y 1 de alto.

Ahora, también con la inversa del mapeo quisiéramos hacer predicciones a largo plazo, algo
asi como encontrar el pasado lejano del sistema. Entonces quisiéramos encontrar la imagen
inversa de los rectdngulos verticales V, V,, atn mas, quisiéramos encontrar un patrén que
nos indicara cémo son las imagenes inversas de todas sus iteraciones hacia atrds. Esto podria
parecer ambicioso y dificil de realizar pero, con un poco de cuidado, podemos generalizar lo
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que ya hemos razonado vy, asi, encontrar todas las imagenes inversas de V_, V,. Primero
consideremos, dentro del cuadrado, cualquier rectdngulo vertical V que lo atraviese por
completo y, revisemos de dénde proviene, es decir, su imagen inversa.

—_— W — mw mw

De cualquier rectdngulo V, tenemos que los puntos de los cuales podemos considerar su
imagen inversa son, evidentemente, aquellos que intersectan a la herradura. En las figuras
de arriba a la izquierda vemos los puntos que caen en V a la primera iteracion, en las de
arriba a la derecha vemos los que caen en V a la segunda iteracién. Estos puntos estdn, como
era de esperarse, dentrode V,, V.. Si V mide de largo w, entonces laimagen inversade V es
un par de rectdngulos verticales de largo mw, uno en V, otro en V,. Si en lugar del rectanqu-
lo cualquiera V, tomamos a V, para buscar su segunda imagen inversa, tenemos que ésta
consta de cuatro rectdngulos verticales, y como V, mide m de largo, cada uno de los rectan-
gulos de su imagen inversa medird m> de largo, su tercera imagen inversa consiste de ocho
rectdngulos verticales de largo m3, etcétera. Lo mismo sucede con las imagenes inversas de
V,. Ya tenemos el patrén que buscamos, hemos logrado describir los puntos que permancen
en el cuadrado al aplicar G, es decir, a los puntos cuyas érbitas hacia adelante pertenecena C
Matematicamente definimos asf al conjunto de estos puntos:

K ={q|G“g)E C para k=0,1,2,... }

Y si revisamos las propiedades de este conjunto tal y como lo hicimos con el polvo de Cantor,
es claro que K, es el polvo de Cantor estirado hacia abajo, es decir, es el producto de un
Cantor por un intervalo vertical.

C puntos que per- puntos que per- puntos que per- puntos que per-
manecen en C manecen en C manecen en C manecen en C
después de una después de dos después de tres después de cua-
iteracion. iteraciones. iteraciones. tro iteraciones.

Ahora consideramos a los puntos de las herraduras que caen dentro del cuadrado, es decir,
aquellos puntos del cuadrado que podemos «desamasar». Si vemos algunas de las figuras
anteriores, tenemos que los puntos de las herraduras que intersectan al cuadrado forman
rectdngulos horizontales y siguen un cierto patrén. Con ellos podemos razonar de la misma
manera que lo hicimos con K, y asi, podemos describir a los puntos del cuadrado sobre los
cuales podemos aplicar la inversa de G, es decir, a los puntos cuyas orbitas hacia atras perte-
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necen a C. Matematicamente definimos asi al conjunto de estos puntos:
K={q|G*g)€E C para k=1,2,3,... }

Y aqui también resulta que K es el polvo de Cantor estirado pero ahora hacia un lado, es
decir, es el producto de un Cantor por un intervalo horizontal.

C puntos cuya puntos cuya se- puntos cuya ter- puntos cuya
imagen inversa gqunda imagen cera imagen in- cuarta imagen
pertenece a C inversa pertene- versa pertenece inversa pertene-

cea C ac cea C

Asi tenemos a los puntos que permanecen en el cuadrado todo el tiempo, al «xamasar» y
«desamasar». Estos puntos son los que pertenecen, al mismo tiempo, a los dos conjuntos
que hemos encontrado, K, K, y matematicamente los definimos como la interseccién de
ambos conjuntos:

K=K NK

. -n e . g,‘ 3

n ﬂ m N LR ] - e LA ; ;

B B2 m e =m s sn. g

= B B - Y a2

m om - - s
interseccién de la pri- interseccion de la se- interseccion de la ter- interseccién de la
mera iteracién hacia gunda iteracién hacia cera iteracién hacia cuarta iteracion hacia
adelante y hacia atras. adelante y hacia atras. adelante y hacia atras. adelante y hacia atras.

Como ya sabemos, la computadora s6io puede dibujarnos unas cuantas iteraciones pero nues-
tra mente puede formarse una muy buena imagen de K. Y asi, hemos logrado separar aque-
llos puntos que escapan del cuadrado de aquelios otros que permanecen todo el tiempo den-
tro de él. De las imagenes de arriba es claro que si observamos las intersecciones sin el
cuadrado, no podremos decir a qué escala estdn, ya que son autosimilares. Adn mas, si con-
tinuamos con las iteraciones, a largo plazo obtendremos una infinidad de puntos que no
formaran cuadraditos ni intervalos y, como podemos imaginar, el conjunto de estos puntos
serd un fractal. Aunque todavia no comprendamos del todo la dindmica del sistema, ya
tenemos una idea de lo que esta pasando.

Al comprender lo anterior, los agentes especiales supieron que la llorona, al unir
fantasmalmente el plano astral con el estadio, habia logrado vincular el comportamiento de
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los balones sobre la cancha con los puntos «amasados» del estadio. Asi, los balones tendrian
en el largo plazo dos comportamientos: Salir del cuadrado C y llegar al punto fijo en 5S¢, o
quedarse indefinidamente vagando dentro del cuadrado. Sin embargo, para desentrafar la
lacrimégena maldicidn, los agentes especiales atin debifan comprender algunas otras cosas.

Era claro, para los agentes especiales, que esta investigacién no podria avanzar més usando
dibujos y figuras. Decidieron entonces reunir mas jugo fermentado de pifia para volver a
solicitar la asesoria de la psiquica de la PGR. Pero esta vez la sesién espiritista no funcioné y
lo Gnico que pudo decirles fue que, la maldicién de la llorona habfa creado un «ente» que
gobernaba el comportamiento de los balones en el estadio y, se podia exorcizar a este «ente»
llam&ndolo por su verdadero nombre. Desconcertados, los agentes especiales se sentaron a
meditar sobre lo que habian descubierto usando matematicas a manos libres. Les parecia
I6gico pensar que el «ente» que gobernaba el comportamiento de los puntos del estadio, era
el conjunto de puntos que permanecen siempre al cuadrado. Ya que este conjunto K es
realmente un ente matematico y todo indica que posee propiedades especiales. El (nico
problema era cédmo estudiarlo. La tinica opcidén que parecia viable era lo que habian aprendi-
do del coyote de la Zona del Silencio, transformar su espacio con la dinamica simbélica.

Hemos usado la dinédmica simbdlica con un espacio de sucesiones, al cual apodamos «la
Matrix», y con e! espacio formado por los puntos del circulo. Ahora volveremos a usar la
Matrix porque siempre es mas sencillo trabajar con lo que uno ya conoce. Sélo necesitamos
alguna manera de transformar nuestra nueva informacidn en sucesiones binarias y, para
hacerlo, tendremos que usar una Matrix «centrada».

La vez anterior usamos la Matrix para estudiar Gnicamente &rbitas hacia adelante pero aho-
ra, también tenemos 6rbitas hacia atrds. Primero pensemos en alguna manera de «transfor-
mar» las érbitas hacia adelante, K, en sucesiones binarias. Por lo que hemos visto, sabemos
que los puntos que caen siempre dentro del cuadrado forman rectangulos verticales que
vamos encontrando dentro de V, o V.. Asisabemos que para que un punto
se mantenga dentro del cuadrado, G debe mandarlo sobre V, o V,, para que
a la siguiente iteracién vuelva a caer dentro del cuadrado y asi podremos
asociarle un cero o un uno dependiendo de si es mandado a V_o V,. En
matematicas decimos que el término s. de la sucesidn sera igual a cero o
uno dependiendo si la j-€sima iteracidn del punto pcaeen V, o en V,, y esto
se escribe:

s;= k si, y solamente si, GJ(p) pertenecea V,.

Asi tenemos una sucesién infinita de ceros y unos que representa la 6rbita hacia adelante de
cualquier punto p. Y también podemos hacer lo mismo con su &rbita hacia atras. Sirecorda-
mos, las érbitas hacia atras tienen que ir cayendo en intervalos horizontales que puedan ser
«desamasados» pero, como estamos considerando a los puntos que permanecen siempre
dentro del cuadrado, estos puntos deben intersectar V, o V, y asi, también podemos asociarles
una sucesion de ceros y unos dependiendo de sicaen en V, o V,. Por conveniencia, escribrimos
la secuencia para atras de la izquierda a la derecha:

S, S

-2/

s, donde s; = k si GI(p) pertenece a V, paraj=1, 2, 3,....
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Ahorasimplemente juntamos las representaciones de las érbitas hacia adelante con las de las
6rbitas hacia atras, es decir, juntamos las sucesiones que hemos definido; y las distinguimos
colocando un punto, algo asf como un punto decimal, entre ellas. Asi obtenemos una suce-
sién doblemente infinita de unos y ceros y, nuevamente, la llamamos el itinerario del punto.

Itinerano:
Llamemos p a cualquier punto que pertenezca a K. Elitinerario de x es una sucesién

Sp>)=C(..5,5,5,%5,5,5,..) donde s=o0 si GIDeV,, s=1si TOeV,.

Y nuevamente, los itinerarios forman un espacio de sucesiones binarias pero ahora las suce-
siones son doblemente infinitas. Finalmente, usamos de nuevo l\/l2 para nombrar a este
espacio. En espafol, bien podemos decir que hemos «centrado» a la Matrix y obviamente, el
centro seré el punto que separa la informacién de las 6rbitas hacia adelante de las que van
hacia atras. Podemos imaginar que la Matrix ahora se ve asi:

La definicién matematica de la Matrix, sera ahora:

Espacio de sucesiones:
M, = {(s)=(...5, 5

27

5,°5,5,5..)ls =01}

Nuevamente necesitamos una regla para poder decidir cudles sucesiones estan cerca de otras.
Para facilitarnos las cosas, usaremos la regla «shakespiriana» que ya conocemos. Entonces la
distancia del punto s al punto t, d[(s),(t) ], se calcula ast:
o Isi—til

d(s).(t3] = 2i=—o — 5
El punto que ahora «centrax» la Matrix no influye en el cdlculo de las distancias dentro de ella,
asi que, al igual que la vez anterior d es una métrica y, ahora, dos puntos estan cerca seglin
coincidan sus entradas centrales. S6lo nos falta definir alguna manera de «revolver» la Matrix
centrada de manera que podamos usar la revelacion del coyote: la conjugacién. Aquf tam-
bién seria practico usar algo muy parecido al corrimiento de Bernoulli porque ya conocemos
sus propiedades. Y aunque parezca extrafo, podemos usar un corrimiento muy parecido.
Definimos el corrimiento como:
5,®5,5,---).

B ( 5.0 5,0 5,% 5,5, 5. dY=(...s

st Sar S,

-1/
El corrimiento B simplemente recorre el punto un lugar hacia la derecha. Si recordamos, el
corrimiento de Bernoulli, B, borraba la primera entrada, asi no podiamos recuperar la infor-
macioén borrada, es decir, no teniamos una funcién inversa. Pero este nuevo corrimiento si
tienen inversa, la cual consiste, simplemente, en mover el punto hacia la izquierda.
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Pues bien, ahora que hemos definido todo lo que necesitamos estamos listos para usar la

conjugacién. Y la podemos usar porque este nuevo itinerario también cumple con las si-

guientes propiedades:

- Dos puntos distintos de K no pueden tener el mismo itinerario porque diferiran, al menos,
en alguna entrada de la sucesién que representa sus 6rbitas hacia adelante o hacia atras.

- Las sucesiones o itinerarios de todos los puntos de K «llenan» la Matrix centrada. Es decir,
todas las sucesiones de M, son itinerarios de los puntos de K.

- Si tormamos dos puntos de K que estén cercanos, sus itinerarios seran sucesiones cercanas,
segin la métrica d, en M.,. Es decir, S§ es una funcién continua.

- Siahora consideramos dos sucesiones cercanas en lVIz, tendremos que son los itinerarios de
dos puntos cercanos en K. Es decir, la inversa de § también es continua.

Asi tenemos que S es un homeomorfismo que va de Ka M,, y ya sabemos que gracias a eso
podemos decir que, el corrimiento B, sobre la Matrix centrada, es conjugado al «xamasamien-
to», el mapeo G, sobre el conjunto de puntos que permanecen en el cuadrado del estadio.
Este nuevo corrimiento sobre la Matrix centrada es ahora el modelo para G sobre K.

Ya sabemos que serd necesario estudiar las propiedades de este nuevo corrimiento. Pero
como es tan parecido al corrimiento de Bernoulli, podemos razonar de la misma manera con
ambos y les encontramos exactamente las mismas caracteristicas; ésta es la gran ventaja de
usar herramientas matematicas tan parecidas a las que ya hemos usado y comprendido. Asf
volvermos a tener que los puntos periédicos en la Matrix centrada son sucesiones que se
repiten y podemos contar que existen, en total, 2" puntos periédicos de periodo n para el
nuevo corrimiento B. También tenemos que los puntos periddicos son densos; que existe
una 6rbita densa, es decir, B es topolégicamente transitivo; y si tomamos sucesiones cerca-
nas, también se separaran bajo el corrimiento, es decir, B es sensible a condiciones iniciales.
Y como G sobre K es conjugado a B, sabemos que presenta las mismas propiedades. Tam-
bién sabemos lo que estas propiedades implican: G produce caos en K.

Gracias a lo anterior, los agentes especiales supieron lo que la maldicién de la llorona habia
hecho con la cancha del estadio, su «xamasamiento» generaba un comportamiento cadtico en
los puntos que permanecen siempre dentro del cuadrado. Los demaé&s puntos estaban siendo
«amasados» fuera del cuadrado y terminaran, en el largo plazo, en el punto atractor del
semicirculo de la derecha. Esto es, por un lado existe dentro del semicirculo Sc, un punto fijo
que atrae a los demas puntos y, por otro lado, dentro del cuadrado € hay un conjunto de
puntos que se comportan de manera caética y que, en el largo plazo, mandaran fuera a los
deméas puntos. Debia ser K con su comportamiento caético, el ente que la llorona habia
creado con sus fantasmales poderes y, éste obligaba a los balones que eran puestos en la
cancha a seguir el comportamiento de los puntos «amasados». Unicamente les faltaba com-
prender cémo era que este ente expulsabadel cuadrado a los demas puntos.

Cuando teniamos el espacio fase como un intervalo, es decir, de una dimensién, habldbamos
de conjuntos de puntos que eran atraidos o repelidos. Aunque los puntos de estos conjuntos
se encontraban a [o largo del intervalo y se movian Gnicamente sobre el intervalo, los imagi-
ndbamos como cuencas de atraccién o repulsién. Ahora que nuestro espacio fase es de dos
dimensiones, también tendremos estos conjuntos pero ahora los puntos se moveran sobre el
plano. Para definirlos hacemos lo mismo que hicimos en una dimensién. Primero definimos
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el comportamiento de puntos que se acercan o se alejan. Taly como lo hicimos antes, toma-
mos dos puntos cualesquiera que se acerquen o alejen y le damos el mismo nombre matema-
tico que ya hemos usado:

Puntos asintdticos hacia adelante y hacia atras:

Tomamos dos puntos cualesquiera p,, p,, decimos que son asintéticos hacia adelante
si la distancia entre ellos tiende a cero cuando el nimero de iteraciones tiende a infinito. Y
decimos que son asintdticos hacia atras si la distancia entre ellos tiende a cero cuando el
ndmero de iteraciones inversas tiende a infinito.

En espariol podemos decir que, dos puntos son asintdticos hacia adelante si sus 6rbitas hacia
adelante se acercan en el largo plazo; y dos puntos cuyas érbitas hacia atras se acerquen, en
el pasado lejano, seran asintSticos hacia atras. Por ejemplo, todos los puntos que salen del

-cuadrado son asintoticos hacia adelante al punto atractor. Igual que antes, ahora considera-

mos un punto cualquiera p, y decimos que el conjunto estable de p es el conjunto de puntos
que sean asintoticos hacia adelante a él. También en espaiol podemos decir que, el conjunto
estable de p esta formado por todos los puntos que se acerquen a él en el largo plazo. Por
ejemplo, el conjunto estable del atractor en el semicirculo Sc,, esta formado por todos los
puntos del estadio exceptuando a aquellos que permanecen siempre en el cuadrado. Hace-
mos lo mismo para definir el conjunto inestable de un punto, el cudl estara formado por
todos los puntos que sean asintSticos hacia atrds a él.

Hasta aqui tenemos mas o menos lo mismo que tenfamos en una dimen-

sién, la gran diferencia consiste en «ver» o imaginar estos conjuntos esta- v v
bles e inestables. Veamos lo que sucede con los puntos que permanecen py
siempre dentro del cuadrado. Es bueno comenzar por uno de los puntos
mas faciles de describir de K. Pensemos en el punto que permanece siem-
pre dentro de V. Este punto no sélo permanece siempreen V,,sinoqueno H
se mueve al «xamasar» o «desamasar» el estadio, es decir, este punto es fijo.
Llamémoslo p* y revisémoslo.

Tenemos que p* estd en el extremo derecho de V, y en el extremo superior de H_, asi este
punto es fijo para G y para su inversa y, su itinerarioes S(p*)=(..0,0,0e 0,0,0..).

Si recordamos que la herradura se forma aplastando verticalmente y expandiendo
horizontalmente el cuadrado, resulta que los puntos que se acercan a p* son los que

.
estan arriba y abajo de él. Esto es, al aplastar el cuadrado, los puntos que estan justo P
arriba y abajo se le acercan, y al expander el cuadrado, los puntos que estan a su lado
se le alejan. Entonces consideramos la linea vertical que pasa por el punto p* vy le
llamamos /.. Todos los puntos de esta linea se le iran acercando, esto es, son asintéticos
hacia adelante a p*. Entonces los puntos de / pertenecen al conjunto estable de p*. A
/ Pero estos no son los (nicos puntos que se acercan a p*, ya que
P B — deben existir algunos puntos del cuadrado que al «xamasarlo» cai-
< i \ gan sobre la linea . Para encontrarlos debemos «desamasar» la
) linea, es decir, revisar su imagen inversa. Al «<desamasar» la herra-
K / dura es facil ver que la imagen inversa de /, son dos lineas vertica-
o — L—~" les en el cuadrado. Estas dos lineas, al xamasar», caeran dentro de
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I,y asi, se acercaréan, en el largo plazo a p*. Entonces, los puntos que se acercan a p*son los de
la linea /, y aquelios que pertenecen a las iméagenes inversas de la linea. Esto es, el conjunto
estable de p*estad formado por / y sus imdgenes inversas. Ya sabemos que éstas se escriben
matematicamente como G*(/) con k=1,2,3,... Como sabemos que al «desamasar» |a herra-
dura se dobla el niimero de intervalos, sabemos que tenemos exactamente 2 lineas vertica-
les que forman las imégenes inversas de /. Y asi, hemos descrito el conjunto estable de p*

Para el conjunto inestable de p*sequimos los mismos razonamientos, sélo p*
que ahora la direccién en que se alejan los puntos es horizontal. Llamamos u¢ ¢ ¢ g
/, a la linea horizontal que pasa por p*y sabemos que sus puntos se alejan

de él, es decir, en el pasado lejano estuvieron cerca de €l. Asi tenemos que /, pertenece al
conjunto inestable de p*. Otros puntos que, en el pasado lejano, también estuvieron cerca de
p* tienen que haber estado alguna vez en /, aunque ahora no lo estén. Para encontrarlos
revisamos a dénde puede llegar esta linea, es decir, lasimagenes de /,. Y las imdgenes de esta
linea deben ir siguiendo la forma de la herradura, la cual va cortando horizontalmente al
cuadrado, asi también tendremos 2k lineas horizontales dentro del cuadrado que pertenecen
a las imagenes de /. Y asi, hemos descrito el conjunto inestable de p*.

Hay que precisar algo, la linea I, sin sus imagenes inversas, recibe el nombre de conjunto
estable local de p*; lalinea /[, sin sus im&genes, recibe el nombre de conjunto inestable local
de p™.

I
] = Ahora, si tuviéramos una lupa para ver lo que sucede cerca de
p*, veriamos algo parecido a la figura de la izquierda. De he-
é‘)j &) <ho, esto mismo sucede en las vecindades de cada uno de los
< > puntos de este ente matematico, K, que se comporta de mane-
1, ra cadtica y cuyos puntos atraen verticalmente a los demas pero
< > los repelen horizontalmente. Podriamos decir en espafol que
Q (% estos puntos sufren un terrible caso de doble personalidad, en
una direccidon son el Dr. Jekyll y en otra Mr. Hyde. Y ahora si,

ya podemos imaginar lo que sucede en el estadio.

Aunque puede ser que no resulte muy facil imaginar lo que sucede en el estadio, ya que
tenemos una infinidad de puntos cuyo comportamiento local es igual al que vemos en la
figura de arriba. Debemos imaginar a esta infinidad de puntos empujandose por los lados y
atrayéndose por arriba y abajo; este esquizofrénico comportamiento es lo que hace que el
cuadrado se expanda horizontalmente y se contraiga verticalemente. La figura de abajo
intenta representar lo que tenemos en la mente.

— 4"{’?"
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Asi los agentes especiales, al hacer matematicas a manos libres, comprendieron lo que estaba
pasando en el estadio México 68. Finalmente habian descrito al ente que habia creado la
maldicidon de la llorona. Ahora sabian ¢c6mo se comportaba y c¢cémo afectaba al resto del
estadio. Solamente les faltaba descubrir su verdadero nombre, lo cual no seria dificil si usa-
ban, una vez mas, la dindmica simbdlica.

La idea es descubrir las caracteristicas de K mediante su modelo, la Matrix centrada. Al
conocer sus caracteristicas podemos revisar si coinciden con alguna definicién matematica y
asi, obtendremos su nombre matematico. Pero una vez mas queremos usar herramientas
que ya conocemos para facilitar nuestra investigaciéon. Primero notamos que la Matrix cen-
trada es bastante parecida a la Matrix sin centrar, asf que serd muy facil transformar esta
dltima para obtener la primera, de la cual ya conocemos sus caracteristicas. En un mal
espafiol, podriamos decir que queremos hacer el «centramiento» de la Matrix. Llamamos
.M, a la Matrix sin centrar, es decir, al espacio de sucesiones formado por sucesiones infini-
tas. A la Matrix centrada, es decir, al espacio de sucesiones formado por sucesiones doble-
mente infinitas, le dejamos el mismo nombre M. Y pensamos en alguna manera de
reacomodar las sucesiones de M, para que se vean como las de de M, o sea, haremos algo
asi como una cirugia plastica muy sencilla. Definimos a esta transformacién «centradora»
como una funcién T que vaya de M, _a M..

T: M, - M, . que debe hacer lo siguiente:
T(s, s, s, Sy S )=C.5,5,5 °5,5,5..).

Esto es, la funcién T toma una sucesién de M, y la reacomoda alrededor de un punto, del
lado derecho acomoda las entradas pares y del lado izquierdo las impares; asi transforma la
Matrix en la Matrix centrada. Sitomamos dos sucesiones distintas en M, la transformacién
nos da dos sucesiones distintas en M,. Adem4s, usando las sucesiones de M, podemos cons-
truir cualquier sucesién de M. Luego, si tomamos dos sucesiones cercanas en M, sabemos
que coinciden sus primeras entradas y, al transformarlas, coincidiran sus entradas centrales,
asi también serdn sucesiones cercanas en IVIZ; es decir, la transformacién T es continua.
Finalmente, la inversa de T es sencilla, simplemente toma sucesiones de IM1, y acomoda las
entradas de la izquierda intercaladas entre las entradas del lado derecho. Entonces, si toma-
mos dos sucesiones cercanas en M, , al aplicar la inversa de T, obtendremos sucesiones
cercanas en M, es decir, la inversa de T también es continua. Y todo esto implica, como ya
sabemos, que la transformacién T es un homeomorfismo. Por lo tanto, 1I\/Iz es homeomorfa
a M.,. Podemos decir en espafiol que, aunque la veamos distinta, la Matrix tiene forma seme-
jante a la Matrix centrada y ambas comparten las mismas caracteristicas, o sea, son
escencialemente lo mismo.

Finalmente, recordamos que el polvo de Cantor era homeomorfo a la Matrix. Y como la
Matrix es homeomorfa a la Matrix centrada, y la Matrix centrada es homeomorfa a este
nuevo ente matematico K, tenemos que el polvo de Cantor es homeomorfo a K. Es decir, el
polvo de Cantor es escencialmente o mismo que el nuevo K. Esto podria parecer il&gico, ya
que primero obtuvimos el polvo de Cantor quitando «pedazos» de un intervalo, asi teniamos
un espacio fase de una dimensién del cual obtuvimos este fractal pero, ahora, hemos obteni-
do al conjunto K removiendo «pedazos» de un cuadrado, asi tenemos un espacio fase de dos
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dimensiones del cual obtuvimos este nuevo fractal. Podria parecer mas légico que K tuvie-
ra, al menos, el doble de puntos que e} polvo de Cantor, ya que «vive» en un espacio de dos
dimensiones pero no; como ambos fractales son homeomorfos, sabemos que tienen la mis-
ma cantidad de puntos y que comparten las mismas caracteristicas. Asi podemos afirmar, sin
ningin temor, que K también es un conjunto de Cantor.

Al comprender lo anterior, los agentes especiales supieron que el verdadero nombre de este
ente matematico era también polvo de Cantor. En espafiol se podria decir que era el mismo
polvo con el que habian trabajado antes y, ahora, simplemente habia sido esparcido en un
espacio de dos dimensiones. Esto preocupd a los agentes especiales, ya que la llorona no
tenia ninguna relacién con los alienigenas ni con los chupacabras pero, al igual que ellos,
usaba al mismo ente, el polvo de Cantor, para proteger sus secretos. Atn peor, las aparicio-
nes de la l[lorona también dejaban restos de yerba calcinada con forma de cigarro pero, el
ejército mexicano les aseguré que ningdn ente sobrenatural habfa sacado su extrafa yerba
del cerco de la Zona del Silencio. Los agentes especiales se preguntaron qué podria significar
todo esto pero, sin mas informacién, resultaba imposible resolver sus dudas. Sin embargo
todo parecia volver a la normalidad. Con lo que habfan descubierto los agentes especiales se
realizé un exorcismo en el estadio para que pudiera volver a ser utilizado. Asi, desaparecie-
ron los efectos de la maldicién de la llorona. Pero los agentes especiales no se confiaron, ya
que sabfan que la llorona podria volver a aparecer con perversos y lacrimégenos conjuros.
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EXPEDIENTE

La mulata de Cérdoba.
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Con el verano llegaron las lluvias a Veracruz. Poco a poco las lluvias aumentaron su inten-
sidad, el viento gané fuerza y verdaderas trombas comenzaron a azotar las costas. Las llu-
vias se convirtieron en terribles tormentas y todo el Estado se declaré zona de desastre. Se
dijo que el ejército mexicano debia actuar para salvar a la poblacidn de las inundaciones, sin
embargo, se difundié el rumor de que durante los inclementes aguaceros se daban
avistamientos de ovnis, ataques de chupacabras y apariciones de espectros. Y cuando los
medios locales dieron la noticia de que los torrentes arrastraban grandes cantidades de yerba
calcinada, con forma de cigarro, los agentes especiales de la PFP supieron que debfan actuar.

En Veracruz, los agentes especiales constataron que durante los chubascos se vefan ovnis,
que en los campos inundados los chupacabras atacaban al ganado, que los truenos compe-
tian contra los gritos de la llorona y que, en medio de los cielos atormentados, una figura
fantasmal parecia dirigir a la enfurecida naturaleza. Y lo mas temible de esta fantasmal
aparicién era su belleza, ya que era, sin lugar a dudas, la mujer mas hermosa que alguien
hubiera visto jamas. Para conocer la identidad de esta arrebatadora visién los agentes espe-
ciales recurrieron a la psiquica de la PGR, quien sdlo les dijo: «Ella es Soledad, la mulata de
Cordobasx.

Segun la leyenda, hace mas de dos siglos lleg6 a C6rdoba, Veracruz, una
preciosa joven de quien se enamoraron todos lo hombres. Pero ella a
ninguno correspondia, a todos desdefiaba y a fuerza de verla sola, la lla-
maron Soledad. Se decia que jamas envejecia, que era una hechicera j
cuyo poder trastornaba las leyes de la naturaleza y que, por las noches,
le entregaba su amor a un espiritu maligno. La joven fue acusada de
brujeria y llevada a las carceles del «Santo Oficio» en donde esperaba ser
quemada en la hoguera. Sin embargo, la noche anterior a su ejecucién
ella dibujd, con un carbén sobre la pared, un extrafio mar sobre del cual

podia verse algo parecido a un navio. En la madrugada, frente a los |
aténitos ojos de los guardias, la joven salté dentro de su dibujo, se meti6
en su singular navio y desaparecié por uno de los oscuros rincones del
calabozo.

Los agentes especiales en-
contraron, en la seccion
confidencial del Archivo
General de la Nacién, anti-
guos registros de la inqui-
sicion en donde se describia
aquel dibujo. En ellos se
detallaba el extrafio mar
pero s6lo se hacian vagas
referencias al navio que
habia usado la mulata para
escapar.
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Junto a la copia del dibujo, el Gran Inquisidor anoté que la mulata habia firmado su cuadro
usando extravagantes simbolos paganos, confirmando asi su relacién con el mismisimo se-
fior de las tinieblas. Bajo el dibujo, la mulata habia anotado lo siguiente:

Goy) > (0.13 - 0.999 y - x%,x) , #ix|>3

De inmediato, los agentes especiales se dieron cuenta de que no eran simbolos de religiones
paganas, eran simplemente una forma de notacién matematica. Luego de razonar un poco,
llegaron a la conclusidén de que eran las instrucciones para realizar el dibujo de la mulata.

Cualquier dibujo al ser realizado sobre una pared, aunque semeje tener profundidad, sélo
posee dos dimensiones; es decir, el dibujo es plano o «vive» en el plano. Hace casi dos siglos,
el fil6sofo René Descartes propuso un método para «nombrar» o localizar puntos sobre el
planoy, poreso, al plano con puntos localizables lo llamamos plano cartesiano. El método es
simple, al plano se le asocian dos direcciones fundamentales, las cua-
les reciben el nombre de ejes, se nombra cada punto del plano se-

R R 2
gun su distancia a los ejes. Asi, el punto p recibe el nombre, enel y R
plano cartesiano, de (x,y,). Por ejemplo, el origen, el lugar donde se
cruzan los ejes recibe el nombre de (0,0), otro ejemplo, si quisiéra- Ys e D= (xp,yp)
mos localizar el punto llamado (1,1) simplemente avanzarfamos del .
origen una unidad en la direccién X y luego una unidad en la direc- I X X
cién Y. Pues bien, si ahora decimos que en los ejes se encuentran P

todos los nimeros reales, podemos llamar [R? al plano cartesiano.

Los primeros simbolos usados por la mulata, los que estdn entre paréntesis, nos dan una
regla de cambio para los puntos del plano. La regla es la siguiente, tomar cualquier punto
(x,¥) v llevarlo al punto (x,,y,), donde las nuevas coordenadas x, y, son:

X,= 0.13-0.999 y- x?
Vo= X

Lo que tenemos es una funcidén que lleva los puntos del plano a otros puntos en el mismo
plano y, como ya sabemos, esto nos indica que la funcién es un mapeo. Una vez mas pode-
mos pensar todo esto como un sistema dindmico cuyo espacio fase sers el plano. Una vez
mdés estudiaremos las orbitas que genere un mapeo, sélo que esta vez, las condiciones inicia-
les tendran la forma (x,,y,), y generaran 6rbitas asi:

(Xo,yo) - (x1,y1) - (X,_Iy;) - (XB,YB)...

El siguiente simbolo usado por la mulata, 4, no es un simbolo matematico, por eso es que
los agentes especiales tardaron mas tiempo en interpretarlo; finalmente decidieron que sélo
podia significar «pintar». Entonces los simbolos siguientes indicarian: «pintar los puntos
cuya primera coordenada, x, sea mayor que tres, en valor absoluto, después de varias itera-
ciones». Esto es, si al iterar el mapeo, un punto toma en su primera coordenada un valor
mayor que tres o menor que menos tres, diremos que ha «escapado»; si esto sucede en pocas
iteraciones, decimos que ha escapado rapidamente; si sucede en muchas iteraciones diremos
que ha escapado lentamente. Y los puntos se colorean segiin su «rapidez» de escape. Los
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colores o tonos que se usan dependen del gusto de cada quién y, de lo que se quiera resaltar
o estudiar. En el dibujo de la mulata, las zonas mas claras tienen puntos que escapan rapida-
mente; conforme se oscurece el tono de gris, los puntos se tardan mas en alcanzar esta con-
dicién; finalmente, los pintados de negro son puntos que nunca escapan. Basicamente, ésta
es la misma técnica que usamos para descubrir a los repulsores que formaban el polvo de
Cantor, separando a los puntos que escapaban de los que permanecian pero ahora, en lugar
de trabajar sobre un intervalo, lo hacemos sobre el plano. Por tltimo, los agentes especiales
supusieron que los ndmeros en los extremos superiores del dibujo debfan representar los
valores extremos del eje X, esto es, los valores iniciales que x podria tomar son los compren-
didos en el intervalo (-1,1). Y asi, con ayuda de una computadora, los agentes fueron capaces
de reproducir el dibujo de la mulata sobre todo el el plano.

Gracias a este tipo de dibujos podemos tener una idea
de qué tan rapido el mapeo hace crecer, o decrecer,
el valor de los puntos, cudles escapan y, cuales se
quedan. Para marcar de manera mas clara, las dife-
rentes velocidades de escape, se acostumbra usar co-
lores distintos al presentar estos dibujos que se co-
nocen como planos dindmicos. Aunque ahora no ten-
gamos un método como la «telarafia», los tonos o
colores nos dan una primera idea de la dinamica del
sistema. Y no podemos construir una telarafa sobre
la grafica de la funcién porque, solamente para ver
la gréfica, necesitariamos algo asi como un tercer ojo.
Cuando el espacio fase era un intervalo de la recta
real, su dimensién matematica era 1; para represen-

i tar el modo en que un mapeo alteraba el espacio fase,
trazadbamos su gréafica en el plano y, deciamos que los ejes representaban al mismo espacio
fase en periodos de tiempo distintos; asi la grafica «vivia» en el plano, en un espacio de dos
dimensiones, tal y como la telarafia que le tejiamos encima. Ahora que el espacio fase es el
plano mismo, para dibujar la grafica del mapeo tendrfamos que acomodar dos planos que
representen el mismo espacio fase en dos periodos de tiempo distintos, dentro de un espacio
de cuatro dimensiones y ahi seria el lugar donde «viviria» la gréfica y su telarafia. Aunque
seamos capaces de imaginar esto, visualmente no podemos representario. Peor adn, si estu-
viéramos frente a la grafica, en un espacio de cuatro dimensiones, no podriamos verla tal
cual es, porque no tenemos un tercer ojo capaz de ver la cuarta dimensién. Si bien si es
posible proyectar esta grafica cuatridimensional a un espacio de tres dimensiones, el resulta-
do final no es tan Gtil como uno creeria para estudiar comportamiento dindmico; y en mate-
maticas, como en todo, la idea es usar lo que mas nos ayude.

Sin embargo, nada parecia ayudar a los agentes especiales en esta investigacién. Ninguno
comprendia como podia haber escapado la mulata de C6rdoba con este mapeo, qué relacién
tenia la mulata con [os dem3&s seres sobrenaturales o, c6mo detener las tormentas que causa-
ba [a mulata. Los agentes especiales decidieron buscar ayuda con la Gnica persona capaz de
develar misterios ocultos bajo argumentos confusos, de unir grupos aparentemente contra-
dictorios y, de sumir a todo el mundo en un profundo suefio para detener las mas terribles
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tormentas legales: la maxima asesora del Congreso de la Unién. Como es de suponerse, esta
persona vivia en el dnico lugar donde no azotaban las tormentas, en el Gnico lugar donde
confluyen los alienigenas y la brujerfa, Catemaco, Veracruz.

En este singular pueblo, los agentes especiales pidieron audiencia con la asesora del Congre-
so, la bruja méas anciana de Catemaco. Ella les explicé que la mulata de C6rdoba podia reali-
zar, no uno, sino una infinidad de insélitos dibujos y, de una manera inexplicable, con oscu-
ras e indescriptibles artes de brujerfa, la mulata podia meterse en sus dibujos y viajar a las
estrellas, conjurar entes que controlan el clima vy, realizar hazafias imposibles. Sin embargo,
los secretos de estos dibujos eran conocidos sélo por la mulata, ya que se los habia ensefiado
un espiritu de fuera de este mundo; asi nadie podria, jamas, detener a la mulata de Cérdoba.
Los agentes especiales no se dejaron impresionar por las palabras de la bruja de Catemaco.
Decidieron arriesgar sus vidas buscando, en medio de las tempestades, los embrujados dibu-
jos de la mulata. Después de encontrar algunos y copiar cuidadosamente las anotaciones
debajo de ellos, pudieron reproducirlos tal y como vemos en los ejemplos de abajo.

-1

e B
T

X,=0.13-0.97y-Xx?> X=0.9-1y-Xx?>
Y= X y,= x

X,=-0.4-105y-Xx? X,=0-104y-x*
yi=x y,;=x

Después de revisar las instrucciones para realizar los dibujos, resulta evidente que todos ellos
son generados por un solo mapeo, cuya forma general es:

x=a-by-x>
v=x

En donde las letras a, b son parédmetros y, dandoles valores distintos a estos pardmetros se
obtienen los distintos dibujos.
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Los agentes especiales se preguntaron entonces, cOmo era que este mapeo le permitia tantas
cosas a la mulata de Cérdoba. Pero, sin saber qué podria representarse o para qué podria
usarse este mapeo, dificilmente podrian contestar su pregunta. Por eso revisaron sus publi-
caciones matematicas en busca del origen de este versatil mapeo.

Pues bien, el origen de este mapeo se debe al astrénomo francés Michel Hénon y ha recibido,
en reconocimiento, su nombre; asi se le conoce como el mapeo de Hénon. A Hénon le inte-
resaba estudiar el movimento de las estrellas alrededor del centro de la galaxia. De manera
muy simplificada podemos decir que, en las galaxias, el centro de gravedad alrededor del cual
giran las estrellas no es un punto, sino un disco grueso tridimensional. También de manera
simplificada, podemos decir que las estrellas forman al girar, una
figura tridimensional que semeja una dona. Podemos imaginar
un modelo de nuestra galaxia como una dona, en el hoyo esta el
centro de gravedad y dentro del cuerpo de la dona estan girando
las estrellas. La gran pregunta es: ¢<c6mo son las trayectorias de
las estrellas dentro del cuerpo de la dona? Responder esta pre-
gunta no es facil porque, entre otras cosas, se deben estudiar en
un espacio fase de tres dimensiones considerando tiempo conti-
nuo. Al estudiar las trayectorias, Hénon se enfrentd con extrafias propiedades que los mate-
maticos apenas comenzaban a descubrir. En 1963, Lorenz habfa propuesto un modelo para
el clima de toda la tierra. Este modelo, aunque tridimensional con tiempo continuo, parecia
relativamente simple pero le reservaba varias sorpresas a Lorenz. Con ciertos paradmetros el
modelo presentaba un atractor muy extrafio, que no era un punto ni un conjunto de puntos
periddicos, que tenia un comportamiento impredecible pero con ciertos patrones y que, pa-
recia «vivir» en una dimensién fraccionaria. Este extrafio atractor se hizo famoso con el
tiempo y ahora se le conoce como el atractor de Lorenz. Pues bien, estas mismas propieda-
des parecian presentarsele a Hénon al estudiar su modelo de las trayectorias estelares vy,
como podemos imaginar, estas propiedades en un espacio de tres dimensiones y con tiempo
continuo son muy dificiles de estudiar. Hénon debia entonces simplificar su modelo pero
cuidando que mantuviera las propiedades que diez afios antes habia descrito Lorenz.

Para lograr lo anterior, Hénon utilizd con sus estrellas una técnica usada para estudiar flujos
de particulas, la cual habia sido propuesta un siglo antes por el matematico Poincaré. En
espafiol podemos decir que la técnica es mas o menos asi: '
Se pone una «membranas», o superficie, cortando ladonay
las estrellas al girar pasan por esta superficie haciéndole ho-
yos. Si consideramos una sola estrella, ésta hard un solo
hoyo, después dara una vuelta y marcara otro hoyo; luego
de muchas vueltas sacamos la superficie y observamos qué
patrén deja marcado la estrella. Asi obtenemos una prime-
ra idea de la trayectoria estelar. Esta técnica se conoce como
la técnica de superficie de Poincaré. Ahora, si en la superficie pudiéramos saber cudl hoyo se
marco primero y cual después, los hoyos podrian pensarse como una Grbita de un sistema
dindmico y, como estan marcados en una superficie plana, el sistema dinamico consideraria
dos dimensiones y ademas, podriamos pensar al tiempo discreto tomando cada vuelta alre-
dedorde la dona como un periodo de tiempo. Asi, el mapeo que pueda generar esta 6rbita en
la superficie serd bidimensional y considerara tiempo discreto, y obviamente, serd mucho
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mas sencillo de estudiar. Los mapeos obtenidos asi se conocen como mapeos de primer retor-
no de Poincaré. Finalmente, uno puede olvidarse de la dona y las estrellas, y observar tnica-
mente la superficie con las &rbitas ;

que vaya generando el mapeo; por-

. . mapeo
que la idea es, como siempre, co- >
menzar a estudiar el fenémeno de
la manera mas sencilla posible.

tiempo

Gracias a las ideas de Poincaré, Hénon public6,en 1976, un articulo en el que presentaba su
mapeo. Ahi explicaba que habia llegado a esta ecuacion buscando un sistema que, siendo tan
simple como fuera posible, exhibiera las mismas propiedades esenciales del modelo de Lorenz
para ciertos valores de los parémetros del mismo. Su motivacion, decia, era proveer un mo-
delo mas manejable para exploraciones numeéricas. Luego entonces, del mapeo de Hénon
puede decirse que, aunque no representa algiin fenémeno real, simplifica otros modelos que
si intentan explicar fenémenos reales. En espafiol podemos decir que tenemos un modelo de
modelos vy, las propiedades que lleguemos a encontrarle también se presentardn en otros
modelos de la realidad.

Los agentes especiales consideraron seriamente todo lo que sabian: con sus oscuras artes de
brujeria, la mulata de Cérdoba habia utilizado casi dos siglos antes que Hénon este mapeo vy,
de él habia comprendido los secretos del clima terrestre, de los movimientos estelares y, de
quién sabe cudntos fené6menos mas. Lo que tenian que hacer para poder detenerla, era des-
cubrir lo que la mulata sabfa acerca del mapeo, o por lo menos, tener una idea de lo que el
mapeo hacia.

Cuando el espacio fase era un intervalo, podiamos «ver» lo que le hacia el mapeo con la
grafica, pero ahora no podemos ver la grafica. Por eso, en lugar de visualizar lo que hace el
mapeo seré mas facil imaginarlo. Para entender algo en matematicas, y en la vida, es mejor
comenzar con ideas simples. Asique, antes de revisar como transforma este mapeo al plano
completo, veamos qué le hace a las lineas. Primero pensemos una linea como una funcidn.
En espanol podriamos decir que vamos a pensar a una linea como el recorrido continuo de un
punto segidn pasa el tiempo, o sea, consideramos un punto cualquiera, lo hacemos viajar
conforme pasa el tiempo y una linea se va «pintando» por donde el punto viaja; y claro, si el
punto no bebe alcohol mientras viaja, pues nos pintara una linea recta. Comencemos con
una linea vertical. Por costumbre se usa |3 letra griega gamma, T, para nombrar a las funcio-
nes que «pintan» lineas y, diremos que la funcién I" hace lo siguiente:

() = (X,,0) + t(o,1) = (X1t

La funcién T toma a la variable ¢, luego se fija en un punto sobre el eje
X, el punto (x,,0), y le suma un vector vertical, el vector (0,1), cuya Y
longitud varia segtin el valor de t. Asi I' nos «pinta» una linea vertical
que pasa por X_, cuya longitud depende de ¢, es decir, la linea (x,t).
Cuando pensamos a las lineas de esta manera, decimos que las
parametrizamos, ya que las hacemos depender del parametro t.
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Entonces tomemos una linea vertical y veamos qué le hace el mapeo, o lo que es lo mismo,
aplicamos el mapeo después de I'(t). Si recordamos, el mapeo de Hénon esta dado por:

y)— (x,.,y,) endonde: (x,,6y)=Ca-by-x*x)
Entonces, si se lo aplicamos a la linea (x,, t) , tenemos: (x,,t) — (a-bt-x2*, x,D

Hay que revisar qué forman estos nuevos puntos que' obtuvimos; co-
menzamos por la parte facil, la segunda coordenada, en ella tienen a Yf
X el cual es simplemente un nimero dado. Es decir, todos los nuevos x
puntos tendran, en el eje v, el valor dado que tenga x,. En su primera °
coordenada no importa mucho el valor de los parametros a, b porque -
tienen un valor fijo y lo tinico que hacen es «ajustar» un poco el valor X

de t, que es el (nico que varia. Esto quiere decir que, hemos obtenido lineas horizontales,
que cortan al eje Y en el valor X, cuya longitud depende del valor de t con unos cuantos
ajustes.

Entonces el mapeo de Hénon transforma a las lineas verticales del plano en lineas horizonta-
les; en espafiol podriamos decir que las «acuesta». Ahora revisemos qué le hace el mapeo a
las lineas horizontales. Digamos que ahora I'(t) nos da una linea horizontal, es decir, ahora
T’ hace:

L) = (o) +t(.0)=C(t,y,D
Si aplicamos el mapeo a esta linea horizontal obtenemos: tty) = (Ca-by,-t>, t)

Revisemos los nuevos puntos que hemos obtenido. En su segunda coordenada tenemos a ¢,
cuyo valor varia libremente, esto quiere decir que ahora el eje Y tomara libremente sus
valores sin depender del eje X. En la primera coordenada tenemos algunos ndmeros, a, b son
parametros con valores fijos, y, €s un ndmero dado, a estos nimeros les restamos t>. Esto
quiere decir que los nuevos puntos se localizaran en el eje X segiin los valores de -t* con
algunos ajustes, lo que nos da una parabola «acostada». Es decir, ahora que el eje X depende
de los valores del eje Y, obtuvimos una parédbola que abre hacia la parte negativa del eje X.
Ahora generalicemos esto, porque la linea formada por I'(t) puede ser cualquier linea hori-
zontal, entonces, el mapeo dobla de igual manera a todas las ifneas horizontales del plano. Si
imaginamos lo anterior, podemos «ver» ¢cédmo se dobla todo el plano sobre si mismo. Las
siguientes figuras intentan representar lo que tenemos en la imaginacion.

A
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Ya que tenemos claro lo que sucede con las lineas, podemos platicar en puro espafiol cémo
transforma el mapeo al plano mismo. Recordemos que los puntos que arroja el mapeo tienen
estaforma (a-by-x2, x). Lo Ginico que hace el parametro 3, es mover un poco las cosas de
lugar, no dobla, no voltea, no rota, tnicamente traslada. El signo negativo del parametro b
voltea las cosas de cabeza y, la b, dependiendo de su valor, comprime o expande verticalmen-
te. El término -x*es el encargado de doblar el plano siguiendo la forma de una parabola que
abre hacia abajo. Finalmente, cuando la segunda coordenada, y, toma el valor de x, la ima-
gen se refleja sobre la diagonal. Las figuras de abajo dan una idea de c6mo va cambiando el
plano, la primera corresponde al plano original, la dltima al plano transformado por el ma-
peo de Hénon.

//—"\> /"‘-‘\>

-al

Al comprender lo anterior fue evidente, para los agentes especiales, que el mapeo usado por
la mulata «amasa» al plano, es decir, actlia de manera muy similar a la maldicién de la lloro-
na. La cuestion era saber si ahora también resultaba posible deshacer los efectos del mapeo,
es decir, si aqui también era posible «desamasar» al plano, o lo que es lo mismo, si el mapeo

podia ser invertido.

Para calcular la inversa del mapeo de Hénon s6lo hay que encontrar una funcién que «regre-
se» los puntos del plano a su posicidon original, esto es, que haga lo siguiente:

(X y)—=> (x,¥)

Para encontrarla hay que reescribir los puntos originales en funcién de los producidos por el
mapeo, esto se logra, simplemente, despejando x, y, de las ecuaciones de x,, y,

x=y,
y=(Ca+x +y>)/b

A primera vista, estas ecuaciones nos dicen que la inversa del mapeo efectivamente existe y
la Gnica restriccion es que b no puede valer cero porque esta dividiendo. Matematicamente
decimos que, cuando b esdistinta de cero, el mapeo tiene inversa. Ya que tenemos una ligera
idea de lo que hace el mapeo y de c6mo se deshace lo que hace, deberiamos estudiar ambos
procesos con cuidado pero, como siempre, la idea es simplificar nuestro estudio. Antes de
dedicarnos a estudiar el mapeo o su inversa, revisemos si existe alguna manera de estudiarios
juntos, al mismo tiempo. Ya que ambos se parecen, tomemos una dosis de confianza e inten-
temos clasificarlos juntos, o lo que es lo mismo, conjugarlos. Para economizar letras es con-
veniente darle un nombre corto al mapeo de Hénon, llamémoslo H , entonces su inversa se
ilamara H" y como ya sabemos, H™ producira 6rbitas hacia atras. Ahora, como H depende
de los valores de sus parémetros, llamaremos H, , al mapeo de Hénon con parametros 3, b.
Su inversa se llamara H,,". Encontrar la conjugacién de H con H™ no es inmediato, hay que
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probar algunas funciones hasta encontrar la adecuada. Claro que existen algunas reglas para
facilitar esta bidsqueda y, con un poco de practica, uno puede encontrar la conjugacion rapi-
damente, tal y como hemos encontrado conjugaciones en las investigaciones anteriores.
Usemos la letra griega psi, ¥, para denotar a la funcién que necesitamos:

PY(x,yd=(y.xd)/b

La funcion ¢ primero invierte los valores de x,y, luego los divide entre b. La inversa de
debe hacer lo contrario:

(X, ¥,) = (by,, bx,)

Para revisar que ¢y efectivamente es una conjugacién, debemos hacer lo mismo que ya he-
mos hecho con las demas conjugaciones, evaluar un punto y ver a dénde nos conduce. En-

“tonces tomamos un punto cualquiera (x,y) y le aplicamos la inversa de {a conjugacioén:

Y(x,y) = (by , bx)

Al punto resultante (by , bx) le aplicamos el mapeo de Hénon:
Hep*(x,y)= (a-b*x-b>y>, by)

Finalmente aplicamos la conjugacién al punto (a-b3x-b>y32, by) :
Yo Hep (x,¥) =(y ., (&/b) - bx-by>)

Hemos obtenido un nuevo punto (x,, ¥,), en donde: X, =y
y, = (a/b) - bx + by*

Esto es, tenemos una nueva funcién misteriosa, ?, que debe hacer:

206y )=Cy.(a/b) - bx + by®

Resulta ser que, esta nueva funcién misteriosa es la inversa del mapeo de Hénon con para-
metros diferentes. Si tomamos A=a/b* , B=1/b, tenemos que H, . hace lo siguiente:

s (X¥) = (/) -Q/bDy-x> , x)

Y como su inversa debe hacer exactamente lo contrario, despejamos y tenemos que H, ¢
hace esto:
H, " x,¥)=Cy,(a/b) - bx + by*)

RZ Ha,b = RZ
Ya estd, hemos demostrado que H,, es conjugado a H,,
Es decxr, el mapeo de Hénon es conjugado a su inversa con
pardmetros distintos. Entonces basta con estudiar al mapeo P P
para saber como se comporta su inversa, sélo hay que tener

cuidado con los valores de los parametros de la inversa. Para

representar todo esto, como vemos al lado, podemos usar el \V/ \V4
mismo tipo de diagrama que hemos usado antes. R2 H, " -~ R2
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El resultado anterior es mas util de lo que parece porque si estudiamos el mapeo con el
parametro b, obtenemos el comportamiento de su inversa con el parametro 1/b; si estudia-
mos el mapeo con el parametro 1/b obtenemos el comportamiento de su inversa con el
parametro b. Entonces nos basta con estudiar el mapeo y su inversa, ambos con parametro
b, para conocer el comportamiento que obtendriamos si el parametro fuera 1/b para el ma-
peo y su inversa. Esto nos ahorra mucho trabajo porque, por ejemplo, el mapeo de Hénon
con b=2 se comporta iqual que su inversa con b=1/2 y, viceversa. Con esto se reduce
drasticamente lo que debemos investigar, si representamos todos los posibles valores de los
parametros en el plano, con el eje horizontal para el parametro a, el vertical para b, s6lo
debemos revisar los valores de b dados por la franja -1 bs1.

Por lo tanto, tinicamente tenemos tres casos dinamicamente distintos BA

para revisar:
i) Cuando b=o. 2
i) Cuando o<|b|<1. -
iii) Cuando |b|=1. p— A

Gracias a lo que ya hemos hecho tenemos una idea de lo que sucede con estos tres casos. El
primer caso presenta un comportamiento muy especial, es el tinico valor de b con el que el
mapeo no tiene inversa; algo muy extrafo debe suceder con él para que no pueda deshacerse
lo que el mapeo hace. El segundo, cuando b toma un valor mayor que menos uno o menor
que uno, pero b no puede valer cero; aqui la b comprime o reduce el area de figuras en el
plano, por eso se le llama caso contractivo. Finalmente el tercer caso, cuando b vale uno o
menos uno; aqui no se afecta el area, se queda exactamente igual, por eso se dice que preser-
va areas. A veces se puede representar energia por medio de dreas y se asocian los cambios
en el 3rea con ganancia o pérdida de energia; por eso algunas personas llaman conservativo
al caso que preserva areas y disipativo al caso que reduce areas.

Al tener Gnicamente tres casos por revisar, los agentes especiales supieron que se encontra-
ban muy cerca de descubrir los secretos de la mulata de Cérdoba. Sin embargo, también les
quedaba claro que no tenian una sola clave de los efectos sobrenaturales que podrian liberar
con ellos. Por eso decidieron regresar con la bruja de Catemaco, para decirle lo que sabfan y
pedirle que los preparara para enfrentarse a cualquier efecto maléfico que pudiera desenca-
denar. La bruja les confes6 que no dominaba los indescriptibles hechizos de la mulata, s6lo
sabfa liberar el poder de los dibujos pero no tenia idea de qué se podria desatar. Pero, sabia
algo mas, las antiguas brujas decifan que la mulata habfa aprendido sus artes oscuras de un
espiritu que no era de este mundo, pero habia aprendido demasiado bien, superé a su maes-
tro, lo traiciond y se encargd de que nadie pudiera volver a conjurarfo. Aunque muchas
brujas de Catemaco habian intentado conjurario, ninguna habia tenido éxito, porque ningu-
na de ellas podia reproducir los dibujos de la mulata de Cérdoba.

Los agentes especiales consideraron seriamente lo dicho por la bruja de Catemaco. Ellos no
querian llamar a ningtn espiritu pero quizas él fuera el Ginico capaz de hechizar correctamen-
te los dibujos de la mulata. Asique se preguntaron con cudl de sus dibujos, la mulata podria
haber atrapado al espiritu para que nadie pudiera liberarlo. La solucién era obvia, con el
tnico caso del mapeo cuyos efectos que no podian deshacerse, con el caso no invertible. Los
agentes especiales le dijeron a la bruja que se preparara para conjurar al espiritu que no era
de este mundo, porque ellos sabian cé6mo repetir el dibujo que lo encarcelaba.
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Entonces sea b=o, veamos lo que obtenemos al aplicar H: p Y

(x,y)— (@a-oy-x*,x) , estoes: x=a-x?
y,=x

x_ ‘//
=7 \L./
/a x
Lo primero que vemos es que se descartan los valores originales de y, \ = <.
P b
N\

colapsandose asi todo el plano en el eje X, luego el eje ¥ toma los
valores de x convirtiéndose en la variable independiente, finalmente
se dobla segtin la relacién a-x2. Es decir, cuando b=o, H colapsa o comprime a todo el plano
en la parabola P:

. —_ - 2
P:x,=a-y,

Si volvemos a pensar en la energia, este caso la anula por completo en un solo periodo de
tiempo. Ademas, H no tiene inversa porque la inversa deberia mandar un punto de la parabola
a muchos puntos en el plano para cubrirlo y, ninguna funcién hace eso. Ahora, como ya
sabemos, al estudiar un sistema dinamico no queremos aplicar una vez el mapeo, queremos
aplicarlo muchas veces para estudiar el comportamiento a largo plazo pero aqui, al primer
periodo de tiempo, el espacio fase ha dejado de ser el plano y se ha comprimido en una linea
dentro del mismo, la parabola P. Para observar comportamiento a largo plazo ahora
deberfamos aplicar H sobre la pardbola varias veces y ver qué sucede con ella, empero, hemos
aplicado mapeos sobre intervalos de lineas rectas, nunca sobre una linea curva. Podriamos
volver a usar el mapeo sobre un nuevo plano que contuviera a la parabola, aunque claro, esto
no produciria el mismo efecto en la pardbola que al aplicar el mapeo Gnicamente sobre ella.
Y si no podemos volver a aplicar el mapeo, hasta aquf podemos avanzar.

Los agentes especiales le explicaron a la bruja que ésta era la prisién perfecta, ya que el
mapeo atrapaba absolutamente todo el plano en una linea, anulando la energia asociada, y
producia efectos a largo plazo desconocidos y no invertibles. El espiritu debia estar confinado
en la parabola. La bruja les pidié un poco de jugo de agave fermentado para su ritual, después
de ingerirlo se concentrd en 1a pardbola y, se comunicd con el espiritu de fuera de este mundo.
Este le agradeci6 que trataran de liberarlo pero que no creia estar atrapado en una parabola,
porque solamente vefa una linea recta que lo mantenia atrapado. Los agentes especiales
consideraron las palabras del espiritu y comprendieron, finalmente, cé6mo funcionaba la prisién
parabdlica que habia creado la mulata.

Imaginemos por un momento, que somos confinados a un espacio de una sola dimensién.
Dicho de otro modo, imaginemos que somos un punto de una linea. Para nosotros no existiria
nada fuera de esta linea, ni siquiera mas espacio a dénde ir; el Gnico espacio hacia donde
podriamos ir, o ver, serfa esta misma linea. Aun si la linea fuera curva, nosotros no podrfamos
ver la curvatura de la linea, porque esta curvatura existe en un espacio de dos dimensionesy,
nosotros (nicamente podemos ver una dimension. Asique para nosotros no existiria diferencia
entre una linea recta y una curva. Tal vez, podriamos ver un poco mas lejos sobre una linea
recta que sobre una curva, tal y como sucede con nuestra vision sobre la Tierra, que si es
limitada por la curvatura de la Tierra aunque no podamos ver directamente esta curvatura.
Regresemos a la pardbola, si un observador fuera de ella nos dijera que nuestro espacio es
curvo, le contestariamos cortésmente que necesita internarse en un hospital psiquiatrico,
porque nosotros no tenemos manera de notar la curvatura de nuestro espacio, y por lo tanto,
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para nostros nuestro espacio es recto, pero como Albert Einstein sabiamente dirfa: «Todo es
relativo al punto de observacion». Entonces si podemos aplicar el mapeo de Hénon Unicamente
sobre la pardbola, porque lo estamos aplicando sobre un espacio de una sola dimensidén en
donde no diferenciamos entre una linea recta y una curva pero, para lograr esto, debemos
«quitarle» la curvatura a la paradbola de alguna manera en que podamos «regresarsela»
después. Esto es, hay que proyectar la pardbola sobre una linea recta y encontrar cual funcién
hace con ella, lo que nuestro mapeo hace sobre la parabola sin proyectar. La linea recta que
mas nos acomoda para proyectar la parabola es el eje Y. Usemos la letra griega phi, ¢, para
nombrar a la proyeccién, la cual sera sencilla: Tomamos un punto del plano y nos olvidamos
de la informacién del eje X, es decir, tomamos un punto cualquiera (x,)) y nos quedamos
tGnicamente con y, asi «aplanamos» a la parabola sobre el gje 1:

e(x,y)=vYy

La inversa de esta proyeccién debe tomar a la recta y regresarla a parabola. Para no
confundirnos con el eje Y original, le daremos un nombre distinto a esta recta, llamémosla
U, entonces la inversa de @ sera:

¢e'(ud)=(a-u>u)

Asi tenemos que @ proyecta a la parabola sobre el eje ¥, ¢ toma la proyeccion recta de la
parébola y la vuelve a convertir en pardbola. Lo tinico que tenemos que hacer ahora, mediante
la proyeccion, es conjugar el mapeo de Hénon con el parametro b=o, H, = (a-x*, x).

H cq@'(u) = (a-(a-u3d*,a-u?*)
Qo H,o*(Ud)=a-u?

Llamemos g, a esta nueva funciéon que hemos encontrado. Hemos demostrado que el mapeo
de Hénon con b=0, restringida su aplicacién Ginicamente sobre la parabola, es conjugado a la
funcién g(W)=a- u* La funcién g es claramente un mapeo cuadratico y en la investigacion
relatada en el expediente 3, nostros ya demostramos que todos los mapeos cuadraticos
interesantes son conjugados al mapeo que usamos para modelar el crecimiento poblacional
de los chupacabras, es decir, a la familia cuadratica. Por lo tanto, con ciertos valores de sus
parametros, el mapeo de Hénon presenta el mismo comportamiento que F,() = px (1-X) .

Gracias a la experiencia de las investigaciones anteriores, los agentes
especiales determinaron rapidamente que, cuando -1/4 < a < 1/4, el mapeo
g presenta un punto fijo atractor. Debia ser este atractor el que retenia al
espiritu de fuera de este mundo. Los agentes especiales le indicaron a la
bruja dénde debia encontrarse este atractor. La bruja reunio su pocién magica
de jugo de agave extra fermentado y lanzé un indescriptible, inexplicable,
inenarrable hechizo para liberar al espiritu de su prision parabdlica. Los
agentes especiales se pusieron en guardia, listos para cualquier sorpresa,
pero cudl serfa su asombro cuando vieron frente a ellos, no exactamente a
un espirituy, si no algo asi como un fantasma o espectro. Y era claro que este
espectro no era de este mundo, ya que parecia ser espacial o sideral.




El espectro sideral les conté a los agentes especiales lo que habia sucedido con la mulata de
Cérdoba. El, como tantos otros, se habia enamorado de ella y la visitaba todas las noches;
ingenuamente creyd que ella también se habia enamorado de él, por eso le habfa-ensefiado
sus poderosas técnicas. Cuando la mulata fue acusada de brujeria, ella dibujé una puerta
interestelar en la pared del calabozo por donde pudo abordar la nave espacial del espectro -
sideral. Ella llevé a su modesto asteroide donde pensaba que vivirian felices por el resto de
la eternidad, pero ella pedia cada vez méas lujos y comodidades que el espectro sideral, con su
reducido sueldo de guardidn del universo, no podia darle. Un dia no muy especial, la mulata
abandond al espectro sideral, diciéndole que no estaba lista para una vida asi. Tiempo des-
pués, al acudir a una llamada de auxilio, el espectro descubrié que la mulata habia perfeccio-
nado sus poderosas técnicas y, con ellas, robaba las riquezas que tanto anhelaba. Aunque la
amara, €l no podia permitirle eso, asi se enfrentaron en una batalla titdnica en donde el
espectro sideral fue derrotado y aprisionado. A su vez, los agentes especiales le explicaron
que la mulata, ayudada por alienigenas, chupacabras y la llorona, habia regresado a la Tierra
para vengarse del pueblo que habia querido quemarla en la hoguera. El espectro sideral les
contestd que si ellos lograban descifrar lo que la mulata sabfa, €l podria ayudarlos a derrotar-
la; y como lo mas urgente era detener las tormentas, les dijo que de una manera mistica e
inescrutable, éstas podian pensarse como grandes cantidades de energia que liberaba la na-
turaleza. Los agentes especiales decidieron que el oscuro consejo del espectro sideral signifi-
caba que debfan investigar los secretos del caso que contrae areas, y que a veces puede aso-
ciarse a la disipacion de energia, tal vez al revelar estos secretos podrian detener las tormen-
tas pero debian tener cuidado al revisar esta caso ya que, segtn el espectro sideral, estos
secretos eran custodiados por otro tipo de espectros.

Pues bien, para este caso asumimos que o<|bj<1. Con este caso debemos comenzar tal y
como lo hicimos en investigaciones anteriores, desde el principio. Busquemos la caracteristi-
<a dindmica mas obvia que pudiera presentar el mapeo, sus puntos fijos. Queremos que:

HxyY) = (a-by-x* x)=(xy)

Para y queremos que y=x, de esta igualdad resulta que para x queremos x=a-bx-x2, de
este polinomio cuadratico obtenemos, tal y como hemos hecho antes con la misma férmula
de siempre, el valor de los puntos fijos que depende del valor de los parametros:

—(1+b ,/ bY2
x = (+b) £V (+b)2+4 2

= 2

Aqui vemos que para que los puntos fijos existan, necesitamos que lo que esta dentro de la
raiz sea positivo, esto quiere decir que necesitamos que 4a > -(1+b)* . Asitenemos:

i) Cuando 4a < -(1+b)* no hay puntos fijos.
ii) Cuando 4a = -(1+b)* hay un Gnico punto fijo.
iii) Cuando 4a > -(1+b)* existen dos puntos fijos.

Sera mas sencillo representar lo anterior con una grafica. Como ahora tenemos dos parame-
tros, podemos representar sus posibles valores en un plano. Digamos ahora que el eje hori-
zontal representa los valores de 3, el eje vertical los de b. Ya que hemos dividido nuestra
investigacién segln los valores de b, pensemos a este parametro como independiente y al
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parametro a como dependiente, es decir, a_=-(1+ b)¥4

pensemos que a toma sus valores en fun-

ciéon de b. Consideremos ahora la relacién

que nosda un Gnico punto fijo, 4a =-(1+b)?,

despejemos a; y para hacer énfasis en que De este lado de la
< parabola no se dan

ya no pensamos en un parametro que toma puntos fijos.

valores arbitrariamente, sino en una funcion : + ' + , + R . '

que toma sus valores segln b, la llamamos ¢ "' 2 2 A

a,. Asi obtenemos una funcién que nos da

los valores de los parametros con los cuales

garantizamos la existencia de un Gnico pun-

to fijo. Esta funcién «vive» en el espacio En la pardbola

donde «viven» los parametros, el cual tam- se da un dnicg

bién es un plano. punto fijo

De este lado se
dan dos puntos
1 fijos.

Ahora nos preguntamos c6mo son estos puntos fijos, cudndo atraen, cudndo repulsan, cuan-
do tienen problemas de doble personalidad, etcétera. Pero para eso necesitamos adaptar las
definiciones que tenfamos en una dimension. Si recordamos, el que un punto fuera atractor
o repulsor, dependia del valor de la derivada del mapeo evaluada en ese punto. Ahora la
definicion sera casi igual, s6lo cambiara la forma de calcular la derivada. Endos dimensiones,
la idea detras del concepto de derivada sigue siendo el mismo; podemos decir que seguimos
buscando la transformacion lineal que mejor se aproxime al mapeo en el punto que estudia-
mos pero, no podemos realizar esta bisqueda de la misma manera que lo haciamos en una
dimension. No es la finalidad de este expediente explicar qué es lo que la derivada significa ni
por qué se calcula asi, por eso sélo plasmaremos aqui, en puro espafiol, una ligera idea de la
derivada de un mapeo sobre el plano.

Para localizar los puntos del plano hemos pensado en dos direcciones fun- 4
damentales, los ejes del plano. Esta misma idea puede pensarse de otra
forma, imaginemos que tenemos Gnicamente dos lineas con direccién y
sentido, las cuales sdlo van del cero al uno; lo que estamos imaginando son
dos vectores unitarios que preferimos sean perpendiculares, a los cuales o 1
los podemos expresar como (1,0), (0,1); con ellos podemos alcanzar o crear cualquier punto
del plano. Por ejemplo, si queremos el punto (7,2) tenemos que multiplicar el primero por 7,
el segqundo por 2, y después los sumamos. De esta manera podemos construir o generar todo
el plano. En matematicas, se dice que la matriz formada por estos dos vectores es la base
candnica del plano. Ahora, podemos escribir verticalmente a estos dos vectores por separa-
do o como matriz:

Vector 1 Vector 2 Base candnica del plano.

(¢) (2) (6 )

O sea, podemos expresar la base candnica del plano como una matriz. Las matrices son como
cajoncitos donde acomodamos ntimeros, dependiendo del tamafio del cajoncito y de c6mo
estén acomodados los niimeros, las matrices representaran diferente informacién. Como po-
demos imaginar, las matrices de dos renglones por dos columnas nos pueden ayudar a repre-
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sentar informacién de algunas tranformaciones del plano, para abreviar, las llamaremos ma-
trices de dos por dos, 2x2. Con las matrices 2x2, tenemos una nueva manera de transformar
el plano; la manera antigua requeria mucho musculo, debiamos tomar y transformar a todos
los puntos del plano, la manera nueva requiere menos esfuerzo, podemos transformar Gni-
camente la base candnica y esto nos indicard cémo se ha transformado cada rincén del pla-
no. La idea es ver cémo quedan los dos vectores canénicos porque de la misma manera ha
sido afectado el plano completo. Las siguientes matrices son ejemplos de transformaciones
del plano, debajo de ellas esta escrita de manera antigua la misma transformacion:

S S0 I o) B 4
o = 1 O 1 o 2 4
D= (T X, = ¥ > (y.xD == (Y XD = (x+2y, 3x+4y)

La primera transformacién comprime el plano a la mitad de su tamafio, la segunda lo refleja
por la diagonal, la tercera lo rota 9o grados y, la dltima lo expande, lo mueve, bueno, en
espafiol podemos decir que la tltima desfigura al plano. Por como estamos usando a estas
matrices, resulta que las transformaciones que representan comparten una caracteristica,
todas son transformaciones lineales; no importa qué tan complicada sea una matriz 2x2,
siempre nos representara una transformacioén lineal. Entonces en matemadaticas, como en
todos los lenguajes, existen diversas maneras de expresar una idea, y la idea de transforma-
cién lineal sobre el plano también se puede expresar como una matriz 2x2. Por lo tanto,
buscar la derivada del mapeo ahora significard buscar una matriz 2x2, la cual debera repre-
sentar a la transformacién lineal que mejor aproxime al mapeo alrededor un punto dado.

En dimension 1, la derivada esta dada por un ndmero, en dimension 2 esta dada por una
matriz 2x2, esto no es un cambio tan brusco como podria parecer, ya que un nimero puede
pensarse como una matriz 1x1. Aunque ya sepamos que buscamos una matriz, es muy proba-
ble que no tengamos una idea en la mente de lo que queremos expresar. Sin embargo, este
concepto resulta muy extrafo si uno no esta familiarizado con la concepcién matematica del
espacio y sus dimensiones; lamentablemente s6lo podemos dedicarle pocas lineas a este tema
porque ahondar en él nos alejaria demasiado de nuestra investigacién. Olvidemos todo lo
que acostumbramos pensar del espacio, pongamos nuestra mente en blanco, respiremos pro-
fundo e imaginemos lo siguiente. A los espacios matematicos de mas 3 dimensiones se le
Hama hiperespacios. Dentro de un hiperespacio, de 4 dimensiones, acomodamos al plano
original de 2 dimensiones y al plano transformado por el mapeo en las otras 2 dimensiones; si
pudiéramos ver la gréfica del mapeo, ésta se veria como una sdbana bidimensional flotando
en las 4 dimensiones. Ahora, el punto en el que queremos calcular la derivada es «levantado»
del plano original por el mapeo a un punto en la sdbana, y en este punto acomodamos un
plano de manera tangente; este plano es la grafica de una matriz, la cual representa a la
transformacion lineal que rnas se aproxima al mapeo alrededor de ese punto. Y al igual que
antes, si esta matriz no se evalida en un punto, esta matriz sera la diferencial del mapeo; sila
matriz se evalda en un punto dado serd la derivada del mapeo en ese punto.

Ya sabemos que la derivada se calculard con una matriz pero todavia no sabemos con cual
matriz. Primero necesitamos ponerie un nombre, llamemos JH a la derivada del mapeo de
Hénon. Usamos [a jota, J, porque se acostumbra llamar matriz jacobiana a la derivada en
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muchas dimensiones y, se usa este nombre para diferenciaria de las derivadas en una dimen-
sion. Pues bien, con la férmula para calcular la matriz jacobiana del mapeo de Hénon, JH,
sucede lo mismo que con otras herramientas matematicas, se ve impresionante a primera
vista pero realmente es una oveja con piel de lobo. Primero veamos la férmula con su piel de
lobo y luego conozcamos a la oveja dentro de ella, la férmula es:

Xy (2]
ax oy
JH=1 6y,  on
ox oy

Veamos esta matriz poco a poco. Arriba a la izquierda tenemos % , qQue significa, la deriva-
da parcial de x, con respecto a x. Esto no es nada complicado, tomamos x,=a -by -x2, al
derivar esta expresion con respecto de x obtenemos -2Xx, si la derivamos con respecto de y
obtenemos -b. Entonces los valores dentro de la matriz jacobiana seran:

%y 9% Oya _ 9
x = 2% ay = b ax 1 oy —©
Por lo tanto:
(—zx —b)
JH=
1 (o]

Ahora necesitamos clasificar la matriz jacobiana que hemos obtenido. Si recordamos, para
estudiar todos los posibles mapeos cuadraticos los clasificamos de acuerdo a su comporta-
miento dinamico. Esto que hicimos no es excepcional, todo lo contrario, en matematicas se
intenta clasificar todos los objetos para facilitar su estudio, se clasifican los ntimeros, los
tridngulos, las ecuaciones, las matrices, etcétera. La idea es que cuando necesitemos usar o
estudiar un objeto matematico, simplemente veamos cdmo se clasifica y asi sabremos, de
manera automatica, las propiedades que presenta. Y como es de esperarse, la clasificacién
que usemos dependera de lo que nos interese saber. Pues bien, la clasificacién de las matrices
que nos sirve para estudiar comportamiento dindmico, se hace segiin su espectro.

En espafiol podemos decir que el espectro de una matriz nos da el comportamiento de la
transformacion lineal que representa y asi podremos clasificarla. En matematicas, como en
todo, es importante que los resultados que obtengamos no sean contradictorios; por e€so no
importa que usemos herramientas diferentes para estudiar un mismo fendmeno, porque los
resultados que arrojen las herramientas deben concordar; por ejemplo, si tenemos dos ma-
peos conjugados, los espectros de las matrices que los representan deben ser iguales, ya que
los mapeos conjugados presentan el mismo comportamiento.

Los espectros matemadticos estdn formados por unas cosas llamadas valores propios o

eigenvalores, usemos la letra griega lamda A, para referirnos a ellos. Para obtener los
eigenvalores de JH, le tenemos que restar a JH una matriz con lamdas en la diagonal, esto es:

(—2x —b) (l o) (—2x—l —-b)
JH-M = 1 o) \o AJ~ 1 -2
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Luego hay que hacer una operacién que se llama determinante, la cual, como otras herra-
mientas matematicas, tiene un nombre imponente pero tnicamente consiste en hacer mut-
tiplicaciones. Primero multiplicamos lo que hay en la diagonal de la matriz, luego multiplica-
mos lo que hay en la diagonal opuesta y, restamos:

l(—zx —-A —b

1 —l) I = (2X-DCEA) -CGBY() = A*422x+b

Hemos obtenido un polinomio, para enfatizar de dénde lo obtuvimos le lfamamos polinomio
caracteristico de la matriz, el cual encierra en sus entrafas los valores de los eigenvalores. El
por qué calculamos asi los eigenvalores tiene que ver con las propiedades de las matrices,
explicar esto detalladamente también nos desviaria de nuestra investigacion; sélo diremos
en espafiol que los determinantes de las matrices y sus polinomios caracteristicos nos dan
clasificaciones «burdas». Por ejemplo, el determinante de la matriz jacobiana nos indica qué
le sucede a las dreas de figuras en el plano bajo el mapeo; con la matriz jacobiana del mapeo
de Hénon obtenemos un determinante igual a b, lo que nos indica que el mapeo contrae o
expande las dreas segtin el valor del parametro b. Ahora necesitamos ir refinando nuestra
clasificacidn hasta obtener la que deseamos, la clasificacion segiin el comportamiento dina-
mico. Si igualamos el polinomio caracteristico a cero, A*+2Ax +b=0, el polinomio recibe el
nombre de jacobiano, y se le pone este otro nombre para aclarar que de él podremos obtener
el valor de los eigenvalores. Y podemos imaginar cdmo sacar del jacobiano estos valores, con
la féormula de siempre:

A, = —2x=+ 2x)2—4b  _ —x +Vx2 —pb

2

Entonces, los eigenvalores de la matriz son: A = -x +vVx2—b , A= =X —\/x’- —b . Hemos
encontrado que el valor de los eigenvalores, en los puntos fijos del mapeo de Hénon, depen-
de tGnicamente de los valores que tengan x, b. Pues bien, la bdsqueda de los eigenvalores es
relevante para nuestra investigacién porque, al conjunto formado por los eigenvalores se le
llama, en matematicas, el espectro de la matriz. Y el espectro de la matriz nos revela el com-
portamiento de los puntos fijos seglin las siguientes definiciones:

Definiciones:
Sea Fun mapeo, sea p un punto periddico, F"(p)=p, decimos que:
« El punto p es atractor si todos los eigenvalores de JF"(p) son menores que uno en valor
absoluto.
» El punto p es repulsor si todos los eigenvalores de JF"(p) son mayores que uno en valor
absoluto.

= El punto p es punto silla si algunos eigenvalores de JF*(p) son mayores y otros menores
que uno en valor absoluto.

Lo primero que notamos es que en dos dimensiones no hemos usado el concepto de
hiperbolicidad. Este concepto sigue siendo importante y los puntos contindan clasificAndose
como hiperbélicos y no hiperbdlicos, luego los hiperbdélicos se clasifican en tres tipos,
atractores, repulsores y puntos silla. De momento, diremos que un caso particular de la defi-
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niciéon de hiperbolicidad consiste en que los eigenvalores de los puntos sean distintos a uno o
menos uno, pero para comprender la defincién general de hiperbolicidad nos hacen falta
otros conceptos. Por ahora nos basta con saber que ya no tenemos dos tipos, sino tres, de
comportamiento de puntos hiperbdlicos; con los cuales ya estamos familiarizados. Los pun-
tos atractores y repulsores ya sabemos cédmo actian, y aunque no habiamos oido el nombre
de puntos silla también conocemos lo que hacen estos puntos.

/
Los puntos silla acttan tal como el Dr. Jekyll, que como sabemos, :
también es Mr. Hyde, ya que se comportan como los puntos genera- eJ K_)
dos por la herradura de Smale, los que formaban el polvo de Cantor <_) k_)
en dos dimensiones y tenian comportamiento caético. Sitienenun /,
eigenvalor menor que uno, en valor absoluto, existe una direccién é\ (‘1
en la que atraen a los dema&s puntos, si tienen otro eigenvalor mayor ﬁ (—

que uno, en valor absoluto, existe una direccién en la que repelen.

Aqui hay que aclarar algo acerca de los eigenvalores, lo cual haremos en puro espaiiol. Los
eigenvalores Unicamente nos dan informacién de la derivada y ésta es la que nos da informa-
ciondel mapeo. Esto es, al calcular la derivada obtenemos informacién de la transformacién
lineal que mas se parece al mapeo alrededor del punto dado vy, los eigenvalores nos dan el
comportamiento de la transformacién lineal, no del mapeo. Entonces, la figura de arriba nos
muestra el comportamiento alrededor de los puntos silla con la transformacién lineal, no
con el mapeo, pero como sabemos, el comportamiento con el mapeo debe ser muy parecido.
Podemos imaginar que el efecto del mapeo es algo asi como un trapo arrugado, en &} est3
pintado el comportamiento de los puntos, con la derivada estiramos el trapo en un pedacito
que rodea al punto que queremaos revisar, el trapo estirado es el efecto de la transformacién
lineal y con ella vemos la figura de arriba; pero el efecto real

del mapeo es el trapo arrugado, en él los conjutos locales esta- W,

ble e inestable del punto silla, [, /, no son lineas rectas sino '
curvas; para diferenciar ambos casos, cuando hablamos de la
transformacién lineal usamos los nombres de conjuntos esta-
bles e inestables, cuando hablemos del mapeo usaremos los
nombres de variedades estables e inestables. Entonces, el com-
portamiento de los puntos silla con el mapeo podria verse como
la figura de al lado, en ella usamos W, para sefialar la variedad
estable y, W, para la variedad inestable; aunque en la figura
s6lo se representan las variedades estable e inestable locales.

Con lo anterior, los agentes especiales comprendieron qué clase de secretos custodiaban los
espectros matematicos, y no sélo eso, también supieron cdmo desenterrar estos secretos.
Ademaés recordaron que fueron precisamente los puntos producidos por la maldicién de la
llorona, los que formaban el polvo de Cantor en dos dimensiones, los que presentaron com-
portamiento cadtico en el estadio. Parecia ser que la mulata de Cérdoba habia convencido a
la llorona de ayudarla en su despiadada venganza pero, también parecia ser que la mulata
habia superado el «xarmasado» fantasmal de la llorona y habfa producido puntos un poco mas
«esquizofrénicos». Si esto era verdad, la mulata podria conjurar entes mas complejos que el
polvo de Cantor en dos dimensiones. Los agentes especiales debfan confirmar sus sospechas,
debian descubrir los secretos que guardaban los espectros mateméaticos para averiguar el
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comportamiento de los puntos producidos por los embrujos de la mulata de Cérdobay, qué
mejores candidatos para confirmar sus sopechas que los puntos fijos.

Si recordamos, cuando el pardmetro a era mayor que a_, con a,= -( 1 + b)*/4, existian dos
puntos fijos. Los cuales tienen los siguientes valores:

—(1+b) — \/ (+b)Z2+4a x = —(1+b) +\} (1+b)2+4 3

- 2 ’ + 2

Para revisar los valores que toman los eigenvalores evaluados en estos puntos, Gnicamente
tenemos que hacer cirugia plastica pero esta vez no la haremos sobre una igualdad, sino
sobre una desigualdad, a>a,. La idea es cambiarle la cara para que se parezca al valor del
punto fijo, luego le volveremos a hacerle cirugia plastica para que se parezca a los eigenvalores,
y asi sabremos si son maycies 0 menores que uno. Esta cirugia plastica es igual de sencilla
que las anteriores que hemos hecho, solo hay que tener cuidado para alterar Gnicamente la
cara de la desigualdad, no a la desigualdad misma. Como podemos imaginar, esta cirugia,
aunque rutinaria, serd larga y por eso, obviaremos algunos pasos, pero cualquiera que re-
cuerde el dlgebra de secundaria puede realizarla. Comencemos por revisar x_:

a»a, = a> -(1+ b)/4 = (1+b)+ga>o0 =

e et — —_ 2
-V G+b)* + 4a <O = by =N G0 re2 o .(r+B)/2

2

Entonces: x < -(1+b)/2

Hemos encontrado que cuando a>a_ el valor del punto fijo x. es menor que -(1+b)/>. Ahora

queremos que la desigualdad se parezca a los eigenvalores. Comenzamos donde nos queda-
mos:

x <-(+bf2 = 1+2x < -b = 1+2X +X*< xX2-b = @+x)*< x*-b

Como (1+x)* es un niimero al cuadrado, tiene que ser positivo, entonces o<(1+x)*<x*-b.

Hacemos énfasis en lo anterior porque queremos dejar de elevar al cuadrado, pero hay que
tener cuidado al hacer esto porque todo numero elevado al cuadrado tiene dos raices. Por
ejemplo, x* es el mismo ndmero que (-x)* entonces hay que saber si al quitar el cuadrado
estamos trabajando con x o con -x, porque si trabajamos con niimeros negativos debemos

voltear la desigualdad. Por ejemplo, de (1+x)*< x*-b no obtenemos 1+x < -~/ x_2_p,
porque estamos trabajando con nimeros negativos y, deberiamos voltear la desigualdad, es

decir, 1+x > -/ x_> _ p. Después de razonar un poco, vemos que los casos que podemos
obtenerde (1+x)*< x*-b son cuatro:

+X>-x 2_p, X< Vx2_p, 1X>-x2_p, "X <x 2_p
Terminemos de hacer la cirugfa pléstiéa con el primer caso para que semeje algin eigenvalor:

x> x 2_p = 1>-Xx-x.2—-p = 1>0M(x)
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Hemos obtenido que la restriccion a>a, nos indica que el eigenvalor A_, del punto fijo x_, es
menor que uno. Vamos descubriendo poco a poco el comportamiento de este punto fijo.
Ahora, si terminamos de hacerles cirugia plastica a los casos restantes, tal y como la hicimos
en el caso anterior, obtenemos que 1 < A_(x). Entonces sabemos que A(x) <1< A _(x), es
decir, un eigenvalor es menor que uno y otro es mayor que uno. Sélo nos falta saber si el que
es menor que uno, lo es en valor absoluto, es decir, -1 < A(x ) < 1. Pero para revisar esto
debemos recordar algo. Estamos revisando el caso contractivo, es decir, o<|b|<1, lo cual nos
indica que -1<b <1. Si sustituimos los posibles valores de b tenemos que -(1+b)/2 es negati-
vo, es decir, -(1+b)/2 < o. Por lotanto x < -(1+b)/2 < 0, es decir, el punto fijo x_es negativo;
ahora vamos a buscar un valor que nos ayude, porque en matematicas, como en todo, la idea
es utilizar lo que mas nos ayude. Tomemos el valor positivo (1+5)/2 ya que, por lo que
hemos hecho, podemos afirmar que x < -(1+b)/2 < 0 < (1+b)/2. Es decir, podemos afirmar
que x < (1+b)/2, lo cual nos ayuda porque al hacerle cirugia plastica obtenemos:

x <@+b/2 > -1-b < -2x_ = x*-b<12x +x> = x*-b< ((+x)*

Como ya sabemos o < x*-b , entonces o < x*-b < (1+x)* nos da los siguientes casos:

A+Xx <-x2_pb, "X >-Vx2_b, 1+x < fx2_pb, "X >x2_p

Si le hacemos cirugfa plastica al primero para que semeje alguin eigenvalor, tenemos que:
M+x<-Vx2-b =  <-x-Vx2_p > 1<ACO

Ya estd, el eigenvalor A, del punto fijo x , es menor que uno en valor absoluto porque,
gracias a la cirugfa plastica algebradica sabemos que -1 < A (x) < 1. Y como el otro eigenvalor
es mayor que uno, evidentemente en valor absoluto, podemos afirmar, sin ningln temor a
equivocarnos, que el punto fijo x es un punto silla. Si escribiéramos con paciencia la cirugia
plastica de todos los casos para evidenciar que no existen contradicciones, tendriamos la
demostracién matematica de nuestra afirmacién anterior pero, ya es claro que no existe
ninguna contradicciéon. Por lo tanto, x es punto silla.

Para revisar el otro punto fijo, x,, hay que hacer exactamente lo mismo, una cirugia plastica
rutinaria y larga. Las manipulaciones algebraicas que hay que hacer son exactamente igua-
les, por eso no las repetiremos. S6lo haremos énfasis en que algo diferente sucede con este
punto. Resulta ser que cuando a < 3(1 + b)*4 , ocurre algo distinto que cuando a es mayor
que ese valor, es decir, tenemos dos casos distintos con este punto. Llamemos este valor
especial del parédmetro como a,=3(1 + b)*/4.. E! primerocaso sedacon a ,<a<a,, el segqundo
con a>a,. En ambos casos se hace la misma cirugia plastica para obtener los eigenvalores y
lo que resulta es:

a_<a<a, = A<AX) <1, 1<A (X)) <1

a=a, = AxD<=1, 1<A(x) <1
Es decir, en el primer caso el punto fijo x, es atractor, conforme crece el valor de 3, y se hace
mayor que a_, el atractor se convierte en punto silla.
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La informacioén que hemos obtenido de los puntos fijos, nos indica que sucede una bifurcacén
nodo silla cuando a pasa por a,. Cuando a es menor que a, no tenemos puntos fijos, cuando
es igual, aparece un fijo y cuando se vuelve mayor aparecen dos fijos, uno punto silla y otro
atractor. Entonces cuando a=a_ tenemos un Gnico fijo no hiperbélico que, al aumentar a, se
divide stibitamente en dos fijos hiperbélicos. Toda la evidencia nos dice que efectivamente
sucede una bifuracién nodo silla en el valor a,_.

Vamos a resumir lo que hemos encontrado.
Primero tomamos el espacio donde «viven» los
parametros y graficamos los valores especia- ag
les que hemos encontrado con nuestras ciru-
gias plasticas algebraicas, a_, a,. Ademas tra- ' —~g
zamos la restriccion que tenemos del
parametro b, b<1, el caso -1<b no es necesario

pintarlo porque las curvas de los valores de a =y = \L/ ] 1 A

marcan cuando sucede. Alaizquierdade a_, no
se producen puntos fijos, a su derechase crean
dos fijos, uno de ellos es punto silla, el otro es
atractor cuando nos encontramos en el tridn-
gulo formado por a_, b=1, a,, pero cuando sa-
limos del tridngulo y pasamos a su derecha, el
atractor se convierte en punto silla.

Ahora vamos a representar el comportamiento del espacio fase en el espacio de parametros.
Para esto necesitamos jugar con la computadora, vamos a pedirle que itere el mapeo de
Hénon sobre algunos puntos criticos del plano original y que siga su érbita. Queremos que
la computadora nos pinte de gris claro los valores de los parametros que hagan que los pun-
- tos escapen, de gris oscuro los valores que hagan que algunos escapen y otros no, de negro
los valores que hagan que ninguno escape, y que deje de blanco los valores con los que no sea
capaz de sequir a los puntos. Veamos, entonces, el cuadro que la computadora nos ha pinta-
do sobre el espacio de parametros
segln nuestras indicaciones. Para 25
apreciar mejor el cuadro borremos
los ejes A, B, pero dejemos las cur- o ..
vas de a_,b=1,a,, Yy asi, la pintura de T
la computadora queda como la ve- 1 :
mos aqufi al lado. Obviamente, la
computadora obedece nuestras ins-
trucciones {o mejor que puede con
sus limitaciones, en algunas zonasen
blanco nunca podra seguir un punto
por sus errores de redondeo o, si le =1
pedimos que siga puntos diferentes
nos dara pinturas un poco distintas
pero, en general, nos da una idea de
lo que sucede con distintos valores
de los parametros.
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Para dar un ejemplo de cémo puede variar la lnformaCIon que nos da la computadora vea-
mos bajo la lupa al tridngulo negro. » : >

Para observarlo mejor vamos a pin-
tar de gris claro las zonas con gris
oscuro, asi nos quedamos solo con
negro, gris claro y blanco. Vamos a
pedirle a la computadora que ponga
especial atencién en la «punta» del
tridngulo negro. En la pintura ante-
rior habia marcado de negro esta
punta pero, ahora, le ha puesto ne-
gro, blanco y todo tipo de grises.
Esto nos indica que el comporta-
miento producido por esos valores de
los parametros es muy dificil de des-
cribir. Por eso s6lo hay que tomar la : :
informacién que obtengamos de la A
computadora, como una guia muy general.

Hemos descubierto varias cosas. Sabemos con qué valores de los parametros existe al menos
un atractor; conocemos la existencia de puntos silla, de los cuales ya sabemos que pueden
causar comportamiento cadtico; por el cuadro de la computadora podemos suponer que,
cuando a es un poco Mayor que a, existen otros atractores; con los demds valores de los
parametros, los que se encuentran lejos del tridngulo negro, podemos suponer que la gran
mayoria de los puntos escapan; y ademas, vemos que se pueden dar comportamientos muy
dificiles de describir. Hemos avanzado bastante pero todavia nos falta una evidencia que ha
resultado crucial en otras investigaciones, la existencia de puntos periédicos que no sean
fijos. Vamos a buscar puntos periddicos de periodo 2. Como ya sabemos, primero necesita-
mos desarrollar la segqunda iteracion del mapeo de Hénon, H2 Hagamos lo mismo que he-
mos hecho con otros mapeos, tomamos nuestro mapeo H(x,y)=(a-by-x? x)y lo aplicamos
dos veces:
H*(x,y) = H(a-by-x*,x) = (a-b(x)-(a-by-x»»*, a-by-x*)

Como podemos ver, tinicamente hemos hecho dos veces lo que el mapeo nos indica. Para
obtener lo que debe quedar en la primera coordenada pusimos a, luego le restamos lo que

- habia en la segunda coordenada anterior mulitiplicado por b, -bx, y le restamos lo que habia

en la primera coordenada elevado al cuadrado, -(a -by -x**; en la sequnda coordenada
simplemente ponemos lo que habia en la primera, a-by-x>. Ahora buscamos los puntos fijos
para esta expresion, que como ya sabemos, son los puntos periddicos de periodo dos para H.
Entonces queremos los puntos que cumplan lo siguiente:

Xx=a-bx-(a-by-x»H*= a-bx-y>
y = a-by-x*

Resulta que en la expresién de x, lo que est3 elevado al cuadrado es exactamente igual a la

expresion de y, entonces podemos escribir x = a-bx -y, de esta forrma hemos obtenido dos
ecuaciones que nos dan la informacién de los puntos periédicos de periodo 2. Afortunada-
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mente, estas ecuaciones se grafican como parabolas y podemos ver facilmente la informa-
cién que contienen. Regresemos a nuestro espacio fase, reescribamos de manera mas senci-

lla las expresiones despejando x,y ; grafiquemos y observemos.

x
y

a-y*/1+b
a-x*/a+b

La expresion de x es una pardbola que abre hacia la izquier-
da, la expresion de y una parabola que abre hacia abajo. El
parédmetro b tnicamente hace que las parabolas se abran o
cierren un poco mas. El parametro a las mueve de lugar, si
a decrece la pardbola de x se mueve hacia la izquierda, la de
y se mueve hacia abajo; si a crece sucede lo contrario. Ahora,
la informacién de los puntos periédicos se observa en las in-
tersecciones de las parabolas. Cuando a toma valores me-
nores que a_, las parabolas no se tocan, y asi sabemos que no
existen puntos periédicos. Cuando a toma valores entre a_ y
a,, las parabolas se intersectan en dos puntos, los cuales son
los puntos fijos. Cuando a es mayor que a, las parébolas se
intersectan en cuatro puntos, dos de los cuales sabemos que
son fijos, los otros dos deben ser entonces dos puntos perié-
dicos de primer periodo 2.

Y'
B 24
\ 4_
4 PR |
+ =+ +

7\

-

H

.

3

D

X
X

f\

Después de que las parabolas se intersectan en
cuatro puntos, no importa cuanto aumente el
valor de a, ya no se intersectaran en mas pun-
tos. Esto quiere decir que Gnicamente existe
una orbita periddica de primer periodo 2. Ade-
mas, si hacemos crecer lentamente al
parametro a, vemos ¢cdmo se van moviendo las
pardbolas y podemos ver literalmente lo si-
guiente: Antes de que a tome al valor g, te-
nemos dos intersecciones; cuando a toma el
valor a_, de la interseccion superior surgen las
otras dos intersecciones faltanes que se iran se-
parando mientras 3 aumenta. Lainterseccién,

de la cual surgen otras dos, corresponde al punto fijo que primero es atractor y luego punto
silla, esto quiere decir que de él surgen dos puntos periddicos de primer periodo 2; si recorda-
mos, esto nos indica que, aunque no lo hayamos demostrado, tenemos evidencia suficiente
para afirmar que ha sucedido una bifurcacién de doblamiento de periodo.

Una bifurcacién nodo silla, un punto fijo atractor que sufre una bifurcacién de doblamiento
de periodo, aparicién de puntos periédicos, comportamiento dificil de describir, etcétera.
Este escenario ya era conocido por los agentes especiales, las investigaciones anteriores los
habfan preparado para reconocer estos indicios. Asi que, uniendo estos indicios decidieron
aventurar algunas afirmaciones. Claro que, siendo rigurosos, se debe demostrar matemati-
camente toda afirmacién. Pero, como siempre sucede, lo urgente no deja tiempo para lo
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riguroso y, en este momento, no hay nada mas urgente que detener las tormentas que
amenzan con convertir al Estado de Veracruz en un pantano.

Por lo anterior, Ginicamente quedara plasmado en este expediente que, si es posible demos-
trar las siguientes afirmaciones y esto se logra mediante una blisqueda matematica, la cual
consiste en arreglar algebraicamente, con paciencia y creatividad, desigualdades que sabe-
mos ciertas para que nos den la informacién que necesitamos, tal y como hemos hecho ante-
riormente. Hecha la aclaracién, sigamos. Por cédmo transforma el mapeo de Hénon al plano,
por los puntos fijos y periddicos que hemos encontrado, y por el cuadro que ha pintado la
computadora, podemos suponer que antes de que a sea mMayor que a_, no se presenta alguna
dinamica interesante, el plano completo escapa. Esto es, antes de la bifurcacién nodo silla
que encontramos, no existe ninglin comportamiento interesante. De hecho, antes de esta
bifurcacién el plano se comporta asi:

i
|

Los puntos marcados con gris caen,

Los puntos marcaflos con Los puntos marc.ados con con una iteracién de H, dentro del
gris escapan, hacia la iz- gris escapan, hacia arriba, &rea marcada en la primera gréafica; y
quierda, bajo iteraciones bajo iteraciones hacia con una iteracién hacia atrss de H,
hacia adelante de H. atras de H. caen dentro del drea marcada en la

segunda gréfica.

Después de la bifurcacién nodo-silla sabemos que existen puntos periédicos pero buscarlos
poco a poco sera tardado y desgastante. Vamos a intentar englobar a todos los puntos perio-
dicos para revisarlos juntos. Primero vamos a trazar un cuadrado en nuestro espacio fase, la
idea es que todo lo que esté fuera del cuadrado escape, asi podremos asegurar que todos los
puntos periédicos estardn dentro del cuadrado. Este cuadrado se traza centrado en el origen
Yy, para que contenga a los puntos periédicos, debe ser suficientemente grande y su tamafio
debe variar de acuerdo a los valores de los parametros.

Para esta investigacion nos basta saber que este cuadrado sufi- Y
cientemente grande existe. Usaremos una C mayGscula para
referirnos a él, y diremos que su tamafio estd dado por una
relacién de los parametros del mapeo de Hénon, para nombrar
este valor usaremos una ¢ mintscula. Entonces el lado dere-
cho del cuadrado C corta al eje X en los valores -¢, ¢ al igual < 91 x
que sucede con el eje Y. Todo lo que se encuentra fuera del
cuadrado se comporta igual que en las graficas anteriores, es —
decir, escapa. Asique los puntos periGdicos que puedan existir
estan dentro de C.

M
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Un cuadrado estd formado, obviamente, por lineas verticales y

horizontales. Y nosotros ya

sabemos lo que le hace el mapeo a estas lineas. Por eso, lo nico que tenemos que hacer, para
encontrar lo que le hace H al cuadrado, es sustituir el valor ¢ en las ecuaciones de las rectas

parametrizadas vy, aplicarles el mapeo de Hénon; esto es:

(c,t) — (a-bt-c*, ¢c), (tc) = (a-bcec-t*, t)

Con esas dos ecuaciones revisamos la linea superior y la li-

nea derecha que forman el cuadrado, para los lados restan- H (<) q

tes simplemente usamos el valor -c. Si dejamos al cuadrado
en el plano y trazamos la figura que obtenemos al transfor-
mar las lineas rectas, H(C), obtenemos una figura famliar.
Al cambiar los valores de los parametros, la figura que pare-
ce herradura se mueve hacia la izquierda o derecha y varia
su grosor; y por como hemos definido al cuadrado, sabemos
que éste aumenta o disminuye su tamano segun el valor de
los parametros. Asique si tomamos e} valor del parametro
a de manera que a>2(1+b)*, obtenemos una figura dema-
siado familiar. Usemos a, para nombra a este valor especial,
a,=2(1+b)* . Para obtener este valor sélo se tiene que revi-
sar que el vértice de la parabola interior de la herradura tome
el valor del lado derecho del cuadrado. Tenemos entonces
que, cuando a>a, la imagen del cuadrado cruza por com-
pleto al original, ddndonos una figura muy parecida a la he-
rradura de smale. De hecho, al ver la figura de al lado, es
evidente que podemos usar la dindmica simbdlica de la mis-
ma manera en que la usamos con la herradura de Smale.

Existen algunas ligeras diferencias al usar la dindmica simbdlica
pero son minimas. Porejemplo, los rectangulos que se usan para
definir las secuencias de ceros y unos, ahora se encuentran en
los extremos del cuadrado y, al igual que el cuadrado, su grosor
depende de los valores que tomen los pardmetros. Ya que el
centro del cuadrado es el origen del plano y, ya que estamos
trabajando con figuras simétricas, podemos usar un solo valor
para dar el tamafio del los rectangulos. Llamemos r a este va-
lor, el rectangulo H,vadesde r en el eje Y hasta el lado superior
del cuadrado, el rectangulo H, comienza en el valor -r vy llega
hasta el lado inferior del cuadrado; para V,_ tenemos fo mismo,
su grosor va desde el mismo valor -r en el eje X hasta el lado
izquierdo del cuadrado vy, el valor donde comienza V,es r y
llega hasta el lado derecho del cuadrado. Aqui s6lo hay que cui-
dar que con el valor r ningtin pedacito de la nueva herradura, o
de su inversa, caiga dentro del cuadrado pero fuera de los rec-
tangulos; para asegurarnos de que esto no suceda, hacemos que
el vértice de la parabola interior de la herradura esté lo suficien-
temente lejos del cuadrado, asi el resto de la herradura caera
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dentro de los rectangulos. Para lograr esto, debemos recordar que es el pardmetro a el que
modifica la posicion de la herradura, asi debemos cosiderar un valor suficientemente grande
del parametro a, usemos a, para nombrar el valor que nos funciona. Entonces, cuando a sea
mayor que a3, estaremos seguros de que |la nueva herradura caera dentro de los rectangulos,
asi como su inversa, y podremos usar la dindmica simbédlica tal y como la usamos con la
herradura de Smale. '

Entonces volveremos a usar el espacio de sucesiones binarias con punto, M, el que conocia-
mos como la Matrix centrada. Una vez mas, la parte de las sucesiones que se encuentra a la
derecha del punto representara las 6rbitas hacia adelante de los puntos, lo que se encuentra
a la izquierda representard las Srbitas hacia atras. Como las sucesiones son doblemente
inifinitas, una vez mas representaran a los puntos que permanecen todo el tiempo dentro del
cuadrado y, volveremos a usar la letra K para nombrar al conjunto que forman estos puntos.
como ya podemos imaginar, los puntos que jamés escapan se encuentran otra vez en las
intersecciones de los rectangulos y forman, otra vez, al polvo de Cantor en dos dimensiones,
la iinica diferencia es que ahora no se alinearan perfectamente como en el expediente ante-
rior, ahora se acomodaran siguiendo la curva de la nueva herradura que forma el mapeo de
Hénon. Una vez mas el itinerario S, de un punto de K, convertira la informacién de su 6rbita
en una sucesion doblemente infinita de ceros y unos; el valor de uno o cero volvera a depen-
der del rectangulo en el que caiga el punto con la iteracién correspondiente, uno paraV, cero
para V,. Una vez maés, aplicaremos el corrimiento B sobre I\ﬁz y, razonando de manera
andloga a como lo hicimos en el expediente anterior, tendremos que, una vez mas, nuestro
mapeo es conjugado a este corrimiento.

Luego entonces, con valores suficientemente grandes del parédmetro a, el mapeo de Hénon
genera un conjunto de Cantor en el plano, que al igual que el que genera la herradura de
Smale, estd formado por una infinidad de puntos silla y, asi, este polvo de Cantor es otra vez
un conjunto hiperbélico invariante. Adn més, también sabemos ahora que el mapeo de Hénon
produce caos.

Los agentes especiales se detuvieron a meditar con calma o que habian descubierto y, se
dieron cuenta de que habian cometido una terrible omisién al investigar [a maldicion de la
llorona. Y ahora, estaban a punto de volver a cometerla. Si la Matrix es homeomorfa a la
Matrix centrada, el corrimiento de Bernoulli debe ser conjugado al corrimiento aplicado so-
bre la Matrix centrada. Esto es importante porque significa que el mapeo G, el que modelaba
la maldicién de la llorona, es conjugado al mapeo F, que modelaba el crecimiento poblacional
de los chupacabras. Y ahora, el mapeo de Hénon también es conjugado a estos dos mapeos.
La relacién entre los alienigenas, chupacabras, la llorona y la mulata de Cérdoba, habfa sido
revelada.

Gracias a la dinamica simbédlica se puede afirmar que, con ciertos valores de sus parametros,
el mapeo de Hénon es el analogo de la familia cuadratica en dimensién dos. Es mas, ahora
sabemos que todos los comportamientos que hemos investigado hasta este momento son,
dindmicamente, los mismos. Asi podemos afirmar que, con valores de sus pararmetros bien
escogidos, los mapeos cuadraticos «interesantes», el mapeo de la herradura de Smale vy, el
mapeo de Hénon, generan el mismo comportamiento dinamico.




Las sospechas de los agentes especiales no eran infundadas, habian descubierto la fuerte

relacién que unia a la mulata de Cérdoba, la llorona, los chupacabras y alienigenas. Ahora

era evidente que era la mulata de Cérdoba quien producia, mediante sus inconcebibles

embrujos, yerba con forma de cigarro, con la cual los demas seres sobrenaturales aumenta-

ban sus alucinantes poderes; gracias a esto la mulata habia logrado controlarlos. Y sé6lo des-
pués de este descubrimiento, fue que los agentes especiales se dieron cuenta de que ella era

la mente maestra que orquestaba los insdlitos sucesos que amenzaban la seguridad nacional

y, probablemente, la sequridad del mundo entero. Era ella quien dirigia la invasién extrate-

rrestre, la que criaba poblaciones de chupacabras y la que le habfa ensefiado a la llorona a

realizar sus fantasmales embrujos. Pero los agentes especiales no se preocuparon al saber

esto, ya que habian comprendido que todos estos seres sobrenaturales usaban al polvo de

Cantor para guardar sus secretos, y éste ya no era rival para ellos. Sin embargo, algo les

molestaba profundamente. Al estudiar el crecimiento poblacional de los chupacabras habfan

comprendido perfectamente ¢c6mo surgia el caos, lo mismo habia sucedido al estudiar la

maldicién de la llorona pero, ahora, no quedaba claro ¢émo se gestaba. De hecho, habfa

muchos valores de los parametros, del mapeo de Hénon, con los que los agentes especiales

no tenian ni la mas remota idea de qué tipo de comportamiento se generaba. Decidieron

exponerle sus dudas a la bruja de Catemaco, la cual les contesté que los embrujos de la mula-
ta de C6rdoba habian conjurado a un ente mucho mas temible que el que los agentes espe-
ciales suponian. Al hablar con el espectro sideral, éste les dijo que detectaba una presencia

mucho mas poderosa que la que habian encontrado. Ante tales respuestas, los agentes espe-
ciales sf se preocuparon, no podian creer que hubiera un ente mas complejo e intrincado que
el polvo de Cantor, no querian pensar que debian enfrentarse a un ser mas desafiante. Pero
ellos sabfan que eran la primera, Gltima y tnica linea de defensa contra la peor escoria del
universo. Debian terminar lo que habian comenzado, debian adentrarse en la tierra incégni-
ta donde se genera el caos y donde habita el misterioso ente que ha conjurado la mulata.

Al revisar nuevamente el cuadro de la computadora resulta claro que deben surgir algunos
otros atractores ademas del punto fijo, pero cuantos, de qué manera, por qué surgen, c6mo
se comportan. éSon las bifurcaciones de doblamiento de periodo nuevamente culpables de
llevarnos al caos? ¢Estamos frente a3 una ruta al caos distinta? {¢Qué nuevos efectos se
producen al tener puntos silla junto a puntos atractores? <Qué entes matematicos se es-
conden en esta tierra indémita?

Lamentablemente, ninglin matematico ha podido resolver las dudas que asaltaron a los agen-
tes especiales. Hasta el dia de hoy, la transicién de dinamicas simples a cadticas, en el mapeo
de Hénon, no se ha comprendido totalmente y por eso es tema de constante investigacion.
Altin siendo la simplificacion de modelos mas complicados, este mapeo desafia tenazmente a
la mente humana. La ruta al caos que toma el mapeo de HéEnon cruza por lugares matemati-
cos tan oscuros, que nadie ha podido atravesarlos atin. La fortuna y la gloria estan, desde los
setentas hasta este momento, esperando a quien pueda recorrer este oscuro paraje mate-
matico y sea capaz de regresar para contarnos su odisea.

En el momento exacto en que los agentes especiales se dieron cuenta de lo anterior, una
intensa luz rasgd la oscuridad de la noche. El rugir del trueno quebré el silencio. Pesados
granizos se abalanzaron sobre el desprevenido pueblo de Catemaco, Veracruz. Dentro dela
misma residencia de la bruja, en la pared que se encontraba frente a los agentes especiales,
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unos simbolos comenzaron a formarse:
(x,_y) — (0.13-0999Y -x%,x) , oW Ix/>3, ©W Ix/<3

Los agentes especiales reconocieron inmediatamente las instrucciones para realizar el dibujo
de la mulata, la tnica diferencia con las anteriores es que ahora los puntos que escapan
rapidamente, al igual que los que nunca lo hacen, estan pintados de negro. Esto permite
diferenciar mejor las velocidades intermedias de escape. Los agentes especiales se pusieron
en guardia porque, como era de esperarse, un plano dindmico fue surgiendo lentamente en
la pared. Poco a poco, frente a los aténitos ojos de la bruja de Catemaco y frente a la tensa
calma del espectro sideral, el dibujo de la mulata de C6rdoba se completd.

La historia relatada en este expediente continuara...

19




120 °




EXP-EDIENT.E 5, VOLUMEN

La mulata_ de Cc’)rdoba, segunda parte.
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Fulgurantes luces aparecieron en el atormenta- R T P NI S e RO
do cielo de Catemaco, en los campos cercanos se '
escucharon grufiidos, desgarradores gritos llenaron
la noche. Del plano dinédmico, dibujado en la pared
frente a los agentes especiales, surgié una hermo-
sa y aterradora figura. Las demas brujas, del aque-
larre de Catemaco, llegaron con sus reservas de jugo
de agave fermentado para defender a su maestray
salvar su pueblo, juntas, decidieron hacerle frente
a la llorona y a la mulata de Cérdoba. El espectro
sideral se apresurd a combatir a los alienigenas y
chupacabras. Pero ni las brujas, ni el espectro, re-
sistirfan mucho tiempo si los agentes especiales no
se apresuraban a descubrir la manera de derrotar a
los tenebrosos entes sobrenaturales.

l.os agentes especiales pidieron refuerzos a la Policia Federal Paranormal pero les informa-
ron que Catemaco habia sido declarado zona de desastre y, un batallon del ejército cercaba el
pueblo. Nadie mas podria acercase, nadie mas podria ayudarlos. Todo estaba claro ahora, el
ejército habia encubierto, durante muchos afios, las actividades sobrenaturales de los
alienigenas. Era casi seguro que uno de los «grises», adoptando forma humana, estuviera
comandando el batallén que los rodeaba. Los agentes especiales, y sus aliados, no solo de-
bifan enfrentarse a legiones de seres sobrenaturales, si no ademas, a un batallén completo del
poderosisimo y temible ejército mexicano. Debian darse prisa, ya que del resultado de esta
batalla dependian sus vidas y el destino de la humanidad.

Los agentes especiales no iban a develar, en medio de una cruenta batalla, lo que matemati-
cos brillantes no habian podido resolver durante casi tres décadas. Pero no iban a darse por
vencidos tan facilmente, alguien, en alglin momento, debio de vislumbrar algo que pudiera
ayudarles en medio de la tierra incégnita matematica. Asf que, se esforzaron por aclarar su
mente y recordar cualquier cosa que pudiera serles (itil en estos momentos de desesperacion.
Afortunadamente, la inspiracion llega en los momentos menos esperados y, una agente es-
pecial recordd un indicio esperanzador.

El mismo Michel Hénon propuso hace casi tres décadas, estudiar su mapeo con ciertos valo-
res de los parametros ya que algo habia llamado su atencién, los valores son a=1.4, b=-0.3 Lo
primero que debemos hacer, es verificar que esta propuesta de Hénon tenga que ver con lo
que buscamos nosotros, es decir, que los valores de los parametros efectivamente se encuen-
tren dentro de la tierra incégnita, en la oscura zona del espacio de parametros dénde se gesta
el caos. Esperamos que estos valores estén después de aquellos que causan la bifurcacion de
doblamiento de periodo, a,. Tomamos b=-0.3 y revisamos estos dos valores:

a,= 3(1 + b)/4 = 3(1.3)*/4 = 3(1.69)/4 ~ 1.27

st a=1.4 entonces g <a
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Vamos a intentar ubicar a=1.4, b=-0.3 en el espacio

de pardmetros, de hecho, vamos a ubicarlos sobre el 17
cuadro que pinté la computadora para darnos una
idea del comportamiento que generan. En la figura

de al lado, la zona alrededor de estos valores estd
demarcada por el circulo blanco. Y como podemos

ver, el cuadro de la computadora no nos dice nada, B
esta regidn del espacio de pardmetros se encuentra
entre la zona negra, que burdamente describen un
comportamiento atractivo y, una zona gris claro, que
burdamente describen un comportamiento repulsi-

vo. Entodo caso, podemos decir que el cuadro de la -1 L -
computadora nos indica un comportamiento bastan- o
te dificil de describir.

Un primer impulso valido, seria darle estos valores de los parametros a la computadora para
que nos diera exploraciones nhumeéricas, érbitas, etcétera. Sin embargo, ya es obvio que la
computadora no maneja bien el lenguaje de las matematicas y no se le facilita trabajar con el
mapeo de Hénon con los pardmetros que nos interesan. Afortunadamente, nosotros ya sa-
bemos encontrar dindmicas semejantes, asf que podemos encontrar un mapeo con la misma
dindmica pero que se acomode mejor a las limitaciones de la computadora, es decir, ya sabe-
mos conjugar. Pues bien, el mapeo de Hénon con a=1.4, b=-0.3 es conjugado al mapeo:

x, = i+ y - (1.4) x*
y, = (0.3) x

La funcién que logra la conjugacién es f(x,y)=(x,-by)/a . Y gracias a esta conjugacién hemos
obtenido un mapeo con el que la computadora puede trabajar facilmente. Al final de cuen-
tas, la idea de conjugar es encontrar objetos equivalentes y por eso se puede decir que este
nuevo mapeo es dindmicamente equivalente al de Hénon con a=1.4, b=-0.3.

De manera muy poética, podemos decir que con esta idea de equivalencia, en el mundo de
las matematicas sucede lo mismo que con el Axdlotl de Julio Cortazar, no somos nosotros
quienes miramos al ajolote en su acuario, es él quien, quieto, nos observa mientras nos mo-
vemos a su alrededor. Ya que con un poco de imaginacion, se puede pensar que lo que hemos
hecho es cambiar el lugar desde el cual observamos al mapeo de Hénon; los términos y sig-
nos que hemos cambiado no han alterado la naturaleza del mapeo y, al encontrar ecuaciones
equivalentes, tinicamente modificamos nuestra posicién de observacién. Y como sucede en
el mundo «real», cambiar el lugar donde nos encontramos como observadores de algo, no
altera la esencia ni el comportamiento de ese algo. La razén en matematicas para cambiar
nuestros lugares de observacion es que, al igual que en el mundo «real», algunas veces los
arboles nos impiden ver el bosque.

Regresemos a la investigacion. Hemos alterado el modo en que vemos al mapeo de Hénon,
pero como ya sabemos, su esencia peremanece inalterada, con la gran ventaja de que hemos
obtenido ecuaciones suficientemente sencillas como para que la computadora pueda traba-
jar con ellas. Como queremos una idea de lo que sucede con nuestro espacio fase, vamos a
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pedirle a la computadora que calcule unas cuantas Srbitas. Resulta que si tomamos puntos
alejados del origen, después de algunas iteraciones se alejaran mas, pero si tomamos puntos
cercanos al origen se quedan vagando a su alrededor y como ya sabemos, esto nos indica que
algo los atrae. Para darnos una ligera idea de cudntos y ¢c6mo son los atractores, vamos a
pedirle a la computadora que nos dibuje un diagrama de S&rbita. Por ser ahora el espacio fase
un plano y, por tener valores fijos para los parametros, este diagrama de érbita sera distinto
al que obtuvimos con la familia cuadratica, de hecho sera mas sencillo. La computadora dni-
camente debera tomar un punto, aplicarle varias veces el mapeo y, pintar los puntos que
resulten en el espacio fase. Al igual que en el diagrama de 6rbita anterior, si borramos las
primeras iteraciones, las restantes deben acercarse a alguin atractor. Pues bien, sile damos a
la computadora distintos puntos cercanos al origen, ésta nos da el mismo diagrama de 6rbita
para todos ellos, en el cual se dibuja un Gnico atractor, tal y como vemos abajo:

Y Para hacer este diagrama, la computadora
ha tomado como condicidn inicial el ori-
gen, ha iterado el mapeo unas 5,000 veces

- hadiih R 1 290Y a
ittt SN

Bt T T

NS ., y, ha borrado las primeras mil iteraciones.

L X Lo primero que notamos es que el atractor

JURE ‘_“:"_‘f“ff'.-v s no esta formado por un punto, ni por unos

R et | cudntos puntos peridédicos, es mas, este

voluntarioso atractor no forma un agrada-
ble circulo, ni una agraciada elipse, en cam-
bio, forma una extrafa figura que semeja parabolas cortadas. Al verlo ya formado, uno
supondria que la 6rbita del punto va recorriendo su extrafia silueta pero no es asi, la érbita
del punto va «saltando» de un lugar a otro en el plano, aparentemente sin orden ni direccién
y s6lo después de muchas iteraciones va surgiendo esta figura. AUn asi, con su extrafia forma
y su paulatina manera de revelarse, este atractor parece bastante inofensivo; al verlo uno no
puede explicarse c6mo es que se ha ganado, entre los matematicos, fama de esquivo rebelde
sin causa.

Pues bien, este atractor es conocido como el atractor de Hénon y para poder comprender su
insurrecta fama debemos comenzar desde el principio. Nosotros conocemos la definicién de
puntos atractores pero no conocemos qué es esto que tenemos enfrente, un conjunto atrac-
tor. Lo primero que debemos saber es que los conjuntos atractores, como cualquier otro
ente peligroso que se respete, tienden trampas. El concepto de las trampas matematicas es
muy parecido al de las trampas «reales», son zonas o lugares que atrapan, al cerrarse sobre si
mismas, cualquier cosa que caiga en ellas. La definicidn de trampa, en el plano, es como
sigue:

Trampa.
Sea N una regidn cerrada del plano, N es una trampa para el mapeo F, si la imagen de
N bajo el mapeo F(N), estd contenida en el interior de N.

El concepto de region cerrada es casi igual al de conjunto cerrado, en espafiol podemos decir
que es un pedazo del plano cuyos bordes estan bien definidos y se encuentran dentro de si
misma. Podemos imaginar lo que quiere decir que la imagen de {a regidn esté contenida en
su interior, esto es, que al aplicarle una vez el mapeo a la regién, la nueva regién que resulte
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debe caer dentro de la original sin tocar sus bordes. Por ejemplo, el cuadrado € no es una
trampa ya que partes de las herraduras que produce caen fuera de €|, pero el estadio donde
credbamos la herradura de Smale si es una trampa, ya que su imagen cae por completo den-
tro de él. Pues bien, en espariol podemos decir que un conjunto es atractor si pone su tram-
pa; en matematicas decimos que:

Conjunto atractor.

Un conjunto K es atractor para un mapeo F, si existe una vecindad N del conjunto K
para la cual la cerradura de N es una trampa vy, si el conjunto K estd formado por la intersec-
cion de las iteraciones hacia adelante de N, es decir:

K=mngo Fn (N)
Por ser la interseccién de todas las itera-
ciones hacia adelante del mapeo sobre una
vecindad, un atractor estd presente en
todas las iteraciones, es decir, un atractor
es un conjunto de puntos que no cambia
bajo iteraciones del mapeo; si recordamos,
esto quiere decir que el atractor es un con-
junto invariante. Como ya sabemos, a él
converdgeran todas las érbitas cercanas, lo
cual lo vuelve «visible» o detectable para
las computadoras, y gracias a eso pode-
mos observar su grafica, tal y como lo ve-
mos aqui al lado, de color blanco, espe-
rando dentro de su negra trampa. Los :
vértices de la trampa son: (-1.33,0.42), (1.32,0.13), (1.24,-0.14), (-1.06,-0.5).
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Pero, si recordamos, los puntos atractores no tenian trampas, tenian cuencas atractoras, las
cuales, en espanol, eran todos los pun-
tos del espacio fase que caian bajo el
influjo del atractor. Si nuestra teoria
es consistente, los conjuntos atractores
también deben tener cuencas que al
igual que con los puntos, deben ser los
mayores de todos los conjuntos abier-
tos alrededor del atractor cuyos pun-
tos tiendan a él bajo iteraciones hacia
adelante del mapeo. Vamos a pedirle a
la computadora que pinte de negro to-
dos los puntos que se dejen jalar por el
atractor, el cual serd pintado de blan-
co, tal y como vemos en el dibujo de al
lado. Como podemos ver, la cuenca de
atraccién es infinita y «crece hacia arri-
ba» por todo el plano. En espafiol po-
demos decir que la cuenca difiere de la
trampa porque la primera es un conjun-
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to abierto cuyos puntos son jalados por el atractor, mientras que la segunda es cerrada y la
interseccion de todas sus imagenes define al atractor.

Ya que sabemos qué es lo que tenemos frente a nosotros, podemos preguntarnos por qué es
especial. Las razones por las que este ente es especial son varias, vayamos poco a poco. Asi
como sucede en el mundo «real», en el mundo matematico tampoco es bueno dejarse llevar
por las apariencias, ya que aqui suceden mas cosas de las que el ojo puede captar, o sea, aqul
también debemos aprender a observar con nuestra mente ya que muchos entes matemati-
cos son mds interesantes de lo que aparentan. En el diagrama de érbita de la familia cuadratica,
la lupa de la computadora nos revelaba un intrincado paisaje digno de una absorta contem-
placion; ahora sucede lo mismo. Al usar la lupa sobre el atractor de Hénon se muestra un
insospechado paisaje, lo que en un principio tomamos por unas pocas lineas, son, en realidad,
grupos de una infinidad de lineas. Las «lineas» visibles del atractor, al posar bajo la lupa,
revelan ser no una, si no muchas lineas muy cercanas que, de «lejos», parecen ser sélo una.
La computadora, con sus limitaciones, solo puede trazar una silueta del atractor pero al
usar la lupa, se nos revela que cada linea de esta silueta se descompone en
muchas lineas; de hecho, por cada linea que la computadora nos
; ..‘_._;__.ﬁ_&“% muestra, tenemos una infinidad de lineas que la com-
TR ponen. Podemos imaginar que la estructura del
T atractor se ve, en realidad, como un corte a
una pasta de hojaldre tan fina, que esta for-
o, mada por una infinidad de delgadas ca-
i pas que siguen un patron. Asi, en peque-
£ fRas escalas, el atractor de Hénon es auto-
similar. Aln ma3&s, la estructura compuesta
por la infinidad de lineas, tiene una dimen-
e e g i GAN MaYOF qUE
uno pero menor
que dos, esto es,
nuestro atractor
«vive» en una di-
mension fracciona-
ria. El extrafo
atractor de Hénon
es un fractal.
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El ser un fractal es una de las excepciona-
. les cualidades de nuestro atractor. Como
i podemos imaginar, la otra cualidad tiene
— . que ver con su comportamiento dinami-
~ co, asi que, ahora nos preguntaremos
-~ cdmo se comporta. Lamentablemente,
«~4 ninglin matematico ha podido contestar
i esta pregunta. La computadora al calcu-
. .io*" ) lar 6rbitas de puntos del atractor, nos

e . muestra sensibilidad a condiciones inicia-
) .:;» les pero como ya sabemos, la computa-

maEe { dorano es confiable, asi que hasta que no
¢ se demuestre, solamente podemos espe-
cular acerca de esta propiedad. Hasta el
{ dfa de hoy no se sabe si el atractor es tran-
i sitivoy, tampoco podemos asegurar que
sus puntos periddicos sean densos, aun-
que sf existen indicios de que estas dos
propiedades se presentan. En resumen,
se supone que este atractor es cadtico pero nadie lo ha demostrado. Como podemos ver, el
comportamiento de este ente es indescriptible, por eso los matematicos lo llaman atractor
extrafio, por que nadie a logrado comprenderlo; el dfa que la comunidad matemaética logre
describirlo satisfactoriamente dejara de ser extrafio pero, mientras tanto, seguird gozando
de su sediciosa fama. Muchos brillantes invesitgadores se han dedicado a estudiar a los atrac-
tores extrafios, sin embargo, estos complejos entes contindan desafiando nuestra capacidad
de analisis. Aqui tambien la fortuna y la gloria estan esperando a aquel capaz de domar a
estos complicados entes matematicos.

Alguna vez se creyd que a largo plazo los sistemas disipativos llevaban, siempre, a un equili-
brio representable por un punto fijo atractor o, por un conjunto de puntos periédicos atrac-
tores que formaban un ciclo limite facil de describir como un circulo o una elipse pero, como
dice Peitgen en su libro Chaos and Fractals: New frontiers of science, «En contraste, los
atractores extrafios son esos patrones que caracterizan el estado final de sistemas disipativos
altamente complejos y muestran todos los signos de caos. Desafian fuertemente el poder de
la comprension intuitiva y atin asi, estdn probando estar alrededor de nosotros. Pareciera
como si, stibitamente, todo un mundo nuevo de seres previamente invisibles estuviera vo-
lando a nuestro alrededor. Aln mas, los atractores extranos son el lugar donde el caos y los
fractales convergen de la manera maés inevitable y natural: como patrones geométricos, los
atractores extrafios son fractales; como objetos dindmicos, los atractores extrafios son cadti-
<os. Ahora existe toda una nueva ciencia, tedrica y experimental, lidiando con los atractores
extranos, con su clasificacion, las medidas de sus propiedades cuantitativas, su reconstruc-
cién por medio de datos fisicos, y mas. Pero indudablemente, la comprensién matematica de
los atractores extrafios estd apenas en su infancia y serd uno de los grandes retos para las
futuras generaciones de matematicos.»

Lo que hemos descrito del atractor de Hénon puede aplicarse a algunos de los atractores
extrafios mas famosos, su estructura de pasta de hojaldre con infinitas foliaciones, su com-
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portamiento increiblemente dificil de describir, etcétera. Abajo tenemos cuatro famosos
atractores extrarfios que han surgido al intentar solucionar problemas del mundo «real», aun-
que evidentemente son un poco mas complicados que el atractor de Hénon, ya que «viven»
en un espacio con dimensién fractal cercana a tres y el pasar del tiempo es continuo para
ellos. <

<

i

ctor de Duffing

=

tra

Siel atractor de Hénon se veia sencillo cuando la computadora lo dibujé, cudntas otras mara-
villas esconderan estos atractores que a primera vista son complicados. Descifrar sus secre-
tos es importante no s6lo para los matematicos, sino para los investigadores de diversas
disciplinas naturales y sociales por lo siguiente: si recordamos, aunque el polvo de Cantor
presentaba caracteristcas muy interesantes, en la «practica» jamas nos toparfamos con él
por estar formado por una infinidad de repulsores; es decir, al modelar un problema «real»
era improbable que nuestra condicién inicial, sea cual fuere, nos llevara al conjunto de esta-
dos representados por un Cantor. Pero ahora nuestros conjuntos invariantes son atractores,
esto significa que en la «préactica» podemos terminar imbuidos en el atractor extrafno; es
decir, al modelar un problema «real» existe la probabilidad de que nuestra condicién inicial,
sea cual sea, nos lleve al conjunto atractor y, como sabemos, una vez que el sistema llega a
un estado o conjunto de estados atractores no los deja jamas, prediciendo asi, un comporta-
miento a largo plazo cadtico, o como en el caso del atractor de HéEnon, un comportamiento
muy dificil de describir que suponemos cadtico. Las ventajas de que nuestro sistema tenga
comportamiento caético en lugar de azaroso son varias, tenemos predictibilidad a corto pla-
zo, a largo plazo tenemos ventanas de predictibilidad y, por la mera existencia del atractor, a
largo plazo nuestro sistema no estard en alguin estado fuera del atractor, o sea, tenemos una
burda predictibilidad a largo plazo, tenemos estados peridédicos, etcétera.
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AUnN mas, en los atractores extrafios que presentan estructuras con regiones mas o menos
definidas, algo asi como protuberancias o ramificaciones, cada una de ellas representa un
cierto patron o coleccién de patrones dentro del sistema. Asi, la misma estructura del atrac-
tor ayuda a predecir un comportamiento del sistema que al menos tendré ciertos patrones.
Por ejemplo, en 1991 Walter Freeman modelé el comportamiento de la corteza cerebral
olfatoria de un reptil, la cual es muy parecida a la de los seres humanos; al hacer simulaciones
en la computadora surgié un atractor extrafio con forma de «burbuja con alas», cada ala
representaba un olor conocido; cuando al modelo se le daba una condicién inicial distinta a
las del atractor, es decir, cuando el impulso de un nuevo olor llegaba a la corteza olfativa, su
oérbita vagaba azarosamente alrededor del atractor hasta que se restringian sus oscilaciones
a un «ala» del atractor, representando asi que el olor percibido finalmente caia bajo un pa-
tron de reconocimiento.

Podriamos enumerar detalladamente una gran cantidad de campos de investigacién en los
cudles se piensa que la existencia de atractores explicara procesos de dificil comprension,
pero como siempre sucede, lo urgente no deja tiempo para los detalles. Regresemos al ma-
peo de Hénon. Ya sabemos que nuestro mapeo presenta un atractor extrafio con ciertos
valores de sus pardmetros pero {qué nos garantiza que con otros valores no existen otros
atractores extrafios? Pues bien, al jugar con los pardmetros y la computadora, uno puede
encontrar atractores formados por ciclos de puntos periddicos y, atin mas, atractores forma-
dos por partes del atractor de HéEnon que también

son atractores extrafios pero menos espectacula- Tt meewassavae

res que el original, y al variar ligeramente el valor TR T T
de los parametros obtenemos distintas partes del =™
atractor extrafio original. Esto es, el mapeo de T

Hénon no presenta un atractor extrafio, si no una X, = 1+y-(3)x*

infinidad de ellos. y,= (©.2)x

Pero lo anterior no es todo, los atractores del mapeo de Hénon todavia nos reservan otra
sorpresa. Recordemos el diagrama de 6rbita de la familia cuadratica, al variar el parédmetro n
podfamos tener un ciclo atractor formado por

dos puntos periddicos atractores, o por cien ’ 2

s
vy,

puntos periédicos, o por un billén de puntos
periddicos, pero siempre tenfamos un Gnico
ciclo atractor; nunca tuvimos dos ciclos atrac-
tores conviviendo en el mismo espacio fase con
un mismo valor del parametro. Esto ha cam-
biado. En el plano dindmico de al lado, que se
forma cuando a=1.1, b=0.96, los puntos de la
figura trianqular negra en el centro, caen bajo
el influjo de un atractor dentro de la misma
figura; los puntos de las tres figuras negras, que
estan alrededor de la figura triangular, son
atraidos por tres puntos periédicos, de primer
periodo tres, que se encuentran respectivamen-
te dentro de cada una de ellas. En un mismo
espacio fase, con los mismos valores de los pa-
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rdmetros, tenemos dos ciclos atractores distintos. En el plano dindmico anterior sélo se usa-
ron tonos de gris muy claros para resaltar las zonas negras, pero al usar diferentes tonos de
grises, se ven claramente estrias negras que corren a lo largo de la zona gris; en espaniol
podemos decir que, la zona gris es desgarrada cuando los dos conjuntos atractores se dispu-
tan el control de sus puntos. Estamos presenciando una verdadera batalla por el dominio del
espacio fase entre dos conjuntos atractores. Ante esto surgen varias preguntas. ¢ Cuantos
conjuntos atractores pueden existir en un mismo espacio fase? ¢Pueden coexistir atractores
extrafos con ciclos atractores peridédicos? {Que comportamiento dindmico se genera cuan-
do los atractores luchan entre si?

Silos agentes especiales hubieran tenido tiempo para contestar sus preguntas, tal vez hubie-
ran encontrado una opcién menos arriesgada. Pero tiempo era lo que menos tenian, la ma-
yoria de las brujas de Catemaco ya habia sucumbido frente a los poderes conjuntos de la
lloronay la mulata de C6rdoba, la energia del espectro sideral casi se habfa agotado luchando
contra los alienigenas y chupacabras y, el cerco del batallén del ejército se achicaba cada vez
mas. Por eso decidieron realizar una Gltima y deseperada accién. Los agentes especiales les
gritaron a las brujas y al espectro sideral que no tenfan otra opcién mas que rendirse. Los
seres sobrenaturales los reunieron y rodearon, la mulata de Cérdoba se acercd, se detuvo
frente al espectro sideral, lo miré friamente y le dijo: «Nos encontramos otra vez espectro
sideral. Elcirculo se ha completado. Pero ahora yo soy la maestra y ta el aprendiz ...».

Mientras la mulata de CSrdoba hablaba, los agentes especiales les mostraron a las brujas
sobrevivientes, la infinidad de atractores extrafios que se podian generar usando el mapeo
de Hénonyvy, les explicaron lo que debfan hacer. Velozmente, las brujas de Catemaco bebieron
lo poco que les quedaba de su jugo fermentado de agave vy, realizaron sus indescriptibles e
inenarrables hechizos sobre los atractores extrafios para liberar su inexplicable poder
paranormal. Cuando los seres sobrenaturales se dieron cuenta de lo que sucedia fue demasia-
do tarde. Los agentes especiales le dijeron al espectro sideral que usara sus ilégicas e incom-
prensibles técnicas para dirigir el poder sobrenatural, que las brujas extraian de los atracto-
res extranos, contra la mulata de Cérdoba y sus huestes. Si, como suponian los agentes espe-
ciales, la mulata habfa conjurado al atractor extrafio de Hénon y era este ente el que guarda-
ba sus secretos y la dotaba de poderes insélitos, al ponerle enfrente una infinidad de atracto-
res extrafios, la mulata y sus seguidores quedarian
atrapados en una zona en disputa por atractores.
No tuvieron que esperar mucho tiempo para com-
probar sus sospechas, las naves de los alienigenas
fueron arrastradas de un lado a otro sin orden ni
direccidn, los chupacabras eran jaloneados hacia el
cielo, el plano astral de |a llorona se desgarraba, las
sofisticadas armas del batallén del ejercito mexica-
no se deshaciany, la malévola energia de la mulata
se disipaba rapidamente. Pero justo antes de que
la mulata de Cérdoba perdiera toda su energia, apa-
recié un extrafio disefio en elcielo. La mulata son-
rié siniestramente y dijo: «Regresaré». Luego se
adentré en su nuevo dibujo y desaparecid.




Junto al dibujo pudieron leerse por unos instantes las instrucciones para realizarlo pero, eran
distintas a todas las que la mulata habia usado anteriormente:

oy e—(0-1y+x34,x), xyeC, @ 0.3, & x>3

Al menos la primera parte, lo que se encontraba entre paréntesis, se parecfa mucho al mapeo
de Hénon; de hecho, al observarlo atentamente fue claro que era un caso particular de este
mapeo pero, como la flecha que une los paréntesis apunta hacia el punto original, (x,y), las
instrucciones se referian a la inversa del mapeo de Hénon. Los siguientes simbolos indicaban
que x,y pertenecian a algln conjunto que los agentes especiales no lograban identificar.
Luego seguia un simbolo no matematico que podria significar aumentar y, finalmente, el
simbolo no matematico que ya sabian que significaba pintar. Lo lnico evidente, era que el
valor del parametro b valia uno o menos uno, justamente el Gnico valor que los agentes
especiales no habian investigado. Por mas que los agentes especiales intentaron reproducir
el dibujo que habia hecho la mulata, no lo lograron. Mientras tanto todo parecia estar bien,
los seres sobrenaturales habfan sido atrapados y se debatian en su extrana y atractiva pri-
si6n; las pocas brujas de Catemaco que quedaron vivas se dedicaban a limpiar su pueblo ya
que, a causa de la batalla, habia quedado completamente cubierto de restos de yerba calcina-
da con forma de cigarro. Sin embargo, el espectro sideral se acercé a los agentes especialesy
les dijo que las brujas de Catemaco no podrian controlar por mucho tiempo la prisién atrac-
tiva, que &l no sabia qué poderes paranormales habian desencadenado y que era seguro que,
una vez recuperada su malévola energia, la mulata de C6rdoba regresaria para liberar a sus
huestes y vengar esta derrota. Les dijo que debian prepararse para enfrentar estos nuevos
poderes que la mulata habia usado y él conocia Gnicamente a un ser capaz de controlar estos
poderes, el que lo habia entrenado, su maestro.

Los agentes especiales estuvieron de acuerdo con el espectro
sideral, quien escogié a uno de ellos para que entrenara con
su maestro. E! agente especial seleccionado subid a la nave
del espectro pero antes, les prometié a los demas que regre-
saria antes que la mulata de Cérdoba. Los demas agentes es-
peciales generaron, a peticiéon del espectro sideral, un plano
dindmico del mapeo de Hénon, con a=1.12, b=1.0s5, con los
puntos que escapan rapidamente pintados de negro, al igual
que los que se quedan y, con los tonos de gris invertidos. La
nave del espectro se metié en el plano dinamico y viajé rum-
bo a las estrellas, ya que el maestro del espectro sideral vivia,
desde hace mucho tiempo, en una galaxia muy lejana.

Cuando el agente especial conocid al maestro de!l espectro sideral, le explico
que necesitaban su ayuda porque, aunque habian intentado detener a la
mulata de Cérdoba, no lo habian logrado y ahora no sabian c6mo vencerla.
El maestro miré al agente especial y le dirigid las siguientes palabras: «No
intentes. Hazlo o no lo hagas. No hay intentos. Para entrenar debes des-
aprender lo aprendido y recordar que la energia nos rodea, nos une.»
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El agente especial medité las palabras de su nuevo maestro, las cuales eran atin mas ambi-
guas e indescifrables que las del coyote de la Zona del Silencio. Por eso debia dejar a un lado
lo que acostumbraba pensar y abrir su mente a nuevas posibilidades. Lo (inico que el agente
especial asociaba con la energia era el plano pero esta asociacién no es inmediata, ni obvia, ni
usual. Sin embargo, era lo tnico que tenfa para empezar a trabajar. Asi que debfa pensar en
un plano que rodea, en un plano que unifica.

Hasta este momento, habfamos considerado al plano como el resultado de «asociar» el con-
juntos de ndmeros reales consigo mismo. En matematicas se le llama producto cartesiano a
esta operacidn de asociar elementos de conjuntos para formar parejas. Por ejemplo, toma-
mos el ndmero 1, el ndmero 3, y sacamos su producto cartesiano 1x3=(1,3). Cualquier punto
del plano puede considerarse como el resultado del producto cartesianc de dos ndmeros
reales. Asi, el producto cartesiano de los reales por los reales es el plano, RxR =R?2. Luego
podemos considerar a estos puntos, por si mismos, como entes manipulables del conjunto
R?* vy sumarlos, por ejemplo, (1,2)+(3,4)=(4.6), y multiplicarlos por un real, 3(1,2)=(3,6); lo
cual nos permite trabajar bastante bien con ellos. Pero seria mejor poder usar todas las
operaciénes basicas de la artimética y, no tenemos definido cémo multiplicar dos puntos del
plano entre si, (1,2)(3,4)="? . Después de drduas investigaciones, los matematicos dieron con
una multiplicacién muy conveniente de los puntos del plano, tomemos un punto cualquiera
(x,y), luego tomemos otro (u,v) y multipliquémoslos segtin la siguiente regla:

oYU VvH=(xu-yv , xv+yu)

Como muchas otras herramientas matematicas, esta multiplicacion se ve extrafia pero nos
ofrece varias ventajas. La primera y mas obvia, es que ahora el plano tiene una estructura
aritmética mas «robusta», ya que nuestra multiplicacién es conmutativa, asociativa y
distributiva, con un elemento neutro que ademas es la unidad (41,0). Ahora podemos sumar,
restar, multiplicar y, sorprendentemente, dividir. En espariol dirfamos que la otra ventaja es
mas sutil pero mas poderosa: tomemos el punto (0,1) y elevémoslo al cuadrado:

(01)*= (oD =(o-1, 0 +0) = (-1,0) = -(1,0)

Para saber qué diablos tiene esto de especial, vamos a recordar algo que generalmente mal
aprendemos, ya que comunmente decimos de manera errénea que /1 no existe. Lo que si
es correcto decir es que no existe un nimero real que se pueda expresar como / —q , pero
nada impide que exista alglin otro tipo de nimero que tenga ganas de ir en contra del orden
establecido y, cuya existencia pueda expresarse como el ser la raiz cuadrada de menos uno.
Ast pensaron los matematicos y decidieron que este nuevo nlmero revolucionario debia lla-
marse nimero imaginario y usaron una ;i para referirse a él. Gracias a lo anterior, en el
mundo de las matematicas finalmente se pudo escribir la relacién i2=-1. Teniendo a j, fue
sencillo escribir las raices de cualquier ndmero negativo, inicamente hubo que multiplicarlo
por cualquier nimero real, es decir, si tomamos v como cualquier ndmero real, podemos
escribir iv, lo cual nos da 1as raices de cualquier ndmero negativo. Por ejemplo, la raizde -4
es i 2, ain mas, es facil darse cuenta que -4 tiene otra raiz, i(-2). Asi, los niimeros negativos
tuvieron dos raices y, el mundo matematico conté con un nuevo tipo de ndimeros: los nime-
ro imaginarios. Los matematicos pasaron largas jornadas de trabajo haciendo que las reglas
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bajo las cuales vivan los nimeros reales gobernaran también a los imaginarios. Cuando lo
lograron, unieron a los reales con los imaginarios en pacifica convivencia y pudieron dar
solucién a una inifinidad de problemas que antes se consideraban irresolubles. Usemos un
ejemplo de esto que tenga que ver con nuestras investigaciones; si recordamos, el eigenvalor
positivo de los puntos fijos def mapeo de Hénon estaba dado por:

A=-x+Vx2—b

+*

Supongamos que x=2, b=13. Entonces:

A= -x+Vx2—b = 24 /ZT =13 = 2+,/ "o
Y ahora, esta expresion tiene dos soluciones: A =-2+i3, A, =-2+i(-3).

A estas alturas, ya deberfamos estar acostumbrados a ver expresiones extrafias que resultan
ser muy utiles. Porque los matematicos al investigar este tipo de expresiones, x +/y, descu-
brieron que podian trabajar perfectamente con ellas, de hecho, podian manipularlas tan bien
como a cualquier ndmero. En matematicas existe una profunda y complicada regla con la
cual guiarse: Si se ve como un pato y se comporta como un pato, lo mds probable es que sea
un pato. Pues bien, después de revisar las reglas bajo las cudles existen los nimeros, resultd
que este tipo de expresiones, x +iy, también son nlimeros. Los matematicos vieron que esto
era bueno y decidieron ponerles un nombre, les [lamaron ndmeros complejos.

El mundo matematico se enriquecié enormemente con la creacidén, o descubrimiento, de los
ndmeros complejos. Rapidamente los fisicos los utilizaron para explicar y representar fend-
menos naturales que antes escapaban a sus estudios. Y poco a poco, las demas ramas del
saber humano fueron incorporando los niimeros complejos a su repertorio de herramientas.
Pero existia un problema, era demasiado dificil trabajar con este tipo de niimeros que tenian
expresiones complicadas y no podian representarse de una manera simple; mientras los ma-
tematicos no pudieran darles una cara mas amable, el mundo entero miraria a estos niimeros
recién nacidos con recelo y desconfianza, causandoles un severo complejo de inferioridad.
Después de quebrarse un rato la cabeza, los matematicos descubrieron otra forma de repre-
sentar a los complejos. Tomemos un complejo cualquiera, x +iy , tenemos que x es un
nimero real y podemos usar a la rectar real para representarla, luego, iy es un nimero
imaginario, el cual podemos pensar como la multiplicacién de un real por j, asi que también
podemos usar una recta para representar esta parte. Ambas rectas se veran iguales pero
mentalmente sabremos que la recta imaginaria es la recta real

multiplicada por i. La diferencia entre estas dos rectas no se ve,

se piensa. Asi, podemos representar a los ntimeros complejos C Im
como la «unién» o suma de las dos rectas, la real, Re, y la ima-

ginaria, Im. Bueno, ¢en qué forma mas natural y sencilla pode-

mos representar la «suma» o «unién» de dos rectas que con un

plano? Entonces, los nimeros complejos pueden representar- Re
se como puntos del plano. Siusamos una C para representar al
conjunto de ndmeros complejos, tenemos el plano que vemos
aqui al lado.
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Ambos planos son iguales para nuestros ojos pero para nuestra mente son distintos; es decir,
conceptualmente tenemos dos planos diferentes. El primero representa el producto carte-’
siano de los reales por los reales. Elsegundo representa a un tnico conjunto de nimeros, los
nameros complejos, los cuales estan formados por la suma del conjunto de ntimeros reales
mas el conjunto de ndmeros imaginarios.

éCémo es posible que el plano pueda ser dos cosas distintas? Es que el plano no es dos cosas
distintas, el plano simplemente representa dos cosas distintas. En el mundo matematico
existe un UGnico ente llamado El Plano, el cual existe por si mismo sin importar qué pueda
representar o para qué pueda servir. La existencia de este ente matemético es Gtil para noso-
tros porque podemos usarlo, algunas veces para representar el producto cartesiano de los
reales por los reales, otras veces, para representar al conjunto de nimeros complejos y, otras
tantas veces maés, para representar muchos otros conceptos distintos. Este es un buen ejem-
plo de por qué es importante aprender a investigar con la mente, no con los ojos.

Entonces un punto (x,y) del plano complejo representa al nimero x +jy. Por ejemplo, los
valores que obtuvimos para el eigenvalor s, -2+i3, -2+i(-3), se pueden representar con
los puntos (-2,3) y (-2,-3). Pues bien, como nuestras diversas formas de expresar un mismo
concepto no deben ser contradictorias, deberiamos tener una herramienta matematica que
manipule los puntos del plano seglin la caracteristica mas evidente de los complejos, su parte
imaginaria; con esta herramienta podriamos hacer evidente la diferencia conceptual que
hay entre R2 y el plano complejo. Es aqui, donde nuestra multiplicacién de los puntos del
plano hace su glorosia apariciéon en el conocimiento humano, porque pensando en complejos
tenenemos que:

(0) =o+i1=i= \/ Y
Y nuestra multiplicacién de puntos del plano nos da:
(0,MD*=-(1,0) = 1-j0 = 1

Esto es, los puntos del plano se multiplican de esta extrafia manera para que puedan repre-
sentar la relacién i*=-1. Y asi, gracias a esta forma de multiplicar los puntos del plano, los
ndmeros complejos obtuvieron una cara menos oscura y misteriosa; el mundo entero los
observé con familiaridad debido a su nueva cara de puntos del plano y de esta manera, pu-
dieron continuar con sus numéricas vidas libres de complejos. Aln mas, el inconforme y
revolucionario nimero imaginario, finalmente pudo ser representado como (0,1), con lo cual
pudo adaptarse plenamente a su numeérica sociedad.
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Entonces, cuando no definimos ninguna multiplicacién de los puntos del plano, tenemos al
viejo plano R*. Cuando definimos la multiplicacién de los puntos del plano, tal y como la
hemos visto, tenemos al nuevo plano complejo €. Y como ya sabemos, estos son dos nom-
bres distintos que indican diferentes mascaras para un Gnico ente matematico que responde
al nombre de plano. Ninguna concepcidén del plano es mejor que la otra, para investigar
algunos fenémenos sera mas util C, para investigar otros serd mas Gtil R?; es decir, segun
sean nuestras necesidades le pondremos una u otra mascara al plano, claro que deberemos
tener cuidado de no confundir ambas méascaras. Cuando tengamos cualquier nimero x serd
importante especificar si pertence al conjunto de nimeros reales, xR , o si pertenece al de
los complejos, x& €. Se acostumbra usar una zeta minuscula, z, para representar a un ndme-
ro complejo, asi que generalmente, cuando queramos representar a un solo ndmero, la x
representara un real, la z un complejo; pero siempre hay que revisar qué tipo de nimeros
estamos viendo, porque si necesitamos representar varios ndmeros, las letras z, ¥, x, w, U,
pueden usarse para representar reales o complejos.

Luego de pensar en lo anterior, el agente especial recordé las instrucciones del nuevo dibujo
de la mulata:

YY) e—(@O-1y+x23,x), X,yeC, @ 0.3, & x>3

Y ahora supo que eran instrucciones para trabajar con ndmero complejos. Sin embargo, el
agente especial no tenia ni idea de c6mo aplicar el mapeo, ni c6mo considerar a los parame-
tros, ni cdmo usar los eigenvalores que obtendria, ni cémo realizar diagramas de 6rbita,
etcétera, etc.

Leamos con mds cuidado estds nuevas instrucciones, las cuales nos dicen que debemos apli-
car'la inversa de un caso particular del mapeo de Hénon sobre un espacio fase formado por
dos conjuntos de nimeros complejos. Al igual que cuando usdbamos nlimeros reales, el valor
de x «correrd» por uno de estos de estos conjuntos de ndimeros complejos, el valor de y
«correrd» por el otro conjunto. Esto presenta a nuestra mente nuevos desafios dignos de un
buen esfuerzo. Vamos a platicar uno de ellos en puro espafiol, recordando que ahora consi-
deraremos nitimeros complejos. Si el espacio donde x vive es el plano complejo de 2 dimen-
siones, si el espacio donde y vive es otro plano complejo de > dimensiones, entonces el
espacio fase, donde viven las combinaciones de ambos, (x,y¥ ), tendra 4 dimensiones. Ante
eso hay que respirar profundo y buscar un ejemplo: si la representacién de x, en el plano
complejo, es x=(1,2), si la de y es y=(3,4), entonces el producto cartesiano de ambos sera
x,y)=01,2,3,4). Este punto, (1,2,3,4), vive en un espacio fase de 4 dimensiones. Sigamos
adelante, para trazar la grafica del mapeo hay que considerar lo siguiente, necesitamos aco-
modar en un solo «lugar» dos espacios fase, uno tal cual sea y el otro alterado por una apli-
cacién del mapeo; como los dos espacios fase tienen 4 dimensiones cada uno, el «lugar»
donde los acomodaremos tendra 8 dimensiones, ahi «vivira» nuestra grafica. Esclaroque no
podremos ver la grafica y, sé6lo algunos genios podran imaginarsela, tal vez ninguno. Peor
aan, ni siquiera podremos ver el espacio fase, ni podremos representarlo visualmente, asi no
tendremos diagramas de bifurcacién, ni de érbita, etcétera. Lo Gnico que podemos ver, es el
plano complejo de x por separado del plano complejo de y. Con estas limitaciones, se busca
comprender el comportamiento completo del sistema dindmico. Por supuesto que, como ya
sabemos, en matematicas existen muchos caminos para llegar a los mismos lugares. Asique,
a veces, se deben abandonar los caminos que podemos explorar con lo ojos y sequir aquellos
donde nuestra mente es lo Gnico capaz de guiarnos.
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Regresemos con el nuevo dibujo de la mulata. Ahora sabemos que no es un plano dinamico
del espacio fase como lo eran todos los anteriores. Como sabemos que lo Ginico representable
son los planos complejos, y como las instrucciones dicen # x>3 , podemos suponer que el
dibujo tiene que ver con el plano complejo de x. Es mas, si todo funciona como antes, pode-
mMos suponer que estamos viendo, aunque suene extrafo, el plano dindmico del plano com-
plejo de x, en donde los valores de x que no escapan estan pintados en negro, y los que si
escapan de diferentes tonos de grises y blanco, indicando asi sus diferentes velocidades de
escape. Pero hasta que no tengamos una idea clara de todas las cosas nuevas que tenemos
por descubrir, no podremos estar seguros de nada.

Después de meditar largamente acerca de todos los conceptos nuevos que habian surgido
frente a él, el agente especial llegé a la conclusién de que no tenia la menor idea de por dénde
empezar, cOmo estudiar el nuevo mapeo, qué herramientas usar, ni de cdmo encarar estos
nuevos desafios. Entonces decidié acercarse nuevamente al maestro del espectro sideral,
para preguntarle si sus pensamientos lo conducian por el camino correcto. El maestro del
especto sideral le contestd que sus pensamientos iban por buen camino y que, gracias a su
larga meditacion, ya estaba listo para comenzar su entrenamiento. El agente espacial le pi-
did que le aclarara los misterios de los atractores extrafios que fos demas agentes no habian
podido resolver, que le dijera c6mo repetir el nuevo dibujo de la mulata de Cérdoba vy, que le
explicara los secretos que se escondian detrds de este dibujo. El maestro del espectro sideral
mird con serenidad al agente especial y le dijo: «Paciencia. Aclara tu mente de dudas. Si
escoges el camino rapido y facil para resolverlas, te convertiras en un agente del mal. Recuer-
da que el lado oscuro es mas rapido, mas facil, mas seductor.»

El agente especial escuchd con desgano estas palabras y, decidié meditar acerca de ellas.
Debia comprender por qué no podia descubrir todo lo que necesitaba de una buena vez. Y
poco a poco, fue imaginando todo aquello que debia aprender.

Para aprender a utilizar nuevas herramientas matemadticas, al igual que con las del mundo
«real», hay que avanzar poco a poco, porque si no tenemos cuidado podemos equivocar el
camino. Antes de considerar ndmeros complejos en el espacio fase, o en los parametros,
deberfamos revisar qué otros nlimeros menos «relevantes» pueden considerarse como com-
plejos. De hecho ya hemos visto unos, los eigenvalores. Si permitimos que los eigenvalores
sean complejos obtendremos algo que nos ha hecho falta desde el

inico de la investigacion, la definicién de hiperbolicidad. Pero has- im
ta para esta definicién necesitamos conocer mas a los complejos. C

Si trazamos un circulo de radio 1 en el plano complejo, obtenemos 1
todos los complejos que son raices de uno. Es decir, ya sabemos /\

-1

que sobre los ejes estan las raices cuadradas de uno y menos uno, _1\u1 Re

pues en el resto del circulo estdn sus raices ciibicas, cuartas, quin-
tas, etcétera. A este circulo se le conoce como el circulo unitaroy
es importante porque la definicién de hiperbolicidad es:

Hiperbolicidad.

Un punto fijo p es hiperbélico para un mapeo F, F:R"— R" , si JF (p) no tiene
eigenvalores en el circulo unitario, en donde JF {p) es la matriz jacobiana evaluada en p.

Si p es periddico de periodo m, entonces p es hiperbélico si JF™(p) no tiene eigenvalores
en el circulo unitario.
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Por eso es que no tenfamos la definicién de hiperbolicidad, porque no habiamos dejado que
los eigenvalores tomaran valores complejos. Asi, si la matriz jacobiana del mapeo evaluada
en un punto tiene eigenvalores que son raices de la unidad, diremos que el punto es no
hiperbélico. Sin embargo, para entender todo lo que implica esta definicion, debemos fami-
liarizarnos atin mas con los ndmeros complejos. Por que, como podemos imaginar, trabajar
con complejos es distinto a trabajar con reales; por ejemplo, los complejos tienen algo asi
como contrapartes que se llaman conjugados, y al manipular complejos con sus conjugados
se obtienen propiedades muy especiales. Veamos a otro ejemplo mas relacionado con nues-
tra investigacion. Si aplicamos el mapeo de Hénon sobre el mismo espacio fase que tenfamos
antes, R?, con el parametro b=1, resulta ser que obtendremos puntos periédicos no
hiperbdlicos, los cuales tomaran el nombre de puntos elipticos y tendran ciertas propiedades
bastante complicadas. Entonces tendremos que el mapeo de Hénon produce atractores, re-
pulsores, puntos silla y puntos elipticos. Pues bien, el comportamiento de los mapeos cerca
de los puntos elipticos es generalmente complicado y, hasta el dia de hoy, no ha podido ser
entendido completamente. Un avance en este sentido es el teorema de giro, o de rotacién,
de Moser, el cual asegura que bajo ciertas condiciones existe una infinidad de de ciclos
invariantes alrededor de un punto fijo eliptico; en los ciclos el mapeo produce rotaciones
irracionales, es decir que el dngulo de rotacién no pueden medirse con fracciones, y entre los
ciclos el mapeo puede ser cadtico. Veamos un ejemplo de esto:

Primero le pedi-
mos a la compu-
tadora que nos
haga un plano di-
namico del ma-

Luego le pedimos
que nos haga un
diagrama de 6rbi-
ta siguiendo va-
rios puntos que

peo de Hénon
con parametros
a=-0.4, b=1

se encuentran en
el drea marcada
con negro del

plano dindmico.

En el diagrama de 6rbita vemos algunos de los infinitos ci-
clos de los que habldabamos, de hecho podemos suponer que
en el centro tenemos un punto fijo eliptico y, en las cinco
«islas» a su alrededor tenemos cinco puntos periddicos elip-
ticos. Alrededor de todos estos puntos elipticos se forman
infinidades de ciclosy, entre ellos, existen puntos cuyo com-
portamiento es caotico. Ademadas vemos, como manchas gri-
ses algunas orbitas que parecen dadas al azar entre la «isla»
central y las cinco «islas» a su alrededor. Si sobreponemos el
diagrama de 6rbita con tonos claros de gris, sobre el plano
dinamico obtenemos la figura de al lado, quién dirfa que tan-
tas rarezas se producirian con este inocente mapeo:

= -0.4-y-x*
y=Xx
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Los puntos elipticos no son la tinica sorpresa que nos tiene el caso b=1. Silo revisdramos con
cuidado, veriamos que aparecen puntos que no son fijos pero sus imagenes caen casi exacta-
mente arriba de ellos, en espafiol podemos decir que sus imagenes se apilan toscamente
sobre ellos, estos puntos se llaman puntos recurrentes. También apareceran puntos recu-
rrentes en cadena, que son parecidos a los puntos periédicos sélo que sus imagenes no caen
exactamente encima de ellos; en puro espafiol podemos decir que los puntos recurrentes son
puntos fijos un poco ebrios, y los recurrentes en cadena son periddicos también un tanto
ebrios. Adema&s surgirdn unos puntos un poco tercos, los puntos homoclinicos. Para descri-
bir brevemente el comportamiento de los puntos homoclinicos podemos decir que, son pun-
tos despechados por los repulsores pero que después de un tiempo haran todo lo posible por

regresar a vengarse del repulsor:
[ ——
Oq3

—‘/.
El punto negro R, esunre- o - 0;
2

i
pulsor que se esfuerza por R® ® . e
expulsar al punto gris q, 9, [ 3

el cudl pertenece a la va- 9,

riedad inestable local de R. Pero después de unas cuantas iteraciones, g sale de la variedad
inestable de R y regresa directamente sobre R. Cuando un punto presenta este vengativo
comportamiento, se dice que es un punto homoclinico. Y de un repulsor como R, se dice que
es un repulsor de rebote o de regreso rapido. Estos puntos homoclinicos nacen cuando se
presentan bifurcaciones mas complicadas que las nodo-silla y las de doblamiento de periodo,
de hecho nacen cuando se presenta una bifuracién que genera puntos de acumulacion para
las bifurcaciones anteriores, estas nuevas bifurciones reciben el nombre de bifurcaciones
homoclinicas. Asi, el mapeo de Hénon con b=1 presentara, ademas de las bifurcaciones nodo-
silla y de doblamiento de periodo, bifurcaciones homoclinicas. De hecho, al igual que en el
caso o<|b |<1, el mapeo de Hénon con b=1 desarrollara sus primeros puntos fijos con una
bifuracacién nodo-silla y, en cuanto aparezca el primer punto fijo hiperbdlico, éste generara
un punto homoclinico.

Como el mapeo de Hénon no esta totalmente comprendido, nadie puede enumerar las sor-
presas que nos presentaran si investigamos el caso b=1. Pero con las pocas cosas que hemos
platicado en puro espafiol, acerca de este caso que preserva areas, podemos imaginar que el
comportamiento que genera es sumamente distinto al caso contractivo que ya revisamos. Y
lo Gnico que hemos cambiado es el valor del parametro b, porque seguimos aplicando el
mapeo sobre nuestro antiguo espacio fase, [R%; en el Unico momento en que hemos usado
nimeros complejos ha sido con los eigenvalores.

Si quisiéramos ser un poco mas osados y permitiéramos que alguno de los parametros toma-
ra valores complejos, obtendriamos un mundo nuevo para investigar. Por ejemplo, vamos a
dejar que el parametro a tome valores complejos, mientras que b continda siendo real. Lue-
go vamos a pedirle a la computadora que nos pinte otro cuadro sobre el espacio de los para-
metros pero, esta vez, s6lo podra pintar el cuadro sobre el plano complejo donde represente-
mos los valores de a. La légica del cuadro sequira siendo la misma, las dreas negras represen-
tan valores de a con los que ningtin punto critico escapa, en las pintadas de gris oscuro
algunos escapan y otros no lo hacen, en las dreas pintadas de gris claro todos escapan y, en
las areas blancas la computadora es incapaz de describir el comportamiento que se genera.
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Asi obtenemos el cuadro de la izquierda. Si después hacemos que a=1y que b tome valores
complejos, obtenemos el cuadro de la derecha.

a=1
®

Im(a) Im(b)

-2 7 1
-2 2 -1

Re(a) Re(b)

Con un poco mas de valentia podriamos hacer que ambos parametros tomaran valores com-
plejos. Luego podriamos regresar los parametros a valores reales y podriamos considerar
valores complejos para el espacio fase; de hecho el dGdltimo dibujo de la mulata fué hecho asi,
con a=o0, b=-1, sobre el plano complejo que representa los valores de x. Finalmente, podria-
mos hacer uso de toda nuestra confianza y permitir que los parametros y las varibales del
espacio fase tomaran valores complejos. Y asi, nos adentrariamos en exdticas y fascinantes
tierras matematicas; algunas de ellas inexploradas ya que existen vastas regiones del espacio
paramétrico del mapeo de Hénon sobre las que ningln ser humano a posado su mente.

Al meditar en todo aquello que le faltaba comprender, el agente especial decidié que solo
avanzando cuidadosamente podria entender los misterios que le rodeaban. Debia ordenar
todo lo nuevo que ahora sabia, debia comprender a los ndmeros complejos y acostumbrarse
a ellos, debia planear cuidadosamente cémo continuar su investigacidn. Entonces, el agente
especial se volvié al espectro sideral y le pidié que avisara a los demas agentes especiales que
su entrenamiento iba a ser un poco mas largo de lo que habian creido pero que, atn asi, lo
terminaria antes de que regresara la mulata de Cérdoba con sus maléficos, tormentosos,
inefables e inexplicables embrujos.

El especto sideral subid a su nave, le pidi6é a sucom-
putadora que generara el plano dindmico del ma-
peo de Hénon sobre R? con las siguientes caracte-
risticas, a=0.66 , b=1.06, con los puntos que esca-
pan rapidamente y los que no lo hacen pintados de
negro y, con pocos tonos de gris que se repiten para
diferenciar mejor las distintas velocidades de esca-
pe. El espectro sideral encendié su nave, utilizando
sus ilégicos e incomprensibles poderes entré en el
plano dindmico y dirigié su nave rumbo a la Tierra.
Mientras se alejaba, se pregqunté cuantos misterios
del Universo le serian revelados al agente especial.
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Nunca en los anales de la ciencia y la ingenieria ha existido un fenémeno tan ubicuo, un paradigma
tan universal, o una disciplina tan multidisciplinaria como la del caos. Aidn asi el caos representa sélo
la punta de un asombroso iceberg, debajo de él yace una finisima estructura de inmensa complejidad,
un laberinto geomeétrico de infinitas convoluciones, y un paisaje surrealista de encantadora belleza.

Leon O. Chua
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