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Introducción 

El término autoorganización se aplica a sistemas complejos donde se percibe al
guna clasn de act.ividad, patrón o <linárnica coordinados. En este sentido, podernos 
decir que un siste1na se autoorganiza, cuando a traYés de algtín co1nport.a111iento 
cornplejo surgen correlaciones ch~ largo alcance, ya sean éstas ~-"Pªciales o ternpo
rales. 

La forn1aci611 de patrone:-; es una con.secuencia rnuy llarnativa. del fon6rneno de 
autoorganizaciún. Lrn; podernos encontrar tanto nn sistcrnas físico!-i corno biológicos 
y quírnicos, dando lugar a una gran riqueza de fonnas y estructura .. <-;. El fcnórneno 
1nisn10 de la vida se sustenta y recrea en procesos cornplicadofi de autuorganización 
donde .surgPn una gran variedad de patrones qut• contienpn par·tc de la hellcza y 
co1nplcjidad de la.s fonnas vivientes. 

Resulta su11uuncntc intere.santc tratar de cornprender los 1neca11is1nos intrínsec
os que producen que 1111 Risten1a saJµ;a del aparente dt>sorden y se autoorga.nice. Es 
necesario hacer notar que Pste JJrOCf?SO se da en siste1uas abiertos y fuera del equi
librio. Se han ohservado una gran varit?dad de sistp111a..~ que pasan del de_i;;orden a un 
régi1ncn de autoorganización al 1nodificarse algü11 paniuu-'t ro o cantidad física. Esto 
pPrrnite el estudio de dichos sist<•rna_o..; en PI lahoratorio, donde el ciPntífico es capaz 
de controlar Psc pani111Ptn1. P ident ilicar p) do111i11io donde aparece el fcnórneno. 

En este trabajo abnrda111os PI f•.studio dt> la fonuadl>n de? patrones Pll dos sis
tcrna.s pri11dpalrnentr> 1 que a.unqtu• provPnientcs dl? distintas áreas del conocirnicnto 
científico, la Física y la 13iolugía, pn•sentan aspectos geou1ét.ricos y din;irnicos en 
cornt"tn. Estudiarnos por un lado~ p) f1~11ú1neno de 111orfogénc:-;is en un tipo de filota.xis 
plana, y pnr otro, a11aliza111os la forrnaeión de los patrones con\·ectivos de Bénard. 
A1nbos procesos de autoorg:anizaciún esU\n relacionados por varias razones, y ello 
se puede ohsf~rvar a sirnplc vista; los patrones en los dos siste1na .. ~ son rnuy sirnilarcs. 
La causa llHÍ!'.i itnportantc de esta sin1ilit.ud PS que arnbos pueden ser considerados 
corno soluciones a u11 JH"oble1na variacional: el lla1nado ern¡1aquctarnicnto de discos. 
En este contexto, dichos patrones son la estructura resultante del acornado de cel
das, con tarnarlos y fonna.s aproxi111adan1ente iguah?s, en una región espacial plana, 
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de tal manera que dos condiciones geométricas son satisfechas: los centros de las 
celdas se alejan unos de ot.ros tanto como es posible, al mismo tiempo que el patrón 
está constituido por el mayor número de celdas posibles. En el caso de In filotaxis 
que estudiarnos, las colrlas n~prcsentan (H~talos u otros órganos presentes, por Pjern
plo, en la corola de una flor, corno la margarita o el girasol. En el caso del sistema 
hidrodinárnico, el patrón está constituido por celdas de convección. Aunque abor
darnos tÍnicarnPnte el caRo plano~ varios de los resultados que obte11eruos pueden 
ser ~eru~ralizadus a la íonnacif>u dl~ filotaxis cilí11drica.. 

Podeanos ernplenr vario:-; e11fuqt1Ps Pll PI estudio ch? la íonnaci<.ln d<? filotaxis, los 
cuales cla .. "'iifil'alIH>S en dos tipos 1 ><.isicos: aquellos que buscan explicar el fonórne110 

a partir dP prirneros principios, y aqudlos que lo dcficrib<·n a partir dt• sus carac
teríst.il.'a .. "'i globales. En Pst.P trabajo pn~stmtar11os arubos enfoques al (~studiar prirnero 
los a .. ..:.;pcct.ns g<'or11ét.ricns para desptu~s proponer un n1ecanisn1n quíruico, basado en 
procesos de rt~alTÍÍHI y dift1siln1 corno responsable de su n1orfogt'!t1t~sis. Estos procesos 
generan uua di1uí111ica tipo Turing, en donde la difusión es el factor ele Uesestabi
)i:t,adún local. Esl a pro¡u1<•sla H<' fundamenta en resultados n•cient.es ([G]. [r.] y [l D]) 
quP dP1Jlt1Psl.ra11 la existl~ncia de <'St.adns PIJ sist.ernas de reaccil1n-difu!-'iún, carac
tt?rizado:-; JJor la PXisUmeia de zn11a.s 111uy localizada .. <.; de alta concentración .de 11110 
de los reactivos, conoddas eorno 111and1a.s o picos, cuya configuraciún obedece el 
priucipio varial"io11al nieucionado arriba. Pnr otro lado, Jm; si1nulacio11Ps rc~alizada.s 
por l'dl'inhardt., Koch y RPrnasconi [11 J 11111Pst.ran <~orno e] trH!canisrno 111orfogP.nútico 
q1w haee posiblP la ubicacicJ11 de nuevos <)rganos en rl 111eriste1110, puPclc .ser resulta
do de la din:i1nica dP 1111 sistP111a de reacci<>n-difusi611 cotnJHl<~.sto de tres sustancias; 
dos ele Pilas int<~ractuan entre sí corno aet.ivadur e inhihidor, 111ic11tra.s que la tercera 
funciona c:o1110 rnarr.ador en un 1uccanis1110 de lIH!llJorin. Nuestra propuesta sefíala 
a 1111 sist.<>111a dP tipn aef.ivador-inhihidor, con dos sustancia_c.;; 1í11iea11wnte, corno re
sponsable d<> la fon11aciln1 de fi)ot.axis plana~ no solo en el n1t'l'Ísterno, sino en tocla 
la corola. La 11hicaciú11 dP 1111rvos 6rganos en L'I rneri.sternn c•s consecuencia, bajo 
est.a propta•st.a, del principio variadonal inhPrent.e a la diruirnica de nuestro sistcrna 
y 110 de 1111 SPgUUdO ifJ}Ji/>jdor CUlllO proportell f\'feinhardt e/. ,[t} {VCél.."iC [J J J). 

Este trabajo está uq.~a11izado coJJHl si~ue. En el pri1ner capítulo presentarnos 
aspectos generalc~.s del fo11ó11w11n de autoorga11izaciún y algunos cjernplos del ruisrno, 
con el objetivo de far11iliarizar11os con PI terna. En el segundo, establecctnos los 
conocirnicntos prclin1i11an•s clt' los :-;i~tl~111a.s de n~acción-difusiL)n y la inestabilidad 
de Turing que e1nplcan1os en el tercer capítulo, donde exponernos nuestra propuesta 
central para explicar la er11ergcncia de ftlot.a....:ia en flores. En el cuarto capítulo 
hacernos un estudio gloLal de los patrones convectivos de Bénard y establecernos 
la similitud entre ellos y lo;; patrones en lilotm<is. 

Nos gustaría utilizar estt~ espacio para hacer énfasis en la iruportancia que tiene 
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para la Física y las !Vfatemáticas el estudio de filotaxis. En prinwr lugar, la filota.xis 
puede considerarse como un tipo de cristalografía, y desde los inicios de esta rama 
de la ciencia, aquella a jugado un papel rnuy relevante, pues rnucstra regulari
dades y condiciones geométricas propias de la formación de redes cristalinas. Por 
otro lado, la filotaxis rnuestra procesos dincirnicos cornplejos, y su estudio es un 
cruce ele carninos de diferentes discipliuas corno la bot;inica, la teoría de ecua
ciones diferenciales parciales y c!l c:ilculo de \'a.riacioncs. Por tíltirno, la fonnación 
de filotaxis es un ejemplo fascinante dr. la capacidad de autoorganización de los 
sisten1as vivientes. El csturlin.r y describir los 1nccanisrnos encargados de este pro
ceso puede conducir, cventualrncnte, a. una rnayor cornprensión de la etncrgencia 
de si111etrías en organis111os vivos. 



Capítulo 1 

Nociones básicas 

En este primc1· capítulo hacemos una descripción conceptual del fenómeno de 
autoorganización, y presentarnos una colección de ejernplos en el que éste sn da. 
Este íe1161neno es su111a11H~ntP ,.a .. '"ito, tanto en los rnl'tltiples enfoques y teorías que 
se usan para su descripción, co1no en la evidencia empírica que de él tenen1os 
disponible. Por supuesto que no pretendemos abarcar todas las facetas de este 
fa .. ":lcinante te1na, pero esperarnos que lo expuesto en este capítulo sea un buen 
punto de partida para el desarrollo posterior, y dé una idea de la profundidad que 
puede alcanzar su estudio. 

1.1. Sistemas termodinániicos fuera del equilib
rio 

Debido a que el estudio de la formación de patrones hace uso en gran medida 
del a11dan1iajc que provee la terrnodinátnica, gran parte del vocahulario que se 
ernplea proviene de esta. En esta sección pretendernos hacer un repaso general rnuy 
breve sobre algunos conceptos clave de la terrnodiná1nica que estarernos usando 
constante1ne11te 1 

• 

Cuando querernos estudiar algo tendernos a aislarlo del rnedio que lo rodea -
gcneralrncnte esto lo hacernos en nuestra 1nente- y enfocarlo de rnanera exclusiva. 
En la Física corno en otra..s cim1cias, llarnarnos siste111as a aquellas regiones acotadas 
del espacio o aquellas porciones finitas de materia, que son sujetos de estudio. Por 
cjernplo, podríarnos escoger corno nuestro sisterna a una neurona del cerebro lo 

1 Gr·au parte de los conceptos presentados en esta primera St!cción pueden encontrarse y revis
arse en (20] 

l 
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mismo que al fluido que se encuentra dentro del pistón de un aut.ornóvil. Aislar el 
sistema de sus alrededores implica reconocer o establecer sus fronteras. 

Una vez que hemos delimitado nuestro sist.erna, el paso siguiente es definir cier
tas cantidades (\'ariablc:-:1 físicas, quí111icas, etc.) que nos pcrrnitan hacer una descrip
ción de él. Aquí cncoutrarnos dos diferentes tipos de enfoques: el rnacroscópico y el 
microscópico. Si querc111os analizar al sist.cn1a desde un punto de vista n1acro:-;cópi
co, entonces la:.; canticlade:.; 111cdiant.c la!i cu:íJ,~s Jo dt~scriba.ntos dcbenin provenir, 
hasta cierto punto, dn nurn;;t.ra pt~rcepción sensoria)¡ rnientras que desde el punto 
de vista rnicrosr.6pico esa cnndichln no se c11111plc. Así por cjcrnplo, la .. "'i cantida<lc!-i 
rnacroscópiea ... ¡;¡ que describen al fluido en ol pistón pueden ser HU presión, vol11-
n1cn y ternprratura. Esta8 cantidades tienen corno in1porta11te característica que 
son rnedibJm.;. t\,ficru:-;c6pit'a111ent tl consiclPrarnos al sist<?rna ('01110 el conjunto de una 
gran cantidad de 1110J6c11Ja~ i11t.cractuando ~ntn~ sí. La de:-;cripcié>n 111icroscópica en
touces, requiere una gran eantidad de variablns (la velocidad de cada rno]écula, por 
ejcrnplo), que difícilrnentr senín ruedihlcs¡ uliontras que en el nivPI rnacroscópico 
la .. <; variables son pocas, y tienen la caractcrí:;;tica. de que n~prrn.;e11ta11 prorucdios de 
las variablt?s ruicroscúpicas. 

La Tt~nnodi11ú111ica :;;e concentra pri11dpalr11cntc en cncontra.1· y describir las 
relaciones que existt!ll entre aquellas variables que representan el estado iIJterior de 
u11 sisterua. Para lt!nr.r una. 1nejor idea de quH querernos decir cuando hablarnos del 
estarlo interior, to111cr11of" corno rjernplo el pistón de un autornóvil. Este sisterna en 
Sil totalidad (el pistón ~· el fluido contt•nido) tiene la misma velocidad promedio 
que el auto, prro tiene una t.r.n1pen-1tura prornmlio diferente. La velocidad a la que 
:-;e rnucvc no tieno relación con su estado interno, 111ientra...o.:; que la tmnperatura sí. 
Es por ello qta~ la tcrnperat.ura C!'i una variable tcrrnodiruirnica mientra.e;;; que la 
velocidad del auto 110 lo es. 

Equilibrio tern>odiuánlico 

1-Imnos visto que para poder describir a un sisterna de rnanera interna, es nece
sario especificar un cierto 111'u11ero de variables tcnnodinán1ica ... ic;. Cuando un sistema 
alcanza un estado tal, que dichas variables tienen un valor que no cambia con el 
tiernpo, sieruprc que las condiciones externas al sisterna no carnbien, se dice que el 
sistcrua est;í en equilibrio. 

Torncn1os corno ejmnplo de sisterua al café contenido en una taza. Algunas 
posibles ,·ariables tern1odiná1nicas son su ternpcratura, 1nasa1 presión y volurnen. 
En este caso, todo!i hernos percibido corno nuestro sistema alcanza un estado de 
equilibrio: <lcjandolo reposar, d café tennina por enfriarse. Si rniclicrarnos su te111-
peratura una vez que se cu frió, oLservaríarnos que no catnbia {al n1cnos de manera 
significativa), siempre que Ja temperatura de la habitación en la que estamos tam-
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bien se mantenga constante. 

Existen diferentes tipos de equilibrio. El equilibrio mecánico se alcanza cuando 
no existe ninguna fuerza sin balancear en el interior del sisterna, ni entre el sisterna y 
sus alrededores. Aun cuando dentro del sistema existan diferentes tipos de fuerzas 
actuando, estas fucrzu.!í se pueden anular uri;i.._c;; a otra:.;, teniendo corno resultado 
global una fue1·za total nula. Por ejemplo, un puente está en equilibrio mecánico 
aun cuando act.ua sobre él la fuerza gravitac:ional. Dicha fuerza se anula con otras 
de reacción propias de la. estructura rígida del puc_~nte. Su estado ch~ equilibrio se 
refleja en el hr.cho de que no se cae. 

Por otra part.e, si eJ .sisterna aderuás de estar en (~quilibrio n1ccánico, no sufre 
ningtín carnbio en su estructura interna, ya sea por alguna reacción quírnica o por 
flujo dn rnat.erial eu un proceso de difusión, entonces He encuentra en equilibrio 
q11í1nico. 

Una tercera cla.~c de equilibrio es el tér111ico. A diferencia dn los anteriores, 
este se define para dos o nuís :-;i:;;;te111a:-;. Cuando hablarnos de dos sistcn1as que 
intcractuan entre sí, es necesario dctcnninar el tipo de frontera que los separa. Las 
fronteras ;ulia/Játic;1.s son aquellas que no pcrrniten 11ingtín t.ipo ele interacción entre 
los sistc1nas. En el caso de Ja ta.za de cafl-, Jo:; .si.steinas pueden ser el café n1is1110 y 
el aire coutenido <Hl Ja habitad6n, ruicntras que la frontera es Ja taza (suponiendo 
que tenga tapa). Dicha frontera no pumlc ser considerada a.diab;itica, dchido a <JUe 
pcrrnit.c el paso del calor, dando corno resultado que el café se cnfríP. De hecho, 
las frontera .. ~ adiahcitka.o.; son idPalrn.;, aunque es prn.;iblc conHPguir alguna. . ..:; buenas 
aproxi111adones co111u puede Ht~r un n•cipiente tfü·111ic.o c.ns1 oso que 111ante11ga al cafe 
caliente .. ..\ la:-; fronteras c1ue JH'rtni1 Pll el pa.....;o de calor de un sistcrua a ot.ro, se 
les lhuna <liat.6nnic<1.s. ERt.a.s son rnucho 111eis con111111~.s que las anteriores. Cuando 
tenen10:-; do:-; :-;i:-;1PIJHI.'-i separado:-; por una frontera diat.t'~nuica, algunas ,·ariablr.s 
tcrrnodinárnica:-; cu111cmzani11 a carnbiar rlc valor -Ja ternperatura del café disrninuye
hasta alcauzar un valor 1!st,ahle -café frío-. En r.se 111on1cnt.u arnbos sistcrnas alcanzan 
un e<Juilihrio t.énuicn. Por lo tanto, un sisterna. alcanza 1111 estado de equilibrio 
t.érrnico cuando, aparte de tiatisfaccrse Ja .. .;; condiciones du equilibrios rnecánico y 
quírnico, no hay ca111hio en el \ 0alor de la..., variables tcnnodináruica.s cuando se 
encuentra scpan:uJo de Jos alrededores por un frontera diatérrnica. 

Cuando en un ~isterna ~e cu1nplcn las condiciones Ue equilibrio rnccánico, quínti
co y térmico, entonces decimos que ha alcanzado un estado de equilibrio ter-
111odi11á111ico. 

Sistemas abiertos y fuera del equilibrio 
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Es un hecho comprobado experimentalmente que todos 2 los sistemas presentan 
una tendencia hacia los estados de equilibrio. El ejemplo de la taza de cafe es muy 
ilustrativo. Es por ello que, para que un sistema se mantenga fuera del equilibrio, es 
necesario que exista algtín factor externo que lo empujo, con lo cual es necesario que 
sus fronteras le permitan algi'm tipo de interacción con el exterior. A los sistemas 
que cuentan con ese tipo de fronteras se les conoce corno abiertos. 

La 111ayoría de los sist.ernas que enco11t.ra1nos rJc rnanera. natural :-;011 abiertos. Un 
ejernplo rnuy farniliar es nuestro propio org:anisrno, el cual, para nuP.stra fortuna, 
se encucmtra fuera del equilibrio tennodin;:irnico. Los sistc1na .. <.; abiertos y fuera del 
e<1uilihrio ::;on c:;;pcciahuentc relevantes, pues en e1los se presenta el tnuy interesante 
fenórnr.110 dl~ autoorganización. fvhís adelante darnos una definición corupacta de 
Pste concepto, pero antés de hacerlo preferimos introducirlo a partir de ejemplos 
particulares. 

1.2. Convección térmica de Rayleigh-Bénard 

El sistema convectivo de Rayleiglt-Bénard ha sido uno de los más estudiados y es 
un fenómeno protot.ípico de la formación de patrones. Gran parte del entendimiento 
que de ellos se ha. alcanzado se debe a este sistcrna [3]. 

En 1()00, IIenri Bénard descubrió que al calentar por debajo un fluido (dejando 
la superficie libre), se fonnaba un pa.tron rnás o rnenos rcgu1ar de celdas convec
tivas lrnxagonales. Postedorrncnte en 1916, .John \Villiarn Strutt Lord Rayleigh 
explicó dicho fenór11t!no corno PI resultado de la inPfitahiliciad generada en el sis
tcrna, cfohido a la ftH!rza dP llot.acit)n qut> sufren J¿L, eapa.s inferiores del fluido al 
aur11e11tar su tc111pPratura. i\ct11ahne11tP, d fpnÓrtH!no eonve1~tivo descubierto por 
I3c~nard no Sf~ explica nada rrHLo;; rnediantc la inestabilidad generada. por la fuerza de 
llotaci(í11, sino se agregan otra.'-i fuerzas qtH~ t.>stan relacionadas con la tcnsitln superfi
cial y la te111peratura. Sin ernbargo, al proceso convectivo generarlo por la fuerza de 
flotación se IP conoec co1110 cunvecei6n t<~nnica de füiylcigh-Bénard, rnientras que 
al inducido por la lt!Hsiún :-;upt~ríicial se le conoce corno convección de t\·farangoni. 

En su forma ideal, la com't!lodón de Rayleigh-Búnard consiste de un lluido cutre 
dos placas paralela.~, infinitas y perfectamente conductoras de calor (ver fig.(1.1)). 
Cuando la te111¡Jenttura de las pla<:as es idéntica -C!.T = T 2 - T 1 = O,- el sistema 
alcanza 1111 e~t.ado de equilibrio ténnico, donde el fluido es hornogénco e isotrópico. 
Este m.;t.ado PS esta.Ole, dado que si se aplica una pequefia J>l"rturbación al sis
tPrna (elevando ligera111ent.e la tcrnperatura de la placa inferior por un intervalo de 
t.ierupo corto), m·ent ualmente el sistema regresa al estado de equilibrio [16]. Hasta 

2 Salvo que se descubra alguno que no lo haga. 
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aquí, el sistema descrito es muy aburrido pues todos los elementos del fluido se ven 
idénticos en todos los puntos. Las condiciones cambian cualitativatnente cuando 
elevamos la temperatura de la placa inferior T 2 progresivamente y e1np11ja11ws al 
sisterna fuera del equilibrio. Para tl.T cercana. a cero, el sistenu1 se rnantiene en 
reposo 3 y una diferencia de tempnraluras surge r.ntre las placas {la temperatura 
va disminuyendo conforme nos acercamos a la placa :rnperior). Este estado recibe 
el notnbrc de e.'>f,nrlo ele conducción. Ahora vernos condiciones clararnentc distintas 
a las del equilibrio t.énnico, pues encontrarnos un rurnpirnicnto de hornogencidad. 
Debido a la expansión tl!rn1ica que Rnfru ni fluido cuando aurnenta su t.ernperatura, 
la densidad de la .. ~ capas inferiores es nwnor, situacilln que puede ch-:oriva.r fm inesta
bilidad puesto que el sistc111a csUi !'illincrgido en un carnpo gra\•itacional: aparece 
una fuerza de flotación F¡ que en1puja la.'-; capa.~-.; inferiores hacia. arriba. El siste1na 
se vueh·c inestable cuando PHta fuerza c.s capaz de :-;upera1· los efectos disipativos 
derivados ele la. condncción térmica y la viscosidad [3]. 

Podc1nos definir cut.once:-; un panin1etro 4 de control R co1no el cociente de la 
fuerza de Hotación tmtre la ftun-za estabilizadora co11scc11cncia de la. disipadón. Se 
puede verificar que /?. es din!ctaruente proporcional a ilT debido a que si aun1en
ta1nos la tcntpera.tura de la placa inferior, la fuerza ele flntaciln1 H<! incrcn1enta. Se 
ha observado que la inest.abilidad se pn!senta cuando R alcanza ol valor crítico 
Re'°" 1708 independient.c111r.11t.c del fluido que se tenga [3]. Cuando el Histema cruza. 
el urnbral, detcnnina<lo por rn-ie valor crítico, el siste1na se autoorga.niza fonnando 
células de convección, donde el calor es transportado 1ncdiantc regiones de 1naterial 
caliente que sube y regiones donde el rnaterial frío baja. 

La fonnnciún de estP patrt'nt couvectivu nos sir\·e para ilustrar los aspectos típi
cos de1 proceso df! autoorµ;anización. El sist e111a se rnanticnc fuera del equilibrio 
111ediante la inyPcci{>11 de f!llergín, geneníndo.se a .... í la inest.ahilidad para dctennina
do dotninio de 1111 paníruet.ro de control. La iru~.st abil id ad PIH"Í<!ITa 1111 rnoceso de 
retroali1nc11tacid11: cunndo PI panünctro de control cruza el urnhral del Yalor crítico, 
los ele1nentos df! fluido en la:-; capas inferiores llet.:csit.ar<Íll de una pcqueiia pertur
bación (quizrí el choque entre dos 111olóculas) para cornenzar a subir c1npujados por 
la fuerza de flotaeión. Esta perturbación, que en el régimen de equilib.-io tendería 
a desaparecer, crece y da pa..o.;o a un patrdn de convección, ro1npiendo la horno
geneidad. \lcrnn.s finalrnent.e que el sist.e111a pasa de un régi111cn de co111porta1niento 
sintple, donde lo relevante ~nn la .. <; interacciones rnolcculares de orden tnicroscópi
co, a un rdgi111e11 con orden y coherencia., donde ciertcL'i corr·claciones de alcance 

3 Refiriéndose a qun 110 hay movimiento en esc.--ila macroscópica aunque a nivel atómico las 
molécula..., estén en continuo 1novimiento. 

"'Este panimetro tiene Ja forma adimcusitma) R = 0 q";;d3 
con u co1no el coeficiente de ex

pansión térmico, g la aceleración gravitacionaJ, el la disto:u1cia entre las placas, "'el coeficiente de 
difusión térmico y 1.1 la viscosidad cinemática. 
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Figura 1.1: Sistema Con\'ecth·o de Benanl, en el que podmnos observar la formación 
de celdas convcctivas. 

1nacroscop1co juegan un papel rnuy irnportantc en la diruírnica: Cuando una célula 
convcctiva gira en el sentido de las rnanccillas del reloj, las adyaccnt~..s Jo l1accn en 
sentido contrario. Por otra parte, el sisterna 110 tiene un tínico estado posible para 
el mismo valor del paránrntro. El estado m1\s sencillo es el que presenta células 
conv,~et.h·as cuadracJas. Sin crnbargo, la superposición de ellas forrnando hex;ígonos 
t.ambi1;11 es posibl" [3]. 

Es in1portautc resaltar que el ron1pirniento ele una sitnctría espacial, caracteri
zada por la hornogr.neidad e isotropía del sisterna, para dar lugar a otra...;; con rnayor 
co111plejidad, encierra en sí el proceso de forrnación de patrones. 

1.3. Reacción. Belousov-Zhabotin.sky 

Existe una gran variedad de sistcruas quírnicos que presentan el fcnó1neno de 
la autoorg:anizacié>n. Esto8 siste1nas han sido arnpliarncute estudiados, particular
rnente con rnucha intP11sidarl a partir de la década de los ochentas del siglo pasado, 
debido a. la intercsant.c divPrsidad de estructura:;; y con1portarnientos que en ellos 
ohr-;erva111os. En particular, uno de los aspectos que 108 hace rnuy atractivos para 
el estudio es que ]Jrcfü 1ntnn, con 11111cha. frc:-cuencia, con1porta111icntos oscilatorios 
aruílogos a los observados en la tnayoría de los sist.tuna .. ~ biológicos. Dado que en el 
estudio de e!-it.os tíltirnos, el cntcndirnicnto de los fenó1nenos oscila.torios es funda-
1ncnt.al, dichos si.sternas quírnicos cobran especial relc\·ancia. 

Pm1se1nos por PjPrnplo Pll el corazón. Este órgano est~i constituido por una gran 
cantidad du células 11111sculares especializada .. "i. Cada una de las cuales, realiza una 
funchln relath·arncutc sirnple: al rPr.ihir df~terrninado estí1nulo externo la célula se 
contrae, y después de ello, pern1anece inactiva 1111 corto periodo de tien1po en el cuál, 
vuelve al estado previo a la contracción. Dos cosas debc1nos notar en este ejemplo: 
en pritncr lugar, Ja:;; contracciones rít1nica.s, del corazón en su conjunto, son el 
resultado de Ja acción concertada de un nún1ero grande de ele1nentos constitutivos 
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simples, y en segundo, cada célula se contrae en respuesta a un estímulo {eléctrico) 
que viaja a través del tejido cardiaco. Ambos fenómenos, tanto las contracciones 
globales del corazón corno el estímulo viajero que las produce, son oscilatorios, 
y pueden ser modelados por comportamientos análogos, observados en reacciones 
químicas como la de Belousov-Zhabotinsky (B-Z). M1ís adelante profundizaremos 
en este ejemplo, pero por lo pronto estudiemos brevemente algunos aspectos de las 
reacciones en genera]. 

Considermnos un sisterna q11í1nico representado por la ecuación 

A+B~C+D, 

donde A y B son dos tipos ele moléculas que interactuan para formar otros dos 
tipos C y D. 1< es una constante que representa el ritmo al que se lleva a cabo la 
reacción. l\1ientras mayor es "'• mas rápido se están produciendo los elementos C 
y D, y disrninuyendo las concentraciones de los reactivos A y B. 

Si el sistcrna se nrn.nticnc cerrado {no entn1 ni sale energía pero tarnpoco n1a
t.eria), despuós de un tiempo suficientenwnt.e largo el sistema alcanza el equilibrio 
quítnico, situación análoga al sistcrna de Raleigh-Bénard cuando la ternperatura 
de las placas es la rnisrna. J~sto .HHcede corno consecuencia de la existencia de una 
reacción inversa: 

A+B?C+D, 

que cornpensa la acción de la directa: 

¡.¡; 

A+B 2 C+D. 
,., 

Cuando se alcanza el equilibrio químico, la ,•elocidacl (V,.) de la reacc1on directa 
es igual a la veloci1iad (l'i) de la inversa. En donde, por la ley de acción de masas 
(ver apéndice A), V,. = t<[A][BJ y V; = i<'[CJ[DJ; donde denotamos por [X] a la 
concentración del reactivo }\. Por lo tanto, el equilibrio químico está caracterizado 
por la aparición de un cociente (n) de concentraciones constante. Es decir, como 
v;. = li, entonces 

[CJ[DJ 
[AJ[BJ. (LI) 

Como en el caso del sistema convcctivo, buscarnos sacar al sistema del equilibrio 
para buscar comportamientos complejos y más interesantes. Esto se logra abrien
do el sistema. En este caso en particular, una manera de hacerlo es inyectando 
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moléculas del tipo A y B o extrayendo moléculas del tipo C y D, de tal forma que 
la condición de equilibrio dada por la ecuación (1.1) no se cumpla: 

[C][DJ 
[AJ[B] I= °'· 

En C'.Stas condiciones un fenómeno típico es el de autocal,álisis, análogo al proce
so de ret.roalin1entación del sisten1a convectivo, donde la presencia de una sustancia 
aumenta su producción de tnancra indirecta. Nucvarnentc, en el estado de equilib
rio, cualquier pequeiia perturbación tendería a dis111inuir. El fcnórncno de auto
catálisis se caracteriza por que dichas pcrt.urbacioncs se atnplifican -este fcndrneno 
hace posible, por cjcn1plo, el ahnaccuajc y transruisiún de la i11fort11ació11 genética 
en las células, dcl.Jicio a c1uc el tnatcrial gent!ticu se sintetiza gracias a la presencia 
de proteína_.,, sintt!Lizadas a su ve;.,, por tnaterial genético-. 

Reacción Belousov-Zhabotinsky 

La historia del de:.;cuhri1nient.o de esta reacción es rncn1orablc, pues en ella no 
solo cncontra111os t?1 hallazgo de uno de los paradigrna~ de la fonnación de patrones 
en sistcrua~ quírnicos, sino que adenuí..~ podernos observar ctJn1u el escepticismo 
natural dt"?) n1edio cil~ntífico 1~11 ocasiones JHlt•dc producir actitudes rnuy cerradas, 
que incluso pueden obstruir el propio avancn de la ciencia. 

El pri111ero en dr>scu hrirla fui~~ el cic11tífico :-;oviéticu Boris Pa\•Jovich Bclousov 
[15) a rnediados del siglo pasado, quien estaba intnn!sado en obtener una reacción 
con una cin6tica análoga a la observada en el ciclo del ~ícido cítrico ( couocido corno 
ciclo de J(reb:.;). E:-;tc tÍltin10 consiste en una sucesión de n~acciones quíruica ... .:; dr. 
vital irnportancia para el llH?taboli:-Hno de los orga.nisn10.s acrllhicos. La idea de Be
lousov consistía en oxidar PI ;leido cítrico 111edia11te ioru~.s niet.;ilicos, y no 1nediante 
cnziJJHlS cat.alítica.o.; co1no suecdP en los 01·ganisrnos vivos. Para este propií.sito uti
lizó iones de brornatu (BrCJ:J). y cerio, el c1uíl prese11t,a dos estados (Cr3+ y Cc4+), 
co1no catalizador. El rPsultado ftu~ inesperado: a lo largo dt• la reacci611 el cerio 
alternaba entre sus dos t~stados, y PI periodo de timnpo que duraba t~n cada uno 
de ellos era aproxi111ada11w11tc de un 1ninuto. \'isuahnr~nt.e el proceso era espectac
ular~ pues cada estarlo de la sustancia le confería un color particular a la solución: 
a1nariJlo r. incoloro. En diferent.t!S ocasioru~s, I3elousov intentó publicar los resul
tados obtenidos, y sus artículos fueron rechazados rcpctidarncntc. El arguruento 
principal para ello 8e basaba en una de las leye._o.; de la tennodinán1ica, rnediante 
la cu;í) se decía qur! todo sisterua quírnicu tendía al equilibrio, y que ¡1or lo tanto 
las oscilacione!-i eran i1nposihles. No entendían los editores, que un sisterna puede 
tender a.1 equilibrio de rnancra oscilatoria, corno de hecho sucede con esta reacción. 
Tal fue Ja frustaci6n de Bclousov, que incluso decidió retirarse de la investigación 
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cientíÍlca. Pasaron varios años hasta que Anatoly Zhabot.insky continuara con los 
estudios de Belousov, y por fin la reacción fuera conocida bajo el nombre de estos 
dos cient.íficos. 

La cinética de la reacción 13-Z es co111plicada y varios modelos se han propuesto 
y estudiado. En el apéndice A mostramos brevemente el modelo Field-Noyes cuya 
cinética es una buena aproxi111ación. En este espacio solo harcrnos una descripción 
cualitativa del cornportaruicnt.n, .Y de algunos fcrul1nunos observados. A grandes 
rasgos, el proceso ele Ja rcacdtl11 puede separarse en dos partes [15]. Cada una 
de ellas dcterrui11ada por el cornportarnicmto de la con cent ración cln los iones de 
brornato. En Ja prilnera, dicha co11cm1f,racic'>n va disrninuyc?ndo, hast.a llegar a niveles 
rdativarncnte peqtu~fios, rniPntra .. -.; que en la St?gunda, vuelve a increrncnt.arsc, corno 
consecuencia de la acción d'~ los innes de c·,.·i+. La presencia de dP. r.st.os, prornuevc 
la producción del bro1nat.o, al 1uh;r110 tiernpo t¡1w se dl!scornpune en Cc3+. Una vez 
que el brornato se restituyr. a sus niveles inicialm.;, el proceso cornicnza de nuevo. 

¿Por que~ la cinética de la reacción B-Z puede servir corno 111oclclo quírnico de lo 
que sucede en alg-11110.s sistcrnas bioltlg:ic:os, en particular en el corazón'? La respuesta 
a '~sta prcgunt.a proviene de dos propit~dadcs 111uy irnportantes que prc?senta dicha 
rcacció11, las cuüles son carat:terísticas U.u los sist.c1nas hiológicos: la excitabilidad y 
la autoorganizaciún. 

Para hablar en térrninos abstractos, la excitabilidad C!S la característica que 
presenta un siste111a cuando a partir de detcrrninado est.írnulo, su estado can1bia 
dníst.ican1e11t.e, para dm.;p1u~~s de cierto pl•riodo de tiernpor', regresar nuevarnentc 
al estado inicial. Podernos ilust.rar t!Sta propit~dad pensando nucvarnentc en una 
célula del tejido cardiaco. Para quP c:-;ta 8C contraiga necesita recibir un estírnulo 
eléctrico, -el c:u;-il, de hecho, 1u~ccsita ser de intcnsidacl superior a cierto urnhral; 
de 110 ser a...,í, la respuesta celular 110 se da.- lJna. vez que ello ha 8uccdido, pasa 
dct.cnninado lapso de lÍ<!tnpo para tJlH~ la célula cstó 1111e\·a1ncnt.e en condiciones 
apropiadas para contrat~rse. El 111is1no t.ipo de cornpnrta111ic11to e.s observado en Ja 
reacción B-Z: una dis111i1111cit)11 en la r:u11ccntració11 de iones dt~ brornato, -simnpre 
que sea s111icic11tc111P.11tP grande,- origina el cido de reaccionrn.; rnencionado. Cuando 
ello sucede, t~l .sistrnna pasa por rnuchos Pstados, antes de volver al inieia1. 

La otra propit~dad, la autoorganización, puede por el rnorncnto concebirse co-
1110 la. capacidad de g:euerar estructuras espaciales y tcrnporalcs organizadas, con10 
cousecuencia de la di11<í111ic:a. interna del sistcrna, -o de la interacción entre los ele-
1ne11tos cu11stit.11ti\'os-. En el caso del corazón, el irnpulso que genera la contracción 
se transrnitu cornn una oncla viajera. Lo 11lis1110 sucede en la reacción B-Z, con las 
pert.urbaciorws en las concentaciún de iones. Esta...,;;; lÍltirnas han sido estudiadas en 
reacciones ll!!vada., a cabo en películas delgadas, buscando que el dominio espacial 

r.couucido como periodo refractario. 
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Figura 1.2: Frentes de onda circulan~s y t!spirales <'11 la reacción I3elousov
Zhauotinsk,v. 

sea aproxin1ada1uente bidirnensiu11al. La.s ondas genera.das pueden estudiarse con 
cierta facilidad, debido al carnbio de color de la sustancia. Cuando el sisterna es 
perturbado en una J>C<Jlleiia región, una onda circular es generada. Si esto se realiza 
en fonna periódica, se pueden observar ondas circulares concéntricas (ver irnagen 
1.2). Por otro larlo, cuando una onda circular se rompe, -lo cuál puede suceder 
por la presencia de p<~queiias iuhornogcneidadcs en el rnedio-, los externos giran 
en !"\cntidos opuestos; la perturbación :;;e trans1nite con la forn1a. de dos espirales 
rotundo (ver irnag;e11 l .3). Este tipo de estructuras ordenadas (ondas circulares y 
en espiral) son observadas con nrncha frecuencia en sisterna.s excitables. Para seguir 
con nuestro cjcrnplo, dirernos lfUC 1.a .. 5 011das en espiral en el tejido del corazón son 
e) presagio del ícnórrwno conocido con1u fibrilució11, que gencrahnentc antecede al 
paro cardiaco. 

Estos ejc111plos nos han servido para delinear una característica r.scncial del 
proceso de autoorga.nización, y de la crnergencia de patrones espaciales: a1nbos son 
consecuencia de factores endógenos del sistema. !Vfás adelante volveremos a este 
punto. 

1.4. Mecanismo de Turi:ng 

El fenómeno de la vida engloba nmltiples procesos de autoorganización que 
se caracterizan por su complejidad y riqueza de formas y patrones. Dentro de 
la biología, y en particular en embriología, existen procesos que su comprensión 
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Figura 1 .3: Fn·ntP.'-i de onda Pspira)p:-; en Ja reacción BPl011sov-Zhahotinsky 

Figura 1.4: El fenúnH'llo dP la vidn Pngluha 1111a Rran variPdad rlt~ procesos de 
aut.oorganizaciün .Y algunas dt• su.s si111Ptxías :-;altan a la \'ista 

representa un reto para la cit!Jlcia. DPsdP los patrnne . ...; y .sirnetría que se encuentran 
en el pelaje de un l"ºl'ªrdo o la piel d<• un n•ptil, hasta el proceso de diferenciación 
espacial que requieren las ct~lulas de un ernLrión para fornutr los distintos órganos 
y sistetnas, la autoorganización jueA"a un papel sustancial en la creación de las 
forn1as vi\·ientc.s. En esta seccitlu ana1izaren1os sólo uno de los rnodelos propuestos 
para explicar la rnorfogé11esis d<~ ciertas estructuras biológicas, que ha servido para 
dispa1·ar y encauzar la irn·estigar:ión en forrnación de patrones. Dicho 1nodelo se 
conoce co1no rnecanis1no de Turing. 

Después ele la fertilización, las células en un en1brión co1nienzan a n1ultiplicarse. 
En esta pai·tc del proceso, t.odas las células son idénticas; el P.mbrión es una masa 
homogénea pluricelular. Cuando se alcanza un número determinado de células, 
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estas comienzan a diferenciarse -en un sentido biológico-, dependiendo del lugar en 
el que estén. Este proceso de diferenciación implica el surgimiento de determinado 
patrón espacial y los mecanismos que lo hacen posible aun no estan completamente 
descritos. 

Otro ejemplo biológico de surgimiento espacial de patrones, lo encontramos en 
la piel de algunos mamíferos corno los leopardos o jirafas, donde la simetría espacial 
es evidente a sirnplc vista. En general, el rnccanisrno (o rnccanisrnos), que genera 
tal o cual patrón cm las formas vivientes no está completamente determinado. Se 
sabe que Ja inforrnación nece.saria se encu<!ntra ahnaccnada genética.rnente, pero no 
se sahc el proceso específico que sigue la célula para, a partir de dicha inforrnación, 
convertirse en parte del sistc111a ncr\'ioso .Y no del coraztjn, o t.cñirs<~ de negro y no 
de blanco. 

Corno ha.se para entender el rnodelo propuesto por Turing, es necesario hacer 
referencia a Lc\vis \~'olpcrt, quién propuso la forrua en que la:; células hpodrían 
Séthnr corno co111port,nrsc" a partir de su posición espacial [15]. Él .sugirió que las 
célula .. ., c.starían prograruada...,, a partir de 8ll inforrnación gen{~tica, para n~accionar 
ante algunas sustancias quírnica .. -.; presentes en el 1ncdio arnbientt~ inrnediato. La 
presencia de alguna de esta ... ..-.; sustandas, llarnadas rnorfcígenos por su supuesta par
ticipación en la creacic">n dP Jos patrones, provocaría que la c(!Jula actuara de alguna 
íonua detcnuiuada (co1nport;í11dose co1no ct~lnla del corazón o del hígado, scg1ín el 
caso). Por lo tanto, el patníu PSpacial estaría prcdetcnninado por la distribución 
espacial d(! los rnorfé>~euos. Esta teoría ha sido currohoracla hacia finalc!-i del siglo 
pa .. "iadn, puP.s se ha logrado co111probar que, en gcmeral, ciPrtos productos genéticos 
(protcina..o;; o enY.irnas) so11 n.~o.;pousables de la rnorfogc_~nPsis en organisrnos vh·os. 

Sin ernbargo, a1111 cuando PII un Ristcrna podan1os identificar plenarnent.e la 
existencia de rnorfó~enos, la preguuta ljtH~ surge CH relath·a111cnte la 111i5111a que se 
tenía al principio: ¿Ctlrno son los 1uecanis1nos rncdiantc los cuáles estas sustancias 
se autoorganizan y forn1an u11 pat nln cS)Jacial, que sir\'e de 1na1n1 guía para. las 
células del emhrió11"! Un nwcanisrno plausible íue propuesto por Turing (1952) 
[15], quién rnostró qut~ Ja interacción de dos fe11ú111e11os quírnicos, la reacción y 
difu:;ii'>11 de dos {u rnás) sustancias, puede conducir a la creación de patrones y 
sin1etrías espaciale.s. Este proceso sería seguido por los rnorfógcnos al rnornento de 
autoorganizarse eHJ>acial111cntc. 

E11 PI siguiente capítulo estudiaremos con detalle los modelos cinéticos de sus
tancia...., que se difunden e intcracttían. Por lo pronto, nos lirnitaren1os a rnostrar de 
rnancra intuitiva ct)1no los procPsos de reacción y difusión de dos sustancias pueden 
propiciar la forrnación de un patrón espacial. 

Cor110 he1nos visto en secciones anteriores, la forrnación de patrones se tiene en 
sist.ernas que se encuentran fuera del equilibrio. En los sistcrnas de reacción-difusión 
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propuestos por Turing, el elemento de desestabilización proviene del proceso ele di
fusión seguido por los reactantes. Esta es una idea que se contrapone a nuestro 
sentido común pues, estamos acostumbrados a concebir a la difusión de una sus
tancia como una tendencia estabilizadora. Pensemos por ejemplo en una gota ele 
colorant.e vertida en un recipient.e con agua: después de determinado tiempo toda 
el agua tcrruina por colorearse. Proponcruo.s la siguiente analogía con10 explicación 
intuitiva, de córno el proceso difusivo actt'1a corno agente clesr..stahilizador del sis
tcrna. Jn1aginen1os un extenso bosl¡Uc después de una. prolon~uda sequía, donde 
las condiciones son tales que alguna chispa puede dr.scmcadenar un incendio. En 
dcterrninado rnorrwnto esto .sucede y las llarua. .. '-; coruienzau a dispersarse c.lcjando 
a su pa.o;;o zonn.."":i qucrnadas J' negras. c:uando los bornhcros loea.h~s se dan cuenta 
del incendio, decideu sofocarlo cou a~ua, tinrra y explosiones, adenuís de cortarle 
el paso tirando arboleR y abriendo brechas despejadas el" rnaleza. Existen varios 
posibles desenlaces: si los bnn1hero.s 110 se tnucvcn con la .suficil~ntc r·apidcz, el fuego 
puede llegar a. consuruir todo el l.H.1s<¡11e -cst.o podría pas:ar incluso si los hornberos 
se rnucven a la rnis1na v<'locidad q1u~ el fuego-. Si por t!I contrario, los bornberos son 
«~xt.rernadarnentP vdoces, las ;irca.s queniadas scniu pcqucfia.~, lo cual sería el caso 
ruás afortunado. Lo uub realista est;:í 1-mtrc eHos dos extrcrno8, cuando la.s áreas 
quc111adas no sou tan pt!1¡uPñas pero los bon1b(•ros han logrado salvar hucna parte 
del bosque. 

¡_,Qué tiene que \'er esto con u11 sistcrna de reacción-difusión? Es posible es
tablecer la .sirnilitud iu1aginando tanto a los ho1nhcros corno al fuego corno dos 
sustancias reaccionando e11t.rc sí - el fuego activa a los hornheros y estos Jo i11lriben 
sofoc¡-íudolo- y dispen.,;l.ndose (difu11dil~11dosc). Los patrones e.spacialc.."i en este sin
gular sist.erua se perdbe11 con11l :írc~as quernada.s y árrnLc; verde.s. Ahora. irnagincrnos 
lo que :-;uc«!dr~ría si el fuego se encendiera Pll rnás de un punto y dt? ruancra periódica 
en el tiernpo. Es claro que si las HUStancias no su di.sptwsaran? el .sistcrna t<~ndería a 
uu estado de equilibrio -id busque totahnente q11c1nado o sin quernar-. Tarnbién es 
necesario notar que las velocidades d<~ difu.si6n de los reactantes dcl>en ser distintas 
para propiciar Ja fonnación de sinH~tría.~ espaciales. 

1.5- Auto organización 

1-Iernos ya rncncionado que el fcnórneno de autoorganización es ntuy vasto; puede 
ser encontrado en una gran variedad de sistemas, y estudiado desde distintos en
foques. Aunque no pretendemos dar una definición adabada del concepto, pues 
corremos el riesgo de ciar una imagen muy parcial e incompleta, creemos perti
nente delinear una idea general, así como de enlistar algunas ele sus características 
esenciales. 
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A lo largo de los ejemplo que hemos presentado, podemos observar con cierta 
claridad dos condiciones fundamentales que acornpaiian a este proceso: el sistema 
en el que se presenta está fuera del equilibrio, lo cual implica que existe un continuo 
flujo de materia y energía, -el sistema es abierto-. Por <!jcmplo, nuestro organismo 
requiere continuarncntc de ali1ncnto y oxígr.no para rnantencrsc vivo. 

Corno el térruiuo n1isru'o lo sugiere, este fcnórneno exhibe dos características 
esenciales: eJ sistetna presenta cierto grado de organización interna, -lo cuál se 
1nanificsta, por ejernplo, rncdiantc el rnante11i1nic11to de estructuras espaciales or
denada .. :;, a las que llarnarnos patrorH·R-, y ella l~S ennsecuencia., corno hcn1os dicho, 
de factores endógenos. E11 esta tésis est.udiarnos una consecuencia del fenorncno de 
aut.oorganizacitSn: la cn1crgcncia de cie1·ta filotaxia en plantas, y sus analogías con 
los patrone:;; couvcctivos ele Bénard. 



Capítulo 2 

Sistemas de reacción y difusión 

En este capítulo presentarnos, con forrualidad, un acercnrniento teórico que bus
ca explicar los n1ccanhnnns de fonnación de patrones cspacialr ..... ">. Dicho acercarnien
to se basa c~n 111odrloH 111atf~111{iticos ele sisten1as cornpucstos por sustancias que se 
difunden .Y reaccio11au entrl! sí. El surgiruicnto de sirnctría .. "i espaciales scní con
secuencia de la diruí1nica de esos sisterna....,. Los sisten1a.s de reacción-diíusión han 
dmuostrado tener características 1nuy sirnilares a rnuchus sistcrnas biológicos, en 
donde la forrnación de patroues es suni;uncntc irnportantc en la concepción y de
sarrollo de los organis111os vi\"os. 

En la priJll(~ra :o;ueci611 analizarernos córno los tnPcanisrnos de reacción-difusión 
explican Ja forr11aciém cJe patrones biológicos. En la scgunUa, prcsenta1nos algunos 
tipos de sisternas dP reacción-difusi6n y su forn1a adi1nensional general. En la últi-
1na, hacernos 1111 análish; lineal ch~ ellos. La deducción de la fonna general de una 
ecuación de rea.cción-difushln, así corno una descripción del proceso difusivo n1e
diante ca1ninat.as aleatorias, pueden verse en el apéndice B. 

2.1. Formación de patrones en biología 

Autocatálisis local e inhibición global 

l'v!uchos de los patrones observados en los orgauismos vh·os puedeu ser explica
dos a través de modelos matemáticos basados en sistemas de reacción-difusión. Es
tos modelos debeu su eficacia a uu mecauismo clave que presentan dichos sistemas: 
autocatálisis local acompañada de inhibición global. La formación de patrones co-
1110 consecuencia de ese rnecanis1no es co1nítn en la naturaleza, aún en sistemas no 
or~c:í11icos. 

tS 



16 Sistemas de reacción y difusión 

Figura 2. 1: La íorn1c:u;itl11 de patronps t'll 1111 desierto co1110 c.stc! puPdc ser explicada 
rnediaute 111eca11is111os de~ autoeatcilisis lueal l! inhibición global 

Pcnsc1nos por ejer11plu en la ínn11ad6n de duna...., en los desiertos. Una duna 
pequeña ofrece nuís rosist.cncia al aire que una zona cornplctarncntc llana, lo cual 
induce que nni..., arena se acur1111Jc .sobre ella. Coníorrnc la duna va creciendo, rnás 
resistencia al aire ofrccl!, y por Jo tanto rn;ís arena se acurnula. Corno podctnos ver, 
este es entonces un cjcrnplo prototípico de proceso autocatalítico. Sin crnbnrgo, la 
cantidad de arena c!n el desierto es finit.a, lo cual propicia que la acu1nulación en 
ciertas regiones itnpliqur. la ausencia en otras. Est.o quiere decir que la presencia de 
cierto nüniero de dunas inhibl~ la fonnadón de otras. Gracias a esta con1petencia 
entre autocat:ílisis e inhibición -procesos contrarios pero cornplen1entarios- e1ncrgen 
forn1as ondulanf.l~S e11 el desierto, que tal \'el'.: recuerden Ja coloración del pelaje de 
algunos auirnalefi corno t>l h•pardo. 

Ciertos sisterna . ..; de rt!accilín-difu!:iiún presentan procesos análogos al descrito a
rriba. En estos :-;ist.P111as, dos ~u.st.ancia • .., quírniea.s interactLÍan de tal forina que una 
de ellas, a la cual llarnan!rnos act.i\·ador, S<~ produce a sí 1uis111a, al n1isrno tien1po 
que pro111UP\'e la producción de la otra sustancia, que lla111aren1os inhibidor. El inhi
hidor, por otro lado, detiene la producción de la prirnera sustancia, de tal rnanera 
que su )Jl'Csencia tiPndl! a. distninuir la concentración de activador. Este proceso, 
igual <(Ue en el caso d" Ja.« dunas en el desierto, mantiene un equilibrio global del 
sistc1na. Cualqui<?r aurnento en Ja concentración del activador se cornpensa por 
un aurncnto en la conccnt.racil1n del inhibidor, que a su vez reduce nucva1nente la 
cantidad de activador. 

Hasta aquí, todada no es claro cómo se han de formar patrones espaciales 
de ningtín tipo en el sistcrna que estarnos considerando, pues corno hernos dicho, 
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nuestro sistema hipotético mantiene un equilibrio global. Hemos entonces de incor
porar otro factor importante que subyace en la formación de patrones en el desierto. 
Supongamos por un momento que inicialmente no hay una sola duna. Luego, todas 
las 1·egiones contienen la 1nisn1a cantidad de arena y por lo tanto, ninguna región 
ofrece resistencia al viento. Sin c1nbargo, esta situación es localrncntc inestable. 
Cualquier pequeña acurnulación de arena, provocada por alguna inhornogeueidad 
ambiental (alguna depresión natural o algtm cambio en la humedad del suelo) es 
capaz de iniciar el proceso autocatalíticu. Entonces, el factor irnportante que pro
picia la emergencia dP.! patn)n es que la inhibición de formaci<\n de duuas es global, 
mientras que el proceso autocatalít.ico es local. 

¿De qué rnancra .se produce, en los sistcrna.s de reacción-difusión, autocatáli
sis local surnada a inhibición global'? En el sisterna activador-inltibidor delineado 
previarnrntc, la concentración de activador a111ncnta por autocat;,.ilis rnientras que 
el proceso de inhibición ~m dehn a la prc:mncia de la otra sustancia. Luego, para 
obtener la.e; condicionns de inestabilidad local con inhibicion global, es necesario que 
el inhibidor se difunda e11 los alrededorm; 11111cho rná...;; nipidarncnt.e que el acth·ador. 
De contar con c!Sf.a dift~l'encia en Ja:; velocidadps de difu.sic':u1, un pec1ueiio aurnr.nto 
en la concentración de act.ivador teudení a crecer por autocatcílisis, au1nento que 
no es detenido por el aurnenlo consecurut.e de inhibidor, put!..'l éste se dispersa a 
los alrededores. La est.ubilidad se alcanza 11ucva.1nentc, sólo cuando la cantidad de 
inhibidor es suficient.crncntp grande para cubrir todo el dorninio. 

El proceso descrito puede St!r rnodclaclo rnatcrnát.icarncntc rnedia.nte el sigu
iente sistcrna. de ecuaciont•s difereucialc.s parcialP.s (ver apéndice B), propuesto por 
Meinhardt, para las coucentraciones del activador (a) y del iuhibidor (h): 

8a pa"-' 
Bt = h -¡w +D0 6a+p0 , 

(2.1) 

ª" 2 a¡ = pa - vh + Di.D.h + p 1 , 

donde a aurncnta. autocatalítica1ncntc gracias al lérrnino pa2 /h, y protnueve el au
mento de h, a través de pa2 • Denotamos con 6 el operador de Laplace1 , con lo cuál 
los términos Dab.a y Di.D.h tornau en cuenta el proceso difusivo de las sustancias 
(ver ap611dice B); el valor de las co11sta11t.es Da y D 1, es una medida de la rapidez 
con que se difunden (difusividad). Dado que <'>'peramos que el inhibidor se difunda 
con rnayor velocidad, es necesario que D1i >> D 0 • Al incorporar los térrninos -µa 
y -vlt estamos suponieudo que ambas sustancias desaparecen continuamente del 
siste1na, consecuencia de su descornposición quírnica. En el tnodelo, estos términos 

1Si Ja reacció11 se lleva a cabo en tres di1nensio11es, entonces Aa = E:=I (02 a)/(Dx1), donde 
x¡ representa la i-é.sima coordenada espacia). 
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ademiís hacen posible Ja existencia de un estado de equilibrio diferente a aquel 
donde las concentraciones son nulas en todo punto. Las constantes Po y Pt indican 
la generación cont.inua de ambas sustancias en el medio. 

!lifeinhardt hace un análisis muy simple para mostrar cómo en el sistema des
crit.o por (2.1), encontramos aul.ocat.ális local e inhibición global..Si el inhibidor 
se difunde 1nuy rápidarncntc, su concentración local se n1anticne constante, aun 
cuaruJo existe un pcqucfio autnrmto en la concentración de activador. Esto, unido 
a la autocat1ílisis del últ.imo, es el principio ele la inestabilidad local. Esto puede 
observarse en las ecuaciones tomanto h constante e igual a uno. Ignorando por el 
tnornento el ténnino difusivo y to1nando t.odns las constantes iguales a 1, Uuscan1os 
equilibrio en la concentración do activador, ciado por !fí}: =O: 

da 2 
dt =O= a - a. (2.2) 

Por lo tanto, ese equilibrio se alcanza cuando a = l. Est.e es inestable pues si a 
es ligeramente mayor que 1, a 2 

- a es positivo, cou lo cual la concentración de 
activador au1ne11t.a. 

Por otra parte, la estabilicl"rl global del sistema se observa cuando dejamos de 
tomar h constante. En ese caso, bajo las n1ismas simplificaciones tenemos que: 

dh = n.2 - h. 
dt 

(2.3) 

Ello implica que el punto de equilibrio, para ambas concentraciones, se obtiene 
cuando a 2 = h. Ahora suponiendo que nos encontramos cerca del equilibrio, y 
que uu cambio en la concentración del inhibidor es equilibrada rapidarnente por 
el inhihidor, podetnos escribir el carnbio en la concentra.ción del activador corno 
función de ella rnisn1a, es decir: 

da ª2 n2 

dt = h ~ a 2 - ª = 1 - ª· (2.4) 

Por lo tanto, las concentraciones alcanzan un equilibrio cuando a= l. Este estado 
es estable pues si a > 1, 1 - a es negativo, y la concentración disminuye hasta 
alcanzar nucvarncnte uno. 

Corno vernos, la acción del inhibidor tiende a estabilizar globalmente al sistema, 
mientras que su difusión y el proceso de autocatálisis son factores de desestabi
lización local. 

Del análisis anterior podernos extraer condiciones necesarias para que un sis
tema de reacción-difusión presente autocatálisis local e inhibición global. Supon-
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gamos que el sistema en cuestión tiene alguna dinámica expresada a través del 
siguiente sisteina de ecuaciones: 

ªª at = f(a, h), 

(2.5) 
a1i ¡¡¡ = g(a, h). 

Suponiendo que el inhibidor se difunde rápidamente, podernos suponer que 
su concentración es función de la concentración promedio del activador. Con ello 
obtenemos que 

~; = f(a, h(á)), 

donde con á denotamos la concentración promedio del activador. Suponemos en
tonces t¡ue el activador alcaza un equilibrio cuando a = a 0 , de tal forma que 

(ªª) - o at ªº - · 
Para que dicho equilibrio sea inestable, es necesario que 

(2.6) 

Por otro lado, para que la acción del inhibidor produzca estabilidad global es 
necesario que 

(ª!) (ª! ª") ªª· ªº + 8h ªª "º < o. 
(2.7) 

Morfogénesis e inforn1ación posicional 

En la concepción y desarrollo de los organisrnos vivos se observan complejos 
procesos de autoorganizacitÍn, dondl~ ).c'U; sirnetría.s y los patrones surgen y evolu
cionan de n1ancra sorprendente. "'.!(a hcruos hablado de cómo un ernbrión pasa, de 
n1anera cspontéínea pero precisa, de Rer una rnasa hornogénca pluricelular, a un 
organismo de células diferenciadas. Este es un ejemplo donde los mecanismos de 
autoorganización pueden ser explicados a tra\"és de los mecanismos descritos a
rriba ((12] y (13]). Procesos como este, donde la generación de patrones y formas 
refleja autoorganización de los sistc1na...i;; 1 son prototípicos en biología, aunque se 
encuentran ta1nbién de rnancra abundante en física y quí1nica. 

Cuando hablan1os de fortnación de patrones en un c1nbrión, estamos pensando 
en la emergencia de zonas en el tejido celular que se diferencian unas de otras. 
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Esta diferenciación es el resultado de las diversas características y tipos de fun
cionamiento que de pronto adquieren las células en las deferentes regiones. Uno 
de los principales objetivos de la embriología es proponer y explicar mecanismos 
que hacen posible la generación de estos patrones, generación que se realiza de 
manera muy precisa y estable en la naturaleza. Esto es muy importante pues fi
nalmente, ""tos pal.rones embriológicos son aquellos que predeterminan la forma y 
características corporales de los orga.nisn1os. 

El rncca.nisruo dcJincndo arriba, basado en ine:;tabi1idad local e inhibición global, 
es capaz de explicar a111plianw11t.l? y con detalle 1111a.:hos a .. <.;pecto:-; de la rnorfogénesis 
cmbriuna.1. En particular, el estudio de sisternas cll! reacción-difusión ha logrado un 
gran alcance nn <!fil~ proptlsit.o. El concepto que facilita la incorporación de estos 
si!;;terna.o;; en los rnodelos de 11101·fogt~nt~t-ds, e:--; <~I dt~ i11for111ació11 posiciorutl. Para 
que una célula adquiera dc~terrninadas caractcríst.ica.o; distinta..; a las de células en 
otra región, aquélla debe de alguua ruancra, coruJc:cr en qué n~gión se encuentra. 
Explic¡twrnos esto con rrnis cfotallc. El sitio específico "n el embrión donde una célula 
!':ie ubica, e8 dctenninante de la . .,;; <~aract(ffísticat1 c¡uc debe adc¡uil'ir )' la .. '-i funcionc...c; 
que debe realizar, con <'I objt~to dP que c>I ernhri<)n se desarrolle aclccuaclarnente. 
Por ejmnplo, la.'i ct~lulas I1Pt1ro11all•s no se deben dt~.sarrollar junto a las el!lulas 
g;:íst.rica."t, sin qt1t! rucdiP al~1i11 t.ipo dt~ intPrÍat't!. Luego, toda ct~lula debe contar 
con ciertos 1necanis1110:-1 qll<~ IP perruitan idc>nt.ificar el lugar donde .se encuentra, y 
corno conscct1t!11eia, adoptar cinrt.a identidad. 

Algunos de los prirneros y nHis curntuu~s pnu..:t~so:-1 clP diferenciación celular que 
un ernbri6n ¡H"cse11ta, snn los q1u~ inducen ciertm;; rornpi1nie11tos de siinetría. Por 
cjernplo, cierto:.; <~111hrio11t~s se duhlan sobre sí 111is1nos en una especie de bolsa 
(gástrula.), de tal 111anera cpu~ la._..:; células que quedan afuera se co1nportan de dis
tinta rnancra que léL"i célula!-i int.eriorP!-t. En otros ernbrionc.s, en cierto ruornento de 
su desarru11o, la parte SllJH•rior se diferencia de la inferior, y en un extrcn10 aparece 
la ca.Ucza. Es claro que la inforn1acit111 posicional de lns células es n1uy irnportante. 
i.Cú1110 explicar este fc11ú1ncno, si t•n la rnayoría de Jos ernbrioncs todas las célu
las son ilh!utic•L"i, :nin a llÍ\'el genético? l\f;.is aun, cuando algunos cxperirnentos 
deruut~stran que la a.~iuwtría por in\'aginación que presentan ciertos ernbl"iones al 
inicio dH su desarrollo, PS irnportante pero no indispensable para los posteriores 
desarrollos a."'iin1étrieos. 

La propuesta t"órica, sobro la cual descansa la explicación que señala a los 
nrecani"nos de iriestabilidad local aunada a estabilidad global como generadores 
de estas asirnctría .. "'i .Y patro1u~s, indica que previa1nente a la fonnación de zonas 
diícrcndadas, el PrnlJrión está surnergido en una especie de n1apa quírnico4 El cual 
funciona de manera an;íloga a los mapas topográficos, que muestran las diferentes 
alturas de un terreno, salvo que en este caso no se trata de alturas sino grados 
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de concentración de sustancias química.e;. En este contexto, cada célula reacciona 
ante la presencia local de las sustancias o reactivos que conforman el mapa. Estas 
sustancias son conocidas corno rnorfógenos. La cualidad de la reacción celular a 
los morfógenos depende, no sólo del tipo de sustancia presente, sino de su grado 
de concentración. Entonces, el encargado de generar el patrón espacial, c¡ue des
pués dcterrninará estructuras celulares diversas, es un proceso quí1nico, corno el de 
activaclor-inhibidor descrito arriba. 

Ponga111os un cjc1nplo si111plc pa1·a aclarar la idea antcrior2. Supongarnos que 
en cierta etapa de un crnbril31J de célula .. i.; idénticas, éste necesita un ro1npirniento 
de sirnct.-ía clcrncntal: el cxtrc1110 .superior, donde 8C ubicará la cabeza, dehc dis
tinguirst~ del inferior. Ad(•uuí.s suponga1nos que el crnbrión tiene sirnctría cilíndrica, 
con lo cual sólo nos interesa considerar una cooruenada espacial. Por otro lado, 
irnagincrnos que dos su:;;taucia."i, los rnorfógcnos, pcnncan el en1brió11 y reaccionan 
entre sí, ele manera arníluga al ,;istmua representado por (2.1 ). Una de ellas actúa 
corno inhibidor y la ot.ra corno acth·ador. Lo irnportante, en todo ca.so, es que el 
siste111a prc~scnte autacat.;íli:..;;is lnt:al e inhiLich)n global. Dadas las condiciones antr.
riorcs, clebpn1os notar c¡UP la for111aci6n de gradienteR asirnétricos de coneentración 
es típico de 1111 sisterna de esta na.turale:la, y estos P1I1ergen cuando el dorninio {el 
ernbrión) tiene cierto tarnarlo crítico. Dmnos una <~xplicación intuitiva de córno esto 
sucede. 

El crnbrión es un dorninio que crece. Si rn;te es relativarnenll~ pequeño, la concen
tración hornogénca de rnorfl>genos es estaLle, pum; el inhibidor cubre rápidarncnte 
todo el espacio, impidi"11rlo al aparición de una alta concent.raci6n local de acti
vador. Coníonrw el cnrbri<ur crece r.sto deja de ser posible, pues el inhibidor tiene 
rná.c:.; espacio para dispersarse. Sin e111bargo, es poco probable que el activador se 
concentre <~n el centro, purn:i a1Ín no hay !-it1ficie11te espacio para los consiguientes 
gradic?ntes credeute y decrPciente que acornpatlan a una alta concentación central. 
Una. zona de alta coucentración debe estar suficicntcrncnte alejada de una zona 
de baja. Esto Hólo se logra, cuando el doruinio no es rnuy grande, si la prirnera 
aparece en un cxt.rerno cid do111inio3 . La a~itnet.ría se genera entonces de la siguien
te rnanera: el C?rnhrilln ,.a creciendo, hasta que alcnnza un ta.rnaño crítico. Este se 
caracteriza por Hrr lo suficicnterncnte grande para pcrrnitir una zona de activador 

2 Lo que sigue fue tmnado en gran parte e.le l\leinhardt ([12] y (J3]) 
3 Éste es sólo u11 argut11e11to lu~urístico para explicar la aparició11 de zonas de alta concentración 

en la frontera de un don1i11io relativamcute pcqucflo. Eucoutramos el sustento teórico de esta 
idea en los resultados de \\'ei-!\Ii11g [19J. En su trabajo denmestra que ciertos tipos de sistemas 
de reacció11-difusió11, entre los cuale:.; está incluido el representado por (2.1), presentan estados 
caracterizados por zona..s localizadas de alta cu11ccutració11 del activador (picos) que cumplen un 
principio variacioual de rnfniuw Pnergfo. La cnPrgfa de dichos estados se concentra en c.~tas zonas, 
lo cual implica que los priuwros picos en aparecer c.~tán situados en la frontera, pues estos tienen 
menor erwrgfa que los que se cncum1tran enteramente couteuidos en el do1niuio. 
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en un extrerno, pero no tanto corno para pennitir una en el centro. Esta zona de 
alta concentración crece por autocatálisis, hasta que la cantidad global de inhibidor 
es significativa y suficiente para frenarla. Las células entonces reaccionan a la fuerte 
presencia de activador y se diferencian de las denuís. 

Como causa adicional de la gm1cración de la asimetría, suponernos que las 
células embrionales producen ellas mismas los rnorfógenos. Con ello, las pequeñas 
inho1nogcncidades1 rcs1Jon.sahJm; de desencadenar el proceso, pueden provenir de 
pequeños descensos o aun1entos en P.Sa producción. Este hecho tiene implicaciones 
rnuy irnportantes en la ruancra co1110 describin1os el desarrollo ernbrional, pues 
apunta a que la generación de cst.ns y otros patrones, y por ende las postcriore.s 
estructuras c1nbrionale8, no necesita e.stíruulos c.specífico.s. Cualquier carnUio arn
biental, ya sea 011 la acid<!Z, tcrnperatura o cantidad de oxígeno prc."tcnte, puede 
desencadenar el proceso autocataítico. 

Patrones periódicos 

Los patrones periódicos ~un corn1111es en Ja natural<!za.; basta. observar la piel 
de algunas serpientes o alµ;unos f,~Jinos para obtener algunos vistosos cjernplos. El 
rnccanisrno de inestabilidad local puede generar estos patrones tal corno .se ,·io en el 
caso de l}L<; durt:L"i en el desierto. En los sistmna.s de reacción-difusióu, el t.a111año del 
dorninio juega un papel 111uy relevante eu el tipo de paf.rones que se fonnan. Este 
hecho se vení con detalle en la cuarta sc.-!cción del capítulo. Por lo pronto, podernos 
darnos cuenta que la generación de patrones periódicos necesita de dorninios rela
tivarncnte grandp:;. E:-1to :-;p debe a que zona.s de alta concentracion requieren zonas 
de baja conccnt.racic>n, R11ficient.e1nc11tc lrjanas, para 111antc11cr cstaLilidad global. 

Regeneración ele patrones 

Se ha observado qtH~ la separación en rnitadcs de algunos crnbrioncs puede 
conducir a la forruación de dos c.~rnbrioncs cornpletos. En nuestro rnodclo, dicho 
fen6111c110 se explica obson·a11do ctlu10 el retiro de una zona con alta concentración 
ele activador cli1ni11a ta.111Lién una fuente de inhibidor. Las concentraciones entonces 
decaen hasta que otra fuente de activador aparezca. La partición del embrión sólo 
irnplica una reducd6n de las dirncnsioncs del dorninio, quo evcntualrncntc vuelve 
a crecer. 

Corno conclu:-;i611 1 decirnos que el rnccanisrno de forrnación de patrones, n1edi
ante autocatálisis local e inhibición global, constituye un buen modelo para la ex
plicación de fenómenos como el de diferenciación celular, o periodicidad de formas. 
Este éxito JJUede corroborarse a través de sitnulacioncs nurnéricas, en donde sis
lcrnas de reacción-difusión generan patrones n1uy siu1i1ares a los observados empíri
carner1tc. 
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2.2. Algunos sistemas de reacción y difusión 

El sistema ele activaclor e inhibiclor (2.I), propuesto por Meinharclt, es un ejem
plo de un sistema ele rcaccián-difusión, que exhibe formación de patrones bajo 
ciertas condiciones. En general, los sistemas de ecuaciones que modelan la reacción 
y difusión de dos o más sustancias pueden escribirse corno (ver apéndice B): 

De 
Dt = J(c) + D.6c, (2.8) 

donde i! es un \"P.ct.or cuyas co111ponentes son la .. ., couccntraciones o densidades de 
los reactivos, y por lo tanto 8c/8l representa el cambio de éstas conforme el tiempo 
pasa. La función f: Rn ~IR", que en la rnayoría de los ca.sos es no lineal, engloba 
toda la cinética de la reacción . .6 es el operador laplaciano y D.6c es un vector 
colu1nna1 dónde cada entrada corresponde cou el laplaciano de cada concentración. 
D es una matriz diagonal cuyas entradas son los coeficientes de difusión de los 
reactivos. 

Algunos de los si.stnrnas que estudiarnos aquí están cornpuest.os por dos reac
tivos, y pueden ser representados de Ja siguiente rnancra: 

DA 
Dt = F(A, B) + D,1.6A, 

(2.9) 
8B 
éJt = G(A, B) + Dr1 .6B. 

Recordemos, de secciones anteriores, que la formación ele patrones en general se 
tiene en sisternas que se encuentran fuera del equilibrio, y que en el caso de sisterna..." 
de reacción-difusión, el elern.,nto desrst.abilizador es el proceso de difusión. También 
es irnportautc recordar que, para obtener patrones espaciales, los reactivos deben 
difundirse a diferentes velocidades. Estas dos condiciones se expresan en (2.9) al 
tenerse DA difl-ffente de D 8 , diferentes aruba.s de cero. Sin ernbargo, el que en 
dicho sisterna e1ncrgan pat.roIH!.S espaciales dt~pcnde en gran rncdida de la forn1a 
que tornen las funciones F y G, que representan la cinética de la reacción. A 
co11tinuación presentarnos algunos sistcrna.s que, bajo ciertas condiciones de los 
parárnetros1 puede11 dc.sarrolla.r algunas sirnetrías espaciales. 

Un sistema muy estudiado es el de Schnakenberg, en el que los términos que 
expresan la cinética de la reacción so11 

F(A,B) 

y 

G(A, B) 

(2.10) 



24 Sistemas de reacción y difusión 

donde las k's son parámetros constantes posit.ivos, cuyos valores son determinantes 
en la generación de patrones. Nótese que el término k 3 A 2 B representa un proceso 
de autocatálisis de la sustancia A. 

Otro sistmna, que presenta una cinética de reacción con un activador y un in
hibidor como reactivos, es el propuesto por Gierer y Meinhardt (1972). Los términos 
de reacción están dados por las e>..·presiones: 

F(A, B) 

y 

G(A,B) 

k k 4 
kaA 2 

1 - 2• +-¡¡-

donde A juega el papel de activador y B el de inhibidor. 

{2.11) 

Los sistemas anteriores han sido estudiados predominantemente de manera 
teórica. Sin ernLargo, existen otro tipo de sistcrnas, co1no el de la reacción Bclousov
Zhabotinskii, cuyo estudio se hace más factible de manera experimental. Ese es el 
caso del siguiente sistema, estudiado por Tliomas {1975), cuya cinética la definen 
las funciones: 

F(A,B) 

G(A, B) 
y 

H(A,B) 

k1 - k 2 A - II(A, B), 

k 3 - k.1B - H(A, B) (2.12) 

k 5 AB 

Dado que Il aparece con signo negath·o tanto en F corno en G, este térrnino irnplica 
la reducción de las concentraciones. Sin embargo dicha reducción puede ser inhibida 
por una alta concentración de A 1ncdiante el ténnino k8.42. 

Antes de iniciar el ancUisis de cualquiera de los sistemas anteriores, es conve
niente ;tdir11e11sio1u1rlos. El hacerlo reduce el rnírnero de parárnetros involucrados, 
además ele que permite dilucidar cou cierta facilidad algunos parámetros impor
tantes de la cinética. Mcis adelante (1uedani 1nas claro a que nos rcfcrin1os con 
esto. Realizaremos dicho proceso co11 detalle para el sistema dado por (2.10) y el 
resultado podní ser gencrali;mdo a cualquier sistema de reacción-difusión. Para ello 
considerernos el siguiente carnbio de variables: 

x• = t;x, t.• = rt, u = aA, v = /3B. 

Con lo cual el sistema (2.9), siendo F y G definidas por (2.10), se transforma en: 

ª" ( o:k¡ k2 k3 2 ) t;
2 

at• = 7 - r" + ct/3r 1' V + DAr.t:::,.•u, 
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OV (f3k4 ka 2 ) ~2 
A• 

ot• = -:;- - a2r u V +Do-:¡:-'-' v. 

Donde D.• es el operador del Japlaciano con respecto a la variable x•. Esto implica 
que si tornamos 

~ = ..!:., 
L 

D;1 
7=--L2 

el sisten1a anterior se transforrna en: 

ka • 
y a:=f3=(k2p. 

u,= (L2 k2) [k.' (".ª)?; 2 ] D;1 k2 k, - u+ u V + .ó.u, 

111 = (L2k2) [k• ("3) ?i _ u 2v] + DD,¡n .ó.v. 
D;1 k2 k2 

L2 

Y, finalmente, definiendo 

d= DB 
D,¡' 'Y= D;1, 

nuestro sistema toma la forma: 

y 

11 1 = --y(a - u+ ·u2 v) + b.u = --yf(u, v) + .6u, 

v1 = -y(b - u 2v) + db.v = -yg(u, v) + db.v. 

En general, un sistema adimensional puede escribirse como 

u,= --yf(u, v) + b.u, 

111 = -yg(u, v) + db.v. 

(2.13) 

(2.14) 

De su construcción, ')'! tiene dimensión de longitud. Se observará en Ja siguiente 
sección que e_c;;te parárnetro es ele gran relevancia, pues su valor sení determinante 
en la estabilidad del sistema. Por otro lado, de la inspección directa del sistema 
(2.14), es posible darse cuenta que -y regula la intensidad de la reacción, al ser 
factor de lo8 térrninos reactivos. 

La formaci6n de patrones en el sistema (2.14) depende crucialmente de la forma 
particular de las funciones de reaccit'\n J y g. Corno eje111plo de ello, virnos en la 
primera sección de éste capítulo como la desigualdad (2.6) expresa una condición 
necesaria para que el sistema presente inestabilidad local, mientras que (2. 7) ex
presa una condición equivalente necesaria para obtener estabilidad global. En la 
siguiente sección descubrire1nos ta ilnportancia de los parárnctros f y d. 
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2.3. Análisis lineal 

Los sistmnas de reacción-difusión, con10 se ha visto en secciones anteriores, 
pueden exhibir cst.ados estables ante perturbaciones cuando el término difusivo es 
omitido. Cuando se toma en cuenta el proceso de difusión, dichos estados se pueden 
volver inestables y simetrías más complejas pueden llegar a surgir. 

El objetivo de c:-;ta Hecciún es profundizar en el análisis rnatenuít.ico de estos 
sisterna.'"i para encontrar las condidonrs necesarias para que la inestabilidad de 
Turing (inestabilidad generada por difusión) sr. presente. La mayor parte del análisis 
que aquí se presenta fue t.omado de l\!Iurray [15]. 

El prohlerna al cual nos avocarc1uos, tal corno se presentó en la sección anterior, 
está dado por: 

u,= 7f(u,v) + L:;.u, 
(2.15) 

v, = "f!l(u, v) +di::;. u. 

Adem:ís de las ecuaciones que expresan la cinética de la reacción, es necesario 
incluir condiciones iniciales y de frontera, con las cuales el problema está planteado 
adecuadamente. Por ejemplo, podernos tomar las siguientes: 

(i) u(x, O) = uº(x); v(x, O) = vº(x) y 

(ii) n · '\i' ( ~ ) = o, en an, 

con u 0 y vº ciadas. Hemos dPnot.ado con an a la frontera del dominio espacial donde 
se lleva a cabo la reacción y, por simplicidad, el flujo a través de ella igual a cero. 

Siguiendo un razona1nicnto análogo al e1nplcado en la sección 2.1, buscarnos un 
estado (u 0 , vo) que sea estable en ausencia de variacioncis espaciales. Dicho estado, 
elche cumplir las ecuaciones: 

f(uo, vo) =O, g(uo, vo) = O. 

El sistema, en ausencia de difusión, está gobernado por las ecuaciones: 

u,= 7f(1t,v), 
(2.16) 

v, = 7g(u, v). 
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Una forma de estudiar la estabilidad del estado (uo, vo) es analizar su estabili
dad lineal. Para ello es necesario linealizar las ecuaciones anteriores, alrededor ele 
dicho punto de equilibrio. Tornando entonces 

1n=('ll-'llo), 
'lJ - Vo 

(2.16) se transforma, cuando la norma de w es pequeña, en el sistema lineal: 

w, =7Aw, con A = ( fu fv ) , 
9u 9v 

(2.17) 

donde las derivadas parciales de las funciones f y g, en esta expresión y a partir ele 
ahora en adelante, están evaluadas en el punto (u 0 , v0 ). Las soluciones al sistema 
(2.1 7) est1ín dadas por 

donde ,\ representa a un eigunvalor ele A y a es constante. El estado w =O será li
nealmente estable si cualquier perturbación tiende a desaparecer con el tiempo. 
Esto ocurre cuando Re>. < O, lo cual impone condiciones sobre la cinética de la 
reacción que derivarnos a continuación. Los eigenvalores ..\192 son raíces del poli
nornio característico y JJOr lo tanto curnplcn la ecuación: 

det('YA - >.!) = O, 

es decir, 

(2.18) 

Resolviendo para>. obtenemos: 

(2.19) 

Por lo tanto, para que (u0 , v0 ) sea asintóticamente estable, es.necesario que Re>.; < 
O, para i = 1, 2. A su vez, para que esto ocurra se requieren el siguiente par de 
condiciones: 

tr A = fu + 9v < O (2.20) 

y 
det(A) = IAI = fu9v - fv9u > O; (2.21) 

las cuales son evidentes cuando pensamos en la forma diagonal de la matriz A. 
Estas condiciones reducen la familia de funciones f y g para las cuales se asegura 
la estabilidad Ji nea l. 
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Ahora consideremos el sistema compfot~; HÍlc~h~l'l.Clri'~1~~dedor de w.= O: 

, (2.22) 

Proponemos como solución a (2.22) ,Jás sigui.~;,ti;s' fu,nciones: 

W~~ e~: }e¡_,,;Ht.· (2.23) 

Sustituyendo (2.23) en (2:22), obtenen1os: · 

,\ ( ~= ) = -yA ( z: ) - k
2 

D ( z: ) , (2.24) 

donde al sustituir las formas explicitas ele A y D. se obtiene: 

( 
,\ - 'YÍu + k

2 
-7/v ) ( llk ) _O 

-1·9,. ,\ - 'YYv + dk2 bk - . 
(2.25) 

Como buscarnos soluciones no triviales a (2.22), el determinante de Ja matriz en Ja 
ecuación anterior debe ser igual a cero, lo cual nos proporciona la relación: 

(2.26) 

donde 

(2.27) 

Observernos que cuando k = O, equivalente a la ausencia del término difusivo, 
recuperarnos (2.18) corno era de esperarse. La ecuación que acabarnos de deducir 
nos abre Ja posibilidad de obtener condiciones para la inest.ahilidad lineal de Turing. 
Lo que Uuscarnos, siguiendo su propuc!sta, es que el estado (u0 , v0 ) sea inestable 
bajo el efecto difusivo. Para ello es necesario que Rc,\(k) sea positi,•a para algunos 
valores de k distintos de cero (recordemos que para k = O, Rc>.(k) < O). Dada la 
relación (2.2G), Re>.(k) podría ser positiva si su coeficiente en (2.26) es negativo o 
si el término independiente h(k2 ) os negativo para alguna k ~ O (estas condiciones 
son necesarias pero no suficientes). Sin embargo, k 2 (1 + d) es siempre positivo y de 
(2.20), tenemos que (fu+ 9v) < O, con lo cual: 

(k2 (1 + d) - "((/u + 9v)] > O. 

Por lo tanto, para que Re>.(k) sea positiva para algtín valor de k, Ja única posi
bilidad que nos queda es que el término independiente sea negativo. Nuevamente 
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recordamos (2.20) y (2.21 ), de donde l.41 debe ser positivo. El término dk4 es siem
pre positivo. Por lo tanto, la inestabilidad de 'I\iring se presentar>Í si df,. + 9v es 
positivo, pero como fu + 9v < O, entonces d debe ser distinto de 1 y los signos 
de fu y 9v distintos. Observemos que en el caso del sistema (2.1), propuesto por 
Meinhardt, fu > O, 9v < O y d es mucho mayor que l. 

Podemos encontrar el número de onda crítico (krn) para el cual h(k2 ) es mínima 
(y negativa), diforencianclo respecto a· k 2 en (2.27) e igualando a cero. Esto es: 

2 / ' 2 (d" ) ~ k2 = 'Y(dfu + 9v) (2 28) ( ,;;,,. - 'Y Ju .¡.!Ju = O -~ "' 2d . • 

km será pues el 111írnero de 011da para el cual la inestabilidad es mayor, si el mínimo 
de h (h,,.;,. = lt(k~.)) es negativo. Pero, 

lt,,.;,. = dk;~ - '"(k~,(dfu +Bu)+ 'Y2 IAI, 
por lo tanto 

' . - 2 (IAI - (dfu + 9v)
2

) 
lnun -"Y 4d ' (2.29) 

y con lo cual, h.,.;,. < O si 

(2.30) 

Un dato importante que también se puede rescatar de este análisis, es el coe
ficiente de difusión critico (dk), que marca la bifurcación entre el comportamiento 
linealmente estable para toda k, y la inestabilidad lineal de Turing para algunos 
valores del mímero de onda. Dicho coeficiente crítico se obtiene cuando h,,.;,. es 
exactan1entc cero, es cleci r 

1 2 (IAI - (</fu ::/,,)
2

) =o = 
(2.31) 

d~f,°7 + rlc(4fv9u - 2fu9v) + 9~ =O. 

Cuando h,,.1,. < O, existe un inter·valo (k1 , k,) para el cual h(k2 ) es negativa. 
Para este intervalo de ntímeros de onda, las soluciones a (2.22) serán inestables. k 1 

y k 2 se pueden calcular igualando a cero h(k2 ) parad> de, de donde obtenemos: 

(dfu + g.,) - ((dfu + 9v) 2 
- 4dlAIJ! 

1 2d 
y (2.32) 

(dfu + 9v) + ((df., + 9v) 2 
- 4dlAIJ! 

-y 2d . 
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Dado que la ecuación (2.22) es lineal, por el principio de superosición su solución 
general está dada por la suma: 

w(r, t) = L wk 

k 

(2.33) 

donde los coeficientes ak y bk en (2.23), son determinados a partir de las condiciones 
iniciales. Es irnportautc recordar que el doniinio de las funciones u y v es finito, 
y ello induce que el espectro de valores del número de onda sea discreto. Por lo 
tanto, "k y bk son los coeficientes e.le Fourier de las condiciones iniciales. 

Finalmente para tiempos largos, el comportamiento de las soluciones a (2.22) 
será dominado principalmente por los términos en (2.33) cuya >. sea positiva. Es 
decir 

A-2 

w(r, t) ::::: L wk; l.>>]. (2.34) 
k, 

Las funciones propias linealrnente inestables qne están expresadas en (2.34) 
crecen de rnanera exponencial. Por ello la suposicióu central del cornportarniento 
lineal, la norma de w pequefia, pronto deja de ser v1ílida y los terminas no lineales, 
en la expansión de Taylor, se vuelven relc~\·ante.s. De esta rnancra, el sisterna puede 
alcanzar un estado estable, r..spacialnH-'llte inhornogt~ueo, conforrnando un patrón 
espacial. 

En la sección (2. 1) se hizo inca pi<! Pll la irnport.ancia del tarnaño del don1inio 
para el crcci1niento de alguna inho111ogeneidad. Este itnportantc hecho se hace 
patente al resaltar que la ira•stabilidad se presenta para 1.: 1 < k < k 2 • Donde 1.: 1 

y /.;2 están dados por (2.:32). Tn•s i1uporla11t."s hechos debemos .,nfocar: i) En esas 
PXpresioues, el pani1netro f PS ch~tt•rrui nanto en la longitud del intervalo (k1 , k 2 ). 

ii) EJ valor de .,. est<i direct.anH•nte rclaeionado con las dirnensioncs del dotninio, 
con10 se ohscr,·t> al d<~ducir las Pc11acin1H~H adin1P.n.sionaleH en la sección anterior. iii) 
Dado que los valores dP k en (2.a.:J) son disen~tos, stSlo exh . .-te un 111írncro finito de 
ellos que caen en el inlorvalo dP incst.a.hilidad. Todo lo anterior lleva a la conclusión 
de que si ')' es suficicnternentP pequciia (que equivale a un dorninio pequefio), 110 

habni valor de !.: deut ro del dominio (k¡, 1.:2 ) y la inestabilidad no surginí. 

Esta 1Uti1na conclusilu1 puede ser ligada dirPctarnente con la discusión rclati\"a al 
crecimiento del embrión en la sección (2.1). Para que los primeros rompimientos de 
sirnetría crnbrional se lleven a cabo, es necesario que el organisrno haya alcanzado 
un tarnaiio pertinente, que pcnnita el surgi1niPnto de la inestabilidad. Una vez 
que dicho tan1año se ha alcanzado, el cstíirnulo que desencadene el crcci1niento 
exponencial (autocatalitico) puede ser cualquier inhomogeneidad. Sin embargo, 

' 

i 
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aunque el e5tímulo_ es ineSpecífico; el patrón resultante está bien determinado. 
Esto sé debe a que la perturbación· que prevalece es aquella cuyo número de onda 
corresponde al _eigenvalc;;r más grande .. 





Capítulo 3 

Filo taxis 

La formación dr. patrones en plantas es un ejemplo prototípico de los procesos 
de autoorganizaeión en los seros vivos. Ejmnplo ampliamente estudiado, donde la 
complejidad de los modelos propuestos para su explicación contrasta con la belleza 
.r riqueza de sus fonuas. 

Filota..xis es el no111hrc que se le da a dcterrninados patrones observados en una 
gran variedad de pla.ntw;, particulanneute en floreH y frutos, que son generados 
corno co11sccucncia UP. cir.rta n .. •gularidad en la posición u ordenan1icnto de hojas, 
pétalos o algün otro tipo de órganos con111onentcs. 

Un n1isn10 tipo <_IP filot.axis p11Pde ser observada en diferentes estructuras orgáni
cas, que no ncccsariarnente pert.cncce11 a una sola especie. Por otro lado, la obser
vación ha de1nost.rado In cxbt.encia d<~ cicrt.a.s con:.;;tantcs nurnéricas caract.erfatica..5 
de los pa.tront~s. Lo a11ll~rior hace suponer c.tue los 1necanisrnos e111plcados por las 
plantas en la generación el<~ <·:.;tos patront->::.; :-,iguen ciertas regla-~ sirnples que pueden 
ser 111odcléJ.dn.s 1nat1~111~íticanu•11te rnediant.1! algoritrno:.; relativarnentc sencillos. 

El crccirniento dl! las t$f ruct.ura .. o.; orgánicas sigue, en últin1a instancia, la in
formación ge11étiea codilicada en el ADN. Sin embargo, dada la complejidad de 
los procesos de decodifieacil1n de dicha i11fon11acicín, el estudio de la forrnaci6n de 
filotaxis parte prcfcre11te1nr11tc de un enfoque /Jo/í..-;tico (conccntriínrlose en des
cubrir procesos que si1uu/v11 rnt!jor la fonnación de los patrones) que de prin1cros 
principos (doude se buscaría entender la!i reaceiones 1noleculares que la gobiernan). 

En este capítulo estudiamo~ 1111 tipo de fllotaxis plana (observada en flores como 
la rnargarita y ginlsol) cuya c:-;tr11ct11ra es a.ruíloga a los patrones convectivos de 
Bénard. Cor11enzan1os con una descripción geonu~trica. de la filotaxis en la rna.rgari
ta, Jo cual nos lleva a construir un 111odelo ~cornétrico en la prirnera sección. En 
la segunda, r11ostra1nos corno los rnecani.sn1os de generación y creci1niento estable 



34 Filo taxis 

Figura 3.1: La forrnacion de patrones 1111 plantas reílt~ja procesos de autoorgani
zación característicos del fc11ó111r.no de la Yiria. 

de este patrón pueden ser co11sec11c11cia de la. diruírnica de un sisterna de reac
ción-difusión. Para sustentar PStl~ n1odelo, rnostrarnos corno la dinámica de estos 
sist.cn1a.s obedc-ce un principio variadoua.I de 111íniI1ui energía., equivalente al prin
cipio de ernpaquetarni<~ut o dc_o discos. En e:-;te argurnento son rnu.Y irnportantes los 
resultadu8 de \\7ci-l\Jing (19], que rnucstran corno un tipo de sistetnas de rcacción
difusión, al cuál perte11ece el que aquí proponernos, prc.sentan estados con rntíltiples 
picos, cuya configuraeiún es PquivalentP al principio variacional 111cncionado. En Ja 
tercera t;ección, presentarnos la fonnaehín de filotaxis corno un proceso dinárnico 
en un sist.crna enrnpuest.o por un co11junto finito de partículas, surncrjidas en un 
potencial cu11 sirn<'lrÍa radial, las cuales He repch_~u unas a otras. El objetivo en esta 
sección es cnfati~ar el caractcr variaciunal del proceso rncdiantc c1 ctHil este patrón 
ernergc. 

3.1. Modelo geon1étrico 

Descripción de la filotaxis en la n1argarita 

El estudio con perspectiva geométrica de la lilotaxis ha sido motivado por ciertas 
regularidades geométricas y 1111méricas observadas e11 los patrones. Por ejemplo, en 
los tallos, de una gran cantidad ele especies de plantas, el ángulo que guardan las 
hojas entre sí es generalrne11te constante e igual a Ja sección áurea de 2rr (360º(1 -
r- 1 ) ~ 137,5º, donde r = (1 + ,/5)/2). (Ver fig.(3.2)). 

La filota.xis que buscamos modelar es la observada en ciertas flores corno la mar-
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.-·~ . .(1$' .,,.--/ 
'- -······------;-= 137 o 

(b) 

Figura 3.2: En 1111 t.allo, el ángulo x que guardan las hojas entre sl es aproximada
mente igual a la sección aurca. En (b) observamos el tallo, representado en (a), 
desde arriba. 

garita o el girasol. Ella est.á forrnada por pétalos de forrnas sirnilares que cubren la 
parte central de la con1la. Estos pélalos cuuren todo el espacio, que podemos consid
erar corno bidirncnsinnnl, sin traslaparse unos en otros. A sin1ple \•ista, los pétalos 
parecen alinearse en espirales que parten del centro de la estructura a Ja perife
ria, convergiendo estas en el centro. En general se observan dos tipos de espirales, 
dependiendo del sentido de giro. Esas espirales son conocidas corno para...c;¡tiquios. 
Los parastir¡uios son p1ies eadena.s de pútalos adyacentes. (Ver fig.(3.3)) 

Un de.sc11hri1nicnto inten-~saut.ca nos llt~va a encontrar una ruisteriosa relación 
11111nérica cntn~ el nfln1ero de parasti411ios que giran en un :-oentido y en otro: en 
la rnayoría de los ca. .. o;;os rcsult,a11 ser dos n1ír11cros consecutivos de una sucesión de 
Fibonacci [18]. Esta sucPsióu est.oi dada por el conjunto: 

{f.,};;"=, = {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... }. 

Los ntírncros de esta sucesión se obtienen !"Untando los dos ntírneros anteriores, 
partiendo de f 1 = / 2 = 1. 

En un pritncr análisis, nuestro principal i11tcn~.s es explicar, a partir de consid
eraciones pura111cntc georndtrica.s, esta singular distribucilln de pétalos. Es irnpor
tante obscr\·ar, que aunque los pdtalos aurnentan de tarnaño confonne se alejan 
del centro, su forma no cambia sustancialmente. Ello sugiere que lo determinante 
en el patrc.ln, no es la forrna particular de cada pétalo, sino su ubicación respecto 
del centro. La forrna de los pétalos es consecuencia, en últirna instancia, de otros 
factores como la condición de no traslape entre pétalos o Ja necesidad de cubrir 
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Figura 3.3: Las pifia:; de pinu prPsPntan la filotaxis c¡u" buscamos modelar en este 
capítulo. Eu esta i111age11 pnd<!lnos aprndar los dos tipos d<~ panistiquios convergien
do al centro ele la estruct,ura. 

todo el cspacio 1 • 

Una. tíltirua observación irnport.antc está relacionada con transiciones en el 
número de parastiquios en la estructura. El patrón está subdividido en regiones 
circulares concéntricas, que se distinguen unas de otras por el par de nún1eros de 
Fibonacci que caracterizan a los parastiquios. Las zonas de transición son ani
llos concéntricos const.ituidos por defectos o, corno se les conoce en cristalografía, 
disloc¿1cio11es. 

Fracciones continuadas y razón áurea 

En el estudio geométrico de filotaxis, la teoría y propiedades ele las fracciones 
continuadas juegan un papel rnuy rele,·ante. En este apartado presentamos de ma
nera breve algunos conccpt.os prclin1inares que usarcrnos n1ás adclante2. 

Para todo tHÍrnero a:, en el intervalo (O, 1], existen núrneros naturale:; ak, con 
k = 1, 2, ... , tales que :i: puede ser como sigue (ver [7]): 

1 
x= t 

a1 + a:.t+::: 

1 Esta condición parte dt! un ra.zonarnieuto teleológico: "los pctalos en la flor deben tener la 
forma 11cccsaria para cubrir todo el espacio". Siendo más rigurosos en un pcusruniento causal 
deberíamos decir: "La forma de Jos pétalos es tal, que todo el espacio es cubierto". 

2 Para uua descripción nuL~ detallada de las propicdeades de las fracciones continuadas ver 
Khinchin [7] 
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La exPresióri. anterior ;.ecibe el nombre de fracción continuada de x, y puede es
cribirse cori notación ;,lás sencilla de la forma: 

Es interesante resaltar que la fracción continuada más simple corresponde al 
inverso de la sección áurea (7]: 

_, vs-1 
T = (1, 1, 1, ... ] = ~ = 0,6180 ... 

Es posible obtener sucesiones de racionales que aproximen a x, truncando la 
expansión de la fración continuada. La sucesión entonces, está formada por números 
de la forma: 

A las fracciones anteriores se les conoce como convergentes principales de x y los 
numeradores y denominadores cumplen con las relaciones recursivas(lO]: 

]Jo= O, Pl = 1, ]Jm = UmJJm-L +Pm-2 
(3.1) 

Por otra parte, podemos relacionar las sucesiones de Fibonacci y Lucas, -esta 
última se obtiene de la misma manera que la de Fibonacci, salvo que sus primeros 
dos elementos son 1 y 3,- con los convergentes principales del inverso de la sección 
áurea. Los convergentes principales de r- 1 están dados por la sucesión: 

o 
l' 

2 
1' 2' 3' 

3 
5' ... ; 

donde los denominadores son precisamente números de Fibonacci. Si por otra parte 
consideramos la fracción continuada: 

T¡, = (3, 1, 1, 1, ... ] = 1/(3 + T-
1
), 

los convergentes principales asociados están dados por la sucesión: 

o 
l' 

1 

3' 
1 

4' 
2 

7' 
3 
u···· 

donde los denominadores son los números de Lucas. 
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El número TL pertenece al conjunto de números conocidos como nobles. Los 
níuneros nobles, relevantes en el estudio de filotaxis, son aquellos cuya expansión 
en fracciones continuadas admite tínicamente "1 's", a partir de cierto momento, es 
decir, si a es un número noble, entonces 

para cierto valor de k. Los n1írneros nobles se pueden escribir como (7]: 

a+1n--1 

°' = c + <lr- 1 

con lad- bel= l. 

Modelo gemnétrico 

Para la construcción del modelo geornétrico3 , idealizamos a los pétalos que 
forman la filotaxis como celdas circulares cuyos centros descansan como puntos 
nodales ele mm red. Dos cantidadr., son entonces determinantes en la estructura 
del patrón: el radio de cada círculo y la ubicación de su centro; estamos dejando 
de lado la fonna específica de cada celda. 

A partir de las observaciones de Ja filotaxis en Ja margarita, cualquier modelo 
geométrico que propongamos debe cumplir con dos condiciones muy importantes: 
las celdas deben ser t;angent.es entre sí y 110 deben traslaparse. 

Siguiendo la co11strucción de Van Iterson (1907), tomemos una espiral logarítmi
ca en coordenadas polares: 

(3.2) 

Los puntos nodalcs de la red (los centros de la celdas) son elementos del conjunto 
L, = {Pk = (rk,fh)I k E Z}, donde 

(k E Z). {3.3) 

(Ver fig.(3.4)). 

Esta construcción tiene la ventaja de mostrar explícitamente los parámetros d 
y R, conocidos corno ángulo de divergencia, o simplemente divergencia, y razón 
pla.~tócrona respectivamente. Sus significados geométricos pueden deducirse facil
rnente si observarnos que 

R= rk+i. 
rk 

3Gran parte de lo que aquí se tnucstra ful? ton1ado de Koch y Rothcn (10] 
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Figura 3.4: En línea gris punteada observamos la espiral ontogénica. Los puntos en 
negro representau los puntos nodales de la red, que han sido numerados a lo largo 
de la espiral empezando por un puto arbitrario. Al unir estos puntos obtenemos los 
dos tipos de para..st.iquios, reprc:;entados por liru~a.s negras, continua..c;; y punteadas. 
Es i111portant.e notar qtu~ l'I 11tírncro de parastiquios girando en deterruinado sentido 
corresponde a la diferencia de índices de dos discos contiguos en uno de ellos. En 
esta figura se tienen parast iquios de tipo 3 y 5. 
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La divergencia es el 1í.11gulo entre los radiovectores de dos puntos nodales adyacentes 
en la espiral ontogénica. En la mayoría de los patrones observados, esta se mantiene 
constante. 

Una vez determinada la ubicación del centro Pk del disco Dk, el otro dato 
relevante en la descripción es el radio de la celda, que donotamos como Pk· Es claro 
entoncca ... r; que cada celda, en nuestro modelo, cst;í cornplctarnente caracterizada por 
la terna (rk, Ok, Pk)· Corno hcruo:; visto, el tarnaiio de los pétalos a.urncnt.a conforrne 
cst;ín rnás lejos del centro. Est.a observación se puede introducir clircctan1ente en 
el modelo, suponiendo que el radio de la celda es proporcional a la distancia entre 
el cr.utro de Ja celda, y <~I centro del 11atróu. Est.o conduce a la ecuación: 

f'k = poRk, (3.4) 

donde p 0 es la constante de proporcionalidad. 

Entonce.5, tornando en consideración las expresiones(3.3) y (3.4) es inmediato 
concluir que nuestro rnoclclo queda dotenninado a partir de los panírnetros r0 , p 0 , 

Ry d. 

Ahora estarnos en condiciones adecuadas, para poder analizar las consecuencias 
que sobre nuestro n1odelo tie11e11 la..~ dos condiciones gcornétricas arriba expresadas. 
La condición de tangencia se incorpora suponiendo que la distancia entre los centros 
de discos que se toca11 es igual a la .surna de sus radios. Es decir, si los discos Dk y 
Dk+ri estan juntos y, Pk y fJk+n son .sus rndios respectivos, entonces 

ro(l +R.,_" - 2R" eos l/ll) 1/ 2 = Po(l + R") 

Ob.scrvernos que la relación anterior no involucra p) indice k. Esto iruplica que 
la condición de t ang.e11cia PS valida para cuah~SlJUi<~ra dos discos con diferencia de 
índices igual a 11, :-;ierupre que St! eurnpla para alguna paruja con la 111isn1a diferencia. 
Estr. hecho, tÍl'flP corno const~cucncia la fonnaci6n de c::ulen:t.'i de discos tangentes 
entre sí, ya qtw el disco Dk es tangentt• tanto al di.seo Dk+u corno al disco Dk-n· 
Esa:-; cadena..""i :-ton t~I análoµp dt? los para.st.iquio~ cm la filotaxis real. Por otro lado, 
en1píricarnentc se ha \'e1·ificado que cada pt~ta.lo se cucucntr·a junto a otros cuatro. 
Para la ta11gc!uda del disco Dk con otro par de discos, tenernos otra expresión 
si111ilar. 

Por lo tantu, la conclicicln de tangencia queda 
tra\'és de! J;-J....~ expresiones: 

expresada. en forrna general a 

y 

(R2 " - 2R" cos nd + 1) 112 

l+R" 
Po 

ro 

(R2
"' - 2R"' cos1nd + 1) 112 = p0 

l+R"' ro 

(3.5) 

(3.G) 
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Figura 3.5: Red espiral de discos donde se satisfacen las condiciones de tangencia 
y no traslape. 

De esta forma, cada parast.iquio en nuestro modelo (cadenas de discos tan
gentes) puede caractedzarse por Ja diferencia de índices de sus discos tangentes. 
Tenemos entonces dos tipos de parastiquios: los de tipo rn y 71. Es pertinente re
saltar que los n1írneros naturales ui y n, dadas fa._., condiciones de tangencia, son 
prirnos relativos (sólo tienen al ntítnero 1 corno co11Hín denorninador). 

Es posible condensar hL" ecuaciones (3.5) y (3.G) en 1111a sola, y para ello defi-
nitnos: 

(R2 ·' - 2R'cossd+ 1) 112 

F.(d,R) = 1 + R• 

Entonces, la condición de tangencia se expresa corno: 

F,;,(d, R) = F,~(d, R). (3.7) 

A partir de la ecuacton anterior, uno puede deducir al cociente p0 /r0 y a R 
como funciones de d y de los primos relativos rn y n. 

La segunda co11dició11 geométrica, que debe cumplir el modelo, implica que los 
discos no se traslapen. Eut.onces, tomando dos discos cualesquiera Dk y Dk+i> se 
tiene: 

(R2i - 2Ricosjrl+ 1) 112 Po 
1 + Ri ~ro. (3.8) 

La desigualdad anterior tiene como consecuencia una relación entre d y los 
números naturales 11i y n, de tal forma que ya 110 son independientes. Sea x un 
número real e11 el intervalo (O, l] tal que d = 27rx. A continuación enunciamos el 
teorema que establece tal relación (véase [10]). 

Teorema 1 Sea11 m y n dos 11atum/es pf'imos 1·elativos, O < m < n, y x E (O, l] 
(el = 2tra:), tal que :e = [a1 , a2 , ••• J. Entonces, la construcción de una red espiral 
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L., cuyos nodos son centros de discos que 110 se traslapan y tangentes aquellos que 
se tocan, es posible para un rango contirmo de x si y sólo si 

o 
ui = qr' n = qr+2 con <Lr+~ = 1 

donde q., qr+t y qr+2 son denominadores de tr·es convergentes vrincipales sucesivos 
de x. 

Por razones de espacio, no ru·escntarnos aquí la dernostración de este teorcrna, 
n1isrna que se puede encontrar en (l O]. Por lo tanto, para alguna d = 27rx fija, 
todas las pareja .. 5 (111, u), para las cuales se tiene una red espiral corno la que se 
menciona en el teorema, están darlas por las relaciones recursivas (3.1). Por otro 
Jaclo, Hi fijaruos los naturales n1 y n, los posibles cíngulos de divergencia se obtienen 
tnediante la.s 111is1nas relaciones con CJr = 111, 'lr+l = n ó, <Jr == rn, 'lr+2 = n con 
<lr+2 = l · 

Por otro lado, se lia verificado c1npírica1ncnt.c que, en un gran níuncro de ca
:-;os, Jos 111ín1cros na.t,urall's 1n y n .son dos ntírneros consecutivos de Ja sucesión de 
Fibonacci. De acuen.Jo t.:011 el Teorcrna 1, ello irnplica que x tiene que ser aproxi
rnada111ente igual al inverso de la razón 1Íurea. ¿Córno se explica este hecho a través 
de 1111cstrn const.ruccidn gl~ornétrica? 

Conforrne los discos fte aleja.u del centro de la estructura, su tarnaño se incre
menta. Al escribir la cc11aciú11 (3.4) estahlccirnos <(lle la razón de este cambio es 
igual a la razón pla .. ~tócn...lna: 

Pk+i =R. 
Pk 

Sin e1n1Jargo, esa supos1c1on no es realista, ptws en los patrones reales observarnos 
que el crecimiento de los pétalos no es cxpo11cncial. Es por ello que, para que nuestro 
rnoclelo rcpresc11ll! de rnanera adecuada lo obser\'ado en las flores, necesitarnos 
suponer que R va decreciendo eonforn1P nos alejarnos del centro. De hecho, esto 
es lo que sucede en la tilotaxis r"al. Otro hecho muy importante que debemos 
resaltar, e:; que buscarnos que la divergm1eia !'iC rnantenga constante a lo largo de la. 
estructura, tal corno observarnos que sucPde. En lo que sigue ornit.irernos los detalles 
del atu-ílisis y sólo expondreruos los aspectos rn~Lq rr.lcvantes. Una exposición nu.ís 
detallada se enc11ent1·a en [l O]. 

El dccreci111iento de la razéin plastócrona induce transiciones en el par de n1í1neros 
que caracterizan las familias de parastiquios visibles, transiciones que son de la for
rna: 

{ni, 11} ---7 {ni', 11'}. 
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Figura 3.6: Este es un dibujo de la filotaxis m1 la margarita. Una transición en el 
conjunto ele parastiquios es \'Í8il1le con la forma {13, 21} --+ {21, 34}. Los pétalos 
rnnrcados con o se tratan de dislocaciones pentagonales, mientras que aquellos con 
+ son dislocaciones hcptag-onales. 

A continuación explica111os c61110 se llc\·a a cabo dicha transición en nuestro 111odclo. 

En nuestro análisis, hcrno!-' utilizado la Huposición de que cada disco es ad
yacente a otros cuat.1·0, itnplicando con ello la existencia de sólo dos familias de 
panL5tiquios -Dk l!S adyacP11t,c a los di:;;cos Dk±m y Dk±n-· Sin ernbargo, ha.jo cier
tas circunstanci:.t.'"i que pronto prc>~e11tart">:ll1os, cada disco puede ser tangente a otros 
seis. Esta co11fig11ración Pn la red espiral es conocida con10 e1npaquct;1111ieuto co1n
pact,o ele discos. Cada vez que te1u~1nos una configuración de esta naturaleza, una 
transición en los 111írneros qtHº d<?tcrruinau a las farnilia..<.:i de parastiquios torna lugar. 

Las condicioues que dcterr11i11an un r.n1paquetarniento cornpacto de discos en la 
red espiral están dadas por el siguiente teorema (10]. 

Teorema 2 En 1ma red c.•¡1iml L., empaquetamiento compacto de discos toma 
lugar si y sólo si 

1n =:.= f}r, 11l + n = qr+2 

donde q,, lJr+1 y <Jr+2 son denominadores de tres convergentes principales del ángulo 
de divergencia x. En caso de que dicho empaquetamiento compacto tome lugar, los 
valores del ángulo de divergencia x !J de la 1·azún plastócrona R estan única y 
totalmente determinados por los 111imc1·os m y n. 

¿Cómo se clan entonces las transiciones en la red espiral de discos'? Al encon
trarnos inicialmente en una región donde las familias ele parastiquios visibles están 
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relacionadas al conjunto de 111ímeros { 1n, n }, la reducción paulatina de R conduce 
eventualmente a la aparición de una zona de transición, donde ahora tres fami
lias de parast.iquios son visibles. Esto sucede pues un empaquetamiento compacto 
ele discos ha tomado Jugar. Esas tres clases de parastir¡uios so relacionan con el 
conjunto {m,n,111 + n} y caracterizan al anillo de transición. Al continuar la re
ducción de R, una de las familias desaparece, dando lugar a una nueva zona en la 
estructura, con sólo dos farnililLc; de parastiquios visibles. Esta transición puede ser 
de dos tipos. La que llamare111os tra118ició11 regular, Ja cual tiene la forma: 

{m, n} ~ {n, ni+ n}. {3.9) 

''y" la que lla1narc1nos transición singular, de la fonna. 

{m, n.} ~ {m,m +n}. {3.10) 

En los patrones reales obscrvatnos un serie de transiciones confonnc nos ale
jamos del ceutro. En Ja mayoría de las plautas donde encont.ramos este fenómeno, 
las transiciones son casi exclusivarncntc de tipo regular. En nuestro rnodelo sin 
e1nbargo1 nada i111pidc que arnhos tipos de transiciones ocurran con la n1isma 
frucueucia. Poi· otro la.do, las series infinita .. .;;; de transiciones regulares conducen 
neccsaria111entc a un nt'l1ncro nobl(~ co1110 valor ele la divcrgeracia [10]. Esto quiere 
dm.:ir, que en la n1ayoría de las pla11tas doradc~ obsr~rvan1os este tipo de filota.xis, la 
divergencia 1~8 c<~rcana a 1111 n1í111l~ro nol>h~. 

¡,Ctlrno j11.st.ifiea111t>~. a partir dP 11t1Pstro tnodelo gcornbtrico, c¡uc en las plan
tas fic~ obst~n·pn JH"efPn~11lt~111P11t1? tnu1sieio11e~ n~gulare:;, que conducen a un rn"unero 
nolJ)c corno :ín~tdo d1~ divergencia? Aunque no t.mwruos razones conc:lu.rentes qtH~ 
expliquen estp fp1u)111P110, podt•IJH>S t•xponPr 1111 par dr arg11111entos que sup;ienm su 
ra~t.ihilidad. En pri111<>r lugar, las tra11sidu11e8 r0g11lare:-; 111orlifican rncnos las cel
da .. -; co111111111p11f.1•s de la filotaxis. quP la:; lransieionl.'8 singulares [9]. Entonces, dado 
que la .. ..; celdas l'll rPalidad son pt~talos ch~ la flor -ti otro tipo de órganos sirnilarcs-, 
pude111us i111agi11ar qtll! 1111a tra.11sicil)11 regular µ,enera rneno.s tensiones por contacto 
entre celdas. El segu11du argu11w11to t~stü rl'lacionado con la in\'aria1Jilidad del valor 
de la diveq..!_encia. Las co11dicio1ws de ta11MPncia y no tra.."ilape hacen que el conjunto 
dn \'alares, Cjlll' el ;íng;nlo de~ di\'er~cucia puede tornar, e::;t.é detcrn1inado por el con
junto de nlÍrneros { 111. n }. Por olro lado, si R disrninuye, el ángulo de divergencia 
pcnnisibh! tiende• a variar. Sin erubargo, se ha dcrnostrado a partir de considera
cion<"'S nurnéricas, que si la dh·ergr.11cia x torna algun valor cercano a T-1, entonces 
una sec1u•ncia de transiciones rcguhu·l•s, inducidas por el decre1nento de R, dejan 
nuí..., o rncnos in\'ariante a :e (lo( r'or lo tanto, si :i: es cercano a T- 1 , y una serie 
de tra11sicio11es n"!gulares ton1a lugar, entonces la filota.xis necesita reordena1nientos 
estructurales rnenores. 
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3.2. Filota.xis como sistema de reacción y difusión 

En el capítulo 2 vimos como un sistema de reacción-difusión, del tipo activador
inhibidor, es capaz de generar patrones espaciales, a partir de condiciones de homo
geneidad, cuando el inhibidor se difunde más rápidamente que el activador. Nuestro 
propósito en esta sección es mostrar corno dichos sistemas son compatibles con los 
rnodelos geornétricos de filotaxis ,·jstos en la scccitSn anterior. Para lograr este ob
jetivo, ruostraruos que la generación de patrones en un sisturna de reacción-difusi<'in 
sigue princiJJios variacionalcs que resultan equivalentes a las condiciones Reornétri
cas presentes en fiJotaxis. 

Partirnos del supuBsto que el cn!eiruiento de nstaR estructuras orgánicns est;-í re
gulado por reacciones q11í111icas que se1ialan la ubicación de nuevos c.jrganos (prirnor
dia), generando una especie de rnapa quírnico. El rnccanisrno sería relat.ivarncnte 
sirnplc: u11a alLa cuucentración del activador prornovería el crecin1ir.nto de un pri-
111ordiu1n, dado que! el tejido circundante es capaz de reaccionar n dicha sustancia. 

Reducción del sisten1a de Meinhardt 

Consideremos un sistema amílogo al (2.1): 
8u <lr 
o/. = Da!:::.n + °'lt - /3a + ó, 

(3.11) 

ª" Dt = D¡,L::.h + 1a• - Oh+ 1>, 

donde a y h son las concentraciones del act.ivador y el inhibidor respectivamente. 
Vemos que el act.ivado1· promueve su producción y la del inhibidor, como está ex
presado por los términos na.r /h y 'Y"' con r y s exponentes mayores que l. Las 
letras griegas son todas constantes. 

Una forma d" estudiar el comportamiento del sistema (3.11) es aproximar 
nu111érican1cntP las solucione .. ., para. distintos valores de los parán1ctros. Sirnula
ciones de este tipo se pueden encontrar en la 1iteratura. 

Por si111pJicidad supongarnos que las constantc..c; J y K. son iguales a cero. Estas 
constantes n~pn-.:;;entan una producción constante de la .. ., sustancias que aseguran 
que 11ing1111a dr Piias de:;;aparezca del rnedio. En p) aruíJisis que efectuarernos, es
tarnos iuteresadns priucipaJrnente en la interacción quíruica entre las sustancia..Ci. 
Dicha sirnplificación, por Jo tanto, no aff"cta significat.ivarnente los resultados, sicrn
prc que busquemos estados estables. 

N1wstra suposición permanente, base de la inestabilidad de Turing, es que el 
inhibidor se difunde rm\s rápidamente que el activador. Esto, atmado a que partimos 
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inicialmente de un estado homogéneo, nos permite suponer que la concentración 
del inhibidor es constante espacialmente, es decir, b.h = O; las pequeñas variaciones 
del inhibidor desaparecen rapidamente cuando D,. » l. 

Finalrnente, si nos enfocarnos en soluciones estacionarias, podernos suponer 
que ambas concentraciones se rnanticnen constantes a lo largo del tiernpo, esto es 
8h/8t = 8a/8t = O. Todas las suposiciones anteriores nos permiten despejar h 
con10 func.:ión de a a partir de Ja segunda ecuación en 3.11, así tenemos que 

Sustituyendo en la prirnera ecuación, obtenernos: 

para alguna .A constante. 

Por otro lado, suponiendo que el inhibirlor se difunde lentamente entonces pode
mos tomar Da= e, con e muy pequeña. El sistema (3.11) se reduce entonces a la 
ecuación: 

t:.0.a + .AaP - ¡3a =O, (3.12) 

donde p = r - s. 

La función a en la cc11ac1on anterior no depende del tietnpo. Si en un accr
carniento ligc~rarnente distinto, s11poner11os que la presencia del activador cataliza 
:-;u propia 11roduccilí11 en UtHt l•scala 1nucho 1nayor que la producción del inhibidor, 
lo cual .sucedería ~¡ r » s, entonces, durant.e un intervalo relativarnente corto de 
t icr11po1 Ja coucc11tradlu1 <l<~I inhihidor se~ rnant.endría constante, aun cuando hu
biera earnbio.s <~11 la coucentracil>n dr~I activador. En ese caso, podernos entonces 
suponer que nada llHÍs Dh/81. = O durante intervalos cortos de tiempo, con lo cual 
ohtcndríarnos la c.•cuaci6n: 

Eb.a +.>.al' - f3a = 8a/8t. (3.13) 

Estructura variacional de la ecuación reducida 

Consideremos el funcional: 

E(u)~.1 F(u,'\7u)dx, (3.14) 

donde -- /3 - - p+l 

F(u '\7u) = =.¡'\7ul2 + -u2 
- .A-"--

' 2 2 p+l' 
(3.15) 
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y n es el d.ominio sobre el cual se forma el patrón estudiado. 

Nuestro interés es caracterizar a la función ( o funciones) que minimice E(u). 
'Es decir buscamos u 0 tal que 

E(uo) = min{E(u)luEU}, (3.16) 

donde u es el conjunto de funciones de clase C 2 cuyo dominio es n. 
Supongamos que conocemos u 0 dada por (3.16), consideremos entonces· otra 

función u elemento de U, escribiendo: 

U(:c) = Uo(x) +E 11(x), 

con E pequeña y 17 cualquier función de clase C 2 y dominio en n. Sustituyendo u 
en (3.14) obtenemos E como función de E dada por: 

E(E) = .l F(uo +E 17, 'Vuo + E'V1¡)dx. 

Corno u 0 , en caso de existir, 111inirniza a. E, entonces se tiene que 

La ecuación anterior se reescribe corno: 

j~ [e:(V'uo)(V"r¡) + /3u 0 17 - ,\u~1¡Jdx =O. 

Entonces si u 0 minimiza al funcional {3.14) tenemos que, 

j~[é(V"uo){'\71¡) + f3uo11 - ,\u~17Jdx =O. 

Por otro lado, del teorema de Green, se tiene que 

é ( 'Vu0 · v1¡dx = é ( 1¡('\7u0 · n)ds - é ( 1¡6u0dx, 
Ín lon Ín 

donde 80 es la frontera dBI dominio n y 11 es el vector normal a ella. 

(3.17) 

(3.18) 

Nuestro an~ílisis se centra en buscar fonnación de patrones corno consecuencia 
ele un proceso de autoorganización del sistema. Ello nos obliga, como hicimos en 
el capítulo 2, a considerar un flujo nulo en la frontera del dominio. En ese caso, el 
primer término del lado derecho en la ecuación anterior es cero. Por lo tanto, la 
ecuación (3.18) se transforma en: 

;;, 17(-éóuo + f3uo - ,\u~]dx =O. 
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Como l,a ecuación anterior es v1tlida para toda IJ, no es difícil demostrar que Ja 
expresión que multiplica a r¡ debe ser idénticamente cero. Por lo tanto, si una 
función u minimiza a E(u) entonces satisface Ja ecuación: 

-E:~Uo + /3uo - >.u~ = O, (3.19) 

que es idéntica a (3.12). 

Si, por otro lado, considerarnos la dP.pendencia temporal de la concentración 
(u = u(t)), entonces es posible recuperar la ecuación parabólica (3.13), mediante 
sirnilarcs considcrncio11es variacionalcs. Presentarnos ac¡uí una cxp1icación intuitiva 
del razonamiento. 

hnagincrnos poi· el n10111c11to que el funcional E= E(u) es una función con do
n1inio en IR", es decir u = (u 1, u2, ... , 11 11 ). En ese caso, nuestro problcrua consistiría 
en encontrar los puntos estacionarios (rnínirnos) de ella. Si adcnuL~ buscarnos incor
porar cierta dependencia ter11poral dn los puntos del dominio, ello nos conduciría, 
en num.,tro problerna, a IH1scar aquella paraructrización u = u(t), que rninirnicc, o 
tienda a nii11i1nizar, a E. Una condici6n necesaria para que esto suceda es que el 
vector tangente a dicha par:unetrización apunte en la dirección de rnayor carnbio, 
en :.;;entido inverso al vector gnulicntn de E. Es decii·, 

rlu =-'VE. 
dl 

!Vfultiplicando por un vector arbitrario 7/ = (!Ji. 112, ••• , 17,.) obtenemos: 

du dt · 1¡ = -('V E) · IJ, 

donde el lado derecho es la derivada de E en la dirección de h. Esta derivada 
direccional es análoga a m11iella 1111e se igualó a cero en la ecuación (3.17). Sin 
embargo, la ecuación anterior no es del todo correcta. Debemos recordar que E 
se relaciona con u, a través de la integral de F sobre todo el dominio n. En este 
sentido, Jo que buscarnos 1ni11in1izar es una cantidad global, y por lo tanto, la 
condición necc:.;;aria para que ello sucecla e.s esprcsada de la siguiente rnanera: 

{ (
811

·11)dx =-('VE)· 1¡. 
Ín 8t 

Finalmente, siguiendo un proceso similar al que se desarrolló arriba, obtenemos: 

fn 11[-e~uo + /3110 - .>.uS]dX =l. -l]~~ºdx. 
La expresión anterior es v1ílida para toda 17, y para toda región n, lo cual implica 
que 

Duo 
c~uo - /3uo +>.u~= Bt' 
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ecuación equivalente a (3.13). 

Como conclusión tenemos que las soluciones a la ecuación elíptica (3.12) deben 
satisfacer un principio variacional: deben ser extremos del funcional dado por (3.14) 
y (3.15). Por otro latlo, las soluciones a la ecuación parabólica (3.13) 110 cumplen 
propiarncnt.e ese rnisrno principio, pero deben ser tales que tiendan a n1inirnizar el 
1nisrno f1111cional, confor1ne el ticrnpo transcurre. 

Compatibilidad entre el 1nodelo geométrico y la estructura variacional 
del sisteina activndor-inhibidor. 

En el capítulo anterior cxplicarnn:-> córno los sistcrnas de reacción-difusión, en 
particular el de act.i\'ador-inhibidor, son capaces de generar patrones sirnilarcs a 
los observados en ciertos sisternas físicos y biológicos. Específicarnente estudian1os 
algunos rneca11isr11os rapaces de explicar la 111orfogéne."iis ernbrionaL Recordernos 
lJl'nvcrnentc, quo el fe11i'11rumu de aut.oca.tálisis tiene corno consecuencia que las 
zonas de alta cn11ce11tracitín de act.ivaclor est<!n tan juntas corno la cantidad de 
inhibidor, <Jlll~ a11111enta debido a la presencia de ellas, lo perrnita. La din;í111ica 
rr.sultaute, entrP el acoplarnie11tn UP. autocatálisis locnl <~ inhibición global, produce 
por tanto 111eca11isn1os equivalentes al proceso de ernpaquetarniento de discos. Es
ta equiva.lt~ncia encuentra sust.entu tl?drico en el principio ,·ariacional inherente a 
las soluciones a la ccuaci.Sn rnducida (.1.12). A continuacióu exponemos a grandes 
rasgos el razo11arnic11to CJUe nos perniit.c sustentar la afirrnación anterior. 

Cousidcrcn1os el siguiPnt.e prohlcuui con condiciones de frontera: 

Du 
D:c 

!J con ll > Ü en fl; 

o en an, 
(3.20) 

donde el dominio n es un subconjunto acotado de Rn y an es la frontera. Se puede 
dernostrar que este problerna, cuando e es pequeiia, exhibe soluciones constituidas 
por 1ntíltiplcs picos -Ilan1a1uos picos a zonas radialrncntc sitnétricas donde el valor 
de ·u es rnucho rnnyor que en los alrededores-. f\1á.s aun, estas soluciones, por su 
estructura \•ariacional, resuelven un problcrna de ernpaqueta1niento de esferas -
discos, en el ca.so de R2-. Es decir, los picos se aco111odan de tal rnanera que sus 
centros se alejan u11os de otros tanto como es posible. La demostración de estos dos 
hechos se puede encontrar en (G]. En el caso que nos concierne, los llamados picos 
corresponden a zonas de alt.a concentración de activador. Por lo tanto, el principio 
de empaquetamie11t.o de discos inherente en nuestro modelo geométrico, es análogo 
al principio \"ariacional de las soluciones a (3.12). 
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Por otro lado, de acuerdo a los resultados de Wei-Ming [19], los estados estables 
del sistema 3.11 -con flujo nulo en la frontera- están muy relacionados con las 
soluciones estables de (3.20), de tal manera que el estudio de los primeros se reduce 
esencialmente al estudio de este problema. A continuación nos basarnos en este 
hecho para proponer un mecanismo morfogenético que ofrece una explicación al 
crecimiento de filotaxis, basado en un sistema de reacción-difusión. 

Filotaxis como sistema de reacción-difusión 

En la literatura se pueden encot.rar varios 1nodclo::; de reacción-difusión aplica
dos al crecin1icnto de filotaxis. En este apartado exponernos a grande .. -; ra.."'igos los 
conceptos 1nás relevantes sobre los cuales R<~ construyen la rna.roría de ellos. 

La..,;; características que en general presentan dichos n1odelos son básicarncnte 
dos: La prirncra us que la filotaxis se genera a partir del rnapa quírnico que provee 
un sistl~IJHl de reacci6n-difusión, el cuál exhihc propiedades rnorfogunc~tica..o; corno 
aquéllas que hernos descrito en el capítulo anterior. Las sustancias quín1icaH corn
ponentes cl<~I sisli~1na, e.st;in pn~sent.es en el nu~rist.erno, que es el círgano donde se 
generan los pétalos que co11stit.t1.Yen la est.ructura; prirnorrlia es el t(~rrnino usado 
para re.fcrirs<~ a rstos órganos cu su pri1nera <~tapa de desarrollo. En la 1nayoría de 
lus casos, el 111criste1no es idealizado co1110 un anillo circular, con lo cual el dorninio 
en dondP Rf~ eHt.uclia la di1Hin1ica dd sisten1a t•s 11nidi1nensior1al 1 y Ia.s condiciones 
de frontera son cousidcra.das periódicas. La segunda caracterí.stica es que e..o;;;tos sis
te111a.s r11anticnen rnr.1noria de la zona donde previanwute se genení un prirnor·diurn, 
con lo cual se a . ..,e~ura que durante cierto tie111po, no aparezca otro r.n el rnisrno 
lugar. 

Ejcrnplifiqucrnos brcve111cnte estas caract.erística."i con e) siguiente sisten1a ele 
rt•accilÍn difusi6n (11]: 

/Ja 

at 

ª" at 
os 
at 

(3.21) 

las constantes Da, D¡, y D, son los coeficientes de difusión de cada una de las 
sustancias, a,t representa una fuente constante de activador y Ka es conocida corno 
término de saturación. Los t<\nninos (-¡1 0 a), (-Jthh) y (-s) dan corno resultado el 
dccairnicnto de cada sustancia. Las sustancias a y h interactuan entre sí cotno acti
vador e inhibidor respectivamente, reproduciendo una dinámica análoga a aquella 
del sistema (2.1). 
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Lo que hace particularmentl! 1ítil al sistema anterior para modelar el crecimiento 
de filotaxis, es la presencia de la sustancia s, la cual juega el papel de marcador 
de los lugares donde previamente hubo una alta concentración local de activador. 
Esto se logra de la siguiente manera. Cuando D¡, >> D. y Jla > 111., la dinámica 
entre el activador y el inhibidor produce altas concentraciones locales del primero. 
Cada una de estas concentraciones, que decaf~ nipida.rncntc, produce a su vez, ta] 
con10 está expresado por la tt"rcera cruación del sistctna, un aurnento local en la 
concentración de la sustancia s. Si :uiP11Hls t.enernos que D.~<< 1, e.c;;ta concentración 
decae y se dispersa r11uy le11ta111cnte, convirtiendose en una huelJa duradera de la 
existencia de Ja concc11t.ració11 d<? act.ivadnr <JIIP la pn!ccdió. Por otro lado, corno se 
puede apreciar en la prirnera t~c11aci6n, la sustancias tarnbién acttía con10 inhibidor 
de a. Por lo tanto, la aparición de un nuevo pico r~n la concent.raciú11 de activador se 
dará cuando B fie rt!dtJ:¿ca s11ficie11tc1nentt?, y nn zonas donde recientcrncntc 110 hubo 
otros picos. La ... .., propiedades rnoríogenét.iea..s del si:;;terna (3.21) recaen por lo tanto, 
en la dinéiruica entre el act.ivador a.\' el i11hibidor h, rnientras que el rnecanisrno de 
rncrnoria corro a cargo de la sustancia s. Sirnulacinnes nurn<!ricas, de la diruírnica 
ele este sisterna. tm 1111a din1<>nHié>n (11], n111e.st ra11 corno éstt! es 1111 buen rnodelo del 
crccirnie11t.u de filotaxis. 

Nuestra prOJHWsta ticur~ la:;; rnisrna.o:;; características sah·o en el 1neca11isrno de 
1ncrnoria. El sister11a qur? proponenu1.s para Ja n1orfogt!nesis de la filotaxis cst~í re
presentado por (3.11), cuyo estudio, de acuerdo con los resultados de vVei-l\Hng 
[19], se reduce en Psencia al l~studio de la ecuación reducida (3.12). Esta ecuación 
posee dctcnninada cfit.n1ct11ra variacional, lo cual irnplica. que sus soluciones estén 
conslituida.._..; por picos o n1a11chas cuya ubicación restu~lvc el pr0Llc111a de ernpa
quetarnicnto de discos propio del patrón. En lugar de considerar un clorninio unidi
n1ensio11al, corTP:-tJH.>ndiput.e a la idt~alizaci6n riel rncristcrno, t.ornarnos un don1inio 
bidirnc>nsional acotado, r¡ue rt!present.a el lugar donde se acornodan los discos. En 
lugar de arladir una tercPra. sustancia, corno el co111po11ent(~ que rnanticnc la in
fonnaci611 de los l11µ;ares donde prcviarnentP han aparPcido concm1t.raciones locales 
de activador, nos ha~-.;arnos en la estructura \·ariacional cicl sistmna causa. de Ja._o;;; 

condiciones dP c111paqul'ta1niento, para que H partir de estas condiciones, los pri
rnordia aparrzan en lo.s lugn1·c.o; donde <Íf!ben aparecer. Es decir, el rneristerno es el 
ünico lug-a.r d<~ la estructura capaz de generar 1111e\·os pétalos, pero éstos una vez 
presentes, cont.in11a11 siendo lugares donde la conccntraci6n de activador es alta, y 
por lo tanto el t.ejido del meristmno t'S sensible a ellos. De esta manera, los pétalos 
ccrc;inos al centro de la estructura tienen rnayor influencia. sobre el rneristen10, de 
tal manera que los primordia aparece11 en el lugar disponible más lejano a aquellos. 
De hecho, cada vez que aparece un prirnordiurn, debe correr cierto intervalo de 
ticrupo para que aparezca el siguiente. Justo en el intervalo de tiernpo necesario 
para que el ernpaquetarniento de discos sea posible. 
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Por lo tanto, cu nuestra propuesln de generación y crecimiento de filotaxis, tan
to el mecanismo rnorfogenético como el de memoria, están dados por la dinámica 
variacional de la ecuación (3.12). Esta propuesta es amíloga al estudio experimental 
que llevan a cabo Douady y Couder [4], donde estuclian la formación de filotaxis co
n10 un sisterna clinárnico fítiico autonrganizaclo. En la :.;iguic~nte sección exponernos 
los resultados de su experinH~11to, (H~ro podernos adelantar que ese trabajo rnucs
tra la factibilidad de nuestro rnoch~lo, al dernostrar que la. eh~cción de los sitios 
donde aparecr.11 los prirnonlia, puedp ser rrn.;u]tado de la interacción y pn~sencia 

de los p<~talos qun ya S(? encuentran en el patró11. Nup:;tra propuesta abre la pers
pectiva de futura.."i irn:estigadú1u~s dnude, event.ualrnent.n, tie tcndní que deterrninar 
la scnsibilida.d del patrón a d(!f.1~r11iinados 11ará1uetros. Por ejeruplo, crccrno.s que 
los coeficientes de difusión dt~ los rcca.t.ivos dcr.errninan el periodo de ticn1po que 
t,ranscurrc entre la aparición de dos priinordia consecut.ivo.s. En este aruílisis los 
métodos nurnéricos jugarán un papel rnuy rele\'antc. 

3.3. Filotaxis con10 sistema dinámico 

En esta sección cxpouenios un sistf~rna físico autoorganizado, capaz de repro
ducir el patrón de filot¡L"Xis estudiado en este capítulo. Tornarnos corno ejetnplo guía 
el sistcrna experinicnt.al construido por Douady y Couder [4], mediante el cuál se re
producen los patronc.s espirafe:-;. En est.c sisterna, y en Ja generalización teórica que 
hacernos de él, los clenientos const it.utivos del patrón son idealizados corno partícu
las que intcract.l1an entn~ HÍ, dPbido a un potencial que calla una de ella..-.; genera. 
El .sistcrna dinárnico qtH! así obtenernos tiene tarubit?r1 cierta estructura variacional 1 

análoga a. aquella que ohsPrvarnos en el sisterna de reacción-difusión estudiado en 
la sección anterior. Proc0<IP111os a la descripei6n general de dicho si.sterna. 

Irnaginerno.s un !-iÍsterna de 1\7 partícula.s (p1 ,]J·z., ... ,p0 ) inrnersa..c; en un potencial 
con sitnctría radial, dado por la ecuación: 

V(r) = !!..., 
r• 

(3.22) 

en la cual r es la coordenada radial, q algún número natural y g una constante. 
Cada partícula a su \"ez repele a las dmrnís al generar un potencial de la forma: 

1 ·e ) n •'; r = 1 1' Tj - T¡ 8 
(3.23) 

donde los subíndices i y j distinguen a las partículas; ses un número natural. En el 
crncirniento de filotaxis, los primordia son generados en el ápice del meristemo re
gularmente, para después desplazarse hacia la periferia de la estructura. Esto puede 
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ser implementado en el sistema físico, si las partículas aparecen de manera periódica 
en una circunferencia de radio r 0 situada en el centro del patrón, para después ser 
empujadas en dirección radial, gracias al potencial en que están sumerjidas. El 
potencial (3.23) que cada partícula genera, asegura que ésta se mantenga alejada 
rle las dermis tanto como sea posible. Por otro lado, el punto de la circunferencia 
donde las nuevas part.íc11Ja.~ van apareciendo debe ser aquel donrle la energía total 
es rn ínitna. 

El sistcrna que ucaha111os de pn?St!ntar tiene la ventaja de que puede ser estudia
do tanto cxpcrir11cntal111c11t.e, rnediante un sist.ctna físico real, co1no nurnéricarnente, 
a travc!s do sin1ulaciones por cornputa.dora. La rna.rwra rnás sencilla de hacer esto 
1íltimo, es considerar la interacción entre partícula.~ sólo cuando se trata de decidir 
dónde aparcccni la Riguientc~. 

Ahora pasemos a la descripción del sistema experimental estudiado por Douacly 
y Cou<ler. Las partícula.'i cnn1ponent.t!S del sistmna .son gotas de fluido fcrrornagnético, 
con voltíruenes nproxirnadarllt!llte iguale:-;. Esta .. '-i gotas son vertidas periódicarnentc 
en intervalos dP tif'111po dt' lon~itud T, nn un n~cipientn circular lleno ele aceite 
de siliccJu. Todo c•I sis1.P111a (~St.<Í a su \·e~ in111crso en un carnpo tnagnético ll(r) 
perpendicular a la SllfH~rfidc~ dunde se u111cvc11 las gotas, el c:u;íl polariza esta$ tílti
tnas, co11virtil!11Uolas en ¡u•qtwfíos irnancs CJllt~ se repelen unos a otros; la fuerza de 
repulsitín entre Ja.._, gotas ns proporcional a lrí - r¡J-4 • Adenuí..o.;, ni carnpo rnagnético 
presenta un gradie11t.c-! de potencial que apunta en dirección radial; en la parte cen
tral, dund(-? las g.-otas :-;on \'f~1·t.idn.s. el carnpo rnagru~tico es tnayor que en la periferia, 
ocasio11audo qtll~ aquellas Ht.~ 11111C'va11 hacia afuera con velocidad u(r), gracias a la 
fuerza que sic11t.en debido al catupo. El :ipice del n1cri.sterno es rnodelado por un 
pequeño cono truncado dP radio r 0 , colocado en el centro del recipiente, de tal rna
ncra que las gotas vertidas sobre él .su deslizan nipicJarncntc hacia el períructro de 
la base. Los resultados de los r.xperi111cntos n•alizados con este sistcrna rnunstran, 
que e] paráuictro que detcnuina las cualidades del patn">n obtenido es 

G = voT/ro, 

donde v0 es la \'elocidad inir~ial ch~ las gotas. 

(3.24) 

Cualitativaniente sucede lo siguiente. Cuando G es grande, las partículas se 
alejan n:ipidanwnte del centro y en ese ca.so, cada nueva partícula interacttía casi 
exclusivarnente cou la anterior, ubicch1dosc sobre la circunferencia en el extre1no 
opuesto a ésta. El patrón n·sultante, en este ca.so, consiste de partículas rnovie11dose 
en direccio11cs opuestas. Conforrne G va decreciendo, el efecto sobre Jru;; partículas 
crnergcutcs es la surua de la intcracci6n de estas, con un cada vez 1nayor n1í1nero 
de partículas anteriores. Un rompimit"'to de Rimetría toma lugar cuando Ron dos 
las partículas c¡ue i11teraet1ía11 con la tercera: Por debajo de algún valor G = G 1 ,,, 

el punto donde aparece la tercera partícula se aleja de las dos anteriores, hacia uno 



54 Filo taxis 

Figura 3.7: Diagrama del arreglo experimental de Douady y Couder. 

u otro Jada de Ja línea que la.s 1111e. Este evento dcterr11ina, de una vez por todas, 
la dirección de rotación de la espiral ontog:énica. El dccrctncnto del parárnetro 
ocasiona un dncre1uento continuo del valor del ángulo de divergencia, de tal rnanera. 
que poco a poco RC alcanza un l"l~J-d111cn estable, caracterizado por un valor constante 
q, de dicho ángulo, y dos familias visihles de parast.iquios. Reduciendo aun más 
el valor de G, Ja.o,;; partículas e111Prge11tt!S intnractuan con un rnhnero rnayor de 
partículas antt!riores. El patrón C!S rn;is con1parto cada vez, y varia .. ~ transiciones en 
el par de fa111ilias de parastiquios visibles tornan luA"ar. El éÍngulo de divergencia 
converge a ciPrto valor conRla11t,e <f>, confonne G ti,~nde a cero. 

El pal r6n oht.c!11ido rnediaute etttP siste1na expcrin1cnt.al rnodcla. con gran prc
cisi611 los pat.rnues t•n filotaxi:--; plana. Est.os re:-aultados confinnan nuestra hipótesis, 
111a11ejada i111plicita111tmte l!fl la. sPcd611 anterior, d<~ cine el crecitnient.o de filotaxis es 
consec1u~1H:ia de correlaciont•:; de largo alcancB entre los eletnent.os cotnponentes, o.g. 
pétalos y 1neri:--;ter110. ~1oh~ aun, dicha interacción tiene cierta estructura variacional 
inherente, la cual <~.s responsable en 1na.yor ruedicla de la rnorfogl!ncsis, posibilitando 
la generación y crecirniento estable de los patrones. 



Capítulo 4 

Patrones Convectivos 

En est.t• capít.ulo prc:;entamos alguno:; aspectos generales del proceso de for
rnación de pat.roues convcct.ivos de Ra)·lcigh-I3éna.rrl. Estos patrones, corno hernos 
dicho e11 la introducción, presentan carac1.crística.s sirnilares a los observados en 
filot.axi.s, debido a que arnhos surgen corno consecuencia de una diná1nica sujeta al 
principio variaciunal de ern11aq11cta1nicnto de discos. 

En la prirnera seccic..'>11 dc<luci111os las ecuaciones que describen la diná1nica de los 
fluidos que esta1nos considerando; la...;; de Navicr-St.okcs entre ellas. En la segunda, 
prcsenta111os un anülisis li1wal de esas ecuaciones para nstudiar el .sisterna convectivo 
de Bénard. En particular bu:;carnos conocer el punto donde surge la inestabilidad 
en este sistcrna, qtJP. abre paso a la fonnación ele lo.s patrones convectivos. 

4.1. Ecuaciones de N avier-Stokes 

Empezarnos imaginando que tenemos cierto fluido dentro de una regwn n en 
el espacio, donde ü(x, t) = (u(x, /,), u(x, t), w(x, t)) es la velocidad en todo punto x 
en n, al tiempo t (Ver figura (4.2)). Nuestro objetivo es describir su dinámica, a 
partir de los siguientes postulados físicos: 

Postulado 1 Conservación de masa. 

Postulado 2 Conser·vación de mornento. 

Postulado 3 Conse1·vació11 de energía. 

Además de los postulados anteriores, también suponemos que existen un par 
de funciones escalares, p, (! : JR3 x IR --> IR, que representan la densidad de masa 
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Figura 4.1: Patrón resultante d" 1111 sistema com·"ctivo de Rayleigh-Bénard. El 
patrón es casi perfecto, salvo por las disloeacione:; c¡ue podemos observar en el 
cent.ro de la circunferencia. pequeña. 

Figura 4.2: v(x, t) es la velocidad del elemento de fluido que pasa por x al tiempo 
t. 
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y energía respectivamente, en todo punto x = (x, y, z) en .n, al tiempo· t.· Las 
ecuaciones que eventualmente deduciremos son la llamada ecuación de continuidad: 

d:, + div(pü) = O, {4:1) 

que es consecuencia de la conservación ele masa, las ecuaciones de Navier-Stokes, 
representadas en su forma vectorial: 

Dfi 
p Dt = -V'p + (>, + µ)['V(div v)] + /L[b.v] + pg, {4.2) 

y la ecuación ele conservación de energía: 

fi. Dü + Do = O. 
Dt Dt 

{4.3) 

PI. Conservación de Masa 

Dada la existencia de la función ele densidad (p(x)), podemos calcular la can
tidad ele masa contenida en una subregión del espacio w a través ele la integral: 

¡ p(x,t) dV, 

donde dV = d:i: dy dz. 

Dado que supone1nos que la rnasa se conserva, el cambio en la cantidad de n1asa 
contenida en w debe ser igual a la cantidad ele masa que sale o entra por su frontera 
aw, es decir: 

1 .l p(x, t)dV = - faw p[v. ñ]dA, 

donde ·ñ es el vector normal a Dw apuntando hacia el exterior de w. El signo negativo 
del término ele la derecha implica que la masa en w aumenta cuando el fluido entra. 

Haciendo uso del teorema de la divergencia, la integral de la de1·echa se trans
íorrna en una integral de volurneu, con lo cual obtcne1nos: 

1.l p(x, t)dV = - .l div(pü)dV, 

es decir 1.l p(x, t) + div(pv)dV =o. 

La ecuac10n anterior es válida para cualquier subregión del espacio w, y eso 
sucede si y sólo si se cumple que 

d:, + div(pü) = O. 

La ecuación anterior es la ecuación ele continuidad. 
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P2. Conservación de Mon1ento 

En la derivación de la ec11ació11 (4.1), se cousideró una región w fija en el espacio. 
Sin crnbargo, cuando se trata de obtener una ecuación análoga para la consr.r\'ación 
de n101nento, es necesario enfocarse en porciones de fluido en rnovirniento. Esto 
sucede pues la trayectoria de cualquier partícula de fluído esta determinada por 
la fuerza aplicada Hohre ella. Corno consccnencia hcrnos ele conHiderar un rnarco 
de referencia. que se 11u1ew1 cou e/ fluído, e:;; decir, to1na11do en consideración la 
depcmdeucia temporal de las coordenadas espaciales x(t) = (x(t), y(t), z(t)). 

En ese contexto, la vclnciclad de una partícula depende no .s61o del ticrnpo, sino 
tambiéu rle su ubicación espacial: 

ü = (u, u, z) = ü(x(i.), y(t), z(t.), t). 

Entonces la ace]eración de la partícula está dada por: 

( ) 
,[u av . av . av . av 

a t = - = -x + -11 + -z + -. 
dt ª'" ay az at 

Por otro lado, tenemos por definición que 

'Ü = (u, v, w) = (:i:, y, z). 

Definimos entonces la deriw1da materia/ como el operador 

donde 

y 

Por lo tanto, 

D -
Dt =a,+ v. V', 

a 
a,= at' 

ü • V = u!!... +v.!!...+ w!!.... 
ax ay az 

Dv 
ñ(t) = Dt = a,v + (ii. V')ii. (4.4) 

Antes de proceder a la derivación de una ecuación que exprese el postulado de 
conservación de rnornento, es necesario introducir algunos conceptos que ayuden a 
calcular el carnbio de tnorncnto para una porción de fluído en rnovirniento. 

Sea ip(:r., t), la trayectoria seguida por una partícula que se encuentra en x 
al tiempo /. = O, para toda punto x en .11. Si denotamos corno 'Pt el mapeo que 
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transforma a x en ip(x, t) entonces definimos la subregión Wt como Wt = ip.(w), 
para toda w subregión den. 

Dado lo anterior, la razón de cambio del momento de Ja porción de fluido 
contenida en w, est1t dada por: 

!!:.. r pv ,w; 
dt J.,, 

donde tomamos la integral siguiendo el flujo. 

Para derivar adentro del signo de integración hacemos uso de nuestro conocimien
to de Ja trayectoria ip(x, t) seguida por todas las partículas contenidas en w1: 

f pü dV = { (pü)(ip(:c, t), t) J(:c, t) <W, 
lwi lw 

donde J(x, t) es el jacobiano de la transformación w,. 
Como w está fija en el espacio, podemos derivar adentro del signo ele integral: 

!f.. f pv dV = f dd {(pü)(ip(x, t), t) J(x, t)}dV. 
ul Íw,. lw t 

Antes de seguir adelante, enunciamos una fórmula que nos permite calcular la 
derivada del jacobiano: 

d 
dtJ(x, t) = (div v) J. 

Deduciremos esta ecuación en el apéndice. 

Entonces 

!!:_ f pfi dV 
dt J.,, lf<gt.''ü)(ip(x,t),t) +div v (pv)(ip(:e,t),t)]J(:e,t)dV 

{ [<DD pü) + (p div v)v]d\~ 
Íwi l 

Finahnente, usando el hecho de que la 111asa se conserva., tenemos que 

Dp . _ dp . _ 
dt + p dw v = dt + dzv(pv) =O, 

con lo cual obtenemos: 

(4.5) 

el¡· _ , ¡ D·ü d pv dl = p Dt dV. 
t Wt Wt 

(4.6) 

El resultado anterior se conoce, en su forma más general, como el teorema del 
transporte (2]: 
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Teorema 3 Para cualesquiera función f = f(x, t) y porción de fluído w,, tenemos 
la sigu.ie11.le ecuación: d¡ ¡ DJ - pfdV= p-dV. 

dt W• w, Dt 

La conservación de 111ornento se expresa a través de la segunda ley de Newton, 
que establece que el carnbio en el rnon1ento de cualquier cuerpo es proporcional a la 
fuorza aplicada sobre él. Ton1crnos en co11sidcraci6n la porción de fJuído contenida 
en Wt. Sobre esa porción de rnateria act1ían dos clases de fuerzas: aquellas que 
son n"!sUltado de la presencia del íluído circundante y aqur.11a . .s de caníct.cr externo, 
corno la gravedad. Lla111are1Hos esfuerzos a aquellas fuerzas que d fluido circuuda.ntc 
ejerce sobre la porción dn fluido en cuestión. Los esfuerzos pueden dnscornponcrsn 
a su vez, en una cor11ponP.11tt~ nonual a la superficie (esíucrzos nor111a)Ps) y otra 
t.a.ngcute a ella {<!sfupr~os tangenciales). 

En ost.e puuto, <~s necesario t~st.ablectn- có1110 los csíucrzos act.1ían. A.I hacerlo 
est.arernos dl!fi11imulo, una clafü~ particular dr. fluído. En nuestro estudio, nos cnío
can1os en aqul'dlos <JllC 8e co11oce11 co1110 fluídos IJCHYlonianos, los cualm; han sido 
a1npliarnet1lt? estudiados y dentro dt! los cuales se e11cuentran el agua y el aire. Los 
fluidos ne\\·toniano:; son aquellos que .satisfacen las Higuicntes co11diciones: 

l. Cuando el fluido <~st;i en reposo, los esfuerzos que acttían .soLrc una porc1on 
de fluido Wt .son rc~sult.ado tínicarncnte de la prc::;i6n hidrost.lítica. Esto quiere 
df!cir quf! cuando "' !luido está en reposo, la componente tangencial de los 
esfuerzos es nula. 

2. Los esíuerzos dependen 1ínicamcnte de los gradientes de velocidad 'V'v. Dicha 
dependencia es lineal. 

3. Los esfuerzos tangenciales son invariantes ante rotaciones de cuerpo rígido. 

4. El fluíclo es isotrópico. Esto quiere decir que no existen direcciones preferen
ciales. 

Si denotamos con Fw, la suma ele tocios los esfuerzos actuando sob1·e w,, Ja 
primera condición de los fluídos newtonianos implica que 

(4.7) 

donde ]J es la pres1on hiclrostática, y n es el vector normal a la superficie aw,. 
El segundo término del lado izquierdo representa los esfuerzos tangenciales, que 
se presentan cuando el fluído cst<i en movimiento. Analicemos cada término por 
separado. 
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donde r es una matriz de 3 X 3 y ñ es el vector normal a la superficie aw,. La forma 
específica que adquiera r determina las características de Ja fuerza tangencial. 
Antes de proceder a describir esta matriz, exponernos algunos hechos importantes 
dr. los campos vectoriales que ayudanin más adelante en ese propósito. 

Teorema 4 {2} Sea ii un cam¡w vectorial e11 IR3 • Definimos el vector ( como el 
rotacional de ii (i; =V' x ·v). E11to11ccs ii puede dcscomponer.•e Jocalmonte como la 
su1na de u.na traslación, u1ui defunnaciórt D y una rotación rÍf¡irla S alrededor del 
eje (,. 

La dc1nostraci6n de este teorcrna se b::L'ia en ol tcorcrna de Taylor, seg1ín el cual 

n(:c + ii) = ii(:c) + V'ii. ii + O(h2
), 

donde V'fi · Ti. denota la multiplicación matricial entre V'v y el vector (columna) h 
y Tt.2 es la norma ele Tt al cuadrado. Definimos Ja deformación D como 

donde el superíndice t significa tomar la transpuesta. De manera análoga definirnos 
la rotación S como 

No es difícil verificar que V'fi = D + S y que S · Ti = (l/2)(e x h). Luego, 
sustituyendo estas dos igualdades en Ja expansión de ·iJ, obtenernos: 

v(x + h) = v(x) +D. Ti+~(( x Ti)+ O(Tt.2
), (4.9) 

con Jo cual el teorema queda demostrado. 

Notamos que la matriz Des simétrica y por lo tanto diagonalizable. Sea {e1, e2, e2}, 
Ja ha .. se canónica de IR 3 en donde D es diagonal: 

(

di 
D= O 

o 
o o) 

d.., o . 
o c/3 

Para entender qué representa esta tnatriz en el caso de un fluido en n1ovitniento, 
recordemos que la velocidad de éste está dada por ii. Ignorando todos Jos términos 
de Ja expansión en Taylor ( 4.9) exceptuando D · Tt y dejando x fija, obtenemos que 
Ja diuámica del !luido esta dacia por: 

clh =D. h. 
dt 
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Esta ecuac1on vectorial se desacopla en la base {e¡, e2 , e2 }, dando lugar a tres 
ecuaciones diferenciales lineales de la forma: 

dh.; = "·h· 
dl '"i ·" 

donde ·i = 1, 2, 3 y /i¡ es la componente de h. en la dirección del vect.or e;. Por lo 
tanto, el campo vect.orial D ·Ti se expande o contrae en la dirección de los vectores 
e¡. Otro hecho importante es que la tasa de cambio del volumen de un cubo con 
lados paralelos a los vectores e¡ es 

d--- ---
dt (h1 . li2 . /i3) = (d1 + d2 + d3)(h1 . h2. h3). 

Por otro lado, sabemos que la traza de una matriz queda invariante bajo transfor
maciones ortogonales, lo cual implica que 

(d1 + d2 + d3 ) = Tr[DJ = div ii. 

Esto quiere decir que los elementos de volumen cambian a un ritmo proporcional 
a la div ii. 

Ahora nos encontramos listos para poder definir r, de tal manera que exprese 
el transporte de momento debido al proceso de difusión do las partículas en el 
fluido. De acuerdo con la segunda condición de los fluidos newtonianos, r depende 
Jineahnuntc de V'fi. Adern¿is, seg1ín Ja tercera condición, r dcLc ser invariante ante 
rotaciones de cuerpo rígido, lo cual i111plica que depende tíniea.rnente de Ja parte 
sirnétrica de V'V, es df~cir dl~ la defonnaci6n D. La cuarta condición irnpone rcqueri
n1icntos de sirnct.ría sobre r que no t.rata.rcrnos en detalle aquí, pues ello necesi
taría de 1111 análisis tensorial nrncho más profundo que queda fuera del objetivo de 
esta sección. Sólo dire1nos que para satisfacer las cuatro condiciones du los fluídos 
ne\vtoninnos, la. ruatriz de esfuerzos tangencialPs debe ser de la fonna: 

r = ,\(Tr[D])I + 2JLD, 

donde I es la matriz identidad. Las constantes ,\y ¡t son parámetros que miden la 
viscosidad del fluído en cuestión y su valor debe ser determinado empíricamente. 

Entonces, los esfuerzos tangenciales, que act.1ían sobre una porción de fluído w., 
están dados por: 

F! = ,\ { (div v)ñ dA + ¡t { ['\7v + '\7v+J · ñ dA. 
Íawt law, 

Usando el teorema de la divergencia obtenemos que 

F! = ,\ { 'V(div v) dV + ¡t { [b.v + '\7(div v)J dV. 
Íw, lwt 

(4.10) 
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Usando las ecuaciones (4.G), (4. 7), (4.8) y (4.10), concluimos que la conservación 
de momento en lluídos newtonianos se expresa a través de la siguiente ,ecuación: 

f PDv dV 
Íw, Dt 

+ 

- ( '771 dV + 
Íw, 

1, [e>.+ JL)('\i'(div v)J + p(.ó.uJ] dl;+ ( pgdV, 
Íw, 

donde hemos incluido, por cornpletez, la acción de la gravedad, dada por el último 
término. 

La ecuación anterior es v•ilida para cualquier subregión Wt y por lo tanto es 
equivalente a la ecuación de Navier-Stokes: 

Dü 
p Dt. = -'111+(>.+11)['\i'(div v)J + ¡l(.ó.v] + p'fi. {4.11) 

P3. Conservación de Energía 

Completamos nuestra descripción, haciendo uso del postulado de conservación 
de energía, de donde deducirnos una tercera ecuación. 

La energía total (Et) presente en el lluído puede descomponerse en la suma 
de la energía cinética total más un término de energía interna, dando lugar a la 
ecuación: 

E, = ,!. r f1 1 v 12 r1v + r p e dv, 
2 Ín Ín 

donde (! es la densidad de energía interna. Tal como en el caso de p, establecer la 
existencia de {!supone una aproxirnación ruacroscópica en el estudio de la dinámica 
del fluído. Dacio que la energía se cons.,rva, y usando el teorema del transporte, 
obtenemos: 

dE, = 0 = f p[v. Dü + De]dv, 
dt Ín Dt Dt 

Esta ecuación es valida, sin importar como se mueva el fluído, y por lo tanto es 
equivalente a: 

Dü Do 
D. Dt + Dt =O. (4.12) 

En las siguiente sección centrare1nos nuestra atención en una clase particular 
de fluídos: aquellos que se conocen como incompresibles. Estos lluídos presentan 
la característica de que su volumen se mantiene constante aun cuando la presión 
varía dentro de un amplio rango. lVIaternáticamente la invariabilidad del volumen 
se escribe: 

.!!._ f dV =O. 
dl Íw, 
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Usando (4.5) tenernos que: 

:i 1. dV di f J dV 
( t 1,;, 
¡diuvJdV 

1 div ·ü dV = O. 
w, 

Lo cual es válido para cualquier porción Wt ele fluíclo. Por lo tanto la incornpresi
biliclacl de un fluido equivale a que div ·ü = O. 

4.2. Análisis lineal 

El siste111a que estudiaremos en este capítulo consiste ele un fluíclo contenido 
entre dos placas paralelas conductoras de calor. Cuando existe una diferencia de 
tmnperaturas entre las placas, c~l calor se trans111itc a través del fluido. En nuestro 
estudio, supondrcrnos que PI sisterna se encuentra inrnerso en un carnpo gravita
cional, donrle la placa con 1na_yor tc1nperat11ra est<i por debajo de la placa con 
rnenor tcrnpt~raturn. 

La.s obsPrvacione:-> ernpíricas indican que existen al rnenos dos rnccanisrnos tne
diante los cualrs S(! lleva a cabo la transrnisión térrniea. El calor puede transrnitirse 
por couduccilín y por convc~cción, sin que e.stos fenórnenos sean excluyentes. Cuan
do la diferencia de t.e1nperat11ra:-; cut.re la.'-i placa:.; es pequeña, la transruisión se 
realiza Pxclusiva111c11tc por co11d11ccilín. Al aunH~nt.ar la diferencia de tcrnperaturas 
evcnt.ualtncnte llnga111os a uu punto crítico, a partir del cual el proceso convectivo 
:-;e inicia. La. con\'ecdón t{!nnica se caracteriza por transporte de ntateria; porciones 
df! fluído cou rnayor tcruperatttra so rnue\'en (suben) a las n~gioncs de n1enor tern
pcratura, 111icntraR que porciones con rncnor ternpcratura se rnueven {bajan) en 
sentido in\'erHo. 

En C!:it.a !mcción harcrnos un análisis lineal de las ecuaciones de Na\'icr-Stokes, 
para detenninar el punto de inestabilidad del sistema que da inicio al proceso de 
convección térrnica, en eJ cual se observan los patrones con\'ectivos de Bénard. 

Nuestro punto de partida es enunciar las ecuaciones de Navier-Stokes, las cuales 
describen la din<hnica del fluido contenido entre las placas: 

an \lp -a + ('D. V')ü = -- + 'fj + v.6.v. 
t p 

(4.13) 
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Además de la ecuación anterior, enunciamos otra, satisfecha por la temperatura 
T(x): 

ar Dt + (v · 'il)T = >.6.T. (4.14) 

Al conjunto de ecuaciones anteriores hay que agregar condiciones de frontera que 
completen el problema. Por lo pronto, sólo supondremos que la temperatura en la 
placa inferior es T 1 y en la placa superior es T,. donde T 1 > T 2 • 

Parte de la cuestión de las condiciones de frontera se resuelve tomando las 
clirnensioncs de las placas corno infinitas. Para fijar irnágcnes, supongarnos por 
otro lado que la separación entre la.s IJlacas se encuentra en la. dirección del vector 
(O, O, 1). El estado del sistema, en donde el calor se transmite exclusivamente por 
conducci<>n, es estacionario. Ello quiere decir que la velocidad del fluído es cero en 
todo punto y <¡ue la temperatura no depende del tiempo. Dadas las condiciones 
anteriores, el gradiente de tcrnperaturas apunta en dirección paralela al vector 
(O, O, 1) y, por lo tanto, la ecuación (4.14) se reduce a: 

a2 r 
>. iJz2 =O. 

Entonces, en el estado estacionario de conducción, la ternperatura presenta un 
comportamient.o lineal dado por: 

T(z) = T, + T2 - T, z, 
d 

donde d es la sr.paracicln entre las placas. 

(4.15) 

J-Tcrnos visto _ya corno la evidencia r.rnpírica dcrnuestra que e) estado estacionario 
de conducción es estable cuando la diferencia de tcrnpcraturas entre la.s placas es 
pequeña. Cuando esa diferencia crece, y cruza cierto urnbral, el estado estacionario 
deja. de ser estable y fü? iuicia el proceso convectivo. El punto de transición entre 
ambos estados, caracterizado por alg1ín ,-alor fijo de la diferencia de temperaturas 
puede ser det.t~rrninado t.cúrica1nente rncdiante un a1uílisi8 lineal de las ecuaciones 
(4.13) y (4.14), que gohien11111 la di111í111ica del sistema. 

Lo anterior se logra considerando una pequcrla perturbación del estado esta
cionario; perturbación c1uc a su vez está gohernada por una versión lineal de las 
ecuaciones (4.13) y (4.14). l'vfodiant.e este nne\'O sistema lineal, es posible dctern1i
nar si las perturhaciones crecen o tienden a desaparecer·, y para qué valores de la 
diferencia de temperaturas l!ntre las placas lo hacen. El primer ca.so correspondería 
a un estado de conducci6n inestable, dando lugar a la convección ténnica, y el 
segundo a un estado de cond ucci{n1 esta.ble. 

Sean ii0 , T 0 , Po y Jlo el conjunto de fnnciones qne definen el estado estacionario 
de conducción. Este estado se caracteriza por la ausencia, a nivel macroscópico, 
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de transporte de materia. Es por ello que iJ0 = O. Consideremos ahora el conjunto 
ele perturbaciones óv, óT, óp, y óp. Con ellas, el sistema está descrito localmente, 
alrededor del estado estacionario, por el conjunto de variables: 

iJ = óv, T = To + óT, 
(4.16) 

P =Po + óp, p =]lo + óp. 

Sustituyendo las f1111cior1es iJ, p y p de (4.16) en (4.13) obtenemos: 

( a ) _ _ _ ('V(1'o+óp)) _ at - v.6. óvo + (óvo · 'V)óvo = - Po+ óp + 9· 

El segundo término del lado izquierdo es despreciable pues las perturbaciones son 
pequeiias. Con el propósito de encontrar la ecuación lineal que describe el compor
tamiento de las perturbaciones, hacemos uso del teorema de Taylor para aproximar 
el primer término del lacio derecho: 

( 
1 Óp) 

- - - 2 V'(po + óp) + !i 
Po Po 

( 4.17) 
V'(ó71) óp'Vpo óp'Vóp "ilpo _ ---- + --2- + --2- - -- + 9· 

Po Po Po Po 

De acuerdo a Ja ecuación (4.13), en el estado estacionario tenemos la relación: 

V'vo _ !i =O, 
Po 

(4.18) 

que cancela los dos 1ílt.irnos términos de la ecuación (4.17). 

El proceso de convección se inicia y se 1nantiene debido a Ja fuerza de flotac.ión 
que act.(1a sobre las porciones de íluído con tcrnperatura rnás alta, respecto a por
ciones superiores. Esta fuerza es un efecto indirecto de la acción ele la gravedad que 
etnpuja las porciones uuís frías, y por ende nuís pesadas, hacia abajo. En el fondo 
de tocio ello se encuentra la suposición de que el fluido se compresible. Es decir, 
las porciones de fluído nuis calientes tienen una 1nenor densidad que las porciones 
rná..~ frías. 

Sin embargo, podemos Himplificar Ja ecuación ( 4.17) considerando las compre
sibilidad del fluido de manera selectiva. Para ello tomamos a óp igual a cero en 
todos aquellos términos que no involucran la acción de la gravedad, y que por lo 
tanto no están relacionados directamente con la fuerza de flotación. De esa forma, 
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podemos establecer el comportamiento aproximado de las perturbaciones a través 
de Ja ecuación : 

( !!_ - v~)óvo = - \l(óp) + uºP, (4.19) 
8t Po Po 

donde nuevamente hemos hecho uso de (4.18). 

La aproximación descrita arriba establece Ja incompresibilidad del íluiclo -salvo 
al momento. de considerar Ja fuerza de flotación-. Por otro lado, la condición ele 
incornprcsibiliclacl es equivalente a que la divergencia de la velocidad sea cero. Esta 
1ílti1na condición debe snr satisfecha tarnbién por ó-ü, con lo cual se tiene que 

'\7. óü =o. (4.20) 

Tomando entonces Ja diverp;eucia en ambos lados de la ecuación (4.19) y apli
cando la condición (4.20) tenernos que 

8(óp) 
~Ó]J = (Y. \l)óp = -9--, az 

donde g denota la componeute vertical de la gravedad, la cual es negativa pues la 
última apunta hacia abajo. Derivando ahora respecto a z obtenernos: 

6.(ªº1') = -q82
(óp). 

8z · Dz2 
(4.21) 

Dada la sitnetría de nuestro arreglo, estarnos interesa.dos principalrncnte en la 
componente vert.ical de óü, a Ja cual denotamos como ów. La ecuación (4.19) nos 
describe su cor11portarnicnto lineal, de tal 111ancra que 

c:t - v6.)ów = - (~O c:ZÓ]J +gap). 

Si tomamos el laplaciano en aml.ios lacios y aplicarnos (4.21), la ecuación anterior 
obtieue la forma: 

~e!!_ -v6.)ów = - g (6.- ~)óp. (4.22) 
8t Po 8z2 

La densidad, por otro lado, depende de la temperatura. Aunque no conocemos 
la forina explícita de esa depeudencia, si podernos establecer que 

8p 
óp = éJTóT. 

Definimos a continuación el coeficiente de expansión térmica a: como: 

1 Dp 
a=-¡;ar· (4.23) 
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Luego, reescribimos (4,22) como: 

Por otro lado, la versión lineal de la ecuación (4.14) se escribe: 

-(óv · V)To 

AT 
ów-;¡-, 
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(4.24) 

(4.25) 

donde hemos AT es la diferencia de temperaturas entre las placas superior e infe
rior. 

Podemos simplificar significativamente las ecuaciones (4.24) y (4.25) si reescala
rnos las variables adecuadamente. Esto lo hacernos definiendo las siguientes canti
dades adirnensionaJes: 

X 
~Y=-;¡, y-'!!. 

- d' 

óT 
O= AT' 

ówd 
W= -X-' 

tv 
T = rfl' 

V u=x· 
que al sustituirlas en (4.24) y (4.25), obtenernos: 

( a ) ( a2 a2 
) A ar - L::.. w = R ax2 + ay2 o 

y 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

donde el laplaciano se toma respecto a las nuevas variables y R denota el 111ímero 
de Rayleigh, dado por: 

R = n(AT)gd3
• 

,\v 
(4.29) 

La simetría del sistema, nos llm·a a pensar que las soluciones a las ecuaciones 
(4.27) y (4.28) deben tener un comportamiento periódico en direcciones paralelas a 
los vectores (1, O, O) y (O, 1, O). Esta conjetura está apoyada en la evidencia experi
mental que muestra patrones convectivos periódicos. Con estos argumentos parece 
razonable proponer como soluciones a (4.27) y (4.28), el siguiente par de funciones: 

w(X, Y, Z, -r) = H'(Z)e'(k,.r+k,,11)+rr (4.30) 
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y 
(4.31) 

La estabilidad del estado estacionario de conducción está determinada por el 
valor que tome la constante de relajamiento r. Si Ja parte real de r es negativa, 
las perturbaciones w y O tienden a desaparecer conforme el tiempo transcurre. Por 
otro Jado, si la parte real rlc res positiva, nntonccs las perturbaciones se rnagnifican 
conforme el tiempo transcurre, y su comportamiento eventualmente deja de ser 
lineal. 

Al sustituir las f1111ciones (4.30) y {4.31) en {4.27) y (4.28), aparecen dos ecua
ciones r¡ue deben ser satisfechas por ¡y y e: 

( cl
2 2)(d?- 2) 2 clZ" - a clZ2 - a - r IV = Ra e, {4.32) 

y 

( ..!!:.._-a2 -ar)e=-IV r1z2 , {4.33) 

donde a= (k;; + k~)rl2 es el n1í111ero de onda adimensionado. 

Procedernos ahora a c:-;tablccer la8 condiciones de frontera necesarias para re
solver el sistema descrito por las ecuaciones (4.32) y (4.33). Dos tipos de fron
tera podernos considerar dependiendo del csqucrna. experirnental que tcngarnos en 
rncnte. Por un lado, podmnns pcnsnr que la. presencia de las placas induce in-
111ovilidad en las porciones de lluído que se encuentran ruá...c;; próxirna.s a ellas. Por 
otro, podernos considerar fronteras rn¡L.;; libres, en el sentido de que las porciones 
próxirna.s a clla..o.; He rrrneven librctncnte. Al prirner tipo la.e;; llarnarcrnos fronteras 
estacionarias. 

Suponga1nos que la perturbación adirnensional de la ,~clocidacl está dada por 
el vector (u., v, w). En el caso de tener fronteras cst.acionarias, las velocidades tan
gentes a las placas son cero, y ndmnás, 

üu av 
ü,\: =BY= O, 

cuando Z =O y Z = l. Por otro lado, la ecuación de continuidad (4.1), obtenida 
en Ja sección anterior, irnplica en este caso que 

au av üw 
ax + ay + az = 0 • 

en Z = O y Z = l. Por lo tanto, para las porciones de fluido adyacentes a las placas 
tenernos que 

aw 
az =O. 
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Adicionalmente, si suponernos que las placas presentan una alta conductividad 
térmica, entonces podernos suponer que la temperatura se mantiene constante en 
ellas. En ese caso, la perturbación de la temperatura también se anula en las 
porciones de fluido adyacentes a las placas. En resumen, si consideramos fronteras 
estacionarias y alta condnctividarl térmica podemos establecer las condiciones: 

IY = dH' = e = O; Z = O, l. 
dZ 

(-1.34) 

Despejando e de (4.33) y sustituyendo en (4.32) obtenemos mm sola ecuación 
para lV: 

( d
2 

2 ) ( et' 2 ) ( d
2 

2 ) 2 -- - a -- - a - r -- - a - ur l·V = -Ra 1.V dZ2 dZ2 dz2 . 

Corno dijimos al inicio de la sección, estamos interesados en caracterizar el punto 
de inestabilidad que da origen al proceso de convección. Ese umbral se alcanza 
cuando r = O y en ese caso la ecuación anterior se transfonna. en: 

( et' º)3 -- - a 2 H' = -Ra2 1·V. dZ2 • 
(4.35) 

Además de tomar r = O, buscamos el menor valor posible de R en el cual se 
tienen soluciones convectivas, pues ese valor es el que se puede 1uedir experimen
talmente. Las solnciorws a (4.35) pueden darse en términos de senos y cosenos 
hiperbólicos. Sin embargo, las soluciones simétricas respecto al plano Z = 1/2 co
rrc._c;ponden a valores rncnorcs de R, que las soluciones ant.isin1étricas. La solución 
simétrica a (4.35) puede escribirse como: 

H' .= A 1 co.sl171 (Z - ~) + A 2 coslry2 (Z - ~) + A 3 cosh73 (Z - ~), (4.36) 

donde')';, con i = l, 2 y 3, debe satisfacer la ecuación: 

('Yf - a2)3 + Ra2 =O. (4.37) 

Las constantes .41, .42 y .43 deben ser determinadas por las condiciones de frontera 
(4.34), a las cuales de debe aiiadir una tercera condición que es consecuencia de la 
ecuación (4.32) al ser evaluada en Z =O y 1: 

( 
d2 2) 2 

dZ2 - a IV= O. (4.38) 

En lo que sigue, omitiremos algunos detalles del análisis que nos llevan a en
contrar el valor crítico de R, con el cual se inicia el proceso convectivo. En parti-
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cular, omitirnos algunos pasos algebraicos que resultan demasiado engorrosos para 
la lectura. Empleando las condiciones (4.34) y (4.38) encontramos tres ecuaciones 
homogéneas para las constantes A 1 , A 2 y A 3 • Usando Ja condición algebraica que 
garantiza. c¡uc r.ste sisterna tenga solución, encontramos a R corno función de a. Por 
ultimo, buscarnos el mínimo de dicha función que resulta ser: 

Re~ 1708, (4.39) 

el cual se alcanza cuando 
Clc ~ 3,12. (4.40) 

Sólo nos resta decir que est.os valores son muy cercanos a Jos obtenidos experimen
talmente. 

4.3. Patrones convectivos y filotaxis 

En esta sección hacemos una breve descripción de un tipo muy particular ele 
patrones convectivos, Jos llamados patrones de Bénard-l'vfarangoni, desde el pun
to de vista de la cristalografía. Nos restringirnos a patrones con sin1ctría radial 
(cilíndrica), Jo 1¡ue 11os permite establecer analogías con los patrones de filotaxis 
estudiados en el capítulo anterior. Nuestro propósito es n1ostrar que, aunque Ja. 
descripción gcornétrica de los patrone.s es rnuy precisa, ésta es insuficiente para 
describir los 111eca11is1nos rnorfogenético.s; situación que ta1nbién encont.arnos en los 
tnodclos g<?onu~tricos de filotaxis. 

Descripción del patrón convectivo 

Nuestro a.11.;ilisis se cPntra nn los patrones con,·ectivos de Béna.rd-1\Iarangoni con 
sirnctría radial. Estos sou generados al calentar un fluido por debajo, cont.enido en 
nn recipiente (circular) de poca profundidad relativa al diámetro de su hase. Lo 
qun dift~rcncia al sistcrna de Bénard-fvfarangoni del sistcrna de Bénard, es que en 
el primero Ja superficie superior del fluido está libre, mientras que en el segundo 
estri en contaeto con una placa conductora de calor. Arnbos patrones son genera.dos 
de la 1nis111a 111anera: la diferencia tic tcrnperaturas entre la parte inferior y la su
pt~rficie induce una f11t~rza de-~ flotación en las capas inferiores. Cuando esa diferencia 
es rnayor que detcnninado un1bral, el calor se trans1nite por con,·ccción generando 
eeldas. 

En los experimentos podernos obsen·ar que Ja mayoría de las celdas convec
t.iva .. o.; tienen forrua. hexagonal, ruicntras que la rninoría restante son gcnerahnente 
pentagonales o heptagonales. Jamás han sido observados patrones convectivos con 
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estt·uctura hexagonal perfocta. Esto nos lleva a pensar que estas celdas son requi
sito estructi1ral del patrón. El fluido con mayor temperatura asciende por la parte 
central de las celdas, para después descender por la periferia. Un punto impor
tante debemos enfatizar: debido a la dinámica del fluido en convección, las celdas 
se repelen entre sí. Esta observación, aunada a la evidencia empírica obtenida en 
el experimento dn Douady y Couder dondll las partículas también se repelen, nos 
rnotiva a suponer que esta fuerza de repulsión es responsable, no cxclusivarncntc 
pero en gran 111eclida., de la generación y ruantcnin1icnto del patrón. En filotaxis 
pode111os suponer, sin nccm.;idad de argur11cnto8 1n11y elaborados, 'lllC entre pétales 
existe n!pulsión clPIJiclu a la tt•nsiú11 rncc;-ínica generada por el crecin1ient.o de la. 
estructura. Sin ernhar~o 1 no cn·c~ruos que esta tensión rnec;-ínica sea responsable, al 
111enos no cxclusivaruente, de la ubicación de nt1c\'0S ór~anos en el r11eristc1110. 

Continuando con d patnln con\'ect.ivo, otro aspecto debernos rncncionar: en 
los expcritnentos pndc111os observar que tocio el patrón cstc-í gir·ando, y el periodo 
de rotaci6n es igual al p<>rindn del pt!lldulo de Foucoault. Cada celda también gira 
alrededor de su propio eje eou PI 111is1110 periodo. Este 1110\•irniento rotacional puede 
ser oca .. .,ionado Jlnr la fuerza de coriolis, aunque la causa no es lo nuís relevante 
r.n este 11101ncnto, sino el efecto que produce en la fonua: debido a Ja rotación, 
esfucrzo!-i cortantes son g:rn1enulos a lo largo de toda la estructura. Las celdas penta 
y hcpt.a~otHtlcs son 11ecesaria.s entonces para disipar la energia generada por estos 
esfuerzos [17]. 

Defectos, elen1ento estructural del patrón 

I-Icr11ns dicho arriba ctnno, cu lo:; patrones convcctivos, invariablcrncntc aparecen 
celdas pentagonales y lu~pt.agonalcs. Est.as celdas, que en un prirner accrcarnicnto 
parecen ser defectos en la estructura, resultan ser clm1u~ntos indispensables. Esto 
es debido en parte a que la rc•cl hexagonal generada es finita; las condiciones de 
frontera itnponen Ja presencia de dichos defectos. Lo anterior es consecuecia del 
teorerua de Euler, que relaciona el n1ímero de vértices (V), aristas (E) y celdas 
(F), que componen una red. Segun este teorema 

F-E+V=l. (4.41) 

Por otro lado, supongamos que '-;,y Ep son respectivamente el número de vértices 
y aristas en la frontera, y que F,. l!S el número ele celdas con n lados (aristas). 
Entonces tenemos que 

LnF,. = 2E-Ep. (4.42) 

Esto sucede pues cada arista es lacio de dos celdas, salvo aquellas que se encuentran 
en la frontera. De la misma forma podemos relacionar el mí mero de vertices y aristas 
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rnediantc la ecuación: 
2E = 3V- V,,, (4.43) 

observando que cada arista une dos vértices y que en cada vértice convergen tres 
aristas, salvo en la frontera, donde cada vértice une sólo dos aristas. 

De (4.41), (4.42) y (4.43) podemos obtener: 

GF - L nF,. = G + Ep - 2\-;,. 

Pero sabernos que E 1, = 2\-p, con lo cual 

GF-2:nF,. =G (4.44) 

Esta tíltirna ecuación implica que en una malla hexagonal finita, no todas las celdas 
pueden ser hexagonales. Dehcn existir, por lo 1ncnos, seis celdas pentagonales. 
Er11píricar11ent.c podernos concluir que los patrones convectivos presentan sicrupre 
uuí.s celdas pentagonales c¡tw las seis requeridas por el razoruuniento anterior. Los 
estudios de R,ivicr et al [17] tuuestran que Ia.s celdas pcnta y heptagonales disipan 
la erwrp;ía generada por csfuei·zos cortantes. Esto rnisrno ocurre en filota.xis, donde 
las eelda.s 110 hexagoualt!S ayudan a disipar la tensión generada por el crecitniento 
1·adial de la estructura. 

Sitnilitudes entre patrones convectivos y filotaxis 

La sin1ilit11d c1uc considera.1110.s rruís rdcvante entre los patrones convecth·os 
y filot.axis, radica en que nrnb.a .. <; estructuras r<~s•H~h·cn un probler11a. de crnpaquc
ta1niento el<? discos, -prohlPn1a. q1u~ por ciPrto has sido rPsuclt.o desde hace runcho 
tiempo por la • .,;; abl~jas, en la construcción de panales-. Lo interesante en antbos ca .. 'ios 
<~S que, considerando ]os sistr~ruas en dóndr. crncrgen estos patrones, los n1ecanis-
1nos tnorfogerHhicos que~ los p1·od11ce11 }HJcden SPr ennilados rnediante algoritrno.s 
o c{1di~os rPlativa111P11te sirnplt•s. E11 filut.axis esta condicil>n es necesaria para la 
codifica.cic)n gpnt~t.ica, que haeP pnsihl<? la reproducción pred.sa de la estructura. 
en diver·sos organis111os, incluso pcrtenednut.es a distinta.._..;¡ especies. En el ca.so del 
sb;tcrna con\'ectivo, Rivier et al [17] han 1nostrado córuo a partir de algorit1nos 
si111ples se pueden .si111ular 111111u~ricar11enlr Jos 1ncca11is111os rnorfoge1a~ticos, a partir 
de consideraeio1u~.s geornt!tricas, y siguiendo analogías de la estructura convectiva 
y filotaxis. 

Sin ernbargo, considrn«uno8 que el hecho de contar con algoritrno.s capaces de 
ernular el crecirnicnto de los patrones, no itnplica nccesariarncnte una desc1·ipción 
de los 1neca11isrno físicos o quíruicos que los generan. En el caso de filota.xis nues
tra propuesta, c1uc señala a un sist.erna de reacción-difusión corno responsable de 
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la rnorfogénesis, tiene corno objetivo ~esbozar una descripción de esa naturaleza. 
No contamos con algo similar para los patrones convcctivos, aunque creemos que 
todo intento de desarrollar una descripción de primeros principios, debe tomar en 
consideración principalmente los aspectos variacionales del problema. 
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Conclusiones 

Hemos visto corno el patrón de lllot.axis en la margarita, -el cuál puede ser 
encontrado en una gran variedad de estructuras orglínicas (18],- guarda grandes 
similitudr.s geométricas con el patrón convcctivo de Bénard. Ambos patrones, como 
hernos repetido en varia.o; ocasiones, resuelven un problcrna de ernpaquetamiento 
de discos, y esto es resultado de un proceso de autoorganización. 

Los rnodelos geornétricos han logrado 1nostrar, con buenos resultados, un con
junto de rclacionr.s n11n1l!ricas intrín:;;;eca.s a estos pat.rorws. E:.;;to ha hecho posible 
la construcción de algorit1nos capaces de generar las cstructur~ ol>servada..c; ([9], 
[1 O] y (17]). Sin embargo, los 111ecanis111os (dinfünicos) morfogenéticos involucrados 
todavía no han sido compl!!tamr.nt.c explicados. En est.e sentido, "l experimento de 
Douady y Coudcr [4] da mucha luz sobre la dirnímiea que dichos mecanismos deben 
presentar. 

Por otro lado, se ha prnpuusto un 111Pcanis1no de rcaccicln-clifusic..ín con tres sus
tancia .. .;; [11], para explicnr la c111crgp11da de filotaxis en la 1nargarita. En este traba
jo proponernos un n1ccani.s1no ari;ílogo, con un sistmna tipo act.ivador-inhibitlor, en 
donde participan sólo dos reactivos. Est.a propue.sta se íunda1ncnta en resultados 
recientes ([ú], (GJ y [l!J]), donde~" demuestra la cxbtcneia de est.ados en est.a tipo de 
sistmna.s, caracterizados por 1nancha.s, cuya configuración es solución al problen1a 
de e1npaq11ctanticnto de di:-;cos. 





A. Ley de acción de masas y 
modelo Field-Noyes 

Ley de acción de n~asas. 

En el capítulo 1 1ncncio11a.1Hos la loy de acc1on de rna._c;;as y una consecuencia 
de la 1nis1na, cuando una reacción quírnica alcanza un equilibrio tcrrnoclin:itnico. 
En este apéndice enunciamos formalmente esta ley, y mostramos su utilidad en un 
modelo de la cinética de Ja reacción B-Z. 

La ley de acción de rnasas puede <.munciarsc de In siguiente rnancra (15): "La 
velocidad a la c¡uo se realiza una rcacci6n quírnica es proporcional al producto de 
las concentraciones de los reactivos'~. Supongarnos por ejctnplo que tenernos una 
reacción dónde dos sustaucias, A y B, interact1ían de tal rnanera que se tienen dos 
productos, C y D, representada tucdiantc la ecuación: 

A+n -.!:..+C+D. 

Seglm Ja ley de acción de 111mms, Ja velocidad (l'r) de esta reacción está dada por: 

l,.r = 1<[A)[Bj, 

donde 1< es una constante de proporcionalidad, y hemos denotado por (X] a la 
concentración de la sustancia ,Y. 

Modelo Field-Noyes. 

En est.e apartado presentarnos, de nuu1cra 1nuy breve, un n1odclo rclativarnente 
simple de la cinética de la reacción B-Z: el modelo Ficld-Noyes (F-N). El propósito 
de esta exposición es mostrar algunas implicaciones de Ja ley ele acción de masas 
en el estudio de las reacciones quírnicas. 

En el modelo F-N se consideran cinco reactivos [15): jy = J-/BrO,, }' = Br-, 
Z = Ce•+, A = Br03 y P = I-IOBr. La cinética del modelo está dada por el 
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conjunt.o de ecuaciones: 

A+Y -.!'.!.+ X+P, 
X+Y ~ 2P, 
A+X ..!:4 2X+2Z, (45) 

2x· ""' ~ A+P, 
z ~ JY. 

En el curso de la. reaccióu, podc111os considerar corno constante la concent.ración de 
A, e ignorar la de P. De acuerdo entonces con (45), e incorporando la ley de acción 
de rnasa'i, In cinética de la reacción B-Z puede aproxirnarse rnediante el siguiente 
sistcrna de ecuaciones: 

d[X) 
dl 
d(Y) 
dt 
rl(Z) 
dt 

1<1[A)[Y) - 1<2[X][Y) + 1<a(A][X) - 1<4 [XJ2, 

-t<i[A)[Y) - "2[X](Y) + f1's(Z), 

2t<a[A](X) - n:s[ZJ. 



B.· Deducción de las 
reacción y difusión 

Caminatas aleatorias 

. 
ecuaciones de 

En el capítulo 2 vimos cómo el proc.,so de difusión juega un papel muy relevante 
en la formación de patrones, rlentro del contexto de autocat¿iJisis local e inhibición 
global. Uno de los primeros en proponer este mecanismo fue Turing (1!J52), con base 
en un concepto audaz: el proceso difusivo corno generador de inestabilidad ]ocaL 
Esta idea, inovadora en su tiernpo, contraviene nuestras cspcctativas int.uiti\'a.s, 
pues t.endornos a pensar en la difusión corno proceso hornogcneizador. Es difícil 
iruaginar, al n1e1108 t~n p.-irncra intención, qne el rornpirnicnto de sitnctría.s sea 
consecuencia de ese proceso. 

En csf.l! apéndice dcducircrnos la ecuaci6n de difusión rnediantc el estudio de 
partículas c¡11r~ :-:;e rn1wven de rnancra aleatoria. Dado que por .sirnplicidad se con
sideran rnuvirnientos no cout in u os, c.stas partícula .. .., son conocidas corno ca1ui11anteB 
aleatorios. E:;tc an:ilisis nos pennit.iní entender el proceso difusi\'o corno el resultado 
uu1crosc1.ípico del rnovirnicnto azaroso tic estas partícula .. <.;. Por razones de sirnpli
cidad, supoudrerno:; que el 1110\·iniiento se realiza r.n una sola dirncnsión espacial, 
aunqt1e l1.1s res11ltados son glmer·alizablt~.S a din1cnsiones superiores. 

Considenuno!-i una partícula. que se rnuevc en una dirnen.siún de rnanera aleato
ria.. Su 1110\'Ítuiento t•s ciiscrelo, de tal rnanera (_¡uc recorre un distancia ~x en un 
t.ir.rnpo !::l.t.; ~r, representa la coordenada espacial, cuyo do1ninio son los reales, n1ien
tras que I n~prr.senta t~l tiernpo, con <lorninio en lo.s reales positivos. Supongamos, 
.sin pérdida de generalidad, que euando t = O, la partícula se encuentra en x = O. 
Nuestra ¡Jregunta central es: ¿Cuál es la probablilidad p(x, t), de que Ja partícula 
se encuentre en x al timnpo t'! 

Antet:;; de contc.star la pregunta anterior, haga1nos una obser\·ación importante. 
Si la probabilidad de que la partícula se rnueva a la derecha es a, tnientras que la 

et 
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prnbabilidad de_ que se· mueva a la izquierda es /3, cntoÍices 

p(x, t) = ap(x - Ax, t - Al)+ Í'3p(x +Ax, t :.__ At). (46) 

Además, por el teorema ele Taylor: 

p(x ± Ax, t - At) ( ) ± Ax Bp - At Bp + 
p x, t éJx at 

+ 1 [ 2 éJ2
p a•v 

2 (Ax) éJ:c• ::¡:: 2AxAt éJxat + (At) 2 ::;J + ... 
Tomando a= /3 = 1/2 y sustituyendo lo anterior en (46), obtenemos: 

ap 1 [ 2 a2v 2 a•,,] 
At at = 2" (Ax) éJx2 + (At) at2 + ... 

Finalmente, haciendo tender Ax y At a cero, y suponiendo que 

(Ax)
2 

--+ D cuando Ax -4 O y .ó.t --+ O, 
2At ' 

(47) 

donde Des constante, outenumos una ecuación para la distribución de probabilidad 
71(:1:, t): 

(48) 

D es el coeficiente de difusión, el cual ns una medida de la eficiencia con que las 
partículas se rnucvcn de zouas de alta concentración a zonas de baja. Esta constante 
puede ser detenninada experirnentalrneute. Es irnportante notar que la suposición 
expresada en (47) st' ba.sa t~n obscrvacioues crnpíricas. 

Ahora podernos c11focar11os en deducir una expresión analítica para la probabi
lidad de encontrar a la partícula en dPtcnninado lugar. Rcgrcscrnos al sistema 
discreto y supongarnos qtw al tiernpo l = n.ó.t. la partícula se encuentra en x = 
1nilx. Dcnoternnfi con u, el 11tí111ero de pasos tornados a. Ja derecha, y con b, el 
núrnero de pasoH a la izquiPrda. Entonces 1n = n - b y n = a+ b. Lo anterior 
implica que a = (111 + n)/'2 y ú = n - a. 

El n1írncro total de carni11os posibles para llegar a :i: = 1nó.x, con a pasos a la 
derecha y ú pasos a la izquierda, est<i dado por: 

n! n! 
a!ú! = a!(n - a)!' 

mientras que el número total de caminos con n pasos es 2n. Esto nos permite 
afirmar que si denotamos con p(1n, n) la probabilidad de encontrar a la partícula 
en x = mAx al tiempo l = nAt, entonces 

p(m,n) 
1 n! 

2" a!(n - a)! 
(49) 
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Cuando n es muy grande se puede establecer el comportamiento asintótico del 
factorial como sigue: 

cuando n ~ oo. (50) 

Este resultado se obtiene aplicando el método asintótico de Laplace (14] en Ja 
integral que define a Ja función gama: 

n! = r(n + 1) = ¡ 00 

e-'t"dt. 

Usando (50) en (49) encontramos que 

p(ui, n) ~ [ 
2 ] 1/2 [ "'2] - cxp---, 

1Tn 2n 

cuando 1n y n son muy grandes. 

Las variables espacial y temporal continuas pueden definirse tomando el límite 
de x = 11ió.x y t = nó.t, cuando 1n y n tienden a infinito, pero Llx y Llt tienden 
a cero. Sin ernhargo, en ese ca~~o p(rn, n) tiende a cero, pues el n1í1ncro de puntos 
donde se puede encontrar a la partícula tiende a infinito. Por Jo tanto, la cantidad 
que nos interesa es Ja probabilidad 'll de encontrar a la partícula en el intervalo 
(x,:c + 63:), donde u= p/2ó.x. 

Tenernos entonces que 

p( ±;:, {;) [ Llt J t/2 [ x 2 
Llt J 

2.ó.x ~ 27rt(ó.:c)2 exp - 2t (Llx)2 

Tomando el límit.e cuando ó.x y D./, tienden a cero y suponiendo la validez de Ja 
ecuación ( 4 7), entonces 

( 
1 ) 1/2 [ x2 J 

u(x, t) = 47rDt exp - 4Dt (51) 

El resultado anterior de alguna manera satisface nuestras e.xpectativas intuitivas. 
Entre más lejos nos encontremos del punto de partida de Ja partícula, más impro
bable será encotrnrla. La distribución de probabilidad encontrada es similar al perfil 
de concentraciones, que se puede observar al arrojar una gota de colorante en agua. 

Ecuaciones de reacción-difusión 

Sean una región acotada del espacio. Supongamos que en en ella se lleva a cabo 
una reacción química en donde se produce (o desaparece) cierta sustancia A, a una 
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tasa f. Dicho ritmo de producción puede depender de la variable espacial, el tiempo, 
o incluso ele la propia concentración de la sustancia. Sea a est.a tíltima. Deduciremos 
en este apartado la forrna general de las ecuaciones de reacción-difusión: 

ªª at = f+Dóa, (52) 

donde D denota la difusividad de Ja sustancia, y 6 representa el operador de 
Laplace. 

De acuerdo a la ley de conservación de masa, para toda regiórl w contenida en 
n, podemos escribir: 

: { a(x, t) dV = - f J · ds + { f dV, 
l lw Íow Íw 

donde 8w representa la frontera de w y ] el flujo de material por difusión. Ha
ciendo uso del teorema de Ja divergencia y suponiendo que a es continua, podemos 
reescribir la ecuación anterior co1no: 

¡ [~; + div(J) - f] dV =O. 

Como lo antel'ior es válido para toda región w, entonces tenemos que: 

ªª -at. + div(J) - f =o. 

Si suponemos además que el flujo de la sustancia es proporcional al gradiente de 
Ja concentración: 

J = -D\la, 

donde el signo negativo indica que la sust.ancia se mue\•e en la dirección hacia dónde 
a disminuye, entonces 

~; = f + div(D\la). 

Finalmente suponiendo que la difusividad es Ja misma en todo el espacio (por 
homogeneidad), entonces Ja ecuación anterior equivale a (52). 
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