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Introduccién

El estudio de la geometrfa hiperbélica n-dimensional ha tenido en la iltimas
décadas especial importancia, en particular por su gran impacto en la topologfa,
por ejemplo en los trabajos de Thurston sobre variedades Haken.

En esta tesis se muestra la equivalencia isomeétrica de tres modelos del espacio
hiperbélico n-dimensional: el del semiespacio, el de la bola y el del hiperboloide.
Uno de los principales resultados consiste en mostrar mediante el uso de las for-
mas diferenciales y del pullback la equivalencia isométrica entre la bola y el hiper-
boloide (teorema 5.12). Otro importante resultado es la caracterizacién del grupo
de isometrfas del hiperboloide en matrices de Lorentz (teorema 5.20).

El punto de inicio de la tesis es la caracterizacién de las isometrfas del semies-
pacio como las extensiones de Poincaré (teorema 2.10 ). En el desarrollo de la tesis
se muestra que toda isometrfa hiperbélica del semiespacio o de la bola es necesaria-
mente de Mobius (teorema 5.15). Otros resultados exhiben las formas generales
de las transformaciones de Mobius asf como la discusién de las esferas isométricas
(teoremas 4.1, 4.2 y 4.3 ).

Finalmente, es importante destacar que el teorema 5.18 corrige un error im-
portante en el texto de Alan Beardon [1] (Cf. p.57), que es una de las referencias
actuales m4ds importantes sobre la geometrfa hiperbélica.



Capitulo I Preliminares

A continuacién se presenta el material que servird de base para el desarrollo del
presente trabajo, inciando con los temas de densidades y reflexiones en esferas y
planos.

Densidades

Extendemos primero el concepto de conformalidad a cualquier dimensién:

Definicién. 1.1 Sea f: A C R®* — R™, A abierto, f diferenciable, se dice que f es
conforme en = € A si Df(x) es un maultiplo escalar p(xz) de una matriz ortogonal,
a pu(z) se le llama el factor de conformalidad.

Para generar una meétrica es ttil el concepto de densidad.

Definicién. 1.2 Sea D una regién en R™, y A : D —R+ | se dice que \ es una
densidad si es continua en D, bajo estas hipdtesis, se define la longitud de una
curva v de clase C! con respecto a A como :

b
/a A () 1Y (®)] dt,

donde 7 : [a,b] — D, a esta longitud la denotamos por Ix(7) , esta definicion se
extiende de manera natural para curvas C! por tramos.

Usando la definicién anterior se puede definir una distancia para los puntos en
D, de la siguiente manera:

plz,y) = inf (7)),

donde es el fnfimo de las distancias sobre todas las curvas v de clase C! que unen

x con y . Dada A una densidad en D , la distancia p(x,y) define una métrica en D,
Cf. [1], p.3.

Si f es una biyeccién conforme de D en la regién abierta D; y A es una densidad
en D, entonces se puede definir una densidad en D; de tal manera que f sea una
isometrfa, ésta se define como:

.1) o(f(z)) = M=z)/u(x) ,
Cf. (1], p.7.
Reflexiones

Ahora se definirdn las esferas y planos, y las reflexiones sobre ellos.
Definicién 1.3 . Denotaremos por S(a,r) a la esfera en R™ con centro en a y
radio T , es decir:

(1.2) S(a,r) ={z€R*:jz—a|l=7}.
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Definicién 1.4 . La reflexion sobre S(a,r) esta deda por

(1.3) #(@) =a+ (= )2<x¥a),

[z —al
en particular, la reflexién sobre la esfera unitaria centrada en el origen esta dada
por

(1.4) B(z) = —5

E

T
denotaremos por z* a I—F s
x

La reflexién sobre S(a,r) no estd definida en a , sin embargo, si se extiende el
dominio a

R"” =R" U {0} ,

se puede definir ¢(a) = oo , e inversamente ¢(c0) = a.

Definicién 1.5 Se denotard por P(a,t) al plano definido como:

{zeR*: (z-a) =t} U{oo} ,
donde a € R™, t e R, y (z - a) es el producto punto usual.

En particular, si |a] = 1, la distancia del plano al origen es precisamente || .

Definicién 1.6 Se define la reflexion sobre P(a,t) como

¢(z) =z —2((z-a) —t]a" ,
donde a € R™, ¢(oc0) = oco.

Denotaremos por "esfera” a cualquier plano o esfera, si ¢ es una reflexién sobre
una “esfera”, se puede verificar que es una transformacién uno a uno de R™ en st
mismo y que ¢2(z) = z ; asimismo, ¢(z) = z si y solo si z es un elemento de la
" esfera”.

A continuacién se define una métrica sobre la cual las reflexiones en esferas o
planos son continuas ain en los puntos oo y ¢~ !(c0) .

= -y
Primero se encaja R™ en R**+! mediante la transformacién

r — T
(1111:21 "'szﬂ) =k (m11121 eney znvo)
yoco = oo,

asf se tiene una tragsformacién uno a uno de R™ en R™+!? , donde la imagen es el
plano z,4+3; = 0 en R7+1,

Ahora se transforma el plano x,4+1 = 0 en la esfera S™ mediante la transfor-
macién w(z) : R® — R"+1 la cual proyecta cada punto ¥ € R™ al punto donde la
lfnea de T a en4+1 = (0, ...,0,1) € R**+! intersecta a S™ (ver figura 1.1).




Cn 4T

Figura 1.1 Proyeccién estereogréfica

De manera analftica se describe w(z) como

m(z) =T + t(ent1 — T) ,

donde t es tal que |7 (z)] = 1, resolviendo (1.5) se obtiene como solucién no trivial

2
= :—m%-‘_—i, por lo que la forma explficita de #n(x) es:
x
2z, 2z, |z} — 1
1.5 w(x) = RN , ,
(1.8) @) (|1:|2+1 lzf2+1" |z +1

y definimos 7(c0) = en41 -
De manera anéloga, podemos encontrar la inversa de m, para lo cual construimos
P:8™* - R™, ¥(y)=ent1+t(y—ens+1),dondet es tal que P(y) -ens1 =0, es

decir, ¥(y) € R®. Resolviendo se tiene ¢t = T por lo tanto 7w~ 1(y) = ¥(y) =
- Yn+1

A
1—Ynn

Obsérvese que la proyeccion estereografica es precisamente la reflexion ¢g(x)
en la esfera S(en+.1, V2) restringida al plano z,4, = 0, lo anterior puede verificarse
de forma sencilla: Si aplicamos ¢¢(z) a un punto en el plano z,+; = O se tiene que:

» donde §= (yl)y2a-"vyn)‘

l#o(x)? = ¢o(2) - ¢o(z)

= (en_,_1 + 2_(5:-_.__8."_""_1_)_> . (en+1 + 2(x — en+1))

IZ — ent1l? IZ — ensal”

= e +1]2 + 4en+1 (T —en+1) |z — en+1|2
= - — =

|z~ en+1'2 1z — 8n+1l4
= 1- 4 2 =1.

- T = =
IZ — ensal® = ensa?

es decir, ¢o(x) estd en la esfera unitaria y estd en la direccion de x hacia en41.



Una manera avin mas simple de probar esta afirmacién es observar que si z € R®
la reflexién ¢, esta dada por:

2(z —en41) 2(z1,--. ,Tn,—1)
Po(z) = eny1+——""%5 =eny1+
" |z — e,,+1|2 i 1+ l:l:l2
_ 2z, P I:z:|2 —1
1412 12 22+ )]

que es precisamente la férmula de la proyeccién estereogréfica (1.5) .

Por lo tanto ¢y transforma el plano 41 = O en la esfera unitaria, mas atin, ¢,
transforma el semiespacio inferior en el interior de la esfera unitaria, esto se sigue
por conexidad y biyectividad ya que al aplicar ¢ al ”"polo sur” de la esfera unitaria,
se tiene que ¢(—en+1) = 0 . En consecuencia el semiespacio H™*! definido por
{z € R"*+! | £,41 > 0}, es transformado por ¢, en el exterior de la esfera unitaria.

S(en+1, V2)

Figura 1.2 Reflexién en la esfera S(en+1, vV2)

Se tiene entonces que si o denota la reflexién sobre el plano zp43 = 0, la
funcién :
(1.6) ¢=¢g 0o o

transforma biyectivamente H"*! en B"*+! = {z € R*"*! | |z| < 1} .

Teorema 1.7 (Férmula de la distorsion de las refleriones en esferas): Si o esla
reflexién en S(a,r), entonces:

_ _r?ly—ai
(1.7) Il — sl = o =
DEMOSTRACION.

lo(@) —o(@)| = |(a +r*(y — a)") — (a +r*(z — a)")]



|y - a)” — (z —a)"|

2 [((y—a)" — (z—a)*) - ((y — a)” — (z — a)")]*/?

_ ﬁ[ 1 _2@-a)-@-a  _ 1 r”

lv—al? jz—affly—al® |z—af
2
- 2 1 2z-y—2z-a—2y-a+2laf’ 1 .
ly — al® jx — af® ly — al? lz — al?
1/2
_ p[ 1 lz—aPtly-aP+2my—laP-p? 1 1Y
lv — af? Iz — al®ly — al® lz — af?
1/2
- 2 lz—al® _jle—al+ly—al®—|y-=f ly —af?
lv—al® |z — af? lz — af? ly — al? ly — al® |z — a*
2 |ly — x|

Iz — ally —al

Obsérvese que la relacién (1.7) nos da una medida de la distorsién local en z,
como consecuencia, se obtiene el factor de conformalidad de ¢ en =x.

lo(z+h)—o(x)] 72
1] Tz —al?’

Usando la férmula (1.5), podemos definir la meétrica en Rn .

Definiciéon 1.8 Se define una métrica d en R™ llamada métrica cordal como

(1.8) po(@) = Jim

d(z,y) = |r(z) — = (¥)| ,
donde z,y € Rn.

Teorema 1.9 la métrica cordal puede erpresarse de manera e:z:ph’cita como:

2]z —yl
d(z,y) =
oY (1+|m|2)* (1+|y|2)*

DEMOSTRACION. El hecho de que la proyeccién estereogréfica sea la restriccién de
una reflexién nos permite probar de una manera fécil la férmula de la distancia
cordal, usando esta férmula se tiene que si x , y € R™:




d(z,y)

lpo(x) — B0 ()]
2|z —y|
|z — en+1] |y — ental
2|z —yl

(1+122) " 1+ 1wl?)"

Un célculo sencillo demuestra que cuando y = oo,

-
(1+ 1)

Con esta métrica cordal se puede probar que las reflexiones en "esferas” son
continuas en R™.Cf. [1], p. 22.

d(z,y) =

Definicién 1.10: Una transformacion de Mé&bius en R™ es una composicidn finita
de refleziones en esferas y planos.

__ Obsérvese que cualquier transformacién de Mobius es un homeomorfismo de
R™ sobre sf mismo. Como cualquier composicién finita de transformaciones de
Mubius es de Mdbius , y la inversa de una transformacién de Mtbius también es de
Modbius y la identidad es una tranformacién de Mdobius, estas transformaciones jor-
man un grupo llamado Grupo General de M6bius, el cual es denotado por GM (R"™).

Si ¢ es una isometrfa euclidiana y fija el 0, entonces puede probarse que preserva
la norma de los vectores y el producto vectorial, més aun, ¢ es de la forma:

(1.9) Bl=) = w3 50,

donde A es una matriz ortogonal y zo € R™. Cf. [1], p.p. 23-24 Teoremas 3.1.3 y
3.14.

Las reflexiones en ”esferas” son conformes e invierten la orientacién, Cf. [1], p.
25, 26., por lo cual la composicién de un ndimero par de reflexiones conservan la
orientacién, mientras que la composicién de un nimero impar invierte la orientacién.
Se define el Grupo de Mdbius denotado por M(R"™) como el subgrupo de GM (IR™)
formado por las transformaciones que preservan la orientacién.

Teorema 1.11: Las transformaciones de Mébius transforman “esferas” en "es-
feras”

Una demostracién de este resultado se puede consultar en [1], p. 28 Teorema
3.2.1.

Dadas dos "esferas” £ y &' se define un producto entre ellas (£, Z/) € R*u{0}
llamado el producto inversivo de £ y £’ . Este producto se puede expresar de
manera explfcita como sigue: ( Cf. (1], p. 29. )

a) si £ = S(a,r) y & = S(b,t), entonces:



7'2+t2—la—b|2|

(1.10) (=,=) = =

b) si &= S(a,r) y &' = P(b,t), entonces:

(1.11) =)= l‘(ir—?w——ﬂ )

¢) si &= P(a,7) y & = P(b,t), entonces:

(1.12) =)= '—(I%Z'll

IEste producto conlleva la geometrfa de la relacién entre las dos "esferas"; si =
y ¥ se intersectan, (£,X) == cos 8, donde € es uno de los d4ngulos de interseccién,
(el d4ngulo de interseccién se mide con las normales ) y en consecuencia (Z,%') =0

si y solo si £ y & son ortogonales. También resulta que las transformaciones de
Mbobius preservan el producto inversivo.

Finalmente enunciamos tres resultados que usaremos en esta tésis, las demostra-
ciones pueden consultarse en [1] p.p. 31,32. En el tercer resultado se emplea la razén
cruzada, la cual se define para cuatro puntos distintos z, ¥, u, v en R® como

d(z, u)d(y,v)

T, Y, U, V) = -,
=12l = G wydu, v)
Teorema 1.13: Sea ¥ una "esfera”, o la reflexion en £ e I la transformacién
identidad. Si ¢ es una transformacidén de Mobius que fija puntualmente =, entonces
p=Tlodp=o0c.
Teorema 1.14: Sean x,y puntos inversos respecto a ¥ y sea ¢ una transformacion
de Mdobius, entonces ¢(z) y ¢(y) son puntos inversos con respecto a ¢(X) .

Teorema 1.15: Una transformacién ¢ : R* — R™ es una transformacion de
Mébius, si y solo si preserva la razdn cruzada.
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Capitulo II Modelo del semiespacio superior

En este capitulo se estudiar4 el primer modelo del espacio hiperbélico n-dimensional,
al cual llamaremos modelo del semiespacio superior. Trabajaremos inicialmente con
extensiones de reflexiones en esferas y planos en R™hasta llegar a la definicién de la
Extensién de Poincaré de una transformacién en G .1\/ (]ﬁ") , para finalmente exhibir
la métrica hiperbélica en este modelo.

Definicién 2.1. Sea ¢ la reflexion sobre el plano P(a,t),a € R?, se define la
extension de Poincaré de ¢ a IR":1 como la reflerion sobre P (d,t),a € R"+1,
a = (a,0) € R**! y se denota por ¢.

f——>
a
P@t)

Figura 2.1 Extensién de Poincaré de una reflexién en un plano

Como se observa en la figura, la extensién es una reflexién sobre un Plano que
tiene el mismo vector normal.

Definicién. 2.2 Sea ¢ la reflexion sobre la esfera S (a,7),a € R™, se define

la extension de Poincaré de ¢ a R"*! denotada por ¢ como la reflexidon sobre
S(@,r),aeR*! g=(e¢,0) €R™ ,acR".

Proposicién 2.3. Si ¢ es una reflexién sobre una "esfera” en R”, 5 extiende a ¢
en el sentido siguiente

SIR™ =¢.
DEMOSTRACION. Sea @ = (a,0) € R*+!, Z = (z,0) € R"**!

Caso 1. Si ¢ es reflexién sobre P (a,t)

$(F)=z-2[F-a—tla
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3@ .

: IR ' -
’;'.,5'7(0,"7‘_) $(z) * s@,r)

Figura 2.2 Extensién de Poincaré de una reflexién en una esfera

(.0) - 2((=,0) - (a,0) — ] (a,0)
(z—2(zx-a—1t)a,0)

(¢(z),0)

Caso 2. Si ¢ es reflexi6én sobre S (a,r)

@ = a+r*E-a)”
= (a0)+7-2 _(ﬂo_)_——_(a;(.)l
’ Iz —al®
= z—a)
= (erEzio)
= (#(),0) . =

Obsérvese que como consecuencia de esta proposicién si ¢ € GM (R™) , z
preserva el plano z,41 = 0.

Proposicién 2.4 Si ¢ es una reflexién sobre una "esfera”, ;5 preserva el semies-
pacio superior y por lo tanto el semiespacio inferior.

DEMOSTRACION. Si ¢ es la reflexién sobre P (a,t) y (x,Tp41) € R* z € R™,
Tpt+1 € RT, entonces .

5(21 zn-{-l) = (1‘, 2:ﬂ+1.) -2 [(ZC, -T-n+1) . (a» 0) - t] (a: 0)
(x—2(x-a—t)a,znt1)

(¢ (:E) ) mn-l-l) .
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Si ¢ es la reflexién sobre S (a,7) ,

-~ . 2 [(.'1:, $n+1) — (a, 0)]
¢(z,zny1) = (a,0)+7 1@ 2mrn) — (@ 0)[°

(a’o) 4+ 2 ((z — @y Tn1)

Iz -a®

— a+ 12 (x—a) | x4
|z—a®* 1Z—af*/"’

Yy en ambos casos [5 (5)] o 0, si zpy>0. o
n

Obsérvese que en el caso de una reflexién sobre un plano, 5 conserva la coor-
denada n +- 1, esto es:

(2.1) W), ,, = vne -
También si 5 es reflexién sobre una esfera:
(22) [6w)] = Tms
1" Jy—al

" Lemna 2.5. Sea ¢ € GM (R"),¢ =¢,,0...0¢0¢, = P, 0...0P0%, donde ¢; y
Y;J=1,.,nyi=1,..,m, son refleziones sobre "esferas”, entonces

zno...oazczl =1vao...o17;201zl
DEMOSTRACION. Como @, 0...0¢,0¢, | R? = ¢y 9,,0...00p01, | R" =¢ se
tiene que ;j:v:l o {[;2_1 o...0 E;‘l o 5,1 o...o 52 o 51 fija el plano £,4+1 = O y preserva
H™*1, Por consiguiente el resultado se sigue del teorema 1.13 . O
Lema 2.6. Sea ¢ € GM (lﬁ") vy eGM (lﬁ"‘“) tal que 3 preserva el semiespacio
superior y @ | R™ = ¢ , entonces 1 es la extensién de Poincaré de ¢.

DEMOSTRACION. Obsérvese que la composicién »~! o ¢ es la identidad en (lﬁ") y

dado que 1 preserva H"*! | se sigue del teorema 1.13 que ¥(y) = $(y) para toda
y € R+l [w)

El lema 2.5 nos permite definir la extensién de Poincaré de cualquier transfor-
macién en GM (IR").

Definicién 2.7. Sea ¢ € GM (n’i") ,p=¢,0...0¢,0¢, donde ¢;,i=1,..,n,

son refleriones sobre "esferas”. Se define la extension de Poincaré de ¢ en
GM (ﬁ") COmo ¢ = ¢, 0...0¢y 0.
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Proposicién 2.8. La expresion
ly — =|?
UYn+1Tn+1

xz,y € H"*!, es invariante bajo &, donde ¢ € GM (Iﬁ") .

DEMOSTRACION. Basta probar el caso cuando ¢ es reflexién sobre una "esfera”.
Caso 1. Si ¢ es la reflexién sobre $(&,r) , @ = (a,0) € R**1, ¥ = (z,zn41) € R*HL,
entonces

¢(@) =a+ 73T —a),

usando la férmula de distorsién de las reflexiones en esferas se tiene

24y —
(2.3) l6(y) — ()| = I_Lﬁ_x‘_

F-alls—al

por lo cual, usando (2.2)

l¢) —d@I>  _ rly—= F-aPlg-a?®
[¢(:'7)]n+1 [¢(5)]n+1 |z — E|2 ly — alz T4 1 Yns
_ ly—=®
Tni1Yn+1

Caso 2. Si ¢ es la reflexién sobre el plano P (G,t), @ = (a,0) € R™+!, t € R™,

Como ¢ es una isometrfa euclidiana y se sigue de (2.1) que [;S (?z:')] 1 = T
n
el resultado es inmediato. [m]

Definicién 2.9 Se define la métrica hiperbdlica en H"+! como la métrica determi-
nada por la densidad:

AHM L RY, M) = —— .
’ [m]n+1

Teorema 2.10 Las extensiones de Poincaré de las transformaciones en GM (ﬁi")
son isometrias hiperbélicas de H"+!,

DEMOSTRACION. Dada ¢ € GM (R") se sigue de la discusién sobre densidades que
@ es una isometria hiperbélica si se cumple

A(z)
ug (z)’

(2.4) A(B@) =

donde A (z) = [x],,+, ¥y #3(z) es el factor de conformalidad de & en z. Basta probar
(2.4) en los casos en que ¢ es la reflexién en una "esfera”. Recordamos también
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que si f es conforme, entonces el factor de conformalidad de f en x estd dado por

\f(z+h) = f@)

A, Thl
en particular, si ¢ es la reflexién en S(a,r) , se deduce directamente de (2.3) que
2
”
- (X)) = ——s ,
ng (z) =z —ap

_a‘|

2
usando la relacién (2.2) se tiene A (¢ (x) )} = lz—ap lo cual es (2.4).
o)

Tn+1

En el caso de ¢ reflexién en un plano, ¢ es isometrfa euclidiana, por lo que
pz (x) =1, Vo€ H™*! y la relacién (2.4) es la relacién (2.1). jm]

Ahora se exhiben férmulas explicitas para la distancia hiperbélica, denotamos
por l5(v) a la longitud hiperbélica de una curva -y.
Teorema 2.11 . Si z = pe, 41 Yy =gen+1 ,q>p>0 entonces
p(z,y) =log f—, .

DEMOSTRACION: Sea v : [a,b] — H™*! de clase C! ,v(a) = pent1,
v(b) = gent1-

o)
won = T Y

o [ o (t))2]m .

- [ e

> /b [7ne )] dt
a '7n+1 (t)

> b Tn+1 (t)

=
a 7n+1 (t)

= logvp41(t) la
q
= lo —
& p

por lo cual I,(v) = log % . Este argumento se generaliza para curvas C! por tramos.

Ahora, sea v : [a,b] — H*! [ y(1) = tep+1

_ [ @] _/" 1_1.9 o
(2.5) In(y) /,, Tt = [ § =tosZ.
De la demostracién de este teorema se sigue que la distancia mfnima entre los
puntos z y y se alcanza en un segmento de la recta {ten+1},t € R.
Posteriormente se exhibirdn férmulas para todo z,y € Hnia, necesitamos
primero algunos resultados.
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Teorema 2.12 Sea {;}i=1....m una coleccién de planos en R™, entonces ﬂ ¥; es

=1
un subespacio aftn, y viceversa, un subespacio aftn de dimensién k es la inter-

seccion de n — k planos cuyos vectores normales forman un conjunto de vectores
ortonomales.

DEMOSTRACION. Sean X; = P(a;,t;), i =1, i, yW = ﬂ .

Caso 1. 0 € W, esto es, t; = 0 Vi. En este caso W es un subespacm vectorial,

ya que 0 € W y para todo z,y € W , el elemento (z + Ay)-a; = 0 Vi, y por lo
tanto esta en W.

’ m ’
Caso2. 0¢ W Seaz e W yVi sean X, = %; — z, entonces 0 € ﬂ ¥; ypor lo

tanto ﬂ E es un subespacio vectorial. Ahora, si se demuestra que W = x + ﬂ E,,
entonces por deﬁmmén W es un espacxo vectorial affn. Para probar lo antenor sea
r+y € T+ ﬂ 5, entonces y € ﬂ T} y por definicién z+vy € ﬂ 3. Viceversa,

i=1

size ﬂE,, entonces y =z —x € ﬂE y finalmente z =z +y € =z + ﬂ =
i=1

Ahora, sea W un subespacio affn de dimensién £ en R™.

Caso l. 0 e W.

Sea {vy,v2,...,vx} una base ortonormal de W y {vit1,Vk+2,.-. :Un} una
extensién de ésta a una base ortonormal de R™. Sea II; = P(vg4;,0), con
n—k
=1,2,...,n — k, entonces se afirma que ﬂ II; =W.
J=1
Primero, seaz € W , entonces z-vx4; =0 Vje {1,2,...,n—k}, por lo tanto
z € II; para cada j y por lo tanto en su interseccién, esto es: W C ﬂ II;. Por
j=1
n—k
otra parte, sea x € ﬂ II; , £ puede expresarse como z = }: s;v; , como z € Il
J=1 i=1
8;=0 Vji=k+1,k+2,...,nypor lo tanto =z = Zs.-ue w .

i=1
Caso 2. 0 ¢ W.Seaz € W ysea V =W — z, entonces 0 € V, se sigue del

n—k .
caso 1 que V es la interseccién de n — k planos ﬂ II;. Ahora, sean II; = z + I;,
=1

n— k
i=1,2,... ,n—k, basta demostrar que W = () II;. Seaz+y & ﬂ II;, entonces
i=1
n—k
y € ﬂ II; y por definicién z +y € W. Viceversa, si z € W, entoncesy =z —z €
n—k

ﬂ II; y finalmente 2 =z +y € z + ﬂ I .

Teorema 2.13 La interseccion de dos esferas es vacta o un punto o la interseccién
de una esfera con un plano ortogonal a la recta que une los centros.
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DEMOSTRACION
Sea 3= = S(a,r) y 3 = S(b,t) esferas en R" :

Sila—b>r+t, entonces, > ' = 0.

Si ja — b| = r + ¢, entonces la interseccién 3_{ 3"’ es el punto:
a+r——-—(b_a) -—b+t(a—b)
[b—al la—bl"

Figura 2.3 Interseccién de dos esferas.

Si la interseccién no es un punto ni es vacfa, sea y = 5, N3 v z la proyeccién
. ortogonal de y a la recta por a,b, se afirma que S = [IN ", donde II es el

plano ortogonal a b—a por z y 3" = §(=,|z — y|) . Para probar esto se tiene por
el Teorema de Pitdgoras que

ly—al’ =la—z®+ly— 2.

Obsérvese que z estd unfvocamente determinado, es decir, no depende de y ,
como

ly—zP +lz—aP =7% y jy—z®+|b—2z*=1¢2
se tiene

jz—al? —r2 =z —b> — ¢

por loque,siz=a+ k(b—a),k€R,

la—z2=r? = |b—z[>—1¢2
k(b —a)|®—7r* = |(a—b)+k(b—a)|® -t
kK2 b—a?=1r? = pb—al® 1 -k -1t
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T2—t2

B-1-k? = T
11— k| A

2 __ 42

2%—1 = =¥

[6 —al

Probaremos ahora que SN € [INZ" : sea z € S5 , como z estd
univocamente determinada, entonces (z — x) es ortogonal a (a — b), es decir, z € ],
y de nuevo por el Teorema de Pitdgoras:

Iz — 2> = |z — af® — la— 2® = |y — 2
yporlotantoz e TIN" .

Por otro lado, sea = € I’Inz”, entonces (z — z) es ortogonal a (a — b), y
|z —z| = |y — 2|, por lo cual :

’

lz—al®?=lz -z +la— 2> = ly — 2| +|a — 2> = 72

y por lo tanto r € 3, andlogamentez € 5’ . O

Definicién 2.14. Denotamos por "k — esfera” a una esfera de dimensién k en
R"™, o un espacio affn de dimension k en R™ .
Se sigue de las observaciones anteriores que la interseccién finita de ”esferas” es
vacfio, 0 un punto , o un espacio affn de dimensién k£ en R™ o es la interseccién de un
"espacio affn y una esfera. Esto se sigue ya que se puede intercambiar la interseccién
de dos esferas por la interseccién de una esfera con un plano. También es cierto
que una "k — esfera” es la interseccién de "es feras”.

Teorema 2.15. Las transformaciones de Mdébius mandan "k-esferas” en
"k-esferas”. N
DEMOSTRACION. Sea ¢ € GM(R™) y W una "k — esfera” en R™, entonces

m
W= nnj, donde II; son "esferas” en R™ ,
i=1l
como se mencioné en Preliminares, las transformaciones de Mtbius mandan "es-
feras” en "esferas” y como tambien son biyectivas se tiene que:

® (ﬁﬂ,—) =)o 1;) ,
i=1 i=1

por lo tanto ¢(W) es una ”m-esfera”.

Basta probar que m = k. Usando el teorema de la funcién implicita se pueden
encontrar k£ curvas por z cuyos vectores tangentes forman una base ortogonal del
plano tangente a W en z; se sigue por consiguiente de la conformalidad de ¢ que
las tangentes a las imdgenes de dichas curvas en ¢(z) son ortogonales, es decir, el
plano tangente a ¢(W) en ¢(z) tiene dimensién > k . Aplicando este argumento a
¢~ ! se sigue que la dimensién es k. En el caso de una k — esfera, para aplicar el
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teorema de la funcién implfcita se puede trasladar su centro al origen y aplicar una
transformacién ortogonal, de tal manera que en una vecindad de z la esfera sea la
grifica de una funcién de R* en R ( en un subespacio R¥*1 de R") . O

Para continuar con la discusién acerca de las curvas que minimizan distancias
se necesita un lema:

Lema 2.16. Dados z,y € H™l existe ¢ € G’M(ﬁ") tal que a(:z:) =P €nt+1, Y
#(y) = ¢ en+1, donde p,g € RY .

DEMOSTRACION. Sean =,y € H"+1 |

Caso 1. La lfnea que une z con ¥y es paralela a en+1. Sea zg la proyeccién en
R* de z,y , y T : R™ — R" dada por T(z) = « — zo , la extensién de Poincaré de

esta transformacién traslada los puntos z y y al eje en4+1. Como T es una isometria
se sigue el resultado.

Caso 2. La linea que une z con y no es paralela al eje e,+1. Considerando el
2—plano determinado por el eje e, 41 ¥y la recta ! que pasa por z y y, se puede trazar
un circulo C ortogonal al plano x,4+1 = 0 que pasa por los puntos x, y ; denotemos
por z el centro (Figura 2.4) .

Mediante la traslacién T, (x) = = — z llevamos el centro z del cfrculo C al origen.
Por la proposicién 2.6 la extensién de Poincaré de T es de nuevo la misma traslacién
actuando en R™*+! .(Figura 2.5).

Figura 2.4 Cfrculo ortogonal al plano que pasa por z y y. Figura 2.5 traslacién de
C al origen.

Ahora mediante una rotacién en R™ se hace coincidir la proyeccién de ! en
el plano Tp4+1 = O con el eje e;. Se puede definir esta misma rotacién en R™+?!
obteniendo asi su extensién de Poincaré, posteriormenté una homotecia coloca al

cfrculo sobre la esfera unitaria, andlogamente esta homotecia es una extensién de
Poincaré.
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v T LN

/z

Figura 2.6 Rotacién hacia el eje e;. Figura 2.7 Homotecia de C.

Finalmente, de manera andloga a la discusién en los preliminares (Cf. p.6) se
aplica la reflexién sobre S (el, m la cueal envfa las imdgenes de z,y a puntos en
el eje en41 y entonces aplica el caso 1. De nuevo esta transformacién se extiende a
R™+1 y ésta es la extensién de Poincaré.

J I(y)

II(x)

Sn+1

Figura 2.8. Reflexi¢n sobre S(e;, v2)

Otra forma de demostrar el caso 2 es la siguiente: Sea C el circulo como se
defini6 anteriormente y sea a uno de los puntos donde C intersecta al plano z,4+1 = 0
(Figura 2.9), si f es la reflexién en R™ de la esfera S(a,r), entonces la extensién
de Poincaré de f, freﬁexién en S(a,r), transforma C en una recta paralela al eje

en+1 (esto se sigue por conformalidad y el teorema 2.10) . Finalmente aplicamos el
casol. O

Obsérvese que por conformalidad las extensiones de Poincaré transforman "cfr-
culos” ortogonales a R™ en “cfrculos” ortogonales a R™ y que el lema 2.16 establece
que estos "cfrculos” son transitivos bajo las extensiones de Poincaré.

Definicién. 2.17 Una geodésica en H™t! es una curva que minimiza la distancia
hiperbolica.
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1 Figura 2.9 Cfrculo ortogonal al plano que pasa por z y y. Reflexién en S(a,r) .

Como se observé en el teorema 2.11, la recta sobre el eje e, 1 es una geodésica
y en consecuencia cualquier recta ortogonal al plano z,4+1 = O es una geodésica.
Por otra parte, como consecuencia del lema 2.16, todo semicfrculo ortogonal al
plano 41 = 0 es una geodésica. Adems4s éstas son las tinicas geodésicas, ya
que si hubiera otras, por transitividad se tendrfa que para el caso x = pen41 y
Y = gen+1 , P,g € RY, habrfa al menos otra curva que minimizara la distancia entre

estos dos puntos, sin embargo, la demostracién del teorema 2.11 establece que esto
no es posible.

Ahora damos una férmula explicita de la distancia hiperbélica.

2
Teorema 2.18. Sean =,y € H™+1, entonces cosh p(z,y) =1 + —[x—il——

. . 2T i1 Ynbl
DEMOSTRACION. Primero se verifica en el caso de £ = peny1, ¥y = gény+1 , P < q.

Como p(x,y) =logg/p

elosa/p 4. glosa/p

cosh{(p(z,y)) )

ga/p+p/a
2
q2 +p2
2qp
— 2
14 (r—q)
2pq

El caso general se sigue del lema 2.16 ya que cualesquiera dos puntos en H™+1
pueden trasladarse al eje en4.; mediante una extensién de Poincaré, por lo cual:

-
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cosh(p(z,v)) = cosh(p((z), (1))

|3 - 3w)|”
2[B(@)]n+1 [BW]nt1

Finalmente se sigue de la proposicién 2.8

lz — y)

cosh(p(z,¥)) = 1+ gl

Teorema 2.18. La esfera hiperbolica {x € H**' | p(z,y) = r} con centro hiper-

b6lico en y = (Y1,Y2,-- »¥n+1) ¥y radio hiperbdlico = es precisamente la esfera
euclidiana

(@1 —y1)2 + -+ + (Tn — Yn)? + (Tn+1 — Ynt1coshr)? = (ynt+15enhr)? .

2
DEMOSTRACION. Sabemos que cosh(p(x,y)) = 1 + —E——y-l—— por lo que la

. . 2 [z]n+1 [Wlner
esfera hiperbélica puede expresarse como

2
S ry=<{x e H! cosh'r'=1+—-————':':_'yl
n(w:m) { ! 2[x]n+1 [Wlnsa [

entonces

|z — ¥ = —2%n41Ynsr + 2COSh T 1Yni1,

2 2 2 2
= —2Zp41Yn+1 + 2€0Sh 7T 1¥n+1 + Topy — z2 .1 +y241 — Yi41(—senhr® + coshr )

agrupando se tiene

lz—yl? = (2241 — 2Tns1Un+r + VA1) + (=22, + 2coshrZnt1Yn+1 — y2 ;) coshr?)
—y21(—senhr?),

jx— y|2 = (Zn+1 — Yn+1)? — (Tn+1 = Yn+1 coshr)? — y,2,+1(—senhr2),

por lo que

(z1 — yl)2 + o (T — yn)2 + (Tn41 — Yn+1 cosh 7')2 = (yn+lsenhr)2' o
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Se pueden obtener otras expresiones para la distancia hiperbélica.

Corolario 2.20. Para toda z,y € H™*! se cumple que

1 lz —y|?
senh?Zp(z,y) = ——=
2p( V) 4Tn41 Yntl

DEMOSTRACION. Como cosh?t = 1(cosh2t + 1) , se tiene
2

cosh p(z,y) = 2 cosh? (_p(_:z:z,y_)) -1

por lo que

senhz(—;-p(:z:,y)) cosh? (ﬁ%y—)-) -1

coshp(z,y) +1 _

1 lz —
2 [ 2Tn+1 Ynsl
_ I — yI?
4[z]n+1 [Ylna
Corolario 2.21. Si z € H"*! entonces :
2
T
cosh p(z, [z] eny1) = |z .
‘ Tn+1
: DEMOSTRACION. Por el teorema 2.18 se tiene
| 2
[z — |zl en+]
- cosh p(z, |zl e = 1+ ——
‘ 4 p(z; 7| en+1) el Srs
2
N g S G
2|z| Tnia
_ 2=
2|z| Tni
= =l a
Tn+1
Geométricamente podemos observar que la distancia hiperbélica de z a |z| en+)
es la longitud del segmento de circulo con centro en el origen y radio r entre z y
|z| en+1 - El resultado nos indica que el coseno hiperbdlico de la longitud esta dada
' por la razén entre |z| y zn41, es decir, la cosecante del dngulo a (ver figura 2.10).

Otra forma de observar lo anterior es el hecho de que las homotecias son extensiones
de Poincaré y en consecuencia son isometrfas hiperbélicas (ver figura 2.11).
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Vl 7" | %+£

=l

(=2} Tn41:

Fig. 2.10 Segmento de geodésica de = a |z} zp4.1. Fig. 2.11 Homotecia.

Una expresién de la esfera en términos de puntos simétricos esta dada por el
siguiente resultado.

Teorema 2.22. Sea S la esfera hiperbélica en H™*! con centro hiperbélico y y
radio hiperbélico r, si ¥ denota la reflexién de y en el plano z,4+1 = 0, se tiene que

lz — vyl T
= ZZ Y _ tanh (— .
S {:z: | = =75l an! 2)
DEMOSTRACION. Analfticamente , puede escribirse la ecuacién como:

|z — vl cosh% = |z — 7| 3enh£— )

equivalentemente

[|fl?|2 -2z -y + |y|2] cosh? % = [|a:|2 —2z.F+ |yl2] senhzg

-

por lo que

T
2

donde Z, 7 son las proyecciones de xz, y en el plano x,,41 = 0, finalmente esta ecuacién
es:

|z|* — 22 - § + [y|* — 2Zn+1yns1(cosh® 5 + senh?Z) =0,

|z — y|2 “+ 2Tn41Ynt1 — 2Tn41Yntr1coshr =0,

que es precisamente la ecuacién de la esfera. a
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De manera geométrica, la ecuacién define el conjunto de puntos que cumplen
jz —al

|z —al
obsérvese que si & = 1, entonces se define el plano zny; = 0, pero si £ > 1,
entonces, dado que senht < cosht, se definen cfrculos o esferas en H™+1 |

= k lo cual es precisamente la definicién de las "esferas” de Apolonio;

Teorema 2.23. Sea ¢ € GM (R™+!) tal que ¢ preserva H™+1, entonces ¢ es la
extensién de Poincaré de alguna 3 en GM (R™).

DEMOSTRACION. Como ¢ preserva H n+l  por continuidad ¢ preserva IR" Ahora,
sea i la restriccién de ¢ a R" P es de Moblus como transformacién de R" ya que
preserva la razén cruzada (teorema 1.15).

Finalmente ¢~ ! 63 es de Mobius y fija puntualmente R™ y preserva H™*+1, por
lo tanto ¢! o 1/; = Id de acuerdo al teorema 1.13 y entonces ¢ = w [m]
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CAPITULO 111 Modelo de la Bola Unitaria

Estudiaremos ahora un segundo modelo, mé4s homogéneo, del espacio hiperbélico
n-dimensional donde co ya no aparece como un punto especial. Para esto primero
consideramos la transformacién (1.6) ¢ = ¢g o o la cual transforma H™*+! en B™+1,

Usando esta transformacién encontraremos una densidad en la bola unitaria
inducida por la densidad en H™t! de tal manera que ¢ = ¢y © o sea una isometrfa.
Esta meétrica en la bola sera la hiperbélica. Primero se dard una expresién para
lpo(x)[?: Sea z € R*+! entonces

|¢0(m)|2 = (e"+1 + M) . (en+1 + 2 (:ZJ —_ e,,+1)>

|z — ent1l® |z — en+1|2

. 4 [en+1 M (.’L‘ - en+1)] 4
= 1+ Z z
|x - en+ll |3: - en.+1]
= 1+ 441 >
I:E - en+ll
por lo cual
4z,

(3.1) lgo(@)? =1+ —22—

|z - en+1|2 )
Usando (1.1), se tiene que la densidad buscada en B™"*+! est4 dada por
M=)

#¢(z) ’

donde ) es la densidad hiperbélica en el semiespacio H*+1 y 14 () es el factor de
conformalidad de ¢(z).

B (¢(z)) =

Ahora, el factor de conformalidad de ¢ esta dado por:

lim [2@) - ()] -

po(®) = Mmoo
i [20(e ) = do(o (@)
y—z ly — =|
L 186(a (@) — de(a (@)
= T m—e@l

usando la férmula de la distorsién de reflexiones en esferas (1.7), se tiene

i [B0(o @) = do(a@)] _ 2
y=—z lo(y) —o(z)] lo(x) —6n+1|2 ’

y despejando en (3.1)
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1—lp@)I* = 1-|¢o(a(z)?

= _ Ae@Na
IO’(IE) - eﬂ+1|2
= 4In+1
lo(@) — enal®’
por lo cual
_ 2
(3,2) IJ,¢(1;) = l—ld,(xﬂ_

2$n+1

De lo anterior se concluye que la densidad buscada en B"+1 es:

1
. Tn+1 _ 2
FEN =TT @ ~ T=le@P
2Tn41

En consecuencia, la nueva métrica, también llamada hiperbélica, estd dada por .
la densidad

(3:3) @) = ——

ETEN

Del resultado anterior se concluye que si ¥ es una isometrfa en H™+1, la trans-
formacién conjugada ¢1/J¢—1 es una isometrfa en B™t! y viceversa, si 1’ es una
isometr{a en §"+1 entonces ¢ 1@ lo es de H"+1. M4s avn, cualquier transforma-
cién en GM(R™*!) que deje invariante a B*+! es una isometrfa hiperbélica, ésto se
sigue ya que si ¥(B™+1) = B"t+! entonces ¢ (H™+!) = H™+1 y es por lo tanto
una extensién de Poincaré de algiin elemento en GM (R"+1) de acuerdo al teorema
2.23.

Definicién 3.1 Las geodésicas en B™t! son las curvas que minimizan la distancia
hiperbdslica.

Proposicién 3.2. En el modelo de B™+!, las geodésicas son:

1) Segmentos de recta por el origen (didmetros),

2) Cftrculos ortogonales a S™.
DEMOSTRACION. Se probé que las geodésicas en el modelo del semiespacio superior
son rectas paralelas al vector en4.) y semicfrculos que intersectan ortogonalmente
a R" , es decir, ”1l-esferas”. Ahora, ya que ¢ es una isometrfa, las geodésicas
en el modelo B™"+! deben ser imdgenes bajo ¢ de las geodésicas en H™*+! . En
consecuencia, se tiene por conformalidad que las geodésicas en B™ son " 1-esferas”
que intersectan ortogonalmente a S™ ya que ¢(R") =S" 0O

Obsérvese que como ¢(c0) = ¢go(00) = @p(00) = en+1, las geodésicas que son
rectas en H™+! corresponden a cfrculos y rectas ortogonales a S™ que pasan por
€nt1. Como ¢~ (z) = godp(z) entonces: ¢~ 1(0) = oo ¢g(0) = o(—€nt1) = €nt1,
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por lo tanto las geodésicas en H™+! que pasan por e,41 son las que corresponden
a didmetros en B™.

En la discusién que sigue trabajaremos en B™.

Teorema 3.3 Dado x € B™, la distancia hiperbdlica p(0,x) estd dada por

1+ |z|
0,x) = lo fealBL I ad |
p(0, ) g (1 7]
DEMOSTRACION. Podemos suponer que £ = re; ya que el vector tz, t € R, se

puede rotar mediante una transformacién ortogonal al vector te;, t € R, como una
transformacién ortogonal es de M&bius y preserva B™, es una isometria hiperbélica,
por lo cual p(0,z) = p(0, |z] e1), si denotamos por r = |z|. Por lo anterior, usamos
la recta por el origen te; en B™. Parametrizando v(t) = te;, 2 € [0,7],0 <r <1
se tiene

() = [O "B v e () dt
T 2
= [ e

o1 o1
[ e [ e

log(1 + ) — log(l — 7)

i+r
1—17r

log

1+ |z|

log 1= =i

Teorema 3.4. Sea ¢ una transformacion de Mobius con ¢(0) =0 y ¢(B™) = B™,
entonces eriste una matriz ortogonal A tal que ¢(z) = zA.

- DEMOSTRACION. Por una parte sabemos por el tecrema 1.14 que si z,y son
inversos con respecto a una esfera 3 entonces ¢(z) y ¢(y) son inversos con respecto
a #(3°) por lo que ¢(c0) = oo , y por otra parte tambien sabemos de acuerdo al
teorema 1.15 que si ¢(x) es una transformacién de M8bius entonces preserva la
razén cruzada y por lo tanto es una similitud euclidiana, entonces

l6(z) — O _ lo@) _
[z —0] =zl ~

para toda =z € B™.

l6(=)|
jz|

isometrf{a euclidiana y en consecuencia por (1.6) ¢(z) = zA, donde A es una matriz

ortogonal. O

Tomando z en la frontera de B™ tenemos

= 1, por lo tanto ¢ es una
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Obsérvese que P(a,t) deja B™ invariante si y solosit =0, 0 € P(a,t) , como
(871, P(a, t)) = 0 entonces (¢(S™ 1), ¢(P(a,t)) =0, ahora, dado que ¢(0) =0 y
@(o0) = oo, entonces ¢ es ortogonal y por lo tanto ¢(S™~1) = §7—L.

Teorema 3.5. Sea ¢ una reflexion en S(a,r), entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

i) S(a,r)y S™*! son ortogonales;

ii) la|? =r2 +1;

iit) ¢(a*) = 0 (equivalentemente ¢(0) = a* );
) $(B™) = B".

DEMOSTRACION.
i) &> i) El producto inversivo de S(a,r) y S*~! esta dado por:

lrz +1—|af?
2r ?
Por lo cual éste es cero si y solo si 72 + 1 = |a|®.

Recuérdese de los Preliminares que el producto inversivo de dos esferas que
se intersectan es cero si y solo si éstas son ortogonales. Si S(a,r) y S™~! no se
intersectan |a|? > 1+ r2.

it) <> 7ii) se tiene que

#(0) = a—ria”

= |a,|2 a* —r?

= o (lal’ - ).

En consecuencia ¢(0) = a® si y solo si |e|> — 7% = 1.

Figura 3.1 Esferas ortogonales. Figura 3.2 Ubicacién de a*.




29

iv) = iii) Por definicién a y a* son inversos respecto a S*~! y se tiene por

iv) que @(S™"1) = S por lo que ¢(a) y ¢(a*) son inversos respecto a @(S™"1)
(teorema 1.14).

Finalmente, como ¢(a) = oo entonces ¢(a*) =0 .

i7) + iii) = iv) Usando iii) se tiene:
#(x)] = lé(z) — o(a™)
2|z — a*|

|z —afla* —a|’

en virtud del teorema 1.7. Por lo cual usando ii) se tiene:

(la? - 1) Iz —a"|

lo(x)| = n -
al|l—s —1ll|lz—a
ol |z = 2l
|z — a*| (lal® — 1)
(lat® - 1)
z - af —r—+
_ lz=a’||al
[z — al ’
En consecuencia
2 2.2
z—alf"—|lz—a a
| — () = el =z —aPlal®
|z — al

el numerador de esta expresién es

(- @=a) = (lalz = %) (lalz— %)

z2 =2z - a+|a® — |a?{z|* +2z-a~1
=12 (1 - 1al®) + la® - 1

—|z®r? + 72

2 (1 - |:c|2) )

Por lo tanto

2 — 2
(3-4) 1—|¢@)° = %:ﬂl

a.|2 ’

y ¢ preserva S(0,1). O
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Obsérvese que si z € S(0,1) N S(a,r) y S(0,1) es ortogonal a S(a,r), entonces
si ¥ es la proyeccién de x en el segmento Ga (ver figura 3.2), se tiene y = a* . Esto
se sigue ya que los tridngulos Aoyzxr y Aoax son semejantes por tener los dngulos
iguales, por lo cual 5 - 2_—:Tiyaﬂ-o_a.‘=1 , es decir y = a* .

oT oa

Teorema 3.6. Las refleriones en “esferas” ortogonales a S™~! generan GM (B™).

DEMOSTRACION. Sea 1 € GM(B™) entonces se tiene que ¢~ !¢ preserva Hn+1
Y por el teorema 2.23 es una extensién de Poincaré de alguna g € GM(R™*" 1) , la

cual sabemos es de la forma g = gpo gn—1 ©-:-© g1, donde cada g; es reflexién en
una "esfera” en R™”~! y por lo tanto

P = (7 Gnd) 0 (¢7 Fn—18) 0 -- 0 (7 G10),
obsérvese que Vi € {1,2,...,n} , (¢7'G:¢) es una reflexién que preserva B", y

cada g; es la reflexién en una "esfera” T ortogonal al plano z,4+1 = 0, por lo que

cada ¢ 13:¢ es la reflexién en la esfera ¢(X) ortogonal a S(0,1). (Esto se sigue del
teorema 1.15) O

Hn+1 »
$(Z)

ZTnt1 =0

Figura 3.3 Transformacién de la esfera & de H™+! a B™,

Obsérvese que para todo x € B™ es posible encontrar v € GM(B™) tal que
Y(x) = 0, para esto se considera a = z* y entonces i ser4 la reflexién en la esfera
S(a, ), donde r es tal que |a] = 1472 , entonces por el teorema 3.5 ¥(z) = ¥(a*) =
0. Otra forma es conjugar y aplicar la transitividad de las extensiones de Poincaré.

Teorema 3.7. La expresion:

Iz —y®
49 (1-1=r) (- wP?)’

z,y €B™, es invariante bajo las transformaciones en GM(B™).
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DEMOSTRACION. Por el teorema anterior basta probar este teorema para “es-
feras” ortogonales a S®~!. Si ¢ es la reflexién sobre un plano por el origen, 7 es
ortogonal y es claro que 3 preserva (3.5) ya que es una isometrfa euclidiana. Si ¢
es la reflexién en S(a,r), esfera ortogonal a S(0, 1), usando la fé6rmula de distorsién
de las reflexiones en esferas y el resultado (3.4) se tiene

[¥(z) — vl _ lz = a|?ly — al® L rilz—yl®
(1-w@P) (1 - kW) (1-12zP)r2 (1 - )2 l&—ally—al®
lz — y|® o

T @S (- wP)

Corolario 3.8. Si 1 preserva B", el factor de conformalidad est4 dado por:

1 - |p(@)*

(3.6) -

DEMOSTRACION. Se sigue del teorema anterior que :

(@) — @) _ [(1—|¢($>|2) (1—'#’(?4)'2)]1/2

= —yl (1-12) (1 - 1w%)

tomando el lfmite

w@osel _ . [(oR@E) ()]
y—z Iz —yl T y—zx (1 _ |$|2) (1 _ |y|2)
_ l-RE@PF ,
1|z

Este corolario exhibe otra demostracién de que GM (B™) es un grupo de isometrias
de la bola hiperbdlica: si i preserva B™ y 7 es la densidad hiperbdlica (3.3), se
cumple la relacién (1.1) de los preliminares:

o l-b@P 2
#@TEE) = T LR
2
=TT e

y por lo tanto ¥ es una isometria.

Ahora se generaliza la férmula de la distancia dada en el teorema 3.3 .
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Corolario 3.9. Si p denota la distancia hiperbélica en B™, entonces:

2
(3.7) : senh? p(a;, v) _ I:l;—yl o
(1 -1=*) (1 = 1wP)
DEMOSTRACION. Primero se demuestra para el caso y = 0 , por el teorema 3.3

se tiene que :

_ 1+ |z|
p(o! :B) - lOg 1 — Izl b
si denotamos por r = log i i ‘l:} y por t = |z| se tiene:
2
2p(0, :B) _ er/2 _ e—r/2 _ er -2+ "
senh 2 = ) = 1

(1L+1t)2 —-2(1 —£2) + (1 —t)2
1—12

11+t 1—¢
= —_—— 2 —_—

4[1—t +1+t]

1

4

2 _ lz-0
1—¢2 1|z’

El caso general se sigue de la invariancia derivada del teorema 3.7 y por la
transitividad de GM(B") . O

El teorema 3.5 puede generalizarse de la siguiente manera.

Proposicién 3.10. Si S; = S(a,r) y S2 = S(b,t) son esferasen R™ y si f y g son
las reflexiones en S y S2 respectivamente, entonces las esferas son ortogonales si y -
solo si f(b) = g(a) .

DEMOSTRACION.  Considérese primero el caso S1 = S(0,1) y S2-= S(b,t), por el
teorema (3.5) las esferas son ortogonales si y solo si g(0) = b* , es decir, si y solo si

g(0) = f(b) .

z—
Para el caso general, sea T =

. 2 | entonces T(S1) = 5(0,1) y T(S2) es otra
esfera S(c, m), si denotamos por h(r) = z* y por ¥ la reflexién en S(c, m) se sigue
del teorema 1.13 que f =T 'choT y g=T"loyoT . Por el primer caso S(0, 1)
y S(c, m) son ortogonales si y solo si

%(0) h(c)

(T~ (a)) = H(T(b))
TopoT Y a)=TohoT b
g(e) = f(b). O

st
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El siguiente resultado muestra una relacién entre el radio euclidiano y la dis-
tancia hiperbélica.
Proposicién 3.11. Si S, = S(a,r) es ortogonal a $(0,1) y ¥ denota la reflexién
en S(a,r) , entonces:

sennP(0:%(0)) _ 1
2 T

DEMOSTRACION. Aplicando el corolario 3.9 se tiene que

2 1/2 .12 1/2 1/2
senn20:%(0) _ | __ (0| N _ [ 1 ] ,
2 (1~ wP) (1 ~la"P?) laf® ~1

usando el teorema 3.5

senhp(o_,w(o_)) =1 4
2 r

En particular Vx €B™ se tiene

1
W@ —alle - al= —— 0 wEy
2
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Capitulo IV
Forma General de las Transformaciones de M&bius

Se presenta en el presente capftulo una caracterizacién de las transformaciones
de Mtbius junto con importantes resultados que usaremos en el siguiente capftulo.

Teorema 4.1 Sea ¥ una transformacién de Médbius en GM(R™) entonces:
a) Si i preserva B™, entonces Y(x) = A(o (x)) donde o es la reflerion en una
esfera ortogonal a S(0,1) y A € O(n).

b) Si Y(oo) = oo , entonces Y(x) = r(A(z)) + 0 , donde r > 0,
g € R" y A € O(n).

c) Si P(oco) # oo , entonces P(z) = r(A(o(x))) + xo, donde + > 0,
o €R" , A€ O(n) y o es una reflerién en una esfera.

DEMOSTRACION: a) Sea o la reflexién en la esfera S(a,r), donde ¥(a) = o ¥y
la]?> = 1 + 72, entonces:

o(0) = a+r3(—a)*
—a
= a -+ (‘al2 bl 1) F.Tz-
= a* ,

por el teorema 3.5 S(a,r) es ortogonal a S™~!, ahora como 1 preserva B™, Yoo
también la preserva. Como ¥(a) = oo y ¥ manda puntos inversos en puntos
inversos (con respecto a S(0,1) ), ¥(a*) =0, esto es P oo fija al 0 ; entonces por
el teorema 3.4 1) oo es una transformacién ortogonal, esto es ¥ o o(z) = A(z) ,
AeOMn) y Y(z) =Aoco(x).

b) Si ¢ fija co , ¥ transforma S(0,1) en una esfera y no en un plano, digamos
S(zg,T), sea f(z) = I— %o , por lo cual f o fija co y preserva S$(0,1), entonces
también fija el O y por el teorema 3.4 f oy es de la forma f oyY(z) = A(x)
donde A es una transformacién ortogonal. Finalmente componiendo con f~! por
la izquierda se tiene ¥ (z) = r(A(x)) + zo .

c) Si ¥ no fija oo , sea a tal que y¥(a) = co y sean S(a,t) una esfera con centro
en a y o la reflexién en S(a,t), se tiene que:

P oo(oo) =00,
entonces por b)

(¥ o 0) (x) =7 (A(x)) + T0o ,
es decir,

¥(x) = r (A(o(=))) + Zo. o

La descomposicién en ¢) muestra una relacién entrer y ¢ .
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Teorema 4.2 Sea ¥ € GM (R™) tal que P(a) = oo , a # o0, entonces P actua
como isometria euclidiana en la esfera S(a, t\/T), donde

P(x) = 1A (0(x)) + o ,
y o es la reflexion en S(a,t).

DEMOSTRACION. Sean z,y € S(a,t/7T), entonces usando el teorema 1.7 :

(=) — v )

[rA(o(z)) —rA (o)
rlo(z) — o(y)|
rt? |z — y|
lz —ally — al
= |z—yl. =

Obsérvese que si ¥ € GM (R™) es como en el teorema 4.2, el factor de confor-
malidad estd dado por:

() — P(y)l

P =R T
- i Tlo@) — o)

v—z |z — v
= lim 1z oyl
v—z [z —al |y — al
rt2
(4.1) a2

Teorema 4.3 Sean ¥, a,t y r como en el teorema 4.2, entonces:
1 si z € S(a,t/T)

py(z) = >1 si z€intS(a,tyT)
<1 si ze€extS(a,t/T)

DEMOSTRACION: El resultado es consecuencia inmediata de la fé6rmula (4.1) ya que

t2
la funcién z — —7;-—2 de R™ — {a} — R* es continua. O

lz — al

Este teorema y el anterior definen una esfera que caracteriza la accién de .

Definicién 4.4 Sea v € GM (R" )tal que ¥(a) = co ¥y a # oo, entonces, a la
esfera S(a,t\/7) , donde t y r estdn determinados por el teorema 4.2., se le llama
esfera isométrica de i y se le denota por I(y).

La esfera isométrica tiene varias propiedades importantes:
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Propiedad 1.

YI@) =TI

Esto se sigue de la regla de la cadena ya que si z € I (3), entonces

Dy~ (y(x)) Dy (z)
Dy ((x))

ahora como % es conforme, se tiene que

Id,
(DN,

Dy(z) = (u(z)I) A,
donde A € O(n) y u(zx) es el factor de conformalidad. de 9 en = , entonces

Dy (@) = [sym(DA]
- ()
Hy(z)
Por 1o cual
(4.2) pgmt ($(2)) = #:( )

y si z € I(4) entonces ¥(x) € I(1p~!) por el teorema 4.3 .

Propiedad 2. La esfera isométrica es la unica esfera donde 1 actua como una
isometria euclidiana.

DEMOSTRACION: Si 3 actia euclidianamente en una esfera T distinta de I ()
entonces existe una sucesién de puntos {zr,} — z tales que z € X — I(¥), se
tendria que en dicha sucesién

lim 1/1(In) - 10(«'3) =1

Tn—z T, — | ’

es decir py;) = 1, lo cual contradice la eleccién de z.

Propiedad 3.

¥(ext I(¥)) =int I (v™")

Esto es una consecuencia de (4.2) y del teorema 4.3 ya que p,(x) < 1 siy solo
si py-1 (3(x)) > 1. Por supuesto también se tiene que:

Y(int I () = ext I (™)
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Propiedad 4. Sea T la reflexion en la esfera isométrica de 3, entonces Yot es una

isometria euclidiana y por lo tanto para toda ¥ € GM(R™) tal que P (oc0) # co se
tiene que

Yp=FoT,
donde T es la reflexion en I(y) y E es una isometrta euclidiana.

Para probar esta propiedad se tiene que I(¢) = S(a, t+/7) donde a, ¢, y r son como
en el teorema 4.2 , por lo tanto 3 o 7(00) = oo y se sigue del teorema 4.1 b) que ¥
es una similitud euclidiana, es decir:

fpor(z)—por) =klz—yl ,

en particular si x,y € I (¥), se tiene que

lz—yl = |o(z)— o)l
= |Yor(z)-voT(¥)l
= k l.’B - yl )

y k =1, esto es, Y o T es una isometrfa euclidiana.

Propiedad 5. Sea ¢ € GM(B"™) tal que ¥(00) 7 oo , supéngase que P(x) = Ao(z)
donde o es la reflexién en una esfera £ y A es ortogonal, entonces T = I ().

En X, o0 y A actian como isometrfa euclidiana, por lo que esta propiedad es conse-
cuencia de la propiedad 2.

Obsérvese que la propiedad 5 refina el teorema 5.1 a) estableciendo que si o es
la reflexién en la esfera isométrica.

En el modelo de la Bola se probé que si S{a, ) es una esfera ortogonal a S(0, 1)
y si @ denota la reflexién en S(a,r) entonces
1 1
senhzp(0,6(0)) = -,
por lo cual si I(y) = S(a,r) se tiene que el radio de I(y) es

1
senhi2p(0, $(0)) -
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Capfitulo 5 Modelo del Hiperboloide

Formas y Variedades

Introducimos primero los conceptos de variedad diferencial y de métricas Rie-
mannianas y de I —formas . Esto es necesario ya que para este modelo no se puede
aplicar el método de densidades. .

Definicién 5.1 Sean X C R* y Y € R, no necesariamente abiertosy f: X —Y ,
se dice que f es C™ si Vx € X existe un abierto U vecindaed de x  y una funcidn
F:U—>R declase C® enU,talque FIUNX =f|UNX .

Definicién 5.2 Sean X CRF y Y CR! y f: X =Y , donde f es C™®, se dice
que f es un difeomorfismo si eriste f~':Y — X, donde f y f~! son C=.

Definicién 5.3 Sea M C R*, se dice que M es una variedad C™® de dimnension
m, si Vo € M eziste una vecindad W de x tal que W N M es difeomorfo a un
subconjunto abierto de R™.

Definicién 5.4 Sea M C R¥*, una variedad C* de dimensién m, a cualquier
difeomorfismo g : U — WNM se le llama una parametrizacién de la regicn WNM,
a la funcion inversa g=! : W N M — U, se le llama sistema de coordenadas en
WnM.

Obsérvese que el hiperboloide de un manto descrito por la grafica de la funcién:

¢:R* - R (1,2, .-

es una variedad diferenciable, como ¢(z) nunca es cero, ¢ es C™ y la proyeccién
natural de R™"*! en R" es el inverso de ¢ , o sistema de coordenadas.

Figura 5.1
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Definicién 5.5 Sea M wuna variedad diferenciable de dimensién m y
g: U — W N M una parametrizacién de una vecindad de T € M, si g(u) = z, se
define el plano tangente a x € M, denotado por T M, como dg(u)(R™).

Ahora se probari que el plano tangente no depende de la parametrizacién.

Seanh:V — M c R*y g: U -+ M c R* dos parametrizaciones, v = h=(z)
y u = g~ !(x), entonces h~! o g transforma difeomérficamente una vecindad U,
de u en una V; de v. (figura 5.2).

TSN

h

Figura 5.2

Por consiguiente se tiene un diagrama conmutativo de conjuntos abiertos, en
.el cual las funciones son C°°, por lo que se induce de la regla de la cadena otro
diagrama conmutativo de transformaciones lineales (figura 5.2).

R* R*

g / \h dg(z/ \ih(u)
uy,———>W R™——————> R™
h—log dh-loyg)

Figura 5.3

Se tiene que (h™! o g) es un difeomorfismo entre abiertos de R™ entonces
D(h—?! o g)(u) es un isomorfismo lineal y por lo tanto:

Im(dg(u)) = Im(dh(v)),

es decir T'M, no depende de la parametrizacién.
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Proposicién 5.6 Sea M wuna variedad diferenciable de dimensiéon m y

g: U — WnN M una parametrizacion de una vecindad de x € M, la dimensidn del
plano tangente TM, es m.

DEMOSTRACION. Sea g : U — M una parametrizacién tal que =z € g(U), como
g~!: g(U) — U es C*, existe un abierto W c R* vecindad dez y F : W — R™
de clase C° talque F|WnNg(U) =g |gU)NW . Sea Ug = g~ (W n g(U)),
se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

w
Uo inclusion R™

Figura 5.4

Derivando se obtiene otro diagrama conrnutativo de transformaciones lineales.

R™——————> R™.
Id

Figura 5.5

Finalmente, el rango de dg(u) debe ser m, de otra manera el diagrama no
conmuta. (w]

Sean dos variedades M c R* y N c R*, y f : M — N una funcién C* , se
puede probar que si f(z) =y y F: U — R%*es de clase C°° y U es una vecindad
dez e R* talque F|UNM = f | U N M, entonces DF(z) transforma TM, en

un subespacio de T'N, y que esta funcién denotada por df(x) no depende de F, Cf.
2] p.6.

Definicién 5.7 Se define una 1-— forma en un abierto U en R™ como una funcién
que a cada x € U le asocia una funcion lineal de R™ en R.

Como ejemplo, si F : U — R es una funcién diferenciable, la diferencial df(x)
se puede pensar como una I— forma ya que definida como df(z) : R® — R y dada
por df (z)(u) = V f(z) - u es una funcién lineal Yz € U. Otro ejemplo esta dado por
las 1 —formas canénicas definidas en R, dadas por:
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az;(x)(v) = v;,
como estas no dependen de z, se escribe simplemente dx;(v) o dx;.
Definicién 5.8 Sea M C R* una m-variedad C>® se define una 1—forma en M
como una funcién g con dominio M y codominio el conjunto de transformaciones

lineales de T M, en los reales, con x= variando en M, de tal forma que g(z) es una
transformacion lineal de TM; en R, a la transformacion lineal se le denota gz -

Si se define una topologfa en el conjunto de los planos tangentes, denominado
el haz tangente, se dice que una I — forma es continua, C* , C*, etc.

Definicién 5.9 Sea f una funcién C entre dos variedades M y N, y w una
1—formaen N, se define el "pull back” de w como una 1 —formaen M, denotada
por f*(w), y definida como sigue :

(F* (W) (v) = wyzy(df(z)(v)) ,
dondez € M, ve TM,.

Meétricas Riemannianas
Definicién 5.10 Una métrica Riemannianae en una variedad M es una funcion
que a cada x € M le asocia un producto interno definido positivo en T M.
Si v , w € TM; se denota por < v,w > €l producto interno de v y w . Esta
métrica permite definir longitudes de los vectores en T'M; de la siguiente manera:
lloll = (< v, v >2)M2 .

Msés aun, si v : [a,b] — M es una curva C!, la métrica Riemanniana permite
definir la longitud de v como

b ’ ’ i/2
M= [ (Y@ . Y@ >v0) " " dt,
a
esta observacién se extiende a curvas C! por tramos.
Por ejemplo en H? se define la métrica Riemanniana
v-w
(Imz)2 "’

y se obtiene la métrica hiperbélica definida anteriormente, ya que si « : [a,b] — H?2
es de clase C1,

< v,w >,=

L ZO)
In(y) = /ﬂ o

b
f <Y(@), Y (@) > dt-
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En general, una métrica Riemanniana induce una métrica en el sentido usual
como sigue:

donde ~y es cualquier curva de clase C! por tramos que une p con q .

De manera andloga a la discusién de densidades, se siguen directamente las
propiedades de una métrica: simetrfa p(xz,z) = 0, reflexividad p(y,z) = p(z,y) ¥
desigualdad del tridngulo p(z,y) + p(y, 2) = p(z, z). La tnica propiedad no trivial
de probar es la que establece que si p(z,y) = O entonces z = y, una demostracién
de este hecho se puede consultar en (3] p.p.427-429.

Recordemos que una forma bilineal induce una forma cuadratica y viceversa,
por lo que en muchas ocasiones las métricas Riemannianas estdn dadas en términos
de formas cuadréticas.

E1 Modelo del Hiperboloide
Definicién 5.11 Sea ¢g(x,y) la forma cuadrdtica dada por:

9(z,y) = Toyo — (191 + - - + Tnyn) -
La ecuacién g(z,y) = 1 define un hiperboliode de dos mantos en R*+! |

Trabajaremos con el manto definido por :

Q = {z e R™* | g(z,2) = 1, 70 > O} ,

que seré nuestro tercer modelo del espacio hiperbélico n-dimensional (figura 5.6).
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Definiremos una métrica en Q , sea v una curva lisa en Q , 7 ¢ [a,b] — @Q ,
¥(t) = (va(t),- - - »,¥n(t)), entonces

Y3(t) =D i) +1,
i=1

derivando

Yoot = D_vi®)r:()de,
i=1
, = vt
'70(t) ,70(t)

Usando esta identidad se tiene:

216, 7o(t)) = Y& (&) — D_ 72 (2)
i=1

n , 2

[Eworio] o

—W— - ;71' (t)

[£ 7o) Lgl #(t)] .
PN PR A0

= ;7{ (t) ‘7%(t) -

- Sy (2L

- 2“’ ® (vﬁ(t))

PIRELO

~73(t)

Se sigue entonces que puede definirse una métrica Riemanniana en Q de la
siguiente manera: Siv,w € TQz

n
< v, w >= ,‘ _;_ viw; — VoWao
i=1

donde v = (Voy++- +Un) Y W= (wo, --+ »Wn)-
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Esta métrica Riemanniana puede expresarse en términos de las I — formas
candénicas como

n
ds? = dz? —dz} ,
i=1

a la expresién ds se le llama elemento de lfnea.

Ahora se demostrard que el modelo del hiperboloide es isométrico a los dos ya
expuestos. Primero se exhibird una funcién que transforma difeomérficamente el
modelo del hiperboloide en la bola unitaria.

La funcién que se busca esta formada por dos transformaciones, primero se
considera un corte del hiperboloide con altura zg, lo cual determina una n—1 esfera
en R*t!lde radio \/:z:g — 1, la primera transformacién consiste en proyectarla al
plano z¢ = 0, la segunda transformacién envfa esta esfera dentro de la bola unitaria,
mediante la homotecia y = . (figura 5.7).

1+ xo

P(eo, o)
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Teorema 5.12 Sea F : Q — B"™ dado por

z Tn
5.1 F(Zo,T1s--- »Tn) =
( ) ( 031, > n) (1 F zo ' 7 -"-'0)

entonces F' es un difeomorfismo C°°.

DEMOSTRACION. Usando la observacién previa al teorema, se tiene que cada xg > 1
constante, determina un corte transversal al hiperboloide que es una n — 1 es fera,
por lo cual se sigue que si £o 7 T , To,ZH > 1, las (n— 1) esferas correspondientes

. . xo — 1 ThH—1
se transforman en esferas con centro en el origen y radios o ?
To+1 o+ 1
respectivamente.
En consecuencia F es inyectivayaquesizo = gy F(Z0,... s Tn) = F(Zhy -+ , Xh)

se sigue de (5.1) que z; = x| Vi .
La transformacién F es la composicién de dos funciones: la proyeccién en el

plano zo = 0 dada por II(xzo, 1. -+ +Tn) = (x1,..- ,Zn), seguida de la contraccién
— T - n
H(ZT) — 1+zo,xeR .

Dado zp constante con zp > 1, el hiperboloide intersectado con el plano
P(eq,z0) es una n — esfera con centro en zgeg en R™'!l, determinada por la
ecuacion:

(5.2) P4z ooz =xF -1

Aplicando IT a la esfera (5.2), se tiene una esfera de radio 3 — 1 en R™ y con

centro en el origen, aplicando la homotecia H(z) = y = a esta esfera se

1+ g
tiene que su imagen es la esfera en R™ dada por la ecuacién

i+ 422
a+ 2:0)2
3 —1

(1 + xo)*

o — 1

xo+ 1 ?

por lo que la imagen de la esfera (5.2) bajo H o II es:

1:(]——1
(5.3) S (0, A / -I—m ) B
To —

vty =

(¢ 1 g — 1
> < a4
Obsérvese que como g > 1, ento;lces 0< To i1 <1ly Zo 1 — 1 cuando
z9 — 00. Como la funcién t — t=1 es un difeomorfismo de [1,00) en [0,1), ¥

t+1
F(eg) = 0, se sigue que F es inyectiva.

Ahora debe probarse que la inversa es una funcién suave, para deducir la inversa
se tiene:




46

x0— 1
(5.4) z:z_-i—_l_ =,

zo—1=|y|*(zo + 1),
zo(1 — y?) = yl® +1,

1+ |yl 2 2
or lo tanto zg = —=— 1— =
p =TT Y Wl® = 520
Despejando se obtiene la inversa:
1+ y> _2m; 2yn
(5‘5) g(yla"'ayﬂ)’: 1 1577
11—y’ 11—y 1-w* )’

obsérvese que g es inversa izquierda de F' , usando (5.4) se tiene:

go F(zo,T1y--- yTn)
- T .. Tn
= 9\ T+=o’ 14 xo0
2x9 2z, 2z,
- 1+ xo y 1+ xo Y eee s 1+ xo
2 2 2
1+ xo 1+ xo 1+xo
= (xﬂyxly"'rxn))

es decir, go F' = Ig , y entonces g es inyectiva.

Por lo anterior, se observa que F' y g son inyectivas y por lo tanto se tiene una
biyeccién. Finalmente F es de clase C> en una vecindad de Q y g en B™, ya que
l+29#Oparatodoz € Qy1l-— |y|2 # 0 para todo y € B™. Entonces se tiene
un difeomorfismo entre variedades C*°, dados por un solo sistema de coordenadas
F : Q — B™ y parametrizacién g: B" — Q. O

Teorema 5.13 La funcién F : Q — B"

T x.
F(znylw-- )In) = (1_’_110»"' 3 1+nz°)

es una isometrfa.
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DEMOSTRACION. Obsérvese que

-y 1 0
(1+z0)? 1+=0
iz
s 0 o --- 0
DF = (1 +fpo)2 ‘ 14+ xo .
0
—Zn
—Fn 0 ... 0
(1 + mo)? 1+xo
entonces:
(F(dyiNzv = (dy;) s (df () (V)
= dy;df(z)v
= dfi(z)(v)
n Bf,
= —L(x)v:
= —Zi vo + 1 vj
(1 +m0)° =~ Ll4zo’
—x; dz;(v)

——% _dx
(A+z0)? 07 1+=o

Se afirma que para llegar al resultado basta probar que para todo z € @ se
tiene que si f(x) = y entonces

A(frdy)? + -+ (frdyn)? _
(5.6) =R = ;dxg —dx3?.

Para probar esto sean z,w € Q y 7 [a,b] — @ , ¥ una curva de clase C! tal
que y(a) = z y 7(b) = w . Se demostraré que () =1 FM):

Fren = [ ZEDOL,

1 - [(Foy)®)f
b 2|DE(YENY B 4,
e 1—[(Foy)®)®
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5 \/ 4; [dFi(v(£)) - v/ ()]

= o T iciEewer
b \/4 £ [Fary - ren]’
- /. I (Fem@r

aplicando la afirmacién

/ : ;_V; [y 0] = [(dm0)gy - (v e1)] et

b n
f \jZ (5(8)* = (vo(8)) %t
a Ji=1
= B o

Ahora se demuestra la afirmacién (5.6).

Se tiene que

2
43 (e ) as [<dzi)x () _ @i (dzo), (1,)]

. =1 1+xo (1 + zo)?
2 - 2
(- (&57)
= 3 fam - 25

3

_ 2w 22 (dzo())2]”
= [(d:c @)* 1+x d:t;(‘v)da:o('u)-{— (1 + z0)® ]

s 0

= Z(d i()? - 2dz°(v) Zm.d:t @)+

por lo que basta probar que

a-——)i (dzo(v))?

e

( )2 (dzo(v))® = — (dxo(v))?.
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Obsérvese que si dos funciones fi, f2 diferenciables en una variedad diferencia-
ble U son tales que

HIU=flU

se sigue que df: | U = df2 | U , entonces se tiene tambien que

d{zi-1)=d (ia:?) = 2izidz
i=1 i=1

por lo que

—{0)e ) 4 (3 1), ()+I =1 (@z0), ()
= S sdz0(w) o) + 2T (dwa(w)?
= —(dzo(»))® O

Definicién 5.14 Sea A unaregiény ¢: AC H™ — H™ una funcidn diferenciable,
se dice que ¢ es una isometria hiperbdlica si para todo x,y € H™ se cumple que
Lh(z,y) = h(@(x), #(y)). De manera andloga se define para funciones de B™ en
B™.

' Teorema 5.15 Sea ¢ : B* — B™ una isometria hiperbslica, entonces ¢ € GM(B™).

DEMOSTRACION. Se puede suponer que ¢(0) = 0, ya que si ¢(0) = a, usando
f € GM(B™) tal que f(a) = 0, se tiene que fo@(0) =0y si fod € GM(B")
entonces ¢ € GM (B") (Cf. Teorema 3.6).

Ahora probamos que D¢(0) € O(n), por ser ¢ diferenciable se tiene que

g 800+ B) = $(O)] = DA _ 1, 16(0+ h) — DS(O)hl

AT 1] = m, Tl =0

Dado que

(A

=1 VYheB"
|R|
Y
o 18| _ | De@n]| _
Fy [ h =0

se obtiene

h=0 jh|

tomando h=tv , |v| =1
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|L1?_¢M |Dg(0)v],

fevl

es decir Vv € S*~! | D¢(0)(v)] =1, por lo cual D¢(0) € O(n).

Como las esferas euclidianas de radio < 1 y con centro en el origen equidistan
hiperbélicamente del origen, ¢ preserva estas esferas, en consecuencia se tiene que
D¢(0) preserva la longitud de todo vector tangente. Si denotamos por g(u) a
(D#(0)) ! (u) entonces se tiene por la regla de la cadena que

D(g o ¢)(0) = Id,

ya que

Dg(¢(0))D¢(0) =g g~ = Id

¥y se tiene que g o ¢ preserva toda esfera concéntrica al origen y preserva todo rayo
por el origen, por lo que

god=Id y ¢eGM(B™) .

Esta ltima afirmacién se sigue ya que al ser go ¢ una isometrfa, manda didme-
tros en didmetros, si go ¢(x) = y , =,y hiperbdlicamente equidistantes del origen y
z # y, entonces se tendrfa que D(g o ¢)(0) # Id (ver figura 5.8). O

Figura 5.8

Denotamos por G(Q) el grupo de isometrfas de Q, por los resultados anteriores
se concluye que G(Q) es conjugado e isomorfo a GM (B™) ya que si ¢ € GM(B™),
entonces F~logo F € G(Q) y viceversa ya que F' es una isometrfa.

A continuacién se da una caracterizacién de G(Q), pero primero se necesita un
resultado.
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Definicién 5.16 Sea O(1,n) el grupo de matrices (n+ 1) x (n + 1) cuya accion
bi3

por la derecha en R*+1 es invariante bajo la forma cuadrdtica q(z,z) = 23— 3 =2,
i=1

es decir, si A € O(1,n) , entonces g(zA,tA) = q(z,z), Vz € R**1. A este grupo
de le llama el grupo de Lorentz.

Lema 5.17 Sea A € O(1,n) , ¥ : R*"¥1 — R"*+! dada por ¥(z) = A, supdngase
también que F : Q — B™ es como en el teorema 5.13 y

F°¢'°F_l(y1,y2,--- 1yn) = (w11w27"- ywn)a
entonces Vj

(1 + |y|2) ao;j +2(m1a1; + ... + Ynlnj)
|y|? (@oo — 1) + 2 (1810 + - . . + Yn@no) + (aco + 1) ’

wj =
donde A = (aij) .

DEMOSTRACION. Sean

F_l(y11y21"' 1yn) = (U'O,ul)"' aun):
¢(u01 Uiy - 1un) = (v07v11' .. 1vﬂ)
Yy
F(‘Uo,’ul,... ,‘Un) = (wl,wg,... ,w,,).
Como (vg, V1y--- ,Un) = (u0,U1,... ,uUn)A , para toda j se tiene que
Vj = UpQoj 4+ ... +unan,- N
también

- 1+wl® _ 2m 2Yn
Pt = > v == (UQ,ULy-++» s Un),
(y) (1 — lylz 1— lylz 1 — |y|2 ( 0, U1 n)

por lo que

(1 - |y|2) v = ((1 + y|*ao; + 2 (v1a1; + ... + ynan.i)) .

Finalmente se sigue de la definicién de F' que
2
v __ (-WP)w
T+v 1 jy*+ (1—1yl*) vo
(14 1w1*) @o; +2 3 viass
1=

n
1— |y + (1 + |y*)aoo + 2 _Z:ly.-a.-o
1=

wj
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Teorema 5.18 El grupo de isometrias del hiperboloide Q consiste de las transfor-
maciones determinadas por el grupo de Lorentz O(1,n) gue mo intercambian los
mantos del hiperboloide g(xz,x) = 1.

DEMOSTRACION. Sea A € O(1,n) y ¥ : R®*! — R™"*! dada por ¢¥(z) = zA , tal
que Y(Q) = Q y v una curva de clase C! en @, entonces

g (V' (A, (' () A) = g (v'(2), ¥ (2))
y como A es lineal ¥'(x) = 9¥(z) , ahora

q (¥ ox) (2), (¥ o) (£))

q (' (v (@), ' (v ()Y’ (1))
qa (' @)Yy ()
(')A, ¥ (£)A)

= 49 (’Yl(t)v '7'(t)) ’

por lo cual

(o) =1n(v)
y por lo tanto 7 es una isometrfa de Q .

Este argumento se generaliza a curvas C! por tramos, por lo que dicho subgrupo
de O(1, n) consiste de isometrias, viceversa, se probard que toda isometrfa es de esa
forma y que el grupo de isometrfas hiperbélicas en el hiperboloide es conjugado al
grupo de isometrifas de la bola.

Como las isometrias de B™ pertenecen al grupo de Mobius y son de la forma

z — Too(x) ,, donde T' € O(n), y o es la reflexién en la esfera isométrica (Cf.
Teorema 4.1), basta probar que

F'oToogoF=(F"loToF)o(FloooF)

es una transformacién determinada por O(1,n) que preserva @, o dicho de otra
manera, T y o son de la forma Fo o F~! donde ¥(zx) = 24 , A € O(1,n), y
Q) =Q.

Primero se demuestra que T es de dicha forma. Sea Ag € O(n) tal que T'(x) = xAp.
Se afirma que si

1 0 --- 0
0

A=1]: Ao
0
y ¥(z) =xA,entonces A€ O(L,n) , Y(Q)=Qy Foypo F 1 =T

Usando el lema 5.17 se tiene que si ¥y = (y1, ... ,Yn) € B™,
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2 "
(1 + vl ) Qoj +2 73 :1 Yiaij
1=

[F°¢°F'l(y1,-»-,yn)]j=wj= > 2 o
1—|yI" + 1+ |yl )a00+2zlyiai0
=

como agj =0sij7#0yap =1,

2 ,;:1 Ykar1 2 1?:1 UkGrn
—1 — = =
FoyoF (y) — a7 T
= ydo=T(y).
Ahora, si z = (0, %1, --- +Tn)>
a(zA,z4) = [(zA)o]® - D [(z4);]*
=1
= 23 - (#Alp)?
i=1
donde £ = (z1,...,%n). Como Ag € O(n), entonces TA -TA = T - T y ademsés

z - T = x - T, entonces

n
q(zA,zA) = zi- E z?
=1
= q(=z,x).
Finalmente 1 preserva @ y como la primer entrada de zA = (zq,.-..), entonces

preserva los mantos de hiperboloide.

Probamos ahora que si o es la reflexién en una esfera S(a, ) ortogonal a S(0, 1),
entonces o es de la forma F oo F~! donde ¢(x) = zA , A€ O(1,n), y ¥(Q) = Q.
Como o es una reflexién en una esfera ortogonal a S(0, 1), se puede suponer que

a = (s,0,...,0), ya que si g es una transformacién que manda « en (s,0,...,0)
dada por B con B € O(n) y 7 es la reflexién en la nueva esfera con centro
en (s,0,...,0), y se demuestra que 7(x) = F o ¥ o F~1, donde p'(z) = zA’,

A’ € O(1,n), y ¥'(Q) = Q, entonces como o(zr) = goTog!, donde g(z) = =B, se
tiene por la primera parte, que o es de la forma (Cf. Teorema 4.1)

oc=FoyoF 'oFoy oF loFoy loF 1,

esto es

oc=Fopoy oyp~toF
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donde 3 esta determinado por la g como en la primera parte. Obsérvese que 1 tiene

inversa ya que g la tiene, si i esta determinada por la matriz (1) ?3 ) € o(1,n),
0

entonces 1~} est4 determinada por ( (1) B-1 ) e 0o(1,n).
Ahora se introduce un nuevo pardmetro

a = (c(1),0,...,0), t € (0,00)

donde ¢(t) = cosht

= cotht. Obsérvese que la eleccién del pardmetro es correcta

sen

ya que el centro de la esfera ortogonal tiene magnitud entre 1 y oo y cualquier real
ht .

en (1,00) es de la forma ::)fzht con t € (0, 00). Esto se sigue ya que

cosht

im cosht
t—0 senht

senht

= co dado que

1
senht

cosht . ett+et . l+e2t
i = li = =
t—oo senht t—ooet —e~t t—ool—e—2t
y también como

() = senh?t —cosh®t -1
- senh?t ~ senh?t’
¢/ (t) es decreciente.

Por la ortogonalidad de la esfera con centro en (c(¢),0,...,0) y de radio r se
tiene que

1+7r2 =232,

es decir
(5.7 -2 cosh? ¢ _ 1

= SenhZt _ ~ _ semh®t -
Bajo esta notacién se define

cosh?2t senh?2t e 0
—senh2t —cosh2t
P=1 : :

In—l
0 0

Se afirma que P € O(1,n) y que si h(z) = =P, entonces F o ho F~1(x) = o(x)
Yz € B".
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Se demuestra que h preserva la forma cuadrética g(z, z).

q(zP,zP) = qf(zocosht2t — xysenh2t,xgsenh2t — x1cosh2t,z2,... ,z5) ,
(zocosht2t — xysenh2t, xosenh2t — r1cosh2t,T2,... ,Tn)]
° n

(wocosht2t — x1senh2t)? — (zosenh2t — z cosh2t)? — Z :z:f
i=2

= z3cosh?2t + x2senh?2t — 2xox)cosh2t - senh2t —
—z2senh?2t — t2cosh?2t + 2xoxy senh2t - cosh2t —

n
§ : 2

-— xj
j=2

n
= x2(cosh?2t — senh?2t) — x2(cosh?2t — senh?2t) — Z :z:?

i=2
= Q(I1z) -
y por lo tanto preserva la forma cuadrética.
Finalmente se demuestra que F~! o h o F = o, para esto se utilizardn las

siguientes identidades:

(5.8) 2senh®t =cosh2t — 1,
(5.9) senh2t =2senht cos ht,
(5.10) 2cosh?t =cosh2t + 1,

Por el lema 5.17, si Foo F~Y(y1,¥2,--. s Yn) = (w1, w2, ... ,wy), entonces Vj

(1 + |y|2) aoj + 2 (1015 + . .. + Ynanj)

wj = .
7 lwl? (a0o — 1) + 2 (w1a10 + - - - + Ynano) + (aoo + 1)

Obsérvese que como

2 (y1a10 + ... + Yn@no) = 2y1(—senh?2t),

el denominador de wj es

= |y|? (cosh 2t — 1) + 2y1 (—senh2t) + (cosh 2t + 1).

Usando (5.8) , (5.9) y (5.10) se tiene que este denominador estd dado por
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ly|? 2senh®t — 4y, coshtsenht + 2cosh?t
n
= 2 Z 2 ) senh?t — 4y, c(t)senh?t + 2cosh>t

=1

j=2

n
= 2senh?t [Z v? + % — 2p1c(t) + c2(t):|

n
= 2senh®t |(y1 —c(t))® + ny]
F=Z _I"
= 2senh?t|ly —al>.

Ahora usando (5.7) el denominador de w; es

_2ly—af®
= = .
En consecuencia si j > 2
r2
ws; =___.2 Y WPy
£ 2|y—a|2 Yidjj
2
(5.12) =,
ly —al
yparaj=1

(1 + |y|2) ago + 2y1011
2|y — a|® senh?t
(1 + |yl2) senh2t — 2y, cosh2t
2|y — a|® senh?t
(1 + Iy|2) (2senht cos ht) — 2y, (2 cos h?t — 1)
2|y — a|® senh?t

1
Si denotamos senht = u , y cos ht = v , se tiene que 72 = =Y sustituyendo |y|2

por |y — 042 con el objeto de homologar numerador y denominador, se tiene que
como |y —af? = y* +|ai® -2y - a
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2uv(l + ly — af’ + 2y - a — |a|?) — 251 (202 — 1)
2 |y — al® u?
2uw |y — af? + 2uv + duv(y - a) ~ 2uv|a)? — 2y,(2v2 — 1)
2|y — ol u?

2

= + T;L;F ['u.v + 2uv(y - @) — wv |a|? — 1 (202 — 1)]
v v2 2

= l—yTaF uv +- 2uvy1— - uv—u—,i + 1 — 2y1v

2 [y1+uv(1—-—]

:lc: gle gle gle

- a|2 [~ 2]

Se sigue entonces de (5.12) que

2
Foo F Y (y1,y2,..- ,yn)—a+g——lf(‘y a) =oc(y1,¥2,--- ,Yn)

donde o es la reflexién en la esfera S(a,r). (w]

Es importante mencionar que en el libro de Alan Beardon|l] se menciona que
las isometrfas de Q son exactamente las matrices de (n+1) x (72+1) que preservan la
forma cuadrdtica g(z, z) y el semiespacio definido por g > 0, es decir, a diferencia
de las hipé6tesis dadas para el teorema 5.18, Beardon establece como condicién
necesaria que ambos semiespacios se preserven. Sin embargo esto es falso, ya que
dada cualquier isometrfa P € O(1,n)

cosh2t senh?2t EEC 0}
—senh2t —cosh2t

In—l
0o 0

y h:R*+! — R*+1 definido como h(x) = z P, si se toma el pardmetro t fijo ( como
en la prueba del teorema 5.18), y z9 > 0 fija, entonces es posible encontrar un
elemento T = (zg,Z,,-.. ,Zn) en el semiespacio superior, tal que ~(Z) se encuentre
en el semiespacio inferior. Se tiene que

[EP)g = =xocosh2t — zsenh2t <0
<
z > = cosh2t
1 0senh2t

lo cual siempre se puede lograr con g y t fijas.
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Lema 5.19 Sea A€ O(1,n) ,y

1 . 0
J = I, ,
0
entonces AJAt = J.
DEMOSTRACION. Sea
apo e aon
A= ,
ano e Ann
entonces
apo @o1 - aon 1 0
a0 a1
“‘Q.JAt = : —In At
ano “es ann 0
ago —aor .- —agn @oo 10 .- Q1in
aijp —ai —@ain agr G111 :
k adno —4n1  --- —QCnn Qaon N Qnn
( q(ecA,e0d) aqleoA,erd) ... g(eoA, enA)
gleiA,e0A) gqle14,e14) :
= . . = J.

k qlenA, e0A) . g(enA,enA)

La pemiltima igualdad se sigue de que e;A = (ajo,.-- ajn), y la dltima igualdad
es consecuencia de que A preserva la forma cuadrética y de que
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6y 14,50
qleiA, e;A) = qlei, e5) = { o ‘Si’ijjéj —0

Se sigue del lema 5.19 que si A € O(1, n) , entonces A tiene inversa ya que

(—1)™ det (A2) = det (AT At) = det (J) = (—1)"

es decir, det {A%) = 1, det (A) = +1 . M4s aun, si A € O(1,n) y B es su inversa,
entonces B preserva la forma cuadratica g(z, y), dadas z,w € R**! talesque z = A
y w = yA, entonces

q(z,w) = g(z A, yA) = a(z,y) = q(zB,wB)
y por lo tanto B € O(1,n). '
También se tiene que si A;, A2 € O(1,n) , A14A2 € O(1,n), ya que dados
z,y € R*!, entonces
a(zAB,yAB) = g(zA,yA) = q(z,y) .

En consecuencia, O(1,n) es un grupo. Obsérvese que otra forma de demostrar
estas propiedades de grupo es a partir de que los elementos en O(1, ) son conju-
gados a isometrfas de la bola.

Se denota por SO(0, 1) al subgrupo de matrices de O(1,n) con determinante 1.
A partir del lema 5.19 se obtiene una expresién simple de la inversa de A € O(1,n)
A"l = (JAJ) = JA'J,

esto se sigue ya que

A(JANt = ATJA' T =JT =1.
Obsérvese que J € O(1,n), ya que

q(zJ,zJ)
q((zo, —z1,--. , —Tn), (Tos —F1,--. , —~Tn))
q(z,x) , Yz e R*+! |

[

Definicién 5.20 Se denota por O%(1,71) el subgrupo de matrices de O(1,n) para
las cuales app > 0 . .

Obsérvese que O*(1,n) es en efecto un subrupo.

a) Si A € OF(1,n), se tiene que A~ € OF(1,n), yaque A~! = (JAJ)* = JA*J

b) Si A, Be O*(1,n), y C = AB, entonces C € O*(1,n). Se tiene que
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coo = agoboo + @01b10 + . . . 4 @onbno

= agoboo — l@o1b10 + - . . + aonbnol

n n 1/2
(5.13) = aooboo — [(Z a%.-) (Z b?o)] .
i=1 i=1

Se tiene tambien que como A y B preservan la forma cuadrédtica g(z, )

g(eoA, e0A) = 1 = q(eoB*, e9B*)
se sigue que

n
ado— D ad; =1
i=1
n
(5.14) : bo— D b =1
=1
Reemplazando estas igualdades en (5.13) se tiene que

coo = apoboo — [(a3e — 1) (b3e — 1)]1/2 >0,
va que

adobdo = (efo — 1) (b3 — 1)

si y solo si

ado + b2 =1,

y ésto es consecuencia de (5.14), ya que éstas igualdades implican que ago > 1 y

boo = 1.

Estos argumentos muestran también otra forma de definir O*(1,n), como las

matrices A € O(1,n) tales que age = 1, més auin, si A € O(1,n), |age| = 1.

Teorema 5.21 El grupo de Lorentz, es decir, el grupo de isometrias del hiperboloide

Q es precisamente el grupo O%(1,n) .

DEMOSTRACION. Si A € O+(1,n), entonces

eoA = (ago, ao1,-- . ,on)

y como eg € @, egA también estd en Q, ya que aggp > 0 y se sigue por conexidad

que A es de Lorentz.
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Viceversa, si A € O(1,n) es de Lorentz, se sigue de la demostracién del teorema
5.17 que A estd generadad por matrices del tipo

cosh2t senh2t LR ¢ 1 0 -.- 0
—senh2t —cosh2t 0
P=| : : o A=|: 4
In—l
0 (0] 0

donde A € O(1,n), las cuales pertenecen a O*(1,n), y como el producto de matrices
en O*(1,n) es una matriz también en O*™(1,n) se sigue el resultado. (]

Finalmente, considérese el hiperboloide @ en R3, se afirma que las geodésicas
en B? corresponden mediante F~! a las intersecciones de @ con planos en R3.
Primero para una recta por el origen, digamos xi1a; + z2a3 = 0, aplicando

_ 1+ |z]? 2=z 2
F‘((m,xz))=( L=l ! T2 )

1— |z’ 1 — 2?1 - |z]?

donde z = (x, x2) se sigue que la imagen en Q estd contenida en el plano 0-z;, +
x1 - ay + x2 - ax = 0. Viceversa, como

F ({(zo, 1, x2)) = (__ﬂ_ T2 )

14+x0' 14+ 20

si (zo, z1, T2) pertenece al plano 0-z;+x1-a, +z2-az = 0 se sigue que F ((xo, T1,Z2))
estd contenido en la recta por el origen zia; + x2az2 = 0.

Las geodésicas que no pasan por el origen en B2 son de la forma

(.’El - a1)2 + (Iz - (12)2 = a'f -+ a% - 1.

Esta ecuacién se cumple si y solo si
z? + 22 -2z (a1,a2) = -1,
<>

|z|2 +1 2z - (a1,az2).

como

F“l(zl,xz)

1+ |z2 2, 2z
1—]z12"1— |z’ 1 - |=)?
1

= PpmyL 2z - (a1, a2), 2z, 272),

se sigue que estos puntos estdn contenidos en el plano
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P ((—1, ay, (12)., 0) .

Viceversa, si (xo, 1, z2) € P((—1,a1, az),0) N Q3 , entonces

—xg+T101 +T202 = 0 ¥

zg—zf—zg 1,

aplicando

T2

x
F(zo,x1,T2) = (1—_‘_{3—0, T 20

la imagen esta contenida en el cfrculo

(1+z _a1> (1+z )2

x? _ 2may C o z3 _ 2zaa2
(I1+zo)2 1+xo (1+z0)2 1+w0

z:% —1 _ 2x9
(1 + xo)? 1+ xo

zo— 1 —2x0 + 14+ o
1+ xo 1+ zo

$

¢

3
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