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Introducción 

El estudio de la geometría hiperbólica n-dimensional ha tenido en la últimas 
décadas especial importancia, en particular por su gran impacto en la topología, 
por ejemplo en los trabajos de Thurston sobre variedades Haken. 

En esta tesis se muestra la equivalencia isométrica de tres modelos del espacio 
hiperbólico n-dimensional: el del semiespacio, el de la bola y el del hiperboloide. 
Uno de los principales resultados consiste en mostrar mediante el uso de las for­
mas diferenciales y del pullback la equivalencia isométrica entre la bola y el hiper­
boloide (teorema 5.12) . Otro importante resultado es la caracterización del grupo 
de isometrías del hiperboloide en matrices de Lorentz (teorema 5.20). 

El punto de inicio de la tesis es la caracterización de las isometrías del semies­
pacio como las extensiones de Poincaré (teorema 2 .10 ) . En el desarrollo de la tesis 
se muestra que toda isometría hiperbólica del serniespacio o de la bola es necesaria­
mente de M()bius (teorema 5.15). Otros resultados exhiben las formas generales 
de las transformaciones de Mtlbius así como la discusión de las esferas isométricas 
(teoremas 4.1, 4.2 y 4.3 ). 

Finalmente, es importante destacar que el teorema 5 .18 corrige un error im­
portante en el texto de Alan Beardon [l) (Cf. p.57), que es una de las referencias 
actuales más importantes sobre la geometría h iperbólica. 
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Capítulo I Preliminares 

A continuación se presenta el material que servirá de base para el desarrollo del 
presente trabajo, inciando con los temas de densidades y reflexiones en esferas y 
planos. 

Densidades 

Extendemos primero el concepto de conformalidad a cualquier dimensión: 

Definición. 1.1 Sea f : A e;;;; !Rn -> JRn, A abierto, f diferenciable, se dice que f es 
conforme en x E A si Df(x) es un múltiplo escalar µ(x) de una matriz ortogonal, 
a µ(x) se le llama el factor de conformalidad. 

Para generar una métrica es útil el concepto de. densidad. 

Definición. 1.2 Sea D una región en JR.n, y A : D -JR.+ , se dice que A es una 
densidad si es continua en D, bajo estas hipótesis, se define la longitud de una 
curua 'Y de clase C 1 con respecto a A como : 

¡b A ('Y(t)) l"f'(t)i dt, 

donde 'Y: [a,b) -- D, a esta longitud la denotamos por h(-y) , esta definición se 
extiende de manero natural para curuas C 1 por tramos. 

Usando la definición anterior se puede definir una distancia para los puntos en 
D, de la siguiente manera: 

p(x,y) = infl.>.('Y), ..., 

donde es el ínfimo de las distancias sobre todas las curvas 'Y de clase C 1 que unen 
x con y. Dada A una densidad en D , la distancia p(x, y) define una métrica en D, 
Cf. [1], p.3. 

Si f es una biyección conforme de D en la región abierta D1 y A es una densidad 
en D, entonces se puede definir una densidad en D1 de tal manera que f sea una 
isometría, ésta se define como: 

(1.1) u(f(x)) = A(x)/ µ(x) , 

Cf. (1), p.7. 

Reflexiones 

Ahora se definirán las esferas y planos, y las refiexiones sobre ellos. 
Definición 1.3 . Denotaremos por S(a, r) a la esfera en IR" con centro en a y 
radio r , es decir: 

(1.2) S(a,r) = {x E IR": lx - al= r} . 
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Definición 1.4 . La reflexión sobre S(a, r) esta dada por 

(1.3) 

en particular, la reflexión sobre la esfera unitaria centrada en el origen esta dada 
por 

(1.4) .P(:z:) = ,:i2 1 

denotaremos por x• a x 2 • 

lxl 

La reflexión sobre S(a, r) no está definida en a, sin embargo, si se extiende el 
dominio a 

jjin = lRn U {oo} 
1 

se puede definir .P(a) = oo , e inversamente <P(oo) =a. 

Definición 1.5 Se denotará por P(a, t) al plano definido como: 

{x E lRn: (:z: ·a)= t} U {oo} , 

donde a E !Rn, t E IR, y (x · a) es el producto punto usual. 

En particular, si jaj = 1, la distancia del plano al origen es precisamente jtj 

Definición 1.6 Se define la reflexión sobre P(a, t) corno 

<P(x) = x - 2 [(x ·a) - t) a• 

donde a E IR.n, <P(oo) = oo. 

Denotaremos por "esfera" a cualquier plano o esfera, si <Pes una reflexión sobre 
una "esfera", se puede verificar que es una transformación uno a uno de IR.n en sí 
mismo y que ,P2 (x) = x ; asimismo, <P(x) = x si y solo si x es un elemento de la 
"esfera". 

A continuación se define una métrica sobre la cual las reflexiones en esferas o 
planos son continuas aún en los puntos oo y .¡,- 1 ( oo) . 

Primero se encaja iíin en iíin+l mediante la transformación 

X X 
(xi.x2, ... ,xn)-> (x1,:i:2, ... ,Xn,O) 

yoo oo, 
así se tiene una transformación uno a uno de jjin en jjin+l , donde la imagen es el 
plano Xn+l =O en jjin+l . 

Ahora se transforma el plano Xn+l = o en la esfera sn mediante la transfor­
mación 7r(x): !Rn - JRn+l, la cual proyecta cada punto x e IR.n al punto donde la 
línea de x a en+i = (O, ... , O, 1) E JRn+l intersecta a sn (ver figura 1.1). 
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Figura 1.1 Proyección estereográfica 

De manera analítica se describe 11"(x) como 

11"(x) = x + t(en+l - X) , 

donde tes tal que 111"(x)I = 1 , resolviendo (1.5) se obtiene como solución no trivial 
lxl2 -1 

t = 2 , por lo que la forma explícita de 7r(x) es: 
lxl + 1 

(1.5) ( 
2x1 2Xn lxl2 

- 1) 
11"(x) = lxl2 + 1' ... ' lxl2 + 1' lxl2 + 1 ' 

y definimos 7r(oo) = en+l . 
De manera análoga, podernos encontrar la inversa de 11", para lo cual construimos 

1/J : S" - lR." , 1/J(y) = en+l + t(y - en+1) , donde t es tal que 1/J(y) · en+l = O, es 

decir, 1/J(y) e lR". Resolviendo se tiene t = 
1 

1 
, por lo tanto 7r- 1 (y) = 1/J(y) = 

-Yn+1 

1 
fj , donde ff= (y1,Y2, .. .,yn)· 

-Yn+l 
Obsérvese que la proyeccion estereografica es precisamente la reflexion 4>0 (x) 

en la esfera S(en+l• v'2) restringida al plano Xn+l =O, lo anterior puede verificarse 
de forma sencilla: Si aplicamos 4>0 (x) a un punto en el plano Xn+l =O se tiene que: 

4>o(x) · 4>o(x) 

( 
2(x - en+i)) 

en+l + 2 
lx - en+1I ( 

2(x - en+i)) 
. en+l + 1 12 

X - en+l 

1-
4 4 

-----,,-2 + 2 = 1 . 
lx - en+1I lx - en+1I 

es decir, 4>0(x) está en la esfera unitaria y está en la direccion de x hacia en+l· 
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Una manera aún más simple de probar esta afirmación es observar que si x E !Rn 
la reflexión </>o esta dada por: 

2(x-en+1) 2(x¡, ... ,Xn,-1) 
en+l + 2 = en+l + 2 lx - en+1I 1 +!xi 

<l>o(x) 

( 
2x1 2xn lxl

2 
- 1) 

1 + lxl 2
' • • • ' 1 + lxl2 ' lxl 2 + 1 ' 

que es precisamente la fórmula de la proyección estereográfica (1.5) . 

Por lo tanto <l>o transforma el plano x,.+1 = O en la esfera unitaria, más aún, </>o 
transforma el semiespacio inferior en el interior de la esfera unitaria, esto se sigue 
por conexidad y biyectividad ya que al aplicar</> al "polo sur" de la esfera unitaria, 
se tiene que <t>( - e,.+ 1 ) = O • En consecuencia el semi espacio Hn+ 1 definido por 
{x E JRn+l 1 Xn+l >O}, es transformado por <Po en el exterior de la esfera unitaria. 

Figura 1.2 Reflexión en la esfera S(en+l• V'2) 
Se tiene entonces que si u denota la reflexión sobre el plano Xn+l 

función: 

(1.6) <l>=</>oOO' 

transforma biyectivamente H"+1 en B"+1 = {x E JRn+l 1 lxl < 1} . 

O , la 

Teorema 1.7 (F6rmula de la distorsi6n de las reflexiones en es/eras): Si u es la 
rejlexi6n en S(a, r), entonces: 

(1.7) 

DEMOSTRACION. 

r2 ly-xl 
lu(y) - u(x)I = lx _al IY _al 

lu(y) - u(:z:)I = !Ca+ r 2 (y - a)*) - (a+ r 2 (x - a)9)j 
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r 2 l(Y - ar - (x - ar! 

r 2 [((y - a)* - (x - a)*)· ((y - a)* - (x - a)*)] 1
/

2 

[ 

. ] 1/2 
2 1 2(:z: - a) · (y - a) 1 

r 2- 2 2 + 2 IY - al lx - al IY - al lx - al 

[ 

2 ] 1/2 
2 1 2x ·y - 2:z: ·a - 2y ·a+ 2 lal 1 

r 2- 2 2 + 2 IY - al l:z: - al IY - al l:z: - al 

2 [ 1 lx - al
2 + IY - al

2 + 2x ·Y - l:z:l
2 

- IYl
2 

1 ] 
112 

r 2- 2 2 + 2 IY - al lx - al IY - al lx - al 

2 [ lx - al
2 

l:z: - al
2 + IY - al

2 
- IY - :z:l

2 IY - al
2 

] 
112 

r 2 2- 2 2 + 2 2 IY ·-al lx - al l:z: - al IY - al IY - al lx - al 
r2 jy-xj 

lx-al ly-al 
o 

Obsérvese que la relación (1.7) nos da una medida de la distorsión local en x, 
como consecuencia, se obtiene el factor de conformalidad de e/> en x. 

(1.8) ( ) r lu(:z: + h) - u(x)\ r
2 

µq, X = h~ lhl = IX - al2 0 

Usando la fórmula (1.5), podemos definir la métrica en iR.n . 
Definición 1.8 Se define una métrica d en iR_n llamada métrica cordal como 

d(x, y) = l7r(x) - 7r(y)I , 

donde x, y E iR_n. 

Teorema 1.9 la métrica cordal puede expresarse de manero explicita como: 

DEMOSTRACION . El hecho de que la proyección estereográfica sea la restricción de 
una reflexión nos permite probar de una manera fácil la fórmula de la distancia 
cordal, usando esta fórmula se tiene que si x , y E !Rn: 
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d(x,y) lt/>o(x) - <t>o(y)I 
2lx-yl 

lx - en+d IY- en+d 
2lx-yl 

( 1 + lxl2) 1/2 ( 1 + IYl2) 1/2 . 

Un cálculo sencillo demuestra que cuando y = oo, 

2 
d(x,y)= ! 

( 1 + lxl2) 
o 

Con esta métrica cordal se puede probar que las reflexiones en "esferas" son 
continuas en fiin.cr. [l], p. 22. 
Definición 1.10: Una transformación de Mobius en ftln es una composición finita 
de reflexiones en esferas y planos. 

Obsérvese que cualquier transformación de Mobius es un homeomorfismo de 
fiin sobre sí mismo. Como cualquier composición finita de transformaciones de 
MObius es de MObius , y la inversa de una transformación de MObius también es de 
MObius y la identidad es una tranformación de Mobius, estas transformaciones for­
man un grupo llamado Grupo General de Mobius, el cual es denotado por GM(filn). 

Si <t> es una isometría euclidiana y fija el O, entonces puede probarse que preserva 
la norma de los vectores y el producto vectorial, más aún, tf> es de la forma: 

(1.9) <t>(x) = xA + xo , 

donde A es una matriz ortogonal y xo E IR". Cf. [1), p.p. 23-24 Teoremas 3.1.3 y 
3.1.4. 

Las reflexiones en "esferas" son conformes e invierten la orientación, Cf. [1], p . 
25, 26., por lo cual la composición de un número par de reflexiones conservan la 
orientación, mientras que la composición de un número impar invierte la orientación. 
Se define el Grupo de MObius denotado por M(fiin) como el subgrupo de GM(filn) 
formado por las transformaciones que preservan la orientación. 

Teorema 1 . 11: Las transformaciones de Miibius transforman "esferas" en "es­
feras". 

Una demostración de este resultado se puede consultar en (1), p. 28 Teorema 
3.2.1. 

Dadas dos "esferas" E y!::' se define un producto entre ellas (E, E') E JR+u{O} 
llamado el producto inversivo de E y E' . Este producto se puede expresar de 
manera explícita como sigue: ( Cf. [1), p. 29. ) 

a) si E = S(a, r) y E' = S(b, t), entonces: 
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(1.10) 
, lr2+t2-la-bl2I 

(!:, !: ) = 2rt 

b) si !: = S(a, r) y !:' = P(b, t), entonces: 

(1.11) (!:E')= l(a·b)-tl 
' rlbl 

c) si E= P(a, r) y E' = P(b, t), entonces: 

(1.12) (E E')= !(a· b)I 

' 'ª' lbl 

Este producto conlleva la geometría. de la. relación entre las dos "esferas"; si E 
y E' se intersecta.n, (!:,E')= cosB, donde(} es uno de los ángulos de intersección, 
(el ángulo de intersección se mide con las normales) y en consecuencia. (E, E') =O 
si y solo si E y E' son ortogonales. También resulta. que las transformaciones de 
Mobius preservan el producto inversivo. 

Finalmente enunciamos tres resulta.dos que usaremos en esta tésis, las demostra­
ciones pueden consultarse en [1) p.p. 31,32. En el tercer resulta.do se emplea la. razón 
cruzada, la cual se define para cuatro puntos distintos x, y, u, v en &n como 

d(x, u)d(y, v) 
[x,y,u,v) = d(x,y)d(u,v)" 

Teorema 1.13: Sea E una "esfera", <7 la reflexión en E e I la transformación 
identidad. Si <P es una transformación de Mobius que fija puntualmente E, entonces 
<P=lo<P=<7. 

Teorema 1.14: Sean x, y puntos inversos respecto a E y sea c/J una transformación 
de Mobius, entonces <P(x) y tjJ(y) son puntos inversos con respecto a c/J(E) . 

Teorema 1.15: Una transformación <P : in -> in es una tronsfonnaci6n de 
Mobius, si y solo si preserva la razón cruzada. 
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Capítulo II Modelo del semiespacio superior 

En este capítulo se estudiará el primer modelo del espacio hiperbólico n-dimensional, 
al cual llamaremos modelo del semiespacio superior. Trabajaremos inicialmente con 
extensiones de reflexiones en esferas y planos en IRnhasta llegar a la definición de la 
Extensión de Poincaré de una transformación en G~\/ (iRn), para finalmente exhibir 
la métrica hiperbólica en este modelo. 

Definición 2.1. Sea <P la refiexi6n sobre el plano P (a, t), a E IRn, se define la 
extensi6n de Poincaré de <P a JRn+l como la refiexi6n sobre P (a, t), a E JRn+l, 
a= (a, O) E JRn+l y se denota por -;f,. 

;¡;(X) 

~i--· 
P(a,t) P(a, t) 

Figura 2.1 Extensión de Poincaré de una reflexión en un plano 

Como se observa en la figura, la extensión es una reflexión sobre un Plano que 
tiene el mismo vector normal. 
Definición. 2.2 Sea <P la refiexi6n sobre la esfera S (a, r), a E IRn, se define 
la extensi6n de Poincaré de <P a JRn+l denotada por °;j, como la refiexi6n sobre 
S(a,r), a E JRn+i, a= (a,O) E !Rn , a E IRn. 

Proposición 2.3. Si <Pes una reflexión sobre una "esfera" en IRn, "J, extiende a <P 
en el sentido siguiente 

DEMOSTRACIQN, Sea a= (a, 0) E JRn+l, x = (x, 0) E JRn+l 

Caso l. Si <Pes reflexión sobre P (a, t) 

-;¡, (X) = x - 2 [x . a - tJ a 
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R" 

~ 
S(a;r) 4'(x) • S(a,r) 

Figura. 2.2 Extensión de Poinca.ré de una. reflexión en una. esfera 

(x, O) - 2 ((x, O) • (a, O) - t] {a, O) 

(x - 2 (x · a - t) a, O) 

(.P(x) ,O) 

Ca.so 2. Si 4' es reflexión sobre S (a, r) 

;¡, (X) a + r 2 (x - a). 

(a O) +r2 ((x,0)- (a,O)) 
' 1x--a12 

(
a+r2 (x-a) ,o) 

lx-al2 

(4'(x) ,O) o 

Obsérvese que como consecuencia. de esta proposición si 
preserva el plano Xn+l = O. 

4' E GM(IR") , ef, 

Proposición 2.4 Si .pes una reflexión sobre una "esfera", ef, preserva el semies­
pacio superior y por lo tanto el semiespacio inferior. 
DEMOSTRACION. Si.Pes la reflexión sobre P(a,t) y (x,xn+i) E JR.n+l, x E JR.n, 

Xn+l E JR+, entonces 

(x,x,.+1) -2[(X,Xn+i) · (a,O) - t] (a,O) 
(x - 2 (x · a - t) a, Xn+1) 

(.P (x), Xn+1) • 
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Si </>es la reflexión sobre S (a, r) , 

;p (x, Xn+i) (a, O)+ r2 [(x, Xn+1) - (a, O)~ 
l(x,Xn+i) - (a,O)I 

(a, O)+ r 2 ( (x - a, Xn
2
+1)) 

lx-al 

( 
2 (x - a) r 2 xn+l ) a+r 2 ' 2 
lx-al lx-al 

y en ambos casos [;t; (X)] >O , si Xn+l >O. O 
n+l 

Obsérvese que en el caso de una reflexión sobre un plano, ;t; conserva la coor­
denada n + 1, esto es: 

(2.1) [;t;(y)) = Yn+l · n+l 

También si ;t; es reflexión sobre una esfera: 

(2.2) [;p(y)] = r
2
Yn_::; 

n+l ¡y-al 

Leima 2.5. Sea</> E GM (!Rn), </> = <Pn o ..• o </>2 o <P1 = 1/1,.. o .•• o 1/12 o1/11 donde </>j y 
1/Ji j = 1, .. ., n y i = 1, .. ., m, son reflexiones sobre "esferas", entonces 

;pn o ... o ;t;2 o ;t;1 = :;¡,,.. o ... o :;j,2 o :;¡,1 

DEMOSTRACION. Como ;pn o ..• o ;p2 o ;pl l IRn =</>y 1/Jm o ... o 1/12o1/11 l !Rn = </> se 

tiene que :;¡,-;1 
o :;¡,-:; 1 

o ... o ;p-;;,1 
o ;t;n o ... o ;t;2 o ;t;1 fija el plano Xn+l = O y preserva 

Hn+l. Por consiguiente el resultado se sigue del teorema 1.13. D 

Lema 2.6. Sea</> E GM (i.n) y 1/J E GM (i.n+i) tal que 1/J preserva el semiespacio 

superior y 1/J ¡ i.n = </> , entonces 1/J es la extensión de Poincaré de </>. 

DEMOSTRACION. Obsérvese que la composición 1/J-1 o</> es la identidad en (i.n) y 

dado que 1/J preserva Hn+l , se sigue del teorema 1.13 que 1/J(y) = ;t;(y) para toda 
y E i.n+i. O 

El lema 2.5 nos permite definir la extensión de Poincaré de cualquier transfor­
mación en GM (i.n). 
Definición 2.7. Sea</> E GM (i.n), </> = <l>n o ..• o </>2 o </>1 donde <Pi, i = 1, .. .,n, 
son reflexiones sobre "esferas". Se define la extensión de Poincaré de </> en 

GM (i.n) como ;p = ;pn o •.. o ;p2 o ;pl. 
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Proposición 2.8. La expresi6n 

ly-xl2 

Yn+lXn+l 

x,y E Hn+i, es invariante bajo ef,, donde </>E GM (Jiin). 

DEMOSTRACION. Basta probar el caso cuando </> es reflexión sobre una "esfera". 
Caso l. Si;¡, es la reflexión sobre S(a, r) ' a= (a, O) E JRn+l, X= (x, Xn+1) E JRn+l, 
entonces 

ef>(x) =a+r2 (x-a)", 

usando la fórmula de distorsión de las reflexiones en esferas se tiene 

(2.3) 

por lo cual, usando {2.2) 

r 2 IY -xi 
l</>{y) - ef>(x)I = lx - al lií- al ' 

l<l>(y) - ef>{x)l2 
r 4 IY - xl

2 
lx - Cíl

2 
lií - al

2 

lx - al2 IY - ai
2 

r 4 xn+1Yn+1 
ly-xl2 

Caso 2. Si ef, es la reflexión sobre el plano P (a, t), a= (a, O) E JRn+i, t E JR+. 

Como ef, es una isometría euclidiana y se sigue de {2.1) que [ef> (x)] = Xn+l• 
n+l 

el resultado es inmediato. O 

Definición 2.9 Se define la métrica hiperbólica en JH!n+l como la métrica determi­
nada por la densidad: 

1 
,\ : JH["+1 -+ JR+' .>.(x) = --- . 

[xJn+l 

Teorema 2.10 Las extensiones de Poincaré de las transformaciones en GM(JÍin) 
son isometrías hiperbólicas de JH!n+l. 
DEMOSTRACION. Dada</> E GM(Jiin) se sigue de la discusión sobre densidades que 
</> es una isometría hiperbólica si se cumple 

(2.4) ,\ (ef><x>) = :4>(~~) ' 

donde,\ (x) = [xln+l y µ4>(x) es el factor de conformalidad de ef, en x. Basta probar 
(2.4) en los casos en que <I> es la reflexión en una "esfera". Recordamos también 
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que si f es conforme, entonces el factor de conformalidad de f en x está dado por 

l . lf (x + h) - f (x)\ 
h~ lhl ' 

en particular, si <Pes la reflexión en S(a, r) , se deduce directamente de (2.3) que 
r2 

µ"4> (x) = 2 ' \x-a\ 

usando la relación (2.2) se tiene >. (;p (x)) = I~ - a\
2 

lo cual es (2.4). 
r Xn+l 

En el caso de <P reflexión en un plano, <P es isometría euclidiana, por lo que 
µ"4> (x) = 1, '<lxE Hn+l y la relación (2.4) es la relación (2.1). O 

Ahora se exhiben fórmulas explícitas para la distancia hiperbólica, denotamos 
por lh(-Y) a la longitud hiperbólica de una curva -y. 

Teorema 2.11 . 

p(x,y) = log ~. 
p 

DEMOSTRACION: 

-y(b) = qen+l· 

Si x = pen+l Y Y= qen+l , q > p >O entonces 

Sea -y : [a, b] -> Hn+i de clase C 1 , -y(a) = pen+i. 

l b h' (t)i 
----dt 

a l'n+l (t) 

l
b [t (-y~ (t))2] 1/2 

•=1 dt 
a "Yn+l (t) 

l b h:.+l (t)I dt 
"Yn+l (t) 

l b -r:.+1 (t) dt 
a l'n+l (t) 

log l'n+l (t) I~ 

lag!!. 
p' 

por lo cual lh(-Y) :;;;. log ~ . Este argumento se generaliza para curvas C 1 por tramos. 
p 

Ahora, sea -y : [a, b] - Hn+l , -y(t) = ten+l 

(2.5) lh(-Y)= rh:.+i<t)ldt= r~=log~. o 
}p "Yn+l (t) }p t p 

De la demostración de este teorema se sigue que la distancia mínima entre los 
puntos x y y se alcanza en un segmento de la recta {ten+1 }, t E IR. 

Posteriormente se exhibirán fórmulas para todo x, y E Hn+i. necesitamos 
primero algunos resultados. 
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m 

Teorema 2.12 Sea p::::¡}i=1, .. ,m una colección de planos en R_n, entonces n E¡ es 
i=l 

un subespacio afín, y viceversa, un subespacio afín de dimensión k es la inter-
sección de n - k planos cuyos vectores normales forman un conjunto de vectores 
ortonomales. 

m 

DEMOSTRAC!ON. Sean E¡ = P(a¡, t¡), i = 1, •.. , t, y W = n E¡ . 
i=l 

Caso l. O E W, esto es, t¡ = O 'Vi. En este caso W es un subespacio vectorial, 
ya que O E W y para todo x, y E W , el elemento (x + >.y) · a¡ O Vi , y por lo 
tanto esta en W. 

' m ' Caso 2. O it. W. Sea x E W y 'Vi sean :E¡ = :E¡ - x, entonces O E n E¡ y por lo 
i=l 

T11. I m I 

tanto n E¡ es un subespacio vectorial. Ahora, si se demuestra que w = X+ n :E¡, 
i=l i=l 

entonces por definición W es un espacio vectorial afín. Para probar lo anterior, sea 
m, m, m 

x +y E x + n E¡, entonces y E n E¡ y por definición x +y E n :E¡. Viceversa, 
i=l i=l i=l 

m m , 
si z E n E¡, entonces y= z - x E n :E¡ y finalmente z =X+ y 

m ' 
Ex+ n E¡ 

i=l i=l i=l 

Ahora, sea W un subespacio afín de dimensión k en !Rn. 

Caso l. O E W. 
Sea {v1,v2, ... ,vk} una base ortonormal de W y {vk+1,Vk+2, ... ,vn} una 

extensión de ésta a una base ortonormal de !Rn. Sea IIj = P(vk+j,O), con 
n-k 

j = 1, 2, ... , n - k, entonces se afirma que n IIj = W. 
j=l 

Primero, sea x E W, entonces x·vk+i =O V' j E {1, 2, ... , n-k}, por lo tanto 
n-k 

x E IIj para cada j y por lo tanto en su intersección, esto es: W ~ n IIj. Por 
j=l 

n-k n 

otra parte, sea X E n IIj ' X puede expresarse como X = '2: S;V¡ , como X E IIj, 
j=l i=l 

k 
s¡ = O V' j = k + 1, k + 2, ... , n y por lo tanto x = }: s,v E W . 

i=l 

Caso 2. O it. W. Sea x E W y sea V = W - x, entonces O E V, se sigue del 
n-k , 

caso 1 que V es la intersección den - k planos n IIj. Ahora, sean II¡ =X+ TI¡' 
j=l 

n-k 
i = 1, 2, ... , n-k, basta demostrar que W = n rr;. Sea x+y E 

i=l 
n-k 

n-k n rr;, entonces 
i=l 

y E n Il¡ y por definición x +y E W. Viceversa, si z E W, entonces y = z - X E 
i=l 

ni. n-k , n TI¡ y finalmente z = X + y E X + n Il¡ 
i=l i=l 

Teorema 2.13 La intersección de dos esferas es vacía o un punto o la intersección 
de una esfera con un plano ortogonal a la recta que une los centros. 
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DEMOSTRACION 

Sea E = S(a, r) y E' = S(b, t) esferas en lR" : 

Si la - bl > r + t , entonces, En E' = 0 . 

Si la - bl = r + t , entonces la intersección En E' es el punto: 
(b- a) (a - b) 

a+ r lb - al = b + t la - bl . 

a z 

Figura 2.3 Intersección de dos esferas. 

Si la intersección no es un punto ni es vacía, sea y = E n E' y z la proyección 
ortogonal de y a la recta por a, b , se afirma que En L,' = TI n E", donde II es el 
plano ortogonal a b - a por z y L," = S (z, lz - yl). Para probar esto se tiene por 
el Teorema de Pitágoras que 

IY - al2 = la - zl2 + IY - zl2 . 

Obsérvese que z está unívocrunente determinado, es decir, no depende de y , 
como 

IY - zl2 + lz - al2 
= r 2 Y IY - zl2 + lb - zl2 = t 2 

se tiene 

lz - al2 - r 2 = lz - bl2 - t 2 

por lo que, si z = a+ k (b - a) , k E JR, 

la - zl2 - r2 

lk(b - a)l 2 
- r 2 

. k2 lb - al2 - r2 

lb- zl2 - t 2 

l(a - b) + k (b- a)l2 - t2 

lb- al2 ll - kl2 - t2 



k2 -11- kl2 

2k-1 

r2 -t2 
lb-al2 
r2 -t2 
lb-al2 
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Probaremos ahora que L: n L:' ~ TI n L:" : sea ;; E E n L:' ' como z está 
unívocamente determinada, entonces (z - x) es ortogonal a (a - b), es decir, x E fl, 
y de nuevo por el Teorema de Pitágoras: 

lx - zl2 = lx - al2 
- la - zl2 = IY - zl2 

y por lo tanto X E TinL:" · 
Por otro lado, sea X E TI n L:"' entonces ( z - X) es ortogonal a (a - b)' y 

lz - xi = IY - zl , por lo cual : 

lx - al2 = lx - zl2 +la - zl2 = IY - zl2 +la - zl2 = r2 

y por lo tanto x E ¿:, análogamente x E 2:' . O 

Definición 2.14. Denotamos por "k - esfera" a una esfera de dimensi6n k en 
Rn, o un espacio afín de dimensión k en lRn . 

Se sigue de las observaciones anteriores que la intersección finita de "esferas" es 
vacío, o un punto , o un espacio afín de dimensión k en Rn o es la intersección de un 

· e5pacio afín y una esfera. Esto se sigue ya que se puede intercambiar la intersección 
de dos esferas por la intersección de una esfera con un plano. También es cierto 
que una "k - esfera" es la intersección de "esferas" . 

Teorema 2.15. Las transformaciones de Mobius mandan "k-esferas" en 
"k-esferas". 
DEMOSTRACION. Sea <PE G.IH(lRn.) y W una "k - esfera" en Rn, entonces 

m 

W = nn3 , donde Il; son "esferas" en Rn , 
i=l 

como se mencionó en Preliminares, las transformaciones de MBbius mandan "es­
feras" en "esferas" y como tambien son biyectivas se tiene que: 

4> (orrj) = dt<nj) . 
por lo tanto <l>(W) es una "ro-esfera". 

Basta probar que rn = k. Usando el teorema de la función implícita se pueden 
encontrar k curvas por x cuyos vectores tangentes forman una base ortogonal del 
plano tangente a W en x; se sigue por consiguiente de la conformalidad de 4> que 
las tangentes a las imágenes de dichas curvas en 4>(x) son ortogonales, es decir, el 
plano tangente a q)(W) en tj>(x) tiene dimensión ~ k. Aplicando este argumento a 
.p- 1 se sigue que la dimensión es k. En el caso de una k - esfera, para aplicar el 
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teorema de la función implícita se puede trasladar su centro al origen y aplicar una 
transformación ortogonal, de tal manera que en una vecindad de x la esfera sea la 
gráfica de una función de ]Rk en IR ( en un subespacio ]Rk+l de lRn) . O 

Para continuar con la discusión acerca de las curvas que minimizan distancias 
se necesita un lema: 

Lema 2.16. Dados x,y E Hn+l existe <PE GM(Rn) tal que ;J;(x) = p en+l• y 
;J;(y) = q en+i, donde p, q E JR+ . 

DEMOSTRACION. Sean x,y E Hn+l , 

Caso l. La línea que une x con y es paralela a en+l · Sea x 0 la proyección en 
JRn de x, y , y T : jRn - IR.n dada por T(x) = x - x 0 , la extensión de Poincaré de 
esta transformación traslada los puntos x y y al eje en+l· Como Tes una isometría 
se sigue el resultado. 

Caso 2. La línea que une x con y no es paralela al eje en+l· Considerando el 
2- plano determinado por el eje en+l y la rectal que pasa por x y y, se puede trazar 
Un Círculo C Ortogonal al plano Xn+l = Ü que pasa por los puntos X, y ; denotemos 
por z el centro (Figura 2.4) . 

Mediante la traslación T 1 (x) = x- z llevamos el centro z del círculo C al origen. 
Por la proposición 2.6 la extensión de Poincaré de T es de nuevo la misma traslación 
actuando en JRn+l .(Figura 2.5). 

Figura 2.4 Círculo ortogonal al plano que pasa por x y y. Figura 2.5 traslación de 
e al origen. 

Ahora mediante una rotación en IR.n se hace coincidir la proyección de l en 
el plano Xn+l = O con el eje e1. Se puede definir esta misma rotación en jRn+l 
obteniendo así su extensión de Poincaré, posteriormente una homotecia coloca al 
círculo sobre la esfera unitaria, análogamente esta homotecia es una extensión de 
Poincaré. 
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Figura 2.6 Rotación hacia el eje e 1 • Figura 2.7 Homotecia de C. 

Finalmente, de manera análoga a la discusión en los preliminares (Cf. p.6) se 
aplica la reflexión sobre S ( e 1 , v'2) la cual envía las imágenes de x, y a puntos en 
el eje en+i y entonces aplica el caso l. De nuevo esta transformación se extiende a 
an+i, y ésta es la extensión de Poincaré. 

II(y) 

Figura 2.8. Reflexión sobre S(e1 , v'2) 

Otra forma de demostrar el caso 2 es la siguiente: Sea G el círculo como se 
definió anteriormente y sea a uno de los puntos donde G intersecta al plano Xn+l = O 
(Figura 2.9), si f es la reflexión en fiin de la esfera S(a, r), entonces la extensión 
de Poincaré de f, T reflexión en S(a, r), transforma G en una recta paralela al eje 
en+l (esto se sigue por conformalidad y el teorema 2.10) . Finalmente aplicamos el 
caso l. o 

Obsérvese que por conformalidad las extensiones de Poincaré transforman "cír­
culos" ortogonales a fiin en "círculos" ortogonales a fiin y que el lema 2.16 establece 
que estos "círculos" son transitivos bajo las extensiones de Poincaré. 

Definición. 2.17 Una geodésica en Hn+l es una curva que minimiza la distancia 
hiperbólica. 
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_e Figura 2.9 Círculo ortogonal al plano que pasa por x y y. Reflexión en S(a,r) . 

Como se observó en el teorema 2.11, la recta sobre el eje en+l es una geodésica 
y en consecuencia cualquier recta ortogonal al plano Xn+l = O es una geodésica. 
Por otra parte, como consecuencia del lema 2.16, todo semicírculo ortogonal al 
plano Xn+l = O es una geodésica. Además éstas son las únicas geodésicas, ya 
que si hubiera otras, por transitividad se tendría que para ei caso x = pen+l y 
y = qen+l , p, q E R+, habría al menos otra curva que minimizara la distancia entre 
estos dos puntos, sin embargo, la demostración del teorema 2.11 establece que esto 
no es posible. 

Ahora damos una fórmula explícita de la distancia hiperbólica. 
[ 12 

Teorema 2.18. Sean x,y E Hn+l, entonces coshp(x,y) = 1 + -2~x_-_Y~­Xn+1Yn+1 
DEMOSTRACION. Primero se verifica en el caso de x = pen+i. y = qen+l , p < q. 

Como p(x,y) = logq/p 

cosh(p(x, y)) 
elogq/p + elogq/p 

2 

q/p+p/q 
2 

q2 +p2 

~ 

1 + (p- q)2 
2pq 

El caso general se sigue del lema 2.16 ya que cualesquiera dos puntos en Hn+i 
pueden trasladarse al eje en+l mediante una extensión de Poincaré, por lo cual: 

~-----------=-=-=·=--~·----'----~---............. -..... ___ ,...__ 



21 

cosh(p(x,y)) cosh(p(ef;(x), ef;(y))) 

Finalmente se sigue de la proposición 2.8 

cosh(p(x, y)) 
1 + lx-yl2 

2 (x]n+l (Y]n+l. 
o 

Teorema 2.19. La esfera hiperbólica {x E Hn+l 1 p(x,y) = r} con centro hiper­
bólico en y = (y1, y2, ... , Yn+1) y radio hiperbólico r es precisamente la esfera 
euclidiana 

(x1 - y¡)2 + · · · + (xn - Yn)2 + (xn+l - Yn+l cosh r)2 = (Yn+1senhr)
2 

• 

lx-yl
2 

DEMOSTRACION. Sabemos que cosh(p(x,y)) = 1 + 2 [ ] [ ] por lo que la 
X n+l Y n+l 

esfera hiperbólica puede expresarse como 

Sh(y, r) = {x E Hn+l 1 cosh r = 1 + 2 [ ~x - r~ } , 
X n+l Y n+l 

entonces 

lx - yj2 = -2xn+1Yn+l + 2coshrxn+1Yn+l• 

= -2Xn+1Yn+l + 2 cosh TXn+1Yn+1 + x;+l - x;+1 + Y~+l - Y~+l (-senhr
2 + cosh r

2
), 

agrupando se tiene 

jx-yj2 

y 

(x~+l - 2xn+1Yn+l + Y~+1 ) + (-x~+l + 2 cosh TXn+lYn+l - Y~+l cosh r
2

) 

-Y~+l (-senhr2), 

jx -yl2 = (xn+l -Yn+i)2 - (Xn+i -Yn+l coshr)2 - Y~+1 (-senhr2), 

por lo que 

(x1 - Y1)2 + · · · + (xn -Yn)2 + (xn+l -Yn+l coshr)2 = (Yn+1senhr)
2

. O 
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Se pueden obtener otras expresiones para la distancia hiperbólica. 

Corolario 2.20. Para toda x, y E Hn+l se cumple que 

senh2~p(x, y) = lx - Yl2 
2 4Xn+l Yn+l 

DEMOSTRACION. Como cosh2 t = !(cosh2t + 1) , se tiene 

por lo que 

coshp(x,y) = 2cosh2 (p(~y)) -1 

cosh2 (p(~y)) -1 

coshp(x, y)+ 1 _ 
1 

2 

~ [2 + lx - Yl
2 

] _ l 
2 2Xn+l Yn+l 

1x-yl2 o 
4 [x]n+l [Y]n+l. 

Corolario 2.21. Si x E Hn+l entonces : 

lxl2 
coshp(x, !xi en+d = -­

Xn+l 

DEMOSTRACION. Por el teorema 2.18 se tiene 

coshp(x, lxl en+i) 1 + [x - !xi en+d
2 

2lxlxn+l 

1 + lxl
2 

- 2 lxl Xn+l + lxl
2 

2 lxlxn+l 

2 lxl 2 

o 

Geométricamente podemos observar que la distancia hiperbólica de x a !xi en+l 
es la longitud del segmento de círculo con centro en el origen y radio r entre x y 
lxl en+l . El resulte.do nos indica que el coseno hiperbólico de la longitud está dada 
por la razón entre lxl y Xn+l• es decir, la cosecante del ángulo o (ver figura 2.10). 
Otra forma de observar lo anterior es el hecho de que las homotecias son extensiones 
de Poincaré y en consecuencia son isometrfas hiperbólicas (ver figura 2.11). 
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--- ...... 
---, ', ----

Fig. 2.10 Segmento de geodésica de x a lxl Xn+l· Fig. 2.11 Homotecia. 

Una expresión de la esfera en términos de puntos simétricos esta dada por el 
siguiente resultado. 

Teorema 2.22. Sea S la esfera hiperbólica en Hn+l con centro hiperbólico y y 
radio hiperbólico r, si y denota la reflexión de y en el plano Xn+l =O, se tiene que 

S = { x 1 :: = ;: = tanh G)} · 
DEMOSTRACION. Analíticamente , puede escribirse la ecuación como: 

r r 
lx - YI cosh 2 = lx - fil senh2 , 

equivalentemente 

por lo que 

lxl
2 -2x· y+ IYl

2 
-2xn+1Yn+i(cosh2 ~ + senh2 ~) =O, 

donde x, y son las proyecciones de x, y en el plano Xn+l = O, finalmente esta ecuación 
es: 

lx - Yl
2 + 2xn+1Yn+l - 2Xn+1Yn+l coshr =O, 

que es precisamente la ecuación de la esfera. O 
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De manera geométrica, la ecuación define el conjunto de puntos que cumplen 

1
1
x - ~ll = k lo cual es precisamente la definición de las "esferas" de A polonio; 
x-a 

obsérvese que si k = 1, entonces se define el plano Xn+l = O, pero si k > 1, 
entonces, dado que senht $ cosh t, se definen círculos o esferas en Hn+l . 

Teorema 2.23. Sea </> E GM (:iíin+l) tal que </> preserva Hn+l, entonces </> es la 

extensión de Poincaré de alguna 'l/J en GM (Rn). 

DEMOSTRACION. Como</> preserva Hn+l , por continuidad</> preserva iRn. Ahora, 
sea 'l/J la restricción de </> a :iRn, 'l/J es de Mobius como transformación de :iRn ya que 
preserva la ra:zón cruzada (teorema 1.15). 

Finalmente </>- 1 o:;¡, es de Mobius y fija puntualmente :iRn y preserva Hn+i, por 
lo tanto </>- 1 o:;¡,= Id de acuerdo al teorema 1.13 y entonces </> = :;¡,. O 
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CAPITULO III Modelo de la Bola Unitaria 

Estudiaremos ahora un segundo modelo, más homogéneo, del espacio hiperbólico 
n-dimensional donde CXJ ya no aparece como un punto especial. Para esto primero 
consideramos la transformación (1.6) <P = <Po o u la cual transforma Hn+l en Bn+l. 

Usando esta transformación encontraremos una densidad en la bola unitaria 
inducida por la densidad en Hn+l de tal manera que <P = <Po o u sea una isometría. 
Esta métrica en la bola será la hiperbólica. Primero se dará una expresión para 
l4>0 (x)l 2

: Sea x E jRn+i entonces 

(
en+l + 2 (x - en+1.J) . (en+l + 2 (x - en+i.J) 

lx - en+1I lx - en+1I 

1 + 4 [en+l · (x - en+1)] + 4 

lx - en+i 1
2 lx - en+i 1

2 

l + 4Xn+l 
lx - en+11 2

' 

por lo cual 

(3.1) 

Usando (1.1), se tiene que la densidad buscada en Bn+l está dada por 

/3 (ct>(x)) = .>.((x)) , 
µq, X 

donde .>.es la densidad hiperbólica en el semiespacio Hn+i y µq,(x) es el factor de 
conformalidad de ct>(x). 

Ahora, el factor de conformalidad de <P esta dado por: 

µq,(x) lim lct>(y) - ct>(x)I 
11-z jy-xj 

lim lct>o(a(y)) - <l>o(a(x))I 
11-z ly-xj 

li lct>o(a(y)) - <l>o(a(x))I 
11Ei ju(y) - u(x)I ' 

usando la fórmula de la distorsión de reflexiones en esferas (l. 7), se tiene 

lim l<l>o(a(y)) - <l>o(u(x))I 
11-x ju(y) - u(x)I 

2 

y despejando en (3.1) 



por lo cual 

(3.2) 

1 - l</>(x)l 2 1 - l<Po(u(x))l2 

4 [u(x)Jn+l 

lu(x) - en+i 12 

4Xn+l 

( ) 
1 - l<P(x)l2 

µq, X = 
2Xn+l 

De lo anterior se concluye que la densidad buscada en Bn+l es: 

1 

{3 (<P(x)) = 1 -xl~C~)l2 
2 

1 - l<P(x)l2 · 
2xn+1 

En consecuencia, la nueva métrica, también llamada hiperbólica, está dada por 
la densidad 

(3.3) 
2 

{3(x) = 2 • 
1-lxl 

Del resultado anterior se concluye que si 1/J es una isometría en Hn+l, la trans­
formación conjugada #<P-1 es una isometría en Bn+l y viceversa, si t/J es una 
isometría en Bn+l entonces q,-11/l<P lo es de Hn+l. Más aún, cualquier transforma­
ción en GM(iRn+l) que deje invariante a Bn+l es una isometría hiperbólica, ésto se 
sigue ya que si t/J(B"+ 1) = Bn+l entonces #<P-1(H"+1) = Hn+l y es por lo tanto 
una extensión de Poincaré de algún elemento en GM(JR.n+l) de acuerdo al teorema 
2.23. 

Definición 3.1 Las geodésicas en Bn+l son las curvas que minimizan la distancia 
hiperbólica. 

Proposición 3.2. En el modelo de Bn+l, las geodésicas son: 
1} Segmentos de recta por el origen (diámetros), 
2} Cfrculos ortogonales a sn. 

DEMOSTRACION. Se probó que las geodésicas en el modelo del semiespacio superior 
son rectas paralelas al vector en+1 y semicírculos que intersectan ortogonalmente 
a Rn , es decir, "1-esferas". Ahora, ya que </> es una isometría, las geodésicas 
en el modelo B"+1 deben ser imágenes bajo </> de las geodésicas en Hn+l . En 
consecuencia, se tiene por conformalidad que las geodésicas en Bn son "1-esferas" 
que intersectan ortogonalmente a sn ya que <t>(iRn) = sn o 

Obsérvese que como ef:>(oo) = ,P0 u(oo) = ,P0 (oo) = en+1. las geodésicas que son 
rectas en Hn+l corresponden a círculos y rectas ortogonales a sn que pasan por 
en+l· Como q,- 1(x) = uo,P0 (x) entonces: .p-1(0) = uoef:>0 (0) = u(-en+1) = en+i. 
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por lo tanto las geodésicas en Hn+l que pasan por en+l son las que corresponden 
a diámetros en Bn. 

En la discusión que sigue trabajaremos en Bn. 

Teorema 3.3 Dado x E Bn, la distancia hiperbólica p(O, x) está dada por 

p(O,x) = log (~ ~ :::) 

DEMOSTRACION. Podernos suponer que x = re1 ya que el vector tx, t E IR, se 
puede rotar mediante una transformación ortogonal al vector te 1 , t E IR, corno una 
transformación ortogonal es de MBbius y preserva Bn, es una isometrfa hiperbólica, 
por lo cual p(O, x) = p(O, lxl e1}, si denotamos por r = ¡x¡. Por lo anterior, usarnos 
la recta por el origen te 1 en sn. Parametrizando -y(t) = te1 , t E [O, r), O < r < 1 
se tiene 

lar /3 (-y (t)} -/ (t} dt 

r 2 
lo 1 - t2 dt 

r 1 r 1 
lo 1 + tdt +lo 1 - tdt 

log(l + r) - log(l - r) 

l 
l+r 

og--
1-r 

l 1+ !xi 
og 1- lxl D 

Teorema 3.4. Sea</> una transformación de Mobius con </>(O)= O y <P(Bn) =B .. , 
entonces existe una matriz ortogonal A tal que <P(x) = xA. 
DEMOSTRACION. Por una parte sabernos por el teorema 1.14 que si x, y son 
inversos con respecto a una esfera 2: entonces <f>(x) y <f>(y) son inversos con respecto 
a <1>(2:) por lo que </>(oo) = oo , y por otra parte tarnbien sabernos de acuerdo al 
teorema 1.15 que si </>(x) es una transformación de MBbius entonces preserva la 
razón cruzada y por lo tanto es una similitud euclidiana, entonces 

l</>(x) - </>(O)I = l</>(x)I = k 
lx-01 lxl ' 

para toda X E Bn. 

Tornando X en la frontera de sn tenernos l~~)I = 1, por lo tanto </> es una 

isornetrfa euclidiana y en consecuencia por (1.6} <f>(x} = xA, donde A es una matriz 
ortogonal. O 
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Obsérvese que P(a, t) deja Bn invariante si y solo si t =O , O E P(a, t) , como 
(sn- 1 , P(a, t)) = O entonces (ct>(Sn-1 ), ct>(P(a, t)) =O , ahora, dado que 4>(0) =O y 
</>(oo) = oo, entonces</> es ortogonal y por lo tanto ct>(sn-l) = sn-l. 

Teorema 3.5. Sea et> una reflexión en S(a, r), entonces las siguientes afirmaciones 
son equivalentes: 

i) S(a, r) y sn- 1 son ortogonales; 

ii) lal2 = r 2 + 1; 

iii) ct>(a*) = O (equivalentemente </>(O) =a• ); 

iv} </>(Bn) = Bn. 

DEMOSTRACION. 
i) <=> ii) El producto inversivo de S(a,r) y 5n-1 esta dado por: 

jr2 + 1 - lal2
1 

2r 

Por lo cual éste es cero si y solo si r 2 + 1 = ial2 
• 

Recuérdese de los Preliminares que el producto inversivo de dos esferas que 
se intersectan es cero si y solo si éstas son ortogonales. Si S(a, r) y sn-l no se 
intersectan ial2 > 1 + r 2 • 

ii) <=> iii) se tiene que 

4>(0) a - r 2 a* 

lal2 a• - r2a* 

a*(lal2 
- r 2

) • 

En consecuencia </>(O) = a• si y solo si lal2 
- r 2 = l. 

~ 
O a· 

Figura 3.1 Esferas ortogonales. Figura 3.2 Ubicación de a•. 
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iv) => iii) Por definición a y a• son inversos respecto a sn-l y se tiene por 
iv) que c/>(Sn- 1 ) = sn-1, por lo que </>(a) y </>(a*) son inversos respecto a c/>(Sn- 1 ) 

(teorema 1.14). 
Finalmente, como </>(a) = ex> entonces </>(a*) = O . 

ii) + iii) => iv) Usando iii) se tiene: 

lc/J(x)I l<P(x) - </>(a*)I 
r2 lx - a*I 

lx - al la• - al ' 
en virtud del teorema 1.7. Por lo cual usando ii) se tiene: 

En consecuencia 

(ial2 - 1) lx - a*I 
l<P(x) 1 = -'-:--~'---.---

lal 1~ -11 lx --al lal 

lx -a•¡ (1al2 -1) 
(1al2 -1) 

lx-al !al 

lx-a*l lal 
lx-al 

1 - l</>(x)l2 = lx - a12 - lx -2a•¡2 ¡a¡2 , 
lx-al 

el numerador de esta expresión es 

(x - a) · (x - a) - (!al x - ~) · (!al x - ~) !al !al 
lxl2 - 2x · a+ lal2 - la12 lxl2 + 2x ·a - 1 

lxl2 ( 1 - la12) + lal2 
- 1 

- lxl2r2 + r2 
r2 ( 1 - lxl2) . 

Por lo tanto 

(3.4) 
r2 (1- lxl2) 

1 - lc/>(x)l2 = lx _ al2 , 

y </> preserva S(O, 1). o 
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Obsérvese que si x E S(O, 1) n S(a, r) y S(O, 1) es ortogonal a S(a, r), entonces 
si y es la proyección de x en el segmento 0a (ver figura 3.2), se tiene y= a• . Esto 
se sigue ya que los triángulos 6.oyx y L::;.oax son semejantes por tener los ángulos 

iguales, por lo cual oy = ox y oy · oa = 1 , es decir y = a• . 
OX Oa 

Teorema 3.6. Las reflexiones en "esferas" ortogonales a sn-l generan GM(Bn). 

DEMOSTRACION. Sea 1jJ E GM(Bn) entonces se tiene que q,- 11/J</> preserva Hn+l 
y por el teorema 2.23 es una extensión de Poincaré de alguna g E GM(Rn-1 ) , la 
cual sabemos es de la forma g = 9nº 9n-l o··· o g 1 , donde cada g; es reflexión en 
una "esfera" en Rn-l y por lo tanto 

obsérvese que 'r/i E {1,2, ... ,n} , (</>-1 g;</>) es una reflexión que preserva Bn, y 
cada g; es la reflexión en una "esfera" E ortogonal al plano Xn+1 =O , por lo que 
cada q,- 19,q, es la reflexión en la esfera </>(E) ortogonal a S(O, 1). (Esto se sigue del 
teorema 1.15) D 

_H_n_+-
1

-~-----'E----Xn+l =O 
4>('E) 

Figura 3.3 Transformación de la esfera E de Hn+l a Bn. 

Obsérvese que para todo x E Bn es posible encontrar 1/J E GM(Bn) tal que 
1/J(x) =O, para esto se considera a= x• y entonces 1jJ será la reflexión en la esfera 
S(a, r), donde res tal que lal = l+r2 , entonces por el teorema 3.51/J(x) = -rp(a*) = 
O. Otra forma es conjugar y aplicar la transitividad de las extensiones de Poincaré. 

Teorema 3. 7. La expresión: 

(3.5) 
lx-yl2 

es invariante bajo las transformaciones en GM(Bn). 
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DEMOSTRACION. Por el teorema anterior basta probar este teorema para "es­
feras" ortogonales a sn- 1 • Si 1/; es la reflexión sobre un plano por el origen, 1/; es 
ortogonal y es claro que iP preserva (3.5) ya que es una isometría euclidiana. Si 1/; 
es la reflexión en S(a, r), esfera ortogonal a S(O, 1), usando la fórmula de distorsión 
de las reflexiones en esferas y el resultado (3.4) se tiene 

liP(x) -1/;(y)l2 lx-al2 IY- al2 r 4 lx- Yl 2 

lx - al2 IY - al 2 

Corolario 3.8. Si 1/1 preserva Bn, el factor de conformalidad está dado por: 

(3.6) 
1 -11Jl(x)l2 

l - lxl2 . 

DEMOSTRACION. Se sigue del teorema anterior que : 

11/l(x) - -rP(v)I 
lx-y¡ 

tomando el límite 

lim 11/l(x) - ,,P(y)I 
y-:r: lx-yl 

. [C1- J1/;(x)12) (1-1-rP<v)12)] 1/2 
hm 
y-:i: ( 1 - Jx12) ( 1 - JyJ2

) 

1- l1Ji(x)l2 

0 
l-lxl2 . 

Este corolario exhibe otra demostración de que GM(B") es un grupo de isometrías 
de la bola hiperbólica: si 1/1 preserva Bn y r es la densidad hiperbólica (3.3), se 
cumple la relación (1.1) de los preliminares: 

µ,¡,(x)r(,,P(x)) 

y por lo tanto iP es una isometría. 

1- 11/l(x)l2 2 

1 - lxl2 1 - l'l/J(x)J2 

2 
---2 =r(x), 
1-lxl 

Ahora se generaliza la fórmula de la distancia dada en el teorema 3.3 . 
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Corolario 3.9. Si p denota la distancia hiperbólica en En, entonces: 

(3.7) 

DEMOSTRACION. 

se tiene que : 
Primero se demuestra para el caso y = O , por el teorema 3.3 

p(O,x) l+lxl 
log 1- lxl ' 

. 1 + lxl - . 
s1 denotamos por r = log 

1 
_ lxl y por t = lxl se tien:e: 

h2p(O,x) sen --
2

-

~ [1 + t - 2 1 - t] 
4 1-t +l+t 

1 (1 + t)2 - 2(1 - t 2) + (1 - t)2 
¡. 1- t 2 

t 2 lx - OI 
1 - t2 = 1 - lxl2 . 

El caso general se sigue de la invariancia derivada del teorema 3. 7 y por la 
transitividad de GM(Bn) . O 

El teorema 3.5 puede generalizarse de la siguiente manera. 

Proposición 3.10. Si 8 1 = S(a, r) y S2 = S(b, t) son esferas en JRn y si f y g son 
las refle:-Jones en S1 y 82 respectivamente, entonces las esferas son ortogonales si y · 
solo si f(b) = g(a) . 

DEMOSTRACION. Considérese primero el caso S1 = S(O, 1) y S2·= S(b, t), por el 
teorema (3.5) las esferas son ortogonales si y solo si g(O) = b* , es decir, si y solo si 
g(O) = f(b) . 

x-a 
Para el caso general, sea T = -r- ; entonces T(S1) = S(O, 1) y T(S2) es otra 

esfera S(c, rn), si denotamos por h(x) = x• y por 1/J la reflexión en S(c, m) se sigue 
del teorema 1.13 que f = r-1 ohoT y g = T-1 01/JoT. Por el primer caso S(O, 1) 
y S(c, m) son ortogonales si y solo si 

1/1(0) h(c) 
<=> 1/J(T-1 (a)) = h(T-1(b)) 

<=> To 1/J o T-1(a) =To h o T- 1 (b) 

<=> g(a) = f(b). o 
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El siguiente resultado muestra una relación entre el radio euclidiano y la dis­
tancia hiperbólica. 

Proposición 3.11. Si 8 1 = S(a,r) es ortogonal a S(O, 1) y 7/J denota la reflexión 
en S(a, r) , entonces: 

senh p(O, ~(O)) = ; . 

DEMOSTRACION. Aplicando el corolario 3.9 se tiene que 

senh p(O, 7/;(0)) = [ 17/J(O) 12 ] 1/2 
2 ( 1 - l7/J(O)l2) [ ] 

1/2 

la/-1 ' 
usando el teorema 3.5 

h
p(O, 7/J(O)) 

sen 
2 

1 o 
r 

En particular 'rl x eBn se tiene 

1 
l?P(x) - al · lx - al = (O, 7P(O)) 

senhp 
2 
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Capítulo IV 
Forma General de las Transformaciones de Mobius 

Se presenta en el presente capítulo una caracterización de las transformaciones 
de M~bius junto con importantes resultados que usaremos en el siguiente capítulo. 

Teorema 4.1 Sea 1/; una transformación de Mobius en GM(lR."') entonces: 

a) Si 1/J preserva B"', entonces 1/J(x) = A (17 (x)) donde 17 es la reflexión en una 
esfera ortogonal a S(O, 1) y A E O(n). 

b} Si 1/J(oo) = oo entonces 1/J(x) r (A (x)) + xo donde r > O, 
xo E lR"' y A E O(n). 

c) Si 1/J(oo) # oo , entonces 1/J(x) = r (A (17 (x))) + xo, donde r > O, 
Xo E lR"' , A E O(n) y 17 es una reflexión en una esfera. 

DEMOSTRACION: a) Sea 17 la reflexión en la esfera S(a,r), donde 1/J(a) = oo y 

lal2 = 1 + r 2
, entonces: 

u(O) a+r2 (-a)• 

( 
2 ) -a a+ lal -1 -2 

lal 
a• 

por el teorema 3.5 S(a, r) es ortogonal a sn-1 , aliora como 1/; preserva En, 1/J o 17 
también la preserva. Como t/J(a) = oo y 1/J manda puntos inversos en puntos 
inversos (con respecto a S(O, 1) ), 1/J(a•) =O, esto es 1/; o 17 fija al O ; entonces por 
el teorema 3.4 t/J o 17 es una transformación ortogonal, esto es 1/J o 17(x) = A (x) , 
A E O(n) y 1/;(x) = A o 17(x) . 

b) Si 1/J fija oo , t/J transforma S(O, 1) en una esfera y no en un plano, digamos 
x-xo 

S(x0 , r), sea f(x) = --r- , por lo cual fo t/J fija oo y preserva S(O, 1), entonces 

también fija el O y por el teorema 3.4 fo 1/J es de la forma fo 1/J(x) = A(x) 
donde A es una transformación ortogonal. Finalmente componiendo con f- 1 por 
la izquierda se tiene t/J(x) = r(A(x)) + xo . 

c) Si 1/J no fija oo , sea a tal que 1/;(a) = oo y sean S(a, t) una esfera con centro 
en a y 17 la reflexión en S(a, t), se tiene que: 

1/J o 17(00) = oo , 

entonces por b) 

(t/J o a) (x) = r (A(x)) + xo , 

es decir, 

1/J(x) = r (A(17(x))) + xo. O 

La descomposición en e) muestra una relación entre r y t . 
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Teorema 4.2 Sea 1/; E G!ví (Din) tal que 1/J(a) = oo , a ~ oo, entonces 1/J actua 
como isometria euclidiana en la esfera S(a, tJr), donde 

1/J(x) = rA (u(x)) + xo, 

y u es la reflexión en S(a, t). 

DEMOSTRACION. Sean x,y E S(a,tJr), entonces usando el teorema 1.7: 

11/J(x) - 1/;(y)i Ir A (u(x)) - rA (u(y))i 
r iu(x) - u(y)i 

rt2 lx -yl 
lx-al ¡y-al 
lx-y¡. o 

Obsérvese que si 1/J E GM (!Rn) es como en el teorema 4.2, el factor de confor­
malidad está dado por: 

(4.1) 

µ (x) = lim 11/J(x) -1/J(y)i 
e/> y-:r: lx-yl 

= lim r iu(x) - u(y)i 
y-:r: lx-yl 

= lim rt2 lx - YI 
y-:r: lx - al IY - al 

rt2 
= 2· 

lx-al 

Teorema 4.3 Sean 1/J, a, t y r como en el teorema 4.2, entonces: 

µ.µ(x) = { : 1 

<1 

si x E S(a, t.,/F) 

si x E int S(a, t.,/F) 

si x E ext S(a, t.,/F) 

DEMOSTRACION: El resultado es consecuencia inmediata de la fórmula (4.1) ya que 
rt2 

la función x - 2 de n¡n - {a}-+ n¡+ es continua. O 
lx-ai 

Este teorema y el anterior definen una esfera que caracteriza la acción de 1/J. 

Definición 4.4 Sea 1/J E GM (IRn )tal que 1/J(a) = oo y a ~ oo, entonces, a la 
esfera S(a,t.,/F) , donde t y r están determinados por el teorema 4.2., se le llama 
esfera isométrica de 1/J y se le denota por 1(1/J). 

La esfera isométrica tiene varias propiedades importantes: 
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Propiedad 1. 

Esto se sigue de la regla de la cadena ya que si x E I (1/J), entonces 

D'l/J- 1 (1/J(x)) D'l/J(x) 

D1P-1 (1/J(x)) 

Id, 

[D'l/J(x)]- 1 

ahora como 1/J es conforme, se tiene que 

D'l/J(x) = (µ(x)I) A, 

donde A E O(n) y µ(x) es el factor de conformalidad.. de 1/J en x , entonces 

Por lo cual 

(4.2) 
1 

µ.,¡,-• (1/J(x)) = -­
µ,¡,(:z:) 

y si x E /(1/J) entonces 1/J(x) E I(1/J- 1
) por el teorema 4.3 • 

Propiedad 2. La esfera isométrica es la 'llnica esfera donde 1/J actua como una 
isometrla euclidiana. 
DEMOSTRACION: Si 1/J actúa euclidianamente en una esfera :E distinta de I (1/J) 
entonces existe una sucesión de puntos {x ... } -> x tales que x E :E - I (1/J), se 
tendría que en dicha sucesión 

lim 1/J(x ... ) -1/J(x) = 1 
xn-:z: lxn-XI 

es decir µ.¡,(:r) = 1 , lo cual contradice la elección de x. 

Propiedad 3. 

1/J (ext I (1/J)) = int I (1/J- 1
) 

Esto es una consecuencia de (4.2) y del teorema 4.3 ya que µ,¡,(x) < 1 si y solo 
si µ.¡,-1 (1/J(x)) >l. Por supuesto también se tiene que: 

1/J(int 1(1/J)) = ext I (1/J-1
) 
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Propiedad 4. Sea r la refiexi6n en la esfera isométrica de 1/J, entonces 1/J o r es una 
isometria euclidiana y por lo tanto para toda 1/J E GM(!Rn) tal que 1/J(=) ,¡. = se 
tiene que 

1/l=Eor, 

donde r es la refiexi6n en 1(1/l) y E es una isometría euclidiana. 

Para probar esta propiedad se tiene que /(1/J) = S(a, t...,rT) donde a, t, y r son como 
en el teorema 4.2 , por lo tanto 1/J o r(=) ==y se sigue del teorema 4.1 b) que 1/J 
es una similitud euclidiana, es decir: 

11/J o r(x) -1/J o r(y)I = k lx - YI 

en particular si x, y E I (1/J), se tiene que 

lx-yl l<P(x) - efJ(y)I 
11/J o r(x) -1/J o r(y)I 

klx-yl 

y k = 1, esto es, 1/J ores una isometrfa euclidiana. 

Propiedad 5. Sea 1/J E GJVI(Bn) tal que 1/J(=) ,¡. = , supóngase que 1/J(x) = Au(x) 
donde u es la reflexión en una esfera L: y A es ortogonal, entonces L: = I (1/J). 
En L:, u y A actúan como isometrfa euclidiana, por lo que esta propiedad es conse­
cuencia de la propiedad 2. 

Obsérvese que la propiedad 5 refina el teorema 5.1 a) estableciendo que si u es 
la reflexión en la esfera isométrica. 

En el modelo de la Bola se probó que si S(a, r) es una esfera ortogonal a S(O, 1) 
y si <P denota la reflexión en S(a, r) entonces 

1 1 
senh'2p(O, rp(O)) = -;:- , 

por lo cual si /(1/J) = S(a,r) se tiene que el radio de 1(1/J) es 

1 
senh~p(O, 1/J(O)) 
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Capítulo 5 Modelo del Hiperboloide 

Formas y Variedades 

Introducimos primero los conceptos de variedad diferencial y de métricas Rie­
mannianas y de 1 - formas . Esto es necesario ya que para este modelo no se puede 
aplicar el método de densidades. 
Definición 5.1 Sean X~ JRk y Y s;;; JR1, no necesariamente abiertos y f: X--. Y, 
se dice que f es C 00 si '<lx E X existe un abierto U vecindad de x y una función 
F : U --. 1R1 de clase C 00 en U, tal que F 1 Un X = f 1 Un X . 

Definición 5.2 Sean X ~ JRk y Y s;;; JR1 y f : X --. Y , donde f es C 00
, se dice 

que f es un difeomorfismo si existe ¡-1 : Y--. X, donde f y ¡-1 son C 00
• 

Definición 5.3 Sea M ~ JRk, se dice que lvf es una variedad C 00 de dimensión 
m, si '<lx E l'vf existe una vecindad W de x tal que W n M es difeomorfo a un 
subconjunto abierto de lRm. 

Definición 5.4 Sea M ~ JRk, una variedad C 00 de dimensión m, a cualquier 
difeomorfismo g: U-+ WnNI se le llama una parametrización de la región WnNI, 
a la función inversa g-1 : W n M --. U, se le llama sistema de coordenadas en 
WnM. 

Obsérvese que el hiperboloide de un manto descrito por la gráfica de la función: 

n 

<P: JRR-+ JR 1+¿x~ 
i=l 

es una variedad diferenciable, como <t>(x) nunca es cero, <P es C 00 y la proyección 
natural de JRn+l en lRn es el inverso de 4>, o sistema de coordenadas. 

Figura 5.1 
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Definición 5.5 Sea M una variedad diferenciable de dimensión m y 
g: U--+ W n !vf una parometrizaci6n de una vecindad de x E M, si g(u) = x, se 
define el plano tangente a x E M, denotado por TM;c, como dg(u)(IR"'). 

Ahora se probará que el plano tangente no depende de la parametrización. 

Sean h : V--+ !v[ e JRk y g: u-+ Me JRk dos parametrizaciones, V= h-1(x) 
y u= g- 1 (x), entonces h- 1 o g transforma difeomórficamente una vecindad U 1 
de u en una Vi de v. (figura 5.2). 

IvI 

h 

Figura 5.2 

Por consiguiente se tiene un diagrama conmutativo de conjuntos abiertos, en 
. el cual las funciones son C 00

, por lo que se induce de la regla de la cadena otro 
diagrama conmutativo de transformaciones lineales (figura 5.2). 

JRlc JRlc 

·/\; dg(i \"(•) 
u1 Vi lR"" IR"'. 

h-1 og d(h-1 o g) 

Figura 5.3 

Se tiene que (h-1 o g) es un difeomorfismo entre abiertos de lRm entonces 
D(h-1 o g)(u) es un isomorfismo lineal y por lo tanto: 

Im(dg(u)) = Im(dh(v)), 

es decir T !vf;c no depende de la parametrización. 
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Proposición 5.6 Sea M una variedad diferenciable de dimensión m y 
g : U -+ W n M una pammetrización de una vecindad de x E M, la dimensión del 
plano tangente T M,,, es rn. 

DEMOSTRACION. Sea g : U -+ M una parametrización tal que x e g(U), como 
g- 1 : g(U)-+ U es C 00

, existe un abierto W e IRk vecindad de x y F: W-+ IRm 
de clase C 00 tal que F 1 W n g(U) = g-1 I g(U) n W . Sea U0 = g- 1 (W n g(U)), 
se tiene el siguiente diagrama conmutativo. 

w 

Uo inclusión 

Figura 5.4 

Derivando se obtiene otro diagrama conmutativo de transformaciones lineales. 

JR" 

Id 

Figura 5.5 

Finalmente, el rango de dg(u) debe ser rn, de otra manera el diagrama no 
conmuta. O 

Sean dos variedades M e IR" y N e IRª, y f : M -+ N una función C 00 
, se 

puede probar que si f(x) = y y F : U -+ IRª es de clase C 00 y U es una vecindad 
de x E IRk tal que F 1 Un M = f 1 Un M, entonces DF(x) transforma TM,,, en 
un subespacio de TNy y que esta función denotada por df(x) no depende de F, Cf. 
[2] p.6. 

Definición 5. 7 Se define una 1 - f arrna en un abierto Ú en IRn como una función 
que a cada x E U le asocia una función lineal de IRn en IR. 

Como ejemplo, si F: U-+ IR es una función diferenciable, la diferencial df(x) 
se puede pensar como ·una 1- forma ya que definida como df(x) : IRn -+IR y dada 
por df(x)(u) =V f(x) ·u es una función lineal Vx E U. Otro ejemplo esta dado por 
las 1 - f armas canónicas definidas en IRn, dadas por: 
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dx3(x)(v) = v3 , 

como estas no dependen de x, se escribe simplemente dx3 (v) o dx3 . 

Definición 5.8 Sea Me Rk una m-variedad C 00 se define una 1-forrna en M 
como una función g con dominio M y codominio el conjunto de transformaciones 
lineales de TM:z: en los reales, con x variando en M, de talfor-ma que g(x) es una 
transformación lineal de T M,, en R, a la transformación lineal se le denota g,, . 

Si se define una topología en el conjunto de los planos tangentes, denominado 
el haz tangente, se dice que una 1 - f arma es continua, C 1 , C 00

, etc. 

Definición 5.9 Sea f una función C 00 entre dos variedades M y N, y w una 
1 - f arma en N, se define el "pull back" de w como una 1 - f arrna en !vl, denotada 
por f• ( w), y definida como sigue : 

(r(w)),, (v) = w¡(x)(df(x)(v)), 

donde x E M, v E TM.,. 

Métricas Riernannianas 

Definición 5.10 Una métrica Riemanniana en una variedad M es una función 
que a cada x E M le asocia un producto interno definido positivo en TM.,. 

Si v , w E T !vl,,, se denota por < v, w >:z: el producto interno de v y w . Esta 
métrica permite definir longitudes de los vectores en T M,,, de la siguiente manera: 

llvll = (<V, V >:z:) 112 
• 

Más aún, si 'Y : [a, b] ---+ M es una curva C 1 , la métrica Riernanniana permite 
definir la longitud de 'Y corno 

l('Y) = ¡b ( < -y'(t) '-y'(t) >-y(t)) 
112 

dt, 

esta observación se extiende a curvas C 1 por tramos. 

Por ejemplo en H 2 se define la métrica Riernanniana 

V·W 
< v,w >z= (Irnz)2, 

y se obtiene la métrica hiperbólica definida anteriormente, ya que si 'Y : [a, b] - H 2 

es de clase C 1
' 

l b h'(t)i 
a lm-y(t) 

¡b < -y'(t) '-y'(t) >-y(t) dt. 



En general, una métrica Riemanniana induce una métrica en el sentido usual 
como sigue: 

p(p, q) = inf l("Y), 
-y 

donde -y es cualquier curva de clase C 1 por tramos que une p con q . 
De manera análoga a la discusión de densidades, se siguen directamente las 

propiedades de una métrica: simetría p(x, x) = O, reflexividad p(y, x) = p(x, y) y 
desigualdad del triángulo p(x, y)+ p(y, z) ?; p(x, z). La única propiedad no trivial 
de probar es la que establece que si p(x, y) =O entonces x =y, una demostración 
de este hecho se puede consultar en [3] p.p.427-429. 

Recordemos que una forma bilineal induce una forma cuadrática y viceversa, 
por lo que en muchas ocasiones las métricas Riemannianas están dadas en términos 
de formas cuadráticas. 

El Modelo del Hiperboloide 
Definición 5.11 Sea q(x, y) la forma cuadrática dada por: 

q(x,y) = xoyo - (X1Y1 + · · · + XnYn). 

La ecuación q(x, y) = 1 define un hiperboliode de dos mantos en JR.n+l 

Trabajaremos con el manto definido por : 

Q = {x E JR.n+l 1q(x,x)=1, Xo > 0}, 

que será nuestro tercer modelo del espacio hiperbólico o-dimensional (figura 5.6). 

Figura 5.6 
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Definiremos una métrica en Q , sea "Y una curva lisa en Q , "Y [a, b] -+ Q , 
"Y(t) = ("Ya(t), · · · , "'Yn(t)), entonces 

n 

-r6<t> = ¿: -rr(t) + i, 
i=l 

derivando 

n 

-y0 (t)"'Y~(t) ¿: -r.<th:(t)dt. 
i=l 

n ' E -r.(th.(t)dt 
-y~(t) i-1 

"'Ya(t) 

Usando esta identidad se tiene: 

n 

q(-r~(t),-r~(t)) = -r~2 (t) - ¿: "Y:
2

ct) 
i=l 

Se sigue entonces que puede definirse una métrica Riemanniana en Q de la 
siguiente manera: Si v, w E TQx 

n 

< v,w >= 'L:viwi -vawo 
i=l 

donde v = (va, ... , Vn) y w = (wo, ... , Wn)· 
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Esta métrica lliemanniana puede expresarse en términos de las 1 - f armas 
canónicas como 

n 

'Edx~ -dx5 
i=l 

o 

n 

ds2 = 'Edx~ - dx5 , 
i=l 

a la expresión ds se le llama elemento de línea. 

Ahora se demostrará que el modelo del hiperboloide es isométrico a los dos ya 
expuestos. Primero se exhibirá una función que transforma difeomórficamente el 
modelo del hiperboloide en la bola unitaria. 

La función que se busca esta formada por dos transformaciones, primero se 
considera un corte del hiperboloide con altura xo, lo cual determina una n-1 esfera 
en JRn+l de radio ~, la primera transformación consiste en proyectarla al 
plano x 0 = O, la segunda transformación envía esta esfera dentro de la bola unitaria, 
mediante la homotecia y= -

1 
x . (figura 5.7). 

+xo 

sfo ~ \. ·v~; 

s(o.y':z:g-1) 

P(eo, zo) 

Figura 5.7 
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Teorema 5.12 Sea F : Q ---+ En dado por 

(5.1) F(xo,X1, ... ,xn) =e~ ..... ~) 
1 +xo 1 +xo 

entonces F es un difeomorfismo C 00
• 

DEMOSTRACIÓN. Usando la observación previa al teorema, se tiene que cada x 0 > 1 
constante, determina un corte transversal al hiperboloide que es una n - 1 esfera, 
por lo cual se sigue que si xo #- xó , x 0, xó > 1, las ( n - 1) esferas correspondientes 

se transforman en esferas con centro en el origen y radios V Xo -
1 

y 
Xo + 1 

respectivamente. 

En consecuencia Fes inyectiva ya que si Xo = xó y F(xo, .. . , Xn) = F(xó, ... , x~) 
se sigue de (5.1) que xi= x~ 'v'i. 

La transformación F es la composición de dos funciones: la proyección en el 
plano xo =O dada por II(xo, x 1 , ••. , Xn) = (xi, ... , Xn), seguida de la contracción 

H(x)--+ ~. x E lRn. 
1 +xo 

Dado xo constante con xo > 1, el hiperboloide intersectado con el plano 
P(eo, x 0) es una n - esfera con centro en x 0 e 0 en JRn+l, determinada por la 
ecuación: 

(5.2) 

Aplicando II a la esfera (5.2), se tiene una esfera de radio x¡j - 1 en lRn y con 
centro en el origen, aplicando la homotecia H(x) = y = __ x __ a esta esfera se 

1 +xo 
tiene que su imagen es la esfera en lRn dada por la ecuación 

y'f + ... +y~ X~+···+ x;. 
(1 + xo)2 

x¡j-1 
(1 + xo) 2 

Xo -1 

Xo + 1' 
por lo que la imagen de la esfera (5.2) bajo H o II es: 

(5.3) s(o.~. 
V~) 

xo -1 xo -1 
Obsérvese que como xo ~ 1 , entonces O ,¡;;;; 

1 
< 1 y ---

1 
-> 1 cuando 

xo + xo + 
xo -+ oo. Como la función t -+ t -

1
1 

es un difeomorfismo de [1, oo) en [O, 1), y 
t+ 

F(e0 ) =O, se sigue que F es inyectiva. 

Ahora debe probarse que la inversa es una función suave, para deducir la inversa 
se tiene: 
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(5.4) Xo -1 2 

xo + 1 = IYI , 

xo - 1 = IYl2 (xo + 1), 

xo(l - IYl 2
) = IYl2 + 1, 

1 +I 12 
2 

por lo tanto xo = ~ y 1 - IY12 = ---
1 - IYI 1 +xo 

Despejando se obtiene la inversa: 

(5.5) 
(

1 + IYl2 2y¡ 2yn ) 
g(y¡, ... ,y,..)= l-lyl2 '1-lyl2 '···,l-IYl2 ' 

obsérvese que ges inversa izquierda de F , usando (5.4) se tiene: 

g o F(xo, xi, ... , x,..) 

( 
X¡ Xn. ) 

g 1 + xo , ... , 1 + xo 

(xo,X1,··· ,xn), 

2x1 
1 +xo 

2 
1 +xo 

es decir, g o F = IQ , y entonces ges inyectiva. 

~ 
l+xo 
--2-

l+xo 
) 

Por lo anterior, se observa que F y g son inyectivas y por lo tanto se tiene una 
biyección. Finalmente F es de clase C 00 en una vecindad de Q y g en Bn, ya que 
1 + xo # O para todo x E Q y 1 - IYl2 # O para todo y E B"'. Entonces se tiene 
un difeomorfismo entre variedades C 00

, dados por un solo sistema de coordenadas 
F : Q --> Bn y parametrización g : Bn --> Q. O 

Teorema 5.13 La función F: Q--> Bn 

F(xo,X¡, ... ,xn) = (-
1 

X¡ ,··· ,-
1 

Xn ) 
+xo +xo 

es una isometría. 



DEMOSTRACION. Obsérvese que 

-X¡ 1 

(1 + Xo)2 l+xo 
-X2 o 

(1 + xo)2 
DF= 

-Xn o 
(1 + Xo)2 

entonces: 

o o 
1 o o 

1 +xo 

o 
o 1 

l+xo 

(dyi )f(:z:)(df(x)(v)) 

dyjdf(x)v 

dfj(x)(v) 

n 8/j 
La-(x)vi 
i=O 'l. 

-Xj V + __ l_V. 
(1 + x 0 )

2 0 
1 + xo 

3 

__ -_x_,,_3~ dxo + _dx_1_-(_v_) 
(1 + Xo)2 1 + XO 

47 

Se afirma que para llegar al resultado basta probar que para todo x E Q se 
tiene que si f(x) =y entonces 

(5.6) 

Para probar esto sean z, w E Q y 'Y : [a, b] - Q , 'Y una curva de clase C
1 

tal 
que -y(a) = z y -y(b) = w . Se demostrará que l~('Y) = l/:(F(-y)) : 

fb 2 j(F o -y)'(t)j 2 dt 
Ía 1 - l(F o -y)(t)j 

fb 2 IDF('Y(t))'Y'(t)I dt 
Ía 1 - j(F o -y)(t)j2 
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4 :f: [dF;(-y(t)) · -y'(t)]2 

lb ~-'-;-~-l-(F_o_-y_)-(t-)~12--dt 

l
b 4 t

1 
((F•d-y.)..,(t) · ("Y'(t))r 

-'-------~---dt 
1 - !(Fo -y)(t)l2 

aplicando la afirmación 

n 2 2 
¿: [«tx•)-,(t) · ("Y'(t))) - [<dxo)-,(t) · ("Y'(t))) dt 
i=l 

t:, c-rw))2 
- bti(t))2 dt 

j=l 

l~ ("Y) o 

Ahora se demuestra la afirmación (5.6). 

Se tiene que 

4 E [(dx;)., (v) _ x; (dxo)., ~v)] 
2 

i=l l+xo (l+xo) 

Cxº~1)2 
~ [dx;(v) _ x;dxo(v)]

2 

i=l 1 + Xo 

~ [(dx;(v))2 - ~dx;(v)dxo(v) + x~ (dxo(v)/}
2 

i=l 1 +xo (1 +xo) 

~(dx;(v))2 - 2dxo(v) Ex;dx;(v) + x~ -1 2 (dxo(v))2 
i=l 1 + Xo i=l (1 + xo) 

por lo que basta probar que 

2dxo(v) -.!;-. x~ - 1 2 2 
-

1 
L....Jx;dx;(v) + 2 (dxo(v)) = -(dxo(v)) . 

+ xo i=l (1 + xo) 
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Obsérvese que si dos funciones fi, h diferenciables en una variedad diferencia­
ble U son tales que 

f11U=h1 U 

se sigue que d/i 1 U = dh 1 U , entonces se tiene tambien que 

por lo que 

- (dxo)x (v) d (x2 - 1) (v) + Xo - 1 ((dxo) (v))2 
1 + Xo o X Xo + 1 X 

-
1
dxo(v)2dxo(v)(xo) + xo - 1

1 
(dxo(v))2 

+xo xo + 
- (dxo(v))2 O 

Definición 5.14 Sea A una región y <!> : A ~ Hn --+ Hn una función diferenciable, 
se dice que </> es una isometrla hiperbólica si para todo x, y E Hn se cumple que 
lh(x, y) = lh(<f>(x), </>(y)). De manera análoga se define para funciones de En en 
Bn. 

Teorema 5.15 Sea</>: En --+ En una isometría hiperbólica, entonces</> E Gl\II(Bn). 

DEMOSTRACION. Se puede suponer que </>(O) = O, ya que si </>(O) = a, usando 
f E GM(En) tal que f(a) = O, se tiene que fo </>(O) = O y si fo</> E GM(Bn) 
entonces d> E Gl\II(Bn) (Cf. Teorema 3.6). 

Ahora probamos que D</>(O) E O(n), por ser </> diferenciable se tiene que 

lim \</>(O+ h) - </>(O)\ - \D</>(O)h\ = lim \4>(0 + h) - D</>(O)h\ =O. 
h-0 \h\ h-0 \h\ 

Dado que 

y 

se obtiene 

tomando h = tv , \v\ = 1 

k~ 11</><:)1-1Dct>~O)h11 =O 

l . l \Dct>(O)h\ 1 = l 
h~ \h\ , 
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es decir T/v E 5n-l 

l ID</>(O)(tv)l I 
ltvl 

ID<f>(O)vl, 

ID<f>(O)(v)I = 1 , por lo cual D<f>(O) E O(n). 

Como las esferas euclidianas de radio < 1 y con centro en el origen equidistan 
hiperbólicamente del origen, </> preserva estas esferas, en consecuencia se tiene que 
D</>(O) preserva la longitud de todo vector tangente. Si denotamos por g(u) a 
(D</>(0))- 1 (u) entonces se tiene por la regla de la cadena que 

D(g o </>)(O) =Id, 

ya que 

Dg(<f>(O))D<l>(O) = g g- 1 =Id 

y se tiene que g o <f> preserva toda esfera concéntrica al origen y preserva todo rayo 
por el origen, por lo que 

g o</>= Id y </>E GM(Bn) . 

Esta última afirmación se sigue ya que al ser g o <f> uzia isometría, manda diáme­
tros en diámetros, sigo <P(x) =y , x, y hiperbólicamente equidistantes del origen y 
x f.. y, entonces se tendría que D(g o <P)(O) #-Id (ver figura 5.8). O 

Figura 5.8 

' i 
j _,. 

·'· ,, .. '· 

Denotamos por G(Q) el grupo de isometrías de Q, por los resultados anteriores 
se concluye que G(Q) es conjugado e isomorfo a GM(Bn) ya que si <PE GM(Bn), 
entonces F-1 o <Po FE G(Q) y viceversa ya que Fes una isometría. 

A continuación se da una caracterización de G(Q), pero primero se necesita un 
resultado. 
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Definición 5.16 Sea 0(1, n) el grupo de matrices (n + 1) x (n + 1) cuya acción 

por la derecha en R_n+l es invariante bajo la forma cuadrática q(x, x) = xa - f: x'f' 
i=l 

es decir, si A E 0(1,n), entonces q(xA,xA) = q(x,x), '<lx E Rn+1 • A este grupo 
de le llama el grupo de Lorentz. 

Lema 5.17 Sea A E 0(1,n) , 1/J: Rn+l-+ Rn+l dada por 1/l(x) = xA, supóngase 
también que F : Q --+ Bn es como en el teorema 5.1 S y 

Fo1/JoF-1(y1,y2, ... ,yn) = (w1,W2, ... ,wn), 

entonces '<lj 

( 1 + IYl2) aoj + 2 (y1a1j + · · · + Ynan;) 
Wj = ~~--"~~~-'--~~~~~~~~~~~~~~-

IYl2 (aoo - 1) + 2 (y1a10 + ... + Ynano) + (aoo + 1)' 

donde A= (a;;) . 

DEMOSTRACION. Sean 

y 

p-1(y1,y2, · .. ,yn) 

1/l(uo,ui, ... ,un) 

(uo,u¡, ... ,un), 
(vo, vi. ..• , Vn) 

F(vo, V1, ••• , Vn) = (wi. w2, ... , Wn)· 

Como (vo, v 1, ... , Vn) = (uo, u1, ... , un)A , para toda j se tiene que 

Vj = Uoaoj + ... + Unanj , 

también 

p-1( )-(l+IYl
2 ~ 2yn ) 

y - 1- IYl2 ' l - lyl 2 '' 1- IYl2 = (uo,ui, ... ,un), 

por lo que 

( 1 - lyl2) Vj = ( (1 + IYl2)ao; + 2 (y1a1; + · · · + Ynan;)) 

Finalmente se sigue de la definición de F que 

Wj 

( 1 + IYl2) ªºi + 2 f: y;a;; 
t.=l o 

2 2 n 
1 - IYI + (1 + IYI )aoo + 2 E Y•ª•o 

i=l 
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Teorema 5.18 El grupo de isometrlas del hiperboloide Q consiste de las transfor­
maciones determinadas por el grupo de Lorentz 0(1,n) que no intercambian los 
mantos del hiperboloide q(x, x) = l. 

DEMOSTRACION. Sea A E 0(1,n) y 1/J: JRn+l-+ JRn+l dada por 1/J(x) = xA, tal 
que 1/J(Q) = Q y -y una curva de clase C 1 en Q, entonces 

q ((-y'(t))A, (-y'(t))A) = q (-y'(t), -y'(t)) 

y como A es lineal 1/J'(x) = 1/J(x) , ahora 

q ((1/J o-y)'(t), (1/J o-y)'(t)) 

por lo cual 

y por lo tanto 1/J es una isometrfa de Q . 

q ( 1/J' (-y(t))-y' ( t), 1/J' (-y(t) )-y' (t)) 

q (1/J(-y'(t)), 1/J(-y'(t))) 

q (-y'(t)A, -y'(t)A) 

q (-y'(t), -y'(t)), 

Este argumento se generaliza a curvas C 1 por tramos, por lo que dicho subgrupo 
de 0(1, n) consiste de isometrfas, viceversa, se probará que toda isometrfa es de esa 
forma y que el grupo de isometrfas hiperbólicas en el hiperboloide es conjugado al 
grupo de isometrfas de la bola. 

Como las isometrfas de Bn pertenecen al grupo de l\IHfüius y son de la forma 
x -+ To u(x) ,, donde T E O(n), y u es la reflexión en la esfera isométrica (Cf. 
Teorema 4.1), basta probar que 

F-1 o To u o F = (F-1 o To F) o (F-1 o u o F) 

es una transformación determinada por 0(1,n) que preserva Q, o dicho de otra 
manera, T y u son de la forma Fo 1/J o F-1 donde 1/J(x) = xA ,"A E 0(1, n), y 
1/J(Q) = Q. 

Primero se demuestra que Tes de dicha forma. Sea Ao E O(n) tal que T(x) = xAo. 

Se .. ~(qT s~ º ) 
A- : Ao 

o 
y 1/J(x) = xA, entonces A E 0(1,n) , 1/J(Q) = Q y Fo 1/J o F-1 =T. 

Usando el lema 5.17 se tiene que si y= (Yi. ... ,yn) E Bn, 
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( 1 + IYl2
) ªºi + 2 f:: Yiªii 

[Fo 'l/J o F-1 (yi. ... , Yn)) . = Wj = i=l , 
;¡ 2 2 n 

1 - IYI + (1 + IYI )aoo + 2 E y;aw 
i=l 

como ªºi = O si j # O y aoo = 1, 

2 

yAo = T(y). 

Ahora, si x = (xo, xi. . . . ,xn) , 

n 

q(xA,xA) [(xA)o)2 
- L [(xA)j]2 

j=l 
n 

x5 - L ([xA]0 }
2 

j=l 

donde x = (x1, ... ,xn)· Como Ao E O(n), entonces xA · xA 
x · x = x · x, entonces 

x· x y además 

n 

q(xA,xA) x5- 2:xr 
j=l 

q(x,x). 

Finalmente 'ljJ preserva Q y como la primer entrada de xA = (:z:o, ... ), entonces 
preserva los mantos de hiperboloide. 

Probamos ahora que si a es la reflexión en una esfera S(a, r) ortogonal a S(O, 1), 
entonces a es de la forma Fo'ljJoF- 1 donde t/J(x) = xA, A E 0(1,n), y t/J(Q) = Q. 

Como a es una reflexión en una esfera ortogonal a S(O, 1), se puede suponer que 
a = (s, O, ... , O), ya que si g es una transformación que manda a en (s, O, ... , O) 
dada por xB con B E O(n) y T es la reflexión en la nueva esfera con centro 
en (s,O, ... ,O), y se demuestra que r(x) =Fo t/J' o F-1

, donde t/J'(x) = xA', 
A' E 0(1,n), y t/J'(Q) = Q, entonces como u(x) = gorog- 1

, donde g(x) = xB, se 
tiene por la primera parte, que u es de la forma (Cf. Teorema 4.1) 

a= Fo 'ljJ o F-1 o Fo t/J' o F- 1 o Fo t/J- 1 o p-1
, 

esto es 
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donde 1/J esta determinado por la g como en la primera parte. Obsérvese que 1/J tiene 

inversa ya que g la tiene, si 1/J esta determinada po!' la matriz ( ~ ~ ) E 0(1, n), 

entonces 1/J-l está determinada por ( ~ '1-i ) E 0(1, n) . 

Ahora se introduce un nuevo parámetro 

a= (c(t),O, ... ,0), t E (O,oo) 

cosht . 
donde c(t) = senht = coth t. Obsérvese que la elección del pará.Inetro es correcta 
ya que el centro de la esfera ortogonal tiene magnitud entre 1 y oo y cualquier real 

cosht . 
en (1, oo) es de la forma senht con t E (O, oo). Esto se sigue ya que 

y 

y también como 

l
. cosht 
im--- =oo 
t-o senht 

dado ue lcoshtl > 1-1 1 
q senht senht 

lim cosh t = lim et + e-t 
t-oo senht t-oo et - e-t 

1 + e-2t 

= t~~ 1 - e-2t = 1, 

senh2t - cosh2 t -1 
c' (t) = senh2t = senh2 t' 

d(t) es decreciente. 

Por la ortogonalidad de la esfera con centro en (c(t),O, ... ,O) y de radio r se 
tiene que 

1 + r 2 = c2 (t), 

es decir 

(5.7) 
r 2 = cosh2 t _ 

1 
= __ 1 __ 

senh2t senh2 t 
Bajo esta notación se define 

( 

cosh2t 
-:-senh2t 

P= : 

o 

senh2t 
-cosh2t 

o 

Se afirma que PE 0(1, n) y que si h(x) = xP, entonces Fo h o F-1 (x) = u(x) 
Vxe Bn. 

~-------------·- ---- - ----- - ------- - -----------
~~~~~~--.......... ~~~====~~ 



Se demuestra que h preserva la forma cuadrática q(x, x). 

q(xP,xP) q[(xocosht2t - x 1senh2t, xosenh2t - x 1cosh2t, x2, ... , x .. ) 
(xocosht2t - x1senh2t, x 0 senh2t - x1cosh2t, x2, ... , Xn)] 

n 
(xocosht2t - x1senh2t)2 

- (xosenh2t - x 1cosh2t)2 - L x] 
j=2 

x5cosh2 2t + xisenh2 2t - 2xox1cosh2t · senh2t -
-x5senh2 2t - xicosh2 2t + 2x0 x 1senh2t · cosh2t -

n 

-L:x'f 
j=2 

n 

xij(cosh2 2t - senh2 2t) - xi(cosh2 2t - senh2 2t) - L x] 
j=2 

q(x, x) . 

y por lo tanto preserva la forma cuadrática. 
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Finalmente se demuestra que p-l oh o F 
siguientes identidades: 

u, para esto se utilizarán las 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

2senh2 t =cosh2t - 1 , 

senh2t =2senht ces ht , 

2cosh2 t =cosh2t + 1, 

Por el lema 5.17, si Fo1/JoF- 1(yi,y2, ... ,yn) = (wi,w2, ••. ,wn), entonces Vj 

Obsérvese que como 

2 (y1a10 + ... + Ynªno) = 2yi(-senh2t), 

el denominador de Wj es 

= IYl2 (cosh 2t - 1) + 2y1 (-senh2t) + (cosh 2t + 1). 

Usando (5.8) , (5.9) y (5.10) se tiene que este denominador está dado por 
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IYl2 2senh2t - 4y1 cosh tsenht + 2cosh2t 

(
2 t y'f) senh2t - 4y1 c(t)senh2 t + 2cosh2t 

.]=l 

2senh2t [~ y'f + y'f - 2y1c(t) + c2 (t)] 

2senh
2

t [(Y1 - c(t}}
2 + ~YJ l 

2senh2t IY - ol2 
• 

Ahora usando (5.7) el denominador de w3 es 

2¡y-0¡2 
r2 

En consecuencia si j > 2 

(5.12} 

y paraj = 1 

W¡ 

r2 
Wj 2 ly - 012 2yjajj 

y3r2 
ly-0¡2' 

( 1 + IYl2) aoo + 2y1a11 

2 ly - ol2 senh2t 

( 1 + IYl2) senh2t - 2yicosh2t 

2 ¡y - 012 senh2t 

( 1 + IYl2) (2senht cos ht} - 2y¡ (2 cos h2t - 1) 

2 ly - 01 2 senh2t 

Si denotamos senht = u , y cos ht = v , se tiene que r 2 = ~ , y sustituyendo IYl2 
u 

por IY - 012 con el objeto de homologar numerador y denominador, se tiene que 
como IY - ol2 = IYl2 + 10!2 - 2y . °' 



2uv{l + IY - al
2 + 2y ·a - lal2) - 2y1{2v2 - 1) 

2 ly- al2 u 2 

2uv IY - al
2 + 2uv + 4uv(y ·a) - 2uv lal2 - 2y1(2v2 - 1) 

2 ly- al2 u2 

V r2 [ ] - + uv + 2uv(y ·a) - uv lal2 -y1{2v2 - 1) 
u lu-al

2 

~ + IY :

2

al2 [ui - ;1 
Se sigue entonces de (5.12) que 

r2 
Fo 1/; o p-1(y1,y2, ... , Yn) =a+ 2 (y - a)= CT(Y1,y2, · · · , Yn) 

lu-al 

donde CT es la reflexión en la esfera S(a, r). O 
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Es importante mencionar que en el libro de Alan Beardon[l] se menciona que 
las isometrías de Q son exactamente las matrices de (n+l) x (n+l) que preservan la 
forma cuadrática q(x, x) y el semiespacio definido por xo >O, es decir, a diferencia 
de las hipótesis dadas para el teorema 5.18, Beardon establece como condición 
necesaria que ambos semiespacios se preserven. Sin embargo esto es falso, ya que 
dada cualquier isometría PE 0(1, n) 

( 

cosh2t 
-:-senh2t 

P= : 

o 

senh2t 
-cosh2t 

o 

: __ ,) 
y h: JRn+l ---+ JRn+l definido como h(x) = xP, si se toma el parámetro t fijo (como 
en la prueba del teorema 5.18), y x 0 > O fija, entonces es posible encontrar un 
elemento x = (xo, x 1 , ..• , Xn) en el semiespacio superior, tal que h(X) se encuentre 
en el semiespacio inferior. Se tiene que 

[xP] 0 

{=> 

> 

xocosh2t - x1senh2t <O 

cosh2t 
Xo--­

senh2t 

lo cual siempre se puede lograr con xo y t fijas. 
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Lema 5.19 Sea A E 0(1, n) , y 

-In 

entonces AJ A t = J. 

DEMOSTRACION. Sea 

A= ( ~oo 
ano 

entonces 

( 

ªºº 
a10 

ano 

ao1 

( 

ªºº a10 

ano 

-ao1 
-a11 

-an1 

( 

q(eoA, eoA) 

q(e1A, eoA) 

q(enA,eoA) 

q(eoA,e1A) 

q(e1A,e1A) 

aon \ 

llnn ) 

a1n 1 
ann ) 

q(eoA, enA) 1 
q(e,,A,e.A) J ~J. 

La penúltima igualdad se sigue de que eiA = (ajo •... , ajn), y la última igualdad 
es consecuencia de que A preserva la forma cuadrática y de que 



r 
r 

) 

{ 
-6·· 

q(e;A, e3A) = q(e;, e3) = 1 '
1 i i,j #o 

sii=j=O 

Se sigue del lema 5.19 que si A E 0(1, n) , entonces A. tiene inversa ya que 
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es decir, det (A2 ) = 1 , det (A) = ±1 . Más aún, si A E 0(1, n) y B es su inversa, 
entonces B preserva la forma cuadrática q(x, y), dadas z, w E IR.n+l tales que z = xA 
y w = yA, entonces 

q(z,w) = q(xA,yA) = q(x,y) = q(zB,wB) 

y por lo tanto B E 0(1, n). 

También se tiene que si Ai, A2 E 0(1, n) , A1A2 E 0(1, n), ya que dados 
x, y E JRn+l, entonces 

q(xAB, yAB) = q(xA, y A) = q(x, y) . 

En consecuencia, 0(1, n) es un grupo. Obsérvese que otra forma de demostrar 
estas propiedades de grupo es a partir de que los elementos en 0(1, n) son conju­
gados a isometrías de la bola. 

Se denota por SO(O, 1) al subgrupo de matrices de 0(1, n) con determinante l. 
A partir del lema 5.19 se obtiene una expresión simple de la inversa de A E 0(1, n) 

esto se sigue ya que 

A(JAJ)' = AJA'J = JJ = I. 

Obsérvese que JE 0(1, n), ya que 

q(xJ,xJ) 

q ((xo, -xi, ... , -xn), (xo, -xi, ... , -xn)) 
q(x, x) , "lx E IR.n+l . 

Definición 5.20 Se denota por 0+(1, n) el subgrupo de matrices de 0(1, n) para 
las cuales aoo > O . 

Obsérvese que 0+(1, n) es en efecto un subrupo. 

a) Si A E 0+(1, n), se tiene que A- 1 E 0+(1, n), ya que A- 1 = (J AJ)' = J A'J 

b) Si A, B E 0+(1, n), y C = AB, entonces C E 0+(1, n). Se tiene que 

-::;·,: _,\ TESfS lVO SAJ.F 
,T ~; ·~:I Jf A.:-1. J.311:; }~ j[ () 'J!12, r;. :". 
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coo = aooboo + ao1b10 + ... + aonbno 

~ aooboo - lao1b10 + ... + aonbnol 

(5.13) ~ aooboo - [ (ta6;) (tbro) r12 

Se tiene tambien que como A y B preservan la forma cuadrática q(x, x) 

se sigue que 

(5.14) 

q(eoA, eoA) = 1 = q(eoB•, eoB•) 

n 

a6o - 2:a6; = 1 
i=l 

n 

b6o - 2:bro = 1 
i=l 

Reemplazando estas igualdades en (5.13) se tiene que 

Coo ~ aooboo - [(a60 -1) (b60 -1)) 112 >O, 
ya que 

si y solo si 

a6o + b6o ~ 1, 
y ésto es consecuencia de (5.14), ya que éstas igualdades implican que a00 ~ 1 y 
boo~l. 

Estos argumentos muestran también otra forma de definir 0+(1, n), como las 
matrices A E 0(1, n) tales que aoo ~ 1, más aún, si A E 0(1, n), laool ~ l. 

Teorema 5.21 El grupo de Lorentz, es decir, el grupo de isometrias del hiperboloide 
Q es precisamente el grupo 0+(1, n) . 

DEMOSTRACION. Si A E 0+(1,n), entonces 

eoA = (aoo, ao1, ... , aon) 

y como eo E Q, eoA también está en Q, ya que aoo > O y se sigue por conexidad 
que A es de Lorentz. 
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Viceversa, si A E 0(1, n) es de Lorentz, se sigue de la demostración del teorema 
5.17 que A está generadad por matric~ del tipo 

( 

cosh2t 
~senh2t 

P= . 

o 

senh2t 
-cosh2t 

o 
:._, ) o 

donde A E 0(1, n), las cuales pertenecen a 0+(1, n), y como el producto de matrices 
en 0+(1, n) es una matriz también en 0+(1, n) se sigue el resultado. D 

Finalmente, considérese el hiperboloide Q en IR3 , se afirma que las geodésicas 
en B 2 corresponden mediante F-1 a las intersecciones de Q con planos en IR3 • 

Primero para una recta por el origen, digamos x 1a 1 + x2a2 =O, aplicando 

donde x = (xi, x2) se sigue que la imagen en Q está contenida en el plano O· xi + 
X1 • a1 + x2 · a2 = O. Viceversa, como 

si (xo, xi, x2) pertenece al plano O·x1 +xi ·a1 +x2·a2 = O se sigue que F ((xo, xi, x2)) 
está contenido en la recta por el origen x 1a 1 + x2a2 =O. 

Las geodésicas que no pasan por el origen en B 2 son de la forma 

Esta ecuación se cumple si y solo si 

como 

x~ +xª- 2x · (ai,a2) -1, 

lxl2+1 

(
1 + lxl

2 
2x1 2x2 ) 

1 - lxl 2 ' 1 - lxl2 ' 1 - lxl2 

1 
---.,,,2 (2x · (ai, a2), 2xi, 2x2), 
1- lxl 

se sigue que estos puntos están contenidos en el plano 
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P((-l,a1,a2),0) . 

Viceversa, si (xo,xi.x2) E P((-l,ai.a2),0) nQ3 , entonces 

-xo + x1a1 + x2a2 O y 
x~-xi-x~ 1, 

aplicando 

( 
Xl X2 ) 

1+xo'1 +xo ' 

la imagen está contenida en el círculo 

( ~ - a1) 
2 

+ ( ~ - a2) 

2 

1 +xo 1 +xo 
lal2 -1 

*> 

xi 2x1a1 X~ 2x2a2 -1 
(1 + xo)2 ----+ 

(1 + xo)2 - l+xo 1 +xo 
*> 

X~ -1 2xo -1 
(1 + xo) 2 - l+xo 

*> 
xo-1 -2xo+l+xo o. --+ 
1 +xo 1 +xo 
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