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I. Introduccion

En la vida cotidiana las redes estin presentes por todas partes. Redes eléctricas nos
proporcionan luz en nuestras casas. Redes telefonicas nos permiten comunicar no sélo
en nuestras comunidades locales, sino en todo el pais ¥ a cualquier parte del mundo.
La red de carreteras, la red del metro, asi como las redes de servicios de acrolineas
nos proveen la manera de viajar de un lugar a otro. Las redes de computadoras han
cambiado la forma en que compartimos la informacion, la manera en que dirigimos

negocios e incluso nuestra vida personal.

En algunos de estos ejemplos, ¥y muchos mas, deseamos mover alguna entidad {co-
mo eclectricidad, senales, personas, vehiculos, productos de consumo, datos, mensajes
etcétera.) de un punto a otro y queremos hacer esto tan eficientemente como sea po-
sible. Dichos ejemplos involucran problemas, modelados comeo un problema de flujo
en redes, donde se pretende maximizar el envio de entidades de un punto a otro en
la red. En particular, a csta clase s¢ le denomina Problema de Flujo Maximao.

Dado un problema, un algoritino genérico nos proporciona una estrategia genceral
de solucién para el problema, sin detallar algunos mdétodos involucrados en la solu-
cién. La clave de disefiar un algoritmo genérico counsiste en identificar los métodos

que generalizan la solucién.

A partir de un algoritmo genérico, la especificacion de sus métodos proporcionara una
especializacién del algoritmo. El objetivo de un algoritmo genérico es proporcionar,
a partir de él, diferentes algoritmos (especializaciones) que solucionen un mismo pro-
blema con la estrategia general propuesta.

Este enfoque gendrico facilita tanto la justificacion como el diseno de algoritmos,
ademads de que el cdlculo del desempeiio computacional de los algoritmos resulta me-
nos complejo.

El problema de flujo mdximo en redes consiste en enviar ¢l mayor flujo posible a
lo largo de una red. Los algoritimos que resuclven este problema se pueden clasificar
en dos tipos:

(1) los algoritmos basados en rutas aumentantes y
(2) los algoritmos basados en la estrategia de empuje-preflujo

Para cada una de estas clasificaciones presentaremos un algoritmo genérico.

A lo largo de este trabajo iremos presentando también especializaciones de los algorit-
mos genéricos, las cuales justificaremos y calcularemos su desempeiio computacional



mencionando ademais sus ventajas y desventajas.,

El objetivo de este trabajo es que sirva como material de apoyo dididctico para cursos
avanzados del Anilisis de Redes tanto a nivel licenciatura comno a nivel posgrado. Este
documento estd basado principalmente en los libros “Network flows: Theory, Algo-
rithms, and Applications”, Ahuja, R.K., Magnati, T.L. y Orlin, J.B. [1]; y “Applied
and Algorithmic Graph Theory"”, Chartran, G. and Oellermann, R. |2}

El presente trabajo est# organizado en la siguicnte forma:
En el Capitulo 1 mostramos un panorama general del problema o estudiar,

En ¢l Capitulo 2 se da una breve introduccion al Andlisis de algoritmos el cual es
parte fundamental de este trabajo ya que con base en el aniilisis del peor de los ca-
sos se compara la eficiencia de los algoritmos presentados. En este mismo capitulo
recordamos algunos conceptos ¥ definiciones de Teoria de Redes las cuales nos ayu-
daran a la comprension del texto. Una vez definidos estos coneeptos, presentaremos el
problema de Flujo Miximo y daremos los supuestos sobre los cuales viunos a trabajar.

En el Capitulo 3 se presenta uno de los teorcimas fundinmentales para la Teoria de
flujo en redes, el Teorema de Flujo Miximo - Corte Minimo, Durante la demostracion
de este teorema se deduce un algoritmo que resueclve el problema de flujo miximo,
tal algoritmo es analizado y su complejidad es caleulada.

En ¢l Capitulo 4 se presenta el algoritmo gendrico de Rutas Aumentantes v tres de
sus especializaciones. Cada uno de estos algoritmos seri deserito con detalle, ademais
de ser analizados y de calcular su desempeno computacional.

En el Capitulo 5 mostramos el enfoque de los algoritmos de empuje - preflujo. Como
inicio, presentamos y analizamos el algoritmo genérico de pretlujo. Lo anterior nos
llevari a la presentacion de sus especializaciones las cuales también son detalladas,
analizadas y para todas cllas se determina su desempeno computacional.

Al final ¥ con base en este trabajo concluiremos que los algoritmos basados en el en-
foque de preflujo son miais eficientes que los algoritinos basados en rutas anmentantes.

Paralelamente a la elaboracion de este documento se realizo, en una hoja de cilcu-
lo, la simulacion de los algoritmos descritos durante este trabajo. Tal herramienta
pretende mostrar cémo trabajan los algoritmos. En ¢l Capitulo 6 presentamos tales
simulaciones.
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1. Panorama General

El problemna de flujo nuiximo puede ser planteado de la siguiente forma: En una red
con capacidades en los arcos, queremaos enviar tanto flujo como sea posible entre dos
nodos especiales, un nodo origen s y un nodo destino ¢, sin exceder la capacidad de
cada arco. Existen varios algoritinos para resolver el problema de flujo niiximo los
cuales se dividen en dos tipos:

1. Algoritmos de rutas aumentantes: suponen la conservacion de flujo en
cada nodo de la red excepto en ¢l nodo origen y ol nodo destino. Estos
algoritmos van enviando flujo a lo largo de rutas que van desde of nodo
origen al nodo destino.

2. Algoritmos de empuje - preflujo: estos algoritmos sobre saturan la red
de tal forma que algunos nodos tienen exceso en etapas intermedias. Estos
algoritmos liberan flujo incrementalmente desde los nodos con exceso, ya
sea hacia el nodo destino (hacia adelante) o al nodo origen (hacia atrads).

Para cada una de estas clasificaciones presentaremos un algoritio gendrico.

El algoritmo genérico de rutas aumentantes s el algoritmo mis intuitivo para resolver
¢l problema de flujo maiximo, sin embargo, veremos que tiene limitaciones computacio-
nales importantes. La complajidad de este algoritmo es poco atractiva en la prictica
para problemas con capacidades muy grandes ¥, ademiis para problemas con eapaci-
dades irracionales el algoritmo podria converger a una solucion no optima.

Con base en estas limitaciones mostraremos métodos que se han desarrollado con al-
gunas adecuaciones que buscan mejorar el desempeno del algoritmo genérico de rutas
aumentantes. Es posible mejorac el tiempo de ejecucion det algoritino gendrico de
rutas aumentantes, En general, consideraremos las siguientes ideas:

1. Aumentar flujo en grandes cantidades.

2. Limitar el tipo de rutas que pueden ser utilizadas en cada aumento.

Como veremos, el algoritmo genérico de rutas aumentantes puede Hegar a ser muy
lento porque podria gjecutar un gran nimero de aumentos enviando en cada uno de
ellos un flujo de valor muy pequeio. Esto sugicre una estrategia para mejorar el algo-
ritmo de rutas aumentantes: aumentar flujo a través de una ruta de tal forma que el
aumento sea muiximo, con esto el niimero de aumentos restantes serin relativamente
pequeito. El algoritmo de rutas aumentantes de maxima capacidad utiliza esta idea:
siempre aumenta flujo a lo largo de rutas con la maixima capacidad.



En este trabajo mostraremos una variacion de este algoritmo cuyos aumentos de
flujo son a través de rutas que permitan un aumento suficientemente grande, no ne-
cesariamente el miximo, el cual también se ejecuta en un tiempo del mismo orden
que el anterior, ademads es mas ficil de implementar. Este algoritmo es conocido como
algoritio de capacidades escalables.

Otra estrategia que discutiremos para mcjorar el algoritmo de rutas aumentantes
es una implementaciéon que cs totalmente independiente de la capacidad de los arcos.
Por cjemplo, restringir la eleccion de rutas por las cuales aumentamos flujo, siempre
aumentar flujo a través de una ruta mds corta desde el nodo origen al nodo destino,
definiendo ruta mis corta como una ruta dirigida que consiste del menor nimero de
arcos. Si aumentamos flujo por la ruta mds corta, el tamano de cualquier ruta mas
corta o s¢ mantiene igual o s¢ incrementa. Ademais, en m aumentos, donde m es ¢l
mimero de arcos en la red, el tamano de la ruta mids corta es seguro que se incremente.
Ya que ninguna ruta ticne mis de n — 1 arcos, donde n es el nimero de nodos en la
red, este resultado garantiza que el mimero de aumentos es a lo mas (n — 1)m. A este
algoritmo lo llamamos: algoritmo de rutas aumentantes nuis cortas,

Una vez analizadas estas mejoras al algoritino genérico de rutas anmentantes, ex-
plicaremos detalladamente el otro tipo de algoritmo, que es mas reciente, conocido
como algoritmos de empuje - preflujo. Este ha surgido como la téenica miis poderosa
tanto tedrica como computacionalmente para la solucion de problemas de flujo miixi-
mo. El algoritmo de empuje - flujo usa la siguiente idea:

Tener flexibilidad respecto al principio de conservacion de flujo durante pasos in-
termedios del algoritmo, lo que implica que cada cambio de flujo no necesariamente
significaria un aumento que inicia en el nodo origen y termina en el nodo destino.

Aunque este algoritmo identifica la ruta mais corta, no envia fiujo a lo largo de rutas
del nodo origen al nodo destino, en su lugar, envia flujo por arcos individuales. Por
lo que el algoritmo logra una rapidez superior a la obtenida por cualquiera de los
algoritmos de rutas aumentantes.



2. Conceptos Basicos

En este capitulo veremos una introduccion sobre el Anilisis de algoritmos el cual es
fundamental para este trabajo, también definiremaos y explicaremos algunos conceptos
bisicos de la teoria de redes los citales nos servirin para facilitar la comprension del
texto.

2.1.  Analisis de Algoritmos

Un algoritino es un conjunto de reglas o instrucciones bien definidas para resolver
un problema paso a paso en un tiempo finito. Por un problema nos referimos a
una cuestién a resolver; por ejemplo ¢l problema de flujo miximo, el problema de
ordenamiento, el problema de hisqueda, el problema de ruta mas corta. Un proble-
ma generalmente posee parametros por cjemplo, para el problema de bisqueda los
parimetros son cl clemento a buscar ¥ la lista donde buscar.

Un c¢jemplar es un caso particular de los pardmetros, ¢s decir, son datos especificos
para todos los pardmetros del problema. Entonces, un algoritmo resuclve un problema
P si cuandoe lo aplicamos a cualquier cjemplar de P2, ¢l algoritmo garantiza encontrar
una solucién para /2.

Ejemplo. Consideremos cl problema de encontrar el miiximo elemento de un conjunto
de nimeros. A continuacuon definamos formalmente este problema.

Problema: Encontrar el idximo.

Dado un conjunto S de niimeros reales, con $ no vacio y finito, Encoutrar r € §
tal que paratoda y € S, x > y.

Pardmetros. S un conjunto no vacio y finito de mimeros reales.

Algunos cjemplares para este problema son:

Ey = {314,2,27,318,932}

E; = {500, 1,25, 1976, 30}

Complejidad de los algoritmos
Generalmente cstamos interesados en encontrar los algoritinos mas “eficientes” para
resolver un problema. En este trabajo nos basaremos en el ticmpo de ejecucion del

algoritino como la métrica para determinar su eficiencia.

El mimero de pasos que ejecuta un algoritmo podria ser diferente de un ejemplar
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a otro.del mismo problema. Por lo que un algoritino podria resolver, algunos ejem-
plares- “buenos” de manera rapida mientras que algunos otros ejemplares “malos”
los resolveria tomdndose mads tiecmpo. Con esto, surge la pregunta: jceomo podemos
seleccionar ¢l mejor algoritmo de entre todos los algoritmos que resuclven un mismo
problema? Para contestar a esta pregunta, en cste trabajo, utilizaremos lo que en Ia
literatura se denomina:

= Anadlisis del peor de los casos. Este anilisis provee una cota superior para el
nttmero de pasos que un algoritmo puede necesitar para cualquier ejemplar
del problema. En este anddlisis se cuenta el ntimero maximo de pasos posibles;
en consecuencia ofrece una garantia en el nimero de pasos que un algoritmo
necesitard para cualquicer cjemplar de un problema.

Utilizando este andlisis tenemos que un algoritmo es mejor que otro si requiere menos
mimero de pasos para resolver el problema en el peor de los casos. El andlisis del peor
de los casos tiene la desventaja de permitir que ejemplares “patologicos” determinen
cl tiempo de cjecucidon de un algoritmo, atin cuando estos cjemplares sean extremada-
mente raros ¢n la practica. A pesar de esta desventaja, este andlisis es el mis comuin
para medir el tiempo ejecucion de los algoritmos.

El tiempo que requiere un algoritmo para resolver un problema, al cual Hamaremos
también tiempo de ejecucion del algoritmo, depende tanto de la naturaleza como del
tamaifio de los datos de entrada, cjemplares grandes requicren mas tiempo. Diversos
cjemplares del mismo tamaiio pueden requerir diferente tiempo debido a la variedad
entre sus datos.

Una funcién de complejidad para un algoritmo, es una funcion sobre el tamano del
cjemplar y especifica el tiempo maiximo que necesita el algoritimo para resolver cual-
quicr cjemplar de un problema de un tamafno dado. En otras palabras, la funcion
de complejidad mide la razén de crecimiento del tiempo de soluciéon en base al in-
cremento cn ¢l tamafio del ejemplar. Nos referiremos a esta funcion de complejidad
simplemente como la complejidad o desempeiio computacional del algoritmo.

Para definir la complejidad de un algoritmo de manera mis completa, describiremos
la notacion “O grande”.

Definiciéon 2.1 Se dice que un algoritmno sc ejecuta en tiempo O(f(n)) si para algin
nimero real positivo C y un entero no negativo ng, ¢l tiempo requerido por el algorit-
mo, digamos g(n), cumple:

g(n) < C- f(n) paratodan > ng.

Se escribe g(n) es O(f(n)) y se dice que f(n) es una cota superior para g(n).
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Aunque hemos mencionado esta definicién en términos de un simple pariametro n,
que es el tamaiio del ejemplar, podemos incorporar facilmente la definicion de mas
parimetros.

Por cjemplo, para una griafica con n vértices, 1 arcos y costos sobre los arcos, el
tiempo de ¢jecucion de un algoritmo podria depender de m,n, U, donde U es una
cota superior para el costo de cualquier arco y lo denotarianmos como O(g(n, m, U)).

La complejidad de un algoritmo es una cota superior sobre su ticmpo de cjecucion
cuando los valores de n son muy grandes. Esta caracteristica es justificable ya que
nuestro interéds cstid enfocado en el comportamiento de los alporitmos cuando el ta-
maiio de la entrada de los datos es grande, porque esto determina los limites de la
aplicabilidad del algoritmo en la practica o la implantacion del mismo en una com-
putadora.

La notacion O grande solamente indica el término mias dominante en el tiempo de
cjecucion, porque para valores de n suficientemente grandes, los términos con una
razén de crecimiento menor llegan a ser insignificantes. Por cjemplo, si ¢l tiempo de
ejecucién de un algoritmo es 100n + 122 + 0.00012%, entonces para toda n > 100, el
segundo término domina al primer término, y para toda n > 10,000, ¢l tercer témino
domina al segundo término. Asi pues, la complejidad de este algoritino es O(n®).

Algoritmos con tiempo de ejecucién polinomial y exponencial

En afos reciente se ha aceptado la idea de gue un algoritmo es “bueno™ si su coms-
plejidad para el peor de los casos esti acotada por una funcion polinomial sobre los
pardametros del problema, es decir, una funcién polinomial de n, m v logU. Tales
algoritmos son llamados algoritmos de tiempo de ejecucion polinomial.

Algunos cjemplos de cotas de tiempo de cjecuciéon polinomial son O(n?). O(nm).
O(m + nlogU), O(nmnlog(n?/m)) ¥y O(nm + n?logU). Notemos que logn esta aco-
tado polinomialmente porque su razon de crecimiento es menor que n.

Se dice que un algoritmo tiene tiempo de ¢jecucion exponencial si su tiempo de ejecu-
¢ién en el peor de los casos crece como una funcién que no pucde ser polinomialmente
acotada por ¢l tamaiio de la entrada. Algunos ejemplos de cotas de tiempo exponen-
cial son O(nlU), O(2"*) y O(n!). Obsevemos que nlU puede no ser acotada por una
funcion polinomial de n y log U, U podria ser una funcién exponencial en n.

Existen varias razones para preferir un algoriumo de tiempo de ejecuciéon polinomial a
uno de tiempo exponencial. Cualquier algoritmo de tiempo polinomial es asintética-



mente superior a cualquier algoritmo de tiempo exponencial, amin ¢n casos extremos.
Por cjemplo, nt9° es menor que n®'E” si y sélo si 1 es suficientemente grande, es
decir, n > 210001,

Las funciones de complejidad exponencial tienen una razén de crecimiento explosivo,
cn general, los algoritmos con esta complejidad son capaces de vesolver solamente
problemas de tamaiio pequeifio.

Una breve exploracion de los efectos de mejora teenoldgica en algoritimos s adn mais
relevante para entender el impacto de varias funciones de complejidad. Consideremos
un algoritmo cuya complejidad es O(n?). Supongamos que ¢! algoritmo es capaz de
resolver un cjemplar de tamaiio ny en 1 hora en una computadora con velocidad de
sy instrucciones por segundo. Si incrementamos la velocidad de la computadora a
s2, entonces (n2/n,)? = su/s; especifica el tamaiio ne del ejemplar que el algoritmo
puede resolver en el mismo tiempo. En consecucencia, un incremento de 100 veces en
la velocidad de la computadora nos podria permitir resolver un problema que fuera
10 veces mayor. Ahora consideremos un algoritmo con tiempo de ejecucion exponen-
cial de complejidad O(2"). Igual que antes, sean ny ¥ 1y ¢l tamano de los problemas
resucltos con computadoras con velocidades s; v 8o respectivamente, en un tiempo
de 1 hora. Eutonces so/s; = 272/2" Alternativamente, ny = ny + log(sa/s). En este
‘aso, un incremento de 100 veces en la velocidad de la computadora podria permitir

resolver problemas que son solamente 7 unidades mayor en ¢l mismo tiempo,

Complejidad Valores de n
2 8 32 61
logn 1 seg. 3 seg. 5 seg. 6 seg.
2] 2 seg. 8 seg. 32 seg. 1.07 min.
nlogn 2 seg. 24 seg. 2.67 min. G.s4 min.
n® 4 seg. { 1.07 min. 17.07 min. 1.14 hrs.
nt 8 seg. 8.5'3 min. 9.1 hrs. 3.03 dias
2n 4 seg. | 4.27 min. 1.3G centurias 5.86 x 10% centurias
n! 2seg. | 4.2 hrs. | 8.34 x 10?° centurias | 4.02 x 107® centurias

Figura 1: Comparacién de funciones de complejidad. Tiempos aproximados [1}



La discusién anterior muestra que un incremento substancial en la velocidad de la
computadora nos permite resolver problemas con algoritmos de tiempo polinomial
que son mayores por un factor multiplicativo; mientras que para los algoritmos de
tiempo exponencial solamente obtencemos mejoras del orden de una suma en el ta-
maiio del ejemplar. Con lo que, la mcjora en las capacidades de las computadoras
puede tener solamente un impacto marginal en la solucion de problemas de tiempo
exponencial.

En resumen, nuestro objetivo cs obtener algoritinos de tiempo polinomial y den-
tro de este dominio debemos buscar un algoritmo con la razén de crecimiento menor.
Por ejemplo, preferimos Q(logn) a O(n*) para & > 0, y preferimos O(n?) a O(1®).

La jerarquia de algunas funciones de complgjidad se muestra a continuacién:

0(1), O(logn), O(n), O(nlogn), O(n?), O(n?), O(n*), O(a™), OW™). On')
donde &k > j > 2 y b > a > 1. Si una funcién de complejidad f(n) estd a la izquicrda
de otra g(n) cntonces la razén de crecimiento de f(n) es menor que la de g(n) para

una n suficientemente grande.

En la Figura 1 se muestra cl tiempo de ejecucién (aproximado) de varias funciones
de complcjidad para algunos valores de n.




2.2. Teoria de Redes

En esta seccién daremos algunas de las definiciones bisicas de Teoria de Redes y otros
conceptos relacionados que serin usados durante el resto del documento.

Grafica. Una grafica es una pareja de conjuntos G = (¥, A) donde N ¢s un conjunto
no vacio de clementos denominados nodos o vértices y . es un conjunto de pares no or-
denados de nodos. La Figura 2 muestra una grifica, en la cual N = {1,2,3,4,5,6,7} y
A= {{1.2},{1,3},{2,3}, {2,4}, {2, 6}, {3.4}, {3, 5}, {1, 6}, {4,5}. {5, 7}, (6,5}, {6, 7} }.

Figura 2: Ejemplo de una grifica no dirigida.

Griéfica dirigida. Es una grifica G = (N, A) donde N es el conjunto de nodos,
N #py AC V x V, es decir, A es un conjunto de parcjas ordenadas a las cuales
HNamaremos arcos. Una grifica dirigida también es llamada digrdfica. En Ia Figura
3 se muestra una griafica donde el conjunto de nodos es N = {1,2,3,4,5,6,7} y
A ={(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(2,6),(3,4), (3,5), (4,6}, (1,5), (5, 7),(6,5), (6. T) } es el
conjunto de arcos.

nodos /
o

Figura 3: Ejemplo de una grédfica dirigida.

Red. Es una gréfica dirigida con funciones sobre los arcos o los nodos. Para este
material consideraremos redes con una funcién de capacidad u sobre los arcos y dos
nodos distinguidos denominados nodo origen s, y nodo destino, t.

A tal Red la denotamos G = (N, 4, u,s,t). con: v : A — IR*, donde u,; representa
la capacidad del arco (i,j). La Figura 4 mucstra un ejemplo de una Red, el valor
asociado a cada arco se refiere a su capacidad u,,.
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Figura 4: Ejemplo de una Red.

Extremos. Un arco (i, 7) ticne dos puntos extremos, i ¥ j. Nos referimos al nodo
como ¢l nodo inicial del arco (4, ) y al nodo j como el nodo final. Un arco (4, j) es
incidente a los nodos @ y j. El arco (i, 7) es un arco saliente del nodo i ¥ es un arco
entrante para el nodo j. Si un arco (i, j) € A, decimos que el nodo j es adyvacente al
nodo 1.

Lista de Adyacencia. La lista de adyacencia de arcos (i) de un nodo i es el
conjunto de arcos que emanan de ese nodo, esto es A(#) = {(i.j) € A j € N} La
lista de adyacencia de nodos A(7) es el conjunto de nodos adyacentes a ese nodo; en
este caso, A(i) = {7 € N : (i,j) € A}.

En cl e¢jemplo de la Figura 3 la lista de adyacencia de arcos para el nodo 2 es
A(2) = {(2,3),(2,4),(2,6)} y la lista de adyacencia de nodos para el mismo nodo
2, esti definida como A(2) = {3, 4,6}.

Arcos paralelos. Los arcos paralelos son dos o mis arcos con el mismo nodo inicial
» ¢l mismo nodo final.

inicio fin
O <€)
(1, 2)

Figura 5: Ejemplo de arcos paralelos.

Subgrafica. Una grafica G’ = (V. 4’) es una subgriifica de G = (N, A)si N'C N v
A’ C . La Figura 6 ilustra esta definicién.

Camino. Un camino en una grifica dirigida G = (V, ) es una subgriafica de &
que consiste de una secuencia de nodos y arcos i)y —ay — iy — Az ~ +++ fp_y ~ @y — i,

que satisface que paratoda 1 S kK < r — 1, ax = (ig, 1x41) € 1 0 ax = (ix41, %) € A
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Grafica G Subgrdfica G°*

Figura 6: Subgrifica.

Alternativamente, podemos hacer referencia a un camino simplemente como una se-
cuencia de nodos.

Para ilustrar esta definicidén, en la Figura 7 se muestran dos ejemplos de caminos,
el{a):1-2~-4—-3-5—-6—-—7yecl(4):1~-2-3-5-6-4-5~—-T7T.

tay: Lo , ()

’ Figux‘n 7: Ejemplos de caminos.

Camino dirigido.-Un camino dirigido es una version “orientada” de un camino
en cl sentido de que para dos nodos consecutivos ix € ty41 et ¢l camino, (ig, #x41) € .
El camino de la Figura 7(a) no es dirigido mientras que el de la Figura 7(b) si lo es.

Ruta. Una ruta es un camino que no tiene repeticiéon de nodos. El camino de la
Figura 7(a) es una ruta, en cambio el de la Figura 7(b) no lo es porque repite el nodo
5.

Podemos particionar los arcos de una ruta en dos grupos: arcos hacia adelante y arcos
hacia atrds. Un arco (i, ) en la ruta es un arco hacia adelante si la ruta pasa por el
nodo ¢ antes de pasar al nodo j, y es un arco hacia atrds en otro caso.

Ruta dirigida. Una ruta dirigida es un camino dirigido sin repeticién de nodos.
En otras palabras, una ruta dirigida no ticne arcos hacia atrds.

Ciclo. Un ciclo es una ruta iy —ip — ... — i, dénde i, = i,.
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Figura 8: Ejemplo de una ruta dirigida.

Predecesores. Definimos ¢l predecesor pred(F) para cada nodo j en la ruta, de la
siguiente forma; si 7, j son dos nodos consecutivos en la ruta, pred(j) = i. Por conven-
cién, el predecesor del nodo inicial es cero. Para la ruta dirigida de la Figura 8 tenemos
que: pred(1) = 0, pred(2) = 1, pred(3) = 2, pred(5) = 3, pred(6) = 5, pred(d) = 6.

Cortadura. Una cortadura es una particién del conjunto de nodos N en dos partes,
Sy & = N\S. Cada cortadura define un conjunto de arcos que consiste en aquellos
arcos que tienen un extremo en S ¥ el otro en S. Nos referiremos a este conjunto de
arcos por la notacién [S, S].

Figura 9: Ejemplo de una cortadura.

‘ S ={1,2,3,4,5} y [S, 5] = {(2,6),(4,6),(6.5),(5,7)}

Conectividad. Decimos que dos nodos ¢ y j estin conectados si la grifica contiene
al menos una ruta del nodo ¢ al nodo j. Una grifica es conexa si cada par de nodos
esta conectado; en otro caso, la grifica no es conexa.

Fuertemente Conexa. Una grifica conexa es fuertemente conexa si contiene al
menos una ruta dirigida entre cualquier par de nodos de la grifica.

Arbol. Un :drbol es una grifica conexa que no tiene ciclos. La Figura 10 muestra
dos cjemplos de drboles.

11
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‘ Figﬁfu’ 10: Ejemplo de dos drboles.

Bosque. Un bosque cs una coleccién de drboles. En la Figura 11 s¢ observa un
ejemplo de un bosque. :

® i—@ ®
® @ D

' Figura 11: Ejemplo de bosque.

Arbol con raiz. Un dr_bol con raiz es un drbol con un nodo especial, Hamado raiz,
podemos ver a un drbol con.raiz como si colgara de su raiz. La Figura 12 muestra un
drbol con raiz; en este cjemplo, ¢l nodo 1 es la raiz del drbol.

©.
®& ©®© o
® & D

®

Figura 12: Ejemplo de drbol con raiz.

Algunas veces podemos ver los arcos de un drbol con raiz definiendo relaciones de
predecesores-sucesores (o de padres- hijos). Por ejemplo, en la Figura 12, el nodo 5 es
el predecesor del nodo 6 y 7, y el nodo 1 es el predecesor de los nodos 2, 4 y 5. Cada
nodo i excepto ¢l nodo raiz tiene un 1inico predecesor, el cual es ¢l siguiente nodo en la
ruta que va de ese nodo ¢ al nodo raiz, ademads dicha ruta es tinica. Los descendientes
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de un nodo i counsisten en el nodo mismo, sus sucesores ¥ los sucesores de sus sucesores
y asi sucesivamente. Por ejemplo, en la Figura 12 el conjunto 5,6,7,8 es ¢l conjunto de
descendientes de | nodo 5. Decimos que un nodo es un ancestro de todos sus nodos
descendientes. En la misma figura, ¢l nodo 2 es un ancestro de ¢l mismo v del nodo 3.

Representacién de una Red. Una de las representaciones mids populares de una
red es la matriz de Adyacencia de nodos, o simplemente matriz de adyacencia, gue
almacena las redes como una matriz 2 = {/,,}. La matriz tiene un rengléon v una
columna para cada nodo, y la ij-ésima entrada hi;, es igual a 1 si (4,/) € 1 e igual
a 0 en otro caso. En la Figura 13 tenemos la representacion de la red de la Figura 9
como una matriz de Adyacencia de nodos.

1 0110000
2 0011010
3 0001100
H= 4 0000110
5 000 0O0CO01
6 0000101
7 000O0O0COO

Figura 13: Representacién de una red con una matriz de Adyacencia.

Representacién de una lista de Adyacencia. Anteriormente definimos una lista
de adyacencia de arcos A(i) de un nodo i como el conjunto de arces que emanan de
ese nodo, esto es, el conjunto de arcos (i, 7) € A. Similarmente, delinimos la lista de
adyacencia de nodos del nodo i como ¢l conjunto de nodos j para los cuades (7, j) € .
La representacién de la lista de advacencia almacena la lista de adyacencia de nodos
de cada nodo como una lista ligada. Una lista ligada es una coleccion de celdas cada
una de las cuales puede contener uno o mds campos. La lista de advacencia de nodos
para cl nodo ¢ sera una lista ligada que tenga {A(2)} celdas v cada celda correspon-
derd a un arco (i, j) € A. Las celdas correspondientes a un arco (i, j) podrian tener
tantos campos como informacion descamos almacenar. Un campo puede alimacenar al
nodo j. Podriamos usar otro campo adicional para almacenar la capacidad del arco,
u;j. Ademais, cada celda contience un campo adicional, llamado liga, el cual almacena
un puntero a la siguiente celda en la lista de adyacencia. St una celda es la altima en
la lista de adyacencia, por convenciéon hacemos el valor de su liga igual a NULL.

Ya que necesitamos ser capaces de almacenar y accesar n listas ligadas, una por cada
nodo, también necesitamos un arreglo de punteros que apunten a la primer celda de
cada lista ligada. Para esto, definimos un arreglo n—dimensional, primero cuyo ele-
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11—z 4—~[T F—nurLL

| 21+—={3] J~{a] F—~[6] F—nuLL
3t—{+] F—[5T F—nuLL

| 4—{s] J—[eT J—nuLL
51+—{7] 3—nuLL

(o5 37T F—nuLe

7 +—=NULL

Figura 14: Representacion de lista de adyacencia de una red.

mento primero(i) almacena el puntero a la primer celda de la lista de adyacencia del
nodo i. Si la lista de adyacencia del nodo i estd vacia, hacemos primero(i) =NULL.
La Figura 14 muestra la representacion en forma de lista de adyvacencia de ta red de
la Figura 9.
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2.3.  Problema de Flujo Maximo

Sea G(N, A, u, s, t) y definamos U = mixg  )ea{n,, }. Para definir el problema de flujo
muiximo distinguiremos los dos nodos especiales en la red. el nodo origen s y el nodo
destino t. Ademads tenemos que |N| = ny [A] = m.

Un flujo en una red G es una funcion x que a cada arco (7, j) le asigna un mimero
real positivo z;;, Hamado flujo en el arco (7, j) tal que el flujo en cada arco es menor

o igual a su capacidad. De manera mas formal :
x:A— RY talque 0<x; <u,; V(@E,j)e A re R™

El flujo que llega a un nodo i s¢ define como:
E T,
(aeA
asi mismo el flujo que sale de un nodo i se define como:

> x5

(id)EA
El valor v de un flujo £ en una red G, es igual al flujo que llega al nodo destino ¢,

El problema de Flujo Maximo en redes consiste en encoutrar ¢l flujo maximo que
puede ser enviado del nodo s al nodo t que satisfaga las capacidades de los arcos y
ademads garantice que todo el flujo que llega a un nodo sale del mismo. con excepcién
de los nodos distinguidos s y t.

Formalmente, el problema de flujo miximo se define como sigue:

Maximizar v (flujo) (1)
sujeto a:

vparai = s

T — z T = 0 para toda i € N (2)
{5:(id)eA} {i:Ga)eA) —v parai =¢
0 <.x;; < u;; para cada (i,j) € A. (3)

Nos referiremos al vector x = {z;;} que satisface las Condiciones (2) ¥ (3) como un
flujo factible y a su correspondiente valor v como el valor del flujo. A la Condicion (2)
se le conoce como Ley de Conservacién de flujo que intuitivamente indica que todo
lo que llega a un nodo es igual a lo que sale de él, excepto para los nodos s y t.
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2.4.  Supuestos

A continuacion definimos y. deseribimos los supuestos que utilizaremos para el pro-
blema de flujo miximo.

Supuesto 2.1 Todas las capacidades son enteros no negativos.

Esta restriccién para las capacidades de los arcos de ser enteros no es necesaria para
algunos algoritmos, sin embargo para otros si, los algoritinos cuya cota de compleji-
dad involucra U asumen que las capacidades son enteras.

En realidad, el supuesto de que los datos sean enteros no es restrictivo yva que las
computadoras alimacenan datos como mimeros racionales v siecmpre podemos trans-
formar un niimero racional a entero multiplicindolo por un entero adecuado.

Supuesto 2.2 La red no contiene rutas dirigidas del nodo s al nodo t compuestas
solamente de arcos con capacidad infinita.

Si cada arco de una ruta dirigida P, que va de s a ¢, tiene capacidad infinita, entonces
podemos enviar una cantidad infinita de flujo a través de esta ruta, y por lo tanto el
flujo mdximo es infinito.

Supuesto 2.3 La red no contiene arcos paralelos.

Si permitiéramos arcos paralelos tendriamos dificultades en cuanto a la notacion, ya
que (i, 7) no podria identificar a un arco de manera tinica. Por lo que este supucsto
es esencialmente por notacién.
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3. Teorema de Flujo Maximo - Corte Minimo

En esta secciéon vamos a ver ¢l teorema que es el fundamento para la justificacion de
uno de los algoritimos clisicos que resuelve el problema de flujo miximo. Antes de
cntrar de lleno al teorema, definamos algunos conceptos y mostremos algunos resul-
tados que nos ayudarin mads adelante.

Xty

o —©

Figura 15: Ejemplo de una (s, t)-cortadura.

(s,t)-cortadura. Una (s,t)-cortadura cs una cortadura que estd delinida con res-
pecto a dos nodos, s y t; y nos referiremos a ellasi s € Sy t € §. Ademas, a un
arco (i,j) con i € Sy j € § le lamaremos un arco hacia adelante de la cortadura
[S, 8]}y un arco (i,7) con i € § y j € S serd un arco hacia atris de la cortadura [S, S}

Denotaremos (S, §) al conjunto de arcos hacia adelante v (S, S) al conjunto de ar-
cos hacia atris de la cortadura (S, S]. La Figura 15 muestra un ejemplo de una
(s,t)-cortadura, en la cual § = {5,1,2,3,4} ¥y § = {5,t}. Ademis tenemos que

(8,8) = {(1,5),(3,5),(4,0)} ¥ (5,5) = {(5, 1]

Capacidad de una (s,t)-cortadura. Definimos la capacidad ufS, S] de una cor-
tadura [5,5] como la suma de las capacidades de los arcos hacia adelante en la
cortadura, es decir:

u[S, 5’] = Z U,
(1.)€(5.5)

Por cjemplo, la capacidad de la cortadura de 1a Figura 15 es u[S, S] = 6 +7+ 14 = 27.
Claramente, la capacidad de una cortadura es una cota superior para el flujo niiximo
que puede ser enviado de un nodo en S a un nodo en S.

Cortadura minima. Es una cortadura que tiene la minima capacidad de entre
todas las (s, t)-cortaduras:

u[S*, 5] < u[S, §] para todas las (s, t)-cortaduras en G.
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Propiedad 3.1 ( Flujo a través de una (s,t)-cortadura ) Sca x un flujo facti-
ble de valor v en la red y |S, S} cualquier (s, t)-cortadura, entonces tenemos que:

v = Z Ty — Z iry

(i2)€(5.5) (2)E(8.5)
= (el flujo de S a §) — (el flujo de S a S)

Demostracién. Aplicando la ley de conservacion de flujo para los nodos en
S tenemos que:

"=Z Z Tig — z T

ies | {i:iglea} :ineAl

Podemos simplificar esta expresion si notamos que:

= siempre que dos nodos p y ¢ pertenezcan & S v (p,q) € A, la variable
Zpqe €n ¢l primer término, para i = p, cancela a la variable —ur,,, del
segundo término, para i = q.

= siempre que dos nodos p y q pertenezcan ambos a § entonces T,y no
aparcce en la expresion.

Por lo tanto, lo anterior se simplifica a:

v = Z Tij — Z Ly Q)

(1J)E(S.5) GIE(S.S)

La primer suma de la expresion representa la cantidad de Hujo que va de
los nodos en S hacia los nodos en S, y la segunda la cantidad de flujo que
regresa de los nodos en S a los nodos en S. Eutonces, la parte derecha de
la ecuacion representa el flujo total (neto) a través de la cortadura, lo que

implica que el flujo a través de cualquier (s, ¢)-cortadura ¢s igual a v, o

Propiedad 3.2 El valor de cualquier flujo factible e¢s menor o igual a la capacidad
de cualquier cortadura en la red, esto es:

v < min{u(S, §]} para cualquier (s.t)-cortadura
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Demostracion. Sustituyendo. z,; < 'u;; en la expresién (4) y tomando en
cuenta que z;; > 0 se tiene que:

- v _<_ Z u,-_,» == u[S, 3] (5)
(iJ)€(s.5)

Lo anterior indica que el valor de cualquier flujo es menor o igual a la
capacidad de cualquier (s, t)-cortadura en la red.

Cualquier flujo del nodo s al nodo t debe pasar a través de cada (s, t)-
cortadura en la red, porque cualquier cortadura divide la red ¢n dos con-
juntos ajenos, y asi que el valor del flujo no puede exceder la capacidad
de la cortadura. o

Esta propicedad implica que si descubrimos un flujo x cuyo valor es igual a la ca-
pacidad de alguna cortadura [S, §] entonces x es un fliujo miiximo. Supongamos que
[S, 81 = [{s}, N =~ {s}] es una (s, t)-cortadura. Entonees, existe una cortadura mini-
ma. Adecmis, si definimos x = {z;;} = 0, flujo de valor cero, entonces r satisface las
ecuaciones (2) y (3), por lo tanto es un flujo bien definido. Con lo que concluimos que
el flujo miiximo existe.

Ejemplo. Para la red de la Figura 15, podemos verificar que:

= El valor v de un flujo factible es igual al flujo a través de una cortadura, de la
Ecuacién 4, tenemos:

v= D> Ty— 9. 2, =3+0+42-0=5
(i)e(S.9) (DIES.S)

= El valor v de cualquier flujo factible es menor a la capacidad de cualquier (s, t)-
cortadura en la red, en este caso, para la Propiedad 3.2, tencmos:

v =15 < 27 =u[S, 5]

En la Figura 16 tenemos la solucién del cjemplo que estamos trabajando. En ella
podemos ver que el valor del flujo miiximo es v = 14 < 27 unidades, este valor se
refiere a la capacidad de la cortadura que se muestra en la Figura 15.

Si observamos, la capacidad de la cortadura generada por § = {5,1,2,3,5} v § =
{4.t} cs igual al valor del flujo v, esto cs, u[S, 5] =2 +4+5+3 = 14 = v.

Con lo anterior y por la Propiedad 3.2 verificamos que el flujo es maximo y la corta-
dura es minima.
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Red original

C Xijo Uy . @

{5.6)

Figura 16: Solucion del ejemplo trabajado

Como mencionamos anteriormente, un flujo factible z* de valor v* en una red G,
es miximo si v* > v para todo flujo factible x de valor v en G una cortadura [S*, 5*}
cs minima en G si u[S*, 5*] < u[S, 5] para cualquier cortadura ©[S, S].

En los siguicntes resultados utilizaremos la notacion (i, j) para referirnos ar,; que es
el flujo que va del nodo 7 al nodo j y u(i, j) para ui; que es la capacidad del arco (3, j).

Recordemos que una ruta PP del nodo #; al nodo i, P(iy,,), en G es una secuencia
finita de nodos, que empieza con el nodo i, y termina con ¢l nodo i, tal que ningin
nodo en P se repite y de tal forma que (ix,ik41) s un arco de G con i € k& < n.

Lo podemos expresar como:

P:iyinia. . in-1sin

Sca x un flujo en una red, una ruta #,ia,..., i, sc dice que es no saturada si para
cada k, 1 € k& £ n — 1 ocurre alguno de los dos casos:

(a) para un arco de la forma (ix, ix+1) tenemos que x(ix, ixe1) < ulic, fk41)
(b) para un arco de la forma (ig41,1x) tenemos que r(igy . i) >0

Intuitivamente, si tenemos la condicién (a), entonces podemos incrementar el flujo de
ix & ix41, Mientras que si ocurre la condicion (b). entonces podemos regresar lujo de
ix4 2 igx. Si P es una ruta no saturada que va del nodo origen s al nodo destino ¢, se
dice que P ¢s una ruta aumentante.

En la demostracién del Teorema 3.1 mostraremos que una ruta aumentante puede ser
utilizada para incrementar el valor v de un flujo z. Antes de presentar y demostrar el

teorema ilustremos con un ejemplo las ideas que usaremos para su demostracién.

Consideremos la red de la Figura 17 como ejemplo. Veamos que: P @ 5,1,5,4,¢  es

20



o Xiiy, Uy -®

Figura 17: Ejemplo de red.

una ruta aumentante.

Sea iy = s,ip = 1,43 = 5, iy = 4, i5 = ¢, si (ig,ix41) satisface la condicién (a),
entonces Ay = w(ik, tk+1) — (i, tx41)- En otro caso, (ixq41, ix) satisface la condicidon
(b) y hacemos Ay = z(ig41, ix).

Definamos A = min{As | 1 € & < 4}. Notemos que, en este cjemplo, Ay = G,

Ap =3, Az =5, Ay = 12, por lo cual A = 3.
Ahora, definamos un nuevo flujo x* como sigue:

1. si (4, 7) es un arco que no pertenece a 2, entonces x*(4, j) = (i, j);

2. si (4, 7) es un arco que si pertencce a P y cumple con la condicién (a), entonces
(i, 7) = =(i, ) + A;

3. si (4,7) es un arco que si pertencce a PP y cumple con la condicién (b), entonces
x° (i, 7) = z(i,7) — A.

Figura 18: Ejemplo de un flujo aumentado.
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Aplicando cstas reglas obtenemos un nuevo flujo de valor v° = v+ A =5+ 3 = 8,
como se muestra en la Figura 18.

El siguiente teorema muestra una relacion entre las rutas anmentantes y el flujo
miixino.

Teorema 3.1 (Rutas aumentantes) Sea G una red, un flujo factible x en G es
mdzritno si y sélo st no eristen rutas aumentanies en G

Dermostracion. Sean s y t el nodo origen y ¢l nodo destino en G. Primero
supongamos que G conticne una ruta auzmentante

P:s=1dg,l1,820. 00 slntsin =1
Entonces, paracada k, 1 <k <n

(a) siel arco es de la forma (i5—1, k) tenemos que r(iy.y. ix) < w(ip—y,ix)
o,
(b) si el arco es de la forma (i, ik~1) tenemos que (i, ix-1) > 0

Para cada k, el incremento Ay se define como:

- si es de la forma (7.1, ), hacemos Ay = u(ix—y, 1) — x(fgxwr, 1x)
- si es de la forma (ig,ik—1), hacemos Agx = x(ix, ix-)

Declaramos A = min{A; | 1 £ & £ n}, observemos que A\ > 1.

Definamos un nuevo flujo z* de la siguiente forma:

(4, 7))+ A st i=d ¥y J=i parnalgin 1 < & <1
z*{1,7) = :L‘(z.]) - A sf i = dix ¥ J = ik para algmin 1 < A <7
z(i, j) si (4,j)¢ P

Con esto, falta demostrar que z°* ¢s un flujo bien definido y que v* > v.

Por como estd definido el nuevo flujo z* tenemos que 0 < r*(i, j) < u(i, 5)
para cada arco en NNV, por lo que z* satisface la Condicion (3). Ahora mos-
traremos que también satisface la Condicion (2).

Sea i € N\ {s,t}, si"i no pertenece a P, entonces x*(i. j) = x(i.j) para el
conjunto de nodos A(i) = {7 € N : (i,j) € A} y ademas, r*(j. 1) = z(j, i)
para A'(i) = {j € N : (j,i) € 4}. Ya que

S 26 - X xGi) =0

FEA() JEA'(3)
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entonces en este caso, deducimos que
S s - 3 G =0
; JCA(-) JEA'(d)

Con lo que conclunmos que z* satisface la Condicion (2) para cualquier
nodo que no pertenece a P,

Ahora blen, Supongamos que i si pertencce a P, entonces 7 = ix para
algin k£, 1 <k € n— 1. Consideremos los siguientes tres casos.

. Xy—A ::i. Xe+A '
Figura 19: Primer caso.

Caso 1. Supongamos que tenemos los arcos (Ix, 2x—y) ¥ (x, 2x41), COmMoO
se ilustra en la Figura 19:.

Entonces
' Z .‘L“(j, i) = Z :l:(j,t)
) JEA() : JEA'(D)
Postenormcntc, k :
Z ! (1 J) =z (lluu 1) +z (’ky‘k-H) + > =i, )
eA(-) JET

ik}

Como’

z° (i, ik-’-l) =Tk, ie-1) =D ¥ - (ki) = Tl i) + A
tenemos que e ' 7

x (‘lk, lk-l) +x (lk- lk+1) = I(lkvlk—l) + x(ik, ig4)

Z x'(i.j) = > @(ig)
. JEA(®) | JEA()
Ademas, como = es un flujo, la Condicién (2) se cumple.

S-S 26 = 3 26— S 2G.i) =0

JEA(D) JEA'() JEAG) JeA'(i)

y, de ahx
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De manera similar, podemos mostrar que

ST owta) - D 2 (i) =0

JEAQ) JeAt)

cn cada uno de los dos casos restantes.

Caso 2. Supongamos qQue (ix-1,ix) ¥ (fx+1, ), In Figura 20 mucstra este

caso.
. Ay +A . Xy —A .

Figura 20: Segundo caso.

Caso 3. Supongamos que (ix_1,ix) ¥ (iksiks1) © (iksix-1) ¥ (ikers in), la
Figura 21 muestra este caso.

. Xu+A :I_‘ Xy+A .
. Xy—4 . Xy—-A .

Figura 21: Tercer caso.

De esta forma si i = iy pertenece a P, después del incremento, siempre
satisface la Condicién (2), es decir, cumple con 1a Ley de Conservacion de
flujo.

Por lo tanto z* ¢s un flujoen G ¥

vi= >z (sd) - D ()

JEA(s) JEA(s)
Ahora falta mostrar que v* > v.
Sca (s,4;), entonces
(s, 4)) = x(s, i)+ A, y  (s, j) = z(s,3) paratoda je& A(S)\{i}

También, x*(j,s) = x(j,s) para toda j € A’(s). Por lo que concluimos
que, en este caso, v° = v+ A.

Veamos el otro, sea (iy, s). entonces
& (is) = (i s)=A, ¥y 2°(,s) =2(,s) paratoda j € A'()\{ir}.
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También, z*(s,7) = z(s,7) para toda j € A(s). Una vez mas, tenemos
que v* = v+ A. Asi que, ©v* = v + A en ambos casos. lo cual implica que

v* > v y por lo tanto x no es un flujo maximo.

Inversamente, supongamos que en la red no hay rutas aumentantes. Co-
mencemos mostrando que en este caso, existe una cortadura [S, 5] tal
que )
i z(i,7) = u(i,7) paracada (i,5) € (5,5)
y -
(i, j) = 0 para cada  (i,7) € (5, 5)

Sca S el conjunto de nodos i para los cuales existe una ruta no saturada
s — i. Entonces s € S y, por hipdtesis, ¢t € S. Con esto tenemos que [S, S}
es una cortadura.

Supongamos que (j,w) € (S,8), ya que j € S, existe una ruta no sa-
turada 7 de s — j. Por lo que z(j,w) = u(j, w); de otra forma, la ruta
P* : P,w es una ruta no saturada s — w, lo cual contradice el hecho de
que w ¢ S. Similarmente si (j. w) € (8, S). entonces (4, w) = 0.

Con lo anterior y la Propiedad 3.1 concluimos que,
o= z(N- . == D x(i.j)—0=u[S 5
(id)e(s,®) (iJ)€(8,8) (IR EA]

Si x* es un flujo méximo y (7, T) es una cortadura minima, entonces por
la Propiedad 3.2 tenemos que, v* < u[T, T']. Entonces,

v<v S ull, T} < ulS, S =v
esto quicre decir que v = »°, es decir, x es un flujo miximo. o

Con todo lo anterior, estamos listos para cnunciar el teorema de Flujo Miximo-
Cortadura Minima de Ford y Fulkerson.

Teorema 3.2 (Teorema de Flujo Miximo - Cortadura Minima)
En toda red, el valor del flujo mdzimo es igual a la capacidad de una cortadura mini-
ma.

Demostracidn. Sea z un flujo miximo, por cl Teorema 3.1 no existen
rutas aumentantes. Sin embargo, la demostracion del Teorema 3.1 implica
la existencia de una cortadura minima [S, S} tal que el flujo de cada arco



en (S, 8) es’igual a su-capacidad, y el flujo en cada arco de (5.5) es 0.
Esto cs, '

Z S x(i, §) = ul[S, 8] ¥y Z x(i, j) = 0.
(1J)E(S,3) (i9)E(8.5)
Por lo que,
v= Z x(i, j) - Z z(i,7) = u|S, S).
(13)E(S.8) igIE(S.S)

Como en la demostracién del Teorema 3.1, si (T, 'f‘) es una cortadura
minima, entonces

u[T,T) < ulS, 8] =v £ u[T. T}

Con lo que, v = u[T,T). o
3.1. Algoritmo de Flujo Maximo - Cortadura Minima

La demostracion del Teorema 3.1 sugiere un algoritino que resuelve el problema de
flujo maiximo. En este trabajo presentaremos un algoritmo cuya idea bisica de es dar
un método sistemidtico para encontrar rutas aumentantes en una red partiendo de un
flujo factible dado.

El algoritmo busca las rutas aumentantes mis cortas, es decir. las que tienen el
menor nimero de arcos. La validez del algoritmo se basa tanto en la demostracion
del Teorema 3.1 como en la del siguiente teorema:

Teorema 3.3 Sea G una red con nodo origen s, nodo destino t y un flujo fuctible x.
Sea G’ una red con el mismo conjunto de nodos y el conjunto de arcos definido como
sigue.

A= {7 GF) e A uli,j)>x(G,75) o (J.i)e€ A, r(i,j) >0}

Entonces, G' contiene una ruta dirigida s — t si y sélo si G contienc una ruta aumen-
tante. Ademds, una ruta mds corta s — t en G’ tiene el mismo tamano que una ruta
aumentante mds corta en G.

Demostracién. Supongamos que G’ contiene una ruta de s — ¢
. L .
P':s =dg,ty,...0, =t

paracada k,1 < k < n—1, ya sea que tengamos arcos de la forma (ix-y, ix)
o (ix,ix~1), estos arcos también pertenccen a . Con lo que podemos decir
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que P: s =19,%),...i, =t es una ruta en G.

Nos falta demostrar que 2 ¢s una ruta no saturada. Sea (ig-,, i) un arco
en P, entonces también es un arco en G' y ademas u(in_y, ix) > r(ix_1, ix)-
Por otro lado, sea (ix,ix-1), entonces xz(ix, ix—1) > 0. De aqui que, I? es
una ruta no saturada de s — ¢ y por consecuencia una ruta aumentante.
Adcmads las rutas P y P’ tienen el mismo tamaio.

Inversamente, supongamos que G contiene una ruta anmentante
P:s= io,il,...,i,|_|i,. =1
Entonces, paracadal1 < k< n -~ 1:

» si un arco en P es de la forma (ig—1,ix) ¥ u(ix—ryia) > 2(ik-y, ix),
entonces (ig—y,ix) € A’

=« si un arco en P es.de Ia forma (u. ik-1) ¥ x(ix,ix—1) > 0, entonces
(Gk-1s k) e A' :

entoncees,

‘R‘.S—tn,!l,...,tn_l‘ln——t

es una ruta $= t en G’ Ademﬁs P y P’ tienen el mismo tamaio.

Con - lo ant.cnor podemos conclulr que una ruta mids corta s — ¢ en G'
tiene el mismo ta.mnno quc un rum aumentante mas corta en G. o

Sea r un flujo en G, si'T.no es miximo, entonces G contiene una ruta aumentante,
digamos
P 18 =30, 0 .00y inyin =1

Definimos

Z(Zky in—-1) si ay = (ix, k1)

y hacemos A = min{A(ax) | 1 < %k £ n}. Si a; es un arco de P tal que A(a;) = A,
entonces a; es llamado un arco saturado de G con respecto al flujo x y a la ruta
aumentante P.

Alag) = { U(igmr, in) = T(inr, k) si an = (i k)

Sea z* un flujo obtenido a partir de £ como describimos en el Teorema 3.1:

z(i,7)+A si i=dx_y j=ir paraalgin k, 1 <k <n;
x* (i, ) = .1:(;,_7) - A si i=1d ¥y j=ix-1 paraalgin &k, 1 <k < n;
(i, 5) si (i) € P.




Algoritmo 3.1 Algoritmo de Flujo Miximo - Cortadura Minima.
I. Construir la grafica G’ con los nodos N/ = N y un conjunto de arcos detinido como
sigue:
A ={@G,5) | (i,7) € Ay uli,j) >=(i,j) o (4ii) € Ay x(j,i) > 0}

2. Aplicar ¢l Algoritmo de Bisqueda a G' para determinar si existe una ruta (tmds corta)
de s a . Si no existe, entonces ir a paso 5; en otro caso, sei

P s =g, iy, dp =8
P ¢s una ruta mas corta 8 — ¢ en G, continuar
3. Ejecutar un aumento. Sea P : & = ig,i),...,ir = ¢, donde cada arco de la eadena es
de la forma
(ikeryin) Yy wlicoiyin) > z(ic-1, i) o,
(ikrig-1) ¥y (e iko) >0

Para £ =1,2,...,r sca

Ar e d leerin) = zlicegde)  sies dela forma (-1 i)
N x(iky ik~1) sies de la forma (fx,ix-y)

Hacer & «— min{Ax | 1 < k& < r}. Para k = 1,2,...,r, si un arco os de la forma
(ix.-1,ix) hacer:
T(ik—1,ig) — clix_y. ix) + A

para los demas arcos, (i, ix-3), hacer:
Z(ikyiv-1) & (ik,ik) — A
4. Regresar al Paso 1

5. - Obtener el flujo maximo y determinar la cortadura minima.

Mostrar (1, j) para todo (i, 7) € A. Sea S el conjunto de nodos @ de G’ que recibicron
ctiquetas finitas en ¢l Paso 2 después de aplicar el Algoritmo de Buisqueda a G'.
Entonces [S, 5] es una cortudura minima.

Euntonces decimos que x* fue obtenido aumentando  a través de la ruta aumentante
I’. El método descrito queda especificado cn el Algoritino de Flujo Maximo - Corta-
dura minima, Algoritmo 3.1. Este algoritino parte de un flujo inicial, que puede ser
¢l flujo cero.

El Algoritimo de Bisqueda utilizado en el paso 2 se describe en ol Apéndice B.

28



3.

Complejidad del algoritmo

Analicemos ahora la complejidad de este algoritmo. Sea G una gréifica con n nodos ¥
m arcos. Podemos observar que el Paso 1 del Algoritmo 3.1 requiere revisar m arcos.
En consecuencia, la complejidad del Paso 1 es de O(mn).

En el Apéndice B, mostramos que la complejidad del Paso 2 es de O(mn).

Para ¢l Paso 3, primero calculaunos Ay, para 1 € & < r. BEsto requiere a lo miis
n — 1 cdlculos ya que r» € nn — 1. Por lo que hacemos n — 1 comparaciones para
cncontrar A, Ademsds, en este paso, actualizamos ¢l flujo en cada uno de los arcos
que pertenccen a 2 para producir un nuevo flujo. Ya que esto también requiere r
operaciones, donde 7 < n — 1 < m, la complejidad de todo el Paso 3 es O(m).

Se puede demostrar que estos pasos son cjecutados a lo s
significa que si cada aumento en el algoritimo de flujo miiximo - cortadura minima es
hecho a través de rutas mas cortas s — t, entonces obtencemos el flujo méiaximo a lo
mis después de % -1 -m aumentos. Con lo que se concluye que la complejidad de todo
el algoritmo es de O(n - mn?).

Con lo anterior, podemos concluir que la complejidad para los Pasos 1-3 es de Q(m).
s 1
.l, S vecles, l() que

La demostracion en el niamero de aumentos se basa en el hecho de que cada que
un mismo arco interviene ¢n una ruta aumentante como arco saturacion, ¢l tamano
de la ruta mds corta de s — ¢ aumenta en al menos 2 unidades. Como el tamano de la
ruta aumentante mas corta tiene tamaiio de al menos 1y a lo mas n — 1, se ticne que

14+ 2(w—1) < dp(w,t) <n -1

donde, w es el mimero de la dltima ruta aumentante en la cual aparcece el arco (4, j)
o el arco (j,1), dy(s,t) es la distancia de s a ¢ después del w-ésimmo aumento.

Con lo anterior tenemos que w < 1/2, por lo que un mismo arco {(ya sea (z,j) o
(7,1)) pucede aparecer a lo mas en 71/2 rutas aumentantes mas cortas como un arco
saturaciéon. Cada ruta aumentante mas corta tiene al menos un arco saturacion. En-
tonces se necesitan a lo mds 1 - m/2 rutas aumentantes mas cortas para encontrar el
flujo miximo.

Este argumento muestra que para este Algoritmo de Flujo Miximo - Cortadura Mini-
ma su complejidad es del O(n - m?).
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4. Algoritmo genérico para rutas aumentantes

Empezamos con uno de los algoritinos mas simples ¢ intuitivos para resolver el pro-
blema de flujo nuiximo. Este algoritmo es conocido como algoritmo de rutas awmen-
tantes. Pero antes definamos algunos conceptos y retomemos algunas propicdades del
capitulo anterior.

Red residual. Dado un flujo x, la capacidad residual r,, de cualquier arco (4, 5) € A
es ¢l maiximo flujo adicional que puede ser enviado de i a ; usando los arcos (i, 7) ¥
(7.4). La capacidad residual r; tiene dos componentes:

1. uy; — &y, que es la capacidad no utilizada en el arco (4, j) ¥

2. xj, que se refiere al flujo actual de (4, £) el cual puede ser cancelado para incre-
mentar el flujo de 7 a j.

Por consccuencia, rj; = u; — &) + .

Nos referiremos a la red G(x) constituida: por arcos con capacidad residual positi-
va como la red residual respecto al flujo x.

Red original Red residual
Xu.ly >® @.__‘_ Ta_ .@
3

-

Figura 22: Ejemplo de una red residual a partir de un flujo .r.

En la Figura 22 podemos ver un cjemplo de una red con un flujo de valor ¢ = 3 v su
respectiva red residual. Por cjemplo, la capacidad residual del par de nodos s, 1, es
decir rgy, la calculamos asit 1y = g — Ty + e = 9 — 3+ 0 = 6. De igual forma,
para calcular 7, tenemos r, = U, — T+ L = 0— 04+ 3 = 3. Y aplicando la misma
formula podemos caleular las capacidades residuales para cada par de nodos.

Capacidad residual de una (s,t)-cortadura. Definamos la capacidad residual

r(S, 8] de una (s, t)-cortadura como la suma de las capacidades residuales de los
arcos hacia adelante de la cortadura. Esto es:
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T[S, S] = E Z Tij

id)e(S5)

Red residual

Figura 23: (s, t)-cortadura en una red residual.

Propiedad 4.1 Para cualquier flujo x de valor v en una red, el flujo adicional que
puede ser enviado del nodo origen al nodo destino es menor o igual a la capacidad
residual de cualquier (s,t)-cortadura.

Demostracion, Supongamos que & es un flujo de valor v. Ademiis suponga-
mos que z' es un flujo de valor v+ Av para algin Av > (0. La Desigualdad
(8) del capitulo anterior implica que:

v+ Av < Z u; (6)
(LJ)e(s.5)

Restando la Ecuacidn (4) de la Ecuacién (6) tenemos que:

Av < - Z (g — ;) + Z Ty, (7}

GDESS) GAEB.S)

Usando el hecho Idefque

Z m S w

L GEE.S) (GAEES

la desigualdad anterior nos queda:

’Avvs. Z (w5 — zij + Ty) = Z rij °

(id)E(S.S) (5.5)
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Utilizando el cjemplo de la Figura 23, ¢n la cual tenemos una (s, #)-cortadura con
r[8,8] = 3 + 7 + 12 = 22, podemnos observar que dado un flujo o de valor », el flujo
adicional que puede ser enviado del nodo origen al nodo destino es menor o igual a
la capacidad de cualquier (s, t)-cortadura. En este caso para la Propicedad 4.1.

Av < 22 =[S, S}

Lo que implica que 22 ¢s una cota para ¢l flujo adicional que puede ser enviado a
partir del flujo actual y entonces el flujo miaximo para nuestro cjemplo no puede ser
mayor a 5+22=27 unidades.

Nos referiremos a una ruta dirigida que va del nodo origen al nodo destino en la red
residual como una ruta aumentante. Definimos la capacidad residual § de una ruta
aumentante como la minima capacidad residual de entre los arcos que pertenecen a
dicha ruta.

Red residual

Figura 24: Ruta aumentante con § = 3

Por definicion, la capacidad § siempre es positiva. Consecuentemente, si la red con-
tiene rutas anmentantes podemos enviar un flujo adicional del nodo origen al nodo
destino. El algoritmo genérico de rutas aumentantes estd basado esencialmente en
esta observacidn, identifica rutas aumentantes y aumenta el flujo a través de éstas
hasta que la red ya no contenga rutas aumentantes. El algoritmo esti descrito en el
Algoritmo 4.1.

Relacién entre la red original y la red residual

Una ruta aumentante en la red original G es una ruta P, no necesariamente diri-
gida, de s a ¢ tal que x;;; < u,; en cada arco hacia adelante (4, j) ¥ o, > 0 en cada
arco hacia atras (7, j).

Supongamos que actualizamos las capacidades residuales en algin punto del algo-
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Algoritmo 4.1 Algoritmo de rutas aumentantes

begin
x 0
while G(x) contenga rutas dirigidas del nodo s al nodo ¢t do
Identificar una ruta aumentante /7 del nodo s al nodo t;
8 «— min{r; : (i,7) € P};
aumentar § unidades de flujo a lo largo de F;
actualizar G(zx);
end while;
end;

ritmo. ;Cuil seria cl efecto en x,;? Recordemos que 7y, = u,; —x,, +x,,, esto implica
que un flujo adicional de § unidades en el arco (¢, j) cn la red residual corresponde a:

1) un incremento en xi; por § unidades en la red original; o
2) un decremento en x;; por § unidades en la red original; o
3) una combinacién de las anteriores.

Ahora bien, una vez dados los nuevos valores r,; de la red residual, j, cémo podemos
determinar el valor del flujo z;7 Ya que para r,; = u,, —x,,-+x,, muchas combinaciones
de x5 y ;; corresponden a un mismo valor de 7, debemos tener una regla para escoger
una de¢ estas combinaciones.

Veamos que podemos reescribir

i = Ui — T,y + T

como
Lij — Tji = U5 — Tij.

Ahora, st u;; > r;; entonces hacemos

Tij = Uj; ~Ti; 3 Tj=0

si u;; < ry; hacemos

En la Figura 25(a) observamos la red de la Figura 24 después de aplicar ¢l aumento
d =3 a través de la ruta seiialada. Asi mismo en la Figura 25(b) observamos el re-
sultado en la red original.

Existen diferentes formas de identificar una ruta aumentante en una red residual.
La especificacion de dicho proceso nos proporcionard una versién o especializacion
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Red residual

(a)

Figura 25: Red residual y

del algoritmo genérico.

Red original

C Xu Uy

(6.6}

red original actualizadas.

En las siguientes secciones vamos a ver especializaciones de este algoritino. Empezare-
mos presentando el algoritmo de etiquetamiento y realizaremos un andlisis detallado

del mismo.



4.1. Algoritmo'de etiquetamiento

El algoritino de etiquetamicento cs una implementacion del algoritino genérico de rutas
aumentantes. Este algoritmo usa una téenica de biisqueda para identificar en G(x)
una ruta dirigida de s a t, empieza desde ¢l nodo origen ¥ encuentra todos los nodos
que son alcanzables desde ¢l nodo s a lo largo de rutas dirigidas en la red residual.
En cada paso del algoritmo se tiene una particion en la red: Jos nodos etiquetados y
los no etiquetados.

Los nodos etiquetados son aquellos que el algoritmo ha aleanzado en el proceso de
bisqueda y para los cuales se ha determinado una ruta dirigida del nodo origen a
dichos nodos. Los no ctiguetados son aquellos que el algoritimo no ha alcanzado ain.

El algoritimo sclecciona iterativamente un nodo ctiquetado y revisa sus arcos ad-
yacentes, en la red residual, para alcanzar y etiquetar nuevos nodos, Eventualmente,
¢l nodo destino llega a ser etiquetado y ¢l algoritmo envia el miiximo flujo posible a
través de la ruta encontrada de s a . Se borran las ctiquetas y se repite este proceso.
Este algoritmo termina cuando se han revisado todos los nodos etiquetados » el nodo
destino permancce sin etiqueta, lo que implica que ¢l nodo origen no estid conectado
al nodo destino en la red residual.

El ¢édigo de una version del Algoritimo de Etiquetamiento se muestra en el Algoritimo 1.3
micntras que en el Algoritmo 4.2 tenemos el procedimiento auxiliar que utiliza.

Algoritmo 4.2 Procedimiento aumenta

begin
con las etiquetas de pred(j) obtén una ruta aumentante /> de s a t;
§ «— min{r,; : (i,7) € P};
aumenta & unidades de flujo a lo largo de /?;
actualiza las capacidades residuales;
end;

Justificacién del algoritmo de etiquetamiento y resultados
Para realizar una justificacién al algoritmo de ctiquetamicento, notemos que en cada

iteracidn el algoritmo encuentra una ruta aumentante o termina al no poder etiquetar
¢l nodo destino ¢.
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Algoritmo 4.3 Algoritmo de ctiquetamiento

begin
etiqueta nodo ¢;
while ¢ esta etiquetado do
desetiqueta todos los nodos;
for each nodo j € N do pred(j) + 0;
etiqueta nodo &;
agrega s a LISTA;
while LISTA # ® o ¢ no esta etiquetado do
remueve un nodo i de LISTA;
for each arco (i,j) en G(x) que emana del nodo i do
if (ri; >0) y (nodo j sin etiqueta) then
pred(j) « i;
etiqueta nodo j;
agrega j a LISTA;
end if;
end for;
end while;
if ¢t estd etiquetado then aumenta;
end while;
end;

En el dltimo caso deberiamos mostrar que el flujo actual & es el flujo maximo. Su-
pongamos cn esta etapa que S es ¢l conjunto de nodos etiquetados v S = N\ S es
¢l conjunto de nodos no etiquetados. Claramente, s € S v t € S. Ya que el algoritmo
no puede etiquetar ningin nodo en § desde cualquier nodo en S, ry = 0 para cada
(7,7) € (S.8). Ademds, ya que r; = (u; — &,5) + 3,0, I,y < 1y, ¥ 1, > 0 la condicion
ry; = 0 implica que z;; = u,; para cada arco (4, j) € (5,5) vy r,, = 0 para cada arco
(1, 7)) € (5,9).

Sustituyendo el valor de este flujo en la Ecuacidn (d4), encontramos que:

v= Z Tij — Z Ty, = Z u,, = ulS, 8]

(i4)€(S.5) (1J)IE(S.S) (12)€6(S.5)

EEsto muestra que el valor del flujo actual x es igual a la capacidad de la cortadura
[S, ). Por la Propiedad 3.2 tenemos que z es un flujo miximo v [S, §] ¢s una cortadu-
ra minima. Esta conclusién establece que el algoritmo de ctiquetamiento es correcto
vy deja como resultado el siguiente teorema de flujo miiximo cortadura-minima.
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Teorema 4.1 (Flujo Mdximo - Cortadura Minima) Elvalor mdzitno de un flu-
jo desde un nodo origen s a un nodo destino L en una red con capacidades es igual o
la capacidad minima de entre todas las (s, t)-cortaduras. o

Este teorema indica que cuando el algoritmo de ctiquetamiento termina, también
encuentra una cortadura minima. Del algoritmo también se obtiene el siguiente re-
sultado.

Teorema 4.2 (Rutas Aumentantes) Un flujo x* es un flujo mdrimo st y solo s
la red residual G(x*) no conlienc rutas aumentantes.

Dcnostracién.

=) Si la red residual G(z*) contiene una ruta aumentante, claramente x°
no es un flujo maximo.

<=) Ahora bien, si la red residual G(z*) no conticne rutas aumentantes
¢l conjunto de nodos S etiquetados por el algoritmo define una (s,t)-
cortadura [S, §] cuya capacidad es igual al Aujo, lo que implica que el
flujo es miximo. o

Red original Red residual
O ® O——®

(0.2)

Figura 26: Ejemplo del algoritmo de ctiquetamiento.

Teorema 4.3 Si todas las capacidades de los arcos son enteros, el problema de flujo
mdrimo tiene una solucidn entera.

Demostracion. Este resultado se sigue por un argumento de induccién apli-
cado al mimero de aumentos. Ya que el algoritimo de ctiquetamiento inicia
con un flujo cero y todas las capacidades de los arcos son enteras, las capa-
cidades residuales iniciales también son todas enteras. El flujo aumentado
en cualquier iteracion es igual a la minima capacidad residual de alguna
ruta, la cual por hipdtesis de induccién es entera. Consecuentemente, la

37



capacidad residual en la siguiente iteracion serd de mnevo entera. Como
las capacidades residuales 75 y las capacidades de los arcos u,, son todas
enteras, el flujo de los arcos ,; seran valores enteros también. Ademas,
si las capacidades son enteras en cada aumento se agrega al menos una
unidad al valor del flujo; ya que el flujo maximo no puede exceder la ca-
pacidad de cualquier cortadura, ¢l algoritino termina en un mimero finito
de iteraciones. o

Veamos un cjemplo aplicando el Algoritino de Etiquetamiento. Tomemos Ia red de la
Figura 26.

Ejecutando los pasos del algoritmo de etiguetamiento en la red residual, primero
ctiquetamos el nodo ¢, como t estd etiquetado quitamos las etiquetas a todos los no-
dos, y asignamos 0 a todas las ctiquetas de predecesores de cada nodo. Etiquetaimos
el nodo s y lo agregamos a LISTA, LISTA = {s}. Como LIST:A # @, sacamos
de LISTA el nodo s y revisamos los nodos que salen de s, el nodo 1 emana de s v
no tiene etiqueta ademadas ry; > 0, entonces etiquetamos 1, hacemos pred(1l) = s, ¥
agregamos 1 a LISTA, LISTA = {1}. Posteriormente se etiquetan los nodos como
se¢ muestra en la Tabla 27.

Nodo en revision | Nodo etiquetado | predecesor | LIST A
1 s 1
s 2 s 1,2
1 3 1 2,3
1 5 1 2,3,5
2 4 2 3,54
5 [3 5 4.t

Figura 27: Primera fase del algoritmo de etiquetamiento

El iltimo etiguetamiento de la Tabla 27 significa que hemos encontrado una ruta
aumentante P que va desde s a ¢, entonces cjecutamos ¢l procedimiento aumenta.
Con las etiquetas de predecesores recuperamos la ruta de s — ¢, en este caso, la ruta
que encontramos es P : 5,1, 5, t. Comparamos las capacidades de los arcos relacio-
nados con 7 y obtenemos el minimo, § = min{9,2.9} = 2. El siguiente paso seria
aumentar § unidades de flujo a través de P y acualizar las capacidades residuales. El
resultado de estos pasos 1o podemos ver en la Figura 28. Hasta este paso el valor del
flujo es v = 2.

Siguiendo los pasos del algoritmo de etiquetamiento. El siguiente paso cs desetiquetar
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Red residual Red residual

r

C iy C C ”’G)

1
|

Figura 28: Ejemplo del algoritmo de ctiquetamiento.

los nodos y volver a iniciar la biisqueda de otra ruta aumentante. En la Tabla de la
Figura 30 mostramos las rutas aumentantes subsccuentes, asi como el valor del flujo
cn cada momento, la Figura 29 y la Figura 31 ilustran la red resultante después de
cada uno de estos aumentos.

Red residual Red residual
'y L.y
O——® Q@
2

Figura 29: Aumentos del algoritmo de etiquetamiento.

Para este ejemplo, observamos que se requiricron seis aumentos o rutas aumentan-
tes para alcanzar el flujo miximo v = 14. Ademids podemos verificar ¢l Teorema
de Flujo Miiximo - Cortadura Minima. En la Figura 32 se muestra la solucion del
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Numero de ruta | Ruta aumentante | Valor de aumento | Valor del Flujo
cncontrada (5)
2 5,2,4,¢ 2 4
3 $,1,3,4,¢ 2 6
4 5,2,3,4,¢ 5 11
5 5,2,3,5,¢ 1 12
6 $,2,3,5,t 2 14

Figura 30: Rutas que encuentra el algoritmo de etiquetamiento

Red residual Red residuat
Iy

Figura 31: Aumentos del algoritino de etiguetamicnto. Continuacion.
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Red original

o (%, .(Dlu)

Figura 32: Solucién al ejemplo.

cjemplo, donde el flujo mdximo ¢s v = 14 y la cortadura minima ecs S = [s,1,2] con
ulS,5]'=2+2+8+2=14.

Complejidad del Algoritmo de Etiquetamiento

Para estudiar el peor de los casos en el algoritino de ctiquetamiento recordemos que
en cada iteracién, excepto en la iltima, el algoritmo cjecuta un avmento. Es ficil
observar que cada aumento requiere tiempo de O(m) porque ¢l inétodo busca ta can-
tidad 6 de una cadena aumentante, examinando cualquicr arco de cualguier nodo a lo
mis una vez. Por lo tanto, la complejidad del algoritmo es Q@) veces el mimero de
aumentos. Ahora bien, jcudntos aumentos pucde ejecutar el algoritmo? Si todas las
capacidades de los arcos son enteras y acotadas por un mimero finito U, 1la capacidad
de la cortadura (s, N\ {s}) es a lo mas nU. Por lo que ¢l valor del Aujo maiximo
cstit acotado por nU. El algoritimno de etiquetamiento incrementa el valor del flujo por
al menos una unidad en cualquier anmento. Consecuentemente. O(nml/) ¢s una cota
para cl tictpo de cjecucion de este algoritimo. Con lo anterior, tenemos el siguiente
resultado.

Tceorema 4.4 El algoritmo de ctiguctamiento resuelve el problema de flujo mdxitno
en un tiempo de O(nmU), en el peor de los casos.

Desventajas del Algoritmo de Etiquetamiento

El algoritmo de ctiquetamiento cs posiblemente el algoritmo miis simple para re-
solver el problema de flujo miximo, sin embargo en ¢l peor de los casos el nimero
de iteraciones no es muy satisfactorio para valores de U muy grandes. Por ejemplo,
si U = 2", la cota cs exponencial para ¢l mimero de nodos. Ademas, el algoritmo
podria cjecutar inneccesariamente muchas iteraciones como nos sugiere el ejemplo de
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“Figura 33: Caso patoldgico del algoritmo de etiquetamiento

la Figura 33. La Figura 33(a) muestra una red con flujo cero; en la Figura 33(b)
vemos la red residual después de un aumento de 1 alo largo de la ruta s —a — b — ¢
¥ la Figura 33(c) mucstra la red residual después de un aumento de 1 a lo largo de
s —b—a—1t. Con lo que podemos ver que el algoritmo, como clige cualquicr nodo
para ctiquetar, podria elegir la peor opcién y asi gjecutar aumentos innecesarios.

Otra desventaja del algoritmo es que si las capacidades de los arcos son irracionales,
el algoritmo podria no terminar. Aunado a esto, ¢l algoritmo no tiene memoria, en
cada iteracion genera etiquetas de nodos que contienen informacion sobre las posibles
rutas aumentantes desde el nodo origen a otros nodos. En csta implementacion que
hemos descrito se borran las ctiquetas en cada iteracidon, perdiendo asi informacion
que podria ser itil para las siguientes iteraciones.

En resumen, el algoritmo genérico de rutas aumentantes tiene dos limitaciones com-
putacionales muy importantes:

I. en el peor de los casos la complejidad de O(nml) es poco prictica para cjem-
plares con capacidades muy grandes, y

2. para cjemplares con capacidades irracionales ¢l algoritimo podria converger a
una solucién no optima.

PPor tal motivo se han desarrollado métodos con algunas adecuaciones para el mejor
desempeiio del algoritmo para el peor caso. En las siguicntes secciones trataremos
algunas mcjoras o refinamientos del algoritmo genérico de rutas aumentantes.
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4.2, Algoritmo de capacidades escalables

Veatos ahora cl algoritino de rutas aumentantes de mixima capacidad. Este algorit-
mo siempre aumenta flujo a través de una ruta con maxima capacidad residual.

Sea z cualquicer flujo y v el valor del flujo. Si ¢ es ¢l valor del flujo miximo, por
la propiedad de descomposicién de flujo aplicado a la red residual G(r) implica que
podemos encontrar m o menos rutas dirigidas desde ol nodo origen al nodo destino
cuyas capacidades residuales sumen (v° — v). Entonces la ruta anmentante de miixima

capacidad tiene capacidad residual al menos de (0° = v)/m unidades.

Ahora consideremnos una secuencia consecutiva de 2 anmentos de miixima capacidad
empezando del flujo x. Si cada uno de esos aumentos son al menos de (#° — v)/2mn
unidades de flujo, entonces dentro de 2m o menos iteraciones tendriamos un Hujo
maximo. Sin embargo, si alguno de esos 2m aumentos consecutivos carga menos de
(v* — v)/2m unidades de flujo, entonces partiendo del vector de tlujo inicial o, hemos
reducido la capacidad de la ruta anmentante de muixima capacidad por un factor de
al menos 2. Este argumento muestra que dentro de 2 iteraciones couscentivas, el
algoritmo establece un flujo nuiximo o reduce la capacidad residual de Ia rata anmen-
tante de maxima capacidad por un factor de al menos 2. Ya que la capacidad residual
de cualquier ruta aumentante es a lo mas 20U v al menos 1, después de O@Gnlog )
iteraciones, el flujo deberia ser maximo.

Como hemos visto, el algoritmo de rutas aumentantes de nuiixima capacidad redu-
ce el mimero de aumentos con respecto al algoritmo de etigquetamiento de O(nl’)
a O(mnlog V). Sin embargo, ¢l algoritmo cjecuta mis cileulos por iteracion ya que
necesita identificar una ruta aumentante con la méixima capacidad residual, no cual-
quier ruta auwmentante. En su lugar veremos una variacion del algoritmo de rutas
awmentantes de miixima capacidad que no ejecuta mds computos por iteracion v
aun asi establece un flujo maximo en ticmpo Q@ log 7). Este algoritmo es conoci-
do como: algoritino de capacidades escalables. El cual os ilustrado en el Algoritmo 4.4

La idea esencial en el algoritmo de capacidades escalables es conceptualmente muy
simple: aumentamos flujo a través de una ruta con capacidad residual suficientemente
grande, en lugar de una con miixima capacidad aumentante, esto es porque podemos
obtener una ruta con capacidad residual suficientemente grande de una manera senci-
Ha. en un tiempo de O(mn). Para definir el algoritmo de capacidades escalables intro-
duzeamos un parametro Ay, con respecto a un flujo r, detinamos la A-red residual
como la red que conticne arcos cuya capacidad residual es al menos A, Sea G(x, A) la
A-red residual, observemos que G{(r, 1) = G{(x) y G(x, A) es una subgrifica de G(r).
En la Figura 34 ilustramos esta definicion. Para la red residual de la Figura 34(a), Ia
A-red residual con A = 8 se muestra en la Figura 34(b).
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Red residual A- Red residuat
T
O—2—®
a 9
14
(a) ()

Figura 34: Ejemplo de una A-red Residual.

A la fase del algoriumo durante la cual A se mantiene constante le llamarcmos fase
de escalamiento y a una fase de escalamiento con un valor especifico A como N-fase
de escalamiento. Observemos que en una A-fase de escalamicnto cada anmento es de
al menos A unidades de flujo. El algoritmo empieza con A = 212U v divide su valor
en cada fase de escalamiento hasta que A = 1. En consecuencia el algoritmo ejecuta
1 + flogU| = O(logl) fases de escalamiento. En {a dltima fase de escalamicnto,
A = 1, entonces G, A) = G(x), lo que muestra que el algoritmo termina con un
flujo miximo.

Algoritmo 4.4 Algoritmo de capacidades cscalables

begin
x <« 0;
A — -2ng(!1 :
while A > 1 do
while G{(r,A) contiene rutas de s a t do
identifica una ruta 7 en G(x,A);
§ «— min{r; : (i,j) € P};
aumenta 6 unidades de flujo por P;
actualiza G(x,A):;
end while;
A+ A/2;
end while;
end;
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La eficiencia del algoritmo depende del hecho de que cjecata a lo mids 2 amentos
por fasc de escalamiento. Consideremos ¢l flujo al final de la A-fase de escalamiento.
Sca x’ este flujo y v* su valor, sea S el conjunto de nodos alcanzables del nodo s en
G(x', A). Ya que G(z', A) no contiene rutas ammentantes del nodo origen al nodo des-
tino, t ¢ S, entonces [S, S forma una (s, t)-cortadura . La definicion de S implica que
la capacidad residual de cada arco en [S, S| ¢s estrictamente menor que A, por lo que
la capacidad de la cortadura [S, S} es a lo mis mA. Por conscenencia, v — v’ < mA.,
En la siguiente fase de escalamicnto cada aumento Heva al menos /2 unidades de
flujo, entonces esta fase de escalamictno puede cjecntar a lo mis 2 aumentos.

El algoritmo de etiquetamiento requiere un ticmpo de Q@) para identificar una
ruta aumentante, y la actualizacion de la red residual también requicre un tiempo de
O(m). Estos argumentos nos lleva a establecer el siguiente resultado.

Teorema 4.5 El algoritmo de capacidades escalables resuelve el problema de flujo
mdzimo cn O(mloglU) aumentos y sc cjecuta en un ticmpo de O(@m? log ), en el
peor de los casos ©

Ahora bien, a manera de comparacion utilizaremos ¢l mismo problema del cjemplo
del algoritmo de ctiquetamiento para ¢jemplificar » comparar el algoritino de capaci-
dades escalables.

Iniciamos ¢l algoritmo partiendo de un flujo x = 0, y asignamos ¢l valor A = 2Uvst],
Para la red de la 34{a) A = 2Ues] = 8 entonces generamos la A-red residual G(r, 8)
resultando la subgraﬁcn de la I‘l gura 3- 4(b).

A- Red residual

A- Red residual

{b)

anura 3_ Act.uuhzacmn de G(x,A) para A =8

El siguiente paso es. encontrar una ruta de s a t en G(x,8). Utilizando el algorit-
mo de et,lqucu\mlento de la seccxon anterior encontramos la primer ruta 2 de s a ¢,




P :5—-2~—~3—-5~1tyhacemos § = min{8,8,8,9} = 8. Con lo que ¢l aumento que
podemos efectuar es de 8 unidades. Actualizamos G(x, 8), quedando como en la Figu-
ra 35(a). Como puede observarse, al actualizar G(r, A) despuds del anmento en este
caso, no existen rutas dirigidas de s a ¢, lo que signilica que hemos terminado una A-
fase de escalamiento. Hacemos & = A/2 = 4, y buscamos una nueva rutade s at en
G (ir, ), Figura 353(b). Nucevamente, podemos ver que en G (i, 1) no hay rutas de s a ¢
por lo que deberemos actualizar de nuevo el valor de A y por lo tanto cambiar de fase,

Ahora, hacemos A = A/2 = 2 y actualizamos G(a, A), Figura 36(a). Otra vez,
utilizando el algoritino de etiquetamiento tratamos de encontrar una ruta de s af. La
segunda ruta encontrada es P s—1—2—d—¢, para lacual & = min{9.8,2, 14} = 2,
aumentamos dos unidades de flujo por £ y actualizamos G, A), en Ia Figura 36(b)
tenemos G, A) para A = 2, después de este aumento de fiujo de dos unidades.

A- Red residual A- Red residual

®~_ILL D)

Figura 36: Actualizacion de G(x, A) para A = 2.

Aplicamos de nuevo el algoritmo para encontrar otra ruta awmentante. La siguiente
rutaes I : s -1 -3 —4d—tcond = min{7,27,12} = 2 y aumentamos ¢l flujo
a través de P, quedando la red como en la Figura 37(a). La dltima ruta aumen-
tante en este cjemploes P : s — 1 — 5 — 4 — ¢t con la cual obtenemos un aumento
o = min{d.2,5, 10} = 2. Al actualizar G(x,2) después de aumentar este fiujo y apli-
car el algoritmo de etiquetamiento verificamos que ya no existen rutas de s a ¢, por lo
que hemos terminado otra fase, la red de la Figura 37(b) nos muestra G(r, A) para
A = 2 cn este paso. Hacemos A = A/2 = 1. En este punto G(,1) = G(x) y en el
ejemplo, en particular, ya no existen rutas de s a t en la red residual, lo que indica
que el thijo es maximo.

Como pudimos observar, este algoritmo encuentra rutas aumentantes con capacidad

46




A- Red residual

vald

Figura 37: Otra actualizacion de G(x, Q) para N = 2.

residual suficientemente grandes, intentando enviar graudes cantidades de flujo v tra-
tar de llegar al flujo méximo en un tiempo mis corto. Comparando con el algoritmo
de etiquetamiento, en este algoritmo se requiricron solamente cuatro aumentos para
llegar al flujo maximo, en cambio en el algoritmo de ctiquetamiento se requirieron
seis aumentos. Por lo que podemos darnos cuenta de que el algoritmo de capacidades
escalables es mejor que el de etiquetamiento para este caso; v en general asi es.
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4.3. Algoritmo de rutas aumentantes mas cortas

El algoritino de rutas aumentantes mis cortas siempre aumenta fiujo a través de
rutas mas cortas del nodo origen al nodo destino en la red residual. Antes de ver
una descripeién del algoritmo, deflinamos algunos conceptos que utilizarcmos mads
adelante.

Una funcién de distancia d : N — Z* U {0} con respecto a las capacidades residuales
ri; cs una funcién que va del conjunto de nodos a los enteros no negativos. Diremos
que una funcién de distancia es vilida con respecto al flujo & si satisface las siguicntes
condiciones:

d(t) = 0; 8

d(@) <d(j)+1 para todo (i,j) en la red residual G(x) 9)

Nos referiremos a d(i) como la etiqueta de distancia del nodo i y a las condiciones
(8) y (9) como condiciones de validacion.

da@)

Ty

a A dli)
G)___.() Red residual

(a) (o}
Figura 38: Red residual con etiquetas de distancia.

En la red residual de la Figura 38 tencmos que d = (0,0,0,0,0,0,0) es un arreglo
de etiquetas de distancia vilidas ya que cumple con las condiciones 8 y 9. También
d=(2,2,2,2,1,1,0) es vilido, en cambio d = (2,2,2,2,2,1,0) no representa ctique-
tas de distancia vdlidas ya que 2 = d(4) > d(¢) + 1 = 0 4 1 para el arco (4,1).

Propiedad 4.2 Si las etiquetas de distancia son vilidas, la etiqueta d(i) es una cota
inferior en el tamasio de la ruta dirigida mds corta del nodo origen al nodo destino
en la red residual.
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Demostragion. Sea' 1= i} = iy — i3 — ... — i — fx41 = ¢ cnalquier ruta de
tamaiio & desde el nodo 7 al nodo t en la red residual, por las condiciones
de validacién tenemos que:.

d(ik) S d(igp)+1=d(t)+1=1
d(iga) S d(ix) +1 <2
d(ig—2) S d(ix-)+1<3

di) = d(i) <d(iz) + 1<k o

Como k, que cs el tamano de la ruta, cumple que d(i) €< A y» ademas la ruta que
utilizamos en la demostracién es cualquiera, se aplica a la ruta mas corta, lo que
significa que el tamaino de una ruta mds corta que va de un nodo i a 2, es mayor o
igual al valor de la etiqueta d(7), sicmpre que las etiquetas scan validas.

En la Figura 39 tenemos una red residual en donde al lado de cada nodo se en-
cuentra su etiqueta de distancia, la cual representa ¢l tamano de la ruta mas corta
desde ese nodo al nodo t, d(3, 2,2,2,1,1,0). Como podemos vor las etiquetas de dis-
tancia vilidas de las dos redes de la Figura 38 son menores o iguales una a una con
las etiquetas de la Figura 39, la red es la misma en ambas lignras.

Red residual @—r"—@
2

2
2
2
3

Figura 39: Red residual con etiquetas de distancia exactas.

Propiedad 4.3 Si d(s) = n, entonces la red residual no contiene rutas dirigidas de
s at.

Justificacién. Lo anterior se sigue del hecho de que d(s) es una cota inferior
para ¢l tamaiio de la ruta madis corta desde s a ¢t en la red residual, y ya
que ninguna ruta dirigida puede contener mas de (n — 1) arcos, entonces
si d(s) = n, la red residual no contiene rutas dirigidas desde el nodo s al
nodo ¢.
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Notacidn_adicional. Decimos que las etigquetas de distancia son exactas si para cada
nodo i, d(z) es igual al tamaino de la ruta mas corta que va desde el nodo i hasta el
nodo £ en la red residual. Podemos determinar etiquetas de distancia exactas para
todos los nodos en un tiempo de O(m) empezando desde el nodo ¢,

De aqui en adelante al hablar de ctiquetas nos referiremos a ctiquetas de distancia
oxactas,

Arcos y rutas admisibles

Diremos que un arco (#,j) en la red residual es admisible st satisface la condicion:
d(i) = d(7)+ 1; nos referiremos a todos los demis arcos como no admisibles. Una ruta
de s a b que consiste solamente de arcos admisibles es una ruta admisible.

Propiedad 4.4 Una ruta admisible es una ruta aumentante mds corta del nodo ori-
gen al nodo destino en la red residual.

Justificacion. Ya que cada arco (i, ) en una ruta admisible 2 es admisible,
la capacidad residual de estos arcos y las etiquetas de distancia de sus
nodos satisfacen que:

1. 7 > 0, esto implica que P ¢s una ruta aumentante
2. d(i) = d(F) + 1, implica que si £ contiene & arcos, entonees d(s) = &

‘a que d(s) es una cota inferior sobre cl tamaio de cualquicer ruta desde
cl nodo origen al nodo destino en la red residual, la ruta £ debe ser una
ruta aumentante mas corta.

Descripcién del algoritmo

Las rutas a través de las cuales el algoritino aumenta fiujo son rutas admisibles,
¢stas se construyen incrementalmente agregando un arco a la vez. El algoritmo con-
serva una ruta admisible parcial, ¢s decir, una ruta de s o algiin nodo ¢ que consiste
solaunente de arcos admisibles e iterativamente ecjecuta una operacion de avance o
retroceso desde el 1dltimo nodo de la ruta admisible parcial. nos referireinos a dicho
nodo como nodo actual.

Si el nodo actual ¢ tiene un arco admisible (i, §), ejecutamnos una operacion de avance
¥ agregamos el arco (4, 7) a la ruta admisible parcial; si no contiene un arco incidente
que sea admisible entonces cjecutamos una operacion de retroceso ¥ regresamos un
arco. Repetimos esa operacidon hasta que la ruta admisible parcial alcanza el nodo
t, en ese momento aumentamos ¢l flujo. Lo anterior se repite hasta que el flujo es
miiximo. En el Algoritmo 4.5 mostramos el pseudocddigo de este algoritimo » en el
Algoritino 4.6 los procedimientos que utiliza.
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Algoritmo 4.5 Algoritmo de rutas anmentantes mas cortas

begin
x «— 0;
obtenga las etiquetas de distancia exactas d(i);
i 4— 3
while d(s) < n do
if i1 tiene un arco admisible then
avanza(i);
if i =t then
aumenta;
14— 33
end if;
else
retrocede(i)
end if;
end while;
end;

Algoritmo 4.6 Procedimientos para el algoritmo de rutas aumentantes mis cortas

Procedimiento avanza(i);

begin
sea (i,j) un arco admisible en A(i);
pred(j) « i;
i4— g5

end;

Procedimiento retrocede(i);

begin o
d(i) «— min{d(i) + 1: (i,7) € A@i) y ri; > 0}
if i #£ 5 then i« pred(i);

end;

Procedimiento aumenta;

begin
usa las etiquetas pred(j) para obtener una ruta aumentante P desde s a {;
8 « min{ri; : ({,5) € P};
aumtenta ¢ unidades de flujo a lo largo de P;

end;




“Justificacién al algoritmo
Veamos que ¢l algoritimo verdaderamente resuclve el problemia de flujo maximo.

Lema 4.1 Bl algoritmno de rutas aumentantes mds cortas conserva etiquetas de dis-
tancia vdlidas en ceda paso. Mejor ain, cada operacion de re-cliquetamiento (o re-
troceso) incrementa la etiqueta de distancia de un nodo.

Demostracion. Mostraremos que ¢l algoritmo conserva otiquetas de dis-
tancia vilidas en cada paso, ya sea en una operacion de aumento o re-
ctiquetamiento. En la operacion de avance no se afecta lo admisible de
ningiin arco porque éste no cambia ninguna capacidadl residual o etique-
ta de distancia. Inicialmente, el algoritio construye etiquetas de distan-
cia vilidas. Se asume, inductivamente, que las etiguetas de distancia son
viilidas antes de una operacion, es decir, que satisfacen las condiciones de
validez. Necesitamos verificar si esas condiciones se mantienen vilidas en
los siguientes casos:

1. Después de una operaciéon de aumento; v

2. Después de una operacién de re-etiquetamiento (o retroceso).

1. Un aumento de flujo en el arco (i,j) podria eliminarlo de la red resi-
dual, esta modificacion no afecta la validez de las etiquetas de distancia
para cste arco. Sin embargo, un aumento en el arco (i, j) también podria
crear un arco adicional (j,1) con rj;; > 0 ¥ entonces crear una designaldad
adicional d(j) < d(i)+1 que las etiquetas de distancia deberian satisfacer.
Las etiquetas de distancia satisfacen esta condicion, yva que d(7) = d(4)+1
por que la ruta aumentante cs admisible.

2. La operaciéon de re-etiquetamicento (o retroceso) moditica d(i): por lo
tanto debemos mostrar que cada arco que entra y sale del nodo ¢ satisface
las condiciones de validacion con respecto a las nuevas etiquetas de distan-
cia, d'(1). El algoritmo ejecuta una operacion de re-ctiquetamiento al nodo
7 cuando ya no tiene arcos admisibles; esto es ningiin arco (4. 7) € . satisfa-
ce las condiciones: d(i) = d(j)+ 1 ¥ r,; > 0. Esta observacion, en términos
de condiciones de validacion d(i) < d(j) + 1, implica que (1) < d(F) +
para todos los arcos (i, j) € - con capacidad residual positiva. Por lo que
d(i) < min{d(j) + 1 : (3, 7) € A, ry; > 0} = d'(i). la cual es la nueva eti-
queta de distancia después de la operacion de re-etiquetamicnto. Hemos
mostrado entonces que el re-ctiquetamiento preserva las condiciones de
validacién para todos los arcos que emanan del nodo i, ¥ que cada ope-
racién de re-ctiquetamiento incrementa el valor de d(i). Finalmente, cada
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“nodo entrante: (k1) satisface d(k) < d(i) + 1, por hipétesis de induceion.
= Ya queld(i) < d'(i); el re-etiquetamiento una vez mis preserva las condi-
... ciones de validacién para el arco (k,7). o

El algoritmo de rutas aumentantes miis cortas termina cuando d(s) = n indicando
que la red no contiene rutas aumentantes del nodo origen al nodo destino. Por con-
secuencia, el flujo obtenido al final del algoritmo es un flujo miiximo. Obtenemos,
entonces, ¢f siguiente resultado:

Teorema 4.6 El algoritmo de rutas aumentantes mds cortas caleula correctamente
el flujo mdrimo. o

Complejidad del algoritmo

El algoritmo de rutas aumentantes mas cortas se¢ ¢jecuta en un tiempo de QO(n?m).
Para mostrar lo anterior vamos a describir una estructura de datos usada para selec-
cionar un arco admisible proveniente de un nodo dado. Llamarcimos a esta estructura,
estructura de datos del arco actual. Tenemos la lista de arcos A(z) la cual contiene
los arcos que salen de 7, podemos ordenar arbitrariamente los arcos en esa lista, una
vez establecido el orden se mantiene sin cambios durante el algoritmo. Cada nodo ¢
tiene un arco actual, el cual también pertenece a A() v es el proximo candidato a
la prueba de admisibilidad. Inicialmente ¢l arco actual del nodo i es el primer arco
en A(d). Siempre que el algoritmo intente encontrar un arco admisible que emana del
nodo 7, prucba si el arco actual del nodo es admisible. Si no, designa el siguiente arco
dentro A(7) como el arco actual. El algoritmio repite este proceso hasta que encuentra
un arco admisible o alcanza el final de la lista.

Consideremos ¢l caso en ¢l que el algoritino alcanza ¢l final de la lista de arcos sin
cncontrar un arco admisible. jPodemos decir que A7) no tiene arcos admisibles? Si.
porque es posible mostrar que si un arco (i, j) no es admisible en iteraciones anterio-
res, sigue siendo no admisible hasta que d(i) se incremente. Entonces, st aleanzamos
¢l final de la lista de arcos, cjecutamos el re-etiquetamicento (o retroceso) ¥ de nuevo
ponemos como arco actual del nodo 7 el primer arco de la lista A(f). La operacion
de re-etiquetamiento también examina una vez cada arco en A(7) para calcular las
nuevas etiquetas de distancia, lo cual gasta el mismo tiempo que en identificar arcos
admisibles en ¢l nodo i en una revision de la lista de arcos. De lo antrior se obtiene
la siguiente propiedad.




l-algoritino de rutas aumentantes mds cortas eliqueta cualquier
ecesy el total de tiemnpo ulilizado en encontrar arcos admisibles y
es;

Propiedad 4.5'S
nodo ‘a_lo mds k-
re-ctiquetar; nod

.f“o, k-ST1AG@ ) = Ok - )

€N

Lema 4.2 Si_el algoritino re-ctiqueta cualquier nodo a lo mds k veees, el algoritmo
salura arcos, es decir, reduce su capacidad residual a cero, a lo mds [k - /2] veces.

‘Demostracion. Mostraremos que entre dos saturaciones consecutivas de un
arco (i,7), tanto d(i) y d(j) deben incrementarse al menos dos unidades
cada una. Ya que por hipétesis el algoritino incrementa cada etiqueta de
distancia a lo mas & veces, este resultado implica que el algoritmo podria
saturar cualquier arco a lo mas &£/2 veces. Por esto el mimero de satura-
ciones de arcos podria ser [k - m/2] como dice el lema.

Supongamos que un aumento satura un arco (i, j). Como el arco (i,j)
cs admisible, tenemos que,

d(3) = d(j) + 1. (10)

Antes de que el algoritmo sature este arco de nuevo, deberia enviar flujo de
regreso del nodo j al nodo i. En este momento, {as ctiquetas de distancia
d'(7) y d'(j) satisfacen la ecuacién

d'(j)='d'(vév)',+l; L | (11)

En la siguiente saturacién del arco (i.j), deberiamos tener

RO L0 E N (2)

‘Usando las Ecu‘z;i:i}ox‘lg::s: (10)y (11) 'cxi‘ (12) observamos que:

d"(z)=d"(]) +1 ‘Z‘d’(j) ’+ 1=d'(i) +2 = d(i) + 2.
Similarmgute es :p‘losiblé xhastrar que d"(j) = d(j) + 2.
Como rcsult;add. entre dos saturaciones consecutivas del arco (i, j). tanto

d(%) y d(j) incrementan al menos dos unidades. Con lo que se concluye la
demostracién del lema. o



Lema 4.3

1. En el algoritmo de rutas aumnentantes mds cortas cada ectiquete de distancia
“incrementia a lo mds n veces. Por consccuencia, el total de re-ctiquetamientos
(o retrocesos) es a lo mds n?.

2.. El nimero de operaciones de aumento ¢s a lo mds - m/2.

Demostracion. Cada operacidn de re-ctigquetamicnto al nodo 7 incrementa
el valor de d(7) al menos en 1 unidad. Despuds de que el algoritmo ha re-
etiquetado el nodo i a lo miis n veces, d(i) > n. En este punto el algoritmo
no vuelve a seleccionar el nodo i durante una operaciéon de avance ya que
para cada nodo k en la ruta parcial admisible, d(k) < d(s) < n. Entonces
el algoritmo re-ctiqueta un nodo a lo mis n veces y el total de operaciones
de re-ctiquetamientos estid acotado por 12, Utilizando ¢l Lema 4.2 y éste,
tenemos que ¢l algoritimo satura a lo mas n - m/2 arcos. Ya que cada
aumento satura al menos un arco inmediatamente se tiene que el mimero
de aumentos esti acotado por n-m/2. o

Teorema 4.7 El algoritmo de rutas aumentantes mds cortas se ejecula en un tiempo
de O(n?m), en ¢l peor de los casos.

Demostracion. Utilizando el Lema 4.3 ¥ 1a Propiedad 4.5 encontramos que
el esfuerzo requerido en cncontrar arcos admisibles y en re-ctiquetar los
nodos ¢s de O(nm). El Lema 4.3 implica que el niumero total de aumen-
tos es de O(nm). Ya que cada aumento requiere tiempo O(n), el tiempo
total para una opecracion de aumento es de O(n*m). Cada operacién de
retroceso re-ctiqueta un nodo, por lo que ¢l mimero total de operaciones
de retroceso es de O(n?). Por otra parte, cada operacion de avance agrega
un arco a la ruta admisible parcial ¥ cada operacion de retroceso borra
un arco de ésta. Como cada ruta admisible parcial tiene tamaio 1 a lo
mds, el algoritino requicre a lo mds O(n? + n?m) operaciones de avance.
El primer término proviene del niimero de operaciones de retroceso (re-
ctiquetamiento), el scgundo término se refiere al mimero de operaciones
de aumento. La combinacién de esas cotas establece el teorema. o

Veamos ahora un cjemplo utilizando este algoritmo de rutas aumentantes mais cortas.
Utilicemos la red de la Figura 40.

Iniciamos el algoritmo partiendo de un flujo x = 0 y obtenemos las etiquetas de dis-
tancia exactas, d(i)'s, Figura 40, derecha. Hacemos i = s, como la ctiqueta d(s) = 3

es menor que n, buscamos si s tiene un arco admisible. El arco (s, 1) es admisible,
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Red original Red residual
Xij Uy "('): ™ :d(i)

Oo—0

Figura 40: Ejemplo para el algoritmo de rutas aumentantes mis cortas.

ya que rg > 0y d(s) = d(1) + 1, entonces lo agregamos a la ruta parcial admisible
mediante el procedimiento avanza(i) haciendo pred(l) = s y tomando al nodo 1 como
el nodo i. Como 1 # ¢t y d(s) < n = 7, revisamos si el nodo 1 tiene arcos admisibles,
el arco (1,5) es admisible entonces ejecutamos el procedimiento avanza(i), con esto
pred(8) =1y i=0>5.

Red residual Red residual
day o, 40

va28

(o)

Figura 41: Actualizaciéon de Redes residuales.

Nuevamente, como 5 # ¢t y d(s) < n, buscamos si es que el nodo 5 tiene arcos admi-
sibles. Si, el arco (5,t) es admisible, el cual también serd agregado a la ruta parcial
mediante el procedimeinto aumenta(i). Entonces pred(t) = 5 y i = t. Observemos que
hemos alcanzado el nodo t por lo que debemos ejecutar ¢l proceso aumenta, primero,
con las etiquetas de predecesores reconstruimos la ruta de s a ¢t que encontramos,
P :5,1,5,t y calculamos § = min{25, 8,38} = 8. Aumentamos 8 unidades a través
de P, actualizamos la red residual. La Figura 41(a) muestra la red residual después
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de este primer aumento de 8 unidades. Hacemos 7 = s y empezamos de nuevo.

i Arco Proceso Operaciones d(s) | Valor del
admisible flujo
s (s,2) avanza(z) pred(2) = s ,1 =2 3 8
2 (2,4) avanza(i) pred(d) = 2 ,i=4d 3 8
4 4,t) avanza(i) pred(t) =4 ,i=t 3 8
t aumenta i= s 3 28
s (s,2) avanza(z) pred(2) = s ,i=2 3 28
2 retorcede(i) | d(2) = 3,i = pred(2) = s 3 28
s retorcede(i) d(s) = 4 4 28
s (s,1) avanza(i) pred(l) =s,i=1 q 28
1 (1,3) avanza(i) pred(3) =1,i=3 4 28
3 (3,4) avanza(t) pred(d) = 3 ,i=4 4 28
4 4,1t) avanza(i) pred(l) =4 ,i=1 4 28
t aumenta i = g, Figura 43(a) 4 30
s (s,1) avanza(i) pred(l) = s ,1i=1 4 30
1 (1,3) avanza(i) pred(3)=1,i=3 1 30
3 (3,4) avanza() pred(d) =3 ,i=4 4 30
4 _ retorcede(i) | d(4) = 3,1 = pred(4) =3 4 30
3 (3,5) avanza(i) pred(d) =3 ,i=5 4 30
5 (5,¢) avanza(i) pred(l) =5,i=1t 4 30
t aumenta i = s, Figura 43(b) 4 36
s (s,1) avanza(i) pred(ly = s ,i=1 4 36
1 retorcede(i) | d(1) =4,i = pred(1) =s| 4 36
s (s,2) avanza(i) pred(2) =s,i=2 4 36
2 (2,3) avanza(i) pred(3) =2 ,i=3 4 36
3 (3,8) avanza(i) pred(5) =3 ,i=5 q 36
5 (5,t) avanza(t) pred(t) =5 ,i=1 4 36
1 aumerila i = s, Figura 44(a) 4 39

Como d(s) < n, veamos si s tiene un arco admisible. El arco (s,1) es admisible, por
lo que ejecutamos una operacion de avanza(i), con lo que hemos agregado este arco
a la ruta parcial y ademads pred(l) = s, i = 1. Ya que 7 # ¢ entonces no hay ruta de
s a t, d(s) sigue siendo menor que n. Ahora toca el turno del nodo 1 para verificar la
existencia de arcos admisibles. Encontramos que el nodo 1 no tiene arcos admisibles y
entoces ejecutamos un proceso retrocede(i). BEsto nos lleva a modificar la etiqueta de
distancia del nodo i = 1, hacemos d(1) = min{3+1,2+1,2+1} = 3 que corresponden
a las etiquetas de distancia de los nodos para los cuales r), > 0, en este caso, son los

Figura 42: Iteraciones para el cjemplo.

57




nodos's, 2y 3 respectivamente. Como 1 # s, entonces i = pred(1) = s con lo que nos
regresamos un nodo.

En la Tabla 42 mostramos las siguicntes cjecuciones del algoritiio de rutas aumentan-
tes mas cortas. La red residual después del segundo aumento de flujo esta ilustrado
en la Figura 41(b). El aumento al final de la Tabla 42 es el tltimo que ejecuta cl
algoritmo.

Red residuat Red residual

(v)

Figura 43: Red residual, 3a y da iteracion.

Red residual Red residual
d(i) - d) ali) Ty a4

Figura 44: Ultimas redes residuales

La Figura 43 muestra las redes residuales después de (a) la tercera iteracién y (b)
la cuarta iteracién. En la Figura 44 tenemos las iltimas redes residuales generadas
por el algoritmo. En la Figura 44(b) podemos observar que d(s) = n por lo que el
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algoritio termina.

[ Arco Proceso Operaciones d(s) | Valor del
admisible flujo
s (s,2) avanza(i) pred(2y=s,1i=2 4 39
2 (2,3) avanza(i) pred(3)y=2,i=3 4 39
3 _ retorcede(i) | d(3) =4,i =pred(3) =2 4 39
2 e retorcede(i) | d(2) = 5, i = pred(2) = s 4 39
s retorcede(i) d(s) =5 5 39
s (s,1) avanza(z) pred(l)y =s,i=1 5 39
1 retorcede(i) | d(1) =6, 1 = pred(l) = s 5 39
s retorcede() d(s) =6 6 39
s (s,2) avanza(i) pred(2) =s,i=2 G 39
2 (2,3) avanza(i) pred(3y=2,i=3 6 39
3 (3,4) avanza(i) pred{(4) =3 ,i=4 6 39
4 —_— retorcede(i) | d(4) = 5, i = pred(4) = 3 6 39
3 — retorcede(i) | d(3) = 6, i = pred(3) = 2 6 39
2 —_— retorcede(i) | d(2) = 7, i = pred(2) = s G 39
s —_— retorcede(i) d(s) =7 7 39

Figura 45: Continuacion

En la Tabla 45 se muestran los siguientes pasos, en los cuales ya no se genera ningin
aumento en el flujo, es decir, que ya no existen rutas aumentantes en la red residual.
En la dltima fila de esta tabla tenemos que la ctiqueta d(s) = n = 7; ¢l cual es el
criterio que usa el algoritmo para decidir que ha terminado.

Con este ejemplo podemos observar que aunque ¢l algoritmo ya ha encontrado el
flujo maximo, ¢éste continda su ejecucion hasta que la etiqueta d(s) > n.

Una mejora prictica

El algoritmo de rutas aumentantes ma:s cortas termina cuando d(s) > n. Este criterio
es satisfactorio para el peor de los casos pero podria no ser eficiente en la practica.
El algoritino gasta mucho tiempo en re-etiquetar nodos y una gran parte de cste
esfuerzo es realizado despuds de que el algoritmo ha establecido un flujo maximo.
Esto sucede porque el algoritmo no sabe que ha encontrado un flujo maximo. Una
técnica propucsta es capaz de detectar la presencia de una cortadura minima y por
lo tanto la existencia de un flujo miximo mucho antes de que la etiqueta del nodo s
satisfaga la condicion d(s) > n. Incorporando esta técnica al algoritmo, éste mejora
substancialmente en la practica.
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Para implementar esta téenica debemos mantener un arreglo n — dimensional, numb,
cuyos indices varian de 0 a (n — 1). El valor numb(k) es el mimero de nodos cuyas
ctiquetas de distancia son iguales a k. El algoritmo da valores iniciales a este arreglo
mientras calcula las etiquetas de distancia inicial usando una hisqueda. En este pun-
to, las entradas positivas del arreglo son consecutivas, es decir, las entradas numb(0),
numb(l), ..., numb(l) serdan positivas para algiin indice { y el resto de las entradas
serdn cero. Subsecucentemente, siempre que el algoritmo incrementa la etiqueta de
distancia de un nodo de & a kg, éste sustrae 1 de numb(ky), agrega 1 a numb(k,) y
revisa st numb(k,) = 0. Si numb(k,) es cero, el algoritmo termina. Para ver porque
este criterio funciona, sea S = {i € N : d(i) > k1} y S = {i € N : d(i) < k;}. Es ficil
ver que s € Sy t € S. Ahora consideremos la (s, t)-cortadura, [S, §]. La definicién de
los conjuntos de Sy S implican que d(Z) > d(7) -+ 1 para todos los arcos (i, 7) € [S, S].
La Condicién (9) de validacién implica que ry; = 0 para cada arco (4, j) € [S, S]. Por
lo tanto [S, 5] es una cortadura minima y el flujo actual es el maximo.
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5. Algoritmo genérico de preflujo

En este capitulo hablaremos de una clase de algoritmos para resolver el problema de
flujo maximo conocidos como: algoritmos de empuje - preflujo. Este tipo de algorit-
mos son mdas generales, méds poderosos y mas flexibles que los algoritmos de rutas
aumentantes. Actualmente el mejor algoritmo de empuje - preflujo supera al mejor
de los algoritmos de rutas aumentantes tanto en la teoria como en la practica.

La desventaja de los algoritmos de rutas aumentantes es el tiempo que se requie-
re cuando se envia flujo a lo largo de una ruta, que en el peor de los casos requiere un
tiempo de O(n). Los algoritmos de empuje - preflujo no tienen esta desventaja. Para
entender esto mejor, veamos el ejemplo (extremo) de la Figura 46. Si aplicamos a
este ¢jemplo cualquier algoritmo de rutas anmentantes, estos encontrarin siete rutas
aumentantes cada una de tamano sicte que a su vez aumentarian una unidad de flujo
cada una de ellas. Notemos cada una de esas rutas tienen en comin los primeceros
cinco arcos y cada una de ellas recorre cada uno de estos arcos. Si pudicramos llevar
siete unidades del nodo 1 al nodo 6, y luego enviar una unidad a través de sicte rutas
distintas de tamaiio dos, podriamos evitarnos operaciones repetitivas al recorrer un
conjunto de arcos en comiin. Esta ¢s la idea esencial de los algoritmos de preflujo.

Red residual

@..._m—._.@

®100®\00:100®100@

Figura 46: Desventaja del algoritimo de rutas aumentantes.

La operacién bdsica para los algoritmos de rutas aumentantes es aumentar el flu-
jo a lo largo de rutas que van de s a t, esta operacién se puede descomponer en
operaciones aiin mds elementales como enviar flujo a través de arcos individuales.
Por c¢jemplo, enviar flujo de § unidades a lo largo de una ruta de & arcos se puede
descomponer en k operaciones basicas enviando un flujo de § unidades a lo largo de
cada arco de la ruta. Nos referiremos a cada una de e¢sas operaciones como un empuje.
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Los algoritmos de empuje - preflujo envian flujo por arcos individuales en lugar de
hacerlo por rutas aumentantes, lo que provoca que, ¢n etapas intermedias del algo-
ritmo, no se satisfaga la ley conservacién de flujo. De hecho, se permite que el tlujo
que entra a un nodo exceda al flujo que sale del mismo nodo.

Un preflujo es una funcién z : A — R que satisface:

z zj — Z x,y, =0 paraie N —
{i:(5 €AY} {J:(ig)eA}

0 < x; < uyy para cada (1,7) € A

El algoritmo de empuje - preflujo mantiecne un preflujo en cada etapa intermedia.
Para un preflujo dado definimos el exceso de cada nodo ¢ € N como:

e@= 3 =z~ 2 =
{i:Ud)EA) {r:ig)eA}
En un preflujo, e(i) = 0 para cada i € N — {s,t}. lncluso, como no hay arcos que

cmanen del nodo t en el algoritmo de preflujo, también e(t) = 0; por lo que el nodo
s es el iinico nodo con exceso negativo.

Nos referiremos a un nodo con exceso estrictamente positivo como un nodo activo
y por convencién tanto el nodo origen s como el nodo destino ¢ nunca son activos. El
algoritmo de rutas aumentantes siempre mantiene fa factibilidad de la solucion y bus-
ca la optimalidad. En contraste, el algoritimo de preflujo busea lograr la factibilidad.
En el algoritmo de preflujo, la presencia de nodos activos indica que a solucion no es
factible. Consecuentemente, la operacion basica del algoritmo es seleccionar un nodo
activo y tratar de eliminar su exceso enviando Hujo a los nodos vecinos que estén
mads cerca del nodo destino ya que lo que descamos os enviar flujo de « a 1. Al igual
que en el algoritmo de rutas aumentantes, podemos medir lo cerea que esti un nodo
con las ctiquetas de distancia, por lo que enviar flujo a traveés de nodos cercanos al
nodo destino es equivalente a enviar flujo a través de arcos admisibles. Por lo anterior,
enviamos flujo solamente a través de arcos admisibles. 8i el nodo actual que estamos
considerando no tiene arcos admisibles, incrementamos su ctiqueta de distancia de
tal forma que se genere al menos un arco admisible. El algoritimo termina cuando la
red no conticne nodos activos.

51 algoritmo de empuje - preflujo usa las rutinas de preproceso ¥ empuje/re-etiqueta
las cuales se muestran en el Algoritmo 5.1.

Un envio de 6 unidades del nodo i al nodoe j provoca un decremento en e(i) y en
rij de 6 unidades y al mismo tiempo, un incremento en e(j) y rj; de § unidades.
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Algoritmo 5.1 Rutinas utilizadas en cl algoritmo genérico de preflujo.

Procedimiento preproceso;
begin
x «0;
calcula las etiquetas de distancia exactas d(i);
I,j + us; para cada arco (s,j) € A(s);
d(s) + n;
end;

Procedimiento empuje/re — etiqueta(i);
begin

if 1a red contiene un arco admisible (i,j) then

envia 0 « min{e(i),r;;} unidades de flujo del nodo i al nodo j
else
d(3) + min{d(j) +1: (i,7) € A(F) y ry > 0};

end if;

end;

Decimos que un envio de § unidades de flujo en un arco (i, 7) es un envio que satura
si 6 = ry; ¥y que no satura cn otro caso. Un envio que no satura hecho desde del nodo
7 reduce e(i) a cero. Nos referireimos a la operacién de incrementar una etiqueta de
distancia como una operacion de re-etiquetamiento. El propdésito de la operacion de
re-etiquetamiento es crear al menos un arco admisible en el cual el algoritmo pueda
realizar futuros envios. La versién genérica del algoritmo de empuje de preflujo se
muestra en el Algoritmo 5.2.

Algoritmo 5.2 Algoritmo genérico de preflujo

begin;
preproceso;
while 1la red contiene un nodo activo do
selecciona un nodo activo t;
empuje/re-etiqueta(i);
end while;
end;

La operacién de preproceso realiza varias tareas importantes. Primero, le da un ex-
ceso positivo a cada nodo adyacente al nodo s, por lo que el algoritmo bien puede
empezar seleccionando alguno de estos nodos con exceso positivo. Segundo, ya que
el preproceso satura todos los arcos que inciden en s, ninguno de ellos es admisible,
y ademads asigna d(s) = n, lo que satisface la Condicién (9) de distancia vilidas.
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Tercero, como d(s) = n la Propiedad 4.3 implica que la red residual no contiene rutas
dirigidas del nodo s al nodo ¢. Ya que las ctiquetas de distancia son no decrecientes,
podemos garantizar que en iteraciones subsccuentes la red residual no tendrid rutas
dirigidas de s a ¢, por lo que no se enviara flujo de s a t de nuevo.

A manera de ilustrar el algoritimo, veamos el ejemplo de la Figura 47(a). En la Figura
47(b) se muestra ¢l preflujo generado por la operacién de preproceso, todos los arcos
que salen del nodo origen han sido saturados y para ellos se ha generado un exceso,
ademads d(s) =4 = n.

Red residual
T,
O——D

o(s)~0 [ a(1)a0 o(s)=0 6 e(1)=6
d(1)=2 d(1)=1 dr1)=4 (> ar1)=1

4 8 5 4 8 5
o(2)=0 @___,.@ o(t)=0 o2)=s (——s(t) e(1)=0
d(2)=1 5 d(1)=0 d(2)=1 5 d()=0

(a) ()

a(s)=0 efl)=1 e(s)=0 e(1)=1
d(1)=4 dft)m? d(1)ed d(1)=2

4 4
o(2)=4 a)=5 et20 (2); » o()=9
d(2)=1 d(t)=0 a(2)e1 a a(t)=0

(c) @

e(s)=0 e(1)=0 e(s)=0 e(1)=0
driyma G da(1)=2 d(1)d d(1)=2

4 4
e(2)=1 e(t)=9 a(2)=0 e()=10
d(2)=1 d(t)=0 d(2)=1 d(t)=0

(@)

(U]

Figura 47: Ejemplo del algoritmo genérico de empuje - preflujo.
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En la siguiente iteracién supongamos que el algoritino selecciona al nodo 1 de entre
los nodos activos y cjecuta una operacién de empuje / re-etiqueta sobre este nodo.
El arco (1,t) es cl dnico arco admisible, por lo que enviamos 6 = min{e(1),r,} =
min{6,5} = 5. Este ¢s un envio que satura. Figura 47(c).

Observemos que ¢l nodo 1 aidn continua con exceso, supongamos que ¢l algoritmo
sclecciona de nuevo cl nodo 1 y ejecuta la operacion de empuje / re-ctiqueta. Como
el nodo 1 no tiene arcos admisibles, se actualiza su ctiqueta de distancia (operacion
de re-ctiquetamiento), d(1) = min{d(s) + 1,d(2) + 1} = min{5, 2} = 2. El resultado
de esta operacién sélo cambia la ctiqueta del nodo 1, lo demiis se conserva igual.

Ahora supongamos que cl algoritmo clige al nodo 2, que es activo. El 1inico arco
admisible del nodo 2 es (2, t), entonces realizamos un envio de § = min{e(2),ry} =
min{4,5} = 4. Este es un envio que no satura, y ¢l nodo 2 deja de ser activo. El
resultado de este envio lo vemos en la Figura 47(d).

En el siguiente paso, el algoritmo toma el nodo 1 que se quedd atin como nodo activo.
Veamos que podemos enviar un flujo a través del arco (1,2) de 6 = min{e(1),r2} =
min{1, 8} = 1, el cual es un envio que no satura y ¢l nodo 1 deja de ser activo. Que-
dando !a red como en la Figura 47(e).

El algoritmo toma entonces ¢l nodo 2 que se¢ volvié activo y ejecuta un envio sa-
turante sobre el arco admisible (2,¢) de valor § = min{e(2),72,} = min{1,1} = L.
Como se muestra en la Figura 47(f). En este momento ya no existen nodos activos
en la red, por lo que el algoritmo termina su ¢jecucion.

Suponiendo que el algoritmo genérico de empuje de preflujo termina, podemos mos-
trar que se ha encontrado el flujo miximo. El algoritimo termina cuando los excesos
se ubican en el nodo origen o en el nodo destino, lo que implica que el prefiujo actual
es un flujo. Como d(s) = n, la red residual no conticne rutas dirigidas de s a ¢, Esta
condicién es ¢l criterio para finalizar ¢l algoritmmo de rutas aumentantes, ¥ entonces
el exceso en el nodo destino es el valor del flujo mdximo.

Complejidad del algoritmo

Para analizar la complejidad del algoritino, empezaremos por establecer un resulta-
do importante: las etiquetas de distancia se mantienten védlidas y no se incrementan
“muchas” veces. La primera de estas conclusiones se siguc de! Lema 4.1, porque, al
igual que en el algoritmo de rutas aumentantes mas cortas, el algoritmo de preflujo
solamente envia flujo a través de arcos admisibles y solamente re-etiqueta un nodo
cuando no hay arcos admisibles que emanen de ¢él. La segunda conclusién se sigue del
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siguiente lema.

Lema 5.1 En cualquier etapa del algoritmo de empuje - preflujo, cada nodo i con
‘exceso positivo es conectado al nodo s por una ruta dirigida de i a s en la red residual.

Demostracion. Veamos que para un preflujo z, e(s) < 0 y e(i) > 0 para
todai € N—{s}. Por el teorema de descomposicion de flujo, podemos des-
componer cualquier preflujo x en la red original G en flujos no negativos
a través de: (1) rutas del nodo s a t; (2) rutas del nodo s a nodos activos;
y (3) flujo alrededor de ciclos dirigidos. Sea i un nodo activo relativo al
preflujo = en G, la descomposicién de flujo de x debe contener una ruta
P de s a i, ya que las rutas de s a t y los flujos alrededor de ciclos no
contribuyen al exceso del nodo 7. La red residual contiene la inversa de
P, es decir, P con la orientacién de cada arco invertida, por lo tanto una
ruta dirigida dei a 5. o

Este lema implica que durante una operacién de re-ctiquetamiento, ¢l algoritimo no
trabaja sobre un conjunto vacio.

Lema 5.2 Para cade nodo i € N, d(i) < 2n.

Demostracién. La ltima vez que cl algoritmo re-etiqueta un nodo ¢, el
nodo tenia un exceso positivo, por lo que la red residual contenia una
ruta P a lo mds de tamaiio de n — 2 del nodo i a 5. El hecho de que
d(s) = n y que d(k) < d(l!) + 1 para todo arco (k,!) en /> implica que
d(i) < d(s) + |P| < 2n. o

Ya que cada vez que el algoritmo re-ctiqueta un nodo i, d(i) incrementa al menos una
unidad, tenemos el siguiente resuitado.

Lema 5.3 Cada etiqueta de distancia incrementa a lo mds 2n veces. Consecuente-
mente el niimero total de operaciones de re-ctiquetamiento es a lo mds 2n%. o

Lema 5.4 El algoritmo cjecuta a lo mds (n - mn) saturaciones.

Demostracion. Este resultado se sigue directamente de los Lemas 4.2 y
el 5.2. Por el Lema 4.2 si ¢l algoritmo re-etiqueta un nodo a lo mas k&
veces, entonces se saturan arcos a lo mas &k - m/2 veces. Ademas el Lema
5.2 menciona que la ctiqueta de distancia se incrementa a lo mds a 2n
. Combinando estos dos Lemas concluimos que el algoritino ejecuta a lo
mas (2n - m/2) = n - m saturaciones. o
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Tomando la Propiedad 4.5, el Lema 5.3 implica que ¢l total de tiempo que se requie-
re para identificar arcos admisibles y ejecutar operaciones de re-ctiquetamiento es
O(nm). Ahora veremos el niimero de envios que no saturan que gjecuta el aigoritmo.

Lema 5.5 El algoritmo de empuje de preflujo ejecuta del O(nm) envios que no
saturan, en el peor de los casos.

Demostracién. Para demostrario utilizaremos un argumento basado en
potenciales. Sea I el conjunto de nodos activos. Consideremos la funcion
potencia ® = 3", d(#). Como [I| < n, y d(i) < 2n para toda i € [,
el valor inicial de @, después de 1la operacion de preproceso, es a lo mas
2n?. Cuando el algoritmo termina @ es cero. Durante el algoritmo puede
suceder uno de los siguicntes casos:

Caso 1. El algoritino no e¢s capaz de encontrar un arco admisible por
el cual pueda enviar flujo. En este caso la etiqueta de distancia del
nodo i se incrementa por € > 1 unidades. Esta operacion incrementa
@ por a lo mds € unidades. Ya que el incremento total en d(i) para
cada nodo 7 durante la e¢jecucion del algoritmo estia acotado por 2n,
el total de incremento en @ que se debe al ineremento en las etiquetas
de distancia esti acotado por 2n2.

Caso 2. El algoritmo es capaz de identificar un arco por el cual puede
enviar flujo, y este envio puede ser que sature o que no sature. Un
envio que satura sobre un arco (i, j) podria crear un nuevo exceso
en el nodo 7, con lo que se incrementaria el mimero de nodos activos
en 1 y también aumentaria ¢ en d(7), donde d(j) es a lo mis 2n por
saturacién, dando un incremento total de 2n?m unidades por todos
los envios que saturan. Ahora veamos, un envio que no satura sobre
un arco (Z,j) no incrementa |7}, Uno de estos envios disminuye el
valor de ® en d(i) ya que i deja de ser activo, pero al mismo tiempo
crece el valor de ¢ en d(j) = d(i) — 1; si ¢l envio causa que ¢l nodo j
se convierta en activo ¢l decremento total en @ se vuelve 1. Si el nodo
J ya era activo antes de el envio, ¢ disminuye en d(7). En conclusién,
la disminucién total en & cs al menos 1 por cada envio que no satura.
Sumando los resultados anteriores, el valor inicial de ¢ ¢s a lo mads
2n? y puede incrementar como maximo 2n? 4+ 2n?.1n. Cada envio que
no satura disminuye a ¢ c¢n al menos una unidad. Por lo anterior,
el algoritmo puede ejecutar a lo mis la siguiente cantidad de envios
que no saturan 2n® +2n2 + 2n?2 - m = 0@®@?-m). o
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Finalmente, veamos como cs que el algoritmo manticne pista de los nodos activos
para la operacién de re-ctiquetamento. El algoritmo puede mantener un conjunto
LIST de nodos activos. Agrega a LIST los nodos que se convierten en nodos activos
después de un envio de flujo y que no estaban en LIST, y borra de LIST los nodos
que dejan de ser activos debido a un envio que no satura. Varias estructuras de datos
(por ejemplo, listas doblemente ligadas) pueden ser utilizadas para LIST y asi que el
algoritmo pueda agregar, eliminar, o selecccionar elementos de la lista en un tiempo
O(1). Con lo que podemos decir que ¢l algoritmo de empuje de prefiujo corve en un
tiempo de O(n? - 1n). Estableciendo el siguiente teorema.

Teorema 5.1 El algoritmo gendrico de empuje de preflujo se ejecuta en un tiempo
de O(n?-m), en el peor de los casos. ©

Varias modificaciones al algoritmo genérico de empuje de preflujo podrian mejorar su
desemperio computacional.

Implementaciones especificas del algoritimo genérico de empuje de pre-
flujo

El tiempo de ¢jecucion del algoritmo genérico de prefiujo es comparable con el del
algoritmo de rutas aumentantes mas cortas. Sin embargo, el algoritmo de empuje de
preflujo es mas flexible. Especificando diferentes reglas para scleccionar nodos activos
para la operacién de empuje/re-ctiquetamiento, podemos generar varios algoritinos
diferentes con una complejidad diferente al del algoritmo genérico. El cuello de bote-
lla en el algoritmo genérico es el mimero de envios que no saturan ¥ usando algunas
reglas especificas para examinar nodos activos podriamos reducir el mimero de envios
que no saturan. Consideremos las siguientes tres implementaciones:

1. Algoritmo de empuje de preflujo PEPS. Este algoritimo examina los nodos ac-
tivos en orden PEPS, (primero en entrar, primero en salir). Este algoritino se
cjecuta en un tiempo de O(n?).

2.  Algoritmo de empuje de preflujo de ctiquetas miiximas. Este algoritmo siempre
envia {lujo de un nodo activo a un nodo que cuenta con la mixima etiqueta de
distancia. Este algoritmo sc cjecuta en un tiempo de O(n? - /2y,

3. Algoritmo de excesos escalables. Este algoritmo envia flujo de un nodo con
exceso suficientemente grande a un nodo con exceso suficientemente pequeno.
Este algoritmo se ejecuta en un tiempo de O(n-m + n? - log U).

Estas implementaciones son descritas y justificadas en las siguientes secciones de este
capitulo.
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5.1. Algoritmo de preflujo PEPS

Antes de describir la implementacion PEPS definamos el concepto de revision de no-
do. En una iteracién, el algoritmo genérico de preflujo selecciona un nodo, digamos i,
y ejecuta un envio de flujo que puede ser que siature o que no sature, o re-ctiqueta el
nodo. Si el algoritmo ejecuta un envio que satura, ¢l nodo i podria mantenerse activo,
pero esto no obliga al algoritmo a scleccionar este nodo de nuevo para la siguiente
iteracion. El algoritmo podria seleccionar otro nodo para la siguiente operacion de
envio/re-ctiquetamiento. Sin embargo, es facil incorporar la regla de que cuando el
algoritmo seleccione un nodo activo lo mantenga para enviar flujo hasta que el exceso
del nodo sea cero o el algoritmo re-ctiquete el nodo. En consecuencia el algoritmo
podria cjecutar varios envios que saturan seguidos por un envio que no sature o una
operacién de re-etiquetamiento. Nos referiremos a esta secucencia de operaciones como
una examinacion de nodo. A partir de este momento asumiremos que cada algoritmo
de preflujo adopta esta regla para scleccionar nodos en la operacion de envio/re-
ctiquetamiento.

El algoritmo de preflujo PEPS examina los nodos activos en orden PEPS (primero
cn entrar, primero en salir). Mantiene un conjunto LISTA como una cola, selecciona
un nodo Z del inicio de LISTA, cjecuta envios desde este nodo y agrega nodos activos
al final de LISTA. Examina un nodo 7 hasta que deja de ser active o es re-etiquetado,
en el ultimo caso, se agrega este nodo al final de LISTA. El algoritimo termina cuando
la lista de nodos activos LISTA estd vacia.

A manera de ilustrar esta especializacion del algoritmo gendrico de empuje - pre-
flujo, veamos el ejemplo de la Figura 48(a). La operacion de preproceso genera un
exceso en los arcos adyacentes al nodo origen (nodo 1).

Rod residual
e{2)=10 o(4)=0 T o(2)e0 o(4)~8
d(2)=2 df4)=1 O—® da2)«2 d(4)e1

a(1)=-25

d(1)au3 o

o(6)=0  o(1)=-25
d(6)=0  d(1)a6

)
8(3)=15 e{5)=0 0(3)=15 9 o(5)=2
d(3)=2 a(5)=1 d(3)=2 d(5)=1

(&) )

Figura 48: Ejemplo del algoritmo PEPS de empuje - preflujo.
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Supongamos que la lista que conticne los nodos activo es LISTA = {2,3} cn este
momento. El algoritmo saca ¢l nodo 2 de la lista y lo examina. Supongamos que el
algoritmo hace un envio que satura de 8 unidades en el arco (2, 4) y uno que no satura
en el arco (2, 5) de 2 unidades. En la Figura 48(b) podemos ver la red después de estas
operaciones. Comno resultado de estos envios, los nodos 4 y 5 s¢ convierten en activos
y los agregamos a la lista en esc orden, resultando LIST A = {3,4,5}. Podemos ver
en la tabla de la Figura 49 los siguientes pasos del algoritmo.

i Arco Proceso
admisible cmpuje/re-ctiqueta LISTA

3 (3,4) envia § = 6 unidades al nodo 4, ¢(3) = 9, ¢(4) =6 4,5
3 (3,5) envia § = 9 unidades al nodo 5, ¢(3) = 0, e(b) =11 4,5
4 (4,6) envia § = 14 unidades al nodo 6, e(4) = 0, ¢(G) = 14 5
5 d(5)=3 5
5 (5,6) envia § = 10 unidades al nodo G, ¢(5) = 1, ¢(6) = 24 5
5 (5,2) envia § = 1 unidades al nodo 2, ¢(8) =0, e(2) =1 2
2| — d(2)=3 2
2 (2,3) envia § = 1 unidades al nodo 3, ¢(2) = 0, ¢(3) =1 3
3 e d(3)=4 3
3 (3,2) envia § = 1 unidades al nodo 2, ¢(3) = 0, e(2) = 1 2
2 d(2)=4 2
2 (2,5) envia § = 1 unidades al nodo 5, ¢(2) = 0, ¢(5) =1 5
5 . d(5)=5 5
5 (5,2) envia 6 = 1 unidades al nodo 2, e¢(5) = 0, e(2) =1 2
2| — d(2)=5 2
2 (2,3) envia § = 1 unidades al nodo 3, ¢(2) =0,¢(3) =1 3
3| — d(3)=6 3
3 (3,2) envia § = 1 unidades al nodo 2, ¢(3) =0, ¢(2) =1 2
2| — d(2)=6 2
2 (2,5) envia § = 1 unidades al nodo 5, ¢(2) = 0, e(5) = 1 5
5| ~——0- d(5)=7 5
5 (5,2) envia § = 1 unidades al nodo 2, ¢(8) =0, ¢(2) =1 2
2 e d(2)=7 2
2 (2,1) envia d = 1 unidades al nodo 1, e(2) = 0, e(1) = —-24

Figura 49: Pasos del algoritino PEPS de empuje - preflujo

Por lo que el valor de flujo miximo del ejemplo es v = 24 y la red resultante la
podemos ver en la Figura 50.

Para analizar la complejidad del peor de los casos del algoritmo de preflujo PEPS,
particionaremos el nimero de examinacién de nodos en diferentes fases. La primera
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Rod residual

: by :
e(2)=0 ef{4}n8
d(2)=7 d(4)=1

o(6)=24
da(6)=0

a(3)=15 9 a(5)=2
a3)=6 ars)=7

Figura 50: Algoritmo PEPS de empuje - preflujo, resultado.

fase consiste en la examinacién de los nodos que se convierten en acitvos durante la
operacién de preproceso. La segunda fase consiste en la examinacién de los nodos
que estdan en la cola después de que el algoritmo ha examinado todos los nodos de
las primer fase. Similarmente, la tercera fase consiste en la examinacion de todos los
nodos que estin en la lista después de que el algoritmo ha examinado los nodos de la
segunda fase, y asi sucesivamente. En ¢l ejemplo anterior, la primera fase consistio en
la examinacion del conjunto de nodos {2,3}, y la segunda fase en Ia examinacion del
conjunto {4,5}. Observemos que cualquier nodo es examinado por el algoritimo a lo
mis una vez cn cada fase.

Mostraremos que el algoritmo cjecuta a lo mis (2n? + n) fases. Cada fase exami-
na cualquier nodo a lo mas una vez y cada examinacion de nodo ejecuta a lo mas un
envio que no satura. Por lo que, la cota de (2n?-+2) en el mimero total de fases implica
una cota de O(n®) de envios que no saturan. Este resultado también podria implicar
que el algoritmo de preflujo PEPS se ¢jecuta en un tiempo de O(n®) porque el cuello
de botella de las operaciones en el algoritmmo genérico de preflujo es precisamente el
nimero de envios que no saturan.

Para acotar ¢l mimero de fases en el algoritmo, consideraremos ¢l cambio total en
la funcidén potencia ® = max{d(7) : 7 es activo} en una fase completa. Por “el cambio
total” nos referimos a la diferencia entre el valor inicial y el valor final de la funcién
potencia durante una fase. Consideremos los siguientes dos casos:

1. El algoritmo ejecuta al menos una operaciéon de re-etiquetamiento durante una
fase. Entonces ¢ podria incrementar tanto como el incremento miximo de cual-
quier etiqueta de distancia y entonces por ¢l Lema 5.3 el incremento total de ®
cs a lo mas 2n2.
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2. . El algoritmo no ejecuta ninguna operacion de re-ctiquetamiento durante una
fase. En cste caso el exceso en cada nodo activo al inicio de la fase s¢ mueve
hacia los nodos con menor ctiqueta de distancia, por lo que 9 decrece al menos
una unidad.

Combinando los casos 1 y 2, encontramos que el niimero total de fases es a lo mas
(2n? + n); el segundo término corresponde al valor inicial de ¢. Con lo que tenemos
el siguiente tecorema.

Teorema 5.2 FEl algoritmo de preflujo PEPS se ejecuta en un ticmpo de O(n3), en
el peor de los casos.

o
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5.2. Algoritmo de preflujo de etiquetas mas altas

El algoritmo de preflujo de etiquetas mais altas siempre envia flujo desde ¢l nodo ac-
tivo con la ctiqueta de distancia mds alta. Es fdcil ver que una cota para los envios
que no saturan es O(n?). Sea h® = max{d(i) : 7 es activo }. El algoritmo primero
examina los nodos con ctiqueta de distancia igual a A* y envia flujo a nodos con eti-
queta de distancia igual a (* — 1), y estos nodos, cuando les Hlegue su turno, enviaran
flujo a nodos con etiquetas de distancia igual a (A* — 2), y asi sucesivamente hasta
que el algoritino re-etiqueta un nodo o se agotan todos los nodos activos. Cuando
se¢ ha re-ctiquetado un nodo, el algoritmo repite el mismo proceso. Notemos que si
¢l algoritmo no re-ctiqueta ningiin nodo en n examinaciones conseentivas, todos los
excesos llegan al nodo destino (o al nodo origen) y ¢l algoritmo termina. Como el
algoritmo cjecuta a lo méds 2n? operaciones de re-etiquetamicento, por ¢l Lema 5.3,
inmediatamente obtenemos una cota de O(n®) para el nimero de examinaciones. Ya
que cada examinacion de nodos supone a lo mas un envio que no satura, el algoritino
de preflujo de etiquetas s altas cjecuta O(n®) envios que no saturan.

En la discusién anterior no hemos mencionado un detalle importante: ;Cémo selec-
cionamos un nodo con la etiqueta de distancia mads alta sin gastar mucho tiempo?
Utilicemos la siguiente estructura de datos. Para cada & = 1,2,...,2n — 1 manten-
dremos una lista ligada.

LISTA[k] = {i : i es activo y d(i) = k}.

Definimos una variable nivel que es una cota superior del mas alto de los valores de
k para los cuales LISTA[k] es no vacin. Para determinar el nodo con la etiqueta
de distancia mds alta, examinamos las listas LIST A[nivel], LIST Alnivel — 1}, ...,
hasta que encontramos una lista no vacia, digamos LIST A[p]. Hacemos nivel igual
p y seleccionamos cualquier nodo de LIST A[p]. Ademas, si la etiqueta de distancia
de un nodo se incrementa micentras el algoritmo lo estd examinando, hacemos nivel
igual a la nueva ctiqueta de distancia del nodo. Obsérvese que ¢l total de incremento
cn nivel es a lo mas 2n?, por el Lema 5.3, por lo que el decremento total es a lo mdds
de 2n? 4+ n. En consecuencia, revisar las listas LIST Alnivel}, LIST Anivel - 1), .. .,
para encontrar la primer lista no vacia no es una operacién pesada.

El algoritmo de preflujo de ctiguetas mas altas es muy cficiente en la prictica ya
que c¢jecuta el menor niimero de envios que no saturan. Para ilustrar intuitivamente
porque ¢l algoritmo es eficiente en la priictica, consideremos el problema de flujo maxi-
mo que se muestra en la Figura 51(a). La operacion de preproceso genera un exceso de
1 unidad en cada uno de los nodos 2, 3, ..., n — 1, en la Figura 51(b) se muestra este
hecho. El algoritmo de ctiquetas miis altas examina el nodo 2, 3, ...,n — 1, en este
orden y envia cl todo el exceso al nodo destino. En cambio, ¢l algoritmo de preflujo
PEPS podria ¢jecutar muchos mas envios. Supongamos que al final de la operaciéon
de preproceso la lista de nodos activos es LISTA = {n—1,n~2,...,3,2}. Entonces
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cl algoritmo podria examinar cada uno de esos nodos en la primera fase obtenien-
do la solucién de la Figura 51{c). En este punto, LISTA = {n — 1,n - 2,...,4,3}.
Con esto podemos decir que todo el algoritmo podria cjecutar (n — 2) fases y usar
(n—2)+ (n— 3)+ - - + 1 envios que no saturan.

Aed residual .
Iy d4)

-®©

Red residual

<)
)
@
)

Red residual N
. e(j)
* ~©

Figura 51: Mal ejemplo para aplicarle el algoritmo de preflujo PEPS.

Aunque ¢l ejemplo anterior es un caso extremo, ilustra la ventaja de cenviar flujo
desde nodos activos con etiquetas de distancia mds grandes. En este ejemplo el al-
goritmo PEPS selecciona un nodo con exceso y envia el exceso por todo el camino
rumbo al nodo destino. Selecciona otro exceso y lo envia al nodo destino, ¥y repite
este proceso hasta que ningiin nodo contenga exceso. Por e} otro lado, el algoritmo de
ctiquetas miis altas empicza en el nivel mis alto y envia todos los excesos de este nivel
al siguiente nivel inferior y repite este proceso. Como el algoritmo examina nodos con
etiquetas de distancia cada vez menor, acumula los excesos v envia esta acumulacion
de flujos hacia el nodo destino. Por consecuencia, el algoritmo de preflujo de etique-
tas de distancias mds altas evita envios repetitivos en arcos cargando una pequefia
cantidad de flujo.

Esta caracteristica del algoritmo de preflujo de etiquetas mas altas también se traduce
en una cota mds pequefia en el mimero de envios que no saturan. Mostraremos que

la cota de O(n®) puede ser mejorada con un poco de analisis ¥ que en realidad el
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algoritmo cjecuta O(n? - m'/2) envios que no saturan.

En cada ctapa del algoritino de preflujo, cada nodo distinto del nodo destino tie-
ne a lo mds un arco actual el cual, por definicion, debe ser admisible. Denotamos
esta coleccién de arcos actuales como ¢l conjunto F. Este conjunto tiene a lo mas
n — 1 arcos, ticne a lo mds un arco saliente por nodo y no contiene ningtin ciclo. Estas
caracteristicas implican que F define un bosque, al cual nos referiremos, de ahora en
adelante después de cada actualizacién, como el bosque actual. La Figura 52 muestra
un ejemplo de un bosque actual. Notemos que cada arbol en el bosque es un drbol
con raiz, la raiz es el nodo del cual no salen arcos.

i )
O—®

4

o &8
-27 o 6

-

O,

-3 [}

o
Figura 52: Ejemplo de un bosque actual.

Antes de continuar, introduzcamos notacién adicional. Para cualquier nodo i € N,
definimos a D(i) como el conjunto de descendientes de ese nodo en F. Notemos que
las etiquetas de distancia de los descendientes de cualquier nodo ¢ son mayores a
d(z). Nos referiremos a un nodo activo sin descendientes activos, diferentes a ¢l mis-
mo, como un nodo activo maximal. Definamos H como el conjunto de nodos activos
maximales. Veamos que dos nodos actives maximales tienen distintos descendientes.
También notemos que el algoritmo de preflujo de etiquetas mais altas siempre envia
flujo desde nodos activos mmaximales.

Verifiquemmnos la cota de O(n?-m'/2) para ¢l algoritmo de preflujo de etiquetas muiis altas
utilizando un argumento de funciones potencia. El argumento se basa en un parametro
K, cuyo valor 6ptimo veremos después. Nuestra funcién potencia es & = 37, O(d),
donde ®(Z) = maz{0, K + 1 —|D(#)|}. Observemos que para cualquier nodo i, ®(i) es
a lo mas K (porque |D(i)| = 1). También veamos que ¢ cambia siempre que cambia el
conjunto de nodos activos maximales H o cuando |D(i)| cambia para un nodo activo
maximal 7.

Estudiemos el efecto en la funcién potencia ¢ ocasionado por varias operaciones del
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algoritmo de preflujo. El algoritino cambia el conjunto de arcos actu , ejecutando
envios que saturan y que no saturan, y re-ctiquetando nodos. Todas esas operaciones
tienen efecto en el valor de ®. Mediante la observacion de cada uno de estos efectos
sobre @, encontraremos una cota para ¢l mimero de envios que no saturan,

Primero consideremos un envio que no satura sobre el arco (1, 7) que emana de un
nodo activo maximal z. Notemos que un envio gue no satura ocurre en un arco actual
y no cambia el bosque actual; simplemente mueve el exceso del nodo i al nodo j. La
Figura 53(a) ilustra un envio que no satura en ¢l arco (3,4). Como resultado del envio
el nodo i deja de ser activo y j podria convertirse en un nuevo nodo activo maximal.

‘a que [D(7)] > |D(i)], este envio disminuye ®(i) + &(j) por al menos 1 unidad si
|D(2)} < K sino d(i) + ®(j) no cambia.

>§>7—‘ é-i;>?>-_é :
® :

(a) te)
., S c/
(b) ta)

Figura 53: Operaciones a un bosque actual.

Ahora consideremos un envio que satura en un arco (4, 5) que emana de un nodo
activo maximal i. Como resultado del envio, el arco (i,j) deja de ser admisible ¥
queda fuera del bosque actual. La Figura 53(b) muestra un envio que satura en el
arco (1,3). El nodo i se mantiene como activo maximal y ¢l nodo j podria convertirse
en un nodo activo maximal. En consecuencia, esta operacién podria incrementar el
valor de ¢ hasta por K unidades.
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Veamos el re-ctiquetamicento de un nodo activo maximal i. Re-ctiquetamos un nodo
cuando éste no ticne arcos admisibles; por lo que no hay arcos actuales que emanen de
¢él. Como consccuencia, el nodo 7 debe ser una raiz en el bosque actual. Mais ain, ya
que el nodo i es un nodo activo maximal, ninguno de sus propios descendientes puede
ser activo. Después de que el algoritmo ha re-ctiquetado ¢l nodo 7, todos los arcos
que entran al nodo i se dejan de ser admisibles; por ello todos los arcos actuales que
entran al nodo 7 dejardin de pertenecer al bosque actual. La Figura 53(¢) lo ilustra.
Claramente, este cambio no crea ningin nodo activo maximal, sin cmbargo el mimero
de descendientes del nodo i disminuye hasta uno. Con lo que ¢(f) puede incrementar
a lo mids K.

Finalmente, consideremos la incorporacion de nuevos arcos actuales en el bosque
actual la cual no crea ningiin nuevo nodo activo maximal. Esto podria, de hecho,
climinar algunos nodos activos maximales ¢ incrementar el niimero de descendientes
de algunos nodos. La Figura 53(d) ilustra este caso. En ambos casos la funciéon & no
se incrementa. Para resumir lo anterior tenemos el siguiente resultado:

Propiedad 5.1

(a) Un envio que no satura, desde un nodo activo mazimal i, no incrementa d.
Si |D(i)} € K entonces ¢ disminuye al mnenos una unidad.

(b) Un envio que satura, desde un nodo activo mazimal i, puede incrementar & a lo
mds K unidades.
(c) El re-etiquetamiento de un nodo activo mazximal i puede incrementar & a lo mds

K unidades.

(d) Agregar arcos actuales no incrementa b.

Para analizar ¢l peor de los casos, definimos ¢l concepto de fase como una secuencia
de envios entre 2 operaciones consecutivas de re-etiquetamiento. El Lema 5.3 implica
que el algoritmo conticne O(n?) fases. Nos referiremos a una fase ligera si ejecuta a
lo mas 2n/K envios que no saturan y pesada cn otro caso.

Claramente, el mimero de envios que no saturan en fases ligeras es a lo mas O(n? -
2n/K) = O(n*/K). Para la cota cn el caso de envios pesados usaremos un argumento

basado cn funciones potencia &.

Por definicién, una fase pesada ejecuta al menos 2n/K envios que no saturan. Ya
que la red puede contener a lo mds n/K nodos con K descendientes o mds, al menos

7

1
1
4
\



n/K envios que no saturan deben ser de nodos con menos de & descendientes. El
algoritmo de preflujo de ctiquetas miiximas sicmpre cjecuata la operacién de envia/re-
ctiqueta sobre un nodo activo maximal, en consccuencia, la Propiedad 5.1(a) lo que
implica que cada uno de esos envios que no saturan producen un decremento en ¢ de
al menos 1. Entonces la Propiedad 5.1(b) y (¢) implican que el incremento total en &
debido a envios que saturan y re-ctiquetaminetos es a lo mas Q(nm k). Por cllo, el
algoritmo puede cjecutar O(nmnK') envios que no saturan en una fase pesada.

Para resumir, notemos que las fases ligeras cjecutan Q(n*/K) envios que no satu-
ran y las fases pesadas ejecutan O(nm k) envios que no saturan. Obtenemos el valor
Sptimo de K igualando los términos: n* /N = nmK o K = n/m'/? Para este valor de
K, el nimero de envios que no saturan es O(n?m'/?). Cou lo que podemos establecer
el siguiente resultado:

Teorema 5.3 El algoritmo de preflujo de etiquetas mds altas realiza del O(n?in'/?)
envios que no saturan y se ejecuta en el mismo ticmpo. o
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5.3. Algoritmo de excesos escalables

El algoritmo genérico de preflujo permite flujo que en cada paso intermedio se viole
la ley de conservacién de flujo. Mediante envios desde nodos activos, el algoritino
intenta satisfacer dicha ley. La funcion e,,,, = mix{e(i) : i es un nodo activo} nos da
una medida de la no factibilidad de un preflujo. Durante una ¢jecucion del algoritmo
genérico, podriamos no ver ningin patrén en particular en los valores de emq: excepto
que su valor decrece eventualemente hasta llegar a ser 0. El algoritmo de excesos es-
calables desarrolla una téenica para que sistematicamente el valor de ¢,,,, disminuya
hasta ser O.

En el algoritmo genédrico de preflujo los envios que no saturan que llevan un flujo
pequeiio son los que forman el cuello de botella del algoritmo en la teoria. El al-
goritmo de exceso escalable asegura que, en cada envio que no satura, se ileva una
cantidad de flujo "sufucientemente grande” y entonces el mimero de envios que no
saturan seria "sufucientemente pequeno.”

Sea el exceso dominante A una cota superior de €,,,,. Nos referiremos a un nodo
i con exceso grande st cumple que ¢(F) = A/2 = €par/2 ¥y como un nodo con poco
exceso en otro caso. El algoritmo de excesos escalables siempre envia flujo desde no-
dos con un exceso grande, lo que asegura que en envios que no saturan se lleve gran
cantidad de flujo cerca del nodo destino.

Ademas, el algoritmo no permite que el maximo de los excesos crezea muis alla de
A. Esta estrategia algoritmica esitil por la siguiente razon; supongamos que varios
nodos envian flujo a un solo nodo j, creando un gran exceso. Es probable que el nodo
7 no pueda enviar e! flujo acumulado cerca del nodo destino, y entonces el algoritmo
necesitaria incrementar su etiqueta de distancia y regresaria mucho de su exceso a los
nodos de los cuales vino. Asi que enviar demasiado flujo a cualquier nodo podria ser
un esfuerzo desperdiciado.

Las dos condiciones que hemos discutido -que cada envio que no satura debe llevar
por lo menos A/2 unidades de flujo y que el exceso no debe ser mayor a A- impli-
can que neccesitamos elegir con cuidado los nodos para la operacidon de empuje/re-
ctiquetamicnto. La siguicnte regla de cleccidn asegura que se logran estos objetivos.

Regla de seleccion de modo. De entre todos los nodos con exceso grande, se-
lecciona un nodo con la etiqueta de distancia mds pequena, rompiendo los empates

arbitrariamente.

El algoritmo de exceso escalable usa la misma operacién de envia/re-ctiqueta(i)
que usa el algoritmo genérico, pero con una pequena diferencia. En lugar de enviar
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"8 =.min{e(i), r;;} unidades de flujo, este envia § = min{e(i), r,;, & — e(7)} unidades.
Este cambio asegura que el algoritmo no permite que el exceso sea mayor a A,

El algoritmo cjecuta fases de escalamiento disminuyendo ¢l valor del exceso domi-
nante A fase a fase. Nos referiremos a una fase especifica de escalamiento con un
valor particular A como una A-fase de escalamicnto. Inicialmente, A = 21Ul Co-
mo el logaritmo es base 2, U € A < 2U. Durante una A-fase de escalamiento,
A[2 < emar £ A; el valor de ep,4, podria incrementarse o disminuir durante ia fa-
se. Cuando €ner < A/2, se inicia una nueva fase. Despucs de que el algoritmo ha
cjecutado [logU) + 1 fases de escalamiento, €y disminuye a 0, obteniendo el flu-
jo maximo. El Algoritimo 5.3 muecstra el pscudocddigo del algoritmo de preflujo de
excesos escalables.

Algoritmo 5.3 Algoritimo de Excesos Escalables
begin
preproceso;
A — zflug 1221 ;
while A > 1 do
while la red contiene un nodo i con exceso grande do
de entre todos los nodos con exceso grande, selecciona un nodo
con la etiqueta de distancia mas pequeiia;
ejecuta envia/re-etiqueta(i) mientras se asegure que el exceso
del nodo no supera a A;
end while;
A — AJ2;
end while;
end;

Lema 5.6 El algoritmo satisface las siguicntes condiciones:
(a) Cada envio que no satura llcva al menos A /2 unidades de flujo.

(b) Ningin czceso es mayor que A

Demostracién. Consideremos un envio que no satura en el arco (¢, j). Como
(i, 7) es admisible d(7) < d(i). Ademsds, i es un nodo con la menor de las
ctiquetas de distancia de entre todos los nodos con exceso grande por lo
que e{i) > A/2 y e(j) < A/2. Ya que este envio no satura, las unidades
de flujo a enviar son min{e(z), A — ¢(j)} > A/2, dando como resultado la
primera parte del lema. Esta operacién de envio solamente incrementa el
exceso del nodo j. El nuevo exceso de j es

e(7) + min{e(@), A —e(f)} e +{Dd -c(i)} £ A
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Por lo que los excesos de todos los nodos permanccen menores o iguales
aA. o

Lema 5.7 El algoritmo de excesos escalables ejecuta O(n?) envies que no saturan
por fase de escalamiento y O(n?loglU) envios en total.

Demostracién. Consideremos la funcién potencia @ = 37 . 5 e(i) - d(i)/A.
Utilizando esta funcion, estableceremos la primera afirmacién del lema.
Como el algoritmo ejecuta O(log U) fases de escalamicnto, la segunda
afirmacion es consecuencia de la primera.

El valor inicial de & al inicio del la A — fase de escalamiento estd aco-
tado por 2n? porque e(i) estd acotado por A y d(i) estd acotado por 2n.
Durante una operacidn de envia/re-ctiqueta(?) uno de los siguientes dos
casos succde:

Caso 1. El algoritmo no es capaz de encontrar un arco admisible por el
cual pueda ser enviado flujo. En este caso la etiqueta de distancia
del nodo i incrementa en € > 1 unidades. Esto incrementa el valor
de ¥ a lo mids en ¢ unidades porque e(i) < A . Ya que para ca-
da i el incremento total en d(i) durante la cjecucion del algoritino
estd acotado por 2n, por ¢l Lema 5.3, el incremento total en € debido
al re-etiquetamiento de nodos esta acotado por 2n? en la A-fase de
escalamiento.

Caso 2. El algoritmo e¢s capaz de identificar un arco por el cual puede
ser enviado flujo, esto provoca un envio ya sea que satura o que no
satura. En ambos casos, ¢ disminuye. Un envio que no satura en un
arco (Z,7) envia al menos A/2 unidades de flujo del nodo ¢ al nodo
7y ya que d(j) = d(i) — 1, depués de esta operacion @ disminuye
al menos en 1/2 unidad. Como el valor inicial de & al inicio de la
A-fase de escalamiento es a lo mis 2n? ¥ el incremento en & durante
esta fase de escalamiento suma a lo mis 2n? (del Caso 1), el nimero
de envios que no saturan estdan acotados por 8n?. o

Este lema implica una cota de O(nm-+n? log U) para el algoritmo de excesos escalables
ya que como hemos visto anteriormente las otras operaciones -tales como envios que
saturan, operaciones de re-etiquetamiento y encontrar arcos admisibles- requieren un
tiempo de O(nmn).

Con esta observacién podemos resumir todo lo anterior en el siguiente resultado:

Teorema 5.4 El algoritmo de excesos escalables se ejecuta en un tiempo de
O(nm + n?logU), en el peor de los casos.

81



6. Simulacion

En este Capitulo presentaremos la simulacién de los algoritinos, descritos durante
este trabajo.

Esta herramienta consiste en la representacion grifica de la ¢jecucion de algunos de
los algoritmos que mostramos a lo largo de este trabajo. Esta aplicacidn no intenta
ser una herramienta para solucionar problemas de Flujo Miximo en redes sino miis
bien una ayuda para la presentacion de este tema.

6.1. Descripcién de la aplicacién.

A continuacién describimos la herramienta desarrollada en Excel para ilustrar los
algoritmos.

Matriz de adyacencia
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Figura 54: Pantalla de la aplicacion de Excel
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La pantalla de la aplicacién consta de las siguientes partes, Figura 54.

Regién 1 En csta regién tencmos dos matrices, la de la izquierda representa la ma-
triz de adyacencia de la griafica en cuestion y cada entrada i, 7 representa la
capacidad de cada arco. La matriz de la derecha también es una matriz de ad-
yacencia, sélo que la entrada 7, j de esta matriz representa el flujo que se va
generando en cada arco a lo largo de la ejecuciéon del algoritmo.

Regién 2 En esta regién tenemos la representacion grafica de los datos de las dos
matrices de la Regidn 1, una a la vez. Se alternan con un boton de la barra de
herramientas que veremos un poco mits adelante.

Regién 3 En esta region tenemos el cadigo del algoritmo que tratamos de simular,
mostramos la rutina principal y, en su caso, las subrutinas que utiliz

Como habiamos dicho, la aplicacién cuenta con una barra de herramientas. La cual
s¢ muestra en la Figura 55,

Barra de herramientas

Figura 55: Barra de herramientas de la aplicacion de Excel

La barra cuenta con 5 botones:

Botén 1 Con este botén generamos los nodos de la gritfica, segiin el nimero de nodos
que hayamos escrito en la celda, arriba de la primera matriz.

Botén 2 Con este botén generamos los arcos de la grifica, segin los datos que ha-
yamos escrito en la matriz de capacidades, matriz izquierda. Ademds de que
limpia los datos para iniciar una ejecucion del ritmo.

Botén 3 Con este botén podemos ecjecutar paso a paso cada linea del algoritmo
mostrado en la Regién 3, cada click ejecuta un paso del algoritmo.

Botén 4 Con este botdn podemos ejecutar el algoritmo hasta una linea determinada,
simplemente nos situamos en la linca donde queremos que se detenga y damos
click al botén, el cédigo se ejecutard y se detendrd en esa linea.
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~Botén:5-Con este botén podemos alternar de grifica entre la red residual y la red
<" original. La gréifica se calcula con base a las matrices en ese momento.

Lés aigoritmos implementados en esta herramienta fucron:
= Algoritmo de etiquctamicento
V- Algoritmo de capacidades escalables
w -Algoritmo de rutas ammentantes mads cortas

= Algoritmo de preflujo PEPS

Algoritmo de preflujo de etiquetas muis altas

= Algoritmo de preflujo de excesos escalables

En las siguientes secciones se ilustran pantallas de la simulacién de algunos de los
distintos algoritmos implementados.
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6.2.. Simulacién para el Algoritmo de Etiquetamiento.

Veamos la simulacién para el ¢jemplo del Algoritimo de Etiquetamiento de la Figura
26 de la pagina 37.

La simulacién funciona de la siguiente imancera, en cada entrada ij de la matriz de la
izquierda de la Regién 1 debemos escribir las capacidades de cada uno de los arcos
(i,7) de la red. Mientras que la matriz de la derecha se encuentra en ceros ya que
el flujo con el que iniciamos es el flujo 2 = 0, esta Wdltima matriz se ird actualizando
automdticamente.

Una vez que tencmos las capacidades de los arcos almacenadas en la anatriz, es-
cribimos cn Ia celda “I12" el nimero de nodos que va a tener la red y damos un click
sobre el primer botén de la barra de herramicentas para generar los nodos, como se
muestra en la Figura 56.
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Figura 56: Simulacién para cl Algoritmo de Etiquetamiento

Los nodos generados los acomodamos a lo largo de la pantalla, segin el disefio de
la red. Para generar los arcos entre cada nodo damos click al segundo botén de la
barra de herramientas. En la Figura 57 observamos la red residual con sus arcos y
capacidades residuales.

Ya que tenemos construida la red residual, para empezar a ejecutar el algoritmo

tenemos el tercer y cuarto botdn de la barra de herramientas. Un click al tercer botén
ejecuta una linea de cédigo del algoritmo y un click al cuarto ejecuta el coédigo hasta
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una linea determinada. La Figura 57 nos muestra el resultado de la ejecucién de la
primera linca del cédigo del Algoritmo de Etiquetamicnto.

Figura 57: Primer paso del Algoritmo de Etiquetamiento

En la Figura 58 tenemos la simulacion después del primer anmento que hace el algo-
ritmo. Como podemos observar, la matriz del lado izquierdo indica los arcos a través
de los cuales pasa ¢l flujo encontrado.
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Figura 58: Primer aumento del Algoritimo de Etiquetamiento
En cualquier momento de la ¢jecucion del algoritmo podemos cambiar de la red re-

sidual a la red original mostrando los arcos por los cuales se ha mandado flujo hasta
esc momento. Esto se obtiene dando click al 1iltimo boton de la barra.
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Figura 59: Resultado del Algoritmo de Etiquetamiento

Por 1iltimo, en la Figura 59 podemos observar el flujo miximo encontrado para es-
te cjemplo. En la red que observamos tenemos los arcos por los cuales pasa el flu-
jo maximo que encontré el algoritmo. Ademids podemos observar que ¢l algoritmo
etiquetd algunos nodos (nodos coloreados). Estos nodos definen la particién de la
cortadura minima que el algoritmo pudo encontrar.

6.3. Simulacién para el Algoritmo de Capacidades escalables.

Presentaremos la simulacién para el algoritino de Capacidades escalables tomando el
cjemplo de la Figura 34 de la piigina 4.

Figura 60: Simulacién para ¢l Algoritmo de Capacidades escalables
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Una vez que hemos ingresado las capacidades de los arcos en la matriz de la izquierda
de la Region 1 y hemos pucesto el mimero de nodos de la red en la celda “127. Da-
mos click al boton “Nodos"”, de la barra, para generar los nodos los cuales debemos
acomodar a lo largo de la pantalla. Igual que en la simulacion anterior, para generar
los arcos damos click en el botdn “Limpia” de¢ la barra. Para ver la ejecucion del
algoritmo damos click al botén “Paso a paso”, en la Figura G0 podemos observar la
primer A~red residual parn A = 8.

Figura 61: Aumento para el Algoritmo de Capacidades escalables

Como podemos ver en ¢l cddigo, este algoritmo utiliza en su ejecucion una red llamada
A-red residual y en ella busca rutas que van desde el nodo origen al nodo destino. En
la Figura 61 mostramos la simmulacion cuando el algoritmo ha encontrado la primera
ruta ammentante sobre la A —red residual con A = 8.

T T DRI T
DAL FIITALLTLE

¢
)
’

/

)
a
ot

o
a-

H (a)

Figura 62: A—red residual

88




Evidentemente, el algoritmo ya no encuentra rutas aumentantes en esta A—red resi-
dual. Por lo que recalcula la A —red residual con A = 4, Figura 62(a). Pero encuentra
que tampoco hay rutas aumentantes, lo que lleva al algoritmo a calcular la nueva
A-~red residual con A = 2 y encuentra la ruta aumentante P : 1,2,3,5,7 que se
muestra en la Figura 62(b). Lo que origina un aumento en dos unidades de flujo.

Esta implementaciéon del algoritmo utiliza la misma rutina de busqueda de rutas
que el algoritmo de ctiquetamiento.

La 1ltima pantalla de la para este ejemplo se muestra en la Figura 63, a la dere-
cha la red residual y a la izquierda la red original con el flujo miiximo.
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Figura 63: Red residual y red original. Resultado.

6.4. Simulacién para el Algoritmo de Rutas aumentantes mas
cortas.

Presentaremos la simnulacién para el algoritino de Rutas aumentantes mas cortas to-
mando el ejemplo de la Figura 10 de la pigina 56.

Una vez que hemos generado la red con sus arcos y sus capacidades residuales, pode-
mos ¢jecutar el algoritmo con la simulacién. En la Figura 64 podemos ver la ¢jecucion
del algoritmo después de que ha encontrado las etiquetas de distancia exactas. En la
columna “X" de la ventana podemos observar dichas etiquetas. Como podemos ver
en el codigo, el algoritmo inicia con el nodo 1, nodo origen, y va buscando los arcos
que son admisibles buscando alcanzar el nodo destino. Una vez que logra alcanzarlo
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significa que ha encontrado una ruta aumentante niis corta, la cual es construida con
las etiquetas de predecesores que genera en cada paso. En nuestro ejemplo, la primer
ruta aumentante se puede observar en la Figura 65, el aumento es de 8§ = 8 v Ia red
residual se encuentra encuentra actualizada.
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Figura 65: Primera ruta anmentante mas corta

Despudés de que el algoritmo ha ejecutado un aumento, vuelve a iniciar con el nodo
origen para ecmprender la bisqueda de arcos admisibles. En su camino, puede ser que
cn el nodo actual no haya arcos admisibles que incidan en él, en este caso el algorit-
mo hace dos cosas: primero modifica la etiqueta de dicho nodo, de tal forma que se
genere un arco admisible para ctapas posteriores y segundo regresa al dltimo nodo
que tenia un arco admisible. En la Figura 66 podemos ver como la etiqueta del nodo
2 es incrementada por el algoritmo al no encontrar arcos admisibles incidentes en él.
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Figura 66: Re-ctiquetamiento y retroceso.
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Figura 67: Resultado del algoritmo de Rutas aumentantes mas cortas

El algoritmo termina cuando la etiqueta de distancia del nodo origen es mayor o
igual al niimero de nodos de la red. En nuestro caso, son 7 nodos. En la Figura 67
tenemos la udltima red residual y la red original con el flujo maximo encontrado.
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6.5.. Simulacién para el Algoritmo de preflujo PEPS.

Presentaremos la simnulacién para el algoritmo de Preflujo PEPS tomando el ejemplo
de la Figura 48 de la pagina 69.

Este algoritmo, al igual que todos los de preflujo, tiene un procedimiento llamado
preproceso, en ¢l cual se calculan las etiquetas de distancia exactas, se saturan los
arcos que salen del nodo origen y se re-etiqueta ¢l nodo origen con el mimero de
nodos. En la Figura 68 podemos ver Ia red residual después de este preproceso.
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Figura 68: Simulacién para cl Algoritmo de preflujo PEPS

Notemos que al saturar los arcos que salen del nodo origen, generamos nodos con
exceso 0 nodos activos, el algoritmo se ejecuta mientras haya exceso en los nodos. La
existencia de nodos activos significa que el flujo actual no es factible y¥a que no se
estaria cumpliendo con la ley de conservacién de flujo.

A grandes rasgos, el algoritmo trabaja de la siguiente forma: selecciona nodos activos
v distribuye el flujo enviindolo a través de arcos admisibles tratando de eliminar el
exceso del nodo, en caso de no tener arcos admisibles, el nodo es re-etiquetado de tal
forma que se genera al menos un arco admisible. De esta forma el Hujo es distribuido
va sca hacia el nodo destino o ¢l nodo origen. El algoritmo termina cuando ya no
existen nodos activos.

La forma cn que el algoritmo sclecciona los nodos activos es la que le da su nom-
bre. Cada que se genera un nuevo nodo activo, es agregado a una lista por orden de
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~aparicién lo . que genera una cola de nodos activos y se van saleccionando en orden
-PEPS (primero en entrar, primero en salir).

En la Figura 69 podemos ver que ¢l nodo 2, que era activo después del preproce-
so y tenia un exceso de 10, ha distribuido el flujo hacia los nodos 4 y 5, por 8 y 2
unidades respectivamente. Los nodos 4 y 5 se convierten en activos y son agregados
en la lista para ser seleccionados posteriormente.
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Figura 69: Algoritino de preflujo PEPS.

La adltima red residual y el flujo méximo encontrado lo podemos ver en la Figura 70.
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Figura 70: Resultado del Algoritimo de preflujo PEPS.
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7. Conclusiones

Haciendo un recuento de los temas mids importantes en este trabajo, recordemos el
Capitulo 4 en el cual vimos el algoritmo genérico de rutas anmentantes, mencionando
una de sus especializaciones mas fidciles de implementar, el algoritmo de etiquetamien-
to. Este algoritmo mantiene, a lo largo de su ejecucion un flujo factible, su mecdnica
es identificar rutas dirigidas del nodo origen al nodo destino en la red residual y
aumentar ¢l miximo flujo posible a través de ellas. Sin embargo, ain cuando su idea
es muy simple, nos dimos cuenta que su tiempo de ejecncion en el peor de lo casos
es pseudopolinomial, ya que no se tiene un control sobre la cantidad de flujo enviado
cn cada ruta y podrian ¢jecutarse envios de cantidades muy pequenas, 1o que lo hace
poco eficiente en la prictica.

Motivados por esta desventaja en la eficiencia del algoritino de etiquetamiento, revi-
samos una especializacion de este algoritmmo Hamada algoritmo de capacidades esca-
lables. La propucsta de este algoritmo es, al igual que el algoritmo de etiquetamiento,
aumentar flujo a través de rutas dirigidas que van del nodo origen al nodo destino,
con la diferencia de que elige las que tengan una capacidad residual suficientemente
grande, lo que nos asegura que los envios que se hacen através de estas rutas son
relativamente grandes. Mostramos que su ticmpo de cjecucion en el peor de los casos
es mejor que el del algoritmo de ctiquetamiento pero atin asi en la prictica este algo-
ritino tampoco era muy cficiente en la prictica. Lo anterior se debe principalmente
a que su desempeiio computacional esti en funcion, entre otras cosas, del tamano de
las capacidades de sus arcos.

Por iiltimo, para este tipo de algoritinos, mostramos el algoritmo de rutas aumen-
tantes mds cortas, que cs otra especializacion del algoritmo de Etiquetamiento. Este
algoritmo se basa, como su nombre lo indica, en localizar las rutas mas cortas del no-
do origen al nodo destino y por ellas anmentar el maiximo tlujo posible. Para logrario,
utiliza las etiquetas de distancia para identificar las rutas ma cortas, con lo que su
implementacion es relativamente ficil. Este algoritino es cficiente en la pridctica. Su
tiempo de gjecuciéon no esti en funcion de las capacidades de los arcos sino simple-
mente en ¢l tamano de los datos.

En el Capitulo 5 presentamos el otro tipo de algoritmos utilizados para solucionar
cl problema de flujo miximo, el algoritimo genérico de empuje - preflujo. Este nuevo
enfoque para resolver los problemas desecha la idea de aumentar flujo sélo a través de
rutas que van desde cl nodo origen al nodo destino, 1a propuesta de estos algoritmos
es enviar flujo a través de arcos individuales, lo cual se puede ver como aumentar flujo
a través de varias rutas a la vez. Esta técnica provoca que en etapas intermedias del
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algoritmo se mantenga un pscudoflujo, ya que permite que existan nodos intermedios
en donde el flujo que entra es mayor al flujo que sale de cllos, llamados nodos con
exceso. Es sobre estos nodos que el algoritimo cjecuta sus operaciones. Este algoritmo
gendrico es flexible ya que no existe un orden especifico para examinar nodos con
excesos. El tiempo de ejecuciéon en el peor de los casos es comparable al del algoritmo
de Rutas aumentantes mas cortas.

En este misino capitulo, mostramos tres especializaciones de este algoritimo genérico
de empuje - preflujo (o simplemente de preflujo). El algoritmo PEDPS de preflujo y ol
algoritimo de etiquetas muis altas son especializacionese en las cuales se especifica un
orden por el cual se examinan los nodos con exceso. Este orden s importante va que
hace la diferencia entre los tiempos de ejecucion en el peor de los casos. El algoritmo
PEPS dc preflujo, selecciona los nodos con exceso en orden PEPS, mientras que el
de ctiquetas de distancia mas altas lo hace en base a sus ctiquetas. En ambos casos
¢l tiempo de ejecucién en ¢l peor de los casos supera al del algoritino genérico de
preflujo. Ambos son muy eficientes en la practica.

Como tltima especializacidon de este tipo de algoritimos presentamos el algoritimo de
excesos escalables, el cual elige los nodos con gran cautidad de exceso v de entre los
cuales clige los que tienen etiqueta de distancia méis pequena. Este algoritmo alcanza
un buen tiempo en el peor de los casos, ademas es relativamente fiacil de implementar.

Hicimos notar que los algoritmos de rutas aumentantes cmplean mucho de su es-
fuerzo computacional en enviar flujo a través de rutas que van desde el nodo origen
al nodo destino, ya que estos algoritmos podrian enviar flujo en repetidas ocasiones
a lo largo de segmentos de ruta comiines. Esta desventaja no se tiene con los algorit-
mos de empuje-preflujo. Otra diferencia entre estos dos tipos de algoritmos es que ¢l
algoritmo de rutas aumentantes busca la optimalidad, mientras que el algoritmo de
empuje-preflujo busca la factibilidad.

En la tabla de la Figura 71 se muestran los tiempos de ¢jecucion de los algorit-
mos presentados a lo largo de este documento.
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Figura 71: Resumen de algoritmos de flujo miiximo {1]

Tipo de Algoritmos Tiempo de

Algoritino ejecucion

De Etiquetamiento O(nml)
Rutas
De Capacidades escalables Q(nmloglU)
Aumecutantes
De Rutas mds cortas O(n*m)
Genérico de preflujo O(n?m)
De Preflujo PEPS o(n?)
Empuje - Preflujo

De Preflujo de ctiquetas muiis altas O(n?m)
De Excesos Escalables O(nm + n?logU)

Podemos concluir entonces que, los algoritmos de empuje-preflujo son mas ripidos
que los algoritmos de rutas aumentantes, siendo los mejores algoritmos, para rutas
aumentantes: cl algoritmo de rutas aumentantes mas cortas » para los de empuje-
preflujo: cl algoritmo de ctiquetas de distancia mas altas.
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Apéndice A. Descomposiciéon de flujo

En la formulacién de problemas de flujo en redes podemos definir flujos en arcos o
definir el flujo a través de rutas y ciclos. Por cjemplo en la Figura 72(a) se muestra
un flujo en arcos que cnvia 7 unidades de flujo del nodo 1 al nodo 6. En la Figura
72(b) se muestra el mismo flujo pero ahora a través de rutas v ciclos.

En el flujo a través de rutas y ciclos enviamos 4 unidades a lo largo de la ruta 1-2-4-6,
3 unidades por la ruta 1-3-5-6, y 2 unidades por el ciclo 2-4-5-2. En este documento
utilizamos la representacion de flujo en arcos.

ST e 3 unidades
@ e (b

v ';_ Fighra 72: Red residual

Por un' “flujo en un’arco” nos referimos a un vector x = {x,;} que satisface las
siguientes condiciones: -~

Ty — Z ;i = e(i) para toda i € N (a)
{i:(ig)eA} {5:48)eA}
0 < i; < u;; para todo (4,7) € A. )

donde 3°7 ;¢(?) = 0. Nos referiremos a e(i) como el descquilibrio del nodo, y repre-
senta el flujo que entra menos el flujo que sale del nodo 1. Si ¢l flujo que entra es mayor
al flujo que sale, e(i) > 0 y decimos que el nodo es un nodo con exceso. Si el flujo que
entra es menor al flujo que sale, e(i) < 0 y decimos que ¢l nodo i es un nodo con défi-

cit. Si el flujo que entra es igual al flujo que sale, decimos que el nodo esta equilibrado.

En la representacién de flujo a través de arcos, las variables de decision son flujos
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z;; en el arco (i,7) € A. La representacion de flujo en rutas y ciclos inicia con la
enumeracion de todas las rutas dirigidas /2 entre cualquier par de nodos y todos los
ciclos dirigidos W en la red. Sca P la coleccion de de todas las rutas y W la coleccién
de todos los ciclos. Las variables de decision en la representacion de flujo en ruta y
ciclos son f(P), el flujo en P, y f(W), el flujo en ¢l ciclo W; definimos esas variables
para todas las rutas dirigidas /” en P y para cada ciclo dirigido 1 en W

Notemos que el flujo en cada conjunto de rutas y de ciclos puede ser representa-
do de manera dnica por flujo sobre arcos. El fiujo x,, en el arco (4, j) es igual a la
suma de los flujos f(P) y f(W) de todas las rutas P2 y ciclos 1V que contienen este
arco. Formalizaremos esta observacion definendo algunas notaciones nuevas: 8,;(P) es
igual a 1 si el arco (7, j) estd contenido en la ruta £2, y 0 en otro caso. Similarmente,
6i; (W) es igunal a 1 si (7, 7) esti contenido en el ciclo 1V, ¥ 0 en otro caso. Entonces

Ty o= D Sy f(PY+ D Sy fF(IV).

Prer waew

Por lo tanto cada flujo en rutas y ciclos determina un flujo en arcos anico.

Ahora veamos lo contrario, es decir, como representar un flujo en arcos como un flujo
en rutas y ciclos, si es que esto es posible. Con el siguiente teorema responderemos la
pregunta.

Teorema Apéndice A.1 (Teorcma de descomposicién de Flujo) Cada flujo ez-
presado como rutas y ciclos tiene una representacion tinica como flujos no negativos
en arcos. Inversamente, cada flujo en arcos puede ser representado como un flujo a
través de rutas y ciclos (aunque no necesariamente es tnica) con las siguientes pro-
piedades:

(a) Cada ruta dirigida con flujo positivo conecta a un nodo con déficit a un nodo
con erceso.

(b) A lo mds n 4+ m rutas y ciclos tienen flujo diferente de cero y a lo mds m ciclos
tienen flujo diferente de cero.

Demostracion. La primera parte del teorema se obticne de las observa-
ciones previas, por 1o que sélo nos falta demostrar la segunda afirmacion.
Daremos una prueba algoritmica para mostrar como descomponer cual-
quier flujo a través de arcos = a un flujo a lo large de rutas y ciclos.
Supongamos que ip es un nodo con déficit. Entonces algun arco (ig,#4)
lleva un flujo positivo. Si 7, es un nodo con exceso, nos detenemos; en otro
caso, la condicién (a) sobre el nodo i, implica que algin arco (i,,i2) lleva
un flujo positivo. Repetimos este argumento hasta que encontramos un
nodo con exceso o hasta que llegamos un nodo previamente examinado.
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Notemos que uno de esos casos ocurre en n pasos. En ¢l primer caso obte-
nemos una ruta dirigida P2 desde un nodo con déficit ip hasta un nodo con
exceso ix, mientras que en ¢l segundo caso obtenemos un ciclo dirigido 1.
En ambos casos la ruta o el ciclo consisten solamente de arcos con flujo
positivo.

Si encontramos una ruta dirigida, hacemos:

J(P) = min{—e(in), e(ix), min{x; : (i,7) € P}},

e(io) = e(ip) + f(P), e(ix) =e(ix) — f(P} ¥
x; = xi; — f(P) para cada (i,j) € I

Si obtenemos un ciclo dirigido W, hacemos:
S(W) = min{x;; : (i,7) € W},

Tij = zi; — f(W) para cada (i, 5) € 1V

Repetimos este proceso con el problema redefinido hasta que el desequili-
brio de todos los nodos sea cero. En ese momento seleccionamos cualquier
nodo con al menos un arco saliente con flujo positivo como el nodo inicio,
y repetimos el procedimiento, en este caso debemos encontrar un ciclo
dirigido. Terminamos cuando z = 0 para el problema redefinido. Clara-
mente, el flujo original es la suma de los flujo a través de las rutas y los
ciclos encontrados por este método. Ahora observemos que cada vez que
identificamos una ruta dirigida, reducimos la oferta/demanda de un nodo
a cero o ¢l flujo de un arco a cero, y cada vez que encontramos un clelo
dirigido, reducimos el flujo de un arco a cero. En cansecuencia, ta repre-
sentacion de flujo a lo largo de rutas y ciclos de un flujo r dado contiene
a lo miis n + m rutas dirigidas ¥ ciclos, ¥ a lo mais m de ellos son ciclos.
°
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Apéndice B. Algoritmo de busqueda

Los algoritmos de bisqueda son técnicas para encontrar todos los nodos de una red
que satisfacen una propicdad particular.

Para ilustrar las ideas bdsicas de los algoritmos de hiisqueda, supongamos que quere-
mos encontrar todos los nodos en una red G(N, A) que son alcanzables a lo largo de
rutas dirigidas desde un nodo especial s, Hamado origen. El algoritmo hace un barrido
desde el origen ¢ identifica los nodos que son alcanzables desde el origen. En cada
punto intermedio de su ¢jecucion, el algoritino designa a todos los nodos de la red uno
de dos estados: etiquetado o no ctiquetado. Los nodos etiquetados son nodos que ya
han sido alcanzados por ¢l nodo origen, los no ctiquetados son los que aiin no se han
determinado. Notemos que si un nodo i estd etiquetado, un nodo j no esti etiquetado
y la red contiene el arco (i, 3), podemos ctiquetar al nodo j; ya que este nodo es
alcanzable desde ¢l nodo origen via una ruta dirigida del origen a 7 mas el arco (4, 7).
Nos referiremos al arco (i, ) como un arco admisible si ¢l nodo i esti etiquetado y el
nodo 7 no lo estd, y nos referiremos como no admisible en otro caso.

Inicialimente, etiquetamos s6lo el nodo s. Lucgo, examinando arcos admisibles, el
algoritmo ctiquetard nodos adicionales. El algoritmo termina cuando ya no hay arcos
admisibles en la red. En la descripcién algoritmica, LIST A representa el conjunto e
nodos ctiquetados que el algoritmo va a examinar en ¢l sentido de que algunos arcos
admisibles podrian emanar de ellos. Cuando ¢l algoritino termina, éste ha etiquetado
todos los nodos en G que son alcanzables desde s via una ruta dirigida.

En ecl Algoritmo Apéndice B.1 mostramos una version de un algoritino de bisqueda
el cual genera las ctiquetas de distancia exactas para cada nodo. En esta variante, el
nodo origen es el nodo ¢t y la definicion de arcos admisibles cambia un poco; en vez de
ser arcos de la forma (7, 7) donde ¢ es un nodo etiquetado y j un nodo no ctiquetado,
un arco (i, j) es admisible si i no esta etiquetado y j si lo esta. Ademuis, el conjunto
LIST A lo guardamos como una cola, y siempre tomamos ¢l primer nodo de la cola.
Es decir, ¢l algoritmo selecciona los nodos etiquetados en orden PEPS. Estos cambios
son los que nos dan como resultado un algoritimo para determinar las etiquetas de
distancia exactas, d(z).

Este algoritmo se gjecuta en un tiempo O(m + n) = O(m). Cada iteracién del ci-
clo while encuentra un arco admisible o no. En el primer caso, el algoritmo etiqueta
un nucvo nodo y lo agrega a LIST A, y en el otro caso borra un nodo de LISTA. Ya
que el algoritmo etiqueta cualquier nodo a lo mads una vez, ¢l ciclo while se ejecuta a
lo mds 2n veces. Ahora consideremos el tiempo que se necesita para identificar arcos
admisibles. Por cada nodo %, el algoritmo revisa los arcos en A’(i) = {(j,7) : (4, 1) € A}
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Algoritmo Apéndice B.1 Algoritmo de bisqueda para etiquetas de distancia exac-
Ltas.
begin
desetiqueta todos los nodos;
etiqueta el nodo t;
d(t) « 0
LISTA = {s}
while LISTA # () do
selecciona el primer nodo i en LISTA;
if el nodo i es incidente a un arco admisible (j,i) then
etiqueta j;
d(j) = d(i) + 1
agrega j al final de LISTA;
else
elimina i de LISTA;
end if;
end while;
end;

a lo mis una vez. Por lo que, el algoritino examina un total de 3, v [A(#)| = m arcos
¥y entonces termina en un tiempo de O(m).
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