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Resumen

El objetivo del trabajo es diseñar observadores de alta ganancia para
sistemas no lineales de orden n con una salida y propiedades reducidas de
observabilidad. Se consideran tres reducciones, con respecto al mapa de r-
observabilídad, que mapea el estado (y la entrada y un número finito de sus
derivadas) al vector de la salida y r—1 derivadas temporales. Eí diseño clásico
de observadores de alta ganancia requiere que este mapa sea difeomórfico
y de orden r = n, y por lo tanto que su forma de r-observabilidad sea
Lipschitz.

La primera reducción de observabilidad sucede cuando se necesita r > n
para que eí mapa de r-observabilidad sea inyectivo. Se propone construir
una extensión de orden, que es un sistema de orden r que contiene ias tra-
yectorias del sistema original de orden n. Además debe poseer un mapa de
r-observabilidad inyectivo en casi todas partes para que se pueden diseñar
observadores de alta ganancia.

La segunda reducción aparece cuando el mapa de n-observabilidad es
semi-difeomórfico, pero su forma de n-observabilidad no es Lipschitz continua.
Se propone el uso de un observador aproximado de alta ganancia y las tra-
yectorias del error resultan uniformemente finalmente acotadas.

La tercera reducción es la existencia de un subconjunto no vacío de pun-
tos de entrada mala donde él mapa de n-observabiiidad pierde ínyectividad.
Restingiendo trayectorias, el observador basado en eventos continuo de alta
ganancia usa una aproximación continua de la forma de n-observabilidad y
el error en las coordenadas de observabiüdad resulta uniformemente final-
mente acotado.

Las estrategias de diseño de observadores son ilustradas con ejemplos
académicos y probadas en el modelo matemático simplificado de un biorreac-
tor aerobio con una cinética de reacción no invectiva. Se muestran también
los resultados de simulaciones.

Palabras clave: observador, observabilidad reducida, sistema no lineal
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Abstract

The objective is to design high gaín observers for single output forced
nonlinear systems of order n with reduced observability properties, Three
reductions are considered with respect to the (input-dependent) r-observ-
ability map, which maps the state (and the input and a finite number of
its time derivatíves) to the output and r - 1 time derivatives. Classicaí
high gain observer design requires this map to be diffeomorphic and of order
r = n and thus its n-observ ability form to be Lipschitz.

The first reduction of observability happens when r > n for the robserv-
ability map to be ínjective. An r~th order extensión is proposed, which
contains the trajectories of the original n-th order system and has an airnost
everywhere injective r~observability map, so that high gain observer design
strategies can be applied.

The second reduction happens when the «-observability map is semi-
diffeomorphic, but its n-observability form is not Lipschitz continuous. The
approximate high gain observer is proposed, such that error trajectories are
uniformly ultimately bounded.

The third reduction happens when there exists a nonerapty set of bad
input points where the n-observability map loses injectivity. Restricting
trajectories, the continuous high gain event-based observer uses a continuous
approximation of the n-observability form and the error in observability
coordinates becomes uniforraly ultimately bounded.

The observer design strategies are ilíustrated using academic exampíes
and tested on the simplified mathematícaí model of an aerobic bioreactor
with noninjective reaction rate kinetics. Results of computer simulations
are shown.

Keywords: observer, reduced observability, nonlinear system
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Capítulo 1

Introducción

Eí presente trabajo de tesis trata el diseño de observadores para sistemas
no lineales forzados de una salida,

x = f(x,u)t x(0) =xQ, y = h{x), (1.1)

donde x e X c Mn es el vector de estados, y e K es la única salida y
u(t) : (0, oo) —> ¿/ c W es una función de entrada exógena suficientemente
diferenciable.

Un observador es un sistema dinámico empleado para obtener una es-
timación confiable x{t) del estado &(t), dado el conocimiento del modelo
f('» 0 y H') y mediciones de la salida y(t) y la entrada u(í), sin conocimien-
to completo de la condición inicial xo, incluso sin conocimiento alguno.

En los últimos 30 años muchas técnicas para el diseño de observadores
han sido propuestas (Walcott, Corless y ¿ak, 1987; Misawa y Hedrick, 1989;
Nijmeijer y Fossen, 1999). La mayoría de ellas requieren la satisfacción de
ciertas propiedades de observabüidad del sistema (1-1), que en algunos casos
llegan a ser demasiado estrictas y poco aplicables a problemas reales. Esta
tesis explora el diseño de observadores prácticos bajo propiedades reducidas
de observabüidad, y este capítulo introductorio da un panorama general
de las reducciones consideradas usando distintas variantes de un ejemplo
sencillo. Posteriormente se da un esquema de la organización de la tesis.

1.1. Propiedades reducidas de observabüidad

Considérese el siguiente sistema de una entrada y una salida.



1.1. Propiedades reducidas de observabilidad

Ejemplo 1.1

x^=ax-\-u, x(0)^x0, y = x
p (p€N+) (1.2)

con X = R, y a € R.

Considérese primero el caso p = 1; entonces el sistema (1.2) es lineal y
observable. Considérese ahora el siguiente sistema

é^az + u + l-[y-z] {I € R), ¿(0) = x0, (1.3)

£ — á (1.4)

La dinámica del error e — z — x está dada por

é~(a-l)e} e(0) ^ ZO-XQ. (1.5)

Si I se escoge taí que a - í < 0, entonces el error e(í) tiende exponencial-
mente a cero, independientemente de cómo se escoja la condición inicial del
observador (i.3). Por supuesto, esto implica que ei error x entre el estado x
y su estimado x también tiende a cero, porque en este caso trivial e = x.

Este sencillo ejemplo muestra la estructura de los observadores que se
tratan en esta tesis: una parte dinámica (1.3) que comprende la dinámica del
sistema en su forma de observabilidad mas un término corrector que depende
de la saiida (y quizá también de la entrada), y una parte algebraica (1.4) que
se emplea para obtener el estimado del estado en las coordenadas originales.

Para un sistema lineal, las definiciones de observabilidad (Hermann y
Krener, 1977) son todas equivalentes y un observador global siempre puede
ser construido si el sistema es (globalmente) observable. Para sistemas no
lineales, además de la observabilidad, otras propiedades simplifican el diseño
de observadores. Algunas de estas propiedades de observabilidad se vuelven
necesarias para poder aplicar muchas de las técnicas de diseño reportadas
en la literatura. Sin embargo, un sistema podría tener propiedades reducidas
de observabilidad y no es posible emplear las técnicas clásicas de diseño de
observadores.

Considérese el Ejemplo 1.1 con p — 3. Es evidente que su linealización de
Taylor (A = a, C = 0) alrededor del punto de operación x — 0, u = 0 no es
observable. Sin embargo, es posible construir un observador (Krener, 1994):

i = az-^u-\'l-\^y~~z] (l>a), z(0)=x0, (1.6)

x = z (1.7)

Este observador está inteligentemente construido, pero su construcción es
heurística y no sigue ninguna metodología. Nótese que no es suave (i.e. C°°),
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pero tiene un lado derecho que es continuo. Con la misma motivación, Xia
y Zeitz (1997) proponen ia construcción de observadores continuos cuando
el llamado mapa de observabüidad no es un difeomorfismo, pero tiene una
inversa continua. Este mapa relaciona el estado x con la salida y y un cierto
número de sus derivadas temporales yty,... Usándolo como transformación
de coordenadas se obtiene la forma normal de observabilidad1.

Para el sistema (1.2) con p = 3, el mapa de observabilidad q(a?) = xs

es invectivo en todas partes, pero no es difeomórfico, ya que su inversa
q -1(¿) = zl¡z es continua —mas no diferenciable— en z — 0. Su forma de
observabiíidad está dada por

z = 3az + 3uz2/3, z(0) = a& y = z. (1.8)

No es posible diseñar un observador continuo (Xia y Zeitz, 1997), por-
que (1.8) no es Lipschitz continua para toda u. Con esto se ejemplifica
una reducción de observabilidad, la que sucede cuando la no linealidad ca-
racterística tp(ztu) = Zaz + Zuz^z de la forma de observabilidad no es
Lipschitz. Para resolver este problema, se considera el uso de un observador
aproximado de alta ganancia (Moreno y Vargas, 2000).

Considérese nuevamente el Ejemplo 1.1, pero ahora con p = 2. Su linea-
Hzación de Taylor (A = a, C = 0) alrededor del punto de equilibrio x = 0,
u = 0 no es observable. El mapa de observabilidad usual q(x) = x2 no es
globalmente invectivo. Sin embargo, considérese el mapa de 2-observabili-
dad, que mapea el estado y la entrada a la salida y su primera derivada,

x
2(ax2 + xu) (1-9)

Este mapa separa puntos x € R si u ^ 0, asi que es inyectivo si la entrada
u no es nula. De hecho, sí la función de entrada u(i) es idénticamente cero
para todo tiempo, entonces cualquier mapa de r-observabilidad con r > n

(r-2)

resulta no inyectivo cuando u = ú = ••• = u = 0. Esto sucede porque para
u(t) = 0, la condición inicial XQ no se puede distinguir de ~XQ (una condición
inicial distinta) simplemente observando sus salidas (son idénticas). Esto es,
el par de condiciones iniciales (aro» — #o) no es distinguible con la función de
entrada mala u(t) = 0 Vi > 0.

Se podría argumentar que una función de entrada mala difícilmente su-
cede en la práctica, o bien, que este tipo de funciones de entrada se pueden
evitar. Sin embargo, podría suceder que durante ciertos instantes de tiempo

En el Capítulo 2 estos conceptos se definen mejor.



1.2. Aportes de ia tesis

alguna trayectoria cruce puntos del espacio de estados-entradas donde se
pierde la inyectividad de algún mapa de r-observabilidad. A estos puntos se
les llama puntos de entrada mala (Vargas, Moreno y Zeitz, 2001) del mapa
de r-observabüidad. Para el ejemplo anterior y su mapa de 2-observabiiidad,
esto sucede cada vez que la entrada u(t) cruza el valor cero, i.e. los puntos
de entrada mala están caracterizados por [(x, u)*: x € R, u — 0}. No se pue-
de construir o simplemente no existe una forma de observabilidad mientras
se crucen puntos de entrada mala. Esta es otra reducción importante en la
observabilidad que se analiza en este trabajo. La solución que se propone es
el uso de observadores basados en eventos (Vargas et al., 2001).

Para el ejemplo anterior con p = 2, existe otra reducción de observa-
bilidad. Nótese que el mapa de l-observabílidad q^a;) ~ x2 no es inyectivo
en ninguna parte, pero el de 2-observabiiidad sólo pierde inyectividad en
los puntos de entrada mala, los cuales forman un subconjunto relativamente
pequeño del espacio de estados-entradas I x R. La inyectividad se obtiene
(al menos parcialmente) hasta que se considera un mapa de observabilidad
de orden superior al sistema. Esta es la tercera reducción de observabilidad
que se considera en esta tesis: necesitar r > n.

Para tratar esta reducción, aquí se propone que se inmerja al sistema
original en un sistema de dimensión r que tenga un mapa de r-observabili-
dad inyectivo en casi todas partes y que ademas contenga las trayectorias
del sistema original de dimensión n. Esto se hace antes de realizar el diseño
del observador. Para el sistema (1.2) con p — 2, dicha inmersión es en el
sistema bilineal

a 0'
2u- 2a €(0)

X Oj
[0 l]t (1.10)

\T
Su mapa de 2-observabilidad q2(£) = [&> 2(ti& + a£2)] es inyectivo en
todas partes, excepto en el subconjunto de puntos de entrada mala, donde
u — 0. Nótese que si se escoge la condición inicial £(0) como en (1.10), la
trayectoria de & asemeja la de x, mientras que la de & asemeja la de y = x?.

1.2. Aportes de la tesis

Los principales aportes de esta tesis son los siguientes:

• La definición de los puntos de entrada mala y la r-observabilidad^ con
el fin de caracterizar algunas reducciones de observabilidad; véanse las
Definiciones 2.1 y 2.2, respectivamente;
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* La propuesta de realizar una extensión de orden y así obtener primero
un sistema r-observabíe de orden r antes del diseño de! observador
propiamente; véase el Capítulo 3;

• La propuesta de emplear un observador aproximado de alta gananacia
para sistemas con un mapa de r-observabilidad semi-difeomórfico, pero
con una forma de r-observabilidad no Lipschitz continua, completando
así el resultado de Xia y Zeitz (1997) con repecto a los observadores
continuos, cf. los Teoremas 4.2 y 4.3;

* La propuesta de usar observadores basados en eventos cuando existe
un conjunto de puntos de entrada mala no vacío, restringiendo las
trayectorias del sistema a ser ¿^-admisibles; véase el Teorema 5.2;

« La aplicación de la teoría desarrollada a un ejemplo práctico: el modelo
simplificado de un biorreactor aerobio con una tasa de crecimiento no
inyectiva; véase el Capítulo 6.

1.3. Organización de la tesis

El siguiente Capítulo 2 empieza definiendo las nociones de observabili-
dad pertinentes a esta tesis. Se introduce el mapa de r-observabilidad y se
reseñan algunos de los métodos de diseño de observadores bajo propiedades
completas de observabilidad. Luego se presenta la forma de n-observabiíi-
dad y se explica la técnica de diseño del observador de alta ganancia. Se da
una prueba detallada de la convergencia de este observador, pues también
se usa en capítulos posteriores. Después se presentan las reducciones de ob-
servabilidad que se tratan en la tesis y se definen el importante concepto de
r-observabilidad y los puntos de entrada mala.

Los siguientes tres capítulos presentan las soluciones a las tres reduccio-
nes de observabilidad consideradas. El estado del arte en las investigaciones
para cada reducción se reseña en su capítulo correspondiente.

El Capítulo 3 trata las extensiones de orden para solventar el problema
de falta de inyectividad del mapa de r-observabilidad hasta considerar r > n.
La idea es inmergir el sistema original (1.1) en uno de orden r que además
sea r-observable, conservando las coordenadas originales y agregando r — n
estados auxiliares. Las sugerencias de cómo construir esta inmersión son
ilustradas con ejemplos sencillos.

El Capítulo 4 primero reseña el diseño de observadores continuos (Xia
y Zeitz, 1997) cuando el mapa de n-observabilidad es semi-difeomórfico, i.e.
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suave con una inversa continua. Luego se extiende el resultado para incluir el
caso en que la forma de observabüidad resultante no es Lipschitz. Se presen-
tan los conceptos de senil-equivalencia de trayectorias y de observabüidad en
trayectorias, así como algunas propiedades de la forma de n-observabiiidad.
Los Teoremas 4.2 y 4.3 sintetizan el resultado de este capítulo, que es la
construcción de observadores aproximados de alta ganancia. Su prueba de
convergencia aproximada, algunos comentarios y un ejemplo terminan el
capítulo.

El Capítulo 5 presenta el caso en que, habiendo escogido un mapa de r-
observabilidad, aún existe un subconjunto (pequeño) de puntos de entrada
mala donde el mapa no es invectivo. Se dan algunas definiciones y se in-
troduce la forma de seudo-observabilidad, así como e! concepto de evento y
la definición de trayectorias SM-admisibles. El resultado principal es el Teo-
rema 5.2, que propone la construcción de observadores basados en eventos
continuos de alta ganancia bajo restricciones en las trayectorias. Le sigue
una prueba de convergencia y un ejemplo ilustrativo. El capítulo termina
con una nota acerca de su posible implementación en coordenadas originales.

Es importante resaltar que, aún cuando hayan sido presentadas por sepa-
rado, las tres reducciones de observabüidad puede presentarse simultánea-
mente en un sistema. Sin embargo, las soluciones aquí propuestas pueden
ser aplicadas independientemente. Como un ejemplo práctico de aplicación,
en el Capítulo 6 se presenta el modelo simplificado de un biorreactor aerobio
empleado en el tratamiento de aguas residuales tóxicas. Este modelo requie-
re un mapa de r-observabilidad de orden superior y tiene un conjunto de
puntos de entrada mala no vacío. Después de inmergir el sistema original de
orden 2 en uno de orden 3, se diseña un observador basado en eventos de
alta ganancia y se presentan resultados de simulación.

Finalmente, en el último capítulo se presentan las conclusiones y perspec-
tivas del trabajo. Varios apéndices al final presentan conceptos no incluidos
en el texto principal para facilitar la lectura del mismo.

1.4. Notación

En esta tesis, las variables se representan con letras itálicas, los vectores
con letras negritas itálicas, los campos vectoriales y las funciones con ne-
gritas sencillas, y las matrices con mayúsculas negritas, e.g. y, x, f y A r,
respectivamente. Los conjuntos se represesntan con letras caligráficas, e.g.
X. Las derivadas con respecto al tiempo se muestran como puntos sobre la
variable, como en y 6 w, o bien, por supraíndices entre paréntesis, como en

6
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u. El vector construido con la variable y un número finito de sus primeras
derivadas temporales se representa con una letra en negrita y subrayada.
Por ejemplo, u se define corno

u T ' T
U1 , U ,

(«0u
\T

T. (í.u.)

En este caso en particular, el subconjunto donde u toma sus valores se
denota con UC^W+1\

Tres matrices especíales son usadas en esta tesis, principalmente para
escribir la forma de r-observabilidad. Las matrices Ar e Wxr, B r € Wxl y
CT € M.lxr están dadas por

O I
0 Or ti, (1.12)

or—l es un vector de ceros e I es la matriz identidad de dimensióndonde O
I — i .

La solución única del sistema (2.1) que pasa por x0 cuando t = 0 y sujeta
a la función forzante de entrada u(t) se representa por x(t; XQ}u(t)) ó —si no
existe confusión— simplemente por x(t). De manera similar, y(t;xo}u(i))
representa h(x(t,%0yu(t))), con y(t) escrita a veces. Esta misma notación
se usa para el sistema autónomo (2.3), en cuyo caso #(í;ceo) e y(t;xo) re-
presentan las trayectorias del estado y de la salida, respectivamente.
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Capítulo 2

Observabilidad y diseño de
observadores

En este capítulo se presentan el concepto de observabilidad y las reduc-
ciones que se consideran en esta tesis. Se introduce el mapa de r~observabili~
dad y se reseñan algunas técnicas clásicas de diseño de observadores para
sistemas no lineales. Se hace énfasis en el observador de alta gananacia, ya
que las soluciones que se presentan en capítulos posteriores lo usan como
base.

Se consideran sistemas no lineales forzados de una salida

x = {(x,u) = £u(x), x(0) = x0 y^= h(x), (2.1)

donde x es el vector de estados que pertenece al espacio de estados X C En,
y 6 E es la salida y u(t): [0,oo)-»¿/C Mp es una-función suficientemente
suave que actúa como entrada exógena al sistema (2.1). Se asume que el
campo vectorial f y la función h son suaves (infinitamente diferenciables).

En algunos casos, el sistema (2.1) aparece en su forma afín en las entradas

x - f(x) + ^gi(x)t*i , x(0) = x0) y - h(x) (2.2)

con f el llamado término de deriva de (2.2) y g¿: X -*• Un para i = 1,... tp.
Para facilitar la exposición de algunos temas, a veces sólo se considera-

raán sistemas no forzados

x — f(x), x(0) = xo, y = h(x) (2.3)

con x € X c Rn, y e R y ías funciones f y h sonsuficientemente suaves.

9



2.1. Observabilidad y el mapa de observabilidad

A lo largo de este capítulo, los conceptos introducidos se ilustran con
variantes del siguiente sistema afín en los estados:

Ejemplo 2.1

¿i ~ x\ + g(x)u (p € N+) xi = xi, y = xi (2.4)

con X =*- ]R2, u(t): R+ —» R una función de entrada suficientemente diferenciable y
g: R2 —> E una función escalar.

2.1. Observabilidad y el mapa de r-observabilidad

La propiedad de observabilidad es esencial para e! diseño de observadores
para sistemas no lineales (2.1). Existen muchas nociones de observabilidad
(Hermann y Krener, 1977), pero sólo algunas serán consideradas en este
apartado.

La observabilidad de un sistema se relaciona con el concepto de indis-
UnguibÜidad (Nijmeijer y van der Schaft, 1990). Un par de condiciones ini-
ciales (aío,xo) es indistinguible si para cada función de entrada admisible
u(í), sus funciones de salida correspondientes son idénticas en su dominio
de definición común. Un sistema se dice observable si la indistinguibiüdad
de cualquier par de condiciones iniciales (XO,XQ) implica XQ — xo-

En otras palabras, el sistema (2.1) es observable si para cada par de con-
diciones iniciales distintas (XO,XQ), existe al menos una función de entrada
admisible w°(i) que las distinga a partir de sus salidas, i.e. y(t;xoyu°(t)) ^
y(t]Xo,u0(t)) (Sussmann, 1979).

La propiedad de observabilidad es genérica (Aeyels, 1981) y cuando
un sistema es observable, la existencia de funciones de entrada que dis-
tinguen cualquier par de condiciones iniciales distintas también es genérica
(Sussmann, 1979); estas entradas son llamadas universales. Los sistemas pa-
ra los cuales toda función de entrada admisible es universal son llamados
observables para toda entrada. Muchos métodos de diseño de observadores
requieren que se satisfaga esta propiedad, especialmente los de alta ganan-
cia (Gauthier, Hammouri y Othman, 1992), ya que permite caracterizar al
sistema en términos de su forma de observabilidad (véase la siguiente Sec-
ción 2.2).

Cuando un sistema no es observable para toda entrada, entonces existen
funciones de entrada mala u*(t) (Gauthier y Bornard, 1981) que provocan
que cierto par de condiciones iniciales (XQ,XQ) sea indistinguible para esta
entrada, i.e. y(t;xQ,u*(t)) = y{t;XQ,u*(t)) para todo t > 0. La existencia

10
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de funciones de entrada mala no es una mera curiosidad matemática, sino
de hecho es crítica para el diseño de observadores.

Si un sistema (2.1) es observable y la salida es ía suma de una función del
estado inicial y una función de la entrada, entonces es observable para toda
entrada (Hermann y Krener, 1977). Este es e! caso de los sistemas lineales
invariantes en el tiempo.

x — Ax + x (0) y (2.5)

con x e W1, y e Rm y u e Rp. Para estos sistemas, la observabilidad se
puede probar fácilmente verificando ei rango de la matriz de observabilidad

O

C
CA

CAn-l

(2.6)

Si el rango de O es n, entonces el sistema (2.5) es (globalmente) observable.
Este es el conocido criterio del rango de Kaíman; se dice entonces que (A, C)
es un par observable.

Ejemplo 2.2 (Ejemplo 2.1 con p = 1 y g(x)
sulfcante es (globalmente) observable, ya que

El sistema lineal re-

0 1
í 0

— [1 UJ O 1 0
0 1

Para sistemas no lineales (2.1), el criterio de Kalman se puede verifi-
car para la íineaíización alrededor de un punto de operación (xs,us) con
f(aja»t*s) = 0 definiendo

dx
[xSyus), C,

dh
dx (as*). (2.7)

Si rankO5 = n, entonces el sistema es ¿ocalmente observable en el punto de
operación (xS)u8)- Sin embargo, esta condición es sólo suficiente.

Ejemplo 2,3 (Ejemplo 2.1 con p = 3 y g(x) = xi) Los puntos de opera-
ción son xs = 0, us — ü (con « un número real) y el sistema es globalmente ob-
servable, pero la matriz de observabilidad Os tiene rango 1 < n ~ 2 para cualquier
u.

II
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Para sistemas no lineales (2.1), la observabilidad es usuaimente probada
usando el mapa de r-observabílidad (Inouye, 1977; Zeitz, 1984), el cual re-
laciona el estado x deí sistema (2.1) con su salida y y r — 1 de sus derivadas
temporales. Se define de la siguiente manera:

rp

<\r{
x^yd — L-kf*A Lfji, - •., Vfu h\ = L y ... y \ > (2-8)

donde LÍ¡ h son formas dependientes de la entrada de las derivadas de Lie
de h, definidas por L^h(xyu) = h(x) y

, dLk
f~

Ah dLÍ~lh du
Lti{xu) t+ fe > 1. (2.9)

En esta notación u € Rpf'tí'+1) se define como en (1.11) con w suficientemente
grande, tal que la entrada u aparece explícitamente hasta la (r - y;)-ésirna
derivada de Lie (2.9), mientras que la salida y sus primeras k derivadas
temporales con k < r ~w pueden ser expresadas como funciones únicamente
dei estado x. Las expresiones para L¡ h con k>r~w no dependen de todo
u, sino tan sólo de sus primeros (fc -f 1) - (t* — w) términos, i.e.

...,LJu-
w-1/7,(a0, Lr^wh(x,u), L J ^ / i f o t t . ú ) , ... >Lr

fuh(x,u). (2.10)

Por lo tanto, w—1 es el orden superior de derivadas de la entrada que aparece
en el mapa de r-observabilidad. Sin embargo, para facilitar la notación se
escribe como en (2.8) con u eti, siendo H el conjunto donde la entrada u
toma sus valores.

La propiedad más importante de este mapa es la inyectividad. Un ma-
pa es globalrnente inyectivo si cada punto en la imagen corresponde a un
único punto en el dominio (para las definiciones de estos conceptos véase el
Apéndice A). Un mapa es localmente inyectivo si cada punto en la imagen
puede ser distinguido de sus vecinos por medio de sus puntos correspon-
dientes en el dominio. La inyectividad global implica ia existencia de una
inversa (izquierda) que mapea puntos en la imagen a puntos en el dominio.
Es imporante resaltar que el dominio de la inversa tan sólo es la imagen del
mapa, y no necesariamente todo el co-dominio. Para el mapa de r-observa-
bilidad (2.8) la inyectividad depende de la entrada u.

Una condición suficiente para la observabilidad para toda entrada es
la inyectividad global para toda u del mapa de r-observabijidad qr para
alguna r > n. Por otro lado, el criterio de Kalman puede ser usado para
verificar la observabilidad local definiendo la matriz de observabilidad no
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lineal (Nijmeijer y van der Schaft, 1990) como el jacobiano del mapa de
íi-observabilidad

0(x,u) = - ^ •• (2.11)
(JX

Si esta matriz es regular en todo X, le. su rango es n, entonces el siste-
ma (2.1) es iocaímente observable, mientras que si el rango es n en algún
punto xe, entonces es Iocaímente observable en xe. Si xe es un punto de ope-
ración, entonces (2.11) también se puede construir con (2.6) usando (2.7).

Ejemplo 2.3 (continuación) El mapa de 2-observabilidad es globalmente in-
vectivo para toda u,

z = q2(x,u) - [xu xf + îw] , x = c£l{z,u) - [zu $z2 - zfu\ , (2.12)

y por lo tanto el sistema es globalmente observable para toda entrada.

2.2. Reseña de técnicas de diseño de observadores

La mayoría de las técnicas de diseño de observadores requieren que el sis-
tema (2.1) satisfaga algunas propiedades de observabilidad. En esta sección
se reseñan algunos de estos métodos y sus requerimientos.

Dado un modelo del sistema (2.1) y ningún conocimiento previo de la
condición inicial XQ, un observador es un sistema dinámico empleado para
estimar el estado x(t) midiendo únicamente la salida y(t) y la entrada w(í).
Usuaímente se usan observadores de tipo Luenberger,

é = f{x}u) -M • [y - h{x)], x(0) - XQ. (2.13)

Esta es una copia de ía dinámica del sistema (2.1) mas un término corrector
que depende íinealmente del error de salida y ~ h(x). Es un observador de
orden completo, ya que su dinámica tiene ía misma dimensión que el estado
del sistema x} o sea n.

En su forma más simple el diseño del vector de ganancia / se realiza
linealízando el sistema de error alrededor de un punto de operación, por
ejemplo en x = x8l u ~ us. Esto conduce a un observador local y requiere
al menos la detectabilidad del par (A$iC3) dado por (2.7).

Desde el resultado clásico de Thau (1973) se han venido haciendo intentos
por determinar (Iocaímente) condiciones para la convergencia asintótica o
exponencial de x(t) hacia z(t) usando esta técinca. La mayoría de estos
resultados se basan en argumentos de Lyapunov (Eajaraani y Cho, 1998;
Rajamaní, 1998).
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Sin embargo, quizá el observador para sistemas no lineales más empleado
en la actualidad sea el filtro de Kalman extendido (Jazwinski, 1970; Gelb,
1974), el cual no considera un punto de operación, sin que linealiza alre-
dedor de las trayectorias del estado estimado. Esto conduce a un vector
de ganancia l(t) variante en el tiempo. Además agrega \n{n + 1) ecuacio-
nes diferenciales para ser resueltas, las cuales corresponden a la matriz de
covarianza del error. El filtro de Kalman extendido es por lo tanto un ob-
servador de orden extendido, ya que su dinámica evoluciona en un espacio
de estados de dimensión \n{n + 3). A pesar de su amplia aceptación y su
buen desempeño (usualmente), generalmente no se realiza un análisis de
convergencia global, aunque algunos trabajos sí apuntan en esta dirección.
Por ejemplo Reif, Sonnemann y Unbehauen (1998) dan condiciones para la
convergencia global usando argumentos de Lyapunov, mientras que Deza,
Bossanne, Busvelle, Gauthier y Rakotopara (1993) usan argumentos de alta
ganancia.

De los métodos basados en la geometría diferencial han surgido las técni-
cas de diseño de observadores en forma normal (Krener y Isidori, 1983; Best-
le y Zeitz, 1983; Krener y Respondek, 1985). Aquí se busca un difeomorfismo
del estado <í>: X -» R" y un difeomorfismo de la salida 7: R -> R, tal que
con la transformación de estados no lineal x* = <&(x,u) y la transformación
de salida y* = 7(2/) se lleve al sistema (1.1) a una forma observable con
inyección de salida (y posiblemente también con inyección de entrada):

x* - Ax* + a(y\u)t x*(0) - $(sc0), y* = Cx*. (2.14)

El diseño del observador se hace en estas nuevas coordenadas, donde la
dinámica del error x* ~ x* — x* es exactamente lineal, y por lo tanto hay
convergencia exponencial Dado que í> es un difeomorfismo y 7 es invecti-
va, la implementación también se puede llevar a cabo en las coordenadas
originales x. El problema principal con esta técnica es encontrar las trans-
formaciones $ y 7, para lo cual la condición de rango (2.11) y condiciones
(estrictas) de integrabilidad deben ser satisfechas. Tanto la verificación de
estas condiciones, como el encontrar $ y 7, también se puede hacer usando
técnicas algebraicas (Keller, 1987; Birk y Zeitz, 1988; Phelps, 1991).

Dado que la clase de sistemas transformables a la forma observable con
inyección de salida (2.14) es relativamente pequeña (en lo particular de-
ben ser observables para toda entrada), se han buscado alternativas simila-
res. Estas relajan algunas de las condiciones de integrabilidad permitiendo
aproximaciones de esta forma observable hasta cierto grado (Nam, 1997; Ka-
zantzis y Kravaris, 1998; Lynch y Bortoff, 2001; Krener y Xiao, 2001). Otro
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Capítulo 2. Observabilidad y diseño de observadores

trabajo en esta dirección es el observador de Luenberger extendido (Birk y
Zeitz, 1988; Schaffner y Zeitz, 1999).

Existen además técnicas más particulares para el diseño de observadores
(Walcott et al, 1987; Misawa y Hedrick, 1989), incluyendo los observadores
adaptables (Cho y Rajamani, 1997; Besangon, 2000) y aquellos basados en
modos deslizantes (Walcott y Zak, 1987). Sin embargo, esta tesis sólo se
concentra en el diseño de observadores de alta ganancia (Tornambe, 1992;
Gauthier et al., 1992; Ciccarella, Dalla Mora y Germani, 1993; Jouan y
Gauthier, 1996), los cuales se explican con más detalle en la Sección 2.3.

2.3. El observador de alta ganancia

'2 .3.1. La forma de n-observabilidad

Considérese el mapa de ri-observabííidad dependiente de la entrada qn,
dado por (2.8) con r = n, y considérese parametrizado por u, tal qué
qn; X -*• Rn. Supóngase que qn es inyectivo y que se puede hallar una
inversa (izquierda) q^1, parametrizada por u. Además, supóngse también
que el sistema (2.1) es observable para toda entrada y que por lo tanto la
inversa q^1 existe independientemente del "parámetro" u.

Con el mapa de n-observabilidad como transformación de coordenadas,

el sistema (2.1) se transforma en

^H^U)^ z(0)=qn(xOt3k(0)), (2-16)

y = h(q-1(z,u)). (2.17)

Las ecuaciones (2.16) y (2.17) conducen a la forma de n-observabüidad de-
pendiente de la entrada

i = Anz 4- &n<p(z,u), «(0) = qn(x0,u(Q))} (2.18)

y = Cnz (2.19)

con la no linealidad característica <p definida por

¥?(*,«) = £g£A(q-1(js)Sí),t») (2.20)

y las matrices An, Bn y Cn dadas por (1.12). La forma de n-observabilidad es
una cadena de integradores y todas las no linealidades están concentradas en
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2.3. El observador de alta ganancia

un único término <¿>, el cual describe la dinámica de la ( n - l)-ésima derivada
temporal de la salida, correspondiente a zn, mientras que z\ corresponde a
la salida y.

Ejemplo 2.3 (continuación) Su forma de 2-observabilidad está dada por

ÍO 1
0 0 z\ñ y (2.21)

2.3.2. El observador de alta ganancia

E! diseño de observadores de alta ganancia emplea la forma de n-obser-
vabilidad (2.18)-(2.19), por lo que el sistema (2.1) debe ser observable para
toda entrada. Más aún, se supone que qn es un difeomorfismo, i.e. suave con
una inversa q"1 también suave, de tal manera que la no linealidad <p también
resulta suave1. Se presupone también que ip satisface en todas partes una
condición de Lipschitz para toda uy i.e. existe una constante k > 0, tal que

^(^ 3 M) - VK^JÜ)! < k\\z - z\\ para toda uel¿. (2.22)

La parte dinámica del observador se diseña de la siguiente manera:

¿ - Anz + Bn<p(z,u) + i S ^ C j • [y - Cnz], ¿(0) = ^(XQ

con S$ la matriz d e n x n que satisface la ecuación de Lyapunov

(2.23)

(2.24)

El resultado principal de los observadores de alta ganancia (2.23)-(2.24)
(Gauthier et al., 1992) dice que existe una ganancia 6 > 1 suficientemente
grande, ta! que el error de estimación e = z ~ z en las coordenadas de
observabilidad converge expon ene i al mente a cero, i.e.

as (2.25)

La inversa del mapa de n-observabüidad se usa como parte algebraica
del observador de alta ganancia:

x = <\n
l(z,u). (2.26)

xTal no es el caso dei Ejemplo 2.3 anterior, pero sí lo es para el Ejemplo 2.1 si p = 1 y
g(x) — x\, ya que entonces <p(z) — z\ -f- zi% -j- z\ü.
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Capítulo 2. Observabilídad y diseño de observadores

Si la inversa q^1 es uniformemente continua, entonces la convergencia en
las coordenadas de observabilidad también implica la convergencia en las
coordenadas origínales, i.e.

\x(t) - x(t)\\ -> 0 as t -> oo. (2.27)

Más aún, dado que el mapa qra es difeomórfico, el observador de alta
ganancia (2.23)-(2.26) también puede ser implementado en las coordinadas
origínales:

x — f(x,u)
2 dx

(2.28)

Comentario 2.1 Si el sistema es afín en ias entradas (2.2) y es unifor-
memente observable para toda entrada (Gauthier et al., 1992), entonces
es posible definir al mapa de n-observabilidad del sistema de deriva (sin
entradas, para u = 0) como la transformación de coordenadas. Entonces
Zi ™ Lzflh(x), i = 1,... ,n, y el sistema (2.2) se transforma en

i = Kz + Bn<p(z) + Q(z)u, z(Q) - qn(x0), y = Cnz, (2.29)

donde la matriz G(z) tiene una estructura triangular inferior, con elementos
gi^(js) = gi,j(ziy • • •} Zi), i = 1,. . . , n, j — 1,... ,p. El obtener la estructu-
ra (2.29) de a partir del mapa de n~observabilidad del sistema de deriva que
sea difeomórfico es una condición necesaria y suficiente para la observabili-
dad uniforme para toda entrada.

Ejemplo 2.3 (nuevamente) Este sistema es observable para toda entrada
(más no uniformemente} y el resultado en este caso es

z=L J « - f LI3V + L | « , y = zi (2.30)

Se puede construir un observador de alta ganancia para la forma de 2-obser-
vabilidad (2.29) agregando el mismo término corrector que en (2.23) a la
parte dinámica si <p y las g^j son Lipschitz continuas (que no es el caso
de (2.30)). La prueba de convergencia que se presenta a continuación con
algunas pequeñas modificaciones también puede aplicarse para estos casos.

Comentario 2.2 Se han explorado otras transformaciones a formas obser-
vables (similares), e.g. a sistemas bilineales (Hammouri y Gauthier, 1988) o
afines en el estado (Glumineau y López-Morales, 1999). Aunque estas estra-
tegias de diseño son menos restrictivas que los métodos basados en la forma
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2.3. El observador de alta ganancia

normal de observador discutidos anteriormente, encontrar la transformación
sigue siendo una tarea relativamente difícil y sólo una clase especial de sis-
temas satisfacen las condiciones requeridas.

2.3.3. Prueba de convergencia

Se puede mostrar que, dada la estructura observable del par (An,Cn),
la ecuación de Lyapunov (2.24) siempre tiene una solución positiva definida
Sd = S j > 0 para todo 9 > 0. Considérese la norma ||e||s — (e rSe) ' .
Entonces las siguientes desigualdades son satisfechas para toda e € Rn:

\\e\\s& (2.31)

con c\ — Amín[Si] y c| = Amáx[Si], siendo Si la solución de (2.24) cuando
0 — 1 (véase el Apéndice B).

Defínase el error e = z - z y la función ¡p(z,z,u) = <p(z,u) — <p(z,u);
entonces

Considérese la función candidata de Lyapunov V(e) - eTS#e = | |e | | | .
De (2.32) y usando (2.24),

T
c

Ya que V"(c) =
sfl se obtiene

d£

z,u). (2.33)

, usando (2.33) y la definición de

+
1

Considérese ahora la desigualdad de Schwartz

y el hecho que

(2.34)

(2.35)

rr7r, donde Sin,n > 0
es el elemento (n,n) de la matriz Si (véase el Apéndice B). La condición de
Lipschitz (2.22) conduce a

di
*ln,n
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y gracias a (2.31),

d „

di se
<-%9\\e\\8$+

w

t/í 11 i

Hej se — 7 (2.36)

con 7 ~ \
tanto

\B ny K —. Finalmente escójase 9 tal que 7 > O y por lo

l|e(í)l|s#<||c(0)||Síexp[-7í]. (2.37)

Se ha probado la convergencia exponencial para un valor de 9 suficientemente
grande, aquél que opaca la constante de Lipschitz k. Para expresar (2.37)
empleando la norma euclideana, úsense las relaciones (2.31); entonces

Cj

y finalmente,

\e(t)\\<$<

0n~2
— -

e(0)||exp[-7í]. (2.38)

Esto explica una de las principales desventajas de los observadores de alta
ganancia, que es el sobrepaso inicial en el error de estimación, el cual se
incrementa conforme 9 aumenta su valor.

2.4. Reducciones de observabilidad

Con la excepción de algunos cuantos, la mayoría de los métodos re-
señados requiere observabilidad para la linealización alrededor de algún pun-
to de operación; de otra manera no se garantiza la existencia de un obser-
vador exponencial (Xia y Gao, 1988). Por otro lado, como en el caso de los
observadores de alta gananacia, usualmente se requiere que el mapa de n-
observabilidad qn sea un difeomorfismo, lo cual no siempre sucede. Además
no todos los sistemas observables lo son para toda entrada. En esta tesis se
estudian estas reducciones de observabilidad, basándose en las propiedades
del mapa de r-observabilidad qr para alguna r > n.

La primera reducción de observabilidad concierne la necesidad de consi-
derar r >n para obtener inyectividad.

Ejemplo 2.4 (Ejemplo 2.1 con p
2-observabilidad [y, y] = [xi, x l̂

= 2 y g(x) = 0) Es claro que el mapa de
no es invectivo y considerar otra derivada
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de ía saíida y = 2;E1Í£2 tampoco ayuda mucho, puesto que si x\ = 0, entonces el
mapa de 3-observabilidad pierde inyectivídad en estos puntos. Sin embargo, eí mapa
de 4-observabilidad es inyectivo en todas partes2, ya que y = 2(x\ + x\) y por lo
tanto una inversa (izquierda) q j 1 está definida por

con un dominio restringido a tan sólo q4(3R2). Su forma de 4-observabilidad una no
Hnealidad <p que sólo está definida en este subconjunto de dimensión 2.

En el Capítulo 3 se discute esta reducción de observabilidad. La solución
propuesta consiste en realizar una extensión de orden antes de diseñar eí
observador.

Cuando la propiedad de difeomorfismo no se cumple, pero el mapa qn

tiene una inversa q"1 continua no diferenciabíe en todas partes, entonces el
mapa es llamado semi-difeomérfico (Xia y Zeitz, 1997), como en el Ejem-
plo 2.3, véase (2.12). Es entonces todavía posible obtener una forma de
n-observabilidad (2.18)-(2.19), pero ahora ya no se garantiza que ip resul-
te suave o Lipschitz, como en (2.21) o en (2.30). Para el caso en que <p es
Lipschitz continua, la solución propuesta por Xia y Zeitz (1997) es eí ob-
servador continuo, el cual tiene una parte dinámica en las coordenadas de
observabilidad (2.18) y una parte algebraica definida por la transformación
inversa q^1. En esta tesis, el observador continuo es generalizado para los
casos en que ip no es necesariamente Lipschitz. El resultado es el observador
aproximado de alta ganancia presentado en el Capítulo 4.

La inyectividad del mapa de r-observabilidad (2.8) en dependiente de
la entrada y es común que para los sistemas no lineales existan funciones
de entrada mala u*(t) para las cuales cierto par de condiciones iniciales
(XQ,XQ) con XQ ^ XQ generan exactamente la misma función de salida. En
este caso la observabilidad se pierde en x$ (y en seo). Como consecuencia el
mapa de r-observabilidad qr no es inyectivo con cualquier r >n para la u
correspondiente a esta entrada, ya que implica que y,y,- •• son iguales para
ambas condiciones iniciales para todo tiempo. Una caracterización más sutil
está dada por la

Definición 2.1 Considérese una r > n finita. Los puntos {x*,u*) donde
el mapa de r-observabilidad qr dado por (2.8) no es inyectivo son llamados
puntos de entrada mala del mapa qr. Esto es, el conjunto de puntos de

Lo mismo sucede sí se considera g(x) — xi
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Capítulo 2. Qbservabilídad y diseño de observadores

entrada mala X§ para una r >n dada está definido por3

X¿ = {(x*,u*): 3(x^x*)£X, $.t qP(as)«*)=qr(a:*í«*)}. (2.39)

Comentario 2.3 Evidentemente si un sistema admite funciones de entrada
mala u*(t), cualquier mapa de r-observabiíidad tendrá puntos de entrada
mala, los cuales contienen un vector u* apropiado. Sin embargo, aún cuando
un sistema sea observable para toda entrada, podría tener puntos de entrada
mala, en el sentido que toda función de entrada admisible sea universal,
pero que las trayectorias generadas pasen por puntos de entrada mala en
algún momento para alguna r > n. Recuérdese que esta es una propiedad
algebraica.

Definición 2.2 Supóngase que u toma sus valores en U C RíJ(1lí+1) para
algún w > 0 y llámese Xi¿ = X x l£ al espacio de estados-entradas. El
sistema (2.1) se dice r-observable si el complemento X¡¿\ X® del conjunto
de puntos de entrada mala X$ del mapa de r-observabilidad qr es denso en
Xi¿ con respecto a la topología usual de Rn+P(w+1).

Comentario 2.4 La condición de densidad anterior implica que el conjunto
de puntos de entrada mala Xff es un conjunto "pequeño" cuando se compara
con el espacio de estados-entradas X¿¿. Si X§_ es una variedad de dimensión
menor en X\¿-, entonces automáticamente se cumple el requerimiento.

Ejemplo 2.5 (Ejemplo 2,1 con p ~ 1 y g(x) = -#2)

X\ — X2 3^2^) •̂ •2 ~~ -*• 1 ? V •*•! •

Su mapa de 2-observabilidad q2(a?) = [#1, #2(1 — u)¡ es invectivo excepto cuan-
do u — 1. Por lo tanto el conjunto de puntos de entrada mala está dado por

y el sistema es 2-observable. Nótese que la función de entrada mala es w*(í) = 1
para cualquier condición inicial.

En el Capítulo 5 se tratan los casos como el Ejemplo 2.5 y se proponen
los observadores basados en eventos como una solución para sistemas que
son r-observables pero cuyo mapa de r-observabilidad define un conjunto de
puntos de entrada mala no vacío.

El superíndice B viene del Inglés: bad input points.
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2A. Reducciones de observabílídad

La tres reducciones de observabilidad que se consideran en esta tesis —
un orden superior r > n, una <p no Llpschitz en (2.18) y un Ajf no vacío—
son independientes una de la otra y pueden aparecer simultáneamente en
un sistema dado. Sin embargo las propuestas de diseño de observadores que
se presentan en los siguientes capítulos pueden ser aplicadas independiente-
mente.
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Capítulo 3

Extensiones de orden de
sistemas no lineales

En este capítulo se trata con sistemas (2.1) que son r-observables con
r > n de acuerdo a ¡a Definición 2.2. Esta reducción de observabilidad ya ha
sido estudiada (Levíne y Marino, 1986; Gauthier, Hammouri y Kupka, 1991;
Jouan y Gauthier, 1996; Hou, Busawon y Saif, 2000), pero la construcción
del observador está limitada a los casos en que el mapa de r-observabilidad
es un embedding^.

En este capítulo aún no se propone diseño de observadores. En vez de
esto se da una metodología para un paso previo, que consiste en inmergir al
sistema original (2.1) de orden n en uno de orden r que además sea r-obser-
vabíe y conserve las coordenadas originales del sistema (Vargas, Moreno y
Zeitz, 2002). Esto simplifica la posterior construcción de un observador, e.g.
uno de aíta ganancia (Gauthier et al-, 1992).

Defínase la imagen del dominio X del mapa de r-observabilidad qr dado
por (2.8) como yr ~ %.(%)> Recuérdese que la inyectividad de qr implica
la existencia de una única función inversa (izquierda) q~x, cuyo dominio
sólo está dado por yr. Esta inversa es continua si X es compacto (véase el
Teorema A.3 en el Apéndice A). Sin embargo, para el diseño de observadores
es conveniente extender el dominio de la inversa fuera de yr- Los grados de
libertad empleados en la construcción de esta extensión son ingredientes
importantes en el posterior diseño de un observador.

La metodología usual de diseño de aíta ganancia también aborda el caso
r > ny esto se reseña a continuación. Lo que se obtiene es un observador

desgraciadamente no hay una traducción satisfactoria de esta caracterización de los
mapas; quizá la más correcta sea incrustación y no algo así como embebimiento.



3.1. Observadores continuos y de alta ganancia

continuo (Xía y Zeitz, 1997) de orden extendido. Como metodología alterna-
tiva, en la sección siguiente se definen las extensiones de orden y se discute
su utilidad. Posteriormente se dan sugerencias de cómo contruir estas exten-
siones de orden y se ilustran con ejemplos. Finalmente se discuten algunas
desventajas del método usando un ejemplo sencillo.

3.1. Observadores continuos y de alta ganancia

La metodología de diseño del observador de alta ganancia (Gauthier
et al, 1991) también puede ser usada en sistemas r-observables con r > n.
Se requiere que el mapa qr sea un embeddíng, i.e. un difeomorfismo global
que conserve la topología. La inversa q^1 debe ser suave en su dominio yr\
esto se ilustra a continuación.

Ejemplo 3.1 (n = 2, r = 3)

con a € M. \ {0}. El mapa de 2-observabilidad no es inyectivo porque dos valores de
X2 pertenecen a la misma y. Sin embargo, con el mapa de 3-observabilidad

se obtiene un sistema de ecuaciones lineales en x%, x% y x\. Por lo tanto es global-
mente inyectivo y una expresión (no única) para su inversa es

_(2y-y)/a\- <3"3>

Evidentemente esta inversa q^1: %QR2) -+ M2 es suave, y por lo tanto q r : E 2 —>
q r (R 2 ) es un difeomorfismo global. Otra expresión para la inversa (quizá innecesa-
riamente complicada) se puede construir resolviendo para x\, tal que xi = ±y/y'~y,
y determinando el signo adecuado de xq_ a partir del signo de (2y - y)/a, i.e.

x ~ a7í(y, y, y) ~ . ,,„. ..f, , ™ A. (3.4)
na vy.y^y; [sign[(2y ~y)/a] • </y-y\ K }

Nótese que (3.3) y (3.4) son expresiones equivalentes en 3^ ~ q3(B&2). dando el
mismo resultado para todo [y,y,y}T en ^3; por lo tanto (3.4) también es suave en
34. Para ver esto, nótese de (3.2) que cuando 2y~~y = 0, entonces también y ~~y = 0
(lo cual sólo sucede cuando X2 — 0).

Por simplicidad, considérese primero un sistema autónomo (2.3) que sea
r-observable con r > n. Supóngase que su mapa de r-observabilidad qr es
globalmente difeomórfico. El planteamiento de Gauthier et al. (1991) o de
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Jouan y Gauthier (1996) primero requiere la construcción de la forma de
r-observabilidad

z = Arz -\- Bry?(z), #(0) = qn(a!o), y ~ Crz (3.5)

con Ar, B r y Cr como en (1.12), y además

<p(z) = Lfh (q"1^)) . (3.6)

Dado que q̂ "1 es suave y (p es Lipschitz, se hace una extensión del dominio
de <p a todo E r , tal que la función <p mantenga su propiedad de continuidad
Lipschitz. De hecho, suponiendo que X es compacto, Gauthier et al. (1991)
sugieren una forma de hacerlo. Consiste en definir una vecindad V C W de
yr — <\r{X) y una función real a(^) que sea C°°, soportada compactamente
en V, y que sea igual a 1 en yr. Entonces la extensión (pe: W

1 -*• R de (p
está dada por

__ (a{z) h\h {<\~\z)) for z e V ,
jo forjs £V.

Ejemplo 3.1 (continuación) L^h = 4x¡ + ox2) así que usando (3.6) con (3.3)
conduce a

mientras que usar (3.4) resulta en

(p(z) = 4 (03 - 22) + ki sign[2z2 - 3̂] V23 ™ 2̂- (3-8)

Ambas expresiones son equivalentes en X- La expresión (3.7) es suave (por lo
tanto .Lipschitz en todas partes) y definida en todo E3, mientras que (3.8) ni es
Lipschitz, ni está definida en todo R3, así que la primera es más adecuada para
el diseño de un observador de alta ganancia. De hecho, la extensión de Gauthier
et al. (1991) explicada anteriormente es innecesaria en este caso. La implantación
de dicho observador tiene una parte dinámica en las coordenadas de observabilidad
con <f dada por (3.7) y una parte algebraica que consiste en la inversa extendida
(continuamente) del mapa de r-observabilidad (3.3), tal como en los observadores
continuos (Xia y Zeitz, 1997).

Para este ejemplo se puede hacer aún otra extensión de <p a todo R3, sustitu-
yendo las expresiones ^ - 23 ~ ^ y 0^1 ~ 2̂ 2 — %z en la de b\h, resultando

<p{z) = ~~2z2 + 3^3, (3.9)

lo cual conduce a una forma de r-observabilidad lineal (y observable). Entonces
puede usarse un simple observador lineal de Luenberger para estimar z y la parte
algebraica aún se puede llevar a cabo con la inversa (3.3). Esto ilustra los grados
de libertad ganados con r > n al diseñar un observador.
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Si eí jacobiano del mapa de r-observabilidad no es de rango completo en
todas partes, entonces no se puede construir una inversa q^1 que sea suave.
Sin embargo, si q^1 existe y es continua, i.e. qr es un semi-dífeomorfismo,
entonces un diseño de observador continuo (Xia y Zeitz, 1997) extendido
aún es posible. Las propiedades de <p (e.g. continuidad Lipschitz) y cómo se
extienden los dominios de ip y de su inversa q^1 representan ingredientes
adicionales que juegan un papel significativo en el diseño de observadores.

Ejemplo 3.2 (n - 2, r - 3)

¿i =xi -i-xl, ¿2 = \x\, y = x\. (3.10)

El jacobiano del mapa de 3-observabilidad pierde rango en X2 = 0, pero el mapa q$
es semi-difeomórfico. Nótese que y — y-\-x\, así que una inversa q̂ "1 € C° está dada
por el mapa continuo

xi = y, &¿ ~ (y ~ y)1/3 • (3.n)

Dado que y' ~ I$h(x) — x\ + #f -f- x\ -f \x\, usando (3.6) se obtiene

cp(z) ^Zl-z2 + z3+ (as - zzft* + \(z* - «a)4/3, (3.12)

la cual no es Lipschitz continua, pero definida en todo E3. Se puede hallar otra
extensión notando que x\ — (x%) ,x\ = y - y y x\ = y — y, así que una sustitución
directa en Ljh(x) conduce a

¥>(*) = «3+K*2-í f i )2 . (3.13)

Con esta <p sí se permite el diseño de un observador continuo extendido (Xia y Zeitz,
1997), ya que ahora la forma de r-observabilidad tiene un lado derecho Lipschitz
continuo (3.13). Si se usara (3.12), se tendría que diseñar el observador aproximado
de alta ganancia de la Sección 4.3. Nótese que en ambos casos la inversa (3.11) ya
se encuentra definida en todo el dominio extendido E3.

En cualquier caso, la forma de r~observabilidad (3.5) con una no linea-
íidad <p con dominio extendido, empleada para el diseño de observadores,
es un sistema de orden extendido en el cual eí sistema original se encuentra
inmerso. Para el diseño de observadores es importante poder hacer este tipo
de inmersiones, ya que la dinámica de (3.5) es modificada por un término
corrector y las trayectorias del observador no necesariamente permanecen
en yTí aun sí inician ahí.

3.2. Extensiones de orden

La forma de r-observabilidad (3.5) no es la única inmersión a un sistema
de orden superior que ha sido propuesta en la literatura. Por ejemplo, Levine
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Capítulo 3. Extensiones de orden de sistemas no lineales

y Marino (1986) proponen inmersiones a sistemas lineales observables, e.g.
eí Ejemplo 3.1 usando (3.9). En el resto de este capítulo se consideran in-
mersiones a sistemas r-observables que preservan las coordenadas originales
del sistema (2.1).

La siguiente definición introduce el concepto de extensión de orden de
un sistema autónomo (2.3).

Definición 3.1 El sistema de orden n + m

é _. •£(£) £(0) = £n ?i = H(£) C3 14}

con £ definido en un subconjunto abierto S C Mn+m
; es llamado la (ra-H m)-

ésima extensión de orden del sistema (2.3) si existe un mapa inyectivo
E: X -»- Rn+m

f tal que E(X) € E sea positivamente invariante, i.e. £0 €
E(X) =4- í(í;4o) e -K(^) partí íoáo í > 0. Además, las trayectorias
del sistema (2.3) son mapeadas por E de manera única a trayectorias del
sistema (3.1 A), i-e. existe una única transformación homeomórfica del tiein-
po p: r i~+ t, tal que £(P(T);E(xo)) = E(X(T;XQ)), siendo r el "tiempo"
en (2.3). Finalmente, H oE(x) = h(x) para toda x e X.

Comentario 3.1 La forma de r-observabilidad (3.5) con ip definida en Z
y Z D yr un subconjunto abierto de W es una r-ésima extensión de orden
del sistema (2.3) con el mapa E(x) = qr(x).

Comentario 3.2 La definición anterior puede ser fácilmente extendida a
sistemas forzados como (2.1). Sin embargo, con el fin de facilitar la exposi-
ción, en el resto del capítulo sólo se consideran sistemas autónomos (2.3).

Para un sistema no lineal r-observable (2.3), las extensiones de orden
que aquí se proponen consisten en escoger una función ip : X -> Rm con
m = r — n, tal que

E(x) x (3.15)

Considérese eí vector de (3.14) particionado como £T — [£O
T, &,T] con

$a 6 5 a C f y ^ € 5fc C Rm; tanto Ea como E& son subconjuntos
abiertos. Entonces la trayectoria £o(t) asemeja la de x{t) del sistema original
(2.1) cuando £o(0) = #G? mientras que & representan estados adicionales
auxiliares.

La extensión de orden (3.14) más directa se logra escogiendo

y (3.16)
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3.3. Construcción de extensiones de orden

Sin embargo, para diseñar observadores es conveniente que la extensión (3.14)
también sea r-observable, Le.

(3.17)

debe ser invectivo en casi todas partes. Los muchos grados de libertad pre-
sentes en la selección de i¡> y el diseño de P y H puede ser empleados para
alcanzar este objetivo.

Los beneficios de realizar una extensión de orden (3.14) que sea r-obser-
vable con (3.15) antes de hacer el diseño del observador se pueden ver al
considerar el caso en que el mapa de r-observabilidad qr de (3,14) es di-
feomórfico. Entonces un observador de alta ganancia (2.28) para el siste-
ma (2.3) puede ser implementado como

£ = F( | ) 4- - y-~H(Í)], x = ia, (3.18)

donde dqr/d£ es el jacobiano de qr. También tiene sentido práctico escoger
la condición inicial dependiente del estimado inicial XQ:

| (0)=[á£ Í>T(&o)f. (3.19)

Ya no es necesario construir explícitamente la forma de r-observabüidad y
además un estimado de x se obtiene viendo las primeras n componentes de
| , es decir viendo a £a.

3.3. Construcción de extensiones de orden

La construcción de extensiones de orden sería sencilla si no se requiriera
la r-observabilidad. Esta restricción y ios muchos grados de libertad hacen
que la construcción de extensiones sea una tarea no fácil que se basa más en
criterios heurísticos que en una metodología estricta. Sin embargo, conforme
se determina el entero r > n para verificar la r-observabilidad del sistema
original (2.3), se obtienen algunas pistas acerca de cómo conviene construir
la extensión. A pesar de su naturaleza heurística, las siguientes proposiciones
dan algunas sugerencias.

3.3.1. Construcción con derivadas de la salida

Proposición 3.1 Escójanse los componentes de ifc como

ipi(x) - Lf+^'^hix), i = l,2,...,m, m = r-n (3.20)
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habiendo previamente escogido una k <n — l. Entonces el siguiente sistema
es una r-ésima extensión de orden del sistema (2.1)

ib
(3.21)

con A m y B m como en (1.12) yf,<f>yH satisfaciendo

Prueba: Defínase y% = -$ y por tanto y¿(í) representa la trayectoria de
la ¿-ésima derivada temporal de la salida. H o E(x) = h(x) se satisface
por construcción. Supóngase que £a(0) = x0 y &»(0) = IJ>{XQ). Gracias
a la primera condición en (3.22), es evidente que £a(t) permanece en X
para todo t > 0. Dado que E(X) ~ X x il>(X)> falta mostrar que ba-
jo la condición inicial pedida, &,(£) € i/)(X) para todo í > 0. Recuérde-
se que yk(t) — Ü¡h(£a(t)), así que si &,,m(0) = Lf+m~1/i(a:o), entonces
4,m = Lf+m/t(x) implica que £é,m(í) = yfc+m-i(0 para todo £ > 0. La ca-
dena de integradores £&¿ = £&,»+!, í — 1,... ,m - 1, entonces implica que
£fe,i(í) = Vk+i-i(t) si £btí(0) = Lf+i~lh(xo). Por lo tanto ^ ( í ) <E Í>(X). La
transformación del tiempo p de la Definición 3.1 es la identidad. D

La extensión sugerida por la Proposición 3.1 agrega derivadas de la sa-
lida como los estados auxiliares &>. Aún no supone ninguna propiedad de
observabilidad, pero el diseño ahora nada más se limita a escoger el entero
k en (3.20) y después diseñar f, <p y H. Usualmente tiene sentido iniciar
con k = 1 y hacer #(£) = h(£a). Después, para hallar f se sustituyen en f
las estructuras definidas por las distintas Í/>¿. Posteriormente se construye el
mapa de r-observabilidad (3.17) y finalmente se escoge <p para que el mapa
de r-observabilidad qr(£) de (3.21) sea invectivo.

Ejemplo 3.1 (contrucción de la extensión) Escójase i¡){x) = L)h{x) =
x\-\-ax2- Ya que se quiere que &(*) asemeje a L\h{x) — x\~\-ax% escójase fi(í) = &
para que ¿ ( i ) asemeje a L2

th{x) = 2x\ + ax-¿ — 2{x\ + 03:2) ~ a^2i entonces una
selección obvia es <j>(£) = 2^3 — 0^2- La extensión de orden 3 está dada por

£i=£3> £2 —£2» £3 = 2^3 - o£2) y — Zi- (3.23)

Este es un sistema lineal observable, así que se puede diseñar un observador ex-
ponencial suave, tal como el observador de alta ganancia (3.18)—(3-19) o cualquier
otro de tipo Luenberger. Se esperaba obtener una extensión de orden lineal, ya que
la forma de r-observabilidad con (3.9) también era lineal.

29



3.3. Construcción de extensiones de orden

Ejemplo 3.2 (contrucción de la extensión) Escójase ift(x) ~ L\h = x\ +
i | y fi = £3. Dado que Ljh = L\h + x% una extensión de orden 3 que además es
3~observable está dada por

(3.24)s i — ?3i s2 2̂ C2 > C3 C3 > s21 y — ?1*

Esta extensión tiene un mapa de 3-observabilidad semi-difeomórfko

íi

y la no linealídad característica f{z) = #3 + 5(23 — ^s)4''3 de su forma de 3-obser-
vabilidad es Lipschitz continua. Se puede diseñar un observador continuo. Nótese
que otra extensión es posible con £2 — 5(6 ~ íi); tiene el mismo mapa de 3-obser-

% 2^vabiüdad, pero <p(z) = zs + §(22 — 21X23 - ^2)2/í3 resulta no Lipschitz.

3.3.2. Construcción usando estructuras

Proposición 3.2 Escójanse un mapa ift: X —> Mm
; m = r ~ n, y las si-

guientes funciones matriciales:

Vy- ,lxm (3.25)

Entonces el siguiente sistema es una r-ésima extensión de orden del siste-
ma (2.1):

f Ha) Va
Vb (3.26)

Prueba: Nótese que si

recen los segundos términos en (3.26), tal que F

VKíaM) para todo t > 0, entonces desapa-
T

y

Esto sucede si £(0) = [arj", tpT(xo)} y por lo tanto ía trayectoria £o(í)
asemeja la trayectoria x(t), mientras que &>(í) asemeja a ift(x(t)). D

Usualmente lo que se hace es reconocer las estructuras problemáticas en
el campo vectorial f que causan ía no inyectividad del mapa de n-observa-
bilidad, e.g. términos al cuadrado y similares. Defínanse a ^ como estas
estructuras y sustituyanse por £¿+m en f y f^f. También usualmente se es-
coge r¡y — 0, tal que la construcción de la extensión se simplifica considera-
blemente. Para ilustrar este procedimiento, considérese el siguiente ejemplo
debido a A.X Krener (comunicación personal), en el que la construcción de
la extensión no es tan obvia.
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Capítulo 3. Extensiones de orden de sistemas no lineales

Ejemplo 3.3 Considérese el sistema escalar

' *"\ ***} """" *^ \ **' ^ / * (3.27)

Un observador de orden completo (de dimensión 1) de tipo Luenberger no puede
converger globalmente. Cuando x(0) = 1, entonces x{t) = 1 y y(t) = | para todo
t > 0. Si x = ™| en algún momento, entonces f(x) < 0 y h(x) — y, así que
&(t) < -™5 P a r a todo í > 0 cuando x(0) < ~ | .

Es evidente que el mapa de l~observabilidad no es inyectivo. Tampoco el mapa
de 2-observabilidad, ya que para xi¿ = | ( l± i / 5 ) , se tiene que fe(a:i) — ^(^2)
y Lsh{xi) ~ Lfh(x<2). Sin embargo estos dos valores de x pueden ser distinguidos
usando el mapa de 3-observabilidad, ya que Ljk(xi) ^ l%h{x%). La estructura
problemática aquí es la ecuación de salida h(x), que es cuadrática. También resulta
problemático el hecho de que f(x) sea cúbica.

Si se usa la Proposición 3.1, no resulta tan directa la construcción de la ex-
tensión, porque las derivadas de Lie de h a lo largo de f son polinomios de re,
cuyo orden se incrementa conforme el orden de las derivadas de Lie aumenta. Sin
embargo, nótese que tanto x2 como xz se pueden expresar en términos x e y, i.e.

9 1
j —— o **- T^ y j X x • x2 - \x2 + xy ~ \x + \y + xy. (3.28)

Entonces i — í(x) ~x~-xz también puede escribirse como

í 1
4-'' 2 " " '

Sea V» = [h(x), x • h(x)] = [y, xy] y por lo tanto §|f = [2a;
(|a; + \y + xy). Háganse algunas sustituciones usando (3.28)

3x2

(xy) = ¿ - 2y2 -

y considérese que el útlimo término — Zxy2 puede ser escrito como (7?—3)y2x—r/y(xy)
con el escalar 77 € E un grado de libertad a escoger. La extensión de orden es
entonces el sistema afín en los estados con inyección de salida

(3.29)

con

C - [0 i 0]
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3.4. Desventajas

para este caso el mapa de 3~observabilídad es globalmente inyectivo si la matriz de
observabilidad

O
c

C A%) + A(y,y)

C
CA(y) (porque 0)

es no singular en todas partes. Ahora i] puede escogerse tal que esto suceda para
toda y, í.e.

(3,30)d e t O - f ((f?-3)t/2-~£7^-hi) > 0 para toda y e R.

La desigualdad (3.30) se satisface si r¡ está entre los dos valores 4(4 ±
ejemplo, con 7/ = 6 el mínimo de (3.30) sucede en un valor máximo. Por último, un
observador de tipo Luenberger se puede implantar como un observador global, e.g.
el observador continuo de alta ganancia

)
h(xo)

(3.31)

(3.32)

i T
con í($) = [^qs/dí] [35, 3é*2, é»3] y 5 > 1. Nótese lo simple que resulta la
parte algebraica (3.32).

3.4. Algunas desventajas

A veces, después de construir una extensión de orden que sea r-observa-
ble se pierden algunas de las propiedades originales del sistema. Para ilustrar
esto, considérese el siguiente

Ejemplo 3.4

(p>l), •T.n = T i
•'' ¿ J-1! y • í ' i (3.33)

Se logra la inyectividad global hasta que se considera el mapa de 4-observabili-
dad. De y = x\ = x-f se obtienen dos posibles valores para x%. Estos dos valores
pueden ser distinguidos usando y = 2px<¿'~~ xx, pero sólo sí y — x\ ^ 0. Considérese
entonces otra derivada; y = 2p(2p — I)x1x2 + 2px^p"1, Dado que x2

p > 0 para
cualquier x% entonces

2(p~l)/2p
• l ) / p

y por lo tanto y también se puede escribir

y - 2p ((2p - l)y2y(
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Como 4p — 1 es impar, una inversa continua del mapa de 4-observabiIidad es

v - (2p - l)y2y(p~1)/p) ^ . (3.34)

Usando la Proposición 3.1, escójanse tyx = L\h = y y ^2 — ¿f ^ ~ y- La extensión
se construye fácilmente como

¿i = &> éa = £i, 4 - Í4, ÍA - # í ) , y = íi (3-35)

con
m = 2p ((2P - l)£?#-1 ) / p + Cf"1) - (3.36)

El mapa de 4~observabilidad q¿{£) del sistema extendido (3.35)-(3.36) es inyectivo y
su inversa q^1 es continua, pero (3.36) no es Lipschitz continua, así que la unicidad
de soluciones ni siquiera puede garantizarse, a pesar de que el sistema original (3.4)
sí posee esta propiedad. Como consecuencia, la forma de 4-observabilidad construida
con q4(í) es discontinua. Se necesitan entonces emplear otras estrategias de diseño
de observadores, por ejemplo los observadores basados en eventos del Capítulo 5.

3.5. Resumen

Se han propuesto extensiones de orden no lineales de un sistema de di-
mensión n a uno de dimensión r con la propiedad de r~observabilídad. Estas
permiten la construcción de la parte dinámica de un observador de orden
extendido para el sistema originai usando cualquier técnica de diseño de
observadores que requiera un mapa de r-observabilidad inyectivo en casi to-
das partes, e.g. los observadores de alta ganancia continuos, aproximados
o basados en eventos que se describen en los siguientes capítulos. La parte
algebraica para dicho observador de orden extendido se puede llevar a cabo
fácilmente fijándose en los primeros n componentes del vector de estados ex-
tendido. Sin embargo, la construcción de ías extensiones de orden no siempre
es directa, ya que existen varios grados de libertad y la heurística juega un
papel significativo en este diseño.
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Capítulo 4

Observadores aproximados
continuos de alta ganancia

En este capítulo se consideran sistemas cuyo mapa de n-observabilidad
is inyectivo en todas partes, pero no es un difeoraorfisrao, aunque su inversa
(izquierda) es continua pero no diferenciabte en todas partes. También pue-
den considerarse sistemas que son r-observables con r > n si previamente se
ha realizado una extensión de orden (véase el Capítulo 3).

Primero se revisa el diseño de los observadores continuos (Xia y Zeitz,
1997; Zeitz, 1998) y se discuten algunas de sus desventajas. Después se
introduce el concepto importante de la semi-equivalencia de trayectorias y
se establecen algunas propiedades de la forma de n-observabilidad. Se sigue
con la construcción de los observadores aproximados de alta ganancia, junto
con una prueba de convergencia. Finalmente, se presenta un ejemplo con
simulaciones digitales.

4.1. Observadores continuos

Se puede diseñar un observador local para el sistema (2.1) si su lineali-
zación alrededor de un punto de operación es observable o ai menos detec-
table. De hecho la mayoría de las metodologías de diseño de observadores
consideran esta suposición (Walcott et al., 1987; Krener, 1994; Schaffner y
Zeitz, 1999). Sin embargo, no existe un observador suave si la linealización
posee algún modo no detectabíe (Xia y Gao, 1988). Para paliar este proble-
ma Xia y Zeitz (1997) proponen el observador continuo. Su enfoque se basa
en la transformación del sistema (2.1) a la forma normal de observabilidad.
La parte dinámica se implanta en estas coordenadas, mientras que la parte
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4.1. Observadores continuos

algebraica se realiza con la transformación inversa.
La transformación a la forma normal de observabilidad se lleva a cabo

mediante el mapa de n-observabilidad qn definido por (2.8) (con r — n). Xia
y Zeitz (1997) permiten queqn sea un semi-difeomorfismo, í.e. un mapa sua-
ve con una inversa continua q^1, pero se deben satisfacer dos requisitos: la
inversa qñ1 debe ser uniformemente continua y la forma de n-observabilidad
(2.18)-(2.19) debe tener soluciones únicas. En la práctica el segundo requi-
sito se satisface si el lado derecho es Lipschitz en su dominio. Esto permite
el diseño de observadores de alta ganancia (Gauthier et al., 1992; Atassi y
Khalil, 2000) y asegura la convergencia asintótica del error de estimación a
cero. Su resultado principal se piantea para sistemas autónomos (2.3).

Teorema 4.1 (Xia and Zeitz, 1997) Considérese un sistema autónomo
(2.8), cuyo estado x evoluciona en X, con un mapa de n-observabilidad
qn semi-dífeomórfico, y defínase Z = qn(X). Si tp(z) = L^(q~l(z)) es
Lipschitz continua en un suhconjunto Z' c Z y <\ñx{z) es uniformemente
continua en Z', entonces el sistema (2.3) admite un observador continuo en
X' = q^l(Zl) con vector de ganancia I eW1

k = Anz + Bn<p(z) +1 • [y - Cná], á(0) = qra(^o), (4.1)

X=^CÍ~1(Z)7 (4.2)

donde las matrices A^, Bn y Cn están dadas por (1.12), si z(t) permanece
en Z' para toda t>0.

Ejemplo 4.1 Considérese ei sistema de segundo orden

¿i = x% xi =* -a;iX2, y == xi (4.3)

definido en X ~ E2. El mapa de 2-observabilidad es inyectivo en todas partes, pero
su inversa no es suave, Í.e.

(4.4)

Su forma de 2-observabiiidad es Lipschitz continua

zi=z2, ¿2 - ~32i¿2> ÍJ = ZU (4.5)

así que es posible construir un observador continuo (4.1)~-(4.2).

Para extender el resultado a sistemas forzados como (2.1), se debe supo-
ner una entrada u(t) suficientemente diferenciable y que sus derivadas ú(t),
ü(t), ... estén disponibles.
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Capítulo 4. Observadores aproximados continuos de alta ganancia

Corolario 4.1 (Xia and Zeitz, 1997) Supóngase que el mapa de n-obser-
vabilidad dependiente de la entrada q^Xjit) del sistema forzado (2.1) es
semi-difeomórfico para cualquier entrada u y que su inversa q^1(z1u) es
uniformemente continua en la región de interés qn{X,l£) x U_. Si la for-
ma de n-observabilidad admite una solución global y única con respecto a
cualquier condición inicial, entonces el sistema (2.1) admite un observador
continuo (4-l)~(4-2) con tp{z,u) = Lj^ (q"1 (£,«),«) y parte algebraica

En este capítulo los resultados de Xia y Zeitz (1997) son complementados
en el sentido de que ya no se requiere la continuidad Lipschitz de la forma
de n-observabilidad (2.18)-(2.19). Esto se hace porque en general, cuando
el mapa de n-observabilidad es sólo un semi-difeomorfismo, la forma normal
de observabilidad no resulta Lipschitz, sino tan sólo continua.

4.2. Semi-equivalencia de trayectorias y la forma
de n-observabilidad

Considérese un mapa suave inyectivo $: X ~» Mn y denótese su imagen
como Z ~ $(X). De acuerdo al Lema 3 de Xia y Zeitz (1997), í> es un semi-
difeomorfismo con una inversa continua $~l: Z —>• Rn. Usando este mapa
como transformación de coordenadas z = $(x), x — ^~1(z)i el sistema (2.3)
queda (Schaffner y Zeitz, 1999)

i = f (z), z(0) =z0> y = h{z\ (4.6)

donde

y h = ho§~\ (4.7)

Cuando í> no es un difeomorfismo, pero tiene una inversa continua $ - 1 ,
entonces se puede diseñar un observador continuo con la parte dinámica
implantada en las coordenadas transformadas z y una parte algebraica o
estática implantada con $ - 1 . Por ejemplo, un observador continuo de tipo
Luenberger está dado por

¿ = f(z) -\- l(z) \v - h(z)l ¿(0) = $(xc\) = zn (A 8)
x - $"x(f). (4.9)



4.2. Semi-equivaJencia de trayectorias

Dado que $> 1 es continua, en general los lados derechos de (4.7) tan sólo
son continuos. Por lo tanto f en (4.6) resulta ser localraente no Lipschitz y
el sistema (4.6) podría perder la propiedad de unicidad de soluciones para
algunas condiciones iniciales, mientras que el sistema original (2.3) en efecto
satisface esta propiedad.

Ejemplo 4.2 Considérese el siguiente sistema de segundo orden:

XÍ = S4, 3¡2--xu y-xt (4.10)

definido en X = R2. El mapa de observabilidad es el mismo que para el Ejemplo 4.1;
véase (4.4). Su forma de 2-observabilidad es

¿i = 22» ¿2 - ~Zziz\f*, y^zu (4.11)

con su lado derecho no Lipschitz en el conjunto {z: zi ~ 0} con <p(z) = ~%z\z^ •
Además tiene múltiples soluciones para las condiciones iniciales ZQ = [a, 0]T, a €
E \ {0}, que corresponden a XQ = [«, 0)T. Estas condiciones iniciales son puntos de
equilibrio para (4.11), mientras que el sistema original (4.10) sólo tiene al origen
como único punto de equilibrio. Queda claro entonces que tanto z (i; [a,0]T) —
q2 (x(t; [a,Q)T)) como z (t;[a,0]T) = [a,0]T son soluciones al mismo problema de
valor inicial de (4.11). Un observador continuo (4.1)-(4.2) no puede ser construido
para este sistema.

Para construir observadores usando la transformación $, se necesita algún
tipo de correspondencia entre las trayectorias de estado de los sistemas (2.3)
y (4.6)-(4.7). El concepto de equivalencia de trayectorias de Xia y Zeitz
(1997) se extiende aquí para estos casos.

Sea Z(t;zo) el conjunto of soluciones (trayectorias de estado) del siste-
ma (4.6) que pasan por ZQ en í — 0, y sea Y(t;zo) el conjunto correspon-
diente de trayectorias de salida.

Definición 4.1 El sistema (2.3) se dice semi-equivalente en trayectorias al
sistema (4.6) si existe un mapa inyectivo $: X -+ Z, tal que sí x(t;xo)
y k(x(t\xo)) son las trayectorias únicas del estado y la salida del siste-
ma (2.3); entonces $(x(í;aío)) y h($(x(t;xo))) son trayectorias del estado
y la salida del sistema (4.6).

Adicionalmente, para cada ZQ € Z existe una única trayectoria z(t; ZQ) €
Z(t'tZo) de (4.6), tal que $~l(z(t\zo)) es la trayectoria única del estado del
sistema (2.3), y h(x(t;^-1(z0))) = h{z(t\zQ)) € Y(t;z0).

Cuando ZQ = $(aco)> esía equivalencia se denota x(t;xo) ^ z(t\zo)}

donde z(t;ZQ) € Z(í; $(XQ)) es única para cada x(t\XQ).
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Nótese que esta equivalencia se define sólo en una dirección; un sistema,
e.g. (2.3), es semi-equivalente en trayectorias a otro, e.g. (4.6)-(4.7), pero
no se puede decir lo contrario.

En general para diseñar la parte dinámica (4.8) de un observador conti-
nuo, algunas propiedades de observabilidad del sistema (4.6) deben ser satis-
fechas. Recuérdese que un sistema se dice observable si la indístinguibilidad
de salida de dos estados iniciales implica la identidad de estos dos esta-
dos iniciales (Nijmeijer y van der Schaft, 1990) (véase la Sección 2.1). Para
sistemas con unicidad de soluciones, la observabilidad implica una correpon-
dencia una-a-uno entre la salida y las trayectorias del estado. Sin embargo,
para sistemas sin soluciones únicas, podría suceder que para la misma con-
dición inicial se tengan dos trayectorias (soluciones) distintas del estado,
pero si sus salidas son idénticas entonces aún así seguiría considerándose
observable. Se requiere una propiedad más fuerte que la observabilidad.

Definición 4.2 El sistema (4.6) se dice observable en trayectorias SÍ cada
trayectoria de salida corresponde a una y sólo una trayectoria de estado.

Nótese que la observabilidad en trayectorias se reduce al concepto usual
de observabilidad para sistemas con soluciones únicas, para los cuales cada
condición inicia! genera una única trayectoria de estado.

Proposición 4.1 Dado un sistema observable (2.3), sí el mapa $ es un
semi-difeomorfismo de X a Z y el sisteam transformado (4.6) es observable
en trayectorias, entonces el sistema (2.3) es semi-equivalente en trayectorias
al sistema (4.6),

Prueba: De la ecuación (4.7) es obvio que si x (í; XQ) es una trayectoria de
estado de (2.3), entonces $ (x (£; XQ)) es una trayectoria de estado de (4.6)
pasando por ${xo) en í = 0, con lo que se prueba el primer requerimiento
de la Definición 4.1. Para probar el segundo requerimiento considérese la
trayectoria de estado x (t;^~1(zQ)) del sistema (2.3). Usando la primera
parte de esta prueba, ^ (x(t;^1{zo))) es una trayectoria de estado del
sistema (4.6), pasando por $($~~l{z0)) = z0 en t = 0. Por (4.7) sucede
quey(t;$-l(zQ)) = h (x (t;$-l(z0))) = h(^(x(t^~l(z0)))). Dado que
el sistema (4.6) es observable en trayectorias, esta salida corresponde a la
trayectoria única

z (i; 20) = <J> (x (i; *-\zo))) € Z(t; z0).

Por lo tanto,
S-l(*(i;*o))=s(t¡*-l(*o)) (4.12)
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es una trayectoria de estado del sistema (2.3). D

Dado que la parte dinámica del observador es en sí misma un observa-
dor para el sistema transformado (4.6), la convergencia en estas coordenadas
debe implicar lo mismo en las coordenadas originales por medio de la par-
te algebraica. Esto verdaderamente sucede, como lo muestra la siguiente
proposición.

Proposición 4.2 Sea £(t) una función del tiempo evolucionando en Z. Si
$ es un semi-difeomorfismo de X a Z con í»"1 uniformemente continua en
Z, tal que el sistema (2.3) sea semi-equivalente en trayectorias al sistema
(4.6), entonces

| |C(í)-*(t;*o)| |-»O (4.13)

implica

Ir'm-^tir'wilho (4.14)
siempre que x (t\®~1 (z0)) ^ z ( í ; z 0 ) .

Además, para cada e > 0, existe T > 0 y Ó (e) > 0, tal que

e para toda t > T (4.15)

implica

| $ - 1 (C(t))-~x(t;$-l(z0))\\ < 6 para toda t > T. (4.16)

Prueba: La semi-equivalencia de trayectorias implica una correspondencia
entre trayectorias de estado válidas. La continuidad uniforme de $ - 1 implica
de (4.13) que

Usando la prueba de la Proposición 4.1 y la observabilidad en trayectorias,
se satisface (4.12); por lo tanto también se satisface (4.14). La segunda parte
se infiere de la continuidad uniforme de <E>~!. D

Considérese el mapa de n-observabilidad (2.8). Si éste es globalmente
invectivo, entonces es un semi-difeomorfismo (véase el Lema 3 del artículo
de Xia y Zeitz (1997)) y puede ser usado como la transformación $ para
diseñar el observador continuo. Una propiedad crucial de un mapa de n-
observabilidad inyectivo es la siguiente

Proposición 4.3 Un sistema en la forma normal de observabilidad (2.18)-
(2.19) es estructuralmente observable en trayectorias.
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Prueba: Es obvio que dos trayectorias de salida distintas corresponden
a trayectorias de estado distintas pues y = z\. Ahora se prueba que dos
trayectorias de estado distintas z (t;zo^) =¿ z (í;zo^) generan diferentes
trayectorias de salida. La solución única a la ecuación diferencial escalar
¿fc_i = Zk es

la cual, para diferentes z¿' (t;z0^), i — 1,2, resulta en trayectorias escaía-
res distintas %-i (í;^o^), porque 4 (t;zo®) son funciones absolutamente
continuas del tiempo y por tanto deben ser diferentes en un conjunto con
medida no cero. Entonces sus integrales también deben ser diferentes. Ite-
rativamente, distintas z£' (t;zo^) implican z± (£;zo^) distintas, lo cual

significa que yw (í; V 1 } ) é ym ( W 2 ) ) -
En la forma de n-observabilidad (2.18)—(2.19), la no unicidad de solucio-

nes sólo puede ocurrir para la ecuación diferencial escalar zn = y>(z). Aún si
esto sucede para alguna condición inicial, la discusión anterior muestra que
sus trayectorias de salida son distintas. D

Las Proposiciones 4.1 y 4.3 implican que el sistema original (2.3) es
semi-equivalente en trayectorias a la forma de n-observabilidad (2.18)-(2.19)
por medio del semi-difeomorfismo qn. Adicionalmente, gracias a la Propo-
sition 4.2, un observador en las coordenadas de observabilidad (2.18) puede
usarse como la parte dinámica de un observador para el sistema (2.3), mien-
tras que q^1 puede ser usado como la parte algebraica sí es uniformemente
continua.

4.3. El observador aproximado de alta ganancia

Cuando la no linealidad ip definida por (2.20) es Lipschitz; se puede
implantar un observador exponencial para el sistema (2.18)-(2.19) con uno
de alta ganancia (Gauthier et al, 1992). En la siguiente sección, en vez de
tratar de diseñar un observador exacto para el sistema (2.18)-(2.19) con
una no linealidad <p no Lipschitz, se propone el observador e-aproximado
de alta ganancia. Este tipo de observador asegura la convergencia del error
a una bola del origen de radio arbitrario en un tiempo finito. La segunda
implicación (4J5)-(4.16) de la Proposición 4.2 muestra que también existe
convergencia aproximada en la coordenadas originales (2.3) si la inversa q™1

es uniformemente continua, Le. para un e > 0 dado, existe una T > 0 tal
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4.3. Observador aproximado de alta ganancia

que

| |«(Í;ZO,/Í(ÍC(Í;ÍCO))) -aj(t;a;o)|| < £ para toda t > T. (4.17)

El observador e-aproximado de alta ganancia que aquí se propone tiene
la siguiente estructura:

é = ÁnÉ + Bn<p(z) + í S ^ C j [y - Cnz], ¿(0) - qn(xQ), (4.18)

* = <C1(á), (4-19)

donde las matrices A^, B n y Cn están dadas por (1.12), ia matriz positiva
definida S# resuelve la ecuación algebraica de Lyapunov (2.24) y la función
escalar no lineal (p aún no se define, pero es similar, aunque no necesaria-
mante igual a la tp dada por (2.20).

Nótese que en un subconjunto compacto F c 2 , cualquier función con-
tinua (p(z) puede ser reescrita como

), (4-20)

donde ipi es una función Lipschitz en todas partes, satisfaciendo

y WdSz) es continua (quizá no Lipschitz). Además (pi se puede escoger tal
que para una $ > 0 dada se cumpla lo siguiente:

süp\tp(z) ~ <pL(z)\ =SUP|V?AWI - ñ- (4-22)

Esto es posible para cualquier S > 0 y todo compacto F, como consecuencia
del Teorema de Sfcone-Weierstrass (Rudin, 1976).

Teorema 4.2 Para un sistema en la forma de n-observabilidad (2.18)-
(2.19) con tp continua existen 0 > I suficientemente grande y una función
continua <j>, tal que (4-18) es un observador e-aproximado de alta ganancia
con e > 0 arbitrariamente pequeño.

Prueba: La prueba de este teorema sigue muy de cerca la prueba propuesta
por Gauthier et al. (1992) que se explica en ¡a Sección 2.3.3. Defínase e(t) —
z(t;zo,y(t)) — z(t\zo), donde Z(1\ZQ) y z(t;zo,y(t)) son, respectivamente,
la solución de (2.18) y la solución de (4.18) forzado por !a salida (2.19).
Entonces

¿S^CjCn) e + B n W(z) - <?(*)] • (4.23)
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Capítulo 4. Observadores aproximados continuos de alta ganancia

Propóngase ía función de Lyapunov V(é) = eTS$e = | |c | | | . Esto se permite
porque la teoría de Lyapunov también es válida para sistemas continuos
(Bacciotti, 1992). Sígase la prueba de la Sección 2.3.3, reemplazando a ip(¿)
por (p(z) hasta que

(4.24)

¿Cómo debe escogerse la función <p para asegurar la convergencia aproxi-
mada de e(í) al origen? Una posibilidad es escoger <p = tp, la cual se puede
descomponer como en (4.20), con <¿>z, satisfaciendo (4.21) y (¿>A satisfaciendo
(4.22) en un subconjunto compacto V c Z. Entonces

(4.25)

Usnado esta desigualdad en (4.24),

y gracias a (2.31), finalmente

át
V

0n~\
(4.26)

con 7 = \& — K} donde K '" y v = 5^/Sinin. Escójase 6 tan grande
como para que 7 > 0, y por lo tanto

< lle(0)||s^exp(-7í] 4- v
T ( l -exp[-7Í]) . (4.27)

Ahora úsense ías desigualdades (2.31) para expresar este resultado con la
norma euclideana:

Ci
exp [-7í] —

C17
exp (4.28)

Queda claro que el primer término decae exponenciaímente a cero conforme
i - » » . Sin embargo, el segundo término crece también exponenciaímente
al valor v/(ci7). Por lo tanto, escogiendo una /? > 1 (ligeramente mayor),
existe una T > 0, tal que

«Wll v para toda t > T y cualquier e(0) eT C Z. (4.29)
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De hecho no es difícil ver que la cota superior para T depende del error
inicial e(0) si C27^72~1||e(0)|| > 0v y está dada por

T < - lo*
7 (3-1

(4.30)

y T = 0 en otro caso. D

Comentario 4.1 Conforme la ganancia 0 se incrementa, decrece la cota
final pv/(c2"y). Nótese, sin embargo, que para aplicaciones prácticas la ga-
nancia 9 no debe ser demasiado alta. De lo contrario existe un sobrepaso
inicial en la cota del error ||e(í)|| debido al término multiplicativo (97*"1

en (4.28).

Comentario 4.2 Para cualquier descomposición (4.20) con ¡p^ satisfacien-
do (4.21) y <PA satisfaciendo (4.22) siempre es posible encontrar una ganancia
6 suficientemente alta para lograr, ya sea una tasa mínima de convergencia 7,
o una cota final deseada 0v/(c2/y). Sin embargo, es imposible saber estos va-
lores con certeza, puesto que no se sabe a priori cuál desocmposición (4.20)
es la que realmente está siendo usada por eí observador (en el sentido de la
prueba, por supuesto).

Comentario 4.3 En un trabajo anterior (Moreno y Vargas, 2000) se mues-
tra que (p también puede escogerse como alguna aproximación Lipschitz ip^.
Simplemente modfíquese (4.25)

\${Z) - ¥>(*)! < \<PL(¿) - <PL(*)\ + I M * ) | ^ ¿IM¡ + l¿> (4-31)

tal que v = \&yj$\n,n y entonces puede seguirse el resto de la prueba. La
ventaja de este planteamiento es que tanto la tasa mínima de convergencia
7 como la cota final /?u/(ci7) pueden ser explícitamente calculadas. Sin
embargo, tiene la desventaja de necesitar ía aproximación Lipschitz ¡pi.

Comentario 4.4 Si tp deja de ser Lipschitz sólo en un subconjunto com-
pacto de 2 y las trayectorias transformadas de (2.3), i.e. qn(x(t;xo)), per-
manecen fuera de este subconjunto, entonces <¿>A = 0 y por !o tanto (4.18)
se vuelve un observador exacto.

El siguiente teorema, que usa el resultado del Teorema 4.2 para eí di-
seño de observadores ¿-aproximados contmuoa de alta ganancia —con parte
algebraica—, ahora puede ser presentado sin necesidad de prueba.
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Capítulo 4, Observadores aproximados continuos de alta ganancia

Teorema 4.3 Para un sistema (2.3), cuyo mapa de n-observabilidad qn

es globalmente inyectivo en X con una inversa uniformemente continua
q^1, existe una ganancia 0 suficientemente alta, tal que (4.18)-(4.19) es
un observador e-aproximado continuo de alta ganancia en algún subconjun-
to X' - q"1^') con Zf C qn{X).

Comentario 4.5 EL observador aproximado (4.18) converge a una vecin-
dad de cualquier trayectoria solución de la forma normal no Lipschitz (2.18)-
(2.19). Dado que el término corrector depende de la salida única del siste-
ma (2.3), cuando (4.18) es usado como parte dinámica de un observador,
éste converge a la trayectoria solución única de (2.18)-(2.19) correspondien-
te a esta salida en particular, i.e. qn(x(t;xo)) (recuérdese la propiedad de
observabilidad en trayectorias).

Comentario 4.6 Así como en el Corolario 4.1? estos resultados pueden ex-
tenderse a sistemas forzados (2.1), siempre y cuando la función de entrada
sea suficientemente diferenciable, usando el mapa de n-observabilidad de-
pendiente de la entrada qn(a*,ií) (Zeitz, 1989; Zeitz, 1998). Por supuesto
este mapa debe ser inyectivo para cualquier entrada admisible y la inversa
qñH^íM) debe ser continua, i.e. el sistema (2.1) debe ser observable para
toda entrada (Gauthier et al., 1991).

Ejemplo 4.2 (continuación) El observador e-aproximado (4.18)-(4.19) usan-
do <p = ip estaría dado por

,2/3 [y (4.32)102 l y u u i /
. Á J L 2r

En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestran resultados de simulación. La primera figura
muestra ambos estados x± y x%, mientra que la segunda muestra la evolución del
error e2 — ¿2 ™ 2̂- Corresponden a a;o — [1,1]T, i.e. q2(#o) = (1,1]T, y z$ - [l,0]T.
La ganancia es $ ~ 5. Nótese que para esta condición inicial la forma de n-obser-
vabilidad (4.11) no tiene soluciones únicas. Para comparar, en la segunda figura
también se muestra el resultado empleando un observador e-aproximado con una
aproximación Lipschitz <p{z) = ^L{Z) — -3^1^(22), donde ^(22) € C° aproxima
a zl/$ cuando \z%\ < 0,05; la ganancia $ es la misma. Es evidente que se obtienen
mejores resultados si no se construye explícitamente una aproximación <pL.

4.4. Resumen

Cuando el mapa de n-observabilidad (2.8) es sólo un semi-difeomorfismo,
la no linealidad característica <p en la forma de n-observabilidad (2.18)-(2.19)
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4.4. Resumen

Figura 4.1: Trayectorias de estado [—] para el Ejemplo 4.2 y el observa-
dor (4.32) [• • •) usando <p — <p y 0 — 5.

0

-0.5

i
wi th 4>L

with §

•vr

/ "

Figura 4.2: Error 62 = x<¿ —x<¿ para dos observadores e-aproximados de alta
ganancia para el Ejemplo 4.2: uno con <p = <p [—] y otro con <p = ipi [•••].
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tan sólo se garantiza continua. Si ésta no es Lipschitz, entonces no se puede
realizar el diseño de un observador continuo de alta ganancia. Sin embargo,
usando ía misma estructura se obtiene un observador e-aproximado de alta
ganancia, tal que las trayectorias del error son uniformemente finalmente
acotadas en una vecindad e del origen. El valor de e puede hacerse tan
pequeño como se desee incrementando la ganancia 6 del observador, pero
esto puede tener efectos secundarios indeseables, como mayor sensibilidad a
ruido y un sobrepaso grande en la estimación. El observador e-aproximado
de alta ganancia también puede ser implantado reemplazando la función <p
por una aproximación Lipschitz continua y?¿.
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Capítulo 5

Observadores basados en
eventos

La existencia de la forma de n~observabiíidad (2.18)—(2.19) requiere que
por lo menos el mapa de n-observabilidad (2.8) sea inyectívo. Si este mapa
es difeomórfico, entonces la forma de n-observabüidad es suave y puede ser
usada para el diseño de un observador clásico de alta ganancia. Si esta supo-
sición se relaja a un semi-difeomorfisrno como se muestra en el Capítulo 4,
entonces la no Hnealidad y» es al menos continua; para este caso se proponen
los observadores continuos o aproximados. En este capítulo se considera el
caso en que la ínyectividad del mapa de n-observabilidad (2.8) no se satisface
para un conjunto de puntos de entrada mala A¿f (véase la Definición 2.1)
y por lo tanto no es posible definir globaímente una forma de n-observabili-
dad. Sin pérdida de generalidad se pueden considerar sistemas r-observabies
con r > n si previamente se ha realizado una extensión de orden (véase el
Capítulo 3).

El problema de diseño de observadores prácticos para sistemas no lineales
que admiten entradas malas ha sido poco estudiado en la literatura. Para
sistemas bilineales y afines en los estados la solución consiste en permitir
únicamente entradas estrictamente persistentes y diseñar un observador de
alta ganancia convencional (Ceíle, Gauthier y Sallet, 1989; Oelle, Gauthier,
Kazakos y Sallet, 1989; Hammouri y De León Morales, 1990; Glumineau y
López-Morales, 1999). Para cierta clase de sistemas no lineales, otra posi-
bilidad es aprovechar ciertas propiedades estructurales (e.g. detectabilidad)
(Resangon y Hammouri, 1996; Besangon, 1999). Aquí se propone el uso del
observador basado en eventos (OBE), la cual es aplicable a una clase más
amplia de sistemas no lineales observables. Se basa en identificar el conjun-

49



5.1. Eventos y la, forma de seudo-observabilidad

to de puntos de entrada mala X§ y restringir las trayectorias a que sean
de algún modo admisibles. Antes de explicar su diseño, en la siguiente sec-
ción se definen los eventos y vse introduce la forma de seudo-observabilidad.
Posteriormente se presenta el OBE continuo de alta ganancia y su prue-
ba de convergencia (aproximada). Finalmente se discute una posibilidad de
implantación en las coordenadas originales del sistema a observar.

5.1. Eventos y la forma de seudo-observabilidad

Dado que no se satisface la inyectividad del mapa de n-observabilidad
del sistema (2.1) para aígún conjunto de puntos de entrada mala X§, no es
posible contruír una forma de n-observabilidad (2.18)-(2.19) usando (2.20).
¿Será posible contruir algo similar, cuyas trayectorias asemejen aquellas de
la salida y(t) y sus derivadas? En esta sección se da una respuesta positiva
a esta pregunta: la forma de seudo-observabilidad. También se definen el
concepto de evento y un subconjunto de trayectorias admisibles para el
diseño de observadores basados en eventos (OBEs).

5.1.1. El mapa de suspensión

Para evitar la parametrización del mapa de n-observabilidad (2.8) por el
vector u de la entrada y un número finito de sus derivadas, recuérdese que
Xu_ representa el espacio de entradas-estados -YxWy considérese el mapa
de suspensión Qn (Jouan y Gauthier, 1996), definido por

. Q,
U

(5.1)

El mapa de suspensión es entonces el mapa de n-observabilidad qn, junto
con una transformación identidad de la entrada u. Es evidente que este
mapa es suave si qn lo es. Además Qn es inyectivo en todas partes excepto
en el conjunto de puntos de entrada mala X®. Restringiendo el dominio de
Q^ al complemento del conjunto de puntos de entrada mala1

Aj¿ — <v¿ \ Xu_ , (.o.zj

existe una inversa (izquierda) Q"1 : Qn ÍXy\ —* X$ con un dominio res-

tringido, que es la imagen de Xff bajo Qn.

1Xi[ es el conjunto de puntos de entrada buena; por eso el superíndice G (del inglés).

50



Capítulo 5. Observadores basados en eventos

5.1.2. Vecindad de puntos de entrada mala y otros conjuntos

Construyase una vecindad abierta al conjunto de puntos de entrada mala
X§. Por ejemplo considérese la siguiente vecindad e del conjunto de puntos
de entrada mala2 X$

Nc = {(x,u) e Xu- d ( # ! , (ÍB,«)) < c} (5.3)

donde d(y,y) es la distancia del punto y al conjunto y. No todas las ve-
cindades abiertas contienen una vecindad e, como se puede mostrar con
ejemplos sencillos (von Querenburg, 2000). Sin embargo, la notación M€ es
usada en el resto del capítulo para denotar una vecindad abierta de X^} aún
cuando no sea una vecindad e o no contenga alguna.

Ahora construyase e! complemento de Afe en W1 x W, que es cerrado por
definición,

Veáse la Figura 5.1 para visualizar mejor estos conjuntos.

Figura 5.1: Los conjuntos % , X$, Áf, y

Considérese un subconjunto compacto X^ de Xu_ y defínase

K = Xgf\Htom''p. (5.5)

El conjunto K es compacto, porque X$ es compacto y A/?077^ es cerrado,
así que Qn{K.) es compacto (véase ei Teorema A.2). El conjunto K es repre-
sentado esquemáticamente en la Figura 5.2. Además, dado que K, c X^no

Las definición de vecindad e y otros conceptos topológicos aparecen en el Apéndice A.
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5.1. Eventos y la forma de seudo-observabilidad

contiene puntos de entrada mala, Qn con dominio restringido a K es invecti-
vo y la inversa Q^1 restringida a Qn(IC) es continua (véase el Teorema A.3).
Llamando Q~L a esta inversa restringida se tiene que

(5-6)

Figura 5.2: Los conjuntos yic.

5.1.3. La forma de seudo-observabilidad

Los conjuntos definidos anteriormente resultan útiles para contruir la
formo, de seudo-ob&ervabilidad. Sus trayectorias de estado asemejan la ima-
gen bajo qn de las trayectorias del sistema original (2.1), i.e. su salida y
primeras n — l derivadas temporales. Esta forma de seudo-observabilidad se
usa posteriormente en el análisis de convergencia del observador basado en
eventos que se propone en la Sección 5.2.

Nótese primero que si sólo se considera el conjunto JC, entonces la no
linealidad (p en (2.18) puede ser unívocamente definida, i.e.

(5.7)

pero esto aún no es suficiente. Se debe extender el dominio de <p para que
también incluya puntos fuera del conjunto Qn(K). El siguiente teorema re-
sulta útil para este propósito.
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Teorema 5.1 (Tietze) (von Querenburg, 2000) Sea X un espacio métri-
co, y un subconjunto cerrado de X y f: y —> [0,1] una función continua.
Entonces f tiene una extensión continua g: X —> [0,1].

Dado que Qn(/Q es compacto (i.e. cerrado y acotado) y la inversa Q~ ̂  es
continua, por el teorema anterior es posible "completar" a Q™^ y proponer
una función continua QJ

n con las siguientes propiedades:

Ahora se puede construir una función no lineal (p, tal que

tp:

(5.8)

(5.9)

Comentario 5.1 El Teorema de Tietze 51 también puede ser empleado
para proponer a (p sin necesidad de extender previamente la inversa res-
tringida Q™^ y después usar la ecuación (5.9). Construyase <p¡c usando la
ecuación (5.7) y después extiéndase su dominio; el teorema puede ser usado
porque Qn(K) es compacto y <ptc es continua. Entonces <£|Q ,JQ = <p£.

Ejemplo 5.1

con X = K2

{y-u)x2 y
y U_ = E2 . El sistema es 2-observable, ya que y ~ L{

(5.10)

{x% —u)x>¿

u)
«)

Los puntos de entrada mala están dados por Xu = {(as,Si) € IR4

x — [xítx%]T y u = \u,ü]T. Se puede construir ia vecindad e como
S 4 : \xi - ti| < e}. Nótese que

Dado que Lj h

u, ú\ condominio Q n

ú)X2 - (a;i — u)xi, entonces

{y - u)y.
y ~u
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5.1. Eventos y la forma de seudo-observ&bíHdad

Para construir <£, propóngase una aproximación continua a I/(y — u) en la vecindad
\y — u\ < e. Por ejemplo usando

entonces (p puede ser construido como

^(*j3í) = (22 —^2) -^et-2! ~u) ~~ zl +W-21- (5.15)

Supóngase que £ puede ser construida Lipschitz continua en todas partes
y si no, que puede ser aproximada por una función Lipschitz. Considérese

¿ = An<¿ + B^fCt í ) , ¿(O) = <0) y = CnC (5.16)

con An, B n y Cn dadas por (1.12). Si %o € /C y la trayectoria x(í; a?o, t*(í))
de (2.1) permanece en K paraí 6 [0,X], T> 0, y además Co = qn(xo,M(O))5

entonces la trayectoria C(¿;CO>MW) ^ e (5-16) corresponde a j/(í) con y =

7, ?> t/ i P° r supuesto sólo mientras t € [0,T|.
Tan pronto como t > T, la trayectoria del estado de (5.16) deja de

parecerse a la salida de (2.1) y sus derivadas. Sin embargo, se sabe que la
salida y sus derivadas son funciones continuas del tiempo. De hecho pueden
ser calculadas dadas las trayectorias de (2.1) usando las derivadas de Lie
dependientes de la entrada (2.9). Considérense entonces la función continua
en el tiempo

í>; E + ~» R, Q € C°, g(t) - ££>(x(£),«(i)) , (5.17)

y el sistema

Bní?(t), *(0) - qJiüo^tO)),

Viendo a ¿»(í) como una señal externa al sistema (5.18) -^generada usando
el sistema (2.1)— es evidente que las soluciones z(t;q_n(xo,u(O)),g(t)) son
iguales a las trayectorias qn(ac(í;xo,ie(í)),tt(í)), que a su vez corresponden
a y(t). Defínase ahora la señal 6: M+ —> R

ó(t)^&(t)~<p(z(t),u(t)), (5.19)

donde (p se ha construido usando el Teorema de Tietze 5.1, extendiendo el
dominio de fie de Qn(K) a R n x W ; véase e.g. (5.7).
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Proposición 5.1 La señal S(t) posee las siguientes dos propiedades:

1. 5: M+ —* R es (absolutamente) continua en todas partes,

2. 8 (i) = 0 cuando (&(t),u(t)) € K, o bien cuando (z(t),u(t)) G Qn(K),

Prueba: Dado que (5.17) es continua con respecto ai tiempo, las solucio-
nes z(t) de (5.18) también son funciones continuas del tiempo. Además <p
también es continua, de tai manera que de su definición (5.19) se infiere que
5(t) también es continua.

La segunda propiedad se desprende del hecho que z(t) asemeja a j/(í).
De la construcción de <p es claro que <p(t) y g(t) coinciden en fC\ por lo tanto
6(t) - 0. D

Usando (5.19), otra manera de escribir (5.18) es3

z(t) - Anz(t) + Bn [$>{*(*),«(*)) + 5(t)\, z(0) , ( ,

Esta forma (5.20) es llamada la forma de seudo-observabilidad del siste-
ma (2.1). Sus trayectorias reproducen exactamente las de y(í), la salida y
del sistema y sus primeras n - 1 derivadas temporales. La construcción de
esta forma de seudo-observabilidad se muestra esquemáticamente en la Fi-
gura 5.3. Nótese que esencialmente (5.20) es similar a la forma usual de
n-observabilidad, pero los "defectos" en la no linealidad característica <p son
corregidos por una señal externa 6(t). Esta señal no puede ser medida, pero
tiene las propiedades de la Proposición 5.1, las cuales resultan útiles en el
posterior análisis.

5.1.4. Eventos y trayectorias admisibles

Evidentemente, no se puede hacer uso de la señal Ó(t) en la implantación
de un observador, pero sus propiedades pueden ser usadas para el diseño.
Una trayectoria que permanece cerca de los puntos de entrada mala o fuera
del conjunto fC genera una señal 6(t) diferente de cero en la forma de seudo-
observabilidad (5.20). Por lo tanto es deseable restringir las trayectorias del
sistema para que generen una señal \8(t)\ que al menos sea acotada. Esto se
hace con la misma motivación que la condición de excitación persistente en
control y observación adaptable (Sastry y Bodson, 1989; Besangon, 2000),

*Se hace énfasis a la dependencia del tiempo, pero luego se elimina en la notación.
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5.1. Eventos y la forma de seudo-observ&bilidad

Figura 5.3: El sistema original y la construcción de la forma de seudo-obser-
vabilidad (5.20) (enmarcada)

o las entradas regularmente persistentes necesarias para el diseño de ob-
servadores para sistemas bilineaíes o afines en los estados (Celle, Gauthier,
Kazakos y Salíet, 1989; Hammouri y De León Morales, 1990; Glumineau y
López-Morales, 1999). Así, no se permite que las trayectorias permanezcan
por mucho tiempo cerca de los puntos de entrada mala.

Definición 5.1 Para un conjunto compacto K y una no linealidad (p, una
trayectoria x(t;xo,u(t)) del sistema (2.1) se dice ¿M-admisibíe (para el di-
seño de observadores basados en eventos) con ÓM > 0 finita sí la señal |á(f)¡
de su forma de seudo-observabilidad es acotada por ÓM, i-e.

${t)\ < $M para toda t > 0. (5.21)

Cada vez que una trayectoria sale del conjunto compacto K, la señal &(t)
deja de ser nula. La cota $M sobre la señal 5(t) de alguna manera implica
que las trayectorias no salen de fC (incluso de AjJ7) por periodos prolongados
de tiempo y cruzan los puntos de entrada mala" suficientemente rápido. De
lo contrario, la señal S(t) podría crecer demasiado. Los periodos fuera de K
son llamados eventos.
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Definición 5.2 Dada un trayectoria or(t;aío,tí(í)) del sistema (2.1), abre-
viada x(t), construyase el vector u(t) correspondiente a la función de entra-
da u(t) y considérense la vecindad abierta N€ C Xy_ y el conjunio compacto
K, dado por la ecuación (5.5). El i-ésimo evento A* — (t¡n

yt?
ut) es el inter-

valo de tiempo tal que

(xlt)1u{t))€Koomp = Ak¿\K para toda t€A¡. (5.22)

Para cada trayectoria x(t;xo,u(t)) correspondiente a una entrada u(t)
existe una secuencia de eventos {AJ, AJ, - - } que puede o no ser finita, e
inlcuso puede ser vacía. En casos extremos, e.g. una función de entrada
mala, puede existir un único evento: AJ = (0, oo).

Comentario 5.2 Si sólo se consideran trayectorias para las cuales los even-
tos son finitos, i.e. £?ut -tf es finito, y no ocurren escapes a infinito durante
los eventos, entonces éstas son 6M-admisibles para algún $M > 0. Esto se
ve fácilmente recordando la propiedad de continuidad de 5(t) y el hecho que
<5(¿jn) = <5(¿°ut) = 0, ya que implica que \S(t)\ tiene un máximo df durante
A¿; hágase entonces ÓM = máxidf*. La señal \5(t)\ es pulsante.

En la siguiente sección se presenta el resultado principal del capítulo
como un teorema seguido de su prueba. Luego se discuten algunas conside-
raciones para su implementación.

5.2. Observador basado en eventos continuo de al-
ta ganancia

5.2.1. Resultado principal

Un planteamiento similar al del observador continuo de Xia y Zeitz
(1997) considera un diseño con una parte dinámica en las coordenadas de
observabiíidad z y una parte algebraica para obtener un estimado x en las
coordenadas originales. El observador basado en eventos continuo de alta
ganancia emplea una aproximación de la forma de n-observabilidad usando
<p. Esto conduce a un observador aproximado de alta ganancia que estima a
y{t), la salida y sus primeras n - 1 derivadas temporales. La parte algebraica
se lleva a cabo usando una inversa generalizada Q¿.

Considérese el sistema

+ Bn!p(z,u) + |Sp J C j • ¡y - Cnz), á(0) - z0 (5.23)
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5.2. OBE continuo de alta ganancia

con las matrices A^, B n y Cn como en (1.12). S# es ía matriz que resuelve
(2.24) y <p e C°: W1 x U -> R se construye como se ha explicado en la
Sección 5.1.3.

Teorema 5.2 Considérese un sistema (2.1) n-observable y algún 6M > 0.
Para cualquier vecindad abierta JV*€ del conjunto de puntos de entrada mala,
algún compacto K de (5.5) y la aproximación (p correspondiente, existe un
valor de 9 > 1 suficientemente grande para el sistema (5.23), tal que el error
e(f) = z(t) — y(t) converge a la bola de radio arbitrario s> 0 en un tiempo
finito para cualquier trayectoria ÓM-admisible, te. las trayectorias del error
son uniformemente finalmente acotadas.

La prueba de este resultado se basa en la suposición de que el estado z(t)
de la forma de seudo-observabilidad (5.20) asemeja la salida y sus primeras
n ~ 1 derivadas temporales y(t). Defínase el error e = z - z, cuya dinámica
está dada por

con <p(z,z}u) — <p(z,u) — (p(z,u).

5.2.2. Prueba del Teorema 5.2

Al igual que en la prueba del observador de alta ganancia convencio-
nal (véase la Sección 2.3.3), considérese la función candidata de Lyapunov
V{e) - eT80e. Usando (5.24),

V(e) - eT (AjS, r,z,u) + 2erSeBnS

y empleando la ecuación de Lyapunov (2.24) se obtiene

V(e) - -0eT$de + 2eT$$Bn${z, z, u) + 2eTS&Bn8. (5.25)

Con la norma | |e | | | ^ eTSe y usando la desigualdad de Schwartz,

< -¥ + + (5.26)

y así como en la Sección 2.3.3, de la expresión anterior se obtiene

(5.27)
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donde 7 — \B ~ K con K = -^~~^- y fc es la constante de Lipschitz de
<p (recuérdese que se suposo así). Se puede entonces obtener una expresión
explícita para una cota superior de \\e(i "

. (5.28)

Usando las desigualdades (2.38), esta cota puede ser experesada usando la
norma euclideana:

(5.29)

con

*(*) exp r)] (5.30)

El primer término de la desigualdad anterior (5-29) decae exponencialmente
a cero, a pesar de que puede ocurrir un sobrepaso inicial en la cota de
||e(£)||. El segundo término es una función continua y acotada porque \S(t)
es acotada. De hecho es la respuesta de un sistema lineal de primer orden a
una función forzante \6(t)\. Por lo tanto

s(t) < para toda t > 0. (5.31)

Finalmente, usando el resultado (5.31) en (5.29) se obtiene

Entonces para cada ||e(0)|| existe TE > 0, tal que

e(í)|| < e para toda t > T£.

(5.32)

(5.33)

Eí valor de e se puede hacer arbitrariamente pequeño incrementando el valor
de 7. Para finalizar el diseño del observador, escójase $ — 2(7 + K).

5.2.3. La parte algebraica y algunos comentarios

E) Teorema 5.2 garantiza la convergencia aproximada a cero sólo en
las coordenadas de observabilidad, Le. \\y{t) - después de cierto
tiempo T€ > 0. ¿Acaso sucede esto también en las coordendas originales x?



5.2. OBE continuo de alta ganancia

La respuesta es que sí, pero sólo cuando no ocurre un evento; durante los
eventos no existe ninguna certeza.

La inversa Q"1 es uniformemente continua en Qn(K.)> dado que fC es
compacto. Si las trayectorias están la mayor parte del tiempo en este con-
junto, entonces al menos en K existirá convergencia a cero del error de esti-
mación x = x -x. Por supuesto, durante los eventos no puede garantizarse
nada.

¿Cómo debe implementarse la parte algebraica? No existe una respuesta
definitiva; depende de la intuición deí diseñador, pero ciertamente ayuda
mucho emplear la inversa restringida Q"^ mientras las trayectorias se en-
cuentren en el conjunto K. Una posibilidad es usar la función Q^ definida
en (5.8)4, Le.

a(t) = Q£m«( t ) ) , (5.34)
pero esto puede acarrear efectos no deseados o problemas numéricos (véase el
Ejemplo 5.1 en la siguiente Sección 5.2.4). Otro camino puede ser simplemen-
te mantener un valor constante de x(t) durante el evento y posteriormente
volver a utilizar a Q¿; esto es

* * * í (5.35)
x{tf) cuando í € A*.

En algunos casos también se pueden usar argumentos de continuidad de x(t)
y maneras alternativas para el cálculo de la inversa Q^1. Esto se ejemplifica
posteriormente para el ejemplo del biorreactor del Capitulo 6.

Otros comentarios son los siguientes:

Comentario 5.3 Si S(t) es pulsante y la trayectoria genera una secuencia
de eventos finitos, entonces defínase para el i-ésimo evento

Ti = £'" - í?uti v Ti= t°ut - t'-n (5 36)

Se sabe que \5(t)\ tiene máximos S^ para cada evento A*. Sin importar
que tan grande sea r¿, o que tan pequeño sea T¿, durante A¡ el error ||e(í)||
converge al menos a 5^/7-

Comentario 5.4 Si una trayectoria ¿M-admisible tiene una secuencia de
eventos finita {AJ, AJ,... A*N], entonces defínase ¿^fc = T y por lo tanto
<5(í) = 0 para toda t > T. Queda claro entonces que después del iV-ésímo
evento, se tendrá convergencia exponencial a cero del error e. Esta conclusión

hace un abuso de notación, porque Q^ también incluye un mapa identidad para u,
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se traslada al error de estimación del estado, i.e. \\w - x\\ -»• 0 conforme
t ~~» oo para i > T y así se concluye que la convergencia depende de las
propias trayectorias del sistema (2.1).

Comentario 5.5 El "grosor" de la vecindad abierta Nc y la selección del
conjunto compacto X¡¡ representan un compromiso con el conjunto de tra-
yectorias que son consideradas ¿M-admisibles. Conforme 7Ve se hace más
pequeño, el conjunto de trayectorias <$M~&dmÍsíbles se hace más grande, lo
cual podría parecer benéfico. Sin embargo, usualmente la constante de Lip-
schitz k de la aproximación (p también crece y en consecuencia la ganancia
0 también tendrá que diseñarse más grande.

Comentario 5.6 En el análisis que se ha hecho, el valor de & puede resultar
muy grande. Sin embargo, es probable que una ganancia de menor valor sea
adecuada para aplicaciones prácticas. También, los cálculos de <p y Q^^,
junto con las construcciones de <p y Q¿7 pueden resultar muy complejas
para sistemas de orden superior.

5.2.4. Un ejemplo

Recuérdese el Ejemplo 5.1 y la aproximación q> que se escogió, dada
por (5.15) usando (5.14). La parte dinámica de un OBE continuo de alta
ganancia se íraplementaría

.(#i,o ~ «(0)) &2,o.
(5.37)

Evidentemente, conforme c se hace más pequeño y la aproximación continua
a V(í/ ~~ u) s e n a c e m^s exacta, la constante de Lipschitz de (p crece, nece-
sitándose así un valor mayor para 0. Por otro lado, una e más pequeña hace
que más trayectorias sean consideradas ¿M-admísibles para un 5M dado. El
compromiso es claro.

La parte algebraica de este OBE continuo de alta ganancia podría im-
plementarse usando la inversa aproximada (dependiente de la entrada) <¿
del mapa de 2-observabilidad q2 como se muestra a continuación (compárese
con (5.12)):

u) (5-38)

con ^t(-) dada por (5.14). Sin embargo, cada vez que z\ = u se tiene que
ifte = 0 (véase (5.14)) y por lo tanto el valor estimado de xi es forzado a
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cero. Esto no es deseable, pues se sabe que %i no siempre es cero cuando
y — x\ = z\ = u. La otra posibilidad es proceder como se explica en (5.35);
considérese el conjunto

K = {(á»lt): \h - « ! < € } , é > 0 , (5.39)

y calcúlese el valor de é a partir de (5.38), i.e. #2 — h/ih — u), hasta que la
trayectoria entre al conjunto Á/*e. Este valor se conserva constante hasta que
la trayectoria sale de Aíe (nótese que este conjunto no es la vecindad M€). El
resultado es un estimado x(t) discontinuo, con pequeños "saltos" cada vez
que la trayectoria sale del conjunto Ne.

En la Figura 5.4 se muestran algunos resultados de simulación para este
ejemplo. La condición inicial del sistema es XQ = [ l , l ] r y la función de
entrada es u(t) — -cosí . La ganancia es $ = 20 y la no linealidad (p se
construye como en (5.15) usando (5.14) con e ~ 0,02. El error ez(t) en
coordenadas de observabilidad se muestra en la figura de arriba; nótese el
sobrepaso inicial y cómo el error diverge de cero cada vez que ocurre un
evento. En la figura de abajo se muestra la estimación ^ ( í ) de X2CO usando
el método con "saltos" explicado en el párrafo anterior. La vecindad N€ se
define como en (5.39) con é — 0,14. Nótese que é > e; esto se hace porque
conforme t% diverge de cero durante los eventos, el cálculo de $2 usando
(5.38) tiene problemas numéricos y aparece un pico alto en su valor. AI
permitir que la vecindad Aí€ sea más "gruesa" que A^, estos picos no se
ven inmediatamente después de los eventos y se deja un tiempo para que
fol(z\ — u) empiece nuevamente a converger a X2-

5.3. Implementación en coordenadas originales

5.3.1. Resultado principal

A pesar de que el OBE continuo de alta ganancia de la sección anterior
garantiza la convergencia del error en las coordenadas de observabilidad z
para un conjunto de trayectorias ¿w-admisibles, tiene la desventaja que la
parte algebraica aún debe ser implementada. En esta sección, bajo suposicio-
nes adicionales, se muestra que un observador basado en eventos también se
puede llevar a cabo en las coordenadas originales como en el caso de (2.28).
Considérese

é - f(£,u) + iJ*(á,«) • S ^ C j • [y - h(x)}, (5.40)
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t 15

Figura 5.4: OBE continuo de alta ganancia (5.37) para e! Ejemplo 5.1: error
t2(t) y estimación del estado x(t) (- -) en coordenadas originales x(t) (-—).
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donde la matriz J* se cosntruye como se explica a continuación. Primero
defínase el jacobiano del mapa de n-observabiíidad qn(x, «):

9qn(*,M)-

Ahora considérese la adjunta (única) M(cc,u) del jacobiano J, tal que

3(x,u) -M(x,u) = (detJ(x,tt)) -I (5.42)

con I la matriz identidad. Considérese

B€ = {(#,«): |detJ(acst*)¡ < e}, e > 0 (5.43)

una vecindad abierta de detJ = 0, donde la función 1/detJ: Xj¿ —> R
es discontinua. Al igual que en la Sección 5.1.3, construyase un conjunto
compacto K como en (5.5) usando la vecindad B€ y algún compacto X$.
Luego úsese el Teorema 5.1 (de Tietze) para construir una aproximación
continua (3: Rn xh[ —»• 3R (con dominio extendido) de la función l/det J, Le.

(5.44)

donde f̂̂ 33 = Xu\ B€ es el complemento de B€. Finalmente

J*(ai,ii) == /3(X,M) • M(a: f«). (5.45)

La matriz J* es una aproximación de la inversa J"1 del jacobiano J, tal
que J* = J~l en el conjunto K. Además se satisface lo siguiente:

J(x,u) • J*(x,tí) - I - A(#>M), con A = (1 - p • det J)I. (5.46)

Ahora es posible presentar el siguiente resultado:

Teorema 5.3 Considérese un sistema (2.1) n-observable y algún 5M > 0.
Supóngase que el conjunto de puntos de entrada mala X® está contenido
en la vecindad Bt definida por (5.43) y considérese el sistema (5-40) con
J* diseñado como en (5.46). Para cualquier e > 0 existe un valor de 0 > 1
suficientemente grande, tal que el error e(í) = qn(x(t),u(t))—y(t) converge
a una bola de radio arbitrario e > 0 en un tiempo finito para un subconjunto
de las trayectorias 6M-admisibles.
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La ventaja de usar (5.40) en vez de un observador basado en eventos
continuo de alta ganancia (5.23) es que la parte algebraica ya no debe ser ex-
plícitamente implementada, puesto que el estado estimado está ya accesible.
Adicionalmente no es necesario construir la no linealidad (p. Sin embargo,
tiene la desventaja de que no existe ninguna garantía de que efectivamente
x(t) converja a x(t) durante los eventos, puesto que la convergencia aproxi-
mada se prueba sólo para las coordenadas de observabilidad z.

5.3.2. Prueba del Teorema 5.3

En esta prueba se emplea la forma de seudo-observabiíidad (5.20) del
sistema (2.1), considerando <p de acuerdo con la vecindad B€. Usando la
transformación z = qn{x,u)t el sistema (5.40) queda como

.. i = Anz | Bn [v(z,u) f &] + I (i ~ A) S^Cj" • [y - Cnz), (5.47)

donde se ha usado (5,46), i.e.

§¡f (*.H) • J'(*.s) • Sj 'Cj - (i - A) S^Cl (5.48)

con 5(t) tal que z(t;qn(xo,u(O))}u(t)) asemeje a qn(óe{t;xo,u(t)),u(t)) pa-
ra todo tiempo, y

con f(t)^l-fi(x(l),u(t))-deíJ(x(t),u(t)). (5.49)

Tanto la señal S(t), como la matriz A(í) desaparecen cuando las trayectorias
se encuentran en el conjunto K,

Considérese la siguiente construcción C° de f3 (compárese con (5.14)):

Of \ ¡i**-,, w í l /det J(x,«) si | d e t J | > e
P(x,u) - Wdet J(x,«)) = i ' K - ; . (5.50)

I det J(x,u)/€¿ si de tJ ¡<e ,

tal que ¡3 • det J toma valores en el intervalo (0,1) cuando se está en Bc y es
igual a 1 fuera de este conjunto. Entonces v(t) e [0,1] con i/(t) ~ 0 fuera de
&c y v(t*) = 1 precisamente cuando det J(x(í*)f«(f*)) = 0.

La dinámica del error e — z ~~ z está dada por

é = ( A n - |S^ 1 C^C n )e + Bra^(z,á,t¿)+

( ) |Á1CjCrie. (5.51)
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5.3. Implementación en coordenadas origínales

De manera similar a la prueba de convergencia para el OBE continuo de
alta ganancia, considérese la función candidata de Lyapunov V(e) = eTS$e
y la ecuación de Lyapunov (2.24), tal que

V(e)

2e !, (5.52)

donde se ha usado la definición (5.49) de Á.
Defínase la norma eTSe y úsense la desigualdad de Schwartz,

propiedades de ||Bn^(-)llsí y ^a constante de Lipschitz k de (p\ entonces

d_
dt

\\e\\se < » {\6 - K) \\e\\s9
Se

(5.53)

A partir de propiedades de la matriz S# se puede verificar que e\ < n0||e||Í|
(véase el Apéndice B), de tal manera que la desigualdad (5.53) queda

Kt)||s. < (5-54)

con

Así como en (5.29), se puede obtner una expresión explícita para la cota
superior de ||e(í)||sd y usando (2.31) una cota superior para ||e(í)

j(s)ds

exp ¡. (5.56)

Ahora el problema es que 7(í) no es positiva todo el tiempo, sin importar
cuan grande se escoja a 0. Algún tiempo después de que la trayectoria del
observador entra a la vecindad Be, 7(£) se hace negativa. De hecho esto
sucede cuando

v(t)< 1

+
si 6 — 2(7 + K) para alguna 7 > 0.

Nótese, sin embargo, que 7(4) es acotada por debajo por >y~~n(py-j-K,) (cuando
v = 1). Impónganse entonces las siguientes dos restricciones en las trayec-
torias del observador:
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2.

Las trayectorias x(t;xo,u(0),y(t)) cruzan la vecindad B€ suficiente-
mente rápido como para existir una T7 > 0 (preferentemente pequeña),
tal que

/"*
/ 7(s)ds > 0 para toda í > T 7 ; (5.57)

Jo

8(t) es acotada por alguna 5M > 0, tal que \6(t) — 8{t)\
Este es justamente el subconjunto de trayectorias ÓM-admisibles considera-
das en el Teorema 5.3, y depende de los parámetros del observador (5.40),
es decir de 6>, J* y XQ.

Fuera de la vecindad Be, dado que v(t) = 0, escogiendo 9 > 2(7 + «)
con 7 > 0 se asegura que existe convergencia exponencial hasta una cota
última, tal como se muestra en la prueba del OBE continuo de alta ganancia
(véase la Sección 5.2.2). Cuando se entra a la vecindad, las trayectorias
del error en algún momento empiezan a diverger, porque tanto 7(2) < 0
como \8(t) —8(t)\ ^ 0. Sin embargo, argumentos similares a los presentados
anteriormente muestran que después de salir de la vecindad las trayectorias
vuelven a converger (hasta el próximo evento).

Vale la pena recalcar que las dos restricciones impuestas en las trayec-
torias del observador no pueden ser garantizadas tan sólo a partir de la 6M~
admissibilidad de las trayectorias del sistema, pero son altamente plausibles
si las trayectorias del observador convergen con un margen suficientemente
bueno cuando se encuentran fuera de la vecindad £?e.

5.3.3. Un ejemplo

Volviendo al Ejemplo 5.1, considérese el jacobiano J = dq2/dx de (5.11)
y su determinante

J{x,u) 1 0
$2 %i~u\

detJ ~x\ —u. (5.58)

El conjunto de puntos de entrada mala coincide con el conjunto donde
det J — 0. La vecindad Bt se puede escoger como

e>0.

Usando (5.50), J* se escoge como

3*(x,u) ~

(5.59)

(5.60)
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5.3. Impiementación en coordenadas originales

con /?(»,«) = ip€(3}\ - u) (véase (5.14)). Entonces

x + @(%,u)
9 (x\ — u)

(5.61)

Nótese que en este caso en particular, el conjunto de puntos de entrada
mala depende sólo de variables medibles, Le. la entrada u y la salida y,
de manera que sería más sensato implementar el observador usando y en
vez de x\ en el cálculo de J*. Los eventos entonces serían verdaderamente
detectados en línea.

Los resultados de simularán que se presentan en la Figura 5.5 muestran
el error ~X2{t) — X2(t) - &2(t) para la misma condición inicial y la misma
entrada que en la simulación previa del OBE continuo de alta ganancia
(véase la Sección 5.2.4). La ganancia es $ — 3 y se usa e = 0,2 para el cálculo
de /?. Los eventos se muestran sombreados y son relativamente frecuentes.
A pesar de ello el desempeño es aún aceptable.

0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

evení

0 10 t 15

Figura 5.5: Error ¿2(£) en la implementación de un OBE de alta ganancia
en coordenadas originales (5.61) para el Ejemplo 5.1, mostrando los eventos
(sombreados).
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5.4. Resumen

Se han propuesto observadores de alta ganancia para sistemas no linea-
les (2.1) cuyo mapa de n-observabilidad tiene un subconjunlo relativamente
pequeño de puntos de entrada mala X® en su dominio Xy_. Se les ilama
observadores basados en eventos porque identifican al conjunto de puntos
de entrada mala X§ y proponen una forma aproximada de n-observabili-
dad fuera de un subconjunto compacto K que no contiene una vecindad de
X®. Los intervalos fuera de este compacto K son llamados eventos. La par-
te dinámica se diseña con un observador de alta ganancia que emplea esta
forma de n-observabilidad aproximada y continua. La parte algebraica se
lleva a cabo con una inversa restringida del mapa de n-observabiíidad cuan-
do las trayectorias se encuentran en la imagen de K y con otras técnicas
(quizá heurísticas) cuando se encuentran fuera de este conjunto, i.e. durante
los eventos. Las trayectorias se restringen a ser ¿M-admisibles» lo cual de al-
guna manera garantiza que permanecen en el conjunto K la mayor parte del
tiempo. Bajo restricciones adicionales, es posible implementar el observador
basado en eventos también en las coordenadas originales.



5.4. Resumen
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Capítulo 6

Un biorreactor como ejemplo

Como ejemplo de aplicación de las teorías expuestas en capítulos ante-
riores, en este capítulo se presenta el modelo matemático simplificado de un
biorreactor aerobio empleado para el tratamiento de aguas residuales tóxi-
cas. El modelo tiene dos reducciones de observabilidad: es r-observable con
r — n + 1 y posee un conjunto de puntos de entrada mala que no es vacío.
Se diseña un observador basado en eventos de alta ganancia, pero prime-
ro se realiza una extensión de orden. También se presentan y discuten los
resultados de simulación.

6.1. Modelo matemático

El modelo matemático que se considera es la simplificación de uno de
cuarto orden con dos salidas. El modelo completo y su simplificación se
detallan en el Apéndice C. El modelo usado aquí es el sistema de una salida

- (61 —x{)u. «i(0) = #10,

(í>2 - $2)% «2(0) = #2,0,

y —— dj \ yxj.&j

con dos entradas: u(t) y w(t). La entrada it(í) tiene la restricción integrai
fíu{r}ár < U con U > 0 constante, mientras w(t) depende de u(£)!

w(t) — exp u(r)á T i.e. IÍÍ(Í) = ~v(t)w{t), w{0) - 1. (6.3)

1E1 modelo (6.1)-(6.2) también puede ser visto como uno de 3er orden con w como
estado adicional —con condición inicial fija— y otra salida: y% — w. De hecho, w(t) es
proporcional a la concentración de la biomasa, considerada constante.
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6.1. Modelo matemático

La función no inyectiva ¿¿fe) es mostrada en la Figura 6.1 y está dada por

(6.4)
\x\ 5'

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

«y

0

Figura 6.1: La función \i{x<¿) dada por (6.4) (aquí con ¿¿2 — 1)

Los espacios de estados y de entradas de (6.1) están dados por

X = (0,1] x [0,00) and U - [0,oo) x (0,1]. (6.5)

Este sistema admite funciones de entrada mala u*{t) (con un w*(t)
correspondiente). Para cada condición inicial x(0) — XQ existe una fun-
ción de entrada mala u*(t), tal que con esta misma entrada otra condición
inicial x(0) = XQ / XQ genera la misma función de salida para todo tiempo.
De hecho

£2)0

31,0

l/aJ2,o
y «•(«) (6.6)

Esta función de entrada mala u*(t) se puede construir para cualquier con-
dición inicial y es positiva para todo tiempo si 62 > 1, lo cual generalmente
sucede. La determinación de este resultado se muestra en el Apéndice C3.

Un análisis de observabilidad (véase el Apéndice C.4) muestra que el
sistema de segundo orden (6.1) es 3-observable, i.e. r — n + 1 = 3, con un
conjunto de puntos de entrada mata no vacío y dado por

X,•u € u
w

(6.7)
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Capítulo 6. Un biorreactor como ejemplo

Aunque este conjunto coincide puntualmente con la función de entrada ma-
la (6$), define más puntos en el espacio de estados-entradas Xu_ que una
verdadera función de entrada mala, ya que (6.6) también implica un cier-
to valor para ú* — Lf u*{x) en cada instante, mientras que X$ contiene
cualquier valor de la derivada temporal ú. Esto muestra que funciones de
entrada "buena" podrían poseer puntos de entrada mala cada vez que las
trajectorias del sistema crucen el conjunto de puntos de entrada mala. Las
funciones de entrada mala (y sus estados iniciales relacionados) hacen que
las trayectorias permanezcan en este conjunto de puntos de entrada mala
para todo tiempo.

El conjunto de puntos de entrada mala (6.7) está caracterizado por una
sola ecuación, i.e. es una hipersuperficie en el espacio Xu_- Por lo tanto se
cumple la condición de densidad de la Definición 2.2; véase el Comenta-
rio 2.4.

6.2. Extensión de orden

Dado que el mócelo del bioreactor (6.1) tiene un conjunto no vacío de
puntos de entrada mala, se tiene que diseñar un observador basado en even-
tos. Sin embargo, como es 3-observable, se diseña primero una extensión
de orden (véase el Capítulo 3), tal que el sistema de segundo orden (6.1)
sea inmergido en uno de tercer orden y se puedan aplicar los resultados del
Capítulo 5.

La metodología para diseñar la extensión se puede seguir con detalle
en el Apéndice C.5. El nuevo estado que se agrega corresponde a la tasa
de crecimiento específica \i. Se usa la Proposición 3.2 con tp(x) = /¿(«a)
por dos motivos. Primero, ip = fi es una estructura fácilmente reconocible
de (6.1) y tiene un significado físico, así que tiene sentido estimarla como
consecuencia de construir un observador extendido. En segundo lugar, /x se
puede expresar como una función de y —la salida— y su primera derivada
y, así que el mapa de 2-observabilidad de (6.1) es suficiente para recuperar
xi y Mí y es^° facilita la construcción de la extensión.

Una extensión usando ip{x) - ii(x%) es

¿2 = —/^fcitüflJs + (62 — #2)^ = a — xgtt, ^2(0) = ^2,0) (6.8)

¿3 = (A — ^2^3) (<̂ A — uxz) + (A2 ~ X3) a, £3(0) = M(ÍC2,O)J
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6.3. Diseño del observador

donde

y A(aí3) = 1 - a2#3- (6.10)

Esta extensión tiene la ventaja de tener lados derechos suaves y definidos en
todo M3 x R, aún cuando el espacio de estados con las condiciones iniciales
como se muestran y #o,i € [0,1], #o,2 € [0,62] está dado por el conjunto
compacto

^ = [ 0 , l ] x [ 0 ) 6 2 ] x ( 0 , r ^ ] . (6.11)

Esto es útil para el diseño del observador, porque no se garantiza que las
trayectorias del mismo permanezcan en el espacio de estados físico (6.11).

6.3. Diseño del observador

6.3.1. Una forma de observabilidad con inyección de salida

El observador basado en eventos se diseña haciendo uso de la extensión de
tercer orden (6.8)-(6.10). Nótese que el espacio de estados-entradas Xy_ =
X x t¿, con X dado por (6.11) y U_ propiamente definida se puede hacer
compacto restringiendo las entradas a tomar valores en un compacto. El
conjunto de puntos de entrada mala está dado por

0} (6.12)

y se puede construir una vecindad Mt para este conjunto. El conjunto com-
pacto K y una forma de seudo-observabiiidad pueden ser construidas (véase
la Sección 5.1.3). Sin embargo, en vez de usar el mapa de 3-observabilidad
como transformación de coordenadas se puede usar un mapa de 3-obser-
vabiiidad modificado, el cual transforma al sistema fuera de los puntos de
entrada mala a una forma de 3-observabiíidad con inyección de salida. Esto
simplifica algunos cálculos.

Considérese el mapa z ~ T(x,u,w) dado por

Z2="x*> _ (6.13)

23 = , — U\ _ x2xz) (c¿\ - ux3) + (A2 - xj) al = -z—.

Su inversa T~í existe fuera de la imagen T(JC) y está dada por

3,U), X3 = Z2, (6.14)
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Capítulo 6. Un biorreaclor como ejemplo

donde the función x(^,n) se puede hallar fijándose en que kiwz3 — ±3
también puede ser escrita en términos de Z2, u y X2 como

con

tal que

3 = (A - X2Z2) (áX - UZ2) + (A2 - zf) a

Í, u) = b2U - k<¿k\wz2 y X(z2) = I — a,2Z2,

| Q?-zl)a~
áX — 11Z2

(6.15)

(6.16)

El conjunto de puntos de entrada mala en estas nuevas coordenadas
está caracterizado por

Z2{á\--uz2) «0. (6.17)

Bajo esta transformación, la forma de observabilidad —válida sólo en
T(K)— se puede obtener diferenciando las expresiones (6.13) y sustituyendo
la inversa (6.14), mientras se reemplaza toda ocurrencia de X\ con y y se
usa la expresión w = ~uw de (6.3):

kiwz2 y),

donde después de cierta manipulación algebraica,

) ^ - 2 (a2X + z2) ázs + (A2 - zfj á*-\-
J

U

k\W Z2

con X(z2) y a(z2,u) dadas por (6.15) y además2

p(z,u)= (X2~z%)á-

cr(z2,u) — aA — UZ2,

(Xa + p) w_
a

(6.18)

, a*{z,u) = T ^ - - h {k\wzs - uz2),

+ U)

2Nótese que a" = r^~ y

75



6.3. Diseño del observador

Tal como se esperaba, esta forma de observabilidad tiene una discontinuidad
en los puntos, de entrada mala, i.e. en á(z2, u) = 0 y z<¿ = 0. Se puede escribir
de manera condensad a como

z(0)

donde A3, B3 y C3 están dados por (1.12) y

gfe, u) - (61 - y)u - <ny.

6.3.2. Observador basado en eventos continuo

(6.19)

(6.20)

(6.21)

Un observador basado en eventos continuo de alta ganancia usa una
aproximación continua de la función discontinua (p en la ecuación (6.18).
Las discontinuidades ocurren en & — 0 y z2 = 0. La primera corresponde a
los puntos de entrada mala, mientras que los otros nunca son alcanzados por
las trayectorias del sistema (si #2(0) > 0 y u > 0). Sin embargo, después de
construir el observador, esto ya no se garantiza, así que la función también
es aproximada en estos últimos puntos.

Para construir a (p, se aproximan por versiones continuas cada ocurrencia
de I/a y I/22. Considérese la función C°

*Km,e)

o la función C1

V>(m,e)

> t

<€,
(6.22)

(6.23)

las cuales aproximan a 1/m en una vecindad \m\ < e. Fíjense ê  > 0 y
¿22 > 0, y defínanse i¡)& = ijj(a,€(j) y t¡)2% — Í)(z2,£z2)- Entonces la parte
dinámica del observador continuo se realiza con

%+ Bs<p(z,u) + C%g(y,u) \y - C3¿] (6.24)

con

2 (a2Á (A a*

Yw

76



Capítulo 6. Un biorreactor como ejemplo

Nótese que la dinámica del error e
Sección 5.2)

é (A3 - % CfC3)

£ — z está dada por (véase la

(6.26)

Se puede seguir ia prueba de convergencia de la Sección 5.2 reemplazando
a $ por k\w& en la expresión (5.25). Dado que k\w(t) > 0 para u(t) > 0, la
prueba sigue siendo válida. Más explícitamente (6.24) está dada por

Z2

30
- [y ~ (6.27)

La parte algebraica se puede llevar a cabo usando una aproximación del
mapa inverso discontinuo T" 1 dado por (6.14) y usando

, tt) = (A -f

en vez de % e n (6.14), i.e.

(6.28)

(6.29)

0.

Sin embargo, para trayectorias cercanas a la superficie de puntos de en-
trada mala Z20 = 0, esta inversa aproximada seguramente tiene problemas
numéricos, ya que ipo- o tpZ2 son cercanos a cero. La solución discutida pa-
ra el Ejemplo 5.1 en la Sección 5.2.3 se podría emplear para resolver este
problema. Otra solución es la siquiente.

Considérese la definición (6.4) de /¿. Dos valores de X2 resuleven la ecua-
ción cuadrática

- ) X2 +
 l

M,
Como ZQ = #3 se parece a (x, esta ecuación cuadrática también puede escri-
birse como

\z2x\ H- \x2 A- \z2 - 0, (6.30)
cuyas dos soluciones son

(6.31)

Aunque no existe garantía alguna que z% — \i{%i) cuando se usa un observa-
dor, un valor para #2 a partir de (6.30) se puede escoger usando argumentos
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6.3. Diseño del observador

de continuidad o diferenciabiüdad en la trayectoria de $2(t). Por ejemplo,
supóngase que inicialmente la inversa (6.14) se comporta bien numérica-
mente. Cuando ya no es el caso (cerca de la superficie de entrada mala),
cambíese a hallar dos valores de #2 usando (6.31) con z(t). Escójese aquél
más cercano al que se tenía con (6.14) y continúese usando ese signo (6.31)
hasta que (614) sea otra vez confiable.

6.3.3. Implementación en las coordenadas originales

El jacobiano de la transformación (6.13) está dado por

kiw 8x2

(6.32)

Su determinante resulta ser

k\w
con a — aX ~ x-¿u. (6.33)

Nótese that det J = 0 describe el conjunto de puntos de entrada mala. La
inversa del jacobiano J está dada por

J"1 1
O O
"Q ~k\W

O
(6.34)

donde , Le.

Q(XJ U) = (X2 -f 02) {OÍX — uxz) + (A - ^2^3) {kzhiwX + a<¿Q. + u) +

+ 2 (a2X + xz) a + k2hw (A2 - x\). (6.35)

Escójase e > Oy sea/?(x,w) = t¡}(xza}e) = fea, que aproxima a 1/(0:3er)
en la vecindad \$za\ < e, con V dada por la aproximación C° (6.22), o la
aproximación C1 (6.23). Defínase entonces

'x-¿0

•¿(y

0
0

0
-Q

0
~k\w

0

and por lo tanto J(x,u) • 3*(xiu) — I - A(x,u) con

A(x,u) - (1

(6.36)

(6.37)
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Capítulo 6. Un biorreactor como ejemplo

Las ecuaciones del observador basado en eventos de alta ganancia (5.40)
en las coordenadas originales para este sistema son

/ -
a: — t(x,u) + J (a;,u) • j ^k\wbe C3 • [y ~ íi{x)\ +

V

pero g(y, u) - g(h(x), u) = -(ai + u)[y- h(x% así que

i = f(x,u) + 3*(x,u) • (^kiwS^tíS - (ai + u)Cl¡) • {y - h(x)}, (6.38)
x(0) = xQ.

En las coordenadas de observabilidad se escribe (compárese con (5.47))

A (ai 4- (6.39)

con Á = J/(Í)I y z/(í) - 1-^30-^3,7. Nótese que la función u(t) es cero cuando
las trayectorias del observador están fuera de una vecindad de X3& — 0. La
dinámica deí error e = z — qn(x,u) está dada por

+ B3 ó) + v 1 - (ai + u)l) (6.40)

Se puede seguir la prueba de convergencia de la Sección 5.3.2 y por lo tan-
to e(t) converge a una bola de radio (pequeño) bajo restricciones en las
trayectorias.

Finalmente el observador basado en eventos de alta ganancia (6.38) se
implementa como

Á

- &i)u

IÍX3 -f A¿ - xs a

á — X2U

(6.41)
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con

Aquí á, X y § representan a las funciones evaluadas en (¡c,u), i.e.
Á = 1 -02X3 y ¿ = £(£,u).

6.4. Resultados de simulación

El modelo del biorreactor (6.1)-(6.2) se simula en MATLAB con los paráme-
tros como se muestran en el Cuadro 6.1 y ía condición inicial

x(Q) = XQ= [0,2051, 0(25]T. (6.42)

Los parámetros corresponden a los de un biorreactor experimental; véanse
sus valores el Apéndice D.

_ _ _ _ _ _ _ _ _ «i = 4b[h~1} 61 = 1

A)2 ™ 0,2167 0,2 — i o2 ™ 5

Cuadro 6.1: Parámeters del modelo del biorreactor (6.1)

La función de entrada diferencíable u(í) usada en las simulaciones se
muestra en la Figura 6.2. Con esta entrada, las trayectorias de! sistema
pasan muy cerca de la superficie de entrada mala por periodos prolongados,
asi que es una prueba "dura" para el observador. De hecho, esta función de
entrada se construye tal que se le parezca a la entrada que se obtendría sí se
usara el control de tiempo óptimo propuesto por Moreno (1997) y explorado
por Vargas, Soto, Moreno y Buitrón (2000) para este biorreactor.

Tanto el OBE continuo de alta ganancia (6.27) con (6.29) como su im-
plementación en coordenadas originales (6.41) se simulan con la misma con-
dición inicial:

x(0) - [_^i,o, 5^2,0, fi(hx2¡o)] . (6.43)

Para el OBE con'tinuo de alta ganancia, la ganancia empleada es 9 — 1,8
y la vecindad del conjunto de puntos de entrada mala se define por \d\ < c
con t — 0,05. Los resultados de la estimación de x-¿ y de #3 = ¿¿(#2) = %2
se muestran en ia gráfica de arriba en ia Figura 6.3, junto con aquéllos
correspondientes a z$. El error (crítico) x2 = £2 — $2 se muestra para un
periodo inicial (transitorio) en la gráfica de abajo de la Figura 6.3. La gráfica
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Capítulo 6. Un biorreactor como ejemplo

Figura 6.2: Función de entrada C1 usada en las simulaciones.

de abajo a la derecha muestra el valor de o- y la región sombreada representa
la vecindad de puntos de entrada mala.

Para la irapíeraentación en coordenadas origínales (6.38) la ganancia
usada es 0 = 1,8 y la vecindad de puntos de entrada mala se define con
<r\ < e = 0,05. La Figura 6.4 muestra arriba las estimaciones de #2 y #3,
mientras que la de abajo muestra un periodo inicial para el error #2 y la
evolución de a.

En los resultados que se obtuvieron para este mismo ejemplo hace varios
años (Vargas, 1999; Vargas et al., 2000) se empleó un filtro de Kalman
extendido (FKE) como observador, dado que un observador convencional de
alta ganancia (sin una extensión de orden) simplemente no podía funcionar
ni en simulaciones, pues el término de ganancia se iba a infinito cuando las
trayectorias cruzaban el conjunto de puntos de entrada mala. Sin embargo,
se observó también que el FKE tampoco convergía cerca de este conjunto
de puntos de entrada mala.

Los OBEs aquí presentados tienen dos ventajas. Por un lado, sólo se ajus-
ta un parámetro y tafi.sólo deben resolverse tres ecuaciones diferenciales, a
diferencia del FKE, donde eran nueve. Por otro lado, se obtiene convergencia
(aproximada), aún cercadej conjunto de puntos de entrada mala.
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6.4. Resultados de simulación
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Figura 6.3: Resultados de simulación para el observador basado en eventos
continuo de alta ganancia (6.27)-(6.29) con $ = 1,8 y e = 0,05. Arriba:
Estimación de %% xz = z-¿ y z^. Abajo: Error x-¿ — ¿2-^2 para un periodo
inicial y evolución de a(z2,u).
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Figura 6.4: Resultados de simulación para el observador basado en eventos
implementado en la coordenadas originales (6.41) usando $ = 1,8 y e = 0,05.
Arriba: Estimación de #2 y £3- Abajo: Error $2 = %2~%2 para un periodo
inicial y evolución de á(z2,u).



6.5. Resumen

6.5. Resumen

Se ha investigado la aplicación de un observador basado en eventos
continuo de alta ganancia para el modelo de segundo orden de un biorreactor
aerobio, el cual tiene los problemas de alcanzar la inyectividad hasta que se
considera el mapa de 3-observabilidad y que existe un conjunto de puntos de
entrada mala no vacío. Primero se propone una extensión de orden, tal que el
sistema original de orden 2 se inmerge en un sistema de orden 3 que además
es 3-observable y el estado auxiliar adicional tiene un significado físico. Se
muestra que bajo restricciones en las trayectorias, i.e. ¿M-&dmisibiUdad, di-
cho tipo de observador basado en eventos tiene un desempeño adecuado para
parámetros reales, aún cuando se implementa en las coordenadas originales.
Como un producto adicional se estima la tasa de reacción como función del
tiempo.



Capítulo 7

Conclusiones

En esta tesis se han propuesto diferentes metodologías para el diseño de
observadores para sistemas de orden n con propiedades reducidas de observá-
bilidad. Estas reducciones tienen que ver principalmente con la ausencia de
algunas propiedades fundamentales del mapa de r-observabilidad, las cuales
usualmente son necesarias para diseñar observadores clásicos.

El mapa de r-observabílidad, el cual relaciona al estado x con la salida
y r - 1 de sus derivadas temporales, es importante no sólo para determinar
la propiedades de observabiíidad, sino también para el diseño del observa-
dor. La propiedad más importante que se considera es la inyectividad. Esta
propiedad define el orden r del mapa que se usa en el diseño del observador,
así como el conjunto de puntos de entrada mala donde el mapa pierde la
inyectividad. Un sistema se dice r-observable con r > n si el conjunto de
puntos de entrada mala es relativamente pequeño si se le compara con su
dominio. El mapa de r-observabilidad usado como transformación de coor-
denadas conduce a la forma de r-observabilidad, la cuai es empleada para
el diseño del observador, por ejemplo uno de alta ganancia.

Esta tesis se concentra en tres importantes reducciones de observabilidad.
Primero, el hecho de que la inyectividad se logre hasta considerar un mapa
de r-observabilidad de orden superior con r > n. Segundo, la posibilidad de
obtener una forma de r-observabilidad no Lipschitz cuando el mapa es semi-
difeomórfico (suave con una inversa continua). Finalmente, la existencia de
un conjunto de puntos de entrada mala no vacío, pero pequeño.

Aunque la primera reducción de observabilidad ya ha sido considerada
por otros autores, el planteamiento que se hace aquí difiere en que es un
paso previo al diseño del observador propiamente y no requiere una técnica
específica de diseño de observadores. La idea consiste en primero detectar
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el orden r con el que el mapa de r-observabilidad es inyectivo en casi todas
partes, para después adicionar m = r — n estados adicionales a las coorde-
nadas originales y usar los grados de libertad existentes para que el nuevo
sistema extendido sea r~observable. Al final, el nuevo sistema de orden r
es una inmersión del sistema original de orden n, cuyo dominio contiene
un subconjunto positivamente invariante (cualquier condición inicial en este
subconjunto genera una trayectoria que permanece en el subconjunto) don-
de se encuentran las trayectorias del sistema original. Posteriormente dicha
extensión de orden permite el uso de cualquier técnica de diseño de obser-
vadores que requiera un mapa de observabilidad inyectivo del mismo orden
del sistema. Las desventajas principales de esta estrategia son que no existe
una metodología fija para construir la extensión de orden y que algunas pro-
piedades del sistema original pueden perderse en la extensión, e.g. suavidad
o continuidad Lipschitz.

La segunda reducción de observabilidad, aquélla en la que la forma de
r-observabilidad no resulta Lipschitz, se resuleve prácticamente usando un
observador aproximado de alta ganancia. Tiene la misma estructura que el
observador continuo de alta ganancia, pero ya no se garantiza la convergencia
exacta del error de observación a cero. En vez de esto, las trayectorias del
error son uniformemente finalmente acotadas en una vecindad e de cero.
El valor de e > 0 puede hacerse arbitrariamente pequeño incrementando
la ganancia 6 del observador de alta ganancia, pero esto puede acarrear
los problemas de alta sensibilidad ai ruido y un sobrepaso grande en la
estimación inicial. Así como en el observador continuo, la parte algebraica
se lleva a cabo usando la inversa del mapa de observabilidad. En una variante
de esta propuesta, la no linealidad característica no Lipschitz ip en ía forma
de r~observabilidad también puede ser reemplazada por una aproximación
Lipschitz y seguir con el diseño usual del observador de alta ganancia.

Para tratar el caso de un conjunto de puntos de entrada mala no vacío
—la tercera reducción de observabilidad—, se proponen los observadores ba-
sados en eventos. Son necesarias algunas restricciones en las trayectorias y
sólo se permiten aquellas que sean ¿M-admisibles. Así la forma de seudo-
observabilidad tiene una cota finita en la señal no medida S(t). En los obser-
vadores basados en eventos la no linealidad característica <p es aproximada
en una vecindad de los puntos de entrada mala por una función (Lipschitz)
continua, dado que no puede ser calculada o presenta problemas numéri-
cos severos para su implementación. Cada vez que una trayectoria entra a
esta vecindad, la señal 5(i) es no nula, y no se garantiza la convergencia
de! error de observación a cero. Sin embargo, al considerar sólo trayectorias
¿M-admisibles se puede escoger una ganancia 0 lo suficientemente alta corno
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para lograr acotamiento final uniforme.
La estrategia del observador basado en eventos tiene varias desventajas,

pero éstas parecen inevitables. Por un lado, las trayectorias deben ser res-
tringidas porque la observabilidad se pierde completamente para algunas
trayectorias (e.g. aquéllas correspondientes a una función de entrada mala).
Por otro lado, la aproximación de la no linealidad <p no siempre resulta
sencilla o directa, y existen muchos grados de libertad para llevarla a cabo.
Además, la parte algebraica del observador no puede ser implementada con
la inversa del mapa de r-observabilidad, ya que ésta no existe en todas
partes, y entonces otras estrategias (heurísticas) deben ser exploradas.

Bajo suposiciones adicionales, el observador basado en eventos continuo
de alta ganancia puede también ser implementado en las coordenadas ori-
ginales usando el jacobiano del mapa de r-observabilidad y definiendo una
vecindad del subconjunto donde éste pierde rango. Sin embargo, las suposi-
ciones adicionales no son fáciles de verificar, y no existe ninguna garantía de
que se satisfagan a pñori, ya que dependen de las trayectorias del observador
y no sólo de las del sistema.

Se debe recalcar que las tres reducciones de observabilidad pueden apa-
recer independientemente en un sistema. Sin embargo las soluciones que se
proponen también pueden ser aplicadas por separado. Como un ejemplo de
aplicación, las estrategias de diseño de observadores exploradas en esta tesis
son implementadas para el modelo simplificado de un biorreactor aerobio.
Este modelo tiene tanto el problema de necesitar un mapa de r~observa~
biíidad de orden superior para lograr la inyectividad, como un conjunto no
vacío de puntos de entrada mala. Primero se realiza una extensión de orden
y luego se le diseña un observador basado en eventos de alta ganancia. Los
resultados de simulación muestran buena convergencia práctica, a pesar de'
que la función de entrada empleada causa una permanencia prolongada en
la vecindad de los puntos de entrada mala.

En esta tesis sólo se exploran los observadores basados en eventos de alta
ganancia, pero la misma idea podría emplearse para otras técnicas de diseño
de observadores. Por ejemplo, supóngase que los eventos, i.e. el paso por la
vecindad de puntos de entrada mala, pueden ser detectados en línea, e.g. los
puntos de entrada mala sólo dependen de variables que se miden: la salida y
la entrada. Entonces una solución sencilla sería cancelar el término corrector
en un observador convencional de tipo Luenberger durante los eventos y tan
sólo hacer la estimación con un simulador del sistema. Esto funcionaría si el
sistema es (globalmente) estable para la entrada dada, ya que entonces se
asegura el acotamiento de las trayectorias durante los eventos.

Con toda seguridad los resultados aquí presentados pueden mejorarse y
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ampliarse. Por un lado, no se trata el problema con múltiples salidas. Existen
muchos más grados de libertad al escoger qué salidas y qué derivadas se
emplean para construir algún mapa de r-observabilidad. Aunque el sistema
aún admita funciones de entrada mala, con una selección inteligente podrían
minimizarse el conjunto de puntos de entrada mala, o incluso cambiar a otro
mapa de r-observabilidad compuesto de manera distinta cuando se aproxime
a un punto de entrada mala. Estas cuestiones fomentan más investigaciones
en esta dirección.

Por otro lado, sólo se ha considerado un término de alta ganancia estáti-
co. Sería muy interesante ver cómo encaja con estas estrategias un término
corrector dinámico (variante en el tiempo), quizá también de alta ganancia.
Por ejemplo, el uso de un filtro de Kalman extendido de alta ganancia basa-
do en eventos podría disminuir la sensibilidad al ruido y el gran sobrepaso
en la estimación.

Aún otra perspectiva para la continuación de este trabajo es hacer la
construcción de la extensión de orden menos heruística, ya sea encontrando
condiciones para su existencia, o presentando una mejor metodología para
su construcción.

Por supuesto, las técnicas de diseño de observadores que se tratan en
esta tesis deben ser probadas en más ejemplos prácticos, se debe analizar su
robustez ante variaciones en los parámetros y por último, se deben comparar
con otras técnicas de diseño en ambientes realísticos.



Apéndice A

Teoremas y definiciones
útiles

A.l. Conceptos topológicos

Las definiciones de los siguientes conceptos son estándar, pero los aquí pre-
sentados fueron tomados deí libro de Roseman (1999). Si se considera el
espacio En de dimensión n, la distancia se define como sigue:

Definición A.l La función de distancia d(p, q): Rn x Un —> R+ entre dos
puntos p<=Mn y q eW1 satisface:

(i) Definitividad positiva: V p , g e W1, á(p>q) > 0 y á{p,q) <í=^ p — q;

(ii) Simetría: Vp,qe Rn, á{p,q) = á(q,p);

(iii) Desigualdad del triángulo: V ptq,r e Rn, d(p,r) < d(p,q) + á(q,r).

La definición euclideana usual de distancia, Le.

\
(Pi~Qi) y (A.l)

\Tdonde p = [pi, . . . , pn] y q = [qi, • • •, #J , de hecho satisface la
Definición A.l.

Usando la función de distancia se puede definir la bola abierta o vecin-
dad € a un punto p € Rn.
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Definición A.2 Sean p € W1 y e > O un número dado. La bola abierta de
dimensión n en Rn con centro p y radio e se define como el conjunto

)<e}, (A.2)

Al conjunto N€(p) también se te llama vecindad € abierta de p en Rn.

Siguen los conceptos de conjuntos abiertos y cerrados

Definición A.3 Un subconjunto U C Un es un subconjunto abierto de Rn

si para todo p£tí, existe una e > 0, tal que N€(p) C X.

Definición A.4 1 La colección de todos los subconjuntos abiertos de Rn es
llamada la topología de Rn.

Definición A.5 Un subconjunto Q c Kn es un subconjunto cerrado de Rn

si su complemento en W1 es abierto, i.e. W1 \ Q es abierto.

Comentario A.l No es cierto que las propiedades de cerradura y apertu-
ra sean excluyentes. Un subconjunto puede ser al mismo tiempo abierto y
cerrado, o no ser ninguna. Por ejemplo, tanto Mn como el conjunto vacío 0
son tanto abiertos como cerrados, mientras que el intervalo [a,b] € IR no es
ninguna de las dos cosas.

Los conceptos anteriores también pueden ser aplicados a subconjuntos
de un subconjunto X c Rn.

Definición A.6 V C X C Rn es un subconjunto abierto de X sí existe un
subconjunto abierto U c W1, tal que V — X C\U.

Definición A.7 Para X C M.n, el conjunto de todos los subconjuntos abier-
tos de X es llamdo la topología de X.

Definición A.8 W C X C Kn es un subconjunto cerrado de X si X \ W
es abierto.

Definición A.9 Sea p G X c Rn. Dado un número positivo e > 0, una
vecindad e de p en X es N€(p} X) ~ N€(p) O X.

xEn el estudio más general de la Topología, otras colecciones pueden ser llamadas
"conjuntos abiertos" si satisfacen ciertos axiomas. A esta definición de topología también
se le üama la topología "estándar" o "usual" para R".
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Para caracterizar el conjunto de puntos de entrada mala y la propiedad
de r-observabilidad (véanse las Definiciones 2.1 y 2.2) se usa

Definición A. 10 El subconjunto A C X c Rn es denso en X si cada
subconjunto abierto de X contiene un punto de A.

Otros dos conceptos importantes son eí acotamiento y la compacidad.

Definición A. 11 Un subconjunto Ac X es un subconjunto acotado de X
sí existe una e > 0 y un punto q € X, tal que d(p, q) < e para todo pe A.

Definición A. 12 2 El subconjunto A C X c Rn es llamado compacto si
es cerrado y acotado.

El concepto de vecindad también se puede aplicar a un subconjunto y
de un subconjunto A'cM" con la topología usual en Un. Las siguientes dos
definiciones son tomadas del libro de von Querenburg (2000).

Definición A. 13 Dado un subconjunto y c X, un conjunto V es llamado
una vecindad de y si existe un conjunto abierto O C W1, tal que y C O C V.

Definición A. 14 Si X es un espacio métrico en la topología usual en Rn

(i.e. la distancia está definida), una vecindad c al subconjunto y C X
está dada por

{x€X:d(y,x)<e}, (A.3)

donde d(y, x) es la función de distancia de un punto x € X al conjunto y
usando la métrica usual en la topología de Kra. Nótese que una vecindad e
es un subconjunto abierto de Rn y una vecindad según la Definición A. 13.

A.2. Funciones y mapas

La mayoría de las definiciones de funciones y mapas son estándar, pero
para tener una referencia, fueron tomadas del libro de Spivak (1965).

Una función f de un conjunto i c l " a otro conjunto B c W1 es una
relación que asocia a cada punto p 6 A otro punto en £?, que se denota f (p).
Se escribe f: A ~~» B para indicar que f(p) e B se deñne para todo pe A.

El conjunto A es llamado el dominio de la función f, mientras que el
conjunto B donde se define todo í(p) es llamado el co-dominio de f. Por

2 La definición de compacidad es en realidad mas compleja, pero esta es correcta para
subconjuntos de W1 con ía topología usual.
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otro lado, el conjunto í(A) — {q € B: q = f(p) para algún p G .4} es
llamado el recorrido o imagen de f. Queda claro que f(A) C #.

Se dice que ía función f posee una inversa izquierda f"1: f(.4) —> A si
f(p) ^ f(qr) cuando p^qy f~x(z) es la única p € A con f(p) — JK.

Las siguientes definiciones son adaptadas del libro de Rudin (1976). Con-
sidérense dos conjuntos A e Mn y B G Mm y funciones de distancia án y dm

para Rn y 3Rm respectivamente.

Definición A.15 Supóngase que p € A y f: A ~* B. Entonces f se dice
continua en el punto p si para toda e > 0 existe una 5 > 0 tal que

ám(£(X),f(p))<e (A.4)

para todos los puntos x € A para los cuales &n(x)p) < $/ ¿.e. para toda
x € Ns(p)- Si f es continua en cada p e A, entonces se dice que f es
continua en A.

Teorema A.l Si A C Mn, entonces una función f: A ~* B c M.m es
continua si y sólo si f " 1 ^ ) es abierto para cada conjunto abierto U C B.

Definición A.16 El mapa f: A —» B es uniformemente continuo en A si
para cada e > 0 existe una 6 > 0 tal que

d m ( f ( p ) , f ( * ) ) < € (A.5)

para todo p y q en A para las cuales dn(p, q) < 5,

Comentario A.2 La continuidad se deñne en un punto dado p € A, mien-
tras que la continuidad uniforme se define en todo un conjunto. Dada e > 0,
para la continuidad el número Ó > 0 depende de a y del punto p, mientras
que para la continuidad uniforme 6 depende sólo de e y su valor es válido
para todo p e A.

El siguiente teorema es una consecuencia del Teorema A.l mas un resul-
tado respecto a la equivalencia entre continuidad uniforme y la continuidad
en compactos.

Teorema A.2 Si f: A -+ B es continua y A es compacto, entonces f es
uniformemente continua y la imagen {(A) c B de A es compacta.
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Teorema A. 3 Considérese el conjunto de mapas continuos f: A —» B del
conjunto compacto A al conjunto Hausdorff B. Si f es injectiva (biyecti-
va), entonces f es una inmersión (homeomorfismo), te. f"1: f(A) —> A es
continua.
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Apéndice B

Propiedades de la matriz

En este Apéndice se revisan algunas propiedades de la matriz S# que re-
suelve la ecuación de Lyapunov (2.24), así como de su norma ||-||sff (Gauthier
et al., 1992).

B.l. Definitividad positiva

Considérese nuevamente la ecuación de Lyapunov

b j O#A + VjnKjfi, — 0.

S$ es la solución estacionaría de la ecuación diferencial matricial de Lyapu-
nov

S#(í) — —uS${t) — AnS#(í) — S(){t)A.n + 0^.0^ (B.2)

cuya solución está dada por

S$(t) — exp [~0t] • exp [—Ají] • S^(0) - exp [—A í̂] +

+ / ftvr» I •••••••• fif i •••-••••• O l , i Z J V l " \ i — - A í T •—••• O 1 • • • » Q " V T " \ i A i "f ••- n I / i o

Jo
Si S^(O) es simétrica positiva definida, entonces también lo es $$(t). Más
aún, para cualquier r > 0 y £ > r s e cumple

&e(t) > / exp [-^(í - $)] • exp [ -A¿ (í - s)] - C j C n • exp [—An(i - s)] ás
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y por lo tanto

S$(0) > / exp [9B] - exp [A^s] • C^C^ • exp [A^s] ás

> exp [—OT] • I exp [Ajs] • C^Cn • exp [A^s] d-s.

Dado que el par (An, Cn) es observable, S#(0) > 51 para alguna 6 > 0 y por
lo tanto Íímí-Kxj S#(í) > <5I.

B.2. Solución explícita

La solución explícita Se de la ecuación de Lyapunov (B.l) es una matriz
cuyos elementos están dados por (Gauthier et al., 1992)

donde Si es la solución de (B.l) para 0=1, i.e. la solución de

-S i — A^Si — SiAn, + CnC ra = 0. (B.4)

Los elementos de Si están dados por (Busawon, Farza y Hammouri, 1998)

with CJ p\/n-p)\ ' ^B'5^

El vector S ^ 1 ^ está dado por (Busawon y De León-Morales, 2000)

0 ° n ~ l^n^i UnV > • • • > ^ n y J i l ^ - O J

donde CJ, están dados por (B.5). Nótese que estos son los coeficientes del
polinomio p(s) - (s-\-l)n = 5n + C¿sn~1H \-C%~1s-{-C%, y por lo tanto
los valores propios de la matriz An -~ Sjj^CjCn se ubican todos en ~~6, i.e.

det [AI - (An - S^ClCn)] = (A + ̂ )n .

B.3. Propiedades de la norma || • \\$e

Considérese la norma ||e||s = (eTSe) ' usada en la prueba del obser-
vador de alta ganancia 2.3.3 y las pruebas de los Teoremas 4.2, 5.2 y 5.3.
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Defínase el vector £ con elementos & — e i / 0 \ donde e¿ son los elementos de
e. Primero nótese que para B>\

< IMI < 01ÍII, (B.7)

donde || • || es la norma euclideana usual. Desarróllese | |e | | | explícitamente
y úsese (B.3),

(B.8)

así que finalmente

y por lo tanto \\e\\Se = 0^2U\\Sl.

Se sabe del álgebra lineal que las normas || • ||s y || • || se realcionan mediante
los valores propios máximo y mínimo de S, así que defínanse c\ = Amfn[Si]

y 4 tal que

(B.9)

Combinando las realciones (B.7), (B.8) y (B.9) conduce a las desigualdades

v¿ N | S e < | | e | | < ^ - - | | e | | s , , (B.10)

las cuales son usadas en las pruebas de convergencia para observadores de
alta ganancia.

También se puede verificar ques

det [Si - ¿C£cn] = 0 (BU)

y por lo tanto Si - ¿CjC^ tiene un valor propio cero, que es también el
mínimo, puesto que Si es positiva definida. Por lo tanto

fT (Si — ¿C¿Cn) £ > 0 para toda f € Mn,

i.e.

para toda £ € W1.CTC í?
lo cual implica que n£TSi£ >

ro|¡£ ¡g > |£

Finalmente, usando la ecuación (B.8)

n,,
(B.12)

97



B.3. Propiedades de la norma || • \\$e

•:<'v..'v-U



Apéndice C

Modelo del biorreactor
aerobio

C.l. Modelo matemático riguroso

El modelo que se considera corresponde a las fases de llenado y reacción
de un bioreactor secuencial por lotes operado en modo fed-batch (Schügerl,
1987) y usado para el tratamiento de aguas residuales tóxicas. Se consideran
cuatro estados: la concentración de biomasa X} la concentración de sustrato
S, la concentración de oxígeno disuelto O y el volumen actual de agua V
en el biorreactor. La biomasa o lodos activados es un consorcio de micro-
organismos previamente aclimatados suspendidos en el agua. El sustrato
son los compuestos tóxicos suspendidos o disueltos en el agua residual, los
cuales son degradados a sustancias inocuas por la biomasa. Se considera
que los microorganismos son aerobios, por lo cual se disuelve oxígeno en el
agua durante la reacción. El reactor opera en ciclos, comenzando con un
cierto volumen inicial Vmm de agua y una alta concentración de biomasa y
terminando con una capacidad máxima Kmax- Se supone que sólo es posible
tomar mediciones continuas de ia concentración de oxígeno disuelto y del
volumen de agua en el reactor.

El siguiente modelo matemático considera que la biomasa total permane-
ce constante (no así su concentración). Esto en realidad no es cierto, porque
los microorganismos se reproducen más de lo que se mueren. Sin embar-
go, durante un ciclo su incremento es relativamente poco y en la operación
usual de un biorreactor de esta naturaleza se procura mantener la biomasa
constante removiendo lo suficiente manualmente periódicamente. Usando un
balance de masas y considerando una distribución homogénea de las sustan-
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cías en el biorreactor, el modelo está dado por (Bailey y Ollis, 1986)

(C.2)

O(í)) % # + if¡a(Os - O(í)),

(C.3)

dV(t)
dt

Qin(t). (C4)

En este modelo se considera al flujo de entrada Q¡n(í) como única entrada.
Los parámetros del modelo se suponen conocidos y son: las concentraciones
de entrada de sustrato y oxígeno disuelto S[n y Om (considerados constan-
tes), ía constante de saturación de oxígeno Os, el coeficiente de transporte de
masa de oxígeno Kia, el coeficiente de conversión biomasa-sustrato y y el co-
eficiente de conversión biomasa-oxígeno Yxo. Además la tasa de crecimiento
específica de biomasa ¡x(S) se considera dependiente sólo de la concentración
de sustrato 5, ya que se supone que siempre existe suficiente oxígeno en el
reactor, i.e. K\a es suficientemente grande.

Obviamente el espacio de estados está restringido, ya que sólo se permi-
ten valores positivos para los estados, i.e. X(t) > 0, S(t) > 0, O(í) > 0, y
V(t) > 0 para toda i > 0. Adicionalmente, la concentración de oxígeno debe
ser siempre menor a la constante de saturación, i.e. O(t) < Os. Finalmente,
dado que este modelo sólo considera las fases de llenado y reacción, el flujo
de entrada debe ser no negativo, i.e. Q-m{t) > 0.

Se considera también que las sustancias a degradar son tóxicas a altas
concentraciones y la cinética de ía tasa de creciemiento debe reflejarlo. Ésta
se modela con la ley de Haldane:

Los parámetros de la ley de Haídane (C.5) son la constante de afinidad K91

la constante de inhibición K% y la tasa máxima de crecimiento sin inhibición
Mmax- En la Figura C.l se ve claramente que la tasa de crecimiento es cero
cuando no hay sustrato y que existe una tasa máxima de crecimiento fx*
para una cierta concentración de sustrato 5*. Para valores de S mayores
que S*j ía tasa de crecimiento es inhibida. Las relaciones entre estos valores
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y los parámetros están dadas por

Mmax (C6)

o s1 s* s2 s

Figura C.l: Cinética de la ley de Haldane (¿(S), de (C.5) o (C.7).

La ecuación de Haldane (C.5) también puede escribirse como

fi*2mS*S
k 2 » (C.7)

donde m > 0 es un parámetro que determina qué tan pronunciada es la
curva, i-e. conforme m —• oo la curva se hace más piaña y conforme m —> 0
la curva se vuelve un pico en S — S*. Esta representación tiene ios valores
de S* y (x* como parámetros. Además se premiten valores entre 0 y 1 para
m, lo cual corresponde a valores negativos para Ks, Ki y Mmax» lo cual no se
permite en la representación de Haldane (C.5). Los parámetros se relacionan
mediante

S*
m — 1 '
I Ib X

2(m-iy
2(m-l)S*. (C.8)

C.2. Modelo matemático simplificado

Para facilitar el análisis de observabilídad y el posterior diseño del ob-
servador, se requieren hacer algunas simplificaciones al modelo (C.1)-(C4).
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La primera simplificación se hace considerando que el volumen V no
juega ningún pape! significativo en el análisis de observabilidad porque su
dinámica es simplemente un integrador de la entrada, el flujo Qin- Por tanto,
es necesario medirlo en linea y afortunadamente existen sensores confiables
y económicos para ello. Definiendo ía tasa de dilución Dm{t) — Qm(t)/V(t)
como nueva entrada se elimina un estado y el sistema se reduce a uno
de tercer orden. Por supuesto, esta nueva entrada está restringida, tal que
;Vmin < V(t) < KmaX) i.e.

íp (C9)

donde T > 0 es la duración de la fase de llenado y reacción. Ahora, suponien-
do que se conoce la concentración inicial de biomasa XQ, O sea la cantidad
de biomasa constante, entonces X(t)V(t) = -XGKBÍH y de (C.l) se obtiene

X(t) ~ / An(r)dr (CIO)
'O

Defínase ía transformación de estados

Os-O S

tal que el sistema (C.1)-(C4) también puede escribirse como el sistema de
dos entradas y una salida

x2 - ~~k2hw¡x(x2) + (62 - oo2)uy

con dos entradas: u{t) — D-m(t) y

w(t) = exp — / u(r)á
I Jo

(CU)

Nótese que w(t) también puede ser descrita como la solución de la siguiente
ecuación diferencial dependiente de la entrada u(t):

w(t) - -w(t)u(t), «)(0) = 1. (C.15)

La función

Xo

~X^ + CI2X2 -f I
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no es invectiva, lo cual se ve de la ecuación (C.7).
Los parámetros de (C.12)-(C16) están dados por

U s (C.17)
•v¿ — —-—-—-—— ^ £¿2 — f/¿ j . , (J2 ~- ™ •

C.3. Determinación of funciones de entrada mala

En el modelo del biorreactor (C.12) existen funciones de entrada mala
u*(t) que no distinguen dos condiciones iniciales distintas (xo»*o) a partir
de sus salidas. Esto implica que cada vez que el sistema es alimentado con
dicha entrada, cualquier mapa de r-observabilidad deja de ser invectivo para
toda í > 0.

La ecuación diferencial para la salida y puede ser escrita como

y(t) = ~a\y(t) + (&i - y(t)) u(t) + kiw(t)fj,(t), y(Q) ~ yo> (C.18)

donde ¡i(t) - fi(x2(t)) puede verse como otra entrada, la cual es suave.
Nótese que por la ley de Haldane (C.16), existen x2 y x2 con #2 ^ ^2 que
satisfacen {i(x2) — / /fe); de hecho x<¿ — l/x2.

Dado que la ecuación diferencial (C.18) es suave, su solución es tínica.
Considérense dos condiciones iniciales distintas XQ = [#1,0, #2,0] y x0 =

rp

[x\fi, l/#2,o] en (C.12) y construyanse las ¡j,(t) y JX(t) correspondientes
usando la misma entrada. Si resultan ser iguales para todo tiempo, entonces
dado que yo = Vo = ^1,0, las soluciones de (C.18) para ¡c(0) = xo y x(0) = x~o
serían las mismas para todo tiempo.

Si existe una función de entrada mala u*(t), ésta hace que para todo
tiempo i¿(x2(t;xo,u*(t))} ~ fj,(x2(t;xo,u*(t))). Para hallar u*(t) considére-
se la ecuación diferencial para ¿¿(f),

p, = Lfn(j. = fjf(x2) (-k2kiw}j.{x2) + (62 - x2)u),, /¿(O) = JU(ÍC2,O) (C.19)

donde ¡i' = áfi/úx2- El campo vectorial en el lado derecho es suave y por
lo tanto (C19) tiene una solución única. Lo que sigue debe cumplirse para
una entrada mala u*(t) si /¿fe) = p f e ) :
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lo cual se reduce a

Mf f*\ . (c.2O)

¿Cumple acaso la u*(t) de (C.20) con u*(t) > 0? Si fj,{x2{t)) =
entonces X2(t) = 1/X2(t). Además //(aia) — ilM3^)]2 (V^i ~ l)»

Dado que 0 < w* < 1 y ^ ^ < 1 para toda #2 > 0, si 62 > 1 (lo cual es

razonable, pues 5jn > S*), entonces dicha función de entrada mala es suave
y positiva para cualquier x e X. Esto prueba que sí es posible construir una
función de entrada mala para cualquier condición inicial XQ € X.

C.4. Análisis de observabilidad

El análisis de observabiíidad de (C.12) se basa en el concepto de r-
observabilidad definido en la Sección 2.4. Para verificar la invertibüidad y
encontrar el entero r, defínanse los conjuntos

//•v __ f/™ ™ , . \ ¿z y v y v 1J • T JL W\ (O í>í)\

OÍ — {(x,x,u) € Oi-\: V^lh{x^u) — L^hix^u)} para i > 1.
(C.23)

Cuando OÍ sea el conjunto vacío 0, entonces r = z, lo cual sucede si el
mapa de r-observabilidad es globalmente inyectivo. Sin embargo, para la
r-observabilidad es suficiente que el complemento de la proyección de OT

a Xi¿ cumpla con la condición de densidad de la Definición 2.1. Esto no
es fácil de verificar analíticamente, pero da un procedimiento para hacerlo
numéricamente.

Para el modelo del biorreactor (C.12), el conjunto O\ está dado por

Ox T= {{x,xyu)eO0:Xi^Xi}. (C.24)

Para hallar C?2, recuérdese que L{ h = ~k2kiw^í~aiXi + (bi -Xi)u} y como
O2 C Ou entonces x\ = X\, así que este conjunto está caracterizado por
Mfe) = Mfe), lo cual implica que

O 2 - {(»,*,«) G Oí: Xi%2 - 1} . (C.25)

104



Apéndice C. Modelo del biorreactor aerobio

La proyección de 0% a Xu_ es casi todo <%, porque para cada (x,u) e A¿¿ es
posible hallar un (ÍB,X,U) correspondiente en O<¿ (excepto por la superficie
X2 — 1)- La condición de densidad de la Definición 2.2 no se cumple, así es
que considérese CV En este caso

L\ji (b\ - L°(uh)ú (C.26)

donde se ha usado la relación (C.15). Como O% c O>¿ c Oí, entonces
Vf-2h{x,u) = Lz

f<
2h(x,u) y por lo tanto L^h(x,u) ~ Lfuh(x,u) se re-

duce a la condición de que

Como #2^2 = 1 y

Lfufi(x}u) = Lfufj,(x,u).

, de la ecuación (C.27) se obtiene

(C.27)

-i- x2)u)

(x\ - l

Finalmente, el conjunto O3 está dado por

C?3 = {(x,x,u) € Ü2- [x2iu) satisface (C.28)} •

. (C.28)

(C.29)

La proyección de O$ a %i¿ es el conjutno de puntos de entrada mala y
está dado por (después de otras manipulaciones algebraicas)

0»>3*) u
w

(C.30)

El conjunto de puntos de entrada mala (6.7) está caracterizado por una
sola ecuación, así que el mapa de 3-observabilídad q3 es inyectivo en casi
todas partes y el modelo (CU2) es 3-observable.

C.5. Extensión de orden usando ip(x)

Siguiente el procedimiento indicado por la Proposición 3.2, se escoge a
¿¿(#2) como la función ip{x). Nótese que

-a-i (1 - (C.31)
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Defínase

a(#3, u) — b2u ~ k2kiwx3, X(x-¿) — 1 ~~ a2xz, (C.32)

y propóngase la extensión

-(&i-ari)t¿, (C.33)

(C.34)

¿3 ~ X3 f #3 1 x2 + T?(ÍC,M) • (M ~ #3] > (C.35)

y ~ a?i, (C.36)

donde la función 77: X x U —• K es un ^rado de libertad empleado para hacer
que la extesnión sea 3-observable. Recuérdese que 77 multiplica un térmi-
no que se hace cero cuando las trayectorias se encuentran en la superficie
invariante £3 — ^(aü).

Es fácil ver que x\ = y, mientras que xz se puede expresar en términos
de y — ¿1, y = x\ y u a partir del lado derecho de (C.33). Entonces ¿3
puede ser expresado en términos de y, y,y,uy ú, con lo cual la inyectividad
del mapa de 3-observabilidad es equivalente a la inyectividad de (C.35) con
respecto a #2- El grado de libertad r) se diseña tal que esto suceda casi en
todas partes.

Primero nótese que l/fj,(x2) es un polinomio en x2 y 1/̂ 2» Jo cual también
sucede para el primer término de (C.35). Propóngase

con po una función a escoger. Entonces

ÍX \,
xz[ xz (a - UX2)

\x J
x2

1 / 1
X2

A1X2 - Ao + /i_i— ) + poX, (C.38)

donde ^¿=-1,0,1 son funciones que no dependen de x2 dadas por

| A_i = aX ~~ ^pQ. (C.39)

La función ^o no importa para la inyectividad de (C.38) con respecto a X2,
mientras que po se puede escoger tal que A^i o Ai desaparezca y por lo
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tanto se logre la inyectivídad. Escogiendo po — 2aA hace que
extensión esté dada por

•Ti = /y

+ (h

) (aX

TT-t ) ? / T i ((X\ z=z T,-\ n
*A¿ 1 / ^*> '"*" i \ •-" / * " i .\J ?

#2(0) - s2lo, (C.40)

+ (A2-~#|)a, a?3(0) - / ¿ W .

(0.41)

Sin embargo, el mapa de 3-observabiUdad de (C.40)-(C41) es inyectivo sólo
si xz / 0 y Ai - uxz - a\ / 0. Esta condición es equivalente a (C.30) y
describe el conjunto de puntos de entrada mala.

Nótese que si se escoge po ~ 2ux^, tal que Ai = 0 y A~\ =• aX —
UX3, entonces se obtiene el mismo conjunto de puntos de entrada mala. La
extensión que se logra es similar a (C.40)-(C41), pero no es suave, con

(aX — uxz) f~ (uX (C42)
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Apéndice D

Parámetros del modelo del
biorreactor

Los parámetros que se muestran en el Cuadro D.l eorreponden al modelo
matemático (C.1)~(C4) y son usados para las simulaciones de prueba de los
observadores diseñados en el Capítulo 6. Se obtuvieron experimentalmente
de un biorreactor piloto en el Laboratorio de Bioprocesos Ambientales del
Instituto de Ingeniería de la UNAM.

fi* = 0,025 (h"1] S*~=20[mg/l\ ro~^2

SW = 100 [mg/1] Om = 0[mg/l] CU - 7,8 [mg/l]

K¡a = 45 [íi^1] Y = 0,9 Yxo = 0,5
V „ oh] r\
^max — o ¡XI Vmax

Cuadro D.l: Parámetros of the bioreactor

Para las simulaciones de la Sección 6.4, el volumen inicial se supone en
= Knm - 2 [l] y las condiciones iniciales son

Oo = 6,2 [mg/1], 50 - 5 [mg/1], Xo = 8000[mg/l].
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