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Resumen

El objetivo del trabajo es disefiar observadores de alta ganancia para
sistemas no lineales de orden n con una salida y propiedades reducidas de
observabilidad. Se consideran tres reducciones, con respecto al mapa de r-
observabilidad, que mapea el estado (y la entrada y un nimero finito de sus
derivadas) al vector de la salida y r—1 derivadas temporales. El disenio cldsico
de observadores de alta ganancia requiere que este mapa sea difeomérfico
y de orden r = n, y por lo tanto que su forma de r-observabilidad sea
Lipschitz.

La primera reduccién de observabilidad sucede cuando se necesita r > n
para que el mapa de r-observabilidad sea inyectivo. Se propone construir
una extension de orden, que es un sistemns. de orden r que contiene las tra-
yectorias del sistema original de orden n. Ademas debe poseer un mapa de
r-observabilidad inyectivo en casi todas partes para gue se pueden disefiar
observadores de alta ganancia.

La segunda reduccién aparece cuando el mapa de n-observabilidad es
semi-difeomdérfico, pero su forma de n-observabilidad no es Lipschitz continua.
Se propone el uso de un observador aproximado de alta ganancia y las tra-
yectorias del error resultan uniformemente finalmente acotadas.

La tercera reduccion es la existencia de un subconjunto no vacio de pun-
tos de entrada mala donde ¢l mapa de n-observabilidad pierde inyectividad.
Restingiendo trayectorias, el observador basado en eventos continuo de alta
ganancie usa una aproximacién continua de la forma de n-observabilidad y
el error en las coordenadas de observabilidad resulta uniformemente final-
mente acotado.

Las estrategias de disefio de observadores son ilustradas con ejemplos
académicos y probadas en el modelo matemdtico simplificado de un biorreac-
tor aerobio con una cinética de reaccidén no inyectiva. Se muestran también
los resultados de simulaciones.

Palabras clave: observador, observabilidad reducida, sistema no lineal
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Abstract

The objective is to design high gain observers for single output forced
nonlinear systems of order n with reduced observability properties. Three
reductions are considered with respect to the (input-dependent) r-observ-
ability map, which maps the state (and the input and a finite number of
its time derivatives) to the output and r — 1 time derivatives. Classical
high gain observer design requires this map to be diffeomorphic and of order
r == 1 and thus its n-observability form to be Lipschitz.

The first reduction of observability happens when » > n for the r-observ-
ability map to be injective. An r-th order extension is proposed, which
contains the trajectories of the original n-th order system and has an almost
everywhere injective r-observability map, so that high gain observer design
strategies can be applied.

The second reduction happens when the n-observability map is semi-
diffeomorphic, but its n-observability form is not Lipschitz continuous. The
approzimate high gain observer i3 proposed, such that error trajectories are
uniformly ultimately bounded.

The third reduction happens when there exists a nonempty set of bad
input points where the n-observability map loses injectivity. Restricting
trajectories, the continuous high gain event-based observer uses a continuous
approximation of the n-observability form and the error in observability
coordinates becomes uniformly ultimately bounded.

The observer design strategies are illustrated using academic examples
and tested on the simplified mathematical model of an aercbic bioreactor
with noninjective reaction rate kinetics. Results of computer simulations
are shown,

Keywords: observer, reduced observability, nonlinear system
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Capitulo 1

Introducciéon

El presente trabajo de tesis trata el disefio de observadores para sistemas
no lineales forzados de una salida,

& == f(ma u)y .’L'(O) = X0, y= h(m): (11)

donde € ¢ X C R"™ es el vector de estados, ¥y € R es la tnica salida y
u(t) : [0,00) — U C R? es una funcién de entrada exdgena suficientemente
diferenciable.

Un observador es un sistema dindmico empleado para obtener una es-
timacién confiable £(f) del estado =(t), dado el conocimiento del modelo
f(-,-} v (") y mediciones de la salida y(t) y la entrada u(t), sin conocimien-
to completo de la condicidn inicial @g, incluso sin conocimiento alguno.

En los dltimos 30 afios muchas técnicas para el disefio de observadores
han sido propuestas (Walcott, Corless y Zak, 1987; Misawa y Hedrick, 1989;
Nijmeijer vy Fossen, 1999). La mayorfa de ellas requieren la satisfaccién de
ciertas propiedades de observabilidad del sistema (1.1), que en algunos casos
llegan a ser demasiado estrictas y poco aplicables a problemas reales. Esta
tesis explora el disefio de observadores practicos bajo propiedades reducidas
de observabilided, y este capitulo introductorio da un panorama general
de las reducciones consideradas usando distintas variantes de un ejemplo
sencillo. Posteriormente se da un esquema de la organizacién de la tesis.

1.1. Propiedades reducidas de observabilidad

Considérese el siguiente sisterna de una entrada y una salida.



1.1. Propiedades reducidas de observabilidad

Ejemplo 1.1
&= ax + u, z{0) = zg, y=zF (peN,) (1.2)

conX =R yvaecR,

Considérese primero el caso p = 1; entonces el sistema (1.2) es lineal y
observable. Considérese ahora el siguiente sistema

z=aitu+l-[y—3 (eR), 2(0) = &, (1.3)
i=2 (L.4)

La dindmica del error e = 2 — x estd dada por
8 = (a - l)e, 8(0) = 3y — Xp. (15)

Si{ se escoge tal que a — [ < 0, entonces el error e(t) tiende exponencial-
mente a cero, independientemente de cémo se escoja la condicién inicial del
observador (1.3). Por supuesto, esto implica que el error # entre el estado z
y su estimado & también tiende a cero, porque en este caso trivial e = Z.

Este sencillo ejemplo muestra la estructura de los observadores que se
tratan en esta tesis: una parte dindmica (1.3) que comprende la dindmica del
sistema en su forma de observabilidad mas un término corrector que depende
de la salida (y quiz4 también de la enirada), y una parte algebraica (1.4) que
se emplea para obtener el estimado del estado en las coordenadas originales.

Para un sistema lineal, las definiciones de observabilidad (Hermann y
Krener, 1977) son todas equivalentes y un observador global siempre puede
ser construido si el sistema es (globalmente) observable. Para sistemas no
lineales, adem4s de la observabilidad, otras propiedades simplifican el disefio
de observadores. Algunas de estas propiedades de observabilidad se vuelven
necesarias para poder aplicar muchas de las técnicas de disefio reportadas
en la literatura. Sin embargo, un sisterna podria tener propiedades reducidas
de observabilidad y no es posible emplear las técnicas cldsicas de disefio de
observadores.

Considérese el Ejemplo 1.1 con p = 3. Es evidente que su linealizacién de
Taylor (A = a, C = 0) alrededor del punto de operacién & = 0, v = 0 no es
observable. Sin embargo, es posible construir un observador (Krener, 1994):

F=af+u+l [¥5-3 (> a), 2H0) =29,  (1.6)
& =2 (1.7)

Kste observador estd inteligentemente construido, pero su comstruccién es
heuristica y no sigue ninguna metodologia. Nétese que no es suave {i.e. C*),
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pero tiene un lado derecho que es continuo. Con la misma motivacién, Xia
y Zeitz (1997) proponen la construccién de observadores continuos cuando
ol Hamado mapa de observabilidad no es un difeomorfismo, pero tiene una
inversa contfnua. Este mapa relaciona el estado = con la salida ¥ y un cierto
niimero de sus derivadas temporales 7, §, .. . Usdndolo como transformacién
de coordenadas se obtiene la forma normal de observabilidad®.

Para el sistema (1.2) con p = 3, el mapa de observabilidad q(z) = 2®
es inyectivo en todas partes, pero no es difeomérfico, ya que su inversa
q~!{z) = 2%/3 es continua —mas no diferenciable— en z = 0. Su forma de
observabilidad estd dada por '

% = 3az + 3uz”®, 2(0) =z}, Y= 2z (1.8)

. No es posible disehar un observador continuo (Xia y Zeitz, 1997), por-
~_que (1.8) no es Lipschitz continua para toda u. Con esto se ejemplifica
una reducecién de observabilidad, la gue sucede cuando la no linealidad ca-
racterfstica ¢(z,4) = 30z + 3uz¥? de la forma de observabilidad no es
Lipschitz. Para resolver este problema, se considera el uso de un observador
aprozimado de alta ganancia (Moreno y Vargas, 2000).

Considérese nuevarente el Ejemplo 1.1, pero ahora con p = 2. Su linea-
lizacién de Taylor (A = g, C = 0) alrededor del punto de equilibrio x = 0,
u = 0 no es observable. El mapa de observabilidad usual gq(z) == 2% no es
globalmente inyectivo. Sin embargo, considérese el mapa de 2-observabili-
dad, que mapea el estado y la entrada a la salida y su primera derivada,

VAR M N R

Este mapa separa puntos ¢ € R si u # 0, asf que es inyectivo si la entrada
u no es nula. De hecho, si la funcidn de entrade u(t) es idénticamente cero

para todo tiempo, entonces cualquier mapsa de r-observabilidad con r > n
. . ) r~32)
resulta no inyectivo cuando v =4 = - - _ u = 0. Esto sucede porque para

u(t) = 0, la condicién inicial z9 no se puede distinguir de —zo {una condicién
inicial distinta) simplemente observando sus salidas (son idénticas). Esto es,
el par de condiciones iniciales {zy, —20) no es distinguible con la funcicn de
entrada male u(t) =0 Vit=>0.

Se podrfa argumentar que una funcién de entrada mala diffcilmente su-
cede en la préctica, o bien, que este tipo de funciones de entrada se pueden
evitar. Sin embargo, podria suceder que durante ciertos instantes de tiempo

IEn el Capftulo 2 estos conceptos se definen mejor,
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1.2. Aportes de la tesis

alguna trayectoria cruce puntos del espacio de estados-entradas donde se
pierde la inyectividad de algin mapa de r-observabilidad. A estos puntos se
les lama puntos de entrada mala (Vargas, Moreno y Zeitz, 2001) del mapa
de r-observabilidad. Para el ejemplo anterior y su mapa de 2-observabilidad,
esto sucede cada vez que la entrada u(t) cruza el valor cero, i.e. los puntos
de entrada mala estdn caracterizados por {(z,u)*: z € R, u = 0}. No se pue-
de construir o simplemente no existe una forma de observabilidad mientras
se crucen puntos de entrada mala. Esta es otra reduccion importante en la
observabilidad que se analiza en este trabajo. La solucién que se propone es
el uso de observadores basados en eventos (Vargas et al., 2001).

Para el ejemplo anterior con p = 2, existe otra reduccién de observa-
bilidad. Nétese que el mapa de l-observabilidad q, (2} = 2% no es inyectivo
en ninguna parte, pero el de 2-observabilidad sélo pierde inyectividad en
los puntos de entrada mala, los cuales forman un subconjunto relativamente
pequefio del espacio de estados-entradas R x R. La inyectividad se obtiene
(al menos parcialmente) hasta que se considera un mapa de observabilidad
de orden superior al sistema. Esta es la tercera reduccién de observabilidad
que se considera en esta tesis: necesitar r > n.

Para tratar esta reduccién, aquf se propone que se inmerja al sistema
original en un sistema de dimensién r que tenga un mapa de r-observabili-
dad inyectivo en casi todas partes y que ademds contenga las trayectorias
del sistema original de dimension n. Esto se hace anfes de realizar el disefio
del observador. Para el sistema (1.2) con p = 2, dicha inmersion es en el
sistema bilineal

. a O U Zo

=l et o] w0={Bl v-p Ue  aw
Su mapa de 2-observabilidad q,(€) = [&2, 2(u& + aég)]T es inyectivo en
todas partes, excepto en el subconjunto de puntos de entrada mala, donde

1 = 0. Nétese que si se escoge la condicién inicial £(0) como en (1.10), la
trayectoria de £; asemeja la de x, mientras que la de ¢, asemeja la de y = 22,

1.2. Aportes de la tesis

Los principales aportes de esta tesis son los siguientes:

= La definicién de los puntos de entrada mala y la r-observabilidad, con
el fin de caracterizar algunas reducciones de observabilidad; véanse las
Definiciones 2.1 y 2.2, respectivamente;
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» La propuesta de realizar una extension de orden y asi obtener primero
un sistema r-observable de orden r antes del disefio del observador
propiamente; véase el Capitulo 3;

= La propuesta de emplear un observador aproximado de alte gananacia
para sistemas con un mapa de r-observabilidad semi-difeomérfico, pero
con una forma de r-observabilidad no Lipschitz continua, completando
asf el resultado de Xia y Zeitz {1997) con repecto a los observadores
contfnuos, cf. los Teoremas 4.2 y 4.3;

» La propuesta de usar observadores basados en eventos cuando existe
" un conjunto de puntos de entrada mala no vacfo, restringiendo las
- trayectorias del sistema a ser dpr-admisibles; véase el Teorema 5.2;

« La aplicacién de la teorfa desarrollada a un ejemplo préictico: el modelo
simplificado de un biorreactor aerobio con una tasa de crecimiento no
inyectiva; véase el Capitulo 6.

1.3. Organizacion de la tesis

El siguiente Capitulo 2 empieza definiendo las nociones de observabili-
dad pertinentes a esta tesis. Se introduce el mapa de r-observabilidad y se
resefian algunos de los métodos de disefio de observadores bajo propiedades
completas de observabilidad. Luego se presenta la forma de n-observabili-
dad y se explica la técnica de disefio del observador de alta ganancia. Se da
una prueba detallada de la convergencia de este observador, pues también
se usa en capltulos posteriores. Después se presentan las reducciones de ob-
servabilidad que se tratan en la tesis y se definen el importante concepto de
r-observabilidad y los puntos de entrade mala.

Los siguientes tres capftulos presentan las soluciones a las tres reduccio-
nes de observabilidad consideradas. El estado del arte en las investigaciones
para cada reduccién se resefis en su capitulo correspondiente.

Il Capitulo 3 trata las extensiones de orden para solventar el problema
de falta de inyectividad del mapa de r-observabilidad hasta considerar r > n.
La idea es inmergir el sistema original (1.1) en uno de orden r que ademsds
sea r-observable, conservando las coordenadas originales y agregando r —
estados auxiliares. Las sugerencias de ¢émo construir esta inmersién son
ilustradas con ejemplos sencillos.

El Capfitulo 4 primero resefia el disefio de observadores continuos (Xia
y Zeitz, 1997) cuando el mapa de n-observabilidad es semi-difeomérfico, i.e.
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suave con una inversa continua. Luego se extiende el resultado para incluir el
caso en que la forma de observabilidad resultante no es Lipschitz. Se presen-
tan los conceptos de semi-equivalencia de trayectorias y de observabilidad en
trayectorias, asi como algunas propiedades de la forma de n-observabilidad.

" Los Teoremas 4.2 y 4.3 sintetizan €l resultado de este capftulo, que es la
construccidn de observadores aprozimados de alta ganencie. Su prueba de
convergencia aproximada, algunos comentarios y un ejemplo terminan el
capitulo.

El Capftulo 5 presenta el caso en que, habiendo escogido un mapa de »-
observabilidad, aiin existe un subconjunto {pequefio) de puntos de entrada
mala donde el mapa no es inyectivo. Se dan algunas definiciones y se in-
troduce la forma de seudo-observabilidad, asi como el concepto de evento y
la definicién de trayectorias dps-admisibles. El resultado principal es el Teo-
rema 5.2, que propone la construccién de observadores basados en eventos
continuos de alta ganancie bajo restricciones en las trayectorias. Le sigue
una prueba de convergencia y un ejemplo ilustrativo. El capitulo termina
con una nota acerca de su posible implementacién en coordenadas originales.

Es importante resaltar que, atin cuando hayan sido presentadas por sepa-
rado, las tres reducciones de observabilidad puede presentarse simultdnea-
mente en un sistema. Sin embargo, las soluciones aquf propuestas pueden
ser aplicadas independientemente. Como un ejemplo practico de aplicacion,
en el Capitulo 6 se presenta el modelo simplificado de un biorreactor aerobio
empleado en el tratamiento de aguas residuales téxicas. Este modelo requie-
re un mapa de r-observabilidad de orden superior y tiene un conjunto de
puntos de entrada mala no vacio. Después de inmergir el sistera original de
orden 2 en uno de orden 3, se disefia un observador basado en eventos de
alta ganancia y se presentan resultados de simulacién.

Finalmente, en el dltimo capftulo se presentan las conclusiones y petrspec-
tivas del trabajo. Varios apéndices al final presentan conceptos no inclutdos
en el texto principal para facilitar la lectura del mismo.

1.4. Notacion

En esta tesis, las variables se representan con letras itdlicas, los vectores
con letras negritas itdlicas, los campos vectoriales y las funciones con ne-
gritas sencillas, y las matrices con maydsculas negritas, e.g. v, @, £ y A,,
respectivamente. 1.os conjunios se represesntan con letras caligrdficas, e.g.
X. Las derivadas con respecto al tiempo se muestran como puntos sobre la
variable, como en ¥ & i, o bien, por supraindices entre paréntesis, como en
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(p} . . . . .

1 . El vector construido con la variable y un nimero finito de sus primeras
derivadas temporales se representa con una letra en negrita y subrayada.
Por ejemplo, u se define como

T
u=[u?, o, ., W] (1.11)
En este caso en particular, el subconjunto donde w toma sus valores se
denota con Y ¢ RPOw+HL),

Tres matrices especiales son usadas en esta tesis, principalmente para
escribir la forma de r-observabilidad. Las matrices A, € R"™*", B, e Rl y
. C, € R estdn dadas por

0o 1 0 T
A, = [0 o’f} , B, = H C, =[1, 0], (1.12)
donde 0 € R™~! es un vector de ceros e I es la matriz identidad de dimensién
r—1

La solucién tnica del sistema (2.1) que pasa por zo cuando £ = 0 y sujeta
a la funcién forzante de entrada w(t) se representa por x(t; o, #{t)) 6 —si no
existe confusion— simplemente por =(t). De manera similar, y(t; xo, u(t))
representa h{x(t; o, w(t))), con y(t) escrita a veces. Esta misma notacién
se usa para el sistema auténomo (2.3), en cuyo caso x(f; xg) e y(i; xo) re-
presentan las trayectorias del estado y de la salida, respectivamente.
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Capitulo 2

Observabilidad y diseno de
observadores

En este capftulo se presentan el concepto de observabilidad y las redue-
ciones que se consideran en esta tesis. Se introduce el mapa de r-observabili-
dad y se resefian algunas técnicas cldsicas de disefio de observadores para
sistemas no lineales. Se hace énfasis en el observador de alta gananacia, ya
que las soluciones que se presentan en capitulos posteriores lo usan como
base. '

Se consideran sistemas no lineales forzados de una salida

& = fla,u) = f,(x), z(0) = xp y = h{z), (2.1)

donde z es el vector de estados que pertenece al espacio de estados X' C R,
y € R es la salida y u(t): [0,00) — U C BP es una-funcién suficientemente
suave que actia como entrada exdgena al sistema (2.1). Se asume que el
campo vectorial f y la funcién h son suaves {(infinitamente diferenciables).
En algunos casos, el sistema (2.1) aparece en su forma afin en las entradas

P
&=f@)+y m(@w,  @0) =z,  y=h= (2.2)
fml

con f el Hamado término de deriva de (22) y g X = R% parai=1,...,p.
Para facilitar la exposicién de algunos temas, a veces sélo se considera-
radn sistemas no forzados

& = f(z), z(0) = o, y = h(z) (2.3)

con x € X CR", y € Ry las funciones f y h sonsuficientemente suaves.



2.1. Observabilidad y el mapa de observabilidad

A lo largo de este capitulo, los conceptos introducidos se ilustran con
variantes del siguiente sistera affn en los estados:

Ejemplo 2.1
iy =ab +g(z)u (peNy) g = Ty, Y= I (2.4)

con X =R2 w(t): Ry — R una funcién de entrada suficientemente diferenciable y
g: R? — R una funcién escalar.

2.1. Observabilidad y el mapa de r-observabilidad

La propiedad de observabilidad es esencial para el disefio de observadores
para sistemas no lineales (2.1}, Existen muchas nociones de observabilidad
{Hermann y Krener, 1977), pero sdlo algunas serdn consideradas en este
apartado.

La observabilidad de un sistema se relaciona con el concepto de indis-
tinguibilidad (Nijmeijer v van der Schaft, 1990). Un par de condiciones ini-
clales (&g, Eg) es indistinguible si para cade funcién de entrada admisible
u(t), sus funciones de salida correspondientes son idénticas en su dominio
de definicién comin. Un sistema se dice observable si la- indistinguibilidad
de cualquier par de condiciones iniciales (xg, &p) implica &y = xp.

En otras palabras, el sistema (2.1) es observable si para cada par de con-
diciones iniciales distintas (xg, Zq), existe al menos una funcidén de entrada
admisible u®(t) que las distinga a partir de sus salidas, i.e. y(t; xo, u'(t)) #
y{t; ®o, u®(¢)) (Sussmann, 1979).

La propiedad de observabilidad es genérica (Aeyels, 1981) y cuando
un sistema es observable, la existencia de funciones de entrada que dis-
tinguen cualquier par de condiciones iuiciales distintas también es genérica
{Sussmann, 1979); estas entradas son llamadas universales. Los sistemas pa-
ra los cuales toda funcién de entrada admisible es universal son llamados
observables para toda entrada. Muchos métodos de disefio de observadores
requieren que se satisfaga esta propiedad, especialmente los de alta ganan-
cia (Gauthier, Hammouri y Othman, 1992), ya que permite caracterizar al
sisterna en términos de su forma de observabilidad {véase la siguiente Sec-
cién 2.2).

Cuando un sistema no es observable para toda entrada, entonces existen
funciones de entrada mala u*(t) {(Gauthier y Bornard, 1981) que provocan
que cierto par de condiciones iniciales (2, ;) sea indistinguible para esta
entrada, ie. y(i;zh, u*(t)) = y(t; &5, w*(t)) para todo t = 0. La existencia

10
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de funciones de entrada mala no es una mera curiosidad matemdtica, sino
de hecho es critica para el disefio de observadores.

Si un gistema (2.1) es observable y la salida es la suma de una funcién del
estado inicial y una funcién de la entrada, entonces es observable para toda
entrada (Hermann y Krener, 1977). Este es el caso de los sistemas lineales
invariantes en el tiempo.

@ = Az + Bu, x(0) = @, y=Czx (2.5)

conx € R*, y € R™ vy u € RP. Para estos sistemas, la observabilidad se
puede probar facilmente verificando el rango de la matriz de observabilidad

C
CA

. (2.6)
CcA!

Si el rango de O es n, entonces el sistema (2.5) es (globalmente) observable.
Este es el conocido criterio del rango de Kalman; se dice entonces que (A, C)
es un par observable.

Ejemplo 2.2 (Ejemplo 2.1 con p =1y g(x) = b € R} Elsistema lineal re-
sultante es (globalmente) observable, ya que

Aﬂ[? 3] c=[1 0 N om{é ﬂ

Para sistemas no lineales (2.1}, el criterio de Kalman se puede verifi-
car para la linealizacion alrededor de un punto de operacién {x,,us) con
f(x,, s} = 0 definiendo

of oh
A, = o (z0,u), C, = 52 (). (2.7)

Si rankO; = n, entonces el sistema es localmente observable en el punto de
operacion (x4, u,). Sin embargo, esta condicion es sélo suficiente.

Ejemplo 2.3 (Ejemplo 2.1 con p =3 y g(&) = #;) Los puntos de opera-
cién son ¢, = 0, ¥, = & (con @ un nidmero real) y el sistema es globalmente ob-
servable, pero la matriz de observabilidad Oy tiene rango 1 < n = 2 para cualquier
.

11
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Para sistemas no lineales (2.1), la observabilidad es usualmente probada
usando el mapa de r-observabilidad (Inouye, 1977; Zeitz, 1984), el cual re-
laciona el estado x del sistema (2.1) con su salida y y r — 1 de sus derivadas
temporales. Se define de la siguiente manera:

r
- r—~1
a@w) = L8k LLh ., LT =], 5 0 Y, e

donde L‘rc h son formas dependientes de la entrada de las derivadas de Lie
de h, definidas por LY h(z,u) = hiz) y

oLE h . +8L’§:’h du

L]f?uh(mi-yn) = 833 “lu 8’(& ’ Wé?:

k> 1 (2.9)

En esta notacién u € RPHD e define como en (1.11) con w suficientemente
grande, tal que la entrada v aparece explicitamente hasta la (r — w)-6sima
derivada de Lie {2.9), mientras que la salida y sus primeras k& derivadas
temporales con k < r —w pueden ser expresadas como funciones inicamente
del estado @. Las expresiones para Lt’i“uh con k£ > r —w no dependen de todo
u, sino tan sélo de sus primeros (k + 1) — (v — w) términos, Le.

S (), Dy h(z,w), LM hie,u, ), ..., LF, h(z, ). (2.10)

Por lo tanto, w~1 es el orden superior de derivadas de la entrada que aparece
en el mapa de r-observabilidad. Sin embargo, para facilitar la notacién se
escribe como en (2.8) con u € Y, siendo I el conjunto donde la entrada u
toma sus valores.

La propiedad mds importante de este mapa es la inyectividad. Un ma-
pa es globalmente inyectivo si cada punto en la imagen corresponde a un
tinico punto en el dominio (para las definiciones de estos conceptos véase el
Apéndice A). Un mapa es localmente inyectivo si cada punto en la imagen
puede ser distinguido de sus vecinos por medio de sus puntos correspon-
dientes en el dominio. La inyectividad global implica la existencia de una
inversa (izquierds) que mapea puntos en la imagen a puntos en el dominio.
Es imporante resaltar que el dominio de la inversa tan sdlo es la imagen del
mapa, y no necesariamente todo el co-dominio. Para el mapa de r-observa-
bilidad (2.8) la inyectividad depende de la entrada u.

Una condicidn suficiente para la observabilidad para toda entrada es
la inyectividad global para toda u del mapa de r-observabilidad q, para
alguna r > n. Por otro lado, el criterio de Kalman puede ser usado para
verificar la observabilidad local definlendo la matriz de observabilidad no
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lineal (Nijmeijer y van der Schaft, 1990) como el jacobiano del mapa de
n-observabilidad

Oz, u} = %%- (2.11)

Si esta matriz es regular en todo X, l.e. su rango es n, entonces el siste-
ma {2.1) es localmente observable, mientras que si el rango es n en algin
punto ., entonces es localmente observable en z.. Si &, es un punto de ope-
racién, entonces {2.11) también se puede construir con (2.6) usando (2.7).

Ejemplo 2.3 (continuacién) El mapa de 2-observabilidad es globalmente in-
vectivo para toda w,

T - T
zmqg(w,u):[ml, x%+$1u] ’ m=q21(zvu):[zl: V3z2""ziu] 3 (212)

y por lo tanto el sistema es globalmente observable para toda entrada.

2.2. Resena de técnicas de diseno de observadores

La mayoria de las técnicas de disefio de observadores requieren que el sis-
tema (2.1) satisfaga algunas propiedades de observabilidad. En esta seccién
se resefan algupos de estos métodos y sus requerimientos.

Dado un modelo del sistema (2.1) y ningiin conocimiento previo de la
condicién inicial @g, un observador es un sistema dindmico empleado para
estimar el estado 2(¢) midiendo Unicamente la salida y(t) y la entrada w(¢).
Usualmente se usan observadores de tipo Luenberger,

& = f(#,u) +1 [y — h(@)), #(0) = d9. (2.13)

Esta es una copia de la dindmica del sistema (2.1) mas un término corrector
que depende linealmente del error de salida y — i(&). Es un observador de
orden completo, ya que su dindmica tiene la misma dimensién que el estado
del sistema x, o sea n.

En su forma més simple el disefio del vector de ganancia ! se realiza
linealizando el sistema de error alrededor de un punto de operacién, por
ejemplo en @ = x;, v = 4. Esto conduce a un observador local y requiere
al menos la detectabilidad del par (A, C,) dado por (2.7).

Desde el resultado clésico de Thau (1973) se han venido haciendo intentos
por determinar (localmente) condiciones para la convergencia asintética o
exponencial de Z(t) hacia xz(t) usando esta técinca. La mayorfa de estos
resultados se basan en argumentos de Lyapunov {Rajamani y Cho, 1998,
Rajamani, 1998}.

13 @ -
TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




2.2. Técnicas de disefio de ohservadores

Sin embargo, quizd el observador para sistemas no lineales mas empleado
en la actualidad sea el filtro de Kalman extendido (Jazwinski, 1970; Gelb,
1974}, el cual no considera un punto de operacién, sin que linealiza alre-
dedor de las trayectorias del estado estimado. Esto conduce a un vector
de ganancia I{t) variante en el tiempo. Ademas agrega %n(n + 1) ecuacio-
nes diferenciales para ser resueltas, las cuales corresponden & la matriz de
covarianza del error. El filtro de Kalman extendido es por lo tanto un ob-
servador de orden ertendido, ya que su dindmica evoluciona en un espacio
de estados de dimensién %n(n + 3). A pesar de su amplia aceptacién y su
buen desempefio (usnalmente), generalmente no se realiza un andlisis de
convergencia global, aunque algunos trabajos si apuntan en esta direccitn.
Por ejemplo Reif, Sonnemann v Unbehauen (1998) dan condiciones para la
convergencia global usando argumentos de Lyapunov, mientras que Deza,
Bossanne, Busvelle, Gauthier y Rakotopara (1993) usan argumentos de alta
ganancia,

De los métodos basados en la geometria diferencial han surgido las técni-
cas de disefio de observadores en forma normal (Krener y Isidori, 1983; Best-
ley Zeitz, 1983; Krener y Respondek, 1985). Aquf se busca un difeomorfismo
del estado ®: X — R™ y un difeomorfismo de la salida v: R — R, tal que
con la transformacién de estados no lineal &* = ®{x,u) y la transformacién
de salida y* = ~(y) se lleve al sistema (1.1) a una forma observable con
inyeccidn de salida (y posiblemente también con inyeccion de entrada):

&= Az +alyu),  2'(0)=B(x),  y*=Cz'.  (2.14)

El disefio del observador se hace en estas nuevas coordenadas, donde la
dindmica del error #* = &* — x* es exactamente lineal, y por lo tanto hay
convergencia exponencial. Dado que € es un difeomorfismo y v es inyecti-
va, la implementacién también se puede llevar a cabo en las coordenadas
originales x. El problema principal con esta téenica es encontrar las trans-
formaciones ® y v, para lo cual la condicién de rango {2.11) v condiciones
(estrictas) de integrabilidad deben ser satisfechas. Tanto la verificacidén de
estas condiciones, como el encontrar ¢ y v, también se puede hacer usando
técnicas algebraicas {(Keller, 1987; Birk y Zeitz, 1988; Phelps, 1991).

Dado que la clase de sistemas transformables a la forma observable con
inyeccién de salida {2.14) es relativamente pequefa (en lo particular de-
ben ser observables para toda entrada), se han buscado alternativas simila~
res. Estas relajan algunas de las condiciones de integrabilidad permitiendo
aproximaciones de esta forma observable hasta clerto grado (Nam, 1997; Ka-
zantzis y Kravaris, 1998; Lynch y Bortoff, 2001; Krener y Xiao, 2001). Otro
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Capitulo 2. Observabilidad y disefio de observadores

trabajo en esta direccién es el observador de Luenberger extendido (Birk y
Zeitz, 1988; Schaffner y Zeitz, 1999).

Existen ademds técnicas mds particulares para el disefio de observadores
{Walcott et al., 1987; Misawa y Hedrick, 1989}, incluyendo los observadores
adaptables (Cho y Rajamani, 1997; Besangon, 2000} v aguellos basados en
modos deslizantes (Walcott y Zak, 1987). Sin embargo, esta tesis sélo se
concentra en el disefio de observadores de alte ganancia {Tornambe, 1992;
Gauthier et al.,, 1992; Ciccarella, Dalla Mora y Germani, 1993; Jouan y
Gauthier, 1996), los cuales se explican con més detalle en la Seccién 2.3.

.~ 2.3. FEl observador de alta ganancia

_' 231 La forma de n-observabilidad

Considérese el mapa de n-observabilidad dependiente de la entrada q,,
dado por (2.8) con r = n, y considérese parametrizado por u, tal qué
g, & — R7 Supodngase que q,, es inyective y gue se puede hallar una
inversa (izquierda) q;;!, parametrizada por ¥. Ademds, supéngse también
que el sistema (2.1) es observable para toda entrada y que por lo tanto la
inversa q;! existe independientemente del “pardmetro’ u

Con el mapa de n-observabilidad como transformacién de coordenadas,

S qn(wJEL €x == q’r—?._l(zry-L (215)

el sistema (2.1) se transforma en

‘= (%qa?“ ii )<qn‘(z w,u),  2(0) = au(e0,u(0)),  (216)

y=h{a,'(zu). (2.17)

Las ecuaciones (2.16) v (2.17) conducen 2 la forma de n-observabilided de-
pendiente de la entrada

2= Anz + Bop(z,w), 2(0) = q, (w0, u(0)), (2.18)
y = Cnz (2.19)

con la no linealidad caracterfstica ¢ definida por
olz,u) = LE h (a7 (2, 0), u) (2.20)

y las matrices An, B, v C, dadas por {1.12). La forma de n-observabilidad es
una cadena de integradores y todas las no linealidades estdn concentradas en
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2.3. El observador de alta ganancia

un tnico término ¢, el cual describe la dindmica de la (n -~ 1)-ésima derivada
teraporal de la salida, correspondiente a z,, mientras que z; corresponde a
la salida y.

Ejemplo 2.3 (continuacién} Su forma de 2-observabilidad estd dada por

, 01 0 )
Z = [0 0] z+ [1} (3(z2 - z1u)1/331 + zou + ziu) , Y = 2y, (2.21)

2.3.2. El observador de alta ganancia

Fl disefio de observadores de alta ganancia emplea la forma de n-obser-
vabilidad (2.18)-(2.19), por lo que el sistema (2.1} debe ser observable para
toda entrada. Més atin, se supone que q,, es un difeomorfismo, i.e. suave con
una inversa q; ' también suave, de tal manera que la no linealidad ¢ también
resulta suave!. Se presupone también que  satisface en todas partes una
condicién de Lipschitz para toda wu, i.e. existe una constante k > 0, tal que

lp(2,u) - 9(z,u)| k|2~ 2| paratoda weld. (2.22)
La parte dindmica del observador se disefia de la siguiente manera:

2= Anz 4+ Bap(2,u) + 48;,1CE [y - Ca2l,  2(0) = a,(x0,u(0))
(2.23)

con 8y la matriz de 1n X 1 que satisface la ecuacién de Lyapunov
0Se + ATSy + 8gA, — CLC,. (2.24)

El resultado principal de los observadores de alta ganancia (2.23)-(2.24)
(Gauthier et al., 1992) dice que existe una ganancia § > 1 suficientemente
grande, tal que el error de estimacién e = 2 — z en las coordenadas de
observabilidad converge exponencialmente a cero, i.e.

el = ||2(t) — 2(t)]| — © as t— o0, (2.25)

La inversa del mapa de n-observabilidad se usa como parte algebraica
del observador de alta ganancia:

& =a,'(2,u). (2.26)

Tal no es el caso del Ejemplo 2.3 anterior, pero sf lo s para el Ejemplo 2.1sip=1y
g(x) = x1, ya que entonces {z) = 21 -+ zou + 214.
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Capitulo 2. Observabilidad y disefio de observadores

Si la inversa q;;! es uniformemente continua, entonces la convergencia en
las coordenadas de observabilidad también implica la convergencia en las
coordenadas originales, i.e.

&ty —z{E)|| -0 a5 t— o0 (2.27)

Mas atin, dado que el mapa q,, es difeomoérfico, el observador de alta
ganancia (2.23)—(2.26) también puede ser implementado en las coordinadas
originales:

1

& =f(&,u) + 5

-1
[%%—(a?,g)] S;1CT . [y - h(#)). (2.28)
Comentario 2.1 Si el sistema es afin en las entradas (2.2) y es unifor-
memente observable para toda entrada (Gauthier et al., 1992), entonces
es posible definir al mapa de n-observabilidad del sistema de deriva (sin
entradas, para u = 0) como la transformacién de coordenadas. Entonces
zi= Ly h(x), 1=1,...,n, y el sistema (2.2) se transforma en

2= Anz+ Bup(z) + G(z)u, =2(0) =q,(xg), vy =Cprz, (229

donde la matriz G(z) tiene una estructura triangular inferior, con elementos
giiz) = gi(a, .., z), i =1...,n,j =1,...,p. El obtener la estructu-
ra (2.29) de a partir del mapa de n-observabilidad del sistema de deriva que
sea difeomdrfico es una condicién necesaria y suficiente para la observabili-
dad uniforme para toda entrada.

Ejemplo 2.3 (nuevamente) Este sistema es observable para toda entrada
(més no uniformemente] y el resultado en este caso es

. _Jo 1 0
2= [o 0] z+ H 322/% + ["3] , y =z (2.30)

Se puede construir un observador de alta ganancia para la forma de 2-obser-
vabilidad (2.29) agregando el mismo término corrector que en (2.23) a la
parte dindmica si  y las g;; son Lipschitz contfnuas {que no es el caso
de {2.30)). La prueba de convergencia que se presenta a continuacién con
algunas peguefias modificaciones también puede aplicarse para estos casos.

Comentario 2.2 Se han explorado otras transformaciones a formas obser-
vables (similares), e.g. a sistemas bilineales (Hammouri y Gauthier, 1088} o
afines en el estado (Gluminean y Lopez-Morales, 1999). Aunque estas estra-
tegias de disefio son menos restrictivas que los métodos basados en la forma
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2.3. El observador de alta ganancia

normal de observador discutidos anteriormente, encontrar la transformacién
sigue siendo una tarea relativamente dificil y sélo una clase especial de sis-
temas satisfacen las condiciones requeridas.

2.3.3. Prueba de convergencia

Se puede mostrar que, dada la estructura observable del par (A, C,),
la ecnacién de Lyapunov (2.24) siempre tiene una solucién positiva definida
Se = SI > O para todo @ > 0. Considérese la norma |le|ls = (e Se) Mz,
Entonces las siguientes designaldades son satisfechas para toda e ¢ R™:

1/2 n—1/2
" lels, < et <
2

llells, (2.31)

con €4 = AnialS1] ¥ & = Amax[S1], siendo S la solucién de (2.24) cuando
# =1 (véase el Apéndice B).

Definase el error e = £ — z y la funcion @z, £,u) = ¢(z,u) — (£, u);
entoneces

&= (Ap — $8;1CIC,) e + Bop(z, 2, ). (2.32)
Considérese la funcién candidata de Lyapunov V(e) = eTSQe-x llenge.
De (2.32) y usando (2.24),
V(e) = e’ (A7Sy +8gA, — CLCr) e + 2" SoBL(2, 2,u)
= —fel Spe + 2eTSgBL (2, 2, ). (2.33)

Ya que V(e) = &llel}, = 2jells, dt]{e”se, usando (2.33) y Ja definicién de
| - lis, se obtiene

Tillellss = —30lells, + ——e"SoBnd(z, 2,u).  (234)

e “9

Considérese ahora la desigualdad de Schwartz

TSoB.F(z, £,2) < llells, [ BaBlz, 2, w)ls, (2.35)

y el hiocho que [BuOlls, = [70)]y/Somm = 150 b, donde Si,,5, > 0
es el elemento (n,n) de la matriz Sy (véase el Apéndice B). La condicién de
Lipschitz (2.22) conduce a

EVBinn e

d
—llells, < —i0llelis, +
dt é 2 9 6!73- 2
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Capfitulo 2. Observabilidad y disefio de observadores

y gracias a (2.31),

”6”39 = -7”6”33 (2'36)

k\/Sinn
1

Slells, < ~30lells, +

S T s £
con 7y = %9 —KY K= f___m___vqi’_ Finalmente escdjase 6 tal que v > 0 y por lo

tanto
le@)lse < lle(0)lls, exp{—t]. (237)

Se ha pmbado la convergencia exponencial para un valor de ¢ suficientemente
grande, aquél que opaca la constante de Lipschitz k. Para expresar (2.37)
empleando la norma euclideana, dsense las relaciones (2.31); entonces

o i
el < & Hetdlisy < £ (o) s, exp ()
1 C1
y finalmente,
le(t)] < 67 (Z_j) le(O)]]exp [~ (2.38)

Esto explica una de las principales desventajas de los observadores de alta
ganancia, que es el sobrepaso inicial en el error de estimacion, el cual se
incrementa conforme § aumenta su valor.

2.4. Reducciones de observabilidad

Con la excepcién de algunos cuantos, la mayoria de los métodos re-
sefiados requiere observabilidad para la linealizacién alrededor de algin pun-
to de operacién; de otra manera no se garantiza la existencia de un obser-
vador exponencial {Xia y Gao, 1988). Por otro lado, como en el caso de los
observadores de alta gananacia, usualmente se requiere que el mapa de n-
observabilidad q,, sea un difeomorfismo, lo cual no siempre sucede. Ademds
no todos los sistemas observables lo son para toda entrada. En esta tesis se
estudian estas reducciones de observabilidad, basandose en las propiedades

del mapa de r-observabilidad q, para alguna r > n.
La primera reduccion de observabilidad concierne la necesidad de consi-
derar r > n para obtener inyectividad.

Ejemplo 2.4 (Ejemplo 2.1 con p =2y g(x) = 0) Esclaro que ¢l mapa de
2-observabilidad [y, Q]T = 2, x%]T no es inyectivo y considerar otra derivada
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2.4. Reducciones de observabilidad

de la salida § == 22,2, tampoco ayuda mucho, puesto que si xy == 0, entonces el
mapa de 3-observabilidad pierde inyectividad en estos puntos. Sin embargo, el mapa
de 4-ohservahbilidad es inyectivo en todas partes?, ya que ¥ = 2(«? + 23) y por lo
tanto una inversa {izquierda) q; ! est4 definida por

[#1, =]

con un dominio restringido a tan sélo q,(R?). Su forma de 4-observabilidad una no
linealidad ¢ que sélo est4 definida en este subconjunto de dimension 2.

En el Capftulo 3 se discute esta reduccién de observabilidad. La solucidn
propuesta consiste en realizar una extension de orden antes de disefar el
observador.

Cuando la propiedad de difeomorfismo no se cumple, pero el mapa q,
tiene una inversa q, ! continua no diferenciable en todas partes, entonces el
mapa es llamado semi-difeomdrfico {Xia y Zeitz, 1997), como en el Ejem-
plo 2.3, véase (2.12). Es entonces todavia posible obtener una forma de
n-observabilidad (2.18)-(2.19), pero ahora ya no se garantiza que ¢ resul
te suave o Lipschitz, como en (2.21) o en (2.30). Para el caso en que ¢ es
Lipschitz continua, la solucién propuesta por Xia y Zeitz (1997) es el ob-
servador continuo, el cual tiene una parte dindmica en las coordenadas de
observabilidad (2.18) y una parte algebraica definida por la transformacién
inverss q;l. En esta tesis, el observador continuo es generalizado para los
€A808 en que ¢ ho es necesariamente Lipschitz. El resultado es el observador
aprozimado de alta ganancie presentado en el Capitulo 4.

La inyectividad del mapa de r-observabilidad (2.8) en dependiente de
la entrada y es comin que para los sistemas no lineales existan funciones
de entrade male w*(f) para las cuales cierto par de condiciones iniciales
(o, Ep) con @ # & generan exactamente la misma funcion de salida. En
este caso la observabilidad se pierde en @ (y en &p). Como consecuencia el
mapa de r-observabilidad q, no es inyectivo con cualquier r > n para la u
correspondiente a esta entrada, ya que implica que y,%, ... son iguales para
ambas condiciones iniciales para todo tiempo. Una caracterizacién més sutil
estd dada por la

Definicién 2.1 Considérese una v > n finita. Los puntos (x*,u*) donde
el mapa de r-observabilided q, dado por (2.8) no es inyectivo son llamados
puntos de entrada mala del mapa q,. Esto es, el conjunto de puntos de

*Lo mismo sucede si se considera g(z) ~ 1.
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Capftulo 2. Observabilidad y disefio de observadores

entrada mala A7 para una r > n dada estd definido por®
le = {(m*,y_*): A £ x*) e X, 8.t q,.(x,u") = q,,(m*,yf)}. (2.39)

Comentario 2.3 Evidentemente si un sistema admite funciones de entrada
mala u*(t), cualquier mapa de r-observabilidad tendrd puntos de entrada
mala, los cuales contienen un vector w* apropiado. Sin embargo, atn cuando
un sistema sea observable para toda entrada, podria tener puntos de entrada
mala, en el sentido que toda funcidn de entrada admisible sea universal,
pero que las trayectorias generadas pasen por puntos de entrada mala en
alglin momento para alguna r > n. Recuérdese gque esta es una propiedad
algebraica.

Definicién 2.2 Supdngase que u toma sus valores en Y C RPWHL) porg
algiin w > 0 y lldmese &y = X x U ol espacio de estados-entradas. FEl
sistema (2.1) se dice r-observable si el complemento Ay \ be del conjunto

de puntos de entrada mala le del mapa de r-observabilidad q, es denso en
Ay con respecto a la topologia usual de RPP@ 1),

Comentario 2.4 La condicién de densidad anterior implica que el conjunto
de puntos de entrada mala XL{? es un conjunto “pequeno” cuando se compara

con el espacio de estados-entradas Ay Si A7 es una variedad de dimensién
menor en Ay, entonces automaticamente se cumple el requerimiento.

Ejemplo 2.5 {(Ejemplo 2,1 con p = 1 y glz) = —x2)

:&'121'2—-—.’122’2.5, 9}22321, Y= T3.

Su mapa de 2-observabilidad q,{x) = [;1:1, Za{l - u)}T es inyectivo excepto cuan-
do u == 1. Por lo tanto el conjunto de puntos de entrada mala estd dado por

X = {(z,) € Xgiu=1)

y el sistema es 2-observable. Nétese que la funcidn de entrada mala es w*(#) = 1
para cualquier condicién nicial.

En el Capftulo 5 se tratan los casos como el Ejemplo 2.5 y se proponen
los observadores basados en evenltos como una solucién para sistemas que
son r-observables pero cuyo mapa de r-observabilidad define un conjunto de
puntos de entrada mala no vacio.

*El superfndice B viene del Inglés: bad input points.
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2.4. Reducciones de observabilidad

La tres reducciones de observabilidad que se consideran en esta tesis —
un orden superior 7 > n, una ¢ no Lipschitz en (2.18) y un A% no vacio—
son independientes una de la otra y pueden aparecer simultdneamente en
un sistema dado. Sin embargo las propuestas de disefio de observadores que
se presentan en los siguientes capftulos pueden ser aplicadas independiente-
mente.
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Capitulo 3

Extensiones de orden de
sistemas no lineales

En este capitulo se trata con sistemas (2.1} que son r-observables con
r > n de acuerdo a la Definicién 2.2. Esta reduccién de observabilidad va ha
sido estudiada (Levine y Marino, 1986; Gauthier, Hammouri y Kupka, 1991;
Jouan y Gauthier, 1996; Hou, Busawon y Saif, 2000}, pero la construccién
del observador esta limitada a los casos en que el mapa de r-observabilidad
es un embedding’.

En este capftulo atin no se propone disefio de observadores. En vez de
esto se da una metodologia para un paso previo, que consiste en inmergir al
sistema original (2.1) de orden n en uno de orden » que ademds sea r-obser-
vable y conserve las coordenadas originales del sistema (Vargas, Moreno y
Zeitz, 2002). Esto simplifica la posterior construccién de un observador, e.g.
uno de alta ganancia (Gauthier et al., 1992).

Defmase la imagen del dominio A" del mapa de r-observabilidad q,. dado
por (2.8) como Y, = q,(X). Recuérdese que la inyectividad de g, implica
la existencia de una unica funcién inversa (izquierda) q; !, cuyo dominio
solo estd dado por V.. Esta inversa es continua si X es compacto (véase el
Teorema A.3 en el Apéndice A). Sin embargo, para el disefio de observadores
es conveniente extender el dominio de la inversa fuera de ),.. Los grados de
libertad empleados en la construccién de esta extensién son ingredientes
importantes en el posterior disefio de un observador.

La metodologfa usual de disefio de alta ganancia también aborda el caso
r > n y esto se resefia a continuacién. Lo que se obtiene es un observador

'Desgraciadamente no hay una traduccién satisfactoria de esta caracterizacién de los
mapas; quizd la mds correcta sea incrustocion y no algo asf como embebimiento.
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3.1. Observadores continuos y de alta ganancia

continuo (Xia y Zeitz, 1997) de orden extendido. Como metodologia alterna-
tiva, en la seccién siguiente se definen las extensiones de orden y se discute
su utilidad. Posteriormente se dan sugerencias de cémo contruir estas exten-
siones de orden y se ilustran con ejemplos. Finalmente se discuten algunas
desventajas del método usando un ejemplo sencillo.

3.1. Observadores continuos y de alta ganancia

La metodologfa de disefio del observador de alta ganancia (Gauthier
et al.,, 1991) también puede ser usada en sistemas r-observables con 7 > n.
Se requiere que el mapa q, sea un embedding, i.e. un difeomorfismo global
que conserve la topologfa. La inversa q;! debe ser suave en su dominio Y,
esto se ilustra a continuacién.

Ejemplo 3.1 (n=2, r = 3)
&y = z9(wg + a), Ty = 19, Y = T, (3.1)

con a € R\ {0}. El mapa de 2-observabilidad no es inyectivo porque dos valores de
@9 pertenecen a la misma y. Sin embargo, con el mapa de 3-observabilidad

Y= Ty, g = m% + azs, 4= 2:0% + axg (3.2)

se obtiene un sistema de ecuaciones lineales en zy, x3 ¥ #4. Por lo tanto es global-
mente inyectivo y una expresién (no dnica) para su inversa es

Evidentemente esta inversa qs ' 3 (R?) — R? es suave, y por lo tanto g, : R? —
a,(R?) es un difeomorfismo global. Otra expresién para la inversa (quizé innecesa-
riamente complicada) se puede construir resolviendo para 3, tal que z9 = /7 — ¥,
y determinando el signo adecuado de zo a partir del signo de (29 — §)/q, i.e.

-1 A y
x = R s | . 3.4
% 99) [Sign[@y —i)/a]- \/y-y] (34)
Nétese que (3.3) v (3.4) son expresiones equivalenies en Va3 = qu(R?), dando el
mismo resultado para todo [y, %, #]7 en Va; por lo tanto (3.4) también es suave en
Vs. Para ver esto, notese de (3.2) que cuando 29— ¢ = 0, entonces también g —y = 0
{lo cual sélo sucede cuando xo = 0).

Por simplicidad, considérese primero un sistema auténomo (2.3} que sea
r-observable con r > n. Supdngase que su mapa de r-observabilidad q, es
globalmente difeomdrfico. El planteamiento de Gauthier et al. {1991) o de
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Capitule 3. Extensiones de orden de sistemas no lineales

Jouan y Gauthier (1996) primero reguiere la construccién de la forma de
r-observabilidad

z = Az + Brp(z), z{0} = q,{x0), y = Cpz (3.5)
con A,, B, y C, como en (1.12), y ademss
p(z) = Lth (47} (=) - (3.6)

Dado que g} es suave y ¢ es Lipschitz, se hace una extension del dominio
de ¢ a todo R", tal que la funcién ¢ mantenga su propiedad de continuidad
Lipschitz. De hecho, suponiendo que /X es compacto, Gauthier et al. (1991)
sugieren una forma de hacerlo. Consiste en definir una vecindad V C R" de
Yy = q,(X) y una funcién real oz) que sea C=°, soportada compactamente
en V, v que sea igual a 1 en J,. Entonees la extension ¢.: R® — R de ¢
estd dada por

_Joz)Lih (a7 (z) forz eV,
velz) = {O for z ¢ V.

Ejemplo 3.1 (continuacién) Lih = 434+ ax, asf que usando (3.6) con (3.3)
conduce a

4
plz) = — (22~ 22) + (220 — 23) (3.7)

mientras que usar (3.4) resulta en
p(2) =4 (28 ~ 22) +|a]sign(2z; — 23] V23 — 2. (3.8)

Ambas expresiones son equivalentes en .. La expresién {3.7) es suave (por lo
tanto Lipschitz en todas partes) y definida en todo R®, mientras que {3.8) ni es
Lipschitz, ni estd definida en todo R®, asf que la primera es més adecuada para
el disefio de un observador de alta ganancia. De hecho, la extensién de Gauthier
et al. (1991) explicada anteriormente es innecesaria en este caso. La implantacién
de dicho observador tiene una parte dindmica en las coordenadas de observabilidad
con ¢ dada por (3.7} ¥ una parte algebraica que consiste en la inversa extendida
(continuamente) del mapa de r-observabilidad (3.3), tal como en los observadores
continuos (Xia y Zeitz, 1997).

Para este ejemplo se puede hacer atin otra extensién de ¢ a todo R®, sustitu-
yvendo las expresiones :c% =23 — 2 ¥ ary = 2z ~ 23 en la de Lf’h, resultando

(%) = =24 + 323, (3.9)

lo cual conduce a una forma de r-observabilidad Jineal (y observable). Entonces
puede usarse un simple cbservador lineal de Luenberger para estimar z y la parte
algebraica adn se puede llevar a cabo con la inversa (3.3). Esto ilustra los grados
de libertad ganados con 7 > n al disefiar un observador.

25



3.2. Extensiones de orden

Si el jacobiano del mapa de r-observabilidad no es de rango completo en
todas partes, entonces no se puede construir una inversa q;"! que sea suave.
Sin embargo, si q;! existe y es continua, i.e. g, es un semi-difeomorfismo,
entonces un disefio de observador continue (Xia y Zeitz, 1997) extendido
atin es posible. Las propiedades de ¢ (e.g. continuidad Lipschitz) y cdmo se
extienden los dominios de ¢ v de su inversa q;’! representan ingredientes
adicionales que juegan un papel significativo en el disefio de observadores.

Ejemplo 3.2 (n =2, r = 3)

Ty = Iy ~i»a:%, T == %.’E%, Y= Ti. (310)

El jacobiano del mapa de 3-observabilidad pierde rango en x = 0, pero el mapa g,
es semi-difeomorfico. Nétese que § = ¢-+x3, asf que una inversa g3 € C? est4 dada
por el mapa continuo

1=y, @y = (§-§)"°. (311)
Dado que ¥ = L{h(x) = z1 + 2§ + 23 + 22, usando (3.6) se obtiene

o(z) =21 — 23 + 23 + (23 — 22)/% 4 %(zs — 2y}, (3.12)

la cual no es Lipschitz continua, pero definida en todo R®. Se puede hallar otra
extension notando que z3 = (x%)z, 2% =g —y y 23 = § ~ ¥, as{ que una sustitucién
directa en Lih(a) conduce a

@(z) = 23+ 3(2 — m)". (3.13)

Con esta o sf se permite el disefio de un observador contfnuo extendide (Xia y Zeitz,
1997}, ya que ahora la forma de r-observabilidad tiene un lado derecho Lipschitz
continuo (3.13). St se usara (3.12), se tendria que disefiar el observador aproximado
de alta ganancia de la Seccidén 4.3. Nétese que en ambos casos la inversa (3.11) va
se encuentra definida en todo el dominio extendido R®.

En cualquier caso, la forma de r-observabilidad (3.5) con una no linea-
lidad ¢ con dominio extendido, empleada para el disefio de observadores,
es un sistema de orden extendido en el cual el sistema original se encuentra
inmerso. Para el disefio de observadores es importante poder hacer este tipo
de inmersiones, ya que la dindmica de (3.5) es modificada por un término
corrector y las trayectorias del observador no necesariamente permanecen
en ), dun si inician ahf.

3.2. Extensiones de orden

La forma de r-observabilidad (3.5} no es la tnica tnmersién a un sistema
de orden superior que ha sido propuesta en la literatura. Por ejemplo, Levine
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Capitulo 3. Extensiones de orden de sistemas no lineales

y Marino (1986) proponen inmersiones a sistemnas lineales observables, e.g.
el Ejernplo 3.1 usando (3.9). En el resto de este capitulo se consideran in-
mersiones a sisternas r-observables que preservan las coordenadas originales
del sistema (2.1).

La siguiente definicién introduce el concepto de extensidn de orden de
un sistema auténomo (2.3},

Definicién 3.1 El sistema de orden n+m
£=F(g), £(0) = &, y = H(€), (3.14)

con & definido en un subconjunto abierto Z C R™™™, es llamado la (n+m)-

ésirna extension de orden del sislema (2.8) si existe un mapa inyectivo
E: X — R™™ tal que E(X) € E sea positivamente invariante, i.e. &, €

E(X) = E(t;&) € E(X) para todo t > 0. Ademds, los trayectorias

del sistema (2.3) son mapeadas por B de manera dnica a trayectorias del

sistema (8.14), i.e. existe una Unica transformacion homeomdérfica del tiem-

po p: 1 e t, tal que E(p(7); E(xo)) = E(x(r;20)), siendo 7 el “tiempo”

en [2.3). Finalmente, H o E(z) = h{z) para tode © € X.

Comentario 3.1 La forma de r-observabilidad (3.5} con ¢ definida en Z
y Z O Y, un subconjunto abierto de R" es una r-ésima extensién de orden
del sistema (2.3) con el mapa E(x) = q,.(x).

Comentario 3.2 La definicidn anterior puede ser ficilmente extendida a
sistemas forzados como (2.1}. Sin embargo, con el fin de facilitar la exposi-
cién, en el resto del capftulo sélo se consideran sistemas auténomos (2.3).

Para un sistema no lineal r-observable (2.3), las extensiones de orden
que aquf se proponen consisten en escoger una funcién ¥ @ X — R™ con
m =17 —n, tal que

E(z) = [ d)(mm)} . (3.15)

Considérese el vector £ de (3.14) particionado como €7 = [&aT, &,T] con
bo €5, CR*y & € Zp C R™; tanto Z, como Zp son subconjuntos
abiertos. Entonces la trayectoria €4(t) asemeja la de x{t) del sistema original
{2.1) cuando &q(0) = g, mientras que &p representan estados adicionales
auxiliares. ,

La extension de orden (3.14) mds directa se logra escogiendo

I

Fle) = [%—"9(5&

)]-ﬂea) v HE -hEl).  (3.16)
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3.3. Construccion de extensiones de orden

Sin embargo, para disefiar observadores es conveniente que la extension (3.14)
también sea r-observable, ie.

QT(s) = [H(g): LFH(£)7 R LrF—l‘H(s)

debe ser inyectivo en casi todas partes. Los muchos grados de libertad pre-
sentes en la seleccién de 4 y el disefio de F' vy H puede ser empleados para
alcanzar este objetivo.

Los beneficios de realizar una extensién de orden (3.14) que sea r-obser-
vable con (3.15) antes de hacer el disefio del observador se pueden ver al
considerar el caso en que el mapa de r-observabilidad q, de (3.14} es di-
feomdrfico. Entonces un observador de alta ganancia (2.28) para el siste-
ma (2.3) puede ser implementado como

1* (3.17)

oq,
o€

donde 8q,. /0§ es el jacobiano de q,. También tiene sentido préctico escoger
la condicién inicial dependiente del estimado inicial &p:

£0) = [#7 +7(20)]" . (3.19)

Ya no es necesario construir explicitamente la forma de r-observabilidad y
ademds un estimado de x se obtiene viendo las primeras n componentes de
£, es decir viendo a £,.

E=F(E)+, { (é‘)] Tser y-r@], =&, @

3.3. Construccion de extensiones de orden

La construccion de extensiones de orden seria sencilla si no se requiriera
la r-observabilidad. Esta restriccién y los muchos grados de libertad hacen
que la construccién de extensiones sea una tarea no facil que se basa més en
criterios heuristicos que en una metodologia estricta. Sin embargo, conforme
se determina el entero r > n para verificar la r-observabilidad del sistema
original (2.3), se obtienen algunas pistas acerca de ¢émo conviene construir
la extension. A pesar de su naturaleza heuristica, las siguientes proposiciones
dan algunas sugerencias.

3.3.1. Construccidon con derivadas de la salida

Proposicién 3.1 Escdjanse [os componentes de 1 como

pi(x) = L V), i=1,2,...,m, m=r-n (320
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Capitulo 3. Extensiones de orden de sistemas no lineales

habiendo previamente escogido una k < n— 1. Enfonces el siguiente sistema
es una r-ésima extensidn de orden del sistema (2.1)

Ej B [Améb iz%mqs(g)} ’ y = H(¢) (3.21)

con Am Y By, como en (1.12) y £, ¢ y H satisfaciendo
foE =f, po E = LETh, HoE =h, (3.22)

Prueba: Definase y; = 3—;} y por tanto y;{t) representa la trayectoria de
la i-ésima derivada temporal de la salida. H o E{x) = h({z) se satisface
por construceién. Supéngase que £,{(0) = xo y &u(0) = plwy). Gracias
a la primera condicién en {3.22), es evidente que £q(t) permanece en X
para todo ¢ > 0. Dado que E(X) = X x ¢¥(X), falta mostrar que ba-
jo la condicién inicial pedida, £,(t) € 1(X) para todo ¢ > 0. Recuérde-
se que yu(t) = LER(£4(D)), asl que si &m(0) = LEV™ 1h(ay), entonces
Eom = LET™R(x) implica que & p(t) = Yirm—1{t) para todo ¢t > 0. La ca-

dena de integradores & ; = &,,4;_;“1,@ = 1,...,m — 1, entonces implica que
Eps(D) = Yrpa1(8) 8t &5(0) = LET1h(xo). Por lo tanto €u(t) € $(X). La
transformacién del tiempo p de la Definicién 3.1 es la identidad. ]

La extensién sugerida por la Proposicién 3.1 agrega derivadas de la sa-
lida, como los estados auxiliares €. AlGn no supone ninguna propiedad de
observabilidad, pero el disefio ahora nada mds se limita a escoger el entero
k en (3.20) y después disefiar f, ¢ y H. Usualmente tiene sentido iniciar
con k = 1y hacer H(€) = h(£,). Después, para hallar f se sustituyen en f
las estructuras definidas por las distintas ;. Posteriormente se construye el
mapa de r-observabilidad (3.17) y finalmente se escoge ¢ para que el mapa
de r-observabilidad q,(&) de (3.21) sea inyectivo.

Ejemplo 3.1 {contruccién de la extensién) Escéjase ¢(x) = Lih(z) =
z34ax2. Ya que se quiere que £3(t) asemeje a Lih{x) = a3+ a9, esctjase 1 (€) = &
para que £3(t) asemeje a LEh(z) = 22} + azo = 2(23 + az2) — azs; entonces una
seleccién obvia es ¢(€) = 263 — afy. La extension de orden 3 estd dada por

€ = &3, € = &, €3 = 263 — afs, y = 1. (3.23)

Este es un sistema lineal observable, asi que se puede disefiar un observador ex
ponencial suave, tal como el observador de alta ganancia (3.18)-(3.19) o cualquier
otro de tipo Luenberger. Se esperaba obtener una extensién de orden lineal, ya que
la forma de r-observabilidad con (3.9} también era lineal.
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3.3. Construccidn de extensiones de orden

Ejemplo 3.2 (contruccién de la extensmn) Escojase p(z) = Lih = 2y +
2} v f; = &. Dado que L}h = L}h + 3, una extensién de orden 3 que ademas es
3.observable estd dada por

= {3, & = 363, € =6+8, y =& (3.24)
Esta extension tiene un mapa de 3-observabilidad semi-difeomorfico
&y ’ 23
@)= & |, a3 (2) = | (25 — 22) 3],
ES -+ Eg zy

v la no linealidad caracteristica ¢(z) = 23 + %{23 ~ 29)%3 de su forma de 3-obser-
vabilidad es Lipschitz continua. Se puede disefiar un observador continuo. Nétese
que otra extensién es posible con &; = %(53 £1); tiene el mismo mapa de 3-obser-
vabilidad, pero ¢(z) = za -+ 3 (20 — 21)(2s — 22)/% resulta no Lipschitz. -

3.3.2. Construccién usando estructuras

Proposicién 3.2 Escdjanse un mapa ¥: X — R™, m = ¢ —n, y las si-
quientes funcidnes matriciales:

No: BT~ R**7 e BT — R™™ 7y, R — RY*™ {3.25)

Entonces el siguiente sistema es una r-ésima extension de orden del siste-
ma (8.1):

e] R0 = oy, | tea+ [ e e
= H(E) = higa) + 1, (V{Ea) &),

Prueba: Nétese que si £€5(1) = 1(£,(¢)) para todo £ > 0, entonces desapa-
T

y H=h

(3.26)

T
recen los segundos términos en (3.26), tal que F = {fT, (%%f)

Esto sucede si £(0) = [x], wT(wo)]T y por lo tanto la trayectoria £,(t)
asemeja la trayectoria =(t), mientras que &p(t) asemeja a 1p(x(2)). O

Usualmente lo que se hace es reconocer las estructuras problematicas en
el campo vectorial £ que causan la no inyectividad del mapa de n-observa-
bilidad, e.g. términos al cuadrado y simll&res Definanse a t¢; como estas

estructuras y sustitiyanse por &iym en f y 3 9%¢ También usualmente se es-
coge 71, = 0, tal que la construccién de la extensién se simplifica considera-
blemente. Para ilustrar este procedimiento, considérese el siguiente ejemplo
debido a A.J. Krener (comunicacion personal), en el que la construccién de
la extensién no es tan obvia.
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Capftulo 3. Extensiones de orden de sistemas no lineales

Ejemplo 3.3 Considérese el sistema escalar
&= f(z) = z(1 — 2%), y=h(z)=z(z-1). (3.27}

Un observador de orden completo (de dimensién 1) de tipo Luenberger no puede
converger globalmente. Cuando 2(0) = 1, entonces z(f) = 1 y y(t) = % para todo
t>0 52 = ———% en algin momento, entonces f(£) < 0 ¥ h{(2) = y, asi que
#(t) € ~1 para todo t > 0 cuando £(0) < ~4.

Bs evidente que el mapa de 1-observabilidad no es inyectivo. Tampoco el maps
de 2-observabilidad, ya que para z; 5 = 1 (1++/5), se tiene que h{x;) = h{z;)
v Leh{z:) = Lgh(z;). Sin embargo estos dos valores de = pueden ser distinguidos
usando el mapa de 3-observabilidad, ya que LZh(z;) # L2h{z). La estructura
:problematica aquf es la ecuacién de salida h(x), que es cuadritica. También resulta
-problemético el hecho de que f{zr) sea cibica.

Si se usa la Proposicién 3.1, no resulta tan directa la construccién de la ex-
tensién, porque las derivadas de Lie de h a lo large de f son polinomios de z,
cuyo orden se incrementa conforme el orden de las derivadas de Lie aumenta. Sin
embargo, nétese que tanto z2 como z* se pueden expresar en términos z e y, i.e.

2* = Lo +y, & =z 2" =2’ oy = jx+ fy +zy. (3.28)

Entonces ¢ = (z) = z — z* también puede escribirse como
.3 1
€T ZiL‘ - 5?} — TY.

Seap = [h(m), x- h(:.\:)]T = [y, xy]T y por lo tanto %ﬁ—f: [22 — L 3z% - x]T
(3 + Ly + zy). Héganse algunas sustituciones usando (3.28)

9= §2+ Ty — J2y - 207,
(zy) = Sz + Sy + Tay - 2% — 377,

y considérese que el Gtlimo término —3xy?® puede ser escrito como (n—3)y*z—ny(zy)
con el escalar n € R un grado de libertad a escoger. La extensién de orden es
entonces e} sistema afin en los estados con inyeccidén de salida

€= Ay + gly), y=C¢ (3.29)
cOn
%" "% ~1 0
A(y) = % % W% y g(y) = 293 )
Etm-3y? F f-my 2
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3.4. Desventajas

para este ¢aso el mapa de 3-observabilidad es globalmente inyectivo i la matriz de
observabilidad

C ')
O = CAly) = | CA(y)| (porque CA =0)
c(a’w) +Aw )| [cAw)

es no singular en todas partes. Ahora % puede escogerse tal que esto suceda para
toda y, i.e.

det O = % ((n - 8)y? ~ 20y + %) >0 paratoda ye€ R. {(3.30)

La desigualdad (3.20) se satisface si 7 estd entre los dos valores 4(4 & /10). Por
ejemplo, con n = 6 el minimo de (3.30) sucede en un valor méximo. Por Gltimo, un
observador de tipo Luenberger se puede implantar como un observador global, e.g.
¢l observador continuo de alta ganancia

. R . R R Zo

E=apétem +1&) [y-cél,  Eo=| e |, @3
&0 h{dq)

=& (3.32)

con I(§) = [8%/85}"1 (36, 367, BS]T y @ > 1. Nétese lo simple que resulta la
parte algebraica {3.32).

3.4. Algunas desventajas

A veces, después de construir una extension de orden que sea r-observa-
ble se pierden algunas de las propiedades originales del sistema. Para ilustrar
esto, considérese el siguiente

Ejemplo 3.4
dy = -Tgp (p Z 1)1 Ep =1y, Yy =1T. (333)

Se logra la inyectividad global hasta que se considera el mapa de 4-observabili-
dad. De gy = £{ = :rgp se obtienen dos posibles valores para z;. Estos dos valores
pueden ger distinguidos usando ¢ = 2pm§p —1$§’ perosélo si y = z; 3¢ 0. Considérese
entonces otra derivada: ¥ = 2p(2p — D)atea® 1 ¢ 2pzaF~*. Dado que 22 > 0 para
cualquier 27, entonces

L2070 (xgp)“’("“”/ SIS

y por lo tanto ¥ también se puede escribir

¥ = 2p (2~ 1?9707 o).
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Capitulo 3. Extensiones de orden de sistemas no lineales

Comeo 4p — 1 es impar, una inversa continua del mapa de 4-observabilidad es
-
1 =1, zg = (-2*1519 ~(2p - 1):929(”””1)/?’) T (334)

Usando la 'Proposicién 3.1, escéjanse ¢y = L}h =4 y ¢ = LEh = §. La extensién
se construye facilmente como

E =8, E=¢&, f=f, &=4H8), y=8&  (3.35)
COT} s
#(&) = 2p ((2p = 1L + 571 (3.36)

El mapa de 4-observabilidad q4(€) del sistema extendido {3.35)-{3.36) es inyectivo y
su inversa q; ' es continua, pero {3.36) no es Lipschitz continua, asi que la unicidad
de soluciones ni siquiera puede garantizarse, a pesar de que el sistema original (3.4)
si posee esta propiedad. Como consecuencia, la forma de 4-observabilidad construida
con g, (£) es discontinua. Se necesitan entonces emplear otras estrategias de disefio
de ocbservadores, por ejemplo los observadores basados en eventos del Capitulo 5.

3.5. Resumen

Se han propuesto extensiones de orden no lineales de un sistema de di-
mensién n a uno de dimensién » con la propiedad de r-observabilidad. Estas
permiten la construccién de la parte dindmica de un observador de orden
extendido para el sistema original usando cualquier técnica de disefio de
observadores gue requiera un mapa de r-observabilidad inyectivo en casi to-
das partes, e.g. los observadores de alta ganancia continuos, aproximados
o basados en eventos que se describen en los siguientes capftulos. La parte
algebraica para dicho observador de orden extendido se puede llevar a cabo
facilmente fijindose en los primeros n componentes del vector de estados ex-
tendido. Sin embargo, la construccién de las extensiones de orden no siempre
es directa, ya que existen varios grados de libertad y la heurfstica juega un
papel significativo en este disefo.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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3.5. Resumen
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Capitulo 4

Observadores aproximados
continuos de alta ganancia

En este capitulo se consideran sisternas cuyo mapa de n-observabilidad
is inyectivo en todas partes, pero no es un difeomorfismo, aunque su inversa
(izquierda) es continua pero no diferenciable en todas partes. También pue-
den considerarse sistemas gue son r-observables con v > n si previamente se
ha realizado una extensién de orden {véase el Capitulo 3).

Primero se revisa el disefio de los observadores contfnuos (Xia y Zeitsz,
1997; Zeitz, 1998) y se discuten algunas de sus desventajas. Después se
introduce el concepto importante de la semi-equivalencia de trayectorias y
se establecen algunas propiedades de la forma de n-observabilidad. Se sigue
con la construccién de los observadores aprozimados de alta ganancia, junto
con una prueba de convergencia. Finalmente, se presenta un ejemplo con
simulaciones digitales.

4.1. Observadores continuos

Se puede disefiar un observador local para el sistema (2.1) si su lineali-
zacion alrededor de un punto de operacidn es observable o al menos detec-
table. De hecho la mayorfa de las metodologias de disefio de observadores
consideran esta suposicion {Walcott et al., 1987; Krener, 1994; Schaffner y
Zeitz, 1999). Sin embargo, no existe un observador suave si la linealizacién
posee algtin modo no detectable (Xia y Gao, 1988). Para paliar este proble-
ma Xia y Zeitz (1997) proponen el observador contfnuo. Su enfogue se basa
en la transformacion del sistema (2.1} a Ja forma normal de observabilidad.
La parte dindmica se implanta en estas coordenadas, mientras que la parte
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4.1. Observadores continuos

algebraica se realiza con la transformacién inversa.

La transformacién a la forma normal de observabilidad se lleva a cabo
mediante el mapa de n-observabilidad q,, definido por (2.8) {con r = n). Xia
y Zeitz (1997) permiten que q,, sea un semi-difeomorfismo, i.e. un mapa sua-
ve con una inversa continua g}, pero se deben satisfacer dos requisitos: la
inversa ¢; ! debe ser uniformemente continua y la forma de n-observabilidad
(2.18)-(2.19) debe tener soluciones unicas. En la préctica el segundo requi-
sito se satisface si el lado derecho es Lipschitz en su dominio. Esto permite
el disefio de observadores de alta ganancia {Gauthier et al., 1992; Atassi y
Khalil, 2000) y asegura la convergencia asintética del error de estimacién a
cero. Su resultado principal se plantes para sistemas autdonomos (2.3).

‘Teorema 4.1 (Xia and Zeitz, 1997) Considérese un sistema autdnomo
(2.8), cuyo estado x evoluciona en X, con un mapa de n-observabilidad
a, semi-difeomdrfico, y definase £ = q,(X). Si p(z) = L¥(qz'(2)) es
Lipschitz contfnua en un subconjunto Z' ¢ Z y a;'(z) es uniformemente
conttnua en Z', entonces el sistema (2.8) admite un observador continuo en
X' = q;Y (2"} con vector de ganancia l € R® '

E=Ant 4 Bup(®) +1-[y-Cafl,  2(0)=aqu(d),  (41)
= a5 '(2), (4.2)

donde las matrices A, By y C,, estdn dadas por (1.12}, si 2(t) permanece
en Z/ para todo t > 0.

Ejemplo 4.1 Considérese el sistema de segundo orden
&1 = 3, By = T3, Y= (4.3)

definido en X = R?. El mapa de 2-observabilidad es inyectivo en todas partes, pero
S inversa no es suave, i.e.

Ty Y e 1TL Trp -ty o |2t
L’?J qy(=) ch} = LJ q; (=) [221/ } - (4.4)
Su forma de 2-observabilidad es Lipschitz continua
21 = zg, 2y = 3z 2y, y = 21, (4.5)

asi que es posible construir un observador continuo (4.1)-(4.2).

Para extender el resultado a sistemas forzados como (2.1}, se debe supo-
ner una entrada u(t) suficientemente diferenciable y que sus derivadas 4(t),
@(t), ... estén disponibles.
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Capitulo 4. Observadores aproximados continuos de alta ganancia

Corolario 4.1 {Xia and Zeitz, 1997) Supdngase que el mapa de n-obser-
vabilidad dependiente de la entrada q,(x,u) del sistema forzado (2.1) es
semi-difeomorfico para cualquier entrada u y que su inversa q;{z,u) es
uniformemente continua en la regidn de interés q,(X,U) x U. Si la for-
ma de n~observabilidad admite una solucidn global y tnica con respecto a
cualquier condicion inicial, entonces el sistema (2.1) admite un observador
continuo (4.1)-(4.2) con @(2,u) = L7 {q M (2,u),u) y parte algebraica

a;l(2,u).

En este capitulo los resnltados de Xia y Zeitz (1997) son complementados
en el sentido de gue ya no se requiere la continuidad Lipschitz de la forma
“de n-observabilidad (2.18)-(2.19). Esto se hace porque en general, cuando
el mapa de n-observabilidad es sélo un semi-difeomorfismo, la. forma normal
. de observabilidad no resulta Lipschitz, sino tan sélo contfnua.

“4.2. Semi-equivalencia de trayectorias y la forma
de n-observabilidad

Considérese un mapa suave inyectivo : X — R" y dendtese su imagen
como Z = ${X). De acuerdo al Lema 3 de Xia y Zeitz (1997), ¢ es un semi-
difeomorfismo con una inversa continua ®~1: Z — R™. Usando este mapa
como transformacién de coordenadas z = ®(xz), z = ®~(2), el sistema (2.3)
queda {Schaffner y Zeitz, 1999)

2 = f(z), z(0) = zo, y = h(z), (4.6)
donde |

f= (g%f) o1 y h=hod t (4.7)

Cuando ® no es un difeomorfismo, pero tiene una inversa continua &1,
entonces se puede disefiar un observador continuo con la parte dindmica
implantada en las coordenadas transformadas z y una parte algebraica o
estdtica implantada con 1. Por ejemplo, un observador contfnuo de tipo
Luenberger estd dado por

.

333
il
-

(2)+U2) [y - h(®)], £(0) = ®(®o) = 20, (4.8)
~(2). (4.9)

=
il
wH
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4.2, Semi-equivalencia de trayectorias

Dado que @~ es continua, en general los lados derechos de (4.7) tan sélo
son contfnuos. Por lo tanto £ en (4.6) resulta ser localmente no Lipschitz y
el sistema (4.6) podrifa perder la propiedad de unicidad de soluciones para
algunas condiciones iniciales, mientras que el sistema original (2.3) en efecto
satisface esta propiedad.

Eijemplo 4.2 Considérese el siguiente sisterna de segundo orden:

33'1 = .TI%, x'g = =Xy, Y =T (410)

definido en X = R?. El mapa de observabilidad es el mismo que para el Ejemplo 4.1;
véase (4.4). Su forma de 2-observabilidad es

,é; = 29, 22 == w3212’§/3, Y = 1, (411)
con su lado derecho no Lipschitz en el conjunto {z: z; = 0} con ¢(z) = —-32135/ 3,

Ademés tiene miltiples soluciones para las condiciones iniciales zg = la,0]7, a €
R\ {0}, que corresponden a g = [a, 0]T. Estas condiciones iniciales son puntos de
equilibrio para (4.11), mientras que el sistema original (4.10) sdlo tiene al origen
como tnico punto de equilibrio. Queda claro entonces que tanto z (t; fa, 0]7) =
a, (z {t; [a,0]7)) como z (t;[a,0]7) = [a,0]” son soluciones al mismo problema de
valor inicial de (4.11). Un observador continuo (4.1)-(4.2) no puede ser construido
para este sistema.

Para construir observadores usando la transformacién ®, se necesita algin
tipo de correspondencia entre las trayectorias de estado de los sistemas (2.3)
y (4.6)-(4.7). El concepto de equivalencia de trayectorias de Xia y Zeitz
(1997) se extiende aquf para estos casos.

Sea Z(t;2zp) el conjunto of soluciones (trayectorias de estado)} del siste-
ma (4.6) que pasan por 2g en t == 0, y sea Y (¢; 2) el conjunto correspon-
diente de trayectorias de salida.

Definicién 4.1 Fl sisterna (2.3) se dice semi-equivalente en trayectorias al
sistema (4.6) si existe un mape inyectivo ®: X — Z, tal que si x(t;x0)
y h{x(t;x0)) son las trayectorias tnicas del estado y la salida del siste-
ma (2.3), entonces ®(x(t; x0)) y h (®(x(t;xs))) son trayectorias del estado
y la salida del sistema (4.6).

Adicionalmente, para cada zq € 2 existe una inica trayectoria z(t; zp) €
Z(t; z) de (4.6), tal que 1 (2(t; z0)) es la trayectoria vnica del estado del
sistema (2.3), y b (x(t; ™ Y(20))) = R (2(t; 20)) € Y (¢; z0).

Cuando zo = ®{xg), esta equivelencia se denota x(t;xo) 2 2(t; zq),
donde z{t;zo) € Z (; ®(xn))} es dnica para cada x(t; ).
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Capitulo 4. Observadores aproximados continuos de alta ganancia

Nétese que esta equivalencia se define sélo en una direccién; un sistema,
e.g. {(2.3), es semi-equivalente en trayectorias a otro, e.g. (4.6)-(4.7), pero
no se puede decir lo contrario.

En general para disefiar la parte dindmica {(4.8) de un observador conti-
nuo, algunas propiedades de observabilidad del sistema. (4.6) deben ser satis-
fechas. Recuérdese que un sistema se dice observable si la indistinguibilidad
de salida de dos estados iniciales implica la identidad de estos dos esta-
dos iniciales (Nijmeijer y van der Schaft, 1990} (véase la Seccién 2.1). Para
sistemas con unicidad de soluciones, la observabilidad implica una correpon-
dencia una-a-uno entre la salida y las trayectorias del estado. Sin embargo,
para sistemas sin soluciones unicas, podria suceder que para la misma con-
dicién inicial se tengan dos trayectorias (soluciones) distintas del estado,
pero si sus salidas son idénticas entonces aiin asi seguirfa considerdndose
.observable. Se requiere una propiedad mds fuerte que la observabilidad.

Definicién 4.2 El sistema (4.6) se dice observable en trayectorias si cada
trayectoria de salide corresponde a una y solo una trayectoria de estado.

Nétese que la observabilidad en trayectorias se reduce al concepto usual
de observabilidad para sistemas con soluciones {inicas, para los cuales cada
condicién inicial genera una tnica trayectoria de estado.

Proposicién 4.1 Dado un sistema observable (2.3), st el mapa & es un
semi-difeomorfismo de X a Z y el sisteam transformado (4.6) es observable
en trayectorias, entonces el sistema (2.3} es semi-equivalente en trayectorias
al sistema (4.6).

Prueba: De la ecuacion {4.7) es obvio que si & ({; 2g) es una trayectoria de
estado de (2.3), entonces ® (= (t; o)) es una trayectoria de estado de (4.6)
pasando por ®(xp) en ¢ = 0, con lo que se prueba el primer requerimiento
de la Definicién 4.1. Para probar el segundo requerimiento considérese la
trayectoria de estado @ (t; &7 '(2g)) del sistema (2.3). Usando la primera
parte de esta prueba, ® (m (t;®7'(20))) es una trayectoria de estado del
sistema (4.6), pasando por @ (®~*(2p)) = zp en t = 0. Por {4.7) sucede
que y (8 Hzo)) = h (= (07 Hz0))) = A (P (= (£, 27 (20))))- Dado que
el sistema (4.6) es observable en trayectorias, esta salida corresponde a la
trayectoria inica

z{t;20) = ® (z (127 (20))) € Z(t; 20).
Por lo tanto,
O (2 (8 20)) = @ {1,271 (20)) (4.12)
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4.2. Semi-equivalencia de trayectorias

es una trayectoria de estado del sistema (2.3} ]

Dado que la parte dindmica del observador es en sf misma un observa-
dor para el sistema transformado (4.6), la convergencia en estas coordenadas
debe implicar o mismo en las coordenadas originales por medio de la par-
te algebraica. Esto verdaderamente sucede, como lo muestra la siguiente
proposicién.

Proposicidén 4.2 Sea {(t) una funcidén del tiempo evolucionando en Z. Si
& es un semi-difeomorfismo de X a Z con ! uniformemente continua en
Z, tal que el sistema (2.3) sea semi-equivalente en trayectorias al sistema
(4.6), entonces
1€(t) ~ =z (¢ 2o}l — O (4.13)

implica

271 () — 2 (127 (=zo))|| — © (4.14)
siempre que ® (587! (z0)) = z (& 20).

Ademds, para cada € > 0, existe T' >0 y 6 (¢} > 0, tal que

IC{E) — = (£ 20} <€ para toda t> T {(4.15)
implica
et (¢(t) ~z (6,2 Hzo))|| <6  paratoda t>T. (4.16)

Prueba: La semi-equivalencia de trayectorias implica una correspondencia
entre trayectorias de estado véalidas. La continuidad uniforme de ! implica
de (4.13) que

12-1¢(6) — @~ (2 (20)) | = 0 -

Usando la prueba de la Proposicién 4.1 y la observabilidad en trayectorias,
se satisface (4.12); por lo tanto también se satisface (4.14}. La segunda parte
se infiere de la continuidad uniforme de ®~. L]

Considérese el mapa de n-observabilidad (2.8). Si éste es globalmente
inyectivo, entonces es un semi-difeomorfismo (véase el Lema 3 del articulo
de Xia y Zeitz (1997)) y puede ser usado como la transformacién ® para
disefiar el observader continuo. Una propiedad crucial de un mapa de n-
observabilidad inyectivo es la siguiente

Proposicién 4.3 Un sistema en lg forma normal de observabilidad (2.18)~
(£.19) es estructuralmente observable en trayectorias.
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Capitulo 4. Observadores aproximados continuos de alta ganancia

Prueba: Es obvio que dos trayectorias de salida distintas corresponden
a trayectorias de estado distintas pues y = z1. Ahora se prueba que dos
trayectorias de estado distintas z (; 20(0) # 2 (t; 20'®) generan diferentes
trayectorias de salida. La solucién dnica a la ecuacion diferencial escalar
Bp.] = B} €8

t
2homt (£ 20) = 70,51 + / 2% (7, 20) dr,
0

la cual, para diferentes z,(:) (t;20), i = 1,2, resulta en trayectorias escala-
res distintas ", (t; 20®), porque 23 (t; 20) son funciones absolutamente
continuas del tiempo y por tanto deben ser diferentes en un conjunto con
medida no cero. Entonces sus integrales también deben ser diferentes. Ite-
rativamente, distintas z‘(:) (t;zo(*')) implican zgﬁ} (t; z01) distintas, lo cual
significa que y™ (¢ 20M) # y® (§ 201?).

En la forma de n-observabilidad (2.18)—(2.19), la no unicidad de solucio-
nes s6lo puede ocurrir para la ecuacién diferencial escalar 2, = ©(2). Atin si
esto sucede para alguna condicién inicial, la discusién anterior muestra que
sus trayectorias de salida son distintas. 3

Las Proposiciones 4.1 y 4.3 implican que el sistema original (2.3) es
semt-equivalente en trayectorias a la forma de n-observabilidad (2.18)-(2.19)
por medio del semi-difeomorfismo q,,. Adicionalmente, gracias a la Propo-
sition 4.2, un observador en las coordenadas de observabilidad (2.18) puede
usarse como la parte dindmica de un observador para el sistema (2.3), mien-
tras que q;;* puede ser usado como la parte algebraica si es uniformemente
continua.

4.3. El observador aproximado de alta ganancia

Cuando la no linealidad ¢ definida por (2.20) es Lipschitz, se puede
implantar un observador exponencial para el sistema (2.18)-(2.19) con uno
de alta ganancia {Gauthier et al,, 1992). En la signiente seccién, en vez de
tratar de disefiar un observador exacto para el sistema (2.18)-(2.19) con
una no linealidad ¢ no Lipschitz, se propone el observador ¢-oprozimado
de alte ganancia. Este tipo de observador asegura la convergencia del error
a una bola del origen de radio arbitrario en un tiempo finito. La segunda
implicacién (4.15)-(4.16) de la Proposicién 4.2 muestra que también existe
convergencia aproximada en la coordenadas originales (2.3) si la inversa q;;!
es uniformemente continua, i.e. para un ¢ > 0 dado, existe una T > 0 tal
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4.3. Observador aproximado de alta ganancia

que
& (t; 2o, h (2(t;20))) — 2(t; x0)|} < ¢ para toda ¢ 2> 1. (4.17)

El observador e-aproximado de alta ganancia que aquf se propone tiene
la sigulente estructura:

2= An2 + Bap(8) +18;1C Iy~ Cut],  2(0) = qu(80),  (4.18)
& =q;'(2), (4.19)

donde las matrices A,, B, y C, estdn dadas por (1.12), la matriz positiva
definida Sp resuelve la ecuacién algebraica de Lyapunov {2.24) v la funcién
escalar no lineal ¢ alin no se define, pero es similar, aunque no necesaria-
mante igual a la ¢ dada por (2.20).

Nétese que en un subconjunto compacto I' C Z, cualquier funcién con-
tfnua @(z) puede ser reescrita como

@(z) = @z} + oalz), (4.20)
donde ¢y, es una funcién Lipschitz en todas partes, satisfaciendo
lor(2) = pr(zHd < k}j2 — z| paratoda 2,zel (4.21)

y @afz) es continua {quizd no Lipschitz). Ademds @y, se puede escoger tal
que para una é > 0 dada se cumpla lo siguiente:

sup p(z) — i ()| = suplia(z)l = o (422)
zel z€l

Esto es posible para cualguier 8 > 0 y todo compacto I', como consecuencia
del Teorema de Stone-Weierstrass (Rudin, 1976).

Teorema 4.2 Poara un sisterna en la forma de n-observabilidad (2.18)-
(2.19) con @ continua existen 6 > 1 suficientemente grande y una funcion
continua @, tal que (4.18) es un observador ¢-aprozimado de alta ganancia
con € > O arbitrariamente pequerio.

Prueba: La prueba de este teorema sigue muy de cerca la prueba propuesta
por Gauthier et al. (1992) que se explica en la Seccién 2.3.3. Deffnase e{t) =
2(t; 2o, y(t)) — 2(t; zo), donde z(L; zo) y 2(t; Zo, y(t)) son, respectivamente,
la solucién de (2.18) y la solucién de (4.18) forzado por la salida (2.19).
Entonces

&= (An—197'CTC,) e + Ba [9(2) — (2). (4.23)
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Capitulo 4. Observadores aproximados continuos de alta ganancia

Propéngase la funcién de Lyapunov V(e) = €”'Sge = |lefl . Esto se permite
porque la teorfa de Lyapunov también es vélida para sistemas continuos
(Bacciotti, 1992). Sigase la prueba de la Seccién 2.3.3, reemplazando a ¢(2)
por ¢(2) hasta que

d
gglleiisa = —18le|s, -+

v Slﬂ,n
1
6"z
i Cémo debe escogerse la funcion @ para asegurar la convergencia aproxi-
mada de e(t) al origen? Una posibilidad es escoger @ = ¢, la cual se puede
descomponer como en (4.20), con ¢y, satisfaciendo (4.21) y pa satisfaciendo
(4.22) en un subconjunto compacto I' C Z. Entonces

e(2) — (@)l < lor(®) — pr(2)] +lwal2)] +lpalz)i < klefl + 4. (4.25)
Usnado esta desigualdad en (4.24),

B(2) — ()] (4.24)

d k/S 54/Sinn
—lells, € —18llells, + ——2 Jle]| 4 ——
dt g3 P

y gracias a (2.31), finalmente

d 5
d—illelis(; < ~7llells, + m (4.26)

con vy = %6’ -k, donde K = @ ¥y U = §4/81p,n- Escéjase § tan grande
como para que v > 0, y por lo tanto

le®lis, < le(O)lls, exp [—yt] + ——r (1 - exp [—t]). (4.27)
¥ 2

Ahora tsense las desigualdades (2.31) para expresar este resultado con la
norma euclideans:

IMWHSW”(%)%@W%MJM+£%U—%N~MI (428)

Queda claro que el primer término decae exponencialmente a cerc conforme
t — oo. Sin embargo, el segundo término crece también exponencialmente
al valor v/{c;7v). Por lo tanto, escogiendo una 8 > 1 {ligeramente mayor),
existe una T” = 0, tal que ‘

le(t)| < 62% paratoda t>7T ycualguier e(0)eT C 2. (4.29)
1
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4.3. Observador aproximado de alta ganancia

De hecho no es dificil ver que la cota superior para T depende del error
inicial e(0) si 270" !||e{0)|| > Bv y estd dada por

1 2rgn-te(0)| - 1
T<=lo &
Y & B-1

y T = 0 en otro caso. O

(4.30)

Comentarioc 4.1 Conforme la ganancia 6 se incrementa, decrece la cota
final Bu/{cay). Nétese, sin embargo, que para aplicaciones pricticas la ga-
nancia # no debe ser demasiado alta. De lo contrario existe un sobrepaso
inicial en la cota del error [le(t)]| debido al término multiplicativo 67!
en (4.28).

Comentario 4.2 Para cualquier descomposicién (4.20) con ¢y, satisfacien-
do (4.21) y va satisfaciendo (4.22) siempre es posible encontrar una ganancia
 suficientemente alta para lograr, ya sea una tasa minima de convergencia -,
o una cota final deseada Bv/(cp7y). Sin embargo, es imposible saber estos va-
lores con certeza, puesto que no se sabe a priori cudl desocmposicién (4.20)
es la que realmente estd siendo usada por el observador (en el sentido de la
prueba, por supuesto).

Comentario 4.3 En un trabajo anterior (Moreno y Vargas, 2000} se mues-
tra que ¢ también puede escogerse como alguna aproximacion Lipschitz ¢f.
Simplemente modfiquese {4.25)

2(2) - 0(2)] < lpr(2) — er(2)| + lpal2)| < kllef + 34, (4.31)

tal que v = %51/ Sinn ¥ entonces puede seguirse el resto de la prueba. La
ventaja de este planteamiento es que tanto Ja tasa minima de convergencia
v como la cota final Bv/(c1y) pueden ser explicitamente calculadas. Sin
ernbargo, tiene la desventaja de necesitar la aproximacion Lipschitz .

Comentario 4.4 Si ¢ deja de ser Lipschitz sélo en un subconjunto com-
pacto de Z y las trayectorias transformadas de {2.3), i.e. g, (®(¢; 20)), per-
manecen fuera de este subconjunto, entonces ga = 0y por lo tanto (4.18)
se vuelve un observador exacto.

El siguiente teorema, que usa el resultado del Teorema 4.2 para el di-
sefio de observadores e~aprozimados continuoa de alta ganancia —con parte
algebraica—, ahora puede ser presentado sin necesidad de prueba.
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Capitulo 4. Observadores aproximados continuos de alta ganancia

Teorema 4.3 Para un sistema (2.3), cuyo mapa de n-observabilidad «q,,
es globalmente inyectivo en X con una inversa uniformemente continua
o, existe una ganancia 0 suficientemente alto, tal que (4.18)—-(4.19} es
un observador e-aprozimado continuo de alta ganancia en algin subconjun-
to X' = q (2" con ' C q,(X)}).

Comentario 4.5 EL observador aproximado (4.18) converge a una vecin-
dad de cualquier trayectoria solucién de la forma normal no Lipschitz {2.18)~
(2.19). Dado que el término corrector depende de la salida tdnica del siste-
ma (2.3}, cuando (4.18) es usado como parte dindmica de un observador,
éste converge a la trayectoria solucién dnica de (2.18)-(2.19) correspondien-
te a esta salida en particular, i.e. q,(x(t; xo)) (recuérdese la propiedad de
observabilidad en trayectorias).

Comentario 4.6 Asi como en el Corolario 4.1, estos resultados pueden ex-
tenderse a sistemnas forzados (2.1}, siempre y cuando la funcién de entrada
sea suficientemente diferenciable, usando el maps de n-observabilidad de-
pendiente de la entrada q,{z,u) (Zeitz, 1989; Zeitz, 1998). Por supuesto
este mapa debe ser inyectivo para cualquier entrada admisible y la inversa
q;}(z,u) debe ser continua, ie. el sistema (2.1} debe ser observable para
toda entrade (Gauthier et al., 1991).

Ejemplo 4.2 (continuacién} Tl observador e-aproximado (4.18)-{4.19) usan-
do @ = y estarfa dado por

. % £

2= |:__32;2§/3} + I:fl;;?] [y“é‘l], B == [221}3} : (4.32)
En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestran resultados de simulacién. La primera figura
muestra ambos estados z1 ¥y 3, mientra que la segunda muestra la evolucién del
eITOT €g == &y —x9. Corresponden a zg = {1, 1]7, i.e. qofwo) = (1,17, y 2o = [1,0]7.
La ganancia es § = 5. Nétese que para esta condicién inicial Ja formea de n-obser-
vabilidad {4.11) no tiene soluciones Unicas. Para comparar, en la segunda figura
también se muestra el resultado empleando un observador e-aproximado con una
aproximacién Lipschitz @(2) = @rn(2) = —3219(z2), donde () € C° aproxima
a zg/ ® cuando |z2] < 0,05; la ganancia & es la misma. Es evidente que se obtienen
mejores resultados si no se construye explicitamente una aproximacion oy .

4.4. Resumen

Cuando el mapa de n-observabilidad {2.8) es sélo un semi-difeomorfismo,
lano iinealidad caracteristica ¢ en la forma de n-observabilidad (2.18)-(2.19)
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4.4. Resumen

Figura 4.1: Trayectorias de estado [—] para el Ejemplo 4.2 y el observa-
dor (4.32) [ -Jusando g =@ y 6 =5.

05 T ' T

Figura 4.2: Error eg = &9 — 2o para dos observadores ¢-aproximados de alta
ganancia para el Ejemaplo 4.2: uno con ¢ = ¢ [—] y otro con ¢ = ¢y, [ - }.
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Capitulo 4. Observadores aproximados continuos de alta ganancia

tan sélo se garantiza continua. Si ésta no es Lipschitz, entonces no se puede
realizar el disefio de un observador continuo de alta ganancia. Sin embargo,
usando la misma estructura se obtiene un observador e-aproximado de alta
ganancia, tal que las trayectorias del error son uniformemente finalmente
acotadas en una vecindad e del origen. El valor de ¢ puede hacerse tan
pequefio como se desee incrementando la ganancia ¢ del observador, pero
esto puede tener efectos secundarios indeseables, como mayor sensibilidad a
ruido y un sobrepaso grande en la estimacién. El observador e-aproximado
de alta ganancia también puede ser implantado reemplazando la funcién o
por una aproximacién Lipschitz contfnua ¢y,
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Capitulo 5

Observadores basados en
eventos

La existencia de la forma de n-observabilidad (2.18)-(2.19) requiere que
por 1o menos el mapa de n-observabilidad (2.8} sea imyectivo. 51 este mapa
es difeomdrfico, entonces la forma de n-observabilidad es suave y puede ser
usada para el disefio de un observador cldsico de alta ganancia. 5i esta supo-
sicidn se relaja a un semi-difeomorfismo como se muestra en el Capftulo 4,
entonces la no linealidad ¢ es al menos continua; para este caso se proponen
los observadores cont{nuos o aproximadoes. En este capftulo se considera el
caso en que la inyectividad del mapa de n-observabilidad (2.8) no se satisface
para un conjunto de puntos de entrada mala X7 (véase la Definicién 2.1)
y por lo tanto no es posible definir globalmente una forma de n-observabili-
dad. Sin pérdida de generalidad se pueden considerar sisteinas r-observables
con r > 1 si previamente se ha realizado una extensién de orden (véase el
Capfitulo 3).

Bl problema de disefio de observadores practicos para sistemas no lineales
que admiten entradas malas ha sido poco estudiado en la literatura. Para
sistemas bilineales y afines en los estados la solucién consiste en permitir
unicamente entradas estrictamente persistentes v disefiar un observador de
alta ganancia convencional (Celle, Gauthier y Sallet, 1989; Celle, Gauthier,
Kazakos y Sallet, 1989; Hammouri y De Ledn Morales, 1990; Glumineau y
Lépez-Morales, 1999). Para cierta clase de sistemas no lineales, otra posi-
bilidad es aprovechar ciertas propiedades estructurales (e.g. detectabilidad)
(Besancon y Hammouri, 1996; Besancon, 1999). Aquf se propone el uso del
observador basado en eventos (OBE), la cual es aplicable a una clase més
amplia de sistemas no lineales observables. Se basa en identificar el conjun-
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5.1. Eventos y la forma de seudo-observabilidad

to de puntos de entrada mala XP y restringir las trayectorias a que sean
de algin modo admisibles. Antes de explicar su disefio, en la siguiente sec-
cién se definen los eventos y se introduce la forma de seudo-observabilidad.
Posteriormente se presenta el OBE continuo de alta ganancia y su prue-
ba de convergencia (aproximada). Finalmente se discute una posibilidad de
implantacion en las coordenadas originales del sistema a observar.

5.1. Eventos y la forma de seudo-observabilidad

Dado que no se satisface la inyectividad del mapa de n-observabilidad
del sistema (2.1) para algiin conjunto de puntos de entrada mala X2, no es
posible contruir una forma de n-observabilidad (2.18)-(2.19) usando (2.20).
iSerd posible contruir algo similar, cuyas trayectorias asemejen aquellas de
la salida y(t) y sus derivadas? En esta seccién se da una respuesta positiva
a esta pregunta: la forma de seudo-observabilidad. También se definen el
concepto de evenfo y un subconjunto de trayectorias admisibles para el
disefio de observadores basados en eventos (OBEs).

5.1.1. El mapa de suspensién

Para evitar la parametrizacién del mapa de n-observabilidad (2.8) por el
vector u de la entrada y un ndmero finito de sus derivadas, recuérdese que
Xy representa el espacio de entradas-estados A x U y considérese el mapa
de suspensién Q,, (Jouan y Gauthier, 1996}, definido por

Q.: Xy — R* x U, .Q, (["BD = {q“(z’ ”)] . (B

U

El mapa de suspensién es entonces el mapa de n-observabilidad q,,, junto
con una transformacién identidad de la entrada u. Es evidente que este
mapa es suave si q,, lo es. Ademds Q,, es inyectivo en todas partes excepto
en el conjunto de puntos de entrada mala XL’? . Restringiendo el dominio de

Q,, al complemento del conjunto de puntos de entrada malal

a7 = Ay \ X7 (5.2)

existe una inversa (izquierda) Q:': Q, (Xﬁ) — X5 con un dominio res-
tringido, que es la imagen de X5 bajo Q,,.

1?{}2 es el conjunto de puntos de entrada buena; por eso el superfndice ¢ (del Ingiés).
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Capftulo 5. Observadores basados ent eventos

5.1.2. Vecindad de puntos de entrada mala y otros conjuntos

Constriyase una vecindad abierta al conjunto de puntos de entrada mala
AF. Por ejerplo considérese [a siguiente vecindad ¢ del conjunto de puntos

de entrada mala? le
Ne={(z,u) € Ay: d (A7, (z,u)) <} (5.3)

donde d(), ) es la distancia del punto y al conjunto ). No todas las ve-
cindades abiertas contienen una vecindad €, como se puede mostrar con
ejemplos sencillos (von Querenburg, 2000). Sin embargo, la notacién N; es
usada en el resto del capftulo para denotar una vecindad abierta de &7, atin
cuando no sea una vecindad € 0 no contenga alguna. B
Ahora constriyase e complemento de N, en R® x U, que es cerrado por
definicién,
NETP = (R™ < U) \ Ne. (5.4)

Vesse la Figura 5.1 para visualizar mejor estos conjuntos.

Figura 5.1: Los conjuntos Ay, le, Ne y N2,

Considérese un subconjunto compacto Xz_f de Ay y definase
K = 27 NN, (5.5)

El conjunto K es compacto, porque A7 es compacto y N es cerrado,
asf que Q,,{K) es compacto (véase el Teorema A.2). El conjunto K es repre-
sentado esqueméticamente en la Figura 5.2. Ademds, dado que K € Ay no

*Las definicién de vecindad € y otros conceptos topoldgicos aparecen en el Apéndice A.
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5.1. Eventos y la forma de seudo-observabilidad

contiene puntos de entrada mala, Q,, con dominio restringido a IC es inyecti-
vo y la inversa Q! restringida a Q. (K0) es contfnua (véase el Teorema A.3).
Llamando Q_ }c a esta inversa restringida se tiene que

Qrk: Quik) = K, Qi €C’. (5.6)

Figura 5.2: Los conjuntos A&, X7 y K.

5.1.3. La forma de seudo-observabilidad

Los conjuntos definidos anteriormente resultan dtiles para contruir la
forma de seudo-observabilidad. Sus trayectorias de estado asemejan la ima-
gen bajo q,, de las trayectorias del sistema original (2.1), i.e. su salida y
primeras n — 1 derivadas temporales. Esta forma de seudo-observabilidad se
usa posteriormente en el andlisis de convergencia del observador basado en
eventos que se propone en la Seccidn 5.2.

Nétese primero que si sélo se considera el conjunto X, entonces la no
linealidad ¢ en (2.18) puede ser unfvocamente definida, i.e.

vr: Qu(K) — R, o = Lg,hoQk, (5.7)

pero esto alin no es suficiente. Se debe extender el dominio de ¢ para que
también incluya puntos fuera del conjunto Q,(K). El siguiente teorema re-
sulta Gtil para este propdsito.

52

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




Capitulo 5. Observadores basados en eventos

Teorema 5.1 (Tietze) (von Querenburg, 2000) Sea X un espacio métri-
co, Y un subconjunto cerrado de X y £: Y ~ [0,1] una funcién continua.
Entonces f tiene una extensién continua g2 X — [0,1].

Dado que Q,,(K) es compacto (i.e. cerrado y acotado) y la inversa Q,’;’”’}C es
continua, por el teorema anterior es posible “completar” a Q;,}c ¥ proponer
una funcién continua Q7 con las siguientes propiedades:

QR xU— Ay, Qe Qi o=k (63
-Ahora se puede construir una funcién no lineal @, tal que
3R xU — R, p=L2hoQl. (5.9)

‘Comentario 5.1 El Teorema de Tietze 5.1 también puede ser empleado
‘para proponer & (¢ sin necesidad de extender previamente la inversa res-
tringida Q f"c v después usar la ecuacion (5.9). Constriiyase px usando la
ecuacién (5.7) y después extiéndase su dominio; el teorema puede ser usado
porque Q,,(K) es compacto y ¢x es continua. Entonces ‘?lQn(?C) = K.

Ejemplo 5.1
Ty = Ty4Ty — UTY, dg = —2y, Y = T (5.10)

con X = R? y I = R?. El sistema. es 2-obgervable, ya que ¢ = Lg b= (2 —u)ey =
(y—ujrs y

5
wew=l, My Qew= Y (5.11)
7

Los puntos de entrada mala estdn dados por Ay = {(x,u) € R?: z; = «} con
x = [z1,29]7 v u = [u, 2|7 Se puede construir la vecindad ¢ como N, = {(x,u) €
R*: fx; — u| < €}. Nétese que

. T
Q= [y, et I u} con dominio  Q, (NP}, (5.12)
Dado que L} h = [(z1 — u)z2 — @] 3 — {*; — u)z1, entonces

_ Hy
IR hoQyt = g(j:_&_) - (5.13)
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5.1. Eventos y la forma de seudo-observabilidad

Para construir @, propéngase una aproximacién continua a 1/(y —u} en la vecindad
ly — u] < e. Por ejemplo usando

pele) = {1/w si > e (5.14)

wfe? sl |w| <e
entonces ¢ puede ser sonstruide como
Pz, ) = (23 —Gzm) - elz1 — u) — 25 + w2y {5.15)

Supéngase que @ puede ser construida Lipschitz continua en todas partes
y si no, que puede ser aproximada por una funcién Lipschitz. Considérese

¢ = Ané + B@(¢, ), ¢(0) = &, y=Cp (5.16)

con Ay, By, vy C, dadas por (1.12). Si xg € K y la trayectoria x(t; xg, u(t))
de (2.1) permanece en X patat € [0,7], T > 0, y ademss ¢, = q,,(xo, ©(0)),
entonces la trayectoria {(t; (o, 2(t)) de (5.16) corresponde a y(t} con y =

(n~1) T' . : 0.7
[,y’ §, ..., 4 | :porsupuesto sélo mientras ¢t € [0,77.

Tan pronto como t > T, la trayectoria del estado de (5.16) deja de
parecerse a la salida de (2.1) y sus derivadas. Sin embargo, se sabe que la
salida y sus derivadas son funciones continuas del tiempo. De hecho pueden
ser calculadas dadas las trayectorias de (2.1) usando las derivadas de Lie
dependientes de la entrada (2.9). Considérense entonces la funcién continua
en el tiempo

0: Ry =R, o€, o(t) = LE h(z(t), u(t)), (5.17)
y el sistema

£(t) = Apz(t) + Bno(t), z(0) = qp (w0, u(0)),

y(t) = Cpz(t). (5.18)

Viendo a g(f) como una sefial externa al sistema (5.18) —generada usando
el sistema (2.1)— es evidente que las soluciones z(t; q,, (xo, (0)), o(t)) son
iguales a las trayectorias q,(z(t; zo, u(t)), u(t)), que a su vez corresponden
a Y{t). Definase ahora la sefial 6: Ry — R

5(t) = o(t) — P=(t), u(t), (5.19)

donde @ se ha construido usando el Teorema de Tietze 5.1, extendiendo el
dominio de wx de Q,(K) a R™ x U; véase e.g. (5.7).
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Capftulo 5. Observadores basados en eventos

Proposicién 5.1 La serial §(t) posee las siguientes dos propiedades:
1. &6: Ry — R es (absolutamente) continua en todas partes,

2. 6(t) = 0 cuando (x{1),u(t)) € K, o bien cuando (2(1),u(t)) € Q,(K}.

Prueba: Dado que {5.17) es conifnua con respecto al tiempo, las solucio-
nes z(t) de (5.18) también son funciones continuas del tiempo. Ademds @
también es continua, de tal manera que de su definicién (5.19) se infiere que
8(t) también es continua.

La segunda propiedad se desprende del hecho que z(t} asemeja a y(t).
De la construccién de @ es claro que ¢(t) y ¢{f) coinciden en K; por lo tanto
5t} == 0. [

Usando (5.19), otra manera de escribir (5.18) es®

5(t) = Anz(t) + Bal@(2(0),u() +6(),  2(0) = qulwo, u(0),
y(t) = Caz(t).

Esta forma (5.20) es llamada la forma de seudo-observabilidad del siste-
ma {2.1). Sus trayectorias reproducen exactamente las de y(t), la salida y
del sisterna y sus primeras n — 1 derivadas temporales. La construccién de
esta forma de seudo-observabilidad se mmestra esquemdticamente en la Fi-
gura 5.3. Nétese que esencialmente (5.20) es similar a la forma usual de
n-observabilidad, pero los “defectos” en la no linealidad caracteristica @ son
corregidos por una sefial externa 4(¢). Esta sefial no puede ser medida, pero
tiene las propiedades de la Proposicidn 5.1, las cuales resultan titiles en el
posterior anélisis.

(5.20)

5.1.4. Eventos y trayectorias admisibles

Evidentemente, no se puede hacer uso de la sefial §(t) en la implantacién
de un observador, pero sus propiedades pueden ser usadas para el disefio.
Una trayectoria que permanece cerca de los puntos de entrada mala o fuera
del conjunto K genera una sefial 4(t) diferente de cero en la forma de seudo-
observabilidad (5.20). Por lo tanto es deseable restringir las trayectorias del
sistema para que generen una sefial 18(t)] que al menos sea acotada. Esto se
hace con la misma motivacion que la condicién de excitacion persistente en
control y observacién adaptable (Sastry v Bodson, 1989; Besancon, 2000),

¥Se hace énfasis a la dependencia del tiempo, pero Juego se elimina en la notacién.
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Figura 5.3: El sistema original y la construccién de la forma de seudo-obser-
vabilidad (5.20) (enmarcada)

o las entradas regulormente persistentes necesarias para el disefio de ob-
servadores para sistemas bilineales o afines en los estados (Celle, Gauthier,
Kazakos y Sallet, 198%; Hammouri y De Leén Morales, 1990; Glumineau y
Lopez-Morales, 1999). Asi, no se permite que las trayectorias permanezcan
por mucho tiempo cerca de los puntos de entrada mala.

Definicién 5.1 Pare un conjunto compacto K y una no linealidad ¢, una
trayectoria x(t; 2o, u{t)) del sistema (2.1) se dice Spy-admisible (para el di-
sefio de observadores basados en eventos) con dp > 0 finita si la sefial |§(t)!
de su forma de seudo-observabilidad es acotada por dy, i.e.

18(8)| £ 0y para toda > 0. (5.21)

Cada vez que una trayectoria sale del conjunto compacto K, la sefial §(t)
deja de ser nula. La cota dar sobre la sefial §(f) de alguna manera implica
que las trayectorias no salen de X (incluso de X,f ) por periodos prolongados
de tiempo y cruzan los puntos de entrada mala suficientemente rdpido. De
lo contrario, la sefial 6(t) podrfa crecer demasiado. Los periodos fuera de K
son llamados eventos.
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Capitulo 5. Observadores basados en eventos

Definicién 5.2 Dado un trayecioria x(; 2, w(t)) del sistema (2.1), abre-
viada z(t), constriyase el vector w{t) correspondiente a la funcién de entro-
da w(t) y considérense la vecindad abierta N C Xy y el conjunto compacto
K dado por la ecuacidn (5.5). Eli-ésimo evento A} = (£",t7") es el inter-
valo de tiempo tal que

(z(t), u(t)) € K =2y \K pora toda t € A} (5.22)

Para cada trayectoria x(t; xo, w(t)) correspondiente a una entrada wu(t)
existe una secuencia de eventos {A}, A%, ...} que puede o no ser finita, e
inlcuso puede ser vacfa. En casos extremos, e.g. una funcién de entrada
mala, puede existir un dnico evento: A} = [0, o).

Comentario 5.2 8i s6lo se consideran trayectorias para las cuales los even-
tos son finitos, i.e. 1§ — {1 es finito, y no ocurren escapes a infinito durante
los eventos, entonces éstas son dpr-admisibles para algin dpr > 0. Esto se
ve facilmente recordando la propiedad de continuidad de §(¢) y el hecho que
§(t) = 5(t7) = 0, ya que implica que {6(2)| tiene un maximo §¥ durante
A}; hagase entonces oy = max; 6. La sefial |5(t)] es pulsante.

En la siguiente seccidn se presenta el resultado principal del capftulo
como un teorema seguido de su prueba. Luego se discuten algunas conside-
raciones para su implementacién.

5.2. Observador basado en eventos continuo de al-
ta ganancia

5.2.1. Resultado principal

Un planteamiento similar al del observador continuo de Xia y Zeitz
(1997) considera un disefio con una parte dindmica en las coordenadas de
observabilidad z y una parte algebraica para obtener un estimado & en las
coordenadas originales. El observador basado en eventos continuo de alta
ganancie emplea una aproximacién de la forma de n-observabilidad usando
@. Esto conduce a un observador aproximado de alia ganancia que estima a
y(t), la salida y sus primeras n—1 derivadas temporales. La parte algebraica
se lleva a cabo usando una inversa generalizada Q.

Considérese el sistema

2=Ang+Bop(2,u) +38;7CT [y~ Cag],  2(00) =20  (5.23)
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5.2. OBE continuo de alta ganancia

con las matrices A, By, v C, como en {1.12). Sy es la matriz que resuelve
(224) y ¢ € CV: R* x Y — R se construye como se ha explicado en la
Seccién 5.1.3.

Teorema 5.2 Considérese un sistema (2.1) n-observable y algin 53 > 0.
Para cualquier vecindad abierta Ne del conjunto de puntos de entrada mala,
algiin compacto K de (5.5) y la aproxzimacién @ correspondiente, existe un
valor de 8 > 1 suficientemente grande para el sistema (5.23), tal que el error
e(t) = 2(t) — y(t) converge a la bola de radio arbitrario € > 0 en un tiempo
finito para cualquier trayectoria dyr-admisible, i.e. las trayectorias del error
son uniformemente finalmente acotadas.

La prueba de este resultado se basa en la suposicién de que el estado z(¢)
de la forma de seudo-observabilidad (5.20) asemeja la salida y sus primeras
n — 1 derivadas temporales y(t). Definase el error e = 2 - 2, cuya dindmica
estd dada por B

é= (A, - 18;1CTC,) e + B,@(2, £,u) + B, (5.24)
con Pz, 2,u) = ¢(2,u) ~ @{z,u).

5.2.2. Prueba del Teorema 5.2

Al igual que en la prueba del observador de alta ganancia convencio-
nal (véase la Seccidn 2.3.3), considérese la funcién candidata de Lyapunov
V(e) = eT'Spe. Usando (5.24),

V(e) = e’ (ALSy + SeA,, — CLC,) e + 27 SeBr(z, 2,u) + 2¢T8B,5
y empleando la ecuacién de Lyapunov (2.24) se obtiene
V(e) = —0e’Spe + 2eTSyB,,5(z, 2, u) + 27 84B,,4. (5.25)
Con la norma ||e|| = €T Se y usando la desigualdad de Schwartz,

d = .
g lells, < —30lells, + 1Bn&(z, 2,u)lls, + [Bndls,, (5.26)

y asf como en la Seccién 2.3.3, de la expresion anterior se obtiene

VSt 50, (5.27)

AR

lle®ls, < —le(t)ls, +
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k’\/ Sln,n

donde 7 = 16 — k con k = —Y"" y k es la constante de Lipschitz de
@ {recuérdese que se suposo asf}. Se puede entonces obtener una expresién
explicita para una cota superior de |le(t)]fs,:

le(®)ls, < exp =1 e(0) s, + Yo" exp ¥t — )] |5(r)|dr. (5.28)

Usando las desigualdades (2.38), esta cota puede ser experesada usando la
norma euclideana:

S
l!e(t)ll<( )9““ oxp [l el + Y20 (529

‘oon t
s(t) = [ explft =) #(r)ld (5.30)

El primer término de la desigualdad anterior (5.29) decae exponencialmente
a cero, a pesar de gue puede ocurrir un sobrepaso inicial en la cota de
le(t)]. 1 segundo término es una funcién continua y acotada porque }4(t)
es acotada. De hecho es la respuesta de un sistema lineal de primer orden a
una funcién forzante [§(¢)]. Por lo tanto

s(t) < %{ para toda > 0. (5.31)

Finalmente, usando el resultado (5.31) en (5.29) se obtiene
n 6
lel < (2) > texpln le@ + 522 20 53

Entonces para cada ||e(0}|| existe T. > 0, tal que
lle{t)]| < & paratoda t2>7T:. (5.33)

El valor de ¢ se puede hacer arbitrariamente pequefio incrementando el valor
de «. Para finalizar el disefio del observador, escéjase € = 2(v + k).

5.2.3. La parte algebraica y algunos comentarios

El Teorema 5.2 garantiza la convergencia aproximada a cero sdlo en
las coordenadas de observabilidad, Le. ||y(f) — 2(t)|| < ¢ después de clerto
tiempo T; > 0. jAcaso sucede esto también en las coordendas originales ®?
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La respuesta es que si, pero s6lo euando no ocurre un evento; durante los
eventos no existe ninguna certeza.

La inversa Q;l es uniformemente continua en Q,,(K), dado que K es
compacto. Si las trayectorias estdn la mayor parte del tiempo en este con-
junto, entonces al menos en K existird convergencia a cero del error de esti-
macién & = & — x. Por supuesto, durante los eventos no puede garantizarse
nada. ‘

; Cémo debe implementarse la parte algebraica? No existe una respuesta
definitiva; depende de la intuicidn del disefiador, pero ciertamente ayuda
mucho emplear la inversa restringida Q;,}c mientras las trayectorias se en-
cuentren en el conjunto K. Una posibilidad es usar la funcién QY definida
en (5.8)% e

2(t) = QL(2(t), u(2)), - (5.34)

pero esto puede acarrear efectos no deseados o problemas numéricos (véase el
Ejemplo 5.1 en la siguiente Seccién 5.2.4). Otro camino puede ser simplemen-
te mantener un valor constante de &(t) durante el evento y posteriormente
volver a utilizar a QL esto es

oo JQLE(), () cuando t¢ A}
Bt = {:ﬁ(t:‘f’) cuando t € A} (5:85)

En algunos casos también se pueden usar argumentos de continuidad de (¢}
y maneras alternativas para el cdlculo de la inversa Q;;'. Esto se ejemplifica
posteriormente para el ejemnplo del biorreactor del Capitulo 6.

Otros comentarios son los siguientes:

Comentario 5.8 Si §(¢) es pulsante y la trayectoria genera una secuencia
de eventos finitos, entonces definase para el i-ésimo evento

Ty =t — 19" y 7= 90— 10 (5.36)

Se sabe que |§(t)| tiene méximos & para cada evento AY. Sin importar
que tan grande sea 7i, © que tan pequefio sea T;, durante A} el error ||le(t)||
converge al menos a 84 /.

Comentario 5.4 Si una trayectoria dp-admisible tiene una secuencia de
eventos finita {A},A3,... A%}, entonces definase t§* = Ty por lo tanto
8(t) = 0 para toda t > T. Queda claro entonces que después del N-ésimo
evento, se tendra convergencia exponencial a cero del error e. Esta conclusion

%Se hace un abusoc de notacién, porque QY también incluye un mapa identidad para .
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se traglada al error de estimacién del estado, ie. |& — 2j] — 0 conforme
t — oo para t > T y asi se concluye que la convergencia depende de las
propias trayectorias del sistema (2.1).

Comentario 5.5 El “grosor” de la vecindad abierta N, y la seleccién del
conjunto compacto XY representan un comproiniso con el conjunto de tra-
yectorias que son consideradas ép-admisibles. Conforme N, se hace més
pequeilo, el conjunto de trayectorias das-admisibles se hace mds grande, lo
cual podrfa parecer benéfico. Sin embargo, usualmente la constante de Lip-
schitz k de la aproximacién @ también crece y en consecuencia la gananecia
f también tendrd que disefiarse més grande.

Comentario 5.6 En el andlisis que se ha hecho, el valor de ¢ puede resultar
muy grande. Sin embargo, es probable que una ganancia de menor valor sea
"*adecuada para aplicaciones précticas. También, los cdleulos de ¢ y Qg‘}c,
“junto con las construcciones de @ y QL, pueden resultar muy complejas
‘para sistemas de orden superior. '

5.2.4. Un ejemplo

Recuérdese el Ejemplo 5.1 y la aproximacion ¢ que se escogid, dada
por {5.15) usando (5.14}. La parte dindmica de un OBE continuo de alta
ganancia se implementarfa

T R R T C R P S

Evidentemente, conforme ¢ se hace més pequefio y la aproximacién continua
a 1/(y — u) se hace mds exacta, la constante de Lipschitz de ¢ crece, nece-
sitdndose asf un valor mayor para 6. Por otro lado, una € mds pequefia hace
que mas trayectorias sean consideradas dpr-admisibles para un d,; dado. El
compromiso es claro.

La parte algebraica de este OBE continuo de alta ganancia podria im-
plementarse usando la inversa aproximada (dependiente de la entrada) qé
del mapa de 2-observabilidad g, como se muestra a continuscién (compérese
con (5.12)):

Z = qg(éa_@) = {22 . '906?;1 . u)} (5.38)

con (-} dada por (5.14). Sin embargo, cada vez que %; = u se tiene que
we = 0 {véase (5.14)} y por lo tanto el valor estimado de 2, es forzado a
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cero. Esto no es deseable, pues se sabe que z2 no siempre es cero cuando
y = &1 = 21 = 4. La otra posibilidad es proceder como se explica en (5.35);
considérese el conjunto

Ne={(z,u): |5 —ul <&}, >0, (5.39)

y calctlese el valor de & a partir de (5.38), ie. &2 = 23/(2; —u), hasta que la
trayectoria entre al conjunto N,. Este valor se conserva constante hasta que
Ja trayectoria sale de AV (ndtese que este conjunto no es la vecindad N;). El
resultado es un estimado &(t) discontinuo, con pequefios “saltos” cada vez
que la trayectoria sale del conjunto N.

En la Figura 5.4 se muestran algunos resultados de simulacién para este
ejemplo. La condicidn inicial del sistema es @ = [1,1]T y la funcién de
entrada es w(f) = —cost. La ganancia es 6 = 20 y la no linealidad @ se
construye como en (5.15) usando {5.14) con ¢ = 0,02. El error ey(t) en
coordenadas de observabilidad se muestra en la figura de arriba; nétese el
sobrepaso inicial v cémo el error diverge de cero cada vez que ocurre un
evento. En la figura de abajo se muestra la estimacion 22(¢) de z2(¢) usando
el método con “saltos” explicado en el parrafo anterior. La vecindad AN se
define como en (5.39} con € = 0,14. Nétese que € > ¢ esto se hace porque
conforme eq diverge de cero durante los eventos, el célculo de &2 usando
(5.38) tiene problemas numéricos y aparece un pico alto en su valor. Al
permitir que la vecindad N, sea mds “gruesa” que N, estos picos no se
ven inmediatamente después de los eventos y se deja un tiempo para que
%9/{%1 — u) empiece nuevamente a converger a .

5.3. Implementacién en coordenadas originales

5.3.1. Resultado principal

A pesar de que el OBE continuo de alta ganancia de la seccién anterior
garantiza la convergencia del error en las coordenadas de observabilidad z
para un conjunto de trayectorias dps-admisibles, tiene la desventaja que la
parte algebraica ain debe ser implementada. En esta seccidn, bajo suposicio-
nes adiclonales, se muestra gue un observador basado en eventos también se
puede llevar a cabo en las coordenadas originales como en el caso de (2.28).
Considérese

& = £(#,u) + $3"(&, ) - S;'CL - [y - h(&)], (5.40)
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02y — eventoccurs

mo::} A\ ezl\ V /k

1

©

o
T

10 t 15

Figura 5.4: OBE continuo de alta ganancia (5.37) para el Ejemplo 5.1: error
eo(t) y estimaci6n del estado £(f) (- -) en coordenadas originales 2(t) (—).
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5.3. Implementacién en coordenadas originales

donde la matriz J* se cosntruye como se explica a continuacién. Primero
deffnase el jacobiano del mapa de n-observabilidad q,, (&, w):

6‘%(%&)} .

5 (5.41)

J(z,u) = [

Ahora considérese la adjunta (dnica) M(x,w) del jacobianc J, tal que
JHz,u) -M(z,u) = {(det J(xc,u)) - 1 (5.42)
con I la matriz identidad. Considérese
Be = {(z,u): |det J(x,u)| < e}, e>0 (5.43)

una vecindad abierta de detJ = 0, donde la funcién 1/detJ: Ay — R
es discontinua. Al ignal que en la Seccién 5.1.3, constriyase un conjunto
compacto K como en (5.5) usando la vecindad B, y algtin compacto X7
Luego dsese el Teorema 5.1 (de Tietze) para construir una aproximacién
continua 3: R* xi{ — R (con dominio extendido) de la funcién 1/det J, i.e.

1

Be CG: ﬁ(w:y.) = detJ(fL‘,y)

V(z,u) € K= X5 NBE™,  (5.44)

donde B¢ = Ay \ B es el complemento de Be. Finalmente
Iz, u) = flz,u) - M{z,u). (5.45)

La matriz J* ¢s una aproximacién de la inversa J=! del jacobiano J, tal
que J* = J ! en el conjunto K. Ademés se satisface lo siguiente:

J(x,u) Iz, u)=1—-Az,u), con A=(1-pF-detJ)I. (5.46)
Ahora es posible presentar el siguiente resultado:

Teorema 5.3 Considérese un sistema (2.1) n-observable y algin 8§y > 0.
Supéngase que el conjunto de puntos de entrada mala XF estd contenido
en la vecindad B, definida por (5.43) y considérese el sistema (5.40) con
J* disefiado como en (5.46). Pare cuolguier ¢ > 0 exziste un valor de @ > 1
suficientemente grande, tal que el error e(t) = q, (£(t), u(t)) —y(t) converge
a una bola de radio arbitrario € > O en un tiempo finito para un subconjunto
de las trayectorias du-admisibles.

64



Capftulo 5. Observadores basados en eventos

La ventaja de usar (5.40) en vez de un observador basado en eventos
continuo de alta ganancia (5.23) es que la parte algebraica ya no debe ser ex-
plicitamente implementada, puesto que el estado estimado estd ya accesible.
Adicionalmente no es necesario construir la no linealidad . Sin embargo,
tiene la desventaja de que no existe ninguna garantfa de que efectivamente
#(t) converja a x(t) durante los eventos, puesto que la convergencia aproxi-
mada ge prueba sélo para las coordenadas de observabilidad z.

5.3.2. Prueba del Teorema 5.3

En esta prueba se emplea la forma de seudo-observabilidad (5.20) del
sistema (2.1), considerando ¢ de acuerdo con la vecindad B,. Usando la
transformacion 2 = q, (&, w), el sistema (5.40) queda como

=A%} B, {gﬁ(ﬁ,g&) ¥ S} +1 (I - A) S;1CT [y~ Cog],  (5.47)
donde se ha usado (5.46), i.e.

6(:! A ¥ 7 A o " —
S2(&u) 3@ §;CL = (1-A)8;'CE (5.49)
con 5(t) tal que 2(t; q,,(%0, u(0)), u(t)) asemeje a q, (B(4; 2o, u(t)), u(t)) pe-
ra todo tiempo, y

Aty =v(OF con v{t) =1-B(3(t),u(t)) det J(E(),ult). (549)

Tanto la sefial (¢}, como la matriz A(t) desaparecen cuando las trayectorias
se encuentran en el conjunto K.
Considérese la siguiente construccion C° de 8 (compdrese con (5.14)):

i/det J{x,u) si |detJ] >«

5.50
det J(x,u)/e? si |detd] <e, (5:50)

Oz, u) = (det J{z,u)) = {

tal que 3 - det J toma valores en el intervalo {0,1) cuando se estd en Be y es
igual a 1 fuera de este conjunto. Entonces v(t) € [0, 1] con v(1) = 0 fuera de
B,y v(t*) = 1 precisamente cuando det J(£(¢*), u(t*)) = 0.
La dindmica del error e = 2 — 2 estd dada por
e = (A, - 1871CTC,) e + B,§(z, 2,u)+
+Bq (5--8) + §AS;1CICre. (551)
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De manera similar a la prueba de convergencia para ¢l OBE continuo de
alta ganancia, considérese la funcién candidata de Lyapunov V{e) = T'ge
y la ecuacion de Lyapunov (2.24), tal que

Vie) = ~8el'Spe + 2T 8B, 3(2, 2,u)+
+2e7S;B, (5 - S) +v(1)eTCTChe, (5.52)
donde se ha usado la definicién (5.49) de A.

Definase la norma lellz = e'Se y tsense la desigualdad de Schwartz,
propiedades de ||B,@(-)iis, ¥ la constante de Lipschitz &£ de @; entonces

3
- (0= lels, + L2504 O (a5

A partir de propiedades de la matriz Sg se puede verificar que €2 < n(i']le“é9
{véase el Apéndice B), de tal manera que la desigualdad (5.53) queda

v 5 In,n
3

Sllells, <

|6(t) — 8(t)] (5.54)

”'""”e(t)”&e— ~7(B)lle()ls, +

[s0)1}
YWt) = 3 (L —nu(t)) 0 — x. (5.55)

Asi como en (5.29), se puede obtner una expresién explicita para la cota
superior de |le(t)||s, ¥ usando (2.31) una cota superior para ||e{t}]:

el < (2) e |- [ f y(ehds| O]+
+@ fg exp [w / tv(ﬁ)dﬁ} 15(s) — 6(s)|ds. (5.56)

Ahora el problema es que y(t) no es positiva todo el tiempo, sin importar
cuan grande se escoja a . Algin tiempo después de que la trayectoria del
observador entra a la vecindad B, 7(f) se hace negativa. De hecho esto
sucede cuando

v . . .
vit) < st #=2{% 4+ ara alguna > {3,
{t) Y Ey (F+K) p g 2]

Ndtese, sin embargo, que v(t) es acotada por debajo por 4 -n{¥+ k) (cuando
v = 1). Impdnganse entonces las siguientes dos restricciones en las trayec-
torias del observador:

66




Capftulo 5. Observadores basados en eventos

1. Las trayectorias &(t; &0, u(0),y(¢)) cruzan la vecindad B, suficiente-
mente répido como para existir una T, > 0 (preferentemente pequefia),
tal que

¢
/0 ¥(s)ds >0 paratoda 27T, {(5.57)

2. §(t) es acotada por alguna dyr > 0, tal que |6() — 8(8)| < éar + dur.

Este es justamente el subconjunto de trayectorias ép7-admisibles considera-
das en el Teorema 5.3, y depende de los pardmetros del observador (5.40),
es decir de 6, J* y .

Fuera de la vecindad B,, dado que v(t) = 0, escogiendo 8 > 2(% + k)
con % > 0 se asegura que existe convergencia exponencial hasta una cota
tiltima, tal como se muestra en la prueba del OBE continuo de alta ganancia
(véase la Seccion 5.2.2). Cuando se entra a la vecindad, las (rayectorias
del error en algiin momento empiezan a diverger, porque tanto () < 0
como |8(t) — 8(t)| # 0. Sin embargo, argumentos similares a los presentados
anteriormente muestran qgue después de salir de la vecindad las trayectorias
vuelven a converger (hasta el préximo evento).

Vale la pena recalcar que las dos restricciones impuestas en las trayec-
torias del observador no pueden ser garantizadas tan sélo a partir de la -
admissibilidad de las trayectorias del sistema, pero son altamente plausibles
si las trayectorias del observador convergen con un margen suficlentemente
bueno cuando se encuentran fuera de la vecindad B..

5.3.3. Un ejemplo

Volviendo al Ejemplo 5.1, considérese el jacoblano J = 0q,/0x de (5.11)
y su determinante

I(@,u) = L}g 2 ‘1 u] , detJ = z1 — u. (5.58)

El conjunto de puntos de entrada mala coincide con el conjunto donde
det J = 0. La vecindad B, se puede escoger como

Be = {{(&,u): & —u| < e}, €> 0. (5.59)

Usando (5.50), J* se escoge como

e =sew|[ "] (5.60)

67

sy

"

TESIS COn
PALLA DE ORIGEN




5.3. Implementacion en coordenadas originales

con B(&,u) = (& — u) (véase {5.14}}. Entonces

§ - [mi;lm] + (&, u) [99&:;3)] -l (5.61)

Nétese que en este caso en particular, el conjunto de puntos de entrada
mala depende sélo de variables medibles, i.e. la entrada v y la salida y,
de manera que serfa més sensato implementar el observador usando y en
vez de 21 en el cdleulo de J*. Los eventos entonces serfan verdaderamente
detectados en linea.

Los resultados de simulacén que se presentan en la Figura 5.5 muestran
el error —#a(t) = ma(t) - Zo(t) para la misma condicién inicial y la misma
entrada que en la simulacién previa del OBE continuo de alta ganancia
(véase la Seccidn 5.2.4). La ganancia es € = 3 y se usa ¢ = 0,2 para el cdlculo
de 8. Los eventos se muestran sombreados y son relativamente frecuentes.
A pesar de ello el desempefio es alin aceptable.

0.1 1
0 \
-0.1 Xy -
-0.2 &y
-0.3r 7
event

-0.4
057}

10

Figura 5.5: Error Z3(t) en la implementacién de un OBE de alta ganancia
en coordenadas originales (5.61) para el Ejemplo 5.1, mostrando los eventos
(sombreados).
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Capitulo 5. Observadores basados en eventos

5.4. Resumen

Se han propuesto observadores de alta ganancia para sistemas no linea-
les (2.1) cuyo mapa de n-observabilidad tiene un subconjunto relativamente
peguefio de puntos de entrada mala X(f en su dominio Ay. Se les llama
observadores basados en eventos porque identifican al conjunto de puntos
de entrada mala XL‘? y proponen una forma aproximada de n-observabili-
dad fuera de un subconjunto compacto K que no contiene una vecindad de
Xsz. Los intervalos fuera de este compacto K son Hamados eventos. La par-
te dindmica se disefia con un observador de alta ganancia que emplea esta
forma de n-observabilidad aproximada y continua. La parte algebraica se
lleva a cabo con una inversa restringida del mapa de n-observabilidad cuan-

"do las trayectorias se encuentran en la imagen de K y con otras técnicas
(quizd heurfsticas) cuando se encuentran fuera de este conjunto, i.e. durante

“los eventos. Las trayectorias se restringen a ser dy7-admisibles, lo cual de al-
guna manera garantiza que permanecen en el conjunto X la mayor parte del
‘tiempo. Bajo restricciones adicionales, es posible implementar el observador
basado en eventos también en las coordenadas originales.
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Capitulo 6
Un biorreactor como ejemplo

Como ejemplo de aplicacidn de las teorias expuestas en capitulos ante-
riores, en este capitulo se presenta el modelo mateméatico simplificado de un
biorreactor aerobio empleado para el tratamiento de aguas residuales tdxi-
cas. El modelo tiene dos reducciones de observabilidad: es r-observable con
7 =n -+ 1y posee un conjunto de puntos de entrada mala que no es vacfo.
Se disefia un observador basado en eventos de alta ganancia, pero prime-
ro se realiza una extension de orden. También se presentan y discuten los
resultados de simulacion.

6.1. Modelo matematico

El modelo matematico que se considera es la simplificacion de uno de
cuarto orden con dos salidas. El modelo completo v su simplificacién se
detallan en el Apéndice C. El modelo usado aquf es el sisterna de una salida

&y = kywp{zs) — a1y + (b — 21 )u, z1(0) = 1,0, ©1)
&y = —kpkwp(zz) + (ba ~ z2)u, z2(0) = @20, .
Y =21 (6.2)

con dos entradas: u(t} y w(t). La entrada u(t) tiene la restriccién integral
f(;’ u(r)dT < U con U > 0 constante, mientras w(t} depende de u(i)!

w(t) = exp [__ f;u(’r)d'r} , Le. w(t) = —u(thw(t), w(0)=1. (6.3)

'El modelo (6.1)-(6.2) tambiefi puede ser visto como uno de 3er orden con w como
estado adicional —con condicién inicial fija— y otra salida: ys» = w. De hecho, w{t) es
proporcional a la concentracién de la biomasa, considerada constante.
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6.1. Modelo matemdtico

La funcién no inyectiva p{z;) es mostrada en la Figura 6.1 y estd dada por

T2
Lo) = . 6.4
pls) = gy (6.49)
05
HX)
0.4r
03r
02l
0.1
O 2
0 1 2 3 4 5
2
Figura 6.1: La funcién p(xe) dada por (6.4) (aquf con ay = 1)
Los espacios de estados y de entradas de (6.1) estdn dados por
X =101 x[0,00} and U =[0,00) x (0,1]. (6.5}

Este sistema admite funciones de entrada mala u*(t) (con un w*(t)
correspondiente). Para cada condicién inicial ®(0) = xy existe una fun-
cion de entrada mala u*(¢), tal que con esta misma entrada otra condicién
inicial 2(0) = &y # @ genera la misma funcién de salida para todo tiempo.
De hecho

2o = [mm] = [ 1,0 } oy uth) = kokyplza ()]w™ (1) (6.6)

& T/ =0
20 2 27 Tl H
Esta funcién de entrada mala v*(f) se puede construir para cualquier con-
dicién inicial y es positiva para todo tiempo si by > 1, lo cual generalmente
sucede. La determinacion de este resultado se muestra en el Apéndice C.3.

Un andlisis de observabilidad (véase el Apéndice C.4) muestra que el
sistema de segundo orden (6.1) es 3-observable, ie. r =n+1 =3, con un
congunto de puntos de entrada mala no vacio y dado por

kikofi(zo)

B _ L _
Xy = {(m,y_) € Ay — = b2—2m2/(m§+1)}' (6.7)
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Aungue este conjunto coincide puntualmente con la funcién de entrada ma-
la (6.6), define mds puntos en el espacio de estados-entradas Ay que una
verdadera funcién de entrada mala, ya que (6.6) también implica un cier-
to valor para 4" = Lg u*(x) en cada instante, mientras que Xf contiene
cualquier valor de la derivada temporal %. Esto muestra que funciones de
entrada “buena” podrian poseer puntos de entrada mala cada vez que las
‘trajectorias del sistema crucen el conjunto de puntos de entrada mala. Las
funciones de entrada mala (y sus estados iniciales relacionados) hacen que
las trayectorias permanezcan en este conjunto de puntos de entrada mala
para todo tiempo. _

El conjunto de puntos de entrada mala (6.7) estd caracterizado por una
sola ecuacién, i.e. es una hipersuperficie en el espacio Ay. Por lo tanto se
cumple la condicién de densidad de la Definicién 2.2; véase el Comenta-
rio 2.4.

6.2. Extension de orden

Dado que el mocelo del bioreactor (6.1) tiene un conjunto no vacio de
puntos de entrada mala, se tiene que disefiar un observador basado en even-
tos. Sin embargo, como es 3-observable, se disefla primero una extension
de orden (véase el Capftulo 3), tal que el sistema de segundo orden (6.1)
sea inmergido en uno de tercer orden y se puedan aplicar los resultados del
Capitulo 5. .

La metodologfa para disehar la extensién se puede seguir con detalle
en el Apéndice C.5. El nuevo estado que se agrega corresponde & la tasa
de crecimiento especffica . Se usa la Proposicién 3.2 con ¢(x) = u(r2)
por dos motivos. Primero, 9 = p es una estructura facilmente reconocible
de (6.1) y tiene un significado fisico, asi que tiene sentido estimarla como
consecuencia de construir un observador extendido. En segundo lugar, u se
puede expresar como una funcién de y —la salida— y su primera derivada
7, asi que el mapa de 2-observabilidad de (6.1) es suficiente para recuperar
1y i, y esto facilita la construccion de la extensién.

Una extension usando ¢(x) = u{xs) es

1 = kywes — ez + (by — 21 )y, 21(0) = 21,0,
Zo = —kok1wzs + (ba — zo)u = o — T, £2(0) = 29, (6.8)
3 = (A — 2aws) (@A — uzs) + (A ~23) 0, 23(0) = plwap),

Yy =Ty (6.9)
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donde
a(xs, u) = bott — kokywrs y Alzs) = 1 — asxs. (6.10}

Esta extension tiene la ventaja de tener lados derechos suaves y definidos en
todo R? x R, atin cuando el espacio de estados con las condiciones iniciales
como se muestran y zg1 € [0,1], zo2 € [0,bo] estd dado por el conjunto
compacto

X = [0,1] x [0,ba] x [0, ﬁa—z]- (6.11)

Esto es dtil para el diseno del observador, porque no se garantiza que las
trayectorias del mismo permanezcan en el espacio de estados fisico (6.11).

6.3. Diseno del observador

6.3.1. Una forma de observabilidad con inyeccidén de salida

El observador basado en eventos se disefia haciendo uso de la extension de
tercer orden (6.8)—(6.10). Nétese que el espacio de estados-entradas Ay =
X x U, con X dado por (6.11) y U propiamente definida se puede hacer
compacto restringiendo las entradas a tomar valores en un compacto. El
conjunto de puntos de entrada mala estd dado por

A2 = {(m,u) € Xy: z3(o) — uzs) =0} (6.12)

y se puede construir una vecindad N, para este conjunto. El conjunto com-
pacto K y una forma de seudo-observabilidad pueden ser construidas {véase
la Seccién 5.1.3). Sin embargo, en vez de usar el mapa de 3-observabilidad
como transformacién de coordenadas se puede usar un mapa de 3-obger-
vabilidad modificado, el cual transforma al sistema fuera de los puntos de
entrada mala a una forma de 3-observabilidad con inyeccidn de salida. Esto
simplifica algunos calculos.
Considérese el mapa z = T(x, u,w) dado por

Z1 = ml:

et _ (6.13)
e (N — ~ 2.2 gl = 22

23 - [(A — @2ms) (@) ~ uzs) + (3 ~ 23) o o

Su inversa T~ existe fuera de 12 imagen T(K) y estd dada por

&ry = 2y, Ly = X(z:g,z?,,u), &Ly = 2a, (6.14)
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Capitulo 6. Un biorreactor como ejemplo

donde the funcién y{z,u) se puede hallar fijindose en que kywzs = @3
también puede ser escrita en términos de 23, © y 2 como

kywzs = &3 = (A — maz2) (G —uze) + (X — 22) &
con
&(za,u) = bou — kakywze y Az2) = 1 — g2y, (6.15)

tal que
(32 — 23) & — kywas

G\ — U2y

1.
@o = Y(20,23,4) = P A+ (6.16)

El conjunto de puntos de entrada mala en estas nuevas coordenadas
estd caracterizado por
2 (GA — uzg) = 0. (6.17)

Bajo esta transformacion, la forma de observabilidad —vélida sélo en
T(K)— se puede obtener diferenciando las expresiones (6.13) y sustituyendo
la inversa (6.14), mientras se reemplaza toda ocurrencia de x; con y y se
usa la expresidn @ = —uw de (6.3):

& =81 = kwz — ay + (b — y),
Fy = B3 = kwza,

. &3
Zg wn e o Y2y = ol2, Y

donde después de cierta manipulacién algebraica,

iz - <
wlz,u) = uz — (a223 + fﬁ_’tgl;) a2 (ag)\ + Zg) azy -+ (Az — Z%) a*+
1

+(i—f’§> (o +7) - 22

k;w Zn

(6.18)
con AMzo) y & z2,u) dadas por (6.15) y ademés?

lz,u) = (A —23)a—kowzs, a'(z,u) = -Ez—z—— — ko (k1wzs —uzo),
ok

(22, u) = @A — uzg, F*(z,u) = &* X — (@98 + u) 23 — —=.

Nétese que & = R A



6.3. Digefio del observador

Tal como se esperaba, esta forma de observabilidad tiene una discontinuidad
en los puntos de entrada mala, i.e. en d(22,u) = 0y 22 = 0. Se puede escribir
de manera condensada como

Z = k1WA32 + 83@(3}3‘_) + ng(y, U’)a Z(O) = T(:Bg,u(()), 1): (619)
Y= ng, (620)

donde A3, By y Cs estédn dados por (1.12) y
sy, u) = (b1 —y)u— awy. (6.21)

6.3.2. Observador basado en eventos continuo

Un observador basado en eventos continuo de alta ganancia usa una
aproximacién continua de la funcién discontinua p en la ecuacién (6.18).
Las discontinuidades ocurren en & = 0 y 22 = 0. La primera corresponde a
los puntos de entrada mala, mientras que los otros nunca son alcanzados por
las trayectorias del sistema (si 22(0) > 0 y » > 0). Sin embargo, después de
construir el observador, esto ya no se garantiza, asi que la funcién también
es aproximada en estos Ultimos puntos.

Para construir a ¢, se aproximan por versiones continuas cada ocurrencia
de 1/ y 1/2z. Considérese la funcién C°

1 »
2 s |m|>e
m,e) =4 ™ 6.22
vim, <) {fé’% st |m| <e, (6.22)
o la funcién C!
. L si im| > ¢ (6.23
plm, €)= 2(2-%) si ml<e, 2)

las cuales aproximan a 1/m en una vecindad |m| < €. Fijense ez > 0 y
€z > 0, y deflnanse s = ¥{F,¢5) v ¥, = ¥(22,¢€z,). Entonces la parte
dindmica del ohservador continuo se realiza con

£ = kywAs2 + Bag(2,u) + Clgly,v) + tkiwS; 'CF - [y — Ca2]  (6.24)
con

oz, n) = uzz — (0;223 -+ Z—i%) & —2 (ag:\ -+ 22) &zg (5\2 o Z%) &t
1

s (k_i% - zngz) (3 +7) — po" s (6.25)
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Capftulo 6. Un biorreactor como ejemplo

Nétese que la dindmica del error € = 2 — z estd dada por (véase la
Seccién 5.2)

é=kw (Ag e %S;}C'g(}g) e+ B3p(z, £,u) + Bsé. (6.26)

Se puede seguir la pruebs de convergencia de la Seccidn 5.2 reemplazando
a 6 por kjwd en la expresién (5.25). Dado que kjw{t) > 0 para u(t) > 0, la
prueba sigue siendo vélida. Mds explicitamente (6.24) estd dada por

»%1 kiwzs + (b1 —y)u —ary 36
| = kiwzs + %—kﬂﬂ 36°| -y — 4, (6.27)
4 P(2,w) o

2(0) = T(mg,u(O), 1)‘

; La parte algebraica se puede llevar a cabo usando una aproximacion del
mapa inverso discontinuo T~ dado por (6.14) y usando

X(zf—l: 23, U) = (:\ + ,5 ' 'wﬁ) : r{/)zg (628)
en vez de x en (6.14), ie.

1: :’%2 = 2(221 23: U), §33 = 22‘ (629)

[33

& =

Sin embargo, para trayectorias cercanss a la superficie de puntos de en-
trada mala 2@ = 0, esta inversa aproximada seguramente tiene problemas
numéricos, ya que ¥z 0 1, son cercanos a cero. La solucidn discutida pa-
ra el Ejemplo 5.1 en la Seccién 5.2.3 se podria emplear para resolver este
problema. Qtra solucidn es la siquiente.

Considérese la definicion (6.4) de . Dos valores de @2 resuleven la ecua-

cidén cuadratica .
.’E%“l" (ag—- E)ﬂ?g*?%mo.

Como 22 = 3 se parece a y, esta ecuacion cuadrética también puede escri-
birse como

Dofr

Logad + dap 4 2 =0, (6.30)
cuyas dos soluciones son
A N2
= —— & -} —1 31
x2 P, ( z2> (6.31)

Aunque no existe garantia alguna que Z = p(Z2) cuando se usa un observa-
dor, un valor para &2 a partir de (6.30) se puede escoger usando argumentos
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6.3. Disefio del observador

de continuidad o diferenciabilidad en la trayectoria de Z»(¢). Por ejemplo,
supéngase que inicialmente la inversa (6.14) se comporta bien numérica-
mente. Cuando ya no es el caso (cerca de la superficie de entrada mala),
cdmbiese a hallar dos valores de &3 usando (6.31) con 2(%). Escdjese aquél
més cercano al que se tenfa con (6.14) y contintiese usando ese signo (6.31)
hasta que (6.14) sea otra vez confiable.

6.3.3. Implementacién en las coordenadas originales

El jacobiano de la transformacién (6.13) estd dado por

1 0 0
J=i0 0 1 ) {6.32)
Bty o
0 kllw 322 k_«,lw 5%2
Su determinante resulta ser

1 di3 @z

det}J . mk;‘w 3:122 a klw

con o = oA — Tau. (6.33)

Nétese that detJ = 0 describe el conjunto de puntos de entrada mala. La
inversa del jacobiano J estd dada por

1 %80 0 0
Jle — | 0 —o —kw (6.34)

0 20 0

donde g == ie.

dxa !

oz, u) = (22 + a2) (X —uxs) + (A — zozs) (kok1wA + ascx + u) +
+ 2 (@A + x3) o+ kakyw (/\2 - ﬂ?%) . (6.35)

Escéjase ¢ > 0y sea Fa,u) = Y{x30,€) = Yayo, que aproxima a 1/(xa0)
en la vecindad |z3o| < ¢, con 1 dada por la aproximacién C? (6.22), o la
aproximacién C! (6.23). Deffnase entonces

Tao 0 i

J' =ty | 0 —p ~kw - {6.36)
0 xo 0

and por lo tanto J{z,u) - J*(x,u) = T~ A(x,u) con

A, u) = (1 — 230%z,0) L. (6.37)
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Capitulo 6. Un biorreactor como ejemplo

Las ecuaciones del observador basado en eventos de alta ganancia (5.40)
en las coordenadas originales para este sistema son

& = (&, u) + 3@, u) - (%klwsglc'{ Ay — &) +
+ O3 fgl,0) ~ (@), ),

pero gy, u) — g(h(@), u) = —(ar + u) [y — h(2)], asf que
& = f(&,u) + I (#,u) - (30wS; ' CY — (a1 +w)CF ) - [y — h(2)], (6.38)
£(0) = Zq.
En las coordenadas de observabilidad se escribe (compérese con {5.47))
% = kywAzz +B; (gb(ﬁ,g) + 3) + Claly, w)+
+ (%klw (1 - A) S5+ (a1 + u)A) CT ly—Cs2], (6.39)
£(0) = T(&g, u(0),1)
con A = (D)1 y v(t) = 1-2380,,0- Nétese que la funcién v(2) es cero cuando

lag trayectorias del observador estdn fuera de una vecindad de 236 = 0. La
dindmica del error e = £ — q,,(x, ») estd dada por

&= kyw (As — 1S;1CT Cs) e + Ba(z, 2, u)+
+Bs (8- 5) +v (bkywvS;t = (a1 +wWI) CTChe,  (6.40)
€(0) = 2(0) — q,, (w0, #(0})

Se puede seguir la prueba de convergencia de la Seecién 5.3.2 y por lo tan-
to e(t} converge a una bola de radio (pequefio} bajo restricciones en las
trayectorias.

Finalmente el observador basado en eventos de alta ganancia (6.38) se
implementa como

i kywis —aidy + (b — E)u
fs] | (A—ods) (@A —uis) + (32 —23) a
[0 (30 Hartd)
+ gk1weso | —62(3p + kyuwd) | (W —21) (6.41)
367336
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con
£1(0) = &1 0, £2(0) = %20, 23(0) = p{d20)-

Aqui &, A y © representan a las funciones eveluadas en (£,u), ie & =

bou — kokiwda, A= 1 —asds v 6 = o(£,u).

6.4. Resultados de simulacién

El modelo del biorreactor (6.1)—(6.2) se simula en MATLAB con los pardme-
tros como se muestran en el Cuadro 6.1 y la condicién inicial

2(0) =z = [0,2051, 0,25]". (6.42)

Los pardmetros corresponden a los de un biorreactor experimental; véanse
sus valores el Apéndice D.

ky = 102,5641 (b~ ay = 45 {7 by =1
ks = 0,2167 ao =1 by =5

Cuadro 6.1: Pardameters del modelo del biorreactor (6.1}

La funcién de entrada diferenciable u{f) usada en las simulaciones se
muestra en la Figura 6.2. Con esta entrada, las trayectorias del sistema
pasan muy cerca de la superficle de entrada mals por periodos prolongados,
asf que es una prueba “dura” para el observador. De hecho, esta funcién de
entrada se construye tal que se le parezea a la entrada que se obtendria si se
usara el control de tiempo éptimo propuesto por Moreno (1997) y explorado
por Vargas, Soto, Moreno y Buitrén (2000) para este biorreactor.

Tanto el OBE continuo de alta ganancia (6.27) con (6.29) como su im-
plementacion en coordenadas originales (6.41) se simulan con la misma con-
dicién inicial: ,

53(0)'—“[%571,0, baa0, p(5wa0)] (6.43)

Para el OBE con’tinuo de alta ganancia, la ganancia empleadsa es 8 -+ 1,8
y la vecindad del conjunto de puntos de entrada mala se define por {6] < ¢
con ¢ = 0,05. Los resultados de la estimacién de zo y de x5 = p(z2) = 2o
se muestran en la grifica de arriba en la Figura 6.3, junto con aguéllos
correspondientes a z3. El error (critico) &; = & — 2 se muestra para un
periodo inicial {transitorio) en la gréafica de abajo de la Figura 6.3. La gréfica
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Capitulo 6. Un biorreactor como ejemplo

Figura 6.2: Funcién de entrada C! usada en las simulaciones.

de abajo a la derecha muestra el valor de & y la regién sombreada representa
la. vecindad de puntos de entrada mala.

Para la implementacién en coordenadas originales (6.38) la ganancia
usada es # = 1,8 y Ia vecindad de puntos de entrada mala se define con
lo] < € = 0,05. La Figura 6.4 muestra arriba las estimaciones de 22 y w3,
mientras que la de abajo muestra un periodo iniclal para el error #2 v la
evolucion de o.

En los resultados que se obtuvieron para este mismo ejemplo hace varios
aflos (Vargas, 1999; Vargas et al,, 2000) se empleé un filtro de Kalman
extendido (FKE) como observador, dado que un observador convencional de
alta ganancia (sin una extensién de orden) simplemente no podia funcionar
ni en simulaciones, pues el término de ganancia se iba a infinito cuando las
trayectorias cruzaban el conjunto de puntos de entrada mala. Sin embargo,
se observé también que el FKE tampoco convergia cerca de este conjunto
de puntos de entrada mala.

Los OBEs aquf presentados tienen dos ventajas. Por un lado, sélo se ajus-
ta un pardmetro y. taii s6lo deben resolverse tres ecuaciones diferenciales, a
diferencia del FKE; donde eran nueve. Por otro lado, se obtiene convergencia
(aproximada}, atin cerca.del onjunto de puntos de entrada mala.
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6.4. Resultados de simulacion

6 . : 0.7 0.15

4 =% ' % 0.1} o4
y 0.5 f—

2 04 .05

0. 2 ‘\/‘
-2 -0.05

0.t

O'(Zz.u)

0 G.05 0.1 0.15 0.2 G 0.5 1 14 P4

Figura 6.3: Resultados de simulacién para el observador basado en eventos
continuo de alta ganancia (6.27)—(6.29) con 8 = 1,8 v ¢ = 0,05. Arriba:
Estimacion de xa, 23 = 20 y 23. Abajo: Error &9 = £ — 29 para un periodo
inicial y evolucién de o(zg,u).
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Capitulo 6. Un biorreactor como ejemnplo

5 0.5
: B :
4 e xg 0.4 i xa
33
0.3 1
A
x“Q; xm
0.2
1 —
i
ol ’——’\\_,,_____ 0.1
—1 R AL 0 T
0 05 15 2 0 05 1,15 2
2 0.4 —

a(Zy 1)

0 005 01 045 02 o 05 1 15 2

Figura 6.4: Resultados de simulacién para el observador basado en eventos
implementado en la coordenadas originales (6.41) usando 8 = 1,8 y € = 0,05,
Arriba: Estimacidn de 25 y z3. Abajo: Error &3 = 29—z para un periodo
inicial y evolucion de o{z,u).
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6.5. Resumen

6.5. Resumen

Se ha investigado la aplicacién de un observador basado en eventos
continuo de alta ganancia para el modelo de segundo orden de un biorreactor
aerobio, el cual tiene los problemas de alcanzar la inyectividad hasta que se
considera el mapa de 3-observabilidad y que existe un conjunto de puntos de
entrada mala no vacio. Primero se propone una extensién de orden, tal que el
sistema original de orden 2 se inmerge en un sistema de orden 3 gue ademds
es 3-observable v el estado auxiliar adicional tiene un significado fisico. Se
muestra que bajo restricciones en las trayectorias, i.e. dy-admisibilidad, di-
cho tipo de observador basado en eventos tiene un desempefio adecuado para
pardmetros reales, ain cuando se implementa en las coordenadas originales.
Como un producto adicional se estima 1a tass de reaccién como funcién del
tiempo.
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Capitulo 7

Conclusiones

En esta tesis se han propuesto diferentes metodologfas para el disefio de
observadores para sistemas de orden n con propiedades reducidas de observa-
bilidad. Estas reducciones tienen que ver principalmente con la ausencia de
algunas propiedades fundamentales del mapa de r-observabilidad, las cuales
usualmente son necesarias para disefiar observadores cldsicos.

El mapa de r-observabilidad, el cual relaciona al estado @ con la salida
y r — 1 de sus derivadas temporales, es importante no sélo para determinar
la propiedades de observabilidad, sino también para el disefio del observa-
dor. La propiedad mds importante que se considera es la inyectividad. Esta
propiedad define el orden r del mapa que se usa en el disefio del observador,
asf como el conjunto de puntos de entrada male donde el mapa pierde la
inyectividad. Un sisterma se dice r-observable con r > n si el conjunto de
puntos de entrada mala es relativamente pequefio si se le compara con su
dominio. Ei mapa de r-observabilidad usado como transformacién de coor-
denadas conduce a la forma de r-observabilidad, la cual es empleada para
el disefio del observador, por ejemplo uno de alta ganancia.

Esta tesis se concentra en tres importantes reducciones de observabilidad.
Primero, el hecho de que la inyectividad se logre hasta considerar un mapa
de r-observabilidad de orden superior con r > n. Segundo, la posibilidad de
obtener una forma de r-observabilidad no Lipschitz cuando el mapa es semi-
difeomérfico (suave con una inversa continua). Finalmente, la existencia de
un conjunto de puntos de entrada mala no vacio, pero pequefio.

Aunque la primera reduccién de observabilidad ya ha sido considerada
por otros autores, el planteamiento que se hace aqui difiere en que es un
paso previe al disefio del observador proplamente y no requiere una téenica
especifica de disefio de observadores. La idea consiste en primero detectar
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el orden r con el que el mapa de r-observabilidad es inyectivo en casi todas
partes, para después adicionar m = r — n estados adicionales a las coorde-
nadas originales v usar los grados de libertad existentes para que el nuevo
sisterma extendido sea r-observable. Al final, el nuevo sistema de orden r
es una inmersidn del sistema original de orden n, cuyo dominio contiene
un subconjunto positivamente invariante (cualquier condicidn inicial en este
subconjunto genera una trayectoria que permanece en el subconjunto} don-
de se encuentran las trayectorias del sistema original. Posteriormente dicha
extensién de orden permite el uso de cualquier técnica de disefio de obser-
vadores que requiera un mapa de observabilidad inyectivo del mismo orden
del sistema. Las desventajas principales de esta estrategia son que no existe
una metodologfa fija para construir la extension de orden y que algunas pro-
piedades del sistema original pueden perderse en la extensién, e.g. suavidad
o continuidad Lipschitz.

La segunda reduccidn de observabilidad, aquélla en la que la forma de
r-observabilidad no resulte Lipschitz, se resuleve practicamente usando un
observador aprozimado de alta ganancia. Tiene la misma estructura que el
observador continuo de alta ganancia, pero ya no se garantiza la convergencia
exacta del error de observacién a cero. En vez de esto, las trayectorias del
error son upiformmemente finalmente acotadas en una vecindad ¢ de cero.
El valor de ¢ > 0 puede hacerse arbitrariamente pequefio incrementando
la ganancia ¢ del observador de alta ganancia, pero esto puede acarrear
los problemas de alta sensibilidad al ruido y un sobrepaso grande en la
estimacién inicial. Asi como en el observador continuo, la parte algebraica
se lleva a cabo usando la inversa del mapa de observabilidad. En una variante
de esta propuesta, la no linealidad caracteristica no Lipschitz ¢ en la forma
de r-observabilidad también puede ser reemplazada por una aproximacion
Lipschitz y seguir con el disefio usual del observador de alta ganancia.

Para tratar el caso de un conjunto de puntos de entrada mala no vaclo
—Ja tercera reduccién de observabilidad—, se proponen los observadores ba-
sados en eventos. Son necesarias algunas restricciones en las trayectorias y
sélo se permiten aquellas que sean dpr-admisibles. Asi la forma de seudo-
observabilidad tiene una cota finita en la sefial no medida 6(¢). En los obser-
vadores basados en eventos la no linealidad caracteristica ¢ es aproximada
en una vecindad de los puntos de entrada mala por una funcién (Lipschitz)
continua, dado que no puede ser calculada o presenta problemas numéri-
cos severos para su implementacién. Cada vez que una trayectoria entra a
esta vecindad, la sefal §(¢) es no nula, y no se garantiza la convergencia
del error de observacién a cero. Sin embargo, al considerar sélo trayectorias
dar-admisibles se puede escoger una ganancia 4 lo suficientemente alta como
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pars. lograr acotamiento final uniforme.

La estrategia del observador basado en eventos tiene varias desventajas,
pero éstas parecen inevitables. Por un lado, las trayectorias deben ser res-
tringidas porque la observabilidad se pierde completamente para algunas
trayectorias (e.g. aquéllas correspondientes a una funcién de entrada mala).
Por otro lado, la aproximacién de la no linealidad ¢ no siempre resulla
sencilla o directa, y existen muchos grados de libertad para Hevarla a cabo.
Ademés, la parte algebraica del observador no puede ser implementada con
la inversa del mapa de r-observabilidad, ya que ésta no existe en todas
partes, y entonces otras estrategias (heurfsticas) deben ser exploradas.

- Bajo suposiciones adicionales, el observador basado en eventos continuo
de alta ganancia puede también ser implementado en las coordenadas ori-
ginales usando el jacobiano del mapa de r-observabilidad y definiendo una
vecindad del subconjunto donde éste pierde rango. Sin embargo, las suposi-
‘ciones adicionales no son féciles de verificar, ¥ no existe ninguna garantfa de
que se satisfagan a priori, ya que dependen de las trayectorias del observador
y no sélo de las del sistema.

Se debe recalcar que las tres reducciones de observabilidad pueden apa-
recer independientemente en un sistema. Sin embargo las soluciones que se
proponen también pueden ser aplicadas por separado. Como un ejemplo de
aplicacién, las estrategias de disefio de observadores exploradas en esta tesis
son implementadas para el modelo simplificado de un biorreactor aerobio.
Este modelo tiene tanto el problema de necesitar un mapa de r-observa-
bilidad de orden superior para lograr la inyectividad, como un conjunto no
vacfo de puntos de entrada mala. Primero se realiza una extension de orden
y luego se le disefta un observador basado en eventos de alta ganancia. Los
resultados de simulacién muestran buens convergencia prictica, a pesar de’
que la funcién de entrada empleada causa una permanencia prolongada en
ia vecindad de los puntos de entrada mala.

En esta tesis sélo se exploran los observadores basados en eventos de alta
ganancia, pero la misma idea podria emplearse para otras téenicas de disefio
de observadores. Por ejemplo, supdngase que los eventos, i.e. el paso por la
vecindad de puntos de entrada mala, pueden ser detectados en linea, e.g. los
puntos de entrada mala s6lo dependen de variables que se miden: la salida y
la entrada. Entonces una solucién sencilla serfa cancelar el término corrector
en un observador convencional de tipo Luenberger durante los eventos y tan
s6lo hacer la estimacién con un simulador del sistema. Esto funcionaria si el
sistema es (globalmente) estable para la entrada dada, ya que entonces se
asegura el acotamiento de las trayectorias durante los eventos.

Con toda seguridad los resultados aqui presentados pueden mejorarse y
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ampliarse. Por un lado, no se trata el problema con miltiples salidas. Existen
muchos més grados de libertad al escoger qué salidas y qué derivadas se
emplean para construir algliin mapa de r-observabilidad. Aunque el sistema,
alin admita funciones de entrada mala, con una seleccién inteligente podrfan
minimizarse el conjunto de puntos de entrada mala, ¢ incluso cambiar a otro
mapa de r-observabilidad compuesto de manera distinta cuando se aproxime
a un punto de entrada mala. Estas cuestiones fomentan mds investigaciones
en esta direccién.

Por otro lado, sélo se ha considerado un término de alta ganancia estdti-
co. Seria muy interesante ver c6mo encaja con estas estrategias un término
corrector dindmico (variante en el tiempo), quizd también de alta ganancia.
Por ejemplo, el uso de un filtro de Kalman extendido de alta ganancia basa-
do en eventos podria disminuir la sensibilidad al ruido y el gran sobrepaso
en la estimacidn.

Axin otra perspectiva para la continuacién de este trabajo‘es hacer la
construccién de la extensién de orden menos herufstica, ya sea encontrando
condiciones para su existencia, o presentando una mejor metodologfa para
su construccion.

Por supuesto, las técnicas de disefio de observadores que se tratan en
esta tesis deben ser probadas en més ejemplos praicticos, se debe analizar su
robustez ante variaciones en los pardmetros y por Gltimo, se deben comparar
con otras técnicas de disefio en ambientes realfsticos.
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Apéndice A

Teoremas y definiciones
utiles

A.1. Conceptos topolégicos

Las definiciones de los siguientes conceptos son estindar, pero los aquf pre-
sentados fueron tomados del libro de Roseman (1999). Si se considera el
espacio R™ de dimension n, la distancia se define como sigue:

Definicién A.1 La funcién de distancia d(p,q): R* x R” — R, entre dos
punios p € R* y g € R™ satisface:

(2) Definitividad positiva: V p,g € R?, d(p,q) 2 0 yd(p.q) = p=gq;
(i) Simetria: ¥V p,q € R?, d(p,q) = d(q, p);
(442) Desigualdad del tridngulo: V p,q,r € R?, d(p,r) < d(p,q) + d(q, 7).

La definicion euclideana usual de distancia, i.e.

d(p,g) = , ’ > (o - @) (A1)
i=1

donde p = [p1, ..., pn]T yg=[g .-, qn]T, de hecho satisface la
Definicién A.1.

Usando la funcién de distancia se puede definir la bola abierta o vecin-
dad ¢ a un punto p € R™,
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A.1. Conceptos topolégicos

Definicidn A.2 Sean p € R* y ¢ > 0 un nimere dado. La bola abierta de
dimensién n en R™ con centro p y radio € se define como el conjunto

Ne(p) = {g € R": d(p,q) < ¢}. (A.2)

Al congunto Ne(p) también se le llama vecindad ¢ abierta de p en R™.
Siguen los conceptos de conjuntos abiertos y cerrados

Definicién A.3 Un subconjunto U C R™ es un subconjunto ablerto de R®
si para todo p € U, eziste una € > 0, tal que N(p) C X.

Definicién A.4 ! La coleccidn de todos los subconjuntos abiertos de R™ es
llamada la topologla de R™,

Definicién A.5 Un subconjunto ¢ C R™ es un subconjunto cerrado de R™
si su complemento en R™ es abierto, i.e. R™\ G es abierto.

Comentario A.1 No es cierto que las propiedades de cerradura vy apertu-
ra sean excluyentes. Un subconjunto puede ser al mismo tiempo abierto y
cerrado, o no ser ninguna. Por ejerplo, tanto B™ como el conjunto vacio 9
son tanto abiertos como cerrados, mientras que el intervalo [a,6) € R no es
ninguna de las dos cosas.

Los conceptos anteriores también pueden ser aplicados & subconjuntos
de un subconjunto X C R™.

Definicién A.6 V C X CR” es un subeconjunto abierto de X si existe un
subconjunto abierto U C R™, tal que ¥V = X NY.

Definicién A.7 Para X CR”, el conjunto de todos los subconjuntos abier-
tos de X es llamdo la topologfa de X.

Definicién A.8 W C X < R™ es un subconjunto cerrado de & si X'\ W
es abierto.

Definicién A.9 Seg p ¢ X C R™. Dado un nidmero positivo ¢ > 0, una
vecindad ¢ de p en X es Ne(p, X) = N{p) N X.

fin el estudio mas general de la Topologia, otras colecciones pueden ser lamadas
“conjuntos abiertos” si satisfacen ciertos axiomas. A esta definicién de topologio también
ge le lama la topologle “estandar” o “usual” para R™.
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Para caracterizar el conjunto de puntos de entrada mala y la propiedad
de r-observabilidad (véanse las Definiciones 2.1 y 2.2} se usa

Definicién A.10 El subconjunto A C X C R™ es denso en X st cada
subconjunto abierto de X contiene un punto de A.

Otros dos conceptos importantes son el acotamiento y la compacidad.

Definicién A.11 Un subconjunto A C X' es un subconjunto acotado de X
st existe una € > 0 y un punto g € X, tal que d(p,q) < ¢ pare todo p € A.

Definicién A.12 2 Fl subconjunto A C X ¢ R™ es lamado compacto si
es cerrado y acotado.

El concepto de vecindad también se puede aplicar a un subconjunto Y
de un subconjunto A C R™ con la topologfa usual en R™. Las siguientes dos
definiciones son tomadas del libro de von Querenburg (2000).

Definicion A.18 Dado un subconjunto Y C X, un conjunio V es llamado
una vecindad de Y si existe un conjunto abierto O C R™, tal que Y C O C V.

Definicién A.14 Si X es un espacio métrico en la topologia usual en R™
(i.e. la distancia estd definida), una vecindad ¢ al subconjunto ¥ C X
estd dada por

fxe X:d(Y, ) <€}, {A.3)

donde d{Y,x) es la funcion de distancia de un punto ® € X al conjunto YV
usando lo métrica usual en lo topologia de R™. Nétese que una vecindad ¢
es un subconjunto abierto de R™ y una vecindad segin la Definicion A.13.

A.2. Funciones y mapas

La mayoria de las definiciones de funciones y mapas son estdndar, pero
para tener una referencia, fueron tomadas del libro de Spivak (1965).

Una funcidn £ de un conjunto A C R™ a otro conjunto B ¢ R™ es una
relacién que asocia a cada punto p € A otro punto en B, que se denota £(p).
Se escribe f: A — B para indicar que f(p) € B se define para todo p € A.

El conjunto A es Hamado el dominio de la funcién f, mientras gue el
conjunto B donde se define todo f{p) es Hamado el co-dominio de f. Por

*La definicién de compacidad es en realidad més compleja, pero esta es correcta para
subconjuntos de B™ con la topologfa usual. :
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otro lado, el conjunto £(A) = {q € B: g = f(p) para algin p € A} es
llarado el recorrido o imagen de £. Queda claro que £f(A4) C B.

Se dice que la funcién f posee una inversa izquierda £=1: £f(A) — A si
f(p) # £(q) cuando p # q y £71(2} es la tinica p € A con f(p) = =.

Las siguientes definiciones son adaptadas del libro de Rudin (1976). Con-
sidérense dos conjuntos A € R™ y B € R™ y funciones de distancia d,, y dn,
para R” y R™ respectivamente.

Definicién A.15 Supdngase que pe Ay f: A — B. Entonces £ se dice
continua en el punto p si para toda € > 0 existe una § > 0 tal que

drn (£(x), £(p)) <€ (A.4)

para todos los puntos x € A para los cuales dn,(x,p) < &, i.e. para toda
x € N3(p). Si £ es continua en cade p € A, entonces se dice que £ es
continua en A.

Teorema A.1 §i A < R”, entonces une funcidn £: A — B C R™ es
conttnua sty sélo si £-YU) es abierto para cada conjunto abierto U C B.

Definicidn A.16 El mapa £: A — B es uniformemente continuo en A st
para cada € > 0 existe una § > 0 tal gue

dm (£(p), £(g)) < (A.5)

para todo p y ¢ en A para las cuales d.(p, g} < 0.

Comentario A.2 La continuidad se define en un punto dado p € A, mien-
tras que la continuidad uniforme se define en todo un conjunto. Dada € > 0,
para la continuidad el nimero ¢ > 0 depende de ¢ y del punto p, mientras
que para la continuidad uniforme § depende sdlo de € y su valor es valido
para todo pe A

El siguiente teorema es una consecuencia del Teorema A.1 mas un resul-
tado respecto & la equivalencia entre continuidad uniforme y la continuidad

en compactos.

Teorema A.2 5i £: A — B es continua y A es compacto, entonces £ es
uniformemente continua y la imagen £(A) C B de A es compacta.
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Teorema A.3 Considérese el conjunto de mapas continuos f: A - B del
congunto compacte A al congunto Housdorff B. Si £ es injectiva (biyecti-
va), entonees £ es una inmersion (homeomorfismo), i.e. £71: f(A) = A es
continua.
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Apéndice B
Propiedades de la matriz Sy

En este Apéndice se revisan algunas propiedades de la matriz Sy que re-
suelve la ecuacién de Lyapunov (2.24), asf como de su norma |}- |ls, (Gauthier
et al., 1992).

B.1. Definitividad positiva
Considérese nuevamente la ecuacién de Lyapunov
~88g — ALSy ~ SpA, + CLC, = 0. (B.1)

Se es la solucién estacionaria de la ecuacién diferencial matricial de Lyapu-
nov

Se(t) = —08e(t) — ATSe(t) —Sp()A, + CIC, (B.2)
cuya solucién estd dada por
Se(t) = exp|—0t] - exp [~ALt] - Sp(0) - exp[—Ant] +

+ fot exp[—0(t — 5)] -exp [AT(t — 5)] - CTCy, - exp [~ An(t — 5)] ds.

Si Sg(0) es simétrica positiva definida, entonces también lo es Sp(f). M4s
alin, para cualquier 7 > 0 y £ > 7 se cumple

11
Se(t) > ]t exp[~0(t — )] - exp [~AL(t — 5)] - CLC,, - exp [~An(t — 5)] ds

-
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y por lo tanto

0
Se(0) > / exp [0s] - exp [A;{s] .CTC, -exp[Ans]ds

-

0
> exp [—-07] / exp [ALs] - CIC, - exp [Ans] ds.

Dado que el par (A, Cy,) es observable, S¢(0) > 61 para alguna § > 0 y por
lo tanto lmy_,e Sp(t) > 61.

B.2. Solucién explicita

La solucién explicita Sy de la ecuacién de Lyapunov (B.1) ¢s una matriz
cuyos elementos estdn dados por (Gauthier et al., 1992)

1
Sg; ; = Wsli,ja (B.3)

donde 8 es la solucién de (B.1) para & = 1, i.e. la solucién de
-8 —ALS; -8,A, +CIC, =0. (B.4)
Los elementos de 8, estdn dados por (Busawon, Farza y Hammouri, 1998)

n!

Syi; = (~1)HiCI! ith  CP = o
tig = (=1) B ]

g2 (B.5)
Bl vector SgICZ estd dado por (Busawon y De Ledn-Morales, 2000}

s;1cT = [clo, c2e?, ..., coo]”, (B.6)

donde Cf estdn dados por (B.5). Notese que estos son los coeficientes del

polinomio p(s) = (s + 1)® = s* + Cls® 1 ... 4 O~ 15 + CT, y por lo tanto
los valores propios de la matriz A, — S;;‘CZCR se ubican todos en —#8, e,

det [\ - (A, —S;1CIC)] = (A + o)™
B.3. Propiedades de la norma | - |ls,

Considérese la norma |le|is = (eTSe)l/ * usada en la prueba del obser-
vador de alta ganancia 2.3.3 y las pruebas de los Teoremas 4.2, 52 y 5.3,
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Deffnase el vector £ con elementos &; = e;/6%, donde e; son los elementos de
e. Primero nétese que para 8 > 1 :

oligl < llell < 6™}, {(B.7)

donde || - || es la norma euclideana usual. Desarréllese |lel|d explicitamente
y usese (B.3),

e; €
el'Sge = Z Sg; jeief = Z 9*:;,318?’63 Z 0515 ; 91? 9—? = 92 814,515
1.7

asf que finalmente

llelid, = 0ll€l8,  yporlotanto  [lefls, = 6"/2|i¢lls,- (B.8)

Se sabe del dlgebra lineal que las normas || -{|s ¥ || - | se realcionan mediante
los valores propios méximo y minimo de 8, asf que definanse ¢f = Ay [S1].

Yy ¢ = Amax|S1] tal que
crliéll < li€lls, < eall€ll, é—”&”sl < ligll < é”g”sl, (B.9)

Combinando las realciones (B.7}, (B.8) y (B.9) conduce a las desigualdades

oL/2 n—1/2
—lells, < llell <
ey

llells, » (B.10)

las cuales son usadas en las pruebas de convergencia para observadores de
alta ganancia.
También se puede verificar ques

det [8; — icTC,] =0 (B.11)

y por lo tanto Sy — ﬁcgcn tiene un valor propio cero, que es también el
minimo, puesto gue 8 es positiva definida. Por lo tanto

¢7 (8~ 102C,)e>0  paratoda ¢eRY
lo cual implica que neT8:1¢ > ¢7CTC, ¢, ie.

nl|elg, > élre, =& paratoda € €R™
Finalmente, usando la ecuacién (B.8)

2
n e
g llells, = & = “g{% == ef < nllells,. (B.12)
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Apéndice C

Modelo del biorreactor
aerobio

C.1. Modelo matematico riguroso

El modelo que se considera corresponde a las fases de Henado y reaccién
de un bioreactor secuencial por lotes operado en modo fed-batch (Schiiger,
1987} y usado para el tratamiento de aguas residuales téxicas. Se consideran
cuatro estados: la concentracion de biomase X, la concentracidn de sustrato
S, la concentracion de oxigeno disuelto O y el volumen actual de agua V
en el biorreactor. La biomasa o lodos activados es un consorcio de micro-
organismos previamente aclimatados suspendidos en el agua. El sustrato
son los compuestos téxicos suspendidos o disueltos en el agua residual, los
cuales son degradados a sustancias inocuas por la biomasa. Se considera
que los microorganismos son aerobios, por lo cual se disuelve oxigeno en el
agua durante la reaccién. El] reactor opera en ciclos, comenzando con un
cierto volumen inicial Vi, de agua y una alta concentracién de biomass y
terminando con una capacidad maxima Vinax. Se supone gue sélo es posible
tomar mediciones contfnuas de la concentracién de oxigeno disuelto y del
volumen de agua en el reactor.

El siguiente modelo matemético considera que la biomasa total permane-
ce constante (no asf su concentracién). Esto en realidad no es cierto, porque
Jos microorganismos se reproducen méas de lo que se mueren. Sin embar-
go, durante un ciclo su incremento es relativamente poco y en la operacién
usual de un biorreactor de esta naturaleza se procura mantener la biomasa
constante removiendo lo suficiente manusalmente periédicamente. Usando un
balance de masas y considerando una distribucién homogénea de las sustan-
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C.1. Modelo matemdtico riguroso

cias en el biorreactor, el modelo estd dado por (Bailey y Ollis, 1986)

dift) X0 %Izg) (C.1)

dS(t) 1 Qi (1)

Tq = Ty HISOIX() + (Sn — SO (C2)

Ei%g) = _iM[S(t)]X(t) + (O — O(t)) %(S) + Kia (05 - O(t)},
(C.3)

ave

_dt__ - Qm(t)- (04)

En este modelo se considera al flujo de entrada @y, (f) como tinica entrada.
Los pardmetros del modelo se suponen conocidos y son: las concentraciones
de entrada de sustrato y oxigeno disuelto Sip ¥ O (considerados constan-
tes), la constante de saturacién de oxigeno O, el coeflciente de transporte de
masa de oxigeno K)a, el coeficiente de conversién biomasa-sustrato ¥ y el co-
eficiente de conversién biomasa-oxigeno Y,,. Ademds la tasa de crecimiento
especifica de biomasa p(S) se considera dependiente sélo de la concentracién
de sustrato S, ya que se supone que siempre existe suficiente oxigeno en el
reactor, i.e. Kja es suficientemente grande.

Obviamente el espacio de estados estd restringido, ya que sélo se permi-
ten valores positivos para los estados, f.e. X(£} > 0, S{t) > 0, O(t) > 0, y
V(1) > 0 para toda t > 0. Adicionalmente, la concentracién de oxigeno debe
ser siempre menor a la constante de saturacién, i.e. O(t) < O,. Finalmente,
dado que este modelo s6lo considera las fases de llenado y reaccidn, el flujo
de entrada debe ser no negativo, 1.e. Qi(t) > 0.

Se considera también que las sustancias a degradar son téxicas a altas
concentraciones y la cinética de la tasa de creciemiento debe reflejarlo. Esta
se modela con la ley de Haldane:

. PmaxS
ws) = K,+S+S/K; (©5)

Los pardmetros de la ley de Haldane (C.5) son la constante de afinidad K,
la constante de inhibicién K y la tasa médxima de crecimiento sin inhibicién
Pmax- En la Figura C.1 se ve claramente que la tasa de crecimiento es cero
cuando no hay sustrato y que existe una tasa méxima de crecimiento p*
para una cierta concentracién de sustrato S*. Para valores de S mayores
que S*, la tasa de crecimiento es inhibida. Las relaciones entre estos valores
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y los pardmetros estdn dadas por

* Hmax *
S S §* = VKK . C.6
b I 2 /KK, ()

" TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

0 3, 5 8, S
Figura C.1: Cinética de la ley de Haldane u(S), de (C.5) o (C.7).

La ecuacién de Haldane (C.5) también puede escribirse como

 wems*s
IMS*S 4 (S ~ §+)°

p{(i3) (C.7)

donde m > 0 es un parametro que determina qué tan pronunciada es la
curva, i.e. conforme m — oo la curva se hace més plana y conforme m — 0
la curva se vuelve un pico en § = S*. Esta representacién tiene los valores
de S* y u* como pardmetros. Ademsds se premiten valores entre 0 y 1 para
m, Jo cual corresponde a valores negativos para K, K; ¥ fimax, 10 cual no se
permite en la representacion de Haldane (C.5). Los pardmetros se relacionan
mediante

s S*

m-1 BT ym Ty

K; =2(m—-1)5". (C.8)

Hmax =

C.2. Modelo matematico simplificado

Para facilitar el andlisis de observabilidad y el posterior disefio del ob-
servador, se requieren hacer algunas simplificaciones al modelo (C.1)—(C.4).
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La primera simplificacién se hace considerando que el volumen V no
juega ningdn papel significativo en el andlisis de observabilidad porque su
dindiica es simplemente un integrador de la entrada, el flujo Gia. Por tanto,
es necesario medirlo en linea y afortunadamente existen sensores confiables
y econdémicos para ello. Definiendo la tase de dilucion Dy (t) = Qin(8}/V (1)
como nueva entrada se elimina un estado y el sistema se reduce a uno
. de tercer orden. Por supuesto, esta nueva entrada estd restringida, tal que
::_,Vmin < V(t) < Vinax, L&

T V;

| Putar =10 2=, (C9)
1] Vmin .

donde T > 0 es la duracién de la fase de llenado y reaccién. Ahora, suponien-

do que se conoce la concentracién inicial de biomasa Xy, o sea la cantidad

de biomasa constante, entonces X (£}V (t) = XoVinn y de (C.1) se obtiene

i
X(t) = Xpexp l-f/ Din('r)d'r] . (C.10}
0
Definase la transformacion de estados
. OS - O _ _.g-
£E’1 - OS b -’EQ — S*’ (C].].)

tal que el sistema {C.1}-(C.4) también puede escribirse como el sistema de
dos entradas y una salida

Ep == klwu(mg) — G1#7 -t (bi - &1},
C.12
{-’ifz = —~kapkywp(zz) + (b2 — wz)u, (C12)
Y=y (C.13}
con dos entradas: u(t) = Di(t) ¥

I
w(t) = exp [m/ U(’f‘)dTJ . (C.14)

0

Nétese que w(t) también puede ser descrita como la solucién de la siguiente
ecuacidn diferencial dependiente de la entrada u(f):

W(t) = —w(t)ult), w(0) = 1. (C.15)

La funcién
Z2

. C.16
%(E% -+ aodo -+ % ( )

p(rz) =
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no es inyectiva, lo cual se ve de la ecuacién (C.7).
Los pardmetros de (C.12)-(C.16) estén dados por

ki = Xo prm, a1 = Kia, by = M,
Y2005 Os {(C.17)
W B0, s
2= ys’ 2= ? 2 S

C.3. Determinacion of funciones de entrada mala

En el modelo del biorreactor (C.12) existen funciones de entrada mala
u*(t) que no distinguen dos condiciones iniciales distintas (xy, #g) a partir
de sus salidas: Esto implica que cada vez que el sistema es alimentado con
dicha entrada, cualquier mapa de r-observabilidad deja de ser inyectivo para
toda t > 0. ..

La ecuacién diferencial para la salida y puede ser escrita como

§(t) = —ary(t) + (0 — y(t) u(t) + kaw(pu(t),  y(0) =y, (C.18)

donde u{t) = p(x=(t)) puede verse como otra entrada, la cual es suave,
Nétese que por la ley de Haldane (C.16), existen x5 y Zo con 29 # &2 que
satisfacen p{xz) = u(Z2); de hecho Zp = 1/xs.

Dado que la ecuacién diferencial (C.18) es suave, su solucién es iinica.
Considérense dos condiciones iniciales distintas xq = [Q}'l‘(},wz,g]T y &g =
[ml,o,i/ccg,g]T en {C.12) y constriiyanse las u(t) y ji(#) correspondientes
usando la misma entrada. Si resultan ser iguales para todo tiempo, entonces
dado que yo = flo = 1,0, Jas soluciones de {C.18) para x(0) = xp y z(0) = Zg
serfan las mismas para todo tiempo.

Si existe una funcién de entrade male u*(t), ésta hace que para todo
tiempo s {x2(t; o, u*(1))) = p(2a(t; Eo, u*(t))). Para hallar u*(t) considére-
se la ecuacién diferencial para p(t),

fo = Lg p = 1 () (~kokrwp(zz) + (b2 — x2u), p(0) = u(zs0) (C.19)
donde i’ = du/dzs. El campo vectorial en el lado derecho es suave y por
lo tanto (C.19) tiene una solucién ¥inica. Lo que sigue debe cumplirse para

una entrada mala u*(t) si p(zs) = p(@.):

p(2) (—kokiw® i+ by — wp)u*) = p(@2) (—hoksw" -+ (by — Z2)u*)

163



C.4. Andlisis de observabilidad

io cual se reduce a

ut = kokyw* u(w)
T b, — Za(E2) T (Za)
27T T i (me)—p (72)
. Cumple acaso la u*(t) de {C.20) con w*(t) = 07 Si p{ze()) = p{Z(t),
entonces Zp(t) = 1/x(t). Ademds i/ (z2) = §{u(x2)]? (1/23 — 1), asi que

wrie) - Bkl Ol

2an(t
by — et

(C20)

(C21)

Dado que 0 < w* Sly;iffiglparatodamng}, si bg > 1 (lo cual es

razonable, pues Sy, > S*), entonces dicha funcién de entrada mala es suave
v positiva para cualquier & € X. Esto prueba que sf es posible construir una
funcién de entrada mala para cualquier condicién inicial 24 € X.

C.4. Analisis de observabilidad

El andlisis de observabilidad de (C.12) se basa en el concepto de r-
observabilidad definido en la Seccién 2.4, Para verificar la invertibilidad y
encontrar el entero r, deffnanse los conjuntos

Op = {{x,&,u) € X x X xUY: x # F}, (C.22)
O; = {(z,%,u) € Oi_y: LWz, u) = LT 'h(Z, 1)} para i1
(C.23)

Cuando O; sea el conjunto vacio 9, entonces r = 14, lo cual sucede si el
mapa de r-observabilidad es globalmente inyectivo. Sin embargo, para la
r-observabilidad es suficiente que el complemento de la proyeccién de O,
a Ay campla con la condicidon de densidad de la Definicién 2.1. Esto no
es facil de verificar analiticamente, pero da un procedimiento para hacerlo
numéricamente.

Para el modelo del biorreactor (C.12), el conjunto O esta dado por

O = {(2,%,4) € Op: 1 = #1}. (C.24)

Para hallar Oy, recuérdese que Ly h = ~kpkjwp—ayzy + (b —21)u, y como
Oy C Oy, entonces x; = Zy, asi que este conjunto estd caracter;zado por
w{za) = p{Es), lo cual implica que

g = {(m,:ﬁ,’!_,t) € O xoo = 1}. (C.25)
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La proyeccidn de O a Ay es casi todo Ay, porque para cada (®,u) € Ay es
posible hallar un («, &, u) correspondiente en @, (excepto por la supetficie
xy = 1). La condicién de densidad de la Definicidn 2.2 no se cumple, asf es
que considérese OUz. En este caso

Li b= —kakyw (Lg pp — up) — ar1Lg b+ (by — LY hYo —~ulg h, (C.26)
donde se ha usado la relacién (C.15). Como O3 C O C Oy, entonces
Lih(z,u) = Li*h(Z,u) y por lo tanto L hiz,u) = L} h(Z,u) se re-
duce a la condicién de que

Lg, pi(e, u) = Lg, (%, 1), (C.27)

Como x22 = 1y x; = %), de la ecuacidn {C.27) se obtiene
(51%. - 1) (—Rakrwpe(@s) + (by ~ @2)) =

(2% ~1) (—kgklwy(mz) + (bz - »ﬂ%) u) . (C.28)
Finalmente, el conjunto (93: esté dado por

O3 = {{x, @, u) € O2: (x2,u) satisface (C.28)}. {C.29)

La proyeccién de O3z a Ay es el conjutno de puntos de entrada mala y
estd dado por (después de otras manipulaciones algebraicas)

B Lu kikap(zo)
Ay = {(m,u) € dyr = brm/(mgﬂ)}. (C.30)

El conjunto de puntos de entrada mala (6.7} estd caracterizado por una

sola ecuacion, asf que el mapa de 3-observabilidad q4 es inyectivo en casi
todas partes y el modelo (C.12) es 3-observable.

C.5. Extensién de orden usando ¥(x) = p(z2)

Siguiente el procedimiento indicado por la Proposicién 3.2, se escoge a
p{xo} como la funcién Y{x). Nétese que

d.’Bg N Xo

éﬁmyj[(l—ag)wmz} =¢[(1—a2¢)§;—-¢ . (o)
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C.5. Extension de orden

Deffnase
Oi(.’L‘g, u) == bg’u - kzklw.’ﬂg, /\(335) =7 Aoy, (032)

y propéngase la extensién

&1 = kjwers — a2y + (b1 — :L'l)u, (0.33)

ty = a — 2o, (C.34)
. A . '

&3 = 13 (;; - 333) kg + e, u) - 1~ 3], (C.35)
Y = I, (036)

donde la funcién n: X xU — R es un grado de libertad empleado para hacer
que la extesnion sea 3-observable. Recuérdese que 1 multiplica un térmi-
no que se hace cero cuando las trayectorias se encuentran en la superficie
invariante x3 = ¥{x).

Es facil ver que 21 = y, mientras que 23 se puede expresar en términos
de y == @1, ¥ = 2y y u & partir del lado derecho de {C.33). Entonces 3
puede ser expresado en términos de §, ¢, ¥, u ¥ %, con lo cual la inyectividad
del mapa de 3-observabilidad es equivalente a la inyectividad de (C.35) con
respecto a . El grado de libertad n se disefia tal que esto suceda casi en
todas partes.

Primero nétese que 1/u(xz) es un polinomio en 2 y 1/22, lo cual también
sucede para el primer término de (C.35). Propdéngase

polw1, %3, u) _ (C.37)

e =)

con gy una funcién a escoger. Entonces
sie~sr:)\a:(a )+ 11w+2a+1m
s =2\ o 3 ux2) -+ pPo 5 | %2 2%~ )38
i
= &3 (Aﬂl?z — Ao + Awig‘) + poA, (C.38)
2

donde A;....1p,1 son funciones que no dependen de x5 dadas por
A = uxg — %pg, Ag = uA 4+ azs, Ay = ol — ~%p(). (C.39)

La funcién Ap no importa para la inyectividad de (C.38) con respecto a 3,
mientras que po se puede escoger tal que A-1 0 Ay desaparezca y por lo
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tanto se logre la inyectividad. Escogiendo pg = 20\ hace que A_; =0y la
extensién esté dada por

&y = kywas — ayxr + (b — 21)u, z1(0) = 21,0,
Fg = @ — Tk, 22(0) = x2 0, (C.40)
£5 = (A —xoxz) (@A —uxs) + (A2~ ad) o, 23(0) = p(z20),

Y = Xy, (C.41)

Sin embargo, el mapa de 3-observabilidad de (C.40)—{C.41) es inyectivo sélo
siag # 0y Ay = uxs — al # 0. Esta condicién es equivalente a (C.30) y
describe el conjunto de puntos de entrada mala.

Nétese que si se escoge pp = 2uxs, tal que 47 = 0y A1 = o) —
uxy, entonces se obtiene el mismo conjunto de puntos de entrada mala. La
extension que se logra es similar a (C.40)—(C.41)}, pero no es suave, con

T3 = w3 (@) ~ uwa) 51; + (uA — axs)| (C.42)
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Apéndice D

Parametros del modelo del
biorreactor

Los pardmetros que se muestran en el Cuadro D.1 correponden al modelo
matematico (C.1}~(C.4) y son usados para las simulaciones de prueba de los
observadores disefiados en el Capitulo 6. Se obtuvieron experimentalmente
de un biorreactor piloto en el Laboratorio de Bioprocesos Ambientales del
Instituto de Ingenierfa de Ia UNAM.

p* = 0,025 8% = 20 [mg/1] m =2

Siy = 100 mg/1] O = 0[mg/1] Osat = 7,8 mg/1]
Kia = 45 4] Y =09 Yao = 0,5
Vinin = 2 (1] Vinax = 811] Qmax = 10|1/h]

Cuadro D.1: Pardmetros of the bioreactor

Para las simulaciones de la Seccién 6.4, el volumen inicial se supone en
Vo = Vinin = 2[1] y las condiciones iniciales son

Oy = 6,2 mg/1]}, Sp = 5 [mg/1], Xo = 8000 [mg/1].
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