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Capitulo 1
Introduccion

En 1962, David Blackwell sugiti6 en su artfculo 2] calificar a una polftica 7 como
6ptima si es a—o6ptima bajo todo factor de descuente o cercano a 1, criterio que
actualmente se conoce como optimalidad de Blackwell. Més precisamente, sea P ¢l
conjunto de todas las politicas y Vi, (m,z) := EJ [3 72, atr(zy, a)] la recompensa
a—descontada para una politica = € P dado que el estado inicial es z. Diremos que 7*
es Blackwell dptima (BO) si existe o* (z) € (0, 1} tal que

Valm*,z) = Vo{m,z) >0  paratodam €P ytoda o€ (&' {z),1) (1.0.1)

En los siguientes capitulos de este trabajo, se exponen las definiciones precisas
de los conceptos mencionados en el pdrrafo anterior asf como otros conceptos que
se encontrardn en el resto de la introduccién. Aquf nos referimos a ellos sélo con
la intencién de dar una visidn general del desarrollo del criterio de optimalidad de
Blackwell.

Blackwell demostré la existencia de politicas que satisfacen (1.0.1) para modelos de
control con espacios finitos de estados y de acciones. En 1969, Veinott [25] introdujo
una escala infinita de criterios sensibles al factor de descuento, definidos de la siguiente
manera. Para cada n = —1,0, 1..., una politica m™ es n—descontada dptima si

limTilnf 1 (Va(n*, z) = Vo (m,z)) > 0 para cada 7 € P,
[+

donde r = (1 — o)/ es la tasa de interés correspondiente al factor de descuento .
El enfoque introducido por Veinott [25] v por Miller y Veinott [22] se basa en el
uso de la expansion en serie de Laurent para la recompensa a—descontada alrededor

de a =1, que es de la forma

Va=(1+r) [r"ly_.l + Zr”’yn} .

=0
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Para modelos con espacios finitos de estados v de acciones, Veinott demostré que
unia politica es BO en la clase de politicas estacionarias y deterministas si ¥ sélo si
es (N — 1) —descontada éptima, donde N es el mimero de elementos del espacio de
estados, y desarrolld un algoritmo para encontrar politicas n—descontadas éptimas. El
enfoque basado en la serie de Laurent ha sido ampliamente utilizado en investigaciones
acerca de estos criterios de optimalidad en modelos de control mds generales.

En medelos con espacio numerable de estados, la definicién de optimalidad de
Biackwell requiere una modificacién sugerida por Dekker y Hordijk [5] para obtener
cierto tipo de resultados de existencia. La modificacién consiste en que el intervalo
donde la politica BO mejora a otra politica, depende no sélo del estado inicial sino
también de la politica con la que se estd comparando. Es decir, en modelos cuyo
espacio de estados no sea finite diremos que #* es BO si para cada 7 € Py cada
estado Inicial z, existe un intervalo de factores de descuento (o* (z,7),1) en el que
Valn™ ) = Vo(m,z) 2 0.

Para este tipo de modelos se tiene que una politica es Blackwell éptima en el
conjunto de politicas estacionarias y deterministas si y s6lo si es n—descontada optima
paratodan = —1,0,1,..., lo cual suele expresarse diciendo que se trata de una politica
co—descontada éptima.

Las contribuciones al desarrollo de este tipo de criterios en modelos con espacio de
estados numerable incluyen los trabajos de Hordijk y Sladky [17], Dekker y Hordijk
[5. 6, Lasserre [21] y Cavazos-Cadena y Lasserre [4] entre otros.

En su articulo de 1988, Dekker y Hoirdijk probaron la existencia de politicas esta-
cionarias BO en modelos con recompensas no acotadas bajo la norma del supremo pero
que tienen una norma ponderada acotada. Usaron conjuntos de acciones compactos
asi como probabilidades de transicién v recompensas continuas respecto a lag acclones.
Para obtener la existencia de politicas BO en la clase de politicas estacionarias y de-
terministas, usaron la hipdtesis de que todas las cadenas de Markov generadas por
politicas estacionarias satisfacen una condicién de ergodicidad geométrica uniforme
en una norma ponderada. En el artfculo de 1992 [6] sustituyeron esta hipdtesis por
otra condicién de recurrencia uniforme que se puede verificar mds facilmente. Ademds
demostraron que una polftica BO en la clase de las politicas estacionarias, es también
BQO en el conjunto de todas las politicas, Todas estas ideas han sido utilizadas en
muchos de los trabajos posteriores y una parte de ellas se usard también en el trabajo
que aqui presentamos.

Los trabajos de Yushkevich [28, 29, 30] iniciaron el estudio de los criterios de
optimalidad sensible al factor de descuento para modelos cuyo espacio de estados es
un espacio de Borel, es decir, un subconjunto de Borel de un espacio métrico, separable
v completo. En su articulo de 1997, Yushkevich trabajé sobre conjuntos compactos de
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acciones, con recompensas acotadas y continuas y supuso la existencia y continuidad
de densidades de transicidn, que ademads satisfacen una condicién tipo Doeblin. Esta
condicién le permitié garantizar la convergencia uniforme de la serie de Laurent para
recompensas o—descontadas. Con este tipo de hipétesis demostié la existencia de
polfticas BO en el espacio de politicas estacionarias aleatorizadas con distribucién
inicial absolutamente continua respecto a una medida de referencia.

Uno de los trabajos més recientes sobre optimalidad de Blackwell, se debe a Hordijk
y Yushkevich y fue publicado en dos partes debido a su extensién: [18] y [19]. En él,
los autores dan condiciones para la existencia de politicas BO en el conjunto de to-
das las politicas para modelos con espacio de estados de Borel, conjuntos de acciones
compactos y recompensas no acotadas. En la primera parte del trabajo usaron una
topologfa débil-fuerte basada en funciones de Carathéodory para mostrar que el con-
junto de politicas estacionarias aleatorizadas es compacto y presentaron condiciones
que les permitieron garantizar la continuidad de los coeficientes de la serie de Lau-
rent de la recompensa ce—descontada. De esta manera, garantizaron la existencia de
politicas BO en la subclase de politicas estacicnarias aleatorizadas. En la segunda
parte extienden este resultado a todas las politicas. Sus hipétesis incluyen la ergodi-
cidad geométrica de las cadenas generadas por politicas estacionarias aleatorizadas, la
continuidad abscluta de la distribucién inicial respecto a una medida de referencia, la
existencia y continuidad de densidades de transicion y una condicién de integrabilidad
uniforme para la densidad de transicién en n pasos.

Para ampliar la informacién acerca de los trabajos publicados sobre optimalidad de
Blackwell y temas relacionados, se pueden consultar los articulos de Yushkevich [28, 30]
asi como la nota bibliogréfica del capitulo 10 del libro de Puterman [24]. En [20] se
encuentra una presentacién bastante clara de la evolucién del concepto detallando las
hipdtesis utilizadas por varios de los autores y esbozando las caracteristicas de las
demostraciones de los principales articulos publicados en los wltimos 40 afios sobre el
tema.

El resultado central del presente trabajo consiste en utilizar otra via para demostrar
la existencia de politicas BO en el conjunto de todas las politicas, para modelos tan
generales como log utilizados en los artfculos de Hordijk y Yushkevich [18, 19]. El
enfoque se estructura alrededor de la construccién de una sucesidn infinita de modelos
encajados en el sentido de que el conjunto de acciones admisibles en un estado x para
el modelo n, contiene al conjunto de acciones admisibles en el mismo estado para el
modelo n + 1.

Para lograr este objetivo, caracterizaremos la optimalidad de Blackwell en términos
de la optimalidad promedio, la cual se define de la siguiente manera: la recompensa
promedio esperada obtenida al aplicar una politica 7 cuando el estado inicial es x, estd
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dada por

N—1
J(Wa ‘I") = I}\?l}élofﬁEg Z T(mt:at)} ’

=0

y una politica 7" es promedio dptima si J{(m*, z) := sup,cp J(m, z). Este criterio se
relaciona directamente con los criterios sensibles al factor de descuento. De hecho,
la optimalidad —1—descontada es equivalente a la optimalidad promedio en modelos
numerables y en este sentido, desde los trabajos de Veinott, se ha podido interpretar la
optimalidad de Blackwell como un critezio limite de una serie infinita de criterios que
inicia con la optimalidad promedio. En este trabajo veremos que también es posible
interpretarla como resultado de aplicaciones sucesivas de optimalidad promedio a una
coleccién infinita {Mg, T M, ... } de modelos encajados muy generales, donde el
concepto limite se aplica a los modelos y no al criterio utilizado. En otras palabras, se
muestra que una politica es BO si y sélo si sus acciones maximizan las ecuaciones de
optimalidad para recompensa promedio correspondientes a los modelos de la sucesion.

El camino que aqui presentamos para garantizar la existencia de politicas BO, no
solo resulta mds directo que el desarrollado en los artfculos [18, 19], sino que ademds
utiliza hipétesis menos restrictivas.

El tipo de construccion que presentamos aquf fue utilizada por Cavazos—Cadena y
Lasserre en su articulo [4] para demostrar la existencia de politicas BO en modelos nu-
merables. Sus hipétesis incluyen las condiciones usuales de continuidad y compacidad
ademds de una condicién de recurrencia fuerte para las cadenas generadas por politi-
cas estacionarias y deterministas. Dicha condicién consiste en que para cada politica.
estacionaria y determinista © = (f, f, f,...) existe un estado z (f) tal que el tiempo
esperado de arribo a él desde cualquier estado inicial, esté acotado. Ademds, requieren
que la coleccidn de medidas invariantes de las cadenas de Markov correspondientes a
politicas estacionarias, sea tensa. Este articulo de Cavazos-Cadena y Lasserre motivo
nuestra investigacién y sirvié de gufa para construir la demostracién de un resultado
similar en modelos mds generales,

La idea subyacente en la construccién de modelos encajados no es nueva. En
la formulacién de las ecuaciones de optimalidad para los criterios n—descontados,
que aparecen implicitamente en [25] y explicitamente en [5], se consideran conjuntos
de acciones anidados en el sentido de que se buscan acciones que maximicen cada
ecuacién sélo entre aquellas acciones que maximizaron la ecuacidn anterior. En el
trabajo [8], Federgruen y Schweitzer propusieron un método para resolver sistemas
finitos de ecuaciones funcionales anidadas, del tipo de las ecuaciones de optimalidad
para modelos numerables, pero no investigaron su implementacién en el estudio de
procesos de control Markovianos.

En nuestra presentacién decidimos utilizar funciones de costo por etapa en lugar
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de recompensas. Evidentemente, los resultados obtenidos son equivalentes en modelos
COIl 1€COMPENSAS.

La estructura del trabajo es la siguiente: en el capitulo 2 incluimos los conceptos
basicos de procesos de Markov controlados. El capitulo 3 incluye las hipdtesis que serdn
utilizadas, la construccién de la sucesién de modelos y la demostracién del resultado
principal asi como de todos los resultados preliminares que se requieren. La iltima
seccién de este capitulo estd dedicada a hacer una comparacién detallada entre las
hipdtesis requeridas y los procedimientos usados en los artfeulos [18] y [19], v en este
trabajo Finalmente, el capitulo 4 estd destinado a presentar un ejemplo que satisface
las hipdtesis que requerimos para la existencia de politicas BO en el que, ademds,
encontramos la unica politica dptima en el sentido de Blackwell que existe en ese

modelo.




Capitulo 2

Procesos de Markov controlados

2.1 Introduccidon

En este capitulo expondremos brevemente las ideas bésicas acerca de los procesos de
control Markovianos. El objetivo que perseguimos es especificar la clase de modelos
de control, las clases de politicas de control y los criterios de optimalidad que serdn
necesarios para el desarrollo posterior del trabajo. Al mismo tiempo, se introduce la

notacién y terminologia que usaremos en adelante.

2.2 Modelos de control Markoviano

Un modelo de control Markoviano (MCM) es la representacién matemética de cierto
tipo de sistemas dindmicos cuya evolucién estd afectada por elementos estocdsticos.
Aqui consideraremos modelos estacionarios a tiempo discreto compuestos por 5 ele-

mentos:

M= (X, A, {Alxr) 2 € X}, @, c). ' {2.2.1)

(a) X es el espacio de estados del sistema dindmico.

{b) A es el espacio de acciones o controles de que se dispone.

Supondremos que X y A son espacios de Borel, es deci1, subconjuntos de Borel
{no vacfos) de espacios métricos, separables v completos. Denotaremos las o-
algebras de Bozel correspondientes a estos espacios por B(X) y B(A4).

{c) Alz) es el subconjunto de A que contiene las acciones admisibles cuando el
sisterma se encuentra en ¢l estado z. El conjunto de parejas viables estado-accién

se denota por

K= {(m,a) txe X, ag A(.T)},
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el cual supondremos que es un subconjunto de Borel de X x A v que contiene la
grafica de una funcidén medible f : X — A Cuando hablemos de medibilidad de
funciones y conjuntos, nos referiremos siempre a medibilidad con respecto a la
o—4gebra de Borel correspondiente.

{d) ) es una probabilidad de transicién sobre X dado K, es decir, ¢} satisface las

condiciones:

(d.1) Q(-|z,a) es una medida de probabilidad en X para cada (z,4) en K,
(d.2) @(B|-, - ) es una funcién medible en K para cada B € B(X).

(e} ¢ es una funcién medible definida en K que representa el costo por etapa.

Denotaremos por x; al estado en que se encuentra el sistema al tiempo ¢ y por ay
a la accidn gue se aplica en ese mismo tiempo. La evolucién del sistema se da de la
siguiente forma: supongamos que al tiempo ¢ se observa que el sistema se encuentra
en el estado x, es decir, z; = z; si se elige la accién o € A(z), entonces se genera un
costo c{z, a) y el sistema pasa a ocupar un nuevo estado, que se observard en el tiempo
t + 1, de acuerdo a una medida de probabilidad Q( - | z,a), es decir,

Q(B | z,a) = Prizgy, € B| oy = 2,0, = al.

Supongamos que €l nuevo estado al que arribé el sistema es x4 = 2. Al aplicar
una nueva, accidn aq41 = o' se genera un nuevo costo y el sistema pasa a ocupar un
nuevo estado que serd observado al tiempo ¢+ 2. Este proceso se repite hasta un cierto
tiempo finito N o indefinidamente. Los modelos que usaremos en el presente trabajo
son de horizonte infinito, lo que significa que la repeticién del proceso descrito serd
indefinida.

La eleccidn del estado inicial zp puede hacerse aplicando una distribucién de prob-
abilidad inicial v, es decir, Prizg € B] = v(B), con B € B(X). En particular, v puede
ser la medida de Dirac concentrada en un punto z € X.

2.3 Politicas de control

De manera general, podemos decir que una polftica de control es una regla para elegir
acciones en cada tiempo ¢ Esta eleccién de acciones representa la forma en que un
observador puede influir en la evolucién del sistema dindmico. El espacio de historias

admisibles hasta el tiempo ¢ se define de la siguiente manera:

Hy=X, v H,=K'xX para teN,




2. Procesos de Markov controlados 8

donde N={1,2, ..} Un elemento de H; es de la forma
hs = {z0, a0, ... Tt—1, G¢-1, ;) donde ar € A(wg) para k=0,1,..,t—1,

v lo llamarernos una f—historia.

Denotaremos por F el conjunto de funciones medibles f : X — A que satisfacen
que f(x) estd en A(x) para toda z € X. Nos referiremos 2 los elementos de F como
funciones de decistdn. La hipdtesis de que K contiene a la gréfica de una funcién
medible de X en A4 nos asegura que F es un conjunto no vacio.

La clase més general de politicas estd formada por las politicas en las que la eleccién
dela accion se hace en forma aleatoria y considerando la t-historia ocurrida para cada ¢.
Cada una de estas polfticas es una sucesién 7 = {m; } de distribuciones de probabilidad
en A dado Hy, en la cual cada ditribucién condicional 7; satisface la restriccidén:

Wt(A(SL‘t) [ ht) £ 1, h; € H; , TE NO,

donde Ny = {0,1,2,...} El conjunto de tales politicas serd denotado por P. i la
eleccidn de la accidn depende exclusivamente del estado en que se encuentra el sistema,
es decir, si cada distribucidn de probabilidad en !a definicién anterior satisface que

we( | he) =] @), hi € Hy, te& Ng,

entonces m se conoce como una pelffica Markoviena y el conjunto de tales polfticas
se designard por ®. Cuando la eleccion de la accién se hace en forma determinista,
es decir, cuando cada distribucién 74 se reduce a una funcién f; en F, la polftica serd
llamada determinista o, mds precisamente, determinista y Markoviena. Un subcon-
junto especial de las politicas deterministas es el de aquellas en las que se usa la misma
funcién f en todo £, es decir, m = {f, f, f, ..}. A este tiltimo tipo de politicas se les
conoce como polfticas deterministas y estacionarias. Identificaremos el conjunto de
estas politicas con el conjunto de funciones de decisién en X en virtud de que cada
elemento de F genera una polftica estacionaria y determinista y, reciprocamente, cada
politica de este tipo estd generada por un elemento de F.

Consideremos el espacio medible (2, 4), donde  := (X x A)* y A es la o—4lgebra
producto correspondiente. Sea m € PP una politica de control y supongamos que el
estado inicial es x. El Teorema de Ionescu-Tulcea ( [1] Teorema 2.7.2, p.109) garantiza
la. existencia de una medida de probabilidad P7 definida sobre (©,.4), gue satisface

las siguientes propiedades pata cada t € Ny
P;[:ﬂo = :L‘] = 1;
P;;T[G.t EClht] = 'Trt(cfht), VCG’:B(A),
Prleis € Bl hy,a] = Q(Blana) VBeEBX)
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Al proceso estocédstico {©2,.4, P, {x:}} lo llamaremos proceso de control Marko-
viano (PCM). En particular, si 7 es una politica determinista y estacionaria, el proceso
de estados generado {w:} es de Markov respecto a la medida PT (ver [11]).

El operador esperanza respecto a Py serd denotado por ET.

2.4 Criterios de optimalidad

Ahora nos proponemos fijar criterios para evaluar el desarrollo del sistema. Para ello
definimos a continuacién los indices de funcionamiento que serdn de interés en este

trabajo.
Definicién 2.4.1 Sea x € X un estado arbitrario y w € P cualquier politica.

1. El costo total esperado ol aplicar la politica m dade que el estado inicial es x, se

define como

Vv i(m,z) = EX

N—-1
Z (e, at)J

t=0
cuando se calcula para N etapas y se tiene un costo termanal igual a cero, y como

Ec(mt, az)}

t=(}

Vi(m,z) = BT

cuando el cilculo se hace a lo largo de todas las etapas de un modelo con horizonte
wnfinito. Denotaremos el costo total esperado éptimo para un estado inicial 2 por

Vi(z) = ;Iéfﬂ; Vi (z, 7).

2. El costo esperado a—descontado cuando se aplica la politica =, dado el estado

wmdcial x, estd dado por

t=0

Valm, z) = EX IZ atc(xt,at)} , (2.4.1)

donde o es un nimero en el intervalo {0,1) llamado factor de descuento. Deno-

tamos el costo a—descontado dptimo pare un estado inicial T por:

V(@) = Inf Va(z,m)

3. El costo promedio esperado bajo la politica m dado el estado inicial = es

N—-1

> C(xz,at)} S (242)

J(m, z) = limsup%VN,l(ﬁ,x) = limsup—F7
t=G

N—oo 4 N—co NTF
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Duremos que el costo promedio dptimo es

JH(x) == 71{1{%0’(@7&.

A la pareja formada por un modelo de control 1 y un indice de funcionamiento,
se le lama problema de control estocdstico Markoviano. El objetivo que se persigue
es encontrar politicas 7* que conduzcan al valor dptimo de alguno de los fndices, es
decir, polfticas éptimas de acuerdo a un criterio preestablecido. Asi pues, dado un
estado inicial z € X, diremos que

a) m € P es una politica costo total éptima si
P

Vi{r"z) =WV (=).
(b) 7* € P es una politica a—descontada éptima si

Vo (7%, 2) =V (z).

{¢) 7 € IP es una politica promedio éptima si

J(m*,z) = J* (z). (2.4.3)

De las definiciones de los indices puede verse que en el criterio de costo total
esperado todos los costos por etapa tienen el mismo peso, pero es ficil encontrarse con
una serie divergente. En el articulo [12] se presenta un compendio amplio de resultados
sobre este criterio de optimalidad.

En el criterio de optimalidad a—descontada se da un peso mayor a los costos gen-
erados en las primeras etapas debido a que o tiende a cero geométricamente haciendo
que los costos por etapa plerdan peso progresivamente conforme ¢ crece.

En contraposicién, el criterio promedio esperado depende sélo del comportamiento
asintético de los costos por etapa, sin importar lo que haya ocurrido en las primeras
etapas. De hecho, al estar este dltimo criterio enteramente determinado por el com-
portamiento limite del sistema cuando ¢ tiende a infinito, dos politicas que generen,
por ejemplo, las sucesiones de costos (1000,0,0,...) ¥ (0,0,0, ..) tienen el mismo
costo promedic esperado. En la literatura sobre control estocdstico a tiempo discreto,
se encuentran diversos caminos para suavizar esta naturaleza poco selectiva de la op-
timalidad promedio. Por lo general, se trabaja en subclases del conjunto de politicas
promedio dptimas; por ejemplo, en el articulo [15] se consideran politicas promedio

dptimas que ademds minimizan la varianza de los costos.
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2.5 Normas ponderadas

En virtud de que en este trabajo vamos a usar funciones de costo no acotadas bajo la
norma del supremo, requerimos otro tipo de normas. Sea w : X — [1, 00) una funcién
medible a la que nos referiremos como funcién de peso. Si w ez una funcién en X de

valores reales, definimos la norma—w de u como

el = “—H = :g}}:; lz(z))l (251}

Siw(-) =1, la norma—w coincide con la norma del sup. En general, comow () > 1,
se tiene que

fullw < full,

asi que las funciones acotadas bajo la norma del sup son también acotadas bajo la
norma-w. Lo contrario no necesariamente sucede. Si ||ull. < % entonces |u(z)| <
kw (x) para toda z € X, pero w puede ser una funcion no acotada bajo la norma del
sup.

Al espacio de Banach formado por las funciones medibles en X con norma—w finita

lo denotaremos por B, (X).
Cuando se trata con medidas finitas (con signo), lo usual es tomar la norma de

variacién total dada por

|llvr == sup
el <1

_[deu}wuxx

donde |u| = p* + p~ denota la variacién total de y. Por analogfa, la norma—w de una

medida g finita y con signo en B(X), sera:

/ 'udp,‘zj w dig
JX ) X

que se reduce a la norma anterior si w () = 1. En general, como w (-} > 1 se tiene

el = sup
vl <1

el = asllvr




Capitulo 3

Optimalidad en el sentido de
Blackwell

3.1 Introduccién

El criterio de optimalidad de Blackwell tiene la caracteristica de que contempla tanto
los costos generados en las primeras etapas como los asintéticos, sin las desventajas

que presenta el costo total esperado.

Definicién 3.1.1 Sea z € X un estado inicial. Diremos que w*es una politica Black-

well dptima (BO), si pare cada © € P existe un mimero o* (z,7) € (0,1) tal que
Valmz) = Vo (7%,2} 20 parae toda o€ (o (z,7),1). (3.1.1)

Mientras més cetca esté o de 1 mds peso se le da a los costos a largo plazo. Al
 mismo tiempo, en la medida que se utiliza el costo a—descontado para comparar el
efecto de las politicas, no se dejan de contemplar los primeros costos generados.

De aquf en adelante, incluiremos explicitamente la funcién costo en la notacién de
los indices y los valores éptimos para evitar confusiones al utilizar distintas funciones
de costo por etapa. Asi, el costo esperado av—descontado asociado a una funcidn de
costo ¢, bajo una politica 7 y dado el estado inicial x, sera denotado por Vy (7, ¢, ),
y el correspondiente costo esperado a—descontado Sptimo serd denotado V) (¢, #) .
Andlogamente, el costo promedio esperado dado el estado inicial &, bajo la politica
7w y usando la funcidn de costo ¢, serd denotado por J(w,c,x), v el costo promedic

éptimo correspondiente, por J* (¢, x).

12
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3.2 Hipdtesis

Como mencionamos en la introduccidn, nos proponemos caracterizar la optimalidad de
Blackwell en términos de optimalidad promedio. Requerimos entonces condiciones que
nos garanticen la existencia de politicas promedio éptimas en modelos cuyos espacios
de estados y acciones sean de Borel, con funciones de costo no necesariamente acotadas.
La formulacién menos restrictiva que conocemos de este tipo de condiciones es la dada
en [16] que presentaremos en esta seccién. Se trata de dos conjuntos de hipétesis sobre
el modelo M introducido en (2.2.1). El primero de ellos contiene las hipdtesis usuales
sobre continuidad, compacidad y cotas para modelos generales como el que estamos

analizando.
Hipétesis 3.2.1 Para cada estado x € X :

(a) El comjunto A(x) es compacto no vacio.
(b) La funcién costo por etapa ¢ (x,a) es continua en A(z).

(¢) La funcién a — [, v(y)Q(dy|x,a) es continua en A(zx) para cada funcién

v: X — R continua y acotada (con la norma del sup).

(d) Ademds, existe una funcidn de pesow > 1 en X, y una constante € > 0 tal que,

pare coda x € X

(di) suP.ear) le(w:a)| < 2w {z);
(d) la funcidn a — [, w(y) Q{dy|z,a) es continua en A(z).

Observacién 3.2.2 La hipdtesis 3.2.1(d;) se puede escribir como
el <

donde € = SUPqg arz) ¢ (2, a)|. Obsérvese que € es una funcidn en X de valores reales

a la gue se le puede aplicar la norma—w.

Una hipdtesis usual para modelos del tipo que aquf consideramos, es pedir que to-
das las cadenas de Markov generadas por polfticas estacionarias satisfagan una condi-
cién de ergodicidad geométrica uniforme (ver la desigualdad (3.2.2) en la siguiente
pégina) y alguna condicidn fuerte de recurrencia. En lugar de ello, aqui pediremos
hipétesis mds débiles que garantizan que dichas condiciones se cumplen, basandonos
en un resultado presentado por O. Vega-Amaya en su articulo [27] v en otros resultados

que aparecen en [9]. Estas hipétesis son:
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Hipdtesis 3.2.3 Exisie una medida no trivial v en X, una funcién medible no-negativa

I en K y una constante positiva K < 1, tales que
(a) Q(B|z,a)>1(z,a)v{B) para toda B € B (X) y toda pareja (z,a) € K.

() v{w) = [ywdr < co, donde w es la funcidn de peso dada en la Hipdtesis
3.2.1(d}

(¢} Para toda pareja (z,a) € K
/%w(y]@(dy]x, a) < Kw(z) +1(z,a)vw). (3.2.1)

(d) Para cada f € T, v(ls) = [ Iydv >0, donde Iy :=1(z, f(z)).

También vamos a requerir la siguiente forma de la Hipétesis 3.2.3(d), mds fuerte

que la anterior:

Hipdtesis 3.2.4 Eziste una constante v > 0 tal que v (l;) > «y para toda f €F, con
vyl como en la Hipdtesis 8.2.5(d).

Las Hipdtesis 3.2.3 y 3.2.4 garantizan los siguientes hechos:
Proposicién 3.2.5 5i se cumple la Hipdtesis 3.2.3, entonces para cada f € F :

(1) La cadena de Markov definida por Q; (- {-) es v—irreducible y Harris recurrente
positiva con una Unice medida de probabilidad wnvariante pi.

(1) 4 (w) < oo.

(743) Si ademds se cumple la Hipdtesis 8.2 4, entonces la cadena dé Markov del inciso
(i) es geométricamente ergddica con norma—w; es decir, existen constantes R y
B,con R>0y0< <1, tales que

oupl [ () @) @yl - iy )] <REBlw® (22

para tode z € X, u € B, (X) yt € Np.

Demostracién. Los incisos (i) y (i¢) se siguen del Teorema 3.3 del articulo [27],
mientras que la parte (iii) es una consecuencia de los incisos anteriores y de los Lemas
33y34eni9y. m

Las hipdtesis que hemos enlistado y la Proposicién 3.2.5 permiten obtener una
serie de resultados importantes acerca de la optimalidad promedio. En la siguiente
proposicién incluimos varios de esos resultados para facilitar la referencia a ellos. La

demostracién se puede encontrar en el capitulo 10 del libro [14].
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Proposicién 3.2.6 Supdngase gque I es un modelo definide como en (2.8.1) que
satisface las hipdtesis 8.2.1, 3.2.3.y 5.2.4. Entonces existe una constante pyp € R y
una funcién hy € B, (X) tal que

(i) pp = J*(¢,z) := infrep J(m, ¢, x)

{it) |hillw € D9, donde D = R/{1—8) y R y 3 son las constantes que aparecen
en la desigualdad (3.2 2)

(4t1) py y —h1 satisfacen la Ecuacion de Optimalidad para Costo Promedio (EOCP),
es decir,

o= hi(o) = it |e@a) - [ m)Qy]2,0) (323

(2v) Para cada x € X el lado derecho de la FOCP dada en (3.2.3), tiene un mini-
mizador f y la politica estacionaria generada por f, es promedio dptima para la

Juncién de costo c.

3.3 Modelos encajados y el resultado principal

En esta seccin introducimos una sucesién {9M,} de procesos de control Markovianos
definidos recursivamente, de tal manera que el conjunto de acciones admisibles en el
modelo 9,41 estd contenido en el conjunto de acciones admisibles en el modelo 97,
para todo estado z € X, y todan € Ny = {0,1,2,... }. En este sentido, hablaremos
de una sucesién de modelos "encajados”. El préposito de esto es caracterizar a las
politicas BO en términos de politicas que satisfacen la EOCP en estos modelos.

En el resto de este capitulo, supondremos que se cumplen las Hipdtesis 3.2.1, 3.2.3
y 3.2.4.

Observacién 3.3.1 a) Para lo que sigue, es importante hacer notar que las hipdtesis
3.2.1(c) y (dy) implican que la funcidn a = [, v(y)Q(dy|z,a) es continua en A(z)
para cada funcién v € B,(X). (Ver el Lema 8.3.7(a) en [14]).

b) De la demostracidn del lema mencionado en (a) es claro que sic (-, -) es no-negativa,

entonces la hipstesis 3.2.1(dy) no se requiere.

La construccion de la sucesién {9, }, se obtiene aplicando los siguientes cuatro

pasocs:

1. Sea My := M el modelo original introducido en el Capitulo 2, tomando hg = ¢,
Ap(z) = A(z) Vz,y Kog=K
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2 Sean pg € Ry —hy € B,,(X) la constante y la funcién que satisfacen la EOCP
asociada a My, es decir (como en (3.2.3)):
p-hln) = it lwa) - [ o) Qayiza],  sex.
acAg(z) Jx

donde podemos suponer que ||k, < D||¢fw siendo D la constante que aparece

en la Proposicién 3.2.6(i1).
3. Definimos la funcién discrepancia como en [23], es decir:
Bo(z,a) = c(z,a) - /X h(y)Q(dy | 2,6) — po + Ba(),  (2.0) €Ko. (3.3.4)

La ecuacién de optimalidad en el paso 2 implica que ®q > 0. Como h; € By, (X)
y c{x, - ) es continua en Ap(z), entonces ®p(z, - ) es continua en Ap(x) para
cada x € X de acuerdo a la observacién 3.3.1. Ademds, la parte (:¢) de la
Proposicién 3.2.6 nos permite afirmar que mingeg4() Po(z,2) = 0 para cada
x & X. Entonces, el conjunto

Ai(z) := {a € Ay(z) | Doz, a) = 0} {3.3.5)

es un subconjunto cerrado y no vacio de Ap(z). Como Ap{z) es compacto para
toda x, también lo es A;(x). Nétese que hi( - ) satisface las partes (b) y {dy) de
la Hipétesis 3.2.1, asf que puede ser usada como una funcién costo. Definimos el

modelo
My = (X, A, {A(2) |z € X},Q,h).

4. Dado el madelo M, = (X, A, {A,(x)|z € X},Q, hy,) pataunan > 1, donde h,, €
Bu(X), v cada A,(z) es un subconjunto no vacfo y compacto de A, construimos
el modelo M1 de la siguiente forma. Sean p, € Ry —hAny1 € Bu(X) la
constante y la funcién que satisfacen la EOCP asociada al modelo 9, es decir,

o= hess(@) = _inl 1a(@) = [ Bun(n)@ay|z0)], sex,
donde Ay satisface que ||hnq1{[w < D||fin||w debido a la parte (¢} de la Proposi-
cién 3.2.6. Sea K, := {(z,0)lx € X, a € A,(z)} y definamos la funcién discrep-

ancia ®,, asociada a M, por
B(2,0) 1= ha(@)~ [ s (0)Qdy |2, 0)=prHhnns(), (2,0) € Ko (336)

Como antes, tenemos que €,(z, - ) es una funcién no negativa y continua en
An(z), ¥ para alguna a € A,(z), ®,(z,a) = 0. Combinando este hecho con la

compacidad de A, (z), se sigue que los conjuntos

Apii(z) == {a € Ay ()| @p(z,0) =0}, z€ X, (3.3.7)
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son no vacios y compactos. Entonces, el modelo M, queda definido como

D1 = (X, A, {Ans1{z) |z € X}, Q, Ansr).

Observacién 3.3.2 En la construccidn anterior se tiene que, como |[hnt1|lw < Dlhnllw
con D= R/(1—3) (ver la Proposicion 3.2.6(i1}), se cumple que

rntille < D™ A1t < D™FE]L. (3.3.8)

y como € € B, (X), se tiene que todas las funciones hn, n € N= {1,2,.. }, satisfacen
la condicign 3.2.1(d1)

Para continuar, definimos los siguientes conceptos que usaremos en las secciones

posteriores.
Definicién 3.3.3 Para cadax € X yn €N, sea
Po(z) :={m € P| Pl [as € An(z:)] =1 para toda t € Ny,

donde a; es la accidn indicade por la politica © al tiempe t, cuando el sistema se

encuentra en el estado xz.

Esto es, P, (z) es el conjunto de politicas que satisfacen la EOCP para el modelo
M,,—1 P —casi seguramente cuando xg = z, es decir, J(7,¢,2) = p,_;.
Para cada z € X, definimos

Poo() := [ Pule),

n=0
Observacién 3.3.4 (a) Las funciones ©,, n € Ny, definidas en (3.3.6) satisfacen las
hipdtesis 3.2.1(b) y (dv), y por tanto, pueden ser usadas como funciones de costo por

etapa.
(b) Dados x € X y 7 € Poyy(z), para cade n € Ny se cumple que:

1= P;r[at e An+1($¢) Yite NO] = P;’[@n(wt,at) =0Vite N()]

Usando el hecho de que &, > 0, la igualdad anterior es equivalente a EX[®,(xt,04)] = 0
pare todo t € Ny, y de acuerdo a nuestra definicidn del costo a~descontado esperado

en 2.4.1, tenemos que se cumple lo siguiente afirmacion.
Si 7 & Pugi(x), entonces Vo(m, &,,2) =0 para cualquier o € (0,1). (3.3.9)

Consecuentemente, st T € Pgy (), entonces Vo, (7%, @, z) = 0 para todan € Ny y toda
a € (0,1).
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El siguiente teorema es el 1esultado principal de este trabajo.

Teorema 3.3.5 Bajo las Hipdtesis 3.2 1, 3.2.83 y 3.2.4, una politica m € P es BO en
z 31y s6lo st € Poo(x)

En otras palabras, una politica 7 es BO en x si y sélo si satisface la EOCP Pr-
c.s. para cada modelo 9,. El resto de este capitulo estd dedicado a la demostracién

de este teorema.

3.4 Resultados preliminares

Recordemos que para cada factor de descuento o € (0, 1), la tasa de interés correspon-

diente r (&) estd dada por

i-a (3.4.1)

r (o) := -

La demostracion del Teorema 3.3.5 requiere probar que si 7 € P (z) vy 7 € By, (2)

para alguna n < oo,
i Valm,eyz) — Vo (7%, ¢,2)

all r(e)"
De hecho, como r () es siempre positiva, la desigualdad anterior implica que V;, (7, ¢, x)~
V, (7*, ¢, x) > 0 para toda « cercana a 1, es decir, implica que 7* es Blackwell éptima.

Por esta razén, los primeros 3 lemas que veremos a continuacién tienen como objetivo

>0

dar una expresién para el cociente
VOA (Tf'? C, x) - Va (W*J <, ‘T)
r (o)

en términos de V,, (m, &, ) con la intencién de usar la afirmacién (3.3.9) en el analisis

de la convergencia de dicho cociente cuando o T 1.

Observacién 3.4.1 La Hipdtesis 3.2.3(a) implica que I {z,a) v (X) < 1, por lo que la
parte (¢) de la misma Hipdtesis nos conduce a

/){w(y} Qdy|z,a) <Kw(z)+b (3.42)
donde b = v (w) /v (X).
Para empezar, introducimos aquf una funcién auxiliar h:K— R
Lema 3.4.2 Paro cade h € By, (X), la funcidn

h(z,a) = /X h(y)Q(dylz, a) (3.4.3)

satisface lo Hipdtesis 3.2.1{b) y (d1) y, por tanto, h puede ser usada como una funcién

cosio por etapa.
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Demostracién. Tomemos A € B,,(X). Entonces

hza)| < A Ih(4)]Q(dy|z, a)
< ol / w(y)Qdyle, )
p.¢
< fhlleKw(z) +8) por (34.2).

De agui que

sup |h(z,a)] < (K + b| hlluw(z),
a€A(z)

y se cumple la parte (d;) de la Hipdtesis 3.2.1. Por otro lado, por la observacién 3.3.1

tenemos que h(x,a) es continua en A(z) para cadaz € X. m

Lema 3.4.3 Sea z € X un estado inicial fijo. Para coda e € (0,1), m € Py h €
B, (X),
-~ 1.
Va(ﬂ,h,m) = a;EVa(ﬂ-;ha "‘T) - h’(ﬂ:)]

Demostracion. De la definicién de & en (3.4.3) se tiene que
h(z,a) = EX[h(zes:)|ze = z, a; = dl,

y por lo tanto

~—

E;T[h(mt_o_ln = E;r[h(xt, at)], V1 & Ng.

Usando A como funcion de costo por etapa en el costo ae—descontado esperado, obten-

11108
Valm hyz) = > o' Elfh(z, 0] = > ot EX[A(ze41))
t=0 =0

= ;1;2 o EX k()] = é [Z o’ E[h(ze)] — (@)

t=0

donde usamos el hecho de que ET[h(zp)] = h(z) en la dltima igualdad. w
Observacién 3.4.4 Ndtese que

BT o o) et ma] = [ w(6) Q dy|mecs, 1) < Ko (ot) +
por 3.4.2. Aplicando E] obtenemos ETw (xy) < K Efw (z4—1)+b. Iterando esta ultima

desigualdad se llega a

B (@) < K'w(@)+5S K7 < (1+ 7 )@@

J=0
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En la primera desigualdad usamos que Elw (zg) = w(2) y la sequnda se obtiene triv-
ialmente ya que 0 < K' < 1 yw(x) > 1 Por otro lado, para cualquier u € B, (X) se

tiene que E7 lu(xi)] £ ||ull,, Eiw (), de donde se concluye

BY Ju(xs)! < el (1 1 ﬁ) w(3). (3.4.4)

(Ver Lema 10.4.1 en [14]). Fsta «ltima desigualdad nos serd dtil en el siguiente lema.

Lema 3.4.5 Seanz € X yr* € P () arbitraras pero fijos. Entonces, para cualguier

T € P se cumple:
Vadm, 1) — Vo (7™, ¢, 1) = Vo (m, O, z) + 1 (@) [Va(m, by, z) = Va(r™, by, )], (3.4.5)
Andlogamente, para x € Pp(x), n € N, tenemos

Ve, by &) = Vo (7% by z) = Volm, ®,,2) +
+ r{a) [Va(m, hns1,2) — Va (7", hnyr, )] (3.4.6)

Ast que, para n € Ny y 7 € Pp{x)

Valm, ¢, x) = Valn*, c,x)
r(a)”

= Va(ﬂ'? (bn: 3:) +r (a) [Va(ﬂ-} hn+1,$) -V (77*, hn+1: -'L'H (3-4-7)

Demostracién. Consideremos el modelo My v recordemos la definicidn de &q:
Bo(e,) = ofz,0) — [ m@)Qy|%,) = po+ @), eon (z,0) €Ko
Reescribiendo esta igualdad obtenemos:
~ha(s) = (@,0) = Bofz.a) 0 = (1=0) [ MEQWIz.0
_ oz/Xhl(y)Q(dy z,0), con (za)< Ko,
o, equivalentemente,
—h(z) = K(z,0) —a /X My)Qdy|z,a), (z.0) €Ko,  (3.48)

donde K(z,a) = e{z,a) — By(z, a) — pg — (1 — adhy (z, a) v By se obtiene reemplazando
h(y) por hi(y) en (3.4.3). Observemos que K (z,a) satisface las partes (b) y (d) de la
Hipdétesis 3.2.1. Iterando la expresién (3.4.8) llegamos a

N-1

~hy(x) =Y o' EJK (me,0,) — oV EThy(2n).
t==0
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Por (3.4.4)
o ETh(zy) = 0 cuando N — oo,

Entonces
—hi{x) = Vo{m, K, x).

Usando la linealidad del mapeo K — V,(, K, z) obtenemos
—-hl(T) = V(X(Tru (o8 :E) - VQ(Wi Q}O'ﬂ ‘T) - P[J/(]- - CY) - (1 - Q)VQ(W?FEI: ﬂ:)

Combinando el Lema 3.4.3 con la definicién de r (a) en (3.4.1), obtenemos

—@ = Vol ¢ z) — Vo(m, &9, z) ~ ,

@Q—PMHéwﬁh@v (3.4.9)

Reemplazando 7 con ©* en esta ecuacidn y recordando que V,(m*, &y, z) = 0 (por la
observacidn 3.3.4), se sigue que

hi(x
_-1; ) = Va(m*, ¢, z) = 1p_0a — 1 (o) Va(", hy, ).

Combinando esta igualdad con (3.4.9) se deduce (3.4.5).
La ecuacién (3.4.6) se obtiene reemplazando 9y con MM, en el desarrollo anterior.
Finalmente, la expresién (3.4.7) se sigue facilmente por induccién. De hecho, para
n = 0 la afirmacién se reduce a (3.4.5). Supdngase ahora que el resultado es ver-
dadero para alguna n € Ny que 7 € Pi1{x) C Pu(z). En este caso, por (3.3.9),
Vi, @, z) = 0 para toda o € (0,1). De manera que Ja hipétesis de induccién (3.4.7)

conduce a
Va(m, ey x) — Valr*, e, ) = r (@)™ Vo, hng1, @) — Val(®*, Bna1, 2)].
Usando (3.4.6) con n + 1 en vez de n se sigue que

Valme,z) — Vola* e z) =

= r (a)n_‘-l [Va(ﬂ-: (I)'n-l-l: .’L') +r (Q‘) (Va (ﬂ—y hn+2: x) - Va (ﬂ-*) h‘n-{-27 '.'L'))],
v se obtiene la conclusién deseada. m

Observacién 3.4.6 En los siguientes dos lemas usaremos una pareja de igualdades
dadas en lo pdgina 86 de [13]. Aqui transcribimos estos resullados para focilitar la
referencia a ellos. Sea {¢;} una sucesidn de nimeros y o € (0,1). Definimos sy =
cg +cl + ..+ covo1. Para cuslquier ndmero S, se cumple que

o0

iatq = % +{1 — ) Zat_l(st —t8). | (3.4.10)
=9

t=1
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En particular, sea @ una politica con un costo promedio finito S := J(w,c,x}, y seq
¢t = Ef[c(zy, ai)], de manera gue sy = Vv 1{m,c,x). Entonces (3.4.10) se transforma

en
V(wcw)=m+(l—a)iat_l[v (m,c,z) — tJ(m, c,x)] (3.4.11)
[+ S 1— £ 1,100 Ly y b . - E.

Por ejemplo, si m € Py(x), entonces

- P _ - =17 _

Valm,c,z) = -+ a);at [—ha(z) + EThy(xzs)]
p — 4
= 7 _Oa — hy(z)+ (1 - a);at YETh (2)
hi(zx
= 1—'_’%— - —lti—) + r (@) Va(m, By, 2).

La primera parte del siguiente lema, establece que si una polftica 7 estd en Ppi (),
entonces es promedio éptima para el modelo 901, en un sentido més fuerte que en
(2.4.2)-(2.4.3) ya que se tiene un limite y no un lfmite superior.

Lema 3.4.7 Sean xz € X yn € N valores fijos Para cada m € Ppy1(z)

J(7 by ) = p, = Jim —Viva (7, b, ), (3.4.12)
Noowo N !
Y
(1 - a)Vo(m, hn,z) ~ p, cuando ol 1. (3.4.13)

Demostracién. Como 7 estd en Pryq(xz), tenemos que ®,(zy,a:) = 0 Pr-

c.s. para toda t | ie.,
Pn = Pnir(ze) = f;,.n(xt, at) — Ep(hn1(zes1) |z, 0 VEteENy Py —cs, (3.4.14)
Aplicando el operador esperanza E7( - ) obtenemos
Elhni1(2i41) — Efhpy1(®e) = EZhn(zs, a0) ~p,  VEE Ny (3.4.15)
Ahora, sumando sobre ¢ = ), 1...N — 1 obtenemos
Elhpe1(2n) = hng1(z) = Vv 1 (7, hin, 2) — Np, ¥ N € Np. (3.4.16)

Por (3.4.4} |EZhpi1(zn)| € 1hnri1{fjwCwi{z) donde C =1+5/ {1 —K) Luego, multi-
plicando (3.4.16) por 1/N y haciendo N — oo obtenemos (3.4.12).
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Para probar (3.4.13), observemos que (3.4.11) vy (3.4.16) conducen a

20

Va(m, b, ) = f"i— +(1—-a) Y T Vei(m b, m) — B0, (3417)
t=1
- 1 ~—+(1-a) ;at ET hnr1(z) — bor1(z)] . (3.4.18)
Por (3.3.8) v (34.4)
|Eghn+1($t) - hn‘+1 ($)I S kw(m), (3419)

donde k = D™"'g{1 + C). Usando este hecho y la ecuacién (3.4.18), tenemos

(L= @Vl ) = ] < (1S 0 hu(z)
= (1-okw(z) >0 cuando aTl,

v se obtiene la conclusién buscada. =

Lema 3.4.8 Sean x € X, n € Ny y m € Po(x) valores fijos. Entonces

HI;lTilnf(l = ) Val(m, hot1, ) = Pryq
Demostracién. Fijemos 7 € P, (x) y consideremos el modelo
Mey1 = (X, 4, {Anii(2) 12 € X}, Q, hnta)
Por la Proposicién 3.2.6 existen p,.; € Ry hytg € ByW(X) que satisfacen
Prti = hat2(zs) < huia(ze) — Ef [hnta(zesa)las, ag)] V¥t € Np.

Entonces, siguiendo los mismos pasos que nos condujeron de (3.4.14) a (3.4.16) lleg-

amos a
Vi1 (1, bnat, €) — Nppyq 2 Ef ng2(@n)] — hugo(z) ¥V N € No. (3.4.20)

Por otro lado, de la expresién (3.4.10) [o (3.4.11) reemplazando ¢ por An+1], obtenemos

P
Velm, hngr,2) = 1n+1 +{l-a) Zat T [Via (7, hng1, @) = topga] -

t=1
Por lo tanto, por {3.4.20),
o0
(1 - a)Volm hot1,3) 2 Py +{1— 05)2 Z ot [Ex [hnso(ze)] = Basalz)]
t=1 :

= pprr — (1~ @hppafz) + (1 - )? Zat‘lE;’[thrg(mt)]”
t=1
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Como |ET [hnyo(zn)]] € [hntallwCwlz) por (3.4.4), se sigue la conclusién.
El dltimo resultado preliminar que necesitamos para nuestra demostracion del teo-

rema principal de este trabajo es:

Lema 3.4.9 Sean z € X, n € Ny y 7w € P, (z) arbitrarios pero fijos. Si 7 & Ppiy(z),

(o]
Z (I)'rz. (xtj {It)
1=0

Demostracion. Seaw € P, (z). Por (2.4.1), Vo (m, B, 2) = EI[S rop @iz, 04)],
v como $,(z¢, az) > 0 el teorema de convergencia monétona conduce a

Z @n(.’i’:f,, at)} .

=0

entonces

ET > 0.

lim Vi {m, &,,x) = E
all

Mas aun, como $,, es no negativa

E;

Z ‘ﬁn (wt: at)} =0
t=0

implica que @ (x¢,0:) =0 FPr—c.s. para toda t € Ny, es decir, como en la Obser-
vacién 3.3 4(b),

Plia, € Anq1(zy) ¥t e Ng| = 1,

asi que 7 € Bry1(z). Por lo tanto m ¢ Ppy1(z) implica que ET[D> oop Pnlze, az)] > 0.
n

3.5 Demostracién del Teorema 3.3.5
Observacién 3.5.1 Usando la desigualdad (8.4.4) para ¢(xy, a;) obtenemos
E7 |le (2, ap)} < eCw (x) YrnelP,zeX, teNy

donde C =1+b/{1—K) y T es la constante dada en lo Hipétesis 3.2.1(dy). Se sigue

enfonces que
cCw(z)

— Yae(01l). (3.5.1)

Va(m,c.7)] <

Demostracién. del Teorema 3.3.5 Sea z € X fija y elijamos una politica arbi-
traria 7 € Py (). Demostraremos que 7* es Blackwell 6ptima en z. Seleccionemos
7 € P y consideremos los siguientes dos casos.

Caso 1: 7 ¢ Py(z).
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En este caso existe n € Np tal que m € P, (x) pero m ¢ Ppyy(z); recuérdese que
7 € Po{z) =P. Por (3.4.7), para toda « € {0, 1) tenemos

Va("r: 67 ‘,‘c} - VQ (:'T*B C? "E)
r{a)”

= V,(m, ®p,x)
+  r{a) [Va(®, hny1, ) = Vo(7*, hrgr, )], (3.5.2)

donde r () = {1 — &) /. Ahora mostraremos que

liminf Va (7’71 c, :L‘) _ I%(“T » & 'T)
all r{a)

>0, (3.5.3)

Para verificar esta desigualdad nétese que la politica 7 satisface una de las siguientes
condiciones (a) o (b).

(a) limaqy Vo(m, @0, 2) = EY 3 iog alzr, ar)] = co.

En esta situacién, como tenemos que [(I — a@)Va( + , Ant1,7)| < 8Cw(z), por (3.5.1),
la ecuacién (3.5.2) conduce a

].lm lnf Va(ﬂr ¢, :E) - I{}Cﬁ("’r 3 Gy ﬂ:)
all r (o)

o0
=E7 Z(I)n(mt,at)} = 00,
t=0

y se cumple (3.5.3).

(b) limagy Vo (T, B, 2) = E [37720 Pal®, a)] < oo
En este caso el Lema 3.4.8 garantiza que

Iirélrilnf(l — o) Vo (7, Rt 1, L) = Py
Por otro lado, como 7* € Poo(z) € Ppya(z), la expresion (3.4.13) cénduce a
1;?'11(1 — o) Vo™, Aps1, %) = Ppi1-
Combinando los dos dltimos hechos obtenemos

lirgcl’filnf(l - CE)[VQ(TF, hn+1a .’1,") - Va(ﬂ*a Pni1s $)] 2 Prtl ™ Pyl = 0,

expresién que junto con (3.5.2) y el Lema 3.4.9 implica que

i &, (z1, at)} > 0.

t=D

liminf Y26 2) — Val® ¢ @

) _ g
afl r(a)” = £

De manera que se cumple (3.5.3).

Finalmente, como r («) > 0 para toda a € (0,1), (3.5.3) implica que existe o =
a(m*, m,x) en (0,1) tal que Vo (r, ¢, 2} — Vo (7*, ¢, z) > 0 para toda o € (a*,1). Asi, se
satisface (3.1.1) v, por tanto, = es BO en el Caso 1.




3. Optimalidad en el sentido de Blackwell 26

Caso 2. m € Pyo(x).

En este caso (3.5.2) se sigue cumpliendo y ademds V, (7, &,,x) = 0 para toda a € (0, 1)
y n € N {ver la Observacién 3.5.1).Por lo tanto, por (3.5.1) v (3.5.2),

Vaim,e2) = Valr® e, @) <r (@) 9% voe0,1), neN  (354)
o
M4s aun, nétese que si r(a) < 1, entonces la parte derecha de la expresion (3.5.4)

converge a cero cuando n — co. Se sigue que para a € (1/2,1)
Va(ﬂ-a <, :I:) = V& (“T*, G :‘E)a

asi que se cumple la definicién de optimalidad de Blackwell dada en {3.1.1) con
o = 1/2. De hecho, como dos series de potencias que coinciden en un intervalo
necesariamente coinciden en todo su dominio, se sigue que Vo (m, ¢, ) = Vo(x*, ¢, )
para toda « € (0, 1), asi que en este caso a* puede ser tomada como cero.

Para terminar obsérvese que dada una politica ™ necesariamente satisface uno de
los dos casos previamente analizados, asf que la discusién anterior puede resumirse en
la afirmacién: una polttica 7 € P (x) es Blackwell éptima en z.

Inversamente, si ™ ¢ Py (z) el andlisis del Caso 1 anterior muestra que para
cualquier 7 € Puo{z) la desigualdad V,(7* c,z) — Va(m ¢ ,2) < 0 se cumple para
toda o suficientemente cercana a 1, asf que 7 no es Blackwell éptima en z. Esto

concluye la demostracién del Teorema 3.3.5. w

3.6 Comparacion con el trabajo de Hordijk y Yushkevich

A. Hordijk y A.A. Yushkevich (H-Y) publicaron en 1999 los articulgs [18] y [19] en los
que presentan condiciones bajo las cuales es posible asegurar la existencia de politicas
BO en modelos cuyos espacios de estados y de acciones son espacios de Borel y con
funciones de costo por etapa no acotadas. En virtud de que aqui hemos presentado
otra via para llegar al mismo resultado, en esta seccién haremos una comparacién de
las hipétesis v de los procedimientos desarrollados en ambos trabajos.

Para facilitar la comparacidn, reescribimos a continuacién las hipétesis de H-Y

usando nuestra notacién:
Hipdtesis 3.6.1 Pora cada x en X
1. A(x) es compacto;

2. (a) SuPgep@) Ir (@) Swiz) ¥
(0) fxw(y) Qdy | #,a) < Cw(x) para todo a en A(x),

para alguna funcion de peso w (-} > 1 y alguna constante C;
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3. (a} La funcién recompensa por etapa v {z,a) es continua en a en A(z), y

(b) La funcién a — [, v{y) Q(dy | x,a) es continua en A{x) para cada funcién
v e By, (X);

4. Para cada politica estacionaria y aleatorizada o, existen C > 0 y v € (0,1) tales

que
1@, -B,]l, <Cv t=01...,

en caso de gue las cadenas de Markov generadas sean aperiddicas, si no es ast,

entonces se requiere la condicidn

T

1 —
? Z Q§+t - Qo‘
k=1

< Cy' para alguna constante T < co.

28]

5. En X hay una medida de referencia m gue es o—finita, y

() @B |z,a)= [gp(y|z,a)m{dy) con(z,a)cK yBeB(X), dondep
es uno densidad de transicion,

(B) p(y | T,a) es continua en a,

(©) [xPly | 2)w(y)m(dy) < Cwix), donde Py | v) = maxagaw) Py | 2,0).

6. Para cada estado imicial zg y cada politica Moarkoviana ©# = {01,02,...}, la
densidad de transicidn en t pasos satisface que, para cada ¢ > 0, existen un
conjunto X' C X con m(X') < oo y una constante positiva L tales que

[ c@dGlmmn@) < <y
Jx\ x

w(z)g (x|z) < L porazeX’
donde

W (z | m) = Poy (z | 20)
QW@M)=Lﬁ@mmMM@MM-

Si se cumple la condicién 5 de 3.6.1, se puede prescindir de las condiclones 2(b} y
3(b); los autores las incluyen para demostrar resultados preliminares que no requieren
la existencia de densidades de transicidn.

Las condiciones 1, 2, 3 y 4 de la Hipdtesis 3.6.1 estdn incluidas en nuestra Hipdtesis
3.2.1 v en las conclusiones de la proposicién 3.2.5.

En el terreno de las hipétesis, una primera diferencia es que nuestro enfoque no
requiere la existencia de densidades de transicién (condicién 5 de H-Y). Ademds, en
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lugar de pedir directamente la ergodicidad geométrica para las cadenas de Markov
generadas por politicas estacionarias {condicién 4 de H-Y), nosotros incluimos otras
condiciones mds ficilmente verificables contenidas en las Hipétesis 3.2.3 y 3.2.4, que
garantizan dicha ergodicidad (ver la Proposicién 3.2.5). Es conveniente hacer notar
que en nuestro trabajo se requiere que esta condicién sea satisfecha por las cadenas
generadas por polfticas estacionarias y deterministas, mientras que H-Y lo requieren
en las generadas por el conjunto més amplio de politicas estacionarias y aleatorizadas,
es decir, politicas @ = {¢,0,0,...) donde o (- | -) es una distribucién de probabilidad
en A dado X.

Mids importante que lo anterior, es el hecho de que con las condiciones 1 a 5 de la
Hipdtesis 3.6.1, H-Y demuestran la existencia de politicas BO tnicamente en la clase
de las politicas estacionarias, y requieren la condicidn 6 para extender este resultado
al conjunto de todas las politicas. En nuestro enfoque, con condiciones equiparables a
sus primeras cinco hipdtesis, se demuestra la existencia de polfticas BO en el conjunto
de todas las politicas, sin requerir ninguna condicién adicional. La hipdtesis de la
cual prescindimos en este trabajo, requiere que para cualquier polftica estacionaria
y cualquier estade inicial zg la coleccidn {w (z) q,frt ) (z | mo)} cumpla una condicién
tipo "tension" (tightness) para todo z en algtn conjunto de medida finita, ademsds de
estar uniformemente acotada.

Las diferencias entre los conjuntos de hipdtesis, estdn muy relacionadas con los
distintos procedimientos que se utilizan en cada uno de los enfoques para demostrar el
resultado principal. El trabajo de H-Y generaliza a espacios de Borel el procedimiento
usado en los articulos [5], [6], [28] v [30]; es decir, definir un orden (parcial) lexicogrédfico
en el espacio lineal de todas las series de Laurent de la forma

)
h= Z W () 1" con B eB (X)), ze X
n=-1

y construir los operadores necesarios para aplicar la técnica de iteracién de politicas
en ese espacio. H-Y introducen una topologia débil-fuerte en la clase de las politicas
estacionarias y aleatorizadas, basada en funciones de Caratheodory, en la cual dicho
conjunto de polfticas es compacto. Usando esta topologia, demuestran la continuidad
respecto a la politica, de los coeficientes de las series de Laurent para la recompensa
descontada esperada. Finalmente, aplican maximizacién lexicogréfica en las recom-
pensas descontadas, pero no de manera puntual (en cada estado inicial) sino para
alguna distribucién inicial absolutamente continua respecto a la medida de referencia
m.

El enfoque que aqui utilizamos - encontrar politicas que satisfagan la ecuacién

de optimalidad para costo promedio en una sucesién de modelos encajados— resulta
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mucho més directo y nos permite usar nicamente las hipdtesis necesarias para la
existencia de soluciones a dicha ecuacién de optimalidad.




Capitulo 4
Ejemplos

4.1 Introduccion

En los articulos [10] y [19] se presentan ejemplos que satisfacen las hipétesis que re-
querimos en este trabajo; de hecho, estos gjemplos satisfacen hipétesis més restrictivas
que las que aquf utilizamos. El primero de ellos consiste en un sistema controlado cuya
dindmica se describe por

Tpr1 = (T +aemy — €))7, t € Ny,

donde {n,} v {£,} son perturbaciones estocdsticas, es decir, sucesiones independientes
de variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas. Este tipo de sis-
temas tienen aplicaciones en modelos de inventarios y en modelos de colas con un sole
servidor. Las condiciones impuestas al modelo son:

1. X = [0,00) y todos los conjuntos de acciones son iguales: ‘A (z) = [0, x] para

algin x > 0 finito.

2. ng ¥ &, tienen densidades acotadas y continuas en [0, co} ¥ la variable aleatoria

¢ = xkmp — &g satisface
@) E{)<0 y (i) E (eqf) < 00
para algin nimero q > 0.

3. La funcién costo por etapa cumple que: sup4 ¢(z,a) < Ce¥ para alguna € > 0,
y para cada estado z existen funciones ¢, %9 en By {X) que satisfacen que
W (y) = 0y %% (y) — 0 cuando y | 0, tales que, para toda o’ € X,

sip\c(w,a)—c(w’,a” < Y (d(z,2))

wp [QC1%a ~@ (1), < ¥ (@)

30
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donde d(-,-) es una métrica en X.

El ejemplo incluido en el articulo [19] se refiere a un sistema cuya evolucién estd
descrita por ecuaciones lineales con una perturbacién estocdstica de la forma:

Ty =T+ +& €Ny,

en el que los costos son funciones cuadrdticas en © y en a. A un sistema de este estilo
ge le conoce como lineal-cuadrdtico. Entre las condiciones del modelo se incluye la
restriccidn de que todos los conjuntos de acciones viables A (z) estén contenidos en
un compacto [—M, M]. Ademds, se usa una densidad Gaussiana como distribucién
conmin de las perturbaciones.

En este trabajo vamos a analizar un sistema lineal—guadrdtico con restricciones
distintas a las que mencionamos anteriormente: los conjuntos de acciones seran sub-
conjuntos compactos de R y la distribucién de las perturbaciones serd una densidad
con soporte en un compacto. Las demds condiciones que le impondremos al modelo
son equivalentes a las usadas por Hordijk y Yushkevich en [19].

4.2 Un sistema lineal-cuadratico.

4.2.1 Elementos del modelo

Consideremos el sisterna cuya evolucién estd dada por:
Tiyy = kg + koag + &, t € Np, (4.2.1)

donde x; € R para toda t y los coeficientes k; y ke son positivos. Las perturbaciones
estocdsticas £, son variables aleatorias independientes con distribucién comin g (-) que

tienen media cero y varianza finita, ie.
E{g)=0 y o*=E(£) <.

El conjunto de los niimeros reales es tanto el espacio de estados como el de acciones,

le.
X=R=4

v los conjuntos de acciones viables en cada estado son de la forma
Az} = [ (x) 9 (2)] (4.2.2)

donde 1, vy 5 son funciones continuas no-negativas.

La fancién de costo por etapa es la cuadrdtica

c(z,a) = c12° + cpa? para toda (z,0) € K, (4.2.3)
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con coeficientes no—negativos ¢ y ¢
La probabilidad de transicién estd determinada por la densidad comun de las per-

turbaciones g (-} :

@ (Blz,a) = Prle € Bl =2,0t = aj
= Prlkiz + koo + &y € B

= / gy — k1x — kea) dy,
B

y con esto terminamos de describir todos los elementos de un modelo de control Marko-

viano
M= (X, A, {A(z) |z € X},Q,¢).
4.2.2 Condiciones para que se cumplan las hipétesis

Las condiciones que requeriremos en el modelo que acabamos de describir para garan-
tizar que las hipétesis del Teorema 3.3.5 se satisfagan, son las siguientes:

Hipé6tesis 4.2.1 1. 0 < ky < 1/2 donde k; es el coeficiente en ({.2.1).
2. Las funciones v, y g en (4.2.2) satisfacen que ¥; (2) > k1 jz| [k, i=1,2.

3. La funcién de peso w(-) estd dada por
w(z) = wel!

donde @ := max{1, ey + o (k1 /ko)*} y v 2 2. (Notese que w(-) = 1.)

4. La densidad comin g(-) de las perturbaciones &;, es una funcidn continua y

acotada con soporte en el intervalo § := |3, 5] donde § satisface

78 < log (v/2 + 1). (4.2.4)

5. Euxiste € > 0 tal que g(s) = ¢ pare toda s € S.

6. Sea A la medida de Lebesgue en X y So := [0,5]. La funcidn 1(-,-) y lo medida
v (-} requeridas en la Hipdtesis 3.2.3, estdn dadas por

lz,a)=1Ig,(z) Y{(z,a)eK, y v(B):=eA(BNSy VBe&B(X).

Observacién 4.2.2 En relacidn con la Hipdtesis 4.2.1(2), tomaremos especificamente

_ [ _Falz] kilzl
Alz) = [—k—z_lk-zm} (4.2.5)

en (4.2.2) debido o que tal eleccidn simplifica enormemente los cdlculos.
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4.2.3 Verificacién de las hipé6tesis

Hipétesis 3.2.1
Por (4.2.5) y (4.2.3) se cumplen las partes (a) (compacidad de A(z)) y (b) (con-
tinuidad de ¢ (z, -)) de 3.2.1. De la Hipétesis 4.2.1(3) se desprende que la funcién costo

por etapa satisface

sup ¢(z,a) < {cl + g (k1/k2)2J 2% <wr? <w(z)
aEA(z)

de manera que se cumple también la parte (d;} de 3.2.1 con € = 1. Para verificar la
parte (¢) de 3.2.1, sea v (-) una funcién medible y acotada arbitraria. Entonces, por
4.21(4)

I[Xv(y)@(dw,a) = Eo(@) | =0,0,= 0]
= EI[’U(klﬂi—f-kza-f‘gg)]
/Xfu(y)q(ylx, o) dy (4.2.6)

siendo q {y|z,a) la funcién de densidad

q(y|z,0) = Ipa (¥) g (y — Faz — kea),
donde Ip(; q) es la funcién indicadora del intervalo

D(x,a) = [k1z + kaa — 5, k1z + kaa + 5]

Nétese que y estd en D (z,a) siy s6lo si y— kyz — kea estd en S. La Hipdtesis 3.2.1(c)
se sigue de 4.2.6 y de la hipétesis 4.2.1(4).

La parte (d2) no se requiere porque la funcién de costo es no-negativa (ver la
Observacién 3.3.1(b)}.

Hipdtesis 3.2.3 y 3.2.4

Para empezar, hay que notar que la forma de los conjuntos A (x} dada en (4.2.5),
lleva a

|k1z + koa| < 2k |2| < |z ¥V (z,a) € K,

que a su vez implica que el intervalo D (z, 0) contiene a Sp = [0,3]. Asi que
Ib(a:,a) . ISo' (427)

Finalmente, en (4.2.6) reemplacemos v {-) por la funcién indicadora Iz de un con-

junto de Borel arbitrario B C X para obtener:

@<B|m,a)=/sq(y|x,a) dy.
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Entonces, las partes (5} y (6) de la Hip6tesis 4.2.1 y la relacién entre funciones indi-

cadoras (4.2.7) conducen a
@ (B|z,a) > Ig, (x)¢ / Ipns, (y) dy para toda B € B (X).
Jx

lo que nos garantiza la Hipétesis 3.2.3(a). Es evidente que las definiciones de l y v
dadas en 4.2.1(6) satisfacen las partes (b) (fpwdv < 00) y (d) (fglrdv > 0) de 3.2.3

v la Hipdtesis 3.2.4.
Asf que lo 1nico que falta es verificar la desigualdad (3.2.1) dada en la Hipétesis

3.2.3(c). Para este fin, hay que observar que

[o®QuyIan = [ v+ ba+s)gls)ds
X J--F

et

v la definicién de w dada en 4.2.1{3) conducen a

' E
/ wy) Q(dy|z,0) < werlzthal / olslds
X

< w(z)e~lelerely (673 _ 1) /v
= Kw(z) Vo € X,

donde K = % (7% — 1) que es menor que 1 debido a la desigualdad (4.2.4).
Por lo tanto, se cumplen todas las hipétesis del Teorema 3.3.5 lo que garantiza la
exitencia de polfticas Blackwell éptimas para el sistema lineal—cuadratico descrito.

4,2.4 Politica Blackwell éptima

Para empezar, debemos buscar politicas que satisfagan la ecuacién de optimalidad

para costo promedio en el modelo inicial
D-’RO = (X: A: {AU("‘C) I T e X}: Qv hU)a

donde Ay (z) := A(z) = [~ki/kez, k1/kgz], ¥ ho (z,0) == c (2, a) = c12® + c2a?.

D. Blackwell fue también el iniclador de un método para obtener politicas promedio
éptimas conocido como descuento desvaneciente (vanishing discount approach). Este
método consiste en encontrar funciones de costo a—descontado Vi (-) para valores
variables de @, y hacer tender o a 1 para obtener politicas promedio éptimas partiendo
de politicas ae—descontadas dptimas. Para ver bajo qué condiciones es posible aplicar
este procedimiento, se puede consultar por ejemplo [13].

Siguiendo esa via en nuestro ejemplo, para una politica estacionaria f, una funcién

u ¥ un estado fijo z definimos:

- Oé) Va (th U, Z)

P ¢+ =(1
Vo (faru,2) — Va (fmu% 33) -

ha ()
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Si fo es una politica estacionaria a—descontada éptima v u = ¢ (-, fo (), las igual-

dades anteriores se transforman en:
pe = (1-0)V2(2) (4.2.8)
ho(z) = Vi(2) -V, (z), (4.2.9)

donde el costo 6ptimo esperado V es la inica solucién en B, {X) de la ecuacién de
programacién dindmica para costo a—descontado, dada por

V2 (z)= min {cia® +cpa® +Of/ Vi (1) Q (dy |z, a) Vee X, (4.2.10)
GEAO(E} X

(ver el Teorema 8.3.6 en [14]).
Por la forma cuadrdtica de la funcién de costo, V. () necesariamente es una fun-

cidn también cuadrdtica de la forma
Vi (z) = v (@) 2 + vz (@) Vee X (4.2.11)

Entonces, en Jugar de resolver explicitamente la ecuacién de programacién dindmica,
reemplazamos V, por la expresidn anterior y y por kiz + ksa + s en (4.2.10) para

obtener:
vy (@) 22+ vz (o) =

= min {clmg +ena? + o:/ [ful (e) {k1z + koo + 3)2 + w9 (a)] g(s) ds} ,
a€Ag(z} X

de donde, recordando que g es una densidad con media cero y varianza o2, obtenemos:

EI'fl41I(1 : {e13® + c20® — v1 (@) 2 + avy (@) [K2a? + k2a® + 2kiksaz + 0] + (o — 1) va (a) }

acAdg(x

=0

Para encontrar el minimo, tomando

avy (o) o?
v (@) = 1 —a
la expresién anterior queda en la forma:
2
0 = min {cwz + cpa® + vy (@) |kiz? ~ r . k2a® + Eklkgcw:} } : (4.2.12)
acAp(z) 8

Derivando la funcién entre corchetes respecto a la accién a e igualando a cero, obten-

amaoas:
* __ G (Oﬁ) klkZ

o+ oy (o) k3™
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Sustitizyendo este valor en la funcién que queremos minimizar, llegamos a la ecuacién:
— k2t (a)2 + (aclk§x2 + acakiz? - 02:1:2) v {o) + cregz® = 0.

De esta manera, podemos finalmente concluir que ¥ (z) dada en la forma (4.2.11),

es la 1inica solucién de (4.2.10) si sus coeficientes cumplen que:
v2 (@) = (1 — )"t ov () 02
y v (@) es la Unica solucién positiva de la ecuacién cuadrética
akdvr (@) + (2 — acik? — acak?) v (@) — crea = 0. (4.2.13)
Ademas, la politica estacionaria cv—descontada éptima estd dada por:
fo(z)=—f{a)z Vee X (4.2.14)

con coeficients
F (@) = [co + amy (&) k3] " o (@) kaka. (4.2.15)

Obsérvese que como ¢z > 0, se tiene que |f ()| £ ki1/kg, lo que garantiza que
f¥(z) estd en Ap(z) para toda z € X.
Haciendo tender a a 1 en la expresion (4.2.14)-(4.2.15) Hegamos a

Fz) = f2(z) = ~fou Vze X, (4.2.16)

donde
fo = {ca +vokd) " wokiky (4.2.17)

¥ vo es la dnica solucién positiva de la ecuacién (4.2.13) cuando « { 1, es decir,
k3v5 + (2 — e1kE — cok) vo — c102 = 0. (4.2.18)

Veremos més adelante que ff (z) es una politica promedio 6ptima.
Por otro lado, tomando z =0 en (4.2.8) y (4.2.9), obtenemos:

Poi=(1=a) V5 (0)=(1-0a)ua ()

ho (z) == V3 (0) = Vi (z) = —vs (@) 2°.

De estas tiltimas expresiones obtenemos py y hj haciendo nuevamente tender o a 1:

Po = Py =100 Y h(T) = kb {z) = —vezt. (4.2.19)
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La constante gy y la funcién —h; (-) son selucién de la ecuacién de optimalidad
para costo promedio. Para verificarlo, sustituimos los valores dados en (4.2.19) en la

ecuacion:

po = @)= min [c(o,0) — [ () Qe ]=.a)]

Ao(z)

v obtenemos

02 + vzt = in%n) [clscz + coa® + 'UQ/ (k12 + koo + 3)2 g(s) ds}
ofz X

= F%HJ [c1m2 + ega® + v (k%:cz + k20® + 2k1koazr + 02)] )
olz
Realizando célculos directos, se observa que la funcién fg (2} dada en (4.2.16) minimiza
el lado derecho de la ecuacién anterior y que la igualdad se verifica.
Al aplicar la politica promedio dptima, el sistema dindmico (4.2.1) toma la forma:

Tip1 = k1w + koos + &
‘Uoklkg

—_— ,
co +’U0k§ o e

= klmt —

es decir,

Cgkl
52t + ft:

Tyl = — ———=
+ C2+'U(]k2

donde e3 > 0 y vp satisface la ecuacion (4.2.18).
Ahora debemos encontrar una solucién a la ecuacién de optimalidad para costo

promedio correspondiente al modelo
My = (X, A4, {A(z) |z € X},@, h),
donde el conjunto de acciones viables en cada estado x es
Ay (z) = {a = (e + vgkg)_'l ’uoklkgw} .

Obsérvese que en este modelo la funcién de costo Ay (z) = —voz? no depende de

la accién. De hecho, es una funcién de la forma c(z,a) = 122 + cza® con o = 0.

Asi que, al repetir el procedimiento anterior en el modelo 9, se obtiene una politica

promedio éptima del tipo de la politica dada en (4.2.16)—(4.2.17) pero con ¢y = 0, es
decir,

ffz):=- -;z—;-:z: Ve X, (4.2.20) s

Los valores para p; ¥ ha (2) que se encuentran en este caso som:

M= —‘000'2 ¥ hs (:E) = ’an‘.g,
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y el nuevo modelo a analizar es
D 1= (X1 A: {A2($)’$ € X}: Q1 h’2):

con As{(z) = {a=—(k1/k) z}. Como Aj(z) contiene una sola accién para cada
z € X (accién que depende exclusivamente de los pardmetros del sistema dindmico)
v los conjuntos Az (x}, A4(z),... son subconjuntos no vacios de Aj{z), se tiene
que todos los conjuntos A, (z) con n = 3,4,5,..., son iguales a A2 (z) y la politica

Blackwell 6ptima es ff (x) dada en (4.2.20).
Obsérvese finalmente que al aplicar la politica Blackwell 6ptima, el sistema dindmico

se transforma en la sencilla expresién

Tiy1 = ft‘

e




Capitulo 5

Conclusiones y problemas
abiertos

Este trabajo se enmarca en el contexto de los procesos de control Markovianos con
costo promedio que se usan en una gran variedad de aplicaciones. Uno de los problemas
en su aplicacidn consiste en que, por tratarse de un criterio imite, los costos asintdti-
cos determinan completamente su valor sin diferenciar entre politicas que generan
comportamientos muy distintos, El criterio de optimalidad en el sentido de Blackwell
brinda una alternativa para resolver esta deficiencia generando politicas que contem-
plan tanto los primeros costos producidos como los asintéticos. El resultado principal
de este trabajo consiste en encontrar condiciones bajo las cuales la optimalidad de
Blackwell se puede obtener como resultads de aplicaciones sucesivas de optimalidad
promedio en una sucesiéa infinita de modelos anidados en los conjuntos de acciones
factibles para cada estado z.

Aun cuando este criterio surgié hace m4s de 40 afios, hasta hace poco tiempo sélo se
habia podido demostrar la existencia de politicas Blackwell éptimas (BO) en modelos
con espacios de estados y acciones finitos o numerable [2, 25, 5, 6, 4]. La primera
demostracién sobre existencia de politicas BO en modelos con espacio de estados de
Borel, conjuntos de acciones compactos y costos no necesariamente acotados, se debe
a Hordijk y Yushkevich (H-Y) vy fue publicada en 1999. En trabajos previos a éste
tiltimo, Yushkevich [28, 30] estudi6 el problema de existencia en modelos con espacio
de estados de Borel, pero con espacio de acciones numerable o con costos acotados,
bajo hipétesis aun m4s restrictivas que las usadas en {18, 19]. Aquf presentamos otra
via para asegurar la existencia de politicas BO en modelos tan generales como los
usades por H-Y, que es mucho mds directa y requiere hipétesis menos restrictivas.
La comparacién entre los procedimientos y entre las hipstesis de ambos trabajos, se
presenta en la seccidn 3.6,
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En particular, en este trabajo hemos resuelto el problema abierto que plantearon
H-Y [18] relativo a la posibilidad de prescindir de una hipétesis utilizada por ellos
para garantizar la existencia de politicas BO en el conjunto de todas las politicas, la
hipdtesis que referimos en 3.6.1(6) .

Como en cualquier trabajo de investigacién, un problema abierto es la posibilidad
de debilitar las hipdtesis que requerimos aqui para obtener el resultado principal.

Un segundo problema abierto es el de identificar las caracteristicas generales de
familias de modelos en los que es posible asegurar la existencia de politicas BO. En
este trabajo desarrollamos un ejemplo de modelo lineal-cuadratico en el que se cumplen
las condiciones para su existencia. Una de las caracteristicas mds ttiles de este modelo
es que la funcién de costo por etapa es una funcién convexa con un valor mfnimo dnico.
De aqui surge la pregunta de si es posible un tratamiento similar en todos los modelos
Markovianos de control convexos.

Por iltimo, un tercer problema es la extensién del resultado a modelos de control

a tiempo continuo o a alguna clase particular de estos modelos, como los procesos de

difusién.
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