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Resumen

En este trabajo se describen los llamados fendmenos de transferencia y, en particular, se
analizan los fenémenos de transferencia de masa y de cantidad de movimiento. En cada

caso se menciona en que consisten y los fundamentos en los cuales estan basados

Se explica en que consiste la dinamica computacional de fluidos y las ventajas sobre la
dindamica experimental y tradicional de fluidos. Se describen los tipos de ecuaciones
diferenciales parciales que gobiernan los fendomenos de movimiento y de transporte de

masa.

Se presentan algunas técnicas para la discretizacion de ecuacicnes diferenciales
parciales y sus especificaciones para su utilizacion, y se aplican a las ecuaciones de

difusion y de transporte de masa.

Se utilizan los métodos explicito e implicito, los cuaies se aplican para discretizar las
ecuaciones diferenciales parciales mencionadas. Se describe en que consiste el método
AD] y se aplica junto con una técnica de elemento finito al casc bidimensional de la

ecuacion de transporte de masa.

Para el caso del fendmeno de transferencia de cantidad de movimiento se aplica también
el método del ADI, y los parametros que se necesitan para la correcta ejecucion del

modelo hidrodinamico.

Para ambos modelos numéricos se explica la manera en que se calibran y con que

parametros se lleva a cabo esto.

Finalmente, se emplean ambos modelos numéricos para utilizarse en dos casos de
aplicacion, el primero consiste en una prueba de sensitividad de los coeficientes de
dispersidn de la ecuacién de transporte de masa y el segundo es un estudio de dispersién

de contaminanies, en este caso temperatura, en el rio Tecolutla, ubicado en Veracruz.
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Importancia general de la tesis

La permanente mejora en la velocidad y en el almacenamiento en memoria de las
computadoras desde los afics 50's, ha permitido el surgimiento de la Dinamica
Computacional de Fiuides (CFD). Esta rama de la Mecanica de Fluidos complementa la
parte tedrica y experimental de esta, proporcionando una alternativa para la simulacién de
flujos reales.

El desarrolio de computadoras mas eficientes ha generado un notable interés en CFD,
ademas de que ha producide una mejora en la eficiencia de las técnicas computacionales,
por lo que CFD es el medio preferido de disefiadores en muchas ramas de la aviacion, de
la industria automovilistica, de ingenieria hidraulica, ambiental, etc. Dentro de las ventajas
que ofrece CFD sobre la dinamica de fluidos experimental se encuentran las siguientes:

i) El tiempo en disefio y desarrollo es reducido

i) CFD puede simular condiciones de flujo no reproducibles en pruebas
experimentales

i) CFD proporciona informacion mas detallada

iv) CFD incrementa la relacién costo-beneficio

El usar un cédigo optimizado de CFD permite elaborar disefios alternos (configuraciones
geométricas distintas), los cuales son estudiados bajo diferentes valores de los
parametros del flujo, por ejemplo, nimero de Reynolds, nimero de Mach, orientacion del
flujo etc. En la practica CFD es una herramienta muy efectiva para la seleccion del disefio
dptimo.

Como se aprecia [a CFD es una herramienta muy util para la solucién de problemas
relacionados con la Hidraulica, sin embargo para el caso de México la dinamica
computacional de fluidos no se ha desarroilado totalmente, ya que las grandes empresas
de ingenieria hidraulica existentes en el pais generalmente adquieren el software de
empresas extranjeras gue han invertido recursos humanos y economicos en su
investigacién y desarrolio.

Por lo anterior y con la finalidad de coadyuvar en el desarrollo de herramientas para
resolver problemas de ingenieria hidraulica y ambiental en el pais se presenta este
trabajo.
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Objetivos

Elaborar un algoritmo numérico utilizando esquemas en diferencias finitas y en elemento-
finito para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes y de transferencia de masa, e
implantarfo en un programa de computadora.

« Presentar el uso y aplicacion de lo anterior a problemas practicos y tedricos.

o Desarrollar y utilizar software para la solucion de problemas de ingenieria
hidraulica, en especifico a las areas de hidraulica maritima y fluviai.

Metodologia

Se realizaron las actividades siguientes para la elaboraciéon de este trabajo.

a) Recopilacién exhaustiva de la informacion referente al tema, es decir se
consultaron trabajos relacionados con modelos hidrodinamicos promediados en la
vertical y con modelos bidimensionales de transporte de masa.

b) Se estudiaron métodos para discretizar ecuaciones diferenciales parciales, una
vez determinado el mejor método se construyd el algoritmo de calculo para
después implantarlo en un programa de computadora, '

c¢) Finalmente se realizaron casos de aplicacion en los cuales se comprendieron
los fendmenos fisicos de movimiento de flujo v de transporte de masa. Se

elaboraron graficos en los cuales se muestran campos de velocidades y de
temperatura.

d) Se obtuvieron las principales conclusiones del estudio.

Contenido de la tesis

Capitulo 1

Se describen brevemente los principios basicos de la Mecanica de Fluidos, se deducen
las ecuaciones de continuidad y de movimiento de Navier-Stokes. Se mencionan los
fendmenos de fransferencia de masa, calor y cantidad de movimiento. Se analizan las
ecuaciones fundamentales del modelo hidrodindmico,
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Capitulo 2

Se describen las ecuaciones fundamentales de transporte de masa, se realiza la
deduccidon de las mismas, y se mencionan las areas de aplicacion.

Capitulo 3

Se estudian las ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas, hiperbodlicas y elipticas
mencionando la aplicacion de cada una de ellas. Se concentra la atencion en estudiar las
de tipo parabélico e hiperbdlico, que son las que gobiernan la ecuacién de transporte de
masa.

Se plantean técnicas para discretizar ecuaciones diferenciales, tomando en cuenta cual
es el mejor algoritmo para evitar en lo posible los errores producto de la discretizacion. Se
analizan Ias ventajas y desventajas de los esquemas explicitos e implicitos y sus
principales restricciones de usc para evitar en lo posible la disipacién y dispersién
numeérica

Capitulo 4

Se plantea el procesc para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes numéricamente a
través del método ADI, también se mencionan las principales consideraciones realizadas
para dicha solucién, se plantea un modelo bidimensional en diferencias finitas para
resolver de manera aproximada las corrientes de marea en zonas préximas al litoral de
profundidad reducida.

Capitulo 5

Se plantea el algoritmo de célculo hibrido, es decir, utilizando un esquema en diferencias
finitas y en elemento finito para resolver numéricamente la ecuacion bidimensional de
transporte de masa a través del método ADI, se mencionan las ventajas de dicho
algoritmo. Se presentan diferentes formulaciones para calcular los coeficientes de
dispersion, ya sea en rios o en medios marinos.

Capitulo 6

Se presentan dos casos de aplicacién para mostrar los modelos hidrodinamico y de
transporte de masa,. El primero consiste en una prueba de sensitividad de los coeficientes
de dispersion y el segundo es un modelo hidrodinamico del rio Tecolutla, en el cual se
prueba el modelo de adveccion dispersion.
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1 Ecuaciones fundamentales del modelo hidrodinamico

1.1 Nota histoérica

Hasta principios del presente siglo el estudio de los fluidos fue desarrollado esencialmente
por dos grupos: los ingenieros hidraulicos y los matematicos. Los ingenieros hidraulicos
trabajaron desde el punto de vista empirico, mientras que los matematicos se centraron
en enfoques analfticos. La gran cantidad y usuaimente ingeniosa experimentacion del
primer grupoc produjo mucha informacion con valor incalculable para los ingenieros
practicantes de entonces; sin embargo, debido a la carencia de los beneficios de la
generalizacion propios de una teoria practicable, estos resultados eran restringidos y de
valor limitado en nuevas situaciones. Mientras tanto, los matematicos por el hecho de no
aprovechar la informacién experimental, se vieron forzados a establecer hipétesis tan
simplificadas que produjeron resultados a veces completamente opuestos a la realidad.

Fue evidente para investigadores eminentes, como Reynolds, Froude, Prandtl y Von
Karman, que el estudio de los fluidos debe ser una mezcla de teoria y experimentacion.
Con ellos nace la ciencia de la Mecanica de Fluidos, tal como se conoce actualmente. Los
modernos centros de investigacidn y ensayos emplean matematicos, fisicos, ingenieros y
técnicos calificados quienes, trabajando en equipo, mezclan estos plintds de- vista con
grados diferentes segun su trabajo

1.2 Principios basicos de la Mecanica de Fluidos

En general, la materia puede clasificarse por las formas fisicas en que se presenta. Estas
formas, conocidas como fases, son la sdlida, la liguida y la de gas o vapor. Los fluidos
comprenden las fases liquida y gaseosa de la materia. Al discutir la dinamica de fluidos, el
interés se cenira en el estudio del comportamiento de los fluidos en movimiento y la forma
en gue este comportamiento se relaciona con los momentos y fuerzas aplicadas. Tanto
los liquidos como los gases tienen en comun una forma distinta de reaccionar cuando
estan sometidos a esfuerzos tangenciales, lo cual explica su fluidez y proporciona la clave
basica para desarrollar los principios de fa dinamica de los fluidos, este rasge comun y
distintivo se puede estabiecer como sigue:

Un fluido se define como una sustancia que cambia su forma continuamente siempre gue
esté sometida a un esfuerzo cortante, sin importar qué tan pequefio sea. En contraste un
soOlido experimenta un desplazamiento definido (o se rompe completamente) cuando se
somete a un esfuerzo cortante. Por ejemplo, el bloque sdlido que se muestra a la
izquierda de la Figura 1.1 cambia su forma de una manera caracterizada por el angulo Ax
cuando se somete a un esfuerzo cortante © si éste fuera un elemento de fluido (Figura
1.1, parte derecha), no existiria un Ax fijo, ni aun para un esfuerzo cortante infinitesimai.
En lugar de esto, persiste una deformacion continua siempre que se aplique el esfuerzo
cortante t; a esta deformacién se le denomina rapidez de deformacion angular. En
materiales que se conocen como plasticos, p.e. la parafina, cualquiera de estos tipos de
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deformacion al corte pueden presentarse dependiendo de la magnitud del esfuerzo
cortante,

Los esfuerzos cortantes por debajo de un cierto valor inducen desplazamientos definidos,
similares a los de un cuerpo sélido, mientras que esfuerzos cortantes por encima de este
valor causan deformaciones Coé‘s?&%? similares a las de un fluido,

Sélide cortante Esfuerzo

Fluido /cortante

ey Y

Ao’

| S T T I

FALLA DE ORIGEN

TESIS CON

Figura 1.1 Esfuerzo cortante en un sdlido y en un fluido

No todos los fluidos muestran exactamente la misma relacion entre el esfuerzo y la
rapidez de deformaciéon. Un fluido se llama newtoniano, si el esfuerzo tangencial es
directamente proporcional a la rapidez de deformacién angular, partiendo de esfuerzo
cero y deformacion cero. En este caso la constante de proporcionaiidad es definida como
la viscosidad absoluta o dindmica, denotada con la letra griega p. Asi los fluidos
newtonianos tienen la propiedad de poseer una viscosidad dinamica independiente del

movimiento al que esta sometido el fluido. Los fluidos mas comunes como el aire y el

agua son newtonianos. Hay una analogia entre los fluidos newtonianos que tienen una
viscosidad constante la cual relaciona al esfuerzo con la rapidez de deformacion y los
sélidos que obedecen a la ley de Hooke, con un médulo de elasticidad constante, el cual
relaciona al esfuerzo con la magnitud de la deformacion.

Los fluidos que manifiestan una proporcionalidad variable entre esfuerzos y rapidez de
deformaciéon se conocen como no-newtonianos. En tales casos la proporcionalidad puede
depender del intervalo de tiempo durante el cual el fluido esta sujeto al esfuerzo, asi como
la magnitud del mismo. Un gran nimero de fluidos, de uso poco comun, PErO que son
sumamente importantes, son no-newtonianos, tates como algunos plasticos, éstos tienen
un esfuerzo de fluencia por debajo del cual se comportan como un sélido, pero mas alla
de éste se comportan como un fluido. En la Figura 1.2 se muestran los comportamientos
de fluidos y plasticos, en los llamados diagramas de rapidez de deformacion, esfuerzo
tangencial.
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Figura 1.2 Tipos de fluidos

Se puede hacer una subdivisién de los fiuidos en dos clases principales, compresibles e
incompresibles, sobre la base de su reaccidon a esfuerzos de presion (normales), por
gjemplo todos los gases y vapores son altamente compresibles, los liquidos por el
contrario son soOlo  ligeramente compresibles. La compresibilidad introduce
consideraciones termodinamicas a los problemas de fluidos que en ocasiones son de
dificil solucion. Por otro lado, si se supone gue este tipo de fluidos son incompresibles, la
descripcion del estado del fluido y su comportamiento cuando esta en movimiento sera
mucho mas facil, con algunas excepciones importantes para los [iquidos, para todo
proposito practico, se consideran generaimente como fluidos incompresibles.

Todos los fluidos estdn compuestos por moléculas discretamente espaciadas y en
movimiento continuo, en las definiciones y diferenciaciones usadas antes para describir a
los fluidos, esta estructura molecular fue ignorada y el fluido se consideré como un medio
continuo. Esto significa que todas las dimensiones en el espacio del fluido se consideran
grandes, comparadas con el espacio molecular, suposicién que se hara a lo largo de todo
este trabajo. Esto también significa que todas las propiedades del fluido, tales como la
densidad y viscosidad seran continuas, de punto a punto, a través de la regién que se
encuentre en el fluido. :

Finalmente, un comportamiento importante de los fluidos viscosos es la condicién de no-
deslizamiento en las fronteras rigidas. Experimentalmente se observa que los fluidos
reales tienden a adherirse a las fronieras, lo cual da como resultado una velocidad cero
con respecto a ellas. De este modo, analizando movimientos de fluidos con viscosidad, se
ve que esta condicidn fisica siempre debe ser satisfecha.
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1.3 Propiedades de importancia en dinamica de fluidos

Presion, p. Presion es fuerza / area. Si un volumen de materia es aislado como un cuerpo
libre, el sistema de fuerzas que actua sobre el volumen incluye a las fuerzas de superficie
gjercidas sobre cada elemento del area que encierra el volumen. En general, una fuerza
superficial tendra componentes perpendiculares y paralelas a la superficie. En cualquier
punto, la componente perpendicular por unidad de area es llamada esfuerzo normal. Si
éste es un esfuerzo de compresion, es llamado intensidad de presién o simplemente
presién. La presidn es una cantidad escalar, y la fuerza asociada a una presién dada,
actuando sobre una unidad de area es p dA, y tiene la direccién de la normal al area dA.
Asi en un punto en el interior de una masa de fluido, la direccion de la fuerza de presion
depende de la orientacion del plano.

La presion puede medirse con respecto a un valor cero absoluto {presion absoluta) o con
respecto a la presidn atmosférica en ia localidad en que se mide (presién manométrica)

p (manométrica) = p (absoluta) - pam (absoluta).

Temperatura, T. Dos cuerpos en equilibrio térmico muestran el mismo valor para la
propiedad que se conoce como temperatura. Los cambios en [a temperatura causan
cambics en otras propiedades de la materia y proporcionan métodos de medida. Un
ejemplo, es la expansién del mercurio con el incremento de la temperatura, mientras otro
es el incremento en la presion en un gas con volumen constante al incrementarse su
temperatura.

Densidad, p. Densidad es masa / volumen. Se dice que una cantidad dada de materia
tiene cierta masa la cual es tratada como invariante, por tanto, la densidad sera una
constante mientras que el volumen de unha cantidad dada de materia permanezca sin
cambios.

Peso especifico, y. El peso especifico es peso / volumen. El peso depende del campo
gravitacional, (en el campo de la Tierra, es la fuerza de gravedad actuando sobre una
masa dada, en una localidad determinada). Consecuentemente, el peso especifico, en
contraste con la densidad, depende del campo gravitacional.

Viscosidad {molecular dinamica), pu. Debido a la movilidad molecular, una propiedad
llamada viscosidad se hace evidente siempre que un fluido se mueva de forma tal que
exista movimiento relativo entre volimenes adyacentes. Esto lleva al método comuin de
definir la magnitud de la viscosidad para mediciones en términos de un flujo simple.
Considerando el campo bidimensional de esfuerzos tangenciales paralelos, descrito por la
velocidad u en la direccién del gje X, cuya magnitud es una funcion solamente de la
normal en la direccién del gje y; para este caso, la relacidn entre el esfuerzo tangencial y
rapidez de deformacién angular del fluido es:
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du
= 1.1
P«dy

donde

Ty . ESfuerzo tangent:lal actuando en la direccién del gje x, sobre un plano cuya normal es
la direccién y (kg/m?)

= u(y) : velocidad, m/s
du/dy : rapidez de deformacién angular, 1/s
u : viscosidad molecular dinamica, kg s/m’

El factor p es llamado viscosidad molecular dinamica, sus unidades contienen la cantidad
dinamica de fuerza. Para fluidos newtonianos, p tiene un valor unico que depende
solamente del estado del fluido, y por lo tanto ésta es una de las propiedades del fluido.
Como se indicé, muchos fluidos reales se aproximan a esta suposicién newtoniana, no
obstante existen excepciones importantes.

Viscosidad (molecular cinematica), v. La relacion w/p aparece frecuentemente cuando
se trabaja con dinamica de fluidos. Tiene dimensiones y unidades cinematicas, las cuales
explican la razén de su nombre.

v=t 12
p

Modulo de elasticidad volumétrico, E, y compresibilidad. La compresibilidad es una
medida del cambio de volumen y densidad, cuando una sustancia esta sujeta a presiones
normales, y esta definida por

Compresibilidad = % de cambio de volumen (o densidad) para un cambio de presién dado

Compresmllrdadﬁ—g\*/\idi =+QEL _ 1.3

P p dp

Donde el signo negativo indica una disminucion en el volumen, V, debido a un incremento
en la presion,

El reciproco de la compresibilidad es conocido como el modulo de elasticidad volumeétrico.

dp . dp

E, =- =+
dviv dp/p

1.4
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1.4 Cinematica de fluidos
1.4.1 Campo de velocidades

Generalmente las diferentes partes de un fluide en movimiento tienen distintas
velocidades y aceleraciones. Entonces el campo en movimiento debera de ser descrito en
términos de las velocidades y aceleraciones de las particulas en los diversos puntos de la
region del espacio tridimensional. Ambas, velocidades y aceleraciones, son cantidades
vectoriales. En coordenadas cartesianas las componentes de la velocidad segun los ejes
X, ¥, Z, son u, v, w, en particular estas componentes son funciones del tiempo y dependen
de la posicién en el espacio en cualquier instante.

Existen dos métodos para describir el movimiento de un grupo de particulas en un medio
continuo. En el primero, o método lagrangiano, las coordenadas de las particulas en
movimiento son representadas como funciones del tiempo. Esto implica que en algin
tiempo arbitrario t,, las coordenadas de una particula (a, b, ¢), se identifican, y a partir de
este momento se sigue al movimiento de esa particula a través del campo de flujo. La
posicion de la particula en cualquier otro instante estd dada por un conjunto de
ecuaciones de la siguiente forma:

x=f(a, b, c 1), y=f(a b, c,t), z=f;(a, b, ¢ t) 1.5

Las correspondientes velocidades estan dadas por:

)
at ), ot ), ot ),

El subindice cero, que se encuentra en las derivadas parciales, sirve para recordar que se
debe mantener constantes las coordenadas originales a, b y ¢. Este enfoque se utiliza
comunmente en la dindmica de sélidos, donde es conveniente identificar una particuia
discreta, por ejemplo, el centro de masa de un sistema resorte-masa para determinar la
historia subsiguiente de su movimiento en funcién del tiempo.

Cuando se considera a las particulas de un medio continuo, el enfoque lagrangiano se
hace extremadamente incomodo, ya que la descripcién del campo de flujo requiere tres
veces el numero de parametros utilizados en las ecuaciones (1.5). Mas aun, debido a la
naturaleza deformable del medio fluido, en general no tiene interés |a historia detallada de
una particula individual, siho mas bien la interrelacidn de las propiedades del flujo en ios
puntos individuales del campo.

El segundo método para describir el movimiente de un fluido, el cual se utilizara en
adelante, permite fijar la atencién en puntos discretos, sin preocuparnos por identificar ias
particulas gue se encuentran en dichos puntos. Cuando se utiliza este enfoque, conocido
como metodo de Euler, el observador nota las caracteristicas del flujo cerca de un punto
fijo cuando las particulas pasan por él. La descripcion de todo el campo de flujo es una
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fotografia instantanea de las velocidades y aceleraciones de cada particula. La diferencia
entre los dos métodos estriba en el hecho que en el método lagrangiano las coordenadas
de las particulas se representan como funciones del tiempo, mientras que en el método
de Euler son las velocidades de las particulas en varios puntos las que estan dadas como
funciones en el tiempo. De aqui que X, y, z, sean variables independientes, mientras que
en el método de Lagrange son dependientes. De acuerdo con Euler, el campo de
velocidades esta dado por:

V=iu+jv+kw 1.7
donde

u=~fix vzt
v=f(x vy zt)
w=f Yy z 1D

i, J, k, son vectores de magnitud unitaria, dirigidos en las direcciones positivas de los gjes
X, ¥, z. Utilizando este métodoc es posible expresar el cambio de la velocidad en la
vecindad de un punto, en términos de las derivadas parciales con respecto a las cuatro
variables independientes, por ejemplo el cambio de la velocidad en la direccion x es:

du:g—gdt+%dx+?—udy+§ﬂdz 1.8
ot ox ay dz :

Cuando una particula experimenta un pequefio desplazamiento en la vecindad del punto
en el tiempo dt, las componentes de la distancia recorrida no son independientes, sino
que tienen la siguiente forma; dx = u dt, dy =v dt y dz = w dt. Sustituyendo estos valores
en la ecuacidn anterior se obtiene la aceleracién en la direccion del eje x, la cual es:

du du au du au
= U — +V — W —
dt ot dx ay oz

1.9

Esta es la derivada total que representa la rapidez de variacién de la velocidad de una
particula que ocupa un punto en particular en el espacio en un cierto tiempo. Esta
derivada total esta expresada como la suma de un cambio local como una funcién del
tiempo (ou/at) y un cambio convectivo dependiente del movimiento de la particula en el
espacio, (u (ou/ox) + v (Buldy) + w (Buloz)).

Cualquier otra propiedad del fluido o su movimiento pueden ser fratados en esta forma.
Por ejemplo la ley de variacién total de la densidad de un fluido compresible puede
expresarse como:

98=aiu+ua—pJrvg—p—+wa—p 1.10

dt ot ox ay dz
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1.4.2 Flujo permanente y uniforme

De las reglas para la derivacidn total se obtiene que los tres componentes de la
aceleracién son:

_du_0du  ou  du  du

K= = —— U —+V— W
dt ot ax oy oz

dvov Qdv ov ov

A ==t U—+V—+ W 1.11
dt ot &x oy oz

_dw ow ow 0w ow

a, =-—-= FU—— 4V — + W
*oodt ot X ay 0z

Si todas las aceleraciones locales son nulas, el movimiento es permanente. La velocidad
puede cambiar de punto a punto en el espacio, pero en un punto fijo no ocurriran cambios
con el tiempo.

Si todas las aceleraciones convectivas son nulas, el movimiento es uniforme. Las
aceleraciones convectivas nulas implican flujo paralefo, como puede verse mediante un
analisis de las ecuaciones anteriores. Esto permite establecer la definicién de que ei
movimiento es uniforme si los vectores velocidad son paralelos en cualquier parie del
fluido.

1.4.3 Trayectorias y lineas de corriente

Una linea de corriente es una curva imaginaria que conecta una serie de puntos en el
espacio en un instante dado, de tal forma que todas las particulas que estan sobre la
curva en ese instante tienen velocidades cuyos vectores son tangentes a la misma, como
se indica en la Figura 1.3a. De aqui que las lineas de corriente indican la direccion del
movimiento de las particulas que se encuentran a lo largo de ellas, en un instante dado.

Un tubo de corriente de flujo es un tubc imaginaric o0 conducto pequefio, cuya frontera
esta formada por lineas de corriente. Las lineas de corriente son fronteras en el mismo
sentido que las paredes son fronteras de los conductos reales. Reciprocamente, las
fronteras de un conducto real o de cualquier sélido inmerso en el fluido son lineas de
corriente. Si las fronteras son paredes sélidas no hay componente normal de la velocidad
en las mismas.

En el movimiento permanente, las lineas de flujo se conservan fijas con respecto al
sistema de referencia. Mas aun, las lineas de flujo permanente coinciden con las
trayectorias de las particulas mdviles. En el movimiento variable 0 no permanente, una
particula del fluido no permanecera, en general, sobre la misma linea de flujo; por lo tanto
las trayectorias de las particulas y las lineas de corriente no coinciden. El flujo uniforme
variable es una excepcion de esta regla.
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La Figura 1.3b muestra una linea de corriente y la trayectoria de una particula para un
fluido no uniforme y variable. Se muestran los vectores velocidad de las particulas a,byc
sobre |a linea de corriente en el tiempo t;, para los tiempos 1, y t;, se muestra la particula
a, ocupando sucesivas posiciones sobre su trayectoria, apartdndose de la linea de
corriente.

Linea de corriente
instantanea parat = t,

Trayectoria de la
particula a

(b}

ds

(@)
Lineca de

. dr
corriente

r frar dr = idx +jdy+kdz

En el limite drids = n = vector
fangente unitaric

dr = nds = elemento de longitud a lo
largo de la linea de corriente

(©)

Figura 1.3 Lineas de corriente y trayectoria. (a) Vectores de velocidad tangentes a
una linea de corriente, {b) Linea de corriente y trayectoria, (c) L.ongitud de un
elemento de arco a lo largo de una linea de corriente

Para una linea de corriente bidimensional, xy por ejemplo, la ecuacion diferencial de la
linea de corriente es:

dx dy
= -, V=
at dt
de donde
%xd_y 1.12
u i

De otra forma, debido a que el vector velocidad es tangente a una linea de corriente, para
los puntos de ésta se tendra que

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Vxdr=0 1.13

En general, para el espacio en tres dimensiones, en coordenadas cartesianas.

vdx=udy
S wdx=udz 1.14
wdy=vdz

1.4.4 Gradientes de velocidad y esfuerzos tangenciales

Como se ha mencionado anteriormente los gradientes de |a velocidad son una medida de
la rapidez de deformacién, y cdmo los esfuerzos tangenciales pueden aparecer en un
fluido viscoso, como una consecuencia de su resistencia a la deformacion. La
deformacién es un elemento del estado cinematico del fluido, mientras que el esfuerzo
tangencial lo es del dinamico (implica fuerza). De aqui que la viscosidad sea un
mecanismo que junto con {a masa de un fluido (inercia), relacione los estados cinématicos
y dinamicos de este.

1.5 Comportamiento dinamico y métodos de analisis
1.5.1 Fendmenos de transferencia

Cuando se estudia el comportamiento dindmico de los fluides, generalmente son de
interés algunos aspectos de los llamados fenémenos de transferencia esto es, la
capacidad de los fluidos en movimiento de Hevar materiales y propiedades de un lugar a
otro, y del mecanismo por medio del cual estos materiales y propiedades se difunden y se
transmiten a través de un medio fluido. Resulta ventajoso clasificar los métodos de
andlisis que existen, en términos de los diversos procesos de transferencia. En otras
palabras, los métodos de analisis deberan elegirse en tal forma que se puedan aplicar las
leyes fisicas pertinentes al problema que se desea resolver. Los procesos fundamentales
de transferencia estan asociados con el movimiento de un fluido, éstos son; transferencia
de masa, calor y de cantidad de movimiento. Cada uno de estos procesos, a su vez, esté
asociado con una ley fisica basica la cual ha sido formulada como un resultado de la
observacion y la experiencia. Los procesos y leyes pueden sintetizarse en ia Tabla 1.1.

Proceso Ley que sigue
Transferencia de masa Conservacion de la materia
Transferencia de calor Conservacion de ta energia

(Primera Ley de la Termodinamica)
Transferencia de cantidad Segunda Ley de Newton
de movimiento {Ecuacion de movimiento)

Tabla 1.1 Procesos de transferencia

Existen numerosas leyes complementarias a las anteriores, respecto a las propiedades de
un medio continuo que permiten describir los fenémenos moleculares en términos de
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cantidades macroscépicas. Las leyes que rigen a [os procesos que relacionan esfuerzos y
deformaciones, por ejemplo la ecuacion clasica de Hooke para sélidos y la ecuacién de
fluidos viscosos, debida a Newton, y la ecuacion de estado para un gas perfecto, son
ejemplos de leyes complementarias.

E! alcance y la complejidad de los problemas tecnolégicos que se presentan en todas las
ramas de la ingenieria han dado como resultado que en ninguna de ellas pueda dejarse
de lado el estudio de los procesos de transferencia. Al tratar con fluidos en movimiento, se
debera pensar en los métodos de andlisis en términos de los fenémenos fundamentales
de transferencia.

1.5.1.1 Transferencia de masa

Con excepcion de los efectos cuanticos y relativistas, todos los movimientos de los fluidos
deberan satisfacer el principio de conservacion de materia. Si se analiza el movimiento de
un fluido, es evidente que se tendra que tratar con transferencia de masa. Una discusion
mas detallada, requiere que se realice una distincién entre fluidos homogéneos y no
homogéneos. Un fluido homogeneo es aquel que existe a todo lo largo de la region que se
esta considerando como una sola especie. Por ejemplo, el aire puede sufrir cambios en su
densidad, velocidad y temperatura, sin embargo, permanece identificable como una
mezcla estable de gases que se llama aire. El agua, el benceno o el mercurio pueden ser
comprimidos, calentados y acelerados, pero a menos que un cambio de fase ocurra, estos
liquidos podran ser considerados como homogéneos.

Un fluido no homogéneo es aquel que en el que dos o0 mas especies identificables existen
dentro de la regién de interés. Los fluidos no homogéneos estan caracterizados por las
variaciones que hay en la cantidad de sustancia con respecto a otra, de punto a punto en
el sistema. Las especies pueden estar en fases iguales o diferentes; por ejemplo, si un
chorro de bidxido de carbono es descargado dentro de la atmésfera, la concentracion de
CO; en el aire variara de punto a punto y el fluido sera no homogéneo, pero de una sola
fase. Un fenomeno similar ocurre cuando un chorro de agua dulce es descargado en el
océano.

Una corriente que lleva particulas de sedimentos solidos en suspension es un ejemplo de
un flujo no homogéneo de dos fases. Una mezcla de burbujas de aire y agua es otro
ejemplo de fluido no homogéneo en dos fases.

En los fluidos homogéneos, la ley de conservacion de materia lleva a una expresion,
conocida como la ecuacién de continuidad, la cual relaciona el tiempo y las variaciones
espaciales de la densidad y velocidad. Si el fluido homogéneo es considerado también
incompresible, la ecuacidén de continuidad se reduce a una expresidon en las derivadas de
la velocidad, con respecto a las variables de posicién.

Para un fluido no homogéneq, el principio de conservacién de la materia debera ser .
satisfecho para cada componente o especie de la mezcla de fluidos. En este caso,
ademas de la transferencia de masa debida a |a velocidad local del flujo de la mezcla, hay
un proceso independiente de transferencia de masa, debido a la tendencia de una
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componente de la mezcla a moverse en la direccion en que decrece la concentracién de
esa componente. De aqui que las especies individuales se muevan con una velocidad
relativa a la velocidad local de la mezcla. Esto se puede visualizar faciimente si se
considera un vaso de precipitado con la mitad inferior lena con una solucién de cloruro de
sodio y la de arriba con agua fresca. En este caso, la velocidad local del sistema es cero,
sin embargo, después de un cierto tiempo, el cloruro de sodio se podra detectar en la
mitad superior, arriba de 1a frontera original entre las dos fases, este proceso es conocido
como difusién molecular.

Las mualtiples aplicaciones de la teoria de difusion y transferencia de masa se pueden
aplicar a las siguientes areas: la contaminacién del aire, de las aguas superficiales v
subterraneas, la evaporacion de los océanos, lagos y depdsitos y la intrusién de! agua
salina de mar en los estuarios.

1.5.1.2 Transferencia de calor

Los conceptos fundamentales relativos al fendmeno macroscdpico conocido como calor,
forman las bases de la ciencia de la termodinamica. En dindamica de fluidos se esta
fundamentalmente interesado en conocer la transferencia de calor ocasionada por el
movimiento de un fluido, mientras que en la termodinamica clasica lo que importa es
encontrar relaciones entre estados de equilibrio de la materia en vollimenes grandes; que
son los llamados procesos sin flujo.

Aplicando el principio de conservacion de la energia, también conocido como la primera
ley de la termodinamica, a un proceso de flujo, se deduce una ecuacion, la cual da una
relacion util entre la presién, la densidad, la temperatura, la velocidad, la energia
potencial, el trabajo mecanico y el calor que entra o sale del sistema.

Las expresiones mas generales, basadas en las ecuaciones de ia conservacion de la
energia, implican variaciones de ia temperatura de punto a punto del flujo. De aqui que,
ademas de la transferencia de calor por conveccion, debida a {a velocidad del fiujo, se
tenga la presencia de una transferencia de calor por conduccion, debida a la tendencia del
calor a moverse en la direccidn en que decrece la temperatura. Esta observacién es
analoga a la mencionada previamente de gue la masa se transfiere en la direccién en que
decrece la concentracion.

1.5.1.3 Transferencia de cantidad de movimiento

La cantidad de movimiento se define como el producto de la masa de una particula y su
vector velocidad. La segunda ley de Newton aporta una relacién fundamental no-
relativista entre la suma de fuerzas que actlan sobre una particula y la rapidez de
variacion de su cantidad de movimiento. Las expresiones resultantes se conocen como
ecuaciones de movimiento. El fenémeno de transferencia de cantidad de movimiento es
de interés primario en mecanica de fluidos ya que engioba los conceptos que describen la
resistencia interna de un fiuido, esfuerzos tangenciales internos y esfuerzos en la frontera,
asi como la propulsion y fuerzas sobre cuerpos inmersos.
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Como un ejemplo, considérese el movimiento producido en el fluido que ocupa el espacio
entre dos grandes placas paralelas, Figura 1.4. La piaca superior esta en movimiento y la
placa inferior esta fija. El fluido que estd en contacto inmediato con las fronteras, toma la
velocidad de éstas de acuerdo con la condicién de no-deslizamiento. E! fluido adyacente a
la placa superior adquiere una cantidad de movimiento longitudinal, que causa a su vez,
un movimiento longitudinal en la capa adyacente. Para satisfacer la condicién de que la
capa adyacente a la placa inferior tenga velocidad nula, la velocidad de cada capa
subsiguiente, a partir de la que estéa pegada a la placa superior, debera disminuirse, hasta
llegar a cero en la placa inferior. Las masas de fluido individuales adquieren, por lo tanto,
cantidad de movimiento longitudinal, merced a la transferencia, en direccidn transversal
de cantidades de movimiento.

A

Velocidad de la placa superior

Placa estacionaria

Figura 1.4 Transferencia de la cantidad de movimiento transversal

La transferencia transversal de cantidad de movimiento es una cantidad del tipo gradiente,
y es proporcional al gradiente transversal de la cantidad de movimiento longitudinal, por
unidad de volumen del fluido. Nétese que la transferencia de cantidad de movimiento
transversal se realiza en al direccion en que disminuye la cantidad de movimiento
longitudinal y este fendmeno es entonces analogo a ia transferencia de calor en la
direccién de disminuciéon de la temperatura y a la transferencia de masa, en la direccion
de disminucion de la concentracion.

Hasta ahora se ha enfatizado que los procesos de transferencia se realizan por dos
mecanismos; el primero de los cuales es la conveccion, o sea, el proceso directo en el
cual un fluido o cualquiera de sus propiedades, se mueve de un lugar a otro, a través del
sistema de flujo. El segundo es la conduccidn o difusion, o sea, el proceso de movimiento
de masa, calor o cantidad de movimiento en la direccion de disminucion. Este
comportamiento coman de los procesos de transferencia es debido a una fuerza de
conducciéon que proviene de un gradiente y que ofrece expresiones analogas que
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relacionan la rapidez de transferencia y la magnitud del gradiente; esto puede
establecerse generaimente como:

dA/dt: dA/V

- K 1.15
area ds
donde
dA / dt . . . , : .
Zron Transferencia por unidad de tiempo, de la cantidad A, por unidad de area
normal a la direccion de transferencia
K Constante de difusividad
dA/V . . . . .
5 Gradiente de A, por unidad de volumen de fluido, en la direccion de
s

transferencia

En lugar de A se puede sustituir la masa, calor o cantidad de movimiento. En esta
formulacién, la constante de difusividad depende de la forma de movimiento del fluido,
segun se trate de flujo laminar o turbulento, se debe notar que si el flujp es laminar
entonces el proceso de transferencia es debido a la difusividad molecular, por otra parte,
si existen corrientes turbulentas con la consecuente mezcla de las particulas del fluido,
entonces el proceso de transferencia es debido a difusividad turbulenta.

1.6 Relaciones entre esfuerzos y deformaciones

Una condicion necesaria para trabajar en la Fisica y la Mecénica de los solidos es poseer
una cierta familiaridad con los conceptos basicos que refacionan a los esfuerzos con las
deformaciones.

1.6.1 Sistema general de esfuerzos y deformaciones
1.6.1.1 Esfuerzos sobre superficies

Cuando un sistema de fuerzas actia sobre un cuerpo, las componentes de los esfuerzos
actian sobre las seis caras de un pequefio elemento dentro del cuerpo, de aristas Ax, Ay,
Az y que puede ser representado como se indica en la Figura 1.5. El esfuerzo sobre la
cara perpendicular al eje x en el punto O, puede expresarse en términos de un esfuerzo
normal y dos esfuerzos normales tangenciales ortogonales.

. AF . AF, . AF
o, =lim-—>*, T, =lim T, = lim—=~ 1.16
X e X “ AAX
AR, -0 AA, -0 APy, =0
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En las definiciones anteriores, AF,, AF,, y AF, son las componentes del vector fuerza AF,

actuando sobre la cara y AA es el area de la cara x del elemento. El subindice para el
esfuerzo normal indica la direccion de éste. La convencién de subindices para las
componentes del esfuerzo tangencial, indica el plano en el cual actua éste esfuerzo. En
todos los casos, una componente de esfuerzo es positiva cuando actiia sobre una cara
positiva y tiene la direccion de unc de los ejes coordenados; e inversamente, cuando
actla sobre una cara negativa, tiene |a direccidn opuesta al eje coordenado.

El sistema general de esfuerzos requiere nueve componentes escalares (Una normal y
dos tangenciales para cada cara). Sin embargo, puede mostrarse que los pares de
esfuerzos tangenciales cuyos subindices difieren sélo en el orden en que estan
colocados, son iguales, En mecanica elemental de solidos, se acostumbra considerar que
el elemento sometido a esfuerzos esta en un estado de equilibrio estatico, io cual es
equivalente a especificar que la suma de todos los momentos y la suma de todas las
fuerzas son iguales a cero para el elemento.

t do ' aGy ' 502

cxzcx+axx o', =0o, + yAy cz—csz+az Az
ot dt o1

\ _ Xy [ yX T ZX

Ty =Ty t ax Ax Ty =Ty + 5 Ay T, =Ty T 5y AZ

) 01 ' atyz 1 asz

Ty =Ty a"zAx T, =T, + oy Ay Ty =Toy * AZ

Figura 1.5 Esfuerzos sobre las caras de un elemento
Sin embargo, se desea fratar el caso mas general en el cual el elemento se encuentra en

un estado arbitrario de movimiento. Considérese la suma de los momentos, por ejemplo,
alrededor de un eje centroidal en la direccién z, lo cual conduce a:
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YM, = (elemento de masa) (radio de giro)* (aceleracion angular)
De lo cual se deduce lo siguiente.

Tay = Tyx = Aleiq:(} [p (radio de giro)? (aceleracién angular)] =0

Ay—0
Az—0

En el limite cuando Ax, Ay Az tienden a cero, el segundo miembro tiende también a cero
debido a que el radio de giro es una cantidad de orden superior.

Aplicando este procedimiento a las tres direcciones se obtiene
Ty = Tyx Tyz = Tay Tox = Tz 1.17

Que es la misma conclusidn a la que se llega para equilibrio estatico. Por lo tanto el
sistema general de esfuerzos se reduce a seis compaonentes escalares. k! siguiente
objetivo es considerar las componentes de deformacion del elemento cuando éste se
deforma bajo los esfuerzos aplicados.

1.6.1.2 Componentes de la deformacién

La deformacion de cualquier medio continuo, sélido, liquido o gas, puede describirse en
terminos de componentes de deformacién normal y tangencial. Estas componentes a su
vez pueden expresarse en funcién de las velocidades de deformacién angular y lineal.
Para pequefnas deformaciones, hay relaciones validas dentro de una buena aproximacion,
las cuales pueden definirse usando el principio de deformaciones infinitesimales del
elemento del material, en ia siguiente forma.

Considérese un pequeno elemento OABC de un cuerpo no deformado que estéa en el
plano xy, como se muestra en la Figura 1.6. Si el cuerpo estd sujeto a la accién de un
sistema de fuerzas externas, el elemento puede deformarse hasta O' A" B' C', como se
muestra en dicha figura. Las coordenadas del punto O antes de la deformacién son x, y, z
y después de la deformacion se transforman en x+&, y+n, z+{. La componente de la
deformacién normal, es por definicion, igual al cambio en la longitud de un lado del
elemento, dividido entre la longitud original. El simbolo & se emplea para designar la
deformacion normal, con un subindice el cual indica la direccion en la cual ocurre la
deformacion. Entonces en el punto O para la direccion x se tiene lo siguiente:

o oc-0c . fax-gf+fer(@E/o)axfi-ax

=i 1.18
ax—0 OC Ax—0 AX ax

€x

Aplicando el mismo procedimiento para las otras dos direcciones se obtienen las tres
deformaciones normales.
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Y
5, n} om oG 1.19

Donde G, es el médulo de elasticidad tangencial
La deformacion normal es positiva cuando el elemento se alarga bajo ia deformacion.

La deformacion tangencial se define como el cambio que tiene lugar en el angulo que hay
entre dos elementos originalmente perpendiculares, cuando ocurre la deformacion. La
deformacién tangencial se representa mediante el simbolo y con dos subindices que
indican la direccion de los gjes perpendiculares en el plano de la deformacién. Por lo
tanto, para el plano xy, en la Figura 1.6 se tiene:

Figura 1.6 Estado de deformacién plana

Ve = liM (0c+0) | 1.20
Ay —0

v = fim (n/ox)ax  (og/ay)ay|_on, 0§ 1 21
Ax—0 Ax Ay X 6y

Ay—0

Repitiendo el mismo procedimiento para las otras direcciones, se obtienen las tres
deformaciones tangenciales.
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_om ot _og  on v, =28,25 122

o= 5x oy’ T =5y "3z 8z 0Ox

Con la notacién anterior, el desplazamiento de un punto (tal como Q), bajo una
deformacioén, puede escribirse como el vector de desplazamiento, § donde
d=Ei+mnj+ Lk 1.23

e i, j, k son los vectores unitarios en las direcciones x, vy, z.

El cambio de volumen dei elemento deformadoe, dividido entre el voilumen original es
conocido como la dilatacion velumetrica, e.

e = dilatacion volumetrica = d(av) =g, +&€, +E 1.24
- AV oo
6 utilizando las ecuaciones (1.19) se tiene

e=%+a—n+2§=v-5 1.25
ox o0y o0z

1.6.1.3 Relaciones entre el esfuerzo y la deformacion para sélidos elasticos

La materia sélida que compone un elemento deformable se supone que tiene propiedades
elasticas, las cuales son independientes de la orientacidn de los ejes coordenados
(propiedad de isotropia). Si, ademas, se supone que este solido es idealmente elastico,
se puede utilizar la Ley de Hooke, la cual expresa la proporcionalidad lineal que hay entre
esfuerzo y la deformacion, teniéndose lo siguiente.

[0 [
0 X 0 ¥ 0 z
0 0 1.26

donde E, es el méduio de elasticidad de Young para el solido y &0 es la deformacién
normal en la direccion x, debida al esfuerzo normal, o,. La ley de Hooke la cual establece
que la deformacion varia linealmente con el esfuerzo, es una aproximaciéon empirica del
comportamiento de muchos sélidos reales bajo pequenas deformaciones. Debido a gue
con fuerzas de tension se tienen contracciones laterales de la materia, ios esfuerzos
normales, o, y o; causaran deformaciones en la direccidén x. Por ejemplo, la deformacion
g« en la direccion x debida a o, esta dada en funcion del médulo de Poison v, como:

. Vo
SX :—USS = - Ey 127
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similarmente &, debida a 5, es

" Lo,

Sx=—082=“? 1.28
De aqui que

ax:ag+s;+s;zgé——§(cy+cz) 1.29

Para las tres direcciones se tiene

£y :é[cx —u(cy +Gz)] 1.30a
e, =%[cy —v(s, +5,)] 1.30b
g, = %[UZ - u(cx + crv)] 1.30c

Los esfuerzos tangenciales estan relacionados con las deformaciones tangenciales o
angulares por el médulo de elasticidad tangencial, G, donde otra vez se supone la
proporcionalidad lineal de acuerdo con la ley de Hooke,

T T, T
'YXV:EXY- ’YVZ: (3’" Yz)(:EZX 131

Las ecuaciones (1.30) y (1.31) son la forma generalizada de la ley de Hooke para un
solido elastico. Contienen el modulo de Young y el médulo de elasticidad tangencial,
como estas cantidades estan relacionadas, es deseable agrupar algebraicamente las
ecuaciones (1.30) para expresar la relacion que existe entre los esfuerzos y las
deformaciones normales en funcién del médulo tangencial.

El médulo de Young, el modulo de elasticidad tangencial y el modulo de Poisson estan
relacionados por medio de la siguiente ecuacion:;

1.32

De la ecuacidn (1.30), la dilatacidén volumeétrica expresada por la ecuacién (1.24) puede
escribirse de la siguiente manera

e=1_E20(cx+0'y+0'z) 1.33
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Se define ahora o como la media aritmética de los tres esfuerzos normales
-1
U:g(()‘x+cr +GZ) 1.34

De las ecuaciones (1.30a), (1.32) y (1.33), se tiene

cx=2e{%-+ ve } 1.35 |
-2v
El médulo de Poisson puede ser eliminado sumando la siguiente cantidad nula &

E—%(GX+GV+GZ)=O

a la ecuacién (1.35) y simplificando. Efectuando estos pasos para las tres direcciones, se
tiene:

cx—c_s=2G[ex——§} cy—g-:ZG[ay—%} GZ—E=ZG{€Z—§} 1.36

Para completar la lista de los nueve terminos de esfuerzos para un soélido elastico, se
utilizan las ecuaciones (1.22) y (1.31).

on , 0§ A
TW:tW:Giié_X_Fay}, TW=TVZ:G[-6—§+B—Zi|

Ty =T, = G[gg—t—%} 1.37

1.6.1.4 Relaciones entre el esfuerzo y la rapidez de deformacion para fluidos
newtonianos

Las evidencias experimentales sugieren que los esfuerzos en un fluido estan relacionados
con la rapidez de deformacion, mas que a la deformacién en si; como ocurre para los
esfuerzos en el estado sdlido. Entonces, en lugar de suponer gue los esfuerzos varian
linealmente con respecto a las deformaciones, se asumird que hay una relacion lineal
entre el esfuerzo y la rapidez de deformacion. Como sé indico anteriormente, los fluidos
que satisfacen esta condiciébn son llamados fluidos newtonianos, y la constante de
proporcionalidad es la viscosidad dinamica.

Las relaciones apropiadas de esfuerzo-deformacién para un fluido newtonianc pueden
obtenerse de forma analoga a las ecuaciones (1.36) y (1.37). Por gjemplo, considérese la
componente x de la ecuacion (1.36) y reemplacese €l modulo de elasticidad tangencial
por una cantidad que exprese sus dimensiones, se tendra |o siguiente.
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Sélido elastico de Hooke: o, ~o= 2(5}(3 - —g—] 1.36a

Por analogia, se puede escribir una ecuacion similar para los fluidos, que relacicne los
esfuerzos en el primer miembro con las velocidades de deformacién en el segundo,
entonces.

Fluido newtoniano: G, —0C= 2[F—T)i{a - 9—} 1.38

Notese que para conservar las dimensiones, la nueva constante de proporcionalidad
debera contener al tiempo. Por lo tanto, la viscosidad dinamica p para un fluido es
analoga al moédulo tangencial de elasticidad para un solido. La relacidén esfuerzo
deformacion para fluidos puede escribirse como:

0, 2 Oe
_£,0¢8 1.39
at 3" ot

o, —6=2p

El término de/ot es la rapidez de variacién con respecto al tiempo de la deformacién
normal, deducida de la ecuacion (1.19). La cantidad de/dt expresa la rapidez de variacién
con respecto al tiempo de la dilatacién volumétrica del elemento de fluido. De la ecuacién
(1.25) se tiene que.

9 _v.9% _yv.q 140
ot ot

Por definicion un fluido incompresible es aquel en el cual la derivada con respecto al
tiempo de la dilatacién volumeétrica de un elemento de fluido es cero. Por o que se puede
expresar matematicamente lo siguiente,

98 _g.5=0 1.41
ot

La cual es una condicién de incompresibilidad.

Como se ha mencionado, los liquidos son casi incompresibles y, por lo tanto, puede
suponerse que cumplen con la ecuacion (1.41). Después de realizar las substituciones
adecuadas en la ecuacion (1.39), los esfuerzos normales toman se transforman en:

du

ax“é“&‘a 1.42

G, :E+2u

Siguiendo la misma analogia, los esfuerzos tangenciales de las ecuaciones (1.37) se
transforman para el caso de fluidos en:
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év  du
N A L 1.43
By = M[6‘x ay}

Con a finalidad de encontrar el vaior del esfuerzo normal medio de la ecuacion (1.42) se
introduce el concepto de presidn que existe en un fluido.

Se acostumbra identificar una presién media del fluido con !a presion termodinamica. La
cuestion es ¢, Como pueden relacionarse la presién termodinamica p y el esfuerzo normal
medioc o ?. Existen dos posibilidades, la primera es utilizar la suposicién, la cual es
comprobada con experimentos hechos con liquidos incompresibles, de que los efectos
viscosos dependen unicamente de la viscosidad u, la cual relaciona los esfuerzos
tangenciales y la rapidez de deformacion. Este es un caso de completa analogia con las
ecuaciones de los sélidos elasticos basadas en la Ley de Hooke.

Ez—p:%(cx+cv+cz) 1.44

E! signo negativo de la ecuacion anterior se debe a la convencién de que una compresion
se considera positiva, al tratarse de fluidos. La ecuacidn (1.44) se aplica a un fluido
incompresible, o a cualquier otro caso de dilatacion volumétrica nula.

La seqgunda posibilidad es utilizar la evidencia experimental que se refiere a efectos de

dilatacion en liquidos compresibles y gases. Para tomar en cuenta estos efectos, el o de
la ecuacién (1.42) puede representarse como la suma de |la presién termodinamica y una
cantidad dependiente de un segundo coeficiente de viscosidad. Para un fluido isotrépico,
la relacidn puede establecerse de la manera siguiente.

5:—p+|_t'(V-a)

donde p' es un coeficiente de viscosidad asociado exclusivamente con ia dilatacion, tal
que

—p:E—p‘(V-a)_—-—;-(csx—i-cy+GZ)—;L'(V-E1) 1.45

El dltimo término es importante sélo cuando la rapidez de variacién del volumen V a es
muy grande. Para la mayoria de los casos es pequefa por lo que se iguala o a —p.
Haciendo la suposicion de que los efectos de dilatacion por viscosidad son nulos, y

substituyendo la ecuacion (1.44) en la (1.42) para obtener los esfuerzos en funcion de las
velocidades de deformacion, como se hace usualmente para fluidos, se tiene

Ox =”P+2H%—%M(V'a)
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v 2 =
0“v=—p+2;,tré;—§p,(v—q) 1.46
ow 2 -
=f+2p——=pnlv.
c,=—P H 3”'( OI)
Los esfuerzos tangenciales se expresan de la siguiente manera.
SN A L. ] LA
v I T e T ey | R e P
ou ow
To =Ty =R —+—— 1.47
il MLﬁz 6x}

Las ecuaciones (1.46) muestran que, en general, el esfuerzo normal en una direccidon
dada, no es igual a ila media de los esfuerzos normales a menos que los efectos viscosos
sean nulos o que el fluido esté en reposo. Méas adn, para efectos viscosos nulos, los tres
esfuerzos normales son iguales y los esfuerzos tangenciales son nulos. Estos permiten
concluir que, para fluidos no viscosos en movimiento, o de cualquier ofra naturaleza, pero
en reposo se tiene:

=T :O 148

6, =0,=0, =0 y T -

y z w = Ty

El fluido en reposo corresponde ai estado de equilibrio hidrostatico. Se concluye que silos
esfuerzos tangenciales estan presentes en un fluido real, éste estd en movimiento.

1.7 Ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento

A continuacion se deducen las expresiones tridimensionales para la conservacion de la
materia y las ecuaciones para la cantidad de movimiento, en cierto sentido, estas
deducciones completaran la formulacion de los métodos de analisis de [a dinamica de
fluidos fundamental.

1.7.1 Ecuacion de continuidad

Considérese un volumen de control diferencial Ax, Ay, Az en una regidn cuya densidad y
velocidad son funciones de la posicidn en el espacio y el tiempo.
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pu AyAz\ Az

/

Ay \ \Epu-*-a{pu)IAx)AyAz

L o

X

Flujo neto a través de la cara perpendicular al gje x = {9%—;1) AxAz}

Figura 1.7 Volumen de control diferencial para la conservacion de la materia

Con respecto a la Figura 1.7, se puede calcular el flujc de masa por segundo que circula
a través de cada cara del cubo; obteniéndose para las tres direcciones.

: a(pu)Axi|AyAz 1.49
| OX

—_ang)Ay}AxAz 1.50
L oY

- a(‘)\I\")AZ}AxAy 1.51
| 0z

Del principio de conservacion de la materia, la suma de estas tres componentes debera
ser igual a la rapidez de variacion, con respecto al tiempo, de la masa que hay dentro def
volumen del cubo, esto es:

aﬁt-(prAyAz) 1.52
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Aqui Ax, Ay, Az son independientes del tiempo ya que el volumen de control es fijo.
Después de realizar operaciones y combinar las ecuaciones (1.49) a (1.52) se obtiene:

o 0by), oY) olbw)_, 1,53
5t ox oy | oz

o bien:

@1+V-p\7:0 1.54
ot

La ecuacion (1.53) o (1.54) es la ecuacién general de continuidad para un fluido que se
encuentra en flujo variado. Para condiciones de estado permanente, donde dp/dt = 0, se
tiene:

oku), 2bv)  2bwW) g y_g 1.55
OX oy oz

La condicidn de continuidad para un fluido incompresible estd dada por la ecuacién
siguiente;

_fu ov  ow

V-a:Omﬁ+—+—
ox oy o0z

1.56

La ecuacion (1.56) es la forma mas comun de la ecuacién de continuidad, para flujos
permanentes y variados de fluidos incompresibles. Substituyendo {a ecuacién (1.56) en la
ecuacion (1.55), se determina que para un fluido incompresible

_(j_p:0:?£+u§£+v_a_8+w_a_9 1.57

dt ot OX oy 0z

Para un fluido incompresible de densidad uniforme, cada términoe individual de la ecuacién
(1.57) es independientemente nulo. Para un fluido de densidad no uniforme, la ecuacion
(1.57) expresa las relaciones que hay entre los gradientes de densidad que deben existir
st las particulas del fluido son incompresibles.

1.7.2 Ecuaciones de movimiento

Para encontrar las relaciones que describen las ecuaciones de movimiento, ahora se
aplica la segunda ley de Newton en [a forma vectorial y se suman las fuerzas que se
ejercen sobre la particula material de masa fija Am, Figura 1.5.

Para describir [a suma de las fuerzas sobre las particulas del fluido, ademas de las
fuerzas superficiales discutidas en el apartado 1.6, las fuerzas de cuerpo se deben entre
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otros fendmenos a influencias de campos gravitacionales o electromagnéticos y en cada
caso las fuerzas actian en el centroide del elemento. Otras fuerzas centroidales tienen ia
misma naturaleza que las fuerzas de cuerpo, pero pueden ser debidas a la eleccién de un
sistema de referencia rotatoric o acelerado, con respecto al espacio inercial como por
ejemplo la fuerza de Coriolis es de este tipo. Por ahora, Unicamente se consideran las
fuerzas debidas al campo gravitacional, cuando se refiera a fuerzas de cuerpo. L.a fuerza
gravitacional por unidad de masa es la aceleracién de la gravedad g, cuyas componentes
estan dadas por

g=ige+igy+igy

L.a suma de las componentes x de las fuerzas activas en el elemento de la Figura 1.5, de
acuerdo con la segunda ley de Newton, es:

AF, = Am-a, = (p AXAy AZ)a, 158
con

8
AF, = (pAx Ay Az)g, o, AyAz+(0, + ai" AXJAyAz

01
— T AXAZ+{‘CW + 6;‘ Ay]AxAz_#t& AxAy+['czx

Dividiendo entre el volumen del elemento se obtiene

PG, +—+ + =pa, 1.59

De manera similar para las direcciones y y z, se tiene:

o1. 0o, 0
LA AL BN 1.60

ax oy oz Y

P9y +

Xz

IX oy 0z

Oty Ot 0o,

pg, + =pa, 1.61

1.7.2.1 Ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones (1.59) a {1.61) son generales y se aplican a cualquier fluido sobre el cual
actuan fuerzas del campo gravitacional. Para fiuido newtonianos con un solo coeficiente
de viscosidad, se hara uso de las relaciones esfuerzos deformacién del apartado 1.6,
dadas por las ecuaciones (1.46) y (1.47). Substituyendo estos esfuerzos normales y
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tangenciales en las ecuaciones (1.59) a (1.61), se obtiene para la componente x de la
ecuacion de movimiento.

op 0 ou 2 ~
_EE L Yo 2R 2y
P9 6x+6x{ e 3( q)}

e év du é du ow
W —+ =i+ —|p|—+—|I=pa, 1.62
cy ox oy oz dz 9x

Esta ecuacién es valida para un fluido newtoniano de densidad y viscosidad variables, en
un campo gravitacional. Las medidas de la viscosidad indican que p s una funcion de la
temperatura y muy ligeramente una funciéon de la presion. Este uUltimo efecto es casi
siempre despreciable, y si los cambios en ia temperatura no son muy grandes, ia
suposiciéon de una viscosidad constante y correspondiente a la temperatura media del
fluido, es justificada. Entonces la ecuacién (1.62) se transforma en

op d|,0u 2 -
L9 2y,
PO " ox ”’ax{ ax 3( q)J

3} 6v ou o (0u Ow
+pu— +p—|—+—[=pa, 1.63
gy ax 6y gz\déz 0Ox ‘
Después de desarrollar y simplificar se tiene
ap &u d*u 8tu bo
+ + ALY . 1.64
PO ax ”[ ox?  ay? oy?| 3 ox v-a)=s

y similarmente para las direcciones y, z

2 2 2
PYy - apﬂ{_a V+a v+6 } %E—(V q) 1.65

ay ax*  oy? az? oy
g IRy TW W Wl kO, 166
P82 "%z T ax2 py? o8z* | 3oz '

Las ecuaciones (1.64) a (1.66) son la forma cartesiana de las ecuaciones de Navier-
Stokes, para fluido compresible de viscosidad constante. En notacién vectorial y
desarrollando el término de la aceleracién, las ecuaciones (1.64) a (1.66) se pueden
escribir de la siguiente manera.

pPg-Vp+p-V q+}'L (V q) ZT—Pp(aV)_q— 1.67
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Para fluidos incompresibles V-q=0, las ecuaciones de Navier-Stokes quedan de la
siguiente forma.

pg-Vp+p Viq= p——+p(q V)a 1.68

Los fluidos densos, como los liquidos, tienen una gran capacidad térmica y por ende los
cambios de temperatura, debido a fricciones internas, son despreciables. En estos casos
la densidad y viscosidad varian poco y pueden considerarse constantes. Por lo tanto, la
ecuacién (1.68) puede utilizarse aun cuando el sistema no éste completamente en
condiciones isotérmicas.

Si la profundidad h se mide en direccion vertical (positiva hacia arriba), las componentes
de 1a aceleracion debida a la gravedad son:

ah éh oh
=g _g " =g 1.69
9 = -0 9 =95, 9: =97

g=-gVh 1.70

Por ejemplo, si los ejes cartesianos estan orientados de tal forma que h y z coincidan,
entonces gy=gy=0y

g:=-9 1.71
El sigho menos que aparece en la ecuacion anterior se debe a que la aceleracion de la

gravedad actlia en la direccion negativa de h, Otra forma de expresar las ecuaciones
(1.68), con las aceleraciones expresadas en forma cartesiana es la siguiente.

du Bu & du ch_1op a%u a‘2 o%u

— +U—+V—F+W—=—g——— —t— 1.72
ot ax oy oz ax pax o oy?  oz?

av v v By oh 15p v 8%v 8%y

— +tU—+V—+W—=-Q0g—-———+ + + 1.73
ot oax oy oz  poy |ox* oy &b

oW dw  Aw . dw éh 1ép o°w  o*w 8w

—HU— NV — W —=— ———+pul——+ +— 1.74

K aXZ ayz 622

Para fluidos incompresibles y flujos isotérmicos en un campo gravitacional, hay cuatro
variables de flujo, u, v, w y p, 1as cuales aparecen en las ecuaciones de movimiento.
Entonces, en principio, las tres ecuaciones de movimiento mas la de conservacion de
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masa para fluidos incompresibles, ecuacion (1.56), son suficientes para obtener una
solucién cuando se especifican las condiciones iniciales y de frontera. El sistema
completo de ecuaciones (1.72) a (1.74) y (1.56) debera satisfacer las condiciones de
frontera, tanto cinematicas como fisicas (paredes en los conductos, por ejemplo). lLas
condiciones cinematicas son aquelias que especifican que las velocidades normales a
cualquier frontera o pared rigida, deberan ser iguales a la velocidad en Ia frontera (esto es
cero para fronteras estacionarias).

La condicién fisica es una consecuencia de la propiedad de cualquier fluide reai, que
puede ser tratado como un medio continuo, gque debe adherirse a una frontera rigida; esto
equivale a que el fluido no tenga velocidad tangencial relativa a las paredes de la frontera.
Consecuentemente ambas, las componentes normal y tangencial de la velocidad,
tomadas con respecto a las paredes, se anularan en la superficie de la frontera.
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- Resumen

Existen dos métodos para describir el movimiento de un grupo de particulas en un medio
continuo. ENh el primero, metodo lagrangiano, las coordenadas de las particutas en
movimiento son representadas como funciones del tiempo.

El segundo método para describir el movimiento de un fluido, el cual se utilizara en
adelante, permite fijar 1a atencion en puntos discretos, sin la necesidad de identificar las
particulas que se encuentran en dichos puntos. Cuando se utiliza este enfoque, conocido
como método de Euler, el observador nota las caracteristicas del flujo cerca de un punto
fijo cuando las particuias pasan por él.

Si todas las aceleraciones locales son nulas en las ecuaciones de Navier-Stokes, el
movimiento es permanente. La velocidad puede cambiar de punto en punto en el espacio,
pero en un punto fijo no ocurriran cambios con el tiempo. Por ofra parte si todas las
aceleraciones convectivas son nulas, el movimiento es uniforme. Las aceleraciones
convectivas nulas implican fiujo paralelo, como puede verse mediante un analisis de las
ecuaciones anteriores. Esto permite establecer |la definicion de que el movimiento es
uniforme si los vectores velocidad son paralelos en cualquier parte del fluido.

Cuando se estudia el comportamiento dinamico de los fluidos, generalmente son de
interés algunos aspectos de los llamados fendémenos de transferencia, esto es, la
capacidad de los fluidos en movimiento, de lievar materiaies y propiedades de un lugar a
otro, y del mecanismo por medio del cual estos materiales y propiedades se difunden y se
transmiten a través de un medio fluido,

Con excepcion de los efectos cuanticos y relativistas, todos los movimientos de los fluidos
deheran satisfacer el principio de conservacion de materia. Si se analiza el movimiento de
un fluido, es evidente que se tendra que tratar con transferencia de masa. Las multipies
aplicaciones de la teoria de difusién y transferencia de masa se pueden aplicar a las
siguientes areas: la contaminacién del aire, de las aguas superficiales y subterraneas por
contaminantes, la evaporacién de los océanos, iagos y depositos, la intrusion del agua
salina de mar en los estuarios.

Los conceptos fundamentales relativos at fenémeno macroscépico conocido como calor,
forman las bases de la ciencia de la termodinamica. En dinamica de fluidos se interesa
fundamentalmente en conocer la transferencia de calor ocasicnada por el movimienio de
un fluide, mientras que la termodinamica clasica se interesa sobre todo en encontrar
relaciones entre estados de equilibrio de la materia en volimenes grandes; que son los
flamados procesos sin flujo.

La cantidad de movimiento se define como el producto de la masa de una particula y su
vector velocidad. La segunda ley de Newton aporta una relacién fundamental no-
relativista entre la suma de fuerzas que actlan sobre una particula y la rapidez de
variacion de su cantidad de movimiento. Las expresiones resultantes se conocen como
ecuaciones de movimiento. El fenémeno de transferencia de cantidad de movimiento es
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de interés primario en mecanica de fluidos ya que engloba los conceptos que describen la
resistencia interna de un fluido, esfuerzos tangenciales internos y esfuerzos en la frontera,
asi como la propulsion y fuerzas sobre cuerpos inmersos.

Las ecuaciones de Navier-Stokes son generaies y se aplican a cualquier fluido sobre el
cual actuan fuerzas del campo gravitacional. Los fluidos densos como los liquidos, tienen
una gran capacidad térmica, por lo que los cambios de temperatura debido a fricciones
internas, son despreciables. En estos casos la densidad y viscosidad varian poco y
pueden considerarse constantes.

Para fluidos incompresibles y flujos isotérmicos en un campo gravitacional, hay cuatro
variables de flujo, u, v, w y p, las cuales aparecen en las ecuaciones de movimiento.
Entonces, en principio, las tres ecuaciones de movimiento méas la de conservacion de
“masa para fluidos incompresibles, son suficientes para obtener una solucién cuando se
... especifican las condiciones iniciales y de frontera. El sistema completo de ecuaciones
debera satisfacer las condiciones de frontera, tanto cinematicas como fisicas.
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2 Ecuaciones fundamentales del modelo de adveccién dispersién
21 Introduccién

El analisis se basa en las ecuaciones de cantidad de movimiento y de continuidad. En las
situaciones en las que dos fiuidos son diferentes, pero aproximadamente de la misma
densidad, se pueden utilizar relaciones para el fiujo volumétrico obtenidas anteriormente,
para determinar la dilucion media de un fluido, que descarga en otro. Sin embargo en el
gran grupo de problemas tecnolégicos relacionados con la mezcla de fluidos, es necesario
en general, determinar |a cantidad relativa de una sustancia en un punto, para cualquier
tiempo. Por lo tanto, una nueva variable, la concentracidn se introduce en el analisis. Esto
requiere que la ecuacion de conservacién de masa (continuidad, en un fluido homogéneo)
sea reformulada para un fluido no homogéneo.

Como se establecio en el capitulo anterior, el principio de conservacion de masa debe
verificarse para cada componente o especie en un fluido heterogéneo. Por simplicidad, las
discusiones siguientes se referirdn siempre a un sistema binario, esto es, de dos
componentes. Por lo tanto, si se esta interesado en la mezcla de dos fluidos diferentes, un
gas debera ser designado como la especie A y el otro como |a especie B. Casos mas
complejos, tales como la mezcla de agua de mar y agua dulce pueden tratarse también,
dentro de una aproximacion razonable, como sistemas binarios, aunque el agua sea un
liquido multicompuesto. Por ejemplo, si se supone que la concentracion de cloruro de
sodio es representativa de la concentracion relativa de agua de mar, el proceso de mezcla
puede considerarse como un proceso binario, donde el cloruro de sodio es la componente
Ay el agua dulce es la componente B.

2.1.1 Difusién molecular en un sistema binario

La difusién molecular es el proceso mediante el cual la materia se transporta por la
movilidad molecular. La confusion gradual de una frontera de separacion entre liquidos
diferentes, originalmente bien definida, es un ejemplo comun de difusion ordinaria o
molecular. Se reconoce que los gradientes de temperatura, de presion y los campos de
fuerza externas pueden contribuir también al flujo de masa en una escala molecular.
Estos efectos son generalmente pequerios, aunque es facil encontrar ejemplos en los
cuales éste no sea el caso. Por citar alguno, en la separacién de compuestos por
centrifugas de alta velocidad y la sedimentacion de las particulas sélidas en suspension,
donde el campo gravitacional produce una velocidad de caida de los sélidos con respecto
a la fase liquida.

Si el fluido esta en un estado de movimiento convectivo, se debe tener cuidado en
distinguir de movimientos laminares y turbulentos. Por ejemplo, si el fluido es turbulento,
el intercambio macroscopico de particulas de fluido generaimente “eclipsara” al proceso
de intercambio molecular. La difusién molecular ordinaria se llama a menudo gradiente de
difusion, porque puede describirse por una ley observacional, en ia cual la rapidez de
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transferencia de masa de una sustancia, por unidad de area, es proporcional al gradiente
de concentracion de la sustancia. Esto es conocido como la primera ley de Fick, y es
analoga a la ley de Newton para la viscosidad.

Antes de continuar con una discusién cuantitativa del proceso de difusién, es necesario
-definir ciertas propiedades del fluido, y algunos parametros cinematicos propios del
sistema binario. : -

Densidad:
_ __masadela componente A _~ masa de lacomponente B 21
PA"= Volumen delamezclade Ay B’ P8 = Volumen delamezclade A y B '
masa de A +masadeB
p= =pas +Ps 2.2
volumen delamezclade A yB
Concentracion:
_ masadelacomponente A p,
A masadelamezclade AyB p
2.3
c. = _Masa delacomponenteB  pg
® masadelamezclade AyB p
de lo cual se concluye que
catcs=1 | 2.4

En una mezcla, las diversas componentes se mueven con diferentes velocidades. Sin
embargo, no se refiere a las velocidades particulares de cada molécula, sino mas bien a
la velocidad media de todas las moléculas de una componente dada, dentro de un.
volumen pequefio. Para la componente A, se llamara a esta velocidad V,, cuando se mide
con respecto a un sistema de coordenadas fijo. El flujo de masa de la componente A, por
unidad de area (masa por segundo, por unidad de area), es entonces un vector igual al
“producto pa Va. El drea unitaria es normal a la direccién del vector velocidad.

Denotando al vector flujo (relativo a las coordenadas fijas) por N,, se tiene.
NA = pPa VA 2.5
El flujo de masa Na puede interpretarse también como una cantidad de movimiento de ia

componente A, por unidad de volumen de la mezcla. En forma similar para la componente
B, se tiene
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NB = PB VB . 2.6

Ahora, se esta en posicion de definir fa velocidad hidrodinamica local V, como fa que se
mediria con un tubo de Pitot. Esta velocidad debera ser igual a la cantidad de movimiento
total por unidad de masa, y por lo tanto.

Cantidad de movimiento total

= NA + NB
Volumen de [a mezcia

Entonces

- Na +Ng - PaVa +peVy
Pa *Pe P

\Y 2.7

Utilizando la ecuacién (2.3) se tiene que
V=c,V, +CgVp ' 2.8

Al tratar con procesos de difusion, se esta interesado en |a transferencia de masa con
respecto a la velocidad hidrodindmica o conveccion del fluido. Por ejempio, considérese
un pequefio gidébulo de solucion de cloruroc de sodio inyectado en un fiujo de agua, la cual
fluye uniformemente en un canal, como se muestra en la Figura 2.1. El centro de la masa
del glébulo se mueve aguas abajo con la velocidad hidrodinamica V. Debido a la difusion
molecular, la sal tiende a dispersarse, y por lo tanto, la velocidad V, de la sal difiere de la
velocidad hidrodinamica V. Denotando el flujo de masa por unidad de area, de la
componente A (con respecto a la velocidad hidrodinamica), por Ja, se tiene

DAL
J\)

Vt1 ’

>

Vi,

Figura 2.1 Difusién molecular relativa al movimiento convectivo del fluido
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Ja=pa(Va—V) . | 2.9
Este flujo es proporcional al gradiente de concentracion local.

Por otra parte la primera ley de Fick puede enunciarse en forma vectorial, como:
Ja=-pDas VCa 2.10

Donde Dag es el coeficiente de difusion molecular, o de difusividad, para el sistema
binario. Como en el caso de la viscosidad molecular, Dys es una propiedad del fluido, la
cual depende de las componentes A y B, su concentracion relativa, y de la temperatura y
presion del sistema.

2.1.2 Ecuacion de transporte de masa

La expresion para la conservacién de masa de una componente en un sistema binario se
obtiene sumando los flujos de la masa en el volumen de control diferencial, y una
expresion conveniente para el flujo de masa con respecto a un sistema fijo de
coordenadas, ésta expresion se encuentra combinando [as ecuaciones (2.5) y (2.9), con
lo que se tiene [o siguiente.

Npa =Jda+paV

Al utilizar la primera ley de Fick (ecuacién (2.10)), y emplear la concentracién por medio
de la ecuacion (2.3), el flujo de masa se transforma en: '

NA-'-'-pDABVCA"‘pCAV | 2.11

Esta ultima expresién tiene una ventaja obvia sobre la ecuacion original (2.5), porgue Ny
estd ahora en términos de cantidades faciimente medibles: la densidad local p, la
concentracion c, vy la velocidad hidrodinamica V.

Ahora se puede formar la expresioén para la conservacién de masa para la componente A,
en coordenadas cartesianas, refiriendose a la Figura 2.2. Esto se puede establecer de la
manera siguiente a través del siguiente diagrama de fiujo:

: — Rapidez de
Fluo neto de Rapidez de produccion acumulacién de masa
masa A, a través de la masa del del elemento A, dentro
del elemento de elemento A por reaccién del elemento del fluido.
fluido (flujo neto | * | quimica o biologica, | ~
de entrada menos dentro del elemento del
flujo de salida) fluido. '
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-

(Na)x AyAZ\

~

Figura 2.2 Flujo neto de masa de la componente A en la direccién x

En forma matematica, se tiene

a(N |
_MG(P;;)X AX- Ay-Az»—~—(5;)" Ax-Ay-,Az————~(:}('\;z“)Z AX Ay - AZ+r1,AX - Ay - Az =

=§%A—Ax-Ay-Az 2.12

Dividiendo entre el elemento de volumen Ax Ay Az, y agrupando términos, se obtiene

Op A + a(NA)x . a(NA)x 4 a(NA)x - 2.13
a o ox ox '

o en forma vectorial
%)
ﬁ—g-ti+V-NA=rA 2.14

En las ecuaciones anteriores, ra representa la masa de A producida por unidad de
volumen y por unidad de tiempo. Si la componente desaparece en un proceso de
reaccion, ra sera negativa. En forma similar, la conservacion de la masa de la sustancia B

puede escribirse como:
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op
_atiJrv.NB =1 2 15

En un sistema binario, la produccidon de A puede sélo ocurrir a expensas de B, ya que la
masa total del sistema debe conservarse. Entonces.

N 2.16

Al sumar las ecuaciones (2.14) y (2.15) se tiene lo siguiente.

@i+—api+V-NA+V-NB:O 2.17
ot ot

‘Sustituyendo las ecuaciones (2.1} y (2.7) en la ecuacién (2.17) se tiene en forma vectorial:
o _ ‘

la cual es la ecuacion general de continuidad para la mezcla de fluidos.

Volviendo a la ecuacion de conservacion de masa, para una sola componente (2.14),
reemplazando al vector flujo Na, por su equivalente de la ecuacion (2.11), y pa = p Ca.

?(p%t)-kv-(—pDABVCA +pC,V)=1,
Desarrollando y agrupando términos, se obtiene.
%mc;\v-v +V.Vec, =pD Ve, +(Ve,) (VpD,y ) +r, 2.19

Si el fluido considerado es incompresible V - g = 0. Si ademas, la solucion es diluida, tanto
ta densidad total de la mezcla p, como el coeficiente de difusion, son esencialmente
constantes. Asi, después de dividir entre p, la ecuacion (2.19) se transforma en: .

-
B¢,

r
+V.Ve, =DVic, +2 220
p

en forma cartesiana se tiene:

2.21

+u +V +Ww +
P

dc, dc, o, ®a _p d%c, 620A+& LA
ot X ox oz Pl et oyt a2t
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Esta ecuacion es conocida como la ecuacién de difusiéon convectiva ¢ de transporte de
masa; y es la expresién para la conservacion de masa de la sustancia A, la cual sufre una
difusién ordinaria, en un flujo laminar incompresible.

Si la velocidad convectiva y la rapidez de produccion son cero, la ecuacion (2.21) se
reduce a.

oG, d’c, d%c, &*c, e 2 59

= —+
R I G VY-S R

Esta forma es denominada a menudo como la segunda ley de Fick, y €s una ecuacién
diferencial de segundo orden. Si la concentracién se reemplaza por la temperatura Ty Dag
se reemplaza por la difusividad térmica ¢, se llega a la ecuacién de calor.

2.23

o _ [T 2T T
a

a o oy o
la cual es una de las ecuaciones basicas de la teoria de |a transferencia de calor. Se han

obtenido un gran numero de soluciones de estas ecuaciones, para varias condiciones de
frontera. :
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Resumen

La difusion molecular es el proceso mediante el cual la materia se transporta por la
movilidad molecular. Si el fluido esta en un estado de movimiento convectivo, se debe
tener cuidade en distinguir de movimientos laminares y turbulentos. Por ejemplo, si el
fluido es turbulento, el intercambio macroscépico de particulas de fluido generalmente
“eclipsara” al proceso de intercambioc molecular.

La difusion molecular ordinaria se llama a menudo gradiente de difusion, porque puede
describirse por una ley observacional, en Ia cual la rapidez de transferencia de masa de
una sustancia, por unidad de area, es proporcional al gradiente de concentracion de la
sustancia. Esto es conocido como la primera ley de Fick, y es analoga a ia ley de Newton
para la viscosidad.

La ecuacion de transferencia de masa es una de las ecuaciones basicas de la teoria de la

transferencia de calor. Se han obtenido un gran ndmero de soluciones para esta
ecuacion, variandose solamente las condiciones de frontera.
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3 Mecanica computacional de fluidos
3.1 Introduccion

Las ecuaciones de gobierno para la dinamica de fiuidos Newtoniana, y las de flujo no
permanente de Navier-Stokes, se conocen desde hace 150 afos o mas, sin embargo, la
“solucidon de estas ecuaciones, es todavia un area activa de la investigacion, como es el
caso del problema de la turbulencia a través de la descomposicion que utiliza Reynolds.

La dinamica de fluidos experimental tiene un papel muy importante en la validacion y
delimitacién de las aproximaciones a las soluciones de estas ecuaciones de gobierno. Por
ejemplo el tunel de viento, como una pieza de equipo experimental, proporciona un medio
efectivo de simulacion de flujos reales.

La permanente mejora en la velocidad y en el almacenamiento en memoria de las
computadoras desde los afios 50's, ha permitido el surgimiento de la Dinamica
Computacional de Fluidos (CFD). Esta rama de la mecanica de fluidos complementa la
parte tedrica y experimental de la mecanica de fluidos, proporcionando una alternativa
para la simulacion de flujos reales.

El desarrollo de computadoras mas eficientes ha generado un notable interés en CFD,
ademas de que ha producido una mejora en la de eficiencia de las técnicas
computacionales, por lo que CFD es el medio preferido de disefadores en muchas ramas
de la aviacion, y de la industria automovilistica.

Chapman proporcioné 4 ventajas significativas de CFD respecto de la dindmica de fluidos
experimental, estas son:

+ Eltiempo en diseno y desarrollo es reducido
CFD puede simular condiciones de flujo no reproducibies en pruebas
experimentales

e CFD proporciona informaciéon méas detallada

s CFD incrementa la relacién costo-beneficio

El usar un coédigo optimizado de CFD permiten disefios alternos (configuraciones
geométricas distintas) los cuales son estudiados bajo diferentes valores de los parametros
del flujo, por ejemplo, nimero de Reynolds, nimero de Mach, orientacion del flujo etc. En
la practica CFD es una herramienta muy efectiva para la seleccion del disefio éptimo.

El comportamiento de un fluido puede ser descrito a través de la velocidad y de las

“propiedades termodinamicas def mismo, como una funcién continua en el tiempo y en el
espacio. La aplicacion de los principios de conservacion de masa, momentum y energia
producen sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, para las variables
termodinamicas y de velocidad como una funcién del tiempo y posicion. Con condiciones
iniciales y de frontera para un flujo dado y la ecuacién diferencial parcial apropiada, la
descripcion matematica del problema puede ser establecida.
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Muchos problemas de mecanica de fluidos involucran la interaccion entre la conveccidny
difusién. Un ejemplo se indica en la Figura 3.1, en la cual se muestra la distribucién de la
temperatura de un fluido en un tubo en diferentes instantes. Se considera que el fluido
esta en movimiento hacia la derecha con una velccidad constante u y que la temperatura

es constante a través del tubo,

10 t=0
T
i I I
XL -1.0 0.0 1.0 20 3.0 X=
10—
T t=0.5u
1 1 T 1 1
Xt 10 0.0 1.0 20 3.0 x
1.0
T t=1.0M
I I T T

XL 1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 bC
Figura 3.1 Distribucion unidimensional de temperatura en un tubo
La distribucion de temperatura como una funcidn de x y t es gobernada por la ecuacion:

6T | 8T _ o°T

—+U-—- =0 Para x| <x<xp y t>0 3.1
ot dx ox

Las condiciones de frontera e iniciales son:

T, =Tk, t)=0 32

T (x, 0) = cos nx, -0.5<x<05
T 0)=0.0 x <-0.5 y x>05 33

2

Las ecuaciones (3.1-3.3) describen matematicamente el problema, el termino o:"%— esla
. o X

dispersion térmica y a es la constante de dispersion o término dispersivo. Este coeficiente
“es el responsable del esparcimiento de [a temperatura a la derecha e izquierda, si o es
pequefio la dispersién es pequefa. '

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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A oT . Ce
. El término u? es la conveccion y es el causante de que la distribucion de la temperatura
X

se comience a mover a la derecha con una velocidad u. Hasta ahora la velocidad u, es
conocida y lineal en T, sin embargo, cuando se requiere encontrar |la solucién para un
campo de velocidades, es necesario considerar ecuaciones con términos no lineales
convectivos. Un ejemplo de una ecuacion no lineal estd dada por la ecuacion de Burger.

2
au+uau_6u=0 3.4
ot ax &x
—_ , . du - :
El término convectivo no lineal ug— se puede representar numericamente si o es muy
X .

pequeno, por io que requiere mallas muy finas y la presencia de |a no-linealidad a menudo
necesita un nivel adicional de iteracién en el algoritmo computacional.

3.2 Vision General de la Dinamica Computacional de Fluidos

El procedimiento que se utiliza para determinar las variables en problemas que involucran
movimiento de flujo se puede representar esquematicamente en la Figura 3.2

Para cada elemento del fluido

Conservacion de masa Ecuacion de continuidad

Segunda ley de Newton Ecuaciones de Euler
Ecuaciones de Navier Stokes

Conservacion de energia Ecuacién de |a energia

Solucion de las ecuaciones
con condiciones iniciales y de frontera.

Distribucidn de velocidades:  u(x, y 2,0, vy, z, ), wix, y,Z, 1)

Presion PX, Y, z, 1)
Densidad px.y. 2, 1)
Temperatura T, v, 2, 1)

Figura 3.2 Diagrama de flujo general para la solucién de las ecuaciones de gobierno

Las ecuaciones de gobierno para flujos de interés practico son usualmente demasiado
complicadas para resolverse analiticamente, por 1o que es necesario resolver este
problema por medio de una solucién numérica computacional. Las técnicas numericas
reemplazan las ecuaciones diferenciales parciales de gobierno con sistemas de
ecuaciones algebraicas, por io que la- solucién puede ser obtenida a través de una
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computadora. Para algunos métodos como las diferencias finitas, elemento finito y
volumen finito, las ecuaciones algebraicas ligan los valores de las variables dependientes
a puntos adyacentes de una malla. Como se vera mas adelante, un punto de la malla esté
distribuido a través de todo el dominio de calculo, en el tiempo y en el espacio. Por
gjemplo una representacién tipica en diferencias finitas de la ecuacién (3.1) es:

T -T u(T, T ealrn 2T +T)

= = 3.5
At 2 Ax Ax?

Dondex=jAxyt=n At

Si la solucién es conocida en todos los puntos de la malla x; en el tiempo n, puede usarse
‘el siguiente algoritmo para Tj””

Tin+1 ij“ ﬁ[zu;XJ( Tn ) [Zitz j(T _2Tn +TJ+1) 36

Al usar repetidamente la ecuacion (3.6), esta genera la solucién en todos los puntos
‘internos de la malla x;, en el tiempo n+1. Incrementando n y sustituyendo los valores de

T™1 en el lado derecho de (3.6) se encuentra la solucion.

Para el método de |las diferencias finitas, del elemento finito o volumen finito, el. nimero de
puntos requerido de la malla para una solucién precisa, depende de la complejidad de la
geometria. Por ejemplo el flujo de aire en un avioén requiere por lo menos 10 millones de
puntos. Para el flujo turbulento tridimensional se llegan a requerir entre 5 y 30 variables
dependientes por punto de la malla. Dado que las ecuaciones de gobierno para muchas
clases de fluidos son no lineales, para llegar a la solucién, usualmente se procede de
‘manera iterativa. Esto es, la solucion para cada variable dependiente en cada punto de la
malla es corregida secuencialmente usando las ecuaciones discretizadas. E! proceso
iterativo consiste en avanzar en el tiempo para encontrar la solucién. El numero de
iteraciones ¢ pasos de tiempo pueden variar de unos cientos hasta miles.

El proceso de discretizacion introduce un error que puede ser reducido, en principio,
refinando la malla. Por lo que si el algoritmo numerico que lleva a cabo las iteraciones
_avanza en el tiempo de manera estable, entonces |a solucién numérica puede acercarse a
la solucién real de las ecuaciones de gobierno, siempre y cuando la capacidad de calculo
de ia computadora sea suficiente.

3.3 Clasificacion de las ecuaciones diferenciales parciales

las ecuaciones de gobierno de la dinamica de fluidos son ecuaciones diferenciales
parciales con primera y segunda derivada en las coordenadas espaciales y primera
derivada en el tiempo. Las derivadas con respecte al tiempo son lineales, pero las
derivadas espaciales en las ecuaciones de gobierno a menudo son no lineales.

TSSCON | 7
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Para visualizar lo anterior se analizara la siguiente ecuacion, la cual es de segundo orden
con dos variables independientes.

2 2 2
P A N N TTRN 3.7
ax? OxXay ay? ax oy

Donde de A a G son coeficientes constantes, de estc ecuacidn se desprenden tres
- categorias las cuales son:

Ecuacién diferencial parcial eliptica: B2.-4AC <0
Ecuacién diferencial parcial parabolica: B2-4AC=0
Ecuacién diferencial parcial hiperbdlica: B?-4AC >0

Por ejemplo considérese la siguiente ecuacion diferencial para flujo potencial,
bidimensional, permanente y compresible:

e g
(- Mz)ax_ 5r =0 3.8

Aplicando el criteric anterior, indica que (3.8) es eliptica si M. < 1 e hiperbolica si M, > 1.
Si los coeficientes, A a G en (3.7), son funcién de x, vy, u, du/éx o du/dy, el criterio puede
ser usado siempre que A, B y C estén interpretadas localmente. Esto implica que la
clasificacién de las ecuaciones de gobierno puede cambiar en diferentes partes del
dominio de célculo. Las ecuaciones de gobierno de la mecanica de fluidos tienen la
caracteristica de cambiar su tipo en el dominio de calculo, por lo que esto representa una
de las mayores complicaciones en la solucién de las mismas.

3.3.1 Ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas

El ejemplo mas simple de una ecuacion diferencial parcial hiperbdlica es la siguiente.

02U d*u

6’(2 8)(2 —=0 3.9

Para condiciones iniciales dadas por u(x,0) = sin zx, - (x O) =0.
9

Y condiciones de frontera u(0, t} = u(1, {)=0 d|cha ecuacion tiene solucién exacta la cual
es la siguiente

U(x, t) = sin =x cos =t _ 3.10

TESSCON | - .
TALLA DE ORIGEN] )




Modelc Hidrodinamico Integrado en la Vertical de Transpoerte de Masa

La carencia de una atenuaciéon es una caracteristica de las ecuaciones diferenciales
parciales lineales. Un ejemplo de esto es la ecuaciéon de conveccidn. Las ecuaciohes
diferenciales parabdlicas estan asociadas a problemas de propagacién donde no existe
disipacion.

3.3.2 Ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas

~ Este tipo de ecuaciones ocurren cuando en los problemas de propagacion se incluyen

mecanismos disipativos tales como la viscosidad o la conduccion de calor. El ejemplo
clasico de una ecuacion diferencial parabollca es la ecuacion de difusion o conduccmn de
calor.

2
au_gu 3.11
o ax?

para condiciones iniciales u = sin wx y condiciones de frontera u(0,t) = u(1,t) = 0 tiene la
siguiente solucién exacta.

U (x, t) = sin 7x exp(-7* 1) 3.12

El decaimiento exponencial en el tiempo mostrado por la ecuacion anterior, puede
contrastarse con la solucién oscilatoria de (3.10).

Un ejemplo de este tipo de ecuaciones es la de transporte la cual es lineal, otro ejemplo
" es la ecuacion de Burger’s, sin embargo es no lineal.

Los problemas de ecuaciones diferenciales parabdlicas son tipificados por soluciones en
las cuales se avanza hacia delante en el tiempo pero se dispersa en el espacio. La
magnitud de la dispersién se atenua rapidamente conforme se aleja de la fuente, La
incorporacién de un mecanismo disipativo también implica que, aun si las condiciones
iniciales o de frontera incluyen una discontinuidad, la solucion en el interior del dominio de
caiculo siempre sera continua.

3.3.3 Ecuaciones diferenciales parciales elipticas

Para la dinamica de fluidos, las ecuaciones diferenciales elipticas, estan asociadas con
probiemas de flujo en estade permanente. El ejemplo mas simple de una ecuacion
diferencial eliptica es la ecuacién de Laplace. ' :

¢ 8 .
gj)' + ‘é?? =0 3.13
La cual gobierna el flujo potencial incompresible. Para las condiqiones de frontera

!W'
!
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d(x, 0) = sin nx, d{x, 1) = sin nx exp(-n) $(0, yy = {1, y) =0

tiene la siguiente solucién

d(X, ¥) = sin zx exp(-ny) ' 3.14
en el dominio

O<x<1, 0<gy<1

La ecuacion de Poisson, bidimensional para flujo irrotacional es una ecuacion diferencial
eliptica. La ecuacion de Navier-Stokes para estado permanente lo es también.

La caracteristica mas importante concerniente a las ecuaciones diferenciales elipticas es
que la perturbacion introducida en un punto del dominio de calculo, influye en todos los
demas puntos. A medida que se aleja del punto perturbado la influencia disminuye.

3.4 Técnicas preliminares en la dinamica de fluidos computacional

A continuacién se discuten las técnicas basicas numeéricas, que se requieren para resolver
problemas que involucren a la mecanica de fluidos, en especifico la ecuacién de
transporte de masa. El procedimiento para resolver ecuaciones diferenciales es muy
parecido de un problema a otro, por ejemplo, para calcular el campo de velocidades de un
flujo incompresible no permanente tridimensional se puede plantear el siguiente diagrama
de flujo, el cual se muestra esquematicamente en la Figura 3.3,. El primer paso consiste
en convertir una ecuacion diferencial parcial continua y sus condiciones auxiliares
(condiciones de frontera e iniciales) en un sistema de ecuaciones algebraicas. Este primer
paso se denomina discretizacidén y se puede identificar facilmente si se uiiliza el metodo
en diferencias finitas.

Ecuaciones
Diferenciales ——— Sistema de | | Solucién del Solucion
parciales, con Discretizacion ecuaciones sistema de aproximada
.cc_m_dlmones algebraicas ecuaciones ‘de u{x, v, z, t)
iniciales y de etc.
frontera

Figura 3.3 Diagrama de flujo para resolver ecuaciones diferenciales con métodos
' ' computacionales

El reemplazar cada uno de los téerminos de una ecuacién diferencial parcial, por
expresiones algebraicas introduce un error en la solucion del problema planteado, la
adecuada seleccion de éstas expresiones algebraicas pueden minimizar ese error.

El segundo paso en el proceso de solucibn consiste en resolver ese sistema de
ecuaciones algebraicas, este paso también introduce un error pero es despreciable
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comparado con el error provocado por la discretizacion. Existen varios métodos para
resolver sistemas de ecuaciones algebraicas los cuales se discutiran mas adelante.

3.4.1 Discretizacion de ecuaciones diferenciales parciales

Para convertir una ecuacidn diferencial parcial en un sistema de ecuaciones algebraicas,
existen varios métodos, los mas comunes son; diferencias finitas, elemento finite, volumen
finito y métodos espectrales.

L.a manera de discretizar depende de si existen derivadas con respecto al tiempo o si sélo
se tienen derivadas con respecto al espacio. En la practica, las derivadas con respecto al
tiempo son discretizadas casi exclusivamente usando el método de diferencias finitas,
mientras que las derivadas espaciales se pueden discretizar con cualqulera de Ios
~ métodos mencionados anteriormente.

A continuacion se muestra el proceso de discretizacidén considerando la- siguiente
ecuacion, la cual es la ecuacion de difusion no permanente unidimensional.

T 2T

=q 3.15
ot oy?

Donde T es la temperatura y o es el coeficiente de difusién térmica, las condiciones
iniciales y de frontera estan dadas a continuacién:

T, t)—b T t)=d

3.18
T(x0)=T, o(x) 0<x<1

La forma mas directa para discretizar una ecuacion diferencial parcial es reemplazar las
derivadas por expresiones equivalentes en diferencias finitas, por 10 que la ecuacion
resultante es:

T ot -2Tr 4+ TE)

— 317
At AX?

El tamafio de los pasos Ax y At y el significado del subindice j y superindice n, se indican

en la Figura 3.4. En (3.17) Tj“ es elvalorde T en {j, n) nedo.
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n+1
N T [
\
|
n — _ B |
n-1
t=nAx
=1 =2 j=3 1 j j*+ J
] i
n:
24 ’7 -
=1
At e —
; !
SV — | n= L
0 Ax 2AX (-1)A% (J-1)Ax

Figura 3.4 Representacion grafica de un malla discretizada

LLa ecuacién (3.17) es el resultado de un proceso de discretizacién de (3.15),' esto implica
que el problema de encontrar la solucién exacta (continua) de T(x,t)se ha remplazado

con el problema de encontrar valores discretos de T,". Como se menciond anteriormente

existen dos errores al efectuar el proceso de discretizacidon, uno es el error de
truncamiento y el otro el error en la solucidén. El primer error es provocado por la
discretizacion de la ecuacion diferencial, y el segundoc es el correspondiente al error entre

la solucion aproximada y la solucién exacta, ambos errores seran examinados en las
secciones siguientes.

3.4.1.1 Discretizacién de derivadas en el espacio

Hasta ahora se ha descrito de manera breve como el meétodo de diferencias finitas
discretiza espacialmente las derivadas, de la forma 3°T/dx*. El método del elemento

finito realiza la discretizacion asumiendo que la solucidn local para T, puede ser
interpolada. Después la solucién local es substituida en una integral de la ecuacién de
gobierno y finalmente integrada. Un resultado tipico (usando elementos lineales en una
malla uniforme) es:
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n+ n 2AX n+ n n+ n
[6 J(TJ 11 1’1)+[ 3 ](T 1 Tj)+{6](-r’”1 TJ+1) OL(TJ-'11 2T +sz1)

= 3.18
At At At Ax

Dividiendo ambos lades de (3.18) por Ax, se tiene un resuitado similar en estructura a la
ecuaciéon (3.17).

EL método espectral procede de una manera simitar al del elemento finito, excepto que ia
solucidn para T es de la forma:

T=3 a(t)ox) | 3.19

Donde a; () son los coeficientes desconocidos a ser determinados como paite de la

solucion y ¢, (t) son funciones conocidas de x. La forma final de la ecuacién discretizada
usando el método espectral se puede escribir de |a siguiente manera

- J
— =P 3.20

Donde p; son los ceeficientes algebraicos conocidos.

3.4.1..2 Discretizacion de derivadas en el tiempo

Si se utiliza un esquema hacia adelante en diferencias finitas para discretizar al tiempo de
la ecuacién (3.15), sofo se usa informacién en los niveles n y n+1. Dado que sélo se
avanza en la direccion positiva, la informacién en niveles de tiempo n+2 y mayores no se
toman en cuenta. En la ecuacién (3.17), la representacion en diferencias finitas de las
derivadas con respecto al espacio se han evaluado en el nivel de tiempo n, proporcionado
asi un algoritmo explicito para T™".

-7
At

3.16

Por otra parte, si los terminos espaciales se evaluaran en el nivel n+1 se obtendna el
siguiente algoritmo implicito.

ST +(1+28) T ——sTi! =T 3.17

donde
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o At
§=—
AX

La ecuacion (3.17) puede resoclverse Unicamente como un sistema de ecuaciones, el cual
se forma al evaluar todos los nodos j =2, ... , J-1. Si se utilizara una formula en diferencias
centradas (3.18) para evaluar el término temporal de la ecuacion (3.15) se obtendria el
algoritmo explicito para T™" de la ecuacién (3.19)

T.n+1 _T_r|4
(_J____L_) 318
2At
s ot 200 At n a
T =T 4 (Te, +217 +T7,) 3.19

AX?

La ecuacion (3.19) es mas precisa, pero mas complicada para resolver, dado que
involucra tres niveles en el tiempo, n-1, n y n+1. Este esquema en particular no es
practico, ademas de que es inestable, sin embargo el uzn de diferencias centradas &n el
tiempo con ofras ecuaciones, por ejemplo Ia ecuacion de conveccion, resuitan estables.

3.5 Expansion en series de Taylor

En la seccién anterior se presentaron las formulas tipicas algebraicas para mostrar los
mecanismos de discretizacion de derivadas tales como 92T/ax?, ahora se presentara
como se deducen, a partir de expansiones en series de Taylor.

Como primer paso para desarrollar un algoritmo para calcular los valores de T de la
ecuacion (3.15), las derivadas en el tiempo y en el espacio de los nodos (j, n) son
expresadas en términos de los valores de T en los nodos adyacentes.

La expansion en series de Taylor para los términos espaciales se expresa de la siguiente
manera:

T =iAX o't 3,20
m=0‘m! axm j

y para las derivadas en funcion del tiempo se tiene:

= m! 5}? j
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Estas series pueden ser truncadas después de un cierto nimero de términos, el error
resultante (fruncamiento) es dominado por el término siguiente en la expansion si Ax < 1,
en (3.20) 6 si At <1 en (3.21). Por lo que se puede escribir lo siguiente.

2[ q2 "
Tia =T] +Ax|— oT +Ax call +O(Ax3) 3.22
x|, 2 [ex?]

El término O(Ax%) se puede interpretar como que existe una constante positiva K, que

depende de T, tal que la diferencia entre T en el nodo (j+1, n) y los primeros tres
términos del lado derecho de la ecuacion (3.22), evaluados todos en el nodo (j, n), es
numéricamente menor que KAx® para todo Ax suficientemente pequefio. Se aprecia
claramente que el error involucrado en ésta aproximacion se reduce en magnitud de
manera significativa tanto como el tamafic de Ax decrece.

Dada la consideracion anterior la expresion en diferencias finitas para dT/0x podria
obtenerse directamente, asi al reordenar (3.22) se tiene:

2]-tcn .
!

Lo cual es aproximadamente igual a:

Fq Jme-m)

3.24
ox | AX

Los términos adicionales que aparecen en ia ecuacion (3.23) son conocidos como el error
de truncamiento. La ecuacién (3.24) es una aproximacion en diferencias finitas hacia

delante. De manera similar expandiendo ”_l"?1 en series de Taylor alrededor del nodo (j, n)

y después de efectuar las operaciones correspondientes, se obtiene la ecuacion (3.25) la
cual es una aproximacién en diferencias finitas hacia atras.

qu@gw 526
axj'Ax '

Ei error generado por las Ultimas dos ecuaciones es de O(Ax). La interpretacion
geométrica de las ecuaciones (3.24) y (3.25) se presenta en |la Figura 3.5, en dicha figura
la ecuacion (3.24) representa la pendiente BC, mientras que la pendiente AB esta
representada por la ecuacion (3.25).
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Figura 3.5 Representacion en dif:rencias finitas de JT /00X

lLas ecuaciones (3.24) y (3.25) se obtuvieron a través de series de Taylor en el espacio.
Para la variable del tiempo se utiliza la misma tecnica, por lo que después de operaciones
se obtiene |la aproximacion en diferencias finitas nacia delante para el tiempo.

gi n N (Tjn+1 __Tjn) . 126
ot At '

j

“El esquema anterior al igual que los otros genera un error de O(At).

3.5.1 Técnica General

Las expresiones en diferencias finitas presentadas en la seccidn anterior se generaron a
partir de una manipulacién simple de una expansion en series de Taylor. Una técnica mas
metddica para construir aproximaciones en difci.iicias finitas es comenzar a partir de una
expresion general como la siguiente.

E}H =aljs +bT; +¢Tinm +O(Ax"‘) 3.27
j

Donde a, b y ¢ son coeficientes a determinar y < i&rmino O(AX™) indica la precision de la
aproximacion resultante. Usando (3.20) se puede escribir

FALLA DE ORIGEN
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aTit +bT] +cTht =(@+b+c)T] +(-a+c) Ax{%} +

j

2 27" 30 37"
(a+c)éxz—+[a T} +(~a+c)—A—x{Z{} +... 3.28
i

6 x|
J

Resolviendo
atb+c =0, (-atc)Ax=1 resulta
a=c1/Ax yb=-2c+alAx para alguna c
Seleccionando ¢ de tal forma que el tercer término del lado derecho de la ecuacion (3.28)
desaparezca, se produce la aproximacién mas precisa posible con tres parédmetros
disponibles, que son
c=-a= % Ax y bh=0
Substituyendo estos valores en (3.28) se obtiene

FT1" 1 { =0 =n\ ACTET]
[&_} =E(—Tj—1+T;‘+1)w 6 [@(3 :}j +... 3.29

j

Por lo tanto la aproximacion en diferencias centradas de [6T/ 8)(]'; es

szw | 3.30
X 2Ax '

j

La cual tiene un error de truncamiento de O(Ax?). Claramente la aproximacién en
diferencias ceniradas preduce un error de truncamientc de mayor orden que las
diferencias hacia adelante o hacia atras. La interpretacion geométrica de (3.30) evallda la
pendiente AC en la Figura 3.5.

Utilizando una representacién similar a (3.27), la siguiente férmula en diferencias

centradas puede ser obtenida para [aleaxz ]f

271" T, —2T +T0
OTF _Tem2 T o(ae) 331
ox? 2Ax

)
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3.6 Precision en el proceso de discretizacion

La discretizacion es necesaria para convertir las ecuaciones diferenciales de gobierno en
un sistema equivalente de ecuaciones algebraicas que pueden resolverse utilizando una
computadora, dicho proceso invariablemente produce un error. Asi la formula para
diferencias centradas (3.30) es exacta para polinomios cuadraticos, y las formulas de
diferencias finitas hacia adelante o hacia atras son exactas s6io para polinomios lineales.
La exactitud puede ser inferida del hecho de que todos los términos en el error de
truncamiento son cero para polinomios de menor orden.

En general el error de una representacion en diferencias finitas de una derivada puede
obtenerse realizando una expansién en series de Taylor alrededor del nodo en el cual la
derivada esta siendo calculada, y la evaluacion del término principal en €l residuo provee
una aproximacion cercana al error, si el tamaro de la malla es pequefio.

Una manera mas directa de comparar la precision de las féormulas algebraicas que
sustituyen a las derivadas es considerar una funcién analitica, como T =expx, y
comparar el valor de la derivada analiticamente y el obtenido de la discretizacion. En la
Tabla 3.1, se tiene una comparacion para dT/dx, evaluada en x = 1, con T = expX,
como la funcién analitica; el tamafio del paso Ax = 0.1. Generalmente las formulaciones
con tres puntos, ya sean simétricas ¢ asimétricas son consideradas mas precisas que las
de dos puntos hacia delante (forward) o hacia atras (backward). Aparentemente el
término principal en la expansién de Taylor resulta una buena estimacién del error, si Ax

es suficientemente pequeno. Para este ejemplo en particular todas las derivadas de orden
mayor en |a expansion de Taylor son iguales a exp x.

oT Término
, at principal en
Caso Formula algebraica {dxl Error expansion de
Taylor
Exacto | 0 e 27183 | -ee-e-- e
3P Simétrica (T = Tia)/24x 27228 | 455 % 10.4531x 102
Diferencia
finita hacia (Tir =T} ) & 28588 | O 11409? X 10.1359 x 10°
adelante
Diferencia :
finita hacia (T; —T)/ A 25888 | 013X 013910
atras
3P - = 09773 x |-0.9061 x 10°
Asimétrica (-1.5T; +2T ;1 = 0.5Tju2 )/ Ax 2.7085 1072 ;
5P Simétrica | (T2 ~ 8711 +8T i - Tz )128x | 27183 | 09072 |0.9061X10

Tabla 3.1 Comparacioén de férmulas en diferencias finitas para evaluar dT/dx en x=1
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l.as férmulas algebraicas para el término principal en el error de truncamiento se muestran
en la Tabla 3.2. Estas formulaciones resultaron de realizar una expansién en series de
Taylor alrededor del j-enésimo nodo. Como se observa la magnitud del error depende
principalmente de la potencia de Ax.

. Error de truncamiento
Caso Formula algebraica del término principal
3P = = g
Simétrica (s - Tin)r28x Ax" T /6
Diferencia L
finita hacia (T - T3 )/ Ax AXT e 2
adelante
Diferencia o N
finita hacia (T - Ti1)/ Ax — AXTo /2
atras
Asimétrica (~1.5T; + 2T 1 — 0.5T ju2 )/ AX A T /3
5P = = = = =
Simétrica (Tj—z —8Tjo1 + 8T —Tj+2)/12Ax AX* T xoon /30

Tabla 3.2 Error de truncamiento del término principal (algebraico): dT /dx

3.7 Método de diferencias finitas

Como se mencioné en el apartado 3.1, la base para el método de diferencias finitas es la
construccion de una malla discretizada, y reemplazar las derivadas continuas con
expresiones equivalentes en diferencias finitas y finalmente convertir las ecuaciones
algebraicas en un algoritmo, numérico. En ésta seccion los aspectos anteriores se ligaran
con la intencién de establecer una metodologia para resolver ecuaciones diferenciales
con el metodo de diferencias finitas.

3.7.1 Impiementacién conceptual

Los pasos a seguir para aplicar el método de diferencias finitas para un problema dado
estan representados esquematicamente en fa Figura 3.6.
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Dominio Variahles Construccion del esquema en diferencias finitas
de calculo [ independientes P de las ecuaciones de gobierno y condiciones de
frontera ‘
thet = tot At Para cada punto de la malla de
P —P}  calculo (i, n) evaluar el algoritmo
para obtener T
No
Tiempo de Ajustar (si es necesario)
simulacion ¢ valores de frontera, ¢
finalizado Ty T Proceso de
Si solucion
Solucion

Figura 3.6 Diagrama de flujo para el método de diferencia finitas -

X, y t>0 3.1

Las condiciones de frontera e iniciales son:

T, =T j&y{)agg Conduccion de calor no permanente en una varilla 32

T (%, 0} = cos X, 0.5

El procedimiento anterior puede aplicarse especificamente al siguiente problema de
conduccidn de calor (difusion). Una varilla (Figura 3.7), tiene inicialmente una temperatura
de T(x, 0) = 0° C. En los extremos se aplica una temperatura de 100° C. E! problema es

encontrar numéricamente la temperatura T(x, ) de algin punte de la varilla. La ecuacién
de gobierno para este problema es (3.15)

a7 o°T
—-a
ot ay?
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Para la solucién de ésta ecuacion, las condiciones iniciales estan dadas por la ecuacion
(3.16). El esquema en diferencias finitas que se utilizara para resclver la ecuacién de
difusion es el conocido como hacia adelante en el tiempo y centrado en el espacio (FTCS)
por sus siglas en inglés, el cual como algoritmo es el siguiente.

T =sTh, + (1-28)T] +sT],

i+

3.32

Donde s = o At/ AX®. La ecuacion (3.32) es aplicada a los nodos internos j =2, ..., J-1. En
un problema de conduccién de calor tipico los valores de frontera T,""' y T,"" estan dados
por las condiciones de frontera de la ecuacién (3.16). El proceso de solucién se repite
avanzando en el tiempo (n =1, 2, 3, ...), hasta completar el tiempo de simulacién.

Para las condiciones iniciales T(x,0)=0 y condiciones de frontera

T(0,t1) = T(1,t) =100, la salida generada por el algoritmo de la ecuacién (3.32),

correspondiente a s = 0.5, se muestra en [a Figura 3.8. Disminuyendo el valor de Af, se
reduce s, ¥ por lo tanto se produce un menor error en la solucién. Esto se puede apreciar

en la Tabla 3.3 con T(0, 0) = T(4, 0) = 50, en donde se compara la solucion obtenida con
una solucion analitica de ia ecuacién (3.15). El efecto de cambiar las condiciones iniciales
T(0,0)=T(1,0) =0, también se muestra en la Tabla 3.3. Se aprecia que el error es
mayor en la solucién obtenida.

|

120

BA
AN
IR\ b7

20 \ ////=1500

7 8 9 10 11

t=30

T°C

0 T

x (m}

Figura 3.8 Solucion de la ecuacion de difusidén de calor unidimensional con s=0.5;
comportamiento estable.
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[ Error rms Ertor rms
T(0,0)=T(1,0) = 50 T©,0)=T(1,0)=0
0.5 0.492 2.251
0.3 0.187 0.953
0.167 0.00169 0.440

Tabla 3.3 Error cuadratico medio (rms) para diferentes condiciones iniciales

Como se observa el método en diferencias finitas infroduce un error que puede ser
tomado en cuenta considerando el error de truncamiento. El error de truncamiento es el
indicador mas preciso del error en la solucion, que como se ha visto depende
directamente de que tan refinada este la malla de célculo.

3.8 Fundamento tedrico

Una cuestidén importante concerniente a los métodos numéricos para resolver ecuaciones
diferenciales, es que se garantice gue la solucién obtenida a través de tecnicas numeéricas
se acerque a la solucion exacta de la ecuacién diferencial, y ademas, bajc que
circunstancias la solucién numérica coincide con la solucidén exacta del problema
planteado. La segunda parte de la pregunta se puede responder (superficialmente)
obligando a que la solucidén aproximada deba converger a la solucion exacta cuando los
espaciamiento temporales y espaciales tiendan a cero. Sin embargo, la convergencia es
muy dificil de estabiecer directamente, para llegar a dicha convergencia generaimente se
utiliza un diagrama de fiujo, como el de {a Figura 3.9.

El diagrama indica que se requiere que el sistema de ecuaciones algebraicas, formado a
partir del proceso de discretizacién debe ser consistente con las ecuaciones diferenciales
parciales de gobierno. La consistencia implica que el proceso de discretizacion pueda ser
reversible, es decir que a través de una expansion en series de Taylor, las ecuaciones de
gobierno puedan formarse nuevamente. Ademas de que, el algoritmo utilizado para
resolver el sistema de ecuaciones algebraicas, debe ser estable.

>

Figura 3.9 Relacidén conceptual entre consistencia, estabilidad y convergencia
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Es muy dificil obtener una guia teérica para el comportamiento de la solucién numérica de
una ecuacién diferencial en un tamafio de malla finita. Muchos de los resultados teéricos
son soélo estrictamente aplicables en el limite cuando el tamafo de la malla tiende a cero.
Sin embargo |las conexiones que se han establecido entre la convergencia, consistencia y
estabilidad son muy usadas cuantitativamente para encontrar soluciones en una malla
finita.

3.8.1 Convergencia

L.a solucién exacta del sistema de ecuaciones algebraicas es la solucién aproximada de
las ecuaciones diferenciales parciales de gobierno. Dicha solucidn es obtenida cuando no
existe algun tipo de error, tal como el debido al redondeo durante el calculo. La magnitud
del error, e"; en el n-ésimo nodo depende comunmente del tamafio de los espaciamientos,
AX ¥ Al

Probar que una solucidén del sistema de ecuaciones algebraica converja a la solucidn de la
ecuacioén diferencial parcial es generalmente muy dificil, adn para los casos mas simples.
Para la solucion aproximada de la ecuacion de difusion, dtilizando el algoritmo mas simple
FTCS, una prueba de convergencia para s < Y% fue realizada por Noye (ANO). La
convergencia es muy dificil de mostrar cuando la ecuacién diferencial parcial es mas
complicada que la ecuacién de difusion.

3.8.1.1 Teorema de equivalencia de Lax

Dado un apropiado valor lineal de condicidn inicial y una aproximacién en diferencias
finitas para satisfacer la condicion de consistencia, la estabilidad es |a condicidn necesaria
y suficiente para la convergencia.

El teorema de equivalencia de Lax es de gran importancia, dado que es relativamente
facil mostrar la estabilidad de un algoritmo y su consistencia con la ecuacién diferencial
parcial original.

Muchos de los problemas reales de flujo son no lineales y el valor inicial no es lineal, asi
que el teorema de equivalencia no siempre puede ser aplicado rigurosamente.
Consecuentemente dicho teorema debe ser interpretado como condicién necesaria, pero
no siempre suficiente.

3.8.1.2 Convergencia numérica

Para las ecuaciones que gobiernan la mecanica de fluidos, la convergencia es casi
imposible demostrar tedricamente, sin embargo, para problemas que poseen una solucidn
exacta como la ecuacidén de difusién, es posible cbtener soluciones numeéricas en una
malla refinada y un calculo del error en la solucién. La convergencia implica que el error
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en la solucion debe reducirse a cero tanto como el espaciamiento de la malia tienda a
cero.

A manera de gjemplo, se realizaron corridas del programa que resuclve la ecuacion de
difusion unidimensional, refinando sucesivamente el espaciamiento de la malla. Los
carrespondientes errores se muestran en la Tabla 3.4 para s = 0.5 y s = 0.30. Es claro
gue el error se reduce conforme Ax decrece. Basado en estos resultados seria razonable
inferir que el refinamiento de lta malla produce una mayor reduccion en el error, y en el
limite de Ax cuando tiende a cero la solucién de las ecuaciones algebraicas podrian
converger a la solucién exacta.

S=aAt/AE | Ax=02 Ax=0.1 Ax=0.05 Ax=0.025 |
0.50 1.658 0.492 0.121 0.030
0.30 0.590 0.187 0.048 | 0.012

Tabla 3.4 Reduccidn del error (rms}) en la solucion con refinamientos de malla

3.8.2 Consistencia

El sistema de ecuaciones algebraicas generado por e! proceso de discretizacian se dice
consistente con la ecuacion diferencial parcial original si, en el limite en el cual el
espaciamiento tiende a cero, el sistema de ecuaciones algebraicas es equivalente a
ecuacion diferencial parcial en cada punto de la malla.

El mecanismo para probar la consistencia, requiere de la substifucion de la solucién
exacta en ecuaciones algebraicas, y de la expansion de todos los valores en los nodos en
una serie de Taylor alrededor de un punto. Para la consistencia la expresion resultante
debe partir de la ecuacion diferencial parcial original, mas un residuo. La estructura del
residuo debe ser tai que éste se reduce a cero, tanto como la malla se refina.

3.8.3 Estabilidad

Es la tendencia de algunas perturbaciones espontaneas (tal como el error de redondeo)
en la solucidén del sistema de ecuaciones algebraicas. Un ejemplo de esto es la solucién
obtenida con el esquema FTCS con s = 0.6 que se muestra en la Figura 3.8, estos
resultados han sido obtenidos con Ax = 0.1 y ias mismas condiciones y de frontera
utilizadas para generar la Figura 3.10.

Es claro de la Figura 3.10 que una oscilacion no fisica se origina en la linea de simetria y

se propaga hacia las fronteras. La amplitud de a oscilacion crece conforme se incrementa
el tiempo.
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120

Figura 3.10 Solucién de la ecuacion unidimensional de difusién para s = 0.6

El concepio de estabilidad esta ligado con el crecimiento, o decaimiento, de errores
introducidos en algun paso del calculo. En éste contexto, los errores no son ocasionados
por una légica incorrecta en el algoritmo, ya que estos ocurren porque la computadora no
puede dar respuestas a un numero infinito de decimales. De hecho en cada calculo
realizado en la computadora se recorta un numero de decimales, ocasionando el llamado
error de redondeo.

Un método particular es estable, si el efecto acumulativo de todos los errores de redondeo
producidos al aplicar el algoritmo es despreciable. Mas especificamente, considérese el
siguiente error

gnj = Tn; ~* Tnj 3.33

introducido en puntos de malla (j, n), donde j=2, 3, ..., J-1yn =0, 1, 2. Usualmente no es
posible determinar el valor exacto del error numérico £ en el nodo (j, n) para una
distribucion arbitraria de errores en otros puntos de la malla. Sin embargo, puede ser
estimado utilizando ciertos métodos estandar. En la practica, las soluciones numéricas
obtenidas son mas precisas que estos indicadores para estimar ios errores, ya que el
analisis de estabilidad a menudo asume !la peor combinacion posible de errores
individuales. Por ejemplo, puede asumirse que todos los errores tienen una distribucién de
signos tal que su efecto sea aditivo, lo cual no siempre resulta asi.
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Existen varios métodos para determinar estos errores entre las cuales se pueden citar los
siguientes; Método de la matriz y el método de Von Neumann, éste dltimo se describe
brevemente a continuacion.

3.8.3.1 Método de Von Neumann

El analisis de von Neumann es el método mas cominmente utilizado para determinar
criterios de estabilidad, ademas de que es mas facil aplicar. Desafortunadamente, sélo
puede ser utilizado para establecer condiciones necesarias y suficientes para la
estabilidad de problemas de valor inicial lineal con coeficientes constantes.

Los problemas practicos involucran coeficientes variables, no lineales y tipos complicados
de condiciones de frontera. Para esta situacién mas general, el método de von Neumann
proporciona necesariamente, pero no suficientemente, condiciones para la estabilidad.
Estrictamente hablando es sélo aplicable para puntos internos de la malla. Sin embargo el
método puede proporcionar informacion heuristica, acerca de la influencia de las
condiciones de frontera en la estabilidad numérica, siempre y cuando sea aplicado por
separado a los algoritmos utilizados en las fronteras.

En el método de von Neumann, los errores distribuidos a lo largo de |as lineas de la malla
en un nivel del tiempo son expandidos como una serie finita de Fourier. Entonces la
estabilidad o inestabilidad del algoritmo de céiculo es determinada considerando si las
componentes separadas de Fourier del error decaen o se amplifican progresivamente en
el siguiente nivel en el tiempo.

Asf un vector inicial del error £% se expresa como una serie finita compleja de Fourier, tal
que en x; el error es:

J—2 . .
&) =X a,e™, =23 .., 3.34
m=1

donde i=(-1)"? y 8,, = mn Ax. La serie de Fourier anterior asume que los errores son
peridédicos en el intervalo de interés, 0 < x < 1. Una solucién del esquema FTCS para
obtener la distribucion inicial de! error, es a través de la separacion de variables siguiente.

gf =(G) e 3.35

Donde el tiempo depende de esta componente de Fourier y esta contenido en el
coeficiente complejo (G)", el superindice n, implica que G es elevado a la potencia n.
Substituyendo (3.35) en el esquema FTCS se tiene la siguiente ecuacion

(GY"'e"i = s(G) e + (1~ 25)G)' & + s(G)" e 398

Manipulando algebraicamente resulta
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G =1-4s sin*(p/2) 3.37

El término G puede ser interpretado como el factor de ampilificacién para el m-ésimo modo
de Fourier de la distribucién del error tal como se propaga en un paso de tiempo. Como

puede ohservarse G(s, 6) depende del tamaiio del espaciamiento de la malla y del modo
de Fourier que se esta considerando.

De la ecuacion (3.37) la condicion de estabilidad para el esquema FTCS es
-1<1—4s sin’ (8/2) < 1, paratoda 0

lo cual se cumple si s < 1%

3.9 Esquemas explicitos e implicitos para la ecuacion de difusion
unidimensional

En este apartado se utilizard la ecuacién de difusidn como base para desarrollar
esquemas en diferencias finitas explicitos e implicitos. Ademds se consideraran los dos
tipos de fronteras que se utilizan comunmente. Como ya se ha visto, la ecuacién
unidimensional de difusién o conduccién de calor es la siguiente;

oT T _

— o =0 3.38
ot oy

Esta ecuacion es una ecuacion diferencial parcial de tipo parabdlico. En la ecuacion (3.35)
la variable T, puede ser interpretada como velocidad, vorticidad, temperatura, calor o

masa. Si T es la temperatura, la ecuacion (3.38) gebierna el flujo o calor en una varilla la
cual es calentada en sus extremos como se ha visto anteriormente.

Existen dos tipos de condiciones de frontera, la primera depende de una variable la cual

es una funcién conocida en el tiempo, utilizando la misma notacién que para la ecuacién
(3.38), ésta puede representarse de ia siguiente manera.

T(0, t) = b{t) 3.39

Esta condicion de frontera es conocida como de Dirichlet. En [a practica b a menudo es
constante. En el otro tipo de condicién de frontera, la derivada espacial de la variable
dependiente puede especificarse, es decir es de la siguiente forma.

in(o‘ t) = clt) 3.40
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Esta condicién de frontera es conocida como de Neumann, como con la condicion de
frontera de Dirichlet, ¢ es considerada como constante.

Para obtener una solucidbn unica de la ecuacién (3.38), es necesario especificar
condiciones iniciales, las cuales estan dadas por.

T(x 0)= To(x) 3.41
La solucidn exacta de (3.38) se iogra utilizando en conjunto las ecuaciones (3.40) y (3.41).

Existen dos métodos comtinmente utilizados para resolver las ecuaciones diferenciales a
través de diferencias finitas, los cuales se describen a continuacion.

3.9.1 Métodos explicitos

Al utilizar métodos explicitos generalmente se tiene una incognita, por ejemplo Tj“” la cual
aparece como variable dependiente al lado izquierdo de la férmula algebraica resultado
de la discretizacion.

3.9.1.1 Esquema FTCS

Ejemplo de un esquema explicito es el FTCS el cual ya se¢ ha analizado y utiliza
diferencias hacia adelante en el tiempo y tres puntos en diferencias centradas en el
espacio, la formuia es la siguiente.

T alf-2T e st
At Ax?

Manipulando algebraicamente la ecuacién anterior resulta el siguiente algoritmo.

T = 8T, +(1-28)T) +sT], 3.43

j+1

Donde s = o At/ AX?

Aplicando un analisis de estabilidad de von Neumman (seccion anterior), el factor de
amplificacion resuita.

G=1-4ssin*(6/2) 3.44

Las propiedades del esquema FTCS para la ecuacion de difusién unidimensional se
resumen en la Tabla 3.5, ademéas de que en dicha tabla se muestran otros esquemas
explicitos e implicitos para dicha ecuacién.
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3.9.1.2 Esquema de Richardson y DuFort-Frankel

En la ecuacion (3.43), el utilizar una férmula en diferencias finitas de dos puntos hacia
delante en el tiempo produce una contribucién de primer orden al error de truncamiento y
con una formula centrada en tres puntos en el espacio se tiene una contribucién en el
error de truncamiento de segundo orden. Por lo que una mejora logica a la ecuacidén
(3.43) a través del siguiente esquema, el cual fue propuesto originalmente por Richardson
(afio).

T T, - 2T + 70,
2AL Ax?

=0 3.45

El esquema anterior produce un error O(At?, Ax%), al realizar un andlisis de von Neumann
se tiene que el esquema es incondicionalmente inestable para s > 0, lo cual en la practica
no tiene uso. Sin embargo, si dicha ecuacion se utiliza para una aproximacidén en
diferencias finitas centradas en el tiempo en una ecuacion convectiva se puede obtener
un algoritmo estabie, como se vera mas adelante.

El esquema de Richardson puede ser modificado para obtener un algoritmo estable. Esto
se logra al reemplazar T" en (3.45) con O.S(ﬂ"“ +Tj“”), de lo cual resulta.

- cth’j'h N (Tj"_1 + Tjn+1) t Tin”l =0 4
24t axt |

La ecuacion (3.46) es conocida como esquema de DuFort-Frankel. Después de manipular
algebraicamente dicha ecuacion resulta el siguiente algoritmo.

2s 1-28
T o 2 T T 22 3.47
J [1+25)( - “"1) (1+23) !

El esquema DuFort-Frankel tiene tres niveles en el tiempo, excepto cuando s = 0.5, el cual
coincide con el esquema FTCS. En la Tabla 3.5 se muestran las propiedades de dicho
esquema.

3.9.2 Métodos implicitos

Para los esquemas implicitos el término espacial 8T /0x* en la ecuacién de difusion
unidimensionai es evaiuado, al menos parcialmente, en el nivel de tiempo desconocido
(n+1). En la préactica esto lleva a una pareja de ecuaciones para cada nodo (j, n+1) en el
nivel del tiempo (n+1).
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3.9.2.1 Esquema totalmente implicito

l.a mas simple representacion implicita en diferencias finitas de la ecuacion de difusién es:

(TJMA; T7 ) _ w -0 3.48
X

En forma de algoritmo se escribe de la siguiente manera.

—sTM 4+ (14 28T - 8T = T 3 49

i j+1

Una expansidén airededor del nodo (j, n) indica que este esquema tiene un error de
truncamiento

1]

8T

oo Aty 1 +O(At2,Ax") 3.50
. 2 Bs J| ot

2

El cual es del mismo orden que para un esquema FTCS. Aplicando un anélisis de
estabilidad de von Neumann, se tiene la siguiente expresién para el factor de
amplificacién.,

G =[1+2s(1-cose)|” 3.51

Para cualquier 8, | Gl <1 sis >0, Esto significa que (3.49) es incondicionalmente estable,
lo cual es una mejora sobre los esquemas explicitos.

Sin embargo para resolver (3.49) es necesario considerar todos los nodos | y sus
correspondientes ecuaciones. Por lo que la solucién se encuentra a través de una matriz

de ecuaciones para valores desconocidos Tj"”.

((1+2s) -5 Tt T d,
~s (1+2s) -s T | d,

S 25
-s  (1+2s) -s [lTM d 2

i s (1+2s) _Tj‘_‘” {dd_t
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donde

d, =T] +sTp"
dy, =Ty, + STJWr1

T™" y Ti*' son conocidas de las condiciones de frontera de Dirichlet. Este sistema de

ecuaciones es conocido como tridiagonal, y se puede resolver a través del algoritmo de
Thomas para sistemas de ecuaciones tridiagonales.

En la préactica, la solucidn del sistema implicito de ecuaciones via el algoritmo de Thomas,
requiere dos o mas veces el tiempo de computadora que para la solucién de esquemas
explicitos. El paso de tiempo puede ser considerablemente mayor que el limite del paso
de tiempo para esquemas explicitos, sin embargo, la precision de la solucion serd menor.

3.9.2.2 Esquema Crank-Nicolson

Una alternativa de un algoritmo implicito para la ecuacién de difusion esta dada por el
esquema Crank-Nicoison, el cual se muestra a continuacion.

(Tjn+1 _ Tjn)

S a05L, T +05L,T")=0 3.53
donde

T 2T,

et

Ax?

Este esquema evalua la derivada espacial al promediar n y n+1 nivel en el tiempo. Si se
realiza una expansion en series de Taylor alrededor de (j, n+1/2) se encuentra que es
consistente con la ecuacién de difusion con un error de truncamiento O(AF, Ax®). Esto es
una mejora considerable con respecto a los esquemas presentados anteriormente, los
cuales solamente tienen una precision de primer orden en el tiempo.

Un andlisis de von Neumann indica que el esquema Crank-Nicolson es

incondicionalmente estable, como se observa en la Tabla 3.5. Dicho esquema se
presenta a continuacion.

~0.5s Tj’l§1 +(1+ 8T - 0.5sT = ~0.5s T +(1+ )T -0.58T, 3.54

i 1
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Al considerar en dicho esquema todos los nodos, este produce un sistema de ecuaciones
tridiagonal el cual puede resoiverse utilizando el algoritmo de Thomas.

Dado que el esquema Crank-Nicolson tiene una precision de segundo orden en el tiempo,
resulta un metodo muy utilizado para resolver ecuaciones diferenciales parciales
parabélicas. Una generalizacién de la ecuacion (3.53) se puede escribir de |a siguiente
manera.

ATjn+1

—afl-B)L, T] +BL, T ]=0 3.55

donde AT/ =T ~ T y0<pB < 1. Sip =0, se obtiene el esquema FTCS. Si p = 0.5,

se tiene el esquema Crank-Nicolson, y si B = 1, resulta el esquema totalmente implicito. Al
realizar a la ecuacion (3.55) un andlisis de von Neumann, indica que una solucion estable
es posible para:

2

atg 398 SIO<B <12
oi-25)

sin restriccion si 1/2<B<1

Para muchos problemas de fiujo permanente dicho esquema es eficiente para resolver
problemas transitorios, hasta que la solucidén no presente grandes cambios. Sin embargo,
a menudo la soiucion en diferentes partes del domino de calculo se aproxima a una
solucion en estadc permanente con significativos cambios. Desafortunadamente el
esquema Crank-Nicoison produce una solucién oscilatoria, la cual no se aproxima
réapidamente a la solucién.

3.10 Ecuacion multidimensional de difusion

Una breve conclusién del apartado 3.9 es que los esquemas implicitos son mas efectivos
que los esquemas explicitos para problemas con disipacion significativa, tal como se
eiemplificd con la ecuacién unidimensional de difusion.

Para extender esquemas implicitos unidimensionales a multidimensionales, se requieren
procedimientos especiaies, si se desean algoritmos faciles y rapidos de programar.
Generalmente se utilizan técnicas llamadas “splitting”, las cuales requieren una atencién
cuidadosa al momento de implementar [as condiciones de frontera Neumann.

3.10.1 Ecuacion bidimensional de difusion

La ecuacion bidimensional de difusion se escribe de la manera siguiente.
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o1 T T
- -0,

o G.XEXT v 6y =0 3.56

Para la region de la Figura 3.11, las condiciones de frontera de Dirichlet son
TO,y,t)=aly,t)

T0,y.t) = bly.t)

3.57
T(x,0,t) = c(x,t)
T(x,11) = diy,t)
con condiciones iniciales
T(X, Y, O) =T, ((x, y) 3.58
T-(X, 1, t) = d(x, t) k = NY
y=1
A Ax k+1
T(O,y,t) = alx, t v -
0.y.8)=alx) k Ty.t) = blx. )
i=1 k-1 ] = NX
i1 i j+1
y=0 k=1
x=0 = _ x=1
T(x,0,t) = c(x,1)

Figura 3.11 Dominio de calculo bidimensional con condiciones de frontera de
Dirichlet

A continuacion se explicaran esquemas explicitos e implicitos en dos dimensiones y su
aplicabilidad.

3.10.1.1 Métodos explicitos

El esquema FTCS, en dos dimensiones, resulta

84



Modelo Hidrodinamico Integrado en la Vertical de Transporte de Masa

ATJ.:’,:“1 ] .
‘——At_"axLxij.k —ay,l, T =0 3.59
donde
L T" = Tl +{1-2s, -2s, )le.]k + 8, T
e AX?
LT = T + (1 —2s, - 2s, )Ti?k +S, T
vy ik T

Ay?
Como algoritmo se tiene lo siguiente

n+l n n n n n
j,l': —_ S)(Tj,k +(1 —ZSX —ZSV)Tj,k +SXTj,k +SyTj.k-—1 +Sy j.k-i-’] 360

donde s, = o, At/ AC y s, = oy At/ Ay

Una expansion en series de Taylor alrededor del nodo (j, k, n) indica que (3.60) es
consistente con (3.56) y tiene un error de truncamiento de O(At, AP, Ay?).

Un analisis de estabilidad de von Neumann, demuestra que (3.60) sera estabie si

sy +s,<05 3.61

Se observa que si s, = s, = s, de la ecuacién (3.61) resuita s< 0.25, lo cual tiene mas
restricciones que la correspondiente expresion unidimensional. Sin embargo, pueden

utilizarse pasos de tiempo pequefios para obtener una solucién lo suficientemente
precisa, por lo que las restricciones de estabilidad pueden no ser criticas.

3.10.1.2 Métodos implicitos

Siguiendo el mismo procedimiento que se utilizé para problemas unidimensionales, es
posible obtener un esquema implicito evaluando las derivadas en el espacio en la
ecuacion de difusion, en el nivel del tiempo (n+1). El algoritmo resultante es.

1 n+1 n+1i n+1 n+l  __-n
s, T + (1425, +2s, s Tt -, T —5 Tt = T0, 362
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Este esquema tiene un error de truncamiento de O(At, AX?, Ay?) v es incondicionaimente
estable, sin embargo, la dificultad aqui es obtener una solucidon sencilla, ya que el
algoritmo resultante es bastante dificil de manipular algebraicamente.

3.10.2 Métodos multidimensionales en dos pasos de tiempo

El problema que se presenta con el esquema implicito hidimensional, puede solucionarse
utilizando un algoritmo en dos medios pasos de tiempo para avanzar un paso de tiempo.
En cada medio paso de tiempo, unicamente los términos asociados con una direccion
coordenada en particular se tratan implicitamente. En consecuencia, solo tres términos
implicitos aparecen y por ende formar un sistema tridiagonal, por lo que puede utilizarse el
algoritmo de Thomas para obtener dicha solucion.

3.10.2.1 Meétodo ADI

El mejor ejemplo conocido de una técnica de particion es el método AD| (Alternating
Direction Implicit} (Peaceman and Rachford, 1955). A continuacién se examinard el
método ADI a mayor detalle.

El método ADI aplicado a la ecuacién bidimensional de difusidén se escribe en dos medios
pasos de tiempo. Durante el primer medio paso de tiempo se tiene la siguiente
discretizacion.

Tjtk_Tir.]k LTS LT =0 363
At/2 ik T Sy i '

y durante el segundo medio paso.

T‘I‘I+1 _T."
W’-“Atlzl-" —o, Lo Th —o, L, TR =0 3.64

Durante el primer medio paso de tiempo se conoce T en el nivel de tiempo (n), pero es
desconocido en el paso de tiempo (n+1/2), denotado por *. Los valores desconocidos en
los nodos T* se asocian con la direccién x, solamente. Asi la ecuacion (3.63) puede
rescribirse como un sistema de ecuaciones de la siguiente manera.

~0.58,Try +(1+8,)T), —0.58, T/, =058, T\ +(1-s,JT}, +0.58,Th,,  3.65
Al resolver el sistema de ecuaciones, se obtiene la solucion intermedia T, j=2....,NX

para un valor de k, es decir en un renglén. Para cada renglén, k =2, ..., NY-1, se plantea
un sistema de ecuaciones similar (Figura 3.12), el cual es resuelto utilizando el algoritmo
de Thomas.
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Durante el segundo medio paso de tiempo, se utiliza la ecuacion (3.64), pero en la
siguiente forma.

-05s, T + (148, )T —0.55, T, =055, T, +(1-5,)T;, +0.55,T,,, 366

La solucion en el segundo medio paso de tiempo en el nivel de tiempo (n+1) es
desconocida, pero la solucién en el nivel de tiempo intermedio *, si se conoce, Asi se
plantea un sistema de ecuaciones asociados con todos los nodos a lo largo de una linea

en la malla, en este caso la direccién y (j fijo), resolviendo para Tjt‘,j‘, k=2, .. NY-1 Ei
proceso se repite para linea de lamalla, j = 2,..., NX-1.

10 i+
k+1 Barrido en |la
| direccion X, (K
k constante} durante
el primer medio
k-1 paso de tiempo
i

Barrido en la
direccion vy,
constante) durante
el segundo medio
paso de tiempo

Figura 3.12 Implementacion del método ADI
La estabilidad del esquema ADI se puede conocer aplicando un analisis de estabilidad de
von Neumann para obtener el factor de amplificacion para cada medio paso de tiempo. La

estabilidad del paso de tiempo completo se determina con el producto de los factores de
amplificacion para cada medio paso de tiempo, los cuales son los siguientes.

- Go 1—25ys.in2(ey/2) 1-2s, sin*(0,./2) 267
1+2s,sin*(8, /2) || 1+2s, sin?(9, /2)

Un analisis de la ecuacion (3.67) indica que |G ! < 1 para cualquier valor de s, Sy, 6y, 6y.
Sin embargo, al considerar kel y |G”| indica que mientras el paso completo de tiempo
es incondicionalmente estable, cada medio paso de tiempo es sélo condicionaimente
estable, pero lo que interesa es el paso completo de tiempo. El esquema compuesto
(8.63) y (8.64) es consistente con la ecuacién bidimensional de difusion y tiene un error de
truncamiento de O(At%, Ax?, Ay?). La precisién de segundo orden en el tiempo es por la
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simetria del esquema. Sin embargo, para lograr un error de truncamiento global O(At?), es
necesario introducir valores en la frontera para la solucién intermedia Tj, que sean
compatibles con el algoritmo interno (3.65) y (3.66). Por ejemplo, si se utilizan condiciones
de frontera de Dirichlet, al evaluar Ty, =bp'"? en x = 1, produce un algoritmo que tiene

un error de truncamiento de O(Af). Para tener un error de truncamiento de O(At) es
necesario evaluar T,\]x.k en (3.63) y (3.64) como.

Taxx = 0.5 +b[*")-0.25At e L, (b2 —b7) 368

Asi, se puede concluir que el esquema ADI, en dos dimensiones, tiene atributos
deseables, tales como que es incondicionalmente estable, preciso de segundo orden en el
tiempo y facil de implementar en un programa de computadora.

3.10.3 Método del elemento finito

A continuacion se aplicara el método del elemento finito de Galerkin (Referencia 1) para
la ecuacién bidimensional de difusion, con fronteras y condiciones iniciales dadas por la
ecuaciones (3.57) y (3.58). Se utilizan elementos rectangulares con funciones de
interpolacion bilineal en cada elemento. Al aplicar dicho método en una malia uniforme en
las direcciones x e y, se obtienen las siguientes ecuaciones, después de dividir todos los
términos por Ax y Ay.

M, ®My[%t-[] = o M, ®L, T) + o, M, ®L, T, 3.69
ik

donde ® el tensor producto; M, y M, son los operadores direccionales de masa y Ly y Ly
son los operadores diferenciales. Los operadores direccionales de masa estan dador por

T
wo(120 g f121 370
636 636
y los operadores diferenciales
1 2 1 1 2 1
L = N L =l 5, 5 371
XX (AXZ sz AXZJ y vy [Ayz Ayz AyZ]

Asi con el término My ® L T; « se obtiene una representacion en nueve puntos de PTIoC,
Con referencia a la Figura 3.13 se tiene lo siguiente

Tiakn = 2T+ Taager | 2 [Tk = 2Tk + Thank N
[ T Ax?

1
My ®L)0(T_|,k :g{ 3
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+1 Tkt — 2Tj,k-1 + T}t ket | 372
5 AX?

k+1 — — —k+1
T ’
n k
k-1
j-1 J j*1
Barrido en la direccion x Barrido en la direcciony
(k constante) {j constante)

a) Elemento finito

//

k

s e
LS kA
j-1 J i+
Barrido en la direccidn x Barrido en la direccion y
(k constante) (j constante)

a) Diferencias finitas
Figura 3.13 Nodos activos para esquemas en dos pasos de fiempo

La representaciones en diferencias finitas obtenidas anteriormente, por gjemplo (3.59),
pueden deducirse a través de (3.69) al definir el operador diferencial de masa como

M = (™) = (0,10) 3.73

Por lo que la expresion en diferencias finitas sélo contendra tres términos. Las mayores
diferencias entre el elemento finito y diferencias finitas en dos 0 mas dimensiones es que
el método del elemento finito evalla las derivadas espaciales sobre una regién, mientras
que el método en diferencias finitas evalia las derivadas espaciales a lo largo de una
direccién coordenada en particular.

Generalmente, las formulaciones con elemento finito son mas precisas, pero también mas
dificiles de programar, dado que se involucran mas términos.
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3.10.3.1 Elemento finito, construcciones en dos pasos de tiempo

Para este método los términos espaciales son evaluados como un promedio pesado del
(n) y (n+1) nivel en el tiempo, Asi la ecuacién de difusion puede escribirse de la siguiente
manera

AT

M, ®M, = (o.M, ® L, +a,M, &L -pyTn, +pT7] 3.74

El esquema ADI de!l elemento finito es obtenido al agregar los siguientes términos.
Ataya,l, ®L,, [BZT"” -{1- B)ZT“j
al lado izquierdo de la ecuacion anterior, por lo que se obtiene la siguiente ecuacion.

(Mx _axBAth)®(Mv _CXYBAtLW)Tf;i =
M, —o, (1-p)ALL,, J® M, —a, (1-B)ALL,, T 375

La ecuacién (3.75) puede ser implementada en dos pasos de tiempo, como se hizo con el
metodo ADI en diferencias finitas. En el primer paso se tiene:

(M, — o, BALL )T =M, +a, (1-B)ALL, JrT, 3.76

Dicha ecuacion produce un sistema tridiagonal en cada linea en la direccion x de la malla,
Para el segundo se tiene que:

M, — o BAtL JT =M, +a,(1-B)AtL, T, 3.77

De manera similar el algoritmo anterior produce un sistema tridiagonal en cada linea en la
direccién y.

Si g = 0.5 la unica diferencia entre el algoritmo ADI del elemento finito y él de ADI en
diferencias finitas, es la aparicion de los operadores de masa en (3.76) y (3.77). El
algoritmo AD! en elemento finito es facil de implementar en un programa de computadora,
preciso en el segundo orden en el tiempo y en el espacio y es incondicionalmente estable
sip = 0.5+ (5-0.25)/s.
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3.11 Problemas ddnde domina la conveccion lineal

Para muchos problemas de flujo, el movimiento del fiuide es un factor determinante en el
comportamiento total de dicho fluido. En las ecuaciones de Navier-Stokes, el movimiento
del fluido estd caracterizado por las componentes de la velocidad, u, v, w en las
coordenadas cartesianas x, y, z. En la ecuacion unidimensional de momentum en x.

2
p(@+u_@‘i)+@_ o'y 3.78

a T ax e

la componente de la velocidad u, aparece en el término inercial y en el término visocoso
(lado derecho de Ia ecuacidn (3.78)). Los otros términos son ia densidad p, la presion p y
la viscosidad dinamica p.

Previamente, de acuerdo con la ecuacion de difusion, se examind el comportamiento de
términos como &u/éx®. Ahora se consideraran los términos convectivos, tales como
udu/éx, y como pueden manejarse computacionalmente.

Los términos convectivos tienen dos caracteristicas que debe analizarse por separado.
Dichos términos contienen derivadas espaciales. Primero si se utiliza una féormula
simétrica en tres puntos para representar du/dx, se desarrollan inestabilidades numéricas
en la solucién, siempre que los términos viscosos son pequenos comparados con la parte
convectiva. Este comportamiento tiene similitud con el fenémeno que se presentd en la
dispersion con en el error de truncamiento.

Si se utiliza una férmula asimétrica para representar du/dx entonces, se mejora la solucién
del esquema. |.a precision de la representacion de du/dx es tipicamente un orden menor
que la correspondiente obtenida con una formula algebraica simétrica utilizando el mismo
ndmero de puntos de la malla. Para formulaciones asimétricas de orden menor, éstas
pueden introducir términos en el error de truncamiento que son de magnitud comparable a
los términos fisicos que estan siendo representados.

Este aspecto sera considerado a continuacién para la ecuacién de conveccion pura, para
la ecuacion de conveccion-dispersion en estado permanente y finalmente en la ecuacion
de transporte.

La segunda caracteristica importante de los términos convectivos es que es no lineal enla

variable dependiente, lo cual para el caso de la ecuacién de transporte no aplica, esta
caracteristica se analiza por ejempio con la ecuacién de Burguer.

3.11.1 Ecuacién unidimensional lineal de conveccion

Para analizar los problemas donde se incluya la conveccion, la siguiente ecuacion lineal
sera considerada.
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g+uwa;r~:0 3.79
ot X

donde u, es |a velocidad conocida y T, es un escalar pasivo, por ejemplo temperatura. La
ecuacion (3.79) en caracter es hiperbélica. Dicha ecuacién puede ser interpretada como
un modelo para la parte convectiva de la ecuacién de energia.

Si u es constante y positiva entonces una seolucion general de (3.79) es la siguiente,

T(x t) = F(x - ut) 3.80
donde ias condiciones iniciales estan dadas por:;

T(x,0)=F(x) 3.81

y F(x) es conocida. Si F(x) es especificado sobre el dominio, -o £ X £ o, entonces |a
solucion en aigun punto especifico (x4, t;) en el plano x-t es igual a la solucién en xs-uts em
el tiempo t = 0, por ejempio.

T(x, —t,) = F(x, —ut,)=T(x, —ut,, 0)

Esto se ilustra en la Figura 3.14. La solucién T, es constante a lo large de Ia linea AB, lo
cual es una caracteristica para esta ecuacion.

Bpx, b)

Pendiente 1/u

B{x, 0)=F(x)
—~— 1 >

Alxe-ut, 0)

Figura 3.14 Dependencia de la solucion con datos iniciales
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3.11.1.1 Esquema FTCS

El algoritmo mas simple para la ecuacién de difusidon como se menciond anteriormente es
el FTCS. La correspondiente representacion en diferencias finitas para la ecuaciéon de
conveccidn lineal es:

T Tl -T",)

j+1

=0 3.82
At 2AX

como algoritmo la ecuacién (3.82) puede escribirse de la siguiente manera.

T =T -0.50(T7, - T1,) 3.83

j+i

El cual es consistente con la ecuacion lineal de conveccién con un error de truncamiento
de O(At, AX%). En la ecuacion (3.83), ¢ es el llamado numero de Courant y esta definido
por:

c= uﬁAl 3.84
AX

La aplicacion del analisis de estabilidad de von Neumann a la ecuacién lineal de
conveccién produce un factor de amplificacién G para la m-esima componente de la
distribucién inicial del error, la cual esta dada por.

G=1-icsin®d

Claramente, |G| > 1 para toda 8, tal que (3.83) es incondicionalmente inestable. Como se

observa éste tipo de esquema no es de uso practico para problemas con conveccion pura.
Las propiedades completas del esquema FTCS se presentan en la Tabla 3.6.

3.11.1.2 Esquema Upwind y la condicion CFL

Un esquema alternativo se obtiene a través de una férmula en diferencias finitas hacia

atras para 8T /8x, asumiendo que u es positiva. Asi la ecuacién de conveccién puede
discretizarse de la siguiente manera.

-1 N U(T}n - 121)

=0 3.85
At AX

Como algoritmo, se convierte en

Tt =(1—c)T} +cT], 3.86
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Para valores negativos de u, (3.86) es de la siguiente manera.

T = (1= ()TN + T, 3.87.

La ecuacion (3.86) indica que la solucion ™', es determinada por la informacion hacia
atras del nodo (j, n), de ahi que (3.86) sea conocida como un esguema numerico
“upwind”. Un analisis de estabilidad aplicado a (3.86) da un factor de amplificacién como
el que se muestra en la Tabla 3.6. Para obtener soluciones estables se debe cumplir la
siguiente relacién.

eyt 3.88
AX

La desigualdad ¢ < 1 es conocida como la condicién de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL).
Esta condicion aplica generalmente, a esquemas explicitos para ecuaciones diferenciales
parciales parabdlicas. Fisicamente, la condicién CFL indica que una particula de fluido no
debe viajar mas que un paso espacial Ax en un paso de tiempo At.

Para el caso particular en que ¢ = 1, (3.86) resulta Tjan1 =T, la cual es la solucitn exacta
de la ecuacion de conveccion, como se observa en la Figura 3.14.

31113 Esquema Crank-Nicolson

El esquema Crank-Nicolson resuitd muy efectivo cuando se aplicé a ila ecuacion
unidimensional de difusion, a continuacion se utilizara dicho esquema en diferencias
finitas y elemento finito para la ecuacion unidimensional de conveccién.

En diferencias finitas resulta lo siguiente.

T~n+1 _ T_n
JLE—L+u(0.5LXTj" +05L, T =0 3.89

donde

Lij = (Tjﬁr‘iz;:iJl)

A partir de la ecuacion (3.89) se puede construir el siguiente algoritmo.

~0.25¢T' + T +0.25¢T)! =0.25¢T}, +T) - 0.25¢T}, 3.90
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El cual puede resolverse utilizando el algoritmo de Thomas (Anexo 2). El esquema Crank-
Nicolson (3.89) es consistente con la ecuacion de conveccion y tiene un error de O(Af,
AX%). Un andlisis de estabilidad de von Neumann produce el factor de amplificacion
mostrado en la Tabla 3.6. Es claro que el esquema Crank-Nicolson es incondicionalmente
estable. Con la aplicacion del método de Galerkin del elemento finito con interpolacién
lineal en el espacio para la ecuacién de conveccion, se obtiene &l siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias.

Mx[%%} +ul, T, =0 3.91

!

Donde el operador de masa es M, = 131
6 36

Diferenciando para dT/dt se obtiene lo siguiente

Mx[ﬂiﬂl} ruLJos(m )= 0 3.92

La ecuacién anterior puede compararse con la ecuaciéon (3.89). El operador de masa
puede generalizarse de la manera siguiente.

M, = §,,1-28,5} 3.93

Donde si 8 = 1/6 se tiene la forma del elemento finito y para § = 0, se tiene la
correspondiente formulacidn en diferencias finitas. Substituyendo (3.93) en (3.92) se
obtiene el siguiente algoritmo.

(6-0.25¢)Titt + (1~ 28)T" + (3 +0.25¢)T[" =

i+l

(6+0.25¢)T, +(1~28)T] + (5 -0.25¢)TZ, 3.94

La forma del elemento finito tiene un error de truncamiento de O(A?, Ax®). Asi para
espaciamientos de malla suficientemente pequefios, el error en la solucidén es dominada
por la discretizacion espacial, por lo que el método del elemento finito utilizando el
esquema de Crank-Nicolson es mas preciso que el correspondiente en diferencias finitas.

Los esquemas implicitos tipicamenie son considerados para la ecuacion de difusion, ya
gue son incondicionalmente estables. Sin embargo, el uso de esqguemas implicitos para
ecuaciones hiperbdlicas no necesariamente resulta una ventaja. Al utilizar un esquema
implicito se llega a un sistema de parejas de ecuaciones en un nivel de tiempo dado
(n+1). Por lo que, una perturbacién, por ejemplo el error de redondeo, introducido en un
nodo {j, n) afecta la solucion para todos los demas nodos (j, n+1) en el siguiente nivel en

96



Modelo Hidrodindmico Integrado en la Vertical de Transporte de Masa

el tiempo. Fisicamente, este comportamiento corresponde a una ecuacién diferencial
parabdlica como la ecuacién de difusion.

En contraste, perturbaciones para soluciones gobernadas por ecuaciones diferenciales
hiperbdlicas se propagan a velocidades finitas. Utilizar esquemas implicitos para
ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas, comunmente produce imprecisiones en ia
solucién si At {0 el equivalente ¢) es grande. Si At es pequefio, por ejemplo ¢ < 1 para la
gcuacioén de conveccién, no hay ventaja de estabilidad al utilizar un esquema implicito,
aunque puede haber una ventaja en la precision si se usa el esquema de Crank-Nicolson
para elemento finito.

3.11.2 Ecuacion de la conveccién difusion en estado permanente

Para muchos problemas de mecéanica de fluidos los mecanismos disipativos son
significantes en una angosta capa, generalmente adyacente a la frontera. Las soluciones
computacionales obtenidas con una apropiada discretizacion para el principal regién del
flujo, son a menudo oscilatorias cuando la solucion real cambia rapidamente a través de la
capa de la frontera. La ecuacion de conveccion difusidén en estado permanente se utilizara
como modelo para ilustrar dicho fenédmeno.

Esta ecuacion puede escribirse unidimensionalmente de la siguiente manera.
- b
u ar_ o ar =0 3.95
dx dx?
Si se utilizan las condiciones de frontera siguientes
TO)=0y T()=1 3.96
se obtiene la siguiente solucion exacta en el intervalo 0 <x <1
_ eux/oa *"1 0 -
T- il 3.97
e''* -1.0
La cual se muestra en la Figura 3.15. La solucién esta caracterizada por una distribucion
uniforme de T combinada con una capa en la frontera adyacente para x = 1.0.

3.11.21 Efectos del niimero de Reynolds

Si se utiliza un esquema en diferencias centradas de tres puntos para sustituir las
derivadas en la ecuacion (3.95), se obtiene el siguiente algoritmo.
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~(1+0.5R )T, +2T,-(1-05R )T, =0 3.98

donde Ruei = U Ax/o.. Reep €8 un nimero de Reynolds (estrictamente de Peclet) basado en
ja longitud caracteristica Ax.

Una expansion en series de Taylor de (3.98) sobre el j-ésimo nodo indica que es
consistente con (3.95) con un error de truncamiento de O(Ax?). La ecuacién (3.98) es
implicita, por lo que se obtienen sistemas tridiagonales, los cuales se resuelven utilizando
el algoritmo de Thomas.

Para este caso relativamente simple, es posible escribir una solucion exacta de (3.98)
como {a siguiente.

1+05R, | 206
1-05R '

T,=A,+8B {
cell

donde Aq y Bo son seleccionados para satisfacer las condiciones de frontera (3.96). Para
el caso de u/o = 20 y Ax = 0.05, 0.1y 0.2, las soluciones para (3.99) son mostrados en (a
Figura 3.15. La solucién para Ax = 0.05, Resy = 1, es razonable de acuerdo con la
solucidn exacta. Para R = 2, es precisa excepto en [a frontera adyacente para x = 1. Sin
embargo, la sofucion en fa malla mas espaciada, R.a = 4, no séio es imprecisa, sino
también oscilatoria.

10—
m AXx=02 Ru=4
T 6 AX=01, Ra=2
A Ax=005 Ru=1
— eXacla
o= 20
05—
0.0
. [ |
Q. | i
05

1.0
X

Figura 3.15 influencia def namero de Reynolds (Peclet) en la solucidon de ia ecuacion
de difusion conveccion.
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De la ecuacion (3.99) puede observarse que las soluciones oscilatorias son evitadas si
Reen < 2. Esto también se puede ilustrar a través de la matriz de ecuaciones (3.101),
formada a partir de la ecuacion (3.98), las condiciones de frontera estan dadas por (3.96).

El sistema tiene la forma

AT=B 3.100
b ¢ ] _Tz i *ﬂan
b c T, 0
= 3.101
ab cllT,, 0
L b_ LU U CTJ_

donde a = -(1+0.5 Reen}, b =2 y ¢ =-(1-0.5 Reen). De dicha matriz tridiagonal se obtienen los
autovalores gue estan en funcionde a, by c.

A, = b +2(ac)"? cos(%} 3.102

Como puede verse la condicién ac>0 debe cumplirse para que los autovalores sean
reales. Sustituyendo a y ¢, se obtiene la siguiente condicion.

( 140.5 Rear) { 1-0.5 Reen) 2 0 6 Reen <2 3.103

Para este gjempio, las soluciones oscilatorias coinciden con la ocurrencia de autovalores
complejos.

Al reemplazar la representacién en diferencias finitas centradas por un esquema upwind,
se tiene el siguiente algoritmo.

- (1 + Rcel&)Tj—1 + 2 (1 + O'SRceH)T} - Tj+1 = O : 3.104

La solucién para el esquema upwind con u/a = 20 y Ax=0.2 se muestra en la Figura 3.16.
Como se esperaba la solucidn no es oscilatoria pero no es muy precisa.

Una expansién en series de Taylor de (3.104) indica que es consistente con (3.95) para

O(Ax) solamente. Si se quiere que (3.104) sea precisa para O(AxX%) se tiene que la
ecuacion debe ser de la forma.
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dT a?T
u_&_a(1+0‘5Rcell)&E=O 3.105

Al utilizar una férmula en diferencias finitas upwind de primer orden se ha creado una
difusividad artificial 0.5 R «. Para soluciones precisas se sugiere el siguiente limite
practico.

0.5 Reay < 1.

Lo cual es mas restrictivo que 3.103,

3.11.3 Ecuacion unidimensional de transporte

Del capitulo 2 se tiene que la ecuacién unidimensional de transporte de masa se puede
escribir de la siguiente manera.

T T 2
%+u%§—a;2:0 3.106
X

Donde T es un escalar pasivo (por ejemplo temperatura) el cual se mueve con una

velocidad conocida u(x, t) y ademas se dispersa. Si T es la temperatura, entonces a esla
dfusividad térmica. Para analizar el comportamiento de las soluciones numéricas de
{3.108) se asumira que u Y « son constantes. Como la ecuacién de difusién, la ecuacion
de transporte es estrictamente parabdlica y requiere el mismo tipo de condiciones iniciales
y de frontera, que se utilizaron para la ecuacién de difusién.

Sin embargo, cuando |a relacion u/a llega a ser mayor que los dos primeros términos de la
ecuacion (3.108), enionces la ecuacion de transporte de masa tendra un comportamiento
similar al de la ecuacion de conveccidn. Como se vio, las soluciones exactas de la
ecuacion de conveccién son cominmente movimientos de onda que se propagan sin
amortiguamiento. Por lo tanto para valores grandes de u/o en la ecuacion de transporte,
las soluciones podrian esperarse con movimientos como de una onda que se amortigua
levemente. A continuacion se examinaran algunos esquemas algebraicos, que se han
utilizado previamente para las ecuaciones de difusion y conveccién, para observar si la
aparicion simulianea de la conveccion y la difusidn producen algunas dificultades nuevas.

3.11.3.1 Esquemas Explicitos

El esquema FTCS aplicado a la ecuacion (3.106) se obtiene la siguiente ecuacion
algebraica.
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T -0 +u(Tj']_1 1) oty -217 470

j+1

=0 3.107

At 2AX AX?

el cual como algoritmo, puede escribirse
T = (s+0.5¢)T, +(1-2.0¢)T +(s - 0.5¢) T}, 3.108

donde s = a At/ AX*y ¢ = u At/ Ax

Una expansidn en series de Taylor alrededor del nodo (j, n) indica que (3.108) es
consistente con (3.106) con un error de truncamiento de O(At, A). Puede recordarse
que al utilizar diferencias hacia delante en el tiempo y diferencias centradas en el espacio
produce un algoritmo que es condicionalmente estable para la ecuacion de difusién e
inestable para la ecuacién de conveccién. Para la ecuacion de transporte, del andlisis de
estabilidad de von Neumann se obtiene ef valor del factor del amplificacién G, mostrado
en la Tabla 3.7. Para soluciones estables, |G l <1, implica Jas siguientes restricciones

0<c?<2s<1

Si se utiliza una expresion en diferencias finitas “upwind” para la ecuacién (3.106), el
resultado es un algoritmo, que puede escribirse de la siguiente manera, para u positiva.

T =(s+c)T', +(1-2s~¢)T +sT], 3.109

Las propiedades de dicho esquema se presentan en la Tabla 3.7. Las mayores
restricciones para los esquemas considerados hasta ahora, estan asociadas con la
necesidad de obtener soluciones precisas cuando las derivadas son discretizadas con
aproximaciones de primer orden.

3.11.3.2 Esquemas implicitos

Para la ecuacion de difusion los esquemas implicitos son efectivos en remover la
restriccion de estabilidad s < 0.5. El mas efectivo esquema en dos niveles unidimensional,
fue el de Crank-Nicolson, el cual sera aplicado a la ecuacién de transporte. Estrictamente
dicho esquema debe ser descrito como un esquema trapezoidal, de ahi que el esquema
original fuera desarroflado para la ecuacion de difusién.

Para la ecuacion de transporte el esquema Crank-Nicolson resulta.

.n+1 _T‘n
TJ I +(ULX -—(X,LH)O.S(Tjn +Tjn+1):__0 3110
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donde M, = { 8, 1-28, 6} y Ly ¥ L« son las formulaciones convencionales para férmulas en
tres puntos centradas.

La ecuacion (3.110) puede escribirse como algoritmo de la siguiente manera.

i+1

~(s+0.5c)Tr +2(1+8)T" - (s - 0.5¢) T} =

(s+0.5¢)T], +2(1+8)T +(s - 0.5¢)T}, 3.111
Una expansion en series de Taylor de (3.111} alrededor del nodo (j, n) indica que es
consistente con (3.108) con un error de truncamiento de O(At, Ax%). Un analisis de
estabilidad de von Neumann produce el factor de amplificacion G mostrado en la Tabla
3.7, sin restriccion en la magnitud de ¢ o s para la estabilidad. Pero para obtener
soluciones espacialmente no oscilatorias, 1a restriccion R < 2 debe cumplirse.

Para las componentes de longitudes de onda largas (pequefio m Ax) de la solucion, las
propiedades de disipacion y la dispersion del algoritmo de célculo para la ecuacion de
transporte puede ser inferida desde los errores de truncamiento listados en la Tabla 3.7,
Generalmente los esquemas implicitos se comportan bien. La disipacion fisica en el
sistema reduce el error en la dispersién asociado con longitudes de onda cortas que
ocurren con la ecuacién de conveccion. En particular el esquema de Crank-Nicolson en
elemento finito mostrado en la Tabla 3.7, tiene errores en la dispersion menores para
valores de ¢ pequefios.

Otro esquema que disminuye los errores en la dispersidn numérica es el de Crank-
Nicolson con elemento finito, el cual aplicado a la ecuacion unidimensional de transporte
produce la siguiente ecuacién algebraica.

T-n+1 —-T-n )
M| +uL, —ob, )05 +T")=0 3112

donde M, ={8, 1-23, 8). El parametro 6 se selecciona de tal manera que reduce los errores
en la dispersion numérica. Es claro que al utilizar (3.112) se generard un sistema
tridiagonal el cual puede resolverse con el algoritmo de Thomas. Al realizar un analisis de
von Neumann se tiene que (3.112) es estable para § < 0.25.
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Modelo Hidrodinamico Integrado en la Vertical de Transporte de Masa

Resumen

Las ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas generalmente se asocian con
problemas de propagacidén sin disipacion, mienfras que las ecuaciones parabdlicas de
igual manera se aplican a problemas de propagacion pero incluyendo la disipacién. En
mecdnica de fluidos la disipacion proviene de los términos viscosos o del Eddy-viscosity al
tratar problemas de turbuiencia.

Por otra parte las ecuaciones diferenciales parciales elipticas se aplican a problemas de
flujo en estado permanente, Cada tipo de ecuacion requiere de condiciones de frontera e
iniciales diferentes. La estricta clasificacion matematica de las ecuaciones diferenciales
parciales debe ser afinada con el conocimiento del proceso fisico involucrado, con el fin
de asegurar las correctas condiciones auxiliares especificadas.

El proceso de discretizacion de ecuaciones diferenciales parciales introduce un error que
puede ser calculado considerando el error de truncamiento, al menos para el método de
diferencias finitas.

Para las ecuaciones que gobiernan el movimiento de los fluidos no es posible demostrar
la convergencia directamente, sin embargo es recomendable mostrar que la forma
discretizada de las ecuaciones es consistente.

En la practica ia verificacion de la estabilidad requiere una evaluacion numérica. El
método de von Neumann para determinar la estabilidad de las ecuaciones discretizadas
es solamente aplicable a ecuaciones lineales.

Los esquemas explicitos generalmente restringen el maximo valor de At para obtener
soluciones estables de las ecuaciones diferenciales parciales. Los esquemas implicitos a
menudo logran una estabilidad incondicional a cambio de mayor tiempo de calculo. La
inclusion de términos adicionales en el nivel de tiempo (n+1) permite una mayor
flexibilidad para la construccion de esquemas de mayor orden, sin embargo los resultados
sugieren que se uiilice una malla muy fina para obtener una mejora significante en la
precision.

Los metodos explicitos multidimensionales son apropiados siempre y cuando se utilicen
pasos de tiempo pequefios para obtener una solucion suficientemente precisa.

Para ecuaciones diferenciales parciales multidimensionales, por ejemplo, la ecuacion de
difusion, los esquemas implicitos son mas efectivos que los esquemas explicitos,
principalmente debido a su comportamiento estable, particularmente si la precision de la
solucion espacial es mas critica que la solucion temporal.

Al utilizar ecuaciones discretizadas para obtener soluciones de ecuaciones diferenciales,

por ejemplo la de transporte de masa, debe ponerse atencidn para reconocer y controlar
la disipacion y dispersién numérica.
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En problemas donde domina la conveccion sobre la difusion se presentan oscilaciones
numeéricas que no son propias del fenédmeno fisico, sin embargo al utilizar los operadores
de masa, los cuales son una caracteristica del método del elemento finito, proporcionan
un mecanismo para ejercer un control sobre dichas oscilaciones.
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4 Modelo numeérico hidrodinamico

4.1 Introduccion

En la actualidad existen numerosos modelos matematicos empleados para la
determinacion de las caracteristicas hidrodinamicas, ya sea en rios 0 en zonas litorales, si
bien es necesario sefalar que el estado del conocimiento actual no garantiza, debido a las
dificultades inherentes de un buen calibrado y a las hipétesis de la formulacién, que los
modelos mas sofisticados proporcicnan buenos resultados. En general se considera que
una aproximacion de + 5 % en niveles y + 20 % en velocidades es aceptable.

La familia de modelos mas utilizados en la actualidad para resolver el tema que nos ocupa
son los denominados 2D o bidimensionales en el que las magnitudes de las ecuaciones
son promediadas en la vertical. Estos modelos, en general, resuelven de manera
suficientemente aproximada las corrientes de marea en zonas préximas al litoral de
profundidad reducida, donde normalmente se efectian los vertidos de sustancias
contaminantes.

Las corrientes debidas al viento, cuya intensidad sufre una disminucién en la profundidad
no pueden ser modeladas de manera razonable en los modelos bidimensionales
indicados (salvo en el caso de profundidades extremadamente reducidas), por lo que
suelen adoptarse ios modelos denominados cuasi tridimensionales, en los que a pesar de
seguirse considerando nula !a componente vertical del movimiento se admite una
variacién en la profundidad de las componentes horizontales del mismo.

A diferencia de los modelos utilizados para el estudio del flujo en canales y conductos a
presidn, donde las condiciones de aplicabilidad estan perfectamente establecidas, los
modelos hidrodinamicos deben ser aplicados en aquellas zonas o instantes en los que se
cumpla de manera suficientemente aproximada las hipotesis bajo las cuales se han
establecido. Por dicha razoén, los apartados siguientes se dedican al estudio de forma mas
o menos exhaustiva de los modelos mas utilizados, atendiendo principalmenie las
hipétesis que soportan su formulacion,

4.2 Formulacion del modelo matematico hidrodinamico

Para la formulacion de los modelos hidrodinamicos aplicables al estudio de la
hidrodinamica, se parte de los principios fundamentales de la mecanica clasica y una
serie de hipoétesis que hacen posible llegar a soluciones, siempre aproximadas, pero en
muchas ocasiones utiles, a la hora de interpretar fendmenos hidrodinamicos que tienen
interés desde el punto de vista practico.

Las ecuaciones utilizadas para los modelos hidrodinamicos son las de Navier-Stokes
descritas en él capitulo 1 (ecuacion (1.68)).
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Con ésta ecuacion, se puede obtener una solucidn general y exacta del flujo, tanto si
fuese laminar o turbulento. En la practica ingenieril los flujos de interés son normalmente
turbulentos. Esto significa que la escala espacial es habitualmente menor del milimetro,
mientras que la escala temporal es del orden del milisegundo. Incluso las computadoras
mas potentes que existen hoy no serian capaces de resolver ninglun problema practico a
coste admisible, considerando las escalas espaciales y temporales citadas. Ademas una
informacion tan detallada sobre las caracteristicas del flujo no reviste interés practico.

Asi por ejemplo, en estudios de la circulacidén del agua en rios o en zonas costeras, la
menor escala espacial de interés es mayor que el metro y la temporal mayor que un
minuto.

En la busqueda de soluciones practicas de la ecuacion (1.68), Reynolds propone la
siguiente descomposicion de una propiedad cualquiera del fluido.

f=F+f 4.1

donde

F Es una propiedad cualquiera (v, P, p, ...) del flujo promediado un intervalo de
tiempo dado

f La desviacion instantanea de f respecto de F, cuya media es cero.

Sustituyendo la ecuacion (4.1) en la ecuacién (1.68) se obtiene, para el caso de la
velocidad (u=U +u")

DU _ _14p 5,13+1_3_ pDiL_JiJr@_U_J‘ U, 4.2
Dt pox p ax, x, X
donde
v=l Es la viscosidad cinematica en m?/s
p

ds=0parai=1,2
6i3=1parai=3

La ecuacion (4.2) no se puede representar vaiores medios U, ya que contiene en su

uitimo término variables que representan la desviacion instantanea u’. Esta situacién exige
buscar una expresion que relacione el término U’ u'; con la velocidad media.

Por analogia con la expresion del principio de la viscosidad, Boussinesq propone llamar a
pu’; U’ tensiones turbulentas y las relaciona con la velocidad media de fa siguiente forma:
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o du
pUs U, =pv, —— 4.3
dx;

En esta ecuacion v, se denomina viscosidad de remolino y se introduce mas bien por
conveniencia que por rigor fisico-matematico. Este parametro no esta relacionado con las
propiedades del fluido, sino que depende exclusivamente del caracter del flujo y del nivel
de promediacion. Su valor se obtiene por via puramente empirica y es la primera
indeterminacion en los modelos matematicos que se utilizan para el estudio del
movimiento de masas de agua.

Sustituyendo la ecuacion (4.3} en (4.2) y despreciando el pentltimo término de ésta, al ser
éste varios 6rdenes de magnitud menor que U’ u';, se obtiene la siguiente ecuacion:

DU 1% g5, +v, V20, 4.4
Dt p OX,

En ésta ecuacion se ha considerado que la viscosidad de remolino v, es constante para
las tres componentes i. Sin embargo, en muchos estudios oceanograficos se distinguen
dos coeficientes de viscosidad de remolino, uno horizontal y otro vertical, siendo €l
primerc de varios érdenes de magnitud mayor que ei segundo. No obstante por ahora se
mantendra la aproximacion v, = constante y mas adelante, cuando se haga necesario, se
considerara la diferenciacion de los coeficientes mencionados.

El principio de continuidad, para velocidades promediadas en el tiempo, se expresa de la
siguiente forma:

JP£+?H:O
p Dt ox

4.5

Para las ecuaciones (4.4) y (4.5), en el casc que nos ocupa se puede aceptar otra de las
aproximaciones de Boussinesq, valida si el nimero de Mach es pequefio, si no es
necesario considerar la propagacion de ondas de sonido y si la escala vertical del fiujo no
es muy grande.

Para estas condiciones la densidad p puede ser tratada como constante en las
gcuaciones (4.4) y (4.5) excepto en el término de gravedad. Aplicando estas hipotesis a
las ecuaciones anteriores se obtiene:

Al AN it IV vV 46
Dt Po OX; Po

U _g 47
axi
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Las ecuaciones (4.8) y (4.7) son un posible punto de partida para fa formulacién del
modelo matematico de circulacion de agua en rios y en el medio litoral.

Nétese que las ecuaciones (4.6) y (4.7) se pueden obtener, tanto en cambio en la
densidad debidos, como del flujo debido al cambio de densidad. En todo caso, seria
necesario introducir una ecuacion de estado de la forma:

p = p(salinidad, temperatura)

Para la formulacién del modelo matematico resulta cémodo realizar el siguiente cambio de
nomenclatura:

Us = u; Uz = v; Us =w
X=X, X2=Y, Xz =2
Con lo que la ecuacién (3.6) se expresa con las siguientes tres ecuaciones.

80 -&u -d8u - ou 1 ép "9%2u 6%u #%u
U—+V—+Ww Vo| —+——+—%
ot ox &y oz p, ox | ox? ooyt et

v v v —av  1ep  [8iv v oty
—+U—+V— e ot Ve| Tyttt 4.8
ot ox by bz pedy | x* oy oz
BW -OW -OwW —oOw p 18p ”w *w d*w
—4+U—FV—+W— =g~ — =V | —— F— +
ot oy oz p, poz ox?  ey?  pz?
y la ecuacion (4.7) tendra la forma:

v ow
ou v ow_, 4.9
X oy o0z

4.2.1 Modelo hidrodinamico bidimensional

Las observaciones del flujo en la zona litoral sefialan que habitualmente las velocidades
verticales son w, son pequefias. Esto es debido al hecho de que en estas zonas el flujo se
genera normalmente por ondas cuya longitud (L) es mucho mayor que la profundidad del
agua {H) como es el caso, por gjemplo, de la onda de marea. La condicién de onda larga
(w =~ 0), que se puede considerar aplicable es a partir de L > 20 H.

En las condiciones mencionadas la ecuacidn {4.8) se transforma en las siguientes:
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au -ou -du 1 8p {azu az}
+V—— = +v

—+U— - +
ot  ox oy Py X ax? ay?

v -Bv BV 1ap v d%v

— U —+V — = v, | — o+ — 4.10
o x oy poy ox?  ay?

p_

>~ P9

EB'|'Q*\i-i—é\£=0 4.11
ox oy oz

Cabe sefalar que la Gltima ecuacion del sistema (4.10) describe una distribucidn lineal de
la presion vertical, equivalente al caso de presion hidrostatica.

Notese también que en ia ecuacion de continuidad (4.11) no es posible despreciar el
término que contiene w , ya que los tres sumandos del primer miembro son de igual orden
de magnitud. En algunas situaciones se considera directamente w = 0 y entonces, en la
ecuacion (4.11), el término que contiene w se hace nulo.

Cuando el movimiento que se estudia presenta una distribucion de las velocidades en
vertical practicamente uniforme, se puede establecer la siguiente hipotesis:

u(z) = u = constante; v(z) = v = constante 412

Si ahora se realiza la promediacion en vertical para los distintos términos de las
ecuaciones (4.10), se obtiene:

TR au 74 &%u  *u
—+u—+ A_—gg— Fvt+v,| —~+—
& ex oy ox? oyt
2z 2
g.{.u@_*_vg:—g?_zu.ﬂ:u.p 6V+§_\£ 4.13
&t ox o oy oy X2 ay?

Para la ecuacion de continuidad, sin necesidad de hacer la hipotesis (4.12), se obtiene:

— ju(z)dz 2 jv(z)dz +W(z-2) ~ W(z=h) =
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y teniendo en cuenta que w(z =-h)=0 y w(z=2) = % se obtiene:

8Z oUH ovH
e =
ot ox oy

0 4.14

H=Z+h

En las ecuaciones H es la profundidad total, h la profundidad por debajo del nivel medio, Z
la sobrelevacién sobre el nivel medio; t es el tiempo; x e y las coordenadas cartesianas y
u y v las velocidades promediadas en la vertical.

Las ecuaciones (4.13) y (4.14) forman un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas
Uy hVixybyZxy 1)

En las ecuaciones (4.13) se ha introducido un nuevo término Fv. Este término tiene en
cuenta la fuerza de Coriolis, donde F=2 Q sen (I), © = 0.73x10™ (rad/dia) es la velocidad
angular de [a rotacion de la Tierra y | es la latitud media del dominio del modelo.

En ias ecuaciones (4.13) y (4.14), como se mencion®, se introdujo Ia hipotesis (4.12), es
decir la del perfil uniforme en la vertical para las velocidades u(z) y v(z). Esta hipétesis es

admisible en los casos en que las corrientes marinas son debidas a marea, ya que el perfil
es practicamente uniforme. Dicha hipétesis podria aplicarse al estudio de corrientes
generadas por el viento en aguas muy poco profundas.

4.2.1.1 Condiciones iniciales y de contorno

Las condiciones iniciales que permiten resolver estas ecuaciones son la de sobrelevacién
del agua y las velocidades en las direcciones x e y en el dominio de célcule para el
instante t = 0.

Zig= Zo (X,Y)
Uwo= Uo (X,¥)
Vio = Vo (X,¥}

Sin embargo las funciones Z,, Uy y Vo normalmente no son conocidas, por esto
habitualmente se asumen iguales a cero, Cuando el movimiento modelado es periodico,
como el caso de la marea, una solucién estable se obtiene después de varios ciclos.

Las ecuaciones (4.13) y (4.14) tienen que ser completadas con condicionas apropiadas de
contorno. Desde un punto de vista fisico se hace necesario definir las siguientes
condiciones de contorno:

-  Enlas lineas de tierra

- En la superficie libre
- Enelfondo
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- En mar abierto o en otro tipo de frontera.

En la linea de tierra se asume que la componente normal a ia linea de tierra es nula,
mientras que ia componente tangencial no se e impone ninguna condicién.

Sobre |la superficie libre pueden actuar tensiones tanto normales como tangenciales:

Condicién de contorno de tensién normal {presion) en la superficie libre

En las ecuaciones (4.13) se supone una presidn atmosférica constante sobre todo &l
dominio de calculo, sin embargo la presion en estas ecuaciones puede ser funcién del
tiempo y del espacic P = P(x, y, {). En este caso la funcion P = (x, y, t) tiene que ser
conocida.

Condicién de contorno tangencial en la superficie libre

Las tensiones tangenciaies en la superficie libre normalmente son generadas por el
viento. Las tensiones tangenciales generadas por el viento en las direcciones x e y se
pueden expresar de la siguiente forma:

X :Ve?E :CWWX Wf +W? Pa
Po OZ\,.7 " Po
4.15

oy, M e, WE W B

po OZl,, VTV pg
Donde:
Tey Y Tsy Son las tensiones generadas por el viento en la superficie libre
Cu Es el coeficiente de friccidon por viento
W,y Wy Las velocidades del viento en las direcciones x e y a 10 m sobre la
superficie libre
Pa La densidad del aire
Po La densidad del agua
K, =C, 22

Po

L.a condicion de contorno de friccion en el fondo puede ser considerada a través del
coeficiente de Chezy teniendo en cuenta las siguientes relaciones:

Tx au gU~U? +v?2

Po eEz:Ah C?

Ty OV gVU? +V?

416

—_ v
Po © 62 z=-h Cz
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donde

Tox, Toy SON tensiones en el fondo por friccidén y C es el coeficiente de Chezy.

Por ultimo, el contorno hacia mar abierto es una linea ficticia que separa el dominio del
modelo del resto del mar. Es evidente entonces que para una correcta simulacion es
necesario conocer las caracteristicas hidrodinamicas de este contorno, bien en términos
de velocidades, o en niveles. Aunque existen distintas teorias para plantear la condicion
de contorno en mar abierto, como la de la radiacién libre de Somerfield, la manera mas
fiable de obtener resultados correctos es disponer de datos reales.

Teniendo en cuenta las ecuaciones (4.13) vy (4.14) y las condiciones de contorno de
superficie fibre (4.15) y del fondo (4.16), las ecuaciones de onda larga en dos dimensiones
se pueden escribir de la siguiente forma:

V KvW W2+W2 P 2
@+u—62+v?_g:_giz_+1:vm X X " Mgu_\/ltl?v—_i-
rox H HC
’u  9%u
4.17
Kvw W3+W 2 2
-6—V+u—+v§!:—g§+Fu Y Y gvu? +v?
ot 0 oy X H Y
o*v  #%v
A Ears
ER 4.18

&t ox oy

4.2.1.2 Integracién de las ecuaciones

La integracion numérica de las ecuaciones (4.17) y (4.18) se lleva a cabo con el método
ADI (Alternating Direction Implicit), el cual se explicé detalladamente para la ecuacion
bidimensional de difusién. Un posible discretizacién se describe, a continuacién.

El esquema en diferencias finitas en el espacio se presenta en la Tabla 4.1.

La solucion en el tiempo se obtiene en el siguiente orden:

Ent+ At se resuelve V, Z implicitamente, y U explicitamente
Ent + A2 se resuelve U, Z implicitamente, y V explicitamente
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Ent se conocen U, V, Z.

j+1 Z U z U il
i+1/21 V h \'% h v
] z U zZ U Z
F1/21 Vv h Y h \%
j-1 Y U Z U Z
-1 | i-1/2 i | i+1/2] i1

Tabla 4.1 Esquema en diferencias finitas en el espacio

Las expresiones numéricas para el paso de t a t + % At son de la siguiente forma:

En el punto [i+%, j}

. N
+1 k B k _ Kt k —k
g2 :uk_éi u“ z[éﬂj +Vk[g§) _VkF+g[%x%J 2+QUkM 4.19

2 X Cilhy +2)

En la ecuacidon (4.19) ios términos no lineales, advectivos y de friccion en t + %2 At se
aproximan con sus valores en t. Los simbolos utilizados, para una funcién genérica F,
son:

F¥ = F({iAxjAykAt)

?x = %(FMIZJ +Fiﬁ112.j)

= 1

Fy = E(Fi.j+1!2 +Fi.j—1.’2)

= 1

F= Z(Fi—uz,j-wz +Fysz o P2 e +Fi+1f2,j+1.f2)

En el punto {i, i)

oy wl e =
Zk+% g F% a((hy +§:)u)k an a((hx gy)vT 4.20
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En el punto (i, j+1/2)

1) o)
Utz +ly
e ko) ko ko k kl\/{' }
VAESSIVRE v 2(8\’) k*“(av] muk+§F+g(a—ZJ rgv 2 4.21

oy Ox o ke
Cy|lhy +z, 2

Para el paso de tiempo t + At en el punto (i, j+1/2), las expresiones son;

F *k+1 ? k+1 ‘
1 kad K k+1 1 [U 2) v
k+1 k*g Atl . OV 2 .l 2 gl 0Z ket~
v o= |V +u 2| — +u zF+g —| +gv ?
2 X X

4.22

En el punto (i, j).

bt oy +Z)ufE ol + 2, )W)
2 OX oy

Zk+1 — Z

En el punto (i+1/2, )

|

ket At du k+% s
5 —k+1
uk+1:u 72 _ 2 uk+1 bl +V+
(53 X

4.23

Este procedimiento se repite para cada paso entero de tiempo.

4.2.1.3 Datos y resultados del modelo hidrodinamico

Los principales datos de! modelo son:
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+ Informacién para el establecimiento de las condiciones de contorno en mar abierto.
Estos datos pueden ser bien empiricos o analiticos.

Los datos de contorno analiticos pueden corresponder a la amplitud y periodo de la
marea. A partir de estos dos parametros el programa genera los valores necesarios,
considerando la onda de marea como una sinusoide de amplitud y periodo dados.

o Coeficiente de Chezy de friccién de fondo

+ Coeficiente de arrastre por viento

s Coeficiente de viscosidad del remolino

« Batimetria
Para cada punto de la malla se ha de conocer ia profundidad por debajo del nivel medio

del mar. El resultado basico del modelo lo constituyen las elevaciones de la superficie
libre y los campos de velocidades.

4.2.1.4 Calibracion y validacion det modelo

La calibracion del modelo consiste en hacer coincidir los resuitados que de &l se obtienen
con una serie de parametros de mediciones “in situ”. Estos parametros son los siguientes:

¢ lafriccién en el fondo

o El coeficiente de viscosidad del remolino

e El coeficiente de arrastre por viento

e Las condiciones de conforno en mar abierto
e La batimetria

Una vez realizada la calibracién, la validacién del modelo consiste en comprobar ia
confiabilidad del modelo con otro grupo de datos.

Friccion de fondo
El valor tipico del coeficiente de Chezy oscila entre 30 y 50 m"%/s. En todo caso, ha de

tenerse en cuenta que a mayor coeficiente de friccidon corresponde menor friccion y
mayores velocidades medias

Coeficiente de viscosidad de remolino

El coeficiente de viscosidad del remolino es probablemente el mas dificit de calibrar, ya
que se incluyen los efectos “turbulentos” no considerados de ofra forma. Con este
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coeficiente se intenta tener en cuenta también efectos debidos a promediaciones
espaciales, como son:
.

¢« La promediacion en vertical de las ecuaciones de cantidad de movimiento.
« La promediacion en horizontal para el tamafio de las celdas de la malla

» La dispersién numérica debida a la transformacion de las ecuaciones en diferencias
finitas.

Una primera estimacién de este coeficiente se puede establecer a partir de Ia férmula
siguiente:

ve = KAX U K=0.05-0.15

donde U es una velocidad representativa

o Coeficiente de arrastre por viento

Existen muchos estudios experimentales para la determinacion de este coeficiente
Un valor inicial podria ser C,, = 0.0026

» Condiciones de contorno en mar abierto

Sobre la condiciones de contorno en mar abierto es dificil plantear consideraciones de
caracter general

» Batimetria

La batimetria utilizada para el calculo ha de ser suave, con pendientes mayores de 1:5, ya
que en general, cambios bruscos pueden generar inestabilidades numéricas.
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Resumen

Por las caracteristicas del flujo en aguas poco profundas, resulta conveniente utilizar
modelos matematicos bidimensionales para conocer la hidrodinamica.

Al utilizar un modelo hidrodinamico es necesario conocer ias hipotesis bajo las cuales fue
creado, eso con ia finalidad de realizar una correcta interpretacién de los resultados del
modelo matematico.

La precision de un modelo de esta indole esta supeditada a las condiciones iniciales y de
frontera, por lo que es muy recomendable realizar una campana de campo para obtener
todos los datos que se utilizardn como base para la modelacion.

El esquema numérico de los modelos matematicos debe ser en términos generales, facil

de programar y se considera como aceptable si se tiene un margen de error de entre 10 y
20%.
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5 Modelo numérico de transporte de masa

5.1 Formulacion del modelo numérico de transporte de masa
5.1.1 Escalas en los procesos de dispersion

La dispersidbn es usada comunmente, como un términc general para referirse al
movimiento aleatorio de las particulas de un fluido que dependen principalmente de dos
procesos, la difusion molecular y el efecto del gradiente de velocidad {esfuerzo cortante),
esto se ilustra en Ia Figura 5.1. Los procesos difusivos son bastante complejos, porlo que
no se ha encontrado una solucién exacta, Fick(1855) y Taylor(1921) asumieron que los
flujios de masa pueden ser proporcionales a los gradientes de concentracidn, las
constantes de proporcionalidad son los coeficientes de difusion molecuiar y turbuienta.
Taylor (1953,1954) introdujo el concepto de los coeficientes de dispersion a partir de la
combinacién de los efectos de la adveccion y difusién molecular y el esfuerzo cortante en
un fluido. Elder (1959) aplicd e! andlisis de Taylor a aguas poco profundas con el objeto
de describir e} efecto del esfuerzo cortante en los gradientes de velocidad en la vertical.

El concepto de dispersion de masa de una sustancia en solucién o suspension en un flujo,
puede ser extendido a otras propiedades del mismo, por ejemplo los llamados
coeficientes de viscosidad.

Principaies procesos
de fransporte.

Adveccion. Movimiento de [as Dispersion. Esparcimiento de las
particulas de un fluido debido a particulas del flujo debido a los
los procesos del flujo. procesos del flujo.

Esfuerzo Cortante. Difusion.
Gradientes de velocidad - Movimiento molecular,
- Turbulencia.

Figura 5.1 Transporte de las particulas en un fluido

La clasificacion que comunmente se utiliza para los procesos de momentum y adveccion-
dispersion es la siguiente:

Escala 1
Movimiento molecular aleatorio. Difusion molecular
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Viscosidad
Escala 2
Movimiento turbulento bajo una escala dada. Difusion turbulenta
Eddy viscosity
Escala 3
Promediando la profundidad para e! perfil vertical de velocidad.
Dispersién
Esfuerzo cortante para el fondo y superficie
Esfuerzo cortante horizontal
Escala 4
Promediado sobre el modelo Dispersion adicional
Resolucion de Ax, At Viscosidad adicional

Escala_1. Corresponde al movimiento molecular aleatorio, esta basado en la Ley de
viscosidad de Newton

tﬂu?ﬂu
ay

Donde la viscosidad p se define como una medida de la resistencia del flujo a la
deformacién impuesta por los esfuerzos cortanies tangenciales t los cuales son
generados por la transferencia de momentum debido a las fluctuaciones de la velocidad,
normaies a la superficie correspondiente.

Con respecto a las fluctuaciones debidas a jos movimientos moleculares, sus efectos
sobre la transferencia de momentum son independientes de las condiciones del flujo, por
lo que la viscosidad dinamica es una caracteristica independiente del fluido.

Escala 2. Se refiere a la turbulencia la cual es una agitacién molecuiar que esta siempre
presente aun para fluidos en reposo, en ciertas condiciones de flujo las particulas
experimentan movimientos adicionales aleatorios de mucha mayor magnitud, por lo que
sus trayectorias son muy irregulares. Esto se observa en los registros de las series de
tiempo de velocidad instanténea.

Escala 3. En muchas aplicaciones de ingenieria costera la profundidad es mucho menor
que las dimensiones horizontales del dominio de célculo, por lo que los modelos
bidimensionales son usualmente adecuados para describir los principales procesos del
flujo. Los flujos con gradientes de velocidad son a menudo referidos como "flujos
cortantes", y el mecanismo de dispersion asociado, discutido por Taylor es canocido como
"shear effect".

Escala 4. Una de las principales dificultades encontradas cuando se estiman los
coeficientes de dispersion, es tomar en cuenta las discretizaciones espaciales, ya que es
la representacion de las nuevas escalas de movimiento, éstas dependen de factores
como las configuraciones batimétricas locales, gradientes de densidad y friccion del
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viento. Existen formulaciones generales que pueden ser usadas como guia, sin embargo,
la precisiéon de los valores finales, dependera siempre de la calibracion y la experiencia
del modelador.

5.1.2 Modelo de transporte de masa bidimensional

La ecuacién de conservacion de la masa o de transporte de una sustancia diluida en un
fluido esta en funcién de velocidades y concentraciones instantaneas, se definid en el
capitulo 2 dando como resultado la siguiente ecuacion diferencial:

2
a_°+ujﬁ°_:|<a‘;:o 5.1
ot OX; O X;

Desde el punto de vista practico, la ecuacion (5.1) es dificil de resolver (salvo que el flujo
fuese laminar, lo que raramente ocurre en la practica), ya que para obtener las
velocidades instantaneas u; para flujos turbulentos se necesitan enormes esfuerzos de
calculo.

Una manera de sustituir las concentraciones y velocidades instantaneas por valores
promediados en €l tiempo, es utilizar Ia usual descomposicién denominada de Reynolds:

c=C+c
_ 52
u=U+U
donde:
C v U La concentracion y la velocidad promediadas para un intervalo de
tiempo conveniente.
Cyud Las desviaciones instantaneas sobre los valores medios de la

concentracion y velocidad respectivamente, y cuya media es cero

Haciendo uso de esta descomposicidén, la ecuacién (5.1) se puede expresar de la
siguiente forma:

?Eii')+(U.+u'.)a(é+c'):|<52(é+°') 53
ot Y ax ox?

La cual después de realizar operaciones se convierte en:

oC , 5 oC o)  #(C+c) 6

+U ;
ot ’axj 9 X oX;
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Como se puede comprobar, el Ultimo sumando del primer miembro de la ecuacion (5.4),
es funcidn de las desviaciones instantaneas c' y u';.

Para sustituir este término por otro, funcién de valores medios, s mas conveniente
escribir la ecuacion (5.4) de la siguiente forma:

55

6C+U]60: 5} KaC_H,E,
ot ax, x| ox, '
Si el segundo miembro de la ecuacién (5.5) se pudiese expresar en funcion del gradiente

de la concentracion media, se obtendria una ecuacidon con la misma forma que la
ecuacion iniciai (5.1). Para lograr esto Boussinesq propone la siguienie relacion:

—U'.E':s.ﬁ 56
'ox,

Donde g; son los coeficientes de difusion turbulenta para tas tres direcciones j, que en un
principio son distintos y expresan el grado de difusion de la concentracion C debida a las
fluctuaciones turbulentas. Es intuitivo pensar que la mezcla turbulenta depende del
gradiente de la concentracion, pero también del grado de la turbulencia. Asi por ejemplo,
la concentracion no podria cambiar si la mezcla es completa (gradiente de concentracion
nulo}. Por otro lado, para un mismo gradiente de concentracién, es mas intensa cuanto
mas intensa sea la turbulencia. Se puede pensar entonces que los coeficientes g son
indicadores dei grado de turbulencia, ya que el gradiente de concentracion se considera
de forma explicita en la ecuacién (5.6).

Si se sustituye la ecuacién (5.6) en la ecuacion (5.5) se obtiene:

2T 5oC_2 (o€, T
ax; 19X

j

Dado que la constante de difusidén molecular K es varios érdenes de magnitud menor que
cualquiera de los coeficientes s, el pendltimo término de la ecuacion (5.7) se puede
despreciar frente a éstos tltimos, obteniéndose la forma definitiva siguiente, que
constituye un posible punto de partida para la formulacion de un modelo matematico de
transporte de una determinada sustancia.

9C,gat_2 [, aC 58
ot 0% OX, axj

De lo expuesto anteriormente hasta aqui es evidente que los coeficientes (g) dependen
exclusivamente de las caracteristicas iocales del flujo, por lo que una informacion fiable se
puede obtener solamente mediante la realizacién de mediciones "in situ"
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Un avance importante en e} estudio de los coeficientes de la difusién turbulenta se debe a
los trabajos de Taylor. A partir de ellos se establece gque si en un flujo unidireccional se
introduce instantaneamente en un punto una cantidad de sustancia, su dispersién a lo
largo del tiempo se puede representar a través de las siguientes ecuaciones:

g, = U t t<<z
g, = U% ¢ t<<t 5.9

Donde t es el tiempo transcurrido desde el momento del vertido y t es un lapso de tiempo
dado. Como puede verse en las expresiones (5.9), el coeficiente de dispersién aumenta
con el tiempo hasta un momento dado (t) a partir del cual los valores de la dispersién se
mantienen constantes. Este fendmeno podria tener la siguiente explicacion: En un
principio ia mancha del contaminante tiene pequenas dimensiones y la difusién es debida
a remolinos de pequefia escala. En este momento los remolinos de mayor escala
simplemente transportan la sustancia sin causar difusion. A medida que el tamafio de Ia
mancha se incrementa, remolinos de mayor escala comienzan a dispersaria. Cuando el
tamafio de la mancha alcanza la magnitud de los remolinos mayores, la difusién ya no
puede crecer y se mantiene constante.

El fendmeno descrito lleva a la conclusion de que en muchas situaciones practicas la
difusién turbulenta no puede ser representada mediante coeficientes constantes.

Cuando para la integracion de la ecuacién (5.8) se utilizan velocidades promediadas en la
vertical, los coeficientes de difusidn horizontal deben tener en cuenia el llamado efecto
"shear effect". Este efecto se debe a que la distribucion de [a velocidad en la vertical no es
uniforme lo que origina que en [as zonas de mayor velocidad la sustancia diluida en el
fluido se mueva mas rapidamente que en las zonas de menor velocidad, de manera que
se realiza una importante dispersion de la sustancia que no se tiene en cuenta al utilizar Ja
promediacion. Los coeficientes con los que se tiene en cuenta e! "shear effect” se
denominan normalmente coeficientes de dispersion y suelen ser mucho mayores que los
de difusion turbulenta horizontal.

Entre ias férmulas que se utilizan para obtener estos coeficientes, se encuentra la
formulacién propuesta por Elder:

5.10

D.  Coeficiente de dispersion en direccion del flujo
h Profundidad

u Velocidad de friccién

S Pendiente de la superficie libre

g Aceleracién de la gravedad
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Se han propuesto expresiones similares a las de Elder, con una gran variedad de
coeficientes, como por ejemplo:

Krenkel(1962) para flujo en canales abiertos D, = 914" h
Yotsukura(1964) para canales prisméticos D, =13u'h
174
Thackston(1966) para cauces haturales D, = 7.25(1.) u h
u

En cuanto a la aplicacidon a rios, Fischer (1968) encontré que los coeficientes de
dispersion longitudinal obtenidos por la formulacién de Elder, eran mucho menores que i
los que él habia reportado. Borden (1964) descubrié que los coeficientes de dispersion :
longitudinal son inversamente proporcionales al coeficiente de difusion vertical, lo cual es

similar a lo que Elder investigo. De acuerdo con Bowden el coeficiente de difusién vertical
turbulenta puede reducirse hasta 10 o 20 veces, con un correspondiente incremento en

los coeficientes de dispersién horizontal del orden de 10° a 10% cm?/s,

Las conclusiones de estos autores son que los mecanismos de dispersion pueden ser
dominantes en comparaciéon con los "shear effects". Fischer propuso que el principal
factor de contribucion a la dispersion longitudinat era la difusion transversal y no la
difusion vertical, dado que el mecanismo dominante de dispersion debe estar asociado
con circulaciones transversales (éste analisis se realizd para cauces naturales). Bowden
reconocié que los "shear effects" son mas efectivos en estuarios y cerca de la costa,

5.1.2.1 Experiencias de campo

Con respecto a mediciones de campo y resultados de modelacion se observa que en
muchas situaciones los coeficientes de Elder son de menor magnitud que los que se han
mencionado anteriormente, esto se aprecia en la Tabla 5.1, en |la cual se comparan
coeficientes calibrados con los obtenidos por la formulacién de Elder para 4 casos de
modeiacion en des dimensiones.

| Caso h u u* AX At E. calib Eilder
m m/s m/s m S m2/s 6 hu*
m?/s
A 8 0.7 .05 50 30 2-5 2.4
B 20 1.0 0.1 500 300 40 - 50 12
C 30 0.5 0.03 6000 600 500 54
D 1000 0.1 0.003 30000 900 > 6000 18.0

Tabla 5.1 Comparacién entre el coeficiente de Elder y coeficientes calibrados
La magnitud de los coeficientes calibrados puede ser explicada al considerar procesos en

la escala 4, por lo que para valores de Ax > > h usualmente dominan éstos, sobre los de
escala 3.
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Para representar la modelacién a través de una discretizacién es natural relacionar los
coeficientes efectivos de viscosidad y dispersidn con la escala de longitud Ax y la escala
de tiempo At. Por lo que los coeficientes pueden considerarse en las siguientes formas:

2
K, A% 5.11.1
At
K,Axu 511.2
K,A tu? 5.11.3

En la Tabla 5.2, se presentan diferentes valores de los coeficientes en la escala 4, los
cuales se comparan con coeficientes calibrados, resultado de 5 situaciones diferentes.

Caso h u AX At Ecal Ki Ka Ks
m m/s m s M?/s
A 3 0.7 50 30 1-5 0.08-0.01 0.14-0.03 0.34
B 20 1.0 500 300 140-50 0.06 0.10 0.07
C 30 0.5 6000 600 500 0.008 0.17 3.3
D 40 1.0 20 10 1-3 |0.075-0.025 | 0.15-0.05 | 0.30-0.10
E 1000 0.1 30000 | 900 6000 0.006 20 667

Tabla 5.2 Coeficientes de dispersidon para procesos en la escala 4

Es importante enfatizar que las ecuaciones (5.11.1), (5.11.2) y (6.11.3) no estan basadas
en un patrén definido del flujo, como la formulacion de Elder, éstas estiman una
aproximacion de los valores verdaderos. Por otra parte se debe de tener en cuenta que en
las situaciones en que Ax > > h, el uso de la formulaciéon de Elder es vélida todavia
aunque los procesos dispersivos asociados sean irrelevantes en comparacion con otros
efectos. No obstante, las formulaciones anteriores cuando se complementan con datos de
campo y experiencia en situaciones similares, proporcionan una guia para la calibracién
de modelos ambientales bidimensionales.

Cuando Ax y h son del mismo orden de magnitud, los "shear effects" seran se consideran
importantes en la transferencia de movimiento. En la practica, asumiendo que la velocidad
de friccion para aguas costeras suele ser del orden de 6% de [a velocidad media del flujo,
la formulacion de Elder toma la siguiente forma:

D, =5.9x0.6uh =0.4uh 5.12

Cuando Ax = h, los coeficientes de dispersion se toman como una primera aproximacion el
valor de:

D, =1.0uh 513

Donde el factor 1.0 puede variar de acuerdo al valor de la calibracién.
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Debe de considerarse que en ia deduccién anterior, la direccion x estaba alineada en la
direccion del flujo, por lo que los coeficientes obtenidos representan la dispersion
longitudinal. En el caso de que existan "shear effects" transversalmente, éstos seran de
menor magnitud que los coeficientes de dispersion longitudinales, como se indicé en los
experimentos realizados por Talbot & Talbot (1974). Para una direccion arbitraria del flujo
en un sistema de coordenadas cartesianas, los términos transversales se consideran,
complicando asi la definicidon de estos coeficientes. Si D y Dy, son los coeficientes
longitudinales y transversales entonces en coordenadas cartesianas y alineados al flujo se
pueden expresar como:

/ 2 . 2
cosa sino
D, = +
\[ D,_ J ( DL ]

12

5.14
) 2 2 1z
Dy _ sino . cosa
D, Dy
Y
donde o = arctan(—] 5.15
u

u: Velocidad en direccidn x
v: Velocidad en direccidn y

5.1.3 Integracién de las ecuaciones de fransporte de masa

Los algoritmos implicitos evitan muchas dificultades de estabilidad que se presentan con
los esquemas explicitos, pero tienen el problema de lograr un algoritmo eficiente; Como
se vio en el capitulo 3 no fue el caso para la ecuacién de difusién.

A continuacion se utilizara el método ADI para la ecuacién bidimensional de transporte de
masa, la cual es una extension de la ecuacion unidimensional de transporte presentada
en el capitulo 3, para esto se aplicard el método de Galerkin del elemento finito con
elementos rectangulares bilineales, al utilizar dicho método se produce la siguiente
ecuacion.

ar
M, ®MY[E} =[-um, ®L, -vM, BL, +aM, ®L, +aM, OL T, 5.16
ik

donde

L= (-1, 0, 1)/ 2Ax
L= (1, 0, ~1)/ 24y
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Los demas operadores ya fueron definidos en el capitulo 3, ia ecuacién (5.16) puede
compararse con la de difusion. Los términos adicionales en (5.16) son los convectivos. Sin
embargo, los operadores direccionales de masa en los términos convectivos tienen el
mismo comportamiento al de la ecuacién de difusion. Esto ocurre, para el método del
elemento finito, ya que dispersan la influencia de los operadores diferenciales, L,y L, en
la direccion normal.

Al igual que para la ecuacion de difusion, el algoritmo para resolver la ecuacion de
transporte de masa se implementa en dos medios pasos de tiempo, siendo el
procedimiento el siguiente.

En el primer medio paso de tiempo se tiene.

M, +B Aty o, Lo JTHY? =M, -(1-p)atly, L, -a,L, )JT0 5.17
Para el segundo medio paso de tiempo

M, +Bat(vL, oLy JTo" =M, - (1-B)At{ug L, — oyl JTi"2 5.18

Si 6 = 0, se obtiene el método en diferencias finitas. El algoritmo dado por (5.17) y (5.18)
es consistente con la ecuacion bidimensiona!l de transporte de masa y tiene un error de
truncamiento de O(Af%, A, Ay?). Un analisis de von Neumann indica que (5.17) y (5.18)
es incondicionalmente estable para B = 0.5, para el método del elemento finito y en
diferencias finitas.

El método para resolver numéricamente (5.17) y (5.18) es muy similar al de la ecuacion
bidimensional de difusion presentada en el capitulo 3.

5.1.3.1 Datos y resultados dei modelo de transporte de masa

La tarea de recoleccién de datos para el modelo de transporte de masa, y en especifico,
para difusion térmica puede resultar bastante complicada si, por ejemplo se tiene que
iniciar un programa de moenitoreo, es decir que no se cuenta con informacién disponible.
Para los estudios de adveccién dispersion es a menudo costoso obtener datos para la
calibracién, ya que se deben considerar grandes areas y periodos de tiempo para el
monitoreo.

En general la siguiente informacién es con {a que se debe contar para la modelacion.
o Datos de frontera, los cuales pueden ser cobtenidos a través de mediciones de

concentraciones (existentes o especificamente planeadas para el modelo) u
observaciones.
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« Las mediciones son muy importantes cuando se requiere estimar el campo inicial de
concentracion,

« Datos de fuentes y sumideros {por ejemplo magnitudes y concentraciones de flujo de
rios, esteros, descargas, bocas, etc.

» Para la calibracion y validacion de datos; éstos pueden obienerse a través de
mediciones de concentraciones en un determinado numero de puntos en el area de
interés, especificamente cercanos a las descargas del contaminante (por ejemplo calor).

« El campo hidrodinamico que se va a considerar para el modelo de adveccion
dispersion.

5.1.3.2 Calibracion y verificacion del modelo

Habiendo recolectado la informacion para la ejecucion del modelo, se esta en condiciones
de comenzar (a calibracién del mismo.

El propésito de la calibracién es afinar el modelo para reproducir satisfactoriamente
condiciones conocidas o medidas para un periodo particular conocido, por ejemplo el de
calibracidén. La calibraciéon del modelo es entonces, verificar corriendo una o mas veces
las simulaciones con las mediciones disponibles, sin cambiar algunos parédmetros de la
calibracion. Debe asegurarse que [as simulaciones sean hechas para algun periodo
similar al periodo de calibracion y verificacion. Sin embargo hunca se deben usar
resultados de la simulacién, sin verificar que éstos sean razonable o no.

Parametros de calibracion

Cuando se realiza una corrida para calibracion por primera vez y se comparan dichos
resultados con las mediciones realizadas en campo, se encontrard que, en muchas
ocasiones existiran diferencias entre si. El proposito de la calibracion es entonces afinar el
modelo para que estas diferencias sean despreciables. Las simulaciones de adveccién
dispersion dependen en gran parte de la calidad de campo hidrodinamico. De hecho,
existe sélo un tipo de pardmetro de calibracion en la parte de adveccion dispersion, la cual
comprende un grupo de parametros de coeficientes de dispersidn. Los coeficientes de
dispersion son utilizados para estabilizar y calibrar el modelo.

Verificacion del modelo

Una vez que se ha concluido una calibracion, entonces se pueden correr una o mas
simulaciones para las cuales se tienen mediciones (otros datos) sin cambiar los
coeficientes de dispersion. Si los resultados obtenidos entre los resultados de la
simulaciones y las mediciones son satisfactorios, entonces se considera que la calibracion
ha concluido con éxito.
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Resumen

Abbott (1985) mostré que es posible simuiar movimientos vy circulaciones de agua a gran
escala usando modelos bidimensionales. Madsen (1988) siguid la misma linea de
investigacion, y concluye que existen dos mecanismos fundamentales para la generacién
de la circulacion del agua, donde las fuerzas de resistencia (friccion de fondo} estéan
equilibradas por:

Transferencia de momentum en la escala de Ia discretizacion espacial adoptada
(aceleraciones convectivas)

Transferencia de momentum en ia escala de la discretizacion espacial adoptada,
representada por el esfuerzo cortante horizontal.

El primer mecanismo es dominante en muchas situaciones donde las escalas de la
circulacion del fiujo y discretizacion espacial Ax son mucho mayores que la profundidad, y
el segundo esta descrito fundamentalmente por circulaciones secundarias del flujo cuando
Ax < h, sin embargo, para algunos casos donde Ax >> h se encontré en la practica que el
segundo mecanismo es todavia necesario para describir ciertas escalas de circulacion.
Una posible explicacion puede encontrarse a través de las siguientes hipotesis;

a) Cuando la estructura del flujo estd bien definida por un perfil logaritmico de
velocidades y Ax es del mismo orden de magnitud de la profundidad h, la formula de
Elder es valida para ia estimacion de la viscosidad efectiva y los coeficientes de
dispersion.

b) Cuandoc Ax >> h puede encontrarse gque:

b1) El fondo es muy irreguiar y los efectos tridimensionales son despreciables,
en este caso la férmula de Elder es todavia valida perc no sera sensible a valores del
coeficiente de viscosidad. La circulacion del flujo esta determinada solamente por el
primer mecanismo, por los términos dispersivos.

b2) l.a configuracion del fondo y la presencia de efectos tridimensicnales
ocasionan circulaciones, debido a que las escalas son del mismo orden de magnitud de
Ax, esto se puede ilustrar a través de la experiencia de varios autores quienes para la
calibracién de modelos regionales usaron espaciamientos de mallas muy grandes (> 500
m), empleando coeficientes de dispersion proporcionales a Ax o h. Por ejemplo
Schwiderski (1978) para su modelo global de mareas ocednicas usd un coeficiente de
dispersion linealmente proporcional a la profundidad y a Ax, el cual dio valores
consistentes con la formula previa.
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6 Casos de aplicacién de los modelos numéricos; hidrodinamico y de
transporte de masa

Con la finalidad de analizar de manera detallada los resultados y alcances de los modelos
numeéricos hidrodinamico y de transporte de masa, se presentan dos casos de aplicacion:
el primero consiste en un analisis de sensitividad en el cual se estudia el comportamiento
de los coeficientes de dispersién y el segundo es un caso practico de los modelos al rio
Tecolutla ubicado en el estado de Veracruz.

6.1 Prueba de sensitividad del modelo hidrodinamico y de transporte de
masa

Para analizar el fenomeno de adveccion dispersidn en dos dimensiones y sus principales
variantes, se realizara una prueba de sensitividad de ios modelos, hidrodinamico y de
transporte de masa descritos anteriormente.

Para esto se utilizard un canal, como ¢! que se muestra en la Figura 6.1, el cual tiene una

profundidad constante de 20 metros y un ancho constante de aproximadamente 500
metros con las fronteras sur y oeste abiertas (Figura 6.1)

30
25
20
15

10

Espaciamiento de celdas 50 m

5 10 15 20 25 30
Espaciamiento de celdas 50 m

Figura 6.1 Vista en planta del canal utilizado para la prueba de sensitividad
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y la velocidad del viento es nula

Modeio Hidrodinamico Integrado en la Vertical de Transporte de Masa

Figura 6.2 Vista tridimensional del canal utilizado para la prueba de sensitividad

6.1.1 Modelo hidrodinamico

El periodo de tiempo para la simulacién que se eligié es de 6 horas, se utilizaron celdas

rectangulares con un espaciamiento (Ax, Ay) de 50 metros y un paso de tiempo (At) de 30

segundos. El campo de flujo tiene una velocidad cero al comienzo de la simulacion. El

movimiento del flujo es inducido en la frontera sur por una onda de marea con un periodo

de 12 horas y una amplitud de 0.05 m. El nimero de Courant resultante es de

aproximadamente 8

Los coeficientes y las consideraciones utilizadas para el modelo hidrodinamico son las

siguientes:

Friccion de fondo
Coeficiente de Manning 30 m"%/s

Viscosidad de remolino

Eddy Viscosity 15

En este caso no se incluye la fuerza de Coriolis
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En la Figura 6.3 se muestra el campo hidrodindmico obtenido después de seis horas de
simuiacion, y en la Figura 6.4 [a evolucion de la velocidad de la corriente para dos puntos:
el primero ubicado antes de la esquina y &l otro después de ésta.

30

25

Espaciamiento de malla 50 m
o a

—
[=]

Reference Vectors

10 15 20 25 30
Espaciamiento de maila 50 m 06:00:00

Figura 6.3 Campo hidrodinamico obtenido después de seis horas de simulacion

En la Figura 6.4 se tiene el nivel del agua a través del tiempo en dos punto (25,5), (5,25)
en ésta grafica se aprecia perfectamente como entra y sale ia marea del canal.
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Tiempo (h) Punto 1 (25,5)

Punio 2 (5,25)
Figura 6.4 Nivel del agua en dos puntos del canal durante la simulacién
En la Figura 6.5, se presenta la evolucion de ia velocidad a través del tiempo. De ésta
figura, se observa que la maxima velocidad que provoca la marea entrante en el punto

(25,5) es de 0.50 m/s, mientras que en el punto (5,25) se tiene una velocidad ligeramente
mayor 0.54 m/s.

NI [
| BN

¥ 04
£ / g \
£ o3
0.2 B l J
0.1 ‘ —
0 i 1
00:00 O0G:30 01:00 01:30 02:00 02:30 03:00 03:30 0400 0430 05:00 0530 06:00

Tiempo (h)
Punto 1 (25,5)
Punic 2 {5 25)

Figura 6.5 Evolucion de la velocidad de la corriente para dos puntos durante la
simulacién
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6.1.2 Modelo de transporte de masa

Una vez obtenidos los campos hidrodinamicos, los cuales son la base para realizar las
simulaciones de transporte de masa, a continuacion se modelara una descarga de agua
en el canal de 500 m?s con una temperatura de 10° C. La temperatura del agua que
circula en el canal es de 0° C.

La temperatura de la fuente 6 sumidero en el modelo de transporte de masa se calcuia de
la siguiente manera

S=Q(Td-T) 6.1

Donde

Q Gasto de la fuente o sumidero descarga (m®/s/m?)
Td Temperatura de ia descarga

T Temperatura del campo de flujo

Las condiciones para la simulacién son las siguientes

Ax=50m
Ay =50m
At=30s

La simulacion de adveccion dispersion comienza al mismo tiempo que el hidrodinamico y
el tiempo total es de 6 horas. La celda donde se aplica la descarga es la (25,3)

Los coeficientes de dispersidn utilizados son los siguientes:

a) DX = 10 m¥s
DY =10 m%/s

b) DX =25 m¥s
DY =25 m¥/s

Para el caso a) los resultados obtenidos se muestran en las Figuras 6.6 y 6.7. En dichas
figuras se tienen las isotermas después de 1.5 y 2:45 horas de simulacion
respectivamente, y en |as Figuras 6.8 se tiene la evolucion de |a temperatura en el tiempo
de dos puntos (25, 10} y (5, 25); con este tipo de graficas se observa con mayor detalle
las evolucion de la temperatura en el canal.

134



Modelo Hidrodinamico Integrado en la Vertical de Transporie de Masa
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Reference Vectors

Espaciamiento de malla 50 m 01:530:00

Figura 6.6 Isotermas a 1.5 horas de comenzada la simulacién. Coeficiente de
dispersién D =10

Espaciamiente de malla 50 m
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Reference Veclors

g

Espaciamiento de malla 50 m 01:30:00

Figura 6.7 Isotermas 2:45 horas después de comenzada [a simulacion. Coeficiente
de dispersiéon D =10
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Temperatura ( C}
5 B

1.00 Iﬂ___—
0,75 '
0.50 ’
0.25 [ '
00:00 01:.00 02:.00 03:00 04:00 05.00 Q800

Tiempo (h)
Punts 1 (25,10)

Punto 2 {5,25)

Figura 6.8 Evolucién de la temperatura en ¢l tiempo durante la simulacion.
Coeficiente de dispersion D =10

De la Figura 6.8 se observa que la temperatura disminuye poco despues de las 3:00
horas, esto se debe a que precisamente a partir de ese instante la marea comienza a salir
del canal y por ende las velocidades de la corriente en el modelo son menores.

De igual manera, para el caso b) en las Figuras 6.9 y 6.10 se muestran los resultados
obtenidos a 1.5 y 2:45 horas de iniciada la simulacién, con un coeficiente de dispersion de
25 m¥s, y en la Figura 6.11 la evolucién de la temperatura durante las 6 horas de
simulacion para los puntos del caso a) (25,10} y (5, 25).
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to de malla 50 m

jamien

Espaci

5 10 15 20 25 30
Espaciamiento de malla S0m 01:30:00

Figura 6.9 Isotermas a 1.5 horas de comenzada la simulacion. Coeficiente de
dispersion D =25
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to de malla 50 m
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iarmien
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Espac

Reference Vectors

0

5 10 15 20 25 30
Espaciamiento de malla 50 m 07:30:00

Figura 6.10 Isotermas a 2:45 horas de comenzada la simulacion. Coeficiente de
dispersion D = 25
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Figura 6.11 Evolucion de la temperatura en el tiempo durante la simulacion.
Coeficiente de dispersion D =25

En la Figura 6.11, se aprecia ciaramente el efecto de los coeficientes de dispersion sobre
el maximo valor de la temperatura, ya que si se compara dicho valor con el de |a Figura
6.8 se observa que la temperatura ha disminuido. Al incrementar dichos coeficientes se
provoca una mayor dispersion de las concentraciones en el modelo.

Por otra parte en ia Figura 6.11 se aprecia con mayor claridad el efecto de la marea sobre
el canal, ya que cuando la marea sale del canal [as velocidades disminuyen, provocando
gue la mancha de temperatura retroceda y disminuya. Este fenomeno demuestra la
influencia de la velocidad de |la corriente sabre el modelo de transporte de masa.
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6.2 Aplicacion de los modelos hidrodinamico y de adveccién-dispersiéon en
el rio Tecolutla, Ver.

6.2.1 Infroduccién

El rio Tecolutla se encuentra en el municipio de Tecolutla, Veracruz, cruza los estados de
Puebla y Veracruz, dentro de |a region totonaca, en las coordenadas 20° 29’ latitud norte y
97° 00’ longitud oeste. El clima es templado humedo con abundantes lluvias en verano y
todo el ano en la parte alta de la cuenca; célido humedo y subhumedo con abundantes
lluvias en verano y todo el ano en la cuenca baja. Temperatura media anual de 14-26 °C.
Precipitacion total anual de 1 200 hasta mas de 4 000 mm; evaporacion de 1 064-1 420
mm.

Las principales actividades econdémicas en el rio son pesquerias de ostion, peces y
crustaceos; actividad turistica; agricultura de temporal y cultivos de vainilla, café, pimienta
y citricos. Ademas de presencia de recursos estratégicos como petréleo, abastecimiento
de agua para riego y uso urbano. La principal problematica que existe en el rio es [a
contaminacidn por agroquimicos que afectan el cultivo de la vainilla, ademas de
coliformes en las cuencas baja y media. A pesar de esto se considera uno de los rios
mejor conservados de Veracruz, sin embargo hacen falta conocimientos generales de [a
zona.

La Cuenca del rio Tecolutla se ubica dentro de la regién No. 27, que se localiza en la
parte centro del Golfo de México y estd limitada al Norte y al Oeste por la regidén No. 26
(Panuco), al Sur por las regiones No. 18 (Baisas) y No. 28 (Papaloapan) y al Este por el
Golfo de México. Dicha cuenca se encuentra entre los paralelos 19° 30" y 20° 30’ de
latitud norte, y entre los meridianos 97° 98° 15’ de Longitud Oeste del Meridianc de
Greenwich. Politicamente esta ubicada en los estados de Tlaxcala, Hidalgo, Puebla y
Veracruz; su area de drenaje hasta la desembocadura en el Golfo de México se estima
en 9,106 Km2.

Esta cuenca frecuentemente se encuentra afectada por ciclones tropicales que se forman
en el mar Caribe y en el Golfo de México y gue dan lugar a altas precipitaciones
concentradas que producen avenidas considerables; también es afectada por [as masa de
aire polar, que generalmente se presenta entre los meses de septiembre a marzo y que
en la regidon se les denominan “Nortes”. La corriente principal, que es la de mayor
tongitud, se origina entre los Estados de Tlaxcala y Puebla y se le conoce con el nombre
de rio Apulco; con una direcciéon sensiblemente hacia el norte recibe la aportacion de
numerosos arroyos torrenciales y la de los rios Xiucayucan, Zempoala y mas adelante Ia
contribuicion de los rios Necaxa y Ajajalpan, que ya unidos forman el Rio Tecolutla que
desemboca a través de la Barra del mismo nombre. En la Figura 6.12 se presenta un
fotografia aérea de la desembocadura del rio, en ella se observan [as comunidades de
Gutiérrez Zamora y Tecolutla (Desembocadura).
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6.2.2 Especificaciones del problema

La finalidad de éste caso es analizar una descarga de agua de 10 m%s con un incremento
de temperatura de 10° C, sobre el rio Tecolutla a la altura de la poblacién de Gutiérrez
Zamora, y observar el proceso de adveccion — dispersion del contaminante. Para lograr
esto se utilizara un modelo hidrodinamico bidimensional del rio.

6.2.3 Informacién de campo

6.2.3.1 Batimetria

La CFE a través del Departamento de Oceanografia realizé un levantamiento batimétrico
con ecosonda desde una seccion ubicada 200 m. aguas arriba del puente Tecolutia hasta
otra seccién localizada 100 m. aguas abajo de la Isla que se encuentra entre [a
desembocadura del rio Tecolutla y ia poblacion de Gutiérrez Zamora, en septiembre de
2001. Los seccionamientos se realizaron a cada 50 y 25 m.. La batimetria se presenta en
la Figura 6.13 la cual esta en coordenadas UTM.

6.2.3.2 Medicién de los niveles de marea en el cauce

Al observar el comportamiento hidraulico del rio se determiné gue era necesario medir los
niveles de la marea en el rio, ya que éste fendmeno es el que tiene mayor influencia sohre
el rio. De ésta manera para determinar los niveles de marea en el rio el Departamento de
Oceanografia de la CFE instalé un limnigrafo, aproximadamente 200 m aguas abajo del
puente Tecolutia.; la grafica de marea registrada se presenta en fa Figura 6.14.

Como se observa en la Figura 6.14, se tuvieron algunas interrupciones en el periodo de
medicién debido a una falla técnica en el reloj del limnigrafo. Sin embargo con la
informacién disponible se dedujo que el tipo de marea era principalmente diurna. Ademas
se aprecian algunos picos en los niveles del agua producto muy probablemente de un
incremento en ei caudal del rio por fa incidencia de una avenida, ya que de acuerdo con la
informacién de la estacién hidrométrica el remolino, en octubre suelen presentarse éste
tipo de fendmenos.

Por otra parte también se obtuvieron mediciones de marea aguas abajo de la isla, sélo
que estas mediciones no eran cada hora como ias realizadas con el limnigrafo, sino que
se tomaban las lecturas a las 6:30 am, 12:30 pm y 6:30 pm, en la Tabla 6.1, se muestran
los resultados de estas mediciones. =~ = . _
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Figura 6.13 Batimetria del rio Tecolutia. Septiembre de 2001
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RIO TECOLUTLA, Gutierrez Zamora, Ver.
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Figura 6.14 Resultados de las mediciones con limnigrafo en el rio Tecolutla

By

i

01-Ago-00

02-Ago-00] 0,77 0.35 0.3

03-Ago-00] 0.7 0.65 0o |

04-Ago-00 0.7 0.65 0.5

05-Ago-00] 0.7 0.55 0.45

06-Ago-00]  0.65 0.52 0.4

07-Ago-00| 06 0.52 0.5

08-Ago-00 0.6 0.55 0.48

09-Ago-00] 063 0.57 0.5

10-Ago-00]  0.63 0.55 0.51

11-Ago-00]  0.63 0.55 0.48 ) “TESIS CON
| 12-Ago-00]  0.53 0.4 0.46 -

13-Ago-00]  0.55 0.36 0.3 FALLA DE ORIGEN

14-Ago-00]  0.65 0.5 0.45

15-Ago-00 0.6 0.48 0.4

16-Ago-00]  0.55 0.4 0.35

17-Ago-00|  0.55 0.4 0.38

18-Ago-00|  0.55 0.45 0.38

19-Ago-000 0.5 0.43 0.35

20-Ago-00] 06 0.53 0.45

21-Ago-00]  0.57 0.48 0.5

Tabla 6.1 Lecturas tomadas por una regla ubicada aguas abajo de la isla (sigue..)
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22-Ago-00 0.58 05 0.45

| 23-Ago-00 0.5 0.45 0.38
24-Ago-00 0.55 0.47 0.4
25-Ago-00 0.45 0.5 0.47
26-Ago-00 0.58 0.52 0.45

. 27-Ago-00 0.55 0.5 0.38
28-Ago-00 0.5 0.42 0.35
29-Ago-00 0.52 0.45 0.4
30-Ago-00 0.54 0.47 0.42
31-Ago-00, 0.52 0.43 0.38
01-Sep-00 0.63 1.02 0.8
02-Sep-00 0.62 0.55 0.46
03-Sep-00 0.68 0.52 0.42
04-Sep-00 0.6

Tabla 6.1 Lecturas tomadas por una regla ubicada aguas abajo de la isla

6.2.4 Informaciéon de Gabinete

De la revision de la informacion disponible de 1a zona en estudio, se encontrd que la
estaciéon hidrométrica El Remolino, ubicada sobre el rio Tecolutla, aguas arriba de la zona
de estudio, resulta ser la més cercana. A coniinuacién se presenta la informacién
reportada por dicha estacion. En la Tabla 6.2 se tienen los gastos medios reportados por
dicha estacion hidrométrica. De dicha tabla se observa que los gastos medios anuales se
encuentran en el rango de 100 a 300 m?/s.

Aiio Gasto (m’/s) Afo Gasto (m’/s)
1962 120.50 1981 279.49
1963 132.53 1982 140.00
1964 151.45 1983 168.10
1965 198.48 1984 253.00
1966 195.24 1985 190.00
1967 165.09 1986 190.47
1968 17460 1987 157.31
1969 223.30 1088 172.90
1970 171.25 1089 166.50
1971 201.10 1980 226.00
1972 213.00 1991 212.47
1973 200.20 1992 272.00
1974 200.80 1993 211.00
1975 187.37 1994 115.70

Tabla 6.2 Gastos medios registrados en la estacion hidrométrica, El Remolino.
(sigue ...)
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1976 277.00 1995 171.92
1977 138.00 1996 138.00
1978 182.85 1997 154.73
1978 185.52 1998 211.00
1980 148.92

Tabla 6.2. Gastos medios registrados en la estacion hidrométrica, El Remolino

6.2.5 Descripcion del escenario y condiciones de frontera hidrodinamicas.

El escenario a simular corresponde a una situacion tedrica dado que desgraciadamente
no se cuenta con mediciones simultaneas en fas fronteras sur y este, sin embargo esta
simulacién hidrodinamica nos da una idea del comportamiento del flujo en el rio.

El escenaric a simular corresponde a las condiciones en las cuales se realizaron las
mediciones con la regla de mareas aguas abajo de la isla, partiendo de que el tipo de
marea que se presenta es diurna, esta informacién se dedujo de la curva de marea
medida por el limnigrafo.

Dado gue no se tienen datos de aforo de gastos en 2001 en la estacion El Remolino, se
utilizaran los datos estadisticos de dicha estacién hidromeétrica durante el mes de octubre,
que es cuando se realizaron las mediciones de marea en el cauce. En la Tabla 6.3 se
tienen los gastos aforados el dia 4 de octubre de 1962 a 1998,

Apoyandose en la grafica de marea medida (Figura 6.15) se observa que no esta
influenciada por un gasto extraordinario en el rio, por lo que para efectos de simulacion se
eligié un gasto normal. El gasto considerado es el de 1995, es decir 102 m%/s.

Ajfio Q (m’/s) Afio Q(ms)| Ao [Q(m’s)| Ao [ Q(m¥s)
1962 818 1971 478 1880 379 1989 184
1963 127 1972 171 1981 477 1990 213
1964 244 1973 171 1982 125 1991 376
1965 314 1974 548 1983 233 1992 371
1966 187 1975 601 1984 409 1993 1175
1967 268 1976 371 1985 309 1994 168
1968 338 1977 463 1986 | 248 1995 102
1969 245 1978 339 1987 | 223 1996 293
1970 307 1979 133 1688 272 1987 261
1998 367

Q Promedio[ 333

Tabla 6.3 Gastos medidos el dia 4 de octubre de 1962 a 1998
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amplitud de 0,15 m, como la que se muestra en |la Figura 6.15, ademas de que dicha

frontera se considera totalmente absorbente. Establecidas las dos fronteras, se realizara
la simulacién para el 4 de octubre de las 00:00 horas al 5 de octubre a las 00:00 horas, es

Aguas abajo del rio Tecolutla, se utilizard una onda de marea diurna promedio con
decir 24 horas.
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Figura 6.15 Curva de marea utilizada como condicion de frontera aguas abajo
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6.2.6 Condiciones iniciales y de frontera para el modelo de adveccion
dispersion

La temperatura de la descarga es de 10 °C, y el gasto de 20 m%s. La condicién inicial
para la simulacion es de 0° C, para todo el campo de flujo. La simulacidon de adveccion
dispersion comienza 3 horas después de iniciado e} hidrodinamico y el tiempo total es de
& horas. Las coordenadas UTM donde se aplica la descarga son aproximadamente:

X =700 000Y =2 263 000

Los coeficientes de dispersion utilizados son los siguientes:

DX = 10 m¥s
DY =10 m¥s

6.2.7 Discretizacion espacia! y temporal

La longitud del rio que se simulara es de aproximadamente 4.5 km, siendo la méaxima
profundidad de 13 m, la cual se encuentra en el brazo izquierdo de la bifurcacién. E!
ancho promedio del rio es de 300 m, sin embargo en los brazos este ancho se reduce
considerablemente en algunos tramos a 30 metros.

De acuerdo con lo anterior se eligi® una resolucién de la malla de 5 m en ambas
direcciones, resultando 49 000 nodos con 700 en la direccion oeste-este y 700 en la
direccion sur-norte.

De acuerdo con [a méaxima profundidad, con el espaciamiento de celdas y tomando en
cuenta que, para incluir los términos no lineales al resolver las ecuaciones de gobierno de
movimiento el nimero de Courant debe ser menor que 1, se optd por utilizar un paso de
tiempo de 0.4 segundos. Ademas con este paso de tiempo se evitan inestabilidades al
integrar las ecuaciones del modelo hidrodinamico. El tiempo total a modelar son 24 horas,
es decir un ciclo completo de marea.

6.2.8 Resultados hidrodinamicos

En la Figura 6.17, se tiene la evolucion de los niveles del agua en seis puntos del cauce
del rio, el primero se encuentra ubicado aguas abajo de [a frontera sur, dos en el brazo
izquierdo y otros dos en el brazo derecho y finalmente el Ultimo aguas abajo de la isla;
estos puntos se utilizaron para observar ios niveles del agua durante la entrada y salida
de la marea.
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Punto 1 (700 000, 2 262 625) Aguas abajo de la frontera sur.

Punto 2 (700 500, 2 264 750) Brazo dereche _ —_—
Punto 3 (701 000, 2 264 250) Brazo izquierdo - — -
Punto 4 (702 3090, 2 264 875) Brazo derecho e
Punto 8 (702 300, 2 264 4GC) Brazo izquierdo e
Punto 6 (702 900, 2 264 500) Aguas abajo de la isla

Figura 6.17 Evolucion de los niveles del agua durante toda la simulacién

En la Figura 8.17 se aprecia claramente el efecto que tiene la isla sobre la onda de marea
y el flujo del rio, ya que se observa que las curvas de marea aguas arriba de la isla se
modifican en fase y amplitud. Este fendémeno provoca un remanso, sobreelevando el nivel
del agua y disminuyendo ta velocidad del flujo aguas arriba de dicha isla.

En la Figura 6.18, se presenta el comportamiento de las velocidades del flujo en los
puntos citados. Al comparar {os puntos gue se encuentran en l0s extremos, es decir el de
aguas abajo de la frontera sur y el de aguas abajo de la isla, se observa que las
velocidades aguas arriba de la isla son menores que la gque se presentan aguas abajo de
la misma, tal como se menciond anteriormente.
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At

Punte 5 (702 300, 2 264 400) Brazo izquierdo
Punto 6 (702 900, 2 264 500) Aguas abajo de la isla

Figura 6.18 Evolucion de las velocidades del fiujo durante toda la simulacién

Pro otra parte al bajar la marea, las velocidades del flujo en todo el sistema se ven
incrementadas debido a que temporalmente desaparece el tapdn hidraulico provocado por

dicha onda de marea.

En las Figuras 6.19 y 6.20 se presenta el campo de velocidades después de 12 y 24
horas de simulacion respectivamente, notese que en generai las velocidades son
menores que 0.55 m/s, presentandose las maximas en la parte mas angosta del brazo
izquierdo; se observa que justo donde comienza la bifurcacién en el brazo derecho las
veiocidades son del orden de 0.2 a 0.25 m/s, ademas se aprecia que la mayor parte del
flujo circula por el brazo izquierdo.
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Figura 6.20 Campo de velocidades después de 24 horas de simulacién
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6.2.9 Resultados de adveccion - dispersion

. Con los resultados del modelo hidrodinamico se simulé la descarga de la temperatura, la
cual comenzd 3:00 horas después de iniciada la simulacién hidrodinamica. La intencion
de este caso es la de mostrar que el modelo de adveccién-dispersién funciona para
contornos batimétricos reales ya gue desgraciadamente no se cuenta con mediciones de
campo. Los resuitados de las curvas de igual temperatura se presentan en las Figuras
6.22 a 6.24. Dado que el area de influencia de la descarga es pequefia, se presenta un
acercamiento de la misma con la finalidad de apreciar a mayor detalle el fenémeno.

:Figu‘ra 6.22 Isotermas 3:30 horas después de iniciada 1a simulacién hidrodinamica.
Coeficiente de dispersién D =10
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Flgura 6 23 Isotermas 6:00 horas después de mncrada la 5|mulac|on hldrodmamlca
Coeficiente de dispersién D = 10

En las Figuras 6,22, 6.23 y 6.24, se aprecia como la temperatura se va dispersando, sin
embargo llega un momento en el cual la mancha de temperatura no crece, debido a que
la dispersién aumenta con el tiempo hasta un cierto momento, a partir dei cual los valores
de los coeficientes de dispersion se mantienen constantes. Es decir llega un instante en el
cual la temperatura es transportada sin dispersarse.
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Figura 6.24 Isotermas 12:00 horas después de comenzada la simulacion
hidrodinamica. Coeficiente de dispersion D =10
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Resumen

Se analizaron de manera detallada los resultados y alcances de los modelos numéricos
hidrodinamico y de transporte de masa, se presentaron dos casos de aplicacion.

En el primero, el cual consistid en un analisis de sensitividad se aprecia claramente el
efecto de los coeficientes de dispersién sobre el contaminante, en éste caso la
temperatura. Al comparar los valores obtenidos para diferentes coeficientes de dispersién
se observa que el valor de la temperatura disminuye al incrementar dichos coeficientes,
provocando una mayor dispersion en las concentraciones del modelo,

Por otra parte, se mostrd con claridad el efecto de la marea sobre el canal, ya que cuando
la marea sale del canal las velocidades disminuyen, provocando gque la mancha de
temperatura retroceda y disminuya. Este fenébmeno demuestra la influencia de Ia
velocidad de [a corriente sobre el modelo de transporte de masa.

También se observa que en el punto aguas abajo de la frontera sur, el nivel del agua
durante toda la simulacion es mayor que el resto de los demas, esto es porque la isla
provoca un remanso, sobreelevando el nivel del agua y disminuyendo Ia velocidad del
flujo aguas arriba de fa isfa.

En cuanto al modelo de transporte de masa para el caso del rio Tecolutla se observd
como la temperatura se va dispersando hasta un momento en el cual la mancha de
temperatura no crece, esto debido a que Ia dispersion aumenta con el tiempo hasta un
cierto instante, a partir del cual fos valores de los coeficientes de dispersién se mantienen
constantes. Es decir se llega a un punto en e! tiempo en el cual la temperatura es
transportada sin que se disperse.
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CONCLUSIONES GENERALES

Para fluidos incompresibles y flujos isotérmicos en un campo gravitacional, hay cuatro
variables de flujo, u, v, w y p, las cuales aparecen en las ecuaciones de movimiento. En
principio, 1as tres ecuaciones de movimiento mas ia de conservacién de masa para fluidos
incompresibles, son suficientes para obtener una solucidn cuando se especifican las
condiciones iniciales y de frontera. El sistema completo de ecuaciones debera satisfacer
las condiciones de frontera, tanto cinematicas como fisicas. (Capitulo 1)

La difusién molecutar es el proceso mediante el cual la materia se transporta por la
movilidad molecular. Si el fluido esta en un estado de movimiento convectivo, se debe
tener cuidado en distinguir de movimientos laminares y turbulentos. Por ejemplo, si el
fluido es turbulento, el intercambio macroscopico de particulas de fluido generalmente
“eclipsara” al proceso de intercambio molecular. (Capitulo 2)

Los esquemas explicitos generalmente restringen el maximo valor de At para obtener
soluciones estables de las ecuaciones diferenciales parciales. Los esquemas implicitos a
menudo logran una estabilidad incondicional a cambic de mayor tiempo de calcuio, sin
embargo los resuitados sugieren que se utilice una malla muy fina para obtener una
mejora significante en la precision. (Capitulo 3)

Para ecuaciones diferenciales parciales multidimensionales, por ejemplo, la ecuacién de
difusién, los esquemas implicitos son mas efectivos que los esquemas explicitos,
principalmente debido a su comportamiento estable, particularmente si la precisidn de la
solucion espacial es mas critica que la solucidon temporal. (Capitulo 3)

En problemas donde domina la conveccion sobre |la difusidn se presentan oscilaciones
numeéricas que no son propias del fenomeno fisico, sin embargo al utilizar los operadores
de masa, los cuales son una caracteristica del método del elemento finito, proporcionan
un mecanismo para gjercer un control sobre dichas oscilaciones. (Capitulo 3)

Al utilizar un modelo hidrodindmico es necesario conocer las hipdtesis bajo las cuales fue
creado, eso con la finalidad de realizar una correcta interpretacion de los resultados del
modelo matematico. La precisién de un modelo de esta indole estd supeditada a las
condiciones iniciales y de frontera, por lo que es muy recomendable realizar una campafia
de campo para obtener todos los datos que se utilizaran como base para la modelacion,
(Capitulo 4)

Cuando la estructura del flujo esta bien definida por un perfil logaritmico de velocidades y

Ax es del mismo orden de magnitud de la profundidad h, la formuia de Elder es valida
para ta estimacion de la viscosidad efectiva y ios coeficientes de dispersion. (Capitulo 5)

Si la configuracion del fondo y la presencia de efectos fridimensionales ocasionan

circulaciones y se emplean espaciamientos de maila muy grandes (>500m), se pueden
utilizar coeficientes de dispersioén proporcionales a Ax o h. {Capitulo 5)
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De los casos presentados y en especifico el del analisis de sensitividad se aprecia
claramente el efecto de los coeficientes de dispersion sobre el contaminante, en éste caso
la temperatura, ya que al comparar los valores obtenidos para diferentes coeficientes de
dispersién se aprecia que el valor de [a temperatura disminuye al incrementar dichos
coeficientes, provocandoc una mayor dispersion en las concentraciones del modelo.
(Capitulo 6)
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FUTURAS LINEAS DE TRABAJO

» Extender el modelo de Adveccidn-Dispersion a tres dimensiones.

» Implementarle al modelo de Adveccion-Dispersidén modulos de calidad de agua y
de transporte de sedimentos en suspensién de fondo fijo.

» Estudiar y agregar esquemas numéricos para comparar y en su case utilizar el
mas apropiado de acuerdo con el problema a resolver.
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ANEXO 1. Método de Thomas para resolver sistemas tridiagonales
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Ei uso de formulacicnes en diferencias finitas de fres puntos é elemento finito con
interpolacidn lineal conduce, a unha estructura tridiagonal. Al utilizar esquemas en
diferencias finitas, 6 de elemento finito de mayor orden produce sistemas pentadiagonales
o mayores. Un método para resolver dichos sistemas de ecuaciones es a través del!
algoritmo de Thomas. A manera de ejemplo se tiene a continuacion el siguiente aigoritmo.

—{(140.5R v, ; +2v - (1-0.5R )V, , =0 A1.1

El cual aplicado en cada nodo de la malia, resulta el siguiente sistema

by ¢, Vi dy
a, b, ¢, Va d,

1 by Cnog il Vi Ay
| ay by i vy | | dy

donde

a@; = -(140.5Rcan)

b=2

¢ = -(1-0.5Rcen)

Los valores que no son cero de (A.2) estan asociados con sus respectivos términos, dq y
dy son las condiciones de frontera. Todos lo demas términos son cero. El algoritmo de

Thomas para resolver (A.2) consiste en dos partes (Figura A.1.1).

Primero (A.2) se manipula de ta siguiente manera.

1 ¢,
1 C‘I Vi = d'i
1 €y
L 1 i _VN_ Lle_

donde los coeficientes a; han sido eliminados y los coeficientes b; son unitarios.
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Figura A.1.1 Diagrama de flujo del algoritmo de Thomas para resolver un sistema de
ecuaciones fridiagonales

Para la primer ecuacion se tiene

d
¢ =4, dy= A13
b, b,
y para la ecuacion general
¢, = g , d, = d ~ aid.i-1 Al 4
b; —a;c’, b —aic’iy

En (A.4) se realizd un barrido hacia adelante (Figura A.1.1). El segundo paso consiste en
una substitucion hacia atras (Barrido hacia atras en Figura A.1.1)

Vu=d'y
y
vi = d'j — Vg €

- El algoritmo de Thomas es facil de resolver, ya que solamente requiere 5N-4 operaciones
(multiplicaciones y divisiones).
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