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CAPITULO 1
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1.1 Variables categdricas

Cuando cuantificamos algo, no todos los: 1nd1v1duos u
objetos producen la misma medida. Por esta razdn ‘cuando. algo es
cuantificado comunmente es llamado variable.! : ; v

Una variable categdrica es aquella cuya escala de medlClon
con31ste en un conjunto de categorias. . Por ejemplo, la tenden01aw
pelitica puede ser medida como “liberal”, “moderada’” -o "conser-

f‘vadora”; el hadbito de fumar puede ser medido usando las categorlas

“no fuma”, “ex—fumador” y “fumador’”; y la recuperacidn de.una op-—
eracidén puede ser “completamente recuperado”, “mejoria relativa” .y
“no 'se ha recuperado”.?

W Hay muchos tipos de variables categdricas. A contin-
uacidn veremos las clasificaciones que establece Alan Agresti?® que
_coinciden casi en su totalidad con las que hace David J. Sheskin?

1.1.1 Clasificacién Variable Respuesta/Variable Explicativa

La mayoria de los estudios estadisticos hacen la dis-
tincidn entre variable respuesta (6 “dependiente”) y las variables
explicativas (6 “dependientes”). Por ejemplo los modelos de regre-
sidén describen como la distribucidédn de una respuesta continua, por
ejemplo el tiempo de supervivencia tras un transplante de corazdn,
varia de acuerdo a los niveles de las variables explicativas, por
ejemplo la edad &6 el nivel de colesterol en la sangre.

En algunos estudios las variables respuesta son categdri-
cas y se utilizan métodos especificos cuando las variables explica-
tivas también son categdricas.

1.1.2 Clasificacidén segin la escala de mediciédn

Las variables cuyas categorias no pueden ser ordenadas
son llamadas nominales. Algunos ejemplos de variables nominales
son la preferencia religiosa (Catdélico, Judio, Protestante, Otra),
el medio de transporte (automévil, camidén, metro, bicicleta, otro),.
tipo de vivienda (casa sola, apartamento, condominio, otra), raza,
género y estado marital. Para las variables nominales el orden en
que se en listen las categorias es irrelevante para el andlisis
estadistico.
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B Muchas variables tienen categérias.quekpueden ser or-—
‘denadas, dichas variables son llamadas ordinales. ' Algunos ejem-—
plos de variables ordinales son el tamafio de un automdévil (sub-
compacto, compacto, mediano, grande), clase social (alta, media,
baja), opinidén sobre el aborto (en contra totalmente, en contra, a
favor, totalmente a favor), apreciacidén de la creatividad de al-
.guna compafnia (muy pobre, regular, muy buenoc), el diagndstico de:
arteriocesclerosis en un paciente (con certeza, probablemente, im-
probable, definitivamente no). Existe claramente un orden entre
las categorias de las variables ordinales pero lo gue no es muy
claro é desconocido es la distancia entre estas. Mientras podemos
concluir gue una persona clasificada como “moderado” es més lib-:
eral gue otra persona clasificada como “conservadora’”, no podemos
cuantificar que tan liberal es esa persona. SR

Una variable de intervalo es aquella en la cualjSijpuedé,
ser cuantificada la distancia entre cualesquiera dos niveles: :de
sus escala de medicidén. Por ejemplo, la presidn sanguinea, la'vida"
Gitil de un televisor, la duracidén de la condena a prisidn, ingreso
y edad son variables de intervalo. i

Existe una jerarquia entre estos tres tipos de variables
categdricas. Las variables de intervalo son las de orden superior,
las variables ordinales les siguen vy, finalmente, las nominales.
Los métodos estadisticos disefiados para variables de un tipo puede
ser usados también con variables de jerarquia mayor, pero no asi con
las de menor jerarquia. Por ejemplo, las técnicas estadisticas para
variables ordinales pueden ser utilizadas también con variables de
intervalo (valiéndose del orden existente entre sus categorias mas
pasando por alto las distancias gue hay entre estas); pero no pueden
ser utilizadas con variables nominales, pues no tiene sentido el
orden en las categorias de este tipo de variables. Normalmente, lo
mejor es aplicar la técnica estadistica apropiada para cada tipo
de variable categdrica.

La escala de medicidén que utilicemos para una variable
determina la técnica estadistica gue se utilizard para su estudio.
Por ejemplo, la variable “educacidén” es nominal si la cuantificamos
segin tipo de educacidn, tales como “escuela publica” y “escuela
privada”; pero es ordinal si la cuantificamos segun nivel educativo,
tales como “primaria’”, “secundaria”, “preparatoria’”, “universidad”
y “post-grado’”; y es una variable de intervalo si la cuantificamos
seguin los afios de estudio al utilizar valores naturales 0,1,2,....
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1.1.3 Clasificacidén Variables Continuas/Variables discretas

v Las variables estén clasificadas en continuas y discre-
.tas,~segun la cantidad de valores que pueden tomar. De hecho, la
-medicidén de todas las variables se da en forma discreta debido a

las limitaciones de los instrumentos de medicidn.

Lo . La distincidén entre variables continuas y discretas, se
da, en la practica, debido a gque unas pueden tomar muchos valores
'y otras unicamente pueden tomar pocos valores relativamente. Por
ejemplo, la gente que se dedica a la Estadistica con frecuencia
trata las variables discretas que pueden tomar una cantidad grande
de wvalores como si fuesen continuas, utilizandolas en modelos de
regresidén y en otros métodos que asumen respuestas continuas.

1.1.4 Clasificacidn Variable Cuantitativa/Variable Cualitativa

Las variables nominales son cualitativas, pues sus nive-
les difieren en calidad més no en cantidad, en tanto gue las wvari-
ables de Intervalo son cuantitativas ya que los distintos niveles
tienen cantidades diferentes de la caracteristica de interés.

El lugar gque ocupan las variables ordinales en la clasi-
ficacidén cuantitativa/cualitativa es confusa. Con frecuencia son
tratadas como cualitativas, siendo analizadas con métodos propios
para variables nominales. Pero en muchos sentidos, las variables
ordinales se asemejan mas a las variables de intervalo gue a las
variables nominales. Estas poseen varias caracteristicas cuan-
titativas: cada nivel posee una mayor o© menor magnitud de 1la
caracteristica en comparacidén con los demds niveles; y, aungue no-
siempre es posible medir, usualmente existe una variable continua
en el fondo. La clasificacidén del prejuicio racial (ninguno, poco,
mucho) es una medida burda de una caracteristica continua.

Aungue no estd permitido, estrictamente hablando, las
personas que se dedican a la estadistica con frecuencia aprovechan
la naturaleza cuantitativa de 1las variables ordinales asignan-
doles calificaciones numericas a las categorias. El propdsito de
calificar es el de aproximar las distancias relativas entre las
categorias. Esto requiere de buen juicio y asesoria por parte de
los investigadores que utilizan la escala de medicidn, esto puede
brindar beneficios debido a la variedad de métodos disponibles para
el andlisis de este tipo de datos.




1.2 Tablas de contingencia

Sean X e Y dos variables respuesta categdricas, X con
I categorias e Y con J categorias. Cuando clasificamos los in-
dividuos en ambas variables, existen IJ clasificaciones posibles.
Las respuestas (x,Y) de un individuo aleatoriamente escogido de
una poblacidén tienen una distribucidn de probabilidad. Podemos or-
denar dicha distribucidn en una tabla rectangular con I renglones
para las categorias de X y J columnas para las categorias de Y. Las
casillas de esta tabla representan los IJ posibles clasificaciones.
Sus probabilidades son { pi;}, donde p;; denota la probabilidad de que
(X,Y) este en la casilla del rengldn i y de la columna Jj. Cuando
las casillas contienen la frecuencia absocluta, la tabla es lla-
mada Tabla de contingencia, término introducido por Karl Pearson
en 1904. Una tabla de contingencia con I renglones y J columnas es
llamada tabla I por J & tabla IxJ.®

David J. Sheskin presenta el modelo general para una
Tabla de contingencia IxJS.

G Cy - C; e Cy
Ry On Oz --- Oy -2+ Oy k O1+
Rz 021 022 e 02-7 P : 02‘!‘ 2 02+
R; . Ou O +-+ Oij’ Oiy O
R (?11 Oja -+ Orj =+ OrJ Ory
Osu1 O42 -+ O4y -+ Oy n

Hay un total de n observaciones en la tabla.
La notacidén O;; representa el nuUmero de observaciones (es ‘decir,
individuos u objetos) existentes en la interseccidn
del i~-ésimo renglén y la j—ésima columna. En tanto que Ch+y O+J
representan el nimero de observaciones en el i—ésimo y en la j ésima columna
respectivamente.




1.3 La prueba x2 (ji—cuadrada) de independencia

La prueba x?> de independencia es empleada cuando una

'unlca muestra es clasificada en dos dimensiones (6 variables). Se
asume gue la muestra es seleccionada aleatoriamente de la poblaciédn
gue ‘representa. Una de las variables comprende I categorias (con

I >2), las cuales son representadas por los I renglones de la
tabla de contingencia, mientras que la segunda variable comprende
J" categorias (con J > 2), las cuales son representadas por las J
columnas de la tabla de contingencia. La prueba Xx? de independen-
cia evalua la hipdtesis de gue ambas variables son independientes
entre si, donde independencia significa que no hay manera de pre-
decir, con determinada probabilidad, la categoria (de la primera
variable) a gue pertenecerd una observacidédn dado que conocemos a
gue categoria pertenece, segun la clasificacidén establecida por la
segunda variable’.

Otros supuestos necesarios para aplicar la prueba x? de
independencia son los siguientes®:

a) Las variables categdricas empleadas en el estudio
son exclusivas (es decir, no hay interseccién),unaﬁde‘lafOtra'.-

b) Los datos de la muestra prov1enen de una selec01on,

aleatorla e independiente de n observac1onesr‘Esto:ultlmo implica
que cada: 1nd1v1duo u objeto 'sb6lo puede estar representada una-vez
~en. la muestra. : : : :

: c) La frecuenCla esperada en cada celda de la tabla de
cont1ngenc1a es mayor ‘o 1gual a 5.

o d) El numero de observaciones por categorla, ya  sea
. en. los . .renglones .4 en las columnas, no es determinado por el
investigador con anterioridad a la recoleccidén de los datos.




VeémoS'a,continuacién‘un ejemplo de la prueba x2 de
independencia que presenta David J. Sheskin?:

Un investigador desea determinar si existe relacidn
entre la personalidad (introvertido/extrovertido) y la filiacidn
politica. Doscientas personas fueron reclutadas para participar
en el estudio. A cada individuo se le aplicdé una prueba de person-
alidad para poder clasificarlo, ya fuera como introvertido o como
extrovertido. Ademds, a cada individuo se le pididé que indicase si
era Demdécrata & Republicano. En la siguiente Tabla de contingencia
2x2 se presentan los resultados de la prueba.

Deméberata Republicano Suma

Introvertido 30 70 100
FEzxtrovertido 60 40 100
Suma 90 110 200

cImplican estos datos  gue hay una relacidn entre fil-
iacidn politica y la personalidad? La prueba 1nd1cada para ‘saberlo
es la x? de independencia pues el estudio cumple’ con: los supuestos
necesarios, a saber: T e P

a) El estudio realiza sdédlamente una muestra.

de la otra.

c) El investigador no fijé la cantidad de individuos
por categoria en ninguna de las dos variables con antelacidn a; la
recoleccidén de la informacidn.

La hipdtesis gue haremos es gue ambas variables (tipo dé
personalidad y filiacidén politica) son independientes, la cual gque
equivale a la igualdad indicada por H,, gque llamaremos hipdtesis

nula. En tanto gque, si rechazamos la hipdtesis de indepencia
(Ho), la hipdtesis que aceptamos es H;, gue llamaremos hipdtesis
alternativa.

Ho: pij =piy - P+j VS. Hi: Py 7 Div - Paj

b) Las categorias de ambas variables son exclusivas una -



La distribucién de probabilidad {pi;} es la distribuéisén
conjunta de X e Y. En tanto que las distribuciones marginales

son los totales obtenidos al sumar por rengldn y por columria'“la's SR

probabilidades conjuntas, estas son denotadas con {p+} vy {pw} para
la wvariable rengldn y la variable columna respectivamente, -donde.:
el sub-indice “+” denota la suma sobre el sub-indice que reemplaza,
esto es: . ER

J I
pi+=zpijff Yy Pyj = D Dij,s

z=1
Las cuales satisfacen pr = }:p,,_J Z: Zp,J =1.
i=1 J=1 i=1 j=

Para realizar la prueba x° de independencia, tenemos
que comparar el valor observado en cada casilla O;; con la fre-

Oy » O
cuencia esperada E;; = E(0;j) = ik gue corresponde al supuesto
~de independencia (Ho: pij =pz~+~p+j)'. Dicha comparacidén se realiza
mediante :

I J E;j)?
2 ___LJ__
X Zgﬁ B,

La siguiente tabla resume los cdlculos necesarlos para

calcular x2.

. . . 2
Casilla Oy Ey (O — Esy) (O — By)? Q= Biu)”

I/D 30 45 -15 225 L 5.00
I/R 70 55 15 225 4.09
E/D 60 - 45.. . - 15 225 ..+ . .5.00

E/R 40 55  —15 225  4.09

I J —
x2=3 > (—11———12- = 5.004+4.09 + 5.00 +4.09 = 18:18
i=]1 j=1 Ez] .

El valor x? obtenido es evaluado con la tabla de 1la
distribucidédn ji-cuadrada. Los grados de libertad para el analisis
de independencia es gl = (I-1) (J-1). Ya que en nuestro caso I
= 2 y J = 2, tenemos gque df = 1. Ademas, el percentil 95 de 1la
distribucién ji-cuadrada con df=1 es x%; = 3.84. Dado que x? = 18.18 es
mayor que dicho percentil, podemos rechazar la hipétesis nula. Esto
permite al investigador concluir que el tipo de personalidad esta
asociado con la filiacidén politica. Es importante notar gue esto
no equivale a una relacidn causa—efecto, tan sdélo se puede concluir
que existe una correlacidn (no nula) entre ambas variables.




1.4 L - El c001ente de ventajas«

El coc1entewde ventajas (atrlbUldO a Cornfleld (1951))
es una medlda de asoc1ac1on que,yaunque; puede ser apllcada ‘en tablas,
de cont1ngenc1a de cualquler dlmen51on, es. mas fa01l de lnterpretar.-

Antes de con51derar el concepto.de coc1e te de Ventajas,
serd de utllldad expllcar el concepto de: ventaja.;' -

1El?co¢iente

o k P11

P = —

P14
es llamado probabilidad condicional, representa la probabllldad
gue tiene una observacién en el renglon 1 de pertenecer tamblen a

la columna 1 y el cociente -

P12

Popn = —

Pi

representa la probabilidad que tiene una observac1on en el rengldn
1l de pertenecer también a la columna 2. - .

Asi, al realizar el cociente
Q1=:p”1
: P2 ‘ L .
estamos calculando la ventaja que tlene, en*él'p:imer;rehglén; la
columna 1 sobre la columna 2 o ARSI e
De manera analoga para el segundo renglon,,la Ventaja

que tiene la columna 1 sobre la columna 2. esta representada por el
cociente : : : :

Q2=£Pu2
. P22
p RS B 20
donde py2 = =2~y pyp= .
P2+ C P2+

vEl‘Cociente'  B oy
2 Spn - pas
Q2 par-pr2)

es llamado el coc1ente de ventajas.
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o El cociente de ventajas puede tomar cualquier valor no
negativo,  (es decir, 0 < 6 < o0) y la independencia de X e Y es

.equivalente a #=1. Cuando 1< 6 < oo indica que los individuos en

el renglon 1 tienen mayor probabilidad gque los individuos en el

- reng;on 2 de pertenecer a la columna 1, es decir, p > pi2.

Por ejemplo, si 8 =4, la ventaja de la columna 1 es cuatro

;Ljveces mayor en el primer rengldn gue la ventaja de la columna 1
f,enrel segundo rengldn (esto no significa que la probabilidad pi
'es cuatro veces mayor que pi). Cuando 0< <1, la primera columna
‘es ‘menos probable en el renglén 1 gue en el rengldén 2, es decir,
‘P11 < p12- Cuando alguna casilla tiene probabilidad cero, 6 es igual

a0 o a .

Los valores de 6 mas alejados de 1 , en cualguiera de
ambas direcciones, representan niveles de asociacidén mé&s pronun-
ciados. Es més conveniente, en algunas ocasiones, utilizar In(9).
Asi, la independencia entre ambas variables corresponde a In(8) =0
y cuando tenemos dos valores del logaritmo natural del cociente de
ventajas gue varian uUnicamente por el signo, estos representan el
mismo nivel de asociacidén pero en sentido contrario. Por ejemplo
In(4) =139 y In(}) = —1.39.

12

Ronald R. Christensen“ menciona que la variable aleatoria

in () —0
Z='——T'-N (0, 1)
puede ser empieada péra la prueba de hipdtesis
Hp: @ =1 vs. Hi: 641,
donde . :
~ 011+ Oag

Rt S
T 021“.,012“

es el cociente de ventajas muestral

em L /I T T 1
T kC)li‘7':C)12f:v'C)2i‘ . Oga
representa el error estandar.
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Para ‘realizar dicha prueba. se: construye el 1ntervalo de
o
conflanza al nlvel de 31gn1flcanc1a 1— : ‘ RO

valgamonos del estudlo de aso-

Para ejempllflcar ‘esto,”

fc1ac1on entre tipo de personalidad: (Introvert1do/Extrqvert;do) vy o

Gflllac1on politica (Democrata/Republlcano) gue vimos en la seccidén
anterlor. LT e : ! ] R

Recordemos que é¢eptamos la hipotesiskaite#nétiVa V

H 1 Dij 7 Div * Dije

. es decir que existe: dependenc1a (& a5001ac1on) entréfél,tipd de
personalidad Y la: flllac1on pelitica. ISP LR

Peroi-en qué forma se da dicha asoc1ac1on° Es una pre-
gunta que con:la: prueba x? de independiencia no pudlmos contestar,
pero, en camblo, con el cociente de ventajas, si podremos hacerlo.

Calculemos, con el nivel de 51gn1f1canc1a~a = .10,
1ntervalo de conflanza que recién vimos. ey ‘ -

R (‘9) = (S O”) =In <—30'4°>_=',_1i2523‘j{ i

021 O12 60 - 70
1 1 1
b SE = + —=— = 0.2988
) \/011- 012 021 Oz

‘c) E:l percentll Z « —Z0975 de . la N (0 1) es 1.96
i 1-= | :

2

<

d) Ahoranpodgmos obtengrkel'

oo [ 3) - 55




Finalmente, podemos conclu1r‘qﬁé 7] < 1 con un 95% de
confianza, pues 6 ¢ (0.1609,0.5072) con un 95% de conflanza.

Lo anterlor Slgnlflca gue podemos aflrmar, con un 95% de
confianza, que las personas con personalldad 1ntrovertlda tienen
mayor probabilidad de ser democratas que las personas con person-
alidad extrovertida. B

De hecho podemos plantear la conclu51on de dlversas man-
eras como, por ejemplo, las personas con personalldad extrovertida
tienen mayor probabilidad de ser republicanos que las personas con
personalidad introvertida, &, las personas con. personalidad ex-
trovertida tienen menor probabilidad de ser demdcratas gque las
personas con personalidad introvertida, etc.

1.4.2 E1 cociente de ventajas en tablas de contingencia I x J.

El cociente de ventajas también ‘es- de,utllldad para
analizar. tablas de cont1ngenc1a mas grandes que las tablas 2x JoLos

comb1nac1on :

se presentan a cont1nuac:.on13

0. == Pij * Pi+41, 41
g =

DPi, j+1 " Pi+, j

Aunque el cociente de ventajas, tal como lo mencionamos,
puede ser extendido mas alla de las tablas 2X2 se vuelve mas dificil

de interpretar. De cualquier manera, en los casos en gque hay mas
de dos renglones pero hay tan sélo dos columnas, *la interpretacidn
sigue siendo relativamente directald. Para ilustrar esto, wveamos

el siguiente ejemplo.




Un investigador lleva a cabo un estudio con la finalidad
de evaluar el efecto del ruido en el comportamiento altruista. En
el experimento participan 300 individuos, los cuales son asignados
aleatoriamente a tres condiciones experimentales distintas. A
dichos individuos se les aplica una prueba con duracién de una
hora, a 100 individuos se les expone a un ruido muy escandaloso,
el cual, se les dice, proviene de un generador en mal estado. En
tanto, otros 100 individuos son expuestos a un ruido moderado y los
100 restantes no son expuestos a ninguna clase de ruido durante la
prueba. Al terminar esta parte de la prueba, cada individuo deja
el cuarto en gque se encontraba y es confrontado con un hombre de
mediana edad cuyo brazo estd en un cabestrillo, el cual les pide su
ayuda para llevar a su carro un pesado paquete. Los resultados de
dicha prueba se presentan en la siguiente tabla de contingencia.

Ayudé No ayudé Suma

. Mucho ruido 30 70 100
Ruido moderado 50 50 100
Sin ruido 80 . 20 100

Suma 160. ] 140 300

La ventajas muestrales por renglon son, respectivamente;
0, =043, 0, =20_1,y0,=8_ ' ’ ‘
1T T e 2T 5T Y I8 T

Entonces la ventaja ”Ayudo””enfalgUien

~fe¢u1tadcf

kbajo la. condicidén “sin ruldq

bajo la condicidn ”muchd ruido
o/ moder e la ventaja delf
uldo moderado” esgj

s

bajo la condicidn
resultado "Ayudo” en algﬂlen baj
2
&

= 2.33 veces mayor que alguie - 5 ond1c1bn ”mucho ruldo” .

Entonces,

entre mayor sea

ﬁde la columna ”Ayudo”

eces’ mayor que algulen; ”




1.5 Colapsabilidad
Decimos .que una. tabla;de cont1ngenc1a es; colapsableﬂ
cuando podemos comblnar una Ke) mas'categorla degalguna de las‘

interaccidn entre las varlablesf

tablas!’:

TABLA A TABLA B TABLA C

4 2.6 ' 4 8 417

6 3 9 ) 6 12 6 6 6
4 5 La tabla A, si es colapsable pues'las ventajas £, =
=, Q== y Qa¥=—'indican independencia ya que son constantes, asi
gque podemos sumar las columnas segunda y tercera y la ingep%;dencia

x 1
no se verda afectada como vemos en la tabla B, pues 0==?;;?;==1.
4

En cambio la tabla C no es colapsable va que 91—-6, Qs =

1

7 !
— y == contradicen la 1ndependenc1a y cometerlamos un error 51,,
en vez de estudiarla directamente, sumaramos .sus columnas segunda.f
y tercera y analizaramos la tabla. B, 8¢ es,icomo v1mos,‘ : ‘
presenta independencia. R :

En general podemos 1dent1f1car las tablas bl dlmen51onales ~
que son colapsables cémo las que presentan 1ndependen01a.i-;;'~

Identificar las tablas colapsableS'en'mas degdosfdimeﬁ—“
siones es una herramienta muy Gtil para manejar tablas muy grandes,
pues podemos compactarlas sin distorsionarxr: la estructura’:de estas.
A continuacidén veremos un ejemplo quevllustra cdémo agregar cate-
gorias en tablas tri-dimensionales nos puede llevar a conclu51ones

errdneas.




La siguiente tabla de contingencia de tres dimensiones,
obtenida por Radelet en 1981!%, presenta los resultados gque obtuvo
en un estudio de los efectos de la raza de un individuo acusado de
homicidio en la condena a pena de muerte. Las variables son “pena
de muerte’”, con categorias “si” y “no”, “raza del acusado” y “raza
de la victima(del homicidio)” las cuales tienen las categorias
”“blanca” y “negra”. Los datos provienen de 20 condados de Florida
en los que 326 individuos fueron juzgados por homicidio entre 19276
y 1977.

Raza del Raza dela Pena de muerte PO";ZCE’I?.ta,Je
acusado victima Si No p€na126677‘;uerte
Blanca Blanca __.19...132 5 0 %o
: Negra 0 9 .
Negra nea noz 17.5 %
7 5.8 %

Si ignoramos la raza\ de la  victima, obtendriamos la
siguiente tabla de dos dimensiones,: la cual llamaremos marglnal'

Raza del Pena de muefte : Total
acusado St No .. -
Blanca 19 141 - 160

Negra 17 149 166

El porcentaje de acusados de’ vrarz 3 blanca que rec:.ben la

de acusados de raza negra que re‘cib»e"n a pena de muerte,~

2
100(166) 10.24 %.

En cambio, si, con51der mos la" raza ‘de la v:.ct:.ma tenemos:
dos tablas de contlngenc:.a de” dos dlmens:Lones, las cuales llamaremos
tablas parc1ales. e : : - ; i e

a saber‘ -




Si la victima es de raza blanca tenemos la s:.gu:l.ente tabla parc1a1

Raza del Pena de muerte Total -
acusado St No o
Blanca 19132 ... 15817

Negra ‘ 711’ 52 63

El porcentaje de acusa 'ééa~negra que recibeh la

11

pena de muerte es 100 mayor que el porcentaje

63 Sl
de acusados de raza blanca que r c1ben la- pena de muerte, a saber

100( ) —1258%.

Si la vz‘ctlma es de raza negra tenemos 1a 51gu1ente tabla pa.rc:Lal

Raza del ~ Pena de muerte Total: .
acusado Si No '
Blanca 0 9 9

Negra 6 97 '_(103 S R
El porcentaje de acusado'sv de negra que rec:.ben la‘
6 g

pena de muerte es 100 va 583 %,‘- que el porcentaje

de acusados de raza blanca que X
_.100()_000% ‘ ' '

B <8i en el estudio consn.deramos la ;»raza de la v:.ctlma,
~podemos ver -‘que la pena de muerte es en’ ambos ‘casos mas frecuentef
Jpara.’l 'nlelduos de raza negra. AR S :

,d“eb mu_e_rt,e,_, a’ saber

RREES : En consecuencia esta tabla no. eS‘colapsable pues la '
'asoc:.ac:.on marglnal es contraria a las-asociaciones parc:.ales, ‘esta -
wsz_tuacz_on eés-llamada Paradoja de Slmpson. ; S

En el capitulo 51gu1ente veremos: cudles son las condl—
01ones de colapsabllldad. : :

i naai et S S
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CAPITULO 2

LOS MODELOS LOGARITMICO-LINEALES

18




2.0 Los modelos logaritmico-lineales

Los modelos logaritmico-lineales describen los patrones
de asociacidn entre variables categdricas. Mediante el uso de estos
podemos modelar las observaciones en una tabla de contingencia en
términos de la asociacidn entre las variables gque la conforman.

En el capitulo anterior vimos que las herramientas para
analizar una tabla de contingencia de dos dimensiones son la prueba
x? de independencia y el cociente de ventajas. Ahora veremos que -
dichas herramientas pueden ser expresadas en términos de modelos
logaritmico—lineales y que en el caso 2x2 los modelos logaritmico-
lineales no nos daradn mas informacidn, pero para tres o mas dimen-
siones nos permitirdn ir mas alld del simple modelo de independencia
y explorar otros tipos de relaciones entre las variables.

2.1 Modelos para tablas de dos dimensiones

Una manera sencilla de construir un modelo lineal del
logaritmo natural de las probabilidades de las celdas de una tabla
de contingencia, es por analogia con los modelos de analisis de
varianza (ANOVA)!.

Si definimos I[;; =In(p;;) (bajo el supuesto p;; >0 para i=
I y para j=1,...J) entonces podemos hacer la analogia con los
modelos ANOVA de la siguiente manera™:

I J
). U—I;'; donde Iy, = ZZI

SV ATREE d
zz) U1 (z) 5 T I7 donde Iy Z:l
i B .’[_,
' zzz) Ug (_7) = ;J - I;—}' donde I;;= Z LJ

'w) U12 ('L,]) = LJ —~ (U 4+ Uy (3) + U2 (.7))

*Esta notac1on fue establec1da por Blrch en- 1963




Dado que los parametros U;(¢) vy Us(j) representan las
,desv:.ac:.ones del promedio general que es U y los parametros U (4,7)
representan desviaciones del modelo de independencia I; =U+U, (z)+
U: (j) tenemos que

I J I J
Z__:lU1 (@) = ;Uz (4) = ;Um (,7) = ;Ulz (¢,5) =0

Estas restricciones reducen el numero de parémetros
independientes. El valor U, (i) difiere para cada una de las I cate-
gorias, pero la anterior restriccidn reducen el numero de pardametros
independientes a I-1. An&logamente, U;s es un arreglo de I xJ val-
ores gque suman cero en cada rengldn y en cada columna gquedando asi
tan sdélo (I-1) (J-1) valores independientes.

Por lo anterior, el modelo logaritmico-lineal

I; = U+U1 (z)+U2 (_7)+U12 (7. _7) para i=1 Iy para 3=1,...J

es llamado "saturado"v

‘ya'que tlene tantos parametros 1ndepend1—
entes como celdas t:L a ; A

elo:

pues, como veremos mas adelante,
aseveracidn: : : :

1,...J

" “donde’ A representa la i- ésima: categorla ‘de’ la prlmera varlable A
B la j- es:.ma categorla de la segunda variable.

Podemos escribiry 1la igualdad ’anter,ior ‘de ‘la.-siguiente
manera: e . T SRR :

Pij =Pi+. - py; para i = 1,. ;;,I Yy ’pa.vra,_;j‘:-l,'.v.‘. J

“donde p;; =Pr(A:NB;) ", pu = .A:lpij =Pr(A:;) y p+j= Epij =Pr (Bj).
, F=hiel S DA =T A




A continuacidn probaremos ‘estas 1gualdades
p,—+=2pi1 ZPI‘(A ﬁB)—Pr((A ﬂBl)U(A ﬂBz)U U(A,PIB_]))

= Pr (A N (uJ_lB)) —Pr(A nQ)= Pr(A)

donde 2 representa la poblac:.on bajo estudlo.’ Cabe mencn.onar que la;m .

tercera igualdad se debe a-gue las categorlas de cualqu:.e
categdérica deben ser excluyentes, es dec:l.r, B nB f 9. sz
.anterior lleva a que (A N Bs) N (A; ﬂB) @ sz s ;é ] ly por:

que

es decir, U_;’_lBj“=‘,Q.u
Anélo’éa'"fdvéh{:‘e bbt en‘emo‘s‘ : dque
=Py = z;Pr(B ﬂA)—Pl((B r‘;Al)U(B ﬂAg)U U(B nA,))

cod==l L .

“—Pl (B ﬁ(U _1A:)) —Pr(B OQ)—P1(B)

qg.ed.
Ahora probaremos que . T, I;; = U + U1 (z) +.Us (_7) @pn = p,.,. P+ -
Primero probaremos"que ,5 = U+U1 (z)+U2 (]) = p,J Dit - Pig -

Por un lado tenemos que ,"k'i

— oxp (U) exp (U1 () éexp (c_f,g ;(j)) '

por el otro,':

D= U+ Ul (z +Us (7): ép,]‘— exp (U+ U1 (z) + U2 G)

= p+; : _Z) f%XP U+Us (z) + U2 (.7)) ,“ Z exp (U) exp (U1 (2)) exp (U2 (7))

= e ) e Uy o))"z o (U1 @




Ademéas tene'mos que

P++—Zzpza“1

i=1 _7.—-_1
es decir,

> i exp (U + U (z) - U2 (y)) - z z exp (U) exp JC (z)) exp (Uz (4)).

— oxp (t{) S exp (U1 D E o) =1

kE‘lnalmente,, tenemos que el producto

' Pz+ D Pz+ P+j

pz+ p+_7 1 Dot

[exp ©) exp (o @)), S~ exp (U2 ()

.

- exp (U) Z exp (U (7)) Z exp (U2 (7))

- =exp (U) exp (U1 (1)) exp (Uz (4)) = exp (U + Uy (1) + U2 (4)) = py

-Résta probar que
Pij = Piw - P4j = Li; = U + U1 (1) + Uz (7)

En el cuarto capitulo veremos  que

D
- 25 20 In(Bijirs)

Pij * Prs

U12 (7. J)== S=IIJ donde Qijrs = eraid
i Mis
entonces
' (Pi+ - P+j) (Pr+ - Pes)
Dij = Pit - P = Oijrs = =1
’ AR ITET (prr -p+1) (pz+ Pis)
1°J
) L Z:l ; ln (aij',rs) TZ SZ In (1)
= Uiz (,z"'?) = g IJ = IJ =0
22

. [exp (U) exp(Uz (j))éexp‘(yUlv (i))] s

g.ed.

q.e.d.




2.1.1 : Bdndad dé‘éjuste Y Selecciénbdel.modélb

o Mass adelante,:en la sec01on de estlmac1on‘«veremos que
1a estimacidridel ‘conjunto {p;} a partlr .del modelo saturado, es
decir bajo la’ hlpote51s de'dependenc1a,veskla s;gu;ente,"

6, visto de: otra mane

Entonces tendrlamos la 31gu1ente tabla de valores es-—
perados Eb‘en el estudlo de asoc1ac1on entre tipo de personalldad
b% f111a01on polltlcaf . :

S Demécrata Repﬁbliccmo Suma
“Introvertido - 30 70 100

Fxtrovertido 60 - - 40 100

Suma 90 © 110 200

Esto nos lleva a

Ahora, calculem
férmula

El modelo saturado 1ncluye a
lo tanto ningtin parametro es nulo,’ y te

Debido a que gl =0 no tlene_sentldo » } 3
necesario ajustar modelos no saturados en,buscajde.la relac1on
entre las variables bajo estudio. R




Veremos méas- adelante que la est1mac1on del conjunto {pu}
a partir del modelo L,—-U%—Ui@)+—U§U)‘ es 'decir bajo -el..supuesto
de independencia, es. la 51gu1ente i ot i e e e DR L T e e

6, visto de otra manera,

~ _ Oﬁg{CEJ:ﬂfi'

By=n py=

Entonces tendriamos la 51gu1ente tabla de valores es-—
perados E@ bajo la hipdtesis de 1ndependenc1a entre tlpO de per-—
sonalidad y filiacidén politica: S E : B

Demédcerata Republzcano Suma e

Introvertido 45 S B5 100
Fxtrovertido 45 ',V55; ) 100+
Suma 90 : 110 200

Esto nos lleva al mismo valor de x? que vimos en el
~capitulo anterior: : o

- N2
2 2 (Oij bt Eij)
XP=3 3 ="t =818
=1 j=1 Ez]
En el modelo de independencia hay IxJ parametros nulos‘
correspondientes a Ujg, pero tan solo se anulan (I—-l)x 07—1) que

son independientes pues E:Chz(zj)—-z:lhg(zj)

Entonces

Por lo tanto adeptamos que el modelo saturado

Ljf-UU+LG—FL&‘FCGQV

es . el que mejor descrlbe la relacidén entre tlpo de. personalldad Y
~filiacidén politica y podemos concluir que’ ex1ste dependenc1a entre
estas variables. i

24




2.1.2 : Colapsabilidad

Ahora veamos un resultado que nos indicard cuando podemos
colapsar las tablas de contingencia de dos dimensiones sin afectar
“la relacidén de las variables.

Las tablas independientes son colapsables pues a par-
tir del modelo de independencia, tenemos que la diferencia entre

logaritmos de cualgquier par de celdas en la misma columna es la
siguiente:

L — I;=In(p;) —In(p,;) =In (Z;Z) =U; (2) — Uy ()

y, cambiando la escala logaritmica a la escala original, tenemos
que L :

exp () exp (U1 () 32 oxp (Us ()

0@ - () = SR ,
Py 1 s ). exp () exp (Us () 3= exp (U2 (3))
| : 3

S exp (U) exp (U ) xp (U2 (1)) 3 exp (U + Vs (3) + Ua ()

.
'-‘Mk‘

(S|

exp (U) exp (U3 () exp (Us (7)) ; exp (U + Uy (r) + Us (5))

1

.
<

Z exp (In (p;;)) ;1 Dzj

J
Sew@nes)  Hem

=

Asi que el cociente entre celdas de la misma columna

es equivalente al cociente de las correspondientes sumas por ren-=.
glones. Esto también se cumple para elementos por renglon.y: las
correspondientes sumas por columnas. Esto lleva a las‘51gu1entes,ﬂ*
dos conclusiones en las tablas independientes?:

i) la independencia no se pierde si combinamos 1las categ‘rlas
las variables.

ii) los pardmetros U; pueden ser determinados a partl

de sumas por renglones {F;.} y analogamente los. paramétros Ué se "
pueden calcular a partir de las sumas por columnas.-xl
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Podemos combinar una o mas categorias de alguna ,fde, las
variables y el mismo modelo describe la estructura de la tabla
colapsada. Inversamente, si la estructura no es independiente,
combinar categorias nos lleva a una tabla con parametros distintos
de la tabla original; incluso los pardmetros Uz podrian anularse,
mostrando asi una tabla colapsada con distinta estructura que la. -
de la tabla original.

2.2 Modelos para tablas de tres dimensiones

Cuando tenemos tres variables categdricas, podemos or-
denar los datos en una tabla tri-dimensional, la cual esta confor-
mada por K tablas de contingencia bi-dimensionales, una por cada

" nivel de la tercera variable. '
. Podemos describir cada una de estas tablas bi-dimensionales
“con. el modelo logaritmico-lineal que vimos en la seccidén anterior.

: i
1,00 d y para k=1,...,

I — e v Gy + v ) + Vi (4, 5) para i = 1,...,I y para j =
I .
Para obtener los parametros del modelo -logaritmico-
lineal para tablas de tres dimensiones podemos promediar. estos
parametros y calcular las desviaciones de dichos promedlos

)
S VW
i) U=
pARAIO
’27‘) U1 (’I,) = _T
. Z Vi (5)
uz) Us (§) = ——I(—_

K
| S5V (6, 7)
w) Uiz (3,5) = E—K_—

v) Us (k) = V(k) —-U

’Ui) U13 (7:, k) = k) (’L) — U1 ('L)
vi)  Usa (j, k) = Vz(k)_(.?;); ~ U, (5)
viti)  Uszs (35, k) = V(5. 9) — Une (i, )
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. Los. prlmeros cuatro parametros prov1enen del promedlo
de los gue suman cero en cada tabla bi-dimensional, esto lleva a
gue su suma también sea cero. Los restantes cuatro. son desv1ac1ones
de un promedioky poxr lo tanto también suman cero. Por‘ejemplo,

T ' _ J i© SO
Z U123 (i,j, k) = Z Uies (4,5, k) = Z Uias (i,j, k) =0

Ahora podemos escribir el modelo logar1»m1Co llneal sat—"

urado para la- tabla I'xJx K.
1._7k = U + U1 ('L) —+ U2 (]) -+ Us (]\:) -+ U12 ('L j) -+ U13 (’L Iu) —|— U23 (] ) =+ U123 (‘L _7, ]\,)

El efecto bi-factorial esta deflnldo‘comOxel promedio
de la interaccién entre las variables 1.y 2 en cada tabla de dos
dimensiones, pero también podemos definir a Uz y Uss como promedios
de la interaccidén en cada una de las tablas de la variable restante.

El efecto tri-factorial U;ss cuantifica la diferencia
de la magnitud del efecto bi-factorial U;s entre las tablas de dos
dimensiones. Ademés, si cualquier efecto bi-factorial es constante
a través de estas, tenemos que el efecto tri-factorial es cero.
Esto nos lleva a la formulacidén del principio de jerarquia que
veremos a continuaciédn.

2.2.1 Modelos jerarquicos

Si tenemos dos parametros, con r y s sub-indices respec-
tivamente. Diremos gue el parametro con r sub-indices es de orden

superior si r > s y ademds los r-subindices de este contienen a =

los s subindices del primer parametro. Por ejemplo Uiz es de drf'
den superior a Uy, Uiz y @ Us. Asi como U;z es de orden superior a
U1 Y a Ug. PR

La familia de modelos jerdarquicos es aquella en’ la cual
los paradametros de orden superior son nulos si los parametros .de . -
orden inferior son nulos. E, inversamente, si un parametro no -
es nulo entonces los parametros de orden superior a este. aparecenf’
también en el modelo. Por ejemplo, si U;»=0 tendremos que Upa =0y .
si U;3 estéd presente en el modelo entonces U; yv Us estarén presentes
en el modelo también. :




La mayoria de las tablas pueden ser descritas por modelos
jerdrquicos pero hay algunas excepciones. Ademas la interpretacidn
de modelos no-jerarquicos es compleja. Bishop et. ald: presentan-
un modelo en el cual Uj;p =U;3 =Ux;3 =0 , pero Upsz 7# 0. . Este modelo
estd relacionado con el concepto de “sinergismo” pues el. efecto se
da cuando las tres variables estan presentes pero no cuando estan
presentes tan sdélo dos de estas. : -

2.2.2 Modelos comprensivos,

Son aguellos .que 1ncluyen el efectogprlnClpal y los
efectos de un. solo factor. . Poxr: ejemplo enel: ‘caso..de tres varl—
ables los modelos compren51vos 1ncluyen al menosvlo parametros
U, UL Uéylk-ﬂ7ﬁf v - ‘ : £

Inversamente, los modelos que no. 1ncluyen’al menos estos
parametros son ‘11amados no compren51vos._ij' - . ;

2.2.3-,?ﬁf“72'“'Modelos no saturados, comprenSlvos y jerarqu1cosf

—,Ahora veamos cémo los modelos nomsaturados corresponden
a distintos tipos de relacidn entre las varlables bajo estudlo.,

Cuando las tres varlables son mutuamente 1ndependlentes
tenemos el modelo s

zyk—U+Ul+U2+U3

: que,;como veremos mas adelante,‘equivale'a la siguiente
,aseverac1on et » : ' ' ' :

I , para j= 1,...,J y pafﬁvv

la j_eS1ma categorla‘de‘la segunda Varlable y C% la_koeSLma
categorla de laftercera varlable. : : Secnoo
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Podemos escrlblr la lgualdad anterlor asi:
Pijk = Dit+ * P+j+ - P++k para &= 1{-@,1’ . PG"‘@ J = L. J y para ’v = 1 o K
donde S

Dijk ="Pr (.A1 ﬁ‘Bj ﬁ Ck) )

Ditt = Z Z:lngk. = Pl‘ (A: )
oo
1

Pij+ = Z Z Pijk = Pr(B;)

Pysgre = Z Zpuk =Pr (Ck) k
i=1 j=1 .

A continuacidn probaremos estas igualdades:

p1++—z ZP:;L—Z ZPL(A nB nc’k)_

J=1 k=1

i Pr(((Ar nB)ncou((A NB)NCY U U (4 mB)ncK))“

;,((A mB)m(u

=i Pr ((A; ﬂB)ﬂQ)_ZP1(A ﬂB)—Pr((A ﬁBl)u(A nBz)U

= Pr (A; n(u_B)) =Pr(A; N Q) = Pr(A;).

Cabe mencionar gque la tercera igualdad se debe asrquerlas
categorias de cualquier variable categdrica deben ser excluyentes,
es decir, CiNCr=0 si t# k. Lo anterior lleva a que ((
((AinB;)NCy)=0 st t#k y por lo tanto a gque :
P1 (((A NB;))NC)N (A NB;)NC)) =Pr((A:;:nN By )ﬂC’t)—i—Pr((A m*B~)an) ' st t;é

Ademas, la quinta igualdad se debe a que‘las varlables
categodricas son exhaustlvas, es decir, Uleh :

U (4 ”B!),), .

mB)nCt)nk

1Ck))




Anélﬂorga_rrnente dbtenemés’ que-

L T 7 SR (o QR P . .
P = g Puk= L PrAn BN Gy

-Z P? ((nByneny T

=P (B, m(ukl_lck)

g, — P, N4 (BT VB nA)
= (B""(Uz—lfi)) -P1 (B; rm) 151 (B);:‘,,:;t_"“ S

y que

P++A—ZZPzJL—ZZPI‘(A NB; r‘lC':c)

i=1j=1. i=1 j=1

iPx (((As nck)nBl)u((A an)ﬂBz)U u A

*c%e)fhlizw‘)‘)f 5
= z’; pf ((A: N Cr) N (UL, B;)) = zpr((A vn C') naQ) Pr(An
= Pr ((C’k n Al) ] (Ck N Az) U---U(CxnAp) =Pr (c,c N (u.
Ahora probaremos que
E I1]K = U + U1 + U2 4 Ua < pz]lc = Pz++ 2;”’+_7+ * Pt

Probemos prlmero que ‘

Tk =

+v U1 + Uz + U3 = Pijk = Pit+ * P+J+ P++k

Por un blia_tyddi

I;,-k = ‘U; U‘"'('i) U () + U3 (k) = p,Jk — exp (U + U1 (z) + U2 (J) + U3 (k))
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por el otro,v

: 1_7L = U+ U1 ('L) + U2 (J) +U3 (’v) => Pl]lc = exp (U + U1 (7) 4 U2 (J) + Us (k))

i=1 lc— .

= Pyj+ = Z Z ekp (U + U1 (2) * U2 (J) + Us (’»)) = Z Z exp (U) eXP (U1 (t)) exp (Uz (J))exp (Ua (k))

= exp (U) exp (Uz (.7)) Z eXP (U1 (1)) Z exp (Ua (’»))

tamblen i

L= U+U (1) + Uz (3) + Us (B) = pije = oxp (U + U3 (3) + Us

es decir,

X

é:l Z::u . eXP (U+U (&) + U (j)v+~ Us (k) = é Z::l

= exp (U) éexp (U (2) éexp (U2 (4

Finalmente, tenemos gue el producto

exp (U) exp (U (7)) exp (U2 (J)) exp (Us (k)) -

i

v td
N uMR

K
> exp (Us(k)) =1

k=

- Pit+ ' Ptj+ *P++k _ Pit++ P+i+  P++k
Pit+ * Prj+ * P++k = 1 = : =
Pyt Pt

[exp(v) exp (U (i))gzl exp (Us (7)) iexp(va (k»] [expw) exp (Us (J))Zexp @ (1) Zexp Ws (k)

[exp (U) exp (Us (k))ZGXP(Ul (@) ZGXP (U2 (J))] ; : o :
: o exp (U) exp (U1 (Z))expz(Uz (J))exp (Ua (%))
{GXP ) Zexp(Ul (@) Z exp (Uz (4)) Z exp (Ua (k))] IR e S

= exp (U + U1 (2) + U2 (§) + Ua (k) = Pz;k.

[exp 0) Z exp (U1 (7)) Z exp (Uz (J)) Z exp (Us (1»))

'q.e.d. .
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Resta probar que
Dijk = pz++ P P++k = I'LJI\. =U + U1 (%) + U2 (J) + U3 (/»)

En el cuarto capltulo veremos que

I
(k)
£ tm (el,,,s

' UIZ ('L _7) — {\.*117—13=1

IJK :
J I K- (. )
A' — J= = =
U13 ('L ) TJK
1 (5
ZEZM@M
Uza(%’») ===
donde
(k) _ DPijk - Prsk ’
rhrs Prjk * Pisk
g9 _ Pijk * Prit
T Dk - Digt
(9 _ Pijk * Pist
kst DPisk - Dijt
Entonces
. €r.: - . - ’C . c'p k
Pij/c = Pit+ " P+j+ Ptk = 9ff)rs = (it - Prst  Pri) (Proy * Pas D) =1= U ("' .7) =

(Pri+ * Prjt - Powk) Didt * Pyt - Dirk)

Sy zm (6% z PP IRENC)

k=1r=1 s=1 =1 r=1 s=1 _ O
IJK IJK
(7) . (Pit+ - Prj+ - Prrk) (Pras - Ptit - Prtt)

Dijk = Pit+ * Pjt * Ptk = 03874 = 1= U3 (3,k) =

S (Prit * Pajt * Ptk) Pikt * it * Ptt)
P z n(62) T rm@
i=17=1i= _ g=ir=1i=l -0

IJIx IJK

(Pit+- - *Pijt * Pitk) (Pivt - Dist - Daoget)
(Piv+ * Prst - Pyar) (Pivs - Dij4 * Pbtt)
>3 S (o) 2P IPILTEN

IJK = IJK =0

Pijk = Pit+4 * Prjr * Ptk = 9Jk st = =1l= Uas (4, k) =
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También veremos en el cu'artolc_:apitulo que

<9(lc)

ij,rs

lo cual nos lleva a que,,’

OF (pz++ P+J+ P++k) (Pre+ * Prst+ * Prtk) ; (k)i
Pijk = Pitt P+j+D k=>9 5= =1= V45’ (4,7) =
i Pt P ”’T: ‘(Pr++ P+J+ Ditk) (Pikt * Past - Phtk) 12 (, )

&
zm (ef,ls) = z:m(l)
r=1s=1 _ r=1 g==1: "
IJ ;
= U123 (z Js A) = 1‘2’°’(i;j)_— U2 (4,7) =0—0=0

" g.e.d.
‘Hay. tres ‘versiones del modelo‘con solo un efecto bi-
factorial. Si una’varlable, digamos la segunda, es: conjuntamente
independiente ‘de las otras dos tenemos el modelo :
,]L—U+U1+U2+U3+U13

. gue, como veremos mas adelante, equivale a la s:.gu1er1te aseveracn.on

Pr(A;NB;NCr)=Pr(B;)Pr(A;NC) para i=1,...,1 , pa'ra y=1, J y para k—
1,..., K, ; : o o : . .

la cual también podemo's; escribir asi:

‘v>pi_7')€,=~‘p+j+'pi+k para ’i=1""aI y  para j=1)-":‘] y'pa"'va k=

pijk = Pr(A; N'B; N C’,c)
S
Ptjt = Z Z pijk = Pr (B;)

i=1 k=1

Pitk = leijk =Pr(A; N Cy)
i=
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. ,Probaremos la tercera 1gualdad que es la. que adn  no
hemos probado : C ;

(A mB an)

= Pr (((A an) mBl)U((A ﬂCL)ﬂBg)U U((A nvc,c)me,)) = Pr ((A an) N (u]=‘1B ))

= P1 (AN Co) nQ)=Pr (A,- N Ce)

g.e.d. ‘

A continuacién probaremos que

b-[ijk = Uv+ U, + Us + Uz + Uxys ¢>Pijig = P-e;j+ * Pitke
>~Probemos primefo que »
L =U 4+ Uy + Uy + Uz + Uz =>Pulc = P+J+ Pitk-
‘Por un lado '

Iiji = U+U1 (1.)—|—U2 (7)+Us (k)+Uns (i, A) = p;

‘5‘é;<pz.(U[-+,z""U(1' ) U3 () + Us (8) + Usas i, )

= exp (U) exp (U (3)) exp (Ui (K)) oxp (Uss (; Db exP'(02 (y))
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e st gt e - iy

. I J K
Ademas : TP =2 > > Pigk=1
] i=1j=1

es decir,

T3S ewU+u (1)+U2(J)+U3(k)+U13(z &)

14

— L5 e ) e (U () exp (U () ex (Us () 50 (Ui @k
= 0 (U) S exp (G ) 55 55 exn (U () v ¢ ;'V‘exp(Ula ) =1

Finalmente, tenemos que -‘el P d cto

P+j+ - Pivk _ Phj+ ot
Pij+ * Pivk = D
1 p+++

[ekP(U) exp (Uz (7)) Z Z exp (U1 (z)) exp (Ua (’»)) exp(Uls (2, k))]

_V_exp @) ,; exp (Uz (7)) gl k; exp (Uy (i)‘) exp (‘Us (k) exp (U1 (4, k))
: [exp (U) exp (T (3)) exp (U (K)) exp (Ui (7, 1)) > e (s (j))] e
= exp (U) exp (Ui (3)) exp (U () exp (Us (k) exp (Uss (i K))
= exp (U + U () + Uz () + Us (k) + Uss (3, k) = o
| SRR gied.
Resta probar que
Pigk = Poje + Pirk = Tye = U+ U1 (8) + U2 (4) + Us (k) + Uss (z k).

o ‘ ’ () (Pj+ - Pivk) (Prst - Drak)
Dijk = D+j 'P'k:=>9 pa— =1
b R s (P4s+ ‘Pr+k) (P+s+ pz+k)

l( rs J (I\.)
ELsnen) Efinw
= Uiz (4, 7) == T = K =0
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szk = P4j+ ' Pi+k = 9][.. st

‘ZZZln(l)

i=1s=1i=1
IJK =9

(P+j+ - Diik) (pfs+ ) = 1= U (j,' k) =1 ??1 t
(Pts+ * Pivk) (P Pike) ‘

_ (Do~ Pivk) (Paos - Prak) _ =1= V('“) @, J) =

R ESS 3 = 01 TS
Pijk = P+j+ Pi+k J ’ : (p+i+ . Pr+k.) ‘(P+s+“'P1+k) i
Z:E:ln(n - | |
=issy g
7 : ' '
= Uiss ('L,J,k) = ‘/1(2)(7':.7) - U12 (4,7)=0—-0=0
qg.e.d.

Hay tres versiones del modelo sin un efecto bi-factorial.
Si dos variables, digamos la 1 y la 2 son independientes en todos
los niveles de la otra variable, en este caso la tercera, decimos
gue son condicionalmente independientes y tenemos el modelo

Lju=U+4+Uy + Uz +Us + Uz + Ups

que, como veremos mas adelante, equivale a la siguiente aseveracidn .

Pr(A; NC;)Pr(B;NCy) -
Pr (CL)

Pr(AiﬂBj | Cir) = pa:r'a, z—l ,YI;: pa'ra J = J ypa.ra = .
1,...,K, S L ' K
la cual también podemos escribir .asi:

Pijk = Pitk * Pjk para i=1,...,I |, para j=1,...,J y para k=1,..., K
Pitk . R B

donde
pije = Pr (A; N B; N Cy)
g o
Pivr = > pijk = Pr(A; N Cy)
=
; .
Ptjk = Z Ppige. = Pr(B; N Ck)

Py = 2: E:qu —-Pl (Ck)
i=1 J_
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Probaremos la ~tercera 1gualdad que es  la .que aun no
hemos probado: :

g.e.d.

U+U1+U2+U3+U13+U23®p1_,k Z’L’*L_P'*‘_J"

: e Ptk
Probemos prlmero que'  e
o - -'k‘. A ik
1_7,\,—U+U1+U2+U3+U13+U23=>puk M

Ptk
‘Por un lado ' :

Lijie = U + U (i) + Us (_7) + U.s (k) + U1a ('L 1») + U23 (JJ»)

= pijr =exp (U + Uz (z) + U2 (J) + U3 (k) —+ U13 (z k) + U23 (j,l.,)) :

= Pipr = Z exp (U + Uy (z) + U2 (J) + U3 (k) ‘+ U13 (z ‘ ‘ 23> (J, ’»))

Z exp (U) exp (Uy (5)) exp (U2 (J)) exp (Us (k)) e

J=1

= exp (U) exp (Us (4)) exp (Us (k) e;cp., (Um (@, zc),) g exp (U2 (4)) exp (U G.R)).-

) 9:51?;(,U23 @.k) -

por el otro
Ik = U + Uy (i) + Uz (§) + Us (k) + Usa (4, k) + Una (4, k)

= Pijk = exXp (U + U (7-) + Uz (.7) + Us (/») + U13 G k) + U23 (.7: /*')) |




Ademas

qu —fU + U1 (i) + U2 (.7) + U3 (k)'-l- U13 (Z ’v) + U23 (J, 1\')

= (U) exp (Ua (’»)) Z Z exp (U1 (2)) exp (U2 ) exp (U13 (2 ’»)) exp (U23 (z 1»)) .

ci=1g=1
E‘lnalmente, tenemos que el cociente

Di+k
Ptk

* Pejie =

{GXP(U) exp (U1 (9)) exp (Us (k) exp (U (4, k) i exp (Uz (j))eXp (Uzay (j,’k))

exp (U) exp (Us (%)) z Zexpwl () exp (U2 (7)) exp (Usa G, B) exp (Uas (z A»_-

i=1 j=1

[0 @) exp (U2 () exp (Us (8) exp (U2 (5 ) 35 0 (U1 () exb (U s, /c)) e
— exp (U) exp (Ui (4)) exp (Uz (5)) exp (Us (k)) exp (Us @ k) eXP (U23 (J, k))
= exp (U -+ U1 ('L) + Us (J) + U3 (Im) -+ U13 (Z I\,) =+ U23 (j, ]\.)) = puk ’
. 4 " q.e.d.

Resta probar que

i = ‘% = Ly = U +Us (2) + Us (§) + Us (k) + Una (3, &) + Uz o B).
) +4-

' i [(Pz+k P+JL> (Pr+k P+sk)]
RN P4k Ptk
Pijk = Pusk Prsk = O5s = = —
Ptk [(Pr+k‘p+.7k) (Pwk p+sk>]
i Pi+k Ptk
Kk @
> x5 m (o) E zl z In (1)
=>U12("- j) == ;J = _I.]-}( =0
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[ (pi+k . P+jlc> (pr-Hc . p+sk>]
Pit+k - P+ik 6“) y Ptk

Pisk = Pi+k e |:<Pr+k . p+jk> (pi+k . P+sk>]
' Ptk Ptk
A J (%) r J .
Eum(E) S Xmwo ;
= Vi (1, 5) = B2 75 ==l = 0= Ui (4,5,5) = VIS (6,5) = Uiz (4, 1) =

0=0=0"

-~5

“q.e.d.

Cuando no -varia la asoc1a01on parc1al entre las varlableS‘
tenemos el ‘modelo . . . S

Iﬁk==UZFCG'FL&'#IEV+C52-F153FFCQ3-

En este caso- no ex1ste una expresidn ”dlrecta”“para qu{
como en "los casos anteriores, pero podemos ajustar::ieste: ‘modelo
mediante el método de “ajuste proporcional iterativo’” que.! veremos
mas adelante en la seccidn de estimacidn. ' T

2.2.4 Colapsabilidad

Obtuvimos el modelo para tres variables al promediar-
a través de las tablas parciales. Ahora veremos cuando podemos
obtener los parametros, sin caer en equivocaciones, a partir de la
tabla marginal. : e

Teorema:

Una variable es colapsable en una tabla de tres- ‘dimen- )
siones si y sélo si es condicionalmente 1ndepend1ente de una def
las otras variables dada la tercera. : i '

Veamos a continuacidén un ejercicio para ejempllf car la‘
colapsabilidad. s

Los datos de la siguiente tabla, analizada por Bishop
en 1969%, representa la sobrevivencia de los 1nfantes (variable 1) -
segin el cuidado prenatal recibido por parte de 'sus madres (varlable'
2). Los cuidados son clasificados en “mucho” vy ”poco”',Las_madres
asistieron a dos clinicas, gue denotaremos -como A 'y B. ’ ‘
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Cuidado Sobrevzve'ncz Tasa de-

S mo'rta.lzdad
Prenatal Si-. ‘,:7_ 1T%
Clinica A Poco ) ;.._..3__._176 1 4 % -
tnica Mucho =~ 4..293" o
L - Poco " 17 197 , :
C’lznzca B Mrucho. 23 L 7 9 %
kSO%‘

En la Clinica A tenemos el coc1ente de véntajas muestral

es g g
g -(1)._,(3) (203) .
8= (4) (176) =.1:2
y en la Clinica'B
= 2
§» _aADED o

(2) (197)

Debido a que ambos son aproximadamente 1. podemos concluir

que U =0, es decir, que el cuidado prenatal no esta asoc:.ado con.

la sobrevivencia del infante.

Pero si colapsamos respecto ‘a la Varlable 3 (Cl_in»i‘ca),
tendriamos siguiente tabla marginal. - : : -

Cuidado Sobrevivencia
- Prenatal St No

Poco --20__.373

Mucho 6 316

Ahora tenemos que el cociente de ventajas muestral es

(20) (316)
(6) (373)

que no refleja la verdadera relacién entre cuidado prenatal y so-
brevivencia. Cometeriamos un error si analizdramos esta asociacidn
a partir de la tabla marginal. Esto sucede, segin el teorema ante-
rior, porque U3 y U son ambos distinteos de cero. Es decir que si
alguno de estos fuese zero entonces podriamos colapsar a través de
la variable 3 y no se verian afectados los parametros del modelo.

g = = 2.8
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2.3 ) Modelos para tablas de cuatro o mas dimensioneés

Procedimos de dos a tres dimensiones al modelar cada
tabla bi-dimensional, una por cada categoria de la tercera variable.
Analogamente, cuando tenemos. un arreglo de cuatro dimensiones,

podemos modelar cada. arreglo tri-dimensional en.cada ‘uno. de.las:

L categorias de la cuarta variable. Podemos contlnuarbcon este
proceso para cualquier nuimero de dimensiones, digamos S8,

La siguiente tabla muestra la relacidn entre los paramet-—-
ros W para tres dimensiones y los. parametros U para cuatro dlmen—
siones. .

Parametros U

Orden Parametros W para : Promedio de Desviacién

' cada tabla tri — dimensional parametros W del promedio*
Promedio 174 U Uy
Uni — factorial I"/l, W2, ‘Va Ul, U:z, U3 U14, U24, U34
Bi — factorial Wia, Whaz, Wis Uiz, Uss, Uiz Uiga, Uaza, Uisa
Tri — factorz'al W123 ‘ U123 U1234

* Notemos gue las desviaciones son de orden mayor que los deméas
términos de cada rengldn. :

REFERENCIAS

lBishop, Yvonne M.M..et. al., biscfete Multivariate Analysis,
pags. 16—17 :
»2Ibiaem;, pégQ129

3Ibidem.,vpég.k38

1Ibidem., pag. 39

SIbidem., pag. 41

6Ibidem., pags. '42-43
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CAPITULO 3

ESTIMACION Y BONDAD DE AJUSTE

- 42




3.1 Conjunto minimd de»estédisticas‘Suficiehtes-

Antes de seleccionar. un modelo, utilizaremos la infor-—
macidn muestral contenida en la tabla de contingencia para hallar
los estimadores maximo-verosimiles (EMV) de las frecuencias esper-—
adas en las celdas de la tabla de contingencia. Estos dependen
Unicamente de los datos a través del conjunto minimo de estadisti-
cas suficientes, el cual contiene toda la informacidn gque aporta
la muestra para el conocimiento de los parametros gue deseamos
estimar!?!.

Primero veremos cdémo se obtiene dicho conjunto con el
caso de tres variables para después generalizarlo a cualqguier. numero‘
de variables.

Para facilitar la exposicidn, asumiremos el modelo de
muestreo mas simple: las observaciones muestrales {O;jx} de la.
tabla de contingencia son variables aleatorias independientes. tlva
Poisson con valores esperados {Ex}, donde Ej; = E (Oyj).

Llamaremos funcién de verosimilitud al producto de 'las

funciones de probabilidad de cada una de las variables aleatorlas2

también llamada funcidén de probabilidad conjunta.

La funcidén de verosimilitud Poisson de {Oﬁk}’es:

Oijk

J exp ( Eijk.) - E
L({OU’C} {E‘U’v}) - H I_I H Ol
i=1j=1k=1 ijk:
Este esquema es el adecuado cuando de antemano es de-—
sconoc1da la cantidad de individuos que seran muestreados.

Los EMV de {F;z} son agquellos que, al ser sustituidos
en la.func10n de verosimilitud, la llevan a alcanzar su maximo
wvalor- p051ble Para hallarlos es suficiente maximizar In(L) pues la
'func1on hﬂm) con z>0 es estrlctamente creciented:

A e e , ox o) - EOu . - n) - B2
m(L ({Oijk}jiv{Eijk})) =In <i1i11j1;[ fj P (—Fur) - > Z=: > f: ( p (—Eijk) - )

Oijk! _7=1 k=1 O;ji!
- 1 J K I J K Ok J K
= In (exp (= i) + 3 3 5 In (BG) - 530 3 In (Ot )

i=] j=1 k=1 1'=l Fj=1k= i=1 j=1 k=1 .

1 J K I J K

=ZZ > (= 1]‘»)"‘22 ZOZJ’\-hl(E'le) ZZ > In(Oyet)
=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k= i=1j=1 k=1
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E1l tercer sumando es constante pues {Ouk} son;las ob-

servaciones muestrales en la tabla de contlngenc:La. Entonces debe
maximizarse . .

“i=1 j=1k=1.

K ({0}, {Bn}) = &= ; £ optn (B - £ 55§ B

que. es. llamado el. kernel, o

cleo, del logarltmo de la func1on de
verosimilitud. :

Ahora,'

consideremos el modelo para tablas de tres di-
mens:.ones.,. iy i ;

I = 11'1 (szk:)‘— U + U (Z) +Us(j)+Us (/v) + U12 (2 .7) + Uis (i 'lv) ‘*‘ U23 (.7, k) + Ui2a (2 3 k)

'Si definimos’ Izjk—ln(E,]k) en vez de I,Jk—ln(plj,c) la mlsma'
ecuacioén es aplicabled. Entonces tenemos que

K ({Ouk} {Euk})

v

p klgl ik (U + U () + Uz (J) '+‘U3v(k‘)i+}U1") (’L;J) + qls (2 ]\') + U23 (.7, k) + U123 (Z ¥E I\-))

Z Z \P(U+U1 (Z)+U2 (J)+ U3 (/\4)+U12( _7)’+U13.

I
o
I M\
™
W,
A

J
J

P}

.
i
-

[

™
*

—

(L‘ /») + U23 (J: k) + Ui2s (Z 7 I»))

> O++ic’ Us (’»)+ Z Z Oij- - U12 (Z J)

Uz (7, /»)’+ g gkz_: Ok - Uras (2, 7, 7»)
- é z:; é exp (U + Uy (i) + Us () + U3 (k) 4 U12 (z P+ Ul'3 0, 8) + Vs (5, ) + Unas (i, j,k))

donde

I J K )
'n'=o+++=2¥1k¥10ijk ; 1++—2 ZOIJIC , O+J+_2201]k ,

j=1 k— i=1k=1

J . -
Ofqr = Z Z ik Oijg = Z:l Oijk Oi+lc = Z:l Oiji ¥y Oqjx = Z O.jk .
) i=1 j=1 o i= = .
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Podemos reescrlblr la funcmon de ver051mllltud P01sson
de la.- 51gu1ente mane a PRI 2 o

oi;k ‘e

- J ﬁ exp( Ez:lc) exP (Ouk h'l (Ez]k))

L({Omk} {Euk}) = _H I1

.

15=1%

N Ou' :
SR ; ,__,,‘@grfjfkﬁjﬂt AR k]- 5
= ]ﬁl“].[ ﬁ e)\p (Ouk ln (E‘l]/\.) ka) 11-—_-Il jl;[llgllsxp ( E]k + Oz]k n( Uk))
i=lg=lh=1oiro Owk' L 'Iil'J ﬁO P
' I N N S iy 1 sl e gkt
' 1 J K - Sl
exp (;1 Z:l E (Oijk - 11} (Eijr) — Eijlc))
= — = _] J : . =a ({EW’C}) b ({Olﬂc}) e}\p <¥ ({Euk}) d ({Ouk})>
f1 11 fl 0w :

donde ;
o({Byr}) =1

zs({oi,:ﬁe}‘) -

c_,({E,Jk})-—-(O ln(E')—E) para j = 1 oW IJIK
djr({oijlc}) =1 para j=1,...,IJK

Lo cual muestra que la distribucidén conjunta Poisson

pertenece a la familia exponencial con k-parametros®, entonces los

coeficientes de los para&metros son estadisticas suficientes®. Tam-

bién Bishop et. al. corroboran esto: “las estadisticas suficientes
de valores reales son los térmihos adyacentes a los parametros. de—,
sconocidos”7.

También podemos argumentar la suficiencia de estas es-
tadisticas con el Teorema Fischer-Neyman & Criterio de Factor—
izacidén para estadisticas conjuntamente suficientes?®:

“Sea X;, Xa, ... , X, una muestra aleatoria de la func1on’

de probabilidad f (X ; 8), donde el paréametro 6 puede ser. un vec-
tor. Un conjunto de estadisticas 57 = s (X3, Xa, .0 n), Ll eSe=
sp (X1, X2, ... ,X,) es conjuntamente suficiente si y solo si-'la fun- -

cién de probabilidad conjunta conjunta de LX} puede ser factorlzada
asi: .
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f ({()'c.}';ksr):‘g(s1 (X1, Xay oo i Xn)y oo s s,(Xl, Kz o2 n) 9) h({X})

donde h({X }) es. no. negativa 'y no 1nvolucra al parametro 8. y la
funcién g(s;, ... ;8 ; 0) depende de {X} solo a-. traves de las func:.ones
31(0,...’,0),....,3'—-31-(0 ...,0).>” S e

En nuestro caso ténemos

h ({Otak}) ="

1i::Jx o

I J:
A

1._7k:!

la cual es “no: negatlva, eﬁ partlcular pos:LtJ.va (bajo el supuesto
O >0) 7, . % ‘no depende del parametro 9—(E111,‘.. E'”K) y ademas

g ({Owk} {Eij}) = exp (K({Ouk} {Euk}))

que depende de {Ouk} solo a través de

A

It
M~.
[VJ&.

Sh ({Ouk})

Oije = Ogp =m0 -+

-
Il
-
W,
]
N
E
Il
—

J K bR ',

So ({Oyx}) = ZLZ Oijr = Oiyy para i=1,...,1
j=1k=1 R
I K .

53 ({O‘Uk}) = Z; Z_: OJ’C = O+J+ para .7 = 1, sy J
I J .

54 ({OU’C}) Z Z O]k = O++/\, para k= 1, ceny K

w

SS ({Ol_’lk}) = Z Ozjk = Oij+’ para 'L= 13 . '}‘:I'Vy para j =1, '»'l 3 '] :
S6 ({Oix}) = Z Oiji = Oipr para i = 1 WLy 'pai'a. k ; 1,‘;.‘,. LK

S7 ({Oux}) = Zozjk, = O4jk - para ] ,J y para k=1,...,K
Sg ({Oijr}) = Oujx para i=1,...,1 , para j= ,J oy pa'ra. k—l VK

Por lo tanto estas son estadisticas conjuntamente sufi-
cientes y por lo tanto contienen toda la informacidén que aporta la -
muestra para el conocimiento del pardametro 6= (Fin, ... ,Erk).

Algunas de estas estadisticas son redundantes. pues & =
pueden ser calculadas a partir de otras, .por lo.tanto~ podemos‘jr;,‘
resumir la informacidédn muestral todavia mas en .un conjunto
querio de estadisticas suficientes que llamaremos conjunt
de estadisticas suficientes. : :
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En . el caso del modelo saturado el Kernel del logarltmo
de la func1on de ver051m111tud permanece igual: e

I{ ({O‘uk} {Ezak})

b

= Z é qu (U -+ U1 (Z) + U2 (]) + U3 (]\.) + U12 (Z,j) =+ U13 (’L k) + U23 (_7, /») + U123 (7. j, /\,))

>
[

=1 j=1 1

I J K
-2 2 2 exp(U +_~U_1__(z,) :
=n U Z]: ‘
LK
+3 5

I
A
x
I
A

Oz_._k U13 ('L .lu)

O;;r para z=1,...,Iv, para _7-—1

suficientes a
a-estimacidn

pues podemos calcular las restantes estadisticas
partir de estas. Cabe mencionar que a esto se debe qu
del modelo saturado dé un ajuste x?=0. :

Pero si tenemos un modelo no saturado ‘por“ejemplo:

—n U+ i Oivs - Us (i) + z O+J+ U (y) 2 z Ok Us (k) + 33 3% O Ui (5,7

L z—l _7—-1 i &
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Crk /
+3057 Oz+k U13 (Z "v) + Z E O+ch U23 (J,’»)

Li=1 k=1 LJ=

I y‘qur\qi""k';-'-’l,v.‘. . , K

' :'O+jkv’=‘2 Oijk para j=1,...,J y para k=1,...,K

L o d=1 A .
pues. podemds calcular las restantes estadisticas suficientes a
partir de estas.

"Podemos resumir el proceso de obtencidén del conjunto
minimo de estadisticas suficientes en la siguiente tabla, la cual
muestra los conjuntos minimos de estadisticas suficientes corre-
spondientes a los diversos modelos jerdarquicos y comprensivos para
tres variables categdricas:

Modelo jerarquico y comprensivo
Ii]'k=U+U]+U2+U3

Estadisticas suficientes minimas

{0:i14} {0454}, {Osi}

Lije = U+ Uy 4+ Us + Uz + Usa {054} s {O4+x}
Lij = U+ Uy + Us + Uz + Uss {Oi+x} s {O4j+}
Liji =U+ Uy + Uz + Us + Uas {0} , {Oir+}
Iijk: =U+U; +Us+ U3z + Ujs + U13 {Oij+} s {Oi+k}

Iijk=U+U1+U2+U3+U12+U23
Ljy. =U+ Uy +Us+Us+ Uz + Uss
Lijp =U+ U +Us+ Uz + Upa + Uys + Ubs

{Oi5+} {04« }
{Oi+x} , {O4jr}

{04} s {Oixk} . {Osr}

fijk=U+U1+U2+U3+U12+U13+U23+U123 {Oijlc}

Ahora pasemos a la generalizacidén del proceso de ob-
tencidédn del conjunto minimo de estadisticas suficientes, para ello
denotemos con 6 al conjunto de todos los posibles sub-indices de

los paréametros del modelo formados con elementos de S = {1,2,...,s},
donde s es el numero de variables categdricas cuya relacidn se estda
analizando.

En realidad tenemos que 0 es el conjunto potencia de: S
Yy gue los sub—indices de los parametros de cualquier modelo,» que
son 2° en el caso del modelo saturado, son elementos de 6. o
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La tabla: marginal - que llamaremos correspondiente al
parametro Uy, se obtlene”al sumar los elementos de. la'tabla de
contingencia a través dé las variables gque no estan. 1nclu1das en .
el sub-indice 0;.

Finalmente tenemos que el conjunto minimo de estadisti-. .
cas suficientes consiste en las tablas marginales correspond1ente$ln

a los parametros de orden superior incluidos en el modelo y, en el .

caso en que los sub-indices de estos no abarcan todas las Variables,7 

el conjunto minimo de estadisticas suficientes también lncluyeuag,j~*

las tablas marginales correspondientes a los parametros de:orden .
inmediato inferior y asi sucesivamente hasta gue los sub- 1nd1ces,
lleguen a abarcar a todas las variables.

3.2 Resultados de Birch

A las frecuencias esperadas en las tablas marginales
resultantes del procedimiento que recién vimos se les conoce como
configuraciones suficientes. Birch? demostré que los elementos de
dichas tablas marginales son los EMV de los elementos gue conforman
las configuraciones suficientes. Es decir, si tenemos el sub-indice
0 —60;,, donde 6; €6, entonces '

Z Oos

es el EMV de los elementos en la configuracién Cy_p, donde 95650 es“r
el sub-indice gque incluye a todas las variables, es dec1r, que Cbsi
es elemento de la tabla de contingencia. DR

Para ilustrar el primero de 1los reéultédoé“de‘Biféh“’
que acabamos de enunciar nos valdremos del mbdelo de 1ndependenc1a
condicional entre las variables 1 y 2: :

Iuk—-U‘+Ch'+5&'+0%-FLG34-L63?‘

En este modelo, el kernel del logarltmo de la fun01on
de verosimilitud Poisson- es: : ~ - :

K({Ouk} {Euk}) i

U+ 3 Ous Ui () + 21 “o+J+, Us z o++h U5 k) + 21 kz omc Ula NG 1»)
= . T i=lk=1

i IZ O+jiUszs (4, k i 3 Z exp (U + U1 ( ) + U2 (.7) + U3 (’-) + U13 (z k) + U23 (J,k))

v

=Ic_.
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Ahora . .veamos las derivadas parciales del Kernel respecto
a los parametros del modelo gque nos ocupa en este ejemplo: -

% =n— Eips

% = Oit ~ Bigy
% = O+j+ - Efj+
% = O+ - E++I% '
6Uj% = Oif/c = Bk
E—U-;g{(%—l;j = O+jlrcu,_ Eyjk -

Los valores con gque se. anulan. las derivadas parciales
son: ‘

E+++ =n

Ei++ = Ojpy
E+j+ = O+j+
By = O+¥k -
Ei+k: .— O'L+lc ‘
E+.7k: = O+Jk

Yy por lo tanto son los EMV de los valores en las celdas de las
configuraciones suficientes. '

El segundo resultado de Birch es 1la un1c1dad de 1a;'
solucidn {EMS} gue satisface tanto las restr1c01ones de
como las estadisticas suficientes minimas. Esto 1mpllc
producimos una solucidén que iguale a las estadisticas' s
minimas, esta corresponde a los EMV de las frecuenc1as
en la tabla de contingencial®. :

speradas

50




Cabe mencionar que Birch también demostrd gque los EMV de

{E¢s} son los mismos tanto para la funcién de verosimilitud Poisson .

como para la funcién de verosimilitud multinomial de {Ogs}11 que es la
adecuada cuando el tamafio de la muestra y el tamarfio de la poblac1on
son de antemano conocidos y que podemos ver a continuaciénl?:

L ({Osjk} , { Eije}) = IJ+— lj lf[ Ei]k) o
I I IT O ™27

donde n es el tamarfio de la muestra y N es el tamano de la poblac1on.

Esto se debe a que también forma parte de la-famlllar
 de.las funciones exponenciales y a gue el kernel del” logarltmo de
la funcién de verosimilitud multinomial es muy parec1do al de la-

funcidén Poisson, tal como vemos a continuacidn:

L ({Ouji} , { Eije}) =

! I J K oNOuE\\ L !
7 J 771( exp (ln <H I T1 E](?) , >) =7 1»7_11( exp( 2

I
I
i
o,
i
—
Ed
I
N
-
=l
—
s
S
—
>
II
—

= a({Puk})b({Ouk})exp (Z G ({Puk}) ({O,-jk}))'

donde

a({pnh) =1
b({Qi:'k})' S5 o —
c_7 ({Pije}) =1In (E > para j=1, I’JK

d; ({Osx}) = O; para j = 1, L IIK

lo cual muestra que la funcidén de ver051mllltud multlnomlal forma
parte de la familia exponencial con k- parametros, ademas tenemos
que:
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In

>.\ .

» I
1
i=1g=1 k=1 =1 k=1
J K I J

=In(m)+ 3 3 3 Ouye (In(Eiyjk) —In(N)) — 35 3 3 In (Oujk)

i=1 j=1 k=1 =1 j=1 =l

Iie K J K

=In(nh)+ 3 30 3 Ouyxln(Eiyr) — Z Z 2 OujeIn (V) — Z 2 2 In(Osjx)

i=1 j=1 k=1 i=1gj=1 Ic_ i=1 j=1 k=1

Rl

H
A
w,
I
A
-
I
-

= In(nl)+ i 5> 5 Ouwln (Bige) — In (N) ; Z:; é se— 30 30 3 In (Ou)
—ln(nl) + 3 2 z Oy In (Bizi) — mIn (N) — 3 3 In (O, |

i=1j= . 1-—1 J=1 k=1

lo cual. muestra que el kernel del logaritmo de 1la funcidn de
verosimilitud multinomial: es*‘i

K ({Ouk} {Eka}) = Z Z Z Oijk In (Pmk)

i=1 j=1 k=1

- pues el primero, tercero \Y cuarto sumandos son constantes.

3.3 Estimacidn

Para estimar los parédmetros de un modelo jeradrguico se
consideran dos métodos diferentes!?, dependiendo de las caracteris-
ticas del modelo particular y que se presentan en forma resumida a
continuacidn.

ler. método. Obtencidn de los EMV en forma “directa”.

i) Al definir el modelo gue se guiere ajustar se obtlene

el conjunto minimo de estadisticas suficientes.

ii) : Se obtienen valores esperados en las celdas de cada‘

conf1gurac1on suficiente mediante el conjunto mlnlmo de estadlstl—'

cas suf1c1entes

':111) {,4 . Usando los resultados de Birch se’ obtlenén los es-

’_ t1madores de la frecuencia esperada en cada celda de 1la tabla de
. cont1ngenc1a
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BT R : Se. apllca el prlme
descrito -y se asignan los valores.lhlclales {E(m},,generalmente:

20. método. Ajuste prdpérCidnélbiterativo

?paso del metodo ‘anteriormente

ii) Para cada conflgurac1on suf1c1ente se ajustan suce-
sivamente los estlmadores preliminares en forma recursiva del sigu-

iente modo-

'Supongamos que el modelo para el cual se realiza la esti-

macién consta.de k configuraciones suficientes, a saber Cp,; Co,, -

con frecuenc1as esperadas Ey,, Egyy ..., Ep, respectivamente.
BD = BLO 0(08
E )
B = B O(of
E )
28 _ ge-1_Ooy
Eos - Eos E.(L 1)

; Cle

Al término de esta primera etapa se le denomina ciclo,
mismo gque se repite hasta que los estimadores convergen ‘con la

precisién deseada, es decir hasta que:

B — BSE-D| <6

donde 6 y r representan la precisidn deseada y el ciclo respecti-

vamente.
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Si definimos:

G2 “,’“) =—2 > Ope In

el modelo como las. estadlstlcas suficientes,’
los resultados de Berh y ademas son EMVm'W

que se pueden utilizar los dos 51gu1entes teoremas

7”7 8i el conjunto minimo de'estadlstlcas sUfi
para un modelo consiste en dos conf1gurac1ones unlcamente,
existen estimadores directos. :

uraciones,
existen. Inversamente,
configuraciones si:

la estimacién directa es p051ble do

i) Al menos dos no tienen variables en'comﬁh

ii) Existe un conjunto de variables comun a: todas, y si
este es eliminado, se aplica el inciso anterior.”’ ’ )

Pero en realidad no es indispensable hacer esta distin-
cidén pues el “ajuste proporcional iterativo” converge al terminar
el prlmer ciclo cuando las variables no pasan de ser seisl8.

: :'Ahora veamos, con fines ilustrativos, elfprOéeso.dév
;obtenciénzde los EMV con el caso de tres variables. TR

: : En el capitulo anterior obtuvimos las expre51ones para'
gpuk equ1valentes a los diversos modelos jeradrquicos y compren31vos
‘para tres varlables, las cuales podemos resumir - en: el 51gu1ente

'quadro.
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Modelo* Dijk Tipo de independencia

(1, 2, 3) Pijk = Pit+ " P+j+ * Ptk A, By C son conjuntamenie independientes
(12, 3) Pijk = Pa+k * Pij+ C es conjuntamente independiente de Ay B
(13, 2) Pijk = Ptj+ * Pitk B es conjuntamente ?’ndepend'{lente de Ay C
(23, 1) Pijk = Pitt - Pijk A es conjuntamente independiente de B y C
(12, 13) DPijk = Dij+ " Pivk B y C son condicionalmente independientes de A
i Pk
12, 23 Diik = Dijr " Pjk Ay C son condicionalmente independientes de B
7 P+ji+ v
&)
(13, 23) Pijk = % Ay B son condicionalmente independientes de C
+k
12, 13, 23) No existe expresion directa Uia, Uiz y Uaz son constantes
D
(123) Dijk = Pijk Uiz, Uiz y Uz no son constantes

> : . . . - n . .
La notacion emplcada mdlca los sub-indices de las configuraciones suficientes correspondientes a cada modelo.

. Sl el tamarfio de la muestra ;es conocido, digamos n,
tenemos que

E‘l]lc =F (O‘l]’c) = E (71 pzjlc) =n-E (puk) =N - Pijk-

Ademas los EMV de func:l.ones de parametros son s:.mplemente

las funciones evaluadas -en: los EMV ‘de’ los parametros!?. En este
caso tendriamos la 51gu1ente‘ llsta, de’ EMV-'
Pije = ,u ==

n.

2 T O
n n..

)
+
+
I
M« 3
M
S
.
kol
Il
M
M=
i
S

LX)
Il
-
.
I
o
W,
i
hA
3
g
Al
-
o]
S 3
>

I K I E.. Oy
_ - _ Ly Vit
p+J+—Zzthk—Z = = )
i=1 k=1 i=1k=1 T n n.
I J I J E.. E o)
_ ~ _ ijk +4+k +--k
Pivk = D 2 Pijk =2, 2 = =
i=1j=1 i=1j=1 T n n
ij+ = ijk — =
k=1 k=1 N n n
. L. & By Bk O
Divk = 2 Pijk = D = =
i=1 j=1 n n n
D 'k_iﬁ L“Z[:Eijk _ Bk _ Oaje
ik = ik = = =
i=1 i=1 n n n

Finalmente podemos resumir en el siguiente cuadro los
EMV para el estudio de tres variables categdricas:
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Modelo . ) L Pk
, - Oigy - Opjy - Otk

3
Oy - d:j+

(1: 2, : 3) ’ puk = Pigy - p+,+ p++k

(1 = 3) R lek = p++lc pz_7+ = o)

A : O+ ‘+TL‘ Oi+k
(13, 2) . Dijk = Pijv - Divk = —]—g-—
. L ) » - _ Oi +'n. O+ "

(23,‘1) R 'i; 7Pijl\, =pi++ c Dajr = ikt T ik o) J
o 7 R i DPijt * Dixk Oijt - Oigie
12, 13 - il = =

(  :; -+ ) B : p]k _ p1+i- o Ol

(12, 23) Pise = Pij+ - P+jk _ Vij+ - +jk

: itk — P =

g ) : 7 _ Pajs 077,.0_'_4_*_

2 ' = Pi+k * P+jk ivk © Opjke
13, 23 Pijee = — =

(13, ) : 7 . Pk 3 N Oqg

(12, 13, 23) No existe expresion directa,
= 4 : ‘se hard un ajuste proporcional iterativo
. ~ O'i .
(123) Pijre = c

n
No existe expresidn “directa” para p; cuando tenemos el
modelo

Lije =U + Uy + Us + Us + Uz + Uiz + Uas.

Entonces es necesario realizar un ajuste proporcional
iterativo cuyo primer ciclo vemos a continuacidén para hallar los
EMV de las frecuencias esperadas en la tabla de contingencia cor-
respondientes a este modelo.

B — B0 Oij+
ijk

ijk 5(0)

gi.'i+

2 (1 ik
Ei(_'/lc) = E'i(jk) ’1( 1)
Oi+k

(3 3) V+tjk
Ez]k) Ez(ch) -(;-;) .
+ik

Para ejemplificar el proceso de estimacidn, en el apéndice
A se encuentra detallado el proceso de obtencidén de los EMV cor-
respondientes a los diversos modelos para el estudio de asociacidn
entre raza del defendido & acusado, raza de la victima y pena de
muerte gue comentamos en el primer capitulo.
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3.4 Bondad de ajuste .y seleccidn del modelo

Ya que obtuvimos los EMV de las frecuencias esperadas en
las tablas correspondientes a cada modelo, las podemos comparar con
la tabla de contingencia. Usaremos estadisticas con distribucién x?
para probar si las frecuencias esperadas en la tabla de contingencia .
satisfacen cierto modelo?®, 1las cuales son llamadas “pruebas-de..:-
bondad de ajuste”?. e

Las estadisticas apropiadas para“ probar la bondad de”
ajuste de un modelo dado, llamémosle A, “'son. las a2 de Pearson’
y el denominado cociente de maxima- ver051mllltud G’2 laS'cuales-
definimos a .continuacién??: R

2(A)
X2 =
ST % o E(A)

. donde {Eu”}_son los EMV de las frecuencias esperadas en la tabla
‘de contlngenc1a correspondlentes al modelo: A. : i

R Ambas presentan a51ntotlcamente, es dec1r conforme el
tamafio de la muestra es mayor, dlstrlbuc1on x i
~ertad% ’ : SO S

obtencidén’ de- gl par
categorlcas.v g

llamaremos valores—-p e 1nd1can que el ajuste es pobre 4
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Podemos reescrlblr G’2 de la 51gu1ente manera:

tenemos que Gt : S
0 =2 (k ({B2}) - K (D) -
Si tehemos el modélgjéa£€féd6;ient9n¢e§
) Eg;%;Qé;tf
"lo cual nos lleva a que o
K ({Eos}) K({Oas})‘
y por lo tanto a que T ;
G* = %2‘(?{’({@;}) ~ K ({O6s})) = 0.
Si tenemos un ﬁodelo‘A,no saturado tenemos qué
E®>o0 |
B =505, =1
s , 6s
y por lo tanto que?®

K ({B9}) <K (o)

es decir que . : IR ) .
s Iﬁf{E(A)})ff‘r K({Oos})) < 0

Yy - como los EMV:se obtlenen max1mlzando el kernel de la funcién de
ver051m111tud tenemos que G2 es un: mlnlmo26
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'Si tenemos un modelo A que contlene los parametros de
otro modelo, digamos B, tenemos que”' : :

G2(B/A) —_ GZ(B) . G2(A)

presenta distribucidn Y con D@ Dﬁ grados de libertad; donde Vﬁ

Vo son los grados de libertad correspondientes al modelo Ay al —r-f

modelo B respectivamente.

Podemos probar la significancia de
pardmetros del modelo saturado mediante GaB/A) -

tener en cuenta gque los valores—p pequefios correspond
indican que el pé&rametro es significativo. S

Finalmente, para seleccionar el modelo tenemngqﬁe,con;f
siderar gue el valor-p del correspondiente cociente de Ver051mlll—
tud G? tiene que ser mayor que el nivel de significancia a'y ademas
que el ajuste “interno”, es decir en las celdas de la tabla 'de con-
tingencia, es también satisfactorio. E1 ajuste interno puede ser
medido con la desviacién Freeman-Tukey?®:

zije = /O + /Oie + 1 — \J4 - Eyje + 1

los cuales se distribuyen N (0,1)%

Para ejemplificar la seleccidn del modelo Agresti pre-
senta el siguiente cuadro3® para el estudio de asociaciédn entre pena
de muerte, raza del acusado y raza de la victima, cuya obtencidn
se encuentra detallada en el apéndice C:

Modelo G? gl walor —p
(1,2,3) 137.93 4 0.000
(12, 3) 8.13 3 0.043
(13,2) 137.71 3 0.000
(23.1) 131.68 3 0.000
(12,13) 7.91 2 0.019
(12.23)  1.88 2 0.390 -
(13, 23) 131.46 2 - 0.000°
(12,13,23) 0.70 1 0.402
(123) 0 0 1.000
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Esta tabla indica que los modelos (1,2,3), (13; 2), (231) y (13,23)
presentan un ajuste pobre. La caracteristica gque tienen ' en comin
estos modelos es la ausencia del pardmetro Uz lo - cual -sugiere

un asociacidén significativa entre raza del acusado y raza de 1la

victima. Podemos probar estadisticamente la sinificancia de Ui
mediante la diferencia entre los cocientes de maxima verosimili-
tud de dos modelos gque difieran Unicamente por este parametro, por
ejemplo A = (13,23) y B =(12,13,23) nos llevan a que

G2B/A) = G2(B) _ 2(4) = 131.46 — 0.70 = 130.76 -

valor — p = 0.000

lo cual nos indié:a qUe el parémetro Uiz es significatiVo.

‘- De los modelos que. :anluyen al parametro U12 sbélo los.
modelos. ‘(1 ,23) % 12)13 23) presentan ‘valores-p mayores que ‘o« =0.05 de
‘los cuales selecc:Lonamos el mas s:mele, a. saber

U+U1+U2+U3+U12+U23

: para,selecc:.onar flnalmente este modelo, ‘hay que
verlflcar el ajuste‘”lnterno”- : ‘

Raza. del Raza de la Pena de muerte
acusado - victima Si No
Blanca Blanca —0.4249 0.2110
Negra —0.7113 0.2401
Negra Blanca 0.7535 — 0.2625
Negra 0.2920 —0.0236

Debido a que todas las desviaciones Freeman- Tukey .somn:

menores en valor absoluto que Zpgrs = 1.96, tenemos que el ajuste

interno es aceptable y por lo tanto el modelo gue mejor. representa-

la relacidn entre raza del acusado, raza de la v1ct1ma Y pena de
muerte es

Lijp = U + Uy + U+ Uz " Usa + Uas

Yy por lo tanto podemos concluir gue la raza del acusado y la raza
de la victima esté&n asociadas, asi como la raza de la victima y
la pena de muerte. Para conocer el sentido de ambas asociaciones

tenemos que observar los valores de los EMV de los cocientes de
ventajas como vemos a continuacidn:
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_ 21168285179 _ ss y U-D _ 88318 97.4821
0_74821 1298318 _ 0 Y = 5.5179 . 54.1682

= 2.88

1 1682 - 5.5179
8318 0.4821

(k:_2) 120.8318 - 97.4821 _ .
2743 ¢ v 9 = "541682.85179 _ 243

©21.1682 - 54.1682 0.4821 - 97.4821
T 8.8318 - 129.8318 ~ 5.5179 -'8.5179

lndlcan que tanto en los casos en que la v1ct1ma es de raza blanca
( =1) como en los casos en que la v1ct1ma es ‘de raza negra Q-—2) la
aplicacidén de la pena de muerte no esta asoc1ada con la raza. del
acusado. : : :

=1.00 y 0§§‘2)

==LOO
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CAPITULO 4

INTERPRETACION DE L.OS PARAMETROS
DE ASOCIACION .
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4.0 Interpretacidén de los pardmetros de asoc1ac1on del
modelo logarltmlco lineal para dos variables categdricas

En el segundo capitulo definimos los parametros de aso-

rciaciéh; asi nombrados por Agrestil, de la siguiente manera:
Utz (2, j)—I,,—(U+U1(z)+U2(])) para i=1,...,1 y para j=1,...,J

donde
I =1In(piy) para i=1,...,I y para j=1,...,J

I J
U= I+—J+ donde Iip= 3.3 I

I i=1 j=1

J
Uy (i) = L Lo onge I, = _z I;

J TJ
e I#J g
U (F)=—F — 17 donde I,; = ZI,_,. »
Para expllcar el 51gn1f1cado .de los par&metros de aso-
c1a01on ‘tanto Agresti? como Bishop et. al.?® lo 'sefialan como,la

desv1ac1on del supuesto de independencia pues,  segun demostramos

en el segundo capitulo, R :
- Ly =U+U, (&) + Uz (j) para i=1,..., Iypa'ra_y 1 RRT £

equivale a pij; =piy -p4+j para it =1,...,1 y para _7 1,..0,J. Lo

También, con la finalidad de mostrar que los paramet-—
ros de asociacidén son desviaciones del supuesto de independencia,
muestran que estdn relacionados con los cocientes de ventajas para
el caso 2xXx2 y el caso 2xJ tal como veremos a continuacidn.

4.1 El caso 2x2

Agresti menciona en la seccidén “Interpretacidn de los
parametros’” lo siguiente?:

“"Existe una relacidén directa entre los cocientes - de
ventajas y los paré&metros de asociacién de los modelos logaritmico-
lineales. La relacidén maés sencilla se da en las tablas 2><2" la
cual mostraremos a continuacidén.

Nos seran de utilidad 1as dos 51gu1entes 1gualdades,
ZUlz (2, J)=0 para. _7-—»1 T ‘

Z U12 (, J) =0 p
gque demostraremos a COntlnuaclOn' -
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'9 P11 pzé :
P21 P12

si le apllcamos la funcidén logarltmo natural tenemos que*

In(@) =1n (gg_lvz_g) =In (pn) + ln (p22)

= (U + Uy (1) + Uz (1) + Usa (171)'

ln (p21) = 111 (P12)

—(U+U (2)+ U (1) + Ul'z'(2}‘1)')

= Ui (1 1)+ U2(2,2) — U12k("’i' U1:2 (1 9)

pero, segun lo que acabamos de demost ar,‘ tenemos que

lo cual nos lleva a que

que podemos resumir. asi:

i+j 111 (9)

‘Ulz(zj)—( 1) y)
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U1 (2) + U2 (2) + Ulz (2 2))

U+ U1 (1) + U2 (2) + U12 (1 2))

En las tablas 2 x 2 tenemos que. el cociente de ventajas




Esta:relacidén muestra que en efecto los parametros
asociacidén son desv1ac1ones del supuesto de independencia pues

'Ul‘g(i,j)_=0 pa'r'a, i=1,2 y para =12 60=1
’ <~

Pij = Piy p_,__, paxra. 1.=.1,2 y para j=1,2. St

A contlnuac:l_on demostraremos esta aseverac1on.

Demostraremos primero gque

Uiz (4,7) =0 para i=1,2 y para j=1,24 0 =1

Por un lado

6 =1 U (i, )
o k wy In (1) _ itj
= ()™ == = (=D

poxr el otro

g 1 (0)
= (=1)"+ 7
=1 4
=0 para z'v=1,‘2 y para j=1,2
Ui2(i,7) =0 para i=1,2 y para j

=1,2
= (—1)** 1_r_1z(9_) —0=1n () =0=19¢ =

Ahora pasaremos‘ a demostrar gue

g.e.d.
0=1<pj =piy -;b+,- para i'== 1,‘2 y pd’f‘a j=1,2
Por un lado
Pij = DPiy - P4j para i=1,2 y para j= 1,~
-0 = P11 - P22 (P1+ Pi) - (P2+ P+2) =1,
. P21 P12 (P2+ P+1) - (P14 - Py2) B
por otro lado .
*Esta implicacién se debe a que In (.) es una funcion bn)ecuvw en pamculursupmyecnv"l yemonccs tenemos que In (9) == 0 =0 = 1
pues In (1) = (.
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e i s b s e e

' g = P11 - P22
) . v ) D21 - P12 :
= P11 - P11 + P11 - P12 + P11 - Par + P11 - Paz = P11 P11 + D11 - Pia +P11 D21 -+ po1 ¢+ P12

=1=>py - pa2 = P21 Pi2

= pn - (P11 + P12 + par +p22) = (p11 + p12) - (P11 + P21)
=pu-1l= (pu +p12) (Pu +p21)

= pn = p1+ p+1
: Pii'i'f Doz | . L
9=—'——= 1= p11 - pa2'=poa1 : P12
)= pa gy LT P PR =Pap

= P12 P11 + P12 - P2 +P12 '73214’-"'}‘91

. = P12 : P11 P12 P12+ Py - Das + P12 P22
= P12~ (pn + P12 +P21 +kP°2) = (p11 + pP12) - (P12 + P22)
= Piz: (pu + Plz) (Plz + poz)

= P12 = P1+ P+2

2 =;M = 1= p11 - Pa2 = P21 - Pr2
L P2 P2 ;
=> pai - P11+ Pa1 - Pr2 + Pars Por +’P2; S P22 = P21 P11+ P11 Paz + Pa1 - P21 + Doy - Pa2
=>"Poy - (PQ 5!-7312 P21 + pa2) = (P21 + P22) - (P11 + p21)
= P21 = (pa + .’D22) (P11 +p21)

= po1 = P2y - P+1

6 — P11 * P22
P21 - P12
= P22 * P11 + P22 - P12+ P22 - P21 -+ D22 - P2z = Pay - p12 -+ P22 P12 +P22 P21 + P22 - P22

=1=pn 'P22’=P21 + P12

=> paz - (P11 + P12 + po1 + pzz) (P21 +7322) (P12 +p22)

= P22 = (pa1 + p2°) (P12 + ]922) :

= Pog = p2+ s P42

g.e.d.
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4.2 El caso 2xJ

Seguin Bishop et. al.® “Cuando el numero de categorias
por variable es mayor que 2, aun podemos expresar cada parémetro
del modelo como funcidén de los cocientes de ventajas. Primero

consideremos el incremento del numero de categorias de una variable
Unicamente.” y presentan la siguiente igualdad:

1
J s\ 5T
exp (U12 (1, 1)) IT Zu ey m21> 27

Lg=2 may - mlj‘

a ambos mlembros

Apllcando la. func1on logarltmo_natural7
1 osjutlllzado -en

de la 1gualdad v utlllzand

3=2

El'caso Ix.]

La relac1on ex1stente entre los parametro
del modelo logaritmico-lineal. para el caso IXxJ y los coc1entes de
ventajas es la siguiente: Sl :

I J
: : Z_:l Z_:lln (Bijirs)
Ul'l(i’j)=r_ = 77

donde

pij * Prs

eij,rs = -
Prj * Dis

Veremos a continuacidn la demostracidén de esta igualdad.
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Tenemos que

I i~
M~ M.
M

In (6, N)‘ = Z Z h,l (Pu prs)

r=1s=1 Prji Pis

=

(ln (sz) +In (prs) —1n (pT]) - h‘l (pzs))

4
I
-
[}
[
hA

I
M~
Me

(Iij + Irs - Irj\_ is)

3
Il
A
@«
||
=

il
M~
M«
G'N
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™
)

I
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M
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|
M-~
M=
&

.]
]
=
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M
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Esta relac1on muestra que.- en'efecto ‘los parametros de
a5001ac1on son desv1ac1ones del supuesto de 1ndependenc1a pues

U]_Q(’Lj)—o para. z—l Iypa'r'aj-—l J
éij,rs =1 para. T = 1,’.“.'.,:T ,oopara s = 1,7..,J. k, pa.'r‘a, 7>I‘=v1,‘...,I y’ pafa, Jj=
3o ee gt oL - : @ e . . A
p=p,+p+, pardi:'l. Iypa'rag—l yJ.

A contlnuac:!.on demostraremos esta aseveracién.
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Demostraremos primero. que

U122 (2,7) =0 ;'J'a"r'a'i =',1,;.~..',I y para j=1,...,J
had
Oijrs =1 para r=1,...,1I para,‘ s=1,...,J ., para i=1,...,1I 'y para j =
1,...,J ‘ '
Por un lado
Oijrs =1 pdfa '}'=1 .k..,I y para s=1,...,J
Z:l Z In (91.7.1'8) Z Z In (1) Zl 210
— r=1s=1 __r—s.-— — r=ls= =0
= U2 (85) =* 77 1 17
entonces
Oijps =1 para r=1,...,I , para s=1,...,J , para i=1,...,I y para j=
1,...,J
= U2 (4,j) =0 para i=1,...,I y para j=1,...,J,
por el otro kb_
Ui (i;5)=0 para i =1,.. I Y pa.'ra _7 -—1 s J
= Lij =U+ Ulu(i) +‘U‘2 (j).pa'r'a. ’z='1 . I Y pa.'ra ]-—1 s

=>1n(pu)—U+Ul(z)+Uz(a) para i=1,..,1 y para j=1,..,J
=> p;; = exp (U+ Uy (i) + Us (J))

=exp(U)exp (U; i)) exp (U2 (5)) para i =1,...,I y para j=1,...,J =

Pij - Prs __ [exp (U) exp (Us (4)) exp (Uz (5))] - [exp (U) exp (Uy (1)) exp (U2 (s))] _
Prj-Pis  [exp (U) exp (Uy (7)) exp (Uz (5))] - [exp (U) exp (U1 (4)) exp (Uz (s))]

eij,rs =

para T=1,...,I , para s=1,...,J , para i=1,...,1 y para j=1,...,J

g.e.d.
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Ahoia pasa‘relr"nos a demostrar que -
Oijrs =1 para o= 1,..., 1., - para. s=1,...,d , para . i=1,...,1 y para j =
1,...,J . S

ﬁv .
pij = pi+~p+_,,~ para-t=1,..., ] y para j=1,...,J.
Por un lado’ 2 : . .
E 9,,,”'— 1 pa'r‘a 'r=‘,1,..l.,'I , pard s = 1,'...;,J,',, pa,ra, = 1 , I vy para j =
: =>U12(zg)—0paraz—1 Iypa:r'a.j—l J
'_:,>I,~'_.,~=U+U1('i)+U2(j) pafr‘a z—-l Iypara.j—l , o
=>1n(p,])—U+U1(z)+U2(_7) pa,'ra z—l ,~Iy'para_7=1,...,J‘
'=> Pij = exXp (U + Ul ('L) -+ U2 (_7))

= exp (U) exp (Ur (2)) exp (Ua (5)) para i=1, I ';t'/'»pc‘tra 'j = 1‘ o Jf=>i

?i+ = Eljpy Z (exp (U) exp (U; (%)) exp (Uz (J))) = exp (U) exp (U2 (J)) Z: exp (U1 (Z))

Zpu = Z (ekp (U) ekp(Ul (z)) exp (U2 (J))) f exp (U) oxp (U1 (z) Z exp (U2 (J))

| exp (U) z: exp (Un (8)) z e:_cp (U2 (y))
* = exp (U) exp (Uy (3)) exp (Uz (a)) = p |

por otro lado
Pij = Piy Pyj Para i =1,...,I y para j=1,...,J

Pij " Prs _ (Pi+ - P+i) * (Pra - P+s) _
: Prj-Pis  (Pra - P4j) - (Pis - Ps) ;
para r=1,...,I , para s=1,...,J , para i=1,...,I y para j=1,...,J

= eij,rs =
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Ahora: veremos gue la relacidén que demostramos, ‘a. saber,

G i i:ln (0i4,s)
U12(z J) == =1_,J

es equlvalente, cuando I—-2, a la que presentan BlShOp etf “al para

el caso ‘7><J

o La relac én 'f'presentada por BJ.shop ety ~al, “la cual va
menc1onamos, : es la 51gu1ente' : g k .
ol .' My m2j> 27
;“_',—2 T2y Ty

y. podemos’ reescrlblrla de la s:Lgu:Lente manera: - : 1

En "Ezs) 2J _ 1. { Eh - E'2s>a
s_2 E21 E,ls[‘-

exp (U- 11 = Boi s Ehe
XP( 12( )) 1_‘[2‘ E21:'E18

1 .

2J
By, - E21> A& (B Eas
Eo - By s=2 \(Eo2y - By,
1 ' 1 <
27 J o Ehy - E25> 27 J
=1 . L———— =1-
: 5=2 E21 . Els H
S L
_ E]l'Els>2J I ((Eyq B ) H l—I Ey, - Ers>2.]
Eqy - By By - Eqs =1 =1 \ Er1 - B,

y aplicando. la funcidén logaritmo natural a ambos miembros de esta

igualdad tenemos que

U12 (1,1) =ln 1—[ H

r=1 s=1

2 En E. ‘)J S 1 B - Epg Ers
= 1 = —In
2 JZ n-pi1-n- prs> 2 J V bll ’ p‘rs>: -
In{ —— In (22 f7rs
o> ( B ey
27 27
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A continuacidén demostraremos gque en el caso 2x J:

g 21111 (e-ij,r.;s) .
‘U]_:_)(’Lj)—‘_ _2‘]; - - .

Tenemos que -

M
M~

3
I
-
@

In (0:),rs) = > S In (pu pm>

r=1 g=1 Prj * Pis

f
IS
e 2

(In (ps5) + Inn (prs) — In(prj) — In (pis))

r=1 g=1
2 J
= Z:l ; (Ii] -+ I-rs - Ir] - is)

27 2 J 2 J
=ZZI‘U+ZZI"‘3— ZITJ“ZZLS
r=138=1 r=1s=1 r=1s=1 r=1s=1

2 J J 2
=ZZ S_ZI+J—ZII+
r=1§=1 s=1 =1
=2J'Iz] . I+_7 _2.[1_'_
s (1 Les I
=27 ( = F-F)
— AT Sk T s s e 7 JO Bptn s
=27 (s + 555

T
(1

A - 2 )
it Iy Y I+.7 I++
Jo2J

It

g\
LS
N

o (- (5 (32 55) - (5 55)))
=2J. (I,] ~(U + Ur (3) + U2 (5)))

_ Z:1 Z:ln (Bijrs)
=2J- U12 (z,J) = U12 (4, 5) = =

27
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4.4 . ‘El caso IxJx K

. .En el segundo capitulo deflnlmos el modelo logarltmlco—
lineal para tres variables categorlcas de la 31gulente manera:

L= U + Ui @)+ Us (.7) + Ua (k) + Ui2 (’L,J) + U13 (Z ’») + U23 (J: k) + U123 (’L Iy k)

para i =1, I y para j =-1, y para; k= K donde

i) U=l

| zvmw

; i7) U1 (’L) —-—K—
SV ()
i) Up(f) = =tp——

Z: V12 (Z, 7)
7.1)) U12 (Z J) = k—~—K___

v) Us(k)=V® U
vi) Us (3,k) =V (5) — Uy (5)
vid)  Usa (4, k) = V5 (§) — Uz (5)

viid)  Uses (i, 4, k) = V& (3,5) — Una (4, 5)

donde V&), V(k) @, V(k) @ v /()(1. j) son los parametros del modelo

logarltmlco lineal para dos variables categdricas que se cumple en
la categoria k£ de la tercera variable, es dec1rf'

I :
i) V) = -;%" donde. I++k = z; z LJ,C
. i  : 1.-—1 J—.l

i) V(")( )= - — T donde’ I, Z I,Jk para. g= 1 T

Jk para,]—l o d
[ Y- pa'ra Fg=1,0..,J

=1,.: Jy pd}'a k,= ',7..‘.,K.
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En el segundo capitulo comentamos que

m (6%,
IJ

lo cual demostrafémOS"é"bOhtihﬁaCiéh:

Ms
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In (95,"” | Z zln (”——”k p"") :

r—l s=1 DPrijk * Pisk

I
M~
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Il
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W,
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—
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o~

il
M-~
M«

5
]
4
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il
=

.—' Z I+Jk - Z Iz+k
~I++lc —‘J I+ch - I Iz+lc

Tioik Lagk o Tivk
IJ T T

I
0~
M

Z: Z Irék

It
—
Y
It
hA

I
~ 3
AN
o~
G,

v~‘, Iz]h +

Iz]k IJ ‘_ .] + -

1.

i (1 e (1) (0 1)
(
(7

Lk Tiik *w- “I+',k + I++k>

A1, - (I++Ic " (I+]L I++k) < vk I++k>>>

94— (v(k) + v"“’ 0 + v ())

i 2 > (082,
=17V (m)=>v12 (u)—i—s— —

q.e.d.
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También en el segundo'v capitulo ‘comentamos que

( I
P3P (05;‘,13
k=1 r=1 s=1
U12 @, J) = TIR
J I K L
e m ().
o j=1lr=11=1 4
Uk = TTK
I J K B
D s (g
Uszz (4, k) = == }J

s
donde '

H(k) Pijk ’prslc ;

Hidirs = Prjk* pzsk
9( ) — piﬂc . pr]L, -
’zk,r_t prj'k - Pijt
a(i) S, Pijk ';pis't
kst o Pisk': pzyt s

lo cual demostraremos a: contlnua'lon

Pasemos prlmepo_afdemostrar que

> (ef;ils

L hk=1r=1sj=1

Ua (5,7) = =

. CIJKC:
Tenemos Qukel : :
K I J . : Sl R
1§1i=1,-2_;11n (6,"1"” R AP S Y o ¢ o (08")”
IJK e ?L=1§,§T
SV
1,7 o
1 XK R — ’ a
= LV () = ——" b = UnGJ)
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Ahora demostremos,que,

Tenemos que .
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- Livk | Lowwr  Lian  Ligs
"”K< 7 TIOK T 17 T UK

o Titr I++k Jivsr  Toqy
=1JK (( JK IJK
T itk I++A 1++ I+++
roxe (2 K -
= IJK (( itk I**") - % Z ”"“ I++"))

f
M~

._.
o
[

kA

I
-5
~

= IJK (VJ’" W-5% vl‘“ (z)) = 175 (Vi () - Uy <z))
. g J I -K. . .
| S DD D Bt (655,&
_7=1 r=1t=1
_IJK U13(‘L :Iu)=>U13(’L k) - TIK
q.e.d
2o ESTA TESIS NO gar =
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Ahora demostremos que

Uza (J, /») Losie

Tenemos: que

‘ I J K R I J ¥ i
Z Z Zln (95-‘:)‘“ = Z: Z Z n (puk pzst>

i=1s=11t=1 ! i=1s=1t=1 Pisk * Pijt
I F
= Zl Zl tzzl (ln (p‘tjk) + In (plst) —In (plsl\.) 11’1 (p‘lﬁ))
=1 = =
I ¥
= Z Z Z (Izjk + Ligt — ik — 1jt)
i=1 =1 t=1 .
I K I J K 1 J K I. J K
=3 3 > L+ 3030 > Lise — 20 20 > Lisk = 2° 320 37 Lije
i=]1 s=1t=1 T i=1 s=1 t=1 i=1s=1t=1 i=1s=1 t=1
J K . K J )
=3 > Ty + I+,++ =2 Loaw — D Lyjs
s=1t=1 i =1 5=
=J K- I+.7k + I+++ — K. Lok = J - Lejy

I IJI( IJ ;

— y 'I-F'Jk‘ Tiak - I+J+ = I+++
—IJI{<<v I IJ ) ( T IJK

_ rrref (Feik 0 Ik _ | I+Jk . I++k:
(5= 5)

— IIK (Vz(k) -7 Z v (J)) |
=IJK (V”‘) (J) — U (y))

_ IJK <I+Jk + A I++k I+_7+

= IJK - Uz (j,l\,) => Uns (y, k) =

qg.e.d.
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 CONCLUSIONES

i T N UC IS E T S e



Primera

-Es pos:.ble relac::.onar el coc:.ente de ventaj as .con los
parametros de  asociacidén del modelo logarltmlco l:z_neal para dos
variables categorlcas en el caso 2'x 2~ pues s Lo :

ln (9)

Uz (4,5) = (— 1)“” pif rai=1,2 y para j=1,2

don e; ! 9‘=' AP11 ‘ P22
.p21’ '»Piz

‘Esta relacidn muestra que los parametros de asoc1ac1on
son desv1a01ones del supuesto de 1ndependenc1a pues

U12(Z,j)=0 para z=1,-—y,para j=1,2

Dij = Piy - Pyj para i= 1,2 y paﬁ"a J=12
Esta udltima 1gualdad J.mpllca la independén’cia entre
ambas variables categorlcas. . o o

Segunda

Es posibl‘ek extendér dicha relacidén al caso I x.J pues

I J R :
3= 2- In(Bijrs) -

Ulz(’L ]) —.r=“='IIJ para i =1,...,1 y para j=1,...,J
donde
ei'rs':pij '—prs.
7y Pri - Pia
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- Esta relacién muestra 'qu_e ‘los pardmetros de asociacioén .
son desviaciones del supuesto de independencia pues
Uy (6,5) =0 para i=1,...,I y para j=1,...,J

bijrs = 1 para v =1,...,I para, s=1,...,J , para i=1,...,I y para j =

i,...,J
<=

7 pijk=‘~pi+'~p_,_j para i=1,...,I y para j=1,...,J.
Esta-ﬁltima,igualdad implica 1la indepéndéncia'entre
ambas variables categdricas.

Tercera

Interpretar los parédmetros de asociacidédn del modelo
logaritmico-lineal para dos variables categdricas como desviaciones
.del supuesto de independencia ya era posible pues S

B

U (4,7) =L; — U+ UL @) + U2 (5)) para i=1,...,I y para j=1,...,J,
‘pero reescribirlos de la siguiente manera
2:1 21111 (eij,rs)

. - S r= §= .

Uil Sy

cidén, una demostracién formal de

permite, segﬁn»veremqsfé.Cth
la siguiente igualdads: = -

N .,'Iﬁyfpd%‘_a j=1,..,J.

‘que.para‘demostrar

Ly para j=1,....J
‘pues 'és’ta ‘dgfiﬁ';c;on 'cliaw por. hecho la‘,l'gu_ai'daa‘ka deiﬁoétfa;ﬁ. '
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En cambio si es valldo desde el principio deflnlr los
parametros de asoc1ac1.on de la s:Lgu:Lente manera

Z Z In (911 1'5)

U12 ('l ]) "“,r—.l s~;IJ,

Yy despues demostrar que,

para 'L-—l k',‘Iy,pa‘,ra. j=1,...,J

Ii_, = U+U1 (z)'+U2 (J)+U12 (1. g) para i = L,....,] y para 5=1,...,J.

“cocientes de
logaritmico-—

U23 (], :lu) — 1 8=1t=1

IJK
oerid K J . C
k k)
S 3m(efh) 5 5s>m(ef)
U123 ('L J, :lu) — r=1s=1 _ k=1r=1 s=1: = .
: o IJ IJK
donde o
(k) : '= Pijk * Prsk
i DPrjk « Pisk
() _ Pijk * Prjt
ikt Prijk * Pijt
() _ Pijk * Pist
TESE T Dok - Dije
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. Esta relacién‘permite, segun -vimos  en el capitulo se-
gundo, demostrar facilmente que '
Tie=U +'U1‘+ U2‘+U3 <> Dijk = Dit+ * Dijt * Ptk

Esta ultlma 1gualdad implica la independencia conjunta
de las tres,varlables categorlcas. : ' L i S 3

“Lijk =U + Uy +Us + Uz + Uiz & pijk = Pi-i-’k *Pag

Esta Gltima 1gualdad 1mpllca la indépendenCia;conjunta
de la segunda variable de lasf tras dos. e T R

Pz+k p+.7k s
: Pitk - ,

Esta ultlma 1gualdad»1mpllca la’ 1ndependenc1a condl—
cional de la prlmera y segunda Varlable. : IR

Lijic —U—|—U1+U2+U3+U13+U23 41*pul»k“'
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ldel .acusado

La tabla de contlngenc:La que obtuvo Radelet en 1981 es

la 51gulente.

" Raza dez ot

Raza de la Pena de muerte
acusado - victima Sz No: -
' S . Blanca 132
" Negra O 90
Blanca 11: 52
Negra 69T '

; ‘LaS tablas marglnales nos:. seran de utllldad para obtenerv
los EMV de-.las’ frecuen01as esperadas: en la tabla de cont1ngenc1a'
correspondlentes a los diversos modelos. : _ ‘

Raza del Raza de la S e w0
acusado O+ victirma O+ : Pena. dgzmyarte Oé*'é""
Blanca 160 Blanca 214 : No’ : 290
Negra 166 Negra 112 :
Rc’zzq, de la Pena de muerte Péna'de muerte
wictima b .
' Oij+  Blanca Negra Oit Si No Oijx Si No
Razadel plaipea 151 9 fcﬁ‘; del Blanca 19 141 g“;z‘; e Blanca 30 184
' Negra 63 103 Negra 17 149 Negra 6 106

Correspondiente al modelo de independencia entre raza
(1) y raza de la victima (2), raza del acusado y pena

de muerte (3) e independencia entre pena de muerte y raza de la

~victima:

Iijk=U+U1+U2+U3

tenemos da 51gu1ente tabla de EMV de las frecuencias esperadas en
la tabla de contingencia: : .

Raza de la ' Pena de muerte

Raza del
acusado victima Si No
Blanca Blanca ' 11.60 93.43
’ ~ Negra 6.07 48.90
Negra - Blanca 12.03 96.94
: Negra 6.30 50.73

debido a que
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Emn

=mn
Bz =mn
Elzl =n
E'122 =n
E211 ="
E212 =N
Eggl = T

E222 ="n,"-‘

- P

. 131‘12 =n

-Pro1 =n

Praz =m -
. Pri=n-
Puz =
Pl

- O4n1

Oy - Osaye

ns

0144 - Oqay - Oy
n3

0144 - Oy24 - O

O144 - Oqay - Ogy2
ns

T O244 - Oga1y - Oy
) 3

Ozt Oq14 - O4 42
3

O244 - O424 - O gy
' n3

- 02++ - Ogoq - Oyy2
s

160 <214 -

f_—326 e 36 =’11.S‘985‘ '
_ 306 160 3221;3 2290 _ 93.4322
=326 19 3;163 236 _ 6.0702

= 326 - %?9—0 = 48.8991
— 326. 106 32;1 136 _ 12.0334

— 326. 190 ;;; 290 _ 96.9359
= 326 - %ﬁ = 6.2979

— 326. 200" ;91;' 290 _ 50.7328.

Correspondlente al modelc de independencia: entre pena

‘de muerte - Yy raza de la victima ademas de la J.ndependenc:La ‘entre
pena de muerte y raza del acusado .

.: ‘L‘,kk U + U1 + Us + Uz + Usa

tenemos la- 51gu1ente tabla de EMV de las. frecuencxas esperadas en

la tabla de contlngenc:.a'

' 'Raza dc la

Raza del Pena de muerte
acusado victima’ Si No
Bl "Blanca 16.67  134.33
anca Negra 0.99 8.01
Near Blanca 6.96 56.04
VR adhet Negra 11.37 91.63
debido a que
s 0441-0umy 36-151
Einn=n- Pn} —,k‘n . oy = 326 - Y 16.6748
= L Oggn - O 290 - 151 .
B = n 'rP1k12> =TL T oE o T 326 - —3mez 134.3252 ‘
= - O++1'012+ 36-9
’-E712l =n ' p1"21 = 771' 2 = 326 - 3‘2'—6—2— = 0.9939
A ) .." ) O++2 . 012+ 290-9
Ea2 =n 'vp122 =n- oy = 326 - 57— 8.0061
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o O++1 021+ 36 -63

= 326 -

Ean=n ﬁ211=77 e S = 69571
Eys=mn -"15_2,'{2’}=ff 2“2“272-% =326- 3‘2?2—('),533- = 56.0409
Eyy =n ﬁ221=" ':O-f-‘+1n"2022+ = 326 - i%%% = 11.3742
By =mn -fa{zé“:" n- Q*—*"’;;%i = 326 - -293—9'612—03 = 91.6258.

. Correspondlente al modelo de 1ndependenc1a entre pena
de muerte y raza de la victima ademé&s de la 1ndependenc1a entre
raza del acusado y raza de la victima: LT :

ijlc=U+U1+U2+U3+Uié"

tenemos la 51gulente tabla de EMV de las: frecuenc1as esperadas en
la tabla ‘de contlngenc1a.v : i : :

Pena de muerte

Raza del . Raza, dela
: acus_ado,, ~victima 5% No .
Bla.'nc /.7 Blanca 12.47 92.56
JHancea . Negra 6.53 48.44
Ne R " Blanca’ 11.16 97.81
L Eere Negra 5.84 51.19
debido a gque
. _ . O414- O 214-19
By = 77 P = n T 326 - BT 12.4724
=~ - “Os14 - O140 214 .:141
E11‘2 =ncpur=nc—— a——— = 326 - 3262~ 92.5583 :
= o ’ Oi24 - O111 112-19
By =n-piog =n- — s = 326 - 3567 = 6.5276
~ _ o e, 112 .141 '
Ehoz =mn -Proz =1 - +2+’n2 142 — 326- 3957 = 48.4417
~ - O (@ 214 - 17
Eoyy=mn-poyy=n- +1+n2 2+l — 326 - 362 = 11.1595
— -~ ) O+1+ * 02+2 214 M 149
=n- =n. .2ttt 242 _395. 27" — 97.
Ea1o =7+ P12 =7 oy 326 3567 97.8098
= Ogo4-Oyq 11217
5221 =7-Poay =N —— o = 326 3967 = 5.8405
~ - Oy - Onia 112 - 149
Eoss =mn P22 =N - ——772— = 326 - ——35—6—2—— = 51.1902.
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Correspondlente al modelo de :Lndependenc:La -entre pena
de muerte y raza del acusado ademas de la J_ndependenc:La entre raza
del acusado y raza de la victima: .

Iijk = U + Us + Uz + Us +'U23

tenemos la . siguiente. tabla de EMV. de. las frecuencias: esperadas en -
lastabla-de contingencia: :

: Raza de la

Raza del Pena de muerte
acusado . .. wictima Si No
B‘lancd‘“ .Blanca 14.72 90.31
- o Negra 2.94 52.02
N “ra. . "Blanca 15.28 93.69
‘ 9 Negra 3.06 53.98
debido a. que .
S  Oypy - Ognn 160 - 30
= AR == , ¢ — e = 2 = ’-2
‘E’flu 77‘?111 n - 326 3262 14.7239
= L O -0 160-184
N Pué =N Pre =T -—11'1;2—45-1—2- = 326 - 3967 = 90.3067
L " O144 - O4m 160- 6
.E12;',= n-’ Pi21 = n.- — = 326 - 3267 = 2.9448
S @] - O 160 - 106
E122 = n-pPie2="mn- —L-I-—t’r";—ﬁ = 326 ——W = 52.0245
R v. . ~ . 02++ . O+11 166 - 30
. — = 22t ZHIl g9, 2% 2
»Eéll n qu‘ n 3 326 3962 15.2761
~ _ . @) -0 166 - 184
Enp=mn-pnz =1 L2 — 326 5 = 93.6033
I ~k - Osz4. - Opon 166-6
E221 =n- P22 = n- ‘—T“' = 326 - W‘ = 3.0552
ot _ P _ 02++ M O+22 _ 166 * 106 _ C
Ejp =n - Pazo =7+ — 5 = 326 - 3962 53.9755. | | ,
Correspondiente al modelo de 1ndependenc1a cond1c1onal,
entre pena de muerte y raza de la v1ct1ma.;;ﬂ

,]k—U+U1+U2+U3+U12+U13

tenemos la siguiente tabla de EMV de las frecuenc1as esperadas en
la tabla de cont1ngenc1a : : . : :
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Raza ‘dejl,;' . Razadela Pena de muerte

acusado - . - victima Si No

Blﬁ.hcd : Blanca 17.93 133.07
S Negra 1.07 7.93

,Negm v Blanca 6.45  56.55
L : Negra 10.55 92.45

debidc »a,;rque;. i e
O114 - O11 15119

B =n- p;{{v;nﬁ. ST — 326 sop e = 17.0312
- Eug =n13112 =n. %%(%- = 326 - ;—géz—i;% = 133.0687

Em = 7@_.‘;’,31'21‘ =n- %%ﬂ =326 329T.-119c~;_0 = 1.0688
s fzﬁm‘% =n P =n O—:%% R E
Em =n Py = - %?th% = 326- 5% = 6.4518

E’212=n -fﬁm =n- O_:'-T% = 326 - H = 56.5482

' E221=n B =n 9—2%)? = 326 - % = 10.5482

' :Ezzz"% n-fas=mn- %2%’52 =326 ;—S?ﬁ% = 9'2.4518.7 ‘

. "Correspondiente al modelo de 1ndependen01a condlc1onal
entre pena de muerte y raza del acusado : Sl -

Lijo=U+ U, + Uz + U3 + U12’+ U23 Bery

tenemos la 51gu1ente tabla de EMV de las frecuenc1as esperadas en
la tabla de contingencia: ) Ll : ‘

Raza del . Razadela Pena de muerte

acusado - wictima Si - No _
Bl ca Blanca 21.17 129.83 -
Branca Negra 0.48  8.52
’N . ’a Blanca 8.83 54.17
egr Negra 5.52  97.48
debido a que o
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=‘n"15111 =n-
Eype=n-puz=nmn-
=n

SPiz1 =N

n-O414

n-Oqry

Oz - O42

n - Oyoy

Oy - O20

n- Ogoy

O21+ ° O+11

n- 04y

Oo14 - Oqa2

n- Oypry

Ozzyq - Oq01

n-Oioy

Og2+ » Oy22

n-Ogay

O114+ - O411

Oll+ ) O+12

= 326 -

= 326

= 326 -

= 326 -

151- 30
326 - 214
151-184

326 - 214
9-6

326-112

112
9-106
326-112
63 - 30

' 326.214

63184

" 326.214

103-6

"326-112
=326

103 - 106

326 112

21.1682

129.8318

0.4821

= 8.5179

= 8.8318

= 54.1682

= 5.5179

= 97.4821. ,

Correspondlente al modelo de independencia cond:.c:.onal

< Porlg =T -

< Bogy-="1¢ Pazy =N+

B =N Pasa =7+
entre

raza del acusado y raza de la victima:
,JL-—U+U1+U0+U3+U13+U23

tenemos la s1gu1ente tabla de EMV de las frecuencias esperadas en
la tabla de contlngenCla

- . Raza del Raza de la Pena de muerte
acusado victima Si No
Blanca Blanca 15.83 89.46
™ Negra 3.17 51.54
Neora Blanca 14.17 94.54
7 €9 Negra 2.83  54.46
debido a gque
= - O14+1 - O4na 19 - 30
FE =7, - =7 - = 326 ———— = 15.833
11 =T7-P111 =N n-Omns §] 32636 5.8333
= - L O142 - O4a2 141 - 184
=, - =g 222 HI2 305, 2221 20T 80,462
Ehng 'n‘ Pug n - Opr 326 326 .290 89.4621
= e Oy - Ogon 19-6
Eigy=mn-pPray =n- O = 326 35636 = 3.1667
= SR 01+o . O+'r7 141 - 106
E =77 - =7 nd = = 2 ———— = .
122 =72 - P122 n - O++2 326 326 .290 51.5379
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O241-0O4n1 17 - 30

; f;f?u_‘; i.v-ﬁéu = SRS = 326 g = 14:1667

Eorp = ﬂ ;Bgu =n- %‘L—;ﬁ = 326 - %é%gg = 94.5379

: VE—‘221’”= n Dooy =71+ —O:F—I—O:Oia = 326 - 3—;% = 2.8333
Egoo=n-Pogz=mn- ———O:ff C')i“:? = 326 ——;;12 ;gg = 54.4621.

Correspondiente al modelo de dependencia condicional
entre raza del acusado y raza de la victima, raza del acusado 'y
pena de muerte y raza de la victima y pena de muerte:

Iijk=U+U1+U2+U3+U12+U13+U23

tenemos la siguiente tabla de EMV de las frecuencias esperadas en
la tabla de contingencia:

Raza del Raza de la Pena de muerte
acusado victima St No
Blanca Blanca 18.67 132.33
Negra 0.33 8.67
Negra Blanca 11.33 51.67
Negra 5.67 97.33
la cual se obtiene al culminar el octavo ciclo del ajuste pro-

porcional iterativo con 6 = 0.0001. A continuacién detallamos: los
cadlculos del primer ciclo: -

Raza del Raza de la Pena de muerte
acusado victitna Si No
=(0) __ m(0)
Blanca Blanca E_’%lol) =1 1:?%102) =1
Negra B =1 Elpp =1
Blanca E® =1 E{Y =
Negra  hiem Py~ 1 L =
egra Byl =1 Ejpy =1
Raza del Raza de la
acusado victima
Bi Blanca Ne ra_
anea E{D) = E§101) + El(]c"’) =

, 11+
Negra ~ 165

95




P :

v Si No
PO 151 '
BR=BY Qi _1. 1 55 Eggg,_ ngg ey B 75
ﬁ ‘ E110+ 9 Eyy o p o
E§211) = E£201) -%%; =1- 5= 4.5 s E(zz = E§202) : ~120-; =1- 5= 45 .
OE12+ 63 L Erag 63 o
=~ : B 0 21
E{) =B =12 =315 Eéfz’ =E{} zrg =13 =315
ﬁ St 103 ' S 103 0
. ‘ o v
Bip) = BEf) - —for =1- 5~ =515 Eé;z’ =B B =1-7-=515
224 B3} =
Raza del Pena de muerte
acusado Si No
Blanca EPD =BR+EN=80 EN=EY+EY=s80
Negra A3 — B0 4 D — 83 £L0 — ALY 4+ ALD — 83
P
Vv Si No ‘
= = o 19 o, 141
BR=EY 2 —755. = =17.9312 B =EY . 22 _755. 22 _ 133 0687
ﬁ 111 - 111 El(—’l-)1 130 R o 112 112 E(_'l_)z 132 .
B =EL) < =45 3G = 10687 ER=FEY. Et—j;“ =45 55 = . 9312
s 141 142 :
. _ 17 - o, 149
5 EfY) = B - 4 =315 53 = 6-4518 B = E{Y - 22 =315 53 = 56.5482
N ' . 17 Bev 149
Ei) = Bfy) - = =515 = = 10.5482 EL) = EiY) - 222 — 51.5. =~ — 92,4518
) 83 D 83 ‘
241 242
Raza de la Pena de muerte
victima Si No
Blanca 23 = B{R) + B{Y = 24.3830 E%Z) = B{3 + E{2 = 189.6169
Negra (2 _ B2+ B2 —11.6160 B — B3 4 5D = 1003830
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O 12 133.0687 - 184 — 129.1269

( 3) (2y O4n1 17.9312 - 30 (3) _ &2(2) . _
E111 =B - o 2)1 = T21.3830 2 0619 E112 = B EI_(ﬁ)2 - 189.6169
(3) _ (2 O+21 _ 1.0687 - 6 . 5 (3 (2) O 20 _ 7.9312 - 106 _
B E121 (D~ 116160 0.5520 | E 22 = B Ei?z = ~100.3830 8.3750

+21

Oj12 56.5482 - 184 — 54.8731

4518 - 30 el
Oen _ 6451830 _ 5 9381 ,Eéf’o) = B$3.

B = E( 2. = =

- el At 24.3830 EL3) 189.6169 e

(3) _ g2 O+21 _ 10.5482- 6 sy _ a2 Ot _ 92.4518 - 106 _ or
B — BER £ 116160 51‘144,59 _Em - B 72 100.3830 . 016250

E1l segundo c1clo comlenza -con los valores 1n1c1ales.

EI(J?C) = E,(J",? pa'ra. =1, 2 pa'ra j = 1 2 y para k
y se lleva a cabo el procedlmlento del prlmer ClClO, y kas:. suce—
sivamente hasta completar ocho c:.clos que‘ es cuando se 1ogra la

prec1510n.'

Ez(]is? E(37) <00001 para z—l 2 parak ‘—1 2 y para k—l,_
“Ya solo resta por ejempllflcar la estlmac:Lon para el

modelo saturado . . .
,,k—U+U1+Uo+U3+U12+U13+U23+U123

al cual corresponde la tabla de cont1ngenc1a

Raza del Raza de la Pena de‘mue'rte
acusado victima Si  No
Blanca Blanca 19 132
Negra 0 9
Negra Blanca 11 52
Negra 6 97

debido a que

= = Oijlc__o
T TR

Ejr=n"piyjr=mn para t = 1,2, para j="1,2 y para k=12
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Para el modelo (1,..,3) tenemos que

U12 (Z J) = 0 para ’L= 1i,; I ypara, j=1... ,J
'U13(z,k)=0 para""' I y pa'ra k—-l ...,K’
U23(_7,k)—0 para'i' Jypa'r‘a k——l._..,;K’«

[{' c Ulios (i,j,k) 0 para i = 1,-; ,I Viirpa'rra,‘ j.= 1, J Yy pa,'ra. k

y por lo tanto el nimero de parametros nulos es

I- J-I-I I{+J K+I J K
pero,

segun menc:.onarnos en- el ‘capltulo anterlor,

'z'Uu (i) =0

ZU23(.7"I“) ZU23(31 )—O

Z U123 ('L J: k)}: :

U 7ZU123(Z j,k)—ZZEUms(Z .7:]")=0

R i=] j=1 k=1 R
y por lo tanto, en este modelo, los pardmetros nulos 1ndepend1entes
son R -' ’

(1 - 1) (J - 1)+(I - 1) (K - ’1)+(J - 1) (K - 1)+(I - 1) (J—- 1) (K — 1)

ERY S

J y .para k=

y por lo tanto el nimero de parametros nulos es‘
I. K+J K+I J- K
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‘pero, segun mencionamos _.en el capitulo anterior,:.

Z Uzs (JJ»)

Z: U123 (Z .7, 7») Z: U123 (Z J )

y por lo _tahto, .en este modelo, los parametros nulos 1ndepend1entes

z§:zﬁm@mw=o

_.1 ]= k=1":

son B
(I—l) (K—1)+(J—1) (K——l)+(]—1) (J—l) (K—l)
Para el modelo. (13, 2) tenemos que
U12(2,1)=O para 7.=1, Iypa'raj—l o
Uz (4, k) =0 pa'raj-—-vkl,...,J’ y para k= yei i K
. & Uizs (3,5,k) =0 para i= 1’;”,'1‘,5 para j=1,...,J y para k=

y por lo tanto.el numero de pararﬁetfos n.ﬁlos eé
N T+d- K417 K
pero, seguﬁ menc1onamos en el capltulo anterlor,
ZUlz(Z J)j ZUH(Z Jj)=0
= Uzéy(J:;k) = 35U (5, 8) = 0 |
1___ZI:1U123 (?.’J':]k), Z Unss (i, J, k) = 33 Ui G JJ») =0 -

i=1 j=1 k=1

s50n

C-D =D+ =D K=D+T =1 (1) (K=1).
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Para el modelo" ,(23 1) ':]tériémos ,,que

Ulg(zj)—Opa'r'a'L—l Iypa'ra.y-—l R
hira 1, I y para k-—-l ., K
U123(i_], )——0 pa'r‘a ’L—-l K

pero, - segin. mencionamo

S son

S K

Uias (3, 4, )—0 para z—-i

pero, segln mencionamos en el

ZU123 (’L .7,’») =

Y pork lo tanto, en este modelo,‘
son -

=1 A.=

los para »etros nulos 1ndepend1entes
' (J _ 1) (K ;»1)-+ (‘I = 1)‘ . (J —1). (K —1).-
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Para el modelo (12,23) tenemos que
7 Uis (i, k)=0 parari = 1, I y g;c;.ra k= 1,...,. K
U123(1],A.)—0 para t=1,...,I ,; para j=1‘. Jypa.ra k—l...,K
Yy por lo tanto. el numero de parametros nulos es
| ;;I-K?+IrJ-BT
pero, Segun mé_fxdiqriéljn&s en el capitulo anterior,
zUm(z k) = ZUIS('L A,) —O

2U123 (z J,ﬂ) = Z Ui2s (%J,k) = Z Z Z Ui2s (4, ],k) =0

i=1j=1 k=1

Yy por lo tanto, en este modelo, los parametros nulos J.ndependientes
son . ‘

(I—l) (K—1)+(I—-1) (J—-1)- (K —=1).

Para el moc»lel}o  13 23) tenemos que

Z:l Uiz (2,7, K)

y por lo tanto el_nﬁﬁero ﬁg

(z JJ»)—ZZ S Uizs G, Jk) =0

i=1 =1 k=1

vametros ‘nulos es

lapitﬁlo;anteriOr,

pero, segin mencionamos. en'e

Y por lo tanto, en est_e-modelo, los parametros nulos J_ndependlentes
son : : : . : 2 o .

(=1 ( - 1) + (j 1) (1) ('K, —1).
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Para el modelo (12,'13,”23) tenemos que
Ulzg(ij,lc)=0parai=1...l;pa,raj 1,. Jypcwa, Ic=1 , K
Y por lo tanto el numero‘de parametros nulos e's »
I-J - K

pero, 'segun menc:.onamos en el capltulo anterlor,

E U}23 (’L .7‘“/») — Z Q123 (1 .7, ’\) Z Z Z Usas (’6;.71 k) = 0

1.-—1 J=1 k=1

"y por lo tanto,‘ en

ste modelo, los parametros nulos :Lndependlentesv
son : : . o

| (I— 1) (J.Q 1)- (K— 1).

Para el modelo saturado tenemos que el numero de paramet-—
ros nulos: es. . cero. :
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APENDICE C
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Correspdndiente al modelo (1,2,3) ténemos ’

2 2 R ;
 EREowrew e
=Own (01“)"'0“2 In (O112)+O121 In (0121)"'0122 In (O123)+Osi1 10 (O211)+Os12 In (Oiiz)+
O22; In (0221) + ‘O2221n (0222) e

=191n (19) + 132 ln (132) + 01n (0) + 91n (97

S < ;1 g ]\; O_U,\' 111 (EIJL) g
 "" 0111 111 (E111) +01121n (E112) i P
0221 In (E221) + Oa901nn (E222)

=191n(11.5985)-+132n (93. 4322)-+-01n
610 (6.2979) + 971n (50. 7328) ‘

= 19-2 4509+132 4 5372+O 1. 8034+9

=1- 1+1 1+1 1+1 1 __1'+1+1+1—4

Correspondlente al modelo (12 3) tenemos ;

2 2 2 o .
‘ > Oiji In (Oyjx) =’14;06‘.5882 e
i=1 j=1 k=1 e
2 2 2 o i
3233 Ounln (Bi)
i=13=1A=1

= Omln (Elll) +0112;‘ In (Euz) +0Oi21 In (El"l) +01221n (E122> +0211 In (Ezn) +0212 111 (E212) +
O22; In (Ezn) + 0222 1I1 (3222) '
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' =19In (16 6748)+132 In (134. 3‘75‘7)+01n (0 9939)+91n (8 0061)+11 n (6 9571)+521n (56 0409)+,
61n (11. 3742) + 971In (91.6258) v AR

= 19 -2. 8139+132 4.9003+0-(—0. 0061)+9 2 08 +

,,-—534641+6468348+0+187218+21 3

G2”'

gl = (1—1) (K—1)+(J—1) (K,

=(2-1)- (2—1)+(‘>—1) (2—1)‘+-(9_ :}/.
—14141=3 e B

Correspondlente ‘al modelo (13,2) tenemos‘-

2 2 .

> Z Z ik ln (Ol,k) = 1406 5882
i=1 =1 k=1

2 J2 2 ' ol
+ %3 oun (Em»)

=Oniln (Elll) +Os1121n (Euz) +0O1211n (EIZI) +O122 111:(3122) +0211 In (Ezu) +0212 11'1 (E212) +
0221 In (E221) + O2221n (3222) o ~

= 191n (12.4724)+132 In (92.5583)+0In (6. 5276)+9 ln (48 4417)+11 In (11 1595)+52 In (97 8098)+
61n (5.8405) + 971n (51.1902) :

- 19.2.5235+132-4.527s+o-1.8760+9.3;,880'4-1-11.2‘.4123+52.4.5830+6.1.7648+97~3.9355'
— 47.9468 + 597.G747 + 0 + 34.9232 + 2(5;‘5352 +238.3173 + 10.5889 + 381.7482 = 1337.7344

G? = —2. ('13:37.7344 — 1406.5882) = 137.7096 |
gl=(=1) (J=D+(T—1)- (K L‘l);-‘(’f;‘i) (T —1)- (K —=1)

(2—1)- (2—1)+(‘>—1) (2—1)+(2—1) (2—1) (2—1)_1 1+1-1+1- 1.1
1+1+1=3 s,
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Ccrrespondiente al mo'delo;‘(23,‘i1)%’"téﬁem05‘

Z E Oijk ln (Owk)

é: é Oijke 1n (E 3 ,
=COumln (Elll) +O1121n (Euz) O11 ln (E121)v+0122 ln'(Elzz) +0211 In (Ezn) +0212 In (E212> +
O2211n (E221) + Oo22In (Ezzz)

= 191n (14.7239)+132In (90.3067)+01In (2 9448)+9 ln (5-
61n (3.0552) + 971n (53.9755) SR

k:

2761)4-52

(03.6038)+

= 19.2.6895-+132-4.5032-0-1. osoo+9i3 9517+11-2 7263+52?§‘4' 4
= 51.1000 + 594.4239 + 0 + 35.5654 + 29. 9892 + 936 0814 + 6 701

G?= f2 (1340 7484 = 1406 5882)

gl=(I—1)- (J—1)+(I—1) (K—1)+(I—1) (J—-?'l) (F

=(2-1)- (2—1)+(2—1) (2—1)+(2—1) ( ~ 1'1'-"14'-1'-1+'1.1-1
=1+14+1=3. : By S

Corrés;ﬁondiente >al modelo‘f,(‘l2;‘-'13) tenemos

2
=0Omln (Elll) +0Oq121n (E112)1] +0;211n (El.
Oz In (E221) + Oaz221n (E222) ot

= 191n (17.9312)+1321n (133.0687)+01n
61n (10.5482) + 97 In (92. 4518)

gl=(J-1)- (K—1)+(I—1) (J—l) -(K—l)—(‘7—1) (2—‘1)‘
=1-. 1+111—1+1=‘7m ‘
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Correspondiente al modelo (12,23) tenemos

PO z'j Oiujr In (Oij:) = 1406.5882
i=1 j=1 k=1 . .
2 J2 2 -

; ; Z-: ijk 111 (Eijk>

= 0111 In (Elll) +01121n (Euz) Oj911n (E121) +0122 ln,(E122
: 0221 In (E221) —+ O202In (Ezzz)

C—19m (21. 1682)+132 In (129. 8318)+0 In (0 4821
“6ln (5.5179) + 971In (97.4821) : :

= 19 3 0525+132 4 8662+0 (=  0 7296)+9 -2: 42‘7+11 1784+52 3. 9921+6 7080+97 5797

= 57 9975 +.642 3436 + 0

G =2. (1405 6474 — 1406.5882) — 1.8816

= 1)+ 1) (J—l) (K—-1)=(2-1)- (2—1)+(2——-1) (‘7—1) (2—-1)
—1 1+1 1 1-—-1+1—2

Correspondlente al modelo (13,23) tenemos

s s s
25 2= 3 Oieln (Oye) = 1406.5882
i=1 j=1 k=1 Cohelne T e

2 J2 2 LN
5255 5 Ouxn (Bux)

i=1 ]=1 e==1

= O ln <E111> +O112 In (E11°) +0121 In (E121)+0122 11’1 (Emz) +O211 ln’ (Ezu

O221 In (E221) + Oaz2In (E222)

= 191n (15.8333)--132 In (89.4621)+0In (3. 1667)+91‘ ic 379)+

61In (2.8333) + 971n (54.4621)

=19-2.7621+132-4.4938+-0- 1.1527+9{3.94237

= 52.4802 + 593.1836 + 0 + 35.4809 + 2

G=(I—1)-(J=D+T 1) (J——l) (K;
=1-1+1 1 1=1+1=2"
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Correspondiente al modelo. ('1‘2,_13,'23) ;trrer}e"moks,

= 0111 ln (E111) +O1121n (Eu.z) 4012 .
0221 111 (E221) + Oz221n <E222)

—
o,

é 22: Ok In (Eljk) S . :
= On1 n (E111> +O11° In (E112> +O121 In (E121) +0122 111 (El22) +0211 111 (E211> +0212 In (E212) +

: 0221 ln (E221)

b-'

w,

222 111 E'222

= 19 9 9444+132 4 8828+0 (—oo)+9 2. 1972+11 .3979+52-3. 9512+ 7918+ 7:4;57_147-,_ i

_ 55. 9443 3+ 644 5299 +0+ 19 7750 + 263768 + 205.4647 + 10. 7506 +443.7470 = 1406.5882
i G  _ 2. (1406.5882 — 1406. 5889) 0 S

gl =0.
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