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CAPÍTULO 1 

VARIABLES CATEGÓRICAS 



1.1 Variables categóricas 

Cuando cuantificamos algo, no todos los individuos u 
objetos producen la misma medida. Por esta razón cuando .algo es 
cuantificado comunmente es llamado variable. 1 

Una variable categórica es aquella cuya escala. de medición 
consiste en un conjunto de categorias. Por ejemplo, la tend~ncia 
poli tica puede ser medida como "liberal", "moderada" o "conser
vadora"; el hábito de fumar puede ser medido usando las categorias 
"no fuma", "ex-fumador" y "fumador"; y la recuperación de una op
eración puede ser "completamente recuperado", "mejoria relativa" y 
"no se ha recuperado". 2 

Hay muchos tipos de variables categóricas. A contin
uación veremos las clasificaciones que establece Alan Agresti3 que 
coinciden casi en su totalidad con las que hace David J. Sheskin4 • 

1.1.1 Clasificación Variable Respuesta/Variable Explicativa 

La mayoria de los estudios estadisticos hacen la dis
tinción entre variable respuesta (ó "dependiente") y las variables 
explicativas (ó "dependientes"). Por ejemplo los modelos de regre
sión describen como la distribución de una respuesta continua, por 
ejemplo el tiempo de supervivencia tras un transplante de corazón, 
varia de acuerdo a los niveles de las variables explicativas, por 
ejemplo la edad ó el nivel de colesterol en la sangre. 

En algunos estudios las variables respuesta son categóri
cas y se utilizan métodos especificas cuando las variables explica
tivas también son categóricas. 

1.1.2 Clasificación según la escala de medición 

Las variables cuyas categorias no pueden ser ordenadas 
son llamadas nominales. Algunos ejemplos de variables nominales 
son la preferencia religiosa (Católico, Judio, Protestante, Otra), 
el medio de transporte (automóvil, camión, metro, bicicleta, otro), 
tipo de vivienda (casa sola, apartamento, condominio, otra), raza, 
género y estado marital. Para las variables nominales el orden en 
que se en listen las categorias es irrelevante para el análisis 
estadistico. 

2 



Muchas variables tienen categórias que pueden ser or
denadas, dichas variables son llamadas ordina1es. Algunos ejem
plos de variables ordinales son el tamaño de un automóvil (sub
cornpacto, compacto, mediano, grande) , clase social (alta, media, 
baja), opinión sobre el aborto (en contra totalmente, en contra, a 
favor, totalmente a favor), apreciación de la creatividad de al
guna cornpania (muy pobre, regular, muy bueno), el diagnóstico de 
arterioesclerosis en un paciente (con certeza, probablemente, im
probable, definitivamente no). Existe claramente un orden entre 
las categorías de las variables ordinales pero lo que no es muy 
claro ó desconocido es la distancia entre estas. Mientras podemos 
concluir que una persona clasificada corno "moderado" es más lib
eral que otra persona clasificada como "conservadora", no podemos 
cuantificar que tan liberal es esa persona. ·, 

Una variable de interva1o es aquella en la cual sí ptiecie -
ser cuantificada la distancia entre cualesquiera dos niveles- de 
sus escala de medición. Por ejemplo, la presión sanguínea, la vida 
útil de un televisor, la duración de la condena a prisión, ingreso 
y edad son variables de intervalo. 

Existe una jerarquía entre estos tres tipos de variables 
categóricas. Las variables de intervalo son las de orden superior, 
las variables ordinales les siguen y, finalmente, las nominales. 
Los métodos estadísticos diseñados para variables de un tipo puede 
ser usados también con variables de jerarquía mayor, pero no así con 
las de menor jerarquía. Por ejemplo, las técnicas estadísticas para 
variables ordinales pueden ser utilizadas también con variables de 
intervalo (valiéndose del orden existente entre sus categorías mas 
pasando por al to las distancias que hay entre estas) ; pero no pueden 
ser utilizadas con variables nominales, pues no tiene sentido el 
orden en las categorías de este tipo de variables. Normalmente, lo 
mejor es aplicar la técnica estadística apropiada para cada tipo 
de variable categórica. 

La escala de medición que utilicemos para una variable 
determina la técnica estadística que se utilizará para su estudio. 
Por ej ernplo, la variable "educación" es nominal si la cuantificamos 
según tipo de educación, tales corno "escuela pública" y "escuela 
privada"; pero es ordinal si la cuantificamos según nivel educativo, 
tales como "primaria", "secundaria", "preparatoria", "universidad" 
y "post-grado"; y es una variable de intervalo si la cuantificamos 
según los años de estudio al utilizar valores naturales O, 1, 2, .... 
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1.1.3 Clasificación Variables Continuas/Variables discretas 

Las variables están clasificadas en continuas y discre
tas, según la cantidad de valores que pueden tornar. De hecho, la 
medición de todas las variables se da en forma discreta debido a 
las limitaciones de los instrumentos de medición. 

La distinción entre variables continuas y discretas. se 
da, en la práctica, debido a que unas pueden tornar muchos valores 
y otras únicamente pueden tornar pocos valores relativamente. Por 
ejemplo, la gente que se dedica a la Estadística con frecuencia 
trata las variables discretas que pueden tornar una cantidad grande 
de valores corno si fuesen continuas, utilizándolas en modelos de 
regresión y en otros métodos que asumen respuestas continuas. 

1.1.4 Clasificación Variable Cuantitativa/Variable Cualitativa 

Las variables nominales son cualitativas, pues sus nive
les difieren en calidad más no en cantidad, en tanto que las vari
ables de Intervalo son cuantitativas ya que los distintos niveles 
tienen cantidades diferentes de la característica de interés. 

El lugar que ocupan las variables ordinales en la clasi
ficación cuantitativa/cualitativa es confusa. Con frecuencia son 
tratadas corno cualitativas, siendo analizadas con métodos propios 
para variables nominales. Pero en muchos sentidos, las variables 
ordinales se asemejan más a las variables de intervalo que a las 
variables nominales. Estas poseen varias características cuan
titativas: cada nivel posee una mayor o menor magnitud de la 
característica en comparación con los demás niveles; y, aunque no 
siempre es posible medir, usualmente existe una variable continua 
en el fondo. La clasificación del prejuicio racial (ninguno, poco, 
mucho) es una medida burda de una característica continua. 

Aunque no está permitido, estrictamente hablando, las 
personas que se dedican a la estadística con frecuencia aprovechan 
la naturaleza cuan ti ta ti va de las variables ordinales asignán
doles calificaciones núrnericas a las categorías. El propósito de 
calificar es el de aproximar las distancias relativas entre las 
categorías. Esto requiere de buen juicio y asesoría por parte de 
los investigadores que utilizan la escala de medición, esto puede 
brindar beneficios debido a la variedad de métodos disponibles para 
el análisis de este tipo de datos. 
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1.2 Tablas de contingencia 

Sean X e Y dos variables respuesta categóricas, X con 
I categorías e Y con J categorías. Cuando clasificamos los in
dividuos en ambas variables, existen IJ clasificaciones posibles. 
Las respuestas (x, Y) de un individuo aleatoriamente escogido de 
una población tienen una distribución de probabilidad. Podemos or
denar dicha distribución en una tabla rectangular con I renglones 
para las categorías de X y J columnas para las categorías de Y. Las 
casillas de esta tabla representan los IJ posibles clasificaciones. 
Sus probabilidades son { p;1 }, donde PiJ denota la probabilidad de que 
(X,Y) este en la casilla del renglón i y de la columna j. Cuando 
las casillas contienen la frecuencia absoluta, la tabla es lla
mada Tabla de contingencia, término introducido por Karl Pearson 
en 1904. Una tabla de contingencia con I renglones y J columnas es 
llamada tabla I por J ó tabla IxJ. 5 

David J. Sheskin presenta el modelo general para una 
Tabla de contingencia IxJ6 • 

C1 C2 C1 CJ 

R1 011 012 011 olJ 01+ 
R2 021 022 021 02J 02+ 

R. On Oi2 0•1 oiJ Oi+ 

R1 On 012 011 o/J 01+ 

o+i 0+2 0+1 O+J n 

Hay un total de n observaciones en la tabla. 
La notación Oij representa el número de observaciones (es decir, 
individuos u objetos) existentes en la intersección 
del i-ésimo renglón y la j-ésima columna. En tanto que o.+ y 0+1 
represen tan el número de observaciones en el i-ésimo y en la j-ésima columna 
respectivamente. 

5 



1.3 La prueba x2 (ji-cuadrada) de independencia 

La prueba x2 de independencia es empleada cuando una 
única muestra es clasificada en dos dimensiones (ó variables). Se 
asume que la.muestra es seleccionada aleatoriamente de la población 
que representa. Una de las variables comprende I categorías (con 
I 2::. 2) , las cuales son representadas por los I renglones de la 
tabla de contingencia, mientras que la segunda variable comprende 
J categorías (con J 2::_2), las cuales son representadas por las J 
columnas de la tabla de contingencia. La prueba x2 de independen
cia evalúa la hipótesis de que ambas variables son independientes 
entre sí, donde independencia significa que no hay manera de pre
decir, con determinada probabilidad, la categoría (de la primera 
variable) a que pertenecerá una observación dado que conocemos a 
que categoría pertenece, según la clasificación establecida por la 
segunda variable 7 • 

Otros supuestos necesarios para aplicar la prueba x2 de 
independencia son los siguientes8 : 

a) 
son exclusivas 

Las variables categóricas empleadas 
(es decir, no hay intersección) una 

en el estudio 
de la otra 

b) Los datos de la muestra provienen d~u~a selección 
aleatoria e independiente de n observaciones. Esto;último implica 
que cada individuo u objeto sólo puede estar repre~ent~da una vez 
en. la muestra. 

c) La frecuericia esperada en cada celda de la tabla de 
contingencia es mayor o ~gual a 5. 

d) El número de observaciones por categoría, ya sea 
en los renglones ó en las columnas, no es determinado por el 
investigador con anterioridad a la recolección de los datos. 

6 



Veamos a continuación un ejemplo de la prueba x 2 de 
independencia que presenta David J. Sheskin9 : 

Un investigador desea determinar si existe relación 
entre la personalidad {introvertido/extrovertido) y la filiación 
política. Doscientas personas fueron reclutadas para participar 
en el estudio. A cada individuo se le aplicó una prueba de person
alidad para poder clasificarlo, ya fuera como introvertido o como 
extrovertido. Además, a cada individuo se le pidió que indicase si 
era Demócrata ó Republicano. En la siguiente Tabla de contingencia 
2 x 2 se presentan los resulta dos de la prueba. 

Introvertido 
Extrovert·ido 

Surna 

Dernócrata 
30 
60 
90 

Republicano 
70 
40 
110 

Suma 
100 
100 
200 

¿Implican estos dat6s que hay una relación entre fil
iación política y la personalidad? La prueba indicada para saberlo 
es la x2 de independencia pues el estudio cumple con los supuestos 
necesarios, a saber: 

a) El estudio realiza sólamente una muestra. 

b) Las categorías de ambas variables son exclusivas una 
de la otra. 

c) El investigador no fijó la cantidad de individuos 
por categoría en ninguna de las dos variables con antelación a la 
recolección de la información. 

La hipótesis que haremos es que ambas variables {tipo de 
personalidad y filiación política) son independientes, la cual que 
equivale a la igualdad indicada por H0 , que llamaremos hipótesis 
nula. En tanto que, si rechazamos la hipótesis de indepencia 
{H0 ), la hipótesis que aceptamos es H1 , que llamaremos hipótesis 
alternativa. 

Ho: Pii =Pi+· P+i VS. H1: Pii :¡f. Pi+ . P+i 

7 
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La distribución de probabilidad {p;j} es la d.istribuC::ióri 
conjunta de X e Y. En tanto que las distribuciones. marginales 
son los totales obteni.dos al sumar por. renglón y por columna 'la·s 
probabilidades conjuntas, estas son denotadas con {p;+} y {P+i} para 
la variable renglón y la variable columna respectivamente~ dorid~ 
el sub-índice "+" denota la suma sobre el sub-índice que reemp"iaza, 
esto es: 

J 

Pi+= LPij 
j=l 

y 
I 

P+j = EPijr 
i=1 

I J I J 

Las cuales satisfacen E P;+ = E P+J = E L PiJ =l. 

Para 
que comparar el 

cuencia esperada 

de independencia 
mediante 

i=l j=l i=l j=l 

realizar la prueba x2 de independencia, 
valor observado en cada casilla O;j con 

O·+·O+· 
E;j = E (O;j) = ' 1 que corresponde al 

n 
( Ho: PiJ = Pi+ · P+i) . Dicha comparación se 

X2 = t t (O;i - E;i)2 
i=l i=l E;i 

tenemos 
la fre-

supuesto 

realiza 

La siguiente tabla resume los cálculos necesarios para 
calcular x2 • 

Casilla O;í E;J (O;í - E;i) (O;í - E;i) 2 (O;í - E;J) 2 

E;í 
I/D 30 45 -15 225 5.00 
I/R 70 55 15 225 4.09 
E/D 60 45 15 225 5.00 
E/R ¿1Q 55 -15 225 4.09 

x2 = t t (O;J - E;J)
2 

= 5.00 + 4.09 + 5.00 + 4.09 = 18.18 
i=lí=l E;í 

El valor x2 obtenido es evaluado con la tabla de la 
distribución ji-cuadrada. Los grados de libertad para el análisis 
de independencia es gl (I-1) (J-1). Ya que en nuestro caso I 
= 2 y J = 2, tenemos que df = l. Además, el percentil 95 de la 
distribución ji-cuadrada con df=l es x~05 = 3.84. Dado que x2 = 18.18 es 
mayor que dicho percentil, podemos rechazar la hipótesis nula. Esto 
permite al investigador concluir que el tipo de personalidad está 
asociado con la filiación política. Es importante notar que esto 
no equivale a una relación causa-efecto, tan sólo se puede concluir 
que existe una correlación (no nula) entre ambas variables. 
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1.4 El cociente de ventajas 

El cociente de, ventajas (atribuido. a Cornfield ·· (1951)) 
es una medida. de'asopiacion'que, aunque.púecie.ser aplicada en tablas 
de contingencié<de' cualquier d:Lmerisión, es más fácil de interpretar 
en las·tablasde:cont.i.ngencia 2::><.~10 ~ · · 

l. 4 .1 .Tablas dá contingencia 2.x 2: 
Antes. d~ con~iderar el concepto de cociente. de ventajas, 

será de útÍlidad ex~lÍ~ar·el con~e~t6 de ventaja. 

El cociente 

Pu 
PIII = --

PI+ 

es llamado probabilidad condicional, representa la probabilidad 
que tiene una observación en el renglón 1 de pertenecer también a 
la columna 1 y el cociente 

PI2 
P2p = -

PI+ 

representa la probabilidad que tiene una observación en el renglón 
1 de pertenecer también a la columna 2. 

Así, al realizar el cociente 

nI = PIII 
P21I 

estamos calculando la ventaja que tiene, en el primer reriglóh, la 
columna 1 sobre la colu~na 2. 

De manera análoga para el segundo renglón, l.a ventaja 
que tiene la columna 1 sobre la columna 2 está representada por el 
cociente 

P2I P22 
donde P112 = -- Y P212 = -- · 

P2+ P2+ 

El cociente 

e·= nI = P11 · P22 
. 02 · P21 · P12 

es llamado el cociente de ventajas. 

9 
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El cociente de ventajas puede tomar cualquier valor no 
negativo (es decir, 0 :5 B < => y la independencia de X e Y es 
equivalente a B =l. Cuando 1 < B < = indica que los individuos en 
el renglón 1 tienen mayor probabilidad que los individuos en el 
renglón 2 de pertenecer a la columna 1, es decir, P111 > P112. 

Por ejemplo, si e= 4, la ventaja de la columna 1 es cuatro 
veces mayor en el primer renglón que la ventaja de la columna 1 
en el segundo renglón (esto no significa que la probabilidad p 1¡1 
es cuatro veces mayor que p 1¡2). Cuando O< e< 1, la primera columna 
es menos probable en el renglón 1 que en el renglón 2, es decir, 
P11 1 < p 1¡2. Cuando alguna casilla tiene probabilidad cero, e es igual 
a O ó a oo. 

Los valores de e más alejados de 1 en cualquiera de 
ambas direcciones, representan niveles de asociación más pronun
ciados. Es más conveniente, en algunas ocasiones, utilizar ln(B). 
Así, la independencia entre ambas variables corresponde a In (B) =O 
y cuando tenemos dos valores del logaritmo natural del cociente de 
ventajas que varían únicamente por el signo, estos representan el 
mismo nivel de asociación pero en sentido contrario. Por ejemplo 
ln(4) = 1.39 y ln(:t) = -1.3911 • 

Ronald R. Christensen12 menciona que la variable aleatoria 

In (e) - o 
z = - N (O 1) 

SE ' 

puede ser empleada para la prueba de hipótesis 

donde 

vs. H1: B :/= 1, 

7J = ·ou · 022 

021 ·012 

es el cociente de ventajas muestral 

y 

SE -._+-+-+-V1-.. -1 .1 1 

011 •• 012 -· - 021 022 

representa el error estándar. 
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Pararrealizar dicha prueba se construye el intervalo de 
confianza al nivel de significancia 1-i: 

. ·{~din (B) - SE · z,_~J , ~pfr;(i)+ SE· (i] ) , 
donde Z¡~:~ es el percentil 1---. i-é:ie-ia distril::>Ucióri N (O, 1) . 

. < 2.. .·. ·. .·.· .· . . ·. 

·' Para ejemplificar esto, valgámonos del estudio ,de· aso
ciacion ei.tre tipo de personalidad (Introvertido/Extrovertido) y 
fili~dión politica (DemócrataJRepublicano) que vimos en la sección 
anter.ior; 

Recordemos que aceptamos la hipotesis alternativa 

H1 : Pii =/= Pi+ · P+i, 

es decir que existe ~ependencia (ó asociación) entre ~l tipo de 
personalidad y la-filiación politica. 

Pero ¿en qué forma se da dicha asociación?. Es una pre
gunta que con l~ prueba x2 de independiencia no pudimo~ contestar, 
pero, en c~mbio,· cori el cociente de ventajas, si podre~~s hacerlo. 

Calculemos, con el nivel de significancia a: = .10, el 
intervalo de~corifia:nza que recién vimos. 

a) ln(7i) = ln-_(ª11 
• ª 22

) = ln ( 30 
· 

40
) = -1.2528 

a21 . a12 60 . 70 

bl sE ·.·/ª1 -·+
0

1 +a1 +a1 
=0.2988 

~- .11 . 12 21 22 

c) El percentil Z. a = Z 0 .975 de la N (O, 1) es 1.96 
1'--

2 . 
d) Ahora podemos obtener el . inter\raio 

: . ~ -., :.=. > ·.·- :'' .. _. ·.,. - -

(exp [ln (e)~ SE·; ~~·J:,d)(p'r1;'(7f)+'sE ;z a]•) 
· ·-· ·. · 

1::-:2} <<;;L .·· ... . . -1-2 
(exp ['---1.2528 :e:. 0,2928 ,:,1.96J·~~§:iJ[-:!-~~252s+ o.292s .. 1.96]) = 

co.rno9; 0~507~) 
11 
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Finalmente, podemos concluir que (} < 1 con un 95% de 
confianza, pues (}E (0.1609,0.5072) con un 95% de confianza. 

Lo anterior significa que podemos afirmar, con un 95% de 
confianza, que las personas con persona:li:dad ·.introvertida tienen 
mayor probabilidad de ser demócratas que l~s personas con person
alidad extrovertida. 

De hecho podemos plantear la conclusión de diversas man
eras como, por ejemplo, las personas con personalidad extrovertida 
tienen mayor probabilidad de ser republicanos que las personas con 
personalidad introvertida, ó, las personas con personalidad ex
trovertida tienen menor probabilidad de ser demócratas que las 
personas con personalidad introvertida, etc. 

1. 4. 2 El cociente de ventajas en tablas de contingencia I x J. 

El cociente de ventajas también es de utilidad para 
analizar tablas de contingencia más grandes que las 'tablas 2x2. Los 

cocientes de yentaj as para tablas I x J se calculan. a .f>art:i:- d,e, (~) = 

I · <:- l) posÚ:li~s ·pares de renglones de la t'abl•a á~" éÓnti;igencia en 

Comb-1· na·c· i·o·~·n···-.·.•-.••·(·· .J.'·.•)···.\ __ <:. J ·< . .J.- l) posi· bles ·•> "•' _.··. . pares_ de• columnas, i~s cuales 
' ,,· 2 ,'. 2 

se presentan a c¿,~tinuación 13 • 

() .. _ Jlii · Pi+1, i+l 
1.J - ' 

Pi, i+l · Pi+l, i 
i = 1, ... , I - 1 , j = 1, ... , J - 1 

Aunque el cociente de ventajas, tal como lo mencionamos, 
puede ser extendido más alla de las tablas 2x2 se vuelve más díficil 
de interpretar. De cualquier manera, en los casos en que hay más 
de dos renglones pero hay tan sólo dos columnas, ·la interpretación 
sigue siendo re la ti vamente directa14 • Para ilustrar esto, veamos 
el siguiente ejemplo. 
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Un investigador lleva a cabo un estudio con la finalidad 
de evaluar el efecto del ruido en el comportamiento altruísta. En 
el experimento participan 300 individuos, los cuales son asignados 
aleatoriamente a tres condiciones experimentales distintas. A 
dichos individuos se les aplica una prueba con duración de una 
hora, a 100 individuos se les expone a un ruido muy escandaloso, 
el cual, se les dice, proviene de un generador en mal estado. En 
tanto, otros 100 individuos son expuestos a un ruido moderado y los 
100 restantes no son expuestos a ninguna clase de ruido durante la 
prueba. Al terminar esta parte de la prueba, cada individuo deja 
el cuarto en que se encontraba y es confrontado con un hombre de 
mediana edad cuyo brazo está en un cabestrillo, el cual les pide su 
ayuda para llevar a su carro un pesado paquete. Los resultados de 
dicha prueba se presentan en la siguiente tabla de contingencia. 

Ayudó No ayudó Suma 
l\ef ucho ruido 30 70 100 

Ruido moderado 50 50 100 
Sin ruido 80 20 100 

Suma 160 140 300 

La ventajas muestrales por renglón son, respectivamente, 
- 30 - 50 - 80 
01 = 

70 
= .43, 02 = 

50 
= 1 y 03 = 20 =4 .• 

Entonces la ventaja de~ r¡:sul taclci "Ayudó" en alguien 
. . ,;·: :···.·:·.03. ·: .•.... ·. . • . .. • 

bajo la condición "sin ruido ;es • ñ ... ·---: 9.3 veces.· mayor que alguien 

bajo la condición "mucho .r~'j_d<:).n' y: ~3 • :4':'7é6~s mayor que alguien 
...•.... ·. 02·:· .. ·:.>:· .·: :.'.· ... ,. <. . . . 

bajo la condición "ruido: moder_ado~', .. :En. tanto• que la ventaja del 
resultado "Ayudó" en alguieri bajo ia'cond±~:i:óri J'ruido moderado" es. ñ ....... ·.:.·:h .......... : .. :.·.·.:•.• ... ;,·." ........ , •• ·.:.:··..... . . . 

~ = 2.33 veces mayor que ;alguien efr1 bajO:· l'~\condlción. "mucho ruido~~. 
01 ......... :·:.·;;; .. •· ............... .. 

Entonces, entre mayo~ :~~.:i ;~i:' '.i-u':L(:i6. al que . ~s expuesto 
cada individuo menor es.la ventaja muE!stralde la columna "Ayudó". 
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l. 5 Colapsabilidad 

Decimos que una tabla de contingencia es colápsable ' 
cuando podemos combinar una o más categorías de• .. alguna de las 
variables y la relación entre estas que presenta la>tabla :éolapsada 

, , , ·":e: , • . :::,_-, ~, , ,.,. 
no cambia. . •... _,,. ··:;;.-,· .. :;;·,'.·· ... ,, .... ,. : :,-_<··· .. 

cuando las tablas no son colét~~~:J~·~;i'-~-~ .. ~f·~·ril~x~j~~-}1nicia~ 
mente tablas bi-dimensionales proveniente''S\0Cie:{süif¡as·:.·.He(categorías 
puede llevarnos. a . conclusiones falsas en:;\:u::into'ó.; i'ó.s< p'atrorie's de 
interacción entre las variables, tal cocio';'.veirl.bs ·en .éstas tres 
tablas15 : . · • 

4 n 2 
6' 2 = 3 y 
que podemos 

TABLA A 

4 2 6 
6 3 g 

TABLA B 

4 8 
6 12 

TABLA C 

4 1 7 
6 6 6 

La tabla A, sí es colapsable pues las ventajas fh = 
na~~ indican independencia ya que son constantes, así 
sumar las columnas segunda y tercera y la independencia 

4 X 12 
no se verá afectada como vemos en la tabla B, pues e= 

6 
x 

8 
= 1. 

4 
En cambio la tabla C no es colapsable ya que n1 = 6' n2 = 

1 7 , 

6 
y n= 6 contradicen la independencia y .cometer~amos un error si, 

en vez de estudiarla directamente, sumáramos sus columnas segunda. 
y tercera y analizáramos la tabla B, pues, ·como vimos, esta: sí 
presenta independencia. ·,•· 

En general podemos identificar las tablas bi-dimensionaies 
que son colapsables cómo las que presenta~ independenci~. 

Identificar las tablas colapsables en más de dos dimeri
siones es una herramienta muy útil para manejar iablas mu~ grandes, 
pues podemos compactarlas sin distorsionar la estructura de e~tas. 
A continuación veremos un ejemplo que ilustra cómo agregar cate
gorías en tablas tri-dimensionales nos puede llevar a conclusiones 
erróneas. 
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La siguiente tabla de contingencia de tres dimensiones, 
obtenida por Radelet en 1981 16 , presenta los resultados que obtuvo 
en un estudio de los efectos de la raza de un individuo acusado de 
homicidio en la condena a pena de muerte. Las variables son "pena 
de muerte", con categorías "sí" y "no", "raza del acusado" y "raza 
de la víctima (del homicidio)" las cuales tienen las categorías 
"blanca" y "negra". Los datos provienen de 20 condados de Florida 
en los que 326 individuos fueron juzgados por homicidio entre 1976 
y 1977. 

Raza del Raza de la Pena de muerte 
Porcentaje 

acusado víctima Sí No 
pena de muerte 

Blanca ___ 19 ___ 132 12.6 % 
Blanca Negra o 9 

0.0% 

Negra 
Blanca 11 52 

17.5 % Negra 6 97 
5.8 % 

Si ignoramos la raza de la víctima, obtendríamos la 
siguiente tabla de dos dimensiones, la cual llamaremos marginal: 

Raza del 
acusado 
Blanca 
Negra 

Pena de muerte 
Sí No 

19 141 
17 149 

Total 

160 
.166 

El porcentaje de actisados de r~z~bi~n6a que reciben .la 

pena de muerte es 100 (
1
1
;

0
) = 11.87%, que.es m~.Y¿,~·que el porcentaje 

de acusados de raza negra que re::::L:bE!n .la <pena cte. muerte, a ·saber 

100 (1~:) = 10.24 %. 
" : .. -. '' ·~ ·:· :. . . ~' .· : . . . 

En cambio, si .. considerámos la raza de la víct.ima tenemos 
dos tablas de contingencia .dé dos dimensiones, las cuales. llamáremos 
tablas parciales. 
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Si la víctima es de raza blanca tenemos.la siguiente tabla parcial : 

Raza del 
acusado 
Blanca 
Negra 

Pena de muerte 
Sí No 

19 132 
11 52 

Total 

151 
63 

El porcentaje de· acusados. de r,aza negra que reciben la 

pena de muerte es 100(~~} Í7.4~f<i, qÚ~;É?~.mayor que el porcentaje 

de acusados de raza blanca que reciben >.la pena de muerte, a saber 

100 ( 1
1
:1) = 12.58 % . 

Si la víctima es de raza negra tenemos la siguiente tabla parcial : 

Raza del 
acusado 
Blanca 
Negra 

Pena de muerte 
Sí No 
o 9 
6 97 

Total 

9 
103 

. . ·. 
El porcentaje de acusados .de .raza· .negra que reciben la 

pena de muerte es 100 ( :
7

) = 5.83 %, q:ie ~s: ~ayor qi..Í~ el porcentaje 

de acusados de raza blanca que reciben; ·ia. ~~n~ cle .. muerte, a saber 

100(~) =0.00%. •/ '. .··.·.· ·.· .. · 

:si en el estudio consicie:rainos iá raza de la víctima, 
pod.emos ver que la pena de muerte es·· en .ambos· casos más frecuente 
para l~~ individuos de raza negra. 

En consecuencia esta tabla nci es ciolapsable pues la 
asociación marginal es contraria a las asociaciones parciales, esta 
situ.ación es llamada Paradoja de Simpson. · 

En el capítulo siguiente veremos cuáles son las .condi
ciones de colapsabilidad. 
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CAPÍTULO 2 

LOS MODELOS LOGARÍTMICO-LINEALES 
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2.0 Los modelos logarítmico-lineales 

Los modelos logarítmico-lineales describen los patrones 
de asociación entre variables categóricas. Mediante el uso de estos 
podemos modelar las observaciones en una tabla de contingencia en 
términos de la asociación entre las variables que la conforman. 

En el capítulo anterior vimos que las herramientas para 
analizar una tabla de contingencia de dos dimensiones son la prueba 
x2 de independencia y el cociente de ventajas. Ahora veremos que 
dichas herramientas pueden ser expresadas en términos de modelos 
logarítmico-lineales y que en el caso 2x2 los modelos logarítmico
lineales no nos darán más información, pero para tres o más dimen
siones nos permitirán ir más allá del simple modelo de independencia 
y explorar otros tipos de relaciones entre las variables. 

2.1 Modelos para tablas de dos dimensiones 

Una manera sencilla de construir un modelo lineal del 
logaritmo natural de las probabilidades de las celdas de una tabla 
de contingencia, es por analogía con los modelos de análisis de 
varianza (ANOVA) 1 • 

Si definimos IiJ = ln (PiJ) (bajo el supuesto PiJ >O para i = 
1, ... , I y para j = 1, ... J) entonces podemos hacer la analogía con los 
modelos ANOVA de la siguiente manera*: 

i) 

ii) 

U= I++ 
IJ 

I J 

donde I++ = 2:::: 2:::: IiJ 

U ·(·)·. Ii+ I++ 
. l '/, =-----

. . J IJ 

i=l j=l 

J 

donde Ii+ = 2:::: IiJ 
j=l 

iii) . TT ( .) -- I+j 1++ d d I ~ I. u2 J - - - -- on e +J = 6 iJ 
. I IJ ~1 

iv) U12 (i, j) = IiJ - (U+ U1 (i) + U2 (j)) 

*Esta notación fue establecida por Birch en 1963 
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Dado que los parámetros U1 (i) y U2 (j) representan las 
desviaciones del promedio general que es U y los parámetros U12 (i,j) 
representan desviaciones del modelo de independencia Iij =U+ U1 (i) + 
U2 (j) tenemos que 

I J J J 

_E U1 (i) = _E U2 (j) = _E U12 (i,j) = _E U12 (i,j) =O 
i=l j=l i=l j=l 

Estas restricciones reducen el número de parámetros 
independientes. El valor U 1 (i) difiere para cada una de las I cate
gorías, pero la anterior restricción reducen el número de parámetros 
independientes a I-l. Análogamente, U 12 es un arreglo de I x J val
ores que suman cero en cada renglón y en cada columna quedando así 
tan sólo (I-l) (J-1) valores independientes. 

Por lo anterior, el modelo logarítmico-lineal 

Iii = U+U1 (i)+U2(j)+U12(i,j) para i = 1, ... , I y para j = 1, ... J 
. . . 

es llamado "saturado".,. ya_ que tiene. tantos parámetros independi
entes como celdas tiene_:.látabla de contingencia. 

Podemos expres~J:..ia ind~penderlcia con el siguiente mod-
elo: 

. . 

pues, como veremos más adelante, ··es" equi:~alente a. la siguiente 
aseveración: 

1, ... J 

donde Ai representa la i~ésima ~~tego~ía de la primera variable y 
Bi la j-ésima categoría de. la segunda variable. 

Podemos escribir ~a igua1dad ~nterior de la siguiente 
manera: 

Pii =Pi+· P+i para i = 1, ... , I y para j = 1, ... J 

J I 

donde Pii = Pr (Ai n Bi) , Pi+= _E Pii = Pr (A;) y P+i =_E Pii = Pr (Bj). 
j=l i=l 
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A continuación probaremos estas igualdades. 

J . J . . • 
Pi+= L, Pij = L, Pr (A; n Bj) = Pr ((A; ri B1)U (A; n B2) ú ... u (A; n BJ)) 

j=l j=l . 

= Pr (A; n (uf=1Bj)) · . Pr (A; n n) = Pr (A;) 

donde n representa la población bajo estudio-~_ Cabe mencionar qué· 1a 
tercera igualdad se debe. a que las ca tegoría-s de cu~i.quier. variable 
categórica deben ser excluyentes, es decir, B;, nBi 0 .1si·s. =f j; _Lo 
anterior lleva a que (A; n Bs) n (A; n Bi) = 0 si s =f j y por ·lo '.t~rito_ a 
que . . ... ·· 
Pr ((A; n Bs) U (A; n Bi)) = Pr (A; n Bs)+Pr (A; nBj} s_i s =f.f. Además) .r,:3.' quinta 
igualdad se debe a que las variables categóricas. son e'.X:haÜst.ivas, 
es decir, uf=

1
B3 =.n. . . . . .. 

Análogamente obtenem~s que 

J J .... 
P+j = L, Pij =;= L, Pr (Bj n A;) = Pr ((Bj nA1) u (Bj n A2) u.'. u (Bj n A1 )) 

i=l i=l . 

q.e.d. 

Ahora probaremos que I;3 =U+ U1 (i) + U2 (j) <=> Pii =Pi+· P+i. 

Primero probaremos que I;i=U+U1(i)+U2(j)=>p;3=p;+·P+i· 

Por un lado ten~~os•que 

I;i =U+ U1 (i) +}:h(j)7' Pii = exp(U + U1 (i) + U2 (j)) 

J... .. .- . .... .... ·•· . . J . . 
=> P~+ = L:; éxp(U.'+U1 (if+U2 (j)) = L, e..xp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j)) 

°j=l· .- . . • . . . . . .... . .. . j=l 

. . .•. ; • .. :•/··>f· · •• ·- . 
= exp (U) eX:p (Ui (z)) E<exp (U2 (j)) 

... ·.·. . . _j=l . 

por el otro, 
. ·. ', 

I;j = U+Ui (i)+[J2(j).~]J;3 = exp(U + U1 (i) + U2 (j)) 

. J ·• . ' .• - . J 
=> P+3 =E eXp (Uj:U1 (i) +U2 (j)) = L, exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j)) 

i=l i=l 
. . . . . .. J --· . 

= exp (U) exp (U2 (j)) L, eX:p (U1 (i)) 
i=l 

21 

·~-·--·-··..-...... -~,--·---~------·-·-~-------,. .. ,.,;-. !·.: .,., ... , .. , .. 



es decir, 

Además tenemos que 

I J 

P++ = E E Pij = 1 
i=l i=;'l 

I J I J 

2: E exp (U+ U1 (i) + U2 (j)) = E E exp (U) exp (U1 (i))exp (U2 (j)) 
i=l j=l . .. ·.. .. .. . . . i=l j=l . 

. . · / J 

= exp (U)¿ exp (U1 (i)) E exp (U2 (j)) = 1 
i=.l j=l 

Finalmente, tenemos ~u~ el prbducto 

. Pi+ · P+i Pi+ · P+i 
Pi+ : P+i = l = P++ 

[ exp (U) exp (U1 (i)) it exp (U2 (j))] · [ exp (U) exp (U2 (j)) it exp (U1 (i))J 
I J 

exp (U) L exp (U1 (i)) E exp (U2 (j)) 
i=l j=l 

= exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j)) = exp (U+ U1 (i) + U2 (j)) = Pii 

entonces 

Resta probar que 

Pii =Pi+· P+i => Iii = U+ U1 (i) + U2 (j) 

En el cuarto capítulo veremos que 

I J 

L L ln (Bij,rs) 
U12 ( i, j) = r=l s=l I J donde (} .. _ Pij · Prs 

13,rs - 1 
Prj ·Pis 

(Pi+· P+;) (Pr+ · P+s) 
Pii = Pi+ · P+i => (}ij,rs = ( ) ( ) = 1 

Pr+ · P+i Pi+ · P+s 
I J 

E Eh~ (Bij,rs) 
=> U12 (i, j) = r=l s=l I J 
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2 .1.1 Bondad de ajuste y selección del modelo 

Más adelante, en la·secciÓn de estimación, veremos 
la estimación del conjunto {p¡j} a partir·. del módélo. saturado, 
decir bajo la hipótesis de dependencia, es la siguiénte: 

ó, visto de otra 

que 
es 

Entonces teridri~mos la siguiente tabla de valores es~ 
perados Eij en el estUdio de asociación entre tipo de personalidad 
y filiación politica: 

fórmula 

Introvertido 
Extrovertido 

Surna 

Demócrata 
30 
60 
90 

Esto nos lleva a 

Ahora, 

Republicano 
70 
40 
110 

Surna 
100 
100 
200 

la 

El modelo saturado incluye'( aJ1:0ctds .:i6·s parárnetros, por 
lo tanto ningún parámetro es nulo, . y tenemós>qÍ.ie ¡gl O~-;• · 

. : : . .. .',· ·>.' ~' ";, .' ·, '· .. :: 

Debido a que gl = 0 no tierie sentido ·~s'{a pr~eba y es 
necesario ajustar modelos no saturados en busca .de la . relación 
entre las variables bajo estudio. 
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Veremos más adelant~ que la estimación dei conjunto {PiJ} 
a partir del modelo Iij = U+ U1 (i) + U2 (j), es decir bajo el supuesto 
de independencia, es la-~iguient~: 

ó, visto de otra manera, 

_ .·. oi+ > o+j. · 
PiJ = 7' .. :.n· ... 

E- Oi+ ·D+;¡ 
ij = n · PiJ = --'----'-"-

n 

Entonces tendriamos la siguiente tabla d~ valores es
perados E;i bajo la hipótesis de independencia entre tipo de per
sonalidad y filiación politica: 

Introvertido 
Extrovertido 

Suma 

Demócrata 
45 
45 
90 

RepubliCano 
55 
55 
llü 

Suma 
100 
100 
200 

Esto nos lleva al mismo valor de. x2 que vimos en el 
capitulo anterior: 

2 2 ( oii - .Eij) 
2 

x2 = 2::::: 2::::: - = 8.18. 
i=l i=l Eii 

En el modelo de independencia hay IxJ parámetros nulos 
correspondientes a U12 , pero tan sólo se anulan (I - 1) x (J - 1) que 

I J 

son independientes pues 2::::: U12 (i,j) = L U12 (i,j) =O. 
i=l j=l 

Entonces 

gl = #parámetos nulos independientes = (I - 1) x (J..:_ 1) = (2 - 1) x (2 - l) = l. 

Entonces la hipótesis de independenc:iia, entre. tipo de 
personalidad y filiación politica es inaceptable·.p(ies 

x2 =18.18>x~95 ..:.. 3.84congl:.1( 

Por lo tanto acéptamos qtle el modelo• saturado 

es el que mejor describe la relación entre tipo de personalidad y 
filiación politica y podemos concluir que existe dependencia entre 
estas variables. 

-·-··----~.-.-.. --.::---------,;:._,~.; __ ,;:-.. ,_;;,,...;-.-. .,_:;,_...~..,; ... 
',fll!:!lt.-
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2. l. 2 Colapsabilidad 

Ahora· veamos un resultado que nos indicará cuando podemos 
colapsar las tablas de contingencia de dos dimensiones sin afectar 
la relación de las variables. 

Las tablas independientes son colapsables pues a par
tir del modelo de independencia, tenemos que la diferencia entre 
logaritmos de cualquier par de celdas en la misma columna es la 
siguiente: 

(
Pií) Iij - Irj = ln (Pij) - In (Prj) = ln -. 
Pr3 

= U1 (i) - U1 (r) 

y, cambiando la escala logarítmica a la escala original, tenemos 
que 

Pií (U (º) U ( )) . exp (Ui (i)) -=exp 1i- 1r = 
Prí exp (U1 (r)) 

J 

J 
exp (U) exp (U1 (i)) L::; exp (U2 (j)) 

. j=l 

. J 
exp (U) exp (U1 (r)) L::; exp (U2 (j)) 

j=l 
J 

L::: exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j)) 
j=l 

L::: exp (U+ U1 (i) + U2 (j)) 
j=l 

J 

L::: exp (U) exp (U1 (r)) exp (U2 (j)) 
j=l 

J 

L exp (In (Pií)) 
j=l 

J 

L exp (In (Prí)) 
j=l 

J 

LPij 
í=I Pi+ = -J-- = --

Pr+ 
2:Prí 
j=l 

J 

L exp (U+ U1 (r) + U2 (j)) 
j=l 

Así que el cociente entre celdas de la misma columna 
es equivalente al cociente de las correspondientes sumas por ien
glones. Esto también se cumple para elementos por renglon .y .las 
correspondientes sumas por columnas. Esto lleva a las sigµient~s 
dos conclusiones en las tablas independientes2 : · · 

i) la independencia no se pierde si combinamos las categorías de 
las variables. ~. 

- ·'..· -.·:,:. :·~·· 

ii) los parámetros U1 pueden ser determinados a partir d~l; .vec.tor 
de sumas por renglones {Ei+} y análogamente los parámetros · U2. se 
pueden calcular a partir de las sumas por columnas .. 
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Podemos combinar una o más categorias de alguna de las 
variables y el mismo modelo describe la estructura de la tabla 
colapsada. Inversamente, si la estructura no es independiente, 
combinar categorias nos lleva a una tabla con parámetros distintos 
de la tabla original; incluso los parámetros ~2 podrian anularse, 
mostrando asi una tabla colapsada con distinta estructura que la 
de la tabla original. 

2.2 Modelos para tablas de tres dimensiones 

Cuando tenemos tres variables categóricas, podemos or
denar los datos en una tabla tri-dimensional, la cual esta confor
mada por K tablas de contingencia bi-dimensionales, una por cada 
nivel de la tercera variable. 

Podemos describir cada una de estas tablas bi-dimensionales 
con el modelo logaritmico-lineal que vimos en la sección anterior. 

IiC:2 = V(k) + V1(k) (i) + v;<k) (j) + Vi_';l (i, j) 
1, ... J y para k = 1, ... , I< 

para i = 1, ... , I y para j 

Para obtener los parámetros del modelo logari tmico
lineal para tablas de tres dimensiones podemos promediar estos 
parámetros y calcular las desviaciones de dichos promedios. 

i) 

ii) 

iii) 

iv) 

v) 

vi) 

vii) 

viii) 

J< ¿ V(k) 

U k=l = --I<--

}( 

¿ v
1
<kl (i) 

U1 ( i) = _k=_i----=I<=-=--

}( 

¿ v?) (J) 
U2 (j) = _k=_i_I< __ 

K 
2: v1';l (i,j) 

U12 (i,j) = _k_=_I ___ _ 
K 

U3 (k) = V(k) - U 

U13 (i, k) = V¡(k) (i) - U1 (i) 

U23 (j, k) = V2(k) (j) - U2 (j) 

U123 (i,j, k) = V1';l(i,j) - U12 (i,j) 
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Los primeros cuatro parámetros provienen del promedio 
de los que suman cero en cada tabla bi-dirnension~l, ~sto lleva a 
que su suma también sea cero. Los restantes cuatro son desviaciones 
de un promedio y por lo tanto también suman cero. Por ejemplo, 

1 J K 
L U123 (i,j, k) = L U123 (i,j, k) = L U123 (i,j, k) =o 

.. _A=l ~l ~l 

Ahora podemos escribir el modelo logarítm:Lc67 lin.eal sat
urado para la tabla I x J x I<. 

El efecto bi-factorial está definido corno el promedio 
de la interacción entre las variables 1 y 2 en cada tabla de dos 
dimensiones, pero también podemos definir a U 13 y U 23 corno promedios 
de la interacción en cada una de las tablas de la variable restante. 

El efecto tri-factorial U 123 cuantifica la diferencia 
de la magnitud del efecto bi-factorial U12 entre las tablas de dos 
dimensiones. Además, si cualquier efecto bi-factorial es constante 
a través de estas, tenernos que el efecto tri-factorial es cero. 
Esto nos lleva a la formulación del principio de jerarquía que 
veremos a continuación. 

2.2.1 Modelos jerárquicos 

Si tenemos dos parámetros, con r y s sub-índices respec
tivamente. Diremos que el parámetro con r sub-índices es de orden 
superior si r > s y además los r-subíndices de este contienen a 
los s subíndices del primer parámetro. Por ejemplo U 123 es de or
den superior a U 12 , U13 y a U23 • Así como U 12 es de orden superior a 
U1 y a U2. . .. 

La familia de modelos jerárquicos es aquella en. la éual 
los parámetros de orden superior son nulos si los parámetros, de 
orden inferior son nulos. E, i,nversamente, si un parámetro no 
es nulo entonces los parámetros de orden superior a este aparecen 
también en el modelo. Por ejemplo, si U12 =O tendremos que U123 ·O y 
si U13 está presente en el modelo entonces U1 y U3 estarán presentes 
en el modelo también. 
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La mayoria de las tablas pueden ser descritas por modelos 
jerárquicos pero hay algunas excepciones. Además la interpretación 
de modelos no-jerárquicos es compleja. Bishop et. al 3 • presentan 
un modelo en el cual U12 = U13 = U23 =O , pero U123 ~O. Este modelo 
está relacionado con el concepto de "sinergismo" pues el efe6to se 
da cuando las tres variables están presentes pero no cuando están 
presentes tan sólo dos de estas. 

2.2.2 Modelos comprensivos 
. ' ·, . 

Son aquellos que incluyen el efecto ·principal y los 
efectos de un sólo factor. Por ejemplo en .. el caso. de.· tres vari
ables los modelos comprensivos ·iriclu'yen al . menos· los parámetros 
U, U1, U2 y U3. 

parámetros 

2.2.3 

. . . 
Imrersamente, los modelos que no incluyen al menos estos 
son llamados no comprensivos. 

Modelos no saturados, comprensivos y jerárquicos 

Ahora veamos cómo los modelos ho. saturados corresponden 
a distintos tipos de relación entre las. variables bajo estudio. 

Cuando las tres vari~bles son mutuamente independientes 
tenemos el modelo 

que, como veremos más adelante, equivale a la siguiente 
aseveración 

Pr(AinBinCk),;,;Pr(Ai)Pr(Bi)P~(Ck) para i...:.1, ... ,I, para j=l, ... ,J y para k= 
1, ... ,I<.· . .. . .. : . 

:·. ·. 

donde Ai repre'se~ta la i-ésima categoria de la primera variable, 
Bi la j :;:ésima categoriá de la segunda variable y . Ck .. la . k'-ésima 
categoria de la ~erce~a va~iable. 
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Podemos €scribir la igualdad anterioi así: 

Pijk=Pi++·P+i+·P++k para i=l, ... ,I, para j=l, ... ,J y.para k=l, ... ,K 

donde 

J I< 

Pi++ = E E Piik = Pr (Ai) 
j=lk=l 

I I< 

P+i+ = L E Piik = Pr (Bj) 
i=l k=l 

I J 

P++k =E E Piik = Pr (Ck) 
i=l j=l 

A continuación probaremos estas igualdades: 

J I< J I< 

Pi++= E LPiik= :E 2:Pr(AinBinCk) = 
j=lk=l j=lk=l 

J ' '·J ·. . •·· .. 
E Pr (((Ai n Bi) n C1) u ((A; n Bi) n C2) u··· u ((Ai n Bi) n CK.)) -::- ¿:: Pr{(A; n Bj) n (uf=1Ck)) 
j=l . • . . j==l .. ······. . 

J J 
=E Pr ((Ai n BJ) n n) =E Pr (Ai n Bi) = Pr ((A n B1) u (Ai n B2) u. ·u (AinBJ)) 

j=l j=l . 

= Pr (A; n (uf=iBJ)) = Pr (A; n n) = Pr (A;). 

Cabe mencionar que la tercera igualdad se debe a.que las 
categorías de cualquier variable categórica deben ser exclüyentes, 
es decir, Ct n Ck = í/J si t =¡f./...~. Lo anterior lleva a .que. ((A~'.(l BJ)n Ct) n 
((A; n Bi) n Ck) = f/J si t =¡f. k y por lo tanto a que · •.. ··< .. 
Pr (((A; n Bj) n Ct) n ((A; n BJ) n Ck)) = Pr ((A; n Bj) n Ct) + Pr ((A; nB,ifn C,J) si t # 
k. . . . 

Además, la quinta igualdad se debe a que l~~ ·v~riables 
categóricas son exhaustivas, es decir, ufc~1 Ck = n.> 

29 

.~-· ...... , ...• ......_.____,,,,.,......,.... ______ . - ~ -::,_,_·--~~~---

.. , .. :..:..· -



y que 

Análogamente obtenemos que 

I J( 1 J< 

P+i+ =:E E Pijk =E :E Pr(Ai nBj n Ck) 
~l~l ~lk~ . . . 

I -
=:E Pr (((Ai n Ej) n C1) u ((AinBd).n C2)U ... U((Ai nBj) n GK)) 

i=l - - . .. . . . . - -. 

I - _ . . . •· - ·':j···- . . ··.' ··::. · . > .. -: .· 
= :EPr ((A.nBj).n (uf_1ck)) :;= ,BPr((A¡.nBj)nn) 

i=l . . ·. .. . ' .. ·i=l ·: '·' .. . . ·. '; .. ,.-
[ ..... -_ .. · .. -- . __ · - ·:· :;_ .. -.:--.•. :'.' •:>>·-· 

= :E Pr (A. nBj) =Pi ((Bj .n Ai) u (EjnA2)u; .. u (Bj n A1 )) 
i=l - -· . . . . . - . . . 

= Pr (Bj (l (U{_1 A;)) = Pr (Bj n O)= Pr (Bj) 

~ J l J 

_ P++k =:E E Pijk =E :E Pr (A; n Bj nCk) 
i=lj=l i=lj=l 

I . 

=:E Pr (((A; n Ck) n E1) u ((A; n Ck) n B2) u.~. u ((A; n Ck) nBJ)) 
i=l • ::·. .:-_ -: 

l . l . ; - : .• : I ·. - ' :- . 

= :E Pr ((A; n Ck) n (uf_1 Bj)) = :E Pr ((A; npk) n n) ~ :E Pr (A; n Ck) 
i=l i=l _---:· :,• .. -· ·:.. •-<-.-''i=l ·-

= Pr ((Ck n A1) u (Ck n A2).u ···u (Ck n A1)) = Pr (ck n (uL;:.A¡))·:: Pi(c~.n fl) = Pr (Ck) 
. ". ;.·. -· . . .. 

q.e.d. 

Ahora probaremos que 

Probemos pr~rnero qu~ 

. Iijk = U+ U1 + U2 + U3 => Pijk =Pi++ · P+j+ · P++k 

Por un lado 

I;jk =U+ U1(i)+U2Ó)+U3 (k) .==? P•jk ~ exp (U+ U1 (i) + U2 (j)+ U3 (k)) 
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por el otro, 

Iijk = U+ Ui (i) + U2 (j) + U3 (k) => Pijk = exp (U+ U1 (i) +U2 (j) + Us (k)) 

11<. · ...... · ... ·. 11c ... .. · ... . 
=> P+í+ = E E exp (U+ U1 (i) + U2 (j) + U3 (k)) = E E exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j)) exp (U3 (k)) 

i=l k=l . . . . i=l k=l . .. . . 

.. .. I • . . I< . . 

= exp (U) exp (U2 (j)) E exp([f1 (i)) E exp (Us (/¡;)) 
. . . . i=l. ·. . ... k=l .. 

también 

Iijk =U +Ui (i) + [{2 (j)-:f-Us(.k):~ Pijk = exp (u +U1_(i~+:u2(j)fUs (k)) 
I J .. : :-. ·: ... ::· .: .-¡•. J. ·. . . .. ·,·. ,:: '·, •: . . . . . 

=> P++k = E E exp (U+ Ui (i)+ U2 (j) +U3 (k)) =E E exp (U)exp (U! (i)) exp (U2 (j)) exp (U3 (k)) 
i=lj=l .. .···· ·:·.··~. i=lj=l·' . ·•·· . 

. 1. .: .... ,.. . .. 'J ·• 

= exp (U) exp (U3 (k)) L: ex¡) (U1 (i)) L: exp (U2 (j)) 
. ~l . .. j=l 

. ... . . I . J .. I< 

Además P+++ = L: E L: Pijk = 1 · 
i=l j=l k=l 

es decir, 

IJI< IJI< 

E E E exp (U+ Ui (i) + U2 (j) + U3 (k)) = L: E E exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j)) exp (U3 (k)) 
i=l j=l k=l i=l j=l k=l . 

I J I< 

= exp (U) E exp (U1 (i)) E exp (U2 (j)) L: exp (Us (k)) = 1 
i=l j=l k=l 

Finalmente, tenemos que el producto 

Pi++ · P+j+ · P++k = Pi++ · P+j+ . P++k = 
Pi++ · P+j+ · P++k = 1 

P+++ ·P+++ 

[exp (U) exp (U1 (i)) j; exp (U2 (j)) 'fi exp (U3 (k))] [exp (U) exp (U2 (j)) t exp (U1 (i)) '!;
1 

exp (Us (k) 

[exp (U) t exp (U1 (i)) t. exp (U2 (j)) '!;
1 
ex~ (Ua(k)>] 

[exp (U) exp (U3 (k)) t exp (Ui(i)) t. exp (U2 (j)}l ·.· . · ... : •.· . > . 
· · ... · ... = exp (U) exp (Ui(i)) exp (U2(J )) exp (Us (k)) 

[ exp (U),t exp (Ui(i)) jt exp (U2 (j)) g:
1 

exp (Us (k))] ·. . ·· . . · ..•. ·. . 

= exp (U+ U1 (i) + U2 (j) + U3 (k)) = Pijk 

q.e.d. 
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Resta probar que 

PiJk =Pi++· P+J+ · P++k => Iijk =U+ U1 (i)+ U2 (j) +U3 (k) 

donde 

En el cuarto capítulo veremos que 

Entonces 

I< . I J ( (k) ) 2: 2: 2: ln Bij,rs 
U12 ( i' j) = _k_=_l_r_=_l_s_,_7,--~=-K----

. J I I< ( (j) ) 2: 2: L In (}ik,rt 
U13 (i, k) = J=I r=l t;~ K . 

1 J I< ( (") ) ¿:: ¿:: :Eln (}j~st 
U ( . k) = i=l s=l t=l ' 

23 J, IJK . 

(}~~) = Pijk · Prsk 
iJ,rs Prjk • Pisk 

(}( i) _ PiJk · Prit 
ik,rt - Prjk · Pijt. 

(}( i) _ PiJk · Pist 
jk,st - Pisk · Pijt 

P .. - p· . p . . p => (}(k) - (Pi++ . P+i+ . P++k) (Pr++ . P+s+ . P++k) 
i3k - •++ +J+ ++k ij ·rs -

' (Pr++ . P+i+ . P++k) (Pi++ . P+s+ . P++k) 
I< I J ( (k) ) I< 1 J 

{;_{;~In (}ij,rs {;
1 
{; s~ In (1) =O 

IJK IJK 

_ p => n( J) (Pi++ · P+i+ · P++k) (Pr++ · P+i+ · P++t) 
Pijk - i++ · P+i+ · P++k uik rt = ( ) ( ) 

' Pr++ · P+J+ · P++k Pi++ · P+i+ · P++t 
J I I< ( .) J I I< 

j~{; ~In (Bi~rt) ~{;~In (1) 
----..,.,,.---=O 

IJK IJK 

= 1 => U12 (i,j) = 

= 1 => U13 (i, k) = 

PiJk = Pi++ · P+i+ · P++k => BJ~~st = 

I . J I< ( ( i) ) 1 J K 

(Pi++ · P+i+ · P++k) (Pi++ · P+s+ · P++t) 
( ) = 1 =>. U23 (j, k) = · 
Pi++ · P+s+ · P++k) (Pi++ · P+i+ · P++t 

~~~In Bjk,st i~ ~~In (1) 

IJK IJK 
=0 
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También veremos en el cuarto capítulo que 

[ J ( (k) ) L L ln (:)ijrs 
v,(k) (. ") - .. r=l s=l · ' 

i2 i,J - ·.· I J 

lo cual nos lleva a que 

. . (k) . . ·.·· 
Pijk = Pi++·P+j+"P++k .·==*' (:)ij,rs . 

I . J 

2:::: 2:::: ln(l) 

(Pi..f.:+ · P+i+ · P++k) (Pr++ · P+s+ · P++k) = 1 => ViC:) (i, j) 
(Pr++ · P+i+ · P++k) (Pi++· P+s+ · P++k) 

_r=_l_s_=_l ___ =. O 
IJ 

I J ( (k) ) 
~ {; ln (:) ij,rs 

IJ 

=> U123 (i;j, k) = Vi~k)(i,j) - U12 (i,j) =O - O= O 

q.e.d. 

Hay. tres versiones del modelo con sólo un efecto bi
factorial. Si una variable, digamos la segunda, es conjuntamente 
independiente de las otras dos tenemos el modelo 

que, como veremos más adelante, equivale a la siguiente aseveración 

Pr (Ai n Bi n Ck) = Pr (Bi) Pr (A; n Ck) para i = 1, ... , I , para j = 1, ... , J y para k = 
1, ... ,I<, 

la cual también podemos escribir así: 

1, ... ,K 

donde 

Piik =.P+i+"Pi+k para i = 1, ... , l , para j = 1, ... , J y para k = 

Pijk = Pr (Ai n Bj n Ck) 

1 K 
P+i+ = L L Piik = Pr (Bi) 

i=lk=l 
J 

P.i+k = ¿ Pijk = Pr (A; n Ck) 
j=l 
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Probaremos la tercera igualdad que es la que aún no 
hemos probado: 

J. J .·· : .·· . 

Pi+k = L '/Íijk = L .Pr (A~ nBj n Ck) = 
j=l . j=l. . . . .. 

= Pr (((A; n Ck) n B1) u ((A; n Ck) n B2)U .. ··L) ((A; n Ck)rlBJ))= Pr ((A; nck) n (uf=1Bj)) 

= Pr((A; n Ck) n D) = Pr (A; n Ck) 

q.e.d. 

A continuación probaremos que 

Iiik = U+ U1 + U2 + U3 + U13 <=> Piik = P+i+ · Pi+k· 

Probemos primero que 

Iiik = U + U1 + U2 + U3 + U13 => Piik = P+i+ · Pi+k· 

Por un lado 

I;ik = U+U1 (i)+U2 (j)+U3 (k)+U13 (i, k) => Piik = exp(U +U1 (i).+U2 (j).+U3 (k) +U123 (i, k)) 

I K .. · ·. . .. , • ·.··. : ,:_.: .. ·. 

=> P+J+ = L ¿ exp cu+.Ui (i)+ U2.(j) +.u3 (k)+ U13 (i, k)) 
i=l k=l . ·. ' . . .. :. . . ........ · •; ... ·".;. • ·:.. . . . . 

1 /( • :~• -',-~e· .... -,: , ,- ,,·- -,"_ '• :'~:::···.<·,_•• > •:'/ ••• 

1 ~: .-' '•',-:···.~ -,,,,.,',', ', 

= L ¿ exp (U) exp(U1 (i))exp.([T2 (j)) exp(Uf(k))'éxr>.lutüi,k)) 
i=lk=l .. /::;'J(· .. ·. > ·. ·• ': .. ~·:.:·/<:;-.:."'.~;-··' .·· .·.· 

= exp (U) exp (U2 (j))¿;¿·exJ? (U1 (i))éxp (U3 (k)}~xpJU{3 (i; k)) 
· •.• : : ;d=l k=l · • : .. : ·. : . . J •' ··. •·:--·:•;;'¡·;•.•c.,:•: • ·.·.-:: ·: : -_ · 

por el otro 

I;ik = U+U1 (i)+U2 (j)+U3 (k)+lJ13 (i, k) => Piik = exp (U+ U1 (i)4J'u2(j)·+u3 (k) +U123 (i, k)) 
- . -- . - . - . . . ' . -·· '- -. 

. ·>J '.i .. . .·· ... ':\<:/ 
=> Pi+k = L exp (U+ U1 (i) + U2 (j) + U3 (k) '.f:U13 (i;;k)) . 

J j=l ·. ')·;: .•.. /:/.' 

= L exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j))exp (U3 (k)) exp (U13 (i,k)) 
j=l . . . . . 

·. J. . . . 
= exp (U) exp (U1 (i)) exp (U3 (k)) exp (U13 (i,k)) ?= exp(U2 (j)) . 

. ··3=1 

34 

-~---~---·-----



es decir, 

I J I< 
Además P+++ = L L L Pijk = 1 

i=l j=l k=l 

I J K 

L L L exp (U+ U1 (i) + U2 (j) + Us (k) +U13 (i, k)) 
~1~1-1 . . 

I J K ·:· ··. ·· · 

= :L :L :L exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j)) exp (Us (k)) exp (U13 (i, k)) 
i=l j=l k=l . . . . 

J I ¡~ . . .. :·. :• .. ·.·· ·> . , · ..• 

= exp (U) L exp (U2 (j)) LE exp(U1 (i)) exp(Us (k)) exp (U13 (i; k)) = 1 
j=1 i=l k;=I . : {>~L ·,' ''. .,:... . ¿:, .• .. · · · ·· .. 

Finalmente, tenernos que el p:ioctUct~ 

P+j+ · Pi+k P+j+ .. · 
P+j+ · Pi+k = = -- · Pi+k 

1 P+++ 

[ exp (U) exp (U2 (j)) ti ·'fi exp (U1 (i))exp (Us (k)) exp (U1s (i, k)) J 
J I K 

exp (U) L exp (U2 (j)) :LE exp (U1 (i)) exp (Us (k)) exp (U13 (i, k)) 
j=l i=lk=l 

· [exp (U) exp (Ui (i)) exp (Us (k)) exp (U1s (i, k)) j~ exp (U2 (j))] 

= exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j)) exp (U3 (k)) exp (U13 (i, k)) 

= exp (U+ U1 (i) + U2 (j) + Us (k) + U13 (i, k)) = Piik 

Resta probar que 

Pijk. = P+H · Pi+k => I;jk =U+ U1 (i) + U2 (j)+ Us (k) + U13 (i, k). 

P 
_ p __._ e<k) _ (P+j+ · Pi+k) (P+s+ · Pr+k) _ l 

ijk - +j+ · Pi+k -.- ij,rs - -
(P+j+ · Pr+k) (P+s+ · Pi+k) 

K I J ( (k) ) K I J . ¿: ¿:¿:;In eijrs ¿:E ¿:;In (1) 
=> u12 (i,j) = k=lr=ls;~K ' = k=lr=~~~ =O 
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I J K ( ( º) ) 

( ) ( ) &_l s~-1 t~-1 ln e j~,st 
P 

- p . p _.._ eC i) - P+i+. Pi+k P+s+. Pi+t TT ( k) . 
iik - +i+· i+k ___,... jk,st - (P+s+. Pi+k) (P+i+. Pi+t) = 1 => u23 j, • = I J K 
/ J K 

E E ¿:1n(1) 
_i=_l_s=_l_t=_l ___ =O 

IJK 

_.._ eCk) . (P.;.i+ · Pi+k) (P+s+ · Pr+k) 
I J ( (k) ) ·· E E In eijrs 

= l => v,(k) (. º) = r=l s=l ' 
Piik = P+i+ · Pi+k ___,.... ij,rs = ( ) ( ) 

P+i+ · Pr+k P+s+ · Pi+k 
12 i,J IJ 

I J 

E E ln(1) 
_r=_l_•_=-'-1 ___ =O 

IJ 

=> U123 (i,j, k) = Vi.';)(i,j) - U12 (i,j) =O - O= O 

q.e.d. 

Hay tres versiones del modelo sin un efecto bi-factorial. 
Si dos variables, digamos la 1 y la 2 son independientes en todos 
los niveles de la otra variable, en este caso la tercera, decimos 
que son condicionalmente independientes y tenemos el modelo 

que, como veremos más adelante, equivale a la siguiente aseveración 

Pr (Ai n Bi Ck) 
= Pr (Ai n Ci) Pr (Bi n Ck) 

( C ) para i = 1, ... , I , para j :== 1, ... , J y para k = 
Pr k 

l, ... ,I'<, 

la cual también podemos escribir así: 

Pi+k · P+ik Piik = para i = 1, ... , T , para j = 1, ... , J y para k = 1, ... , K 
P++k 

donde 

Pijk = Pr (Ai n Bj n Ck) 

J 

Pi+k = E Pijk = Pr (A; n Ck) 
j=l 

I 

P+ik = E Piik = Pr (Bi n Ck) 
i=l 

I J 

P++k =E E Piik = Pr (Ck) 
i=l j=l . 
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Probaremos la tercera igualdad que es la que aún no 
hemos probado: 

1 I '·:c-

P+ik = "L,Piik:-=;" "L,Pr(Ai(lBjnCk) = 
i=l ,·' :i=l . 

Pr (((Bi n Ck)nA1),Ü((p_/n C!é)8A2) L{::. u ((Bjn Ck) nAI)) ... ~. r . .. . . 

= Pr ((Bj n Gk) h (Ófi1~rf),2= ~t(C~j p Ck) n n') = Pr (B; n Ck) 
. ----·= ,·_,_:~.- _,:~~-;O·"~-:-:~~-~--~-t;~~~---'_:_~/'.::._, __ ,~ , - '.'.:- - ".o .·-· • -

q.e.d. 

Probemos. primero que 

· . Pi+k'P+ik 
Iiik = U+ U1 + U2 + U3 + U13 + U23 =? Piik = . 

P++k 

Por un lado 

Iiik = U+ U1 (i) + U2 (j) + U3 (k) +Uür(i, k) + U23 (j, k) 

=? Piik = exp (U+ U1 (i) + U2 (j) + U3 (k) + U13 (i, k) + U23 (i>.k)) 
- . . -· . 

J ... ·· ·. . . ·.· .··. ' . ' .. . . 

=? Pi+k = L, exp (U+ U1 (i) + U2 (j) + U3 (k) + Ui3'(i, k) +u23 (j; k)) 
j=l . . . . 

J .. ·., . ··"" . ·'.': >,. :,:: -.:·, . . 
= L, exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j))exp (U3 (k)) exp (Ui3(i,k)) exp (U23 (j, k)) 

j=l . . .. 

J ... : : 

= exp (U) exp (U1 (i)) exp (U3 (k)) exp (U13 (i, k)) L, exp (U2 (j)) exp (U23 (j, k)). 
j=l . . 

por el otro 

Iiik = U+ U1 (i) + U2 (j) + U3 (k) + U13 (i, k) + U23 (j, k) 

=? Piik = exp (U+ U1 (i) + U2 (j) + U3 (k) + U13 (i, k) + U23 (j,k)) 
I . . . . . . . 

=? P+ik = L, exp (U +U1 (i)+ U2 (j) + U3 (k) +U1a (i, /¡;) +U23(j,Jc)) 
i=l " . . .. . .. ·. : . .... . . '. ' ... 

I . ·. . :~. .• . . •.•• . . . . : . . ••. •.· ,· : ·.· .<•>< : ·. C, • ·. 
= L, exp (U) exp (U1 (i))e,xp (U2(j)) exp (U3 (k))exp'(U1{(i,:k)) exp,(U23 (j, k)) 

i=l . . : :• .':./ •.· · •. ·:;..: . •:,•:·\ •· • '. .· . " "" ., -.: . -. .. · .. :;:.:.: . . ,·.-:··: ....... , :"(. : : .. 
:.·" .~·.-.: .. '.··, '"".<' ; . .,.-..,·:I".'.:::;»:: , .. , •. ,-.·; .•. ::.-.,',.,/," .. " 

= exp (U) exp (U2 (j)) exp (U3 (k)) exp (U23 (i;'.k)) Eexp (U1 (i))'exp(Ui3 (i, k)). 
. . . . . ., ·- .. · - . . . '. i=I· . -.·,. - . - -

-~----.-::----~~~----· 
·---~::' 
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Además 

Iijk = U+ U1 (i) +U2 (j) + Ua (k) + U1a (i, k) + U23 (j, k) 

==? Piik ··· exp (U+U1(i)·+ lf2 (j).:\- Ua{k) +[!fa(~, k)+U2a(j, k)) 
-~ ':',.- . . . '. "; .. : .:': :· '; ·- . -

j. e J . .•.. . • ., ,; , ; • . ··. ·.· · ..... 

=* P++k = ¿::: .Eexp (U:-f Ui·(i) +u2(j)+ Ua (k) + U13 (i, k) + U2a (j, k)) 
- i=l j~l :··;,-. !_ .• ,'-~· .:·.-:-~~-<-:-'~ - -~,-.:::.~_ , . . --

I J · .. e··. " ... •·'. · .• ·.·· < · •, · •>· ·. ·.. ·. •· 
= L L exp (U) exp(U1 (i))exp (U2 (j)) exp (Ua (k)) exp (U13 (i, k)) exp (U2a (j, k)) 

i=l j=l . . . . .. . . 

. . I J . . 
= exp (U) exp(Ua (k)) L L exp (U1 (i)) exp (U2 (j)) exp (U13 (i, k)) exp (Via (i, k)). 

. .i=lj=l 

Finalmente, tenernos que el cociente 

Pi+k 
-- ·P+ik = 
P++k 

[ exp (U) exp (U1 (i)) exp (Ua (k)) exp (U1a (i, k)) ti exp (U2 (j)) exp (U2a (j, k))] 

I J 

exp (U) exp (Ua (k)) L L exp (Ui (i)) exp (U2 (j)) exp (U1a (i, k)) exp (U23 (i, k)) 
i=l j=l 

· [exp (U) exp (U2 (j)) exp (Ua (k)) exp (U2a (i, k)) ~ exp (U1 (i)) exp:(U13 (i, k))] ·. 

= exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j)) exp (Ua (k)) exp (U13 (i, k)) exp (U23 (j, k)) 

= exp (U+ U1 (i) + U2 (j) + Ua (k) + U1a (i, k) + U23 (j, k)) - Piik • 

q.e.d. 

Resta probar que 

PiJk = Pi+k. P+ik ==? IiJk = U+ U1 (i) + U2 (j) + Ua (k) + U13 (i, k) + U2a (j, k). 
P++k 

[ (
Pi+k . P+jk) (Pr+k . P+sk) J 

PiJk = Pi+k · P+Jk ==? (}~":) = P++k P++k = l 

P++k •J,rs [ (Pr+k · P+Jk) (Pi+k · P+sk) J 
P++k P++k 

K I J ( (k) ) K I J L L L ln (}ijrs L L L ln(l) 
==? u12 (i, j) = k=l r=l s;~ K ' = k=l r=; ~~~ = Q 
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Pi+k . P+ik (k) - [ ( Pi+;;::+ik) ( Pr+;+·~+sk)] 
Pijk = => (}ij,rs - --------------- = 1 

P++k [ (Pr+k · P+ik) (Pi~k · P+sk)] 
P++k P++k 

I J 
¿ ¿in (1) 1 J ( (k) ) L L ln (}ijrs 

=> V,(k) (. .) _ r=l s=l ' 
i2 i,J - I J r=ls=l =O=> U123 (i,j,k) = Vj_<;!)(i,j)-U12 (i,j) = 

IJ 
Ü'-Ü=Ü 

q.e.d. 

cuando no varía la asociación parcial entre las variables 
tenemos el modelo 

En este caso no existe una expresión "directa", para Piik 
como en los casos ant,eriores ~ pero podemos ajustar este modelo 
mediante el método de "aju~te proporcional iterativo" que veremos 
más adelante en la sección de estimación. 

2.2.4 Colapsabilidad 

Obtuvimos el 
a través de las tablas 
obtener los parámetros, 
tabla marginal. 

Teorema4 : 

modelo para tres variables al promediar 
parciales. Ahora veremos cuándo podemos 
sin caer en equivocaciones, a partir de la 

Una variable es colapsable en una tabla de tres' dimen
siones si y sólo si es condicionalmente independiente 'de tina de· 
las otras variables dada la tercera. 

Veamos a continuación un ejercicio Pª;7ª _ej¡:mplif;l'car la 
colapsabilidad. 

'. 

Los datos de la siguiente tabla, analizada por Bishop 
en 19695 , representa la sobrevivencia de los infarites (variable ,1) 
según el cuidado prenatal recibido por parte de·sus madres (variable 
2). Los cuidados son clasificados en "mucho" y "poco". Las madres 
asistieron a dos clínicas, que denotaremos corno A y B. 
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es 

Clínica A 

Clínica B 

Cuidado 
Prenatal 
Poco 
lvlucho 
Poco 
Mucho 

S obrevivehcia 
Sí No 

___ 3 _ _;_1 76. 
4· .. 293 

17 197 .. 

2 23. 

·Tasa de 
. rnortalidad 

1.7.% 
1.4% 

7.9% 
. 8.0 % 

En la Clínica A tenemos el c66i~nte de ventajas muestral 

i/ 1) = (3) (293) = 1.2 
( 4) (176) 

y en la Clínica B 

-( 2) (17) (23) 
f) = (2) (197) = 1.0. 

Debido a que ambos son aproximadamente 1 podemos conc;luir 
que U12 =O, es decir, que el cuidado prenatal no está asociado con 
la sobrevivencia del infante. 

Pero si colapsamos respecto a la variable 3 (Clínica) 
tendríamos siguiente tabla marginal. 

Cuidado 
Prenatal 
Poco 
lvlucho 

Sobrevivencia 
S-l No 

__ 20 ___ 373 
6 316 

Ahora tenemos que el cociente de ventajas muestral es 

e = c20) (316) = ? 8 
(6) (373) -· 

que no refleja la verdadera relación entre cuidado prenatal y so
brevivencia. Cometeríamos un error si analizáramos esta asociación 
a partir de la tabla marginal. Esto sucede, según el teorema ante
rior, porque U13 y U23 son ambos distintos de cero. Es decir que si 
alguno de estos fuese zero entonces podríamos colapsar a través. de 
la variable 3 y no se verían afectados los parámetros del modelo. 
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2.3 Modelos para tablas de cuatro o más dimensiones 

Procedimos de dos a tres dimensiones al modelar cada 
tabla bi-dimensional, una por cada categoría de la tercera variable. 
Análogamente, cuando tenemos un arreglo de cuatro dimensiones·, 
podemos modelar cada arreglo tri-dimensional en cada uno de las 
L categorías de la cuarta variable. Podemos continuar con este 
proceso para cualquier número de dimensiones, digamos S 6 • 

La siguiente tabla muestra la relación entre los parámet
ros W para tres dimensiones y los parámetros U para cuatro dimen
siones. 

Orden 

Promedio 
U ni - J actorial 
Bi - factorial 
Tri - J actorial 

Parámetros vV para 
cada tabla tri - dimensional 

vV 
H71 , W2, lVa 

1'1712, vV23, l-1713 
W12a 

Parámetros U 
Promedio de Desviación 
parámetros W del promedio* 

U U4 
U1, U2, Ua 

U12, U23, U1a 
U123 

U14, U24, Ua4 
U124, U2a4, U1a4 

U12a4 

* Notemos que las desviaciones son de orden mayor que los demás 
términos de cada renglón. 

REFERENCIAS 

1 Bishop, Yvonne M.M. et. al., Discrete Multivariate Analysis, 
págs. 16-17 

2 Ibidem., pág. 29 

3 Ibidem., pág. 38 

4 Ibidem., pág. 39 

5 Ibidem., pág. 41 

6 Ibidem., págs. 42-43 
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CAPÍTULO 3 

ESTIMACIÓN Y BONDAD DE AJUSTE 
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3.1 Conjunto mínimo de estadisticas suficientes 

Antes de seleccionar un modelo, utilizaremos la infor
macion muestral contenida en la tabla de contingencia para hallar 
los estimadores máximo-verosímiles (EMV) de las frecuencias esper
adas en las celdas de la tabla de contingencia. Estos dependen 
únicamente de los datos a través del conjunto mínimo de estadísti
cas suficientes, el cual contiene toda la información que aporta 
la muestra para el conocimiento de los parámetros que deseamos 
estimar 1 • 

Primero veremos cómo se obtiene dicho conjunto con el 
caso de tres variables para después generalizarlo a cualquier número 
de variables. 

muestreo 
tabla de 
Poisson 

Para facilitar la exposición, asumiremos el modelo de 
más simple: las observaciones muestrales {Oijk} de la 

contingencia son variables aleatorias independientes tipo 
con valores esperados {E;ik}, donde E;jk =E (Oiik). 

Llamaremos función de verosimilitud al producto de las 
funciones de probabilidad de cada una de las variables aleatorias2 , 

también llamada función de probabilidad conjunta. 

La función de verosimilitud Poisson de {Oijk} es 

L ( {Oiik} '{Eiik}) = TI tí TI exp (-E;ik~ · Eir 
i=l j=J k=l oijk· 

Este esquema es el adecuado cuando de antemano es de
sconocida la cantidad de individuos que serán muestreados. 

Los EMV de {E;ik} son aquellos que, al ser sustituidos 
en la función de verosimilitud, la llevan a alcanzar su máximo 
valor posible. Para hallarlos es suficiente maximizar ln (L) pues la 
función ln (x) con x >O es estrict~mente creciente3 • 

ln(L({Oiik},{Eiik})) =In (rí tí TI exp (-E;ik~. Egfk) = t t f, ln (exp(-Eiik)I. Egfk) 
. . i=l j=l k=l oijk· i=l j=l k=l oijk· 

J J I< I J I< ( O· .k) l J I< 
= ~ ~ ~ In ( exp ( - E;ik)) + t;i i~ 'f-

1 
ln Ei/f - ~ f; ~In ( Oiik!) 

/J/( /JJ( /JI< 

= :L L :L (-E;ik) + :L L 2:::: O;ik In (Eiik) - :L :L :L ln (Oiik!) 
i=l j=l k=l i=l j=l k=l i=l j=l k=l 
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El tercer sumando es constante pues {Oijk} son las ob
servaciones muestrales en la tabla de coniingencia. Entonces debe 
maximizarse 

I J K I J K 

I< ({Oijk} '{Eijk}) = L ¿.¿ oijkln (Eijk) - L L L Eijk 
i=l j=l k=l i=l j=l k=l 

que es llamado el kernel, o núcleo, del logaritmo de la función de 
verosimilitud. 

Ahora~ · consideremos el modelo para tablas de tres di-
mensiones:. 

Iijk = ln (Pijk) =U+ U1 (i) + U2 (j) + U3 (k) + U12 (i,j) + U13 (i, k) + U23 (j, k) + U123 (i, j, k) 

Si definimos Iijk = ln(Eij!i) en vez de Iijk = ln(pijk) la misma 
ecuación es aplicable4 • Entonces_tenemo~ que. 

I J K . . .. 
= ¿ ¿ ¿ oijk cu+ u1 (i) + u2 (J)+ U3"(k)+ Ui2 (i;J) + ul3 (i, k) + U23 (j, k) + U123 (i,J, k)) 

i=l j=l k=l ... · '. ·.· .. ·. . . •. .·· ·. . 

I J K .... -·· .· . . __ ... · .. · 

- L L L exp (U+ U1 (i) + U2 (j)+U3 (k) + U12 (i,j)+ U13 (i;k) + U23 (j, k) + U123 (i,j, k)) · 
i=l j=l k=l . . .. . . . . . . 

I .I . · ,: . · :, :-. · · • f<i:-·.: · · · I J 

= n. u+ L Oi++. U1 (i) + L 0-i-j+. l'2(j):+E"O++k. U3 (k) + L L oii+. U12 (i,j) 
i~l K j=l _· . J J< ./~ f k~l . I J i=;: j=l 

+ L L Oi+k. U13 (i, k) + L L ;O+~~ Ju;3 (j, k) + L L L oijk. U123 (i, j, k) 
i=l k=l j=l k=l . . . . . i=l j=l k=l 

I J K 

- L L L exp (U+ U1 (i) + U2 (j) + U3 (k) + U12 (i,j)+ U13 (i, k) + U23 (j, k) + U123 (i, j, k)) 
i=l j=l k=l 

donde 
I J K 

n = O+++ = L L L oijk ' 
i=l i=l k=l 

I J K J I 

D++k = :E ¿ oijk , oij+ = ¿ oijk , oi+k = ¿ oijk y O+jk = ¿ oijk. 
i=l j=l k=l . j=l i=l 
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Podemos"reescriblr·la~función de verosimilitud Poisson 
de la siguiente manera: . 

' :· " .· 
--- - - .. . - - . . . . .. o¡.~ 

.. I J K . _ / J . I< exp ( ~Ei11ó) · Ei3,: 
L ( { OiJk} '{Ei3k}) = ia }]i}.!i Di;ik! =ITTIIT 

exp ( -E;3k) ; exp ( 0;3Íc · ln (E;3k)). 
·i=i j=l k=i . 

donde 

I J K exp (O· "k • ln (E- 'k.) _:_E· ·k). rr TI rr .'3 • . •J • · •J 

i=i J=i k=i · ·.- .. Oi3k! -

a({Ei3k}) = 1 

.· 1 
b({0;3k}) =. 1 J K 

I J'K rr TI rr exp (.~Eijk + oijk · ln (Eijk)) 
i=i j=i k=i .· . . . . 

· rr rr n oijk' 
i=ij=i k=i 

c3 ({Eijk}) = (03 · ln (E3) - E3) para j = 1, ... , I JK 

d3 ( {Oi3k}) = 1 para j = 1, ... , I J K 

Lo cual muestra que la distribución conjunta Poisson 
pertenece a la familia exponencial con k-parárnetros5 , entonces los 
coeficientes de los parámetros son estadísticas suficientes6 • Tam
bién Bishop et. al. corroboran esto: "las estadísticas suficientes 
de valores reales son los términos adyacentes a los parámetros de
sconocidos"7. 

También podernos argumentar la suficiencia de estas es
tadísticas con el Teorema Fischer-Neyman ó Criterio de Factor
ización para estadísticas conjuntamente suficientes8 : 

"Sea X 1 , ..-Y2 , ... , .X,, una muestra aleatoria de la· función 
de probabilidad J (X; O), donde el parámetro (} puede ser< un vec
tor. Un conjunto de estadísticas S 1 = s1 (Xi, X 2 , ..• ;xn), .. ·. , Sr = 
Sr (Xi, X2, ... '.-Y,,) es conj untarnente suficiente si y sólo . si la fun
ción de probabilidad conjunta conjunta de {Xi} puede ser factorizada 
así: 
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, Xn) ; O) · h ( {Xi}) 

donde h({Xi}) es no ·negativa y no involucra al.parámetro (}y la 
función g (s1 , ••• , Sr; O) depende de {Xi} sólo a través d~ ias funciones 
s1(•, ... ,•), ... 'Sr=Sr(•, ... ,•)." 

En nuestro caso tenemos 

1 
h ({Oijk}) = l J K 

rr 11 11 oijk! 
i=l j=l k=l 

la cual es no negativa,' en particular positiva (bajo e·l supuesto 
Oijk > 0), y no depende del parámetro (} = (E111> ... ,EuK)·. y además 

que depende de {00 k} sólo a través de 

l J K 

81 ({Oijk}) =EL L Oijk =O+++=' n 
i=lj=lk=l 

J K 

82({0ijk})= E ¿oiJk=Oi++ para i=l, ... ,I 
j=lk=l 

l K 

83 ({Oijk}) =E E oijk = O+i+ para j = 1, ... , J 
i=l k=l 

l J 

84 ({Oijk}) =E E oijk = O++k para k = 1, ... ,K 
i=l j=l 

K . 
8 5 ({0;ik})= ¿oijk=O;i+·Pªra i=l, ... ,J y para j=l, ... ,J 

k=l 
J 

85({0ijk})= ¿oijk=O;+k para i"=l, .... ,l y para k . l, ... ,K 
j=1 

I 

81({0ijk})=2::0;jk=O+jk para j=l, ... ,J y para.k=l, ... ,K 
i=l 

8s({Oijk})=O;jk para ·i=l, ... ,l, para j=l, ... ,J y para k=l, ... ,K 

Por lo tanto estas son estadísticas conjuntamente sufi
cientes y por lo tanto contienen toda la información que aporta la 
muestra para el conocimiento del parámetro (} = (E111' ... , E1JK). 

Algunas de estas estadísticas son redundantes pues 
pueden ser calculadas a partir de otras, .por lo tanto : podemos . 
resumir la información rnuestral todavía más en un conjunto i:nás'pe..O:_ 
quefio de estadísticas suficientes que llamaremos conjun~~minii:no 
de estadísticas suficientes. 
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En el caso del modelo saturado el Kernel del logaritmo 
de la función de verosimilitud permanece igual: 

J J K , . 

= ¿ ¿ ¿ oijk (U+ u1 (i)+ u2(j) + U3 (k)+U12 (i,j) + u13 (i, k) + U23 (j, k) +u123 (i,j, k)) 

i=;l j;l kl=;l ·. ' . . . . ~ . ..· ..... ·. .. ··.·· ' . . .•.. · .. ·. 
- 2: 2: 2: exp (U+ U1 (i)-f U2U)+:u3(k)+ U1ÜilJ)+ U13 (i, k) + U23 (j;k}+U123 (i,j, k)) i=l j=l k=l . . . . . . . . . 

J . ... J .... ·· -. ·•· ... -«. ·'K · . ·.. .. I. J ........ , .. ·"-e . 

= n ·U+ 2: Oi++ · U1 (i) + ED+i+ ·.U2 (j)+ 2: D++k '. Ua (k) +2: 2:0ú~ ;;U12 (i,j) 
i=l . . .· . j=l:'·"" ;-.··.;:. ''·.· .. · ;. ·:.·' k=l _., •. ·_·: ": -.'i=li':'.",1·(<: <'':"::::: ·:_;: . 

J K . · ·· . . 'J,'.1<-:. ···••· >• ,. ·· ·. J .f<'J< ..•. >··• ':'· ... ·>'·:·· + ¿ ¿ oi+k · U13 (i, k)+ E·E o+;;k ·, U23 (J; k) +2J E ·EDiJk"'.Pi23 <ú•i, k). 
i=lk=l • ..... :.Jo=lk=l.-.:·' .......... •·. < i=lj=_l.J.:;=_1: .. ·>''._.:····;;;·._ ..•. ·.• 

J J K ·· .. ": .· ;--, . ; . " •.·. . . .'· ....... ::-.-.-..<.-_ ,-.:;· ., . 
- 2: 2: 2: exp (U+ U1 (i) +U2 (j)+ U3 (k) +U12(i,j)+ U13 (i, k)+:Vi3 (j;'k)'+ U123 (i,j, k)) i=l j=l k=l . . . .· . . ... . . . ' 

y tenemos que el conjunto mínirrio el.e ~stadí~t.ica:s '.Su_:Eic'.ientes es 

oijk para i=I, ... ,1, para i=I, ... ,J y para k 1/ ... ~K 
pues podemos calcular las restantes estadísticas stl~i~ientes a 
partir de estas. Cabe mencionar que a esto se debe _que_i·a estimación 
del modelo saturado dé un ajuste x 2 =O. 

- . . ' 

Pero si tenemos un modelo no saturado,. por ejemplo: 

- .· - '. -,,, 
. . 

el Kernel se simplifica como vemos a continuación .püe"s _U123 =O: 
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IK - ·JI( · 

+E E Oi+k. U13 (i; k) +E E O+jk" U23 (j, k) 
i=l k=l . j=l k=l . ' ' . . . 

I J K • . ._ ___ . · 

- E E .2: exp (U+Ui (i) + U2(J)A- U3(k) +U12 (i,j)+Ui3 (i, k) + U23 (j, k)) 
~1~1-i ·. . ... ·.·' .... 

y tenemos que el conjunto' m.iriimo, d~ estadí~ticas s'i.1ficientes 
- ' ·:~ ' · . .' ~ •' '.', I 

.](' 

oij+= E oijk 
-k=l 

J 

para i ~-i~, />. ,I :~--;~r·~ -} = 1, , .. , J. 
.:.··· .... '' . 

oi+k = E oijk para i ~ l; ... ,I y para k = 1, ... 'K 
. j=l 

r· 
O+jk = E oijk para j. = 1, ... ' J y para k = 1, ... , I< 

i=l 

es 

pues podemos calcular las restantes estadísticas suficientes a 
partir de estas. 

Podemos resumir el proceso de obtención del conjunto 
mínimo de estadísticas suficientes en la siguiente tabla, la cual 
muestra los conjuntos mínimos de estadísticas suficientes corre
spondientes a los diversos modelos jerárquicos y comprensivos para 
tres variables categóricas: 

fvl odelo jerárquico y co·mprens·ivo 
Iiík = U + U1 + U2 + U3 

Iiik =U+ U1 + U2 + U3 + U12 
Iijk = U + U1 + U2 + U3 + U13 
Iijk = U+ U1 + U2 + U3 + U23 

I;ík = U + U1 + U2 + U3 + U12 + U13 
I;ik = U + U1 + U2 + U3 + U12 + U23 
Iiik = U + U1 + U2 + U:i + U13 + U23 

I;jk = U + U1 + U2 + U:j + U12 + U1:i + U23 
l;ik = U + U1 + U2 + 1/3 + U12 + 1/13 + 1/23 + U123 

Ahora pasemos a la generalización del proceso de ob
tención del conjunto mínimo de estadísticas suficientes, para ello 
denotemos con e al conjunto de todos los posibles sub-índices de 
los parámetros del modelo formados con elementos de S = {l, 2, ... , s}, 
donde s es el número de variables categóricas cuya relación se está 
analizando. 

En realidad tenemos que 8 es el conjunto potencia de S 
y que los sub-índices de los parámetros de cualquier modelo, ~ue 
son 28 en el caso del modelo saturado, son elementos de e. · 
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La tabla marginal que llamaremos correspondiente al 
parámetro Uo; se obtiene al sumar los elementos de la 'tabla de 
contingencia a través d~ las variables que no están incluidas en 
el sub-índice B;. 

Finalmente tenemos que el conjunto mínimo de estadísti
cas suficientes consiste en las tablas marginales correspondientes 
a los parámetros de orden superior incluidos en el modelo y, en el 
caso en que los sub-índices de estos no abarcan todas las variables, 
el c6njunto mínimo de estadísticas suficientes también inclu~e~a 
las tablas marginales correspondientes a los parámetros de oiden 
inmediato inferior y así sucesivamente hasta que los sub-índices 
lleguen a abarcar a todas las variables. 

3.2 Resultados de Birch 

A las frecuencias esperadas en las tablas marginales 
resultantes del procedimiento que recién vimos se les conoce como 
configuraciones suficientes. Birch9 demostró que los elementos de 
dichas tablas marginales son los EMV de los elementos que conforman 
las configuraciones suficientes. Es decir, si tenernos el sub-índice 
(}- B;, donde B; E(), entonces 

es el EMV de los elementos en la configuración C 0 _ 0 , donde Bs E(). es 
el sub-índice que incluye a todas las variables, es decir, c;i:ue 0 05 
es elemento de la tabla de contingencia. 

Para ilustrar el primero de los resul tactos de Birch 
que acabarnos de enunciar nos valdremos del modelo de independencia 
condicional entre las variables 1 y 2: 

En este modelo, el kernel del logaritmo de la función 
de verosimilitud Poisson es: 

K ( {O;jk}, {Eijk}) 

I J .... ··••·• . ·····'· ' , . K . ·. I K = n. u+ L Oi++. U1 (i) + L O+j:f.. [!2 (j).--j- L o++k. U3 (k) +E L º•+k. U1a (i, k) 
i=l j=l . . . . ... k=l i=l k=l 

Ji( JJ·J(':. •· .. ' .. . . . 

+ 2: E O+wU23 (j,k)-:L: E 2:: e:Xp([/+U1 (·i)+ U2 (j) +.Ua (k)-t U1a (i,k) +U2a (j,k)). 
j=l k=l . i=lj=l k=1.·:· . . 
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Ahora veamos las derivadas parciales del Kernel respecto 
a los parámetros del modelo qUe nos ocupa en este ejemplo: 

{jJ< 
8U = n- E+++ 

8K 
--- = Oi++ - Ei++ 8U1 (i) 

8K 
8U2 (j) = O+i+ - E+i+ 

8K 
8U3 (k) = O++k - E++k 

{jJ< 
----,---..,... = Oi+k - Ei+k 
8U13 (i, k) 

{jf( 
----- = O+ik - E+ik. 
8U23 (j, k) 

Los valores con que se anulan las derivadas parciales 
son: 

y por lo tanto 
configuraciones 

E+++= n 

E+i+ = O+j+ 

E++k = O++k 

E+ik = O+ik 

son los EMV de 
suficientes. 

los valores en las celdas. de las 

El segundo resultado de Birch es la unicidad de .. la 
solución { Eo8 } que satisface tanto las restricciones del' modelo 
corno las estadísticas suficientes mínimas. Esto irnplic!:a~"'qúE! si. 
producimos una solución que iguale a las estadísticas;~~i~6i~n~es 
mínimas, esta corresponde a los EMV de las frecuericiasie~~eradas 
en la tabla de contingencia 10 • · · · · 
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Cabe mencionar que Birch también demostró que los EMV de 
{Eo5 } son los mismos tanto para la función de verosimilitud Poisson 
como para la función de verosimilitud mul tinomial de {Oo5 }

11 que es la 
adecuada cuando el tamaño de la muestra y el tamaño de la población 
son de antemano conocidos y que podemos ver a continuación12 : 

n! TI TI TI (Eiik)º'Jk 
I J K . . N TI Il TI Oijk i=l J=l k=l . 

i=l j=l k=l . 

donde n es el tamaño de la muestra y N es el tamaño de la pobl~ción~ 

Esto se debe a que también forma parte .de la 'familia. 
de las funciones exponenciales y a que el kernel del logaritmo de 
la función de verosimilitud multinomial es muy parecidb ~l ae la 
función Poisson, tal como vemos a continuación: 

donde 

a ( {Piik}) = 1 

n! 
b ( { Oijk}} = I J K 

TI Il TI oijk! 
i=l j=l k=l 

ci({Eijk})=ln.(~) para j=l, ... ,IJK 

di({Oiik}) =Oi para j""."1, ... ,IJK 

lo cual muestra que la función de verosimilitud multinomial forma 
parte de la familia exponencial con k-parámetros, además tenemos 
que: 
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ln (L ({Oijk}; {Eijk} )) = 

ln ( ,Ó, ,fl, ~5. 
0

,,. ,Ó, ,6, á(Ei, 5 º•;') .'. ln (n!)+ln (lr,6, ÍJ, ( Ei•) o.,,)-ln (/J/J, ÍJ, o.,,) 
= ln(n!) + t.j~É Oijkln ( EJ/¡k) 

I J I< 

- L; L; L; ln (Oijk) 
i=lj=l k=l 

J J I< I J K 

= ln (n!) + L; L; L; O;jk (ln (Eijk) - ln (N)) - L; L; L; ln (Oijk) 
i=l j=l k=l i=l j=l'k=l 

/JI< IJK IJK 
= ln (n!) + L; L; L; O;jk ln (E;jk) - L; L; L; Oijk ln (N) - L; L; L; ln (Oijk) 

i=l j=l k=l i=l j=l k=l i=l j=l k=l 
/JI< JJK IJK 

= ln (n!) + L; L; L; Oijk ln (Eijk) - ln (N) L; L; L; Oijk - L; L; L; ln (Oijk) 
i=l j=l k=l i=l'j=l k=l i=l j=l k=l 

/JI< /JI< 
= ln (n!) + L; L; L; O;jk ln (E:ijk) - n In (N) - L; L; L; ln ( Oijk), 

i=l j=l k=l i=l j=l k=l 

lo cual muestra que el kerne.l del logaritmo de la función de 
verosimilitud multinomial es: 

. . . I J I< 

I<({Oijk},{E;jk}) = L; L; L; Oijkln(pijk) 
i=l j=l k=l 

pues el primero, tercero y cuarto sumandos son constantes. 

3.3 Estimación 

Para estimar los parámetros de un modelo jerárquico se 
consideran dos métodos diferentes 13 , dependiendo de las caracterís
ticas del modelo particular y que se presentan en forma resumida a 
continuación. 

ler. método. Obtención de los EMV en forma ndirectan. 

i) Al definir el modelo que se quiere ajustar se obtiene 
el conjunto mínimo de estadísticas suficientes. 

ii) Se obtienen valores esperados en las c.eldas de cada 
configuración suficiente mediante el conjunto mínimo". de estadísti
cas suficientes. 

iii) 
timadores de 
contingencia. 

Usando los resultados de Birch se obtienen los es
la frecuencia esperada en cada celda d~ la tabla de 
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2o. método. Ajuste proporcional iterativo 

i) Se aplica el primer paso del método anteriormente 
descrito y se asignan los valores .ini'ciales {E~~>}, . generalmente: 

E:á~' ~ 1 

ii) Para cada configuración suficiente se ajustan suce
sivamente los estimadores preliminares en forma recursiva del sigu
iente modo: 

Supongamos que el modelo para el cual se realiza la esti
mación consta de k configuraciones suficientes, a saber C 0 ,, C 02 , .•• , Cok, 
con frecuenéias esperadas Eo,, Eo2 , ••• , Eok respectivamente. 

_E( 1) = _E( o) Oo, 
Os Os _E(O) 

º' 
_E( 2) = _E;(l) 002 

Os Os _E( 1) 
02 

_E( k) - _E( k-1) ººk 
Os - Os jj;( k-1) 

ok 
Al término de esta primera etapa se le denomina 

mismo que se repite hasta que los estimadores convergen 
precisión deseada, es decir hasta que: 

l
_E;( kr) _ _E( k( r-1)) 1 < 8 

Os Os 

ciclo, 
con la 

donde 8 y r representan la precisión deseada y el ciclo respecti
vamente. 
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Si definimos: 

G.~· (k~. = _') L Oo ln (Eos) .· s • . -Os s Oos ' 
que es la medida de bondad de ajuste que veremos rriás: adelan17e, 
tenemos que G 2 ~ 0 14

, , es decir que está acotada infericirinerite y es 
monótonamente decreciente conforme el ciclo avanza15 :l?cí,:i:- :lo J:ahtci 
converge al ínfimo. 

Este método genera un conjunto de :~s,timad~r'e~. J~ .ios 
valores esperados en.la tabla de contingencia~ue~satisfaé:e tárito 
el modelo como las estadísticas suficientes, .e'i éúai.'es liriié:o segúri 
los resul tactos de .Birch y además son EMV16 .: 

Para distinguir los modelos según el método de estim.3.d.ón 
que se pueden utilizar los dos siguienteá teoremas 17 : · · ' '·.· ': :, 

Si el conjunto mínimo de estadísticas su~i6~e~1:es 
para un modelo consiste en dos configuraciones únicamente/: eritónces 
existen estimadores directos." · -'· · · 

"Si cada una de las tres configuraciones tiene c:Ónjúl1.t;;s: 
diferentes de variables en común, respecto a las otras dos;T'confj_g:
uraciones, los estimadores directos de las celdas element'a.i'es·· 'no· 
existen. Inversamente, la estimación directa es posibie·con:tres 
configuraciones si: ... 

i) Al menos dos no tienen variables en común, o 

ii) Existe un conjunto de variables común a todas, y si 
este es eliminado, se aplica el inciso anterior." 

Pero en realidad no es indispensable hacer esta distin
ción pues el "ajuste proporcional iterativo" converge al terminar 
el primer ciclo cuando las variables no pasan de ser seis 18 , 

~hora veamos, con fines ilustrativos, el proceso de 
obtención de los EMV con el caso de tres variables. 

Eri el capítulo anterior obtuvimos las expresione~ para 
Pijk equivalen tes a los di versos modelos jerárquicos y compren si vcis 
para .tres variables, las cuales podemos resumir en el siguiente 

··cuadro: 
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Modelo* 
(1, 2, 3) 
(12, 3) 
(13, 2) 
(23, 1) 

(12, 13) 

(12, 23) 

(13, 23) 

Piik 
Piik = Pi++ · P+i+ · P++k 

Piik = P++k · Pii+ 
Piik = P+i+ · Pi+k 
Piik = Pi++ · P+ik 

Pii+ · Pi+k 
Piik = 

p· 
Pii+ -l;'P+ik 

Piik = 
P+i+ 

Pi+k · P+ik 
Piik = 

P++k 

Tipo de independencia 
A, B y C son conjuntamente independientes 
C es conjuntamente independiente de A y B 
B es conjuntamente independiente de A y C 
A es conjuntamente independiente de B y C 

B y C son condicionalmente ·independientes de A 

A y C son condicionalmente independientes de B 

(12, 13, 23) 
(123) 

No existe expresión directa 

A y B son condicionalmente independientes de C 

U12, U13 y U23 son constantes 
Piik = Piik U12, U13 y U23 no son constantes 

* La notación empleada indica los sub-indices de las configuraciones sulicientes correspondientes n cada modelo. 

Si el tamaño de la muestra , es conocido, digamos n, 
tenernos que 

Eiik =E (OiJk) = E(n · Piik) .:___ n ·E (Piik) = n · Piik. 

Además los EMV. de .funciol"les de parámetros son simplemente 
las funciones evaluadas en los EMV '·dé los parárnetros19 • En este 
caso tendríamos la siguiente lista deEMV: 

_ .Eijk oijk 
Piik = --:;;:- = -:;;-

Pi++ = t -f_ Piik = t -f_ .Eijk Ei++ = Oi++ 
i=l k=l i=l k=I n n n 

- I /( - ...¿.... K .E.3'k E+3º+ o . 
P+i+ = L:: L:: Pijk =L.,, L _._ = -- = +J+ 

i=l k=l i=l k=l n n n 

_ _ ...¿.... ..¿.... - .. _ ...¿.... ..¿.... .Eijk _ E++k _ O++k 
P++k - L.,, L.,, Pi3k - L.,, L.,, - --- -

i=l i=l i=l j=l n n n 

- K - /( Eijk Eij+ -- Dij+ 
PiJ+ = L:: Pijk = L -- = --

k=l k=I n n n 

- J - J Eijk Ei+k -- Oi+k 
Pi+k = L:: Pijk = L -- = --

j=l j=l n n n 

- I - I Eijk E+jk = O+jk 
P+jk = L:: Pijk = L -- = --

i=l i=l n n n 

Finalmente podernos resumir en el siguiente cuadro los 
EMV para el estudio de tres variables categóricas: 
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modelo 

Modelo 

(1, 2, 3) 

(12, 3) 

(13, 2) 

(23, 1) 

(12, 13) 

(12, 23) 

(13, 23) 

(12, 13, 23) 

(123) 

Piik 
Oi++ · O+i+ · O++k 

Piik =Pi++· P+i+ · P++i. = 3 

O++k · ó!i+ 
Piik = f5++k · Pii+ = n2 

O+i+ · Oi+k 
Piik = P+i+ · Pi+k = -~----,,,...----

112 
Oi++: O+ik 

-Piik = Pi++ · P+ik = n2 

- Pii+ · Pi+k Oii+ · Oi+k 
Piik = -

Pi++ n · Oi..::t-+ 
- Pii+ · P+ik oij+ · u+jk 
Piik = -

_ P+i;t n · 0-t:.t+ 
- Pi+k · P+1 k Oi+k · U+ik 
Piik = _ 

P++k n · O++k 
No existe expresión directa, 

se hará un ajuste proporcional iterativo 
- O.;jk 
Piik = --

n 
No existe expresión ndirectan para p 0 k cuando tenernos el 

Entonces es necesario realizar un ajuste proporcional 
iterativo cuyo primer ciclo vernos a continuación para hallar los 
EMV de las frecuencias esperadas en la tabla de contingencia cor
respondientes a este modelo. 

- ( 1) - ( O) Qij+ 
Eiik = Eiik --=-coy 

E;i+ 
- e 2i - < 1i oi+k 

Eiik = Eiik --==-(i) 
Ei+k 

-cai -ca)O+ik 
Eiik = Eiik ~ · 

E+ik 

Para ej ernplificar el proceso de estimación, en el apéndice 
A se encuentra detallado el proceso de obtención de los EMV cor
respondientes a los diversos modelos para el estudio de asociación 
entre raza del defendido ó acusado, raza de la víctima y pena de 
muerte que comentarnos en el primer capítulo. 
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3.4 Bondad de ajuste y selección del modelo 

Ya que obtuvimos los EMV de las frecuencias esperadas en 
las tablas correspondientes a cada modelo, las podemos comparar con 
la tabla de contingencia. Usaremos estadísticas con distribución x2 

para probar si las frecuencias esperadas en la tabla de contingencia 
satisfacen cierto modelo20

, las cuales son llamadas "pruebas de 
bondad de aj uste" 21 • 

Las estadísticas apropiadas para probar la bondad de 
ajuste de un modelo dado, llamémosle A, son ·1as x2 de Pearson 
y el denominado cociente de máxima-veros~millttid 0 2 , las cuales 
definimos a .continuaciónn: 

( Oo - jJ;(A))2 
, 2 (A) _ """ s Os 

X - ~ jJ;(A) . 

s _Os (_:(A)) 
02(A) = -2 L: Dos In. Eos 

. Os Oos 

donde { Eá:>J son los EMV de las frecuencias esperadas en la tabla 
de contingencia correspondientes al modelo A. 

Ambas presentan asintóticamente, es decir conforme el 
tamaño .de la muestra es mayor, distribución ;(2 con,graclos de.lib-
ertad23: . <c.:· .. _ ;.;:. · ' : t 

.. - -;;.· 

:::::~!:~.: ~. 
Ahora ,veamos' alguriás . propiedades ;de_r":có'C.iente•'.de-~máxima-

~=~~s !:~~! t~= r?o
2

~!~rd!ª:j~f;;f1.·\~~--i:~·~t?-_;~_.1,;:z.; ___ .• _ª_::"·~~rr\§s.~~:';r~~:1.e~:~~-~-~~er1te 
- . ·:,.;:. ·,:-_ ,._•. ,..,-<_:,-·· 

LÓs valores grandes••-de .. :02 · Corr'espó'nclen a.· p:l'."obabili
dades pequeñas en la cola derecha de. la fun'é::ión 'cte densidad x 2 que 
llamaremos valores-p e indican. que' ei ajuste es pobre24 ... · 
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Podemos reescribir G2 de la siguiente manera: 

G'(Al ~ -2 t; o,, (In ( EJ:') ~ In ( Óf ,))."" -C~ (t; O,, In ( ei:i) - t; o,, In ( 0 89 )) 

Si nos valemoi'> d~l .. kE:!~_hE:!'i del logaritmo de .la función 
de verosimilitud mul tinomial: < . :,>:,e 

K({Eonr ~.¿;;·ótjii(E~s) 
'"'.>,;.'.'Os·::. ' .. " '. 

tenemos que 

Si tenemos el modelo saturado, entonces 

lo cual nos lleva a que 

K ( { Eos}) .= K({Oo.s}) 

y por lo tanto a que 

G 2 = _:2 (K ({Oos}) - K ({Oos})) =O. 

Si tenemos un modelo A no saturado tenemos que 

E(A) >o 
, Os 

L Eá:) = L Oos = n 
Os Os 

y por lo tanto que~ 

es decir que 

Q2{A) . --~ (f~({~á:l}) ~ K ( {Oos})) >O 
y como los EMV se obtienen max.irr{izando él kernel ae la función de 
verosimilitud tenemos que G 2 es un mínimo26 •· 
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Si tenernos un modelo A que contiene los parámetros de 
otro modelo, digamos B, tenemos que27 : 

Q2(B/A) = Q2(B) _ Q2(A) 

presenta distribución x2 con V2 - Vi grados de libertad, donde V1 y 
V2 son los grados de libertad correspondientes al modelo~ A y al 
modelo B respectivamente. 

Podernos probar la significancia de cada • u;;Ó de <ios 
parámetros del modelo saturado mediante G 2(B/A) donde :lós:.:rii'bd.élOs · 

I ; ... ,:._ - . ··> --·_ ... ~ ~-'- : ... , , . . . . ' :' ' .-
A y B difieren únicamente por el parámetro en cuest:Lón.;Ji}·.Hajr <que· 
tener en cuenta que los valores-p pequeños corresporidier=ít.esSá::G2(~/A) · 

indican que el párarnetro es significativo. · • >/? ;;' .. · 
. -:_,_:~~'.'.'?~/ ... :~-~\.:_:~ 

Finalmente, para seleccionar el modelo tenernos~~ue con
siderar que el valor-p del correspondiente cociente de verosimili
tud G2 tiene que ser mayor que el nivel de significancia a y además 
que el ajuste uinternou, es decir en las celdas de la tabla de con
tingencia, es también satisfactorio. El ajuste interno puede ser 
medido con la desviación Freeman-Tukey28 : 

Zijk = va;;k + ..Joijk + 1 - J 4 · .Eijk + 1 

los cuales se distribuyen N (O, 1)29
• 

Para ejemplificar la selección del modelo Agresti pre
senta el siguiente cuadro30 para el estudio de asociación entre pena 
de muerte, raza del acusado y raza de la víctima, cuya obtención 
se encuentra detallada en el apéndice C: 

Jvlodelo a2 gl valor - p 
(1, 2, 3) 137.93 4 0.000 
(12, 3) 8.13 3 0.043 
(13, 2) 137.71 3 0.000 
(23, 1) 131.68 3 0.000 
(12, 13) 7.91 2 0.019 
(12, 23) 1.88 2 0.390 
(13, 23) 131.46 2 0.000. 
(12, 13, 23) 0.70 1 0:402 
(123) o o 1.000 
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Esta tabla indica que los modelos (1, 2, 3), (13, 2), (23, 1) y (13, 23) 
presentan un ajuste pobre. La característica que tierien en común 
estos modelos es la ausencia del parámetro U12 lo cual - sugiere 
un asociacion significativa entre raza del acusado y raza de la 
víctima. Podemos probar estadísticamente la sinificancia de U12 

mediante la diferencia entre los cocientes de máxima verosimili
tud de dos modelos que difieran únicamente por este parámetro, por 
ejemplo A= (13, 23) y B = (12, 13, 23) nos llevan a que 

Q2(B/A) = Q2(B) - Q 2(A) = 131.46 - 0.70 = 130.76 

gl = 2 - 1=1 

valor - p = 0.000 

lo cual nos indica que el parámetro U12 es significativo. 

De .. lo-5 .modelos que incluyen al parámetro U12 sólo los 
modelos (12, 23) .Y (12; 13, 23) presentan valores-p mayores que a= 0.05 de 
los cuales sel_ecc.ionamos_ el más simple, a saber 

. . 

\1iik == .u+ U1 .+ U2 +U3 + U12 + U23 . 

. Ahorá~-para sel~ccionar finalmente este modelo, hay que 
verificar el ájuste "interno": 

Raza del Raza de la Pena de muerte 
acusado víctima Sí No 

Blanca Blanca -0.4249 0.2110 
Negra -0.7113 0.2401 

Negra 
Blanca 0.7535 - 0.2625 
Negra 0.2920 - 0.0236 

Debido a que todas las desviaciones Freeman:-Tukey- son 
menores en valor absoluto que Z 0 .975 = 1.96, tenemos que el. ajuste 
interno es aceptable y por lo tanto el modelo que mejor represerita 
la relación entre raza del acusado, raza de la víctima y pena d~ 
muerte es 

y por lo tanto podernos concluir que la raza del acusado y la raza 
de la víctima están asociadas, así corno la raza de la víctima y 
la pena de muerte. Para conocer el sentido de ambas asociaciones 
tenemos que observar los valores de los EMV de los cocientes de 
ventajas como vemos a continuación: 
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_ e-< i=l) 
23' 

2i.1682. 8.5179 = 
2

.
88 0c i=2) _ 8.8318. 97.4821 _ 

2 88 
0.4821 . 129.8318 y 23 - 5.5179 . 54.1682 - . 

indican que< tanto ~para los acusados de raza blanca (i = 1) como para 
los acusados ,de'. raza negra (i = 2) la aplicación de la pena de muerte 
es más frecuente cí..ia:rido la víctima es de raza blanca, 

._,;_,:-. 

. ;e<k~1t~_(2r.1682. 5.5179 = 27.4
3 

e<k=2) = 129.8318. 97.4821= 2743 -- 12 .-.-.... 8.8318·0.4821 y 12 54.1682·8.5179 . 
;·' 

- indióál1: qU:e.:'~tái:1t.6 en los casos en que se aplicó pena de muerte 
(k = 1) cómO-' en i·los que no se aplicó esta (k = 2) los acusados de 
raza -blanc·a··.están relacionados con víctimas de raza blanca, 

-0cJ=l) = 21.1682. 54.1682 = 
1 00 0u=2> = 0.4821. 97.4821 = 

1 00 13 8.8318. 129.8318 . y 13 5.5179. 8.5179 . 

indican que tanto en los casos en que la víctima es de raza blanca 
(j = 1) como en los casos en que la víctima es de raza negra (j = 2) la 
aplicación de la pena de muerte no está as_ociada con la raz_a del 
acusado. 
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CAPÍTULO 4 

INTERPRETACIÓN DE LOS PARÁMETROS 
DE ASOCIACIÓN 
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4.0 Interpretación de los parámetros de asociacion del 
modelo logarítmico-lineal para dos variables categóricas 

En el segundo capítulo definirnos los parámetros de aso
ciacion, a~í nombrados por Agresti 1 , de la siguiente manera: 
U12(i,j)=Iij-(U+U1(i)+U2(j)) para i=l, ... ,I y para j=l, ... ,J 
donde 

Iii = In (Pii) para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J 

U= I++ 
IJ 

I J 

donde I++ = 2:::: 2:::: Iij 
i=l j=l 

U1 (i) = Ji+ - I++ 
J IJ 

J 

donde Ii+ = 2:::: Iii 
j=l 

. I+i I++ I 
U2 (J) = - 1 - IJ donde I+i = ¡::: Iii· 

•=l 
Para explicar el significado de los parámetros de aso-

ciacion tanto Agresti 2 corno Bishop et. al. 3 lo señalan corno la 
desviación del supuesto de independencia pues, según dernostrárnos 
en el segundo capítulo, 

Iij =U+ U1 (i) + U2 (j) para i = 1, ... , I y para j ='= 1, ... , J 
equivale a Pii =Pi+· P+i para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J. 

También, con la finalidad de mostrar que los parámet
ros de asociación son desviaciones del supuesto de independencia, 
muestran que están relacionados con los cocientes de ventajas para 
el caso 2 x 2 y el caso 2 x J tal como veremos a continuación. 

4. 1 El caso 2 x 2 

Agresti menciona en la sección "Interpretación de los 
parámetros" lo siguiente4 : 

"Existe una relación directa entre los cocientes de 
ventajas y los parámetros de asociación de los modelos logarítrnico
lineales. La relación más sencilla se da en las tablas 2 x 2", la 
cual mostraremos a continuación. 

Nos serán de utilidad las dos siguientes igualdade~ 
I 

2:::: U12 (i, j) = O para j = 1, ... , J 
i=l 

J ¡::: U12 (i,Jº) - O para .i = 1,, .. , I 
3=1--

que demostraremos a continuación: 

65 

. :~:~·~~--:~ ---------------------"----·--~---



r 
I I 

2::: U12 (i,j) = 2::: (I;i - (U+ U1 (i) + U2 (j))) 
i=l i=l 

I I J I 

= 2::: I;i - 2::: U - 2::: U1 (i) - L: U2 (j). 
i=l i=l i=l i=l ''> 

= t l;i - t I++ - t (1;+ _/i+\; t(1+j ,--1++) 
i=l i=1 I J •=1 ·. J • >I Jj · ···• •=1 . · I. I J 

_ .,¿_.. I ..f.-, I++ -bI;~ ,t_)+.+ : .¿.,._ I+iJ ..f.-, I++ 
- &;í ii - &;í 1 J - ;~ ;J +:&;í IJ}~Í;;;í I T Í;;í.:IJ 

'J .; .,."' 
.·. . . 2S.,I;j •....... ·· .·.· .... ··.• < , ; < > .. 

= t ¡.. - "ÍJ1++ ~ E i=l +•·tL+-+ _ t I+.i + t I+.+ 
. i=l '

3 
i=l IJ •=1 <J.; í=l IJ .•=1 I . •=1 IJ .· 

. I• .. J 

. . . < ¿•¿::1ij. . . . .· ·.· .. 
= t I;i - t I++.~ i~li=l .. +É, I++ - t I+i + t I++ 

i=l . •=1. I J . J .· ·. •=1 I J · •=1 .· I · i=l · I J 

= I+ · -1 ,l++ - I++ +I · l++ - I · I+i + I · l++ 
3 ·¡J J ··· IJ ¡· IJ 

_ I I++ .. I++ .. l.++.·· I I++ _O 
- +i---:¡---:¡+--:¡- +i+--:¡--

J J 

2::: U12 (i,j) = 2::: (I;i - (U+ U1 (i) + U2 (j))) 
j=l j=l 

J J J J . 

= 2::: I;i - 2::: U - 2::: U1 (i) - L; U2 (J) 

i';
1 

i';l I i=I J (1 · i~1

I·; ... )· J (I I ) 
= ¿ ¡.. - ¿ ++ - L .. H _:.:: ++ - ¿ . +i - ++ 

i=I '3 
i=l I J i=I. -·.J.·•. :f..JJ .· i=l. .· I I J 

J J l++ J Ii+ d .J l++ . J I+i . J I++ 
=I:I•i-2:.-. -2:::-.. +E--2:::-+L:-

i=l i=l IJ .. i=L J i=l I J. i=I I i=I I J · 
- . : . I 

J · J ¡·· . . J .I... J I J 'I:: I;i J I 
= ¿ l;j - ¿ · .. ++ - I::.•2± + ¿ ++ - ¿ !::.!..__ + ¿ _±± 

i=l .. ·. i=l IJ i=I J i=I I J i=I I i=I IJ 
·.. . . ·••.. :. . •.·· J I 

J .. · J .... · . ·. .·. J . J . ?: .. ¡: I;i J .. 

= ¿ I;i- ¿ l++ :...-, ¿1•+ + ¿ I++ _ 3=i.=1 +2::: I++ 
i=l . i=l [J · i=l J i=I I J I · i=l I J 

,· I++. · Ii+ I++ 1++ ··. · I++ = L+-J· - -J·-+ J. - - - +J· -' ·. IJ .· J. IJ . I . IJ 
I++ · . I++ 1++ . I++. · .. · 

= Ii+ - -¡--I;+ +--¡- ---¡-+ I =0 

q.e.d. 
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es: 
En las tablas 2 x 2 tenernos que· el cociente de ventajas 

() = Pn · P22 , 
P21 · P12 

si le aplicarnos la función loga~itrno natu~al tenemos que 

ln (()) = ln e=~~ : =:~) = ln (Pu) +ln (~22) ~ ln (p2~) - ln(P12) 

= (U+ U1 (1) + U2 (1) + U12 (1, 1))+ (U+ Úi(2)+ U2 (2) + Ü12 (2, 2)) 

- (U+ U1 (2) + U2 (1) + U12 (2,1)) - (U~Ui (1)+ U2 (2) +U12 (l, 2)) 
. . . . ·-.: : ~ . ·. . . . . . 

= U12 (1, 1) + U12 (2, 2) - U12 (2,l) - U12 (1, 2) 

pero, según lo que acabarnos de .dernost:r:ar, tenernos que 

2 

E U12 (i, 1) = U12 (1,1)+ U12 (2,1) =o 
i=l .· .,. . 

E U12 (i, 2) U12 (1,'2~+ Ú12 (2, 2) = O 
i=;l .· ..• . > ·.•· . ··.·. .· 
E U12 (1, j) ~·· U12(i;'1) + U12 (1, 2) -:- o. 
j;l .•... . . .•• · •. ··. • .. •·• ··.··•·•··· · .•. · .. · .. ·· .. • . 
E U12 (2; j) ~ U12 (2, 1) +U12 (2; 2) = o 
j=l . . ... · . . .. .. . .. . . 

lo cual nos lleva a que 

ln (e)=Ú1~(l,l)+U12 (2, 2) -'-U12 (2,1) .::-: U12 (1, 2) 

= U12 (1,1) +(-U12 (2,1))-:C--Viúi,.i)):___ (:--Vi2(1,1)) 

= 3 · U12 (1, 1) - U12(2, 1) =" 3 ;,[/12 g, l)--(-U12(l, 1)) . . . . ... . .. .· . . ' 

=4 · U12(1,1) = -4 · U12 (2, 1) == ~4;rJ12 (1,2) .=4 · U¡2 (2, 2) 

que podernos resumir así: 

U ( . .) ( l)i+i ln (B) 12 i, J = - . -4-·· 
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Esta relación muestra que en efecto los parámetros de 
asociación son desviaciones del supuesto de independencia pues 

U12 (i,j) =O para i = 1,2 y para j = 1,2 <=>e= 1 

<=> 
Pii =Pi+, P+i para i =.1, 2 y para j = 1, 2. 

A continuación demostraremos está aseveración. 

Demostraremos primero que 

U12(i,j)=O para i=l,2 y para j=l,2<=> B=l. 

Por un lado 

e= 1::;.. U12 (i,j) = (-l)i+i In~e) 

= (- 1);+3· In (1) ( )i+3· O O 9 · 2 -1 - = para i = 1, - y para J = 1, , 
4 4 

por el otro 

U12 (i,j) =O para i = 1,2 y para j = 1,2 

=> (-l)i+i In(B) =O::;.. ln(B) =O=>()= 1* 
4 

Ahora pasaremos a demostrar que 

() = 1 <=> Pii =Pi+· P+i para i = 1, 2 y para j = 1, 2. 

Por un lado 

Pii =Pi+· P+i para i = 1, 2 y para j = 1, 2 

=> () = Pu · P22 
P21 • P12 

por otro lado 

(Pi+ · P+1) · (P2+ · P+2) = l, 
(P2+ · P+1) · (P1+ · P+2) 

q.e.d. 

*Esta implicación se debe a que In (.) es una función biyectiva, en particular suprnyectiva, y entonces tenemos que ln (e) =.o ::;.. e = 1 
pues ln (1) = O. 
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6 = Pu . p
22 = 1 => Pu · P22 = P21 · P12 

P21 · P12 

=> Pu · Pn + Pn · P12 +Pu · P21 + Pn · P22 = Pu · Pu + Pn · P12 + Pn · P21 + P21 · P12 

=> Pn · (Pu+ P12 + P21 + P22) = (Pn + P12) · (Pn + P21) 

=> Pn · 1 = (Pn + P12) · (Pn + P21) 

=> Pn = P1+ · P+1 

6 = Pn . p
22 = 1 => Pu · P22 = P21 · P12 

·P21 · P12 .. 

=> P12 · Pn + P12 · P12 + P12 · P21 +P12 · P22 = P12 ·Pu+ P12 · P12 + Pn · P22 + P12 · P22 

. ' 

=> P12 · 1 == (Pn·+ P12) · (P12 + P22) 

=> P12 = P1+ ; P+2 

·e = Pu . p
22 = 1 => Pn · P22 = P21 · P12 

· ·p21. · P12 

=> P21 · Pn + P21 · P12 + P21 · P21 + P21 · P22 = P21 · Pn + Pn · P22 + P21 · P21 + P21 · P22 

=> P21 ·(Pu+ P12 +P21 + P22) = (P21 + P22) ·(Pu+ P21) 

=> P21 · 1 = (P21 + P22) · (Pn + P21) 

=> P21 = P2+ · P+1 

6 = Pu . p
22 = 1 => Pu · P22 = P21 · P12 

P21 · P12 

=> P22 ·Pu + P22 · P12 + P22 · P21 + P22 · P22 = P21 · P12 .+ P22 · P1:i + P22 · P21. + P22 · P22 

=> P22 · (Pu + P12 + P21 + P22) -:- (P21 + P22) · (P12 + P22) 

=> P22 · 1 = (P21 + P22) · (P12 + P22) 

=> P22 = P2+ · P+2 

69 

q.e.d. 



4.2 El caso 2 x J 

Según Bishop et. al. 5 "Cuando el número de categorias 
por variable es mayor que 2, aún podemos expresar cada parámetro 
del modelo corno función de los cocientes de ventajas. Primero 
consideremos el incremento del número de categorías de una variable 
únicamente." y presentan la siguiente igualdad: 

exp (U12 (1, 1)) 

Aplicando la funció~ logaritmo nat{ir~l :a ambos miembros 
de la igualdad y. utilizandq lá';notación',E¡i?~\.l.e chÉi!llos utilJ.zado .en 
este escrito para . el .valor." espéraclo. ~en la >-tat,J.:.~i de contingencia 
podernos reescribir está .igualdad de>la~ ;sigUi:ei:ite·: manera: . 

< ;';;;, •\ i.:· ;.~ ' ... >·' •···· .· ·.·· .. ' 

(,ó, .t ~:: ~:;}2~) - 2i In (,6, (!:':•~:)) ··~ }J ;~~ ~~:.: ~:;). U12 (1, 1) = ln 

.' : ><·,_\ .. --: .. :·~.:·. :.:<< 
Más. adelante veremos. la generalización de'·;:e·~t~ r~lación 

para todos los parámetros de asociación U12 (i,j) .en:· el '· . 2 x J. 

4.3 El caso I x J 

La relación existente entre 
del modelo logaritrnico-line~l para el 
ventajas es la siguiente: 

los parámetro~ d~·asociacion 
caso I X J y los cocientes de 

donde 

I J 

2: 2: ln (Bij,rs) 
U12 ( i, j) = _r=_l_s_=_l ____ _ 

IJ 

e.. _ Pii · Prs 
1.J,TS -

Prj ·Pis 

Veremos a continuación la demostración de esta igualdad. 
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Tenemos que 

t t In (Bij,rs) = t t In (Pij. Prs) 
r=l s=l · r=l s=l Prj ' Pis 

I J . 

= L:; I:; (ln (Pij)+ ln (Prs) - In (Prj) - In (Pis)) 
r=l s=l 

I J 

= L:; I:; (Iij + Irs - Irj - Iis) 
r=l s=l 
IJ IJ /J IJ 

= L:; I:; Iij + I:; I:; Irs - I:; L:; Irj - I:; I:; Iis 
r=l s=l r=l s=l r=l s=l r=l s=l 

I J I J J I 

= ¿::; I:: Iij + I:: I:: Irs - I:: I+j - ¿::; Ii+ 
r=ls=l r=ls=l s=l r=l 

= I J · Iii + I++ - J · I+i - I · Ii+ 

= IJ. (L· + I++ _ I+i _ Ii+) 
'
3 I J I J 

= IJ. (L· _ I++ _ Ii+ + I++ _ I+i + I++ .. ) 
'
3 I J J I J I I J .. 

= IJ. (Iii - i;- (I~+ - i;) - (Ir,.-; i;)) 
= IJ. (Iii -(I;;.+ (I;i ~ .. J;):;;(1,;~I;;))) 
= I J . (Iij ·.·'._ (U + U1 (i) + U2 Cj)))X;:,;';.~./:' >º / ' 

, ·. > <. ;I },.••::( ;, < 
' ,' ' '' ' iE<Bin(Bij~s) 

=. IJ "U12 (i,j) => l/i2 (i;j) ~ ~~1 .8:1:/./ ' ' . 
q.e.d. 

Esta· relación muestr'a que. en efecto los parámetros de 
asociación son desviaciones dei· supüesto de independencia pues 

Bij,rs = 1 .. para r 
1, ... ,J 

U1 2 (i, j) = O para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J 
~ 

1, ... , I , para s = 1, ... , J para i 1, ... , I y para j 

Pii = Pi+ · P+i para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J . 

A continuación demostraremos está aseveración. 
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Demostraremos primero que 

U12(i,j)=O para i=l, ... ,I y para j=l, ... ,J 

eij,rs = 1 para r = 1, ... , 1 , para s = 1, ... , J 
1,. . ., J. 

para i = 1, ... , I y para j 

entonces 

Por un lado 

eij,rs = 1 para r = 1, ... , I y para s = 1, ... , J 

I J 
2: L ln (Bij,rs) 

==*'" U12 (i, j) = r=l s=l I J 

I J 
¿: ¿:1n(1) 
r=l s=l 

IJ 

I J 
¿:¿o 
r=l s=l = Q 

IJ 

eij,rs = 1 para r = 1, ... , I , para s = 1, ... , J , para i = 1, ... , I y para j = 
1, ... ,J 

==*'" U12 (i,j) =O para i = 1,. . .,I y para j = 1,. . .,J, 

por el otro 

U12 (i, j) =O para i = 1, ... , I y para j = 1, ... ; J 

==*'" Iii = U+ U 1 (i) + U2 (j) pa;ra i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J 

==*'" ln (Pii) = U+ U1 (i) + U2 (j) para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J 

==*'" Pii = exp (U+ U1 (i) + U2 (j)) 

= exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j)) para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J ==*'" 

"·. _ Pij · Prs 
Ui3,rs -

Prj 'Pis 

(exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j))] · (exp (U) exp (U1 (r)) exp (U2 (s))] 
(exp (U) exp (U1 (r)) exp (U2 (j))] · (exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (s))] 

para r = 1, ... , I , para s = 1, ... , J , para i = 1, ... , 1 y para j = 1, ... , J 

'--·--·-·-----. '\. ,~ ... :• 
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Ahora pasaremos a demostrar que 

(}ij,rs = 1 para r = 1, ... , I , para s.= 1, ... , J 
1, ... 'J 

para i = 1, ... , I y para j 

Pii =Pi+· P+i para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J. 
Por un lado 

(}ij,rs ·= 1 para r =· 1, .... , I 
1, . .. ,J 

para . s = 1, ... , J_ , para i = 1, ... , I y para j 

==> U12 (i,j) =O para i = 1, ... ,I y para j = 1, ... , J 

==> Iii =U+ U1 (i) + U2 (j) para i = 1, ... ,1 y para j = 1, ... , J 

==> ln (Pii) =U+ Ui(i) + U2 (j) para i = 1, ... ,I y para j = 1, ... , J · 

==> Pii = exp (U+ Ui (i) + U2 (j)) 

= exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j)) para i = 1, ... , I y para j = 1, .... , J.==> 

I J . . . .. J . . 
Pi+= E Pii = :2:: (exp (U) exp (Ui (i)) exp (U2 (j))) = exp (U) exp (U2 (j)) E éxp ([11 (i)) 

i=:l i=J . .• . . ·.. . . . .. · .. . . ·. - > : i=j .· ...• · .. · ··. . 
P+i = E Pii = ¿ (exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j))) = exp (U) exp (U1 (i)) 2::.exp (U2 (j)) 

j=l j=l . . • j=l: . < . 
/ J I J . . •·. · .- . . ... , -. : · . .-.._ .... / .. ,: .• ·,,·.:'. •: : .• • .. , J 

P++ = E¿ Pij = ¿ ¿ (exp(U).exp CUi (i)) exp (U2 (j))) = expJU)Eexp(U1 (i)) E exp (U2 (j)) 
i=l j=l i=l j=l .. . . . . . · .. i=l>c._':... ,. . . : i=l . 

==> . . • ; -' Pi+ · P+i Pi+ · P+i . .. . 
Pi+ P+J.- .. l . . .· .. . . 

. .. .. ·•· . P++·- .· ... , .. ·. . . -· 

[ exp (U) exp (U2 (j)) t exp (U1 (i))J · [ exp (U)exp(Ú1'mfi$1 ~xp (U2 (j))] 

I J . 

exp (U) :2:: exp (U1 (i)) ·¿ exp(U2 (j)) • 
i=l j=l 

= exp (U) exp (U1 (i)) exp (U2 (j)) = Pii> 

por otro lado 
Pij =Pi+· P+i para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J 

==> (}.. _ Pii · Prs _ (Pi+· P+i) · (Pr+ · P+s) _ 1 
iJ,rs - Prj ·Pis - (Pr+ · P+i) º (Pi+ · P+s) -

para r = 1, ... , I , para s = 1, ... , J , para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J 

q.e.d. 
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Ahora veremos que la relación que demostra~os, a saber, 

I J 

:E :E ln (eij,rs) 
U12 (i, j) = r=l s=l I J 

es equivalente, cuando I = 2; a la que presentan Bishop et. al para 
el caso 2xJ. 

._ . . 
• • - 1 

·:La -.relaci.óh. presentada pOr Bishop et. al, la cual ya 
mencionamos, es.la ilguiente: · 

y podemos 

1 

exp (U12 (1, 1)). - TI(rn11 . rn2i) 2 J 
· · .·., i=2· rn21·rn1j 

reescribirla de la siguiente manera: 

exp (u12 (l, l)) = TI (En ·E2s) 2~ = 1. (TI(E11 · E2ª)· .··2~) 
s=2. E21 • Eis s=2 E21 · Els · 

1 

. (TI (E11. E2s) 2

1J) 
s=2 E21 • Els 

= 1 2~ . (TI (En. E2s) 2

1J) 
s=2 E21 ·Bis 

1 1 

' '.' • .. 1 
J ··cE1.1 /E2,, )· 2J TI g. E' .. 

s=l·.., .2l.~· ,ls ' 

1 

TI (E11 · Els) 2J TI (E11 • E2s) 2J = TI TI (En· Ers) 2J 
s=l En · Els s=l E21 · Els r=l s=l E,.1 · Eis 

y aplicando la función logaritmo natural a ambos miembros de esta 
igualdad tenemos que 

U12 (1, 1) =In (n TI (En ;·E,.ª) 2~) 
r=l s=l E,.¡ • Eis 

t t in (CEn · Ers) 2~) 
r=l s=l Erl · E1s 

t t ~.ln (En· Ers) 
r=l s=l 2J Er1 · Eis 

t t ln ( n · Pn · n · Prs) 
r=l s=l n · Pr1 · n ·Pis 

t t ln (·Pll · Prs). 
_ r=l s=l Prl · Pls 

2J - 2J. 
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A continuación demostraremos que en el caso 2 x J: 

2 J 

2: 2: ln ((}ij,rs) 
U12 (i,j) = r=ls=12J 

Tenernos que 

2 J 2 J (p··. p ) :2: 2: ln ((}ij,rs) = :2: 2: ln •J rs 
r=l s=l r=l s=l Prj º Pis 

2 J 

= 2: :2: (ln (Pij) + ln (Prs) - ln (Prj) - ln (Pis)) 
r=l s=l 

2 J 

= :2: :2: (Iij + Irs - Irj - lis) 
r=l s=l 
2J 2J 2J 2J 

= 2: :2: Jij + 2: 2: Irs - :2: 2: Irj - :2: :2: Iis 
r=l s=l r=l s=l r=l s=l r=l s=l 

2 J 2 J J 2 
= 2: ¿: Iij + ¿: 2: Irs - ¿: I+j - 2: Ii+ 

r=l s=l r=l s=l s=l r=l 

= 2J · Iii + I++ - J · I+i - 2 ·Ji+ 

= 2J. (I··.+ I++ - I+J.· - Ji+) 
' 3_ 2J . 2 - J 

= 2J. (J.. _ I++···· -"_ Ji·+-.·· I++ _ I+i. I++) 
•J . 2J ... -.- J - + 2J 2 + 2J 

= 2J. (1ii ~1;;:~ (I~+ - ~+;) - ( I;i - ~+;)) 

= 2J .. (1ii - (~+; + (I;i - I;;) + (I; - ~+;) )) 
= 2J · (Iii - (U+ U1 (i) + U2 (j))) 

2 J 
:2: E h1 ((}ij,rs) 

= 2J · U12 (i, j) => U12 (i, j) = r=l s=l 2J 
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4. 4 El caso I x J x K 

En el segundo capítulo definimos el modelo logarítmico
lineal para tres variables categórica~ ~e la siguiente manera: 

Iiik =U+ Ui (i) + U2 (j) + U3 (k) + U12 (i,j) +. U13(i; k) .::¡._ U23 (j, k)+ U123 (i,j; k) 
para i=l, ... ,I y para j=·I;·· .,.J·y para k==l, ... ,K donde 

J< 
2: v<k) 

i) u .. _k=_l~·-
, K 

I< L: v1<k) (i) 
ii) U1 (i) = k=l K 

J< 
:¿ v;<k) (j) 

iii) U2 (j) = k=l K 

I< 
:¿vi';) (i,j) 

iv) U12 (i,j) = _k=_l ___ _ 
K 

v) u3 ( k) = v<k) - u 

vi) U13 (i, k) = V¡(k) (i) - U1 (i) 

vii) U23 (j, k) = v;<k) (j) - U2 (j) 

viii) U123 (i,j, k) = V¡';)(i,j) - U12 (i,j) 

donde V(k), V 1(k) (i), V2(k} (j) y v;_<;) (i, j) son los parámetros del modelo 
logarítmico-lineal para dos variables categóricas que se cumple en 
la categoría k de la tercera variable, es decir 

I++k ' I J • 
i) V(k) = I J donde I++k = t;i~ I.iik 

.;.;) (k) . Ii+k I++k ·.·· . , . ··• ··.·. . J . · . · · . . . . 
"° Vi ( i) = J .- 1 J. : d~n.de ,~i+k ~ fok para i = 1, ... , I 

iii) v;(k) (j) ~ I1~ a:;;k d~n~~ j~.i~ == f; Iij!~ para j = 1, ... 'J 
' : ' ',, ···: .... ::.•: ·':.e···· •..... : .... · ·., ': :, ·.' ... t-1 ' . 

iv) vS) (i,j) = Iijk - (v<k)+. 1i¡<~) (i)+''V-2(~) (j)) para i = 1, ... ,I y para j = 1,: .. ' J 

donde I;ik = ln (Piik) par.a i =' 1, .. .', I , para j = 1, .•. , J y para k = 1, ... , K. 
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En el segundo capitulo comentarnos que 

. I J ( (k) ) 
E E In eijrs 

V,. (k)( .. :;) _ r=l s=l ' 
12 i.,J - IJ 

lo cual dernostra±ernos a ~bht~húac~óh: 

t t ln e· é~) ··) = t t ln(PÍik. Prsk) 
r=l s=l .iJ,TS r=l .s7.l. ·,··. · 'frjk ~ Pisk : 

I J 

= E E (ln (Pijk) + ln (p,:sk) . .:._ lil (Prjk) - ln (Pisk)) 
r;l s~l · •.• •: , 

= E E (Iijk + lrsk - lrjk;~1isk) 
r=ls=l - · ·· · 

I J I J ; ··~ ;, I J I J 

=E E fijk + L 2:: lrsk"-E E lrjk - E E fisk 
r=l s=l r=l s=l · r=l s=l r=l s=l 

I J . .:/ . . J ·.· J I 

=E E I¿k +E'Elr~k- E l+jk - E fi+k 
r=l s=l · ; r=l s=l · s=l r=l 

= l J · liik+l++k ~J. l+ik - l; li+k 

'== IJ .. ([:k + I++k _ l+ik _ li-rk). 
\ '

3 
. IJ I J · 

=¡J. ( .. ¡: ºk _ l++. k. _ I.i+.k + I++k _ l+ik + l++k) 
'
3 I J J .·. IJ I I J 

=¡J. (J.·k· _ l++k _ .(Ii+k _ l++k) _ (l+ik _ l++k)) 
'
3 I J ·· . · J I J I I J 

= IJ. (r· _ (l++k + .(l+ik _ l++k) + (li+k _ l++k))) 
' 3· 1J .... · ... I . I J J I J 

= l J · (1iik - ( F(k) +Vi(k) (i) + V2(k) (j))) 
. . . . I J ( (k) ) 

. E E In eij,rs 
_ ¡ J v,(k) ( · º) ·.~ v,(k) ( · º) _ r"--=-"1...;;:.s=_lo;__ __ _ 
- • 12 i,J .. .. 12 i,J - . ¡ J 

q.e.d. 
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donde 

También en el segundo capítulo comentamos que 

I J J( ( ( ") ) 
~ 2: 2: ln e j~.st 

U2a (j, k) = i=l s=l t~~ K 

e~~) = Piik • Prsk 
iJ,TS Prjk • Pisk 

e
( i) _ Piik · Prit 
ikrt -

' · Prik · Piit 

e< i) _ Piik • Pist 
jk,sl - Pisk • Pi;jt 

lo cual demostraremos a continuabión. 

Pasemos primero a dern'ostrar que 

.{!.;.·•··~. ~- .1n(e~~) ) 
L_j .L...J ·~ 1.J 1TS 

U
12 

( i' j) ~ _k_=_l_r_=_l_s_j=-=-=1---:---
J J K 

Tenernos que 

J< I J .( (k) ) 
E~ j~ in eij,rs 

IJK 

1 I< I J ln ( e~;,~s) 
= - 2: 2: .¿ -. ~~ 

I< k=l i=l i=l 1 J 

/( (k) 
1 /( '2: Vi2 (i,j) 

- - "'"'v,Ck) (i J.) - _k_=-'--1---- = U12 (i,J.) 
- K {;;:1 12 ' - K 
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Ahora demostremos que 

J I K ( (j) ) . .· ·?= L:: E In eik,rt 
U , (i k) = 3=1 r=lt=l . . 

. .• 13. ,_ .• ·. I JK . 

Tenemos que 

J I K J J: .K·· .·(. '· · ·· ) ¿ ¿ ¿ ln e¡Rt . = ¿ ¿ :Elri Pijk ·.Prjt 
j=l r=l t=l ( ' ) j=l r=l t=l. . · Prjk · Pijt . 

J I K , . : · . , : ·· , > . 
= L L L (ln (Pijk) + ln (Prjt)- ln (Prjk) - ln (pijt)) 
~1~1-1 , 

J I K · · 

= L L L (Iijk + Irjt - Irjk - Ii3t) 
j=l r=l t=l 
JIK JIK JIK JIK 

= L L L Iijk + L L L Irjt - L L L I;jk - L L L Iijt 
j=l r=l t=l j=l r=l t=l j=l r=l t=l j=l r=l t=l 

I K K I 

= E E Ii+k + I +++ - E I ++k - E Ii++ 
r=l t=l t=l r=l · 

= I · K · Ii+k + I +++ - K · I ++k - I · Ii++ 

= I JK (Ii+k + I+++ _ I++k _ Ii++) 
J IJK IJ JK 

= IJK ((Ii+k _ I++k) _ (Ii++ _ I+++)) 
J IJ JK IJI< 

= ¡JI< ( ( Ii;k _ I ;;k) _ ;< (Ji;+ _ I ;~+)) 
= IJK ((Ii+k _ I++k) _ __!_ {: (Ii+k _ I++k)) 

J I J I< k=l J I J 

= I JI< ( Vi(k) (i) - I~ ~ Vi(k) (i)) = I JI< ( V 1(k) (i) - U1 (i)) 

J I 1< ( (j) ) . . .. ?=E Eln º•k,rt 
IJK U ( . k) U (. k) J=l r=l t=l 

= · 13 i, • ==> 13 i, • = ----,I=-J-=-K-=--=----
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Ahora demostremos que 

I J I< ( ( i) ) 
?:: E E ln () jk,st 

U23 (j, k) = _•=--'1:....:s;_=...;:;1...:..t=_I"'-~-f-(---. 

Tenemos. que 

1 
J I< ( ( i) ) = ...!--. ~ ~ ln (Pijk · Pist) 

•?::=1 sE=l tE=l ln () jk,st L..J L..J L..J i=l s=l t=l Pisk · Pijt 
I J J< 

= E E E (ln (Pijk) + ln (Pist) - ln (Pisk) - ln (Pijt)) 
i=l s=l t=l 

I J I< 

= E E E (Iijk + Iist - Iisk - Iijt) 
i=l s=l t=l 

I J J< / J.I< / JI< I JI< 

=EEE~+ELE~-EEE~-EEE~ 
i=ls=lt=l i=ls=lt=l i=ls=lt=l i=ls=lt=l 

J J< I< J 

=E E I+jk+ I+++- E I++k - E I+i+ 
s=lt=l t=l s=l 

= J · I< · I+ik+ I++·+- I< · I++k - J · I+i+ 

= I JI< ·cI+ik + I+++ _ I++k _ I+i+) 
I . IJI< IJ JI< 

= IJI<( (I7k _ I;;k) _ ( I;: _ ~~~~)) 
= IJI< ·c(·I+ik _ I+.+k) _ __!__ f:(I+ik _ I++k)) 

.· I I J I< k=l I I J 

= I J K e v;(k) (j) - ·~ f;,1 v?> (j)) 

= I JI< ( V:z(k) (j) - U2 (j)) 

. . I J · I< ( ( i) ) 
?:: 2::.: b ln , () jk,st 

IJ}/ TT ( • k) TT ( • k) •=l s=l t=l · = '" · v23 J, " => v23 J, " . = I JI< , 
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Primera 

Es posible relacionar el cociente de ventajas 
parámetros de asociacion del modelo logarí tmico-'lin.eal 
variables categóricas en el caso 2 x 2 pues•· 

con 
para 

los 
dos 

U12 (i, j) = (-l)i+i ln (B) ~ara i ~ 1, 2 y para j = 1, 2 
.. ·.· .. 4 

donde 
(;I = P11 · P22. 

P21 • P12 

Esta relación muestra que los parámetros de asociación 
son desviaciones del supuesto de independencia pues 

U12 (i,j) =O para i = 1,2 y para j = 1,2 

Pii =Pi+· P+i para i = 1, 2 y para j = 1, 2. 

Esta última igualdad implica la independencia entre 
ambas variables categóricas. 

Segunda 

Es posible extender clicha relación al caso I x J pues 

I J 

2::: 2::: ln (Bij,rs) 
U12 ( i' j) = .:...r_=...:1...:s;....=...:1:___ ___ _ 

IJ 
para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J 

donde 

n.. _ Pij · Prs 
u.,,3,rs - • 

Prj ·Pis 
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Esta relación muestra que los parámetrcis de asociación 
son desviaciones del supuesto de independencia pues 

U 12 (i, j) = O para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J 
<=? 

eij,rs = 1 para r 
1, ... 'J 

1, ... , I para s = 1, ... , J para i 1, ... , I y para j 

Pii =Pi+· P+i para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J. 

Esta última igualdad implica la independencia entre 
ambas variables categóricas. 

Tercera 

Interpretar los parámetros de asociacion del modelo 
logarítmico-lineal para dos variables categóricas como desviaciones 
del supuesto de independencia ya era posible pues 

U12 (i,j) = Iii - (U+ U1 (i) + U2 (j)) para i = 1, ... ,I y para j = 1, ... ,J, 

pero reescribirlos de la siguiente manera 

1 J 

L L ln (Bij,rs) 
U12 (i, j) = ,;...r=_;;;..1.;;.s=-"'1,-I-'J---

permite, según veremos .·a .c_ont_.inuac.ión_, una demostración formal de 
la siguiente igualdad: 

Iii = U+ U1 (i) + U2 (j) f.ui2,(i¡j). p~fa i = 1,: .. , I y para j = 1, ... , J. 

No es válido, ·mate~á.tic~mente hablando, que para demostrar 
la igualdad ., 

sean definidÓs ·;'lo~ ~~~~rn~t~b~. d~ fo;=;c;i.~i;acÚ>n de}a siguiente m.anera: 

U12(i;j)=iij~(ÚTÜ1(i)j-.lh(j)) i~ara i,;..l;./.,]ypara j= l, ... ,J 
, - _: ' ' - - " . ,; - . . . . ' . , . -~ - -

. ' 

pues esta definici~~-~a por hecho la ·ig~aldad a demostrar. 
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En cambio sí es válido desde el principio definir los 
parámetros de asociación de la siguiente manera: 

I J 

L: :E In (Bij,rs) 

U12 (i,j) =_ r=l 
8 === IJ. _e pa;ra Íé=l,. ·.·, I y para j = 1, ... , J 

y después de~ostr~~~u~ . .· 

I•i ~ U+Ui (i)-f:U2 (j)+U12 (i;j) para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J. 

Cuarta 

. . . 

. Es posible extender la relación entre los cocientes de 
ventajas y. los parámetros . d.e asociación del modelo logarítmico
lineal para el• caso 1x Jx'K r pues 

donde 

~··· 

· _: :. . K I J ( (k) ) ·. .· ._ ..• _·. .. L: L: E In eij,rs 

U12 (i,j) = k=l r=l s7~ K 

J I K ( (j) ) . ~ L: L: In B;k,rt 

U13 (i, k) = J=l r=l t;~ K 

I J K ( ( i) ) 
~ 2::: L: In B ik,st 

U23 (j, k) = i=1 s=l t~~ K 

I J ( (k) ) K I J ( (k) ·) 2:: ¿:: In e ii,rs ,L: 2:: 2::: In B ij,rs 
U ( · · k) _ r=l s=l k=l r=l s=l . 

123 i,J, - IJ - IJK 

e~~) = Piik · Prsk 
i;¡,rs Prjk · Pisk 

e~ j) = Piik · Prit 
ik,rl Prjk · Pijl 

e< i) _ Piik · Pist 

jk,st - Pisk · Pijt 
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Esta relación permite, según vimos en el capítulo se
gundo, demostrar fácilmente que 

Iijk =U+ U1 + U2 +.U3 *?Piik =Pi++· P+i+ · P++k 

Esta última igualdad implica la independencia conjunta 
de las tres variables categóricas. 

Iiik = U + U1 + U2 + U3 + U13 .<=? Piik = Pi+k · P+i+ · · 

Esta última igualdad implica la independencia conjunta 
de la segunda variable de la~ ~tras doi ... 

- . . _,- . -- - . 

. ·... , . ·• . · · Pi+k · P+ik 
Iiik =U+ U1 + U2+ U3 +U13 +:.U23 <=? Piik = ---~-

. . ·~· , ·•· . , P++k 
Esta última igualdad implica la independencia condi

cional de la primera y segunda variable. 
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La tabla de coritingencia que obtuvo Radelet en 1981 es 
la siguiente: 

Raza del Raza de la Pena de rnuerte 
acusado víctirna Sí No 

Blanca- Blanca 19 132 
Negra o 9 

Negra 
Blanca 11 52 
Negra 6 97 

La~ tabl~s marginales nos seráride utilidad para obtener 
los EMV de las frecuencias esperadas ~n la tabla de contingencia 
correspondientes a los diversos modelos. 

Raza del 
acusado 
Blanca 160 
Negra 166 

Raza de la 

Raza de la 
víctirna 
Blanca 
Negra 

O+i+ 

214 
112 

Pena de rnuerte 

Pen~ •de· rnuerte 
Sí 
No 

Pena de rnuerte 

0-í-k+ 
36 

290 

Raza del 
acusado 

oij+ 
Blanca 
Negra 

víctirna 
Blanca 

151 
63 

Negra 
9 

103 

Raza del 
acusado 

Oi+k 
Blanca 
Negra 

Sí No 
19 141 
17 149 

Raza de 
la víctirna 

O+ik Sí No 
Blanca 30 184 
Negra 6 106 

Correspondiente al modelo de independencia entre raza 
del acusado (1) y raza de la víctima (2), raza del acusado y pena 
de muerte (3) e independencia entre pena de muerte y raza de la 
víctima: 

tenemos la siguiente tabla de EMV de las frecuencias esperadas en 
la tabla de contingencia: 

Raza del Raza de la Pena de rnuerte 
acusado víctirna Sí No 

Blanca 
Blanca 11.60 93.43 
Negra 6.07 48.90 

Negra 
Blanca 12.03 96.94 
Negra 6.30 50.73 

debido a que 
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- _0_1_+_+_·_0_+,,..1+_:.__·_0--'-+...:..+_1 -- 326 .160 . 214 . 36 -- 11 5985 E111 = n · P111 = n · 
n 3 3263 · 

- _0_1...:..+...:..+_·_0___..:.+_;_1+_:.__·_0--'-+-'-+"-2 -- 326 . 160 . 214 . 290 -- 93 322 · Eü2 = n · P112 = n· n 3 3263 .4 

_ 0 1++ . 0+2+ · 0++1 __ 
326 

. 160 · 112 · 36 __ 
6 0702 E121 = n · P121 = n · n 3 3263 · 

- 01++. 0+2+. 0++2 -- 326. 160. 112. 290 -- 48 8991 E122 = n · Pi 22 = n · --'--'------'-------'---'----
~ ~~ . 

E211 = n · fi211 = n · 02
++ . º;,~+ . O++l = 326 · 

166 ~~~; . 36 = 12.0334 

- 02++. 0+1+. 0++2 = 3?6. 166. 214. 290 = 96 9359 
E212 = n · P212 = n · n 3 - 3263 · 

_ 0 2++ . 0+2+ . O++i __ 
3

?
6 

. 166 · 112 · 36 __ 
6 2979 E221 = n · P221 = n · n 3 - 3263 · 

- 02++. 0+2+. 0++2 -- 3?6. 166. 112. 290 -- o 7328 
E222 = n · P222 = n · n 3 - 3263 5 · · 

Correspondiente al modelo de independencia entre petia 
de muerte y raza de la víctima además de la independencia entre 
pena de muerte y raza del acusado: 

tenemos lá·siguiente.tabla·de EMV de las frecuencias esperadas en 
la tabla de contin~en6ia~ 

debido a que 

Razá del 
acusado 

B. Zanca 

Negra 

Raza de la 
víctima 
Blanca 
Negra 
Blanca 
Negra 

Pena de muerte 
Sí No 

16.67 134.33 
0.99 8.01 
6.96 56.04 
11.37 91.63 

- 0++1 · 011+ 36 · 151 
E111 = n · P111 = n · n 2 = 326 · 3262 = 16.6748 

- 0++2 . 011+ -- 3?6. 290. 151 -- 134 3252 E112 = n · P112 = n · -~----'-n.2 - 3262 . 

E121 = n · fi121 = n · O++i . 012+ = 326 · 
36 

. 
9 = 0.9939 

n 2 3262 

- 0++2. 012+ -- 3?6. 290. 9 -- 8 0061 E122 =. n · P122 = n · -n.2 3262 . 
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E211 = n · :P211 = n'. · O++l ~021+ = 326 · 
3

3
6;6~3 = 6.9571 

n -

E
- . . _ . . · .. ·.·. .O-f-+2 · 0 21+ 

396 
290 · 63 

6 0 9 212 = n . P212 = n . n2 = - . 3262 = 5 . 40 

- . _ D++1 · 022+ 36 · 103 
E221 = n · P221=n · 2 = 3?6 · = 11.3742 

n - 3262 

- - .· 0++2. 022+ - ') . 290. 103 - ') 
E222 = n · p222 = n · 2 - 3-6 39 2 - 91.6-58. 

n -6 

Co~respondiente al modelo de independendia entre pena 
de muerte y raza de la víctima además de la independencia entre 
raza del acusado y raza de la víctima: 

tenernos la siguiente tabla de EMV de las frecuencias ~speradas en 
la tabla de contingencia: 

debido a que 

Raza del 
acusado .. · 

Blan'ca 

Negra 

.Raza de la 
víctima 
Blanca 
Negra 
Blanca 
Negra 

Pena de rnuerte 
Sí No 

12.47 92.56 
6.53 48.44 

11.16 97.81 
5.84 51.19 

- 0+1+ . 01+1 -- 3?.6 . 213426. 219 -- 12.4724 E111 = n · :P111 = n · ------ -n.2 

- - 0+1+ . 01+2 ?14 . 141 
E112 = n · P112 = n · 2 = 3?.6 · - · = 92 5583 

n - 3262 · 

- - 0+2+. 01+1 11?. 19 
E121 = n · P121 = n · = 3?.6 · - = 6 5276 n.2 - 3262 . 

- 0+2+ . 01+2 -- 326 . 112 . 141 -- 48 4417 E122 = n · :P122 = n · ------n.2 3262 . 

- 0+1+. 02+1 -- 3?6. 214. 17 -- 11.1595 E211 = n · :P211 = n · ------n2 - 3262 

- 0+1+ . 02+2 ?14. 149 
E212 = n .. · P-212 = n · = 3?6 · - = 97 .8098 n.2 - 3262 

- 0+2+ . 02+1 -- 326 . 112 . 17 -- 5 8405 E221 = n · P221 = n · n 2 3 252 · 

- 0+2+ . 02+2 - ?. . 112 . 149 -
E222 = n · :P222 = n · n.2 - 3-6 3262 - 51.1902. 
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Correspondiente al modelo de independencia entre pena 
de muerte y raza del acusado además de la independencia entre raza 
del acusado y raza de la víctima: 

tenemos la siguiente tabla de EMV de las frecuencias esperadas en 
la tabla de contingencia: 

Raza del Raza de la Pena de rnuerte 
acusado víctirna Sí No 

Blanca 
Blanca 14.72 90.31 
Negra 2.94 52.02 

Negra 
Blanca 15.28 93.69 
Negra 3.06 53.98 

debido a que 

- 01++ . 0+11 -- 3?6. 160 . 30 = 14 -9_39 E111 = n · P111 = n · ----=---- - 3252 · r n.2 

- 01++ . 0+12 160. 184 
E112 = n · ii112 = n · ---n-.2--- = 326 · 3262 = 90.3067 

o o 2 160. 6 
E121 = n · ii121 = n · l++ · + 1 

= 326 · --- = 2 9448 
n 2 3262 · 

- 01++. 0+22 -- 326. 160. 106 -- 52 0?.45 E122 = n · P122 = n · ----=--~- -n.2 3262 . 

. E211 = n · :P211 = n · 
02

++n·2 °+
11 

= 326 · 
1 ~~~;3° = 15.2761 

- 02++ . 0+12 -- 26 . 166 . 184 -- 93 6933 
E212 = n · P212 = n · n.2 3 3252 · 

- 02++. 0+21 = 3?6. 166. 6 = 3 055? 
E221 = n · :P221 = n · n.2 - 3252 · -

- 02++ . 0+22 -- 326 . 166 . 106 -- 53.9755. E222 = n · ii222 = n · ------n2 3262 

Correspondiente al modelo de independencia condicional 
entre pena de muerte y raza de la víctima: 

tenemos la siguiente tabla de EMV de las frecuenciás esperadas en 
la tabla de contingencia: 
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Raza del· 
acusado 

Raza de la 
víctima 
Blanca 
Negra 
Blanca 
Negra 

Pena de muerte 
Sí No 

Blanca 17.93 133.07 
1.07 7.93 

Negra 6.45 56.55 
10.55 92.45 

debido a que 

- . - 011+ . 01+1 151 . 19 
E111 = n · P111 = n · 

0 
= 326 · = 17.9312 

n · 1++ 326 · 160 
- . ·. . - . 011+ . 01+2 151 . 141 

E112 = n · P112 = n · 
0 

= 326 · = 133.0687 
n · 1++ 326 · 160 

- . - 012+ . 01+1 9 . 19 
E121 = n. P121 = n. -n-.--'-.-0-1_+_+-'- = 326. 326. 160 = 1.0688 

- .· - 012+ . 01+2 
E122 = n · P122 = n · O 

n · l++ 
. - . . - 021+ . 02+1 
E211 = n · P211 = n · 

0 n · 2++ 

- 9 9. 141 . 
- 3-6. 326. 160 = 7.9313 

= 326. 
63

. 
17 = 6.4518 

326. 166 

- 021+ . 02+2 -- 3~6 . 63 . 149 -- 56.5489 E212 = n ·}i212 = n · ~ -
n · 0 2++ 326 · 166 

- 022+. 02+1 -- 3~6. 103. 17 -- 10 5489 E221. = n · fi221 = n · ----'----'- ~ 
n · 02++ 326 · 166 · -

- 022+ . 02+2 -- 3~6 . 103 . 149 -- 92.4518. E222 = n · P222 = n · ----'----'- ~ 
n · 02++ 326 · 166 

Correspondiente al modelo de independencia condicional 
entre pena de muerte y raza del acusado: 

tenemos la siguiente tabla de EMV d~ la~ frecuencias esperada~ en 
la tabla de contingencia: 

debido a que 

Raza del 
acusado 

Blanca 

Negra 

Raza de la 
víctima 
Blanca 
Negra 
Blanca 
Negra 
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Pena de muerte 
Sí No 

21.17 129.83 
0.48 8.52 
8.83 54.17 
5.52 97.48 



- 011+ . 0+11 -- 326. 151 . 30 -- ?1 1682 E111 = n · P111 = n · -----'--'- -
.· n · 0+1+ 326 · 214 · 

- 011+ . 0+12 -- 32 . 151 . 184 -- 2 8 8 
E112 = n · :P112 = n · n . O+l+ 6 326 . 214 1 9. 31 

- 012+ . 0+21 9 . 6 
E121 = n· :P121 = n · n. 0+

2
+ = 326 · 326 . 112 = 0.4821 

E 122 == TI'. ~:Pi22 = n. o~~~ ~~:22 
= 326 · 3~~ ~~~2 = 8.5179 

- _0_2_1_+_· _0_+_1_1 -- 326 . 63 . 30 -- 8.8318 E2ll = n · :P2u = n · -
n · O+i+ 326 · 214 

. - . . _0_2_1_+_· _0_+_1_2 -- 326. 63. 184 -- 54.1682 
E212 :== n · :P212= n · -

n · O+i+ 326 · 214 

E221 = n · :P221 = n · 022+ . 0+21 = 326. 103. 6 = 5.5179 
n · 0+2+ 326 · 112 

E222 = n · P222 = n · 022+ . 0+22 = 326. 103. 106 = 97.4821. 
n · 0+2+ 326 · 112 

Correspondiente al modelo de independencia condicional 
entre raza del acusado y raza de la víctima: 

tenemos la siguiente tabla de EMV de las frecuencias esperadas en 
la tabla de contingencia: 

debido a que 

E111 = n · P111 = n · 

E112 = n · :P112 = n · 

E121 = n · :P121 = n · 

E122 = n · :P122 = n · 

Raza del 
acusado 

Blanca 

Negra 

01+1 · O+u 

n · 0++1 
01+2. 0+12 

n · 0++2 
01+1. 0+21 

n · 0++1 
01+2. 0+22 

n · 0++2 

Raza de la Pena de muerte 
víctima Sí No 
Blanca 15.83 89.46 
Negra 3.17 51.54 
Blanca 14.17 94.54 
Negra 2.83 54.46 

= 396. 
19

. 30 
= 15 8333 

- 326. 36 . 

- ') . 141 . 184 - ') 
- 3-6 326 . 290 - 89.46~1 

19. 6 
= 326. 326. 36 = 3.1667 

- ') . 141 . 106 -
- 3-6 326. 290 - 51.5379 
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- 02+1 . O+n = 3?6. 17. 30 = 14.1667 
E211 = n . P211 = n . - 326 . 36 

n · 0++1 

- 02+2 . 0+12 -- 326 . 149 . 184 -- 94 5379 
E212 = n · P212 = n · -----

n · 0++2 326·290 · 
02+1. 0+21 17. 6 

= 326 . 3?6 . 36 = 2.8333 n · 0++1 _ 
E221 = n · f5221 = n · 

E222 = n · P222 = n · 02+2 • 0+22 = 326 . 149 . 106 = 54.4621. 
n · 0++2 326 · 290 

Correspondiente al modelo de dependencia condicional 
entre raza del acusado y raza de la víctima, raza del acusado y 
pena de muerte y raza de la víctima y pena de muerte: 

tenernos la siguiente tabla de EMV de las frecuencias esperadas en 
la tabla de contingencia: 

Raza del Raza de la Pena de muerte 
acusado víctima Sí No 

Blanca 
Blanca 18.67 132.33 
Negra 0.33 8.67 

Negra 
Blanca 11.33 51.67 
Negra 5.67 97.33 

la cual se obtiene al culminar el 
porcional iterativo con ó = 0.0001. 
cálculos del primer ciclo: 

octavo ciclo del ajuste pro
A continuación detallarnos. los 

Raza del 
acusado 

Blanca 

Negra 

Raza del 
acusado 

Blanca 
Negra 

Raza de la 
víctima 
Blanca 
Negra 

Blanca 
Negra 

Blanca. 

Pena de muerte 
Sí No 

- (O) - (O) 
E111 = 1 E112 = 1 
-e o> -e o) 

E121 = 1 E122 = 1 
- (O) - (O) 

E211 = 1 E212 = 1 
- (O) - (O) 

E221 = 1 E222 = 1 

Raza de la 
víctim.a 

Negra 
- ( O) - ( O) - ( O) 

En+ = E111 + E112 = 2 
- { O) - ( O) - ( O) 

E12+ = E121 + E122 = 2 
- ( O) - ( O) - ( O) 

E21+ = E211 + E212 = 2 
- ( O) - (O) - ( O) 

E22+ = E221 + E222 = 2 
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D 

B 

N 

D 

B 

N 

V 

B 
N 

B 
N 

V 

B 
N 

B 
N 

p 
Sí No 

jj;C 1) - jj;C O) ' 011+ - 1 151 - 75 5 
111 - 111 . jj;C O) - • 2 - · jj;C l) = jj;C o) • Ou+ = 1 . 151 = 75 5 112 112 EJ( O) 2 • 

11.;!-
- ( 1) - ( O) U12+ 9 

E121 = E121 . -=-cor = 1 . 2 = 4.5 
E12+ 

U+ 
- ( 1) _ · - ( O) U12+ _ 9 _ 

E122 - E122 . -=cof - 1 . 2 - 4.5 

E-e 1) - E-co) 02i+ - 1 63 - 31 5 
211 - 211 . jj;C O) - • ? - . 

E12+ 

E- ( l) - E- (O) 021+ - 1 63 - 31 5 
212 - 212 . - ( O) - • 2 - . 

21+ ~ 

E-e 1) - E-ca) 022+ - 1 103 - 51 5 
221 - 221 • jj;( O) - • 2 - . 

E21+ . 

E-c1> - E-ca> 022+ - 1 103 - 51 5 
222 - 222 . E- ( O) - • 2 - . 

22+ 22+ 

Raza del 
acusado 
Blanca 
Negra 

Sí 
Pena de muerte 

No 
- ( 1) - ( 1) - ( 1) 

Ei+1 = E111 + E121 = 80 
- ( 1) - ( 1) - ( 1) 

E2+1 = E211 + E221 = 83 

-c1) -c1> -c1) 
E1+2 = E112 + E122 = 80 
-c1> -c1> -c1> 

E2+2 = E212 + E222 = 83 

p 
Sí No 

-c2> _ -c1> Oi+1 _ 19 _ 
E 111 - E 111 • -=[lf - 75.5 · 

80 
- 17.9312 

E1+1 
- e 2) - e 1) Oi+1 19 

E 121 = E 121 · -=[lf = 4.5 · 
80 

= 1.0687 
E1+1 

- e 2) _ - e 1) 02+i 1 7 
E 211 - E 211 · -=[lf = 31.5 · 

83 
= 6.4518 

E2+1 
- ( 2) - - ( !) 02+1 - 17 -

E 221 - E 221 · -=[lf - 51.5 · 
83 

- 10.5482 
E2+1 

- e 2> - e 1> Oi+2 141 ·· 
E 112 = E 112 • -=c1) = 75.5 · 

80 
= 13.3.0687 

E.J+2 
- ( 2) - ( 1) Ui+2 141 . . · 

E 122 = E 122 · -=cif = 4.5 · 
80 

= 7.9312 
E1+2 

- ( 2) - ( 1) 02+2 149 
E 212 = E 212 · -=cif = 31.5 · 

83 
= 56.5482 

E2+2 

jj;C 2 ) = jj;C l). 
02

+ 2 = 51 5. 149 = 92 4518 
222 222 ¿e 1) · 83 · 

2+2 

Raza de la 
víctima 
Blanca 
Negra 

Sí 
Pena de muerte 

No 
- ( 2) - ( 2) - ( 2) 

E+11 = E 111 + E 211 = 24.3830 
- ( 2) - ( 2) - ( 2) 

E+21 = E121 + E221 = 11.6169 

- ( 2) - ( 2) - ( 2) 
E+12 = E112 + E 212 = 189.6169 

- ( 2) - ( 2) - ( 2) 
E+22 = E 122 + E 222 = 100.3830 
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. ,,,,.· 

jj;C 3) = jj;C 2) . 0+11 
111 111 jj;C 2) 

+11 

E-(3) - jj;(2) 0+21 -
121 - 121 · E-e 2) -

+21 

E-e 3) _ jj;C 2) 0+11 _ 
211 - 211 . jj;< 2) -

+11 
jj;C 3) _ jj;C 2) 0+21 _ 

221 - 221 . jj;C 2) -
+21 

17.9312 · 30 = 22 0619 jj;C 3) = jj;C 2) • 0+12 = 133.0687 · 184 = 129_1269 
24.3830 . 112 112 .Eii1 189.6169 

1.0687 · 6 = O 5590 jj;C 3) = jj;C 2) . 0+22 = 7.9312 · 106 = 8 .3750 
11 6169 . ~ 122 122 jj;C 2) 100.3830 

. +22 

6.4518 · 30 = 7 _9381 jj;C 3) = jj;< 2) . 0+12 = 56.5482 · 184 = 54.8731 
24.3830 .. ·. 212 212 .Eiib 189.6169 

10.5482 . 6 = 5.4480 jj} 3) = jj;< 2) . 0+22 = 92.4518. 106 = 97.6250 
11.6169 · · 222 222 E-e 2> 100 3830 

+22 . 

El segundo ciclo comienza con los valores iniciales: 

- (O) - ( 3) . . · •. . '. . 
Eijk = Eijk para i = 1,2, para J = 1,2 y para k = 1,2 

y se lleva a cabo el procedimiento del prime~.cicl6, 
sivamente hasta completar ocho ciclos que es cuando 
precisión: 

Y<· así su ce
se. lOgra la 

l.Ei~~-B) - E;~~· 7> 1 < 0.0001 para i .:__ 1, 2, para j :"'.1, 2 y para .k = 1, 2. 

Ya sólO resta por ejemplificar la. estimación para el 
modelo saturado: 

al cual corresponde la tabla de contingencia: 

Raza del Raza de la Pena de rnuerte 
acusado víctirna Sí No 

Blanca 
Blanca 19 132 
Negra o 9 

Negra 
Blanca 11 52 
Negra 6 97 

debido a que 

- _ Oijk 
Eijk = n · Piik = n · -- = O;jk para i = 1, 2, para j = 1, 2 y para k = 1, 2. 

n 
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Para el modelo (1, 2, 3) tenemos que 

U12 (i, j) =O para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J 

U13 (i, k) = O para i = 1,.:., I y para k = 1, ... , K 

U23 (j, k) =O para j = 1, ..• , J y para k. 1, ... , K 

U123(i,j,k) =O para i = 1, ... ,1 , para j = l, ... ,J y para k = 
1, ... ,I< 

y por lo tanto el número de parámetros nulos es 

J. J+T· K+ J·K+l· J·K 

pero, segün mencionamos en el dapit~lo ~nterior, 

J .·. . '.] 

¿ Ui2 (i;j) = E U12 (i,j) =o 
i=;'l: . j=l 

J K 
·¿uí3 (i,k)_= E ul3 (i, k) =o 
i=i' k=l 
·J K 
2::;U23(j,k) = 2::; U23(j,k) =0 
j=l k=l 

J . . . J J J K 
2::; U123 (i,j; k) :d L U123 (i,j, k) = L 2::; 2::; U123 (i,j, k) =O 
i=l . ,• 'j=l i=l j=l k=l 

- -.·· . ' 

y por lo tanto, en este modelo, los parámetros nulos. independientes 
son 

(I- l)·(J -1)+(1 -l):(K- l)+(J - l)·(K- l)+(I- l)·(J- 1)'.(K- 1). 

Para el modelo (12, 3) f enE:!mos 'que 
,··' 

U13 (i, k) 7:'-0 pa:rg .i 1, ... ,1 y para k = 1, ... , K 

U23 (j,k) ~ ?;p~r,d<.Jiii=·l;:.,;~,.J y para· k ~ 1, ... ,K 

U123 (i,j, k) =O para i ~ ~,.;'. ,i , para j = 1, ... , J y para k = 
1, ... ,I< 

y por lo tanto el número de parámetros nulos es 

I·K+J·K+I· J·K 
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pero, segón mencionamos en el cap~tulo anterior, 

I K 

E U13 (i, k) "."' E U13 (i, k) ='o 
i=l . k=l''· .. ' . ., . 

J . :: ·. K.: :: . · . 

. E U23 (j, k) ·L Vi:f(j; k) =o 
I :,,~ - ~=1 J .. _':~:: .:J:.~j· :;( •- - . . . 

E U12a (i,j, k) = E Ui2a (i,j,k) ~E BE U12:{(i,j,k) =O 
i=l . j=l . . . . . i=l j:'Cl k':".l ' 

y por lo tanto~ en este modelo, los parámet~o~ nuios. irid~pendientes 
son 

(I - 1) · (K - 1) + (J - 1) · (K-:- 1) + (I - 1) · (J _.:._ 1) · (K - 1). 

Para el modelo (13, 2) tenemos que 

U12 (i, j) = O para i = 1, ... , I y para j = 1, ... , J 

U2a (j, k) = O para j = 1, ... , J y para k = 1, ... , I< 

U12a (i, j, k) = O para i = 1, ... , I , para j = 1, ... , J y para k = 
1, ... ,I< 

y por lo tanto el número de parámetros nulos es 

I·J+J·K+I· J:K 
' ' 

pero, segón mencionamos en el. c~p~tulo anterior, 

I J 
L U12 (i,j) = E U12 (i,j) =o 
i=l · " j=l 

J'. K 

EU2a (j,k) = E U2a (j, k) =O 
j=l k=l 

.I. · · J I J K 

E U123 (i,j, k) = E U123 (i,j, k) =E E E U123 (i,j, k) =o 
i=l j=l i=l j=l k=l 

y por lo tanto, en este modelo, los parámetros nulos independientes 
son 

(I - 1) · (J - 1) + (J - 1) · (K - 1) + (I - 1) · (J -1) · (K--, 1). 
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Para el modelo (23, i) tenemos que 

U12 (i,j) =O. para i 7 .1,. ; .. , I y para j = 1, ... , J 

U13 (i, k) '==.O para i = 1, ... , I y para k = 1, ... , K 

U¡23 (i,j, k) =:O para i = 1, ... ,/, ,;~;,;,.~/§ =: l; ... Jy para k = 1, ... , K 
. ' . ;··, ~. ~ . . 

son 

(I - 1) · (J- 1)+ (f- l) · (I¿.:_jf+:('.r2f:~1}: (.7.:... 1) · (K - 1). 

Para el. m~deio (12,13) t~ne;~·s:.~~u·e·· 
' '~ .. -. ··,. ' .. : .•. " . .. 

U23 (j, k) = O pa;:a j\= r:·: ~; J y para k = 1, ... , K 
•.' ~:t_ 

U123 (i,j, k) =O para i = 1, ... , I , para ]};:'',.1:-;<l;)J y para k = 1, ... , K 

y por .lo tanto el número de paráme'tfbs" rú.lios es 
': ')';\.-.. ·: ·~_::~_:_,.; ~:. > 

pero, según mencionamos e/~~~+;;~gf{,/~/;{.~ri.terior, 
~- ·. :~\/~;~{::~.::.:·- ·";,", :' ,-::::. 

J.' "'•·'· .,_.·•._:, ... _ .. K .. -:· " .·. 
E U23(j,k).~i:"5],:.[!23(j~k) '=o . 

•j=l .... ' ... ·, .. •:•':' k=l-.•· .. "_.·· .... . . . 
l .. J"·. •·.· .. .,.,.., . .. 1 .. :'.-.J" K 

¿::: u12a (i,j, k) ==E u12~ ci,j;k)==.:z E E u12a (i,j,k) =o 
i=l j=l .· . . >i=lj=l k=l . 

y por lo tanto, en este modelo, lOs parámetrosnulos independientes 
son 

(J - 1) · (K - 1) + (I _: 1) · (J - 1) · (K - 1) . 
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Para el modelo (12, 23) tenernos que 

U13 (i, k) =O para i = 1, ... , I y para k = 1, ... , K 

U 123 (i,j,k)=O para i=l, ... ,I, para j=l, ... ,J y para k=l, ... ,K 

y por lo tanto el número de parámetros nulos es 

.. I·K+I·J·K 

pero, según mencionamos en el capitulo anterior, 

I J< 

E U13 (i, k) = E U13 (i, k) = o 
i=l k=l 

l . ·. .J I J J< 

E U123 (i,j, k) =E U123 (i,j, k) =E E E U123 (i,j, k) =o 
i=l . j=l i=l j=l k=l 

y por lo tanto, en este modelo, los parámetros nulos independientes 
son 

(I - 1) · (K - 1) +(I - 1) · (J - 1) · (K - 1). 

Para el modelo (13, 23) · tenernos que 

I ·. , ... < . . . J 

. E U12 (i,j) = E U12 (i,j) =o 
i=.1 .. ' . j=l 

I ', 'J ,:·':.···. .· l J J< 

E U123 (i;j,k) = 2JUi23 (i,j, k) =E E E U123 (i,j, k) =o 
i=l . . - i=l· . i=l j=l k=l 

y por lo tanto el número de' parámetros nulos es 

·J.J.+I.·J·K 

pero, según mencionamos en el capitulo anterior, 

j ~ . :· ·~ 

E U12 (i,JY= L U12 (i,j) =o 
i=l . ' . .. . j=l 

I . · · ·: J. ' . ·. ,: · . · I J J< 

E U123 (i,j, k) ==E U123 (i,j, k) =E E E UJ.23 (i,j, k) =o 
i=l . 'j=l. . i=;l j=l k=.1 

y por lo tanto, en este rnodel6, los parámetro~ nulos independientes 
son 

(I - 1) · (J - 1) + (I - 1) · (J - 1) · (K - 1). 
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Para el modelo (12, 13, 23) tenemos que 

U123 (i, j, k) = O para i = 1, .. . , I , para j = 1, .. . , J y para k = 1, ... , K 

y por lo tanto el número de parámetros nulos es 

l·J·K 

pero, según mencionamos en el cap~tulo anterior, 

I .. ._ J . I J J( 

'2:,U123(i,j,k). '2:,U123(i;j,k)=EE '2:,U123(i,j,k)=O 
i=l . . . j=l . . - . . i=l j=l k=l 

y por lo tanto, en_ estemodel6·, ·los parámetros nulos independientes 
son 

(I ~ 1) · (J - 1) · (K - 1). 

Para el modelo saturado tenemos que el número de parámet
ros nulos es cero. 
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APÉNDICE C 
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Correspondiente al modelo (1, 2, 3) tenemos 

2 2 2 
I:: I:: I:: Oiik In ( Oijk) 
i=lj=lk=l ' " 

= 0111 In (0111)+0112 In (01d+0121 In (0121)+Ó~2~ Iii (0¡~2)--J:O:m ln'(Ó21í)+0~12I~(0212)+ 
0221 In. ( 022i) +· ·0222 ln ( 0222) ~,: ::-~·~-.:~-.·:·: .. ~ · · · · ·· 

= 19In(19)'+132 ln (132) +O ln (O)+ 9 I~ (9) -,t-~l~_ln(ll) ;_¡.. 52 ln.(5~)+'§I~ (~tot=:~7.~ri(97) 
= 19·2.9444+ 132 ·4.8828+0· (-=) +9.2,1912+11 ·2.3979+52 ~3;9512+6\;·h~f18+:9'7 ·4.5747 

- .- . - . . ' ' ' . . . . ' , :~ ·- ·. .. ' 
··:.· :"'' 

= 55.9443 +644.5299 +o+ 19.7750 + 26.3768+ 205.4647 + 10.7506:f-44á~747ó ~ 1406.5882 

2 2 2 ' 

i~ i~ {; Oiik In (.Eiik) , > > > ·. · ..• · 

= 0111 In ( Ern }+0112 ln ( E112) +Om In (E;121)~Q1.22 In(E122 )f:0.21liI1(~~}1}±P2i2ln.(E212)+ 
0221 In ( E221) + 0222 In ( E222) . - .. '•.. . 

= 19 In (11.5985)+132 In (93.4322)+0ln (G.Q7d2)±9lri(4s:s99i}+11in(12.oá34);f52iI1(96.9359)+ 
6ln(6.2979)+97In(50.7328) ··. ;·-:}~,>> ,· · · ··y·.,,:,'..·',"c:.'< · 

"·=;,:- -

= 46.56G6 + 598.9152 +o+ 35.001s + 27~i645+ 237.8506 +li.oÚ3+380'.~1t5LF1331.6235 

c 2.< -2· (1337.6235 - 1406.5882) = 131.92g4 
.··,.. ' ' - '- :. . - .-

gl = (1-::- l)·(J•-1) + cI-1)· (I<.::_1) +(J-1) · (I<- 1) + (I- 1) · (J- 1); (K-1) 
.· ·.,• :_ _:.,- <'- - -' . ' . - ' -

= c2 - 1) . c2 - 1) + c2-'- 1r, c2- 1)+ c2 - 1) . c2 - 1) + c2 - 1) . c2 - 1) , c2 - 1) 
. - -:· . - -, . 

= 1 . 1 + 1 . 1 + 1 :. 1 + 1 · 1 i1 = 1' +i+ 1 + 1 = 4 

Correspondiente al modelo (12,3) .. tenemos 
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= 19 ln (16.6748)+132 ln (134.3252)+0 ln (0.9939)+9111 (8.0061)+Ílln(6.9571)+:52 ln (56.0409)+ 
6ln (11.3742) + 97ln (91.6258) · ·· .. ' •:••••e: , : .·· .. ·.. · · • • \ .·. 

= 19·2.8139+132·4.9003+0· e -o.0061)+9·2,08o2+'fl':l.9398f52.4.o261f6;2:4313:.f97 ·4:5177 · 

~ 53.4641 + 646 8348 + o + 18. 7218 +2~~~;~~~~í?.~t~~~~-~~%~~5~!1i~~8.21~2 ; 1}~2.i206 . 
G 2 = ~2' (1402~5206'...!.::li4b6:5882) ~- 8'.1352; .· ...••. 

'. - ' :· -; < -,.,. ;:: -~·. -~ -~-:.~~,, :,-·,,,-~ ~'.:.;~ <:..~·-,;-: ,.~:~-- > "> ', . . ·: ;-. . . . ! ... - . --~.; ,': ·.\) : 

gl = (I - 1). (K - 1) + (J - 1) ·(K ;:_ l)+'(I---frr·(J.~.l). (K:.:... 1) 

= c2 - 1) . c2 - 1) + c2 - 1) •. c2 ~i) ~ (2-1;·. c~·-1j. c2 ~i) =i· 1+1 . 1+1. 1. 1 

= 1+1+1=3. 

Correspondiente al modelo. (13; 2) tenemos 

2 2 2 
L: L: L: oijk In C oijk) == 1406.5882 
i=lj=l k=l 

t t f, Oijkln (Eiik) .· 
•=lJ=l k=l ... 

= 0111 ln ( E111) +0112 ln ( E112) +0121 ln ( E121 )+0122 lil ( E122) +0211 ln ( E211) +0212 ln ( E212) + 

0221 ln ( E221) + 0222 ln ( E222) 

= 19 ln (12.4724)+132 ln (92.5583)+0 ln (6.5276)+9 ln (48.4417)+11 ln (11.1595)+52 ln (97:8098)+ 
6ln (5.8405) + 97ln (51.1902) · 

= 19·2.5235+ 132·4.5278+0-1.8760+9·3:8804+11 ·2.4123+52·4.5830+6· l.7648+97 ·3.9355 

= 47.9468 + 597.6747 +o+ 34.9232 + 26.5352 + 238.3173 + 10.5889 + 381.7482 = 1337.7344 

G 2 = -2. (1337.7344 - 1406.5882) = 137.7096 

gl = (I - 1) · (J - 1) + (J - 1) · (K - 1) +(I - 1) · (J - 1) · (K - 1) 

= (2 - 1) . (2 - 1) + (2 - 1) . (2 - 1) + (2- .1) . (2 - 1) . (2 - 1) = 1 . 1 + 1 . 1 + 1 . 1 . 1 
= 1+1+1 == 3. 
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Correspondiente al modelo (23; 1) tenernos 

2 2 2 ' . ,, '· :· '. 
¿ 2: 2: Oijk ln (O(;ic) ;,,;,¡406:5882 · 
i=lj=l k=l ' 

2 2 2 e· _ )<· 
~ i~ {; Oijk ln Eij~ > ·. 

= 0111 ln ( E111) +0112 ln ( E112) +0121 ln ( E12i)+o1d; Irl'{E~22)+02u In ( E211 )+0212 ln ( E212) + 

0221 ln ( E221) + 0222 ln ( E222) . .. . ' . 

= 19 ln (14.7239)+132 ln (90.3067)+0 ln (2.9448)+9ln (52;0245)+1.11n (1~.2761)+52 ln (~3.6933)+ 
6 ln (3.0552) + 97 ln (53.9755) .·. · . · ' , e,, ): ;~. : ,, >., 

.,_:.\>· :'.·:.:-;.'. L'.'.~: ·.. .<-:.:':: . .-.~~·: .-·:. 

= rn. 2.6895+ 132·4.5o32+0-1.osoo+9·3.9511+11.2.1263+52·4.54oó'.+-'6·:1;1168+:97-'3.9885 

= 5i.1000 + 594.4239 +o+ 35.5654 + 29.9892 + 236.0814 +6:7oú1J·'3J~.~~f~;· ,134,0.7484 

G 2 = -2. (1340.7484- 1406.58S2) ;< iii.Ú~~ ' 
- ' -. , 

gl = (I - 1) · (J - 1) + (I - 1) · (K - 1)+ (J - 1) · (J- l)·(f<.-

= (2 - 1). (2 - 1) + (2 - 1). (2 - 1) + (2 - 1). (2-'-i) ·,(2 ~'i)'~ 1·1+1. 1+1. 1. 1 
= 1 + 1 + 1 = 3. ' ' ' . ,•'' 

Correspondiente al modelo. (12, 13) tenernos 

2 2 2 

L L L Oijk ln ( oijk)' = 1406.5882 
i=l j=l k=l . ' 

2 2 2 ' ·' '.' ' ?: ?::: ¿ Oijk ln ( Eijk). ·. ·. 
•=lJ=lk=l •, ". 

= 0111 In ( E111) +0112 ln ( E112) +0121 ln ( .E121)+9,122 ln(.E122) +0211 ln ( E211) +0212 ln ( E212) + 

0221 ln ( E221) + 0222 ln ( E222) .. ·. /· ' . . 
•,' -:·:,,_- >;:::<~··.~~- \ 

= 19 ln (17.9312)+132 ln (133.0687)+üln (1,0688)+9'1A (i.93fa)+ll lri (6:451S)+521Il:(56,54S2)+ 
6ln (10.5482) + 97ln (92.4518) · · ,·,;:: <>. :,•.;.·, ::' .: ' ·· ;¿> {_·\;)':~::··,~:.~;i.:<¿:, .''' 

= 19·2.8865+132·4.89ü9+ü·o:o665+9·2:b;~~':tfi1:í'.864tl+52.4:o~bÍJ~.·21~~~d·~97~:4'.ri;~7 
.>. -~, .. :.~-_,_._'·,_;~.·:·?>X;-:~;··->·.· ··.<.-''·_.-... "_ : ·.. :> < ;·_~ .. ,_~-~-:-~-~:.:{~t~::::0~-¡~'..Lr:/;:~~~~~:;~:~:~it~·-:.'::·;::/_-~:- ·---

= 54.8443 + 645.5943 + 0+18;6374+20·:5080+209.8249+14.l357~*~~39'.0s87'" >1462~6331 
. ' - - _;·:._?;. . . . <·:-:,- --~,··:-.<<'~\· • . .: .: 

c2 ,,,;~2:·ci402.6331 - 1406.5882) -.7:9io2·'<·•· <> 
•. .•' • • •" • ,·.,• ,••', e 

gl = (J - 1) · (K - 1) +(1- 1) -(J- 1)- (K :_ 1) = (2 - 1) -(2 - 1)-t-(2:...:: 1) :(2 ..::_ 1y; (2-'- 1) 
= 1 . 1 + 1 . 1 . 1 = 1 + 1 = 2. ' ' 
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Correspondiente al modelo (12, 23) tenemos 

2 2 2 
.L: .L: .L: Oiik ln (Oiik) = 1406.5882 
i=l j=l k=l 

2 2 2 

t;i i~ {;_ oiik ln ( Eijk) 

= 0111 ln (.Em) +0112 ln ( E112) +0121 ln ( E121) +0122 ln{ E12~}+0211_ln (.,E'211 )+0212 ln (.E212 )+ 
0221 ln ( E221) + 0222 ln ( E222) · . · .. ·.· · . .·. _ < ·. ; . · .•. . ·. 

= 19 ln(21.Í682)+132 ln (129.8318)+0 ln (0.4821)+.9 lri (8.5179)4-Íl in {§.831S)+5~ ln (54.'1682)+ 
6 ln (5.5179) + 97 ln (97.4821) J. /~ ··· > •·• 

- - ,. . '.r, '' -. . ' ·' . « ; . ~ "• :" · .. ·· . ¡' . 

= 19.3:0525+132·4.8662+0· e -o. n96)+9-2i1422+ 11-2.1784+5.2·3.992H-6· I. 7o86.+rJ7;4:5797 
' ' ~ : ,· .. -. '- . . . ' - ... ' -'-'"-. :: 

= 57.9975 +642.3436+0 +i9;~795-l-23.9619 + 207.5889 + 10.2480 + 444:2279 i i4o5.6474 
. . . . 

02 = -2 . (1405.6474 - 1406.5882) = 1.8816 

gl = (I -1): (I< - 1) +(f....: 1) · (J - 1) · (I< - 1) = (2 - 1) · (2 - 1) + (2 - 1) · (2 - 1) · (2 - 1) 
= 1 . 1 + 1 . 1 . 1 = 1+ 1 = 2. 

Correspondiente al modelo (13, 23) tenemos 

2 2 2 
.L: .L: .L: Oiik In (Oiik) = 1406.5882 
i=lj=lk=l . . 

f_ t f_ Oiikln (.Eiik) . . . 
. i=l J=l k=l . . .: . .• 

= 0111 lri ( Em) +0112 ln ( E112) +0121 ln ( E121) +0122ln (.E122)+0211ln (.E211)cJ-0~12 ln (.E212) + 

0221 ln ( E221) + 0222 ln ( E222) ·· · > < > < '. •: : · ... ••· ·· ... · · . 

= 19 ln (15.8333)+132 ln (89.4621)+0 ln (3.1667)+9 ln (51~53;9y~·1"ii~ci~:l~·6:;)~~~l~:.{~4.5379)+ 

:
11

:~~~~:::~:1::~
1

:.~:~::~~ 1.1527+9·3.9423+·1f-~~6~i~9s;5~;.@l:i~~~'.~_,~~~i~I~ff~~~\~:-~~;5··· 
_ -... . , _ --- . . . _ ... ,-<·-~-~~~V.-:- --~~~ ,:::\~i~·}!-.>: .. ·~:;.-~:~~_::_-~-i'.~>~:.·(~;-. ~~-:~}~:'. __ ;-~ii~~: ~ . -'.:;Ef.~~~g~r~;:j;I_~-=t~:·'. "~:- -_ ·: ~ ,_~;· .-' ·: 

= 52.4802 + 593.1836 +o+ 35.4809 +29;1598 +236:5480:+' 6i2~87+;387.7580•=21340.8592 

0 2 = __:2: c1~~~~~5ri~:¿[úó~'.5~~2);· \~J.>l~i~J ·~:·· · ·. · 
gl = (I - 1) · (J - 1) + (I - 1) ·(J.,.- 1); (.l< :_ 1) == (2 _. ¡) · (2 -- 1) + (2--- 1) · (2 ~ 1) · (2 - 1) 
= 1 . 1 + 1 . 1 . 1 = 1 + 1 = 2. . .. 
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Correspondiente al modelo (12, 13, 23) tenemos 

gl = (I - 1) · (J - 1) · (K - 1) = (2 - 1) · (2 - 1) · (2 - 1} =:"i-t{::l 41.' 
. : ' . ·_<;~.:.;--:)~-, ·-/<~>- ·,~· ,-./ 
Correspondiente al modelo satu~~~o·ten~~6s 

2 2 2 .··· ·· ... : .. · 
L ¿::; ¿::; Oijk In ( oijk) = 1406.5S82' 
i=l j=l k=l 
2 2 2 
~ i~ ~1 Oiik In ( Eiik) ·.·· ·.. . . . . 

= On 1 ln ( E111) +0112 In ( E112) +0121 In ( E121) +0122 In ( E122}+02n ln. ( E?.11) +0212 ln ( E212) + 

0221 ln(E221}-t0222 ln ( E222) · · 

= 19hi(19)+·~132In. (132) + 01n (o)+ 9ln (9) + 111n. (11) + 52ln (52) + 6in(6) .+ 97ln(97) 

= 19· 2,¿444-f-'1~2-4.8828+0· (-00)+9·2.1972+ 11·2.3979+52 ·3.9512+6i1.~91¿-f~f.4.~747 
··. .·. . -. ' - . - .. -. --·- ·- - ·, . - ' . ·: ~ . ,. , ~ .: . -~- .. _-,·. ':; -: _,, ...... - ., -

= 55.9443-t-644.5299+o+19.7~56 + 26.3768+205.4647+10.7506 +443.~41Ó>··¡4o6.5ss2 
c 2 = -2 . (1406.5882 - 1406.5882) = o 

gl =o. 
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