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INTRODUCCIÓN 

Después de estudiar los resuitados básicos de la lógica de primer orden, es 
inmediato observar que los lenguajes que ésta estudia tienen limitaciones en su poder 
expresivo; así, es natural preguntarse por sistemas expresivos más poderosos que los 
lenguajes de primer orden y por las propiedades que pudieran tener éstos. El estudio que 
presentaremos justamente consistirá del estudio básico de un tipo particular de sistema 
expresivo más poderoso que los lenguajes de primer orden: Los lenguajes de segundo 
orden. 

La característica fundamental que distingue a los lenguajes de segundo orden de 
los de primer orden es la cuantificación sobre relaciones n-arias; esto es lo primero que 
se desarrolla en el capítulo I (la definición rigurosa de los lenguajes de segundo orden) 
seguido de la semántica estándar asociada a estos lenguajes. Más adelante, también en 
el capítulo I, se dan ejemplos de propiedades expresables en segundo orden que no lo 
son en primer orden y a partir de éstas se demuestra que en la lógica estándar de 
segundo orden, contrariamente a la lógica de primer orden, no se cumplen los teoremas 
de compacidad ni de Lowenheim-Skolem. El resto del capítulo consiste principalmente 
en teoremas de isomorfismo entre estructuras estándar y en teoremas de 
homomorfismos y relaciones de congruencia; tales resultados son muy generales, sin 
embargo, la razón principal de su discusión es la de proporcionar teoremas que nos 
servirán para el estudio del ejemplo más importante que mostramos, en el capítulo 11, en 
relación a la lógica estándar de segundo orden y la lógica de primer orden: La aritmética 
de Peano de segundo orden. 

Son ya bastante conocidos los resultados de la existencia de modelos no estándar 
de la aritmética de Peano de primer orden y de la incompletud de ésta. El capítulo 11 
inicia con un estudio de la aritmética de Peano de segundo orden con conclusiones 
totalmente contrastantes: La aritmética de Peano de segundo orden es categórica (todos 
sus modelos son isomorfos) y por lo tanto es completa (en el sentido de que si n es el 
conjunto de axiomas de Peano de segundo orden de un lenguaje Ll'A'· entonces para 
todo enunciado cp de LrAi. n f<p ó n f-,cp). Además, este capítulo presenta un estudio 
del axioma de inducción de segundo orden que concluye con una caracterización de 
todos los modelos de este axioma; de esta caracterización es inmediato el hecho de que 
los tres axiomas de Peno de segundo orden son independientes entre sí y sin embargo 
guardan una estrecha relación: el axioma de inducción implica a la disyunción de los 
otros dos axiomas. 

Dado que nuestro propósito en este trabajo es mostrar resultados fundamentales 
de la lógica de segundo orden, el capítulo 111 de lógica multivariada pareciera fuera de 
contexto. Lo que ocurre es lo siguiente: Existe una semántica alterna a la semántica 
estándar para los lenguajes de segundo orden, la cual es muy conocida y sin la cual nos 
parece este trabajo incompleto. La presentación de tal semántica no estándar (semántica 
sobre estructuras generales) se puede hacer sin necesidad de la lógica multivariada 
(capítulo IV); sin embargo, hay una relación estrecha entre la lógica de segundo orden 
no estándar a que da lugar la semántica no estándar mencionada, la lógica multivariada 
y la lógica de primer orden (específicamente: la reducción de la lógica de segundo 
orden con semántica sobre estructuras generales a lógica multivariada y la reducción de 
la lógica multivariada a lógica de primer orden). Para poder mostrar adecuadamente 
tales reducciones y hacer notar que éstas implican la reducción de la lógica de segundo 



2 

orden con semántica sobre estructuras generales a lógica de primer orden, fue necesario 
abordar la lógica mullivariada en el capítulo 111. Básicamente en tal capítulo se define 
con rigor lo que es la lógica multivariada, se dan teoremas de isomorfismo entre 
estructuras mullivariadas, se prueba que la lógica multivariada es reductible a lógica de 
primer orden y finalmente se concluye con los teoremas de compacidad y de 
Lowenheim-Skolem para la lógica multivariada. 

Con los resultados mostrados en el capítulo 111 se tiene lo necesario para nuestro 
último estudio:. el concepto de estructura general, la delinición de una semántica no 
estándar asociada a los lenguajes de segundo orden y la reducción de la lógica de 
segundo orden con semántica sobre estructuras generales a lógica multivariada. Con tal 
finalidad se precisa, en el capítulo IV, la noción de pre-estructura. Es sobre las pre­
estructuras (de hecho, sobre toda una lógica de segundo orden con semántica basada 
sobre pre-estructuras) y a través de la noción de .. relación paramétricamente 
.;;;{-definible ... " como se definen a las estructura generales; es decir, se definen las 
estructuras generales como una clase particular de pre-estructuras. El resto del capítulo 
se concentra básicamente en mostrar que la lógica de segundo orden sobre estructuras 
generales es reductible a lógica multivariada y que con esta semántica valen los 
teoremas de compacidad y de Lowenheim-Skolem; finalmente. también se muestra 
explícitamente cómo queda la reducción de lógica de segundo orden sobre estructuras 
generales a lógica de primer orden. 

Todos los resultados de este trabajo (los descritos anteriormente), se exponen 
presupqniendo del lector solamente un estudio previo de lo fundamental de la lógica de 
prifrier orden y de la teoría de los conjuntos. Al respecto, la manera en que se presentan 
estcis estudios es totalmente análoga a la manera usual en que se estudia por primera vez 
lógica de primer orden; esto no es del todo una ventaja en su lectura: hay muchas 
definiciones por recursión y sobre todo pruebas por inducción que pueden resultar muy 
áridas. Consideramos que, cuando esto este a punto de suceder. el lector siga adelante: 
no necesita leer con extrema minuciosidad tales pruebas a menos de que una angustia 
irresistible lo obligue a ello (elección que, por otro lado, el autor sintió no tener, puesto 
que gran parte de su trabajo consistió en mostrar detalles que a menudo son omitidos en 
otros textos). 
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CAPITULO l. 

LENGUAJES DE SEGUNDO ORDEN. 

Es posible obtener lenguajes con poder expresivo mayor que el de los lenguajes 
de primer orden que, como sabemos, no son capaces de expresar ciertas nociones como 
el poseer un número finito de elementos o el axioma del supremo para conjuntos 
parcialmente ordenados. Teniendo como motivación la búsqueda de sistemas expresivos 
más poderosos que los lenguajes de primer orden, construiremos los lenguajes de 
segundo orden, veremos ejemplos de su poder expresivo y en general, discutiremos 
diferencias importantes entre éstos y los lenguajes de primer orden. Tomemos como 
ejemplo el enunciado de primer orden 3x(P(x)->'v'xP(x)). Este enunciado es verdadero 
sea cual sea la interpretación del símbolo de predicado P, lo que nos podría sugerir 
considerar P como una variable sobre las relaciones 1-arias, cuantificar universalmente 
a P y obtener la fórmula: VP3x(P(x)~\fxP(x)) que nos atreveríamos a llamar 
"universalmente válida". Justamente lo que haremos será desarrollar un tipo de sistema 
expresivo -de manera análoga a como se hace con lenguajes de primer orden- en que 
esta idea de cuantificar sobre propiedades de individuos o sobre funciones que actúan 
sobre individuos quedará bien formalizada; tales sistemas expresivos serán 
denominados lenguajes de segundo orden y la lógica basada en ellos, la lógica de 
segundo orden, la abreviaremos como LSO. 

SINTAXIS DE LSO 

Tipo. 

Cada lenguaje de segundo orden tiene un conjunto (posiblemente vacío) de 
constantes individuales, de constantes relacionales y de constantes funcionales; 
designaremos tal conjunto por CONS.OP y siempre se pedirá que cada elemento de 
este conjunto no sea sucesión de otros elementos del mismo. 

Para tener un lenguaje de segundo orden particular, aparte del conjunto 
CONS.OP de nuestro lenguaje, necesitamos dar su tipo. Un tipo de un lenguaje de 
segund() orden es un par :E=(V AR, FUNC), donde V AR es el conjunto que contiene las 
diferentes clases de variables de nuestro lenguaje (que llamaremos tipos) y FUNC es 
una fondón cuyo dominio es CONS.OP y cuyos valores (que también llamaremos 
tipos) ·soítélemeritos de VAR. Nosotros trabajaremos con lenguajes de segundo orden 
de tipo i.,;cvA.'R, FUNC), donde: 

, ..... : }·· ···,L :!.:·:_ ··<'·· 

(i) ··vt\R={l, (0,1), (0,1,1), (O,l,l,l), ... }u{(l,1),(l,l,I), .... } 
(ii) FUNC (que a veces se denota como FUNC(:E) para hacer explícita la asociación 

, de FUNC con ¿) es tal que: 
FUNC(c)=I para cada símbolo de constante de individuo ceCONS.OP 
FUNC(R)=(O, 1, .. " .. , 1) para cada ReCONS.OP símbolo de relación n-ario, ne N\{O}. 
FUNC(t)=(l,l, .. " .. ,I) para cada feCONS.OP símbolo de función n-ario, neN\{O}. 
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Ahora estamos listos para definir el alfabeto de nuestra clase de lenguajes de 
segundo orden del tipo :E especificado. Dado un conjunto CONS.OP de símbolos de 
constante (individuales, relacionales o funcionales), definimos el alfabeto del lenguaje 
Li de segundo orden tipo :E de la siguiente manera: 

Todo elemento de CONS.OP pertenece a L2• 

Para cada elemento ae V AR. Li contiene un conjunto numerable de variables de 
tipo a. Explícitamente estos conjuntos son: 
Para cada neN, neN\{O}, Rn={X;" lieN} es el conjunto de variables relacionales de 
aridad n de tipo (O, I , .. 11 

•• , I )e V AR. 
Para cada neN, neN\{O}, Fn={D;"lieN} es el conjunto de variables funcionales de 
aridad n de tipo (l,l, .. " .. ,l)eVAR. 
v=Fo={x;lieN} es el conjunto de símbolos de variable individual (variables tipo 1). 

El alfabeto de L2 consta además de: 

Conectivos lógicos: --., A, v .~. ~. 
Cuantificadores: 3, V. 
Paréntesis y comas como símbolos auxiliares. 
Un conjunto numerable de símbolos de igualdad ""'Q, ::::1, ::::2 , ••• ,::::0 , ••• ; estos son por 
definición, de tipo: (O, l, l ), (0,(0, I },(O, 1)), ... ,(0,(0,1, .. " .. , 1),(0,(0,1, .. 11 

•• , I )}, .... 
respectivamente. La idea es que ""º se usará para hablar de igualdad entre 
individuos y para cada ieN\{O}, :::::¡para igualdad entre relaciones i-arias. 

Los anteriores son todos los símbolos del alfabeto de L 2 • 

EXPRESIONES DE Li 

Al igual que en los lenguajes de primer orden, nos interesa definir una gramática 
para construir fórmulas a partir de los símbolos del alfabeto de L2• Con tal propósito 
definimos al lenguaje L2 de segundo orden de tipo :E como el conjunto de todas las 
sucesiones finitas de símbolos de su alfabeto; además definimos recursivamente: 

Términos. 

TI Todo símbolo de variable individual es un término. 
T2 Todo símbolo de constante individual es un término. 
T3 Si fes un símbolo de constante funcional de aridad n, con neN\{O}, y T¡, .. ,Tn son 

términos, entonces f(T¡, .. ,Tn) es un término. 
T4 Si Des un símbolo de variable funcional de aridad n, con neN\{íl}, y T¡, .. ,Tn son 

términos, entonces D(T¡, .. ,Tn) es un término. 

Definimos TERM(L2) como el conjunto más pequeño obtenido con estas reglas. 
Frecuentemente denotaremos por TERM a TERM(L2) cuando sea claro el lenguaje Li 
acerca del que se está hablando. 
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Predicados. 

P 1 Cualquier símbolo de variable n-ario relacional X es un predicado de grado n. 
P2 Cualquier símbolo de constante n-ario relacional P, PeCONS.OP es un predicado de 

grado n. 
P3 Los símbolos ""i tal que ieN son símbolos de predicado de grado 2. 

Definimos PRED(L2) como el conjunto de los predicados. A menudo denotaremos por 
PRED a PRED(L2) cuando sea claro el lenguaje L2 del que estemos hablando. 

Fórmulas. 

F 1 Si n es un predicado n-ario (para n=2, n distinto de ""2) y i:1, •• , '"son términos, 
entonces 0(-ri, .. ,Tn) es fórmula. 

F2 Si TJ y T2 son términos, entonces (•1""0•2) es fórmula. Sin y 'I' son predicados 
n-arios, neN\{O}, (para n=2, n y 'I' distintos de ""2). entonces (CT::::n'I') es fórmula. 

F3 Si cp y 7t son fórmulas, entonces <pV7t y -.7t son fórmulas. 
F4 Si <p es fórmula y x es un símbolo de variable individual, entonces 3xcp es 

fórmula. 
FS Si <p es fórmula y X es un símbolo de variable relacional de aridad n, entonces 3X<p 

es fórmula. 
F6 .Si <pes fórmula y Des un símbolo de variable funcional de aridad n, entonces 3D<p 

es fórmula. 

Definimos a FORM(L2) como el conjunto más pequeño obtenido con estas reglas. 
También escribiremos FORM en vez de FORM(L2) cuando esto no cause confusión. 

Abreviaciones: 
Sean <p y 7t fórmulas arbitrarias de un lenguaje de segundo orden L2, x variable 

individual, X variable relacional de aridad n (para alguna neN\{O}) y D variable 
funcional de aridad m (para alguna meN\{O} ). Definimos las fórmulas <pA7t, cp--l>7t, 
<p~7t, Vxcp, VXcp y VD<p como es usual: 
CjlA7t = -,(-,cpv-,7t) 
Cjl--l>7t = -,cpV7t 
<p<~7t = (cp~7t)A(7t--l><j>) 
Vxcp = -.3x-.<p 
'v'Xcp = -,3X-.<p 
VD<p = ---.30-.<p 

Expresiones. 

Llamamos expresiones de L2 al conjunto: 
EXPR(L2)=TERM(L2)uPRED(L2)uFORM(L2). Al igual que con las fórmulas, será 
común escribir EXPR en vez de EXPR(Lz). 
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Al igual que en primer orden, un lenguaje L2 de segundo orden tiene fórmulas en 
las que aparecen variables acotadas por cuantificadores y fórmulas en las que hay 
variables libres. Con el propósito de precisar esta idea definimos la función FREE, con 
dominio EXPR y contradominio el conjunto de subconjuntos finitos de 
(UneNl(OJRn}U (UneNFn), por recursión sobre EXPR: 

(TI) FREE(x)={x} para cualquier símbolo de variable individual de L2. 
(T2) FREE(a)=0 para cualquier símbolo de constante individual aeCONS.OP 
(T3) FREE(f('t:'1 , ... i: 0 ))=FREE(i:1)u ... uFREE(i: 0 ) para cualquier símbolo de constante 

funcional f de aridad n. 
(T4) FREE(D(i:1 , ... i: 0 ))= {D}uFREE(i:1)u ... uFREE(-cn) para cualquier símbolo de 

variable funcional D de aridad n. 

(PI) FREE(X)={X} para cualquier símbolo de variable relacional de aridad n. 
(P2) FREE(R)=0 para cualquier ReCONS.OP, R constante relacional de aridad n. 
(P3) FREE("";)=0 para todo ieN. 

'(FI ).FREE(Il(i:¡, .. ,i:0 ))=FREE(Il)uFREE(-c1)u ... uFREE(i: 0 ) para cualquiera fI 
<'predicado de aridad n (para n=2, n distinto de"":!) y i: 1, .. ;t0 términos cualesquiera. 

(F2) Para cada neN\{O}, FREE((D""n'P))=FREE(fl)uFREE('l1), para n, 'I' predicados 
n-arios cualesquiera (para n=2, n y 'I' distintos de ::::::2)- Si <i y -c2 son términos, 
entonces FREE((-c1:::::0•2))=FREE(-c1 )uFREE(i:2) 

(F3) FREE(-,cp)=FREE(cp); 
FREE(cpvn)=FREE(cp}uFREE(7t); 

(F4) Si x es una variable individual, entonces 
FREE(3xcp)=FREE(cp}\{x} 

(FS) Si X es una variable relacional de aridad n, entonces 
FREE(3Xcp)=FREE(cp)\{X} 

(F6) Si D es una variable funcional de aridad n, entonces 
FREE(3Dcp)=FREE(cp)\{D} 

Finalmente, definimos para un conjunto cualquiera r de fórmulas de segundo orden 
FREE(í)= U<¡>er FREE(cp). 

Expresiones cerradas. 

Definiciones: 

Un termino i: es cerrado cuando FREE(-c)=0. 
Una fórmula cualquiera cp se llama enunciado cuando FREE(cp)=0 y definimos 
SENT=SENT(L2)={cpeFORMlcp es un enunciado}. 
Además, dada una fórmula cualquiera cpeFORM, definimos la cerradura universal de 
cp (la denotamos 'd<p), como la fórmula que resulta de cuantificar universalmente a 
todas las variables libres de <p, es decir si FREE(cp)={y1, .. ,yk}. entonces 'licp='liy1 ... 'liyk<p. 
De manera análoga definimos la cerradura existencial de cp (que denotamos 3cp): si 
FREE(cp)={y¡, .. ,yk}, entonces 3cp=3y¡ ... 3yk<p-
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Sustitución de una variable individual libre de una fórmula por un término. 

A menudo nos interesa sustituir una variable libre de una fórmula <pe FORM por 
un término• de tal manera que la fórmula que resulta de realizar la sustitución diga de• 
exactamente lo mismo que decía la formula<¡> de x. La siguiente definición recursiva 
sobre la formación de las expresiones captura esta idea, donde cp(xl•) indica la fórmula 
que resulta de sustituir la variable x en <p por el término T. 

(T 1) Sea z una ·variable individual. 
Si z;ex, entonces z(xl•)=z. 
Si z=x entonces z(xl•)=•. 

(T2) Para todo aeCONS.OP símbolo de constante individual a(xl•)=a 
(T3) Si feCONS.OP es un símbolo de constante funcional y •1, .. ,T11 son términos. 

entonces f(•1, .. , •n)(xl•)=f(•1 (xi•), .. , •n(xi•)). 
(T4) Si Des un símbolo de variable funcional de aridad n y •1, ... ,T n son términos, 

entonces D( T¡ , .. , •n)(xi•)=D(•1 (xi•), .. , •n(xl•)). 

(PI) Si.X.un símbolo de variable n-ario relacional, entonces X(x!T)=X 
(P2) S_iPECONS.OP es una constante n-aria relacional, entonces P(xl•)=P. 
(P3) Para todo ieN :::::;(XIT)= :::::¡. .._ ... . 

· . ;";;~:~.:·:'..,,,it/\< ~: · .:/'::·:s,~·~:~;:< ... ;,::'_.1 

(F 1) Si TI es un predicado n-ario (para n=2, fI distinto de:"'2)Y • 1, .. ,•n son términos, 
· e~tonces fl(T¡, .. , •n)(xl•)"'°f1(•1 (xi•), .. , •n(xl•)) . · . . -

(F2) Para cada neN\{O}, (f1:::::11'P)(x!T)= (IT(xi•):::::11'P(xi•)), para IT, 'P predicados 
~~arios cualesquiera (para n=2; TI y 'P distintos de "'='2): Si•• y •2 son términos, 
entonces (w==o•2)(x!T)= (•1(Xl•):::::o•2(xl•)). 

(F3) Si <p,7teFORM entonces 
(-i<p )(xl•)=-i(<p(XIT)); 
(<pv7t)(xl•)=<p(xl•)v7t(xl•). 

(F4) Sea z una variable individual. 
Si x e FREE(3z<p ), entonces (3z<p )(xi•)=(3z<p) 
Si xeFREE(3z<p) y zeFREE(T), entonces (3z<p)(xl•)=3z(cp(xl•)) 
Si xe FREE(3z<p) y zeFREE(•), entonces sea y la variable individual con índice 
menor del conjunto Fo\FREE(3z<p)uFREE(•). Entonces 
(3z<p )(xi•)=3y( <p(zly)(xl•)). 

(F5) Si X es una variable relacional de aridad n, entonces 
(3X<¡>)(xl•)= 3X(<p(xl•)) 

(F6) Si D es una variable funcional de aridad n, entonces 
(3D<p)(xl•)=3D(<p(xl•)) 

Sustitución de una variable relacional libre de una fórmula por un predicado. 

Análogamente a lo hecho con variables individuales, definimos por recursión lo 
que quiere decir substituir la variable relacional X de aridad n libre de la fórmula<¡> por 
el predicado n de aridad n (lo cual, continuando con la notación usada para variables 
individuales, será designado por <p(XIIT)). 



(TI) Para cualquier z variable individual z(XJH)=z. 
(T2) Para todo aeCONS.OP símbolo de constante individual a(XJO)=a. 
(T3) Si feCONS.OP es un símbolo de constante funcional de aridad m y i: 1, .. ;rm son 

términos, entonces f(i:¡, .. ,i:m)(XJO)=f(i:1, .. ,i:m). 
(T4) Si Des un símbolo de variable funcional de aridad m y i: 1, ... ,i: rn son términos, 

entonces D(i:¡ , .. , •m)(XJCT)=D(i:¡ , .. ,i:m). 

(PI) Sea Z es un símbolo de variable m-ario relacional., 
Si Z;eX entonces Z(XJCT)=Z 
Si Z=X entonces Z(XJCT)=n 

(P2) Si PeCONS.OP es una constante m-aria relacional, entonces P(XJO)=P. 
(P3) Para todo ieN ::::¡(XJO)= ::::¡. 

{Fl) Si 'I' es un predicado m-ario (para n=2, 'I' distinto de ::::2) y i:¡, ..• i:m son términos, 
entonces 'l'(i:, , .. , •m)(XICT)='l'(XJO) {i:¡, .. , •m) 

(F2) Para cada meN\{O}, (r::::m'l:')(XJO)= (r(XIH)::::m'l:'(XIH)), parar, 'l' predicados 
m-arios cualesquiera (para m=2, n y 'l' distintos de ""2). Si •t y -r2 son términos, 
entonces (•1::::0•2)(XJH)= (•1""0•2). 

(F3) Si q>,7teFORM entonces 
(-.cp)(XJH)=-.(cp(XIH)); 
(cpv7t)(XJO)=cp(XICT)v7t(XJn). 

(F4) Sea z una variable individual. 
(3zcp)(XIH)=3z(cp(XIH)) 

(F5) Sea Z una variable relacional de aridad m. 
Si XieFREE(3Zcp), entonces (3Zcp)(XJH)=(3Zcp) 
Si XeFREE(3Zcp) y Z(l';FREE(CT), entonces (3Zcp)(XIH)=3Z(cp(XICT)) 
Si XeFREE(3Zcp) y ZeFREE(O), entonces sea Y la variable relacional con índice 
menor del conjunto Rn\FREE(3Zcp)uFREE(O). Entonces 
(3Zcp)(XIH)=3Y(cp(ZIY)(XJO)) 

(F6) Si D es una variable funcional de aridad m, entonces 
(3 Dcp )(XJ0)=3D(<p(XJI1)) 

Sustitución de una variable funcional libre de una fórmula por una variable 
funcional o por una constante funcional. 

Definimos por recursión lo que significa substituir la variable funcional D de 
aridad n libre de la fórmula <p por W, donde W es una variable funcional de aridad n ó 
W es una constante funcional de aridad n. Lo anterior lo designaremos por q>(DIW). 

(TI) Para cualquier z variable individual z(DIW)=z. 
(T2) Para todo aeCONS.OP símbolo de constante individual a(DIW)=a. 
(T3) Si feCONS.OP es un símbolo de constante funcional de aridad m y i:,, .. ,i:m son 

términos, entonces f(i:¡, .. ,i:m)(DIW)=f(i:1(DJW), .. ,i:m(DJW)). 
(T4) Sean S un símbolo de variable funcional de aridad m y i: 1, ... ,i: m términos. 

Si S=D entonces S(i:¡, . .,i:m)(DJW)=W(i:1(DIW), .. ,i:m(DJW)). 
Si S;eW entonces S(i:¡, .. ,i:m)(DJW)=S(i:1(DJW), .. ,i:m(DJW)). 



(PI) Si Z es un símbolo de variable m-ario relacional, entonces Z(DIW)=Z 
(P2) Si PeCONS.OP es una constante m-aria relacional, entonces P(DIW)=P. 
(P3) Para todo ieN "°'i(DIW)= "°'i· 

(FI) Si 't' es un predicado m-ario (para m=2, 'P distinto de ""2) y TJ, •• ,"tm son términos. 
entonces 'P(T1, .. , •m)(DI W)='I'( "t 1 (DI W), .. , •m(DI W)). 

(F2) Para cada meN\{O}, (r"='m'l')(DIW)= (r"='m't'), parar, 'I' predicados 
m-arios cualesquiera (para m=2, n y 't' distintos de =:::2). Si'' y "t2 son términos, 
entonces (•1"='0•2)(DIW)= (•1(DIW)""o•2(DIW)). 

(F3) Si q>,7teFORM entonces 
(-.<¡>)(DIW)=-.(<¡>(DIW)); 
(<¡>v7t)(DIW)=<¡>(DIW)vn(DIW). 

(F4) Si z es una variable individual entonces: 
(3z<¡> )(DIW)=3z( <¡>(DIW)) 

(FS) Si Z es una variable relacional de aridad m entonces: 
(3Z<¡>)(DIW)=3Z(<¡>(DIW)) 

(F6) Sea S símbolo de variable funcional de aridad m. 
Si D~FREE(3S<¡>), entonces (3S<¡>)(DIW)=(3S<¡>) 
Si DeFREE(3S<¡>) y SllFREE(W), entonces (3S<¡>)(DIW)=3S(q>(DIW)) 
Si DeFREE(3S<¡>) y SeFREE(W), entonces sea Y la variable funcional con 
índice menor del conjunto Fn\FREE(3S<¡>)uFREE(W). Entonces 
(3S<¡>)(DIW)=3Y(qi(SIY)(DIW)). 

SEMANTlCA ESTÁNDAR DE LSO 

Estructura estándar. 
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Dado un conjunto CONS.OP, se definió el tipo :E=(VAR,FUNC) de lo que 
definimos como un lenguaje de segundo orden L 2. Este lenguaje se construyó con la 
intención de hablar de estructuras de tipo :E; hay dos clases diferentes de estructuras tipo 
2:: las estructuras estándar y las estructuras generales. Definiremos ahora las estructuras 
estándar y dejaremos para el capítulo IV la definición de las estructuras generales. Para 
lo que resta de esta sección, sea L 2 un lenguaje de segundo orden dado, CONS.OP su 
conjunto de símbolos de constante y :E=(V AR,FUNC) su tipo. 

Una estructura estándar de un tipo :E es una triada: 
.;;l=(Ao,(An)neN\(O¡,(Cª)ceCONS.01>) tal que: 

(i) 
(ii) 

(íii) 

A 0 , el universo de individuos, es un conjunto no vacío. 
Para cada neN\{O}, An=P((Ao)"); es decir el universo de las relaciones n-arias es 
la potencia del producto cartesiano n-ario de Ao. Así, el universo relacional n­
ario contiene todas las posibles relaciones n-arias sobre Ao. 
Para cada ReCONS.OP, R constante relacional de aridad n (se tiene que 
FUNC(R)=(O, l , .. " .. , 1)), R;i es una relación n-aria de individuos, es decir 
Rª~Aox .. " .. xAo, o lo que es lo mismo: R;ieA 0 =P((Ao)"). 



(iv) Para cada feCONS.OP, f constante funcional de aridad n (se tiene que 
FUNC(f)= ( 1, I , .. " .. , I )), f'"l es una función n-aria de individuos, es decir 
r:Aox .. 11 

•• xAo-+ Ao; así, es claro que f''leAn+1=P{(Ao)11
+

1). 
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(v) Para cada aeCONS.OP, a constante individual (se tiene que FUNC(a)= 1 ). a~-t es 
un elemento de Ao. 

Usualmente abreviaremos dl=(Ao,(An) neN\(o¡.(C~ceCONSOr) por dl=(A.(Cª)cecoNsor). 
donde A=Ao. 

Finalmente estamos en condiciones de relacionar nuestro lenguaje L2 de tipo :E 
con las estructuras estándar tipo :E; para esto daremos más definiciones. 

Asignaciones. 

Una asignación M sobre una estructura .;;l de nuestro lenguaje L2 es una función: 
M:(UneN Fn)U(UneN\(O} Rn)~(UneN An) tal que: 
(a) M[Fo]~Ao. 
(b) Para cada neN\{O}, si DeFn entonces M(D):Aox .. " .. xA0~Ao 

es una función. 
(c) Para cada neN\{O}, M[Rn]~n=P((Ao)"). 

Definiciones: 

Sea M una asignación de. L2 en :?l. 
Si xi: Fo y aeAo,'definimos M(x/a) como la asignación que coincide con M en todo 
su do.minio, excepto quizá en X, donde vale a. Es decir, 
M(Xtá)=(M\{(x,M(x))} )u{(x,a)}: 
Para cada neN\{O}. XeR~ .YQeAn definimos M(X/Q) como la asignación 
M(X/Q)=(M\{(X,M(X))} )u{(X,Q)}: 
Para cada neN\{O}. DeFn y f:Aox .. " .. x Ao~Ao función, definimos la asignación 
M(D/f) como M(D/t)=(M\{(D,M(D))})u{(D,f)}. 

Interpretaciones. 

Una interpretación 1 de nuestro lenguaje L2 sobre una estructura estándar :?V es 
un par I=(:?l,M), donde M es una asignación sobre :?l. La idea es que una vez que se ha 
dado una interpretación 1 de L2, todo término denote un individuo del universo de 
individuos de a, y toda fórmula de L2 sea verdadera o falsa bajo la interpretación. Para 
precisar estas ideas y en particular la de que una fórmula sea verdadera o falsa bajo una 
interpretación I tenemos que hacer algunas definiciones. 

Sea I=(:?l,M) una interpretación de L2. Definimos para todo término• y para todo 
predicado R por recursión: 

(TI) Si x es una variable individual l(x)=M(x). 
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(T2) Si a es un símbolo de constante individual l(a)=a·"i'. 
(T3) Si fes un símbolo de constante funcional de aridad n, con neN\{O}, y TJ, .. ,T0 son 

términos, entonces l(f(T1, .. ,T0 ))=fl(l('•1), .. ,l(T0 )) 

(T4) Si Des un símbolo de variable funcional de aridad n, con neN\{O}, y TJ, .. ,T0 son 
términos, entonces l(D(T1, .. ,T0 ))=M(D)(l(T1 ), .. ,l(T0 )) 

(P 1) Si X es un símbolo de variable n-ario relacional, entonces l(X)=M(X) 
(P2) Si Pes un símbolo de constante n-ario relacional, PeCONS.OP, entonces l(P)=P.::t. 
(P3) l(""'O)={(x,y)e (Ao)2 I x=y} y para todo ieN\{O}, l(;:::¡)={(X,Y)e(A0 )

2 I X=Y}. 

Además si 1 es la interpretación l=(~M), denotamos: 
l(x/a)=(~M(x/a)), para xeFo y aeAo 
l(X/Q)=(~M(X/Q)), para neN\{O}, XeRn y QeAn 
1(0/f)=(~M(D/f)), para neN\{O}, DeF0 y f:Aox .. " .. x Ao~Ao función. 

Definición: 

Definimos por recursión sobre la formación de las fórmulas el significado de: 1 
satisface una fórmula q>eFORM, (lo que denotamos 1 sat <¡>),como: 

(F 1) Sin es un predicado n-ario (para n=2, n distinto de ""2) y • 1, .. ,T0 son términos, 
1 sal Il(T1, .. ,•11 ) si y sólo si (l(T1), .. ,l(Tn))el(Il) 

(F2) Si n y ':I' son predicados n-arios (para n=2, n y 'P distintos de "'2). entonces 
1 sat (Il"'n'P) si y sólo si (l(Il),l(':l'))e l(:::,:0 ). Si T1 y T2 son términos, entonces 
1 sat (•1""'0•2) si y sólo si (l(T1),l(T2))el(""'O)· 

(F3) Si<¡> y 7t son fórmulas,.e_ntonces 
1 sat q>v7t si y sólo 1 sat <¡> ó 1 sat 7t. 

l sat --.7t si y sólo si no es verdad que 1 sat 7t. 

(F4) Si <¡>es fórmula y x es.un símbolo de variable individual, entonces 
1 sat 3xq> siy sólo si hay aeA0 tal que l(x/a) sat <¡>. 

(F5) Si <¡>es fórmula y X es un símbolo de variable relacional de aridad neN\{O}, 
entonces l sat 3Xq> si y sólo si hay QeA11 tal que l(X/Q) sat <¡>. 

(F6) Si<¡> es fórmula y O es un símbolo de variable funcional de aridad neN\{O}, 
entonces 1 sat 3Dq> si y sólo si hay una función f:Aox .. " .. xAo~Ao, tal que 
l(D/f) sat <¡>. 

Modelos de fórmulas. 

Definición: 

(a) Dada una fórmula q>eFORM(L2), decimos que una interpretación 1 es modelo de<¡> 
(lo que denotamos 1 ~<¡>)si y sólo si 1 sat <¡>. 

(b) Dado un conjunto de fórmulas K~FORM(L2), una interpretación 1 es modelo de K 
(lo que denotamos 1 ~ K) si y sólo si para cada <pe K, 1 sal<¡>. 
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(c) Dadas una fórmula cp de un lenguaje de segundo orden L2 de tipo :E y una estructura 
estándar de tipo :E, decimos que ;;:"[es modelo de cp (lo que denotamos ;J'l F cp) si y 
sólo si (~M) sal cp para toda asignación M de L2 en ;;"l. 

Satisfacibilidad. 

Definición: 

(a) Una fórmula cp es satisfacible si y sólo si existe una interpretación 1 tal que 1 I= cp. 
(b) Un conjunto de fórmulas K es satisfacible si existe una interpretación 1 tal que 

1 f K. 

Consecuencia lógica y validez lógica. 

Definición: 

(a) Una fórmula cp es consecuencia lógica de un conjunto K de fórmulas (lo que 
denotamos K I= cp), si y sólo si todo modelo de K es modelo de cp. 

(b) Una fórmula cp es independiente de un conjunto K de fórmulas si y sólo si cp y -,cp 
no son consecuencia lógica de K. 

(c) Una fórmula cp es válida si y sólo si 0 f q> (usualmente esto último se denota por 
I= cp ). 

Proposición(il): Para cualquier fórmula cp y cualquier conjunto K, K~FORM 
K I= cp si y sólo si Ku {-,cp} no es satisfacible. 

Demostración: 
(Suficiencia). Supongamos que K I= cp. Entonces cualquier modelo de K es modelo de qi; 

por lo tanto no existe un modelo de K y de -,cp. Por lo tanto Ku{-,cp} no es satisfacible. 

(Necesidad). Supongamos que Ku{ -,cp} no es satisfacible. Entonces no existe un 
modelo de K y de -,cp; es decir si 1 es un modelo de K, entonces 1 no es un modelo de 
-,cp y entonces es un modelo de cp. Por lo tanto todo modelo 1 de K es un modelo de cp, 
que es lo mismo que K I= cp . 

• 
Equivalencia lógica. 

Definición: 

Dos fórmulas cp, 7t son lógicamente equivalentes si y sólo si cp I= 7t y 7t F cp. Cuando cp y 
7t sean lógicamente equivalentes, abreviaremos este hecho por cp l=f 7t. 

Proposición(i2): Para cualquiera q>,7t fórmulas cp l=f 7t si y sólo si F cp~7t. 
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Demostración: 
(Suficiencia). Supongamos <¡> H 7t. Nótese que cualquier interpretación 1 es modelo del 
vacío; así, necesitamos probar que cualquier interpretación 1 es modelo de <¡>~7t. Sea 1 
una interpretación cualquiera. 
Si 1 sat <¡>entonces 1 sat 7t (por<¡> fn) y viceversa, si 1 sat 7t entonces 1 sat <¡> (por 7t F <¡>); 
por lo tanto para cualquier interpretación 1, 1 sat <¡> si y sólo si 1 sat 7t; es muy sencillo 
ver (de nuestra definición de q>~7t) que esto último significa que 1 sat q>~7t. De esta 
manera tenemos que si <¡> H 7t, entonces para toda interpretación 1, 1 sal q>~7t. Por lo 
tanto F q>~7t. · 
(Necesidad). Supongamos F q>~7t. Sea 1 un modelo de<¡>; entonces 1 sat <¡> y entonces 
1 sat 7t (pues para toda interpretación J, J sat q>~7t si y sólo si J sat <¡> si y sólo si 
J sat 7t; esta es una equivalencia muy sencilla de probar), es decir 1 es modelo de 7t (lo 
que prueba <¡> F 7t). Análogamente si 1 es un modelo de 7t, entonces 1 sat 7t y entonces 1 
sat q>, es decir 1 es modelo de<¡> (lo que prueba 7t F <¡>) . • 

Los siguientes resultados (cuyas pruebas se dejan al lector) tienen que ver con 
las definiciones anteriores: 
Sean L2 el lenguaje de segundo orden tal que CONS.OP=0, <¡> una fórmula, X una 
variable relacional tal que XeR0 , neN\{O}, y Xli!OFREE(q>); sean a¡, .. ,a0 ,a.0 +1 e Fo y 
DeF0 , meN\{O} tal que Dli!OFREE(q>). 

(a) La fórmula 3X\ia1 ... \icx0 (X(cx1, .. ,cx0)~q>) es lógicamente válida. Las fórmulas de 
esta clase son llamadas formulas de comprensión relacionales. 

(b) La fórmula \icx1 .... \ian3!an+1q>-)>30\icx1 ... \icx0 ((D(cx1, .. ,an)==oan+1)~q>) es válida. 
Esta clase de fórmulas son llamadas formulas de comprensión funcionales. 

(c) (Definibilidad de la identidad). Si X y Y son variables relacionales de aridad 1 y 2 
respectivamente y ex, 13 y y son variables individuales, entonces 
\iX(X(cx)~X(13)) H \iY(\iyY(y,y)-)>Y(cx,13)). Nótese que las fórmulas de este 
ejercicio expresan la identidad de dos individuos, es decir, una interpretación 1 será 
modelo de cualquiera de ellas si y sólo si l(cx)=l(l3). 

PODER EXPRESIVO DE LA LOGICA ESTÁNDAR DE SEGUNDO ORDEN. 

A continuación daremos ejemplos de fórmulas de segundo orden que expresan 
propiedades frecuentemente usadas en matemáticas. Estos ejemplos son una muestra del 
gran poder expresivo de la lógica estándar de segundo orden y de como éste es mayor 
que el de la lógica de primer ordenª. 

Ejemplos del poder expresivo de la lógica estándar de segundo orden. 

1) Un buen orden (no vacío) es un conjunto A, A,,,,0, dotado con una relación de 
orden ::;; tal que todo subconjunto de A tiene un primer elemento respecto de :5:. En 
segundo orden podemos dar una fórmula tal que todo modelo de ella sea un buen orden 
(no vacío) respecto de :5::\icx\il3(cx:5:¡3A¡3:5:a~a"'J3)A\icx\i¡3\iy(a:5:¡3Acx$y-)>a.:5:y)A 

ª Véase el apéndice 1. 
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'v'X(3a.X(a.)43a.(X{a.)A VJ3(X(l3)->a.s;J3); donde Xe R1; a.,13;ye Fo y s;eCONS.OP es tal 
que. FUNC(s;)=(O, I, 1 ). 

2) El axioma de inducción para números naturales N dice que cualquier 
conjunto K~N que tenga al cero y que sea cerrado bajo la operación sucesor es el 
conjunto de los números naturales. Este axioma es expresable en un lenguaje de 
segundo orden para la teoría de los números: Sea CONS.OP={O,S}. donde O es 
constante individual y S constante funcional tal que FUNC(S)=( 1, 1 ). Entonces el 
axioma de inducción en el lenguaje L1 tipo :E que tiene al conjunto CONS.OP anterior 
es expresado por la fórmula: 'v'X(X(O)A 'v'a.(X(a.)->X(S(a.))))->'v'aX(a.)), donde Xe R 1 
y a.e Fo. 

3) En el campo ordenado R de los números reales, todo subconjunto no vacío 
acotado superiormente tiene una mínima cota superior. Esto se puede decir en un 
lenguaje adecuado L1 de segundo orden (como aquel en el que CONS.OP={<,s;}) así: 
'v'X((3J3X(13)A3a.'v'l3(X(l3)->13<a.))->3y'v'a.('v'13(X(l3)->J3<a.)~ys;a.)). donde X e R 1, y 
a.,J3,ye Fo. 

4) En el lenguaje L1 tal que CONS.OP=0 se puede dar una fórmula <p;nr tal que 
una interpretación arbitraria l=(~M) es modelo de <p;nr si y sólo si el universo Ao de 
individuos de ~es infinito. Existen distintas fórmulas que expresan esta idea, nosotros 
daremos la siguiente: Sean DeF1 y a.,J3eF0 , definimos 
<p1r,,=3D('v'a.'v'(3((D(a)"=ioD(J3))~(a""<>l3))A3a.'v'J3-,(a.""OD(l3))). Nótese que cualquier 
modelo de esta fórmula tiene una función inyectiva del universo de individuos en sí 
mismo.tal que diéha'función no es sobreyectiva. (Esta es una de las maneras de decir 
que el un.ivérso de in.dividuos es infinito). 

5) Sea L 2 el lenguaje de segundo orden del ejemplo 4). En este lenguaje se puede 
dar una fórmula de segundo orden tal que ésta es satisfacible sólo por aquellas 
interpretaciones en las que el universo de individuos es contable. Para hacerlo, sea 
ZeR¡, sean Y,XeR2, y sean a.,(3,yeFo. Definamos primero una fórmula <pmn(Z) que 
bajo una interpretación arbitraria l=(~M), 1 sat <p21in(Z) si y sólo si M(Z) es finito (la 
fórmula que nosotros proponemos simplemente dice que toda relación binaria que 
restringida a M(Z) sea una función inyectiva de M(Z) en M(Z), entonces sea una 
función sobreyectiva de M(Z) en M(Z)): 
<p2nn(Z)=VX('v' a.(Za.~3 (3Xa(3 )A 'v' a(3 J3Xl3a.~Za.)A 'v'a'v' 13'v'y(Xa13AXa.y->13=f )A 
V a. V 13 'v'y(X a.(3AX y 13->a.=( )-->V a(Za.-> 313X 13a.) ). 

Ahora expresemos la idea de que existe un orden lineal en el universo de 
individuos tal que cada elemento tiene un número finito de predecesores: 
<j>ctbt=3Y('v'a.-, YaaA 'v'a.'v'J3'v'y(YaJ3A Yl3y-> Y a.y)A 'v'a.'v'l3(Yal3vYl3a.va.:::::13)A 
Va3X(cp21in(X)A VJ3(XJ3~ YJ3a.)). 
De esta manera, para cualquier interpretación 1 de L2, 1 sat <pc1b1 si y sólo si el universo 
de individuos de 1 es contable. 

El teorema de Compacidad y el teorema de Lüwenheim-Skolem no se cumplen en 
la lógica estándar de segundo orden. 

Debido al gran poder expresivo de LSO con semántica estándar, teoremas 
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clásicos que ocurren en la lógica de primer orden no ocurren en LSO; en particular, esto 
pasa con los teoremas de compacidad y Lowenheim-Skolem. 

Tcorcma(il): El teorema de compacidad no se cumple en LSO estándar. 

Demostración: 
Una versión del teorema de compacidad en lógica de primer orden dice que si Ku{cp} 
es un conjunto de fórmulas de primer orden tal que K I= cp, entonces existe un conjunto 
LsK, L finito, tal que L I= cp. Veamos un ejemplo en segundo orden que muestra que lo 
anterior no ocurre: 
Sea Li el lenguaje de segundo orden tal que CONS.OP=0. Para cada neN, n2:2, sea !pn 
la fórmula 3a.1, .. ,3a.n( -,( ct1""oct2)A-,(0.1 ""<Jct3)A ... /\-,( a.1""octn)A ... A-,( CXn.1 ""octn)), donde 
Fo={cx;lieN} y sea K={crnlneN}. Notemos que el conjunto de fórmulas Ku{cp;nr}, 
(donde cp;nres la fórmula del ejemplo 4)) cumple K I= cp;nr. Sea L un subconjunto 
cualquiera finito de K. Como Les finito, entonces existe un ceN tal que 
c=max{neNlcpneL}. 
Sea entonces J=(.li,Z), interpretación de Li, donde .li=(B,(Bn) neN1101,0), B tiene c 
elementos y Z es una asignación cualquiera de L2 en ..a. Entonces J satisface L, pero J 
no satisface a cp;nr- Esto prueba que para todo subconjunto finito L de K, no ocurre que 
L I= !pinf· Por lo tanto, el teorema de compacidad en general no vale en LSO . 

• 
Obsérvese que en el teorema anterior el hecho de que existiesen en un lenguaje 

de segundo orden fórmulas para "hay n elementos" y para "ser infinito", implicó que no 
se cumpla el teorema de compacidad en la lógica de segundo orden. Así, debido a que 
en cualquier lenguaje de primer orden se puede formalizar "hay n elementos" y debido a 
que en la lógica de primer orden se cumple el teorema de compacidad, entonces lo que 
ocurre es que en ningún lenguaje de primer orden se puede formalizar "ser infinito"; es 
decir, la prueba anterior también es una prueba de que "ser infinito" (y por lo tanto, "ser 
finito") no es expresable en la lógica de primer orden y sí lo es en segundo orden. 

Como ya dijimos, el teorema de Lowenheim-Skolem tampoco se cumple en 
LSO. La versión que refutaremos en segundo orden, en lógica de primer orden dice así: 
Si un conjunto K contable de fórmulas de primer orden tiene modelo, entonces K tiene 
un modelo contable. 

Tcorcma(i2): La versión anterior del teorema de Lowenheim-Skolem no se cumple en 
LSO estándar. 

Demostración: 
Sea L2 el lenguaje de segundo orden cuando CONS.OP=0. Sea 1Pune=-,cpc1bl, donde 1Pc1b1 
es la fórmula del ejemplo 5). Entonces <pune es una fórmula con modelo incontable (por 
ejemplo l=(.,";l,M), .,";l=(R,(Rn)neNl{0}.0) donde Res el conjunto de los números reales y 
M una asignación cualquiera), y además todo modelo de <pune tiene que ser incontable, 
por lo que no existe un modelo contable de <?une· 

• 
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TEOREMAS SEMÁNTICOS. 

Tcorcma(i3): Sea L2 un lenguaje de segundo orden tipo :E y sea ;1t una estructura 
estándar de segundo orden tipo :E. Sean además M 1 y M 2 asignaciones arbitrarias de L2 
en~ y sean I1=(~M 1 ) y h=(~M2) interpretaciones. Entonces: 

(1) Para todo término -reTERM(L2), si para toda zeFREE('t) M 1(z)=M2(z), 
entonces 11(-r)=h('t). 

(2) Para todo predicado IlePRED(L2). si para toda zeFREE(Il) M1(z)=M2(z), 
entonces l1(Il)=h(Il). 

Demostración: 
( 1) (Prueba por inducción sobre la formación de los términos). 
Paso base de la inducción: 
(TI) Sea x una variable individual tal que ze FREE(x)={x}. Entonces z=x y es claro 

que M1(x)=M2(x) implica que l1(z)=h(z). 
(T2) Sea a un símbolo de constante individual. Claramente se cumple ( 1) para este caso. 
Ahora demos el paso inductivo de la prueba: Sean 't1, . .,'tn términos, tales que para todo 
ie { l, .. ,n}, si para toda zeFREE('t;) M 1(z)=M2(z), entonces l1('t;)='2(-r;). 
(T3) Sea f un símbolo de constante funcional de aridad n, con neN\{O}. Supongamos 

que para toda zeFREE(f(-r1, .. ,'tn)) M1(z)=M2(z); entonces para todo ie { l, .. ,n}, para 
toda zeFREE('t¡) M 1(z)=M2(z). Por lo tanto, debido a la hipótesis de 
inducción, para todo ie {l , .. ,n} l 1('t;)=h('t;). Finalmente tenemos que 
l 1 (f(-r1 , .. , 'tn))=fl(I 1(•1), .. ,l 1 (-rn))=F(h(-r1), .. ,h(•n))=h(f('t1 , .. , 'tn)). 

(T4) Sea D un símbolo de variable funcional de aridad n, con neN\{O}. Supongamos 
que para toda zeFREE(D(-r,, .. ,-rn)) M1(z)=M2(z); entonces para todo ie { l, .. ,n}, 
para toda zeFREE(-r;) M1(z)=M2(z). Por lo tanto, debido a la hipótesis de 
inducción, para todo ie { l, .. ,n} l1(•;)=h('t;). Finalmente tenemos que 
l 1 (D(-ri, .. , -ro))=M 1(D)(I1 (-r1), .. ,l1(-rn))=M1(D)(h('t1 ), .. ,h('tn))=M2(D)('t1 , .. ,'tn)= 
h(D(-r1 , .. ,-ro)). 

Por lo tanto tenemos probado ( l ). 'Y 

(2) 
(PI) Sea X un símbolo de variable relacional. Es claro que si zeFREE(X)={X}, 

entonces z=X y claramente ocurre que si M1(z)=M2(z) entonces l1(X)=h(X). 
(P2) Si P es un símbolo de constante predicativa, entonces es claro que se cumple (2) 

para P. 
(P3) El caso de los símbolos de igualdad es también inmediato. 
De esta manera tenemos (2)T 

• 
Tcorema(i4)(Tcorema de coincidencia): Para toda fórmula <peFORM(L2) y para 
cualesquiera asignaciones M1 y M2 de L2 en~ si para toda zeFREE(qi) M1(z)=M2(z), 
entonces las interpretaciones l 1=(~M1) y h=(~M2) son tales que: 11 sat q> si y sólo si 
'2 sal <p. 

Demostración: 
(Prueba por inducción sobre la formación de las fórmulas). 
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Paso base de inducción: 
(FI) Sean M 1, M 2 asignaciones arbitrarias, 11 un predicado n-ario (para n=2, n distinto 

de ""2) y T1, .. ,Tn términos. Supongamos que para toda ze FREE(ll(-r1,..,Tn)) 
M 1(z)=M2(z). Entonces, usando los resultados ( 1) y (2) del teorema anterior: 
11 sat ll(-r1, .. ,Tn) si y sólo si (l1(T1), .. ,l1(Tn))e l 1(ll) si y sólo si (h(-r1), .. ,h(Tn))e b(ll) 
si y sólo si h sal ll(t:1, .. ,Tn). 

(F2) Sean M1, M 2 asignaciones arbitrarias. 
- Sean n y 'I' predicados n-arios (para n=2, n y 'I' distintos de :::::2). Supongamos 

que para toda ze FREE(Il::::n 'I') M 1 (z)=M2(z). Entonces, utilizando el resultado (2) 
del teorema anterior, 11 sal ll:::::n'P si y sólo si l1(ll)=l1('P) si y sólo si h(ll)=h('P) 
si y sólo si b sat CT:::::n'P. 

- Sean T1 y T2 términos. Supongamos que para toda zeFREE(T1:::::0T2) M1(z)=M2(z). 
Entonces, por el teorema anterior inciso (1), 11 sat T1""QT2 si y sólo si 
l1(-r1)=li(-r2) si y sólo si h(-r1)=li(-r2) si y sólo si li sat -r1:::::0-r2. 

Paso inductivo de la prueba: Supongamos que para cualesquiera asignaciones M1 y M2 
de L2 en ~y para cualquiera cp, 7t fórmulas, si para toda zeFREE(cp) M 1(z)=M2(z), 
entonces 11 sat cp si y sólo si h sat cp; y si para toda zeFREE(7t) M1(z)=M2(z), entonces 
l 1 sat 7t si y sólo si h sat 7t. 

(F3) - Sean Mi, M2 asignaciones arbitrarias y supongamos para toda zeFREE(cpv7t) 
· M 1(z)=M2(z); entonces para toda zeFREE(cp)vFREE(7t) M 1(z)=M2(z).Así, por la 

hipótesis de inducción, l 1 sat cp si y sólo si h sal cp y l 1 sal 7t si y sólo si h sat n. 
Por lo tanto tenemos que 11 sal cpv7t si y sólo si 11 sat cp ó 11 sat 7t si y sólo si 
'2 sat cp ó h sat 7t si y sólo si '2 sat cpvn. 

- Sean M 1 y M 2 asignaciones arbitrarias y supongamos que para toda ze FREE(-.n) 
M1(z)=M2(z). Entonces para toda zeFREE(7t) M1(z)=M2(z) y por la hipótesis de 
inducción tenemos que 11 sat 7t si y sólo si h sat 7t. De esto último concluimos 
que 11 sat -,7t si y sólo si '2 sal -.7t. 

(F4) Sean M 1 y M 2 asignaciones arbitrarias y sea x un símbolo de variable individual. 
Supongamos que para toda zeFREE(3xcp) M1(z)=M2(z). Entonces para toda 
zeFREE(cp)\{x} M1(z)=M2(z). Por otro lado, 11 sat 3xcp si y sólo si hay aeA0 tal 
que I 1(x/a) sat cp; pero M 1(x/a) es tal que para toda zeFREE(cp) 
M 1(x/a)(z)=M2(xla), por lo que, por la hipótesis de inducción, hay aeA0 tal 
que 11(x/a) sat cp si y sólo si hay aeAo tal que h(x/a) sat cp si y sólo si h sal 3xcp. 

(F5) La prueba del teorema para las fórmulas 3Xcp, donde X es una variable relacional y 
cp es una fórmula, es totalmente análoga al caso anterior. 

(F6) Si M 1 y M 2 son asignaciones arbitrarias, cpeFORM(L2), Des un símbolo de 
variable funcional, y si para zeFREE(3xcp) M1(z)=M2(z), entonces 11 sat 3Dcp si y 
sólo si h sat 3Dcp. Este caso se prueba de manera totalmente análoga a (F4) . 

• 
Convención: 

Debido a los dos teoremas anteriores podemos hacer las siguientes convenciones: 

Si e es un término o un predicado de un lenguaje de segundo orden L2 de tipo E tal 
que FREE(e)~{z1, .. ,zn}, entonces denotaremos por ~z1/a1, .. ,Znlan)(e) al elemento 



(~M(zi/a 1 •..• z 0 /a 0 ))(e) del universo correspondiente de~ donde Mes una 
asignación arbitraria de L1 en ;;:[. 
Si cp es una fórmula de un lenguaje de segundo orden L2 de tipo L tal que 
FREE(cp)i;;;;{z1 •..• z 0 }. entonces escribiremos .;;l(z1/a1 •.. ,z0 /a0 ) sat cp en vez de 
(~M(z1/a¡, .. ,z0 /a 0 ))sat cp, donde Mes una asignación arbitraria de L1 en .;l. 
Si cp es un enunciado de un lenguaje de segundo orden L 2 de tipo :E -es decir, 
FREE(cp)=0-, entonces escribiremos ?t sat cp en vez de (;l.M) sat cp. donde Mes 
una asignación arbitraria de L2 en .;l. 
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Lcma(il)(Lcma de sustitución para individuos): Sean x una variable individual y "t 
un término de un lenguaje de segundo orden L1 de tipo :E. Sea a una estructura estándar 
de segundo orden de tipo :E y sea M una asignación de L2 en a. Sea l=(~M). Entonces: 

( 1) Para todo término q de L1, l(x/l("t))(q)=l(q(xi"t)). 
(2) Para todo predicado Il de L1, l(x/l("t))(Il)=l(Il(xi"t)). 
(3) Para toda fórmula cp de L2, l(x/l("t)) sal cp si y sólo si 1 sat cp(xi"t). 

Demostración: 
La prueba es análoga a la prueba que se hace en lógica de primer orden. es por 
inducción, muy sencilla y un poco larga. La dejamos al lector . 

• 
Lcma(i2)(Lcma de sustitución para predicados): Sean Q una variable relacional y Il 
un predicado de un lenguaje de segundo orden L2 de tipo :E. Sea ?tuna estructura 
estándar de segundo orden de tipo :E y sea M una asignación de L2 en ?t. Sea I=(~M) 

(1) Para todo término q de L2 , l(Q/l(Il))(q)=l(q(QIIl)). 
(2) Para todo predicado 'I' de L1, l(Q/l(fl))('l')=l('l'(QIIl)). 
(3) Para toda fórmula cp de L2, l(Q/I(Il)) sat cp si y sólo si 1 sat cp(QIIl). 

Demostración: 
Al igual que la prueba del lema anterior, la dejamos al lector . 

• 
Homomorfismos y teoremas de isomorfismo. 

Sea L2 un lenguaje de segundo orden tipo :E=(V AR, FUNC). Además, sean 
..;l=((An)neN• (C~ceCONs.or) Y .lf=((Bn)neN. (C.z¡kecONS.or) estructuras estándar tipo :E. 

Definición: 

Una función h:Ao~Bo es un homomorfismo de ?ten .l} (lo cual denotamos como 
h:?l~..B) si y sólo si: 

(1) Para cada feCONS.OP, si FUNC(t)=(l,1, .. " .. ,1), entonces para todo a,, .. ,anEAo 
h(F(a¡, ... ,a0 ))=rlf(h(a1), ... ,h(an)). 

(2) Para cada ce CONS.OP, si FUNC(c)=I, entonces h(c.TJ=c-li. 
(3) Para cada ReCONS.OP, si FUNC(R)=(0,1, .. " .. ,I), entonces para todo 
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aj •.. ,aneAo (a¡, .. ,an)eR-'l si y sólo si (h(a1) •..• h(an))eR.li. 

Definición: 

Sea h:.;;l~..li un homomorfismo. h es un isomorfismo si y sólo si h es biyectivo. 

Tcorcma(iS): Sean L2 un lenguaje de segundo orden de tipo :E, 
~=((An)neN.(C~cecoNs.or) Y ..li=((Bn)neN• (C.z¡kecoNs.or) estructuras estándar tipo :E 

tales que existe· un isomorfismo h:~~..li y sea M una asignación arbitraria de L2 en ;;:,;. 
Si se define h*:UneN (An) ~UneN (Bn), como: 
(*) h*(a)=h(a) para todo aeA0 , 

(**) Para cada meN\{O} y para cada KeAm, 
h*(K)={(h(a1), .. ,h(am))e(Aor 1 (a1, .. ,am)eK}; 

entonces h* oM es una asignación de L2 en ..li y además se cumplen las siguientes 
propiedades: 

(1) Para cada •eTERM(L2), h*((a-,M)(•))=(..li,h*oM)(•) 
(2) Para cada nePRED(L2), h*((a-,M)(O))=(..li,h*oM)(n) 

Demostración: 
Veamos que h*oM es una asignación de L2 en ..li: 

Sea x una variable individual arbitraria. Entonces 
(h *o M)(x)=h *(M(x))=h(M(x)) e Bo. 
Sea Q una variable relacional n-aria arbitraria. Entonces 
(h*oM)(Q)=h*(M(Q))={(h(a1), .. ,h(an))e(Bo)" 1 (a1, .. ,an)eM(Q)} eBn. 
Este caso es más interesante: Sea Duna variable funcional n-aria arbitraria. 
Entonces (h*oM)(D)=h*(M(D))={(h(a1), .. ,h(an+1))e(Bo)"+1 1 (a1, .. ,an+1)EM(D)}. 
Veamos que (h*oM)(D) es una función: Sean (c1, .. ,c0 ,q), (c1, .. ,c0 ,r)e(h*oM)(D); 
entonces existen (a1, .. ,an,M(D)(a1, .. ,a0 )),(b1, .. ,b0 ,M(D)(b1, .. ,b0 ))eM(D) tales que 
(h(a1), .. ,h(a0 ),h(M{D)(a1, .. ,an)))=(c1, .. ,cn,q) y 
(h(b1), .. ,h(b0 ),h(M(D)(b1, .. ,bn)))=(c1, .. ,cn,r). Así, (h(a1), .. ,h(an))=(h(b1), .. ,h(bn)) y 
como hes biyectiva, entonces (a1, .. ,a0 )=(b¡, .. ,b0 ); por lo tanto, de esto último 
tenemos que q=h(M(D)(a1, .. ,a0 ))=h(M(D)(bi, .. ,bn))=r, debido a que h y M(D) son 
funciones. 
Ahora, veamos que (h*oM)(D):(Bo)"~Bo. Es claro que (h*oM)(D) tiene como 
rango a 8 0 , por lo tanto solo nos hace falta ver que el dominio de (h*oM)(D) es 
(8 0)": Sea (ci, .. ,c0 )e(Bo)" arbitrario. Como h:Ao~Bo es una biyección, entonces 
para todo c¡, con ie{l, ..• n}, existe a;eAo tal que h(a¡)=c;; por lo tanto, el elemento 
(a,, .. ,a0 ,M(D)(a1, .. ,a0 ))eM(D) es tal que (h(a1), .. ,h(an),h(M(D)(ai, .. ,an)))= 
(c1, .. ,c0 ,h(M(D)(a¡, .. ,a0 )))eh*(M(D))=(h*oM)(D) y por lo tanto, 
(c1, .. ,c0 )eDom((h*oM)(D)). Como lo anterior fue para un (c,, .. ,cn)e(Bo)" arbitrario, 
entonces Dom((h*oM){D))=(Bo)". 

Así, de los tres casos anteriores, concluimos: h* oM es una asignación de L2 en ..li. ~ 
Probemos ahora los incisos: 
(1) (Prueba por inducción sobre la formación de los términos). 
(TI) Sea x una variable individual arbitraria. Entonces 

h*((a-,M)(x))=h*(M(x})=(h*oM)(x)=(..li,h*oM)(x). 
(T2} Sea a un símbolo de constante individual arbitrario. Entonces 
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h*((.;;t;M)(a))=h*(a~=h(a-'l )=a.h"=(..li,h*oM)(a). 
Demos el paso inductivo de la prueba: Supongamos que ••····•n son términos arbitrarios 
tales que para todo ie { l , .. ,n}, h*((.?l,M)(•;))=(-l:i,h*oM)(T ;}. 
(T3) Sea f un símbolo de constante funcional de aridad n. Entonces 

h *((.;;t;M)( f(T1 , .. , T0 )))=h *( F((.?l, M)( TJ ), .. ,(o'.'l,M)( T0 ) ))= 
h(f'"l((o'.'l,M)(•1), .. ,(.;;t;M)(•n)))=~(h((o'.'l,M)(•1)), .. ,h((o'.'l,M)(•n)))= 
~(h*((a;M)(•1)), .. ,h*((a;M)(•n)))=~((..li,h*oM)(T1), .. ,(..li,h*oM)(T;))= 
(..lj,h * 0M)(f(T1, .. , •n)). 

(T4) Sea D un símbolo de variable funcional de aridad n. Nótese que como 
((o'.'l,M)(T1 ), .. ,(a;M)( T0 ),M(D)((.?l,M)( •1 ), .. ,(o'.'l,M)( T0 )))e M(D), entonces 
(h((.;;t; M)( T 1 )), .. ,h((.;;t;M)( •n)),h(M(D)((a;M)( T1 ), .. ,(~ M)( Tn))))e h *(M(D)); pero 
(h((.;;t;M)(T1)), .. ,h((.;;t;M)(•0 )),h(M(D)((a;M)(T1), .. ,(~M)(Tn))))= 
(h*((.;;t;M)(•1)), .. ,h*((o'.'l,M)(•0 )),h(M(D)((o"l,M)(•1), .. ,(o'.'l,M)(T0 )))) y este último es 
igual, por la hipótesis de inducción, a 

((..lj,h*oM)(•1), .. ,(..lj,h*oM)(•n),h(M(D)((o"l,M)(•1), .. ,(o'.'l,M)(Tn)))). Así, tenemos 
que ((..lj,h *o M)( TJ ), .. ,(..l:i,h * oM)( T0 ),h(M(D)((.?l,M)( TJ ), .. ,(a;M)( Tn))))E h *(M(D)), 
lo. que significa que h*(M(D))({..li,h*oM)(•1), .. ,(-l:i,h*oM)(•n))= 
h(M(D)((.;;t;M)(•1), .. ,("*.M)(Tn))). 
Con ayuda de esta última igualdad tenemos que: 
h *((.;;t;M)(D(T1 , .. , Tn)))=h(M(D)((a;M)(T1 ), .. ,(.?l,M)( Tn)))= 
h*(M(D))((..lj,h*oM)(T1), .. ,(..lj,h*oM)(•n)))= 
(h*oM)(D)((..lj,h*oM)(T1), .. ,(..li,h*oM)(Tn)))=(..lj,h*oM)(D(•1, .. ,T0 )). 

Por lo tanto tenemos probado ( 1 ). 'Y 

(2) (Probaremos este inciso por casos). 
(PI) Sea Q una variable relacional arbitraria. Entonces h*((o"l,M)(Q))=h*(M(Q))= 

(h*oM)(Q)=(..l:i,h*oM)(Q). 
(P2) Sea P un símbolo de constante relacional n-ario arbitrario. Entonces 

h*((.;;t;M)(P))=h *(P~={ (h(a1), .. ,h(a0 ))e(Bo)" 1 (a1 , .. ,an)E P;i}=P.li=(..li,h* oM)(P). 
(P3) Si ::::¡ es un símbolo de igualdad, entonces 

h*((.;;t;M)(P))=h*(::::;R)={(h(a),h(a))e(Bo>2 I (a,a)e::::;R}, y como hes biyección 
entre Ao y 8 0, esto es igual a :::::;.li=(..li,h*oM)(:::::;). 

Con los casos anteriores queda probado (2). Y 

• 
Tcorcma(i6): Sean L2 un lenguaje de segundo orden de tipo :E, y 
.;;l=((An)neN,(C~ceCONs.or) Y ..l:i=((Bn)neN. (C.z;)cecoNs.or) estructuras estándar tipo~ 
tales que existe un isomorfismo h:~-+..l:i. Si se define h* como en el teorema anterior, 
entonces: Para cada cpeFORM(L2) y para cada asignación M de L2 en a; (o'.'l,M) sat cp si 
y sólo si (-l:i,h*oM) sat cp 

Demostración: 
(Prueba por inducción sobre la formación de las fórmulas). 
Paso base de inducción: 
(FI) Sean n un predicado n-ario (para n=2, CT distinto de ""2) y TJ, .. ,Tn términos. 



21 

Entonces para cualquier asignación M de L2 en ;;{: 
(~M) sa:t Il(•1, .. ,"Cn) si y sólo si ((.;";l;M)("C1), ..• (;l{,M)("C11))e(~M)(CT) si y sólo si 
(h((.;";l;M)("C1)); .. ,h((.;";l;M)("C11)))eh*((~M)(CT)) si y sólo si -usando los resultados 
(1) y (2)-, ((...6,h*oM)("C1)), .. ,(-li,h*oM)("Cn)))e(.E,h*oM)(n)) si y sólo si 
(.l'J,h*oM) sat Il("Ci, .. ;t0 ). 

(F2) - Sean n y 'P predicados n-arios (para n=2, n y '11 distintos de ""2). Entonces para 
cualquier asignación M de L 2 en .;";l; (.;";l;M) sal n::::0 'P si y sólo si 
(.;";l;M)(A)=(~M)('l1) si y sólo si h*((~M)(Il))=h*((.;";l;M)('P)) si y sólo si -por 
el inciso (2) del teorema anterior- (.lJ,h*oM)(CT)=(..[j,h*oM)('P) si y sólo si 
(...6,h*oM) sat fl,,,,0 'P. 

- Sean "CJ y "C2 términos. Entonces para cualquier asignación M de L2 en ~ (.;";l;M) 
sat "CJ""<J"C2 si y sólo si (.;";l;M)(•i)=(~M)("C2) si y sólo si 
h*((~M)("C1))=h*((.;;l.M)("C2)) si y sólo si -por el inciso (1) del teorema anterior­
(...6,h*oM)(•1)=(...6,h*oM)("C2) si y sólo si (.l'J,h*oM) sat "C1""o"C2. 

Paso inductivo de la prueba: Sean cp y 7t fórmulas arbitrarias tales que para cualquier 
asignación M de L2 en .;";l; (~M) sat cp si y sólo si (..[j,h*oM) sat cp y para cualquier 
asignación M de L2 en .;";l; (.;;l.M) sat 7t si y sólo si (..[j,h* oM) sat 7t. 

(F3) - Para cualquier asignación M de L2 en~ (.;;l,M) sat cpv7t si y sólo si (.;;l.M) sat cp 
ó (.;";l;M) sat 7t si y sólo si -por hipótesis de inducción- (..[j,h*oM) sat q> ó 
(..[j,h*oM) sat 7t si y sólo si (-li,h* oM) sat q>v7t. 

- Este caso también es muy sencillo: Para cualquier asignación M de L2 en~ 
(.;";l;M) sat q> si y sólo si (..[j,h*oM) sat q> -debido a la hipótesis de inducción-. 
De esto último concluimos que, para cualquier asignación M de L2 en .;";l; 
(.;";l;M) sat -.cp si y sólo si (...6,h*oM) sat -,cp. 

(F4) Sea x una variable individual arbitraria. Para cualquier asignación M de L2 en~ 
(~M) sat 3xq> si y sólo si hay aeAo tal que (.;";l;M(x/a)) sat cp; pero 
hay aeAo tal que (.;";l;M(x/a)) sat q> si y sólo si -por hipótesis de inducción­
hay aeAo tal que (...6,h*oM(x/a)) sat q> si y sólo si hay h*(a)eBo tal que 
(..lj,(h*oM)(x/h*(a))) sat q> si y sólo si (..lj,(h*oM)) sat 3xq>. 

(FS) Sea Q una variable relacional n-aria arbitraria. Para cualquier asignación M de L2 
en .;";l; (~M) sat 3Qq> si y sólo si hay ReA 11 tal que (~M(Q/R)) sat cp; pero 
hay ReA 0 tal que (.;";l;M(Q/R)) sal cp si y sólo si -por hipótesis de inducción­
hay ReA 0 tal que (...6,h*oM(Q/R)) sat q> si y sólo si hay h*(R)e B0 tal que 
(..lj,(h*oM)(Q/h*(R))) sat q> si y sólo si (..lj,(h*oM)) sat 3Qcp. 

(F6) Sea O una variable funcional n-aria arbitraria. Para cualquier asignación M de L2 
en .;";l; (.,";l,M) sat 3Dq> si y sólo si hay una función feAn+J, f:A 0 -Ao tal que 
(~M(D/f)) sat q>; pero hay una función feA 0 +1, f:A 11-Ao tal que 

• 

(~M(D/f)) sat q> si y sólo si -por hipótesis de inducción- hay una función feAn+1, 
f:A 11~Ao tal que (...6,h*oM(D/t)) sat q> si y sólo si hay una función 
(h*oM(D/f))(D)=h*(f)EBn+1, h*(t):Bn-Bn -aquí estamos usando el hecho de que 
h*oM(D/f) es una asignación de L2 en ...a, según el teorema anterior- tal que 
(..lj,(h*oM)(D/h*(t))) sat q> si y sólo si (..lj,(h*oM)) sat 3Dcp . 
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Teorema(i7): De acuerdo a la notación del teorema anterior, se verifica lo siguiente: 
( 1) Para cada •eTERM(L2) tal que FREE("t)~{z1, .. ,zw). 

h *((o-~Zi/a 1 ; .. ;zwlaw)(•))=..l.:l(z1/h*(a1 ); .. ;z,jh *(aw))(•). 
(2) Para cada nePRED(L2) tal que FREE(fl)~{z 1 , .. ,zw), 

h *((;{(z1/a 1; .. ;zwlaw)(Il))=..l.:l(z1/h*(a1 ); .. ;z,.;h *(aw))(fl). 
(3) Para cada cpeFORM(L2) tal que FREE(<p)~{z 1 , .. ,Zw), 

;{(z1/a1;.:;zwlaw) sat <¡>si y sólo si ..l.:l(z1/h*(a1); .. ;zw/h*(aw)) sat <¡>. 

Demostración: 
Es directa de los dos teoremas anteriores . 

• 
Relaciones de congruencia y homomorfismos. 

Sea .;;l=((An)neN.(Cª)cecONs.or) una estructura estándar de tipo :E=(VAR,FUNC), 
tal que Dom(FUNC)=CONS.OP. 

Definición: 

Una rel_ación binaria R~(Ao)2 es una relación de congruencia en .;;t; si y sólo si: 
(i) Res una.relación de equivalencia sobre Ao, es decir, Res reflexiva, 

. s·imétrica Y. transitiva. 
(ii) .• .·i;'~r~'.tocj_afeCONS.<?P tal que FUNC(t)=( 1, I , .. " .. , 1 ), y para cualesquiera 

(qi;r1);;;;(q~,r0)e(Ao), si (q1,r1), .. ,(q0 ,r0 )eR entonces 
(~(q, ,:·:~q~).r(r1 , .. ,rn)) e R. 

(iii) ·· · · P~ratoda'HeCONS.OP tal que FUNC(H)=(O, l, .. " .. , 1 ), y para cualesquiera 
·· (q1,r1);;:,(q 0 ;rn)E(Ao)2, si (q1,r1), .. ,(q0 ,rn)ER entonces (q1, .. ,q0 )eHª si y sólo 

, . , .· .. , ;( 

.Si (ri, .. ,rn)EH . 

Teorema(i8): Sean .;;l=((An)neN.(C~cecoNs.or) Y ..l.:l=((Bn)neN,(Cli)cecoNs.or) 
estructuras estándar de tipo :E=(V AR,FUNC) -donde Dom(FUNC)=CONS.OP- tales 
que existe un homomorfismo h:~~..l.:l. Entonces -h=='{(a1,a2)e(Ao>2 I h(a1)=h(a2)} es 
una relación de congruencia en ~. 

Demostración: 

• 

(i) Es claro que -h es relación de equivalencia. 
(ii) Sean feCONS.OP tal que FUNC(t)=(l, l, .. " .. , 1) y (q1,r1), .. ,(q0 ,r0 )e(Ao)2 tales 

que (q1,r1), .. ,(qn,rn)e-h .. Entonces h(fl(q1, .. ,qn))=F(h(q1), .. ,h(qn))= 

F(h(r1), .. ,h(rn))=h(fl(r1, .. ,rn)); por lo tanto (r(q1, .. ,qn).r(r1, .. ,rn))e-h. 
(iii) Sean HeCONS.OP tal que FUNC(H)=(O, 1, .. " .. , 1) y (q1,r1), .. ,(q0 ,r0 )e(Ao)2 

tales que (q1,r1), .. ,(q0 ,r0 )e-h. Entonces (qi. .. ,q0)eHª si y sólo si 
(h(q1) •.. ,h(q0 ))eH.5 si y sólo si (h(r1), .. ,h(r0 ))ÉH.ssi y sólo si (r1, .. ,r0 )eHH . 

Teorema(i9): Para cualquier relación de congruencia - sobre una estructura estándar 
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.;;t=((An)~eN,(C~cecoNs.or) de tipo I:=(VAR,FUNC) -donde Dom(FUNC)=CONS.OP­
existe una estructura estándar -dt=((-An)neN,(C..:~CeCONS.or) de tipo I: Y un 
homomorfismo sobreyectivo h:.;;l--.;;ltal que -=-h. 

oeriio~t~~cig¡,: •• 
Definimos1Ia estructura estándar -dt=((-An)neN.(C-"')cecONSOr) de tipo I: como: 

(t)'..:;Ao;;;,Ao/-={[a] 1 aeAo} el conjunto de clases de equivalencia que induce la 
.. - ... _ \ reÍacfo-11 - en Ao. 

(:2) Í>a~a-''cada feCONS.OP tal que FUNC(f)=(l, 1, .. 11 
•• , 1 ), definimos la función 

- . r~:(-Ao)"-(-Ao) como rª([ar], .. ,[an])=[F(a1, .. ,an)]. 
- (3) Para cada ReCONS.OP tal que FUNC(R)=(O, 1, .. " .. , 1 ), definimos la relación 

.. R-ªi=(-Ao)" como ([ar], .. ,[a,,])eR-ª si y sólo si (a1, .. ,a11)e R"'. 

(4) Para_ cada ceCONS.OP tal que FUNC(c)=l, definimos c-ª=[c;f] 
Del hecho de que - sea una relación de congruencia se tiene que (2) y (3) están bien 
definidos; dejamos los detalles al lector. 
Definimos ahora h:Ao--Ao como h(a)=[a]. Es claro que esta función es sobreyectiva; 
además: ·. 
(*) "Para ~ada feCONS.OP tal que FUNC(f)=(l ,l, .. " .. ,I) y para cada a,, .. ,aneAo. 

h(~(~¡ , .. ,an))=[ r-=-t(a 1, .. ,an)]'?[ª([a 1 ], .. ,[an])=r·~(h(a 1 ), .. ,h(an)) 
(**); Par~é-ada ReCONS.OP tal que FUNC(R)=(O,l, .. ".'.,I) y para cada ai, .. ,a11 eAo 

· · (a;;;:~a¡,)eRª si y sólo si ([a1], .. ,[an])eR-~ si y sólo si (h(a1), .. ,h(an))eR-6"l. 
(***)Para cada ceCONS.OP tal que FUNC(c)=1, h(c~=[cªJ=c-a. 
Es decir, h es ufl homomorfismo sobreyectivo. Por último, tenemos que -=-h, pues 
(a,b)e- si y sólo si [a]=[b] si y sólo si h(a)=h(b) si y sólo si (a,b)e-h . 

• 
Tcorcma(ilO): Sea h:.;;l-.l:i un homomorfismo sobreyectivo entre dos estructuras 
estándar de tipo :E. Entonces -h.;;l (la estructura estándar asociada a;;:¡; que se define a 
través de la relación de congruencia -h, de acuerdo a los dos teoremas anteriores) es 
isomorfa a -E. 

Demostración: 
Definimos k:-hAo-Bo como k([a])=h(a). k está bien definida (dejamos tal detalle al 
lector). Veamos que k:-ha-.z:¡ es un isomorfismo: 

• 

(i) k es una biyección: 
- k es inyectiva, pues si k([a])= k([b]), entonces h(a)=h(b) y entonces [a]=[b]. 
- k es sobreyectiva debido a que hes sobreyectiva. 

(ii) Para cada feCONS.OP, si FUNC(t)=(I, 1, .. " .. , 1), entonces para todo 
[a 1 J, .. ,[an] e-Ao, k(th~([ ar], .. , [an]))=k[F(a1 , ... ,an)]=h(f":"f(a1 , ... ,an))= 
f1i(h{a1), ... ,h(an))=f1i(k([a1]), ... ,k([an])). 

(iii) Para cada ceCONS.OP, si FUNC(c)=l, entonces k(c-•'t)=k([cª])=h(c~=c.li. 
(iv) Para cada ReCONS.OP, si FUNC(R)=(O,l, .. " .. ,1), entonces para todo 

[ai], .. ,[an]E-Ao, ([ai], .. ,[an])ER-h;l si y sólo si {a¡, .. ,a 11 )eRª si y sólo si 
(h(a 1), •• ,h{a 11))e R.li si y sólo si (k{[ar]), .. ,k([a11]))e R"6 . 



Corolario(il): Si h1:~~-Zi1 y h2:~~..zj2 son dos homomorfismos sobreyectivos y si 
-h1=-h2, ent6ncés .li1 y ..lj2 son isomorfos. 

Demostración: 
Por el teorema anterior, ..lj1 es isomorfo a -h 1~y ..lj2 es isomorfo a -h2~; pero como 
-h1=-h2 entonces -h1~-h2~. Así, -Zi1 y -Zi2 son isomorfos a una misma estructura y 
por lo tanto son isomorfos entre sí. • 
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En este capítulo mostraremos resultados básicos concernientes a la aritmética de 
Peano y a la lógica estándar de segundo orden. Nuestro estudio se concentrará en los 
tres axiomas de Peano y en particular en el axioma de inducción, el cual expresa una 
noción expresable sólo parcialmente en lógica de primer orden. 

Axiomas de Peano en LSO. 

Todo este capítulo trabajaremos con el lenguaje de segundo orden LrA2 de tipo 
}:;pA2=(VAR,FUNC), donde Dom(FUNC)=CONS.OP={c,S}, FUNC(c)=I y 
FUNC(S}=( 1, 1 ). Además, usaremos las letras x,y,z para símbolos de variable 
individual, Q,R para símbolos de variable relacional y F,D para símbolos de variable 
funcional; en el caso de que necesitemos más variables de algún tipo, lo diremos 
explícitamente. 

Defii1iciones: 

Consideremos los siguientes enunciados del lenguaje LpA2: 
P1=Vx-.(c""'<>S(x)) · 
P2=VxVy((S(x)::::oS(y})~x""'<>Y) 
P3=VQ(Q(c)A Vx(Q(x}~Q(S(x)))~ VxQ(x)) 

Sea Il={P1,P2,P3}. n es por definición, el conjunto de axiomas de Peano de segundo 
orden y llamamos a todo modelo de n modelo de Peano o estructura de Peano; 
además, llan1arnos a cada modelo de P3, modelo de inducción. 

En: 1ó'gi.6a de primer orden se estudia, (en el lenguaje de primer orden Lp, de tipo 
p={ c,S }~ dónde c es .símbolo de constante y S símbolo funcional de aridad 1) el 
conjunto de' fórmulas: A={K1, K2}ul, -llamados axiomas de Peano de primer orden­
donde:. ·· 
. K 1 =Vx-.( c::::S(x)), 
K2=VxVy((S(x)::::S(y))~x::::y), y si z es una variable de Lp, 
l={(cp(zic)I\ Vx(cp(zix)~cp(ziS(x))))~Vxcp(zix)) 1 cpeFORM(Lp) y tal que x no aparece 
libre en cp}. · 

Es claro que los axiomas P1 y P2 son enunciados equivalentes a K1 y K2 
respectivamente. Es en el axioma P3 donde hallaremos una gran diferencia entre los 
axiomas de Peano de primer orden y los axiomas de Peano de segundo orden. Una de 
las tareas más importantes que tenemos por hacer es la de demostrar que cualesquiera 
dos modelos de n son isomorfos, es decir, que la aritmética de Peano de segundo 
orden es categórica, -situación que en la aritmética de Peano de primer orden, como es 
bien sabido, no es cierta-; en tal prueba se usará frecuentemente el axioma de inducción 
de segundo orden P3. y se podrá observar que su poder expresivo es mayor que el 
axioma de inducción de primer orden l. 
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CATEGORICIDAD DE LA ARITMÉTICA DE PEANO ESTÁNDAR DE SEGUNDO 
ORDEN;.'. 

Para toda esta sección, sea .;;l"=(A,cª,S;¡<) un modelo de Peano y sea 
..lJ=(B,c.z;,S.z;) una estructura estándar de tipo ~ PA'· 

Definición: 

Un subconjunto K~A es un segmento si y sólo si: 
(i) c;i<eK. 

(ii) Para todo aeA, si S;i<(a)eK entonces aeK. 

Definición: 

Una función aproximada fes una función f:Dom(f)~B de un segmento Dom(t) -con 
Dom(t)~A- en B tal que: 

(i) f(c~=c.z;. 
(ii) Para todo aeA, si s·"l(a)eDom(f) entonces f(Sª(a))=S-"(f(a)). 

Lema(iil): Todo elemento de A está en el dominio de una función aproximada. 

Demostración: __ .. _ .. : _ •.. : > _ 
Sea L={aeAi'hay una;funCión aproximada ftal que Dom(f) es un segmento y 
aeDom(f)}~ -:·-_-.• :F;: '~\f)~::;:::::;,<~-
Primeró probemos: .: >; ·,: ,:;,_ .- _ 

(l)c~eu,"La razón de estoes_qu~ lafünción f:{c;¡<}~B, definida como f(c~=c.s, 
· debid~ a· que .;;tfPi, es una función aproximada tal que Dom(f)={cª} es un 

·· segmento. 
(2) Para todo aeA, si aeL entonces s"'(a)eL. Sea a un elemento arbitrario de A tal 

que aeL. Entonces existe una función aproximada f:Dom(t)~B tal que 
aeDom(t) y Dom(f) es un segmento. Si sª(a)eDom(t) entonces ya acabamos; 
así, supongamos que S."'l(a)~Dom(t). Sea g la función definida como 
g=fu{ (S."'l(a),S-"(f(a)))}. 
P.D. Dom(g) es un segmento: 
Es claro que Dom(g)=Dom(t)u{S."'l(a)}. Dom(g) es segmento porque 
c."'leDom(t)~Dom(g), y además, para todo qeA, si 
sª(q)eDom(g)=Dom(f)u{Sª(a)}, entonces tenemos dos casos: 
(+)Si S;i(q)eDom(t) entonces, como Dom(t) es segmento, 

q e Dom(t)\;;Dom(g). 
(++) Si S;¡<(q)e {S."'l(a)}, entonces sª(q)=S.ll(a), y como ;lfP2, entonces q=a; 
además, ya teníamos que q=aeDom(f)\;;Dom(g). "f" 
P.D. g:Dom(g)~B es función aproximada: 
Ya se vio que Dom_Sf) es un segmento. Por otro lado, obsérvese que: 
(*) g(cª)=f(c.":l)=c 



27 

(**)Para todo qeA. si S;;'t'(q)eDom(g)=Dom(t)u{Sª(a)}. entonces tenemos dos 
casos: 

· (+) Si S.;T(q)e Dom(f). entonces g(S.;T(q))=f(Sª(q))=S.Jj(f(q))=S-l!(g(q)). 
(++)Si S.;;i(q)e {Sª(a)}, entonces q=a (debido a que ;lfP2) y entonces 

g(S.;;i(q))=g(Sª(a))= S-l!(f(a))=S"'(g(a))= S"'(g(q)). 
Por lo tanto, para todo qeA, si S.;;i(q)e Dom(g) entonces g(Sª(q))=S.li(g(q)). 
Así, ges una función aproximada.,,. 
Lo anterior significa que S.;T(a)e Dom(g), Dom(g) es un segmento y g es una 
función aproximada; por lo tanto, sª(a)e L. 

Finalmente, sea Muna asignación cualquiera de LrA2 en ;l. Como ;lfP3 , entonces en 
particular (.,;t;.M(Q/L)) sat Q(c)A Vx(Q(x)~Q(S(x)))~VxQ(x). Nótese que por ( 1) y (2) 
sabemos que (.,;t;.M(Q/L)) sat Q(c)A Vx(Q(x)~Q(S(x))); por lo tanto (~M(Q/L)) sat 
VxQ(x). De esta manera tenemos que para todo ae A, ae L (o sea, A~L), y como es 
evidente que L~A. tenemos que A=L. 

• 
Lcma(ii2): Para cualesquiera funciones aproximadas f,g, si existe aeDom(f)nDom(g), 
entonces f(a)=g(a). 

Demostración: 
Sea Ñ={aeA 1 para cualesquiera funciones aproximadas f,g, si ae Dom(f)nDom(g), 
entonces f(a)=g(a)} 
(1) c.;;ieÑ, pues por definición, para cualesquiera funciones aproximadas fy g, 

c.;TeDom(t)nDom(g) y además, f(c~= c.z;=g(cª). 
(2) P.D. Para todo aeA, si aeÑ, entonces S.;T(a)eÑ. 

Sea aeÑ y sean fy g funciones aproximadas arbitrarias. Si 
S.;;i(a)e:Dom(f)nDom(g), entonces no hay nada que probar; así, supongamos que 
S.;T(a) e Dom(l)nDom(g). 
Entonces aeDom(l)nDom(g) -ya que Dom(I) y Dom(g) son segmentos, debido a 
que fy g son funciones aproximadas-, pero además, como aeÑ, entonces f(a)=g(a) 
y tenemos que f(S.;;i(a))=S-ZJ(f(a))=S"'(g(a))=g(Sª(a)). Por lo tanto, S.;;i(a)eÑ. 

Por último, sea Muna asignación cualquiera de LrA' en ;?t. Como ;?lfPJ, entonces en 
particular (.,;t;.M(Q/Ñ)) sat Q(c)A Vx(Q(x)~Q(S(x)))~VxQ(x). Por ( 1) y (2) sabemos 
que (.,;t;.M(Q/Ñ)) sat Q(c)AVx(Q(x)-->Q(S(x))); por lo tanto (;?{,M(Q/Ñ)) sat VxQ(x). 
Así, para todo a e A, aeÑ (o sea, A~Ñ), y como Ñ~A. tenemos que A=Ñ . 

• 
Tcorcma(iil)(Tcorema de rccursión): Dados un modelo de Peana .;;l=(A,c.;;i,S~ y una 
estructura -b=(B,c-li,S-li) de tipo :ErA» existe un único homomorfismo h:~->..lJ. 

Demostración: 
Sea T={f:A~B 1 fes una función aproximada} y sea h=ureT f. 
hes función de A en B: Sean (a,b),(a,c)eh elementos arbitrarios de h; entonces existen 
funciones aproximadas f1,f2eT tales que f1(a)=b y f2(a)=c. Así. ae Dom(f1)nOom(f2). y 
por el lema(ii2), b=f1(a)=f2(a)=c. Por lo tanto h está bien definida. Por otro lado, por el 
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lema(iil), para todo elemento aeA existe una función aproximada ftal que aeDom(t); 
de esta manera; tenemos que Dom(h)=A. 
Ahora veamos que h es un homomorfismo: 
(+) h(c·~c=c::6, ya que al menos hay una función feT tal que cª e Dom(I) -por el 

lema(ii 1)-:-y por ser f función aproximada cumple que f(c.,.)= c.fi. Por lo tanto 
h( cº3::7'.f( c.;;f)=c-li. 

(++) Paratod_o aeA, h(S;"i"(a))=S.¿¡(h(a)). Para probar esto, sea a un elemento arbitrario 
de ,.{:·Eritc;inces, por el lema(ii 1), existe geT tal que Sº"'l(a)eDom(g); entonces 
h(S;:f(a));:cg(S;"i"(a))=S-lf(g{a))=S.fi(h(a)). 

Veamos qlle h es única: Sea w:~-->-l:i un homomorfismo y sea 
J={aeA 1 w(a);=h(a)}. P.D. J=A 

(1) c·"leJ .. Esto es claro del hecho de que w y h son homomorfismos. 
(2) Para todo a e A, si aeJ entonces sª(a)eJ. Para probar esto, sea a e A arbitrario tal 

que aeJ; entonces w(a)=h(a). Como w y h son homomorfismos entonces 
w(S;"i"(a));;S-li(w(a))=S.zr(h(a))=h(Sª(a)). Por lo tanto, s·"'l(a)eJ. 

Por último, sea Muna asignación cualquiera de LrA2 en~- Como ~fP3, entonces en 
particular (~M(Q/J)) sat Q(c)AVx(Q(x)-->Q{S(x)))-->VxQ(x). Por (1) y (2) sabemos 
que (~M(Q/J)) sat Q(c)A Vx(Q(x)-->Q(S(x)}); por lo tanto (a,M(Q/J)) sat VxQ(x). Así, 
para todo a e A, aeJ (o sea, A~J), y como J~A. tenemos que A=J . 

• 
Modelos de Pcano y estructuras de tipo :ErAz· 

Como antes, sea .;;l=(A,cª,sª) un modelo de Peano y sea -l:i=(B,c.fi,S-li) una 
estructura de tipo :ErAz. Por el teorema(ii l) sabemos que existe un único homomorfismo 
h:~-->-l5. A continuación daremos algunas relaciones entre este homomorfismo y los 
axiomas P1, P2 y P3. 

Teorcma(ii2): Si .73 f{Pi. P2}, entcmces e!homomorfismo h:~-->-l:i que existe entre un 
modelo de Peana .;;l=(A,c~,S~ y iina"~esfructura de tipo ::ErA2 -l:i=(B,c.fi,S-lf) es inyectivo. 

Demostración: .· ,,;,,:>'~,:;~"t,Y:.;{";·:'/ :·;.;'. 
Supongamos que -l:i f{P1;·i>~};; ~ara probar que hes inyectiva, definimos el conjunto 
T={aeA 1 para todo qeA, si tÍ(q);;;,h(a), entonces q=a}. 

(l) c;"i"eT. Para ver estó, sea G'7{qeA 1 si h(q)=h(c.T), entonces q=c°"'l}. 
(+) Es claro que c-'leG. 
(++)Para todo qeA, si qeG, entonces Sª(q)eG. Para ver esto, notemos lo 

siguiente: como para todo qeA, S.fi(h(q)).,oh(c~=c..5 (debido a que -l:i f P1), 
entonces para todo qeA, h(Sª(q))=S-lf(h(q)).,oh(c.T)=c-lf; además, como 
~F P1 tenemos que para todo qeA, sª(q).,ocª. Por lo tanto, para 
todo qeA, si h(Sº"'l(q))=h(c·3. entonces S.T(q)=c.T. Así, para todo qeA, 
S;"i"(q}eG, y por lo tanto, para todo qeA, si qeG entonces S.T(q)eG. 

Por otro lado, sea M una asignación cualquiera de LrA> en .. -=t. Como ~ F P3, 
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entonces (~M(Q/G)) sat Q(c)AV'x(Q(x)-+Q(S(x)))-+VxQ(x). Nótese que por(+) y 
(++) sabemos que (.;;l,M(Q/G)) sat Q(c)A Vx(Q(x)-+Q(S(x))); por lo tanto 
(~M(Q/G)) sat \ixQ(x). Así concluimos que A!;;;;G , y como es evidente que G!;;;;A, 
tenemos que A=G.'Y 
(2) Para todo weA, si weT, entonces sª(w)eT. Para probar esto, sea w un 

elemento arbitrario de A tal que weT. Sea V={aeA 1 si h(a)=h(Sª(w)) entonces 
a=Sª(w)}. 
(*) cªe V. Esto se debe a que h(cª)=c··\•S8 (h(w))=h(S-'f(w)), dado que -Zi fP 1• 

(**)Para todo qeA, si qeV entonces sª(q)eV. Para probar esto, sea qeA tal 
que qeV. Vease que si h(Sª(q))=h(Sª(w)), entonces S-li(h(q))=h(Sª(q))= 
h(Sª(w))=S .fi(h(w)), y como Ji fP2, entonces h(q)=h(w); por último, como 
weT, entonces q=w. De la igualdad q=w, es claro que S-'f(q)=Sª(w), y por 
lo tanto, Sª(q)eV. 

Sea M una asignación cualquiera de LrA' en ;?t. Como ;;:{ F P3, entonces 
(~M(Q/V)) sat Q(c)A 'v'x(Q(x)-+Q(S(x)))-+VxQ(x). Nótese que por(*) y(**) 
(.;;:t;;M(Q/V)) sat Q(c)A 'v'x(Q(x)-+Q{S(x))); entonces (~M(Q/V)) sat \ixQ(x). 
Por lo tanto A!;;;;V, y como V\;;;A, tenemos que A=V. 'Y 

Firialmente, para concluir esta prueba, sea M una asignación cualquiera de LrA> en ;?t. 

Colnó :;?t'f PJ~ erltonces (.;;:t;;M(Qrf)) sat Q(c)A \ix(Q(x)-+Q(S(x)))-+VxQ(x). Nótese 
que por (l) y:{2) (~M(Q/T)) sat Q(c)AV'x{Q(x)-+Q(S(x))). Así, (~M(Qff)) sat 
\ixQ(x). Por lo 'tanto A!;;;;T, y como T\;;;A, tenemos que A=T. Nótese que la igualdad 
A=T={aeA 1 para todo qeA, si h(q)=h(a), entonces q=a} significa que hes inyectiva . 

• 
Tcorcma(ii3): El homomorfismo h:;;:f-+..li que existe entre un modelo de Peano 
.;;l=(A,cª,s·~ y una estructura de tipo :EPA' JJ=(B,c-li,S.fi) es sobreyectivo si y sólo si 
..li fP3. 

Demostración: 
(Suficiencia). Supongamos que h es sobreyectivo. Para probar que Jj f PJ, bastará probar 
que para cualquier subconjunto H!;;;;B y para cualquier asignación M de LrA> en Jj, si 
{..li,M(Q/H)) sat Q(c)A \ix(Q{x)-+Q{S{x))) entonces (JJ,M(Q/H)) sat VxQ(x). Así, sea 
M una asignación cualquiera de LrA> en .E y sea H un subconjunto de B tal que 
(..li,M(Q/H)) sat Q(c)AVx(Q(x)-+Q(S(x))). Definimos K={aeA 1 h(a)eH}. 
(+) cªeK. Esto es claro, ya que h(cª)=c.lieH, debido a que (..li,M(Q/H)) sat Q(c). 
(++)Para todo aeA, si aeK, entonces sª(a)eK. Para ver esto, sea aeA arbitrario, tal 

que aeK. Como aeK, entonces h(a)eH, y por lo tanto h(S;"f(a))=S-li(h(a))eH, 
debido a que (JJ,M(Q/H)) sat \ix(Q(x)-+Q{S(x))). 

Así, sea N una asignación cualquiera de LrA' en ;?t. Como .";[ F P3, entonces 
(a;N(Q/K)) sat Q(c)A \ix(Q(x)-+Q(S(x)))-+VxQ(x). Por(+) y(++) 



(.;t;N(Q/K)) sat Q(c)A Vx(Q(x)~Q(S(x))). Así, (.;t;N(Q/K)) sat VxQ(x). Por lo tanto 
Ai;;;;K , y como Ki;;;;A, tenemos que A=K. Por lo tanto, h[A]i;;;;H. pero como h es 
sobreyeetiva, B=h[A]i;;;;H; asi, Bi;;;;l-1, es decir, (.lJ,M(Q/1-1)) sal 'v'xQ(x). 
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(Necesidad). Supongamos que -E t=P3. Para probar que hes sobreyectiva, bastará probar 
que el conjunto G={beB 1 existe aeA tal que h(a)=b} es igual a B. 
(*) c.lieG. Esto es claro debido a que h(c.'l)=c.li. 
(**)Para todo beB, si beG entonces S.li(b)eG. Para probar esta afirmación, sea beB 

arbitrario tal que beG. Entonces existe aeA tal que h(a)=b; entonces h(Sª(a))= 
S.ti(h(a))=S.li(b), por lo que S.6(b)eG. 

Sea M una asignación cualquiera de LrA2 en -E. Como -Et= P3, entonces 
(.lJ,M(Q/G)) sat Q(c)A Vx(Q(x)~Q(S(x)))~'v'xQ(x). Nótese que por (*)y(**) 
(.E,M(Q/G)) sat Q(c)A Vx(Q(x)~Q(S(x))). Así, (.lJ,M(Q/G)) sat 'v'xQ(x). Por lo tanto 
Bi;;;;G, y como Gi;;;;B, tenemos que B=G . 

• 
Corolario(iil): Sean .;;l=(A,cª,s~ y .15=(D,c:6,S:L.l) dos modelos de Peano arbitrarios. 
Entonces :?é y .15 son isomorfos. 

Demostración: 
Por el teorema(ii 1) existe un único homomorfismo h::?é~.15; por el teorema(ii2) este 
homomorfismo es'inyectivo, y por el teorema(ii3) tal homomorfismo es, además, 
sobreyectivo: Por: lo tanto 11:.;?t~.15 es un isomorfismo. 

' ::··.:. ·~+;··~~,-~/ ;, ::_ ~ { ::· :;~·-(·~~~,~·-; . ' ; :;· . 

. SUMA,~'~füii~t:É~~ff¿~: •. ~XPONENCIACIÓN Y FUNCIONES RECURSIVAS 
EN MODELOS DE PEÁNÓ: . .. . 

;;.,_ ,_ ,¡ 

Es posible definir en cualqllier modelo de Peano las operaciones de suma, de 
producto o de exponenciación. A c·ontinuación mostraremos este hecho, e incluso una 
situación más general: es posible definir en cualquier modelo de Peano todas las 
funciones recursivas primitivas. 

Tcorcma(ii4): En cualquier modelo de Peano existe una única suma (en el sentido de 
que existe una única operación binaria que se comporta como la suma usual en los 
números naturales). 

Demostración: 
Sea .;;l=(A,cª,s.'l) un modelo de Peano. Probaremos que existe una única función 
+:AxA~A tal que para todo a,beA: 

( 1) a+cª=a, es decir +(a,cª)=a. 
(2) a+Sª(b)=Sª(a+b), es decir +(a,S.'l(b))=Sª(+(a,b)). 

Para probar lo anterior, para cada aeA, sea ~=(A,a,Sª) una estructura de tipo :ErA2. Por 
eli:eorema(iil) tenemos que existe un único homomorfismo-,:.;?[~~. tal que para 
fodo beA: 

.. (*) . +n(cª)=a 
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(**) + 0 (S""l(b))=Sª(+0 (b)). 

Para·todo a,beA, definimos a+b=+0 (b). Es evidente que+ satisface ( 1) y (2), por lo que 
sólo nos hace falta ver que + es única: 
Sea h:AxA-A tal que satisface (1) y (2). Para cada aeA, definimos la función ha:A-A 
como h 0 (b)=h(a,b). Nótese que para todo aeA, h0:.;?t-~ es un homomorfismo, pues 
h0(c~=a y para todo be A, h 0 (Sª(b))=Sª(h0 (b)). Por lo tanto, ya que el homomorfismo 
que existe entre .;?[y ~ es único debido al teorema(ii 1 ), para todo ae A h.=+ •. Por lo 
tanto h=+ . 

• 
Tcorcma(ii5): En cualquier modelo de Peano .?l=(A,cª,sª) existe una única 
multiplicación (en el sentido de que existe una única operación binaria que se comporta 
como la multiplicación usual en los números naturales). 

Demostración: 
La prueba es totalmente análoga a la de la suma, excepto que se necesita probar que 
existe una única función •:AxA-A tal que para todo a,beA: 

( 1) a•cª=cª, es decir •(a,cª)=cª. 
(2) a•(Sª(b))=a+(a•b), es decir •(a,SR(b))=+(a,•(a,b)); donde+ es la operación 

suma en .?l=(A,cª,sª), de la cual se probó su existencia y unicidad en el 
teorema(i i4 ). 

Similarmente al teorema anterior, para cada aeA, sea .?l+a=(A,cR,+a) una estructura de 
tipo :EPA» donde +.:A--4A es el único homomorfismo +~:~~.;;t;.. entre dl"=(A,c;-t,S;-~) y 
~=(A,a, S~, es decir +a cumple: 

(*) +a(c~=a 
· <**) +.csª(b))=sª<+.(b)). 

Por otro ·lado, por el teorema(ii 1) existe un único homomorfismo •.:a-a+., tal que 
para tódo be A: 
(i) •a(cª),;ca 

(ii) •n(Sª(b))=+.(•a(b)). 
Definimos para cada a,beA •(a,b)=•a(b). Es claro que• cumple las condiciones (1) y 
(2); además, para ver que • es el único producto definible por las ecuaciones ( 1) y (2), 
sea g:AxA-A una función tal que satisface tales ecuaciones. Definiendo para cada 
aeA la función g 0 :A--4A como g.(b)=g(a,b), tenemos que g 0 :.;?t-.;;l+0 es un 
homomorfismo entre~ y .?l+0 , es decir g. cumple para cada b;;:A: 
(o) g.( c·")=cª 
(oo) g.(Sª(b))=+0 (g0 (b)). 
Por lo tanto, como por el teorema(iil) es un único tal homomorfismo, para cada aeA 
g 0 =•0 , lo que implica que g=• . 

• 
Tcorcma(ii6): En cualquier modelo de Peano .?l=(A,cª,SR) existe una única 
exponenciación (en el sentido de que existe una única operación binaria que se 
comporta como la exponenciación usual entre dos números naturales). 



Demostración: 
Probaremos gue existe una única función e:AxA~A tal que para todo a.be A: 

( 1) e(a,c")=Sª(c';:r). 
(2) e(a,S.;:?(b))=•{e(a,b},a). 
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Sea para cada aeA la estructura de tipo LrA2 .;;l•.=(A,SR(c""'),•.), donde •.:A~A es el 
único homomorfismo entre;;:¡; y .;;l+.=(A,c""'.+.); es decir, para todo be A: 
(i) •.(cª)=c·"'l 
(ii) • 0 (Sª(b))=+0 (•a{b)). 
Por el teorema(ii 1 ), para cada aeA, existe un único homomorfismo e0 :;;:¡;~.;;r •• , es 
decir, para cada be A: 
(*) ea(c~=S""'l(cR) 
(**) e 0 (SR(b))=•0 (e0 (b)). 
Definimos la función exponenciación e como e(a,b)=e.(b) para cada a,beA. La prueba 
de que esta función es única es totalmente análoga a la del teorema anterior y la 
dejamos al lector . •• 
Funciones recursivas en modelos de Peano. 

Probaremos ahora un hecho general del que son casos particulares los teoremas 
anteriores de definición de suma, de producto o de exponenciación. Desde el principio 
de esta sección pudimos haber desarrollado todo desde este punto de vista, sin embargo 
nos pareció importante hacer explícitos los teoremas anteriores, además de que sirven 
de ejemplos concretos para estimular el resultado principal: el teorema(ii7) que es una 
generalización del teorema(ii 1) de recursión. 

Para el resto de esta sección, sean B un conjunto distinto del vacío, .;;l=(A,él,SR) 

un modelo de Peano, f:B"~B una función n-aria y g:B"+2~B una función n+2-aria. Sea 
además (b,, .. ,bn)eB". 

Definición: 

Una función aproximada k asociada a (b., .. ,bn), fy ges una función k:Dom(k)~B de 
un segmento Dom(k) -con Dom(f)c;;:;;A- en B tal que: 

(+) k(c"~=f(b1, .. ,bn) 
(++)Para todo beA, si Sª(b)eDom(k) entonces k(SR(b))=g(b1, .. ,bn,b,k(b)). 

Lema(ii3): Sea (b1, .. ,bn)eB" un elemento arbitrario. Todo elemento de A está en el 
dominio de una función aproximada asociada a (b1, .. ,bn), fy g. 

Demostración: 
Sea L={aeA 1 hay una función aproximada k asociada a (b,, .. ,bn). fy g tal que 
aeDom(f)}. 
Primero probemos: 



(1) cªeL. La razón de esto es que la función k:{c.""f}~B. definida como 
k(c:~=f(b1 •.. ,bn). debido a que .;;lfP1, es una función aproximada asociada a 
(b1, .. ,bn), fy g. 
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(2) Para todo aeA, si aeL entonces S;:¡(a)eL. Sea a un elemento arbitrario de A tal 
que aeL. Entonces existe una función aproximada asociada a (b1, .. ,bn). fy g 
k:Dom(k)~B tal que aeDom(k). Si Sª(a)eDom(k) entonces ya acabamos; así, 
supongamos que Sª(a)e Dom(k). Sea h la función definida como 
h=ku { (Sª(a),g(b1 , .. ,bn.a.k(a)))}. 
P.D. Dom(h) es un segmento: 
Es claro que Dom(h)=Dom(k)u{Sª(a)}. Dom(h) es segmento porque 
cªeDom(k)i;;;;Dom(h); además, para todo qeA, sí 
sª(q)eDom(h)=Dom(k)u{Sª(a)}, entonces tenemos dos casos: 
(+)Si Sª(q)eDom(k) entonces, como Dom(k) es segmento, 

q e Dom(k)i;;;;Dom(h). 
(++)Si Sª(q)e {Sª(a)}, entonces Sª(q)=S;:¡(a), y como :,:CfP2. entonces q=a; de 
esto tenemos que q=a e Dom{k)i;;;;Dom(h). 
Por lo tanto, de todo lo anterior, Dom(h) es un segmento. Y 
P.D. h:Dom(h)~B es función aproximada asociada a (b,, .. ,b,,), fy g. 
Ya se vio que Dom(h) es un segmento. Por otro lado, obsérvese que: 
(*) h(cª)=k(c~= f(b,; .. ,bn). 
(**)Para todo qeA, si Sª(q)eDom(h)=Dom(k)u{S,;--t(a)}, entonces tenemos dos 
casos: 

(+)Si sª(q)eDom(k), entonces h(Sª(q))=k(Sª(q))=g(bi, .. ,bn,b,k(b))= 
. g{b1,:.,bn,b,h{b)) . 

. . (~),Si Sa-(g)e {Sª(a)}~ entonces q=a (debido a que °*fP2) y entonces 
. . • h(S~(q))=h(Sñ(a))=g(b1, .. ,b11,a,k(a))=g(bi. .. ,bn,a,h(a)). 

Por lo tanto, para todo qeA, si sª(q)eDom(h) entonces 
h(SH(q))=g(b 1, •• ,bn,a,h(a)). De esta manera concluimos que h es una función 
aproximada asociada a (b 1, •• ,bn), fy g. Y 
Lo anterior muestra que Sª(a)eDom(h), donde hes una función aproximada 

. a asociada a (bi, .. ,b11), fy g; por lo tanto, S (a)eL. 
Finalmente, sea M una asignación cualquiera de LrA> en"*· Como °*fP3, entonces en 
particular (~M(Q/L)) sat Q(c)/\ Vx(Q(x)~Q(S(x)))~VxQ(x). Por ( 1) y (2) sabemos 
que (~M(Q/L)) sat Q(c)/\ Vx(Q(x)~Q(S(x))); por lo tanto (.;;l.M(Q/L)) sat VxQ(x). De 
esta manera tenemos que para todo aeA, aeL (o sea, A<;;L), y como es evidente que 
Li;;;;A, tenemos que A=L. De esta igualdad tenemos el lema . 

• 
Lema(ii4): Sea (b1, .. ,bn)eB" un elemento arbitrario. Para cualesquiera funciones 
aproximadas h y k asociadas a (b1, .. ,bn). fy g, si existe aeDom(h)nDom(k), entonces 
h(a)=k(a). 

Demostración: 
Sea I={aeA 1 para cualesquiera funciones aproximadas h,k, asociadas a (b1, .. ,bn). fy g, 
si ae Dom(h)nDom(k), entonces h(a)=k(a)} 
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(1) c.;:-tel; pues por definición, para cualesquiera funciones aproximadas h,k, asociadas a 
(b1,:'.,b11), fy g. cªeDom(h)nDom(k) y además, h(c~=f(b1 •..• b 11 )=k(c•7 ). 

(2) P.D. Para todo aeA, si ael. entonces S""(a)el. 
Sea ael y sean h y k funciones aproximadas arbitrarias asociadas a (b1, .. ,b11), fy g. 
Si S.;:-t(a)e Dom(h)nDom(k), entonces no hay nada que probar; así, supongamos que 
S.;;r(a)eDom(h)nDom(k). Entonces aeDom(h)nDom(k) -ya que Dom(t) y Dom(g) 
son segmentos-; además, como ae 1, entonces h(a)=k(a) y entonces 
tenemos que h(S.;;r(a))=g(b1, .. ,b11,a,h(a))=g(b1, .. ,b11,a,k(a))=k(S.'l(a)). Por lo tanto, 
sª(a)el. 

Por último, sea M una asignación cualquiera de LPA' en ;ll. Como a-J=P3, entonces en 
particular (;ll,M(Q/I)) sat Q(c)A'v'x(Q(x)-Q(S(x)))-'v'xQ(x). Por (1) y (2) sabemos 
que (;ll,M(Q/I)) sal Q(c)A 'v'x(Q(x)-Q(S(x))); por lo tanto (a-,M(Q/1)) sat 'v'xQ(x). Así, 
para todo aeA, ael (o sea, A.;;;I), y como lc;;A, tenemos que A=I. Por lo tanto tenemos 
el lema . 

• 
Teorema(ii7)(teorema generalizado de recursión): Sean B un conjunto distinto del 
vacío, .;;:t=(A,c.;:-t,S."t) un modelo de Peana, f:B"-B una función n-aria y g:B 11

+
2-B una 

función n+2-aria. Entonces para cada (b1, .. ,b11)e B" existe una única función 
(b• .... b-)h:A-B tal que para todo aeA: 

(1) (b• ... ,b-)h(c~=f(b1, .. ,bn). 
;;{ -(2) (b., . .,b-)h(S (a))-g(bi, .. ,b11,a,(bo, ... b-)h(a)). 

Demostración: 
Sea (b1, .. ,b11)e B" arbitrario y sea T={k:A-B 1 k es una función aproximada asociada a 
(b1, .. ,b11)', f,y,:g};.Oefinimos (b• .. b-)h=ukeT k. 
Cb•, ... b-Jll ~5·:fu~ciÓ~ 'dé A.en B: s'ean (a,b),(a,c)e (bo, . .,b-)h elementos arbitrarios de (bo, ... b-)\1; 
entonces·~;:isÍ:en.kí,k2eT tales que k1(a)=b y k2(a)=c. Así, aeDom(k1)nDom(k2), y por 
el leÍna(ii4); b,;;f1 (a)~f2(a)=c. Por lo tanto Cbo, ... b-)h está bien definida y es función de A en 
B.,Porot;o lado, por el lema(ii3), para todo elemento aeA existe keT tal que 
ae Dom(k); ele esta manera, tenemos que Dom(h)=A. 
Ahora veari1os que h cumple (1) y (2): 
(1) (bo,.:,b-)h(c~=f(b1, .. ,b 11 ) ya que al menos hay una función keT tal que c;-"e Dom(k) 

-por el lema(ii3)-. Por lo tanto h(c.;:-t)=k(c~=f(bi. .. ,b11). 

(2) Para todo aeA, (bo, . .,b-)h(S.'?(a))=g(b1, .. ,bn,a,cb" ... b-Jh(a)). Para probar esto, sea a un 
elemento arbitrario de A. Entonces, por el lema(ii3), existe keT tal que 
sª(a)e Dom(k); entonces h(S.;:-t(a))=k(Sª(a))=g(b1 , .. ,b11,a,k(a))= 
g(b1, .. ,bn,a,(bo, . .,b-Jh(a)). 

Finalmente, sólo nos hace falta ver que Cbo. . .,1>-)h es única: Sea w:A-B tal que w cumple 
(l) y (2) y sea J={aeA 1 w(a)=cbo, . .,b-Jh (a)}. P.D. J=A. 
(+) cªeJ. Esto es claro del hecho de que w y (bo, . .,b-Jh cumplen (1 ). 

{++)Para todo aeA, si aeJ entonces Sa-(a)eJ. Para probar esto. sea aeA arbitrario tal 
que aeJ; entonces w(a)=cbo, ... b-Jh (a). Como w y h cumplen (2) entonces 
w(Sa-(a))=g(bi. .. ,b11,a,w(a))=g(b1, .. ,bn,a,cbo, ... b-)h(a))=h(Sª(a)). Por lo tanto, S"'(a)eJ. 
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Por último, sea M una asignación cualquiera de LPA' en a. Como ,;?{; ~P3, entonces en 
particular (.;;l.M(Q/J)) sat Q(c)/\Vx(Q(x)--+Q(S(x)))--+VxQ(x). Por(+) y(++) sabemos 
que (.;;l,M(Q/J)) sat Q(c)/\Vx(Q(x)--+Q(S(x))); por lo tanto (.;;l.M(Q/J)) sal VxQ(x). Así, 
para todo aeA, aeJ (o sea, As;;;J), y como J~A. tenemos que A=J, lo que significa que 
\V=(b• •..• b.)h . • 
Corolario(ii2): Sea .;;l=(A,cª,s~ un modelo de Peano. f:A "-+A una función n-aria y 
g:A"+2--+A una función n+2-aria. Entonces, para cada (a1, .. ,a0 )eA" existe una única 
función (a• ....•. Jh:A--+A tal que para todo aeA: 

(*) (a• .... a•Jh(c~=f(ai. .. ,a0 ) 

(* *) <•• .... a•Jh(S;?"(a))=g(a1 ,. ·•ª"•ª•<•·····•·>h( a)) 

Demostración: 
Es un caso particular del teorema anterior . 

• 
Corolario(ii3): Sean .;;l=(A,c.;;l,S~ un modelo de Peano, f:A "-+A una función n-aria y 
g:A"+2--+A una función n+2-aria. Entonces existe una única función h:A"+1--+A tal que: 

(1) h(a,, .. ,a11,cª)=f(a1, .. ,a11), para todo (a,, .. ,an)EA" 
(2) h(a1, .. ,a11,Sª(a))=g(a1, .. ,a 11,a,h(a1, .. ,an,a)), para todo (a1, .. ,a0 ,a)eA"+1. 

Demostración: 
Por el corolario(ii2) tenemos que para cada (ai, .. ,a0 )eA" existe una única función 
(ao, .. ,a.¡h:A--+A tal que para lodo aeA: 
(+) (no, .• ,a.¡h(cª)=f(a1, .. ,an) 
( ++) <•• •..• ...:¡h(Sª(a))=g(a, , .. ,an,a.ca• .... n.Jh(a)). 
Definimos la función h:A"+1-::-+A como h(a1, .. ,a11,a)=ca• .... a.¡h(a), para todo a,, .. ,an,aeA. Por 
la manera en que se ha.definido h, es claro que h cumple (1) y (2). La unicidad la 
probaremos C:o.m<:> sigue: . J i ~· 
Sea w:A n+l--+A una fünción tal que cumple (1) y (2). Definamos para cada (a1, .. ,a11)eA" 
la función (ao, .. ,a.¡w:A:¿A como (no, •. ,a.¡w(a)=w(a1, .. ,a11,a). Entonces, para cada (a1, .. ,a11)eA" 
(n• •.•• a.)W cumple las condiciones{*) y(**) del corolario(ii2); por (O tanto, debido a (a 
unicidad que nos asegura el corolario(ii2), para cada (a,, .. ,an)eA" tenemos que 
C•• •..• a.¡w=c•·····•·lh. Por esto último concluimos: w=h . • 

El corolario anterior nos permite hacer con todo rigor la siguiente definición. 

Definición: 

Sea .;;l=(A,cª,s~ un modelo de Peano. Una función h:A"+ 1--+A está definida por 
recursión si y sólo si existen funciones f:A"--+A y g:A"+2--+A tales que: 

(1) h(ai, .. ,a11,cª)=f(a1, .. ,a0 ), para todo (a1, .. ,a11)eA" 
(2) h(a,, .. ,a11,Sª(b))=g(a1, .. ,a11 .b,h(a1, .. ,a0 ,b)), para todo (ai. .. ,a11,b)eA"+1. 

Por el corolario(ii3). tenemos que dadas cualesquiera dos funciones f:A"--+A y 



36 

g:A n+2~A. las ecuaciones ( 1) y (2) nos definen. por recursión. una única función h. 
Debido a este resultado, es posible definir en cualquier estructura de Peana el concepto 
de función recursiva primitiva; lo que resta de esta sección es simplemente tal 
definición. 

Definición: 

Sea ~=(A,c.>'l,S.>'l) un modelo de Peano. 
- Para cada aeA definimos la función constante a de aridad k •• ck:A k~A. como 
,Ck(a,, .. ,ak)=a para todo a,, .. ,akeAk. 
- Definimos para cada n,keN\{O} tal que k::;;n, la función k-proyección de aridad n, 
klº:A k~A, como dº(ai, .. ,an)=ak. 

Definición: 

Sea ~=(A,c.>'l,Sa) un modelo de Peano. 
Llamamos funciones iniciales a las funciones: 
{ 0Ck 1 aeA y keN\{O} }u{klº lk,neN\{O} tal que k::;;n}u{S-"}. 

Definición: 

Sea ~=(A,cª,sª) un modelo de Peano. , . 
Una función f:Aº~A se obtiene por sustitución a través.de l~s funci~nes g:Am~A y 
H,, .. ,Hm:A º~A cuando para todo (a,, .. ,a0 )eA º, f(ai, .. ,an)=g((H1(a1, .. ,a0 ), •• ,Hm(a1, .. ,a0 )). 

Definición: 

Sea ~=(A,cª,sª) un modelo de Peano. 
Una función n-aria f:Aº~A es recursiva primitiva si y sólo si existe una lista finita 
f1, .. ,fm tal que f=fm y para todo ie { l , .. ,m}, f¡ es una función inicial o se obtuvo por 
medio de las anteriores por substitución o por recursión. 

MODELOS DE INDUCCIÓN. 

Como hemos visto en todo nuestro estudio anterior acerca de la aritmética de 
Peano, el único axioma propiamente de segundo orden es el axioma de inducción. Es 
natural preguntarse si los modelos de Peano son los únicos modelos de inducción o si 
existen distintos modelos de tal axioma. En lo que resta del capítulo dedicaremos 
nuestro estudio a los modelos de inducción y a interrogantes afines a los modelos de 
inducción. 

Teorcma(ii8): Sea ~(N,O,S~ el conjunto de los números naturales con el cero y la 
operación sucesor, y sea;?¡; una estructura de tipo :ErA2 modelo de inducción arbitrario. 
Entonces existe una relación de congruencia - en :w'""tal que ;?les isomorfo a -:W:-

Demostración: 
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Sabemos que ~(N,O,S~ es un modelo de Peano y como;?[ es una estructura de tipo 
¿r"" entonces por el teorema(ii 1) existe un único homomorfismo h::;;t""->;?l; además, 
como;?[ es modelo de inducción, entonces por el teorcma(ii3) hes sobreyectivo. 
Finalmente, por el teorema(i 1 O) del capítulo anterior, la relación de congruencia 
-h={(a1,a2)eN2 I h(a1)=h(a2)} es tal que ;?les isomorfo a -h~ 

• 
Relaciones de congruencia sobre números naturales. 

Definición: 

Sean n,meN. Definimos la relación: 
Rn,m={(a,a)eN2 

1 a<n}u{(a,b)eN2 
I a<:'.n$b y existe ceN tal que a=cm+b ó b=cm+a)}. 

Proposición(iil): Para todo n,meN, Rn.m es una relación de congruencia en la 
estructura estándar de tipo¿ ~(N,O,S~. 

Demostración: 
Sean n,meN arbitrarios. 
(i) Rn,m es una relación de equivalencia: 

- Es claro que Rn,m es reflexiva, pues para todo aeN, si a<n, entonces (a,a)eRn,m; 
además, si a<::n, entonces a=Om+a y por lo tanto (a,a)e Rn,m· 
- Rn,m es simétrica: Sea (p,q)eRn,m arbitrario. Si (p,q)e {(a,a)eN2 

J a<n} entonces 
(q,p)e {(a,a)eN2 I a<n}~Rn,m; si (p,q)e {(a,b)eN2 

J a<:'.n$b y existe ceN tal que 
a=cm+b. ó b=cm+a)}, entonces (q,p)e {(a,b)eN2 1 a<::n$b y existe ceN tal que 
a=,,c~+,-b.'6 b=cm+a) }~Rn,m· • . 
-: .. 1,tn,.;,·~s,fransitiva: Sean (p,q), (q,r)eRn,m arbitrarios. Si (p,q)e {(a,a)eN2 I a<n}, 
entorices.p=q<n y entonces q=r y, por lo tanto, (p,r)e {(a,a)eN2 I a<n }~Rn m· 

: .Si(p;q)É {(a,b)eN2 I a<::n$b y existe ceN tal que a=cm+b ó b=cm+a)}, ent~nces 
(q,r)e{(a,b)eN2 I a<::n$b y existe ceN tal que a=cm+b ó b=cm+a)}; de esto tenemos 

·que hay weN\{O} tal que p=wm+q ó q=wm+p y además, hay veN\{O} tal que 
· q=vm+r ó r=vm+q. Así, tenemos 4 casos: 
(1) p=wm+q y q=vm+r. Entonces p=wrn+vrn+r=(w+v)rn+r y entonces (p,r)eRn,m· 

· (2) p=wm+q y r=vm+q. Entonces si w=v tenemos que p=r y entonces (p,r)eRn.m; si 
w>v, entonces p=wm+r-vm=(w-v)rn+r y entonces (p,r)e Rn,m; si w<v, entonces 
r=vm+p-wrn=(v-w)rn+p y entonces (p,r)e Rn,m· 

(3) q=wm+p y q=vrn+r. Entonces si w=v tenernos que p=r y entonces (p,r)eRn,m; si 
w>v entonces, como wm+p=vm+r, (w-v)rn+p=wm+p-vm=r y entonces 
(p,r)eRn,m; si w<v, tenernos que p=vm+r-wm=(v-w)m+r y entonces (p,r)eRn,m· 

• (4) q=wm+p y r=vm+q. Entonces r=vm+wrn+p=(v+w)m+p y entonces (p,r)eRn,m· 
(ii) Para toda feCONS.OP tal que FUNC(f)=(l,l, .. " .. ,I), y para cualesquiera 

(q1,r1), .. ,(qn,rn)e(N}2, si (q1,r1), .. ,(qn,rn)ERn,m entonces (rw{q., .. ,qn).~r1, . .,rn))ERn,m: 
·Como S es el único símbolo de constante funcional de CONS.OP de nuestro 
lenguaje tipo¿, sólo lo tenemos que probar para S. Sean (q 1,r1)e(Ao)2 tal 

··que (q1,r1)eK. Si (q1,r1)e {(a,a)eN2 
J a<n}, entonces claramente s:WCq1)=S:WCr1) y por 

lo tanto (S:WCq1),S:WCr1))eRn,m· Si (q1,r1)e {(a,b)eN2 I a<::n$b y existe ceN tal que 



a=cm+b ó b=cm+a)}, entonces, sin perdida de generalidad, existe ceN tal que 
q1=cm+r1 y entonces S:::4(q1)=S~(cm+r1)=(cm+r1)+l=cm+S:i\(r1); por lo tanto 

(SW{q1),SW{r1))e Rn,m· 
(iii) Para toda H eCONS.OP tal que FUNC(H)=(O, l , .. 11 

•• , I ), y para cualesquiera 
(q1,r1), .. ,(qn,rn)e(N)2

, si (q1,r1) •.. ,(qn,rn)ERn,m entonces (q,, .. ,qn)EHW"si y sólo si 
(r1, .. ,rn)eH:W: Este caso es inmediato debido al hecho de que no existe ningún 
símbolo de constante relacional en CONS.OP . • 
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Tcorcma(ii9): K es una relación de congruencia sobre :w"'"si y sólo si K es la identidad 
(es decir, K=Ro.o; de hecho, para cualquier neN, K=R11 ,0 ) ó existen naturales neN y 
meN\{O} tales que K=Rn.m· 

Demostración: 
(Necesidad). Supongamos que K es la identidad ó existen naturales n,meN tal que 
K=Rn.m· Es claro que si K es la identidad, entonces K=Ro.o y es una relación de 
congruencia. Si K=Rn,m={(a,a)eN2 

J a<n}u{(a,b)eN2 
J a~ns;b y existe ceN tal que 

a=cm+b ó b=cm+a)}, entonces K es una relación de congruencia sobre :w"'"debido a la 
proposición anterior. 

(Suficiencia). Supongamos que K es una relación de congruencia sobre :w"'"distinta de la 
identidad. Por lo tanto, existen (a,b)eK tales que a;éb. 
Sea n=min{qeN J existe reN tal que (q,r)eK y q"'r}. Debido a que K es distinta de la 
identidad n existe y además esto significa que hay peN tal que n"'p y (n,p)eK. Nótese 
que p>n, debido a que (p,n)eK ya que K es relación de equivalencia. Por lo tanto, 
existe reN\{O} tal que p=n+r, de lo que tenemos que (n,n+r)=(n,p)eK. 
Debido a lo anterior tenemos que existe el número natural 
m=min{reN\{O} 1 (n,n+r)eK}. 
P.D. K=Rn.m={(a,a)eN2 

J a<n}u{(a,b)eN2 
J a~n:s;b y existe ceN tal que a=cm+b ó 

b=cm+a)}. 

Sea (a,b)e K arbitrario. Si a=b, entonces claramente (a,b)e Rn,m; así, supongamos que 
a;éb y sin pérdida de generalidad, supongamos que a<b. Entonces nSa<b y por lo tanto 
existen weN y veN\{O} tal que a=n+w y b=a+v; entonces a=n+w y b=a+v=n+w+v. Por 
lo tanto (a,b)=(n+w,n+w+v)eK. Para continuar con la prueba, usaremos dos 
afirmaciones muy importantes (las cuales usaremos muy frecuentemente a lo largo de la 
prueba de todo el teorema): 

Afirmación(iil): Para todo qeN y para todo (a,b)eN2
, si (a,b)eK entonces 

(a+q,b+q)e K. 

Demostración: 
(Prueba por inducción). Sea (a,b)eK arbitrario. Entonces es claro que (a+O,b+O)eK. 
Supongamos que para qeN, se cumple que (a+q,b+q)eK. Entonces, como K es relación 
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de congruencia sobre ~se tiene que (S'W{a+q),S:A(b+q))eK, pero esto significa que 
(SW{a+q),S~b+q))=(a +S'W{q),b+S~q))e K. Por lo tanto tenemos lo que se afirmaba. 'Y 

Afirmación(ii2): Para todo qeN, (n,n+qm)eK. 

Demostración: 
(Prueba por inducción). Es claro que (n,n+Om)eK. Supongamos que para qeN, 
(n,n+qm)eK. Entonces (n+m,n+qm+m)eK y además como (n,n+m)eK, tenemos que 
(n,n+qm+m)=(n,n+(q+l)m)=n,n+S:A'(q)m)eK -debido a que K es transitiva-. Por lo 
tanto, para todo qeN, (n,n+qm)eK."' 

Continuando con la prueba del teorema, por el algoritmo de la división para los números 
naturales, existen a.1,a.2,J31,JheN tales que w=a.1m+J31, v=a.2m+l32 y además O!>J3i.J32<m. 
Por lo tanto, (a,b)=(n+w,n+w+v)=(n+a.1m+J31,n+a.1m+J31+a.2m+l32)= 
(n+a.1m+J31,n+a.1m+a.2m+J31+J32)=(n+a.1m+J31,n+(a.1+a.2)m+J31+l32). Nuevamente, por el 
algoritmo de la división, existen a.3,J33eN tales que J3 1+J32=a.3m+J33 y O!>J33<m (***). 
Así, (n+a.1 m+J31,n+( a.1+a.2)m+l31 +J32)=(n+a.1 m+J31,n+( a.1 +a.2)m+a.3m+J33)= 
(n+a.1m+J31,n+(a.1+a.2+a.3)m+J33)e K (* 1 *). 
Por otro lado, como (n,n+a.1m)eK, entonces (n+l31,n+a.1m+J3i)eK y por transitividad de 
esto y de(* I *)tenemos (n+J31,n+(a.1+et.2+et.3)m+¡33)EK (•2•). 
Haciendo algo similar, como (n,n+(a.1+a.2+a.3)m)eK, entonces 
(n+J33,n+(a.1+a.2+a.3)m+J33)eK y entonces, por ser K simétrica, 
(n+{a.1+a.2+a.3)m+J33,n+J33)eK; aplicando la transitividad a esto último y a (*2•) 
tenemos que (n+J3.,n+J33)eK. 
Coínó l31<m. tenemos que 'Y=(m-J31)eN; pero (n+J31+-y,n+¡33+-y)eK, es decir, 
(n+J31+-y,n+J33+-y)=(n+l31+(m-J31),n+J33+-y)=(n+m,n+J33+-y)eK. De esto último, del hecho 
de que (n,n+m)eK y por la transitividad de K, tenemos que (n,n+J33+-y)eK. Finalmente, 
por el algoritmo de la división, existen cx..i,J34e N. tales que ¡33+-y=a4m+J34 y O!>J34<m; esto 
nos permite escribir (n,n+J33+-y)=(n,n+a.4m+J34)e~K (*3*). 
Por otro lado, como {n,n+C1.4m)eK, entonces (n+p4;n+a.4m+J34)eK y entonces 
(n+cx.im+J34,n+J34)eK (pues K es simétrica); de esto y de (•3*) tenemos por transitividad 
que {n,n+J34)eK (*4*). 
De los hechos de que m=min{reN\{O} 1 {n,n+r)eK}, de que OSJ34<m y de (*4*), 
tenemos que J34=0. Por lo tanto ¡33+-y=C1.4m+J34=a.4m (*5•). Además, nótese que como 
O:Sf31,f33<m y 'Y=(m-J31), entonces 'Y!>m y entonces J33+-y<2m. De esto y de ("'5*) tenemos 
que J33+-y=m; además, como J31+-y=m, entonces f3 1=J33 (*6*). 
Casi para concluir, de (*6*) y de(***) tenemos que f32=a.3m, y como v=a.2m+J32, 
entonces v=a.2m+a.3m=(a.2+a.3)m. 
La última igualdad muestra que, para (a,b)eK, existe (a.2+a.3)eN tal que 
b=a+v=a+(a.2+a.3)m y por lo tanto, (a,b)eRn,m· Como la prueba anterior fue para un 
(a,b)eK arbitrario, entonces K~Rn,m· 

R11,111~K: 

Sea (a,b)e Rn,m arbitrario. Si a=b, entonces claramente (a,b)eK; así, supongamos que 
a;éb. Entonces (a,b)e {(a,b)eN2 1 a~n:Sb y existe ceN tal que a=cm+b ó b=cm+a)} y 
entonces, sin perdida de generalidad, supongamos que n:$a<b y que existe ceN\{O} tal 



que (a,b)=(a,cm+a). Entonces existe weN tal que a=n+w y por lo tanto, 
(a,b)=(a,cm+a)=(n+w,cm+n+w)=(n+w,n+w+cm). 
Por otro lado, (n,n+cm)eK y entonces (n+w,n+w+cm)eK, es decir, 
(a,b)=(n+w,n+w+cm)e K. Como esto se probó para (a,b)e Rn,m arbitrario, entonces 
Rn,m~K . 

• 
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Resumamos todo el trabajo que hemos realizado acerca de modelos de inducción 
en el siguiente 

Corolario(ii4): Sea;?¡; una estructura estándar de tipo :ErA2. ;?¡;es modelo de inducción si 
y sólo si existen n,meN tales que .;;:'les isomorfa a Rn,m:W:-

Demostración: 
(Suficiencia). Por el teorema(ii8), si;?¡; una estructura de tipo ¿rA> modelo de inducción, 
entonces ;?¡;es isomorfo a -:w"°para alguna relación de congruencia - en :;.t; además, por 
el teorema(ii9), existen n,meN tal que -=Rn,m· Por lo tanto, .;;j!; es isomorfo a Rn,m:W:-

(Necesidad). Por el teorema(i6) del capítulo 1, ;?¡;es modelo del axioma de inducción si 
y sólo si Rn,m:w"'es modelo del axioma de inducción. Probemos esto último: 
Por la proposición(iil), para todo n,meN, Rn,m es una relación de congruencia en :W: 
Por-el teorema(i9) del capítulo 1, Rn,m:w"'es una estructura estándar de tipo ErA> tal que 
exis_te un homomorfismo sobreyectivo h::w"°~Rn,m~ de esto último y por el 
teorema(ii3) tenemos que Rn,m:w"'es modelo de P3, donde P3 es el axioma de inducción 
P3=VQ(Q( c )A Vx(Q(x)~Q(S(x)))~ VxQ(x)) . 

• 
Adviértase que para toda meN\{O}, (a,b)eRo,m si y sólo si m divide a (a-b) ó m 

divide a (b-a) si y sólo si ª"'b mod(m); es decir, Ro,m es simplemente la relación de 
congruencia módulo m que se define usualmente en teoría de los números. Las clases de 
equivalencia que induce Ro,m sobre N son m: N/Ro,m={[k]I O:s;ksm-1 }, donde: 
[O]={zmeN 1 zeN}, 
[l]={zm+l eN 1 zeN}, 

[m-2]={zm+m-2eN 1 zeN}, 
[m-l]={zm+m-1eN1 zei;;¿. De esta manera, el modelo de inducción 
Ro,m~(Ro,mN,cR.• ... W:sR..~ ) de tipo ErA> asociado a :w"°y a la relación de congruencia 
Ro,m -véase teorema(i9)-, será: 

(i) Ro,mN=N/Ro,m· 

(ii) cR,,,..W"={cW:Í=(O]. 

(iii) sR...mW:Ro,mN.~Ro.mN definida como sR...mW{[a])=[S~r(a)]. 



Observación(ii 1 ): 
Lo anterior muestra que el modelo de inducción Ro,m:W-es básicamente la 

estructura ~=(A={O, l, . .,m-1 },cO'l=o,s~. donde: 

SO'l: A --> A 
o --> 1 

--> 2 

m-2 --> m-1 · 
m-1--> O ,,. 

En el caso de n,meN\{O}, tenemos que las clases de equivalencia que induce 
Rn,m sobre N son n+m: N/Rn,m={[k]I 0$k:5;n-l }u{[k]I n!'>k:5;n+(m- I )}, donde: 
[O]={O}, 
[l]={l }, 

[n-2]={n-2}, 
[n-l]={n-1}, 
[n]={n+mzeN lzeN}, 
[n+ 1]={n+1 +mzeN lzeN}, 

[n+(m-2)]={n+(m-2)+mzeN lzeN}, 
[n+(m-l)]={n+(m-l)+mzeN lzeN}. Así, el modelo de inducción 
Rn,m~(Rn,mN,cR.~~sR..~~ de tipo :ErA• asociado a f.V""y a la relación de congruencia 
Rn,m -véase teorema(i9)-, será: 

(i) Rn,mN=N/Rn,m· 

(ii) CR,.,.W"=(c~=(O]. 

(iii) sR..,.:W:-R0 ;;nN ->Rn,mN definida como sR..~W{[a])=[SW{a)]. 
-.~:-<<. ":-:·:::- ,_ - . ' 
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Observaeión(ii2):XL> Y·. 
De la anterior. podemos ver que el modelo de inducción Rn,m:W-es básicamente la 

estructura -l5=(B~{~/l ;.:,-n+IU:..1} ,c.zr=o,s.zr), donde: 
•'2 

S-li: B -->: B "··:::.· 

o --> 1 
1 --> 2 

n+(m-2) ->n+(m-1) 
n+(m-1)--> n ,,. 

Por último, debido a que Ro.o es la relación de identidad, es muy sencillo ver que 
la estructura Ro,o~es isomorfa a ~dejamos los detalles al lector. 

Interdependencia de los axiomas de Peano. 



Recordemos los axiomas de Peano de segundo orden: 
P 1=Vx---,(c""oS(x)) 
P2=VxVy((S(x):::::oS(y))~x""'Oy) 

P3=VQ(Q(c)A Vx(Q(x)~Q(S(x)))~VxQ(x)) 
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Con la clasificación descrita anteriormente de los modelos de inducción (salvo 
isomorfismo, por supuesto), es sencillo probar que existe una relación entre el axioma 
P3 de inducción y los otros dos axiomas. Esto queda explícito en nuestro siguiente 

Tcorcma(iilO): Todo modelo de inducción es modelo de P 1 ó de P2. 

Demostración: 
Sabemos que todo modelo ,;;:¡;de inducción es isomorfo a Rn,m~para algunos n,meN. 
De esto, tenemos tres casos: 

• 

(i) Si n=m=O, entonces Rn,m~es isomorfo a :;;\Íy por lo tanto,;?[ es isomorfo a 
w," lo que implica que ,;?[es modelo de P 1 y de P2. 

(ii) Si n=O y meN\{O}, entonces por la observación(iil), 
Ro,m~(Ro,mN,cRu .•. w:sR.•~W) es tal que SR ... m~ es inyectiva, es decir, 
Rn,mwf P2, lo que implica que,;?[ ~P2, debido al teorema(i6). 

(iii) Si n,meN\{O}, entonces por la observación(ii2), Rn.m~(Rn,mN,c1t·,·:W:sR•.mS1) 
es tal que para todo [q]eRn,mN, sR..m:ll{[q])7'[0], lo que significa que 
Rn,mwf Pi. y por la misma razón que el inciso anterior, tenemos que ,;?[ ~P 1 • 

CAPITULO 111. 
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LOGICA MUL TIV A RIADA. 

Como se mencionó en el capítulo 1, hay otra manera de definir la semántica de 
los lenguajes de segundo orden. La intención de este capítulo es definir con precisión la 
lógica multivariada (que llamaremos LMV de ahora en adelante), con la cual se tendrán 
todos los requisitos para que en el capítulo siguiente podamos desarrollar la semántica 
alternativa para .LSO que tanto hemos mencionado. Como veremos, tal punto de vista 
consiste en pensar los lenguajes de segundo orden como lenguajes multivariados 
particulares y a partir de ellos, estudiar una clase especial de estructuras multivariadas. 

La lógica multivariada es esencialmente una extensión (no propia, como lo 
veremos más adelante) de la lógica de primer orden para hablar de estructuras en las que 
hay distintas clases de objetos, por ejemplo: 

Cuando se estudian espacios vectoriales V sobre un campo F, hacemos la distinción 
entre los vectores (elementos de V) y los escalares (elementos de F). 
En el estudio de los módulos M sobre un anillo A se hace una distinción análoga a la 
que se tiene en espacios vectoriales: Por un lado.tenemos los elementos del módulo 
M y por otro los elementos del anillo A y además contamos con operaciones que 
vinculan los elementos de M con los elementos de A. 
En geometría se usan conjuntos de puntos, de rectas y de planos y se tienen 
relaciones entre ellos. 

En general, a menudo nos interesa hablar de distintos universos de individuos y 
de las relaciones que se pueden establecer entre ellos; con esta idea en la mente 
discutiremos lo que llamaremos estructuras multivariadas tipo I: y lenguaje multivariado 
tipo L, de tal manera que dos estructuras multivariadas sean del mismo tipo :E si y sólo 
si el mismo lenguaje multivariado tipo :E sirve para expresarse acerca de ellas. 

LENGUAJES MUL TIV ARIADOS (SINTAXIS DE LMV). 

Tipo multivariado. 

Análogamente a como se hizo en los lenguajes de segundo orden, para tener un 
lenguaje multivariado específico necesitamos un conjunto no vacío de símbolos, al que 
llamaremos SIM.OP, que incluye los conectivos lógicos y la igualdad (es decir, 
{v,--,,"='}~SIM.OP), y que además puede incluir símbolos de constante individual, 
símbolos de constante funcional o símbolos de constante relacional. Dado tal conjunto, 
un tipo rnultivariado (que por comodidad llamaremos simplemente tipo) es un par 
:E=(SORT,FUNC), tal que: 
(i) SORT -que a veces denotaremos SORT(:E) cuando necesitemos hacer explícito 

que SORT está asociado específicamente a :E- es un conjunto tal que OeSORT, 
y tal que 0;eSORT\{O}. Por razones técnicas pediremos que SORT sea contable 
(finito o numerable). 

(ii) FUNC -que a veces denotaremos FUNC(:E) por las mismas razones que dimos 
para SORT- es una función: FUNC:SIM.OP~(S,,,(SORT)u(N\{O}))\{(O)} 



donde S.,(SORT) denota el conjunto de sucesiones finitas de elementos de 
SORT y N el conjunto de números naturales. Llamamos a los elementos de 
Sm(SORT) tipos y a los elementos de (N\{O}) aridades. 
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(iii) v,-,, "'son elementos de SIM.OP. Además FUNC(-.)=(0,0), FUNC(v)=(0,0,0) 
y FUNC(,,,)=2. 

(iv) Para cada keSIM.OP\{v,-.,"'}, si FUNC(k)=(i1, .. ,in) entonces 0(é {i¡, .. ,in}; es 
decir,-, y v son los únicos elementos feSIM.OP tal que FUNC(f)=(io, .. ,in) y 
Oe {ii, .. ,i 11 }. 

Convenciones: 
Sea feSIM.OP, entonces: 

(i) Si FUNC(f)=(i), (nótese que forzosamente (i);to(O)), entonces fes por 
definición un símbolo de constante individual de tipo (i). 

(ii) Si FUNC(f)= (O,i,, .. ,in)=J3, tal que neN\{O} y 0(é {i1, .. ,in}~SORT, entonces f 
es símbolo relacional de aridad n de tipo J3. 

(iii) Si FUNC(f)=(io,i1, .. ,in)=y tal que neN\{O} y io;<oÜ, entonces fes símbolo 
funcional de aridad n de tipo y. 

(iv) Si FUNC(f)=n, tal que neN\{0}, entonces fes símbolo relacional n-ario al 
cual no asociamos tipo. 

Alfabeto de un lenguaje multivariado. 

Sea :E=(SORT,FUNC) un tipo multivariado dado tal que Dom(FUNC)=SIM.OP. 
Definimos el alfabeto del lenguaje multivariado Lm de tipo :E, como lo siguiente: 

Para cada ieSORT\{O}, un conjunto numerable de símbolos de variable 
v¡={x0 i, .• ,x/ ... }; llamamos a tales símbolos de variable variables de tipo i -la razón 
de pedir 0;toSORT\{O} es simplemente para tener símbolos de variable en Lm-· 
Denotamos el conjunto de variables v=u;ecsoRnton v;. 
Todos los símbolos de SIM.OP. 
Los cuantificadores 3,V. 
Los símbolos A,~.~-
Paréntesis y comas como símbolos auxiliares. 

EXPRESIONES DE Lm. 

Definimos el lenguaje multivariado Lm de tipo :E como el conjunto de todas las 
sucesiones finitas de símbolos de su alfabeto; en particular definimos recursivamente: 

Expresiones: términos, fórmulas. Expresión de tipo i. 

E 1 Toda variable de tipo i es una expresión de tipo i. 
E2 - Si aeSIM.OP y FUNC(a)=(io), entonces a es una expresión de tipo io. 

- Si feSIM.OP, FUNC(t)= (io, .. ,in), con neN\{O}, y e¡, .. ,en son expresiones de tipo 
i¡, .. ,ineSORT respectivamente, entonces f(e 1, .. ,en) es una expresión de tipo io. 
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- Si feSIM.OP, FUNC(t)=n, con nEN\{O},y e,, .. ,en son expresiones de tipo 
ii. .• ,i0 eSORT respectivamente distinto a O, entonces f(e1, .. ,e0 ) es una expresión de 
tillO o. 

E3 Si e es una expresión de tipo O y xi es un símbolo de variable de ti1>0 i, entonces 
3xie es una expresión de tipo O. 

Definiciones: 

Sea :E=(SORT,FUNC) un tipo multivariado dado. 

Definimos el conjunto de las expresiones EXPR(Lm) como el conjunto más pequeño 
generado por las reglas anteriores. Escribiremos EXPR en vez de EXPR(Lm) cuando 
esto no cause confusión. 

Definimos al conjunto de los términos TERM(Lm). como el conjunto de todas las 
expresiones de tipo i, con ieSORT\{O}. Escribiremos TERM en vez de TERM(Lm) 
cuando esto no cause confusión. 

Definimos al conjunto de las fórmulas FORM(Lm) como el conjunto de todas las 
expresiones de tipo O. También denotaremos por FORM a FORM(L111) cuando quede 
claro el lenguaje del que se está hablando. 

Notación: 

Sea feSIM.OP. Observemos que el caso E2 incluye lo siguiente: 
(a 1) Cuando fes un símbolo de función que no es conectivo, i.e. distinto de 

v,--,. 
(a2) Cuando fes un conectivo. En tal situación, tenemos los siguientes casos: 

- Si f=-, y e es una expresión de tipo O, entonces la expresión que describe E2 
de. tipo O -,(e) la denotamos por -,e cuando tal convención no cause confusión. 

- SÍ t=v, y e1 y e2 son expresiones de tipo O, entonces denotamos la expresión 
tipo O que describe E2, v(ei,e2) como (e1ve2). 

(a3) Cuando fes un símbolo relacional de tipo J3 de aridad n y no es conectivo 
usamos usualmente, para denotar a f, las letras R,S,T o las letras R 01l, R 11l, 
R211 .... con las que indicamos el tipo del símbolo relacional que no es conectivo. 

(a4) Cuando fes símbolo de constante individual de tipo (i), por la definición dada, f 
es expresión de tipo i. En general, usaremos letras minúsculas a,b,c, .. o las 
letras ao; a 1; a 2;, ... para denotar símbolos de constante de tipo (i) (que a veces 
llamaremos símbolos de constante individual de tipo i, debido a la observación 
recién hecha). 

(a5) Cuando fes una relación n-aria sin tipo asociado tenemos como caso 
particular a""'· Escribiremos (e1"'e2) en vez de :::o:(e1,e2). 

Abreviaciones: 
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Sean cp y 7t fórmulas arbitrarias de un lenguaje multivariado Lm. y xi variable de 
tipo i (para alguna ieSORT\{O}). Definimos las fórmulas cpA7t, cp--.7t, <p~7t y Vxi<p 
como: 
<pA7t = -,(--,cpv-.7t) 
cp--.7t = -,cpv7t 
<p<(-m = (cp~7t)A(7t--.cp) 
Vxicp = -,3xi-,cp 

Variables libres y variables acotadas. 

A continuación definiremos la función FREEm•• con dominio EXPR(Lm) y 
contradominio el conjunto de subconjuntos finitos de variables, que nos servirá para 
determinar cuándo una expresión de nuestro lenguaje multi:variado tiene o no variables 
libres; al igual que antes, nuestra definición será por recursión. 

Definimos FREEmv:EXPR(Lm)--.(subconjuntos finitos de v) como: 

(El) FREEmv(x;)={xi} para cualquier símbolo de variable de tipo i. 
(E2) FREEmv(f(e1 , ... e n))=FREEmv(e1)u ... uFREEmv(e n) para cada neN, para e1 , ... en 

expresiones de tipo it, .. ,ineSORT respectivamente, y para cualquier feSIM.OP 
i:al que FUNC(f)= (io, .. ,in). Además: 
FREEmv(f(e1 , ... e n))=FREEmv(e1)u ... uFREEmv(e n) para cada neN\{O}, para 

.ei, ... ,en expresiones de tipo i¡, .. ,i 0 eSORT respectivamente distinto a O, y para 
cualquier feSIM.OP tal que FUNC(f)=n. 

(E3) FREEmv(3xie)=FREEmv(e)\{xi}. 

Expresi_oncs cerradas. 

Definiciones: 

Un término "tes cerrado cuando FREEmv(•)=0. 
Una fórmula cp es un enunciado cuando FREEmv(cp)=0. 
Llamamos SENT(Lm) al conjunto de enunciados de nuestro lenguaje Lm. A veces 
denotaremos SENT(Lm) por SENT cuando esto no cause confusión. 
Además, sir es un conjunto de fórmulas, denotamos FREEmv(f")= Uqier FREEmv(<p). 

Sustitución de una variable libre de una fórmula por un término. 

La operación de sustituir una variable libre xi de una fórmula <peFORM por un 
término• (de tipo d, no necesariamente d=i) para obtener una fórmula 7t (que 
denotamos cp(xil•)) de tal manera que 7t diga de• exactamente lo mismo que lo que 
decía la formula cp de xi, la definimos de la siguiente manera para expresiones (en 
particular quedará definida para fórmulas): 

(El) Para eadajeSORT\{O} y .z! una variable de tipoj tenemos: 
Si z:i;.oxi, entonces zi(x;l•)=.z!. 



, Si zi'."."'x; entonces zi(x;I•)=•. , 
(E2)-_Sean feSIM.OP, FUNC(t)=(io, .. ,in). e,, .. ,en expresiones de tipo ii, .. ,ineSORT 

· ~espectival11ente, y OE {ii, .. ,in} (nótese que esto último significa pedir que fno 
'sea conectivo). 
Six; y T son de distintos tipos entonces f(e1, .. ,en)(x'l•)=f(e1, .. ,en). 

·Si xi y• son del mismo tipo entonces f(e1, .. ,en)(xil•)=f(e1(xil•), .. ,en(Xil•)). 
- Si ReSIM.OP, FUNC(R)=n, neN\{O}, e 1, .. ,en expresiones de tipo 

i,, .. ,ineSORT\{O} respectivamente, entonces 
R( e1, .. ,en)(xil•)=R(e1 (xil•), .. ,en(Xil•)). 

- Cuando fes un conectivo y e 1 y e 2 son expresiones de tipo O: 
Si f=-,, entonces (--.cp )(x;l•)=-,cp(x;I•) 
Si f=v, entonces (e1ve2)(x;l•)=(e1(x;l•)ve2(x;I•)) 

(E3) Sea cp es una expresión de tipo O (que es equivalente a decir que <pes fórmula): 
Si x¡E FREEmv(3zicp) entonces (3zicp)(xil•)=3zicp. 
Si xieFREEmv(3zicp) y ziEFREEmv(•) entonces (3zicp)(xil•)=3zi(cp(xil•)). 
Si xieFREEmv(3zicp) y zieFREEmv(•) entonces sea yi la variable individual con 
índice menor del conjunto Vj\FREEmv(3zicp)uFREEmv(T). Entonces: 
(3zicp )(x;l•)=3yi( cp(zilyi)(xl•)). 

SEMANTICA DE LMV. 

Estructura multivariada. 

Una estructura multivariada ;?! de tipo ~=(SORT,FUNC) es un par 
.;;l=({Ai);eSORT,(F)reSIM,Or) tal que: 
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{i) (Ai);esORT es una familia_d~ coríjuntos no vacíos. Si ieSORT, Ai es el i-ésimo 
universo de;?!. Adem'áSÁo".".'{V,F}. · .• · .•.•. 

(ii) (F)reSIM,OP es u'n~ f~.:TíÍti~«J~ iÚnciones tal que: · 

:·.: ."~·, -~ · .. '. ' ·-.:>. : ~)~-~: ,--:'..<'.~';\\ ~{:;, '..;-.;.·~r--'._: .>:;:;~ ':'f: ·~:.:·;-~. -. ~:·.({/;:·/.~:-·~-::iI_::\~~~~,:-: ~~:: . ·· . . _ 
(iia) Paracád<l fe.~IM:of> últqueFl)NC:<t),,;,~(i~;::;i~);),,;i:Aiix .. xAin~Aio es una 

funéiÓn~ A~~·:~~~-.~¿~~;:;,v~S~.oP.:, e;,tóri~§~::.. . . 
, >i. · · ---, :Ao~Ao, v :AoxAo~Ao 

V.~F (V,V)~V 

F ~V (V,F)~V 

{F,V) ~V 
{F,F) ~ F 

(iib) Para cada feSIM.OP tal que FUNC(t)= n, F:(uAi)"iesoRntoi~Ao es una relación 
n-aria. En particular"" es siempre -por definición- la identidad, es decir, ""ª(z,w)=T si y 
sólo si z=w (recuérdese que ""eSIM.OP y FUNC(:::::)=2). 

Observaciones: 
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(A)Si feSIM.OP y FUNC(f)= (io, .. ,in)=13 es su tipo, decimos que tYl es d~ tipo p; 
además decimos que F tiene argumento de tipo (ii, ..• in) y valor de tipo io. Como 
casos especiales tenemos los símbolos de constante, funciones propias de tipo 13 (es 
decir símbolos funcionales), relaciones de tipo 13 y conectivos (estos últimos ya 
vistos en (iia)): 
(1) Si FUNC(f)=(i), ieSORT, entonces fes símbolo de constante individual y 

FeAi. 
(2) Si FUNC(f)= (0,ii, .. ,in)=13 entonces fes símbolo relacional de tipo 13, y tenemos 

que F:Aiix .. xAin-Ao es una relación n-aria de universos de a. 
(3) Si FUNC(f)= (io,i1, .. ,in)=l3, io;éO, entonces fes símbolo funcional de tipo 13, y 

tenemos que F:Aiix .. xAi,,-Aio es una función n-aria entre universos de a. 
(B) Entendemos por la cardinalidad de la estructura multivariada a la suma de las 

cardinalidades de sus distintos dominios. 

Asignaciones e Interpretaciones. 

Dados una estructura .;;l=((Ai)¡esORT,(F)res1M.or) y un lenguaje Lm multivariados 
ambos de un tipo ¿ fijo, para ligar la una con el otro definimos, como es usual, lo que 
es una asignación. 

Definición: 

Una asignación Mes una función M:UieSOR1\(0}Vi-UieSOR1\to1Ai, tal que M(v¡)~i 
para todo ieSORT\{O}. 
Una interpretación 1 sobre una estructura a es un par I=(~M), donde Mes una 
asignación sobre ;?é. 

Definición: 

Sea I=(;?é.M) una interpretación de Lm sobre ;?t. Definimos por recursión: 

(El) l(xi)=M(xi) para todo ieSORT\{O} y para toda xiev¡. 
(E2) Si feSIM.OP, FUNC(f)=(i0, .. ,ir.), neN, y e, , ... ,en son expresiones de tipo 

. ii, .. ,ineSORT respectivamente, entonces J(f(e,, ... ,e n))= f'"'l(l(e1), ... ,l(e n)) 
Si ReSIM.OP, FUNC(R)=n, neN\{0}, y e 1 , ... ,en son expresiones de tipo 
i1, .. ,ineSORT\{O} respectivamente, entonces l(R(e1 , ... ,en))= Ra-(l(e1), ... ,l(e n)) 

(E3) 1(3xicp)=V si y sólo si {zeAi 1 (~M(xi/z))(cp)=V},..0 donde 
M(xi/z)=(M\{(xi,M(xi))} )u{(xi,z)}. 

Además si 1 es la interpretación I=(;?é.M), denotamos: 
l(xi/a)=(;?é,M(xi/a)), para cualquiera xiev¡ y aeAi 

Definición: 



Una interpretación 1 satisface una fórmula <pe FORM, (lo que denotamos 
1 sat c:p) si y sólo si l(c:p)=V. 

Modelos de fórmulas. 

Definición: 

(a) Dada una fórmula c:p, decimos que una interpretación 1 es modelo de <p (lo que 
denotamos 1 1= <¡>)si y sólo si 1 sat c:p. 
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(b) Dado un conjunto de fórmulas K~FORM, una interpretación 1 es modelo de K (lo 
que denotamos 1 f K) si y sólo si para cada <peK, 1 sat <p. 

Satisfacibilidad. 

Definición: 

(a) Una fórmula<¡> es satisfacible si y sólo si existe una interpretación 1 tal que 1 f <p. 
(b) Un conjunto de fórmulas K es satisfacible si existe una interpretación 1 tal que 

1 f K. 

Consecuencia lógica y validez universal. 

Definición: 

(i) Una fórmula<¡> es consecuencia lógica de un conjunto K de fórmulas (lo que 
denotamos K I= cp), si y sólo si todo modelo de K es modelo de <p. 

(ii) Una fórmula<¡> es independiente de un conjunto K de fórmulas si y sólo si <p no es 
consecuencia lógica de K. 

(iii) Una fórmula q> es válida si y sólo si 0 f <p (usualmente esto se denota como 1= <p). 

Equivalencia lógica. 

Definición: 

Dos fórmulas <p, 7t son lógicamente equivalentes si y sólo si <p F 7t y 7t I= <¡>.Cuando <p y 
7t son lógicamente equivalentes lo abreviamos con <p H 7t. 

Proposición(iiil): Para cualesquiera fórmulas q> y 7t, <p 19 7t si y sólo si I= q>~7t. 

Demostración: 
(La prueba es la misma que se dio en el capítulo 1 de lógica de segundo orden, donde se 
estableció un teorema que decía lo mismo para tal lógica) . 

• TEOREMAS SEMÁNTICOS DE LA LÓGICA MUL TIV A RIADA 



Tcorcma(iiil)(Lcma de coincidencia): Sea Lm un lenguaje multivariado de tipo¿ y 
sea;?{ una estructura multivariada de tipo ¿_ Entonces para cualesquiera M 1 y M2 
asignaciones arbitrarias de Lm en ~y para toda expresión eeEXPR(Lm). si para toda 
ze FREEmv(e) M 1(z)=M2(z), entonces (;?{,M 1 )(e)=(.;;l.M2)(e). 

Demostración: 
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La demostración es por inducción sobre la formación de las expresiones de Lm. similar a 
la de los teorem.as (i3) y (i4) del capítulo l. La dejamos al lector . 

• 
Tcorcma(iii2)(Lcma de sustitución): Sean xi una variable individual de tipo i y sea• 
un término de tipo i de un lenguaje multivariado Lm de tipo L. Sean ~una estructura 
multivariada de tipo :E y ce EXPR(Lm) una expresión arbitraria de Lm. Sea I=(;?{,M). 
Entonces para toda asignación M de Lm en;?{, l(xi /l(•))(e)=I(e(x'I•)). 

Demostración: 
La prueba es análoga a la prueba que se hace en lógica de primer orden, es por 
inducción y larga. La dejamos al lector . 

• 
Homomorfismos y teoremas de isomorfismo. 

Sea Lm un lenguaje multivariado de tipo L=(SORT,FUNC) tal que 
Dom(FUNC)=SlM.OP. Además, sean -'l=((Ai);esORT, (fl)cestMor) y 
..l:í=((Bi);esoRT,(r6)ces1M.or) estructuras multivariadas de tipo :E. 

Definición: 

Una función h:U;esORTAi~UieSORTBi es un homomorfismo de ;;{en Jj (lo cual lo 
denotamos como h:;?i~..l:i) si y sólo si: 

(1) Para cada ieSORT, hlA;:Ai~Bi. 
(2) Para cada feSIM.OP, si FUNC(t)=(io, .. , i 0 ) entonces para todo aqeAiq, con 

qe {O, .. ,n}, h(F(a¡, ... ,a0))=f6(h(a1), ... ,h(a0 )}. 

(3) Para cada ceSIM.OP, si FUNC(c)=(io), entonces h(c.":f)=c-li. 
(4) Para cada feCONS.OP, si FUNC(R)=n entonces para todo a¡, .. ,a0 eU;esORTAi, 

h(f'"'l(a1, ... ,a0 ))=r6(h(a1), ... ,h(an)). 

Definición: 

Sea h:~~Jj un homomorfismo entre estructuras multivariadas de tipo :E. h es un 
isomorfismo si y sólo si para cada ieSORT, hlA;:Ai~Bi es biyectivo. 

Proposición(iii2): Sea Lm un lenguaje multivariado de tipo :E=CSORT,FUNC) tal que 
Dom(FUNC)=SIM.OP. Además, sean .;;:l=((Ai);esoRT, (fl>cesl~! or) y 



..lj=((Bi)¡esoRT,(f'í)ces1M.or) estructuras multivariadas de tipo :!: tales que existe un 
homomorfismo h:;?{~..lj. Entonces: 
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(1) Para cualquier asignación M de Lm en;;:{., hoM es una asignación de Lm en ../J. 
(2) h(V)=V y h(F)=F, donde {V.F}=Ao=Bo. 

Demostración: 
( 1) Es inmediata del hecho de que M es una asignación de L 111 en ;?{y de que h es un 

homomorfismo. 
(2) Sea ieSORT\{O} y sea Muna asignación arbitraria de Lm en a. Nótese que 

h(V}=h((;;{.,M)(x¡""x¡))=h(""ª(M(x¡),M(x¡)))="".lj(h(M(x¡)),h(M(x¡)))= 

• 

::::.z¡((ho M)(xi),(h o M)(xi))=(-l:i,ho M)((x'""xi))=V. Además: 
h(F)=h((;?{,M)(-.(x¡""X¡))=h(-. ,;;i((;;{..M)(x¡""X¡)) )=h(-, ª( ::::ª(M(x'),M(x¡)}})= 
-, .z¡(h( :::::.z¡(M(xi),M(x¡))))=-. .z¡(V)=F . 

Tcorcma(iii3)(Tcorcma del isomorfismo): Sea Lm un lenguaje multivariado de tipo 
::!:=(SORT.FUNC) tal que Dom(FUNC)=SIM.OP. Además, sean 
.;;l=((Ai)ieSORT.(F)ceslM.OJ>) y -l:i=((Bi)ieSORT.(f8 )ces1M.or) estructuras multivariadas de 
tipo:!: tales que existe un isomorfismo h:a-~-l:i. Entonces para toda asignación M de Lm 
en ;?ty para toda expresión eeEXPR(Lm) se tiene que h((;?{,M)(e))=(-l:i,hoM)(c). 

Demostración: 
(Por inducción sobre la formación de las expresiones de Lm)· 
Paso base de la inducción. 
(El) Para toda asignación M de Lm en ;?[y para toda variable xi de tipo i, 

h((a,M)(xi))=h(M(xi))=(hoM)(x~)=(-l:i,hoM)(xi). 
Paso inductivo.·· '· · • · · '· '·· ·· ··. · · · · • · · · · 

(E2) - Sea ceSIM.OP tal que FUNC(a)=(io)• Entonces tenemos que para toda 
. · asignación M de Lm en;?{, h((;?{,M)(c))=h(c,;;i)=c.z¡=(-l:i,hcM)(c). 

Suporigamos que e1, .. ,en son expresiones de tipo ii, .. ,in respectivamente, tales que 
para toda asignación M de Lm en ;?/;y para cada qe{l, .. ,n}, h((;?{,M)(eq))=(-l:i,hoM)(eq). 

- Sea feSIM.OP tal que FUNC(f)=(io, .. ,in)· Entonces para toda asignación M de Lm 
en .. ~ h((;?{,M)(f( e 1, .. ,e0 }})=h(F((;?{,M)( e 1 }, .. ,(;?{,M)( en)))= 
f6(h((~M)(e1)), .. ,h((;?{,M)(en)))=f'6((-l:i,hoM)(e1), .. ,(-l:i,h::>M)(e0 ))= 
(..lj.h oM)(f( e 1, .. ,en)). 

- Sea feSIM.OP tal que FUNC(Q=n. Entonces para toda asignación M de Lm 
en;?/;, h((;?{,M)(f(e1, .. ,en))}=h(F((;?{,M)(e1), .. ,(;?/;,M)(en)))= 
f6(h((;?{,M)( e 1 )), .. ,h((;?{,M)( en)))=rfi((-l:i,h o M)( e 1 ), .. ,(-l:i,h ::> M)( en))= 
(-l:i,hoM)(f(e1 , .. ,en)). 

(E3) Supongamos que e es una expresión de tipo O tal que para toda asignación M de Lm 
en;?/;, h((;?{,M)(e))=(..lj,hoM)(e). Sea xi una variable arbitraria de tipo i. Entonces 
h(( .. ~M)(3xie))=V si y sólo si -usando la proposición(iii2) inciso (2)-, 
(;?{,M)(3xie)=V si y sólo si hay a¡eAi tal que (;?{,M(xi/a¡))(e)=V si y sólo si hay 
a¡eAi tal que h((;?{,M(xi/a¡})(e))=h(V)=V si y sólo si -por la hipótesis de 
inducción- (-l:i,hoM(x1/a1)}(e)=V si y sólo si hay h(a¡)eBi tal que 



• 
(-li,(hoM)(x1/h(a1)))(e)=V si y sólo si -debido a que hlAi es biyección 
entre Ai y Bi- (.li,hoM)(3x;e)= V . 

52 

REDUCCION A LOGICA DE PRIMER ORDEN 

Como ya hemos mencionado al principio de este capítulo, la lógica multivariada 
no es una extensión propia de la lógica de primer orden; con lo anterior queremos decir 
que es posible pasar de la lógica multivariada a la lógica de primer orden de manera que 
a cada lenguaje multivariado Lm se le asocie un lenguaje de primer orden Lm * (de 
manera más precisa, a cada fórmula <¡>ELm se le asocia una fórmula <¡>*e Lm*), a cada 
estructura multivariada ~una estructura monovariada ~(es decir una estructura usual 
de primer orden) y a cada asignación multivariada M una asignación de primer orden 
M* (que, como veremos, M=M*). Tales asociaciones cumplen además que toda 
fórmula<¡> multivariada es satisfacible por una interpretación multivariada (.;;l,M) si y 
sólo si la traducción a primer orden<¡>* es satisfacible por (~.M*); por último, se verá 
que una fórmula<¡> es consecuencia lógica de un conjunto de fórmulas n de Lm si y sólo 
si<¡>* es consecuencia lógica de un conjunto de fórmulas '1-' de Lm*· Es en este sentido 
que la lógica multivariada se reduce a lógica de primer orden. En lo que sigue nos 
dedicaremos a mostrar estos resultados. Sólo un detalle antes de continuar: a menudo 
diremos lógica monovariada o estructura monovariada como sinónimo de lógica de 
primer orden o de estructura de primer orden, respectivamente (las razones de tal 
convención son obvias). 

Traducción sintáctica (rclativización de cuantificadores). 

Sea Lm un lenguaje multivariado de tipo :E y SIM.OP su conjunto de símbolos de 
operación. 

Definición: 

Sea Lm* el lenguaje de primer orden tipo :E* (de acuerdo a la definición usual), donde: 
:E*=(SIM.OP\{v,-,,""} )u{Q; 1 ieSORT\{O} }. 
Para todo ij tal que i,jeSORT\{O}, Q; es un símbolo relacional de aridad 1, Q;,.oQi 
si i,.oj. Además para todo ieSORT\{O}, Q;E'SIM.OP. 
Para cada feSIM.OP tal que FUNC(f)= (io, .. ,in). neN\{O}, y io;eO, fes símbolo 
funcional de aridad n. 
Para cada feSIM.OP tal que FUNC(f)= (i), fes símbolo de constante individual. 
Para cada ReSIM.OP tal que FUNC(R)= (O, .. ,in) ó FUNC(R)= n, con neN\{O}, 
Res símbolo relacional de aridad n. 
El conjunto de variables de Lm* será el mismo que el conjunto de variables v de Lm 
(recuérdese que desde el principio se pidió que SORT fuese contable; esta es la 
razón técnica que teníamos para limitar el cardinal de SORT). 

Definición: 
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Definiremos recursivamente la función TRANS:EXPR(Lm)-EXPR(Lm*) del conjunto 
de las expresiones de Lm al conjunto de las expresiones de Lm •, con la cual quedará 
definida la asociación de fórmulas q>ELm con fórmulas q>*ELm*: 

(E 1) TRANS(x;)=x; para cada símbolo de variable xi de tipo i. 

(E2) - Sean feSIM.OP, FUNC(t)=(io, .. ,i 0 ), e,, .. ,en expresiones de tipo ii, .. ,i0 eSORT 
respectivamente, y ÜE' {ii, .. ,i 11 } (nótese esto último significa pedir que f no 
sea conectivo). Entonces: 
TRANS(f(e1, .. ,en))=f(TRANS(e1), ... ,TRANS(en)). 

- Si feSIM.OP y FUNC(t)=(i), entonces TRANS(t)=f 
- Si ReSIM.OP, FUNC(R)=n, neN\{O}, e1, .. ,e0 expresiones de tipo 

i1, .. ,ineSORT\{O} (es decir, son términos) respectivamente, entonces: 
TRANS(R(e1, .. ,e0 ))=R(TRANS(e1), ... ,TRANS(e0 )) 

- Cuando fes un conectivo y<¡>, e, y e2 son expresiones de tipo O (es decir, 
fórmulas): 
Si f=-., entonces TRAN S(-.q> )=-.., TRANS( <¡>) 
Si f=v, entonces TRANS(e1ve2)=TRANS(e1)vTRANS(e2) 

Adviértanse las siguientes dos características de la función TRANS (dejamos la 
verificación de tales hechos al lector): 
(1) q>eFORM(Lm) si y sólo si TRANS(q>)eFORM(Lm*). 
(2) q)eSENT(Lm) si y sólo si TRANS(q>)eSENT(Lm*). 

Conversión de estructuras. 

(De estructuras multivariadas a estructuras monovariadas). 

Ahora hagamos la parte semántica de nuestra traducción de lógica multivariada a 
lógica de primer orden. Sea ~=((Ai);esoRT,(F)res1M.or) una estructura multivariada de 
tipo¿_ 

Definición: 

A=uie(SOR"!'.(O))Ai 
Para cada fe(SIM.OP\{v,--., A,-.~.:::,:}) tal que FUNC(t)=(io, .. ,i11), y io;toO; fl" es la 
función r°:A"-A definida como: 
f'l'(w)= F(w) para todo weDom(r}, y f'l'(w)=w para todo weA" \Dom(r) 
(de hecho f"l* puede ser cualquier extensión de F en A"). 
Para cada fe(SIM.OP\{v,--.,:::}) tal que FUNC(f)=(i), i;éO, r'l*= F'leAi~. 
Para cada Re(SIM.OP\{v,--., A,-.~.:::,:}) tal que FUNC(R)=(O,i1, .. ,i0) ó 
FUNC(R)=n, neN\{O}; Ra-={(z1, .. ,z0 )eA" 1 Rª(z1, .. ,z0 )=V}. 
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Para cada ieSORT\{O}, Q;.;;r =Ai. 

Decimos que,;;;:¡;. se obtiene de ;lty además que tiene tipo¿•; nótese que existen 
muchas estructuras .zi• que se obtienen de;;;:{ de tipo :¿• (la diferencia estriba en la 
manera de extender las funciones F); además, obsérvese que si M es una asignación de 
Lm en~ entonces claramente Mes una asignación de Lm* en -li*. Los siguientes 
teoremas valen para cualquier estructura .li* de tipo :E• obtenida a partir de ;l. 

Teorcma(iii4): Sea ;lt una estructura multivariada de tipo :E y sea .lj• una estructura 
monovariada de tipo :E* que se obtiene de ;?t. Entonces para cualquier expresión 
multivariada eeEXPR(:E) del lenguaje multivariado Lm de tipo L, y para cualquier 
asignación M de Lm en ;l se tiene que (.;;l.M)(e)=(.li* ,M)(TRANS(e)). 

Demostración: 
(Por inducción sobre la formación de las expresiones de Lm). 
(E 1) (~M)(x;)=M(x;)=(.li* ,M)(x;)=(.li* ,M)(TRANS(x;)) para toda variable xi, para 

todo ieSORT\{O}, y para toda asignación M. 
(E2) - Supongamos que feSIM.OP\{v,-.,:::::}, FUNC(f)= (io •.. ,i 0 ) y e,, .. ,e0 

expresiones de tipo ii, .. ,ineSORT respectivamente, tal que 
(.;;l.M)(ej)=(.l:í*,M)(TRANS(ej)) para todoje{l, .. ,n} y para toda asignación M. 
Entonces: 
(.;;l.M)(f(e1, .. ,en))=F((.;;l.M)(e1), .. ,(.;;l.M)(en))= 
r"E((.li* ,M)(TRANS( e, )), .. ,(.li* ,M)(TRAN S( en)))= 
f""' ((.li* ,M)(TRANS( e1)), .. ,(.li* ,M)(TRA NS( en)))= 
(.li* ,M)(f(TRANS(e1), .. ,TRANS(e0 )))=(.li* ,M)(TRANS(f(e,, .. ,en))) para toda 
asignación M. 

- Supongamos ahora que ReSIM.OP\{v,-.,:::::}, FUNC(R)=n (con 
neN\{O}) y e,, .. ,e0 son expresiones de tipo i1, .. ,ineSORT distinto a O 
respectivamente, tal que (.;;l.M)(ej)=(.li* ,M)(TRANS(ej}} para todo je { 1, .. ,n} y 
para toda asignación M. Entonces: 
(.;;l.M)(R(e1, .. ,en))=Ra-((.;;l.M)(e1), .. ,(.;;l.M)(en))= 
Rª((.li* ,M)(TRANS(e1 )), .. ,(.li* ,M)(TRANS(e0 )))= 
R.? ((.li* ,M)(TRANS(e1)), .. ,(.li* ,M)(TI RANS(en)))= 
(.l:í* ,M)(R(TRANS(e1 ), .. ,TRANS(e0 )))=(.li* ,M)(TRANS(R(e1, .. ,en))) para toda 
asignación M. 

- Supongamos Re {v,-.,:::::}\{:::::} y e1 y e2 fórmulas tal que 
(.;;l.M)(e1)=(.li* ,M)(TRANS(e1)) y (.,;f,M)(e2)=(.li* ,M)(TRANS(e2)) para toda 
asignación M. Entonces: 

+Si R=v, entonces (~M)(e1ve2)=v;r((.;;l.M)(e1),(.;;l.M)(e2))= 
vª((.li* ,M)(TRANS(e1 )),(.li* ,M)(TRANS(e2)))= 
(.li* ,M)(TRANS(e1)vTRANS(e2))=(.li• ,M)(TRANS(e1v e 2)). 

+Si R=-., entonces (.;;l.M)(-.e1)=-.ªCC.;;l.M)(e1))=-,.-:r((..Z:i*.M)(TRANS(e1)))= 
(.li* ,M)(-. TRANS(e1))= (.li*,M)(TRANS(-.e1)). 

Todo lo anterior para toda asignación M. 
- Si R=:::::, y •1 y •2 son términos tal que (.;;l.M)(•1)=(.li* ,M)(TRANS(•1)) y 



(~M)(•2)=(-l:i*,M)(TRANS(•2)), entonces (~M)(•1:::::•2)= 
:::::a-((~ M)( • 1 ),(~M)( •2))=:::::"'((-l:i* ,M)(TRA NS( •1 )),(-l:i* ,M)(TRA N S(•2)))= 
(-l:i*.M)(TRANS(•1):::::TRANS(•2))= (..Zi*,M)(TRANS(•1:::::"t2)). Para toda 
asignación M. 

55 

(E3) Supongamos<¡> fórmula tal que (~M)(<p)=(-Zi*,M)(TRANS(<p)) para toda 
asignación M, y sea x; símbolo de variable de tipo i. Entonces: 

• 

- (~M)(3x;<p)=V si y sólo si {zeAi 1 (~M(x;/z))(q>)=V};e0, pero como 
(~M)(<p)=(-l:i*,M)(TRANS(q>)) para toda asignación M, en particular 
(~ M(x;/z))(<p)=(..Zi*, M(x;/z))(TRANS(<p)) y entonces tenemos que: 
{zeAi 1 (~M(x¡/z))(<p)=V}={zeQ;;r =Ai 1 (-Zi•,M(x;/z))(TRANS(<p))=V}= 
{ze(U;esORT\(Ol Ai)=A 1 (-l:i*,M(x¡/z))(Q;x¡)=V y (-l:i* ,M(x;/z)(TRANS(<p))=V}= 
{zeA I (..Zi*,M(x;/z))(Q;x;ATRANS(<p))=V}= 
{zeA 1 (-li*,M(x;/z))(TRANS(3x;<p))= V}. 
Por lo tanto (~M)(3x;<p)=V si y sólo si (-Zi*,M)(TRANS(3x;q>))=V, lo que 
prueba (dl",M)(3x;<p)=(..Zi* ,M)(TRANS(3x;<p)) para toda asignación M . 

Corolario(iiil): Sea ;?{una estructura multivariada de tipo :E y sea .lj• una estructura 
monovariada de tipo :E* que se obtiene de ;?l. Para cualquier enunciado <p, si llamamos 
<p*=TRANS(<p), entonces: ;;iFJ> si y sólo si .lj• FJ>•. 
Demostración: 
Por el teorema anterior tenemos que para toda asignación M, 
(dl",M)(<p)=(-Z:i*,M)(TRANS(<p))=(-l:i* ,M)(<p*); por otro lado sabemos por el lema de 
coincidencia que cuando trabajamos con enunciados <p ocurre que: Para toda asignación 
M la interpretación l=(a,M) satisface <¡>, ó para toda asignación M la interpretación 
l=(dl",M) no satisface <p, (es decir, que no importa la asignación M). Por lo tanto ;?lFJ> si 
y sólo si ..z:j• FJ>• . 
• 
(De estructuras monovariadas a estructuras multivariadas). 

Es claro que una estructura monovariada se puede ver como una estructura 
multivariada de un tipo particular (con un solo tipo de variable), sin embargo, nos 
interesa estudiar la situación de tener una estructura -li del lenguaje monovariado Lm• 
que se definió a través del lenguaje multivariado Lm de tipo :E=(SORT,FUNC) tal que 
Dom(FUNC)=SIM.OP; es decir, cuando -Zi=(A,(r.3)re(SIM.Ol'lh,..,v,-+,<->,~l>•(Q;~)¡esoRn(oi) 
es una estructura monovariada donde: 

A es un conjunto distinto del vacío. 
Para cada fe(SIM.OP\{v,-.,:::::}) tal que FUNC(f)=(io, .. ,i 0 ), y io;eO; r.3 es una función 
f'i:A"~A. 
Para cada fe(SIM.OP\{v,-.,:::::}) tal que FUNC(f)=(i), r.3eA. 



Para cada Re(SIM.OP\{v,-.,"'}) tal que FUNC(R)=(O,i1 ...• in) ó FUNC(R)=n, 
neN\{O}; R.ll~A". 
Para cada ieSORl\{O}. Qi¿~A. 

La estructura monovariada anterior no siempre se puede convertir en una 
estructura dlmultivariada de tipo :E tal que los universos de dlsean los Q;./'J y {V,F}, 
pues hay algunos problemas que_¡ueden impedir tal conversión: 
(a) Algunos de los conjuntos Q; pudieran ser vacíos. 
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(b) Para feSIM.OP tal que FUNC(f)=(io, .. ,i 11), y io.cO, f5 es simplemente una operación 
n-aria f5:A "->A, y no hay razón alguna para que f5 restringida a Qii.z;x .. xQin.z; tome 
valores en Qio.z;-

Con el propósito de lograr tal conversión hagamos lo siguiente: 
Sea <l>(:E)={3xQi(x) I ieSORl\{O} }u{Qi(c) I ceSIM.OP, FUNC(c)=(i) y 
ieSORT\{0} }u{Vx1 ... Vxn(Qi1(x1)A ... AQi 11(x11)->Qio(f(x1, ... ,xn))) 1 feSIM.OP, 
FUNC(f)=(io, ... ,in), io-"O}. 

Tcorcma(iiiS): Con todas las definiciones anteriores, si ../j es modelo de <l>(:E), 
entonces: 
( 1) Existe una estructura multivariada ../j# de tipo :E tal que: 
(2) Para toda expresión eeEXPR(Lm), y para toda asignación M de Lm en ../j#, 

(../j#,M)(e)=(../j,M)(TRANS(e)). 

Demostración: 
(l) Definimos ../j#=((Bi);eSORT,(f'i11)reslM.or), donde: 

- Bo={V,F}; para todo ieSORT\{O} Bi=Qi.ll. Nótese que para todo ieSORT, Bi-"0, 
pues ../j es modelo de {3xQi(x) 1 ieSORl\{0} }. 

- Para cada feSIM.OP tal que FUNC(f)=(io, .. ,in), y io-"O, F"= f'ilBi1x .. xBi 11, es 
decir, f2511 es la restricción de f5 a Bi1x .. xBi 11 • Nótese que f"'11 :Biix .. xBi11~Bio, pues 
../j es modelo de{Vx1 .. Vx11(Qi1(X1)A ... AQin(x11)->Qio(f(xi, .. , Xn))) 1 feSIM.OP, 
FUNC(f)=(io, .. ,in), y io.cO}. 

- Para cada feSIM.OP tal que FUNC(f)=(i)-"(O), f511=f.li. Nótese que f"'11 eQi 
debido a que ../j es modelo de {Qi(c) 1 ceSIM.OP, FUNC(c)=(i) y ieSORT\{O} }. 

- Para cada Re(SIM.OP\{v,-.,,,.,}) tal que FUNC(R)=(O,i1. .. ,in), R.ll11 :Bi1x .. xBin->Bo 
es una función definida como: R.ll11 (z1, .• z 11)=V si y sólo si (z,, ... ,Zn)eR6

• 

- Para cada Re(SIM.OP\{v,-.,"'}) tal que FUNC(R)=n, neN\{O}, 
R.li11 :(u ieSORT\(O¡Bi)"~Bo es una función definida como: R.li11(z1,.,z11)=V si y sólo si 
(Z¡,.,Z11)ER.li. 

- Por último, definimos en ../j# las funciones v.li11,....,-li11
, ,,.,b de manera estándar, es 

decir, de acuerdo a la definición de estructura multivariada. 

Por la manera en que se definió ../j#, tenemos que ../j# es una estructura multivariada tipo 
:E; veamos que ../j# cumple efectivamente: 
(2) (Demostración por inducción sobre la formación de las expresiones de Lm)-



(E 1) (-l:i#,M)(xi)=M(xi)=(-Z:i,M)(xi)=(-Z:i,M)(TRANS(xi)) para toda variable xi, para 
todo ieSORT\{O}, y para toda asignación M. 

(E2) - Supongamos feSIM.OP\{v,-.,"'}, FUNC(I)= (io, .. ,i0 ), 
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io,..O, e¡, .. ,e11 expresiones de tipo i1, .. ,i 11 eSORT respectivamente, tal que 
(-l:i#,M)(ej)=(-Z:i,M)(TRANS(ej)) para todo je { l , .. ,n} y para toda asignación M. 
Entonces: 
(-l:i#,M)(f( e¡ , .. ,en))=rfi" ((-l:i#,M)( e 1 ), .. ,(-l:i#,M)( en))= 
rfi"((-l:i,M)(TRANS(e1)), .. ,(-l:i,M)(TRANS(e0 )))= 
rfi((-l:i,M)(TRANS(e1)), .. ,(-l:i,M)(TRANS(c11)))= 
(-l:i,M)(f(TRANS(e1), .. ,TRANS(e11)))=(-Z:i,M)(TRANS(f(e1, .. ,e11))) para toda 
asignación M. 

- Supongamos ahora que ReSIM.OP\{v,-.,""}, FUNC(R)=n (con neN\{O}) y 
e¡, .. ,en son expresiones de tipo i1, .. ,i 0 eSORT distinto a O respectivamente, tal que 
(-l:i#,M)(ej)=(-Z:i,M)(TRANS(ej)) para todo je { l , .. ,n} y 
para toda asignación M. Entonces: 
(-l:i#,M)(R(e1, .. ,en))=R.z;n((-l:i#,M)(e1), .. ,(.l:i#,M)(en))= 
R-E"((-l:i,M)(TRANS(e1)), .. ,(-l:i,M)(TRANS(e11)))= 
R 8 ((-l:i,M)(TRANS(e1)), .. ,(-l:i,M)(TRANS(e11)))= 
( • .6,M)(R(TRANS(e1), .. ,TRANS(e0 )))=(.l:i,M)(TRANS(R(e1, .. ,e11))) para toda 
asignación M. 

- Supongamos Re {v,-.,,,,,}\{<::::} y e1 y ei fórmulas tal que 
(-l:i#,M)(e1)=(-l:i,M)(TRANS(e1)) y (-l:i#,M)(e2)=(-l:i,M)(TRANS(e2)) para toda 
asignación M. Entonces: ... ' . ./-i >-;~.'..:;:: ' 

+Si R=v, entonces (-l:i#,M)(e1ve2)=v.z;"((.l:i#,M)(~1ÚÁ#~M)(e2))= 
v.z;"((.l:i,M)(TRANS(e1)),(-l:i,M)(TRANS(e2)))= 
(-l:i,M)(TRANS(e1)vTRANS(e2))=(-l:i,M)(TRANS(e1v ei)), para toda 
asignación M. 

+Si R=-., entonces (.l:i#,M)(-.e1)=-..ll'#((-l:i#,M)(e1))=-..z;"((-l:i,M)(TRANS(e1)))= 
(-l:i,M){-.TRANS(e1))= (-l:i,M)(TRANS(-.e1)), para toda asignación M. 

- Si R=<::::, y -r1 y •2 son términos tal que (-l:i#,M)(•1)=(-l:i,M)(TRANS(-r1)) y 
. (-l:i#,M)(-r2)=(-Z:i,M)(TRANS(•2)), entonces (-l:i#,M)(•1"""2)= 
,,,,-En ((-l:i#,M)( -r1 ),(-l:i#,M)(-r2))="".z;n ((-l:i,M)(TRANS( •t )),(-l:i, M)(TRAN S(•2)))= 

(-l:i,M)(TRANS(-r1)::::TRANS(•2))=(-l:i,M)(TRANS(•1""-r2)); esto, para toda 
asignación M. 

(E3) Supongamos <p fórmula tal que (-l:i#,M)(cp)={-Z:i,M)(TRANS(<p)) para toda 
asignación M, y sea xi símbolo de variable de tipo i. Entonces: 

- (-l:i#,M)(3xi<p)=V si y sólo si {zeBil (-l:i#,M(xi/z))(<p)=V},..0, pero como 
(-l:i#,M)(cp)=(-Z:i,M)(TRANS(<p)) para toda asignación M, en particular 
(-l:i#, M(xi/z))(cp)=(-l:i,M(xi/z))(TRANS(<p)) y entonces tenemos que: 
{zeBi 1 (-l:i#,M(áz))(<p)=V}={zeBi I (-l:i,M(x¡/z))(TRANS(<p))=V}= 
{zeA I zeBi=Q¡.z; y (-l:i,M(x¡/z))(TRANS(cp))=V}= 
{zeA I (-l:i,M(x¡/z))(Q;x¡)=V y (-l:i,M(x¡/z)(TRANS(cp))=V}= 
{zeA 1 (-l:i,M(x¡/z))(Q¡x¡ATRANS(cp))=V}= 
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{zeA 1 (-l5,M(x¡/z))(TRANS(3x¡cp))= V}. 
Por lo tanto (-l5#,M)(3xicp)=V si y sólo si (-l5,M)(TRANS(3xicp))=V, lo que 
prueba (-l5#,M)(3xi<p)=(-l5.M)(TRANS(3xi<p)) para toda asignación M . 

Corolario(iii2): Con todas las definiciones anteriores, si -l5 es modelo de <J>(¿), 
entonces: 
( 1) Existe una estructura multivariada J:J# de tipo ¿ tal que: 
(2) Para cualquier enunciado <peSENT(Lm). si llamamos 1p•=TRANS(<p), entonces: 

-l5# f<p si y sólo si J:J f<p•. 

Demostración: 
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Por el teorema anterior, tenemos (1) (es decir, -l5# es la estructura multivariada definida 
en el teorema anterior). Además sabemos que para toda asignación M, 
(-l5#,M)(<p)=(-l5,M)(TRANS(<p))=(J:J,M)(<p•); por otro lado sabemos por el lema de 
coincidencia que cuando trabajamos con enunciados cp ocurre que: Para toda asignación 
M la interpretación I=(.;?t:,M) satisface <p, ó para toda asignación M la interpretación 
I=(~M) no satisface cp, (es decir, que no importa la asignación M). Por lo tanto J:J# f<p 
si y sólo si -l5 f<p•, lo cual prueba (2) . 

• 
Corolario(iii3): Con toda la notación anterior, sea ~=((Ai);esORT,(F)resIM.or) una 
estructura multivariada de tipo :2::=(SORT,FUNC) tal que Dom(FUNC)=SIM.OP. 
Entonces: 
(1) :?e#=~- ·. . ·.· .· 
(2) Si -l5=(A,(i'5)re.(SI~.or1h~ ... n.Qf5 ) es una estructura monovariada que cumple las 
hipótesis del teorema(iii5), entonces, en general, Jj#• ~ -l5. 

Demostración: • ' • : "''~·J~~:f,!?:/· ; · · · 
(1) Sabemos que ~=(A,(fl')re(SIM.OPl(j,;:;:.;;.¡),Q;~); donde: 

A=Uie(SORl\{O))Ai • :·~·s,,,,;..,;'.·.•~··· 
Para cada fe(SIM.OP\{v,-.,,.,}) tal _<¡úé. FUNC(f)=(i0 , •• ,i0 ), y io~O; fl' es la función 
F':A"~A definida como: . 

F'(w)= fl(w) para todo weDom(fl}, y F'(w)=w para todo weA" \Dom(F). 
Para cada fe(SIM.OP\{v,-.,,.,}) tal que FUNC(f)=(i), f'-::z.= FeAi~A. 
Para cada Re(SIM.OP\{v,-.,.,,}) tal que FUNC(R)=(O,i1, .. ,in) ó FUNC(R)=n, 
neN\{O}; Ra-={(z1, .. ,z0 )eA" 1 R;:t(z1, .. ,z0 )=T}. 
Para cada ieSORT\{O}, Q;a- =Ai. 

Entonces ocurre que ;?e es modelo de: 
cI>(:2::)={3xQi(x) 1 ieSORT\{O} }u{\tx¡ .... Vx0 (Qi1(x1)A ... /\Qi 0 (x0 )-->Qio(f(x1, .. , x 0 ))) 1 

feSIM.OP, FUNC(f)=(io, .. ,i 0 ), y io~O}u{Qi(c) I ceSIM.OP, FUNC(c)=(i) y 
ieSORT\{O}} y por to tanto podemos definir correctamente¿?¡;*# de la manera descrita 
en el teorema(iii5): ;?e#=((Bi);esORT,(f,,;r#)reslM.or) donde: 



Bo={V,F}=Ao; para todo ieSORT\{O} Bi=Qi;r=Ai 
Para cada feSIM.OP tal que FUNC(f)=(io, .. ,i 0 ), y io.,oO, 
f~#= f;rlBi1x .. xBin=fª 
Para cada feSIM.OP tal que FUNC(f)=(i).,o(O), f"'l*#=f;r=fR 
Para cada Re(SIM.OP\{v,--.,,.,}) tal que FUNC(R)=(O,i1 ...• i0 ), 

R~#:Bi1x .. xBi 0 -Bo es tal que R~(z1, .• z 0 )=V si y sólo si 
(z¡, .. ,z0 )eR;r={(z1, .. ,z0 )eA" 1 R.;;f'(z1 ... ,z0 )=V}. Por lo tanto R;r=R-'l. 
Para cada Re(SIM.OP\{v,--.,,.,}) tal que FUNC(R)=n, neN\{O}, 
R~#:(u ieSORT\(o}Bi)"-Bo es tal que R.li#(z1,.,zn)=V si y sólo si 
(zi,.,z0 )eR;r={(z1, .. ,z0 )eA" 1 R.;;f'(z1, .. ,z0 )=V}. Por lo tanto R;r=R;i. 
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Además;?/?*# contiene las funciones v~#,---,;r#,,,,.ñ"# definidas de manera estándar, 
por lo que v;r"=v.;;?, ---,;r#=---,•°"l, ,,,/'l"#=,.,~. 

De todo lo anterior ;?/?*# = ;;?t;. 

(2) Teniendo ..E=(A,(rE)re(StM.OP\(~.v.~lJ,(Q;.li);esoRT\(Oi) sabemos, por el teorema(iii5), 
que se puede definir ..E#=((Bi);esORT,(f6#)restM.or); pero si A .,o u ieSORT Q;"'5 , entonces 
-E#* tiene como universo de individuos u ieSORT B; =u ieSORT Q;.z; distinto del universo 
de individuos de -E . 

• 
Corolario(iii4): De acuerdo a toda la notación anterior, sean Lm un lenguaje 
multivariado tipo :E, ru{<p}sFORM(Lm), <p*=TRANS(<p) y r*={TRANS(n)lner}. 
Entonces: 
En el lenguaje Lm multivariado r I= <¡>si y sólo si en el lenguaje Lm* monovariado 
r*ucJ>(L:) I= <¡>*. 

Demostración: 
(Suficiencia). Supongamos r I= <¡> y sea -E un modelo arbitrario monovariado de 
r*u<l>(L:); como -E es una estructura del lenguaje Lm* monovariado que es modelo de 
Cl>(L:), de acuerdo al teorema(iii5), existe una estructura -E# del lenguaje multivariado 
Lm tal que -E# es modelo de r. Como por hipótesis r I= <¡>,entonces -E# 1= <¡>y entonces, 
nuevamente por el teorema(iii5), -E 1= <¡>*. 
(Necesidad). Supongamos r*u<l>(L:) I= <¡>* y sea ;;?t; un modelo arbitrario multivariado 
der. 
Sea ;?/?*_ la estructura mono variada del lenguaje Lm * que se obtiene de ;;?t; que se 
describió al principio de la sección de conversión de estructuras; por la manera en que 
se definió ;?/?*, ;?/?* es modelo de <l>(L:). Por otro lado, debido al teorema(iii4), como .;;l 
es modelo de r, entonces ;?/?* es modelo de r*. Así, ;?/?* f r*u<J>(L:) y por lo tanto 
;?¡;* I= <¡>*; finalmente, otra vez por el teorema(iii4), a1= <p . 

• 
Definición: 
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La cardinalidad de una estructura multivariada dl=((Ai)¡esoRT,(F)res1M.or) de tipo :E , es 
:EieSOR1\(0} IAil. 

Definición: 

Si res un conjunto de fórmulas de un lenguaje multivariado Lm de tipo :E, definimos el 
conjunto de símbolos de constante que aparecen en r como: 
•(r)={ceSIM.OP\{v,--.,::::} 1 c aparece en alguna fórmula de r}. 

Corolario(iii5) (Teorema de compacidad para lógica multivariada): Sea Lm un 
lenguaje multivariado tipo :E, y sea rsSENT(Lm). Si cada subconjunto finito de r tiene 
modelo, entonces r tiene modelo de cardinal menor o igual que lr!+l<l>(:E)l+t{o. 

Demostración: 
Supongamos que cada subconjunto finito ro de r tiene un modelo multivariado ~­
Entonces por el corolario(iiil), cada subconjunto finito ro* de r*sSENT(Lm*) tiene un 
modelo ~· que, además, es modelo de <l>(:E) -de lo cual es directo el hecho de que 
cada subconjunto finito de r*uctl(r:)sSENT(Lm*) tiene modelo-. Por lo tanto, por el 
teorema de compacidad para lenguajes de primer orden, r*uctl(:E) tiene un modelo .lJ 
de cardinalidad menor o igual que ¡r*u<l>(:E)l+"t-:o. Finalmente, por los teorema(iii5) y 
corolario(iii2), .lJ#=((Bi)ieSORT,(f1i#)res1M.OP) es un modelo de r cuya cardinalidad es 

:E¡es0Rn101IBil=:E;.,s.oR1\(0l IQiº''b::EieSOR1\(0} (lr*uctl(:E)l+~o)="t-:o(lr*uctl(:E)l+'t--:o)= 
CI r*uctl(:E)I+ t{ o):SI r• l+lctl(:E)I+ t{ o=I r¡+¡ctl(:E)I+ 't--: o . • 
Corolario(iii6) (Teorema de Lowenheim-Skolcm para lógica multivariada): Sea Lm 
un lenguaje multivariado de tipo :E=(SORT,FUNC), con Dom(FUNC)=SIM.OP y sea 
r!;;SENT(Lm). Si existe una estructura multivariada dl=((Ai);esoRT,(fl}res1M.01>) modelo 
de r tal que ~tiene un universo infinito, entonces r tiene un modelo de cualquier 
cardinalidad ic, con K2:lr!+lctl(:E)l+~o. (Dejamos al lector la prueba de que 
¡r¡+"t-:o=i•(r)l+~o y entonces 1r1+!Cll(:E)l+t{o=i•(r)l+l<l>(:E)l+~o). 

Demostración: 
Supongamos que~ es modelo de r tal que el universo Aj de ;?E es infinito. Sea 
ic:::irl+lctl(:E)l+~o y sea C un conjunto de cardinalidad ic tal que Cn•(r)=0. Definimos 
el tipo multivariado :E&=(SORT,FUNC&), donde 
Dom(FUNC&)=SIM.OP&=SIM.OPuC y FUNC&=FUNCu{(q,Q))lqeC}. Sea Lm& el 
lenguaje multivariado asociado a :E& en el cual usamos las mismas variables que en el 
lenguaje Lm (es decir, Lm& es básicamente el mismo lenguaje que Lm. excepto que 
ahora tenemos un conjunto extra C de símbolos de constante individual de tipo j). Sean 
0={--.(c""d) lc,deC y c;ed}y A=ru0; es claro que AsSENT(Lm&). Veamos que cada 
subconjunto finito de A tiene modelo: 
Sea Ao un subconjunto finito arbitrario de A y sea 0o=0nAo; claramente 0o es finito. 
Sea aeAj un elemento arbitrario pero fijo en Aj. Por otro lado, al ser Aj infinito, 
entonces existe una función inyectiva g:•(00)~Aj\{a}. De esta manera, definimos la 
estructura multivariada de tipo :E&, .lJ=((Bi);esoRT. (r")reSJM or&) como: 
Bi=Ai µara todo ieSORT 



r6=r para todo restM.OP&\C 
f"í=a, para todo feC\'t(0o) 
r6 =g(f), para todo fei:(0o). 
Nótese que como ;;?{ l=r. entonces ..lj l=r; además ..lj ¡,eo, de lo que concluimos que 

..lj fAo. 
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De esta manera, tenemos que todo subconjunto finito de A tiene modelo y entonces, por 
el teorema de compacidad para la lógica multivariada, existe un modelo ·e; de A con 
cardinalidad A., tal que A.:SIAl+l<ll(l:&)l+t'{o=lruE>l+J<ll(l:&)J+No=lrJ+l0l+l<ll(l:&)J+No= 
líl+K+l<ll(l:&)l+No (AA). Además, de la definición de <ll(l:&) se puede comprobar 
fácilmente que <ll(l:&)=cI>(l:)u{Qi(q)lqeC} y entonces 
J<I>(:l:&)l=l<ll(l:)l+l{Qi(q)lqeC}l=i<ll(l:)l+ic (AAA). Así, de (AA) y de (AAA) tenemos 
que A.:slrl+ic+lcI>(:E&)l+t'{o=lrJ+te+l<ll(l:)l+ic+No y como desde un principio tomamos 
telr!+l<ll(l:)I+ t'{ o, entonces A.:slrJ+te+l<ll(l:)I+~ o=K. 
Por otro lado, sabemos que "G l=A y A=ruE>; de esto último tenemos dos cosas: 
- ·e; l=r 
- -e; fe, lo cual implica que K:SA., ya que al menos el universo de tipo j de ·e; tiene 

cardinalidad mayor o igual que K. 
Así, de todo lo anterior concluimos: "Ges modelo de í cuya cardinalidad es A.=ic . 

• 

CAPITULO IV 

ESTRUCTURAS GENERALES 
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PRE-ESTRUCTURAS 

Introducción. 

Existe otra manera de definir una semántica para los lenguajes de segundo 
orden, (en este sentido es que se trata de una semántica no estándar para LSO). La idea 
es definir estructuras distintas a las definidas en el capítulo 1: En lugar de pedir que los 
universos relacionales (y funcionales como caso particular) de cualquier estructura 
contengan todas las posibles relaciones, podemos permitir que en algunas estructuras 
existan universos relacionales que contengan sólo una parte de todas las posibles 
relaciones; es decir, que exista neN\{O} tal que A0~P(A11) y A 0.eP(A") para una 
estructura dl"=(Ao,(An)neN\{Ol,(C~cecoNs.op). Desde el punto de vista que adoptaremos, 
el universo de relaciones n-arias de cualquier estructura 
dl"=(Ao,(An)neN\{Ol,(C~ceCONS.oP) estará definido de manera particular por cada una de 
ellas. 

Si construyésemos una semántica para LSO donde solamente tomáramos en 
cuenta la idea anterior, podría ocurrir que alguna estructura de nuestra semántica no 
contuviera alguna relación definible por una fórmula de nuestro lenguaje de segundo 
orden. A la semántica no-estándar que definiremos, que consistirá de las llamadas 
estructuras generales, no le ocurrirá esto: al seguir los pasos de Henkin, hablaremos de 
estructuras que al menos contienen todas las posibles relaciones definibles por medio de 
fórmulas de LSO. Eso se precisará un poco más delante de este mismo capítulo. 

Pre-estructuras o n1arcos. 

Sea L2 un lenguaje de segundo orden de tipo L=(VAR,FUNC) tal que 
Dom(FUNC)=CONS.OP. 

Una pre-estructura de segundo orden de tipo_¿ es una triada 
dl"=(Ao,(An)r.eN\(O).(Cª)ceCONS.or) tal que: 
(i) El universo de individuos A 0, es un conjunto distinto del vacío. 
(ii) Para cada neN\{O}, 0.e An~P((Ao)") 
(iii) Para cada símbolo de constante relacional ReCONS.OP tal que neN\{O} y 

FUNC(R)=(O, 1, .. " .. , 1), Rª es una relación n-aria entre individuos tal que 
R•°'leAn. 

(iv) Para cada símbolo de constante funcional feCONS.OP tal que neN\{O} y 
FUNC(I)=( 1, .. n+I .. , 1 ), res una función n-aria sobre individuos tal que reAn+I · 

(v) Para cada símbolo aeCONS.OP de constante individual (es decir 
FUNC(a)=(I)), {aª}eA1. 

Llamaremos a la clase de pre-estructuras de tipo L, :F(L) y a la clase de las estructuras 
estándar de tipo L, EE(L). 

Proposición(ivl): La clase de las estructuras estándar de segundo orden es una clase 
propia de la clase de las pre-estructuras; es decir, dado un tipo :E, EE(E)~1{L) y 
EE(E).eJ.p:.). 
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Demostración: 
Es inmediata de las definiciones de estructura estándar y de pre-estructura . 

• 
SEMÁNICA SOBRE PRE-ESTRUCTURAS 

Los conceptos de asignación, interpretación, satisfacción, satisfacibilidad, etc .. , 
relacionados con pre-estructuras se definen de manera totalmente análoga de como se 
hizo para estructuras estándar. Para todo lo que se definirá en esta sección, sea~ un tipo 
de segundo orden dado, L2 el lenguaje de segundo orden de tipo¿ y .;luna pre­
estructura de tipo :E arbitraria; además, por simplicidad en nuestra notación, 
escribiremos J.en vez de 1'{L) y EE en vez de EE(.E). 

Asignaciones. 

Una asignación M de nuestro lenguaje L2 sobre una pre-estructura dles una 
función: M:(UneN Fn)U(UneNl(O) Rn)~(UneN An) tal que: 

(a) Para todo xeFo, M(x)eAo. 
(b) Para cada neN\{O}, si DeF0 entonces M(D):Aox .. " .. x Ao~ Ao 

es una función tal que M(D)eAn+t· 
(c) Para cada neN\{O}, M[Rn]~n· 

Definicio;~~s:. 

S~a M una asignación. . ' . . .· ·. 
- Si xeFo yae.Ao, definimos M(x/a) como M(x/a)=(M\{(x,M(x))})u{(x,a)}. 

- Srí1eN\{O}, XeRn y QeAn entonces M(X/Q) es la asignación 
M(X/Q)bM\{(X,M(X))} )u{ (X,Q)}. 

- Para·cada neN\{O}, si DeFn y f:Aox .. " .. x Ao~Ao es una función tal que feAn+t, 
entonces definimos la asignación M(D/f)= (M\{ (D,M(D))} )u{ (D,t)}. 

- Por último definimos recursivamente para cualquier meN, para cualquier m+l-ada 
(vi, ... , Vm+t) de símbolos de variable de tipo arbitrario i 1, ... ,im+t e V AR respectivamente y 
para cualquier m+l-ada (ri, ... ,rm+t) la asignación M(v1/ri, ... ,Vm+1lrm+1) donde: 
Si j É { I , ... ,m+l }, y Vj es símbolo de variable individual, entonces rjEAo 
Si je { l , ... ,m+I }, y Vj es símbolo de variable relacional de aridad k, entonces fjEAk 
Sije{l, ... ,m+I}, y Vj es símbolo de variable funcional de aridad q, entonces rj es una 
función rj:(Ao)q--;,Ao tal que rjEAq+t 
como: M(v1/r1, ... , Vm+1/rm+I )=M(v1/r1 , ... ,vmlrm)(vm+tlrm+1). 



Interpretaciones. 

Una pre-estructura-interpretación l de nuestro lenguaje L2 sobre una prc­
estructura ;?[es un par l=(.;;t;.M), donde M es una asignación sobre ;?t. 
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Sea l=(~M) una pre-estructura-interpretación de L2. Definimos para todo término T y 
para todo predicado R por recursión: 

(TI) Si x es una variable individual l(x)=M(x). 
(T2) Si a es un símbolo de constante individual l(a)=a~. 
(T3) Si fes un símbolo de constante funcional de aridad n, con neN\{0}, y -ri, .. ,"tn son 

términos, entonces l(f(-r1, .. ,T0 ))=F"'l"(l(T1), .. ,l(-rn)) 
(T4) Si Des un símbolo de variable funcional de aridad n, con neN\{O}, y -r1, .. ,"tn son 

términos, entonces l(D(-r1, .. ,T0 ))=M(D)(l(T1), .. ,l(Tn)) 

(P 1) Si X es un símbolo de variable n-ario relacional, entonces l(X)=M1X) 
(P2) Si Pes un símbolo de constante n-ario relacional, entonces l(P)=P 
(P3) l(""O)={(x,y)e (Ao)2 I x=y} y para todo neN\{O}, l(::::n)={(X,Y)e(An)2 I X=Y}. 

Si 1 es la pre-estructura-interpretación l=(.;;t;.M), denotamos: 
l(x/a)=(~M(x/a)), para xeFo y aeA0 • 

l{X/Q)=(~M(X/Q)), para neN\{O}, XeRn y QeA0 • 

1(0/f)=(~M(D/f)), para neN\{O}. DeF0 y f:Aox .. " .. xAo~Ao función tal que feAn+I· 

Definición: 

Definimos recursivamente el significado de una pre-estructura-interpretación l satisface 
una fórmula q>eFORM(L2), (lo que denotamos I satTq>), como: 

(FI) Sin es un predicado n-ario y T¡, .. ,-r0 son términos, 1 sat.,,.fl(Ti, .. ,-r0 ) si y sólo si 
{l(-r1), .. ,l(Tn))e1(0) 

(F2) Sin y 'P son predicados n-arios, entonces 1 satT(CT""n'I') si y sólo si 
(l(Il),l('f'))e l(::::n). Si T1 y T2 son términos, entonces l satT(T1""0"t2) si y sólo si 
{l(•1),l(-r2))e l(::::o). 

(F3) Si cp y 7t son fórmulas, entonces 
1 sat,,. q>V7t si y sólo 1 sat.,,. q> ó 1 sat,,. 7t. 
1 sat,,.-.7t si y sólo si no es verdad que 1 sat.,,. 7t. 

(F4) Si cp es fórmula y x es un símbolo de variable individual, entonces 
1 sat.,,.3xcp si y sólo si hay aeAo tal que l(x/a) satTq>· 

(F5) Si cp es fórmula y X es un símbolo de variable relacional de aridad neN\{O}, 
entonces 1 sat,,.3Xq> si y sólo si hay QeA 0 tal que l(X/Q) sat.,,qi. 

(F6) Si cp es fórmula y Des un símbolo de variable funcional de aridad neN\{O}, 
entonces 1 satT3Dq> si y sólo si hay una función f:Aox .. " .. xAo~Ao, tal que feA 0 +1 
y I(D/f) satT q>. 



Pre-estructura-1nodelo. 

Definición: 

Sean .;?/;et-, Muna asignación de L2 sobre .;?/;y 1u{<p}~FORM(L2). Sea l=(.;;i.M). 
1 es pre-estructura-modelo de <p (lo que denotamos 1 fT<p) si y sólo si 1 sat.,,.<¡>. 
1 es pre-estructura-modelo de 1 si y sólo si para cada 7tE 1, 1 es pre-estructura­
modelo de 7t. Denotamos 1 es pre-estructura-modelo de 1por1 f:¡:-1. 
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Es claro que, dado un lenguaje de segundo orden L2 de tipo :E, debido a que no 
todas las pre-estructuras son estructuras estándar, entonces no toda pre-estructura­
modelo de un conjunto de fórmulas 1 de L2 es modelo de 1 (es decir, modelo estándar). 

Consecuencia lógica en pre-estructuras (pre-estructura-consecuencia lógica). 

Definición: 

Sea 1u{cp}~FORM(L2). 
<pes pre-estructura-consecuencia lógica de 1 (lo que denotamos 1 fr<p) si y sólo si 
toda 1 pre-estructura-modelo de 1 es pre-estructura-modelo de <p. 

Afirmación(ivl): Para toda interpretación estándar I=(.Zf,M) y para toda fórmula 
cpeFORM(L2), 1 fcp si y sólo si 1 f:¡:-q>. 

Demostración: 
(Por inducción sobre la formación de las fórmulas) 
Se deja al lector. Este resultado también se prueba en el corolario(ivl) de la página 78 

• 
Afirmación(iv2): Pre-estructura-consecuencia lógica implica consecuencia lógica; es 
decir: Sea ru{cp}s;;:;;FORM(L2). Sir frcp, entonces l F cp. 

Demostración: 
Se deja al lector. El corolario(iv2) de la página 78 también muestra este resultado . 

• 

Validez en pre-estructuras. 

Definición: 

Una fórmula cpeFORM(L2) es pre-estructura-válida si y sólo si 0 F.,,.cp, que como es 
usual también denotamos f:¡:-q>. 
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Afirmación(iv3): Si <¡>eFORM(L2) es una fórmula pre-estructura-válida. entonces <pes 
una fórmula válida en las estructuras estándar. 

Demostración: 
Se deja al lector. El corolario(iv3) de la página 79 también prueba este resultado . 

• 
Satisfacibilidad en pre-estructuras. 

Definición: 

Una fórmula <peFORM(L2) es pre-estructura-satisfacible si y sólo si existe una pre­
estructura-modelo de <¡>. 

Proposición(iv2): Si <¡>eFORM(L2) es una fórmula pre-estructura-satisfacible. entonces 
no necesariamente<¡> es satisfacible en las estructuras estándar. 

Demostración: 
Sean z,w variables individuales y X variable relacional de aridad 1. El enunciado 
3z3w(VX(X(z)~X(w))A-.(z""w)) no es satisfacible de manera estándar (esto se debe a 
que la fórmula VX(X(z)~X(w)) -de manera estándar- expresa la identidad entre dos 
individuos, ver el capítulo 1, página 13), sin embargo, es pre-estructura-satisfacible: 

Sea l=(~M) la pre-estructura de tipo L=(V AR,FUNC) donde: 
Dom(FUNC)=CONS.OP=0 
a=(Ao,(An)neN\(Ol) es tal que: Ao={ 1,2,3}, A1={0,Ao} y para cada neN\{0, 1 }, 
An=P((Ao)"). 
Para cada zev\{w}, M(z)=I y M(w)=2. 

Con todas las definiciones anteriores ocurre que l f:FV'X(X(z)~X(w)), pero l(z},ol(w); 
es decir, l es pre-estructura-modelo de 3z3w(\iX(X(z)<~X(w))A-.(=w)) . • 
Equivalencia lógica en pre-estructuras. 

Definición: 
Sean q>,7teFORM(L2). <p y 7t son pre-estructura-equivalentes si y sólo si <p f:F7t y 
7t f:Fq>. Denotamos q> y 7t son pre-estructura-equivalentes por <p H :F7t. 

CONJUNTOS Y RELACIONES DEFINIBLES EN UNA PRE-ESTRUCTURA DADA 

Dada una pre-estructura .;;l=(Ao,(An)neN\(o¡,(C.;;l)cecoNsor) de tipo¿ y el lenguaje 
de segundo orden L2 de tipo L, hay muchas clases de relaciones que tienen que ver de 
diversas maneras con ;?fy con FORM(L2). En particular haremos ciertos tipos de 
distinciones que son interesantes para un estudio más profundo, pero que en nt1estro 



caso servirán para definir una subclase de pre-estructuras muy importante: las 
estructuras generales. 

Relaciones de primer orden de una pre-estructura. 

Sea a=(Ao,(A11)11eNl(O}>(C~ceCONS.or) una pre-estructura de un lenguaje de segundo 
orden L2 de tipo ¿_ 
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(a) Llamamos relación n-aria de primer orden sobre;?¡; a cualquier subconjunto del 
producto cartesiano n-ario de Ao, es decir, a cualquier subconjunto de (Ao)". 
Además, denotamos por REL11

151(.;;l} a la clase de todas las relaciones n-arias de 
primer orden sobre;;¡; -o sea REL11

151(.;;l}=P((Ao)")- y definimos como 
REL 151(.;;l}=uneN1101REL11

151(.;;l}; llamamos a cada elemento de REL151(.;;l} relación 
de primer orden sobre ;?¡;y decimos que REL 151(.;;l} es la clase de relaciones de 
primer orden sobre a. 

(b) Una relación n-aria de primer orden H sobre ;;¡;está dentro de ;?{;cuando HEAn ó 
cuando 1-l=Rª para algún ReCONS.OP. De manera análoga al inciso (a), llamamos 
a REL 151(e~ a la clase de relaciones de primer orden dentro de a. 

Proposición(iv3): Sea .?l=(Ao,(An)neNllO}.(Cª)cecoNS.oP) una estructura estándar 
cualquiera. Entonces: 
( l) Toda relación n-aria de primer orden sobre ;?{;está dentro de a. 
(2) Para cada neN\{O}, REL11

151(.;;l}=A11 y entonces REL 151(.;;l}=uneNllOl A 11 • 

(3) REL 151(.;;l}=REL 151
( e;?{;). 

Demostración: 
Todos los incisos son consecuencia inmediata de las definiciones anteriores y de 
estructura estándar . 

• 
Proposición(iv4): En cualquier pre-estructura .;;t=(Ao,(An)neN·.:o:.(Cª)ceCONs.or): 
(a) UneNl(O)An~REL 151(.;;l) 
(b) REL 151(e.;;l)~REL 151(;?{;) y, en general, REL151(e~""REL151(~ 
(c) {CªICeCONS.OP y FUNC(C)""l }~ REL 151(e;?{;)~REL 151(.::l}. 

Demostración: 
Los tres incisos son consecuencia inmediata de las definiciones . 

• 
Obsérvese que en pre-estructuras ;?{;, en general no es cierto que toda relación de 

primer orden sobre ;?{;sea una relación de primer orden dentro de a. 

Relaciones de segundo orden de una pre-estructura. 
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,;;i Sea .;;l=(Ao,(An)neN\fOJ,(C )ceCONs.or) una pre-estructura de un lenguaje de 
segundo orden L2 de tipo I:. 

(a) Sea neN\{O} y sean Ai,, ... ,Ain universos cualesquiera de a (es decir, Aij=Am para 
algún me N). Llamamos relación n-aria de segundo orden de ;:{a cualquier 
subconjunto de Aiix ... xAin. Además, definimos como RELn(a) a la clase de todas 
las relaciones o-arias de segundo orden de ;;e y REL(;;:c}=uneNlfOl RELn(a} a la 
clase de todas las relaciones de segundo orden de a. 

(b) Una relación n-aria de segundo orden R de ;:{está dentro de a cuando ReAn ó 
R=H.;;? para alguna HeCONS.OP. Sea REL(e;;:c} la clase de todas las relaciones de 
segundo orden dentro de a. 

(c) Definimos REL2"d(;;:c}, la clase de relaciones propias de segundo orden, como 
REL 2"d(a}=REL(a}\REL 151(;;:c}. 

Pro11osición(iv5): Sea .;;t:'=(Ao,(An)neN\fO¡,(Cª)cecoNs.rn>) una pre-estructura cualquiera. 
Entonces: 
(i) REL 151(a)¡;;:;;REL(a}. Además, para estructuras estándar, en general, 

REL 151(a};eREL(a}; nótese que esto último implica que, en general, 
REL 151(a);eREL(a} para pre-estructuras. 

(ii) REL 151(e;;:c}=REL(ea}. 

Demostración: 
(i) Tomándose Aii=Ao, ... ,Ain=Ao para cada neN\{O} en (a) de la definición de 
relaciones de segundo orden de una pre-estructura, tenemos que las relaciones de 
segundo orden de ;;e contienen a las relaciones de primer orden de ;:f. Además, si ;?E es 
una estructura estándar, entonces Ao;itA1=P(Ao), y entonces A1xA 1 eREL(a} y 
A1xA1 ~ REL 151(;;:c}. 
(ii) Probemos la contención¡;;:;;: Por la proposición(iv4) (b) y por (a) de esta proposición: 
REL 151(ea)¡;;:;;REL151(a}¡;;:;;REL(a}; así, como para cualquiera zeREL151(ea}, zeAnó 
z=H,;;i para alguna HeCONS.OP y por lo anterior zeREL(;;:c}, entonces zeREL(ea). 
Ahora probemos ;;;2: Sea reREL(ea}. Entonces res una relación de segundo orden tal 
que reAn~((Ao)") para alguna neN\{O}ó r=H;r para alguna HeCONS.OP; así, 
reAn¡:;;;P((Ao)") ó r=HªeAm¡;;:;;P((Ao)m) donde m,neN\{0}, (pues r=Hª es relación de 
segundo orden, y entonces H,;;i no puede ser sólo elemento de Ao). En cualquier caso, 
reA1¡:;;;P((A0 )

1
) para algún teN\{O} y entonces r¡:;;;(Ao)' (es decir, res relación de primer 

orden) y reA1; por lo tanto reREL 151(ea}. Esto prueba que REL 151{e;;:c) ;;;!REL(ea) . 

• 
Nótese que si dl=(Ao,(An)neN\fOJ,(Cª)cecoNs.or) es una estructura estándar 

infinita, entonces el conjunto de relaciones de primer orden de ;Pf, REL 151(a}, tiene 
t=21A.J elementos y el conjunto de relaciones de segundo orden de ;Pf, REL(;?l}, tiene 2 1 

elementos; esto también muestra que entonces REL2"d(a) tiene 2 1 elementos. 

- -·- ·------ ----



Relaciones de primer y segundo orden .?l•defi11ibles 

Sea E el tipo del lenguaje de segundo orden L2 y sea 
.?l=(Ao,(An)neNl{O},(C'''l)ceCONs.or) una pre-estructura de tipo L. 

Definición: 
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Decimos que la relación de primer orden R es ;l-defi11ible usando el lenguaje L 2 por 
una fórmula qieFORM(L2) junto con la sucesión de variables individuales (x1,. .. ,x0 ), 

cuando R={(a,,. .. ,a0 )eAox .. " .. xAo l .;?i(x1/a1, .. .,x0 /an) sat¡c<p}; donde 
FREE(<¡>)~ {X 1,. . .,Xn}. 
Definimos DEF151(.;;t;.L2) como la clase más pequeña que contiene todas las relaciones 
de primer orden .;;l-definibles con el lenguaje L2 • 

Definición: 

Una relación de segundo orden Res una relación de segundo orden a-definible 
usando el lenguaje Lz cuando existe una fórmula <pe FORM(L2) junto con una sucesión 
de variables (v1,. . .,v0 ) de tipo k1,. .. ,k0 e VAR respectivamente tal que 
R={(zi, ... ,Zn)eAitx ... xAin l .;;l(v1/z1, .. .,vn/Zn) sal'f"<p}; donde FREE(<p)~{V1, .. .,v0 } y para 
cadaj con l;S;j;S;n: 
Si Vj es variable individual entonces ZjEAo 
Si Vj es variable relacional de aridad m, entonces ZjEAm 
Si Vj es variable funcional de aridad m, entonces Zj: Aox .. '" .. xA0~Ao es una función tal 
que ZjEAm+I· 
Definimos DEF(.;;t;.L2) como la clase más pequeña que contiene todas las relaciones de 
segundo orden .;;l-definibles con el lenguaje L 2• 

En las definiciones anteriores, podemos decir que la fórmula<¡> junto con 
(v1,. .. ,Vn) definen la relación R en la pre-estructura a. Nótese que el orden de v,,. .. ,Vn es 
importante, puesto que la misma fórmula con las mismas variables pueden definir 
distintas relaciones según el orden de la sucesión de variables. Veamos el siguiente 
ejemplo: 

{(z1,z2)EAoxAol .;;l(x/zi,y/z2) sat R(x,y)}=Rª pero 
{(zi,z2)EAoxAol .;;l(y/zi,xlz2) sat R(x,y)}=(Rªr' 

Por último, obsérvese que si se utiliza un lenguaje de segundo orden de tipo E tal que 
CONS.OP es contable, entonces el conjunto de fórmulas de tal lenguaje es numerable, y 
entonces el conjunto de relaciones .;;l-definibles con ese lenguaje es contable para 
cualquier pre-estructura a de tipo E. 

Proposición(iv6): Sea L2 un lenguaje de segundo orden de tipo E y sea :lleEE(°'í:..). 
Entonces: 
(1) DEF 151(;;l,L2)~DEF(~L2), pero en general, 
(2) DEF 151(.;;t;.L2)7'DEF(~L2). 
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Demostración: 
(1) Sea reDEF 151(~L2). Entonces existe una fórmula cp y una sucesión de variables 
individuales (x1, ... ,x0 ) tal que r = {(a1, ... ,a0 )eAox .. 11 

•• xAo 1 ~x1/a¡, ... ,xn/a11) satFcp}; 
entonces r = {(z1, ... ,z0 )eAi1x .. " .. xAi 11 l .;;l(v1/z1, ... ,v0 /z0 ) satF<p}, donde 
Ai1=Ab= ... =Ai0 =Ao y para cadaj con l:>;j:>;n, Vj=Xj es de tipo (O)eVAR y Zj=ajEAo. Por 
lo tanto re DEF(~L2). 
(2) Sea w símbolo de variable individual y X símbolo de variable relacional de aridad 1 
del lenguaje de segundo orden L 2 de tipo :E tal que CONS.OP=0. Sea 
.;;l=(Ao,(An)neNl(Oi) la estructura estándar de tipo :E donde Ao= { 1}. La relación de 
segundo orden r = {(z1,z2)e(AoxA1) 1 ~w/z1,X/z2) satFX(w)} cumple por definición 
que reDEF(~L2). Como A1=P(Ao), entonces (I,{ 1 })er y además (I,{ 1 })!liAoxAo, por 
lo que no es posible hallar una fórmula 7t y una sucesión (xi,x2) de variables 
individuales tales que r = {(ai,a2)e(AoxAo) j .;;l{xi/a1, x2/a2) sat"F"7t}, lo cual prueba que 
r!i'i DEF 151(~L2) . 

• 
Relaciones de primer y segundo orden paramétrieamente .;;l~definibles. 

Sea :E=(V AR,FUNC) el tipo de un lenguaje de segundo orden L2 y sea 
.;;l=(Ao,(An>neNl{O¡,(C~ceCONs.or) una pre-estructura de tipo r:. 

Definición: 

Una relación de primer orden R es una relación de primer orden paramétricamente 
~-definible usando Lz, cuando existen una fórmula cpeFORM(L2), variables 
individuales Xi, ... ,x 11 , variables Vi, ... ,Vm de tipos i1, ... ,imeVAR respectivamente y 
elementos hi, ... ,hm, tal que para cadaj, con l:>;j:>;m: 
si Vj es variable individual entonces hjEAo, 
si Vj es variable relacional de aridad q, entonces hjEAq, 
si Vj es variable funcional de aridad q, entonces hj:Aox .. q .. x Ao~Ao es una función tal 
que hjEAq+1; tal que: 
R={(Z¡, ... ,Zn)e(Ao)" 1 ~xi/zi, ... ,XnlZn)(v¡/h¡, ... ,vm/hm) satpcp}, donde 
FREE(cp)~{X¡, ... ,Xn,V1, ... ,Vm}· 
Sea PARAM.DEF 151(~L2) la clase de relaciones de primer orden paramétricamente 
~-definibles usando Lz. 

Definición: 

Una relación de segundo orden R es llamada relación de segundo orden 
paramétricamente ~definible usando Lz, cuando existen una fórmula 
cpeFORM(L2), variables u1, ... ,u11 de tipos k 1, ... ,k0 eVAR respectivamente, variables 
V¡, ... ,Vm de tipos i¡, ... ,imeVAR respectivamente y elementos hi, ... ,hm, tal que para cadaj, 
con l:>;j:>;m: 



si Vj es variable individual entonces hjEAo. 
si Vj es variable relacional de aridad q, entonces hj e Aq. 
si Vj es variable funcional de aridad q. entonces hj:Aox .. q .. x Ao->Ao es una función tal 
que hjEAq+1; tal que: 
R={(Z¡, ... ,Zn)e(Aw1x ... xAwn) 1 ~u1/z¡, ... ,un/Zn)(v1lh1, ... ,Vmlhm) sat1'q>}, donde 
FREE(q>)i:;;;{ui, ... ,un,V1, ... ,vm}, y para cadaj, con l$j$n: 
si Uj es variable individual entonces ZjEAo=Awj. 
si Uj es variable relacional de aridad q, entonces ZjEAq=Awj, 
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si Uj es variable funcional de aridad q, entonces Zj: Aox .. q .. x Ao->Ao es una función tal 
que ZjEAq+1=Awj. 
Sea PARAM.DEF(.;;l.L2) la clase de relaciones de segundo orden paramétricamente 
.;;t':"-definibles usando Lz. 

Nótese que en cualquier estructura estándar o'>l=(Ao,(An)neN\{o}.(C~ceCONs.or) tal 
que Ao es infinito, el conjunto de sucesiones finitas de elementos de AoU('--'neNl{Ol An) 
tiene cardinal $2IA.,I; así, el conjunto de rt:laciones paramétricamente .;;t':"-definibles tiene 
cardinal $2IA,J. Análogamente, para cualquier pre-estructura 
.J'j=((Bn)neNl{o¡,(C.z¡)ceCONs.or) tal que su universo de individuos es infinito, el conjunto 
de relaciones paramétricamente -ll-definibles tiene cardinal $2113•J. 

Observación(ivl): 
(1) En cualquier pre-estructura o'?l=(Ao,(An)neNl{Of.(Cª)ceCONS.or) toda relación n-aria de 

primer orden ReAnc;;;P((A0 )")c;;;RELn 151(.;;t:} es paramétricamente definible. Para ver 
esto, tómese la fórmula X(y¡, ... ,yn), donde para todo ie { l , ... ,n} y;eFo y XeRn; 
entonces R={(Z¡, ... ,Zn)E(Ao)" l~Y1lz1, ... ,ynlzn)(X/R) sat7'X(y1, ... ,yn)}. 

(2) Cuando,;?/; es una estructura estándar, debido a que todas las relaciones posibles de 
primer orden pertenecen a los universos relacionales de .?l. entonces por el inciso 
anterior, todas las relaciones de primer orden son paramétricamente ~-definibles . 

• 
Proposición(iv7): Sea .E=(V AR,FUNC) el tipo del lenguaje de segundo orden L2 y sea 
o'?l=(Ao,(An)neNl{O}.(Cª)ceCONs.or) una pre-estructura de tipo .E. Entonces: 
(i) REL( e.;;t:}c;;;PARAM.DEF151(.;;:t;,L2). 
(ii) PARAM.DEF 151(.;;l,L2)i:;;;REL 151(~. 
(iii) DEF 151(~L2)c;;;PARAM.DEF 15'{.;;l,L2). 
(iv) PARAM.DEF(.;;l.L2)c;;;REL(.;;t:}. 

Demostración: 
(i) Sea reREL(e.;;t:}. Entonces existe ReAn para alguna neN\{O} tal que r=R ó 
CeCONS.OP tal que r=CªeAk para alguna keN\{O}; en cualquier caso existe teN\{O} 
y QeA1c;;;P((Ao)1) tal que r=Q. Sean XeR1 y x1, ... ,X1EF0; entonces 
r={(zi, ... ,z,)e(Ao)' 1 ~(xi/z1, ... ,x,lz,)(X/Q) sat7'X(xi, ... ,x1)}, por lo que 
rePARAM.DEF 151(.;;l,L2). Por lo tanto REL(e~i:;;;PARAM.DEF 151{.;;l.L2). 



(ii) Es claro, pues para todo rePARAM.DEF151(~L2), res una relación de primer 
orden;· 
(iii) Sea reDEF 151(~L2). Entonces existe teN\{O} y q>eFORM(L2) tal que 
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r={(z,, ... ,z1)e(Ao)1
1 a(x1/z1 •... ,x¡/z1) sat'F<¡>}; entones rePARAM.DEF 151(~L2). Por lo 

tanto DEF1' 1(a.L2)kPARAM.DEF 151(a.L2). 
(iv) Este inciso también es evidente, pues para toda re PARAM.DEF(a,L2), res una 
relación de segundo orden . • 
Proposición(iv8): Sea :E=(V AR,FUNC) el tipo de un lenguaje de segundo orden L2 y 
sea a-=(Ao,(An)neNltoi.(C.'1!)ceCONs.or) una estructura estándar de tipo :E. Entonces: 
REL 151(a)=PARAM.DEF1' 1(.,;t;,L2). 

Demostración: 
Por el inciso (ii) de la proposición anterior, sólo nos falta ver que 
REL 151(a)kPARAM.DEF1' 1(.,;t;,L2). Veamos esto último: 
Si reREL 151(a)=Une'Nl(O} REL0

151(a), entonces res una relación k-aria de primer orden 
para algún keN\{O}. y entonces por la observación(iv l) inciso (2), res una relación de 
primer orden paralnétricamente o?l-definible. Así, REL151(a)kPARAM.DEF 151(~L2) . 

• 
ESTRUCTURAS GENERALES 

Existen varias maneras, todas ellas equivalentes, de definir las estructuras 
generales (ver María Manzano, pags 164-166); nosotros optaremos por la siguiente: 
Pediremos que una estructura general sea una pre-estructura que contenga todas las 
relaciones de primer orden paramétricamente definibles en nuestro lenguaje. Esta es la 
manera más común de definir las estructuras generales, y la condición que se usa para 
definirlas es llamada cerradura definible (definable closure). 

Definición de estructuras generales por cerradura definible. 

Sea a-=(Ao,(An)neNltoi.(C.'1!)ceCONS.oP) una pre-estructura de tipo L. y L2 el lenguaje de 
segundo orden de tipo L.. 

Definición: 

.;;les una estructura general de tipo L. si y sólo si todas las relaciones de primer orden 
(o sea, sobre individuos) paramétricamente .;;l-definibles usando el lenguaje L2 
pertenecen a los universos correspondientes de o?l; es decir, para cada neN\{O}, 
P((Ao)")nPARAM.DEF(~L2)kAn. 
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Observación(iv2): 
Nótese que :?tes una estructura general de tipo E si y sólo si es una pre-estructura y para 
todo neN\{O}, An=P((Ao)11)nPARAM.DEF(~L2). Esto se debe a que, para todo 
n E N\{O}, la definición de estructura general nos dice que 
P((Ao)11)nPARAM.DEF(~L2)~A0; pero por otro lado tenemos que 
An~P((Ao)")nPARAM.DEF(~L2). pues :?é es una pre-estructura -lo que implica que 
An~P((Ao)")-y además por la observación(ivl) inciso (1 ), siempre ocurre que 
An~PARAM.DEF(~L2) . 

• 
Llamamos EG(.E) a la clase de las estructuras generales de tipo E. Al igual 

que hemos hecho para denotar las estructuras estándar y las pre-estructuras, a menudo 
escribiremos EG en vez de EG(.E). 

Proposición(iv9): La clase de las estructuras generales es una clase intermedia entre la 
clase de las estructuras estándar y la de las pre-estructuras; de manera más precisa: 
Dado un tipo E, EE(E)~G(E)~J.(E). 

Demostración: 
Sean EE, EG y -:P las clases de las estructuras estándar, de las estructuras generales y de 
las pre-estructuras respectivamente, todas ellas de un tipo E dado. La contención 
EE~G es un hecho inmediato de que para cualquier .;;l=(Ao,(An)neNl{O).(C°")cecoNs.or) 
tal que :?éeEE, ocurre que P((Ao)11)nPARAM.DEF(~L2)~A0=P((A0)0); por lo tanto, 
;?i;eEG. La contención EG~T-"también es clara, pues una estructura general es, en 
particular, una pre-estructura . 

• 
Se puede probar que las contenciones que asegura la proposición anterior son 

todas ellas contenciones propias, es decir, que dado un tipo E, las estructuras estándar 
son una clase propia de las estructuras generales y éstas una clase propia de las pre­
estructuras. No es dificil probar que las estructuras generales son una clase propia de las 
pre-estructuras (el lector puede comprobarlo), sin embargo, es más complicado probar 
que las estructuras estándar son una clase propia de las estructuras generales. 
Mostraremos todos estos resultados al final del capítulo, en la sección de resultados 
pospuestos, página l 05, corolario(7). 

Definición: 

Para cada neN\{O} y para cada fórmula cpeFORM(L2), definimos 
re"cp=3X'v'x1 ... 'v'xn(X(x., ... ,xn)~cp), donde XeRn es símbolo de variable relacional de 
aridad n tal que XeFREE(cp), y x 1, ... ,x0 eFo son símbolos de variables individuales. Si 
'v're"cp es la cerradura universal de re"cp, entonces definimos 
re={'v're"cp jneN\{O} y cpeFORM(L2)}; nótese que re es el conjunto de la cerradura 
universal de las Fórmulas de Comprensión Relacionales. 

Definición: 



74 

Para cada neN\{O} y para cada fónnula qieFORM(L2), definimos 
fu"cp=Vx, ... Vx0 3!Xn+1<p-3DVx1 .... Vxn+1(D(x1, .. ,xn)"'Xn+1)~<¡>), donde DeFn es símbolo 
de variable funcional de aridad n tal que De FREE(<p), y x., ... ,x 0 e Fo son símbolos de 
variables individuales. Si Vfu 11qi es la cerradura universal de fu"qi, entonces definimos 
fu={Vfu 11qi lneN\{O} y qieFORM(L2)}; nótese que fu es el conjunto de la cerradura 
universal de las Fórmulas de Comprensión Funcionales. 

Definición: 

Definimos Comp(L2)=reufu. Así, Comp(L2) es el conjunto de enunciados de L1 que 
resultan de cuantificar universalmente las variables libres de las fórmulas de 
comprensión relacionales y de las fórmulas de comprensión funcionales (ver página 13); 
es decir, Comp(L2 ) es el conjunto de la cerradura universal de las fórmulas de 
comprensión. 

Teorema(ivO): Sea .;;l=(Ao,(An)neN\fO}.(C~ceCONs.01>) una pre-estructura de tipo E y sea 
L2 el lenguaje de segundo orden de tipo :E. Son equivalentes: 
(a) ;?[es una estructura general. 
(b) ;?[es pre-estructura-modelo de Comp(L2). 

Demostración: 
(a) implica (b). Supongamos que;?[ es una estructura general. 
(1) Veamos que para todo neN\{O} y para cualquier fórmula qieFORM(L2), ar:i:­
Vfu"qi. Sea neN\{O} arbitrario y sea qieFORM(L2) arbitraria. 
Si FREE(fu11cp)={v1, ... ,vm} para algún meN\{O}, entonces 
Vfu"cp=Vv1 ... Vvm(Vx, ... Vx113 !x11+1<p-3DVx1 .... Vx0 +1(D(x1, .. ,Xn):::::Xn+1)~<p)). Además, 
nót.ese que FREE(fu11qi)=FREE(<p)\{x1, ... ,x11+1 }. 
¡>or otro lado, sean h1, .. ,hm elementos arbitrarios de los universos de;;{, pero tales que 
para todo je{ l, ... ,m}: 
si Vj es variable individual entonces hjEAo; 

:si Vj es variable relacional de aridad q, entonces hjEAq; 
si Vj es. variable funcional de aridad q, entonces hfAox .. q .. x Ao-Ao es una función tal 
qUe hjEAq+1 .. Tenemos dos casos: 
.., Si ~v1 /h 1 ,.~.,vm/hm) no es pre-estructura-modelo de Vx1 ... Vxn3!xn+ 1<p, entonces 
. .it:{vi/h i, ••• ,~n/hm) f¡:-VX1 ... Vxn3 !Xn+1<p-3DVx1 .... VXn+I (D(x1, .. ,Xn):::::xn+1)~<p). 

- Si ~v1/h., ... ,vm/hm) f:i:-Vx, ... Vx0 3!Xn+1<p, entonces la relación fch, .... hmJ definida como 
f(f.,· ... ,hmJ={(z1, ... ,Zn+1)e(Ao)"+1 l .it:{xi/z1, ... , Xn+1lzn+1)(v1/h1,. .. ,vmlhm) sat:i:-<p))} es una 
función n-aria tal que Í(h1, • .,hmJEAn+1, por ser;?[ estructura general. De esta manera, 
tenemos que .;;r(v1/h1, ... ,vmlhm)(D/fch,, .. ,hmJ) sat:i:- Vx, .... Vxn+1(D(x., .. ,Xn):::::xn+1)~<p) Y 
entonces .it:(v1/h1, ... ,vmlhm) sat¡:-3DVx, .... VXn+1(D(x1, .. ,x0 ):::::x0 ... ,)~<p). De este modo, 

.;;l{vi/hi. ... , Vmlhm) f:F" Vx1 ... Vxn3 !Xn+1<p-3DVx1 .... VXn+I (D(x,, .. ,X0 ):::::Xn+l )~<p ). 
Por lo tanto, en cualquiera de los casos anteriores tenemos que: 
.;;l{vi/h1, ... ,vm/hm) f:F" Vx, ... Vxn3!Xn+1<p-3DVx, .... Vx0 +1(D(x1, ... x0):::::xn+1)~<p) y como 
esto se realizó para h,, .. ,hm arbitrarios, entonces: 
;?[f:i:- Vv1 ... Vvm(Vx1 ... Vxn3!Xn+1<p-3DVx, .... VXn+1(D(x1, .. ,x0):::x0+1)~cp)), lo que 
muestra que ar¡:-Vfu"<p. 



Como la prueba anterior fue realizada para neN\{O} arbitrario y para cpeFORM(L2) 
arbitraria, entonces .;;l fF fu 

(2) Ahora veamos que para todo neN\{O} y para cualquier fórmula cpeFORM(L2), 
.;;l fF Vre"cp. 
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Sea neN\{O} arbitrario y sea cpeFORM(L2) arbitraria. Si FREE(re"cp)={v1, ... ,vm} para 
algún meN\{O}, entonces Vre"cp=Vv, ... Vvm3XV'x1 ... Vxn(X(x1, ... ,xn)~cp). Además, 
nótese que FREE(re"cp)=FREE(cp)\{x1, ... ,Xn+1 }. 
Por otro lado, sean h,, .. ,hm elementos arbitrarios ~e los universos de .;;l. pero tales que 
para todo je { l , ... ,m}: 
si Vj es variable individual entonces hjeA0 ; 

si Vj es variable relacional de aridad q, entonces hj e Aq; 
si Vj es variable funcional de aridad q, entonces hj:Aox .. 4 •• x Ao~Ao es una función tal 
que hjEAq+ 1. 
Como .;;les estructura general, entonces la relación R(h, .... hml definida como 

R(11 1, •• ,hml={(z1, ... ,Zn)e(Ao)" 1 ~x1!z., ... , XnlZn)(vi/h1, ... ,vm/hrn) sat"f"q>)} es tal que 

Rch1 •••• hmJEAn. De esta manera .,'°;l(v1/h1, ... ,vmlhm)(X/Rch, .... hml) fr-
Vx1 ... Vxn(X(xi, ... ,Xn)<~cp), lo que implica que ~vi/h1, ... ,vrn/hrn) fF 

3XVx I ··· Vxn(X(x 1, ... ,Xn)-cp ). 
Debidoa que lo anterior se hizo para h1, .. ,hm arbitrarios, tenemos que 
.;;lf=.,;.\iv, ... Vvm3XV'x1 ... V'x0(X(x1, ... ,Xn)~cp), es decir, .;;l" f"f" Vre"cp. 
Finalmente, como la prueba anterior fue realizada para neN\{O} arbitrario, y para 
cpeF()RM(L2) arbitraria, entonces .;;lfr-re. 

Es claro de los casos (1) y (2) que .;;les pre-estructura-modelo de Comp(L2). 

(b) implica (a). Supongamos que .;;les pre-estructura-modelo de Comp(L2). Sea 
cpeFORM(L2) arbitraria, sean las variables individuales x,, ... ,Xn arbitrarias distintas 
entre sí.y las variables v 1, ... ,Vm (distintas entre sí) de tipos i1, ... ,imeVAR 
respectivamente, tales que FREE(cp)~{xi, ... ,Xn,Vi, ... ,vm}. Además, sean h1, .. ,hm 
elementos arbitrarios de los universos de .;;l. tales que para todo je { l, ... ,m}: 
si Vj es variable individual entonces hjEAo 
si Vj es variable relacional de aridad q, entonces hjEAq 
si Vj es variable funcional de aridad q, entonces hj:Aox .. q .. x Ao~Ao es una función tal 
que hjEAq+I· 

. Entonces la relación paramétricamente .;;l-definible 

R=:{(z1, ... ,z0 )e(Ao)" 1 ~x1/z1, ... ,x0 /zn)(v1/h1, ... ,v0 /hm) satl'"q>} pertenece a A 0 ; esto se 
debe· a que al ser .;;l" modelo de Comp(L2), entonces .;;les modelo de 

Vv,.;.Vvm3XV'x1 ... Vxn(X(xi, ... ,Xn)~cp), y entonces en particular, 
~v1/h1, ... ,vmlhm) sat,,,.3XV'x1 ... Vx0 (X(x1, ... ,x0)~<¡>), lo que significa que existe una 

relación KeAn tal que .;;l{vi/h1, ... ,vm/hm)(X/K) satl'" Vx1 ... Vx0 (X(x1, ... ,x0)~cp); pero 
entonces para cada (z1, ... ,zn}E(Ao)", 
~xi/z1, ... ,x0 /zn)(v1/h1, ... , Vmlhm)(X/K) sat,,,.(X(x1, ... ,x0)~cp). De esto último tenemos que 
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(z,, ... ,Zn)EK si y sólo si dl{x1/z1, ... ,xn/Zn)(v1lhi, ... ,vm/hm)(X/K) satT<p; pero como 
X~FREE(cp), entonces (z,, ... ,Zn)EK si y sólo si dl{xi/z,, ... ,XnlZn)(v1/h1, ... ,vrn/hm) satJ'"<p. 
Por lo tanto, K=R y entonces R=KeAn . 

• 
Semántica sobre estructuras generales. 

Debido a que todas las estructuras generales son pre-estructuras, definimos las 
nociones semánticas para estructuras generales como las mismas nociones dadas para 
pre-estructuras. Sólo haremos algunos cambios pequeños para referirnos 
específicamente a la clase de estructuras generales y hablar de EG-interpretación, EG­
consecuencia, etc. 

Asignaciones. 

Una asignación M de un lenguaje L2 de segundo orden de tipo¿ sobre una 
estructura general de tipo¿ .;;l=(Ao,(An)neN\IO}.(CO'l)ceCONS.or). es una asignación usual 
de L2 sobre :llcomo pre-estructura. Así, usaremos todas tas definiciones dadas de 
asignaciones sobre pre-estructuras cuando hablemos de asignaciones sobre estructuras 
generales. 

Interpretaciones. 

Una EG-interpretación 1 de nuestro lenguaje L2 sobre una estructura general ;;?[ 

es un par J=(~M), donde M es una asignación sobre :?l. 

Sea I=(;;?{,M) una EG-interpretación de L2. Para todo término 't y para todo predicado R, 
l('t) y l{R) están definidos por la definición dada para 1 como pre-estructura-
¡ nterpretac ión. 

Si 1 es la EG-interpretación l=(;;?t,M), denotamos: 
l{x/a)=(;;?{,M(x/a)), para xeFo y aeAo 
l{X/Q)=(;;?{,M(X/Q)), para neN\{O}, XeRn y QeAn 

l{D/f)=(;;?{,M(D/f)), para neN\{O}, DeFn y f:Aox .. " .. x Ao~Ao función tal que feAn+I 

Definición: 

Una EG-interpretación 1 satisface una fórmula <¡>eFORM(L2), (lo que denotamos 
1 satEa e¡;) si y sólo si 1 satr-cp. 

Estructura-general-modelo (EG-modelo). 

Definición: 

Sean :lleEG, Muna asignación de L2 sobre;;?[, l=(~M) y ru{cp}~FORM(L2). 
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les EG-modelo de<¡> (lo que denotamos 1 fEa <¡>)si y sólo si 1 satEa <¡>. 
1 es EG-modelo de r si y sólo si para cada 7tE1, les EG-modelo de 7t. Denotamos 1 
es EG-modelo de 1- por 1 l=r:a L 

Observación(iv3): 
Nótese que para toda EG-interpretación l=(;;l.M), y para toda fórmula <¡>eFORM(L2). 
1 fEa <¡>si y sólo si 1 fr-<¡>, pues si 1 es una EG-interpretación y <¡>eFORM(L2}, entonces: 
l fEa <¡>si y sólo sil satr:a <¡>si y sólo sil satr-<¡> si y sólo si 1 f:f"<j> . 

• 
Consecuencia lógica en estructuras generales (EG-consecuencia lógica). 

Definición: 

Sea iu{cp}~FORM(L2). 
<¡>es EG-consecuencia lógica de r (lo que denotamos r fEa <¡>)si y sólo si todo 
1 EG-modelo de ¡- es EG-modelo de <¡>. 

Proposición(ivlO): Para toda interpretación estándar l=(.;";l,M), y para toda fórmula 
cpeFORM(L2), 1 f<r si y sólo si 1 ha<¡>. 

Demostración: 
(Por inducción sobre FORlvt(L2); además diremos interpretación l en lugar de 
interpretación estándar I; asimismo, sea dt=(Ao,(An)neN\¡o¡,(C.:ol)cecoNs.or) una estructura 
estándar). 
(Fl) Supongamos n predicado n-ario y "t1, .. ;rn términos. 

1 I= Il(-r1, .. ;rn) si y sólo si 1 sal Il(-r1, .. ,"tn) si y sólo si 
(I(r1), .. ,I(-rn))el(Il)=Il.;f~P((Ao))"=An si y sólo si 1 satEa I1(-ri, .. ,"tn) si y sólo si 
1 fEa Il('r¡, .. ,"tn) para toda interpretación l. 

(F2) Sean n y 'I' predicados n-arios. 
1 I= (Il:::::,,'1') si y sólo si l sat (Il""n'I') si y sólo si (l(Il),l('l'))e l(::::<n) si y sólo si 
l satEa (Il""n'I') si y sólo si l fEa (Il""n'I') para toda interpretación l. 
Si •1 y •2 son términos, entonces 1 I= (•1""0•2) si y sólo si 1 sat (•1""0"t2) si y sólo si 
(l(-r1),l(-r1))e l(""o) si y sólo si 1 satEG (•1""0•2) si y sólo si 1 ha (•1""0•2) para toda 
interpretación l. 

(F3) Sean<¡> y 7t fórmulas tal que 1 f<r si y sólo si l fEa <¡>para toda interpretación 1 y l f7t 
si y sólo si 1 fEa 7t para toda interpretación L 

+ Para toda interpretación l, 1 I= q>V7t si y sólo 1 sat <¡> ó 1 sat 7t si y sólo si 1 I= <¡> ó l I= 7t 
si y sólo si 1 fEa <¡> ó l fEG 7t si y sólo si l satEa <¡>V7t si y sólo si 1 fEa q>V7t. 
+ Para toda interpretación 1, 1 I= --.<¡> si y sólo no ocurre que 1 sat <¡> si y sólo si no 
ocurre que 1 fEG <¡> si y sólo si no ocurre que 1 fEa <¡> si y sólo si 1 fEG --.<¡>. 

(F4) Sea<¡> fórmula tal que 1 f<r si y sólo si 1 ha<¡> para toda interpretación I, y sea x 
símbolo de variable individual. 
Para toda interpretación 1, 1 I= 3x<¡> si y sólo si 1 sat 3xq> si y sólo si hay ae Ao tal 
que l(x/a) sat <¡> si y sólo si hay ae Ao tal que l(x/a) I= <¡> si y sólo si hay ae Ao tal que 
l(x/a) l=r:a <¡>si y sólo si hay aeAo tal que l(x/a) satEa <¡>si y sólo si I satEo 3xq> si y 



sólo si 1 hG 3x<p. 
(F5) Sea <p fórmula tal que 1 ~ si y sólo si 1 hG <p para toda interpretación I, y sea X 

símbolo de variable relacional de aridad n, con neN\{O}. 

7K 

Para toda interpretación 1, 1 1= 3X<p si y sólo si 1 sat 3X<p si y sólo si hay ReAn tal 
que l(X/R) sat<p si y sólo si hay ReAn tal que l(X/R) f<p si y sólo si hay ReAn tal 
que l(X/R) hG <psi y sólo si hay ReAn tal que l(X/R) satEG <psi y sólo si 
1 satEa 3X<p si y sólo si 1 fEG 3X<p. 

(F6) Sea <p fórmula tal que 1 ~ si y sólo si 1 fEG q> para toda interpretación 1, y sea D 
símbolo de variable funcional de aridad n, con neN\{O}. 

• 

Para toda interpretación 1, 1 I= 30<¡> si y sólo si 1 sat V3q> si y sólo si hay una 
función f:Aox .. " .. xAo-Ao tal que l(D/f) satq> si y sólo si hay una función 
f:Aox .. " .. xAo-Ao tal que l(D/f) f<p si y sólo si hay una función f:Aox .. " .. xAo-Ao. 
con fEAn+1=P((Ao)"+ 1), tal que l(D/f) f<p si y sólo si hay una función 
f:Aox .. " .. xAo-Ao. fe An+i. tal que l(D/f) fEG <p si y sólo si hay una función 
f:Aox .. " .. xAo-Ao, feAn+1, talque l(D/f) satEG<i> si y sólo si 1satEG3D<p si y sólo si 
1 fEG3D<p . 

Corolario(ivl): 
Para toda interpretación estándar l=(.;;l.M), y para toda fórmula <peFORM(L2), 1 ~si y 
sólo si l fEG <p si y sólo si l l=:r q>. 

Demostración: 
Sea l una interpretación estándar. Entonces por la proposición anterior tenemos que l ~ 
si y sólo si 1 fEG <p; además, por la observación(iv3) l fEG q> si y sólo si l f:r<p. Por lo 
tanto, 1 ~si y sólo sil fEG <psi y sólo si 1 f:r<p . 

• 
Corolario(iv2): 
( 1) Pre-estructura-consecuencia lógica implica EG-consecuencia lógica; es decir: Sea 

ru{<p}~FORM(L2). Sir f:r<p, entonces r fEG <¡>. 
(2) EG-consecuencia lógica implica consecuencia lógica; es decir: Sea 

ru{<p}~FORM(L2). Sir fEG <p, entonces r f <p. 
(3) Pre-estructura-consecuencia lógica implica consecuencia lógica; es decir: Sea 

ru{<p }~FORM(L2). Sir f:F"<p, entonces r f cp. 

Demostración: 
(1) Supongamos que r f:F"<p y sea l=(~M) una EG-interpretación cualquiera tal que 

1 fEG r. Entonces, por el corolario anterior, 1 f:I'" r y como r f:I'" e¡>, entonces 1 f:I'" cp; 
nuevamente por el corolario anterior, l fEG <p. Por lo tanto sir f:r<p, entonces r fEG cp. 
(2) Supongamos que r fEG cp y sea l=(~M) una interpretación está11dar cualquiera tal 
que l 1= r. Entonces, por el corolario(ivl), l fEG r y como r fEG cp, entonces 1 t=EG <¡>; 
finalmente, por el corolario(iv 1 ), l N· 
(3) Es inmediato de ( 1) y (2) de este mismo corolario . 

• 



Acerca del resultado anterior, en la sección de resultados pospuestos -página 
104, corolario(iv6)- se mostrará explícitamente que en ninguna de las implicaciones 
que se prueban en el corolario(iv2) se da la implicación conversa. 

Validez en estructuras generales. 

Definición: 
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Una fórmula q>eFORM(L2) es EG-válida si y sólo si 0 hG r (como es usual también 
denotamos esto último por fEG r). 

Corolario(iv3): 
( 1) Si <¡>E FORM(L2) es una fórmula pre-estructura-válida, entonces<¡> es una fórmula 

EG-válida 
(2) Si q>eFORM(L2) es una fórmula EG-válida, entonces<¡> es una fórmula válida en las 

estructuras estándar. 
(3) Si q>eFORM(L2) es una fórmula pre-estructura-válida, entonces<¡> es una fórmula 

válida en las estructuras estándar. 

Demostración: 
( 1) Tómese r=0 en el corolario(iv2) inciso ( 1 ). 
(2) Tómese r=0 en el corolario(iv2) inciso (2). 
(3) Tómese r=0 en el corolario(iv2) inciso (3) . 

• 
Satisfacibilidad en estructuras generales. 

Definición: 

Una fórmula q>eFORM(L2) es EG-satisfacible si y sólo si existe un EG-modelo de<¡>. 

Proposición(ivl 1): 
( 1) Si<¡> e FORM(L2) es una fórmula pre-estructura-satisfacible, entonces no 
necesariamente<¡> es satisfacible en las estructuras estándar. 
(2) Si q>eFORM(L2) es una fórmula pre-estructura-satisfacible, entonces no 
necesariamente <¡> es EG-satisfacible 
(3) Si q>eFORM(L2) es una fórmula EG-satisfacible, entonces no necesariamente<¡> es 
satisfacible en las estructuras estándar. 

Demostración: 
(1) 
Sea Li el lenguaje de segundo orden de tipo :E=(V AR,FUNC) tal que 
Dom(FUNC)=CONS.OP=0, y sean z,w variables individuales y X variable relacional 
de aridad 1. El enunciado 3z3w(VX(X(z)~X(w))A-.(=w)) es pre-estructura­
satisfacible, pero no es satisfacible en las estructuras estándar (véase la 
proposición(iv2), página 66); esto prueba ( 1 ). 
(2) 
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Tomando el mismo lenguaje del inciso anterior, tenemos que el mismo enunciado 
del .inciso anterior no es EG-satisfacible: Obsérvese que si dl=((.;;;i..)neN) es una 
estructura general de tipo :E, entonces para todo ae Ao, {a} E A 1: esto se debe a que para 
todo aeAo, {a} es una relación de primer orden paramétricamente ~-definible: 
{a}={beAo 1 dl(z/b)(w/a) satrz,,,.w}. Así, sea Muna asignación cualquiera de L2 en~­
Entonces (a,M) satEG VX(X(z)~X(w)) si y sólo si para cualquier GEA1 
(~M(X/G) satEG (X(z)<~X(w)), en particular tendría que ocurrir que, (a,M(X/ { M(z)}) 
sat8 a (X(z)~X(w)), lo que implica que M(z),M(w)e {M(z)}, es decir M(z)=M(w). De 
esto concluimos que para cualquier estructura general ~de tipo :E y cualquier 
asignación M de L2 ~n ;?é, (;?é.M) satEG VX(X(z)~X(w))~(z:::,:w), por lo cual el 
enunciado 3z3w(VX(X(z)~X(w))A-.(z=::w)) no es EG-satisfacible. 

(3) 
Vease el apéndice 2 . 

• 
Equivalencia lógica en estructuras generales. 

Definición: 

Sean cp,7tEFORM(L2). cp y 7t son EG-equivalentes si y sólo si cp fEG 7t y 
7t fEG cp. Denotamos el hecho de que cp y 7t son EG-equivalentes por cp H EG 7t. 

REDUCCION DE LA LOGICA DE SEGUNDO ORDEN (CON SEMÁNTICA 
DEFINIDA SOBRE ESTRUCTURAS GENERALES) A LOGICA MULTlVARlADA. 

(De LSO sobre estructuras generales a lógica multivariada). 

Dado que en la definición sintáctica de LSO cada elemento de V AR tiene 
asociada una clase de variable y cada clase de variable está ligada con un universo 
particular de cualquier pre-estructura, es natural preguntarse si la lógica de segundo 
orden no es más que lógica multivariada. La intención de la presente sección es la de 
mostrar que la lógica de segundo orden con semántica sobre estructuras generales es 
reductible a una parte de la lógica multivariada, y debido a que la lógica multivariada es 
reductible a lógica de primer orden (esto se vio en el capítulo 3), concluiremos que la 
lógica de segundo orden con semántica sobre estructuras generales es reductible a una 
parte de la lógica de primer orden que, además, cumple los teoremas de compacidad y 
de Lowenheim-Skolem. Deberá ser claro que lo anterior no es cierto para la lógica de 
segundo orden con semántica estándar, pues como se vio en el capítulo l, hay relaciones 
expresables en la lógica estándar de segundo orden que no son expresables en lógica de 
primer orden y que implican que la lógica de segundo orden sobre estructuras estándar 
no cumpla los teoremas de compacidad ni de Lowenheim-Skolem. 

Nuestros propósitos inmediatos para reducir la lógica de segundo orden con semántica 
sobre estructuras generales a lógica multivariada serán los siguientes: 



A cada lenguaje de segundo orden L2 de tipo L asociaremos un lenguaje 
multivariado L2$ de tipo L$. 
A cada fórmula cpeL2 asociaremos una fórmula cp$eL2$. 
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A cada estructura general;;?[ de tipo L asociaremos una estructura multivariada ~ 
de tipo L$. 
A cada asignación M de L2 en ;;?[asociaremos una asignación M$ de L2$ en .;;lS. 

Probaremos que (;;?é.M) fEG cp si y sólo si (~.M$) h>S. 

En lo sucesivo, sea Li un lenguaje de segundo orden de tipo L=(V AR,FUNC) tal que 
Dom(FUNC)=CONS.OP 

Traducción sintáctica. 

Definición: 

Sea L$=(SORT$,FUNC$) el tipo multivariado que consta de lo siguiente: 
SORT$={0}uV AR 
FUNC$ es la función definida de la siguiente manera: 

Dom(FUNC$)=SlM.OP$=CONS.OPu{-.,v,,,,,}ueuEuW, donde: 
(1) e={enlneN\{O, 1} }es un conjunto de símbolos de constante relacional ajeno a 

CONS.OPu{-.;v,,.;}. 
(2) E={EnlneN\{O, 1}} es un conjunto de símbolos de constante funcional ajeno a 

CONS.0.Pu{-.,v,,,,,}ue. 
(3) W~{RW!ReCONS.OP y FUNC(R)=(O,l, .. " .. , 1) para algún neN\{O}} es un conjunto 

de símbolos de constante individual ajeno a CONS.OPu{--.,v,,,,,}ueuE. 
Además, FUNC$:SIM.OP$-->(Sro(SORT$)u(N\{O}))\{(O)} es tal que: 

+ FUNC$(--.)=(O,O), FUNC$(v)=(0,0,0), y FUNC$(,,,,)=2. 
+ Para cada qeCONS.OP tal que q es constante individual, -es decir, FUNC(q)=l-, 

FUNC$(q)=(I). 
+ Para cada qeCONS.OP tal que q no es constante individual, entonces 

FUNC$(q)=FUNC(q) 
+ Para cada neN\{O}, FUNC$(en+1)=(0,(0, 1, .. " .. , 1 ), l, .. " .. , 1 ); nótese que en+l es un 

símbolo de constante relacional de aridad n+I. 
+ Para cada neN\{O}, FUNC$(En+1)=(1,(l, l, .. " .. , 1), l, .. " .. , 1 ); obsérvese que En~t es 

un símbolo de constante funcional de aridad n+I. 
+ Para cada RW tal que FUNC(R)=(O, l, .. " .. , 1) para algún neN\{O}, 

FUNC$(RW)=((O, !, .. " .. , 1)). 

Definimos L2$ como el lenguaje multivariado de tipo L$; sólo haremos una convención 
más: Sabemos que para cada a.eSORT$\{O}, L2$ debe contener un conjunto numerable 
de símbolos de variable de tipo a. al que denominamos va; por la manera en que se 
definió SORT$, para cada aeSORT$\{O}, a.e V AR y entonces pediremos que Va sea 
igual al conjunto de variables de tipo a de L2. Explícitamente estos conjuntos son: 
- Para cada neN\{O}, Rn={X;"!ieN} es el conjunto de variables relacionales de 
aridad n de tipo (O, 1, .. " .. , l)eVAR. 
- Para cada neN\{O}, Fn={D;" lieN} es el conjunto de variables funcionales de 
aridad n de tipo (1, l.." .. , l)eVAR. 
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- v=F0={x; lieN}, es el conjunto de símbolos de variable individual (variables de tipo 1 ). 

Ahora asociaremos a cada fórmula q>e FORM(L2) una fórmula cp$e FORM(L2$). 
Con tal propósito definimos la función 
TRANS$:EXPR(L2)U(UneN Fn)~(sucesiones finitas de elementos de L2$), como: 

Para todo xe(UneN Fn). TRANS$(x)= X. 

Además, definimos a TRANS$ sobre los elementos de EXPR(L2) por recursión: 

TI Si x es un símbolo de variable individual, entonces TRANS$(x)=x 
T2 Si a es un símbolo de constante individual, entonces TRANS$(a)=a 
T3 Si fes un símbolo de constante funcional de aridad n, con neN\{O}, y i:¡, .. ;tn son 

términos, entonces TRANS$(f("t¡, .. ,i:n))=f(TRANS$(•1), .. ,TRANS$(•n)) 
T4 Si Des un símbolo de variable funcional de aridad n, con neN\{O}, -nótese que 

entonces D es variable de tipo ( 1, 1, .. " .. , 1 )-, y i: 1 , .. ,i:n son términos, entonces 
TRANS$(D(i:1, .. ,"tn))=En+1(D,TRANS$(i:1), .. ,TRANS$(i:n)). 

PI Para cualquier símbolo de variable n-ario relacional X, TRANS$(X)=X 
P2 Para cualquier símbolo de constante n-ario relacional P, tal que PeCONS.OP, 

TRANS$(P)=pW 
P3 Para todo i, tal que ieN, TRANS$(::::;)=:::: 

FI Sean fI un predicado n-ario, neN\{O}, y••····'" términos. 
Si n=X, tal que X es un símbolo de variable relacional --es decir, es variable de tipo 
(O, I .. " .. , 1)-, entonces TRANS$(X(i:1, .. ,i:n))=en+1(X,TRANS$(i:1), .. ,TRANS$(•n)). 
Si TI=P, P un símbolo de constante relacional tal que PeCONS.OP, entonces 
TRANS$(P(i:1, .. ,i:n))=P(TRANS$(i:1), .. ,TRANS$(i:n)). 

F2 Sean •1 y • 2 términos arbitrarios y sean TI y 'l' predicados n-arios cualesquiera con 
neN\{O}, (para n=2, rr y 'P distintos de ::::i); entonces: 
TRANS$((•1::::oi:2))=(TRANS$(•1)::::TRANS$(•2)). 
TRANS$(fl::::n 'l')=(TRA N S$(fl)::::TRANS$('1') ). 

F3 Si cp y 7t son fórmulas, entonces: 
TRANS$(cpv7t)=TRANS$(cp)vTRANS$(7t) 
TRANS$(-.7t)=-. TRANS$(7t) 

F4 Si q> es fórmula y x es un símbolo de variable individual, entonces: 
TRANS$(3xq> )=3xTRAN S$( cp) 

FS Si q> es fórmula y X es un símbolo de variable relacional de aridad n, entonces 
TRANS$(3Xcp)=3XTRANS$(cp) 

F6 Si cp es fórmula y Des un símbolo de variable funcional de aridad n, entonces 
TRANS$(3Dcp)=3DTRANS$(cp) 

La siguiente indicación nos mostrará que TRANS$ tiene como contradominio a 
EXPR(L2$)u{::::}; por la definición de TRANS$, es claro que, para todo ieN, 
TRANS$(::::;)=:::: y que además TRANS$ es sobreyectiva en el conjunto de todas las 
variables (pues está definida como la identidad en todas ellas). Así, para lograr lo que 
decimos bastará probar que TRANS$ manda términos en términos y fórmulas en 
fórmulas. 



lndicación(ivO): 
(1) Para todo término l;,eTERM(L2), l;,$ es una expresión de tipo 1 y entonces, en 

particular, l;,$eTERM(L2$). 
(2) Para toda fórmula 7tEFORM(L2), 7t$ es una expresión de tipo O, es decir, 

7t$eFORM(L2$). 
(3) Para todo término -reTERM(L2$) existe l; tal que 

l;eTERM(L2)uPRED(L2)U(UneN Fn) y tal que TRANS$(1;)=i:. 

Demostración:· 
(1) (Prueba por inducción sobre la formación de los términos de L2). 

113 

TI Si x es un símbolo de variable individual, entonces TRANS$(x)=x, y como xeFo, 
entonces x=TRANS$(x) es un símbolo de variable de tipo 1 y por lo tanto, es una 
expresión de tipo l. 

T2 Si aeCONS.OP es un símbolo de constante individual, entonces TRANS$(a)=a y 
como FUNC$(a)=( 1 ), entonces a=TRANS$(a) es una expresión de tipo 1. 

T3 Sea fun símbolo de constante funcional de aridad n, con neN\{O}, y sean •1, .. ,-rn 
términos tales que TRANS$(-r1), .. ,TRANS$(•n) son expresiones de tipo 1. 
Entonces, como FUNC$(t)=FUNC(f)=(l,1, .. " .. ,I), tenemos que 
TRANS$(f(-r1, .. ,i:n)=f(TRANS$(i:1), .. ,TRANS$(i:n)) es una expresión de tipo 1. 

T4 Sea D un símbolo de variable funcional de aridad n, con neN\{O}, y sean "t:¡, .. ,•n 
términos tales que TRANS$(-r1), .. ,TRANS$(•n) son expresiones de tipo l. Entonces, 
como Des variable de tipo (l, l, .. " .. , l) y FUNC$(En+1)=( 1,(1, 1, .. 11 

•• , 1), I, .. " .. , 1), 
tenemos que TRANS$(D(-r1, .. ,i:n))=En+1(D,TRANS$(i:1), .. ,TRANS$(i:11)) es una 
expresión de tipo 1. 

(2) (Prueba por inducción sobre la formación de las fórmulas de L2). 
FI Sean Il un predicado n-ario, con neN\{O}, y -r¡, .. ,•n términos. Por el inciso (1) 

sabemos que TRANS$(•1), .. ,TRANS$(i:1) son expresiones de tipo 1. Entonces: 
- Si rr=x, tal.que X es un símbolo de variable relacional, entonces X es variable de 

tipo (O, 1..01 
•• , l) y como FUNC$(En+1)=(0,(0, l, .. " .. , 1), I , .. " .. , 1), tenemos que 

TRANS$(X(i:¡, .. ,•n))=en+1(X,TRANS$(i:1), .. ,TRANS$(i:n)) es una expresión de tipo O. 
- Si Il=P, donde PeCONS.OP es un símbolo de constante relacional, entonces 

FUNC$(P)=(O, l, .. " .. , 1) y así, TRANS$(P(i:¡, .. ,i:11))=P(TRANS$(i:1), .. ,TRANS$(-r11)) 

es una expresión de tipo O. 
F2 Sean •1 y -r2 términos arbitrarios y sean n y 'l' predicados n-arios cualesquiera con 

neN\{O}, (para n=2, n y 'l' distintos de ::::<i). Por el inciso (1) sabemos que 
TRANS$(i:1) y TRANS$(•2) son expresiones de tipo l. Entonces: 

-TRANS$((•1""0•2))=(TRANS$(i:1)"'TRANS$(i:2)) es una expresión de tipo O. 
-TRANS$(Il::::,:11'l')=(TRANS$(Il)"'TRANS$('l')) es una expresión de tipo O. 
F3 Sean cp y 7t son fórmulas tales que TRANS$(cp) y TRANS$(7t) son expresiones de 

tipo O. Entonces: 
TRANS$(cpv7t)=TRANS$(cp)vTRANS$(7t) es una expresión de tipo O. 
TRANS$(-.7t)=-, TRANS$(7t) es una expresión de tipo O. 

F4 Si cp es una fórmula tal que TRANS$(cp) es una expresión de tipo O y x es un 
símbolo de variable individual, entonces: 
TRANS$(3xcp)=3xTRANS$(cp) es una expresión de tipo O. 

FS Si cp es fórmula tal que TRANS$(cp) es una expresión de tipo O y X es un símbolo de 
variable relacional de aridad n, entonces: 
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TRANS$(3Xcp)=3XTRANS$(<p) es una expresión de tipo O. 
F6 Si<¡> es fórmula tal que TRANS$(cp) es una expresión de tipo O y Des un símbolo de 

variable funcional de aridad n, entonces: 
TRANS$(3Dcp)=3DTRANS$(<p) es una expresión de tipo O. 

(3) (Prueba por inducción sobre la formación de los términos de L2$). 
El - Si x es un símbolo de variable de tipo i, entonces ieSORT$\{O}=VAR, y entonces: 

+Si i=t, entonces xeFo, es un símbolo de variable relacional en L2 y 
TRA N S$(x)=x. 

+Si i=(O,l, .. " .. ,I) para alguna neN\{O}, entonces xeRn, es un símbolo de variable 
relacional de aridad n en L2 y TRANS$(x)=x. 

+Si i=(t,l, .. " .. ,l) para alguna neN\{O}, entonces xeFn, es un símbolo de variable 
funcional de aridad nen L2 y TRANS$(x)=x. 

E2 - Si aeSIM.OP$=CONS.0PuEuEuW es tal que FUNC$(a)=(i), con ieSORT$, 
(es decir, a es un símbolo de constante de tipo i), entonces tenemos dos casos: 

+Si i=I, entonces aeCONS.OP, es un símbolo de constante individual en L2 y 
TRANS$(a)=a. 

+Si i,,ot, entonces aeW (debido a que si beSIM.OP$= 
CONS.OPu{-,,v,:::o:}UEUEuW es un símbolo de constante individual, entonces 
beCONS.OPuW; pero todo símbolo de constante individual ceCONS.OP es tal 
que FUNC$(C)=(I)). Por lo tanto, existe ReCONS.OP tal que 
FUNC(R)=(O, l, .. " .. , l)=i para algún neN\{O} y tal que a=RW. Así, 
RePRED(L2) es un predicado n-ario en L2 y es tal que TRANS$(R)=RW=a. 

- Sea feSIM.OP$=CONS.OPu{-,,v,,.,}ui>uEuW un símbolo funcional de aridad n, 
para algún neN\{O}, y sean •i.-.,•neTERM(L2$) tal que existen 
1;1, .. ,l;neTERM(L2)uPRED(L2)u(uneN Fn) tal que 
TRANS(l;1)=•1, .. ,TRANS(l;n)=•n, y tal que f(•1, .. ,•n)eTERM(L2$). Entonces, por 
ser fsímbolo funcional, tenemos que feCONS.OPuE y tenemos dos casos: 

+Si feCONS.OP, entonces FUNC$(f)=(l,l, .. " .. ,I), y entonces -. 1, .. ,•n son 
expresiones de tipo 1. Para probar nuestro objetivo, primero veamos la siguiente 

Afirmación(+l+): Sea •eTERM(L2$). Si• es una expresión de tipo 1 y es 
tal que existe l;eTERM(L2)uPRED(L2)u(UneN Fn) tal que TRANS$(1;)=•, 
entonces l;eTERM(L2). 
Prueba: (Por reducción al absurdo). Supongamos que existe 
l;eTERM(L2)uPRED(L2)U(UneN Fn) tal que TRANS$(1;)=•, donde• es una 
exprc.::sión de tipo 1, pero tal que l;(i!;TERM(L2). Como 
l;eTERM(L2)uPRED(L2)u(UmeN Fm), entonces l;ePRED(L2)u(UmeN\(Ol Fm). 
Así, debería ocurrir alguno de los siguientes casos: 
(i) !;=X para algún símbolo de variable relacional de tipo (O, l, .. k •• , 1), para algún 
keN\{O}. Esto nos lleva a la contradicción de que •=TRANS$(X)=X, debiera ser 
una expresión de tipo (O, 1, .. k •• , l ), cuando en realidad es una expresión de tipo t. 
(ii) l;=P para algún P símbolo de constante relacional tal que 
FUNC$(P)=(O, l , .. k •• , 1) para algún keN\{O}. Esto nos lleva a la contradicción de 
que -.=TRANS$(P)=rW debiera ser una expresión de tipo (O, l , .. k •• , 1 ), -debido a 
que FUNC$(rW)=((O, l , .. k .. , 1))-, cuando en realidad es una expresión de tipo t. 
(iii) s= "'m• para algún meN\{O}. Esto es contradictorio por que entonces 
•=TRANS$(:::o:m)=:::o: no debiera ser expresión de L2$, cuando en realidad• es una 
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expresión de tipo 1. 
(vi) l;,e(UmeN\(OI Fm)· Esto también es contradictorio, pues esto significaría que 

i:=TRANS$(1;)=1; es un término de tipo ( l , .. k+i .. , 1) para algún keN\{0}, cuando 
en realidad es un término de tipo 1. 
Por último, debido a todos los casos anteriores, tenemos probada la afirmación. 'Y 

Así, de la afirmación(+I +), para todo qe {l, ... ,n}, l;,qeTERM(L2) y 
entonces f(l;q, .. ,l;,q)eTERM(L2); además, f(l;,q····l;q) es tal que 
TRA NS(f(l;q, .. ,l;,q))=f(TRANS$(1;1 ), .. , TRANS$(1;0 ))=f(r,, .. , i:n). 

+Si fe E, entonces existe keN\{O} tal que k+l=n, y tal que f=Ek+1; de esta manera, 
FUNC$(Ek+1)=(l,(I , .. k+I .. , 1 ), l , .. k .. , 1) y la n-ada de términos (r1, .. ,i:n)=(i:1, .. ,i:k+1). 
Así, i: 1 es expresión de tipo ( l , .. k+1 .. , 1 ), y i:2, .. ,i:k+I son expresiones de tipo 1, 
(debido a que Ek+1(i:i, .. ,i:k+1)=f(i:1, .. ,1:k+1)=f(i:1, .. ,i:n)eTERM(L2$)); además, por la 
afirmación(+I+) tenemos que, para todo qe{2, ... ,k+I }, l;,qeTERM(L2). Casi para 
concluir, veamos la siguiente 

Afirmación(+2+) Si i:eTERM(L2$) es una expresión de tipo (l, .. k+i .. , 1), 
entonces -r=D, donde Des una variable de tipo (l , .. k+i .. , 1 ), es decir, DeFk. 
Prueba: Sabemos que todas expresiones de tipo ( I , .. k+ 1 .. , 1) son: 
- Todas las variables de tipo ( l , .. k+I .. , 1 ), es decir, los elementos de Fk· 
- Todos los ae SIM.OP$ tal que FUNC$(a)=(( l , .. k+i .. , 1 )). Debido a la definición 

de SIM.OP$, no hay este tipo de expresiones. 
-Todas aquellas expresiones f(A.,µi, .. ,µ,;), donde feSIM.OP$ es tal que 

FUNC$(f)=((l , .. k+I .. , l),i1, ... Is), y donde, para todo je { l, .. ,s}, µj es una 
expresión de tipo i·. En nuestro caso, como no existen feSIM.OP$ tal que 
FUNC$(f)=((l , .. k+1 .. , 1),i1, ... Is). entonces no existen este tipo de expresiones. 

Por lo tanto la única manera de que i: sea una expresión de tipo (l, .. k+i .. , 1) es que 
i:=D, donde D es una variable de tipo ( I , .. k+i .. , 1), es decir, De Fk. T 

Finalmente, debido a la afirmación(+2+), i:1=D, donde DeFk; además, como 
TRANS$(1;1)=-r1=D, entonces 1;1=DeFk~UmeNFm, ya que no hay otra manera de 
que TRANS$ evaluado en un elemento de su dominio nos de DeFk. Por lo tanto, 
de todo lo anterior tenemos que l;1(1;2, .. ,1;n)=D(1;2, .. ,l;,n)=D(l;2, .. ,1;k+l)ETERM(L2) y 
además, es tal que TRANS$(1;1(1;2, .. ,1;0 ))=TRANS$(D(1;2, .. ,l;n))= 
TRANS$(D(1;2, .. ,l;k+1))=Ek+1(TRANS$(D), .. ,TRANS$(1;k+1))= 
Ek+1(D,TRANS$(1;2) .. ,TRANS$(l;k+1))=Ek+1(D,i:2, .. ,i:k+1)=Ek+1(i:1, .. ,i:k+1)= 
f(i:1, .. , 1:k+1)=f(-r1 , .. ,i:n) . 

Definimos para cada <¡>eFORM(L2), <¡>$=TRANS$(<¡>); es claro que 
<¡>$eFORM(L2$) debido a la indicación(ivO) inciso (2). 

Traducción scm1intica. 

(De estructuras generales a estructuras multivariadas). 
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Sea .;;l=(Ao,(An)neN\fo¡,(Cª)ceCONs.01>) una estructura general de segundo orden 
de tipo ¿_ Definimos la estructura multivariada .;;t'.$=((A$;);es0Rn.(C.'l)ces1M rn•s) de tipo 
::!::$como: 

A$o={V,F}; A$1=Ao; para cada neN\{O}, A$co.1 ... n ... 1¡=An. 
Para cada neN\{O}, A$c1.1 ... n ..• 1¡={ZeAn+1 1 Z:Aox .. º .. xAo-Ao es función}. 

Observación(iv4): 
(1) Nótese que para cada neN\{O}, A$c1.1 ... º ... 1¡;e0, pues sea qeAoot0 y sean 

X1, .. .,x0 .x0 +1,t variables individuales. Entonces la función Z:(Ao)"-Ao tal que 
Z(w)=q para todo we(Ao)º se puede definir como Z={(z1, ... ,z0 .z0 +1)e(Ao)0 +1 

1 

.;;l(x1/z1, ... ,xn/Zn.Xn+i/Zn+1)(t/q) fr-(Xn+1:::::t)}. Esto prueba que Z es 
paramétricamente definible y entonces ZeA 0 +1, (por ser ;?E estructura general); 

así, A$(1.l ... º ... 1¡;e0. Además adviértase que la prueba anterior nos muestra que, en 
una estructura general .;;l=(Ao,(An)neN\(OJ•(Cª)ceCONs.or) arbitraria, para cada 
neN\{O}, An+I siempre contiene funciones. 

(2) Para cada neN\{O}, A$c1.1 ... º ... 1J es el conjunto de todas las funciones Z:(Ao)"->Ao 
tal que ZeA$co ... n+1 ... 1¡, pues recuérdese que para todo neN\{O}, An+1=A$co ... n+1 ... 1¡. 
Otra cosa más relacionada con esto, es que para todo ZeA$c1.1 ... " .. 1¡, Z es una 
función paramétricamente ~-definible usando el lenguaje L2; esto es inmediato 
de la observación(iv 1) inciso ( 1) página 71, y a que, claramente, cualquier 
función Z:(Ao)º-Ao tal que ZeA 0 +1=A$co ... n+1 ... 1¡ es una relación n+l-aria de 
primer orden. 

Para cada CeCONS.OPnSIM.OP$, -se tiene que FUNC$(C)=FUNC(C)-: 
+Si FUNC$(C)=I, entonces cm=c·"'l. Así, CmeAo=A$1 

+Si FUNC$(C)=(l,l, .. 0 
• .,l), con neN\{O}, entonces cm:A$1x .. º .. xA$1- A$1 es una 

función n-aria definida como: cm=cª. 
+Si FUNC$(C)=(O,l, .. 0 

• .,I), con neN\{O}, entonces cm:A$1x .. º .. xA$1-> A$o es una 
relación n-aria definida como: 

Cm(zi, .. .,z0 )=V si y sólo si (z,, ... ,Zn)eCª, 
C.;;:¿s(z1, ... ,z0 )=F si y sólo si (z1, ... ,zn)e:C.;;:(. 

Para cada Ce(SIM.OP$\CONS.OP)=i:uEuWu{-.,v,"'}: 
+Si Ce {-.,v,.,,}, entonces e.ns es la función definida de manera canónica en 

la lógica multivariada de los símbolos {-.,v,""} sobre la estructura~-
(Véase la definición de estructuras multivariadas en la página 47, capítulo 111). 

+Si CeE={EnlneN\{O, 1} }, entonces C=En+I para algún neN\{O} y entonces 
FUNC$(1:11+1)=(0,(0,l, .. 0 

•• ,l),l, .. " . .,l,). Así, E11+1m=cm es la relación n+l-aria 

Enm:A$co.1 ... n ... 1¡xA$1x .. º .. xA$1-A$0 definida como: 
En+1m(Z,z1, ... ,zn)=V si y sólo si (z1, ... ,Zn)eZ, 

· En+1m(Z,z1, ... ,z0 )=F si y sólo si (z1,. .. ,z0 )e:Z. 
+Si CeE={EnlneN\{O, 1} }, entonces C=E0 +1 para algún neJ\T\{O} y entonces 

FUNC$(En+1)=(l,(l,l,.." .. ,l),l, .. º .. ,l). Así, E 11+1m=cm es la función n+l-aria 
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En:;.1;n:A$c1.1 ... n ... 1)XA$1x .. " .. xA$1- A$1 definida como: . ;n 
En+I (Z,z,,. .. ,Zn)=Z(zi, .. .,Zn). 

+Si CeW={RWIReCONS.OP y FUNC(R)=(O,l,.. 11 
• .,I) para algún neN\{O}} 

entonces C= RW para algún ReCONS.OP tal que FUNC(R)=(O,l, .. m .. ,I) para algún 
meN\{O}; es decir, FUNC$( R W)=((O, l ,.. 111 

•• , I )). Así, definimos R W;n=C;n como: 

c·"lS=R W;n=R;:(EAm=A$co ... m .. ,I )· 

Obsérvese que cualquier asignación M de L2 en ;?E es una asignación de L2$ en ,;;t'$, 
pues M:(UneN Fn)U(UneNl{Ol Rn)-(UneN An) es tal que: 
- M[Fo]~Ao 
- Para cada neN\{O}, si DeFn entonces M(D):Aox .. " .. x Ao- Ao 

es una función. 
- Para cada neN\{O}, M[Rn]~A" 
Todo lo anterior significa que M:(u;esORTl{O) v;}-(u;esoRTl(O) A$;} y M[v;]~A$; para 
todo ieSORT\{O}, por lo que la asignación Mes una asignación de L2$ en ,;;t'$. 

Lcma(ivl}: Con todas las definiciones anteriores, para todo término -r de L2 y para toda 
asignación M de L2 en ;?E, (;?E,M)(•)=(~,M}(TRANS$(•)). 

Demostración: 
(Por inducción sobre la formación de los términos). 
TI (;?é,M)(x)=M(x)= (~,M)(x)=(;?é,M)(TRANS$(x)) para toda variable individual 

xe Fo (pues TRANS$(x)=x) y para cualquier asignación M de L2 en ;?E. 
T2 (;?é,M)(a)=a,;;:i=a;n=(.;;t$,M)(a)= (;?é,M)(TRANS$(a)) para todo a símbolo de 

constante individual (pues TRANS$(a)=a y FUNC(a)= 1) y para cualquier 
asignación M de L2 en ;?E. 

T3 Sea f un símbolo de constante funcional de aridad n, con n~ 1, y • 1, . .,-rn términos. 
Supongamos que (;?é,M)(-r;)=(~.M)(TRANS$(•;)) para cada i tal que 1:5i:5n y para 
toda asignación M de L2 en ;?E. Entonces: (;?E,M)(f(•1,..,-rn))= 
F((;?é.M)(•1), .. ,(;?é.M)('tn))=F((~,M)(TRANS$('t1)), .. ,(,;;t'$,M)(TRANS$(-rn))= 
f"TS((~.M)(TRANS$(•1)), .. ,(~.M)(TRANS$(•n))= 
(~.M)f(TRANS$(-r1), . .,TRANS$(-rn))=(~.M)(TRANS$(f(•1 •.. ,'tn))) para cualquier 
asignación M de L2 en ;?t. Nótese que se está usando el hecho de que por ser f 
símbolo de constante funcional de aridad n, entonces feCONS.OP. Así, 
FUNC$(t)=FUNC(t)=(l, l, .. " . .,I) y por lo tanto f'l=~; además 
TRANS$(f(-r1,..,•n))=f(TRANS$(•1),..,TRANS$(•n)). 

T4 Sean D un símbolo de variable funcional de aridad n, con n~ 1, -nótese que 
entonces DeFn y por lo tanto es variable de tipo (1, l, .. " . ., 1)- y -r1, .. ,•n términos. 
Supongamos que(;?é,M)(-r;)=(~.M)(TRANS$(•;}) para cada i tal que l:5i:5n y para 
toda asignación M de L2 en ;?t. Entonces: 
(;?E, M)(D(•, , .. , -r11))=M(D)( (;?é.M)( •1 ),..,(;?é.M)( •n))= 
M(D)((~,M)(TRANS$(-r1)), .. ,(~.M)(TRANS$(•n)))= 
En+1.::lS(M(D),(~,M)(TRANS$(•1)), .. ,(~.M)(TRANS$(•11)))= 
En+1.m((~.M)(D),(.;;t$,M)(TRANS$(•1}), .. ,(,;;t'$,M)(TRANS$(•n)))= 



• 

(~,M)(En+1(D,TRANS$('r1), .. ,TRANS$("tn))=(~.M)(TRANS$(D("t1, .. ,"t0 ))) para 
toda asignación M de L2 en ;?l. Obsérvese que se usa el hecho de que 

En+1~:A$<1.1 ... n ... 1ixA$1x .. " .. xA$1-> A$1 es una función definida como 
En+1~(Z,z1, ... ,z0 )=Z(z1 •... ,Zn) y además que TRANS$(D("t1, .. ,"tn))= 
En+1(D,TRANS$("t1), .. ,TRANS$("tn)) . 

Observación(ivS): 
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Según toda nuestras definiciones previas, obsérvese que para predicados arbitrarios de 
L2 ocurre lo siguiente: 
PI Para cualquier símbolo de variable n-ario relacional X, 

(~M)(X)=M(X)=M(TRANS$(X))=(.;;l.$,M)(TRANS$(X)), para toda asignación M 
de L2 en ;?t. 

P2 Para cualquier símbolo de constante n-ario relacional P, PeCONS.OP, para toda 
asignación M de L2 en;?[, y para cualquiera (z,, ... ,zn)eAox .. " .. xAo ocurre que: 
(z1, ... ,z0)e(~M)(P) si y sólo si (z1, ... ,z0 )ePª=rW.m si y sólo si 
(z1, ... ,z0)e(~.M)(rW) si y sólo si (z1, ... ,z0)e((~.M)(TRANS$(P))). 

P3 Para todo i, tal que ieN, para toda asignación M de L2 en ;?{y para todo 
(z1,z2)eAixAi se tiene que: (z 1 ,z2)e(~M)(:::::;) si y sólo si z1=z2 si y sólo si 
((~,M)("'='))(z 1 ,z2)=V si y sólo si ((~.M)(TRANS$(:::::;)))(zi.z2)=V . 

• 
Lema(iv2): Con todas las definiciones anteriores, para cualquier predicado n-ario n de 
L2 (si n=2, Il distinto de :::::i) y para cualquier asignación M de L2 en ;?{: 
(~M)(Il)=(~,M)(TRANS$(Il)). 

Demostración: 
Si Il=X es un símbolo de variable relacional, entonces 
(;?l,M)(Il)=(;?[,M)(X)=M(X)= (~.M)(X)=(~.M)(TRANS$(X))= 
(~,M)(TRANS$(Il)) 

Si Il no es un símbolo de variable relacional, entonces Il es un símbolo de constante 
relacional. Así, IleCONS.OP y FUNC(Il)=(O,l, .. " .. ,I) para algún neN\{O}. Por lo 
tanto (;?l.M)(Il)=IlR=n W~=(~,M)(n W)=(~,M)(TRANS$(Il)), donde n W e W y 
FUNC$(nW)= ((0,1, .. " .. ,I)). 

Teorema(ivl): Con toda las definiciones anteriores, para cualquier fórmula 
cpeFORM(L2) del lenguaje L2 de segundo orden de tipo :E y para cualquier asignación 
M de L2 en;?{ se tiene que (;?l.M) satEG cp si y sólo si (~,M) sat TRANS$(cp). 

Demostración: 
(Por inducción sobre la formación de las fórmulas de L2) 
F 1 Sean n un predicado n-ario, n;;:: 1, y "ti, .. , "tn términos. 

- Si Il=X, tal que X es un símbolo de variable relacional -es decir, es variable de tipo 
(O, l.." .. , 1)-. 
(;?t,M) satEG X("t1, ... ,"tn) si y sólo si ((;?t,M)("t1), .. , (;?l.M)(-r0))e(~M)(X)=M(X) si y 



sólo si ((.;n,M)(TRANS$('t1 )), ... ,(.;n,M)(TRANS$('tn)))e M(X) 
(debido al lema(iv 1)) si y sólo si 
En+1=(M(X),(.;n,M)(TRANS$('t1)), ... ,(.;n,M)(TRANS$('t11)))=V (debido a la 
definición de e 11+/-iS) si y sólo si 
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En+1=((.;n,M)(X),(.;n,M)(TRANS$('t1 )), ... ,(a;$,M)(TRANS$('t0 )))=V (debido a que 
M(X)=(.;n,M)(X) por la observación(iv5) inciso P 1) si y sólo si 
(A$,M)(En+1(X,TRANS$('t1), ... ,TRANS$('tn)))=V si y sólo si 
(.;;n,M)(TRANS$(X('t¡, ... ,'t0 )))=V si y sólo si (~.M) sat TRANS$(X('t1, ... ,'tn)) para 
toda asignación M de L2 en ;?[. 

- Si Il=P, P un símbolo de constante relacional tal que PeCONS.OP, entonces 
(;?{,M) satEG P('t1, ... ,'t0 ) si y sólo si ((;?{,M)('t1), ... ,(;?{,M)('tn))e(;?{,M)(P)=P.<l si y sólo 
si r=((;?{,M)('t1), .. ,(;?{,M)('tn))=V (por la manera en que se definió pm) si y sólo si 
((.;;n,M)(P))((;?{,M)('t1), .. ,(;?{,M)('tn))=V si y sólo si 
((.,;t';.$,M)(P))((a;$,M)(TRANS$('t1)), ... ,(.;;n,M)(TRANS('tn)))=V (debido 
al lema(ivl)) si y sólo si (.,;t';.$,M)(P(TRANS$('t1), ... ,TRANS$('tn)))=V si y sólo si 
(.;;n,M)(TRANS$(P('t¡, ... ,'t0 )))=V si y sólo si (~.M) sat TRANS$(P('ti, ... ,'tn)) para 
toda asignación M de L2 en ;?t. 

F2 Sean 'ti y •2 términos arbitrarios y sean n y 'P predicados n-arios cualesquiera (para 
n=2, n y 'I' distintos de ::::2), con n~ l. 

- (;?{,M) satEG ('t1""'o't2) si y sólo si 
((;?{,M)('t1),(;?{,M)('t2))e(;?{,M)(""'o)={(x,y)e(Ao)2Jx=y} si y sólo si 
(;?{,M)('t1)=(;?{,M)('t2) si y sólo si ((~,M)(""'))((;?{,M)('t1),(;?{,M)('t2))=V (por la 
observación(iv5) inciso P3) si y sólo si 
((.;;n,M)(::::))((~,M)(TRANS$('t 1 )),(a;$,M)(TRANS$('t2)))=V (por el lema(iv 1)) si 
y sólo si (~,M)(""'(TRANS$('t1),TRANS$('t2)))=V si y sólo si 
(.;;n,M)(TRANS$('t1)""'TRANS$('t2))=V (pues recuérdese que cuando se definieron 
las expresiones en los lenguajes multivariados, se hizo la convención de escribir la 
fórmula ""'('t1,'t2) como ('t1"""t2). Ver: Notación inciso (a5) página 45) si y sólo si 
(.;t:$,M)(TRANS$('t1""'0't2))=V si y sólo si {a;$,M) sat TRANS$('t1""0't2) para toda 
asignación M de L2 en ;?t. 

- (;?{,M) satEG (CT""'n'I') si y sólo si 
((;?{,M)(Il),(;?{,M)('P))e(;?{,M)(""'n)={(X,Y)e(An)2JX=Y} si y sólo si 
(;?{,M)(CT)=(;?{,M){'P) si y sólo si {.,;t';.$,M)(TRANS$(CT))=(o'?t$,M)(TRANS$('1')) (por 
el lema(iv2)) si y sólo si (.,;t';.$,M)((TRANS$(Il)::::TRANS$('P))=V si y sólo si 
(.,;t';.$,M)(TRANS$(CT""'n'P))=V si y sólo si {a;$,M) sat TRANS$(Il::::0 'P), para toda 
asignación M de L2 en ;?t. 

F3 Sean cp y 1t fórmulas tales que (;?{,M) satEG cp si y sólo si (o'?t$,M) sat TRANS$(cp), y 
(;?{,M) satEG n si y sólo si {.;;n,M) sat TRANS$(7t), para cualquier asignación M de 
L2 en ;?t. Entonces: 

- (;?{,M) satEG (cpv7t) si y sólo si (;?{,M) satEG cp ó (;?{,M) satEG n si y sólo si 
(.,;t';.$,M) sat TRANS$(cp) ó (~,M) sat TRANS$(7t) si y sólo si 
{.,;t';.$,M) sat TRANS$(cp)vTRANS$(7t) si y sólo si (~.M) sat TRANS$(cpv7t) para 
cualquier asignación M de L2 en ;?t. 
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- (.;;l,M) satec --.<¡>si y sólo si no es cierto que (.;;l.M) satF.c <¡>si y sólo si no es cierto 
que (as.M) sat TRANS$(<¡>) si y sólo si (as,M) sat -.TRANS$(<¡>) si y sólo si 
(.;;t$,M) sat TRANS$(-.<¡>) para cualquier asignación M de Li en ;J{;. 

F4 Sea<¡> una fórmula de L2 tal que (.;;l,M) salF.G <¡>si y sólo si (;;r;$,M) sat TRANS$(<¡>) 
para cualquier asignación M de L2 en .;;l, y sea x un símbolo de variable individual. 
Entonces: 

- (.;;l.M) satec 3x<p si y sólo si hay aeAo tal que (.;;l.M(x/a)) sat¡;c <¡>si y sólo si hay 
aeAo tal que (.,';lS,M(x/a)) sat TRANS$(<¡>) si y sólo si hay aeAo=A$1 tal que 
(.;;t$,M(x/a)) sat TRANS$(<¡>) si y sólo si (as,M) sat 3xTRANS$(<¡>) si y sólo si 
(.;;t$,M) sat TRANS$(3x<¡>) para cualquier asignación M de L2 en .7l. 

F5 Sea<¡> una fórmula de L2 tal que (.;;l,M) satF.c <¡>si y sólo si (.;;l$,M) sat TRANS$(<¡>) 
para cualquier asignación M de L2 en .;;l, y sea X un símbolo de variable relacional 
de aridad n. Entonces: 

- (.;;l,M) satec 3X<p si y sólo si hay ReAn tal que (.;;l,M(X/R)) sat¡;c <¡> si y sólo si hay 

ReAn tal que (.,';lS,M(X/R)) sat TRANS$(<¡>) si y sólo si hay ReAn=ASco .. n .. ,t¡. tal que 
(.;;t$,M(X/R)) sat TRANS$(<¡>) si y sólo si (.;;t$,M) sat 3XTRANS$(<¡>) si y sólo si 
(.;;t$,M) sat TRANS$(3X<¡>) para cualquier asignación M de L2 en .7l. 

F6 Sea<¡> una fórmula de L2 tal que (.;;l,M) satF.c <¡>si y sólo si (;;r;$,M) sat TRANS$(<¡>) 
para cualquier asignación M de L2 en .;;l. y sea D un símbolo de variable funcional 
de aridad n. Entonces: 

- (.;;l,M) satec 3D<p si y sólo si hay una función f:Aox .. " .. xAo--+Ao, feAn+1, tal que 
(.;;l.M(D/f)) satEG <¡>si y sólo si hay una función f:Aox .. " .. xAo--+Ao, feAn+t, tal que 

(.;;t$,M(D/f)) sat TRANS$(<¡>) si y sólo si hay feA$c 1.1 .. n .. tl tal que 

• 

(.;;t$,M(D/t)) sat TRANS$(<¡>) (debido a la observación(iv4) inciso (2)) si y sólo si 
(.;;t$,M) sat 3DTRANS$(<¡>) si y sólo si (;f{;S,M) sat TRANS$(3D<p) para cualquier 
asignación M de L2 en .7l. 

Corolario(iv4): 
Consideremos todas las definiciones y construcciones usadas hasta el momento. 
Entonces: Para cualquier estructura general ;?t de un lenguaje L2 de tipo ¿ existe una 
estructura multivariada ;J{;$ de un lenguaje L2$ de tipo :E$ tal que para toda asignación 
M de L2 en ;?ty para toda fórmula <peFORM(L2), (.;;l,M) ha<¡> si y sólo si 
(;;r;$,M) F cp$. 

Demostración: 
Sea ;?tuna estructura general de tipo :E de un lenguaje L2 y sea M una asignación de L2 
en a. Entonces: (.;;l,M) fEG <¡> si y sólo si (.;;l.M) satec <¡> si y sólo si (;f{;S,M) sat <¡>$ (por 
el teorema(ivl) y recordando, que por definición, <¡>$=TRANS$(<¡>)) si y sólo si 
(;;r;$,M) F <¡>$ . 

• 
Notación: 
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Sea ST(EGL2) la clase de las estructuras generales de un lenguaje de segundo orden 
L2 de tipo L.. 
Sea ST(Lm) la clase de las estructuras multivariadas de un lenguaje multivariado L 111 

de tipo multivariado L.m. Así. de acuerdo con esta definición, ST(L2$) es la clase de 
estructuras multivariadas del lenguaje multivariado L2$ de tipo L.$. 
Sea CONV:ST(EGL2)->ST(Lm) la funcional CONV(a}=-'l:S. 
Sea CONV(ST(EGL2)]={-'l:SJ hay ~eST(EGL2) y CONV(a}=-'l:S}. 
f coNV[ST(EGL2J 7t es la notación que usamos para indicar que 7t es una fórmula 

multivariada lógicamente válida en la subclase de las estructuras multivariadas 
CONV[ST(EGL2)]. 

Corolario(ivS): 
Con toda la notación anterior, para cualquier enunciado <peSENT(L2). 
fEG <p si y sólo si fcONV[ST(EG(L,)) <¡>$. 

Demostración: 
Sea <p un enunciado cualquiera del lenguaje de segundo orden L2. 
(Suficiencia). Supongamos que ha cp y sea HeCONV[ST(EGL2)] arbitraria. Entonces 
existe .!:le ST(EGL2) tal que CONV(.l:l}=H. Como .l:l he<¡>, entonces por el 
corolario(iv4), .l:l$ f<¡>$; pero H=CONV(.b)=.l:l$, por lo que H f<p$. 
(Necesidad). Supongamos que fcoNVCST(EGL2J <¡>$y sea ~eST(EGL2) arbitraria. 
Entonces CONV(a}=-'l:S es tal que "'1:$ f<p$, entonces por el corolario(iv4), ~fEG <p • 

• 
CONSECUENCIA LÓGICA EN LSO SOBRE ESTRUCTURAS GENERALES Y 
CONSECUENCIA LÓGICA EN LMV. 

Es natural preguntarse si el corolario anterior no se puede mejorar a: Dado un 
lenguaje de segundo orden L2 de tipo L. y dado el lenguaje multivariado L2$ de tipo L.$, 
para todo conjunto de fórmulas ru{<p}~FORM(L2), 
r fEG <ji si y sólo si TRANS$[r] fcONV[ST(EG(L2lJ TRANS$(cp). Con tal afirmación 
diríamos que la consecuencia lógica en la lógica de segundo orden de L2 sobre 
estructuras generales es equivalente a la consecuencia lógica de la lógica multivariada 
de L 2$ sobre la subclase de estructuras multivariadas CONV[ST(EGL2)]. En general, la 
situación la podemos plantear así: ¿Existe una subclase Q de estructuras multivariadas 
de L 2$ tal que la consecuencia lógica en la lógica de segundo orden de L2 sobre 
estructuras generales sea equivalente a la consecuencia lógica de la lógica multivariada 
de L 2$ sobre Q?. Esta es la cuestión a la que dedicaremos el resto del capítulo y con la 
respuesta que demos a ella quedará explícita la manera en que están vinculadas las 
nociones de consecuencia lógica en lógica de segundo orden con semántica sobre 
estructuras generales y la de consecuencia lógica en lógica multivariada. En lo que 
sigue, sea L2 un lenguaje de segundo orden de tipo L. y sea L2$ el lenguaje multivariado 
de tipo L.$ asociado a Lz de acuerdo a lo realizado en las secciones anteriores; además, 
se usará toda la notación definida hasta este momento. 
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La subclase de estructuras multivariadas MOD(A(:E)). 

A continuación definiremos un conjunto de enunciados de L2$ con la intención 
de fijarnos en la clase de modelos multivariados de este conjunto de enunciados y 
mostrar que esta clase de estructuras multivariadas es una subclase n de estructuras 
multivariadas de L2$ tal que la consecuencia lógica en la lógica de segundo orden de L2 
sobre estructuras generales es equivalente a la consecuencia lógica de la lógica 
multivariada de L2$ sobre n. La idea para lograr lo anterior es muy sencilla: Dada una 
estructura multivariada ~de tipo :E$, ¿Qué tenemos que pedirle a~ para que se 
comporte como si fuese una estructura general de tipo :E?; pues tenemos que pedirle que 
los universos de tipo (0,1, .. " .. ,I) se comporten como universos relacionales de aridad n, 
que los universos de tipo (l, l, .. " .. , l) se comporten como universos funcionales de aridad 
n, que En+I se comporte como si fuese la relación de pertenencia explícita entre una n­
ada de elementos del universo de tipo l y un elemento del universo de tipo (O, l , .. " .. , l ), 
que En+1 se comporte como si fuese la valuación explícita de un elemento del universo 
de tipo ( 1, .. n+ 1 .. , l) en una n-ada de elementos del universo de tipo 1, etc. 

Definición: 

( 1) Sea ó(¿) el conjunto de enunciados multivariados, ó(¿)\;;SENT(L2$), definido 
como: 
ó(:E)= ExtuRCompuRDisjufucutDisjuRfDisjufCompuReCulnt donde: 

Ext={Ext" lneN\{O} }, y definimos 
Ext"=\1X\1Y\1x¡ ... \1xn((En+1(X,X¡, ... ,Xn)~En+1(Y,x1, ... ,Xn))~(X""Y)); donde X y Y 
son símbolos de variable de tipo (O,l, .. " .. ,1)-es decir, X,YeRn-, y X¡, ••• ,Xn son 
símbolos de variable de tipo 1 -es decir, X¡, ... ,XnEFo-. 
fuc={fuc" lneN\{O} }, y definimos 
fuc"=\1X\1Y(\1x1 ... \1xn(En+1(X,x¡, ... ,Xn)""En+1(Y,x1, ... ,xn))~(X""Y)); donde X y Y 
son símbolos de variable de tipo (1,1, .. " .. ,l)-es decir, X,YeFn-. y x 1, ... ,Xn son 
símbolos de variable de tipo 1 -es decir, x 1, ... ,xneF0-. 

RComp={\iRComp"<¡> 1 neN\{O} y cpeFORM(L2$)}, y definimos 
RComp"cp=3X\1x1 ... \1xn(En+1(X,xi, ... ,xn)~cp); donde X es símbolo de variable de 
tipo (O, l, .. " .. , 1) tal que X~FREE(<¡>), y x 1, ... ,Xn son símbolos de variable de tipo l. 
Además, entendemos por \iRComp"cp a la cerradura universal de RComp"cp que en 
el caso multivariado se define de la misma manera que en LSO (véase página 4 del 
capítulo 1). 
RDisj={RDisjn,m ln,meN\{O} y n;em}, y definimos RDisjn,m=-,3X3Y(X""Y); donde 
para cada n,meN\{O}, n;em, X es símbolo de variable de tipo (O, l, .. " .. ,l) y Y es 
símbolo de variable de tipo (0,1, .. m .. ,l). 
fDisj={fDisjn,m ln,meN\{O} y n;em}, y definimos fDisjn,m=-,3X3Y(X""Y); donde 
para cada n,meN\{O}, n;em, X es símbolo de variable de tipo (1, I, .. " .. , l) y Y es 
símbolo de variable de tipo (l , .. m+I .. , l ). 
RfDisj={tDisjn,.n lneN, meN\{O} y n""m}, y definimos RfDisjn,m=-,3X3D(X""D); 
donde para cada neN y para cada meN\{O}, tal que n;em, X es símbolo de variable 
de tipo (O, 1 .. n+ 1 .. , 1) y Des símbolo de variable de tipo ( 1, .. m+ 1 .. , l ). 
fComp={\ifComp"cp 1 neN\{O} y cpeFORM(L2$)}, y definimos 
fComp"cp=\1x1 ... \1xn3 !Xn+1<¡>~3DV'x1 .... V'Xn+1(En+1(D,x1, .. ,Xn)::::Xn+1)~<¡>); donde Des 
un símbolo de variable de tipo (1,1, .. " .. ,l) tal que De FREE(<¡>), y x1, ... ,Xn+1 son 



símbolos de variable de tipo 1; además, VfComp"<¡> es la cerradura universal de 
R:ompnq>. 
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ReC={ReC(R) I ReCONS.OP y FUNC(R)=(O,l, .. " .. ,I) para algún neN\{O} }, y 
definimos, para cualquier ReCONS.OP tal que FUNC(R)=(O, l , .. n .. , I) para algún 
neN\{O}, ReC(R)=Vx¡ ... Vxn(En+1(RW,x1, ... ,Xn)~R(xi, ... ,xn)), donde X¡, ... ,XnEFo son 
variables individuales (de tipo 1 ). 
lnt={lnt" 1 neN\{O} }, y definimos para cada neN\{O}, 
lnt11=VDVX((X,.,,D)~Vx1 ... V'Xn+1(En+2(X,x1 , ... ,Xn+I )~(En+1(D,x1 , ... ,Xn)""Xn+1)); 
donde X es un símbolo de variable de tipo (O, l , .. n+l .. , I) -es decir, XERn+1- y Des 
un símbolo de variable de tipo (l,l, .. " .. ,I) -es decir, DeF11-. 

(2) Sea MOD(.ó.(¿)) la clase de estructuras multivariadas de tipo :E$ que sean modelos 
de~(¿). 

lndicación(ivl): Sea;;?¡; una pre-estructura de tipo :E arbitraria. Entonces para toda 
fórmula <¡>EFORM(L2$) existe una fórmula 7tEFORM(L2) tal que para cualquier 
asignación M de Li$ en ,;;t;$, (,;;t;$,M) l=TRANS$(7t) si y sólo si (.;;l;$,M) f=cp. 

Demostración: 
(Prueba por inducción sobre la formación de las fórmulas de L 2$). 
Por definición, las fórmulas de L2$ son todas aquellas expresiones de tipo O; éstas están 
generadas sobre todas aquellas expresiones f(e1,. .. en), donde feSIM.OP$\{--.,v,,.,}, 
FUNC$(f)=(O,i1, .. ,in) para una n-ada de tipos (i¡, .. ,in)E(SORT)n y tal que e,, ... en son 
expresiones de tipo i¡, .. ,i 11 , respectivamente. Este constituye el paso base en la 
prueba de inducción: 
E2 Sea feSIM.OP$\{-,,v,::::} tal que FUNC$(f)=(O,ii, .. ,in), donde (i¡, .. ,in)E(SORT)" 

para algún neN\{O}. Además, sean e,, ... ,en expresiones arbitrarias de tipo i1, .. ,in 
respectivamente. Como feSIM.OP$\{-,,v,""}=CONS.OPvi::vEvW y es tal que 
FUNC$(f)=(O,i 1, .. ,i 11), entonces feCONS.OPvi::; de esta manera, tenemos dos casos: 

+Si feCONS.OP, entonces FUNC$(f)=(O, l,..n .. ,1) y entonces e¡, .. ,en son 
expresiones de tipo 1 -en particular, son términos de L2$-. Por el inciso (3) de la 
indicación(ivO), existen l;1, .. ,i;11 eTERM(L2)vPRED(L2)U(l....'neN Fn) tal que 
TRANS$(1;1)=e¡, .. ,TRANS$(l;n)=en; además, por la afirmación(+I+), ocurre que 
1;1, .. ,l;nETERM(L2). Así, tenemos que f(1;1, .. ,l;n)EFORM(L2) y es tal que 
TRANS$(f(l;i, .. ,l;n))=f(TRANS$(1;1), .. ,TRANS$(1;11))=f(e1, ... e 11). De estas 
igualdades es claro que para cualquier asignación M de L2S en .;;t'.$, 
(.;;t'.$,M) fTRANS$(t{1;1, .. ,l;n)) si y sólo si (o'.1i$,M) I= f(e1, ... en). 

+Si fei::, entonces n=k+I para algún keN\{O}, f=Ek+1 y 
FUNC$(f)=FUNC$(ek+i)=(O,(O, l, .. k .. , I), l , .. k .. , 1). Así, e 2, .. ,e11 son expresiones de 
tipo 1 (términos de L 2$), y por el mismo argumento usado en el caso anterior, 
existen l;2,..,l;nETERM(L2) tal que TRANS$(1;2)=e2, .. ,TRANS$(/;n)=en. Para 
continuar con esta prueba, necesitaremos de la siguiente 
Afirmación(+3+): Si e es una expresión de L2$ de tipo (0,1, .. k .. , 1), para algún 
keN\{O}, entonces eeRk -es decir, e es símbolo de variable de tipo (O,l, .. k .. ,1)- ó 
ce W -es decir, e es símbolo de constante individual tal que 
FUNC$(e)=((O, l , .. k .. , I ))-. 
Prueba: Es claro que si eeRkuW se cumple la afirmación. Ahora, veamos que si q 
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es una expresión de L2$ tal que qE:RkuW, entonces q no es de tipo (O, l, .. k •• , 1 ); esto 
se debe a que cualquier expresión qE:RkuW es tal que cumple alguno de los 
siguientes casos: 
- q es símbolo de variable, qe(UheNl(O,kl Rh)u(UmeN Fm) y por lo tanto, q es un 
símbolo de variable de tipo distinto a (0,1, .. k •• ,I); es decir, q es expresión de tipo 
distinto a (O, l , .. k .. , 1 ). 
- q=P(g1, .. ,gm), para algún PeSIM.OP$, donde FUNC$(P)=(O,i¡, .. ,im). para algún 
meN\{O}, y g¡, .. ,gm son expresiones de tipos it, .. ,im, respectivamente. En este caso, 
q es una expresión de tipo O. 
- q=d(h¡, .. ,hm), para algún deSIM.OP$, donde FUNC$(d)=(l,i1, .. ,im), para algún 
meN\{O}, y h1, .. ,hm son expresiones de tipos i1, .. ,im, respectivamente. En este caso, 
q es una expresión de tipo 1. 
- q es un símbolo de constante, tal que qE:W y por lo tanto, qeCONS.OP; entonces 
FUNC$(q)=( 1 ), lo que significa que q es expresión de tipo l. 
Por lo tanto, de todos los casos anteriores, tenemos la afirmación(+3+) . ... 
Debido a la afirmación(+3+), e 1eRkuW y entonces tenemos dos casos: 
(i) Si e 1 eRk entonces, e 1=X, para alguna variable X de tipo (O, l, .. k .. , 1). Por lo tanto, 

X(l;2, .. ,l;0 )=X(l;2, .. ,l;k+t )e FORM(L2), y es tal que 
TRANS$(X(l;2, .. ,l;n))= TRANS$(X(l;2, .. ,/;k+1))= 
Ek+ 1 (X,TRANS$(1;2), .. , TRA NS$(l;k+t ))=Ek+I (X,e2, .. ,ek+ 1 )=Ek+I (e1 ,e2, .. ,ek+t )= 
Ek+1(e¡,e2, .. ,ek+1)=f(e1, .. ,ek+1)=f(e¡, .. ,e0 ). De estas igualdades, es claro que para 
cualquier asignación M de L2$ en .,;t:$, (.;;t'l;,M) fTRANS$(X(l;2, .. ,l;n)) si y sólo si 
(..;l$,M) f f(e1, ... e 0 ). 

(ii) Si e 1eW, entonces e1=rW, para algún PeCONS.OP tal que 
FUNC$(P)=(O,l, .. k .. ,1). Entonces P(l;2, .. ,1;0 )=P(l;2, .. ,l;k+1)eFORM(L2) y es tal 
que TRANS(P(l;2, .. ,/;k+t))=P(TRANS$(1;2), .. ,TRANS$(/;k+1))=P(e2, .. ,ek+1). 
Por último, para cualquier asignación M de L2$ en .;;t'I;, 

(..;l$,M) fTRANS$(P(l;2, .. ,/;k+1)) si y sólo si (.,;t:$,M) fP(e2, .. ,ek+t) si y sólo si 
(~M) F Ek+1(rW,e2, .. ,ek+1) (debido a las definiciones de~. de Ek+l;n 
y de rW.m) si y sólo si (~M) F Ek+1(e1,e2, .. ,ek+t) si y sólo si 
(~M) ff(e¡,e2, .. ,ek+1) si y sólo si (~M) f f(e¡,e2, .. ,en). 

Ahora demos el paso inductivo de la prueba. 
E2 Sean e 1 y e 2 expresiones de tipo O de L2$ (es decir, fórmulas de L2$) tales que 

existen fórmulas cp1, cp2eFORM(L2) tales que para cualquier asignación M de L2$ 
en ..;l$, (.,;t:$,M) fTRANS$(<¡>1) si y sólo si (.;;t'l;,M) fet, y (.;;t'l;,M) fTRANS$(cp2) 
si y sólo si (..;l$,M) fe2. Entonces: 

- -,e¡ es una fórmula de L2$ tal que la fórmula--.<¡>¡ de L2 cumple lo siguiente: 
Para cualquier asignación M de L2$ en .,;t:$, (.,;t:$,M) F TRANS$(-,cp1) si y sólo si 
(.,;t:$,M) f-iTRANS$(<¡>1) si y sólo si (.,;t:$,M) f-ie1. 

- e1ve2 es una fórmula de L2$ tal que la fórmula <¡>1v<p2 de L2 cumple lo siguiente: 
Para cualquier asignación M de L2$ en .;;t'I;, (.;;t'l;,M) fTRANS$(<¡>1v<¡>2) si y sólo si 
(.,;t:$,M) f TRANS$(cp1)vTRANS$(<¡>2) si y sólo si (.;;t'l;,M) f e1ve2. 
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E3 Sea e una expresión de tipo O de L2$ (es decir, e una fórmula de L2$) tal que 
existe una fórmula q>eFORM(L2) tal que para cualquier asignación M de L2$ en 
a;$, (a;$,M) f=TRANS$(q>) si y sólo si (.;;1.$,M) ~- Entonces, si A. es una variable 
cualquiera de tipo ieSORT$\{O}, tenemos que las fórmulas \:O .. eeFORM(L2$) y 
VA.q>eFORM(L2) cumplen lo siguiente: 

• 
Para cualquier asignación M de L2$ en .;;l.$, (~.M) 1= TRANS$(VA.c¡>) si y sólo si 
(a;$,M) f VA. TRANS$(c¡>) si y sólo si (.;;1.$,M) f VA.e . 

lndicación(iv2): Para cualquier estructura general .;;t=(Ao,(An)neNl{O),(CR)cecoNs.or) de 
tipo :E, ~es modelo de .:l(:E). Es decir, CONV[ST(EGL2)]c;;;;MOD(.:l(:E))c;;;;ST(L2$). 

Demostración: 
Sea ;;:¡;una estructura general de tipo :E. 

Veamos que .;;l.$ f=Ext. Para todo neN\{O}, 
Ext"=VXVYVx¡ ... Vx0 ((En+1(X,x1, ... ,x0)~En+1(Y,x1, ... ,x0 ))-(X"='Y)) es tal que 
(VXVYVx1 ... Vx.(X(x1, ... ,x0)~ Y(x1, ... ,x.))-(X"='n Y)})$=Ext". Por otro lado, 
;;:¡;ha VXVYVx1 ... Vx.(X(x ¡, ... ,xn)~ Y(x¡, ... ,x.))-(X"='n Y)), (por ser ;?t 
pre-estructura), y entonces, por el corolario(iv4), .;;l.$ f=Ext". Por lo tanto .;;l.$ f=Ext. 
Veamos que .;;l.$ f=íuc. Para todo neN\{O}, 
fuc"=VXVY(Vx1 ... Vx.(En+1(X,x1, ... ,xn)"='En+1(Y ,Xt , ... ,x.))-(X"='Y)) es tal que 
(VXVY (Vx1 ... Vxn(X(x1 , ... ,Xn)""O Y(x1 , ... ,x.))-(X"='n Y)))$=fuc". Además, 
;;:¡;fEG VXVY(Vx1 ... Vx.(X(x¡, ... ,Xn)"='oY(x¡, ... ,x.))-(X"='nY)), (debido a que ;?tes 
pre-estructura), y entonces, por el corolario(iv4), ~ I= fue". Por lo tanto, .;;l.$ f=íuc. 
Veamos que .;;l.$ f=RComp. Para todo neN\{O} y para toda cpeFORM(L2), 
VRComp"cp=V3XVx¡ ... Vxn(En+1(X,x1, ... ,x.)~q>); además, por la indicación(ivl), 
existe una fórmula 7teFORM(L2) tal que para toda asignación M de L2$ en .;;l.$, 

(~,M) f TRANS$(7t) si y sólo si (.;;1.$,M) f cp. 
Por otro lado, por el teorema(ivO), ;?tfEG V3XVx1 ... Vx0 (X(X¡, ... ,x0)~7t) y entonces, 
por el corolario(iv4), ~ f=V3XVx¡ ... Vxn(X(x1, ... ,x.)~7t))$. Pero 
.;;1.$ f=V3XVx¡ ... Vxn(X(x1, ... ,x0)~7t))$ si y sólo si 
.;;1.$ f=V3XVx¡ ... Vxn(En+1(X,x1, ... ,Xn)<E47t$)) si y sólo si 
.;;1.$ f=V3XVx 1 ... Vxn(En+1(X,x1, ... ,xn)~q>)), o sea, .;;1.$ f=VRComp"cp. 
Por lo tanto .;;1.$ f=RComp. 
Probemos que .;;1.$ f=RDisj. Para todo n,meN\{O} tal que n""m, por definición, 
RDisj 0 .m=-,3X3Y(X"='Y), donde X es símbolo de variable de tipo (O, l, .. " .. , l) y Y es 
símbolo de variable de tipo (O,l, .. m .. ,l). Así, por definición de~. A$co.t ... • ... 1¡=A0 y 

A$co.1 ... m ... 1¡=Am, donde An y Am son universos de .;;t=(Ao,(An)neNl(O),(C-'i)ceCONS.or). 
Como A 0 c;;;;P((Ao)") y Amc;;;;P((Ao)m) y n""m, entonces A 0 11Am=0. Por lo tanto, no 
hay ningún elemento del universo A$co.1 ... • ... 11 que pertenezca al universo A$co,1 ... m ... 1¡, 
y de esta manera, .;;l.$ f-,3X3Y(X:=:N). Por lo tanto, ~ f=RDisj . 
.;;1.$ f=tDisj debido a razones análogas a las del inciso anterior . 
.;;l.$ f=RtDisj debido a razones análogas a las del inciso anterior. 
Probemos que .;;1,$ f=fComp. Para todo neN\{O} y para toda cpeFORM(L2), 
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VfComp"q>=V(Vx1 ... Vx0 3!xn+1q>-3DVx1 .... Vxn+1(En+1(D,x1, .. ,Xn)"='Xn+1)~<¡>)); 
además, por la indicación(ivl), existe una fórmula 7teFORM(L2) tal que para toda 
asignación M de Li$ en ..;n, (..;n,M) F TRANS$(7t) si y sólo si (..;n,M) f <¡>. 
Por otro lado, por el teorema(ivO), tenemos que 
~fEG V(Vx1 ... Vxn3!Xn+1q>->3DVx1 .... VXn+1(D(x1, .. ,Xn)"'OXn+1)~7t)) y entonces, por 
el corolario(iv4), 
~ fV(Vx1 ... Vx 0 3!Xn+1q>->3DVx1 .... Vxn+1(D(x1, .. ,Xn)"'oXn+1)~7t))$. Pero 
~ fV(Vx1 ... Vx 0 3!Xn+1<¡>->3DVx1 .... Vxn+1(D(xi, .. ,x0):::::oxn+1)~7t))$ si y sólo si 
~ fV(Vx1 ... Vx 0 3!Xn+1<¡>->3DVx1 .... Vxn+1(En+1(D,x1, .. ,Xn)"='Xn+1)~7t$)) si y sólo si 
~ fV(Vx1 ... Vx0 3!Xn+1<¡>->3DVx1 .... Vxn+1(En+1(D,x1, .. ,Xn)::::Xn+1)~<¡>)), es decir, 
~ fVfComp"q>. Por lo tanto, ..;n ffComp. 
Ahora, mostraremos que ..;n fReC. Para todo ReCONS.OP tal que 
FUNC(R)=(O, l , .. " .. , I) para alguna neN\{O}, tenemos que 
ReC(R)=Vx1 ... Vx0 (En+1 (R W,x1, ... ,Xn)~R(x1, ... ,Xn)); pero 
~ F ReC(R), pues por definición, R Was=Rª y para cualquier asignación M de Li$ 
en~. En+1as(RWas,M(x1), ... ,M(x0 ))=V si y sólo si M(x1), ... ,M(x0 )eRWas=R."'l si y 
sólo si Ras(M(x1), ... ,M(xn))=V. Por lo tanto oíl$ fReC. 
Por último veamos que ..;n flnt. Sea neN\{O} y sea Muna asignación cualquiera de 
L2$ en~- Por definición: 
lnt"=VDVX((X::::D)-> VX1 ... Vx0 +1 (En+2(X,x1, ... ,Xn+1)~(En+1 (D,x1 , ... ,Xn)"'Xn+I )), 
donde XeRn+I y DeF0 ; por otro lado, para cualquier feA$c1.1 ... " ... I) y para cualquier 
ReA$co.i ... n+1 ... •>· si (..;n,M(D/f)(X/R)) sat (X"='D), entonces R=fy entonces para 
cualquier (zi, ... ,z0 +1)eA$1, (z1, ... ,z0 +1)eR si y sólo si (z1, ... ,z0 +1)ef; pero esto 
significa que para cualquier (zi, ... ,Z0 +1)eA$i, (z1, ... ,z0 +1)eR si y sólo si 
f(z1, ... ,z0 )=zn+I· Como (z1, ... ,z0 +1)ER si y sólo si En+2as(R,zi, ... ,Zn+1)=V y 
f(z,, ... ,z~)=zn+I si y sólo si En+1as(f,z,, ... ,z0 )=zn+i, concluimos que para cualquier 
(z1, ... ,z0 +1)eA$1, En+2as(R,z1, ... ,Zn+1)=V si y sólo si En+1as(f,z1, ... ,Zn)=zn+1. Esto 

último muestra que para cualquier feA$c1.1 ... " ... 1) y para cualquier ReA$co.1 ... n+1 ... 1i. 
si (~.M(D/f)(X/R)) sat (X::::D) entonces 
(~,M(D/f)(X/R)) sat Vx1 ... Vxn+1(En+2(X,xi, ... ,Xn+1)~(En+1(D,x1, ... ,Xn)::::Xn+1)). Por 
lo tanto~ flnt" y como todo se hizo para una neN\{O} arbitraria, tenemos que 
~ flnt. 

La intención de definir MOD(~(E)) es la de proporcionar teoremas acerca de la 
subclase CONV[ST(EGL2)]. Todo lo subsecuente tiene tal propósito y en particular, 
nuestra meta inmediata es probar el teorema(iv2): Existe una funcional 
H:MOD(~(E))->CONVfST(EGL2)] tal que para cada estructura multivariada ~ 
tal que ~EMOD(~(E)), H(a) es isomorfo a~ La prueba de tal teorema, por ser 
bastante larga, la dividiremos en varios resultados previos y después de todo lo 
necesario, volveremos a mencionar explícitamente este teorema como conclusión del 
trabajo realizado. Una vez más, y debido a la importancia de tal hecho, insistimos en 
que se usarán todas las definiciones y construcciones que se han desarrollado hasta el 
momento en el presente capítulo. 



Lcma(iv3): Existe una funcional H:MOD(~(:E))-ST(L2$). Recuérdese que 
MOD(~(:E))~ST(L2$), así que H es una funcional entre estructuras multivariadas. 

Demostración: 
Sea .;;l=((A;};eSORTs,(Cª)ceSIM.OPS) una estructura multivariada de tipo :E$ modelo de 
ó(:E). Definimos H(a}=..ll=((B;};esoRn,(C.li)ceS1M oPs) como: 

Bo=Ao={V,F}; B1=A1. 
Para cada neN\{O}, definimos: 
Bco.l ... " ... I)={ {(z., ...• zn)e(B1)" I En+1ª(R,z., ••. ,zn}=V} 1 ReAco.1 ... n ... 1>} 
Para cada neN\{O}, definimos: 
Bc1.1 ... n ... 1¡={ {(z1, ... ,Zn,Zn+1)e(B1)11+1 

1 En+1ª(G,z1, ... ,Zn)=zn+1} 1 GeAc1.1 ... n . .,1¡}. 

Obscrvación(iv6): 
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( 1) Para todo neN\{O} y para todo Ze Bci.1 ... n ... 1¡, Z:(B1)"-B1 es función. Para ver esto, 
sea neN\{O} y sea ZeBci.1 ... n ... ll· Entonces existe GeAc1.1 ... n ... 1> tal que 
Z={(w1, ... ,Wn,Wn+1)e(B1)"+1 1 En+1ª(G,w1,.;.,Wn)=wn+1}. Así, para cualquiera 

. "·· . a 
z1, ... ,Zn,a,beB1, si (z1, ... ,Zn,a),(z1, ... ,zn,b}eZ; entonces En+I (G,z1, ... ,Zn)=a y 
En+1ª(G,zi, ... ,zn)=b; como En+1ªes funCión; tenemos que a=b. 

(2) Para todo neN\{O}, Bc1.1 ... n .. ,1) es_e_r~olljl,'nto ele funciones de Bco.1..n+l .. ,1¡; es decir, 
Bc1.1 ... n:,.1¡={ZeBco.1,..n+1 ... 1¡ I z:(B'[t4Bfes función}. Probemos esta igualdad por 
casos: , , - · ~. . , . ,~:';~:;?~<~ff(~i;}~~t~~~::·~?-·: ... :·'.·.· ,--.. · 

(a) Sea neN\{O} y sea ZeB(1:l.)i;,·,1¡ árbitrario. Por el inciso (1 ), Z:(B1)"-B1 es 
-. ' . • . ·• ' ' -.. '"~ -. ·: .. -::_.;·_ - . -:,r i'. -: : -~ 

··función; así; sólo.falta,vl?l"..q"!e:~eB(o.1;:.n+1 ... 1¡. Como ZeBc1.1, .. n ... 1¡, entonces 
existe GeAc1,1.~--"~-.1>_ tarq~e"·' .::·: ~:\/,.:· -
Z={(w1, ... ,wn,Wn+1)e(B1)"+1 IE~+1ª(G,w1,. .. ,wn)=wn+1 }. Por otro lado, como 
.;;le MOD(.!i(:E)), éntonc~s .;;l~RC:omp y en particular ;les modelo de la fórmula 
\:ÍD3XV'x1, ... ,V'xn+1(En+1(X,x1, . .'.,X~+1)~(En+1(D,x1, ... ,Xn)::::Xn+1)), donde Des 
variable de tipo (1, ), .. " .. , 1), X es variable de tipo (O,), .. " .. , 1) y x¡, ... ,Xn,Xn+1 son 
variables individuales (es decir, variables de tipo 1). Así, sea Muna asignación 
multivariada cualquiera de L2$ en .,'.:l; entonces · · 

(~M(D/G)) f3X\tx1, ... , V'xn+1(En+1(X,x1, ... ,Xn+1)~(En+l(D,x1, ... ,Xn)""Xn+I)) Y por 

lo tanto, hay HeAco.1 ... n .. ,1¡ tal que 
(~M(D/G)(X/H)) f'v'X1, ... ,V'Xn+1(En+1(X,x1, ... ,Xn+1)~(En+1(D,x1, ... ,xn)::::Xn+1)}. De 
esto, tenemos que Z={(w1, •.. ,Wn,Wn+1)e(B1)"+1 1 En+1.-:i(G,w1, .. .,wn)=wn+1}= 

={(w¡, ... ,Wn+1)e(B1)"+1 I En+2ª(H,w¡, ... ,Wn+1)=V} eBco.1 ... n-1 ... 1¡. 

(b) Sea neN\{O} y sea Te {ZeBco.1 ... n+1 .. ,1¡ 1 Z:(B1)"-B1 es función}. Entonces existe 
ReAco.1, .. n+l .. ,1) tal que T={(z1, ... ,Zn+1)e(B1)"+1 1 En+2ª(R,z1, ... ,Zn+1)=V}. Por otro 
lado, y de manera análoga al inciso anterior, a-1= fComp y entonces, en 
particular, .;;lf'v'X(\tx1 ... V'xn3!x0 +1(En+2(X,x1, ... ,xn+1))~ 
3D\tx1 .... V'xn+1((En+1(D,x1, .. ,Xn)""Xn+1)~En+2(X,x1, .. .,xn+1)~), donde Des 
variable de tipo (1, I, •. " .. , 1), X es variable de tipo (O, I , .. "- .. , 1) y X1, ... ,xn,Xn+I 
son variables individuales (de tipo 1). Así, sea Muna asignación 
multivariada cualquiera de L2$ en dl; entonces 

(~M(X/R)) f'v'X1 ... V'xn3!xn+1(En+2(X,x1, ... ,xn+1))~ 
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. . . . . ' 

3DVx1 .... VXn+1((En+1(D,x1, .. ,Xn)""Xn-1:1}~~~+2(kx1~···•Xn+1)). Además, debido a 
que T={(z1, ... ,Zn+1)e(B1)"+1 1 En+;;i(R,zr,:~;·,~,¡:;:1)~Y} y a que Tes función ocurre 
que (dl,M(X/R)) fVX1 ... Vxn3!xn+1(E~~2(X',)(,1~u·•Xn+1)). y entonces 
(dl,M(X/R)) f3DVx1 .... VXn+1((En+1(D:l(1;:'.~x~)'."Xn+1)~En+2(X,x1, ... ,xn+1)); por lo 
tanto, existe GeAc1.1 ... n ... 1¡ tal que 
(dl,M(X/R)(D/G)) f'v'X1 .... VXn+l ((En+l (D,x1 , .. ,Xn)'°"'Xn+l )~En+2(X,x1 , ... ,Xn+ 1 )). 
De esto concluimos que T={(z¡, ... ;Zn+1)e(B1)"+1 1 En+2.-:i(R,z1, ... ,Zn+1)=V}= 

{(z1, ... ,Zn+1)e(B1)"+1 
1 En+1;i(G,z1;· ... ,Zn)=zn+1} eBc1.1 ... n ... ll· 

Para cada neN\{O}, para cada z1, ... ,ZnEB1, y para cada ReBco.1 ... n ... 1)> definimos la 
relación n-aria multivariada En+1-li:Bco.1, .. n .. ,l)XB1 .. " .. xB1-Bo como: 
En+1-li(R,z¡, ... ,Zn)=V si y sólo si (z1, ... ,Zn)ER. 
En+1-li(R,z¡, ... ,Zn)=F si y sólo si (Z¡, ... ,Zn)~ R. 

Para cada neN\{O}, para cada z1,. .. ,Zn+1EB1, y para cada ZeBc1.1, .. n ... 1¡, definimos la 
función n-aria multivariada En+1-li:Bc1.1 ... n ... 1¡xB1 .. " .. xB1-B1 como: 
En+1-li(Z,z1, ... ,zn)=zn+1 si y sólo si (z1, ... ,Zn+1)eZ. Nótese que esto es lo mismo que 

definir En+1-li(Z,z1, ... ,zn)=Z(z1, ... ,zn), pues ya se mostró que Bc1.1 ... " ... ll es el conjunto 

de funciones de Bco.1, .. n+1 .. ,I)· 

Definimos ,.,,,-li como la función ..,-li:u(B;);esORTS\(O}-Bo tal que ::::.z;(z1,z2)=V si y sólo 
si z1=z2. 
Para cada PeSIM.OP$\(euEuW), definimos p..5 como P.z;=P~. 

Obscrvación(iv7): 
Recuérdese que no existe Pe(SIM.OP$\(&uEuW))=CONS.OPu{-.,A,V,~.-.""'} tal 
que FUNC$(P)=((O, l, .. m •• , 1)) ó tal que FUNC$(P)=((l ,..m+i •• , l )) para alguna meN\{O} . ... 

• 
Para cada RWeW, tal que FUNC$(RW)=((O,l, .. " .. ,l)) definimos 
R W.z;={(z1, ... ,Zn)e(B1)" 1 En+l;i(R w;l",Z(, ... ,Zn)=V} . 

Obscrvación(iv8): 
Como ~eMOD(ó.(E)), entonces ~l=ReC, y entonces se tiene que 
R W.z;={(z1, ... ,Zn)e(B1)" 1 En+l.::l(R w.::l,Z1, ... ,Zn)=V}={(z1, ... ,Zn)E(B1)" 1 R;i{Z¡, ... ,Zn)=V}, 
debido a que, en particular, ~l=Vx1 ... Vxn(En+1(RW,x1, ... ,Xn)~R(x1, ... ,Xn)) . 

• 
Lcma(iv4): De acuerdo al lema anterior, H(~ es isomorfo a ;;:[. 

Demostración: 
Para ver que~ y H(~=.l:i son isomorfas, sea la función f:~-H(~ definida como: 

Para todo xeAouA1, f(x)=xeBouB 1. 
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Para cada neN\{O} y para cada YeAco.1 ... n ... 1). 
f(Y)={(z1 •... ,zn)E (B1)" 1 En+1ª(Y ,z1 , ... ,Zn)=V}; nótese que f(Y)e Bco.1. .. n .. ll· 

Para cada neN\{O}, y para cada GeAc1.1 ... n ... 1¡, 
f(G)={(z1, ... ,Z11+1)e(B1)"+1 I En+1ª(G,z1, ... ,Zn)=zn+I }; nótese que f(G)eBc1.1 ... n ..• 1¡. 

f está bien definida -es decir, fes efectivamente una función-: 
+ f está bien definida en AouA1 por ser f la identidad en este conjunto. 
+Por ser a modelo de ~(:E), entonces para cada n,meN\{O} tal que n;em, .;;lfRDisj 11,m; 
es decir, af---,3X3Y(X:::::Y), donde X es símbolo de variable tal que XeR11 y Y es 
símbolo de variable tal que YeRm. Nótese que esto significa que para todo n,meN\{O} 
tal que n;em, los universos Aco.1..n ... ll y Aco.1..m ... 1> son ajenos; por lo tanto, para todo 
n,meN\{O} tal que n;em, no existe un elemento qeAco.1..n ... iY'Aco.1..m .. IJ tal que 
f(q)={(z1, ... ,Zn)E(B1)" 1 En+1ª(q,z1, ... ,Zn)=V} y f(q)={(z1, ... ,Zn)E(B1)m 1 

Em+1ª(q,z1, ... ,zm)=V} y que cause que festé mal definida en q. 
+Análogamente al caso anterior, debido a que para todo n,meN\{O} tal que n,.om, 
_;;i ffDisj 11.m, concluimos que para todo n,meN\{O} tal que n;em, no existe un elemento 

deAc1.1..n ... 1)nAc1.1..m ... IJ tal que f(d)={(z1, ... ,Zn+1)e(B1)11+1 I En+1ª(d,z1,. . .,Zn)=zn+1} y 
f(d)={(z1, ... ,Zm+1)e(B1)m+I 1 Em+1ª(d,z1,. .. ,Zm)= Zm+I} y que ocasione que f esté mal 
definida en d. 
+Al igual que en el caso anterior, como para todo neN y para todo meN\{O} tal que 
n,.om, .;;lfRfDisj 11,m, entonces para todo neN y para todo meN\{O} tal que n;em no 

existe un elemento eeAco.1..n+1 ... nnAc1.1..m ... I) tal que f(e)={(z1, ... ,Zn+1)e(B1)"+1 1 
En+2ª(e,z1, ... ,Zn+1)=V} y f(e)={(zs, ... ,Zm+1)e(B1)m+l I Em+1°"'l(e,z1, ... ,zm)=zm+i} Y que 
ocasione que f esté mal definida en e. . 
+ Por último, sólo nos hace falta ver que f está bien definida en aquellos conjuntos 
distintos del vacío Aco.1..n+1 ... 1)nAc1:1..m ... 1); donde neN, meN\{O} y n=m. Así, sea 
neN\{O} y supongamos queAéo:1::~+1.-;~1>0Ac1.1..n .. ,1)"°0. Lo que necesitamos probar es 
que si eeAco.1..n+1 ... •>"Ac1,1 .. n .. , 1 ),·entc:>hce~·,r(e),.visto e como un elemento de Aco.1..n+• ... ll• 

es lo mismo que f(e) visto e cé>rri:o'\1~elc:!mento de Ac1.1 .. n ... n; es decir, tenemos que 
probar que los conjuntos M";{(:Zs,;·;.;zn+1)e(B1)" 1 En+2ª(e,z1, ... ,Zn+1)=V}, y 

"· :· n+1· '"':· '°;( ·: ·· · · · • 
N={(z1, ... ,z.;+1)e(B1). ·:I En+I (e,z1, ... ,z11)=z11+1} son el mismo. 
Para probar lo'ant~d6;'.exp~é-sto ~Ótese que como .;;i flnt, entonces _;;i l=tnt" -recuérdese 
que.·pordéfi.niClón;•~k'Ll;::~+·" · 
Irit"~~Q\;;fX(()(~D)~VxJ'.;;.'v'Xn+1(En+2(X,x1, ... ,X 11+1)~(En+1(D,x1, ... ,Xn):::::xn+1)), donde 
X es'lms(mbót6'de;va:rfable de tipo (0,1, .. "+1 .. , I) y Des un símbolo de variable de tipo 
(1, l,-;.~.~~)j~:·,'ii<?,f)~~tii~_t();·5i Mes una asignación de L2$ en .;;larbitraria, y debido a que 

exis.te e~f\'c~'.·1!,~~i'.if.f}QA(1.1, .. n .. ,1¡, tenemos que en particular (.;;l,M(X/e)(D/e)) sat 
(X::::::[))~Vxi;·!'~y;c~.;_¡(en+2(X,x1, ... ,xn+1)~(En+1(D,x1, ... ,xn):::::xn+1)) y de esta manera, 
comO(~M{XZe)(Q/e)) sat (X:::::D), entonces (.;;t;,M(X/e)(D/e)) sat 

,.,,: · .. ; "'.'-"' ·~·~ ... : .. ¡,:~·~f- J ,·"'·'·_ .... 

'v'x1;:_.V'x~+1(e;i:;':2(X;x,;:'..,Xn+1)~(En+1(D,xs, ... ,Xn):::::xn+1)). Nótese que esto último 
signiflca que para:todo (z1, ... ,Z11+1)e(B1)11, E11+2ª(e,z1, .. .,Z11+1)=V si y sólo si 'a>·· .......... ,. ............ :·· 
E 11+1 ·. (e;z 1 ~·::5,'i~),;;;:Z~·:¡:,,: Por lo tanto tenemos que los conjuntos 

· . ,,·o·.·· _,·,::::·:'·-"'.Y·.:~~·; _ _,,;_:_i:F····, ,"·''ñ~'- -··. ;;[ n+I 
M={(z1,;;,,z,;+1)'§'JB..1h.len:1-2 (e,z1, ... ,Zn+1)=V}, y N={(z1, ... ,Zn+i)e(B1) 1 

E~+lª(e,z¡~::i:;z~Y,;;;~~:;1Ison·.·iguales. 
~ "''···' ·. ;· <•·.,, ! ·;,,,,'n'' -.•.'' ,; ''-"'."• 



Concluimos de todos los incisos anteriores que f está bien definida. 

Ya sabiendo que fes función y por la manera de la definición de f, es claro que para 
todo ieSORT$, f1A;]~B;. Ahora veamos que fes una biyección en cada universo de 
tipo i: 
fes sobreyectiva.-

'ºº 

f es la identidad en A 0vA 1, por lo que, evidentemente, es sobreyectiva en BouB I · 
Para cada neN\{O}, todo elemento de Bco.i ... n .. ,I) es, por la manera en que se definió 
Bco.1 ... n ... 1¡, de la forma f(Y), para algún Y eAco.1 ... n .. ,1>; por lo tanto, fes sobreyectiva 
en Bco.1 ... n ... 1) para cada neN\{O}. 
Para todo neN\{O}, si Z es un elemento arbitrario de Bc1.1 ... n ... 1). entonces existe 
GeA(l.l ... n ... I) tal que {(zi, ... ,z0 ,zn+1)e(B1)"+1 1 E/l(G,Z¡, ... ,Zn)=zn+1}=Z. Esto muestra 

que f(G)=Z, y por lo tanto, fes sobreyectiva en Bc1.1 ... n ... 1) para cada neN\{O}. 
fes inyectiva.-

Es claro que, por ser f la identidad en A0vAi. fes inyectiva en AouA1. 
Para cada neN\{0}, fes inyectiva en Aco.i ... n ... 1>- Esto porque si Y,Xe Aco.1 ... " ... 1) son 
tales que f(Y)=f(X), entonces En+1;t(Y,zi, ... ,z0 )=V si y sólo si En+1ª(X,z1, ... ,zn)=V, 
p()r lo que X=Y, debido a que, para todo neN\{O}, a-es modelo de 

, Ext"='v'X'v'Y'v'x1 ... 'v'xn((&n+1 (X,xi,.'..,x;,)~En+I (Y ,X1 , ... ,Xn))->(X""Y)). 
Para cada neN\{0}, fes inyei;:tiva en Ao,1 ... n ... I)· Para ver esto, supongamos que 
exist~~ D,GeAc1.i, .. n ... 1> tales que f(D),;;,f(G); esto significa que 
f(D)={(Z¡, ... ,Zn+1)e(B1)"+I 1 En+1ª(D,z¡, ... ,Zn)=zn+I }=f(G}={(z¡, ... ,Zn+1)e(B1)"+I 1 
En+1,.,,(G,zi,.;.;zn),,;,zn+1}: Entonces para todo (z1, ... ,zn)e(B1 )"=(A1}", 

. Eri+1ª(D,z1, ... ,zn)=En::;./t(G,z1,.,.,zn); así, D=G, pues para todo neN\{O}, .;les 
modelo de fuc":=VX'v'Y('v'x1 ... '<;fxn(En+1(X,x1, ... ,Xn)""En+1(Y ,X1, ... ,Xn))->(X""Y)). 

fes un i~om~rfiJ;no: 
(., 

(1) Pa~;'to~~ a,beA0; f(-.:-i(a))=-.·'\f(a)}, y f(v.1t(a,b))=v.n(f(a},f(b)). Esta afirmación es 
inm~diátá_d~ qu~ fes la identidad sobre Ao y de que, por las definiciones hechas, 

~a:,,,:;f ;;i·g;1+.;,;5:.· 
(2.~)··~a·:1~~Í:iaRª, tal que Re(SIM.OP$\({-.,v,,,,,}uevEuW)}=CONS.OP y 

. .· ..... ... ....• .. n a . . . 
FUNC$(R)=(O,l, .... ,1) para alguna neN\{O}, R (Z¡, ... ,zn)=V s1 y solo s1 

· R_-li(f(z;), ... ,f(zn))=V. Esto es inmediato de que todas las relaciones Rª -tal que 
. ReSIM.OP$ y FUNC$(R}=(O, I , .. " .. , 1)- son sobre elementos del universo de tipo 1, de 
que fes la identidad en el universo de tipo 1 y además de que Rª=R.21. 
(2b) Para cada Dª, tal que De(SIM.OP$\({--,,v,""}ueuEvW))=CONS.OP y 
FUNC$(D)=(l, 1, .. " .. , 1) para alguna neN\{O}, f(Dª(z1, ... ,Zn))=D.li(f(z1), ... ,f(zn)). Las 
razones de tal hecho son totalmente análogas a las del caso (2a). 
(2c) Para cada RWeW, f(RW~=RW.li. Esto se cumple porque para cada RWeW, existe 

neN\{O} tal que FUNC$(RWª)=((O, l.." .. , I)); así, RWªeAco.1n ... 1¡ y f(RWª)= 
{(z1, ... ,Zn)E(B1)" 1 En+l;cf(RWª,zi. ... ,Zn)=V}=Rw.n. 
(2d) Para cada PeSIM.OP$\(i;uEuW}, tal que FUNC$(P)=(l), f(Pª)=r-B. Esto es 
evidente, pues fes la identidad en A 1. 

------1---



101 

(3) Para cad¡. Ó~N\{0}, para cada z1, ... ,ZnEA1 y para cada ReA(o,1, .. n ... n. 
E~+1.;;i(R,z1, ... ,Zn}=V si y sólo si En+1.li(f(R),f(z1), ... ,f(zn))=V. Esto se debe a que: 
f(z1)=z1, ... ,f(zn)=zn, f(R)={(z1, ... ,Zn)E(B1)"l e 0 ª(R,z1, ... ,z0 )=V} y a que, por definición, 
En+1.li(f(R),f(z1), ... ,f(z0 ))=V si y sólo si (f(z1), ... ,f(zn))ef(R). 

(4) Para cada neN\{O}, para cada z1, ... ,ZneA1 y para cada DeA<1.1 ... n .. ,1), 
f(E0 +1.;;i(D,z1, ... ,Zn))=En+1.li(f(D),f(z1), ... ,f(z0 )). Esto se debe a que, por definición, 
En+1.z¡(f(D),f(z1), ... ,f(z0 ))=w si y sólo si (f(z1), ... ,f(z0 ),w)ef(D); pero para todo 
Z1, ... ,ZnEA1, f(z1)=z1, ... ,f(zn)=zn Y f(D)={(z1, ... ,Zn,Zn+1)e(B1)0 +1 I En+1.;;i(D,z1, ... ,Zn)=zn+i}. 
Por lo tanto En+1.li(f(D),f(z1),. .. ,f(z0 ))=E0 +1.li(f(D),z1, ... ,Zn)=w si y sólo si 
(z1, ... ,Zn,w)ef(D)={(z1, ... ,zn,Zn+1)e(B1)"+1 1 En+1ª(D,zi, ... ,Zn)=zn+1 }. Así, 
En+1.li(f(D),f(z1), ... ,f(zn))=w=En+1ª(D,z1, .. .,zn); por último, como 
En+1ª(D,z1, .. .,z0 )=f(En+1.;;i(D,z1, ... ,z0 )) debido a que fes la identidad en A1, tenemos que 
f(En+1.;;i(D,z1, ... ,zn))=En+1.z¡(f(D),f(z1), ... ,f(zn)), como se quería probar . 

• 
Proposición(ivl2): .Con toda la notación anterior, existe una funcional 
J:H[MOD(ó(E))]-+:F(:E). (Estamos denotando por H[MOD(ó(:E))] a la imagen de 
MOD(ó(E)) bajo H, y por 1'(:E) a la clase de las pre-estructuras de tipo :E). 

Demostración: 
Sean .;;leMOD(ó(:É)) y H(a)=.E=((B¡)¡esoRTS.(C.z¡)ceSIM.ors) como en los lemas 
anteriores:. Definimos J(.E) como la pre-estructura 
J(.E)=.157'(Dd,(Dn)neN\\O),(C:i:i)cecoNs.or) de tipo :E=(V AR,FUNC) -recuérdese que desde 
un principio se fijo el lenguaje de segundo orden L2 de tipo :E-, donde: 

Do=B1 
Para cada neN\{O}, Dn=Bco.1 ... n .. ,1)· 
Para cada CeCONS.OP tal que FUNC(C)=l, C:i:i=C.li. 
Para cada CeCONS.OP tal que FUNC(C)=(O,l, .. 0 

•• ,1) para alguna neN\{O}, 
C:6={(z1, ... ,Zn)e(Do)" 1 C.z¡(z1, ... ,zn)=V}. 
Para cada CeCONS.OP tal que FUNC(C)=(l,l, .. " .. ,I) para alguna neN\{O}, 
c:i:i=c.li. 

Claramente, por la manera en que está definido ..li, J(.E)=.15e :T'{:E) . 

• 
Observación(iv9): De acuerdo a todas las definiciones anteriores, M es una asignación 
de L2 en .15 si y sólo si Mes una asignación de L2$ en ..li. 

Demostración: 
Nótese que M es una asignación de L2 en .15 si y sólo si 
M:(UneN Fn)U(UneN\(0} Rn)-+(UneN Dn) es una función tal que: 
(a) M[Fo]s;;Do. 
(b) Para cada neN\{O}, si DeFn entonces M(D):D0x .. " .. xD0.-+D0 

es una función. 



(c) Para cada neN\{O}, M[Rnk;;Dn~P((Ao)"). 
Pero nótese que lo anterior ocurre si y sólo si (debido a la proposición(iv6)) 
(a) M[Fo]~B1. 
(b) Para cada neN\{O}, M[Fn]~Bc1.1, .. n ..• 1J· 
(c) Para cada neN\{O}, M[Rn]~ Bco.1 ... n ... 1)· 
Es decir, M es una asignación de Li$ en B . 

• 
Con la intención de ver que :15 es una estructura general, primero probaremos 

cuatro proposiciones (que denotaremos por (I++), (2++), (3++), (4++)) directamente 
relacionadas con dl'eMOD(A(:E)), H(~=..li y J(-l:f)=:D. 

(l++): Para todo término -r de Li y para toda asignación M de Li en :D, 
(.15,M)(•)=(..li,M)(TRANS$(•)). 

Demostración: 
(Por inducción sobre la formación de los términos). 
TI (:I5,M)(x)=M(x)=(..li,M)(x)=(..li,M)(TRANS$(x)) para toda variable individual 

xeFo (pues TRANS$(x)=x) y para cualquier asignación M de Li en :D. 
T2 (:IJ,M)(a)=a:tí=a,z¡=(..li,M)(a)= (..li,M)(TRANS$(a)) para todo símbolo de 

constante individual aeCONS.OP (pues TRANS$(a)=a y FUNC(a)=I) y para 
cualquier asignación M de Li en :D. 

T3 Sea f un símbolo de constante funcional de aridad n, con n;e: 1, y -r1 , .. , •n términos. 

I02 

Supongamos que (:15,M)(•;)=(..li,M)(TRANS$(•;)) para cada i tal que 1 s;is;n y para 
toda asignación M de L 2 en :D. Entonces: (:15,M)(f(•1, .. ,•11))= 
f15((~M)(•1),..,(~M)(-r11))=f'15((..li,M)(TRANS$(•1)), .. ,(..li,M)(TRANS$(-r11))= 
f1i((..li,M)(TRAN S$( • 1 )), . .,(..[j',M)(TRA NS$( •n))= 
(..li,M)f(TRANS$( •1 ), .. , TRANS$( •n))=(..li,M)(TRANS$(f(•1 , .. , •n))) para cualquier 
asignación M de Li en :D. 

T4 Sean D un símbolo de variable funcional de aridad n, con n;e:I, -nótese que 

• 

entonces DeF11 y por lo tanto es variable de tipo (1, I, .. " .. , 1)- y 'ti, .. ,'t11 términos. 
Supongamos que(:I5,M)(-r;)=(..li,M)(TRANS$(•;)) para cada i tal que 1 s;is;n y para 
toda asignación M de Li en :15. Entonces: 
(:15,M)(D( •1, . ., • 11))=M(D)((:I5, M)( •1 ),. .,(~M)( •n))= 
M(D)((..li,M)(TRANS$(•1)), . .,(..li,M)(TRANS$(•11)))= 
En+1..5(M(D),(..[j',M)(TRANS$(•1)),..,(..li,M)(TRANS$(•n))); nótese que se está 

usando que M(D):(Do)"~Do es una función tal que M(D)eDn+1=Bco.1, .. n+1 ... 1) y por lo 
tanto M(D)eBc1.1, .. n ... 1J), por la observación(iv6) inciso (2). Continuando con la 
prueba, En+ 1.li(M(D),(..li, M)(TRANS$( -r1 )), .. ,( ..li,M)(TRANS$(•n)))= 
E 0 +1,z¡((..li,M)(D),(..li,M)(TRANS$(•1)), .. ,(..[j',M)(TRANS$(•11 )))= 
(..li,M)(En+ 1 (D, TRANS$( •1 ),. ., TRANS$(•n))=(..[j',M)(TRA J\:S$(D(• 1, . ., •n))) para 
toda asignación M de L 2 en :D . 

(2++): Obsérvese que a los predicados de L 2 les ocurre lo siguiente: 
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{a) Para cualquier predicado n-ario n de L2 (si n=2, n distinto de ::::2) y para cualquier 
asignación M de L2 en :15: (:15,M)(n)=(..6,M)(TRANS$(Il)). 

Demostración: 
- Si Il=X es un símbolo de variable relacional, entonces 

(:15,M)(Il)=(:/5,M)(X)=M(X)= (..6,M)(X)=(..6,M)(TRANS$(X))= 
(..6,M)(TRANS$(Il)) 

- Si n no es un símbolo de variable relacional, entonces n es un símbolo de 
constante relacional. Así, IleCONS.OP y FUNC(n)=(O,l, .. " . .,l) para algún 
neN\{O}. Por lo tanto (:15,M)(O)=Il:ó=nW.li=(..6,M)(nW)=(..6,M)(TRANS$(Il)), 
donde nWeW y FUNC$(nW)= ((0,1, .. " .. ,I)). 

(b) Para cualquier símbolo de constante n-ario relacional P, PeCONS.OP, para toda 
asignación M de L2 en :15, y para cualquiera (z1, ... ,z11)eDox .. " .. xDo ocurre que: 
(z1, ... ,zn)e(:15.M)(P) si y sólo si (z1, ... ,zn)E P:ó= .. w.li si y sólo si 
(z., ... ,Zn)e(..6.M)(rW) si y sólo si (z., ... ,z11)e((..6.M)(TRANS$(P))). 

(e) Para todo i, tal que ieN, para toda asignación M de L2 en :15 y para todo 
(z1,z2)eD;xD; se tiene que: (z1,z2)e(~M)(::::;) si y sólo si z1=z2 si y sólo si 
({..6,M){"='))(zi,z2)=V si y sólo si ((..6,M)(TRANS$(::::;)))(z1,z2)=V . 

• 
(3++): Para cualquier fórmula <peFORM(L2) y para cualquier asignación M de L2 en :15 
se tiene que (:15,M) h·<p si y sólo si (.l:i,M) I= TRANS$(<p). 

Demostración:,, ....• , .. ·. ..... . 
(Por inducción sobre la formación de las fórmulas de L2) 
Fl Sean'Tilín'prJdic~dé)n~ario, neN\{O}, y •1 •..• •n términos. 

- Si n=x;'ta(qí:ie x· és un símbolo de variable relacional -es decir, es variable de tipo 
(O, 1 ;:;" .'..'; 1 )+: : :< 
(:15,1\1) FfX('ti,; .. ,•11) si y sólo si ((:15,M)(•1), .. , (,15,M)(•n))e(:/5,M)(X)=M(X) si y 

sólo si ((..6,M)(TRANS$(•1)), ... ,(.l:i,M)(TRANS$(•n)))e M(X)e D11=Bco.1. ·" .. 1> 
(debido a (I++)) si y sólo si 

' .li ' . 
En+I (M(X),(-lj,M)(TRANS$(•1)), ... ,(..zj,M)(TRANS$(•n)))=V (debtdo a la 
definición de En+1.li) si y sólo si 
En+1.li((-lj,M)(X),(..6,M)(TRANS$(•1)), .. .,(-lj,M)(TRANS$(•11)))=V -debido a que 
M(X)=(..zj,M)(X)- si y sólo si (..6,M){En+1{X,TRANS$(•1), ... TRANS$(•n)))=V si y 
sólo si (-lj,M)(TRANS$(X(•1, ... ,•11)))=V si y sólo si (..6,M) f TRANS$(X(•i, ... ,-r11)) 

para toda asignación M de L2 en :6. 
- Si Il=P, P un símbolo de constante relacional -es decir, PeCONS.OP, y es tal que 

FUNC(P)=(O, 1 .• " .. , 1 )-, entonces 
(:15,M) f:¡:-P(•1, ... ,•11 ) si y sélo si ((:6,M)(•1), ... ,(:6,M)(•n))e(.1J,M)(P)=P:6 si y sólo 
si P.li((.15,M)(•1), .. ,(:15,M)(•n))=V (por la manera en que se definió P 35) si y sólo si 
((..6,M)(P))((:15,M)(•1), .. ,(:15,M)(•n))=V si y sólo si 



((..lj,M)(P))((..lj",M)(TRANS$('T1)), ... ,(..5,M)(TRANS('Tn)))=V (debido 
a (l++)) si y sólo si (..5,M)(P(TRANS$('t"1), ... ,TRANS$('t"n)))=V si y sólo si 
(..5,M)(TRANS$(P('T1, ... ,T0 )))=V si y sólo si (..5,M) f TRANS$(P('T1 •... ,T0 )) para 
toda asignación M de L2 en :15. 
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F2 Sean 't"1 y T2 términos arbitrarios y sean n y 'I' predicados n-arios cualesquiera (para 
n=2, n y '11 distintos de "='2), con neN\{O}. 

- (.'.6,M) l=d•1""0•2) si y sólo si 
((:J5,M)(•1),(:J5,M)(•2))E{.'.Ó,M)(""O)={(x,y)e(Do)2 I x=y} si y sólo si 
(.'.6,M)('T1)=(:15,M)('T2) si y sólo si ((-li,M)("='))((.'.Ó,M)(•1),(:6,M)(T2))=V (por (2++) 
inciso (c)) si y sólo si ((..5,M)("='))((-li,M)(TRANS$(•1)),(-li,M)(TRANS$(T2)))=V 
(por ( 1 ++))si y sólo si (-li,M)("='(TRANS$(•1),TRANS$(T2)))=V si y sólo si 
(..5,M)(TRANS$(•1)"='TRANS$(•2))=V (pues recuérdese que cuando se definieron 
las expresiones en los lenguajes multivariados, se hizo la convención de escribir la 
fórmula "='(T1,T2) como (T 1""T2). Ver: Notación inciso (aS) página 45) si y sólo si 
(-li,M)(TRANS$('T1""QT2))=V si y sólo si (-li,M) f TRANS$(T1""o•2) para toda 
asignación M de L2 en :6. 

- (.'.6,M) fdfl,.,, 0 '11) si y sólo si 
((:15,M)(fl),(:15,M)('l'))e(.'.Ó,M)("='n)={(X, Y)e(A0 )

2IX=Y} si y sólo si 
(.'.6,M)(Il)=(:J5,M)('I') si y sólo si (..5,M)(TRANS$(fl))=(.l:í,M)(TRANS$('1')) (por 
(2++) inciso (a)) si y sólo si (-l5,M)((TRANS$(fl),.,,TRANS$('1'))=V si y sólo si 
(..5,M)(TRANS$(Il""n'l'))=V si y sólo si (-li,M) f TRANS$(fl==n'1'), para toda 
asignación M de L2 en :15. 

F3 Sean cp y 7t fórmulas tales que (:6,M) h:· cp si y sólo si (.E,M) 1= TRANS$(cp), y 
(:6,M) h·7t si y sólo si (.li,M) I= TRANS$(7t), para cualquier asignación M de 
L2 en :15. Entonces: 

- (:15,M) h·(cpv7t) si y sólo si (:15,M) f¡-cp ó (:15,M) fr·1t si y sólo si 
(..5,M) f TRANS$(cp) ó (-li,M) f TRANS$(7t) si y sólo si 
(..5,M) f TRANS$(cp)vTRANS$(7t) si y sólo si (.E,M) f TRANS$(cpv1t) para 
cualquier asignación M de L2 en :15. 

- (:15,M) h·-.cp si y sólo si no es cierto que (:15,M) h-cp si y sólo si no es cierto 
que (.E,M) I= TRANS$(cp) si y sólo si (.E,M) I= -.TRANS$(cp) si y sólo si 
(..5,M) I= TRANS$( -,cp) para cualquier asignación M de L2 en .15. 

F4 Sea cp una fórmula de L2 tal que (:15,M) fr·cp si y sólo si (-li,M) I= TRANS$(cp) 
para cualquier asignación M de L2 en :15, y sea x un símbolo de variable individual. 
Entonces: 

- (:6,M) h·3xcp si y sólo si hay aeDo tal que (.'.6,M(x/a)) h·cp si y sólo si hay 
aeDo tal que (-l5,M(x/a)) fTRANS$(cp) si y sólo si hay aeDo=B1 tal que 
(-li,M(x/a)) f TRANS$(cp) si y sólo si (-l5,M) f 3xTRANS$(cp) si y sólo si 
(-li,M) 1= TRANS$(3xcp) para cualquier asignación M de L2 en :6. 

FS Sea cp una fórmula de L2 tal que (:15,M) h·cp si y sólo si (-li,M) I= TRANS$(cp) 
para cualquier asignación M de Lz en :15, y sea X un símbolo de variable relacional 
de aridad n. Entonces: 

- (:6,M) h·3Xcp si y sólo si hay ReDn tal que (.15,M(X/R)) l=,-cp si y sólo si hay 



ReDn tal que (.ñ,M(X/R}) I= TRANS$(cp) si y sólo si hay ReDn=Bco ... n ... 1). tal que 
(.l},M(X/R)) f TRANS$(<p) si y sólo si (.l},M) sat 3XTRANS$(<p) si y sólo si 
(.l},M) I= TRANS$(3X<¡>) para cualquier asignación M de L2 en :15. 

105 

F6 Sea <puna fórmula de Li tal que (:15,M) fF·<p si y sólo si (.l},M) 1= TRANS$(<¡>) 
para cualquier asignación M de L2 en :15, y sea Q un símbolo de variable funcional 
de aridad n. Entonces: 

- (:15,M) f1'"3Q<p si y sólo si hay una función f:Dox .. " .. xDo~Do, feDn+1, tal que 
(:15,M(Q/l)) f1'"<j> si y sólo si hay una función f:Dox .. " .. xDo-+Do, feDn+1, tal que 

(.l},M(Q/I)) I= TRANS$(<¡>) si y sólo si hay feBc1.1 ... n ... 1) tal que 

• 

(.l},M(Q/l)) I= TRANS$(cp) (debido a la observación(iv6) inciso (2)) si y sólo si 
(.l},M) 1= 3QTRANS$(<¡>) si y sólo si (.ñ,M) 1= TRANS$(3Q<¡>) para cualquier 
asignación M de L2 en .ñ . 

(4++): De acuerdo a nuestra convención de escribir <¡>$=TRANS$(<¡>) y simplemente 
reenunciando el resultado anterior tenemos que: Para cualquier fórmula cpe FORM(L2) y 
para cualquier asignación M de L2 en :15, (:15,M) h·<¡> si y sólo si (.l},M) I= <¡>$. 

Lcma(ivS): Con todas las definiciones anteriores, :15 es una estructura general de tipo :E. 

Demostración: 
Probaremos que :15 f1'"Comp(L2). Recuérdese que Comp(L2)=reufu es el conjunto de la 
cerradura universal de las fórmulas de comprensión de L2 (véase página 40). Prueba por 
casos: 
(1) Sea 7tEre. Entonces existe neN\{O} y <¡>eFORM(L2) tal que 
n='v'3X'v'x, ... 'v'xn(X(x1, ... ,Xn)~<¡>); donde XeRn es variable relacional y X¡, ... ,XneFo son 
variables individuales. Por otro lado, si {v¡, ... , Vm} =FREE(3XV'x1 ... 'v'xn(X(x1 , ... ,xn)~<p ), 
para alguna m.eN\{O}, entonces n='v'v¡ ... 'v'vm3XV'x1 ... V'xn(X(x1, ... ,xn)~<¡>). Así, 
tenemos q°í.1e 1i:$='vv1 , .. 'v'vm3X'v'x1 ... V'xn(&n+1 (X,x,, ... ,xn)~<p$) y como .;le MOD(~(:E)), 
entonces .;lfRComp, donde RComp={'v'RComp"cp 1 neN\{O} y cpeFORM(L2$)}, y en 
particular .;l f'v'V1 ... 'v'Vm3X'v'x1 ... V'xn(&n+1(X,X¡, ... ,Xn)~<¡>$). Por ser .ñ=H(.;;:l} isomorfo a 
.~/e!lton~es .l) l=Vv1 ... 'v'vm3X'v'x1 ... V'xn(&n+1(X,x1 , ... ,xn)~cp$), (por el teorema del 
iso~u:irfismo); pero esto último es lo mismo que .l) f1t$. Finalmente, por (4++), :15 f1t. 
(2) Sea ne fu. Entonces existe neN\{O} y cpeFORM(L2) tal que 
n='v'('v'x1 ... V'xn3 !Xn+1<p~3D'v'x1 .... V'xn+1(D(x1, .. ,Xn)""Xn+1)~<¡>)), donde De Fn es símbolo 
de variable funcional de aridad n tal que D~FREE(cp), y X¡, ... ,xneFo son símbolos de 
variables individuales. Además, si 
{v1 , ... , Vm}=FREE(V'x1 ... V'xn3 !Xn+l cp~3D'v'x1 .... V'Xn+1(D(x1 , .. ,Xn)""Xn+l )~<¡> )), para 
alguna meN\{O}, entonces 
n='v'v1 ... 'v'vm('v'x1 ... 'v'xn3 !Xn+1<p~3DV'x1 .... 'V'Xn+1(D(xi, .. ,Xn)=::xn+1)~cp )) y entonces 
n$='v'v1 ... 'v'vm('v'x1 ... V'xn3 !Xn+I <p-3DV'x1 .... V'Xn+I (En+I (D,x1 , .. ,Xn)""Xn+1)~cp$)). Por otro 
lado, como .;leMOD(~(:E)), en particular .;ll=R:omp, y entonces 
;?é f'v'V1 ... 'v'vm('v'x1 ... V'xn3 !Xn+I cp-.+3DV'x1 .... 'v'Xn+1(En+1(D,x1 , ... Xn)""Xn+I )~<¡>$)). Por lo 
tanto, debido a que .l)=H(.;;:l} es isomorfo a .;l y al teorema del isomorfismo, 
.ñ l=Vv1 ... 'v'vm(V'x1 ... 'v'Xn3!Xn+1<p-+3D'v'x1 .... 'v'Xn+1(En+1(D,x1, ... x0)=::xn+1)~cp$)), es decir 
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Jj t=$. Finalmente, por (4++), :15 fn· 
Los casos anteriores prueban que :15 ~FComp(L2) y por lo tanto. por el teorema(ivO) 
página 74, :15 es estructura general de tipo L 

• 
Lema(iv6): De acuerdo a toda la notación anterior, Jj=H(.;;l}eCONV[ST(EGL2)]. 

Demostración: 
Por el lema(iv5), J(Jj)=:J5=(Do,(Dn)neNl(O}.(C:.ó)ceCONSOP) es tal que :15eST(EGL2). 
Veamos que CONV(:J5)=..li. Por definición, 
CONV(:J5)=:15$=((D$¡)¡esoRTS,(C:.óS)ceSIM.ors) es tal que: 

D$o={V,F}=Bo; D$1=Do=B1; para cada neN\{O}, D$(0.1. .. n .n=D0 =B(o.1 ... " ... ll· Para 
cada neN\{O}, D$c1.1 ... n ... 1¡={ZeDn+1 1 Z:Aox .. " .. xAo-Ao es función}=Bc1.1 ... n ... 1) (por 
la observación(iv6) inciso (2)). 

- Para cada CeCONS.OPnSI~.OP~ -se tiene que FUNC$(C)=FUNC(C)-: 
+Si FUNC$(C)=I, entonces C:.ós=C =C.li. 

+Si FUNC$(C)=(I, l , .. " .. ,I), con neN\{O}, entonces C;is: D$1x .. " .. xD$1- D$1 es una 
función n-aria definida como: c:.ós=cª=c.li. 

+Si FUNC$(C)=(O, l, .. " .. ,I), con neN\{O}, entonces c:.ós:D$1x .. " .. xD$,_ D$o es una 
relación n-aria definida como: 

C:.ós(z1, ... ,z0 )=V si y sólo si (z1, ... ,Zn)EC:.ó, 
C:.ós(z1, ... ,z0 )=F si y sólo si (zi, ... ,z0 )!i!:C:.ó. Pero, por definición, 

c:.ó={(ZJ, ... ,Zn)E(Do)" 1 C./j(z,, ... ,Zn)=V}, por lo que c:.ós=cJ5. 
Para cada los elementos de (SIM.OP$\CONS.OP)=EuEuWu{-.,v,""}: 

+Si Ce {-.,v,,.,,}, entonces c:.ós es la función definida de manera canónica en 
la lógica multivariada de los símbolos {-.,v,""} sobre la estructura :15$. Por 
lo tanto, c:.ós=c.li 

+Para cada neN\{O}, En+1:.ós es la relación n+l-aria 

En:.ós:D$co.1 ... n ... 1¡xD$1x .. " .. xD$1- D$o definida como: 
En+l:.ós(Z,z¡, ... ,Zn)=V si y sólo si (z1, ... ,z0 )eZ, 
En+l:.ós(Z,zi, ... ,Zn)=F si y sólo si (zi, ... ,z0 )1i!:Z. Así, En+1:lí5=En+1.fi 

+Para cada neN\{O}, En+1 es la función n+l-aria 
En+1 35s:D$0.1, .. n .. ,1)xD$1x .. " .. xD$1-D$1 definida como: 
En+I .15${Z,z1 , ... ,Zn)=Z(z1 , ... ,Zn)=En+1.li(Z,z1 , ... ,Zn) 

+ Si CeW={R WIReCONS.OP y FUNC(R)=(O, I , .. '" .. , 1) para algún meN\{O}} 
entonces C= RW para algún ReCONS.OP tal que FUNC(R)={O, l, .. " .. ,I) para algún 
neN\{O}. Así, Rw:.ós=c:.ós está definida como c:.ós=Rw:.ós=R.15. 

Pero R:.ó={(z¡, ... ,Zn)E(Do)" 1 R.li(z¡,~ .. ,z0 )=V}={(z1, ... ,zn)E(Do)" 1 Rª(z¡, ... ,zn)=V}= 
{(z1, ... ,Zn)E(B1)" 1 Rª(z¡, ... ,zn)=V}=RW.li, -esta última igualdad se debe a la 
observación(iv8)-. Por lo tanto, c:.ós=R w:.ós=R w./j. 

De todo lo anterior, CONV(:J5)=..li=H(~ . 

• 
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Tcorcma(iv2): Existe una funcional H:MOD(.1.(E))-CONV[ST(EGL2)] tal que para 
cada estructura multivariada .;;l tal que ;le MOD(.1.(E)), H(.;;l} es isomorfo a .;;l. 

Demostración: 
El lema(iv3) muestra la existencia de H y el lema(iv6) muestra que H tiene como 
contradominio a CONV[ST(EGL2)]. Por lema(iv4) tenemos que H(a} es isomorfo a ;l . 

• 
Tcorcma(iv3): Para cualquier estructura multivariada ;ltal que ;leMOD(.1.(¿)), existe 

una estructura general :De ST(EGL2) tal que para cualquier asignación M de Li$ en .;;l el 
isomorfismo dado en el lema(iv4) f:.;;l-H(a} induce una asignación foM de Li en :15 
tal que para cualquier fórmula cpeFORM(L2), (~M) !=<PS si y sólo si (:15,foM) faE cp. 

Demostración: 
Usando todas las definiciones y notación anteriores, sea :D=(JoH)(a}. De acuerdo al 
lema(iv5), .'.ÓeST(EGL2). Sean cpeFORM(L2) una fórmula arbitraria del lenguaje Li y 
M una asignación arbitraria de L2$ en ;l. Por la proposición(iii2), foM es una 
asignación de L 2$ en H(a}, y entonces, por la observación(iv9), foM es una asignación 
de Li en :D. Probemos ahora la doble implicación: 
(Suficiencia). Supongamos que (~M) t=<Ps. Entonces (H(.;;l},foM) !=<PS (debido al 
teorema(iii3) del isomorfismo para estructuras multivariadas). Así, 
:15=J(H(~)eST(EGL2) es tal que (.15,foM)) fPCfl (por (4++)). 
(Necesidad) Supongamos que (.'.Ó,foM) fGE cp. Entonces (.'.Ó,foM) f'.l'"Cfl (por la 
observación(iv3), pagina 77) y entonces (H(a},foM) !=<PS (por (4++)). Por lo tanto, 
(~M) f<i>$ (por el teorema(iii3) del isomorfismo para estructuras multivariadas) . 

• 
Finalmente ya podemos mostrar cómo están relacionadas las nociones de 

consecuencia lógica en la lógica de segundo orden con semántica sobre estructuras 
generales y la lógica multivariada. Esta relación queda explícita en nuestro siguiente 
teorema. 

Tcorcma(iv4): Sea L2 el lenguaje arbitrario de segundo orden de tipo ¿ que se ha 
venido usando desde el principio del capítulo y sea ru{cp}~FORM(L2). Entonces 
r fGE cp si y sólo si TRANS$[r]u.1.(E) f<p$ 

Demostración: 
(Suficiencia). Supongamos que r fGE cp y sea (~M1) un modelo arbitrario multivariado 
de TRANS$[r]u.1.(¿). Por el teorema(iv3), existe una estructura general :15 tal que para 
toda fórmula neFORM(L2}, (:J5,foM1) fGE 7t si y sólo si ;lf7t$. Así, (.15,foM1) fGE r 

(puesto que (~M1) rTRANSS[r]), y como r fGE cp, entonces (:15,M1) fGE cp. 
Finalmente, otra vez por el teorema(iv3), (~M1) !=<PS. 
(Necesidad). Supongamos que TRANS$[r]u.1.(E) f=cp$ y sea (.'.Ó,M2) un EG-modelo 
arbitrario de r. Entonces existe una estructura multivariada :DS de tipo !:$ tal que 
(:15$,M2) fTRANS$[r] (esto por el corolario(iv4) página 90); además (.15$,M2) f.1.(:E), 
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por la lndicación(ivl ), página 93. Así, (.15$,M2) l=TRANS$[f"]uA(E) y como 
TRANS$[r]uA(E) f<p$. entonces (.15$,M2) f<p$. Así. tenemos que (.15,M2) ~E q>, otra 
vez por el corolario(iv4) . 

• 
Definición: 

La cardinalidad de una pre-estructura .;;l°=((An)neN• (f"l)recoNs.or) es IAol-

Teorema de compacidad para lógica de segundo orden con semántica sobre 
estructuras generales: Sea L2 un lenguaje de segundo orden de tipo E y sea r un 
conjunto arbitrario de enunciados de L2. Si para cualquier subconjunto finito E> de 
enunciados de r existe una estructura general que es modelo de E>, entonces existe una 
estructura general modelo de r cuya cardinalidad es menor o igual a 
¡r¡+jA(E)l+l<l>(E$)1+~o. (Donde <l>(E$) es el conjunto de enunciados de primer orden que 
se define en el capítulo 111, página 56). 

Demostración: 
Supongamos que para cualquier subconjunto finito E> de enunciados de r existe una 
estructura general que es modelo de E>. 
Para probar nuestra afirmación, primero veamos que cualquier subconjunto finito de 
enunciados de TRANS$[f"]uó.(E) tiene un modelo multivariado. Sea Q un subconjunto 
finito y arbitrario de enunciados de TRANS$[f"]uó.(E). Entonces nnTRANS$[r] es 
finito y ocurre que para cualquier neOnTRANS$[í), n=q>$, donde <¡>E r. Así. existe un 
subconjunto Ñ finito de r tal que TRANS$[Ñ)=OnTRANS$[í). Como por hipótesis 
para cualquier subconjunto finito de í existe una estructura general que es modelo de él, 
entonces existe ;?leEG tal que ;?tl=t::G Ñ. Consecuentemente la estructura multivariada 
~es tal que~ l=TRANS$[Ñ] (debido al corolario(iv4), página 90); además, por la 
Indicación(iv 1 ), página 93, ~ fA(E) y entonces, como 
Q=(QnTRANS$[í])u(Onó.(E)), ~ !=n- Esto prueba que cualquier subconjunto finito 
de TRANS$[r]uA(E) tiene un modelo multivariado, y por el teorema de compacidad 
para lógica multivariada, concluimos que existe una estructura multivariada ..zj modelo 
de TRANS$[í]uó.(E) con cardinalidad menor o igual que 
jTRANS$[í]uA(E)l+l<l>(E$)l+~o. Finalmente, por el teorema(iv3). existe una estructura 
general li-eST(EGL2) modelo de r cuya cardinalidad es menor o igual que 
ITRANS$[í]uA(E)l+i<l>(E$)1+~ o:SITRANS$[í)l+ló.(E)l+l<l>(E$) +~o= 
¡r¡+jA(E)l+l<l>(E$)1+~o- (Esto último se debe a que el universo de individuos de li- es el 
universo de tipo 1 de .ll) . 

• 
Teorema de Lüwenheim-Skolem para lógica de segundo orden con semántica 
sobre estructuras generales: Sea L2 un lenguaje de segundo orden de tipo E y sea r un 
conjunto arbitrario de enunciados de L2. Si existe una estructura general de cardinalidad 
infinita que es modelo r, entonces í tiene un EG-modelo de cualquier cardinalidad te, 

con K2:lrl+IA(E)l+l<l>(E$)l+~o- (Donde <l>(E$) es el conjunto de enunciados de primer 
orden que se define en el capítulo 111, página 56). 
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Demostración: 
Sea 1<2:irj+jl.\(E)l+l<I>(E$)l+t{o y supongamos que existe una estructura general ~infinita 
que es modelo der. Entonces, por el corolario(iv4) y por la lndicación(ivl), ~es una 
estructura multivariada modelo de TRANS$(r)ul.\(E); además, el universo de tipo 1 de 
~ es el universo de individuos de la estructura general .,";l. el cual, por hipótesis, es 
infinito. Por lo tanto, por el teorema de U>wenheim-Skolem para lógica multivariada y 
debido a que K~¡r¡+jl.\(E)l+l<l>(E$)l+t'{o=ITRANS$(r)l+IA(E)l+l<l>(E$)1+t{o;:: 
ITRANS$(r)ul.\(E)i+l<l>(E$)l+t-{ 0 , existe una estructura multivariada -limodelo de 
TRANS$(r)ul.\(E) y de cardinalidad K. Así, por el teorema(iv3) existe una estructura 
general .15=((Dn)neN, (r15)recoNs.or) modelo de r cuya cardinalidad IDol aseguramos es te: 
esto último se debe a que si uno observa la definición de :15 en la proposición(iv 12), el 
universo de individuos Do de :15 es el mismo que el universo de tipo 1 de -li. de lo cual 
concluimos dos cosas: 

IDol:5:K, debido a que la cardinalidad de -li es la suma de la cardinalidad de sus 
distintos universos. 
K$IDol. debido a que, en la prueba del teorema de Lowenheim-Skolem para la lógica 
multivariada en nuestro caso particular (es decir, donde se construye una estructura 
multivariada -lj de cardinalidad Ka partir de una estructura~ y de su universo de 
tipo 1, el cual es infinito), el universo de tipo 1 de Jj tiene cardinalidad mayor o 
igual a K. 

Por lo tanto, .:6=((Dn)neN. (r15)reCONS.or) es EG-modelo de r de cardinalidad IDol=K . 

• 
Resultados pospuestos. 

Corolario(iv6): Sea L2 un lenguaje de segundo orden arbitrario de tipo E. Entonces: 
(a) Consecuencia lógica no implica pre-estructura-consecuencia lógica; es decir, existen 

conjuntos de fórmulas ru{cp}s;;;;FORM(L2) tales que r F cp y no es cierto que r f:i.·cp. 
(b) EG-consecuencia lógica no implica pre-estructura-consecuencia lógica; es decir, 

existen conjuntos de fórmulas ru{cp}~FORM(L2} tales que r fEG cp y no es cierto 
que r fFq>. 

(c) Consecuencia lógica no implica EG-consecuencia lógica; es decir, existen 
conjuntos de fórmulas ru{cp}s;;;;FORM(L2} tales que r F cp y no es cierto que 
r fEG <p. 

Demostración: 
(a) y (b) 
Sean z,w variables individuales y X variable relacional de aridad 1 de L2. El enunciado 
3z3w(VX(X(z)~X(w))/\-,(Z""'W)) es una fórmula de L2 tal que no es satisfacible de 
manera estándar ni es EG-satisfacible, sin embargo, sí es pre-estructura-satisfacible 
-véase la prueba de los incisos ( 1) y (2) de la proposición(iv 1 1 )-. De este resultado, es 
inmediato que: 
z:::::w f-,3z3w(\iX(X(z)~X(w))A-.(z:::::w)), 
pero no es cierto que z:::::w fp-,3z3w(\iX(X(z)~X(w))/\-,(Z=v)); además: 
z:::::w fEG -.3z3w(VX(X(z)~X(w))/\-.(Z:::::W}}. 



pero no es cierto que z:o::w h--.3z3w(VX(X(z)~X(w))"-.(z:o::w)). 
Por lo tanto, hemos probado (a) y (b). 

(c) 
Para cada neN, n~2. sea cp0 la fórmula "hay n elementos": 
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c¡>n=3a1, .. ,3cxn(-.(a1""o<X2)A-.(<X1""o<X3)A ... A-.(<X1""<J<Xn)A ... A-.(<Xn-l:::::O<Xn)), donde 
F0={a¡JieN} es el conjunto de variables individuales de L2. Además, sean K={cpnlneN} 
y cp10 r=3D(VaVJ3((D(a)""oD(J3))-4(a:::::oJ3))A3aVJ3-.(a:o::oD(j3))) -recuérdese que en la 
lógica estándar de segundo orden cp10r expresa la noción "ser infinito"-. Es claro que 
Ku{c¡>1nr}i;;;;;SENT(L2)s;;;FORM(L2). Además, K f cp10 r, pero no es cierto que K fEG cp1nr. 
Para ver esto, obsérvese que si K fEG q>; 0 r entonces, por el teorema de compacidad para 
lógica de segundo orden con semántica sobre estructuras generales, existiría un 
conjunto finito Gs;;;K tal que 
G fEG q>1nr, y entonces, por el corolario(iv2) inciso (2), tendríamos que G f q>1nr· 
Nótese que esto es contradictorio con nuestra prueba del teorema(i 1 ), en la cual se 
mostró que no existe un conjunto finito Ls;;;K tal que L f cp;nf· 
Por lo tanto, no es cierto que K fEG cp;nr-

• 
Corolario(iv7): Sea :E el tipo de un lenguaje de segundo orden L2. Entonces EE(.E) es 
una clase propia de EG(:E) y EG(:E) es una clase propia de 1-(:E). 

Demostración: 
Por la proposición(iv9) sabemos que EE(:E)~G(:E)i;;;;;'l{:E); así, sólo nos hace falta ver 
que tales contenciones son propias: 

Veamos qtieEE(:E);<EG(:E): 
Con toda lá notación de la prueba del inciso (c) del corolario(iv6) y por la prueba 
misma; elco'njtinto de enunciados Ku{cp1nr}s;;;SENT(L2) es tal que K f q>1nr. y sin 
einbargo, no es cierto que K fEG q>10r. Esto último significa que existe una estructura 
gene'ral i~ que es modelo de K, pero que no es modelo de cp10r. Nótese que entonces esta 
estructura general no es estructura estándar (de otro modo sería modelo de q>1nr). 

Veamos que EG(:E);<oJ-p::): 
Sea .;;t=((An)neN, (f'l}fecoNs.or) una estructura general arbitraria de tipo :E tal que el 
universo de individuos Ao tiene al menos dos elementos y sean a,beAo, a;<ob. Nótese que 
{a} y {b} pertenecen al universo de relaciones unitarias A 1 de ;?f. ya que para todo 
zeAo, {z} es paramétricamente ~-definible como: {z}={qeAo l .;;l(xlq,w/z) f (x:::::w)}, 
donde x y w son variables individuales de L2. 
Definimos la pre-estructura ..ll=((B0 )neN, (f'5)fecoNs.or) de tipo :E como: 

Para todo neN\{ 1}, Bn=A0 , 

B1={ {b} }, 
Para todo feCONS.OP tal que FUNC(f);i0(0,I), ~=F, 
Para todo feCONS.OP tal que FUNC(f)=(O, 1), ~={b}. 

Así, -E es pre-estructura de tipo :E, pero no es estructura general de tipo :E . 

• 
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Conclusiones del capítulo 

A través de todos los capítulos anteriores hemos pretendido dar una exposición 
amplia de los hechos básicos de la lógica de segundo orden; en particular se ha 
trabajado mucho en relación a la reductibilidad de la lógica de segundo orden con 
semántica sobre estructuras generales a lógica de primer orden, y sin embargo, no 
hemos hecho explícita tal reducción. Con la intención de que esta reducción quede 
totalmente clara, la mostraremos aquí: 

Por lo realizado en este capítulo, tenemos: 

Para todo lenguaje L2 de segundo orden de tipo I:=(VAR,FUNC), tal que 
FUNC:CONS.OP~ V AR existe un lenguaje multivariado L2$ de tipo 
I:$=(SORT$,FUNC$), tal que FUNC$:SIM.OP$~(Sro(SORT$)u(N\{O}))\{(O)}, 
donde SIM.OP$=CONS.OPu{-.,v,"'}u&uEuW y donde&, E y W son ciertos 
conjuntos de símbolos de constante relacional, funcional e individual 
respectivamente, ajenos a CONS.OP. 
Cada fórmula q>EL2 está asociada a una fórmula <¡>$EL2$. 
Cada estructura general ;?{de tipo :E está asociada a una estructura multivariada .;;t:$ 

de tipo I:$. 
A cada asignación M de L 2 en ;?{; corresponde una asignación M$ de Li$ en .;;f$ tal 

que (~M) feG <¡> si y sólo si (.;;n,M$) f=<p$. 
Existe un conjunto de enunciados multivariados ~(I:)i;:;;SENT(L2$) tal que para 
cualquier conjunto de fórmulas de segundo orden ru{cp }i;:;;FORM(L2) existe un 
conjunto de fórmulas multivariadas TRANS$[r]u{<¡>$}i;:;;FORM(L2$) tal que 
r fEG <¡>si y sólo si TRANS$[r]uó(I:) f=<p$. 

Además, por lo realizado en el capítulo 111, tenemos: 

Para todo lenguaje Lm de tipo multivariado I:=(SORT,FUNC) tal que 
FUNC:SIM.OP-)(S0,(SORT)u(N\{O} ))\{(O)} existe un lenguaje de primer orden 
Lm* de tipo :E*=(SIM.OP\{v,-.,,.,})u{Q; I ieSORT\{O} }, donde {Q; I ieSORT\{O}} 
es un conjunto de símbolos de constante relacional ajeno a SIM.OP 
Cada fórmula q>ELm está asociada a una fórmula cp*eLm*· 
Cada estructura multivariada .;;:lde tipo I: está asociada a una estructura 
monovariada .;?{"'de tipo :E*. 
A cada asignación M de Lm en;?{; corresponde una asignación M* de Lm* en;?{;* tal 

que (~M) I= <¡> si y sólo si (;?{;* ,M*) I= cp*. 
Existe un conjunto de enunciados de primer orden <l>(I:)i;:;;SENT(Lm*) tal que para 
cualquier conjunto de fórmulas multivariadas ru{<¡>}i;:;;FORM(Lm) existe un 
conjunto de fórmulas de primer orden r*u{cp*}i;:;;FORM(Lm*) tal que 
r I= <¡> si y sólo si r*u<I>(:E) I= q> *. 

Por lo tanto, de las dos listas anteriores tenemos la reducción explícita de la lógica de 
segundo orden con semántica sobre estructuras generales a lógica de primer orden: 



Para todo lenguaje L2 de segundo orden de tipo :E=(VAR,FUNC) tal que 
Dom(FUNC)=CONS.OP existe un lenguaje de primer orden L2$* de tipo 
:E$*=(CONS.OPvevEuW.)v{Q; 1 ieSORT$\{O} }. 
Cada f"órmula <pe L2 está asociada a una fórmula <¡>$*e L2$•. 
Cada estructura general ;?{de tipo E está asociada a una estructura monovariada 

~· de tipo :E$*. 
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A cada asignación M de L2 en;?{ corresponde una asignación M$* de L2$* en~· 
tal que (~M) feG <psi y sólo si (~*,M$*) l=<v$•. 
Existe un conjunto de enunciados de primer orden [~(:E))*u<l>(:E$)!:;;SENT(L2$*) tal 
que para cualquier conjunto de fórmulas de segundo orden ru{<p}!:;;FORM(L2), 
existe un conjunto de fórmulas de primer orden 
[TRANS$[r]]*v{<p$*}!:;;FORM(L2$*) tal que r ha <psi y sólo si 
[TRANS$[r]]*v[~(:E)]*u<l>(:E$) l=<v$•. 

.-
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APENDICE 1 

El axioma del supremo, el axioma de buen orden, el axioma de inducción, ser 
infinito o ser finito son ejemplos de propiedades muy usadas -al menos en 
matemáticas- que no son expresables por medio de una fórmula en un lenguaje de 
primer orden arbitrario, y sin embargo, si lo son en lenguajes de segundo orden (como 
se puede ver en la sección desde donde se hace referencia a este apéndice). No es 
sencillo probar que cierta propiedad no es expresable en ningún lenguaje de primer 
orden, no obstante, nosotros daremos al menos una prueba completa de una propiedad 
expresable en segundo orden y no expresable en primer orden: 

El enunciado 3X(3xX(x)A Vx'lty[X(x)AA(x,y)-.>-.(x::ry)AX(y)]) (donde X es una 
variable relacional unitaria, x y y variables individuales y A un símbolo de constante 
relacional binaria) es conocido como el enunciado Geach-Kaplan (que es simplemente 
una formalización de la frase "hay críticos que sólo se admiran entre sí", -"sorne critics 
admire only one another"-) y no existe una fórmula de primer orden equivalente a él. 
Para ver esto obsérvese que si substituimos en el enunciado Geach-Kaplan 
(x:::,:Q)v(x:::,:y+ 1) en lugar de A(x,y). entonces tenemos la fórmula, de un lenguaje 
apropiado de segundo orden, 
3X(3xX(x)A 'ltx'lty[X(x)A((x:::,:O)v(x:::,:y+ I ))->-.(X""Y)AX(y)]) (GKA) 
la cual es verdadera en los modelos no estándar de la aritmética de Peana que tengan 
elementos que no se obtienen iterando un número finito de veces la operación sucesor 
sobre el cero, y es falso en el modelo estándar de esta misma: 
Sea "G un modelo no-estándar de la aritmética de Peano de primer orden con elementos 
que no se obtienen iterando un número finito de veces la operación sucesor sobre el 
cero .. Entonces el subconjunto de todos estos elementos del universo de "G no tiene 
mínimo y hace que "G sea modelo de (GKA). 
Se_a .;;l un modelo estándar de la aritmética de Peano de primer orden y sea V un 
súbcc)njunto arbitrario pero no vacío del universo de ;?t. Por ser .;;lmodelo estándar de la 
aritmética de Peana de primer orden, entonces V tiene un elemento mínimo; si el 
mínimo de V es O, entonces ~XN) no es modelo de 
(3xX(x)A 'ltx'l7'y[X(x)A((x""O)v(x""y+ 1 ))->-.(x:::::y)AX(y)]). En caso de que el mínimo de 
V sea g, con g""O, entonces g=w+I y por lo tanto w¡eV; así, ~X/V) no es modelo de 
(3xX(x)A 'ltx'l7'y[X(x)A((x:::,:O)v(x:::,:y+ 1 ))->-.(x:::::y)AX(y)]). Por lo tanto, en cualquier 
caso, para todo subconjunto distinto del vacío V del universo de .;;l. ~XN) no es 
modelo de (3xX(x)A '17'x'l7'y[X(x)A((x:::,:Q)v(x::ry+ I ))-->-,(X:::,:Y)AX(y)]) y por lo tanto .;;l no 
es modelo de (GKA). 

El que (GKA) sea verdadera en el modelo no estándar "G de la aritmética de 
Peano de primer orden y falsa en .;;l implica que (GKA) no tiene un equivalente de 
primer orden (puesto que ;?{y "G son elementalmente equivalentes, es decir, hacen 
verdaderos a los mismos enunciados de primer orden) y por lo tanto el enunciado de 
Geach-Kaplan tampoco tiene un equivalente en primer orden. 

En general, una manera de probar que una propiedad no es expresable en primer 
orden es mostrar que tal propiedad es satisfecha por una estructura .;;ly no lo es por una 
estructura .li, de tal manera qui.! ;?{y .li son elementalmente equivalentes. Esta es la 
manera en que se probó el ejemplo anterior y también es la manera en que se pueden 



probar que el axioma de inducción o el axioma del supremo no son expresables en 
primer orden: 
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Un modelo de los números hiperreales es elementalmente equivalente con los 
números reales y sin embargo, a diferencia de los reales, no cumple el axioma del 
supremo (por ejemplo, el conjunto de los infinitesimales está acotado superiormente 
por cualquier real estándar, pero no tiene una cota superior mínima). 
El que se pueda construir una estructura elementalmente equivalente a los números 
naturales en la cual haya elementos con un número infinito de antecesores implica 
que, como se mostrará en el capítulo 11 y a diferencia de los números naturales, no 
es posible que tal estructura sea modelo del axioma de inducción (de otro modo 
sería isomorfa a los números naturales y entonces todos sus elementos tendrían un 
número finito de antecesores). 
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APENDICE2 

No es fácil proporcionar un lenguaje de segundo orden de un tipo dado y una 
fórmula de éste que sea EG-satisfacible pero que no sea satisfacible por ninguna 
estructura estándar del mismo tipo. Nosotros mostraremos este hecho apoyados en un 
par de resultados que no mostraremos: 

bTeorema(*): Para todo lenguaje de segundo orden L de tipo :E, existe un cálculo C tal 
que para todo conjunto de enunciados rv{<¡>}~SENT(L), 
¡- F.G <p si Y SÓio si 1- re <p 

Por un cálculo o sistema formal S para fórmulas de un lenguaje L de segundo 
orden entenderemos la definición usual de cálculo para lenguajes de primer orden 
(véase Amor J .A. [ 1999]. "Compacidad en la Lógica de Primer Orden y su Relación con 
el Teorema de Completad", pagina 102) a excepción de que en lugar de manejar 
fórmulas de primer orden se manejarán fórmulas de L. Entendido lo anterior, se define 
de la misma manera que en lógica de primer orden el que un cálculo sea correcto y 
completo; así, el teorema anterior simplemente dice que existe un cálculo C correcto y 
completo para la EG-consecuencia lógica. 

Sea LrA2 el lenguaje de segundo orden de tipo :ErA2 de la aritmética de Peano de 
segundo orden (es decir, el lenguaje con el que se trabajó a lo largo del capítulo 11) y sea 
IT={Pr, P2, P3} el conjunto de axiomas de Peano de segundo orden (véase el capítulo 11). 
Además, sea ~(N,O,s:WS el conjunto de los números naturales con el cero y la 
operación sucesor. Por último, lo único que nos hace falta definir antes de enunciar el 
proximo teorema es lo siguiente: Dado un lenguaje de segundo orden L de tipo :E y ,;?[ 

una estructura estándar de tipo :E, definimos Teo(~={cpeSENT(L) ¡ ,;;:i <p}. 

cTeorema(**): Existe un enunciado A.eSENT(LrA>) tal que /,eTeo(~ y tal que no es 
cierto que O f-s A. en ningún cálculo S correcto de segundo orden. 

Con los teoremas anteriores es fácil probar que hay una fórmula EG-satisfacible 
que no lo es de manera estándar: Sea A. el enunciado que asegura el teorema(**). Como 
no es cierto que O re A -por el teorema(**)-, entonces no es cierto que O F.G A. -por el 
teorema(*)-; así, existe un EG-modelo de rr que no lo es de i .. De esto último 
concluimos que el conjunto de enunciados Ilv{--,A.} es EG-satisfacible, es decir, que 
P1AP2,AP3A--,A. es EG-satisfacible. Por otro lado, P1AP2AP3A--,). no es satisfacible por 
ninguna estructura estándar de segundo orden, ya que cualquier estructura estándar que 
satisfaga a PrAP2APJ será isomorfa a :W"(en el capítulo 11 se probó que la aritmética de 
Peano de segundo orden es categórica), por lo que será modelo de los mismos 
enunciados que ::X--esto último debido al teorema(i6)- y como ....,A.e;Teo(~, -ya que 
A.eTeo(~, según el teorema(**)- entonces P1AP2AP3A--,A.e;Teo{~, y por lo tanto 
PrAP2AP3A-,A no es satisfacible por ninguna estn•ctura estándar. 

b Este resultado se prueba en Manzano M.(1996) "Extensions ofFirst Order Logic", pags 70-112; 
289-290. Barcelona: Cambridge Univcrsity Press. 

• Una prueba de este teorema se puede encontrar en Robbin J. W.[ 1969) "Mathematical Logic: a First 
Course", pag 157. New York: W. A. Benjamín. 
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