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INTRODUCCION

Después de estudiar los resuitados basicos de la 16gica de primer orden, es
inmediato observar que los lenguajes que ésta estudia tienen limitaciones en su poder
expresivo; asi, es natural preguntarse por sistemas expresivos mas poderosos que los
lenguajes de primer orden y por las propiedades que pudieran tener éstos. El estudio que
presentaremos justamente consistird del estudio basico de un tipo particular de sistema
expresivo mas poderoso que los lenguajes de primer orden: Los lenguajes de segundo
orden. -

La caracteristica fundamental que distingue a los lenguajes de segundo orden de
los de primer orden es la cuantificacién sobre relaciones n-arias; esto es lo primero que
se desarrolla en el capitulo I (la definicion rigurosa de los lenguajes de segundo orden)
seguido de la semantica estandar asociada a estos lenguajes. Mas adelante, también en
el capitulo 1, se dan ejemplos de propiedades expresables en segundo orden que no lo
son en primer orden y a partir de éstas se demuestra que en la I6gica estandar de
segundo orden, contrariamente a la l6gica de primer orden, no se cumplen los teoremas
de compacidad ni de Léwenheim-Skolem. El resto del capitulo consiste principalmente
en teoremas de isomorfismo entre estructuras estandar y en teoremas de
homomorfismos y relaciones de congruencia; tales resultados son muy generales, sin
embargo, la razén principal de su discusion es la de proporcionar teoremas que nos
serviran para el estudio del ejemplo mas importante que mostramos, en el capitulo 1, en
relacion a la logica estidndar de segundo orden y la logica de primer orden: La aritmética
de Peano de segundo orden.

Son ya bastante conocidos los resultados de la existencia de modelos no estandar
de la aritmética de Peano de primer orden y de la incompletud de ésta. El capitulo 11
inicia con un estudio de la aritmética de Peano de segundo orden con conclusiones
‘totalmente contrastantes: La aritmética de Peano de segundo orden es categorica (todos
sus modelos son isomorfos) y por lo tanto es completa (en el sentido de que si Il es el
conjunto de axiomas de Peano de segundo orden de un lenguaje Lpa2, entonces para
todo enunciado ¢ de Lpaz, I'1 |=q) oIl I'-'-—.(p). Ademas, este capitulo presenta un estudio
del axioma de induccién de segundo orden que concluye con una caracterizacion de
‘todos los modelos de este axioma; de esta caracterizacién es inmediato el hecho de que
los tres axiomas de Peno de segundo orden son independientes entre si y sin embargo
guardan una estrecha relacién: el axioma de induccién implica a la disyuncion de los
otros-dos axiomas.

Dado que nuestro propdsito en este trabajo es mostrar resultados fundamentales
de la logica de segundo orden, el capitulo Il de l6gica multivariada pareciera fuera de
contexto. Lo que ocurre es lo siguiente: Existe una semantica alterna a la semantica
. estandar para los lenguajes de segundo orden, la cual es muy conocida y sin la cual nos
parece este trabajo incompleto. La presentacion de tai semantica no estandar (semantica
sobre estructuras generales) se puede hacer sin necesidad de la 16gica multivariada
(capitulo I'V); sin embargo, hay una relacion estrecha entre la l6gica de segundo orden
no estandar a que da lugar la semantica no estandar mencionada, la 16gica mulitivariada
'y la‘légica de primer orden (especificamente: la reduccion de la 16gica de segundo
orden con semantica sobre estructuras generales a légica multivariada y la reduccion de
la l6gica multivariada a légica de primer orden). Para poder mostrar adecuadamente
tales reducciones y hacer notar que éstas implican la reduccion de la 16gica de segundo
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‘orden con semantica sobre estructuras gencrales a légica de primer orden, fue necesario

--abordar la l6gica multivariada en el capitulo [11. Basicamente en tal capitulo se define

“con rigor lo que es la lo6gica multivariada, sc dan teoremas de isomorfismo entre
estructuras multivariadas, se prueba que la I6gica multivariada es reductible a logica de
pfimcr orden y finalmente se concluyce con los teoremas de compacidad y de

" Loéwenheim-Skolem para la 16gica multivariada.

) Con los resultados mostrados en ¢l capitulo i1 se tiene lo necesario para nuestro
tltimo estudio:. el concepto de estructura general, la definicion de una semantica no
estandar asociada a los lenguajes de segundo orden y la reduccion de la logica de
segundo orden con semdntica sobre estructuras generales a Iogica multivariada. Con tal
finalidad se precisa, en el capitulo 1V, la nocidn de pre-estructura. Es sobre las pre-
estructuras (de hecho, sobre toda una logica de segundo orden con semantica basada
sobre pre-estructuras) y a través de la nocion de “relacidn paramétricamente
st-definible...” como se definen a las estructura generales; es decir, se definen las
estructuras generales como una clase particular de pre-estructuras. El resto del capitulo
se concentra basicamente en mostrar que la logica de segundo orden sobre estructuras
generales es reductible a 16gica multivariada y que con esta semantica valen los
teoremas de compacidad y de Léwenheim-Skolem; finalmente. también se muestra
explicitamente como queda la reduccion de logica de segundo orden sobre estructuras
gcncralcs a légica de primer orden.

Todos los resultados de este trabajo (los descritos anteriormente), sec exponen
presupomendo del lector solamente un estudio previo de lo fundamental de la l16gica de
prlmer .orden y de la teoria de los conjuntos. Al respecto, la manera en que se presentan

; estos estudios es totalmente analoga a la manera usual en que se estudia por primera vez
‘légica de primer orden; esto no es del todo una ventaja en su lectura: hay muchas
definiciones por recursion y sobre todo pruebas por induccién que pueden resultar muy
aridas. Consideramos que, cuando esto este a punto de suceder. ¢l lector siga adelante:
no necesita leer con extrema minuciosidad tales pruebas a menos de que una angustia
irresistible lo obligue a ello (eleccidn que, por otro lado. el autor sintié no tener, pucsto
que gran parte de su trabajo consistiéo en mostrar detalles que a menudo son omitidos en
otros textos).




CAPITULO L.

LENGUAIJES DE SEGUNDO ORDEN.

Es posible obtener lenguajes con poder expresivo mayor que el de los lenguajes
de primer orden que, como sabemos, no son capaces de expresar ciertas nociones como
el poseer un nimero finito de elementos o el axioma del supremo para conjuntos
parcialmente ordenados. Teniendo como motivacion la busqueda de sistemas expresivos
mas poderosos que los lenguajes de primer orden, construiremos los lenguajes de
segundo orden, veremos ejemplos de su poder expresivo y en general, discutiremos
diferencias importantes entre éstos y los lenguajes de primer orden. Tomemos como
ejemplo el enunciado de primer orden 3x(P(x)—>VxP(x)). Este enunciado es verdadero
sea cual sea la interpretacion del simbolo de predicado P, lo que nos podria sugerir
considerar P como una variable sobre las relaciones 1-arias, cuantificar universalmente
a P y obtener la formula: VPIx(P(x)— VxP(x)) que nos atreveriamos a llamar
“universalmente vilida™. Justamente 1o que haremos sera desarrollar un tipo de sistema
expresivo —de manera analoga a como se hace con lenguajes de primer orden— en que
esta idea de cuantificar sobre propiedades de individuos o sobre funciones que actian
sobre individuos quedara bien formalizada; tales sistemas expresivos seran
denominados lenguajes de segundo orden y la l6gica basada en ellos, la 16gica de
segundo orden, la abreviaremos como LSO.

SINTAXIS DE LSO

Tipo.

Cada lenguaje de segundo orden tiene un conjunto (posiblemente vacio) de
constantes individuales, de constantes relacionales y de constantes funcionales;
designaremos tal conjunto por CONS.OP y siempre se pedira que cada elemento de
este conjunto no sea sucesion de otros elementos del mismo.

Para tener un lenguaje de segundo orden particular, aparte del conjunto
CONS.OP de nuestro lenguaje, necesitamos dar su tipo. Un tipo de un lenguaje de
segundo ordcn es un par Z=(VAR, FUNC), donde VAR es el conjunto que contiene las
dlferentes clases de variables de nuestro lenguaje (que llamaremos tipos) y FUNC es
on’ cuyo dommlo es CONS.OP y cuyos valores (que tamblen llamaremos

VAR—{l“(m) ©0,1,1), (0,1,1,1),... 30{(1, )(1, 1, 1),...}

“""dée FUNC con X) es tal que:
FUNC(c)=1 para cada simbolo de constante de individuo ce CONS.OP
'FUNC(R)=(0,1,.."..,1) para cada Re CONS.OP simbolo de relacién n-ario, neN\{0}.
FUNC(fH=(1,1,.."..,,1) para cada feCONS.OP simbolo de funcién n-ario, neN\{0}.



Ahora estamos listos para definir el alfabeto de nuestra clase de lenguajes de
segundo orden del tipo = especificado. Dado un conjunto CONS.OP de simbolos de
constante (individuales, relacionales o funcionales), definimos el alfabeto del lenguaje
L2 de segundo orden tipo Z de la siguiente manera:

- Todo elemento de CONS.OP pertenece a Lo.

- Para cada elemento ae VAR, L contiene un conjunto numerable de variables de
tipo . Explicitamente estos conjuntos son:
Para cada neN, neN\{0}, R,={X;"[ieN} es el conjunto de variables relacionales de
aridad n de tipo (0,1,.."..,1)e VAR.
Para cada neN, neN\{0}, F,={D;" |ieN} es el conjunto de variables funcionales de
aridad n de tipo (1,1,..".,1)e VAR.

- v=Fo={x;|ieN} es el conjunto de simbolos de variable individual (variables tipo 1).

El alfabeto de L, consta ademas de:

- Conectivos l6gicos: -, A, vV ,—>, <.

~ Cuantificadores: 3, V.

- ' .Paréntesis y comas como simbolos auxiliares.

- . Un conjunto numerable de simbolos de igualdad =, =, =3,...,%,...; €stos son por
definicion, de tipo: (0,1,1), (0,(0,1),(0,1)),...,(0,(0,1,.."..,1),(0,(0,1,.."..,1)),....
respectivamente. La idea es que =~ se usara para hablar de igualdad entre
individuos y para cada ieN\{0}, =; para igualdad entre relaciones i-arias.

Los anteriores son todos los simbolos del alfabeto de L.
EXPRESIONES DE L

Al igual que en los lenguajes de primer orden, nos interesa definir una gramatica
para construir férmulas a partir de los simbolos del alfabeto de L,. Con tal prop6sito
definimos al lenguaje L2 de segundo orden de tipo £ como el conjunto de todas las
sucesiones finitas de simbolos de su alfabeto; ademas definimos recursivamente:

Términos.

T1 Todo simbolo de variable individual es un término.

T2 Todo simbolo de constante individual es un término.

T3 Si fes un simbolo de constante funcional de aridad n, con neN\{0}, y t,..,Tn, SOn
términos, entonces f(t),..,Ty) €5 un término.

T4 Si D es un simbolo de variable funcional de aridad n, con neN\{0}, y Ti,..,Ta SON
términos, entonces D(ty,..,Ts) €s un término.

Definimos TERM(Lz) como el conjunto mas pequefio obtenido con estas reglas.
Frecuentemente denotaremos por TERM a TERM(L:) cuando sea claro el lenguaje L>
acerca del que se esta hablando.
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Predicados.

P1 Cualquier simbolo de variable n-ario relacional X es un predicado de grado n.

P2 Cualquier simbolo de constante n-ario relacional P, Pe CONS.OP es un predicado de
grado n.

P3 Los simbolos =; tal que ieN son simbolos de predicado de grado 2.

Definimos PRED(L2) como el conjunto de los predicados. A menudo denotaremos por
PRED a PRED(L:) cuando sea claro el lenguaje L, del que estemos hablando.

Formulas.

F1 Si Il es un predicado n-ario (para n=2, I'l distinto de =3) y T1,..,Ta SON términos,
entonces I(ty,..,Ta) es formula.
F2 Si 1 y T2 son términos, entonces (T1=T2) es formula. Si Il y ‘¥ son predicados
n-arios, neN\{0}, (para n=2, I'l y ¥ distintos de =), entonces (I'T~,'V) es féGrmula.
F3 Si ¢ y 7 son férmulas, entonces ¢vn y —nt son formulas.
F4 Si ¢ es férmula y x es un simbolo de variable individual, entonces Ix¢ es
_férmula.
: FS Si ¢ es formula y X es un simbolo de variable relacional de aridad n, entonces 3X¢
- es formula.
“F6 Si ¢ es formula y D es un simbolo de variable funcional de aridad n, entonces 3Dg
- es férmula.

D‘éﬁ‘ﬁimos a FORM(L.2) como el conjunto mas pequeiio obtenido con estas reglas.
También escribiremos FORM en vez de FORM(L;) cuando esto no cause confusion.

Abreviaciones:

' - Sean ¢ y = formulas arbitrarias de un lenguaje de segundo orden L, x variable
individual, X variable relacional de aridad n (para alguna neN‘{0}) y D variable
funcional de aridad m (para alguna meN\{0}). Definimos las féormulas pAT, @—m,
P>, VX, VX y VD@ como es usual:

QAT = —(—=pVT)

P—>T = =PV

Q> = (P—>TA(T>P)

Vx@p = —3Ix—¢

VX =—3X—¢

VD@ = —-3ID—-¢

Expresiones.
Llamamos expresiones de Lz al conjunto:

EXPR(L;)=TERM(L2)PRED(L2)VFORM(L:). Al igual que con las férmulas, sera
comun escribir EXPR en vez de EXPR(L?>).
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Al igual que en primer orden, un lenguaje Ly de segundo orden tiene formulas en
las que aparecen variables acotadas por cuantificadores y formulas cn las que hay
variables libres. Con el proposito de precisar esta idea definimos la funcion FREE, con
dominio EXPR y contradominio el conjunto de subconjuntos finitos de
(Unenmio}Ra)w (UnenFy), por recursion sobre EXPR:

(T1) FREE(x)={x} para cualquier simbolo de variable individual de La.
(T2) FREE(a)=O para cualquier simbolo de constante individual acCONS.OP
(T3) FREE(f(T: ,...Tt n))=FREE(t))w...0UFREE(t,) para cualquier simbolo de constante
funcional fde aridad n.
(T4) FREE(D(t ,...tw))= {D}UFREE(T))V...0FREE(Ts) para cualquier simbolo de
. variable funcional D de aridad n.

- (P1) FREE(X)={X} para cualquier simbolo de variable relacional de aridad n.
‘(P2) FREE(R)=Q para cualquier Re CONS.OP, R constante relacional de aridad n.
] (P3) FREE(=i)=9 para todo ieN.

' »(F’l)' FREE(II(ty,..,Ta))=FREE(IT)FREE(t ) u...UFREE(T ;)) para cualquicra [1
5 “predicado de aridad n (para n=2, I'1 distinto de =) y T),..,T, términos cualesquiera.
(F2) Para cada neN\{0}, FREE((I'T=,'V"))=FREE(IT)UFREE(*V), para I'l, ¥ predicados
n-arios cualesquiera (para n=2, I'1 y ¥ distintos de =2). Si 7 y T2 son términos,
- entonces FREE((171=072))=FREE(t; )0FREE(t2)
(F3) FREE(—@)=FREE(p);
FREE(pvnt)=FREE(p)}FREE(n);
(F4) Si x es una variable individual, entonces
FREE(AQx¢@)=FREE(p)\{x}
(F5) Si X es una variable relacional de aridad n, entonces
FREE(@X@)=FREE(P)\{X}
(F6) Si D es una variable funcional de aridad n, entonces
FREE(@Dg)=FREE(p)\{D}

Finalmente, definimos para un conjunto cualquicra I de férmulas de segundo orden
FREE(I')=Uger FREE().

Expresiones cerradas.
Definiciones:

Un termino t es cerrado cuando FREE(t)=O.

Una férmula cualquiera ¢ se llama enunciado cuando FREE(g)=& y definimos
SENT=SENT(L:)={¢pcFORM]|p es un enunciado}.

Ademas, dada una férmula cualquiera @ eFORM, definimos la cerradura universal de
¢ (la denotamos V@), como la formula que resulta de cuantificar universalmente a
todas las variables libres de ¢, es decir si FREE(@)={y1,--,.Yk}. entonces VO=Vy|...Vyk®.
De manera aniloga definimos la cerradura existencial de ¢ (que denotamos 3@): si
FREE(@)={YI,--.Yk}, entonces Je=3Ty,...Tyxp.



Sustitucién de una variable individual libre de una férmula por un término.

A menudo nos interesa sustituir una variable libre de una formula ¢ € FORM por
un término t de tal manera que la férmula que resulta de realizar la sustitucion diga de t
exactamente lo mismo que decia la formula ¢ de x. La siguiente definicién recursiva
sobre la formacion de las expresiones captura esta idea, donde @(x|t) indica la té6rmula
que resulta de sustituir la variable x en ¢ por el término t.

(T1) Sea z una-variable individual.
Si z#x, entonces z(x|t)=z.
Si z=x entonces z(x|t)=t.
(T2) Para todo ac CONS.OP simbolo de constante individual a(x|t)=a
(T3) Si fe CONS.OP es un simbolo de constante funcional y 1,..,T, son términos.
entonces f(T1,..,tn)(X[T)=f(T1(X]|T),..,Tn(X]|T)).
(T4) Si D es un simbolo de variable funcional de aridad n y <i,...,T » son términos,
entonces D(ty,..,Tn)(x|T)=D(T1(XIT),..,To(X|T)).
‘(P1) Si X.un simbolo de variable n-ario relacional, entonces X(x|t)=X
(P2) Si PeCONS.OP es una constante n-aria relacional, entonces P(x|t)=P.
(P3) Para todo; |eN =(x]T)= = :

(l‘l) SiiITes:un predncado n-ario (para n=2, I'l dlStll‘ltO de ~q)ky 'r,, .,Tn SON términos,
G enlonces TI(Ti;. ,'rn)(xl-c) TI(T) (x]7),. ,-rn(xh:)) S
(F2) Para cada neN\{0}, (I'I~.,‘P)(x|'c)— (l'I(xl'r)~,,‘P(x|-c)), para l'I '~P predicados
n-arios cualesquiera (para n=2,; IT y ¥ distintos de ~2) Sit; ¥y T2s0n términos,
entonces (Ti=oT2)(X|T)= (T I(X|‘f)~o‘tz(xl17))
(F3) Si ¢, e FORM entonces
(—P)xIT)=—(@(x}T);
(pvm)(xlt)y=@(x[t)vn(x|7).
(F4) Sea z una variable individual.
Si xe FREE(3z9), entonces (3zp)(x|t)=(3z¢)
Si xeFREE@z¢p) y z¢FREE(T), entonces (3z@)(x|t)=3z(p(x]|T))
Si xe FREE(3z0p) y zeFREE(T), entonces sea y la variable individual con indice
menor del conjunto Fo\FREE(3z¢)FREE(T). Entonces
Bzp)(xlt)=Ty(ezly)(x|T)).
(F5) Si X es una variable relacional de aridad n, entonces
@X)(xD= IX(p(xIT)
(F6) Si D es una variable funcional de aridad n, entonces
(@Do)(x|t)=3D(p(x]1))

Sustituciéon de una variable relacional libre de una féormula por un predicado.

Anilogamente a lo hecho con variables individuales, definimos por recursion lo
que quiere decir substituir la variable relacional X de aridad n libre de la férmula ¢ por
el predicado IT de aridad n (lo cual, continuando con la notacién usada para variables
individuales, sera designado por ¢@(X|IT)).



(T1) Para cualquier z variable individual z(X|[1)=z.

(T2) Para todo acsCONS.OP simbolo de constante individual a(X|[T)=a.

(T3) Si feCONS.OP es un simbolo de constante funcional de aridad m y t,,..,Tm sON
términos, entonces f(ty,...tm)(X|I1)=f(tI,..,Tm).

(T4) Si D es un simbolo de variable funcional de aridad m y T....,T » SON términos,
entonces D(ty...,tm X X|[T)=D(Ty....Tm).

(P1) Sea Z es un simbolo de variable m-ario relacional.,

Si Z=X entonces Z(X|I1)=Z

Si Z=X entonces Z(X|IT)=I1
(P2) Si PeCONS.OP es una constante m-aria relacional, entonces P(XlH) P.
(P3) Para todo ieN =(X|IT)= =;.

(F1) Si ¥ es un predicado m-ario (para n=2, ¥ distinto de =) y 1y,..,tTm SONn érminos,
entonces W(t,..,tm)(X|ID=F(X|IT) (Ti,..,Tm)

(F2) Para cada meN\{0}, (I'=,¥)}(X|IT)= (F'X|[IT)=~¥(X|IT)), para [, ‘¥ predicados
m-arios cualesquiera (para m=2, I'l y ¥ distintos de =»). Si 11 ¥ T2 son términos,
entonces (t1=o712)(X|I1)= (ty1=0T2).

(F3) Si ¢,nteFORM entonces
(—e)XIIDH=—(e(X|[ID);

(pvm)(X[ITD=(X|I)vr(X|IT).
(F4) Sea z una variable individual.
(Fze)(XIID=3z(e(X|IT))
(F5) Sea Z una variable relacional de aridad m.
Si Xe FREE(3Zop), entonces (AZ@)(X|IT)=(3Zo)
Si XeFREE@#Zo) y Z¢FREE(IT), entonces (3Zop)(X|IT)=3Z(p(X|IT))
Si XeFREE@Zo) y ZeFREE(IT), entonces sea Y la variable relacional con indice
menor del conjunto RMNFREE(3Z¢)}FREE(IT). Entonces
AZe)XIT)=3Y (@(Z|Y )X|IT))

(F6) Si D es una variable funcional de aridad m, entonces

@ADe)X[IM=3D(e(X|ID)

Sustitucion de una variable funcional libre de una férmula por una variable
funcional o por una constante funcional.

Definimos por recursion lo que significa substituir la variable funcional D de
aridad n libre de la férmula ¢ por W, donde W es una variable funcional de aridad n 6
W es una constante funcional de aridad n. Lo anterior lo designaremos por @(D|W).

(T'1) Para cualquier z variable individual z(D|W)=z.

(T2) Para todo ac CONS.OP simbolo de constante individual a(D|W)=a.

(T3) Si feCONS.OP es un simbolo de constante funcional de aridad m y t1,..,Tm SON
términos, entonces f(ty,..,Tm)(D|W)=f(1|(D|W),..,Tm(D|W)).

(T4) Sean S un simbolo de variable funcional de aridad m y 1y,...,Tm términos.
Si S=D entonces S(t1,-.,Tm)(D|W)=W (1, (DjW),..,tm(D|W)).
Si S=W entonces S(Ty,..,tm }{(DIW)=S(11(D|W),..,tm(D|W)).



(P1) Si Z es un simbolo de variable m-ario relacional, entonces Z(D|W)=2Z
(P2) Si PeCONS.OP es una constante m-aria relacional, entonces P(D|W)=P.
(P3) Para todo ieN =(D|W)= =;.

(F1) Si ¥ es un predicado m-ario (para m=2, ‘¥ distinto de =3) y 1},..,Tm SON términos,
entonces W(ti,...tm)(D|W)=¥ (1t (D|W),..,tm(D|W)).
(F2) Para cada meN\{0}, (=¥} D|W)= (F'=m'V), para I', ¥ predicados
m-arios cualesquiera (para m=2, Il y ‘¥ distintos de =;). Si 1| ¥ t2 son términos,
entonces (1=t X(D{W)= (t1(D|W)=oTt2( D|W)).
(F3) Si ¢, e FORM entonces
(—p)(D|W)=—(x(D|W));
(pvr)(D|W)=¢(D|W)vr(D|W).
(F4) St z es una variable individual entonces:
(3z¢)(D|W)=3z(p(D|W))
(F5) Si Z es una variable relacional de aridad m entonces:
(AZop)(D|W)=3Z(¢(D|W))
(F6) Sea S simbolo de variable funcional de aridad m.
Si DFREE(@Sg), entonces (3So)(D|W)=(3S¢)
Si DeFREE@S¢) y SeFREE(W), entonces (3S¢)(D|W)=3S(p(D|W))
Si DeFREE(3S¢) y SeFREE(W), entonces sea Y la variable funcional con
indice menor del conjunto F,\FREE(3So)UFREE(W). Entonces
(3Se)(DIW)=3Y (¢(S|YXD]|W)).

SEMANTICA ESTANDAR DE LSO

Estructura estindar.

Dado un conjunto CONS.OP, se definio el tipo Z=(VAR,FUNC) de lo que
definimos como un lenguaje de segundo orden L». Este lenguaje se construyé con la
intencidn de hablar de estructuras de tipo Z; hay dos clases diferentes de estructuras tipo
=: las estructuras estandar y las estructuras generales. Definiremos ahora las estructuras
estindar y dejaremos para el capitulo IV la definicion de las estructuras generales. Para
lo que resta de esta seccion, sea L un lenguaje de segundo orden dado, CONS.OP su
conjunto de simbolos de constante y Z=(VAR,FUNC) su tipo.

Una estructura estandar de un tipo Z es una triada:
3'=(Ao,(An)neN\(O),(C;l)cecorqs.or) tal que:

) Ay, el universo de individuos, es un conjunto no vacio.

(ii) Para cada neM\{0}, A,=P((Ao)"); es decir el universo de las relaciones n-arias es
la potencia del producto cartesiano n-ario de Ag Asi, el universo relacional n-
ario contiene todas las posibles relaciones n-arias sobre Ag.

(iii) Para cada Re CONS.OP, R constante relacional de aridad n (se tiene que
FUNC(R)=(0,1,.."..,1)), R* es una relacién n-aria de individuos, es decir
Rangx.. "..XxAg, o lo que es lo mismo: RRGA,,=P((A0)").



(iv) Para cada feCONS .OP, fconstante funcional de aridad n (se tiene que
FUNC®H= (1,1,..%.,1)), 7 es una funcién n-aria de individuos, es decir
:AoX.. "..on—> Ao, asi, es claro que ffe An i =P((A0)""").
) Para cada acCONS.OP, a constante individual (se tiene que FUNC(a)=1), a™ es
un elemento de A,.

Usualmente abreviaremos s#=(A0,(An) nen(03-(C™cecons or) por ST=(A,(CF)ceconsor)s
donde A=Aq.

Finalmente estamos en condiciones de relacionar nuestro lenguaje L2 de tipo =
con las estructuras estandar tipo 3; para esto daremos mas definiciones.

Asignaciones.

Una asignacién M sobre una estructura &% de nuestro lenguaje L es una funcién:
M:(neN Fa)(nemyioy Ra)—=>(nen Ay) tal que:
(a) M[Fo]ng. 4
(b) Para cada neN\{0}, si DeF, entonces M(D):Aox.. "..xAg—Ao .
es una funcién. )
(c) Para cada neN\{0}, M[Rn]<A=P((A0)").

Det‘niciones- .

Sea M una aS|gnac16n de Lz en %

~.° Si xe [‘o y aer, det‘mmos M(x/a) como la asignacion que coincide con M en todo
. su domlmo e\:cepto qunza en x, dondc vale a. Es decir,
| M(ay=(M\{(x, MDDV, a)}:.
<~ ‘Para cada neN\{0}, XeR, y QeAn deﬁnlmos M(X/Q) como la asignacion
MX/Qy=(M\{(X, M(X))})U{(X,Q)}
- Para cada neN\{0}, DeF, y f:Ax.."..x Ag—>Ao funcién, definimos la asignacion
M(D/f) como M(D/H)=(M\{(D,M(D))} ) {(D,N}.

Interpretaciones.

Una interpretacion I de nuestro lenguaje Lz sobre una estructura estandar ¢ es
un par I=(5%M), donde M es una asignacion sobre 5% La idea es que una vez que se ha
dado una interpretacion I de L, todo término denote un individuo del universo de
individuos de &% y toda férmula de L, sea verdadera o falsa bajo la interpretacién. Para
precisar estas ideas y en particular la de que una férmula sea verdadera o falsa bajo una
interpretacion I tenemos que hacer algunas definiciones.

Sea I=(5Z M) una interpretacion de L. Definimos para todo término t y para todo
predicado R por recursién:

(T1) Si x es una variable individual I(x)=M(x).



(T2) Si a es un simbolo de constante individual l(a)=a‘?. :

(T3) Si f es un simbolo de constante funcional de aridad n, con neN\{0}, y Ti,..,t, son
términos, entonces I(f(Ty,..,tn))=(1(T1),...1(Tn))

(T4) Si D es un simbolo de variable funcional de aridad n, con neN\{0}, y ty,..,Tn SOn
términos, entonces I(D(t1,..,Tn))=M(D)(I(T1),..,I(Ta))

(P1) Si X es un simbolo de variable n-ario relacional, entonces 1(X)=M(X) _
(P2) Si Pesun .simbolo de constante n-ario relacional, P€e CONS.OP, entonces I(P)=P"'.
(P3) I(=0)={(x.y)€ (Ao)’ | x=y} y para todo ieN\{0}, I(=)={(X.Y)e(An)? | X=Y}.

Ademas si [ es la interpretacion I=(5%,M), denotamos:
I(x/a)=(¢M(x/a)), para xeFo y ac Ao

I(X/Q)=(7£M(X/Q)), para neN\{0}, XeR,y Qe A,
I(D/fy=(7EM(D/f)), para neN\{0}, DeF, y f:Aox.."..x Ao—>Ap funcion.

Definicidn:

Definimos por recursion sobre la formacién de las formulas el significado de: I
satisface una formula ¢ e FORM, (lo que denotamos I sat ¢), como:

(F1) Si Il es un predicado n-ario (para n=2, Il distinto de =2) y T1,..,Tn SON términos,
I sat TI(ty,..,Ta) si y solo si (I(t1),...I(Tn)) e I(IT)
(F2) Si IT y ¥ son predicados n-arios (para n=2, Il y ‘¥ distintos de =), entonces
[ sat (IT=,F) si y sélo si (I(IT),I(*¥))el(=,). Si 1y T2 son términos, entonces
I sat (T1=12) si y s6lo si (I(T1),1(T2))l(=0).
(F3) Si ¢ y 7t son formulas, entonces
‘1 sat ovm si y s6lo I'sat @ 6 I sat .
I sat —7t'si y sélo si no_es verdad que I sat .
(F4) Si @ es férmula y x es un simbolo de variable individual, entonces
.-I.sat Axq si.y s6lo si hay ae Ao tal que I(x/a) sat @.
© (F5) Si ¢ es formula y X es un simbolo de variable relacional de aridad neN\{0},
. entonces | sat 3X @ si y sdlo si hay Qe A, tal que I(X/Q) sat ¢.
(F6) Si ¢ es férmula y D es un simbolo de variable funcional de aridad neN\{0},
entonces | sat 3D si y sélo si hay una funcién f:Agx.. "..xA¢—>Ay, tal que
I(D/f) sat ¢.

Modelos de formulas.

Definicion:

(a) Dada una formula @ eFORM(L>), decimos que una interpretacién I es modelo de ¢
(lo que denotamos | l=(p) si y s6lo si I sat .

(b) Dado un conjunto de féormulas KcFORM(L:), una interpretacion I es modelo de K
(lo que denotamos 1 l= K) si y solo si para cada ¢eK, | sat .



(c) Dadas una férmula @ de un lenguaje de segundo orden L; de tipo Z y una estructura
estandar de tipo £, decimos que 5% es modelo de ¢ (lo que denotamos JilF @)siy
sélo si (F%.M) sat ¢ para toda asignacion M de L; en 5Z.

Satisfacibilidad.

Definicién:

(a) Una férmula ¢ es satisfacible si y s6lo si existe una interpretacion I tal que [ }:q).
(b) U|: conjunto de formulas K es satisfacible si existe una interpretacién I tal que
1FK.

Consecuencia légica y validez légica.
Definicion:

(a) Una férmula ¢ es consecuencia logica de un conjunto K de formulas (lo que
denotamos K }= @), si y s6lo si todo modelo de K es modelo de ¢.
(b) Una fé6rmula ¢ es independiente de un conjunto K de férmulas si y sélo si ¢ y —¢
no son consecuencia ldgica de K.
©) |L=Jna férmula @ es vilida si y sélo si © }=cp (usualmente esto ultimo se denota por
).

Proposicion(il): Para cualquier férmula ¢ y cualquier conjunto K, KcFORM
K |= @ siy solo si Kiu{—¢} no es satisfacible.

Demostracion:

(Suficiencia). Supongamos que K |=(p. Entonces cualquier modelo de K es modelo de ¢;
por lo tanto no existe un modelo de K y de —¢. Por lo tanto K {—¢} no es satisfacible.

(Necesidad). Supongamos que KU {—@} no es satisfacible. Entonces no existe un
modelo de K y de —; es decir si | es un modelo de K, entonces I no es un modelo de

—@ ¥y entonces es un modelo de ¢. Por lo tanto todo modelo I de K es un modelo de o,

que es lo mismo que K |=(p.
]

Equivalencia logica.
Definicion:

Dos férmulas ¢, T son légicamente equivalentes si y solo si ¢ }=1t yn l= ¢@.Cuando ¢ y
7 sean légicamente equivalentes, abreviaremos este hecho por ¢ H .

Proposicion(i2): Para cualquiera ¢, férmulas ¢ H 7t Si y s6lo si |= QT
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Demostracién:

(Suficiencia). Supongamos ¢ H 7t. NOtese que cualquier interpretacion | es modelo del
vacio; asi, necesitamos probar que cualquier interpretaciéon | es modelo de <> . Sea |
una interpretacién cualquiera.

Si | sat ¢ entonces | sat & (por ¢ ht) y viceversa, si | sat T entonces | sat ¢ (porn }= P);
por lo tanto para cualquier interpretacion I, 1 sat ¢ si y s6lo si I sat &; es muy sencillo
ver (de nuestra definicion de p<>n) que esto ultimo significa que I sat p<>n. De esta
manera tenemos que si ¢ H 7, entonces para toda interpretacién I, 1 sat p<e>n. Por lo
tanto F P>,

(Necesidad). Supongamos |=(p<——)7t. Sea I un modelo de ¢; entonces | sat ¢ y entonces
1 sat T (pues para toda interpretacién J, J sat ¢p<>n si y sélo si J sat ¢ siy sélo si

J sat 7; esta es una equivalencia muy sencilla de probar), es decir I es modelo de =t (lo
que prueba ¢ |=7t). Analogamente si I es un modelo de &, entonces I sat  y entonces |
s-at @, es decir I es modelo de ¢ (lo que prueba nt |= @®).

Los siguientes resultados (cuyas pruebas se dejan al lector) tienen que ver con
las definiciones anteriores:
Sean L el lenguaje de segundo orden tal que CONS.OP=J, ¢ una féormula, X una
variable relacional tal que XeR,, neN\{0}, y X€FREE(¢); sean a,..,0tn,0tnr1€Fo y
DeF,, meN\{0} tal que D FREE(gp).

(a) La formula AXVa,... Vo (X(o,..,0n)¢>¢) €s logicamente vilida. Las formulas de
esta clase son llamadas formulas de comprensiéon relacionales.

(b) La férmula Va....Va3lan+1p—>3IDVay ... Vo ((D(a,-..0n)=o0n+1)<>@) es valida.
Esta clase de férmulas son llamadas formulas de comprension funcionales.

(c) (Definibilidad de la identidad). Si X y Y son variables relacionales de aridad 1 y 2
respectivamente y o, 3 y y son variables individuales, entonces
VX (X(@)e>X(B)) H VYY(VYY (1,Y)—> Y (a,B)). Notese que las formulas de este
ejercicio expresan la identidad de dos individuos, es decir, una interpretacion I sera
modelo de cualquiera de ellas si y soélo si I(a)=1(3).

PODER EXPRESIVO DE LA LOGICA ESTANDAR DE SEGUNDO ORDEN.

A continuacion daremos ejemplos de féormulas de segundo orden que expresan
propiedades frecuentemente usadas en matematicas. Estos ejemplos son una muestra del
gran poder expresivo de la logica estandar de segundo orden y de como éste es mayor
que el de la 16gica de primer orden *.

Ejemplos del poder expresivo de la logica estandar de segundo orden.

1) Un buen orden (no vacio) es un conjunto A, A=, dotado con una relacion de
orden < tal que todo subconjunto de A tiene un primer elemento respecto de <. En
segundo orden podemos dar una férmula tal que todo modelo de ella sea un buen orden
(no vacio) respecto de <:VaVB(a<BAB<a—a=BIAVaVBVY(a<PAay—>a<yIA

* Véase el apéndice 1.



VX:(E!d;X(q)“—)Ba(X(a)AVB(X(B)—»as[}); donde XeR; a,B.yeFoy <€ CONS.OP estal
que FUNC(2)=(0,1,1).

2) El axioma de induccidn para nimeros naturales N dice que cualquier
conjunto KN que tenga al cero y que sea cerrado bajo la operacion sucesor es el
conjunto de los nimeros naturales. Este axioma es expresable en un lenguaje de
segundo orden para la teoria de los nimeros: Sea CONS.OP={0,S}, donde O es
constante individual y S constante funcional tal que FUNC(S)=(1,1). Entonces el
axioma de induccién en el lenguaje L, tipo = que tiene al conjunto CONS.OP anterior
es expresado por la formula: VX(X(O)AVa(X(a)—>X(S(a))))—>vVaX(a)), donde XeR,
y aeFo.

3) En el campo ordenado R de los nimeros reales, todo subconjunto no vacio
acotado superiormente tiene una minima cota superior. Esto se puede decir en un
lenguaje adecuado L> de segundo orden (como aquel en el que CONS.OP={<,<}) asi:
VX(EBX(BINIaVBX(B)>B<a))—>Iy Vo VB(X(B)—B<a)e>y<a)), donde XeR,, ¥
o,B,yeFo.

4) En el lenguaje L2 tal que CONS.OP=O se puede dar una férmula @inrtal que
una interpretacién arbitraria I=(5%M) es modelo de @iy si y sélo si el universo Ap de
individuos de Zes infinito. Existen distintas formulas que expresan esta idea, nosotros
daremos la sngmente Sean DeF, y a,BeF,, definimos
(pi..f—EiD(Voc‘v’B((D(a)wD(B))—)(oc'.oB))/\EaVB—|(a~oD(B))) Notese que cualquier
modelo'de’ esta férmula tiene una funcién inyectiva del universo de individuos en si
mismo tal que dicha funcién no es sobreyectiva. (Esta es una de las maneras de decir
que el unlverso de mdlwduos es infinito).

_ 5) Sea L2 el lenguaje de segundo orden del ejemplo 4). En este lenguaje se puede
dar una formula de segundo orden tal que ésta es satisfacible sélo por aquellas
interpretaciones en las que el universo de individuos es contable. Para hacerlo, sea
ZeRy, sean Y, X &Ry, y sean o,B,ysFo. Definamos primero una formula @znn(Z) que
bajo una interpretacién arbitraria 1=(ZM), | sat ©25n(Z) si y solo si M(Z) es finito (la
férmula que nosotros proponemos simplemente dice que toda relacién binaria que
restringida a M(Z) sea una funcion inyectiva de M(Z) en M(Z), entonces sea una
funcion sobreyectiva de M(Z) en M(Z)):
@2n(Z)=VX(Va(Zac>IABXaPIAVa(IBXPBo—>Za)AVaV BV(XaBAXay—>B=y)A
VoV BRVY(XaBAXyB—a=y)>Va(Zoa—>3IBXPw)).

Ahora expresemos la idea de que existe un orden lineal en el universo de
individuos tal que cada elemento tiene un nimero finito de predecesores:
QeI Y (VoY oonVaVBVy(YaBAYBy—= Yoy )AVaVB(YafvYBava=B)a
Vo3X(@2an(XINVBXB>YBa)).
De esta manera, para cualquier inierpretacion I de Lo, I sat @cwi si y sOlo si el universo
de individuos de | es contable.

El teorema de Compacidad y el teorema de Lowenheim-Skolem no se cumplen en
la lI6gica estindar de segundo orden.

Debido al gran poder expresivo de LSO con semantica estdndar, teoremas



clasicos que ocurren en la l6gica de primer orden no ocurren en LSO; en particular, esto
pasa con los teoremas de compacidad y Léwenheim-Skolem.

Teorema(il): El teorema de compacidad no se cumple en LSO estandar.

Demostracion: -

Una versidn del teorema de compacidad en légica de primer orden dice que si KU {¢}
es un conjunto de férmulas de primer orden tal que K }=(p, entonces existe un conjunto
LeK, L finito, tal que L |= ®. Veamos un ejemplo en segundo orden que muestra que lo
anterior no ocurre:

Sea L el lenguaje de segundo orden tal que CONS.OP=. Para cada neN, n=2, sea ¢,
la formula Ja,,..,Jo(—(t1=e02)A— (0 =3 A . AS(OL =0 )A.. . A=y 1 =00n)), donde
Fo={ajlieN} y sea K={@,neN}. Notemos que el conjunto de formulas KU {@ins}.
(donde @inres la formula del ejemplo 4)) cample K |=<p;nr. Sea L un subconjunto
cualquiera finito de K. Como L es finito, entonces existe un ceN tal que
c=max{neN|p,eL}.

Sea entonces J=(.5,Z), interpretacion de L., donde -B=(B,(By) nem0),), B tiene ¢
elementos y Z es una asignacion cualquiera de L2 en .5. Entonces J satisface L, pero J
no satisface a @inr. Esto prueba que para todo subconjunto finito L de K, no ocurre que
Iil= @inr. Por lo tanto, el teorema de compacidad en gencral no vale en LSO.

Obsérvese que en el teorema anterior el hecho de que existiesen en un lenguaje

de segundo orden férmulas para “hay n elementos™ ara ‘“‘ser infinito”, implicé que no
y p

se cumpla el teorema de compacidad en la l6gica de segundo orden. Asi, debido a que
en cualquier lenguaje de primer orden se puede formalizar “hay n elementos” y debido a
que en la légica de primer orden se cumple el teorema de compacidad, entonces lo que
ocurre es que en ningin lenguaje de primer orden se pucede formalizar “ser infinito”; es
decir, la prueba anterior también es una prueba de que “ser infinito” (y por lo tanto, “ser
~ finito”) no es expresable en la l6gica de primer orden y si lo es en segundo orden.

Como ya dijimos, el teorema de Léwenheim-Skolem tampoco se cumple en
LSO La versién que refutaremos en segundo orden, en légica de primer orden dice asi:
Si un conjunto K contable de formulas de primer orden tiene modelo, entonces K tiene
- 'un'modelo contable.

chrema(iZ): La version anterior del teorema de Léwenheim-Skolem no se cumple en
LSO estandar.

Demostracion:

Sea L el lenguaje de segundo orden cuando CONS.OP=C. Sea @ync=—@cibt , donde Qe
es la férmula del ejemplo 5). Entonces @y, €s una féormula con modelo incontabie (por
ejemplo [=(FEM), 5Z=(R,(Rp)nem(0},D) donde R es el conjunto de los nimeros reales y
M una asignacion cualquiera), y ademas todo modelo de @unc tiene que ser incontable,
por lo que no existe un modelo contable de Qunc.




TEOREMAS SEMANTICOS.

Teorema(i3): Sea L> un lenguaje de segundo orden tipo £ y sea 5% una estructura
estandar de segundo orden tipo =. Sean ademdas M, y M; asignaciones arbitrarias de L;
en &7, y sean L=(s&,M;) y 1.=(%,Mz2) interpretaciones. Entonces:
(1) Para todo término te TERM(L>), si para toda ze FREE(t) M (z)=M2(2),
entonces 11(t)=Ix(7).
(2) Para todo predicado [T PRED(L5), si para toda ze FREE(I'T) M (z)=M2(z),
entonces Ii(IT)=Iy(IT).

Demostracion:

(1) (Prueba por induccion sobre la formacién de los términos).

Paso base de la induccién:

(T1) Sea x una variable individual tal que zeFREE(x)={x}. Entonces z=x y es claro
que M (x)=Ma(x) implica que 1,(2)=12(z).

(T2) Sea a un simbolo de constante individual. Claramente se cumple (1) para este caso.

Ahora demos el paso inductivo de la prueba: Sean ti,..,T, términos, tales que para todo

ie{l,..,n}, si paratoda ze FREE(ti)) M (2)=M2(z), entonces [;(ti)=l2(7T)).

(T3) Sea f un simbolo de constante funcional de aridad n, con neN\{0}. Supongamos
que para toda ze FREE(f(t1,..,Tn)) Mi1(2)=Ma2(z); entonces para todo i€ {1,..,n}, para
toda ze FREE(t;) M (2)=M2(z). Por lo tanto, debido a la hipdtesis de
induccidn, para todo ie {1,..,n} I|(t;)=I2(t;). Finalmente tenemos que
(T 1)) =T (T L ()= (12T, L2(T0))=T2((T1 . To)-

(T4) Sea D un simbolo de variable funcional de aridad n, con neN\{0}. Supongamos
que para toda ze FREE(D(zi,..,tn)) M (2)=Ma2(2); entonces para todo ie{l,..,n},
para toda ze FREE(t)) M,(2)=M2(z). Por lo tanto, debido a la hipdtesis de
induccion, para todo ie {1,..,n} [(t)=I2(7;). Finalmente tenemos que
Li(D(ty,..,Ta))=MI(D)(L1 (T1),-- L1 (Th))=Mi(D) (2071 ), ... [2(Tr))=M2(D)(T15..,Ta)=
Iz(D(T],..,Tn)).

Por lo tanto tenemos probado (1).V¥

2)

" (P1) Sea X un simbolo de variable relacional. Es claro que si ze FREE(X)={X},
entonces z=X y claramente ocurre que si M(2)=Ma2(z) entonces 11(X)=1(X).

(P2) Si P es un simbolo de constante predicativa, entonces es claro que se cumple (2)
para P.

(P3) El caso de los simbolos de igualdad es también inmediato.

De esta manera tenemos (2)' ¥
m

Teorema(i4)(Teorema de coincidencia): Para toda féormula g eFORM(L2) y para
cualesquiera asignaciones M; y Mz de L, en 5% si para toda ze FREE(¢) M (z)=M2(2z),
entonces las interpretaciones 1)=(5%M,) y [>=(5%M2z) son tales que: I; sat ¢ si y s6lo si
I> sat o.

Demostracion:
(Prueba por induccion sobre la formacion de las formulas).



Paso base de induccioén:
(F1) Sean M,, M, asignaciones arbitrarias, I'l un predicado n-ario (para n=2, I'l distinto
de =3) y T1,..,Th términos. Supongamos que para toda ze FREE(I'l(t1,..,th))
M (z)=M3(z). Entonces, usando los resultados (1) y (2) del tecorema anterior:
I, sat I'(ty,..,Tn) si y so6lo si (11(t1),-.,i(zn))e 1 (I1) si y sblo si (12(1)),..,I2(Ta)) € I(1T)
si y soélo si l; sat I'I(Ty,..,Tn)-
(F2) Sean M,, M; asignaciones arbitrarias.
- Sean IT y W predicados n-arios (para n=2, I'l y ¥ distintos de =3). Supongamos
que paratoda ze FREE(I'T=,'F) M, (z)=M2(z). Entonces, utilizando el resultado (2)
del teorema anterior, I; sat I'l=,"¥ si y s6lo si I{IT)=1,(*F) si y sélo si [o(IT)=I>(¥)
si y solo si I sat IT=,V.
- Sean t; y 12 términos. Supongamos que para toda ze FREE(T=012) M (2)=M2(z).
Entonces, por el teorema anterior inciso (1), 1; sat 1i=¢t2 si y s6lo si
Li(t)=l(12) si y solo si Ix2(t))=I2(t2) si y s6lo si I sat t1=12.

Paso inductivo de la prueba: Supongamos que para cualesquiera asignaciones M; y M
de L, en 5¥y para cualquiera @, ©t formulas, si para toda ze FREE(¢) M (z)=M2(2),
entonces I, sat @ si y s6lo si I sat ¢; y si para toda ze FREE(7) M (z)=M2(z), entonces
I, sat wsi y s6lo si I sat =t

(F3) - Sean M, M2 asignaciones arbitrarias y supongamos para toda ze FREE(pvr)
... M1(2)=M2(2); entonces para toda ze FREE(@)FREE(7) M (z)=M2(z).Asi, por la
o ’hlipétesis de induccidn, I, sat ¢ si y sélo si I sat ¢ y I, sat & si y sélo si I; sat «.
Por lo tanto tenemos que I, sat ¢v7tsiy solo sil; sat ¢ 6 I, sat & si y sdlo si
Iz sat ¢ 6 I sat &t si y sélo si I sat v,
" - Sean M, y M; asignaciones arbitrarias y supongamos que para toda ze FREE(—n)
. M;(2)=M;(2). Entonces para toda ze FREE(1) M (z)=M2(z) y por la hipdtesis de
** induccién tenemos que I, sat &t si y sélo si I sat . De esto ultimo concluimos
que |, sat 7 si y sélo si I sat 7.
(F4)'Sean M, y M; asignaciones arbitrarias y sea x un simbolo de variable individual.
Supongamos que para toda ze FREE(@xg) M (z)=Ma2(z). Entonces para toda
- ze FREE(@)\{x} M(z)=M2(z). Por otro lado, I, sat Ix¢ si y sélo si hay aeAy tal
que I,(x/a) sat ¢; pero M (x/a) es tal que para toda ze FREE(p)
M, (x/a)(z)=M2z(x/a), por lo que, por la hipotesis de induccion, hay a€Ap tal
que 1;(x/a) sat ¢ si y sélo si hay ae Ao tal que 1>(x/a) sat ¢ si y solo si I, sat Ixo.
(F5) La prueba del teorema para las formulas 3X¢, donde X es una variable relacional y
¢ es una férmula, es totalmente analoga al caso anterior.
(F6) Si M y M5 son asignaciones arbitrarias, ¢ e FORM(L:), D es un simbolo de
variable funcional, y si para ze FREE(3x@p) M (z)=M2(z), entonces 1, sat 3D¢ siy
sélo si Iz sat 3Deo. Este caso se prueba de manera totalmente analoga a (F4).

Convencidn:
Debido a los dos teoremas anteriores podemos hacer las siguientes convenciones:

- Siees untérmino o un predicado de un lenguaje de segundo orden L. de tipo X tal
que FREE(e)c<{zi,..,Zn}, entonces denotaremos por &#&(zi1/a,...,zp/as)(e) al elemento
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(FHM(z/a,,..,z./ay))(e) del universo correspondiente de 5% donde M es una
asignacion arbitraria de L> en 5.

< Si ¢ es una formula de un lenguaje de segundo orden L de tipo Z tal que
FREE(@)<={zi,..,Zn}, entonces escribiremos ##(z1/ai,..,Zn/a,) sat @ en vez de
(FEM(z1/ay,..,zn/ap))sat @, donde M es una asignacion arbitraria de L en &%

- Si @ es un enunciado de un lenguaje de segundo orden L. de tipo X —es decir,
FREE(g)=T—, entonces escribiremos &% sat ¢ en vez de (#%M) sat ¢, donde M es
una asignacion arbitraria de L2 en 5%,

Lema(il)(Lema de sustituciéon para individuos): Sean x una variable individual y ©
un término de un lenguaje de segundo orden L; de tipo . Sea & una estructura estandar
de segundo orden de tipo £ y sea M una asignacion de L; en 5% Sea I=(+£M). Entonces:

(1) Para todo término q de Lo, I(x/I(t))(q)=I(q(x[t)).

(2) Para todo predicado I'T de L., I(x/I())(FD=I(T1(x|1)).

(3) Para toda formula ¢ de L, 1(x/I(1)) sat ¢ si y solo si I sat @(x|T).

Demostracion:
La prueba es analoga a la prueba que se hace en légica de primer orden, es por
induccion, muy sencilla y un poco larga. La dejamos al lector.

Lema(i2)(Lema de sustitucién para predicados): Sean Q una variable relacional y T1
un predicado de un lenguaje de segundo orden L, de tipo Z. Sea 57 una estructura
estandar de segundo orden de tipo = y sea M una asignacion de L, en &&. Sea I=(£,M)

(1) Para todo término q de Ly, I{(Q/IAT)(q)=1(q(Q|IT)).

(2) Para todo predicado ¥ de L., I(Q/I(TD))(\P)=I(¥(Q|IT)).

(3) Para toda foérmula ¢ de Lo, I(Q/I(IT)) sat ¢ si y s6lo si I sat @(QIIT).

Demostracion:
Al igual que la prueba del lema anterior, la dejamos al lector.

Homomorfismos y teoremas de isomorfismo.

Sea L, un lenguaje de segundo orden tlpo Z=(VAR, FUNC). Ademas, sean
F=((An)nens (CHcecons.or) Y -B=((Ba)nen, (CP)cecons.op) estructuras estandar tipo X.

Definicion:

Una funcién h:Ao—>Bo es un homomorfismo de 5Z en .3 (lo cual denotamos como
h:5%—>.8) si y sélo si:

(1) Para cada feCONS.OP, si FUNC(f)=(1,1,.."..,1), entonces para todo aj,..,a,€ Ao
h(F¥@r,.-..a)=F2(h(a1).....h(an)).

(2) Para cada ce CONS.OP, si FUNC(c)=1, entonces h(c™)=c?®.

(3) Para cada ReCONS.OP, si FUNC(R)=(0,1,.."..,1), entonces para todo



ai...;an€ Ao (a1,...an)€R™ si y s6l0 si (h(a1),..h(an))eR>.
Definicion: '
Sea h:5%—.5 un homomorfismo. h es un isomorfismo si y soélo si h es biyectivo.

Teorema(iS): Sean L un lenguaje de segundo orden de tipo X,
F=((Andnen:(Ccecons.or) ¥ -B=((Bnnen, (CP)cecons.or) estructuras estindar tipo T
tales que existe un isomorfismo h:5¥—>.5 y sea M una asignacién arbitraria de L2 en 5%
Si se define h*:Upen (An) =>Unen (Bh), como:
(*) h*(a)=h(a) para todo ac Ay,
(**) Para cada meN\{0} y para cada KeAq,
h*(K)={(h(a),...h(@am))=(A0)" | (a1,...am)eK};

entonces h*oM es una asignacién de L» en . y ademas se cumplen las siguientes
propiedades:

(1) Para cada te TERM(L;), h*((FEM)(1))=(-B,h* o M)(7)

(2) Para cada ITe PRED(L3>), h*((&M)(IT))=(-8,h*ocM)(IT)

Demostracion:
Veamos que h*oM es una asignacion de L, en .8:
- Sea x una variable individual arbitraria. Entonces
' (h*oM)(x)=h*(M(x))=h(M(x)) e Bo.
- Sea Q una variable relacional n-aria arbitraria. Entonces
© (h*oM)(Q)=h*(M(Q))={(h(a1),-..h(a.))(Bo)" | (ai,..,an) eM(Q)} € B,.

- . Este caso es mas interesante: Sea D una variable funcional n-aria arbitraria.
Entonces (h*oM)(D)=h*(M(D))={(h(a1),...h(ar+1))=(Ba)™*"' | (a1,..,an+1)eM(D)}.
Veamos que (h*oM)(D) es una funcién: Sean (ci,..,Cn,q), (C1,..,Cn,F) & (h*oM)(D);
entonces existen (ay,..,ap,M(D)(ai,..,an)),(b1,..,ba, M(D)(by,..,by)) e M(D) tales que
(h(a\),...h(ay),h(M(D)(ai,..,an)))=(c1,.-,Cn,q) ¥
(h(b1),..,h(by),h(M(D)(bi,..,bn)))=(c1,...cn,r). Asi, (h(ai),...,h(as))=(h(by),...h(b,)) y
como h es biyectiva, entonces (ai,..,an)=(bi,..,by); por lo tanto, de esto ultimo
tenemos que q=h(M(D)(ai,..,an))=h(M(D)(b,,..,bs))=r, debido a que h y M(D) son
funciones.

Ahora, veamos que (h*oM)(D):(Bg)"—Bo. Es claro que (h*oM)(D) tiene como
rango a By, por lo tanto solo nos hace falta ver que el dominio de (h*oM)(D) es
(Bo)": Sea (c),...ca)e(Bo)" arbitrario. Como h:Ao—>Bg es una biyeccion, entonces
para todo c;, con i€ {1,...n}, existe aje Ap tal que h(a;)=c;; por lo tanto, el elemento
(a,..,an,M(D)(ai,..,an)) e M(D) es tal que (h(a;),...h(as),h(M(D)(ai,...an)))=
(c15--,cn,h(M(D)(ay,..,an))) h*(M(D))=(h*oM)(D) y por lo tanto,
{c1,---cn)eDom((h*oM)(D)). Como lo anterior fue para un (cy,..,ca)€(Bo)" arbitrario,
entonces Dom((h*oM)(D))=(Bo)".

Asi, de los tres casos anteriores, concluimos: h*oM es una asignacion de L> en 5.

Probemos ahora los incisos:

(1) (Prueba por induccion sobre la formacidn de los términos).

(T1) Sea x una variable individual arbitraria. Entonces

h*((FEM)())=h*(M(x))=(h*oM)(x)=(-5,h* oM)(x).

(T2) Sea a un simbolo de constante individual arbitrario. Entonces
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h*((FEM)(@)=h*(a)=h@a”™ y=a“=(.5,h*oM)(a).

Demos'el paso inductivo de la prueba: Supongamos que Ty,..,T, son términos arbitrarios
“tales'que para todo i {1,..,n}, h*((FEM)(:))=(-5,h*oM)(t ).
. (T3) Sea f un simbolo de constante funcional de aridad n. Entonces

h*((FEM)(f(t1,--, T)))=h* (F(FEM)(T), ... (FEM)(Ta)))=

h(EP(FEM) (@), (FEMIE)=FE(W((FEM)(T1)),. . h((GEM)(Ta)))=

£ (h* (FEM)(T1)),...h* (FEM) (1)) =13((B,h* oM)(T1),...(-B.h* o M)(1)=

(-8B,h*oM)(f(t1,..,Tn))-

(T4) Sea D un simbolo de variable funcional de aridad n. Nétese que como
(FEM)(T1),..(FEMY () M(DY((FEM)(T1),...(FEM)(tn))) € M(D), entonces
(h((FEM)(x1)),... h((FEM) (1)), h (M(D)Y((FEM)(T1),- . (FEM)(Tn)))) e h* (M(D)); pero
W(FEM)(1)),... h((FEM)(Tn)), h((M(D)(SEM)(T1),., (FEM)(Tn))))=
(h*({(FEMO(T1)s. - h* ((FEM)(10)), h(M(D)((FEM)(T1), --.(5E,M)(Tn)))) ¥ este tltimo es

igual, por la hipétesis de induccion, a
((-B,h*oM)(11),--,(-B,h* oM)(10). h(M(D)((FEM)(T1), ... (FEM)(Tn))))- Asi, tenemos
que ((-B,h*oM)(11),..,(-8,h* oM)(1.), h(M(DY}(FZM)(T1),...(7EM)(Tn)))) eh *(M(D)),
lo que significa que h*(M(D))((-8,h*oM)(11),...(-8,h*oM)(1,))=
h(M(DY(FEM)(T1)s.-5(5EM)(Ta))).

Con ayuda de esta altima igualdad tenemos que:

h*((FEM)(D(t1..,T)))=h(M(D)(FEM)(T1),... (FEM)(Th)))=

h*(M@D)(-B.h*oM)(T1),..,(-B,h* oM)(Tn)))=

(h*oM)(D)((-3,h*oM)(t1),...(-8,h* oM)(n)))=(-8,h* oM)(D(11,..,Tn)).
Por lo tanto tenemos probado (1). V¥

(2) (Probaremos este inciso por casos).

(P1) Sea Q una variable relacional arbitraria. Entonces h*((#£M)(Q))=h*(M(Q))=
(h*oM)(Q)=(-B,h*oM)(Q).

(P2) Sea P un simbolo de constante relacional n-ario arbitrario. Entonces
h*((FEM)(P)=h*(P7)={(h(a1),...h(@n)) €(Bo)" | (a1,..an)ePF}=PP=(.B,h*oM)(P).

(P3) Si = es un simbolo de igualdad, entonces
h*((FZEM)(P))=h*(="5)={(h(a),h(a)) e (Bo)* | (a,a)e=~i"*}, y como h es biyeccién
entre Apy By, esto es igual a zi‘5=(.5,h*oM)(zi).

Con los casos anteriores queda probado (2). V¥
|

Teorema(i6): Sean Lz un lenguaje de segundo orden de tipo Z, y
F=((Anhen-(CH)cecons.or) ¥ -B=((Bn)nen, (CP)ceconsop) estructuras estandar tipo =
tales que existe un isomorfismo h:5#¥—.5 . Si se define h* como en el teorema anterior,
entonces: Para cada ¢ cFORM(L,) y para cada asignacién M de L, en 5%, (5&M) sat @ si
y sélo si (-.B,h*oM) sat ¢

Demostracidn:

(Prueba por induccién sobre la formacién de las formulas).

Paso base de induccion:

(F1) Sean IT un predicado n-ario (para n=2, I'l distinto de =) y ti,..,Tn términos.
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Entonces para cua]quier asignacion M de L2 en &

(.:?Z,M) sat I'I('r;, Ta) Si Y S6lo si (FEM(T)),...(3EM)(10)) € (FEM)(IT) si y sélo si
(h((o"{M)(-n)), Sh(EEM) (7)) e h* (FEM)ID) si y soOlo si —usando los resultados
My (2)— «-3, h“oM)(t;)), (B, h*oM)(t))) e (B,h*oM)(IT)) si y solo si
(-8,h*oM) sat I(t,..,Tn).

(F2) - Sean I'T y ¥ predicados n-arios (para n=2, I1 y ¥ distintos de =;). Entonces para
cualquier asignaciéon M de L, en 5%, (#&M) sat I'l=,'\F si y sé6lo si
(FEMYID)=(FEM) (W) si y s6lo si h*((FEM)TT))=h*((F£M)(W¥)) si y s6lo si —por
el inciso (2) del teorema anterior— (.5,h*oM)(I1)=(.B,h*oM)(*V) si y solo si
(-B3,h*oM) sat I'T=,'F.

- Sean 71 y T2 términos. Entonces para cualquier asignacion M de L2 en 5&, (&£ M)
sat T)=oT2 si Yy s0lo si (FEM)(11)=(5£EM)(12) si y solo si

_ h*((EFEM)(01))=h*((FEM)(12)) si y sblo si —por el inciso (1) del teorema anterior—
(-8B, h*oM)(t1)=(-B,h*oM)(t2) si y sblo si (.5,h*oM) sat 1,=pTa.

Paso inductivo de la prueba: Sean ¢ y © féormulas arbitrarias tales que para cualquier

" asignacion M de L en &% (F6M) sat ¢ si y sélo si (.5,h*oM) sat ¢ y para cualquier

asignacion M de L2 en 5% (5 M) sat 7 si y sélo si (-Z,h*oM) sat .

(F3) ~'Para cualquier asignacion M de L, en 5% (5£.M) sat vt si y sélo si (5EM) sat @

6 (FEM) sat 7t si y sélo si —por hipétesis de induccion— (-8,h*oM) sat ¢ 6
(-8,h*oM) sat n si y sélo si (-B5,h*oM) sat pv.
- Este caso también es muy sencillo: Para cualquier asignaciéon M de Lz en 5%
(M) sat @ siy sélo si (.8,h*oM) sat ¢ —debido a la hipétesis de induccion—.
De esto altimo concluimos que, para cualquier asignacion M de Lz en 5%
(F&M) sat —@ si y solo si (.5, h*oM) sat —¢.
(F4) Sea x una variable individual arbitraria. Para cualquier asignacién M de L; en &%
(5%, M) sat 3x@ si y sélo si hay ae Ao tal que (F£M(x/a)) sat ¢; pero
hay aeAg tal que (F&M(x/a)) sat ¢ si y solo si —por hipdtesis de induccion—
hay ae Ao tal que (.5,h*oM(x/a)) sat ¢ si y solo si hay h*(a)eBo tal que
(-3,(h*oM)(x/h*(a))) sat ¢ si y sélo si (.B,(h*oM)) sat Ixop.
(FS) Sea Q una variable relacional n-aria arbitraria. Para cualquier asignacion M de L2
en 5% (SEM) sat 3Qa si y sélo si hay Re A, tal que (FM(Q/R)) sat @; pero
 hay ReAn tal que (SEM(Q/R)) sat @ siy sélo si —por hipétesis de induccién—
' hay Re A, tal que (.B,h*oM(Q/R)) sat ¢ si y sélo si hay h*(R)eB, tal que
- (-8,(h*oM)(Q/h*(R))) sat ¢ si y sélo si (-8,(h*oM)) sat Q.
(F6) Sea D una variable funcional n-aria arbitraria. Para cualquier asignacion M de L
en &%, (#ZM) sat 3D si y soélo si hay una funcion fe Ansy, A Ap tal que
(%, M(D/f)) sat ¢; pero hay una funcion fe Agvy, fA—A( tal que
(%, M(D/f)) sat @ si y sélo si —por hipodtesis de induccion— hay una funcion fe Aqs,
f:A,—Ap tal que (-5,h*oM(D/f)) sat ¢ si y sélo si hay una funcién
(h*oM(D/f))(D)=h*(f)e B+, h*(f):Ba—>Bn —aqui estamos usando el hecho de que
h*oM(D/f) es una asignacion de L; en .5, segiin ¢l teorema anterior— tal que
(-8,(h*oM)(D/h*(f))) sat ¢ si y sélo si (-F,(h*oM)) sat 3Dq.



Teorema(i7): De acuerdo a la notacion del teorema anterior, se verifica lo siguiente:
(1) Para cada te TERM(L>) tal que FREE(t)c{z...,2w).
h*((FAHz/a1;..;20/aW)(T))=-8B(z1/h* (ar);. ;2w h* (aw))(T).
(2) Para cada I'Ne PRED(L>) tal que FREE(IT)c{z...,Zw),
h*((#«z1/ay;..;z0/awW)(I1))=-B(z1/h*(a1);..;zw/h*(@W)XI1).
(3) Para cada e FORM(L>) tal que FREE(@p)={zi,.-,2w),
ﬂ(zda;;.‘.;zw/aw) sat @ si y sélo si .8(z1/h*(a));..;zw/h*(ay)) sat ¢.

Demostracion:
Es directa de los dos teoremas anteriores.

Relaciones de congruencia y homomorfismos.

Sea &‘{=((An)neN,(C‘H)CECONS,op) una estructura estandar de tipo Z=(VAR,FUNC),
tal que Dom(FUNC)=CONS.OP.

Definicion:
Una relacién binaria Re(Ao)° es una relacién de congruencia en 57, si y sélo si:

Q) R' es una:relacion de equivalencia sobre Ao, es decir, R es reflexiva,
L metrlca 'y, transitiva.

a:HeCONS OP tal que FUNC(H)=(0,1,.."..,1), y para cualesqulera
(qn,rn)e(Ao) si (ql,r|), -(qnfn)€R entonces (q,..,qn) € H® si y solo
S

Teorema(ig): Séah 3=((An)neN,(Ca)cec0Ns opr) ¥ B=((Bo)aen.(CP)cecons.or)
estructuras estandar de tipo ==(VAR,FUNC) —donde Dom(FUNC)—CONS OP- tales
que existe un homomorfismo h:5%—>.5. Entonces ~h={(a1,a:)€(A¢)? | h(a1)=h(az)} es
una relacién de congruencia en &%

Demostracion:
(i)  Esclaro que ~h es relacién de equivalencia.
(ii) Sean fe CONS.OP tal que FUNC(H)=(1,1,.."..,1) ¥ (Q1,F1)s...(qn,In) € (A0)* tales
" que (q1.F1)y...(@nra)e~h.. Entonces h(£%(qy,...qn))=f2(h(qu)....h(q.)=
£2Ch(ry),...h(ra))=h(f7(r1,...rm)); por lo tanto (f‘z(qn,..,qn),fa(rl,..,r,,))e~h.
(iii) Sean He CONS.OP tal que FUNC(H)=(0,1,.."..,1) (q|,rl),..,(q.,,r.,)e(Ao)2
tales que (qi,r1),..,(qQn.rm)s~h. Entonces (q.,..,q,,)eHa si y sélo si

(h(q1)....h(@))eHZ si y sélo si (h(r)),...h(r))eHPsi v sélo si (r1,...0)e H™.
]

Teorema(i9): Para cualquier relacion de congruencia ~ sobre una estructura estandar
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- 5{=((An)neN,(Cz)cEc0Ns or) de tipo == (VAR FUNC) —donde Dom(FUNC)=CONS.OP-
iste ur structura estandar ~ﬂ=((~A,,)neN,(C d)CeCONs or) de tipo £ y un

LR (=A0)" —>(~Ao) como £7([ai1],...[a])= [f" (a., ,a.,)]

(3) Para cada ReCONS.OP tal que FUNC(R) (0,1,.."..,1), definimos la relacion
. F=(~Ap)" como ([a1]....[an])eR™F si y sélo si (a,, .an)e R,

(4) Para cada ceCONS.OP tal que FUNC(c)=1, definimos ¢c™*=[c"]

Del hecho de que ~ sea una relacion de congruencia se tiene que (2) y (3) estén bien
deﬁmdos de_|amos los detalles al lector.

os hora h:Ao—~Ao como h(a)=[a]. Es claro que esta funcion es sobreyectiva;

jademas

l) y para cada aj,..,an€ Ao
E : I1)eR""‘sn y solo si ([a1],. ,[a,,])eR";“r si y sélo si (h(al), sh(an))e R™%,

(***) Para cada ce CONS.OP tal que FUNC(c)=1, h(c™H=[cF|=c~*

Es decir, h es un homomorfismo sobreyectivo. Por iltimo, tenemos que ~=~h, pues

(-a,b)e~ si y sélo si [a]=[b] si y s6lo si h(a)=h(b) siy sblo si (a,b)e~h.

Teorema(il0): Sea h:57—.5 un homomorfismo sobreyectivo entre dos estructuras
estandar de tipo =. Entonces ~hs¥ (1a estructura estandar asociada a 5 que se define a

través de la relacion de congruencia ~h, de acuerdo a los dos teoremas anteriores) es
isomorfa a .3.

Demostracion:

Definimos k:~hAq—>Bo como k([a])=h(a). k estd bien definida (dejamos tal detalle al

lector). Veamos que k:~hsZ—>.5 es un isomorfismo:

(i) k es una biyeccidn:
- k es inyectiva, pues si k([a])= k([b]), entonces h(a)=h(b) y entonces [a]}=[b].
- k es sobreyectiva debido a que h es sobreyectiva

(ii) Para cada fe CONS.OP, si FUNC(f)=(l,1,.."..,1), entonces para todo
[811,--[8n] €~Ac, K(E™H([a1],-. [30])=K[E¥@1se-rr2)I=h(EF (@1, 2n)=
F2(h(ar),....h(@n)=f2(k([ai]),-...k([aa]))-

(iii) Para cada ce CONS.OP, si FUNC(c)=1, entonces k(c” )=k([c;’])=h(c;’)=c'5.

(iv) Para cada Re CONS.OP, si FUNC(R)=(0,1,.."..,1), entonces para todo
[a1)....[an] €~Aos ([a1],--[8n])€R™"F si y sélo si (ay,...an)e R si y sélo si
(h(ai),...h(ay))e R'l._§ si .y s6lo si (k([a1]),.-.k([an])) € R
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Corolario(il): Si h:’l‘:o"z’—'—)-al ¥ h2:5%—.5> son dos homomorfismos sobreyectivos y si
~hi=~h, entonces .58, y .5, son isomorfos.
Demostracién:

Por el teorema anterior, .5, es isomorfo a ~h Sy -8B es isomorfo a ~h:5%: pero como

~hi=~h; entonces ~h5E=-~h,5E. Asi, .5, y .82 son isomorfos a una misma estructura y
por lo tanto son isomorfos entre si.
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CAPITULO 1l

ARITMETICA DE PEANO ESTANDAR DE SEGUNDO ORDEN
Y AXIOMA DE INDUCCION

En este capitulo mostraremos resultados basicos concernientes a la aritmética de
Peano y a la logica estandar de segundo orden. Nuestro estudio se concentrara en los
tres axiomas de Peano y en particular en el axioma de induccién, el cual expresa una
nocién expresable sélo parcialmente en légica de primer orden.

Axiomas de Peano en LSO.

Todo este capitulo trabajaremos con el lenguaje de segundo orden Lpa: de tipo
Zra=(VAR,FUNC), donde Dom(FUNC)=CONS.OP={c,S}, FUNC(c)=
FUNC(S)=(1,1). Ademas, usaremos las letras x,y,z para simbolos de variable
individual, Q,R para simbolos de variable relacional y F,D para simbolos de variable
funcional; en el caso de que necesitemos mas variables de algun tipo, lo diremos
explicitamente.

Definiciones:

Consideremos los siguientes enunciados del lenguaje Lpax:
PI=Vx(Cx0S (X))

Pa=VxVy((S(x)=oS(y))—>x~0Y)
P3=VQ(Q(C)/\VX(Q(X)—>Q(S(X)))—>VXQ(X))

Sea n—{Pl,Pz,P3} Il es por definicion, el conjunto de axiomas de Peano de segundo
orden y. llamamos a todo modelo de IT modelo de Pcano o estructura de Peano;
ademas Han amos a cada modelo de P3, modclo de induccion.

En loglca'de pnmer orden se estudia, (en el lenguaje de primer orden L,, de tipo
p={c, S} donde c es simbolo de constante y S simbolo funcional de aridad 1) el

con_;unto de formulas A'—{K|, Kz}I, —llamados axiomas de Peano de primer orden—
donde::

.K,=Vx—-\(c~S(x)), i

Kz—VxVy((S(x)zS(y))%xw), Y si z es una variable de L,

I= {(cp(zlc)/\VA((p(zlx)—xp(zlS(x))))—-)qu;(z]x)) | e FORM(L,) y tal que x no aparece
libre en @}’

Es claro que los axiomas P, y P2 son enunciados equivalentes a K y K
respectivamente. Es en el axioma P3 donde hallaremos una gran diferencia entre los
axiomas de Peano de primer orden y los axiomas de Peano de segundo orden. Una de
las tareas mas importantes que tenemos por hacer es la de demostrar que cualesquiera
dos modclos de [T son isomorfos, ¢s decir, que la aritmética de Peano de segundo
orden es categérica, —situacion que en la aritmética de Peano de primer orden, como es
bien sabido, no es cierta—; en tal prueba se usara frecuentemente el axioma de induccion
de segundo orden Pj, y se podra observar que su poder expresivo ¢s mayor que el
axioma de induccion de primer orden 1.



~ /“Para toda esta seccion, sea s#=(A,c”%,S) un modelo de Peano y sea
~E=(B;C'E,S'E) una estructura estandar de tipo X paa.

- Definicion:

Un subconjunto KA es un segmento si y sélo si:
0) c*FeK.
(ii) Para todo ac A, si $¥(a)eK entonces acK.
Definicién:
Una funcién aproximada f es una funcion f:Dom(f)—B de un segmento Dom(f) —con
Dom(f)cA—en B lal que:
M fcH=c _
(ii) Para todo aeA, si S (a)e Dom(f) entonces f(Sﬂ(a))=S'6(f(a)).

Lema(iil): Todo elemento de A esta en el dominio de una funcién aproximada.

Demostracion: -
Sea L={acA" |'h 3

ro imada f tal que Dom(f) es un segmento y
‘ae Dom(t)} e

debldo a que JZI:P;, es una funclén aproxnmada tal que Dom(t) {c*} es un
“7’segmento.

(2) Para todo ae A, si acL entonces S;f(a)eL. Sea a un elemento arbitrario de A tal
que a€L. Entonces existe una funcién aproximada f:Dom(f)—B tal que
aeDom(f) y Dom(f) es un segmento. Si S*(a)e Dom(f) entonces ya acabamos;
asi, supongamos que S7(a)e Dom(f). Sea g la funcién definida como
g=fo{(8™(a),.S (@M}

P.D. Dom(g) es un segmento:

Es claro que Dom(g)=Dom(f)u{S"-'Z(a)} . Dom(g) es segmento porque

c*e Dom(f)cDom(g), y ademas, para todo g€ A, si

,Sﬂ(q)eDom(g)=Dom(f)u{S“7‘(a)}, entonces tenemos dos casos:

() Si S;’(q)eDom(f) entonces, como Dom(f) es segmento,
qeDom(f)cDom(g).

(++) Si S"—'z(q)e {S"?(a)}, entonces S"?(q)=S;"(a), Yy como & |=P2, entonces q=a;

ademas, ya teniamos que q=aeDom(f)cDom(g). ¥

P.D. g: Dom(g)—>B es funcion aproximada:

Ya se vno que Dom %,) es un segmento. Por otro lado, obsérvese que:

™) gc®=f(cF)=c
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- (**) Para todo qe A, si S;‘(q)e Dom(g)=Dom(f){S%(a)}, entonces tenemos dos
casos: :
() Si s¥(@)eDom(f), entonces g(S*(@)=HST(@)=S({(@))=5"(g(a))-
(++) Si S“—’E(q)e {S;"(a)}, entonces q=a (debido a que ﬂH’z) y entonces
g(ST(@)=g(s™ (@)= s P(fa))=52(g(a))= S %(g(a))-
Por lo tanto, para todo q€ A, si S‘”(q)e Dom(g) entonces g(S"—'i(q))=S"5(g(q)).
Asi, g es una funcion aproximada. V¥
Lo anterior significa que S7(a)e Dom(g), Dom(g) es un segmento y g €s una
funcién aproximada; por lo tanto, S¥(a)<L.
Finalmente, sea M una asignacion cualquiera de Lpa:z en & Como o'r?.:Pg, entonces en
particular (FEM(Q/L)) sat Q(cIAVX(Q(x)—>Q(S(x)))—>VxQ(x). Nétese que por (1) y (2)
sabemos que (5£M(Q/L)) sat Q(c)AVX(Q(x)—>Q(S(x))); por lo tanto (5FM(Q/L)) sat
VxQ(x). De esta manera tenemos que para todo a€ A, acL (o sea, AcL), y como es
evidente que LA, tenemos que A=L.

Lema(ii2): Para cualesquiera funciones aproximadas f,g, si existe ac Dom(f)mDom(g),
entonces f(a)=g(a).

Demostracion:
Sea N={aeA | para cualesquiera funciones aproximadas f,g, si ac Dom(f)nDom(g),
entonces f(a)=g(a)}
(1) c*eN, pues por definicién, para cualesquiera funciones aproximadas fy g,

cZFeDom(HDom(g) y ademds, f(c™)= cP=g(c™.
(2) P.D. Paratodo acA, si aeN, entonces S‘;’(a)eN.

SeaaeN y sean fy g funciones aproximadas arbitrarias. Si

. S‘?(a)esDom(f)mDom(g), entonces no hay nada que probar; asi, supongamos que

S*(a) e Dom(f)mDom(g).

Entonces ae Dom(f)mDom(g) —ya que Dom(f) y Dom(g) son segmentos, debido a

que f'y g son funciones aproximadas—, pero ademas, como aeN, entonces f(a)=g(a)

y tenemos que f(S7(a))=S2(f(a))=52(g(a))=g(S*(a)). Por lo tanto, S7(a)eN.
Por altimo, sea M una asignacién cualquiera de Lpa: en &€ Como JZ}:P3, entonces en
particular (¢Z£M(Q/N)) sat Q(c)AVX(Q(x)—->Q(S(x)))—>VxQ(x). Por (1) y (2) sabemos
que (SZM(Q/N)) sat Q(C)AVX(Q(X)—Q(S(x))); por lo tanto (FEM(Q/N)) sat ¥xQ(x).

Asi, para todo ae A, aeN (o sea, AcN), y como NcA, tenemos que A=N.
|

Teorema(iil)(Teorema de recursiéon): Dados un modelo de Peano .57l‘=(A,c‘a,S;l) ¥y una
estructura .E=(B,c'5,SE) de tipo Zpaz, existe un tnico homomorfismo h:5&—-».5.

Demostracion:

Sea T={f:A—B | fes una funcioén aproximada} y sea h=Uyer f.

h es funcion de A en B: Sean (a.b),(a,c)eh elementos arbitrarios de h; entonces existen

funciones aproximadas f),f2eT tales que fij(a)=b y fa(a)=c. Asi. ac Dom(fi)n"Dom(f), y
por el lema(ii2), b=f;(a)=fz(a)=c. Por lo tanto h esta bien definida. Por otro lado, por el
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lema(iil), para todo elemento ac A existe una funcion aproximada f tal que ac Dom(f);
de esta manera; tenemos que Dom(h)=A.

Ahora veamos que h es un homomorfismo:

+) h(cq)—c "» ya que al menos hay una funcion feT tal que ¢’ eDom(l) —por cl

Iema(n l)— y. por ser f funcién aproximada cumple que f(c™)= c®. Por lo tanto

L on'ces, por el lema(ul), existe geT tal que S (a)e Dom(g); entonces
h(sa‘(a))—g(sﬂ(a»—sﬂ(g(a» s?(h(a)).
Veamos que | hes unica: Sea w:5#—-4 un homomorfismo y sea
J= {aeA I w(a)=h(a)}. P.D. J=A
o (Dc eJ Esto es claro del hecho de que w y h son homomorfismos.
@) Para todo ac A, si acJ entonces S"'((a)e.l Para probar esto, sea a= A arbitrario tal
o . quea€l; entonces w(a)=h(a). Como w y h son homomorfismos entonces
' w(s-"(a)) S'E(w(a)) S2(h(a))=h(S7(a)). Por lo tanto, S7(a)el.
Por Gltimo, sea M una asignacién cualquiera de Lpa: en & Como JZ|=P3, entonces en
particular (¢Z,M(Q/))) sat Q(cIAVX(Q(x)—>Q(S(x)))—>VxQ(x). Por (1) y (2) sabemos
que (F£M(Q/))) sat Q(IAVX(Q(x)—>Q(S(x))); por lo tanto (F£M(Q/))) sat ¥xQ(x). Asi,

para todo ac A, aeJ (o sea, AcJ)), y como JcA, tenemos que A=J.
[ |

Modclos de Peano y estructuras de tipo Zpa:.

Como antes, sea H=(A,c;£,sﬁ) un modelo de Peano y sea .B=(B,c'5,S’5) una
estructura de tipo Zpa2. Por el teorema(iil) sabemos que existe un tinico homomorfismo
h:sZ—.5. A contmuacnon daremos algunas rclamones entre este homomorfismo y los
axiomas Py, P> y Pa.

Teorema(ii2): Si.J3 |={P|, Pz} 'entonc él'h“'omomorﬁsmo h:57¢—.5 que existe entre un
modelo de Peano 5%,’=(A' n estructura de tipo Tpa: -5=(B,c?,5%) es inyectivo.

Demostracion:
Supongamos que .E l:{P;, P2} Pa"ra'p'robar que h es inyectiva, definimos el conjunto
T—{aeA | para todo qeA, si h(q) h(a), entonces q=a}.
(1) c*eT. Para ver esto, sea G-—-{qu | si h(g)=h(c*), entonces q=c* }.
(+) Esclaro que cZFeGi
(++) Para todo q€ A, si qeG entonces S (q)eG Para ver esto, notemos lo
siguiente: como para todo q€A, S'E(h(q));eh(c;")—c (debido a que .53 l= Py),
entonces para todo ge A, h(S"-'z(q)) S'E(h(q))¢h(c )=c'5, ademas, como
JZ|= P| tenemos que para todo qe A, Sa(q);ec;". Por lo tanto, para
todo qe A, si h(S“?(q))—h(c‘?) entonces S;{(q)—cﬂ Asi, para todo qe A,
S"‘(q)eG y por lo tanto, para todo qe A, si qe G entonces S (@) eG.
Por otro lado, sea M una asignacion cualquiera de Lpa: en &£ Como Z}: Ps,




entonces (% M(Q/G)) sat Q(IAVX(QX)—>Q(S(X)))—>VxQ(x). Notese que por (+) y
(++) sabemos que (FZ&M(Q/G)) sat Q(cIAVX(Q(x)—=>Q(S(x))); por lo tanto
(FLM(Q/G)) sat VxQ(x). Asi concluimos que AcG , y como es evidente que GSA,
tenemos que A=G. V¥
(2) Para todo weA, si weT, entonces S (w)eT Para probar esto, seaw un
elemento arbitrario de A tal que weT. Sea V={acA | si h(a)= h(S (w)) entonces
a=S7(w)}.
(*) cZeV. Esto se debe a que h(c™)=c=SZ(h(w))=h(S*(w)), dado que -B |P,.
(**) Para todo qe A, si qeV entonces S;‘(q)e V. Para probar esto, sea qe A tal
que qe V. Vease que si h(S(q))=h(S7(w)), entonces S (h(q))=h(SZ(q))=
h(ST(w))=S 'E(h(w)), y como .8 |=P2, entonces h(q)=h(w); por altimo, como
weT, entonces g=w. De la igualdad q=w, es claro que S(q)=S7(w), y por
lo tanto, S"-'z(q)eV.
Sea M una asignacion cualquiera de Lpa: en 57 Como Ji}= Pi, entonces
(FEM(Q/V)) sat QRIAVX(Q(x)—>Q(S(x)))—> VxQ(x). Notese que por (*) y (**)
(FEM(Q/V)) sat Q(c)AVXx(Q(x)—>Q(S(x))); entonces (FZM(Q/V)) sat VxQ(x).

‘ Por lo tanto AcCV , y como VCA, tenemos que A=V. V¥

I'lnalmente,vpara concluir esta prueba, sea M una asignacion cualquiera de Lpa: en 52
ntonces (JKM(Q/T 7)) sat Q(EIAVX(Q(x)—>Q(S(x)))—>VxQ(x). Notese
-que ‘por 45} Y, (2) (&iM(QfI‘ )) sat QEIAVX(QX)—>Q(S(x))). Asi, (FEM(Q/T)) sat
VxQ(x) Por lo tanto ACT , y como TcA, tenemos que A=T. Nétese que la igualdad
—T—{aeA | para todo g A, si h(q)=h(a), entonces g=a} significa que h es inyectiva.

Teorema(ii3): El homomorfismo h:5¢—.5 que existe entre un modelo de Peano
F=(A.c™,S7) y una estructura de tipo Zpaz -5=(B,c?,5%) es sobreyectivo si y sélo si
BEPs.

Demostracion:

(Suficiencia). Supongamos que h es sobreyectivo. Para probar que .5 l=P3, bastara probar

que para cualquier subconjunto HcB y para cualquier asignacion M de Lpaz en .5, si

(-8, M(Q/H)) sat Q(cIAVX(Q(x)—>Q(S(x))) entonces (-8,M(Q/H)) sat VxQ(x). Asi, sea

M una asignacion cualquiera de Lpa: en .5 y sea H un subconjunto de B tal que

(3, M(Q/H)) sat Q(c)Nv’x(Q(x)——)Q(S(x))) Definimos K={ac A | h(a)eH}.

+) c®eK. Esto es claro, ya que h(c )—c €H, debido a que (.85,M(Q/H)) sat Q(c).

(++) Para todo ac A, si acK, entonces S“ﬁ(a)e K. Para ver esto, sea ac A arbitrario, tal
que aeK. Como aeK, entonces h(a)eH, y por lo tanto h(S;’(a))=S'B(h(a))e H,
debido a que (-B,M(Q/H)) sat Vx(Q(x)—>Q(S(x))).

Asi, sea N una asignacién cualquiera de Lpaz en 5Z Como ¢’vZ|= P;, entonices

(FEN(Q/K)) sat Q(IAYX(Q)—>Q(S(x)))—>VXQ(x). Por (+) y (++)
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T (FEN(Q/KY) sat Q(EIAVX(Q(X)—>Q(S(X))). Asi, (FEN(Q/K)) sat YxQ(x). Por lo tanto

AcK ', ycomo KcA, tenemos que A=K. Por lo tanto, h|A]J<H. pero como h es

‘sobreyectiva, B=h[A]cH; asi, BcH, es decir, (-.8,M(Q/H)) sat ¥xQ(x).

: —'(N_écesidad). Supongamos que .58 |=P3. Para probar que h es sobreyectiva, bastara probar

que el conjunto G={beB | existe ac A tal que h(a)=b} es igual a B.

*) c B<G. Esto es claro debido a que h(c )=c‘2s

(**) Para todo beB, si beG entonces S®(b)eG. Para probar esta afirmacion, sea beB
arbitrario tal que beG. Entonces existe ac A tal que h(a)=b; entonces h(Sa(a))—
SB(h(a))=S(b), por lo que SH(b)eG.

Sea M una asignacion cualquiera de Lpaz en 5. Como .8 l= P3, entonces

(-B8,M(Q/G)) sat Q(INVX(Q(X)—>Q(S(X)))—>VxQ(x). Nétese que por (*) y (**)

(-8, M(Q/QG)) sat Q)IAVX(QX)—>Q(S(X))). Asi, (8,M(Q/G)) sat VxQ(x). Por lo tanto

l:;G , ¥y como GcB, tenemos que B=G.

Corolario(iil): Sean 5Z‘=(A,ca,S;") y .ﬁ=(D,c"’5,S‘ﬁ) dos modclos de Peano arbitrarios.
Entonces &€ y D son isomorfos.

Demostracién:

Por el teorema(nl) ex15te un tnico homomorfismo h:5—D; por el teorema(ii2) este
homomorfismo es? |nyect|v0 y por el teorema(ii3) tal homomorfismo es, ademas,
sobreyectlv ‘Por’lo‘tanto’ h:5#—» D es un isomorfismo.

. SUMA MULTlPLICACION, EXPONENCIACION Y FUNCIONES RECURSIVAS
' EN MODELO DEJ PEAN

Es posible deﬁnlr en cualquler modelo de Peano las operaciones de suma, de
producto o de exponenciacién.' A continuaciéon mostraremos este hecho, e incluso una

situacidon mas general: es posible definir en cualquier modelo de Peano todas las
funciones recursivas primitivas.

Teorema(ii4): En cualquier modelo de Peano existe una tinica suma (en el sentido de

que existe una tnica operacién binaria que se comporta como la suma usual en los
numeros naturales).

Demostracion:
Sea 5Z=(A,c%,S™) un modelo de Peano. Probaremos que existe una Gnica funcién
+:AxA—A tal que para todo a beA:
(1) a+c™=a, es decir +(a,c¥)=a.
(2) a+S*(b)=S"(a+b), es decir +(a,s”(b))=s”(+(a,b)).
Pafa probar lo anterior, para cada ac A, sea 5&=(A,a, s ) una estructura de tipo Zpa:. Por
; ) el teorema(ul) tenemos que existe un tinico homomorfismo —,: 5{——»’;12\, tal que para
todo beA
) Ha(cTya




31

(**) +1(S'““(b)) S (+a(b))-

Para todo a, beA definimos a+b'“+,,(b) Es evidente que + satisface (1) y (2), por lo que
~ s6lo nos hace falta ver que + es Gnica:

* Sea h:AXA—A tal que satisface (1) y (2). Para cada ac A, definimos la funcién ha:A—A
como hy(b)=h(a,b). N6tese que para todo ac A, h,:s4—5% es un homomorfismo, pues
hn(c‘;")=a y para todo beA, ha(S;'(b))=S:'£(ha(b)). Por lo tanto, ya que el homomorfismo
que existe entre &£ y &%, es lnico debido al teorema(iil), para todo ac A hy=+,. Por lo

tanto h=+,
[

Teorema(iiS): En cualquier modelo de Peano 5?=(A,c;‘,s;‘) existe una unica

multiplicacion (en el sentido de que existe una unica operacion binaria que se comporta
como la multiplicacion usual en los nimeros naturales).

Demostracion:
La prueba es totalmente analoga a la de la suma, excepto que se necesita probar que
existe una unlca funcion e:AxA-—A tal que para todo a,beA:

(1) aec™=c%, es decir o(a,c¥)=c™.

(2) aO(S’—'z(b))—a+(a0b), es decir o(a,S7(b))=+(a,e(a,b)); donde + es la operacién
suma €en o’r‘Z=(A,c°—",SH), de la cual se probo6 su existencia y unicidad en el
teoremad(ii4).

Similarmente al teorema anterior, para cada ac A, sea ﬂ+a—(A ¢ %+ 2) una estruclura de
tipo Zpaz, donde +3:A—A es el Gnico homomorﬁsmo +a F— &, entre T=(A, % S“") y
FH=(Aa, S%), es decir +, cumple: :

NG

() +a(ST(0))=ST (+a(b))-

Por otro lado por el teorema(iil) existe un inico homomorfismo e,:5F—>5F+,, tal que
“para todo be A:

(D) ea(c™)=c”

(ii) *a(S™(b))=+a(®a(b)).

Definimos para cada a,be A o(a,b)=e,(b). Es claro que e cumple las condiciones (1) y

(2); ademads, para ver que e es el Gnico producto definible por las ecuaciones (1) y (2),

sea g:AXA—> A una funcion tal que satisface tales ecuaciones. Definiendo para cada

aeA la funcién g,;:A—A como g,(b)=g(a,b), tenemos que g,:s#—>5¢+, €s un

homomorfismo entre ST y o+, es decir g, cumple para cada be A:

(0) ga(cT)=c”

(00) 2a(ST(b))=+a(g(b)).

Por lo tanto, como por el teoremagiil) es un unico tal homomorfismo, para cada acA

%=oa, lo que implica que g=e.

Teorema(ii6): En cualquier modelo de Peano S7=(A,c”,S7) existe una tnica
exponenciacion (en el sentido de que existe una Unica operacién binaria que se
comporta como la exponenciacion usual entre dos nimeros naturales).



Demostracion: . .
Probaremos que existe una Gnica funcion e:AXxA—>A tal que para todo a,beA:
T e(a,cH=ST(cT).
(2) e(a,S7(b))y==(c(a.b),a).
Sea para cada ae A la estructura de tipo Zpa: 5‘2-‘.=(A,S"7’ c:"),-a), donde o,:A—A es el
unico homomorfismo entre F y ﬂ+a=(A,c"?.+n); es decir, para todo be A:
() ®a(c™)=c”
(i) @(ST(b))=+u(ea(b)).
Por el teoremac iil), para cada ae A, existe un inico homomorfismo e,:5%—>7e,, es
decir, para cada be A:
(*) ea(c)=5(c™)
(**) el(ST(b))=eu(ea(b)).
Definimos la funcién exponenciacion e como e(a,b)=e,(b) para cada a,beA. La prueba

de que esta funcién es anica es totalmente analoga a la del teorema anterior y la
dejamos al lector.

Funciones recursivas en modelos de Peano.

Probaremos ahora un hecho general del que son casos particulares los teoremas
anteriores de definicion de suma, de producto o de exponenciacién. Desde el principio
de esta seccion pudimos haber desarrollado todo desde este punto de vista, sin embargo
nos parecié importante hacer explicitos los teoremas anteriores, ademas de que sirven
de ejemplos concretos para estimular el resultado principal: el teorema(ii7) que es una
generalizacion del teorema(iil) de recursion.

Para el resto de esta seccidon, sean B un conjunto distinto del vacio, 5{=(A,c‘—'z,s;‘)

un modelo de Peano, f:B"—B una funcién n-aria y g:B"? B una funcién n+2-aria. Sea
ademas (by,..,bn)e B".

Deﬁnicién:

" Una funcién aproximada k asociada a (by,..,bs), fy g es una funcién k:Dom(k)—B de
un segmento Dom(k) —con Dom(f)cA— en B tal que:
+)  k(®=f(bi,...bn)
(++) Para todo beA, si S*(b)e Dom(k) entonces k(S”—"(b))=g(b|,..,bn,b,k(b)).

Lema(ii3): Sea (by,..,b,)eB" un elemento arbitrario. Todo elemento de A esta en el
deminio de una funcion aproximada asociada a (by,..,bn), fy g.

Demostracion:

Sea L={aeA | hay una funcién aproximada k asociada a (by,..,b,), fy g tal que
acsDom(f)}.

Primero probemos:
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) c?<L. La razén de esto es que la funcion k:{c;"}—>B, definida como
k(c&)=f(b|...,bn). debido a que Ji}:Pl, es una funcién aproximada asociada a
(bi,...bn), Iy g. .

(2) Para todo a A, si ael. entonces S7(a)eL. Sca a un elemento arbitrario de A tai
que ael.. Entonces existe una funcién aproximada asociada a (by,..,by), fy g
k:Dom(k)—B tal que aeDom(k). Si S#(a)eDom(k) entonces ya acabamos; asi,
supongamos que S’—"(a)e Dom(k). Sea h la funcion definida como
h=ku {($%(a),g(bi...,bn.a,k(a)))}.

P.D. Dom(h) es un segmento:
Es claro que Dom(h)=Dom(k)_{S*(a)}. Dom(h) es segmento porque
e Dom(k)cDom(h); ademas, para todo qe A, si
Sa(q)eDom(h) Dom(k){S*(a)}, entonces tenemos dos casos:
) Si Sz(q)e Dom(k) entonces, como Dom(k) es segmento,
qeDom(k)cDom(h).
(++) Si S;"(q)e {S‘;‘(a)}, entonces S;‘(q)=S“—"'(a), y como Eﬂ:Pz, entonces q=a; de
esto tenemos que g=a& Dom(k)cDom(h).
Por lo tanto, de todo lo anterior, Dom(h) es un segmento. ¥
P.D. h:Dom(h)—B es funcion aproximada asociada a (bi,...bn), fy g.
Ya se vio que Dom(h) es un segmento. Por otro lado, obsérvese que:
(*) h(©®=k(c™= f(by;...bw).
(**) Para todo qu sn Sa(q)eDom(h) Dom(k)u{S*(a)}, entonces tenemos dos
casos:
(+) Si S""(q)eDom(k), entonces h(S™(q))=k(S(q))=g(bi,...bn,b,k(b))=
-g(b1,:.,ba,b,h(b)).
(++) Si Sz(q)e {Sz(a)}, entonces q=a (debido a que Jvi'l:Pz) y entonces
7 h(ST@)=h(ST(@)=g(b1;..,bna,k(@)=g(b1,.bna,h(a)).
Por lo tanto, para todo qu si Sz(q)eDom(h) entonces
h(Sz(q))"g(bh ..bn,a,h(a)). De esta manera concluimos que h es una funcién
aproximada asociada a (by,...b,), fy 2. ¥
Lo anterior muestra que S7(a)e Dom(h), donde h es una funcion aproximada
asociada a (by,..,by), fy g; por lo tanto, S*¥a)elL.
Finalmente, sea M una asignacidén cualquiera de Lpa: en 5& Como o?ﬂ:P;, entonces en
particular (FZM(Q/L)) sat Q(IAVX(Q(x)—>Q(S(x)))—=>VxQ(x). Por (1) y (2) sabemos
que (FEM(Q/L)) sat Q(c)AVX(Q(x)—>Q(S(x))); por lo tanto (FEM(Q/L)) sat VxQ(x). De
esta manera tenemos que para todo a€ A, acL (o sea, AcL), y como es evidente que

LcA, tenemos que A=L. De esta igualdad tenemos el lema.
|

Lema(ii4): Sea (b,,..,bn)eB" un elemento arbitrario. Para cualesquiera funciones
aproximadas h y k asociadas a (by,..,bys), fy g, si existe aeDom(h)mnDom(k), entonces

h(a)=k(a).

Demostracion:
Sea I={aeA | para cualesquiera funciones aproximadas h,k, asociadas a (b;,...by), fy g,
si ae Dom(h)~Dom(k), entonces h(a)=k(a)}
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(1) cFel, pues por definicion, para cualesquiera funciones aproximadas h.,k, asociadas a
(b;, aba), fy g, c eDom(h)ﬁDom(k) y ademés h(c” ")“I(b;, ..b)=k(c.
(2) P.D. Para todo a€ A, si acl, entonces S7(a)el.
Sea ael y sean h y k funciones aproximadas arbitrarias asociadas a (b;,..,b,), 'y g.
Si S"’(a)es Dom(h)nDom(k), entonces no hay nada que probar; asi, supongamos que
Sz(a)eDom(h)mDom(k) Entonces ae Dom(h)mDom(k) —ya que Dom(f) y Dom(g)
son segmentos—; ademas, como ael, entonces h(a)=k(a) y entonccs
tenemos que h(S“?(a)) =g(bi...,bn,a,h(a@))=g(b,,...bn,a.k(a))= k(S (a)). Por lo tanto,
s a)el.
Por ultimo, sea M una asignacion cualquiera de Lpa: en 52 Como %H‘g, entonces en
particular (5%,M(Q/1)) sat Q()AVX(Q(X)—>Q(S(x)))—>VxQ(x). Por (1) y (2) sabemos
que (FEM(Q/D)) sat Q(e)AVX(Q(x)—>Q(S(x))); por lo tanto (5£M(Q/1)) sat VxQ(x). Asi,

para todo ac A, ael (o sea, Acl), y como IcA, tenemos que A=l. Por lo tanto tenemos
el lema.

Teorema(ii7)(tcorema gencralizado de recursion): Sean B un conjunto distinto del
vacio, 5#=(A,c™,5%) un modelo de Peano, :B"—B una funcién n-aria y g:B""2->B una
funcién n+2-aria. Entonces para cada (bi,..,b,)€B" existe una unica funcién
(br,...s1:A—B tal que para todo acA:

1) ..oah (€)= 1(b1,...bw).

@) .. (SF(@))=g (b1, b2, 0...090(A)).

Demostracion:

Sea (by,.., .,)e B“»arbltrano Yy sea T—{k A—B | k es una funcion aproximada asociada a

(b., ,bn), 3 Dcfmmos i,..bgh=keT K.

I b_)h es uncién de A en B: Sean (a,b),(a,c)€ .....oh elementos arbitrarios de (., boh;

st n, k;,kzeT tales que k;(a)=b y ka(a)=c. Asi, ae Dom(k)~Dom(kz), y por

; —f.(a)—fz(a)—'c Por lo tanto (.. boh esta bien definida y es funcién de A en

B. Por otro ‘lado, por el lema(ii3), para todo elemento ac A existe keT tal que

‘ae Dom(k), de esta manera, tenemos que Dom(h)=A.

Ahora veamos que h cumple (1) y (2):

'(l) )h(c;") =f(bi,..,bn) Ya que al menos hay una funcién keT tal que c*eDom(k)

s —por el lema(ii3)—-. Por lo tanto h(c™)= k(c;")-—f(b., .»bn).

(2) Para todo aeA, (b._,__b.)h(Sa(a)) =g(bi,..,bn,a,b.. yh(a)). Para probar esto, sea a un
elemento arbitrario de A. Entonces, por el lema(ii3), existe ke T tal que
S*¥(a)e Dom(k); entonces h(S7(a))=k(S*(a))=g(b1...,bn,a,k(a))=
g(bl,--,bn,a,(b-....b-)h(a))-

Finalmente, s6lo nos hace falta ver que ... byh es tinica: Sea w:A—B tal que w cumple
(1) y Q) y sea J={acA | w(a)= . _.boh (a)}. P.D. J=A.

) c®<J. Esto es claro del hecho de que W Y (p,,..boh cumplen (1).

(++) Para todo acA, si acJ) entonces S7(a)el. Para probar esto. sea ac A arbitrario tal
que ae.l entonces w(a)= (..boh (@). Como w y h cumplen (2) entonces
w(S7(a))=g(b1,..,bna,W(a))=g(b1,..,bn,a, ... wh(@)=h(5%()). Por lo tanto, S¥(a)e}.
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Por ultimo, sea M una asignacion cualquiera de Lpa: en 5& Como &’ﬂ:P;, entonces en
particular (F£M(Q/J)) sat Q(cIAVX(Q(X)>Q(S(x)))—>VxQ(x). Por (+) y (++) sabemos
que (SZ,M(Q/))) sat Q(c)AVX(Q(X)—Q(S(x))); por lo tanto (FZM(Q/))) sat VxQ(x). Asi,
para todo aeA, ael (o sea, Ac)), y como JA, tenemos que A=J, lo que significa que
W=, bah.

Corolario(ii2): Sea s5¥=(A,c S;") un modelo de Peano, f:A"—A una funcién n-aria y
g: :A™2 5 A una funcién n+2-aria. Entonces, para cada (a,,..,an)e A" existe una unica
funcion (a,,. agh:A—A tal que para todo acA:

™ @ )h(c"?) =f(ai,..,an)

(**) (a-,A.,n-)h(S (a))“'g(al,--,ansa,(n-.,..a-)h(a))

Demostracion:
Es un caso particular del teorema anterior.

Corolario(ii3): Sean 5%'=(A,c“-'z,8“7{) un modelo de Peano, ffA"—>A una funcién n-aria'y
2:A"2> A una funcion n+2-aria. Entonces existe una Gnica funcién h: A"
() h(ay,...an,c™)=f(ai,...an), para todo (ar,..,an) A"
(2) h(ay,. ,an,S"'f(a)) =g(ai,.-,an,a,h(ay,..,an,a)), para todo (aj,..,ana)e A

—A tal que:

n+l

Demostracion:

Por el corolario(ii2) tenemos que para cada (ai,..,an) A" existe una tnica funcién
@..ah:A—A tal que para todo as A:

) (@u.aoh(c” ) f(ai,..,an)

(*—*") @ ayh(S° (a))"g(an, -8n,,@,.a)h(a)).

la manera en que se ha deﬁmdo h;: ‘es claro que h cuni[;le (l) y(2). La umcndad la
probaremos. como sigue:

Sea w: A"H—)A una. funmén tal ‘que cumple (l) y (2) Definamos para cada (air,. ,a")eA"

umcldad que nos asegura el corolario(ii2), para cada (aj.,. ,an)eA" tenemos que
(av,...0)W=(as...a9h. Por esto ultimo concluimos: w=h.
=

El corolario anterior nos permite hacer con todo rigor la siguiente definicion.

Definicion:

Sea 57=(A,c3,83) un modelo de Peano. Una funcién h:A™'— A esta definida por
recursion si y sélo si existen funciones A" >A y g: A" 5 A tales que :
) h(a|,..,an,c“"')=f(a|,..,an), para todo (a,..,an)e A"

(2) h(a,,..,a,,S(b))=g(a1,...an.b,h(ay,..,as,b)), para todo (ai,...an,b)c A",

Por el corolario(ii3), tenemos que dadas cualesquiera dos funciones f:A"—A y
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g:A“*z—)A, las ecuaciones (1) y (2) nos definen, por recursién, una unica funcion h.
Debido a este resultado, es posible definir en cualquier estructura de Peano el concepto
de funcion recursiva primitiva; lo que resta de csta seccion es simplemente tal
definicion.

Definicion:

Sea 5T=(A,c”,S™) un modelo de Peano.

- Para cada ac A definimos la funcion constante a de aridad k, .C*:A*—>A, como
,,Ck(a|,..,ak)=a para todo a.,..,akeAk.

- Definimos para cada n,keN\{0} tal que k<n, la funcién k-proyeccion de aridad n,
ImAY A, como «I"(ay,..,an)=ak.

Definicion:

Sea g?Z=(A,c"."Z,S;{) un modelo de Peano.
Llamamos funciones iniciales a las funciones: o
{«C*l|acA y keN\{0}}U{I" [k,neN\{0} tal que k<n}{S™}.

Definicidn:

Sea F=(A,c™,S%) un modelo de Peano.
Una funcién FFA"—>A se obtiene por sustitucion a través de Ias funcnones g: A'“—)A y
Hi,oo Hn A"—A cuando para todo (ai,..,an)€A", f(ai,. ,an)—g((H|(ax, ,an), ,Hm(al,--,an))

'Deﬁmcnon

Sea 5Z=(A,c™,S%%) un modelo de Peano.
Una funcién n-aria f:A"—> A es recursiva primitiva si y sélo si existe una lista finita

fi,...fm tal que f=f, y para todo i€ {1,..,m}, fi es una funcién inicial o se obtuvo por
medio de las anteriores por substitucién o por recursion.

MODELOS DE INDUCCION.

Como hemos visto en todo nuestro estudio anterior acerca de la aritmética de
Peano, el iinico axioma propiamente de segundo orden es el axioma de induccion. Es
natural preguntarse si los modelos de Peano son los tinicos modelos de induccién o si
existen distintos modelos de tal axioma. En lo que resta del capitulo dedicaremos
nuestro estudio a los modelos de induccion y a interrogantes afines a los modelos de
induccion.

Teorema(ii8): Sea %(N,O,SWS el conjunto de los numeros naturales con el cero y la
operacién sucesor, y sea s£ una estructura de tipo paz modelo de induccién arbitrario.
Entonces existe una relacién de congruencia ~ en g¥tal que &% es isomorfo a ~N.

Demostracion:



Sabemos que %CN,O,SW) es un modelo de Peano y como &% es una estructura de tipo
Spaz, entonces por el teorema(iil) existe un Gnico homomorfismo h: S¥->5% ademas,
como &£ es modelo de induccion, entonces por el teorema(ii3) h ¢s sobreyectivo.
Finalmente, por el teorema(il0) del capitulo anterior, la relacion de congruencia
~h={(a1,a2)eN? | h(a;)=h(az)} es tal que 5F es isomorfo a ~hKN.

]

Relaciones de congruencia sobre nameros naturales.

Definicion:

Sean n,meN. Definimos la relacion:
Rnm={(a,a)eN? | a<n}{(a,b)eN? | a=n<b y existe ceN tal que a=cm-+b 6 b=cm-+a)}.

Proposicion(iil): Para todo nmeN, Rn m €s una relacién de congruencia en la
estructura estandar de tipo £ s#=(N,0,S” )

Demostracion:
Sean n,meN arbitrarios.
(i) Ry m es una relacion de equivalencia:

- Es claro que Ry, es reflexiva, pues para todo acN, si a<n, entonces (a,a)e Ram;

ademas, si a=n, entonces a=0m-+a y por lo tanto (a,a)e Ry m.

- Rym es simétrica: Sea (p,q)€Rnm arbitrario. Si (p,q)e {(a,a)eN? | a<n} entonces

Q.p)e {(a,a)eN | a<n}cRom; si (p,q)€ {(a,b)eN? | a=n<b y existe ceN tal que

__a=cm+b 6 b=cm+a)}, entonces (q,p)< {(a, b)eN? | a=n<b y existe ceN tal que
~-a=cm+b 6 b= =cm+a)} <Rp m.
ransitiva: Sean (p,q), (q,r)€Rnm arbltrarlos S| (p,q)e {(a,a)eN?| a<n},
: =q<ny enlonces q=ry, por lo tanto, (p,r)e{(a,a)eN?| a<n }cRnm.
LLSH (p,q) {(a,b)eN | a=2n<b y existe ceN tal que a=cm+b 6 b=cm-+a)}, entonces

(q, r)e {(a b)eN? | a=n<b y existe ceN tal que a=cm+b 6 b=cm+a)}; de esto tenemos

. que hay weN\{0} tal que p=wm+q 6 q=wm-+p y ademas, hay veN\{0} tal que
‘g=vm-+r 6 r=vim-+q. Asi, tenemos 4 casos:
(D) p=wm+q y g=vm-+r. Entonces p=wm-+vm-+r=(w+v)m-+r y entonces (p,r)€ Rnm.
“(2) p=wm+q y r=vi-+q. Entonces si w=v tenemos que p=r y entonces (p,r)eRnmn; si
w>v, entonces p=wm+r-vin=(w-v)m-+r y entonces (p,r)e Rom; si w<v, entonces
r=vm-+p-wm=(v-w)m+p y entonces (p,r)e Rnm.

2 (3) g=wm+p y q=vm-+r. Entonces si w=v tenemos que p=r y entonces (p,r)€Rnm; si
w>v entonces, como wm-+p=vm-+r, (W-v)m+p=wm-+p-vim=r y entonces
(p,r)€Rym; si w<v, tenemos que p=vm-+r-wm=(v-w)m-+r y entonces (p,r)€Rn m.

".(4) qg=wm+p y r=vm-+q. Entonces r—vm+wm+p (v+w)m+p y entonces (p,r)€Rnm.

(u) Para toda fe CONS.OPF tal que FUNC(f)=(1,1,.."..,1), y para cualesquiera
(@1 Dsees @ T) €MD, S (@171 (T R €NLONCES (FHQ1 0o E 1)) R
" Como S es el tnico simbolo de constante funcional de CONS.OP de nuestro
R Iengua_]e tipo Z, s6lo lo tenemos que probar para S. Sean (q),r)e(Ao)’ tal
o fque (q,,r;)eK Si (QI,rn)e {(a,a)eN? | a<n}, entonces claramente Ss‘r(ql)—s (r1) y por
v Io tanto (S (q.) S® (r;))ean Si (qi,n)e {(a,b)eN2 | a=2n<b y existe ceN tal que
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a=cm-+b 6 b=cm++a)}, entonces, sin perdida de generalidad, existe ceN tal que
qi=cm-+r) y entonces S ?q.) S‘Ar(cm+r|) (cm+r|)+l—cm+S"'(r1), por lo tanto
(8¥(@1),$*(r))e Rom.

(iii) Para toda HeCONS OP tal que FUNC(H)=(0,1,.."..,1), y para cualesqunera
{qi,r1),. ,(qn,r,,)e(N) si (Q1,F1)s-.(qn,rn)€RLm entonces Q.. ,q.,)eH si y solo si
(ry,...,ra)e H®: Este caso es inmediato debido al hecho de que no existe ningan
simbolo de constante relacional en CONS.OP.

Teorema(ii9?): K es una relacion de congruencia sobre ¥ si y solo si K es la identidad

(es decir, K=Rg0; de hecho, para cualquier neN, K=R, ¢) 6 existen naturales neN y
meN\{0} tales que K=R m.

Demostracion:

(Necesidad). Supongamos que K es la identidad 6 existen naturales nmeN tal que
K=Rn m. Es claro que si K es la identidad, entonces K=Ro y es una relacion de
congruencia. Si K=R,m={(a,a)eN? | a<n}u{(a,b)eN?| a=n<b y existe ceN tal que
a=cm-+b 6 b=cm+a)}, entonces K es una relacién de congruencia sobre ¥ debido a la
proposicion anterior.

(Suficiencia). Supongamos que K es una relacion de congruencia sobre S¥ distinta de la

identidad. Por lo tanto, existen (a,b)eK tales que a=b.

Sea n=min{qeN | existe reN tal que (q,r)eK y q=r}. Debido a que K es distinta de la

identidad n existe y ademas esto significa que hay peN tal que nzp y (n,p)eK. Nétese

que p>n, debido a que (p,n)eK ya que K es relacion de equivalencia. Por lo tanto,

existe reN\{0} tal que p=n-+r, de lo que tenemos que (n,n+r)=(n,p)eK.

Debido a lo anterior tenemos que existe el nimero natural

m=min{reN\{0} | (n,n+r)eK}.

P.D. K=Rn'm={(a,a)eN2 | a<n}u{(a,b)eN2 | a=2n<b y existe ceN tal que a=cm+b 6
=cm-+a)}.

KcR n,me

Sea (a,b)eK arbitrario. Si a=b, entonces claramente (a,b)e R, n; asi, supongamos que
a=b y sin pérdida de generalidad, supongamos que a<b. Entonces n<a<b y por lo tanto
existen weN y veN\{0} tal que a=n+w y b=a+v; entonces a=n+w y b=a+v=n+w+v. Por
lo tanto (a,b)=(n+w,n+w+v)eK. Para continuar con la prueba, usaremos dos
afirmaciones muy importantes (las cuales usaremos muy frecuentemente a lo largo de ia
prueba de todo el teorema):

Afirmacion(iil): Para todo qeN y para todo (a,b)eNz. si (a,b)eK entonces
(a+q,b+q)e K.

Demostracion:
(Prueba por induccién). Sea (a,b)eK arbitrario. Entonces es claro que (a+0,b+0)e K.
Supongamos que para qeN, se cumple que (a+q,b+q)<K. Entonces, como K es relacion
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de congruencia sobre ¥, se tiene que (S“r(a+q),S“zb+q))eK, pero esto significa que
(Sw(a+q),Sa?b+q))=(a +SW(q),b+Swiq))e K. Por lo tanto tenemos lo que se afirmaba. VW

Afirmacion(ii2): Para todo qeN, (n,n+gm)eK.

Demostracion:

(Prueba por induccién). Es claro que (n,n+0m)eK. Supongamos que para qeN,
(n,n+qm) K. Entonces (n+m,n+qm+m)eK y ademas como (n,n+m)e K, tenemos que
(n,n+qm+m)=(h,n+(q+l)m)=n,n+SWiq)m)eK —debido a que K es transitiva—. Por lo
tanto, para todo qeN, (n,n+qm)cK.V¥

Continuando con la prueba del teorema, por el algoritmo de la division para los nimeros
naturales, existen o ;,02,31,B2€ N tales que w=a,m+3,, v=aam+f; y ademas 0<B,Bz<m.
Por lo tanto, (a,b)=(n+w,n+w+v)=(n+oym+B,n+oim+B +oam+p2)=
(n+oym+3,,n+oym+oom++B2)=(n+o; m+G,,n+(o; +a2)m+3,+B2). Nuevamente, por el
algoritmo de la division, existen o3,33eN tales que Bi+Br=asm+B3 y 0<Bi<m  (***).
Asi, (ntoym+B1,n+(o+o)m+B+B82)=(n+aym+,n+(o +a2)m+osm—+Ba)=
(n+oyym+3,n+(o+axtas)m+Bi)e K *1%).

Por otro lado, como (n,n+aym)eK, entonces (n+p;,n+a;m+p;)ekK y por transitividad de
esto y de (*1*) tenemos (n+;,n+(c;+oz+o3)m+B3)eK (*2*).

Haciendo algo similar, como (n,n+(a;+aztas)m)eK, entonces
(n+l35,n+(a|+a2+a3)m+[33)eK y entonces, por ser K simétrica,
(n+(a,+oc2+a3)m+[33,n+[33)eK aplicando la transntlvndad aesto ultimo y a (*2*)
tenemos que (n+p,n+B3)eK.

Como Bi<m. tenemos que y=(m-B,)eN; pero (n+[3|+y,n+[33+y)el( es decir,
(n+B1+y,n+B3+y)=(n+B+(m-B1),n+Bs-+y)=(n+m,n+Bs+y) e K. De esto altimo, del hecho
de que (n,n+m)eK y por la transitividad de K, tenemos que (n.n+B3+y)eK. Finalmente,
por el algoritmo de la division, existen au,BseN tales que Bis+y=usm—+Bas y 05Ba<m; esto
nos permite escribir  (n,n+B;+y)=(n, n+ot4m+B4)eK (*3%).

Por otro lado, como (n,n+aym)eK, entonces (n+Ba,n+a4m+Bq)eK Y entonces
(n+a4m+[34,n+[34)eK (pues K es simétrica); de esto y de (*3*) tenemos por transitividad
que (n,n+By)eK  (*4*).

De los hechos de que m=min{reN\{0} | (n,n+r)eK}, de que 0<Bs<m y de (*4*),
tenemos que B4=0. Por lo tanto Bi+y=cym+Bs=asm  (*5*). Ademas, nétese que como
0<Bi,B3<m y y=(m-f), entonces y<m y entonces 33-+y<2m. De esto y de (*5*) tenemos
que B3+y=m; ademas, como B,+y=m, entonces B;=B3 (*6*).

Casi para concluir, de (*6*) y de (***) tenemos que 3:=aam, y como v=a;m-+2,
entonces v=a,m-+azm=(oz+a3)m.

La @ltima igualdad muestra que, para (a,b)eK, existe (a>+aiz)eN tal que
b=a-+v=a+(o+a3)m y por lo tanto, (a,b)eRnm. Como la prueba anterior fue para un
(a,b)eK arbitrario, entonces KR m.

R,mwcK:
Sea (a,b)eRnm arbitrario. Si a=b, entonces claramente (a,b)eK: asi, supongamos que

azb. Entonces (a,b)e {(a,b)eN? | a=n<b y existe ceN tal que a=cm+b 6 b=cm-+a)} y
entonces, sin perdida de generalidad, supongamos que n<a<b y que existe ce N\{0} tal
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que (a,b)=(a,cm-+a). Entonces existe weN tal que a=n+w y por lo tanto,
(a,b)=(a,cm+a)=(n+w,cm+n+w)=(n+w,n+w+cm).

Por otro lado, (n,n+cm)eK y entonces (n+w,ntw+cm)ekK, es decir,
(a,b)=(n+w,n+w+cm)e K. Como esto se probd para (a,b)e R, » arbitrario, entonces
RamceK.

|

Resumamos todo el trabajo que hemos realizado acerca de modelos de induccién
en el siguiente .

Corolario(ii4): Sea &% una estructura estandar de tipo Zpa:. 5% es modelo de induccion si
y s6lo si existen n,meN tales que ¥ es isomorfa a Ry K.

Demostracion:

(Suficiencia). Por el teorema(ii8), si #Z una estructura de tipo £pa: modelo de induccion,
entonces 5% es isomorfo a ~S¥ para alguna relacién de congruencia ~ en 4% ademas, por
el teorema(ii9), existen n,meN tal que ~=R, m. Por lo tanto, 5% es isomorfo a Ry mV.

(Necesidad). Por el teorema(i6) del capitulo 1, 5% es modelo del axioma de induccién si
y s6lo si Rn_m§7l7'es modelo del axioma de induccion. Probemos esto altimo:

Porla proposicién(iil), para todo n,meN, R, es una relacién de congruencia en S¥.
Por:él' tébrema(iQ) del capitulo 1, R, mS¥es una estructura estandar de tipo Zpa: tal que
existe un homomorfismo sobreyectivo h: SR, mN: de esto dltimo y por el
teorema(ii3) tenemos que R, nS¥ es modelo de P3, donde P; es el axioma de induccién

l;3="V’Q(Q(C)/\‘V’X(Q(X)—>Q(S(-‘i)))—W’XQ(X))~

Adviértase que para toda meN\{0}, (a,b)eRom siy soélo si m divide a (a-b) 6 m
divide a (b-a) si y sélo si a=b mod(m); es decir, Rom €s simplemente la relacion de
congruencia médulo m que se define usualmente en teoria de los nimeros. Las clases de
equivalencia que induce Rom sobre N son m: N/Rom={[k]| 0<k<m-1}, donde:
[0]={zmeN | zeN},

[1]J={zm+1eN | zeN},

[m-2]={zm-+m-2eN | zeN},
[m-1]={zm+m-1eN | zeN}. De esta manera, el modelo de induccién
Ro,maE(Ro_mN,cR"'"W:SR“" ) de tipo Zpa: asociado a Ny a la relaciéon de congruencia
Rom —véase teorema(i9)—, sera:

() 'RomN=N/Ro m.

(i) cMeT=c=[0).

Gii) s"oe"‘?*:Ro,n,NaRo’,mN definida como S®~*([a])=[S¥(a)].
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Observacion(iil):
Lo anterior muestra que el modelo de induccion Rom$¥ es basicamente la
estructura s7=(A={0,1,..,m-1 },c"—'z=0,S""), donde:

ST A —> A
0 — 1
1 — 2

m-2 — m-1~
m-1— 0
v
En el caso de nmeN\{0}, tenemos que las clases de equivalencia que induce
R, m sobre N son n+m: N/Rpm={[k]| 0<k=<n-1}{[k]}| n<k<n+(m-1)}, donde:
[0]={0},
[1={1},

[n-2]={n-2},

[n-1]={n-1},
[n]J={n+mzeN |[zeN},
[n+1]={n+1+mzeN |zeN},

f;u.+(m-2)] {n+(m-2)+mzeN |zeN},
[n4+(m-1)]={n+(m- 1)+mzeN jzeN}. Asi, el modelo de induccion

R, mA=(RomN,c "WSR"'" ) de tipo Zpaz asociado a ¥y a la relacién de congruencia
R, m —véase teorema(i9)—, sera:

(l) . Ry mN=N/Rn,m.

@iy “w-"*"”—[c I=(01.

(iii) SR"*" A

‘mN —)Rn mN definida como SR ([aD= [Swfa)]

Observaclon(uZ)
Dela’ ant
estructura -25—

mos ver que el modelo de induccion R, mS¥ es basicamente la
n+m-1},6%=0,5%), donde:

n+(m-2) —> n+(m-l)
n+(m-l) — n i

Por altimo, debido a que Rop es la relacion de identidad, es muy sencillo ver que
la estructura RooS¥ es isomorfa a e¥; dejamos los detalles al lector.

Interdependencia de los axiomas de Peano.
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Recordemos los axiomas de Peano de segundo orden:
P1=Vx—(cx~oS(x))
Pa=VXVY((S(X)=0S(¥))—>X~0Y)
P3=VQ(Q(cIAVX(Q(x)—>Q(S(x)))—>VxQ(x))

Con la clasificacion descrita anteriormente de los modelos de induccién (salvo
isomorfismo, por supuesto), es sencillo probar que existe una relacién entre el axioma
P3 de induccion y los otros dos axiomas. Esto queda explicito en nuestro siguiente

Teorema(iil0): Todo modelo de inducciéon es modelo de P; 6 de P-.

Demostracion:
Sabemos que todo modelo & de induccién es isomorfo a R, mS¥, para algunos nmeN.,
De esto, tenemos tres casos:

©) Si n=m=0, entonces R, m¥ es isomorfo a Ny por lo tanto & es isomorfo a
¥, lo que implica que &€ es modelo de P, y de P2.
(ii) Sin=0 y meN\{0}, entonces por la observaciong(iil),

Ro_mﬂE(Ro_mN,cR“-""c"tSR""‘c"S es tal que SPea gg inyectiva, es decir,
R,,'m?7\71=P2, lo que implica que o‘;ZI:Pz, debido al teorema(i6).

(iii) Si n,meN\{0}, entonces por la observacion(ii2), Rn,m%(Rn_mN,c'{"’"ngR"-'"‘WS
es tal que para todo {q]€R,mN, S&'--"W([q])¢[0], lo que significa que
R,,_mt7|71=P|, ¥y por la misma razdén que el inciso anterior, tenemos que &%H’l.

CAPITULO III.
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LOGICA MULTIVARIADA.

Como se menciond en el capitulo I, hay otra manera de definir la semantica de
los lenguajes de segundo orden. La intencion de este capitulo es definir con precision la
l6gica multivariada (que llamaremos LMYV de ahora en adelante), con la cual se tendran
todos los requisitos para que en el capitulo siguiente podamos desarrollar la semantica
alternativa para LSO que tanto hemos mencionado. Como veremos, tal punto de vista
consiste en pensar los lenguajes de segundo orden como lenguajes multivariados
particulares y a partir de ellos, estudiar una clase especial de estructuras multivariadas.

La légica multivariada es esencialmente una extension (no propia, como lo
veremos mas adelante) de la ldgica de primer orden para hablar de estructuras en las que
hay distintas clases de objetos, por ejemplo:

- Cuando se estudian espacios vectoriales V sobre un campo F, hacemos la distincion
entre los vectores (elementos de V) y los escalares (elementos de F).

- En el estudio de los médulos M sobre un anillo A se hace una distincién analoga a la
que se tiene en espacios vectoriales: Por un lado tenemos los elementos del médulo
M y por otro los elementos del anillo A y ademas contamos con operaciones que
vinculan los elementos de M con los elementos de A.

- En geometria se usan conjuntos de puntos, de rectas y de planos y se tienen
relaciones entre cllos.

En general, a menudo nos interesa hablar de distintos universos de individuos y
de las relaciones que se pueden establecer entre ellos; con esta idea en 1a mente
discutiremos lo que Hamaremos estructuras multivariadas tipo X y lenguaje multivariado
tipo Z, de tal manera que dos estructuras multivariadas sean del mismo tipo X si y sélo
si el mismo lenguaje multivariado tipo X sirve para expresarse acerca de ellas.

LENGUAIJES MULTIVARIADOS (SINTAXIS DE LMV).

Tipo multivariado.

Analogamente a como se hizo en tos lenguajes de segundo orden, para tener un
lenguaje multivariado especifico necesitamos un conjunto no vacio de simbolos, al que
llamaremos SIM.OP, que incluye los conectivos l6gicos y la igualdad (es decir,
{v,—,=}<=SIM.OP), y que ademas puede incluir simbolos de constante individual,
simbolos de constante funcional o simbolos de constante relacional. Dado tal conjunto,
un tipo multivariado (que por comodidad llamaremos simplemente tipo) es un par
Z2=(SORT,FUNC), tal que:

) SORT —que a veces denotaremos SORT(XZ) cuando necesitemos hacer explicito
que SORT esta asociado especificamente a £~ es un conjunto tal que 0eSORT,

y tal que D=SORT\{0}. Por razones técnicas pediremos que SORT sea contable

(finito o numerable).

(ii) FUNC —que a veces denotaremos FUNC(Z) por las mismas razones que dimos
para SORT- es una funcion: FUNC:SIM.OP—(S,(SORTYUMN\{O}HN{(0)}
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donde S,(SORT) denota el conjunto de sucesiones finitas de elementos de
SORT y N el conjunto de nimeros naturales. Llamamos a los elementos de
So(SORT) tipos y a los elementos de (N\{0}) aridades.

(iii) Vv,— , = son elementos de SIM.OP. Ademas FUNC(—)=(0,0), FUNC(V)=(0,0,0)
y FUNC(=)=2.

(iv) Para cada ke SIM.OP\{v,—,=}, si FUNC(k)=(i,...in) entonces 0¢& {ii,..,in}; €8
decir, — y v son los unicos elementos fe SIM.OP tal que FUNC(f)=(io,..,in) ¥
O {i|,--sin}-

Convenciones:
Sea fe SIM.OP, entonces:
(i) Si FUNC(H)=(i), (n6tese que forzosamente (i)=(0)), entonces f es por
definicién un simbolo de constante individual de tipo (i).
(i) Si FUNC(H)= (0,ii,..,in)=B, tal que neN\{0} y O¢ {ii,..,in}=SORT, entonces f
es simbolo relacionat de aridad n de tipo 3.
(iii) Si FUNC((f)=(io,i1,-.,in)=7 tal que neN\{0} y io=0, entonces f es simbolo
funcional de aridad n de tipo vy.

(iv) Si FUNC(f)=n, tal que neN\{0}, entonces f es simbolo relacional n-ario al
cual no asociamos tipo.

Alfabeto de un lenguaje multivariado.

Sea Z=(SORT,FUNC) un tipo multivariado dado tal que Dom(FUNC)=SIM.OP.
Definimos el alfabeto del lenguaje multivariado L, de tipo £, como lo siguiente:

- Para cada ieSORT\{0}, un conjunto numerable de simbolos de variable
vi={X0',..,Xn',..}; llamamos a tales simbolos de variable variables de tipo i —la razén
de pedir @=SORT\{0} es simplemente para tener simbolos de variable en L,—.
Denotamos el conjunto de variables v=Uj¢(sorn(0}) Vi-

- Todos los simbolos de SIM.OP.

- Los cuantificadores 3,V.

- . Los simbolos A,—>,<>.

- Paréntesis y comas como simbolos auxiliares.

EXPRESIONES DE L.

Definimos el lenguaje multivariado L de tipo £ como el conjunto de todas las
sucesiones finitas de simbolos de su alfabeto; en particular definimos recursivamente:

Expresiones: términos, formulas. Expresion de tipo i.

El Toda variable de tipo i es una expresion de tipo i.
E2 - Si aeSIM.OP y FUNC(a)=(io), entonces a es una expresion de tipo io.
- Si feSIM.OP, FUNC(f)= (io,..,in), con neN\{0}, y e1,..,e, son expresiones de tipo
i1,..,ine SORT respectivamente, entonces f(e;,...e;) €5 una expresion de tipo io.
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- Si feSIM.OP, FUNC(f)=n, con neN\{0},y ei,..,e: son expresiones de tipo
" ise5in€ SORT respectivamente distinto a 0, entonces f(e),..,¢;) €s una expresién de
tipo 0.
E3 Si e es una expresion de tipo 0 y x! es un simbolo de variable de tipo i, entonces
3x‘e es una expresion de tipo 0.

Definiciones:
Sea Z=(SORT,FUNC) un tipo multivariado dado.

Definimos el conjunto de las expresiones EXPR(Lnm) como el conjunto mas pequeiio
generado por las reglas anteriores. Escribiremos EXPR en vez de EXPR(Ln) cuando
esto no cause confusion.

Definimos al conjunto de los términos TERM(L«), como el conjunto de todas las
cxpresiones de tipo i, con ie SORT\{0}. Escribiremos TERM en vez de TERM(Lx)
cuando esto no cause confusion.

Definimos al conjunto de las formulas FORM(Ln) como el conjunto de todas las
expresiones de tipo 0. También denotaremos por FORM a FORM(L,,) cuando quede
claro el lenguaje del que se esta hablando.

Notacion:

Sea fe SIM.OP. Observemos que ¢l caso E2 incluye lo siguiente:
(al) Cuando fes un simbolo de funcién que no es conectivo, i.e. distinto de
V.
(a2) Cuando f es un conectivo. En tal situacion, tenemos los siguientes casos:
- Si f=— y e es una expresién de tipo 0, entonces la expresién que describe E2
. de.tipo 0 —(e) la denotamos por —e cuando tal convencion no cause confusion.
- Si f=v,.y e y e; son expresiones de tipo 0, entonces denotamos la expresién
.. 'tipo 0 que describe E2, v(e;,e2) como (eivez).

(a3) Cuando f es un simbolo relacional de tipo B de aridad n y no es conectlvo
usamos usualmente, para denotar a f, las letras R,S,T o las letras Ro®, R,",
R>P__con las que indicamos el tipo del simbolo relacional que no es conectivo.

(a4) Cuando f es simbolo de constante individual de tipo (i), por la definicion dada, f
es expresion de tipo i. En general, usaremos letras minGsculas a,b,c,.. o las
letras ap' a1’ a2',... para denotar simbolos de constante de tipo (i) (que a veces
llamaremos simbolos de constante individual de tipo i, debido a la observacion
recién hecha).

(a5) Cuando f es una relacidn n-aria sin tipo asociado tenemos como caso
particular a =. Escribiremos (e;=ez) en vez de =(e;,e2).

Abreviaciones:
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Sean ¢ y w férmulas arbitrarias de un lenguaje multivariado Lo, y x' variable de

tipo i (para alguna ie SORT\{0}). Definimos las férmulas gAT, ¢ 7, p>ny VX'
como:

PAT = —(—@Vv—T)
PoT = VT

PO = (PHTIA(T—P)
vx'p = —3Ix'—¢

Variables libres y variables acotadas.

A continuacion definiremos la funcion FREE,,,, con dominio EXPR(L;,) ¥
contradominio el conjunto de subconjuntos finitos de variables, que nos servira para
determinar cuando una expresion de nuestro lenguaje multivariado tiene o no variables
libres; al igual que antes, nuestra definicion sera por recursion.

Definimos FREE;,:EXPR(Ln)—(subconjuntos finitos de v) como:

(E1) FREEn(x")={x'} para cualquier simbolo de variable de tipo i.

(E2) FREEn«(f(e) ,...€n))=FREEmnv(ei)u...0OFREEn(e ;) para cada neN, para e ,...e,
expresiones de tipo i,..,.ine SORT respectivamente, y para cualquier fe SIM.OP
tal que FUNC(f)= (io,.-,in). Ademas:

FREE«(f(e) ,...€ n))=FREE.(e))u...UFREEn.(¢e ;) para cada neN\{0}, para
.€1,...,&q expresiones de tipo ii,..,ine SORT respectivamente distinto a 0, y para
cualquier fe SIM.OP tal que FUNC(f)=n.

(E3) FREEq(3x'e)=FREE{(e)\{x'}.

Expresiones cerradas.
Definiciones:

Un'término t es cerrado cuando FREE ., (1)=&.
. “Una férmula @ es un enunciado cuando FREE,,(¢)=Q.
-Llamamos SENT(Lm) al conjunto de enunciados de nuestro lenguaje Lm. A veces
denotaremos SENT(Ly) por SENT cuando esto no cause confusion.
Ademas, si I es un conjunto de formulas, denotamos FREE,(IN)= Uger FREEn ().

Sustitucion de una variable libre de una formula por un término.

La operacion de sustituir una variable libre x' de una férmula ¢« FORM por un
término t (de tipo d, no necesariamente d=i) para obtener una féormula 7t (que
denotamos @(x'[t)) de tal manera que n diga de T cxactamente lo mismo que lo que
decia la formula ¢ de X', la definimos de la siguiente manera para expresiones (en
particular quedara definida para formulas):

(E1) Para cada je SORT\{0} y z‘ una variable de tipo j tenemos:
Si Z'=x/, entonces Z'(x'[t)=2.
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CSi Zi= ,entonces z'(x |‘t)—1: o
(E2) — Sean feSlM OP, FUNC(f)=(io,.-,in)s €1..,¢4 €Xpresiones de tipo i,..,ine SORT

s respecuvamente y 0 {ii,...in} (nétese que esto tltimo signitica pedir que fno
- 'séa conecuvo)

TSI x y.T son de distintos tipos entonces f(ei,. ,en)(x it)=f(ei,...en)-
“Six y T son del mismo tipo entonces f(e;,...en)(x'|T)=f(e1(x'|t),. ,e,.(x ).
— Si ReSIM.OP, FUNC(R)=n, neN\{0}, e,,...e, expresiones de tipo
i1,..,ine SORT\{0} respectivamente, entonces
" R(e1,--.en)(X'[D)=R(e1(X'[T),..,en(x'|T)).
— Cuando f es un conectivo y e, y ez son expresiones de tipo 0:
Si f=—, entonces (ﬂcp)(x IT)—'—Kp(x [t)
Si f=v, entonces (e;vex)(x'[t1)=(e)(x'|T)vexAx|t))
(E3) Sea ¢ es una expresion de tipo 0 (que es equivalente a decir que ¢ es formula):
Si x'g FREEn.(3Z¢) entonces (3Z'@)(x'|t)=3Z'¢.
Six eFREEmV(Bz’(p) y z’eFREEmv(T) entonces (Bz’(p)(x [1)=32 (p(x'|7)).
Si x'e FREEqn«(32¢) y Z e FREEnq(1) entonces sea y' la variable individual con
indice menor del conjunto v,\FREEmV(Eiz’(p)uFREEmV(r) Entonces:
@EZe)x 0=y (o @ly)(xIt).

SEMANTICA DE LMV.

Estructura multivariada.

Una estructura multivariada &% de tlpo 2—(SORT FUNC) es un par
F=((Ai)iesorT,(Fresim. or) tal que

(i) (Ai)iesorT €s una familia de con_]untos no. vacxos Sl ieSORT, Ai es el i-ésimo
universo. de 5{ ’Adem ; .

(V) >V
(V,F) >V
(F,V) > V
(F.F) > F

(iib) Para cada fe SIM.OP tal que FUNC(f)= n, f:(UAi)"icsorn(0;}—>Ao €s una relacién

n-aria. En particular = es siempre —por definicién— la identidad, es decir, ~Hz,w)=Tsi y
s6lo si z=w (recuérdese que = SIM.OP y FUNC(=)=2).

Observaciones:
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(A)Si feSIM.OP y FUNC(f)= (io,...in)=B es su tipo, decimos que % es de tipo B;
ademas decimos que £ tiene argumento de tipo (ii,...in) y valor de tipo ioc. Como
casos especiales tenemos los simbolos de constante, funciones propias de tipo B (cs

decir simbolos funcionales), relaciones de tipo B y conectivos (estos ultimos ya
vistos en (iia)):

(1) Si FUNC(f)=(i), ieSORT, entonces f es simbolo de constante individual y
e Ai.

-(2) Si FUNC(H)= (0,i1,..,in)=f entonces f es simbolo relacional de tipo B, y tenemos
que Al X..XxAin—> Ao es una relacion n-aria de universos de 5%

(3) Si FUNC(f)= (ig,i1,-.,in)=B, i0%0, entonces f es simbolo funcional de tipo 3, y
tenemos que Al x..xAi,—>Aip es una funcién n-aria entre universos de 7.

(B) Entendemos por la cardinalidad de la estructura multivariada & la suma de las
cardinalidades de sus distintos dominios.

Asignaciones ¢ Interpretacionces.

Dados una estructura %=((Ai)iESORT,(f;f)(‘ES]M.OP) y un lenguaje L multivariados

ambos de un tipo Z fijo, para ligar la una con el otro definimos, como es usual, lo que
es una asignacion.

Definicion:

Una asignacion M es una funciéon M:Ujicsorn(o}Vi—>UiesorniojAi, tal que M[vilcAi
para todo ieSORT\{0}.

Una interpretacion I sobre una estructura 5% es un par I=(5£M), donde M es una
asignacion sobre 7.

Definicion:
Sea I=(5M) una interpretacion de Ly, sobre 4. Definimos por recursion:

(E1) l(xi)=M(xi) para todo ie SORT\{0} y para toda x'ev;.
(E2) Si feSIM.OP, FUNC(f)=(io,..,ir), ne€N, y € ,...,e 4, son expresiones de tipo
2 11,5..,in€SORT respectivamente, entonces 1(f(e,...,e n))= f‘?(l(e|),...,l(e n))
‘Si ReSIM.OP, FUNC(R)=n, neN\{0}, y €| ,...,€, son expresiones de tipo
i1,..,ine SORT\{0} respectivamente, entonces I(R(e; ,...,e )= R7(I(e1),....1(e n))
(E3) l(Elxi(p)=V siy sblosi {zeAi| (Ji”,M(xi/z))(tp)=V}¢® donde
M(x'/2)=(M\{(x, MENHU{(x',2)}.

Ademas si [ es la interpretacion 1=(6£M), denotamos:
1(x7a)=(SEM(x'/a)), para cualquiera x'ev; y ac Ai

Definicién:
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Una interpretacion I satisface una formula ¢ € FORM, (lo que denotamos
I sat @) si y s6lo si l(p)=V.

Modelos de formulas.
Definicion:

(a) Dada una formula ¢, decimos que una interpretacion I es modelo de ¢ (lo que
denotamos 1 |=q)) si y sélo si I sat ¢.

(b) Dado un conjunto de formulas KcFORM, una interpretacion I es modelo de K (lo
que denotamos | |= K) si y so6lo si para cada ¢eK, | sat ¢.

Satisfacibilidad.

Definicion:

(a) Una férmula ¢ es satisfacible si y solo si existe una interpretacion | tal que 1 |=q).

(b) Un conjunto de formulas K es satisfacible si existe una interpretacion I tal que
1EK.

Conseccuencia légica y validez universal.

Definicion:

(i) Una féormula ¢ es consecuencia logica de un conjunto K de férmulas (lo que
denotamos K |= ®), si y solo si todo modelo de K es modelo de .

(ii) Una formula ¢ es independiente de un conjunto K de férmulas si y s6lo si ¢ no es
consecuencia logica de K.

(iii) Una férmula ¢ es vilida si y solo si & |=<p (usualmente esto se denota como F(p).

Equivalencia logica.
Definicion:

Dos férmulas ¢, © son logicamente equivalentes si y so6lo si ¢ }:n ym |=q>. Cuando @ y
7t son légicamente equivalentes lo abreviamos con ¢ H .

Proposicion(iiil): Para cualesquiera féormulas ¢ y m, ¢ H = si y s6lo si l‘:(p(—)‘lt.

Demostracion:

(La prueba es la misma que se dio en el capitulo I de logica de segundo orden, donde se

establecid un teorema que decia lo mismo para tal l6gica).
]

TEOREMAS SEMANTICOS DE LA LOGICA MULTIVARIADA
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Teorema(iiil)(Lema de coincidencia): Sea L, un lenguaje multivariado de tipo Z y
sea ¥ una estructura multivariada de tipo =. Entonces para cualesquiera M y M2
asignaciones arbitrarias de L, en &2 y para toda expresion ee EXPR(Ly), si para toda
ze FREE v(e) M (2)=M2(z), entonces (&%M))(e)=(s45M2)(e).

Demostracién:

La demostracion es por induccién sobre la formacién de las expresiones de Ly, similar a
la de los teoremas (i3) y (i4) del capitulo 1. La dejamos al lector.

Teorema(iii2)(Lema de sustitucién): Sean x' una variable individual de tipo iy seat
un término de tipo i de un lenguaje multivariado L, de tipo =. Sean 5% una estructura
multivariada de tipo £ y ee EXPR(L,,) una expresioén arbitraria de L. Sea I=(sEM).
Entonces para toda asignacion M de L, en &%, l(xi /I('l:))(e)=l(e(_x'|t)).

Demostracion:

La prueba es andloga a la prueba que se hace en 16gica de primer orden, es por
induccion y larga. La dejamos al lector.
u

Homomorfismos y teoremas de isomorfismo.

Sea L un lenguaje multivariado de tipo Z=(SORT,FUNC) tal que
Dom(FUNC)=Sl_M.OP. Ademés, sean o'fZ=((Ai)iesogT, (fﬁ)cesmi op) Yy
B=((Bi)iesorm>(f¥)cesim.op) estructuras multivariadas de tipo .

Definicién:

Una funcidén h:UjcsorTAi—>UjesorTBi €5 un homomorfismo de 5% en .3 (lo cual lo
denotamos como h:5%—.B) si y solo si:
(1) Para cada ie SORT, h|ai:Ai—Bi.
(2) Para cada feSIM.OP, si FUNC(f)=(io,.., in) entonces para todo aq€ Aig, con
qe{0,..,n}, h(F(,....an))=r3h(a,),....h(an)).
(3) Para cada ceSIM.OP, si FUNC(c)=(io), entonces h(c™)=c?.
(4) Para cada feCONS.OP, si FUNC(R)=n entonces para todo ay,..,an€UjesorTAl,
“h(f¥(ay,....,an))=f5(h(a1),..-.h(an)).

Definicion:

Sea h:5—.58 un homomorfismo entre estructuras multivariadas de tipo Z. h es un
isomorfismo si y solo si para cada ie SORT, h|a;:Ai—Bi es biyvectivo.

Proposicion(iii2): Sea L, un lenguaje multivariado de tipo Z=(SORT,FUNC) tal que
Dom(FUNC)=SIM.OP. Ademas, sean s%=((Ai)iesort, (Fcesmop) ¥



-5=((Bi)iESORT,(f‘E)cEsm.op) estructuras multivariadas de tipo Z tales que existe un
homomorfismo h:57—».7. Entonces:
(1) Para cualquier asignacion M de L, en & hoM es una asignacionde Ly, en 4.
(2) h(V)=V y h(F)=F, donde {V.F}=Ac=By.

Demostracion:

(1) Es inmediata del hecho de que M es una asignacion de L, en S€y de que h es un
homomorfismo.

(2) Sea ie SORT\{0} y sea M una asiz,nacion arbitraria de} L en o'rZ Notese que
h(V)=h((FEM)(x'=x"))= h(~ (M(x),M(x' )= =A(h(M(x)),h(M(x')))=

~B((hoM)(x),(hoM)(x))=(-B,hoM)((x'=x"))=V. Ademas: .

h(F)=h((F&M)(—(x'=x)=h(—=((FEM)(x =x)))=h(—=F(=F(M(x'), M )=
=Ph(="ME).ME))==2(V)=F.

Teorema(iii3)(Teorema del isomorfismo): Sea L, un lenguaje multivariado de tipo
2=(SORT.FUNC) tal que Dom(FUNC)=SIM.OP. Ademas, sean
S=((ADiesorT(F)cesimor) ¥ -B=((Bi)icsort(I®)cesm.or) estructuras multivariadas de
tipo X tales que existe un isomorfismo h:5%—.4. Entonces para toda asignacion M de L,
en &£ y para toda expresion eeEXPR(L,,) se tiene que h((&F,M)(e))=(-8,hoM)(e).

Demostracion:

(Por induccién sobre la formaciéon de las expresnones de Ly).
Paso base de la induccion.

(E1) Para toda asignacion M de Lm en a{y para toda variable x' de tipo i,
v h((o”iM)(x ))—h(l\’l(x )) (hOM)(\ ) (»5 hoM)(R)

‘Paso mductlvo o ‘

(E2)- Sea ceSIM. OP tal que FUNC(a) (lo) Entonces tenemos que para toda

... asignacién M de L, en 5% h((FEM)(c))= =h(c®)=cP=(.Z,hcM)(c).

: Supongamos que e1,..,e, son expresiones de tipo ii,..,in respectivamente, tales que

para toda asignacion M de L, en 52y para cada qe {1,..,n}, h((FEM)(eq))=(-8,hoM)(ey).

- Sea fe SIM.OP tal que FUNC(f)=(io,--,in). Entonces para toda asignacion M de L,
en 5 h((FEM)(f(ers...ea))=h(f(FEM)(E1),..(FEM) (en)))=
PE(h(FEM)(E)),. . h((FEM)(en)))=T2(B,hoM)(e),...(-B;hoM)(en))=
(-B.hoM)(f(ei,...en)).

- Sea feSIM.OP tal que FUNC(f)=n. Entonces para toda asignacion M de Ly,
en FE h((FEM)(f(er,...e)))=h(F*(FEM)(e1),...(FEM)(en)))=
F2(h(FEM)(en),..h((FEM)(en)=FP((B,hoM)(e1),...(-B,hoM)(en)=
(-8, hoM)(f(ey,..,en))-

(E3) Supongamos que e es una expresion de tipo 0 tal que para toda asignacion M de L,
en &, h((F&M)(e))=(-B,hoM)(e). Sea x' una variable arbitraria de tipo i. Entonces
h((FEM)(3x'e))=V si y solo si —usando la proposicion(iii2) inciso (2)—,
(GEM)(3x'e)=V si y sélo si hay a;cAi tal que (FEM(x/a;))(e)=V siy sélo si hay
aje Ai tal que h((a?ZM(xi/a-.))(e))=h(V)=V si y sélo si —por la hipodtesis de
induccién— (.E,hOM(xi/ai))(e)=V si y sélo si hay h(a;)eBi tal que




v
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(.E,(hoM)(x'/h(a;)))(e)=V si y sdlo si —debido a que ha; es biyeccion
entre Aiy Bi— (:B,hoM)(3x'e)= V.
|

REDUCCION A LOGICA DE PRIMER ORDEN

Como ya hemos mencionado al principio de este capitulo, la l6gica multivariada
no es una extension propia de la 16gica de primer orden; con lo anterior queremos decir
que es posible pasar de la l6gica multivariada a la ldgica de primer orden de manera que
a cada lenguaje multivariado L, se le asocie un lenguaje de primer orden Ln* (de
manera mas precisa, a cada férmula ¢ €L, se le asocia una formula @*e L*), a cada
estructura multivariada 5% una estructura monovariada s#* (es decir una estructura usual
de primer orden) y a cada asignacion multivariada M una asignacion de primer orden
M* (que, como veremos, M=M?*). Tales asociaciones cumplen ademas que toda
formula ¢ multivariada es satisfacible por una interpretacion multivariada (F&£M) si y
s6lo si la traduccion a primer orden ¢* es satisfacible por (&£*,M*); por ultimo, sc vera
que una férmula @ es consecuencia logica de un conjunto de férmulas Il de L, si y solo
si @* es consecuencia ldgica de un conjunto de formulas 'W de L *. Es en este sentido
que la l6gica multivariada se reduce a légica de primer orden. En lo que sigue nos
dedicaremos a mostrar estos resultados. S6lo un detalle antes de continuar: a menudo
diremos l6gica monovariada o estructura monovariada como sinénimo de l6gica de

primer orden o de estructura de primer orden, respectivamente (las razones de tal
convencion son obvias).

Traduccion sintictica (relativizacion de cuantificadores).

Sea L un lenguaje multivariado de tipo £ y SIM.OP su conjunto de simbolos de
operacion.

Definicion:

Sea L* el lenguaje de primer orden tipo =* (de acuerdo a la definicion usual), donde:
- Z*=(SIM.OP\{v,—,=}){Qi| isSORT\{0}}.
© - Para todo i,j tal que i,j e SORT\{0}, Qi es un simbolo relacional de aridad 1, Q;=Q;
= si izj. Ademds para todo ie SORT\{0}, Q;«SIM.OP.
- Para cada fe SIM.OP tal que FUNC(f)= (ig,..,in), N€N\{0}, ¥ i5=0, f es simbolo
. funcional de aridad n.
- Para cada feSIM.OP tal que FUNC(f)= (i), f es simbolo de constante individual.
- Para cada ReSIM.OP tal que FUNC(R)= (0,..,in) 6 FUNC(R)= n, con neN\{0},
R es simbolo relacional de aridad n.
- El conjunto de variables de L* sera el mismo que el conjunto de variables v de L,
(recuérdese que desde el principio se pidié que SORT fuese contable; esta es la

razon técnica que teniamos para limitar el cardinal de SORT).
Definicion:
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Definiremos recursivamente la funcion TRANS:EXPR(L)—>EXPR(Ln,*) del conjunto
de las expresiones de Ly al conjunto de las expresiones de Liy,*, con la cual quedara
definida la asociacion de formulas ¢ €L con formulas ¢*elg*:

(E1) TRANS(x')=x' para cada simbolo de variable x' de tipo i.

(E2) — Sean fe SIM.OP, FUNC(f)=(io,..,in), €1,...€n €Xpresiones de tipo ii,..,ine SORT
respectivamente, y 0 {ii,..,in} (ndtese esto altimo significa pedir que f no
sea conectivo). Entonces:

TRANS(f(er,...en))=f(TRANS(€),..., TRANS((e,)).

— Si feSIM.OP y FUNC(f)=(i), entonces TRANS(f)=f

— Si ReSIM.OP, FUNC(R)=n, neN\{0}, ei,...e, expresiones de tipo
it,-,in€ SORM{0} (es decir, son términos) respectivamente, entonces:
TRANS(R(e1,..,€n))=R(TRANS(e)),..., TRANS(e,))

— Cuando f es un conectivo y @, ¢; y €2 son expresiones de tipo 0 (es decir,
féormulas):

Si f=—, entonces TRANS(—@)=—TRANS(¢p)
Si f=v, entonces TRANS(e;ve;)=TRANS(ci1)VTRANS(e2)

(E3) TRANS3x'p)=3x'(Qi(x)ATRANS(¢)).

Adviértanse las siguientes dos caracteristicas de la funcién TRANS (dejamos la
verificacion de tales hechos al lector):

(1) peFORM(L,) st y s6lo si TRANS(@)eFORM(L*).

(2) 9eSENT(L,) si y s6lo si TRANS(¢p)eSENT(Ln*).

Conversion de estructuras.

(De estructuras multivariadas a estructuras monovariadas).

Ahora hagamos la parte semantica de nuestra traduccion de légica multivariada a
l6gica de primer orden. Sea SZ=((Ai)icsorT>(F)iesim.op) UNa estructura multivariada de
tipo Z.

Definicion:
Sea :’2*=(A,(fa')re(sm.op\(-.,A,v,—>‘<-»_=)),Qiz.), donde:

- A=UiesormiopAi

- Para cada fe(SIM.OP\{v,—, A,—,<>, =}) tal que FUNC(f)=(io,..,in), ¥ i0%0; ¥ es la
funcion £ :A"—>A definida como:
£ (w)= £¥(w) para todo weDom(f%), y £ (w)=w para todo we A" \Dom(f™?)
(de hecho puede ser cualquier extension de f*en A™).

- Para cada fe(SIM.OP\{v,—,=}) tal que FUNC(f)=(i), i=0, f*= flc AicA.

- Para cada Re(SIM.OP\{v,—, A,—,<>, =}) tal que FUNC(R)=(0,i;...,in) &
FUNC(R)=n, neN\{0}; R’?={(z|,..,zn)eA" | Ra(zl,..,zn)=V}.
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- Para cada ieSORT\{0}, QiF =Ai.

Decimos que 5¥* se obtiene de 5 y ademas que tiene tipo £*; notese que existen
muchas estructuras .5* que se obtienen de &% de tipo * (la diferencia estriba en la
manera de extender las funciones t‘;’); ademas, obsérvese que si M es una asignacion de
Lm en 5%, entonces claramente M es una asignacién de L,* en .8%. Los siguientes
teoremas valen para cualquier estructura .B* de tipo Z* obtenida a partir de 7.

Teorema(iii4): Sea 5% una estructura multivariada de tipo £ y sea .5* una estructura
monovariada de tipo £* que se obtiene de 5. Entonces para cualquier expresion
multivariada e EXPR(Z) del lenguaje multivariado L, de tipo Z, y para cualquier
asignacion M de L, en 5% se tiene que (5&,M)(e)=(-8*,M)(TRANS(e)).

Demostracion:
(Por induccién sobre la formacidn de las expresiones de Ln). )
(ED) (GEMY(XDN=M(x)=(.8* M)(x)=(.8*,M)(TRANS(x')) para toda variable x', para

todo ie SORT\{0}, y para toda asignacién M.

(E2) - Supongamos que feSIM.OP\{v,—,=}, FUNC(f)= (io..-,in) ¥ €1....€n
expresiones de tipo ij,..,ine SORT respectivamente, tal que
(M) (e))=(-B* , M)(TRANS(e))) para todo je{1,..,n} y para toda asignacion M.
Entonces:
(FEM)(F(er,...ea))=THFEMY(E1),..(FEM)(En)=
F(-B*,MY(TRANS(e1)),...(-8* ,M)(TRANS(e,)))=
£7((-B* ,M)(TRANS(e1)),...(-5* M)(TRANS(en)))=
(-8* MY(f(TRANS(e(),.., TRANS(e,))=(-8* M)(TRANS(f(ey,..,en))) para toda
asignacion M. T

- Supongamos ahora que ReSIM.OP\{v,—,=}, FUNC(R)=n (con
neN\{0}) y ey,..,e, son expresiones de tipo i,..,ine SORT distinto a 0
respectivamente; tal que (FEM)(e;))=(.8*,M)(TRANS(e))) para todo je {1,...,n} y
para toda asignacion M. Entonces:
(FEM)(R(e1,--,en))=R(FEM)(e1),...(FEM)(en))=
R7((-B* , M)(TRANS(e))),..,(-B* M) (TRANS(e)))=
R ((-B* M)(TRANS(e1)),...,(-8*,M)(T| RANS(en)))=
5* M)(R(TRANS(e)),.., TRANS(e,)))=(-5*, MY TRANS(R(€1,..,en))) para toda
asignacion M.

- Supongamos Re {v,—,=}\{=} y €| y e2 formulas tal que
(FEM)(e))=(-B* M) TRANS(e,)) ¥ (F£EM)(e2)=(-B*,M)(TRANS(e2)) para toda
asignacion M. Entonces:

+ Si R=v, entonces (FEM)(e1ve2)=v((FEM)(e1),(FEM)(e2))=
VE(-B* M)(TRANS(e1)),(-5* M)(TRANS(e2)))=
(B* MYTRANS(e|)VTRANS(e2))=(-5*,M)(TRANS(e, €2)).

+ Si R=—, entonces (FEM)(—e))=—"((FEM)(e1))=—"((-B*.M)(TRANS(e)))=
-B* M)(—-TRANS(e))= (-B* M)(TRANS(—e))).

Todo lo anterior para toda asignacion M.

- Si R==, y T; y T2 son términos tal que (F&M)(t)=(-B* M}TRANS(t1)) ¥
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(FEM)(12)=(-B* ,M)(TRANS(12)), entonces (5FM)(t1=12)=
~H((FEMY(T)(FEMY(12))==T((-B* , M)(TRANS(11)),(-5* M)(TRANS(x2)))=
(5* M)Y(TRANS(1))~TRANS(12))= (-5* M)(TRANS(1~12)). Para toda
asignacion M.
(E3) Supongamos ¢ férmula tal que (FEMYp)=(-5* M)(TRANS(¢)) para toda
asignacién M, y sea x' simbolo de variable de tipo i. Entonces:
- FEM)(@Ex'@)=V siy solo si {ze Ai| (FEM(X/2))(¢)=V }=D, pero como
(FEM)(@)=(-B* M)(TRANS(¢)) para toda asignacion M, en particular
(£, M(x'/2))(0)=(-B*, M(x'/z))(TRANS(¢)) y entonces tenemos que:
(ze Al | GEMX/D)@)=V}={zeQT =Ai | (B*M(x'/2))(TRANS(9))=V}=
{ze(Viesorm(o) AD=A | (:B*M(x72))(Qix")=V y (-B* M(x'/z)(TRANS(¢))=V}=
{ze A | (B* ME/2)(Qix'ATRANS(9))=V}i=
{ze A | (B* . M(x'/2))(TRANS@x'p))= V}.
Por lo tanto (FLM)@x'@)=V si y sblo si (.B* M)(TRANS(Ix'p))=V, lo que

prueba (FEM)(3x'p)=(-8*,M)(TRANS(3Ix'p)) para toda asignacion M.
[

Corolario(iiil): Sea & una estructura multivariada de tipo £ y sea .5* una estructura

monovariada de tipo =* que se obtiene de 5& Para cualquier enunciado ¢, si llamamos
@*=TRANS(¢), entonces: 5Z ko si y solo si 5* Fo*.

Demostracion:

Por el teorema anterior tenemos que para toda asignacion M,
CEMY(P)=(B* M) (TRANS(9))=(-8* ,M)(¢*); por otro lado sabemos por el lema de
coincidencia que cuando trabajamos con enunciados ¢ ocurre que: Para toda asignacion
M la interpretacion I=(5%M) satisface @, 6 para toda asignacion M la interpretacion
I=(5%M) no satisface ¢, (es decir, que no importa la asignacion M). Por lo tanto o';?}up si
y sélo si .5* kp*.

|

(De estructuras monovariadas a estructuras multivariadas).

Es claro que una estructura monovariada se puede ver como una estructura
multivariada de un tipo particular (con un solo tipo de variable), sin embargo, nos
interesa estudiar la situacion de tener una estructura .3 del lenguaje monovariado L*
que se definié a través del lenguaje multivariado L, de tipo Z=(SORT,FUNC) tal que
Dom(FUNC)=SIM.OP; es decir, cuando -B=(A,(f5)re(simM.0mM{nv.-s.0,21)(QDiesorm(0))
es una estructura monovariada donde:

- A es un conjunto distinto del vacio.

- Para cada fe(SIM.OP\{v,—,=}) tal que FUNC(f)=(io,..,in), ¥ io=0; > es una funcién
r3:A" A,

- Para cada fe (SIM.OP\{v,—,=}) tal que FUNC()=(i), fBeA.
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- Para cada R e(SIM.OP\{v,—,=}) tal que FUNC(R)=(0,i;...,in) 6 FUNC(R)=n,
MeN\{0}; R%cA".
- Para cada ieSORT\{0}. Qi’cA.

La estructura monovariada anterior no siempre se puede convertir en una
estructura 5% multivariada de tipo £ tal que los universos de & sean los Q%y {V.F},
pues hay algunos problemas que pueden impedir tal conversion:

(a) Algunos de los conjuntos Q; pudieran ser vacios.
(b) Para fe SIM.OP tal que FUNC(f)=(io,..,in), Y io=0, 2 es simplemente una operacion

n-aria f‘E:A"—>A, y no hay razén alguna para que I restringida a Qi ®x..xQi,? tome
valores en Qig™.

Con el propdsito de lograr tal conversion hagamos lo siguiente:

Sea O(Z)={3IxQi(x) | ieSORT\{0} }{Qi(c) | ceSIM.OP, FUNC(c)=(i) ¥
ieSORT\{0} }{Vxi...VXa(Qii(XDA...AQin(xn) > Qio(f(X1,...,Xn))) | f€SIM.OP,
FUNC(H)=(io,.--,in), i0=0}.

Teorema(iiiS): Con todas las definiciones anteriores, si -8 es modelo de d(X),
entonces:

(1) Existe una estructura multivariada .5# de tipo Z tal que:

(2) Para toda expresion ee EXPR(Ly), y para toda asignacion M de Ly, en .54,
(-B# ,M)(e)=(-B,M)(TRANS(e)).

Demostracién:
(1) Definimos -BH=((Bi)iesort.(I**)resim.or), donde:
- Bo={V,F}; para todo ie SORT\{0} Bi=Qi?. Nétese que para todo i€ SORT, Bi=d,
pues .5 es modelo de {IxQi(x) | ieSORT\{0}}.
- Para cada feSIM.OP tal que FUNC(f)=(io,..,in), ¥ 10%0, 5= f‘élBi,x..xBi", es
decir, £7* es la restriccion de 2 a Bijx..xBia. Notese que £2#:Bi;x..xBi,—>Bio, pues
-5 es modelo de{Vx,..Vxa(Qi1 (X1IN...AQin(Xn) >Qio(f(X1,.., Xn))) | feSIM.OP,
FUNC(H)=(io,.-,in), ¥ i0%0}.
- Para cada feSIM.OP tal que FUNC(f)=(i)#(0), f2#=f23. Notese que Qi
debido a que . es modelo de {Qi(c) | ceSIM.OP, FUNC(c)=(i) y ieSORT\{0}}.
- Para cada Re(SIM.OP\{v,—,=}) tal que FUNC(R)=(0,i; ..,in), R%*:Bix..xBi,—Bo
es una funcidén definida como: R'E“(z,,.,z.,)=v si y sOlo si (21,...,Zp) RS,
- Para cada Re(SIM.OP\{v,—,=}) tal que FUNC(R)=n, neN\{0},
R%* (L iesorm\(0}Bi)"—>Byg es una funcién definida como: R%*(zy,.,z0)=V si y sélo si
Z1,..zn)eRZ.
- Por altimo, definimos en .B# las funciones v 'E”,

=~ de manera estandar, es
decir, de acuerdo a la definicion de estructura multivariada.

Por la manera en que se¢ definio -5#, tenemos que -B# es una estructura multivariada tipo
2; veamos que .5# cumple efectivamente:
(2) (Demostracion por induccion sobre la formacion de las expresiones de Liy).
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(E1) (-B#,M)(x)=M(x')=(-8,M)(x)=(8,MYTRANS(x')) para toda variable x', para
todo ie SORT\{0}, y para toda asignacion M.
(E2) - Supongamos fe SIM.OP\{v,—,=}, FUNC(f)= (io,--,in),

io=0, ei,..,e, expresiones de tipo i,..,i,eSORT respectivamente, tal que
(-B#, MM e)=(-B,M)(TRANS(ej)) para todo je {l...,n} y para toda asignacién M.
Entonces:

(-BEM)(f(er,...e))=I2 (B M)(e1),...(-Bi M) (en))=
f‘é”((ﬁ,M)(TRANS(en)),..,(-E,M)(TRANS(e,.)))=
£3((B,M)(TRANS(e))),...(-5,M)(TRANS(c,)))=

-8, MY(f(TRANS(e)),.., TRANS(e,)))=(-8,M)(TRANS(f(ei,..,€n))) para toda
asignacion M.

- Supongamos ahora que Re SIM.OP\{v,—,=}, FUNC(R)=n (con neN\{0}) y
€1,..,en Son expresiones de tipo ii,..,ine SORT distinto a O respectivamente, tal que
(-B#,M)(e))=(.B,M)(TRANS(gj)) para todo je{l,..,n} ¥
para toda asignacion M. Entonces:
(-BH#,M)R(e1,...en))=RP((BH#,M)(e1),...(-BH,M)(en))=
RZ*((-B,M)(TRANS(e))),...(-B,M)(TRANS(en)))=
REB((-B,M)(TRANS(¢))),...(-B,MITRANS(e.)))=
(-.8.MY(R(TRANS(¢)),.., TRANS(e.))=(-8B,MYTRANS(R(ey,..,es))) para toda
asignacion M.

- Supongamos Re {v,—,=}\{=} y e y ez formulas tal que.

(-B# M)(e)=(BMYTRANS(e))) y (-8B#,M)(e2)=(-B, M)(TRANS(ez)) para toda
asignacion M. Entonces:

+ Si R=v, entonces (.5#, M)(e.ve2)=v'5”((.b'# M)(e. N
v ((.B,M)(TRANS(e1)),(-B,M)(TRANS(e2)))= -
(-8B, MY TRANS(e;)vTRANS(e2))=(-3, M)(TRANS(elv e3)), para toda

. asignacién M.
+ Si R=—, entonces (.E#,M)(ﬁe|)=-ﬁ§” ((.6#,M)(e|))=ﬂ *((-B,MY(TRANS(e )=
o CB,MY—TRANS(e1))= (-4,M)(TRANS(—e1)), para toda asignacion M.

)(ez))=

- Si R==, y 11 y 12 son términos tal que (.8#,M)(t))=(.8,M)YTRANS(1)) y
(-B#,M)(12)=(8,MYTRANS(12)), entonces (-B¥,M)(11=T12)=
~BH (B, M)(x1),(-BH, M)(x2))=~"*((B,M)(TRANS(11)),(-3,M)(TRANS(2)))=
(-8, M)(TRANS(t1)*xTRANS(12))=(-8,M)(TRANS(1;=~12)); esto, para toda
asignacion M.
(E3) Supongamos ¢ férmula tal que (-B# M)(0)=(-BMYTRANS(p)) para toda
asignacion M, y sea x' simbolo de variable de tipo i. Entonces:

- (B#,M)@x'p)=V si y sélo si {zeBi| ((B#,M(x"2))(¢9)=V ;#D, pero como
(-B#,M)(0)=(-8,M)(TRANS(¢p)) para toda asignacién M, en particular
(-B#, M(xi/z))((p)=(.Z§,M(xi/z))(TRANS(q))) y entonces tenemos que:
{zeBi | (:.B#,Mx72))(¢)=V}={zeBi | (.3,M(x/2))(TRANS(¢))=V}=
{zeA | zeBi=Q;? y (B,M(x/2)(TRANS(¢))=V}=
{ze A | (BME/)NQix)=V y (.B,M(x'/z)(TRANS(¢))=V}=
{ze A | (BMK/2))( QX' ATRANS(¢))=V}=



{ze A | (B,ME/Z)NTRANS@Ax )= V}.
Por lo tanto (.B#,M)(3x'@)=V si y sélo si (.5,M}TRANS@x'p))=V, lo que

pruecba (E#,M)(Bxi(p)=(.E,M)(TRANS(Bxiq:)) para toda asignacion M.
|

Corolario(iii2): Con todas las definiciones anteriores, si .8 es modelo de ®(X),
entonces:

(1) Existe una estructura multivariada .5# de tipo X tal que:

(2) Para cualquier enunciado g e SENT(L,), si llamamos @ *=TRANS(¢p), entonces:
B# o siy soélo si -8 Fp*.

Demostracion:

Por el teorema anterior, tenemos (1) (es decir, .5# es la estructura multivariada definida
en el teorema anterior). Ademas sabemos que para toda asignacion M,
(-B#M)Y(@)=(-B,M)(TRANS(9))=(.5,M)(¢*); por otro lado sabemos por ¢l lema de
coincidencia que cuando trabajamos con enunciados ¢ ocurre que: Para toda asignacion
M la interpretacidn I=(5%M) satisface ¢, é para toda asignacion M la interpretacion
I=(5%,M) no satisface @, (cs decir, que no importa la asignacion M). Por lo tanto .5# }=(p
siy s6lo si .5 |=(p*, lo cual prueba (2).

|

Corolario(iii3): Con toda la notacion anterior, sea SZ=((Ai)iesorT, (" )resimM.op) una

estructura multivariada de tipo Z=(SORT,FUNC) tal que Dom(FUNC)=SIM.OP.
Entonces:

(1) B = 5L e
(2) Si .B=(A, (fE)fe(SlM O\ v=)),Q. ) es una estructura monovariada que cumple las
hipotesis del teorema(mS), ‘entonces en general, .5%* = 5.

Demostracion:

- A_'Ule(SOR'n(O))Al

- Para cada fe(SIM. 0P\{v,—.,~}) tal que FUNC(f) (Io, i), Y 10203 " es la funcién
:A" A definida como: :
laal (w)= f’?(w) para todo weDom(f‘?) y it (w)=w para todo we A" \Dom(f™).

- Para cada fe(SIM.OP\{v,—,=}) tal que FUNC(f)=(i), f* = fPe AicA.

- Para cada Re(SIM.OP\{v,—,~}) tal que FUNC(R)=(0,i1...,in) 6 FUNC(R)=n,
neN\{0}; R¥'={(z:...zn)e A" | R%(z,...,z0)=T}.

- Para cada ie SORT\{0}, QiF" =Ai.

Entonces ocurre que s£* es modelo de:

DO(E)={IxQi(x) | ieSORT{0} } U {VX1....VXp(Qi1 (X1)A... AQin(Xn)—=> Qio(f(X15.-, X)) |
fe SIM.OP, FUNC(f)=(io...,in), ¥ 100} {Qi(c) | ce SIM.OP, FUNC(c)=(i) y
ieSORT\{0}} y por lo tanto podemos definir correctamente &#*# de la manera descrita
en el teorema(iiis): &i’-"‘#=((Bi)iesogT,(f‘;"”)feslM_op) donde:



- Bo={V,F}=Ag; para todo ie SORT\{0} Bi=Qi* =Ai

- Para cada feSIM.OP tal que FUNC(H=C(io,..,in), Y 1020,
= fﬂ’|Bi,x..xBin=r"q (O=Cowto): o

- Para cada feSIM.OP tal que FUNC(H)=(i)=(0), = #=f*=¢~

- Para cada Re(SIM.OP\{v,—,=}) tal que FUNC(R)=(0.i;....in),
R™#:Bi,x..xBi,—>By es tal que R™(z),.,2z,)=V si y s6lo si
Z1,.Z0) ERT={(21....2z.)€ A" | R®(z, ...,z2)=V}. Por lo tanto RT=R*7,

- Para cada Re(SIM.OP\{v,—,~}) tal que FUNC(R)=n, neN\{0},
R™#.(L iesorT\(0)Bi)"—>Bp es tal que R%(z1,.,z0)=V si y solo si
Z1,,Z0)eRT={(2,...,2z:) € A" | R¥(2;...,zs)=V}. Por lo tanto RT=R7.

-~ Ademas s&*# contiene las funciones v‘?”,—ﬁ‘?”,z"?” definidas de manera estandar,
por lo que v = _Fh=_ T T

De todo lo anterior 5F*# = .

(2) Teniendo -B=(A,(f%)re(siM.or(-v.~1:(QiDiesorTv0y) sabemos, por el teorema(iiis),
que se puede definir -B#=((Bi)icsorT.(F*)resim.or); PEro si A # U iesorT Q:3, entonces
BH* tiene como universo de individuos U jesorT Bi= U jesorT Q{E distinto del universo
de individuos de .5.

]

Corolario(iii4): De acuerdo a toda la notacion anterior, sean Ly un lenguaje

multivariado tipo Z, 'u{p}cFORM(Ly), o*=TRANS(¢p) y '*={TRANS(m)|xel'}.
Entonces:

En el lenguaje L, multivariado I |:= @ si y solo si en el lenguaje L,* monovariado
C*ud(T) E o*.

Demostracion:

(Suficiencia). Supongamos I’ |= ¢ y sea .5 un modelo arbitrario monovariado de
r*ud(XE); como .5 es una estructura del lenguaje L,* monovariado que es modelo de
d(2), de acuerdo al teorema(iiis), existe una estructura .5# del lenguaje multivariado
Lm tal que -B# es modelo de I'. Como por hipdtesis I |= @, entonces -5# i= ¢ y entonces,
nuevamente por el teorema(iiis), -3 F ¢*.

(Necesidad). Supongamos I'Ud(Z) }:(p* y sea &% un modelo arbitrario multivariado
deT.

Sea 5¥* la estructura monovariada del lenguaje Lm* que se obtiene de &% que se
describié al principio de la seccidn de conversion de estructuras; por la manera en que
se definid &%, 5¥* es modelo de @(X). Por otro lado, debido al teorema(iii4), como 5%
es modelo de I', entonces ##* es modelo de I'*. Asi, 5%* |= r*ud(Z) y por lo tanto

&7* | ¢*; finalmente, otra vez por el teorema(iii4), S o.

|

Definicion:
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La cardinalidad de una estructura multivariada JZ=((Ai);esom,(f“)resm,op) de tipo Z , es
Siesormnyoy |Ail.

Definicion:

Si I' es un conjunto de férmulas de un lenguaje multivariado Ly, de tipo Z, definimos el
conjunto de simbolos de constante que aparecen en ' como:

T(MN={ceSIM.OP\{v,—,=} | ¢ aparece en alguna férmula de I'}.

Corolario(iii5S) (Teorema de compacidad para légica multivariada): Sea Ly, un
lenguaje multivariado tipo £, y sea FTSENT(L). Si cada subconjunto finito de I” tiene
modelo, entonces I" tiene modelo de cardinal menor o igual que |[+|D(X)|[+NRo.

Demostracion:

Supongamos que cada subconjunto finito I’ de I' tiene un modelo multivariado 5%.
Entonces por el corolario(iiil), cada subconjunto finito I'o* de M*cSENT(Ln*) tiene un
modelo 5%* que, ademas, es modelo de ®(X) —de lo cual es directo ¢l hecho de que
cada subconjunto finito de M UD(E)=SENT(L,*) tiene modelo—. Por lo tanto, por el
teorema de compacidad para lenguajes de primer orden, T'*U®d(Z) tiene un modelo .5
de cardinalidad menor o igual que [IT'*U®d(Z)]+No. Finalmente, por los teorema(iiis) y
corolario(iii2), .E#—((Bl).esoRT,(f‘E Yresim.or) €s un modelo de I cuya cardinalidad es
Ziesor™(0)|Bil=Ziesorn(oy IQiZ|STiesorno) (IM*UD(EN+N 0)=No(M*+UD(Z)|+No)=
(MDD +N)=IT* [HP (YN o={[HP(E)+No.

|

Corolario(iii6) (Teorema de Lowenheim-Skolem para légica multivariada): Sea L,
un lenguaje multivariado de tipo Z=(SORT,FUNC), con Dom(FUNC)=SIM.OP y sea
IF'eSENT(Ln). Siexiste una estructura multivariada Jr{=((Al).esoR—|,(f"’)res|M or) modelo
de T tal que 5% tiene un universo infinito, entonces I” tiene un modelo de cualquier
cardinalidad k, con k2|I'|+H®(Z)|+Ro. (Dejamos al lector la prueba de que
ITI+No=|t(N)|+No y entonces |THD(Z)|+ N o=t (D)|+DP(Z)|+R0o).

Demostracion:

Supongamos que &% es modelo de [™ tal que el universo Aj de &Z es infinito. Sea
kZ|MHD(Z)|+NRo y sea C un conjunto de cardinalidad xk tal que Ct(IN)=<3. Definimos
el tipo multivariado £&=(SORT,FUNC&), donde
Dom(FUNC&)=SIM.OP&=SIM.OPUC y FUNC&=FUNCuU{(q,())IqeC}. Sea Lnh& el
lenguaje multivariado asociado a £& en el cual usamos las mismas variables que en el
lenguaje L, (es decir, L& es basicamente el mismo lenguaje que L, excepto que
ahora tenemos un conjunto extra C de simbolos de constante individual de tipo j). Sean
O={—(c=d) |c,deC y cxd}y A=I"UO; cs claro que AcCSENT(L.&). Veamos que cada
subconjunto finito de A tiene modelo:

Sea Ao un subconjunto finito arbitrario de A y sea ®@¢=@MAo; claramente @ es finito.
Sea ae Aj un elemento arbitrario pero fijo en Aj. Por otro lado, al ser Aj infinito,
cntonces existe una funcidn inyectiva g:t(®¢)—>Aj\{a}. De esta manera, definimos la
estructura multivariada de tipo =&, -B5=((Bi)icsorT> (FP)resimore) cOmo:

Bi=Ai para todo ie SORT
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r4=f" para todo fe SIM.OP&\C
f8=a, para todo fe C\1(®)
f‘:5,=g(f), para todo fe1(®o).
Nétese que como % I, entonces .5 FI"; ademas -2 F©o, de lo que concluimos que
;) l-=/\o.
De esta manera, tenemos que todo subconjunto finito de A tiene modelo y entonces, por
el teorema de compacidad para la l6gica multivariada, existe un modelo ‘G de A con
cardinalidad A, tal que AS|A[HD(Z&)|H+R o=|MUO|+H|P(Z &)+ o={|+|O|+HD(Z&)|+NRo=
M+ DPE&)+RNo (AA). Ademads, de la definicion de @(Z&) se puede comprobar
ficilmente que O(Z&)=P () {Qi(q)lqeC} y entonces
|OE&)=|PE))H{QIPIqeCl=P(D)+x (AAA). Asi, de (AA) y de (AAA) tenemos
que A CH+kHD(Z &)+ N o=|[M+x+HD(E)|+x+No y como desde un principio tomamos
=M+ D(E)+ R0, entonces A +k+HD(Z)+No=k.
Por otro lado, sabemos que G l=A y A=I"UB; de esto ultimo tenemos dos cosas:
-GEr
-G F@, lo cual implica que k<A, ya que al menos el universo de tipo j de G tiene
cardinalidad mayor o igual que k.

Asi, de todo lo anterior concluimos: ‘G es modelo de I" cuya cardinalidad es A=x.
|

CAPITULO IV

ESTRUCTURAS GENERALES
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PRE-ESTRUCTURAS

Introduccion.

Existe otra manera de definir una semantica para los lenguajes de segundo
orden, (en este sentido es que se trata de una semantica no estandar para LSO). La idea
es definir estructuras distintas a las definidas en el capitulo I: En lugar de pedir que los
universos relacionales (y funcionales como caso particular) de cualquier estructura
contengan todas las posibles relaciones, podemos permitir que en algunas estructuras
existan universos relacionales que contengan sé6lo una parte de todas las posibles
relaciones; es decir, que exista neN\{0} tal que A,cP(A") y A;#P(A") para una
estructura o'ri=(Ao,(An)nEN\(o),(Cz)cEcons_op). Desde el punto de vista que adoptaremos,
el universo de relaciones n-arias de cualquier estructura
F=(A0,(An)netn(01.{C)ececons.or) estara definido de manera particular por cada una de
cllas.

Si construyésemos una semantica para LSO donde solamente tomaramos en
cuenta la idea anterior, podria ocurrir que alguna estructura de nuestra semantica no
contuviera alguna relacion definible por una férmula de nuestro lenguaje de segundo
orden. A la semantica no-estandar que definiremos, que consistira de las llamadas
estructuras generales, no le ocurrira esto: al seguir los pasos de Henkin, hablaremos de
estructuras que al menos contienen todas las posibles relaciones definibles por medio de
formulas de LSO. Eso se precisara un poco mas delante de este mismo capitulo.

Pre-estructuras o marcos.

Sea L» un lenguaje de segundo orden de tipo Z=(VAR,FUNC) tal que
Dom(FUNC)=CONS.OP.

Una pre-estructura de segundo orden de tipo X es una triada

F=(A0,(Andeemio)(CHcecons.or) tal que:

(O] El universo de individuos Ay, es un conjunto distinto del vacio.

(ii) Para cada neN\{0}, &= A,cP((Ao)")

(iii) Para cada simbolo de constante relacional Re CONS.OP tal que neN\{0} y
FUNC(R)=(0,1,.."..,1), R* es una relacion n-aria entre individuos tal que
R¥cA..

(iv) Para cada simbolo de constante funcional fe CONS.OP tal que neN\{0} y
FUNC(D=(1,.."*'..,1), £ es una funcion n-aria sobre individuos tal que EeAns.

) Para cada simbolo ac CONS.OP de constante individual (es decir
FUNC(a)=(1)), {a™}<A,.

Llamaremos a la clase de pre-estructuras de tipo £, F{X) y a la clase de las estructuras

estandar de tipo £, EE(X).

Proposicién(ivl): La clase de las estructuras estandar de segundo orden es una clase
propia de la clase de las pre-estructuras; es decir, dado un tipo £, EE(HHZ) y
EE(D)=T(X).
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Demostracion:
Es inmediata de las definiciones de estructura estindar y de pre-estructura.
n

SEMANICA SOBRE PRE-ESTRUCTURAS

Los conceptos de asignacion, interpretacion, satisfaccion, satisfacibilidad, etc..,
relacionados con pre-estructuras se definen de manera totalmente analoga de como se
hizo para estructuras estandar. Para todo lo que se definira en esta seccion, sea Z un tipo
de segundo orden dado, L, el lenguaje de segundo orden de tipo £ y &€ una pre-
estructura de tipo T arbitraria; ademas, por simplicidad en nuestra notacion,
escribiremos Fen vez de F(£) y EE en vez de EE(2).

Asignacioneces.

Una asignacién M de nuestro lenguaje L3 sobre una pre-estructura & es una
funciéon: M:(Unen Fa)\U(nenvio) Ra)—>(Unen Ap) tal que:

(a) Para todo xeFy, M(x)e Ag.
(b) Para cada neN\{0}, si DeF, entonces M(D):A¢x.."..x Ag—> Ao
es una funcidn tal que M(D)eAqn+.
(c) Para cada neN\{0}, M[Ry]=A,.

Deﬁnicion’es:,

! uﬁa 551gnacuon
- Sl'xe Fo y: aer, definimos M(x/a) como M(x/a) (M\{(x M(x))})u{(x a)}.

: ’-‘Sl neN\{O} XeR, y QeA, entonces M(X/Q) esla amgnac:on
M(X/Q)—M\{(X MENHU{X,Q)}-

- Para cada neN\{0}, si DeF, y f:Aox.."..x Ap—>Ag es una funcién tal que fe A+,
entonces definimos la asignacion M(D/f)= (M\{(D,M(D))} )} {(D,f)}.

- Por altimo definimos recursivamente para cualquier meN, para cualquier m-+1-ada
(V1,...,Vm+1) de simbolos de variable de tipo arbitrario ij,...,im+1€ VAR respectivamente y
para cualquier m+1-ada (ry,...,rm+1) la asignaciéon M(v,/ri,...,Vm+1/rm+1) donde:
Sije{l,...,m+1}, y v; es simbolo de variable individual, entonces rje Ao
Sije{l,....m+1}, y v; es simbolo de variable relacional de aridad k, entonces rje Ay
Sije{l,...m+1}, y vj es simbolo de variable funcional de aridad q, entonces rj es una
funcion rj:(Ao)%—> Ao tal que rje Ag+t

como: M(Vi/ry,...,Vi+t/Tme1) =MVt Vi C)(Vine 1 /P m1) -
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Interpretaciones.

Una pre-estructura-interpretacion 1 de nuestro lenguaje L2 sobre una pre-
estructura 5% es un par 1=(#£,M), donde M es una asignacion sobre 7.

Sea I1=(+%M) una pre-estructura-interpretacion de L;. Definimos para todo término ty
para todo predicado R por recursion:

(T1) Si x es una variable individual [(x)=M(x).

(T2) Si a es un simbolo de constante individual l(a)=aﬂ.

(T3) Si f es un simbolo de constante funcional de aridad n, con neN\{0}, y T1,..,Tn SOn
términos, entonces l(f(‘t’x,..,‘tn))=f‘?(l(‘t|),..,l(‘tn))

(T4) Si D es un simbolo de variable funcional de aridad n, con neN\{0}, y t1,..,Tn 50N
términos, entonces [(D(ty,..,t5))=M(D)((t1),-.,1(Tn))

(P1) Si X es un simbolo de variable n-ario relacional, entonces l(X)=M&X)
(P2) Si P es un simbolo de constante n-ario relacional, entonces I(P)=P

(P3) I(=0)={(x,y)€ (A0)” | x=y} y para todo neN\{0}, I(=n)={(X,Y)e(An)’| X=Y}.

Si I es la pre-estructura-interpretacion I=(#%M), denotamos:

I(x/a)=(5&M(x/a)), para xeFq y acAy.

IX/Q)=(sZM(X/Q)), para neN\{0}, XeR, y Qe A,.

l(D/ﬂé(&{‘,M(D/ﬂ), para neN\{0}, DeF, y fiAox.. "..xAo—>Ayp funcién tal que fe A +,.

Definicidn:

Definimos recursivamente el significado de una pre-estructura-interpretacion I satisface
una formula ¢ e FORM(L2), (lo que denotamos I saty ¢), como:

(F1) Si Il es un predicado n-ario y T1y,..,T, son términos, 1 satgI1(t,..,T,) si Y s6lo si
Az, ) I(IT)

(F2) Si I'T y ¥ son predicados n-arios, entonces | saty (I'l=,'¥) si y sélo si
(1(II),I(¥))el(=y). Si T1 y T2 son términos, entonces | sats (T1=012) si y solo si
(I(r1),I(r2)) e 1(=o). ‘

(F3) Si ¢ y mt son férmulas, entonces
I satz@vrsiy sélo 1 satzp 6 I satym.

. I satg—7usi y sélo si no es verdad que I satr 7.

(F4) Si @ es formula y x es un simbolo de variable individual, entonces
I saty3x@ si y s6lo si hay ae Ap tal que I(x/a) satg .

(F5) Si ¢ es formula y X es un simbolo de variable relacional de aridad ne N\{0},
entonces | saty 3X @ si y sdlo si hay Qe A, tal que 1(X/Q) satg .

(F6) Si ¢ es formula y D es un simbolo de variable funcional de aridad ne N\{0},
entonces I satz ID¢ si y sélo si hay una funcion fiApx.. ".xAg—>Ag, tal que fe Ay
y I[(D/f) satg .
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Pre-estructura-modecelo.
Decfinicion:

Sean 5% ¥, M una asignacion de L; sobre 5%y TU{p}cFORM(L2). Sea [=(5£M).

- I es pre-estructura-modelo de ¢ (lo que denotamos | |=r @) si y solo si | satz@.

- | es pre-estructura-modelo de I' si y s6lo si para cada nel, | es pre-estructura-
modelo de n. Denotamos | es pre-estructura-modelo de I” por | |=rl‘.

Es claro que, dado un lenguaje de segundo orden L; de tipo Z, debido a que no
todas las pre-estructuras son estructuras estandar, entonces no toda pre-estructura-
modelo de un conjunto de férmulas I' de L2 es modelo de I (es decir, modelo estandar).

Consecuencia légica en pre-estructuras (pre-estructura-consecuencia légica).
Definicion:

Sea ' {p} =FORM(L>).
¢ es pre-estructura-consecuencia laégica de I' (lo que denotamos I |=-;- @) siy s6lo si
toda I pre-estructura-modelo de I es pre-estructura-modelo de .

Afirmacién(ivl): Para toda interpretacion estandar I=(.5,M) y para toda férmula
@eFORM(L.2), | [ siy so6lo si | k.

Demostracion:

(Por induccidn sobre la formacién de las férmulas)

Se deja al lector. Este resultado también se prueba en el corolario(ivl) de la pagina 78
u

Afirmacion(iv2): Pre-estructura-consecuencia ldgica implica consecuencia logica; es
decir: Sea I'U{p}<=FORM(L2). Si I fr ¢, entonces I" f o.

Demostracion:

Se deja al lector. El corolario(iv2) de la pagina 78 también muestra este resultado.
-

Validez en pre-estructuras.

Definicion:

Una férmula ¢ eFORM(L?) es pre-estructura-valida si y sélo si & }:;r P, que como es
usual también denotamos ¢ .
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Afirmacion(iv3): Si e FORM(L>) es una formula pre-estructura-vilida, entonces ¢ es
una férmula valida en las estructuras estandar.

Demostracion:

Se deja al lector. El corolario(iv3) de la pagina 79 también prueba este resultado.
|

Satisfacibilidad en pre-estructuras.

Definicion:

Una féormula ¢ e FORM(L>) es pre-estructura-satisfacible si y sdlo si existe una pre-
estructura-modelo de ¢.

Proposicion(iv2): Si g eFORM(L>) es una férmula pre-estructura-satisfacible, entonces
no necesariamente ¢ es satisfacible en las estructuras estandar.

Demostracion:

Sean z,w variables individuales y X variable relacional de aridad 1. El enunciado
FzIAW(VX(X(Z)>X(W))A—(2=w)) no es satisfacible de manera estiandar (esto se debe a
que la formula VX (X(z)«>X(w)) —de manera estandar— expresa la identidad entre dos
individuos, ver el capitulo I, pagina 13), sin embargo, es pre-estructura-satisfacible:

Sea I=(s%M) la pre-estructura de tipo Z=(VAR,FUNC) donde:
-  Dom(FUNC)=CONS.OP=

- F=(Ao.(Annenoy) es tal que: Ag={1,2,3}, A1={J,Ao} y para cada neN\{0,1},
A=P((A0)".
- Para cada zev\{w}, M(2)=1 y M(w)=2.

Con todas las definiciones anteriores ocurre que | }=;~VX(X(z)<—>X(w)), pero I(z)=l(w);
es decir, I es pre-estructura-modelo de 3zIw(VX(X(Z2)<>X(W)A—(z=w)).
|

Equivalencia 16gica en pre-estructuras.

Definicion:
Sean ¢,te FORM(L2). ¢ y T son pre-estructura-equivalentes si y sélo si ¢ |=;.~1t y
T |=;.~ ¢. Denotamos ¢ y & son pre-estructura-equivalentes por ¢ H F .

CONJUNTOS Y RELACIONES DEFINIBLES EN UNA PRE-ESTRUCTURA DADA

Dada una pre-estructura §Z=(Ao,(A,,)nEN\(o;,(C’?)cecONs or) de tipo Z y el lenguaje
de segundo orden L: de tipo £, hay muchas clases de relaciones que tienen que ver de
diversas maneras con &y con FORM(L:). En particular haremos ciertos tipos de
distinciones que son interesantes para un estudio mas profundo, pero que en nuestro
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caso serviran para definir una subclase de pre-estructuras muy importante: las
estructuras generales.

Relaciones de primer orden de una pre-estructura.

Sea ﬂ‘=(Ao,(A.,)“€N\(o},(C’—")CecONs,op) una pre-estructura de un lenguaje de segundo

orden L, de tipo .

(a) Llamamos relacién n-aria de primer orden sobre &€ a cualquier subconjunto del
producto cartesiano n-ario de Ao, es decir, a cualquier subconjunto de (Ao)".
Ademas, denotamos por REL,,'S'(J%) a la clase de todas las relaciones n-arias de
primer orden sobre 5& —o sea REL,'*'((5H=P((Ao)")- y definimos como
REL'"'(F®)=Unen0jREL,'*'(5®; llamamos a cada elemento de REL'S'(59) relacién
de primer orden sobre 5% y decimos que REL'*(5%) es la clase de relaciones de
primer orden sobre S%.

(b) Una relacion n-aria de primer orden H sobre &% esta dentro de 5 cuando He A, 6
cuando H=R* para algiin ReCONS.OP. De manera analoga al inciso (a), 1lamamos
a REL'*(e5%) a la clase de relaciones de primer orden dentro de 5Z.

Proposiciéon(iv3): Sea 57=(A0,(Andneni0),(C™)cecons.or) UNa estructura estindar
cualquiera. Entonces:

(1) Toda relacién n-aria de primer orden sobre &% esta dentro de 5.
(2) Para cada neN\{0}, REL,''(58=A, y entonces REL'*'(SH)=Uncmioy An.
(3) REL'"*(50)=REL'"(e5D).

Demostracion:

Todos los incisos son consecuencia inmediata de las definiciones anteriores y de
estructura estandar.
|

Proposicion(iv4): En cualquier pre-estructura 3=(Ao,(An)nEN‘.:O;,(CR)CECONS,QP)Z
(@) UnenmiojAncREL'$' (5D

(b) REL'*(esHREL'*'(5%) y, en general, REL'*(c 5H=REL'*(50

(c) {CRICECONS.OP y FUNC(C)=1}c REL'* (e SH<REL'S'(5%).

Demostracion:
Los tres incisos son consecuencia inmediata de las definiciones.

Obsérvese que en pre-estructuras &%, en general no es cierto que toda relacion de
primer orden sobre &7 sea una relacién de primer orden dentro de &&

Relaciones de segundo orden de una pre-estructura.
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Sea 57=(Ao0,(An)nern01-(C)cecons.or) una pre-estructura de un lenguaje de
segundo orden L: de tipo Z.

(@) Sea neN\{0} y sean Aij,...,Ain universos cualesquiera de &% (es decir, Aij=A,, para
algiin meN). Llamamos relacién n-aria de segundo orden de &% a cualquier
subconjunto de AiX...xAi,. Ademas, definimos como REL.(5?) a la clase de todas
las relaciones n-arias de segundo orden de 5% y REL(FH)=\Unenvio; RELG(5®) a la
clase de todas las relaciones de segundo orden de 57

(b) Una relacion n-aria de segundo orden R de 5% esta dentro de s€ cuando Re A, &
R=H" para alguna He CONS.OP. Sea REL(e5?) la clase de todas las relaciones de
segundo orden dentro de 5%.

(¢) Definimos REL>(5%), la clase de relaciones propias de segundo orden, como
REL>™(5)=REL(SH\REL ' (5%).

Proposicion(ivS): Sea Z=(Ao,(An),,EN\(Q),(C;{)CEcONs,op) una pre-estructura cualquiera.
Entonces:

(i) REL'“(J?;)QREL(E/Z). Ademas, para estructuras estandar, en general,
REL'$'(5H=REL(5%); nbtese que esto altimo implica que, en general,
REL'{(5H=REL(5) para pre-estructuras.

(ii) REL."Y(e5®=REL(c5).

Demostracion:

(i) Tomandose Ai1=Ay,...,Ain=Ao para cada neN\{0} en (a) de la definicion de
relaciones de segundo orden de una pre-estructura, tenemos que las relaciones de
segundo orden de 5% contienen a las relaciones de primer orden de 5% Ademas, si 5% es
una estructura estandar, entonces Ag#=A 1=P(Ay), y entonces A|xAeREL(F?) y

AxA, e REL''(5D).

(ii) Probemos la contencion <: Por la proposicion(iv4) (b) y por (a) de esta proposicion:
REL'*(e5HREL'*"(GHREL(5®); asi, como para cualquiera ze REL'*'(e5%), ze A, 6
z=H% para alguna HeCONS.OP y por lo anterior ze REL(5%), entonces ze REL(e5%).
Ahora probemos o: Sea reREL(e5%). Entonces r es una relacién de segundo orden tal
que re A,cP((Ao)") para alguna neN\{0}6 r=H% para alguna He CONS.OP; asi,

re AncP((Ao)") 6 r=H%e AncP((Ao)™) donde m,neN\{0}, (pues =H? es relacién de
segundo orden, y entonces H”" no puede ser s6lo elemento de Ag). En cualquier caso,
re A,cP((Ao)") para algiin te N\{0} y entonces rc(Ao)' (es decir, r es relaciéon de primer
orden) y reAy; por lo tanto reREL'SY(e 5%). Esto prueba que REL'*'(e 7 oREL(e5%).
|

Noétese que si 3=(A0,(An)neN\(o,,(C‘;f)cecONs_op) es una estructura estandar
infinita, entonces el conjunto de relaciones de primer orden de &% REL'*'(59), tiene
=2 elementos y el conjunto de relaciones de segundo orden de 5% REL(5%), tiene 2'
elementos; esto también muestra que entonces REL?"(57) tiene 2' elementos.
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Relaciones de primer y segundo orden 7Z-definibles

Sea Z el tipo del lenguaje de segundo orden Ly y sea
F=(A0,(An)neni01.(C¥)cecons.op) una pre-estructura de tipo .

Definicion:

Decimos que la relacién de primer orden R es 5#-definible usando el lenguaje L; por
una formula q)éFORM(Lz)junto con la sucesién de variables individuales (x4,...,Xn),
cuando R={(ay,...,an)€ AoxX.. "..xAgq | SAx1/a1,...,Xs/2,) saty ¢}; donde
FREE(@)={x1,...,Xn}-

Definimos DEF'S'(5%L3) como la clase mas pequeiia que contiene todas las relaciones
de primer orden s7-definibles con el lenguaje L.

Definicidon:

Una relacion de segundo orden R es una relacion de segundo orden s7-definible
usando el lenguaje L> cuando existe una féormula ¢ € FORM(L:) junto con una sucesion
de variables (vi,...,vp) de tipo ki,....kne VAR respectivamente tal que
R={(z1,.-.,Zn) € Ai1X...XAly | AV1/Z1,...,Vn/Zs) saty @}; donde FREE(¢)={Vi,...,vn} ¥ para
cada j con 1<j<n:

Si vj es variable individual entonces zje Ag

Si vj es variable relacional de aridad m, entonces zje Ay,

Si vjes variable funcional de aridad m, entonces z;: Apx..m..xAy—>Ap es una funcion tal
que z;& Ams+1.

Definimos DEF(SEL2) como la clase mas pequeiia que contiene todas las relaciones de
scgundo orden sZ-definibles con el lenguaje L.

En las definiciones anteriores, podemos decir que la férmula ¢ junto con
(Vi,...,vn) definen la relacion R en la pre-estructura 5%. Nétese que el orden de vy,...,v, €s
importante, puesto que la misma férmula con las mismas variables pueden definir

distintas relaciones segun el orden de la sucesion de variables. Veamos el siguiente
ejemplo:

{(z1,22) e AoxAo| SAx/Z1,y/22) sat R(x,y)}=R":t pero
{(z1,22) € AoxAo| Fly/z1,x/22) sat R(x,y)}=(R7)"

Por tltimo, obsérvese que si se utiliza un lenguaje de segundo orden de tipo Z tal que
CONS.OP es contable, entonces el conjunto de férmulas de tal lenguaje es numerable, y
entonces el conjunto de relaciones #¢-definibles con ese lenguaje es contable para
cualquier pre-estructura % de tipo =.

Proposicién(iv6): Sea L; un lenguaje de segundo orden de tipo  y sea s%e EE(Z).
Entonces:

(1) DEF""Y(5Z L,)cDEF (% L), pero en general,

(2) DEF'"*Y(5% L2)=DEF(SL,).
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Demostracion:

(1) Seare DEF'“(&Z,L;). Entonces existe una férmula ¢ y una sucesion de variables
individuales (x1,....Xn) tal que r = {(ar,...,an)€AoX.."..XAo | S x1/a1,...,Xn/a,) satz @};
entonces r = {(zi,...,Zn)€ALIX.."..XAly, | 5HV1/Z1,...,Vn/Z,) Satz @}, donde
Ai=Ai>=...=Ai,=Ao y para cada j con I<j<n, v;=x; es de tipo (0)e VAR y z;=aje Ao. Por
lo tanto re DEF (5% L2).

(2) Sea w simbolo de variable individual y X simbolo de variable relacional de aridad 1
del lenguaje de segundo orden L. de tipo Z tal que CONS.OP=C. Sea
FA=(A0,(Andnenio}) la estructura estandar de tipo £ donde A¢g={1}. La relaci6n de
segundo orden r = {(z1,22)€(A0XxA)) | SHW/z1,X/2z3) saty X(W)} cumple por definicién
que re DEF(SEL;). Como A ;=P(Ayp), entonces (1,{1})er y ademas (1,{1})eAoxAq, por
lo que no es posible hallar una férmula n y una sucesion (x),x2) de variables
individuales tales que r = {(a;,a2)e(AoxAo) | 5A(x1/a1, X2/a;) satz n}, lo cual prueba que
re DEF'S'(5% Ls).

|

Relaciones de primer y segundo orden paramétricamente sZ-definibles.

Sea Z=(VAR,FUNC) el tipo de un lenguaje de segundo orden L, y sea
3‘=(A0,(An)neN\(o),(CH)cecoNs,op) una pre-estructura de tipo Z.

Definicion:

Una relacion de primer orden R es una relacion de primer orden paramétricamente
s#-definible usando L,, cuando existen una férmula ¢ e FORM(L;), variables
individuales x,...,Xn, variables vy,...,vq de tipos i,...,in€ VAR respectivamente y
elementos hy,...,hm, tal que para cada j, con I<j<m:

si vj es variable individual entonces hje Ao,

si vjes variable relacional de aridad q, entonces hje A,

si vjes variable funcional de aridad q, entonces hj:Aox..7..x Ap—>A¢ es una funcién tal
que hje Aq+1; tal que:

R={(z1,-.-,zn)€(A0)" | FAX1/Z1,-..sXn/Za)(Vi/hy,...,vm/hy) sate @}, donde
FREE(®)={X1,---sXnsVis:eesVm} -

Sea PARAM.DEF'*'(5%L.2) la clase de relaciones de primer orden paramétricamente
SZ-definibles usando L.

Definicion:

Una relacion de segundo orden R es llamada relacion de segundo orden
paramétricamente 5¢-definible usando L2, cuando existen una formula
@eFORM(L>), variables uy,...,u, de tipos ki,....kne VAR respectivamente, variables
ViseesVm de tipos iy,...,im€ VAR respectivamente y elementos hy,...,hny, tal que para cadaj,
con I<j<m:
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si vjes variable individual entonces hje Ao,

si-vjes variable relacional de aridad q, entonces hjeAq,

si vjes variable funcional de aridad q, entonces hj:Agx..9..x Ao—»Ag es una funcion tal
que hje Ag.; tal que:

R={(z1,.--,Zn) E(AW X...XAW) | sT(U/21,...,un/Zn)(Vi/hy,...,vm/hy) saty @}, donde
FREE(p)c{u,,...,un,vi,-..,Vm}, ¥ para cada j, con 1<j<n:

si uj es variable individual entonces zje Ao=Aw;,

si ujes variable relacional de aridad q, entonces zje Ag=Aw;,

si ujes variable funcional de aridad q, entonces 2;: Aox..9.x Ag— Ao es una funcion tal
que z;e Ag+1=AW;.

Sea PARAM.DEF(s5%L2) la clase de relaciones de segundo orden paramétricamente
sZ-definibles usando L.

Noétese que en cualquier estructura estandar S;’l=(Ao,(A,,),.eN\(o,,(C;")cecONS,op) tal
que Ao es infinito, el conjunto de sucesiones finitas de elementos de Ao\J(*Jnemio} An)
tiene cardinal <2'; asi, el conjunto de rclaciones paramétricamente s&definibles tiene
cardinal <2"*, Analogamente, para cualquier pre-estructura
—5=((Bn)neN\(0),(C'E)cscorqs,op) tal que su universo de individuos es infinito, el conjunto
de relaciones paramétricamente .B-definibles tiene cardinal <2!%,

Observacion(ivl):

(1) En cualquier pre-estructura ;{=(Ao,(An)nEN\(o,,(C"?)cEcONs_op) toda relacidn n-aria de
primer orden R eA,=P((Ao)")=REL,'"(5%) es paramétricamente definible. Para ver
esto, tomese la férmula X(yi,...,¥»), donde para todo ie {1,...,n} yiecFoy XeR,;
entonces R={(zy,...,Zn)€(A0)" |FKY1/Z15---,¥n/Zo)(X/R) saty X(Y15-..rYn)}-

(2) Cuando % es una estructura estandar, debido a que todas las relaciones posibles de
primer orden pertenecen a los universos relacionales de &%, entonces por el inciso

anterior, todas las relaciones de primer orden son paramétricamente s¢-definibles.
n

Proposicion(iv7): Sea Z=(VAR,FUNC) el tipo del lenguaje de segundo orden L> y sea
&Z’-—-(Ao,(A")neN\(o),(C‘—'Z)CECONS_OP) una pre-estructura de tipo Z. Entonces:

(i) REL(eF)HPARAM.DEF'*(5%L,).

(ii) PARAM.DEF 'S L2)cREL'S'(55).

(iii) DEF '"'(5% L2)cPARAM.DEF '*'(5% L>).

(iv) PARAM.DEF(&% L2)<REL(5?).

Demostracion:

(i) Sea re REL{es%). Entonces existe Re A, para alguna ne N\{0} tal que =R 6
CeCONS.OP tal que r=C*c A para alguna keN\{0}; en cualquier caso existe te N\{0}
y Qe AcP({(Ao)) tal que r=Q. Sean XeR, y x1,...,x.eFo; entonces

r={(z|,...,z,)e(Ao)‘ | 7 (X1/2Z1,....X/Z)(X/Q) satg X(X1,..-,X1)}, por lo que

re PARAM.DEF'*(SEL>). Por lo tanto REL(e5H)cPARAM.DEF'SY(SZL,).




ordén: i

(iii) Sea re DEF'*'(5%L.). Entonces existe teN\{0} y ¢ e FORM(L.) tal que
={(z1,...,z)€(A0)' | F (x1/21,....X/Z;) saty p}; entones re PARAM.DEF'"'(5ZL,). Por lo
tanto DEF'SY(5%L2)cPARAM.DEF'*(FZ ).

(iv) Este inciso también es evidente, pues para toda re PARAM.DEF (5% L>), r es una
relacidn de segundo orden.
[ ] .

: (ii)k_Es‘icI'é:'-o,fpués ‘para todo re PARAM.DEF'®(5%,L.), r es una relacion de primer

Proposicion(iv8): Sea Z=(VAR,FUNC) el tipo de un lenguaje de segundo orden L,y

sea c;z=(AO,(An)neN\(0),(Ca)ceCONS.OP) una estructura estandar de tipo £. Entonces:
REL'$'(cH=PARAM.DEF'*'(5%L>).

Demostracidn:

Por el inciso (ii) de la proposicion anterior, s6lo nos falta ver que
REL'*(5cPARAM.DEF*'(SZL3). Veamos esto altimo:

Si reREL'S'(5®=Unemio; REL,'®(5H), entonces r es una relacion k-aria de primer orden
para algun keN\{0} y entonces por la observacidn(iv1) inciso (2), r es una relacién de

primer orden paramétricamente SZ-definible. Asi, REL'*'(5)cPARAM.DEF'*(5%,L2).

ESTRUCTURAS GENERALES

Existen varias maneras, todas ellas equivalentes, de definir las estructuras
generales (ver Maria Manzano, pags164-166); nosotros optaremos por la siguiente:
Pediremos que una estructura general sea una pre-estructura que contenga todas las
relaciones de primer orden paramétricamente definibles en nuestro lenguaje. Esta es la
manera mas comun de definir las estructuras generales, y la condicién que se usa para
definirlas es llamada cerradura definible (definable closure).

Definicion de estructuras generales por cerradura definible.

Sea JZ'=(A0,(A.,),,EN\(O),(Cﬂ)cecONs_op) una pre-estructura de tipo £ y L; el lenguaje de
segundo orden de tipo Z.

Definicion:

&€ es una estructura general de tipo X si y sélo si todas las relaciones de primer orden
(o sea, sobre individuos) paramétricamente ##-definibles usando el lenguaje L,
pertenecen a los universos correspondientes de 5%, es decir, para cada neN\{0},
P((A))")NPARAM.DEF(SZL2)cAn.
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Observacion(iv2):

Nétese que & es una estructura general de tipo X si y sélo si es una pre-estructura y para
todo neN\{0}, A,=P((Ao)")NPARAM.DEF(FL.). Esto se debe a que, para todo
neN\{0}, la definicion de estructura general nos dice que

P((A0)" )NPARAM.DEF(FZ,L2)cA,; pero por otro lado tenemos que
AncP((A0)"YPARAM.DEF(%L>), pues 5% es una pre-estructura —lo que implica que
AncP((Ao)™)— y ademas por la observacion(ivl) inciso (1), siempre ocurre que
AncPARAM.DEF(5Z L3).

[

Llamamos EG(Z) a la clase de las estructuras generales de tipo Z. Al igual
que hemos hecho para denotar las estructuras estandar y las pre-estructuras, a menudo
escribiremos EG en vez de EG(S).

Proposicion(iv9): La clase de las estructuras generales es una clase intermedia entre la
clase de las estructuras estandar y la de las pre-estructuras; de manera mas precisa:
Dado un tipo X, EE(Z)cEG(Z)=HE).

Demostracion:

Sean EE, EG y F las clases de las estructuras estandar, de las estructuras generales y de
las pre-estructuras respectivamente, todas ellas de un tipo X dado. La contencién
EECEG es un hecho inmediato de que para cualquier 5?=(Ao,(An),.5N\(o;,(C’—'?)cecoNs,olr)
tal que #¥e EE, ocurre que P({Ao) )YNPARAM.DEF(ZL2)cA=P((Ao)"); por lo tanto,
sZ< EG. La contencion EGc ¥ también es clara, pues una estructura general es, en

particular, una pre-estructura.
.

Se puede probar que las contenciones que asegura la proposicién anterior son
todas ellas contenciones propias, es decir, que dado un tipo Z, las estructuras estandar
son una clase propia de las estructuras generales y éstas una clase propia de las pre-
estructuras. No es dificil probar que las estructuras gencrales son una clase propia de las
pre-estructuras (el lector puede comprobarlo), sin embargo, es mas complicado probar
que las estructuras estandar son una clase propia de las estructuras generales.
Mostraremos todos estos resultados al final del capitulo, en la seccion de resultados
pospuestos, pagina 105, corolario(7).

Definicion:

Para cada neN\{0} y para cada férmula ¢ eFORM(L;), definimos
re”e=aXVx;...Vxn(X(X15...,Xn)<>¢), donde XeR,, es simbolo de variable relacional de
aridad n tal que X& FREE(@), ¥ Xi,...,Xne Fo son simbolos de variables individuales. Si
Vre"p es la cerradura universal de re"g, entonces definimos

re={Vre"p [IneN\{0} y e FORM(L2)}; ndtese que re es el conjunto de la cerradura
universal de las Formulas de Comprension Relacionales.

Definicion:
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Para cada neN\{0} y para cada férmula ¢ eFORM(L;), definimos

fuPe=vx,..¥Xn 3 Xn+19—>3IDVX).... VXn+ 1(D(X15-.,Xn)=Xn+1)6>@), donde DeF, es simbolo
de variable funcional de aridad n tal que D& FREE(¢), ¥y Xi,....xn€ Fo son simbolos de
variables individuales. Si Vfu"¢ es la cerradura universal de fu", entonces definimos
fu={Vvfu"p IneN\{0} y pcFORM(L?)}; ndtese que fu es el conjunto de la cerradura
universal de las Férmulas de Comprensién Funcionales.

Definicidn:

Definimos Comp(L,)=reifu. Asi, Comp(L2) es el conjunto de enunciados de L2 que
resultan de cuantificar universalmente las variables libres de las férmulas de

comprension relacionales y de las formulas de comprension funcionales (ver pagina 13);

es decir, Comp(L:) es el conjunto de la cerradura universal de las féormulas de
comprension.

Teorema(iv0): Sea Z=(Ao,(An),,eN\(o),(C"?)CECONs,op) una pre-estructura de tipo £ y sea
L el lenguaje de segundo orden de tipo Z. Son equivalentes:

(a) SZes una estructura general.

(b) &% es pre-estructura-modelo de Comp(L2).

Demostracioén:
(a) implica (b). Supongamos que &% es una estructura general.
(1) Veamos que para todo neN\{0} y para cualquier formula ¢ € FORM(L), ﬂ#r
Vfu"g. Sea neN\{0} arbitrario y sea e FORM(L,) arbitraria.
Si FREE(fu"@)={vi,...,vi} para algin meN\{0}, entonces
Vu"e=Vv,...¥VV(VX1... VX3 Xt 1 @—=>IDVX ... VX4 1 (D (X1 - ., X0 )=X041 ) €>@)). Ademas,
nétese que FREE(fu"@)=FREE(pN\{X1,...sXn+1}.
‘Por otro lado, sean hy,...hy, elementos arbitrarios de los universos de &£ pero tales que
;para todo je{1,....,m}:
si vj es variable individual entonces hje Ao;
:sivjes variable relacional de aridad q, entonces hje Ag;
.si Vi, es variable funcional de aridad q, entonces hj:Agx..9..x Ap—>Ao es una funcién tal
que l1,eAq+, :Tenemos dos casos:
L= Sl c'ri'(w/hl, .sVm/hm) no es pre-estructura-modelo de Vx;...Vx,3!xn+1¢, entonces
;?:(v,/h., sVen/him) Fr VX1V %03 X019 TDVX) oo VXt | (D (X101 X)Xt 1 ) 0.
= Sis &7(v|/h., »Vm’hm) }=;~Vx; VX3 Xn+19, entonces la relacion fiy,,..n,) definida como
: f(h, hey={(z1,.. Zat1)E(AD™ | SHX1/Z1 e Xnt1/Zne1)(Vi/NL,...,Vin/hm) saty @)} €s una
funcién n-aria tal que g, h_)EAn+1, POr ser o€ estructura general. De esta manera,
tenemos que SHVi/hy,...,Vim/hm)(D/ i, b)) S8LE VX I X0e 1 (D(X 150, X0)=X0e1 )ESQ) Y
entonces sAvi/hy,...,vm/hy) saty ADVX)....VXn+ 1 (D(X1,..,Xn)~%n+1)<>¢). De este modo,
SUvi/his...,vm’hm) |=;.- VX1...VXp3 X+ 1923 DVX ... . VX1 (D(X1, .., Xn ) X0 +1 ) P).
Por lo tanto, en cualquiera de los casos anteriores tenemos que:
SFHVI N1, eeVilhin) Fr VX1 VX3 X0 1 9 TIDVX 1. VX1 (DX 151, Xn )X+ 1)>@) Y COMO
esto se realiz6 para hy,...,hy, arbitrarios, entonces:
o’%l:;: VV1.. . VVmn(¥X1.. VX031 X0+ 10— IDV X ... VXn+ 1 (D(X1,. -, Xn)=Xn+1 )6 @), 1O que
muestra que &% fr Viu"p.
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Como la prueba anterior fue realizada para ne N\{0O} arbitrario y para ¢ e FORM(L.)
arbitraria, entonces o‘;%|=r fu

(2) Ahora veamos que para todo ne N\{0} y para cualquicr formula ¢ € FORM(L>),
S r Vrep.

Sea neN\{0} arbitrario y sea € FORM(L;) arbitraria. Si FREE(re"@)={v,...,vm} para
algin meN\{0}, entonces Vre"@=Vv,...VvnIXVx1...VXn(X(X1,....Xn)<>@p). Ademas,
nétese que FREE(re")=FREE(Q)\{X1,...,Xn+1}.

Por otro lado, sean h,,..,h. elementos arbitrarios de los universos de &%, pero tales que
para todo je {1,....m}:

si v; es variable individual entonces hje Ag;

si vjes variable relacional de aridad q, entonces hje Ag;

si vjes variable funcional de aridad q, entonces hj:Aox..%..x Ag—>A¢ es una funcion tal
que hje Aqg+r.

Como &% es estructura general, entonces la relacion R, b, definida como

Reny, 3= {(Z15- s Zn) € (A0)" | FHX1/215. .., Xn/Zn)(Vi/h1,...,vin/hy) sats @)} cs tal que
Rh,...hmyE An. De esta manera S&vi/hy,...,vi/hin)(X/Ren,.. 0n,) |=7.~

VX1... VXX (X15...,Xn)>), lo que implica que & vi/hy,....Vin/hi) |=r
XXX (X (X100 Xn)<>P).

Debido’a que lo anterior se hizo para hy,..,hn, arbitrarios, tenemos que

FEF VYV YV VI XV X I Xn(X (X1 -0 Xn) @), €s decir, 5F Fr Ve p.

Finalmente, como la prueba anterior fue realizada para neN\{0} arbitrario, y para

@ FORM(L2) arbitraria, entonces % frre.

Es élaro de los casos (1) ¥ (2) que &€ es pre-estructura-modelo de Comp(L2).

(b) implica (a). Supongamos que 5% es pre-estructura-modelo de Comp(L2). Sea
(peFORM(Lz) arbitraria, sean las variables individuales xi,...,Xx, arbitrarias distintas
entre siy las variables vi,...,vm (distintas entre si) de tipos iy,...,ine VAR
i'esbe_ctivamente, tales que FREE(@)C {X1,....Xn,V1---,Vim} . Ademds, sean hi,..,hm
elementos arbitrarios de los universos de 5%, tales que para todo je {1,...,m}:

si v; es variable individual entonces hje Ap

si vjes variable relacional de aridad q, entonces hje A,

si vj es variable funcional de aridad q, entonces hj:Aox..%..x Ao—>Ao es una funcién tal
que hje Ag+i.

'Entonces la relacion paramétricamente s#-definible

'R?‘{(zx,...,zn)e(Ao)“ | FHx1/2Z1,. .3 Xn/Zn)(Vi/hy, ., vo/hy) satyE @} pertenece a Ap; esto se
‘debe’a que al ser & modelo de Comp(L2), entonces &€ es modelo de

VvV VI XV X I X(X(X1s- .., Xn)€>@), Y entonces en particular,

SHVI/hi,...,vi/h) satz IXVX)... VXa(X(X),-..,.Xn)<>P), lo que significa que existe una
relacion Ke A, tal que FHVI/h,...,vi/hn )(X/K) saty VX)... VX (X(X1,...,Xn)<>@); pero
entonces para cada (z1,::.,Zn)&(Ao)",

FHXN/Z15e ey X0/ Z0) (Vi D15, Vi Wi )(X/K) saty (X(X1,..--Xn)<>®). De esto ultimo tenemos que
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(Z1,-.-sZn)e K si y s6lo si sHX1/Z1,....Xn/Zn)(Vi/h1,.c.. Vi hi (X/K) sate ¢; pero como
X FREE(gp), entonces (21,....zn)eK si y s6lo si sHx1/Z1,....Xn/Zn)(Vi/h,....Vi/hy) saty .

Por lo tanto, K=R y entonces R=K eA,,.
||

Semantica sobre estructuras generales.

Debido a que todas las estructuras generales son pre-estructuras, definimos las
nociones semanticas para estructuras generales como las mismas nociones dadas para
pre-estructuras. S6lo haremos algunos cambios pequefios para referirnos

especificamente a la clase de estructuras generales y hablar de EG-interpretacion, EG-
consecuencia, etc.

Asignacioneces.

Una asignacion M de un lenguaje L> de segundo orden de tipo £ sobre una
estructura general de tipo = 57=(Ao,(An)neN\(o),(Cﬂ)cecONs_op), es una asignacion usual
de L> sobre & como pre-estructura. Asi, usaremos todas las definiciones dadas de

asignaciones sobre pre-estructuras cuando hablemos de asignaciones sobre estructuras
generales.

Interpretaciones.

Una EG-interpretacion I de nuestro lenguaje L, sobre una estructura general &%
es un par I=(&%M), donde M es una asignacion sobre &%

Sea I=(5ZM) una EG-interpretacion de L,. Para todo término t y para todo predicado R,

1(t) y I(R) estédn definidos por la definicién dada para I como pre-estructura-
interpretacion.

Si I es la EG-interpretacion I=(5ZM), denotamos:

I(x/a)=(EM(x/a)), para xeFoy acAy

IX/Q)=(FM(X/Q)), para neN\{0}, XeR, y Qe A,

l(D/t)=(5%,M(D/f)), para neN\{0}, DeF, y f:Aox.."..x Ag—>Ao funcién tal que fe A+,

Definicion:

Una EG-interpretacion I satisface una férmula ¢ esFORM(L,), (lo que denotamos
I satgg @) si y sOlo si | satz@.

Estructura-general-modelo (EG-modelo).

Definicién:

Sean sZc £G, M una asignacion de L; sobre &, I=(Z£M) y T'U{p}cFORM(L,).
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- les EG-modelo de ¢ (lo que denotamos | |=Ec @) si y sOlo si | satgg @.

- 1 es EG-modelo de I si y s6lo si para cada nel’, 1 es EG-modelo de n. Denotamos |
es EG-modelo de I” por | |=EG I.

Observacion(iv3):

Noétese que para toda EG-interpretacion 1=(5%,M), y para toda formula @ e FORM(L>),

1 |=5(; @ siyso6losil }=;.~ @, pues si | es una EG-interpretacion y ¢ e FORM(L>), entonces:
I |=EG ¢ siy soélo sil satgg ¢ siy sélo si | satg @ siy solosil l=r(p.

|

Consecuencia légica en estructuras generales (EG-consecuencia légica).

Definicion:

Sea I'U{¢}FORM(L,).

¢ es EG-consecuencia légica de I' (lo que denotamos I” |=EG @) si y solo si todo
1 EG-modelo de I" es EG-modelo de ¢.

Proposicion(iv10): Para toda interpretacion estandar I=(5%M), y para toda férmula
e FORM(L>), 1 I:(p siy sélosil ‘:EG ¢.

Demostracion:
(Por induccion sobre FORM(L>); ademas diremos interpretacion I en lugar de
interpretacion estandar 1; asimismo, sea e';z=(A0,(An)neN\(0),(C:{)CECONS.OP) una estructura
estandar).
(F1) Supongamos I1 predicado n-ario y ti,..,T, términos.
1 }= I'I(t1,..,tn) si y sélo si 1 sat T1(t1,..,Ta) si y solo si
(l(-cl),..,l(-c,,))el(l'l)=l'l""gP((Ao))“=An si y solo si | satgg I'l(t1,..,Tn) si y solo si
I |=£G I'i(zy,..,Ta) para toda interpretacion L.
(F2) Sean Il y ¥ predicados n-arios.
1 }= (IT=,P) si y s6lo si 1 sat (IT=,¥) si y s6lo si (I(IT),I(\W))el(=y) si y solo si
I satgg (IT=,¥) si y s6lo si ] FEG (I'l=,W) para toda interpretacién 1.
. 8i 11 y T2 son términos, entonces | F(‘t.zotz) si y s6lo si | sat (t1=072) si y sélo si
(I(t1),1(t1))e1(=0) si y solo si | satgg (Ty=pT2) si y sdlo si | FEG (ti=pt2) para toda
interpretacion 1.
(F3) Sean ¢ y = férmulas tal que I |xp siy s6lo si | s ¢ para toda interpretacion Iy 1 fr
si y s6lo sil |=EG 7 para toda interpretacion 1.
+ Para toda interpretacion I, I f v siy sélo 1 satg 6 I sat nt si y sélo si | EpolEn
siy 5610 si 1 FzG @ 6 I fzc 7 si 'y sélo si 1 satzg @vr si y sélo si [ Fzg ovr.
+ Para toda interpretacion I, 1 |=ﬁ(p si y sélo no ocurre que [ sat ¢ siy sélo si no
ocurre que | s ¢ siy sélo si no ocurre que I fzg @ siy sélo si [ Fzg —@.
(F4) Sea ¢ formula tal que | |=<p siy soOlosil |=5c; ¢ para toda interpretacion I, y sea x
simbolo de variable individual.
Para toda interpretacion I, | FBXQ’) si y sélo si I sat Ix siy sélo si hay ae Aptal
que I(x/a) sat ¢ si y sélo si hay ae Ao tal que 1(x/a) |=(p si ¥y s6lo si hay as Ap tal que
1(x/a) |=EG @ si y sélo si hay ae Ap tal que 1(x/a) satgs @ si ¥ solo si | satgg 3x@ siy
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sbélosi |l |=E(; Axe.

(F5) Sea ¢ férmula tal que 1 ko si y s6lo si | g @ para toda interpretacion |, y sea X
simbolo de variable relacional de aridad n, con neN\{0}.
Para toda interpretacién I, 1 }=3X(p si y solo si | sat 3X ¢ si y sélo si hay ReAntal
que I(X/R) sat ¢ siy sélo si hay Re A, tal que I(X/R) }=tp si y sélo si hay Re A, tal
que [(X/R) |=EG @ siy sélo si hay Re A, tal que I(X/R) satgs ¢ si y sélo si
I satzc 3X@ siy solo sil fge IXeo.

(F6) Sea ¢ férmula tal que I | si y sélo si 1 g @ para toda interpretacion I, y sea D
simbolo de variable funcional de aridad n, con neN\{0}.
Para toda interpretacién I, 1 |=3D(p si y so6lo si | sat V3¢ si y sblo si hay una
funcion f:Agx.."..xA¢—>Aj tal que I(D/f) sat ¢ si y s6lo si hay una funcién
f: Agx.."..xAp—>Ao tal que I(D/f) E ¢ si y solo si hay una funcion f:Agx.."..x Ao—>Aq,
con fe A =P((Ao)™"), tal que I(D/f) }=(p si y solo si hay una funcién
fi Aox.."..xAg—>Ap, fe A, tal que I(D/f) |=5c; ¢ si y solo si hay una funcion
f: Aox.."..XxAo—> Ao, fe A1, tal que I(D/f) satgg ¢ siy sélo si | satgg 3D si y sélo si
1 '=EG ADg.

]

Corolario(ivl):

Para toda interpretacion estandar I=(5Z,M), y para toda formula ¢ e FORM(L,), 1 l=<p siy
sélo si 1 FEG @siysolosil FT ®.

Demostracidn:

Sea | una interpretacion estandar. Entonces por la proposicion anterior tenemos que | }=<p
si y s6lo si I fzg @; ademas, por la observacion(iv3) I fzc ¢ si y sélo si | r . Por lo
tanto, 1 | siy sélo sil frc @ siy sélo sil Fr .

|

Corolario(iv2):

(1) Pre-estructura-consecuencia légica implica EG-consecuencia logica; es decir: Sea
ru{e}<=FORM(Ly). SiT he(p, entonces I }=,.;c @.

(2) EG-consecuencia logica implica consecuencia logica; es decir: Sea
TU{p}<=FORM(L>). Si T fsc ¢, entonces I' f o.

(3) Pre-estructura-consecuencia légica implica consecuencia logica; es decir: Sea
r'w{e}cFORM(L,). SiT” l=;.sq), entonces I |= .

Demostracion:

(1) Supongamos que I Fr(p y sea I=(5¢M) una EG-interpretacion cualquiera tal que

I }:EG I". Entonces, por el corolario anterior, | |-=;:~ I'ycomoI' |=;.~ @, entonces 1 |=;=- @®;
nuevamente por el corolario anterior, I FEG ¢. Por lo tanto si I |=r @, entonces I |=EG @.
(2) Supongamos que I }:EG @ y sea I=(#%M) una interpretacion estandar cualquiera tal

que I E T, Entonces, por el corolario(ivl), I kg I’ y como I fec ¢, entonces I fzc @3
finalmente, por el corolario(ivl), | F(p

(3) Es inmediato de (1) y (2) de este mismo corolario.
|
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Acerca del resultado anterior, en la seccion de resultados pospuestos —pagina
104, corolario(iv6)— se mostrara explicitamente que en ninguna de las implicaciones
que se prueban en el corolario(iv2) se da la implicaciéon conversa.

Validez en estructuras generalces.
Definicion:

Una formula ¢ e FORM(L,) es EG-vilida si y s6lo si & FEG I" (como es usual también
denotamos esto ultimo por |=EG ).

Corolario(iv3):

(1) Si peFORM(L>) es una férmula pre-estructura-valida, entonces ¢ es una formula
EG-valida

(2) Si g FORM(L>) es una férmula EG-valida, entonces ¢ es una férmula valida en las
estructuras estandar.

(3) St e FORM(L>) es una formula pre-estructura-valida, entonces ¢ es una férmula
vélida en las estructuras estandar.

Demostracion:

(1) Témese I'=D en el corolario(iv2) inciso (1).
(2) Tomese I'= en el corolario(iv2) inciso (2).
(3) Témese I'= en el corolario(iv2) inciso (3).
|

Satisfacibilidad en estructuras generales.

Definicion:

Una férmula ¢ e FORM(L,) es EG-satisfacible si y s6lo si existe un EG-modelo de ¢.

Proposicion(ivll):

(1) Si pe FORM(L>) es una féormula pre-estructura-satisfacible, entonces no
necesariamente ¢ es satisfacible en las estructuras estandar.

(2) Si 9 eFORM(L>) es una férmula pre-estructura-satisfacible, entonces no
necesariamente ¢ es EG-satisfacible

(3) Si peFORM(L>) es una formula EG-satisfacible, entonces no necesariamente ¢ es
satisfacible en las estructuras estandar.

Demostracion:

1¢))

Sea L: el lenguaje de segundo orden de tipo Z=(VAR,FUNC) tal que
Dom(FUNC)=CONS.OP=, y sean z,w variables individuales y X variable relacional
de aridad I. El enunciado 3z23w(VX(X(2)¢>X(Ww))A—(z=w)) es pre-estructura-
satisfacible, pero no es satisfacible en las estructuras estandar (véase la
proposicién(iv2), pagina 66); esto prueba (1).

@)
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Tomando el mismo lenguaje del inciso anterior, tenemos que el mismo enunciado

del inciso anterior no es EG-satisfacible: Obsérvese que si S7=((5f)neN) €S una
estructura general de tipo Z, entonces para todo ae Ao, {a} € A;; esto se debe a que para
todo ae Ag, {a} es una relacion de primer orden paramétricamente s¢-definible:
{a}={be Ao | 5 (z/b)(W/a) saty z=w}. Asi, sea M una asignacion cualquiera de L, en &Z.
Entonces (7&M) satgg VX(X(2)<>X(W)) si y sélo si para cualquier Ge A,

(FEM(X/QG) satgs (X(2)<>X(W)), en particular tendria que ocurrir que, (FEM(X/{M(2)})
satgs (X(2)<>X(W)). 1o que implica que M(z),M(w)e {M(2)}, es decir M(z)=M(w). De
esto concluimos que para cualquier estructura general &#Z de tipo £ y cualquier
asignacién M de L en 5% (FEM) satgg VX(X(2)e>X(W))<«>(z=w), por lo cual el
enunciado 3zaIw(VX(X(z)e>X(WHr—(z=w)) no es EG-satisfacible.

€

Vease el apéndice 2.

Equivalencia légica en estructuras gencrales.
Definicion:

Sean ¢, te FORM(L;). ¢ y ® son EG-equivalentes si y sélo si ¢ }:EG Ty
T |=Eo . Denotamos el hecho de que ¢ y m son EG-equivalentes por ¢ H EG T.

REDUCCION DE LA LOGICA DE SEGUNDO ORDEN (CON SEMANTICA
DEFINIDA SOBRE ESTRUCTURAS GENERALES) A LOGICA MULTIVARIADA.

(De LSO sobre estructuras generales a l6gica multivariada).

Dado que en la definicidn sintactica de LSO cada elemento de VAR tiene
asociada una clase de variable y cada clase de variable esta ligada con un universo
particular de cualquier pre-estructura, es natural preguntarse si la légica de segundo
orden no es mas que logica multivariada. La intencion de la presente seccion es la de
mostrar que la légica de segundo orden con semantica sobre estructuras generales es
reductible a una parte de la légica multivariada, y debido a que la légica multivariada es
reductible a l6gica de primer orden (esto se vio en el capitulo 3), concluiremos que la
l6gica de segundo orden con semaéntica sobre estructuras generales es reductible a una
parte de la logica de primer orden que, ademas, cumple los teoremas de compacidad y
de Lowenheim-Skolem. Debera ser claro que lo anterior no es cierto para la 16gica de
segundo orden con semantica estandar, pues como se vio en el capitulo 1, hay relaciones
expresables en la l6gica estandar de segundo orden que no son expresables en logica de

primer orden y que implican que la 16gica de segundo orden sobre estructuras estandar
no cumpla los teoremas de compacidad ni de Lédwenheim-Skolem.

Nuestros propdsitos inmediatos para reducir la 16gica de segundo orden con semantica
sobre estructuras generales a 16gica multivariada seran los siguientes:
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- A cada lenguaje de segundo orden L de tipo £ asociaremos un lenguaje
multivariado L2$ de tipo £$.

- A cada formula ¢ eL; asociaremos una férmula ¢$el,$.

A cada estructura general &% de tipo £ asociaremos una estructura multivariada 5738
de tipo =$.

A cada asignacion M de L2 en &€ asociaremos una asignacion M$ de L,$ en &28.

- Probaremos que (FEM) krc o si y sélo si (585,M$) |=<p$.

En lo sucesivo, sea L2 un lenguaje de segundo orden de tipo £=(VAR,FUNC) tal que
Dom(FUNC)=CONS.OP

Traduccion sintictica.

Definicion:

Sea Z$=(SORTS$,FUNCS$) el tipo multivariado que consta de lo siguiente:
- SORTS$={0}UVAR
- FUNCS es la funcién definida de la siguiente mancra:
Dom(FUNCS$)=SIM.OP$=CONS.OPU{—,v,=} e UEUW, donde:
(1) e={eqlneN\{0, l}}es un con_junto de simbolos de constante relacional ajeno a
CONS.OPU{—,v,=}.
(2) E—{En]neN\{O 1}} es un conjunto de simbolos de constante funcional ajeno a
CONS.OPU{—,v,~}Ue.
) (3) W—{RWIRECONS OP y FUNC(R)=(0,1,.."..,1) para algin neN\{0} } es un conjunto
de simbolos de constante individual ajeno a CONS.OPU{—.,v,z}ueuE.
Ademas, FUNCS$:SIM.OP$—(S,(SORTS$YU(NV{O}))N\{(0)} es tal que:
- -+ FUNCS$(—)=(0,0), FUNCS$(v)=(0,0,0), y FUNCS$(=)=2.
+ Para cada qeCONS.OP tal que q es constante individual, —es decir, FUNC(q)=1-,
FUNCS$(q)=(1).
Para cada qe CONS.OP tal que q no es constante individual, entonces
FUNCS$(q)=FUNC(q)
+ Para cada neN\{0}, FUNCS$(g,+)=(0,(0,1,.."..,1),1,.."
simbolo de constante relacional de aridad n+1.
+ Para cada neN\{0}, FUNC$(E..+)=(1,(1,1,.."..,1),1,.."
un simbolo de constante funcional de aridad n+1.
+ Para cada rW tal que FUNC(R)=(0,1,.."..,1) para algin neN\{0},
FUNCS(RW)=((0,1,.."..,1)).

-+

..»1); nétese que €y+1 €5 un

., 1); obsérvese que Eq. es

Definimos L>$ como el lenguaje multivariado de tipo =$; s6lo haremos una convencion
mads: Sabemos que para cada e SORTS$\{0}, L,$ debe contener un conjunto numerable
de simbolos de variable de tipo a al que denominamos vq; por la manera en que se
definié SORTS, para cada a€ SORT$\{0}, ae VAR y entonces pediremos que v, sea
igual al conjunto de variables de tipo a de L,. Explicitamente estos conjuntos son:

- Para cada neN\{0}, R,={X"|ie N} es el conjunto de variables reclacionales de

aridad n de tipo (0,1,.."..,1)e VAR.

- Para cada neN\{0}, F,={D;" |ieN} es el conjunto de variables funcionales de
aridad n de tipo (1,1.."..,1)e VAR.



82
- v=Fg={x; lieN}, es el conjunto de simbolos de variable individual (variables de tipo 1).

Ahora asociaremos a cada férmula @ e FORM(L3) una formula ¢$ e FORM(L>$).
Con tal propodsito definimos la funcion

TRANSS:EXPR(L2) U\ hen Frn)—(sucesiones finitas de elementos de L.>$), como:

Para todo xe(\Unen Fn), TRANSS$(x)= x.
Ademas, definimos a TRANSS sobre los elementos de EXPR(L;) por recursion:

T1 Si x es un simbolo de variable individual, entonces TRANSS$(x)=x

T2 Si a es un simbolo de constante individual, entonces TRANS$(a)=a

T3 Si fes un simbolo de constante funcional de aridad n, con neN\{0}, y t,..,T, son
términos, entonces TRANSS(f(t,..,th))=f(TRANSS$(7),.., TRANS$(1,))

T4 Si D es un simbolo de variable funcional de aridad n, con neN\{0}, —notese que
entonces D es variable de tipo (1,1,.."..,1)—, ¥ T},-.,Ta SON términos, entonces
TRANSS$(D(t1,..,Tn))=En+1 (D, TRANSS(1}),...,TRANS$(1,)).

P1 Para cualquier simbolo de variable n-ario relacional X, TRANS$(X)=X
P2 Para cualquier simbolo de constante n-ario relacional P, tal que Pe CONS.OP,
TRANSS(P)=pW

P3 Para todo i, tal que ieN, TRANSS$(=;)=~

F1 Sean IT un predicado n-ario, neN\{0}, y Ti,..,Ta términos.
- SiTII=X, tal que X es un simbolo de variable relacional —es decir, es variable de tipo
(0,1.."..,1)—, entonces TRANSS(X(t1,..,tn))=€n+1 (X, TRANSS(1}),.., TRANS$(Tn)).
Si I1=P, P un simbolo de constante relacional tal que Pe CONS.OP, entonces
TRANSS(P(T1,..,T0))=P(TRANSS(x}),.., TRANS$(tn)).
F2 Sean Ty T2 términos arbitrarios y sean I'l y \¥ predicados n-arios cualesquiera con
neN\{0}, (para n=2, I'Ty ¥ distintos de =»); entonces:
-  TRANSS((t1=012))=(TRANSS(T1)=TRANSS$(72)).
- TRANSS(IT=,'¥)=(TRANSS$(IT)=TRANSS(¥)).
- F3 Si ¢ y 7t son formulas, entonces:
TRANSS(pvT)=TRANSS(¢)VTRANSS()
TRANSS$(—n)=—TRANSS$(1)
F4 Si ¢ es formula y x es un simbolo de variable individual, entonces:
TRANSS(Ixp)=3XTRANSS(¢p)
F5 Si ¢ es formula y X es un simbolo de variable relacional de aridad n, entonces
TRANSS(IX@)=3XTRANSS$(p)
F6 Si ¢ es formula y D es un simbolo de variable funcional de aridad n, entonces
TRANS$(3D@)=3DTRANS$S(p)

La siguiente indicacién nos mostrara que TRANSS$ tiene como contradominio a
EXPR(L2$){=}; por la definicion de TRANSS, es claro que, para todo ieN,
TRANSS$(=))== y que ademas TRANSS es sobreyectiva en el conjunto de todas las
variables (pues estd definida como la identidad en todas ellas). Asi, para lograr lo que

decimos bastara probar que TRANSS manda términos en términos y formulas en
férmulas.
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Indicacién(iv0):
(1) Para todo término £Ee TERM(L;), E$ es una expresion de tipo 1 y entonces, en
particular, E$e TERM(L2$).
(2) Paratoda formula te FORM(L,), nt$ es una expresion de tipo 0, es decir,
n$ e FORM(L2S$).
(3) Para todo término te TERM(L,$) existe & tal que
£ TERM(L2)UPRED(L)U(nen Fo) ¥ tal que TRANSS(E)=t.

Demostracion: -

(1) (Prueba por induccidn sobre la formacion de los términos de Lz).

T1 Si x es un simbolo de variable individual, entonces TRANS$(x)=x, y como xeFp,
entonces x=TRANSS$(x) es un simbolo de variable de tipo 1 y por lo tanto, es una
expresion de tipo 1.

T2 Si aeCONS.OP es un simbolo de constante individual, entonces TRANSS$(a)=a y
como FUNCS8(a)=(1), entonces a=TRANSS$(a) es una expresion de tipo |.

T3 Sea f un simbolo de constante funcional de aridad n, con neN\{0}, y sean ty,..,Ta
términos tales que TRANSS$(t)),.., TRANSS$(T,) son expresiones de tipo 1.
Entonces, como FUNCS$(f)=FUNC(f)=(1,1,.."..,1), tenemos que
TRANSS(f(t1,..,tn)=f(TRANSS$(1)),.., TRANSS$(1,)) es una expresion de tipo 1.

T4 Sea D un simbolo de variable funcional de aridad n, con neN\{0}, y sean t,,..,
términos tales que TRANSS$(T)),..,TRANSS$(t,) son expresiones de tipo 1. Entonces,
como D es variable de tipo (1,1,.."..,1) y FUNCS$(E.+1)=(1,(1,1,..".,1),1,..".,1),

tenemos que TRANSS$(D(ty,..,ta))=En+1(D, TRANSS$(1)),.., TRANSS$(t)) €s una
expresion de tipo 1.

(2) (Prueba por induccién sobre la formacion de las férmulas de L2).

F1 Sean I'T un predicado n-ario, con neN\{0}, y ti,..,Tn términos. Por el inciso (1)
sabemos que TRANSS(1)),.., TRANSS$(1)) son expresiones de tipo 1. Entonces:

-Si =X, tal que X es un simbolo de variable relacnonal entonces X es variable de

tipo (0,1.."..,1) y como FUNCS$(gn+1)=(0,(0,1,.."..,1),1,.."..,1), tenemos que
TRANS$(X(':‘, »Ta))=En1 (X, TRANSS$(Ty),. ,TRANSS(‘:,,)) es una expresion de tipo 0.

-Si I1=P, donde PeCONS OP es un simbolo de constante relacional, entonces
FUNCS(P)=(0,1,.."..,1) y asi, TRANSS$(P(t1,..,t))=P(TRANSS$(1}),.., TRANSS(T))
es una expresnén de tipo 0.

F2 Sean T, y T2 términos arbitrarios y sean I'l y ‘¥ predicados n-arios cualesquiera con
neN\{0}, (para n=2, I'1 y ‘P distintos de =»). Por el inciso (1) sabemos que
TRANSS(T)) y TRANSS(T2) son expresiones de tipo 1. Entonces:

- TRANSS$((t1=012))=(TRANSS$(1)*TRANSS$(12)) es una expresién de tipo 0.

- TRANSS$(IT=,¥)=(TRANSS$(IT)=xTRANSS$(¥)) es una expresion de tipo 0.

F3 Sean ¢ y 7t son formulas tales que TRANSS$(¢) y TRANSS(nt) son expresiones de
tipo 0. Entonces:

TRANSS$(pv)=TRANSS(¢p)VTRANSS(7) es una expresion de tipo 0.
TRANSS$(—m)=—TRANSS(7t) es una expresion de tipo 0.

F4 Si ¢ es una férmula tal que TRANSS$(¢) es una expresion de tipo 0 y x es un
simbolo de variable individual, entonces:

TRANSS(3x@)=3xTRANSS$(¢) es una expresion de tipo 0.

F5 Si ¢ es férmula tal que TRANS$(¢) es una expresion de tipo 0 y X es un simbolo de
variable relacional de aridad n, entonces:
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TRANSS(3IX@)=3XTRANSS(¢p) es una expresion de tipo 0.

F6 Si ¢ es férmula tal que TRANSS(¢) es una expresion de tipo 0 y D es un simbolo de
variable funcional de aridad n, entonces:

TRANSS(ED@)=3DTRANSS(p) es una expresion de tipo 0.

(3) (Prueba por induccion sobre la formacion de los términos de L28).
E1 - Si x es un simbolo de variable de tipo i, entonces ieSORT$\{0}=V AR, y entonces:

+ Si i=1, entonces xeFy, es un simbolo de variable relacional en Loy
TRANSS$(X)=x.

+ Si i=(0,1,.."..,1) para alguna neN\{0}, entonces xeR,, es un simbolo de variable
relacional de aridad n en Lo y TRANS$(x)=x.

+ Si i=(1,1,.."..,1) para alguna neN\{0}, entonces xeF,, es un simbolo de variable
funcional de aridad n en L; y TRANSS$(x)=x.

E2 - Si aeSIM.OP$=CONS.OPUeUEUW es tal que FUNCS$(a)=(i), con ieSORTS,
(es decir, a es un simbolo de constante de tipo 1), entonces tenemos dos casos:
+ Si i=1, entonces acCONS.OP, es un simbolo de constante individualen Lz y
TRANSS$(a)=a.

+ Si i#1, entonces ae W (debido a que si be SIM.OP$=
CONS.OPU{—,v,=} e UEUW es un simbolo de constante individual, entonces
beCONS.OPUW; pero todo simbolo de constante individual ce CONS.OP es tal
que FUNCS$(C)=(1)). Por lo tanto, existe Re CONS.OP tal que
FUNC(R)=(0,1,.."..,1)=i para algiin neN\{0} y tal que a=gW. Asi,

R ePRED(L>) es un predicado n-ario en L; y es tal que TRANSS$(R)=gW=a.
- Sea fe SIM.OP$=CONS.OPU{—,Vv,=} e UEUW un simbolo funcional de aridad n,
para algin neN\{0}, y sean t,..,t,e TERM(L-$) tal que existen
Elseesbn€ TERM(L2)UPRED(L2)U(nen Fu) tal que
TRANS(E)=T11,.., TRANS(En)=T1,, ¥y tal que f(11,..,7n) € TERM(L:$). Entonces, por
ser f simbolo funcional, tenemos que fe CONS.OPUE y tenemos dos casos:

+ Si fe CONS.OP, entonces FUNC$(f)=(1,1,.."..,1), y entonces ti,..,T, SO0

expresiones de tipo 1. Para probar nuestro objetivo, primero veamos la siguiente

Afirmaciéon(+1+): Sea te TERM(L2$). Si T es una expresién de tipo 1 y es

tal que existe £ TERM(L2)VPRED(L2)U(\Unen Frn) tal que TRANSS(E)=1,
entonces Ee TERM(L3).

Prueba: (Por reduccién al absurdo). Supongamos que existe

Ee TERM(L2) PRED(La)\U(nen Fn) tal que TRANSS$(E)=1, donde T es una
expresion de tipo 1, pero tal que g TERM(L3). Como

&£ e TERM(L2)PRED(L2)\U(\Jmen Fi), entonces £ PRED (L)} U(Umenvi03 Fm)-
Asi, deberia ocurrir alguno de los siguientes casos:

(i) =X para algin simbolo de variable relacional de tipo (0,1,..5..,1), para algiun
keN\{0}. Esto nos lleva a la contradiccion de que T=TRANSS$(X)=X, debiera ser
una expresion de tipo (0,1,..%..,1), cuando en realidad es una expresioén de tipo 1.
(ii) E=P para algin P simbolo de constante relacional tal que
FUNCS$(P)=(0,1,..%..,1) para algin ke N\{0}. Esto nos lleva a la contradiccion de
que T=TRANSS$(P)=pW debiera ser una expresion de tipo (0,1 ,..k..,l), —debido a
que FUNCS$(»W)=((0,1,..%..,1))—, cuando en realidad es una expresion de tipo 1.
(iii) & = =m, para algin meN\{0}. Esto es contradictorio por que entonces
=TRANSS$(=n)== no debiera ser expresién de L,$, cuando en realidad t es una
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expresion de tipo 1.

(vi) Ee(Umenvi0) Fm). Esto también es contradictorio, pues esto significaria que
T=TRANSS$(E)=E es un término de tipo (1,.5"'..,1) para algun ke N\{0}, cuando
en realidad es un término de tipo 1.

Por tltimo, debido a todos los casos anteriores, tenemos probada la afirmaciéon. ¥

Asi, de la afirmaciéon(+1+), para todo qe {1,...,n}, Eqe TERM(L32) ¥
entonces f(&q,...Eq)€ TERM(L3); ademas, f(&g,...Eq) es tal que
TRANS(f(Eq,...Eq))=f(TRANSS(,),..,TRANSS(,))=f(T1,..,Tn).

+ Si fe E, entonces existe ke N\ {0} tal que k+1=n, y tal que f=Ei+; de esta manera,
FUNCS(E+1)=(1,(1,..""..,1),1,.5..,1) y 1a n-ada de t€rminos (t1,..,Tn)=(T1,..»Tir1)-
Asi, T1 es expresion de tipo (l,..k“..,l), ¥ T2,..,Tk+1 SON expresiones de tipo 1,
(debido a que Ex+1(T1,..,Tk+1)=1(T1,...,Txc+1)=f(T1,..,Tn) eETERM(L2$)); ademads, por la
afirmacion(+1+) tenemos que, para todo qe{2,....k+1}, £,e TERM(L32). Casi para
concluir, veamos la siguiente

Afirmacion(+2+) Si te TERM(L.$) es una expresion de tipo (l,..k“..,l),
entonces t=D, donde D es una variable de tipo (I LT ), es decir, DeFi.
Prueba: Sabemos que todas expresiones de tipo (1,.5"..,1) son:

- Todas las variables de tipo (l,..k“..,l), es decir, los elementos de Fy.

- Todos los ae SIM.OPS$ tal que FUNCS$(a)=((1,..5""..,1)). Debido a la definicién
de SIM.OPS$, no hay este tipo de expresiones.

- Todas aquellas expresiones f(A,p,,..,1s), donde fe SIM.OPS es tal que
FUNCS$(H=((1,..¥"'..,1),i1,...15), y donde, para todo je {1,..,s}, L €s una
expresion de tipo ii' En nuestro caso, como no existen feSIM.OPS$ tal que
FUNCS$(H)=((1,..5*1..,1),i1,... 15), entonces no existen este tipo de expresiones.

Por lo tanto la (inica manera de que T sea una expresion de tipo (l,..k”..,l) es que

=D, donde D es una variable de tipo (1,..5*'..,1), es decir, DeF,. ¥

Finalmente, debido a la afirmacion(4+2+), T1=D, donde DeFy; ademas, como
TRANSS(E)=11=D, entonces & ;=D eFy\UmenFm, Ya Qque no hay otra manera de
que TRANSS evaluado en un elemento de su dominio nos de DeF. Por lo tanto,
de todo lo anterior tenemos que &1(&2,..,En)=D(&2,...&En)=D(&2,...Ex1) e TERM(L2) ¥
ademas, es tal que TRANSS(E1(E2,.-,.E0))=TRANSS$(D(E2,..,En))=
TRANSS(D(E2,...Ek+1))=Ek+1 (TRANS$(D),.., TRANS$(Ex+1))=
Ek+| (D,TRANS$(§2)..,TMN S$(§k+ 1 ))=Ek+1(D,Tz,..,Tk+I)=Ek+1(1‘|,..,‘tk+1)=

- f(‘tl,..,Tk+|)=f(‘C|,..,‘rn).

Definimos para cada ¢ e FORM(L2), ¢$=TRANSS$(¢); es claro que
@$e FORM(L:%) debido a la indicacion(iv0) inciso (2).

Traduccion sema:intica.

(De estructuras generales a estructuras multivariadas).
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Sea JZ'=(A0,(A0).-.EN\(O),(CH)cecoNs_op) una estructura general de segundo orden
de tipo =. Definimos la estructura multivariada SZ8=((AS$i}icsor1s.(C)cesim.ors) de tipo
£$ como:

- AS$:={V.F}; A$,=Ao; para cada neN\{0}, AS$©.1, n..1)=An.
- Para cada neN\{0}, AS$ . . 0. n={ZeAn+1 | Z:Aox.."..XA0—>A¢ €s funcion}.

Observacion(iv4):

(1) Nétese que para cada neN\{0}, A$(, . n 1=, pues sea qe Ap=J y sean
X1,...,Xn Xn+1,t variables individuales. Entonces la funcién Z:(Ao)"—> Ao tal que
Z(w)=q para todo we(Ag)" se puede definir como Z={(zi,...,ZnZn+1)€(A0)""" |
FHXVZ 3oy X/ Zn Xt 1 Zne1 ) U/Q) Fr (Xne1=t)}. Esto prueba que Z es
paramétricamente definible y entonces Ze A+, (por ser &€ estructura general);
asi, A8 1,.n.1H»J. Ademas adviértase que la prueba anterior nos muestra que, en
una estructura general &Z‘=(Ao,(An)neN\(o),(Cﬂ)cecONs,op) arbitraria, para cada
neN\{0}, A+ siempre contiene funciones.

(2) Para cada neN\{0}, A$q .1 n_1 es el conjunto de todas las funciones Z:(Ao)"—>Ao
tal que ZeAS$p, _n+1 1y, pues recuérdese que para todo neN\{0}, Apn+1=ASp _n+t_ ).
Otra cosa mas relacionada con esto, es que para todo ZeAS$,1,.n 1), Z €s una
funcién paramétricamente F#-definible usando el lenguaje L»; esto es inmediato
de la observacion(ivl) inciso (1) pagina 71, y a que, claramente, cualquier

funcién Z:(Ao)"—>Ap tal que Ze A ;+1=AS$@_n+1_1yes una relacion n+l-aria de
primer orden.
A 4

- Para cada CeCONS.OPSIM.OPS$, —se tiene que FUNCS$(C)=FUNC(C)—:
+ Si FUNCS(C)=1, entonces C™=CZ, Asi, CTcA=A$
+ Si FUNCS$(C)=(1,1,.."..,,1), con neN\{0}, entonces Cm :ASix.. . xA$;— AS$; esuna
funcidn n-aria defnlda como: CB=C%, ‘
+ Si FUNCS$(C)=(0,1,.."..,1), con neN\{0}, entonces C:'Es :A$x.. "..xA$,—> A%, es una
relac:on n-aria deﬁnlda como:
C™B(z,,...,z0)=V si y s6lo si (z,,...,z,,)ec’“‘,
C"8(z1,...,za)=F si y s6lo si (z1,...,zn)2C".
- Para cada Ce(SIM.OP$\CONS.OP)=eUEUWU{—,v,=}:
+ Si Ce {—,Vv,=}, entonces C*™ es la funcién definida de manera canénica en
la'l6gica multivariada de los simbolos {—,v,=~} sobre la estructura 5&$.
(Véase la definicién de estructuras multivariadas en la pagina 47, capitulo III).
4+ SiCee={g4neN\{0,1}}, entonces C=g,+; para algin neN\{0} y entonces
Y. FUNC$(en+1)=(0,(0,1,.."..,1),1,.."...1,). Asi, €0+1°>=C"® es la relaci6n n+1-aria
En;?s:A$(d_|___n..'|)XA$|X.. "..xA$;— A$o definida como:
S et IT(Z, 215, Zn)=V si Y $6l0 si (Z1,...,zn) & Z,
U Eni 1T Zs 215 ,Z0)=F si y 5610 si (z1,...,z0) e Z.
+ Si CeE“{EnlneN\{O l}}, entonces C=En+ para algun neN\{0} y entonces
FUNCS$(Ens1)=(1,(1;1,.%,1),1,..°.,1). Asi, En"=C"® es la funcién n+l-aria
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En;xmiAs(wan__J)XA$|X.. "..xA$,— AS$, definida como:
Ent1T(Z,Z1 oo s Z0)=ZA(Z1s o Z0).
+ Si Ce W={grW|[ReCONS.OP y FUNC(R)=(0,1,.."..,1) para algin neN\{0}}
entonces C=gW para algiin ReCONS.OP tal que FUNC(R)=(0,1,.."..,1) para algan
meN\{0}; es decir, FUNCS$(gW)=((0,1,..™...1)). Asi, definimos g W *==C " como:

Obsérvese que cualquier asignacién M de Lz en 5£es una asignacion de L2$ en 578,
pues M:(Unen Fr)U(Unenmoy Ra)—(nen An) €5 tal que:
- M[FolcAo
- Para cada neN\{0}, si DeF, entonces M(D):Aox.."..x Ag—> Ao
es una funcién.

- Para cada neN\{0}, M[R;]JcA"
Todo lo anterior significa que M:(Ujesorn(0) Vi)—>(Uiesorm(o) A$) y M[vi]cAS, para
todo ieSORT\{0}, por lo que la asignacién M es una asignacion de L,$ en 573%.

Lema(ivl): Con todas las definiciones anteriores, para todo término t de L y para toda
asignacién M de L, en 5%, (FEM)(1)=(5Z3,M)(TRANSS(T)).

Demostracion:

(Por induccion sobre la formacion de los términos).

T1 (FEM)X)=M(X)= (573, M)(x)=(7%M)(TRANSS(x)) para toda variable individual
xeFo (pues TRANSS$(x)=x) y para cualquier asignacion M de L; en 2.

T2 (FEM)(a)=a""=a""=(5$,M)(a)= (FEM)(TRANS$(a)) para todo a simbolo de
constante individual (pues TRANS$(a)=a y FUNC(a)=1) y para cualquier
asignacion M de L> en &7

T3 Sea f un simbolo de constante funcional de aridad n, con n=1, y ty,..,T, términos.
Supongamos que (FZEM)(1i)=(5,M)(TRANSS$(1;)) para cada i tal que 1<i<n y para

toda asignacion M de Lz en &Z. Entonces: (F&M)(f(t1,..,Tn))=
FHFEM)(1),. . (FEM)(2))=F (8, M) TRANSS(11)), .. (588, MY TRANS$(t0))=
FB((S85,M)(TRANSS(11)),.., (585, M)(TRANSS$(10))=
B . MIF(TRANSS(11),..., TRANSS(1,))=(55,M)(TRANSS(f(T1,..,Tn))) para cualquier

asignacion M de L; en &Z. Nétese que se esta usando el hecho de que por ser f
simbolo de constante funcional de aridad n, entonces fe CONS.OP. Asi,
FUNCS$(H)=FUNC(H=(1,1,.."..,1) y por lo tanto =", ademas
TRANSS(f(t1,..,Tn))=f(TRANSS$(T}),.., TRANSS$(t1)).

T4 Sean D un simbolo de variable funcional de aridad n, con n21, —nétese que
entonces DeF,, y por lo tanto es variable de tipo (1,1,.."..,1)— y T1,..,Tn términos.
Supongamos que(sEM)(Ti)=(583,MY(TRANSS(Ti)) para cada i tal que 1<i<n y para
toda asignacion M de L, en &Z. Entonces:
(FEM)(D(1,..,Ta))=M(DY(FEM)(T1),...(FEM)(Tn))=
M(D)((FZ3,MYTRANSS(11)),...(7Z8, M} TRANSS(11)))=
Enet">(M(D),(528,M)(TRANSS$(11)),...(5%8, M)}(TRANS$(1,)))=
Ene 1" (523, M)(D), (78, MYTRANSS$(11)),... (588, M)(TRANS$(1,)))=
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(FB,M)(En+1(D, TRANSS$(T)),.., TRANS$(10))=(78,M)(TRANSS(D(1,..,tn))) para
toda asignacion M de L3 en &% Obsérvese que se usa el hecho de que
En+|a$:A$(|_|"_n"‘|)XA$|X.. "..xA$,— AS$) es una funcién definida como
E,.Hm(Z,zl,...,z,,)=Z(z|....,zn) y ademas que TRANSS$(D(ty,..,tn))=

En+1(D, TRANSS(1)),.., TRANSS(T0)).
]

Observacion(ivs):

Segun toda nuestras definiciones previas, obsérvese que para predicados arbitrarios de

L2 ocurre lo siguiente:

Pl Para cualquier simbolo de variable n-ario relacional X,
FEMY(X)=M(X)=M(TRANSS$(X))=(73,MY(TRANSS(X)), para toda asignacion M
de L. en &

P2 Para cualquier simbolo de constante n-ario relacional P, Pe CONS.OP, para toda
asignacion M de L; en &% y para cualquiera (2i,...,Z,) € Aox.."..XA ocurre que:
(Z1,-.,Z0) E(FEM)(P) si y s6l0 si (z1,...,20) € PT=p W si y s6lo si
(Z1500-,Zn) € (FTE. M)(pW) si y sblo si (21,...,27) € ((#Z3.M)(TRANSS(P))).

P3 Para todo i, tal que ieN, para toda asignacion M de L3 en 5Z y para todo
(z1,22) € AiXAIl se tiene que: (21,z2) e (FEM)(=i) si y solo si z;=z> si y sblo si
((FBB,M)(=))(z1,22)=V si y s6lo si ((FT.M)(TRANSS(=)))(21,22)=V.

Lema(iv2): Con todas las definiciones anteriores, para cualquier predicado n-ario I'l de
L2 (si n=2, IT distinto de =) y para cualquier asignaciéon M de L, en &%
(FEMYTD=(FS,MY(TRANSS(I'D)).

Demostracion:

- SiIlI=X es un simbolo de variable relacional, entonces
FEMYID=(FEM)(X)=M(X)= (FE,M)(X)=(28,M)(TRANSS$(X))=
S, MY(TRANSS(I1))

- SiIl no es un simbolo de variable relacional, entonces Il es un simbolo de constante
relacional. Asi, [Ie CONS.OP y FUNC(IT)=(0,1,.."..,1) para algan ne N\{0}. Por lo
tanto (FEM)IT)=TT"=nW™=(5&,M)(n W)=(55,M)}(TRANSS$(IT)), donde tWeW y
FUNC$(nW)= ((0,1.,..7..,1)).

- |

Teorema(ivl): Con toda las definiciones anteriores, para cualquier féormula
@eFORM(L?) del lenguaje L> de segundo orden de tipo £ y para cualquier asignacion
M de L; en &% se tiene que (5%M) satgs ¢ si y 5610 si (585,M) sat TRANSS$(ep).

Demostracion:
(Por induccidn sobre la formacion de las formulias de L3)
F1 Sean IT un predicado n-ario, n=1, y ty,..,T, términos.
- Si I1=X, tal que X es un simbolo de variable relacional —es decir, es variable de tipo
©,1.."..,1)—.
(#FEM) satgg X(Tis.-.,Tn) Si Y s0lo si (FEM)(T1),.., (FEM)(T))e(FEMNX)=M(X) siy
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s6lo si ((F5,MY(TRANSS(T))),....(58, MY TRANSS(t))) e M(X)
(debido al lema(ivl)) si y so6lo si
Ene1"E(MX), (583, MY(TRANSS(1))). ....(58.M)(TRANSS$(t,)))=V (debido a la
definicion de e.mm) si y solo si
En+ 17 (S5, M)(X), (T3, M)(TRANSS(T1)).....(585, MY TRANSS(1,)))=V (debido a que
M(X)=(+T$,M)(X) por la observacion(iv5) inciso P1) si y solo si
(A$,M)(En+1(X. TRANSS(T)),..., TRANSS(t.)))=V si y s6lo si
(BB, M)(TRANSS(X(T1,---,Ta)))=V si y s6lo si (588,M) sat TRANSS(X(y,...,Tn)) para
toda asignacion M de Lz en &

- Si I'l=P, P un simbolo de constante relacional tal que Pe CONS.OP, entonces
(FEM) sateg P(,...,T) si y $610 si ((FEM)(T1),-..(FEM)(Tn)) € (GEMNP)=P7 si y s6lo
si PR(FEM)(T1),-..(FEM)(T))=V (por la manera en que se definid P™™) si y soélo si
((FEMYP)(FEM)(11)s- . (FEM)(Tn))=V si y sblo si
(T3 MYPH((FS MY TRANSS(11)),-...(7B, MY TRANS(1,)))=V (debido
al lemac(iv1)) si y sélo si (F#Z5,M)}(P(TRANSS$(1)),...,TRANSS(t,)))=V si y s6lo si
(3, M)(TRANSS(P(t1,.--,Tn)))=V si y solo si (#75,M) sat TRANSS$(P(1),...,Tn)) para
toda asignacion M de Lz en 5%

F2 Sean T, y 12 términos arbitrarios y sean I'l y ‘¥ predicados n-arios cualesquiera (para
n=2, I'l y ‘¥ distintos de =3), con n=1.

- (F€,M) satgg (t1~072) si y sélo si
(FEMY(T).(FEM)(12)) € (FEM)(=0)={(x,y) € (Ac)’|x=Y} siy s6losi
FEM)(T1)=(FEM)(T2) si y s6lo si (TS, M)(=)(FEM)(x1)(FEM)(12))=V (por la
observacion(iv5) inciso P3) si y sélo si
(GBS MYEN (TS, MY(TRANSS(11)), (¢85, M)(TRANSS$(T2)))=V (por el lema(ivl)) si
y solo si (583, M)(=(TRANSS$(t:),TRANSS$(12)))=V si y sélo si
(FB,MYTRANSS(1,)*TRANSS$(12))=V (pues recuérdese que cuando se definieron
las expresiones en los lenguajes multivariados, se hizo la convencidn de escribir la
férmula =(t,,t2) como (T;=7;). Ver: Notacién inciso (aS) pagina 45) si y s6lo si
(B .M TRANSS(T1=012))=V si y sélo si (573,M) sat TRANSS$(t1~012) para toda
asignacion M de Lz en 2.

- (76, M) satgg (IT=,¥) si y sélo si
(FEMYID),(FEM)(W)) € (FEM)(=)={(X,Y) e (Ar)’[X=Y} si y solo si
GEMYAD=(FEM)(WF) si y solo si (525, MY (TRANSS(IT))=(555,M)(TRANSS$(¥)) (por
el lema(iv2)) si y sélo si (F&35,M)((TRANSS(IT)=TRANSS(¥))=V si y solo si
(FB MY TRANSS(IT=,'F))=V si y sélo si (585,M) sat TRANSS$(I1=,'V), para toda
asignacion M de L; en &%

F3 Sean ¢ y = férmulas tales que (& M) satgs @ si y sOlo si (¢25,M) sat TRANSS$(o), ¥
(7EM) satgg 7 si y s6lo si (#85,M) sat TRANSS$(n), para cualquier asignacion M de
L: en &Z Entonces:

- (FEM) satgg (Pvn) siy sélo si (F£M) satgs @ 6 (M) satgg 7t si y sélo si
(7€3.M) sat TRANSS$(¢) 6 (+#83,M) sat TRANSS(x) si y séblo si
(76%5,M) sat TRANSS(¢)VTRANSS(7) si y solo si (573,M) sat TRANSS(pvr) para
cualquier asignacién M de Lz en 5.
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- (#EM) sategs —¢ si y sélo si no es cierto que (M) satgs @ si y sélo si no es cierto
que (F$,.M) sat TRANSS$(¢) si y sélo si (573.M) sat ~“TRANSS(o) si y sélo si
(#%$,M) sat TRANSS$(—¢) para cualquier asignacion M de L; en &

F4 Sea ¢ una formula de L; tal que (F£M) satzg ¢ si y solo si (678,M) sat TRANSS(op)
para cualquier asignacién M de Lz en &%, y sea x un simbolo de variable individual.
Entonces:

- (M) satgg Axg si y sélo si hay ac Ao tal que (F£M(x/a)) satgg @ siy sélo si hay
ae Ao tal que (575,M(x/a)) sat TRANSS (o) si y sélo si hay ac A¢g=AS$, tal que
(F8$,M(/a)) sat TRANSS(@) si y sélo si (573,M) sat IXTRANSS$(0) si y sélo si
(#7%,M) sat TRANSS$(3x@) para cualquier asignaciéon M de L; en 5%

F5 Sea ¢ una férmula de L; tal que (7£M) satgg ¢ si y solo si (573$,M) sat TRANSS(p)
para cualquier asignacion M de L» en 5% y sea X un simbolo de variable relacional
de aridad n. Entonces:

- (FEM) satge X si y sélo si hay Re A, tal que (FEM(X/R)) satgg ¢ si y sélo si hay
(#88,M(X/R)) sat TRANSS(p) si y sélo si (585,M) sat AXTRANSS(¢) si y sélo si
(##3$,M) sat TRANSS$(3X@) para cualquier asignacién M de Ly en 5&

F6 Sea ¢ una férmula de L; tal que (5£M) satgs o si y solo si (#5,M) sat TRANSS$(¢)
para cualquier asignacion M de L3 en &%, y sea D un simbolo de variable funcional
de aridad n. Entonces:

- (#EM) satgg 3Dg si y sdlo si hay una funcién f:Agx.. "..xAo—>Ao, fe An+, tal que
(FEM(D/f)) sateg ¢ siy sélo si hay una funcion fiAex.. "..xAe—>Ao, fe Aps, tal que
(F83,.M(D/f)) sat TRANSS(@) siy sélo si hay fe A$(; 1. n 1) tal que
(FE3,M(D/f)) sat TRANSS$(¢) (debido a la observacion(iv4) inciso (2)) siy sélo si

(&£3,M) sat ADTRANSS(¢) si y soélo si (575,M) sat TRANS$(IDe) para cualquier
asignacion M de L; en &%
|

Corolario(iv4):

Consideremos todas las definiciones y construcciones usadas hasta el momento.
Entonces: Para cualquier estructura general 5 de un lenguaje L de tipo X existe una
estructura multivariada 5#% de un lenguaje L;$ de tipo =$ tal que para toda asignacion
M de L; en &% y para toda formula ¢ eFORM(L.,), (FEM) |=EG ¢ si y solo si

G3.M) E 8.

Demostracion:

Sea 5Z una estructura general de tipo £ de un lenguaje L, y sea M una asignaciéon de La
en 5Z. Entonces: (F7ZM) |=5<; @ si y solo si (#F&M) satgg ¢ si y so6lo si (585,M) sat ¢$ (por
el teorema(ivl) y recordando, que por definicion, p$=TRANSS$(¢)) si y s6lo si

M) [ 0S3.

]

Notacion:
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- Sea ST(£GL>) la clase de las estructuras generales de un lenguaje de segundo orden
L> de tipo 2.

- Sea ST(Lw) la clase de las estructuras multivariadas de un lenguaje multivariado L,
de tipo multivariado . Asi, de acuerdo con esta definicion, ST(L2$) es la clase de
estructuras multivariadas del lenguaje multivariado L»$ de tipo 8.

- Sea CONV:ST(EGL2)—ST(Ly) la funcional CONV(cH=+F3.

- Sea CONVI[ST(EGL2)J={s#| hay s#¥c ST(EGL,) y CONV(s8)=77$}.

- |= CONV[ST(EGL;) T €S la notacién que usamos para indicar que nt es una féormula

multivariada l6gicamente valida en la subclase de las estructuras multivariadas
CONV([ST(£EGL>)].

Corolario(iv5):
Con toda la notacién anterior, para cualquier enunciado @ e SENT(L>),
|=EG ¢ si y solo si FCONV[ST(EG(L-_.)] ®$.

Demostracion:

Sea ¢ un enunciado cualquiera del lenguaje de segundo orden L.

(Suficiencia). Supongamos que FEG ¢ y sea HeCONV[ST(EGL?)] arbitraria. Entonces
existe .Be ST(LGL>) tal que CONV(.58)=H. Como -5 FEG ¢, entonces por el
corolario(iv4), .3$ fp$; pero H=CONV (.5)=.3$, por lo que H os.

(Necesidad). Supongamos que fconvistecLy 03 y sea e ST(EGL;) arbitraria.

Entonces CONV(5H)=5%$ es tal que 5% ko3, entonces por el corolario(iv4), F e @.
|

CONSECUENCIA LOGICA EN LSO SOBRE ESTRUCTURAS GENERALES Y
CONSECUENCIA LOGICA EN LMV,

. Es natural preguntarse si el corolario anterior no se puede mejorar a: Dado un
lenguaje de segundo orden L; de tipo X y dado el lenguaje multivariado L>$ de tipo =$,
para todo conjunto de férmulas I'U {@}<cFORM(L>),

r '=EG @ si Yy s6lo si TRANS$[F] ':CONV[ST(EG(LZ)] TRANS$(<p). Con tal afirmacioén
diriamos que la consecuencia légica en la 16gica de segundo orden de L; sobre
estructuras generales es equivalente a la consecuencia logica de la 16gica multivariada
de L% sobre la subclase de estructuras multivariadas CONV([ST(£GL.2)]. En general, la
situacién la podemos plantear asi: ¢ Existe una subclase Q de estructuras multivariadas
de L>$ tal que la consecuencia l6gica en la i6gica de segundo orden de L sobre
estructuras generales sea equivalente a la consecuencia logica de la logica multivariada
de L23 sobre Q2. Esta es la cuestion a la que dedicaremos el resto del capitulo y con la
respuesta que demos a ella quedara explicita la manera en que estan vinculadas las
nociones de consecuencia logica en légica de segundo orden con semantica sobre
estructuras generales y la de consecuencia légica en l6gica multivariada. En lo que
sigue, sea L un lenguaje de segundo orden de tipo Z y sea L»$ el lenguaje multivariado
de tipo =8 asociado a Lz de acuerdo a lo realizado en las secciones anteriores; ademas,
se usara toda la notacion definida hasta este momento.
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La subclase de estructuras multivariadas MOD(A(X)).

A continuacion definiremos un conjunto de enunciados de L,$ con la intencién
de fijarnos en la clase de modelos multivariados de este conjunto de enunciados y
mostrar que esta clase de estructuras multivariadas es una subclase Q2 de estructuras
multivariadas de L3 tal que la consecuencia logica en la l6gica de segundo orden de L
sobre estructuras generales es equivalente a la consecuencia légica de la 16gica
multivariada de L.$ sobre Q. La idea para lograr lo anterior es muy sencilla: Dada una
estructura multivariada &% de tipo £$, ;Qué tenemos que pedirle a & para que se
comporte como si fuese una estructura general de tipo £?; pues tenemos que pedirle que
los universos de tipo (0,1..."..,1) se comporten como universos relacionales de aridad n,
que los universos de tipo (1,1,.."..,1) se comporten como universos funcionales de aridad
n, que €x+1 S€ comporte como si fuese la relacion de pertenencia explicita entre una n-
ada de elementos del universo de tipo 1 y un elemento del universo de tipo (0,1,.."..,1),
que Eq+; se comporte como si fuese la valuacion explicita de un elemento del universo
de tipo (1,.."'..,1) en una n-ada de elementos del universo de tipo 1, etc.

Definicion:

(1) Sea A(Z) el conjunto de enunciados multivariados, A(Z)cSENT(L2$), definido

como:

A(X)= ExtURCompURDisjufucufDisjURfDisjufCompuReCulnt donde:

- Ext={Ext" [neN\{0}}, y definimos
Ext"=VXVYVX|...¥Xn((Ent1{X: X150 0sXn ) €2En1(Y sX15....Xn))—>(X=Y)); donde Xy Y
son simbolos de variable de tipo (0,1,.."..,1) —es decir, X,Y €R,—, ¥ X1,...,Xn SON
simbolos de variable de tipo 1 —es decir, Xj,...,Xxn€Fo—.

- fuc={fuc” IneN\{0}}, y definimos
fuc"=vXVY(VXi...VXa(En+ 1 (X, X 15000, Xn)=Ens1 (Y, X 1.0, X)) > (X=Y)); donde X y Y
son simbolos de variable de tipo (1,1,.."..,1) —es decir, X,Y €Fy~, y X1,...,Xn SOn
simbolos de variable de tipo 1 —es decir, xy,...,xn&Fo—.

- RComp={VRComp"¢p | neN\{0} y e FORM(L2%)}, y definimos
RComp"@p=3XVXx...VXn(En+1(X,X15...,Xn)>@); donde X es simbolo de variable de
tipo (0,1,.."..,1) tal que Xg FREE(¢9), ¥ Xi,...,Xn SOn simbolos de variable de tipo 1.
Ademas, entendemos por VRComp"¢ a la cerradura universal de RComp”¢ que en
el caso multivariado se define de la misma manera que en LSO (véase pagina 4 del
capitulo I).

-  RDisj={RDisjamin,meN\{0} y n#m}, y definimos RDisj, m=—3IXIY (X=Y); donde
para cada n,meN\{0}, n=m, X es simbolo de variable de tipo (0,1,..".,1) y Y es
simbolo de variable de tipo (0,1,..M..,1).

- fDisj={fDisjnm |In.meN\{0} y n¥m}, y definimos fDisj, m=—3X3Y(X=Y); donde
para cada n,meN\{0}, n=m, X es simbolo de variable de tipo (i,1,.."..,1) y Y es
simbolo de variable de tipo (1,.."'..,1).

-~  RfDisj={fDisjn,x [neN, meN\{0} y n=m}, y definimos RfDisj, m=—3IXID(X=D);
donde para cada neN y para cada meN\{0}, tal que n=m, X es simbolo de variable
de tipo (0,1.."*'.,1) y D es simbolo de variable de tipo (1,..™"'..,1).

-  fComp={¥fComp"p | neN\{0} y pe FORM(L:8$)}, y definimos
fComp"P=VX;...VXaI3 1 Xn+1@—>ITDVX; ...V Xn+1 (En+1(D,X1,..,Xn)=Xn+1)<>¢); donde D es
un simbolo de variable de tipo (1,1,.."..,1) tal que D& FREE(®), ¥ X{,...,Xn+1 SON
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simbolos de variable de tipo 1; ademas, VfComp"@ es la cerradura universal de
fComp"o.

- ReC={ReC(R) | ReCONS.OP y FUNC(R)=(0,1,.."..,1) para alguin neN\{0}}, y
definimos, para cualquier Re CONS.OP tal que FUNC(R)=(0,1,.."..,1) para algin
neN\{0}, ReC(R)=VX/...VXn(En+ 1 (RW.X15...,Xn) R (Xy,...,Xn)), donde xi,...,xa€Fg son
variables individuales (de tipo 1).

-  Int={Int" | neN\{0}}. y definimos para cada neN\{0},
lnt"=VDVX((XzD)—>Vxl .o .Vx,,+|(sn+2(X,x| ,...,Xn+|)<—)(En¢|(D,X| ,...,xn)zxnﬂ));
donde X es un simbolo de variable de tipo (0,1,.."*'..,1) —es decir, X€Rnp+1— y D es
un simbolo de variable de tipo (1,1,.."..,1) —es decir, DeF,—.

(2) Sea MOD(A(Z)) la clase de estructuras multivariadas de tipo Z$ que sean modelos
de A(TD).

Indicacién(ivl): Sea &% una pre-estructura de tipo £ arbitraria. Entonces para toda
formula (@ e FORM(L2$) existe una férmula te FORM(L,) tal que para cualquier
asignacion M de L2$ en 573, (585,M) FTRANSS$(n) si y solo si (585,M) |=<p

Demostracion:

(Prueba por induccién sobre la formacion de las formulas de L.$).

Por definicion, las formulas de L.$ son todas aquellas expresiones de tipo O; éstas estan

generadas sobre todas aquellas expresiones f(ey,...¢,), donde fe SIM.OP$\{—,v,=},

FUNCS$(1)=(0,ii,..,in) para una n-ada de tipos (ii,..,in)€(SORT)" y tal que ¢,,...€, son

expresiones de tipo ii,..,in, respectivamente. Este constituye el paso base en la

prueba de induccion:

E2 Sea feSIM.OP$\{—,v,=} tal que FUNCS$(£)=(0,i1,..,in), donde (i},..,in)e (SORT)"
para algin neN\{0}. Ademas, sean ey,...,e, expresiones arbitrarias de tipo ij,..,in
respectivamente. Como fe SIM.OP$\{—,v,=}=CONS.OPUeUEUW y es tal que

FUNCS$(H)=(0,i,..,1,), entonces fe CONS.OPuUEg; de esta manera, tenemos dos casos:

+ Si fe CONS.OP, entonces FUNCS$(f)=(0,1,.."..,1) y entonces ey,..,&, son
expresiones de tipo 1 —en particular, son términos de L>$—. Por el inciso (3) de la
indicacion(iv0), existen &,,..,Ene TERM(L2)UPRED(L2)\J(Uhen Fn) tal que
TRANSS(&1)=ei,.., TRANSS$(E,)=e,; ademas, por la afirmacion(+1+), ocurre que
E1,...En€ TERM(L?). Asi, tenemos que f(&,..,&, )€ FORM(L,) y es tal que
TRANSS{(E,--.Ea)=(TRANSS$(E1),...,TRANSS$(E))=f(ey,...en). De estas
igualdades es claro que para cualquier asignacion M de LS en 573,

(588,M) ETRANSS(H(E),...£n)) si y solo si (55,M)  f(er, - ..en).

+ Si feg, entonces n=k+1 para algin keN\{0}, f=gx+1 y
FUNCS$(H)=FUNCS$(&+1)=(0,(0,1,..5..,1),1,.5..,1). Asi, e€2,...e, son expresiones de
tipo 1 (términos de L.$), y por el mismo argumento usado en el caso anterior,
existen &,..,.£n,e TERM(L?) tal que TRANSS$(E>)=e3,.., TRANSS$(En)=€n. Para
continuar con esta prueba, necesitaremos de la siguiente
Afirmacion(+3+): Si e es una expresion de L,$ de tipo €0.1,.%..,1), para algin
keN\{0}. entonces ecRi —es decir, e es simbolo de variable de tipo (0,1,.."..,!)— 6
ee W —es decir, e es simbolo de constante individual tal que
FUNCS$(e)=((0,1,..5..,1)—.

Prueba: Es claro que si eeRi W se cumple la afirmacidn. Ahora, veamos que si q
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es una expresion de L;$ tal que qeR W, entonces q no es de tipo (0, 1,..5..,1); esto
se debe a que cualquier expresion qe R W es tal que cumple alguno de los
siguientes casos:

- q es simbolo de variable, qe(Unemnjox) Ra)J(Umen Fm) ¥ por lo tanto, q es un
simbolo de variable de tipo distinto a (0,1,..%..,1); es decir, q es expresion de tipo
distinto a (0,1,..%..,1).

- q=P(g,,..,gm), para algan PeSIM.OP$, donde FUNCS$(P)=(0,i,..,im). para algiun
meN\{0}, ¥ gi1,...8m SOn expresiones de tipos ii,..,im, respectivamente. En este caso,
q es una expresion de tipo 0.

- q=d(h,,..,hy), para algin de SIM.OPS$, donde FUNCS$(d)=(1,i1,..,im), para algun
meN\{0}, y hy,...,h, son expresiones de tipos i,..,im, respectivamente. En este caso,
q es una expresion de tipo 1.

- q es un simbolo de constante, tal que qe W y por lo tanto, qe CONS.OP; entonces
FUNCS$(q)=(1), lo que significa que q es expresion de tipo 1.

Por lo tanto, de todos los casos anteriores, tenemos la afirmacion(+3+).
v

Debido a la afirmacion(+3+), e;eRUW y entonces tenemos dos casos:
(i) Si e, eRj entonces, e;=X, para alguna variable X de tipo (0, l,..k..,l). Por lo tanto,
X(E2,--.E0)=X(&2,...Ex+1)€EFORM(L>), y es tal que
TRANSS$(X(E2,.-.En))= TRANSS(X(E2,..&x+1))=
E+1 (X, TRANSSE(E?),.., TRANSS(Ei+1))=Ek+1(X,€2,..,€k+1)=Ek+1(€1,€2,..,€k+1 )=
Er+1(€1,€2,..,ex+1)=f(€1,..,exr1)=f(e1,..,en). De estas igualdades, es claro que para
cualquier asignacién M de L.$ en 543, (573,M) |=TRANS$(X(§2,..,§,.)) si y sélo si
FBM) E fey,...en).
(ii) Si e;e W, entonces e,=pW, para algin Pe CONS.OP tal que
"~ 'FUNCS$(P)=(0,1,..*..,1). Entonces P(Ez,...En)=P(E2,...Ex+1)€ FORM(L2) y es tal
que TRANS(P(E2,..,Ex+1))=P(TRANSS(E)),.., TRANSS$(Ex+1))=P(e2,...€k+1)-
Por altimo, para cualquier asignacion M de L,$ en 53,
(53, M) }=TRANS$(P(§2,..,§k+,)) si y s6lo si (775,M) |=P(e2,..,ek+l) si y sélo si
(FEM) [ exe1(pW,€2,..,k+1) (debido a las definiciones de P™, de ek
y de pW ) si y 5610 si (FEM) F sxr1(€1,€2,-..€k+1) si y s6lo si
(FZM) Ef(er,e2,...ex+1) si y s6lo si (FEM) E fler,e2,...€n).

Ahora demos el paso inductivo de la prueba.
E2 Sean e y ez expresiones de tipo 0 de L3 (es decir, formulas de L2$) tales que

existen féormulas ¢, 2 FORM(L;) tales que para cualquier asignacion M de L.$
en 53, (585,M) FTRANSS(p1) si y sélo si (573,M) Ee, y (783,M) FTRANSS(¢2)
siy sélo si (573,M) }=eg. Entonces:

- —e; es una férmula de L3$ tal que la formula —¢; de Lz cumpie lo siguiente:
Para cualquier asignacion M de L,§ en 543, (583,M) |=TRANS$(—-1(p|) si y solo si
(5Z$,M) E —TRANSS$(q1) si y sélo si (5Z5,M) | —e,.

- ejves es una formula de L>8$ tal que la formula @ vz de L, cumple lo siguiente:
Para cualquier asignacion M de L,$ en 578, (573,M) |=TRANS$((p1vq>2) si y sélo si
3. M) |=TRANS$((p1)vTRANS$(<p2) si y solo si (F83,M) |=e1ve2.
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Sea e una expresion de tipo 0 de L>$ (es decir, e una férmula de L;$) tal que
existe una férmula @ e FORM(L>) tal que para cualquier asignacion M de L.$ en
A3, (F3,M) FTRANS$((p) si y sélo si (773.M) }=e Entonces, si A es una variable
cualquiera de tipo ie SORTS$\{0}, tenemos que las formulas VAeesFORM(L.$) y
VApe FORM(L2) cumplen lo siguiente:

Para cualquier asignacién M de L;$ en 573, (575,M) |= TRANSS$(VA@) si y solo si
(55,M) E VATRANSS(9) si y sélo si (573,M) E Vae.

-

Indicacién(iv2): Para cualquier estructura general JZ=(A0,(A,,),.5N\(0,,(C;")cecONs,op) de
tipo Z, 5Z% es modelo de A(Z). Es decir, CONV[ST(£GL2)]=cMOD(A(Z))cST(L:$).

Demostracion:
Sea &% una estructura general de tipo .

Veamos que 5% FExt. Para todo neN\{0},
Ext"=VXVYVx:...VXy((Enr1(X X140 Xn)2En+1(Y ,X1,....Xn)) > (X=Y)) es tal que
(VXVY VX1 . VX0(X (X150 Xn) > Y (X1 5., X)) > (X=n Y)))$=Ext". Por otro lado,
QFEG‘VVXVYVx, X (X (X 15000 Xn) Y (X150, X)) (X =0 Y)), (por ser A
pre-estructura), y entonces, por el corolario(iv4), 573 EExt". Por lo tanto 53 FExt.
Veamos que &%$ ffuc. Para todo neN\{0},

ffUC"=VXVY(Vx|...Vxn(E,,+,(X,x;,...,xn)zE,,H(Y,m,...,x,,))—)(XzY)) es tal que

(VXVY (VX1... VXX (X1 5003 X0)=0 Y (X15.-,X0)) 2> (X=n Y)))$=fuc". Ademas,

J%hsc; VXVY(VX)...VXn(X(X1,---Xn)=0 Y (X150--,Xn)) > (X=,Y)), (debido a que sFes
pre-estructura), y entonces, por el corolario(iv4), £ f fuc”. Por lo tanto, 55 Ffuc.
Veamos que 52% l:RComp. Para todo neN\{0} y para toda e FORM(L>),
VYRComp"p=VIXVX...VXn(En+1(X,X1,-..,Xn)<>@); ademas, por la indicacién(ivl),
existe una formula te FORM(L>) tal que para toda asignacion M de L.$ en 573,
(55,M) E TRANSS(%) si y sélo si (585.M) k ¢.

Por otro lado, por el teorema(iv0), &ZI:EG VIAXVX}...VX0(X(X1,...,Xn)<>T) ¥ entonces,
por el corolario(iv4), 573 |=V3X‘v’x|...Vx,,(X(xl,...,x.,)(—)n))S. Pero

S8 EVIX V(... VX0 (X (X1 .-, Xn)<>T))$ si y s6lo si

S8 EYIX VX ... VX0 (Ene1 (XX 15-..,Xn)¢>T$)) si y s6lo si

B FYAXVYX| ... VXa(Ent1(Xo X5 Xn ) @)), O S€a, 573 EvRComp .

Por lo tanto 5%$ FRComp.

Probemos que &% FRDisj. Para todo n,meN\{0} tal que n=m, por definicion,
RDisjnm=—3X3IY(X~Y), donde X es simbolo de variable de tipo (0,1,.."..,1) y Y es
simbolo de variable de tipo (0,1,..™..,1). Asi, por definicién de 588, AS@,1,.n_1=An Y
A$(o_|,,,m___|)=Am, donde An b4 Am son universos de Jz:(Ao,(An)neN\(o),(Cﬂ)cecorqs_op).
Como A.cP((A0)") Y AmcSP((A0)™) y n=m, entonces Ap"AL,=I. Por lo tanto, no
hay ningtin elemento del universo A$,1.n_.i1) que pertenezca al universo A$,1..m_ 1),
y de esta manera, &% f-3X3Y(X=Y). Por lo tanto, 5%$ FRDisj.

3 H‘Disj debido a razones analogas a las del inciso anterior.

5% ERfDisj debido a razones anilogas a las del inciso anterior.

Probemos que 573 FfComp. Para todo neN\{0} y para toda e FORM(L>),
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VIComp =V (VX1...VX33 1 Xn+1p—>IADVX; ... VX0t 1 (En+1(D, X1, .o Xn)=Xn+1)€>0));
ademas, por la indicacion(ivl), existe una férmula ne FORM(L?2) tal que para toda
asignacion M de L;$ en 573, (573.M) |=TRANS$(1:) si y solo si (573,M) |=(p.

Por otro lado, por el teorema(ivQ), tenemos que

%FEG V(VX1...V X031 X1 @->IADVY X ...V Xn+1 (D(X1,--,Xn)=0Xn+1 ) €>T)) Y entonces, por
el corolario(iv4),
S8 EV(VX1... ¥ X0 F X0 10—>3DVX ... VXt 1 (D(X 14 .. X )X0Xn+1)¢>T))$. Pero
T |=V(Vx|...Van!!x,.H(p—)BDVX.....Vxn+|(D(x|,..,xn)zoxn+|)(—>7t))$ si y sélo si
S FY(YX1-.. VX3 X1 0—>3DVYX1 ... VXt 1 (B 1 (DX 15 -5 Xn )X 41 )6>7$)) si y sélo si
P |=V(Vx| I Xn3 X+ 190—>3DVX 1 VX4 1 (Ent 1 (D5 X 155 Xn )X +1)>@)), €s decir,
3 }=VfComp @. Por lo tanto, 57% FfComp.

Ahora, mostraremos que 573 |=ReC. Para todo ReCONS.OP tal que
FUNC(R)=(0,1,.."..,1) para alguna neN\{0}, tenemos que

ReC(R)=VX)...VXp(En+1 (RW, X1,....Xn)<>R(X1,...,Xn)); pero

3 |= ReC(R), pues por definicion, R W B=R¥ y para cualquier asignacion M de L,$
en &3, ent1 T RWE,M(X1),.... M(xa))=V si y sélo si M(x1),...M(xn)erWP=R7 si y
sélo si RF(M(x)),....M(x1))=V. Por lo tanto 57$ |=ReC.

Por altimo veamos que 5473 |=lnt. Sea neN\{0} y sea M una asignacion cualquiera de
L.$ en 523. Por definicion:
Int"=VDVX((X=D)—>VX1...VXn+1(En+2(Xs X150 0sXn+ 1 )6 (Ena 1 (D, X150, X0)=Xn4+1))s
donde XeRu+1 y DeFy; por otro lado, para cualquier fe AS$,, n_ 1)y para cualquier
ReAS@,1, n+1 1y, si (3. M(D/f)(X/R)) sat (X=D), entonces R=fy entonces para
cualquier (z1,...,Zn+1)€ A8, (Z1,...,Zn+1)€R si y s6lo si (z4,...,zy+1) €f; pero esto
significa que para cualquier (2i,...,Zn+1) A8, (Z15...,Zn+1)ER si y sélo si
f(Z15.+5Zn)=2Zn+1. Como (21,...,zn+|)eR siy 5610 Si 02 (R, Z1,00,Zns1)=V ¥
f(Z15++9Zn)=Zn+1 Si y‘sélo si En+1 (f,z,,...,zn)=z,,+i, concluimos que para cualquier
(Z1se-sZn+1) EASY, Ensa (R Z1yeeesZn+1)=V Si y solo si En+1"(£,21,--s2Z0)=Zn+1. Esto
ultimo muestra que para cualquier fe A$1.;,.n 1) Y para cualquier ReA$,1, n+1_ 1),
si (83, M(D/f)(X/R)) sat (X=D) entonces

(G, M(D/H)(X/R)) sat VXi...VXne1(Ens2(3,X 1,000 X0+ 1) (Ene 1 (D5 X1,y Xn)=X g +1)). Por
lo tanto 5% |=lnt" y como todo se hizo para una neN\{0} arbitraria, tenemos que

5% FInt.

La intencion de definir MOD(A(Z)) es la de proporcionar teoremas acerca de la

subclase CONV[ST(£GL,)]. Todo lo subsecuente tiene tal proposito y en particular,
nuestra meta inmediata es probar el teorema(iv2): Existe una funcional
H:MOD(A(Z))—>CONV{ST(EGL.,)] tal que para cada estructura multivariada 5¢
tal que 5% MOD(A(Z)), H(5?) es isomorfo a 5% La prueba de tal teorema, por ser
bastante larga, la dividiremos en varios resultados previos y después de todo lo
necesario, volveremos a mencionar explicitamente este teorema como conclusion del
trabajo realizado. Una vez mas, y debido a ia importancia de tal hecho, insistimos en
que se usaran todas las definiciones y construcciones que se han desarrollado hasta el
momento en el presente capitulo.
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Lema(iv3): Existe una funcional H:MOD(A(Z))—>ST(L.$). Recuérdese que
MOD(A(X))=ST(L.$), asi que H es una funcional entre estructuras multivariadas.

Demostracion:
Sea o”i=((Ai).~ESORT;,(C“)CES;MOP;) una estructura multivariada de tipo £$ modelo de
A(Z). Definimos H(F#)=-5=((B)icsorts,(C?)cesim.ors) como:
- Bo=Ao={V.F}; Bi=A,.
- Para cada neN\{0}, definimos:
Bo.1..0.. )= {{(Z1,--1Zn) EB1)" | Enr1"(R,Z15e.s20)=V} | REA,1..0..1)}
- Para cada neN\{0}, definimos:
Bu.a.n. = {{@Z1ye0rZnZee ) EBD™ | Ege1"U(G,Z1se0sZ0)=Zar1} | GEAQLD.1}-

Observaciéon(iv6):

(1) Para todo neN\{0} y para todo Z& B 1..n.1), Z:(B;)"—>B, es funcion. Para ver esto,
sea neN\{0} y sea ZeBq 1, n_ 1) Entonces existe GeAq,,.n. 1) tal que
Z={(Wi,eees Wi, Wi ) E(B1)"™ i | En+t G, W, ,w,.)—wn+|} Asi, para cualquiera
Z1ye- z,,,a,beB., si (Z1,...5Zn,a),(Z1,.. ,zn,b)eZ entonces En+i (G Z|s..sZp)=ay
En+1 (G Zlye.esZn)=b; como E,.+| es’ funCIon tgnemos que a=b.

(2) Para todo neN\{0}, Bq,i,.n. ,) esel’ c
Ba.an: .)—{ZeB(O,. oy | 2By
casos: ;
(a) Sea neN\{O} Y sea ZeB(

= funcnon asi; sélo falta ve

tvo' deé funciones de Byo.1..n+1.1); es decir,
Bi'es fun’cién}. Probemos esta igualdad por

“ltrarlo Por el inciso (1), Z:(B1)"—B, es
..1)» Como Z&Bq,1,.n 1) entonces

Z—{(wl, wn,wn+1)e(B|) | Banr? (G Wi,222yWn)=Wq+1 }. Por otro lado, como

. RGMOD(A(E)), entonces’ J“Zl: RComp y en particular 5 es modelo de la féormula
vDIX VX, Vxn+1(en+|(X X1y ts X1 ) (B 1 (D, X1, xn)w,.n)), donde D es
variable'de tipo (1,1,.."..,1), X es variable de tipo (O, l 1) Y Xi5eeesXn,Xn+1 SON
variables individuales (es decir, variables de tipo 1). Asn, sea M una asignacion

~ multivariada cualquiera de L,$ en 5%; entonces
GEM(D/G)) EIXVX15e00s VXt 1 (Ene 1 (Ko Xty oo s Xt 1) (Bt 1 (D, X150, Xn)Xne1)) Y pOT
lo tanto, hay HeA(,1,.n. 1) tal que
CEM(D/G)(X/H)) EVX1,ee e, VX0t 1€t 1 (Ko X1 ooy Xnit 1 )62 (Ene 1 (D, X 1., Xn)~Xn1)). De
esto, tenemos que Z={(W1,..;Wn,Wnr1) €(B1)™" | Ene1™(G,Wi,...,Wn)=Wps1 } =
={(W|,...,W“+|)E(B|)n+l | €n+za(H,W|,...,Wn+|)=V} EB(O'l_._nﬂ"']).

(b) SeaneN\{0} y sea Te {Z&B,..n+11)| Z:(B1)"—B, es funcién}. Entonces existe
ReAq, n+1 1) tal que T={(Z1,..:Zo+1)€B 1™ | £042"(R,Z1,...,Za+1)=V }. PoOr otro
lado, y de manera analoga al inciso anterior, 5% |= fComp y entonces, en
particular, 5 FYX(Vx1...¥ X3 Xnr 1 (En+2(X X150 00y Xn+1))—>
BDVxl....Van((E,,H(D X1,eesXn)=Xn+1)>En+2(X,X1,.. ,\inﬂ)?) donde D es
variable de tipo (1,1,.."..,1), X es variable de tipo (0,1,. 1) Y XiseesXneXne
son variables individuales (de tipo 1). Asi, sea M una asignacion
multivariada cualquiera de L,$ en 5%; entonces

(FEM(X/R)) EVX1...V %03 X0 1(Ens2(3X oo s Xne 1)) —>



»Xn+1)). Ademas, debido a
'}y a que T es funcién ocurre
,;(@.))', y entonces
x,',)izx,;ﬂ)'(—)emz(x,xl,...,xn+|)); por lo

3DVX|....Vxn+|((En+|(D,X|, ,Xn)"“'Xm-
que T={(Z1,....zn+1)&(B)™" | €ns2 (R
que (FEM(X/R)) Fvx;.. Vxnalxn+,(en+z(x
(GEM(X/R)) FaDVx... Vxn+|((En+|(D x.,
tanto, existe GeAg ;. .n. iytal que
(FEM(X/RY(D/G)) VX1 ...V Xt t (Bt 1 (D, X1 ... X)X 1 )2 (KoK Xre 1))
De esto concluimos que T={(zy,..53Zn1)€(B )" | €0+ (R, Z1,...,Z0+1)=V }=
{@Z1,--Zar) €(BD™! | Ens (G,ZI, ;zn)—zn+l}EB(l 1.1

- Para cada neN\{0}, para cada z,,...,z,€B,, y para cada ReBq,, n 1), definimos la
relacion n-aria multivariada en+1'E:B(o_1__,n_“|)xBl ..xB1—Bg como:
€n+1 (R Z15...»Zn)=V 8i y s6lo si (zi,...,Zzp)eR.

En+1 (R Z15...,Zn)=F si y solo si (zy,...,Zn)&R.

- Para cada neN\{0}, para cada z|, wZnr1€B), Y para cada Ze B, n_1), definimos la
funcion n-aria multivariada En+1 B, yxB.."..xB1—B,; como:
En+|'E(Z,zl,...,z,,)=zn+| si y s6lo si (21,...,2n+1)€Z. Notese que esto es lo mismo que
definir E..H'E(Z,z,,...,z..)=Z(z|,...,zn), pues ya se mostrd que B( ;. _n_)es el conjunto
de funciones de B 1, n+!1. 1)

- Definimos =€ como la funcién z'E:u(Bi)iEsoms\(o)aBo tal que z'E(zl,zz)=V si y solo
si z1=z;.

- Para cada PeSIM.OP$\(e WEUW), definimos P como PB=p*%,

Observacion(iv7):

Recuérdese que no existe Pe(SIM.OPS\(eUWEUW))=CONS.OPU{—,A,Vv,<>,—> =~} tal
que FUNCS$(P)=((0,1,..™..,1)) 6 tal que FUNCS$(P)=((1,..™"".., 1)) para alguna meN\{0}.
v .

- Para cada gkWe W, tal que FUNC$(xW)=((0,1,.."..,1)) definimos
RWP={(z1,....20) €(B1)"| Ent:1 ¥ @R WT,21,...,.Z0)=V }.

Observacion(iv8):
Como s#e MOD(A(Z)), entonces .R‘FReC, y entonces se tiene que
RWP={(z1,...Z0) €(B1)"| €1 PR WZ,21,....20)=V}={(Z1,....Z0) € (B))" | R¥(Z1,-.,Zn)=V},

debido a que, en particular, 5Z FVXi...VXn(Ent1(R W, X1,...,Xn) S R(X1, ..., Xn))-
[ ]

Lema(iv4): De acuerdo al lema anterior, H(5®) es isomorfo a &&

Demostracion:

Para ver que 5¢ y H(5%)=.5 son isomorfas, sea la funcién f:5%&—>H(5%) definida como:
- Para todo xe Ap\UA), f(x)=xeBeuUB,.
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- Paracada neN\{0} y para cada YeA.1.n..13
FOY)={(Z1+-sZa) €(B1)" | €n417(Y ,Z15...,Za)=V }; nétese que f(Y)e B, 1. .n 1)
- Para cada neN\{0}, y para cada GeAq i .n. 1)
f(GY={(2Z1,....Zn+1) B | E..+|3(G,zl,...,z,.)=zn+| }: nétese que f(G)eBay n. 1.

f esta bien definida —es decir, f es efectivamente una funcién—:

+ f estd bien definida en AgUA, por ser f la identidad en este conjunto.
+ Por ser 5% modelo de A(Z), entonces para cada n,meN\{0} tal que n#m, itFRDisj,,_m;
es decir, JZF—-BXEIY(X::-Y), donde X es simbolo de variable tal que XeR;y Y es
simbolo de variable tal que Y eR;;,. Nétese que esto significa que para todo n,meN\{0}
tal que n=m, los universos A¢,1.n.1y Y Aco.1.m. 1) SOn ajenos; por lo tanto, para todo
n,meN\{0} tal que n=m, no existe un elemento qe A,1.n... 1y A,1.m 1) tal que
f(@)={(z1,....za)€(B1)"| Enr17QsZ15-Z0)=V} ¥y F(Q)={(2Z15..Zn)e(B)™ |

Em+1 (q,z., .+Zm)=V} y que cause que f esté mal definida en q.

+ Andalogamente al caso anterior, debido a que para todo n,meN\{0} tal que n=m,

P |=ﬂ)isjn_m, concluimos que para todo n,meN\{0} tal que n¥m, no existe un elemento
deAq, o nNALm. ) tal que f(d)={(z1,....Zn+1)€(B1)™" | Ent1(d,21,..120)=Zne1 } ¥
f(A)={(z1,-.-:Zme 1) €B ™" | Em+1°(d,Z1,..-,Zm)= Zm+1} Y que ocasione que f esté mal
definida en d.

+ Al igual que en el caso anterior, como para todo neN y para todo meN\{0} tal que
n=m, &?:I=RfDisjn m, entonces para todo neN y para todo meN\{0} tal que n#m no
exlste un elemento e A, n+t,1yMNA(,1.m.. 1) tal que f(e)= {(z., Zon) (B
Ens2”(€:Z150 s Znr1)=V } ¥ (E)={(Z15... Zme1)EBD™ | Eme1™(€,21,0Zm)=Zme1} ¥ que
ocasione que f esté mal definidaene. - .

+ Por ultimo, s6lo nos hace falta ver que festa bien definida en aquellos conjuntos
distintos del vacio A, n+! _1)rjA im, |), donde nelN, meN\{0} y n=m. Asi, sca
neN\{0} y supongamos que Apjin |)r‘\A(| 1.n.1y=D. Lo que necesitamos probar es
que si eeA(o N ;)hA(I l'_‘,‘n" 135 ntonces f(e), v:sto e como un elememo de Ao,1.n+1_ 1),

.Vxn+1(8n+z(X,X1,---,xnn)<—>(En+|(D,X1,..-,xn)zxnu)), donde
m+l 1)y D es un simbolo de variable de tipo

x,,)~xn+|)) Nétese que esto idltimo
,Zn+l)G(Bl) €n+2” 8,21 5e v Zne1)=V si y 5610 si

-7
lens27(e,215..
iguales.

wZnt1)=V}, y N={(Z1,--sZne1)e(B)™" |
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Concluimos de todos los incisos anteriores que f esta bien definida.

Ya sabiendo que fes funcion y por la manera de la definicion de f, es claro que para
todo ieSORTS, fJA1=Bi. Ahora veamos que f es una biyeccion en cada universo de
tipo i:

f es sobreyectiva.-

f es la identidad en Ag A, por 1o que, evidentemente, es sobreyectiva en BouB;
Para cada neN\{0}, todo elemento de B, _n_i) es, por la manera en que se defini6
Bo.1..n...1), de la forma f(Y), para algin Y e A, n_1); por lo tanto, f es sobreyectiva
en Bo.1..n..1y para cada neN\{0}.

Para todo neN\{0}, si Z es un elemento arbitrario de B,1_n_1), entonces existe
GeAq., 0. 1ytal que {(21,...,Zn,zn+|)€(B])n+l | E,.;"(G,zl,...,z..)=zn+|}=Z. Esto muestra

que f(G)=Z, y por lo tanto, f es sobreyectiva en B(,1,.n_1) para cada neN\{0}.
f es inyectiva.-

- Esclaro que, por ser f la identidad en AguUA,, fes inyectiva en AguUA; .
Para cada neN\{0}, fes myectlva en Aq,1,.n..1)- Esto porque si Y,Xe Ac,1,.n..1) son

- tales que f(Y)=f(X), entonces en+ Y215 Zo)=V si ¥ 5610 si £ne1" (X, 21 ,zn) =V,
‘._‘por lo que X=Y, debido a que, para todo neN\{0}, &% es modelo de

:!E‘{t "VXVYV‘(] Vxn((s,m(X Xiy.e ,)sn)(—->€n+|(Y X1seeesXn))—>(X=Y)).

2 Para cada neN\{O}, fes myectwa en ‘Aq,1.n.1. Para ver esto, supongamos que

“existen D ,GEA@ 1.1 tales que f(D)=f(G); esto significa que
=i, Zu)EB)™! | Eney D21, ,20)"20r }=F(G)={(21,.

wZne)€(B)™ |
- Enpit® (G Zises z..)—zm.l} ‘Entonces para todo (zi,....zn)e(B1)"=(A1)",

“ EBan (D Z15e ,zn)—En+| G,z “5Zn); asi,: D=G, pues para todo neN\{0}, s¥es
S modelo de fuc’= Vxn(En+|(X X1sesesXn)=En+1 (Y, X 15000, X)) > (X=Y)).

fes un 1so,mo‘rﬁs‘mo:

tal que Re(SIM OPS\({—,v, ~}ueuEuW)) =CONS.OPy

' F“‘(,JN.C$(R)-—'(0,1,.. .»1) para alguna neN\{0}, R F(21s....z)=V si y sélo si

- i"{'E(f‘(.z{)‘,' ,f(z)=V. Esto es inmediato de que todas las relaciones R™ —tal que
"ReSIM.OP$ y FUNCS$(R)=(0,1,.."..,1)— son sobre elementos del unlverso detipo 1, de
que f es la identidad en el universo de tipo 1 y ademas de que R7=R?

(2b) Para cada D%, tal que De(SIM.OP$\({—,v,=}UsUEUW))= CONS.OP y

" FUNCS$(D)=(1,1,.."..,1) para alguna neN\{0}, f(D™(zi,...,Z))=DZ(f(z1),....f(z)). Las
razones de tal hecho son totalmente andlogas a las del caso (2a).

(2c) Para cada rkWeW, feWH=g WP, Esto se cumple porque para cada RWeW, existe

neN\{0} tal que FUNCS$(rW¥)=((0,1.."..,1)); asi, RW;{EA(O.L_“,,_]) y feW )=

{@1se-eZ)€(B1)" | €ar1RW T 2150, Z0) =V } =g WP,

(2d) Para cada PeSIM.OP$\(eUEUW), tal que FUNCS$(P)=(1), f(P**)=P2. Esto es
evidente, pues f es la identidad en A;.
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3) Para cada neN\{O}, para cada z‘, ..Zn€ A, y para cada ReAq,,.n 1)

En+i (R Zi,.. ,zn)=V si y 5610 si €q+4 (f(R) f(z.) .f(zy))=V. Esto se debe a que:
f(z\)=z,... f(zn)—zn, f(R)={(z1,...,zn)(B)"| €, (R,z|,...,zn)=V} y a que, por definicion,
8“+|'E(f(R),f(zl),...,f(zn))=V si ¥ s6lo si (f(z1),....f(za)) e f(R).

(C)) Para cada neN\{0}, para cada z,,...,za€ A y para cada DeAq, .0 1),

f(En+| (D Z1,0eesZn))=En+1 B(H(D),f(z1),...,f(zn)). Esto se debe a que, por definicion,

Enn™ (f(D),f(z|),...,f(zn))=w si y solo si (f(z1),....f(zn),W) € f(D); pero para todo
Z1,eZa€ AL, F(Z1)215e f(Z0) =20 Y F(DY={(Z15-.:Z0,Zne ) € (B | EnetH(D,215-4,Z0)=Zns1}
Por lo tanto En+|’E(f(D),f(z|),...,f(z,.))=En+.‘E(f(D),zl,...,z,,)=w si y solo si

@1, Z W) E (DY={(Z1,. s Z0sZn1 )EB 1™ | Bart (D, Z15. s Zr) =20+t } . Asi,

East 2(F(D), £(Z1),...,f(Z0))=W=En+i"(D,21,...,Zn); por Gitimo, como

Enn (D,z|,...,z,,)=f(En+|z(D,z|,...,zn)) debido a que f es la identidad en A,, tenemos que

f(En+f’(D,zl,...,zn))=E..+|'E(f(D),f(z|),...,f(zn)), como se queria probar.

Proposicién(iv12): Con toda la notacién anterior, existe una funcional
J: H[MOD(A(Z))]-——>?f(E) ‘(Estamos denotando por H{MOD(A(Z))] a la imagen de
MOD(A(Z)) ba_]o H y por F(Z) a la clase de las pre-estructuras de tipo Z).

Demostracién: 7+ \~ -

Sean ﬂeMOD(A(Z)) y H(GD=B=((B)iesorts,(CP)cesimops) como en los lemas

anteriores. Det‘ nimos J(.5) como la pre-estructura

J(ﬂ)=:6§_(1)5;(‘D.,),,emw),(c”)ceco,qs,op) de tipo Z=(VAR,FUNC) —recuérdese que desde

un principio’se fijo el lenguaje de segundo orden L de tipo Z—, donde:

. Dd“‘BI‘ .

-, Para cada neN\{0}, Dn=Bo,1..n...1).

- Para cada Ce CONS.OP tal que FUNC(C)=1, CP=C?Z.

- ' Para cada CeCONS.OP tal que FUNC(C)=(0,1,.."
CP={(z1,--,Zn)€(D0)" | CP(zrs-...20)=V}.

- Pz}jra cada Ce CONS.OP tal que FUNC(C)=(1,1,.."..,1) para alguna neN\{0},
cP=c?

...1) para alguna neN\{0},

Claramente, por la manera en que esta definido .8, J(.B)=De F(Z).
|

Observacion(iv9): De acuerdo a todas las definiciones anteriores, M es una asignacion
de L; en D si y sélo si M es una asignacion de L.$ en .B.

Demostracion:
Noétese que M es una asignacion de L; en D si y s6lo si

M:(Unen Fa)'(Unenioy Ra)—>(Unen Dp) €s una funcién tal que:
(a) M[FolcDeo.

(b) Para cada neN\{0}, si DeF, entonces M(D):Dox.."

..xDo—)Do
es una funcién.
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(c) Para cada neN\{0}, M[R,;]cD,cP((Ao)")-

Pero nétese que lo anterior ocurre si y sé6lo si (debido a la proposicion(ive))
(a) M[Fo]c<B,.

(b) Para cada neN\{0}, M[F.]c=Bgu.,.n.1).

(c) Para cada neMN\{0}, M[R,]< Bo,1..n..1)-

Es decir, M es una asignacion de L,$ en B.

Con la intencién de ver que D es una estructura general, primero probaremos
cuatro proposiciones (que denotaremos por (1++), (2++), (3++), (4-++)) directamente
relacionadas con sf¥€ MOD(A(X)), H(cH=-8 y J(-B8)=D.

(1++): Para todo término t de L, y para toda asignacion M de L; en D,
(D, M)(D)=(-8,M)(TRANSS(1)).

Demostracion:

(Por induccion sobre la formacion de los términos).

T1 (D M)(X)=M(x)=(-8,M)(x)=(-8,M)(TRANSS$(x)) para toda variable individual

xeFp (pues TRANSS$(x)=x) y para cualquier asignacién M de L, en D.

T2 (.ﬁ,M)(a)=a‘ﬂ=a’5=(-Z§,M)(a)= (-8,M)(TRANSS$(a)) para todo simbolo de
constante individual ac CONS.OP (pues TRANSS$(a)=a y FUNC(a)=1) y para
cualquier asignacién M de Lz en D.

T3 Sea f un simbolo de constante funcional de aridad n, con n21, y t,..,T, términos.
Supongamos que (D,M)(t)=(-8,M)(TRANSS$(t)) para cada i tal que 1<i<n y para
toda asignacién M de L; en D. Entonces: (D,M)(f(t1,..,10))=
FPUFEMY(T1),- . (FEMI())=F"((-B,M)(TRANSS(x1)),..(-B,M)TRANS$(t,))=
f‘E((.Zﬂ',M)(TRANS$(1:| )5 (B, MYTRANSS(1,))=
B.MF(TRANSS(11),.., TRANSS$(10))=(-8,M)(TRANSS$(f(7),..,Ta))) para cualquier
asignacién M de L, en D.

T4 Sean D un simbolo de variable funcional de aridad n, con n=1, ~ndtese que
entonces DeF, y por lo tanto es variable de tipo (1,1,.."..,1)— y T1,..,Ts términos.
Supongamos que(D,M)(t)=(-8,M)(TRANSS(1;)) para cada i tal que 1<i<n y para
toda asignacién M de L» en D. Entonces:
(D MYD(x1,..,T))=M(D)(D,M)(11),...(EM)(Tn))=
M(D)((-55,M)(TRANSS$(1))),...(-:8,.MYTRANSS(t.)))=
En+12(M(D), (.5, MY(TRANSS(T})),..,(-B,MY(TRANSS(1,))); nétese que se esta
usando que M(D):(Dg)"—Dp es una funcion tal que M(D)eDp+1=B,1,.n+1_1) y por lo
tanto M(D)eBq;.1, n_.1y), por la observacién(iv6) inciso (2). Continuando con la
prueba, E.. 1 P(M(D),(.8,M)(TRANSS(t)),...(-B,MITRANSS(T,)))=
En+12((-B,M)(D),(-3,M)(TRANSS$(1))),..,(-5,M)(TRANSS(1,)))=
-8,MYE+1(D, TRANSS(T1),.., TRANS$(1,))=(-8,M)Y(TRANS$(D(71,..,T0))) para
toda asignacién M de L; en D.

u

(2++): Obsérvese que a los predicados de L, les ocurre lo siguiente:
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(a) Para cualquier predicado n-ario IT de L2 (si n=2, I'l distinto de =) y para cualquier
asignacion M de L en D: (D.MYITD)=(-8.MY(TRANSS(IT)).

Demostracion:

- Si I'=X es un simbolo de variable relacional, entonces
(B, MYAD=(D MNX)=M(X)= (-5,M)(X)=(-B,MITRANSS(X))=
(-8, M)(TRANSS$(IT))

- Si I'T no es un simbolo de variable relacional, entonces I'T es un simbolo de
constante relacional. Asi, [Ie CONS.OP y FUNC(IT)=(0,1,.."..,1) para algun
neN\{0}. Por lo tanto (B,M)ID=TT"=1W3=(.8,M)(n W)= (.5 M)(TRANSS$(ID)),

donde nWe W y FUNCS$(qW)= ((0.1,.."..,1)).
\ 4

(b) Para cualquier simbolo de constante n-ario relacional P, Pe CONS.OP, para toda
asignacion M de L, en D, y para cualquiera (z1,...,z,)€ Dox.."..xDp ocurre que:
@1,-..sZ0) (D, M)(P) si y s6lo si (z1,...,z0) e PP=pWZ si y s6lo si
(Z15---Zn) € (-B.M)(pW) si y solo si (z),...,27) € ((B.M)(TRANSS(P))).

(c) Para todo i, tal que ieN, para toda asignacion M de L2 en D y para todo

(z1,22) € DixD; se tiene que: (z1,z2)e(FEM)(=) si y s6lo si z1=2; si y s6lo si
(-8, M)(#))(z1,22)=V si y sélo si ((8,M)(TRANSE(=:)))(z1,22)=V.

3++): Para cualquier formula ¢ e FORM(L>) y para cualquier asignacion M de L, en D
se tienqque: (DBM) Frosi ){,'sélo si (B,M) F TRANSS$(p).

Demo'sir“ac'io o
. (Por.induccién sobre la formaclon de las férmulas de L)
F1 Sean ] : do n-ario, neN\{0}, y t1,..,Tn términos.
- Si~I’I— al que X es un simbolo de variable relacional —es decir, es variable de tipo
(015005 RN
(DM F X (1, :Tn) si y solo si ((B,M)(t1),.., (B.M)(Tn))(D,M)Y(X)=M(X) si y
solo si. ((.5 M)(TRANSS$(t1)),....(-: 3,MYTRANSS$(tn)))eM(X)eDy=B,1.n_.1)
v(c_iebldo a (1++)) si y sélo si
L Eae1 Z(M(X),(-B,M)(TRANSS(11)),...,(-B,M)(TRANSS$(11)))=V (debido a la
definicion de gq+17) si y solo si
a1 2((-B,M)(X),(-B,M)(TRANSS(1)),...,(-5,M)(TRANS$(1,)))=V —debido a que
'M(X)=(.E,M)(X)— si y s6lo si (-8,M)(€n+1(X, TRANSS(T1),... TRANSS$(th)))=V si y
5610 si (B,M)(TRANSS$(X(Tis...,T)))=V si y sélo si (-B,M) F TRANSS$(X(1s,...,Tn))
para toda asignacién M de L» en D.
- Si I'T=P, P un simbolo de constante relacional —es decir, Pe CONS.OP, y es tal que
FUNC(P)=(0,1.."..,1)—, entonces
(D,M) EzP(x,...,T0) si y $E10 si ((B,M)(11),....(D,M)(ta)) €(T,M)(P)=PZ si y sélo
si P'E((.ﬁ,M)(‘t;),..,(.ﬁ,M)(rn))=V (por la manera en que se definio P"D) si y solo si
(B, MYPYHD,M)(T1),...(D,M)(1))=V si y sélo si
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(-B.M)YP)H(-B,M)TRANSS(T1)),....(-B,M)YTRANS(T:)))=V (debido

a (14++)) si y sélo si ((B,MY(P(TRANSS$(1)),..., TRANSS(t,)))=V si y s6lo si
(-B.M)(TRANSS(P(ti,...,tp)))=V si y soélo si (-8,M) |=TRANS$(P(11 ..... Tn)) para
toda asignacién M de Lz en D.

F2 Sean 1, y 12 términos arbitrarios y sean I'l y ‘¥ predicados n-arios cualesquiera (para

n=2, I1 y ¥ distintos de =), con neN\{0}.

- (D.M) Fz (11=072) si y sélo si
(D, M)(11),(B,M)(12)) €(D,M)(=0)={(x,y) (Do)’ | x=y} siy sélo si
(D, M)(11)=(D,M)(12) si y s6lo si ((:B,M))(D,M)(11),(D,M)(t2))=V (por (2++)
inciso (c)) si y sélo si ((:B,M)E)N(-B,M)(TRANSS(11)),(-8,M)TRANS$(12)))=V
(por (1++)) si y s6lo si ((BM)(=(TRANSS$(t1),TRANSS(t2)))=V si y solo si
(-B.MY(TRANSS$(t1)TRANSS(12))=V (pues recuérdese que cuando se definieron
las expresiones en los lenguajes multivariados, se hizo la convencién de escribir la
férmula =(t;,t2) como (ty=t2). Ver: Notacién inciso (aS) pagina 45) si y s6lo si
B.MYTRANSS$(t1=012))=V si y sélo si (-5,M) |=TRANS$(t|=otz) para toda
asignacién M de L2 en D.

- (D.M) fr (IT=,'F) si y s6lo si
(D, MY(IN),(DB,M)(F)) € (D,M)(=)={(X, Y) €(An)’IX=Y} si y s6lo si
(DB, MYTD=(D,M)(\F) si y sélo si (.F,MY(TRANSS(I1)=(-5,M)(TRANSS(¥)) (por
(2++) inciso (a)) si y s6lo si ((8,M)((TRANSSID=TRANSS$(\V)=V si y sélo si
(-B,M)(TRANSS$(IT=,"F))=V si y sélo si (B,M) k TRANSS$(IT=,'¥), para toda
asignacién M de L, en D.

F3 Sean ¢ y & férmulas tales que (B,M) r ¢ si y s6lo si (.85,M) F TRANSS(¢), ¥
(D, M) I=;~1r si y sélo si (-5,M) |=TRANS$(11:), para cualquier asignacion M de
L2 en D. Entonces:

= (DB,M) Er (pvn) si y sélo si (D,M) kr @ 6 (D,M) frn siy sélo si
(-B,M) | TRANSS(9) 6 (:5,M) k TRANSS(n) si y solo si
B.M) F TRANSS$(@)VTRANSS(7) si y sélo si ((5,M) |=TRANS$((pv7r) para
cualquier asignacién M de L2 en D.
“= (D,M) }=;.-—\(p si y sélo si no es cierto que (0,M) |=r(p si y solo si no es cierto
" que (-B,M) F TRANSS(¢) si y sélo si (-B,M) f ~TRANSS(¢) si y sélo si
(-8.,M) }=TRANS$(ﬂ<p) para cualquier asignaciéon M de L, en D.

F4 Sea ¢ una fé6rmula de L, tal que (D,M) |=;r(p si y sélo si (.B,M) FTRANS$(¢)
para cualquier asignacién M de L> en D, y sea x un simbolo de variable individual.
Entonces:

- (D,M) |+ 3xo siy sélo si hay ae Dy tal que (D,M(%/2)) ¢ siy sélo si hay
ae Do tal que (-8,M(x/a)) I:TRANS$((p) si y solo si hay aeDo=B; tal que
(-B,M(x/a)) F TRANSS$(o) si y sélo si (-8,M) FExTRANSS((p) si y sélo si
-8.M) f= TRANSS$(3Ix@) para cualquier asignacién M de L, en D.

F5 Sea ¢ una férmula de L, tal que (B,M) fr o si y sélo si (-:5,M) f TRANSS(¢)
para cualquier asignacion M de L2 en D, y sea X un simbolo de variable relacional
de aridad n. Entonces:

- (D,M) k7 3X¢ siy sélo si hay Re D, tal que (B,M(X/R)) kr @ si y sélo si hay
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(-B.M(X/R)) |=TRAN5$(<p) si y sélo si (-8,M) sat 3XTRANS$((p) si y sélo si
(-8.M) E TRANSS$(3X¢) para cualquier asignacién M de L en D.

F6 Sea ¢ una férmula de L, tal que (D,M) |=;.~(p si y s6lo si (-8,M) |= TRANSS(¢)
para cualquier asignacién M de L, en D, y sea Q un simbolo de variable funcional
de aridad n. Entonces:

- (D.M) |=r 3Qe si y sélo si hay una funcién f:Dox.. "..xDo—>Dyo, fe D+, tal que
(D, M(Q/)) |=r<p si y sélo si hay una funcion f:Dox.. "..xD¢—Do, f& D41, tal que
-B.M((Q/f)) |=TRANS$((p) siy sélo si hay feB 1 n 1) tal que
(-8, M((Q/f)) l=TRANS$((p) (debido a la observacién(iv6) inciso (2)) si y sélo si
(-B.M) E 3QTRANSS(p) si y solo si (:5,M) E TRANSS$(3Qe) para cualquier
asignacion M de L; en .5.

]

(4++): De acuerdo a nuestra convencion de escribir p$=TRANSS$(p) y simplemente
reenunciando el resultado anterior tenemos que: Para cualquier formula e FORM(L2) y
para cualquier asignacién M de L en B, (B,M) Er ¢ si y solo si (.B,M) '=(p$.

Lema(iv5): Con todas las definiciones anteriores, 2D es una estructura general de tipo =.

Demostracion:

Probaremos que D I:r Comp(Lz2). Recuérdese que Comp(Lz2)=revwfu es el conjunto de la

cerradura universal de las férmulas de comprension de L, (véase pagina 40). Prueba por
casos:

(1) Sea nere. Entonces existe neN\{0} y pcFORM(L>) tal que
T=VIXVX1...VXn(X(X1,...,Xn)>); donde X eR, es variable relacional y xj,...,xn€Fo son
variables individuales. Por otro lado, si {vi,...,vm} =FREE@XVx1...¥Xn(X(X15...,Xn)<>P),
para alguna meN\{O}, entonces =V v)... Vv 3d3XVx|...Vxp(X(x1,...,Xn)>@). Asi,
tenemos que TE=VVI.. .V V3 X VX ... VXa(En+1 (XX 150, Xn) > @$) Yy como sFe MOD(A(Z)),
entonces: a”Zl=RComp, donde RComp={VRComp"p | neN\{0} y peFORM(L28)}, y en
“partlcular J%,'|=Vv| NMVaIX VX)L Y X (Ene1 (X X140 .. Xn) <0 3). Por ser .5=H(5?9) isomorfo a
;’i', ntonces -5 }:Vvl NV VnIX VX VX (Ene1 (X X150, X0 )20 8), (por el teorema del
'lsdmorﬁsmo), pero esto ultimo es lo mismo que .3 }=7r$ Finalmente, por (4++), D |=1r
'(2) Sea ntefu. Entonces existe neN\{0} y e FORM(L>) tal que
=V (VX,...VXn 3 1 Xn1 @=>IDVX| ... . VX 1 (D(X1,.-,Xn)~Xn+1 )6>9)), donde DeF, es simbolo

de variable funcional de aridad n tal que D& FREE(@), y X1,...,xn€Fo son simbolos de
variables individuales. Ademas, si

{V15.--s Vi }=FREE(VX... VX3 Xt 19— 3DV X ... VX041 (D(X1,- ., Xn)=Xp+1) €>9)), para
alguna meN\{0}, entonces

T=VV1...VVn(¥X1... VX 3 X0+ 1 9 —=>TDVX) ... . VX 1 (D (X1, Xn)=Xa+ 1)) €>9)) Y €ntonces
TE=V V. VvV (VX).. . VX3 X1 923DV X .. . . VX4 1 (B 1 (D), X ,... X0 )= X041 )2 98)). Por otro
lado, como s#Ze MOD(A(X)), en particular ﬂkf‘Comp, y entonces
5%|=Vv,...va(Vx,...Van!!x,.+|(p—-)ElDVx1....Van(EnH(D,x],...xn)zx,,+|)<—)(p$)). Por lo
tanto, debido a que .B3=H(s%) es isomorfo a 5 y al teorema del isomorfismo,

3 |=Vv| V(X1 VX033 X1 9> 3DVX L Y Xk 1 (Bt (D, X1, Xn)= X041 ) >0 8)), es decir
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.5 [n$. Finalmente, por (4++), D .

Los casos anteriores prueban que D |=r Comp(L3) y por lo tanto. por el teorema(iv0)

pagina 74, D es estructura general de tipo .
|

Lema(iv6): De acuerdo a toda la notacion anterior, .5=H(5#) e CONV[ST(EGL.>)].

Demostracion:

Por el lema(iv5), -’(@""-ﬁ:(Do,(Dn)neN\(O),(C'ﬁ)cecONs.op) es tal que DeST(EGL>).
Veamos que CONV(D)=.A. Por definicion,
CONV(D)=D$=((D$)icsorTs,(C”*)cesimors) es tal que:

- D$={V,F}=Bo; D$1=D¢=B,; para cada neN\{0}, D$.1..n.1)=Da=Bo,1..n..1). Para

cada neN\{0}, D$q1,i n. 1y={Z&Dqn+1 | Z:AoXx.."..XAo—>Ap es funcion}=Bq _ n_1) (por
la observacion(iv6) inciso (2)).

- Para cada CeCONS.OPNSIM. OP% —se tiene que FUNCS$(C)=FUNC(C)—:
+ Si FUNCS$(C)=1, entonces CP%=C

+ Si FUNCS$(O)=(1,1,.."..,1), con neN\{O}, entonces C™: D$;:x.."..xD$,— D$, es una
funcién n-aria definida como: CP*=C™=C".

+ Si FUNCS$(C)=(0,1,.."..,1), con neN\{0}, entonces CZ%:D$;x.. "..xD$,—> D$; es una
relacidn n-aria definida como:

cm(z,,...,z,.)=v si y s6lo si (z|,...,zn)eC‘ﬁ,
Cﬂs(zl,...,zn)=F si y s6lo si (z|,...,zn)eCﬁ. Pero, por definicion,
CP={(z1,....z0)e(Do)" | C3(z1,...,za)=V}, por lo que CP35=C=.
- Para cada los elementos de (SIM.OPS\CONS.OP)=e VEUWU{—,v,=}:
-+ 8i Ce& {—,v,~}, entonces C?% es 1a funcion definida de manera canénica en
“1a logica multivariada de los simbolos {—,v,=} sobre la estructura D5$. Por
lo tanto, C‘ﬂs—C
+ Para cada neN\{O}, e..+|"6 es la relacion n+1-aria
s, D$(o 1,0, 1yxD3$ix.. "..xD$;—> D$, definida como:
: en+| (Z Z1,...,Zn)=V si y s6lo si (2y,...,zn)EZ,
en+| (Z,z,,...,z,,)=F si y so6lo si (zy,...,Z)&Z. Asi, en+1ﬁs=en+1‘5

-+ Para cada neN\{0}, E,+ es la funcion n+1-aria

En+|‘ﬁ$:D$(1_1,,_n,_,l)xD$1x.. "..xD$;—>D8$; definida como:
Em””(z,z.,...,zn)=Z(z.,...,zn)=En+,5(z,zl,...,zn)

+ Si Ce W={grW|ReCONS.OP y FUNC(R)=(0,1,.."..,1) para algun meN\{O}}
entonces C=grW para algun ReCONS.OP tal que FUNC(R)—(O 1,....,1) para algan
neN\{0}. Asi, RWP*=C?® esta definida como CP%=x W Z3=R?.

Pero R7={(z1,...,zn)€(Do)" | R%(z:,....z0)=V}={(z1,....zn)€(Do)" | R (z1,...,zs)=V}=
{(Z15---,Zn)€(B1)" | R'-'Z(zl,...,zn)=V}=RW'5, —esta ultima igualdad se debe a la
observacion(iv8)—. Por lo tanto, Cm=RWﬂs=RW5.

De todo lo anterior, CONV(D)=.8=H().
||
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Teorema(iv2): Existe una funcional H:-MOD(A(Z))>CONV{ST(£GL>)] tal que para
cada estructura multivariada 7€ tal que s¥€ MOD(A(Z)), H() es isomorfo a 7Z.

Demostracion:
El lema(iv3) muestra la existencia de H y el lema(iv6) muestra que H tiene como

contradominio a CONV[ST(EGL;)]. Por lema(iv4) tenemos que H(5¥) es isomorfo a 7.
u

Teorema(iv3d): Para cualquier estructura multivariada ¥ tal que e MOD(A(X)), existe
una estructura general De ST(EGL?) tal que para cualquier asignacion M de L% en 5Zel
isomorfismo dado en el lema(iv4) f:5#—H(5%) induce una asignacién foM de L, en D
tal que para cualquier formula g eFORM(L>), (7EM) |=(p$ si y sélo si (D,foM) |=GE @.

Demostracion:

Usando todas las definiciones y notacién anteriores, sea D=(JoH)(5%). De acuerdo al
lema(ivs), DeST(EGL>). Sean e FORM(L>) una férmula arbitraria del lenguaje Lz y
M una asignacion arbitraria de Ly$ en 5% Por la proposicion(iii2), foM es una
asignaciéon de L2$ en H(59), y entonces, por la observacion(iv9), foM es una asignacion
de L en D. Probemos ahora la doble implicacion:

(Suficiencia). Supongamos que (7&M) |=(p$. Entonces (H(5%),foM) F(p$ (debido al
teoremac(iii3) del isomorfismo para estructuras multivariadas). Asi,

D=J(H(FD)e ST(EGL,) es tal que (B,foM)) Er ¢ (por (4-++)).

(Necesidad) Supongamos que (D,foM) kcx ¢. Entonces (D,foM) Ex ¢ (por la
observacion(iv3), pagina 77) y entonces (H(7%),foM) |=<p$ (por (4++)). Por lo tanto,
(FEM) |=(p$ (por cl teorema(iii3) del isomorfismo para estructuras multivariadas).

|

Finalmente ya podemos mostrar cOmo estan relacionadas las nociones de
consecuencia logica en la logica de segundo orden con semantica sobre estructuras

generales y la 16gica multivariada. Esta relacion queda explicita en nuestro siguiente
teorema.

Teorema(iv4): Sea L: el lenguaje arbitrario de segundo orden de tipo Z que se ha
venido usando desde el principio del capitulo y sea ' {p}cFORM(L32). Entonces
I ko @ siy sélo si TRANSS[[UAE) Fo$

Demostracion:

(Suficiencia). Supongamos que I" FGE @ y sea (5% M) un modelo arbitrario multivariado
de TRANSS[I"'TUA(Z). Por el teorema(iv3), existe una estructura general D tal que para
toda férmula Te FORM(L2), (B,foM,) far 7t si y solo si SZFnS. Asi, (D,foM,) fge T
(puesto que (FEMy) |=TRANS$[I']), ycomo I |=Gg @, entonces (D,M,) "GE P.
Finalmente, otra vez por ¢l teorema(iv3), (F&EM;) }=¢p$.

(Necesidad). Supongamos que TRANSS[CUAX) l:(p$ y sea (D,M>) un EG-modelo
arbitrario de I'. Entonces existe una estructura multivariada DS de tipo Z$ tal que
(D$,M2) |=TRANS$[F] (esto por el corolario(iv4) pagina 90); ademas (D$,M>) }:A(Z),




108

por la Indicacién(ivl), pagina 93. Asi, (DS$,M2) FTRANSS[I'JUA(Z) y como

TRANSS[TIUAR) i=<p$, entonces (D$,M2) F¢p$. Asi, tenemos que (D,My) Fap @, otra
vez por el corolario(iv4).

Definicion:

La cardinalidad de una pre-estructura SZ=((An)nen, (F¥)recons.op) €s Aol

Teorema de compacidad para légica de segundo orden con semantica sobre
estructuras generales: Sea L un lenguaje de segundo orden de tipo ~ y sea I” un
conjunto arbitrario de enunciados de La. Si para cualquier subconjunto finito ®@ de
enunciados de I" existe una estructura general que es modelo de ®, entonces existe una
estructura general modelo de I" cuya cardinalidad es menor o igual a

ITHIACG)HD(ES)|+No. (Donde ©(Z8) es el conjunto de enunciados de primer orden que
se define en el capitulo 111, pagina 56).

Demostracion:

Supongamos que para cualquier subconjunto finito ® de enunciados de I' existe una
estructura general que es modelo de ©.

Para probar nuestra afirmacion, primero veamos que cualquier subconjunto finito de
enunciados de TRANSS[I'JUA(Z) tiene un modelo multivariado. Sea €2 un subconjunto
finito y arbitrario de enunciados de TRANSS$[I'IUA(Z). Entonces ONTRANSS[I'] es
finito y ocurre que para cualquier te QNTRANSS([I'], n=¢$, donde peI. Asi, existe un
subconjunto N finito de I' tal que TRANSS[N]=QTRANSS$[I']. Como por hipotesis
para cualquier subconjunto finito de I existe una estructura general que es modelo de él,
entonces existe £ EG tal que &%FEG N. Consecuentemente la estructura multivariada
A3 es tal que 573 FTRANS$[N] (debido al corolario(iv4), pagina 90); ademas, por la
Indicacién(ivl), pagina 93, 543 FA(Z) y entonces, como

Q=(ONTRANSS[I'NDU(QNA(X)), 555 FQ Esto prueba que cualquier subconjunto finito
de TRANSS[ITIUA(Z) tiene un modelo multivariado, y por el teorema de compacidad
para l6gica multivariada, concluimos que existe una estructura multivariada .5 modelo
de TRANSS[I'JUA(Z) con cardinalidad menor o igual que
ITRANSS[IMUAE)|HDP(Z$)|+No. Finalmente, por el teorema(iv3), existe una estructura
general TeST(EGL,) modelo de I" cuya cardinalidad es menor o igual que
ITRANSS[TTUAE)HPED)|+No<| TRANSS[T]HAE)HD(ZS) +No=
|ICIHA)HD(ES)|+No. (Esto ultimo se debe a que el universo de individuos de G es el
universo de tipo 1 de .5).

]

Teorema de Liwenheim-Skolem para légica de segundo orden con semantica
sobre estructuras generales: Sea L» un lenguaje de segundo orden de tipo £ y seal un
conjunto arbitrario de enunciados de L. Si existe una estructura general de cardinalidad
infinita que es modelo I, entonces I tiene un EG-modelo de cualquier cardinalidad x,
con k= HAE)HD(ES)|+No. (Donde DP(Z3) es el conjunto de enunciados de primer
orden que se define en el capitulo 111, pagina 56).
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Demostracion:

Sea x>|[+HAE)|+HP(ZS$)|+NRo y supongamos que existe una estructura general &€ infinita

que es modelo de I'. Entonces, por el corolario(iv4) y por la Indicacion(ivl), % es una

estructura multivariada modelo de TRANSS$(I')UA(Z); ademas, el universo de tipo 1 de

%% es el universo de individuos de la estructura general 5%, el cual, por hipoétesis, es

infinito. Por lo tanto, por ¢l teorema de L6wenheim-Skolem para l6gica multivariada y

debido a que k=|[+HAE)HD(ZS)|+ N o=|ITRANSS(D)|+HAE)HD(Z$)|+NRo=

[TRANSS(INUA(Z)[+HP(Z$)+N 0, existe una estructura multivariada -8 modelo de

TRANSS(INVUA(Y) y de cardinalidad k. Asi, por el teorema(iv3) existe una estructura

general D=((Dy)nen, (f‘ﬂ)recoNs,op) modelo de I” cuya cardinalidad [Do] aseguramos es x:

esto ultimo se debe a que si uno observa la definicién de D en la proposicion(iv12), el

universo de individuos Dy de D es el mismo que el universo de tipo 1 de .5, de lo cual
concluimos dos cosas:

- |Dol€k, debido a que la cardinalidad de .3 es la suma de la cardinalidad de sus
distintos universos.

-  k<|Dg|, debido a que, en la prueba del teorema de Lowenheim-Skolem para la légica
multivariada en nuestro caso particular (es decir, donde se construye una estructura
multivariada -5 de cardinalidad k a partir de una estructura 5¢$ y de su universo de
tipo 1, el cual es infinito), el universo de tipo 1 de .3 tiene cardinalidad mayor o
igual a k.

Por lo tanto, D=((Dn)nen, (flﬁ)recoNs‘op) es EG-modelo de I" de cardinalidad |Do|=x.

|

Resultados pospuestos.

Corolario(iv6): Sea L un lenguaje de segundo orden arbitrario de tipo . Entonces:
(a) Consecuencia légica no implica pre-estructura-consecuencia logica; es decir, existen
conjuntos de formulas 'o {¢@}cFORM(L>) tales que I |=cp y no es cierto que I |=r<p.
(b) EG-consecuencia logica no implica pre-estructura-consecuencia logica; es decir,
existen conjuntos de formulas ' {¢}=FORM(L,) tales que I" |=gc @ y no es cierto
que I Fro.
(c) Consecuencia logica no implica £G-consecuencia logica; es decir, existen
coll:juntos de férmulas Mo {p}cFORM(L:) tales que I” }= ¢ y no es cierto que
I" Feg -

Demostracion:

(a) y (b)

Sean z,w variables individuales y X variable relacional de aridad 1 de L.. El enunciado
FzZAW(VX (X (2)=>X(W))A—(z=w)) es una formula de L: tal que no es satisfacible de
manera estandar ni es EG-satisfacible, sin embargo, si es pre-estructura-satisfacible
—véase la prueba de los incisos (1) y (2) de la proposicion(ivl 1)—. De este resultado, es
inmediato que:

Z=W |=—E!z3w(VX(X(z)(—)X(w))A—.(mw)),

pero no es cierto que z=w }=p—1323w(VX(X(z)(—)X(w))A—.(zzw)); ademas:

zaw fFre —3zAW(Y X(X(Z)oX(W)A—(z2W)),
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pero no es cierto que z=w l:p —JzI3W(V X(X(2) o> X(W))An—(z=w)).
Por lo tanto, hemos probado (a) y (b).

©

Para cada neN, n=2, sea ¢, la formula “hay n elementos™:

@n=30t1,.., Tt {—(01=002) A (0L =03 IA.. .A(O =) A. .. A—(Un-1=0Cn)), dOnde
Fo={aiieN} es el conjunto de variables individuales de L,. Ademas, sean K={@p,neN}
Y Qin=aD(VaVB{(D(a)~D(B))—> (a=~oBA3a Vv B—(a=~oD(B))) —recuérdese que en la
légica estandar de segundo orden @inr expresa la nocion “ser infinito”—. Es claro que
KU {@int} =SENT(L2)cFORM(L.,). Ademas, K |=(p...¢, pero no es cierto que K ':EG Ping-
Para ver esto, obsérvese que si K |=EG @ine €ntonces, por el teorema de compacidad para
légica de segundo orden con semantica sobre estructuras generales, existiria un
conjunto finito GeK tal que

G FEG @inr, Y €ntonces, por el corolario(iv2) inciso (2), tendriamos que G |= @inf-

Noétese que esto es contradictorio con nuestra prueba del teorema(il), en la cual se
mostrd que no existe un conjunto finito LcK tal que L l=q>...r

Por lo tanto, no es cierto que K |=EG Pinf-
|

Corolario(iv7): Sea Z el tipo de un lenguaje de segundo orden L». Entonces EE(Z) es
una clase propia de EG(X) y EG(Z) es una clase propia de #{Z).

Demostracion:
Por la proposicion(iv9) sabemos que EE(E)cEG(Z)=F(X); asi, solo nos hace falta ver
que tales contenciones son propias:

Veamos que EE(Z)=EG(Z):

Con toda:la notacién de la prueba del inciso (c) del corolario(ivé) y por la prueba
misma; el con_;unto de enunciados K\ {@iar} SSENT(L>?) es tal que K |=<p.nr, y sin
embargo no es cierto que K |=EG @iar- Esto ultimo significa que existe una estructura
general .s’ri'que es modelo de K, pero que no es modelo de @iar. Nitese que entonces esta
estructura general no es estructura estandar (de otro modo seria modelo de @iar).

Veamos que EG(Z)=HE):

Sea 5{=((An)neN, (fﬁ)fEcoNsiop) una estructura general arbitraria de tipo £ tal que el
universo de individuos Ay tiene al menos dos elementos y sean a,be Ao, a=b. Notese que
{a} y {b} pertenecen al universo de relaciones unitarias A de &% ya que para todo

ze Ao, {z} es paramétricamente sZ-definible como: {z}={qeA¢ | FAx/q,W/z) [: (x=w)},
donde x y w son variables individuales de L.

Definimos la pre-estructura .5=((Bn)nen, (f‘a)fECONSAQP) de tipo £ como:

- Paratodo neN\{1}, B,=A,,

- Bi={{b}},

- Para todo fe CONS.OP tal que FUNC(f)=(0,1), £I=F7

- Para todo fe CONS.OP tal que FUNC(H)=(0,1), f?={b}.

Asi, -3 es pre-estructura de tipo I, pero no es estructura general de tipo .
n
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Conclusiones del capitulo

A través de todos los capitulos anteriores hemos pretendido dar una exposiciéon
amplia de los hechos basicos de la l6gica de segundo orden; en particular se ha
trabajado mucho en relacion a la reductibilidad de la l6gica de segundo orden con
semantica sobre estructuras generales a logica de primer orden, y sin embargo, no
hemos hecho explicita tal reduccion. Con la intencion de que esta reduccion quede
totalmente clara, la mostraremos aqui:

Por lo realizado en este capitulo, tenemos:

- Para todo lenguaje L, de segundo orden de tipo Z=(VAR,FUNC), tal que
FUNC:CONS.OP— VAR existe un lenguaje muitivariado L.$ de tipo
Z$=(SORTS$,FUNCS), tal que FUNCS$:SIM.OP$—(S,(SORTSIU/(N\{0})MN\{(0)},
donde SIM.OP$=CONS.OPU {—,v,~} s UEUW y donde g, E y W son ciertos
conjuntos de simbolos de constante relacional, funcional e individual
respectivamente, ajenos a CONS.OP.

- Cada formula ¢peL; esta asociada a una férmula @$el2$.

- Cada estructura general 5% de tipo = esta asociada a una estructura multivariada 57%
de tipo =$.

- A cadaasignacion M de L; en 5% corresponde una asignacion M$ de L.$ en &73% tal
que (FELM) }:EG ¢ si y s6lo si (F83,M$3) |=(p$.

- Existe un conjunto de enunciados multivariados A(Z)cSENT(L.$) tal que para
cualquier conjunto de féormulas de segundo orden I'U{¢p } cFORM(L>) existe un
conjunto de formulas multivariadas TRANSS[I"'Jw {¢3$} cFORM(L:$) tal que
T Eec @ si y s6lo si TRANSS[IIUA(E) Fo$.

Ademas, por lo realizado en el capitulo Ill, tenemos:

- Para todo lenguaje Ly de tipo multivariado Z=(SORT,FUNC) tal que
FUNC:SIM.OP—(S,(SORTYU(MNV{OIN\{(0)} existe un lenguaje de primer orden
Ln* de tipo £*=(SIM.OP\{v,—,=})U{Q; | ie SORT\{0} }, donde {Q;|icSORT\{0}}
es un conjunto de simbolos de constante relacional ajeno a SIM.OP

- Cada formula @ €L esta asociada a una férmula @*eLy*.

- Cada estructura multivariada &€ de tipo = esta asociada a una estructura
monovariada &£* de tipo Z*.

- A cada asignacion M de L, en 5& corresponde una asignacion M* de L,* en 5#* tal
que (FEM) |=(p si y solo si (&7%,M*) [=(p*.

- Existe un conjunto de enunciados de primer orden ®(Z)c=SENT(Ln*) tal que para
cualquier conjunto de formulas multivariadas I'U {¢p}cFORM(Ly,) existe un
conjunto de férmulas de primer orden I'*U{p*}cFORM(L,*) tal que
r |= @ siy solo si I'*ud(Z) |= Ppr.

Por lo tanto, de las dos listas anteriores tenemos la reduccion explicita de la logica de
segundo orden con semdntica scbre estructuras generales a 16gica de primer orden:



Para todo lenguaje L> de segundo orden de tipo Z=(VAR,FUNC) tal que
Dom(FUNC)=CONS.OP existe un lenguaje de primer orden L,$* de tipo
Z8*=(CONS.OPUeUEUW.)U{Q; | icsSORTS\{0}}.

Cada formula ¢ €L; esti asociada a una formula @$* L $*.

Cada estructura general 5% de tipo X estd asociada a una estructura monovariada
FB* de tipo =$*. .
A cada asignacion M de Lz en & corresponde una asignacion M$* de L2$* en 5£3*
tal que (FEM) ':EG ¢ si y sélo si (F73*,M$*) |=(p$"‘.

Existe un conjunto de enunciados de primer orden {A(Z)]* U D(ZS)=SENT(L,$*) tal
que para cualquier conjunto de férmulas de segundo orden I'U {¢p} <cFORM(L>),
existe un conjunto de férmulas de primer orden
[TRANSS[I]*{p$*}cFORM(L.$*) tal que I FEG @ si y solo si

[TRANSS[[]]* U[AS)F*OD(ES) Ep$*.



113

APENDICE 1

El axioma del supremo, ¢l axioma de buen orden, el axicma de induccién, ser
infinito o ser finito son ejemplos de propiedades muy usadas —al menos en
matemadticas— que no son expresables por medio de una férmula en un lenguaje de
primer orden arbitrario, y sin embargo, si lo son en lenguajes de segundo orden (como
se puede ver en la seccion desde donde se hace referencia a este apéndice). No es
sencillo probar que cierta propiedad no es expresable en ningin lenguaje de primer
orden, no obstante, nosotros daremos al menos una prueba completa de una propiedad
expresable en segundo orden y no expresable en primer orden:

El enunciado 3X@AxX(X)AVXVY[X(X)AARX,Y)—>(x~y)AX(Y)]) (donde X es una
variable relacional unitaria, x y y variables individuales y A un simbolo de constante
relacional binaria) es conocido como el enunciado Geach-Kaplan (que es simplemente
una formalizacion de la frase “hay criticos que sélo se admiran entre si”’, —“some critics
admire only one another—) y no existe una férmula de primer orden equivalente a él.
Para ver esto obsérvese que si substituimos en el enunciado Geach-Kaplan
(x=0)v(x=y+1) en lugar de A(x,y), entonces tenemos la féormula, de un lenguaje
apropiado de segundo orden,

AX XAV XV Y[ XA (x=0)v(x=y+ 1)) > —=(x=y)AXY)]) (GKA)

la cual es verdadera en los modelos no estandar de la aritmética de Peano que tengan
elementos que no se obtienen iterando un numero finito de veces la operacion sucesor
sobre el cero, y es falso en el modelo estandar de esta misma:

Sea "G un modelo no-estandar de la aritmética de Peano de primer orden con elementos
que no se obtienen iterando un nimero finito de veces la operacion sucesor sobre el
cero. Entonces el subconjunto de todos estos elementos del universo de G no tiene
mmlmo y hace que G sea modelo de (GKA).

o Sea ‘5% un modelo estandar de la aritmética de Peano de primer orden y sea V un
. subc “nJunto arbitrario pero no vacio del universo de 5% Por ser &€ modelo estandar de la

- aritmética de Peano de primer orden, entonces V tiene un elemento minimo; si e!
x_ﬁ_inii'no de V es 0, entonces 5HX/V) no es modelo de
(3xX(x)AVxVy[X(x)A((sz)v(xzy+l )N—->—=(x=y)AX(y)])- En caso de que el minimo de
V sea g, con g=0, entonces g=w-+1 y por lo tanto weg V; asi, sf{X/V) no es modelo de
BXXEIAVRVY[X)A(x=0)v(x=y+1))—>—(x=y)AX(Y)])- Por lo tanto, en cualquier
caso, para todo subconjunto distinto del vacio V del universo de &&, s4X/V) no es
modelo de FxXX)AVXVY[XE)IN((x=0)v(x=y+1))>—(x=y)AX(Y)]) Yy por lo tanto &% no
es modelo de (GKA).

' El que (GKA) sea verdadera en el modelo no estandar G de la aritmética de
Peano de primer orden y falsa en 5 implica que (GKA) no tiene un equivalente de
primer orden (puesto que 5£y G son elementalmente equivalentes, es decir, hacen
verdaderos a los mismos enunciados de primer orden) y por lo tanto el enunciado de
Geach-Kaplan tampoco tiene un equivalente en primer orden.

En general, una manera de probar que una propiedad no es expresable en primer
orden es mostrar que tal propiedad es satisfecha por una estructura 5y no lo es por una
estructura -5, de tal manera que &€ y .5 son elementalmente equivalentes. Esta es la
manera en que se probd el ejemplo anterior y también es la manera en que se pueden



probar que el axioma de induccion o el axioma del supremo no son expresables en
primer orden:

Un modelo de los nameros hiperreales es elementalmente equivalente con los
numeros reales y sin embargo, a diferencia de los reales, no cumple el axioma del
supremo (por ejemplo, el conjunto de los infinitesimales esta acotado superiormente
por cualquier real estdndar, pero no tiene una cota superior minima).

El que se pueda construir una estructura elementalmente equivalente a los nimeros
naturales en la cual haya elementos con un nimero infinito de antecesores implica
que, como se mostrara en el capitulo 11 y a diferencia de los niimeros naturales, no
es posible que tal estructura sea modelo del axioma de induccion (de otro modo
seria isomorfa a los nimeros naturales y entonces todos sus elementos tendrian un
numero finito de antecesores).
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APENDICE 2

No es facil proporcionar un lenguaje de segundo orden de un tipo dado y una
formula de éste que sea EG-satisfacible pero que no sea satisfacible por ninguna
estructura estandar del mismo tipo. Nosotros mostraremos este hecho apoyados en un
par de resultados que no mostraremos:

l’Tcorema(*): Para todo lenguaje de segundo orden L de tipo =, existe un cédlculo C tal
que para todo conjunto de enunciados 'U{e}=SENT(L),
I"'rgpsiysdlosi I” }-c [

Por un calculo o sistema formal S para formulas de un lenguaje L de segundo
orden entenderemos la definicion usual de cédlculo para lenguajes de primer orden
(véase Amor }.A. [1999]. “Compacidad en la Logica de Primer Orden y su Relacién con
el Teorema de Completad”, pagina 102) a excepcion de que en lugar de manejar
férmulas de primer orden se manejaran formulas de L. Entendido lo anterior, se define
de la misma manera que en l6gica de primer orden el que un calculo sea correcto y
completo; asi, el teorema anterior simplemente dice que existe un calculo C correcto y
completo para la £G-consecuencia logica.

Sea Lpa: el lenguaje de segundo orden de tipo Zpaz de la aritmética de Peano de
segundo orden (es decir, el lenguaje con el que se trabajo a lo largo del capitulo 1) y sea
IT1={P;, P2, P3} el conjunto de axiomas de Peano de segundo orden (véase el capitulo II).
Ademas, sea ﬂE(N,O,s“"S el conjunto de los nimeros naturales con el cero y la
operacion sucesor. Por altimo, lo unico que nos hace falta definir antes de enunciar el
proximo teorema es lo siguiente: Dado un lenguaje de segundo orden L de tipo £ y &%

una estructura estandar de tipo £, definimos Teo(#8={peSENT(L) | 7€ ¢}.

“Teorema(**): Existe un enunciado A& SENT(Lpa:) tal que AeTeo(A) y tal que no es
cierto que I'T I‘S A en ningin calculo S correcto de segundo orden.

Con los teoremas anteriores es facil probar que hay una formula EG-satisfacible
que no lo es de manera estandar: Sea A el enunciado que asegura el teorema(**). Como
no es cierto que IT l—c A —por el teorema(**)—, entonces no es cierto que I'1 gg A —por el
teorema(*)—; asi, existe un £G-modelo de I'T que no lo es de 7.. De esto ultimo
concluimos que el conjunto de enunciados I'TU{—A} es EG-satisfacible, es decir, que
P1AP2,AP3A—A es EG-satisfacible. Por otro lado, PiAP2AP3A—A no es satisfacible por
ninguna estructura estandar de segundo orden, ya que cualquier estructura estindar que
satisfaga a P|AP,AP; sera isomorfa a ¥ (en el capitulo Il se probo que la aritmética de
Peano de segundo orden es categorica), por lo que serd modelo de los mismos
enunciados que ¥ —esto ultimo debido al teorema(i6)— y como —A g Teo(A), —ya que
reTeo(SN), segin el teorema(**)— entonces PiAP2AP3A—Ag Teo(EX), y por lo tanto
PyAP2AP3A—A no es satisfacible por ninguna estructura estandar.

® Este resultado se prueba en Manzano M.[1996] “Extensions of First Order Logic”, pags 70-112;
289-290. Barcelona: Cambridge University Press.

¢ Una prueba de este teorema se puede encontrar en Robbin J.W.[1969] “Mathematical Logic: a First
Course™, pag 157. New York: W. A. Benjamin.
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