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Introduccién

Muchos de los ejemplos ffsicos usados para ilustrar la aplicacién de la matems4tica pertenecen

a_campos de la Teoria Dlecl‘.romagnél.\ca, Mecé.mca. Cuéntica., etc, en estos para su repre-
sentacién sc usa herramienta matemética como: la Teorfa de las Ecuaciones Diferenciales Par-
ciales y Ordinarias, Ecuaciones Integrales y el Célculo Variacional.
En este trabajo se revisan algunos fundamentos que sirven para el estudio de la Teorfa Cuéntica
de Dispersién y se enuncian resultados refercntes al Teorema Espectral, que es la parte medular
del trabajo. Ll Andlisis spectral es de suma importancia en la Teorfa de Dispersién, la
Matemédtica sobre Teoria de Dispersién usa métodos de este Andlisis. También, usa métodos ¢
ideas en aplicaciones a la Teorfa Cuédntica y Dispersién Cudntica. La influencia de la Matem4ética
sobre la Fisica es muy importante, ya que gracias a los fundamentos matemaéticos se han logrado
entender muchos fenémenos fisicos, por ejemplo, la Teorfa de Grupos es muy importante para
entender fenémenos referentes a la Fisica de Partfculas. :

Desde 1926 las fronteras de la Fisica han sido ampliadas, partlculax'ment.e con la introduccién
de la Mecdnica Cudntica y otras dreas todavfa abiertas, de la Teorfa Cuéntlca como son: Fisica
Atémica, Fisica Nuclear, Fisica del Estado Sélido y la Fisica de las Particulas Elementales. Es
convenicnte sefialar también que otra disciplina matemética para el estudio de estas ramas de la
Fisica es el Andlisis Funcional, aunque la Teorfa de Grupos y la Variable Compleja son también
herramientas muy importantes para su completo entendimiento. La Fisica-Matem4tica ha sido
tradicionalmente concerniente con la Matemdtica de la Fisica Cl4sica: Mecédnica, DinAmica
de Fluidos, Aciistica, Teorfa del Potencial y Optica. Aquf, vemos algunos resultados que son
medulares en la Teorfa de Dispersién como lo es el Teorema Espectral.

Se introducen también conceptos de Algebra Lineal como : funcién, dependencia lineal,
independencia lineal, base etc., necesarios pa.r# entender este teorema, luego se enuncia el
Teorema Espectral en dimensién finita con su demostracién, después se enuncia el Teorema
Espectral en dimensién infinita y finalmente se prueban algunos teoremas importantes para la

‘corfa Espcctral en dimensién infinita y se observa que este tipo de herramienta matemdtica
es muy importante para la Fisica Matemdtica en especial para la Mecdnica Cudntica, la cual
necesita de todo este formalismo matemético. Ademds, se ve que dicho formalismo ayuda a
representar fenémenos fisicos que son modelados mediante ecuaciones diferenciales e integrales.
Algunos modelos de este tipo son por e_lemplo la ecuacién de onda, la ecuacién del calor y la
ccuncxén de Schradinger.




CAPITULO 1
1-A Grupos, Campos'y Espacxos Vectonales :
Un conjunto no vacfo S se lama'; grupo 51 se satlsfecen las siguientes COﬂdlClOl’)eS
1. Hay definida una operacién binaria que a. cada par de elementos a,be S le a.socna un tercer

clemento de S, T 3
usualmente llamado el producto deayby: denota.do por a- b o ab

4 Ca.da element.o a E S tiene inverso

a siguienté condicién:

: a.l que a cualquler pa.reja de elementos de K sc'les asocia un elemento de K de forma que:
: {:(K Fyiy (K~ {0},-): son grupos. conmutativos y ademds a - (b + ¢) = .ab + ac,
‘(b-l—"c) a—_-ba.+caysedeﬁnea 0=0-avae€ K.
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Sea un campo K, cuyos clementos llama.remos escala.res Yy sea 'V un grupo aditivo ubellano. Si

existe una operacién de multxphcaclén entre los escalares y los element.os de V de manera que

se satisface: o e . o . -

a) Si ¢ es un escalar y U V son vector@, entonces c(U + V) = cU_+ cV -
b)81a.ybsoncscalares,luego(a,+b)v—-a"-+vavEV RERIR I

c) Si aybson wcala:es, luego (ab)'u = a(b’v) Vv € Vil
d)VeIementouGVsetlenel Cu=u '
_..e)’Si ¢ es un escalar, entonces c(u + v) = cu+ cv
-yi_f)VueVsetxeneque lu=u ,dondeueslaumdad
. espacio vectorial sobre ¢l campo K. A los elementos de V-
2i7*1-B - Subespacio Vectorial B

CA los clementos de un espacio vectorial se les llama. vector&s

ecimos que V'es un

. Sea'V un espacio vectorial, y sea W un SubCOn_]unto de
“vectorial si W satisface las siguientes condiciones::
L.SivyweW,susumav+weW ‘
2. 8i v € W y ¢ es un elemento del campo, entdnc@ cvEW, : )
Notese que, C™ es un espacio vectorial sobre.C; donde .,,‘.)./z.' e C yi=1,...n}
y C son los mimeros complejos. Analo‘gt’u‘ngnt'é’ R"

= {(p1,--Pn)/P: € Q,i=1,..,n} son espacios

respectxvamente REREES ST .
Sin embargo nétese que R" no es espacio vectorml sobre C, ya que siz € Z 2(xy,.c0r Tp) =
(221, -y 2zn) € ™. Mds adelante se habla de productos cartesianos-més generales. * Asf, al
trabajar con espacios vectoriales siempre se especifica el campo sobre el cual se considera el
espacio vectorial. Cuando se escribe K™ se entiende que se le considera como un espacio vectorial
sobre K. Sea V un espacio vectorial arbitrario y sean v;,..,vs elementos de V. Sean &i,...,Zn

elementos del campo. Una combinacién lineal de vy,...,u, serd una expresién del tipo:
V1 + TUz 4 ..o - Ty

El con_]unto de todas las comblnacxones lineales de vy,...,u, es un subespacno de V, que denotamos
" por W. L s
: :En cst;e caso, el subespacxo W se conoce como el subespacno generado por v..... Un.
H 1,e, si t;odo elemento de V es. unu combmamén lmea.l de v, ..., v,, entonces, decimos

ue v ,...,i),. genera 'a V.
'DJemplo 1./ En R2 si A, = (1 1), Az = (2 —1) el vector C = (-—4 5) es combinacién lineal

“de Ai Y Az pues C.= 2A1 + (—3)A2.




1-C Basc y Dimensién i
Sea V un espacio vectomal sobre K y sean Vl,..' V" element.os de V Se dxce que v,, V.; sbn

;el mnsmo;numero de elementos. Para la prueba d

El subespacio de V' generado por w,,vs,...,Um contiene a v, y, por tanto, debe contener todos

los elementos de V, ya que v1,...,U; generan a V. La idea consiste ahora en continuar el
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procew paso a puso y en reemplazar sucwwamente 8 Up,Ug,-.. POT W2, W3,... hasta que se agoten
todos los e]ementos v;,...,v,,, y asf wl, ,wm genera a V. Supéngase ahora por induccién que

) ,‘3 un ent;ero reonl'<ricim _que K dwpués de una’ renumeracxén adecuada. de vy,..,um, los

mente dependlenus.

Teorema, Sea V' un %pacid.- vectoridl y:supéngase j'que ,uﬁzi*'.ba'sé,.:de ;est ,e&ép'acicvyiiene n
elementos y que otra base del mismo tiene m elementos = m = n, el teorerma :'gnteriqr = que
ambas alternativas n > 7n 'y m > 7 son imposibles y que , por tanto, m = n. Sea V' un espacio
vectorial que tiene una base con n elementos diremos que n es la dimensién de V. Si V consta _
solamente del 0, = V no tiene base alguna y se dice que V tiene dlm&nsnén 0 La dxmensxén .
de un espacio vectorial IV sobre K se denota con dimiV', o sxmplemente con’ dsz Se dloe que

cualquicr espacio vectorial que tenga una base con un nimero ﬁmto de elementos, oele espacxov C

vactorial nulo, es de dimensién finita.

Teorema. Sea V un espacio vectorial y sea {vy,...,v,} un conjunto méxxmo de elementos de: :
V linealmente independientes, = {v),...,vn} €s una base de V.

B

Prueba. Decbemos mostrar que vy,...,un generan a V, ie,, quet do elem nt

expresar como una combinacién lineal de wvy,.. +Un. Sea. w-un

los elementos w, vy,...,n de V' deben ser hnea.lmente dependxen es y,v por. ta.nto, ‘3 nimeros
T, T1yeeTy NO todos lguulas a cero, tal(s que. g :

A xow_+ x;vj+... + Xpvy

No se puede tener xq = O, ya. que ‘si este fuer el 1S0; ol 'dr‘ft‘l una relacién de dependencia
n funcién de vy, ..., v, a saber:
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Io cual prueba que w es una combinacién lineal dé UlyeersUn Yy por t.ant.o, {'u,, ...,v..} es una base.
Teorema. Sea V' un espacio vectorial de dlmen316n n' y sean vy,.. .,v,. elementos linealmente
independientes de V. Entonces 'ul,...,'u,., constltuyen una base cle V :

Prueba. Usando el primer teorema de la seccxdn, {'ul, ; 'u,.} es un con_]unto méximo de ele-
mentos linealmente mdepenchent;es de V. Por lo que, “del teorema ‘inmediato anterior es una

base.

Teorema. Sea V un espacio vect,onal de dxmens:én n'y sean v; Uy linealmente independientes.

subespacio generado por vl

tenemos una relacién

donde a; € I, = a,4; # 0, = podemos 'r'esa.r a v.-+1 eri'—términos de vy,...v,, a saber:
Vrg1 = "a~.-+x(axvl + + ar‘Ur)

lo que contradice el hecho de que v,4:3 no est:é en el subespa.cxo generado por vy,..., v,. Supong—
; vy son linealmente mdependxentw.

arnos que hemos hallado elementos v,.i1; ..., V, tales que Vil
Entonces, por el teorema del inicio de la seccxén, 8 < n. Sx consxdera.mos que s es méxxmo,
" entonces ¢l argumento precedente mucstra que s =nyYy, por t.anto, que {vy,...,v,} es una base
de V. : ; : ’
1-D::Sumas y Sumas Duectas ) ]
Sea V.un espacio vectorlal sobre el campo K B Sean>U y W subespacios de V. Se define la
‘suma de Uy-W. com‘ el 'subcon,]unto de V- que const;a de todas las sumas u + w con u € U
‘ ' yi w G W Se denota @ta" uma. por’ U+W 'Esta. &e un subespacio de V. Ciertamente, si

ul,‘LLz E Uy w,,wz

(u1+u2)+ (w, +uw) €eU+W
Sice K, enténcgé: -

('u., +‘w,) = Cul +cun €U+ W

Finalmente 0 + 0 € W Lo cual prueba que U + W es un subespacio. Se dice que V es una
suma directa de U'y W si Vve V.3 elementos tinicos u € U y w € W tales que v = u + w.
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Teorema. Sea V un espacio yectgfia.l sobre el campo K, y sean U y W subespacios. Si U +W
=V ysiUNW = {0}, => V. es la suma directa de U y W.

Prueba. Dado v e V, por la. pnmera suposicién, 3 elementos u € U y w € W tales que
v'= u+4 w. Asf, pues, V es la suma de U y W. Para probar que es suma directa se debe
demostrar que estos eleméntos u,w estdn deteminados en forma tnica. Supéngase que 3w €
Uyuw € Wta.lesquev—w-l-w.

Asiut+w =wHuw = u—w =w —w. Peou—w € U y w—w € W. Por la scgunda hipétesis,
se concluye que u—~u =0 y w' — w = 0, de donde u = u' y w = w», lo cual prueba el teorema.

Cuando V es la suma directa de los subespacios U y W, se emplea la siguicnte notacién

V=UeoW.

Teorema. Si V es un espacié vevcto‘ria_.lﬁdgi dimensién finita sobre K, y si V' es la suma directa
de los subespacios U y W, = dim + dimW.

Prueba. Sea {ul,...,u,} una base de U ...,w,} una base de W. Todo elemento de U
tiene una expresién tnica comb na mbmacxdh lmeal T1Uy + e + :c,.u,. con =i € K,y todo

elemento de W t.lene una expr&sxdn nica’como una combinacisén hneal

= {(z,y)/z €

. a:,, se deﬁne el producto cartesiano como el

e puede dar una estructura de espacio vectorial definiendo
omo sxgue. Si(u,w) eUxXx Wy (up,w) €U XW se

wy) + (u2,w2) = (w1 + Uz, w; + wa)

< Si c e K,»t;nfon.é&jsvé define el prodlicto c(ﬁ,', wy) por c(uy,wn) = (cuy, cuwy).

' {Entdhc@s se \}exjiﬁca_de inmediato que U X W es un espacio vectorial llamado producto directo
deUyW. .
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CAPITULO 2 R
2-A Funcién T

Para conjuntos dados S y T, una funcxé Vi on’ dc
le ento f(s) € T del codominio. La imagen Imf de

IO S y codominio T asigna a cada elemento

s € S del dommlo uno y sélo un

menos una 8 € S con f(s) <.
2-B ’I‘ransformacuﬁn Li s . e
Una transformacién lineal. u- operado lineal T V —-W, de un espacio vectoria.l V. en otro
W sobre el mismo campo’ l(
cT(£) +dT(n) , V vector € y 77

Ejemplo. Sea V = C(R) el

2-C Matrlces o

Dl espacno de las
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Un vector (z1,...,Tn) es una matriz de 1 x n. Un vector columna

es una matriz de n % 1.
Sea (aij), 1 = 1,2,3,...,m y _7 =1, 2 3,...,n. Si m = n, entonces se dlce que es una matriz

cuadrada. También Lenemos una matrlz nula en la quea;; =0V i y 7 y se repr&eenta con 0

Algunas propicdades
Se define la adicién de matrices sélo cuando

; enteros »
““fjos >1. Sean A = (a,_,) y B = (b,_,) mat;nces de n ><

( ai;) una matriz de m x n. La matriz B

transpu&t.a de A y se deniota por *A.
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Una matriz A es simétrica si es igual a su Lranspu@stn, esto es, si tA="A. Uxm matrlz simétrica
s necesariamente una matriz cuadrada. Sea A = (a,,) una mat,nz cuadrada - Se dice que
ay1, i+, Gnn son las commponentes de su diagonal.” Se dice qQue una mat.rxz es una matriz diagonal
si todas sus componentes son iguales a cero, except.o, qulzés las component% de la diagonal,
esto es: Si a;; = 0si ¢ # j. Toda matriz dlagonal es una matnz slmétrlca_ Una matrm diagonal

tiene el siguiente aspecto:

Se define la matriz identidad de n X 7 como la matnz cuadrada. que tiene todas sus componentes
iguales a 0, excepto las componentes de la dlagonal que ‘son lg'ua.les a 1. Se denota esta matriz -

‘con In o I si no hay necesidad de especificar la "‘. "Asf entonces:

f1-0

Multiplicacién de matrlces
SiA=(ai,.,an)y B = (bl,... ;

VvSea’A‘ (@)i=1,2,3,
Sea B = (b_,k),]—l 2 3
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donde
c. Z aijbj,= a;1by + ...+ ainby,

Si X (#1,+++, Tm) €s un vector renglén es decir, una matriz de 1 x m, entonces 'se puede

formar el producto X A cuya forma. &s la sxguxente.

oo ll]n
." (yl. AR 1yn)

donde

' w= Ty + + Tnlms

En este caso, XA es una matriz de 1 x n, es deci:, un' vector renglén.
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Tecorema. Sean A B y C matrices. Supéngase que A y B se pueden multlpllcar entre sf que
A, By C se pueden tamblén mult;xphca.r entre sf. Entoncai, A y B + C VA y“BC lo mxsmo
AB y C se pueden multlphca.r entre sf y tenemos que S :

1. A(B+ C) = AB + AC. Si z es un escalar, = A(zB) = ::(AB) :
2. (AB)C A(BC) Sea A una matriz cuadrada 7 x e Se di

que-A‘es nvertlble o no o

estd determmada

B= BIn= B(AC) =

" Esta 'matriz B se conoce como la inversa de A y se den

3. Entonces B, ‘A se pueden multlphca.r entre sf, y

‘(AB) =t B‘A
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CAPITULO 3 . L ‘
En este Capitulo se enuncia y demuestra el Teorema. Espectral pa.ra. dxmensxdn ﬁmta, pero a.ntes
. Parala demostraclén ‘del

se enuncian algunos teoremas. y deﬁmcxones u(’-ll% pe a’ su prueb

{z1,...,zn}. SIU,T: V—'I/Vsonlxca
Prueba

Seaye V, =

3. (az,y) = alz,y)
4. (=, y)—(J,r)

Definicién ‘ S :
En dimensién finita, el adjunto de un ° > : FT»‘ puede definirse como operador lineal

T* que satisface a (T'(z),y) = (m T‘(y))

(T(z)y) = (ac T*(1)) Vz,y € V

Prueba




Por lo tanto, g'es" linéél,' Ahora usamos el ]ema de Rlesz (veése el s:g'uxente t. ore;

obi.enéf ‘un“vé'ctor Limco y' €
a. T'~ I V —: c :

Teorema 2.(Lema derRieéz')v' X :
Sea V un espacio con~pr9d1.ic c . ﬁmta en l(, y sea g : V -—vK una
tranisformaci‘én lineal. Emoﬁé 9 g(:z:) = (=, y) V:z: € V o
Prucba ‘ R

Sea @ una base ortéi;qffx;al ‘para V; di

fsx deﬁmmos a h V - 1( como h(z ‘torné&s es lineal. Ahora bien, ‘paxv'av 1<j<n

. tenemos L

Toi=1

.,'l<.,é;->;'=f<-fv}ay‘f>, Jz)=> ’,j“)(-'cwzo—zow-)

como gyh comcxden en ﬂ t.enemos por.la proposxcxén , que g = h :

Para probar que y es iinica, sup» gase: que” g(m) < (:z:,y) v z, ;> (.1: y) = (:c y)Vaz =
(z,y—y)=0Vz. En partlcu]ar si ey (y ' y' Y — y) ‘= Oy entonces por proposicién
del producto escalar y = y*’ =0 E Aho a daremos ca.racten

dn de operadores normal% y

autoadjuntos para el caso comple_[o C, ¥y real R.
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Teorema 3.(C) Sea V un espacxo con producto mterxor, compIeJo y dlmensnona.lmente ﬁmto, y :
sea T un operador lineal en V Dntonccs Tes or» al Sod V txene ‘una base ort;onormal formada.

por eigenvectores de T'.

por eigenvectores de T'
Prueba de 3 y 4

con producto interior de dimensién n — 1. :
Probaremos que €l resultado es cierto para'el operador T en V. Sl T tlene un exgenva.lor Aly 2%
un cigenvector asociado. Supondremos que ”.’E;” =1 Sea w L({.‘L‘l}) Por teorema 9 ) Tres
también un eigenvector de T*, de manera que. W es T- y T'-lnvérxante. Pero Wi es también
T- y T*-invariante, por tanto, Ty es normal [a.utoadjunto] puesto que T lo es. Del teorema 9
tenemos que dim(W=*) = n — 1. Por tanto, podemos aplu:a.v: la hipétesis de induccién a Twa
para producir una base ortonormal {z,, ...,:z:,,} para W+ formada por elgenvectores de Ti1 y,

por tanto de 7. Se infiere que {z1,...,Tn} es la base ortonormal deseada para V.

(<=) Ahora supongamos que {Z),...,Tn} €s una base ort;onormal formada por elgenvector&s de !
T con T'(z;) = Aixzs para 1< i < n. Sx V os un mpacxo comple_]o con produc'.o mtenor, entonc&s

por el teorema 9 Sl ;

(TT*)(z:) = T(,\.x.) =X T(:r;,) 'X.‘A.x; ='|A; |2.
]A I2z; para 1< i < n. Por tanto, usando proposmxén, T
pacxo real con producto mtenor, = A ‘es real pa.ra 1< z‘< n. Asf T(:L‘,)

4 pa.ra 1< i < n Anéloga.mente (T‘T) (z,) =
norma.l» ’ Por otra’ pa.rte, si V s un es-
: =T (=)

para I<i<n y, por La.nt.o, Tes autoadjunto ' :
.valors de T dxferentes Si

S Teorema 5> Sea T un perador hneal en V y sean Al,..,)\k el'
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dlentm a dxstmt.os elgenvalores /\1, /\k Desea.mos demostrar que {zl,..,zk} es lmealmcnte
ca.larm a.,, Sak tal&s que ’

mdependlente Supéng e que se

Como z¢ # 0,

v » na’matriz cu}"'évpo‘li‘noinio carac-
‘ t,erfsuco es f (t) La multiplicidad de A'es el mayo p{sxtlvo‘f':k: para el que (¢t — A\)* es
““un fact.or de f(t). A o
'I‘eorema 6. Sea T un operador lineal en un espacxo vect ial dé dimensién finita V. Si A es
un eigenvalor de T° de multiplicidad m, = 1 < dlm(E,\) ‘m.

... Prueba ’
Témese una - base {z,.,xTp} para E, y.: t-z.xt.léndase ésta a una base 8 =

{1, ..; Tp)Tpy1, .., Tn} Para V. Obsérvese que :1:,(1 <i< p) es un eigenvector de 7' que corre-

sponde a A y sea A = [T'],. Entonces L
A= »B] U BQ.: ,
0 By

donde B) = Al, y O es la matriz cero. Luego el polinomio caracteristico de T" es
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© =

/'Supéngase que a:l, :ck son - védtqras tales que
Z:r, € Z M’z también -

=0,=Vi

+:z:k pa.ra algunos elementos x; € W;,debemos
upéngase por tanto que v = ¥; + ... + Yx, donde
(zx — ) = 0.

y; = 0. Luego z; = y; V i, lo que prueba la umcxdad
; una base para W;, y de acuerdo con 3 V = EVVH es

U i=1

‘U'yk genera a V. Supdngase que 3 vectores zi; € «; (7 = 1,2,.

ev:dente que 'y, U'yz




o : + Y= Zauzu =0.
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ei=12 k)y&scalarwsa._, 92

“ComOOGWsz0++O y1

= s
7 = 1,2,...,m; y toda . Por tantq 'y, U'y,U U"y

base para V. Es inmediato que 4 "=>5
.(5 = 1) Finalmente, se demuesbra que ‘5 =1 S
una base para V, = ’ X

v= L(v,u%u.-.ug)f‘, () +

nomio caracterfstlco d A ;
Teorema 8. Sea T un operacior lineal 'en un espacio vectonal n-dlmenslonal V. Supéngase que
el polinomio caracterfstleo:de T se puede descomponer en un producto de factor& de grado
1 y sean Aj, ..., A los’ dlstmt.o elgenva.lor(s de T'.- Entonces los sxgmentw son equxva.lentm

1. Tes d]agonahmble i
2, V= D¢\1$E¢\a®‘ GBEA&‘ X : :

3. Sld—dlm(E,\,)pa.ra1<J<k =>d1+d2+ +dL—-n'
4 Sx mjesla multxplxcldad de A, (1<ji<k ), = dzm(E'A_,)

my (5 ="1;2,...k)

ase de eigenvectores de

'Prxmero probaxnos que 1 = 2 Si T es dlagonahzable,
v " T de donde se deduce que V. = E E;,.

: Sean x; € By (i =1,2,..,k) vector&s sz +. + .'z:k ) cada :z:. ‘es/o, blen el vector nulo o
'un eigenvector de T' corr&spondlente a Ay = el conjunbo de estos vectores no nulos z; son
linealmente independientes, ) + ... + Tx =0 = que &} =27 = ... = ‘T =0
Teorema 9. Sea V' un espacio vectorial sobre el campo K con pféducto interior, y sea T" un
operador normal en V. Entonces:

LTE@N=IT" @I VeV
27T —cf esnormalVce K
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3. S| A es elgenva.lor de T, = A elgenvulor de T, ie, T(z) = Az =T (z) =Xz
4 SI ,\1 y A2 son dlstmt.os exgenva.lor T con eiggnvéctores correspondientes x; y x, son

elgenva.lores de T, sea W; = E,, {:z: €V :T(z) = Nz} el elgen&spacx

al eigenvalor \; (1<i<k) y sea T3 la proyeccxén ortogonal sobre W (1 <'i <'k). Entonces:’
L. V=W P..eW: ;
2. Si W} es suma directa de los subespacnos VV_,, 7 7& z, VV;L =W; -

3.TT; =61y parai < 4,7 <k S R R

A I=T+To+..+T}
5. T=XMTy + ... + T
Prueba

1. Por teorema 3, T es diagonalizable, y por teorema ’8, V=W P..BW..

Para operadores autoadjuntos no se necesita el teorema 8, pues W; N W; = {0} debido a que
Wi .L W; de donde se tiene la suma directa de V.

2, Siz € W; y y € W; para algunas %, 7, => (x,y) = 0 por teorema 9, se infiere de esto
que W; € W, y de 1 que dim(W}) = Edzm(W) dim(V') — dim(V;). Por otra parte, por

teorema 2, dim(Wi) = dim(V) — dzm(W/}). Por tanto, W; = W;.



3. Es cla.ro

2. Por tanto,

Definicién.
Definicién.
Definicién.
Teorema Si
Z = {&g ey €} =2 AN=

Prueba:

de A = [T]g, L, (L) = det(A —tI).
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Diagonalizacién . ;
En esta pa.rte se considera el problema de factorxzar una matnz A de nx'7men un producto de

Teorema. Sx /\1,

Prueba :
Sea r la dimensién del subespa.cxo de R"generado por z1,,
suponer que :L‘,,...,:z:,. son hnealxnente mdependlentes, como :z:,,.. :L',,:(.‘,+, son linealmente depen-
dxentes, 3 escalares c;,...,c,,c,.+l no t.odos cero tal’ que (1) c.zl+ +C,.1‘,. “+ Cria1Zrq1= 0. Note
que Cri1 debe ser distinto de cero' en su defecto, xi;... 1T seria dependlente. Asf cr41Zr4q #0
C1A:z:+ A+ e AT+
por (1) de (2) se
de’ ml,.,.,m!.. Por

Tk y upénga que r < k. Podemos

y, por tanto, ¢1,...,¢r no pueden ser'todos cero. Multxphca.ndo (1) por
Cri1 Az, 1= 00 bien (2) ci A1 Zi+i4 C ALz, + CritArpiZrpr= 0, restando
tiene c1(A1- Ar1) T+ -+ 6 (A-Ap1)T, = 0, esto contradice la mdependenéi

tanto, r = k.
Definicién. Se dice que una matriz A den x n'es dlagona.hzable
S y una matriz diagonal D tal que S"'AS = D decimos que S dx
Teorema. Una matriz 4 de n X n es dxagona.hzable cb'A txe

10 singular -

independientes.

Como S tiene n vectores columna linealmente independientes, se deduce que S es no singular
y por tanto D = S™ISD = S71A4S5. Ala inversa, supénga que A es diagonalizable, = 3 una
matriz no singular S tal que AS = §D. Si z,,...,7; son los vectores columna de S, = Azx; =
Az (A; = dj;) ¥V j, por tanto V j, A; es eigenvalor de A y z; es eigenvector que corresponde a
Aj. Como los vectores columna de S son linealmente independientes, se deduce que A tiene n

eigenvectores linealmente independientes.
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3-B Familia Espectral y Operadores Lineales .

Definicién. Dos vectores, = y ¥, en un espacio vectorial con producto interior son oft;og‘onal&s st
{x, ¥) = 0.Una coleccién {z;} de vectores en V es llamada un conJunto ortonormal st (a:,'z,) =1
Vi, y (zi,y;) =0sii#7.. o ‘ :
Teorema. Sea {zn}}_, un conjunto ortonormal en un espac:o vectorxal
= VzeV, :

“con prod}icto interior,

producto int'érior,' =V

Un espacno lmeal normado es'un’ &spacxo In ‘fu‘iic‘ié'xiiv'"-|| deV — R

’la'cua.l satlsface B
L1y IIUII_>OV’U€V
2 ol =0 v=0
3. law] = || lv] Vv € V y € R(O C) o o A .
4. o+ wll < ol + ol voy'e Vo e
Corolario (Desigualdad de Schwarz) R T

Si z, ¥ son vectores en un &spacxo vactor:a.l V con producto mtemor, luego I(z y)| ||z|| Hwlt
Prueba. Para y = 0 es trivial, supongamos que y #0,el’ vector Tl - por sf mlsmo forma un

con_]unto ortonormal, y por la deslgualdad de Bessél a cada z E v tenemos ]:r]l I o l

Ty

> lo cual = que |(z, y)l < llzll Nzl

livlf el ; :
Teorema. Cada 5pacxo vect.orla.l V con producto mtenor es un espacxo hneal normado con

norma |z = (z,z)%.
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Prueba. Como V es un espacio vectorial, necesitamos sélo verificar que ||-|| tiene las propiedades
de norma. Todas las propleda.d&s, excepto la dwng‘ualdad triangular, se siguen de las propiedades
1- 4 del producto interior. Supénga c que‘z yevV,=>

5) + (4.9) = (3,2) + 2Re(®,9) + (0,9)
“(v:9) < (,2) + 2z, 2) (0, 9)F + (3,0)

e

=+ il =. 7
LS o 2iE

l/\

Por la d(r.xgualdad de Sch varz, asf z + ylI? < (llzll + [lyll)? lo cual prueba la desigualdad del
tridngulo. Este teorema muestra: ue tenemos una métrica natural, d(z, y) Viz-yv,z—vy)
en V. . AT :
Funcional hneal en ’H

Cada funcnén 1" deﬁmda sobre alg'unos subcon_)untos de M y toma nimeros reales 6 comple_)os
como sus valores se llama funcional en ?{. Una funcional F se dice lineal y acotada si estd

: deﬁnrida. ‘s;)bré todo el espacio M y satisface:
1. F(Oz + py) = AF(z) + pF(y); lineal.
2.|F(z)| < c|lz|| V= € H, con una constante fija c.
Toda funcional lineal y acotada F(x) en H, se expresa en Ia forma F(z) = (z,y), donde y es
un vector fijo en H, éste estd determmado por: el funcional.
Cerradura de un operador. -
Un operador A es cerrado si.su gré.ﬁca‘BA fs cerra.da en HP H. Asf que un operador sea
cerrado significa que z,, € Dy, {:r,.,A:z:,.} = {z, v} lmphca.n la relacién {z,y} € Ba,ie,z € Dy
y ¥y = Az. En otras palabra.s, 'que un’ oberador sea cerrado significa que z, € DA, Tn — :z,

Az, — y implican que z e 'D,,,
Operador Adjunto e FRRES .
Un _.conjunto S C H es denso en +H si su cerradura & coincide con H. Un Subespacxo S

 permanece denso en I-I @no hay un vector distinto de cero en H el cual es ortogonal a S.
Prueba. La cerradura § -es un subespacio cerrado en H. Puesto que el producto escalar es
continuo, la relacién h LS = hlL S. Siluego S es denso en i => tenemos h 1. § = Hen
particular 4 L b,y = h = 0. 1
Inversamente, si S no es denso en H,=> S # H.Sea = & S = Pzx # x y el vector h =
(1—P5)z#0LS. '

Ahora, considere un operador lmeal arbitrario A cuyo dominio de definicién D4 es denso en H.

Puede pasar que para ciertos vectores ¥y, tengamos la relacién (Ax,¥y) = (x,z) para una z € H
yVz € D,4. Denota al conjunto de vectores y por D*y , y se define un operador A* como el
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domlmo de deﬁmcxén DAo = D‘ por A‘_/ =zVy € D‘,‘ este oper‘a,a&_wrv&gliax'nédo el adjunto
deA. ? ey

Operador Acotado et y

-Un operador A definido sobre un espacxo ‘H es acotado si hay un nimero C tal que ||A:z|| <C|=|
. V:c G H..LaC miés chica se llnma. la norma del operador acot.ado y'se por ||A|| Cualquier

A(Aa:) .
. Con estas deﬁmcloms, los opera.dores acotados forman un
IMNANY 1A+ Bl < JJAll + | Bll. El producto AB de operado"
como el operador definido por (AB)z = A(Bx) Vz € H. De aquf es
AB + AC, (A+ B)C =AC+BC,y||AB| < ||A|| Bl En general B,
A y B conmutan. El operador 1, definido por 1z = T, se llama operador 1dent1dad obvxamente, )
1.A = A-1= A Se sigue del lema de Riesz que V operador acotado A EI un o ‘
A* 3(Az,y) = (z, A*y) Vz,y € H. De la deﬁmc16n para operadores adjuntos se 51gue que A**
= A, (AM)* =XA*, (A+ B)*= A+ B", (AB)‘ B* A', ||A' ‘ ' dor acc

se llama hermitiano si A = A4°. . E .
Definicién. Un espacio con producto 1nt‘.erno completo es un &spacxo X! Hxlbert

Operador de proyeccién ; -
Cada subespacio cerrado de un spac} _de IIllbert es de Hllbert: ) un sub&spacxo cerrado
en H, cada x se expresa de forma umca ‘como’ T = Ty + :1:2 con &M’ y ‘Tz L M. El vector
x)se llama la proyeccién del vector sobre M La idea de proyeccnén tiene una interpretacién

simple particularmente en el cspacxo Lrldlmenswnal
Familia Espcctral
Una familia de operadores P, con A G R se llama famlha espect.ra.l si tiene las siguientes
propiedades:
1. Para cada A, P, cs una proyeccxén
2. [|Pzll < | Puz|lpara A < ;e ytodaz € H
3. lim | Pazl| = O’AETm 1Pxz—x||=0
4. Para una x € 2, la funcién P\x es continua por la derecha,i.e.,
lxm | Pater — Przx|| =0
De la. propiedad 2 se deduce que, para un vector arbitrario € H, los limites llmoP,\:z: =

A—sp—
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B, oz y hm P,\:z: = Pz 3, 4 sxgmﬁca que P,,+o = P,‘, esta no'es esencla.l ¥ representa
‘una, norma.hzaclén de’la funcién’ espectra.l Sx una funcxén P,\ sat;xsface 1,2y 3 pero no 4,

Pa+01 Pﬁ+o— Pa—O respectlvam_
Pg_g— Po,Pa_o— a0, £y = —
por 2, FPa es una proyeccién.
Aq,Dg,..., A, : ‘
Operador Isométrico "
Un operador U es isom‘étri‘co'sx ( )
unitario si su dommxo de deﬁmcxén H..Un Bperédor
acotado U es unitario <=b U‘U Uu. G
Operaciones bdsicas para un operador arbxtrano
El producto AA-de un operador A con X es el operador cuyo dom
(MA)z = A(Az) para z €Dy ‘La suma (A-+B) de Ay Be: « or deﬁmdo en el dominio
DsaNDg por (A+ B)z = Az + Bz para x € DaNDp. El producto AB de A y B esté definido
como Dap que consiste de vectores £ € D para Bx € D4, = (AB)z es el operador que satisface
(AB)z = A(Bz) para £ € Dyp.

Opcradores simétrico y autoadjunto

Un operador T definido densamente sobre 7 es simétrico si T € T, i.e, si D(T) € D(T*) y
Ty =T*p V@ € D(T). Equivalentemente, T" es simétrico < (T, ) = (@, TY)V @,y € D(T).
Definicién. T se lama autoadjunto si T = T, i,e, < T es simétrico y D(T") = D(T*).
Definicién. Un operador simétrico T" es eséncialmente a;utoadju'xxto si su cerradura 7T es au-
toadjunta Si T es cerrada, un subconjunto D C D(T) es un-nicleo para T si TID=T.
Teorema. Sea T un ‘operador simétrico sobre H. Luego los tres enunciados son equivalentes:
1..Tes a.utoad_]unto, 2. T es cerrado y Ker{T" % i} = {0} ,3. Ran(T +1i) =M.

; pera.dor simétrico sobre H, luego los siguientes son equivalentes: a. T es
Ker(T* £1i) = {0} ,c. Ran(T =+ i) son densos.

ineales en Espacios de Hilbert

&spacios de Hilbert H;,...,"» son dados. El conjunto de todos las z =
‘.'v)-”["l,r.'.‘;,.'z:,.' € M, serdn denotados por 7. Definimos las operaciones de

io comc1de con Dy y

Corola.no Sea
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adicién y multlplxcaclén en 'H por-

-{meHymeH

“ La'grdfica de un operador




30

CAPITULO 4

Hasta ahora hemos estudiado operadog&s lineales en espacios vectoriales de dimensién finita
(élgebra lineal). En este capftulo bdiﬁériié.remos el estudio de algunos operadores lineales en es-
pacios vectoriales de dxmensxén mﬁmt.a (an4lisis funcional), y por tanto generalizaremos algunos
de los resultados anteriores y ‘enunciaremos otros nuevos. Un espacio de dimensién infinita es
un espacio que no es de dxmensxdn finita. La importancia de estos espacios y los operadores

lineales deﬁmdos puede apreclarse mencionando algunos ejemplos como el operador y el

opera.dor f— f fdy :
SAA Enuncxado del 'I‘eorema Espectral en Dxmensxén Inﬁmta

é(z\)dP,p Pa.ra. exphcar A= "7 +°° \dP, , supon que un nimero
/}\1“'501’1 dados y ordenados de modo que Api<Ay < il < An y

=3 Q& donde la suma oonsnste de Ios suma.ndos de Qs

Akga
A Donde Qk esla proyecctén en el espacio generad . por Ios elgenvectores

La mtegc i +°° 3dP, es en

erador con engenvalores

para los cual@ Ap <
de A que: oornsponden a “Ak, Py es una familia espectral.
E z\kQL ¥ consecuenternente repr&senta u

- est.e caso |gua.l a A=
CE=

; /\;, Los eSchlOS correspondxentes de los eigenvectores son entonc& subespacxos sobre los cuales

;mv método de escribir al

c de manera andloga

Ef(’\t)[PM - P-\(—x]‘

osfoperadorts @ proyectan. En otras palabras, la f6rmula de A
dor:, ‘A en forma diagonal. 'En general la integral f R f (A
egral de RAemann, x,e, esta integral se aproxxma poi' :

2 »’DJ C ‘mplo 1
pEs Pa.ra ‘el éspacio de Hilbert complejo tomemos H LQ(O 1) Definimos T*: ’H ~— H por (T'Y) (:z)

:m/:(m) '€ D(T) = H, claramente T es lineal y autoadjunto ea {Ez} la familia de opexjadores
de proyeccxdn deﬁmda por (E‘,,t/;) (z) = [{glgzgz:«: ’ lientes son inmediatos:
a). L‘,Ey E,,E,,z < w1, e, E‘, < Ey,z < v

='se sigue’ que D, = 0 z < 0, E_-,,- I x > 1 => D,} es una. fm'mha &spectral. Una descom-

posxcxén espectf l para T se denota por

o
\
‘&
f_—‘

e m zd(Exw,¢)



Con una familia espectra.l deﬁnlda. como én

una d%oomposxcu.’m mpectral como en (1

:def' lcxonw
Deﬂmclén :
Sea 7 un espacio de Hil
se llama grupo de un
de un pardmetro {B(t)‘.
continua V f € 'H. ‘
Definicién

por la férmula: = )
D(A) = {f eH: lim 1(B(t) - I)f ea:zste} Af = e'D(A) se llama
generador 1nﬂnltesunal de {B(t):te R} . : B

n‘fg'tipo unitario
fuertemente continuo. El genera.dor mﬁnxt&slma.l es i1 Tenemos U (L) f-'€ D(T)Vf e D(T)yt e
R.

Teorema de Stone ’
Sea {U(t) : t € R} un grupo unitario fuertemente continuo sobre un espacio complejo H, => 3
un operador autoadjunto T determinado tinicamente sobre 7 para U(t) =e*T V t € R. Si H es
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| fuerte puede ser remplazada pdr‘uha medida sdavé ie, ‘es suficiente -
{f, u(- )g) R — C,t— (_/‘ U(t)g):sea medible V. f,g € 'H
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h(t) (g U(t)fw) es solucién de la ccuacién diferencial b = h, i.e, tenemos que h(t) =

“h(O) =U(t) es nitaria y h acotada; esto es posible solo si (9, fo) = (g U(0) fs) = h(0) = 0.

o Por tanto; el dommxo es'V f“,Do, luego g =0, = m H,se pucde probar similarmente

H.hque T?_(——T—T) H,siTes esencialmente autoadjunto Sean’ Uty = Ty V(t) = €T y
,f G ‘Dg;:de [ € D(TY tenemos que V() f € D(T) y a—tV(L)f = 'zT V(t)f Por tant.o,

i U(t)f e Do < D(T)Vt € R; de aquf se sigue que : ; i .

(U (t)f V(i)f ).

por ser T autoad_)unto .

2Re (U(s)f..,f..> + ufau* —0sis—
aumen, se muestra que’ f‘z s denso
g odas partes.. Sea ' h ortogona_l V
Jo (U(t)e,.,h) dt = {en,a,h) =0 Vn e'N: ya>
(0 oo),=> 3 to >0 3 (U(ta)en, 1) = =0 Vn. E :
una base ortonormal, por tanto, debemos tener h;

tement.e contxnua. en el origen

v} runa "base ortonormal de H, =
=> queV’ '€ N se tiene (U(t)en, h) = 0 en
o U(ta) ‘s unitario, {U(to)en : n€ N} es
0’.7.' o

Para cl enunciado del teorema de Wlener nec&:ta.mos, el teorema de convergencia dominada

de Lebesgue.




34

Teorema. Sea (f,) uhé,‘s_ nverge a _éualquier funcién

J medible real-valuada.”Si “es integrable y

Teorema de Wiener;:

Sea F.(t) la transformada de Fourxer P ‘gt’!’.tbn(‘)s:qu'e'z\l, Ay An”

fson puntos discretos de p, = lxm n f

*1L ‘es puramente continua.

Prueba.

Tenemos que

% / dt | F, ()1 : 2

o I

Dntonces, para una medida ﬁnlta ;l., la mtegral tnple es absolutament;e convergente, no u'nporta.

el orden de la mtegracnén Integrando pnmero “con respect;o at, obtenemos

UeTHEITIL para (AN
f dp(Xr) f dp(N)Fr(A, X ) °°n PT('\ '\') =0 para (veAr)

Entonces

Jim Fr(x, x) = x(X, ), con x(«\ X) = b oralrid, IR
Aphcando el teorema de convergencxa dommada de Leb(sgue a la pa.rte mqunerda de (1), obten-
emos, cuando T—' oo, :

f dp(r) f dp(N)x (A, X). .
Si ﬁ]amos e mt.eg'ramos con respecto a A, no habrd oontrxbucxén a menos que \' sea un punto

dlscreto de la medida. Por eJemplo, si-,
f dp(N)x (A An) = p({Xa}):
Integando ahora con r&specto Z sumando las contrlbucmnes de cada punto discreto en la
integral, se obtiene (1). Siel, l 3 oero, entonces puede no haber puntos discretos de
la medida pu, el cual en’ este caso uramente continuo.
-Corolario L ;
Sea {(U(t): t € R} un g-upo uruta.rxo fuertemente continuo, y sea ¢T su generador infinitesimal,

entonces el problema con: valores mxcxal&s



@

b'rPor mspeccxdn, &ste problema ie euna oluclén - : i
rU(x,t) = (z—t),xeR teR - G (B) e

La cual repr(senta. una onda vmjera e el eje positivo = con velocxdad umtarxa Una a.lternatxva

para una solucién a (1) y (2) es usar tra.nsformadas Fy F* deﬁnldas por' SO
(FF)K) = Jk) = 7—fR e f(z)dz @
S@) = (@) = Fg fae ™)k, (),
donde F* = F-les la transformada inversa de I‘ourxer, tomando la transforma,da de Fourier de
(1) y (2) obtenemos
ek, t) + iku(k, 8)——0 keR, tER
a(k, 0) —f(lc) keR

(6)

= ug(:z: t) + uz(z, t) = u(z, t) + z(—zu,(m t))
y 1ntroducxendo A, definido por A, : Ly{(R) —
Ayu= Luvu € D(A4,),D(A,)={ueH :Lou e 'H} (10
Entonces el problema con valores iniciales (1) (2) puede ser reformulado como el problema de
encontrar u € H su, + iAou = 0 u' € D(Ao) (11), u(O) '€ M (12), u se interpreta como una
funcién valuada La(R) de t. El problema (11), (12) tiene solucién de la forma:

)(8), donde Lo=—iZ (9)
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s3)

in erpretacxén de Uo(t) = exp(—itA). ‘Exp‘anc»lyi.e»ndg :

siguiente exprtﬁlén

i = f/ ‘ {-_;-:—ﬁ},a;,
| ‘ - — {[—zf(m)etkz :ooo’*'i_/: ddm :
= \/—— / e~z f(x)dz = k[ (k). (17) , ‘

= ‘-‘.Vemos que la soluc16n del problema estd dada por u(z,t) = U.,(t) f (a:)

f(a:— t). Por tanto se

= R* son gobernadas
‘de la forma

i '_La,s v1bra.clones ransversa.les de una cuerda que ocupa la. regxén Q

: ‘tfpxcamente por un problema con valores a la frontera mlcwl

(& 4+ Az, t) =0, (z,t) € QzR* e
u(z,0) = UO(-'D),ut(-'B 0) =ui(x),u(0,t) =0 (@,

con A : ’H — 'H = L2(R2) definida por [ ‘
Au— —u,,,u IS ‘D(A) DA ={ueH: u,, € ’H‘ 9u(0 t) = 0}



lema on valorw uncmles puede scr &scnt. en la forma :

Una solucxén a mt pre

Dntonc&s .
llm,_-lo [R(t + 2

> de (7) (Exf, 9) = Jo* F()3(s)ds
(:r:)ds (9), 0, se introduce en la pre-
> Ad By f(x), obtiene dE, f(z) =
VA (10)

se: acién Para f € D(A), el teorema espectral (Af )(
(f., T@0.()s)r = 2T/ )0f(z)dx = f(s)o (=)ds,
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Por tanto

(Af)(:n) / /\dL',\f(:z:) 2f(s)e (:z:)ds‘-— ( )1/2 / 2['(.9).';(»:’n.(em)ds,

es la transformada de I‘ourler del senc de f AdemAs (3) a.hora toma la forma, :

Una ilustracién ha sido dada por Leis [11] q
uo(x) = 0,u1 = (x) = 2 {azm= E - m}V(1'2)
De aqui o

Para calcular g(s) se toma



n—-l

nlén U A,. E X Un pa.r ordenado

2 p(E) pd OVE € X, y
3. pes numerabl(-;mente‘
EnNEgn= 0 si.n £ m);

'UD)—Zu(D)

; n=1 n=1

81 /L — +oo se remarca que la apanencm ‘de los valor&s +oo en el la,do derecho de la ecuamén

derecbo de la ccuacién es dwergente Sx una medxda no
Més generalmente, si existe una sucesién (L‘,.) de co

n(En) < o0 Vn, entonces decimos que, p, es a-ﬁmta

Upa funcién rea.l-valuada es sxmple si &ta tle
. funcién 51mple medible ¢ puede ser repr&sent

w= Z IxXgyr

o 51 (p es una funcxén sxmple en M+ (R 29) éon lﬁ representacxén 5téndar dela deﬁmclén anterior,

definimos a la mt.egra.l de ¢ con r&specto a p. como un mimero real extendido de la sngulente
forma

ESTA TESIS NO SAI S

DEITA RIBLIOTY



o jDeﬁmcuﬁn La. coleccxén L

donde M‘*’(R B)
1(B) e B

decu:,

donde el supremo es ext.endl
o< p(x) < f(:z:) V:BG R

) blon&s medibles X real&s—va.lu
: f"’y [, de f t.xenen mteg‘ra.l& fi
‘respecto a fi como B : :

J fdp = ff*dp, Jr du 51 L‘ ‘e X deﬁmmos fEfdp. = fEf+d;1. fEf dp., donde si
J: R— R, definimos [*(z) = sup {0, /(2)} ¥ /~(z) = sup {0, -/ (=)} :

4-C Diné&mica Cué.ntlca y Propxeda.des Espectrales ST
Sea H separable, K:H — 7 un operador. autoad_]unto, y ¥ € H (con ||1/)]| 1).’ n];lja xﬁédida
espectral py, de ¥ estd definida de manera tinica por P

W S = f oy T @@

v .funcién medible f, la forma de evolucién‘del.@tado 1, en la notacién de Schrédinger de
la Mecénica Cudntica vine dado por 4(t) =. e *#%). Varias cantidades se introducen para
caracterizar esta evolucién, una cantidad clemental es la probabilidad de sobrevivencia que da
la probabilidad de encontrar a la pa.rtfcula al tiempo t en su estado inicial 1 y es:

[p(0), W = |(w, e Hep)|? = | Soun e ""du,,,(z:)l |2, (8)|?, esta probabilidad de
sobrevivencia coincide con el cuadra,do del valor ‘absoluto de la transformada de Fourier de

la medida espectral p,. Otra famxllgrde’cg.’ntv;ldad(.s de interés viene de varios operadores de

expectacién. Es decir,

(A) = (A) (1) = (W), AY(D)) | S
donde A es un operador, en,cgs;oans > es de interés las A son compactas, tales como las
proyecciones de dimensién ﬁxﬁt Tno-acotadas tales como momentos del operador
de posicién en - e
VZ l"’lm (6'” *) 6n,

nezd
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donde 6,(k) = b y m > 0 Esta discusién envuelve cantidades de tiempo promedio cuyo
cdmporl.amiento se ven relacionadas a propiedades de continuidad de medidas espectrales. Para
cualquier funcién f de tiempo, se denota a esta como el tiempo promedio de Ceséro por:
Nr= W)y =% o f(®)a.

Descomposicién Espectral y Dindmica Cudntica.
Por teorema de descomposicién de Lebesgue cualquier medida finita de Borel sobre R, puede
ser descompuesta en sus partes, absolutamente continua, singular continua y puntual pura, es
decir,
dp = dpi,. + dp,, + dit,y,, aqui lo absolutamente continua, signiffca con respecto a la medida de
Lebesgue, de tal forma que dp,.(z) = f(x)dz para alguna funcién medible f, la parte puntual
pura, di,,, es una suma contable de medidas atémicas (de Dirac). La parte singular continua,
dp,., se soporta sobre algiin conjunto de medida cero de Lebesgue, y no da peso a cualesquier
‘punto individual ( #({z}) = 0,Vz € R. En teorfa espectral clésica, se usa la descomposicién de
medida para establecer una descomposicién cort&spondlente del espacio de Hilbert:

. H = Has @ Haoc € H,pp, donde
"VZHQC = {1[1 | dpty, €s puramente absolutamente contmun}

,c'- {1/) | dpy, es puramente smgular oontmua.}
’H,,,, {# | dp, es puramente puntual} e

Hm_., 'H,c, YHy,p son subespacxos cerrados mutuamente ort.ogonal&s, los cuales son invariantes

0, donde Py, es la proyeccién ortogonal sobre
‘opéra.dor compacto A <= u,, es puramente continua,

onde F. es la proyeccién sobre H,, =V positivo m,



~autoadjunto H sobre l‘(Z“), si ,u.,,, es UaH; => ((|X| )) CT2°/“/ In? 7, donde Ce % constante
dej)ende solo de 3. En 1993, Combes usé este teorema como lo probé Stncha.rtz para’
'rm: hgeramente esta estimacién y mostrar el siguiente: -
% rema (Guarneri-Combes). Si H es autoadjunto sobre ZZ(Z") yunyesUaH =>Vm>03
: C.;,_m, que depende solo de ¥y m 3V T >0, {{(IX[T))p > CymTmold, .
../4-D -Subordinacién y Espectro del Operador de Schrédinger Unidimensional
: La teorfa de la subordinacién permite una caracterizacién detallada y rigurosa del espectro de
N uyn‘ppérador de Schrsdinger unidimensional {10) la cual necesita de las siguientes definiciones
“para el enunciado y prueba respectivamente, la prueba no se regliza en este trabajo.
 Solucién subordinada

Sea f(r, A) una solucién no-trivial de la ecuacién de Schrbdmger —j' »+ fV = Af en el intervalo
‘a < r < b, para algiin valor real fijo de A. Supéngase que para. cualquler solucién g(r, A) de la
ecuacién de Schrédinger que no es multiplo de f(r, A) tenemos :

LMy
bm Sy =0

donde ||-||; es la norma para { < N < ben Lz(f, N) = f('r /\) es una solucxén subordinada de
la ecuacién de Schrédinger a una energ'ta A enel punto ﬁnal T

Definicién de espectro

R(LYy={z€C:(L— z[)'l es contmua } a'(L) =C \ R(L) c R

Definicién .
Sea L un operador en .7, el eépectro singular continuo de L es el espectro del operador
L |x..denotado por osc(L) dont':i:e (L [#adp = Loy D(L |34,.) = Hse N D(L)
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Definicién
Sea L un operador en M, el espectro absolutamente continuo de L es el espectro del
operador L |-;¢“denotado por o‘M(L), donde (L |3, )p = Lo y D(L |31,.) = Hac N D(L)
Definicién
Sea L un operador en M, el espectro puramente puntual continuo de L es el &spectro del
operador L |3, denotado’ por o‘,,,,(L) de modo que (L |3,,)p = Ly y D(L |,,) = 'pr N D(L)
Teorema. Sea H = _m,.__*_ V(r) en L?(a,b). Supénga que V(r) es acotado en r = a. Tome
-(a)/f(a.) = m(m = oo corresponde a f(a) = 0). Supénga que r = b

condiciones de frontem f

es punto lfmite [10].

1. Supénga que V A'en el mterva.lo (z\l,z\g) una solucién u(r,A) de la ecuacién de Schrédmger
3 y es subordinada en r.= b, = ‘H tiene un espectro puramente singular en este intervalo.

2. Supénga que V X en el intervalo (/\1,/\2) no hay solucién de la ecuacién de Schrédinger que
es subordinada secuencialmente uniforme en r = b, = H tiene un espectro puramente continuo

absolutamente en este intervalo.”

Conclusiones

Se introdujeron conceptos del dlgebra lineal tales como: vector, dependencia e independencia
lineal , base, dimensién, funcién, transformacién lineal, matriz y las propiedades del producto
escalar. Se estudiaron operadores autoadjuntos y se enuncié y demostrd el teorema espectral
en dimensién finita, esto es, el hecho de que toda matriz simétrica se pueda diagonalizar. A
continuacién pasamos al andlisis funcional introduciendo los espacios de Hilbert y operadores
tanto acotados como no acotados definidos en estos espacios, en particular los operadores au-
toadjuntos y normales. En seguida se enuncia el teorema espectral en dimensién infinita para
lo cual se definen las familias espectrales y la integral respecto a estas. Luego se revisan algunas
consecuencias que tiene este teorema, ademds de aplicaciones a la mecédnica cudntica y a las
ecuaciones diferenciales.

Se prueba el teorema de Stone y como consecuencia fundamental se da un corola.no que nos

permite expresar la solucién de ecuaciones del tipo

u(z,0) = f(z), como u(x, ti)v

. Se muestra el uso de est 't explfcitos y se estudian algiinos aspectos de la

dmé.mxca. de los sust;emas 1 volucrados
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