
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA. 
DE MEXICO 

FACULTAD DE CIENCIAS 

''EL TEOREMA ESPECTRAL11
, 

T E s s 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE: 

MATEMATICO 
p R E s E N T A 

J O S E CHAVEZ RAMIREZ 

\.S1.I\ DIO.$ /-;p, 

DIRECTOR DE it1s: cfifur ~· o{[:':;RI':> CASTILLO ~ ~.._ ª'" . í?~b: - ~~ .. 

MEXICO, D. F. 

.::::ai . . -··· 
"!/ 

FACULTAD Dil Cfi':,·- e,_;;¡ 
SECCION ESC0I.h1' 

2002. 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



/'iJ·',¡ '.: .! •, 
'. ,.,; ., 

M. EN C. ELENA DE OTEYZA DE OTEYZA 
Jefa de la División de Estudios Profesionales de la 
Facultad de Ciencias 
Presente 

Comunico a usted que hemos revisado el trabajo escrito: "El Teorema Espectral" 

realizado por JOSE CHAVEZ RAMIREZ 

con número de cuenta 08852784-2 , quién cubrió los créditos de la carrera de Matem&ticas 

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio. 

Director de Tesis 
Propietario 

Propietario 

Propietario 

Suplente 

Suplente 

Atentamente 

DR. RAFAEL DEL RIO CASTILLO 

DR. RICARDO BERLANGA ZUBIAGA 

DR. CARLOS VILLEGAS BLAS 

DR. FERNANDO BRAMBILA PAZ 

M. en C. ALEJANDRO BRAVO MOJICA 

M. en c. 
Coordinador de la ~~lf-;,'•é:f&"l-lhem&ticas 

WMllf~t&C-61 



A mi Madre: 

Francisca RamÍre-¿ Ca.sillas 

A quien debo el estar aquí 

A Jesds.por apoyarme siempre 

A Oiga; José y. Cy~thin por .t,;do su.apoyo 

A la·Memoria de mi Abuefa Coneepeió11 Zendejns de quien siempre tuve apoyo 

A la Memoria de mis Padres genético y d~ cria~za: 
. Benito Chávez Zendejns y José Ramírez Barajas 

A mi Tío José y Rogelio que siempre cuento .;on ellos, a pesar de no estar en México 

A la Memoria de un.Amigo, donde se encuentre: Capitán Lorenzo Cárdenas Barajas 

A toda mi familia y amigos en: 

E.x-hacienda de Quiringuieharo, Estado de Michoacán. 

1 



2 

Agradecimientos 

Quiero agradecer de manera muy especial a mi director de tesis,.al.Dr. -Rafael clel Río. 

Castillo por todo su apoyo ilimitado, y sobre todo por toda su pac;ienéh(p~a ~~e la~':',;_lización 
de este trabajo fuera posible, también por su gran personalidad para q;i;; ei t~aba"jo oo.rea"iizara 

. ,. . (. >·· ~ ·,,_- ~ 

en completa cnmnrndcría. <: · ·,;~.-~-.· . . ).F~- "t·: ·<~: ·:.\',-_---/<:~-;~::-:\.,~ 
A mis sinodales por las aclaraciones y sugerencias paríi el mej~~amieritt;,cléií.~O:b~j.;; 
Dr. Ricardo Berlanga Zubiaga '; ":·;_< .. ~:·" '.,t,:c .•;:>:.:.·: _./. 
Dr. Carlos Villegas Bias ': ~- . . ''..' .; ' /:j:~i' <·· / 

·~: :,--·.;:~~ '.,:_:·(:::· _:.; ·• - . ::. :- -

Dr. Fernando Brambila Paz ::::;::.:(''· •,;: ·: :«:•:; · i•' 

~===~:·::::~;:~~'.''.:Ej:"::.~~=~· "º" ""'6cliiL~~~:~·B;~ ,., .• 6n. 

Al Dr. Sebnst.iñn Lópc-.< Hornero, por todo su apoyo y fa:cilitarn;(f'sh::Pf/¡'.;~rriliú:riíi'e usar 

su impresora, pero sobre todo por ser mi amigo. .-:~t·,~:,'!..·.;=~;. :>T <:·-',· 
A quienes debo el préstamo de libros en el IIMAS, Ju~ita y R_.;¿(¿;:i;i-~ias por t.;do su . ·,, . . " .. - ,._ ;~-, : , 

excelente servicio. 

A .Juaña Coyotzi y Aua l\.fnria, secretarias del Departamento.de l'vf~tcidos Mate.máticos y 

Numéricos del IIl\·fAS, por t.odas sus finas atenciones, tanto en la im.presión'y enseñanzas en el 

pnquet.c usado ¡mm la escritura, y sobre todo por su gTan calidad,h1unan~, á.' Roberto Pérc-.< por 

t.oda su disposición en cualquier a.poyo del trabajo en el IIM, al'M. en C. Apolinar Calderón 

por todo su apoyo en sugerencias de c6n10 usar el SWP. ' :-:. , 

A mis compaiieros que recuerdo por mi paso por la Faéult8.d \:1e· Cieneias, Rnberto, José 

Antonio, Josefina, Mm·tín, Sara, Ja=bo, Gamaliei, gracias pbr t6ci()·su,ti~~po. 
Gracias a In Facultad de Ciencias de la UNAM y a' tod;;,, l~ profesores con quien tuve la 

oportunidad ele aprender un poquito de todos sus conoci~nle~tos':'- ... _','. 

GRACIAS A TODOS 



3 

Págiua 

Contenido 

Introducción ................................................... : ............ ; ....... 4 

CAPITULO 1 Elementos de Algebra Lineal • ·.· . ~··~ ; ......... '.: . . ~H •• :_: •• : ·: ••••••• 5 
A. Grupos, Campos y Espacios Vectoriales .......... _. ......... , ......................... 5. 

B. Subespacio Vectorial ......... ' .. 6 

C. Base y Dimensión ............... ·:.: '. : . . · 

D. Sumas y Sumas Directas . . ' . ' . . 

CAPITULO 2 Funciones .... : . ' .. :. :. : ;; . : .. ; .. · ....... ' ........ 11 

A. Definición de Función ......... : .............. '..; :» . . : ..... ; ..... : ................. _-11 

13. Transformación Lineal ....... ; ..... '. ....... ~ ...... : . . : . . · .... ; : . ·; ; .............•.... 11 

C. Matrices ...................................... ' .. ; .· ...... :· ...• : ................... 11 
. ., .·· . . 

CAPITULO 3 El Teorema Espectral para Espacios de.DimensicSn Finit;;_ .:: ........ 16 

A. Enunciado y Demostración del Teorema Espectral .: . . . . ...... 22 

B. Familia Espectral y Operadores Lineales 

C. Operadores Lineales en Espacios de Hilbert ;.;. 28 

Conclusiones ............... ; ... ; ; : .. ; .... : .. ; : : : . : ; : ;·: .. > ...•• 43 

Bibliografía ................. ··._ ... ; , ......... ·;' ..... ·: . . · .... ·' ........ 44 



4 

Introducción 
Muchos de los ejemplos físicos usados para ilustrar la aplicación de la matemática pertenecen 

a campos de la Teoría Electromagnética, Mecánica Cuántica., etc, en estos para su repre­

sentación se usa herramienta matemática como: la Teoría de las Ecuaciones Diferenciales Par­

ciales y Ordinarias, Ecuaciones Integrales y el Cálculo Variacional. 

En este trabajo se revisan algunos fundamentos que sirven para el estudio de la Teoría Cuántica 

de Dispersión y se enuncian resultados referentes al Teorema Espectral, que es la parte medular 

del trabajo. El Análisis Espectral es de suma importancia !'n la Teoría de Dispersión, la 

Matemática sobre Teoría de Dispersión usa métodos de este Análisis. También, usa métodos e 

ideas en aplicaciones a la Teoría Cuántica y Dispersión Cuántica. La influencia de la Matemática 

sobre la Física es muy importante, ya que gracias a los fundamentos matemáticos se han logrado 

entender muchos fenómenos físicos, por ejemplo, la Teoría de Grupos es muy importante para 

entender fenómenos referentes a la Física de Partículas. 

Desde 1926 las fronteras de la Física han sido ampliadas, particularmente con la introducción 

de la Mecánica Cuántica y otras áreas todavía abiertas, de la Teoría ,Cuá~ti~ corno son: Física 

Atómica, Física Nuclear, Física del Estado Sólido y la Física de las Partículas Elementales. Es 

conveniente señalar también que otra disciplina matemática para el estudio de estas ramas de la 

Física es el Análisis Funcional, aunque la Teoría de Grupos y la Variable Compleja son también 

herramientas muy importantes para su completo entendimiento. La Física-Matemática ha sido 

tradicionalmente concerniente con la Matemática de la Física Clásica: Mecánica, Dinámica 

de Fluidos, Acústica, Teoría del Potencial y Óptica. Aquí, vemos algunos resultados que son 

medulares en la Teoría de Dispersión como lo es el Teorema Espectral. 

Se introducen también conceptos de Algcbra Lineal corno : función, dependencia lineal, 

independencia lineal, base etc., necesarios para entender este teorema, luego se enuncia el 

T'eorema Espectral en dimensión finita con su demostración, después se enuncia el Teorema 

l;;spectrnl en dimensión infinita y finalmen~e se prueban algunos teoremas importantes para la 

Teoría F..spcctral en dimensión infinita y se observa que este tipo de herramienta matemática 

es muy importante para la Física Matemática en especial para la Mecánica Cuántica, la cual 

necesita de todo este formalismo matemático. Además, se ve que dicho formalismo ayuda a 

representar fenómenos físicos que son modelados mediante ecuaciones diferenciales e integrales. 

Algunos modelos de este tipo son por ejemplo la ecuación de onda, la ecuación del calor y la 

ecuación de Schréldinger. 
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CAPITULO 1 
1-A Grupos, Campos y Espacios .Vectoriales 

Un conjunto no vacío S se llama grupo si se satisfecen las siguientes condiciones: ·. 

l. Hay definida una operación binaria qU:e a ~a· par de .elementos a, b E S le a.sÓcia un tércer 

elemento de S, .;·· ,. 

usualmente llamado el prodU:.;to ele a·y b yden'.'tado por a · b o ab~ 
2. Parn elementos cualesquiC.:a ":,b;~ E s:· {U:· b );.'e = a ·: (b • ej. ·. . . · 
3. Existe un elemento neutro. {ge~~rá.hrieD:te 'a~riotado po~ l) i E S; Con .la' propiedad, 

, ~~·.:i<l::·~f:¡';l~;4·~1~{~;~*~·.~;~· D¿ .:·~. ·.· .,. ,, 
4. Cada elemen:to a e,S Ú~~~,i~~~¡:,,,;e~ 's: i,~,'~ist~un:'~le~<>ñto be S d~ÍtotS:do por a- 1 

.. !·,''(>' 1.~... .. ~· :1·;-r" ·\·,;!...,_;~ :-;-: ·· 
que: . :. ·. ·~. j;·~ ,.:,·;··~~;~.:-; -1¡~-- ·, --~ 

Observación. Las condiciones 3 Y.'1 pu~eo11.ser;.~u~~itu_idas.po~ la sigUiente condición: 

5 .. '<la, b
0
E S, Las_ ecuaciones. ax =: b y x~ ~,b, tt~n~n ;"?lución, x, E p 

tal 

=:::~~mo~ que 3 y 4.se sati~iaccin ~.~1!·~t'.~b;·C.:~1u~;~,;~~-~~.by,x ~ba-: 1.es ~lució~ 
dexa.=b · .':'-

§~}f?.f..B~~~~~~~fi~~~~~~1(~tl;~ 
a= ax0 por tanto existe elneutró,que deriotaremospor:e.:Y por tanto'3. Por la existencia del 

neutro, se sigu.; inmedia~a~ent~,d~::s)· .. :··q·,····~~.<~ .• : .. }_,;.·:~.·e;~Í~~~~RÍ~~i~~ ~~e d~nb~~~ ~r x ==.ª~ 1 
y 

analogamente xa =e. . . -: :· - ·· · ·-J·::·· '··. 

Un grupo conmutativo e) ab.~fi~<l ~ úr{'"~ix:, i;J: ~;:;.~ a· b = b ·a Va, b. E S. 

Diremos que 1<. es ,¡Íl camp~'~(5ati~faoolas si!Í;uient~ condiciones: 

K es un conjunt~ no ~cíe) y'si exlsten ol>ei~ic:mes binarias 

a)+: Kx·K- f( 

. b) <:K x K- I< 

't.tlés·:que a c1.mlquier pareja de elementos de K seºles asocia un elemento de K de forma que: 

: ({<,+).:_y .(K -· {O},-) son grupos conmutativos y además a • (b + e) ab + ac, 

(b +e) ·a = ba +ca y se define a· O = O· a "va E K. 
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Sen un campo K, cuyos elementos llamaremos escalares y sea V un grupo aditivo abeliano. Si 

existe una operación de multiplicació? entre los escalares y lof! elementos de. V de manera que 

se satisface: 

a) Si e es un escalar y U, V son vectores, entonces c(U + V) = cU. + cV 

b) Si a y b son escalares, luego (a+b).v =.av+bv.'<tv E y 
e) Si a y b son escalar.,;,, luego (ab)v = a(bv) '<fv E V 

d) V elemento u E V se tiene 1 · u = u 

e) Si Ces un escalar, entonces c(u + v) =cu-+: ev · · 
f) V u E V se tiene que 1 ·u = u , donde u ~ la ~nidad en K, ento~ces.decimos que V es un 

espacio vectorial sobre el campo K. A los (;1ement~ d~:ví;;;,,"1!ru'ri~o5 v'ect6rc5. 

· 1-B Subespacio Vectorial •ce::. }i1>;Í';rL ·,",.:;,.. '. '"''' .. ·>•c;·;. : .••.... '. 
•.A los elementos de un espacio vectorial se les llama vect.;r:es. :.:.: .... ·.,··~· 

Sea V un espacio vectorial, y sea W un subconjunto de '1:(D(,cb~u>s'ciii'~·~ es uri subespacio 

vectorial si W satisface las siguientes condiciones: :• · .:~:;.:>:{,· '.¡~~~\:;!(/;<~¡;:,,,, ·: :· 
•,_·--;:·",:-·. 

l. Si v y w E l•V, su suma v + w E W .,, .< ¡'.,:.,,:;./ .i'.:~·~.;:·;.;.:.;· -.< 

2. Si v E W y e es un elemento del campo, entonces ,,Y'e:W /\~>'..: 
Notesc que, en es un espacio vectorial sobre C, d.;nd~. en;.== {(ii;<:,·z,,)/z; E C , i = 1, ... n} 

y C son los números complejos. Analogamente;R~"'C""·:{(iz!i;~,:x,';)/x; E R,i = 1, .. ,n} y 

Qn = {(p., .. pn)/p; E Q,i = 1, .. ,n} son espacios:vect.;riales.;,¡obreR(reales) y Q (racionales) 

respectivamente. 

Sin embargo nótese que Rn no es espacio vectorial sobre e, ya que si :; E z z(x1' ... , Xn) = 
(zx 1, ... , zxn) </, R". Más adelante se habla de productos cartesianos más generales. Así, al 

trabajar con espacios vectoriales siempre se especiffca el campo sobre el cual se considera el 

espacio vectorial. Cuando se escribe I<" se entiende que se le considera como un espacio vectorial 

sobre /(. Sea V un espacio vectorial arbitrario y sean V1 ..... vn elementos de V. Sean xi, ... ,xn 

elementos del campo. Una combinación lineal de vi. ... ,vn será una expresión del tipo: 

El conjunto de todrui las combinaciones lineales de v1 ,. .. ,vn es un subespacio de V, que denotamos 

por l•V. 

En este caso, el subcspacio W se conoce como el subespacio generado por v 1 •...• Vn· 

.. _Si,!f: =.::V, i,c, si todo.elemento. de V es una combinadón lineal de Vi ..... Vn, entonces, decirnos 
~q'.u~·.;;1~-~·:.,vn·genera a.V. 

·E}jeriapl?. 1 ... EnR2
, si A 1 = (1,1),~2 = (2, -1), el vector C = (-4,5) es combinación lineal 

elº A~ yÍh pues C = 2A1+ (:-3)A2 : 
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1-C Base y Dirncnsión 

Sea V un espacio vectorial sobre I< y sean Vi.·:·Vnelementoo_'cle V. Sé diee q\le v1 , •. ~·,,;,. son 

linealmente dependientes sobre I< si mcisten'e!ementos al, .. ~:;..., 'fú1 K'no todos iguales a O, 

tales que 

vi, ... ,vn son linealmente independientes, si ti~· son· lin¡;ruménte dependientes, i,e, se satisface la 
-'~· : .. ',~,-:-~-,~'.0~·--:··,~"-;·: :'·\:l.'-;>::7>-·.:--. ·;·-: .-.:.- .. º .:-~ '."_:--": . . ···.:. 

siguiente condición: Siempre que a,,''.:' ~;.:.~'\!"_leEI,~!'t~ .• ~de,I.,c;":mp<:> se,t}~n<:'._ qu~: 

(a,v, + ·;· + nn,;n = ()) 4t.:,;.:==<g:,~i;~}.. :··~ ;.,,.,:. '. 
Si los elementos v 1 ,. . .,vn de V generan a V y además5orÍ Íineal~"ntci lnd~perÍdi~rÍt"";~ cint~:mces 

- ·, '·· _'?J.··-.... ;.·'.'·;,,, .. .,_~,..-" .. .;::·:· -~_ ...... ;>;<:.''"!~""1' .;_:•:-:·~---~ •. '..-;;;.--·. ~,·,~fó; - - - --:~ • '.. ·-· 

Jv1 ~ .,.,v,.} es una base de V. ..::.-::.·~·::r:'.•:i·;•·.''.,•,::· ''·'.,:·'J,c'1'.:.;:.;i:.,, ~· ' /.C.: .. '· 

.~:~~E::..::·=::::;~-::~:::~r~~~1~¡b:~~~~;~ 
r~Ul_t~o.. -- .. ---~-:- º .. 2_ ~ . .1 ";:··;~ '!\~~~;-~-~?:'(!'.::··:.: -~.~2'.t ... ~'if~~,::~~:f:~,:~ ... :~(~~.'.~·~~?~-:- ~'..:,~:;; 
Ejemplo 2. Si E 1 = (1,0) y E 2 = (O, l); {E1 , ~fes uifa base;·i;liiiR2 :¡>úes'5abemos ya que 

._;~;::::n;~n ;:~u::~:~º:::~;~tf~~a~~~~~}~~~~tfil~~l~4~~~~~~~,~~~--~-
sean wi, ... ,w,. ciernen.tos. de \/'.Y. supóngasc·:;quce ;n;>\:rri;:,:: Ent.orices~:w1·;:·;'.wn:'SC>n ·linealmente 

.<l.'?~ndi;,J;t.,,;:· . .. . . . . . .. : .. .:'./'.~:~ ·i,,t,j:t.:,~'~;_-~f·;·\fü··,~;~i:~~~.·%~f:;.{z3r::,·-,;,·,"~: .•.. ·1 :r.;, t ... ··. 
Prueba.·. Supóngase que w1 r-'.Wn sen linealmente independientes'. iPl1esfo que {vi i ;;;, v,;,} es una 

b=~··'=~~~ ~······ti,;~i~~:i~)~~~,i~.~'.··,¡ ,·.: .. ,A ·••.···. ,. 

Por hipótesis; sab~rnos_ que W1·,¡, Q:y,.por tanto;· ruli;úii''ái '=I· o:'l)espues de renumerar v,; .. ,,v.;., 
si<:,:; n~io, se puéde Sllporie/~iri:~éidid:i-~d~\g_;;~;~llcliiJ'.qli~ca(# 0. E~to~ces; 'se puede 

despejar v;, con· Jo que se óbtien.;:~" ; .• ~;}.' ;: «}':n·> · :.'•'• 

·. :· ··-/. ) .. ~::.~·:·; ... ;·::.':.: -:· ./·~·.>::, 
·a1v1=~. w1··~:a2v2- ... : .. ;;__ ~v~, 

El subcspacio de V' generado por w 1 ,v., ... ,vm contiene a v 1 y, por tanto, debe contener todos 

los elementos de V, ya que v,,. .. ,v,.. generan a V'. La idea consiste ahora en continuar el 
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proceso paso a,,paso y ;,n reemplazar sucesivam'.'.n~e a 1J2,1Ja, •••. por W2,W3, ••• hasta que se agoten 

.todos 16s elementos v¡, ... ,v;,. y así w 1 , ••• ,w.,. genera a .V. Supóngase ahora por inducción que 

3 .un entero r.con 1 :5 .r ~:.,:. ;}~~:, d~p;:,é,. de u11..: renurneración adecuada de v 1 , •• ,v.,., los 
' - -, .. ..: ·; ' - ' ' . ·. " "'· . ,_,; ..... " . - ~·· .. : . ; - - .. 

el~rllcntOs ·.,_Ui,_---~-,~~~->t~~+1}.··:~'.'1,,; __ :_@;e~~r~ . .' .. ª·:·V. _3 elementos btt .... ,br, Cr+1, ... ,em. en K tales que 
Wr+I,,.; b1w 1+ .. ,¿. bri;,;:¡:c,.~1 i,~~1 +':.~+c.n.J.,. .. No puede su~der que e;= O paraj = r+l, ... , m, 

ya q~esi ';.;í fue~a 6b€endrfru~;os u~~ r~lación de dependencia lineal entre w 1 , ••• , Wr+ 1 , lo que 

· -~~~-~~ ~~-~~~t~~diC~~6~ :~?~: ~':1~tr~ .. ~u~Osici_6n. ~ucgo _de reenumera.r si es necesario, _vr+l, ... , Vrn 

·;;.,·:~~edb s;i~,:,~er ;i~ ;,&did~ d~ i6ne~á.li<l;.'.d qu(., c,.+ 1 ~ O. Entonces se obtiene: 
:- .. '··-.--'-·-:,:.... ,_ .... ·:··- ~-- --·.,_.· ,.<·.-.-.. } --~r-: ·~- .,, :·-· .·.·- .-· . -.- _. ·· .. , _,. 

·Al dividir entre c,..¡. 1 ,· concluimo~ ~rie ~,.:¡.j(:S~á e~.elsub~pacio g~nerad6por wi ;·~;,·, w~+i; vr+2; ... , vm 

.generan a v. Así, entonces, se h~ probado~rÍri<luc;,ión quewi; .:::w;;; gen.:,r~'a v.:.si n .;.m, 
=> 3 d,, ... ,d.,. E I< tales que wn = d1w; +<:. + d..:wm, 5e prueb~ así quC:, ~j','.;.,,,;;,; son linea!c 

mente dependientes. 
! ~ :; .: ' ··-~· -- ; .· -~r •• • ' • ~ - '-:,_' • .• · • • • 

Teorema. Sea V un espacici v.;~tori~l Y· supóngase que uná' ba,;;e de,~té',espacio tiene n 

elementos y que otra base del mismo tiene 'In elementos=> rn = n, el toor<>ma:anterior =>que 

ambas alternativas n >=y m > n sori imposibles y que , por tanto, m ~=·n. Sea V un espacio 

vectorial que tiene una base con n elementos diremos que n. es la dimensión de V. Si V consta 

solamente del O, => V no tiene base alguna y se dice que V tiene dimensión(). ,La dimensión 

ele un espacio vectorial V sobre K se denota con dimkV, o simplemente con.di"TnV'. .Se dice que 

cunlquicr espacio \•ectorial que tenga una base con un número finito de elementos, '? e1 .. esp.acio 

vactorial nulo, es de dimensión finita. . . 

Teorema. Sea V un espacio vectorial y sea {v1, ... ,vn} un conjunto máximo d.> elernerit~·c:le 
V linealmente independientes, => { V1, ••• , Vn} es una base de V. ., ... : . Y~- . ·:··_--.·-:-
Prueba. Debernos mostrar que v,, ... ,vn generan a V, i,e,.que,todo,elernent()de l(: se puede 

expresar co(llo una combinación lineal de v,, ... ,Vn. Sea w, un .. ele:rri~~t<fd~'V. .. ,.P~~·hi~Úesls, 
-· • , __ • ~· ~:~---~'' • J>"., _· - •• - -; .-~-- ·- -

los elementos w; v 1 , ••• ,vn de V deben ser linealmente dependi-:n~~y, por. tanto, 3 números· 

x 0 ,x1 , ••• ,x,.. nó todos iguaies a cero, tales que: 

-.' ;" ;,~-- :i• 

XoV + X1v1+··· + XnV,; =::o 

No se puede tener Xo = O, ya quesi ¡,,.te.fuera .;1+; se'C>bt~lldría una relación de dependencia 

lineal entre V1 , ••• ,v,.. Por consi,;íi.',,:,.t~, 4 pu~" ~Í~~j1üt;}~n: funciión de v 1 , ••• , Vn a saber: 

w.;;,~º(::)~t'--:'..:~~(::)'.·'' 
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lo cual prueba que w es una combinación lineal de V¡, ••• ,vn y, por tanto, { v1_, ~ •• , v,:;} es una base. 

'Iborema. Sea V un espacio vectorial de dimensión n'y sean v 1 ,.:.,vn elementos linealmente 
'. - ~ : . ... . - ' 

independientes de v. Entonces Vi, ..• ,vn, constituyen una: base de v.· . 
Prueba. Usando el primer teorema de la secC::ióri, {v1 , •• :.~~} es un· conjunté:> máximo de ele­

mentos linealmente independientes d.;, V. Por lo qu<':; ·del.· toorem-,;.· inmediato anterior es una 

base. 

Teorema. Sea V un espacio vectorial oc dim.;,nsiÓn ,;_ y: ;.;.;;.t"i v 1 :··. ,vr linealmente independientes. 

Entonces 3 vectores vr+1 , .•. ,v~: EV: ta1eS··qúe_~{'.z:,~:~~~-~~:;V~~1·:~-~~./,,::,_;~) eS una base de V. 
' . ···>'· -,;"<. ,~_-· ... . ;,-.,,,:··i· .,_: •. -.'·'.i·.'_'l--~ 

Prueba. Si r < n, =>por la.definición de''éiirnensió~;~"1/:::,vr no pueden formar una base de 

V y, por tanto, no pueden ·generar a··v. :por'.tanto; 3,úri·eiemento Vr+t de V que no está en el 
.', :·,; ___ :.~:'-·:<·:·."·-···.· .. -~~-,-·:~~"::'..::':'•, 

subespacio generado por V¡, ••• , vr; Luego ;Vt; .;., v~+1 :son._linealmente independientes, ya que si 
tenemos una relación -·:~Y~-· --;, .. :.-~.>·.~~f~:,:.\1\\.~.~~~~: ~:.·rt: :·~ ·,:,.. 

•. -"·'', 

. ·.< ·<~·, :·:;-~:,:;, .. :~;-/,.;~;:: '· 
_a1V1 +·:·+a;~'; ;f~:~¡~Vr+l :==O 

donde a.; E J<, => a..+1 '/=O,=> podem~ .,;x:;,-~-~ ~~+i 'eri términos de V¡, ••• vr, a saber: 

lo que contradice el hecho de que Vr+I no está en el subespacio generado por v 1 , ••• , Vr• Supong­

amos que hemos hallado elementos Vr+lo ••• ,Va tales que Vt;•••; Va son linealmente iÍldependientes. 

Entonces, por el teorema del inicio de la sección, s. < n. Si consideramos que s es má..ximo, 

entonces el argumento precedente muestra que s = n y, por tanto, que {v¡, ... ,vn} es una base 

de V. 

1-D ·Sumas y Sumas Directas . 
Sea V un espació vectorial sobre el eampo K .. . Sean. U y W subespacios de V. Se define la 

suma de U y. W romo ei subconjunto de V que: consta de todas las sumas Ú + w con u E U 

y ii) E W. Se.dl!notaesta.surná. por'U+:W:0.Eiita es un subespacio de V. Ciertamente, si 

u1,u2 e-u y w;~u;~,::e:W./~::~~-~.-~·~:~,··.. ;,~'-.-.· 

Si e E K, entonces: 

, é(u1-:+-wí) =cu1 + cw1 e u+ W 

Finalmente O +O E W. Lo cú'al pru~ba que U+ W es un subespacio. Se dice que V es una 

suma directa de U y W si V v E V 3 elementos únicos u E U y w E W tales que v = u + w. 
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'Iborema. Sea V un espacio vectorial sobre el campo K, y sean U y W subespacios. Si U+ W 

= V y si Un W = {O}, = V es la suma directa de U y W. 
Prueba. Dado v ·e V, por·iá primera suposición, 3 elementos u E U y w E W tales que 

v·= u+ w. Así, pue8, Ves la suma de U y W. Para probar que es suma directa se debe 

demostrar que estos elementos u,w están deteminados en forma única. Supóngase que 3 w e 

U y w• E W tales que v .;;, w + w. . 

Asíu+w = u•+w• =·u-u;= w•-w. Pero u-u• E U y w•-w E W. Por !asegunda hipótesis, 

se concluye que u - w = O y w• - w =: O, de donde u = w y w = W', lo cual prueba el teorema. 

Cuando V es la suma directa de los subespacios U y W, se emplea la siguiente notación 

V=UEaW. 

'Iborcma. Si V es un espacio vectorial d~ dimensión finita sobre K, y si V es la suma directa 

de los subespacios U y W, = dirnV = dimU + dimW. 
Prueba. Sea {u., ... ,u,.} una base.de._U'.Y'.{.;,;,:··•w•} una base de W. Todo elemento de U 

tiene una expresión única C.:,mo i¡~~-~~bhi~~ió~ li~eal x1u1 + ... + Xr"Ur con x, E K, y todo 

elemento de W tiene una exprci.iÓri úrll¿ac~;,,~() una combinación lineal 
' • • ,_¡ . • -.. ~- '.-• 

. <+•X¡tJl~1;M!~'.w~i~~1 :'éiooya'~K ; <• .. " 

... P= .. d:·~··.::º. ~rllii*~~~0¡f":Y? ~· =mb•o~~- UMW. 

··con lo"que·se prueba-qti<i:uji'.;·;•;·u,:;·w¡•~;;:·;w~_es:una'base de V y, por tanto, también se prueba 

/~1 t&.;~~~, · >'.' _ ).{ ,,L, ~}'.;~1{·~;-?z;;:~,;i~i?'\t : i'• ·r;·: " .. 
Da<l.()S_do5 ccmjunt05 U.:fi¡.J/'¡~se ~efine_',el'producto carte¡iano como U x W = {(x, y)/x E 

··-·t~tt~~~;:}i:t:.~~~f~~1?Jt~}u;!:~~6~tC::x~~: :1.~r:::~~a::::~ ==~ 
yectorial.-,g; al ~~jriíítoy.><· ~-se le r)uede dar una estructura de espacio vectorial definiendo 

la atliciÓn y el~ro'd.iC::top()f.:,¿ciJ..ü,e;.como sigue: Si (u.,w1) e U x W y (u.,w2) E U x W se 
define: ·· . .·: :, , :. . ·. . . , 

,. . . - . 

::~.' '(Üi,w~f+ (~2,w2) = (u1 +u2,W1 +w2) 

Si e E K, .;,,,ton~ se define el producto c(ui,w1 ) por c{u1,w1) = (cu.i,cw1). 

Entonces se verifica de inmediato que U X W es un espacio vectorial llamado producto directo 

deUyW. 
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Para conjuntos dados S y T, una funció~ ¡Ce,~· d~~iriio S y codominio T asigna a cada elemento 

s E S del dominio uno y sólo un ;eiémento f(s)·,E T del codominio. La imagen lrnf de 

f: S-> Tes el conjunto de todos JoÓ;. v,tl¿;~'f(s), ;a,ra s E S; este es siempre un subconjunto 

del codominio. La función f es: s0b~e cü;.ria~ ;;;.ta.·imagen es su codominio; i,e. '<! t E T 3 al 

menos unas ES con f(s) =t. :· ' .. 

2-B Transformación Liri~ •• \\L i 
Una transformación lineal u operador·•Ii~<oaJ;T:: 'v.,-.. H', de un espacio vectorial V. en .otro 

W sobre el mismo campo K, es,~,;.;:,'ru~ciÓii T dé V sobre. W la cual satisface T(~ + dr¡) = 

cT({) + dT(r¡) , '<! vector {y r¡ ~ri;V y t~do .¡;,gcalar e y d en K. . 

Ejemplo. Sea V = C(R) el es;;~eio ~;_;~Í.orial de funciones oontin'úas cl~·~~i;_bI.,;.i~al <ln R. 

Sean a,b E R,a <by defínaseT; v.; Rmediante T(f) = 1:J(t)dt""f~;Y; .En'tonces,por 

las propiedades de las int.;!iá.Ie8'; Tes un¡ transformación linea!: 

2-C Matrices 
El espacio de l~ rra>i.t'.'i';:~s . 
Consideremo,;. ahora. ~ni' el~ el~ (,¡;jetos, las mat~ié:es. 
;::: l. Un arreglo de ntíci;;~o;; fin K; . 

Sea j(' ,'¡,} c:.in'íp.; ; ~ • ri y rn eriteros 
... ·-· 

. ",: 

ªn llJn 

J 
( .,. .a2n 

'. - ·- ,. . 

am1- ... llmn 

Se conoce como una matriz en I<. S~pueci€i abr..,viar la notación para esta matriz como (a;;) , 
: , '_.;:·.- r:.,'.,: · r7°:~,::-.:"-:··1 ·:.~-.::.: '\" ... ·. ·' · · · · 

i = 1, 2, 3, ... , rn y j = 1, 2, 3, .. ,·: n;;Je.?-i~(S'~~ {,sta .es una matriz de m por n, o bien de rn x n. 
La matriz tiene rn renglones.yfi'colu~nas. Se'diceque a;; es la componente ij de la matriz .. 

Si la matriz anterior ~e deil.;ta p¿;~·,;4;·~{.;il~el r~:nglón i se denota por A;, y se define como: 
• ~- _;.t~- ·-~ 

1 - : _. - - :: .... _ • ' .; ~. . - . - ~ 

· <·."···' .... "·-'~· :·-::As·~:·(~Ú-~~i2~ ... ,ain) 

La columna j se denota p¡;r Ai ~'.~\:l~n~,co~o: 

( 

ª1; ) 
ª2; 

ª~; 
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Un vector (x1, ... ,xn) es una matriz de 1 X n. Un vector columna 

(:J 
es una matriz de n X 1. 

Sea (a¡;), i = 1, 2, 3, ... , rn y j =. ·1, 2, 3, ... , n. Si rn = n, entonces se dice que es una matriz 

cuadrada. También tenemos una ma~riz nula en la que a;; = O '<I i y j y se representa con O. 

Algunas propiedades >; · · · 
Se define la adición de matrices sólo ctiando tien~n el . mis1mó tamaño:.• ~~i sean . rri .y'n é~teros 
fijoo ?;l. Sean A = (a;;) y B = (b;;) m'atrices de n>x :,:.,,; Se dcllne -¡~ n,;,.triz''A +.::.a como 

. - -- ' - .,. . •' - -·· ·,· -
aquella cuya componente en el renglón i y la columna-j es ai;+b,;'. En otr8i;'p8J.abras; sumamos 

. ' ... - ' ,- - '•' .,, , ..... ' '" - .-, .. '"• 

·matrices del mismo tamaño, componente a componente. .. ~,-}<~~-. ..: ~- ·)/ .. -.. 

Si O cs'la matriz nula, = '<I matriz A, tenemos que O +A =e Á-J::_O ~,':A:).g~:c·'un~úmero y 

sea A= (a;;) una matriz. Se define cA como la matriz' ~~;~::;,¡;~~¿Ü'~rit.~'ij...i;~J: Escribimos 

cA = (ca;;). Así entonces multiplicamos cada componen!.'e cÚiA'p~~·-~·''Ad~Íii~, se tiene que 
(-l)A=-A. •»;»'. ~:;;:· !.' .• '. -.: ' 

Con la suma de matrices y el producto por esclllares 'defrn¡d~'.~~~;;,;eÚo~Junto de matrices 

n x rri es un espacio vectorial sobre I<. '<I matriz'Á; s;,·E,r/crie:;.¡~~;.::~~.,':Á+ (.:_:l)A =O. Sea A= 

( a;;) una matriz de m x n. La matriz B.= (b;j) ·¿.;, :ji;'x ~-t¡:;l q~e Í.j~: =a;; se conoce como la 

transpuesta de A y se denota por 'A. 

El considerar la transpuesta de una ma.tr~z .eq;iivale. a in_tercambiar renglones por columnas y 

viceversa. Si A es In matriz que npare<Oe al i~l~lo d~- Í~-,,.,c~Íón, entonces 'A es la matriz: 

( 

au a21 a,.., ) 
a12 a22 '2ni2 

a'.n a2n ª~" 
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Una matriz A es simétrica si es igual a su transpuesta, esto es, si 'A= A. Una matriz simétrica 

es necesariamente una matriz cuadrada. Sea A = (a;;) una matriz cuadrada. Se dice que 

au, ... , ann son las componentes de su diagonal: Se dice que una matriz c:is una matriz diagonal 

si todas sus componentes son iguales a cero, excepto, quizás, las.componentes de la diagonal, 

esto es: Si a;¡ = O si i #- j. Toda matriz diagonal es una ~atrlz ~i~é_tric;,_ un'á ro'atriz diagonal 

tiene el siguiente aspecto: 

(!: f ): 
Se define la matriz identidad de n ~ n como la matri~ cuaclrada que tiene todas sus componentes 

iguales a O, excepto las componentes de la diag~n'al ·que ·son· iguales a l. Se denota esta matriz 

con In o I si no hay necesidad de especificar la n. Así entonces: 

J·-U : : ) 
Multiplicación de matrices 

Si A= (a1, ... ,a,.) y B = (b1! .;., bn) estári_cn.K~; definimos entonces 

·' A\B ='=' a,b, + ... + anbn 

Observación: Esta expreoi'ióncnoe5:¡>i-oduc'to .escalar si K .=C. 
'.:· :-:., ·· .. · }- : • . ·-\"'"<-;.c.:,~ .. ;:/'.'.''''.'.··· .. -.:·:.. . • 

Este. es un <Ole'."e?lt() d'.> K;:, t~nerno~: las s1gu1entes proptedades: 

;t;(:6'~;I~:!r;~~1Jr~:''.tr B · Á: 
·-~;.:;- ·, <:~ '.,·.:·'~-·--:},~t~. ··-..: '• ;~:::~ -:~ 

'}'. > , '- ;·¿·, : _, -~ · (B ,+,C) =:=A: B-i:A. C 
. ~:---··' ::-· 

:?,si~e'I<,entb~~:' '._ .. '.' ':•):~·-.. ·•· ... •-•··.: , __ ·:· .. 
(xA) ·B:; x(A· B) y.A· (xB) =.x(A:B) ysi A E K", y si A· x =O Vx E K", =>A= O. 

Ahora definam~ el p~.;dü'ctÓ de ciB.t~i~; r ' 

Sea A= c.:i.;),i = 1,2,3, .•. ,m.YF=,i;2,á, ... n., una m~tdz de m X n 
Sea B = (b;k), j = 1,'2--.:3,':.·.,;,; ~ k,,;;i,2~3·;:.:-~:-ilna'.'in~triz den x s 
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Se define el producto AB como la. ma'.triz ·d~ ni x;s cüy~ ~ó6rd~ntUla ik es igual a 
.... :.,... :r¡•· ·.'-,:;':.:.~~-:~~-' ".j·,•.·c··.:,;'i·· '-~·;' ·~~' ~~.:~- 'r- b; ._,;; .. -· 

Si A, •..• 0- - ~ ~;~t~~i;~;~i~~~!~}¡~r~~ .wlu=•du 
la matriz B, entonces la coordenada ik.del producto AB.es:·1gual.•a ·Ai.:·B~.- Así · , 

' • - • •' • _, • ' • "' V : -<-:. ,"•.•",_:; • '' ·- ~·'.! '• • ':. • ' • • 

.~ ~ ~;1 -:: ;- ..1 lo_/:,~·~ •i, ",[;'>'~C,f:~ ~~"-~ ;.:r; w ~. 

AB ,;;,(-·'A',:?~-~:::'!:'·: -~1;/~ :~~.: }•:_ 

'~ ~ l "' ' ".. ' 

Am·~ B~.._t<:"· =A·~·,=Arn • Bs .' 

-.. , . _-_· __ -,:_· :.r,:,;-f:~'-7~;-~~:~·:~¿,,_~:~,~~~:;_::~~R:~))~i~~~-,::_.:_-'. >: .:_ .-:·: 
Sea A una matriz ni X n y sea B una m~t~_de:n,x:1;·es decu:-, un vector columna. Entonces 

AB es, de nuevo, un vector colu~da. Elp~.jci,';:~to'Ú~~·~{;iguiente aspecto: 
:~~-:) 

donde 

Si X= (x,, .... ,x,,.) es un véctor.'renglón, es decir, una matriz de 1X111, entonces·se puede 

formar el producto X~· cuya formá es la siguiente: 

C" 
llJn )~c .. ( x,, ,x,,.) .·.: ,Yn ), 

ll,nJ ll,,.n 

donde 

En este caso, XA es una matriz de 1 X n~_es decir, un veetor renglón. 
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'Jborema. Sean A,B y C matrices. Supóngase que A y B se pueden multiplicar entre sí, que 

A, By C se pueden también multiplicar entre sí. Entonces, A y.B +. C,"A y'Bc;'1C>'~i~~o 
AB y C se pueden multiplicar entre sí y tenemos que 

:.- ;<¡ ,, ~_; ., "'·'· ·,'. :":' ~-:. 

l. A(B + C) = AB +AG. Si x es un escalar, => A(xB) = x(AB). 

2. (AB)á = A(BC). Sea A una matriz cuadrada .n x n. Se dloii_qu,;·Á es in~e~tible o no 

singular si 3 una matriz B den x n tal que AB = BA,,;, ¡;.: f~':ii~trli'.B''!;;l;á. cf~~eirilin~da 
en fC>rma única por A, ya que si Ces tal que AC = CÁ;: Íi..,'~rifoi;é~"·,·c ,,,,,, 

B = Bin = B(AC) = (BA)C_"::.1.;.d= C 

Esta matriz B se conoce como la inversa de A y se.denota .;on A- 1 .-

3; Entonces t B, •A se'pueden ~ultiplicar entre sí, y·· · . . .. 
'.·",: 

•(AB) =• n•A 
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CAPITUL03 
En este Capítulo se enuncia y demuestra el Teo;.;;ma &Í>ectral ·~~~ dhriensiÓn fl~it~, pero antes 

se enuncian algunos teoremas . y definicion~;; útiles, p~a s.i , prueba. .. J;>ara ·la derna;traclón ·del 

Teorema Espectral es necesario enunciar lo si~ieñte: , 

Proposición .·. ··:.·:,·.·· ::;\·,,:.:': · 
Sean V y W espacios vectorial.;,,,y ,.;upónga;;e queV .;,;:.dirnerisib~a'!Inentefinito cÓri una base 

~::~~~xnl· si u, r, v--. ur,&m l'.(G'.::~:j,~¡·L~;c5t~j~ar:~i-}~:i:( ~u= T. 

Sea y E V,=> 

si 3, una función 

valuada en C (·,-) sobre Vx.: v::(¡ué ~at¡;;faee!as siguientes cuatro condiciones 'rf x, y, z E V y 

r: ~::=>}.~: ~:::~ :ix;r¿;.,j~¿ > ·. . . . 
3. (ax, y) = a (x, y) 

4. (x,y) = (y,x) 

La función (-, ·) se llama producto interiÓJ:°. NÓt~bii:ql!e 2;3,· y 4 itriplican que: 

{x, ay+ {Jz) =a (x, y)+)j_(x: ~}¡~ q~e (3::, ay) =a (x, y) 
.::-.. :· ~·_::.', ~ 

Definición -,.··· :·<e'·; ' 

En dimensión finita, el adjunto de un oper~~éiiii'ilir_ptiede definirse como operador lineal 

T' que satisface. a (T(x), y)= (x, T"(y)) '13;/t'·e V ? 
Teorema 1. Sea V un espacio de dirne~~iÓiÍ;flnft~'.ci,n producto interior y sea T un operador 

lineal en V, => 3 un operador lineal tlnic6':rE{~ii~v t;.i que 

~~:~:) = (x,Tº(y)) 'rf;,y E V ,, {-f,;,~~~-;-~~j\c-/ ; 
·~ .__-: :, : ':• ·' :-' ./\~t~;,::t\.,';·.~:_::.;· 

Sea y E V defínase a g: V - F: mediánte;g(x) =,'(T(x),y) V'x E V. Para demostrar que ges 
lineal. Sean x1, x 2 E V y e E F ~:(;;~~;-Y'~:~'k":,::~,:·< ''; .. ,.· 

:-~---~. -1:''i--~,~~·~~~·j~~?;::·;.;;t~~'7/:{_i.{, ;,.r.,-

g(Cx¡ +:'x2)' '':ci'cci!i·~~~).~)~"(cT(x1)+T(x2),y) 
--, .. '.<~., }_.-~· :;.~~~1..-\·.~·-+>1- ·.-.-;.;:::. : ,: .---.:·.::_::.~:~:::.e ·:··· .· 

= ·· c(TC,x,1), Y),;-1- ('.I;'(:i2)> y) = f9(x1) +: g(x2) 
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Por lÓ ta.Ílto; g es' lineal. Ahora usamos el lema de Riesz (veáse ei" ~i~ierité tci:;rema) para 
' . : ·- ' :,! ~ :.: ' 

obtener un vcetor ;iniCÓ Y' e V ;,g(x) = (x;y•); i;e, (T(x),y) = (x,y;), V x e V. Definiendo 

a.T• :•V-..V'médiariteTº(y)=;y.,'ten~rnoo'qu;>(T(x);y) = (x;·T.•(y)};;•paiaver'que.T• es 

lineal, sean Y1i'Y2 e.V y é:e F=>:v:i;·É Vtell.;rncis '"' ,. .• 1-' ,;~ •.•• /,;¿,:;'¡ ,,~:·.;;.,2'<' '' ,, .' 
· .. "':· ;·;·_, .. 

,:·':.._:_·.·· ·' ;"<'," .;.·.· 

,_., \ ·>:·. >--·.;:.. \~~-- '-':~ . 

, cX:r:cCv.1 1:112 >> h"· .~U~E~~\~:~~>;?~"~·~~c~}~.~~>~.i'.sfa~1;;2:i..... · · -
.•..• =:::>c(x;'.ZJ~.(1.ii) )~~'(x;T;: (v2)) ,7~(x, <iF (v1) +: r· (y2) ). 

_ ·'. ·; ". ~ ,. -'>-'.;;·'.-):~ -~~:;; <-~-L~:~é·D~}J~\:.ii:~~i:{·/~~~~~--~~:rt~~;~H:~;~~~-::~:~'.r /:;:::~_, __ .;.·. 
Como x es arbitraria, tenemas queT•(cyJ+y2) ,,,;cr,~(Y1) +Tº(Y2);. · 

Finalmente, sÓlo faita ':17~~s~~~;fl~~·.;t::r;~,.~~'.~:;~~~g,i~~.',q~~ !'. :,V-+ V es lineal y 
satisface a (T(x), y) = (x, T•5!J~) :V 3'.• r e,;Y,:7, (x,", (y)) 7 (x, T•(y))ltx, y E V y finalmente 

r• = r.. . ;",,:t~;,,,,;!_:,, ¿, , , . ;: 
Definición. Tes normaÍ *> r•r·;;;,_TT~ ... , ·· .. ,,.,, 
Definición. T es autoadjunto <o> T~ ;,;;,,· i\''.\ L:~ < ' · : ', 
Observe que todo operador auto8.d.iu~tC. ~~6~.iL·:· :'· , 
Tuorcma 2.(Lema deRiesz) •• .· :e ':':;'.fe'.}'.':'''';<'<'· 

Sea V un espacio con producto i;;-;~~l~~ ~~~-~¡~~';;:¡~ fi~i,~a en I<, y sea g : V -. K una 

transformación lineal. Entonc"5 3 ~i;·.;,~tC./tl~l~~·;/e Y ;,g(x) = (x, y) \tx E V. 

Prueba . . . ..... · ;~, ,•. -.;~·; ,.;,"~.L. ·:,,. '_ . .. , . ,· 
Sea /3 una base ortonormal para V; digamos'/3 =..{xi,.' .. ,xn}, y sea 

- ' - , .. • - ·,. ,--.: ,".-.".;;'::-;.'.. :>:,;._,.,.:.-· , .. 

_;:,.·:·;·:(·-:~:'.:·n.: - . . -

'.Y =;¿g(x;)x; 
~-~ ·.: '.~: +~;) i77l ·.~. ·: ( :. . . .. ' 

. si definimos a, h ~ ~ -.1< c:om~l,i~;; {.l,:{#J'.~)!';~tonces es Úneal . .Ahora bien! para 1 :S j :S ~ 
tenemos '.;,z!'Ci?•>¡t'. 

!' ·-.···; >:;n.----.~- ---;,,'-~~·~.(!:·!f:(_:n.,: .. <-: n . 
h(x;) = (x;,Y) ~ (x;~Lg(x;):zi~>:~.Eg(x;)(x;,x;) = Lg(x;)ój;~g(x;) 

· · -- ·; -. -:·, ~ i=:_1_,_~~L::::;~\F;~~-;~~tr.:;.~ i=l ·". ._ - , i=l - - _. ·: 

corno g y h coinciden en f3 , tenc~os'~c);. i~·~~roposición , que g = h,. 

Para probar que y es única, s~pcSí:i'~qte g(x) = (x,y•) 'V x;- => (x,y) = (x,y') 'V x => 
(x, y-y•)= O 'Vx. En partícula;, ~Íf::':;;,,y'j_ ~;;,,,;··(y .:._:y;,'y _:_y•) =O y entoni:es por proposición 

del producto escalar y = y• · ;,.;· O. ''':A!io~a ci'arem6s caraét~i~ción de operadores normales y 

auton<ljuntos para el caso complej;,, c,'y rea1·.R. 
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Teorema 3.(C) Sea V un ~pacio con _product() i';'terior, com¡>lejo y dimensicmalll1e~t<l fin~t(), y 

sea T un operador lineal en V. Entone~ 7'.cs.,norll1al =..,v tiene. una base ortonormal_formada 

por eigenvectorcs de T. . .. ·· : <· 

Teorema 4.(R) Sea V un espacio con producto interior,. real y dimensioná.lníén~;, finito; y sea 

T un operador lineal en V. Entonces Tés ~utOadjúnto :4* V tiene una base o;to~C:.~mi.:Ifoririad,:,_ 

;:::~~e::e;;r; de T ; '~·,'~' •;,,: , ~ :e, . . . '.;;:'.'.(J,~'-~~;i[!:',f f Z';;{t}<. 
=>)Supondremos primero que T e5 normal o a\ltoru:ljunto y .luego obtendremoS}a_J)as<(orto116r­

mal adecuada. La prueba se hárá ~o~¡ind~cciÓn ~obren ~ dim(V): sf~H.~~~j=f:X~::f-~(Jx})· 
para alguna X,¡, o. En este caso es dáro que {{l/ llxll)x} es una base ortonor:r11al·focinada por 

_.,. . . .-,·!:..,>:":~";"''.:; ,_. ,:...: ', ·: -';-.é· 
un eigenvector de T. '··-... ; ·e 
Ahora supóngase que el resultado es cierto para oper~dorcs normales [a~t~j:,1;;,io1{;,~ ;,,.¡>llCi~s 
con producto interior de dimensión n - L 

Probaremos que el resultado es cierto para el operádor T en V. SÍ T tiene. un éigenvalor Aiy x 1 

un eigenvector asociado. Supondremos que Ux1 1l =,l. Sea H' =; L({x1}). Por teorema 9, x 1es 

también un eigenvector de T', de manera que W.;,. T~-y T'-invariante. Pero wi. es también 

T- y T'-invariante, por tanto, Tw-'- es normal [autmzdjuTl.to] puesto que T lo cs. Del teorema 9 

tenemos que dim(W.L) = n - l. Por tanto, pode~oo apli.,;u. la hipótesis de inducción a Tw,,. 

para producir una base ortonormal { x~, ... , Xn}. para· W.L formada por eigenvectores de Tw,,. y, 

por tanto de T. Se infiere que {x1 , ••• ,xn} es la biíSe o~tonormal deseada para V. 

(<=)Ahora supongamos que {xi, ... ,xn} e5 una b~c ¿;rtorÍ~rmal formada po~ eigenvectores ~e 
T con T(x;) = >.1x 1 para1:$ i :$ n. Si V es un espacio complejo con producto interior, entonces 

por el teorema 9 

(TT')(x;) = T(X1x1) = :.\1T(x1) =Xi>.,;;,= 1..\112 x; pára 1:$ i :$ ri; Atlálogainent;, (T'T)(x1) = 
IA1 12 x; para 1:$ i :$ n. Por t~to, usando proposición, T.;,,, ~arma!, P()r otra parte, si V es un es­

pacio real con produdo interior; '* A; es r.;.1para1:5_i'$ .:i:: ASí, r(x;) ;;,,,: A~x,;·;,;, :.\¡x¡ =T'(x;) 

para 1:5 i::; n y, por tant~.·r.:,,; autoadjunto. 

-T~rema 5. Sea T un op~ador lineal en V y sean >.1, .. , Ak eigenvalores de T diferentes. Si 

:i:1, .:';ik 56ri'é;~dvecto;;;,,. dé T 3-A; corresponda ax; (1 :$ j :$ k),;; {ii. ... ,xk} es linealmente 

. ¿~~~~-"~,u~n't~. · -· · · · · 
·•·. < ,.pru.;ba • · 

· ·. Util~~emos inducciÓri sobre el número k. Supóngase que k = l. Entonces x 1 es un eigenvector, 

·;•en:tonces {xi} es linealmente independiente. Supóngase que el teorema se cumple siempre 

_p,,Xa'. .":.- ,1 eigen:vectores, ,donde k,- 1 ~ 1 y que tenemos k eigenvectores xi, ••• ,xk correspon-
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dientes a distintos eigenvalores A1, ... , Ak. Deseamos demostrar qtie { x 1, .. , xk} es linealmente 

independiente. Supóngase que se tierien,escalru:es a 1 , •• , ak tales que: 

•' < ,• 

Aplicando Ta ambos l<ldos,de l"·ecullción <n o~tenemos 
. . ... ··•·· <1!;;:;~~;&:11q~~l~:f % ~,;~g .. ~~;,.,, -o 

Ahora multiplic~d¡j amllºs llld?5 de,¡ la· '7cm:•Ción. (1 ), por· Ak. obtenemos 

, -··-~ ; :·7~5:~: -· .. ~~f;~~_'.::.·'.)~~,~~- ·:N/f1 ---k~~,~~l~-·t; .. ;~;'J·., -.' 
· a 1Akx1 ;t-;.;•+a,.;AA,.xé"."'. O 

< .~; ¡ ' _,. -~-· , 
.~ .· '-··' 

Luego; ~t~cÍC:, lÍi . .:.c~a°CiÓiii (3)'db i~ ~úi.ció; (2) tenemos: 
.·: .• ';:-'.1;·.; ",. ·-' 

.•. ·d;c~/.:..::~~),,;{+:L+'.ak::~(X.í,é,1•7~k)Xk::0.1 =o. 

(1) 

(2) 

(3) 

Porla hipótesis d~ incÍú~~i'ól1 {x:;:~.;;·~~~fr.;,i lin~fuiel1t~ ind.;,pe~diente, por tanto 

•• .... · .. ·... ~- ···1 ,.i~.~~t,~i~·~1~:t~l~¡~1f ~~]B.rt.~,,, . . 
como A1 , ••• ,A,; sondistintos, 5e tiene que A¡ 7 ~k;,,& O para.'lSí,'.::; k-C L.·· 

;:; .~.f ?-i:~/· ~ª~-1 ·;=o.de.n1an~a.~ú~1a ~~~~fi¡~~iW~~.]i~~~:~:~ª~~~~·a.C:omo xk ,,& o, 
_ ;a); 7 .0;•P<>r.tantó,_a1.= ... =aA:·=;O y=> {x,;.:.;xk} e5 linéa!rÍlente')ndepéndierite. 

,.}s6a'E~,,; {x e v: Tx =Ax} . ;.:~:~i-f-:J(k. -~-~~: f: 
D¿fiiü.;iÓn. s.:.a A un eigenvalor de un operador !in~ .o·.:i..; ;;~~'·rn¡.~~Íz ~uyo polinomio carac­

t~fat.i~ es f(t). La multiplicidad de A es el m~yo~ ~n·t~~~;,p~itiv;) k para el q~e (t - ,\)k es 
uO: factor de /(t). . "~;;·(. 
'Iborema 6. Sea T un operador lineal en un espacio yeetoriá! de dimensión finita V. Si A es 

un eigenvnlor de T de multiplicidad m, = 1 S dim(E:)";<,,:;,. 

Prueba .. _ '.-

Tómese una base {x1 , •• , xp} para E,. y. extiéndase ésta a una base /3 
{xi, .. ,xp,Xp+l>··•xn} para V. Obsérvese que x,(1 Si S p) es un eigenvector de T que corre­

sponde a ,\ y sea A = [T]13 • Entonces 

A= ( B
0

1 B2 .) 
B3 ' 

donde B 1 = Aip y O es la matriz cero. Luego el polinomio característico de Tes 
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J(t) 
- •.• _(:B1 _;_t/p -·· B2 - ). 
det(A - tln) ==: i · · 

·· . : · ·· ... '<: O . Ba -_.tin-p . 
det(B1 . .,_,-U,>); det(.Ba•-tiri:;¡,)'· 

·,·,.·· 

Sea g(t) = det(Ba :C- tln_¡,) el poliiíomi() cai-acterístico de B 3 :, Se ve claramente que 

det(B1.~ tlpj ~ (A:;,'t)P·~~,e,;~)',;(t.•i'~j',1~ci;~t.'.i.~t6'{(t),:;;, (.:_l)P(t ~ >.)Pg(t}, de forma que la 

. :~{i!~li~liif~~~;=~~:~~:~~~:::·:·:. ~ 
- -·3. :\;f''LJ.en ,V:puede:es=ibirse de.manera.única en la forma_v =;o x 1 + ... '+x.,, donde x; E'W;(i = 

~~~~~'.~~!~~~;¿~;~~;:;~:~~:;::·:~:.:::::.:'::·:: 
Prueba 

(1'7 2) Sil e,;c:ierto =,por definició~,· 

,•' • , ,•' ~.-,r,· •• ~.~.:,'.~;,:,~:.'.".:..·"': :•:::t.,>;··\{:·' <·:i· ·<t·.~·. , •" 
SÚpóngase que x 1 , ••• ,x., son vectores true,; quéx; E l-Vi(i = 1; 2,~ .. ,k)y x 1 + ... + x., =O,=:- Vi 

-~~·.~~x; e¡;; Wi,tam~ién ~(i·!··~f'·~~~!~f~~~~·~·h<~.~;) ~{o}~ 
Por'tanto x; =O, lo que demuestra a:·20.-(2;'7*,3);De-acuerdo con 2 V= L: W; 

"·,. ·_-._ . . , - . : .. ,_ . ~~<:-::t/<r:':;::_~~::)~/·,;::·:·~:-;--.-, .> , . •=1 
V v .EV puede ser representado co~o v:.==_x(+ ~ .. +x1/para algunos elementos x; E W;,debcmos 

probar que esta representacióri;•'.bi·;Jriic:.i:•' SiiPó~gaSe por tanto que V = Yt + ... + y.,, donde 

y; E W.. Entonces (xi ,.,;:. Y1)+ (;;;,¡·:...:'.·Y~t+ .J+ (x., - y.,) =O. 

-Pero xi....:. y; E W;, se doouéé':d.;:·2 ~~~·:i'/'.::. ~; = O. Luego x; =y; 'Vi, lo que prueba la unicidad 
·'· .. --·.' .·,..,. k 

de la representación;' c3'*.'4)''Sea:""Yi una base para W;, y de acuerdo con 3 V = L: W;, es 
. . ·.. . .·, , , .; .·..-;· . ~ ·. i=l 

"'.vidente que 7 1 l!"Y:i.LJ;::u;y., genera a V. Supóngase que 3 vectores X;; E "Y; (j = 1,2, ... ,m; 
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"" e i = 1,2, ... ,k) y escn!ares a;; ;>E a;;X;; = O, hágase y;.==, E a;;x;; '* Y; E L(-Y;) = .w• y Y1. 
i,j ' - . ' . -;=~ ._- , ' . ' . ' 

·+ .. -.+ Yk= L:a;;X;; =O. · · · • . . 

Corno O e 'it, Vi y O+ ... + O =·y, +;;.+ Yk. la conclició~ 3 ~:que· y; = o.v· i. Luego, - rn• . , . - . ·_ . . - : <.· _,.,,_. ,.,,'. ·'..-
0 =Y;= ¡::: a~x;; '<! i. Pero corno 'Y; es lh1ealrn_ente indei>en<fient~, sé.ob,ti~ne;q':'e a;;.= O ·para 

,=1 ~ · .. :_:· ~ .·,;. ~----'··'/;,_-,_:::':<·<.,·,.:,,.·-,.~¡_~ :._~.: .. -~-:··::-·_,::::.: ;, _,._,: . 
j = 1,2, ... ,-m; y toda i. Por tanto ·-y,·LJ 72 U;.; U 'Yk '·es·liriealrnente inde¡>endierite'y":=:,; es una 

base para V. Es inmediato que 4 '*5. i; Y /{;;_' ~:·~_'!;: .~_,~ . :. , :. : , 
. (5 '* 1) Finalmente, se dernue8tra que5 =>1~ 'si.;,~· .in~-b~p,ir~~J,v; t~ .. é¡.'i~ :).{(J:::u ~k ·.,.; 
una base para V,=> . . . .... -.-., ~>'.-.:'- ';:~;::·~\-':0:;~\-.,:::~,; '."'~::··:.·',· .-'~ .. 

v = L(-y, u-r2 u ... uk):: L(i;) + .. :;;- fc'Y~ip~~!i'f!:~·,i¿~ir~~-~~YI···:;/{ .. · ..... 
Fíjese un índice y supóngase cjue o oF v. e W; ne E W:i),'*:.;v E\ w, ::;.•'f('i;) 'y V e E W; 

·-~--~ ~<'·": ;,, . --~~-.- '·"'·. .- .:'·> .' :¡ ·_,., -;:_·::-''..· .. •. --~-.:'3#:i ;~.:_,¡-;·;: ''-~"í:.:::-~ .::::~~·'.,;;'2::·~"~f-~·Jti(Vi1~d1.:·_~~,:· .. >, .. '?' " . j#i -
L( LJ 'Y;). Por tanto ves combinación. lineB.l de 'Y; y"' LJ .Y;;. de rnaiie_ra que .v ¡,uedé expresarse corno 

i#=i :•:. ·:- ·._ ... _''. '. .~'.~·-·; ·. ··;·7. ~.:~~;~.;:. :\_·;~'-::,"./)~ :·:.> <'~> .. · .. +~';Y.._11;""_:'_ i«'.!'•:" :''";·'},~:::tY·: . _·. _ 
combinación lineal de -y1 U ... U 'Yk en_.más de una forma, lo que cc:mcluyé qué IV; nCE W;) 

- - - . -· ··." - .• -... .. ·.. . - '· ·· .... , . . . j::/:;i 

{O}, probando l. 

Definición. Si A E Mnx~(l<)ielop01inomio det(A :_ tin) _en·Ja incógnita t ...;,•denomina poli-

'lborcma 8. Sea T un Ope?adÓr ¡'¡~;,,_¡ en un espacio vectorial ncdi~ensional V. Supó~gase que 

el polinomio caract_crístico·d~ Tse puede descomponer en un productode fái::tores de grado 

1 y sean >.1 , ••• , >.k !Os distintos eigenvalores de T. Entonces los siguiénte8 son equivalentes: 

l. T es diagonalizable · · 

2. V = E,.., (:9 E,.., (:9 ... ©e;. 
3. Si d; = dim(EJ~) para 1·:::;j :5 k, =? d 1 +d2 + ... +dk = n 

4. Si m; es la rnulti~licidad de >.; ( 1:5 j :5 k ), * dirn.(E,..~) ;,,, m/(j ·= i;2, ... ,k) 

Prueba 

. Prihiero probamos que 1 =? 2. Si T es diagonalizable, ~ V tiene uná ba5e de eigenvectores de 
.• . . k . ... .. . . 

f, de donde se deduce que V.= E E,.., . 
. · i=l 

Sean X; E E,...(i = 1, 2, ... , k) vectores 3 x, + .... +.xk = 0,cada xi es."o. bien el vector nulo o 

un eigenvector de T correspondiente a >.,, '* el conjunto de ~too .vectores no nulos x; son 

linealmente independientes, x 1 + ... + Xk = O '* que x 1 = x 2 = ... = Xk = O 

Teorema 9. Sea V un espacio vectorial sobre el campo J( con producto interior, y sea T un 

operador normal en V. Entonces: 

l. llT(x)ll = llT*(x)ll V x E V 

2.T - el es normal '<! e e K 



3. Si>. es eigenvalo_r de_T, => Xeigenva!or de Tº, i,e, T(x) = >.x => Tº(x) = Xx 

4. Si.>.1 y .>.2 8,"~ dist~~~~ eigen""'.1~~';'.: _d,".'_T con eigenvectores correspondientes x 1 

ortogonales;·· 

PrU:eba:t: ·: ': . ': <· ' -· :< 
i. ;;;;, e: v; ~ tí¿#f1°:7>·•. •.;" r;c · "'':.: ··~. ·: .: -ij; 
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y x2 son 

¿ _.· >u+.cx)11.2 ~·(,¡(a;):·:rc:J:))~·c;,1rc~)'.~)'.~-(TT"(x),x)_·~ (T"(x),Tº(x)) = JITº(x)ll2 

:~n5!X:~~~~~~} ~·,~~~¿Ef~~~~%~;i~jI~~1·~~;~'.;v~,i => U(x) .. ~ O, y en~~tud _de 1 y 2 

~~.~~~~··c~;;~~º·~~k;i·B;~ll(8;~~~~~1f~Jllf ¡;~;,~[~°; . · .. ··.· · 
._ 4:S"'1.Jl >.1 y :.\2 ~1stmtos e1genvalores de T_~on eigenvectores correspond1enl17' x 1 yx2, entonces · •. ~!~~~t:~ ~; i~memós q,;e >.~(;,,;x2{~ ·c:\-,x~.d:~f~;CT.c~!Y,:~~·);'~ -~~~.r~(~~~) .~ (~1.X2x2) = 

Q;'n;.:,'·j., ;¡, >.2 se concluye que (x1, x2) = O 

Corolal"i~. Sea V un espacio con producto interior de dimensió,.; finita y sea.W:un ~ub~pacio · 

•di:>.· v. Entonces dim(W) + dim(W.L) = dim(V). 

3-A Enunciado y Demostración del Teor~ma Espectral < 
Supónga que T es un operador lineal en un espacio con producto interior de dini~~siÓn finita V 

sobre K. Supónga T normal si K = C y T es autoadjunto si K = R. Si >.{;;:,>.ts6~- di~ÍinÍ.os 
eigenvalores de T, sea W, =E,.,= {x E V: T(x) = >.;x} el eigenespa~ió deT .;¡;~p6~d.iente 
al eigenvalor .>., (t:Si:Sk) y sea r. la proyección ortogonal sobre W. cl'::s i :s k):··E',.¡~c;rice5: . 

i. v = W1 EB ... E9 wk ' ..... ,. ' >~: · 
2. Si JiV¡ es suma directa de los subespacios W;, j # i, => W,.1. = W¡ 

3.T;T; = ó;/I'; para i :S j,j :S k 

4. l = T, + T2 + ... + Tk 

5. T = >.,T, + ... + >.kT 

Prueba 

l. Por teorema 3, T es diagonalizable, y por teorema 8, V = W 1 ffi ... ffi Wk. 

Para operadores autoadjuntos no se necesita el teorema 8, pues W, n W; = {O} debido a que 

W; .L W; de donde se tiene la suma directa de V. 

2. Si x E W; y y E liV; para algunas i, j, => (x,y) = O por teorema 9, se infiere de esto 

que W¡ ~ W/, y de 1 que dim(W¡) = L: dirn(W;) = dim(V) - dim(V;). Por otra parte, por 
i#:-i 

teorema 2, dim(liV/) = dim(V) - dim(W;). Por tanto, W¡ = W/. 
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~-L.'.~ ~¡. ~or_ tanto, 

.','·. : ,- .-. ~ ~~--;. _- ,··.;·_; 

T(x),: ., e;?:(~.! >,t-~:':•d;~;(~~{~,~~¡j ~; .. ~,,t;;~~~·< . ·· · · . 
. ,-~1T1{x)+ :::'+Ai.,Tk(x) =(XiT1 ~ ... + A¡,,Tk)~ 

.·\:~~:· ;.g.1 -:r:r:_:~~~-·~: .. ;~~~-~;·~~'.·~:r:~Y~?;·.:-~t-~:;\;}~rt~~·:r~F.·-~-:,~·'·- -~--~--;· · · 
Definición. A• es la matriz a50crn.da ru.· operador, r,•::·: '.•;·i'< x· 

~::::::::~ ~:: ::::i:i~-:f:z;~~:.:1:~-:~~~.~:1"it . 
Teorema Si A = [a;;)es l;.~ matriz ~~ia.d~ :i: T r~p~tc/á la base ortonormru 

X={~ ...... ~ ... }=>, A·=[a¡;), es¡,;_ rn~triz ~~i¡;_d~aT~ iéS~éctó a esta misma base 
. L·-:_:.,·-··.··'._,,_- '.':: . 
.:,•,> : .__.- :~', . 
; .'.~~- ~ -:-;-.;~ > -~K-t ')·~ .- ~.:::';~.-: ;.:, .. ·, .. -

Prueba: 

D=IB '"=·~'" =unci& ~ ::!'lf i!~tii~~~~E .. '.~,~~. P= l• 
transpuesta conjugada de A, i,e, u• es re~r~'rit~.i~';~~:~ifi~h:;c:i~u..:~ado,;: u• el adjunto de 

u y vemos que u• es representado por ..i·:·•~i,'"·:;~:.·)~'(J\ff;i:;.:;~,t,'~' '{~f·:/( ;; ; .. · · 
Así, para el caso de matrices rerues, ser auteadjunta equivale a'ser simétrica. 

Definición. Sea T un operador lineal énm1 ~p<lciC> .,;~~tC>~ial de' cÚrii~;}'sió_~~~ita V con base /3. 
Definimos el polinomio cru:acterístico d: U:n oper~orf(t)dt; T ~~b' ~i-~Únomio.característico 
de A = [T)13 , i,e, f(t) =: del(A - tI). 
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Diagonalización 

En esta parte se considera el problema de factorizar una matriz A de n X n en un producto de 

In forma sns- 1 , donde D es la diaga~á.C Sé ·conÍieri~a demostrando .que los eigenvectores que 

pertenecen a diferentes eigenvalo~.,.; 6oit lineB.!in'c-;,te iri~ependi.;íít~; :-
Teorema. Si >.1, ... ,>.;. son eigeriV.:..lores''<listintds Cié' la m~ti:-iz'•':A'd~ n X n con ~igenvectores 
correspondientes Xi, ... ,xk, => X~,~ ... ,~~-: sciri- lin~~én,te·.iri.de~nd~~ri,t~~ .. 
Prueba 

Sea r la dimensión del subespacio d~ R"geO:erado por x¡, ... ,x.,- y supónga que r < k. Podemos 

suponer que Xi, ... ,xr .son lin~~~~te ~~d~Í>en'.d~ent~~· C9mo X1·, .. :.,Xr~x~+i so~ linealmente dcpen­

dientés, 3 ;,,,calares c ..... ;~.:Cr+t ~o ¿~dos cer.; tai'que (1) é1xi+ ::: '+c.x. + Cr+tXr+J= o. Note 

que Cr+i debe ser distinto de cero; en su defecto, xi, ... ,x. sería dependiente. Así Cr+1Xr+1 ~O 

y, por tanto, C¡, .•• ,c, no pueden ser todos cero. Multiplicando (1) por A, ciAxi+ ... + e.Ax~+ 
Cr+iAxr+i= O o bien (2) c1>.1x1+: .. + CrArXr + c.+'1>-r+1Xr+1= O, r.,.;tarídd).~+'~''por (1) de (2) se 

tiene c 1 (>.i- >-r+ 1 )x1+ ... + c;.(>..->..+1)xr =O, esto contradice la inde~nde~cia·d·,,.;,,¡, ... ,x •. Por 

tanto, r = k. . _;'::' ·>~: ''::-;. 
Definición. Se dice que una matriz A de n x n es diagonalizabl~ s(3 un~:·~atriz no singular 

~::::.:a~~ad~!~~:l:: :~ nq:e :: ~~;.::i::o:q~\f~::~~o=~1~~~'.f{~~htl~~~ 
independientes. , , ( •.: ;;,).'.-'.°<-;~,; :.~,¿; . , 
Prueba. Supónga que A tiene n eigCnve~io;~, lineai~~~t~ indepeñdientes x1, ... ,xn. ·: Sea;-·_Aa 
eigenvalor de A que corresponde a X; Vi.' s.;,: .s la matri~ ~tiy.; j~i~é; v~tor' cohm1n..: ~X;. 
para j = l, ... ,n. Se deduce que Ax; ,;,,· A¡:í'i};;. ~j2é<ii'iíi~ ~te;~ cohi;ru,a de AS. Por tanto. 

AS ~ ((•~;:~'.) ;ü')f ¿~:tfi ~ ·:~ )~ 
Como S tiene n vectores columna linealmente independientes, se deduce que S es no singular 

y por tanto D = s-1sD = s- 1 AS. A la inversa, supónga que A es diagonalizable, => 3 una 

matriz no singular S tal que AS = SD. Si X¡, ••• ,xk son los vectores columna de S, => Ax; = 

>.;x; (>.¡ = d;J) V j, por tanto V j, >.;es eigcnvalor de A y X¡ es eigenvector que corresponde a 

>.;. Como los vectores columna de S son linealmente independientes, se deduce que A tienen 

eigenvectores linealmente independientes. 



25 

3-B Familia Espectral y Operadores Lineales 
Definición. Dos vectores, x y y, en un espacio vectorial con producto interior son ortog"C>nales si 

(x, y)= O.Una colección {x;} de vectores en V es llamada un conjunto ortonormal_si (x;,:z:;) = 1 

Vi, y (x;,Y;) =O si i .fj .. 

'Thorcma. Sea { Xn} ~=t un conjunto ortonormal en un espacio vectorial .V_ con producto interior, 
=?V X E V, .... ·. ' ·.: .. 

.. ·' ···;¿ · .. : ·¿·~~-: -.~~~~-~:-
'N ... ·.·":.· ·.,,.-,-_;·-·-2 ·.\··._ . 

, llxll2 = Ll(:z;,xn) 1
2 -+: 11x~ H(~;.;;:z:):z:~ll::):::•:.·. 

n=J .·:. . ,:· "::-~ ·,·- . .;~-; - ,·o;:.;;·. - . · ;·_, .· · 

Prueba. Escribamos_ a x_como :Ji,_=='.L: (xn;~}x~;'/'.(x\;¿:'(~~{~}x~} y usando las propiedades 

dcl produooo '"'""°' ~~~';jf5~~~~~V;Jitj!'7nb A.e • 

,<:l;;x},.= '{llE<;;~·:;}·1nll.·+ :i,}·~-~(x~¡x};,n11 ·, 

Co~·~~ .<~'""~~ª·~.;~)~~~~~YW~~-~]~i,fR'r~ . . . ··•· 
Sea {xn}n=l ·un .conjunto oi:tonormal én· úri:;éipai:io·:vectciriaLV; ·con proaucto interior, =? V 

;"···-;;,.:.:/ ,--~· :-.>, ... '\ xe,_v, .-u~íl~- ~:.~)i<~/~~~H''.N;ªf',!fr~,~~f: ··_·- ,, 
un espacio lineal normado es un· espácio véCtOriái: V.sobr;.,· R ( .;-· G) 'yunáfuiición 11' 11 de V ...:. R 

la cu;;_¡ satisf~Ce ' 

L llvll 2: O Vv E V 

2. llvll = 0 *> V ~ 0 

3. llí:tvll = !al llvll Vv E V y a E R(ó G) 

4. llv+wll ~ llvll + llwl!Vvyw e V 

Corolario (Desigualdad de Schw~) 
Si x, y son vectores en un espacio vactorial V con producto interior, luego 1 (,;,,y} 1 ~ llxll llYll 
Prueba. Para y = O es trivial, "supongamos que y #- O, el v_ector ¡¡~¡(p()~ sí.mismo forma un 

conjunto ortonormal, y i;'ºr la desigualdad de Bessel a cada x E.V:tenema.sUxll 2 2: 1~1
2 

=. 

!!;¿]t lo cual=? que l(x,y}I ~ llx!lllYll .. , ' . , . 
'Iborema. Cada espacio vectorial V con producto interior es un espado_ lineal normado con 
norma llxll = (x,x)! .' . . . . -
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Prueba. Como V es un espacio vectorial, necesitamos sólo verificar que 11-11 tiene las propiedades 

de norma. Todas las propiedades, e.xcepto la desigualdad triangular, se siguen de las propiedades 

1- 4 del producto interior. Supónga que,x,y E V,=> 

llx+ Yll (x,x) + (x,y)+(y,x) + (y,y) = (x,x) + 2Re(x,y) + (y,y) 
-·';.'· ._-:- __ '.· .. J. l. 

::; · (x,x) + 2 l(x;y)I + (y,y) S (x,x) + 2(x,x)o (y, y)o + (y,y) 
' . 

Por la desigualdad de Sch'W~, así.;ll:V + yll 2 S (llxll + llvll)2 lo cual prueba la desigualdad. del 

triángulo. Este tcore~a/z~~',,,.ti;;.'.::~iuite~emos una métrica natural, d(x,y). = .,/(x -y,x -y) 
en V. 

Funcional lineal .en 1-f. . 

Cada función F ,definida sobre algun_os subconjuntos de 1-f. y toma números reales ó complejos 

como sus valores se llama funcional en 1-f.. Una funcional F se dice lineal y acotada si está 

definida sobre todo el espacio 1-l y satisface: 

l. F(>.x +µy) = ,\F(x) + µF(y); lineal. 

2.IF(x)I S c llxll \;/x E 'H., con una constante fija c. 

Toda funcional lineal y acotada F(x) en 1-l, se expresa en l~ forma F(x) = (x,y), donde y es 

un vector fijo en ?-f., éste está determinado por el funcional. 

Cerradura de un operador. 

Un operador A es cerrado si.s_u. gráfica [3A es <:errada en 'H.$1t. Así que un operado~ sea 

cerrado signifíca que Xn E VA, {xn,Axn} ~ {x,y} implican la relación {x,y} E BA,i.e, x E VA 

y y =. Ax. En otras palabras, que _un operador sea. cerrado signifíca que Xn E V A, Xn -. x, 

Axn-> y implican que x E,VA, ~Ü ~,AX. 
Operador Adjunto 

Un .conjunto Se Hes denso.en.H si su cerradura S coincide con H. Un subespacio S 

permanece denso en H <=>~o ha:Y.l!n vector distinto de cero en H el' cual es ortogonal a S. 
Prueba. La cerradura s ,es UI?- subespacio cerrado en H. Puesto que el producto· escalar es 

continuo, la relación h ..L S => h ..L S. Si luego S es denso en H => tenemos h ..L S = H,en 

particular h ..L h, y => h = O. 

Inversamente, si S no es denso en H, => S ,¡ H. Sea x '/; S => P¡¡,x ,¡ x y el vector h = 

(1 - P5)x ,¡O ..L S. 

Ahora, considere un operador lineal arbitrario A cuyo dominio de definición DA es denso en H. 

Puede pasar que para ciertos vectores y, tengamos la relación (Ax, y) = (x, z) para una z E H 

y'r/x E DA. Denota al conjunto de vectores y por D'y , y se define un operador A' como el 
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dominio de.definició.n .DA~ = D• por: A'y = z 'r/y E Dº ,.este operador es.llamado el adjunto 

de A. 

Operador Acotado 

Un operador A definido sobre un <:spacio 1-t es acotado si hay un número <J. tal que llAxll :5 C llxll 
'r/x E ?-t. La e más chica s.;, Üama la n,:,rma del operador acotado Y.·,;e d~~ot;,:· po~ u ÁU. Cualquier 

operador acotado A es continuo. Six~-> x, llAx - Axnll;,,,, llA{;',~,¿jjj';;·:C,¡jx ~xnll,;,,. decir, 
Axn -fo Axn• ' . . . . -: : -- .-."~-:_~-.,_ ~- >=~,--~~;~,~~~º"·: ·. 1 

, ;,

0 

... 

La suma (A+ B) de ~peradorcs ac~tados A y Bes el operad~; d~fi~ldo:i>¿~/, 
(A+ B)x =Ax+ Bx. El ~rcidu~to .\A d~l ,:,perador acot~db.K~'.Ái;;.~t:4;·;~~ld~ Pc:>r,(.\Ji):Z:,7 

.\(Ax). . ,. · • .. ···:,:,::·e •:/,.'.:' ··¡•' !;.'•'.· 

Con estas definiciones, los operadores acotados forman ,,;:n cspa~io vi:icto;:1,;.i:-.ACie'rnAf;, uüu~ 
l.\l llAl!y llÁ+ Bll :5 llAll + llBll. El producto AB de opm-ad9rcis:"#.;tados,;'A:YB'se,ddlne 

como el operador defi{lido por (AB)x = A(Bx) 'r/x E ?t. D~ aquí.,;,.. rácil ;;;,b~~;,,;,4(:.8'.f-c) = 
AB+AC, (A+B)C = AC+BC, y llABll :5 llAll · llBll. En ~n;~~l,AB~B·A. SÍ .A'J3 ~ ÉÁ 
A y B conmutan. El operador 1, definido por lx = x, se llama operador idenÚdad; .óbviam~nte, 
1 . A = A· 1 = A. Se sigue del lema de Riesz que 'r/ operador acotado A, 3. tin' o~~or acotado 

A' ~(Ax, y) = (x, Aºy) 'rlx, y E 'H.. De la d~finición para operado...,;. ~dju;.t~;, si;;.,e que A** 

=A, (>.A)•= XA•, (A+ B)º= A"+ Bº, (AB)~= B'A;, llAºll = llÁll. U~,6~C: ... ci.;~ ~ot8do A 
... . '.' ' -,"•>· . ·' .-:· -· ·,, 

se llama hermitiano si A= Aº. 

Definición. Un espacio con producto interno compleki ~un ,.;;~acio de HÚbert.. 

Operador de proyección 

Cada subespacio cerrado de un espacio de Hilbert es de Hilbert, si M 'es ,¡.;,_ subespacio cerrado 

en ?-l, cada x se expresa de form ... tlni~a como x = x 1 + ;,,2 c~í'.'x¡' E M y x 2 .LM. El vector 
' ' " . : . ' , ' . : ~. .. . . . 

x 1se llama la proyección del vector x sobré M. La idea de proyección tiene una interpretación 

simple particularmente en el espacio tridimensional. 

F-.múlia Espectral 

Una familia de operadores P,. con ..\ E R se llama familia espe:;tral si tiene las siguientes 

propiedades: 

l. Para cada ,\, P,. es una proyección 

2. llP,.xll :5 llP,.xllpara ,\<µy toda x E 1-t 

3. ,.!!~00 llP,.xll = O, ,.!,!~00 llP~x - xll = O 

4. Para una x E 'H., la función P,.x es continua por la derecha,i.e., 

.,!!.'.fo llPJ..+eX - P~xll =O 
De la propiedad 2 se deduce que, para un vector arbitrario x E 'H., los limites !im P,.x 

"'-µ-O 
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Pµ-OX y lim P;..x = .P,.+oX 3, 4 significa que Pµ+O = Pµ; esta no es esencial y representa 
..\-µ+O 

una normalización de· la fondón· espectral._ Si una función P;.. satisface 1,2 y 3 pero no 4, 

ne~itamos sólo reemplazar ésta· por la "frinción PJ.. = · P;...;.0 pw':ii. obtener una familia espectral 

que satisfaga las condiciones anteriore8; ~-En "ciertos .c~s es más conveniente considerar una 

función espectral continua por la izqu°ierda doríde;P,;\,,;<~oritinua por la derecha, equivale a 

remplazar P;.. por PJ.. = P;..:.o: :E~ ci.t..:~cció~·usáíncis'1á..slguien~e notación, sea A un intervalo 

(a,,8),[a,,8),(a:,,BJ,[a,,BJ,~ Pó :dériotá'~~Ios:·'opei:~dcireS'!i:P13:.2o - P 0 e¡.0,Pp-o - P 0 _ 0,Pt1+0 -

Pa+o. Pp+o-Pa-o respectivamé;,te~ Pe;¡, pO.i· 4j lás:¿i.ffil:áhéÍk puede,{ estar de la siguiente forma: 

Pt1-o - P 0 , Pt1-o - P 0 -o, P¡j - P0 ; Pp ..:.. Pa:.o,;,ri p~tiét11ar;Í"A =:= P13 - Pa para A = (a, ,8), => 
por 2, PA es una proyección. :· LO: siguiente propasidÓn se : prueba· fácilmente para intervalos 

§~~~~~1~~-~ll~~~¡tfo~;; 
Operaciones básicas para uri op~.-'~do~·'arbit.;~¡¿ ·. •·· ;': : 

El producto AA de un operado.: A con X ·es el operá:do~· 6~J'o'· dominio coincide con VA y 

(AA)x = A(Ax) para'. x E 1)A· La suma (A+ B) de Ay B ~ cl opefa.do~ definido en el dominio 

1)A n 'Da por (A+ B)x =Ax+ Bx para x E 'DAnV8 . El producto AB de A y B está definido 

como 'DA.a que consiste de vectores x E 'Da para Bx E 'DA,=> (AB)x_es el operador que satisface 

(AB)x = A(Bx) para x E VAB· 

Operadores simétrico y autoadjunto 

Un operador T definido densamente sobre 1-{ es simétrico si Te T•, i.e, si D(T) e D(T•) y 

Tcp = T•cp V cp E D(T). Equivalentemente, Tes simétrico<=> (Tcp, .,P) = (cp, T.,P)'V cp, 1/J E D(T). 

Definición. T se llama autoadjunto si T = T', i,e, <=>Tes simétrico y D(T) = D(T•). 

Definición. Un operador simétrico T es esencialmente autoadjunto si su cerradura T es au­

toadjunta. Si Tes cerrad":, un subconjunto De D(T) es un·núcleo para T si T f D =T. 

'ICorema. Sea T un _operador simétrico sobre 1-t. Luego los tres enunciados son equivalentes: 

l. T. es autoadjunto, 2. 'I' es cerrado y Ker{T ± i} = {O} ,3. Ran(T ± i) = ?-l. 

Corolario: Sea T 'un oper.,:¿or simétrico sobre 1-t, luego los siguientes son equivalentes: 

esel1cialment.,.aut¿..dj~,{t~, b: Ker(T• ± i) = {O} ,c. Ran(T ± i) son densos. 

i•• · <.3~c··~;C>?~'riici6f~Ú.Ó~es en Espacios de Hilbert 

a. Tes 

SU:i:>Ó~ga que'_Va.rios ~~a~ios de Hilbert 1-li, ... , 1-tn son dados. El conjunto de todos las x = 

{x1, .. :,;;n} con' X1°E _·'Jti. ··~· Xn E ?-in serán denotados por ?-{. Definimos las operaciones de 
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adición y multiplicación en .1-l por: . .· ".. : " 

A {x1, .. ,xnF= '{Ax1; ... ;Ax.;}; y {x1;'.'.''."nLTciY1, ,,,y.;},=o:; {x1 +y,, ... ~xn ,:l-Y~} ~r ta~to,. 
definirnos un.p.rod~ctO".Cs~l~~~n·~~ r;ci~~· ... --;.:,:·.i:, .• _': .. ~ •.:;-....... -- ·v·-~· 

1
: ! " - , , ' ..• '-\ -. -,,'. - -

( {x1, ... ;x,;}, {y,; , .. ;y~}) = (x; ,y,)+,:, ,l:¡¡(x.;',yn)· .Poii,est~'cicliiii~i~·n·~::y "¡'.~~,;d~dtC;; · ·.· - .· ... -. · .. r· ... ·._.,,, -:,"_, __ -. ... ::. :·---:-":.-~:-· ····::.i:-:.' .,.:~·-"'·'_:.,..:ll·•,.,·:'-<> .. -•_.-..)_-,_:_~\-~_,l-·.,~ ... ~-~r=,..,,·,-'._ 
escalar, 1t es un espacio de Hilbcrt. El' espacio.Ji' ~,?.t~nido. se llama l~ s,umá.:,clirecta 1t1 , ; .; 1-l,.; 

. ~u:<l::n:ª1:~:~~ ;:s~;:; ~~::r.:j::~i~i~;;~~~~rci!f~~\~i~~~~i~J~~~·~:~. · 
X1 ·E 1t Y X2 E 1-i.. ~-~¿1·,. -~'). ;.t:"l<(,·[. ;~¿-~~---)~1;:~·;· ~-r~i:-(·.~i~--~~:·.-:: y·--··~-(; 

. ~.: ~~:=:::, :~c::c::iamente lineal e~'~7 E~,~~~j~ri~~~~ t~is1S·;~'{x; Ax l bon 

. x E V A en la suma directa 1t $1-l se llama l~ grá.fica ·del ~~~.;,,d~~· A y ~ de11ot,;:' ~~ B A. ' ' • 
' '~ . . , . .... ' '.. - " ~ '.{ -: .. '' '· '' 
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CAPITUL04 
Hasta ahora hemos estudiado operadoz:es lineales en espacios vectoriales de dimensión finita 

(álgebra lineal). En este capítulo comenzaremos el estudio de algunos operadores lineales en es­

pacios vectoriales de dimensión infinita (análisis funciona!), y por tanto generalizaremos algunos 

de los resultados anteriores y··~,;unciaremos otros n!'evos. Un espacio de dimensión infinita es 

un espacio que no es de dimensión finita. La importancia de estos espacios y los operadores 

lineales definid.;~ puede .. ap~iarse mencionando algunos ejemplos corno el operador 1; y el 

operador f -+ J., fd/1.: .. 
4-A Enunciado del Teorema Espectral en Dimensión Infinita .. ·' - - - - ' . ~ \ -

Hay una corrc8pondencia .uno a uno entre operadores autoadjuntos A y medidas de proyección 
.. ·' . ; :·':' ":.-,¡;: •. ,··.·._.~,·,._" +oo . , 

{PÁ} 'soore 1-l, la oorrespondencia .es dada por A= J_
00 

>.dPÁ, si g(·) es una función de Borel 

de R.'enR, setlen.;,·g(A);;;; J!°"" g(>.)dPÁ. Para explicar A= J~00 MPÁ , supon que un mirnero 
·, -· ,.-. :- .. - --~·',._: . .. :-:.·. -·-·. -.-_'-·'; ~ 00 

finitó.de números.>.1,>.2;:.,>.,. son dados y ordenados de modo que >.1 <··>.2 < · .. ; < An y 

d~finan;os un~ fu~fióri :p~· p.;r. PÁ. = E Q1: donde la suma consiste. de. los. sumandos de Qk 
, ._,_ . _" : - •.. .- A.tr:S~ - _·.·. 

para los. cuales >.1:, :5 >. .. Donde. Q1: es la proyección en el espacio generado por los eigenvectores 

de A que corres~nden a Ak, PÁ es una familia espectral. La integni.1''.A'·= ·J~;' >.dPÁ es en 

este:~ igllal.a A= E>.kQk y consecuentemente representa ui.i·'C>.1>'~ador con eigenvalores 
- - - . k=l .,. .. 

Ak··:·: LoS espacios correspondientes de los eigenvectorcs son entonces .su be:Spacios sobre los cuales 

.. los operado~~ Qk proyectan. En otras palabras, la fórmula de A.es:un método de escribir al 

·.·_ op~ador:A en forma diagonal. En general la integralfn/(>.)dP~':~~-dclin;;·ci.;, manera análoga 

:'.·;. Í~'lntéfiral de Riemann, i,e, esta integral se aproxima p~~ 1as:~ú;i\"ai. Ef(>.¡)[PÁ, - PÁ,_,]. 
- ·' · · • : -~ .Y.=· ,:,<~~.7·:- ,r ieA 

.Ejemplo 1 . ·:. , , .· ·.·· 
L Para el espacio de Hilbert complejo tomemos7-l =L2(0,l):DefinintooT:1i--+ 1ipor (T,P)(x) = 

• l. ..••• 

x,P(x);t/J E D(T)= 1-l, claramente Tes lineal y autoadjtinto.'.Sea {E.,}. la familia de operadores 

de proyección definida.pór (E.,tfJ)(z) = [{tS~;:s"'. u;,;si~i~!'it~ ~n inmediatos: 

a). E.,E11 = E 11E.,,x :5 y,i,e, E,,,$. E 11,x $.y. "· ·: .. 

b). llE.,+<.P-E1.Pll~ ~ J:~"l.P(v)l2 dy-+ O cuai.<lC:€~o. 
Así E;+. -+ Ed, ~¡ E:._:. o;<.s razonable supo~er que ,P(x) es cero fuera de [O, lj ' 

=>se sigue qÚe E.;=:: o;x < O,E,,, = I,x > 1, ~{E.,} ci. una familia espectral. Una descom-

posición espéctral para T se denota por 

1
+00 

-oo xd(E.,,P, <P) 1_:00 

xd [.{ ¿,¡,(y)</J(y)dy] = J.1 

xd [.{ ,P(y)</J(y)dy] 

J,1 

xtft(;x)<P,(x)dx = (T.P, <P) 
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El límite. se sigue de la definición de E,,, y de. que E,,, es. una éun:ción constante de x fuera de 

[O, l]. Así Ttiene la rep~~ntaciÓ~ espectral T;,,, j~= xdE/(l}', not.;_,..;¡,,; ad.,~-,\,; qu~ ':"n 

.. ;·.·.. . (E,,,1f!.?)_ -j~,,,;;~}>b.1::~~~>.fCv).c:i .. , .· ~-.i.;::,:c . .• , . 

;; ·e;~~~~~~;º df~cli6 ti,end~a c~ro, ~i ~ .~~ ~ip~/~~f.~(~~~~:~i;.~~'a;t~~1f ~~·ci:;~ ~ .. tarn~ién-
, •··contmua·en la parte izquierda. Así,.w defimda porjw(x) ·.= (E.,1,b;4')'.~es:una'•func1óri·''contmua 

·-d~·~~·~·.:;-; ,.,-:,.. ·.·. -· -- ':·t ... ;;· ~·:::~i._;-:_t,··~:-_~--i"7Jt· -~/-~-1 · ;</:,'.·~_:,;:~~-i::~-:·::r.:;;.:_::;;r!"!··_··:;~,·:::;,~j_._1;t·~.:~~~-~-
2: i:>;;finamos T:'H-+ 1-l =~(R) y (T:V,)(d:) ~ ;,,.p(x);'.p eD(T) ~y .. ." :,,' 
Con una familia espectral definida corno er'. ;,¡ eje~plo antei:i<:>rfestom\i"5trli. que T además tiene 

una descomposición espectral com<:> en (l)·: ·Sin eri.barg6 l~ f~ili ... eii?.;;ctritl ~ien~ la p~opiedad 
de que E., crece sobre -oo <X< 00 ccm E~.-c.·o ~¡X i.+•...:.(x, ;;Ji~ ~ j si X - +oo. Estos 

ejemplos ilustran algunas de las ciuiC::ultad;;¡a láS cuales~~-º n;;ga·~~~~ci() se trabaja en espacios 

de dimensión infinita. . . :~.,-.,.:- .-,_.~-~:~\-yi~~- ... ~/;> 0= · 

4-B Teoremas de ~tO~e ~--·.W~~~~~,i · '.,.·_.- ... ~·.:~, ,:.-: 
Algunas de las aplicaciones en las cuale5 se puede ver la ¡~ría;~pC.:tral es mediante ~!teorema 
::r~::7:~:ro nec~it7a:::;:º~~~~}~,;~t,~~;~~~, j,,~~~t~?';,u;ft~rrt;,~~i_fa,de}¿; si~ientes 
Defiriición . , , _, ·' , . . . . ,. . .-· .... ·.·· ·.-
Sea 1-l un espacio de mn:i~t:!ur;¡ fainilia {B(t) :. t e R} de. o~radb~e5 a.50éiad0s de 7-f. en 1-l 

; ' : <' _;''."'·"·''\:>·.~_. .. :.-... '. · ·:. · -.· °,-_· .. e~.:'·_.:.·-·""•· }t-1~"'··'~·::·::..,'s. '··e·~'·•:¡_·. 

se llama grupo de un,parámetro si B(O) = I y B(s)B(t)'~ B(s + t) 'v' .s;·t:e R. El grupo 

de un parámetro {B(t) : t,e R} es füertemente c0ntinuo si B(-)J : R ::_.o:-l;l, t ~ B(t)J es 

continua \;/ f E 'H. 

Definición 

Sea {B(t): t E R} un grupo de un parámetro de operadores sobre.1-l: El-operador A definido 
por la fórmula: , "·''.'::- ;;,\. 

D(A) = { f e 7-l: E~ HB(t) - I)f existe}, Af := E._n;i Hf (t),,~:{>1 p<lf~·J E: D(A) se llania 

generador infinitesimal de {B(t) : t E R}. .· .· , .. ·.-••·, / ; ':;~\~¿ . ·' C, ;; . 
Teorema. Sea T.un operador autoa.cÍjuzÍto wbre:tin.ésplici6'~;j~pl~Jo .. 'tl;.~ E(s) la familia 

. • . ·. ._ . ..<. ·,·:·, - .· " :·:;._>··"'' ;,,~=-1~:.:"'f~-.,-;;µ::·'f··-~"';i-.!~· '-~.- ... -
espectral de T, y U(t) = e••T = J e•iadE(s) para te R =>~;{U(t),: t e;R} és;un grupo unitario 

fuertemente continuo. El génerado~ infi~itésiinal ~}T;:Ten.,u;~ [l(t)f.e)D(T)Vf e D(T)yt e 
R. .-', 

Tuorerna de Stone 

Sea {U(t) : t E R} un grupo unitario fuertemente continuo sobre un espacio complejo 7-f., => 3 

un operador autoadjunto T determinado únicamente sobre 'H. para U(t) = e"T \;/ t E R. Si 1-l es 



'' separable =·la coritin.,,ida:d fuerte puede ser remplazada por una medida súave,i.e, es suficiente 

-~ª p~i~Ó~u~1a:fü:ic:i~n ~J. U(-)g}: R-+ e, t ,___. {f, U(t)g) sea rnCdible VKg e.1-l. 
-... Pi-uCb8>· , :~··::~.~ ',)~7~:_:,.~·. r,/,L:K~/: . .,,.-,, : ~· .: -~·.·, .-.·, .>"-- .. "· 
}c¿(t)·~··~'t7: =c>;qlléiT~ géíi'erador.infmitesimal de {U(t) : t'é.R}.i&.to prueba la· únicldad de T 
/.".•:·, · ... · ' • , •. • . • "« • .. _ ·--· ·. :?'°>'.,-~ , ;'i:~·- ·:.-•e:· , '.. · . .. : . . ,_ ,· ; ,'.:. _ . ' -~.-<' .•. '. . e-
' ; y proporciona .~11a; opo~tunidad de construir T. Sea :A gel1cira<lor infinitesimal de {U ( t) : t E R} 

·'.~~~~í1~~~~·ii~~t~~~~=:~:=r:r.; 
... ¡,;,,,>- I)f: · ~'.'~ffe~;t;ci~~~g~~;1;~{:l: 

~· ¡.j ¡;(s».~c/;~f )}'~(~)~'(~)iús 
= • ·¡:j ¡;(8 ~~)~(~f'!;<Pé~>~Cs)Úd·s···· 

;.r,o,;(s) = 
' - ~- ,;,· .. -,' ";~ : 

L 
~·::-'::.::-~."-">.;;":, ·:,r-;;"':· .. :- --.. -

= que Do y•D(A) 'sc:in densos'en';?t.:~Td"~'-iA'éS'.si~étrico s1J;'{j ·efD(X) ~'.D(A),'eñtonces 

. W,Tf) = ~~~(f~~(~~f f~i~~~.t~1lJf~~w\~¡)i'I¡~,f) 
· _ . __ "-t~-::-~~:>,~;;~x>tr;t;}~;};.~;1~~14~~1~·:~:~~~-~1t&~;t~fa:\í~t~~~r~i;,:'.í;~~~:.~~~;;~:.;~:~I;~ir}·':· ____ ,t?) · · -· , ·-, 

Si R( ±i - T) es denso en 1i y g.:eR(i~T)7, =;N(i.+.T•.)y-.r.p:eD0 y,'Vt.eR, 
-, , ,_: ~,:,, :: -.. ~:-~~-:,_'..'l:;~~:;.::- ·i~:r~~2S;~~~·:·: :\{fJt ;~~1l1<~~~t~~~~j,~r~.:;~:!-~~&f~:~;:,¡/~;,~:~;/~:~~ ~,X~;~:~\:·:~·.;_.·'.:·: · 
U(t)f.p"= U(t) %rí:>(s)U(s)fas·;;;;"JiViCi!-7" t)U(s)/ds e Do .. . 

\;. ·i -.,3-,;.:_f.~-;&_;~:~~.:._~=·}-· _~;~~~~,·~t:~i<:1~~;,~·~:~t~·~Ú-~~ -~~§:i~-.º~(~-~~..'\:,~:~~:'.f;~: -::~~.-~(:-::~ ;, ·-::·:::. _,_- .... -
De aquí . , ... :c,;j;';.;/ ';cé, '.,:?'. .~; •'f':::. ., · .i: :·,. · · · ·'' · 

d.· . .• · .. .. :,:;,,'< (/:ó;•i::i~.::C:.j;,,'/;-~;\•,',é;;,:,;<. . .·.··.: 
dt (g, U(t)J,,,) = (g,ACf(t)f,,,) ;,,, (~•g; U,(t)f,,,) ~ (~iT•g, U(t)J,,,) = - (g, U(t)J,,,). 
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h(t) = (9, U(t)fop) es ··solución de la ecuación diferencial h• = h, i.e, tenernos que h(t) = 
e-'-'h(o); * U(t) es Únitaria y h acotada; esto es posible solo si (g, J.,,) =.(9, U(O)fop) = h(O) =O . 

. Por tanto, el dominio. es V fopDo, luego g = O, => R(i - T) = H, se ·puede probar similarmente 

que R(-i - T) = H, si T es esenciálme~te autoadjunt~. Sean U(t) = e"!í'y V(t) = e"T y 

/e Dó, def E D(T) tenemos que V(t)f E D(T) y f,, V(t)f = iT V(t)f, Por tanto, 

U(t)f E Do e D(T)'rlt E R, de·aquí "'7 sigue que· '-"•·: .,., ..... -

d .:_·'· . . ;_ ¡ '"· >: ·'_--:· -... !'. • .. _:>;_~·.:::.~ / ,:.';·_ . .. · -.. : .. · -

dtcucf >1.~ v<t>J> = ~rc(c~>'J"-:J!~<t.>r~ i;:cu_~í)1 ~ ~mn. 
- - • . - " - - • - . "' - - - .,- - - - . t ~ - - ~ ,. - " - -- - ,_ .•• 

por ser r autoadjunto. •. .--.. . . • . <> . . { _ ·•·.. . _ . 
f. llU(t)f - V(t)Jll 2 = 2 R,e (U(t)f-".Y(t);ir(u(t)J. ·. V(t)f)) ';"'o=>. U(t)f ~ V(t)f'Vt E R y 
V f E Do porque U(O)f ~V(O)f/por-tant;,; .o~ es'den~ • .;.;to=> U(t) ,,= v(t) ;= e•~r,e;;to prueba 

que medida débil T corttlnuJ,~~}u#t~'~§ ~;P,~~bl".;:,~iª{~i,~,' ~'.t. ~(f-'.(t)f,g) es 
acotado y mediblé, g. e ·'Ji y•g 5)f0 {Cf(t)f,g} dt 'és lineal ~contin~a Cári :norma ::::; a. llfll V 

a > O. Por el teorema de repr~ntac'iób;<le Ri.;,gz 3 f0 E ?-f. ~,{,,,!;'{f ~;g) ;,; foª (Ú(t)f;g) dt. Por 
tanto, .:'._,_.. .. ;;,:'":, :- ·:~/-- -~,:-.-': -~- :.7;~:. '· ; .... :.·:;r · ··· : ·. ·· -- · - · - -

,:;,. - ", · .. · ·~;: .... - ·:r ~';·_: ,,,,. •:,í;.·:, . - ·-}:.:/ .¿:.,. 

(U(s)fa,f) = , (fa.U__(-:s~g} _~ f;;'~ W_(t)_f, U(-s)g)'dt = 1,ª, (U(t + s)f,g) dt 

= J.ª+• (U(t)J,g) ~t.:. ' . - ' 

Así, ··" 

··-.····l(U(s)fa;g) :•Ua,~);I {jJ/<~~t~t•'.~-;-~¡¡:; 11~+:_(~~;)J;g)cl¿k~ 2 lsl. llJU 11911. 
- ' ' - . . "( ¿_::;. ~ .. · :: '.;~-: _{'.,:·:· - . , 

·<·~.:.~.º~: ~~~t~,_. '·. -, --:.:. .·; ·.': -~ : .. ·.: _, .. ,,,__ .. _.,-,,-:::~:·;;: '':. /:::: .. ;:.¡·:,-.-.:,_~·, ·:::::\ '..:.:,_..;:. ·, ,_,'.·'.-~~-- ·,:,·- '._ ' <' . : 
<W(s)fa.u)- Ua,g) si s - o, .i,e., U('.)fa ~ :débilrnénte c_ontinua en".l.órígen. DeUU(s)f~ll = 

'~t~~~~E.~~~ii~~2#JjMf 1tt~f;;;;:~;; 
f

0
ª (U(t)e.., h) dt = (en, a, h) = O 'rln E .ÍV y·.,:·:; o';~-;;;-qr{;¡,y 'n E N se tiene (U(t)en, h) = O en 

(O; ÓO), => 3 to >O ;, (U(to)e;_, h) -,,;, O Vn'e'N,':c/,m~ lJ(to) es unitario, {U(t0 )cn: n EN} es 

una base ortonormal, por tanto, debernos t~.;r h ,;,,, O. ; ·. 
Para el enunciado del teorema· de Wiencr rieeesitárn.;s, el teorema de convergencia dominada 

de Lebesgue. 
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Teorema. Sea Un) uná 5\l¡:esión de funciones' integ;r;;_bles la cualé:~mV..rge a cualquier función 

f medible real-valuada .. Si:3 u'it·;;_ fu~~iÓ~.i;;t~grabÍ¿'gci~¡j;;¡ s,'g v:;.;.~.I ~integrable y 

Tuo.e-· .. ~--····.· .. {.· · ·' .,,"1$f ~~~!~~{~~¡ ·~e·~t,~'······ · 
Sea Fµ (t) la transformada de Fourier de una~in.edida'finita' Ji/y•_ supongamos que· >. 1 , )12 , •• , >.n • 

.. T: '.. :; . : ·:\,:'.-; ::>.:~·\ <-::" .. · .:~::.; ·: ;;·::--,~:.·~·.: ;:·: .. ':':·;. ··~·.··:~ .. : ~· ... 
son puntos discretos deµ, => lim ~ f.dt IF,;(t)I = E'¡.i( {A;;} )2 • (1)·· 

r-oo o···,.· .. ,:.···.•- ... ·:': .. ,_n ... '.< ·.·.-_·:,: -'.:··._: "-:·:·::", •. ;·' - -

En particular, si el límite del lado: izquierdo c8 cero_-.µd:=· O,-i;e,'µ es_purarnente continua. 

Prueba. 

Tenemos que 

T 

~ j dt IFµ(t)l2 
o 

"., .. -...... .,, ·,.;,_:;;;•\:'• 

Entonces, para una medida finitaµ, la integral triple es absolutamente convergente, no importa 
. ~ :. -

el orden de la integración. Integrando -p;im:.;ro oon res~cto a t, obt.;~~iii~~ 
oo oo . '. . i(e-•<.t1.-A')T _i paro (.\¡1:-..\•) 

J dp()I) J dp(A')Fr(A, A'), con Fr(A, )I•) = (i "ª~ª-f~: .... ¡ 
-oo -oo 

Entonces 

lim Fr(A,A') = x()l,)I•), can X(A,A') = [~:;:r:,~;_=;2~. 
T-oo · -·. ·· __ 

Aplicando el teorema de convergencia dorrii.nada de Lebesgue a la parte izquierda de (1), obten-

emos, cuando T-+ c::x:>, 

f dp()I) f dp(A')X(A, >.•). 

Si fiJ.::;'uos )\• ;integramos con respe~t"., .,:·)., no h.,:b~á contribución a menos que )I• sea un punto 

discreto de la medida. Por ejemplo, si :)\; ~' . ..\~",' IÍI'. fute~ación en )1 da: 

J dp(A)X(A, An) = µ({>.;,}),, >~~;'.~}I,á:f:( f\,:C: 
Inte;'ando ahora con resp~t,; á. )l·'~'y'~;;:~iJtaJ'i~ é6ntribuciones de cada punto discreto en la 

integral, se obtiene (1) .. Si elHri:iit~._eri (l) e8 ~o, entonces puede no haber puntos discretos de 

la medidaµ, el cual en este_c~'~pur;;.I'.nente continuo. 

· Corolario . ,._,~.· \ .·· : ;-:. , 

Sea {U(t) : t E R} un grup¿·uni_i:'ário fu~rtemente continuo, y sea iT su generador infinitesimal, 

entonces el problema. con: valore8 iniciales 



35 

_tiene"5oluéló~;.,1,;.ica\1Jf:e:D(T) y es u(t) = U(t)f. (Una solución es unafunción diferenciable 

f)/~it~~~~;~(~f~r~~n~i:t~b·rit c7 :lores e:n D(T) ·~ue.satIBfa~la ec~_ación di~ere~ci~l). , 

ZY-'sfCo'ffioJf(t)f, E;D(T)'J'1,i:·D(T) yt E R;:u(t) =: U(t)f essolución del problema con va.lores ini-

tlii~;~~~~~~~~I(~~~~J~¡l~,~Jl~\'.l ~vc9¡1•~ 2 R. C•C<l -•C<l. ff(•C<l -•C<lll 
•··:·'-•:','.:Tomemos el siguiente.problema; con valores iniciales ... 

:,···.·:>'~:;:ye«f.;JJ·!~~~;il_+ ?lo~-~/~i~ e'~"-·.t:' > ... ··' ... ··-· •..• ··. (1) 

c2r 
Por in~pecdón, este problem.;_ 'tieÍÍ.e un;._ solución 

U(x, t) = f(x - t),x E R,t e'R (3) 

La cual representa una onda viajera ~n el éje positivo X con velocidad unitaria;. Una alternativa 

para una solución a (1) y (2) es usar transformadas F, Fº definidas por: . 

(F f)(k) = f(k) = -7.;; IR e-ik= f(x)dx 

f(x) = (Fº f)(x) = *IR e-;1= f(k)dk 

(4) 

. (5), 

donde Fº = p- 1es la transformada inversa de Fourier, tomando la.tr.:..Usformad.;. de Fourier de 

(1) y (2) obtenemos 

ut(k,t) +iku(k,t) = O,k E R,t E R 

u(k,O) = fck),k E R 

(6) 

(7) 

La ecuación diferencial ordinaria (6). tiene. un~ solución satisfaci~ndo (7) dada por 
u(k,t) =e-iktf(x) .. ' .' . --

El teorema de inversión de Fourier (4) y (5) per~i_te.pbtener,, 

u(x,t) = '* Inei'=u(k,t)dk = * IReik(,;,~•>f(k)dk_~'j(~),y = 'J;-.t 
"de aqUí que se recupera (3). ·· · .; '\ ::;~·· "·· •.•/; 

Otro método para obtener una solución a (1) y (2),, es":<:C11116_·un problema en un espacio de 

Hilbert. Por ejemplo en I,.,(R) se representa a (1) en laÍÓ~rm\>~i~ieIÍte 
o = ut(x, t) + u.,(x, t) = ut(x, t) + i(-iu.,(,,;; t)) = ui(x; ty~iL~Ü(x'. t)'(B), donde Lo= -i:, (9) 

y introduciendo A,, definido por A 0 : L-i(R) ...:.,. Li_(R) = if.';':•·\;; 
A 0 u = L 0 uV'u E V(Ao), 'D(A,,) ={u E 1i :Lou E 1-i} (10) < 
Entonces el prol:>lema con valores inici.;.¡es (l),(2)puCde ser r~formulado como el problema de 

encontrar u E 1i 3Ut + iAou =O u. E 'D(Ao) (11), u(O} = f E 1i (12), u se interpreta como una 

función valuada I,.,(R) de t. El problema (11), (12) tiene.solúción de la forma: 
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u(x, t) = exp(':-itAo)l(x) :"" Uo(t)f(':') (13) 

y para entenderla e8 imp6rtant.;;};a'.éer'liní...'interpretación de U0 (t).= exp(-itA). Expandiendo 

~n~:::.::erecho da éx~S,~i~t.:~:~.~l;:;~H*:;5fr~~~~1A~+; · ·. 
· :<: ~, (~.'.::~--.>,i,;~~~·. -~-,:-: ;;J::':~ >;:->;L- :.~ .;;~,> . ~f; :_ .. -.: , 

. .• < <~u·<'>~•<•iJL~Í~~~~1~l~~~¡;;Ji~lf2>~efi;j>fc~>-<¡¡> 
Com.o exp(-:'itk) exphik7:):,; Ei~J:'-ik[tf~r]);,;:(le (1:1).-'.,U~(t)C/o(T) ""''p".(t 7 r)(15), '* que 

·~1'.tm~1~~~~~~~~¡~;~;~f~tif1~~~~%~:2,d·.-~ 
· de un parámetro en 7:1'., Ahº~ª; usando la transformada inye~:de J!'c>iirier,de (5),'tenernos · 

··. (Uo(t)f)(x)~ ~¡=·e'ª((U(t)fjYJi;~~~t'fufl~H::~·;k~~~dk;: f(xit):.:i 
Así, U0 (t) induce una translación del 8.rgumeó'tC> ~or ,;_na ~tidad t: . Combinando (13) y la 

siguiente expresión . ·· 

F(A0 f)(x) 1 ·1· -ik;,, ·{' .df} d' -- ·e -'l.- X ·v'27í R dx . • . . ... ·,,¿ 

. ~·{ [-if(x)e''=J~00 + i J_"'.' d~ e"-:;1= f(x)dx} 
v27r -oo .. . . 

. ~ ·¡_"" e-•1= f(x)dx = kf(k).(17).· 
v27r -óo . 

. V~mos que lasoh1ciÓn del problema está dada por u(x,t) = U0 (t)f(x) =f(x....:t). Por tanto se 

rec~p~;~ ¡¡,_·~~1~;,ió~ d~ (3) .. 
Ej¿~~í~'a ·. 
Las .vibraciones ·transversales de una cuerda que ocupa la región.n ·-;;;,, R+ son gobernadas 

típicamente p~r' un problema con valores a la frontera iniciales d~ la rol:Tna 

C/fs + A)u(x; t) =:=O, (x, t) E nxR+ 

u(x,O) = Uo('!');u,(x,0) = u1(x),u(O,t) =O 

con A : 'H..~ "h'. ~ L2(n) definida por 

Au = -u,.,., u E V(A), V(A) = {u E "h'. : u,,,;, E "h'. ~u(O,t) =O}. 

(1) 
(2), 



:· '·'.:·... ·:. -. ' :-.· .. - -.··.:. .· ,. 

Una solución a este,problemaconvalores_iniciales puede ser eserito en-la fórmá 

··;<\:,· 
;.-,~~,:;. Y~·-_\: ., ... -: .. e '·:·;.-· .)'::··~ 
-· --~ -.. '-~" , . . '· . 

,);:·, " .:;· ~-'" ·,//:-; . 

~ - .~,, ./i--~~~~.:.~:¡ó,.; ."·:·. ·~·:'· '~·:¡ ._«;,:\;~.·.-.... 

. -.··eligiciÍdoy':\+~R!:.;if-,<V>Z~'RteiC";;,~W.si €.! O,\fi:;;,;c-': •+:.\/l: \/>;:,.- _;.Vt; por tanto 

· ·.. " ·, ·_· __ · · · ···· ·:·~c¡·~i~)1~:nc~i:·i~~;~t(A~x.s-·:~ c.4 ~ -'-):: 1 , 

" i •. , ~ •• 
' ,.. - ' .. _·-:, 

·dc·c•J ~(:b:::lf(•l _. :7fj¡,.1:g!i~\,;f:/;;:.~:~t d~l•••I ~)dy. 
"(. -·:·" 

Entonces . __ .:· •. •:.--·'/-· •-,; :::¿,· •:•-: ::;::'.-.-:•o:;•::':'•·<:.>•:_~:.,·';·. / . -
. limelo(R(t + ieo) -:-,~(t_,...:i~)]J(;) :i.-~·~e:;(Jfd0"":}J(y)~e~(VJ;)efiJ; '- : '_ •. 

37: 

-=-~:.~~i!~~I~12~~í~?~~~~~f ~~~y:~::.~ d~~ 
eon c1 cambio d.; w:r.ia.!)1~;s';;"i'V't .;:i~t~cidhci¿,:;¿¡;Jc~Y;;; c2/ir)it2 ¡0

00 J(y)sen(sy)dy (6), 
entonces . - '"':-.: ..::;/;- ·<'.\~-- ·-:;, ~~~,,~·-~ '+~::( ~ .::·''. ·' :..\:~··-' . . -

·-

(7), 

: y ~p~edemost~arque d(A)'c (O,oo);=* Ea-=---+ __ (),~¡¡¡-->o::r=> dé(7)'(E,.f,g) = fo.,r,; f(s)g(s)ds 

~j'.(1:3)'j;; (E),f)(x)~' (~) 1i2 J0.,r,; f(s)sén(sx)ds E: J0.,r,; f(;)OÚ:,;)ds (9); o. se introduce en la pr~ 
&;~ta<;ión. Para f E 'D(A); el tco~erila espectrá.l (Af)(x) ":;;,'fo°" )..t:lE;f(x), obtiene dE,.f(x) = 

df(f0.,r,; f(s)O.(x)ds)d>.,,;: ~f(-i/5.)0..¡¡(x)d>. =f(s)O.(:C)d;, s ~·.:./). (10). 
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Por tanto 

. . . 

es la transformada de Fouricr del 5en6 de f. Además (3) .ihora torna la forma, 

' ·.· :~~r ·' ~: ... :i:1,~.·:;/,;: .. :~,:~ 
; . 1/2·. ?:~--<;'·:<·. ~:.i;2 .. . i/2 ':' . . . . 

u(x,t) .. cos(t,4,,,)'."<J(:i;)+;.!.: •. ,.sen(~A,,Ju1 (x) .•• _. ··;, 

. f ,:to;;co;s VJt~~~f;,(~) ;-~~· ~e~d~Áu'i~x )'• · . 

. p~ó~(~tjflo(s)O~(~)rlk.+J;°!.,~~~;st):'ii;1(~)0a.(:;-)ds: · (11) 

Un~ .;je2' máS las condicioneSinÍ~i;tl~ ~- ~·-~~~; Jf~;{;/~;ú~~¡~ente, y se calcula la transfor­

mada de Fo~i~~ del seno de ü~ y ü1 r.;;;,p.,c;ti~~~~i~~~~Üci6' (B), y' eritonces se obtiene de (11) 

una'. rcprese,:,tación compl,;ta·d;, lasoluciónasoci~,;.'.;}·' >·i-; ;i.'· . • 
U,:,a ilustración ha sido dada por Lcis [lÍfqtiléncc;;'ri~idriiá~~l'ci~ siguiente 

~ =~) ~ .... ~ (·:.~.~~:;);~f~~!~~¡~,~tI~i;.¡ 
Para calcular g(s) se torna <fJ E 08"(R+) árbit~á.riii;;Y::se consid!'ra;que• . 

.. . (''!i;~~lilliil;it;,) . 
Este resultado es la transformada de:Fourier del'·· o inverso; así (13) _se, obtiene de (6) para 

.. ·~ ·~~~:';c,¡¡:;.1 :"~~~\~~~1}11!f ~~11f~1F/l .. ···•· .· . · ......• ·;,.) .· 
integrando (14) obtenernC>s g(~);';¡:,.gJO);~.;,;;:i [o".~C.~!s"iTA)~\~,.'<:;;iH(s .-:-.. :1),cuando g(O) · = · 

!;<<~~>1~:;21°!.c~ ~~c~~)bci1~<--.. ~Jd~~;4J:Ott{"~-ªc.rt~tf;]i>~fj~t~~~i<Ct{'.,1;~~<)_r:,:}td:~:~·~:n1~::5.~<~+i1·~
1

1/~) =a1. 

u x,t = 0 sen st sen S:J: .. s;=;,:: ~'."" .. -:~~:J:.s~; .. ~~~ t,x s. s ,,_ t-:r: .-, <+z , acu 
exhibe las componentes.de las º1!das vfajeras: 
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·-~ !.:._·-: ·.,:., ;.:.:·:.-,•.-. :.>._-····'\\"··.·.'.,.-.· r-;_-·. ' .. :··;:_·.·,.-'.:= - .. -,':·. ':_-.., -.-.·~-:- .-~, - -
Pará ver '.'lgtiÍias de 18,,; apliéacione8 .del teorelila e<>peétrál a .la mecánica cuantica, "" neee<>ario 

/-. 

. :: ·'.·• UÍi: cb'nj;;t~/~ ,;., dice med~ble si A E ~.Cu~do esté ciar~ a qué u-álgebra'.X nos referimos, 

· ·~~::::;::~t~~~~r;~t~~~F?~~~-~::o'!'::.x~-
l.µ(0) :=:· º· 
2.µ(E) ~ OVE_e_X, y ...... ·ú'-'' -:·.r:: 

3. µ es numerablemente ,;;,iiti""' .;,; ~1.;;e~.tido de que si .(En) ~ cualquier sucesión disjunta (i,e, 

00· 00 

/i.(ÜEn) = Lµ(En)• 
n=l n=l 

Si ¡i, --:-+ +oo, se remarca que la apariencia de los va1(;~és +oo en el lado derecho de la ecuación 

·significa o que µ(En) = +oo para algunos no que la serie de té~minos no-negativos en el lado 

derecho de la ecuación ~ diverg~nte. Si una medidO:.no ~i~ride Él. ~';;o, sé dice que .;;;·finita'.. 

Más generalmente, si existe una sucesión (En) de conjit'n:to0:.. ¡;;.' x"~n. R = U En. y tal que 
µ(En) < +oo Vn, entonces decimos queµ es u-finita.: .·. .•";·<:·:·•.,·.•:c .. : .,., ... 
Denotemos a la colección de todas las funciones X-medibÍc"sd.;; R_.a RP<>r M(R, X) y la colección 

de todas las funcione<> no-negativas X-medibles de.R á R por M+ ~ M+(R,X). 

Una función real-valuada es simple si esta tien.;, soÍ~~nte'.~n· número finito de valores. Una 

. función si~ple medible <p puede ser repr~ntada ~?l l;;: fo;:¡ri.;_ 

cp = -¡:: ª;xBJ • 
.1=1 

donde a; E R y XE¡ e<> la función característ.ica .. cl~.~nconjunto E; en X.(la función característica 

. de E es la función XE definida por xi;;(x) =: 1, si x. E E o Xe(x) =O, si x f/. E). 
Si ;p· es una rtlm:ió~ simple en Af+ ( R, X). cb~ la repres~ntación e<>tándar de la definición anteri~r. 
definimos a la integrál de <p con respecto·,;; µ'.corno un número reál extendido de la siguiente 

: , '> 

forma 

ESTA TESIS NO S .. ALE 
DE 'LA BIBLIOT!;-r• ~. 
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J <Í>dµ = f, a;µ(E;) 

donde Ú+(A~), d~~~'t,;;. el ~onj~nt.; d~'funéiones J: (R,B) '-. (R+, B) ·Borcl~rnedibles, es 
decir, ¡-1(B) E B si'B ~·'B.. . · . · · · .•... ·. · · ,.. . · • .· · 
Una funciónde R ~R'."'-diá.'X-medible, si V real ct'eloonjunto {xe X: f(x) >et} e X. 

Definición. Si J M'+ói,x»,d~fi;:.¡i;';i:,~'i~ i'rité~~í«i~J. <:o;J. respecto á µromo el ti.llmero real 
•:~i.J.·.: ,:·.~.~·:n .. : ;_,.;··,.: ·,:-_,:·:r_·,;·:·: .. :~- >--.:,.-::::,,·~i~ .. ~:.-:,.~ ·,_t.:::-.~- ... ;.,:,.,:.';;:{:. ,,-·~t;:-·<;~ ... :~.-, .. ;,·:· "-· 

extendid':': .. ,· ... , , . '<:; '·"[~;;;;,,.;·t. '·\;' ;,\:.~é;q,~,.,,,,.>,',';~;¡;; ;):~,, · 
J fdµ,·_·~ su_p J Cpi:i¡J,~ . . ·- ~ ~:- -·-~·"- .. - -'-·<·.· :..,.--~,-, .. ' -:-.:->'~, .. --:.- -. : ·<·',,' .. -:;_., .- ..... -~----:'\.·:·.-,e: ... ,. 

don.de el supremo es extendido sobre.toda.función:sirnple:rp en M+(R,'X);·satisfaciendo 

· •... O$ rp(x) S J(~).Vx E'.R<••· '· . '"'.:;:2·~~{',:,'{':I;'i';_'{ ::t•;;:,:·~'.Jt;:;··~t.:'<'.:'":t'· .. ····•.· 
Definición. La éólección L = 'L(R,X;Jí.fdé:funciónes intégráble5,:consisté:de toda5 l;..s fu'n-

;~:~·~:i~~~;:er::~7~~:d~~f~cÍJ!]1~~t~::~:~:c~=.12:::~s~~~r~n;f;i:: 
're8pecto aµ corno . · . . . . · 

J fdµ = J ¡+dµ - J ¡-dµ si Ei"e X, dcll~i~osfEfdµ = f~f+dµ - JEf"dµ, donde si 

J: R-> R, definirnos ¡+(x) =sup{O,f(x)} y ¡-(x) =sup{O,-f(x)} 

4-C Dinámica Cuántica y Propiedades ESpectrales 
Sea 11. separable, K:1t '- 11. un operador autoadjunto, y 1jJ E 1t (con 111"11 1). La medida 

espectral µ,¡, de ..¡, está definida de mane.ra única por 

{..¡,, f(H)tP) = 1 f(x)dµ,,,(x) 
a(H) 

V función medible f, la forma de evolueión ·del. estado t/J, en la notación de Schrodinger de 

la Mecánica Cuántica vine dado por 1/J(t) · = e-m•..¡,. Varias cantidades se introducen para 

caracterizar esta evolución, una cantidad elemental es la probabilidad de sobrevivencia que da 

la probabilidad de encontrar a la partícula al tiempo t en su estado inicial tP y es: 

1(1"(0),t/J(t))l2 = J(..p,e-iH•..p)J 2 
= IJ~(Il)e-'"''dµ,,,(x)J2 = JíL,,,(t)J 2

, esta probabilidad de 

~brevivencia coincide con el cuadrado clel .valor ·absoluto de la transformada de Fourier de 

la medida espectral µ,,,. 9tra farnili!'- de Caritidades de interés viene de varios operadores de 

e.xpectación. Es decir, 

{A) = {A) (t) = {t/J(t), A,P(t)), 
donde A es un operador, en casos especiáie8 ·de. interés las A son compactas, tales como las 

proyecciones de dimensión fi;J.ita,,y,Fi~t.~·-A. no-acotadas tales corno momentos del operador 

de posición en 

Í'(Zd): IX.'I~ ~':E lnlm {ón, ·) Ón, 

uezd 
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don.de Ón(k) = Ónk y 1Tt > O. Esta discusión envuelve cantidades de tiempo promedio cuyo 

comportamiento se ven relacionadas a propiedades de continuidad de medidas espectrales. Para 

cualquier función f de tiempo, se denota a esta como el tiempo promedio de Cesáro por: 

(f)r = (f(t))r = ~ J;{ f(t)dt. 
Descomposición Espectral y Dinámica Cuántica. 

Por teorema de descomposición de Lebesgue cualquier medida finita de Borel sobre R, puede 

ser descompuesta en sus partes, absolutamente continua, singular continua y puntual pura, es 

decir, 

dµ = dµ
0
c + dµ,c + dµPP, aquí lo absolutamente continua, significa con respecto a la medida de 

Lebesgue, de tal forma que dµac(x) = f(x)dx para alguna función medible f, la parte puntual 

pura, dµw, es una suma contable de medidas atómicas (de Dirac). La parte singular continua, 

dµ•c• se soporta sobre algún conjunto de medida cero de Lebesgue, y no da peso a cualesquier 

punto individual ( µ( {x}) = O, Vx E R. En teoría espectral clásica, se usa la descomposición de 

medida para establecer una descomposición correspondiente del espacio de Hilbert: 

1t '= 1-f.ac E9 'H.ac ffi 'H.w, donde 

1tac. = { 1" 1 dµ,¡, es puramente absolutamente continua} 

· 1-l.~·;,,,,. { 1" 1 dµ,¡, es puramente singular contin~a} 
.'HPP ~ { 1" 1 dµ,¡, es puramente puntual} 

':'1-lru,, 1-f.,c, y1tw son subespacios cerrado~ m~tuamente ortogonales, los cuales son invariantes 

baj6 7t; 
, Hl>.i•;..Jgunos result0.dos clásicos relB.cionados con: 11>. dinániica cuántica de la descomposición 

esp~'ctral, por ejemplo, el lema de R.ie~anri~Le~~e,"que ~átl>. de antes de 1903 y establece: 

' '.l'eC>rerií'a •. · (Lema de Riemann-Leb.,.;.gu.;): Si ¡). .;,¡ U.ni>. mtidida finita absolutamente continua 

, , =*'"sii tr.;,:.sformada de Fourier íl( t) obedee.:,, que íl( t) - O si t -+ oo (13] . 

·:'.AsÍ,''p~ ... cualquier 1/1 E 'H.ac la probabilid~d~de 5obrevivencia desaparece cuando t -+ OO. El 

''"t~~erlia dé Wiener; que dem6strainos''ariib~·\,.;ri·¡I). notación introducida se puede enunciar 
~~·-··~orno:·: ·. ·- ., .... /)~:::r.~~~/··--"· ··.· 

;:T~~i;~a (De Wiener). lim (líl(t}l 2 )r';,;;, i; ¡µ({x})l 2
• En particular, este implica: 

__,-~.- ;<::~;·._::~-:~_;~~:,:;-;>~_..:: !,._ '.-·-_ ,.--:: . - - -.·--·,·-_-~:;-'?o.··'."~-·< -.~\~'::::.:_,·..?.~··.~~~~./-c.'·:· .. 
:;;¿;;~}·~¡~·.Íi~ (líl,¡,(t)l~}~=c(',~~~p,i;:;¡,;= O, donde Pw, es la proyección ortogonal sobre 

~·j: .. y.?J.~1),;,:·;:,::r~r. ,,;.,'.·•:,···. v> ··q,~,'f~;;· , .... · 
,. ·:,: ·,;.;~rema (De, RAG,E), lim .'. ( (1) )~:~,O,'~(óperador compacto A <==> µ,¡, es puramente continua, 

f!\'~~~~·~~~~~~~~~. P.~ la -=<ron .00.014, - V_,;~~ 
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Teorema. ~ac = { 1/J 1 í1.¡, ( t) E L 2 } •· .. El ?rdenp2a cl""cr~bir aig;u~2.:~ est~ msultado6 se 

inicia con una definición. _ ,, " / - ,,.;' .<~"{:f{: ~:_.>:~:-·-~:~.~~'_:.j;~l~·-~~1·_~·::.~\~:.~-~~-J>·~~.2~ ···:_~~:·;.;:·,'..' .. /<:~,:'~ ·: ·~.· 
Definición. Sea µ un~ medida de Bo~~l "6bre R, ¿, E [O, l] ;~'y¡ -(~~n.;;t~ l~ ~edida de Lebesgue. 

<-;i·;.·.­

col"ólario: Sr¡l.ésl1na rnedicla finita UáH;'=*3 C·¡,V' '.]'.>O, (lí:tl )T <: CT~º· . ' .•·. . 
·e;~~~¡ ;;r;~~·;.~l.í~~¡~ d~ 19$9'u~ uñ'á ~¡;,~i6l{d~'~te'tedrerna i>a.I-a ~~~trar cíue v c>?~ádor 

''~ut6;;_,jj~;.,~o 1-l\C:br~ e2(Zd), si µ.¡, es Uall, ==> ((IXl 2
))T OT2°/d / ln2 T, donde o eS constante 

'°'qu;,:depencie solo de 1/J. En 1993, Combes usó este teorema como lo probó Strichartz para 

·. :·~C:,joi-ar: ligeramente esta estimación y mostrar el siguiente:... . 

. ·'!be.rema.· (Guarneri-Cornbes). Si~ es autoadjunto sobre f'(Zd) yµ.¡, es U0tH ~ V' m > O 3 

·-C.p;m, qÍie depende solo de 1/J y 'Tn :>V' T >O, ((IXlm})T > C.¡,,..,.Tm'¡"/d. · 

4-D Subordinación y Espectro del Operador de Schrl>dinger Unidimensional 
.. La teoría de la subordinación permite una caracterización detallada y rigurosa del espectro de 

un.operador de Schrodinger unidimensional [10] la cual necesita de las siguientes definiciones 

para el enunciado y prueba respectivamente, la prueba no se realiza en este trabajo. 

Solución subordinada 

Sea f(r, .>.) una solución no-trivial de la ecuación de Schrodinger - f" + JV = .>.f en el intervalo 

a < r < b, para algún valor real fijo de A. Supóngase que para cualquier solución g(r, A) de la 

ecuación de Schré>dinger que no es múltiplo de J(r, A) tenemos: ' 
lim 11/(•,-")llN _ Q 
N-b llYh-")11,., - . . 

donde ll-llN es la norma para ( < N <ben L 2
((, N), ~.f(r;.,_.>.) es una solución subordinada de 

la ecuación de Schrodinger a una energía A en el punto final r = .b. 

Definición de espectro 

R(L) = {z E C: (L - zl)- 1 es co'!tinua}, u(L) ~ C \ R(L) C R. 

Definición 

Sea L un operador en 'H., el espectro singular continuo de L es el espectro del operador 

L 17' •• dcnotado por u.0 (L) donde (L 17' • .)cp = L<p y D(L 17' .. ) =~.en D(L) 
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Definición 

Sea L un operador en 1-l, el espectro absolutamente continuo de L es el espectro del 

operador L J1l •• denotado por uae(L), donde (L 11loc)'P = Lip y D(L 11l •• ) = 1-lae n D(L) 

Definición 

Sea L un operador en 'H., el espectro puramente puntual continuo de L es el espectro del 

operador L J?l..,.denotado por upp(L),de modo que (L lu,.,.)<p = L<p y D(L 11l..,.) = 1-lpp n D(L) 

'Iborema. Sea H =:~~···+_V(r) en L2 (a,b). Supónga que V(r) es acotado en,:.= a. Tome 

condiciones de fronterÉJ.f'(á)/ f(a) = m(m = oo corresponde a f(a) = O). Supónga· que r = b 

es punto límite (10]. 
l. Supónga que V .>. en el inter'vá.l() (.>.1,.>.2) una solución u(r,.>.) de la ecuación de Schr&lingcr 

3 y es subordinada en r = b, => H tiene un espectro puramente singular en este intervalo. 

2. Supónga que V .>. en el intervalo (.>.1 ,.>.2 ) no hay solución de la ecuación de Schréklinger que 

es subordinada secuencialmente uniforme en r = b, => H tiene un espectro puramente continuo 

absolutamente en este intervalo; 

Conclusiones 
Se introdujeron conceptos del álgebra lineal tales como: vector, dependencia e independencia 

lineal , base, dimensión, función, transformación lineal, matriz y las propiedades del producto 

escalar. Se estudiaron operadores autoadjuntos y se enunció y demostró el teorema espectral 

en dimensión finita, esto es, el hecho de que toda matriz simétrica se pueda diagonalizar. A 

continuación pasarnos al análisis funcional introduciendo los espacios de Hilbert y operadores 

tanto acotados corno no acotados definidos en estos espacios, en particular los operadores au­

toadjuntos y normales. En seguida se enuncia el teorema espectral en dimensión infinita para 

lo cual se definen las familias espectrales y la integral respecto a estas. Luego se revisan algunas 

consecuencias que tiene este teorema, además de aplicaciones a la mecánica cuántica y a las 

ecuaciones diferenciales. 

Se prueba el teorema de Stone y corno consecuencia fundamental se da un corolario que nos 

permite e.'<presar la solución _de ecuaciones del tipo 

ldu ~ i dt "". :-é.u + V(x)u, x e 

u(x, O) = f(x), como u(x, t) = ei<C ... :ó.+v) f(x), :Y usando el teorema espectral se define: 
' · ..•. :<:. ,~~ ": . . ~ . . " 

. .. . /~· .:.;0i,f ~1~~~~'.~~~1I.~V~B!~dE(.>.). 
Se muestra el uso de ·~tetéor.enit1;en,ejemplo8 explícitos y se estudian algúnos aspectos de la 

dinámica de los.sistemas iÍÍ~oh1i:rlÍdoo'. . · 
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