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Prélogo

En el ambito internacional la temografia, cuyo significado derivado del
Griego se puede expresar como ¢l estudio de un objeto mediante el analisis de
sus secciones o cortes finos transversales, ha tenido un gran desarrollo en los
tltimos 20 afos. Durante los cudles, se han desarrollado y construido
tomégrafos bastante sofisticados para la realizacion de tomogramas,
destacando los gue se utilizan en Medicina para efectuar estudios con el fin de
detectar y localizar problemas, tumores o cdnceres en algin drgano vital o
parte del cuerpo de un individuo. La relevancia de esta técnica cuya
maravillosa virtud radica en el hecho que mediante su aplicacion es posible
averiguar ¢! ‘interior’ de un objeto sin tener que destruirlo, se puso de
manifiesto con el otorgamiento del premio Novel en Medicina 1979 a G.
Hounsfield y A. Cormack por sus trabajos pioncros en la tomografia
computacional de rayos X aplicada a este campo. Y ¢s a partir de este hecho
que se observa un gran interés por parte de la comunidad internacional en la
aplicacién de la tomografia para la reconstruccién de imégenes de otros
objetos materiales, asi como por las nuevas aplicaciones (en radioastronomia,
apertura sintética de radargs, interferometria Optica, microscopia de
electrones, etc.) que pueden tener la tomografia de rayos X y otras en
desatrollo como la de resonancia magnética nuclear (NMR, en Inglés) y la de
emision, particularmente la de rayos gamma en la tomografia de procesos o
industrial.

Una de las aplicaciones industriales de la tomografia de rayos gamma
es 1a de caracterizar contenedores de desechos radioactivos, cabe resaltar que
toda esta tecnologia estd ain en desarrollo. Los desechos radiactivos sen
generados en un sinnimero de instalaciones, como son laboratorios, reactores,
hospitales, etc. En tfodos estos sitios los desechos son separados,
categorizados y empacados en contenedores —frecuentemente bidones de 208
litros~ para su envio a los sitios de confinamiento. Pero antes de ser enviados
a su destino final de confinamiento, los contenedores deben de ser
etiquetados, analizados, caracterizados y certificados; el anglisis deberd
proporcionar valoracién del nivel del contaminante que permita determinar el
destino final del contenedor. El Inmstituto Nacional de Investigaciones
Nucleares (ININ) tiene especial interés en la tomografia computarizada por
emisién de rayos gamma aplicada a la valoracion certificada del nivel
contaminante de residuos radioactivos dentro de sus contenedores.
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Un método preciso de andlisis de los rayos gamma provenientes del
contenedor, permitiria identificar todos los radioisétopos presentes en el
contenedor, y proporcionar una medida cuantitativa de su actividad, con estos
datos, los desechos serian propiamente caracterizados y posteriormente
descargados de la manera més segura y econémica sin necesidad de abrir el
contenedor.

El método més comtinmente utilizado para analizar los contenedores de
desechos radiactivos, es ¢l de la espectrometria gamma segmentada, esta
técnica fue desarrollada para detectar grandes cantidades de cierto material
nuclear radioactivo, més especificamente para medir solo la cantidad de Z°U
o P’Pu presentes en un contenedor. Este método integra espacialmente los
valores de la intensidad de los rayos gamma detectados hasta para quince
secciones (0 segmentos) a lo largo de la altura del contenedor, estos valores
de intensidades son corregidos mediante mediciones similares de valores de
atenuacion, determinados por integracion espacial promedio, a partir de
mediciones de actividad para una sola energia.

- El andlisis de los contenedores de desechos radiactivos mediante
tomografia gamma computarizada consiste en mapear ¢l contenido completo
del contenedor construyendo una serie de imdgenes bidimensionales a
diferentes alturas a lo largo de su gje.

La tomografia computarizada consiste, en este caso, en la adquisicion
de varias proyecciones unidimensionales de una funcién bidimensional, sobre
180" 0 360°, y a partir de estas proyecciones reconstruir la funcién original.
Para ello, se utiliza la espectrometria de rayos-y para adquirir de manera
simultdnea las proyecciones para varias regiones de energias de interés (EQI).
Con el equipo de espectrometria gamma cada radioisétopo en ¢l contenedor
puede ser identificado mediante su pico de energia caracteristico, su posicién
y actividad pueden ser determinadas a partir de la reconstruccion de imagenes
PCT (Tomografia Pasiva Computarizada) corregidas por atenuacién mediante
la interpretacion de todas las EOI's asi adquiridas. Mediante varias EOl's, el
andlisis ACT (Tomografia Activa Computarizada) permite generar un
cocficiente de atenuacién adecuado para cada EOI pasivo, wutilizando
interpolacién lineal entre las imdgenes obtenidas por ACT. Finalmente, a
partir de lo anterior es posible reconstruir la imagen del interior del
contenedor de desechos radiactivos.

El objetivo de este trabajo es el desarrollo de software numérico que
implementa a los algoritmos bdsicos de reconstruccién de imdgenes por
retroproyeccion, convolucidn-retroproyeccion, y retroproyeceion filtrada para
haz de rayos paralelos, y retroproyeccién filirada para haz de rayos en
abanico. Esto como una primera etapa hacia el objetivo final de reconstruir la
imagen del interior de un contenedor como se ha expuesto anteriormente.
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Con este objetive en mente, s¢ ha hecho mas hincapié en la parte
numérica que en sus aspectos tedricos con ¢l propésito de tener una gula de
facil acceso al software desarrollado. Por otro lado, es muy dificil superar la
exposicion de los aspectos tedricos contenida en los libros cldsicos de Deans
S. R. [4], Herman G. T. [7], y Natterer F. [13]. Por esto y por razones de
espacio, 1a mayoria de las demostraciones han sido omitidas. No obstante, los
resultados <centrales para nuestros propdsitos son técnicamente y
escrupulosamente presentados.

£l trabajo se compone de 5 capitulos y un apéndice de demostraciones,
un breve resumen de los capitulos se presenta a continuacion.

En el capitulo 1, se presentan los conceptos basicos que intervienen en
la reconstruccién de una imagen y se introduce el problema de la
reconstruccion mediante un ejemplo, haciendo ver que este problema se
puede resolver por medio de la transformada inversa de Radén. Luego se
introduce la definicion de la transformada de Radon y su dual, y se describen
los manejos de los dominios de la funcidn que se desea reconstruir y de la
transformada de Radén de la funcién a reconstruir.

En el capitulo 2 se presentan el procedimiento para aproximar la
transformada inversa de Radén por medio de operadores y ¢l método de
retroproyeccién. Esto ltimo, como una primera aproximacion a la inversa de
la transformada de Radén.

' En el capitulo 3, se presenta una mejor aproximacion a la transformada
inversa de Radon usando ¢t procedimiento completo que consiste en un paso
de convoluciéon seguido por una retroproyeccion. Se presenta también el
analisis de Fourier para la mejor eleccion del filtro, y se reportan los
resultados experimentales obtenidos con este método.

En el capitulo 4, se presenta un estudio del método de retroproysccién
filtrada para reconstruir imégenes en un disco unitario para el caso de rayos
paralelos, asf como para rayos de haz en abanico. Se presentan también los
resultados experimentales para ambos casos.

En el capitulo 3, se presentan las conclusiones y el trabajo a futuro por
realizar.

Manifiesto el mayor agradecimiento al M.en C. Javier C. Palacios
Hernéndez (Gerencia de Ciencias Aplicadas del ININ), quien propuso ¢l tema
y ¢l programa de trabajo desarrollado aqui. También, por la asesoria
institucional y las facilidades otorgadas para la realizacién del mismo, De la
misma manera, manifiesto ¢l mayor agradecimiento al Dr. Jestis Lépez
Estrada (Departamento de matematicas de la Facultad de Ciencias de la
UNAM), por su minuciosa revisién y valiosas sugerencias que mejoraron
sustancialmente tanto el contenido como la presentacién de este trabajo.
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CAPITULO 1

Introduccion a los métodos de retroproyeccién
para la tomografia computarizada de rayos X.

En este capitulo, se presentan los conceptos basicos que intervienen en la
reconstruccién de una imagen y se introduce el problema de la reconstruccion
mediante un ejemplo, haciendo ver que este problema se puede resolver
echando mano de la transformada inversa de Radon. Luego se introduce la
definicion de la transformada de Radén y su dual, y se describen los manejos
de los dominios de la funcidn que se desea reconstruir y de la transformada de
Radén de la funcién a reconstruir.

1.1 Antecedentes

Por tomografia computarizada (TC) se entiende la reconstruccién de una
funcién desde sus integrales de linea (sobre rectas) o superficie (sobre planos)
usando algoritmos matemadticos, independientemente del campo donde esta
técnica sea aplicada.

La reconstruccion de imagenes de haz de rayos X surgid hace
aproximadamente 45 afios en varios campos cientificos, médicos y técnicos.
Fue en la década de los afios setenta cuando esta técnica alcanza un punto
culminante con un explosivo desarrollo de trabajos en diversos campos, pero
su aplicacién mas conocida la encontramos en el campo de la medicina con el
desarrollo de los primeros tomégrafos computarizados cuyas imégenes de
alguna seccién del cuerpo humano son de mejor calidad que los obtenidos
mediante la tomografia convencional o mejor conocida como tomografia no
computarizada. Este hecho vino a revolucionar el diagndstico radioldgico
sobre la pasada década. El rango de aplicacion es asombroso, en un extremo,
datos de microscopios de electrones son usados para reconstruir la estructura
molecular de bacterias voraces, ¥ por el otro, dates colectados por naves
espaciales son usados para reconstruir la estructura de los restos de
supernovas. Todas estas aplicaciones aparentemente diferentes ticnen el
mismo fundamento matemitico y computacional. Por lo  anterior,
se piensa que esta técnica ha sido uno de los desarrolios




" interdisciplinarios mas explosivos y excitantes en la historia de la ciencia
moderna. En la reconstruccion de imadgenes se conjugan cuatro dreas
principalmente, la probabilidad y la estadistica que trata con la variable
aleatoria “el nimero de fotones emitidos por una fuente de rayos X en la
direccién de un detector durante un periodo de tiempo unitario”, la fisica que
tiene que ver con los efectos de absorcion y dispersion del haz de rayos X al
interaccionar con la seccidn del objeto que se quiere reconstruir, dando como
resultado una atenuacion exponencial del haz. La matemdtica que tiene que
ver con los modelos matemdticos subyacentes en los métodos de
reconstruccion y la computacional que tiene que ver con la implementacion de
los métodos matemdticos en una computadora mejor conocidos como
algoritmos. En este trabajo nos abocaremos principalmente a los dos Gltimos
puntos, la parte matematica y la computacional.

En este trabgjo presentamos un estudio e implementacion de los
métodos de retroproyeccién, convolucion-retroproyeccion sobre una region
cuadrada y el método de retroproyeccion filtrada sobre un disco unitario, para
la reconstruccion de imagenes por haz de rayos paralelos, asi como por haz de
rayos en abanico, también presentamos las pruebas numéricas realizadas con
estos métodos en la reconstruccion de superficies conocidas con el fin de
analizar su eficiencia.

1.2 Obijetives

El objetivo de este estudio esta encaminado a lograr implantaciones de
métodos ripidos y precisos para la reconstruccion de imagenes por haz de
rayos paralelos y de haz en abanico con fines de aplicacion industrial, y que
sean capaces de correr en una PC. Para [a consecucién de esta meta hemos
seguido principalmente el trabajo de Herman G. T. [7], para el caso de los
métodos de retroproyeccion y convelucidn-retroproyeccion sobre una region
cuadrada, y el trabajo de Natterer F. {13] para el caso de retroproyeccion
filrada en un disco unitario. Con este fin establecemos las siguientes
consideraciones;

Una imagen es descrita por su funcién de densidad y como las imagenes
son usualmente de extension finita, las funciones de densidad con las que
tenemos que tratar tienen soporte compacto, es decir, pertenecen a la clase de
funciones C* con soporte compacto.,

En nuestro caso es suficiente restringiros a R, ya que la imagen de
una seccion fransversal de un objeto es plana.

Definimos también las componentes de una imagen: la regién de la
imagen, como un cuadrado cuyo centro estd en el origen del sistema de




coordenadas. Y la funcién imagen de dos variables cuyo valor es cero fuera de
la region de la imagen.

Al valor de la imagen en el punto (x,y) se le denomina la densidad en el
punto (x,y). -

Se subdivide la region de la imagen mediante una malla de nm
cuadrados. Un elemento de malla es Hamado pixel.

Una imagen digitalizada nm, es aquella cuyo valor en el interior de
cualquier pixel es constante.

La digitalizacién mo de una imagen es una imagen tal que la integral de
la imagen original sobre cualquier pixel es igual a la integral de la
digitalizacion sobre el mismo pixel.

En tomografia computarizada (TC) la region de la imagen es la region
de reconstruccién y la densidad de la imagen en el punto (x,») es la
atenuacién lineal relativa para alguna energia fija del objeto en el punto (x,y).

Un rayo sera representado por una linea recta, y una exploracion del
objeto (un muestreo) por rayos paralelos (rectas paralelas) de alguna seccién
transversal de algin objeto simula un corte infinitamente delgado de esa
seccidn plana del objeto.

1.3 Descripcion del problema de reconstruccion de imagenes por
tomografia computarizada

A continuacién describimos mediante im ejemplo tipico el problema que se¢
quiere resolver para la reconstruccion de imagenes por TC.

Ejempilo cldsico (Diagndéstico radioiégice): En el campo médico una seccion
transversal del cuerpo humano es explorada por un haz fino de rayos X cuya
pérdida de intensidad es registrada por un detector y procesada por una
computadora para producir una imagen en dos dimensiones desplegada sobre
1 video. |

Un modelo fisico simplificado se presenta a continuacion: Sea f(x) el
coeficiente de atenuacién del rayo X en el punto x del tejido, es decir, el rayo
X al atravesar una pequefia distancia Ax sufre en x la pérdida de intensidad
relativa

Al
——= f()Ax. 1.1




Si 7, es la intensidad inicial del haz L el cual es pensado como una

linea recta, y 1, su intensidad después de haber atravesado el cuerpo, se sigue
de (1.1) que

—;— xp{ If(x)dr} (12)

Es decir, el proceso de exploracion nos proporciona las integrales de linea de
la funcién f alo largo de cada una de las lineas L. Desde todas esas integrales

tenemos que reconstruir £. O

La transformada que mapea una funcion definida sobre 2’ en el
conjunto de sus integrales de linea es la transformada de Radén ({4, 7, 13]).
En consecuencia, el problema de la reconstruccién de imdgenes se reduce a
encontrar la inversa de la transformada de Radén.

Antes de definir Ia transformada de Radon hacemos notar que en este
trabajo usaremos coordenadas polares (r,4) para describir los métodos de
retroproyeccién, convolucién-retroproyeccién sobre una region cuadrada y
coordenadas rectangulares para describir el método de retroproyeccion filtrada
scbre un disco unitario.

1.4 La transformada de Radén y su dual

8i f es una funcién definida sobre el espacic de Schwartz §(R*) (véase
apéndice), 6 del espacio de funciones de soporte compacto C(XY) con
dominio D R® ,y ¢ es la linea recta p =rcos(8-4) en coordenadas polares,
entonces Ia transformada de Radon se define como,

RLfKp.0) = | F(r.4)ds, a3

donde ds es la medida de longitud a lo largo de larecta ¢.
Lo anterior nos dice que la transformada de Radén es un operador que
mapea a una funcion de dos variables en el conjunto de sus integrales de linea.
Para precisar més el concepto de integracion a lo largo de lineas rectas ¢
véase la Fig. 1.1, en la que se describe una regién cuadrada cuyo origen de
coordenadas es el centro del cuadrado.




Fig. 1.1 Region cuadrada que describe la linea

£={r.d)|p =rcos(0—4)}

4-R




Si N /K p,H) es conocida para toda p y toda @, entonces R f}(p,0) es la
transformada de Radén de f(r.4). Por otro lado, si R[fl(p,d) es conocido
tnicamente para ciertos valores de p y 8, decimos que tenemos una muestra
de la transformada de Radén. Este es el caso que se presenta en Ia practica
(caso discreto). ‘

Al mapeo de la funcién £(r,4) sobre un conjunto de sus integrales de linea
definido por una @ fija y p variable se le conoce como una proyeccion. Este
conjunto especifico de sus integrales de linea corresponde a valores de
R f1(p,0) para @ fijoy p variable. En este caso R[f|(p.#) se puede pensar
como una funcién de una variable, la variable p. En este hecho tiene su origen
la frase, “reconstruccion desde proyecciones “, de uso comtin en la literatura.

- Otro operador de gran importancia en la reconstruccién de iméagenes es ¢l
operador dual de ® denotado por ®#* y conocido como ¢l operador de
retroproyeccion. Se dice que R y ®* forman un par dual en el sentido de la
geometria integral, ya que mientras ® integra sobre todos los puntos de una
recta, ®* intepra sobre todas las rectas a través de un punto. Mas adelante
definiremos formalmente este importante operador.

1.5 Los dominios de 7 y %/

Como usualmente las imdgenes son de extension finita, solo se trataré con
funciones (de densidad) definidas sobre el plano euclideano y de soporte
compacto (6 practicamente de soporte compacto).

Con el propésito de ser precisos, recuérdese que la circunferencia unitaria
s se define como R/~,donde ¢~y ssi g=y+2nn,paraalghn ne .

Asi pues, se tratara con funciones de la forma

f=xp-8
donde g ¢ $(s' x R) es tal que
g(r=¢) = g{""r,¢ + E):

¥y X, es la funcion caracteristica de un subconjunto propio D ¢ Ex £; Siendo
ExE el cuadrado de lado E con centro en el origen del plano cartesiano
(pensado en coordenadas polares), el cual nos referimos como la regidn de
reconstruccion (véase Fig. 1.2)




¥ (r.4)
D
0

Fig. 1.2 Region de reconstruccion de la imagen
un cuadrado E x E con centro en el origen del

sistema de coordenadas.
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Por otro lado, de la definicion de la transformada de Radén se tiene que

R asocia a una funcion f con argumentos (r.4) otra funcidbn R/ con
argumentos (p,d). Luego, identificando al punto (p,8) con la linea recta ¢
cuya distancia al origen es p y cuya normal forma un angulo ¢ con el eje
positivo x en el plano (r,¢4), entonces %[ f1(p,d) representa la integral de f a
lolargo de ¢.
Para visualizar mejor la interrelacién entre las coordenadas (r.¢) ¥y (p.0); esto
es, entre puntos y lineas rectas, es conveniente representar las coordenadas
(p,9) en el sistema de coordenadas cartesianas p vs €. Asi, el conjunto de
todas las lineas rectas paralelas a un dngulo ¢ con respecto al eje polar, esta
representado por una linea recta paralela al eje de las abcisas en el sistema p
vs ¢. Asi mismo, el conjunto de todas las rectas ¢ <> (»,6) que pasan por el
purito (r,.6,) viene representado por la curva cosenoidal p =7 cos(@-¢,) como
se ilustra en la Fig 1.3

Esto dltimo es muy importante ya que si definimos una funcion h cuyo
dominio son los puntos sobre la curva ¢=rcos(@-¢) entonces su integral
sobre esta curva es ni mds ni menos que el operador dual ®* de ® como se
verd mas adelante.

En la Fig 1.4, mostramos el mismo espacio correspondiente al caso
discreto.

En la Fig. 1.4, se presentan conjuntos finitos de rectas paralelas (puntos
en (p,0)) correspondientes a diferentes valores del angulo ¢. Cada punto
(p,8) corresponde a la localidad donde se ha tomado una muestra mediante el
modo paralelo de coleccidn de datos. La distancia d entre los rayos paralelos
se traduce en distancia entre puntos (p,8) {el parametro d es conocido como el
intervalo de muestreo). Por cada proyeccidn se toman 2N +1 mediciones y
cada proyeccion estan separadas un dngulo A de tal manera que si tenemos M
proyecciones entonces MA=z.

En términos formales R f1(p,6) es conocido Gnicamente para ciertos
valores de p y 9, es decir, (%), =R{fNp,.6,) es conocido para valores
desde i=-N,.,.N de la proyeccion 6,, con k=0,..,M~1, En este caso
R, f=RSUp.0,) es un buen ejemplo de funcional lineal la cual al actuar
sobre una funcién produce un nimero real. En términos de estas funcionales
una proyeccion quedaria representada para, #=6, como R f=%R[fl(»,.6.),
donde, j=~N,.,N.
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Fig 1.3 Graficas de dos conjuntos de lineas. Grafica (1), lineas paralelas, Gréficas {2} a (4),
lineas que pasan por el punto (7,9) con diferentes valores para » y @ Grafica

(2yr=18,¢=n/4 Grafica(3) r=78, ¢ =7/2, Grafica (4) r=78, g = 1.
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Fig. 1.4 El espacio discreto (/,8) donde las marcas (+) corresponden a lineas cuyas
medidas han sido colectados a una distancia 4 sobre cada una de las proyecciones en
el modo paralelo de coleccién de datos. Cada proyeccion esté separada por un angulo A
(angulo de giro del escanmer). Un total de 2N +1 datos son colectados en cada
proyeccion. El intervalo [~E,E] delimita la region de interds con Nd > E. .
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En este contexto el problema de la reconstruccion de imdgenes se
plantearia asi, |

“dadas M proyecciones de datos y, estimar la figura f”.

1.6 El operador dual ®*

Como se menciono antes, otro operador de gran importancia en la
reconstruccién de imagenes es el operador dual de % denotado por ®* vy
conocido como el operador de retroproyeccion. Se dice que ® y ®B* forman
un par dual en el sentido de la geometria integral ya que mientras R integra
sobre todos los puntos de rectas del plano, %* integra sobre todas las rectas a
través de un punto, En R* , ®* integra sobre todas las lineas rectas que pasan
a través de un punto como se vera a continuacion.

Formalmente el operador de retroproyeccion ®* se define para una
funcién (p,8) como,

R*[R)(r,$) = [h(r cos( 8 - $),8)d6. 4

| Como se explico anteriormente el operador de la retroproyeccion ®*

integra sobre todas ias rectas que pasan por el punto de coordenadas, (r,¢),
estas rectas se generan manteniendo fijo el punto (r,4) y variando el angulo ¢
de tal manera que para cada variacion de 2 la relacion p =rcos(9-¢) genera
una nueva recta que pasa por el punto fijo (r,4). Note que el valor de la
integral de la funcién 4 sobre la curva no es conocido pero nosotros
conocemos los valores de la muestra de la transformada de Radon de donde
podemos aproximar los valores de # por interpolacion.

Debemos de hacer notar que el lugar geométrico de todos los puntos
que son pie de su distancia al origen del haz de rectas que pasan por un punto
fijo dado p=(r,#), es una circunferencia cuyo didmetro es el segmento de
recta comprendido por el origen y dicho punto. La Fig. 1.5, muestra tres casos.




9010

120 60
A Ry
{r s¢) )
150/ 430
180
210 330
¢
240 (1d) 300

270

Fig. 1.5 Tres circnlos gue muestran el lugar geométrico de los puntos donde se
intersectan las rectas que pasan por el punto (r,¢) con las rectas perpendiculares a cada

una de ellas que parten del origen, donde, a) r =10, ¢=45",b) r =10, ¢ =135, ¢)

r=10, ¢ = 270",




CAPITULO 2

Métodos de transformadas

El problema en la reconstruccién de imagenes se reduce a encontrar la inversa
de la transformada de Radon en R’, para ello se requiere encontrar un
operador ™' tal que | RS = . En principio este problema fue resuelto por
Johan Radén [7] quien proporcioné una formula de inversion que
reproducimos a continuacidn, usando coordenadas polares,

o

’ 2
SOy == s lim [1 [0, 9011 cox(0 - )+ 0.0)d01g @.1)

esta formula de inversién implica lo siguiente: la distribucién de atenuacion
lineal relativa en un corte infinitamente delgado esta determinado unicamente
por el conjunto de todas sus integrales de linea [7].

~ Notese que esta formula de inversién (2.1) dada por Radén requiere de
todas las integrales de linea para poder reconstruir la imagen del objeto, y que
en la practica, sélo disponemos de un ntimero finito de valores estimados. Mas
atin, para conjuntos diferentes de estimaciones de la transformada de Radon de
un objeto, en general, se obtienen diferentes reconstrucciones. Es decir, en la
practica no se tiene unicidad en la reconstruccion. Esto ha conducido a obtener
aproximaciones a la inversa de Radon que puedan trabajar con un nimero
finito de estimaciones de los valores de la transformada de Radén, que se
pueden implementar en una computadora. A estos métodos se les conoce
como métodos de transformadas, que se verin después de hacer algunos
comentarios sobre la férmula de inversion de la transformada de Radon (2.1).




2.1 Formula de inversion de Radon

En la derivacion de esta formula de inversion (2.1) se supone que f es
continua y acotada y que &9 existe y es continua, supuestos que son
satisfechos ya que inicialmente se ha pedido que feS(R’). Ademas, f estd
restringida a una region llamada region de reconstruccion, es decir, f(r.4) =0,
si r 2 E (f es cero fuera de la region de reconstruccion).

Para cualquier punto (r,¢) en la regién de reconstruccion (en particular,
Ir| < £) definimos la funcién promedio F,, con centro en (r,4) dada por,

R0 @=5- Iiﬁ{f](rcosw -$)+q, 6)d6, 22)

sobre todas los puntos del circulo de radio ¢ definido por (rcos(d-¢)+4,0)
concentroen {r.¢).
Como ®{f/Xp,9)=0,si |p|2E,resulta claro que, para |r| < E,

F,,(@=0, si q=2E. (2.3)
Radon {7] probé que,
frg)== hm{ F, o(&)- I(l/q VF (4)dg]. (2.4)

Para deducir la férmula (2.2) se desarrolla la integral,
71
I?Er,é)(q)dq:
éustitﬁyendo a F, ,(q) por su expresién (2.2) y usando cilculo basico se llega

a,

w© 232&‘

j v (@)dg = — (,,,(s)+—-- f j (2,91 1 cos( - §) + ,0)dgd. 2.5)
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Cambiando el orden de integracion y sustituyendo en (2.4) obtenemos la
inversa de la transformada debida a Radon,

2E 4 1z
F. )=~ 2slim [ [3,90f)rcos(O - )+ g,0)dbig. 2.6)
2 o0 1g3

Esta formula cerrada que expresa una funcién en términos de su transformada
es el hecho singular mas importante para la reconstruccion de imagenes por
métodos de transformadas. Ademas haciendo uso de la igualdad:

o, R f1(s,0) = —-8 R f1(~s,6 - 7),

se puede obtener la siguiente relacién:

fr.¢)=

! ﬁ PUINE) ae | Q.7

27° § 3 reos(@ - §)~s

Notese que con esta formula de inversion truncada (2.7) nos restringimos a
integrar sobre una regién finita del plano que tiene como fronteras laterales
s =~-E, s=E, y como fronteras inferior y superior 6=0y 8==.

El problema préctico que se presenta es encontrar una forma eficiente
de evaluar esta expresion, y se ha encontrado que una manera es a través de
los operadores siguientes:

a). El operador lineal de diferenciacion parcial ¢, aplicado a funciones
g(p.0).

- b). La transformada de Hilbert H, con respecto a la primera variable de una
funcion (s,8) definida por

%M@)—mj“m @9

Nétese que esta integral es impropia, ya que el integrando-es singular en o=s.
Por lo cudl, esta integral se debe entender evaluada en el sentido del valor
principal de Cauchy; es decir,
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[H)0.0) =i { [0, [0 } @9

o+e

¢). El operador de retroproyeccion %* denominado el dual de ® que ya se ha
introducido anteriormente

R[AY(r.P) = ]‘k(r cos(@ - #),8)d8. (2.10)

En términos de estos operadores se obtiene la siguiente representacion
simplificada de la transformada inversa de Radon

0,8(s,8)

cos@—d)=3 dsd@. (2.11)

RHO, g1 4) = %H,

Esta identidad es igual a la inversa de Radén (2.6) excepto por la
constante -'2%;. Asi pues, la transformada inversa de Radoén, denotada por %,

se puede expresar concisamente en términos de los tres operadores antes
introducidos

R = —-21; N'Ha, 2.12)

Esta relacion dice que la transformada inversa de Radén de una funcidn g
de dos variables puede ser obtenida por la siguiente sucesion de operaciones

a) derivada parcial de g(s,0) con respecto a la primera variable para obtener
una funcion v(p,6),

b) transformada de Hilbert de v(p,8) para obtener una funcién #(c,6),

¢) retroproyeccion aplicada a #(0,6)

Tal proceso presupone que el valor exacto de g(p,9) es conocido para toda
p Y 6; y que las operaciones requeridas pueden ser realizadas con toda
precision, lo cual es imposible de realizar en la practica.
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En consecuencia lo que se requiere hacer es encontrar procedimientos
numéricos que evalien eficientemente la transformada inversa de Radén
(2.12) o alguna expresién alternativa.

Concretamente, se requiere reemplazar los operadores continuos por
operadores discretos que operen sobre funciones restringidas a un conjunto
finito de puntos de su dominio. Esto se hara més adelante.

‘2.2 El método de retroproyeccion

Considerando la expresion R =~2L§R"Hap, la cual da origen a los métodos
Z

de transformadas para el cédlculo de la transformada inversa de Radon, en
donde el daltimo operador que se aplica es precisamente el operador de
retroproyeccién ®* (dual de ®). Y como nuestro interés radica en encontrar
~un procedimiento numérico para evaluar tal expresion, resulta natural que
empecemos por estudiar el método de la retroproyeccion, el cudl consiste en
remplazara R por :—;;9%".

Este método, en general, no produce buenas reconstrucciones por
razones fisicas como puede verse en Herman [7], pero su importancia radica
. en que forma parte de los métodos de transformadas. Es conveniente decir que
este método es conocido también como método de la suma.

Como se acaba de ver, dada una funcion A(p.9), el operador de

retroproyeccion ®* produce otra funcién de dos variables, dada por
R[Er, @) = ]'h(r cos(d - ¢),8)d6. (2.13)
]

Aun cuando esta claro que este operador, por si sélo, esta lejos de ser
una buena aproximacién para la transformada inversa de Radén, y que en la
practica es facil de corroborar, al obtener con su aplicacién reconstrucciones
borrosas de los objetos. Resulta ser muy til por la experiencia que se gana
~con su aplicacion, ademés de que su implementacion es basica en las
diferentes variantes de implementacion de la transformada inversa de Radén.

Antes de pasar a describir el algoritmo, es primero conveniente precisar
algunos detalies necesarios para su implementacion.

Para el célculo aproximado de la integral en (2.13), se toma una malla
upniforme del intervalo {0, z ], con un incremento de A = z/M. Asi que, en cada
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paso, 6 tomard el valor de mA, 0<m<M -1, a M se le conoce como el
nimero de proyecciones o nimero de vistas de la imagen. Por otro lado, la
evaluacion de la funcion #(rcos(@ - ¢),6) sobre la malla es aproximada de dos
maneras:

(1). Por medio de interpolacion lineal, tomando como base los datos
p(nd,mp), -Nsn<N y 0<m=<M-1, obtenidos mediante la exploracién o
muestreo de la funcidn a reconstruir (esto es, obtenidas de cada proyeccién
constituida de 2N +1 integrales de linea). Esto es, se aproxima el
valor p(rcos(mA - ¢),mA), haciendo primero una blsqueda binaria para
determinar » tal que

nd < rcos((mA ~ @), mAY < (n+ D,
y tomando

p(rcos(mA — @), mA) = [(n+1)d —rcos(mA — @)/ dip(nd,mA) +
[(reos(mA — @) - nd)/d]p((n +1),mA). (2.14)

(2). Por medio de interpolacion de vecinos mds cercanos, esto es,
aproximando el valor de p(rcos(mA — #),mA), por el valor de p(nd,mA),donde n
es elegido de manera que {nd —rcos(ma - ¢)| sea lo més pequeiia posible.

Asi, la implementacion del método de retroproyeccion consiste, para
cada centro de la malla (r,4), en aproximar el valor de la integral en (2.13)
mediante ia suma de Riemann

AMZHI p(r cos(mA — g),mA),

m=0

en donde, los valores de p(rcos(mA - ¢),mA), son aproximados por alguno de
los métodos de interpolacion antes descritos, con base en los datos
almacenados en el arreglo p(nd,mA), ~N<n<N, 0<m<M-1.

Luego, al aplicar este proceso a cada uno de los centros de los pixeles
de una malla, se obtiene una estimacién en cada pixel de la funcioén original.
Es decir, se obtiene la reconstruccion de la imagen del objeto.

En la Fig. II.1, se muestra la reconstruccién de un simple punto situado
en el origen. Por ello, en cada proyeccion el valor de la integral de linea que
pasa por €l es 1, y cero en cualquier ofro caso. Este caso es conocido en la
literatura como la funcién del punto de respuesta.
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Fig. 1.1 Reconstruccion de la funcion del punto de respuesta por el método de
retroproyeccion usando interpolacién lineal en una malla de 65x65 pixeles.
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En la Fig. 11.2, se muestra otro ejemplo, la reconstruccién de una superficie
con la implementacion del método de retroproyeccion antes descrita en diferentes
mallas. La superficie es la grafica de la funcion

f(x,y) = exp(-x* - *)
cuya transformada de Radén es la funcidn,
R(exp(—x* - %)) = )z exp(-p?).

Los datos usados para la reconstruccion se obtuvieron a través del muestreo de
esta funcién.
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Fig. IL2 Tres reconstrucciones de la superficie {1): (2) reconstruccién de (1) en una malla
de 32x32 pixeles, (3) reconstruccion de (1) en una malla de 64x64 pixeles, (4)
reconstruccién de (1) en una malla de 128x128 pixeles.
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CAPITULO 3

Método de retroproyeccion filtrada para haz en paralelo

A los procedimientos numéricos para evaluar la transformada inversa de
Radén de una funcién g=%f, R'g =-(1/27)R*Ho,g, se le conoce como el
método de convolucion-retroproyeccion & retroproyeccion filtrada. Se reporta
en la literatura [7], que este método para proyecciones de datos por haz en
paralelo fué ampliamente usado en TC por su facilidad de implementacion y
su buena precision. Nosotros hemos podido comprobar esto al realizar
reconstrucciones sencillas de superficies conocidas. Estos métodos son
métodos de transformadas, ya que evalian la transformada inversa de Radon
aproximando 2,z por medio de una simple convolucidén seguida de wna
retroproyeccion, esto explica el nombre de refroproyeccion filtrada.

Antes que nada vamos a definir una convolucién y posteriormente
veremos como se pueden reemplazar los operadores continuos por unos
discretos para finalizar con la derivacion del método y su implementacion.

3.1 Convolucién y la transformada de Hilbert

Dadas dos funciones reales ¢ y ¥, en ¢l espacio de Schwartz §, (véase
apéndice) su convolucién g+¥y; es otra funcion real (en §), definida por

@) = [ e (v -u)du ‘(3.

Es facil ver que 1a convolucion es una operacion conmutativa. Y ademas, si D
denota el operador derivada

D{g*y)=Dp*y =¢=*Dy, (3.2)
como puede verse en el apéndice.

En este trabajo, se realizaran reconstrucciones sélo para funciones en el
espacto de Schwartz &. '
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Como estamos interesados en aproximar la transformada de Hilbert de
la funcién 8,g, veamos antes que si se define una funcién p(x) dada por

1

— | | 3.3
p(u) oy (3.3)
entonces
prpy)=—+ [ 28 4, (3.4)
TvV=v—u
0 sea que
Ho=prg (3.5)

De esta relacién surge la idea de caleular la transformada de Hilbert
H¢ de una funcién ¢ (con soporte contenido en el cuadrado de reconstruccion
ExE), por medio de la convolucion p=¢.

Esta idea de calcular la transformada de Hilbert por medio de una
convolucion, sugiere su calculo aproximado mediante 1a aplicacién de técnicas
de regularizacién a la funcion nicleo p de la transformada de Hilbert. Esto es,
mediante la introduccion de una familia, Hamada de regularizacion, de
funciones reales {p, | 4> 0} del espacio de Schwartz &, tal que si g estaen &
entonces

lim(py * $)0) = Ho(v) 36

para toda v nimero real dado. Lo cual evita trabajar con integrales impropias,
ademas de simplificar enormemente el trabajo computacional.

La garantia de la existencia de una gran variedad de familias de
regularizacion la da ¢l siguiente teorema (véase apéndice).

Teorema (de regularizacion). Si F4 : [0,0]—> R, A>0, es una familia
de funciones reales integrables tales que, para U 2 0:

) 0<F@)<i, FU)=0, si UzA/2,
ii) F,(U) es una funcién mondtona no creciente de U,
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iii) j;lti FU)=1.

Entonces {p4. A>0}, donde

Al2

pi@w)=-2 [F(U)senalu)dU. 37

es una familia regularizante.

Nétese, que la fincion (3.7) es una funcién antisimétrica. La relacion
(3.7) es clave en la derivacion del método de convohicién y su origen tiene
que ver con la transformada de Fourier como se vera mas adelante.

En ia literatura a la funcién F, se le conoce como una funcion ventana
{con ancho de banda A4). Algunos ejemplos tipicos de funcmnes ventana se
reproducen a continuacién

VENTANA F )

Banda limitada 1

Cosenc cos(zU/ / A)

Sinc sen(ml/ / AU | A)
Generalizada de Hamming con parametro a + (1 —a)cos(2al | A)
a{0.5<axl)

El caso a =0.5 se le conoce como la ventana de Hanning. Noétese que para
o =1, en la ventana Generalizada de Hamming (o filfre de Hamming), se
‘obtiene la ventana de banda limitada.

En este trabajo las ventanas sinc y generalizada de Hamming serén las
mas usadas. En la Fig. IIL1, se muestran las graficas de la ventana
generalizada de Hamming y en la Fig. 1.2, se muestran las funciones p,
usando la ventana generalizada de Hamming para diferentes valores de .

3.2 Derivacién del método de convolucién-retroproyeccion
En esta seccion se vera como concretar la aproximacion a

Rg = -(1/20)0R*H0 g,
considerando que
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Fig. WLl Graficas de la ventana o filtro de Hamming
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Ho(v) = lim(p, *)0) .

Para ello, primeramente, se calcula la funciéon g(p,8)=[Rf1(p,0) a partir de la
cual deseamos reconstruir a la funcion original 7 (r,¢) .

Ahora, haciendo uso de las proyecciones g,(p)=g(p.6), con &
constante, se tiene que

(F0,8Xp,9) = (Hg, X(p), (3.8)

donde g; denota la derivada de g,. Y considerando que Hg, se puede aproximar
mediante la convolucion

[p.* 2,)(p.0) = [25(®)p,(p- 5)dbs. 6.9

en principio, de conocer g,(p), esta parte del problema estaria resuelta, pero

este no es el caso. Sin embargo, debido a (3.2) y a que es relativamente facil
calcular p’,, podemos aproximar #g, mediante la convolucién

CATS RN ROV AR (.16)
donde
Ar2
- plu)y=-4n jUFA(U)cos(szu)dU (3.1

expresion que se obtiene de derivar bajo el signo de la integral en (3.7).

Asi, si denotamos por P,(p,8) = (o', *g,)Xp), entonces la aproximacion a
7, lainversa de Radén queda expresada como

fr=~Q/2m%*'P,. (3.12)

Ahora, si se toma

9(p) = -1/ 2z} pl(p). (3.13)
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y se reconsidera que
(g*8Xp.0)=(g*g,)p), conf fija. (3.14)

entonces se tiene, de (3.12), que la aproximacién s producida por el método
de convolucion se puede expresar como

[ =R(g*q). (3.15)

Finalmente, de (3.11) y (3.13) se sigue que

Al2

g(py =2 {sF,(s)cos(2rs p)ds (3.16)

En la Fig. 1I1.3, se muestran las graficas de la funcion convolucionante q(p)
correspondientes a diferentes funciones ventana.
Asi, la aproximacion f* =R*(g+g) a la transformada inversa de Raddn

Rg = —(1/22)R"HD g,
queda completamente determinada.
En resumen, el método de convolucién o retroproyeccion filtrada para

aproximar a la transformada inversa de Radon consta de dos pasos:

1) una convolucion con respecto a la primera variable,
2) una retroproyeccion.

El paso 1) puede considerarse como un filtrado de datos meodulado por Ia
ventana F4 , en uso. Més adelante, se veran algunos criterios para la eleccion
de Ia funcion ventana F; .

3.3 Implementacion del método de convelucidon-refroproyeccién

De la definicién de convolucién (3.1) tenemos que,
@*2)p:0) = [q(p—3)2(s.0)db. (.17
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Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso del método de
retroproyeccion los valores de g(¢,6) son conocidos en los puntos (nd,mA),
~N<nsN, y 0<m<M-1. Entonces (3.17) se convierte en

(g* g)nd,mA)= fg(nd - ) g(s.mA) ds. 3.18)

-

Aproximando la integral en esta expresion, por una suma de Riemann
tenemos, ‘

P, (nd,mA)~d %q((n — k)d)g(kd,mA). (3.19)

k=N

Esta suma es conocida como una convolucion discreta.

Ya se puede pasar a describir la implementacion numérica del método
de convolucion-retroproyeccion, f* =%R*(g*g) para aproximar a la transfor-
mada inversa de Radon %™g = -(1/22)R*H0 ¢, partiendo del conocimiento de
g(nd, mAYpara —-N<n<N,0<m<M-1, y observando que gq(nd) se puede
calcular de (3.16) para ~-N<n<N.

La implementacion natural es la siguiente:

1) Se calcula (para n, m dadas):

P.(nd,md)=d 3 ¢((n - K)d)g(d, mA),

k=N

2) Se calcula (para cada centro (r,¢) de pixel):

m=}f -1

F(r.4)=A Y P.(rcos(mA - ¢),mh).

Es importante notar que la retroproyeccion numérica, paso 2), requiere de M
interpolaciones para aproximar los valores P (rcos{mA ~¢),mA) recurriendo al
paso 1), para ¢l calculo de los valores P.(nd,mA) -convoluciones- requeridas

para tal efecto. En cuanto a la evaluacién de g, se puede lograr algin ahorro
en el nmero de calculos cuando g(-#) = g(x), es decir, cuando g es una
funcion simétrica.
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Esta version numérica del método de convolucion-retroproyeccion tiene
el inconveniente de que para cada centro (r, ¢) de un pixel, se aproxima de un
solo golpe a la imagen f'(r,¢), repitiendo el proceso para cada uno de los
pixeles de la malla, con la consecuente inversion de grandes cantidades de
tiempo para aproximar la imagen completa. 7

Una alternativa a este procedimiento es un proceso de aproximaciones
sucesivas a la imagen, ¢l cudl consiste, dada una primera aproximacion a la
imagen f; sobre toda la malla, en el calculo de la m-ésima aproximacidn a la

imagen £, sobre toda la malla, a partir de su (m~1)-€sima aproximacién
-sobre toda la malla, como se describe a continuacion:

1) Para m dada, se calcula P.(nd,mA) para — N <n < N, usando (3.12) y los
valores calculados de q((n — k)d),

2) Para1< j<J, evaluar: f,.,(r,,8,) = f,(r,,8,) + AP.(r,cos(mA ~ @ ), mA).

donde J es el niimero de pixeles usados para la reconstruccon de la imagen. Y
asi sucesivamente hasta obtener la aproximacioén a la imagen f,,,, que es la
- aproximacion a la reconstruccion buscada f*.

_ Es importante hacer notar que en este proceso, en cada etapa, se
-requieren Unicamente de los datos de la proyeccidén correspondiente a dicha
etapa. Nuevamente, en el paso 2), se hecha mano de la interpolacion para
evaluacion del término de correccidén. Notese también, que una vez calculado

fou(r;n8;), ya no se necesita a f,(r,.4,), asi que se puede usar la misma

“localidad de memoria de f,(r,.¢,). para almacenar a f,. (s,.4,), para cada
‘centro-de pixel (r,,6,).

- Obsérvese que en esta altima implementacién del método de retro-
proyeccion filtrada, la convolucion es calculada (2N + 1)M veces Uinicamente,
mientras que en la primera se calcula M veces para reconstruir la imagen en

“cada pixel, si se considera que el niimero de pixeles es J= (2N + 1), entonces
el total asciende a (2N+1)"M veces, si se usa interpolacion del vecino mas
cercano. De donde resulta que la segunda implementacion es mucho mas
eficiente.

- El punto que atin queda por precisar en el método de retroproyeccion -
convolucion, es la eleccion de la funcion convolucionante g(z) (Fig. II1.3).
Para ello, es conveniente hechar mano de algunos elementos de la
transformada de Fourier y muestreo.
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3.4 La transformada de Fourier

Con el propdsito de precisar lo que se entendera por el ancho de banda de una
funcion convolucionante, es necesario introducir algunos elementos de Ja
transformada de Fourier. Para mayor informacion sobre el tema véase el
apéndice y las referencias [2],[9].

La transformada de Fourier 3¢ de una funcion ¢: R - C, $e L, (R), esta
definida por

Sl = ].q}(u) exp(—2mUw)du. (3.20)

Es directo verificar que Ia funcién 3¢, es acotada y continua, y que
3: L (R) = C(R) es una transformaciodn lineal.

Ahora, s1 geSc L,(R) entonces IdpeS. Mds aun, se puede probar que
3:5>8 es inyectiva Y dado que, ScL,(R), y 3I:L,(R)— L,(R)es una
isometria; i.e., |g|, =|J4|,, se sigue que la transformada de Fourier sobre el

espacio de Schwartz es una transformacion biyectiva.
La transformada inversa de Fourier 3':5— &, manda a una funcion

¢:R—>C,en lafuncion 3¢, definida por

SP)(n) = n]@'b(U)exp(Zdeu)dU. (3.21)

Regresando a la funcién convolucionante g(p), veamos que si se define

a la funcién ©U)=U F,(U)), entonces ¢U) =0, si U 2 ‘;, O =0-U), ¥
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412

a(p) =2 [sF,(s)cos(2asp)ds

A2 A2

[@(s)cos2mp)ds + i [@(s)sen(2msp)ds

~wAl2 ~Al2

412

[®(s)exp(2misp)ds

-Al2

i

?@(s) exp{27isp)ds

= 3@lp)

Esto es, g(p) no es otra cosa que la transformada inversa ‘c{lé Fourier de la
funcién ®U)=U|F,(U)), o bien que

®=3g (3.22)

~ Ahora, se dice que una funcién y < § es de banda limitada con ancho
de banda A, si 3fyl(x)=0, para ju| 23—. Luego, de Ia ecuacion (3.16) se sigue

qﬁe la funcion convolucionante g¢(p)es una funcion de banda limitada con

ancho de banda A, siempre que esté definida en términos de una funcidn
ventana de ancho de banda 4.

3.5 Eleccidn de la funciéon convolucionante

E_I.'_-f siguiente punto es ver como elegir la funcion convolucionante ¢(p), es
“decir, como elegir la funcién ventana F,. Para ello, es conveniente recordar
: que la convolucién g+g, es aproximada por los valores de la convolucion
discreta almacenados en el arreglo F.(nd.mA), paso 1) (del método de
convolucion-retroproyecciéon). Y que en su paso 2), los valores de
P.(rcos(mA - $),mA), son calculados mediante interpolacion, usando los valores
conocidos de P.(nd,mA). En resumen, se tiene que




P.(r cos(mA —¢),mA), son calculados mediante interpolacion, usando los valores
conocidos de P.(nd,mA). En resumen, se tiene que

e g*g,, esla operacién de filtrado del método,
® P(nd,mA), es la aproximacién discreta para g#*g,.,

e p=rcos(mA-¢), es la distancia al origen de las rectas que pasan por el
punto (r,¢) en la region de reconstruccion, y

e P.(p,mA), es calculado por interpolacidn usando los valores P,(nd,mA).

Suponiendo que g,(p) es una funcién de una variable para alguna & fijja, con

la restriccién de que g,(p)=0, para |p[>E (£ es el lado del cuadrado de

reconstruccion), y recordando que 4 es un nimero real positivo (llamado el
intervalo de muestreo o la separacion entre los rayos paralelos), tal que
Nd > E , se construye la funcidn ¢(p)a partir de sus valores £(nd) dados por

k=N .
S(ndy=d Yy g,(kd)((n - k)d), (3.23)
b=—N

mediante interpolacion. El punto aqui, es conocer los efectos de la eleccion de
la funcién convolucionante ¢ y del método de interpolacion, en relacidon con
las funciones g, y ¢, ésta Gltima generada por convolucién discreta e
interpolacion.

Por otro lado, es sabido [7] que cualquier funcion real ¢ puede ser

determinada a partir de sus valores discretos por medio de interpolacion, esto
es

058l = S $(ndwr(u — nd), (3.24)

donde y es la funcién interpolante, la cudl se anula fuera de un intervalo

(usualmente) pequefio, y des el intervalo de muestreo. Aplicando este
resultado a nuestra funcion ¢, se tiene que

24




5Ky = 3 ¢ (nd (). (3.25)

Obsérvese, que sustituyendo la expresion (3.23) en (3.25), y considerando que
por construccion ¢ =gp% ¢, se tiene que

§w) = i [d Y g, (kd)q((n~ k)d)ly (u — nd). (326)

Ahora, tomando

FW) = Y5lg,IU+k/d), (327)
FW)= S Sq)U +k/d), (3.28)
Fy(U) =Sy )U ) (329

entonces, por el teorema de convolucion, se sigue que
S[lU) = {U) K(U)- FU) (3.30)

A partir de esta Ultima expresion, es posible establecer criterios para las
elecciones de la funcidén convolucionante ¢ v de la funcién interpolante y,

‘mediante el analisis de cada uno de los términos en esta relacion dada en el
dominio de la frecuencia. Para ello, nétese que F(U) y F,(U) son periddicas
de periodo 1/d, donde 4 es precisamente el intervalo de muestreo de la
funcion g,. Ahora, si la funcidn g, es muestreada con un intervaio de
muestreo d, entonces las frecuencias U que pueden ser determinadas por los
datos son tales que |U] <1/2d (condicion de Nyquist [4]).

Suponiendo que la funcidn g, es suficientemente suave con respecto al
intervalo de muestreo 4, entonces el cero resulta ser una aproximacion
razonable para 3[g,1(U), si U;>1/2d. Ya que, es sabido que a mayor suavidad
de la funcion, mas despreciables se vuelven las componentes espectrales de
altas frecuencias. Asi pues, si g, es suficientemente suave entonces J[g,]l)

es una buena aproximacion de /(U), para |[U}<1/2d.
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Por el contrario, si los valores de J[g,(U) no son insignificantes para
[U| <1/2d, entonces se tiene un serio problema. Pues no se tiene idea clara de
como aproximar J[g,}(U) para valores grandes de U ; peor ain, para
U|<1/2d, Jg,U) deja de ser una buena aproximacién para F(U), debido a
que los valores J[g, (U + k/d) no se pueden ignorar para k=0. Lo cual dice
que las amplitudes de las componentes de alta frecuencia de g, influyen en la
evaluacion de F(U), para |Ul pequefias. Este fenomeno es conocido como

‘aliasing’, término acuiiado por el estadistico John W. Tukey [8]. A
continuacion, se presenta un ejemplo concreto para ilustrar este importante
fenémeno.

Considérese la funcion senoidal sen(mx/4), en la Fig. I11.4 se describe la
recuperacion de esta funcion por interpolacion usando diferentes conjuntos de
datos. Notese, que la frecuencia de Nyquist 1/2d =1/2, correspondiente al
muestreo de la funcion original con 4=1 (Fig. 1i1.4.1), dice que la mayor
frecuencia que puede ser determinada por los datos es % . La frecuencia de
Nyquist correspondiente al muestreo de la funcion original con d=3 (Fig.
I11.4.2), es 1/6. La frecuencia de Nyquist correspondiente al muestreo de la
funcion original con d=6 (Fig. 111.4.3), es 1/12. Y la frecuencia de Nyquist
correspondiente al muestreo de la funcion original con 4=9 (Fig. 111.4.4), es
1/18.

De io anterior se puede ver que si el intervalo de muestreo aumenta - y
en consecuencia, el niimero datos disminuye- entonces la aproximacion a la
funcién empeora (Fig. 111.4.3, y Fig 111.4.4).

Por otro lado, conviene observar que la frecuencia asociada a la funcion
sen(zx/4) es 1/8, y que esta frecuencia es menor que las frecuencias de
Nyquist (1/2,1/6 ) para los dos primeros muestreos con distancias d =1,d=3.
Y que para los dos altimos casos (1/12, 1/18) con distancias de muestreo
d=6,y d=9, los datos de alta frecuencia estan ‘aliased’ (fusionados) con
una frecuencia més baja.

Es importante hacer notar que la condicion de Nyquist para el muestreo
juega un papel muy importante, cuando queremos recuperar (reconstruir) una
funcidn a partir de un conjunto finito de sus datos, ya que esta condicidén nos
dice que el intervalo de frecuencias ([U] <1/24) aumenta como el intervalo de
muestreo 4 disminuye. Luego, st el intervalo de muestreo d es grande, se
corre el riesgo de perder informacién relevante correspondiente a las altas
frecuencias, lo que conduce a obtener aproximaciones (reconstruciones) de la
funcion original de mala calidad.
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(1) @

Fig III 4 Esta grafica muestra cuatro aproximaciones a la funcién sen(z x/4) utilizando
interpolacion lineal con muestras tomadas a diferentes intervalos de muestreo. Grafica
(1), aproximacion con 36 datos muestreados a una distancia & =1. Grafica (2),
aproximacion con 12 datos muestreados a una distancia d=3. Grifica (3),
aproXimacion con & datos muesireados a una distancia J = 6. Grafica (4), aproximacién
con 4 datos muestreados a una distancia 4 = 9.
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Por lo anterior, es conveniente resaltar que la proyeccion g, sea una

funcion de banda limitada con ancho de banda 1/4 , para poder garantizar que
g, KU), |U| <1/2d , resulte ser una buena aproximacion para F(U). En la

Fig. I11.5, se muestra la funcién |F(U) para diferentes valores de 6.

Otro aspecto muy importante que debe ser tomado en cuenta con
relacion a F(U), es que g, es solo una aproximacion a los valores de la

transformada de Radon. Es decir,

ge =Rof +1,. (3.31)

donde n, es un término debido a los errores por medicion. Aplicando la
transformada de Fourier a esta relacion se tiene que

3(g, 1) = IR, f WU )+ 3[n, JU). (3.32)

Como n, representa el ruido en los datos, su amplitud |J#,](U)| puede ser

- considerada como una muestra de una variable aleatoria. El valor esperado
para esta variable aleatoria es casi el mismo para toda U, y como es de
esperar, ésta se hace mds notoria en las altas frecuencias (i.e., para valores de
U cercanos a 1/2d ), siempre que R,/ sea muy suave, suave en el sentido que
los valores de 3[R, FY(U) varian poco con respecto al intervalo de muestreo 4.

Por otro lado, un analisis similar para el término F,(U) tomando en
cuenta que ¢ es de banda limitada (propiedad heredada de la funcién ventana),
y eligiendo el ancho de banda no mayor que 1/d, setiene |

F,(U) =3[q)U). (3.33)

para frecuencias [U] <1/24 .

Notese que el ancho de banda 4 debe elegirse lo més grande posible,
para que la regularizacion resulte ser una buena aproximacion a la
transformada de Hilbert de (3.6). Por otro lado, no debe ser mayor que 1/d.
Asi, si 4 es suficientemente pequefio, 4=1/d resulta ser aceptablemente
grande, para fines practicos.

Por ¢jemplo, del teorema de regularizacién se sigue que el valor limite
de la funcion @) =|U|F,(U)), es @) =|U], donde el ancho de banda se toma

como el radio del intervalo de frecuencias U] <1/2d, esto es igual a 4/2.
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En concreto se puede decir que: Si la coleccion de datos gy es muy
confiable y J3gy es casi de banda limitada con ancho de banda 1/4, entonces
resulta apropiado elegir a g, tal que Jq](U) = F,(U)=U . Mas aun, si ¢l ruido
en los datos g, es considerable, 6 bien tiene lugar el fenémeno aliasing
(fusion de frecuencias) cerca de 1/2d , entonces una eleccion de F,(U) que sea

pequefia para U cerca de 1/2d , puede dar buenos resultados. Sin embargo, la
eleccion exacta del filtro debe depender del método de coleccion de datos y el
tipo de objeto que se desea reconstruir.

3.6 Experimentos.

A continuacion se presentan los experimentos realizados con el algoritmo de
convolucion-retroproyeccion, cuya implementacion se realizé en lenguaje
Fortran 77, y se ejecutaron en una PC Pentium usando e! compilador Fortan
Power Station de Microsoft. '

Como intervalo de muestrec se tomo el intervalo [-Nd,Nd], donde
Nd = £. La reconstruccion se calculd sobre una malla de 2N +Dx(2N +1)

pixeles para el muestreo de R, f.
El algoritmo trata de recuperar las siguientes funciones de prueba:

L f(%y)=(x-4)" exp(~(x—4)* - (y - 4))

2 fep) == -4 exp(~(x-4)" - (y-4)*)

usando las funciones ventanas de Hamnning v Hamming generalizada para
diferentes valores del parametro de suavizacion « .

Estas funciones de prueba representan superficies de dos y cuatro picos
bien definidos como se muestra en las Figs. [ILa y IIL.b que se presentan a
continuacion.
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3.7 Comentarios de los experimentos

Los filtros denominados de paso bajo atentian o eliminan las componentes de
alta frecuencia, a la vez que dejan inalteradas las bajas frecuencias. Esto
conduce a obtener imagenes con diferentes grados de suavidad segin el filtro
en uso. Por ejemplo, se puede apreciar que en las reconstrucciones realizadas
con el algoritmo de convolucidon-retroproyeccion, usando la ventana de
Hanning (a@=0.5) y la ventana de Hamming generalizada con parametro
a = 0.54, las imagenes son muy suaves (Figs. 11.6-111.9 y 111.14-111.16). Por
otro lado, con el pardmetro « = 0.8, las imdgenes obtenidas son mucho menos
suaves y se puede apreciar que los valles y los picos tienen una mayor
definicion (Figs. 13.10, II1.11, 111.17 y 111.13). Finalmente, cuando « =1, las
imagenes obtenidas alcanzan su maxima definicion (Figs. II1.12, I1.13, 1119
y I111.20). En este caso la ventana generalizada de Hamming no ejerce ninguna
atenuacion.

Debe notarse también que la mayor suavidad en las reconstrucciones es
alcanzada cuando el parimetro o toma el valor mas pequefio, lo que
corresponde a la ventana de Hanning (@ = 0.5).

De lo anterior se concluye que nuestra version del algoritmo de
convolucion-retroproyeccion con rayos paralelos, es capaz de recuperar
eficientemente las funciones de prueba con diferentes grados de aproximacion,
dependiendo del pardmetro o, .

Con respecto al método de interpolacion se puede apreciar que el uso de
interpolacion lineal parece producir mejores resultados que la interpolacion
vecinos mas cercanos.
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Fig. I11.6 Grafica de la reconstruecidn de la superficie:

floy)=(x~ 4y exp(-(x -4 —(y -4

utilizando ¢l método de convolucidn-retroproyeccion para haz de rayos  paralelos ¢

interpolacion lineal,

Parametros de la reconstruccion

e Ventana de Hanning(a = 0.5)
o Intervalo de muestreo d =1.0
» Malia de 128x 128 pixeles
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Fig. 1.7 Grafica de la reconstruccion de la superficie:

Fx,p) = (x - 4) exp(~(x -~ 4" ~ (y -4)*)

utilizando el método de convolucién-retroproyeccion para haz de rayos paralelos e
interpolacion lineal.

Parametros de la reconstruccion

¢ Ventana de Hanning (e = 0.5)
o Intervalo de muestreo 4 = 0.25
+ Malla de 128x 128 pixeles
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Fig. 11L.8 Grifica de la reconstruccién de la superficie:

F(5,3) = e~ 4Y exp(~(x - 4)* - (v ~4)})

utilizando el método de convolucidn-retroproyeccién para haz de rayos  paralelos e |

interpolacién lineal.
- Parametros de la reconstruccion

* Ventana generalizada de Hamming con « = 0.54
e Intervalo de muestreo d =1.0
¢ Malla de 128x 128 pixeles
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Fig. 1.9 Grafica de la reconstruccion de la superficie:
S053) = (5= 4 expl(~(x—-4)* ~(y - 4))

utilizando el método de convolucion-refroproyeccion para haz de rayos paralelos e
interpolacion vecinos mas cercanos.

Parametros de la reconstruccion

e Ventana generalizada de Hamming con o = 0.54
e Intervalo de muestreo 4 =0.25
o Malla de 128x 128 pixeles
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Fig. 111.10 Grafica de la reconstruccion de la superficie:

Fx,y)= (-4 exp(-(x=4) =y~ 9"

utilizando el método de convolucidn-retroproyeccion pata haz de rayos  paralelos e
interpolacion lineal,

Parametros de ia reconstruccion

o Ventana generalizada de Hamming con « =08
» Intervalo de muestreo 4 =0.5
+ Maila de 128x 128 pixeles
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Fig. TIL.11 Gréfica de la reconstruccién de la superficie:
Sx )= (x~4) exp(~(x - 4 ~(y ~ 4)")

utilizando ef método de convolucion-retroproyeccion para haz de rayos  paralelos e
interpolacion vecinos mas cercanos.

Pardmetros de la reconstrucceion
¢ Ventana generalizada de Hamming con a = 0.8

¢ [ntervalo de muestreo d = 0.25
e Malla de 128128 pixeles
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Fig. 111.12 Grafica de la reconstruccion de la superficie:
fx,9) = (x ~4) exp(~(x - 4)’ - (y ~4)")

utilizando el método de convolucidn-retroproyeccion para haz de rayos  paralelos ¢
interpolacion lineal.

Parametros de la reconstruceion

¢ Ventana generalizada de Hamming con a = 1.
e Intervalo de muestreo 4 = 0.25
» Malla de 128x 128 pixeles
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Fig. 111.13 Grifica de la reconstruccién de la superficie:

Sl yy = (x~4) exp(-(x~4)’ ~(y - 4)")

utilizando el método de convolucidn-retroproyeccion para haz de rayos  paralelos e
interpolacion vecinos mas cercanos.

Parametros de la reconstruccion

e Ventana de generalizada de Hamming con « =1.
¢ Intervalo de muestreo d = 0.25
¢ Malla de 128x128 pixeles

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Fig. 111.14 Gréfica de la reconstruccion de la superficie:
Sx,y) = (3 =47 (- 4Y exp(-(x = 4)" = (y - 4)")

utilizando el méfodo de convolucién-refroproyeccion para haz de rayos  paralelos ¢
interpolacion lineal, - '

Parametros de la reconstruccion

¢ Ventana de Hanning (o = 0.5)
» Intervalo de muestreo d =1.
¢ Malla de 128128 puntos
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Fig. lIL 15 Grifica de la reconstruccion de la superficie:
F2) = (x4 (y - 4 exp(-(x =~ 4)* ~(y - 4)?)

utilizando el método de convolucion-retroproyeccién para haz de raybs paralelos e
interpolacion lineal.

Parametros de Ia reconstruccion

¢ Ventana generalizada de Hamming con o = 0.54
» Intervalo de muestreo 4 =1.0
» Malla de 128x 128 pixeles

29-1




0.15.

’f?
0.1.] G 0N
Ry e
4 s, k,!‘ e ‘{ i ZF R
? N o I

Fig. I11.16 Gréfica de la reconstruccién de la superficie:
S, y) = (x~4Y(y - 4) exp(~(x ~ 4" = (v~ 4)°)

utilizando el método de convelucion-retroproyeccion para haz de rayos paralelos ¢
interpolacion vecinos mas cercanos.

Parametros de la reconstruccién

* Ventana generalizada de Hamming con « = 0.54
» Intervalo de muestreo d = 0.25
e Malla de 128x 128 pixeles
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Fig. [11.17 Gréfica de la reconstruccitn de 1a superficie:

F(x,3) = (x -4 (y - 4 exp(~(x - 4)* - (y - )

utitizando el método de convolucidén-retroproyeccion para haz de rayos paralelos e
Interpolacion lineal. '

Parametros de la reconstruccion

e Ventana generalizada de Hamming con « = 0.8
¢ Intervalo de muestreo d = 0.5
o Malla de 128x 128 pixeles
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Fig. 111.18 Grafica de ia reconstruccion de la superficie:

F(x,) = (5 = 4 (- ) exp(~x— 4" = (y - 4))

utilizando et método de convolucién-retroproyeccién para haz de rayos paraielos e
interpolacion vecinos mas cercanos,

Parametros de la reconstruccion

¢ Ventana generalizada de Hamming con o = 0.8
s Intervalo de muestreo d = 0.25
o Malla de 128x 128 pixeles
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Fig. 11119 Gréfica de la reconstruccién de la superficie:
[ p) = (x4 (y ~4) exp(~(x = 4)* - (y - 4)*)

utilizando el método de convolucion-retroproyeccion para haz de rayos
interpolacion lineal.

Parametros de la reconstruccion

¢ Ventana generalizada de Hamming con a =1,
¢ Intervalo de muestreo o = 0.25
¢ Malla de 128x 128 pixeles

paralelos e
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Fig. 111.20 Grafica de 1a reconstruccion de la superficie:
) = (5~ - eplA{x -4 - (y~4)")

utilizando el método de convolucién-tetroproyeccién para haz de rayos  paralelos ¢
interpolacion vecinos mas cercanos.

Parametros de la reconstruccion

» Ventana generalizada de Hamming con a =1.
o Intervalo de muestreo d = 0.25
o Malla de 128x 128 pixeles

RS CON
FALLA DE ORIGEN
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CAPITULO 4

El método de retroproyeccion filtrada para haz de rayos
paralelos y en abanico

De la experiencia obtenida con el método de retroproyeccion filtrada en una
region cuadrada vista en el capitulo anterior, estamos en condiciones de iniciar
el estudio de una nueva version del método de retroproyeccion filtrada. Como
se vera mas adelante, esta version tiene la ventaja de satisfacer la condicion de
muestreo de Nyquist, lo que garantiza una reconstruccion confiable de la
funcién que se desea reconstruir siempre que la funcién pertenezca al espacio
C; v ademés sea esencialmente de banda limitada . Es importante resaltar que

este. algoritmo es considerado actualmente como uno de los algoritmos mds
importantes al menos en el campo médico.

4.1. Antecedentes,

Recordando la ecuacion de la recta ¢, con vector normal unitario
u, =(cos@,send) y distancia al origen p, esta dada por

p=xcos@+ ysend ,
o bien, en forma suscinta, por
u,-x = p, @a.1)

donde x=(x,y), la transformada de Raddn de una funcién f e § (8?), se puede
representar como

RUOP) = [f(mdx, | 4.2)

g -X=p
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donde por razones de sencillez, se denotaa f(x,y) por f(x) y a dxdy por dx.
Es importante resaltar que Rf (e § (S' x R) ) es una fimcidn par; Esto es,

9‘[f‘](B’ P ) = m{f]("*e,""P ) -

Por otro lado, para g < § (S' x R), el operador de retroproyeccion R*, en
ésta nueva notacion, se puede rescribir como:

R [gIx) = [guy.u, -x)db. | (4.3)

El resultado siguiente es muy importante para la base tedrica de la nueva
version (que se vera después) del algoritmo de la retroproyeccidn

Teorema. Si fesS (R y ge 5 (8 xR) con g@,p) = g(-0,-p), enfonces
(R'g)* [ =R (g *HS). 4.4)
La prueba de este resultado se sigue de aplicar la definicion de

convolucién combinada con la definicién del operador de retroproyeccion, y
restringiendo la funcién f a una recta. Es decir,

@g* N)x)= [R*[g)x-y)/ (¥)dy

= I ! g(0.u, - (x—y)do f(y)dy

R*s!

= | j 2(0,u, -(x~y)) f(y)dydo

e

expresando a y =su, +z, zcu,”’, se tiene que

= J' _[ jg(&, Uy - (X~ (su, +2))) f(su, +z)dedsd0

Sl Rl ua.l.

= [ | 8@, -x=5) f(su, +2)dadsd®
§1 Rty
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= | [2(8,u, -x—5YRf¥(s,0)dsd0

sigt

= j(g*mf)(e,u, -x)df

=R (g * R )Nx).

La importancia de esta relacion se debe al hecho que su lado derecho,
no es mas que la transformada inversa de Radén mediante su lado izquierdo
como se verd mas adelante (Véase seccion 3.2). Asi pues, si elige a g tal que
R*g sea una aproximacion a la funcién & de Dirac (es decir, %*g sea un filtro
de paso bajo con frecuencia de corte b), entonces se puede utilizar el lado
izquierdo de la expresién (4.4) para aproximar a la transformada inversa de
Radén. A este punto se volvera mas adelante.

4.2 Condicion de maestreo de Nyquist

Como se sefialé anteriormente, el muestreo de la seccion del objeto tiene una
gran importancia en la calidad de la imagen por reconstruir. Y es natural
esperar que entre mas fina sea tomada la muestra, la reconstruccion sea de
mejor calidad. Sin embargo, debido a que la muestra es siempre finita, se ha
encontrado que la funcién f a reconstruir confiablemente debe de ser una
funcion de banda esencialmente limitada. Otro aspecto muy importante estd
relacionado con la resolucion que se puede alcanzar a partir de un nimero
finito de muestras de la transformada de Radén. Para poder abordar estos
aspectos, es conveniente recordar antes lo que es una funcion de banda
esencialmente limitada.

Como se vid en el capftulo anterior, una funcién f:R— R es llamada de
banda limitada con ancho de banda >0, si su transformada de Fourier es
localmente integrable y se anula fuera de 1a bola de radio 5.

Como ejemplo, considérese la funcion g:R-—»>R definida por

2(s)= %\/272' , st se[~L1], vy g(s)=0, en otro caso. Su transformada inversa de
Fourier esta dada por
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FUIW = 5 e
= $inc(x). Q

La funcion f(x)=sincx es una funcion de banda limitada con ancho
de banda »=1, ya que es la transformada inversa de Fourier de una funcion
que se anula fuera del intervalo con centro en 0 y radio 1. La funcién
sinc,(x) = sinc(bx), &> 0, es otro gjemplo de funcion de banda limitada. Nétese

que la funcién sinc, es una funcién (analitica) oscilante que decae rapidamente
y que no se anula fuera del intervalo con centro en 0y de radio 5.

En la figura IV.1 se puede apreciar la grifica de la funcién sinc, . NOtese
que para valores |x| < #/b, la funcién es positiva y decae rdpidamente en forma

oscilante fuera de ese intervalo. En la juerga del procesamiento digital de
imégenes sinc, representa un detalle de tamafio 2z/5. En general, una funcién
de banda limitada con ancho de banda # no tiene detalles més pequefios que
2z/b, y por ello para representar detalles de tamafio 2z/b de una cierta
funcidn se necesita que dicha funcién sea de banda limitada con ancho de
banda al menos ». ,

Ahora bien, como usualmente las imagenes son funciones (de densidad)
con soporte compacto, y dado que la transformada de Fourier de una funcién
de soporte compacto, no necesariamente es de soporte compacto. Se hace
necesario considerar a las funciones de banda esencialmente limitada.

Por una funcion de banda esencialmente limitada (con ancho de banda
b ) se entendera una funcién f: R -» R cuya transformada de Fourier 3I[£}(¢)

es "despreciable” para valores |¢] > b.

Como se ha venido observando a lo largo de este trabajo, el muestreo de
la funcion que se desea reconstruir requiere satisfacer la condicion de
muestrec de Nyquist, este hecho tiene su base en el bien conocido teorema de
muestreo de Shannon, que en su forma mas simple, se puede formular como

sigue

Teorema. Si f:R-» R es de banda limitada b, y O<h<z/b. Entonces, f
estd unicamente determinada por sus valores f(hk), keZ. Esto es, con
respecto a I}(R):

F(xy=Y f(hk)sinc(z | KXx ~ hk). | (4.5)
k
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Fig. IV.1 Grafica de la funcién sinc,
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Ademads, con respecto a L,([-(z/h),z/h)):
AU = QY Y, flkh)e™ (4.6)
k

Si g es otra funcion de banda limitada con ancho de banda b, se tiene que
[ f@ &I = B £ (kh) g kR, @4.7)
k

A la condicion #< z/b se le conoce como la condicion de muestreo de
Nyquist, la cudl dice que las muestras deben de ser tomadas a una distancia a
lo més la mitad del detalle mas pequefio presente en f.

Por este resuitada, si f es de banda limitada (con ancho de banda b) y
se satisface la condiciéon de muestreo de Nyquist, entonces f se puede
recuperar confiablemente a partir de sus muestras por la serie sinc (4.5). Més
aun, este proceso de reconstrucclon es estable, en el sentldo que -

L,m'--wztf(kh)”

De (4 6) y (4 7) se puede ver que bajo la condicion de muestreo de
‘Nqust, la transformada de Fourier y productos internos pueden ser
calculados exactamente por la regla trapezoidal. .

~.Como se puede ver de los comentarios anteriores, la zmportancza de fa
ﬁmclon sinc en 1a recuperacién de una funcién de banda limitada, es evidente.

Ahora bien, el error S f(x)~ F0), que se comete al aproxamar una
,funcmn 7 de banda esenczalmente limitada (con ancho de banda b), por su
sene sinc (S, fy:

S, f()= Z FkR)sinc(z 1 B)(x - Kh).

se puede dar en base al siguiente resultado:

Teorema. Si f e 8(R), entonces existe una funcion i, elI_(R), ! le <1, tal
que |

S f B~ fE) =222y | ﬂ(ﬁ)sif](é’)daf 4.8)

R-{(x!hymih}
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Combinando este resultado con el hecho que f es de banda
esencialmente limitada, esto es

fotrieme<es

{&}=6

se sigue que
S,/ — 7] < 2=y 2.

Por otro lado, la composicion espectral del error S, f ~ f esta dado por

S S) =3 = e — DY + 2,30 .9}

donde ,f,,,, es la funcion caracteristica del intervalo ~[z/h,z/k] y a(x) es tal
que

Hak®) = L6 -Zp

De acuerdo con (4.9), el primer término de la composicién espectral del
error (y., -3 se anula dentro del intervalo [—(x/h),z/h}. Luego, esta

funcidn describe Gnicamente detalles de tamafio menor que 2k. Esto es,
detalles de tamafio menor que 2xz/b. Asi, para un muestreo adecuado para
tales detalles, se requiere muestrear a la funcién a una distancia menor que 4.

Por otro lado, el segundo término, z,,,3a se anula fuera del intervalo, luego

esta funcién describe detalles de tamafio igual o mayor a 24 (1 e.,, detalles de
tamaiio igual o mayor a 2z /5 ).

De lo anterior se puede conclmr que un mal muestreo de la funcién no
unicamente produce detalles espurios dos veces tan grandes o mds pequefios
que la distancia de muestreo, sino que también perturbaciones globales
superfluas de la imagen (solapamiento de frecuencias).

Con el objeto de prevenir el solapamiento de frecuencias, es
conveniente filtrar previamente a la funcion f que se desea muestrear. Una
manera de realizar esta operacion, consiste en tomar, en vez de la funcién 1, a
la funcién dada por
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Sy =y, * 1.

de donde y, es una funcién de banda limitada (con ancho de banda) 5.
Claramente, por ¢l teorema de la transformada de Fourier de la convolucion,
£, es también de banda limitada 5. Esto es, con esta operacion de filtrado, se
pasé de una funcién f esencialmente de banda limitada 5, a una funcidén f

de banda limitada & . La cudl, se puede muestrear apropiadamente con tamafio
de paso A< z/b.
A la funcién y, se le conoce como un filtro de paso bajo con frecuencia

de corte 5, y como ya sc menciono en el capitulo anterior, esta clase de filtros
tiene la propiedad de atenuar la presencia de las mds altas frecuencias, con la
consecuente suavizacion de las partes abruptas de la imagen.

Hasta aqui pareciera que, usando la serie sinc se esta en condiciones de
reconstruir funciones esencialmente de banda limitada &, si éstas son
muestreadas apropiadamente (i.e., si el muestreo satisface la condicién de
Nyquist). Sin embargo, se ha encontrado que este no es precisamente el
camino mas adecuado a seguir. Una alternativa que se ha preferido, por su
eficiencia en la evaluacidn, es la interpolacion B-spline.

- - r r L4 - I
Si y esla funcién caracteristica del intervalo [——-%—,5] , entonces

B=g»-..»y (k factores).

es una funcion B- spline de Orden k. Obviamente, B es (k-2) veces
continuamente diferenciable, anulindose fuera del intervalo [-(k/2),£/2], y
reduciéndose a un polinomio de grado £-1 en cada uno de los sub-intervalos

7.1 +1} para k par, 6 bien en cada uno de los sub-intervalos [/ -»--12—,1 +-§] para k

impar, siendo 7 un entero.
Sea B,,,(s)= B(s/h), donde B(s) es una fucion B-spline de orden k. Si
g € 8(R) y h>0, entonces se define a la interpolacion spline de g, a la funcién

L,g(s)= Y g(hD)B,,, (s~ ki) (4.10)
1

Para k=1, 1,g(s) es una funcién constante a pedazos. Para k=2, I,g(s)es una
funcién lineal a pedazos.
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4.3 Resoluciéon

A continuacidn, se considerara a la transformada de Radon R/ de una funcién
f con soporte contenido en la bola unitaria con centro en el origen B,c R’ y
esencialmente de banda limitada, en el sentido que sera precisado mas
adelante. Ahora, dado que el niimero de muestras proporcionadas para la
transformada de Radon es finito, surge Ia pregunta ;Para qué direcciones
feS' 1a funcién R, f debe ser dada para poder recuperar confiablemente a 17
(i.e., si detalles de tamaiio 2x/b “deberian” de ser “resueltos™). Con objeto de
responder esta pregunta se necesario repasar antes algunos resultados sobre
arménicos esféricos.

Sea H, el conjunto de armonicos esférico de grado <m; esto es, el

conjunto de los polinomios homogéneos en dos variables restringidos a ', de
grado <m. Los cuiles son pares para m par e impares para m impar. Se
demuestra por induccion que:

dimH, =m+1.

Para la discusion que sigue, la definicidon siguente juega un papel
central: Un conjunto de » direcciones 4={6,.0,,....6,}cS' es llamado m-
resolvente, sino existe peH,, (no trivial) que se anule sobre 4.

Una respuesta a la pregunta sobre la resolucion antes planteada, puede ser
dada en base a los siguientes resultados [13], enunciados en sentido prictico:

- Una functén definida sobre la bola unitaria B, cuya transformada de
Radon se anula sobre un conjunto m-resolvente no contiene detalles de
tamafio 27/m © ms grandes.

- Una funcidn sobre B, la cual no contiene detalles de tamafio 2z/6 o maés
pequeiios, puede ser recuperada confiablemente a partir de los valores de
su transformada de Radén sobre un conjunto AcS' m-resolvente, a
condicionde que m > b.

- Un conjunto AcS' es m-resolvente siy sélo si contiene al mesos m +1
direcciones.

Asi, de los Gltimos dos resultados se sigue que es posible reconstruir
fimciones de banda esencialmente limitada (con ancho de banda 5) a partir de

n direcciones angulares diferentes en [0,7), si
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b<n - @1n

Nétese que ningin supuesto sobre la distribucion de estas direcciones es
necesario.
Hasta aqui se ha trabajado bajo el supuesto que f<C;(B,) es de banda

esencialmente limitada y que R®,f(s) es conocida para 6c 4, seR. Sin
embargo, en la prictica solo se conoce un mimero finito de valores de %, 1.
Luego, para aplicar la condicién de muestreo de Nyquist a R, f, se requiere
que R,/ sea una funcién esencialmente de banda limitada. Este requerimiento
es satisfecho debido a que f es una funcién banda esencialmente limitada. En
efecto, del hecho que |

AR, o) =)' > I f(c9), ceR,
para f € S(R?), se tiene que

[ [3f(cDlda <&
e > b

implica que

| pébls[mgf](ajda <s

Por lo tanto, st la funcién f es de banda esencialmente limitada entonces %,/
también lo es.

Donde el muestreo serd correcto si satisface la condicion de Nyquist. Es
decir, si R,[f1(s) es conocida para:

s,=0lq, f=-q,..q, g2b/nm.
Como sabemos que el nimero » menor de direcciones necesarias para

recuperar una funcién f de banda esencialmente limitada (con ancho de

banda b) es fundamentalmente »2> 5. Se tiene que los nimeros minimales »,
¢ son aproximadamente:

n=xq
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Esta relacion es conocida como {a relacion optimal.

4.4 Geometrias de escaneo

Después de haber discutido las condiciones de un buen muestreo para la
funcién R,s para poder reconstruir confiablemente a ia funcién original f, se
esta en posicion de pasar a describir brevemente dos esquemas de muestreo o
geometria de escaneo en el plano, las cuales son usadas para colectar las
muestras de la transformada de Radon.

Para tal propdsito, se supondrd que feC;(B,), esto es, f es una
funcién de clase C* con soporte compacto contenido en el disco unitario
B, ¢ R? y de banda esencialmente limitada.

Un primer esquema de muestreo corresponde a la geometria de escaneo
en paralelo se tiene que para cada una de las direcciones
8, =n(j-D/n, j=L..,n,uniformemente distribuidas sobre la mitad del circulo

unitario, %, f es muestreada en 2¢+1 puntos igualmente espaciados,

S, =h{, £=—q,...g, h=1/q. Aqui, n y ¢ satisfaciendo las condiciones de
muestreo de Nyquist: n>b y ¢ 2 b/x.

Un segundo esquema de muestreo conocido como geometria de
muestreo de haz de abanico, el cual se describe a continuacion.

Pero antes es conveniente recordar que el objetivo de este capitulo es
presentar el método de retroproyeccion filtrada sobre el disco unitario con el
fin de reconstruir objetos usando las geometria de escaneo por rayos paralelos
y haz en abanico. Para este Gltimo caso, sea r > 1, el radio de un circulo con
centro en el origen sobre el cudl se posesiona a una fuente, digamos en
a=r(cos f,sen §)7, 0< B<2x ysea L(f.a) la linea recta que pasa a través de a
y que forma un angulo a con respecto a la linea recta que une al punto a con
el origen. La linea recta 1(8,a) la cual se muestra en la Fig. IV.2 esti dada por
u, X=p, u, =(cosB,send)’, donde

p=rsena, 9=F+a-xl2 {4.12)

La primera relacion es clara, pues pu, es la proyeccion ortogonal de «
sobre u,. Para la segunda ¢s suficiente observar que el dngulo g9 entre a v
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Fig. IV.2 Gréfica de la geometria de escaneo por haz de rayos en abanico donde
se muestra la region de reconstruccion, Q°. Una de las fuentes (a) sobre el

circulo de radio » >1 ylarecta L(f,«), cuya distancia al origen s¢ denota por
s.
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u, €s 7w/2—a . Nétese que para cada linea recta L(B,a) que intersecta al disco
unitario B, existen precisamente dos representaciones en términos de las
coordenadas «, # también como en las coordenadas s,8. No obstante, las
relaciones (4.12) entre estos sistemas de coordenadas es localmente uno a uno.

Ahora estamos en condiciones de introducir tramsformada de haz
divergente conocida también como transformada de haz en abanico, 1a cual
esta definida, para f<$§ (R?), como

A fYa0) = [ fla+n,)d. (4.13)

Aqui, la integral de f es a lo largo de la semi-recta a4+, con punto inicial

ae R y direccion @eS8'. Se acostumbra también a denotar
A, [ @) = 4{f)a,8). Algunas propiedades basicas de esta transformada se

pueden ver en [13].
En el escaneo, A, 1f] es muestreado en 2g+1 direcciones igualmente
espaciadas para n fuentes g,,..,a, uniformemente distribuidas sobre la

circunferencia de radio r >1 y centro en el origen. Esto significa muestrear la
funcion g en los puntos:

g(B,a,), B, =2x(j~-B/n a,=xlf2q), j=l..n £=-g,..4,

en donde g(f,a)=Rf(4,p), donde p=rsena y @=F+a—n/2.

Por supuesto que Unicamente se tiene que evaluar la transformada
Al f1(a.8) sobre las rectas L(B,a) que cortan al disco unitario B,, es decir,
sobre aquellas para las cuales |a,| < a(r) = arcsen(l/r). Asi, el nimero de datos

es practicamente:

4@.,@.
z

4.5 Ki algoritmo de retroproyeccion filtrada para haz de rayos paralelos

Como se mencioné anteriormente el algoritmo de retroproyeccion filtrada esta
basado en Ia expresion:




R'g) f =R (g* %)

donde feSRH Y geS(S'xR) .
Sustituyendo a g por w,, una funcién de banda limitada (con ancho de
banda 5} ytomando ®*w, =F, en la expresion de arriba, se tiene que:

F,* f =R (w, +%f) (4.14)
¢ bien que
, .
(F, » 1Yx) = [ fw,(u, -x - YRF(O, p)dpd® (4.15)
P |

donde, al ser w, una funcién de banda limitada, F, es un filtro paso bajo.
Para el caso de la geometria de escanco de rayos paralelos, el

" procedimiento para evaluar la doble integral en (4.15) se conoce como el
algoritmo de la retroproyeccion filtrada. El cudl, dada:
g=%f, para (8,,5,), 6,=x(~Din, s,=hl, j=l.n, L=-g...q;

consiste de los siguientes dos pasos:

1) Para j=1,.,n, se calcula

7
v, =h Y w,(s, ~5,)200,.5,), k=-g,..q. @4.16)

g

2) Para cada punto x de reconstruccion se calcula Ia retroproyeccion
discreta

(= @/B) 3~ 44D, )

=t

donde para cada X, p=uy 'X, k<s/h<k+l, u=sih-k.
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Aqui, como en el caso del algoritmo de la convolucién-retroproyeccion vista
en el capitulo anterior, se usa una suma de Riemann para aproximar las
convoluciones v la regla del trapecio con n nodos para evaluar la
retroproyeccién.

Regresando a la expresion (4.14), la cual puede ser vista como una
variante computacional de la formula explicita de inversion de la transformada
de Radon

f-—-%ﬁn*m[f].
Y4

La idea detras de (4.14), consiste en elegir a w, de tal manera que F,
sea un filtro de paso bajo con frecuencia de corte 5. Esto es, se quiere que

_1g |
F (&)= 5 & 5 | 4.17)

donde 0<db<ly &H()=0 para ¢=>1. Un ejemplo ideal de filtro de paso
bajo esta dado por

B J, (b|x§_)

il P

donde J,(z) es la funcidén de Bessel de orden uno, el cusl se obtiene al tomar

&()=1,para 0L <1 y d()=0 para ¢ >1.
Ahora, del hecho que

i1
4l

£

SR’ [g)(&) =278 (g @

)+ 8- 2,E))
para ge $(S' x R)(véase [42]) y de que %*w, = F, se tiene que

£,(8) = 3(R¥ [w, (&) = 2r e (w{,(}%,tém-,n (—é-l,ﬁéi».
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Por ser £, una funcion radial, el primer argumento de w, se puede suprimir.
Luego, de (4.17) se sigue que

W, (4) =—;~(2zr)”’”¥.4 16(% (4.13)

En los experimentos que se reportan en este trabajo, se usaron los filtros
siguientes:

(i). El filtro dado por

lﬂggv gSI,

d’(é’)={
0, £>1.

Con ¢l que se obtiene, echando mano de (4.18), la funcion de banda limitada

2
w,(s)= 46—2 {u(bs) - sv(bs)},
v 4

, s#0,
5? s :
w(s)= (4.19)

l, s=0.
2

thzss (1_%)sens, 520,

h 4 by 5

v(s)=

1

=, =0

{3 $

Si b estd ligado a & (ie, bdb=z/k), lo cudl es el valor maximal para
b(Teorema de muestreo de Shammon-Nyquist en la seccion 4.2). Y si w, es

evaluada solo en s=s, entonces se tiene una simplificacion considerable,
obteniendo que
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1/4-¢/6, =0,
b 22
wb(s,):ij? “'6'(7!' I ), 1+0 par,
- x*1*), ! impar.

Esta es precisamente la expresion que se usa en (4.16). En el caso que
£=0, se obtiene el filtro sugerido por Ramachandran y Lakshminarayanan,

[13].
(ii). El filtro sinc, el cudl esta dado por

sinc(ng 1 2), ¢ <1,
¢(§)={
Q, ¢ >1.

En este caso, la funcién w, de banda limitada es;

»? m/2—ssens
2t i la-gt (4.20).

w,(s)=

De nuevo,si b=z/h y s=s, entonces, w,, al simplificarse, toma la forma
»¥ 1
WS, ) = i s
b( i) 73"' 1_412

que es la expresién que para el filtro sinc se usa en (4.16).

El nimero de operaciones del algoritmo de retroproyeccion filtrada es
como sigue. Para las convoluciones se requieren O(ng”) operaciones las cuales
pueden ser reducidas a O(nglogg), si se usa la FFI. La retroproyeccion
requiere O(n) operaciones para cada, x, totalizando un O(ng*) operaciones si
la reconstruccion es calculada sobre una malla de (2¢+1)x(2¢+1) la cual
corresponde al muestreo de R,/ . Para la relacion optima » = ay se llega hasta
O(q’) operaciones sin importar si nosotros usamos FFT o no.

En los experimentos que se presentan mas adelante se ha usado la
relacion optima n =y,




4.6 Experimentos

En las Figs. IV.4 — IV.11 se presentan los experimentos realizados con el
algoritmo de retroproyeccion filtrada para haz de rayos paralelos, cuya
implantacién se realiz6 en lenguaje Fortran 77, y se ejecutaron en una PC
Pentium usando ef compilador Digital Visual Fortran Version 6.

Como intervalo de muestreo se tomd el intervalo [-1,1]. La
reconstruccion se calculé sobre una malla de (2¢ +1)x(2¢ +1) pixeles para el
muestreo de %, /.

El algoritmo trata de recuperar las funciones de prueba cuyas grificas se

presentan en las Figs. IV.a y IV.b, usando el parametro de suavizacion
g ef0,1].

4.7 El algoritmo de refroproyeccion filtrada para datos de haz en abanico

El camino mas sencillo para tratar con datos de haz en abanico es obtener los
datos para haz en paralelo a partir de los datos para haz en abanico mediante
adecuadas interpolaciones. Este procedimiento, debido a Herman, [7] es
conocido como ‘rebanando’ los datos.

Otra forma de proceder consiste en adaptar la expresion

(F, * )= [ [wyCu, -x- PRI, p)dpas,

para datos paralelos a datos en abanico. Para tal propodsito, es conveniente
recordar que las coordenadas para datos en paralelo (0, p) estan relacionadas

con las coordenadas para datos en abanico (8,a), mediante las relaciones
. p=rsena, O=p+a—-xl2,
Yy que
g(B.a) =R (6, p).

| Ahora, considerando al integrando w,(u, -x-p), se hace necesario
expresar a la distancia del punto x a la recta L(e,f):u,-x=p; esto es a
|up-x~p en términos de a, #. Para ello, sea yel angulo entre los vectores
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x-a ¥y —a, el cudl depende Gnicamente de x y g (véase Fig. IV.3). Luego
se tiene que:

a-x,a _
ms(iy):(f_ajﬁf;?’ + para a'-x<0, - para a*-x20.

Ast, se sigue:
S~y =y x~ p =[x - dsen(y — ) 420"

donde y eslaproyeccion de x -« sobre la recta L., f).-
Luego, usando (4.20"), la expresidn integral de la convolucién F, * f en
las coordenadas o, 8, toma la forma:

2r xl2

(Fys ) =r [ [w,(|x-a|sen(r - @) g(B.a)cosa da dp. @21)
]

i

dado que el jacobiano de este cambio de coordenadas viene dado por

X50) _ycosa.

Ha, )
Y debido a que
wy (05)= p 7w (s),
haciendo p=ix~ g, se sigue que:

a2

2z
(F,» fXx)=r j]x ~a jw,x,d ,(sen(y — &) g(f,a)cosada dp. (4.22)

-2

Finalmente, observando que la integral mas interna depende sélo ligeramente
del valor x-alb de la nueva frecuencia de corte, ¢s posible remplazar |x-alb
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Fig. IV.3 Gréfica de la geometria de escaneo por haz de abanico donde se
muestra la proyeccién (v) de larecta x sobre la recta L(f,a)desde donde

se realiza la transformacién de coordenadas (s, &) para haz de rayos paralelos
a coordenadas ( 8, ) para haz de rayos en abanico.

A -A




por una frecuencia de corte ¢ (que no dependa de x, £) suficientemente
grande. Asi pues:

x/2

2%
(Fyxf¥x)y=r fx—d” [w,(sen(y ~a)) g(B,a)cosadadp. (4.23)

il

El algoritmo que implementa (4.23) es ahora el algoritmo de
retroproyeccion filtrada para rayos en paralelo modificado, el cudl consiste en

Dados g(B.a,), con B, =2x(j-O/n j=l.,n y
a, =hl, {=—q,.,q9, h=nx/2q.

1) Para j =1,...,n se calculan las convoluciones
4
g
v, =h Y w(sen(a, -a,))g(B,a)c080, k=-g..q.

£mmg
2) Para cada punto de reconstruccién x, se calcula la retroproyeccion
discreta

Sr(x )“"""le al ((1 U, UV )

=l

donde paracada x: k y » se determinan mediante la expresion

(@, -x,a
¥ = +ar eos A — 1 ‘)

’ J k<y/h<k+1l, u=ylh-k
a, X\a :

Elsignoes ‘ +7°,si a,"-x<0 y ‘—*enotro caso. Aqui, a, es el vector

ortogonal del vector a, .
Para la evaluacion de la funcién ventana w, véase las expresiones (4.19) y
(4.20).
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4.8 Experimentos

En las Figs. IV.12 — IV.18 se presentan los experimentos realizados con el
algoritmo de retroproyeccion filtrada para haz de rayos en abanico, cuya
implantacion se realizd en lenguaje Fortran 77, y se ejecutaron en una PC
Pentium usando el compilador Digital Visual Fortran Version 6.

Como intervalo de muestreo se tomé el intervalo {-x/2,z/2}. La

reconstruccion se calculd sobre una malla de (2¢ +1x(2g +1) pixeles para el
muestreo de R, f.

El algoritmo trata de recuperar las funciones de prueba cuyas graficas se
presentaron ya en las Figs. IV.a y IV.b, haciendo uso del parametro de
suavizacion ¢ ¢ {0,1].

4.9 Comentarios de los experimentos

Se puede apreciar que en las reconstrucciones realizadas con el algoritmo de
retroproyeccion filtrada para haz de rayos paralelos y haz de rayos en abanico,
usando la ventana de F. Natterer [13] con pardmetro £=1, se obtienen
reconstrucciones muy suaves (Figs. IV.4, IV.§, IV.12, y IV.15). Mientras que
para £=0, las imagenes alcanzan su mayor definicion (Figs. IV.7, IV.11,
IV.14, y IV.18). Para valores intermedios las imdgenes mantienen su grado de
suavidad como es de esperarse (Figs. IV.5, IV.7, IV.8, IV.10, IV.13, IV.14,
IV.16,y IV.17).

Es de notarse también que en la reconstruccién mostrada en Fig. IV.18
lograda con el uso de la ventana de Natterer con filtro sinc se obtiene una
mejor definicion de la imagen. Por otro lado para valores intermedios de ¢ las
imdgenes mantienen su grado de suavidad como es de esperarse (Figs. IV.13,
IV.14 yIV.16,1V.17).
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Fig. IV.a Grafica de la superficie. f(x,y) = +* exp(-x" - ¥*) que se

reconstruye utilizando los algoritmos de retroproyeccion filtrada para haz de
rayos en paralelo y haz de rayos en abanico.
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Fig IV b Grafica de la superficie: f(x,y) = x’ 3’ exp(-x" — y %) que se

reconstruye utilizando el algoritmo de retroproyeccion ﬁltrada para haz de rayos
paralelos y haz de rayos en abanico.
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Fig. IV .4 Gréfica de la reconstruccion de lz superficie:

Slxy) = vVexpl-xt - )
utilizando el algoritmo de retroproveccion filtrada para haz de rayes  paralelos.
Pardmetros de la reconstruccidn

» Ventanade F. Natterer{g = 1)
» Intervalo de muestreo o = 0.03
» Mallade 51 x5] pixeles
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Fig. V.5 Gréfica de la reconstruccion de la superficie:

Slxyy = xiexp(-a" —17)
utilizando el algoritmo de retroproyeccion filtrada para haz de ravos  paralelos.
Parzirﬁetms de la reconstruccion
* Ventana de F. Natterer (s = 0.8)

v Intervalo de moestreo J = 0.03
»  Malla de 51 %31 pixeles
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Fig. IV.6 Grafica de la reconstruccion de la superficie:
f(xp) = ¥ exp(=x’ ~ 37)
utilizando el algoritmo de retroproyeccién filtrada para haz de rayos  paralelos.
Parametros de la remnstruccién
s Ventana de F. Natterer (€ = 0.5)

& Intervalo de muestreo 4 = 0.03
¢ Mallade 51x51 pixeles
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Fig. V.7 Gréfica de la reconstruccion de la superficie:

f(xa }') = I: ﬂ){p{A:f o 3":)
utilizando el algoritmo de retroproveccion filtrada para haz de ravos

Pardmetros de la reconstreceidn

¢ Ventana de F. Natterer (¢ =0), también sugerida
por Ramachandran Y Laksminarayvanan

» Intervalo de muestreo d = 0.03

¢ Mallade 51x3] pixeles

paralelos.
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Fig. 1V.8 Grafica de la reconstruccidn de la superficie:
Sl = 7y exp(-1" ~17)
utilizando el algoritmo de retroproyeccion filtrada para haz de ravos  paralelos.
Parametros de la reconstruccion
®  Ventana de F. Natterer (¢ = 1)

s Intervalo de muestreo o = (1.03
*»  Malla de 51x51] pixeles
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Fig. IV.9 Grafica de la reconstruccion de la superficie!

-

Sy =xyiexplx’ - 37%)
utilizando el algoritmo de retroproyeccion filtrada para haz de ravos  paralelos.
Parametros de la reconstruccion
» Ventana de F. Natterer{¢ = 0.8)

e Intervalo de muestreo o = 0.03
o  Mallade 51351 pixeles
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Fig. 1V.10 Grafica de la reconstruceién de la superficie:

f(x,) = 2%y exp(-x’ - y7)

utilizando el algoritmo de retroproyeccion filtrada para haz de rayos paralelos.

Parametros de la reconstruccion

e Ventana de F, Natterer (¢ = 0.5)
s Intervalo de muestreo d = (.03
o Mallade 51x51 pixeles
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Fig. IV .11 Grafica de la reconstruccidn de la superficie:

-

fla)y=x v expl-x" —17)

utifizando el algoritmo de retroproyeccion filtrada para haz de rayos  paralelos.

Parametros de la reconstruccion

» Ventana de F. Natterer {£ = (), también
sugertda por Ramachandran y Laksminarayanan

» Intervalo de muestreo d = (.03

e Malla de 51x31 pixeles

B
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Fig. V.12 Gréfica de 1a reco-nsuuécién de la superficie:
Sy =xtexp{-a® - ¥7)
utilizando el algoritmo de retroproyeccion filtrada para haz de rayos en abanico.
Pardmetros de la reconstruccion |

» Ventana de F. Natterer(e =1)
e Intervalo de muestreo & =0.03
» Mallade S1x51 pixeles
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Fig 1V.13 Grafica de la reconstruccion de la superficie:
F(x, ¥y = x exp(~x" —y")
utilizando el algoritmo de retroproyeccion filtrada para haz de rayos en abanico.

Parametros de la reconstruccién

» Ventana de F. Natterer (¢ = 0.8)
s [Intervalo de muestreo ¢ = 0.03
» Mallade 51x51 pixeles
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Fig. IV 14 Grafica de la reconstruccion de la superficie:

Slx )= %’ exp(~x* - y%)
utilizando el algoritmo de retroproyeccion filtrada para haz de rayos en abanico,

Parametros de la reconstruccion

» Ventana de F. Natterer(¢ = 0.63)
e Intervalo de muestreo 4 =0.03 _

s Mallade 51x51 pixeles TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Fig. IV.13 Grafica de la reconstruccién de la superficie:

F(xp) = X2y exp(=a" - y*)

utilizando el algoritmo de retroproyeccidn filirada para haz de rayos en abanico.

Pardmetros de la reconstruccion

e Ventana 1 (Natterer) con g =1.
¢ - Intervalo de muestreo 0.03

e Malla de 65x65pixeles

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




3

0.8+

0.4 4

Fig. IV.16 Gréfica de la reconstruccién de la superficie:

FGp) = ¥y explen’ - )

utilizando el algoritmo de retroproyeccion filtrada para haz de tayos en abanico,

Parametros de la reconstruccion

o Ventana | (Natterer) con £ =08
¢ Intervalo de muestreo 0.03

o Malla de 65x65pixeles
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Fig. IV.17 Grafica de la reconstruccion de la superficie:

Sta, )= x* }-‘2 exp{- Xt _yz)

utilizando el algoritmo de retroproyeccién filirada para haz de rayos en abanico.

Parametros de la reconstruccién

e Ventana de F. Natterer con ¢ = 0.5
e Intervalo de muestreo 003

» Malla de 65x65pixeles
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Fig. IV.18 Grafica de la reconstruceion de la superficie:

Slxy) =2y exp(-x - %)

utilizando el algoritmo de resroproyeccion filtrada para haz de rayos en abanico.

Parametros de la reconstruccién

* Ventana de F. Natterer con ¢ =0.
¢ Intervalo de muestreo d = 0.03

o Malla de 65x65pixeles
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Fig. TV.19 Grafica de la reconstruccidn de la superficie:

S(xy) =5yt expl-" - y*)
utilizando el algoritmo de retroproyeccion filtrada para haz de rayos en abanico
Pardmetros de la reconstruccién

e Ventana de ¥, Natterer con ¢=1.
» Intervalo de muestreo 0.03
¢ Mialla de 65x65pixeles
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CAPITULO 5
Conclusiones y trabajo a futuro

El problema de la reconstruccion de imagenes es cominmente encontrado en
muchos campos cientificos y técnicos como ha sido sefialado reiteradamente
en este trabajo. De aqui que muchos métodos de reconstruccion hayan sido
desarroliados para resolver este problema. Bésicamente existen dos clases de
algoritmos para resolver este problema. La primera clase trata de resolver ¢l
problema via la transformada dé Radon. La segunda clase intenta resolver el
problema via métodos de expansidn en serie.

Los experimentos presentados en este trabajo pertenecen a la primera
clase de algoritmos que han sido desarrollados para reconstruir una imagen
mediante proyecciones. Basicamente existen también dos tipos de geometrias
de escaneo para la adquisicion de proyecciones, la geometria de rayos
paralelos y la de haz en abanico. En este trabajo se han presentado los
resultados obtenidos por los algoritmos que trabajan con proyecciones
obtenidas por medio de la geometria de escaneo por rayos paralelos,
(convolucién-retroproyeccion y retroproyeccion filtrada). Asi como por la
geometria de haz en abanico (retroproyeccién filtrada). Los datos para generar

las proyecciones han sido obtenidos por la evaluacién de la transformada de

Radon de las funciones de prueba libres de cualquier perturbacion, asi que se
puede considerar que la s proyecciones de daros son perfectas. De los
experimentos realizados con los algoritmos alimentados por proyecciones
generadas con la geometria en paralelo podemos concluir (a reserva de
efectuar mas experimentos) que las reconstrucciones producidas son buenas,
pero la geometria de escaneo tiene el inconveniente de que consume mucho
tiempo para producir las proyecciones debido al giro que tiene que realizar el
escaner en cada proyeccién. Por otro lado la geometria escaneo por haz de
rayos en abanico tiene la ventaja de ser muy rapida en la adquisicion de las
proyecciones y es la que actualmente esta de uso en la practica. Se reporta en
Ia literatura que el tiempo de coleccion de datos para estos escaners oscila
entre 1 y 20 segundos. En este tiempo mas de 1000 proyecciones pueden ser

49




colectadas. Es importante sefialar que esta clase de escaners usa un haz de
abanico con angulo oscilando entre 20° y 30°. Es importante sefialar que los
algoritmos de retroproyeccion filtrada que se han probado es este trabajo
satisfacen la condicion de Nyquist lo que los hace muy superiores en cuanto a
presicion.

Otro aspecto muy importante que se debe destacar es el relacionado con
la ventana éptima usada por los algoritmos de reconstruccion. Como se
recordara los algoritmos de reconstruccion requieren de una ventana para el
filtrado de los datos y una gran variedad de ventanas han sido propuestas para
tal fin. En los experimentos que se realizaron las ventanas de Hanning,
Hamming generalizada v de Natterer han sido usadas. Pero jcomo elegir la
ventana Optima para obtener reconstrucciones de buena calidad?. Lo mas
- recomendable para este caso es ¢l uso de ventanas de paso bajo ya que estas
ventanas tienen la propiedad de mitigar los posibles errores introducidos por
discretizacion al generar las proyecciones de datos, por el nimero finito de
proyecciones, y por varias clases de ruido.

Por lo anteriormente expuesto se puede concluir que el trabajo realizado
en la implementacién y prueba de los algoritmos de reconstruccion satisfacen
las metas que se propusieron en este trabajo.

El mérito que nos acreditamos al trabajar con ellos, es el de haber
comprobado que efectivamente las implementaciones que se realizaron de
estos algoritmos tanto para el caso de reconstrucciones por proyecciones con
la geometria de haz en paralelo, asi como por haz en abanico trabajan
razonablemente bien, aun cuando en los experimentos el nimero de pixeles en
la malla haya sido relativamente bajo (128x128) maximo, comparado con el
nimero de pixeles usados comiinmente en la practica (512x512), por lo
menos y el nimero de proyecciones empleadas en la reconstruccion que
fueron 120 como maximo. Otro aspecto importante que debemos destacar es
la experiencia ganada en el aspecto tedrico que nos brinda la posibilidad de
abordar problemas de mayor complejidad en el campo de la tomografia
computarizada como es el caso de reconstruccion de imagenes por tomografia
de rayos gamma que es el objetivo final que se persigue y del que a
continuaciéon daremos una breve introduccién,

Después del éxito obtenido por la tomografia de rayos x en el area de la
medicina principalmente, despert6 gran interés en la comunidad internacional
por extender su aplicacién a otras areas. Un ejemplo -es la tomografia por
emision de rayos gamma con objeto de reconstruir la imagen del interior de un
contenedor de desechos radiactivos. Una seria dificultad surge con este tipo de
tomografia y esta es causada por la atenuacion que sufren los fotones durante
su viaje desde el nlclido emisor hacia el detector. La extensién de esta
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atenuacion depende de dos factores, la energia del fotdn y la naturaleza del
material del objeto. Para efectos de calculo numérico este fendmeno significa
que un nuevo parametro debe de ser considerado al evaluar las proyecciones
de datos para reconstruir Ia funcion (objeto). Si x denota la atenuacion del
material del objeto y esta no es despreciable como suele suceder en la practica,
esto significa que la funcion se tiene que reconstruir a partir de integrales de
linea pesadas, donde la funcién de peso esta determinada por la atenuacion x.
En este caso la transformada de Radon relevante es ahora una generalizacion
de la transformada de Radon conocida como transformada de Radon atenuada
cuya expresion es la siguiente:

R, f(@,5)= [ f(x)dx.

I =5

En esta expresién g es una funcion real sobre R* la cual juega el papel
de un pardmetro. R, es la transformada integral en tomografia por emisién.

De lo expuesto anteriormente se concluye que el trabajo a desarrollar a
futuro para reconstruir la imagen del interior de un contenedor con desechos
radiactivos es desarrollar algoritmos que alimentados mediante la adquisicion
de proyecciones atenuadas reconstruyan la imagen deseada.
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APENDICE

Algo sobre las matematicas de la tomografia computarizada

En este apéndice se presentan las demostraciones de algunos de los teoremas
relevantes utilizados en la exposicion de este trabajo y se hace ver de una
manera natural la ventaja de trabajar con funciones en un espacio de Schwartz,
ya que en estos espacios se garantiza la existencia de la transformada de
Fourier, asi como la transformada de Raddn y sus inversas. Finalizamos este
apéndice citando el teorema de la proyeccion para tomografia que establece una
relacion entre la transformada de Fourier y la transformada de Radén desde la
cual se puede obtener la inversa de la transformada de Rad6n en términos de la
transformada inversa de Fourier dando como resultado un algoritmo que
compite en eficiencia con el algoritmo de retroproyeccién filtrada, este
algoritmo es conocido como el algoritmo de reconstruccion de Fourier.

A, Teorema de regularizacion de la transformada de Hilbert

Para que el enunciado del teorema de regularizacion sea claro se requiere antes
introducir la siguiente definicién:

Definicion A.1 Una funcion ¢ se dice que es razonable en el punto v si las
siguientes condiciones se satisfacen:

New)=0 si W2E (A1)

£ '
i)y fpodu  existe (A2)
iif) ﬁ@g?ﬂ"_’):ﬂ”ﬂdr existe (A3)

Nota Las integrales que intervienen en esta demostracién pueden ser
interpretadas como integrales de Riemann.
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Teorema A.1 (de regularizacion) [7]‘_;1::Si- FA [0,0] > R, A>0, es unafamilia
de funciones reales integrables tales que, para U = 0:

) 0<F <), FAU)=0 si UzA/2,

if)y F,(U) es una funcién monétona no creciente de U,

jif) lim Fy(U) =1. |

entonces, {p,: A>0}, con p,(u) dada por

A/2

piw)y=-2 [F(U)sen(2zUu)dl

es una familia regularizante para la transformada de lbert, ie.,
He(v) = lim(p,*9),
para toda ¢ € L(R) dada, razonable en v.

Para ello se hace necesario ver antes algunos resultados previos

Lema A.1 Si ¢ es razonable en el punto v, entonces la transformada de
Hilbert en el punto v (H[$)(v)) existe y esté dada por la siguiente relacion:

HigI(s) =——tim [PZ020020 4, (A4)

La verificacion de (A4) se obtiene de la definicion de la transformada de
Hilbert pensada en valor principal de Cauchy y haciendo el cambio de variable
u=v~{ en la primera integral y ¥ = v+¢ en la segunda.

El siguiente resultado es consecuencia del lema Riemann-Lebesgue para
funciones absolutamente integrables.

Lema A2 sige L(R) ylaintegral

°]¢(I‘} —l $-1) , (AS5)
0 .

es absolutamente convergente, entonces
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lzm I ¢(t)1 cosat = c]?‘(’)'_;?_(___f_)_ dt. (A6)

Demostracion Para cada o fijo, la integral del primer miembro de (A6)
converge absolutamente. Luego se tiene que

Jq}(t)l cosa_{m_ J¢(’)1 cosatdt+ j¢()1 cosat at
j(¢(r) H-0) =  a
f¢(t) #-0) j"’(‘) pe A7)

Luego, por ¢l lema Riemann-Lebesgue [1], la ultima integral de (A7) tiende a
cerocuando a > . O

Lema A.3 Bajo las hipétesis del lema A.2, se tiene

lim j¢( v pylmoos2B =?¢("_’);¢(" D a. . (A8)

Notese que este lema combinado con (A4) nos da una expresion alternativa
para (Hg(v)). Este hecho sera usado mas adelante.

Lema A4 Si ¢ L(R) y es razonable en v entonces,

IG (U)dU:—--w I¢( B )1 costthd | (A9)
donde G,(U)esta dada por
G(U)==2 o];é(u)sz‘n(Zir(v —u)U)du (A10)
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_ Demostracién Por las propiedades (A1) y (A2) para ¢, y para B >0, se tiene:

BjG,,(U)dU _ 2] ?¢(u)sfn(2ﬁ(v - u)U)dquU
4]

[ AN

=-2 f[gé(u)[j‘sinﬂn'(v —w)NdU )du

0

=‘_l J¢(u)1—00527:3(v—u)du
7, (v—-u)
=“__ j-¢( _ )1 coszyrBtdt'
0 sea que
1—cos2xBt

dt.

" 15
OIGV(U)dU = —;_I DRSS

Lo que prucba el Lema A.4. o

~ Ahora, tomando el limite en (A.9) cuando B — «, se tiene,

1—cos2aBt

jG (HdU = —lzzm j¢(v — dt

(A1)

Asi que, por la expresion (A8) el llrmte del lado derecho de (A11) existe, y por

(A4) se obtiene:

HIgI) = [G,W)au.
0

(Al12)

Por otra parte, del capitulo 3 pagina 19, el lado derecho de (A12) también se

expresa como:

HIg1v) = lim(p, *$))

(A13)

55




Asi que, la demostracion del teorema de regularizacion se reduce a probar que
fo.rau = imo, = o10»

Con este objetivo en mente, desarrollemos el lado derecho de (A13)
(Pus$)0)= [t~

A2

E
- I[— 2 IF " () sen(2aU (v —u))dU };ﬁ(u)du

= I F(U) {— 2 0]¢(u) sen(27zU (v — u))du}dU
0 -0
0 sca que

Al2

(B, *$)) = [F. UG, U)aU. (Al4)

Esto dice que se tiene que probar que el lado derecho de (A14) tiende al lado

derecho de (Al2) cuando A4 > «. Denotemos por #,(v) la diferencia de
relaciones:

A2

7,0)= TG,,(U)dU - [FR,W)G,Wau

Ar2

= [I-F@G,@)av + a]Gv(U)dU, (Al5)

0 412

De la definicién de G,(U) y por lemas A.3 y A4, dada >0 existe M(¢) tal
que para cualquier C 2 M(¢) se cumple:

fc, W)dU <. (A16)
C
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Por otro lado, para 4 > 2M(¢), se tiene que

Mi£) Al2

7,(v) = j’[}-F(U)]G @av+ [fi- F(U)]G (THdU + j(} (U)dU (A17)

Me) 412

De las hipétesis del teorema de regularizacion se tiene 0<F (U)<1 y que
F,(/) es mondtona no creciente de donde se sigue que 0<1-F,(U)<l y
1-F,(U) es monodtona no decreciente. Ademis G,(U) es continua. Asi,

aplicando el segundo teorema del valor medio para integrales de Riemann,
(véase Apostol [1] pagina 209) al primero y segundo sumandos se tiene que

M{z£) ﬂf(é)

j[i F(U)]G YdU =i - F,(M(£))] jG (U)dU, (A1R)

]

para algin q,0<a < M(s), y que

A72 Al2
j' [i- 7,6, @hdU =fi- F (4/2)] jG )dU, (A19)
M(&)

para algln b, M(z)<b< 4/2.
Finalmente de las relaciones (A16), (A17), (A18), v (A19) se tiene:

M2}

I, <i-F (M(g))# j’G (U)dU’

| w

IG,,(U)dUJt (A20)

Al2

AlZ

+[1—F,,(A/2)i J‘G,(U)dU +
| | 5

Mg}

Como M(z) no depende de A, la integral [G.()dU no depende de A. Asi que

dé acuerdo a la hipétesis (iif) sobre F,, ,{’_’;’i F{(M(£))=1. De donde se sigue que

el primer término del lado derecho de (A20) tiende a cero cuando 4 — x;
mientras que el segundo término es menor que ¢ debido a (A16) y ya que el
tercer término es también menor que £ por (A16) se concluye la demostracion
del teorema de regularizacion. O
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B. Transformada de Fourier sobre espacios de Schwartz

La transformada de Fourier ha jugado un papel relevante junto con la
transformada de Radoén en la reconstruccion de iméagenes por tomografia
computarizada y por este motivo se presenta un pequefio resumen de resultados
de la transformada de Fourier para funciones en el espacio L (R) y el espacio de
Schwartz denotado por &.

Antes que nada se introduce el concepto de funcion rapidamente decreciente en
el infinito.

Definicion B.1 Sea f una funcion definida sobre R. Se dice que f es una
Juncion rapidamente decreciente en el infinito si para cualquier entero m >0 la
Suncion |x” f(x) es acotada.

Es inmediato ver que si la funcién \x}”"“ f(x) es acotada entonces se sigue que
il[im |x” f(x) = 0.

Definicion B.2 Al conjunto de todas las funciones f infinitamente
diferenciables con la propiedad de que tanto f como cada una de sus

derivadas decrecen rapidamente al infinito se le conoce como el espacio de
Schwartz y se denota por &.

El ejemplo tipico de funcién de Schwartz es ¢™ .

Es claro de lo anterior que cualquier funcién f €s es acotaday que si f€§, su
derivada Df €&, asi como su derivada de orden p, D’fe$ para toda p
natural. Es también directo verificar que si f,g e$S. entonces (i) af €S, para
toda ac R, (i) f+ges, (i) fge s Estoes, § con las operaciones algebraicas
basicas de funciones es un algebra conmutativa sin unidad (pues es claro que
1£85).

Antes de estudiar la transformada de Fourier para funciones del espacio §,
recuérdese que si f € L'(R) entonces f tiene transformada de Fourier, la cual
esta dada por,
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ASY) == [feoe"ds (B1)

Si f e L'(R), esta integral existe para toda U € R. Sin embargo en general 3f
no pertenece al espacio Z'(R) como lo ilustra el siguiente

Ejemplo Sea y=y_,, la funcién caracteristica del intervalo [-a,4]. Su
transformada de Fourier esta dada por,

S x100 =2/ .7_()” ?x"' sen(ax).

Esta funciéon no pertenece al espacio Z'(R), pues no es absolutamente

. . . R .
integrable. En efecto, si se toma ax, = nz, (i.e., x, = -~ ) entonces se tiene que:
a

nx (k+1)x
]-_sen({)jdr: n-1 «] 'S‘f‘i(f‘x)r "
0 X k=0 fx X
Notese que, para toda x e[ J?- &+D) 1. se cumple que 1, e _
a x (k+Dm

Por otro lado, para todo entero K >0:

(k+1)
a

f sen{ax)dx = fsen(a:x)dx 2/a.
kx 0

Asi que,

(k )z

-1 |sen(ax)| 179
Z '[ ; k+1)7r

k=0 fr

@

2 u-1 1

e k+1

De donde se concluye que la funcién del ejemplo anterior Sy ¢ L. 0
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Ahora si se escribe f(U) = 3[f}(U) entonces la transformada inversa de Fourter
esta definida por:

£ =FN0) = 5= [FOeaU. (B2)

Jor
Del ejemplo anterior se tiene que si f € I'(R) (y por ello, tiene transformada de
Fourier 3f) entonces no siempre es posible recuperar la funcién f utilizando
la expresion (B2) de la transformada inversa de Fourier. Se vera después que si
f e entonces f e§, ademas, f se puede recuperar de / como en (B2).
A continuacién se mencionan algunas propiedades basicas de la transformada

de Fourier. _
La transformada de Fourier 3f de una funcion fF:R— R, f e I'(R),

satisface las siguientes propiedades:

- Teorema B.1 Si f e L/(R), entonces Jf estd acotada

Teorema B.2 Si f e I'(R) entonces Jf € C(R)

Teorema B.3 El operador 3: L'(R) - C(R) es lineal

Las demostraciones se han omitido por ser (relativamente) directas

Teorema B.4 Si f < I/(R) y f e I'(R) entonces fes continua y,

fx) = ”Jé%}" [f@evau.

Como se puede ver, el teorema (B.4) estabiece las condiciones bajo las cuales la
funcién f puede ser recuperada a partir de su transformada de Fourier,

mediante la expresion (B.2). Para la demostracion véase [2].

Teorema B.5 Si £,g € I'(R) entonces

a) f*gel
b) I(f*g)=3f-3¢g

Nos interesa revisar la transformada de Fourier sobre el espacio de Schwartz

por tres razones: (i)3:5—>S es inyectiva; (i) si fe§, entonces fes
infinitamente diferenciable, y por (i), f también lo es; y (i#i) porque la
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transformada inversa de Raddn involucra la diferenciacion de la transformada
de Raddn (véase cap. 2). Mas ain, como es bien sabido que si fe§, f se
puede reconstruir a partir de g = R[f].

Asi que para funciones f €& c I'(R) se tiene,

Teorema B.6 Si 7 ¢ S, entonces 3f € 5.

Demostracion si f €8, entonces 3f es continua (B.2) y acotada (B.1).
Queda por demostrar que las derivadas de Jf estdn acotadas; para ello, ndtese
que

(@) = ~ixf e,

y que

2w | <l iro
con xf(x)eI'(R), pues fe&. Por ello, la Transformada de Fourier se puede

derivar, derivando la transformada de Fourier bajo el signo de la integral, lo
que conduce a:

DILf1W) =—J-;w7 [ isf (e

Esta funcion es claramente continua y acotada (pues se tiene que xf(x) e L(R),
dado que f € $(R)).
Por induccidn se llega a que

| DI V) | < %iﬂxﬂ f(x)dx.

De lo anterior se concluye que 3f e §, ya que D?J[f] esta acotada. DO

~ A continuacién se mencionan otros resultados mas para funciones en el espacio
de Schwartz. d
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Teorema B.7 §i f,g € 5, entonces:

) f*ged,

iy frg=g*/,

D (f+g)=D?f+g=f*D’g, paratodo pe N.

) 3(f *g) =3I -3¢
De los dos primeros incisos se tiene que & es un algebra conmutativa bajo la
operacion convolucion.
La demostracion de (i) es inmediata de la definicion de convolucidén haciendo
el siguiente cambio de variable, u=x-7, du=-dr, e integrando en un

intervalo finito [-a,e] y al final evaluar el resultado cuando « —» «. Para el caso
(#ii) el resultado es directo del hecho que Dg e 5, que

| f(ODg(x-0) | Clf®)

>

para alguna constante C, y que feL(R) (pues fe&) lo que hace posible
derivar bajo el signo de la integral y encontrar que D(f *g)= f* Dg. Iterando
por induccidn se encuentra que D”(f *g) = f *D"g. | .
Para demostrar (i) se fija un entero positivo n. Para cualquier x,7 se tiene que

< (=) |+

= Sl

r+3=nH

luego entonces

K (Frexn < Y ¢, [d'f@lix-1] glx—o)|dt

r+s=n

ycomo i’ f() esacotada(pues fe8 )y lulgw) e L'(R); se sigue que
I4"i(f *g)(x) esta acotada. Y por tanto, f+geS.
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La demostracion del inciso (iv) se sigue de aplicar la definicion de convolucion
e intercambiar el orden de integracion ya que f*ge$ es absolutamente
integrable. O

Teorema B.8 Sea f(x)=¢* 2. Entonces f =3f.

La demostracion ¢s directa evaluando la transformada de Fourier de la funcion
F(x)=e*"'2. Estoes,

3[FIU) = J%Tz j'e "¢V dix.

Notese que el integrando representa una funcién analitica que no tiene
singularidades en ninguna parte finita del plano complejo. Por lo que en virtud
del teorema de Cauchy, la integral no cambiara de valor si en lugar de tomarla
respecto al eje real, se toma respecto a cualquier recta z=x+iy(y constante)
paralela a este eje. Es decir,

?S{f](U) = J_;_._w J’e(xﬂy)z ’z,e“'{”ir)de
7 o

2 2
¥ o =X 3
sty 1 ———fxy—iux
=gl je 2 dax
—00

2z

a —x"
5 —ix(y+U7)

=¢? —— fe?
27 _;[
Eligiendo la “constante” y de manera que se anule la parte imaginaria en el
exponente del integrando, esto es, tomando y = ~U se tiene

u? 2 o x?
1 2

AWy =e?  — e
Nex

-2
2

=g O

El siguiente teorema es la generalizacién del teorema anterior, en el sentido que
se da a continuacion. Pero antes se requiere introducir la siguiente notacién. Si
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f es una funcion dada, se denota por f‘ la funcién tal que f~(x) = f(-x). Asi
"que (f7) = /. Entonces el siguiente teorema tiene lugar.

Teorema B.9 Para cualquier funcién f €S se tiene que f = f".

Demostraciéon Sea g e 5. Después de intercambiar integrales se tiene:

l % —ilix 1 I g —ixt —ilx
«T’;_u[ﬂ"’e gods == | [f@e e g(x)dds

o) —o)

- J_%—; jroge+ . | (B3)

Sea hes ysea g(u) = h(au), a>0. Entonces

By =Lhula),
a

y luego
1 = " il : - 1. % 1 - t + U
E_if(x)e ey = —— j FO_h—=)ds
| S ~
= ] J flau—U)h(u)du

Ambas integrales dependen de un pardmetro «, y son continuas con respecto a
a. Haciendo a —» 0, sellegaa

WO)f W) = f(U) [hwdu = [h)e™ du =f (UK (0).

Si 4 es la funcion del teorema anterior (B.8), entonces 4™ (0) = A0) = A(0). Por
lo tanto, /" (U) = f(-U). O

Nétese que del teorema B.8 se sigue que /™" = f para f(x)=e 2. Ahora,
porel teorema B9 setieneque /7 =(f")" =(f)" =f" = f, paratoda

f €& En este sentido, como ya se dijo antes, este teorema es una
generalizacion del teorema B.38.

AR

Enseguida se introduce el producto hermitiano




(f.8) = [fmrg(x).

Nétese que del primer paso de la demostracion del Teorema B.9 se deduce el
siguiente resultado:

[Fxe) = [f(x)x)dx (B4)

al hacer U/ = 0 en ambos lados de (B3).

Finalmente, se introduce un teorema que establece la razon para la existencia
del operador transformada inversa de Fourier, pero antes véase que:

[ = [f (cuXmd) =~ [f(-u~dr)
0 sea que
[ e = [Femas | (B5)

Teorema B.10 Para f,g e § se tiene:

{fg={1.8) (B6)
En particular,
1, =7, (B7)

Demostracion Considérese primero que:

® =@ (B8)
y a continuacién véase que:

[r2= [ @, por (B4)

R )4

65




i

[7@y. por (B)

It

f®,  por(B5). o

El resultado anterior es muy importante ya que dice que el operador (lineal)
transformada de Fourier 3:5 - § preserva la estructura del espacio I’(R). Mas
atin, por (B7), 3 es una isometria sobre § con respecto a I*(R); que se puede -
extender a todo L’ (R), pues S es un subconjunto denso de I*(R) con respecto
a la topologia de I*(R). '

C. Formula de inversion de Radén

Un resultado importante en la reconstruccion de imagenes que establece la
relacion que existe entre la transformada de Radon y la transformada de Fourier
es conocido como el teorema de la proyeccidn. Este teorema proporciona un
camino para obtener la transformada inversa de Radén por medio de la
transformada inversa de Fourier dando lugar a un algoritmo de reconstruccion -
de imagenes (para datos obtenidos mediante la geometria en paralelo) conocido
como reconstruccion de Fourier.

Teorema C.1 Para f e S(R*) se tiene:
AR, WU = ) 2 A1V, UeRr
Demostracion

IR IW) = 22)™"? [Rof(s)e™ ™ ds

=@r)"? fe [£(s0+y)dyds.

R ot

Haciendo x=s¢+y la nueva variable de integracién, se tiene que
s =8-x, d&x = dyds, entonces,
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AR WU) = @)™ [fx)e™ O

= Qo) 3 fIUe). o

La formulacion del algoritmo de reconstruccion de Fourier es inmediata del
teorema (C.1) ya que si se escribe:

IAUUE) = 27) AR, KV)

y se recupera la funciéon f utilizando la férmula de inversion para la
transformada de Fourier:

f@)=ry"" [3f (e 4de.

Este algoritmo usa la transformada rapida de Fourier para calcular
3R, [IU) =2z fWUG,), UeR, j=L..p.

En 2D esto da valores de 3f sobre una malla polar. Esos valores son
interpolados sobre una malla rectangular y una FFT inversa en 2D es usada
para obtener f. Este algoritmo es mucho mas rapido que retroproyeccion
filtrada, pero la interpolacion en la reconstruccion de la imagen se vuelve cosa
muy delicada, requiriendo un tratamiento fino y sutil. Y como tal no compite
con otras técnicas de reconstruccion, en cuanto a precision. Este defecto se
corrige mediante una eleccion adecuada de los puntos & . Para los detalles

véase Natterer [13].
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