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Los contrastes de hipétesis son una herramienta estadistica fundamental en muchas areas del
conocimiento. Asimismo, para los estadisticos representan un campo fertil para la investigacidn
tanto tedrica como aplicada.

Por ejemplo, los modelos estocasticos gencralmente presentan 1ncertidumbre ya sea en su forma,
o bien en los valores que toman sus parametros, y es entonces necesario efectuar contrastes de
hipétesis con el fin de determinar si algin submodelo del modelo general propuesto es adecuado.
En caso contrario, pueden buscarse modelos alternativos que describan mejor la situacion bajo
estudio.

El objetivo principal de este trabajo de tesis es desarrollar contrastes de hipdtesis Bayesianos
para los parametros de la distribucion uniforme, por ser éste un ejemplo de una familia de
distribuciones no regulares. Sin embargo, con el fin de presentar una vision completa y para
tener un punto de comparacion, se trata también el caso de los contrastes frecuentistas. !
Desde el punto de vista frecuentista, los contrastes de hipdtesis para los pardmetros de una
distribucion se basan en el cociente de verosimilitudes, si las hipotesis contrastadas son simples
(mediante el lema de Neyman-Pearson) y en caso contrario, utilizando el concepto del cociente
de verosimilitudes generalizadas.

En el caso Bayesiano, los contrastes de hipdtesis se pueden establecer como un problema de
decision, en el cual el investigador determina una funcion de pérdida que le resulta adecuada,
y mediante la distribucidn final para los pardmetros, dada la muestra, selecciona aquella accion
que tenga la minima perdida esperada.

En el capitulo 1 se presentan las propiedades mas notables de la familia de las distribuciones
uniformes, incluyendo los estimadores maximo verosfmiles de sus parametros y sus propiedades,
las cuales sirven de sustento tedrico para desarrollar los contrastes de hipdtesis.

En el capitulo 2 se da una breve introduccion a la metodologia de los contrastes frecuentistas
y enseguida se desarrollan los contrastes para uno y para ambos parametros de la familia de
distribuciones uniformes, con y sin considerar parametros de mido. Para cada uno de &stos, se
obtiene una expresion para la region critica mediante la cual se determina la regla de decision
correspondiente.  Finalmente, se obtienen expresiones para las potencias y se presentan las
graficas correspondientes para cada uno de los conirastes tratados.

El capitulo 3 comienza con una introduccion a los contrastes Bayesianos, en la cual se resalia la
divergencia esperada como el instrumento para la decision. Enseguida, s¢ tratan los contrastes
Bayesianos para uno o ambos parametros en los casos con o sin parameiros de ruido. Para
cada uno de los anteriores se obtiene la expresion de la divergencia esperada y se calcula la
divergencia esperada bajo el modelo. También se propone, para cada caso, un valor umbral
para la regla de decision. Finalmente, se presentan las graficas de fa divergencia esperada para
cada uno de los contrastes considerados.

En el capitulo 4 se presenta un estudio de simulacidn, el cual permitird comparar numéricamente
ambas soluciones. ,

Finalmente, en el ultimo capitulo se presentan algunos comentarios generales relativos a este
trabajo de tesis.

Se incluyen, en un apéndice al final, los programas de MATHEMATICA utilizados.



CAPITULO 1.- INTRODUCCION.

Este capitulo inicia con la presentacion de algunas de las caracteristicas mds importantes de
la familia de distribuciones uniformes en el intervalo (01, 6,), como son su funcién de densidad
v su funcion de verosimilitud. Enseguida se obtienen los estimadores de maxima verosimilitud
para los parametros 0y v 0y de la familia de distribuciones uniformes y se dan las expresiones
para las distribuciones marginales y conjunta de las estadisticas de orden de la muestra y,
en particular, para los estimadores de mdxima verosimilitud de los parametros. Finalmente,
se presentan algunas de sus propiedades, las cuales tienen un papel relevante para tratar los
contrastes de hipotesis, frecuentistas y Bayesianos.

Una variable aleatoria X tiene distribucién uniforme en el 1nterva10 (61, 03), con 91, O, € R
81 < O, si su funcion de densidad es de la forma

Pz ]61,82) = Ulz | 1,0) = (0 — 61) " I, (), (1.1)

donde 74 denota a la funcién indicadora del conjunto A.

Esta distribucién es no regular, en el sentido de que el intervalo en donde su funcion de densidad
es positiva (esto es, su soporte) depende de sus parametros.

Si {z1,22,...,2,} €s una muestra aleatoria de tamafio n de U(z |61, 02), entonces fa funcidén
de verosimilitud para (61, 62) es

{1, 02|21, %2, . o1 B0} o< (62 = 01) "Ly ) (B(1)) (61,00 (B())s

donde .'B(l) = min{ml, Lyeusy .'Bn} Yy m(n) — ma,x{ml, Lhysun ,:Bn}.
Por conveniencia de escritura, se sefine a z, = {&1,3,...,z,} como la muestra y a y; = 2
parai € {1,...,n}, como sus estadisticas de orden. En esta notacion, la funcion de verosimilitud

toma la forma

U, 02 | y1,yn) o< (02 — 01) " L, 4 (Y1) (0,00 (Yn)- (1.2)

De aqui es facil observar que y; v yn son los estimadores de maxima verosimilitud para 6; y
0,, respectivamente, y que (y1, ¥) s una estadistica conjuntamente suficiente para (61, 67).
Ahora, la funcién de densidad de probabilidad para la estadfstica de orden yy, para cualquier
funcion de densidad f(-) con funcién de distribucion F(-), estd dada por

_ nl k-1 n—k
para k € {1,...,n}, y la funcién de densidad conjunta para las estadisticas de orden y; v y;,

con ¢ < j, es

Ci, HIF @) HF(y) — Fle) 1~ F)I" 7 f(z)f(y) paras <y
fyi,yj (:z:, y) = : _

0 parazr 2y



donde
nl

= DG =i~ D=
(Mood, Graybill y Boes, 1974). En particular, para el minimo y el maximo de la muestra la

expresion anterior resulta en
Fu (y) = nft = F()]"" f(y) -

0(7’1.7) =

y
Fpa) = n[F@" f(y),

respectivamente, y la funcién de densidad conjunta para y1 v y, es
Forgn(@,9) = n(n — D[F(y) = F@)]" 2 f()f () L(z00)(¥)-

Ahora, en el caso en que z; ~ U(x|0,02) sean independientes, para i = 1,2,...,n, la densidad
para la estadfstica de orden y; toma la forma

7!

P(yj | 64, 92) = (J “Difn - j)!(92 ~6)m (yj - Gl)j_1(62 - yj)n;‘jf(ﬂl,ﬂz)(yj)

para j € {1,...,n}, y por lo tanto, para el minimo y el méximo de la muestra,
n(fy —y)"!
p(y1]61,02) = (62— )" 1(91,92)(91) (1.3)
Y ( 9 )n 1
nyp —h)™
plyn|01,62) = (6;; — 6y 9,00 (9n), (1.4)
respectivamente.

Del mismo modo, la densidad conjunta de y; v y», s

-1  — n—2 . K
(Y1, Un I O1,6) = n(n (93(-!,-’ 91)31) 1(31,.%.)(yl)I(91,9:)(yn)' (1‘5)

A partir de esta expresion es facil obtener la densidad para el rango de la muestra, r = y, — y1.
En efecto, \
n('n, - 1)7.11— (92 o 'r')
= 1 . 1.6
p(?” l 915 92) (92 _ 91)” (0,92—91)(T) ( )

Se considera ahora a los estimadores de maxima verosimilitud y1 v yy,, de los pacametros 0y
y Oo, respectivamente, y s¢ revisan algunas de sus propiedades que seran de utilidad en los
desarrollos posteriores.

Primeramente, de (1.3) se tiene que

a2 0
1 —
\ E(y) = fy1 ply1 | 01,02)diy = W f”yl (B3 — y1)" 1 din
% #
=6+ (02— 61)

n—+1



de donde E(y1) — 61 si n — co. Este resultado, conjuntamente con

\

)
8y — 1)712
V(yi) = E(y}) — E*(1) = /:U%P(yl |01,82) dyr — [91 + %ﬁl]
] :
_ n(92 - 91)2 .
H(n+2)(n+1)2—+0 si n— oo, !
permite concluir que ¥ es consistente en media cuadratica para 6.
Del mismo modo, mediante (1.4)
(43 1 )
E(yn) = /ynp(yn |61, 82) dyn = OIS f_nyn (Yo = 61)" " dyy,
91 ]
_g,_ G2—01)
=y — =L
n+1
de donde E(y,) — 02 si n— oo, ¥ ya que
7 (G- )72
Y —
Vi) = B2~ E20n) = [ o2 plon | 62,60) du = [ = 2o
N '

_ n(ﬁ'g - 91)2
T (n+ 2)(n+ 1)?

=0 si n— o0,

entonces se deduce que y, es un estimador consistente en media cuadratica para 6,.

Ahora, respecto al comportamiento de la covarianza entre los estimadores y1 y yn, usando (1.5)
tenemos

Cov(yl, yn) = E(ylyn) - E(yl)E('yn)
)

L (o =017, (62—61)
= //ylynp(yhyn ! 6, 92) dyndy; — [91 + "";“L"_“I_—l'“] [92 — m—i—*
& n
__ (62— 61)?
(n+2)(n+1)¥’

por lo que Cov(y;,y,) — 0 si n — oo, lo cual significa que los estimadores y; ¥ y, tienden a
ser no correlacionados a medida que n crece. Ademas, de los resultados previos, se concluye
que {y1,¥n) son conjuntamente consistentes en £2 para (91, 02).

En las secciones siguientes de este trabajo se desarrollan varios contrastes de hipotesis para los
parametros de la familia de distribuciones uniformes, bajo los enfoques frecuentista y Bayesiano,
para uno o ambos parametros de este modelo, con y sin parametros de ruido, teniendo como
uno de los objetivos mostrar las bondades de los contrastes bajo los dos enfoques y buscar un
punto de comparacion entre ellos. :
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Siguiendo el metodo frecuentista, se obtiene una region critica de tamafio o predeterminado para
cada uno de los contrastes tratados, basandose en el cociente de verosimilitudes generalizados,
mientras que bajo el enfoque Bayesiano se trata de obtener una regla de decision para cada
contraste. Para encontrar tales reglas de decision deberan de asignarse distribuciones iniciales
a los parametros y utilizar la discrepancia de Kullback & Liebler, como parte de Ia funcion de
pérdida. |
Finalmente, mediante fa simulacién de muestras aleatorias de la familia U(z | 6y, 05), y utilizando
la regién critica de los contrastes frecuentistas para cierto valor de « y una regla de decision
adecuada para los casos Bayesianos, se busca compararar ambos enfoques, para diferentes
tamafios de muestra.



CAPITULO 2. CONTRASTES FRECUENTISTAS PARA LOS
PARAMETROS DE LA FAMILIA U(z|6;,6,).

En este capttulo se presenta en forma breve la metodologia de los contrastes de hipotesis desde
el punto de vista frecuentista para los pardmetros de una fomilia de distribuciones p(xz}9),
donde 0 € © puede ser un vector de pardametros. Inicialmente para los casos en los que la
distribucion estd completamente determinada (hipétesis simples) vy enseguida cuando lo anterior
no sucede, para al menos una de las hipotesis que se contrastan (hipotesis compuestas),

En las secciones siguientes del capitulo se estudian los contrastes para los pardmetros de
la familia de distribuciones U(x|61,02), inicialmente suponiendo 0y = O y desarrollando el
contraste para Oy; enseguida, para uno de sus pardmetros cuando el otro es conocido y en el
caso en que éste sea desconocido (esto es, con parametro de ruido) v, finalmente, para ambos
parametros.

En cada uno de los casos que enseguida se tratan, se propone una simplificacion del modelo
general al contrastar la hipotesis Hy : 6 = 0% contra la alternativa Hy : 8 # 6%, y para cada
uno de éstos, se obtiene una expresion para su funcion de potencia y se presentan sus grdficas
correspondientes, para diferentes tamafios de muestra.

Supéngase que 2z, = {z1,%2,...,%,} €5 una muestra aleatoria de la distribucion p{z|#8), con
¢ € ©, donde © denota al espacio parametral.
Si al llevar a cabo el contraste de Hy : 8 € ©g contra H; : § € ©4, se tiene que Op = {fp} y
O ={h}l,conBOynNB; =0 y ©=E;UB, entonces la prueba mas potente rechaza a Hy
en favor de Hy si la razon de verosimilitudes
) = {80)
1(©1)
es suficientemente pequefia, menor o igual a una constante k > 0, determinada por el tamafio
de la prueba (Lema de Neyman-Pearson: Lehmann 1986). Sin embargo, si ©p o ©; contienen
mas de un punto, entonces [(Gp) o [{©1) no quedan completamente determinadas por Hy o
por H; y este método de contraste no es aplicable. Es en estos casos en los que es indicado
utilizar el cociente de verosimilitudes generalizadas,

A=
(©)
donde X X
\ 1(9) = sup U0) y UO) = sup I(9),
ey fea

y entonces, se decide rechazar Hy en favor de H; si A resulta ser menor o igual a una constante
k > 0, la cual s determina a partir del tamafio deseado de [a prueba («). Este procedimiento de
contraste en algunos casos (sobre todo en los no regulares) puede presentar serias dificultades
técnicas, particularmente en la obtencion de la distribucion de X, |
Ante la presencia de parametros de ruido w en el contraste anterior, desde ¢l punto de vista
frecuentista, éstos se sustituyen por sus estimadores de maxima verosimilitud &.



2.1 CONTRASTES PARA UNO DE LOS PARAMETROS.

2.1.1 Sin parametros de ruido.

Caso 0: Inicialmente se trata el contraste respecto al parametro @ de un modelo uniforme en
(0,6). Adn cuando este es un caso particular del modelo U{z |61,62), con 8y conocido, se
incluye en la discusion por considerarlo ilustrativo para los desarroilos posteriores.

Sea entonces 2z, = {&1,...,&,} una muestra-aleatoria de U(x |#) en donde se supone § > 0.
Para el contraste de Hy : @ = 6y se deberd rechazar Hy en favor de H; si y, > 6, ya que en
este caso se tiene cvidencia segura de que la hipotesis es falsa. Ahora, si y, < 0y y notando
que ¢l cociente de verosimilitudes generalizadas toma la forma

_aan__ Yn\"
r= o= ()

se deduce, para un valor de o € (0, 1), y a partir de la ecuacion

v _ PA << klHy)=aq,
que
ko ny—1 kn
Plon kol B = [ Mgy, = 2 =a
0 0 0 1
= ko = 90\“/&.
De este modo, la region critica de tamafio o es
C={znlyn >0 V yu<ks} (2.1)

y puesto que la region critica C es la misma para todo § € © tal que 8 # 6, resulta ser un
contraste uniformemente mas potente.
Ahora, para obtener una expresion de la funcion de potencia de este contraste

N(0) = P(zn € C10) = P(yn > 60 |6) + P(yn < bo/a|6),

es necesario tomar en cuenta los casos:
)0 <o
i) o € 8 < By
ii) fp < 6 .

Asi, la funcion potencia toma la forma

1 si 0 <Gl
0=_ ab) S Ofa << b
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En la figura 1 se presentan graficas de la potencia n(#) contra 8, para el valor ¢y = 1 y para los
tamafios de muestra n = 10, 30, 50, 100, y en todos estos casos, tomando ¢l valor « = 0.10.

70)

NN
/A
BN\

Figura 1. Contraste Hy: 8 = 6

De este conjunto de graficas se observa que, a medida que ¢l tamafio de la muestra aumenta,
es mas facil detectar desviaciones menores con respecto al valor verdadero del parametro.
También podemos notar que las curvas de potencia no son simétricas, ¥ que este contraste
presenta mayor potencia ante diferencias pequefias para los casos en los que ¢ > 6 que cuando
f < Oy, tnvirtiéndose la situacion para desviaciones mayores. En general ese tipo de desviaciones
pequefias respecto al valor verdadero del parametro & son mas importantes de detectar.

Caso 1: Supdngase ahora que 2, = {z1,...,2,;} s una muestra aleatoria de U(z1{64,602) y
que se desea contrastar Hy : 61 = 6y contra Hj : 0y # 6y, dado que el parametro 6y es conocido.
Desde luego, si y; resulta ser menor que #p entonces se debera de rechazar la hipotesis Hp por
tener evidencia suficiente de que es falsa.

SupOngase entonces que y1 = &y. Para este caso, el cociente de verosimilitudes generalizadas
toma la forma

(02 =00)™" _ O~y
A= = .
(92 - y1)"n (92 - 90)

Para cualquier o € (0, 1) se puede determinar el valor de la constante &k, de modo que
PAL ko | Hol =«

se cumpla.
En efecto, a partir de (1.3),

0y — y1\" f % n(fy —y1)"!
—) L k| = = k| = —_—— ey =
P [(92 — 90) = k] Pl ] ko (92 — 90)" =a
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= ka = 92 — (92 - 90)%
Por lo tanto, la regidn critica de tamafio « es
C= {zn | Mm<b V 2k }, (2.2)

y también en este caso se trata de un contraste uniformemente mas potente.
Ahora, considerando las regiones en las que puede variar 64, la funcion de potencia para este
contrasie es

L—(1—-a)(§=) si 6 <6
7(61) = o F=g)" si o <6 <0~ (6 — o)V -
7 1 s 92*(92“90){‘/&\{91

La figura 2 muestra graficas de la potencia n(#1) contra los valores de ), para los valores de
bp =07y 02 =1,y con los tamafios de muestra » = 10, 30, 50, 100, y en cada uno de estos
casos con o = (.10 .

7{é1)
1

. A=/

-0.4 -0.3 -0.2  ~«0.1 6=0 0.1 0.2 g
Flgura 2. Contraste Hy : 81 = 0y, 02 conocido

De estas graficas se observa que la potencia del contraste aumenta considerablemente cuando
el tamafio de la muestra crece, como es de esperarse. Nuevamente se puede apreciar la forma
no simétrica de las curvas de potencia, y se puede observar que este contraste detecta més
facilmente desviaciones pequefias (en general de mayor importancia) a la izquierda del valor
del parametro bajo Hp que a su derecha, invirtiendose la situacion para desviaciones mayores.

Caso 2: Consideremos ahora al contraste Hy : 02 = 6%, con 8; conocido.
Para este caso, se deberd rechazar la hipotesis Hy si se observa que y, > #°, ya que se tiene
de antemano evidencia scgura de que es falsa. Asi, al suponer que y, < 8% el cociente de
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verosimilitudes generalizadas es

A= (3za)"

Usando la ecuacion (1.4), la region critica para este contraste resulta
C={zaltn >80 V yn <O +(°—0)Val}, (2.3)

y se puede observar que nuevamente se trata de un contraste uniformemente mas potente.
De manera semejante a los casos anteriores, considerando las regiones en donde puede variar
f,, se obtiene una cxpresion para su funcion de potencia. En cfecto,

1 8 92<61+(9°—91){V&
n(62) =  a(G=4)" Si 1+ (67— 0)VE < < 6

1-(1-a)(G=g" si 6°< 6,

La siguiente figura muestra las graficas de la potencia () contra y, para 8° = 1y 6; = 0,
en los casos n = 10, 30, 50, 100. En cada uno de ellos se tomd « = 0.10 .

7{f)

5 \\ A{L\o Va y
S|
NN

0.8 0.9 =1 1.1 1.2 1.3 1.4 &

Figura 3. Contraste Hy : 03 = 6°, 6, conocido.

De estas graficas de potencia se puede observar que, como es de esperarse, a medida que el
tamafio de la muestra aumenta, el contraste es mas potente.

Ademas, la falta de simetria de estas curvas indica que el contraste tiene una mayor potencia
para detectar desviaciones pequefias en los casos en los que el valor del pardametro se encuentre
a la derecha del valor supuesto bajo Hy que en aquellos casos en los que se encuentre a la
izquierda. Se observa también que la situacidn se invierte para desviaciones mas grandes. Sin
embargo en general detectar las primeras es mas importante.



12

2.1.2 Con parametros de ruido.

Caso 1: Considérese ahora el contraste de Hy : 61 = 6 contra Hy : 6; # 6y, donde & ge
supone desconocido. :
Debido a que si 3 < 0p se debera rechazar la hipotesis Hy por tener evidencia segura de que
es falsa, puede entonces suponerse que y; > . Ahora, recordando que

n(n = 1)(yn ~ y1)" >
(92 — 91)” I(Gl,yn)(yl)f(ﬂl,ﬂg)(yn)

P(y1, un | 61,02) =

y que el espacio parametral es
© = {(f1,02) |61 <y1 < yn < 23 61,00 € R},

s¢ deduce que, bajo Hy,

18 g m{(yn_gﬂ)—n Si90<y1<yn
ng (61,02 | 2n) 0 en otro caso ’

y sin restriccion
Sup (01,02 20) = (yn ~— 11)™"

independiente de ¢4 y de 82. Por lo tanto, el cociente de verosimilitudes generalizadas para este

caso es
/\_{(ﬁ‘“}%)" siflo <1 <yn < By

0 en otro caso

Para obtener su region critica es necesario conocer la distribucién de la estadistica A.
Sea fy € R tal que 0y < iy y definase la transformacion

o = g1 y o wy1,¥n) = Ya — Y1, (2.4)
Un — Up

t(yls y‘n) -

la cual es uno a uno, y cuya inversa es

(13

1)
y].(u,t):t(l—t)+90 y yn(u,t)=¥+90'

Entonces, el Jacobiano de la transformacion inversa es

[J|7 = ot

Interesa obtener la distribucion de t, condicionada al evento A = [y, > 8y}, que por (2.4) es
equivalente a [t < 1]. Para esto, la densidad conjunta de (y1, y,), condicional al evento A estd
dada por

(g1, | A, 01,02) = nin — 1)y — 1) 2{(02 — 01) ™ L (g, 1) (1) (03 2) (¥ M {g0,00) (61)
+ (02 ~ 60) ™" gy ) (Y1 M (69,62) (¥ ) L —0,60) (61) }
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N
Ahora, cuando 6; € [fp, o0)

6y — 0y
62 — 6y’ '

t(gl — 90)

1.3 <U<t(92—90) y O<i<

y si 81 € (—o0, fp), entonces,
O_<u<t(92—90) y 0<t<l,
De esta manera,

ni{n — 1)un"!
plu,t| A,01,09) = —(?——tg—)ji-—{(ﬁ’z — 61) " Iy, )y (1 £) jgg,00) (1)

+ (82 ~ 00) " Iy 1) 1o I (—00,80) (01}

en donde
(61 — 6p)

0y~ 0
mm=(_?3m¢@—%0 ﬂz(&é_%)

Up(t) = (0,t(02 — 80)) Ty = (0,1),

y

y de esta expresion,

o [( 82— 8\" (61— 6\" _
p(t] A,61,65) = (n — 1)t"? [(@21—9(1)) - (9; = 9(1]) (1-1t) "] ITl(t)I[Go,OO)(Gl)-

+ (n — l)t"_szg(t)I(—ooﬂu)(gl)

Finalmente, la distribucion de la estadistica ¢(z,), cuando la hipdtesis 8; = 0 es verdadera,
independientemente de cual de las condiciones & < Ay 0 fy < 8 se cumpla, es

p(t]80,62) = p(t|n) = (n - 1)t"Lp1(2).
De este modo, se tiene que
k
_mAgkLmo=/Xn~1wP%h=k*¥
- 0

y asf, para cualquier valor de « € (0,1) es posible determinar el valor critico del contraste y
concluir que su region critica es

C={mlm<b V In 41 < "Wab, (2.5)
Yn — '90

de modo que también en este caso resulta un contraste uniformen:znte mas potente.
Ahora, para obtener una expresion de la funcidon de potencia de este coatraste, es necesario
considerar las siguientes regiones para el parametro 6;:

i) 01 < 6,
ii) 6y < 61 < 02 — "V (0 — ),
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iii) 6, —

”‘\l/& (92 - 90) < .

De esta manera, la funcién de potencia es

1-(1-a) (=00)" S 61 <6
M0 =4 o [(228)" - (8=8)" - v2)'™] s 6 <8 <O~ "Ya(6:—00)
1 s 0 — ""\1/5(92 - 90) < B

En la siguientc figura sc presentan grificas de la funcion n(6) contra el valor del parametro 6y,
cuando 8y =0y #3 =1, con n = 10, 30, 50, 100. Para cada uno de los tamafios de muestra
se tomo el mismo valor de o = 0.10 .

() .,

i
NN TiEa
=/
W .

05 0.4 0.3 '0'5”019\IW 0z 0

Figura 4. Contraste Hy : 8; = 8, 82 desconocido.

Obsérvese la similitud de estas graficas con las correspondientes al contraste sobre el mismo
parametro, pero sin parametros de ruido (figura 2), y que nuevamente es de notar su falta de
simetria, permitiéndonos concluir la mayor facilidad del contraste para detectar desviaciones
pequefias para ¢l valor del pardmetro que resulten menores que el valor del parametro bajo la
hipotesis Hp, invirtiéndose la situacion al detectar desviacions mayorese.

Case 2; Considérese ahora el contraste de Hy: 8y = 6% , con #, desconocido.

En este caso, si se observa que y, > #° entonces la hipétesis Hy debera de ser rechazada, por lo
que se puede suponer que y, < 8°. En este caso, el cociente de verosimilitudes generalizadas
toma la forma siguiente

A= 0 —

0 en otro caso

.
(M) si y1 < yn < 6°
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Para obiener una expresion de la distribucon de ), sea 8° € R y definase la transformacion

Yn—W1 n

el WY1, Yn) = Yn — 91,

U(ylsyn) -

la cual es uno-a uno y cuya transformacién inversa es

w

yl(v,w)=90—-; y  yalv, w)——QD U(v—-l)
y de esto, su Jacobiano es w
1™ = —.
v

En este caso, interesa obtener la distribuciéon de v, condicionada al evento B = [y, < 90], el
cual es equivalente a [v < 1]. Asf,

p(yla Yn | B, b1, Op) = n(n ~ 1)(yn - yl)n—z [(92 = gl)qnj(al,yu)(yl)‘[(ﬂl,@z) (y”)I(-OO=QO](62)
+ (0% - 91)_"1(01,%)(yl)f(el,aﬂ)(yn)I(eﬂ,oc)(GZ)]-

Procediendo de marnera semejante al caso anterior, si 82 € (—oc, %] entonces

v ;10 9 61
—f — 8 0
..1—1)(9 ) <w<o(@®—6) v <v<9 _—

y si 8y € (6°, 00), entonces

O<w<v(®-6) vy 0<w<]l.

Asi,
g _(___l_)fi”ji B0 — )T I 0
p{w,v|B,b,0) = 2 (B2 — 61) ™" w, (u) vy (W3 V) (00,90 (62)
+ {6° = 01) " Ty vy (0, U)I(aﬂ,oo)(f?z)],

donde (0 — ) b0

v(0° — 6y 5 — 61

W = (e -w) %= (0g7g)

Y

Wa(v) = (0,0(6° — 61))  Va=(0,1).

De la expresion anterior,

po1 3,0, = (0= #{ [(£0) = (522 (1= 0] 1) com(@)

+ IVz(U)I(GO',oo)(92)}=
y, si Hp es verdadera, entonces

p(v]61,02) = p(v{n) = (n — o" "I 1)(v).



Por lo tanto, dado « € (0,1), se puede determinar el valor de k, de modo que p(A < kq | Hp) =
. '

De esta manera, la ‘regi(')n critica para este contraste resulta
Y
C=A{z|pn > g v 93 \/-} (2.6)

Para obtener la funcién de poten(:la, es necesario tfomar en cuenta las reglones de variacion para
el parametro :

1) By < 61+ ”"\1/5(90 - 91),
i) 01 + "Vo(8® —6;) < 0, < °
iii) 69 < .
Asi, considerando cada uno de los casos determinados, se obticne una expresion para la funcién
de potencia para este contraste

1 si g < 6y 4 "’7\1/5(90 — 91)
0_g, N\ o . ~
n(fa) = { * Kgﬁff) (ewal) (1- ) } si 61+ "Va(l —61) < <6,
1-(1 =) (gg:gl) si 60 < 0,

Enscguida se presentan graficas de la funcion potencia contra los valores del parametro G,
cuando #° = 1y #; =0, y con los tamafios de muestra n = 10, 30, 50, 100. Para todos ellos
se tomo el valor @ = 0.10 .

782}

1

N, /7 ..
| !/
\ \\ /// y

o
[+

/
———t:r"‘
I -
[y

0.8 0.9 g°=1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
Figura 5. Contraste Hy : 0y = 8°, 0, desconocido.

Nuevamente, es de notar la similitud de este caso con el correspondiente sin parametro de ruido
~ (Figura 3 y Figura 5), presentando mayor facilidad de detectar desviaciones pequefias para los
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valores del parametro 65, que se encuentren a la derecha del valor propuesto en la hipotesis
nula, siendo al contrarto para desviaciones mas grandes.

Para estos contrastes frecuentistas se observa que sus graficas de potencia en general no son
simétricas, lo que es debido a que P(y; < 6|61 < 6p) — 1 con n, para los contrastes de
Ho : 0; = 8 con 8, conocido o desconocido, y a que P{y, > 6°]85 > 6°) — 1 con n para los
contrastes de Hy : 8, = 6°, con #; conocido o desconocido.

Antes de finalizar esta seccion se presentan algunas graficas comparativas de las potencias para
los contrastes con y sin parametro de ruido,

La primera de ellas compara las potencias para el conirasie sobre el parametro #;, con un tamafio
de muestra n = 5, con #2 conocido y cuando no se conoce:

w(oy) [ ey
1 1
“ﬁ“_“_“‘ ’ .

SinM/

0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 —~0.4

0.2 _ ‘ 0.2

.l 1 N 1 N . 5 : L L 1 N [P 91
-1 -0.8 . -0.6 -0.4  -0.2 =0 0.2 0.4

Figura Cl. Grdficas de potencia para el contraste Hy : 8; = O, para . =5,

Para este tamafio de muestra se nota una diferencia en la regién donde 63 > 90, mientras que
en la otra regién las potencias no presentan diferencias.
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La grafica siguiente muestra las potencias para el mismo contraste, pero con n = 10:

n7{th)
1 - e

T Si““‘“’%'//

0.8 0.8

0.6 \ // 0.6
0.4 \ 7 0.4
0.2 0.2

TR iy s

0.2 <0.2 -0.1 6=0 0.1 - 0.2 o

Figura C2. Grificas de potencia para el contraste Hy : 8, = 8, para n =10,

Se observa que para este tamaflo de muestra la diferencia en las potencias en la region 6, >
se reducen, en comparacion al caso anterior, y tendiendo a desaparecer 2 medida que n aumenta.
Las graficas que siguen se refieren a las potencias para el contraste sobre el parimetro #;, con
y sin pardmetro de ruido. La primera de ellas con n = 5 y la segunda con n = 10:

() e . . |

1 1
Sin ruide

-/

0.4 a.6 0.8 #=1 1.2 1.4 1.6 fa

Figara C3. Grdficas de potencia para el contraste Hy : 03 = 6°, para n. = 5.

En esta grafica se nota una diferencia entre las potencias en la regién 82 < 8%, no apreciandose
diferencia para la otra region de variacidn del pardmetro 2.



7(62)

Sin ruide

N

.4

G.2

B

Figura C4. Grdficas de potencia para el contraste Hy : 8, = 6°, para n =10,
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Finalmente, para este tamafio de muestra, la diferencia entre las potencias en la region 82 < 6°
se reduce en comparacion al otro tamafio de muestra, y estas diferencias tienden a desaparecer

a medida que n es mayor.
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2.2 CONTRASTE PARA AMBOS PARAMETROS.

Considérese finalmente el contraste Hy : (61, 62) = (6o,8%) contra Hy : (61, 92) # (6o, 6°).

Si se cumple que y1 < fp 6 y, > 0° entonces debera de rechazarse Hy en favor de Hi por
tener evidencia suficiente para concluir que es falsa. En otro caso, cuando &y < 11 < yn < 6°,
el cociente de verosimilitudes generalizadas es

(yn - yl)n
A= (9() - eo)n
0 de otra forma

si fp < y1 < yn < 6°

Para esta prueba, la region critica de tamafio « € (0,1) es
C={z,{X <k},
donde el valor de k& € R se obtiene a partir de I;ci'igualdad
P(A < k| Ho) = o
pero esto es lo mismo que resolver, para kg,
P(yn —y1 < ko | Ho) = .
De (1.6), la distribucion para el rango de la muestra r = y,, — yy €8

)T”"z(ﬂg -y - T')
(02 — 617 I(0=92—91)(r)'

-1
plr 01, 05) = "4

Entonces, de la ecuacion

kR n(6° — 6p) — (n — 1)ko]

P("" < ko | Ho) = (QD — )" -

k]

es posible obtener numéricamente el valor de k, para valores de o, n, 8p v 8° determinados,
- utilizando algliin método de aproximaciones sucesivas.

En las tablas siguientes se muestran los valores criticos para el contraste, cuando 8% — 9y toma
los valores 0.5, 1 y 2, para diferentes tamafios de muestra y para varios valores de a. -



n ko.o1 ko.05 ko.10

10 0.247824 0302918  0.331576
20 0.355605 0391947  0.409520
30 0399205  0.425702  0.438215
40 0.422633 0443406  0.453101
50 0.437238 0454301  0.462210
60 0.447209 0461680 - 0.468356
70 0.454448  0.467008  0.472784
80 0459943 0471036 = 0476124
90 0.464254 0474187  0.478734
100 0467729 0476720  0.480830

Tabla 1, Valores criticos del contrdste, para 8° — 6, = 0.5.

n koo ko.05 ko.10

10 0.495647  0.605837  0.663152
20 0.711210  0.783894  0.819039
30 0.798410  0.851404  0.876430
40 0.845267  0.886812  0.906203
30 0.874476  0.908602  0.924419
60 0.894418  0.923360  0.936713
70 0.908897  0.934016  0.945567
80 0.919885  0.942071  0.952248
90 0.928509  0.948379  0.957469
100 0935457 0953440  0.961661

Tabla 2. Valores criticos del contraste, para §° — 6y = 1.

) ko.o1 ko.05 ko.10

10 0.991295 1211670  1.326300
20 1.422420  1.567790  1.638080
30 1.596820  1.702810  1.752860
40 1.690530  1.773620  1.812410
30 1.748950  1.817200  1.848840
60 1.788840  1.846720  1.873430
70 1.817790  1.868030  1.891130
80 1.839770  1.884140  1.904500
90 1.857020  1.896750  1.914940
100 1.870910  1.906880  1.923320

" Tabla 3. Valores criticos del contraste, para 8° — 8y.= 2.
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Asf, la region critica de este contraste es
C={zmfitn<bp V y>8 Vv ynmyl.gka}. (2.7)
Abora, para obtener una expresién de la funcion de potencia para este contraste es necesario
tener en consideracion los casos siguientes:
i)90$91<92§90,
i) 6o < 0 < 8% < bs,
i) 61 < Gy < 0y <6°, -
iv) 64 < 6y < 6° < 0.

En el primer caso, notamos que se cumplen

Py, < 60]01,05) =0 , Py, >8°]601,05) =0

k2 [n(f2 — 1) — (n — 1)k,]
(62 ~ 01)"

Plyp — 1 € kol 61.62) =

AN

¥y que '
P(yl < 903yn > 90|91392) =Os

por lo qﬁe la funcién de potencia toma la forma

ko~ [n(By—61)—(n—1)ka] si ko < 02— 6

m{fy,0;) = (G2-01)"
) 1 8i kg > 09 — 84

En el segundo caso, la situacion es como sigue

- 00 — 0, \"
P(y1<90|91592)=0 s P(yn>00I91’92)=1—(92“9]1.)

K2 [n(02—61)— (n—1)ky]
Plyn —1n € ko [91, 92) = (92~01)"
1 si ko > Og — 01

P(y1 < 0,95 > 0°01,02) = P(yy < 00y 4n — y1 < ko |01,02) =0

P\ [n@e—00)k3  “(n—1)82] . 1.
92—9:) ] [n( : 1()92—-91)’En ) ] si ko < 02— 04

0_ n .
1_(%{;%{) 8i ko > 0y — 64

si ka' % 92 --91

-

y
Py < 0o, yn > 0°,yn — 41 < kg | 01,62) = 0.

Por lo tanto, en este caso, la funcién de potencia es

©-0,)" Gtyky —(n-]
1- (92_91) [1 e 1(32—91)"”, ] si ko < 03— 61 .

1 81 kg > 02 — 8

n2{f1,02) =
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El caso tercero es semejante al segundo. En efecto, -

s — &
0 — 0y

[
P(?Jl<90|91,92)31-( ) . Py >0°]01,00) =0

{0y —01)ka " ~(n—1)kg

Pyn—y1 < kol01,00) = G0,y
1 Si k()ﬂ > 92 — 91

P(yl <90191192):P(yn >905yn"'y1 gka|91192)20

a—6\" 0y —01 )7 —(n—1)k" . _
i) | [t sk <o,

sika\<\92—91

- (
P(y1<90=yn‘“yléka|91192)= By \ T .
1- (GMz_gl) 81 by >0 — 0

cOn )
Py < 00,4 > 0%, yn — 41 € ka|61,02) = 0.

De esto, la funcion de poterncia resulta en

A PR Gl e R _
n3(61,02) = 1 (92" 1) [1 (60" ] 81 ky < 6 — 0y .
1 si ka > 92 " 91

Finalmente, en el ultimo de los casos,

9y — B \" | 8% — o \"
P(y1<60|91,92):1—(2 0) ,P(yn>9°|91,92)=1—( 1)

(02 — 61k~ — (n — k3

.on
P(yn_yl < kalﬂlaa'l) =

(62 — 01)"
Pl <o > 100 =1+ (522) - (2530) " - (=)
P <t <t = - (G2 ) | [t
\P(yn > 0% g — 1 < kol 01,0) = [1 - (gz :gi)n] [n(92 - 91()6123:19:)15” - 1)k3]

Y
P(yl < af)vyn = 90,1n—y1 S kalalsez) = (.

Para este caso,

gv — 90):1 _ [R(GQ - 91)&:2—1 — (n —_ 1)](22]
by — th (B2 — h)"

(- (5=
Ay — 01 By — B '

(61, 00) = 1 — (
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En resumen, |
n(01,02) = m(61,02)10,(61,62) + ma(61, 62) 1o, (61, 62)

+ n3(61, 82} o4 (01, 02) -+ 14(61, 82)10,(01, 62),
donde

O1 = {(61,02) |8 < 01 < 0 < 6%},

Oy = {(61,02) |6y < 6 < 6° < 8y},

G = {(91,92) | B <8y <by K 90},
Yy

Q4 = {(91, 92) | << " < 92}.

Las figuras que siguen representan las graficas de la potencia 1(61, 62) contra los valores de 6;
y 2. En cada grafica 8o =0y ° =1y a = 0.10. Con el propdsito de tener una jdea mas
clara, también se incluyen graficas de contorno para cada uno de los casos.

Figura 6. Contraste de Hy : (6,0;) = (8,8°), con n = 10.



Figura 6", Grdfica de contorno para n = 10.

7{8:,05)

1
0.9975
0.995
0.9925
0.99

)

b

Figura 7. Contraste de Hy : (91,92) = (B, ), con n = 30.



T
ALlg rp o0
L
R
0 : :
1.15 .
1.1 )
1.05 ]
=1 ]
0.95
0.9 ]
0.85 ]
0.8 | \ . . .
-0.2 -0.1 g = 0 0.1 0.2 O

Figura 7°. Grafica de contornae para n = 30.

1?(01’ 82)
i

0.39995

0.9999
0.99985

6, 0.6

Figura 8. Contraste de Hy : (6y,605) = {6y, 6°), con n = 50.
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2
1.1}
1.05
60 =17
0.95 |
0.9
0.85 . . . . .
-0.1 -0.05 Gp=20 0.05 0.1 &
Figura 8", Grifice de contorno para n = 50.
7(01,62)
1
0y
0.999998
1.2
0.99999%¢
1.1

-0.2

Figura 9. Contraste de Hy : (81,82) = {6y, 6°), con n = 100.
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)

0.96

0.94

-0,075 -0.05 -0.0250, =9 ¢.025 0.05 0.078 &

Figura 9°. Grdfica de contorno para n = 100.

Comparando estas graficas podemos observar un aumento considerable en las potencias cuando
el tamafio de las muestras son mayores. También notamos que este contraste defecta con mayor
potencia desviaciones pequefias de los valores de los parametros cuando se cumple que 61 <
o iy > 6% que en los otros casos,
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‘CAPiTU}LO 3. CONTRASTES BAYESIANOS PARA LOS PARAMETROS
DE LA FAMILIA U(x |6y, 6).

Este capitulo inicia con una exposicion breve de la metodologia Bayesiana de los contrastes
de hipdtesis para los pardmetros de una distribucion p(x|0,w), en donde se considera la
posibilidad de tratar con pardmetros de ruido.

Se presenta, para el caso particular de las hipétesis precisas, una forma de levar a cabo los
contrastes Bayesianos, como un problema de decisién, destacando el uso de la divergencia
logaritmica como parte de la funcion de pérdida. '

Después de la introduccion, se presentan los contrastes de hipotesis para la familia U(x | 61, 02),
para uno de los pardmetros, conaciendo o desconociendo al otro pardmetro, y finalmente, para
ambos.

Para cada uno de los casos tratados se obtiene una expresion para la divergencia esperada,
la cual proporciona el medio para tomar la decision, y se presentan ademds sus grdficas para
algunos tamarios de muestra.

Supongase que 2z, = {x1,%2,...,%,} €8 Una muestra aleatoria de la distribucién p(x|8,w),
donde f € © es un parametro de interés y w € £ es un parametro de ruido, y que interesa
probar la hipdtesis Hy : 8 € 6y, donde 6y C O.

Desde el punto de vista Bayesiano, un contraste de hipotesis se puede tratar como un problema
de decision. Resulta entonces necesario determinar un espacio de acciones A y definir una
funcion de pérdida L{a,(d,w)) para todo a € A, 6 € © y w € . Asimismo, es necesario
determinar una distribucién inicial conjunta para los parametros del modelo 7(f,w) y mediante
la verosimilitud de la muestra (via el teorema de Bayes) obtener una distribucion final conjunta
para dichos pardmetros m{f,w | z,), y escoger aquella accion que minimice la pérdida esperada
final después de remover, por medio de integracion, al parametro de ruido.

Ahora, en el caso particular de las hipdtesis precisas, Hp : 8 = 0,, estos contrastes se pueden
interpretar como una simplificacion del modelo general

M= {p(z|0,w):0€c0O,we},
digamos
Mo = {p(z]8.,w) 1w e 2},

con Mg C M vy se desea determinar si la informacion en la muesira es consistente con tal
simplficacion.

En este problema, tratado como un problema de decision, se definen dos posibles cursos de
accion

a; : actuar como si p(z}f.,w) fuera el modelo verdadero.

as : rechazar p(z|f,,w) y quedarse con ¢l modelo general p(z {6, w).

Existen diferentes argumentos en la literatura para justificar el uso de la divergencia logaritmica
de Kullback-Leibler (Kullback & Lieber, 1951: Bemardo 1979b) como una forma de cuantificar
la discrepancia entre dos modelos p(z | 6,w) y p(z| 0., w,), dada como la cantidad esperada de
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informacion que se pierde al utilizar a p(z | 6, w,) como una aproximacidn al modelo p(z | 8,w),
que se supone verdadero. Esto es,

6(91"”; O, W*) = ‘/);p(m 1 Q,w) log “T('ml_!gf—"'zz)d

De manera semejante, ante la presencia de parametros de ruido,

. p(z|8,w)
b 3*3 = :9, i B
off buyw) = inf Xp(al w) log e, d

representa a la cantidad minima esperada de informacion que se pierde al usar un modelo de la
clase {p(z |, w) : w € 2}, cuando el modelo verdadero es p(z|6,w).

Asl, la hipdtesis Hy debera de ser rechazada si la divergencia esperada (bajo la distribucién final
p(01 z,)) resulta ser mayor que cierto valor d*, el cual debera de scr fijado por el investigador.

3.1 CONTRASTES PARA UNO DE LOS PARAMETROS.

3.1.1 Sin parametros de ruide.

Caso 0: Considérese inicialmente el contraste de Hy : # = 6 para una distribucion uniforme
en el intervalo (0,8). Del mismo modo que en ef caso frecuentista, se trata un caso particular
del contraste para el parametro # de la distribucion U(z|#81,62), con 61 conocido, pero se
presenta por ser ilustrativo para los contrastes posteriores.

Sea entonces z, = {z1,...,Z,} una muestra aleatoria de U(z|0) y Hp : # = 6y la hipdtesis
que interesa contrastar.

Para esta muestra, la verosimilitud es

n——]

U0 zn) o plyn|0) = 0 0) (yn)

y al considerar los casos < 0y y 8 22 0, la divergencia toma la forma

0 p(ynl6) n log &
_ _ gF sif <
s0.00) = [ lolo) og Ftg s = {68 SO S0

Si se propone 7(f) oc 671 6,4(f) como distribucion inicial para el parametro 6, entonces

nynty
(0| yn) = @ = yyg o) -

por lo que la divergencia esperada es

de(yn) = E‘[&(G,Gg)lzn] = n/eﬂ log (%’) (0|2, ) d¢

n
n Jng(J %o logg do = 60 [nlog ( ) “ 1:| + y::
05 — i ¥n g+t o8~ yn

- =mnlogfy —
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0 bien, en términos de ¢y, = gﬂ

nlogyn + ;" —1
Rlipn) = —— 1T

Enseguida, para obtener el valor esperado de d.(y,) bajo el modelo

& = Blde(yn) 6] = fo L 1 6 |nlog (&) - 1] +2

o —yp A

se efectda el cambio de variable u = %ﬁ' y resulta

2]
~ B\ " 7 u" logu o 1, %
dT:-—n2(_E> _[0 —:l_———;l,_”_d u— 1 = —n? (9) [ 2L%2(1-—u”)}0 —1

donde Lin(z) es la funcion polilogaritmo, definida por

o
Liny(z Z

k=1

L

Pero, Lig(1) =Y 32y 5 = W—b- 1.64493, resultando

EL‘-’: —~ (9") {Li [1 -~ (%)n] ~ 1.64493} — 1.

Ahora, si la hipdtesis Hy es verdadera 6 = 8y, y como
lim Lig(z) = 0
z—0

entonces

dy = Bld,{yn)| Ho] ~ 0.64493 ,

independiente del valor de n.

Mediante simulacion se obtuvo el valor d* = 1.56 como aproximacion al cuantil 90 de la
divergencia esperada para este contraste, independiente del valor de n En la ﬁgura siguiente
se presentan graficas de la divergencia esperada d?((p;,) contra ¢, , para varios tamafios

de muestra. En dichas graficas se presenta d* = 1.56 como valor crf‘uco del contraste,
p

N
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&{pn)
25 ¢

20 |

15

10

1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3 g,
Figura 10. Diﬁergencias esperadas para Hy 18 = &

En esta figura se puede apreciar que a medida que el tamafio de muestra aumenta, la regla de
decision del contraste se vuclve mas exigente con las desviaciones de y,, con respecto al valor
del parametro propuesto en Hy.

Caso 1: Sea ahora z, = {z1,...,2,}, una muestra aleatoria de U(z|0,02) vy supbngase que
Hy : 81 = 8, en donde & se conoce.

Debido a que
)

01 < 6p = i P(y1161, 82) log p(y1100, 02) dyy = ~o0
1

la expresion para la divergencia logarimica para este caso es

b2 61,0 020, : >
6(01,00) = [l ) g B s = {’”'103 (k) i >0
X . 00 81 th < Vo

Ahora, como ¥ es una estadistica suficiente para 83, cuando 6, es conocido, entonces

O — n—1
o1 |2n) P(y1|91) - ?—%‘}22___%1—))11_1(91-92)(!}1)

y, al proponer como una distribucién inicial para el pardmetro §;
m(61) oc (B2 — 01) " Ty 0 (61),

y por el Teorema de Bayes, la distribucion final para el parametro 8 es, en este caso,

w(B1ly1) oc w(01)p(yr[0r) o (B3 — 61) 7 (02 — 1) = (85 — 61) "V I, ) (61)
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y, mediante integracion, se obtiene la constante de normalizacion para la expresion anterior,
resultando finalmente

w(fijyn) = "('_(_——_;";)Tf-[(ﬂg,yl)(gl)

Ahora, el valor esperado de la divergencia es

n
d,-(yl) = Eﬁ[é(gl, 90)] = nf 5(91, 90)71'(31[?}1) d91

(By — Bp)" [’nlog (H) 1] (6 — )" (3.1)
| ) (02 — o) — (02 — y1)™

que,-en términos de la transformacion ¢, = —gg—Eg%, es

@ —n logw, — 1 ’
pn) = T (3:2)
n

Puede demostrarse que do((pn) 0 con la igualdad si y sélo si o, = 1. Entonces ésta expresion
es la regla de decision para el contraste.

Mediante [a transformacién anterior es facil comprobar que

. 92 _ 90)?1 1
f)=mn I I -
p((fonl 1) (92 _ 91 P (0,92_20) (Qt?n)

Ahbora,

. . By
d, = Bld ()] = f dr{ipn) P(9nl01) den

1
32—90 n . 92—91 n 71'2
--(=a) (- (E=8) ) -]

. 2
d, = E[d%p,)|Ho] = 1’;— — 1~ 0.644934.

por lo que

También en el caso presente, y mediante simulacion, se obtiene como valor aproximado del
cuantil 90 de la divergencia esperada el valor d* = 1.56, independiente del tamafio de la muestra,
el cual se utiliza como un valor critico particular para el contraste.

Enseguida se presentan graficas de la divergencia esperada d0((,) contra ¢, para este contraste,

considerando varios tamafios de muestra asf como el valor d* = 1.56 propuesto como valor
critico de la regla de decision para este contraste.
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2o (7n) _ 1
25 [ T T T T T T T T T T T T T

20 |

15 |

io ¢t n =100

d*

Figura 11. Divergencias esperadas para Hg : 8 = 8o, con 82 conocido.

De estas graficas se puede observar que la regla de decision particular que se definié conduce
al rechazo de la hipétesis propuesta con mayor fuerza, a medida que el valor propucsto para el
parametro se¢ aleja del valor verdadero, y esto es mas notable cuando el tamafio de la muestra
es mayor.

Caso 2: Se desarrolla ahora el contraste de Hy : 8, = 09, en el caso en que el valor de 8, se
conozca.

En forma semcjante al caso anterior, la expresion para la divergencia logaritmica para este
contraste es

&9 g ,0 89—p ) . < 0
6(921 90) = f p(yn|911 92) logfiy% dyn = nlog (92—01 51 92 =z ¢ ]
o (ynl61,6°) o Si By > 60

Se propone ahora como distribucion inicial para el parametro 6,
m(02) o< (B3 — 01) " Ig, g0)(02),
por lo que su distribucion final es

n{yn — 61)"
w(B2yn) = mf(ymﬂl)(@z)-
Ahora, el valor esperado de §(8y, 87), es
60

dy () = E5(62,0%) | 2] = fy 6(02, 6% (Balyn) A0

0_ ' "
(80— 0" |nlog 5= — 1] + (yu — 01
e e A
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que, en términos de 1, = H“:g;, es - -
*—nlo -1
By = 0B
2

Nuevamente, en cste contraste do(1,) > 0 con la igualdad si y sdlo si ¢, = 1. Es entonces
esta la regla de decision para el caso presente.
Ahora, bajo la transformacion anterior

(3.4)

| NG A
p(Pulbz) =n (92 — 91) Pn I(Dv:‘zoz_:i“) (thn).
Por lo que
. Oy
o = Bl0I6a] = [ i) ol l6z)

60 — g\ " 0, — 0 \"\
_— L. — —_— . — —
(92~91> [”(1 (90—-91)) 6} b

dr = B[d° ()| Ho] =~ 0.644934

por lo tanto

como en el caso anterior.

Se propone el valor d* = 1.56, obtenido mediante simulacién, como una aproximacion al cuantil
90 de la divergencia esperada, como un valor critico para el contraste.

Las graficas siguientes representan el comportamiento de la divergencia esperada d2(¢y,) contra
los valores de ,, para varios tamafios de muestra. En estas graficas se muestra el valor
d* = 1.56, propuesto como punto de decision para este contraste:

dy(3n)

a5 L7 7 T ‘ ' T T

20 |

15
| n = 100

—

1 1.05. 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3 ¥n

Figura 12. Divergencias esperadas para Hy : 0, = 8% con 8, conocido.
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Nuevamente es de notar que a medida que n crece es mas facil detectar desviaciones pequefias
respecto al valor verdadero del pardmetro.

3.1.2 Con parametros de ruido

Caso 1: Se considera ahora el contraste de Hy : 8 = 6y, donde el parametro 05 se supone
desconocido.
Para cste caso, la divergencia toma la forma

(01, 5,00) = { MO G 5 o<,

Debido a que la verosimilitud es
6,62 zn) o< p(y1,Ynlth,02) ox (B2 — 61)7",
y al proponer como distribucion inicial conjunta para los parametros (61, 6;) a
(01, 02) o< (B2 — 01) "2 Ligy 0) (01 )Ly 00) (B2)
podemos concluir que la distribucién final para los parametros (81,62) es

- yl;i(n”_"{'(;i — )™ (62 — 61)~ (wt2) e y1)(91)I(yn,00 (62).

W(91192|y15yn) - (y

Se obtiene ahora una expresion para el valor esperado de la discrepancia,

d (81,82, 00) = E [6(61, 02, 00)|y1. ya] = ] / 92 :g )ﬁ5(91=92ly11.ln)d91 dfy
_ (0 —00)"[1 4 2n + n(n + 1)llog[(yn — 1) — log(yn — &5)]]
(n+ Dl(yn = y1)® = (yn — 90) ]

(Jn —y)*n+(n+1) 2 (nyn,n + 1, yt-—gn)]

(7 + )[(¥n — 11)" — (4 — O0)"]

(3.5)

0, en términos de u = i
Un—Y1

w14 2n —n(n+1)logu) —n — (n + 1) 2F(n,n,n + 1, %1)

bW = (n+ 1)1 - u") !

donde 2F(a, b, c, z) es la funcidn hipergeométrica, cuya expansion en serie es

2Fi(a@, b, e, 2) = i (a)k (b)x _:ff_ -

1 ?
con
(e +k)

(o9 = —F zeC.
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Numéricameunte se encontrd que el valor esperado de d,(u), con respects a la verosimilitud,
cuando Hyp es verdadera, esta alrededor del valor 0.645.

De mancra semejante a los casos anteriores se determina mediante simulaciones el valor
aproximado para el cuantil 90 de la divergencia esperada, d* = 1.56, el cual se utiliza como un
punto de decisidn. :

En la figura siguiente presentamos las graficas de la divergencia esperada d2(u) contra u, para
varios tamafios de muestra, as{ como la recta d* = 1.56, la cual se propone como el valor critico
de la regla de decision para el contraste.

dy()

20

15 |
| n =100

1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3 u
Figura 13. Divergencias esperadas para Hy : 8, = 8y, con 8 desconocido.

Es notoria la semejanza de las graficas de la divergencia esperada para los casos con o sin

parametro de ruido y nuevamente notamos que el contraste se vuelve mas exigente a medida
“que n awmenta.

Caso 2:  Se analiza ahora el contraste Hy : 0 = 69 en donde 0, es un pardmetro de ruido.
De manera analoga al caso anterior, la divergencia estd dada por

5(91’92’90) _ {nlog (%2{%‘{) si 6% >0, 1
o0 si 8 <6,
y la distribucion inicial conjunta para los parametros {6;,62) que se ﬁropone es
(61, 02) o (02 — 61) 2L _oo,0) (61) L g, gy (62)
Yy entonees,

n(n + 1)(8y — 6,)~»+2)
00 — 1) ~ (Yo —y1)"

7'('(91’ 92|y1! yn,) = ( I(_Oovyl)(el)'[(ym‘go)(92).
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. o_ . .
Ahora, en términos de v = %:%, la divergencia esperada toma la forma

v*(1+42n —n(n+1)logv) —n— (n+1)2Fi(n,n,n+ 1,%1)

0 -
() = (D =)

(3.6)

y, como en el caso anterior, numéricamente se encuentra que el valor esperado de d,-(v), respecto
a la verosimilitud, cuando Hj es verdadera, resulta cercano a 0.645.

De nuevo, y mediante simulacion se determina ¢l valor d* = 1.56 como una aproximacion al
cuantil 90 de la divergencia esperada y se propone como valor critico del contraste. La figura
siguiente representa a la divergencia esperada dl(v) contra los valores de v. En estas graficas
se¢ muestra también ¢l valor d* = 1.56, ¢l cual se propone como punto de decision para el
contraste.

20

15 ¢ 1 !
n =100 -

10 |

1 1.05 1.1 1.15 1.2 -1.25 1.3

Figura 14, Divergencias esperadas para Hy : 03 = 0°, con & desconocido.

Podemos observar la semejanza de estas graficas con las correspondientes al contraste sin
parametros de ruido, asf como el aumento considerable del poder del contraste para detectar
mas facilmente las divergencias con respecto al modelo verdadero, a medida que el tamaiio de
la muestra aumenta.
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Antes de terminar esta seccion se presentan gréﬁcas comparativas de las divergencias esperadas
para el contraste sobre el parametro 64, con y sin pardmetro de ruido.

La primera de ellas se refiere al contraste sobre el pardmetro #; v s¢ muestran las d1vergenmas
esperadas para un tamafio de muestra n = 5:

() : d2{u
3.5 )
' 3 /
3
2.5
2.5
2
2
s 1.5
i 1
0.5 0,5
0 0
o124 1.6 1.8 2 2.2 24, 1ot 1.4 1.6 18 2 2.2 24
Sin ruido : Con ruido

Fignra C5. Divergencias esperadas para Hy : 6y = 0y, con n = 5.

Para este tamafio de muestra se observan diferencias notables en las divergencias esperadas.

La siguiente grafica muestra las divergencias esperadas para el contraste sobre el mismo
parametro, pero para el tamafio de la muestra n = 10;

d‘?(‘f’n) ,“ d(u

. r

8

. 5

1 4

2 2

o] 1]

1 1,2 1.4 1,6 1.8 2 2.2 2.4 o 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 %.4
Sin ruido Con ruido

Figura C6. Divergenciu esperada para Hy 1 8y = 8p, con n= 10

De esta segunda grafica comparativa se observa que las diferencias en las divergencias esperadas
son menores para este tamafio de muestra, ¥y que a medida que n crece tales diferencias tienden
a desaparccer.
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Las graficas que siguen presentan las divergencias esperadas para el contraste sobre el pardmetro
2, con y sin parametro de ruido, para los tamafios de muestra n =5 y n = 10:

dg((lpn) dﬂ(u
3.5 ’
: 3 /
3 2.5
2.5
2
2
1.5 1.5
1 1
D.s 0.5
[ 0 .
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 g, 1012 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 y
Sin ruide Con ruido

Figura C5. Divergencias esperadas para Hy : 6y = 6, con n = 5.

Para este tamafio de muestra se aprecia diferencia antre las divergencias esperadas con y sin
parametro de ruido.

Finalmente se presenta la grafica para n = 10:

@ (pn) : ()

8 :

. 3

3

s 4

2 2

0 ' 0

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 ¢ 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 g
Sin ruido Con ruido

¥igura C5. Divergencins esperadas para Hp : 61 = 8, con n = 10,

De manera semejante al contraste sobre el parametro 6y, se observa que las diferencias entre
las divergencias esperadas tienden a desaparccer, a medida que n crece.
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3.2 CONTRASTE PARA AMBOS PARAMETROS

Considérese ahora el contraste de Hy : (61, 62) = (6, 0°). La divergencia logaritnica, para este
caso, toma la forma siguiente

nlog (g_z_:,g%) si (61,62) C (65,6°)
o0 si (01,09 € (6p,8°).
Se propone la siguiente distribucién inicial conjunta para los parametros (6, 62).
w501, 02) o (B2 — 61) ™ Tg,00) (1) I — 0 40) (62).
De esta manera la distribucion final para (61, 02) es

7s(61, 02ly1, yn) = i+ (0 - O T
.6 1, 02|1U1s Yn}) = (yn _ yl)—n _ (90 — yl)—n - (yn — 90)—71 + (90 — 90)“”
X Tgo,0)(01) (3, 00) (62)-

6(913 923 909 90) =

Ahora, se obtiene el valor esperado de d.(y1,yn), con respecto a la distribucion final de los

parametros.
En efecio,

g0 Y1 90 _ 9

rten) =n [ [ 10g (=g )ms(6r, Ol vn) 05
v Joo Oy — &
(90 — 90) 41
=n log —
Yyn—t1/) n+l :
P\ " #*—6 ya—8a\ " Yn—b)
n [(yn—m) log (ynwyz) - (yn—yg) log (yn'—yg)jl (3.7)

() T () T ()
' ¥n—l i ¥n—#1
-y \ 7" i}
_ n (yn_yi) ( —y1)
- () - () T ()T
Y~y Y91
i
Si se define t) = y—--—:z‘; ty = —J—g —-conloquet; +ta—1 = ———Qy la expresién anterior resulta
o 9+ 1
n+1
[(fl Lotg — 1)_” log(ﬁ + 1ty ~ 1) - i‘,l_n logt) — ‘132 logtz]
11— =t (ty +tp— 1)
Numéricamente, se determina que el valor esperado de dy(z,) estd cerca de 1.30 y, mediante
simulacién se encuentra que una aproximacion para el cuantil 90 de la divergencia esperada es
el valor 2.5, el cual se propone como punto c¢ritico para la regla de decision.

Enseguida presentamos graficas de la divergencia esperada, d? (f1,02), contra los valores de &
y {9, para este contraste.

dr(t1, b2) = nlog(ty +12 — 1) —




(f; (t‘l +

1)
hRY

d&{ta,tz‘}
al

30

z0

A2




dituts)

80 o

3.§ ! &0 k
40

20

Figura 18, Divergencia esperada pova Hg : (01,62) = (80,68%), con n = 100.

Se puede observar en estas graficas que el contraste para ambos parametros presenta semejanza
con los contrastes para une de los parametros y que, como en estos c¢asos, a medida que el
tamafio de muestra crece, el contraste se vuelve mas exigente en relacion a las desviaciones

cada vez menores respecto a los valores verdaderos de los pardmetros.



CAPITULO 4. SIMULACIONES.

-En este capitulo se presentan los resultados de las simulaciones de muestras aleatorias de
modelos U(x | 61, 04), efectuadas con el objeto de comparar los dos puntos de vista, frecuentista
v Bayesiano. Para cada uno de los casos considerados y tomando en cuenta diferentes tamafios
de muestra, se registro el porcentgje de rechazos a partir de la region critica correspondiente
para cada uno de los contrastes frecuentistas considerados, para un tamafio fijo del contraste,
v en el caso de los contrastes Bayesianos definiendo un valor critico predeterminado para el
valor esperado de la divergenca esperada, mediante el cual se define una regla de decision para
cada uno de los contrastes tratados.

4.1 Sin parimetros de ruido.

Caso 1: Para el contraste de Hy : 1y = 6p, con 2 conocido se generaron 1000 muestras de la
distribucion U(z)0,1), para cada uno de los tamafios de muestra n = 10, 20, 50,100 y 500.
Para cada una de tales muestras se registrd el porcentaje de rechazos, para el contraste clasico
mediante la region de rechazo correspondiente (expresion (2.2)), y para el contraste Bayesiano
utilizando como regla de decision rechazar Hy si y solo si el valor observado de la divergencia
esperada (expresion (3.1)) resulta mayor que 1.56 .

En la tabla que sigue se presentan los resultados obtenidos.

[_ By T Frecuentista Bayesiano ! [ By [ Frecuentista T Bayesiano
[ -0.3 100 100 | 03 [ o0 100
] -0.2 62.6 66 | -0.2 1o 100
-0.1 269 ] 285 | -0.4 68.1 1 73.1
-0.01 1.7 | 122 -0.01 14 T 124
0o [ 93 9.9 0 14 | 123 |
0.0 20 20.4 : 0.01 26.6 w6 |
0,10 68.7 68.7 0.1 50 90
0.20 50.2 902 | 02 | 984 98.4
0.30 97.3 974 | 0.3 [ 100 100
=10 n = 30
] fo | Frecuentista Bayesiano ;; By Frecuentista |  Bayesiano
3 | 100 100 -0.3 100 100
-0.2 100 100 | 0.2 100 100
-0.1 100 100 | | -0.1 | 100 100
-0.01 162 | 176 | -0.01 I 25.2 26.9
0 8.3 { 8.9 [ 0 | 8.4 v.6
0.01 414 | 417 | 001 T 6T 67.1
0.1 996 | 996 0.1 100 100
0.2 100 100 02 100 100
03 100 100 {03 00 | 100

n =50 ' n = 100



b Frecuentista Bayesiano
03 100 100
0.2 100 100
0.1 100 100
-0.01 100 100
0 105 10.8
0.01 99.5 99.5
0.1 100 100
0.2 100 100
0.3 ] 100 00 ]
n =500
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Se observa en estas tablas que los porcentajes de rechazos de la hipotesis propuesta son muy
parecidos bajo las dos formas de efectuar los contrastes.

Caso 2:

Ahora, para el contraste de Hp : 89 = 6%, con @; conocido, se geuneraron 1000

muestras del modelo uniforme con parametros #1 = 0 y #3 = 1, para cada uno de los tamafios
de muestra n = 10, 20, 50, 100 y 500, registrandose para cada uno de los valores propuestos del
parimetro f = #° el porcentaje de rechazos observado, mediante la regién critica (expresion
(2.3)) del coniraste frecuentista, con o = 0.10, y mediante la regla de decision para el contraste
Bayesiano, determinada por el valor observado de la divergencia esperada {expresion (3.3), y
utilizando como punto de decision el valor 1.56 .
En las tablas siguiente presentamos los resuitados obtenidos.

g° Frecuentista Bayesiano a° Frecuentista Bayesiano
0.7 97.5 97.5 0.7 100 100
0.8 S0 90.1 0.8 99.6 99.6
09 68.3 68.5 0.5 90.1 90.2
0.99 15.8 20.3 0.99 24.5 254

| 10 10.6 1 10.2 10.1
1.01 1.1 127 1.01 13.6 13.9
i1 26.5 285 1.1 06.5 723
1.2 59.2 64.3 1.2 100 100
1.3 100 100 13 100 100
n =10 n=30

&° Frecuentista Bayesiano g Frecuentista Bayesiano
0.7 100 100 0.7 100 ' 100
08 100 100 0.8 100 100
09 99.1 89.1 0.9 100 100
0.99 454 46.1 0.99 69.4 69.8
i 9.6 10.3 1 10 10.8
1.01 15.9 17.1 1.01 26 284
1.1 100 100 i.1 100 100
12 100 T 100 : 1.2 100 ) 100
L3 100 e | | i3 100 | 100

n =50 n =100
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g Frecuentista Bayesiano
0.7 100 100

0.8 100 100

0.9 100 : 108

0.99 % % |

1 10.2 11

1.01 100 100

1.1 100 00 |
1.2 100 160

1.3 100 100

n = 500

‘También para este contraste observamos que los resultados obtenidos mediante las simulaciones
son muy semejantes.

4.2 Para ambos parametros.

Para el contraste de Hy : (81, 8) = (6o, 6°) se generaron, para cada uno de los tamafios de muestra
n = 10,20,50,100 y 500, 1000 muestras de la distribucién U(z]0,1), y se consideraron
algunos valores para los parametros 8; y &2, en la hipotesis a probar, cercanos a los valores
verdaderos de los parametros. En el caso del contraste frecuentista, se utilizé la regién critica
correspondiente (expresion (2.7)), con « = 0.10, mientras que para los contrastes Bayesianos
se utilizd el valor critico propuesto de 2.5 para la divergencia esperada (expresion(3.7)), para
determinar la regla de decisién correspondiente.

En las tablas que siguen se presentan los porcentajes de rechazos de la hipbtesis propuesta, bajo
las dos perspectivas.

8 e Frecuentista | Bayesiano & e Frecuentista | Bayesiano
0.7 1.3 100 100 0.7 13 100 100
0.8 1.2 100 100 -0.8 1.2 100 100
0.9 L1 100 100 0.9 1.1 100 100
-0.99 1.01 100 100 -0.99 1.01 100 100
0 1 9.3 13.1 0 1 9.9 11.6
0.01 0.99 30.1 29.7 0.01 0.99 517 516
0.1 0.9 911 89.7 0.1 0.9 100 99.9
0.2 0.8 99 99.3 0.2 0.8 100 160
0.3 0.7 | 100 [ 100 63 07 1. 100 100 |
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8 4 Frecuentista | Bayesiano .y g° Frecuentista | Bayesiano
0.7 1.3 100 100 07 1.3 100 100
3.8 1.2 100 100 0.8 12 100 100
0.9 . LI 100 100 0.9 1.1 100 100
-0.99 1,01 T 100 . 100 -0.99 1.01 100 100
0 i 8 11.5 0 1 10.6 10.4
0.01 0.99 65.2 68.3 0.01 0.99 89 87.4
0.1 0.9 100 160 0.1 0.9 100 100
0.2 0.8 100 10 0.2 . 0.8 100 100
0.3 0.7 100 106 0.3 0.7 100 100
n =50 n = 100
B g° Frecuentista | Bayesiano
-0.7 1.3 100 100
-0.8 1.2 100 100
0.9 1.1 100 100
-0.99 1.01 100 100
0 1 10.8 11.8
0.01 0.99 100 100
0.1 0.0 160 100
0.2 0.8 1060 100
03 0.7 100 100
n = 500

Como podemnos observar, también para este contraste tenemos resultados muy semejantes bajo
los dos puntos de vista.

4.3 Con parametro de ruido.

Caso 1: Para cl contraste de Hp : 01 = fp, con 6, desconocido se generaron 1000 muesiras
del modelo U(x{0,1) para los valores de n = 10,20,50,100 y 500, registrandose en cada
caso el porcentaje de rechazos, mediante la regién critica correspondiente, de tamafio o = 0.10
(expresion (2.5)) para el contraste frecuentista, y mediante el valor critico 1.56 para la divergencia
esperada (expresion (3.5)) para el contraste Bayesiano.

& Frecuencista Bayesiano . N Frecuencista Bayesiano
0.3 100 100 0.3 100 100

0.2 60.6 . 695 0.2 100 100

0.1 25.2 30.9 ' 0.1 64.9 752
-0.01 9.1 11.3 -0.01 13.4 13.8

0 11.2 14.2 ) 105 123

0.01 | 173 19 0.01 24.9 26.5

0.1 70.8 71.4 0.1 88.6 87.7

0.2 889 89 02 987 992 |
0.3 97.1 97.1 0.3 100 100

n=10 =30
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o Frecuencista Bayesiano | y Frecuencista ' Bayesiano
0.3 100 160 03 100 100
-0.2 100 100 -0.2 100 100
0.1 100 100 0.1 100 100
0. 16.3 179 ' -0.01 253 279
0 9 9.8 0 10 11
0.01 442 45 0.01 66 66.3
0.1 99.2 99.2 0.} 100 100
02 100 100 0.2 100 100
03 100 100 0.3 100 100
n = 50 n =100
to Frecuencista Bayesiano
-0.3 100 100
-0.2 100 100
-1 100 100
-0.01 100 100
0 10.9 11.6
0.0t 99.5 99.5
0.1 100 100
0.2 100 100
0.3 100 100
n = 500

Comparando los porcentajes de rechazos obtenidos podemos decir que ambos tipos de contrastes
producen resultados muy semejantes, también para este caso.

Caso 2: Finalmente, para el contraste de Hy : 6 = 6° con 6 desconocido, se generaron
1000 muestras aleatorias de la distribucion uniforme en el intervalo (0, 1), para cada uno de
los tamafios de muestra n = 10, 20,50, 100 y 500. Para cada caso se¢ registréd el porcentaje de
rechazos para cada valor propuesto para el pardmetro 6.

Para el contraste frecuentista se utilizo la region critica correspondiente, con o = (.10 (expresion
(2.6)), mientras que para la forma Bayesiana del contraste s¢ definié una regla de decision a
partir de la divergencia esperada (expresion (3.6)) y utilizando el valor critico de 1.56 .

Las tablas siguientes muestran los resultados obtenidos.

[ &° Frecuentista Bayesiano g Frecuentista Bayesiano
0.7 97.8 9.1 0.7 100 100
0.8 89.7 884 0.8 100 99.9
0.9 64.6 70.4 0y 96.6 97
0.99 18.6 20 0.99 322 328
1 8.2 11 ‘ 1 10.7 10.9
1.01 10.4 12.9 1.0 11.9 13.8
1.1 249 30.9 1.1 100 100
1.2 615 67.9 1.2 100 100
1.3 100 100 1.3 100 100

n=10 =30



g Frecuentista Bayesiano a Frecuentista Bayesiano
0.7 100 100 0.7 100 166
0.8 100 100 0.8 100 100
0.9 99.5 99.9 0.9 100 100
0.99 47 443 0.99 66.7 66.1
1 83 10.6 1 10.2 8.5
1.01 159 18.9 1.01 284 30.1
1.4 100 160 1.1 100 100
1.2 100 100 1.2 100 100
1.3 oo 100 1.3 100 100
n =50 n == 100
a° Frecuentista Bayesiano
0.7 100 100
0.3 100 100
0.9 160 160
0.99 99.4 99.5
1 9.1 12.1
1.01 100 100
1.1 100 100
1.2 100 100
1.3 100 100
nn = 500

49

Nuevamente notamos la concordancia de los porcentajes de rechazos obtenidos, mediante los
dos enfoques del contraste de hipotesis.
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CAPITULO 5.- COMENTARIOS FINALES.

En este trabajo se resolvid el problema de los contrastes de hipotesis precisas para los parametros
de la distribucion uniforme, bajo las perspectivas frecuentista y Bayesiana.

Los contrastes frecuentistas fueron, en general, sencillos de obtener y para cada caso resultaron ser
uniformemente mas potentes, con regioncs criticas faciles de utilizar, excepto cn el contraste para
ambos parametros para el que fué necesario obtener el valor critico por medio de aproximaciones
sucesivas. Es necesario notar la semejanza de las funciones de potencia para los contrastes
frecuentistas correspondientes para el mismo parametro cuando el otro es conocido o desconocido.
En los contrastes Bayesianos se obtuvieron soluciones mas integrales, debido a que éstas se
basan en la Teorfa de las Decisiones, donde el instrumento para comparar entre los modelos
que compiten es la divergencia logaritmica de Kullback & Leibler, mediante la cual se generan
las reglas de decision, a partir de la divergencia esperada.

En cada uno de los casos Bayesianos tratados se propusicron distribuciones iniciales para los
parametros, ninguna de las cuales corresponden a la distribucion de referencia en el sentido de
Berger y Bemardo (1992) ni en el de Bernardo (1979a), sino aproximacioncs a estas ultimas.
En cuanto a la obtencién de las divergencias esperadas, se presentaron algunas dificultades, las
cuales fueron resueltas utilizando el paquete de computo Mathematica (version 4). Asimismo,
se presentaron dificultades al calcular las divergencias esperadas bajo ¢! modelo y, en algunos
de los casos fueron necesarias soluctones aproximadas.

En cuanto a la eleccion del valor umbral de la divergencia esperada que se propone en cste
trabajo, se puede decir que proporciona una forma de comparar ambos enfoques, de manera que
cuando el contraste es sobre un parametro, suponiendo al otro conocido, los dos enfoques son
equivalentes numéricamente, y son casi equivalentes cuando el otro parametro es de ruido y asf
mismo en el contraste para ambos parametros.
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APENDICE.

Programas de Mathematica Utilizados.

m Consistencia

<< Caleulus Limit’

(* evaluando los dos primercos momentos de los estimadores de méxima verosimilitud =)

- n (8, -yl)™ n (yn - 6;)™*
dmin[yl ] im ————c—we; dmax[yn_J iz ——t——tie;
{82 - 81) (62 - 61)
n(n-1) {yn-yl)™*
deenj[yl_, yn ] := ;
- = (92 ~61)"
Integrate{yl dmin[yl], {¥i, @,, 62}, GenerateConditions » False] (* 1 =) !
ne, + 6
Limit[# s B oo]

l+n

Integrate [y:L2 dmin[yl], {yl, 61, 62}, GenerateConditions » False]

n(1+n)9f+2n6192+29§ (n91+92)2]

varl = FullSinplify| Tem o

(¥ 2 *
l+n !

n (9; -~ 63)*

LAmit [ e
(1+n)? (2 +n)

' n-)m]

Integrate{yn dmax[yn], {yn, &, &2}, GenarateConditions -+ False] (* 3 %)

Integrate [y112 dmax ['yn] , {yn, 61, 8;}, GenerateConditions +» False]

(29§+2n91é2+n(1+n)e§) (61 +n6y) \?
—{ ) ] {(» 4 =)

var? =Fullsimplify[ Tim 2am)
+n +1n

l+n
Integrate{yl deconjiyl, yn], {¥1l, 61, yn}, GenerateConditions ~ False]

Integratef (yn-¢:} "3 (yn+ (-1 +n) 8;) (-6, +@2} 7™,
{yn, 61, 62}, GenerateConditions -» Falze]
. 8, +61 10 ne,+6; 6,+nH;
Limit[ - , N @]
{1+n) 1+n l+n




pmgmam:l nb

(* E[Y1?+¥n?-2 Y1 €1-2Yn 6246+03]1=E[ (th-w) {wn-w)], con w={(6;,82) =)
n{l+n)ei+2ne;e;,+26%
+

‘afn ] =
- {1 +n) (2 +n)
262+2n6; 8 +n (1+n) 62 ne; +o £ +n8
i 162 ( ) 2 .26, 149 e {en 92) velsel;
{(L+n) (2 +n) l+n l+n
Limit[ '
ef
n], n-
@]

@ Procedimientos frecuentistas

H: 64 = 6y con &; desconacido.

hija_, n_] :=“:\1/;

\;:: {0.001, 0.005, 0.01, 0.05, 0.10};
ce = Table[h[w, n], {n, 10, 100, 10}]; MatrixForm[ecc]

¢2 = Table[h[w, n], {n, 200, 1000, 100}]; MatrixForm[c2]
cuafa ,b_,n_,6 _,a ,m_] :=Module[{datasim, ¥l, yn, sum} , sum=0;
Do[

datasim = Table[ Random[Real, {a, b}], {i, 1, n}]:
¥l = Min[datasim];

yn = Max[{datasim]; t = M;
yn-e
1 = If{t < hia, n}{} Yyl <&, 1, 0];
sum = gum+1, {i, 1, m}];
sum
]:
nsd = [Table[{cuail, 1, n, 0, 0.001, 1000], {(» p values )

cuaf[0, 1, n, 0, 0.01, 1000],
cual0, 1, n, 0, 0.05, 10003,
cual0, 1, n, 0, 0.10, 10001}, {n, 10, 100, 10}
1:

MatrixForm{Transpose[nsd]]}]

pot = [Table[{ocuwa[l, 10, n, 0.9, 0.001, 1000], (* potencias %)

o cua{l, 10, n, 0.9, 0.01, 1000},

cuali, 10, n, 0.9, 0.05, 1000},

cuall, 10, n, 0.9, 0.10, 10001}, {n, 10, 100, 1C;
1: :

MatrixForm[Transposea[pot]}]]
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pot2 = Table[{cuafl, 10, n, 5, 0.001, 1000}, (* potengias-—x)
: cua[l, 10, n, 5, 0.01, 1000],
cual[l, 10, n, 5, 0¢.05, 1000],
cuall, 10, n, 5, 0.10, 10001}, {n, 10, 100, 10}
1:
MatrixForm|Transpose[pot2]]}

® H: 0; = ¢° con @, desconocido.

) cua2[a_, b_, n_, &_, a_, m_] :=Module[{datasim, yl, yn, sum} , sum =0;
‘E Do[
datasim = Table{ Random[Real, {a, b}], {i, 1, n}};
vl = Min{datasim] ;
yn = Max[datasim]; t = Lyl;
8-yl
1 = If[t < hla, n] || yn>e, 1, 0];
sun=sum+1, {i, 1, m}];
sum

]:

nsd = Table[{cua2[0, 1, n, 1, 0.001, 1000], (x p values »)
cua2[0, 1, n, 1, 0.01, 1000],
cua2{o, 1, 0, 1, 0.05, 1000},
cua2i0, 1, n, I, 0.16, 100013}, {n, 10, 100, 10}
1:

MatrixForm|[Transpose[nsd]] '

pot = Table[{cua2{0, 1, n, 0.9, 0.001, 1000], (* potencias *)
cua2[0, 1, n, 0.9, 0.01, 1000],
cua2[0, 1, n, 0.9, 0.05, 1000},
cua2{0, 1, n, 0.9, 0.10, 10007}, {n, 10, 100, 10}
1;

MatrixForm[Transpose[pot]]

pot2 = Table{{cua2[0, 1, n, 1.01, 0.00%, 1000], (» potencias »)
’ cua2[0, 1, n, 1.061, 0.01, 1000],
cua20, 1, n, 1.01, 0.05, 1000],
"eua2[0, 1, n, 1,01, 0.10, 10001}, {m, 10, 100, 10}
1; ‘
MatrixForm[Transpose{pot2]]

5,
® Procedimientos Bayesianos(sin parametro de ruide).
H: #4= 6 con Baconocido

(» valor esperado de la discrepancia =)

n (@2 -yi)*" . 8z - o0
post[el ] 1= s p dig[el ] :=nLog[ ——-—--—-]
- (o2 - o1)™? - 82 - el
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Integrate(post{el] dis[e1], {81, €0, v1}] {* B.1 w)

@2 - a0 a2 -yly®
d:{yl_, n_] := nLog| ]1-( ] -1

e2 -yl 62 -e0

e0=0;02=1;
gl = Plot[d, [yl, 10], {yvl, €0, €2}, Frame -+ True, GridLines -» {None, {2y, 40, 60, 80}}]

g2 = Plot[d,{yl, 30}, {yli, 60, 02}, Frame -+ True, GridlLines + {None, {100, 150, 200, 250}1}]
Showlgl, g2]

g3 = Plot[d. {yl, 1001, {yl, 60, 62}, Frame -» True, Gr.idl'..iners» {lone, {100, 150, 200, 2501}}]
Show([gl, g2, g3]

pliyl_]:= (©2-y3)™?"; £1[yl_] := Log[e2-yl]; f2’[)'1__] i= (82 -y1)"

Integratefpliyl] £1{yl]l, yi] ' (* b.2 %)

Integrate[pl[yl] £2[vy1], v1] (* b.3 =)

ez - sl 1 fez-e1\®
dlfel_, n_] := nLog[—————] + E ( )

g2 -ol 62 - g0
82 =1;80=0;

grl = Plot[d{el, 10, {€1, €0, 62}]
Show[gl, grll

gr2 = Plotid[el, 30], {61, 60, 62}]
-Show[g2, gr2)

hiel ] :=1/2

hi = Plot[h{el], {61, €0, 82}]

Show{gl, grl, hl]

82=,;680=.;

H: 8= 8 con 8;tonocido

n -@1)" 60 - o1
postfe2 ] := ln;—---—)m--;clis.:[e.te 1 :=nLog[ -——]
- (82 - e1)y™1 - 82 -8l
Integrate(post[82] dis[ez], {62, v2, 601] {(* b.4 #)

4. [y2_, n ] Log| =22 ] (yz*el']n 1
,n 1 := nLo + -
ml¥e_r B 9N 32 61 00 - 61

@0 =1;681=0; .
gl = Plot[d, [y2, 101, {¥2, 61, 60}, Frame - True, GridLinas - {None, {20, 40, §0, 80}}]

g2 = Plot{d. [y2, 30], {y2, 61, €0}, Frame + True, GridLines -+ {None, {100, 150, 200, 250}}]
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" show([gl, g2]
g3 = Plotd.{v2, 100], {y2, 91, 0}, Frame -» True, GridlLines » {None, {100, 150, 200, 250}}]
. !

Zhow[gl, g2, g3] -
82=.;00=.;61=.;
p2[y2_] := (y2-01)"%; rl[y2 ] :=Log[y2-01]; r2[y2_] := (y2-e1)"

Integrate[p2[y2] r1[v2], v2] {(* b.5 %)
Integrate[p2[y2] x2{y2], v2]

u Procedimientos Bayesianos (con parametros de ruido).

m Andlisis en U(x | @y, 0, ), con @, desconocida .

m Distribucion inicial en 1a parametrizacion original

62 - 1
Afel , 982 ] 15 —— w[9l , 862 ] :=
- - 62 -1 - - 82 ~pl1

+
r

afi, 1] = 8m Alel, 62]; all, 2] = 8g; A[61, 02]; al2, 1] = 3¢ wlel, 62];
af2, 2] = 0pz w[ol, 62]; A = Arrayl[a, {2, 2}]; MatrixForm{%]

Jac = Det[A]

n Distribucién final en la parametrizacion original

Integrate [ —_—, {862, yn, @}, GenerateConditions » False]
(62 - 61)™*?
' (yn - e1)~(>*1)
mllsimlify[lntegrate[mT-T— , {61, a, y1}, GenarateConditions - False]]
+n :
ni{n+1)

post[el_, e2_] : {02 - g1) -2

{(yn-y1)™ - (yn-a)™
n=10;yl=5;yn=30; a=1;
Plot3D[post[el, 2], {el1l, 1, 5}, {€2, 30, 40}, ViewPoint -» {-3.216, -0.666, 0.816}];:

Full8implify[Integrate[Integrate[postiel, 82], {81, a, yl}, GenerateConditions —+ False],
{82, yn, ®}, GenerateConditions - False]]

(~y1+yn)® (= (~yl+yn)™+ (-a+yn)™) (yn—a)“]

FullSimplify| TP S——




" progmath.nb _ 57

m Divergencia esperada

m Constante

n? (n+1)

(yn-y1)™" - (yn-a)™ ’

m Obtencion de Ay

. : Log{e2 - a] .
Fulls:l.mpllfy[lntegrate[(ez—enma— , {€1, a, y1}, GenerateConditions - False] ]
Log[o2 - a]

. Fullsimplify[lntegrate[ 62]]

(n+1) (82 -y1)™*

<< Caleulus Limit”

Hypergeometric2Flin, n, n+1, i]

Limit[ 1 i)
x
Log[e2
Lim’i‘t[‘““%{é“““l; 62-+<n]
- 1-a nL -
B = ( — Hypergeometric2Fl[n, n, 1 +n, ¥ ]+ og[yn - a] )
n? (n+1) (yn-a) a —r

Log[e2 - a]
(n+1) (82 - a)™?*

Eullsimplify[lntegrate[ , {82, yn, oo}]]

1 +nlogl{yn - a]

n2 (1+n) (yn-a)® '
Full8implify[ &y - As]

Logfiyn - a]
n(n+1)
1
n® (n+1) (yn-a)®

({yn-y1}™" - (yn-a)™) +

. yl-o
Hypergecmetric2Fl [n, n, 1l+n, ] - 1] ;
yn-a

m Obtencion de Ay

Log[o2 - 81]

Full Simplify[lntegrate [
(92 - e1)™?

, {62, ¥yn, =}, GenerateConditions -+ False] ]

1+ {n+1l) Log{yn -61}
(n+1)2 (yn - @1)"*

Fullsimplify[lntegrate[ » {61, a, Y1}, GenerateConditions - False]]

1
n? (1 +n)?2 ‘

((-yl+yn)™ (L+2n+n (1+n) Log[-yl +yn]) - (yn-a)™ (L+2n+n (1 +n) Log[yn-al))
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2n+1l a . Log{yn -y1] Logfyn - a}
[ -l - - n - H
H (Lam? AR Y R e YD narD) Gao@

= Diferencia de integrales

FullSimplify[ay - Az
A 1

u=
n? (1 +n)?

1-
((yn—a) -0 [n+ (1 +n) Hypergeometric2Fi[n, n, 1 +n, -« I) -
yn-a

(-yl+yn)™ (1+2n+n (1+n) (Log{-yl+yn] —Log[yn—a]))}

FullsSimplify[c » u]

¥n-61"

® Divergencia esperada en terminos de & =
¥n—3

drin_, t ] :='—1——~——-—-—-
- = (1+n) (1-1t0)

. ' t-1
(t“ (l+2n-n(1+n) Log[t]) - (n+ (1 +n) Hypergeometric2F1[n, n,l1+n, Y ])]

Plot[{dr[Ll, t], dr[5, t], dr[10, t], dr{20, t], dr[50, t]}, {t, 1, 10}1;

n=10; {dzin, 1.1], dr[n, 1.01], dr[n, 1.001], drin, 1.0001], dr[n, 1.0000001]}
n=. '

n=1000; {dr[n, 1.1], &x[n, 1.011, dr[n, 1.0011, dr[n, 1.0001],
dr[n, 1.0000001], dx[n, 1.000000001], dr[n, 1.0000006001]}

n=.

m Valor esperado de la discrepancia esperada, bajo el modelo

& Verosimilitud en términos de t

e 2 e (3] (22))

(% checando que es densidad =»)

A" T fA-1yT
{Integrate[ (-E) , {t, A, ®}, GenerateConditions - False] p Integrate[( T 1] : t]}

A 1 A
inte = [ +(

) ) (n~1); Fullsimplify{inte]
-1+n :

+
-~l+n l1-n
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m Valor esperado bajo el modelo en términos de t

1

drn , £t ] 1= s
- (1 +n) (1-%t2)

t-1
(t“ (L+2n-n (1l+n) Log[t]) - (n+ {1 +n) HypergaomatricZFl[n, n, 1+n, T ]))

Integrate[like[n, A, t] dr{n, t], {t, A, =}]

divexp[n , A ] :=NIntegrate[like[n, A, t] dr[n, t], {t, A, »}]:
{divexp[10, 1], divexp[100, 1], divexp[1000, 1]}

Plot[{divexp[l1l0, A], divexp[50, A], divexp[100C, A]}, {A, 1, 2}, AxesOrigin- {0, 0}];
{divexp[10, 2], divexp[50, 2], divexp[100, 2]}

Plot[{divexp[10, A], divexp[50, A], divexp[100, A},
{A, 1, 2}, PlotRange - {0, 6}, AxesOrigin- {0.98, G}, Frame - True];

m Caso bivariado, U{x | 64,62 ) =U(x | 1*,62*)

m Distribucién final

ker[el , 82_] := (62 -61) "3 ;
k = Fullsimplify-[lntegrate{Integrate[ker[el, ez2], {el, a, y1}1, {62, vyn, 8}11]

a Discrepancia esperada

a Cilculo de la discrepancia esperada

n Log[62 - 1]

a=FullsSimplify [Integrate [Intagrate [ —
(62 -ol)

. {62, yn, B}], {61, a, y1}]]
loex[n ,ul , u2 ]:= (u2-ul)"";

ex[n ,ul_, u2 ] :=loex[n, ul, u2] Logfu2 -ulj};

divin ,a 8 ,yl_,yn_]:=

nLog[B-a] -

n+

(ex[n, y1, yn] -~ ex[n, @, yn] - ex[n, y1, ] +ex[n, a, 8])

w Checando que bajo H, la discrepancia sea cero

<< Caleulus Limit”

FullSimplify[Timit[div([n, a, B, v1, yn], ¥yl 2+ all

-n/ (loex{n, y1, yn} ~loex[n, a, yn] ~ loax[n, y1, 8] + leex[n, a, 8])
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FullSimplify[Eimit[(-n (yn-a)*"+n (~a+8)"" (1 + (1 +n) Logfyn-a] - {1 +n) Log[-a+8])) /

((L+n) {((¥yn-a) ™ - (-a+B)*™)), yn = 8]]

b= oo ¥n-y1 (y por lo tanto, £+ £,-1 = 3??:'—71"

yn 3’1 )
tradiv[n_, t1_, t2_] :=

nLlog[tl+t2-1) - n ({tl +£2~1)"" Log[tl +t2~1] - 1" Log[tl] - £2™% Log[t2]) /
2n+1l

(1-t1P -2 (tL+£2-1)™) H
n+1

eps =
v .00001;

Plot3D[tradiv[10, t1, t2] If[t1 <t2, 1, 0], {t1, 1 +eps, 3}, {t2, 1 +eps, 3}];
Plot3D[tradiv10, t1, t2] If{tl s t2, 1, 0],
{tl, 1 +eps, 3}, {t2, 1 +eps, 3}, ViewPoint -» {-2.1058, ~2.544, 0.738}];
m Distribucion de (¢;, £2)

yn-a - B-¥yl

Solve[{tl == ———m, t2 == —-—-—--} {yi, yn}] (* inversas =)

yn -yl yn -

 at2 +B8 (tl-1) Btl+ a(t2-1)
1(tl , t2 ) i= — Fy2[tl , t2 ] := ;
vifel w2 tl+t2-1 vafer_, 2 | t1+t2-1

a[l, 1] = 8y v1[tl, t2]; a[l, 2] = 9y, y1[tl, t2];
a2, 1] = 8y ¥2[t1, £2]; a2, 2] = O ¥2[£1, t2];
A = Arrayla, {2, 2}}; FullsSimplify[Abs[Det[A]]]

Btl+ a(t2-1) at2 +,B(t1-1)]
tl+t2-1 tl+t2-1

FullS:i.mplify[




