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El modelo de control Markoviano aplicado a 
un problema de colas y uno de seguros. 



Prólogo 

En todas las actividades que desempeña el hombre, ya sea en forma indi
vidual o en grupo, posee la capacidad de tomar decisiones en beneficio de él 
mismo o de la comunidad u organización a la que pertenezca. Sin embargo, 
en ocasiones el rumbo no es el idóneo y por consiguiente puede perjudicar a 
los intereses que se desean sostener o lograr. 

Al respecto, el tomar la decisión más apegada a lo que se persigue esta 
influenciada o se efectúa ya sea aplicando el criterio de quien la toma, de 
acuerdo a la jerarquía o rango, intuición o al contexto que impere en ese 
momento. 

Pero, ¿Cuántos tomadores de decisiones de nuestro país basan sus ac
ciones en modelos matemáticos que les permitan optimizar los objetivos ape
gados al bien com(m? A pesar de que los modelos existen y pueden simular de 
una manera objetiva la realidad, estos son ignorados y no se consideran como 
una herramienta clave. Pues esto depende en gran medida de la formación y 
albedrío de quien toma la decisión. 

En contraste, en muchas compañías tanto privadas como públicas de al
gunos países Orientales, Europeos y de Norte América estos modelos gozan de 
gran anuencia; en tanto que, en países como el nuestro estas herramientas son 
poco conocidas y por ende muy poco aplicadas; pues quienes están a cargo 
de la toma de decisiones desconocen la forma de aplicarlos. Simplemente, a 
varios funcionarios de una prestigiada empresa aseguradora se les cuestionó 
sobre este conocimiento, declarando desconocerlo o que no es necesario esta 
clase de herramientas en empresas mexicanas, pues la administración es muy 
distinta y se aplica lo que "diga el jefe". 

Por lo antes expuesto, a lo largo del presente trabajo nos enfocaremos al 
estudio en específico, de entre todo el universo de modelos m.atemáticos al 
Modelo de Control Markoviano. 

En esta línea consideraremos dos variantes, abordaremos el Modelo de 
Control Markoviano sin Restricciones y el Modelo de Control Markoviano 
Restringido. Lo cual desembocará en la aplicación para un modelo de seguros. 

Para ello se ha dividido el trabajo por medio de cinco capítulos que nos 
acercarán tanto a la Teoría del Control Markoviano como al modelo de se
guros. 
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De esta forma, el Capítulo 1 proporciona un preliminar de algunos re
sultados de la teoría de la probabilidad; iniciando con la definición de ésta 
para posteriormente dar el concepto de experimento aleatorio; destacaremos 
la definición de sigma-álgebra. 

Se dedica una sección a la medibilidad, donde establecemos la definición 
de medida de probabilidad y destacamos sus propiedades, se concluirá con el 
espacio de probabilidades. En la sección de variables aleatorias se establece la 
función de distribución y la función de densidad conjunta. Como herramienta 
básica se tiene el concepto de probabilidad condicional e independencia, a su 
vez destacaremos el valor esperado, la función generadora de momentos, la 
función característica y la transformada de Laplace; y la esperanza condi
cional. Mencionamos la distribución exponencial resaltando la pérdida de la 
memoria, así como las funciones de tasa de riesgo. 

Adicionalmente el capítulo contiene algunas distribuciones típicas como 
son: la binomial, Bernoulli, geométrica, hipergeométrica, Poisson y la uni
forme. 

El Capítulo 2, abordará lo relacionado con los procesos estocásticos, el 
capítulo inicia con la explicación de la caminata aleatoria, con el objeto de 
motivar el estudio de los procesos estocásticos. Resulta de gran utilidad la 
sección dedicada a los problemas de la Ruina y la duración esperada del 
juego. 

Posteriormente se presentan las cadenas de Markov, donde se estable
cen las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, la clasificación de estados, las 
probabilidades límites; así corno el concepto de tiempo de paro. 

Habremos de concluir el capítulo con el estuclio del proceso Poisson, en 
el cual definimos los principales resultados de esta teoría. 

Entraremos en materia al conocer los principales argumentos de la teoría 
de los procesos de decisión de Markov, lo cual nos aproximará al Capítulo 3, 
donde habremos de conocer la descripción del modelo sin restricciones. 

Así rn.ismo, aplicaremos los resultados de la existencia de soluciones, 
ecuación de Bellman y criterio de óptimalidad a el costo total y al costo 
descontado. 

Dedicamos el Capítulo 4 a los problemas de control óptimo con restric
ciones, habremos de considerar la formulación del problema restringido, se 
consideran las herramientas para la solución de este tipo de cuestiones, de 
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esta forma se presenta el método de los multiplicadores de Lagrange y. los 
resultados auxiliares que podremos aplicar en el capítulo 5. 

Es importante resaltar que a lo largo del desarrollo de los capítulos 3 y 4 
se propone a manera de ilustración la solución de un ejemplo de Colas, el cual 
nos apoyará para fijar ideas. Primero mostrando el problema sin restricciones 
y posteriormente con restricciones. 

El Capítulo 5 muestra la constucción de un modelo de seguros propuesto 
por Bruno de Finetti en el Congreso Internacional de Actuarios en 1957. En 
el se aplica la teoría desarrollada a lo largo de este trabajo, para encontrar 
una política óptima que provea un máximo de dividendos con la restricción 
de que la compañía dure al menos "n" años. De esta forma mostrarnos que 
los modelos son un medio adecuado para bosquejar la realidad. 

Pues bien iniciemos ... 

4 



Índice 

2 

Preliminares de probabilidad 
1.1 Probabilidad ............................................................................ ; 
1.2 Medibilidad ....................................................•............ : ....... ; ... . 
1.3 Variables aleatorias ................................................................... . 

1.3. l Función de distribución y función de densidad conjunta ......... : .. '. .... . 
1.4 Probabilidad condicional e independencia ....................... ' ....•..... ·; .. : .... . 

1.4.l Noción de independencia ..................................... : ...• · ... ·.; .. : ... ;: 
1.5 Valor esperado ...................................................... -... ;.;; .. :.:;; .... . 
1.6 Función generadora de momentos y característica ..............•.. : .. ' .. :.''.:_.;,_: .. 
1.7 Esperanza condicional. ...........................................•.• ; ... ·;; .. :;';·::;::.;·.,._, · .. ·. 
1.8 La distribución exponencial, pérdida de la memoria, y funcim1es.de tas,a de. rie.sg() 

1.9 Algunas distribuciones típicas .................................. ; ...... · .. ';.:·;:·:; .. ::: .. 
1.9.l Variables aleatorias binomial y Bemoulli ................. : .... ::;.;;.~.;·:::. 
1.9.2 Variables aleatorias geométrica e hipergeométrica ........ '.-; .. ;;·;.·,·:·.:::·:·:: 
1.9.3 La variable aleatoria de Poisson ...................... : ......... ::·:~;:.,:· .. ':: ... . 
1.9.4 Variable aleatoria uniforme .............................. ;:·:.::.:::\.;_:, .... :. 

4 
4 
6 
8 

10 
11 
12 
13 
14 
15 

¡7 
18 
18' 

. 20 
21 
22 

Procesos estocásticos. 24 
2.1 Caminata aleatoria .....................................•. ; ... ;;.c;.· •••••• ·;._,,l; •••• ::·.;;;. 25 

2.1.1 Primer Paso ........................................... :.: .. :: .. : ... /;·.:::.-.. · .. :.:';.' 25 
2.2 Problema de la rutina deljugador ............................ : .. :·,: ..... : .. , .. · .. ,....... : .. 27 
2.3 La duración esperada del juego ............................. .-:, .... · .. :.:·.· .. : .. ·;.;: .. /· .··,·. · '30' 
2.4 Cadenas de Markov ............................................ : ............ ·; .•..... ;: .. '::-..,::: .. 3-1 

2.4.1 Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov ....................... ; ....... : . ..... : ·: ~: ':.- 32 
2.4.2 Clasificación de estados .................................................... : .. :. · · · ··'·-'.e 34 
2.4.3 Probabilidades límites ................................................... : .. :.::. : 36 · 

2.5 ~·14P~~~:p:o?s:~~'.~ .". ·. ·.·. ·. ".". ·. ·. · ............. · ..... · ..... · ........... ·. ·. ·. ·. ·. ·. · ........... · ..... · ..... · ..... ·. ". ·. ·.·.".".'.".".·.~:.'.".". .•.·~·~ .. 
2.5.1 Intervalos de llegada y distribución de tiempos de espera ........... :::.... 38 
2.5.2 Distribución condicional y tiempos de llegada ....•................ :....... 40 
2.5.3 Procesos Poisson no homogéneos ....................................... :.:... 41. 



3 Modelo de control Markoviano 42, 
3.1 Introducción . . . . . . . . .. . . . . . . . .. . . . . . . . .. . . . . .. . .. .. . . . . . . . ...................... .. . .. . . 42 
3.2 Descripción del modelo ...................................... , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 43 

3.2.1 Ejemplo: sistema de colas................................................... 45 
3.2.2 Reglas de decisión ............................................ : .. :............. 47 
3.2.3 Políticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . .. . .. . .. . . . . .. ... ... . .. . . . . . . . .. . . . . .. . .. 48 
3.2.4 Índices de funcionamiento ................................... ·" ............ ; .. 49 
32.5 Problemas de contra 1 Markoviano ........... -'· ...... , .................... ; . , 50 
3.2.6 Proceso estocástico canónico ................. ; ............... :............... 51 

3.3 Costo total. 52 
3.3.1 Algoritmo de programación dinámica ................... ,'. .. '................ 53', 
3.3.2 Ejemplo: sistema de colas con costo total ...... ' ...... ' .......... ; .. : .... :.... 55, 

3.4 Costo descontado .......................................................... ;.:; .. · .... » 64 
3.4.1 Ejemplo: sistema de colas con costo descontado ..... ; ......... ,........ 65 

4 Modelo de control Markoviano con restricciones. 71 
4.1. Introducción .................................................................... '. .. ;;... '71 
4.2 Formulación del problema......................................................... 72 

4.2.1 El problema de control Markoviano con una restricción .............. : 72, 
4.2.2 Ejemplo: sistema de colas con restricciones .............................. ;. 72 

4.3 Condiciones necesarias y suficientes de optimalidad ........................... :. '73, 
4.3.1 La función de Lagrange y resultados similares ........................ :,_,__ 73 

4.4 Algoritmo para resolver el problema principal de programación convexa.... 74 
4.4.1 Resultados auxiliares ..................................................... :.;.; 74 

4.5 Ejemplo: sistema de colas con restricciones ............................. , .. H ... , 76 

5 Construcción de un modelo de seguros. 
5.1 Objetivos y decisiones óptimas es seguros ................ ················"··· .. . 
5.2 Algunas formulaciones simples de los objetivos ............. ;, .......... ;; ..... . 
5.3 Resultados generales .................................................... ' ....... ; .. . 
5.4 Résolviendo el problema (alternativa I) .......................... '. .... ~ ... ; .... :,. 
5.5 Resolviendo el problema (alternativa U)················~··········: .............. ,, 

A Conclusión 

2 

,','96 
96 
97, 

113 
129 
130 

133 



3 



Capítulo 1 

Preliminares de probabilidad. 

1.1 Probabilidad. 

La teoría de la probabilidad estudia los métodos de análisis en el tratamiento·· 
de un fenómeno aleatorio. Es decir, estudia las propiedades de un fenómeno 
donde interviene la aleatoriedad. 

En este capítulo expondremos los conceptos básicos de la teoría de la 
probabilidad como son: a-álgebra, espacios de medida y de probabilidad, 
variable aleatoria, función de distribución, de densidad, característica y gene
radora de momentos, probabilidad condicional e independencia. Terminamos 
el capítulo mencionando brevemente algunas variables aleatorias que usare
mos en el texto: exponencial, Bernoulli, binomial, geométrica, hipergeo
métrica, Poisson y uniforme. Algunas referencias para este capítulo son: 
[1] [3] [6] [7] y [16]. 

Una noción básica en la teoría de probabilidad es el concepto de experi
mento aleatorio o fenómeno aleatorio, el cual es un suceso empírico en el 
que no se sabe con exactitud el resultado que se obtendrá. El número de 
resultados puede ser finito o infinito dependiendo de la naturaleza del experi
mento. El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento es 
llamado el espacio muestra[, y lo denotaremos por S. 
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Defin.icióri.1.1 u-Álgebra. 

Sea A ~a colección de subconjnntos de S.· Decimos que A es uJ:la u- álgebra 
sí:. 

a) SE A. 

b) Si EE A, entonces Ec E A. 

e) Si Ei, E2, Ea, ... E A, entonces U~1E/E Á: 

Un suceso o evento E es un subconjnnto dé S tal que Ee A, donde A es 
una u-álgebra de S. . . . . · 

Sea S='R consideremos la clase de interValos abiertos en n. B la u-álgebra 
generada por los intervalos abiertos en·n. Es decir, sí denota.IDOS por 

g ={(a, b)Ja; b E 'R}, 

entonces 

u (Q) = B la u - álgebra de Borel. 

A los elementos de B se les nania b~~eliíuios. 
En el caso X finito A =P (X) . · · 

Teorema 1.1 Sea :F la clase de conjunt~s (.::...oo; x] -,oo < x < oo en n. 
Entonces B es igual a la u-álgebra generada p~ :F,.. · 

: ': •. ' ; : •' .~, i· - •. ' 1 :.-- - ·:. ' < 

Una u-álgebra es generada por una rwitlliá'c:l~;C:ó~junto5' B, si B ~ 'P (X) 
entonces u - A (B) = nA. Donde la inter5É!écióri,s·e~.tóm1i,. sobre todas las 
u- álgebras que contiene a B. · · · ·: ; ;;{}t ·.; / .. :}''' .. · /. . ·. · ... 

'- , .. :, .~ ·- .. - -

Definición. 1.2 Una u-álgebra producto. es' zQ.>j¡~ii~tdlJ.~'~';1' lafci.'niilia de . 

"cilindro" (X., A;) . X= fi X, ·.: •·. / ':·JC' '..~/ . 
i=l ·, ... 

B = { Ai x.A2 X··· X An X ;~+1•XXn~2 ~(··; ··}. 
paro Ai E Ai; A2 E A2i ;·.; ~ E A,:.; n É N 
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1.2 Medibilidad. 

Definición 1.3 Espacio medible. 
Una pareja ordenada (S, A) tal que S .es un conjunto y A es una a-algebra 

de subconjuntos de S es llamada el espacio medible. 

Definición 1.4 Punción de conjunto. 
Una función que mapea al conjunto de los reales extendidos 'R.U{-oo, oo }; 

cuyo dominio es una colección de conjuntos, es llamada una función de con~ 
junto. 

Definición 1.5 Medida. 
Sea (S, A)un espacio medible. Una medida es una función .>.. 

sobre A tal que 

i) .>.. (0) =o. 
ii) .>.. (E) ;;:: O para cada EE A. 

-~; ·: :'·~· :: ~ .. ·

defi11,id~ 

iii) .>..es numerablemente aditiva, en el sentido de que si {En} es una s~cesión 
de elementos de S tal que E.nE3 = 0 para i =f j, 'entonces 

.>.. (Q En)= ~.>.(E~). 

Definición 1.6 Espacio de medida. 
Una terna ordenada (S, A, .>..),donde (S, A) es un espacio medible y;.>..·,_· 

es una medida sobre A, es llamada un espacio de medida, · . ·. 
:<.:~,·::~,\ 

Definición 1. 7 Medida de probabilidad. __ . :_ .. -...- .... --.. :· _· '.:.----- . -·-.-. :-::~~--:~·.: 
Sea (S, A, P) un espacio de medida entonces la funéión(ié_'confo.,ii,(}; P2. 

es una medida de probabilidad, si P (S) =l. ' -, '~' •'· · · ·"" · ; " · 

Si E E A entonces a P (E) se le llama la probabilidad deíevento E; .. ·· . ' -
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Propiedádes inmediatas de la medida de probabilidad. {1} 

i) P(0) =O. 

ii) O :5 P(E) :5 l. 

iii) Si E e F entonces P(E) :::; P(F). 

iv) Para cualesquiera E, FE A, P(E UF)= P(E) + P(F) - P(E n F). 

v) Sea EE A entonces P (E) =1 - P (Ec). 

vi) Si Ei, E 2 , E3, ... , En E A tales que E;nE; = 0 para i =I= j, entonces 
P (Uf=1E;) = ¿~=l P (E;). 

vii) Desigualdad de Boole P (U~1E;), :::; ¿:,i P (E;) , para cualesquiera 
E; EA. -

Definición 1.8 Espacio de probabilidades. 
Un espacio de probabilidad es una terna (S,A, P), donde S es el espa

cio muestral, A es una u- álgebra definida sobre -S y P es una función de 
probabilidad sobre A. 

Definición 1.9 Evento límite. 
Una sucesión de eventos {En, n ~ 1} se diée 'éjue ~:'.J,:n,~ sucesión cre

ciente si En e En+i. n ~ 1 y se dice decreciente ,si En :>,'tE,;i'.j:¡~ n 2: L 
\'::\.;~:~:-~-~ :' ::.·:':>: · .. 

Si {En, n ~ 1} es una sucesión creciente de everitooi~entonces definimos 
un nuevo evento, denotado por -,..·.- ..• -.-~:K·---• ' 

:' .. '-::· .. ~;{~:{f;:{~. · .. · 

lim En= U~1E., donde En cE,i+i;n2::: l. 
n-oo .; , '··', .·.,~·. 

Similarmente, si { Eni n ~ 1} es una sucesiÓ11~~~t~i~rite, entonces defini-
mos lim En por <:-" -

n-oo -< 

-•• lim En= n~1E;, donde En::> ~n~1,n ~l. 
n-oo 

Si {En, -n ~ 1} es cualquier sucesión creci~~te o ci~eciente de eventos 
entonces' deeimos que P es continua, si - - · 

lim p (En) =P ( lim En)- ~· 
n-oo n-+oo ·, . 
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1.3 Variables aleatorias. 

En ocasiones, es posible o necesario cuantificar una característica especial del 
fenómeno aleatorio a estudiar. Es entonces conveniente calcular la proba
bilidad sobre el conjunto de eventos que satisfacen dicha propiedad a través 
de una variable aleatoria. 

Definición 1.10 Función medible. 
Sea (S, A) un espacio medible. Se dice que una función X:S-+ n es 

medible si 

{w/w E A, X (w)::::; c} =X-1 (-oo, c] E A V c En. 

Definición 1.11 Variable aleatoria. 
Sea (X, A, .A) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria X:S-+ n 

es cualquier función medible. 

Para conjuntos numerables cualquier función X:S-+ n es una variable 
aleatoria. 

Teorema 1.2 Sea (S, A, P) un espacio:de probabilidad y sea X:S-+ n. X 
es medible si y sólo si x-1 (B) E A. para cada conjunto de Borel, B E n, es 
decir x-1 (B) E A. ... · ' ... 

La función de distribución F de la variable aleatoria X está definida para 
todo número real x por 

F (x) = P {X::::; x}. 

Denotaremos a 1-F (x) por Fe (x), y también Fe (x) = P {X> x}. 

Una variable aleatoria X es discreta si el número de valoi:es que puede 
tomar es contable (finito o infinito), y si éstos pueden arreglarse en una 
secuencia que corresponde con los entero positivos. [1]. 

Sea X una variable aleatoria discreta. La función f definida sobre n por 

f(x)=P{X=x} 

es llamada la función de densidad o la función de densidad de probabilidad 
de X. 
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.. ·-· 
~ . . -... '; .. -~ ~, 

- r .. -o...: 

Una variable aleatoria X es ll~ad~:(~~s~i~t~ent~) continua si existe 
una función J (x), llamada la función de densidad; tal· que 

F(x) = P{X $ x} = j f (t)dt, 
-oo 

donde la integral es la integral de Rlemann. 
Si X es una variable aleatoria continua en el intervalo (-ex>, ex>) su función 

de densidad de probabilidad (F.D.P.) f(x) debe satisfacer las dos condiciones 
siguientes: 

l. ¡_:f(x)dx=l. 

2. f (x) 2". 0,-CX> <X< OO. 

Si x es una variable aleatoria discreta, su F.D.P. cumple con las siguientes 
propiedades: · 

i. 221 ca:.)= ~· 
donde . los Xi son los valores donde • 1a. derisid~d es estrictamente positiva 
f (x,) >O. 

La función de diStribuciÓn d~ ~~ variable aleatoria cumple con las si-
guientes propiedades:.. · 

1. lim F (x) '== l. 
:r-oo . 

2. lim F (x) ==O. 
:r--oo 

3. F(x) es no decreciente Vx E 'R. 

4. F(x) es continua por la derecha. 

5. Para cualesquiera a< b E .'R- se tiene que P [a< x $ b] = F (b) .- F (a) 
[7]. '· -··:·· 
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1.3.1 Función de distribución y función de densidad 
conjunta. 

Cuando lo que interesa en un fenómeno aleatorio no es una sino varias de las 
características y éstas se pueden cuantificar, entonces en lugar de una varia
ble aleatoria, se considera un vector aleatorio y se calculan las probabili
dades sobre este conjunto. 

Las notaciones f (x1, X2, ... , Xn) y P (xi. x2, ... , Xn) se utilizan para des
cribir la F.D.P. conjunta de n variables aleatorias en los casos continuo y 
discreto. Estas funciones deben satisfacer las condiciones siguientes: 

caso continuo 

f (x1, X2, ... , Xn) ;:?: O para - oo < X¡ < oo, i = 1, 2, ..• , n, y 

1_:00 

dx1 1_:00 

dx2 ... 1_:00 

dxnf (x1, X2, . · · , Xn) = 1; 

caso discreto 

p (x1, X2, ... , Xi.);;:?: c(p4~c;; tpd°: ;i; i = 1, 2, ... , n, y 

t~1 t~z;r.-~~t~tf~,~~~·~2/. • • ,:xn) = l. 

La función de distribuciÓ;;_;df'ii,jiJ.htd.'.F.' de dos variables aleatorias X y Y 
esta definida por · ·- - - · -

F(x, y)= P{X :5 x, Y :5 y}. 

Las funciones de distribución de X y Y 

Fx (x) = P (X :::; x) y Fy(y) = P(Y :5 y) 

pueden ser obtenidas de F(x, y) haciendo uso de las propiedades de con
tinuidad. Específicamente, sea {Yn} , n ;:?: 1, una sucesión creciente con
vergente a oo. Entonces como los eventos {X S x, Y :5 Yn} , n ;:?: 1, son 
crecientes y 

00 

lim P{X :5 x, Y :5 Yn} = P LJ{XS x,Y :5 Yn} = P{X :5 x} 
n-oo 

n=l 
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esto se sigue de la propiedad de continuidad, ya que , 

lira P{X~x, Y~y .. }=;=P{X~x} 
n-oo 

o, equivalentemente 
Fx (x) = lira F (x, y) 

Y-oo 

similarmente 
Fy (y) = lira F (x, y). 

. x-oo 
Las variables aleatorfasX y Y s~ dicen (absolutamente) continuas con

juntarnente si existe una función f (x, y), llamada la función de densidad 
(de probabilidad) conjunta~ tal que · 

P {X está en A, Y está en B} = jj f (x~' y)dydx 
AB 

para todos los conjuntos A y B. 
Similarmente la distribución conjunta de una colección X1, X2, ... , X., 

de variables aleatorias está definida por 

1.4 Probabilidad condicional e independencia. 

La probabilidad condicional de que ocurra B, dado que haya ocurrido A, (que 
se denota como P(B /A)), es P(B /A) = P(B n A)/ P(A), si P(A) > O [6]. 

Teorema 1.3 Bayes-Laplace [6} 
Supongamos que se tienen k eventos A 1 , A 2 , ••• , Ak tales que 

1.-, Ai U A2 U ... U Ak = S 
2.- Ai fl. A;= 0.· V i =/= j 

(estos eventos forman.una p~i~i~ri':'ci;·;S);·entonces para cualquier evento 
E e S, ., ,·." .. ' ' '· ,/ 

P (A;/B) i=,--'k~(~~)~~.C~/¿;) ' j = 1,2, ... ,k. 

. 'LP(Aj)P(E/A.) 
. i~~- .. ,·" :~ .. :· 

. ·,.' 
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Sea x,, x,, ... , x. nn o=jnnto de -m~Í~if ~if l'.4rif ~~fin. 
ción de densidad condicionaI de X1, X 2 , ••• , X,';i' dádq';X~~i;!'..X~+2;;:; ;Xn 
se define como: · · • · ' •:;. . · <):.'> · , 

Íx1,X2, ... ,Xm/Xm+i,X;,.+2 •... ,x,. (xi,x2, · · ·, x,.,./x,.,.+~;'iZ:2;'.L.,.ii.) 

= P [ñ {Xi = X1} / n {Xi= X1}] , si P [ n {Xi = X1} .. J•.> O. 
i=l i=rn+l i=1'n+l . : . 

1.4.1 Noción de independencia. 

Cuando en un fenómeno aleatorio, la ocurrencia (o no) de un. evento· A·no 
influye en la ocurrencia (o no) de un evento B, se dice que los eventos Ay B · 
son independientes entre sí. . . · · . 

Dos eventos A y B son independientes si y sólo si P(AnB) = P(A)P(B) 
~- . . ' 

A y B son mutuamente excluyentes si y sólo si A n B-;=0 [6]. · 
A, B y C son independientes, si y sólo si 
l. P(A n B) = P(A)P(B), 
2. P(A n C) = P(A)P(C), 
3. P(B n C) = P(B)P(C), 
4. P(A n B n C) = P(A)P(B)P(C) [6]. 
En general, sea C una colección de eventos. Los eventos en C se dice que 

son independientes si la probabilidad de la intersección de cualquier número 
finito de ellos es igual al producto de sus probabilidades. 

Sea X 1 , X2, ... , Xn, un conjunto de variables aleatorias. Se dice que estas 
variables aleatorias son independientes, sí para todas las posibles secciones 
de pares de números reales (a1, b1), (a2, b2) , ... , (an, bn), con a; ::5 b; Vi, 
los sucesos [a1 :::; X 1 :::; b1], [a2 :::; X2 :::; ~], ... , [an :::; Xn :::; b,.] son indepen
dientes. 

Las variables aleatorias X y Y son independientes si y sólo si 

F (x, y) = Fx (x) · Fy (y) para toda x y y. 

Similarmente, las n variables aleatorias son independientes si y sólo si 

F (x1, X2, ••• ,xn) .= Fxi (x1) Fx2 (x2) ... Fx,. (x,.), . 
• ó --· -·· --; •• , •• - • 

donde Fx; (xi)=' liÓl; F(:;;¡'{ x2, . . , Xn), j =f i; es la distribución ID8fgillal 
:J?J-00 - ,_~_: .. -

de Xi· 

12 



i.s·· Valor esperado. L": 

A menudo es deseable resumir las características de una distribución de. p~~' ,~{!; 
habilidad por medidas que tengan sentido, de las cuales puedan sacarse.con~' :·~ 
clusiones generales sobre la variable aleatoria. Estas medidas usualrrienté'sé'~i!i'; 
especifican como el valor esperado de ciertas funciones de la variable á.leat~ >;;~·: 

...... ~=·:,' ( . :: '· ·~.:· :, -i,· :;.; 

ria. . , .... · .. ,., ... ., ···>: 
La esperanza o media de una variable ~eatoria X, denot~á. pÓr.E(:xfH~0 

esta definida por ··.:· '>'~~ 

E[X] j xdF(x) ,• 
-oo 

{ 
j xf(x)dx 

Y;,00

xP [X = ~] si X es cli~cr~ta 
A condición de que la integral de arriba .exista; 
La ecuación (1.1) también defin~ lá esperanza de ctialquier función de X, 

digamos h(X). . . . · · ··· · ·· ' 
Donde h(X) es en si misma una variable aleatoria, se sigue de (1.1) que 

00 

E[h(X)] = f:xdFh(x) 
-oo 

donde Fh es la función de distribuciÓn·de h(X). 

Sin embargo, puede demostrarse~li~ E)';,to e5 idéntico a j h (x) dF (x). ·... -~:~ .... 

Esto es 

E [h (X)J =.Jlic~)~; (x). (1.2) 
-oo:· 

Esta ecuación es a veces conocida como la ley. del estadística incansciente 
(desde que los estadísticos habían sido acusados de usar la cantidad (1.2) sin 
percatarse que esto no es una definición) [16]. 

La varianza de una variable aleatoria X .está definida por 

VarX = E[(X - E[X])2
] = E(X2

) - E 2 (X). 

13 
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La distribución conjunta de dos variables aleatoria.S X y; ~,sé dicen ser ,' 
no correlacionadas si su covarianza, definida por , , · . 

Cov(X, Y)= E[(X - EX)(Y- EY)] = E[XY] - E(X)E(Y) 

es cero. Se deduce que variables aleatorias independientes, son no co
rrelacionadas. Sin embargo, lo contrario no necesita ser verdadero, excepto 
para las variables con distribución normal. 

Una propiedad importante de esperanzas es que la esperanza de la suma 
de variables aleatorias es igual a la suma de las esperanzas 

La correspondiente propiedad para la varianza es tal 

1.6 Función generadora de momentos y ca
racterística. 

La función generadora de momentos de X esta definida por 

Todos los momentos de X pueden ser obtenidos sucesivamente por dife
renciación de'!/; y evaluando en t = O, (siempre y cuando las derivadas existan 
en una vecindad del cero). Es decir, · 

'!f;' (t) 
'!/;" (t) 

evaluando en t 

1/J~ (o) 

E [xetx], 
E (X2etX]' 
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Cuando existe una función generadora de momentos, bajo en condiciones 
muy generales, ella sola determina la distribución. Esto es muy importante 
porque nos permite caracterizar la distribución de probabilidad de una varia
ble aleatoria por su función generadora. 

Puesto que la función generadora de momentos de una variable aleatoria 
X no necesariamente existe, es teóricamente conveniente definir la funci6n 
caracteristica de X por 

</J (t) =E [e•tX] , -oo < t < oo, 

donde i = v=I. 
Se puede demostrar que <P siempre existe y, que ésta determina la distribución 
de X bajo condiciones no restrictivas [16]. 

Similarmente, podemos definir también la generadora de momentos con
junta de las variables aleatorias X 1 , X 2 , ••• , X,. por 

y la función característica conjunta por 

<jJ (ti. ... , tn) =E [exp {tt;X;}] · 
1.7 Esperan.za condicional. 

Si X y Y son variables aleatorias discretas, la función de densidad de pró
babilidad de X, dado Y=y, está definida, para toda y tal que P{Y = y}>O, 
por 

f (X/y)= P{X =x/Y =y}= P{X = x, y =y}. 
P{Y =y} 

Si X y Y tienen una función de densidad de probabilidad conjunta f (x, y), 
la función de densidad de probabilidad condicional de X, dado Y = y, está 
definida para toda y tal que fy(y) .2: O por 

f (x/y) =f(x, y)_ 
fy(y) 
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Sean X y Y variables aleatorias con función de densidad fx(x)yfy(y}, .···. 
respectivamente. Si la función de densidad condicional de X dado Y'=: y 
(donde fy(y) ~O} está dada por f(x/Y = y) entonces X y Y son variablés 
aleatorias independientes si y sólo si fx(x) = f(x/Y =y) (7] . .· . 

La función de distribución condicional de X dacfo Y = y está d~finicia 
por 

"' 
F (x/y) = P {X :5 x/Y =y}= j f (x/y) dx, caso contiiítio; · · 

-oo 

F (x/y) = P{X :5 x/Y =y}_= '2:,f(~diJ.f. :c~dclfucf~fo, 
. "; : .... >· .'. ~ -:· -.··:_.: .. ;:'· :, , - ,< .. ~~~.~(:,,: .<.'.,._; , .. .-,~. <:~:_:::.,::.:_: '::': ·_c..'·-.; .•· 

dontle !Os Xi. SO~ los·\raJÓres cb"n probabilidBa po~iÚ~. 
Y la espe~anza -~ondi~i~:·j~e ~ ·a·kl~ ~,~~~ ~~, ~¿~·,··:<"->;~. -.·;· ·,_-- -

E[X/Y =y]~·¡···:. xdF:(3;/~): •. ·.· . cruio~~~t.hluo: . ,., . -,·· . 
"·.,-.:-e·,_·.·. 

E [~/Y= y]= '2:,xP {X= x/Y =y}, ~as~ discreti:>. · 

Si X y Y tienen una función de densidad deprobabilidadconjunta/(x,y), 
la función de densidad de probabilidad condicional de·x;·dado Y= y, está. 
definida para toda y tal que fy(y) >O por ·· · 

f (x/y) = f (x, y). 
fy (y) 

Por consiguiente todas las definiciones son ex.act8.Il'.lente como en el caso 
incondicional excepto que todas las probabilidades son ahora condicionales 
sobre el evento que Y = y. 

Denotemos por E(X/Y] a la función de la:variable aleatoria Y cuyo v8.Ior 
Y= y es E[X/Y =y]. Una propiedad extremadamente útil de la esperanZa 
condicional es que para todas las variables aleatorias X y Y s~ cum:¡:ile, que 

E (X] = E [E [X/Y]] = JE [X<j, ~ yjd~y (y) (1.3) 
-_, ... 

cuando la espera.nZa eXiSte [i6]'. 

16 



Si Y es una variable aleatoria ¿~r~t~ ~ritonces te~emos de (L3) 

E[X] =E.E¡x.>r.:~.~1-~h~.~1/}. 
11 ' >.' ,. 
« ~, .. '; ,: ' - _5;' ',' •• >".' . 

Mientras que si Y es coritlliuii. ~c)D: densiéÜÜlj(y)/entonces la ecuación 
(1.3) dice · · · ··· · · · .· .. · · 

00 

E [X] = j E [X/Y= y]j (y) dy. 
-oo 

La ecuación (1.3) muestra que E[X] es un peso promedio del valor espe
rado condicional de X dado que Y= y, cada uno de los términos E[X/Y =y] 
inicia con un peso por la probabilidad del evento sobre el cual esta condi
cionado. 

1.8 La distribución exponencial, pérdida de 
la memoria, y funciones de tasa de riesgo. 

Se dice que una variable aleatoria continua X tiene una distribución expo
nencial con parámetro .A, ).>0, si la función de densidad de probabilidad está 
dada por 

f (x) = { >.e-""', s~ x;::::: O . 
Ü, Sl X< Ü 

O, equivalentemente,. si su distribución es 

F (x) =]"'! .. ( ) ·d = { 1 - >.e->.o:, ~i x ;::::: O 
. y y 0, · _Sl X < Ü 

-oo 
. ' 

Generalmente esta distribución es muy usada e~ TeÓrí~ d~ COlas. 
La función generadora de momentos de la distribué:ión.exponencial 

dada por · · · 

E (e1x] = j e1"'>.e->.o:dx = >. ~ tº 
o ' ' 
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Todos fos momentos de x pueden ser obterii.dos por diferenciación é:le 
(1.4.}, se tiene que 

E[X] = l/>., Var(X} == l/>.2
• 

.. ;- .·: . . ·- . . 

La utilidad de la variable aleatoria exponencial deri~ del hecho que 'ella . 
posee, la propiedad de pérdida de la memoria (sin memoria, o carente de . 
memoria), que significa 

P{X>t+s/X>t}=P{X>s}, paras, t2::;0. (1.5) 

Si pensamos a X como la vida de algún instrumento, entonces (1.5) es la 
probabilidad de que la vida del instrumento dure por lo menos s + t horas, 
dado que ha sobrevivido t horas; esto es, como la probabilidad inicial de que 
al menos viva s horas. En otras palabras, si el instrumento está vivo en el 
tiempo t, entonces la distribución de su vida restante es la distribución de su 
vida original. La condición (1.5) es equivalente a 

F (s + t) = F (s) F (t). 

Esto se satisface cuando F es la exponencial, y vemos que tales variables 
aleatorias son desmemoriadas. 

Como dato adicional, existe una relación importante entre la distribución 
de Poisson (a la cual se le dedica un capítulo) y la distribución exponen
cial. Si la distribución de Poisson describe el número de fracasos por unidad 
de tiempo entre dos fracasos sucesivos entonces la distribución exponencial 
puede obtenerse de la distribución de Poisson [16]. 

1.9 Algunas distribuciones típicas. 

1.9.1 Variables aleatorias binomal y Bernoulli. 

Definición 1.12 Una prueba de Bernoulli es un experimento que tiene so
lamente dos resultados posibles, a los cuales con frecuencia se les llama éxito 
y fracaso. 

En general, se denotará por S = {e, f} al espacio muestra! para una 
prueba de Bernoulli. Por ejemplo: si se lanza al aire una sola moneda (sol 
o águila), el vuelo de un proyectil (si sólamente se dice que es un éxito o 
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no), etcétera. Se puede considerar como prueba de B~ii;.~Üiii:;i::éualqUÍ~í.- ·. 
mecanismo de azar cuyos resultados se puedan agrupar. en:·éios-éla.Ses.ajena.5; 

Una notación que se emplea con frecuencia es ;.;' > · .... : · ' · 

P({e}) =p 
:·-:··:· 

p ( {!}) = q = 1 - p, 

desde luego, la cantidad p puede tomar cualquier valor en el intervalo de O a 1 
inclusive, para varios tipos de pruebas de Bernoulli. Si se supone que se tiene 
un experimento formado por la repetición de n pruebas independientes de 
Bernoulli, entonces el espacio muestral para este experimento es el producto 
Cartesiano de los espacios muestrales de las pruebas individuales, expresado 
como S = S1 x S2 x · · · x Sn, en que S; = {e, f}, i = 1, 2, ... , n y P, ( {e}) = p 
para toda i. Esta es la variable aleatoria binomial y se define como sigue. 

Definición 1.13 Sea X el número total de éxitos en las n pruebas indepen
dientes y repetidas de Bernoulli con probabilidad p de éxito en una prueba 
dada. A X se le llama variable aleatoria binomial con parámetros n y p. 

El rango de la variable aleatoria X lo constituyen los enteros O, 1, 2, 
n; por tanto, X es una variable aleatoria discreta. 

Teorema 1.4 Si X es una binomial con parámetros n y p, entonces 

Px (x) = { 0(~, )p"qn-"', x =O, 1, 2, ... ,n, 
en los demás casos. 

Px (k) es una función de probabilidad ya que 

Px (k) ~ O, para toda k. 

La suma de Px (k) en el rango de X es 

n 

2:Px(k) ¿ (í!) pkqn-k 
k=O k=O 

(p+qr 
(p + 1- p)n =l. 

Así observamos que la variable aleatoria de Bernoulli es un caso especial 
de la binomial cuando n = l. La función generadora de momentos es 

. 'Px (t) = q + etp, 

y tiene µx = p, O"k = pq [6]. 
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1.9.2 Variables aleatorias geométrica e hipergeométrica. 

Definición 1.14 Se realizan pruebas sucesivas de Bernoulli, independientes 
hasta obtener un éxito. La probabilidad de éxito en cada prueba es p, con 
O < p ::::; l. Sea Y el número de pruebas necesarias (para obtener el primer 
éxito). A Y se le denomina la variable aleatoria geométrica con pará:rnetro 
p. 

El rango de Y es el conjunto de enteros positivos, ya que el nillnero de 
pruebas necesarias puede ser igual a cualquiera de esos valores. Consecuente
mente, Y también es una variable aleatoria discreta. 

Teorema 1.5 Si Y es una variable aleatoria geométrica con parámetro p, 
entonces 

py (k) = { 
qk-lp, k = 1, 2, 3, ... 

O, para los demás casos. 

A continuación mencionaremos la función generadora de momentos de 
una variable aleatoria geométrica y las primeras dos derivadas de ésta, así 
como su media y varianza: 

pet 
<py(t) = 1-qt' 

(1) (t) - pet 
<py - (1 - qt)2 , 

(2) (t) = pet (1 + qet) 
'Py (1- qt)3 

Media de la variable aleatoria geométrica: 
1 

Y la varianza esta dada por: 

µy =p. 

2 q 
ay= p2· 

En seguida se estudiará la distribución hipergeométrica. Esta variable 
aleatoria obtiene su nombre del hecho de que su función de probabilidad toma 
valores en una serie hipergeométrica. La variable aleatoria hipergeométrica 
es se1nejante a una variable aleatoria binomial, pero con variables Bernoulli 
que no son independientes. 

20 



Definición. 1.15 En una población de M ratas, de las cuales W son blancas. 
Definir Z como el número de ratas blancas que salen en una muestra de n 
ratas tomadas sin reemplazo y al azar de la población. A Z se le denomina 
la variable aleatoria hipergeométrica. 

Ya que el número de ratas blancas sacadas sólo toma valores enteros, 
Z es otro ejemplo de una variable aleatoria discreta. Si el muestreo de la 
población se hubiera hecho con reemplazo en vez de sin reemplazo, Z sería 
una variable aleatoria binomial con. parámetros n y p = W / M; ésta es la 
similitud entre las variables aleatorias binomial e hipergeométrica señalada 
arriba. En seguida se proporciona la función de probabilidad para Z. 

Teorema 1.6 Si Z es la variable aleatoria dada en la definición 1.15, en-
tonces 

k = O, 1, 2, ... , n, 

en que se usa la convención (:) = O para a > b {6}. 

1.9.3 La variable aleatoria de Poisson. 

Llamada así en honor de Siméon Denis Poisson probabilista francés del siglo 
XIX, quien fue el primero en describirla, es otra distribución discreta de 
probabilidad muy útil en la que la variable aleatoria representa el número de 
eventos independientes por unidad que ocurren a una tasa constante. Muchos 
eventos aleatorios ocurren de manera independiente con una velocidad cons
tante en el tiempo o en el espacio. Algunos ejemplos típicos son el número de 
personas que llegan a una tienda de autoservicio en un tiempo determinado, 
el número de defectos en piezas similares para el material, el nwnero de 
bacterias en un cultivo, el número de solicitudes de seguro procesadas por una 
compañía en un periodo específico, etc. De hecho, la distribución de Poisson 
es el principal modelo de probabilidad empleado para analizar problemas de 
líneas de espera. Además, ofrece una aproximación excelente a la función de 
probabilidad binomial cuando p es pequeño y n grande. 
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Definición 1.16 Sea X una variable aleatoria que representaét ~r~t~i·~~~{;~{. 
eventos aleatorios independientes que ocurren a una ropidez coris'ta:ntef;¡-¡;b·re:1s~; 
el tiempo o el espacio. Se dice entonces que la variable aleatoria X.:Ü~né:uif~::;;,;: 
distribución de Poisson con función de probabilidad: · · · · <.f);;~'.kí~ 

: ' ; ;. •:',····~-.~ 

{ 

,¡.ke-.x 
Px (k) = kl ' o, 

k =o, 1,2,.,·. 
en los demás casos.·: 

Se comprueba que Px (k) es una función. de probabilidad. En primer 
lugar, 

k=O 

Por tanto Px (k) satisface los requerimientos de una función de probabi~ 
lidad. · ·., 

·, ~· ; 

1.9.4 Variable aleatoria uniforme. 
,L:-:_'~·. :··~;::;· 
. ~~~;:. ;·,:(: 

La variable aleatoria continua más sencilla posible se ll~a varfabl~ á.1éiito~ia.'f;i~;; 
uniforme, misma que se define como sigue. •· • · ':·/<·' ·.• : ·· 
Definición 1.1 7 X es una variable aleatoria uniforme ~n el ~ntérv~lo (~, b} >, 
si · ··· ·· ·' ·· ".' ... ;: 

l. El rango de X es el intervalo (a, b) . 
2. fx (x) es constante para x E Rx. 
(Se dice que X está distribuida uniformemente en (a,b)). 

Teorema 1.7 Si X está distribuida uniformemente en (a,b), entonces, 

fx (x) = { 
_1_ 
b-a.' 
o, 
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a<x<b 
en los demás casos. 



La variable aleatoria uniforme deriva su nombre de que su función de den
sidad es uniforme (constante) en el intervalo (a, b) en el sentido de que conjun
tos contenidos en (a, b) con la misma longitud tienen la misma probabilidad. 
La función de distribución para una variable aleatoria uniforme es 

Fx (t) 

t 

j fx (x)dx 

o, 
t-a 
b-a' 
1, 

t<a 

a:S,t:S,b 

t > b; 

por lo que Fx crece en forma line8.J. eJ:i: el interval~ (a, b) . 
Suponga que X está distribuida 'w:llformemente en (a, b). Entonces 

' . . ·~.: '·~· ~. ,- ·,, .. :: .. 
. ·.•;·b·· .,_., ·~--·:, ··<• 

µx ~ E[Xt~f:{t~t,~~~ ~~·; 
E [x2]·~J:~E~i;Db2ra;+a2 , 

" 
de manera que 

23 



Capítulo 2 

Procesos estocásticos. 

Por proceso estocástico se entiende una familia de variables aleatorias {Xt}, 
donde tes un punto en un espacio T, llamado espacio parametral, y donde 
para cada t ET, Xt es un punto en un espacio de probabilidad S, llamado 
espacio de estados. Es decir, los valores que puede tomar Xt son llamados 
sus estados y los cambios en el valor de Xt reciben el nombre de transiciones 
entre sus estados. 

Se puede imaginar la familia {Xt} como la trayectoria de una partícula 
que se mueve "al azar" en el espacio S, siendo Xt su posición en el instante 
t. Un registro de estas trayectorias se conoce como realización del proceso. 

Las leyes del proceso aleatorio {Xt}, t E T, se determinan por las dis
tribuciones conjuntas de probabilidad de sus valores {Xt1 }, ••• {Xtn} para los 
distintos t 1 , t2, ... , tn (ellas se llaman distribuciones de dimensión finita del 
proceso estocástico dado). 

En este capítulo expondremos los conceptos básicos de los procesos es
tocásticos. Comenzamos por el ejemplo de la caminata aleatoria y el de la 
ruina del jugador. Después abordamos las cadenas de Markov y mencionamos 
las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, la clasificación de los estados de la 
cadena, las probabilidades límites y el concepto de tiempo de· paro. Termi
namos con un resumen del proceso Poisson. Algunas referencias para este 
capítulo son: (3] y (17]. 
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2.1 Caminata aleatoria. 

2.1.1 Primer paso. 

Una fuente muy importante de la teoría de los procesos estocásticos es la 
caminata aleatoria simple. Ya un rico inesperado y elegante fenómeno, la 
caminata aleatoria también guía inexorablemente al desarrollo del movimiento 
Browniano, la teoría de la difusión y a innumerables aplicaciones importantes 
en finanzas, economía, y ciencias físicas, entre otras. 

La caminata aleatoria simple provee un modelo para la acumulación de 
la riqueza de una persona, quien hace lanzar una moneda y apuesta una 
cantidad fija en cada volado. Sea {X, : 1 ~ i $ oo} la sucesión de variables 
aleatorias independientes que tiene distribución de probabilidad dada por 

1 
P (X;= 1) = P (X, = -1) = 2. 

En lo que sigue, sea 8 0 un entero arbitario fijo y que representa la riqueza 
con la que inicia el jugador, y para 1 ::; n ~ oo, sea Sn la suma de So más la 
suma parcial de las X, : 

Donde Sn - So son las ganancias netas después de n apuestas justas de un 
peso cada una, así nos preguntamos ¿cuál será la probabilidad de que el 
jugador gane A pesos antes de perder B pesos? ponemos esta pregunta en 
una notación útil. Consideremos favorable el primer tiempo r en el cual la 
suma parcial de Sn alcanza el nivel A o el nivel - B : 

r = min{n 2:: O: Sn =A o Sn = -B}. 

En el tiempo aleatorio r, tenemos Sr= A o Sr= -B, así nuestro problema 
básico es determinar P (Sr= A 1 So= O). Aquí, por supuesto, permitiremos 
a la riqueza del jugador idealizado llegar a ser negativa. 

Análisis del primer paso. 

La solución de este problema puede ser obtenido de varias maneras, pero 
quizás el método más general es el análisis del primer paso. 

Para nuestro problema inmediato, el análisis del primer paso sugiere que 
consideremos la situación del jugador después del primer juego. Vemos que 
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la riquezá crece o decrece en un peso. Consideremos la.' relación de recursión 
dada por la función · . ' 

f (k) = P (ST =A 1 So= k), donde - B $ k $A. 

En esta notación, f (O) es precisamente la probabilidad deseada de ganar A 
pesos antes de perder B pesos. 

Corno consecuencia del primer paso, encontramos la recursión deseada 
por f (k), 

1 1 
f (k) = 2f (k - 1) + 2f (k + 1) para - B < k <A,·· (2.1) 

y esta recursión será determinada únicamente por f cuando se contemplan 
las restricciones 

f(A) = 1 y J(-B) =0. 

La solución no es de sorprendernos. Por ejem'iJlo, si designamos f (,.-B + 1) = 
a y substituimos los valores de f (-B) y f (-B + 1) en la ecuación (2.1), 
encontrarnos que f (-B + 2) = 2a. Si entonces substituimos los Valores de 
f (-B + 1) y f (-B + 2) en la ecuación (2.1) tenemos f (-B + 3) = 3a; por 
que f ( - B + k) = ka para toda O :::; k :::; A + B. . .. . 

Finalmente, determinarnos que a = 1/ (A+ B) de la condición f (Á) = 1 
y del hecho que para k = A+ B nuestra fórmula para f requiere f (A) 
(A+ B) a. Con lo cual, llegamos a la fórmula: 

B 
P (Sn alcanzar A antes de - B 1 So= O)= A+ 

8
. (2.2) 

La caminata aleatoria simple se puede describir como sigue. U na partícula 
se mueve a lo largo de una línea por pasos aleatorios; cada paso es de una 
unidad esta puede ir a la derecha ó a la izquierda con probabilidades p y 
q=l-p respectivamente donde O<p<l. Supongamos que cada paso toma 
una unidad de tiempo así que el n-ésirno paso se ha producido instantánea
mente en el tiempo n; además supongamos que las posibles posiciones de 
la partícula son el conjunto de todos los enteros sobre el eje coordenado. 
Este conjunto es frecuentemente referido COII).O los "enteros enrejados" so
bre RU(-oo, oo) y será denotado por l. Así la partícula efectúa una cami
nata sobre la reja, atrás y adelante, y continua al infinito. Si marcamos su 
posición X,. como una función de tiempo n, su camino es una línea zigzag 
(una de las cuales se puede apreciar en la figura 2.1). 
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Figura 2.1: 

En un lenguaje más coloquial imaginemos a la partícula como a un 
vagabundo o un borracho y la línea como una calle infinita dividida en 
cuadras. En cada unidad de tiempo digamos 5 minutos, el camina una cuadra 
desde la esquina de una calle a otra esquina, en cada esquina el puede escoger 
ir adelante ó regresar con probabilidades p ó q. Entonces está tomando un 
camino aleatorio y su camino puede ser trazado en la calle con una parte de 
doblando y redoblando. 

2.2 Problema de la ruina del jugador. 

Consideremos al jugador que gana o pierde un peso con probabilidades res
pectivas p y q. Sea su capital inicial z y sea a- z el capital inicial del jugador 
contrario, de manera que el capital combinado será a. El juego continúa hasta 
que el capital del jugador se reduce a cero o se incrementa hasta a, es decir, 
hasta que uno de los jugadores quede arruinado. Estamos interesados en la 
probabilidad de la ruina del jugador y en la distribución de probabilidades 
de la duración del juego. Este es el problema clásico de la ruina. 

Tomemos en cuenta una partícula que parte de la posición inicial z y a 
intervalos de tiempo regulares, se mueve un paso unitario en dirección posi-
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tiva o negativa, según sea el ensayo correspondiente un éxito 6 un fracaso. La 
posición de la partícula después den pasos representa el capital del jugador 
al terminar el n - ésimo ensayo. Los ensayos terminan cuando la partícula 
alcanza por primera vez O o a, lo cual se puede describir si decimos que la 
partícula realiza una caminata aleatoria con barreras absorbentes en O y a. 
Esta caminata aleatoria se restringe a las posiciones posibles 1, 2, ... ,a - l. 

Sea qz la probabilidad de que al finaP el jugador se arruine si actualmente 
cuenta con una riqueza de z pesos, y sea Pz la probabilidad de que gane el 
juego. En la terminología de las caminatas aleatorias, qz y Pz son las proba
bilidades respectivas de que una partícula que comienza en z sea absorbida 
en O o a. Demostraremos que Pz + qz = l. 

Después del primer ensayo, la fortuna del jugador es z - 1 o z + 1 y, por 
lo tanto, debemos tener 

(2.3) 

a condición de que 1 < z < a - l. Si z = 1, el primer ensayo puede conducir . 
a la ruina, y {2.3) se reemplaza por q1 = pq2 + q. De manera parecida, para 
z = a - 1, el primer ensayo puede conducir a la victoria, y, por lo tanto, 
qa-I = qqa-2 para unificar estas ecuaciones, definimos 

qo = 1, qa=O. (2.4) 

Con esta convención, la probabilidad qz, de ruina, satisface (2.3) en z =1, 2, 
... ,a-1. 

Los sistemas de la forma (2.3) se conocen como ecuaciones de diferencias, 
y {2.4) representa las condiciones de frontera sobre qz. Ahora obtendremos 
una expresión explícita de qz. · 

Supongamos en primer lugar que p =f q. Se puede comprobar fácilmente 
que las ecuaciones de diferencias de {2.3) admiten las dos soluciones particu-

lares qz = 1 Y qz = ( ll.v) z Resulta que, para constantes arbitrarias A y B, la 
sucesión 

{2.5) 

representa una solución formal de (2.3). Las condiciones de frontera {2.4) se 
cumplen si, y sólo si, A y B satisfacen las dos ecuaciones lineales A + B = 1 

1 En un sentido estricto, la probabilidad de ruina está definida en un espacio muestral 
de juegos que se prologan infinitamente, pero podemos trabajar con el espacio muestra! de 
n ensayos. La probabilidad de ruina en menos de n ensayos se incrementa con n y tiene, 
un límite. Llamaremos a este límite "probabilidad de ruina". 

28 



y A+ B (q/p)" = O. De este modo, 

(2.6) 

es solución formal de la ecuación de diferencia (2.3) que cumple con las 
condiciones de frontera (2.4). Para demostrar que (2.6) es la probabilidad 
de ruina, sólo nos falta verificar que la solución es única, es decir que todas 
las soluciones de (2.3) son de la forma (2.5). Ahora bien, dada una solución 
arbitaria de (2.3), las dos constantes A y B pueden elegirse de manera que 
(2.5) coincida con ella en z =O y en z = l. Con estos dos valores se obtienen 
todos los demás al substituir sucesivamente en (2.3) z =1, 2, 3, .... Por lo 
tanto, dos soluciones que coinciden en z =O y z = 1, son idénticas y, de este 
modo, cualquier solución tendrá Ja forma (2.5). 

Es así como hemos demostrado que la probablidad requerida de la rui
na del jugador está dada por (2.6), si p -:f q. La probabilidad Pz de que el 
jugador gane el juego es igual a la probabilidad de ruina del jugador con
trario y, por consiguiente, se obtiene con las mismas fórmulas al reemplazar 
respectivamente, p, q y z por q, p y a - z. Se ve Pz + qz = 1 [3]. 

A continuación, investigaremos el efecto de los cambios de apuesta. La 
probabilidad correspondiente de ruina q; se obtiene de (2.6), si se reemplaza 
z por 2z y a por 2a : 

• _ (qjp)2a _ (q/p)2z _ q (q/p)ª _ (q/p)" 
qz - (q/p)2a _ l - z (qjp)ª + 1 (2.7) 

Para q > p, la última fracción es mayor que la unidad y q; > qz. Enuncia
remos esta conclusión de otra manera: si se duplican las apuestas, mientras 
que Jos capitales iniciales no se alteran, la probabilidad de ruina decrece para 
el jugador cuya probabilidad de éxito es p < 1/2, y se incrementa para el 
adversario. 

El caso límite en que a = oo corresponde a un juego contra un adversario 
infinitamente rico. Si tomarnos a-> oo en (2.6), obtenemos 

{
1 sip:Sq 

qz = (q/pY si p > q. (2.8) 

Interpretamos a qz como la probabilidad de ruina a largo plazo de un jugador 
con capital inicial z, que juega contra un adversario infinitamente rico. En la 
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terminología de caminatas al azar, q,, es la probabilidad de que una partícula 
que parte de z > O alcance alguna vez el origen. Es más natural expresar este 
resultado de la siguiente manera: En una caminata al azar que empieza en 
el origen, la probabilidad de alcanzar alguna vez la posición z > O, es igual 
a uno si p;::: q, y es igual a (p/q)z cuando p < q. 

2.3 La duración esperada del juego. 

Siguiendo con el problema anterior consideremos por dado el hecho de que 
la duración del juego tiene la esperanza finita D •. 

Si el primer ensayo resulta en éxito, el juego continúa como si la posición 
inicial hubiese sido z + l. Por consiguiente, la esperanza condicional de la 
duración, si suponemos que hay éxito en el primer ensayo, es D,.+1 +l. Este 
argumento nos demuesta que la duración esperada D. satisface la ecuación 
de diferencia 

D. = pD.+1 + qD,.-1 + 1, 

con las condiciones de frontera 

Do=O, Da=O. 

O<z<a (2.9) 

(2.10) 

La aparición del término 1 hace que la ecuación de diferencia (2.9) sea 
no homogénea. Si p f' q, entonces Dz = z/ (q - p) es una solución formal 
de (2.9). La diferencia, .Ó.z, de dos soluciones cualesquiera de (2.9), satisface 
las ecuaciones homogéneas .ó.. = p.ó..+1 + q.ó.,._i, y ya sabemos que todas 
las soluciones de esta ecuación son de la forma A+ B (q/p)". Resulta que, 
cuando p f' q, todas las soluciones son de la forma 

D.= _z_ +A+B (:!.)" 
q-p p 

(2.11). 

Las condiciones de frontera (2.10) requieren que 

A+ B =o, . A+B (q/pr = -a/(Q-cP). 
. . 

Al resolver para A y B encontramos que 

D~ =••q.·.~ .. ;'l_q:~P··•~.=~:j:~:, (2.12). 
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como se indicó al final de la sección anterior, podemos pasar al límite a--+ oo 
y considerar el juego contra un adversario infinitamente rico. Cuando p > q el 
juego puede continuar indefinidarriente y, en este caso, la duración esperada es 
infinita. Cuando p < q , obtenemos que la duración esperada es z (q - p)-1

• 

2.4 Cadenas de Markov. 

Sea un proceso estocástico {Xn, n = O, 1, 2, ... } que toma valores sobre un 
conjunto nlllilerable. A menos que se mencione lo contrario, este conjunto 
de posibles valores del proceso se denotará por el conjunto de enteros no 
negativos {O, 1, 2, ... }. Si Xn = i, entonces el proceso se dice estar en el estado 
i al tiempo n. Cuando el proceso está en el estado i, hay una probabilidad 
fija P,1 de que el proceso pasará al estado j. Es decir 

P{Xn+1 = j / Xn = i, Xn-1 = in-1, ... , X1 = i1, Xo = io} = P;; (2.13) 

=P{Xn+l = j / Xn = i} 
(2.14) 

Para todos los estados io,ii, ... , Ín-1, i, j y toda n ;?: O. 

Tal proceso estocástico es conocido como una cadena de Markov. La ecuación 
(2.13) puede ser interpretada como la probabilidad condicional de un estado 
futuro Xn+i. dado los estados pasados X 0 , X 1, ... , Xn-l y el estado presente 
Xn, sea independiente de los estados pasados y sólo dependa del estado pre
sente. A esta propiedad se le conoce como propiedad de Markov. 

Por otra parte, si las probabilidades en (2.14) no dependen den se dice 
que la Cadena de Markov es homogénea en el tiempo o estacionaria, en cuyo 
caso, a las probabilidades definidas por 

Pij := P{Xn+l = j/Xn = i}, 

se les Harria probabilidades de transici6n en un paso. 

De aquí al final de este capítulo consideraremos cadenas de Markov esta
cionarias y denotaremos por { P,1} a sus probabilidades de transición. 

El val¿r P,1 . representa la probabilidad que el proceso pueda, cuando se 
encuentra en el estado i, continuar al estado j. Dado que las probabilidades 
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son no negativas ydado el proceso debe hacer u11at.ransición en algún estado, 
tenemos CJ.ue ·· · · · · 

P;3 ~o, 
00 

LP;3=1_; 
j=O 

Sea lP' la matriz del primer.,-p~~\d.e ~r6babÚid~des. de transición P;3 así 
tenemos · · · · · · 

2.4.1 

l 
Poo 
P10 

lP' = . 
P;o 

Poi 
Pn 

?;1 

Po2 

. ] P12 ... 

P;2 

Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. 

Ahora definiremos, las probabilidades de transición en n-pasos, Plj es la pro
babilidad que un proceso del estado i pasará al estado j después de n tran
siciones adicionales. Esto es 

n ~O, i, j ~O 

también definimos 

0 ·- { 1 si i = j . 
P,3 .- · O si i =!= j · 

Usando la Propit".dad de Markov (2.i4) y la hipótesis de estacionariedad, 
tenemos · · -;· · · 

00 

P n+rn _ "'°"'· pn p,rn 
ij - L.., ik kj 

k=O 

para toda n, m. ~ O y toda i, j. (2.15) 

A esta expresión se le conoce como las Ecuaci6nes de Chapman-Kolmogorov, 
y parte de su iinportancia reside en que nos permite calcular de forma recur
siva a las probabilidades de transición en n - pasos partiendo de las proba
bilidades de transición en un paso. 
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Las ecuaciones ·son establecidas observando que 

p71:+m ., P{Xn+~==!t/x~ = i} 
00 - .. · .. ,:_ ·.··'. ' '. 

2::P{Xn:+-m:=j, Xn = k/Xo = i} 
·k=o·:. · · 

00 

¿.P{Xn+m = j/ Xn = k, ,Xo = i} P {Xo = k/ Xo = i} 
k=O . 
00 

2::Pi:J?¡k. 
k=O 

Sea pC;..) la niá.triz de las probabilidades de transición den - pasos P;j, 
entonces la ecuación (2.15) afirma.que 

p(n+m) = p(n) • p(rn) 

donde el punto representa la multiplicación matricial. 

Hasta ahora, todas las probabilidades que hemos considerado son proba
bilidades condicionales. Por ejemplo P;j es la probabilidad que el estado al 
tiempo n es j dado que el estado inicial al tiempo O es i. Si la distribución 
incondicional del estado al tiempo n es requerida, es necesario especificar la 
distribución de probabilidad del estado inicial. Denotaremos esto por 

00 

a:, = P {Xo = i} para i E E, además L 0!1 = l. 
i=O 

Todas las probabilidades incondicionales pueden ser calculadas bajo la 
condición del estado inicial. 

Esto es, 

00 

P{Xn =j} LP{Xn = j/Xo = i} P{Xo = i} 

00 

LPlja:,: 
i=O •. 
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2.4.2 Clasificación de estados. 

El estado j se dice ser accesible para el estado i sí P;'j>O para alguna n ~O. 
Notemos que esto implica que el estado j es accesible desde el estado i si y 
sólo si, estando en i, es posible que el proceso entre al estado j. Si j es no 
accesible desde i, entonces tenemos que 

P{entre alguna vez aj/inicia en i} P {Q {Xn = j} /X0 = i} 
00 

S L:P{Xn=j/Xo=i} 
n=O 

Si dos estados i y j son accesibles mutuamente se dice que son comuni
cantes (o que se comunican), y escribimos i +-> j. 

Cualquier estado, es comunicante consigo mismo, por definición 

Pi~= {Xo = i/Xo = i} =l. 

La relación de comunicación satisface las siguientes tres propiedades: 
(i) El estado i se comunica con el estado i, Vi ;?;O. 
(ii) Si el estado i se comunica con el estado j, entonces el estado j se 

comunica con el estado i. 
(iii) Si el estado i se comunica con el estado j, y el estado j se comunica 

con el estado k, entonces el estado i se comunica con el estado k [17]. 
Dos estados que se cmnunican se dicen estar en la misma clase. 
Cualesquiera 2 clases son idénticas o ajenas. En otras palabras, el con

cepto de comunicación divide el espacio de estados en clases separadas. La 
cadena de Markov se dice que es irreducible si hay sólo w1a clase, esto es, si 
todos los estados se comunican con cada uno de los otros estados. 

Para algún estado i denotamos a f• como la probabilidad, iniciada en el 
estado i, de que el proceso siempre regresará al estado i. El estado i se dice 
ser recurrente si f•=l y transitorio si f•<l. 

Suponga que el proceso inicia en el estado i, el cual es recurrente. De 
donde, con probabilidad 1, el proceso eventualmente regresará a i. Sin em
bargo, por la definición de una cadena estacionaria de Markov, se sigue que 
el proceso será iniciado otra vez cuándo el estado i reinicie y, por lo tanto, 
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el estado i eventualmente será visitado otra vez. Una repetición continua de 
este argumento guía a la conclusión que si el estado i es recurrente entonces, 
iniciando en el estado i, el proceso reiniciará en el estado i de nuevo y otra 
vez y otra vez; en realidad, infinitamente. 

Ahora, supongamos que el estado i es transitorio. Es decir, en cada 
momento el proceso entrará al estado i con probabilidad 1-/;, y entonces (en 
ese caso) nunca se iniciará otra vez al estado. Por lo tanto, iniciando en 
el estado i, la probabilidad de que el proceso llegue a estar en el estado i 
exactamente al tiempo n del período es igual a ¡;-1 (1-/;), n 2:1. En otras 
palabras, si el estado i es transitorio entonces, comenzando en el estado i, 
el número de período en el que el proceso estará en el estado i tiene una 
distribución geométrica con media finita 1/(1-/;). 

De lo mencionado anteriormente, se sigue que el estado i es recurrente si 
y sólo si, iniciando en el estado i, el número esperado de períodos al tiempo 
que el proceso esta en el estado i es infinito. Sea 

A = { 1, si Xn = i 
n O, si Xn # i 

tenemos que E An representa el número de períodos en los que el proceso 
n=O 

esta en el estado i. También 

E [~An/Xo = i] 00 . . 

E~lAn/~º ""'il 
n=o· 
•éo /:.:: ''.: · .. ·_-.:: ·----.' --:.. ;·· <--.~ 

> bP{Xn;;,, i/Xo = i} 
n=O·- ... :-

;,oo: 

·E·Pa~ 
n.=O. 

Proposición 2.1 {17} El estado i es 
00. 

recurrentesi ·E Fa= oo, 
n=l 

00 

transitorio si E P¡¡<oo. 
n=l 

La propiedad de s.er recurrente o transitorio es una propiedad de las clases. 
Si el estado i es recurrente, y este se comunica con el estado j, entonces: 

el estado j és recurrente. 
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2.4.3 Probabilidades límites. 

Abordaremos el comportamiento a "largo plazo" de las probabilidades de 
transición P;j, es decir a que valor converge cuando n -> oo. 

El estado i tiene período d si P.i ~ O,donde d se define como el máxi
mo común divisor de los naturales n. Un estado con período 1 se dice ser 
aperlodico. Se puede mostrar que la periodicidad es una propiedad de clase. 
Es decir, si el estado i tiene período d, y los estados i y j se comunican entre 
sí, entonces el estado j también tiene período d. 

Si el estado i es recurrente, entonces se dice ser recurrente positivo si, 
iniciando en i, el tiempo esperado hasta regresar el proceso al estado i es 
finito. Se puede mostrar que la recurrencia positiva es una propiedad de 
clase. Puede ser mostrado que en un espacio de estados finitos de la cadena de 
Markov todos los estados recurrentes son recurrentes positivos. Los estados 
aperíodicos y recurrentes positivos son llamados ergódicos. 

Teorema 2.1 Para una cadena de Markov irreducible erg6dica nl!...n;!, P;j exis

te y es independiente de i. Más precisamente, sea 

entonces -rr j es la única soluci6n no-negativa de 

00 

7íj = .L: 7íi~j. j ~ o, 
i=O. 

00 

.L:-rr; =l. 
i=O 

2.4.4 Tiempo de paro. 

Dada la cadena de Markov homogénea {Xn,, n E: N} una varil'l.blE! aleato~ia , 
T se dice ser un Tiempo de Paro si para cada m. el everito {T = m.} está 
determinado sólo por {Xo, Xi, ... X"'} . · · . ·· . ·.· . · · . · . 

Llamaremos tiempo aleatorio Tal tiempod~'par~ para el proceso Xn.Si 
para toda t 2: O, la función indicadora deJevento {T.~ t} es una fullción de 
los valores {N (s) : s ~ t} del proceso al tiérnpo.t: · · · · · 
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~~Sproc:l ~::::s;N:~~=:~:· dice q\ie;~ ~cproces'ode conteo 
si N(t) representa el número total de "eventos'? que han·octirÍ:"ido hasta el 
tiempo t. Por lo tanto, un proceso de conteo N(t)'debe satisfacer: 

(i) N(t) :2:: O. . .. . .. 

(ii) N(t) es valor entero. 
(iii) Sis < t, entonces N(s) :::; N(t). 
(iv) Para s < t, N(s) - N(t) es igual al número de eventos que han 

ocurrido en el intervalo (s, t]. 
Un proceso de conteo se dice que posee incrementos independientes si el 

número de eventos que ocurren en intervalos de tiempo ajenos son indepen
dientes. Por ejemplo, esto significa que el mín1ero de eventos que han ocurrido 
en el tiempo t (esto es, N(t)) debe ser independiente del número de eventos 
ocurridos entre el tiempo t y t + s (esto es N(t + s) - N(t)): 

Un proceso de conteo se dice que posee incrementos estacionarios si la 
distribución del número de eventos que corren en un intervalo de tiempo de
pende solamente de la longitud del intervalo de tiempo. En otras palabras, 
el proceso tiene incrementos estacionarios si el núnlero de eventos en el inter
valo (ti+s• t2+s] (esto es, N(t2+s)- N(ti+.)) tiene alguna distribución como el 
número de eventos en el intervalo (ti. t2] (esto es, N(t2) - N(t1 )) para toda 
t1 <t2, y s>O. 

Uno de los tipos más importantes de proceso de conteo es el proceso 
Poisson, el cual se define como sigue: 

Definición 2.1 El proceso de conteo {N(t), t >O} se dice que es un proceso 
Poisson con razón.>., >.>O, si: 

(i) N(O) =O. 
(ii) El proceso tiene incrementos independientes. 
(iii) El número de eventos en cualquier intervalo de longitud t se dis

tribuye Poisson con media >.t. Esto es,.parrL todas, t :2::0, 

P {N (t + s) - N.(s) ~ ;}: (At~:t-}\t, n=O, 1, ... 
. . . 

Note que se sigue de la condición (iii) .·que un proceso Poisson tiene incre-
mentos estacionarios y t8.Illhiéri que· · 

E[N(t)] = >..t. 
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·~' ;··, ~L · •• _e< . , cie',t~;fc.Lk;:' ' ' 
Lo cual explica porque ,\ es. llamada· 1a razóti. 8.fut~iisidiid 'Ciel'. prc>ce5Ó~ . 
A continuación• daz!ios\iuia. segunda définiéióri.; de :u!i?Pr~ceso •· Poisson, 

definiremos el concepto :de tma fllnciÓn f ._a pmtir de o(h): > .·. · · 

Definición 2.2 L<i.Jur;_d61/.} se dicé. o(h) si 

' lim f (h) = ~-
,' ... h-o h 

Otra definición delproceso Poisson'. 

Definición 2.3 El proceso continuo {N(t), t ;::=:O} se dice que es un proceso 
Poisson con razón .A, .A>O, si: 

(i) N(O) =O. 
(ii) El proceso tiene incrementos estacionarios e independientes. 
(iii) P{N(h) = 1} = >.h + o(h). 
(iv) P{N(h) ;::=: 2} = o(h). 

2.5.1 Intervalos de llegada y distribución de tiempos 
de espera. 

Considere un proceso Poisson, y sea X 1 , el tiempo de arribo del primer evento. 
Sea Xn, con n ;::=: 1, el tiempo entre el (n - 1) - ésimo evento y el n - ésirno 
evento. 

La sucesión {Xn, n<::l} es llamada la sucesión de tiempos de intervalos de 
llegada. 

Ahora determinaremos la distribución de los Xn. Primero veremos que 
el evento {X1 > t} toma lugar si y sólo si los eventos del proceso Poisson 
ocurren en el intervalo [O, t], y esto es P{X1 > t} = P{N(t) =O}= e-At. 

Por lo tanto, X 1 tiene una distribución exponencial con meilia 1/ .A. Para 
la obtención de la distribución de X2 bajo la condición de X 1 . Consideramos: 

P{X2 >t/X1 =s} =P{Oeventosen (s, s+t]/X1 =s} 
= P{O eventos en (s, s + t]} 
(por incrementos independientes) 
= e-At . 

(por increment0s estacionarios). 
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De lo anterior concluimos que X2 es también una variable aleat'oria ~pe>-, 
nencial con media 1/>., y más aún, que X 2 es independiente de X 1 •• Repitiendo·:. 
el mismo argumento obtenemos lo siguiente. ,::: · , 

Proposición 2.2 Sea Xn, n = 1,2, ... , la sucesión de v.a. independi"e.,;,t~·/. 
exponenciales idénticamente distribuidas e independientes entonces sé· dis~ ' , . 
tribuyen en fonna exponencial con parámetro 1/ >..2 · ;·:; 

Otra cantidad de interés es Sm el tiempo de llegada del n - ésimo everito,,, . ;? 
también llamado el tiempo de espera hasta el enésimo eveD.to. - , , · -, 

Donde ~: ->". .-,.-, ' 
n :;··. 

Sn = 'L:: X,, n 2::: l. 
i=l 

La Proposición 2.2 implica que Sn tiene una distribución gama con pii.rám.e- • 
tras n y >.. Es decir su densidad de probabilidad es · 

;,· f(t)==>.e->.t(>.t)""".1, 
.. ·./·:: :·· .:(n-1)! t;::::o. 

Lo .anteribr p1ldq'takbién haber sido derivado considerando que el n -
ésimo evento ocll.ITe Biifes o en: eÚienÍpo t si y sólo si el número de eventos 
ocurridos en eltiempo :t;; es 8.1 meriÓS n. Esto es 

. · fv(t)~n <===> Sn ::; t. 

Donde,· 

P{Sn::;t}=P{N(t) 2::n} = f:e->.t(,\~)j. 
' . .··. .' .... · ' j-n J. 

Aplicando la diferenciación se observá que la función de densidad de Sn 
es 

f (t) 

2 La proposición puede no sorprendernos. La suposición de incrementos estacionarios e 
independientes es equivalente a afirmar que, en algún punto es independiente de todo lo que 
ha ocurrido previamente (por incrementos independientes), y también alguna distribución 
como el proceso original (por incrementos estacionarios). En otras palabras. El proceso 
no ha tenido memoria, y los intervalos de tiempo exponencial son lo esperado. 
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La proposición 2.2 también nos da otra manera de definir un proceso 
Poisson. Suponiendo que iniciamos con una sucesión {Xn, n2::1} de variables 
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas en forma exponencial 
cada una tiene media 1/ >.. Ahora definiremos un proceso de conteo, decimos 
que el n - ésimo evento de este proceso ocurre al tiempo Sn, donde 

El proceso continuo {N(t), t2::0} resulta ser Poisson con razón>.. 

2.5.2 Distribución condicional y tiempos de llegada. 

Supongamos que en un proceso Poisson exactamente un evento ha sucedido 
hasta el tiempo t, y nos preguntamos como determinar la distribución del 
tiempo en el cual ocurrió el evento. Puesto que un proceso Poisson posee 
incrementos estacionarios e independientes, parece razonable que cada inter
valo en [O, t] de igual longitud debería tener alguna probabilidad de contener 
el evento. En otras palabras, el tiempo del evento debería tener una distribu-" 
ción uniforme sobre [O, t]. Esto es fácil de verificar, paras~ t, 

P{X1<s/N(t)=1} 
P{X1 < s, N(t) = 1} 

P{N(t)=l} 
P {1 evento en [O, s), O eventos en [s, t)} 

P{N(t) = 1} 
>.se--"ªe->.(t-s) 

>.te->.t 
s 
t 
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2.5.3 Procesos Poisson no homogéneos. 

En esta sección generalizaremos el proceso Poisson considerando la ra.Zón.de 
llegadas al tiempo t como una función de t. 

Definición 2.4 El proceso contable {N(t), t;:::O} se dice que es un proceso 
Poisson no-estacionario o no-homogéneo con función de intensidad>.(t); t;:::O 
si: 

(i) N(O) =O. 
(ii) {N(t), t;:::O} tiene incrementos independientes. 
(iii) P{N(t + h) - N(t);:::2} = o(h). 
(iv) P{N(t + h) - N(t) = 1} = >.(t)h + o(h). 

t 
Si rn (t) = J >. (s) ds, entonces esto puede demostrar que 

o . . 

P {N (t + s) - N (t) = n} = exp {-(m (t+ s) - rn (t))} [rn (t+ 8~~m (t)]n 

con n ;::::: O. · 

Esto es, N(t + s) - N(t) se distribuye Poisson con media rn(t + s) - m(t). 
La importancia del proceso Poisson no-homogéneo reside en el hecho que 

no requiere incrementos estacionarios, y así considera la posibilidad de que 
los eventos puedan ser más probables de ocurrir en cierto tiempo que en otros 
momentos. 

Cuando la función de intensidad .>.(t) está acotada, podemos pensar en 
un proceso no homogéneo como iniciado con una muestra aleatoria de un 
proceso Poisson homogéneo. 

Específicamente, sea >. tal que 

Vt;::::: O 

y considere un proceso Poisson con razón .>... Ahora si suponemos que un 
evento del proceso Poisson que ocurre en el tiempo t está contenido con 
probabilidad ~' entonces el proceso de contar los eventos es un proceso 
Poisson no-homogéneo con función de intensidad .>..(t). 
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Capítulo 3 

Modelo de control Markoviano. 

3.1 Introducción. 

La teoría de control óptimo trata con sistemas dinámicos cuyo compor
tamiento puede modificarse o influenciarse mediante la elección de alguna 
de las variables del sistema llamada variable de control, acción o decisión. 
Un problema de control óptimo consiste de un modelo que contiene los ele
mentos que describen el comportamiento del sistema y además un índice de 
funcionamiento o criterio de optimalidad el cual es una función que mide de 
alguna forma la respuesta del sistema a los controles aplicados. Este índice 
por lo general representa un costo o una ganancia y el objetivo es optimizar el 
índice de funcionamiento mediante la aplicación de los controles adecuados. 

Los modelos para estudiar problemas de control óptimo se clasifican en: 

i) estocásticos o dete1·minfsticos, dependiendo si se consi
deran o no componentes aleatorios, 

ii) en tiempo continuo si los controles pueden elegirse en 
cualquier tiernpo o en tiempo discreto si los controles se aplican 
en un conjunto discreto (finito o numerable). · 

En esta sección abordaremos los procesos de decisión de Markov los cuales 
son procesos estocásticos que describen la evolución de sistemas dinámicos 
controlados por sucesiones de decisiones o acciones. ABí mismo, aplicaremos 
la programación dinámica para la solución de un proceso de decisión pues 
el objetivo es descomponer en etapas el problema a través del uso de cálcu
los recursivos. La evolución del sistema será el resultado de la interacción 
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entre las "leyes de movimiento" del sistema y la sucesión de acciones que 
se tomen en el tiempo. Los diferentes caminos del sistema tendrán asocia
dos consecuencias económicas; el objetivo es escoger la sucesión de acciones 
que conduzcan a una evolución óptima de acuerdo al índice que controle el 
sistema. "Óptimamente" será entendido de acuerdo a los objetivos que se 
pretendan alcanzar. 

La aplicación de la programación dinámica nos conduce a la solución 
de un proceso de decisión estocástico que se puede describir a través de un 
número finito de etapas; las probabilidades de transición juegan un papel im
portante entre los puntos a ser considerados. La estructura de remuneración 
del proceso la describe el ingreso (o costo) resultante de la elección de una 
acción. Los resultados dependen de las alternativas de decisión disponibles 
para la persona que ton1a la decisión. 

En el resto del capítulo se definen los elementos de un modelo de control 
Markoviano, el proceso estocástico canónico, los índices de funcionamiento 
de políticas, descontado y promedio, el problema de control óptimo (sin res
tricciones) y el algoritmo de programación dinámica. A lo largo del presente 
y siguiente capítulo se considera para fijar ideas un caso partícular de teoría 
de colas, el cual se va resolviendo. Para este caso se contempla que en la cola 
existe un controlador el cual acepta o rechaza al solicitante del servicio con el 
objeto de que el prestador del servicio esté desocupado u ocupado. Al final 
del capítulo proponemos una manera de abordar el ejemplo cuando en efecto 
se constituye una cola. Referencias para este capítulo son las siguientes: [2], 
[4], [9), [10) y [12). 

3.2 Descripción del modelo. 

Un modelo de control Markoviano (MCM) consiste de cinco elementos: esta
dos, acciones, probabilidades de transición, recompensas y épocas de decisión, 
(X, A, P, Tt, T) que a continuación se describen: 

a) El espacio de estados X, el cual suponemos que es un conjunto 
finito o numerable. 

El estado inicial del proceso puede ser independiente de quien 
tome la decisión o bien el tomador de decisiones puede elegir una 
distribución inicial, su realización esta designada por x 0 E X. 
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•..•...• --;:<~~;}.f ~~!j~jJ::1~i:1''~. :~'. . 
b) El espacio de acciones A que suponemo~'es'"un'.conjunto finito 
º númerable. . -; /:". S0:;{~fürn;1i~:'.,>t· · · 
La familia de acciones posibles para cada. estiido x.·E X tiene 
asociado un conjunto A(x)CA. Denotamos por 

K := { (x, a) : x E X, a E A (a':)} 

al conjunto de todas las parejas estado-acción que son posibles. 
También es un conjunto finito o numerable. 

c) La probabilidad de transici6n P(y/x, a) es una distribución de 
probabilidad en X, para cada (x, a) E K. 

d) Las funciones de costo por etapa o de recompensa rt(x, a) t = 
O, 1, .... son funciones de K en R. 

e) El conjunto de épocas de decisión T. Puede ser discreto o 
continuo. Cuando es discreto, las decisiones se efectuan en todas 
las épocas de decisión. Cuando es continua, las decisiones pueden 
ser 

1 todas las épocas de decisión, 

2 puntos aleatorios de tiempo cuando ciertos eventos ocurren, 

3 escoger tiempos oportunos para efectuar la decisión. 

Cuando las decisiones son hechas en forma continua, los problemas de 
decisión secuencial son analizados mejor usando métodos de teoría de control 
basados en sistemas de ecuaciones diferenciales estocásticas. 

En problemas de tiempo discreto, al tiempo entre dos épocas de decisión 
consecutivas se le llama período o etapa. El conjunto de épocas de decisión 
puede ser finito, en tal caso T = {1, 2, ... , N} para algún ent~ro N < oo, o 
infinito, en esté caso T = {1, 2, ... }. Los elementos de T (épocas de decisión) 
serán denotados por t y nos referiremos a él como al "tiempo t". Cuando N 
es finito, el problema de decisión será llamado problema de horizonte finito; 
en el otro caso un problema de horizonte infinito. 

Un modelo de control Markoviano representa un sistema que evoluciona 
de la siguiente manera: en cada tiempo t =O, 1, ... llamado épocas de decisión, 
el sisteina se encuentra en el estado Xt = x y se elige un control at+l E A(x) 
que produce lo siguiente: 
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1) se incurr~ e~ un cdsto rt(x, ~) y 
2) el sistema evoluciona al estado xt+1 de acuerdo -a la disÚibución 

de. probabilidad 

p (yjx, a) = p (Xt+l = y/xt =X, at+l ==a) i , 

una vez que el sistema se encuentra en el estado Xt+i = x', se elige un nuevo 
control a' E A(x') y el proceso anterior se repite. 

Nota: En algunas ocasiones se consideran recompensas por etapa en lugar 
de costos por etapa, una recompensa puede verse como un costo negativo. 

3.2.1 Ejemplo: sistema de colas. 

Consideraremos un sistema simple de colas formado por un servidor o una 
línea de espera. Al inicio del período, se observa el estado del sistema. El 
estado x 0 puede ser O (desocupado), es decir, que nadie se encuentra con el 
servidor; ó 1 (ocupado) cuando en el servidor está prestando el servicio; con 
base en esta observación, se elige una acción que puede ser O si se decide 
mantener un servicio lento o 1 que consiste en seleccionar un servicio rápido. 

Por lo que: 

• X={0,1} 

•A={0,1} 

Suponemos que el servicio concluye en el tiempo t = 1 y que la transición 
al estado x 1 , se realiza de la siguiente forma: 

(a) si x 0 = 1 y a 1 = 1 entonces la transición al estado x 1 = O ó x 1 = 1 
sucede con probabilidad q1 y 1 - q1; respectivamente. 

(b) si xo = 1 y a 1 = O entonces la transición al estado X1 = O ó xi = 1 
sucede con probabilidad q0 y 1 - qº; respectivamente. 

Supondremos que 0<qº<q1 <1, donde qº es la probabilidad para el servicio 
lento y q 1 la probabilidad para el servicio rápido. 

(c) si x 0 =O entonces independientemente del valor de a 1 la transición al 
estado x 1 = 1 ó x 1 = O sucede con probabilidades p y 1 - p, respectivamente, 
donde p E (O, 1) es la probabilidad de que un cliente llegue en el intervalo 
(O, 1]. Si el sistema está ocupado al llegar un cliente este se puede perder y 
no afecta el progreso futuro del proceso. Así contamos con ocho resultados 
elementales del tipo de sucesiones (xo, ai. x 1 ) : (O, O, O) , (O, O, 1), (O, 1, O), 
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donde pes la probabilidad de que un cliente llegue en el intervalo (t - 1, t). 
qº (q1 ) es la probabilidad. de terminar el servicio entre el tiempo t - 1 y el 
momento t para el servicio lento {rápido); qº < q 1 • La pérdida en el intervalo 
(t - 1, t) está formada por los siguientes términos: 

a) la función de costo por el tipo de servicio dado e,., donde e 0 <.e1 son 
números dados; 

b) la penalidad causada por la pérdida de rma orden la cual. es igual 
a I {xt-l = 1} · c1. Se incurre en esta penalidd sólo si el cliente al llegar 
encuentra el sistema ocupad.o. 

Así 

aplicando el :~~. :)perad.: .. +e. S[I{f:I1'E··h],.'. 
e,.+ e· [P(x = 1): 1+.p (x·~ 1). O) 

es decir 
Tt (x,a) 7 e,.-i:~p 

>'··· :¡·· ..... 
para t = 1, 2, ... T. 

· Se tiene además un costo terminal: 

rT(x)=='~.' 
Como mencionamos, P0 (O) y P0 (1) son probabilidades dad.as al inicio del 

sistema cuando está desocupad.o y ocupado al instante t = O; 

Po {O) +,Po (1) ::,; l., 
.-... ' -'.··-.'-" .; . 

~~~~~~~~~~~~~-

1 Estamos considerando la función indicadora: 
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x0-1 x,-=<> 

Po(I) x1=1 

x,-=<> 

X¡""'l 

P 0(0) 

Figura 3.1: El diagrama de operación para un sistema de colas controlado. 

Para el cálculo de las probabilidades P (xifxo, a 1 ) : describiremos una 
regla para elegir las acciones a1 E A en todos los posibles x 0 E X. A continua
ción definiremos tal regla de decisión pero antes abordaremos el siguiente 
concepto. En la figura 3.1 se incluyen las posibles evoluciones del sistema 
para cada uno de los estados iniciales. 

3.2.2 Reglas de decisión. 

Denotamos a Ht como el conjunto de todas las historias ht, y definimos: 

Ho =Xy 
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Ht =X X (A X X)t' t = 1, 2, ... 

Una regla de decisión o selector es un procedimiento para elegir una 
acción en cada estado en una época de decisión especificada y tornando en 
cuenta la historia. Las reglas de decisión pueden ir desde las Markovianas 
deterministas hasta las reglas de decisión aleatorizadas y con dependencia de 
las lústorias, dependiendo de corno incorporan la información pasada y como 
seleccionan las acciones. 

Las reglas Markovianas y deterministas, son funciones ft : X --+ A, que 
especifican la acción a seguir cuando el sistema ocupa el estado x en la época 
de decisión t. Para cada x E X, ft (x) E A (X). Esta regla de decisión se 
llama Markoviana (desmemoriada) porque depende de los estados y de las 
acciones previas sólo a través del último estado del sistema, y determinista 
porque la elección de una acción se efectuá con certeza. 

Llamaremos a una regla de decisión determinista dependiente de la his
toria si para elegir la acción se toma en cuenta la historia ocurrida hasta 
ese momento representada por la sucesión de estados y acciones previas. Es 
decir, 'Pt es una función de la historia ht = (x1, a1, ... , Xt-1, ªt-1, Xt) donde 
x; y a; denotan el estado y acción del sistema en la época de decisión i. 

Una regla de decisión aleatorizada 'Pt especifica una distribución de pro
babilidad q"'' ( ·) sobre el conjunto de acciones. Las reglas de decisión Marko
vianas aleatorizadas mapean el conjunto de estados en el conjunto de las 
distribuciones de probabilidad sobre el espacio de acciones, esto es 'Pt : X -> 

P (A), con la restricción P (A (x)) = l. Una regla de decisión determinista se 
puede considerar como un caso especial de una regla de decisión aleatorizada. 

En resumen, podemos clasificar las reglas de decisión como dependientes 
de la historia y aleatorizadas (HA), dependientes de la historia y deter
ministas (HD), Markovianas y aleatorizadas (MA), o Markovianas y deter
ministas (MD) en función de su grado de dependencia sobre la información 
anterior y sobre su método de selección de la acción. 

3.2.3 Políticas. 

Una política, plan de contingencia o estrategia especifica la regla de decisión 
a usar en todas las épocas de decisión. Es decir una política 7r es una sucesión 
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de reglas de decisión 7r = ('Po, ip1 , •.• 'Pr) con T ~ oo. Sea TI el conjunto de 
todas la políticas. 

Llamaremos a una política estacionaria si en cada época de decisión aplica 
la misma regla, es decir, si 7r = (ip, "'' - - .). Con TIE designaremos al conjunto 
de políticas estacionarias. 

Si las 'Pt son markovianas, la política 7r = ( ip0, ip1 , ••• , 'PT) con T ~ oo 
se dice ser Markoviana (tiene la propiedad de la pérdida de la memoria).Sea 
TI M el co1}junto de la políticas markovianas. 

Sea TI M el conjunto de políticas markovianas que son invariantes en el 
tiempo, se conocen como markovianas estacionarias. 

Una política 7r = (ip0 , ip1 , ... 'Pr) con T ~ oo es determinista si 'Pt para 
toda t E Tes determinista. Y sea el conjunto TID el formado por las políticas 
deterministas, es decir son iguales sin importar el instante del tiempo en el 
que se encuentre el sistema. De esta forma TIED es el conjunto de políticas 
estacionarias deterministas. 

3.2.4 Índices de funcionamiento. 

Definición 3.1 Sean x E X, 7r E TI, y rr: X-+ R, con T < oo 
(a) Se define el costo total esperado con costo terminal rr como 

Jr (7r,x) := EJ; {~ rt (x~,ªt+i),t~~ (~r)} · 
{b) Para /3 E (O, 1), el costo esperado /3- descontado. esti1 dado por· 

VT(7r,x):= E;{~/31rt (xi,~t+1) .~ /37'rr (xr)}. 
t=O , 

La motivación para el estudio de problemas con índice de costo descontado 
proviene de factores económicos. El factor de descuento f3 permite encontrar 
el "valor presente" de una cantidad en la época de decisión t: un costo de L 
unidades en el tiempo t equivale a un costo presente de /31 L unidades. 

Si T = cxi y r 1 (x, a) es un costo estacionario es decir r (x, a) , tenemos: 

Definición 3.2 Para x E X, 7r E TI y /3 E (O, 1) , se define el costo total 
esperado /3 - descontado como 

V (7r, x) :=E; [~/31r (xt, ªt+i)] 
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' ' 
. " ~ . '. 

· DéfiniciÓn 3:3·· Para·x· e•J{ ·~~i~·ff. ~~{~e')t7le el costo promedio esperado 

p_o~>,.. _. -.. ''-·.:~·.·~-;~~»::~'.::;·;·~·;·~.>::··,-::~ .. > .. '..:.):~~·~·f.;;·<·:: .. 
· J (7r,x) :~uiil~uJ$E;fs;c:i:~.ªt+1). 

T:-+oo.;-· ___ -. -.. :·a=o: -.,. 
~1-~ '~ -'':·<~·~: .. <·...->··;;i ,}\:_:,~··;. 

En algunas ocasiones consideramos al 'tiempo como aleatorio asumiendo 

T = min { t 2: o, Xt Ft .X} que·ffi'~a ~~01,~f~~da;'.dél subconjunto X e X 
que está dado. En este caso es convénient,e)ntroducir;una.núeva función de 
costo a el modelo de Markov. ·· :' D'.'.;)( 3:\~:~,~~J!;i"~:~~·.;;};c;;;·'"' ·• .. . ·.··.' , ' . 
Definición 3.4 Costo Total .. hasta~n,tie~p'o,di~tÓri~,,-;·.; 

J, e~, x) ,~ ~;{~r~~;;[¡j~f ,f ;;f'}. 
De igual manera establecemos eÍ costo esperado f3 - descontado hasta un 
tiempo aleatorio r por · . 

3.2.5 Problema de control Markoviano. 

Un problema de control Markoviano está formado por un modelo controlado 
y un índice de funcionamiento. El objetivo que se persigue es encontrar una 
política bajo la cual el índice de funciona.miento alcance su valor óptimo, 
es decir, si v ( 7í, x) es el índice de funcionamiento entonces el objetivo es 
encontrar una política 7r* tal que 

v(7r*,x)= infv(7r,x)=v(x), VxEX 
"en 

(3.1) 

A esta política se le llama una política óptima y a v (x) se le llama la 
función de valor. 

Observación 3.1 En la expresión (3.1) se ha.Usado el t:nfimo para opti
mizar el índice de funcionamiento ya que él modelo que se esta exponiendo 
incluye funciones de costo. En el caso que se' trote de optim.izar recompensas 
o ganancias se usa supremo. 
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Proceso estocástico canónico. 

Un modelo de probabilidad consiste de tres elementos: un espacio muestra! 
n, un a-álgebra de subconjunto den, B (n), y una medida de probabilidad 
P sobre B (n). 

En un proceso de decisión de Markov con horizonte finito, tenemos 

n = x x Ax x x Ax ... x Ax x ={X x A}N~1 x s, 
y en un modelo de horizonte infinito, n = {X X A}00

• Un elemento típico 
w En consiste de una sucesión dé'e8tados·y acciones, esto es 

w = (xo~.d~(x1; a~, ... , aN,XN), 

y, en un modelo de horizonte infinito, 
~ . ·. 

w = (xo, a¡, xi, a2, ... ) . 
. . 

Nos referiremos a w como un camin. º. mue.Strol. E?, modelos con ho\izonte 
finito, el sigma álgebra está dado por B (n) = B \.{X x A}N-i x X) y en 

modelos de horizonte infinito, B (n) =B ({X x A}00
). 

Definimos las variables aleatorias .Xt y yt las cuales toman los valores en 
X y A, respectivamente, por · 

Xt (w) = Xt y yt (w) = ªt+1 (3.2) 

para t = O, 1, 2, ... , N, N ::5 oo. Esto significa que cuando la sucesión ob
servada de estados y acciones es w, la variable aleatoria Xt denota el estado 
al tiempo t, y Y. denota la acción .al tiempo t. Definimos el proceso de la 
historia Zt por . · .. ~ ;· · · 

Zo (w) = Xo y Zt (w) =· (xo, a2'.':'!iiYi:>~a o~ t ::5 N; N ::5 oo, 
: . , ··. _~. : ., . : . ~-- . ·. _, . ' -

es decir, sea la distribución de probii.bmi;taél'Po(·)que denota la distribución 
inicial del estado del sistema; '· · .,,,,e· '.';' ;'·'''·''' : . · ·· . 

Una política aleatorizada'dependiente.<leia'.bistoiia 7r = (cp1 , cp2 , ••• ; cpN.;.i)., 
N ::::; oo, induce a una probabilidad ~ s()bt:e. (n;.E1, (Q)) a través de · 

: --~·-- '::tf'~,·i;>,·-::)··""'.:.-.':...:--:'··-~:•'".-..•·.·. - . 

prr {:2~2·~J~~~·~)ti1~), 
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··. i!'•i. y; ¡:f~f ~;~4¿*, .~·<íf·c;Í;it_.;,~;\f [~~~f i}i~i.~.1;#.: ··f ·> 
. •de manera que Íaprobabilidad deuncamlnomu~trafw ~·(x~;á1, xJ., ... , XN) 
,, : f '·-'d.8.d·-· ~- · " '"'~ .. ·--/,;_ ,;- ·>. ;::.•::: ~ 1 ·~,;'o. (1.:-:~·iT:'\'"t'~ .. "~·~·~.t;::.'..~1"'1 ·~-~ 

es;: Cx~":1:::. a2, ... ,, XN) Po (xo). ~o·(~~-;~~) P1 (~1 1 Xo, a1) ~1 (a2/ h1) 

.. ·'PN-1 (aN-i/hN)PN-1 (xN 1 XN-ItaN). 

La existencia de esta medida de probabilidad está garantizada por Ionescou 
Tulcea [12] 

Denotamos por E; el valor esperado correspondiente a P;, es decir, si W 
es una variable aleatoria definida en ~. su valor esperado está dado por 

E; (W) = ¿w (xo, ai, ... ,xr-i. ar,xr) P;: (xo, a1, ... ,xr-i. ar,xT) 

donde la suma se toma sobre todas las _trayectorias de S1r. · 

{a) Si W es una función de xi, ª'+i' ~ . . 1 xr, y·h,:E Ht entonces· 

E; (W (x,,a,+l,. . .,xT 1 h,)) = ¿w(xttdi+1,>,., xT) .P: (x,;a,+i,. . .,x7 I 
. . ; - .·' .. "• ·. '~- ~ ., :-

(b) Si v es una función de Xt+l entonces 
/.,~t·:·'~r.~~::.Ú~. :.'(:~,:+_ -;·,.-.... ,.,. 

. - :·. ·.' 

E; (v (Xt+i 1 h,)) = ¿v (y) P (y 1 x, Ít (ht)) (3.3) 
ye Y 

3.3 Costo total. 

En esta sección abordaremos la teoría para la solución de un problema con 
el índice de costo total con horizonte finito, por medio de la programación 
dinámica cuya característica fundamental consiste en "reducir'~ un problema 
de optimización en T etapas a T problemas de optimización en una etapa. 

Como mencionamos anteriormente el índice en costo total esperado esta 
dado por Jr ( 7r, x), es decir se trata de encontrar una política 7r* E TI tal que 

{3.4) 

A la función Jr definida en {3.4) se le llama la función de costo 6ptimo. 
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3.3.1 Algoritmo de programación dinámica. 

Para t = O, 1, 2, ... , T se definen las funciones de programación dinámica Vt 

en X recursivamente por 
Vr (x) = rT (x) 

Vt (x) = min {rt (x,a) + LVt+l (y¡)Pt (y¡ 1 x,a).}, 
aeA(:r) 

t '== 1, 2, ·.:., T; . (3.6) <.s.·, 
11• , 

-.·-'. , . : ~ 

las cuales son llamadas ecuaciones de Bellman. La ñmción ~i (±) ~ t~bién'> <. 
llamada la función de Bellman. · .-. -, .. , ,_,,:' .'::- _,_. --·',. {- ~:·,::~ ·.;;:_~·/'.~··~·\~:r·{:.'-: :_ . 
Teorema 3.1 (Algoritmo de,~l~ Pro:a~~~'Jj/};~~~rfi{:a) 'f 9J:. 

t = r - 1, r - 2, ... , o, e:i:iSte}t~.<x,>et\~~.~:~af~q~e _:,-. < .< 

Vt (x) = ft CftC~>i~~i~-~~~~ti(~>},a~n:~.ft* (x)),} 
. . ,111 ·):;:~··,•;;:;.,· ,, 

entonces_, 

· ii) La políticá -rr•-= (Jó,Ji/.C .. /J:;'.::.i) ~'6ptima, es decir 

Ji(-rr·~icr~}T (x)= vo (x) 
.. '.,.-- ,- ... ,· 

Sea -rr E II una'políticá.;árbitraiia:::y..definamos·las funciones 

u,(h,)~ E; ~r. (x.,°'.'.t')*'~(~) 1 ••] • t ~O, ... ,T-1, (3.7) 

·U/r.· Chx).>~~~[ri(xT) 1 hT] {3.8) 

Nótese que Ut representa el cóstó''total esperado desde la época de 
decisión t hasta la época T/dada.la hiStoria ht. 
Probaremos que par~ todo L:f:Ü,,~·;\), T, 

.vt (xt) :'.:; ut (ht} {3.9) .. 
- "'"" . -· ,. 

- ,;~~ ¡,, -'_):;.."'-.::: .. ,-~· . .-:.:: i:-f'·.'. ,·. . 

y en el caso en que 7r = 71'*,<~ecumple'que Vt (xt) = Ut (ht). Esto es 
suficiente para la demos~racióií'' yá' gué entonces tenemos 

Vo (x) S. jj-(~:'~)'~;~,~~:(x') = JT (-rr*, x) . 

5~, 
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' -.· .. _,-. 

y puesto que 7r es una política arbifr~i~JtehckeIJ:ios 
'. '-·,''..!,' :~·;,·:·\:f;,f!':\-fr:'-"'-t~: ;;;:,·. +.( ~· 

-.... · .. ,_.::'·.:·;·.:~;:·-~:.~T:t:~·'..~:i .. i·~~J:i~.~·r.<~~:~ '.).:. ·:· (·... ; . 
La demostración de (3.9) será por ind\lcción~>Para t = T, se sigue de 
(3.5) y (3.8) que ·~~'c'c(\),,'''\:~(Yr:,;/ <o , 

·'· ~(h;)·~·~~'<iT),~ ti!(xT): 

. ~,~;·(~ái)'~"~í~1(h~'.t!1) ;', ', (3.10) 

Entonces de (3.7) seti~Jl.e,dÚ\i 

-::t (ht)~,~~[=t,:(::/!t$¡'~~] +E; t~1 rn (Xn.lln) + TT (xT) 1 ht] 

· y usando propiedades de la· esperanza condicional, la hipótesis de in
ducción y (3:3) S(Ol obtiene. 

'Ut (ht) = Tt (xi.ft (ht)) +E; [ut+1 (ht+i) 1 ht] 

2:; Tt (xi, Ít (ht)) +.E: [Vt+l (ht+l) 1 ht] (3.11) 

= Tt (xi, Ít (ht))+~E;¡lt+i.(y) Pt (dy 1 x,f (h)) 

por lo que 

u, ('·) ·" -~&~;~~:iw~l~~:rrt~ fft;~~~ \~~Y·· ·ll ~.• ·· (x,) 

con lo queherrios probado (3.9)i Por c:itra parte/si se. cilmpfo la igualdad. · 
en. (3.10) y 7r,=·7í~.; 'e~onces;,~u@~9lá,:)guBJda#;en (3.11) ~e cumple 
tenemos:, , , '. _ '.:~;> ><[/.t ;.:·;; .''·i:'?J ' >;. • , .. 

. Ut (ht)~ r~(afi;a)'.+·E.ti;i"(;,,')i.fi~(dyj!t:;a) =w(xt) 
. . .. ·.·. · 11EX :< ' " 0: . ', .. 

Ut (ht):~~~ (x~)· .. 
> •. , .·;:' .... ' 
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Si consideramos t = O en (3.7) y en (3.9) vemos q~~. ~ar~ alg'ún estado 
inicial Xo = X, 

Jo (x) =E; (Jo (xo)] ~E; [ua (ho)] = J (7r,x), (3.12) 

que, para cualquier 7r, se cumple Jo ( x) ~ min J ( 7r, x) = J• ( x) . Final
mente, cuando la igualdad 7r = 71". se cwn;le tenemos la igualdad en 
(3.12), concluimos que Jo (x) = J(7r•,x) = J• (x). • 

':'.3.3.2 Ejemplo: sistema de colas con costo total. 

Retomando el ejemplo mencionado en 3.2.1. Sea X = {O, 1} donde Xt =O 
(xi= 1) si el sistema esta desocupado (ocupado) al momento t; A= {O, 1} 
donde at = O (at = 1) representa elegir el servicio menos intensivo (más 
intensivo) en el intervalo (t - 1, t]. A continuación aplicaremos el algoritmo 
de programación dinámica para nuestro ejemplo. 

El término del servicio para cualquier estado es 

vr (x) = rr (x) = d para X E {O, l}. 

Para el caso T- 1, tenemos 

vr-i(x) ~J?{rr-1 (x,a) + ~vr (y)]J2'~1 (d~l;;•(Z)} 
. min{rr0.:..1 (x, a)+ E (vr (y) jx, a]} . 
. aeA· .. " · ·· .~ · .. :·: · 

min {rr--'i(x, a)+ d} = miri' {e~ +:xpc'+ d} 
aeA . •· . · .. aE{0,1} ...• 

riíhi{e(i + :i:pc +d.; e1 +':iPc + d}, · · 
como ea· < · ei 

Por lo tanto 

Para T-2 

vr-2(x) 

eo +pcx+d. 

eo+pcx+d 
eo .fpcx +vr(x). 
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min{rT_:;(x;éi)-l-eo+~J.]Je~[:i:T~~ 1 x,a]} 
· c:i:eA.>-,::·_'.~>> -;. __ ·;,.· r.:··. · ~ .·:-,;, .. ··-;·'.:~':-.:~·~>· ':·· ~-- ~·-

~~{ea ¿-~cii~+eo +d,+ peE [xT--i 1 x, a]} 

Caso x =O 

VT-2(0). 
··{ eo-t;-,,q;(o)+~ot-d,+peE.[xr,-110,0], } 

min e1 ,.:i-,é::p(O)j-eo+d+pcE[x:I'_{ 10,1] 

es decir 

' .. :{. : . 2~~+
0

d+#C:(1J)\ O{l~ p)], } 
mm, "é1 +e6'f.d.f: pC[l(p) + 0(1..:... p)] 

nún{2eo +d,-J;: P,:c, ,e1 +.eo+ d + p2e}, 

Ahora, x = 1 .· ~ 

calculando 

,· 

··t,. 

.. •' ;:- ~ " -... -~' ... ;',-º ;~·-.... · - . 

E [xT-1/1, o]·~(o '. qº+1: (1 ~ qº) ~~(!, ~,qO,);;:,.,, 
E [xT...:¡/i, lJ ==O~ ~1+ 1. (1 . ..:.. q1 ) i'(:{:.:'.:.~Í) ~ •. 

VT-2(1) ~ntl~·{ .·. 2eo +pe+ d +dp·.·e·(·l····.~.·.;(.:....·l·.·.;··.q·····.º.).·.~.;·1·;·;·)'·;·1··};·.:: ·' . 
. e1 + eo +pe+. .+.pe . . •,c:;::q .. · . ·· ,. . . . 

Para elegir el mínimo supong~os por un mo~~ri.tri'.ii:tf~~s:~·da la si~enté; .. 
desigualdad · · •... " ... . :·~:.t. ¿j:;: · ¡; 

2.,+pc+~::J:=::¡ ,~j~i:~~~~.+P<c1~o>). 
.. . . ,: eo ·-·e1 .•• :: ·:pe•.;·<. ,· q_~·- qº: 

Con lo cual obtenemos: 
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Si X= o, 
Vt-1 (O) 

' - ·.·-· . . . 

. min {rT_i(o, a)+ E [vT (xT) /:o.0.n ,, ·. ' 
aE{O,l} . ;.. .· ..• •: ·>., .·· .;. · . . 

min.{ eo+vi(l)P(.1/0,···o.)+ .. v.·.~.·.'.·(.Ó)¡>(O/O, .. o)'; ·} 
e1 + VT (1) P (1/0, 1) +.vi (O)P (O/O; 1) ·· 

min{eo +dp + d(l -p) ;e1·+éip+,-k(1,-:'~)} . 
'' :·. 

·o 

. min{~o-;t:,vT (l)P,+~T(O)(i--p)c ei +'llT (l)p+vT(O) (1..,- p)} • 

. 'eo + 1}; ú> p +, VT (o)' el'...: pf, ~- .··. 
por 16 t~to·;: "· · '.·'.c'(;:i•!'.':•:• •'e;::;•. _. .. 

. . ·. . ví~1«o);;/e() +·,j;(i)~ -\-vT(O) (1 _::_ p). 
Ahora 6~cúleÜloJ;~· ~i·~'J '. V'.· •·f;•::?·>1 '~; ''' · 

•·.·. ··,· ·. Vt~{'(Í)' 'H;~:~~~~~~;{r,~Jf;ct)~:E [vi (xT)/1, a]} 

(donde rr (1; a) ·:--::•·t~~-fpc)ú;.·,.i ·.•> 1 • ..•• 

. ¡· ~~;ET~~te:?±~c;v;rW)1;,<tf/i,0i):~\~)1;,C?c{/i,0{)°} 
.· _/• ;~• '{-~()+pe+ vT(l) (1- qº) + vr (O)qº, .}·. ·•· . . -~>' ~~ ·''e1+pc+vT (1) (1-q1) +vT (O)q1 

.' ··. ;· 

para conocer. ei'mínirii6, ~upongamos que la siguiente desigualdad esválid¡. . . 
eo +pe+ VT (1) (1 ~ qº) + VT (O) qº < ei +pe+ v:r (1) (1 - q1 )+: ~ (0)~1,;f?~ 

. ~v:;. (1) qº + VT (O) qº < ei - eo - ~ (1) q1 + vi(O) q1 ,: ···• 

· ~qº (vT (1) - vT (O)) < ei - e0 -:e q~ {vT{l) +~(o)}; 
(v~(Í)~vT'(o))(q1 -qº) < ei-eo, , ·> · · 

•.. ·. VT (1) - VT (O) < . e¡:::--: eoi 

De lo cual dedm~imo.~ la_siguiente.~e~~~- ~qi,'.~q<>) . 
. i: e;·:..:::eo• 

si_~7;(1)·-.VT(a)·. <: 
·.(q~ ~;qº), 

• vT(l)~v'.i'(O) ·>/~:~=:~)' 
:57. 

si a= O, 



si se cumple la igualdad es inji~ti~to to~ar una u otra acción. 
· ·En resumen tenemos:· · ·· · · ' 

Vr (0) 
Vt-1 (O} 

Vt-1 (1) 

VT (1) ;;;;: d; 
eo + Vt (Of(i'~p)+'v1(l),p, 

min { :: t~~±1:tW)1i ~ ~:)) :;t~~) ~:· } · 

(3.13) 

Para el caso cuando x = O, la igualdad se ded~ce de ia inecu~ióri e() < ei, 
esto es obvio pues es mejor usar un sistema menos intensó, cuando no hay ' 
clientes para atender. · ,¿\-,':'~·.'!'~:'i-~:\,. '.::-,~ 

Cuando x = 1 seguimos la siguiente regla: 

si Vt (1) - Vt (0) > 

si Vt (1) - Vt (0) < 

e1 - eo 
(ql - qº), 

entonces el mínimo es alca'.oiii:d()•(:iJ:ando :a = i; ,.;; 
::,,:·.·.. . :..;;_;:, 

entonces el mínimo es alc~·~dC> d~~'do a ~ o/' 
-'.·:v.' .. : . -,.· •. ,.·_ .--

, .:,_,: .v;:~··· ;:·.,.-~:~¿_:.~;-:A>.:··\;·.:~: Y:~·.,~· 
Si se da la igualdad entre ambas ecuaciones es indistinto elegü-:una u otra·. 

acción. . ... ·. : ';'.;: ->< .·. 

e1 - eo 
(ql - qº)' 

Definamos A= <:i=:s,. el cual es el punto que élivide:a-1~.;egión factible 
en 2 partes ver gráficas (3.2, 3.3 y 3.4); f:::.t = Vt (1) ..':..vi (O)/entonces •. 

l:::.r = VT (1) - Vr (O) = d - d =o, .·. Í::i.r,;;., o . .. ' ·.·- -·.· 

Hagamos la deducción para l::..1-1, 
Í:::.t-1 = Vt-1 (1) - Vt-1 (0), 
para Vt-1 (1), tenemos: 

Vt-l {l) min{ :01:Pp~:~t1i1i~~:s:1:t 1~)~:• } 
+ ··{···• e~+v1 (i) (l ..':..,qº) +vi' (O)(¡?,<.,}.·•·.:· 

pe '~~ e¡+v1(l)(l.-q1 )+v1(0)izl• ~' . . '. 

+. · .. ,+.. > '{' ' .v/c~) _:~t,(l)q~-tv1,CO)'qº, .... } " 
- pe . eo _ mm · (e~ ~ eaf+"vf(1).::...':Wc1) il1/+.:-v¿ (o) iz1 · ·, . 

pe+ e0 +vt (1f+:mil·r{·•· (·. >s~º)(~i('~r~r{)(?)),fo).)>}: 
. · , · ,.- · , · ',_ ¡::i ,::;-:,_eo .. _,;,~;: .V.e'·: ~-Vt_ , , 

por lo tanto ,, . '..• .. "';·r ,·.. :.,' ;~\ > < ~ 
v1-1 (1) =pe +eo ~ 1~1 (i) + illillt::.'J~k~:c;;;D_::-dcífF:ó.;ij~ }, 
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Para 11t-l coY' tenemos: 
' ' ' 

Vt-1 (O) eo +vt(O)(l•-p) +vt (l)p 
- eo. +vt (O)- Vt (O)p-1-Vt (1) p 

eo+;¡¡t(o)'+cP Cíiicfr.~ :Ji (o)), 
·' ... . ><-.' •• ...,;.J~I'.:-~.:_" -_·, ·-·.7,. - )-;- ·.· 

. -~·:::_:~:;..:.:.;;..~(> 

::. ~.: 

·.: ·:_: ···~<:<·>;.·: i-)~:;);.~~ 
.Ar=O, .. ;<, ····.· .. · .. 

.l!.t-1 = pe+ (1 - p) At + miii {:..::.:ó.:iqº; (ei :__ eo) - .l!.tq1}. } 
Consecuentemente calculando 6.r,2' A;~~ •. <. , A].' 
A manera de ilustración 

o 
pe+ O~ (1 ~ p) .+.llíin {- (O)qº, e1 - e 0 - (O) q1

} 

pe+ min{O, e1 - ~o}= pe+ O 
pe, 

por lo tanto ·.¡ 

(3.14) 

para encontrar el IIlÍniÜio, 'c~nsidé~elJ:i<ls Válida la si~e:nti;; · desigÚaldad 
. .. .. ..· ,e;_~~~:; ~}·~~~;;~o'~;~i¡,·· . 

pe (q1 
_::_ q?) • -:=::: :ijeo,: 

. . pe .. < ei·-, eo··.• 
:q1 - qº' 

i.e. D..r_:1 · ''< 'k 
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Ár-1 

pe+~ -ea 

f!..T-1 = fl~ 

o 

i·:···· ... ·.·.·· .. ·· ·· .. /·, ·x·· 
~/ . 

' / 
/ 

¡ 
A 

pc+~-eu+ 

+l\(1-p-q) 

Figura 3.2: La t:::,,.t dinámica en 1 - p - q1 > O y A < pe/ (p + qº) . 
• ~ '... • • " < • .., ' .' '.·. ;-

En conclusión tenemos si At > A, entonces elegimos a = 1, en caso contrario 
elegimos la acción a= O. 

Así hemos construido la regla de decisión de Markov. 

r (t, Xt-1) = Xt-1. 1 {At >A}, 

lo cual es una solución a nuestra tarea de acuerdo con el Teorema 3.L 
Claramente, la característica dinámica de la variable Ai. t = T,·. T -

1, ... , 1 establece la relación entre los valores de p, qº, q1 , e0 y e1 • Algunas 
ilustraciones son presentadas en las fig. 3.2-3.4; la línea diagonal que corre 
hacia arriba es la bisectriz del primer cuadrante. 

Para concretar ideas: 
Sea T = 2, 1 - p - qº > O. 
Construyamos las deltas: 
f::;.2 por los cálculos efectuados y por definición tenemos: 

Í:::,,.2 =o, 
para A 1 es igual a 
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pe+ e, -e0 

pc+6i-eo-+: . 

. +.6.,(1;_ p-q') 
11--~~~----!.~~~~~~~--· 

o A 

Figura 3.3: La Át dinámica en 1 '..... p - q1 < O yA < pe/ (p + qº) . 

o A 

. . 
Figura 3.4: La Át dinámica en 1 - p - q1 < O y A::> pe/ (p +qº); · 
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para l~o es igtl.al a 

· .. ó.o. =;]Je +pe q - p) +inin { :-Pcqº, e1 - eo - peq1
} • 

Aplicando los resUltados obtenidos en 3.3 .. 1 

V2 {OL= V2 (1) ·;,;, d, 

v1 {l) = lllin{ eo j::.Pf.-J:::~°.~i;!::,(\,"7":,q~);d¡e,i+Pc:+q1d + (1 - q1)d}, 
" ... , . . - '• '-, 

veamos que estrategia eleginlc)5·;,~f~~.;~ i};:,~·., ·;¡ •·<'' /> 
,_.•,,-

como e0 <::·e1 elegimos Ía~tratJi?;ia.ó~Í.e:, á~ o. 

vi (1) ~ e~~·~~~\~~,~-~,(~'.~.~~) d·= eo +pe+ d, 
··-·. ':·i~_'';-:: :--~:j_(:_.: (',;, 

por lo tanto 
v'{ {l)·~·-;o'!~~ +d. 

-'' .¡-.f::-~-~-(.-:~J:t.::·· ... :. ·--- ~~ -
Para vo {O) _ · .·· > > ., · · • . . 
vo {O)= eo + {1- p) [eo-+: {l _;.p)a+ pdjof-p[e0 +pc+qºd +{l - qº) d) 

= eo + (1- p) [eo+dJ+p[e()+pe+ d] 
= eo + eo + d -"-'peo f pd+peo +p2e+pd 

=2eo+p2 cd, ··:,,·.,·:·. ,· .. ,._.·:.'.":·-<.:.,,.·, · 

Para v 0 (1), tenemos: 

(l) _ . { eo +pe+ qº [eo + {1- p) d'+ pd].+ {1- qº) [~o +pe+qº.d+ {1-qº)dJ····.: 
Vo - mm e1 +pe+ q1 [eo + {l - p) d + pd] + (1 - q1) [eo +pe+ qºd + (l_-q~)d] ., 

para conocer el mínimo supongamos válida la siguiente desigualdad y después. '·'· 'e· 
hagamos la deducción: . - . · . · · . · . . •::.· :.é· 

eo +pe+ qº [eo + (1 - p) d + pd] + (1 - qº) [eo +pe+ qºd +{l - qº) d] <'.. . . /'. -•. 
e1 +pe+q1 [e0 + {l - p) d + pd)+(l - q1)[e0 +pe+ qºd + (1..:... qº)d] ;{' 
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-qª ((ea+ pe+ qªd + (1 - qª) d) - (ea+ (1 - p) d + pd)J < 
e1 -ea-q1 ((ea +pe+ qªd + (1 - qª) d) - (ea+ (1 - p) d + pd)], 

((ea+ pe+ qºd + (1 - qº) d) - (eo + (1- p) d + pd)] (q1 - qº) < e1 - ea 

pe (q1 - qº) < e1 :- ea, 

pe < e:~;=:~)' 
A .. · .. ·.1 •......• ··.·.•.< ... ;¡;;_.;··:.:· ... __ ::i ;·--:!,::r . 

Nota:' por ambos ladosllegamo5; 8.;la Ínis~a inecuación A1 <A. 
Para encontrar la respue5ta ·con5ideremós dos casos 
(a). Si A.

1 
=pe> A, .. '··«'•''" •. ··•·¡;· ~«~.:··· . ·. 

_;.: ... '•"'' ' 

.· Aa ==pe+:P6.ci;~~)+e1 - ea -pcq
1 

• 
. · : ·~ . '·'i·>-:~::'··· -; 

o',-;-. 

Sabemos que . f(t,'~~~~r~:·f;::fr{.&2' >A}' 

f (2,0) = OI {A.2 >A},;:, O,>;;f(l.;o) =' OI {A.1 >A}= O, 
f (2, 1) = 1I {A.2 > A}= O,.,~'. J (1, 1) = 1I {A.1 > A}= l. 

' . ' . -' - -. ·,_ :. ~-· :-- ~ .. -. , t· ~-., _.', ,.,. •. . . -

Por lo tanto -.,. .. \ ' 

r c1,.1) = 1, . '. ·. __ ,:.-,,.·,·'· 

es decir en la etapa 1 el mínimo se obtiene cuando el estado es l. . 
Ahora para va (1), ·. <" .. · : ... ··:, ... ; . • . 

va (1) = e1 +pe+ q 1 (eo + (1-p)d+:pd]+ (1-q1) (ea +pe+qªd+(l - qº)d] 
= e1 +pe+ q1 (eo + d] + (1- q1) [eo +pe+ d] · 

= e1 +pe+ q1eo + q1 d +ea+ pe+ d - q1ea - q1pc - q
1
d 

= e1 + ea + 2pe + d - q1pe,. 
por lo tanto 

va (1) = e1 + eo +2pe +d....:. q1 pe. 

(b) Si A.1 =pe< A, entonces Ao,,.;,, pe +pe (1 ~ p)...,... pdqª, 

.•.. D.Ct,~t"7,1))= q .. ;. 
vo (1) = eo +pe+ qº (ea+CL--p)cl+pdj +i.(1; qª) (eó+pe+ qªd+ (1- qº) d] 

= e0 +pe+q?(e0 +.d].+(1:_,:q~).[eo +;pe+ d), .. > ... ·. · 
= eo +pe+ q9ea:+ qªd+éo f:pe -:Fd i' qºeó-, qºpe -;-e qºd • .. 
= 2e0 + 2pc +- d- qªpe,. · ·· · 
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. - ·.-
' . 

por lo tanto 
·.va (1r'j· 2~a + 2,;<.: + d::2:q0~C:;" 

(c) Si .ó.1 =pe= A y Po (O) ~ 1 0 entonces sólo la8 ~tmtegiáS'óptimas 7r• 

son óptimas para lo cual 

la distribución de probabilldad ?ri (·/l) pued~ s~rai~~t'.rár¡~; El Valor va (1) 
esta expresado por alguna de las fónnulas 'i:>résentadas anteriormente~ 

La pérdida mínima· es igual a ... ¡ 

va (O) Po (O) +va (1) Po (1) . 

3.4 Costo descontado. 

En esta sección construiremos una estrategia o política que provea el mínimo 
para la expresión: 

(3.15) 

El coeficiente f3 E (O, 1) tiene diferentes interpretaciO~es. 'Si la pérdida es 
expresada en dinero, entonces f3 es el coeficiente de devaluación: la pérdida 
de una unidad ahora es equivalente a la pérdida de f3 unidades al siguiente 
tiempo. · · ;• · .... "· ' '»· .. · · · 

La función ·:,:>''../ 

't.'"-. 

v (x0,a{i,;/·~, ~í),;;;.~~T:(io;íi~+1) .fi·~t ·. v (xt) (3.16) 

sobre X satisfaceJa~~~aci¿ri ,, >:;. 
' ·. '-;). ~ \ '> "'··' ,--·•.';:e • .•~---- .·•--1-1 > 

(3.17) 

La ecuaciÓn (a.17) eá úalli~da la; ~Í"ici6n de Bellinan (para el modelo 
·descoritado .cie Markov ;hóíriogéneo); 18.'fuilción :i.((x) 'es también llamada la 

,.,-,- .... -_.-··-_ ·-F~(<:~~::.:;~r---_:.-.".·::-'~:/·:. ";·-<:~:-1~:;-·. ·--··:::. __ :, ··.:.-. -. .} 
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función de Bellman. Su signiftcacl~.e:>)áihi1Xvainente ~vidente; )11 ·'.u (x) es.· 
la pérdida mínima. . ·· . '. -· · " . · -·. . . 

Sea <p una regla de decisión_ estacfonaria arbl.traria. La función 
·- ,' ¡. ¡;· 

- . - t--1 : .. - ,.: -.: :.- .• -: , 

v"' (xo, a1, ... xi) ;== ¿:=: ~f·(~o,ao+i) +' /31v,"' (xt) . 
. B=O. - . ._ .. . .. . .. 

(3.18) 

donde v"' (x) sobre X satisface lá ecuaciól:i -

v"' (x) = r (x, d (x)) + /3 ¿:=: v"' (y)~ (!'Y (~¡-él(~)}. 
X - .. :-), .<: .,:_: .··· .. 

Sir(·);::: O entonces la estrategia estim~a'q;'e~f~ei~fo~In~(3.l8); donde -
v"' (·)es la solución a la ecuación (3.19). En este caso la_fúÍición v"' (·)es a 
menudo llamada la regla de decisión estacioÍlaria 'i,O~?esúmdda':': i' · · 

. ::- -',.·,' __ ::,;:~¡<.··. ' " -: .. ,•, 

Observación 3.2 En el model~·es~~cibTi.~~~Pt. J;Pí r~ = r. Con horizonte 
infinito las Ecuaciones de Beilmii:n'tOinan la forma· 

- -

v (x) = min {rt (x,a) + f3"'v (y,)p(yi 1 x,a)}. 
aEA(X) L...J 

ll< 

(3.21) 

3.4.1 Ejemplo: sistema de colas con costo descontado. 

Para fijar ideas, retomemos el ejemplo del sistema de colas. Usaremos las 
Ecuaciones de Bellman (3.21) de la observación 3.2. 

Si X= o 

v (0) min {r (O, a)+ /3t v (y)p (dy 1 O,a)} 
aE{O,l} ¡¡=O 
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Si X= 1 

' { r (O,,~) -;!-:./3.' .[~(O} P. (o¡o, O} +,v\1) p (1 1 0,0}]; } -
mm ·· ··r(O; 1) +:'/3 [v (O} p (O 1O,1) +:.v (1) p (1 1 O, l}] ' 
ea+ xpd -'\. ·:_· ·,?'' ',<J:!•'''.':··' .;:•.> ·•·•·•· ,, '" 

nüri{ e~1~~l['}~;<tlL~jt-·v~«1¿~{} - .· 

- . ea+ {3v (O) (1+-p)';+ ¡j?! (l)p> ... · -
·,,;: .. :.::·~'. .. ~;~<::.<::: : ~~· ;~ -... - . : - . 

v (O} ,;;,~a+.tp1/(cl}{L~ p)'+f3v (l)p> 
~.> L· ·, t1.-··-- ~\:·/;·;. 

como r (:i:,a) 

por lo tanto 

·~ •.··{ic1:·~)~f3Ev(y)p(dy ¡ 1,a> .. }· 
c:ie{a,1}- , y=a . V (1) 

•.·• .{' r (1, O) +/3 [v (O) p.(O .I· 1, O.)· .. + . .. ··.v···(· 1·)· p.·(1 j l, O.)]; .·} mm. r(l,l}+f3[v(O)p(Ol l,l}-J:v(l}p(1Jl,1)] 

·~·{···ea +pe+ /3.[·v (O)qª +.v .. (1}.(Í:·~-qª.)Ji} .. ' . 
e1 +pe+ /3 [v (O} q1 + v.(1} (L-:-:,q~.)]: ) 

~ . . '~ .. < .. .,. .. ;-.;,,_··-.-: :': '.. - ·.' 

por lo tanto . · - . · 

v (l).·= min { ea +.pe+ /3 .. [v (O) qª+~'ci)(l-.-.• ci°)]; ··}·· 
e1 +pe+ f3 [v (O) q~;+ v (1) (1'-:; q1.)] · 

--- ·---- .---- .... _.,., _,., .. _.· .;. --

En resumen tenemos: :!\•-;•,: -

v (O) = ea +f3v (O) (1 - p) + f3v (1) p. · ' '····. ' ., 

(
l) _ . { ea+ pe+ /3 [v (O) qª.+ v (1) (.1 ~ qª)]; .} 

v -mm e1+pe+/3[v(O)q1+v.(l)(l~ql)] ,: 
(3.22) 

Para verificar los casos de la última igualdad hagaÍnos: 
~ •' -

ea+ pe+ /3 (v (O) qª + v (1) (1 :__:qº)J'.'. ~- ei+ pe : 
, __ :,~'.>> ,:,._-f/3J~ (O)q1 + v (1) (1- q

1
)) 

f3v (O) qª + f3v (1) (1- qª) - f3v (O) q1 - ,Bv (1){1~~'11,)-· $::,·e~~ ~a ·. - : · 
f3v (O) qª - f3v (1) qª - {3'v (O) q1 + ,B'.i,' (ifq\ ~ · -~1 ?ea ·. 

-{3v (O) (q1 - qª) +/3v (l)(q1 ~~ª)'>5, ~1 ~ea' 
(v (1) - v (O)) (f3(q1 -:::'lª)]'~~ ef-:- ea -· 

'v (1) - ..• ~(O) -- $_.. e1··- ea '' /3.(ql - qº). 
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Antes de proseguir, calculemos: A= v (1) ~ v (O). 
Supongamos que elegimos o mejor dicho el Ilúnimo es para 

v (1) = eo +pe+ .B [v (O) qº +v (1) (l -9°)]. 

Por lo tanto 

A = eo +pe+ /3v (O) qº + f3v (1) - f3v (l) q0 
· 

-(eo + ,Bv (O) - ,Bv (O) p + f3v (1) ¡J) 
pe+ {3 (v (1) - V (0)) - f3qº (v (1) - v (0)) - {3p (v (1) - v (0)) 
pe+ ,BA - f3qº A - ,BpA 
pe+ A (/3 - f3qº - f3p) 

pe 
1 .:_ /3 + f3qº + ,Bp" 

Ahora supongáffios que se cumple· "2:: " es decir 

'v(1) =e~ +pe+q1 ,Bv(O) + (1-q1
) f3v (1). 

Prosiguien~¿ .· 2~Ín() .arriba .tenemos: 

A = e1 +pe+ ,Bv (O) q1 + (3v (1) - f3v (1) q1 

-(eo + f3v (O) - ,Bv (O) p + ,Bv (1) p) 

e1 - eo +pe+ f3 (v (1) - v (O)) - {3q1 (v (1) - v (O)) - f3p (v (1) - v (O)) 

e1 - eo + pe + /3A - f3q1 A - {3pA 
e1 - eo +pe + A (.B - ,Bq1 

- {3p) 

1 - f3 + ,Bql + f3p. 

En resumen 

pe 

1-f3+f3(jO+f3p' 
ei-eo+FC 

1-f3+f3ql+f3p' 

si l-/3+'if<fí+/3p $ 13 (~1..:go¡; 
si i-13+}39º+.Bp ;:::: .Bc~l.::Oi. 

(3.23) 

Los valores de v(O) y v(l) pueden ser calculados allora con la ayuda de 
la primera ecuación de (3.22). 

v (O) = e 0 + ,Bv (O) (1 - p) + {3v (1) p 
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v (O) - f3v (O) 
V (Q){l - /3) 

v (0) 

eo + f3v (O) - f3v (O) p + f3v (1) p 

eo + f3v (O)+ p/3 (v (1) - ; (O)) 
eo + f3v (O) + pf3L::. 

eo t pf3l::. 

eo + pf3l::. 
eo +pf3l::. 

(1 - /3) • 

Ahora para v (1) 

V (1) 
• { eo +pe+ /3 [v (O) qº + v (1) (1 - qº)]; } 

mm e1 +pe+ f3 [v (O)q1 + v (1) (1- q1)] 

+ + . { f3v (O) qº + {3v (1) - qºf3v (1); } 
eo pe mm e1 - eo + f3v (O) ql + f3v (1) - ql f3v (1) 

. { -f3qºL::. + f3v (1); } 
eo +pe+= e1 - eo - f3qlf:::. + f3v (1). . 

eo +pe+ f3v (1) + min {-f3q~~; e1 :"e~...:. f3q1 L::.}. 

A partir de esta expresión consideremos 
1) caso · . ·· ·. ' · 

min -f3q D.; e 1 - e0 - f3q D. = -,f3q A; { 
o 1 } . o 

por lo tanto 

Si 

v (1) eo +pe+ f3v (1) - f3qºL::. 
eo +pe - f3qºA 

1-/3 
eo + pf3L::. pe - pf3L::. - f3qº A 

1-/3 + 1-/3 . 

D. 

D. [(1 - /3) + pf3 +f3qº] 

D. 
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pe 
pe 

(1 - /3) + p/3 + f3.qº, 



por lo tanto 
V {1) =v. (O)+ .A·. 

Para el segundo caso. Sea . 

rain { -J3q0 A; e1 ~ e 0 - ,8q1 '.6.} ~ ~~ :_ eo - (:Jq1 A, . 

por lo tanto 

sea 

V {1) 

A 

A ((1 - /3) + {:Jq1 + pf:J] 

.A 

por lo tanto 

(17" f:J) +f:Jql+ pf:J'. 

v(l) ""'.v(o)+A:; · 

En resumen 

(O) = eo + pf:JA. 
V (1-{:J)' 

<p* (O) 

<p* (1) 

<p* (1) 

;~ . 
.t.i.c1) ·== v co> +A. 

' ·' .·.,.,•"·r .. • • 

. "~ . 



EneLc!lSo 
pe 

1 - f3 + f3qº + f3p 
e1 - eo 

{3(ql - qº)' 

todas las estrategias son óptimas en H por lo cual 7rt (O 1 x 0 , a 1 , xi, .. ;, at:...1 , O) = · 
1;' en ht. == (x0 , ai, x 1 , .•• , ªt-i. 1) esto es irrelevante para la acción que se ha 
elegido. 
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Capítulo 4 

Modelo de control Markoviano 
con restricciones. 

4.1 Introducción. 

En este capítulo estudiaremos los procesos de decisión de Markov con restric
ciones. Para resolver el problema de control óptimo con restricciones usare
mos la programación convexa, lo podemos hacer pues la esperanza matemática 
es un operador lineal y por lo tanto convexo. El método consiste en intro
ducir los multiplicadores de Lagrange, se optimiza la función de Lagrange 
considerando multiplicadores fijos. Esta optimización de la función de La
grange la hacemos vía la programación dinámica desarrollada en el capítulo 
anterior. Después optimizamos sobre los multiplicadores. En otras palabras 
estarnos encontrando el punto silla. En nuestro caso la esperanza del costo es 
lineal y por lo tanto el óptimo se alcanza en la frontera de la región factible, 
es decir la región definida por las restricciones. 

En el capítulo formulamos los conceptos análogos al capítulo anterior 
pero con restricciones. Definimos el Teorema de Kuhn-Tucker, la función de 
Lagrange y el algoritmo de la programación conve.."'l:a. A lo largo del capítulo 
continuamos con el ejemplo de colas desarrollado en el capítulo anterior para 
fijar ideas. Algunas referencias para este capítulo son: [2] y [14]. 
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4.2 Formulación del problema. 

4.2.1 El problema de control Markoviano con una res-
tricción. 

Sea (X, A, P, r, T) el modelo de control Markoviano propuesto en el capítulo 
anterior. Sean / 1 e / 2 índices de funcionamiento como defuümos en 3.1, 3.2, 
3.3 y 3.4. 

El problema de control con restricciones en el que estamos interesados 
[14] es 

minl1.(1T", x), 
1fEI1 

sujeta a 12 (11", x) :5 d. 
(4.1) 

Definición 4.1 Una estrategia 7r es llamada admisible si se satisface la de-
sigualdad 

12 (11",x) ~d. (4.2) 

4.2.2 Ejemplo: sistema de colas con restricciones. 

Retomaremos el ejemplo planteado en Item 3.3.2; un sistema de colas en una 
cadena de Markov con rechazo. La función r ( ·) representa el consumo del 
servicio y la función s (-) designará la penalidad por cliente no atendido. (A 
lo largo de esta sección abordaremos el caso N = 1) Así, designaremos 

Tt (x, a) = ea; 
rr(x) =0; 

Con los índices de funcionamiento: 

St (x,a) = xpc; 
sr (x) = -d; 

Jj. (11",x) E: [%:rt (Xt-i.at) + rr(xT)] 

fj.(11",x) = E: [~s __ t(Xt...:i.at)+sr(xT)].· 
t=l 

Se trata de mínimizar J.j. ( 7T", x) sujeto a la restricción de que Jf. ( 7T", x) :5 d; es 
decir minimizar el consumo del servicio bajo la re5tricción de que la.penalidad 
por la pérdida de la demanda no ·sea más grande que d. El valor d . >: O es 
elegido con anterioridad. · 
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4.3 Condiciones necesarias y suficientes de op
timalidad. 

4.3.1 La función de Lagrange y resultados similares. 

Introduciremos la función de Lagrange L ( ·) por la fórmula 

L (rr, l) = JJ. (rr, x) + lff. (rr, x). (4.3) 

Donde l es llamado el multiplicador de Lagrange para el problema de 
optinúzación. 

Definición 4.2 g (l) = inf L (rr, l) es la función sobre R.+ llamada la fun
,,-en 

ción dual 

es la función sobre R llamada la función primal.1 

Además, la siguiente relación dual es válida 

inf sup L (rr, l) = sup inf L (rr, l) [14]. (4.4) 
,,-e n teR.+ ten+ ,.-en 

Kuhn-Tucker (1951) demostró que un punto silla asociado al Lagrangiano 
L provee una solución a el problema de programación convexa. Su resultado 
a continuación es presentado. 

Teorema 4.1 Un punto rr• E TI es una solución al problema principal de 
programación convexa (4.1) si y sólo si existe un ntzmero real 1 E R.+ para el 
cual una de las dos siguientes afirmaciones equivalentes se cumple: 

(a) el par (rr•, l.) es un punto silla de la funciÓ;'~i Lagrange: 

L(rr*,l) ::5 L(7r*,l.):5 L(7r;l.);, (4.5) 
~":' 

en algún (7r, l) E TI xR+. ... • .. •.. . . , , 
(b) .Ji.(7r*,x) ::5 d; L(7r*,l.) = minL(7r,l.).y1a 'condición de holgura 

,,-en •.. , ::·:'.</, .. •, . . ·, 
complementaria' 

es válida [2] [14]. 

1 Es la equivalente a la función de' Valor ~ka ~l i:aso restringido, con l número real .. 
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4.4 Algoritmo para resolver el problema prin
cipal de programación convexa. 

En esta sección abordarernos la solución para el problema de control de 
l'Vlarkov con restricciones, apoyándonos en el algoritmo de la programación 
convexa. Es conocido, de Ja programación convexa, que Ja solución puede ser 
planteada, primero como un problema sin restricciones de Ja siguiente forma: 

M(7r,x) (4.6) 

considerando li, l2 constantes y después optimizam.os sobre estos multipli
cadores. 

Cabe mencionar que se supone conocido un método para resolver el pro
blema no restringido ( 4.6), en nuestro caso Ja programación dinámica. 

4.4.1 Resultados auxiliares. 

Si considerarnos un modelo con horizonte finito o el modelo descontado de 
Markov entonces en el caso de un espacio de estado finito X usaremos el 
método de la función de penalidad para la mininización de Ja fw1ción M ( ·) del 
tipo (4.6). A continuación explicarnos el método que usaremos para resolver el 
problema de control con restricciones, costo descontado y horizonte infinito. 
Los índices de funcionantlento son: 

v 1 (7r,x) E; [~.a1- 1 r(x,,a,)] 

v 2 (11",x) = E; [~.a•- 1 s (x,, a,)] 
donde suponemos que la función r ( ·) es semi continua inferiormente y acotada 
por abajo, y la función s ( ·) es continua. Sea 

v(x) =m~~{e; [~.at-lm(x,,a,)]} 
la función de valor para el índice v. Entonces el problema de encontrar 71"* E TI 
tal que ' 

v(x) = M (7r, x) 

74 



p~~de ser ob~enida con la ayuda. del método de programación" dinámica, for
mula (3.21). 

Algoritmo para el problema de control con restricciones. 

A continuación describiremos la manera en la que aplicaremos estas ideas a el 
problema de colas. Cabe mencionar, que todo el procedimiento es recursivo 
en caso de que haya varias restricciones. 

lo. Con la ayuda de la F\inción de Langrange, deduciremos las Ecua
ciones de Bellman. 

2o. En la última etapa, para conocer la política óptima consideramos una 
política A, la cual proveera la política mínima en esa etapa. . . 

3o. A partir de este momento conoceremos las reglas de cledsión óptimas 
de Markov. · · · · 

-{ .. ~!~·f ~:.·:. ~-.' >': '_; 

4o. Deduciremos el mínimo de la función de Lagran~e· ( 4:6) suponiendo 
l 1 y l 2 fijos. Una vez obtenido el resultado procedemo5 a maximizarlo sobre 
los l 1 y l2. ' 

5o. Introducimos el conjunto 'D*, el cual esta form8.cio por la combinación 
convexa de las políticas óptimas. · 

60. Construiremos una política 7r+ E II* tal que J 2 (7r*) 2: O. E introduci
mos la función J2 (7r) = -J2 (7r) y resolvemos el problema 

min {J2 (7r)} 
werr· 

sin re5tricciones. 

7o. Los valores de los escalares de la combinación convexa estaran desig
nados por: 

• -J2 (7r"'i) 
.A = J2 (7r"'º) _ J2 (7r'Pi) 

Con lo anterior habre~os s~lucionado el problema, restringido. 
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4.5 Ejemplo: sistema de colas con restric
ciones. 

Presentru:emos la solución completa del problema formulado en la subsección 
4.2.2 para el caso T = 2. A pesar de su simplicidad m;tc ejemplo establece la 
ilustración de todas las ideas teóricas y el método para resolver el problema 
restringido presentado en la Sección 4.4. 

Considere la función de Lagrange 

L (7í, Y)= .1~ (7í,x) + l.12 (7r,x). 

En este ejemplo N = 1, l E R+, 

L(7í,l) = E" [tjf (Xt-i.at)+jj.(xT)] +LE" [tj;(x,_1,at)+/f.(xT)l 

E" [~ (il (xt-,-i. at) -f- zj¡ (xt-C1, at~) + J°:f (xT) + ljf, (xT)] . 

. . 

COD'lO j}(xT) '= Ü. 

(4.7) 

Antes de continuar hag~6s un paréntesis para verificar el comportamiento 
de las Ecuaciones de Bellman, como hemos visto en capítulos anteriores, te
nemos: 

VT(X) jJ.;'(xY -f- lji- (x) 

min {jf (x, a)+ lj¡ (x, a)+ t Vt (y) p (y/x, a)} 
- aeA 

y=O 
Vt-1 (x) 
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de donde 

vr (x) 

Vt-1 (O) 

Si X= 1 

Vt-1 (O) 

-ld 

. { ·j~ (0,0) + lji (O. ,O)+ t Vt (y) p (y/0,0), } 
mm 11J.º 

. j~ (O, 1) + lii (O, 1) + E Vt (y) p (y/O, 1) 
. .. . . . . 11=0 

min __ ._.·{ eo + v2. (0) P (O/O, O) + v2 (1) P (1/0, O) , } 
e1 +v2 (O) P (O/O, 1) + v2 (1) P (1/0, 1) 

min{e0 - ld(l - p)....:. tdp, e1 - ld} 

-ld + min {eo, e1} = -ld + eo. 

rrtln { j:¡ ~';,~)1'(J~(~.°l)4$,:.~J;:(;:/1;,º:)· } 

{ 

eo +lp~f::f;;~:c~)pc~íl.o). '··} 
min · ;11=;_0 :...• -.:-.,··:. ··., : 

ei + lpc + E Vt (y) p (y/l, 1) 
11=0 

. { e 0 + lpc + v1 (O) p (0/1, O) + Vt (1) p (1/1, O).' } 
ID1Il e1 + lpc + Vt (O) p (O/l, 1) + Vt (1) p (1/1, 1) 

. { eo + lpc - ldqº - ld (1 - qº), } 
mm e 1 + lpc - ldq1 - ld (1 - q 1 ) 

lpc + min{eo - ld,e1 - ld} 

lpc- ld + eo 

para t = 1 y x = O 

Vo (O) = min { j} (O, O) + l3. ·¡(O, O)+ ·
11
.% v 1 (y) p (y/O, O), } 

ii co, 1) + ljr co, 1) + E V¡ (y) p (y/o, 1) 
:/· :<>. ··.·· ... 11=0 

min {. eo t :111. (O) P .. ·•· (O/O, O) .+_ ~i .(1) P {1/0, O) , } 
· e1 +. v1 (O) P (O/O, 1) + v1 (l)P (1/0, 1) 
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.. {· e0 +(-Id+ eo) (1 - p) + (lpc- ld + eo)p, } 
mm · e1 +(-ld+eo)(l-p)+(lpc-ld+co)P 

eo + (-ld + eo) (1 - p) + (lpc - ld +ro) p 

eo-: ld + eo +ldp - eop + yp2 c - ldp + eop 

2e0 - ld + lp2c 

es decir en la alternativa O en la etapa O y x = O. 
Para t = 1 y x = 1 

. ~ {•. ii(;:,°:): '::¡ ~': .º:): ~::. (~: ): (;:11

: •

0 

:) • } 
y=O 

.;,º (1) 

.. {·eo+lpc+v1(0)P(O/l,O)+v1 (l)P(l/1,0),} 
·mm e 1 + lpc + v 1 (O) P (0/1, 1) + v 1 (1) P (1/1, 1) 

· . · { e0 + lpc + (-ld + eo) qº + (lpc - ld + e0 ) (1 - qº) , } 
mm e 1 + lpc + (-ld + eo) q1 + (lpc - ld + eo) (1 - q 1

) 

l . { eo + lpc - ld + e 0 - lpcqº, } 
pe + mm e 1 + lpc - ld + eo - lpcq 1 

2lpc - ld + eo + min { eo - lpcq0
, e1 - lpcq1

} 

para conocer cual política conviene, hacemos: 

En resumen 

Vo (0) 
VQ (1) 

eo - lpcq0 < e 1 - lpcq1 

-lpc (qº -q1
) < e1 -eo 

lpc ( q1
: ...;.., qº) < ei .-eo 

, .lpc < A;· 

'PT (x) ~j~(x) +li5"Cx) 

· · v2 (~) ·~:?fzd ~i :a/~ O,L 

•· V¡ (O).:;:,"':lcl,tt~~~i : .. 1J1'(l)~ lpc -, ld + eo: 

·~ .. ····~úº.).'1d'~~!i~K:; ... •··· 
~ . 2lpc,~ l.d+; fº f mi:r;t { e0 -: lpcqº, e1 - lpcq

1
} 

~ ,· .:~<<·,'·· ::·-~.. -~·,·. ·: 
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de esta última igualdad se desprenden dos casos. 
(a) Si lpc > A · 

110 (1) = 2lpc - ld + e 0 + e 1 - lpcq1
• 

(b) Si lpc <.A 

. 'vo (1) 2lpc - ld + eo + eo :- lpcqº 
· 2lpc·...::. ld +2eo - lpcqº: 

~;, .. '.' ' ., . 
. Considere que 1 --' p - qº '.>:Q;.1P0 (O) e (0,1). La solución al problema 

(4.7) toma la siguiente fóí:ma (donde A'""' (ei---; e0)/{q1 
- qº)): 

(a) Si ple> A;.entonces\~. · · 

· minL(rr; l) 
..-err 

. g (l) (4.8) 

.·Po (o)_;~ (Q)-hPo,(1) vo (1) 
i='oCfü [2~k,f',zci+2J.~ic}+ Po (1) [2lpc- ld + e0_ + e1 - lpcq

1
] 

· - ·. ~ld,:;t~ii:C-~.:f'o{O) (eo +lp2 c) +Po (1) [e1 +2lpc- lpcq
1

] 
. ., • J. .. . .. ·s~ ~ - . . ', . . . 

el mínimo ~s iíJ.c~~ci~~Ól~_~()~ -~.; "" ?r'Pi, donde epi es la regla de decisión 
de Markov defuiida:'i:>O'r''.í!-{fórmwa::- -· 

- ·: ~.·.-:.·:. -·; )~·:;>.:; '.!~-~-,,,.~~~~-x: .. ;:·-,'.,,_ <' :... , : , 
epi {1, 1) =,=;\li'.'f• ~cpi(2, 1),:=:= O, · epi (1, O) =epi (2, O) =O . 

. g (l)=po(O) [2eo ':- ld +p2zc] + P 0 {1) [2lpc - ld + 2eo - lpcqº] (4.9) 

. · · ~ 2é~ - ld +Po (O) p2 lc +Po (1) (2plc - qºplc); 

el niínimo es alcWzado sólo por 7r* = ?r.'Po, donde ep0 es el selector de Markov 

cpij (t, :z;) =o. 

(c) Si ple= A, entonces g (l) esta expresada por ambas fórmulas (4.8) y 
(4.9): sus valores coinciden. El mínimo en el problema {4.7) es alcanzado 
por estas y sólo estos puntos 7i' los cuales corresponden a las estrategias del 

siguiente tipo 
7i'2 {O 1 h1) = 1; 7i'1 (O 1 O) = l. 



Note que las desigualdes 

P" {xt = O} > O, P" {xt = l} > O, t =O, 1, 2 

se tienen para alguna estrategia 7r. (recordemos que Po (O) E (O, 1) .) Por 
lo tanto, según el criterio de óptimalidad, la 0..strategia medible presentada 
en Items (a)-(c) completamente exhaustivas al conjunto de soluciones del 
problema (4.7). Ciertamente, el caso (c) es el más interesante: aquí las 
estrategias 7f generan (este es un prisma de seis dimensiones) los puntos 
extremos que corresponden a los selectores 7r0 y 7rj. 

Existen cinco alternativas diferentes de equivalencias de los cambios de 
la función g (l) = rnin L (7r, l) dependiendo de los valores de los parámetros. 

7rECT 

Antes de mostrarlas las deduciremos de (4.8) y (4.D). De (4.8) tenemos: 

minL(7r,1) g(l) 
7rE0 

Po (O) vo (O)+ Po (1) vo (1) 
Po (O) [2eo - ld + p 2 le] +Po (1) [2lpc - ld + eo + e1 - lpeq1 ] 

-ld + eo +Po (O) (eo + lp2 e) +Po (1) [e1 + 2lpe - lpeq1
] 

2eoPo (O) - Po (O) ld +Po (O) lp2 c +Po (1) ea+ Po (1) e¡ -
Po (1) ld + P 0 (1) 2lpe - P 0 (1) lpcq 1 

2eoPo (O)+ eoPo (1) +Po (1) e1 

+l [-P0 (O) d +Po (O) p 2c - Po (1) d +Po (1) 2pe - Po (1) peq1
] 

2eoPo (O)+ eoPo (1) +Po (1) 
e1 + l [-d +pe (pP0 (O)+ 2P0 (1) - Po (1) q1

)]. 

De (4.9), tenemos: 

g (l) Po (O) [2e0 - ld + p2 le] + Po(l) [2lpe - ld + 2eo - lp~qº] 
2e~ - ld + P 0 (O) p 2 le +Po (1) (2ple - qºplc) 

2e0 + l [-Po (O) d +Po (O) p 2 e +Po (1) 2pe - Po (1) d - Po (1) pcqº] 

2eo + l [-d +Po (O) p 2 e +Po (1) 2pe - Po (1) pcq0
] 

2eo + l [-d +pe [Po (O) p +Po (1) 2 - Po (1) qº]] 
2eo + l [-d +pe [Po (O)p +Po (1) (2 - qº)]]. 

En resumen, a continuación mostra.tnos los cinco casos: 
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g(l) 

o 

Figura 4.1: Alternativa (1). 

(1) d > pe [Po (O) p +Po (1) (2 - qº)]; 
(2) d =pe [Po (O) p +Po (1) (2 - qº)]; 

l 

(3) pe [pPo (O)+ Po (1) (2 - q1
)] < d <pe [Po (O)p + P0 (1) (2 - qº)]; 

(4) d =pe [pPo (O)+ P0 (1) (2 - q 1 )]; 

(5) d <pe [pPo (O)+ P0 (1) (2 - q 1 )]. 

Los diagramas correspondientes son presentados en las figuras 4.1-4.5. 
En el primero de los cuatro casos el problema 

max{g (l)} 
IER.+ 

puede simplificar la solución; en el quinto caso este problema es irresoluble. 
Investigaremos esta alternativa con más detalle. Obviamente, 

minJ2 (7r,x) =pe [pPo (O)+ Po (1) (2- q 1
)] - d 

#ED • 

y su mínimo es alcanzado por la regla de decisión cp• (t,x) = 1 por ejemplo. 
Ahora, esta claro que la alternativa (5) corresponde a el caso en el cual no 
existen estrategias admisibles óptimas: 

{ 7r E TI : J 2 (7r) $ o} = 0. 
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g(l) 

o 

g(Z) 

o 

Figura 4.2: Alternativa (2). 

Al. e·· . ; p. 

Figura 4.3: Al~ernativa (3). 
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g(l) 

o A/pe l 

Figura 4.4: Alternativa (4). 

g(l) 

o A/pe l 

Figura 4.5: Alternativa (5). 
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Es por lo qué la. quinta alternativa no será considerada en lo siguiente. 
Hablando ampliamente, la igualdad 

d =pe [pPo (O)+ P0 (1) (2 - q 1
)) 

no es válida sin embargo, no descartaremos esté caso; 
Finalizaremos investigando la alternativa (3). Donde l.= A/pe> O; De 

acuerdo al caso (c) estudiado arriba, tenemos 

v• = {.>.7r'Pó + (1 - .A)7r""i, >.E [O, l]} .. 

Construiremos un punto 'Ir+ E n• tal que J 2 (7r+) ?: O. E introducimos 
la función j2 (7r) = -J2 (7r) y resolvemos el problema: 

mio {.J2 (7r)} ... en· (4.10) 

sin restricciones.De acuerdo a el método de la función de penalidad descrito 
en la Subsección 4.4.1, tenemos 

por lo que 

i:f<x,x) =d 
ir (O,O) =O Jr (1, o) = -pe 
i5CO,O) =o 
jfi (1, O) = +oo 

ir (o, i) = +oo, 
ir (1, 1) = +oo, 
jfi (O, 1) = +oo, 
i5 (1, 1) = -pe 

J'f (O, 1) = +oo, J~ (1, 1) = +oo 
recordemos que los otros valores son 

J'f (O, O) = O; j~ (1, O) = _:.pe 

no cambian. Cuando resolvemos el problema (4.10) en la clase 7r E TI por el 
método de programación dinámicá obtenenios ·· · · · · 

:V2 (x) = d; 
para 'ii1 (O) hacemos 
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para v1 (1) 

min {jUO,O)+tj;i(~)P(y \·0:0) ,· 

;: (O, 1) .f ~i: <",l/'(Y ;[o, 1)} . 

. min {ii (o,:o)'+ii co)'.é(cr16,o)+if<1) P c11 o,o), 
ii co, lf+j;i,co)?.co1 o, l)+ ii c1) p c1 1 o, l)}. 

min{d(l'--·.p)C,.,ap;~'go}·~ d'(alte~nati~ O) 
-~.·. ~ '. > :':''·:~-- 1;._ 

- : ,:.;.-, .. 

•. • -.:;.."J' .... -~.": .. ~'.' .:: '. 

min Úi c1, o) ~1rcri)-~(ti°T:~;())+.ii c1) p c1 1 1, o), 
ii (1, 1) +ii (O) _í::>(\] \ 1, 1) ,+ ii (1) P (1 \ 1, 1)} 

min {:-PC +~qº+ d (~h 9°), oo} = -:-PC + dqº + d- dqº 

-pe+ d. (alternatiw."()):" '. · ··· 
'-.-. ., --- ' -
-.. :-""".·· __ : .. -.-· .. - . -·_-.-

Ahora para vo (O) ¡ :.·-~ ~::.:~ >i l ~- /¡_ -:.~ }·:.:~~~:-~~. 

vo (O) = 

min{i5 (O\O)'+jt(O)P(OJO,o)+d~ (l)f (1 \ 0,0), 
'i5 (0,1) +:i~ (O) P(O \0,1)+ jf{l) P (1\0,1)} 
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Para :Vo (1) 

vo (O) 

En resumen 

min{O + d (1- p)+ (-pe+ d) p, +=} 
d -:cp2 c. 

~~{j5 (1,~)+~v~ (~) P ~y 11,,f)}, 

min{j5 (1, 0),+~~1.(~) P(y 1.1.,0),' 

j5(1, 1) +~ V1 (y) p (y 1 1, 1)} 

min {j5 (i, O)+ v1 (O) P (O 1 1, O) + v1 (1) P (1 j 1, O), 

i5 (1, 1) + V1 (O) p (O 1 1, 1) + 111 (1) p (1 1 1, 1)} 
min {-pe + dq0 + (-pe + d) ( 1 - qº) , oo} 
min {-pe + dq0 

- pe +pe~¡° + d - dq0
, oo} 

~pe+ dqº - pe + peq0 + d - dq0 

d + peq0 
- 2pe. (alternativa O). 

v2 (x) = d; 
:V1 (O)= d; v1 (1) =-pe+ d; 
v0 (O) = d - p 2 e; v0 (1) = d - 2pe + q0 pe. 

Concurrentemente· vemos que el punto p+ = P'Po es la única solución al 
problema (4.10): 

=n· • J2 (rr) ='J2 (rr~º.) .. = d- pe [Po (O) p +Po (1) (2 - gº)]. 
nE 

. . . 

En el caso considerado 

d <pe [Po (O) p +Po (1) (2 - qº)], 

de esta manera la siguiente desigualdad es valida: J2 (;r+) <O. 
De manera similar construiremos el punto rr- E n· para el cual J 2 (;r-) < 

O; de hecho el punto será rr- ,.;,, rr'l'i, · 
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lí2 (x) = -d; 
para v1 (O) hacemos 

¡¡, {O) ~ 'J:'X {il(o, ~) + t, •• (~) J; (!Í !}, a i} 

con v1 (1) 

v1 (1) 

para v0 (O) 

vo(O) 

~. {::::;nt¿!~~~~~~~} •. 
min{K(o;o) .f.-p2,(0),? (O\ ,o,o);t-'V2 (l)P (1 \o, o), 

jf{o:'i)'-t::~~ (Of P(<)LO~}f~·v; (1) P (1\O,1)} 
{ -d (1 :- p) ·:__ dp~ ;d (l ~'p) ~ dp}~ -c-d 

,y,·' ~ '. .:.·-~·~-<º:-_-~·.: 

mi:.{;~ (La)+~·~~· (y)P(y \ 1,a)} .. · 
aeA · ·.L..;.J < . - . 

y=O 

roin{j~ (1,0)+ v2 (O) P (O\ 1,0) +v2(1)'~(1\1,0), 
i~ (1, 1) + v2 (o) :P co\1,t) +.u2 (1)P(1 \ 1, 1)} · 

roin {pe - dqº - d (1 - qº) ,pe:- dq
1 

'-: d (1 '....:.. q
1
)} 

= -d +pe ' ' ' ' ' ' 

min zj~ (O,a) + ~V1 (y) p (y\ O;a)} ' '. 
a EA L.,_, · y~ ' ,' 

min {j~ (O, O)+ vi (O) P (O \ O, O)+ 'v1 (l)P (1 \ O, O) , · .. · 
j~ (O, 1) + V1 (O) p (O 1 O, 1) + V1 (1) P{l 1 O, 1)} 

roin{:-d(l '- p) +(pe- d)p,-d(l ::..:.py+ (Pe- d)p} 
-d + p

2
e .· . ' · · 

y para v 0 (1) 

V. {1) ~ ~ {;¡ (1, a) ;- t•,(Y) l'{Y 1 i, a)} • 
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min {j;3 (1, O)+ 1i1 (O) P (O 1 1, O)+ vi(l) P (1 1 1, O), 
j;3 (1, 1) + V1 (0) P (O 1 l, 1) +Vi (l) P (1 1 1, 1)} 

min {pe - dqº +(pe - d) (1 - qº), 
pe - dq1 +(pe - d) (1 - q1

)}. 

min { 2pe - d - q0 pe, 2pe - d - <¡ 1pe} , 

para conocer el mínimo, suponemos la siguiente desigualdad 

2pe- d- q0 pe < 2pe-d- q1 pe 

-qºpe < qipe 

como qº < ql 

entonces -qº > -ql 

por lo tanto 
íío (1) = 2pe - d - q1pe. 

Considerando la función de óptimalidad, tenemos: 

Es decir 

Po (O) íío (O)+ Po (1) vo (1) 

Po (O) (-d + p 2 e) +Po (1) (2pe - d - q1pe) 
-d + p 2 ePo (O)+ 2pcPo (1) - q1 pePo (1) 
-d +pe (pPo (O)+ 2Po (1) - q 1 Po (1)) 
-d +pe [pPo (O)+ Po (1) (2 - q 1)J. 

min 3 2 (7r) = 3 2 (7r"'i) = -d +pe [Po (O) p + P 0 (1) (2 - q1
)] • 

1'Eflº . . 

Así tenemos las siguientes igualdades para los puntos extremos del seg
mento v•: 

3 2 (7r"'º) = pe[Po (O)p+ Po (1) (2 - qº)) -d; 
3 2 ( ?r"'i) =pe [Po (O) p +Po (1) (2 - q1 )] - d; 

los diagramas son presentados en la figura 4..G. 
La .A• estará designada por: 

• _32 ( 7r\Oi) 
.A = 32 (7f'l'a) _ 32 (7r'Pi); 
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Figura . 4:6: . Las · 'relacibná;:- ·~tre ·.· 3 2 (..\P"'~ + (1 - ..\) P"'~) y 
3 1 (>.P."'~. +(l ~ .>.) .f>"'i) parala alternativai(3). 

- ,., ';", '. -, 

ent'óllcés ~l ~unto . 
(4.13) 

resuelve el problema inicial. Los valores 3 1 (rr"'º), 3 1 (rr"'i) son mostrados en 
la fig. 4.6 se pueden calcular fácilmente, de la si~ente.manera: 

J 1{rr"'0) E7f (j1 (xo, ao) + j 1 (x1, a1)] 
Po (O) j 1 (O, O) + Po (1) j 1 (1, O) +Po (O) P (1/0, O) j 1 (1, O) · 
+Po (O) P (O/O, O) j 1 (O, O)+ Po (1) P (1/1; O) j 1 (1, O) 
+Po (1) P (0/1, O) j 1 (O, O) . . . . .. · 
Po (O) eo +Po (1) eo +Po (O) peo+ Po (O) {lc;-p)eo 
+Po (1) (1 - qº) eo +Po (1) q0 eo .. 
Po (O) [eo +peo+ (1- p) eo] +Po (1) (eo + (1 - qº) e0 + qºeo] 
Po (O) 2eo +Po (1) 2eo. = 2eo. 

En este caso las reglas de decisión se toman de acuerdo a la etapa. 
Ahora para 3 1 

( rr"'i) 

J 1 (7r"'i) = ~ (i1 (x0,ao) +j1 (xi.a1)] 
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Po (O) (j1 (O, O)+ P (1/0, O) j 1 (1, O)+ P (OjO~O) ji (0,0)} . 
+Po (1) (j1 (1,1) + P (1/1, 1) j 1 (1, O)+ P (Ó/1,1)]1 (Ó, o)] 
Po (O) [eo +peo +(1 - p) eo]+ Po (1) [e1 + (1 .;;:_ q 1

) eo+ q 1 eo] 
Po (O) 2eo +Po (1) [e¡+ eo] . 
eo +Po (O) eo +Po (1) e1. 

resumen tenemos: 

.11 (?T"'º) = 2eo. · 

.11 (?T"'i) = e 0 +Po (O) eo +Po (1) e1. 
(4.14) 

El valor minímo .11 (7r), 7r E TI bajo la restricción J 2 (n) s; O se cálcula 
la siguiente forma: 

el·) J 1 c7r·) = >.: J 1 C'Po) + c1 - >.·) J 1 (ipi) (4.15) 
= pePo (1) (2q1eo - (2 + qº) eo + (2 - qª) [Po (O) ea+ Po (1) e 1J + pP0 (O) e 1] 

+pe [pPo (O) eo (1 +Po (O) eo)] - d (ea+ Po (O) eo +Po (1) ei). 

Claramente, en el caso en consideración {alternativa (3)) es satisfecho.Por 
lo que, -l. = -A/pe. La función </>(Y) será construida como sigue; con
siderando a la restricción .J2 (7r) :;::; O como esencial. Obviamente, si las de
sigualdades 

pe [Po {O) p +Po (1) (2 - q1
)] < d + l <pe [Po (O)p +Po (1) (2 - qº)] 

sostienen, que son equivalentes a .J2 ( n"'i) < l < J 2 ( 71""'º) , entonces la solu
ción a el problema 

min { .J1 (P)} , 

es realizada como arriba. Mientras esto tiene lugar la desigualdad se reduce 
a la igualdad, y el mínimo. valor del criterio .J1 (-)e coincide· con </> (l) por 
definición esta expresado por la fórmula · 

ei + eo [ e· º). d + l] </> (l) = 2eo + ql + qº Po (O) p +Po(~) 2,-:;-q - --;;;-. , 
lo cual esta mostrada en: la figura 4. 7. Como hasidg níel1~io!l~do,\:nín J 2 ( ?T) = 

.. ··· ·•. '· ·.··.·-·· .• < '.... wen ''. : 
J 2 (n"'i.), así la imlción primal es igual a '+cx:i; en l < J 2 (7f"'.i.). Si l = 
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efJ(l) 
co 

+ 
Jl (pti) 

</>(O)= g(J .. ) 

o 
J2(p~) 

l 

Figura 4:7: Gráfica de la función prim8.l para la alternativa (3). 

J 2 (71"""i) entonces es demasiado obvio que <t>Cn';~ ;l (71""°i). La prueba correc-
ta puede ser realizada después de introducir el conjunto . 

vi = {11': J2 ('i?) = .12 (71""'i)} . 

y resolver el problema min {J1 (P)}, por ejemplo con la ayuda de el método 
"EIT 1 

de la función de penalidad. Más precisamente; uno puede rápidamente notar 
que .12 (71""°º) = max.12 (11"); J 1 (71""°º) = min.11 (11"); así</> (l) = .11 (71""°º) en 

7rEfl 7rE f1 
l;:::: J 2 (71""°º). La investigación de la alternativa (3) esta completa. 

Consideremos la alternativa (1). Mencionamos anteriormente que 

Ahora, esta claro que en esta situación uno puede ignorar la restricción, y la 
solución del problema inicial esta dada por la regla de decisión cp0 (t, x) =O 
para la cual J 1 (71""°º) = min.11 (11"). A continuación presentamos ilustraciones 

7rEfl 

similares a las figuras 4.6 y 4. 7, las cuales se muestran en la fig. 4.8. 
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Jl(p';y 
J2 JI J2 

J'(P'º) 
o .íl 

2(P1~) 

1•{¡>•:) 

00 
t/J(l) 

t Jl(p';) 

J'(i>'º) 
e. l 

Figura 4.8: Las relaciones entre J 2 ( >.P"° ~ + ( 1 - >.) P"° i ) y 
J 1 (>.P"°~ + (1 - >.) P"°i) y la gráfica ·de la 'función primal de la alter.:. 
nativa (1). 
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Jª J2 Jª J2 
JI (pt;) l~-:-:-..:_.:._~ 

J 1(P'º) 

00 

Figura 4.9: Las 
.Jl (>.P'I'~ + (1 - >.) p'l'i) 
nativa (2). 

.-+-----=-+--=---A-
2(?,• )=o 

• ! 

1 

<P(l) 

l 

rélaciones entre .J2 (>.P'I'~ + (1- >.) P"'i) y 

y la gráfica de la función primal de la alter-

Considere la alternativa (2). Este no es conceptualmente diferente a el 
caso considerado anteriormente: la restricción es inecesaria, y la solución al 
problema inicial esta dado por la regla de decisión <p¡j (t, x) = O. Uno puede 
tomar algún valor en el segmento [O, A/pe] para l. y dar la respuesta n"'º• pero 
en diferentes nianeras. Por eje1nplo, si tomamos l. = A/pe entonces todos 
los calculos serán siniilares a los presentados o realizados anteriormente en la 
investigación de la alternativa (3). El caso l. = O se presenta en la ilustración 
de la fig. 4.9. 

Sólo la alternativa (4) resta por investigar. Excepto para la alternativa (5) 
pues esta no se cumple en el sentido teórico, los resultados son inaplicables. 
Considerar, por ejemplo, l. > A/pe. De acuerdo, a TJ* = { n'l'i} , de esta 
forma obtenemos el punto 7f = n'l'i para el cual .J2 (ii') = O. De donde el 
cero pertenece a el hiper-octante (en nuestro caso -ambos semi-ejes), así la 
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JI J2 

11(p~;) i-.,......_;_-.:..__ 

J 2 (¡>•i) =:=O. 

ao .· efJ(!J 

. ··-· '._· 

JI .. 

Figura 4.10: Las ·. re;aci~n~ 'e:ntre ·· 
J 1 (.XP"'~ + (1 - .>..) P<Pi) y la gráfica de la 
nativa (4). 

J2 

J'(P'~) 
J2 (Pt~) 
1 A. 

l 

J 2 (>..P""~ + (1 - ,\) 'P"'i) y 
función primal de la alter- · 

medida ?r<Pi es una solución a el problema inicial. 
Esta respuesta era de esperarse pues el miil J 2 .. ( 7r) =.O, y es alcanzado por 

todas las estrategias 7r para el cual 7r1 (1 1 hÓ)' ;;;· i si ho ~ l. Esto recuerda 
elegir una estrategia tal que provea el valor mínimo de la funcional J 1 ( ·); y 
que es exactamente 'Pi . 

La función primal </> ( ·) puede ser construida como antes. Ilustraciones de 
la alternativa ( 4) son presentadas en la figura 4.10. Obviamente, la restricción 
es esencial en este caso, por defición. 

El problema inicial tiene una solución única en cada uno de los casos 
(1)-(4). 

Asumimos que la constante d no est.a fija o consideramos el problema de 
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multicriterio 

J
1 

{rr) = ,.~f{K {E" [Ei=l ea,]}' } 
J 2 (rr) = ,.~f{K {E" [ L:i=i Xt-1Pc]} · 

Esta solución se completa con la ayuda del método de restricciones presentado 

anteriormente para T = 2. Como mencionamos, J 2 ( rr) E [J2 ( rr""i) , J2 ( rr""º)] , 

donde J 2 ( rr""º·') estan expresados por la fórmula (4.11) en d =O. Los valores 
J 1 (rr""º) y J 1 (rr""i) estan expresados por la fórmula (4.14). De hecho reescri

biendo d E [J2 ( rr'Pi) , J 2 ( rr'Po)] y resolviendo el problema restringido obtene

mos las alternativas (2), (3) o {4); en cada uno de estos casos existe una única 
solución rr• para la cual J 2 (rr*) = d (esto es J 2 (rr*) = J 2 (rr*) = -d =O). 

Esto será particularmente enfatizado, que la distribución de probabili
dad inicial Po ( ·) afecta substancialmente la solución del problema. Además, 
cuando consideramos el caso más significativo (alternativa (3)), la solución 
rr•corresponde a la estrategia de control aleatorizada: 

rri (O 1O)=1; 7ri (O 11) =A*; rri (111)=1- A•; 71'2 (O 1h1)=1, 

y la clase de reglas de decisión deterministas no son suficientes para resolver 
el problema. · 
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Capítulo 5 

Construcción de un modelo de 
seguros. 

5.1 Objetivos y decisiones óptimas en seguros. 

Aquí habremos de examinar algunos de los problemas de decisión que ocurren 
en la dirección de una compañía de seguros. Nos aproximaremos a la materia 
mediante la construcción de un modelo matemático que describa el ambiente 
en el cual la compañía opera, y de los objetivos que ésta quiera lograr. La 
mejor estrategia, o decisión óptima será entonces la que trae a la firma los 
objetivos más apegados a ella. 

Un modelo matemático usualmente será una enorme simplificación de la 
vida real, pero aun así frecuentemente un modelo simple puede capturar los 
elementos esenciales de la situación que deseainos estudiar. En tales casos 
podemos usar el modelo para calcular la decisión óptima y recomendar esto a 
la dirección. Puede suceder de cualquier modo que la recomendación sea re
chazada por algún funcionario, el cual prefiera tomar una decisión que, acorde 
al modelo, esté lejos de ser la óptima. Podemos pensar que el funcionario 
crea que el modelo esta equivocado debido a su simplicidad, sin embargo mas 
bien es que existe en el medio de los seguros todavía n~ucha reticencia a hacer 
uso de modelos matemáticos. 

En lo siguiente estudiaremos un modelo que a primera vista parece razo
nable y aceptable. Mostraremos que induce decisiones que están lejos de las 
observaciones no consideradas como óptimas por los funcionarios en la vida 
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real. Entonces generalizaremos los modelos que inducen más de conformidad 
con estos que podemos observar en la práctica, notaremos que los 1nodelos 
pierden algo de su substancia intuitiva en este proceso. 

En este capítulo optimizaremos los dividendos y la vida esperada de una 
compañía de seguros, desafortunadamente no podemos optimizar ambos si
multaneamente, pues son inconsistentes. así que optiinizarmnos uno de ellos 
con restriccipon sobre el otro, y viceversa. Para esto usamos la teoría de 
la programación convexa desarrollada en el capítulo anterior para resolver 
estos dos problemas restringidos. También usaremos la caminata aleatoria. 
En lo que queda del capítulo definimos el modelos de seguros, planteamos los 
problemas de control de políticas óptimas en seguros y con restricciones, y 
finalmente los resolveremos. Algunas referencias para este Capítulo son: [5] 
y [12]. 

5.2 Algunas formulaciones simples de los ob
jetivos. 

Nos concentraremos en los modelos que hacen una asignación para el pago de 
dividendos a los socios o a los clientes de una compañía de seguros. El valor 
total de los dividendos a saldar y el tiempo esperado de vida de la compañía 
de seguros juegan el papel de criterios para la ejecución de políticas. 

Así inciaremos, considerando un modelo simple que presentó Bruno de 
Finetti en el Congreso Internacional de Actuarios en 1957. El modelo re
presenta una generalización substancial de los modelos usados en las viejas 
Teorías del Riesgo, que pueden ser descritas por los elementos siguientes: 

(i) (e son los reclamos de la cartera asegurada por la compañía de seguros 
en. el período de operación t. Sea {(e}~1 la sucesión de reclamos, con
sideranios que son variables aleatorias independientes idénticamente 
distribuidas con distribución F ( ·) 

(ii) he 2: O es el monto total de las primas captadas por la compañía en el 
período t. 
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(iii) et-1 ::::: o representa la reserva de la compañía al inicio del período t- 1, 
t;t-l E (t - 1, t], antes de pagar dividendos. El valor inicial de la reserva 
~o = xo <:: O esta dado. 

(iv) 77t representa los dividendos pagados por la compañia al inicio del período 
t. Cuando los resultados del período t - 1 se conocen, 77t E (O, t;t_1 ] ; 

es decir, 77t está en función de las reservas que la compañía genera en 
el período (t - 1, t] por lo que se puede disponer de cualquier canti
dad entre O, que no se hayan generado reservas, y ~t-l para el pago de 
dividendos. 

Esto nos da lo que un físico podría llamar la" Ley de Movimiento": 

(5.1) 

donde(, :;::: O son las indemnizaciones por los siniestros ocurridos en el período 
t. 

Con esta formulación, el problema de decisión de la· compañia· consiste 
sólo en determinar 11t, el monto con el cual se debería iniciar como dividendo 
antes de iniciar el nuevo período de operación. · 

Una "regla del juego" razona.ble es: 
Si para algu.1a t, et < O la compañía esta arruinada, y esto no permite la 

operación en los siguientes períodos. 
Por lo que De Finetti sugiere encontrar la política óptima del pago de 

dividendos la cual máximiza la suma descontada esperada de los pagos de 
dividendos los cuales la compañía efectuara antes de ocurrir la ruina. 

De lo cual, uno de los problemas que se podrían abordar es entonces 

(5.2) 

• Para resolver el problema que hemos trazado debemos "considerar la 
información sobre el futuro asegurador de la compañía, es decir cono
cer las sucesiones F 0 (x), F 1 (x), ... (distribución de los reclamos en 
el período t) y h 0 , h 1 , .•• , h, (monto total de primas). No puede ser 
<líficil hacer pronósticos razonables en el corto plazo para estas 2 suce
siones. Podemos por ejemplo asumir que el volwnen de los negocios 
aumentará, parcialmente porque el núinero de contratos aumentará, y 
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parcialmente porque las sumas aseguradas bajo cada contrato se in
crementa con la inflación. Sin embargo por simplicidad no se tomará 
encuenta esta última característica. 

Nuestra propuesta es presentar características esenciales del modelo. Asu
mire1nos que Ft (x) = F (x) y ht = h para toda t, es decir consideramos que 
la compañía asegurará carteras idénticas en todos los periodos futuros de 
operación. 

Las variables aleatorias {(t}:,1 son consideradas mutuamente independi
entes con la distribución de probabilidad F (d(). 

El valor inicial de la reserva e0 ~ O se supone está dado. 
Sea r = inf { t : et < o} . Cuando se pagan los dividendos, la compañía 

puede dedicarse.a difentes objetivos. Por ejemplo, uno puede maximizar su 
valor total 

(5.3) 

o maximizar el tiempo esperado de vida hasta el colapso 

max{E" {r}}. (5.4) 

Donde 7í es una estrategia de control (política), et es el proceso controlado 
definido por la ecuación dinámica (5.1). Lo descrito anteriormente es un 
modelo de proceso de decisión de Markov con la variable aleatoria de tiempo 
de vida (O, r] donde res el roo1nento del primer evento desfavorable para la 
com.paüfa, esto para el conjunto X=R+· 

Una solución al problema (5.4) es 'T/t =O (no se pagan dividendos). Pero 
el problema de multi-criterio (5.3), (5.4) es con frecuencia inconsistente pues 
estariamos planteando que la compañía aseguradora no ha repartido utili
dades durante el tiempo de vida que esta lleve, lo cual no tiene razón de 
ser. Nos apoyaremos en los métodos desarrollados en el capítulo anterior 
para problernas con restricciones. Para ello introduciremos la distribución de 
probabilidad más simple F (·). 

Consideremos: 

• El monto de las primas en el tiempo t es h = 1, 

• Las indemnizaciones ( 0 se definen por: 

conp+q =l. 
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• El valor de los dividendos se considera q'úe e°s e~t«:lro~ es dedr, 
A= {O, 1, 2, ... } . . .. . .. .· 

• A medida que avanza el sistema el capital · o reserva toma e( espa
cio de estados del proceso de control ~t• que es el conjunto· X ":"' 
{-1,0,1,2, ... }. 

En lo siguiente nos avocaremos al problema de maximizar el valor de la: 
compañía, es decir nos enfocaremos al problema (5.3). Como losdiVidendos 
no pueden exceder el capital disponible tenemos: · 

{ 

-a, si x ~ O; a E [O, x] ; 
j 1 (x, a) = +oo, si x ~ O; a > x; 

0, Si X= -1. 

Donde el valor +oo es una penalización para excluir cuando no se cumple . 
la restricción. Entonces la expresión (5.3) toma la forma estandar: 

(5.6) 

Lema 5.1 (a) Si p :'S q entonces inf J 1 (P") = -xo - p/q y eZ:selector esta-
" cionario <p1 (x) = x es una solución al problema (5.6). . . 

(b} Si p > q entonces inf J 1 (P") = -OO. Sea r.pT la sucesión de seléctores 

de la forma <p'I'. (t, x) = I Ú = T} x; entonces lim J 1 (P"'7:.). ,,,,;, -oo .. 
T-oo , . 

Prueba: 
(a) Obviamente, 

J 1 (P") =)~u;., E" [tj1 (~t-l!'7t)] con T < oo: 

Resolviendo así el problema siguiente 

con T < oo. 
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' 

Consideranios: 

·X·= {'-1, 0,-1;2, ... ,x0 ,x0 + 1, ... ,xo + T}; 

. Ac= {(),l,2, :: ; ,xo + T}. 

De la ecuación dinámica (5;1) ,~te~emo~: .· 
' .-· 

' f ·. y'~\~/~t:i:.f1 '~{~: ,. 
-;- .. 

y las probabilidades dé traíisiCión; · · 
.. - ": . ·~ . . . ·,';· ". : ,, 

({' p Vií'~·~,;;;-a +1,. x = 0,1,2, ... ; 
p (11/x; a) ~ .. ···q __ •... ·sí·y·d x - f" :l.. 1, x.= o, 1, 2 1 ••• ; 

. ·l sí11=-:-l· ·: x=:l-1. · 

De lo cual la función dé Óptimalldad es: 
vr (x) = O, ' .· < , · e > : 

vr-1 (x) = mln {(.C~··ªt t.~:f:z: .. ~1),~.<11.?~· a)} .· .. 
j 1 (:&,ó)+ iiré:i: + i)p(x + 1/x,O) + vr (x - l)p(x - 1/x,O), 

· .j1 (x,l) +VT (x) p(x/x, 1) + Vr (x - 2) p (x - 2/x, 1), 

=min 

.,·!·;-,· -

j 1 (x,x_;1) + VT (2)p (2/x, X - 1) + Vr (O) p (O/x, X - 1)' 
· j 1 (x, x) + Vr (1) p (1/x,x) + Vr (-1) p (-1/x, x), 

. j1 (i, X+ 1) + Vr (O) p (O/x, X+ 1) + Vr (-2) p (x/x, X+ 1) ' 
j1(:i,x1-2) + VT (-l)p(-1/x,x + 2) + vr (-3)p (-3/x, x + 2), 

= rrtln.{o; .....:i, .. :·- x + 1, -x, oo, oo, ... } . 

Comparando 

por lo tanto: 

-x+l < -x 
1 < O! 

vr-1 (x) = -:-X con <pT-l (x) = x. 
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Para 

Vt-2 (x) 

Como 

=~n{j1.(x,a)+~vr-1(y)p(y/x,a)} : .. .•. ..,·······> ;.x.;c\ ' 
3 1 (x, O)+ vr-1 (x + l)p (x +l/x;q) +v'.f~1 (x :-::.l).p(x.-1/x;O), 

,j1.(x, 1) + Vr..,.1 (x) p (x/x, l)'+vT'-Í (x.~ 2)¡j'(:z: ..:;2/x', 1), , 
j 1 (x, 2) + VT-1 (x - 1) p (x .:.__ 1/x; 2) + vr'....'i (x ~ 3) p (X_:_, 3/X~ 2) , ., . . : ' ' ' . ' ' . ,' . ·'· . . - ' .. ',. -- -' :.~ -. ·' 

=min. 

=min{ 

. , .. , : 

VT-1 (~1) := Ü 

y para conocer el mínimo, tomemos .un.términogeneral: , 
-, • e ,: - ,; '. _·:• ' 

-b - (x - b + 1) p - (x - b - 1) q 
.:....b--(;;;p-·bP+P) -(xq-'- bq - q) 

-b - xp +bp;~ p - xq + bq + q 

-b-_x+b-p+q 
-x -p+q· 

comparando con el último término: 

Por lo tanto: 

-x-p+q < -x-p 
q < O!.. 

Vt-2 (x) = -X - p 
= -(x+p) 
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Para 

Vt-3 (x) = mln {j1 (x, a)+~ Vt-2 (y) p (y/x, a)} 

= rrún 

= rrún 

j1 (x, O)+ Vt-2 (x + 1) p (x + 1/x, O)+ Vt-2 (x - 1) p (x :- 1/x, O), 
j1 (x, 1) + Vt-2 (x) p (x/x, 1) + Vt-2 (x - 2) p (x - 2/x, 1), 

j 1 (x, 2) + v,_2 (x - 1) p (x - 1/x, 2) + Vt-2 (x - 3) p (x - 3/x, 2) , 

j 1 (x, X - 1) + Vt-2 (2) p (2/x, X - 1) + v,::...2 (O) p (0/x, X.~ 1); 
j 1 (x, x) + v,_2 (1) p (1/x, xf + v,:'..2 (~1) p (.::C..1/x,)x)';'.f ,. 

' (X) ' . "3.·.l ·~ \: ' -- .: .... __ ';:':~ .::::, ·' . 
.. , :·~·,~, ~r::=:~· . 

o- (x + 1 + p)p- (x - 1+p)q,:....1- (x-l-p)p·-;-c:i:.:._2-:t-p)q, 
-2 .. -'- (x---, 1 + p)p-(x .:..3 +p) q;., .·,......: (x:..:.,n,.:i.·.c2·+ p)p, 

· · '-x-(l+p)p,cx:>,o0,o6;,:. ·.:.:.f' ·_,, 
- . " . . .--- ': '; .. -~ 

. '• . .· - .¡.-:::_·-·-.... 

Consideremos un térrclno gei:ieral, ex~luyendo -x. ~· (1 + p) Pi d~ ÍC'l ~~al 
tenemos: · · · · -. ··· .· ·· ·· · ·.·;: · 

'· _::-· ·-:u .,;i·.-
.. j::: .. ;~ ... ;·,:;,.: ~' ::-. ·. ' 

}· 

-k - (x - k + 1 + p)p - (x __:.. k - 1 + p) q --c_k - xp + kp_:_ 17:_:._·P~ 7 xq+ kq + q - pq 

. =~ !-~q~::ZqBP;ª¿ q ~ ;q 
-X._:_ p.,..- p + q ·-:-: p (1 - p) 

.~x.- ~-p2 fÍz~p+ P2 
: ~.~·~·_:;~-~_2p 'f)i: '.~ ::.--:->-; > 

-~. -· '.J' ·<··' ";'-:<' 
' ::~ ··. :'.:::~'-;~ ' -

. "· ··'', . 

Suponiendo que este término es el menor· con l"esJecto a ......:x :...:_ (1 + p) p, 
tenemos: 

-x-2p+q <·.·:-~~ci.+]J)iJ 

-2pti1; ~.·.;_~~;;)~ .. ' 

1 - 2p,+·P2 ~---~ o -· .,,_ 
:(1 L¡J)2'. <.º· 

q2; < o!. 

103 



Por lo tanto el mínimo es el último término; es decir:' 

= -x-p-p2 . 
Vt-3 (x) = _ (x + p + p 2 ) con 1pt-

3 (x) = x. 

Ahora: 

Vt-4 (x) = ~n {j 1 (x,a) + ~Vt-3 (y)p(y/x,a)} 

=min 

j1 (x, O)+ Vt-3 (x + 1) p (x + 1/x, O)+ Vt-3 (x - 1) p (x - 1/x, O), 
j 1 (x, 1) + Vt-3 (x) p (x/x, 1) + Vt-3 (x - 2) p (x - 2/x, 1), 

j1 (x, 2) + Vt-3 (x - 1) p (x - 1/x, 2) + Vt-3 (x - 3) p (x - 3/x, 2), 

j1 (x, X - 1) + Vt-3 (2) p (2/x, X - 1) + Vt-3 (O) p (O/x, X - 1)' 
j1 (x,x) + Vt-3 (1) p (1/x, x) + Vt-3 (-1) p (-1/x,x), 

00 

O - (x + 1 + p + p 2
) p.-:-: (x - 1 +p.+ p

2
) q, } 

-i -:-Cx +P +.p2 ) p::..:.'(x:.....:. 2 +'.P-Fp2 ) q,, 
-2 :'- (x·.;:- i+·P+P2 )p ,_:(x '-- 3 +.P+ p2 )q, · · 

= min . :~\~t ;J~''--\ '__¿ ''.__::.:' -• . 2 .· < < . 

· .. ·.:., --·.-:··.· •... '.·'.:.''.L., .. ,.,(X·,·.·· l.·). (2+p+·,.p.).p1
;._ . .,. ... ,: ... ' _ . :, .· > Q i··~x_.·;:cl'+1J +p2)p, oo, oo, oo,~:: 

Conside~emo~ ~ tériiiin;:;- geriefal, excluyendo -x ...'.... (l+p + p 2 ) p, de lo 
cual tenemos: > ·. < ·. · : t.:' · · 

-k, c~=~-,;?;1+~+p2)iJ-(;;.:.:_ k_;i+p+p2) q 
-le~ xp +kp'-:-p ~p2 2 p3 _ ;;q+kq-f-q'-'-pq- p2q 

·: '' . ··, ' '2 3 ' ' ,,·_ . 2' ··:' 
-k-x+k-p-p.:--::-p +q,..-pq.-pq.·' 
-x -p-p2 -+ ci- P·' ,, ... 

. .:·. ·- - . . __ ._,-¡·:::-- . ·, 

Comparando, suponiendo que este térmirio .es eL'mayor con respecto a 
-x - (1 + p+ p 2 )p, tenemos: · .. ,-,-:•:/(. . · · 

,,::.\. ~". 
2 ' . ··>--:·:·:· ,· - -. 2 ' 3 ' 

-x - p - p + q - p. > -x ,... p - p - p . 
q '- ¡; ··>·: .. ::::+r , , . 

como p :S q => O :S q - p, por lo t:~tcJ: 
' o> -__p3. 
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De lo cual el mínimo es el últhno término; es dedr: 

Vt-4 (x) 
= -x - p - p2 - p3 
= -(x + p + p2 _ p3) 

con ip•-4 (x) = x. 

A partir ·de lo anterior mostraremos el término general. 

Vt-T (x) - (x +p+1:F+p3 + ... +pT) 

-x - (P - pr+i)· .. 
. · 1-: p . 

La ecuación de Bellman tiene.la forma 

w(x) -O· } 
Vt-1 (x) ::; ~n {-a+ pvt (x - a_+ 1) .¡_ 'qvt (x - á - 1)} 

Con Vt (-1) := 0. Y C0Il10 hemos visto anteriormenfela solucióna la ecuaciÓn' 
ele Bellman tiene la forma vt(x) = -x - (p - pT-t)} (i ~-p).yél ~niinó es . i,< 

alcanzado por la acción at = ip1 {xt-1) = Xt-1· ;.:<;: ·L \ .··: ,/ < \ 

~ e •o -~• .•. • 

Obviamente, '•hr 
.11 {P1r) ~ '-'-xci_::,l;p_ ; 

,. - .. ,·: .. -p 

ele otra manera 

Por lo tanto, el selector ip1 es la estrategia'.ÓpÚm8, para el problema {5'.6),i " 
min.1 1 {P,..) = -xo - p/ {1 - p). · c:,;;::1;/>i . , , .• /.<. 

1r Con lo anterior hemos probadql~9~e-~:~);d;{'r,ili{~,'Jiol:~ab~rd~e~6~L~{ 
el inciso (b)."'- · · · ,e •• .-.:<:·; -·.~ ... : ,~-: :<. · - '· :':·,··~'. 

···~":., 



(b) Escogemos una constante arbitraria C, la cual satisface la desigualdad 

_.!:_ < C< _.!:__ 
q p 

(en el caso degenerado q =O uno puede asignar -.1 = -=.) 
Introducimos el costo terminal q 

j.} (x) = { e, SÍ X# -::-1; 
O, .síx=;_l· 

y resolvemos el problema 

con T < =· Deduciremos las ecuaciones de Bellman. 
Para el valor de salida: · . 
vr (x) = j.} (x) =e, sí X# -1. vd-'-1) =.O;. 

Vt-1 = ~n {i1 (x,a) + ~vr (y)p(y/x,a)}. 

=min 

j 1 (x, O)+ vr(x +l)p(x +1/i,O) + vr (x - l)p(x - 1/x,O), 
j1(x,1) +vr (x) p (x/x; 1) + vr (x-::- 2) p (x - 2/x, 1), 

j 1 (x,2) + vr(x _;_ l)p (ii:- 1/x, 2)+ Vr (x - 3)p (x - 3/x,2), 

j1(x,x71) + ~;. (2)p(Z/x,x ::::1) + vr (O)p (0/x, x - 1), 
j1 (x,x)+ vr(l)p (l}x,x)+ vr.(-:-:-Í)~(~l/x, x), 

~· ·• ·~·.''.;:'~'}:. 

: : {O ~;~+;;·~~;~!~~É;~iff ll~c~j~Cp) 
Veamos cual es el elemento que propo~~i~ná.el-~c:i;~()n. ~especto a los 

términos de esta última igualdad: · · · < · ·· · · · · · · 

- (x - 1) +e > _;_~ + Cp 
l+C··> .• Cp 

l+C-Cp > O • 
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1 + C(l -p) > o 
1-Cq > o 

e 1 
> q 

Por lo que el mínimo es: 

vt..:..i (x) = -x + Cp con tpt-l (x) = x. 

Para t- 2 . . . 

Vt..:..2(x) =~n{j1(x,a)+~Vt':1(Y)1;1,(Y/X,Cf)} · .. 

= rnin 

j 1 (x, O)+ Vt-,i (x T 1) p (x +l/x, O) + Vt-i (x .- 1) p (x ~ l/x, O) 
j1(x,1) + vt..::.1 (x) p (x/x; l)+v~-l (x.:... 2) p (x ~ 2/x, 1), 

J1 (x, 2) + W-1 (x-'- 1) p (x - l/x, 2) + 'lÍt..:..1 (x-:- 3) p (x::...: 3/i:, 2) 

j1(x,x -1) -f- Vt.;:.1 (2)p,(2/x,x - l)+ Vt-1 (O)p(O/x,x ...:..::1); 
j 1 (x, x)+ 'lit-1 (l)p (l/x, x) + Vt""'.1 (:-'l) p ('....:.lJX..•xf,·/; ,,; 

00 

=rnin -2+(-(x-l)+C~>_~,+(-(x-3)+Cp)q;. 

{ 

0+(-(x+l)+Cp)p+(-(x-l)+Cp)q, 1· ... 
-1 + (-x+ Cp)p+ (-(x- 2) + Cp)q, ··· .· 

- (x - 1) + (-2 + Cp) p + (Cp) q, 
-x + (-1 + Cp)p, oo, oo, oo, ... 

Excluyendo el término -x+ (-1 + Cp) p para compararlo con los demás, 
obtengamos un término general de la siguiente forma: 

-k + (- (x - k + 1) + Cp)p+ (-(x - k -1) +Cp)q 
-le - xp + kp - p + Cp2 - xq + kq + q + Cpq 
-k - X + k - p + Cp2 + q + Cpq 
. ·. - x - p + q + Cp es el término general. 

Ahora supongamos la siguiente desigualdad ~da: 

· -x-p+q+Cp <. -x-'-p+Cp2 

q+Cp < Cp2 
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.. 

q+Cp-Cp2 < o 
q+Cp(I-p) < o 

q+Cpq < o 
q (1 + Cp) < o 

e 1 
< --

p 

Por lo tanto la estrategia puede ser cuá.Iquiera de las anteriores menos la 
última. · 

De ahí 

Vt- 2 -k + (- (x - k + l)+ Cp) p + (- (x - k - 1) + Cp) q 
-x + Cp :._ (P ..::e q) 

Vean1os el caso t - 3 ·. . . 

Vt-3 (x) = ~n{j1(x,(L) ~~~t~~ (y)p(y/x,a)} 

j1 (x, O)+ Vt-2 (x + 1) p (x + 1/x, O) + Vt-2 (x - 1) p (x - 1/x, O), 
J1 (x;l) + vi-2 (x)p (x/x, 1) + Vt-2 (x - 2) p (x - 2/x, 1), 

= nlin 

= nlin 

j 1 (x,2) +vt_2 (x - 1) p (x - 1/x, 2) + Vt-2 (x - 3) p (x - 3/x, 2), 

ji (x, ~ - 1) + Vt-2 (2) p (2/x, X - 1) + Vt-2 (O) p (O/x, X - 1), 
j 1 (x, x) + Vt-2 (1) p (1/x, x) + Vt-2 (-1) p (-1/x, x), 

00 

. __:2 + (- (x - 1) + Cp - (p - q~).~1+ (- ~x ::- 3) +Cp·~ ~ - q)) q, .·. 

- (x - 1) + (-2 + Cp.-,:- (p::..q))'p +(c¡j::..:. (p ..:C:.:q)) i¡, 

0+(,-(x+ 1) + Cp- (p- q))p+ (-(x-1) + Cp- (p-q))q, }. 
'-1 + (-x + Cp- (p- q))p+(-(x-2) +Cp- (p-q))q, 

-x + (-1,+.Cp ::-.cP- q))p, eo; .... :· .·, 
Procedamos de la misma manera que arriba,· sacando ún términó general, 

menos el siguiente -x + (---:1 + Cp ..,..., (p - q)) p; , . ·· ,.: ,, >,· . 
-k + (- (x - k + 1) + Cp- (p- q))p + (-(x- k +C~.::'._Jj:'.C~))~ 
-k-xp+kp-p+Cp2 -p2 +qp-xq+kq+q+Cpq pq+q2

> · 

-x - p (1 - q) + Cp2 - p2 + q + Cpq - pq + q2 . . . 

-X - p2 + Cp (p + q) - p2 + q - q (p - q) 

108 

.-...... ============~----------------·-----·------------· ·--



,-x - P2 + Cp - P2 + q (1 - p) + q2 

-d:-p2+cp-p2+ ª2 + q2 

-x - 2p2 + 2q2 + Cp 

. ·. - x - 2 (p2 
- q2

) + Cp es el término general. 

Ahora procedamos a comparar, suponiendo verdadera. la siguiente desigual-' 
dad: · · · 

-x-2(p2 -q2 )+Cp < -x+(-l+Cp_.::(p~q))p 

Como 

supongamos 

Por lo que: 

-2p2 + 2q2 + Cp < -p + Cp2 - P2 + qp 

Cp - Cp2 < -'P - P2 + qp + 2p2 - 2q2 

C (p - P2) < -p + p2 + qp ...,.. 2q2 
Cp (1 - p) .. < ..:....~q2 . . . 

Cp < -2q 

e < -22. 
p 

_.!.<e< _ _! 
q p 

1 -22 < 
p p 
1 > 2q 
1 
2 > q 

Vt-3 (x) =-X - 2 (p- q) +Cp. 

Con cpt-3 ( x) cualquier estrategia. menos la última. 
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Para t - 4, tenemos: 

Vt-4 (x) = mln {i1 (x, a)+~ Vt-3 (y) p (y/x, a)} ... 

j1 (x, O)+ Vt-3 (x + 1) p (x + 1/x, O)+ Vt...:3 (x -.. 1) p (x..:.. l/x, O), 
j1 (x, 1) + Vt-3 (x) p (x/x, 1) + Vt-3 (x ___: 2) p (x __:_ 2/x, 1), 

j1(x,2) + Vt-3 (x - 1) p (x - 1/x, 2) + Vt-3 (x - 3) p (!!;-' 3/x, 2), 

=min 
j1 (x, X - 1) + Vt-3 (2) p (2/x, X - l) + Vt-3 (O}p (O/x;x ....:.1)' 

j 1 (x, x) + Vt-,-3 (1) p {l/x, x);'' . ·· ·· 
00 

{ 

(- (x + 1) - 2 (p - q) + Cp) p + (- (x -. 1) - 2 (p - q) + Cp) q, 
-1 + (-x-2 (p-q) + Cp)p+ (-(x -2) - 2 (p-q) + Cp)q, 

~ ntin • .••. -

2 

+ ~~~~~;~;;l~~; ;; ;¡:C~~;~;:: :p;q~p) q, 
Para conocer el mínhn,o, ,consideremos el término general 

,-k + (- (x :...,' k + Í) +a~·~ 2~(p ¿ q)}'~. + C- (x - k - 1) - 2 (p - q) + Cp) q 
-.k - xp + kp -' p - Cpp - 2 (p - q) p - xq + kq + q - 2 (p - q) q + Cpq 
-x - p + q - 2 (p - q) -f- Cp . . 

-x - 3 (p - q) + Cp. 

Es decir el término general es -x - 3 (p-'- q) + Cp, ahora procederemos a 
comparar este término con -x + (-1 - 2 (p - q) + Cp) p; supongamos válida 
la siguiente desigualdad: 

-x - 3 (p - q) + Cp < 7X f' { --'l - 2 (p - q) + Cp) p 
-3 (p- q) + Cp < -:-P- 2 (p - q) p + Cp2 

-3 (p- q) + 2(p- q)p+ Cp. <::: _.:.P+ Cp2 

(-3 + 2p) (p - q) + Cp- Cpp < ..:....p · 
(-3+2p)(p-q)+Cp(l-p) < -p 

{-3 + 2p )(p - q) +Cpq < _;,~ 

Cpq <··-p-·(-3+2p)(P.-q) 
-p+ (3 - 2p) (p.::_ q) e < pq 
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COITIO 

supondremos 

1 
p 

-1 

-q 

p-q 

< 

1 
C.< -

p 

-p + (3 - 2p) (p - q) 
pq 

< -p + (3 - 2p) (p - q) 
q 

< -"-p+(3-2p)(p-q) 
< (3 - 2p) (p - q) 

como p > q entonces p - q > O 

1 < 3-2p 

:< -2p 
.;;.:.2 < -2p 

1 ·> p 

de esto. último concluimos que el . mínimo es alcarui.;ad~ .·cu~do, se escoge 
cualquier estrategia cp';-4 menos la última. Por lo tanto · · · 

Vt-4 (x) = -x - 3 (p- q)+ Cp.: 
•' 

Resumiendo tenemos, la ecuación de Bellman 

vr(x)=j}(x); vt(-1):=0; , ., .. , , } 
v~-1 (x) = ~n{-a + pv, (x - a+ 1)'..f.:qvt (:zi:..:..a;:.:... 1)} 

la cual como hemos visto su solución en. ger¡eral.'~: · 

v, (x) = -x + pC - (T - t - 1) (p - q) (t < T, X 2': O) 

y el nífnimo es alcanzado por la acción." 
. ·!,"' ·-,, 

ª• = cpT (t, Xt-1} = ,I {t ,,,;.T} . X. 

Ahora es claro que 

E"'T [~j1 (e.-1.11.)] ·:::;··· E"'Tl~i1:(e._1,11.):+-iJ.(er)] +ICI 

-xo +pC - (T - t - 1) (p - q) + ICI. 
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que es lo que se queria demostrar .• 
Como es evidente de lo anterior, el valor total esperado de los dividendos 

(5.3) se puede hacer tan grande como se quiera en el caso p > q retrazando 
el tiempo T de sus pagos. Por lo tanto, ambas funciones (5.3) y (5.4) se 
incrernentan simultanearnente con un aumento de T cuando las estrategias 
<pT del Lema 5.1 son implern.entadas. De cualquier modo, notamos que el 
selector cp0 ( t, x) = O, de igual manera para cp00

, se da una solución para el 

problema (5.4) pero el valor total de los dividendos E"'
0 [~ 17t] =O esta lejos 

del má.ximo. Como una regla el factor de descuento /3 E (O, 1) es introducido 
en el caso p > q y el problema 

es estudiado en lugar de (5.3). Sólo mencionaremos que su solución es la 
estrategia <p (x) = I {x > CT} (x - CT). 

En lo que sigue el caso p < q es estudiado. Aqui el valor total de los 
dividendos (5.3) es máximo si un desembolso es efectuado al capital inicial 
x 0 en el primer momento. No acumular capital debería hacerse en el futuro: 
<p1 (x) = x. Esta respuesta es intuitivamente clara porque los negocios ase
gurados no generan algún beneficio en el caso p < q . De esta manera es 
improductivo acumular capital: es más probable pagar siniestros. De otra 
forma, la estrategía cp1 (x) es lo peor con respecto al tiempo esperado de 
vida hasta el colapso (5.4). Así el problema de multicriterio (5.3), (5.4) es 
significativo. 

Corno hemos visto anteriormente, tenemos X = {-1, O, 1, 2, ... } ; A 
{0,1,2, ... }; 

Sea 

{ 

p, 

Pt(y/x,a)= i: 
o, 

.{ '--1, 
j

2 
(x, a) = · .. ¿,oo 

síy = x-a+l; 
síy =x-a-1; 
sfy_=x=-1; 
eri otro caso. · 

'.•.' 

x~O; 
x~O; 

sí x ~ 0; . d E (0, x]; 
sí x ~O; a> x; 
SÍ X= -1 
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y escribimos Ja función (5.4) 
. "' " .. . 

J
2 

(P") = mJn {E' [ ~>~ • ( ~t~ú 1Jt) ]} · 

Como es usual el método de restricciones para el probl~rna-(5.6), (5.S)se 
puede realizar de dos formas. · · · · · · ... · 

l. Escoger una costante d y encontrar una estrategiá'qÚ:e'prÓveáehnínimó; 
a la expresión (5.8) bajo la restricción :•··.e 

. ::o::;; -~·1., . 

.J 1 (P") :::; d. 

II. Escoger una constante d y encontrar una 
mínimo a la expresión (5.6) bajo la restricción 

5.3 Resultados generales. 

(5.10) 

Obviamente, la función (5.8) es siempre finita: su valor mínimo es alcanzado 
por cpº (x) =O y coincide con Ja duración de la caminata aleatoria sobre un 
enrejado entero en una-di1nensión con acmnulación en el punto x = -1, o 
con la duración del juego contra un oponente infinitamente rico en el juego 
clásico de la ruina. 

Es decir: 

d (z, a) 

q-p 
lim d (z, a) 
a-oo · li.m C f' a-oo l - !J. 

.• . p 

aplicando L'Hospital pa.Í:a 

li · ª · =O. 
a-~1-ür 
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Por lo que 

En nuestro caso 

. z 
d(z,a) = --. 

q-p 

xo - (-1) = _ x 0 + 1 
q-p q-p 

(5.11) 

La importancia de la función (5.6) ha sido establecida en el Lema 5.1, 
Itero (a). Por lo tanto las variables duales Y1 ~ O y Y2 ~ O de la función 
Lagrangiana puede ser insertada bajo el símbolo de la sumatoria sobre t : 

Y1J 1 (P,,.) + Y2J2 (P,,.) - Y1Y2d 

E,,. [~ {y¡j1 (~t-1•17t) + Y2i2 (~t-1•17t)}] - Y1Y2d. 

Resolveremos el problema de optimización incondicional 

g(yi,y2),=c=minL(P".\y1,Y2). (5.1~) 
- ·-~~··-· . .e/::.:, Í":·· . :.-. -·. . .. : .. 1· 

tros~s siguientes casos son pooi~l·~,.:.~~!~t~ij~~~~l:1?f .va1:~res.de ·io:p~~~T ~~:e 
ela:O:r; ~º;~~me:!ª c~~~~~rtj~~~bf~:~~i~\~~t~~j.~flJti;{~~~.e,~~~~~:f,,f-.I~1~; 

(a) Consideraremos el caso 1 > Y(q~.Pr'parS:el piÓblém!i:·C:on~horiZonte <:;-

finiro :; { ~ [t. ¡.,1• <"-·· •. )· +J1:'<i~~,4f l1~;~r !~~J~~J~'i''' ':~ 
. . - ~ .1 ... . }· :_ :::--)X.·".·::31.---,:;;,-:~i;;.~~--·;~·;,í,::~,-,:: L::\>·r:, ::,'_:~_::~~: . · ·' :·:· / ~ -· 

Asumiremos que X= {-1, O, 1, 2~:. ;; xó, xo+,1; .:':'t·;·xó+ T;}; :~·:, _ ., 
A = {O, 1, 2, ...• xo, Xo + 1, ... 'Xo +T}: y déducií'eí:nos la.S. ecull.:ciones de,• 

Belhnan. Para ello analizaremos -·: ~ · ·;:-: · ·_ - :': __ ;,. -.·: .. _ 
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J~. 

J
2 

(P,.) = n;:n {E,.,[tj2
: (~t-l• 11t) J} 

.s. a. 

Jl (F'~S.5' d; :;\' ... 

Para la solución abordaremos efc~'c:i ~fu ~é~t;icciones, por lo que el La-
grangiano toma la forma: · . · · · 

·como ya hemos visto: 

Valor de salida 

l (y, prr) . ~·'.+Y; . 
~1 +1f (-a). 

vr(-1),=0. 

· .·· ·.· x+l vr(x) =,..:..-- . . q-p 

Para el tiempo T- 1, . 

. vrc-1 (x) = ~n {z (x,a) + ~vr (z)~,(z/~,a) }' 

= ~n{-1- ay+pvr(x-' a+l) + qvr(x- a-1)} 

. -1 +. p (-~) + q (-. 2-) .. " q-p ••, ' " q-p , 

-Cl-y +P..(-~) +q(~:=!), 
··, -'-'l -2y +.P(_:-=L-) +q(-"'-2) 

= min : · .: . .: ,. · _ q~p : : q-p ' .... 
;1 ; <~\~·ii~'·t·p e; q:p) + q e~ q:.p) • 

··:> .,ii~,•7y+p(_:q~p). . 
Ahora para conocer.el·ri:iíninió,'c:óniparem0s dos términos consecutivos k··· 

y k + 1 . . .) - ': /•·:·· :-.:z. .. ' ' . ' ' ' 
-1-ky+p ( ,;,_k!Ít1\+~ ( :z:-k=l+l) < -1-(k + 1) y+p ( .;-(k±~)tl+l)+ 

- q p ,..,. ) - .. q 'P ' ~, q p 

q C _"':~ki~f (&l_~.)_q:.··_:k'·l2··-.·.-.•)"í.; .. •.:.·+·.··_•.··.-.·q•.·.;-.. _·.1.'._.c··:.:_:···:··--.. ~.;~qt-~: .. =-.·)··i··· ,._ . . ··e· . ··- .•.. )_ .. ··i:>~c: .. : .: "-)· 
- r - r < ~ky- Y+ p ~"';~t~ ~Q _____ "';~;! 
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.-p (x--, k +; 2)' - q {;; - k) < -y (q - p)--, p (x - k + 1) - q (x - k - 1) 
'-x +k~ 2¡i'<:.,~y(ri_: p)'_:_ x + k-p+ q ' · 

··.·_:2p <'-iJ(i:l:..:;.Ii)..:... P + q 
-2p+p--:-q < -y(q-p) 
-p-q <-y(q-p) 
:-1 < -y (q.--, p) 
l>y(q-p) 
por lo tanto el mínimo es el primer. término. 
Ahora comparemos el primero y último término 

-l+p·c_x+2)·. ~qc·~ x.······')·' < -1-xy+p(--2-) 
q-p ' q,-,p ',• q-p 

-p (x + 2) - q (x) < -xy (q - p) - 2p 

-::;x --:-,2p < :-XY (q - p) - 2p 

-1 < -,y(q-p) 
1 < y(q-,p) 

por lo que el mínimo es el priíner'té~xfu~'o. es decir: 

Para T-2 

VT-2 (x) 

VT-1 (x) = -1·-,•p (~+. 2 
.• ~.·.·-.·q(.··~) 

' ·. \q-p/ . q - p 

· Vr~'l (~) := ~: ~:~' 
con 'PT-l (x) =O·==: á. 
- - . . ' " ' . ~ -;- .. ;; ' -

= ~n{z (x,a) + ~vr-~ (z)p(z/x,a)}. 

= ~n{-1 - ay +pvr-1(x-,-.a+1) + q11r-1 (x - a- l)} 

=min 

1 + ( ,.+2) . ,' (• ·., ) - p -- +q --q-p . q-p , 

-1-y+p ( :-.~) +q (-:=!)' 
-1 _ 2y + p e.:-. q=p) + q e-:=~) . 

-1- (x:-l)y+p ( ~q:p) + q (-9!.P), 
::-1 _:_ xy + p (-~) 

. ' ' ' q p 
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Y como podemos apreciar es idéntica a la etapa T - l. Por lo que la 
solución esta expresada por la forma: 

() 
.. x+l 

VT-2 X=--
q-p 

eón 'Pr-2 (x) = O= a. 

De lo anterior concluimos que ·1a solución esta dada por 

x+l 
Vt (x) = --- (x ;:::: O), 

q-p 

y el mínimo es alcanzado por la acción a= r.pº (x) =O. 
Por lo tanto, V7í 

E" [~ {vi1 Cet-l• 71t) + i 2 (et~.1·71tn};:::: -~~;. 
Pero la estrategia de control·r.p~ (x);=:O.propiltcion~ 

E'° [~{y;· <:7.,;:~~~~~<:~~ftiJ;f'E.' [t;1i <{;_,, •• ).] . 
Esta esper~a rríatelriátib~~~tá.iápreimda por la fór'mula (5.11); As(ei:i éste 

, .. "' ,.·-; ,. -~'-"''·-· ' .. 
caso 

fj} · XQ + 1 
g (y, i)'= '--- - yd. 
. ··. q-p 

( b) Ahora\iónsiél~rémÓs el siguÍente caso 1 < y ( q - p) 
Abordaremos el problema con horizonte finito T < 6o : 

m~n {E" [t {vi1 (et-1• 77t) + i 2 (et-1• ~t) 1]}· · 

(5.13) 

Hagamos la deducción de las ecuaciones de Bellman. y conÉideremos el pr0:: 
ble1na sin restricciones y el Lagrangifillo es ' · ' 

.. 

l (y,?")= _;l - ay. 
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Para 

y el valor de sá.lida 
vr (x) ~O, si x 2". O; 

vr-1 (x) = mjn { z. (x, a)~.·.~ vr <.~);(~/,~;a.)}. 
= min {-1, -1 - y, -1- 2y;; ;; , --:1 - (x -1) y, -1 - xy} 

Comparemos dos términos consecutivos 

Por lo tanto 

-1- ky < --1-- (k+ l)y 
o '<':.iiy! 



Pero veamos que sucede con el primero y último términos: 
'" : ;._ '' 

-l+p(-1-(x+ l)y) +q(-1-(x- l)y)·< :-1-:.xy+p(-1-y) 
p(-1-xy-y)+q(-1-xy+y) < -xy-p-py 

· -1 - xy - py + qy < -i:y - p-:, py 

-l+qy < -p 
-1 < _;;p .i. qy' 

', q ":;: -qy 

l < -'-y! 

De lo cual el mínimo es el último término 

-1- xy + P(-:,1- y) 
= ';..:,;1 -·xy:,-: p -py 

= -1.,..,:p~y(C:.:..x-p) 

, con 'Pr::.02 (~) =;X'2 a.•' 

ParaT-3 · ·· · . ··.. . .. 

'.;,T-3 (x) = mjn {l (x, a)+ í~::V~-2 (z)p (~/x,a)}.. ··.. ·. .· .· 
= ~ {,..-1- ay+ pvr~2 (x-a+:1)+q'Ur::2,(x:-:-a-l)} . ·· 

{ 

-i + P(-:,1 :__ P-t7Y(~(x-?1)-p)) -f:q(-1-p +yh (x -1) - p)),. } 
-1-y + p (-1.-:p+ y (-x ,,.-p)) +q(__:1 :-'P+ y(...:. (x _; 2).- p)), .·· 

·= min ' -1 - 2y' + p(-1, --'..~ -t;.~.c-¡c .• ~· .• ~J.)'::;.~n.-;.rc--.•. ··.1 .. [ ... ·p.'.+y':,·.(."-... ····.··.(.··x.·.·.·.-.· ... ·.·./)···· ... ·.-.-.. Í'))o ' 
-1_:_(x.-1)y+.Pk1~pf,:!i (~2;:-.Pn'..:+ iihi;,iifji(~p)); •. .·.. ·. 

· ··. · '..:.1c:.:..'xi/+p(-'l.:.:.p+y(:'.::i'2'P)f:•:· ~ :: ~··: .' 
Comparando dos consecutivos k.y k+l · ·· .. / ·.·:·:';, :· ".: '' . .:· 
-l-ky+p(-1- p +y(- (x - k +1) - p))+q(_.:1-p+ y(:::-: (~;T k~:i),:.:p))< · ... · 

-1-{k + 1) y+p(-1- p+ y(- (x- (k + 1) +l)-p))+q(-T..::...'P+yJ.:-·c:e·::.'... (k+1) '---1)-'- P 
-ky+p(-1- p +y (-x + k -1- p))+q (-1- p +y (-x+ k +:1 _.:p))<:, ' 

-ky-y+p(-1-p+ y (-x + k + 1-1-p))+q(-l-p+y(-x.+k+1•+ r::.:.Cp)) 
p(-1-p-yx+yk-y-yp)+q(-1-p-yx+yk+y-yp)< -y+· · 

p(-1-p-yx+yk-yp)+q(-1-p-yx+yk+2y-yp) . , 
-1 - p - yx + yk - yp + yq - yp < -y - 1 - p - yx + yk - yp + 2qy 
yq - yp < -y + 2qy ' 
yq - 2qy - yp < -y 
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-qy -yp <-y .·• . 
-y < -y. Cualquier término nos proporciona el mínimo pero ahora 

consideremos la comparación entre. el. primer. y último ténninos: 

-l+p(-1-p+y(-(x+l)-p))+q(-1-p+y(-(x-l)-p}) < 
·. : ·.. -l-xy+p(-l-p+y(-1-,p)) 

-l+p(-1-p+y(-x-l-'-p))+q(-1-p+y(-x+l-p)) < 
-1 - xy + p (-:-1 '-- p - y '- yp) 

-1 + p (-1- p- yx - y - yp) + q (-1 - p - yx +y - yp) · · < . .. . 
-1 - xy - p - P2-: PY _;_ YP2 

-:1-1-p-yx -.yp+yq-.yp < _;..1-xy-p-p2 -py-yp2 

-1 + yq - yp < -p2 - yp2 ' 

-'-1 +y (<J - p) <~ -j} 7 yp2 

como -1 +y (q - p) >O tenemos Ó < -p2 ..,.., yp2 !, de lo cual el mínimo es el 
último término, es decir: · · · . · · 

vr-3 (x) -1- xy f~C~i---1'~;~(;1-p)) 
1 - p3 : ;e··•.:··'· p'-'- P3·) .· 
-~,-;Y :¡;:¿~ . 

. . . . . ' 
··.,';<:<>:,_, ,:~~~- ._; .. .:_. -

. . .. · '~. - ' . -

De lo expuesto arr.iba · cieterri'iiriarilo~' qde)~ soiuciión. esta dada por la 
fórmula: ·· .. · '<<5''' · ···· '' .·. . .. . 

11t (x) ~ -:YG~·~,~·.;:~~:-5;·~!,'.(.~~=-:~::),.~º~¿,Cfa~:~~:·x~.O~) : 
y el mínhrio es alcanz.ado pó/1a. a.¿éión a. ~ 'Pi\ !e) ~ i .· ri6~d.~, 'V7r .·· 
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esto d~bido a que lirn (xo + p-pT-•) = (xo + P)' ; deiguru manera lirn ··ci-pT-• ). 
~ T-oo q ; . ·.,. q <-·:; .. ::· ·· ~ ·T-:-oo _ ... · q .. 

(t) pero la estrategia de control proporciona; . 

As.í en este c;aso, tenemos que 

g(y,ij'= ~y (#o~~}}~ --yd. (5.14) 

Ahora an8.lizaremo~; el sigwente 'problema . 
• , .- .-.,< • 

~1 (P")=~{~~ [~j1 (~t-i•77t)]} 

s. a." 

.12 (.P") :5 d. 

Nuevamente consideraremos la· solución. sin restricciones por lo que el La
grangiano es 

l (y;Pn:) : =:: :i~:.+>ui~· 
=ó 7-":ac:... y 

(a) Abordaremos el primer caso y>(~-'~);'. . 
De nueva cuenta deduciremos las ecuaciones de Bellman y el caso finito 

T<oo. . . ' . 

Como ya hemos visto: 

El valor de salida es 
' ' :X+l 
VT (x) =-:-y-· -·- . 

. q-p 
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Para T- 1, . 

vr-1 (x) = ~ln { l (x,a) + ~vr (z)p (z/x, a)} 
· = mln {-a - y+ PVr (x - a+ 1) + qvr (x - a - l)} 

-y+ p ( -y"''!;!.tl) + q ( -y"';!.-:;1) ' 

-1 - y + p (-y~) + q ( -y"';:-:;i) ' 
-2 - y+ p ( -y"';!.¡1) + q (-y"';:-:;i)' =min 

- (x - 1)--' y+ p ( ...:~) + q (-y 9!_P) , 

-x '--y+ p (-y~) 
Comparemos dos términos consecuti:vos k y k + 1 

-k-y+p (-y"'-;:!_-;+1 )+q (-y"'-;=;+1) < _ (k + l)-y+p (-yx-(k;.:.~±1±1 )+; 
(- x-(k±l)-1+1) · 

q y q-p 

-p (y"';~t2) - q (y:==) < -1 - p(y"'-k;!.tl±l) - q (:r-k;!_;l±l) 
-py (x - k + 2)-qy (x - k) < - (q- p)-py (x- k + 1)-qy (x - k- 1) 
-p (yx - yk + 2y)-q (yx - yk) < - (q - p)-p (yx - yk + y)-q (yx - yk -y) 
-yx - yk - 2yp < - (q - p) - yx - yk - py + qy · · 
-2yp + py - qy < - (q - p) 
-yp - qy < - ( q - p) 
-y< - (q- p) 
y> (q-p). 

De a.qui concluimos que el término menor es el primero pero ahora, veri
fiquemos el último y primero de los términos. 

-y-p (YX + 1+1)- q (YX -1+1) < -X-'-y-p (y-2-) 
q-p q-p q-p 

-p (yx + 2y) - qyx <: -x (q - p) - 2py 
-pyx - 2yp- qyi; < -x (q- p) - 2py 
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-.xy, < -x(q-p). 
-y < -(q-p) 

y > (q-p). 



por lo tanto el mínimo es el primér término con <p;.:....í (x) =0 = ~-
'' - - - , ~ ' 

Vr-i (x) =-y- p (yx+ 1 +1\ ~q_(Yx-1+1) 
q-p ) .. q-p 

.. x+l 
vr-1 (x) = -:-y--

c¿nip~~1(~)·>;,~:pa'. . 
Ahora para T - 2 . , > · •.•... ··• ... ·.· .. · ·. · 
vr-2 (x) = mjn {z (x, ~) 4}•#,;fr--i'Cz) p (z/x, a)} 

= min {-a -,Y +]Jvi (x - a+ 1) + qvr (x - a - 1)} 
A. ' . ·-•·· ·' . . __ v· +·P· __ --(.;__···ytll±l.) + q (-y"'-1+1) 

- ' : . ·~ \ ·; q-p q-p , 

. .. -_l_·._-.. y·•·+. p (-yóE±l.) + q (-yx-2+1) " .• '. . q-p q-p ' 
::::_2~- +' · .(- x-1+1) + (- x-3+1) . .. Y, p. . .. y q-p q y q-p ' 

,-··." 

(x _:'.:.·1)-y.+p (-~) +q (-yq_:p), 

-y+p (-y~) 

Comparemos dos térmmos cémsecútivos k y k +l 
-k-y+p (-y"'-:!~+í)+'ª·c-t·~.c~~!+í)< -cÍc+i)-y+p (-y"'-'k;~i+l±l )+ 

q ( -yx-(k;~i-1+1) · ; .. · .... •· ·•· .. · .. · .· • ·.·· 
-p (y"'-;:p-2) - q (y~:;) < ....:.1- p (y"'-k;.:;1±1) - q ("'-k;.:;1+1) . 
-w~-k+~-w~-~<-~-:-~-w~-k+~-w~-k-~ 
-p (yx - yk + 2y)-q (yx - yk) < - (q - p)-p (yx - yk + y)-q (yx - yk - y) 
-yx - yk - 2yp < - (q - p) - yx - yk - w + qy · 
-2yp + py - qy < - (q - p) 
-yp - qy < - (q - p) 
-y< -(q - p) 
y> (q - p). De lo cual el mínimo es el térniino k - ésimo. 
Comparando entre el térnüno de la primera acción y 1:)1 de la última 

-v-v(vx+l+l)-q(yx-1+1) 
q-p q-p 
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-p(yx+ 2y) - qyx < -x(q - p) -:-. 2py. 
-:-PtJX - 'iyp - qyx < -X (q - p) ....:_ 2pY 

-:-XY < -x (q - p) 
-y < -(q-p) 

y > (q -p). 

por lo que el mí~imo es el prim~r tél:mino. 
Por lo que la solución e5tá expresada por la forma: _., .. ; ' '.,; ..•. · .,, ,. ,.·._ -. . ' 

x+i+1 .x-1+1 
--Y -- py . . .· - qy_----. q-p ' q-p 

x+l 
-y--. 

q-p / r 

con 'PT-2 (x) = O = a. 

Por lo que las ecuaciones de Bellnian ·son: 

VT(x)=-y~,six~O;vt(-1):=0; } 
Vt-1 (x) = n:in{_;a-y+pvt (x - a+ 1) + qVt (x -a- l)} · 

Y como hemos visto, su solución esta expresada por 

x+l 
, , Vt (x) =-y-- (x 2::: O) , 

q-p 

y el mínimo es alcanzado por la acción a= cpº (x) =O. 
Donde, .;,¡.,. - · , . 

. E' [ ~ {i¡' ( ¿:·;i·> t ~~~ !~;~'¡ 0éJ,~ :-.•:-_:;-:. 
. . !: . :i-:·_,, e·/::-~'. ·.:-<' ,· ,-..;. . ··i>_-.'':::~' ,:y: j,· ·---.~'.-} :_>·· ·:'i;'i'· ;·1· ',-~ 

Pero la estrategia de control cpº (x) :=O proporcio"na 
·- ,__ '. - ·. - ... , ~ -i - - . 

E'Pº [f:.{i1 .(~t-1¿7t) •. +~;2_.,(;~_~1 .. ~-~)}·:·J· ·:.1y;;v>~ -'[itj2 (~t-1•11t)] 
t=l ' ' ' ' "' ' - ' '' ' t=l o:. .. . :-.'..:.;,_·.; .. 
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y esta esperanza matématica. esta expresada por la fórmula (5.11). Así en 
este caso -

- Xo + 1 
g (1, y) = -y-- - yd. (5.15) 

q-p 

(b) Abordaremos el caso y< q - p 
Valor de salida: 

VT (x) =o, (x ~O). 

De lo cual, veamos que sucede en la etapa T - 1 : 

VT-l (x) = mln { l (x, a) + ~ vr (z) p (z/x, a)} 

= min{-a-y +pvr (x - a+ l).+ qvr (x - a- 1)} 
A , .• 

=rain { -y, -1 - y, - 2-: y,; .. ;~ (x __:. 1)- y, - x - y } 
Comparando dos términos consecutivos k y k + 1: 

-k-y < - (k+Í)..:.:. y 
-o < -1! ,, 

de ello, el menor es el término k+ 1, alio;asi c~n5ideramos el primer y último 
términos: - · -

º· < -x ! 

Por lo tanto el mínimo es el :últhno término, es decir: 

Para T ..:.:.2 

Vr-,-2 (x) 

. 7¿;:1(x)~~-~~x;~.~ ~on IPT-l (x) = x =a .. 

,_.· .. '·, 

. ·.'1:',,."2.i·:'. 
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··:·. ::.":.:·~:. ·, ... ;:.. . ,. '. ··.:~?··. 

p <--t.::~::\¡ lx1l ~ 0 ~;,?l,~K<~~ ~ili-tii~f ;~i_¡¡~zet~t iJ,-" + . 
-k-y+p(-x + k-1-y)+q(-='x'.+k-:+';L-;Y).<~/.;;.::).-:CY+P(-(x.- k- 1+1) - y)+ 

: ~ =~~+=k ~ ~: ~ ~ ;) ~+ ~ - ~--~-¿~:~t~~i~~~W~-%~~\-\;- y) + 
-k-2y-x+k-p+q < -k-;l-;Y'+'P(::::.:i:+~:7;y)+q (-:i"+ k+ 2,..... y) 
-2y - X - p+ q < -k -1-y:"':-: x;+;Ji-2y·d-:2q':'l i '''i' 
-2y- X -p+ q < -1-2y 7 :i;:+2é/ . 'i.'!·· .. ·· 

-p-2q+q< -1 : ' 
-1 < -1. · .. ¿. '' ¡·· 

De ello, podemos ver que cualqÜicil" t~rri:ii;;_~; es i~distint'i;,''~~r 'io ~ue pro-
cedemos a comparar el primery.últi~os.términos:/ · 

-y+ p(-(x + 1) -y) +q(--(~,,_..,l)'+y),·,< ·--x-; 7l+P(-:-1:-y) 

-y+ P (-x -

1 

-C ~Y~ti=~5!~it~ ;~j'~-~~±~- y) 

.... , :·.~<.~~i/ .. +:·q_:;~·f.~<·: >+P~.-··_·. ¡ : .: 

.q··<: y:.....:py· <· 
'. q· <· y(fi:..p) 

.·. q < yq 
........ :' '""" '" i~"':<:: .·.y· 

- > ·~ --

~eamos que s~cedecon esta d~iguafdad,: Como '(q:..... p) > o ~últipliquemos 
. ésta 'de lo cual tenemos: ·· · · ·· · · · · 

. (q_-:Pr<:cq:""'::p)y · 
pero sabemos que y < (q -¡:Í);:p~r lC> que: .. . . 

.. :. ~+~f:=~~~¿·c~~·p)y' 
i <.((¡.:'.:.J;)L.;· 

De lo cual concluimos qu~ el;,.;ÍniitiJ:~:;'e'l\tltimo térínino, 

ur.:
2 

(x) = ·.-~~~~~Pf i~A~~ · 
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con 'Pr-2 (x) == x ·~a. 
Considei-emos ahora T - 3 : . . .. 

vr-3 (x). ~·IIll. :~{'i (x~'~{:~¿:~~~~,(~)p(z/x, a)} 
A - ~ . .z::·.· .• -··-' -

= mln{-a-'Ji+P"17':...2 (i-a + 1) + qvr..c.2 (x -a - l)} . . . 

' , ··{······ · ..• :=i. !~~.--;¡_+(;.: :~ = ~~i ! :~l: ~l.= ... ·.{~~=.· .. ·.;:.:'.·~ =~.~i.!:' ~~ ..... :' ' _. :· -2-.y+p[-(x-l+p)-y(l+p)]+q[-(x..:..3+p)-,y(l+p)], -m1n . . . . ... , 
. ..: : . . '. . : ' . . . ~ ' - ' .. :· .· ~,- - ' . .- - ' . ' 

.. · ..:_ (x - 1) - y+ p ¡..:_ (2 + p) - y (1 + p)] + q [-'--'.:(O+ p) ~y (L+p)] , 
-x-y+p[-(1-t-p)-y(l+p)]: -· . 

Volvamos a comparar dos términos .consecutivos k y k + 1 

-k-y+p [- (x - k + 1 + p) - y (1 + p)]+q [- (x - k - 1 + p)-:- y (1 + p)] < 
(k + 1)-y+p [- (x - k - 1+1 + p) -y (1 + p)]+q [- (x - k- 1- 1 + p) - y (1 + p)] 
-k-y+p[-x+ k- 1-p-y(l +p)]+q[-x + k+ 1- p-y(l +p)].< 

1-y+p[-x + k+ 1- 1-p-y(l+p)]+q [-x+ k+ 1 +1-p-y(l +p)] 
-k-y-x+k-p+q-p-y (1 + p) < -k-1-y-x+k+l-p+q-p-y (1 + p) 
-y - X - p + q - p - y (1 + p) < -y - X - p + q - p - y (1 + p) 
-y - X - 2p + q - y (1 + p) < -y - X - 2p + q - y (1 + p) 
-y - X - 2p + q - y (1 + p) < -y - X - 2p + q - y (1 + p) 
o< o. 
De nueva cuenta es indistinto tomar cualquier término distinto al último, 

por lo que procedamos a comparar los términos arrojados por las acciones 
x - 1 y x, de lo cual tenemos: · 

-(x - 1) -y +p[- (2 +p) -y(l +p)] +q[-p-y(l +p)] < 
,-X -y+ p[-(1 + p) -,y (1 +p)j 

-X + 1 - y+ p [-2 - p - Y (1 + p)j + ql-P .::._y (1 + P)] <: . Y 

'i... ..:., -;,-C-::~ ~~~:·t" Pl~.~.-::1?:.;-.~ H..t p)J 

-x +. - y - ~p--2:s;(~JiiÍi¡~~í~f ~jtÍ~~;c1 +P) 



analizemos esta última desiglia1dfl.ci;:~ab'erribs'qu'~ y'<:: (q'-"" p) de aqui, t~ . . ' . . . . 
nemas: 

Por lo que concluimos 
acción x. Es decir: 

vr-a(x) 

sr [t {j~·c~t-1.7Jt)+,~i2 Ce;;1.h_t) ~J •.. ~·-.(xo+ ~)··~·~-
Pero la estrategía de control cp1 (x) = x dá: .·· .· .. .·. 

E•' [ ~ V e~._,, o.l +_~1~J~:~;;i·lJ] p,-f '' :,~) :-} 
Así en este caso '.,· , · · · 

- . _, e··. p)·-_. y , 
g (1, y) = -:· .. _ Xo + q -_ q - yd. 

Presentamos las principales· p'ropiedl'lcles de ia:s estrat~gias ipº 
tp1 (x) =X ; .. . , . 

n;:n.J2 (Pn-) = .J2 (P<Pº~- = -"';_:-;; 

min .J1 (Pn-) = .J1 (P"°1 = -xo - l!; 
1f q 
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5.4 Resolviendo el problema (alternativa I) 

Encontremos el ma.xg (y, 1). Iniciemos nuestro análisis considerando d ~ O 
y;:,o 

entonces la restricción (5.9) es inesencial: la desigualdad .1 1 (P") ::::; O es 
válida para alguna estrategia de control. Si d < -x0 - p/ q entonces ahí no 
existen estrategias admisibles para las cuales la restricción (5.9) es satisfecha: 
min.J 1 (P") = g (1, O) = -x0 - p/ q. (Esto se deriva del Lema 5.1 y de las 

" expresiones (5.17).) 
Consideraremos el caso -xo - p/ q < d < O. Asumiremos cp1 (x) = x. 

Entonces .1 1 (P"'') = g (1, O) = -x0 -p/ q y .J2 
( P"'') = - 1/ q: obviamente, 

.12 (P"'') coincide, en el signo correcto, con el número esperado de pasos antes 
de la primera implementación del valor <:t = 2. De esta manera podemos usar 
el Teorema 4.1. 

Veamos donde alcanza el máximo la función ma.xg (y, 1), como 
y2:0 . 

ma.x g (y, 1) 
0$y$q:!p 

max {-xo+l -yd}· 
0$y$q:!p . q - p . . . 

_ Xo + 1 _ ma.X .· {yd} . 
q - p 0$y$ • .:p . . ,. 

Xo + 1 d -------
q-p q-p 

Xo + 1+ d 
q-p 

Claramente, el máximo es alcanzado por y•= 1 /(q - p) y todas las estrate
gias estan dadas por L (P",y•, 1) = minL (P,.., y•, 1) = - (:z:o + 1 + d)/ (q ~ p). 
Esto recuerda la construcción de un~ estrategia -rr para la cual la igualdad . 
.J 1 (P") = d es válida. 

Restringiremos nuestras consideraciones a el conjunto de estrategias C!'ta-
cionarias aleatorizadas del siguiente tipo: ·. · · ···: ., ,. · 

-rr (Ol:z:) = 1, si x~ fl; 
-rr(:z:-fll:z:)=-y; -rr(:z:-Illx)='-'8, .six>fl; 

donde rr es algún número entero no.negativo;' 8.~'.bf;.y ~'o,~ 8 +'Y= l. 



Obviamente, J 1 (P;,.) = w (xo), .donde la función w (x) i: oo satisface el 
siguiente conjunto de' ecua.dones . . . . .. 

w(-1) 
w(x) 

w(x) 

O; 
w (x + 1) p + w (x - 1) q, 
--y (x - n) - 8 (x - TI -1) 
+'Y (w en +1) p + w (Il-1) q] 
+8 (w en +2) p + w (Il) q) ' 

La solución esta expresada por la fórmula 

w (x) = (l-6p)(q-p) ;¡ - ;¡ ' 
{ 

p(l-6q) [C")n+1 (")º-"'] 
w en +1) - x + n +1, 

Si X> n. 

si X~ n +1; 

si x >TI +L 

} (5.18) 

La función (p (1 - 8q)JI ((1 - 8q) (q - p)] disminuye cuando 8 E [O, 1] crece. 
Por lo tanto como TI varía desde O hasta +oo y 8 varia desde O hasta 1, la 
función J 1 (P") = w (x0 ) crece monótonamente desde -x0 - p/ q hasta cero 
y llega a ser igual a d en alguna TI* y 8º. La correspondiente estrategia esta
cionaria aleatorizada 7r* es óptima en el problema (5.8), (5.9) por el Teorema 
4.1, Item (b). El valor mínimo de la función J 2 (-) bajo la restricción (5.9) 
es igual a 

g (y*' 1) = - Xo + 1 +d. (5.19) 
q-p 

Esto es fácil de entender que si d = -x0 - p/ q entonces una solución 
del problema (5.8), (5.9) esta dada por la regla de decisión <p1 (x) = x. La 
restricción (5.9) es siempre esencial si -x0 - p/ q ~ d <O de conformidad 
con la fórmula (5.11) y (5.19). En el caso d;:;:: O una solución esta dada por 
la regla de decisión cp0 • 

5.5 Resolviendo el problema (alternativa 11) 

Abordaremos la alternativa maxg (1, y). De acuerdo a el Lema 5.l(a) 
y2:0 

i~fJ1 (P") = J 1 (P"'1
) = -xo - ~ 
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- · .. ' 
.--'_'.-'·'... -· _._'._. - . - '-" ~.'...-_ 

y la restricción ( 5.10) es inesencial st~ ;; J 2 ( fti'}· ~- '_; 1./t]. EI1 el caso 

d < - ( x 0 + 1) / ( q - p) alú no existen· estrategias ádnüsibles'; ·de. áé:uerdo con 
(517) ' ''.,"'.'< ;;~_,>· :,' ' 

. C~nsideraremos el caso - (x0 + 1)/ (q - p)< d«':::.lf q.:~ri¡once5 J 2 ( P"º) ==; 

g(O,l)=-(xo+l)/(q-p)yJl(p"'º)=?:' \ ... >·.·· .. ·.·· .. 
Como antes, veamos donde alcanza el'máXimo'.118.' función imaxg (1, y), · 

=mo ,~~--·'·· 1> · ,~.Fc~,;~,~~~~~~;f' < , . 

- (xo f E'\ ·.c.::··m:a;c<{:M:+·yd} . q/ : º.S,~~'!7 " q ..... . 

-(xo+,~}~ :-~~-~;(~ '- p) d 

-xo --:CE.:... 1+.E - ({¡ -p) d 
. . .· q .. q 
-xo - 1 - (q - p) d 
- (xo + 1) - (q - p) d. 

Claramente, el máximo de maxg(l,y) es alcanzado por y• = q - p y 
y~O 

todas las estrategias estan dadas por L (P", 1, y") = min L (P", 1, y•) = 

- ( x 0 + 1) - ( q - p) d. Esto nos recuerda construir una ~trategia 7r para 
la cual la igualdad J 2 (P") =des válida. 

Nuestra consideración se restringe a el conjunto de estrategias estaciona
rias aleatorizadas del siguiente tipo: 

7r(O\x) =l, 
7r (x - TII x) = ")'; 

si X~ fl; 
7r (x - TI -11 x) = ó, si x > fl, 



La solución esta expresada por la fórmula 

w (x) = {l-lip)(q-v)2 - Q=P• 
{ 

vc1-.sq) [<eq)n+1·_.(1!q)n.,-x] x+1 

w(TI+l), 
si x ::;; TI +1; 

si x >TI +l. 

La función (p(l - .Sq)]/ [(1- 8q) (q - p)2
] disminuye cuando 8 E [O, l] 

crece. Por lo tanto como TI varía desde O hasta +oo y 8 varia desde O 
hasta 1, la función J 2 (P") = w (x0 ) crece monótonamente desde - 1/ q hasta 
- (x 0 + 1)/ (q - p) y llega a ser igual ad en alguna TI* y .s·. La correspon
diente estrategia estacionaria aleatorizada rr• es óptima en el problema (5.6), 
(5.10) por el Teorema 4.1, Itcm (b). El valor mínimo de la función J 2 (·)bajo 
la restricción (5.10) es igual a 

g (1, y*) = -Xo - 1 - d (q - p) (5.21) 

Es fácil de entender que si d = - (xo + 1)/ (q - p) entonces una solución 
a el problema (5.6), (5.10) esta dada por la regla de decisión ip0 (x) = O. 
La restricción (5.10) es siempre esencial si - (x0 + 1)/ (q - p) ::;; d < - 1/ q 
de conformidad con la fórmula (5.17) y (5.21). En el caso d;?: - 1/ q una 
solución esta dada por la regla de decisión <p1 . 

El modelo considera la inecuación p < q válida, esto es, la esperanza 
matemática de las responsabilidades 2q es tan grande que la prima asegurada 
h = l. Tal situación ocurre en algunos tipos de seguros obligatorios donde 
a falta de la parte el pago es remunerado a la compañía aseguradora por el 
estado. Es útil resaltar en esta conección que el valor y• = q - p coincide 
con el subsidio mínimo del estado para el cual la aseguradora está libre de 
pérdidas (en la media). Si la cmnpañfa recibe tal subsidio que es renurnerado 
a los socios en paralelo con los dividendos entonces el criterio ejecutado 

(5.22) 

no depende sobre la estrategia rr y el estado puede esperar que la firma estará 
ocupada en sus negocios asegurados. Si el subsidio es ligeramente grande el 
valor crítico q - p entonces la estrategia óptima cpº provee el máximo a la 
expresión (5.22) también proporciona el máximo para el tiempo esperado de 
vida de la compañía aseguradora hasta el colapso. 
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A 

Conclusión. 

A lo largo del presente trabajo sentamos los argumentos tanto elementales 
conl.o complejos en cuestiones de probabilidad, como los sustenta el Capítulo 
l; para dar paso a los resultados de los procesos estocásticos lo cual se dejo 
apreciar en el Capítulo 2. 

Con dichas herramientas nos introducimos a el modelo de control Marko
viano, estudiando el modelo sin restricciones y el modelo restringido, lo cual 
se manifesto en los Capítulos 3 y 4 respectivamente. 

Durante este recorrido logramos reconocer como esta conformado priinera
mente un modelo de Control en partícular el Markoviano; a través de ello 
resolvinl.os un ejemplo de "colas", con el cual fuimos de lo sencillo a lo com
plejo con el objetivo de fijar ideas. En este sentido logramos apreciar los re
sultados que se pueden obtener cuando se aplica un modelo no restringido y 
restringido, básicrunente los resultados econóntlcos de no tener una adecuada 
"administración" en una cola o fila pues aunque parece simple, el llegar a una 
formación o estar en ella implica para a.tnbos interesados pérdidas o ganan
cias y es que no se trata de encontrar una fila vacía sino de óptimizar de 
la mejor manera los recursos en tiempo y diil.ero. Al respecto el modelo de 
control proporcionó la mejor estrategía para equilibrar la óptimalidad para 
los interesados. 

Continuando en la ntlsma línea, llega.tnos al problema concreto de plantear 
un modelo de control a una compañía de seguros, el cual, el Capítulo 5 es 
el encargado de inostrar; apreciamos que los modelos matemáticos, para 
nuestro caso los de control, representan de manera objetiva la situación de 
un fenómeno. Empero, vimos que otro factores tienen lugar en la toma 
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de decisiones y por consiguiente un modelo matemático sf es aplicable. Es 
por ello que este capftulo deja de manifiesto que la compañfa aseguradora 
puede vivir tanto en función de los dividendos que esta proporcione a sus 
accionistas. A pesar de ello esto no se logra del todo cuando intervienen 
las instituciones de gobierno y no sólo eso sino también la libertad de los 
accionistas o funcionarios de las compañías, los cuales en lugar de tornar esto 
con10 una herramienta lo ven corno un desplazamiento a sus capacidades de 
tornar decisiones. 

Corno nos he1nos percatado en a1nbas situaciones se han proporcionado 
resultados orientadores de políticas gracias a el modelo de control, desafor
tunadan1e11te estas herranlientas escapan de su aplicación en países como el 
nuestro pues aquí impera más lo que digan los "jefes". Sin embargo el pre
sente trabajo demuestra la gran útilidad y apoyó que estos pueden mostrar 
haciendo una aplicación adecuada. Por lo que es trabajo de los profesionistas 
obtener y aplicar modelos que proporcionen estimaciones confiables para de 
esta forma incursionar y aplicar esta cultura matemática. 
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