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El modelo de control Markoviano aplicado a
un problema de colas y uno de seguros.



Prélogo

En todas las actividades que desempefia el hombre, ya sea en forma indi-
vidual o en grupo, posee la capacidad de tomar decisiones en beneficio de él
mismo o de la comunidad u organizacién a la que pertenezca. Sin embargo,
en ocasiones el rumbo no es el idéneo y por consiguiente puede perjudicar a
los intereses que se desean sostener o lograr.

Al respecto, el tomar la decisién més apegada a lo que se persigue esta
influenciada o se efectua ya sea aplicando el criterio de quien la toma, de
acuerdo a la jerarqufa o rango, intuicién o al contexto que impere en ese
momento.

Pero, ;Cudntos tomadores de decisiones de nuestro pafs basan sus ac-
ciones en modelos matemadticos que les permitan optimizar los objetivos ape-
gados al bien comin? A pesar de que los modelos existen y pueden simular de
una manera objetiva la realidad, estos son ignorados y no se consideran como
una herramienta clave. Pues esto depende en gran medida de la formacién y
albedrio de quien toma la decisién.

En contraste, en muchas compaiifas tanto privadas como piiblicas de al-
gunos pafses Orientales, Europeos y de Norte América estos modelos gozan de
gran anuencia; en tanto que, en pafses como el nuestro estas herramientas son
poco conocidas y por ende muy poco aplicadas; pues quienes estdn a cargo
de la toma de decisiones desconocen la forma de aplicarlos. Simplemente, a
varios funcionarios de una prestigiada empresa aseguradora se les cuestioné
sobre este conocimiento, declarando desconocerlo o que no es necesario esta
clase de herramientas en empresas mexicanas, pues la administracién es muy
distinta y se aplica lo que ”diga el jefe”.

Por lo antes expuesto, a lo largo del presente trabajo nos enfocaremos al
estudio en especifico, de entre todo el universo de modelos matemdticos al
Modelo de Control Markoviano.

En esta linea consideraremos dos variantes, abordaremos el Modelo de
Control Markoviano sin Restricciones y el Modelo de Control Markoviano
Restringido. Lo cual desembocar4 en la aplicacién para un modelo de seguros.

Para ello se ha dividido el trabajo por medio de cinco capitulos que nos
acercardn tanto a la Teorfa del Control Markoviano como al modelo de se-

guros.



De esta forma, el Capftulo 1 proporciona un preliminar de algunos re-
sultados de la teorfa de la probabilidad; iniciando con la definicién de ésta

para posteriormente dar el concepto de experimento aleatorio; destacaremos
la definicién de sigma-dlgebra.

Se dedica una seccién a la medibilidad, donde establecemos la definicién
de medida de probabilidad y destacamaos sus propiedades, se concluirs con el
espacio de probabilidades. En la seccién de variables aleatorias se establece la
funcién de distribucién y la funcién de densidad conjunta. Como herramienta
bdsica se tiene el concepto de probabilidad condicional e independencia, a su
vez destacaremos el valor esperado, la funcién generadora de momentos, la
funcién caracterfstica y la transformada de Laplace; y la esperanza condi-
cional. Mencionamos la distribucién exponencial resaltando la pérdida de la
memoria, asf como las funciones de tasa de riesgo.

Adicionalmente el capftulo contiene algunas distribuciones tfpicas como
son: la binomial, Bernoulli, geométrica, hipergeomeétrica, Poisson y la uni-
forme. :

El Capftulo 2, abordars lo relacionado con los procesos estocdsticos, el
capftulo inicia con la explicacién de la caminata aleatoria, con el objeto de
motivar el estudio de los procesos estocdsticos. Resulta de gran utilidad la
seccién dedicada a los problemas de la Ruina y la duracién esperada del
juego.

Posteriormente se presentan las cadenas de Markov, donde se estable-
cen las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, la clasificacién de estados, las
probabilidades limites; as{ como el concepto de tiempo de paro.

Habremos de concluir el capitulo con el estudio del proceso Poisson, en
cl cual definimos los principales resultados de esta teoria.

Entraremos en materia al conocer los principales argumentos de la teorfa
de los procesos de decisién de Markov, lo cual nos aproximara al Capftulo 3,
donde habremos de conocer la descripcién del modelo sin restricciones.

Asf mismo, aplicaremos los resultados de la existencia de soluciones,
ecuacién de Bellman y criterio de 6ptimalidad a el costo total y al costo
descontado.

Dedicamos el Capftulo 4 a los problemas de control 6ptimo con restric-
ciones, habremos de considerar la formulacién del problema restringido, se
consideran las herramientas para la solucién de este tipo de cuestiones, dga
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esta forma se presenta el método de los multiplicadores de Lagrange y los’
- resultados auxiliares que podremos aplicar en el capftulo 5. g

Es importante resaltar que a lo largo del desarrollo de los ca.pftulos 3 y 4 :
se propone a manera de ilustracion la solucién de un ejemplo de Colas; el cual -
nos apoyard para fijar ideas. Primero mostrando el problema sin restricciones
y posteriormente con restricciones.

El Capitulo 5 rmuestra la constuccién de un modelo de seguros propuesto
por Bruno de Finetti en el Congreso Internacional de Actuarios en 1957. En
el se aplica la teorfa desarrollada a lo largo de este trabajo, para encontrar
una polftica éptima que provea un maximo de dividendos con la restriccién
de que la compaifa dure al menos ”n” afios. De esta forma mostramos que
los modelos son un medio adecuado para bosquejar la realidad.

Pues bien iniciemos...
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Capitulo 1

Preliminares de probabilidad.

1.1 Probabilidad.

La teorfa de la probabilidad estudia los métodos de an4lisis en el tratamiento
de un fenémeno aleatorio. Es decir, estudia las propiedades de un fenémeno
donde interviene la aleatoriedad.

En este capftulo expondremos los conceptos bédsicos de la teorfa de la
probabilidad como son: o—dlgebra, espacios de medida y de probabilidad,
variable aleatoria, funcién de distribucién, de densidad, caracterfstica y gene-
radora de momentos, probabilidad condicional e independencia. Terminamos
el capitulo mencionando brevemente algunas variables aleatorias que usare-
mos en el texto: exponencial, Bernoulli, binomial, geomeétrica, hipergeo-
métrica, Poisson y uniforme. Algunas referencias para este capitulo son:

(1} (3] {6} (7] v (16].

Una nocién bésica en la teorfa de probabilidad es el concepto de experi-
mento aleatorio o fenémeno aleatorio, el cual es un suceso empirico en el
que no se sabe con exactitud el resultado que se obtendra. El nimero de
resultados puede ser finito o infinito dependiendo de la naturaleza del experi-
mento. El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento es
llamado el espacio muestral, y lo denotaremos por S.




: ~Deﬁn1016n 1 1 U—Algebra

' Sea .A una coleccxén de subconjunbos de S Decxmos que A es una. o— dlgebra
' Sl':_ : . :

: b) 81 Ee A, entonces E° € A. S
c) SiE, E; E;, ... €A, entonces U§’°1E e .A

Un suceso o evento E es un subcon_]unto de S ta.l que EE .A donde .A es
una o—dlgebra de S.

Sea S=TR consideremos la clase de mterva.los ablertos enR. Blao—dlgebra
generada por los intervalos abiertos en R." ‘Es ‘decllr, s{ denotamos por

entonces

a(g) B laa 3 gebra. de Borel.

A los elementos de B se les’ lla.ma. boreha.nos
- En el caso X finito A=P (X ) :

- Teorema 1.1 Sea F la clase de con]ur' tos. (—oo ]
Entonces B es igual a la a——dlgebm generadd

-00 <.z < oden R

Una o— dlgebra es generada por una fam1
entonces o — A(B) = NA. Donde la. mte
o—dlgebras que contiene a B. .

Definicién 1.2 Una o-—-élgebra product
"eilindro” (X;, Ai) . X = H X;

i=1

Ap x Ay x--- XAXX,,,.F

B= para Ay €A1,A2 E.Az



1.2 Medibilidad.

Definicién 1.3 Espacio medible. . § B
Una pareja ordenada (S, A) tal que S esun con_yunto y A esuna a'—dlgeb
de subconjuntos de S es llamada el espacio medible.

Definicién 1.4 Funcidn de conjunto.
Una funcién que mapea al conjunto de los reales extendidos RU{—oc0, oo} 5

cuyo dominio es una coleccién de conjuntos, es llamada una fu'nczén de co

Junto. .

Definicién 1.5 Medida. :
Sea (8, A)un espacio medible. Una medida es unae funcion X definide
sobre A tal que I

i) A(0) =0.
i) A(E) > 0 para cada E€ A.

iii) X es numerablemente aditiva, en el sentido de que si: {E,.} es una suceslén
de elementos de S tal que E;NE; =0 pa.ra. i ;é _7, entonces P 3

by (U E,.) Z by (E,,)
n=1 n=1 )
Definicién 1.6 Espacio de medida.

Una terna ordenada (S, A, ), donde (S, A) es un espaczo medzble
es una medida sobre A, es llamada un espacio de med.lda i

Definicién 1.7 Medida de probabilidad.
Sea (S, A, P) un espacio de medida entonces: la ﬁl.nczén
es una medida de probabilidad, si P(S) = 1.

Si E € A entonces a P (E) se le llama la probéblhq



Propzedades znmedzata.s de la medida de probabilidad. [1]
1) P((D) = 0 .
i) 0< P(E) < 1.
- iif) SiECF er_xtonces P(‘E) < P(F).
iv) Para cualesquiera E, F€ A, P(EU F) = P(E) + P(F) — P(EN F).
v) Sea E€ A entonces P (E)=1— P (E*°).

~vi) Si By, Eg, E;,..., E, € A tales que E ﬂEJ = (2) .para. t # j, entonces
P (Ul By = r—l P (E). ' -

vii) Desigualdad de Boole P(U,_lE Z v’~P(E,—), ‘para. cualesquiera
E; € A. : b RO

Definicién 1.8 FEspacio de probabzlzda.des

Un espacio de probabilidad es una terna (S .A P), donde S es el espa-
cio muestral, A es una o— édlgebra definida sobne S y P.es una fwnczdn de
probabilidad sobre A. :

Definicién 1.9 Fuvento ltmite.

S1 {En, > 1} es cua.lqmer sucesién crecxente o decremente de eventos
entonc&s decxmos que P es continua, si SRR

hm P(En)—P(hm E) .




1.3 Variables aleatorias.

En ocasiones, es posible o necesario cuantificar una caracterfstica especial del
fenémeno aleatorio a estudiar. Es entonces conveniente calcular la proba-
bilidad sobre el conjunto de eventos que satisfacen dicha propiedad a través
de una variable aleatoria.

Definicién 1.10 Funcidén medible.
Sea (S, A) un espacio medible. Se dice que una funcion X:5— R es
medible si

{fw/we A X(w) <c}=X"1(-o0,d€A VceR.

Definicién 1.11 Variable aleatoria.
Sea (X, A, \) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria X:S— R
es cualquier funcion medible.

Para conjuntos numerables cua.lqmer funcxén X:8— R es una variable
aleatoria. ‘

Teorema 1.2 Sea (S, A, P) un espaczo de probabzl’tdad y sea X:8— R. X
es medible si y sélo si X~ 1 (B) € A -para_cada con_']un.to de Borel, Be R, es
decir X' (B) € A.

La funcion de distribucion F de la. va.rxable a.lea.torxa X estd definida para
todo nitmero real z por

F(z)=P{X <z}.

Denotaremos a 1-F (z) por F°(z), y también F°(z) = P {X > z}.

Una variable aleatoria X es discreta si el nimero de valores que puede
tomar es contable (finito o infinito), y si éstos pueden arreglarse en una
secuencia que corresponde con los entero positivos. [1].

Sea X una variable aleatoria discreta. La funcién f definida sobre R por

f (@) =P{X =z}

es llamada la funcidn de densidad o la funcién de densidad de probabzlzdad
de X. :



Una va.rxa.ble a.leatorla X es llamada’ (absolutamente) contmua si existe
- una funcison f (x), llamada la ﬁmczdn de denszda.d ta.l que

F(z) = P{X<a:}—/f(t)dt

donde la integral es la integral de Riemann. :
Si X es una variable aleatoria continua en el intervalo (—oo, 00) su funcién

de densidad de probabilidad (F.D.P.) f(x) debe satisfacer las dos cond.lcxon&s

siguientes: "

1. / f(z)dz=1.

2. f(:z:)>0—oo<.'z:<oo

Si z es una variable aleatorxa dxscreta., su F D. P cumple con las mgment&s'
propiedades: . e : ;

donde los i son los-va.lor'

f(:z:,) > 0.

La ﬁmcxén de L,dlstnbumén de una va.na.ble a.leatona. cumple con las si-
guientes propxedad&s Sk :
1. ,,ILIEQF(:B) = 1._ :
2, lim F(z)=0.:" "

Ter — OO o
3. F(z) es no decreciente Vz € R. '
4. F(x) es contmua. por la derecha

5. Para cualesquiera a < b e R se tiene que P [a. <z < b] - F’ (b) F (a.

[7-




1.3.1 Funcidn de distribucién y funcién de densidad
conjunta.

Cuando lo que interesa en un fenémeno aleatorio no es una sino varias de las
caracteristicas y éstas se pueden cuantificar, entonces en lugar de una varia-
ble aleatoria, se considera un vector aleatorio y se calculan las probabili-
dades sobre este conjunto.

Las notaciones f (z1,Z2,-..,Zn) ¥ P (Z1,T2,...,2Z,) se utilizan para des-
cribir la F.D.P. conjunta de n variables aleatorias en los casos continuo y
discreto. Estas funciones deben satisfacer las condiciones siguientes:

caso continuo
f(zy,z2,...,2,) =2 0parea —oc0o<z; <00, 1 =1,2,...,n, y
“+-o0 +-00 +oo
/ d:z:l/ dzx,... dz,f(z1,Z2,...,Zn) = 1;
—o0 —co ) -—cc ) . .
caso discreto

P(ml:m2,',“) ’ Ny Y

La funcion de dzstrzbuczdn con]unta.
esta definida por

g’lzy dés‘ variables aleatorias Xy Y
: F(:z:, y) = P{X<:1:,Y<y}
Las funciones de dlStI’lbllClén de X yY
Fx(z)=P(X<=z) y F@=PF¥=<vy)-

pueden ser obtenidas de F(z, y) haciendo uso de las propiedades de con-
tinuidad. Especificamente, sea {y,}, n = 1, una sucesién creciente con-

vergente a oco. Entonces como los eventos {X < :z:, Y <yn},n = 1, son
crecientes y

n—oo
n—l

lim P{X <z, Y Sya} = PU{ <a:,Y<y,,} P{X<m} B




&sto se s:gue de la propiedad de contmuxdad ya. que

n—oo

“lim P{X<:z: Y<y,.}_rP{X<:z:}
" o, equlva.lentemente ) R
Fy (@) = Jim F (=, 3
similarmente Lo
L : Fy (y) - lim F (e, 9).
Las vanables aleatorlas X y Y se dicen (absolutament;e) contm'u,a.s con-

Juntamente si existe una funmén fz, v), lla.mada. la funcxég de densidad
(de probablhdad) conJunta, tal ‘que- :

P {X estd en A, Y estd en B} //f (:B,\ In) dyda:

para todos los conjuntos A y B. :
Similarmente la distribucién conJunta de una coleccién X1, Xoy.eeoy Xn
de variables aleatorias estd definida por

F($1, $21---,$n)=P{X1S$11 X2Sm2:-”3xnsxn} V(x17 z?)"'axn)GRn-

1.4 Probabilidad condicional e independencia.

La probabilidad condicional de que ocwra B, dado que haya ocurrido A, (que
se denota como P(B/A)), es P(B/A) = P(B N A)/P(A),si P(A) >0 [6]

Teorema 1.3 Bayes-Laplace [6]
Supongamos que se tienen k eventos Aj, Ag,..., A; tales que

1.— A1 UA2U

(estos eventos forman una.
ECS, o




Sea X, Xa2,..., Xn un conjunto de \"ra.rlablﬂ
cién de densidad condlcxona.l de X,, Xo,...,
se define como: : )

FX1 X0 X/ Xt 1 Ko ares X (T15 T2y -+ fEm/IEm+1,

—P [ﬁ (Kimm} ﬁ (X =x1}]  siP [ N {x :1:1}]>0
i=1 i=m-1 i=met1 R )

1.4.1 Nocién de independencia.

Cua.ndo en un fenémeno aleatorio, la ocurrencia (o no) de un evento A no v
influye en la ocurrencia {0 no) de un evento B, se dice que los eventos A y B :
son independientes entre sf.

Dos eventos A y B son independientes si y s6lo si P(Al"l B)
{6].

P(A)P(B). f‘

A y B son mutuamente excluyentes si y sélo si AN B—(b [6]

A, B y C son independientes, si y sélo si b

1. P(AN B) = P(A)YP(B),

2. P(ANC) = P(A)P(C),

3. P(BNC) = P(B)P(C),

4. P(ANBNC) = P(AYP(B)P(C) [6).

En general, sea C una coleccién de eventos. Los eventos en C se dice que
son independientes si la probabilidad de la interseccién de cualquier miimero
finito de ellos es igual al producto de sus probabilidades.

Sea X;, Xo, ..., X,, un conjunto de variables aleatorias. Se dice que estas
variables aleatorias son independientes, si para todas las posibles secciones
de pares de numeros reales (a1, b1), (az, b2),-.., (@n, ba), con a; < b; Vi,
los sucesos [a) < X) < by], [a2 < X2 < b9, ..., [an £ X, < b,] son indepen-
dientes.

Las variables aleatorias X y Y son independientes si y sélo si

F(z, y) = Fx (z) - Fy (y) para todazy y.

Similarmente, las n vanabl@ aleatorias son independientes si y sélo s1 R
Fx; (131) Fx; (%2) - - Fxo (:z:,,) Vo

F(?11:m27 : .
‘ 5 a:,,) f 7é i;es la dlstnbumén ma.rgma.l :

donde Fx; (z:)
de _2,;,'. e ‘ .




1.5 Valor esperado.

- A'menudo es deseable resumir las caracterfsticas de una distribucién de
babilidad por medidas que tengan sentido, de las cuales puedan sacarse
clusiones generales sobre la variable aleatoria. Estas medidas usualmente
especifican como el valor esperado de c1ert;as funcxones de la. variabl
ria.

La esperanza o media de una va.nable a,leatorxa X denotada por- E(X)
esta definida por 0 ; ) S

EX] = [

Esta ecuacién es a veces conocida como la. ley.del estadfstico inconsciente

(desde que los estadisticos habfan sido acusados de usar la cantidad (1.2) sin
percatarse que esto no es una definicién) [16].
La varianza de una variable aleatoria X estd definida por

VarX = E[(X — E[X])?] = E(X?) — B*(X).
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“no correlacionadas si su covarianza, definida por

La distribucién conjunté. de dos variables aleatorias . _,.'d‘icénAserff

Cov(X,Y) = B[(X — EX)(Y — EY)] = E[XY] - E(X)E(Y)

es cero. Se deduce que variables aleatorias independlent%, son no co—f,'.
rrelacionadas. Sin embargo, lo contrario no necesita ser verdadero, excepto -
para las variables con distribucién normal. -
Una propiedad importante de esperanzas es que la esperanza de la suxna. ‘
de variables aleatorias es igual a la suma de las esperanzas -

E [in] ~S EX].
i=1 i=1
La correspondiente propiedad para la varianza es tal
Var [Z x,} = S Var (X0 +23 Con (X, Xy).
i=1 i=1 i<j
1.6 Funcién generadora de momentos y ca-
racteristica.

La funcién generadora de momentos de X esta definida por
P (t) = E [e%].

Todos los momentos de X pueden ser obtenidos sucesivamente por dife-
renciacién de 9 y evaluandoent = 0, (sxempre y cuando las derivadas existan
en una vecindad del cero) Es decu', L

@ = Blxe,
Y @) = B[X%*],

: i/)’f (t)’ ,.;E;[X“.e‘*] ,

eva.lua.ndo en t




Cuando existe una funcién generadora de momentos, bajo en condiciones '
muy generales, ella sola determina la distribucién. Esto es muy importante
porque nos permite caracterizar la distribucién de proba.blhdad de una varia~
ble aleatoria por su funcién generadora. : )

Puesto que la funcién generadora de momentos de una va.rlable aleatoria
X no necesariamente existe, es teSricamente conveniente definir la funcidn
caractertstica de X por

¢ (t) = B [e*X], —0 <t < oo,

donde 7 = /1.
Se puede demostrar que ¢ siempre existe y, que ésta determina la distribucién
de X bajo condiciones no restrictivas [16].

Similarmente, podemos definir también la generadora de momentos con-
junta de las variables aleatorias X3, X»,..., X, por

¥ (t, ...,t,,)=E|: {;t’ H

y la funcién caracterfstica conjunta por

& (t1, ...,t,.)=E[ {Zt_, }]

1.7 Esperanza condicional.

Si X y Y son variables aleatorias discretas, la funcién de densidad de pro— :
babilidad de X, dado Y=y, est4 definida, para toda y tal que P{Y = y}>0,
por :
P{X==z, Y=y}
P{Y =y} : i
Si X y Y tienen una funcién de densidad de probabxhdad conjunta f (:z y),

la funcién de densidad de probabilidad condicional de X, dado Y = y, &sta
definida para toda y tal que fy(y) =0 por :

FX/Y)=P{X =z/Y =y} =

- = y)
FEN =5
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Sean X y Y variables aleatorias con funcién de densidad fx(z)'y' fy(y),' ;
respectivamente. Si la funcién de densidad condicional de X dado Y '=y~

(donde fy(y) #0) estd dada por f(z/Y = y) entonces X y Y son var b esf“.
aleatorias independientes si y sélo si fx(x) = f(z/Y = y) [7] o

La funcién de distribucion condicional de X dado YV = y esta. deﬁmda
por o

Fz/y) =P{X <z/Y =y} = /f(x/y)dzj,

E[X/Y =y] = ZzP{X—x/Y y},v

‘caso dJscreto

Si X y Y tienen una funcién de densidad de proba.blhda.d con_]unta. f (:1: u),
la funcién de densidad de probabilidad condicional: de X ‘dado Y = = Y, estd, )
definida para toda y tal que fy(y) > O por : E

fla g =1L f(xzy’;)

Por consiguiente todas las definiciones son exacta.mente ‘como en el caso -

incondicional excepto que todas las proba.blhdades son ahora condamonal& :
sobre el evento que Y = y. . :

Denotemos por E[X/Y] a la funcién de la variable: aleatorxa Y cuyo va.lor ‘
Y =y es B[X/Y = y]. Una propiedad extremadamente ttil de la’ &spera.nza.
condicional es que para todas las va.nabl% a.leatonas X yY: se cumple qu )

E[X] = E[E[XY]] —/E[X

cuando la espera.nza.‘exxvsﬂ

,_‘161 .' :




Mientras que si’ Y es con mua‘,
(1.3) dxce

BIX]= / BIXAY =4 f ) d.

La ecuacién (1.3) muestra que E[X] es un peso promedio del valor espe-
rado condicional de X dado que Y = y, cada uno de los términos E[X/Y = y]
inicia con un peso por la probabilidad del evento sobre el cual esta condi-
cionado.

1.8 La distribucién exponencial, pérdida de
la memoria, y funciones de tasa de riesgo.

Se dice que una variable aleatoria continua X tiene una distribucién expo-
nencial con pardmetro A, A>0, si la funcién de densidad de probabilidad est4

dada por
fla) = )\e ,siz>0
, siz <0’
O, equxvalentemente, 51 su d1$tr1bu016n es

F @)= /f(y)dy—{ 1—e- | ,§izzo,

51:1:<0 )

Genexa.lmente esta dlstrlbucxén es muy usada en Teorfa. de Colas L
La funcién generadora de momentos de la d1$tnbucu5 exponencxal est@
dada por - :

. oo
B [e‘x] =/ e*de *dz = _——).it
o T
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;Todos los momentos de z pueden se

bten}i'do‘s; por diféyténéi'é.c':ibni 'd’é“-‘.
(1.4}, sé’tiene que

E[X] = 1/)\

La utilidad de la variable a.leatorla exponencxa.l denva del hecho que ella
posee, la propiedad de pérdida de la memoria (sin memona, o ca.rente de[
memoria), que significa )

P{X >t+s /X >t}=P{X > s}, paras, t=>0. (15)

Si pensamos a X como la vida de algiin instrumento, entonces (1.5) es la’
probabilidad de que la vida del instrumento dure por lo menos s + ¢ horas,
dado que ha sobrevivido t horas; esto es, como la probabilidad inicial de que;
al menos viva s horas. En otras palabras, si el instrumento estd vivo en el:
tiempo t, entonces la distribucién de su vida restante es la distribucién de su
vida original. La condicién (1.5) es equivalente a

F(s+t)=F(s)F ().

Esto se satisface cuando F es la exponencial, y vemos que tales variables
aleatorias son desmemoriadas.

Como dato adicional, existe una relacién importante entre la distribucién -
de Poisson (a la cual se le dedica un capftulo) y la distribucién exponen-
cial. Si la distribucién de Poisson describe el miimero de fracasos por unidad -
de tiempo entre dos fracasos sucesivos entonces la distribucién exponencial
puede obtenerse de la distribucién de Poisson [16].

1.9 Algunas distribuciones tipicas.

1.9.1 Variables aleatorias binomal y Bernoulli.

Definicién 1.12 Una prueba de Bernoulli es un experimento que tiene so-
lamente dos resultados posibles, a los cuales con frecuencia se les llama éxito
y fracaso.

En general, se denotard por S = {e, f} al espacio muestral para una
prueba de Bernoulli. Por ejemplo: si se lanza al aire una sola moneda (sol
o dguila), el vuelo de un proyectil (si s6lamente se dice que es un éxito o
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no), etcétera. Se puede considerar como prueba de .B
mecanismo de azar cuyos resultados se puedan agrupar en d
Una notacién que se emplea con frecuencia es

P({eh)=p

P{fH)=q=1-p,
desde luego, la cantidad p puede tomar cualquier valor en el intervalode O a 1
inclusive, para varios tipos de pruebas de Bernoulli. Si se supone que se tiene
un experimento formado por la repeticién de n pruebas independientes de
Bernoulli, entonces el espacio muestral para este experimento es el producto
Cartesiano de los espacios muestrales de las pruebas individuales, expresado
como S =51 xS %x---xS,,enqueS;i={e, f},i=12,...,nyPi({e})=p
para toda i. Esta es la variable aleatoria binomial y se define como sigue.
Definicién 1.13 Sea X el nimero total de éxitos en las n pruebas indepen-
dientes y repetidas de Bernoulli con probabilidad p de éxito en una prueba
dada. A X se le llama variable aleatoria binomial con pardmetros n y p.

El rango de la variable aleatoria X lo constituyen los enteros 0, 1, 2, ..
n; por tanto, X es una variable aleatoria discreta.

Teorema 1.4 Si X es una binomial con pardmetros n y p, entonces
{ &) pq™ ", £=0,1,2,...,n,
o, en los demds casos.
px (k) es una funcién de probabilidad ya que
px (k) =0, para toda k.
La suma de px (k) en el rango de X es

pr (k) Z @ P *

k=0
= (p+ao
= (p+1— p)
Asf observamos que la variable a.leatona de Bemoulh es un caso especial
de la binomial cuando n = 1. La funcién generadora de momentos es
Px (&) =q+e'p,
y tiene px = p, 0% = pq [6].

px () =
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1.9.2 Variables aleatorias geomeétrica e hipergeométrica.ﬁ

Definicién 1.14 Se realizan pruebas sucesivas de Bernoulli, independientes
hasta obtener un érito. La probabilidad de éxito en cada prueba es p, con
0<p<1. Seal el numero de pruebas necesarias (para obtener el primer -
érito). AY se le denomina la variable aleatoria geométrica con pardmetro
p. o

El rango de Y es el conjunto de enteros positivos, ya que el mimero de
pruebas necesarias puede ser igual a cualquiera de esos valores. Consecuente— :
mente, Y también es una variable aleatoria discreta. : : -

Teorema 1.5 Si Y es una variable aleatoria geométrica con pardmet'ro p,

entonces
{ q pv k - 1 21 3) -

py (k) = 0, para los demds casos.

A continuacién mencionaremos la funcién generadora de momentos de -
una variable aleatoria geométrica y las primeras dos derivadas de ésta. asf.
como su media y varianza: .

_ Pt
Py (t) - 1 — qt’
t
PP () = pe
O =T
(2) (t) — pe (1 + qet)
(1—qt)®
Medla de la variable aleatona geométrlca,-
=L
LS
Y la varianza esta dada por:
q
0'?, = ;—2'.

En seguida se estudiard la distribucién hipergeomeétrica. Esta variable
aleatoria obtiene su nombre del hecho de que su funcién de probabilidad toma
valores en una serie hipergeométrica. La variable aleatoria hipergeomeétrica
es semejante a una variable aleatoria binomial, pero con variables Bernoulli
que no son independientes.
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Definicién 1.15 En una poblacién de M ratas, de las cuales W son blancas.
Definir Z como el nimero de ratas blancas que salen en una muestra de n
ratas tomadas sin reemplazo y al azar de la poblacion. A Z se le denomina
la variable aleatoria hipergeomeétrica.

Ya que el nimero de ratas blancas sacadas sélo toma valores enteros,
Z es otro ejemplo de una variable aleatoria discreta. Si el muestreo de la
poblacién se hubiera hecho con reemplazo en vez de sin reemplazo, Z serfa
una variable aleatoria binomial con_pardmetros n y p = W/M; ésta es la
similitud entre las variables aleatorias binomial e hipergeométrica senalada
arriba. En seguida se proporciona la funcién de probabilidad para Z.

Teorema 1.6 Si Z es la variable aleatoria dada en la definicion 1.15, en-

tonces WA MW
pz(k)=M—(ﬂ—, =0,1,2,...,n,

@n

_en que se usa la convencion (3) = 0 para a > b [6].

1.9.3 La variable aleatoria de Poisson.

Llamada asf en honor de Siméon Denis Poisson probabilista francés del siglo
XIX, quien fue el primero en describirla, es otra distribucién discreta de
probabilidad muy 1til en la que la variable aleatoria representa el niimero de
eventos independientes por unidad que ocurren a una tasa constante. Muchos
eventos aleatorios ocurren de manera independiente con una velocidad cons-
tante en el tiempo o en el espacio. Algunos ejemplos tipicos son el ndimero de
personas que llegan a una tienda de autoservicio en un tiempo determinado,
el nimero de defectos en piezas similares para el material, el nimero de
bacterias en un cultivo, el ntimero de solicitudes de seguro procesadas por una
compariifa en un periodo especifico, etc. De hecho, la distribucién de Poisson
es el principal modelo de probabilidad empleado para analizar problemas de
lineas de espera. Ademads, ofrece una aproximacioén excelente a la funcién de
probabilidad binomial cuando p es pequeiio y n grande.
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Definicién 1.16 Sea X una variable aleatoria que nepresenta
euentos aleatorios mdependzentes que ocurren a una rapidez const

lugar,

Por tanto px (k:) sat!sface los requerimientos de una funcuSn de probab
lidad. Z

1.9.4 Variable aleatoria uniforme.

La variable aleatoria continua ma4s sencilla p051ble se'lla.ma variable aleatori
uniforme, misma que se define como sigue.

Definicién 1.17 X es una variable aleatoria uﬁifquen el intervalo (a, b)
si : ey

1. El rango de X es el intervalo (a,d) .
2. fx (z) es constante para x € Rx.
(Se dice que X ests distribuida umformemente en (a; b))

Teorema 1.7 Si X estd distribuida un;fonnemente en (a,b), entornces,

fx(m)={ 6”%“'_

S a<z<b
--en los.demds casos.
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La variable aleatoria uniforme deriva su nombre de que su funcién de den-
sidad es uniforme (constante) en el intervalo (a, b) en el sentido de que conjun-
tos contenidos en (a, b) con la misma longitud tienen la misma probabilidad
La funcién de distribucién para una variable aleatoria uniforme es

t
Fx(t) = / fx () dz
0, t<a
= tze a<t<b
b—fa

por lo que Fx crece en forma line
Suponga que X ests distribui

de manera que
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Capitulo 2

Procesos estocasticos.

Por proceso estocdstico se entiende una familia de variables aleatorias {X.},
donde t es un punto en un espacio T, llamado espacio parametral, y donde
para cada ¢ € T, X, es un punto en un espacio de probabilidad S, llamado
espacio de estados. Es decir, los valores que puede tomar X; son llamados
sus estados y los cambios en el valor de X; reciben el nombre de transiciones
entre sus estados.

Se puede imaginar la familia {X,} como la trayectoria de una partfcula
que se mueve "al azar” en el espacio S, siendo X; su posicién en el instante
t. Un registro de estas trayectorias se conoce como realizacién del proceso.

Las leyes del proceso aleatorio {X:}, t € T, se determinan por las dis-
tribuciones conjuntas de probabilidad de sus valores {X,,}, ...{X..} para los
distintos t1, %2, ..., t, (ellas se llaman distribuciones de dimensién finita del
proceso estocdstico dado).

En este capitulo expondremos los conceptos bédsicos de los procesos es-
tocdsticos. Comenzamos por el ejemplo de la caminata aleatoria y el de la
ruina del jugador. Después abordamos las cadenas de Markov y mencionamos
las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, la clasificacién de los estados de la
cadena, las probabilidades limites y el concepto de tiempo de paro. Termi-
namos con un resumen del proceso Poisson. Algunas referencias para este
capftulo son: (3] y [17}-
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2.1 Caminata aleatoria.

2.1.1 Primer paso.

Una fuente muy importante de la teorfa de los procesos estocésticos es la
caminata aleatoria simple. Ya un rico inesperado y elegante fenémeno, la
caminata aleatoria también gufa inexorablemente al desarrollo del movimiento
Browniano, la teorfa de la difusién y a innumerables aplicaciones importantes
en finanzas, economia, y ciencias fisicas, entre otras.

La caminata aleatoria simple provee un modelo para la acumulacién de
la riqueza de una persona, quien hace lanzar una moneda y apuesta una
cantidad fija en cada volado. Sea {X;:1 < i € oo} la sucesién de variables
aleatorias independientes que tiene distribucién de probabilidad dada por

P(X,-=1)=P(X,-=—1)=%.

En lo que sigue, sea Sy un entero arbitario fijo y que representa la riqueza

con la que inicia el jugador, y para 1 < n < oo, sea S, la suma de Sy mis la
suma parcial de las X; :

Sn=5+X1i+ X4+ -+ X,.

Donde S, — Sp son las ganancias netas después de n apuestas justas de un
peso cada una, as{ nos preguntamos jcudl serd la probabilidad de que el
jugador gane A pesos antes de perder B pesos? ponemos esta pregunta en
una notacién util. Consideremos favorable el primer tiempo 7 en el cual la
suma parcial de S,, alcanza el nivel A o el nivel —B :

T=min{n>0:85,=A0S5,=—B}.

En el tiempo aleatorio T, tenemos S, = A o S; = — B, asi nuestro problema
basico es determinar P (S, = A | Sp = 0) . Aquf, por supuesto, permitiremos
a la riqueza del jugador idealizado llegar a ser negativa.

Andlisis del primer paso.

La solucién de este problema puede ser obtenido de varias maneras, pero
quizés el método mds general es el andlisis del primer paso.

Para nuestro problema inmediato, el andlisis del primer paso sugiere que
consideremos la situacién del jugador después del primer juego. Vemos que
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la rxqueza. crece o decrece en un peso. Consuieremos la’ relacxén de recursnSn
. da.da por la funcién ‘ :

f(k) =P (S, = A|So=k), donde —B<k:<A

En esta notacién, f (0) es precisamente la probabilidad deseada de ga.nar A
pesos antes de perder B pesos.
Como consecuencia del primer paso, encontramos la recurslén d&eada.

por f(k), SRR
f(k):lf(k 1) + f(k+1) pa.ra—B<k:<A ey
Yy esta recursién serd determinada tdnicamente por f cua.ndo se contempla.n

las restricciones
fF(A) =1y f(-B)=o.

La solucién no es de sorprendernos. Por ejemsslo, si d&sxgnamos f ( B 4= 1)
o y substituimos los valores de f(—B) y f(—B + 1) en la ecuacién (2. 1),
encontramos que f (—B +2) = 2a. Si entonces substituimos los valores de
fF(—B +1)y f(—B + 2) en la ecuaci6n (2.1) tenemos f (— B+3) ’ ’3a, por
que f(—B + k) = ka para toda 0 < k < A+ B.
Finalmente, determinamos que @ = 1/ (A + B) de la condxcxén f (A) =1
y del hecho que para k = A - B nuestra férmula para f requiere f (A) =
(A + B) . Con lo cual, llegamos a la férmula:

B

A+ B’

La caminata aleatoria simple se puede describir como sigue. Una particula
se mueve a lo largo de una linea por pasos aleatorios; cada paso es de una
unidad esta puede ir a la derecha 6 a la izquierda con probabilidades p y
q=1-p respectivamente donde O<p<l. Supongamos que cada paso toma
una unidad de tiempo asf que el n-ésimo paso se ha producido instantédnea-
mente en el tiempo n; ademds supongamos que las posibles posiciones de
la particula son el conjunto de todos los enteros sobre el eje coordenado.
Este conjunto es frecuentemente referido como los ”enteros enrejados” so-
bre RU(-00,00) y serd denotado por I. Asf la partfcula efectda una cami-
nata sobre la reja, atrds y adelante, y continua al infinito. Si marcamos su
posicién X,, como una funcién de tiempo n, su camino es una linea zigzag
(una de las cuales se puede apreciar en la figura 2.1} .

P (S, alcanzar A antes de — B | S, =0) = (2.2)
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Figura 2.1:

En un lenguaje miés coloquial imaginemos a la partfcula como a un
vagabundo o un borracho y la linea como una calle infinita dividida en
cuadras. En cada unidad de tiempo digamos 5 minutos, el camina una cuadra
desde la esquina de una calle a otra esquina, en cada esquina el puede escoger
ir adelante 6 regresar con probabilidades p 6 g. Entonces est4 tomando un
camino aleatorio y su camino puede ser trazado en la calle con una parte de
doblando y redoblando.

2.2 Problema de la ruina del jugador.

Consideremos al jugador que gana o pierde un peso con probabilidades res-
pectivas p y q. Sea su capital inicial z y sea a— z el capital inicial del jugador
contrario, de manera que el capital combinado serd a. El juego contimia hasta
que el capital del jugador se reduce a cero o se incrementa hasta a, es decir,
hasta que uno de los jugadores quede arruinado. Estamos interesados en la
probabilidad de la ruina del jugador y en la distribucién de probabilidades
de la duracién del juego. Este es el problema cldsico de la ruina.

Tomemos en cuenta una partfcula que parte de la posicién inicial z y a
intervalos de tiempo regulares, se mueve un paso unitario en direccién posi-
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tiva o negativa, segin sea el ensayo correspondiente un éxito 6 un fracaso. La
posicién de la particula después de n pasos representa el capital del jugador
al terminar el n — ésimo ensayo. Los ensayos terminan cuando la particula
alcanza por primera vez 0 o a, lo cual se puede describir si decimos que la
partfcula realiza una caminata aleatoria con barreras absorbentes en 0 y a.
Esta caminata aleatoria se restringe a las posiciones posibles 1, 2, ...,a — 1.

Sea q, la probabilidad de que al final! el jugador se arruine si actualmente
cuenta con una riqueza de z pesos, y sea p, la probabilidad de que gane el
juego. En la terminologfa de las caminatas aleatorias, q. y p. son las proba-
bilidades respectivas de que una partfcula que comienza en z sea absorbida
en 0 o a. Demostraremos que p; 4 q: =1.

Después del primer ensayo, la fortuna del jugadores z— 102+ 1y, por
lo tanto, debemos tener

qz = PGz41 +4gQz—1 (2-3)

a condicién de que 1 < z < a — 1. Si z = 1, el primer ensayo puede conducir -
a la ruina, y (2.3) se reemplaza por ¢; = pg2 + ¢. De manera parecida, para
z = a — 1, el primer ensayo puede conducn' a la victoria, y, por lo ta.nto,-‘
Qa—1 = G4da—2 Para unificar estas ecuaciones, definimos

©=1, a=o0. e

Con esta convencién, la probabilidad g., de ruina, satisface (2 3) en z -—1 2 o
@ — 1.

Los sistemas de la forma (2.3) se conocen como ecuaciones de d.lferencxas,
y (2.4) representa las condiciones de frontera sobre g,. Ahora obtendremos .
una expresién explicita de q.. ;

Supongamos en primer lugar que p # g. Se puede comproba.r fé,cxlmente
que las ecuaciones de diferencias de (2.3) admiten las dos soluciones particu-- .

z

lares q. =1y q. = (;1,) . Resulta que, para constantes arbitrarias A y B, la
sucesiéon

¢=A+B (%), ' (2.5)

representa una solucién formal de (2.3). Las condiciones de frontera (2.4) se
cumplen si, y s6lo si, A y B satisfacen las dos ecuaciones lineales A+ B = 1

1En un sentido estricto, la probabilidad de ruina estd definida en un espacio muestral
de juegos que se prologan infinitamente, pero podemos trabajar con el espacio muestral de
n ensayos. La probabilidad de ruina en menos de n ensayos se incrementa con n y tiene,
un lfmite. Llamaremos a este lfmite ”probabilidad de ruina”
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y A+ B (g/p)® = 0. De este modo, .

0 = a/p)" — (a/p)*
T (e/p) -1

es solucién formal de la ecuacién de diferencia (2.3) que cumple con las
condiciones de frontera (2.4). Para demostrar que (2.6) es la probabilidad
de ruina, sélo nos falta verificar que la solucién es tinica, es decir que todas
las soluciones de (2.3) son de la forma (2.5). Ahora bien, dada una solucién
arbitaria de (2.3), las dos constantes A y B pueden elegirse de manera que
(2.5) coincida con ellaen z = 0 y en z = 1. Con estos dos valores se obtienen
todos los dems4s al substituir sucesivamente en (2.3) z =1, 2, 3,.... Por lo
tanto, dos soluciones que coinciden en z = 0 y z = 1, son idénticas y, de este
modo, cualquier solucién tendra la forma (2.5).

Es asf como hemos demostrado que la probablidad requerida de la rui-
na del jugador estd dada por (2.6), si p % q. La probabilidad p, de que el
jugador gane el juego es igual a la probabilidad de ruina del jugador con-
trario y, por consiguiente, se obtiene con las mismas férmulas al reemplazar
respectivamente, p, gy z porq, pya—z. Se ve p. +¢q. = 1 [3].

A continuacién, investigaremos el efecto de los cambios de apuesta. La
probabilidad correspondiente de ruina g} se obtiene de (2.6), si se reemplaza
z por 2z y a por 2a:

. _ (a/p)* —(a/p)” _  (a/P)" —(a/p)
: (a/p)* —1 o (e/p)+1

Para ¢ > p, la dltima fraccién es mayor que la unidad y g7 > ¢.. Enuncia-
remos esta conclusién de otra manera: si se duplican las apuestas, mientras
que los capitales iniciales no se alteran, la probabilidad de ruina decrece para
el jugador cuya probabilidad de éxito es p < 1/2, y se incrementa para el
adversario.

El caso limite en que a = oo corresponde a un juego contra un adversario
infinitamente rico. Si tomamos a — oo en (2.6), obtenemos

(2.6)

(2.7)

1 sip<gq
z = z . 2.8
¢ { (a/p)" sip>gq. (2.8)

Interpretamos a g, como la probabilidad de ruina a largo plazo de un jugador
con capital inicial z, que juega contra un adversario infinitamente rico. En la
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terminologia de caminatas al azar, g. es la probabilidad de que una partfcula
que parte de z > 0 alcance alguna vez el origen. Es mis natural expresar este
resultado de la siguiente manera: En una caminata al azar que empieza en
el origen, la probabilidad de alcanzar alguna vez la posicién z > 0, es igual
auno si p > g, y es igual a (p/q)* cuando p < q.

2.3 La duracién esperada del juego.

Siguiendo con el problema anterior consideremos por dado el hecho de que .
la duracién del juego tiene la esperanza finita D,.

Si el primer ensayo resulta en éxito, el juego contimia como si la posicién
inicial hubiese sido z + 1. Por consiguiente, la esperanza condicional de la
duracién, si suponemos que hay éxito en el primer ensayo, es D,;; 4+ 1. Este
argumento nos demuesta que la duracién esperada D, satisface la ecuacién
de diferencia

D,=pD.y;+qD,1+1, 0<z<a (2.9)

con las condiciones de frontera
Dy =0, D, =0. (2.10)

La aparicién del término 1 hace que la ecuacién de diferencia (2.9) sea
no homogénea. Si p 5 q, entonces Dz = z/ (¢ — p) es una solucién formal
de (2.9). La diferencia, A;, de dos soluciones cualesquiera de (2.9), satisface
las ecuaciones homogéneas A, = pA.4, + gA._;, y ya sabemos que todas
las soluciones de esta ecuacién son de la forma A + B (g/p)”. Resulta que,
cuando p # g, todas las soluciones son de la forma

D,=—2_ +A+B<2> . (2-11) -
9—p P v _

Las condiciones de frontera (2.10) requieren que.

A+B=0, - A+B(t1/p)“ ";‘,’V/"(qfi’)f'

Al resolver para A 3 y B encontramos 'uev

(2.12)




cono se indicé al final de la seccién anterior, podemos pasar al limite a — oo
y considerar el juego contra un adversario infinitamente rico. Cuando p > g el
juego puede continuar indefinidamente y, en este caso, la duracién esperada es
infinita. Cuando p < q , obtenemos que la duracién esperada es z (¢ — p)~*

2.4 Cadenas de Markov.

Sea un proceso estocdstico {X,,n = 0,1,2,...} que toma valores sobre un

conjunto numerable. A menos que se mencione lo contrario, este conjunto -

de posibles valores del proceso se denotard por el conjunto de enteros no
negativos {0, 1,2, ...}. Si X,, = i, entonces el proceso se dice estar en el estado |
i al tiempo n. Cuando el proceso esté en el estado 2, hay una proba.bilidad
fija P;; de que el proceso pasar4 al estado j. Es decir

P{Xn+1 == ]/Xn =1, Xp_1 =1in_1y.--.y X1 =1%, Xo= 1,0} = Ijij (2.13) :

=P{Xp41 =5/ Xn=1}

(2.14)
Para todos los estados <g,21, .+, %n-1,%,7 ¥y toda n = 0.

Tal proceso estocéstico es conocido como una cadena de Markov. La ecuacién
(2.13) puede ser interpretada como la probabilidad condicional de un estado
futuro X, 1, dado los estados pasados Xg, X1, ..., Xn-1 ¥ €l estado presente
Xn, sea independiente de los estados pasados y s6lo dependa del estado pre-
sente. A esta propiedad se le conoce como propiedad de Markov.

Por otra parte, si las probabilidades en (2.14) no dependen de n se dice
que la Cadena de Markov es homogénea en el tiempo o estacionaria, en cuyo
caso, a las probabilidades definidas por

Py := P{Xn41 =3/Xn =1},

se les llama probabilidades de transicion en un paso.

De aquf al final de est:é cdp(tulo consideraremos cadenas de Markov esta-
cionarias y denota.remos por {P;;} a sus probabilidades de transicién.

El valor R, representa. la proba.bmda.d que el proceso pueda, cuando se
~encuentra en el %tado i, continuar al estado j. Dado que las probabilidades .
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L tenemos qQue

’ Json no negatlvas y dado el proc&so debe hacer una transxcxén en algun estado,

Sea P la matriz del prlmer—pas : il dades de trahsiéién_ Py asf
tenemos : ST S

2.4.1 Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. ‘
Ahora definiremos, las probabilidades de transicién en n-pasos, Pl esla pro-
babilidad que un proceso del estado 7 pasar4 al estado 7 d%pu&e de n tran—
siciones adicionales. Esto es :
P ={Xnsm=3/Xm=1i}  n20,4,3720
también definimos .

o. Jilsii=7j_-
P"'_{ 051z5£3

14) y la hxpétems de estacxonanedad Lo

Usando la Propledad de Ma.rkovr"
tenemos

P“"'"‘ ZP Pk_., ' paratodan, m > 0y toda %, j. : (2.15)
k=0 . S

A esta expresidn se le conoce como las Ecuacidnes de Chapman-Kolmaogorov,
y parte de su importancia reside en que nos permite calcular de forma recur-
siva a las probabilidades de transicién en n — pasos partiendo de las proba-
bilidades de transicién en un paso.
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Las' ecuaciones son.establecidas observando que

N
Pyt =

‘Sea P(") la. ma.tnz de las probabxhdad&s de trans1c16n de n — pasos Pg,

: entoncm la ecuacién (2: 15) a.ﬁrma que

p(ﬂ+m) = pm) | p(m)
donde el punto representa la multiplicacién matricial.

Hasta ahora, todas las probabilidades que hemos considerado son proba-
bilidades condicionales. Por ejemplo Fj} es la probablhdad que el estado al
tiempo n es j dado que el estado iIuCla.l al tiempo O es 7. Si la distribucién
incondicional del estado al tiempo n es requerida, es necesario especificar la
distribucién de probabilidad del estado inicial. Denotaremos esto por

oo
a; = P {Xo =1} parai € E, ademis Zai‘:l'
i=0

Todas las probabilidades mcondmlona.l&s pueden ser calculadas bajo la
condicién del estado inicial.

Esto es,

P{X,=j} = ZP{X —J/xo—z}P{xo i}

1—0 -

';=Z J’a’

o i=0 i
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2.4.2 Clasificacién de estados.

El estado j se dice ser accesible para el estado ¢ sf P}}>0 para alguna n >0.
Notemos que esto implica que el estado j es acc&mble desde el estado % si y
s6lo si, estando en 7, es posible que el proceso entre al estado j. Si j es no- ..
accesible desde i, entonces tenemos que

P {entre alguna vez a j ~inicia eni} = {U {X, = J}/Xo = z}
n=0
< S P, =i/ % —z}
n—O
- S r-
n=0

" Si dos-estados 7 y j son accesibles mutuamente se dice que son comuni-
cantes (Q que se comunican), y escribimos 7 < j.
Cualquier estado, es comunicante consigo mismo, por definicién

={Xo=1i,/Xo=1} = 1.

La relacién de comunicacién satisface las siguientes tres propiedades:

(i) El estado 7 se comunica con el estado z, Vi >0.

(ii) Si el estado 7 se comunica con el estado j, entonces el estado j se
comunica con el estado 7.

(iif) Si el estado # se comunica con el estado j, y el estado j se comunica
con el estado k, entonces el estado i se comunica con el estado &k [17].

Dos estados que se comunican se dicen estar en la misma clase.

Cualesquiera 2 clases son idénticas o ajenas. En otras palabras, el con-
cepto de comunicacién divide el espacio de estados en clases separadas. La
cadena de Markov se dice que es irreducible si hay s6lo una clase, esto es, si
todos los estados se comunican con cada uno de los otros estados.

Para algin estado i denotamos a f; como la probabilidad, iniciada en el
estado %, de que el proceso siempre regresard al estado i. El estado ¢ se dice
ser recurrente si f;=1 y transitorio si f;<1.

Suponga que el proceso inicia en el estado Z, el cual es recurrente. De
donde, con probabilidad 1, el proceso eventualmente regresars, a 7. Sin.em- .
bargo, por la definicién de una cadena estacionaria de Markov, se sigue.que -~
el proceso ser4 iniciado otra vez cuidndo el estado i reinicie y, por lo tanto, : -~
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el estado i eventualmente sera visitado otra vez. Una repeticién continua de
este argumento gufa a la conclusién que si el estado i es recurrente entonces,
iniciando en el estado %, el proceso reiniciard en el estado i de nuevo y otra
vez y otra vez; en realidad, infinitamente.

Ahora, supongamos que el estado i es transitorio. Es decir, en cada
momento el proceso entrard al estado 7 con probabilidad 1-f;, y entonces (en
ese caso) nunca se iniciard otra vez al estado. Por lo tanto, iniciando en
el estado i, la probabilidad de que el proceso llegue a estar en el estado <
exactamente al tiempo n del perfodo es igual a fF~1(1- fi), n =1. En otras
palabras, si el estado ¢ es transitorio entonces, comenzando en el estado 1,
el mimero de perfodo en el que el proceso estara en el estado 7 tiene una
distribucién geométrica con media finita 1/(1-f;).

De lo mencionado anteriormente, se sigue que el estado 7 es recurrente si
y s6lo si, iniciando en el estado %, el nimero esperado de perfodos al tiempo
que el proceso esta en el estado 7 es infinito. Sea

_ 1, si X,, =
A"_{o si X, %1

tenemos que Z A, representa el mimero de perfodos en los que el proc%o

esta en el estado 2. También

[Z Aé/xo

n=0

, Proposmlén 2. 1 [1 '7] El estado ) es

recurrente si Z = oo,
g i n-—l

transxtono si E Pj<oo.

La propledad de ser recurrente o transitorio es una propiedad de las clases.
= Si‘el estado i-es recurrente, y este se comunica con el estado 7, entonc%

et el &stado - es recurrente i
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2.4.3 Probabilidades limites.

Abordaremos el comportamiento a “largo plazo” de las probabilidades de
transicion P7, es decir a que valor converge cuando n — oo.

El estado i tiene perfodo d si P} = 0,donde d se define como el mdéxi-
mo comiin divisor de los naturales n. Un estado con perfodo 1 se dice ser
aperfodico. Se puede mostrar que la periodicidad es una propiedad de clase.
Es decir, si el estado ¢ tiene periodo d, y los estados ¢ y j se cornunican entre
si, entonces el estado j también tiene perfodo d.

Si el estado 7 es recurrente, entonces se dice ser recurrente positivo si,
iniciando en i, el tiempo esperado hasta regresar el proceso al estado i es
finito. Se puede mostrar que la recurrencia positiva es una propiedad de
clase. Puede ser mostrado que en un espacio de estados finitos de 1la cadena de
Markov todos los estados recurrentes son recurrentes positivos. Los &stados
aperfodicos y recurrentes positivos son llamados ergédicos.

Teorema 2.1 Para una cadena de Markov irreductble ergddica im FPj} exis-
n-—od
te y es independiente de i. Mds precisarmnente, sea

= lm F7, j =20

entonces 7; es la dnica solucién no-negdti'va. de .

i= ZW‘IRJ1 .7 = O

=0

e =

L §=0 .

2.4.4 Tiempo de paro.

Dada la cadena de Markov homogénea. {Xn,, An e N } una vana.ble‘aleatona, :
T se dice ser un Tiempo de Paro si para cada m el evento: {T » m} Oﬂté.
determinado sélo por {Xo, X1,..- m} :

Llamaremos tiempo aleatorio 7" al tlempo de pa.ro para el proceso Xn. Slj‘
para toda ¢t > 0, la funcién indicadora del evento {7 <t} es. una. funcuSn de’.
los valores {IV (s) : s < t} del proceso. a.l tlempo




2.5 El Proceso Poisson.’

Un proceso estocastico {N(t), t=>0} se dxce que Hroceso, de conteo
si IN(t) representa el nimero total de ”eventos” que'ha.n' curndo hasta el
tiempo t. Por lo tanto, un proceso de conteo N (t)f‘deb satxsfa.cer.

(i) N(t) = O. SRR

(ii) N(t) es valor entero.

(iii) Si s << ¢, entonces N(s) < N(t).

(iv) Para s < t, N(s) — N(2) es igual al nimero de eventos que han
ocurrido en el intervalo (s, ].

Un proceso de conteo se dice que posee incrementos independientes si el
nimero de eventos que ocurren en intervalos de tiempo ajenos son indepen-
dientes. Por ejemplo, esto significa que €l nimero de eventos que han ocurrido
en el tiempo t (esto es, N(t)) debe ser independiente del nimero de eventos
ocurridos entre el tiempo ¢t y £ + s (esto es N(t + s) — N(t)):

Un proceso de conteo se dice que posee incrementos estacionarios si la
distribucién del nimero de eventos que corren en un intervalo de tiempo de-
pende solamente de la longitud del intervalo de tiempo. En otras palabras,
el proceso tiene incrementos estacionarios si el mimero de eventos en el inter-
valo (t14s,t24s] (esto es, N(tars) — N(t145)) tiene alguna distribucién como el
mimero de eventos en el intervalo (¢, t2] (esto es, N(t2) — N(¢,)) para toda
t1<ta, ¥ s>0.

Uno de los tipos m&ds importantes de proceso de conteo es el proceso
Poisson, el cual se define como sigue:

Definicién 2.1 El proceso de conteo {N(t),t > 0} se dice que es un proceso
Poisson con razén A\, A>0, si:

(i) N(0) = 0.

(ii) El proceso tiene zncrementos zndependzentes.

(iii) El numero de eventos en c'u,a.lquze'r znterualo de longitud t se dis-
tribuye Poisson con media At. Esto. es, a'ra toda. s, t >0,

P{N(t+s)

Note que se sxgue de la. condquSn" (m) que un proceso Poisson tiene incre-
mentos wtamona.nos y ta.mblén que

E[N(t)] =t
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Lo cual exphca porq
A continuaciéndz
definiremos el concep

Hamada la razoén o'int

108" una segunda deﬁmcus de rOCESO - Poxsson,,”"

Otra. deﬁmcxén del proc%o Poxsson

Definicién 2.3 El proceso continuo {N (t) t > 0} se. dice que es un proceso
Poisson con razén A\, A\>0, si:

(i) N(0) =0.

(ii) El proceso tiene incrementos estacionarios e mdepend.lentes
(iii) P{N(h) = 1} = Mh + o(h).

(iv) P{N(h) = 2} = o(h).

2.5.1  Intervalos de llegada y distribucién de tiempos
de espera.

Considere un proceso Poisson, y sea X1, el tiempo de arribo del primer evento.
Sea X,, con n > 1, el tiempo entre el (n — 1) — ésimo evento y el n — ésimo
evento.

La sucesién {X,,,n>1} es llamada la sucesién de tiempos de intervalos de
llegada.

Ahora determinaremos la distribucién de los X,,. Primero veremos que
el evento {X; > t} toma lugar si y sélo si los eventos del proceso Poisson
ocurren en el intervalo [0, t], y esto es P{X; > t} = P{N(t) = 0} = e™>.

Por lo tanto, X; tiene una distribucién exponencial con media 1/\. Para =
la obtencién de la distribucién de X, bajo la condicién de X,. Consideramos: = -

P{X;>t/Xy =3} =P{0eventosen (s, s+1t] /X3 = s}
= P{0 eventos en (s, s + t]} :
(por incrementos mdependlentes)
— oM

(por mcrementos &tamona.nos)
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nencial con media 1/, y més ain, que X; es mdependlente de Xl.v Repxtxend -
el mismo argumento obtenemos lo siguiente.

tribuyen en forma exponencial con pardmetro 1/)\ 2

Otra cantidad de interés es Sy, el tiempo de llegada del n-— esz 20
también llamado el tiempo de espera hasta el enésimo evento

Donde
Z X, n>1.
oy . o
La Proposicién 2.2 implica que S, tiene una dlstnbucxén ga.ma. con pa.réxne—f
trosny A. E's decir su densxdad de probablhdad es.. : o

e
2 A‘,(n I

t>0.

e (At)
; : _7' .
Aphcando la. deerenclamén se observa qﬁe la. funcién de densidad de S,

eSr.

| ; 7 t(At) e (A8
F@) = —Z;A A +Jz=;>\ *(J_l)'
—at (/\t)n—l

(n—-1)V

2La proposicién puede no sorprendernos. La suposicién de incrementos estacionarios e
independientes es equivalente a afirmar que, en algin punto es independiente de todo lo que
ha ocurrido previamente (por incrementos independientes), y también alguna distribucién
como el proceso original (por incrementos estacionarios). En otras palabras. El proceso
no ha tenido memoria, y los intervalos de tiempo exponencial son lo esperado.

= Je
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La proposicién 2.2 también nos da otra manera de definir un proceso
Poisson. Suponiendo que iniciamos con una sucesién {X,, n>1} de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas en forma exponencial
cada una tiene media 1/A. Ahora definiremos un proceso de conteo, decimos
que el n — ésimo evento de este proceso ocurre al tiempo S,, donde

Sp=X, 4+ Xo + .o+ Xa.

El proceso continuo {N(t), t=0} resulta ser Poisson con razén A.

2.5.2 Distribucién condicional y tiempos de llegada.

Supongamos que en un proceso Poisson exactamente un evento ha sucedido
hasta el tiempo ¢, y nos preguntamos como determinar la distribucién del
tiempo en el cual ocurrié6 el evento. Puesto que un proceso Poisson posee
incrementos estacionarios e independientes, parece razonable que cada inter-
valo en [0, t] de igual longitud deberfa tener alguna probabilidad de contener
el evento. En otras palabras, el tiempo del evento deberfa tener una distribu~
cién uniforme sobre [0, t]. Esto es facil de verificar, para s < ¢,

P{X; <s/N(t)=1} P{X, <s, N()=1}

P{N (t) =1} :
_ P{leventoen [0, s), 0 eventosen [s, t)}
B P{N(t) =1}
Ase“"’e“"(“’)
= T hew

T
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2.5.3 Procesos Poisson no homogéneos.

En esta seccién generalizaremos el proceso Poisson considerando la razén de}
llegadas al tiempo ¢ como una funcién de t. ‘
Definicién 2.4 El proceso contable {N(t),t>0} se dice que es un. proceso :
Poisson no-estacionario o no-homogéneo con funcién de mtenszdad A(t), t>0
s%: e

(i) N(0) =0.

@ii) {N(¢),t=>0} tiene incrementos independientes.

(iii) P{N(t + h) — N(t)=2} = o(h).

(iv) P{N(t + h) — N(t) =1} = AMt)h + o(h).

Sim(t) = f A (s) ds, entonces esto puede demostra.r que

[m (t + s)
n!:

FP‘{N(t+s)—N(t)=n} = eXp{-(m(t'-a—,s) m(t))}
con n > 0.

Esto es, N(t + s) — N(t) se distribuye Poisson con media m(t+ s) m(t)

La importancia del proceso Poisson no-homogéneo reside en el hecho que
no requiere incrementos estacionarios, y asf considera la posibilidad de que
los eventos puedan ser mds probables de ocurrir en cierto tiempo que en otros
momentos.

Cuando la funcién de intensidad A(Z) estd acotada, podemos pensar en
un proceso no homogéneo como iniciado con una muestra aleatoria de un
proceso Poisson homogéneo.

Especificamente, sea A tal que

AR < A Vt=0
y considere un proceso Poisson con razén A. Ahora si suponemos que un
evento del proceso Poisson que ocurre en el tiempo ¢ estd contenido con

probabilidad J,\—l, entonces el proceso de contar los eventos es un proceso .
Poisson no-homogéneo con funcién de intensidad A(2).
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Capitulo 3

Modelo de control Markoviano.

3.1 Introduccioén.

La teorfa de control 6ptimo trata con sistemas dindmicos cuyo compor-
tamiento puede modificarse o influenciarse mediante la eleccién de alguna
de las variables del sistema llamada variable de control, accién o decisién.
Un problema de control éptimo consiste de un modelo que contiene los ele-
mentos que describen el comportamiento del sistema y ademds un fndice de
funcionamiento o criterio de optimalidad el cual es una funcién que mide de
alguna forma la respuesta del sistema a los controles aplicados. Este fndice
por lo general representa un costo o una ganancia y el objetivo es optimizar el
indice de funcionamiento mediante la aplicacién de los controles adecuados.
Los modelos para estudiar problemas de control é6ptimo se clasifican en:

i) estocdsticos o determinfsticos, dependiendo si se consi-
deran o no componentes aleatorios,

ii) en tiempo continuo si los controles pueden elegirse en
cualquier tiempo o en tiempo discreto si los controles se aplican
en un conjunto discreto (finito o numerable).

En esta seccién abordaremos los procesos de decisién de Markov los cuales
son procesos estocasticos que describen la evolucién de sistemas dindamicos
controlados por sucesiones de decisiones o acciones. As{ mismo, aplicaremos
la programacién dindmica para la solucién de un proceso de decisién pues
el objetivo es descomponer en etapas el problema a través del uso de célcu-
los recursivos. La evolucién del sistema serd el resultado de la interaccién
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entre las "leyes de movimiento” del sistema y la sucesién de acciones que
se tomen en el tiempo. Los diferentes caminos del sistema tendrdn asocia-
dos consecuencias econémicas; el objetivo es escoger la sucesién de acciones
que conduzcan a una evolucién 6ptima de acuerdo al fndice que controle el
sistema. ”Optimamente” serd entendido de acuerdo a los objetivos que se
pretendan alcanzar.

La aplicacién de la programacién dindmica nos conduce a la solucién
de un proceso de decisién estocistico que se puede describir a través de un
numero finito de etapas; las probabilidades de transicién juegan un papel im-
portante entre los puntos a ser considerados. La estructura de remuneracién
del proceso la describe el ingreso (o costo) resultante de la eleccién de una
accién. Los resultados dependen de las alternativas de decisién disponibles
para la persona que toma la decisién.

En el resto del capitulo se definen los elementos de un modelo de control
Markoviano, el proceso estocdstico canénico, los fndices de funcionamiento
de politicas, descontado y promedio, el problema de control 6ptimo (sin res-
tricciones) y el algoritmo de programacién dindmica. A lo largo del presente
y siguiente capftulo se considera para fijar ideas un caso partfcular de teoria
de colas, el cual se va resolviendo. Para este caso se contempla que en la cola
existe un controlador el cual acepta o rechaza al solicitante del servicio con el
objeto de que el prestador del servicio esté desocupado u ocupado. Al final
del capitulo proponemos una manera de abordar el ejemplo cuando en efecto
se constituye una cola. Referencias para este capftulo son las siguientes: [2],
(4], [9], [10] y [12].

3.2 Descripcién del modelo.

Un modelo de control Markoviano (MCM) consiste de cinco elementos: esta-
dos, acciones, probabilidades de transicién, recompensas y épocas de decisién,
(X, A, P,7,T) que a continuacién se describen:

a) El espacio de estados X, el cual suponemos que es un conjunto
finito o numerable.

El estado inicial del proceso puede ser independiente de quien
tome la decisién o bien el tomador de decisiones puede elegir una"
distribucién inicial, su realizacién esta designada por zp € X.
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"'b) El espacio de acciones A que sup nemo:
o niimerable.

njunto finito

La familia de acciones poszbles pa.ra cada estado z. € X tiene
asociado un conjunto A(x)CA. DenotamOS por “ B

K :={(z, a) : z € X, aeA(:v)}

al conjunto de todas las parejas estado-accién que soh posibles.
También es un conjunto finito o numerable.

c) La probabilidad de transicion P(y/z,a) es una dxstnbucxén de
probabilidad en X, para cada (z,a) € K.

d) Las funciones de costo por etapa o de recompensa r(z,a) t =
0,1, .... son funciones de K en R.

e) El conjunto de épocas de decisién T. Puede ser discreto o
continuo. Cuando es discreto, las decisiones se efectuan en todas
las épocas de decisién. Cuando es continua, las decisiones pueden
ser

1 todas las épocas de decisién,
2 puntos aleatorios de tiempo cuando ciertos eventos ocurren,

3 escoger tiempos oportunos para efectuar la decision.

Cuando las decisiones son hechas en forma continua, los problemas de
decisién secuencial son analizados mejor usando métodos de teorfa de control
basados en sistermas de ecuaciones diferenciales estocdsticas.

En problemas de tiempo discreto, al tiempo entre dos épocas de decisién
consecutivas se le llama perfodo o etapa. El conjunto de épocas de decisién
puede ser finito, en tal caso T = {1,2,..., N} para algin entero N < oo, 0
infinito, en esté caso 7" = {1, 2,...}. Los elementos de T" (épocas de decisién)
serdn denotados por ¢ y nos referiremos a él como al "tiempo ¢”’. Cuando N
es finito, el problema de decisién serd llamado problema de horizonte finito;
en el otro caso un problema de horizonte infinito.

Un modelo de control Markoviano representa un sistema que evoluciona
de la siguiente manera: en cada tiempot = 0, 1,... llamado épocas de decision,
el sistema se encuentra en el estado z; = = y se elige un control a,; € A(z)
que produce lo siguiente:
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1) se incurre en un costo T (:z:, a,) Yo :
".2) el sistema evoluciona- al estado Tepn! de acuerdo a la. dlStrlbU.Clén
de. probablhdad . g o

P(y/=, a) =P (D41 =Y/ T, ==z, asy ='-"’0-) b

una vez que el sistema se encuentra en el estado x¢,; = 2, se ehge un nuevo
control a’ € A(z’) y el proceso anterior se repite.

Nota: En algunas ocasiones se consideran recompensas por etapa en lugar
de costos por etapa, una recompensa puede verse como un costo negativo.

3.2.1 Ejemplo: sistema de colas.

Consideraremos un sistema simple de colas formado por un servidor o una

lfnea de espera. Al inicio del perfodo, se observa el estado del sistema. El

estado zo puede ser 0 (desocupado), es decir, que nadie se encuentra con el

servidor; 6 1 (ocupado) cuando en el servidor esta prestando el servicio; con

base en esta observacién, se elige una accién que puede ser O si se decide

mantener un servicio lento o 1 que consiste en seleccionar un servicio rdpido.
Por lo que:

e X = {0,1}
e A= {0,1}

Suponemos que el servicio concluye en el tiempo ¢ = 1 y que la transicién
al estado x,, se realiza de la siguiente forma:

(a) si zg = 1 y a1 = 1 entonces la transicién al estado z; =06z, =1
sucede con probabilidad g! y 1 — ¢!; respectivamente.

(b) si zog = 1 y a; = 0 entonces la transicién al estado z; =06z, =1
sucede con probabilidad ¢° y 1 — ¢q°; respectivamente.

Supondremos que 0<¢®<g! <1, donde ¢° es la probabilidad para el servicio
lento y ¢! la probabilidad para el servicio rdpido.

(c) si zg = 0 entonces independientemente del valor de a; la transicién al
estado £; = 1 6 z; = 0 sucede con probabilidades p y 1 — p, respectivamente,
donde p € (0,1) es la probabilidad de que un cliente llegue en el intervalo
(0, 1} . Si el sistema esta ocupado al llegar un cliente este se puede perder y
no afecta el progreso futuro del proceso. Asf contamos con ocho resultados
elementales del tipo de sucesiones (z9,a1,z;) : (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0),
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) el paso t %ta expr&sada por la férmula

‘p, 1 11:—0 y=1-

- s 24 1—p,siz=0, y=0 -
pt(ylm:a)—‘ q°, si:z:=1,y=0' :

l1—qg% siz=1, y=1,

donde p es la probabilidad de que un cliente llegue en el intervalo (£ — 1,¢].
q° (¢*) es la probabilidad de terminar el servicio entre el tiempo £t — 1 y el
momento ¢ para el servicio lento (rdpido); ¢° < g'. La pérdida en el intervalo
(t — 1,¢t] estd formada por los siguientes términos:
a) la funcién de costo por el tipo de servicio dado eg, donde ep < ey son '
nimeros dados; R
b) la penahdad causada por la pérdida de una orden lacual es‘igual'" "

a I{zy1 =1} - ¢'. Se incurre en esta penalidd sélo si el chente al: llega.r'w .

encuentra el sxstema ocupado.
Asi

7t (Tt-1,8) = €4 +
aplicando el valor esperado .

re(z,a) =" €a+ CE [I{

[
-’
CF
o

es décii
pa.ra. t= 1 2 .T. :
: Se txene a.demés un costo termlna.l
: T (-’D) =

‘ Como mencionamos, P, (0) y Py (1) son' proba.bxhdad& dadas al inicio del
31stema cuando estd desocupado Y. ocupado a.l mstante t=0;

Py (0)+P0 '

1‘Est‘.e‘mos considerando la funcnén Indxcadora




x,=1

Xg=1

Po(l)

x,=1

x,=0

. Figura 3.1: El diagrama de operacién para un sistema de colas controlado.

Para el cdlculo de las probabilidades P (z1/zo,a1) : describiremos una
regla para elegir las acciones a; € A en todos los posibles g € X. A continua-
cién definiremos tal regla de decisién pero antes abordaremos el siguiente
concepto. En la figura 3.1 se incluyen las posibles evoluciones del sistema
para cada uno de los estados iniciales.

3.2.2 Reglas de decision.

Denotamos a H; como el conjunto de todas las historias h;, y definimos:

Hy : =Xy
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H : =Xx(AxX), t=1,2,...

"Una regla de decision o selector es un procedimiento para elegir una
accién en cada estado en una época de decisién especificada y tomando en
cuenta la historia. Las reglas de decisién pueden ir desde las Markovianas
deterministas hasta las reglas de decisién aleatorizadas y con dependencia de
las historias, dependiendo de como incorporan la informacién pasada y como
seleccionan las acciones.

Las reglas Markovianas y deterministas, son funciones f; : X — A, que
especifican la accién a seguir cuando el sistema ocupa el estado z en la época
de decisién t. Para cada = € X, fi(z) € A(X). Esta regla de decisién se
llama Markoviana (desmemoriada) porque depende de los estados y de las
acciones previas s6lo a través del dltimo estado del sistema, y determinista
porque la eleccién de una accién se efectud con certeza.

Llamaremos a una regla de decisién determinista dependiente de la his-
toria si para elegir la accién se toma en cuenta la historia ocurrida hasta
ese momento representada por la sucesién de estados y acciones previas. Es
decir, ¢, es una funcién de la historia h; = (z1,a1,...,%¢—1,a8:~1,%:) donde
z; y a; denotan el estado y accién del sistema en la época de decisién 7.

Una regla de decisién aleatorizada @, especifica una distribucién de pro-
babilidad g, (-) sobre el conjunto de acciones. Las reglas de decisién Marko-
vianas aleatorizadas mapean el conjunto de estados en el conjunto de las
distribuciones de probabilidad sobre el espacio de acciones, esto es ¢, : X —
P (A), con la restriccién P (A (z)) = 1. Una regla de decisién determinista se
puede considerar como un caso especial de una regla de decisién aleatorizada.

En resumen, podemos clasificar las reglas de decisién como dependientes
de la historia y aleatorizadas (HA), dependientes de la historia y deter-
ministas (HD), Markovianas y aleatorizadas (MA), o Markovianas y deter-
ministas (MD) en funcién de su grado de dependencia sobre la informacién
anterior y sobre su método de seleccién de la accion.

3.2.3 Politicas.

Una politica, plan de contingencia o estrategia especifica la regla de decisién
a usar en todas las épocas de decisién. Es decir una polftica # es una sucesién
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de reglas de decisién ™ = (g, ¥, - - - 7)) con T < oo. Sea [] el conjunto de
todas la politicas. V

Llamaremos a una polftica estacionaria si en cada época de decisién aplica
la misma regla, es decir, si 7 = (¢,¢,...). Con [Z designaremos al conjunto . -
de politicas estacionarias.

Si las ¢, son markovianas, la politica 7 = (g, ¥41,...,¢p7) con T < oo
se dxce ser Markoviana (tiene la propiedad de la pérdida de la memoria). Sea

M ¢l con unto de la polfticas markovianas.

Sea H 1 el conjunto de politicas markovianas que son invariantes en el
tiempo, se conocen como markovianas estacionarias.

Una politica 7 = (g, ©1,.--pr) con T < o0 &8 determinista si ¢, para
todat € T es determinista. Y sea el conjunto H el formado por las polfticas
deterministas, es decir son iguales sin 1mporta.r el instante del tiempo en el
que se encuentre el sistema. De esta forma [] ED o5 el conjunto de politicas
estacionarias deterministas.

3.2.4 Indices de funcionamiento.

Definicién 3.1 Seanze X, re€[[,yrr: X = R, conT < oo
(a) Se define el costo total esperado con costo terminal Tr como

JT (7" 1") = {Z e (:z:,,, at+1) +7rr (zT)}
b Ut=0 )

(b) Para ﬁ € (0, 1), el costo espemdo ﬂ descontado estd dado por -

Lo fT=1i :
Vi (, :z:) = E" {Z ,B"r, (x,, a.t+1) + ﬁ rr (a:T)}
‘ t=0

La motivacién para el estudio de problemas con fndice de costo descontado
proviene de factores econémicos. El factor de descuento 8 permite encontrar
el ”valor presente” de una cantidad en la época de decisién t: 1n costo de L
unidades en el tiempo ¢ equivale a un costo presente de 8L unidades.

Si T = oo y 7 (x, a) es un costo estacionario es decir 7 (z, a) , tenemos:

Definicién 3.2 Paraz € X, m € [[ y 8 € (0,1), se define el costo total
esperado B — descontado como

1% '(7r, x) = KT [Z Btr (ze, a:+1):|

t=0




: Deﬁnlclén ’3‘;3.5":'Pqila'a5~'€ X ne el costo promedio esperado

De igual manem establecemos e/ costo esperado ﬂ — descontado hasta. un
‘tzempo alea.to'rzo T por - BT

t=0

‘ . o
Vi (m,x) == EZ {Zﬁt"‘t (zt,ae1) + BTy (a:.,)} .

3.2.5 Problema de control Markoviano.

Un problema de control Markoviano estd formado por un modelo controlado
y un indice de funcionamiento. El objetivo que se persigue es encontrar una
politica bajo la cual el indice de funcionamiento alcance su valor éptimo,
es decir, si v(w,x) es el indice de funcionamiento entonces el objetivo es
encontrar una politica 7* tal que

v (7", x) = igi_'lv(ﬂ,:z:) =v(x), Vz e X (3.1)

A esta politica se le llama una politica éptlma y av (a:) se le Hama la
funcién de valor. . .

Observacién 3.1 En la e.zpreszdn (3 1 ) se ha, 'u.sado el z’nﬁmo para opti-
mizar el tndice de funcionamiento ya que: el modelo -que se esta exponiendo
incluye funciones de costo. FEn el caso que se t'rate de oplimizar recompensas
0 ganancias se usa SupTremo. :
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3. 2 6 Proceso estocastico canénico.

fUn modelo de probabilidad consiste de tres elementos: un espamo muestral

'Q; un o — dlgebra de subconjunto de 2, B (£2), y una medida de proba.bxlldad
P sobre B ().

En un proceso de decisién de Markov con honzonte ﬁmto, tenemos )

R=XXAXXxAx--XxAxXxX= {XxA}N"le

y en un modelo de horizonte mﬁmto, Q= {X X A}? . Un elemento t'.fplco_

w € ) consiste de una suc&xé' d "'estados y accxon&s esto es

w = (3:010'1:2110'21 )a'Na-'L'N)v
v, en un modelo de horizonte mﬁmto, g
w= (fvo, a1, 21, as,...).

Nos referiremos a w como un camino muesirdl En modelos con ho 1zonté{
finito, el sigma slgebra estd dado por-B(2) = B ( {X x A} N-1xX)yen"
modelos de horizonte infinito, B (2) =B ({X x A}™).

Definimos las variables aleatorlas Xt y Y;: las cuales toman los valores en - - :

X y A, respectivamente, por
X (w) =;1’{ th (w) = Q41 (3.2)

parat = 0,1,2,...,N, N <:co. Esto s1gmﬁca. que cuando la sucesién ob-
servada de estados y acciones es w,’ 1a variable aleatoria X, denota el estado
al tiempo t, y Y; denota la a.cclén ‘al tlempo ‘T Deﬁrumos el proceso de la
historia Z; por o o

Zo (w) =w°th(°¢)"=_f o '“ '?I%,_dStSN; N < oo,




.Pd (zo) wo (a1/ho) P (21| ‘-'ib‘vo,d’l) y.(az/h1)
v {an-1/hn) PN (l‘N | zn-1,an) -
La emstencxa. de esta medxda de probabilidad esté. garantizada. por Ionescou
Tulcea [12]

Denotamos por ET el valor esperado corr&spondaente a P"’ es decu‘, si W .
es una variable aleatoria definida en Qr, su va.lor esperado esté. dado por

E;r (W) = ZW (:L‘o, Aly...3TT—1, 07, 227') Pz (:Eo, Alye.- 1, aT,xT)v

donde la suma se toma sobre todas las trayectonas de QT.

(a) Si W es una funcién de Tty et - Ly

EZ (W (ze, 0041, - .-, BT | Be)) = ZW‘(Z‘:, a't+l

zr) Py (it;¢g+1, o

(b) Sivesuna funmén de T,y entonc&s

E; (v(zeqa | he)) = Z'U (y) P (y | , fe (ht)) (3.3)

yeY

3.3 Costo total.

En esta seccién abordaremos la teorfa para la solucién de un problema con
el fndice de costo total con horizonte finito, por medio de la programacién
dindmica cuya caracterfstica fundamental consiste en ”reducir” un problema
de optimizacién en T etapas a T problemas de optimizacién en una etapa.
Como mencionamos anteriormente el indice en costo total esperado esta
dado por Jr (7, z), es decir se trata de encontrar una polftica n* € [] tal que

Jr (7%, z) = 1}2}’1 Jr (7w, z) = Jr (z). (3.4)

A la funcién Jr definida en (3.4) se le llama la funcién de costo Sptimo.
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‘ 3 3 1 Algoritmo de programacion dinamica.

Parat =0,1,2,...,T se definen las funciones de programacién dxné.mxca._'u
en X recurswamente por :
vr (x) = rr ()

ve () = min {n (z,a) + th+1 () pe (y. | =, a)}

a€A(x)

n=t

"ut (ht) "‘ [Z Tn (mna Q. ’+1



y puesto que 7 es una politica ar

JJ.Tr—1 , ' o ‘
[ Z fn (mna an) +rr (ZZIT) I hﬁ]
n—t+1

Y usa.ndo propledad&s, de ia: @pera.nza condicional, la hipétesis de in-
. duccuSn y (3 3) se obtxene o

" ut (ht) =7t (-Tn f: (he)) + E" ['U-:+1 (ht+1) | ke
- > (zz, I (h:)) + E" [vz+1 (hes1) | R - (311
= Tt (zu ft (he)) + Z'Ut+1 (y) Pz (dy | =z, f (h))

por lo 'qué

V ’U.g (ht)>

en’(3.10)" v
tenemos i



Si con51deramos t'= 0 en (3 7) y en (3 9) vemos que, pa.ra algun estado
1mc1a.1 o=,

Jo () = ET [Jo (z0)] < ET [uo (ho)] = J (,z), (3.12)

i vque, para cualquier =, se cumple Jp (z) < man (m,z) = J* (:r) Final-

‘-'mente, cuando la igualdad 7 = #* se cu.mple tenemos la igualdad en
o ‘(3 12), concluimos que Jo (z) = J (7w*,z) = J* (z). &

32 ‘Ejemplo: sistema de colas con costo total.

~Retomando el ejemplo mencionado en 3.2.1. Sea X = {0,1} donde z, = 0
(z, = 1) si el sistema esta desocupado (ocupado) al momento t; A = {0,1}
donde.a; = 0 (a. = 1) representa elegir el servicio menos intensivo (mss
intensivo) en el intervalo (¢ — 1,t]. A continuacién aplicaremos el algoritmo
de programacién dindmica para nuestro ejemplo.

El término del servicio para cualquier estado es

vr(x) =rr(z)=d para z € {0, 1},'

Para el caso T'— 1, tenemos

vr_1(x) = 1322 {TT_l (z, a) + Z 'vT (y) pT_1 (dy | :z:, a)}

ac{0,1}

'rmn{rT_l(a: a.)+d}— ‘min { +‘ pc+d}
: _':}:pc+d e1+mpc+d},

S 2 e per d.

Por lo tanto

Para T — 2

-

vr—o(z) -




Caso‘g: =0

vrfz(ﬁ)it“

es decir

- calculando

E[xT‘l/l 1];“0 q Sy (1—q

.260+pc‘-i-d+pc’(
vT—z(l) min {el+eo+pc+d+

eo+pc(1_q0)-
pe (gt — %)

Con lo cual obtenemos: "

@ = () =
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| vra (@)=
Siz=0, o :
ve—1(0) = {TT—1 (0 a) + E [UT (ET)

ae{O 1}
eo+vur (1 P‘(l/O‘;O)
= mm{ :1 +1‘JUT';'((1))P(1/0 1)

“por 1o tanto

po+vr (1) P(1/1, 0)+vT(0)P(0/1 0,
- pci+"u7- (1)P(1/1,1) ~+ vp (O)P(O/l,l
pe+vr (1) (1 — ¢°) + vr (0) ¢° ,}
e1+pc+'UT(1)(1— 1)+UT(0)¢1




si se cumple la 1gua.ldad es m st

omar una u otra accién.
En resumen tenemos R R . :

@ = ()= U ey

ve1 (0) = eo+ v (0)( ’Uz(l)Py e Ol W
et u(1)(1—a®) + 2. (0)¢% |

= e SIEILGATD 0N }

Para el caso cuando z = 0 la 1gualdad se deduce de la mecua.cxén e

clientes para atender.
Cuando z = 1 seguimos la siguiente regla:

si v, (1) — v (0) > —(gi—-}-z-g—), entonces el mfnimo esalca.nzado uando a:
siv (1) —ve(0) < (:; eg) , entonces el mifnimo es a.lc

Si se da la igualdad entre ambas ecuaciones es 1ndls
accién. ‘

Definamos A = G{——;g—), el cual es el punto que d1v1de
en 2 partes ver graficas (3.2, 3.3y 3.4); A, = v (1) = v’

Ar = vr (1)—UT(0) -—d d—O “u. - 4

Hagamos la deduccién para A:—x,
Ay g =01 (1) —vey (0) s
para v, (1) tenemos

Vi1 (1) =; mm{eo-l_rpc‘f"”‘_(l) (1 —.4q °)+‘U¢ (0)(1 ; }

por lo tanto



Paxa vy (O) tenemos

‘ 'Ut—l (0)
; pbr lo cu%il e

qu } —eo—‘vt(
AtQ} :

tq.7 (61 o eO)

} - (3.14)
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Ax_i

p¢+el‘%eo+
s +al-p-d)
pere-g :
AT_1=pC
AT=0

Figura 3.2: LaAthné.chaenl p q >0yA<pc/(p+q°)

En conclusién tenemos si Ay > A, entonces elengos a. = 1 en caso contra.no
elegimos la accién a = 0.

Asf{ hemos construido la regla de decisién de Markov
f* (& Te1) = Temr - T{A: > A}, i

lo cual es una solucién a nuestra tarea de acuerdo con el Teoréma. 3.1. -

Claramente, la caracterfstica dindmica de la va.nable At = T T =
1,...,1 establece la relacién entre los valores de p,q% q,eq v €. Algunas" :
11ustrac1ones son presentadas en las fig. 3.2-3.4; la lfnea dlagonal que corre
hacia arriba es la bisectriz del primer cuad.ra.nte

Para concretar 1deas

SeaT=2,1—p—q°> 0.

Construyamos las deltas:

A, por los célculos efectuados y por definicién tenemos:

Ny =0,
para A, es igual a : '
o Ny = pe,
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S SO\ Pete—e+
— d ) v B '
Ar=0 |~ ; - +£3‘(1fP-Q') :
. D

Figura 3.3: La A, ‘dfin;’igniéa.en 1— p — g <0 yA < pc/"('p +4%).

P
NG L
in il

Brs

4 Ar o V4 GFA (l_p_qo )

A= poe—eAli-r-d)

Figura 3.4: La A, dindmicaen 1 —p—¢' <0y A >pe/(p+g°): " ¢
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para. Ao es xgual a

A}_i}, ,p6+p0(1—p)+mm{——pcq 1€1— eo — peg '}

Aphcando los r%ultados obtemdos en 3 3 1

por lo tanto

Para vo (0) ' -
Vo (0) =ep+ (1 —p) [eo +'(1.

Para Vo (1) tenemos

v (1) = min co +pe+ ¢° [eo+(1—p)d+pd1+(1—q°)[eo +pc+q°d+(l—q)f
° e; + pc+ qt [eg+(1—p)d+pd]+(l—ql)[eo+pc+q°d+(1 DY

para conocer el minimo supongamos vdlida la sxgmente d&slgualdad y d&spués
hagamos la deduccién: <

eo+pc+q feo + (1 —p)d+pd] + (1 —q°) [eo+pc+q°d+(1 ——q°)d] <
er+petqt leo + (1 —p)d+ pd]-!-(l —a")leo+pc+ q°d +. (
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—q° [(eo + pc + ¢°d + (1—q°)d) (o + (1 —p)d+pd)} <
, e1—eo—q* [(eo + pc + ¢°d + (1 — g°) d) — (eo + (1 — p) d+pd)],
[(eo +pc+g°d+ (1 — ¢°) d) — (eo + (1= )d+pd)] (q —¢° < e —eo

;Nota" por ambos lados llega.mos,
Para encontrar la respuesta’ co

k Sabemos uneb S

£(2,0) ; OI {2, ; A
-f(2, 1)—1I{A2>A}—0
Por lo tanto

Ahora para v (1), S T
: 'Uo(l)——€1+pc+q [eo + (1 — )d+pd]+(1—q1)[eo+pc+q°d-i-’(1—-q°)d]
__el+pc+q [eo+d]+(1—q1)[eo+pc+d] " SR
=e,+pc+g eo+q1d+eo+pc+d—q eo—qpi:—qd
—61+eo+2pc+d—qpc, : . .
por lo tanto

vp (1) = el+eo+2pc+d—qpc
(&) 8i Ay = pc < A, entonces Ao -;pc+pc (1 -



por lo tanto -

(c) Si A, =pc—-A y Po (0) # 1 entoncw s6lo1
son 6ptimas para lo cual ‘

73 (0, xo,a1,1) = 1; 73 (0/0) = 7r :

la distribucién de probablhda.d 71 (- /1) puede se “El va.lor 'uo (1) :
esta expresado por alguna de las férmulas pr&sentadas a.nterlormente -
La pérdida mfnima es igual a

50(0) Py (0) +v0 (1) Po (1),.5 B

3.4 Costo descontado.

En esta seccién construiremos una estrategia o polftica que provea el mfnimo .
para la expresién:

V (m,z) == ET [Zﬁ T (e, a-t+1)] | (3.15)

t=1

El coeficiente 8§ € (0,1) tiene diferentes mterpret’a.c‘:xbxies’ Sx'la. pérdida es
expresada en dinero, entonces 3 es el coeficiente de’ deva.luaclén la pérdida
de una unidad a.hora es eqmva.lente ala pérd.lda.' : 'umda.d&s a.l 51gu1ente
tiempo.

La funcién

(3.16)

- 'd@contado A cién "(m)':ies tamblén lHamada la



la pérdida minima. e
Sea ¢ una regla de dec1316 ‘e

v¥ (xzo, a1, .- .:z:t) = E

9_0 .‘

Sir ()= 0 entonceﬁ la estrategla eﬁtxmada wes
¥ (-) es la solucién a la ecuacién (3.19). En.ests

Corolario 8.1 Sea v las soluciones dé'
vr(z) =r7r(x)

v (® = gy

politica dptima.

Observacién 3.2 Fn el modelo estaczona'rzo Pt

)Ty = T Con horizontée
infinito las Ecuaciones de Bellman toman la forma. R :

v(x) = aeA‘(x) {n (z, a.) + B Z: v(¥)p (v | =, a.)} (3.21)

3.4.1 Ejemplo: sistema de colas con costo descontado.

Para fijar ideas, retomemos el ejemplo del sistema de colas. Usaremos las
Ecuaciones de Bellman (3.21) de la observacion 3.2.
Siz=0

- y=0

v©) = e{on{"(" 0 +B3 v@ |0, a)}
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e : 1)¢;¥{ﬂ‘656)j;7{3 :
- mm{ v(0); P (110, 1) 1.

como 7 (z,a) =

por 1o tanto .
Siz=1 . s

'u(l) '=‘ ;éx:{ouxi}{r(l a)i+ﬁ2v(y)p(dy|1 a.)} e

S A= ST
;;;wrum+mummm1m+MD(HIML,
S mm{ (1, 1)+ﬂ[v(0)p(01 1, 1)+v(1)1;(1 ¥ 1,,1)] }
e +pc+Bw(0)® +v (1) (L | L
- mm{ e;1+z;fc+ﬁ[v(0)qq +v()(

por lo tanto :
v (1) = mi { eo +'Z.Jc+'ﬁ[1'1,(0)“1>‘

En resumen tenemos: | "
1)(0)“-60+ﬂv(0)(1—p)+ﬁu(1)p s R V
v (1) = min ‘eo+pc+ Bv(0)d° +'u(1)(1_ ) } Y™
er+pc+ v (0) ¢ +‘U(1)(1—vq1)]:ﬁ |

Para verificar los casos de la iltima 1gua.ldad ha amo
sf

eo+pc+ﬁ[v(0)q +v(1),( —q _ 'el+pc B S
: : ' ,(0)q +v(1)(1—q)]
B (0) ¢+ Bu (1) (1 — o) — Fv (0) ¢* —ﬁv(l) e .
Bv(O)q — Bv (1) ¢®—Bv (0)q* +
- —Bv (0) (¢* = ) +Bv Q) (&
(v(l)—v(O)) [ﬁ( i

e



‘Antés de proseguir, calculemos: A = v (1)-—v (O)
- Suponga.mos que elegimos o meJor dlChO el xnfmmo es’ para
v(l) =eg+pc+ P ['u(O)q +v(1) (l—qo)]

Por lo tanto

AL Q+m+mwn+ﬁub°@amm
 (eo+Bu (0) = Bu(©)p+Bv (1) p)

S
[

= pc+ﬁ(v(1)—v(0))—ﬁq (v(l)—v(O))—ﬁp(v(l)—v(o))
= pc+ A —P°A—ppA
= pc+;rA V(ﬂ. B4° — Bp)

1—ﬁ+ﬂq°+ﬂp

: *‘n‘.‘Ahora supongamos que s se cumple “> ” es decn'

= é1 +p0+q 160 (0) + (1—411) Bu (1).

_,,v},Promgm‘ ndo como a.rnba tenemos:

AL eitpetpu(0)at +Bu (1) — Py (1) g
e —(eo + Bv (0) — Bv (0)p + Bv (1) p)
A= &1 — eo +pe + B (v (1) — v (0)) — Bg* ('U(l)—v(O))—ﬁP(v(l)—v(O))
= e — ey + pc+ BA — Bg'A — BpA
= e1—eo-+pc+ A (B~ Bq — Pp)
A — ey — ep +pc )
: 1—pB+pBq + Bp

En resumen

A = { ;B+gjq_';_+ﬁp’ N 1—ﬁ+ﬁq¢+ﬁp = ﬂ(qi—q )’ (3.23)
Thrheapp S '1—73+Eﬁq“'+ﬂ_p Z Blar=g%-

Los valores de v(0) y v(1) pueden ser ca.lculados ahora con la ayuda de
la primera ecuacién de (3.22).

v(0) = eo+Bu(0)(1—p) +Bo(D)p

6T



eo + Buv (0) ﬂv (O)P + Bv M)p
e+ Bu(0) +pB (v (1) —v (0))

. eo + Bv (0) + pBA i :

v (0) ﬁ” (0)

eo+ pBA

v (0) (1 ~B) = eo+pBA
. _ eo+pBA
v(0) = —————(1 ~ 8

Ahora para "u;(l)

PR +pc+ B >0)°+ W@ °)§
cv(1) = min { v pet ﬁf;((oﬁf L (1)),((1,,—?q1,)]]»
B (0) ¢° + Bv (1) —q%Bu (1); }
e1—eo+Bv(0)g +Pv(1) — g Bu(1)

—B°A + Pu(1); }
ex—eo—ﬂqlA'Fﬁ'U(l) '

= ep+ pc+ Bv(l) +min {—,Bq‘fA e -'—‘;eo — Ba*A}.

= ep + pc+ min

= eo+pc+m.in{

" A partir de esta expresion consxderemos

1) caso - : ' E
T min { —Bq°A; e, —eo—ﬁqlA} ‘_Tﬂqu; ,
por lo tanto S : S
(1) = eo—i'—pc+ﬁrv(1)—ﬁq°A'
. - eo + pc — BaA
e = R .
. e +tpBA  pc—pBL— ﬁq°A s
S -8 . S
Si e .
_ pc—pBA - ﬂq°A
2T 1—35@ g
[(l—ﬁ)+pﬁ+ﬂq°] = pec
e : A= ' pe.

(l—ﬁ)+pﬂ+ﬂq°’
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por lo tanto

;_,,;v”(“_lj), < uj(‘o; +»Aﬁif L

Para el segundo caso. Séa. SR

por lo tanto

v (1)

sea

Ala-p+6a+p8) = e

por lo tanto 5

respuesta es la siguiente:
¥ (0) =~
) =

w (1) =




. ",‘co‘d,as lasestrateglas son 6ptimas en H por lo cual m; (0 | zo, @1; T1,- .+ a.'t'_:_‘l’, 0) ;
~:1; en hy = (o, a1, 1, . . -, a:—1, 1) esto es irrelevante para la accién que se ha :
-elegido. - '

pc e —ep

1-B+pB+Bp B(@—d)
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Capitulo 4

Modelo de control Markoviano
con restricciones.

4.1 Introduccion.

En este capitulo estudiaremos los procesos de decisién de Markov con restric-
ciones. Para resolver el problema de control 6ptimo con restricciones usare-
mos la programacién convexa, lo podemos hacer pues la esperanza matematica
es un operador lineal y por lo tanto convexo. El método consiste en intro-
ducir los multiplicadores de Lagrange, se optimiza la funcién de Lagrange
considerando multiplicadores fijos. Esta optimizacién de la funcién de La-
grange la hacemos via la programacién dindmica desarrollada en el capftulo
anterior. Después optimizamos sobre los multiplicadores. En otras palabras
estamnos encontrando el punto silla. En nuestro caso la esperanza del costo es
lineal y por lo tanto el 6ptimo se alcanza en la frontera de la regién factible,
es decir la regién definida por las restricciones.

En el capftulo formulamos los conceptos anslogos al capitulo anterior
pero con restricciones. Definimos el Teorema de Kuhn-Tucker, la funcién de
Lagrange y el algoritmo de la programacién convexa. A lo largo del capftulo
continuamos con el ejemplo de colas desarrollado en el capftulo anterior para
fijar ideas. Algunas referencias para este capftulo son: [2] y [14].
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4.2 Formulacién del problema.

4.2.1 El problema de control Markoviano con una res-
triccidon.
Sea (X, A, P,7,T) el modelo de control Markoviano propuesto en el capftulo
anterior. Sean I'! e I? indices de funcionamiento como definimos en 3.1, 3. 2,
3.3y 3.4.
El problema de control con restricciones en el que %ta.mos 1nteresados
(14] es
min I (7, z), IR ~
. mell . (4.1)
sujeta a I2(m,z) < d. : o
Definicién 4.1 Una estrategia 7 es llamada admisible si se satisface la de-
sigualdad
12 (m,z) < d. (4.2)

4.2.2 Ejemplo: sistema de colas con restricciones.

Retomaremos el ejemplo planteado en Item 3.3.2; un sistema de colas en una
cadena de Markov con rechazo. La funcién r (-) representa el consumo del
servicio y la funcién s (-) designaré la penalidad por cliente no atendido. (A
lo largo de esta seccién abordaremos el caso N = 1) Asf, designaremos

e (z,a) = ea; ¢ (x,a) = zpc;
rr(z) =0; sr(z) =—d;

Con los fndices de funcionamiento:

. T=1 . .
Ji (m,x) = B [Z Te (ZTe-1,08) + 7 (-’BT)] ;

, ~ —1 :
CJE(w,z) = [Z St (x,_l, a:) + sr (:c»_r)]

t=1

Se trata de mfnimizar J} (7, z) sujeto a la r_%tnccxén de que JZ 7 (m,xz) < dj @s L
decir minimizar el consumo del servicio bajo la restriccién de que la penalidad =

por la pérdida de la demanda no sea mds gra.nde que d. El va.lor d-: > 0 &s’*
elegido con anterioridad. . S e D e e :
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4.3 Condiciones necesarias y suficientes de op-
timalidad.

4.3.1 La funcién de Lagrange y resultados similares.
Introduciremos la funcién de Lagrange L (-) por la fé6rmula
L (m, 1) = J} (7w, z) + LJZ (m, ) . (4.3)

Donde ! es llamado el multiplicador de Lagrange para el problema de
optimizacién.

Definicién 4.2 g (l) = mf L (w,l) es la funcion sobre Ry llamada la fun—
cion dual

w(l) —1nf{J1 (w ) : 7 GH JE(mw,x) < l}
es la. funczdn sobre R llamada la funcién primal.!

Ademés la 51gmente relacién dual es vilida
mf sup L(m )= sup mf L(m, 1) [14].. (4.4)

Kuhn-Tucker (1951) demostré que un punto silla asociado al Lagrangiano
-L provee una solucién a el problema de programacién convexa. Su resultado
a continuacién es presentado.

Teorema 4.1 Un punto «* € [] es una solucidn‘, al‘"problema principal de
programacion conveza (4.1) si y solo si existe un numero reall € R, para el
cual una de las dos siguientes afirmaciones equwalentes se cumple:

(a) el par (7*,l.) es un punto silla de la funclén dé Lagrange:
L™, < L(7r' { ) < L(7r,

en algin (7, 1) € T] xR,.
(b) J2 (n*,z) < d; L(z~, l)—ran(

complementaria’

e YT
‘es vélida. 2] [14]. B

1Es la equivalente a la funcién de \'ravlorv' para el caso restringido, ‘cbbn'l nimero real



4.4 Algoritmo para resolver el problema prin-
cipal de programacion convexa.

En esta seccién abordaremos la solucién para el problema de control de
Markov con restricciones, apoydndonos en el algoritmo de la programacién
convexa. Es conocido, de la programacién convexa, que la solucién puede ser
planteada, primero como un problema sin restricciones de la siguiente forma:

M(m,x) = LJL(m z)+ LI (7, ). (4.6)

considerando [;, I constantes y después optimizamos sobre estos multipli-
cadores.

Cabe mencionar que se supone conocido un método para resolver el pro-
blema no restringido (4.6), en nuestro caso la programacién dindmica.

4.4.1 Resultados auxiliares.

Si consideramos un modelo con horizonte finito o el modelo descontado de
Markov entonces en el caso de un espacio de estado finito X usaremos el
método de la funcion de penalidad para la mininizacién de la funcién M (-) del
tipo (4.6). A continuacién explicamos el método que usaremos para resolver el
problema de control con restricciones, costo descontado y horizonte infinito.
Los fndices de funcionamiento son:

’Ul (77117) = E;r [iﬂ‘—lr(mhat)};
t=1

v¥(m,z) = ET [iﬂt_ls(zt,ac)] ’
L =]

donde suponemos que la funcién 7 (-) es semicontinua inferiormente y acotada.
por abajo, y la funmén s( ) es contmua Sea

(= [Emena]

t=0

' a(x) =

la funcién de valor para el Indxce v. Entonces el problema de encontrar #* € J]
tal que
T(x) = M (7, z)
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‘puede ser obtenida con la ayuda del método de programacién’ dinsmica, for-
mula (3.21).

Algoritmo para el problema de control con restricciones.

A continuacién describiremos la manera en la que aplicaremos estas ideas a el
problema de colas. Cabe mencionar, que todo el procedimiento es recursivo
en caso de que haya varias restricciones.

lo. Con la ayuda de la Funcién de Langrange, deduciremos las Ecua-
ciones de Bellman.

20. En la ultima etapa, para conocer la polftica éptxma conSIdera.mos una - .

politica A, la cual proveera la politica m(mma en oﬁa etapa

30. A partir de este momento conoceremos las reglas de decxslén 6pt1mas i)
de Markov. o

40. Deduciremos el minimo de la funcién de Lagra.nge); (4.6); supomendo ’

!y y I, fijos. Una vez obtenido el resultado procedemos a mamm.lzarlo sobref o

los 11 y l2

50. Introducimos el conjunto D*, el cual &sta forma.do por la. combmacxén e
convexa de las politicas éptimas. : S

60. Construiremos una politica 7+ € II* tal que J? (7*) = 0. E introduci- '
mos la funcién J2 (r) = —J? () y resolvemos el problema :

min {J 2 (71')}
nell*
sin féetﬁcciones.

7o Los valores de los escala.r&s de la combinacién convexa estaran desig-
nados por. -
: —J2 (1)
1o J? (7r‘Po) — J2 (i)
Con lo a.ntenor habremos solucmnado el problema, r&strmgxdo. .

A;
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4.5 Ejemplo: sistema de colas con restric-
ciones.

Presentaremos la solucién completa del probleina formulado en la subseccién

4.2.2 para el caso T" = 2. A pesar de su simplicidad este ejemplo establece la

ilustracién de todas las ideas tedricas y el método para resolver el problema

restringido presentado en la Seccién 4.4.
Considere la funcién de Lagrange

L(m,Y) = Jk (m,z) + 132 (7, z) .

En este ejemplo N =1,1l € R4,

L(m1) = [Z]: (mz—uat) +-7T (xr)] +LET [Zh ,(:7:1 uaz) + j% (ET)
- Evr [Z (.h ‘(:Et_l,ag) + l:], (:z:t_l, ag)) + 1 (:1:7-) + 152 (mT)]

c_omOJ ‘(:vr) =0 -

tenemos: -

L(m 1) =1 [z (Jt (1-‘:—1,a:) +l.'h (wz uac)) + lJT (mr)]
R s :
‘ y pa.ra, ‘toda I fija en R... el problema. es’

' m.m{L (P, z)} @n
Antes de contmua.r haga.mos un pa.rénteﬂs para verificar el comportamiento

de las Ecuaciones de Bellrna.n, como hemos visto en capitulos anteriores, te-
nemos: : o

vr (). = jk (m) e

v (z) = min {Jt (2 0) + 32 (@ 0) + 3" w0 (1) P (/2 a)}

y=0
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“de donde. .

ur (z)

v,—1(0)

Siz=1

Ve—1 (0)

—d -
o 10,0 +152 0,0+ 3w @) p@/0.0),
min : : v
(I3 (0 1) + 43 (0,1) + sz @) p(y/0,1)
mm{ eo +v2 (0) P (0/0,0) +v2(1)P(1/0 0),
“e1+v2 (0) P(0/0,1) + 1, (1) P (1/0,1)

i {eo — ld(1 — p) = ldp, e, — ld}
j—ld+ ‘nlll}{eo,‘el} '—v—ld =+ eg. ‘ o

wf
o

o +zpc+§: v,'(y)',, /L) }

}
;
}

€0+lPC;i-'Ut (0)p(0/1,0) + v, (1) p(1/1,0),
e1 + Ipc +v: (0) p (0/1,1) +ve (1) P (1/1, 1)

eo + lpe — ldg® — 1d (1 — ¢%),
e; + lpc — ldg* —1d (1 = q*)

lpc + min {eo — ld,e; — ld}
Ipc—1ld +eo

parat=1yxz=0

vo (0)

-

fn

Ji (0 0)+111 (0 0)+ Zw (y)p(y/U 0),

Ji (0 1) +lJl‘ (0 R + E v (y)P(y/O 1)

cq 401 (0) P (0/0,0) 4o (1) P (1/0,0),
et m (O)P(O/O 1) o (1) P (1/0 1)

}



_ 'min‘ e0+( —Id + e0) (1 — p) + (Ipc — ld + eg) p,
TV e+ (—=ld+e) (1 —p)+ (Upe—ld+ea) p

"eg 4+ (—ld + o) (1 — p) + (Ipe — ld + e¢) p
= ‘o — ld+ eo +ldp — eop + yp*c — ldp + eop
L= '260.— ld+ lpzc

es decxr en la alternatwa 0 en la. et:apa Oyx= 0.
Pa.ra t= 1 y z = 1

11 (1 0)+lJ1 @, 0)+ Zvl(y)p(J/l 0),

i Jl (1 1)+111 (1, 1)+Zv1(J)p(J/1 1)
o eo+lpc+'u1 (0)P(0/1,0)+v1 (1) P(1/1,0),
min { ex + Ipc + v1 (0) P (0/1,1) + v (1) P (1/1,1)

_ oo f eo+lpet (— —ld + eg) ¢° + (Ipc — ld + e) (1 — ¢°),
MR ey + lpe 4 (—1d + ep) ¢ + (Ipc — Id + ep) (l—ql)

vo (1) = ‘

- lpc'—{-m.m{ eq + lpc — ld + ep — lpcq®, }

ey -+ lpc — ld + ep — lpeqt
= 2lpc — ld + eg +min {eo — lpcq®, e1 — lpeq*}

para conocer cual politica conviene, hacemos:

eo — Ipcg® < e, — lpcg?

“pe( ) < e1—eo
lpc (q],‘:_'fqo), < ’31..';130 o

En resumen

- min {eo - :lérctq‘?', er —lpcq'}




de estailtima igualdad se desprenden dos casos.
(a) Silpc > A

‘Uo (1) = 2lpc — ld + eo+e1— lpcq'.

(b) SI lpc < A

2lpc — ld + eg + eo lpcq

Po (0) € (0 1) La. solucién al problema :
(81 = eo) / (q - qo)) SR

(4.8)
) lc] + Py (1) [ZIpc — ld + eo +e1 — lpcqt)
3 +1p c) + By (1) [e1 + 2lpc lpcql]

#1; donde ¢} es 1a regla de decisién’ -

o (0 [2e0 Cd+ p’lc] + Po(l) [2lpc —ud + 2ep — lpcq °] - (4.9)
- 2e0 —ld+ Po (0) pPlc + Py (1) (2plc — ¢°plc) ;

el minimo es alcaxlzado s6lo por Tt = 7;9’0, donde o} es el selector de Markov
w5 (t,z) =0.

(c) Si plc = A, entonces g (I) esta expresada por ambas férmulas (4.8) ¥
~(4.9): sus valores coinciden. El minimo en el problema (4.7) es alcanzado
por estas y sélo estos puntos 7 los cuales corresponden a las estrategias del
siguiente tipo
72 (0| k) =1 T (0]0)=1




Note que las desigualdes

P"{z,=0}>0, P {z,=1}>0, ¢=0,1,2

A

se tienen para alguna estrategia w. (recordemos que P, {0) € (0,1).) Por
lo tanto, segiin el criterio de 6ptimalidad, la estrategia medible presentada
en Items (a)-(¢) completamente exhaustivas al conjunto de soluciones del
problema (4.7). Ciertamente, el caso (c) es ¢l mas interesante: aqui las
estrategias 7 gencran (este es un prisma de seis dimensiones) los puntos
extremos que corresponden a los selectores 73 v #i.

Existen cinco alternativas diferentes de cquivalencias de los cambios de
la funcion g (1) = frléirx_'llL('/r, 1) dependiendo de los valores de los pardametros.

Antes de mostrarlas las deduciremos de (4.8) y (4.9). De (4.8) tenemos:
ggﬁL(ml) = g()

Py (0) v (0) + Po (1) vo (1)
Py (0) [2e0 — ld + p2lc] + P (1) [2lpc — ld + eo + e1 — Ipcq!]
—ld + ep + Py (0) (e + Ip?c) + Po (1) [e1 + 2lpc — Ipeq']
2e0P (0) — Po (0) ld + Py (0) Ip°c+ Po (1) eo + Po (1) er —
B (1) Id + Py (1) 2lpc — Py (1) lpcq?
= 2eoFo (0) —+ eoFPo (1) -+ Po (1) eq

H [P 0)d+ P (0)pP’c— P (1) d + Py (1) 2pc — Py (1) peq ]
= 2e9Fs(0) + egFo (1) + P (1)
e1+ L[—d+pc(pF (0) +2F; (1) — R (1) gY)] -

De (4.9), tenemos:

I

g) =Py (0) [2e0 — ld + ple] + Po(1) [2lpe — ld + 2e0 — Ipcg®] - 4
R 2ep — ld + Py (0) p’lc + Po (1) (2plc — ¢°plc) :

2eo + I [—Po (0)d + Po (0) p°c + Po (1) 2pc — Py (1) d — P (1) peq®]

2eg + I [—d + P (0) p’c + B (1) 2pc — B (1) peg®]

2eg + L[—d +pc [Py (0)p + Po(1)2 — Po (1) ¢°]
2e0+L[—d+pc[P(0)p+ Fo (1) (2—4¢°)]].

En resumen, a continuacién mostramos los cinco casos:
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Figura 4.1: Alterna.tiyé. .

(1)d > pe{P(0)p+ Po (1) (2 — q0)] ;

2 d=pc{P (0)p+ P (1) (2—¢")};

B) pelPpPo(0)+ P (1) (2—gY)] <d<pclPo (0)P+ Po 1) (2 -4 )]
(4) d = pc[pPo (0) + P (1) (2 — ¢")];

(8) d < pc[pFo (0) + Po (1) (2 —¢")].

Los diagramas correspondientes son presentados en las figuras 4.1-4. 5
En el primero de los cuatro casos el problema

max {g (O}

puede simplificar la solucién; en el quinto caso este problema es irresoluble.
Investigaremos esta alternativa con mias detalle. Obviamente,

nulgli2 (m,x) = pc [pPo (0) + Fo (1) (2 — q")] — d
y su minimo es alcanzado por la regla de decisién * (£, :z:) = 1 por e_]eznplo A

Ahora, esta claro que la alternativa (5) corresponde a el caso-en el cual no
existen estrategias admisibles éptimas: BEEEAE TN e

{WGH:J2(W)50}=@,‘ “ 1
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ggl)

Figura 4.2: Alternativa (2).

g(1)

0 Alpe N\ 1
Figura 4.3 Al,t‘én}atiVéﬁ(a)- o



gﬁl)

0 A/ pc ]

Figura 4.4: Alternativa (4).

g(?)

Y

0 A}pc ]

Figura 4.5: Alternativa (5).
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Ds por lo que la qumta alternatlva no S(,r'i conmdexada en lo sngmente
Ha.blando axnphamente, la igualdad

d= pe [PPo (0) + Py (1) (2 — ¢*)]

no es védlida sin embargo, no dtscartaremos esté caso.

.- Finalizaremos investigando la alternativa (3). Donde I, = A/pc > 0; De
acuerdo al caso (c) estudiado arriba, tenemos

D= {2 + (1 —N)7¥i, Ae (0,1}

--Construiremos un punto 7+ € J]" tal que J%(#*) = 0. E introducimos
la funcién J2 (w) = —J? (w) y resolvemos el problema:

e {Jz (”r)} | B (4-10)

sin restricciones.De acuerdo a el método de la funcién de penalldad descnto
en la Subseccién 4 4.1, tenemos

A .7'2 (:z:-,:z:) =d .
3 (0,00=0  j}(0,1) = +oo,
: r'ﬂ'? (1,0) = —pc 33 (1,1) = +oo0,
Jo (0,0)=0 _ j3(0,1) = +o0,
: ’.‘lo (1,0) =+oo0 33 (1,1) = —pe
por 1o que
37 (0 1) =+oo, J73(1,1) = +oo
recotdemos que 1os otros valores son

- 32(0,0)=0; 33(1,0)= ~pc

no cambian. Cuando resolvemos el problema (4. 10) enla clase T E H por el
método de programamén dmémxca obtenemos :

T (:z:) =d;
para 7 (0) hacemos I T S
v (0) = {.71 (0 a)‘*‘ZJz(y)P(?JiO a.)}
) SRR y=0 T



= mm{;)1 (0 0)+z'

ll='-0

= mln{]l(OO 0)+.72(1)P(1\0 0)1
v .71(0

1)+.72(1)P(1|0 1)}
= min{d( 'alternatwa 0) o

para Ty (1)
5 (1) = min
~ mm{al(l )- © 10)+az(1)P(1|1 0,
i (1 1) + .'12 (0) ) LD+ MLPA |1, D} .
= )5 oo}.‘= —pe -t dg® + d — dd°

To (0)

mm{ﬂo(ﬂ 0+ O PO WPAID,
R (0 1)+11 (O)P(Olo 1)+g§‘(1)P(1|0 1)} K

o
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mm{O—i—d(l—p)+(——pc+d)p,+o~,}
d— pc

1

Para % (1)

%(0) = mm{ao a, a>+Zv1(y>P(y|1 a)}

'y—O

= . min {.70 Q, 0) +'~Zyvx (y)P(y i1 0),

.70 (1 1)+Z'v1(y)P(y l 1, 1)}

. y=0 )
= mxn{go(l 0)+’Ul(0)P(0|1 0)+v1(1)P(1|1 0);
: 21, 1) +v (©O)P@O]1, 1)+1)1(1)P(1|11)}
= min {—pc+dg® + (—pc+d) (1 —¢°) ,00}
min {—pc + dg® — pc + peq® + d — dq®, oo}
—pc + dq® — pc + peg® + d — dg°
d 4 pcg® — 2pc. (alternativa 0).

ff

En resumen

Vo (z) =d;
v (0) = d; 7y (1) = —pc + d;

o (0) = d — p?c; U (1) =d — 2pc+ q°pe.

Concun'entemente vemos que el punto P+ = P¥ es la unica solucxén al
problema (4.10): : Rt

min 3 (m) = 72 ("“’°) 3 d— pe[Po (0)p+ Po (1) (2 - POIE |

En el caso con51derado =

od <pc[Po(O)p+Po(1) 2—-4d%],
de esta manera la sxgmente desxgualdad es valida: J2 (7m+) < 0. , .
" De manera similar construiremos el punto 7~ € []" para el cual 32 (z~) <
0; de hecho el punto serd 7~ = 7¥i . PR
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’Uo(I)——-—d LTI
para ¥y (0) hacemos '

% (0) =’mm{hﬂ)®+§:vﬂw

= mn {0 j‘vz“(l)P(llo 0,
g yvr"ug(l)P(llo 1)}

con U1 (1)

O (1) = mm {_11 (1,0) +~Z~v2 (y) P-:

- v el

rmn{31(1 0)+'u2(0)P(0\1 0)+1,2(1)p(1\1 0) gy
S 1)+v2(0)P(0|1 1)+v2(1)P(1\1 n}y

rnin{pc—dq ——d(l—q),pc—dq

!

(1—¢1)}

o

—d + pc
para o (0) SR
G (0) = min {.‘lo (0,0) +zv1 ) P @\ 0, a)
y=0

i

m-‘“{Jo(O 0)+111(0)P(0\0 0)+'u1(1)P(1‘0 0)’ e s
43 (0, 1)+'v1(0)P(0\0 1)+111(1)P(1|0 1)}

= mm{—d(l p)+(pc—d)P,—d(1 p)+(pc—d)p},i:v:\>
= -—d+pc ‘

y para To (1)

T (1) = {Jo @, a) +Zvl(y)1’(y l L a)}

Poy=0- -
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min {52 (1,0) +v;, (0) P (0] 1,0) + v, (1) P (1} 1,0),
AL+ OPOIL)+0 (1) P(L]1,1)}
= min {pc—dq® + (pc~d) (1 - ¢°),
pc—dqt + (pc—d) (1 ~q*) }.
= min {ch —d —q%c,2pc— d - qlpc} ,

para conocer el minimo, suponemos la siguicnte designaldad

2pc—d—q%pc < 2pc—~d-— q'pc
—¢°pc < q'pc
como ¢° < ¢t
“entonces -¢° > —q'

por lo tanto ,
o (1) = 2pc — d — ¢'pe.
Considerando la flmcién de Vépti’ma.lida.d, tenemos:

Po (0) 0 (0) + Py ()0 (1)

Py (0) (—d + p®c) + P (1) (2pc — d — ¢*pc)
—d 4 p?cPy (0) + 2pcPs (1) — q* pcPo (1)
—d + pc (pPs (0} + 2P (1) — q' P, (1))
—d + pe [pPo (0) + P (1) (2 — ¢")] .

Es decir ' :

» min 3?2 (1r) = 32 (71;"’5) =—d-+pc[P(0)p+ Po(1)(2—q")].

~Ast tenemos las sxgment& igualdades para los puntos extremos del seg- -
: mem;o 'D‘ ;

sz 7w ==pc[P0(0)p+Po(1)(2—q°)]—d L (411) Rl
32 (re) = pelR Op+ R (- g ~a; D
- los diagramas son presentados en la figura 4.6. ‘
La A\* estard designada por:

; ' ’ ~J2 (ﬂ-‘ﬁx)

A= TRy - B @)

. 88




72(p% )
)

A

SSANNNNNNNNNNNSS

¥

Tt AT 4 (1 - A‘) el (4.13)

; "resuelve el problema inicial. Los valores J! GORE (7r“’1) son mostrados en
- la. fig. 4. 6 se pueden calcular fé,cﬂmente, de la 51gmente manera..

a (7r"’°) = E~ [_7 (a:o,ao)+j (:1:1,0.1)] SRR IR
Py (0) 5% (0,0) + Py (1) 5* (1,0) + P, (0) P(l/0 0).7 (1,0)
+P, (0) P (0/0,0) * (0,0) + Py (1) P(l/l O)] 1, 0)
+P (1) P (0/1,0) 52 (0,0) e I
= Pp{0)eo+ FPo(1l)eo+ Fo(0) peo + B (0) (1‘;_,& p) ,eo,g o
+P5 (1) (1 — q°) eo + Po (1) g0 ’

P (0) [eo +peo + (1 ~p)eo] + P (1) [eo + (1 — qo) eo + ¢ o)

= Py (0) 2eq + Po (1) 2ep. = 2eq. :

It

Dn este caso las reglas de decisién se toman de acuerdo a la etapa.
‘Ahora para J* (7¥3)

vJ1 (1r“’1) = E~ [5* (%o, a0) "Fjl (z1,01)]
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— R (0) [ (0,0) + P.(170,0) 7' (1,0) P (0/0,0)
+Pp (1) [ (1, 1)+P(1/1 1) 7' (1,0) + P(
Po (0) {e0 + peo + (1. — p) eo] + Po (1) [cl + Q
Po (0) 2€Q+Po (1) [31 +eol R
eg 4+ Po (0)60+P0 (1)81
En resumen tenemos: IR i
It (295) =2 S
n gﬂg = e:0+ Py (0) eo + Py (1) e - | (4.14)

El valor minimo J (7)), = € T] bajo la restriccion J2 () £ 0 se cdlcula
de la siguiente forma: '

g{n =

q

i

~):@o + q éo]

|

JH(m*) = AT () + (1= A7) T () (4.15)
pePy (1) [20'e0 — (2 4+ ¢°) €0 + (2 — ¢°) [Po (0) eo + Po (1) ea] + pP%s (0) €]
+pe[pPo(0) eo (1 + Fo (0) eo)] — d(eo+ Po (0) eo + Fo (1) e1) .
Claramente, en el caso en consideracion (alternativa (3)) es satisfecho.Por

lo que, —1l. = —A/pec. La funcién ¢ (Y) serd construida como sigue; con-

siderando a la restriccién J2 (7) <€ 0 como esencial. Obviamente, si las de-
sigualdades

pe[P@)p+Po(1) (2~a")] <d+1<pc[R0)p+ Po(l) (2 —q%]

sostienen, que son equivalentes a J* (7r“’1) < 1 < J? (w¥5), entonces la solu-
ci6n a el problema

mm{J‘(P)} WEH 32 (1r)<l

es realizada como arriba. h/[lentras %to tlene lugar 1a desxgualdad se reduce
a la igualdad, y el mfnimo:valor del cnteno Jl(

definicién esta expresado por la férmula

qincide"cqn -¢ (1) por

¢ (1) =20 + e;j;"'g [Po (0)p+ Po(l) (" °),— d:cl,] o

c10nado, nun a2 (?T)

< 32 (77“‘1) Sl =



7 {p4)
\i@gg(w

#(r)

: Figurav.'zll:'f:‘ _G_ré.ﬁcavae 1a funcic’m prirﬁialpa.ra. la altemativa (3).

J2 (7r"’1) entonces es demasxado obv10 que ¢ (l) 1 (7r""1) La prueba correc-
. ta puede ser.realizada después de mtroducm el con_]unto : :

= {7:3% (7r) — 32 (7r“’1)}

y resolver el problema rghnl {3 (P)}, por e_;emplo con la ayuda de el método

de la funcién de penalidad. M4s precisamente; uno puede rdpidamente notar 7
que J? (7¥8) = rneaﬁc.]2 () ; I (m¥8) = néiﬁJl (7); asf ¢ (I) = J* (w¥3) en
ki3 k3

1 = J? (n¥5) . La investigacién de la alternativa (3) esta completa.
Consideremos la alternativa (1). Mencionamos anteriormente que

Ernéaﬁ:.]2 () = J? (=*¥3) .

Ahora, esta claro que en esta situacién uno puede ignorar la restriccién, y la = '
solucién del problema inicial esta dada por la regla de decisién ¢§ (¢,z) =0 =

para la cual J! (7¥5) = néinJ 1 (#r) . A continuacién presentamos ilustraciones
™

similares a las figuras 4.6 y 4.7, las cuales se muestran en la fig. 4.8.
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Figura = 4.8: -Lias" rela.cxon% entre “J% ()\P‘Po - (1 —A) P"x) vy
Jt (AP¥s +(1—)\) P‘Px) y la gré.ﬁca de la funcxén prlmal de la a.lter-;'—
natxva (1) : o : ‘ "
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Figura 4.9: Las 5 J2 (AP‘Pu +(1-NP¥) ¥y
J1(AP¥s + (1 — A) P¥i) y la’ gré.ﬁca ‘de la. funcién primal de la alter-
nativa (2).

Considere la alternativa (2). Este no es conceptualmente diferente a el
caso considerado anteriormente: la restriccién es inecesaria, y la solucién al
problema inicial esta dado por la regla de decisién ¢} (¢, ) = 0. Uno puede
tomar algin valor en el segmento [0, A/pc] para l. y dar la respuesta 7¥5, pero
en diferentes maneras. Por ejemplo, si tomamos I, = A/pc entonces todos
los calculos serdan similares a los presentados o realizados anteriormente en la
investigacién de la alternativa (3). El caso l. = O se presenta en la ilustracién
de la fig. 4.9.

S6lo la alternativa (4) resta por investigar. Excepto para. la alternativa (5)
pues esta no se cumple en el sentido tedrico, los resultados son inaplicables.
Considerar, por ejemplo, {. > A/pc. De acuerdo, a D* = {7r"’;} , de esta
forma obtenemos el punto ¥ = 7¥i para el cual J2 (F) == 0. De donde el
cero pertenece a el hiper-octante (en nuestro caso -ambos semi-ejes), asf la
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Figura = 4.10: ~ Las ' relaciones’ ' I (APY (1= A)Pei)
JL(APP +(1—A)P*i) vy la gréﬁca. de la funcion prlmal de"la’ a.lter—- .
nativa (4).

medida 7¥1 es una solucién a el problema mxcxal .
Esta respuesta era de esperarse pues el mm J )¢(7r) = O y es alcanzado por
todas las estrategias 7 para €l cual 7 (1 | ho) =1 si ho = 1. Esto recuerda

elegir una. estrategia tal que provea el valor minimé de la funcional J! sy
que es exactamente 7 .

La funcién primal ¢ (-) puede ser construida como antes. Ilustraciones de
la alternativa (4) son presentadas en la figura 4.10. Obviamente, la restriccién
es esencial en este caso, por deficién.

El problema inicial tiene una solucién tunica en cada uno de los casos

(1)-(4).

Asumlmos que la. constante d no esta fija o consideramos el problema de‘
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multicriterio - o
- o g, {7 e},

JZ(n) = inf { BT [23;1 m,_lpc] } .

wel1¥
Esta solucién se completa con la ayuda del método de restricciones presentado
anteriormente para 7' = 2. Como mencionamos, J2 (7) &€ [ﬁ (71),32 (7r“’5)] ,
donde J2 (71¥5.1) estan expresados por la férmula (4.11) en d = 0. Los valores
JT (r#8) y JT (w¥1) estan expresados por la férmula (4.14). De hecho reescri-
biendo d € [3—2_ (m#i) ,J2 ('rr“’ﬁ)] y resolviendo el problema restringido obtene-

mos las alternativas (2), (3) o (4); en cada uno de estos casos existe una tnica
solucién 7* para la cual J2 (n*) = d (esto es J2 (n*) = J2Z (") = —d = 0).

Esto serd particularmente enfatizado, que la distribucién de probabili-
dad inicial P, (-) afecta substancialmente la solucién del problema. Ademsis,
cuando consideramos el caso més significativo (alternativa (3)), la solucién
m*corresponde a la estrategia de control aleatorizada:

3010 =1; #«f(0|1)=2" #1(@QA|1)=1—X" m2(0]h)=1,

v la clase de reglas de decisién deterministas no son suficientes para resolver
el problema.
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Capitulo 5

Construccion de un modelo de
seguros.

5.1 Objetivos y decisiones 6ptimas en seguros.

Aquf habremos de examinar algunos de los problemas de decisién que ocurren
en la direccién de una compaiifa de seguros. Nos aproximaremos a la materia
mediante la construccién de un modelo matemadtico que describa el ambiente
en el cual la compariifa opera, y de los objetivos que ésta quiera lograr. La
mejor estrategia, o decisién 6ptima serd entonces la que trae a la firmma los
objetivos m4s apegados a ella.

Un modelo matemad&tico usualmente serd una enorme simplificacién de la
vida real, pero aun asf frecuentemente un modelo simple puede capturar los
elementos esenciales de la situacién que deseamos estudiar. En tales casos
podemos usar el modelo para. calcular la decisién 6ptima y recomendar esto a
la direccién. Puede suceder de cualquier modo que la recomendacién sea re-
chazada por algiin funcionario, el cual prefiera tomar una decisién que, acorde
al modelo, esté lejos de ser la 6ptima. Podemos pensar que el funcionario
crea que el modelo esta equivocado debido a su simplicidad, sin embargo mas
bien es que existe en el medio de los seguros todavia mucha reticencia a hacer
uso de modelos matemadticos.

En lo siguiente estudiaremos un modelo que a primera vista parece razo-
nable y aceptable. Mostraremos que induce decisiones que estdn lejos de las
observaciones no consideradas como 6ptimas por los funcionarios en la vida
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real. Entonces generalizaremos los modelos que inducen mids de conformidad
con estos que podemos observar en la préictica, notaremos que los modelos
pierden algo de su substancia intuitiva en este proceso.

En este capftulo optimizaremos los dividendos y la vida esperada de una
compania de seguros, desafortunadamente no podemos optimizar ambos si-
multaneamente, pues son inconsistentes. asi que optimizaremos uno de ellos
con restriccipon sobre el otro, y viceversa. Para esto usamos la teoria de
la programacién convexa desarrollada en el capitulo anterior para resolver
estos dos problemas restringidos. También usaremos la caminata aleatoria.
En lo que queda del capitulo definimos el modelos de seguros, planteamos los
problemas de control de polfticas éptimas en seguros y con restricciones, y
finalmente los resolveremos. Algunas referencias para este Capitulo son: [5]
y [12].

5.2 Algunas formulaciones simples de los ob-
Jjetivos.

Nos concentraremos en los modelos que hacen una asignacién para el pago de
dividendos a los socios o a los clientes de una compaiifa de seguros. El valor
total de los dividendos a saldar y el tiempo esperado de vida de la compaififa
de seguros juegan el papel de criterios para la ejecucién de polfticas.

Asf inciaremos, considerando un modelo simple que presenté Bruno de
Finetti en el Congreso Internacional de Actuarios en 1957. El modelo re-
presenta una generalizacién substancial de los modelos usados en las viejas
Teorfas del Riesgo, que pueden ser descritas por los elementos siguientes:

(i) ¢, son los reclamos de la cartera asegurada por la compafifa de seguros
en el perfodo de operacién t. Sea {¢,}i=, 1a sucesién de reclamos, con-
sideramos que son variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas con distribucién F ()

(ii) h = 0 es el monto total de las primas captadas por la compaiifa en el
periodo t.
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(iii) &,_, = O representa la reserva de la compaiifa al inicio del perfodo ¢t —1,

&,_, € (t — 1,t}], antes de pagar dividendos. El valor inicial de la reserva
&q = xo = 0 esta dado.

(iv) 7, representa los dividendos pagados por la compaiifa al inicio del perfodo
t. Cuando los resultados del perfodo £ — 1 se conocen, 7, € [0 &, ] ;
es decir, 7, estd en funcién de las reservas que la compaiifa genera en
el perfodo (t — 1,t] por lo que se puede disponer de cualquier canti-

dad entre 0, que no se hayan generado reservas, y &§,_, para el pago de
dividendos.

Esto nos da lo que un fisico podria lamar la ” Ley de Mommzento”' _

£ =&.,—m +h—¢,. ' : (5 1)
donde ¢, = 0 son las indemnizaciones por los siniestros ocurridos en el perfodo
Con esta formulacién, el problema de decisién de la compaiifa:consiste’
s6lo en determinar 77, el monto con el cual se deberfa iniciar como d1v1dendo
antes de iniciar el nuevo peuodo de operacién.

Una "regla del juego” razonable es:

Si para alguia t, £, < 0 la compaiifa esta arruinada, y esto no perrmte 1a
operacién en los siguientes perfodos.

Por lo que De Finetti sugiere encontrar la polftica Sptima del pago de
dividendos la cual maximiza la suma descontada esperada de los pagos de
dividendos los cuales la comparfifa efectuara antes de ocurrir la ruina.

De lo cual, uno de los problemas que se podrfan abordar es entonces

mase {i p5 {m}} (5.2)

t=0

e Para resolver el problema que hemos trazado debemos ‘considerar la
informacién sobre el futuro asegurador de la compaiifa, es decir cono-
cer las sucesiones Fy (), Fi1(z),. .. (distribucién de los reclamos en
el periodo t) y hg, hy,...,h, (xnonto total de primas). No puede ser
dificil hacer prondésticos razonables en el corto plazo para estas 2 suce-
siones. Podemos por ejemplo asumir que el volumen de los negocios
aumentard, parcialmente porque el mimero de contratos aumentars, y
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parcialmente porque las sumas aseguradas bajo cada:contrato se-in-
crementa con la inflacién. Sin embargo por simplicidad no se tomara
encuenta esta ltima caracteristica.

Nuestra propuesta es presentar caracterfsticas esenciales del modelo. Asu-
miremos que F, (z) = F (z) y h; = h para toda ¢, es decir consideramos que
la compania asegurard carteras idénticas en todos los periodos futuros de
operacion.

Las variables aleatorias {¢,};2, son consideradas mutuamente independi-
entes con la distribucién de probabilidad F (d¢) .

El valor inicial de la reserva &3 > 0 se supone estd dado.

Sea 7 = inf {t: £, < 0}. Cuando se pagan los dividendos, la compaiifa
puede dedicarse-a difentes objetivos. Por ejemplo, uno puede maximizar su

valor total . :
max {E" {Znt}} , e (5.3)
t=1 S

o maximizar el tiempo esperado de vida hasta el colapso

max {E™ {r}}. (5.4)
Donde 7 es una estrategia de control (politica), &, es el proceso controlado
definido por la ecuacion dindmica (5.1). Lo descrito anteriormente es un
modelo de proceso de decisién de Markov con la variable aleatoria de tiempo
de vida [0, 7] donde 7 es el momento del primer evento desfavorable para la
compaiifa, esto para el conjunto X=R,.

Una solucién al problema (5.4) es 17, = 0 (no se pagan dividendos). Pero
el problema de multi-criterio (5.3), (5.4) es con frecuencia inconsistente pues
estariamos planteando que la compaiifa aseguradora no ha repartido utili-
dades durante el tiempo de vida que esta lleve, lo cual no tiene razén de
ser. Nos apoyaremos en los métodos desarrollados en el capftulo anterior
para problemas con restricciones. Para ello introduciremos la distribucién de
probabilidad m4és simple F (-) .

Consideremos:

e El monto de las primas en el tiempo ¢t es h = 1,

e Las indemnizaciones ¢, se definen por:

— D, Sict‘:o p—
Ct-—{ @ si¢, =2 conp+q=1.
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‘o El valor de los dwldendos se consxder
A={0,1,2,...}. ' :

e A medida que avanza el sxst:ema. el ca.pltal o reserva toma el espa—
' cio de estados del proceso de control £,, quees el con_]unt;o X
{-1,0,1,2,...}. ~

En lo siguiente nos avocaremos al problema de maximizar el valor de la.
compainia, es decir nos enfocaremos al problema (5.3). Como los: dxwde"dos'
no pueden exceder el capital disponible tenemos: : .

—a, siz>=0; a€(0,z];
jt(xz,a) =<¢ +oo, siz = 0; a> x;
0, sixz = —1.

Donde el valor +o0o es una penalizacién para excluir cuando no se cumple o
la restriccién. Entonces la expresién (5.3) toma la forma estandar: - :

n (P") _mm{En [ZJ (Et—nm)]} , i , : (56)

t=1

Lema 5.1 (a) .5‘1. p < q entonces 1ni'J1 (P™) = —xzp — p/q y el’ selector esta-"

cionario ¢! () =z es una soluczdn al problema (5.6). ) :
(b) S'z p> q entonces mf JY(P™) = —o0. Sea o7 la suceszén de selectores

‘T_de la.formacp (t :z:)—I{t— T} z; entonces hm Jt (P“’ ) ——oo

Prueba
: (a) 'Obviamente,

t==1 .

n (P") = lim B" {ZJ (5:_1{'7:)] con T < oco:

" Resolviendo asf el problema siguiente :
mln {E" [ZJ (Et—n 77:)] }
L=

100

con T < oo.




Consideramos: . - ‘. _
' X= {—1,0,1,2,. -"‘-”1 fl}o,z‘o + 17‘-"' ‘-‘, o "l' T} 3

£0,1,2, 3,30+ TY. "

De la ecuacion dinérrﬁcé (5:1) ;thr:er‘iéx‘iii’)'s:»v

De lo cual la fundiénbdré 6pt1mahda.d ”&:
op () =0, R
vr_y () = m}n_ { it= ay

3* (2,0) +
o +1. (

@z} |
) 1/¢,0)+v7(x—l)p(z—l/z,O),
) +or () p (/2 1)+ vr (== 2)p(z—2/z,1),

; 1) +vr (2)p(2/z,z — 1) + o7 (0)p(0/z,z — 1},
g (1) p (1/z,2) +vr (—1) p(-1/Z, ),
1@+ 1) +ur Q) p (/2,2 + 1) +vr (—2)p (z/=,

Sz zH+2) +or (51) p(—1/z,3 +2) +vr (=3)p(—3/z,z+2),

- (4)P /2
(€ + 1) plz+

;.. — < +1,—x,00,00,..-} -

—zr4+1 < -
1. < 0!

por lo tanto:

vp_1 (x) = —= con P (z) = =
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’Para . e B
viz (8) = min: {J (,0) + S (y)p(y/z a)}

7 (2,0) + vros (e + Pl 1z, 0) - vria
itz 1)+ ura (x) p(z/x, 1)+'vT_ (=
i (z, 2)+v7-_1(:z:—1)p(a:—'1/z 2)

= rnivnir g (z :c = 1) + vr—q (2)1’ (2/
g (:c )+ ’UT—l (1)1’ ()

o { 0— (z+1)p—(@— 1)
—mind —2—(z—1)p—(z—3)a

'Cor»n;) .
Vra1 ( 1) = 0

¥y para conocer el minimo, tomemos un, térmmo eneral

1
|.-"
<

; ,w+m @m—w—w
?i—b—-:z:p+bp p—:z:q+bq+q
rv—b—:z:+b p-!—q el
—gpi—p4q ] a

_J_xx—b+1nﬂwm%5f9§'

A

)l

comparando con ‘el iltimo término':

V-—:l:—p+q < —ﬁ:—p

©. 9 < oL
Por lo tanto:
v2 (@) =—T—P con 7% (z) ==

=—(z+p)"
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Para
vp3 () —-mm {J (z,a) +th 2 (W) p(y/=, a)}
it (x, 0)+'u¢ 2z +V)plxz+1/z,0)+vi2 (= 1) p(z — l/:z: ),

7 (@1) + vz (@) P (&/2, 1) + 02 (5 — Dp (@ — 2/z,1),
7 (:z: 2)+v2(z— ) p(z— 1/:1: 2) 4 Vg2 (:z:—3)p(2: —'3/;;;,2),

=mingy (g, @ 1)+ 2 (2)p 2/, :1:—1)+‘U¢—2(0)P(0/5'3 z-1),

_7 ez, :z:)+'ut_2 (1)p(1/:1: x)+v Yo (=

0—(:1:+1+P)P (x—1+p)q,—1
:‘_—2—,(m—1+p)p (F=3+p)aii =

= min
ct —-a:-—(l+p)p,oo °°1°°7

tenemos: -

—k—(z—k+1+p)p—(z—k—1+plg = —k—zp+ zq+kq+q—pg

| tenemos:




Por lo tanto el minimo es el ultimo térrmno, es: decu‘

Ahdré: -

Ve—a ()

Consxderemos un

cual tenemos

vea(®) _ oo 7

o ; t—3 —
(z + p + p?) . con » ; ‘(‘w)”—’m-

= min {_7 (z, a)+2‘ut—3(y)P(y/z 0-)}

(5 (:1:,0) + 3 (z +1)p(z+ 1/, 0) + vz (= — 1) p(z — 1/x,0),
iz, V) +ves(x)p(z/z,1) + vz (x — 2) p(z — 2/x,1), .
3t (2,2) + vz (z — 1) p(z — 1/2,2) + v—3 (z — 3) p (= — 3/x,2),
= min 4 i (zz—1)+v3(2)p2/z,z2—1) +v,3(0)p(0/z,z —1),
jl (:E, :Z:) + vt-—3k (l)p(l/z, :l:) +"Ul.—-3 (—1) p(—l/zs :B) )
, , o

? 0—(a:+1v+p+p2)

' (x—1+p+p2)q,,

Comparando, supomendo que &st e ; ayprv con respecto a

—z—(1+p+p¥)p, tenemos

comop<q=>0<q—p,porlotanto

—z—p—p +q—




De lo cual el minimo es el tltimo término; es decir: )
——z—p—p*—pd
=—(z+p+p*-P%)

A partir’ de 1o a.nt:erlor mostra.remos el térmJno genera.l

vi-a () con ¢t (z) = 2.

vt (T) = —(z+p+p +p +-~-+ T)

vT(a:) : -—0 _ } X
ve—1 () —rmn{—a.+pv;(:z:-—a+1)+qv,(z—a—1)} ‘

de Bellman txene la forma v, (:1:) = —x — (p pt-
alcanzado por la accién a; = ¢! (Tim1) = IB;._]

La construccién del selector ¢! es la &st
con horizonte finito, es decir

min E” [Zy (Eg_nm)‘k

t=1

Obviamente, V7

de otra. manera

el inciso (b).d



(b) Escogemos una constante arbittja.rié C, la cual satisface la desigualdad

S
—lcc<-2
- q P

(en el caso degenerado ¢ = 0 uno puede a51gnar ——i—- —o0.)
Introducimos el costo terminal :

C’ si :z: ' f—1;
@)= { o 4 -
y resolvemos el problema

= [21.@:—.

) ,’9&-‘3';“(@)] 3
t=1 ; ‘
- con T < oo. Deduciremos las ecuac1one£ de Bellman S
Para el valor de salida: : :

vr (z) =5k (x) =C, sf T # —1. 'vt( ,‘1)—0
v = min {5 (z,0) + Sor @) 2w/, a)}

it (=, 0)+'vr(w+1)P(z+1/z 0)-*-'07'(-"3—1)19(93—1/11C 0),
7Y (=, 1) +ur (2) p(z/z;1) + vr (z — 2) p(z — 2/z,1),
it (=, 2)+'uT.(a:—v1) (:z:—l/:z: 2)+vT(:z:—3)p(:z:—3/:z: 2),
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1+Cc@=p) > 0

: 1 — Cq >0
C > —l
Por lo que el mfnimo es:
e (@) =-z 'VFCP L con i (@) =
Para t — 2 , '
va ()

;

= m1n {J (:z:, a) + Z Viy (y)p (y/w, a)

S f‘? (z,0)+vt_1(:‘z:;+1)p(:z:+1/x 0)+v¢_\1(:z:—‘1)p(a:—1/:z: 0)

(2, 1) F v (@) P (2/21) F v (2= 2) p(z— 2/=,1) 5
! 1)17(33"'1/-’13,2)+Uz-1($—3)p(z—-3/:z;2)

P ('2'/2 o — 1)+ 9,21 (0) p (0/2,
] (:z: :z:) +'u,_1 (1)p(1/a: z) +'ut_1( 1)p( —=1/z;x):
oo

0+(—(z+1)+C’p)p+(~ (fv—l)+Cp)q,
—1+(—z+Cp)p+(—(x—2)+Cp)g,

— min 4 _2+(_(m_l)+CP)P+(—($—3)+CP)§; e

—(z—1)+(—2+Cp)p+ (Cp)q,
-z + (—1 + Cp) p, 00, 00, 0O

Excluyendo el término —z + (—1 + Cp) p para compararlo con los demis,
obtengamos un término general de la siguiente forma:

—k+ (-

(x-k+1)+Cp)p+(—(z—k—1) '+C“p)q

—k —xp+ kp—p+ Cp? —:z:q+kq+q+Cpq
—k—z+k—-p+Cp*+q+Cpg
—m—p+q+C’peseltérmmogenera.l

Ahora supongamos la siguiente desigualdad vé.hda

"—:z:—p+q+C’p < -—:c—p+C’p

q+C’p < Cp
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q+Cp—Cp*® < O

g+Cp(l—p) < O

g+Cpg < O
q(1+Cp) < 0 |
c < =L

Por lo tanto la estrategla puede ser cua.lqmeta de las anteriores menos la
dltima. . : :
De ahf

veer = —kt (= (m—,/»_+,1)+0p)p+( (z— k—1)+Cp)aq
=A—.'z:+C'pi'(p“ ' '

Veamos el caso t — 3

vi—g (z) =minqj 1(

71 (=, 0): -th_z'(x + l)p(:.r: +1/z,0) + v (z — 1) p(z — 1/z,0),
; ECH 1) F v (z)p(z/z,1) +ve 2 (z —2)p (. —2/2,1),
2) +v¢_2 (z—Vp(z— 1/::: 2) + v (x — 3)p(z — 3/z,2),
=m.m< '_7,(::: :1:—1)+v¢_2(2)p(2/a: z—1)+'ut_2(0)p(0/z::z 1), (
I (z,z) +v—2 (V) p(1/z,2) + V2o (—1) p(—1/z,x),
oS

[ 04 (—@+1)+Cp—(p—)p+(=(z=1)+Cp—(p—a)a,
=l (rz+Cp—(p~@))p+ (—(z—=2)+Cp—(p—a))a,
2+ (e~ D+ Cp~ D)o+ (- -9 +Cp =~ -,

=min'4

\ ; : ?
Procedamos de 1a msma ma.nera que amba, Sacando un términ: £
menos el siguiente —z + (=1 4+ Cp — (p—a))pi-

~k+(—(x—k+1)+Cp— (P—Q))P'*'( (m—_f P
—k—ap+kp—p+ Cp* —p +qp—-'cq+kq+q+0pq pq+q
—T—P(l—Q)'*'CP ~p*+q+Cpq—pg+¢° :
—z—p*+Cplp+a)—p*+ag—aq@—a)’
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—a:—p +Cp p +q(1—p)+q

—'L‘—p +Cp %+ g% + ¢?

‘-—:1:—-2p 4 24° +Cp

‘ —3.—2(p — ¢®) + Cp es el término genera.l

Ahora procedamos a comparar, supomendo verdadera la sxgmente des1gua.l—
dad

; —-'c—2(p —q”) +Cp Q))pﬁ

< —z+4(— 1+Cp (p
—2p2 4+ 29> +Cp < —p+Cp -p? +qP g
Cp—Cp® < —p-—p’+qp+2p° —2q.- ‘
Cp—p") < —p+p +ap— 2q
W Cp(l—p) < =2¢°
" Cp < —2¢q
c < -2%
. p
Como L
1
q
supongamos
' 1
—_ < _2.q_
P P
1. >.2q
Sy
3 q
Por lo que:
'v,_3(x) —:’—:c—2(p—q)+C’p

Con '3 () cualqmer &strategla. menos la iltima.
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Parat — 4, teﬁemos
g (x) = mm {] (z,a) + 2 v_3(y) P (y/z, a)}

(5 (:z: O) +1l¢_3(:1:+ )p(z+1/x,0) + v—3 (:z:— l)p(:z:—l/:r: 0) W :
FHz, 1) + vz () plz/z, 1) + 13 (z — 2) p(z—2/z,1) ;)
7 (:z 2) +veeg (x — V) plz — 1/3: 2) +vt_3 (a:—3)p'( 3/:1: ,2)7_

= min 4 iz, z— 1)+ v, 3(2)1)(2/.1: :z:—l)+'u¢_3(0)p(0/
gt (:z: z) +va (l)p(l/:z:, :c) 5
(. (= (z+1)—2(p—q)+Cp)p+( (w—l)—2(p—4)+0p)q,
‘ —1+(—z—-2(p—q)+Cp)p+(-(z—2)—2(—q9) +Cp)g,
— min < ,—2+( E-1=2@-+Cplp+(-(z—-3)—2(p—a) +Cp) g,

(z—1)+( —2-2(p—q)+Cp)p+ (—2(p— q) + Cp)a,
B o=z +(-1—2(p—4q) +Cp)p,0o0,...
Para conocer el mimmo, con51deremos el térmmo general

- ,—k+( (w—k+1)+C'p 2(P—Q))P+( (z—k—1)—2(p—q)+Cp)g
c=vi—k —xp+ kp=p—Cpp— 2(p—q)p—mq+kq+q—2(p—q)q+0pq

= —z—p+q—2(—q)+Cp " :

= —z—3(@—q)+Cp.

Es decir el término general es —x — 3 (p’ = 'q) + Cp, ahora procederemos a
comparar este término con —x + (— 1 ~2 (p — q) + Cp) p; supongamos vélida
la siguiente desigualdad:

——:z:—3(p—q)+C’p
—3(p—q)+Cp-

. —m+(¥1—2(p—q)+0p)p
—p—2(p—q)p+Cp’

<
<
—3(p—Q)+2(p——q)p+C'p’f<f—p+Cp
(-3+2p)(p—q) +Cp—Cpp < =p~
(-3+2p)(P—q)+Cp(l—p) < —p
(=3+2p)(p—aq)+CpPg < ~p o
. Cpg <:"—p=(—3+2p)(p—q) : ‘ ' !
C < —p+(3—2p)(:v—q) ' ‘

: - pg
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como

c<-1
. o Y
supondremos . '
ST —-p+(3—2p)(p—q)
P e pg
.‘_1,;>,<.fv,,—p+(3—2p)(p a)

p ;
-q. < “pw (3—20) (P—q).
p—g < (3—2p)(p—q)

comop>kqentonce£p—q>‘0j’ ~ ‘ SO
1< 3—2p

1-3 < -2

=2-< —2p

; 1> ‘D

de: &sto ultlmo conclmmos que el mimmo es alca.nzado ua.ndo, se %coge
cualqmer estrategla. ©'-* menos la ltima. Por lo ta.nto

S .i"vz—4($)=—$—3(P—¢1)+Cp
: Resumlendo tenemos la ecuacién de Bellma.n

'ﬁ‘ 'UT(-'L‘)—JT(-'E) v (—1)=0; - }
vt—l(m) rmn{—a+pvt(:z:—a+1)+qv,(:z:—a—-1)}

la cual como hemos visto su solucién en general es.

() = —z+pC - (T —t ——~1) (p —-q) g

(t<T, :z:>0)

‘Ahora es claro que

[Z] (&;wn)] S [EJ (6;_»1;17‘:)"-1-”3:;(5/;)] +le3'| 

=1 t=1

= —mo+pc '(T—t—l)(p q)+lCI

o




que es lo que se queria demostrar.é
Como es evidente de lo anterior, el valor total esperado de los dividendos

(5.3) se puede hacer tan grande como se quicra en el caso p > q retrazando

el tiempo T de sus pagos. Por lo tanto, ambas funciones (5.3) y (5.4) se

incrementan simultaneamente con un aumento de 7" cuando las estrategias

7 del Lema 5.1 son implementadas. De cualquier modo, notamos que el

selector ¢° (t,z) = 0, de igual manera para ¢°°, se da una solucién para el
T

problema (5.4) pero el valor total de los dividendos E¢° [Z 77‘] = 0 esta lejos
t=1

del mdximo. Como una regla el factor de descuento # € (0, 1) es introducido

en el caso p > ¢ y el problema

max { E" [8*"'n,] }

es estudiado en lugar de (5.3). S6lo mencionaremos que su solucién es la
estrategia w(z) = I {z > [[} (=~ ID)-

En lo que sigue el caso p < g es estudiado. Aqui el valor total de los
dividendos (5.3) es mdximo si un desembolso es efectuado al capital inicial
g en el primer momento. No acumular capital deberfa hacerse en el futuro:
¢! () = z. Esta respuesta es intuitivamente clara porque los negocios ase-
gurados no generan algiin beneficio en el caso p < ¢g. De esta manera es
improductivo acumular capital: es més probable pagar siniestros. De otra
forma, la estrategia ! (z) es lo peor con respecto al tiempo esperado de
vida hasta el colapso (5.4). Asi el problema de multicriterio (5.3), (5.4) es

significativo.
Como hemos visto anteriormente, tenemos X = {-—1,0,1,2,...}; 4 =
{0,1,2,...};
p, siy=zxz—a+1; =20
sfy=x—a—1; x> 0;
p(y/z,a)=q T SYZETATE F=T
? .
0 N
Sea ' Sl ’
y — st.z.> 0;: " a'€ [0,z];
7% (z,a) =< sfx >0 a>x; - (5.7)

L. 8lz=—1
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y escrlblmos la funcufm (5 4) en ]a forma esté.nda.r

, .vJ‘Z (P =m1n{ v [ZJ (§t_1,m)]‘;:

Como es usua.l el método de restrxccxon&s para. el proble
puede realizar de dos formas. : :
- I. Escoger una costante d y encontrar una &trat : gxa.'q, P ovea. el'mfmm
a la expresién (5.8) bajo la restriccién

J(PT) <d.

II. Escoger una constante d y encontrar una estrategla. que provea el*
minimo a la expresién (5.6) bajo la restriccién .

32 (P™) < d. ' (5.10) '

5.3 Resultados generales.

Obviamente, la funcién (5.8) es siempre finita: su valor mfnimo es alcanzado
por % (x) = 0 y coincide con la duracién de la caminata aleatoria sobre un
enrejado entero en una-dimensién con acumulacién en el punto z = ~1, o
con la duracién del juego contra un oponente infinitamente rico en el juego
cldsico de la ruina.

Es decir:

d(z,a)

lm:\ d(z a.) =

aplicando L’Hospital para




“Por lo que .
; ‘ .z

d(z a) =
| (2,a) a—p
"En nuestro caso : :
o —~(=1) =za+1

q—p ga—p’

mﬂiﬁ J2(P7) = J2 (P"";) = (5.11)

La importancia de la funcién (5.6) ha sido establecida en el Lema 5.1,
Item (a). Por lo tanto las variables duales y; = 0 y y2 = 0 de la funcién
Lagrangiana puede ser insertada bajo el sfmbolo de la sumatoria sobre t :

L(P"y1, ) = I (P")+%I?(P") —yiyd

= E7 [Z {yl.’fl ('51:—1:77:) + yoj® (E:—h’h) }] — Y12d. - o

R%olveremos el problema de optumzamén mcondmxona.l

g (’!/1,?/2)‘ ‘mJnL (p’r ‘yl,yz)
‘Los siguientes casos son 1 posil
tros. .

Para abordar esta seccxén dedu
elaborar un resumen con los result

(a) Consideraremos el caso 1:> y(
finito 7" < oo : :

Asumiremos que X = {—1,0,1,2,7. 1,z
A=1{0,1,2,. :Eo,:Bo+1,...,$o+T}
Bellman. Para ello analizaremos

114




I.—-l

Para la solucién abordaremos el’caso sin 'estric'cior;’@ por klb que el La-
grangiano toma la forma: o ER N R

Ly, é’f}; =

-"Como ya hemos visto:

R . ‘ ’UT ( 1) = 0

Valor de sa.lida__‘ 5 3 v '
N . 3 ‘UT (:E) =.~- .

Pa.ra el tlempo T =1,

' vTj-l (-'E) *-—rmn l(:r a) +Zv7~‘(z)p(z/m a)}
: 7 'v_'—mxn{ 1—‘ay+P‘UT(1L‘—a+1)+qu(a:—a,—1)}

.:~—1 +p (—q_p) ~+q (_F}-’
—1—y+p

- N\

%) +q( q_p)

= min ¢

Ahora para conocer



k—1)

“2p+p=—gq <-ylg— P)
—P—a<-y(g—-p)
G —1<-y(g—p)
o 1>yl@=—p) ,
. por lo tanto el mfnimo es el primer;término.
Ahora compa.remos el prlmero y ultlmo térmmo

k'—-l—zy+p( 2)
a=p) . g—p
< —zy(g—p)—2p

< —zy (g —p) — 2p
<
<

" -p (z +2) - : q,(ﬁm)_

- —y(g—p)
" y(q p)

ParaT—é
vr_g (z) —rmn{l(a: a)+ZvT_1(z)p(z/:c a)}

=m;}n{ 1—-a,y+pvq~_1(a:—a.+1)+qv7-_1(2:—a.—1)}

1 —1+p(—22) +q(—% )

-1—y+p(—,,_,,)+q -—ﬁ )

—1—2y+p(-f—)+q -2=2),

Iilgl:

—1-(z=1

q9—pP p.



Y como podemos apreciar es idéntica aj la etapa T — 1. Por lo que la
solucién esta expresada por la forma: - ’
k o .'L"+ 1
vr_2 (z) =

. . q—p

con pr_p () = 0 = a.

De lo anterior"concluimos‘qlie"'la solucién esta dada por

xz = 0),
p( )

;llg (a)) = -

y el minimo es alcanzado por la acc16n a= (p (z)=0.
Por lo tanto, V7

[Z {JJ (Et—lt "h) +.7% (f:—1rﬁt) }] == o+ 1-

_tz'—p

(b) Ahora onmderemos’ el sxguxente caso l <y (q p)
Aborda.remos el problema. con honzonte finito T' < oo

”"\v'}@n{ [Z{w (&_1,m)+a (st_l,m)}]}

Hagamos la deduccién de las ecuaciones de Bellma.n y consxderemos el pro—
blema sm restricciones y el Lagranglano es:

l(y)P")__l_a'y
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CPara .

y el valor de‘sa'.lida ‘

vr(z) = min {l (z, a) + Z'UT (z)p (z/a:i
—mm{ l—l—y,v, : ;

Por lo tanto

R tp (1 (e 1 g i (-
p(— 1—(m—(k+1)+1)y)+¢J( 1—(w",,

q(— 1—-z‘y+ky+y+y)
—ky+p(—1 —zy + ky — y)+q( 1
g(—1—zy+ky+y+y) :
—l—xy+ky—yp+,/q<—y—1,

que se eliga.



Pero veamos que sucede con el prlmero y ultlmo térrmnos
—14p(— 1-—(:z:+1)y)+q( 1-—(:1:—1)y)u.,v< f—l—:z:y+p( l—y)
p(-l-zy—y+q(-l-zy+y) < —zy—p—py
—l'—ay—py+qy

< -y -—p=py
o ml<
g =
e, ':,f"<.:f
De lo cual el mi{nimo es el dltimo térm.mo ) : :
vrsa (@) = »"—1‘— zy +p(—1 - y)

Para T —3

PR [t 2 bt

K P
—1—:vy+p( —“1-p
Compara.ndo dos consecutxvos ky k41" :
—1—ky+p(—-1—p+y(—(x—k+1)— p))+q(——1—p+y( (
—1—(k+Dy+p(—1—p+y(—(z— (k+1)+1) = p))+q(=1'=p+
—ky+p(—1—pt+y(—z+k—=1—p))+q(—1—p+y(-z+k+1
—ky—y+p(—l—p+y(—z+k+1—1—p))tg(—-l—p+y(—z+k
p(—l—p—yr+yk—y—yp)+q(—1—p— y2+yk+y—-yp)<
p(—l1—p—yz+yk—yp)+q(—-1—p—yz-+yk+2y —yp)
—l—p——yw+yk—Jp+yq—yp<—y—l—p ym+yk—yp+2qy
yqg —yp < —y -+ 2qy
yqg —2qy —yp < —y
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—qy —yp < —y : : i
—y < —y. Cualquier térmmo nos proporcnona el minimo pero ahora
consxderemos la comparacién entre el prlmer y udltimo términos: g

—1+P( l1—p+y(—(z+1)= P))+‘I( 1—p+y(—(z-—1)—p)) <

—l—zy+p(-1— p+y( l—p)l

—1ap(— 1—p+y(—z—1'—p))+q( l—pty(—z+1-p) <

—l1—zy+p(= 1—p y—yp)

—14+p(= l—p yz—y yp)-*-q( 1—p—yz+y-— yp) <

—l—xy P p—py yp

—.1—1'—p—‘ya:—yp+yq—‘yp < —L—zy p— P’ —py— vp*
o —l+ya—yp <. —p —yp°
v—1+y(q—p) :

como —1+y(g—p)>0 tenemos 0 < —p
dltimo término, es decir:: .

vr_a (:z:) f=,::’,f R

De lo expu&sto arnba d
férmula:

v, (d:) =—y

y el mImmo es alcanzado ‘po

[Z {yJ (ge—n"h) +J (

t=1
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t=1

;;ﬂ zg (st_,,m)]}

v .12 (P") < d

Nuevamente con51dera.remos la solucxén sin r@tnccmn@ por lo que el La-
grangiano es ; . CIER

T < oo.
Como ya hemos visto: *

El valor de salida es
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‘ —k—y—t—p ( I_—._k;tl_-l-_) +q (_yx—;c_'l’;tl) <—(k+1)— y+p( yx—gk+1)+1+ )+
o ( A

ParaT—l oo
vp_y (.'1:) = mm {l (z,a) + ZvT (2)p(z/z, a)}

i ~—mln{—a—y+p1)T(:z:—a.+1)+q'u7-(:z:—a—1)}
( —y+p(—y’—t‘i)+q(-—y£ﬁ~), )
. _1_y+p(_ q_p)_,_q(_y_—g;u

-2 gy E=LL —yE=341
i =,min7 2. y+p< yzq—l’)-'_q( Y2 )’

'-—(1'—1) y+p(— )+q(—yq )
B —m—y+p(—y—"=—
Comparemos dos térmmos consecutxvos kEyk+1

S a-p
z—(k+1)—1+1
Y

1): : , ‘
_p(yx_—ﬁ_)_q(yr) <_1_p(ye=_—_lc_;§’|,~_1_-nf_ —q Eii_li-l

—py e —kr2)—quz =K <—(g—P)—py(z—k+1)—gy(z —k—1) .
—p(yx — yk +2y)—q (yz — yk) < = (g — p)—p(ym—yk+y) —q(yz —yk = y)'fa
—yz—yk—2yp < — (¢ —p) —yz —yk — Py +4qy
—2yp+py—qy<-—(@—p
—-yp—qy < — (g —p)
—y<—(q-—-p)
y>(@—p)-

De aqui concluimos que el término menor es el primero pero ahora, veri-

fiquemos el dltimo y primero de los térrninos.

:z:+1+1 :z:—1+1 !
-~y —DP .

—p (ym + 2y) - qyz’:
—pyz — 2yp — qyzT,

v‘v/‘\ ff/\‘:f/\ N /\
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por 1o tanto el minimo es el pmmer térmmo con <P'r-1 (a:)

0 ﬁ:a."'
a1l 1 - z—141
V-1 (-"3) = "’.’I ¥ y a—p : y :

'UI‘—I (33) y:v+1 8

Ahora.paraT—" : .
vr_2 () ~=min {l (:1: a.)+2 7 ‘(z)p(z/:z: a)

'—mm{—a - +p‘uT_(a:—a+1)+qu(:z:—a——1)}

T el o Coman)

) ().

L : e z—14 =341
k=mjn— : yq—p>+q( yq—p) $

—k—y+p ( JL—'_’C:tl_'L) +q
q ( y:-gk+1)—1+ : : ’
—p (y—i—’”‘;ff) -q (y"f,:’; <-1-p (y———i—t—“""" 141 ) — g ((m=ksi=dal
-k -y k) <—(@~P)—py (e —k+1)—aqyl@—k—1) -
—p(yz — yk + 2y)—q (yz — yk) < — (¢ — p)—p (yxz — vk + y)— q@w—yk—yh
—yz —yk—2yp < — (g —p) —~yz —yk — py +qy S
—2yp+py —qu < —{(q—p)
—yp—qy < —(g—p)
-y < —(¢g—p)
y > (g — p) . De lo cual el mfnimo es el término k — ésimo. :
Comparando entre el término de la primera accién ¥ el de la tultima

:1:+1+1 z—1+1 20N
-y —P < —ﬂ’"—y P —q—:;
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C—plyz + 2y) —qyz

<. —x(q—p)—2py~
E ‘—pyx—2yp—q_/x ‘< =z(qg—p) - 2py
S ATy <‘,fj-:z:(q—p)
Sy < —(g—p)
Yy >

(q_ —p)v.

por lo que el mimmo es el pnm T, térmmo
. Por lo que la solucuim s expresada. por la. forma

vle;‘~ :z:
rz ( 3) : P
con @p_, (z) = O =a.
Por lo que las ecuaciones de Bellma.n son:
vr (z) = —y=* ;,51:z:>0 v (—1) = 0;
v () —man{—a.-y+p'v¢(z—a+1) +qu(z—a— 1)}

Y como hemos visto ‘suwsolucxén esta expresada por

F . z+1
‘:.-vt(:c)=--y —7 (z=0),

y el mimmo es a.lcanzado por la. acc1én a= (p (:1:)
Donde, V7r - : :

ZJ (Ez 1‘,77:)]

t—l
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V esta esperanza matématlca mta expresada por la férmula (5 11). Asfen
este caso

: o+ 1 .
g(l,y) = —y= a—p yd. - (5.15)

(b) Abordaremos el caso y<q-—p
) Valo: de salida: )
vr(z) =0, (z>0).
De lo cual, veamos que sucede en la etapa T" — 1 :
vy (:1:) —mxn l(z,a) +Z1)T (z)p(z/z, a.)} ’
--rnm{—a—y+p’u7~(:z:—a+1)+qu(x—a— 1)}

» —mln{ —y,—1l—y, —2—y,: "—(:z:—l) Y, —x—y }
" ‘Comparando dos términos consecutivos k: Y k,+ 1 : : :

—k——y <

Compa.fandq dos <



—k—y+p(—(xz—k+1)=y)
p(—(x—(k+1)+1)-y)+q(=(z

—k— y+p(—m+k—1—y)+q'(
g(—(z—k—-1-1) —y) .

—k—y—:z:+k—73+q
q(—z+k+1+1—yg) = =
—k—2y—z+k— p+q<—k—

~y+p(=(z+1)-v) +.qik(,,.,
—y+p(-z—1—y)+q



/icon <pT_2 (a:) =z '=a.

vConmdexemos éhora T
vrs (@) = min{1(z,0) + Soris (Ip o/, a)}
=mm{——a-—’y+zmr—2($—a+1)+qu—2(1‘—'a—1)} L

- —yHpl=(z+14p)—y(Q+p)]+q[- (-'c—1+p)—y(1+p)]
—y+pl=@+p) —y(L+p)) +a[—(c—2+p) =y Li+p),
y+p[—(z—1+p)—y(1+p)]+¢I[—(rc“,3+p)—y(1+p)]

(z—'l) y+p[—(2+p)—y(1+p)]+q» 0+p)—y(1+p)],
V—m—y+p[—(1+P) y(1+p)] 2

Volvamos a comparar dos térininos consecutivos k y k-+1

—k—y+pl—(z—k+1+p) —y(L+p)l+q[—(c—k—1+p) — y(1+p)]<
—(k+1)—y+p[—(z -k —1+1+p)— y(1+p)]+tJ[—(w—k—1—1+p)—y(1+p)]
—k—y+pl-z+k—1—-p—yQQ+pl+gl-z+E+1-—p—y1+p)l<
—k—l—y+pl—z+k+1—-1—p—yA+p)+g{—z+k+1+1—p—y(l+p)]
—k—y—z4-k—pt+qg—p—y (1 +p) < —k—1—y—z+k+1—pt+q—p—y (1 + p)
—y—z—p+q—p—y(l+p)<-—y—zxz—-p+qg—p—y(1-+p)
~y—z-2p+q—y(l+p)<—-y—-z—2p+q—y (1 +p)
—y—z—-2p+q-—y(l+p)<—y—-z—2p+qg—y(1+p)
0<O.

De nueva cuenta es indistinto tomar cualquier término distinto al ltimo,
por lo que procedamos a comparar los términos arrogados por las acc1ones
z — 1y z, de lo cual tenemos: .

—(z— D) —y+pl-@+p) —vA+P)+al-p—y(1+p) < b
: —m—y+P[—(1+p) .

—’v+1—y—2p p— y (]
1—2p -y (



nemos:

Por lo que concluimos’
accién z. Es decir: -

U3 (:z:) = T

Presentamos las pnncxpales propxeda.d&s de las estrateglas <p (
pr(z)y==: : B v v :

min J2 (P7) = J2 (Pso°g — Sz maxdE(PT) = iy gP‘,,
T v

: i . o g—p’
minJ! (P7) = 3* (P¢') = —z0 — ; ma.xJ2 (P") =32 (P¥!
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5.4 Resolviendo el problema (alternativa I)

Encontremos el maxg (y, 1) . Iniciemos nuestro anilisis considerando d > O
entonces la 1estr1ccxén (5.9) es inesencial: la desigualdad J! (P™) < 0 es
vilida para alguna estrategia de control. Si d < —z¢ — p/ q entonces ahi no
existen estrategias admisibles para las cuales la restriccion (5.9) es satisfecha:
m}nJ’ (P™) = g(1,0) = —x9 — p/q. (Esto se deriva del Lema 5.1 y de las
expresiones (5.17).)

Consideraremos el caso —Zg — p/ ¢ < d < 0. Asumiremos ¢! (z) = =z.
Entonces J! (P‘P’) =g(1,0) = —xo—p/qy J? (P“’l) = — 1/ g: obviamente,
J2 (P‘P‘> coincide, en el signo correcto, con el nimero esperado de pasos antes

de la primera implementacién del valor ¢, = 2. De esta manera podemos usar
el Teorema 4.1. :

Veamos donde alcanza el mdximo la funcién max g (y,1), como
y= . PO

max 1,1 = max — —yd >
osy<zis g(J ) OSyS;i-;{ 4= P y '
1
O wa) -
q—pP. -osysgiz
_ xg+ 1 d
q9—Dp q—p
_ _$o+1+d
q-p ,
Claramente, el maximo es alcanzado por y* = 1 /(g — p) y todas las estra.te—
gias estan dadas por L (P™,y", 1) —-n:unL(P",y ,1) = — (zo +1+d)/(g—p) .

Esto recuerda la construccién de una estrategia 7 para la cual la 1gualdad
J1(P™) = d es valida. -
Restringiremos nuestras consideraciones a el conJunto de @ ategl

cionarias aleatorizadas del siguiente tipo: : :

sta-

7 (0] x) =1,
m(z —112) = 7

L (:r:‘. -




Obviamente, J? (P") =w (:z:o) donde la func:lén w (.'z:) 7& oo satlsface el
siguiente conjuntJo de ecuacxones T :

w(:z:) = w(:n-i-,l)p-&-’w(:z:—l)q, A Lsio<z<TT;
—v(x =1 —6=—-T1-1) A (5.18)
w(z) = +yw(I+)p+w( I-Da
, +5w ]+ p+w([Dal, .  .siz>T].

La solucién esta expresada por la férmula

—& n+1 ) ﬁ_z ) A )
w(I1+1) = 2+ [T+1, si z > [T+

La funcién [p (1 — 6q)})/ [(1 — 6q) (g — p)] disminuye cuando § € [0, 1] crece.
Por lo tanto como J] varfa desde O hasta 4-cc y § varia desde 0 hasta 1, la
funcién J! (P™) = w (zp) crece monétonamente desde —zg — p/ q hasta cero
y llega a ser igual a d en alguna []" y §*. La correspondiente estrategia esta-
cionaria aleatorizada 7* es 6ptima en el problema (5.8), (5.9) por el Teorema
4.1, Item (b). El valor mfnimo de la funcién J? (-) bajo la restriccién (5.9)
es igual a
g -+ 1+d

q—p ‘

Esto es ficil de entender que si d = —x¢ — p/ g entonces una solucién
del problema (5.8), {5.9) esta dada por la regla de decisién ¢! (z) = z. La
restriccidn (5.9) es siempre esencial si —z¢ — p/ q < d < 0 de conformidad

con la férmula (5.11) y (5.19). En el caso d > 0 una solucién esta dada por
la regla de decisién ¢°.

g(ytvl) = -

5.5 Resolviendo el problema (alternativa IT)
Abordaremos la alternativa max g (1,y). De acuerdo a el Lema 5.1(a)
Y=

inf J* (P™) = 3* (P¥') = —zo — &
mnf 3 (P =3 (P*') = —20— £
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9(0,1)= = (zo+1)/(g—p)y I* (P"’ ) —0
Como ant%, veamos donde alcanza el’

g(y,1) =" ‘max

L. ynax
. bgy<q—p

—zo—~1—(g—p)d
—(zo+1) — (g —p)d.

Claramente, el méaximo de max g(l,y) es alcanzado por y* = gq—py
todas las estrategias estan dadas por L(P™,1,y*) = mmL(P’r 1,y*) =

— (xo + 1) — (¢ — p) d. Esto nos recuerda construir una @trategla ™ para
la cual la igualdad J? (P™) = d es vélida.

Nuestra consideracién se restringe a el conjunto de estrategias estacmna—
rias aleatorizadas del siguiente tipo:

1

m (0} =) =1, siz<TL;
m(z—THz)=~ =n(z-1]-1iz)=256, sia:>H, :

donde T[] es algtin numero entero no negativo; § > 0, v > = 0 b4y = 1
Obviamente, J2 (P™) = w (zo) , donde la; func16 : :

oo satlsface
siguiente conjunto de ecuaciones

w(—1) = 0; :

w(z) = —-1+'w(:z:+1)p+w'(

w(@ = Tirywdlsl)e
+6 [w (T +2) P




La solucién esta expresada por; ll'av.,"‘férmula o

1—6 1 x| oz :
wm:{ —al e (BT - @] 25 sies T
w(l]+1), siz > [T+1.

La funcién [p(1 — 89))/ [(1 — 6q) (g — p)2] disminuye cuando § € [0, 1]
crece. Por lo tanto como J] varia desde 0 hasta +oo y 6 varia desde 0
hasta 1, la funcién J2 (P™) = w (x¢) crece monétonamente desde — 1/ ¢ hasta
— (xo + 1)/ (@ — p) y llega a ser igual a d en alguna []* y §°. La correspon-
diente estrategia estacionaria aleatorizada 7* es Sptima en el problema (5.6),

(5.10) por el Teorema 4.1, Item (b). El valor minimo de la funcién J2 (-) bajo
la restriccién (5.10) es igual a

g(l,y")=—xz0—1—d(qg—p) (5.21)

Es facil de entender que si d = — (zg + 1)/ (¢ — p) entonces una solucién
a el problema (5.6), (5.10) esta dada por la regla de decisién ¢° (z) = O.
La restriccién (5.10) es siempre esencial si — (zo+1)/(g—p) <d < —1/¢g
de conforimidad con la férmula (5.17) y (5.21). En el casod > — 1/ g una
solucién esta dada por la regla de decisién !.

El modelo considera la inecuacién p < ¢ vilida, esto es, la esperanza
matemdtica de las responsabilidades 2q es tan grande que la prima asegurada
h = 1. Tal situacién ocurre en algunos tipos de seguros obligatorios donde
a falta de la parte el pago es remunerado a la compaififa aseguradora por el
estado. Es util resaltar en esta coneccidén que el valor ¥y* = ¢ — p coincide
con el subsidio minimo del estado para el cual la aseguradora esta libre de
pérdidas (en la media). Si la compaiifa recibe tal subsidio que es renumerado
a los socios en paralelo con los dividendos entonces el criterio ejecutado

E™ [ZT: e + y"r:l . (5.22)

no depende sobre la estrategia 7 y el estado puede esperar que la firma estard
ocupada en sus negocios asegurados. Si el subsidio es ligeramente grande el
valor critico ¢ — p entonces la estrategia 6ptima ¢° provee el maximo a la
expresién (5.22) también proporciona el msximo para el tiempo esperado de
vida de la compaifa aseguradora hasta el colapso.

132




A

Conclusion

A lo largo del presente trabajo sentamos los argumentos tanto elementales
como complejos en cuestiones de probabilidad, como los sustenta el Capftulo
1; para dar paso a los resultados de los procesos estocdsticos lo cual se dejo
apreciar en el Capftulo 2.

Con dichas herramientas nos introducimos a el modelo de control Marko-
viano, estudiando el modelo sin restricciones y el modelo restringido, lo cual
se manifesto en los Capitulos 3 y 4 respectivamente.

Durante este recorrido logramos reconocer como esta conformado primera-
mente un modelo de Control en partfcular el Markoviano; a través de elio
resolvimos un ejemplo de "colas”, con el cual fuimos de lo sencillo a lo com-
plejo con el objetivo de fijar ideas. En este sentido logramos apreciar los re-
sultados que se pueden obtener cuando se aplica un modelo no restringido y
restringido, béasicamente los resultados econémicos de no tener una adecuada
"administracién” en una cola o fila pues aunque parece simple, el llegar a una
formacién o estar en ella implica para ambos interesados pérdidas o ganan-
cias y es que no se trata de encontrar una fila vacia sino de éptimizar de
la mejor manera los recursos en tiempo y dinero. Al respecto el modelo de
control proporcioné la mejor estrategfa para equilibrar la 6ptimalidad para
los interesados.

Continuando en la misma linea, llegamos al problema concreto de plantear
un modelo de control a una compaiifa de seguros, el cual, el Capitulo 5 es
el encargado de mostrar; apreciamos que los modelos matemadticos, para
nuestro caso los de control, representan de manera objetiva la situacién de
un fenémeno. Empero, vimos que otro factores tienen lugar en la toma
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de decisiones y por consiguiente un modelo matematico sf es aplicable. Es
por ello que este capftulo deja de manifiesto que la compaififa aseguradora
puede vivir tanto en funcién de los dividendos que esta proporcione a sus
accionistas. A pesar de ecllo esto no se logra del todo cuando intervienen
las instituciones de gobierno y no sélo eso sino también la libertad de los
accionistas o funcionarios de las compaiifas, los cuales en lugar de tomar esto
como una herramienta lo ven como un desplazamiento a sus capacidades de
tomar decisiones.

Como nos hemos percatado en ambas situaciones se han proporcionado
resultados orientadores de politicas gracias a el modelo de control, desafor-
tunadamente estas herramientas escapan de su aplicacién en paises como el
nuestro pues aqui impera mds lo que digan los ”jefes”. Sin embargo el pre-
sente trabajo demuestra la gran itilidad y apoyé que estos pueden mostrar
haciendo una aplicacién adecuada. Por lo que es trabajo de los profesionistas
obtener y aplicar modelos que proporcionen estimaciones confiables para de
esta forma incursionar y aplicar esta cultura matemadtica.
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