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Resumen

D - estabilidad Robusta de Conjuntos de Polinomios con
Coeficientes Afines

Un problema fundamental en Ingenieria de Control es el de determinar si todas las raices de
un conjunto de polinomios P, con coeficientes definidos por funciones continuas que mapean
de un conjunto compacto convexo de dimension finita a los reales, estdn deniro de una
region compleja D.

En este trabajo se dan condiciones suficientes para la solucién de este problema bajo dos
suposiciones. La primera es que los coeficientes de P sean simplemente funciones continuas.
La segunda es que los coeficientes sean funciones afines. En ambos casos se asume que el
dominio de las funciones es un conjunto compacto convexo de dimension finita. La solucion
del problema cuando los coeficientes son sdlo funciones continuas se da mediante el analisis
de los intervalos de raices de P, cuando se evalia en la frontera de D. Para conjuntos P con
cocficientes afines, el método consiste en partir el dominio de P en un nimero finito de
subintervalos Au;. Posteriormente se comprueba la exclusion de raices de P en cada una de
los Au;. La comprobacion se hace primero mediante el andlisis de sélo cuatro polinomios, Si
alguno de éstos no es estable, se requiere un analisis mas detallado de los elementos de P
evaluados en Aw;.

La clase de regiones D donde el método propuesto es aplicable incluye el semiplano
complejo izquierdo y el circulo unitario.
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Capitulo 1

Introduccion

El propésito principal de este trabajo es presentar un método de andlisis que
permita determinar si todas las raices, de los elementos de una familia de polinomios
P, estdn contenidas dentro de una region D del plano complejo. Se acepta que P
tenga elementos de distinto grado.

El conjunto P es generado por la variacién de los coeficientes de un polinomio. Se
asume gue cada coeficiente de cada elemento de P pertenece al rango de una funcion
continua definida sobre un dominio comuin K, compacto, convexo y de dimensién
finita.

La solucién al problema mencionado ha despertado el interés de un gran nidmero
de investigadores en el drea de Teoria de Control. Esto se debe a que muchos sistemas
dindmicos lineales, sujetos a incertidumbre paramétrica, se pueden modelar mediante
conjuntos de polinomios con las mismas caracteristicas de P. En este caso, cada
componente del dominio K representa un pardmetro del sistema, el cual toma valores
en un intervalo cerrado y acotado. Por lo que, bajo estas condiciones, el dominio,
compacto y convexo, representa al conjunto de pardmetros del sistema.

El problema en cuestion ha recibido especial atencion, en particular, cuando la
regiéon D es algin subconjunto del semiplano complejo izquierdo abierto (C_) o el

circulo wmitario {O"). Esto se debe a que la estabilidad de los sistemas lineales



retroalimentados, continuos y discretos, estd determinada por la ubicacion de las
rafces de sus polinomios caracteristicos, dentro de las dos regiones mencionadas, re-
spectivamente. Se dice que P tiene D estabilidad robusta si todas sus raices son
puntos interiores de D.

Por otra parte, los coeficientes de los conjuntos P estdn definidos a través de fun-
ciones de diferentes tipos. Dada la dificultad para resolver el problema mencionado, la
investigacion que se ha hecho hasta ahora se ha restringido, generalmente, al andlisis
de funciones simples. Dentro de los tipos de funciones mds estudiados se encuentran
aquellas cuyo dominio es independiente entre ellas. L.os otros tres tipos mds comunes
son los formados por las funciones afines, multiafines y polinémicas.

La solucidn al problema planteado, cuando no hay dependencia entre coeficientes
y la regién D es el C_, fue dada por V.L. Kharitonov en 1978 {30]. El teorema de
Kharitonov es un resultado elegante y poderoso que establece que un conjunto P,
cuyos coeficientes son independientes, tiene todas sus raices en C_ si y solo si todas
las rafces de cuatro elementos, bien definidos de P estan en . Si el grado de P es
menor o igual a cinco, se requiere analizar menos de cuatro polinomios, ver Anderson,
et al [3].

Desafortunadamente, su aplicacién al andlisis de D-estabilidad robusta de sistemas

dindmicos lineales se ve limitada por dos hechos:

1. Los elementos de un conjunto de polinomios tipico, proveniente de un sistema

lineal con perturbaciones paramétricas, tienen coeficientes dependientes.

2. La contencién de todas las raices de los cuatro polinomios especificos en O° no
garantiza la contencién de todas las raices de P en QY ver Bose y Zeheb [15],

Cieslik [17] y Hollot y Bartlett [28].

En el siguiente nivel de complicacién estudiado, se considera que todos los co-
eficientes de P estdn definidos por funciones afines. La solucién al problema de

estabilidad de este tipo de conjuntos P fue dada por A.C. Bartlett, C.V. Hollot y H:



Lin en 1988 [10] La limitacién de este método estriba en que, la solucién requiere una
gran cantidad de cdlculos cuando la dimension del conjunto K, m, es grande. Para
determinar si P es estable 0 no, se necesita verificar la estabilidad de 2#m~! — 2m~1
combinaciones convexas de elementos de P. Para resolver esta, dificultad, B.Barmish
[6] propuso construir una funcién de prueba de estabilidad H (-}. La funcién H ()
se utiliza para probar si P tiene algin elemento con rafces en la frontera de D. Fl
método requiere hacer un barrido sobre la frontera D. El conjunto P es estable si y
s6lo si H (6) es positivo para todo § que pertenezca a un subconjunto écotado especi-
fico de la frontera D. Este método necesita generar funciones auxiliares de barrido
que dependen especfficamente de la regién D considerada. Adicionalmente, tiene la
desventaja que presentan todos los métodos de barrido, el andlisis de un nmimero finito
de puntos w que pertenecen a un intervalo I, del dominio, definen el comportamiento
de P para todo w en I. Es posible construir, atin para la estructura mas simple que
puedan tener los coeficientes, conjuntos P con raices en puntos aislados de la frontera
de una regién D ver Ackermann [1] y Ackermann et all2]. Este tipo de rafces son, en
general, dificiles de detectar utilizando técnicas de barrido.

Las siguientes funciones estudiadas son las denominadas multiafines. Desde nues-
tro punto de vista, este tipo de funciones son las mas simples que se requieren para el
andlisis de estabilidad robusta de sistemas lineales retroalimentados. El conjunto P
de polinomios caracteristicos de este tipo de sistemas tiene coeficientes definidos por
funciones multilineales cuando se considera que tanto los coeficientes del numerador
como del denominador de una planta y su controlador toman valores, cada uno de
ellos, en un intervalo cerrade y acotado.

El andlisis de estabilidad de P cuando sus coeficientes son multilineales se basa
en el Teorema del Mapeo de L. Zadeh y C. Desoer [45]. Este teorema establece
que un conjunto P evaluado en un punto del eje imaginario no contiene al cero si
la envolvente convexa de P tampoco contiene al cero cuando se evaliia en el mismo

punto. Este resultado es limitado ya que no muestra como determinar si el cero



pertenece a P cuando éste pertenece a su envolvente convexa. Ademds, requiere
implementacion de técnicas de barrido y revision cuidadosa de la exclusion del cero,
dado que la imagen puede no ser conexa simple, ver Anderson et al [4]. Basado en
el Teorema del Mapeo, ha habido intentos por parte de M. Saeki en 1986 [39], R.
de Gaston y M. Safonov en 1986 [25], A. Sideris y R. Pefia en 1988 [41] entre otros
por reducir el conservadurismo del resultado. Los intentos han sido exitosos y en el
caso de [25] y [41] los autores han desarrollado algoritmos eficientes para resolver el
problema. Sin embargo, no se conoce a la fecha una solucién anall’tica.del problema;
es decir una solucién, que sea pricticamente realizable, mediante el anélisis de un
nimero finito de elementos de P. Se menciona el hecho de que sea realizable porqgue
aparte del Teorema de las Aristas, E. Zeheb presenté en 1988 [47] un método para
resolver el problema planteado con la tinica condicién de que los coeficientes de P
fueran funciones continuas. Desafortunadamente, la cantidad de polinomios que se
requiere probar crece de una manera impresionante con la dimension de K.

Dado que la ubicacién de las raices de un conjunto P es un problema fundamental,
que no ha sido resuelto satisfactoriamente cuando la dimension de K es grande, se
plantea en este trabajo su solucién bajo la siguiente suposicion.

Las regiones D admisibles son conjuntos convexos, simélricos con respecto al eje
real, que incluyen ol C_ y el O

La solucién propuesta tiene dos puntos de vista. El primero se desarrolla en el
capftulo dos para encontrar condiciones suficientes cuando log coeficientes de P son
continuos. El segundo se presenta en el capitulo tres para analizar el caso en el que
los coeficientes de P son afines.

En el capftulo dos se analiza el comportamiento de las familias P en el eje imag-
mario. El andlisis se basa en una propiedad fundamental que poseen las familias P
cuyos coeficientes son funciones contimias sobre un dominio compacto; la evaluacién
de P en cada real es un infervalo cerrado y acotado. Debido a ésto, la evaluacidn

de P desde —oo hasta oo genera una banda. El cruce de la banda con el eje real,



forma un intervalo de raices de PP que se le denomina mazimel. Por lo que la evalu-
acion de P en el gje imaginario genera dos bandas, una de la parte real v otra de la
parte imaginaria. Las fafces de P en eje imaginario, si existen, estdn contenidas en
la interseccién de los maximales de la parte real y de la parte imaginaria. Por lo cual
la interseccién vacfa de estos maximales es suficiente para garantizar la estabilidad
de P. Finalmente se muestra en el ejemplo 3 una familia P cuyos puntos frontera,
de sus intervalos de raices no pueden ser encontrados mediante los procedimientos
mostrados en este capitulo. Esta familia en particular tiene una cantidad infinita
numerable de intervalos degenerados de raices positivas.

En el capitulo tres se analiza la estabilidad de conjuntos P con coeficientes afines.
Para tal efecto se muestra que una familia P se puede escribir como el producto de
un vector cuyos componentes son polinomios en una variable, multiplicados por un
“vector” cuyos componentes son los mismos que los de K, mas un polinomio en una
variable. Se muestra a continuacién que, la evaluacién de P en un punto s = (z + iy)
que pertenece a la frontera 0D, produce un rectingulo similar al llamado rectdngulo
de Kharitonov, ver Yeung y Wang [42], Dasgupta [21] y Minichelli et al [35]. En
cada arista de este rectangulo, existen de uno a dos vértices de lo que se conoce como
conjunto de valores, ver Barmish [5] y Barmish [7] (F1 conjunto de valores no es mas
que la imagen bajo K de P para un punto fijo s). A la envolvente convexa de los
vértices que estdn en el perimetro del rectdngulo se le denomina nieleo {del conjunto
de valores).

Mediante el anilisis de cada rectdngulo distinto que contiene al conjunto de valores
y, en algunos caso de aristas criticas gue se encuentran fuera del micleo, se revisa
la exclusién del cero del conjunto de valores. Si el cero estd fuera, se concluye la
estabilidad de P a partir de la estabilidad y la conexidad por trayectoria de un
polinomio D estable con algin elemento de P.

El capftulo cuatro muestra una generalizacién del llamado Teorema de Cruce de

Frontera. Iste teorema se utiliza para analizar la D estabilidad de conjuntos 7 con



coeficientes continuos.

Fn la actualidad, este teorema se utiliza para familias P cuyos elementos son del
mismo grado, ver Chapellat [19] y Mansour [33]. La generalizacién presentada aqui
permite analizar familias P con elementos de distinto grado.

Relacionado con este problema se localizd un articulo publicado por M. Zedek en
1965 [46]. En este articulo el autor prueba que dados dos polinomios de distinto grado
[ < n, es posible agrupar los coeficientes de las potencias comunes de tal manera que
cuando el mddulo de la diferencia enfre cada par de ellos sea menor que un ¢ y que el
médulo de cada uno de sus coeficientes de las restantes (n — [) potencias sean también
menores que §, entonces las raices de uno y otro polinomio pueden ser ordenadas de
tal manera que el médulo de la diferencia de { rafces de uno y otro polinomio sean
menores que un £ y que el médulo de cada una de las (n —[) raices restantes del
polinomio de mayor grado, k sean mayores que e~!. Con este resultado como base
es posible definir una topologia para el espacio 5% que se obtiene al compactificar
el plano complejo mediante la unién de K2 e ooy que se conoce como esfera de
Riemann, ver W. Rudin [38]. Con esta topologia se puede mostrar que las rafces son
funciones continuas de sus coeficientes arin si no todos los elementos de P son del
mismo grado. Fl resultado es ampliamente conocido cuando todos los elementos de
F son del mismo grado, ver M. Marden [34] La contribucién en este punto consiste
en extender el resultado para el caso en que P tenga elementos de distinto grado.
Basado en la continuidad de los coeficientes de P y la conexidad de K se prueba gue
las raices de cualquier conjunto P forman conjuntos conexos. Por lo que se concluye
que todas las rafces de un conjunto P estan contenidas en un méximo de 7 conjuntos
conexos, donde n es el grado maximo de cualquiera de sus elementos. Este resultado
permite generalizar el teorema conocido como de Cruce de.Frontera, ver H. Chapellat
et al [33], para el caso en que P tenga elementos de distinto grado. El Teorema de
Cruce de Frontera establece que un conjunto P tiene todas sus rafces en un conjunto

D abierto si un elemento de él contiene todas sus raices en D y ninglin elemento de él



tiene raices en la frontera de D, 8D. Cabe aclarar que cuando se utilice este teorema
para conjuntos P con elementos de distinto grado, el elemento seleccionado debe ser
del mayor grado posible. De esta manera se garantiza que se estdn considerando todos
los conjuntos conexos de raices que puede tener P.

Con respecto a las regiones D donde el método propuesto en el capitulo es aplica-
ble, en el apéndice A se muestran las condiciones que deben cumplir. Las regiones D
admisibles incluyen el semiplano complejo izquierdo vy el circulo unitario.

Finalmente se mencionan las principales contribuciones del trabajo:

e Se muestran algunas propiedades generales de conjuntos de polinomios, bajo
la. suposicién débil de que sus coeficientes pertenecen al rango de funciones

continuas, sobre dominio compacto y convexo de dimensién finita.

e Se presenta un método simple para probar la estabilidad de combinaciones con-

vexas de polinomios estables.

¢ Se da una solucién mediante el andlisis de un nimero reducido de polinomios,
al problema de andlisis de estabilidad de familias con coeficientes afines. Las
regiones D admisibles incluyen el semiplano complejo izquierdo y el circulo

unitario.

e Se generaliza el Teorema de Cruce de Frontera de regiones D del plano complejo,
para el caso en que no todos los elementos del conjunto de polinoraios son del
mismo grado. El resultado es vdlido para cualquier conjunto de polinomios
cuyos coeficientes sean funciones continuas con dominio compacto de dimension

finita.




Capitulo 2

Resultados Generales

2.1 Introduccién

El objetivo de este capitulo es presentar algunos resultados generales que permi-
tan determinar, bajo algunas condiciones, si todos los elementos de una familia de
polinomios P tiene todas sus raices dentro de una regién D del plano complejo.

El conjunto P tiene la caracteristica particular que, cada coeficiente de cada uno
de sus elementos, es una funcién continua A; definida sobre un dominio comiin, X.

El dominio K es un subconjunto de R™ cuyas m componentes son intervalos
cerrados y acotados. A este tipo de conjuntos se les conoce comiinmente como cajas
multidimensionales.

Bl lema 1 establece que K cs un subconjunto compacto y convexo. El conjunto
P (-, A(K)) de grado n, evaluado en cualquier niimero real ¢ es un intervalo cerrado
y acotado, como lo muestra el lema 2. Es decir, para cada real ¢, P{c, A(K)) estd
acotado por dos polinomios que pertenecen a él.

Partiendo de lo mostrado en el lema 2, ¢l lema 3 da condiciones necesarias y
suficientes para que un nudmero real ¢ sea rafz de algtin polinomio p de P. El punto
¢ es parte de un intervalo cerrado en el cual cada elemento de él es raiz de algin

polinomio p que pertenece a F. Al intervalo mas grande de este tipo, que contienen



al punto ¢, se denomina en este trabajo intervalo mazimel. El lema 3 muestra las
condiciones que debe cumplir un intervalo de raices para ser maximal. Una propiedad
muy importante que tienen los intervalos maximales es que, dentro de ellos, si un
clemento de P tiene un nimero impar de raices, entonces cada uno de los elementos
de P tiene un mimero impar de raices, contando sus multiplicidades en el mismo
maximal, esto se demuestra en el lema 7.

Existe también la posibilidad de que los intervalos maximales de P sean no aco-
tados; es decir, que sean del tipo (—oc,u}, [t,00) y (—00,00). Las condiciones para
que P tenga este tipo de intervalos de raices se da en los lemas 10 y 11.

El siguiente problema que se trata en este capitulo es el de la deteccién de interva-
los maximales, este es el tema de la seccién 2.3. La deteccién de intervalos maximales
que contienen un niimero impar de rafces de cada elemento de P es muy sencilla ya
que cada elemento de P tiene (al menos) una raiz en cada uno de estos intervalos. El
intervalo maximal se obtiene ”cubriendo” el intervalo hasta que la evaluacion de todos
los elementos de P tengan el mismo signo (ver el lema 4). Sin embargo, la deteccion
del otro tipo de intervalo maximal posible, aquel en el cual los elementos de P , no
necesariamente todos tienen un nimero par de raices es, en general, mds dificil. Esto
se debe a que el elemento seleccionado podria no tener raices reales en el intervalo en
cuestion. Este problema puede ser resuelto con la ayuda del lema 13 el cual muestra
que si un elemento p (s, A (k)) de un conjunto de polinomios F (s, A(K)) tiene un
nimero par de rafces, contando sus multiplicidades en un maximal [¢, u], entonces la
derivada parcial de cada elemento de P (s, 4 (K)) con respecto a s tiene un ntmero
impar de raices en algin intervalo maximal [y, ug] cuya interseccién con [¢, 4] no es
vacia.

Como la derivada parcial de P con respecto a s es en si misma una familia com-
pacta convexa de polinomios y como tal mantiene las propiedades que tienen los con-
juntos P. Para conocer si P tiene alguna rafz en un intervalo maximal que contenga

a [tp, uo], basta evaluar a P (-, A(K)) en esc intervalo.
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Una vez conocido como obtener los intervalos maximales de un conjunto P (s, A(K))
cuando s es real, el siguiente paso, es aplicar los resultados obtenidos para encontrar
los maximales de P en el eje imaginario. La evaluacién de un conjunto P (-, A(K))
en el eje imaginario genera dos familias Re P (fw, A(K)) e Im P (iw, A(K}). Cada
una de estas dos familias tienen asociadas un conjunto de maximales. FEn el lema
19, se muestra que, la interseccién vacia de estos dos conjuntos de maximales mas la

estabilidad de un elemento es suficiente para garantizar la estabilidad de P.

2.2 Algunas propiedades de las familias de poli-
nomios con coeficientes continuos

A continuacion se define el conjunto K, el cual se conoce normalmente como caja.
Cada componente de este conjunto representa a un parametro que toma valores,

dentro de un intervalo cerrado y acotado.

Definicidn 1 K es un conjunto de vectores de dimensidn m; cada componente de
él toma valores en un intervalo cerrado y acotado. Es decir, K es de la forma
K = K1 x Ky x++- X Ky, donde cada K; es un intervalo cerrado y acotado de

R.

El conjunto K, tiene dos propiedades importantes: compacidad y convexidad. No
se proporciona una demostracién de estas propiedades por obtenerse a través de una
aplicacién simple de la definicién de convexidad y los Teoremas de Heine-Borel y

Tychonoff, ver Rudin [37].
Lema 1 El conjunto K es compacto, convexo y conexo.

Los sistemas dindmicos lineales, tienen asociado un polinomio llamado commin-
mente polinomio caracteristico. La estabilidad de esta clase de sistemas, en el sentido

de entrada acotada salida acotada, depende de la ubicacion de las rafces del polinomio
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caracterfstico. El sistema es estable en el sentido mencionado, si y s6lo si todas las
raices del polinomio caracteristico tiene parte real negativa (ver el teorema 8.4 de
Chen [16]). A los polinomios que tienen todas sus rafces con parte i‘eal negativa se
les conoce comninmente como polinomios estables.

Fl polinomio caracteristico se convierte en una familia de polinomios cuando, en
lugar de un vector de pardmetros, se tiene un conjunto K de vectores como el descrito
anteriormente. Hsta situacién se presenta con frecuencia, ya sea porgue no se conoce
con precision el modelo matemético que describe al sistema, porque los valores de los
pardmetros varfan al envejecer éste o bien porque varian las condiciones de operacién
que representa el modelo.

Convenciones: Cada elemento de una familia de polinomios P de grado n que
genera el conjunto K tiene la forma p (s, A (K)) = Xn:Aj (k) s™ 7 donde cada A; es
una funcion de K al conjunto de los nimeros rea,lesfzﬁ?ﬁ, y A representa a la funcién
de K en R"*! cuyas funciones coordenadas son A;.

En este trabajo se considera tnicamente el caso en el que todas las funciones A;
son continuas. Se permite que el conjunto P tengan elementos de distinto grado. Se
observa que, como léu continuidad conserva la conexidad y la compacidad, la imagen
de K bajo A;, A; (K) es un subconjunto compacto y conexo de R (ver el teorema
4.15 de Rudin [38]). Una familia P como la descrita se denominard en este trabajo

simplemente como familia o conjunto de polinomios P.

Lema 2 Sean P una familia de polinomios y ¢ un nimero real. Entonces el conjunto
Pc,A(K)) C Resun intervalo cerrado y acotado. (es decir, el conjunto formado por
los valores que toman todos los polinomios de la familia en el punto ¢ es un intervalo

cerrado y acotado).

Demostracion. Considere la funcién ¢ : K — R dada por:

¢ (k) = Z A (k) "
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Como ¢ es un nimero fijo y cada A; (-) es una funcién continua de k, se tiene que
¢ (-) es una suma de funciones continuas. De manera que ¢ (-) misma es una funcién
continua. Observe que P (¢, A(K)) = ¢ (K) (la imagen de K bajo la funcién ¢ (-)).
De manera que P(c, A(K)) es una imagen continua de un conjunto compacto y
convexo. Como la continuidad preserva estas dos condiciones, P {c, A(K)) es un
conjunto compacto y convexo de R Por lo tanto, P (¢, A (K)) es un intervalo cerrado
y acotado. m

El siguiente lema muestra que los elementos de P, evaluados en ¢ toman valores

no-positivos as{ como no-negativos, cuando ¢ es una raiz de algin elemento de él.

Lema 3 Sean P (-, A(K)) una familia de polinomios y ¢ un nidmero real. Entonces
¢ es raiz de algin elemento de la familia P (-, A(K)) si y solo si existen dos vectores

k™ yk* en K tales que p(c, A(k™)}) <0 yp(c,A(k"}) > 0.

Demostracién. Necesidad: Si ¢ es una raiz de algiin elemento de P (-, A (K)),
entonces existe k € K tal que p(c, A (k)) = 0. Por lo tanto, considerando k= =k =
k* resulta que p(c, A (k™)) <0y plc, Ak™)) > 0.

Suficiencia: Suponga que existen k™ y kten K tales p (c, A (k™)) <0y p(c, A (k™))
> 0. Entonces P (¢, A(K)) es un intervalo cerrado y acotado en R que tiene tanto
nimeros no-positivos como no-negativos. Por lo tanto, este intervalo contiene el cero.
Esto implica que existe k € K tal que p(c, A-(k)) =0. m

A continuacién se dan dos definiciones que se utilizardn a lo largo de este trabajo:

Definicién 2 Un intervalo de rafces es aguel en el cual cada elemento de él es raiz

de algin elemento de P.

Definicion 3 Un intervalo mazximal es aquel intervalo de raices en el cual ningin
elemento de P tiene ceros inmediatamente a la izquierda y a la derecha de sus puntos

frontera izquierdo y derecho, respectivamente.
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En este trabajo, se asume que todos los intervalos maximales de cualquier familia
compacta convexa F estdn bien definidos; esto quiere decir que ningtin punto frontera
de ningiin intervalo maximal de cualqguier P es un punto limite de una sucesién de in-
tervalos maximales de la misma familia. En otras palabras, entre cada dos intervalos
maximales de una familia P, existe un intervalo abierto y conexo de nimeros reales,
donde P no tiene raices. Los puntos frontera de intervalos maximales de familia P con
estas caracterfsticas deben ser determinadas en forma particular. Este tipo de max-
imales son generados por familias P cuyos coeficientes estdn definidos por funciones
de tipo oscilatorio que aumenta su frecuencia al acercarse a algin punto especifico
del dominio. En la seccién 2.4 se da un ejemplo de este tipo. Afortunadamente, para
los casos de funciones que se utilizan conminmente en la teorfa de control, funciones
lineales, afines y polinomiales, no se presenta este problema Los resultados que se

desarrollan en este capftulo son validos para esta tltimas clases de funciones.

Lema 4 Un intervalo [t,u] de una familia de polinomios P es maximal si y solo si
[t,u] es un intervalo de raices de P, existen cuatro elementos k— k7, i~ y it de K

y un nimero positivo ¢ tal que:
p(r,A)) <p(r,AK) <p(r,AKk")) (2.1)

para todar € [t —&,1),
p(rA{m))<p(rA(H)<plnA (")) (2:2)

Ademds, ninguno de los polinomiosp (r, A(k™)),p(r, A(k")),p(r, A(F™}) yp(r, A (Bt))

tienen raices en los intervalos [t —<,t) y (u,u+¢] y

p(r, Ak ))p(r,A(k")) > 0 para toda r € [t — &, t) (2.3)

p(r,A(E))p(r,A(E")) > 0 para toda r € (u,u -} €] (2.4)



14

Demostracién. Necesidad: Suponga que [¢, u] es un intervalo maximal de raices
de P, entonces por continuidad de los elementos de P existen cuatro elementos
k,k* A y A" de K y un ndmero positivo £ tal que las desigualdades (2.1) y (2.2)
se cumplen. Ademds,para un ¢ suficientemente pequeno los intervalos [t —¢,1) ¥
{(u,u + ¢ no pertenecen a ningiin maximal por lo que el cero no pertenece a ninguna,
de las desigualdades (2.1) y (2.2) por lo tanto ninguno de los polinomios p (r, A (k™)) ,
p(r,AkT)), p(r, A(F)) y p(r, A(K)) tienen raices en los intervalos [t —¢,t) v
(u,u + £] ¥ se cumplen las desigualdades (2.3) y (2.4).

Suficiencia: Si existe algin r € (u,u + £] que es rafz de algun clemento de P en-
tonces  p(r,A(k™))p(r, AkT)) < 0, ya que por hipdtesis
p(r,Ak™)) <p(r,A(k)) <p(r, A(kT)). Esto es una contradiccién. Anilogamente,
ningtn elemento de (u,u + €) es raiz de algin elemento P. por lo tanto [¢,u] es un
intervalo maximal de rafces de P. =

Una caracteristica importante de un intervalo de raices, cerrado y acotado, es que
no puede contener un nimero par de raices de un elemento de P y un nimero impar
de raices de otro elemento del mismo conjunto. Para mostrar este hecho se requiere

de dos lemas que a continuacién se enuncian.

Lema 5 Sea p un polinomio real que tiene m raices reales 11 < 1o <+« Iy €1 UN

intervalo (t,u} y sea £ un nimero positivo tal que:
e<min{|ry ~ &, |rm —ul,|ry —rjal: 1 <j<m—1}

Entonces los niimeros p(r1 — e) y p(rm + ¢) tienen diferente signo si y solo si, el

nimero de raices de p en (t,u), contando sus multiplicidades, es impar.

Demostracién. 'Como cada r; es rafz de p se tiene que el polinomio p se puede
factorizar en la forma p(z) = (z —r)" (z —r)" - - (x — )" ¢ () donde k; es

la multiplicidad de la raiz r;. Ya que p no tiene mas rafces en el intervalo (t,u),

!Esta demostracién fue proporcionada al autor por el Dr. Alejandro Illanes Mejia del Instituto
de Matemiticas de la UNAM,
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el polinomio ¢ carece de rafces en dicho intervalo. En otras palabras, ¢ no se anula
en (t,u). Por tanto, por la continuidad de ¢, el polinomio ¢ es siempre positivo, o
siempre negativo en [t,u)].

Ahora bien, se nota que
plrm+e)=(rm+e— n)kl (rm +&— ?“Q)k2 R rm)k’“ q(rm +e)  (2.5)

v que todo r,, + ¢ es mayor que cada r;. Por tanto, cada término que aparece entre
paréntesis cn la ecuacién (2.5} es positivo. De manera que el signo p (rm, + €) es igual
al signo de ¢ (1, + €).

Se nota ahora que
plri—e)=(r —e—r)™ (r) —e — rz)kz R (T frm)km q{ry +¢e) (2.6)

y que r; - £ es menor que cada ;. as{ que todos los términos que aparecen entre
paréntesis, en el lado derecho de la ecuacién {2.6), son negativos. Por lo tanto el lado
derecho de (2.6) es positivo si § = &y + kg + - - -k, €8 par, y negativo cuando S es
impar.

De este modo se tiene que p (ry + ) tiene el mismo signo que ¢ (r; - ¢) cuando S
es par, y diferente signo cuando S es impar. Recuerde que S es igual al ntimero de
raices de p(-) en (f,u), contando sus multiplicidades. Por lo tanto, p{r; — &) tiene

diferente signo que p(ry, +¢) sl y s6lo si S es impar. =

Lema 6 Sea P un conjunto de polinomios con un mazimal [t,v]. La familia de P no
puede tener dos elementos tales que uno tenga un nidmero par de raices y el otro un

nidmero impar de raices, contando multiplicidades, en [t, u).

Demostraciém. Como [t,u] es un intervalo maximal de P, dados dos elementos

de la familia, generados por dos vectores k™ y k' de K se tiene por el lema 4, que

p(s, A (ﬂ{_)) p(s, A (kﬂ) > 0, (2.7)
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para toda s € [t —e,t) U (u,u + €] siendo ¢ un miimero positivo suficientemente pe-
quefio.  Suponga que p (s, A (k7)) tiene, contando sus multiplicidades, un nimero
par de raices en el intervalo [t,u] y que en el mismo intervalo, p(s, A(k")) tiene
un numero impar de raices (también contando sus multiplicidades). Sin pérdida de
generalidad se puede suponer que p (s, A (k™)} > 0 para toda s € [t — &,t). entonces,
en el mismo intervalo, p (s, A (k%)) > 0. Por tanto, por el lema 5 p(s, A(k™)) >0y

p(s, A(k*)) < 0 para cada s € (u,u + €]. Esto contradice la ecuacién (2.7). =

Lema 7 Sea p(s, A (k)) un elemento de un conjunto de polinomnios P (s, A{K)) que
tiene un numero impar de raices, contando multiplicidades en [t,u]; entonces, cada
elemento de P (s, A(K)) tiene un nimero impar de raices, contando multiplicidades

en [t,u.

Demostracién. Suponga que existe un elemento p (s, A (h)) de P (s, A(K)) que
no tiene rafces en [f,u]. Dado que [, 1] es maximal de P, por el lema 3, para un &

positivo suficientemente pequenio
p(s,Ak))p(s, A(h)) > 0 para todo s € [t —&,t) U (v, u + €] (2.8)

Se asume sin pérdida de generalidades que p (s, A(k)) < 0 para todo s € [t —¢,1),
entonces, por el lema 4, p (s, A(h)) > 0 en el mismo intervalo y, como no tiene raices
en [¢, 1], también en (u,uw + ).

Por el lema 5, p(s,A(k)) < 0 para todo s € (u,u+¢], Entonces
p(s, Alk))p(s, A(h)) < 0 para todo s € (u,u + €], esto contradice la igualdad (2.8).
Por lo tanto p (s, A (h)) tiene raices en [¢,u] y, por el lema 6, tiene un ndmero impar
de ellas, contando multiplicidades, en el mismo intervalo. m

Cuando una familia P de polinomios, es acotada (la evaluacién de cada elemento
de P en un punto es menor o mayor segiin sea el caso que la evaluacién de un elemento
especifico de P evaluado en el mismo punto} por un mismo par de polinomios en todos

los puntos de un intervalo no degenerado y acotado de raices [t,u] ,bodas las raices
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que tengan ese par de polinomios en (¢, ) son de multiplicidad p’ar,' COIMo se enuncia

en el siguiente lema.

Lema 8 Suponga que v es una raiz real de cuclesquiera dos polinomios que acotan
a P en todo intervalo de rafces [t,u] con t < u. Sir € (t,u), entonces r es de

mudtiplicidad par.

Demostracién. Sean p(s, A(k™)) y p(s, A(kt)) dos elementos que acotan a
P(s,A(K)) para s € [t,u]. Entonces, en el intervalo [t,u], p(s,A(k™)) < 0 y
p(s, A(kt)) > 0. Puesto que r es raiz de p(s, A (k™)) o p(s, A (k")) se tiene que
p(rAK)) =06 p(r, A(KY) =0,

Si se analiza el caso p{r, A (k™)) = 0, se observa que como en el intervalo (¢,u),
p (s, A(k™)) no es positivo, existe un nimero positivo g, suficientemente pequefio, tal
que p (v, A(k™)) < 0 slempre que v cumpla la desigualdad 0 < |r — v| < &. Entonces,
por el lema 5, r es de multiplicidad par.

Para el caso p(s, A (k™)) = 0, se puede dar un argumento similar al anterior, pues
ahora se cumple que p(v, A(k")) > 0. =

Hasta ahora se ha considerado que los intervalos de raices son cerrados y acotados;
sin embargo, éstos pueden también ser cerrados y no acotados. Los lemas 10y 11 dan
condiciones necesarias y suficientes para que una familia P, que puede tener elementos
de distinto grado, posea intervalos de raices no acotados.

La demostracién de los lemas mencionados estd basada en el lema 2 y un resultado
conocido del glgebra superior, el cual establece que dado un polinomio en la variable
s, para un modulo de s suficientemente grande, se cumple que el mddulo del término
de mayor grado, es mayor que el médulo de la suma de los demds términos (ver, la
pégina 152 de Kurosch [32]).

El lema 9 es un resultado preliminar requerido en la prueba de los lemas 10 y 11.
Se omite la demostracion por ser facilmente deducible a partir de lo mencionado en

el parrafo anterior.



18

Lema 9 Seap; (-) yp2 (+) dos polinomios de grado n y £, respectivamente (conf < n),

definidos por

5) = Z a8 (2.9)

Z b (2.10)

j=n—£
en donde ag y by_, son diferentes de cero. Entonces, las evaluaciones de pi () y

po () @ partir de un real s con valor absoluto suficientemente grande, tienen signos

 opuestos, si y sdlo si, aps™ y by_ss® tiene signos opuestos.

Lema 10 Un conjunto de polinomios P, tiene un intervalo de raiz [t,00) si y sdlo si,

P, contiene dos polinomios, uno de grado n y el otro de grado ¢ << n, definidos por

(5, A (I;)) ZA (ky) 8™, (2.11)
Y
(s, A (kp)) Z A; (ky) ™77, (2.12)
j=n—£f

tales que Ag (ki) A, (ko) < 0.

Demostracién. Necesidad: Si P tiene un intervalo de raices [t, c0) entonces,
por el lema 3, para cada s € [f,00) existen un par de polinomios p (s, A(k™)) <0
vy p{s, A(kt)) > 0. Como el intervalo de raices no esta acotado por la derccha,
P debe contener un par de polinomios p (s, A (ky)) y p (s, 4 (k2)) (definidos respec-
tivamente por las ecuaciones (2.11) y (2.12)) tales que las evaluaciones, desde un
real s hasta infinito, tienen signos opuestos, unc con respecto al otro. Por el lema 9,
Ag (ky) s" A, ¢ (Ks) s° es negativo para un real s suficientemente grande, en este caso, a
partir de algin punto positivo del intervalo [¢, o0). Por lo tanto 4y (ki) A,_r(ke) < 0.

Suficiencia: Suponga que P contiene dos polinomios definidos por las ecuaciones

(2.11) y (2.12) tales que Ap (k1) A,—¢(ka) < 0. Por el lema 9, para s > b (b es un
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real que depende de ambos polinomios) se tiene que p (s, A (k1)) v p (s, A (ko)) tienen
signos opuestos. Por el lema 3, P tiene elementos con rafces en cada punto del
intervalo (b, o0). Por continuidad de log polinomios sobre los reales, p (b, A (ki)) < 0
o viceversa. El intervalo (b, oc) se extiende hasta un punto ¢ < b que es el punto
frontera izquierdo del intervalo de raices de P que lo contiene. w

El lema 10 tiene su contraparte (ver el lema 11), es decir, existen condiciones

necesarias y suficientes para que P tenga rafces en un intervalo {— oo, u).

Lema 11 Un conjunto de polinomios P tiene un intervalo de rafces (—oo, ] si y sdlo

si, PP contiene dos polinomios, uno de grado n y el otro de grado £ < n, definido por

(s, A(k))) ZA (ky) 8™, (2.13)
Y
(s, A (ko)) Z A; (ko) s (2.14)
j=n—4£

tales que (—1)™ ™ Ag (l) Ap—s (kg) < O

La demostracién es similar a la efectuada en el lema 10 por lo que se omite. La
condicién Ay (ki) Ap—¢(ks) < 0 del lema 10, cambia en el lema 11 por
(—=1)"" Ag (k1) An_s (k2) < 0. De acuerdo con el lema 9, en ambos casos, la condi-
cion debe ser Ag (ki) 5" Ay ¢ (kz) s° < 0. Sin embargo, esta expresion fue simplificada
por que para todo real positivo s, la condicién Ag (ki) s" A, (ko) st es equivalente
a la condicién Ag (ki) A, ¢ (ks) < 0 v, para todo real negativo s, a la condicién
(=)™ Ag (k1) An—e (ko) < 0.

En los dos lemas anteriores, puede suceder que el punto u sea o0 0 que £ sea -0,

en ambos casos, P (+) tiene raices en todos los nimeros reales.
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2.3 Deteccidon de intervalos de raices reales

Hasta ahora se han dado condiciones necesarias y suficientes para que los conjuntos
P tengan intervalos cerrados de raices reales. Fsta clase de intervalos de raices son
los tinicos (de raices reales) que una familia compacta y convexa de polinomios puede
tener. La razén de esto es que, para cada mimero real s, P (s, A (K}) es acotada por
dos polinomios que pertenecen a él (ver el lema 2); en particular, cuando s es un
punto frontera de un intervalo maximal, existe un vector de pardmetros k™ tal que
p (s, A(k")) es un elemento de P (s, A (K)). En otras palabras, los puntos frontera de
cualquier intervalo maximal de P, son raices de algiin elemento de ella. Por lo tanto,
todos los intervalos maximales que puede tener un conjunto I? son cerrados.

Una vez que se conocen las raices reales de algiin elemento de la familia P, la
obtencion de los intervalos maximales que las contienen se consigue generando una
“cubierta” partiendo de las raices conocidas para dichos intervalos.

Por ejemplo, para encontrar el intervalo maximal [¢, 4] que contiene una rafz real ¢
de un elemento de P, se deben encontrar dos polinomios py, (+) ¥ p2. (+) que evaluados
en ¢ tengan signos opuestos o al menos tomen el valor cero. Para ello basta recordar
que el lema 3 garantiza la existencia de dos elementos P que al evaluarlos en ¢ uno
resulta no-positivo y el otro no-negativo.

Con base en lo anterior se deben calcular las rafces reales de pic (-} ¥ poc () ¥
seleccionar, primero la que esté més cerca a la izquierda del punto ¢, denotado d;
nuevamente, se deben encontrar los polinomios p14 (-} ¥ pzg(-) con las mismas car-
acteristicas de pie (+) ¥ P2 (). El procedimiento se repite hasta encontrar el punto
frontera t descrito en el lema 4. Para encontrar el punto frontera w, se repite el mismo
procedimiento, partiendo de la evaluacién de P en la raiz real de pi (*) y pac (+) que
se encuentre mas cerca del punto ¢ por la derecha.

Como la deteccion de un intervalo maximal es posible si se conoce un elemento del

mismo, para determinar todos los intervalos maximales de un conjunto P, es necesario
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conocer-(al menos) un elemento de cada uno de dichos intervalos.

Fl siguiente problema a resolver es la deteccion de todos los intervalos maximales
que tiene el conjunto P, mediante el cdlculo de las raices de un nimero minimo
de elementos de él. La deteccién de rafces en intervalos no acotados se hace muy
facilmente por inspeccién, con la ayuda de los lemas 10 y 11. Sin embargo, para el
caso de intervalos acotados el problema es mas complicado.

Fl lema 6 permite afirmar que en cada intervalo maximal acotado, no existen dos
elementos de P tales que uno tenga un ndmero par y el otro un nimero impar de
raices, contando la multiplicidad de ellas. Si el mimero de ellas es impar, entonces se
tiene que cada polinomio de P tiene una rafz en ese intervalo. Por lo tanto, basta
tomar cualquier polinomio de P para asegurar que una de las raices de él es un punto
de dicho intervalo.

Cuando un intervalo maximal [f,u| contiene un mimero par de rafces, contando
sus multiplicidades, de un elemento de P, la seleccién aleatoria de un elemento de P
no garantiza que dicho polinomio tenga raices en ese intervalo.

Por ejemplo, dada la familia P (s, A (K)) = s*+ Ks — K 435 con K = [0,10], las
raices de cualquier elemento de ella, p (s, A(k)) = s* + ks — k 4 35 con k € [0, 10),
son complejas. Sin embargo, para k = 10, p (s, 4(10)) = s+ 10s+25 tiene dos raices
reales en -5.

Por lo tanto la seleccién aleatoria de un elemento de P no garantiza la deteccién
de intervalos que contengan un ndmero par de rafces de ella. En el ejemplo qué. se
acaba de presentar se ve que sélo un elemento, p (s, A (10)), permite detectar el tinico
intervalo de raices reales (con un nimero par de ellas) que posee P.

A continuacién se presenta un método para resolver el problema de deteccién
de intervalos maximales de un conjunto P, el cual estd basado en el andlisis de un
elemento cualquiera de él y la informacién proporcionada por la derivada parcial de
? con respecto a s.

Como primer paso, para resolver el problema en cuestién, se presenta el lema 12,

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN.
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el cnal es un resultado auxiliar requerido en la prueba del teorema.

Lema 12 Sea p un polinomio que tiene raices en —a y —b. El polinomio p tiene un
nimero par de raices, contando sus multiplicidades, en un intervalo [—a, —b| si y sdlo
si, su derivada tiene un mimero tmpar de rafces, contando sus multiplicidades, en el

masmo intervalo.

Demostracién. Sea —a < —b, como p tiene raices reales en —a y —b, p es de la
forma.

p(s)=(s+a)* (s + 1) q(s) (2.15)

en donde o y §# son niimeros naturales, ¢ (s} no tiene factores de la forma s+ay s +b

¥, sin perder generalidad, —a < —b. Si se deriva la ecuacién (2.15) con respecto a s,

se obtiene que

&) = (540 (s 45 (5), (216)
en donde
r(s) = ol D)+ 805 ta)}g(s) + (s +a) (s+0) 2als).  (217)

Los factores s + a y 8 + b que aparecen en la ecuacion (2.16) no dividen a r (s)
puesto que no dividen ni a a (s -+ b)+3 (s + a) ni a g(s). Esto significa que Lp(s)
tiene raices de multiplicidad o —lyf—-len—-ay —b respectivamente.

(=) Suponga que p(-) tiene un ndmero par de raices en e} intervalo [—a, —b].
Si @ 4+ (8 es un nudmero impar, entonces de la ecuacion (2.15) se deduce que ¢ (s)
tiene un numero impar de raices en el intervalo [—a, —b]. Entonces, por el lema 5,

¢ (—a)g(—b) < 0. Por otra parte, de la ecuacién (2.17) resulta que

r{—a)=aoa{b—a)g(—a), (2.18)

r(—b) =3 (a—b)q(-b). (2.19)
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De aqui que 7 (—a)r{—b) > 0. Esto significa, por el lema 6, que r () tiene un
niimero par de rafces en el intervalo [—a, —b|.

Por otra parte, de acuerdo con la ecuacién (2.16), el ndmero de rafces de 2p (s)
en el intervalo [—a, —b] se obtiene sumando « + 3 — 2 al mimero de raices de r (-) en
el intervalo [—a, —b] {(que se vio es un nimero par). Como se asume que o+ J es un
mimero impar, se tiene como consecuencia de lo anterior que g;p (s) tiene un mimero
impar de raices en el intervalo [—a, —b].

Sea ahora « +  un nimero par. Entonces, por la ecuacién (2.15), ¢(-) tiene
un ndmero par de rafces en el intervalo [—a, —b] y aplicando el lema 5, se tiene -
que q (—a) g (—b) > 0. Utilizando este resultado y las ecuaciones (2.18) y (2.19), se
concluye que r (—a) 7 {—b) < 0. Por lo tanto, aplicando de nuevo el lema 5, r (-) tiene
un mimero impar de raices en el intervalo [;a, —bl.

(<) Asuma que p(-) tiene un mimero impar de raices en [—a, —b]. Si a + G es
impar, entonces q (—a)q(—b) > 0 y por tanto r (—a)r (—b) < 0. Por lo tanto £p(s)
tiene un mimero par de raices en el intervalo [—a, —b).

Si a = b, entonces de las ecuaciones (2.15) v (2.16) se deduce que

p(s)=(s+a)*Pq(s), (2.20)

d
Esto significa que p () tiene una rafz de multiplicidad par en —a si y sélo si, su

@ = e eragemf. e

derivada tiene una raiz de multiplicidad impar en el mismo punto. =

Lema 13 Seap (s, A(k)) un elemento de un conjunto de polinomios P (s, A(K)) con
un nimero par de rafces, contando sus multiplicidades en un mazimal [t,u], entonces
lo derivada parcial de cada elemento de P (s, A (K)) tiene un nimero impar de raices

en algin intervalo mazimal [to, uo] cuya interseccion con [t,u] no es vacia.

Demostracién. Como p (s, A (k)) tiene un mimero impar de rafces en [¢,u], por

el lema 12, w tiene un nimero impar de raices en [¢, u]. Por el lema 6, no todas
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las rafces de Q?—j(f’éfﬂ pueden pertenecer a maximales pares, ya que en cada maximal
par s6lo puede tener un nimero par de ellas y cl total en [¢, 4] es impar.

Entonces %g@ tiene una rafz en [t,u] que pertenece también a un maximal
impar [to, up] de w.

Por lo tanto, la interseccién de [¢,u] v [to, uo] no es vacia. m

El lema 13 permite detectar intervalos de raices en los cuales al menos un elemento
de P tiene un mimero par de raices, contando sus multiplicidades. La deteccién se
hace derivando al conjunto P parcialmente con respecto a s, P’, y revisando si en los
intervalos maximales de P, que tienen un ntimero impar de rafces, existen maximales
de P con un mimero par de raices.

En resumen, para obtener todos los intervalos maximales de una familia de poli-

nomios P, se requiere hacer lo siguiente:

1. Seleccionar un polinomio p de P y calcular sus raices reales.

2. Determinar todos los intervalos maximales que contienen a las raices de P,

denotado por M FP.

3. Si p tiene raices complejas, obtener todos los intervalos de maximales de la
derivada parcial de P con respecto a s que tienen un mimero impar de raices,

denotado por MP’.

4. 8i la diferencia de los intervalos maximales M P\ M P es no vacfa, evaluar a P

en dicha diferencia.

5. Si existe algun r contenido en MP\MP que es raiz de algtin elemento de P

obtener el intervalo maximal correspondiente.

Por otra parte como al evaluar al conjunto P (s, A(K)) en el eje imaginario se

ohtiene:

P (i, A (K)) = Re P (iw, A (K)) + i Im P (iw, A (K))
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donde Re P (iw, A(K)) e Im P (iw, A (K)) son también familias de polinomios, se
pueden aplicar los resultados obtenidos para encontrar el conjunto de maximales de
Re P (iw, A(K)), Yg, v de Im P (iw, A (K)),¥1,. Por lo tanto ambas familias tienen
maximales. Basados en esta observacidn, se presenta a continuacién un lema que da
condiciones suficientes para la estabilidad Hurwitz de un conjunto P. |

Dado que no existe ninguna restriccién en cuanto al tipo de funcién que puede
ser A () (aparte de ser continua), es una alternativa para el teorema del Mapeo de L.

Zadeh y C. Desoer [45], cuando las funciones A; (+) son multiafines.

Lema 14 Seca P un conjunto de polinomios, de grado n, que tiene un elemento es-

table. El conjunto P es estable si la interseccion de Uy, 3y ¥in €8 vacia.

DPemostracién. Como p(-) es estable todas sus raices se encuentran en el semi-
plano complejo izquierdo abierto; es decir en D ={(a + ib) € C': a < 0}

Por otra parte, si ¥geN Y1, = ¢, para toda w real y todo k€ K, no existe ningtin
p(-) € P tal que p(iw, A(K)) = Rep(iw, A(K))+ ilmp (iw, A(K)) = 0. Esto
significa que P no tiene raices imaginarias.

Por el teorema de Cruce de Frontera, ver Chapellat et al [19], con 0D={iw : w € R}, P
tiene todas sus raices en D. Por lo tanto P es estable. m

A continuacién se dan dos ejemplos de aplicacién de los resultados presentados en

este capitulo.

Ejemplo 1 Determinar si la familia P (s, A(K)) = s*+ (K1 K2 +2) s+ K1 — K1 Ko +
31, con Ky =10,2] y Ky = [0,4] es Hurwitz estable.

Solucion 1 La evaluacién en el eje imaginario estd definida por P (iw, A(K)) =

Re P (iw, A(K))+ i¢Im P (tw, A(K)) con

Re P (iw, A(K)) = —w* + K; — K1 Ky + 31 (2.22)
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Im P (iw, A(K)) = (K1 Ky +2)w (2.23)
Para determinar g, se selecciona al azar un elemento de Re P (iw, A (K)), por
ejemplo con k; = (kF kf) = (2,4);
Rep (iw, A (ky)) = —uw? 4 25 O (2.24)
con rafces {£5}.

El siguiente paso consiste en evaluar a Re P (4w, A (K)) para w = 5, con el fin de

determinar el maximal que contiene a este punto

De (2.25) se observa que el elemento de (2.22) cuya evaluacién (en w = 5) produce
el real mas pequeiio es precisamente el definido en (2.24); a su vez, el méximo es

generado por el vector ke = (7, k3 ) = (2,0) con
Rep (iw, A (ko)) = —w? 4 33 (2.26)

con raices {:I:\/ﬁ} X
Evaluando a Re P (4w, A (K)) en w = /33,

Re P (m/§3' A (K)) — K — KKy — 2 (2.27)
Por lo que, al igual que para w = 5, se observa que:
Rep (iw, A (k1)) < Rep (iw, A(k)) < Rep (iw, A(kyn)) Vk e K

Por el lema 4, [5, \/?E} es un maximal buscado y por simetrfa
[—+/33,—5] también lo es.

Por lo tanto ¥y, = [—\/?E, —5] U [5, \/@ .

Por otra parte, como KKy +2 = [2,8) > 0, de (2.23) se observa que 0 €
Im P (iw, A (K)) s6lo si w = 0; esto significa que el 1inico maximal de Im P (iw, A(K))

es Upy, = [0]; entonces g N Uy = ¢
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Ademss, p (s, A (k;)) = s% + 105 + 25 es Hurwitz estable.
Por el lema 14, P (3, A (K)) es Hurwitz estable.

Ejemplo 2 Determinar si la familia P (s, A(K)) = s* + K1Kos + K1 — K1/, + 31,
con K1 =[0,2] y Ky = [0,4] es Hurwitz estable.

Solucion 2 Como Re P (iw, A (K)) es igual al del ejemplo anterior, Uge = [-/33, 5] U
[5,v33] .

Por otra parte, I P (iw, A (K)) = K1 Kow contiene al cero solo siw =0 o bien
para todo w € R, si se selecciona al vector ky = (k7 kg ) = (0,0); en este caso

Imp (iw, A (ks)) = 0 para todo w € R. Entonces ¥py =R y ¥ N T = Ve # qS..

Para esta clase de problemas el lema 14 no da informacién sobre la estabilidad de
P (s, A(K)); sin embargo se puede comprobar que p (iw, A (ks)) es inestable.

La dificultad para concluir la estabilidad o no de una familia P (s, A (K)) motiva
el andlisis para el caso en que la interseccién de maximales no es vacfa. Este es el
tema desarrollado en el siguiente capitulo, aunque el andlisis se restringe a familias

de polinomios con coeficientes afines.

2.4 Raices reales de una familia de polinomios con
coeficientes continuos

Para. finalizar este capftulo cabe mencionar que existen casos de conjuntos F cuyos
coeficientes no son funciones del tipo multiafin o polindmica, en que la deteccién de
maximales requiere un andlisis particular. En el ejemplo siguiente se analiza el caso
en que P contiene una sucesién de maximales que tienden a un punto frontera de otro

maximal.
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Ejemplo 3 Encontrar todos los intervalos de rafces reales de la familia de polinomios

P, generada por:
p(s, A(t)) = s>+ (1 + 2 sen t’l) ts? + (1+2 sen £ t2s -+ £

cuando t toma todos los valores del intervalo [0,101°]. Se considera que t™'sen t™! =0

st t=10
Solucién 3 El polinomio p (s, A (t)) puede ser factorizado como
p(s,At)) = (s+1t) (s*— 2t sent™ s+ t7).
De donde las tres raices s1, 89 y 83 de este polinomio son:
§1 = —t, §g = t(sen 7144 cos t'l) ysz=t (sen t™1 44 cos t_l) .

La ratz s, siempre es no-positiva porgue t toma valores Unicamente en el intervalo

10, 10*°]. Por otra parte las raices sy y s3 son reales sélo cuando cos 71 = 0; es decir,

(2n~1)r

cuando t1 = -

¢ equivalentemente cuando £ = (—2;%, donde n es cualquier
numero natural.

Sin es impar, las rafces sy y S3 Son positivas e iguales a t. Mientras que, sin
es par, las raices sy y 83 son negativas e iguales a —t. Por lo que se puede decir que
p (s, A(t)) tiene raices positivas dnicamente en los puntos en los cuales t™1 = (—43}1&,
donde n es cualquier ndmero natural.

Es decir las dnicas rafces positivas de P son todos los puntos t = (/ITEI)_W con

n=1,2....
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Capitulo 3

D-estabilidad Robusta de
Conjuntos de Polinomios con

Coeficientes Afines

3.1 Introduccién

El objetivo de este capftulo es presentar un método para resolver el problema
que consiste en determinar si las rafces de todos los elementos de un conjunto de
polinomios P con coeficientes afines estdan dentro de una cierta regién D. La clase de
regiones D donde el método es aplicable incluye el semiplano complejo izquierdo y el
circulo unitario. |

En la seccidn 3.2 se presenta un método basado en el dlgebra superior, que permite
resolver el problema arriba descrito, cuando los coeficientes de la familia P dependen
de un solo pardmetro real comun. Fl resulta,dp sirve en general para resolver sistemas
de dos ecuaciones con dos indeterminadas (Kurosch [32]) y se utiliza en el problema
de estabilidad para encontrar si un polinomio, que depende de una variable y un
pardmetro que toma valores en un compacto, tiene rafces en la frontera JD, de una

regién D admisible,
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Otro problema importante, que puede ser resuelto usando ¢l método descrito en
la seccién 3.2 y que fue planteado por Bialas y Garloff [12] y Bialas [11], es el de
.determinar si, dados dos polinomios complejos estables, en general de distinto gra-
do, la combinacién convexa de ellos es estable. La solucidn dada por los autores
mencionados requiere encontrar los valores caracteristicos del producto de la matriz
Hurwitz, ver def. 4.7.3 de Barmish [5], de uno de los polinomios estables y la inversa
de la matriz Hurwitz del otro. Si se utiliza el resultado de Kurosch [32], la obtencion
de la solucién se reduce a encontrar las rafces reales de orden dos y a evaluar a dos
ecuaciones en esas raices, ver el ejemplo 4.

La seccién 3.3 estd dedicada a establecer algunas definiciones y observaciones
que se requieren para obtener los resultados de D-estabilidad de conjuntos P con
coeficientes afines cuando existe mas de un pardmetro que tdma valores en un intervalo
cerrado y acotado. |

Finalmente, en la seccién 3.4, parte medular de este tfabajo, se presenta un método
para resolver el problema planteado cuando la dimensién de K es mayor que uno. La
ventaja con respecto al definido por la aplicacion del Teorema de las Aristas es que
no requiere revisar la estabilidad de todas las combinaciones convexas de todos los

polinomios extremos de P.

3.2 Estabilidad Hurwitz de familias de polinomios
con un parametro variable

Las rafces de una familia de polinomios, P ((iw, A (K))) = Re P ((tw, A(K))) +
iIm P {(iw, A (K))), cuyos coeficientes son funciones polinémicas. y K es de dimen-

sién uno, se puede obtener mediante la solucidn del sistema
Rep ((iw, A (k) = 0 (3.1)

Imp ((iw, A (k))) = 0 (3.2)

TESIS CON
FALLA DE ORICEN
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conwéeERykekK.

El caso particular en el que los polinomios de los coeficientes son de grado menor
o igual a uno, puede ser resuclto con las técnicas descritas en las referencias Bialas y
Garloff [12] y Bialas [11]. También se puede aplicar el método del lugar de las rafces,
ver seccién 4.3 de Barmish [7]. Sin embargo, cuando los coeficientes polinomiales son
de grado mayor que uno, el problema es més complicado. En general, para coeficientes
polinémicos, el sistema de ecuaciones (3.6) y (3.7) puede resolverse con el resultado
presentado en la seccidn cincuenta y cuatro de Kurosch [32]. (Eliminacion de una
indeterminada en un sistema de dos ecuaciones con dos indeterminadas).

A continuacion se presenta un resumen de la informacién que se encuentra en las

paginas 345, 348, 349 y 350 de Kurosch [32] utilizando la notacién del autor.

" De este modo, la solucion del sistema (3.3) y (3.4) ha sido reducido ol célculo
de las ratces de un polinomio en una indeterminada y, o sea, se ha eliminado la

indeterminada = en el sistema de polinomios (3.3) y (3.4).
@) =ao(y) 2™ + a1 () & + o+ Gy () 2+ an (y) (3.3)

g y) =bo(y) 2 + b1 (y) 2" + .+ bey () =+ b (1) (3.4)
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Lo resultante R, (f,g) es igual al siguiente determinante de orden n -+ s

ap  O1 Ay,
Gy a1 Uy,
s filas
R$ (f » 4 ) = ag aj y,
by by b
7 filas
by b b,

Teorema 1 [32] Dados los polinomios (3.8) y (3.4) con cualesquiera coeficientes ag
Yy bo, su resultante es igual a cero cuando, y sélo cuando, estos polinomios tienen una

‘rafz comin, o bien, cuando ambos coeficientes superiores son iguales a cero.

Sean f y g los dos polinomios definidos en (3.3) y (3.4), su resultante R, (f,g) =
F'(y), dado que los cocficientes son funciones de vy, f y g son polinomios en x.
Supongamos que el sistema de polinomios (3.3) y (3.4) posee una solucion comin
T= z*e y= y* en (3.3) y (3.4), obtenemos dos polinomios, f(z,y*) v g (z,v*),
en una indeterminada z. Estos polinomios tienen una rafz comin x* y (y*) por
consiguiente, su resultante de los polinomios F (y*) Tiene que ser igual a cero, o
sea, y* tiene que ser raiz de la résultante R. (f,g). Reciprocamente, si la resultante
Ro (f,9) de los polinomios (3.3) y (3.4) tienen una raiz y*, la resultante de los poli-
nomios f(z,y*) v g(z,y") es tgual a cero o sea, o bien esios polinomios tienen una
raiz comidn o bien sus coeficientes superiores son iguales a cero, ap (y*) = by (y*) = 0.

De este modo, la solucicn del sistema (3.3) y (3.4) ha sido reducido al cilculo
de las raices de un polinomio en una indeterminada y, o sea, se ha eliminado la

indeterminada = en el sistema de polinomios (3.3) y (3.4).”
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Para ilustrar el procedimiento se presenta a continuacién un ejemplo que contiene
un coeficiente definido por un polinomio de grado dos.
Ejemplo 4 Dada una familia de polinomios
P (s, A(K)) =5 +11s* + 395 + (90 + K*) s° + (116 + 2K) s + (184 + 4K) (3.5)

determinar para que elementosk de K, considerando o K = R, p (s, A (k)) es Hurwitz

estable.

Solucion 4 Para resolver el problema se buscan primero los valores de k para los
cuales p (iw, A(k)} = 0. Para la familia (3.5), lao pregunta es si existe un par de

ndmeros reales w y k* tales que p (iw, A (k*)) = 0, donde p es algiin elemento de P.

En otras palabras se busca un par de nimeros reales w yk* tales que p (fw, A (k™)) =

0, donde
p (iw, A ((k*)?)) = Rep (iw, A (k")) + Im p (iw, A (k*)) = 0+ 03,
Lo cual se traduce en:
p (iw, A (k*)) = 11w*— (90 + k*?) w’+ (184 + 4k*)+4 {w® — 39w’ + (116 + 2k*) w} = 0;

es decir

Rep (iw, A (k*)) = 1lw® — (90 + k™) w? + (184 + 4k*) = 0 (3.6)

Tt p (iw, A (K)) = w® — 390° + (116 + 2k*) w = 0 (3.7)

Aplicando el método de Kurosch a la solucién del sisterna (3.6) y (3.7) éste se

puede recscribir como

Rep (iw, A (k")) = —w’k* + 4k* + 11w" — 90w” + 184 =0 (3.8)

Imp (iw, A (k*)) = 2wk* + v’ — 39w* + 116w = 0 (3.9)
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v la resultante es: F(w) = R, {Rep,Imp}, donde

—w? 4 11w? — 9w? + 184
F(w)=| 2w wd — 39w + 116w 0
0 2 w® — 3%wd + 116w

es decir,  F(w) = —w? + 78w — 1753w® + 9084w’ — 13504w* — 1922
Las doce raices de £ (w) son {0,0, £1.7808, +1.8354, +5.8869, +6.0678, &+ i 0.1187}
Existen nueve parejas (w;k*) que satisfacen simultdneamente a las ecuaciones
(3.8) v (3.9) estas son :
(0, —46), (—1.7808, —1.1864) , (1.7808,1.1864) , (—1.8354,2.0177), (1.8354,2.0177),
(—5.8869,17.2776) , (5.8869, 17.2776) , (—6.0678, —17.8342) y (6.0678, —17.8342).
Esto significa que la familia de polinomios (3.5) tiene nueve parejas de raices,
cuando k y w toman valores desde menos infinito hasta infinito.
Y se puede concluir que cada elemento p (s, A (k)) tiene todas sus rafces fuera del

eje imaginario para toda k que pertenece al intervalo

(—co, —46) U (—46, —17.8342) U (—17.8342, —1.1864)

U (—1.1864,2.0177) U (2.0177, 17.2776) U (17.2776, 00)

Tomando un punto arbitrario de cada uno de estos intervalos abiertos, se puede
comprobar que p(s, A(k)) es estable si esa k arbitraria estd en los intervalos
(—17.8342, —1.1864) 6 (2.0177,17.2776). Por el contrario es inestable si pertenece
a cualquiera de los otros cuatro intervalos abiertos.

Por lo tanto, p (s, A (k)) es estable para todo k que pertenece al intervalo abierto
(—17.8342, -1.1864) U (2.0177,17.2776) e inestable para el complemento de éste en
los nimeros reales.

Del gjemplo 4 se concluye lo siguiente:

i) El probar valores extremos de los pardmetros no es, en general, suficiente para

verificar estabilidad. Por ejemplo, suponga que en lugar de que K sea el conjunto
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de los mimero reales, se defina como el intervalo cerrado |—15,15], » (s, A (k))
es estable para k = —15 v para k = 15; sin embargo, es inestable para toda k
que esté en el intervalo [—1.1864, 2.0177]. Esta conclusién ha sido reportada en

[29] para el caso de familias de polinomios con coeficientes afines.

ii) HEs posible determinar si un conjunto de polinomios, cuyos coeficientes dependen
continuamente de un parametro k, es estable utilizando un método analitico,

que resuelve sistemas de dos ecuaciones con dos indeterminadas.

Asimismo, la estabilidad de combinaciones convexas de polinomios estables puede
determinarse con el método presentado anteriormente. Este problema consiste en lo
siguiente:

Dados dos polinomios complejos estables:
folz) =aga™ +a1z™ ' +---+a, (3.10)

fi(z) = cox™ L ez M+ oy, (3.11)

con ag y ¢p distintos de cero y un mimero A que toma valores en todo el intervalo

10, 1], encontrar condiciones necesarias y suficientes para que la familia de polinomios
fla,2) = (1= A) folz) + M1 (@) =fo () + (A (@) — fo () A (3.12)

sea estable.

Este problema fue resuelto con condiciones suficientes por Bialas y Garloff [12] y
con condiciones necesarias y suficientes por Bialas [11]. Se propone resolver, de una
manera sencilla, con condiciones necesarias y suficientes, considerando que fo(*) v
J1(-) pueden ser de grados distintos, utilizando el teorema 10 de Kurosch.

Como primer paso se reescribe la ecuacion (3.12), utilizando (3.10) y (3.11) como:

L2

Fla, AQN) =Y (e + XA ew~ a)) 2" 5 A €[0,1] (3.13)

k=0
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Como F (z, A(A)) =>4 o Ar (A) 2™ F A =10,1] el COhjunto que contiene todos
los elementos definidos en (3.13)} es compacto, y contiene un polinomio estable, por
lo cual esta familia es estable si ningin elemento de el tiene raices imaginarias. -

Evaluando a la ecuacién (3.13) en = 1w se obtiene un polinomio de la forma
fiw, A(N)) = Re f (1w, A(X)) + Im f (iw, A(N)). (3.14)

Las raices de la ecuacion (3.14) pueden ser encontradas con el método de Kurosch
[32], considerando & su parte real ¢ imaginaria como un sistema de dos ecuaciones en

dos indeterminadas con w real y lambda restringida al intervalo [0, 1].

Lema 15 Dados dos polinomios complejos estables
Jo(z) = apz™ + a2zt + - - tay
fi(@) =cox™ + g™+ e,
con ag Y cp distintos de 0 y una combinacion convexa de ellos

f(ma)\)z(lf)\) fO (m)"i_Afl (33)7)\6 [01 1] (3'15)

FElpolinomio f (¢, \) es Hurwitz estable si y sdlo si la resultante F,, = R, (Re f,Im g)

no tiene rafces reales o bien para ceda una de sus rafces reales w* se cumple que:
Re f (iw™, X) # 06 Imf (iw*, A) # 0 para cada A & [0, 1]
Demostracién. Necesidad: Sea f (z,A) Hurwitz estable, entonces
Re f (iw, A) # 06 Imf (iw, A) # 0 para cada w € R y cada A € [0, 1] (3.16)

entonces las expresiones (3.16)son ciertas para F'(w) =06 F (w) # 0

Suficiencia: Si £ (w) # 0 Vw € R o bien, para cada w* € R que satisface F' (w*) =0
se cumple (3.16), f (z,)) no tiene raices en el eje imaginario. Ademds, f(z, ) es
conexo por trayectorias con un elemento f (x,0) que es estable.

Por lo tanto f {z;, A) es Hurwitz estable. m
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Ejemplo 5 [12] Dados dos polinomios estables fy(z) = 2° + 2® + 2z + 1;
fi(z) = * + 0001z + 1078, determine si la combinacion conveza de ellos es es-

table.
Solucién 5
Flm, AQ)) ="+ (1 - 09990 z® + (2—-1.999\) +z+ 1 — (1 - 107¥) X (3.17)

Re f (iw, A(A)) = [0.999w” — (1 -10"°} | A —w’ + 1 (3.18)

Im f (fw, A (X)) = (—1.9991;)) A—w® 4+ 2w (3.19)

0.99%0?  1(1--107%) —w? +1
—1.999w —w? 2w
= —w (0.999w" — 0.99899999w? + 0.001000002)

I {w) tiene tres soluciones no negativas wy = 0,wy = 0.50076 y wy = 0.99999
pero Unicamente we y ws son soluciones de las ecuaciones (3.18) y (3.19) con A
restringido ol intervalo [0,1] .

Se puede comprobar que el polinomio de la ecuacion (3.17) es inestable para todo A

en el intervalo [0.50076,0.99999] y estable en el complemento a [0, 1] de este intervalo.

3.3 Definiciones y observaciones

El conjunto de polinomios P(s, A(K)) = iAj (K)s"7, donde cada A; (.) es una
funcién afin y K es una caja, es conocido (fo:rglo paralelotopo de polinomios, ver la
definicién 10.2.1 de Barmish [7].

Esta es la clase de conjuntos P(s, A(K)) que serdn analizados de aqui en adelante.

Por otra parte, cada conjunto A; (K') puede ser escrito como:
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. m
A (K) = >laje Ke+05mi1 , para j = 0,1,...,n . Cada término a;,, para
=1
£=1,2,...,m+ 1, es un nimero real y cada componente K, = [k;,kﬂ, para £ =
1,2...,m, es un intervalo cerrado y acotado de nimeros reales.

Entonces, el conjunto P(s, A(K)) puede ser expresado como:
P(s, AUK)) = [p2(s) 72(5)tmls) prurs (9] 1K1 KoK 1) = (3.20)

> pe(s) Ket pials)

m
donde p; (5) = > a0 s ,para £ =1,2,..,m+1
7=0
En este punto, es necesario hacer algunas definiciones relacionadas con la expresion

(3.20) que serdn requeridas para los resultados que se presentan a continuacién.

Definicidn 4 Los polinomios pe(-), para £ = 1,2,...,m, son lUamados polinomios

componentes. Bl conjunto de todos ellos es representado por P,(.).

Se conviene que las regiones D admigibles, sean todas aquellas regiones complejas

para las cuales se cumplen las siguientes dos condiciones:

1. Dado cualquier polinomio p : € — C, definido por

p(8) = Zajsn’j,con a; € R para j=0,1,..,n (3.21)
=0

La evaluacién de p(-) en cada punto s = x -+ 4y de la frontera 9D puede ser

escrita como:

T

p(s) = [ong () +iyB, ; (u)] = g (v) +iyh () (3.22)

F=0 _

donde g () ¥ A (-) son polinomios y u =z 6 u = y.
La parametrizacion del polinomio p(s), de la expresion (3.22) se efectia con el
fin de que sus raices en el plano complegjo se obtengan de una manera mas sencilla,

mediante la determinacién de las raices de dos polinomios en una variable real, g (u)

y h(u).
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2. La regién D debe ser convexa y simétrica con respecto al eje real.

La condicién de simetria con respecto al eje real permite que el andlisis de sélo el
semiplano superior complejo sea suficiente para determinar si todas las raices de m
conjunto F estdn en D. Se recuerda que en este trabajo se asume que los coeficientes
de todos los elementos de P son reales, por 1o que si un nimero complejo es raiz de
algin p € P, su conjugado también lo es. La convexidad de D garantiza que, cuando
todas las raices de P son puntos interiores de D, la fase de cada elemento p € P es
continua y monoténica cuando P se evalia en 8D .

Cuando D es semiplano complejo izquierdo, la propiedad de monotonicidad de la
fase se conoce como criterio de Mijailov, ver el lema 5.7.6 de Barmish [7]. Para el caso
en que D sea una regién convexa cerrada, la continuidad y monotonicidad de la fase
se preserva, ver el lema 21 del apéndice. A su vez la continuidad y monotonicidad
de la fase se utiliza en el lema 14, resultado preliminar para dar en el teorema 4
condiciones suficientes (también necesarias) para la T estabilidad de P.

En el apéndice se muestra que la igualdad (3.22) se obtiene entre otras, de la
evaluacion de py (-) en la frontera del circulo unitario, con u = x; mientras que, (3.22)
se obtiene con u = ¥ cuando 0D es el gje imaginario.

De aquf en adelante se utilizard a la expresion (3.22) para representar a cualquier
polinomio, evaluado en cualquier punto s = x + iy de la frontera 0D de una regién
D admisible. Se hace esto para tratar a todas las regiones D admisibles de manera
unificada.

Entonces, para cualquier punto s = z+iy en la frontera 0D, el conjunto P(s, A(K)),

pﬁede ser escrito (aplicando (3.22) a (3.20)) como:
P(s, A(K)) = > ge(u) Ko+ gmys(u) +iy (Z he(u) Ko+ hm+1(u)) (3.23)
£=1 £=1
A Re P (s, A(K)) +ilIm P(s, A(K))

Se puede observar que, para un punto espectfico s; = (zo +iyp) € 0D v u = ug, con
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Ug = Ty O Uy = Yo, €8 posible encontrar a los polinomios que acotan por arriba y por

abajo a cada elemento de Re P(s, A(K)) y también a los que hacen lo mismo para

Im P(s, A(K)).

Por ejemplo, sean ki y ko dos elementos de K con: ky = (ki1 ko1, ...y

(k;l‘Za k221 m‘Z)

v suponga que, para £ =1,2....,m

k+
ko = ¢

Ky
y’

=
key = ¢

ki

entonces, ge(uo)kn < ge(uo)ke < ge(uolkse, para todo k7 < ke < kJ.

Sumando todos los términos desde £ = | hasta £ =m + 1,

7

Si Qe (’LLU) S 0

si gg (ug) 2 0

di ge (’LLO) S 0

gl gs (ug) > 0

kml )T Yy

ng (o) ker 4 gmoa{uo) < Zgz (uo) ke + gm+1(uo) < Ege (un) ke2 + gme1(10)
—1

esto es, Re p(sg, A(ky)) < Rep(so, Alk)) < Rgp(sg,A(kz))
donde k = (kﬁl, k’Q, ceey

km) es cualquier elemento de K.

En otras palabras, el conjunto Re P(sy, A(K)) es acotado por dos polinomios

evaluados en sq, Rep(so, Alky)}) y Rep(so, A(ka)).
Similarmente, el conjunto Tm P(s,

denominados p(-, Alks}) y p(-, A(ke)), de tal forma que

Imp(sp, Alks)) < Im p(sy, A(k)) < Imp(so, A(ks)), paratodok e K

A{K)) es acotado por dos polinomios,

Los polinomios Rep(-, A(k:)) y Rep(-, A(k2)) pueden no ser tinicos. La razén para

esto €s que uno O mas polinomics componentes puede ser cero para u =

ug 0 inclusive

para todo w € 9D, si hubiera mas de dos parejas de polinomios que acotan a cada

elemento de Re P(ug, A(K)) por abajo, se escoge de entre ellas al polinomio que tiene

la. parte imaginaria mas pequefia y al polinomio que tiene la parte imaginaria mas

grande y se denotan por p(-,

A(kl)) ¥y p(; A

(ks)) respectivamente. De los polinomios

que acotan a todos los elementos de Re P(s, A(K)) por arriba, se define a p(-, A(ks)}
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como el que tiene la parte imaginaria mas pequefia mientras que, p(-, A(ky)) es el que
tiene la parte imaginaria mas grande.

Los polinomios que acotan a Im P(s, A(K)) son definidos con el mismo criterio.
De aqui que el conjunto P (s, A (K)) = Re P(s¢, A(K)} +i Im P(s0, A(K)), el cual
se conoce como congunto de valores, para ug = w, estd acotado por ocho polinomios.

En el dibujo siguiente se muestra su ubicacién:

6 8
1 -
4
1 { 2
S " - ]

Figura 3.1: Polinomios frontera

j=p(, Alk;)), j=1,2,..8

Se observa que este rectdngulo estd contenido en el rectingulo de Kharitonov ,
ver Barmish {7], Minichelli et al [35], Dasgupta [20] y su antecedente Yeung y Wang
[42]. Esto es debido a que en este trabajo se toma en cuenta la dependencia entre
coeficientes de la parte real y también la dependencia entre coeficientes de la parte
imaginaria.

Por otra parte, de la proposicién 8.7.1 de Barmish [7], el conjunto de valores
P(so, A(K)), es igual a la envolvente convexa generada por el conjunto de todos sus
polinomios extremos (los polinomios generados por un vector k cuyas componentes kg
son iguales a k; o k). Por lo tanto la envolvente convexa generada iinicamente por
lo polinomios extremos que acotan tanto a Re P(sq, A(K')) como aIm P(sy, A(K)) es
un subconjunto {no necesariamente propio) del conjunto de valores. Este subconjunto

importante serd nombrado con frecuencia por lo cual requiere un nombre en particular.

Definicion 5 El niicleo de un conjunto de valores es la envolvente convexra de una fa-
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milia cuyos vértices son los polinomios extremos que acotan a los conguntos Re P(sq, A(K))

e Tm P(so, A(K))

El nicleo de un conjunto de valores puede tener cuando mucho ocho aristas y
estd contenido en un mismo rectdéngulo cuyos lados son paralelos a los ejes real e
imaginario. Los vértices de este rectdngulo son una clase particular de polinomios
que son muy dttiles para probar la estabilidad de la familia P. Estos polinomios se

definen a continuacion.

Definicién 6 Los polinomios esquina de un conjunto de valores son los cuatro poli-

6 8
pigs) . : .. Paels)
3

4
Nucleo 2

. p.s(s) Pas(s)}

Figura 3.2: Nicleo y polinomios esquina

nomios cuyos coeficienies de sus polencias pares son los de las potencias pares de
los polinomios p(-, A(K,)) y cuyos coeficientes de sus potencias impares son los co-
eficientes de las potencias impares de los polinomios p(-, A(k;)), donde i = 1,2 y

j=5,6.

Definicién 7 El rectingulo R (u) es la envolvente convexa del conjunto cuyos vértices

son los polinomios esquina evaluados en (u)
Elrectdngulo R (u) es “continuo” en (u) y contiene el conjunto de valores P (u, A (K)).

Definicién 8 Los polinomios frontera (de P (ug, A(K))) es el conjunto de vértices

de su nicleo.
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Una caracteristica fundamental de un micleo es que sus polinomios frontera y
esquina no cambian en una vecindad V de uy en la cual la evaluacién de ningin
elemento de P, (-) cambie signo en V. Por lo cual se requiere una definicién precisa

de las vecindades V' y sus puntos frontera.

Definicién 9 El conjunto de races de conmutacion, U = {uy, ug, ..., u, }, €s un con-
Junto cuyos elementos son todas la raices de multiplicidad tmpar tanto de la parte

real, como de la parte imaginaria de todos los polinomios componentes p.(-).

Las raices reales del conjunto P, (-) estan contenidas en un intervalo lamado W

que se define a continuacion.

Definicién 10 W es un intervalo que contiene todas las rafces de P, (), si D es una
regién cerrada (u=z) W = [a,b], donde a y b son la raiz mas pequefia y la raiz mas

grande de Re P, (8), respectivamente. Si D es una region abierta (u = y) W = [0, 00)

Definicién 11 Una particion regular de un intervalo W = [a,b] (6 [0,00)) es una
division de [a,b] en subintervalos cerrados y acotados (para [0, 00) el ltimo intervalo
es abierto a la derecha) de tal forma que a = v < ug < ... < Uy 1 < u, <bdoo
y cada elemento de U es un punto frontera de dos subintervalos adyacentes, excepto
uy Y u, cuando u, = b. Cada subintervalo es representado por Au; = [u;,u;.1] para

F=12, ..,z

Dado que el signo de la evaluacién de cualquier polinomio no cambia entre cua-
lesquiera de las raices adyacentes de multiplicidad impar, la evaluacién de cada poli-
nomio componente no cambia signo en cada subintervalo (u;,u;1). Ademds, (al
menos) un polinomio frontera conmuta en cada punto frontera de cada subintervalo

[14;, u541] . Esto implica lo siguiente:

1. El conjunto de polinomios frontera no cambia en cada elemento Awu; de su
particién regular, excepto en los puntos frontera uj.y 41, donde (al menos)

un polinomio frontera conmuta.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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2. Como consecuencia de 1., el nicleo del conjunto de valores no cambia en cada.

elemento Awu; de su particion regular y conmuta sélo en sus puntos frontera

Uiy Ujy1-

Con toda la informacién reunida hasta este momento, es posible establecer el
primer resultado para comprobar la exclusién del cero de un segmento cuyos extremos
son polinomios D estables. La demostracién del lema siguiente estd basada en la dada

por Minichelli et al en [35].

3.4 7D-estabilidad de conjuntos de polinomios con
coeficientes afines

Lema 16 Seanp; (-) y 2 (-) dos polinomios cuya eveluacidn en cada punto s = 1y
de la frontera 0D de una region D = X + 1Y admisible esta definida por:

p1(s) = g1(u) +iyhs (u)

P2 (s) = g2{u) + iyha (u)

conu=r ou=1y

Asuma también que g (u) = ga(u) 6 hq(u) = ho(u), para todou € X ducY.

La evaluacion del polinomio p (s) = Apy (s)+(1 — A} pa (s) es distinta de cero para
toda s € D y toda A € {0,1] s7py (s) y pa (s) son D estables.

Demostracién. Sean py (s) v po (s) de D estable.

Para u = y.

St g1(u) = ga(u) para todau € Y

p(8) = g1{u) + 1y [Mry (w) + (1 — A) g (u)] para cada A € [0,1]

Suponga que existe so = (zo+ typ) € D y A € [0,1], tal que p (so) = 0.
Dado que p1 (s) y p2 (8) son D estables, k1 (ug) # 0y ks (ug) # 0
Asuma sin pérdida de generalidad que A (ug) < 0y ha(ug) >0
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Por el criterio de Mijailov, ver Barmish [7] las fases de p1 (5) y p2 (s), son contin-
uas y crecientes estrictamente. Entonces, para una é > 0, suficientemente pequena,
Pluo+ 8) <0y gi(ug+98) >0

Esto contradice el hecho que g1(u) = g2(u) para todo u € X.

Entonces p (s) # 0 para todo s € 9D

Si hi{u) = hy(w) para todo v € Y. Por el mismo razonamiento
hao(ug + 8)hi(ug + &) < 0 Esto es una contradiccién, por lo tanto p(s) # 0
para todo s € 0D

Stu=X

Por el lema 21, las fases de p; (s) v p2(s) son continuas y decrecientes estricta~
mente. |

El argumento dado para v = y es también vilido parar v = =z, cambiando § de
positivo a negativo.

Por lo tanto p(s) # 0 para todo s € 3D. =

Dado que cualquier par de polinomios es'quina comparten la misma parte real o
la misma parte imaginaria , ¢l lema 16 puede ser aplicado para verificar la exclusién
del cero de las aristas del rectdngulo, que contiene el conjunto de valores en cada,

elemento de una particién regular.

Lema 17 Las aristas de un rectdngulo R(u) no contienen el cero si sus vértices son

D— estables.
Demostracién. Sean los polinomios esquina py. (s) = g(u, A (k;)) +iyh(u, A (ke))
para j = 1,2 y £ = 5,6 D estables.
Las cuatro aristas de R (u) son:
Proe (8} = Apae (3) + (1 = 2) pae (5) = Ag(u, A (k)
4+ (1= X) glu, A (ko)) +iyh{u, Ak,))
para £ =56y 0< A <1

pyse (8) = g(u, A (k) + iy [M (u, A (ks)) + (1 — A) h(u, A (k)]
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puaaj=1,2y0<A<1

Dado que los polinomios esquina son D estables, por el lema 16, las aristas
P25 (5), D126 (8), Dise (8) ¥ Pass (8) no contienen el cero. m

Si al menos un polinomio esquina de P(s, A(K}) en cualquier elemento de su
particién regular Auj; no es D estable, se debe hacer un anélisis mas profundo de las
aristas expuestas del conjunto de valores.

El objetivo del andlisis es verificar la éxclusién del cero en las aristas de un
poligono particular. Cada vértice de este poligono es un polinomio esquina D estable
o un vértice del conjunto de valores en Au;.

La siguiente definicién relaciona a la pareja de polinomios frontera con las aristas

expuestas del conjunto de valores que pueden no ser D estables.

Definicién 12 Un conjunto de aristas criticas {en Au;) es la familia de todas las
aristas expuestas del conjunio de valores contenidos en cualquiera de los cuatro tridn-

gulos cuyos vértices son:
(p(S, A (kj))a p(S, A (kf))a Prie (8))
conj=1,2, £=05,6

Definicién 13 Un poligono L(s) (en Au;) es la parte del rectingulo R (s)(cuyos
vértices son los polinomios esquina en Au;) que queda después de cortar cada uno
de los tridngulos mencionados en la definicion 12, donde sus polinomios esquina no
son D estable y agregando como aristas expuestas las correspondientes al conjunto de

aristas criticas.

El poligono L (s) es “continuo” en s y contiene al conjunto de valores de P (s, A (K))

cn s.

Nota 1 Se asume que L(s) = R{s} para todo s = x + iy, conu =z 6u =1y y

u € Auy, donde los polinomios esquine correspondientes son D estable o bien para
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cada w € W tal que ya sea lo parte real o la parte imaginaria del conjunto de valores

evaluada en u sea cero.

Lema 18 Ninguna arista L(s); para s = x +1dy, conu =2 du = y yu € Auy,
contiene al cero si su conjunto de aristas eriticas es D estable.

Demostracion. Todas los aristas de L (s) paralelos a los ejes real e imaginario
tienen como vértices un polinomio esquina D estable o un polinomio frontera que
pertenece a un conjunto de aristas criticas. Dado que por hipolesis, sus aristas criticas
son D estables, estos polinomios frontera son D estables. Entonces, por el lema 16,
ningﬂna de sus aristas contiene al cero.

Las aristas de L(s) no paralelas a los ejes son conjuntos de aristas criticas D
estables por lo cual no contienen al cero.

Por lo tanto, ninguna arista de L (s), para u € Au,, contiene al cero. w

~ Una vez que se ha analizado, en cada elemento de la particién regular al rectdngulo
R (s) ¢ al poligono L (s) con s =z + iy, con u =z u =y y u € Au,, que contiene al
conjunto de valores en cada u € W, se estd en posicién de dar condiciones suficientes
para D estabilidad del conjunto completo P(s, A(K)). La comprobacién se basa en
el hecho de que todos los polinomios dentro de un rectdngulo R (s) son conexos por
trayectorias. La demostracién también puede ser efectuada utilizando el liamado
Teorema de Cruce de Frontera , ver Chapellat et al [19]. Este teorema asevera que un
conjunto de polinomios P(s, A(K)) (con todos sus elementos del mismo grado) con
coeficientes continuos es D estable si y s6lo si un elemento del conjunto P(s, A(K))
tiene todas sus raices dentro de D y ningtn elemento de P{s, A(K)) tiene raices en

su frontera 9.

Teorema 2 Sea P(s, A(K)) = Y, A; (K)s"™7 un conjunto de polinomios, donde K
=0
€s una caja y cuyos coeficientes son funciones afines.

El conjunto P(s, A(K)) es D estable si:
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a) Puare la particion regular del conjunto W = [a, b] 6 [a, 00), asociado a P(s, A(K)),

el elemento 0 ¢ Re Pa, A(K))
b) En cada elemento Au; de lo particion regular:

b.1) Todos los polinomios esquina son D estables.

0

b.2) Para cada polinomio esquina que no es D estable su correspondiente conjunto

de aristas criticas es D estable.

Demostracién. Suponga que se cumplen las condiciones a) y b).
El conjunto de valores en s = a es igual a Re P(a, A (K)) entonces también es

igual a su rectdngulo o poligono correspondiente evaluado en a. Esto es,
Re Pla, A(K))= L(a)= R{a)

Entonces, 0 ¢ L{a) = R(a). Ademds, paracada s =z 4+ iy, conu =z 6u=9yy
u € Au; C W, si se cumple b.1) por 17, el cero es excluido de todas las aristas de
R(s) para todo v € Aw; ; si se cumple b.2), por el lema 18, el cero es excluido de
todas las aristas de L(s) para todo u € Awu,. Por lo tanto, 0 ¢ L(s) C R(s), para
cada u € W.

Por otra parte, ¢l conjunto de valores P(s, A(K)) C L(s) C R(s) para to-
do s = (z+iy) € 9D y todo u € W. Por lo tanto, 0 ¢ P(s, A(K)) para todo
s=(z+1ty) € 0D ytodouec W

Dado que P(s, A(K}) es conexo por trayectorias con polinomios esquina o frontera
(en el conjunto de aristas criticas) D estables, y no tiene rafces en 9D, todas las rafces
de P(s, A(K))} estdn dentro de D.

Por lo tanto, P(s, A(K)} es D estable. m

A continuacién se da un gjemplo de aplicacién de los resultados presentados en

este capitulo.




Ejemplo 6 Determine si el conjunto de polinomios:

P(s,A(K))= (K1 + Ko+ K3)s* + (15016 K, + 1.5 Ky + 1.5 K3+ 0.4984) s°
+(0.55 K, + 1.5 K - 1.5 K3 -+ 0.45) s 4+ 0.1008 Ky -+ 0.5 Ky -+ 0.5 K3 + 1.8984
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con Ky = [k, k{] =[0,1], K= [ks,k3] =10,0.2] y K5 = [k3, k] =1[0,02],

es Hurwitz estable.

Solucién 6 Los polinomios componentes de P (s, A(K)) son:

p1(5) = $° + 1.5016 52 + 0.555 5+ 0.1008

p2{s) =8 +15 s+ 155 5 +0.5

pa(s) = pa(s)

Las raices de los dos polinomios componentes distintos cuando se evalian en el

eje imaginario dD,

son !

Para Auy = [0,0.2591) ks = (k7 k3, k3 ),
kz = (ki,k;, k‘;r) ,k5= kl Y ]1{6: kg

Re p(s, A(k)) = —.4984u” + 1.8984

con rafces 11.9517

Re p (s, A(kp)) = —2.6u + 2.1992

con raices =0.9197

Im p(s,A{k;)) = 045w

Polinomio

Raices de Rep(s)

Rafces de Imp(s)

p1(s)
P2 (s)

+0.2591
+0.5774

0, 40,7416
0,+£1.2247

Tabla 3.1: Raices de polinomios componentes

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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' con raiz 0
Tm p(s, Aks)) = —1.4u® 4 L6u (3.27)
con rafees (), £1.069
Por el teorema de Hermite - Biehler, ver Gantmacher [26] pis (8),pas (8) y pas (8)
son estables y p1s () es inestable. _
Para Auy = [0.2591, .5774], ki = (kf, k3, k3) ke = (kT ka k), ks y kg son los

mismos que para A
Re p(s, A (k;)) = —2u® +1.9992 (3.28)
con rafces $0.9998
Re p(s, A (ks)) = —1.0984u2 + 2.0984 (3.29)

con raices +1.3822

Aplicando el teorema de Hermite - Biehler a los polinomios (5.26), (3.27),(3.28)
y (3.29), se encuentra que: pis (s),pi6(8) y pos (8) son estables y pog () es inestable.

Para Auz = [0.5774,0.7416) y Aus = [1.2247, oc), los cuatro polinomios frontera
de P (s, A(K)) son iguales a los que se tienen para Au,; aungue el polinomio esquina
inestable es ahora pag (u) .

Para Auy = [0.7416, 1.2247], k; es igual a ko v ko es igual a ki ,en Auq,
ks = (ki k7, k3)

yke = (ki k7, k5)

| Im p(s, A(Ks)) = —u® +u (3.30)
con raices 0,+1 e

Im p(s, A(ks)) = —0.4u* + 1.05u (3.31)

con raices 0,11.6202
De los polinomios (3.24), (3.25), (5.30) , (3.81) y aplicando el teorema Hermite
- Biehler, se tiene que: pi5(s) y pig(s) son estables y , pos(s) y pas(s) son

inestables.

| mEscoy
| JALLA DR ORIGEN
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Dado que hay dos polinomios esquina inestables en Aug y sélo uno en cada uno de

los intervalos Auq, Aug, Aug y Aus, es razonable comenzar el andlisis de estabilidad

con las aristas criticas en Auy.

Para Aug, ke = (kl_aki_i k?:—) ; ks = (ki’—,k;, kET) y ke = (kfv k;—?k;r)
Usando un método para comprobar la estabilidad de combinaciones convexas de

polinomios, ver Bialas [11] o Fu y Barmish [24], se encuentra que la arista

Ap (s, A(ke)) + (1= A) p(s, Aks))

es inestable para: A = 0016 (k = (0.9984,0,0))
p(s, A(K)) = 0.99845%4-1.99765%+ 99915+1.999 con raices —2.0008,= i 1.0004.

La misma arista es también inestable para:

A = 0.6902 (k = (0.3098, 0,0)) . .

p (s, A(k)} = 0.309853+0.963652+0.62045+1.9296 con ratces —3.1103, £ 4 1.4151.
Por lo tanto P (s, A(K)) no es Hurwitz estable.

Nota 2 57 las aristas p (s, A (ko)) —p(s, A(ks)) yp(s, A(ks))—p (s, A (ke)) fueran
estables, seria mecesario revisar las aristas expuestas (como es el caso). St no fuera

este el caso serfo necesario buscar las aristas expuestas que se encuentran en los

tridngulos cuyos vértices son

P (S! A (kQ)) ' B (S:A (kS)) Y p25(’u,), yp (’U,, A (kQ)) ,p(u, A (kﬁ)) Y p2ﬁ(u)'

El mismo procedimiento debe ser repetido, si es necesario, para los otros elementos

de la particién regular..
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Capitulo 4

(Generalizacion del Teorema de

Cruce de Frontera

4.1 Introduccioén

Hasta ahora, el andlisis de los conjuntos P se ha hecho considerando que todos
sus elementos son del mismo grado n. Sin embargo, puede suceder que P no tenga
esta caracteristica.

En la actualidad ;31 andlisis de estabilidad Hurwitz mediante el Teorema de Cruce
de Frontera, se restringe al caso en que el grado de todos los elementos de P es n; ver
Chapellat et al [19] y Mansour [33]. En la seccién 4.2 se muestra que esta restriccién
es nnecesaria. Para lograr esto, se parte de un teorema esenclal en este capitulo,
debido a Mishael Zedek [46]. el teorema asevera, en palabras de M. Zedek, que “Si
los coeficientes de un polinomio, cuyos coeficientes de algunas de las potencias de
mayor grado son cero, varfan de manera continua, los ceros existentes del polinomio
varfan de manera continua mientras que cualquier cero nuevo emerge de una vecindad
del infinito”.

Con este resultado como base se muestra en el teorema 4 que las n funciones I';

que mapean del conjunto de coeficientes de P, A (K) a sus raices, son continuas.
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Como A (K) es por definicién conexo y T'; es continuo, en el lema 19 se prueba
que I'; (A (K)) es conexo. Es decir, toda rafz de cada clemento de P pertenece a un
conexo. Fl resultado es conocido para el caso en que todos los elementos de P son
del mismo grado, ver Chapellat et al [19], Mansour [33|, Marden [34].

Por lo que, si un clemento de P de grado n tiene todas sus raices dentro del
semiplano complejo izquierdo abierto ¢ y ningin elemento de P tiene raices en su
frontera, todas las raices de P estdn en ¢ o en infinito, ver el teorema 5. Se asume
que ningiin coeficiente de la familia P contiene el cero como punto interior. Esta
condicién en los coeficientes de P no es de ninguna manera restrictiva, ya que es bien
sabido que, si un polinomio p no tiene todos sus coeficientes del mismo signo, p no es

Hurwitz estable.

4.2 Generalizaciéon del teorema de cruce de fron-
tera

Cabe aclarar que en el teorema 3, que se presenta a continuacién, se ha alterado
la notacién del autor para hacerla congruente con la utilizada en este trabajo.

Con el fin de no restar generalidad al teorema de M. Zedek, se modifica ligeramente
la. convencién establecida en la seccion 2.2 al permitir que las funciones coordenadas
A; (+), que define a los coeficientes de cada elemento de la familia P, sean complejas.
Los vectores k considerados siguen siendo elementos de un compacto X de dimension
m.

El teorema mencionado, cuando los elementos de P son del mismo grado, se
reporta como el teorema 1.4 en Marden [34], v cuando los elementos de P son de
diferente grado, el resultado se muestra en el teorema 1 de Zedek [46] (presentado aquf
como el teorema 3). Este resultado muestra que si los coeficientes de dos polinomios
1 ¥ p, no necesariamente del mismo grado estdn suficientemente ”cerca” uno del

otro, entonces las raices de p; y p se pueden agrupar de tal forma que el médulo de
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la diferencia entre una raiz de p; y una de p sea menor que un £ > 0.

Si pr, es de grado n y p de grado £, con n > £, el médulo de (n — £) rafces de p;

es mayor que £ L.

Teorema 3 (M. Zedek) dados dos enteros n y € tales que n > £, un polinomio
p(s,Alky)) = D0 Ay (k) 8", Ap s (k) # 0 y un niimero & > 0, eviste un
nimero § > 0 tal que si los n+ 1 ndmero complejo A; (ky),0< § < n, satisfacen las

desigualdades
|4 (k) — A; (k)| <6 para n—E<j<mnm, (4.1)
ysin > £ entonces
|A; (k)| <& para 0<ji<n—{-1 (4.2)
Entonces existe ¢ > 0 tal que los ceros I'; (A; (k) ,1 < j < n, del polinomio
p(s, AQK) = 3 Ay () 5™,
=0
con Ag (k) # 0, pueden ser agrupados de manera que satisfagan las desigualdades:
0 (A0 —Li{Al)) <e  pora  1<j<4, (4.3)

en donde I'; (A (k)) denota al j - ésimo cero del polinomio p(s, A(k)),1 < j < n.

Mas atn, sin > £ entonces cada T'; (A (k)) satisface la desigualdad:
| 1
T (A)|>- para L<j<m, (4.4)

Demostracién. Ver el Teorema 1 de [46]. m

De la demostracion proporcionada por el autor del teorema 3 se observa que
el mimero ¢ requerido para que se cumplan las desigualdades (4.3) y (4.4) no es
arbitrario, € debe ser lo suficientemente pequeno para que los discos D (T'; (A (k)) ;)
(ver ec. (4.13)), 1 < j < n, sean idénticos o digjuntos en pares y que D (0,e71)

contenga todos los discos anteriores.
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A continuacién se da un ejemplo de aplicacion del teorema 3. En el se pide
encontrar la maxima variacion permitida de los coeficientes de las raices generadas, a
partir del elemento de grado uno, de una familia P que contiene elementos de grado

uno y dos.

Ejemplo 7 [5] dado el conjunto P (s, A(K)) = Ks*—-s—1, con K = [0,1], determi-
nar las ratces de un elemento p (s, A(k)) en funcion del pardmetro k € K y mostrar
un par (6,€) que haga que se cumplan las desigualdades (4.1}, (4.2), (4.9) y (4.4),

cuando el subconjunto de P contenga elementos de distinto grado.

Solucién 7 Como K es unidimensional, k = k; A; (k) = -1 y A2 (k) = —1. Mas

(AK)=1-vV1+4k/2k  para ke (0,1], (4.5)
Iy (AK) =1—VI+4k/2k  para ke (0,1]. (4.6)

Por otra parte todos los elementos de P (-) son de grado dos a excepcion del poli-
nomio p(s, A(0)) = —s — 1. De acuerdo con el teorema 3, n=2,L=1,k; = 0.
La +inica raiz de elemento de P de grado une, p (s, A(k)) = —s—1, es —1, porlo

tanto se debe buscar que ratz, I'y () 0 T2 (*), estd mdas cerca de —1 cuando k — 0.

T, (A (k) = lim Y1 4%y @)

k—Q k—0 2k
y

. 14+ /T 14k

il (A (k) = Jim— o — = o (48)

Por lo tanto, la raiz de p (s, A(k1)) es 1 (A(ky)) =1 y se cumple que
1—+/1+4k
IT1 (A (k) — T4 (Alky))| = ‘—2]43_——+1’ < (4.9)

[}

Lrvitdr) 1 (4.10)

Y
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stempre que

|4y (k) — Ay (k)] = |—14+ 1] < 6|42 (k) — Az (ky)| |-1+ 1| < & {(4.11)

| Ao (k)| = (K| = & < & (4.12)

Adicionalmente, se puede ver en la demostracion de teorema 3, que el disco de
radio & con centro en —1 debe estar contenido en un disco centrado en cero de radio
e, esto es —e 1 < —e—1 0 equivalentemente ¢ (£ + 1) < 1. De donde 0 < & < @,
por simplicidad se escoge e = 0.6. La desigualdad Ib% + 1‘ < 0.6 es vdlida para
todo k & (0, 1}; mientras que ‘lﬂ%@l > o loes para k € (0,0.96), por lo que de lo
desigualdad (4.12) se puede tomar § = 0.96.

Por lo tanto, la pareja (6, £) buscada es (0.96,0.6). Adicionalmente se puede decir
con la informacion obtenida, que todas los raices de las subfamilias

P (s,AK)) = Ks* —s—1, con K = [0,0.96), se encuentran en el intervalo
(—1,-0.625) U (1.666, 00) .

El teorema 3 y su aplicacién en el ejemplo 7 permiten deducir que, dada una familia
P es posible " cubrir” todos sus elementos mediante un mimero finito de vecindades V'
centradas en igual mimero de elementos de P. A su vez, las raices correspondientes a
los elementos de P en cada V, pertenecen a ciertas vecindades D. Por lo que, basado
en esta observacidn, en el teorema 4 se muestra, qué existe una funcién continua que
mapea de los coeficientes de P a sus rafces.

Para poder demostrar que todas las funciones raiz I'; : A(k) — C,1 < j < n, de
grado n que tienen los elementos de un conjunto PP son continuas, independientemente
de que no todos sus elementos sean del mismo grado, se requiere definir una topologia
en la cual las desigualdades (4.10) y {4.11) pertenezca a conjuntos abiertos.

El espacio topoldgico 8% es el que se obtiene al compactificar el plano complejo
mediante la unién de %% e oo y se conoce como esfera de Riemann. Los conjuntos

ablertos que son elementos de la topologia son los siguientes:
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D (I (A (k1)) 5¢) = (T (A () : [T4 (A(K)) — I (A ()]} < (4.13)
DY (o0, 7) = {T (A (1) : I (A ()] > £} (4.14)
D (co,e ) =D (o0,e71) U{oc} (4.15)

Los conjuntos abiertos de A (K) son aquellos generados por la vecindad V' de un

punto A4 (ki) de radio 8.

Vi{A(k),8) = {{|A(k) — A{ki)||co < 6} (4.16)

donde || A (k}|| oo = max {| 4y (k)|,|A; (K)],...,] A ()|}, si P (s, A(K)) es de grado
¢ < n, asumimos que |A; (k;)] =0 para 0 <j<n—L£+1.

Las definiciones de los conjuntos (4.13), (4.14) y (4.15) fueron tomadas de la
ecuacion 13.1 de Rudin [38], v con el fin de no complicar la notacién, estan represen-

tados en teorema 4 por D, D' v 'V respectivamente.

Teorema 4 Ceada funcidn reiz I'; : A(K) — C,1 < j < n, de una fomilia de
polinomios P, con dominio compacto A(K), que puede tener elementos de distinto

grado, es continua.

Demostracién. Los conjuntos abiertos en A (K') son los discos V, mientras que
los abiertos en I'; : A(K), para 1 < j < n, son los discos D y D'. Como A(K) es
compacto, se puede seleccionar un mimero finito z de puntos de A (K), Ique sean el
centro de vecindades V,. El radio 6 de cada una de estas vecindades debe cumplir
con las condiciones del teorema 3, es decir, cada vecindad V, es la imagen inversa
bajo I'; de algin disco D o D', Ademads, para cada funcién rafz I'(-), la unién de
vecindades Vg debe cubrir a A (K), esto es, A(K) C UiV, = Uz_ 7 (By), donde
~ cada B, representa a un disco D, o D |
Cada punto A (ko) de A(K) pertenece a la interseccién de un nimero finito u,

1 < < 7, de imdgenes inversas de conjunto By; es decir, A (ko) € ﬂ};:ll“;l (By).

| mesiscon |
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Por otra parte, la imagen inversa de cada conjunto abierto (B,) i, Pj“l {By), es
un abierto, por lo que ﬂ;‘le‘;1 (B,) es en si mismo un conjunto abierto. Por lo tanto
existe una vecindad W' de A (ko) contenida en M2 ;" (By).

Como W, esta contenido en cada conjunto abierto Fj_l (By) parag =1,...,u,

W C U;zllf‘j“l (By) y I'; (W) C Ui, (By). Esto implica que I'; {-) es continua en cada
punto A (kg) de A(K).

Ademids como cada punto A(ky) de A(K) pertenece a un conjunto abierto

W cCu, FJ-"I (B,), entonces la imagen inversa de la unién abierta By, I';* (UBy),

es la unién de conjuntos abiertos W, esto implica que 1";1 (UB,) es un abierto.

Por lo tanto, cada T'; (-) es una funcién continua. =

Lema 19 Elrango de cada funcidn raiz 1; (1), T; (A(K)), de cualguier conjunto P (-)

de polinomios, es un conjunto conexo.

Demostracién. El conjunto K es conexo. Ademas , como la continuidad preserva
la conexidad y A:K— R"! es continua, A(K) es conexo. Por el teorema 4, cada
funcién I'; : A (K) — C es continua; por lo tanto, I'; (A (K)) es conexo. m

Como los rangos de las funciones I'; (-) son conjuntos conexos, para probar si todas
las raices de todos los elementos de P estdn confinadas en una regién D del plano

complejo, basta hacer lo siguiente:

1. Definir la frontera de la regién D, denotada por 0D.

2. Seleccionar un elemento p € P de rango n, el mayor grado de cualquier elemento

de P (.).

3. Si todas las raices P estdn en D, verificar que ninguna rafz de ningtn elemento

de P pertenezca a dD.

Si se cumple 3 se puede garantizar que todas las raices de P estdn en D. Este

procedimiento es ampliamente conocido, ver por ejemplo [19}, [33] y [34]. Sin embargo,




-cada uno de estos artfculos, trata el caso en que todos los elementos de P son del
mismo grado. Se garantiza que el resultado sigue siendo vélido sin esta restriccion.

En el siguiente lema, la cerradura de un conjunto X se denota por X.

Lema 20 Sea C el conjunto de los nidmeros complejos. Supongamos que D y € son

dos subconjuntos de los nimeros complejos C tales que
C=DUEDNE=DNE=¢ydD =0E (4.17)

Sea T'; (A(K)) un conjunto conexo que tiene un elemento en D, entonces el con-
junto T; (A (K)) tiene un elemento en € siy solo si I'; (A(K)) tiene un elemento

en OD.

Demostracién. (<) Si Fj. (A(K)) tiene un elemento en &D, también lo tiene en
£ va que 9D = HE.

(=) Suponga que I'; (A(K)) tiene un elemento en & y no tiene elemento en
0D. Entonces T'; (A (K)) tiene un elemento en £ y como D =93¢, I'; (A(K)) tiene
elementos sélo en P U €. Ahora bien, como DNE = ¢ = DNE, el conjunto D U € no
es conexo. Esto contradice la suposicién de que I'; (A (K)) es conexo. Por lo tanto,

si ['; (A (K)) tiene un elemento en £ también tiene un elemento en 8D. w

Nota 3 La generalizacion del Teorema de Cruce de Frontera sdlo es aplicable para
regiones D abiertas, ya que cuando el coeficiente de mayor grado de un polinomio
tiende a cero una de sus raices tiende a infinito. Como ademds, cuando no todos los
coeficientes de un polinomio tienen el mismo signo, al menos una de sus rafces se
encuentra en el semiplano complejo derecho cerrado. Por lo que, si se desea analizar
la estabilidad Hurwitz de familias P, los intervalos cerrados y acotados que definen a
los coeficientes de P pueden contener ol cero sélo como puntos frontera. Como con-
secuencia de ésto las rafces de esta clase de conjuntos P, no cruzan de un semiplano

a otro a través del infinito. Bajo esta condiciones, para determinar si una familic
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P tiene raices en el semiplano complejo derecho cerrado, se considera que el infinito

forma parte de la region D.

Finalmente, basado en los lemas 19 y 20 se presenta en el siguiente teorema la

generalizacién del Teorema de Cruce de Frontera.

Teorema 5 Sea P un conjunto de polinomios, que contiene un polinomio p de grado
mdximo. Suponga que D y £ son subconjuntos de C y que satisfacen las condiciones
dadas en (4.17). Entonces, el conjunto P tiene todas sus rafces en la region D siy

solo st p tiene todas sus raices en D y ningin elemento de P tiene raices en 8D.

Demostracién. (=) Si P tiene todas sus raices en la regién D, entonces en
particular p tiene todas sus rafces en D porque D y 9D son digjuntos y ningin
elemento de P tiene rafces en 0D.

(<) Suponga ahora que p tiene todas sus n raices en D y ningin elemento de
P (-) tiene raices en 9D. Como T'; (A (K)) es un conjunto conexo, por el lema 19, y
cada rafz T'; (A (K)) de p(-) pertencee a T'; (A (K)), para 1 < j < n,I'; (A(K)) tiene
un elemento D.

Ademss, I'; (A (K)) no tiene elementos en @D porque P no tiene rafces en 0D.

Entonces, por el lema 20, T'; (A (K)) esta contenido en D, para 1 < 7 < n. En
otras palabras, todas las rafces de P estdnenD. =

La particién del plano complgjo dada en la ecuacién (4.17), asf como el teorema
5, para el caso en que todos los elementos de P, son del mismo grado, corresponde a

la propuesta en Chapellat et al [19].

Ejemplo 8 Determinar si P(s, A(K)) = Ks*+ (K + 1) s*+2s+1 es Hurwitz estable
cuando K = [0,1]

Solucién 8 Se selecciona un elemento arbitrario de grado 3 y se prucba su estabili-

dad.
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Sea k = 1, entonces p(s, A(ky)) = s* + 252 + 25 + 1, con raices {al, -3+ z%} :
por lo tanto este elemento es Hurwitz estable.
Ahora se prueba que ningtin elemento de P(s, A(K)) tenga raices en el gje

imaginario. Esto es si existe k € [0,1] y w € R tal que:

Rep(iw, A(k)) = —(k+ D w? +1=0 (4.18)

Im p(iw, A(k)) = —kw® + 2w =0 (4.19)
Utilizando el método de 1a seccién 3.2

—w? —w? 41
F (1) = w w

3

—w 2w

Fw)=—uw® —w = —w® (w?+1)

La tnica rafz real de F (w), es w = 0, por lo que: Rep(0, A(k)) = 1 eIm(0, A(k)) =
0 vk c R.

Por lo tanto P(s, A(K)) no tiene raices en el eje imaginario y, por el teorema 5,

es estable.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se han establecido condiciones suficientes, para determinar la
estabilidad Hurwitz de familias de polinomids P, cuyos coeficientes son funciones
continuas con dominio compacto.

Derivado de la necesidad de analizar familias P con elementos de distinto grado, se
ha realizado una generalizacion del teorema conocido como de cruce de frontera para el
caso en que no todos los elementos de P son del mismo grado. La generalizacién se da
en el caso en que los coeficientes de P estén definidos a través de funciones continuas
cuyo dominio es un conjunto compacto convexo K. La base para la generalizacién es
un teorema debido a M. Zedek a partir del cual se muestra que las rafces de la familia
P forman conjuntos conexos de nimeros complejos, atin si no todos sus elementos
son del mismo grado.

Con respecto a los conjuntos P con coeficientes afines, se han dado condiciones
suficientes para determinar su estabilidad dentro de cualquier regién D admisible. De
hecho se puede mostrar que, las condiciones dadas son también necesarias. Por otra
parte, se observa al aplicar el procedimiento propuesto que, a diferencia del teorema
de las aristas, no es necesario trabajar con todos los polinomios extremos de P. Se
requiere el andlisis de sélo cuatro polinomios esquina por cada intervalo Au; de la

particién regular. Si alguno de los polinomios esquina no es D estable, se requiere
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revisar a un grupo de las aristas expuestas en Aw;. Sin embargo, como acertadamente
menciona A. Hollohan y M. Safonov [27] para el caso de funciones multilineales, no
existe un resultado, para el caso de funciones [afines| similar al de V. Kharitonov;
no se puede conocer a priori el ndmero minimo de polinomios que se requieren paro
probor la estabilidad de P. Ademds los polinomios requeridos dependen fuertemente
de los pardmetros del sistema y de la interdependencia entre los coeficientes de P.

Con relacién a la aplicabilidad del método propuesto, se considera que es viable,
sobretodo cuando el niimero de parametros que sufren perturbaciones es grande, ya
que s6lo requiere probar D estabilidad de un mimero reducido de polinomiocs. Sin
embargo requiere un método eficiente para encontrar las aristas criticas de FP. Esta
es la siguiente etapa del trabajo que debe ser desarrollada.

Se considera que el problema de encontrar lag aristas criticas de un conjunto de
valores, a partir de una arista del nicleo, estd relacionado con otro problema, el
denominado “direcciones convezas locales”, ver Kharitonov y Hinrichsen [31], Zeheb
[48], Bilent [13], Biilent y Saadaoui [14] y sus antecesores Rantzer [36] y Fu [23]; por
lo cual se requiere profundizar la investigacidén reportada aqui en esa direccién.

La extensién de los resultados para el caso afin, a familias P con estructura multi-
afin o polinémica merece ser estudiada. Es claro que, debido a la compacidad de Ky
la continuidad de los coeficientes de P, tanto la parte real como la parte imaginaria del
conjunto de valores de P es acotada. Por lo cual se puede determinar los polinomios
frontera y esquina, para cada punto de la frontera de la regién D considerada.

El problema concreto a resolver ahora es como encontrar cuales son los puntos
de conmutacién de los polinomios frontera. Si se obtienen dichos puntos, se puede
definir una especie de particion regular; que permita hacer el andlisis de exclusion del
cero en 0D por intervalos.

Se debe tener cuidado al hacer este andlisis, ya que las propiedades de conexidad
simple y compacidad en C', que tienen los conjuntos P con coeficientes afines, se pierde

para estructuras mas complejas. En el articulo de Anderson et al [4] se muestra un
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gjemplo de un conjunto P, coeficientes multiafines, cuyo conjunto de valores no es
conexo simple.
Como consecuencia de esto, se concluye que en general este tipo de conjunto de

valores tampoco es compacto en los nimeros complejos.

VT ——
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Apéndice A
Regiones D Admisibles

Las regiones D admisibles, donde el método propuesto en el capitulo 3 es aplica-
ble, son todas las regiones complejas para las cuales se cumnplen las siguientes dos

condiciones:

1. Dado cualquier polinomio p : C' —— C, definido por

7
p(s) = Zajsn_j, con a; € R para 7 =0,1,..,n (A.1)
j=0

La evaluacién de p(-) en cada punto s = z + 1y de la frontera 8D de D puede

ser escrita como:

p(s) =Y [omy (u) + iy, ; (w)] = g (u) +iyh (u) (A.2)

J=0

donde g (-} v 2 () son polinomios y u =z 6 u = .

2. La regién D debe ser convexa v simétrica con respecto al eje real.

Hay varias regiones D importantes, desde el punto de vista de teorfa del control,

donde las dos condiciones arriba mencionadas, se cumplen. Por ejemplo:

a). El semiplano complejo izquierdo, la igualdad (A.2) se cumple para

§ =1y, u=1.
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b). El circulo unitario. La admisibilidad de esta regién se puede deducir coren-
zando del hecho de que, por el binomio de Newton, un punto s = z + iy

elevado a la potencia £ puede ser expresado de la siguiente forma:

I e

j=0 F=0
v ), . .
Bl ern
=0

COIL

[

v . _2 .
si £ es par 5% sifes par

t= y N =
£1° 4 ¢ es impar 1 si{ es impar

T IS

|

Por lo tanto, si y? puede escribirse como un polinomio en z, ps () = y* cualquier

termino a;5"~7 puede ser expresado como:
oy (@48 )" = ooy () +1y Bag () (A.3)

donde &, (-} ¥ B, 4 (-) son polinomios reales y a; € R.

La condicién extra y? = pg {z) aplicable para cada s = (z + iy) € 8D se cumple
para cualquier elipse centrada en el origen %‘; + g—s == 1. En particular, se cumple para
el circulo unitario, a = b =1, > =1 — z2.

Hay dos caracterfsticas importantes de cada polinomio definido por (A.1) cuyas
rafces son puntos interiores de una regién I admisible. Estas caracterfsticas son la
continuidad y estricta monotonicidad de su fase.

Esto serd probado a continuacién para regiones D admisibles cerradas. El re-
sultado cuando D es el semiplano complejo izquierdo es conocido como criterio de
Mijailov, ver seccién 5.7.5 de [7]. La demostracién presentada enseguida sigue muy

de cerca a la dada por B Barmish en el lema 5.7.6 de [7] cuando la frontera 0D es el

gje imaginario.

T T T TIE T T T
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Figura A.1: Fase de una raiz compleja

Lema 21 Sea D = X +4Y una region conveza cerrada con X = [a,bl yp:C — C
un polinomio definido por p(s) = f:aj.s‘"*j ya; € Rperaj=01,..,n.

St p(s) tiene todas sus raices dsztro de D, su fase ¢ (p(s)}, es continua y estric-
tamente decreciente cuando x € X se mucve de a a b a través de la frontera 9D en

el semiplano complejo superior.
Demostracién. Sea p(s) definido como:

p(s) = aﬁ (s—2z;) dondeacRyz cC,paraj=12 ..n (A4)

Jj=1

El vector s — z; puede ser escrito en forma polar como s — z; = r; (s) €i'); de
aqui p(s) = r (s) €4:%®) donde r (s) = ajli[lrj (s) v la fase de p(s), ¢ (p(s)) = jécpj (s)]

Suponga que todas las raices de p(s) estdn dentro de D; entonces p(s) no tiene
rafces en 9D; es decir p{s) #0 Vs € 0D. Ademés, la fase ¢; de cada vector (s — z;)
es continuo y estrictamente decreciente cuando el vector se mueve de a a b, a través
de OD en el semiplano complejo superior.

Dado que ¢ {s) es la suma de todas las ¢, (s), es continua y estrictamente decre-
clente. ®

Hay otras regiones D convexas abiertas, aparte del semiplano complejo izquierdo,

donde la evaluacion de cada polinomio p(s), en cada punto s = « 4 iy € D depende
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solo de una variable y cuya fase es estrictamente creciente. Esta clase de regiones
son todas aquellas regiones convexas cuyas fronteras estdn definidas por lineas rectas.
Por ejemplo, un cono con vértice en el origen y simétrico con respecto al eje real
negativo. Su frontera esta definida en forma polar por s = re con § una constante
y0e [—%,ﬂ')y r € [0,00).

La evaluacién de un polinomio p(s) = iajs”_j en su frontera s = re? estd

J=0
definida por:

Zaj (T(-‘ nmj Za:, cos(n—7)0 v 7 +irsin(n— )0 r" 71

Por lo tanto todos los resultados vélidos para v — y son también vdlidos para
Uu=r

Se puede comprobar que la fase de cada polinomio p(s) cuyas raices estdn dentro
de la regién D convexa, es estrictamente creciente de r € [0, 00).

Como la interseccién de conjuntos convexos es un conjunto convexo, la interseccidn

de regiones D admisibles es también una regién D admisible.

T




“... of the making of many [thesis] there is no end, and
much study is a weariness of the flesh”

Adapted from the book LINEAR SYSTEMS by THOMAS KAILATH
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