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Introduccion

Este trabajo estd basado en estudios anteriores sobre motores Brownianos
motivados por las ideas de Feynman [1], th[,gl [2), Bier [3], y del transporte
cadtico de José Luis Mateos [5,6].

En el trabajo de Feynman, en sus célebres libros de Fisica The Feynman Lectures
on Physics, particularmente en el Volumen 1, Capitulo § 46, titulado “Ratchet and
pawl”, escritos en 1963, Feynman analiza el movimiento browniano con un
ingenioso sistema mecanico tendiente, al menos a primera vista, a violar la segunda
ley de la termodindmica. (Fig. I.1). El dispositivo tiene una rueda dentada -que en
inglés llaman “ratchet”- aislada a una temperatura T, pero unida a unas aspas a
través de un eje en otro recipiente a una temperatura Ty La rueda dentada tiene un
trinquete que evita que la rueda gire en uno de los sentidos, pero permite el
movimiento en el otro sentido.

T
Fig. I.1. Sistema mecdnico de
r‘]7~ Feynman. Tomado de [1].

R

El argumento de Feynman es que las pequeilas fluctuaciones en la temperatura
podrian hacer que las aspas se muevan, y lograr asi hacer que la rueda dentada gire
en el sentido que el trinquete le permite. Feynman analiza el dispositivo
colocdndole un peso ligero atado al eje para ver si éste puede ser levantado por el
movimiento resultante de las fluctuaciones térmicas, y obtener asi trabajo de esas
fluctuaciones térmicas.

La conclusion a la que llega Feynman es que el dispositivo no puede por si sélo
generar trabajo cuando T} = T,. La razén es que cuando cierta energia infinitesimal
suficientemente grande como para levarntar el trinquete se le cede al trinquete,
entonces la rueda dentada se libera del trinquete y logra girar en sentido contrario,
perdiendo asi todo el avance ganado por las aspas de hacer girar la rueda. En
sintesis: el trabajo promedio es cero, y por lo tanto no se puede obtener trabajo de
las fluctuaciones térmicas.




Pero cuando T) = T, ya sea que Ty > Tz o que T >T), el sistema si puede generar
trabajo. La razén que encuentra Feynman es que la energia infinitesimal que cede el
sistema en cualquiera de las cajas ya sea a las aspas o al trinquete, serd siempre
mayor que la energia que se cede en la otra caja; haciendo asi que el trabajo neto
serd diferente de cero. .

Estudios posteriores se fueron desarrollando a principios de los afios noventa para
explicar el movimiento de las proteinas motoras [9,10]; otros trabajos mas se
hicieron tomando en cuenta el ruido (fluctuaciones térmicas) considerando la
ecuacién de Langevin de la forma:

x=V'(x)+E@)+ F()
para generar trabajo [4] y [40], donde x es la posicion de la particula, £(t) son las
fluctuaciones términcas, F(t) es una fuerza externa y V(x) es un potencial periddico.

Pero en 1996 Jung, Kisnner y Hinggi [11], y Mateos [5,6] en el 2000 estudian
ratchets cadticos sin ruido. '

También en 1996, Hiinggi y Bartussek [2] clasifican a los potenciales de los que
podrian obtener una corriente, para una particula que se encuentre en la presencia de
ese potencial, en dos clases:

Una primera clase son los “Flashing Ratchets” o potenciales intermitentes,
podriamos ponerle en espafiol. Estos consisten en un potencial forzado en su
amplitud, de manera que la amplitud aumenta y disminuye de forma periddica.

De esta primera clase hago, a lo largo de esta tesis, un estudio.

Otra clase son los potenciales asimétricos en donde las particulas estdn sujetas
solamente a fuerzas espacialmente de promedio cero. A esta clase pertenecen los
potenciales oscilantes, en los cuales las particulas experimentan la accion de fuerzas
deterministicas en el espacio y dependientes del tiempo.

De esta segunda clase, Mateos ha realizado un trabajo [5-8], en cuyos resultados
se apoya la presente tesis. De hecho otros investigadores han encontrado
explicaciones a fenémenos en Biologia, usando los “Ratchets” como Martin Bier
{3). y se estin descubriendo también aplicaciones interesantes a la Mecanica
Cuantica como lo han hecho notar Linke ¢f al. [20] y Reimann, Grifoni y Hiinggi

[18].

La base esencial de este tipo de sistemas para producir una corriente, (esto es: el
desplazamiento de una particula en una direccion preferencial) radica en la
busqueda de las resonancias y las bifurcaciones entre orbitas periddicas y cadticas
del sistema. Esto es, descubrir aquellos valores de los pardmetros que afectan al
sistema y que pueden hacer que la particula pase de un régimen cadtico a uno no

cadtico.




En la presente tesis, trabajo con los llamados potenciales intermitentes, y realizo
primero el andlisis de las condiciones que pueden dar lugar a resonancias y caos y.
en segundo lugar, analizo el comportamiento del sistema dindmico para condiciones
iniciales y valores de los pardmetros muy especificos.

En el Capitulo 1 hablaré de los osciladores paramétricos lineales, los casos lineales
con y sin friccidn, y el caso paramétrico. En el Capitulo 2 analizaré los osciladores
paramétricos no lineales. En el Capitulo 3 haré un breve resumen de las
herramientas que se emplean en la dinimica cadtica, como son el diagrama de
bifurcaciones y el espacio fase. En el Capitulo 4 un resumen de los potenciales
oscilantes es hec'lllo, y en el Capitulo 5 desarrollaré la parte medular de esta tesis; un
breve estudio con potenciales intermitentes, usando las herramientas de la dindmica

cadtica.
Finalmente en las conclusiones daré una explicacion a lo observado.

En todos los casos utilicé métodos numéricos para obtener las trayectorias,
diagramas de bifurcaciones, espacios fase, etc. con el método de Riinge-Kutta de 4°
orden, y con la ayuda de computadoras y estaciones de trabajo, v las del laboratorio
de computo del departamento de Sistemas Complejos del Instituto de Fisica de la

UNAM. .
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Capitulo I

Osciladores lineales

En este capitulo hablaré de dos tipos de osciladores:

» Los osciladores lineales y
* Los osciladores paramétricos lineales

Para ambos casos analizo las situaciones con y sin friccién. El estudio de ellos lo

realizo debido a sus similitudes con los potenciales intermitentes en su forma
analitica, lo cual llevard a un mejor entendimiento de ellos.

1.1 Osciladores lineales sin friccién. (El oscilador arménico)

Comenzaré este capitulo analizando, como lo hacen la mayoria de los libros de texto, el
péndulo simple sin friccion. Desarrollaré después algunas de las ideas que estan detras de la
teoria de los sistemas dindmicos, ilustrindolas con algunos ejemplos que involucran el
péndulo. Uso estos modelos fisicos simples no para estudiarlos en detalle, sino para ver si
puedo aprender algo de ellos que me pueda ayudar a interpretar los problemas mds
complicados que se exponen en esta tesis.

Consideremos el péndulo simple sin friccidon de la figura 1.1, que consiste en un
alambre delgado, pero rigido de longitud / con una masa m, suspendida del punto O y bajo
la accion de la aceleracion de la gravedad g.

Fig. 1.1 Péndulo
simple sin fricci6n.




De acuerdo a la ley de Newton, la fuerza inercial F; (i.e. m veces la aceleracién) debe
ser igual a la fuerza aplicada. En nuestro caso, la fuerza aplicada es la fuerza de restitucion
Fr producida por la aceleracion de la gravedad. De la geometria del problema es claro que

Fr = -mg senp (1.1)

Nétese que el signo negativo es debido por el hecho de que la tuerza de restitucion Fr
obliga al péndulo a traerlo de vuelta al punto de equilibrio.

Abhora, expreso la fuerza inercial Fj en términos de el dngulo ¢. Suponiendo un péndulo
rigido (i.e.: su longitud / es fija), la masa puede moverse solamente en un circulo de radio
lp. La posicion (i.e., la coordenada espacial) a lo largo del circulo esta dada por /. Nétese
que el dngulo @ esta medido en radianes (i.e.: 180° corresponde a w). La aceleracion estd
dada por Id%p/di%. Luego, de la ley de Newton, tenemos:

‘:1;(: =—~mg sen(p) (1.2)

ml

Dividiendo por m! toda la ecuacién, y pasando todo del lado izquierdo de la ecuacion,
llego a la ecuacién del péndulo sin friccidn y sin forzamiento:

d* 2 3
dtgo+wo senp =0> (1.3)

donde

i
o, =[g (1.4)

La ecuacidén de movimiento (1.3) es una ecuacion diferencial de segundo orden. Para
poder obtener una tGnica solucién, se necesitan los valores de el dngulo y la velocidad
angular a un tiempo especifico. Ambas variables definen de manera tnica el estado del
péndulo sin forzamiento. La ecuacién es no lineal debido al segundo término que depende

no linealmente del angulo ¢.

Es posible obtener soluciones explicitas en términos de integrales elipticas. Sin
embargo, esas no son inmediatas, por lo que, para progresar en el estudio del péndulo, lo
que usualimente se hace es linearizar la ecuacion.

Tomando de la serie de Taylor para el seng el primer término, lo cual es vilido para
dngulos muy pequeiios, senp = ¢ +O(p3), la ecuacion (1.3) se convierte en

d2¢ 2
L wlp=0 -
ar o ¢

(1.5)



Esta ecuacidén del péndulo sin friccion y sin forzamiento suele ser llamada oscilador
arménico. Muchos de los osciladores y de las oscilaciones en tisica son modeladas con esta
ecuacién, al menos en primera aproximacién, debido a que puede ser resuelta
analiticamente. Es una ecuacidn lineal con coeficientes constantes. Tal ecuacidn puede ser
resuelta ficilmente suponiendo ¢ = exp(it), donde A es una constante que debe ser
calculada. Las raices de la ecuacién caracteristica Az + wg® = 0, son A = %iwg. Tenemos por
lo tanto dos soluciones. Debido a que la ecuacion es fineal, se obtienen nuevas soluciones
multiplicando una solucién conocida por un factor arbitrario o sumando una solucién a la
otra. Este principio de superposicién de las ecuaciones diferenciales lineales es muy
importante. Dice que cualquier solucion puede ser construida con sélo unos cuantos tipos
de soluciones fundamentales. Las soluciones exp(-iwpt) y exp(+iwgt) son un conjunto de
dos soluciones fundamentales independientes del oscilador armonico. Aqui si vale el
principio de superposicion de las soluciones, por lo que la solucién general de (1.5) es:

p(t) = C exp(iwgt) + C*exp(-iwot) (1.6)

donde C es un nimero complejo y C* es el complejo conjugado de ese mismo nimero.
Debido al principio de superposicién, el conjunto de soluciones fundamentales puede ser
arbitrario, excepto porque una solucién fundamental tiene que ser independiente de las
otras. Esto es, cada solucion fundamental no puede ser escrita como suma proporcional de
las otras soluciones fundamentales. En lugar de las funciones exponenciales complejas, se
suele escoger sen(wyt) = (exp(iwet) —exp(-imoet))/2i y cos(wot) = (exp(iwot) + exp(-iwot))/2
como otro conjunto de soluciones fundamentales. Asi,

@(t) = A sen(wot) + Beos{wet) 1.7

es también una solucion general. Las constantes A y B pueden ser expresadas en términos
de C y viceversa.

Usando las propiedades de las funciones trigonométricas, la solucién general puede
también ser expresada en una forma fisica mds relevante como:

@(t) = Pinax sSen(woet =) (1.8)

donde (@uax ¥y W son la amplitud y la fase de oscilacién, respectivamente. Ellas pueden ser
expresadas otra vez en términos de las constantes de integracién de 1.6 o 1.7. Nétese que
esas constantes de integracidn estin determinadas por las condiciones iniciales @(0) y
dep/dtle. El periodo de oscilacion es To' = 2n/wo. Estas tres cantidades son independientes
unas de otras.

Para obtener la representacion en el espacio fase del péndulo simple sin friccidn,
modelado con la ecuacién (1.5), se puede proceder como sigue:

La ecuacion (1.5) determina la orientacion de la tangente a la trayectoria en el espacio
fase. Asi que, en principio, por extrapolaciones sucesivas puedo construir las trayectorias

del espacio fase. Dadas una velocidad y posicién iniciales (¢ (to). @ (to)) en el tiempo t = to, -
o
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.desearia encontrar un punto nuevo (@ (to+dt), ¢ (to+dt)) a un tiempo dt posterior. Para la
.~ ecuacion lineal del péndulo (1.5), la construccion puede ser llevada a cabo explicitamente si
sustituyox=@yy= @ en (1.5), y de paso tenemos la relacién X =y. De (1.5) obtengo:

y=-a'x 1.9)

La posicién de equilibrio es entonces (x,y) = (0.0). Como el tiempo no aparece
explicitamente en el espacio fase, lo elimino y las curvas que resultan son las soluciones de

y_dy__o’x (1.10)

la cual es separable y puede ser resuelta directamente para dar:
yVrwxi=C .1
donde C es la constante de integracién. Esta es la ecuacidn de una elipse, por lo tanto, la

representacion en el espacio fase consistird de una serie de elipses centradas en el origen,
como se muestra en la figura:

Fig. 1.2 Espacio fase
para el péndulo

4
///':3\\\\\ linealizado con
=2 A

4angulos muy pequeiios
y sin friccién.

El origen es un punto de equilibrio estable o solucién de punto tijo, en el que las
trayectorias con condiciones iniciales en su vecindad permanecerdn cercanas a €l todo el
. tiempo. Cada una de las elipses corresponden a una 6rbita con una amplitud diferente, pero
con la misma frecuencia, y las flechas indican la direccién de evolucién en el tiempo.

El potencial que produciria a un oscilador arménico, puede verse que es parabdlico,
usando el hecho de que F= -VU obtenemos, ' :
L]

mg!
U(lp)=- [Fldp = |(- mgo)ldp =5 p? (1.12)
donde la constante de integracion se ha tomado cero como origen del marco de referencia
del potencial, y se ha supuesto que la longitud y la masa no dependen de ¢.

Este potencial es claramente parabélico, y describe a una particula en un minimo, del que
no puede escapar.




Fig. 1.3 Potencial para
el péndulo linearizado
con 4dngulos muy
pequefios y sin
friccidn.

Esta forma de obtener el espacio fase puedo ahora aplicarla a la ecuacién no linealizada
(1.3). Ahora la ecuacidn se vuelve

(1.13)

1
—y'=wicosx=C
La representacion en el espacio fase la esbozo en la figura 1.4 y otra vez consiste de
curvas simples cerradas; la naturaleza cualitativa del movimiento es inmediatamente
visible

Fig. 1.4 Espacio fase
para el péndulo no

7

ﬁ%\

|
S

linearizado sin
friccion.

\

>

i

f@\

En la region central alrededor del punto A, el cual corresponde al movimiento de lado a
lado del péndulo, las trayectorias son elipses. Adicionalmente, las trayectorias fuera de las
elipses corresponden al péndulo girando en movimiento rotacional en una direccion en la
parte superior del diagrama, y en la otra direccion en la parte inferior. La frontera entre esos
dos diferentes tipos de movimientos se le [lama separatriz. Hay dos puntos A y B marcados
en la figura. A es el origen y es localmente estable, Esto significa que si al sistema se le da
un pequeiio empujon tuera de este punto de equilibrio, continuard oscilando cerca de este
punto. Sin embargo, si el péndulo se suelta desde ef punto B, y se le perturba ligeramente,
entonces se comportara de manera diferente, es decir, se pondra a oscilar en movimiento
rotacional, o se pondra a oscilar de lado a lado con amplitudes muy largas. Por lo tanto, B
es llamado un punto inestable de equilibrio, y corresponde al péndulo exactamente
invertido. En esta situacion, la energin disponible en el sistema es exactamente la que se

13




requiere para poder tener al péndulo invertido. Entonces, el péndulo tardara un tiempo
infinito en alcanzar éste punto, y llegara por lo tanto, asintéticamente. A las trayectorias
que pasan por tales puntos se llaman ciclos heteroclinicos.

Finalmente diremos que este espacio fase es producido por un potencial cosenoidal
como se ptiede ver haciendo

U(lp) =~ [Fldp = - [(- mgsenp)idp = - mglcosp + C (1.14)
donde la constante C se puede elegir como +1 para que el potencial quede arriba del eje de

las ¢. La figura siguiente muestra dicho potencial:
a

Us _"é,cos(m, Fig. 1.5 Potencial para
2! el péndulo no

: ‘ linealizado. Se ha
\ ! / tomado la constante de
= integracién como +1
\/ \/ \/ para que el potencial
N quede sobre el eje de

1
~9.1 245  -8.283  .3.1415 0 3.1415 6,283 9.4p45 las ¢

H

]

1.2 Osciladores lineales con friccidn.

Hasta ahora sélo he hecho una aproximacion al péndulo fisico real al no considerar la
friccion. Sin embargo, en cualquier experimento. fisico, inevitablemente siempre aparecerd
algo de friccion en el sistema. Modelaré ésta afiadiendo un término, el cual es proporcional
a la velocidad. No obstante, seguiré ignorando la friccion que pueda suscitarse por la
presencia del aire. Con todo, se encuentra en la prictica que d&sta es una buena
aproximacion. Comenzaré una vez mds, considerando ¢l caso para dngulos pequefios. Por
lo tanto, la ecuacion (1.5), se convierte en:

9,9 wp=0 (1.15)

dt” dt

Una vez mas, hago la suposicién ¢p=exp(At). Uno obtiene un polinomio caracteristico:
, ) g P p=exp P
A%+ yA + wg” = 0, el cual tiene las soluciones

A==

0

7
2

2
Y 2.
+(——-w,)? (1.16)
(4 )




. . .2 .
Se obtienen entonces tres casos, dependiendo de si y°/4 es menor, igual, o mayor que
2
wo™:

El caso subamortiguado cuando y/2 < wg

Los valores propios A2 son ambas complejas y una es el conjugado de la otra. La parte
imaginaria (we>-y/4)'? es entonces la frecuencia de una oscilacion amortiguada. La parte
real determina la tasa de decaimiento. La solucién general es entonces:

(1) = Puax eXp(-yt/2) sen(wt-+y) (1.17

La amplitud del decaimiento exponencial es también llamada la envolvente.

El caso criticamente amortiguado cuando v/2 = @y

Ambos valores propios son iguales. En este caso degenerado, la suposicion ¢p=exp(At)
no es suficiente porque nos lleva a una solucion y se necesitan dos soluciones porque el

sistema es fundamental. Para obtener otra solucién usamos ahora ¢@=t exp(At). Asi, la
solucién se ve entonces:

o(t) = (At + B) exp(-yt/2) (1.18)
El caso sobreamortiguado cuando y/2>wp
Ambos valores propios son negativos y reales. La solucién general se lee entonces:
@(t) = Ay exp(hit) + Az exp(Aat) (1.19)
Cualquier condicidn inicial para este caso, nos lleva a un decaimiento exponencial.

Podemos calcular las trayectorias en el espacio tase, en la forma como se hizo
anteriormente para el oscilador lineal sin friccion, con lo que obtenemos:

E’.y_=_},_w2£ (1.20)
dx ¥

Cuando y es cero, se regresa a las oOrbitas elipticas. Para valores positivos de y
obtenemos espirales que decaen al origen (excepto para el caso en el que el péndulo estd
exactamente invertido, en cuyo caso, no hay decaimiento), la velocidad con la que decaen
depende otra vez de si el caso es subamortiguado, amortiguado o sobreamortiguado, pero
en general se pueden esbozar como en la siguiente figura:
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Fig. 1.5 Espacio fase
para el péndulo
subamortiguado. El
tnico punto fijo es el
origen.

1.3 Osciladores paramétricos lineales

Consideremos ahora el caso para el que la frecuencia o deja de ser constante y ahora es
una funcién del tiempo. La resonancia paramétrica se refiere a la inestabilidad de un
sistema en respuesta a la modulacién periddica en el tiempo de alguno de sus parametros.
El ejemplo mdas simple y mas estudiado es el del oscilador harménico paramétrico sin
friccién:

d*p 2
2 (e =0 (1.21)
e e
donde la frecuencia propia w(t) cambia en forma periddica con el tiempo:
©*(t) = we*[1+ £(t)] (1.22)

y f(t) es una funcién periddica del tiempo, f(t) = f(t + T), con w, = 2n/T la frecuencia de la
perturbacién. La ecuacién (1.21) también es conocida como la ecuacion de Hill y no hay
ninguna solucién explicita conocida.

Para el ejemplo del péndulo, seria como afectar la longitud del péndulo o afectar la
gravedad (recordemos que w=g//}, o bien, forzar la ampluud desde el punto de giro O como
se muestra en la siguiente figura:
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1.31 Algunos ejemplos en Fisica

Fig. 1.6 Diagrama
esquemiitico del
péndulo paramétrico.

El ejemplo mds viejo de resonancia paramétrica, es el del péndulo paramétrico, el cudl
data antes del nacimiento de la mecdnica Newtoniana [17]. La llamada inestabilidad de
Faraday es otro ejemplo de inestabilidad paramétrica. Un ejemplo de la aplicacién de la
resonancia paramétrica se utiliza en la llamada “trampa de Paul” fig. 1.7 para atrapar
particulas cargadas. Para una diferencia de potencial dada entre dos electrodos, la fuerza
actuando en una carga en el centro de la trampa y a lo largo del eje de simetria es muy
cercana a la fuerza armonica. Modulando el potencial induce por lo tanto resonancia
paramétrica, descrita por la ecuacién (1.21)

Veos wpgt

Fig. 1.6 Trampa de Paul. Un ion
puede ser atrapado. El ion se aisla
en un punto de equilibrio de un
campo cuadrupolar estdtico. Este
punto de equilibrio es inestable,
como cualquier punto de
equilibrio de campo eléctrico
estatico. Pero un campo eléctrico
oscilando ripidamente
(tipicamente de 1 Mhz) es capaz
de volver ese punto un punto de
equilibrio estable. (Tomada de

(1on



Quizi el ejemplo mds dramético para ilustrar la resonancia paramétrica, es con el efecto
Casimir, El efecto Casimir fue predicho en 1948 [38]. Casimir mostré que dos platos
perfectamente conductores en el vacio estdn sujetos a una fuerza de atraccién dada por:

_7’heS (1.23)

~ 2404*

donde h es la constante de Planck reducida, c es la velocidad de la luz, S la supertficie de
los platos y d la distancia entre ellos. El origen de la fuerza se debe a las fluctuaciones del
campo electromagnético en el vacio. Debido al Principio de incertidumbre de Heisenberg,
el campo electromagnético no puede estar completamente quieto, attn en su estado base.
Estas excitaciones de estado base, llamémoslas fotones virtuales, no pueden existir sin
embargo en todas las posibles longitudes de onda entre los platos, ya que la funcién de
onda debe ser exactamente cero en los platos. La frecuencia mas baja posible para estos
fotones virtuales, es por tanto, wo=2nc/A = nc/d. Ya que los fotones virtuales ejercen una
presion sobre los platos, y como todas las longitudes de onda estin excitadas tuera y no
entre los platos, se obtiene una fuerza neta. Otra forma de llegar a este resultado es
observando que la densidad de energia es mas baja entre los platos que fuera de ellos. El
trabajo hecho por la fuerza de Casimir para separar los platos, corresponde exactamente al
déficit de energia entre el interior y exterior de los platos. Para otros modelos donde se
presenta el efecto Casimir, puede consultarse [19]

Hay una lista grande de sistemas en los que aparece la resonancia paramétrica. Algunos
ejemplos adicionales son [19]: circuitos RCL, ondas espirales en medios activos,
ferrofluidos y gases de electrones bidimensionales, guias de microondas, ¢ incluso la teoria
del universo primigenio. Para ver una lista mas extensa, constltese [39].

1.32 La ecuacién de Mathieu sin friccion

Cuando la variacion de la frecuencia es de la forma o(t) = A cos wpt, la ecuacion (1.21)
se ve Como:

¢)+a)02[1+Acosa)pt](p=0 (1.24)
y se le llama ecuacién (sin friccion) de Mathieu. Soluciones explicitas se dan en
términos de funciones de Mathieu, las cuales son, desafortunadamente, muy complicadas.
En lugar de eso me enfocaré al caso de funciones constantes por pedazos de la forma:
+A 0<t<T/2, médulo T

A T/2 <t<T,médulo T :



para los que tanto la fisica como la matematica se vuelven muy simples y reveladoras.

Me enfocaré primero al mecanismo fisico. Durante las fases en las que f es constante,
ecuacién (1.22) es otra vez la ecuacion de evolucién del oscilador arménico, con energia
total conservada:

(%]

2.2
o, w'p

. (1.26)
2 2

= cte.

Por lo tanto, el movimiento en el espacio fase son elipses. Obsérvese que si w es igual a
1 las elipses degeneran en circulos. Si @ es menor que 1, el semieje mayor es horizontal, y
para @ mayores que 1, el semieje mayor es vertical Fig, 1.7

Fig. 1.7 Representacion
esquemadtica del espacio
- fase de un oscilador
® pequena paramétrico.

P

Supongamos que empezamos en una frecuencia de fase baja (f=-A) en ¢ =0y con @
algiin valor inicial arbitrario (estado 1 en fig. 1.7). La dindmica sigue la elipse horizontal
hasta alcanzar (p =0 con una extension ¢ midxima diferente de cero. En ese punto, (estado
2), cambiamos a la frecuencia alta (f = +A). Al hacer eso, tenemos que reemplazar nuestra
elipse horizontal, por una vertical que tenga semieje menor igual que el semieje mayor de la
primera elipse: necesitamos cambiar a una energia igual a la correspondiente ganancia de
energia potencial. Ahora nos quedamos sobre ésta elipse vertical de linea punteada, y la
dindmica se desplaza hasta alcanzar el punto ¢ = 0 con ¢ no nula. En este punto (estado 3)
regresamos a las elipses horizontales, hasta alcanzar ¢ = 0, sin ningln costo de energia.
Concluimos que, si trabajamos de esta forma, tenemos un ciclo completo en la perturbacion
por la mitad de un ciclo del mismo oscilador, es decir, estamos ganando energia.
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Vayamos ahora a una solucién explicita analitica. Definiendo 0+ = woX(l * A). Eseribo
la solucién para la posicién y velocidad después de un periodo T de la perturbacién en
términos de los valores originales:

[T R o[ S X
[wr] - 2 o 2 2 w. 2 [%] (1.27)
Pr —w_sen 50—;—— cos a)_;7: -w,sen @.T cos ?—%—7—‘ o

Las dos matrices que aparecen ¢n el lado derecho de la ecuacién corresponden a la
propagacién del oscilador armdnico, operando en frecuencias w+ y w-. El producto de esas
dos matrices da la transformacion después del periodo completo. Este operador, llamado
operador de Floquet es independiente de las condiciones iniciales y da, al aplicarse
repetidamente, el comportamiento a largo plazo del sistema. Sus valores propios Aj, A2
determinan cuindo o no [a amplitud serd excesivamente grande. En este caso, uno primero

encuentra que AA; = 1. En otras palabras, el jacobiano de la transformacion desde (g, ¢,)
a(¢r, ;) esigual a 1, implicando conservacién de volumen en el espacio fase. Esto claro,
no es sino el Teorema de Liouville. Ahora pueden aparecer dos casos: 0 &y ¥y A2 son
complejos conjugados, y por tanto caen en el circulo unitario, o son reales y uno es el
inverso del otro. En el tltimo caso, uno de los eigenvalores serd madas grande que 1 en
modulo y el correspondiente eigenvector tendra una amplitud divergente. Los unicos
eigenvalores en los que el par de complejos conjugados puede tener valores reales son A =
Az = 1. Por lo tanto, la condicién critica que delimita a las oscilaciones de explotar estd
dada por la traza del operador de Floquet igual a +2. Un cdlculo simple nos conduce al
siguiente resultado: :

o.T ol o%+0’ oT T
€08 X CO§ — — ——m = sen —*—sen —=- =+ (1.28)
2 20, 0_ 2 2

Para pequeiias amplitudes A de la perturbacion, esas condiciones se simplifican a:

2

@,
~L=p 1+~ }, neN*

o, 4 (1.29)
@,

%, LA Loy

w, 2 2z

Las fronteras exactas para la ecuacién (1.28) estin representadas en la figura 1.8. El
oscilador tendra una amplitud divergente para cualquier par de valores de los pardmetros A
y wg/w, dentro de las curvas. Notese que la mas pronunciada y amplia region de

inestabilidad, especialmente en amplitudes pequeiias, esti delimitada por wyw, =
+A/2w, en concordancia con los primeras suposiciones.
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Debo resaltar, que atn cuando existe una dependencia temporal en el oscilador de
Mathieu, éste es integrable, y por lo tanto es no caético [14]. La integrabilidad puede ser
probada directamente construyendo una integral de movimiento, llamada invariante de
Lewis [30]

2
10 =5| (- ~r©)p)" 1{%) (130)

donde la funcién r(t) es una solucién arbitraria de una ecuacion auxiliar

O+’ (i) = (1.31)

L
. r ()

también llamada Ecuacién de Milne. El valor numeérico de [ es constante a lo largo de la
trayectoria, lo cual se puede verificar diferenciando: dI/dt = 0.

Dependiendo de la funcién wo*(1+a cos(wt)), las soluciones pueden ser estables o
inestables. Las 6rbitas que se obtienen para valores reales de r(t), son estables y se
representan como elipses en el espacio fase, mientras que las inestables resultan de valores
imaginarios de r(t) y su representacién son hipérbolas. .

Un experimento interesante para la ecuacion de Mathieu lo realizan Curzon, Loke et al
[24]. Ellos utilizan una onda cuadrada como funcién de modulacién, lo cual les permite
entre otras cosas, hacer algo de trabajo analitico para la ecuacién de Mathieu.

1.33 La ecuacidn de Mathieu con friccion

Afladiremos ahora un término de friceién a la ecuacidon de Mathieu:

Q+yp+w, (1+ Acoswt)p =0 (1.32)

Aun cuando esta ecuacion es una ecuacion diferencial lineal, sigue sin poderse resolver
analiticamente en términos de funciones estindar. La razén como antes, sigue siendo la
dependencia temporal de uno de los coeficientes. Afortunadamente el coeficiente es
periddico en el tiempo, y esto nos permite aplicar el Teorema de Floquet, el cual dice que
en una ecuacion diferencial lineal o en un sistema de ecuaciones diferenciales lineales,
existe un conjunto de soluciones fundamentales (de los que se pueden construir todas las
demds soluciones) donde todas las soluciones pueden ser escritas en la forma @(t) =
c(t)exp(At), donde c(t+1/w)=c(t). Al exponente A se le llama exponente de Floquet. No esta
definido de manera Unica, ya que cualquier factor exp(2ns/t) con s cualquier ntnmero, puede
ser absorbido en c(t) o en exp(At). La solucidn es estable si la parte real de todos los
exponentes de Floquet es negativa. En Estado Sélido de hecho, se conoce al teorema de
Floquet como el teorema de Bloch. Mas aun, la ecuacion de Mathieu es justamente la
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ecuacién de Schrédinger de un electrén en un potencial periédico espacialmente donde la
variable temporal es interpretada como una variable espacial. Para un valor fijo de A (esto
es, la profundidad del potencial), el intervalo estable de wo” corresponde a las bandas en el
espectro de energias.

En la siguiente figura, el drea sombreada es el drea de inestabilidad. A estas regiones
también se le llaman lenguas de Arnold. Fue calculada numéricamente para ciertos valores

de la constante de friccion.
1 A ]

2.0 L +
1 inestable /

inestable

estable .
Fig. 1.8 Regiones de

estabilidad e inestabilidad
para la ecuacidén de
Mathieu. (Tomada de
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Noétese que existe una pequefia drea de estabilidad para valores negativos de wo”. En la
grifica f = wy/2n. Cuando la wg® es negativa, estamos en el caso de un péndulo
completamente vertical. Esa drea entonces, denota la posibilidad de estabilizar un péndulo
invertido. Para anilisis interesantes sobre el péndulo invertido y con modelacion
experimental en computadora, véase [15] asi mismo, para resultados experimentales en
laboratorio, véase [19] por ejemplo.

En el caso sin friccidn, las dreas de estabilidad forman lenguas (lineas punteadas) que
caen a cero. Esto es, una amplitud infinitesimal A, desestabiliza el péndulo sostenido
invertidamente, si la condicidn de resonancia paramétrica

9 _f (1.33)

es satisfecha, donde n es un entero que define el orden de la resonancia paramétrica. En el
caso con friccidn, una amplitud de forzamiento @ que exceda un valor critico a, =~ y»" es
necesaria para desestabilizarlo.

El conjunto de resonancias paramétricas de primer orden, puede ser aproximado
analiticamente por :



@ =c, exp(inft) + c_exp(—inft) (1.34)

Este ecuacién es una serie de Fourier truncada de la funcion periddica c(t) del teorema de
Floquet. Ella ni decae ni crece. entonces la amplitud a de forzamiento tiene que ser justo el
valor critico a. Sustituyendo ésta ecuacion en la ecuaciéon de Mathieu con fricciéon (1.30),
despreciando los términos exp(f3inft) y simplificando todos los términos que tengan el
factor exp(xirft) se obtendra:

a

[0, - (2f)? + iynf e, + Seea=0 (135)

Estas dos ecuaciones tienen soluciones no triviales para ¢+ y c. sélo si

a, = 2:/[wy? - @) [ + (raf)? (1.36)

Esta inestabilidad tiene un minimo justo en la condicién de resonancia paramétrica f~we/n
(mds una correccion de segundo tipo en y). El minimo entonces se lee:

a; = 2nfy (1.37)

En la resonancia paramétrica la amplitud de la solucién inestable crece exponencialmente
hasta infinito. La friccién no ayuda a detener éste crecimiento, al contrario de la resonancia
normal causada por una fuerza aditiva. Entonces, las nolinealidades en el péndulo
paramétricamente manejado, son necesarias para evitar el crecimiento. Esto es causado por
el hecho de que las oscilaciones no lineales tienen en general una frecuencia propia
dependiente del tiempo. El crecimiento de la oscilacion paramétricamente excitada, sacarad
a la frecuencia propia de resonancia. entonces, una buena aproximacion de la amplitud @
de la resonancia paramétrica de primer orden, podria ser la ec.(1.34), donde wo seria
reemplazada por Wes(Pmax). J. Elmer [36] realizé experimentos numéricos para valores tijos
de la friccion, longitud del péndulo, gravedad y amplitud de la fuerza de oscilacion, y
encontrd que €sta aproximacion era muy buena, fig. 1.9

o 180 - Fi . .

150 b ig. 1.9 Experimento
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A Capitulo 11




Capitulo 11

Osciladores no lineales

El estudio de los osciladores no lineales en general, abarca una infinidad de funciones

que podrian dar lugar a la nolinealidad.
Asi, en este capitulo se hablard de dos tipos de osciladores no lineales:

e El péndulo como un oscilador no lineal con y sin friccion
» El péndulo paramétrico no lineal con friccion

Los potenciales que se analizan en ambos casos y que dan lugar a la no linealidad, no son
generales, sino se siguen modelando en términos de la funcidn seno del péndulo simple.
Esta analogfa sin embargo, es til para los fines de esta tesis, porque el potencial de Mateos
y los potenciales intermitentes que se analizan en los capitulos 4 y 5 respectivamente, se
formaron en términos de funciones seno y coseno.

2.1 El péndulo como un oscilador no lineal sin friccion.

El oscilador lineal que expuse en el capitulo pasado, posee la enorme desventaja de ser
una representacion fisica para dngulos muy pequeiios del péndulo. Conforme el dngulo ¢ se
va haciendo cada vez mds grande, las orbitas dejan de ser elipticas y se deforman, como se
muestra en la siguiente figura.

¢ Fig, 2.1. Espacio fase
2T para el péndulo fisico sin
friccion. Para angulos
grandes las orbitas dejan

1 -
de ser elipticas. Tomado
0 de [30] pag. 256.
EE
-2
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Es claro que el modelo aproximado deja de ser 1til, y hay que incluir los términos no
lineales para representar mejor al sistema.

Aun cuando la ecuacién de movimiento del péndulo sin friccién y sin forzamiento es no
lineal, uno puede calcular su frecuencia como una funcién de la amplitud Q.. Para poder
resolver la ecuacion diferencial no lineal (1.3), nétese que la energia total

dpY .,
E=}é( df) — @, cosp (2.1

Es una constante de movimiento durante todo el movimiento del péndulo. En la apertura
maxima del dngulo .y, la energia cinética es cero. Entonces

E = -00COSPma (2.2)
Despejando de (2.1) a dg/dt queda
dep/dt = £[2(E+wq’cosp)]” (2.3)
Esta ecuacién es ficilmente separable ¢ integrable, dando
do = dr (24)
[Z(E + a)oz cos ¢)r’

Para obtener el periodo de oscilacidn, se integramos sobre medio ciclo

+ Prmax d T/i2
.[ ¢z = Idt ' @3
P ~\/2(E + @, cos @) b

Ya que el integrando en el lado izquierdo de la ecuacion es una funcién par en o, y
reemplazando la energia E por (2.1) se obtiene

T= 2v2 WMJ." ‘ dw (26)
@y g V’COS¢ — COS Py

Esta integral no puede ser expresada en términos de funciones elementales como

polinomios o funciones trigonométricas. Esto es posible solamente en el limite de 0 ,

donde la funcidn coseno puede ser aproximada por series de Taylor. De hecho, si se toman

solo los primeros dos términos de la serie de Taylor, se llega a una integral inmediata que

lleva al bien conocido resultado para el periodo To=2n/wg. Para un valor arbitrario de pyax,

la integral de (2.6) define una integral eliptica completa. La sustitucion x =
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seh(tp/2)/sen((p,,;m‘/2)‘co yiei’te 9‘(2.6) en la forma canénica de la integral eliptica de primer
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La grifica sighiénte muestra la razén T/Tp vs. el dngulo maximo @umax en grados. En el
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El espacio fase para el péndulo no linearizado se habia obtenido ya en el capitulo anterior,
y se puede apreciar en la figura 1.4.

2.2 El péhdulo como un oscilador no lineal con friccidn.

Afiaddmos ahora un término de friccién proporcional a la velocidad, el cudl puede ser
justificado para el caso del péndulo como friccién viscosa por rozamiento con el aire

e + yi@ + a)ozsen(o =0

dr? dt

(2.8)

donde g es la constante de la fuerza de friccion. Esta fuerza se presenta por ejemplo, cuando
una esfera es movida a través de un medio viscoso (un fluido o un gas). Para un flujo
laminar la fuerza de friccion esta dada por la ley de Stoke’s Fyriceion = -6nMRv, donde ny es la
viscosidad del medio, R es el radio de la esfera, y v su velocidad relativa al medio. En
general, diferentes mecanismos de friccidn de diferentes magnitudes son posibles, pero para
nuestro caso, supondrémos que siguen la ley de Stokes mencionada arriba.



Este caso con friccidn es similar en su dindmica alrededor del origen al del oscilador
-armoénico linearizado con friccién visto en el capitulo I. Las tnicas diferencias que la
nolinealidad hace sobre el sistema son que el péndulo vaya mds rapido al origen, pués ahora

* hay un término disipativo que amortigua el movimiento del péndulo alrededor del origen.

Alrededor de 180° sin embargo, el punto que antes era inestable, ahora puede ser
localmente estable, esto puede ser visto expresando la ecuacién (2.8) en un sistema de
ecuaciones e igualando a cero:

512 =v=0
dt 2.9)

dv__ V-, 2senw—O
o 4 o

de aqui puede observarse que los tinicos puntos criticos se dan cuando la velocidad angular
nesceroy ¢ =:*nm, ocuando y es muy grande y v es cero.

"Si'y no es muy grande, la representacién que se obtiene en el espacio fase es como se
".muestra en la figura 2.4, con puntos focales cuando n es par, y puntos silla cuando n es
impar.

é

D

\
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3
&=
> /

2x - 0 x 2z
Fig. 2.4 Espacio fase para el péndulo con friccion baja. Los puntos focales corresponden a
n par, y los puntos silla a n impar.

Las regiones sombreadas indican las regiones de atraccion de los puntos criticos.

Cuando v es relativamente considerable, los puntos criticos en el espacio fase comienzan a
exhibir deformaciones en sus vecindades. Los puntos focales comienzan a arribar mds
rdpido a sus puntos de atraccidn, y a veces sin siquiera llegar a ellos, y los puntos silla
comienzan a generar puntos localmente estables en sus vecindades fig 2.5
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Fig. 2.5 Espacio fase para el péndulo con friccion alta. En las vecindades de los puntos
silla, n impar, se crean puntos cuasiestables, y los puntos focales, n par, en los puntos silla.

Esto se puede entender porque cuando la fuerza de friccidén es grande, es suficiente para
compensar a la fuerza gravitacional y lograr asi un equilibrio local, alin cuando no haya
llegado al punto critico.

2.3 El péndulo paramétrico no lineal con friccion.

Los diversos péndulos que hemos estudiado hasta este momento, pueden ser todos
representados en el espacio fase bidimensional. Debemos recordar que las trayectorias no
pueden cortarse en esos sistemas deterministicos. Si las trayectorias se cortaran, entdnces
estaria uno diciendo que el sistema tiene una probabilidad de ir sobre una ruta en lugar de ir
sobre otra, por lo que no seria un sistema determinista sino probabilistico. Por lo tanto,
como se discutio en las secciones pasadas y el capitulo [, sélo vamos a encontrar puntos de
equilibrio y movimiento periédico en el caso del oscilador sin friccion, y puntos tijos
cuando hay friccion.

La resonancia paramétrica es un fendmeno que ha impregnado muchos campos de la
ciencia. Ocurre cuando la modulacién del pardmetro de un sistema vuelve al sistema
inestable. La literatura de la resonancia paramétrica es enorme, asi que lo mejor que uno
puede hacer es es citar un rango de diferentes materias donde juega algin papel. Los
ejemplos incluyen sistemas mecdnicos que es donde fueron identificados por primera vez,
particulas elementales, puntos cudnticos, astrofisica, mecdnica de fluidos, Fisica de
plasmas, redes electrénicas, superconductores y ldseres, biomecanica e incluso medicina.
Para ver las referencias exactas de cada uno de los temas anteriores, puede consultarse [34].

El ejemplo miis simple y quiza el mas comun de resonancia paramétrica es el del oscilador
armonico cuya frecuencia varie periddicamente con el tiempo. Vamos a agregar ahora una
fuerza que actiie sobre el punto de giro del péndulo, la cual podria ser de izquierda a
derecha o de arriba abajo. nosotros la tomarémos de arriba abajo. esto hace que la
frecuencia varie con el tiempo. Este caso es el llamado “resonancia paramétrica”, el cual es
atil para los fines de ésta tésis
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d—‘f+yﬁi—‘9+(m02 +acos2zft)seng =0 (2.10)
dt dt

Una de las sorpresas de ésta ecuacién, es que predice la estabilizacién de un péndulo
invertido en su punto inestable (180°). Esto puede entenderse aplicando el método de
Kapiza (1894-1984). Es sélo una aproximacidn pero funciona muy bien en los casos en que
las escalas de tiempo son de diferentes érdenes de magnitud. El método comienza con el
ansatz:

@) = Prenta(t) +Prapidalt) 2.11)

Donde @ena €S la parte que varia lentamente y Qrspiva 12 que varia ripidamente. En un
promedio sobre la escala de tiempo répida eso nos daria <@(t)> = Qina(t). Sustituyendo este
ansatz en la ecuaciéon de moviemiento (2.10), nos ddn dos ecuaciones, una para la escala de
tiempo lenta:

a2 | .
" Prens y 5, S Prenta Prena . 4y 25en e +ACOSP,  (cOS2A)p, 0 =0 (2:12)
df dt 0 ¢luml lenta\, dpida

y otra para la escala de tiempo ripida:

13)

d*e,.. do,, .

dt’;’""" +y ;0;:"""' + w, (Dmp,aa COS P + ASENP,,,, cOS(2aft) 0 (2.
- ‘Aqui se hicieron dos aproximaciones: La primera es que todo fue linearizado en Qripida.
suponiendo que las oscilaciones rapidas son pequeiias. Aqui se supuso que sen@ = senQienia
+ QrapidaCOSPrena. En la Gltima ecuacién, acos@iennlcos(2rft)@eapivn-<cos(2aft)@rpiea>] fue
despreciado. Esto estd justificado siempre que las dos escalas de tiempo estén bien
separadas. La dependencia temporal de @en, puede ser despreciada en la ecuacion de
movimiento para Qrpiga (2.13). Por lo tanto, @iena puiede ser tratada ahi como una constante.
La ecuacion 2.13 se puede entonces resolver [36] quedando:

—~ asen ¢Icnm /2 7 2.14
i, ia(t)~ 3 ex (271‘! t)+C.C. (2.14)
4 i (27#)2 -y COS Prepta =~ zm” P f

Multiplicando esto por cos2rft y promediando sobre la escala ripida de tiempo, se
obtendrd una ecuacién de movimiento para (jena Uinicamente:

) 2.15
('”d.) W, * cos Plena sen2e,,,, =0 ( )
[(279(.) — @y COS¢I.uu] +(’)”7f).

d G Pronus d APl
. + }'
dt

2
2
- +wy seng,,., ( )
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-~ Esta -es una ecuacién de movimiento para la parte lenta del movimiento. El producto
promediado de las oscilaciones ripidas de la fuerza de forzamiento, y las oscilaciones

" rdpidas del sistema llevan a una fuerza efectiva en el péndulo. En la posicién
completamente invertida, resulta en una fuerza de restitucién. Cuando

fv, 2 [(27rf)2 -+ a)oz]2 + Qmyf) ' (2.16)
4zt 2f) + @,

1

la fuerza de restitucién es mayor que la de repulsién, y el péndulo en la posicion
completamente invertida se estabiliza. Esto es, en el contexto det método de Kapiza la
solucidn @j.ua = 180° es una solucion estable de (2.15) y de (2.10).

Este anilisis se hizo para un coeficiente de friccion y arbitrario. Obsérvese que si éste es
muy pequeiio ¥ = 0, igual se puede encontrar una condicion para a tal que la fuerza de
restitucién sea mayor que la fuerza de repulsion, y el péndulo en la posiciéon completamente
invertida este estabilizado

a> :"2[0 2 l(271’f)2 + woz]z_ @.17)

VU @) e,

El estudio de éste tipo ecuaciones diferenciales no lineales se puede hacer de forma mds
precisa a través de herramientas como los métodos numéricos y la dindmica no lineal. De
hecho, la estabilizacion del péndulo a 180° esta acompaiiada de lo que se lfama bifurcacion
suberitica de Pitchfork de la ecuacién (2.15) la cudl se presenta al hacer el diagrama de
bifurcaciones dentro del contexto de las herraminetas de la dindmica no lineal.

En el capitulo siguiente se hara un breve resiimen de dinamica no lineal, a fin de tener
mejores herramientas para el entendimiento de potenciales periddicos oscilantes, tema de
ésta tesis.
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Capitulo 111

Dinamica no lineal

La dindmica no lineal es un lenguaje para hablar de los sistemas diniamicos. En la
dindmica lineal, se buscan las soluciones fundamentales de las que uno pueda construir las
demads soluciones, haciendo uso del principio de superposicion. En la dindmica no lineal, la
pregunta principal es ;/Cudl es el comportamiento cualitativo del sistema?. ;Cudntos puntos
fijos, ciclos limites u Orbitas periddicas o cuasi periddicas hay? ;Cuiles son estables?
(Como cambian el conjunto de soluciones al variar algtin parametro del sistema (también
llamado parimetro de control)? Todas estas preguntas son claves para entender la
dinamica del sistema, y poder asi tener una mejor apreciacién del mismo. En este capitulo
me enfocaré a dar una descripcidn de algunas de las herramientas que utiliza el lenguaje de
la dindmica no lineal.

3.1 Estabilidad

Un conjunto solucién del sistema puede ser estable o inestable. Los estables se dividen
a su vez en débiles y fuertes: La solucién estable es llamada también estabilidad de
Lyapunov, la cual consiste en que cualquier drbita que comience en la vecindad del
conjunto solucion, permanecerd en esa vecindad. Mientras que la estabilidad débil es
llamada también estabilidad asintética, la cual dice que cualquier orbita comenzando en
una vecindad del conjunto solucion, se aproximara a la solucion asintdticamente.

En vista de lo anterior, un conjunto solucion es o asintdticamente estable,
marginalmente estable (estabilidad de Lyapunov), o inestable. Los conjuntos solucion
asintoticamente estables son también llamados atractores. La base de atraccidn, es el
conjunto de todos los estados iniciales que se aproximan al atractor en el largo plazo de

tiempo.

Para calcular la estabilidad de un conjunto solucién, se necesita usar un esquema
llamado aniilisis de estabilidad lineal . Este analisis lo que hace es tomar el punto que se
desea saber si es estable 0 no ug(t), y sustituir el ansatz u = ug + du, introduciéndolo en la
ecuacién de la dinimica (es decir: du/dt = f(u) si el sistema es continuo en el tiempo: o bien
uye; = F(up) si el sistema es discreto en el tiempo). Si se desprecian los términos
cuadraticos y de orden superior en du, se obtiene:
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déu
?=DF(IJO)514 o
y .

ou,,, = DF(u,)ou,

para el caso continuo y discreto respectivamente. Estas ecuaciones son validas siempre que
la drbita no se vaya muy lejos de uq.

Para puntos fijos, las soluciones fundamentales son de la forma exp(A)8u, y (As)"Sug
respectivamente, donde A y dus (s = 1,2,..., las dimensiones del espacio fase) son los
eigenvalores y los eigenvectores respectivamente del Jacobiane DF(ug). Los valores
propios A; son las raices de la ecuacion caracteristica det(DF(uo)-1)=0. El punto uy es
asintSticamente estable si todos los eigenvalores A estan del drea de estabilidad de el plano
complejo. En el caso continuo, esta drea de estabilidad es ¢l semiplano izquierdo del eje
imaginario, donde en el caso discreto, es el circulo unitario alrededor del origen. Si al
menos un eigenvalor estd fuera de la region de estabilidad, la solucién fundamental
correspondiente crecerd exponencialmente. Por lo tanto, el punto fijo serd inestable. Si un
eigenvalor estd justo en el borde de estabilidad, no se puede decir por andlisis lineal de
estabilidad cuando el punto fijo es inestable, asintSticamente inestable o marginalmente
estable.

Calcular las raices de un polinomio analiticamente, es imposible si el orden del
pclinomio es mayor a 5, y es tedioso si el orden es mayor a 2. Para sistemas continuos, la
pregunta de la estabilidad puede ser contestada sin calcular explicitamente’ los cigenvalores,
gracias al teorema de Routh y Hurwitz. Este teorema dice que las partes reales de todas las
raices de un polinomio son negativas si y sélo si ciertas condiciones son satisfechas las
cuales pueden ser calculadas. Este teorema es util ain en el caso de espacios fase
bidimensionales donde el polinomio caracteristico es cuadritico: Ambos eigenvalores
tienen una parte real negativa si y sélo el determinante DF(ug) es positivo y la traza de
DF(up) es negativa. La figura siguiente muestra un esquema de clasificacién de los puntos
fijos de espacios fases bidimensionales.

34



det DF .
i E, 1
Espiral . spira Nodo

’

Nodo

e Inestab
Estable - % Coteble et 1°I.’ Insstable
. LY
N N

Punto Sills

I
N

Fig. 3.1 Esquema de clasificacion de
los puntos tijos en espacios fase
bidimensionales.

Los términos “espiral” y “nodo” estan inspirados en el flujo cerca del punto fijo. Un par
de eigenvalores complejos conjugados dardn lugar a espirales, mientras que un nodo es
causado por dos eigenvalores del mismo signo. Eigenvalores reales de signos contrarios
dardn lugar a puntos silla. En general, un punto silla es un punto tijo donde por lo menos
uno de los eigenvalores tiene una parte real positiva, pero también por lo menos uno tiene
una parte real negativa. Cerca de un punto silla, una 6rbita es atraida al principio, pero
repelida después. Hay puntos en el espacio fase que se aproximan a un punto fijo dado para
t — oo, ellos forman una “forma estable”. Los eigenvalores con parte real negativa son
tangenciales a las formas estables. Las “formas inestables™ se construyen con todos los
puntos que se aproximan al punto fijo para t = -co. Puntos silla y sus formas estables e
inestables, son usualmente las fronteras de la base de atraccidn.

3.2 Bifurcaciones

El ntimero de atractores en un sistema dindmico no-lineal puede cambiar cuando el
pardmetro de un sistema es modificado. Este cambio se llama bifurcacidon. Estd
acompafiado por un cambio en la estabilidad de un atractor. En un punto de biturcacion, por
lo menos un eigenvalor del Jacobiano tiene una parte real cero. Hay tres tipos genéricos de
las llamadas bifurcaciones de codimensidn-1 (el término codimension cuenta el nimero de
pardmetros de control para el que un ajuste fino es necesario para obtener tal bifurcacion):




Bifurcacion Estacionaria

ImA
Sistema
Dindmico > >
Continuo
Re A
Im A
A
Sistema / \
Dindmico — > »
Di t \j
iscreto Re A
Bifurcacion de Hopf
ImA
—
Sistemna
Dindmico >
Continuo
Re A
Im A
Sistema el
Din&mico »
Discret
iscreto Re A

Fig.3.2 En wuna bifurcacién
estacionaria, un valor propio
cualquiera, cruza la frontera de
estabilidad.

Fig. 3.3 La bifurcacién de Hopf
ocurre cuando un par de
complejos conjugados cruza la
frontera de estabilidad. Tiene una
frecuencia angular la cual estd
dada por la parte imaginaria del
par que cruza. En el caso
discreto, la Orbita biturcante es
cuasi periodica, excepto porque
el argumento de la parte que
cruza, multiplicado por un entero
da exactamente 2nx.
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Fig. 3.4 En los sistemas dinimicos

Rifurcacion de dohle periodo A )
discretos, una cierta clase de

Imh bifurcaciones es posible, la cudl no se
da en los sistemas continuos: La
bifurcacién de doble periodo. Aqui,
un valor real cruza la frontera de

Sistema / estabilida.d en '—1. En un punto de
Dinsmico < > dob.le blfurcz}cnén, una orbita de
Discreto periodo 2 se bifurca.

Re A

El hecho de cruzar la frontera de estabilidad sélo indica un punto de bifurcacion y el tipo de
las soluciones en las bifurcaciones . Pero no dice cémo ni cuintas nuevas soluciones se
bifurcan o desaparecen en un punto de bifurcacién. Para responder ésta pregunta, uno tiene
que tomar en cuenta los términos no lineales. El analisis se puede simplificar con la ayuda
del Teorema de la multiplicidad de centros, el cudl ayuda a reducir la dimensionalidad
del espacio fase a la dimensionalidad de ¢l {lamado centro miltiple. El teorema del centro

Fig. 3.5 Biturcacién de punto silla.
Se muestran las formas normales

u
T 4 principales (para sistemas dinamicos
continuos) de bifurcaciones
estacionarias de codimension uno. La
variable de espacio fase es u. El
> L parametro de control es . El punto
\J . e
o de bifurcacion se da en p=0. La
N direccion de movimiento en el
5~ - espacio fase unidimensional se
muestra con las flechas.
0= u—u?

multiple dice que la dindmica puede ser proyectada al centro multiple sin pérdida de ningin
aspecto significativo de la dinamica en si. La dindmica proyectada al centro miltiple, puede
ser transformada a las llamadas formas-normales, por una transformacion lineal de las
variables del espacio fase.

El caso genérico de bifurcacién de co-dimensién uno es una bifurcacion de punto silla. Es
genérico porque los puntos fijos caen en una suave forma unidimensional en el espacio
combinado de espacio fase y parametros de control. El minimo y maximo de 1t como una
funcién de la longitud de curva, denota biturcaciones de punto silla, donde un punto fijo



estable (un nodo) se aniquila con un punto inestable (un punto silla en mas de dos
dimensiones). Una combinacién de un minimo y un mdximo lleva al fenémeno de
biestabilidad, donde en un cierto intervalo de los pardmetros de control, dos atractores
estables coexisten con uno inestable. La biestabilidad es la responsable de la histéresis en
muchos sistemas fisicos y técnicos, como por ejemplo, el botéon del mouse de una
computadora. Este fendmeno ocurre, si uno mueve los pardmetros de control lentamente
cerca del intervalo de biestabilidad. Cuando el intervalo de biestabilidad esta a la izquierda,
el atractor'desaparece en una bifurcaciéon de punto silla, y el sistema repentinamente brinca
a otro atractor. Para el ejemplo del boton del mouse, esto significa que el botén hace click
atn si se presiona el boton extremadamente lento. Ahora, cambiando el pardmetro de
control, en la otra direccion no tiene efecto cuando el intervalo de biestabilidad reingresa.
Esto significa que el botén del mouse, en el ejemplo anterior, permanece presionado atin
cuando la presiéon ha disminuido por debajo de la presién necesaria para hacerle click.
Llevando la biestabilidad a su otro extremo, ¢l sistema tiene que saltar hasta el otro atractor.

La bifureacién transcritica ocurre cuando en el espacio combinado de espacio fase y el
espacio de parimetros de control dos diferentes formas o puntos fijos se cruzan uno al otro.
En el punto de cruce, los puntos fijos intercambian propiedades de estabilidad. Esto es, el
punto fijo estable se vuelve inestable y viceversa. Nétese que mas alld del punto de
bifurcacion el mimero de puntos fijos no ha cambiado, al revés de la bifurcacién de punto
silla, donde los dos puntos fijos aparecen o desaparecen.

u

1 Fig. 3.6 Bifurcacién transcritica. La

variable de espacio fase es «. El pardmetro
? de control es p. El punto de bifurcacién se
da en p=0, La direcciéon de movimiento en -
el espacio fase unidimensional se muestra
con las flechas.

-‘——\\—b -———
\
Y
r

0 =(—udu

La figura siguiente muestra la bifurcacién transcritica,

Las bifurcaciones de Pitchfork son posibles en sistemas dindmicos con una inversion de
reflexion de simetria. Esto es, una ecuacion de movimiento que permanece inalterada si uno
cambia el signo de todas las variables del espacio fase (o por lo menos una). Un ejemplo es
el péndulo sin forzamiento. Usualmente, tales sistemas tienen un punto fijo de simetria (o
ciclo limite). Las bifurcaciones de Pitchfork son las bifurcaciones genéricas cuando un
sistema de esos cambia su estabilidad. La solucién de la bifurcacidon no tiene la completa
simetrin de la ecuacién de movimiento. Este fendmeno es llamado simetria rota. Una
solucién con una simetria rota no ocurre aisladamente, porque la simetria rota aplicada a tal
solucion genera una nueva solucién donde se rompid la simetria. Todas esas soluciones
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forman una familia. Por eso, siempre dos puntos fijos con una simetria rota se bifurcan a su
vez en una bifurcacion de Pitchfork. Ambos son o estables (bifurcaciones de pitchfork
supercriticas) o inestables (bifurcaciones de pitchfork subcriticas). La figura siguiente

muestra las bifurcaciones de Pitchfork.

supercritica subcritica
u u
4 ~ 4
T ~

-~

— fo——
F
®
- |—,
Y
X

u={(p—udu o = (u+uu

Fig. 3.7 Bifurcaciones de Pithcefork. La variable de espacio fase es u. El pardmetro de
control es_ pt. El punto de bifurcacién se da en n=0. La direccién de movimiento en el
espacio fase unidimensional se muestra con las flechas.

Otra herramienta importante en la dindmica no lineal es el mapeo de Poincaré. Este se
obtiene de elegir cuidadosamente un plano que sea cruzado por todas (o casi todas las
Srbitas) en el espacio fase de mds de dos dimensiones. Es una herramienta desarrollada por
Henri Poincaré (1854-1912) para una visualizacion del flujo en espacio fase de mas de dos
dimensiones. La secciones de Poincaré tienen una dimension menos que el espacio fase. El
mapeo de Poincaré, mapea los puntos de las secciones de Poincaré a si mismo. Este
relaciona a dos puntos de intersecciéon. Un mapeo de Poincaré convierte la visualizacion de
un sistema dindmico continuo a la visualizacion en un o discreto. Si la seccion de Poincurd
es cuidadosamente elegida, no debe perderse informacién concerniente al comportamiento

cualitativo de la dinamica.

Un efecto prominente de la dindmica no lineal, es el {lamado *Caos deterministico™. Una de
las caracteristicas de €l, es su sensibilidad a las condiciones iniciales. La figura siguiente
muestra un ejemplo de un péndulo horizontal forzado en los primero 13 segundos, tomado
a diferentes condiciones iniciales muy cercanas.
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Fig. 3.8 Comparacion de las velocidades angulares de dos péndulos forzados con
condiciones iniciales parecidas. Recuadro: distancia entre las dos trayectorias de los dos
péndulos. (Tomada de [36))

Las condiciones iniciales que se usaron fueron:
Péndulo A: ¢=-140°, dep/dt =0
Péndulo B: ¢p=-140°1", dp/dt=0 (3.2)

Ambas condiciones iniciales difieren en un segundo de arco solamente. Sin embargo, 10
segundos después se comportan completamente diferente. Al principio, la distancia entre
las trayectorias se incrementa en promedio exponencialmente (obsérvese el recuadro en la
figura). La taza de la divergencia fue medida en funcidn del exponente de Lyapunov.

Los sistemas deterministicos son predecibies en el corto tiempo, pero en grandes escalas
de tiempo, los sistemas caéticos se vuelven impredecibles. Ellos se comportan irregular
pero parecidamente. Es por esta razén que algunos sistemas son llamados cadticos. La
capacidad de predecir se pierde en el llamado horizonte de prediccidn, la cual depende
solamente de forma logaritmica de las condiciones iniciales. Es decir, que a mayor
certidumbre en las condiciones iniciales, mds lejos se tiene el horizonte de prediccion. Hay
un ultimo horizonte de prediccion, que no se puede sobrepasar, debido a que las
condiciones iniciales no pueden ser menores que el ruido térmico. En la grifica de la figura
3.8, es alrededor de 8 segundos. Para el clima es de 10 dias y para el sistema solar es de
unos cuantos millones de aitos {36].

La sensibilidad a las condiciones iniciales lleva al caos sélo si las trayectorias son cerradas.
Esto es. el sistema no puede irse al infinito. En la dindmica lineal, uno puede tener o
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sensibilidad a las condiciones iniciales o trayectorias cerradas, pero no ambas. En la
dinamica no lineal por el contrario, se pueden tener ambas. El ejemplo tipico para entender
esto se muestra en la figura 3.9, es como la de la masa para hacer un pastel que primero se
aplasta y luego se dobla. Supongamos que al principio, se colocan dos marcas muy cerca
una de la otra. Cada vez que la masa se aplasta, la distancia entre las dos marcas se

incrementa,

aplastar doblar

primer paso Fig. 3.9 Proceso de

“Aplastar y doblar”

i Yl
(Stretching and folding en
Inglés). Las dos marcas
X { 1 ( — inicialmente juntas se van

separando paulatinamente.

dos marcas cercanas

después del 2do paso:

Tarde o temprano, la distancia entre los dos puntos sera méxima al llegar a los extremos
de la masa de pan. A partir de ese momento, la distancia cambia de manera impredecible.
El fenémeno de “aplastar y doblar” es el responsable del caos deterministico [36].

La siguiente secuencia de imdagenes, muestra para un péndulo horizontal con 1600
condiciones iniciales, como se “aplasta” y “estira” fa dindmica del espacio fase para un
ciclo de forzamiento. Durante el transito de una imagen a otra, el rectangulo inicial se va
colapsando a algo que no es un punto, ni una linea, sino un “atractor extrafio”. Un objeto
que no tiene voliimen en el espacio fase, y que es llamado, “fractal”.
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Fig. 3.10 Evolucion del “aplastamiento” y “estiramiento” del espacio fase de un péndulo
horizontal forzado. Tomado de [36].

Por dltimo, mencionaré deos herramientas mas que me van a ser ttiles en éste estudio: El
enganchamiento de fase (o phase locking en inglés) y el exponente de Lyapunov.




3.3 El Enganche de fases o “Phase Locking”

El enganche de fases se dice que ocurre cuando la razén de la frecuencia del pendulo con
la de la fuerza se engancha en una razén p/q de dos enteros, sobre algiin dominio finito de
pardmetros. Esta razén p/q nos dice también el nimero de ciclos que tiene que hacer el
sistema para producir un desplazamiento. El enganchamiento de fase me serd muy ttil en el
capitulo 5 para entender el sistema motivo de esta tesis.

3.4 El exponente de Lyapunov

La idea® basica detrds del exponente de Lyapunov es la de medir las distancias de
separacion entre las trayectorias de dos puntos que inicialmente se encontraban muy
cercanos para tiempos muy grandes. La distancia en principio se puede aproximar como
proporcional a la distancia original multiplicada por una exponencial. El exponente de esa
exponencial es el exponente de Lyapunov, el cual, determina segin si es positivo o
negativo, si el sistema diverge o converge, respectivamente (Véase Fig. 3.11).

Fig. 3.11 Ejemplo
bidimensional para e}
cdlculo del exponente de
Lyapunov. La evolucion

geMt de una esfera de puntos
— iniciales cercanos en un
elipsoide. La separacion es
sexz‘ proporcional al exponente
. . de Lyapunov.

En ésta figura se puede apreciar que la distancia estd definida a través de un circulo que se
deforma en elipsoide. La definicion analitica del exponente de Lyapunov es como sigue:

. 1 L.(t)
A =1 -1 L . 3.3)
! ll—»n; (t) og L,(O)

donde Li es el radio de el elipsoide a lo largo del iésimo eje al tiempo t. El exponente de
Lyapunov para muchos sistemas es muy complicado de calcular a través de la definicién
(3.3). por lo cual , se emplean algoritmos en computadora que facilitan esa labor.

Una de las caracteristicas importantes del exponente de Lyapunov, es la relacion que tiene
con las regiones estables e inestables en un diagrama de bifurcaciones. Las regiones
estables se presentan cuando el exponente es negativo, las bifurcaciones se dan cuando el
exponente es cero, y las regiones inestables se dan cuando el exponente es positivo.



La sigﬁiente es una grifica comparativa del diagrama de bifurcaciones para el mapeo
logistico, comparado con el exponente de Lyapunov.

® T, ©ISraanx® (1)
1

0.8 -

0.6 -

: Flg 3_>.‘12'.Di'agmbm'zi de bifurcaciones (arriba) comparado con el exponente de Lyapunov
-*"(abajo) para’el mapeo logfstico f{(x)= 4rx(1-x)

../ Con estas herramientas, es posible explorar sistemas diniamicos mis complicados que los
*: vistos en los capitulos I y II. El anilisis lo enfocaré a los sistemas no lineales, con friccion y
" forzados por una fuerza externa, los cudles son importantes para los fines de esta tésis.
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Capitulo 1V



Capitulo IV

Potenciales Oscilantes

En la primera parte de éste capitulo me enfocaré a un tipo de oscilador no lineal: El
oscilador no lineal forzado con friccion. Trataré un forzamiento simple, porque no es
materia de esta tesis ese tema.

En la segunda parte de éste capitulo hablaré del trabajo de Mateos [5],[6],[7] vy (8] cuya
ecuacion que usa, se puede ver como la ecuacién de un oscilador no lineal, forzado, con
friccidn y sujeto a un potencial, sistema tambien Hlamado “Potencial Oscilante” o “Rocking

Ratchet” en inglés.
Este trabajo es importante porque la ecuacién que estudio en esta tésis, es similar a la

ecuacién de Mateos. De hecho, los resuitados a los que él llega en sus articulos [3] y [6] se
corroboran en esta tésis y en articulos que también se han desarrollado en base a su trabajo.

En la dtlima parte del capitulo, hablaré de otros osciladores y trabajos que se han hecho
alrededor del trabajo de Mateos.

4.1 Oscilador No lineal Forzado y con friccién

Hay muchas formas de forzar un oscilador. La forma mas simple es la de afiadir una
fuerza periédica. Basindome en la ecuacién del péndulo (2.8), voy a afiadir una fuerza
periddica simple:

2
‘jﬂ? +y —‘j—{? +w,lsen p = (%)woz cos 2rft @“n

donde A y f son la amplitud y la frecuencia de forzamiento respectivamente, y / es la
longitud del péndulo, y es la friccion, y wp la frecuencia de oscilacion.

Antes de comenzar a estudiar éste sistema, haré notar que en una ecuacidn pueden haber
muchos pardmetros de control. En este caso puedo considerar a la friccion, la amplitud de
oscilacién, la longitud del péndulo, y la frecuencia del forzamiento. Comenzarémos
entdnces a analizar el diagrama de bifurcaciones para éste sistema, usando como parametro
de control la amplitud A del forzamiento, para después analizar la frecuencia del
forzamiento. Fijaré los valores de los parimetros como sigue: y=0.1, wo=1, /=1 y f=I con el
fin de simplificar la ecuacion, y poder usar métodos numéricos para su resolucion.
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- -Escribiendo la écuacién (4:1) como un sistema de ecuaciones, me queda:

P =Y 4.2)
V=—yv—ysen¢e + Acos 2zt

Usé el método num'érico de Rungge-Kutta de 4° orden para resolver éste sistema, y poder
- asi hacer el diagrama de bifurcaciones que muestro a continuacién:

) E

1.5 b B ‘

05

velocidad v
o

05 b

amplitud A
Fig. 4.1 Diagrama de bifurcaciones para el péndulo no lineal, torzado y con friccion,
manteniendo fija la frecuencia de oscilacion.

En ésta grafica puede apreciarse como la dependencia de la velocidad con la amplitud es un
conjunto de lineas rectas que convergen en el origen, y cuya velocidad estd acotada. La
grafica del espacio fase para éste sistema (tomando A=8) nos permite ver con mds detalle lo

que sucede en la dindmica:
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Amplitud A

Fig. 4.2 Espacio fase para ¢l péndulo no lineal, forzado y con friccién. La franja oscura
.. representa el ciclo limite al cual cae el sistema para tiempos muy grandes.

Se puede apreciar en la figura cédmo el sistema va evolucionando y pasa por distintas
velocidades hasta que finalmente cae en un ciclo limite, que es justamente las cotas del
diagrama de bifurcaciones.

Voy a variar ahora la frecuencia de oscilacién f, dejando fija la amplitud en A=1, para
obtener el siguiente diagrama de bifurcaciones:
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Frecuencia f

- Fig. 4.3 Diagrama de bifurcaciones para el péndulo no lineal, forzado y con friccién,
manteniendo fija la amplitud A de oscilacion.

Puede apreciarse inmediatamente la dependencia de la velocidad con la frecuencia,
teniendo un decaimiento de tipo exponencial y llegando a ser cero en el limite de
frecuencias muy grandes.

Estas dos gréficas juntas me indican que la velocidad varia diréctamente proporcional a la
amplitud, e invérsamente proporcional a la frecuencia. Asi, sin haber resueito
analiticamente el sistema, se pueden encontrar relaciones que nos ayudan a entender mejor
el sistema.

Esto es muy importante porque en el caso de sistemas caéticos, no hay forma de encontrar
expresiones analiticas, pero si se pueden entender mucho de la dinamica del sistema, en
base a las herramientas que proporciona la dindmica cadtica.

El siguiente paso serd enténces mostrar, como se han resuelto sistemas mds complicados
usando éstas herramientas.
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4.1 El **Rocking Ratchet” de Mateos

En el presente capitulo esbozaremos el trabajo de Mateos [35] , [6], [7] y [8] sobre Ratchets
deterministas, por la relevancia que posee para esta tesis.

Mateos considera el problema unidimensional de una particula que experimenta una
fuerza externa dependiente del tiempo, sujeta a un potencxal periddico pero asimétrico
espacialmente (Fig. 4.4), y frenada por la friccién:

mi?+7.€+-d—2('—t)- = F, COS(&)Dt) 4.3)
t .

donde m es la masa de la particula, y es el coeficiente de friccion, V(x) es el potencial
periédico y nsnmémco, Fy es la amplitud de la fuerza externa, y wp es la frecuencia de la
fuerza externa.

El potencial asimétrico que usé, fue:

V() =V, ~Vysen ZE %) Yo oo, 4m(x = %) )
L 4 L

donde L es la periodicidad del potencial, Vp es la amplitud, y V, es una constante arbitraria.
Adicionalmente el potencial estd desplazado xp unidades, de tal forma que los minimos del
potencial coincidan con los enteros (Fig. 4.4).

0.05 POTENC)AL DE MAT‘EOS Fig. 4.4 Potencial estudiado por
004! Mateos (tomado de [5]), donde
tomo valores para los
. 003 - parametros de éste potencial,
= tales que los minimos
> 002} ‘ coincidieran con los valores
: . enteros en la posicion.
0.01 o Obsérvese la asimetria del
0 ; potencial.

215 1059 05 1 1.5 2

La ecuacién de Mateos es la equivalente a la de un péndulo forzado con friccion, como las
vistas en el capitulo 2, pero ademds, sujeto a un potencial asimétrico. Una representacién
mas adecuada de este sistema, seria el de una particula que se encuentra en un potencial
asimétrico, dado por la ecuacion (4.4), y que este potencial estd oscilando de manera
periddica en el tiempo, dado por la expresion del lado derecho de la ecuacién (4.3).

La figura siguiente muestra una diagrama de dicha representacion.



<
"
&
~
-
.
&
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Fig. 4.5 Una representacion del oscilador de Mateos dada por la ecuacién (4.4). Una
particula en dicho oscilador experimentard un desplazamiento cadtico producido por la
fuerza externa, el potencial y la friccién.

La gréifica de la fuerza que da origen a este potencial asimétrico puede apreciarse como
sigue:

0.15 L ’l
0.1 , ' Fig. 4.6 Fuerza que
L produce el potencial
0.05" de Mateos. En los
) valores enteros de la
‘. posicion la fuerza se
0. ; anula.
R ]
-0.05 i
0.1 -
C 3 2 -1 0 1 2 3 x

Una vez mds obsérvese que la fuerza se anula en los enteros, y en aquellos valores para los
cuales el potencial (4.4) presenta mdximos. Entre cada entero, se pueden observar dos
minimos y un médximo, lo cual tiene consecuencias importantes en la dindmica.

La meta en los articulos de Mateos {5 -8] es revelar el origen de una inversion de corriente
que se preseata cuando el sistema transita del caos al orden; su andlisis lo enfoca a estudiar
la corriente promedio para distintas condiciones iniciales, y sus resultados apuntan a una
interesante interrelacion en algunos casos entre la inversion de corriente y las transiciones
del sistema del caos al orden. La figura 4.4 muestra sus resultados:

51




Fig. 4.7 Diagrama de bifurcaciones
v (a) para el potencial (4.2) estudiado
por Mateos, y comparado con la
grifica de corriente promedio (b)
producido por ese mismo potencial,
al cambiar los valores del pardmetro
- a. (Tomado de [5].)
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En 'sus trabajos [5-8] se realiza un promedio de la velocidad sobre q periodos T de la
fuerza externa, donde q es un numero entero, y T= 2/w. Esto es:

1 +qT
y = “dt' 4.
V=7 [ vyar “.5)

Como v=x, obtiene v =[x(t+gT)—x(¢)]/q7. Si la particula se mueve una
distancia p en un tiempo qT, donde p es otro nimero entero, entonces se tiene la condicién
x(t+qT)-x(t) = p. Asi, se llega a que la corriente estd dada por
(4.6)

TV:£
q

Esto significa que se tiene un enganche de frecuencias donde la corriente es T veces un
nimero racional p/q. Este enganche tiene lugar en un amplio rango de valores del
pardmetro a de la ecuacidn sin dimensiones que surge de (4.3):

X+ bx + ar(x)
dx

= acos(wt) .7

donde el potencial adimensional queda como:



1
Vix)=C-
) 4

5

(sin 2r(x —x,)+ i—sin 4r(x—x, ))

(4.8)

Mids atin, en un trabajo reciente [8], Mateos descubre que las inversiones de corriente
pueden depender también de las condiciones iniciales en el caso en que exista mds de un
atractor en el espacio fase. Analiza el espacio fase de condiciones iniciales para las que se
presentan las inversiones de corriente (Fig. 4.8), encontrando dos interesantes atractores
coexistiendo simultdneamente y compitiendo por la dinamica del sistema Fig. 4.8

0.6
04
02t
> 0
-0.2.
.04 |

0.4

03t
0.2t

0.1 1

-0.2

-0.4

-0.2

0
X

0.2 0.

4

Fig. 4.8 Espacio fase de las
condiciones iniciales
estudiado por Mateos al
estudiar la ecuacion (4.3).
Tomado de (7]

Fig. 4.9 Dos atractores
puntuales coexistiendo por
la dindmica, encontrados
por Mateos al estudiar la
ecuacion (4.3). Tomado de

7

En un trabajo también reciente, Carapella y otros [33] encuentran experimentalmente la
inversién de corriente que habia predicho Mateos en [S] y [6], pero en un sistema fisico
muy diferente. De hecho, ellos utilizan la ecuacion:
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. que describe el movimiento de una particula relativista sujeta a una fuerza in homogénea

: ~ F(&) con un potencial de diente de sierra U(§) (véase figura 4.10), y una fuerza homogénea

7. En la seccion siguiente hablaré con un poco mis de detenimiento de este articulo.

Fig. 4.10 Experimento de
[35] (a) donde crean
experimentalmente un

' Y o_/— potencial de diente de sierra

(b) y observan el

e W : comportamiento de la
[/\/\/\ Iulﬂ,,,,. ) corriente eléctrica . Tomado
l de [35]

Por otro lado, H.A. Larrondo , F. Family y C.M. Arizmendi [37] analizan un potencial
oscilante determinista con friccién, para un sistema de la forma:

(a) »

Coalrollin

ex+ yx =cos{ x)+ scos( 2x)+ I'sen (wt) (4.10)

donde &£ es la masa de la particula. v es el coeficiente de fricciéon, ' y o son
respectivamente la amplitud y la frecuencia de una fuerza oscilatoria externa. Utilizan
también un potencial asimétrico como Mateos, pero ellos con una estructura matemdtica
mas simple, aunque menos practica:

U(x) = -sen(x) - é sen(2x) @.11)
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En'ks‘i.xs,résul'tados encuentra también inversiones de corriente, como las que encontré
. Mateos. Figura (4:11) -

Fig. 4.11 Comparacidn de la

corriente y el diagrama de

bifurcaciones obtenidas por

It [37]). Obsérvese las

1.7 inversiones de corriente en
las regiones de transicién
del caos al orden.

(b) Tiier 2|
reere ey

. 31
e T a1 T2 13 14 15 16 7

Adicionalmente, Mateos encuentra en otro trabajo reciente [7], que las inversiones de
corriente pueden darse sin necesidad de cambiar condiciones iniciales, o cambiar el
pardmetro O de el potencial, esto lo logra trabajando con particulas extendidas (dimeros).
Sus resultados apuntan a que la longitud del dimero influye tambien en la inversién de
corriente.

En el siguiente apartado analizaremos un poco algunos trabajos sobre potenciales oscilantes
de otros grupos de trabajo. .

4.2 Otros Potenciales

El trabajo de Mateos [5] ha despertado mucho interés en la literatura, y actualmente varios

autores han explorado diversas avenidas de la dindmica cadtica en potenciales oscilantes
deterministas. En este apartado vamos a mencionar algunos de ellos, empezando por los
que tienen que ver con el potencial oscilante de Mateos, siguiendo con los potenciales
cudnticos y terminando con los potenciales paramétricos oscilantes, que es materia del
siguiente capitulo.

Empezaremos por describir el trabajo de H. A. Larrondo y F. Family [37]. El sistema que
analizan esta dado por la ecuacion (4.10) y el potencial por la (4.11)
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- Hacen uso de un método de resolucion numérica para resolver la ecuacidn. (4.10) y fijan

“los valores de los pardmetros con los mismos valores numéricos que usé Mateos en su

trabajo [5] original.

Hacen un promedio sobre condiciones iniciales como lo hizo Mateos [5] y [6] y
encuentran también que hay inversiones de corriente al pasar del caos al orden como lo

muestra figura4.11.

Adicionalmente, en las regiones donde se presenta corriente, encuentran al igual que
Mateos 5] y [6] que a la corriente promedio se le puede describir con una recta, Fig. 4.12.

Fig. 4.12 Corriente
encontrada por [35]
para el sistema
descrito por las
ecuaciones (4.10) y
(4.11). Lacorriente
promedio puede
describirse en un
amplio rango con la
ecuacion de una recta.

p
% 100 200 300 . 400 500 600
Este fenomeno sorprendentemente se registra también en el potencial intermitente que se
estudia en el capitulo 5.

La inversi6n de corriente al pasar del caos al orden queda demostrada fisicamente con el
experimento de Carapella, Costabile, Latempa y Martucciello [35]. Este experimento abre
la posibilidad de que la inversiones de corriente sean una peculiaridad de muchos sistemas -
fisicos no lineales.

El experimento de Carapella, y su equipo [35] consistidé en observar la corriente que
producia un flujo cudntico relativista atrapado en una junta Josephson, inmersa en un
campo magnético. Este tipo de experimentos de estado sélido no son nuevos. Ellos mismos
reconocen en su articulo que el efecto de potencial oscilante se ha registrado ya en el
régimen sobre amortiguado, en otros experimentos. Por esa razon, ellos experimentan en el

régimen sub amortiguado.

Un campo magnético in homogéneo puede generar un potencial para un flujo cuantico
atrapado en una junta Josephson anular larga (Fig. 4.11 a). Con una eleccidn adecuada de el
ancho W(x) de una linea de control en el borde de la junta, (Fig. 4.11 b), se puede crear un
campo magnético de forma de diente de sierra. Adicionalmente al sistema se le inducen
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microondas las cuales crean voltajes escalonados. Esos voltajes escalonados son
. bombeados con una frecuencia vgr.

En el caso de éste sistema, la corriente corresponde al voltaje neto. Al medir la corriente
eléctrica como funcidn del voltaje, ellos encuentran que para algunos valores de la
frecuencia de microondas inducidas en el sistema (i.e.: vpr =2.0 GHz y v =5.8 GHz) hay
inversiones de corriente (Fig. 4.13)

(@) [ve=200hz] (b) [v.=s8cHz )
15[P=2008m g1 15[ pepdom - Fig. 4.13. Inversiones de corriente
j ! encontradas por Carapella et al
00 ol 0.0 experimentalmente en juntas
t lﬁ Josephson. Tomado de [35].
sk 4 sk g
‘E‘ 1.5 -p..;gdam '}~ 1.5 [-P=+2d8m g
—0.0 [— .1 it 0.0 I, ,
B 415} E
1.5 -P-'15d8m ' 4 1.5 -p.;“gm ! o
:I '
00— 00 .
0
18p -1.5F
2010 0 10 20 2010 010 20
V (uV) V (V)

En un trabajo teérico, Flach, Yevtushenko y Zolotaryuk [17], indican que el fenémeno de
corriente dirigida se debe al rompimiento de las simetrias espaciales o temporales del
sistema. Su andlisis lo hacen tanto para sistemas con y sin friccién, y para ambos
encuentran que la corriente dirigida puede darse, porque el conjunto de atractores conserva
el rompimiento de simetria en las bases de atraccidn.

El trabajo de Riemann, Grifoni y Hinggi {16] sobre potenciales oscilantes cudnticos es
también muy interesantes. Este trabajo es anterior al de Mateos [5] . Ellos consideran el
movimiento Browniano cudntico de una particula sujeta a un potencial similar al que
posteriormente usara Mateos:

V(x) =Vo[sen(2mxc/ L) - 0.22sen(4mx/ L)] (4.12)
El objetivo de su trabajo es estudiar un rectificador cudntico operando en un régimen
donde el tunelaje y otros efectos de fluctuacidn cudntica se vuelven importantes para las

propiedades de transporte. Sus resultados muestran que arriba de una temperatura critica T,
no se encuentran diferencias con las predicciones que hace la teoria clasica sobre corriente.
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Sin ‘embargo, debajo de esa temperatura critica, el transporte cudntico se incrementa
.. notablemente, discordando con los resultados adiabdticos cldsicos, llegando incluso a
invertirse la direccién del transporte.

Otro trabajo interesante también en cudntica, es el realizado por Linke, Sheng, Léfgren, et
al. [20].

Lo que ellos hacen es investigar tedrica y experimentalmente el comportamiento de la
corriente eléctrica en un potencial triangular cudntico puntual oscilante (Fig. 4.14).

Fig. 4.14 Potencial trinngular cudntico oscilante estudiado por [20]. Tomado de [20].

Ellos encuentran que el transporte coherente de electrones a través de ese dispositivo,
depende del signo del voltaje, y que la direccion de la corriente depende de la amplitud a la
que se hace oscilar el potencial. En este sentido, es posible obtener una corriente neta atn
cuando el voltaje AC sea cero en promedio. El experimento lo hacen para distintas
resistencias, y lo comparan con los valores teéricos. (Fig. 4.15)
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Fig. 4.15 Corriente encontrada por [20] para el potencial triangular cudntico de la figura
4.11, para varias resistencias (Véase articulo [20] para mas detalles. Tomada de [20].



Mencionaré por ultimo dentro de los trabajos en cudntica, el de Schanz, Otto, Ketzmerick y
Dittrich [32]. Ellos explican en su articulo los mecanismos que llevan al transporte caético
dirigido en sistemas Hamiltonianos con periodicidad espacial y temporal. Lo que hacen es
obtener una regla de suma para el transporte para los casos cldsico y cudntico, y llegan a la
conclusiones de que (i) el transporte dirigido es una propiedad asociada con conjuntos
invariantes individuales de la dindmica, de hecho, para obtener una corriente diferente de
cero, se debe tener un espacio fase mezclado con regiones regulares y caéticas coexistiendo
simultdneamente. (Este hecho recuerda a lo encontrado anteriormente por Mateos [7] (ii) el
transporte en regiones caoticas puede ser descrito cuantitativamente usando propiedades
topolégicas y de otro tipo de tnicamente las regiones regulares. Y (iii) el transporte
cudntico persiste para todo tiempo y se aproxima al transporte clasico cuando /1 es pequefia
comparada con los conjuntos invariantes del espacio fase cldsico.

Pasamos ahora a mencionar algunos de los trabajos hechos en potenciales paramétricos.
Comenzando con el de Chacon [16] en el que estudia teéricamente una ecuacion para el

péndulo paramétrico con friccion, del tipo
2 =—[1+&Ecos(Qt + @)]senx — &% + y cos(wt) 4.13)

donde x es la coordenada angular, y Q, £ y 8 son la frecuencia normalizada, la amplitud, y
la fase inicial respectivamente, de la modulacion paramétrica. Chacoén encuentra que
pueden deducirse algunos lemas interesantes los que le sirven para formular un “Teorema
de Supresion”, el cudl le permite identificar las condiciones que dan lugar a la supresion del
caos en la ecuacidn (4.13). El concluye que algunos de los resultados analiticos a los que
tlega tienen su origen en las simetrias naturales del sistema, y que el estudio de dichas
simetrias podria proveer informacién importante sobre la supresién del caos en sistemas

mds complejos.

Pasemos finalmente a mencionar el trabajo sobre dimeros paramétricos hecho por Copelli
y Lindenberg [34]). Ellos, en su trabajo, estudian dos osciladores paramétricos lineales
acoplados de la forma

X = "woz[l + Ok — k(x) = x,) ~ %, . 4.14)
= —a)oz[l + @, (1)]x, —k(xy — x;) =y,

donde ®p es la frecuencia natural de cada oscilador (desacoplado). k es la constante de
acoplamiento entre ellos, y v es el coeficiente de friccion. Las modulaciones parameétricas
$1(t) y ¢2(t) son periddicas con periodo T =2n/w, y son idénticas excepto por una diferencia
de fase 0, que es $a(t) =¢,(t +0/wp). En la presencia de modulaciones paramétricas, la
energia es periédicamente bombeada al sistema, el cual puede o no llevar a resonancia
paramétrica, es decir, a un crecimiento infinito de la amplitud de las oscilaciones. Su
objetivo es determinar las fronteras entre esos dos comportamientos, los cuales pueden ser
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referidos como “estables” e “inestables”. La figura siguiente muestra las fronteras que ellos

. encontraron para su sistema:

2 2
~<p <}
0 0
0 0
2 2
<r . <k
0 . 0
[ r 3 0 3

Fig. 4.16 Fronteras de inestabilidad encontradas por [34] para el sistema (4.14). Las
graficas muestran la amplitud graficada contra la frecuencia, definida como r=wo/wp, =0 en
la primera columna, mientras que y=0.3wq en la segunda columna. Asi mismo, k= 0. 02m¢°
en las graficas del pnmcr renglon, y k=3wo" en las grificas del segundo renglén. Las lineas
punteadas en la primera de las gréficas (superior izquierda) corresponde a k=0, (un

oscilador desacoplado).

Se han escrito muchos otros trabajos sobre potenciales oscilantes, cldsicos, cudnticos y con
o sin ruido. En mi caso he mencionado sélo algunos que se considero como los mds
importantes para esta tesis. En el siguiente capitulo me concretaré en un tipo de oscilador

paramétrico que no se ha estudiado en detalle adn.
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Capitulo V

Potenciales Intermitentes

Con las herramientas presentadas en los capitulos 1, 2 y 3; y los antecedentes expuestos en
¢l capitulo 4, se tienen las condiciones suficientes para desarrollar un estudio de los
potenciales intermitentes.

Partiré de la ecuacion

w(l+acos(a)ot))=0 5.1

mX + yx +
donde m es la masa de la particula, y es la friccién, F(x) es el potencial, O es la amplitud del
forzamiento, y wp es la frecuencia de oscilacién del forzamiento. Esta ecuacion describe un
potencial asimétrico del tipo usado por Mateos, pero con la amplitud siendo forzada por un
término dependiente del tiempo, similar al de un péndulo paramétrico con friccion. A éste
tipo de potenciales se les suele llamar “Flashing Ratchets” o potenciales intermitentes,
donde la frecuencia de la intermitencia estd dada por wp,

La ecuacion sin unidades es la que se utilizard para el andlisis fisico, para poder asi
concentrarnos mds en la dindmica del sistema. Asi mismo, utilizaré el mismo potencial

V(x) empleado por Mateos [5], [6],[7] y [8] para su potencial oscilante, quedando la
ecuacion (5.1) como sigue:

X+bx+ @(1 +acos(wt)) =0 (5.2)
X

con V(x)= (fac)[cos(2r(x-Xy)) + 0.5cos(drn(x-xv))]

donde fac = |/(2n5)

con &= 1.6118559

y Xy =-0.190359

Este ultimo valor X, es el corrimiento del potencial para hacer que el minimo del potencial

coincida con el origen de coordenadas.

5.1 Precisiones generales

En ésta tesis me concretaré al analisis del "Potencial intermitente" para valores especificos
de los parametros b y w; sujetos a las condiciones iniciales de x¢=0 con vy=0 al tiempo
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inicial to=0. El pardmetro a no se fijard en éste momento, porque nos interesa el estudio del
.+ potencial intermitente para distintas amplitudes.

Los valores que fijé para b y © fueron: b=0.1 que corresponde a una friccién chica pero
no despreciable, y =1 con el tnico fin de simplificar el analisis fisico. Mds adelante a lo
largo de éste capitulo, vario la friccidn y la frecuencia del forzamiento, en la bisqueda de
una explicacion a lo observado.

Existen varios métodos numéricos para resolver ecuaciones diterenciales como la (5.2),
como son el método de Euler, el método corrector-predictor, el método de Runge-Kutta de
4° orden, el de Runge-Kutta de 6° orden, etc. En ésta tesis utilicé el método de Runge-Kutta
de 4° orden para resolver la ecuacion diferencial con estos valores y condiciones iniciales, y
usando un formato de doble precision para cada uno de los valores de los parametros y
condiciones iniciales; la razén se debe a la precisén que tiene, que es superior a los métodos
de Euler, y el predictor-corrector, pero inferior al de Runge-Kutta de 6° orden. Este ultimo
método no lo usé por el tiempo que requiere para procesar los resultados. El método de
Runge Kutta de 4° orden es en principio suficientemente preciso para los fines de ésta tesis.
Con todo lo anterior, obtuve los siguientes resultados:

Como primer paso se procedio a obtener un diagrama de bifurcaciones amplio del sistema
en estudio-para la velocidad como funcidn de la amplitud.

La grafica siguiente muestra los resultados obtenidos en el rango comprendido de 0 a 10 en
la escala sin unidades de la amplitud a:
1]
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amplhlud a
Fig. 5.1  Velocidad vs. Amplitud. Diagrama de bifurcaciones para la ecuacién (5.2) del
Flashing Ratchet, con b=0.1 y w=1.
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En ésta primera grafica pueden observarse los valores de la amplitud a, para los cuales el
- sistema bifurca sus velocidades. La intencién es detectar los valores para los cudles el
sistema sale fuera del punto de equilibrio y comienza a desplazarse hacia una determinada

direccion,

Observamos en primer lugar que la primera bifurcacidon que se da, es antes de la amplitud
de valor 1, es una bifurcacién de punto silla, donde el punto estable estd graficado (rama
inferior de la bifurcacidén) y el punto inestable no estd graficado (rama superior de la
bifurcacion), pero se presentard como un fenémeno de histéresis al disminuir la amplitud.

El diagrama de bifurcaciones 5.1 indica para qué valores de la amplitud podemos esperar
valores cadticos de la velocidad. Tambien nos indica en donde hay atractores y el nimero
de periodos que tienen esos atractores. Asi por ejemplo, para amplitud a= 2 hay un atractor
de periodo 1 con velocidad negativa, para a= 3.7 hay un atractor de periodo 2 con ambos
periodos con velocidades negativas, y asi sucesivamente. El hecho, sin embargo, de que en
algunas regiones del diagrama de bifurcaciones existan velocidades deiferentes de cero, no
indica que la particula se esté moviendo en una cierta direccidn.

Para ello serd entonces necesario analizar la corriente que se obtiene con éste mismo
sistema para tiempos grandes, y compararlo.con el diagrama de bifurcaciones. La meta es
entender cudl es el origen de la aparicion de corriente visto desde la dindmica caética.

Para ello definiremos la velocidad promedio como sigue:

5.2 Desarrollo del promedio temporal de la velocidad

Partimos de la definicién de velocidad promedio:
v= 11m v(t)dt (5.3)

Para el Flashing Ratchet hemos hecho el periodo T =ntcon t=2n/w. Esdecirque

v=lim— Jv(t)dt (5.4)
n—aw nT

pero para fines de cdlculo numérico en comp_uladora, n no puede tender a infinito, sino sélo
a un nimero muy grande. Asi que eliminamos el limite bajo la aclaracién de que debe ser
n>>1.

v= 1 Jv(t)dt (5.5)
nt

0
para el Flashing Ratchet hicimos
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e v =x@) | (5.6)
entonces la integral queda como: -~ 7 STl : e
S . | : .
v=-— fu)dt = —[x(nt)-x(0)]
nr nt i

Multiplicamos ahora por T, para hacer asi que la velocidad promedio coincida con el
enganche de frecuencias (frequency locking):

= z_l:x(n'z') - x(O):l
nt-
h v _ x(nt)—x(0)

w/2mw n
y ésta Ultima es la expresién que se usé en los programas para calcular numéricamente la
velocidad promedio (que aqui se hizo coincidir con el enganche de frecuencias), con n del

orden de 10°

(5.8)

En base a esto, calculamos la velocidad promedio para distintas amplitudes, y obtenemos
la siguiente gréfica:

N

velocidad promedio
 S———
'
H
i
b

et ST

[o] 2 4 6 8 10
amplitud 3

Fig. 5.2 Velocidad promedio vs. la amplitud a para el péndulo paramétrico. La velocidad
promedio representa tambien en ésta gréfica el coeficiente de enganchamiento.
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Los puntos fueron unidos con lineas para obtener una mejor ubicacion visual de ellos. La
- grafica de corriente indica que hay valores de la amplitud a para los cuales la velocidad
promedio ya no es cero, y para los cudles puede haber una corriente neta diferente de cero.

Los valores que toma la velocidad promedio indican el nimero de oscilaciones que
debe efectuar el potencial para que la particula adimensional se desplace al siguiente
minimo del potencial. Asi por ejemplo, para una amplitud de alrededor de 2 unidades' se
puede apreciar una corriente promedio de 0.01 unidades.

Este valor indica mds que simplemente la velocidad promedio: por como se ha calculado
la corriente promedio , indica ademis el coeficiente de enganchamiento, siendo éste de -
0.01. Esto indica, segun el capitulo 3 de ésta tesis, que el nimero de oscilaciones que debe
efectuar el potencial para que la particula adimensional se desplace en promedio un
potencial hacia la izquierda (representado por el signo "menos"), es de 100, para una
amplitud a de oscilacién de 2 unidades.

Algo similar se observa para valores de la amplitud un poco menores a 6 unidades: El
namero de oscilaciones que el potencial debe efectuar para que la particula se desplace un
potencial hacia la derecha es de 100 oscilaciones.

La parte importante es ahora, correlacionar ésta grafica de velocidad promedio con la
grafica de la velocidad del diagrama de bifurcaciones, tal como lo hizo Mateos [5-8], para
ello, superpondré ambas grificas para encontrar los valores en los que ambos coinciden —
pdgina siguiente-: :

La superposicién muestra claramente la correspondencia entre las regiones estables y las
inestables.

' 2 en I escala sin unidades.
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Fig 5.3 Diagrama de bifurcaciones superpuesto con la corrientc para b=0.1 y o=1. La linea roja
corresponde a 1a corricnte y los puntos negros al diagrama de bifurcaciones para la velocidad.
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Sc observa entre otras cosas, que los valores de la amplitud para los que se presenta una
corricnte promedio neta diferente de cero, corresponden en algunos casos a los valores
para los quc cl sistema transita del caos al orden, pero creando o6rbitas de periodo 1.
Incluso para valores cercanos a la amplitud a de 1 unidades, que ¢s donde comienza la
primera bifurcacion, sc presenta también una corriente, solo que en una cscala del orden
de 1 x 10, como sc puede apreciar en la siguiente grafica:

oo ' ' " ﬁ =% Fig. 5.4
Voerm Amplificacién dc la
[+ 3 B TRYRITETRER) a9 corricntc cn cl
sm intervalo O al 1 para ¢l
teos | Flashing Ratchet, Se
% observa una velocidad
2009 | oms promedio hacia la
izquicrda del orden de
3000 | om 5x10” unidades de
ans longitud por unidad de
4000 - ticmpo, cerca de la
o0 amplitud a=0.8, justo
500 |- o donde comicnza la
primera bifurcacion.
6009 1 L 4 1 ans
[} 0.2 0.4 0.6 o8 $

5.2 Experimentos Numéricos

Voy ahora a sacar para algunas amplitudes a, los cspacios fases y los graficos de
velocidad y posicion vs. ticmpo, a fin dc tener una representacion més clara de la
dinamica en csas zonas. Para todos los casos utilizé las mismas condiciones iniciales:
x(0)= 0 y v(0)=0. Asi como también, conservé los valores dc los paramcetros b= 0.1 y w
=1. En todas las graficas siguicntes se hizo un cambio de variables para quec los valores
cnteros de la posicién coincidieran con los minimos del potencial de Mateos. Asi
también, hizc un cambio dc cscala cn la variable temporal, para que las unidades de
ticmpo coincidicran con ¢l nimero de oscilaciones del potencial.

Comenzaré con el caso de a=1.2, el cual indica la figura 5.3, no sc¢ dcbe apreciar una

corricntc aunque si un atractor con é6rbitas de periodo 1. Su diagrama de posicién vs.
tiempo sc mucstra a continuacion:
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{ Fig. 5.5 posicion vs
tiempo para w=1,

1 b=0.1 y amplitud
a=1.2.

Fig. 5.6 velocidad vs
tiempo para w=1,
b=0.1 y amplitud
a=1.2.

1C00 1200 1400 1600

200
]
la posicién como la velocidad oscilan alrededor de valores fijos, y no se p
corriente a Iguna.
En el espacio fase para ésta amplitud se puede lograr una mejor ap (¢]
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ase

Fig. 5.7 Espacio fase
4 para®=1,b=0.1y
amplitud a=1.2,
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.~ Algo muy interesante que se presenta en éste sistema es que se parte de condiciones
. iniciales nulas (xo = 0 y vo= 0) y sin embargo se presenta movimiento.

Analicemos ahora el caso para la amplitud a =2, comenzando con su grifica de posicién vs.
! Tiempo, segilin la grifica 5.3 aqui si debemos esperar una corriente y ademds negativa:
! : so . x T T T T

Fig. 5.8 Posicién vs.
tiempo para w=1,
b=0.1 y amplitud a=2.

250 n L . L L : n

0 200 430 6C2 e0o 1003 1203 1490 18€9

La grifica anterior corrobora lo predicho. La grafica de velocidad vs. Tiempo se muestra a
continuacién:
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1 Fig.5.9 Velocidad vs.
tiempo para w=1,

1 b=0.1 y amplitud a=2.
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Se observa a partir de t= 300, una velocidad promedio de Vyom = -0.2. Si bien al principio
en las primeras 100 unidades de tiempo hay una velocidad promedio cero, después de 300
unidades de tiempo comienza a haber una velocidad negativa cuyo promedio ya no es cero.

El espacio fase se muestra a continuacion para la amplitud a=2

0.5 T T y T
[ X
3.

Fig. 5.10 Espacio
fase para =1,
b=0.1 vy amplitud
a=2.
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Para el caso de la amplitud a= 3.7, segun la grifica

orbitas de periodo 2, y no debe haber corriente:
1 T Y T T

5.3, debemos encon
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El espacio fase para

ésta amplitud de 3.7 unidades, resu

12:0

pmdtpl

1400 1800

trar un

atractor con

Fig. 5.11 Posicién vs.

1 - tiempo para w=1,
| b=0.1 y amplitud

a=3.7.

n desplazamiento hasta 16 y 7° minimo del potencial,
ir desplazindose.

continuacién:

Fig. 5.12 Velocidad
vs. tiempo para =1,
b=0.1 y amplitud
a=3.7.

nulo.

me las grificas anteriores
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Fig. 5.13 Espacio fase
para w=1, b=0.1y
amplitud a=3.7.
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El ciclo limite se observa a la izquierda de la gréﬁca:

. Analicemos ahora el caso a= 4.3, segiin la grafica 5.3 no debe haber corriente, aunque si un
ciclo limite de periodo 2. Comenzamos una vez mis con la grifica de posicién vs. Tiempo:
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"En ésta grafica se aprecia un desplazamiento hacia el sentido positivo, pero no se aprecia
una corriente definida.
La grifica de la velocidad vs. Tiempo se muestra a continuacion:

73



Fig. 5.15 Velocidad vs
tiempo para w=1,
i b=0.1 y amplitud

f’ a=4.3
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La gréfica anterior manifiesta tener una velocidad promedio temporal cero, tal y como lo
predijo la figura 5.3.
El espacio fase para ésta amplitud se esboza como sigue:

as

LER S
Fig. 5.16 Espacio fase
para ®=1, b=0.1y

°ozr amplitud a=4.3

o2

G4 -

08 - 2 ; L . - .

-2 9 2 4 3 -] 10 x 12 14

E! ciclo limite tarda en alcanzarse, pero se logra ubicar entre los minimos 10 y 12 del
potencial de Mateos.

Analicemos ahora otro valor de la amplitud que se espere, segin la figura 5.3, presente
corriente. Aqui he elegido el valor a = 5.7, el cual predice la grifica 5.3 debe presentar
corriente positiva. La grifica de posicion vs. Tiempo se muestra a continuacion:
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Fig. 5.17 Posicién vs.
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Se logra apreciar en ésta grdfica que el nimero de oscilaciones que el potencial debe hacer
para que la particula comience a presentar corriente, debe ser del orden de 300 oscilaciones.
Asf mismo, se observa una velocidad promedio, dada por la pendiente promedio, de Vpou=
0.2

La gréfica de velocidad vs. Tiempo para ésta amplitud a=5.7 se muestra a continuacién:
o8 T : T T T T

v 08
Fig. 5.18 Posicion vs.
tiempo para =1,
b=0.1 y amplitud
a=5.7

‘o4

02

R+ ¥-4

<0

-0.8

: L " 2
[] 2c0 490 800 goc 1800 1200 1420 - 1600

.98 n L

. .
Obsérvese que hay una velocidad promedio temporal diferente de cero, después de las 300
oscilaciones del sistema. El espacio fase se muestra a continuacién:
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edicha por el diagrama de bifurcaciones (Fig.
5.3), pero desplazandose espa ciulmente para dar lugar a la corriente predicha por la grafica

5.2
A l m ahora el caso a=6.5, valor para el cual se espera, segtn las graficas 5.2y 5.3,
neta cer y bitas de periodo |
El g f' de posicion vs. Tiempo se muestra a continuacion
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Fig. 5.21 Posicion vs.
tiempo para o=1,
b=0.1 y amplitud
a=6.5

Se puede observar en la grafica anterior, que la particula sufre un desplazamiento hasta
quedarse atrapada entre los minimos 4 y 5 después de los cuales ya no puede salir. La
evolucion de la velocidad se muestra a continuacion.
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Fig. 5.22 Velocidad
vs. tiempo para w=I,
b=0.1 y amplitud
a=6.3

t
Se puede apreciar que la velocidad llega un momento en el cual su promedio temporal es -

cero.

El espacio fase siguiente resume éstas dos graficas:
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Fig. 5.23 Espacio fase
4 parao=1,b=0.1y
amplitud a=6.5
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Obsérvese que antes de alcanzar su ciclo limite, la particula sufre un desplazamiento hacia
“la izquierda, y luego regresa hacia la derecha pasando sin detenerse en el minimo 3.

Finalmente, haré las gréficas para la amplitud-a=9, cuya dindmica predicen las grificas 5.2
y5.3, debera ser de corriente con un ciclo limite desplazdndose.

El grifico de posicion vs. Tiempo se muestra como sigue:
160 Y T T T T T

Fig. 5.24 Posicién vs
1 tiempo para 0=1,
b=0.1 y amplitud a=9
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1
Obsérvese que ahora el potencial requirié de mayor niimero de ciclos para producir la

corriente. La velocidad promedio ahora es de vprom =0.1
El grifico de velocidad vs. Tiempo se muestra a continuacion:
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Fig. 5.25 Velocidad vs
tiempo para o=1,
b=0.1 y amplitud a=9
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Se observa que la velocidad tarda en romper su promedio temporal nulo, en el mismo
-niimero de ciclos en que se produce la corriente.

El espacio fase para ésta amplitud, se muestra como sigue:

o
o

Fig. 5.26 Espacio fase
para =1, b=0.1y
amplitud a=9
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Una vez mas, la corriente se da antes del minimo 20.

Un hecho interesante es que seleccioné condiciones iniciales nulas en posncton y velocidad,
pero €so no evitd que se presentara corriente para éste sistema. Esto sin embargo, puede
entendersé porque el minimo del potencial no estd exactamente en el origen de coordenadas
del sisterria, sino ligeramente desfasado, de tal suerte, que al seleccionar condiciones xo=0 y
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vo=0 la particula no se encuentra en el minimo, y esto hace que tenga posibilidades de
-desplazarse.

Ahora bien, el siguiente paso es determinar qué tanto influyen los dos parimetros que dejé
fijos (b y ®) y que son tambien los que producen la corriente. Para ello empezaré variando

la friccién b, tomando primero un valor de 0.5, y luego de 0.2, a fin de observar el
comportamiento de ia corriente, y conservando fija la frecuencia de forzamiento w.

b= 0.05

La superposicién del diagrama de bifurcaciones con el de la corriente puede apreciarse en
la siguiente grafica:
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Fig 5.27 Diagrama dc bifurcaciones superpuesto con la corriente para b=0.05 y o=1. La linea roja
corresponde a la corriente y los puntos negros al diagrama de bifurcacioncs para la velocidad.
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Fig 5.28 Diagrama de bifurcaciones superpuesto con la corriente para b=0.2 y ®=1. La linca roja
corrcspondc a la corriente y los puntos negros al diagrama de bifurcacioncs para 1a velocidad.
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Obsérvese que en la grafica para b=0.05, comparada con la de b=0.1, muestra una
-disminucién en las regiones donde se presenta corriente, pero no hay disminucion en la
magnitud de la corriente.

No asi sin embargo para b=0.2 donde claramente hay un aumento en el tamafio del
intervalo donde se presenta la corriente. Esto nos lleva a suponer, que al aumentar la
friccion los intervalos donde se puede presentar corriente son mas largos.

En ambos casos tambien se presenta corriente al pasar de las regiones inestables a las
estables.

Exploremos ahora los casos para los cuales la frecuencia de oscilacion o cambia,
manteniendo fija la friccién en b= 0.1

Analizaré el caso en que o= 0.5, y =2 que son, respectivamente, la mitad y el doble de
la frecuencia que habia tomado originalmente.

La siguiente grafica muestra los resultados obtenidos para w= 0.5
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Fig 5.29 Diagrama de bifurcaciones superpuesto con la corricnte para b=~0.1 y ©®=0.5. La linca roja
corrcsponde a la corricnte y los puntos negros al diagrama de bifurcaciones para l1a velocidad.
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Fig 5.30 Diagrama de bifurcaciones superpuesto con la corriente para b=0.1 y ©=2. La linca roja
corresponde a la corrientc y los puntos ncgros al diagrama de bifurcaciones para la velocidad.
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~Enla grafica para ©=0.5 se puede apreciar que el intervalo donde se manifestaba la
“corriente se redujo, mientras que en la gréifca para =2 el intervalo se amplié.

‘Con estas graficas se puede hacer una tercera grifica que amplifique la region de corriente,
tomando b=0.2 y ©=2 (pdgina siguiente):
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corresponde a la corriente y los punlos negros al diagrama de bifurcaciones para la velocidad.
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Obviamente, se puede encontrar una combinacién de valores para la @ y la b que
-maximizen el intervalo donde se presente corriente. Para esto serd necesario hacer una
grifica de la corriente vs cada uno de los dos pardmetros, b y w, y observar para qué
valores de ® y b se presenta la corriente méxima, sin embargo eso ya serd tema de otra
tesis, pues los objetivos de ésta fueron verificar que al pasar de las regiones inestables a las
estables se presentaba corriente, resultado que fue verificado aiin cambiando los pardmetros
b y ©, y segundo, comprobar grificamente que habia un desplazamiento dirigido para las
distintas amplitudes, predichas por el diagrama de bifurcaciones y la grifica de corriente,
que en algunos casos incluso se manifestd en promedio como una recta.

Analisis de resultados

Lo primero que se debe hacer notar, es que en las regiones donde se presenta corriente, el
comportamiento en promedio del desplazamiento de la particula es el de una recta (Figs.
5.8, 5.17 y 5.24). Realmente, al hacer un aumento a la estructura de esta recta, encontré lo
mismo que ya habia observado Mateos [S], (6], [7] y [8] para su potencial oscilante: un
comportamiento de avance sostenido pero con retocesos, es decir, un comportamiento en el
que la particula avanza dos potenciales, pero retrocede uno, dando como resultado neto que
la particula sienta un desplazamiento, Fig 5.32.
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: Fig. 5.32 Amplificacién del intervalo 400 a 500 de la amplitud para 0=1, b=0.1 y a =5.7
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Otra observacién importante es que al aumentar la amplitud, el tiempo que le tarda al
potencial generar corriente se va incrementado, pero no la evita (compéarense figs. 3.8, 5.17

y 5.24).

Adicionalmente, la ecuacién que se usé es una ecuacion adimensionada que incluia a la
masa en cada uno de los parimetros. Esto es importante porque la razén de la amplitud
fisica entre la masa A/m (que es lo que manejamos aqui como amplitud) es diferente para
masas distintas. Y esto hace que en un sistema donde hay particulas con masas diferentes,
presenten, en los potenciales intermitentes, direcciones de corriente diferentes bajo la
misma frecuencia de oscilacion, friceion y amplitud de oscilacidn.

Como ultima observacion haré notar que independientemente de los valores elegidos para
los pardmetros b, o y a, el nimero de oscilaciones que tiene que dar el potencial para
generar corriente, se mantuvo en el 6rden de 1/100, y no aumenté al cambiar los valores de
los pardmetros. Esto podria indicar que ésta es una caracteristica propia del sistema para
generar corriente, y que no depende de los valores de los parametros elegidos, sino del
potencial mismo.

Faltan muchos andlisis para este tema, entre los que se pueden citar, el exponente de
Lyapunov, las secciones de Poincaré, las lenguas de Arnold, etc, asi como llevarlo al
laboratorio para su experimentacién. Por lo pronto los resultados que aqui expuse son
suficientes para los fines de esta tesis.

89




Conclusiones

9%



Conclusiones

Dentro de las conclusiones que se pueden citar aqui, a partir de los capitulos 4 y 5 de ésta
tesis, podria citar las siguientes cinco como las principales:

1° Se observa como lo habia hecho notar Mateos [5-8] que en las transiciones del caos al
orden hay cambios netos en la corriente, al menos para éste tipo de potenciales.

2° Para la primera bifurcacién en éste sistema se pudo encontrar una aparicién de corriente
en el mismo valor de la amplitud que el que produce la primera bifurcacion.

3° Se han observado en éste estudio ciclos limites y corriente coexistiendo, sin embargo, no
siempre que hubo ciclos limites se encontré corriente.

4° Se pudo observar empiricamente que, al incrementar la amplitud, el nimero de
oscilaciones que el potencial debid hacer para producir corriente tambidén se incrementd.

5° La comprobacion experimental por parte del grupo de Carapella [33] de la inversion de
corriente, verifica en el campo de la fisica los resultados obtenidos por Mateos.

El estudio de los Ratchets es importante para muchas ramas de la fisica, algunos
investigadores los estdn aplicando ya en la cudntica, y seguramente tendran repercusiones
en dindmica de fluidos y electromagnetismo, y en la fisica de plasmas. En ésta uitima sin
embargo, el problema se complica un poco, porque las particulas cargadas del plasma,
deforman ¢l potencial al que estin sujetas.

Las aplicaciones de los Ratchets pueden abarcar mids campos, como ya se estd haciendo en
la biologia, explicando las propiedades motoras de las bioproteinas, y seguramente habra
nuevas aplicaciones en la ingenieria fisica, la biofisica y la fisico-quimica.

Una aplicacidn interesante podria darse en la astronomia, donde campos gravitacionales
intensos podrian dar lugar al movimiento de objetos celestes en direcciones opuestas al
productor del campo gravitacional, pudiéndose tal vez observar un efecto aparente de
antigravitacion. Otra aplicacion podria darse en la electrdnica, donde ondas sonoras de alta
frecuencia podrian dar lugar al movimiento de electrones dentro de un material.

Las perspectivas de los Ratchets abre nuevas y amplias fronteras a la tecnologia. Sus
aplicaciones en gran escala adn estin por verse.
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