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INTRODUCCION

Posterior a la Segunda Guerra Mundial, tres fenémenos han acompaiiado el
desarrollo de los mercados financieros: la desregulacién; la volatilidad y; los avances
tecnoldgicos, principalmente en el area de telecomunicaciones. Dichos cambios, aunados
al hecho de que el intercambio fisico de bienes ha sido sustituido por un intercambio

electrénico, han conducido a un vertiginoso aumento en los volimenes negociados.

Es precisamente en torno a estos tres fenémenos, que se desarrollan nuevos tipos
de instrumentos financieros, los derivados, los cuales son en esencia instrumentos de

cobertura contra movimientos adversos en los diferentes factores de riesgo.

Los contratos de derivados, entre los cuales se incluyen a las opciones, son
fundamentales en el entorno actual de los mercados financieros, ya que es indispensable
que tanto empresas como inversionistas sean capaces de medir y limitar el nivel de riesgo
en sus portafolios, pero un prerequisito para un eficiente manejo de dichos riesgos es que

dichos instrumentos sean valuados correctamente.

Antes de 1973, las opciones financieras ya se conocian y comercializaban, aunque
no existia un consenso sobre algin método para valuarlas. Es precisamente en ese afio,
que se publicé la ahora famosa ecuacién de Black-Scholes —Premio Nobel de Economia
1997'—, cuya aportacién principal al mundo de las finanzas es que por vez primera, el

precio de una opcidn se calculaba en base a rigurosos fundamentos matematicos.

El modelo, dio el impulso que la industria de las opciones necesitaba; para
asegurar su éxito; desarrollado originalmente para valuar opciones sobre acciones, muy
pronto aparecieron extensiones del modelo para valuar opciones sobre commodities, tipos

de cambio, tasas de interés y créditos.




Cuando se calcula el precno de una opcién utilizando el modelo de Black-Scholes
. y se compara contra el precno 'de mercado de la misma, por lo regular hay diferencias. Es
raro que gl valor de la opcién coincida con el del mercado. Degjando de lado errores tales
,cox‘no: \)aluaf ‘c"c'm ‘diferen‘tes plazos o con precios incorrectos, hay tres posibles razones
que explican éstas diferencias: que el precio de la opcién se encuentre fuera de linea; que

las entradas del modelo no sean las correctas; o bien que la fdrmula no sea correcta.

Si el precio de la opcién esta fuera de linea, el precio dado por el modelo podria

usarse para generar ganancias.

El problema de las entradas incorrectas al modelo, se reduce a la volatilidad.
Tanto el precio del subyacente como las tasas de interés, al ser observables en el mercado
pueden ser corregidas en cualquier momento, pero la volatilidad sin embargo, debe ser

estimada a lo largo de toda la vida de 1a opcién.

La tercer razén, que refiere la posibilidad de que la férmula de Black-Scholes no
sea correcta, es lo que la presente tesis pretende analizar. El mismo Fisher Black
declaraba con frecuencia su sorpresa por la popularidad del modelo, ya que los supuestos

en los que se basa son muy simples y fuera de la realidad, es decir, el modelo tiene hoyos.

La intencién del trabajo, es poder argumentar el porque el modelo, a pesar de los
hoyos, funciona con éxito en el mundo real. Analizar de una manera general los
supuestos y poder definir cuales de ellos representan las fortalezas y cuales las
debilidades del modelo, es de capital importancia, pues se identificaran problemas
especificos con la féormula; se conocera como algunos de estos problemas afectan a los

resultados de la misma y; se tendran ideas generales de cémo mejorar el modelo.

La tesis se divide en cuatro capitulos. El capitulo 1 ofrece la definicién de una
opcién y se dan los fundamentos bdsicos para comprender el resto del trabajo: los
diferentes tipos de opciones, los elementos que determinan el precio de la opcién y

algunas de las operaciones que se pueden realizar con éstas. Asimismo, incluye una




seccién que habla sobre la situacién actual de las opciones en México, para dar idea al

lector, det enoﬁne vacio, de los retos y de las grandes oportunidades que presenta el

' mercado mexicano.

Los capitulos 2 y 3 constituyen el cuerpo principal del trabajo, ya que contienen
los fundamentos matemdticos basicos. En ellos se hace el desarrollo para ilegar a la ya
mencionada férmula de Black-Scholes y se analiza al mismo tiempo donde el modelo
presenta sus puntos fuertes y en donde sus hoyos. Con un buen entendimiento de los
capitulos 1 a 3, se estd en condiciones para valuar una opcién, o bien para profundizar

mas en el estudio de las mismas.

El capitulo 4, estudia, en su primera parte, las principales sensibilidades —las
llamadas griegas— de una opcién y en la segunda parte, se presentan algunas mejoras al
modelo, las cuales pretenden dar una idea de que camino seguir para resolver algunos de

los problemas ya identificados en los capitulos anteriores.

i En 1997, 1a Real Academia Sueca de Ciencias galardoné a Myron Scholes y Robert Merton con el
Premio Nobel de Economia, coautores junto a Fischer Black de la famosa férmula Black-Scholes.

- Este ultimo de haber seguido con vida, con seguridad hubiera recibido también la condecoracién.




CAPITULO 1

FUNDAMENTOS BASICOS DE OPCIONES

1.1. CONCEPTOS BASICOS

Una opcién es un contrato que confiere a su tenedor el derecho de comprar o
vender un activo dado a un precio fijado por adelantado y a un plazo determinado. Este

derecho se adquiere mediante el pago de una prima.

Se trata en efecto de un derecho y no de una obligacién', ya que el tenedor de la
opcién puede decidir segun sus intereses si ejerce o no ejerce dicho derecho, ya sea de

compra o de venta.

Si la opcién permite ejercer sus derechos solamente al dia del vencimiento del
plazo acordado, se trata de un tipo de opcién llamada opcién europea; si por el contrario
el derecho inherente en el contrato puede ejercerse en cualquier instante comprendido
entre la fecha de adquisicion del contrato y la fecha de vencimiento del mismo, se esta

ante el caso de una opcién americana.

! Debe cnfatizarse el hecho de que al hablar de una opcién, no se esta hablando de un forward ni de un

futuro, dado que estos 1iltimos si deben gjercerse invariablemente al término del plazo pactado.




En la actualldad ambos upos de opciones se negocian en todo el mundo, a pesar
de haber surgido como su nombre lo indica en continentes diferentes. La tendencia es

favorable hacia las del gpo amencano, dada su mayor flexibilidad.

Aquellas,dp:cidhés que confieren el derecho de compra, se conocen como CALL,

mientras qué aduellas qué confieren el derecho de venta se denominan PUT.

La fecha en’ la cual el poseedor de la opcién puede ejercer su derecho, se

denomma SImp[emente fecha de vencimiento o maturity date.

. El actwo al cual hace referencia el contrato (el cual puede ser una accidn, una
obhgacuSn una divisa, un instrumento de deuda?, algun indice econémico, otra opcién,

iete.), se conoce como bien o valor subyacente.

El pr cio de ejercicio o strike, es aquel precio al cual el tenedor de un call puede
comprar ° blen al cual el tenedor de un put puede vender. Durante el desarrollo del

presente traba_]o, se denotara a este precio con la letra E.

La prlma, es el valor propiamente dicho de la opcién y desempeiia a la vez un
"doble papel;' Conﬁére por un lado al comprador de la misma el derecho de comprar o
vender (segti'ui',se trate de un call o de un put respectivamente) segiin convenga a sus
intereses y; por otro lado, la prima compensa o indemniza al vendedor de la opcidn, por
la obligacién irevocable contraida de entregar (recibir) el bien subyacente, en caso de

que el comprador decida ejercer su derecho.

En'adélaﬁte se denotara a la prima como C cuando se hable de la prima de un
! i. se refiere a la prima de un put. En general y salvo especificacién

‘contraria, se referird a opciones del tipo europeo.

i?Los té}'ininbé, Qpéién de un insttumento de deuda” y “opcién de tasa de interés™ se utilizan de manera
" indistinta.-.""




Se denotara con: la letra‘X al ‘ecm, o mejor dicho a la cotizacién del bien

subyacente que 1mpcra en el mercado, de tal forma que existen tres casos:

1. Cuando E : X se dice que la opci6n esta “en-el-dinero” o “ar-the-money” en

'mg]és

2. : Lé 6pc_i6n esta “dentro-del-dinero” o “in-the-money”, cuando X > E en el

caso de un call, o bien X < E en el caso de un put.

3. Si X < E en el caso de un call o X > E en el caso de un put, la opcién se dice

que esta “fuera-del-dinero” o “‘out-of-the-money™.

El valor de paridad de una opcién se define como max/ 0, X - E ] para el caso de
un call y como max/ 0, E - X ] para un put.

En general, una opcién esta dentro-del-dinero, si su valor de paridad es positivo.

Al valor absoluto del valor de paridad, se le define como valor intrinseco, es
decir VI =} X - E |. Este concepto sera de utilidad més adelante.

Antes de continuar con el andlisis matematico de las opciones, cabe hacer
mencién que en la actualidad, las opciones son instrumentos financieros altamente
negociados alrededor de todo el mundo. El desarrollo del mercado de opciones se vio
favorecido por la estandarizacién de los contratos (en cuanto a montos, divisas, plazos,
fechas de vencimiento, etc.), la existencia de una cimara de compensacion y sobre todo

por el desarrollo de un verdadero mercado secundario.
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1.2. LOS MERCADOS DE OPCIONES

En 1973 inicié operaciones el Chicago Board Options Exchange (CBOE), primer
bolsa en el mundo en listar opciones y que es en la actuahdad el mercado de opciones
mis grande del mundo. Sin embargo, desde mucho tlempo antes, ex1st|a ya un mercado
over-the-counter (OTC, también conocido como mercado extrabursaul o de mostrador),

encontréndose en Holanda y Francia, regxstros de operaclones con opciones que datan del

‘ Eh' 1968, el Chicago Board of Trade (CBT), n;éjor conﬂcido por sus contratos de

o "futuros, encargé un estudio para analizar la posibilidad de ofrecer contratos de futuros

sobre acciones de bolsa; el estudio sin embargo, recomendé opciones sobre las acciones,
en lugar de los futuros. Asi en 1972, nacié el CBOE, el cual comenzé sus actividades en
abril del siguiente afio, listando 16 opciones tipo call sobre 16 acciones que figuran en el
indice del New York Stock Exchange (NYSE).

El mercado de opciones en bolsa, tuvo un éxito espectacular; en 1977 se comenzé
a operar opciones tipo put y actualmente, el volumen promedio diario actual de los

contratos negociados en €l CBOE es cercano a los 500 mil contratos.

Clave en el desarrollo de este mercado, resulté la existencia de una Camara de

Compensacion, la cual elimina el riesgo de entrega entre las partes y la estandarizacion de

" los contratos.

Ante el éxito de las opciones en el CBOE y de la volatilidad en tipos de cambio y
tasas de interés que experimentaron los mercados financieros internacionales en la década
de los setenta, se fueron incorporando en las diversas bolsas del mundo contratos de
opciones sobre diferentes subyacentes. En octubre de 1982, el CBT comenzd a negociar

opciones sobre contratos a futuro de T-Bonds (tasas de interés). Poco después aparecieron




en el 'thiladelphia‘s’tpck' Exchange las opciones sobre divisas y opciones sobre los

contratos de divisasa futuro.

E "v‘Pbrj‘Su{'kbane, el mercado de opciones OTC, se desarrollé en la década de los
ochentzi, devfbrma paralela a los mercados de opciones bursitiles. A pesar de que en éste
mercado existe riesgo crediticio entre las partes y la liquidez es mucho menor que en las
operaciones en bolsa, las opciones extrabursitiles se caracterizan porque estan hechas a la
medida de las necesidades del cliente en cuanto a monto, precio de ejercicio, plazo, etc.
En la practica, los mercados bursatiles y extrabursatiles, en vez de competir entre si, se

han complementado, satisfaciendo las necesidades de distintos tipos de inversionistas.

1.2.1. EL MERCADO MEXICANO

En 1982, se consideraba inminente el inicio del mercado spot y del mercado de
futuros sobre el délar en 1a Bolsa Mexicana de Valores (BMV), con el fin de atender la
alta volatilidad del tipo de cambio y las necesidades de liquidez en el mercado de
contado, sin embargo, el proyecto se vio interrumpido por el Decreto de Control de
Cambios. Estos mercados comenzaron actividades hasta 1995, es decir, con 13 afios de
retraso,

Por su parte, la propuesta para crear un mercado de opciones en México, se
presento en 1985, aunque las gestiones formales con las autoridades no se iniciaron sino

hasta 1988. Estos esfilerzos también fracasaron.

A partir de 1990, en los mercados internacionales, existen operaciones con
opciones sobre subyacentes de emisoras mexicanas (warrants), los cuales a partir de 1992

se emiten también en el pais.




Los warrants, son los instrumentos que de cierta forma impulsaron el nacimiento
en 1998 del Mercado Mexicano de Derivados (MEXDER), el cual fue creado con base en
cuatro actores fundamentales: la bolsa, socios liquidadores, cdmara de compensaciéon y

socios operadores. -

Los contratos que actualmente se negocian en el MEXDER son futuros sobre el
Indice de Precios y Cotizaciones de la BMV (IPC), el ddlar, tasas de interés (Cetes y TIIE
-—Tasa de Interés Interbancaria de Equilibrio—) y algunas acciones individuales.
Lamentablemente, por razones diversas, todavia no se operan opciones en el MEXDER,
el cual dicho sea de paso, se encuentra en estos momentos en una etapa de
reestructuracién, tratando de incrementar el volumen de sus operaciones, para

posteriormente poder ampliar la gama de instrumentos ofrecidos.

1.3. OPERACIONES ELEMENTALES

Cuando se compra una opcién y se adquiere el derecho, ya sea de comprar o de
vender, se dice que se asumié una posicién larga. Por el contrario, se habla de una
posicién corta cuando se emite o se vende la opcién (se ha definido de manera general a
una opcién como un derecho de compra o de venta, pero debe observarse que para el

emisor o vendedor de la opcién si se asume una obligacién con el comprador).

Como comentario, vale destacar que en inglés efectivamente se usa el verbo buy
* cuando se compra una opcién, pero cuando se asume una posicién corta, no se emplea el

verbo sold, sino més bien el verbo write (en caso del emisor primario se dice underwrite).

Es claro que una opcién, sea de compra o de venta, puede comprarse o venderse,

por lo cual exnsten cuatro operaciones elementales:




i. Compra de un call
ii. Compra de un put
iii. Venta de un call

iv. Venta de un put

A continuacién se describiran estas cuatro posibles posiciones, con su respectiva
grafica de pérdidas y ganancias. En cada gréifica, la cotizacién del bien subyacente X, se
representara sobre el eje de las abscisas; el punto £, serd a su vez, sobre el eje de las
abscisas el precio de ejercicio de la opcién y sobre el eje de las ordenadas, el origen; el
punto P, designara al punto neutral de la posicién (precio de ejercicio mas 6 menos la

prima, segun se trate de un call o de un put), es decir aquel donde no existe utilidad ni

pérdida y; el segmento EP=EP' , representara al costo de la prima.

Debe notarse el hecho de que el 4&ngulo que se forma entre la recta de utilidades y

el eje de las abscisas, es de 45°.

Con las cuatro gréficas siguientes, podra apreciarse con claridad una caracteristica
importante de las opciones: el que ofrecen obligaciones y derechos asimétricos. Cuando
se asume una posicién larga y se adquieren derechos, la utilidad potencial es ilimitada,
mientras que la posible pérdida en caso de un evento desfavorable esta acotada por el
costo de la prima; cuando la posicion asumida es corta y lo que se tiene es una
obligacion, la situacién es totalmente a la inversa, la ganancia esta limitada al costo de la

prima y la pérdida puede ser infinita.




UTILIDAD COMPRA DE UN_ CALL

;
il

X=COSTO DEL BIEN

PERDIDA

Grifica 1

Compra de un call: Anticipa un mercado a la alza. Es una operacién con posibles ganancias
ilimitadas en caso de un alza en el precio del subyacente y con una pérdida limitada al costo de la

prima, en caso de una baja en los precios del mercado.

UTILIDAD COMPRA DE UN PUT

X=COSTO DEL BIEN

Grifica 2

Compra de un put: Anticipa un mercado a la baja. Es una operacién con rendimiento ilimitado
en caso de una baja en el precio del subyacente y con la posible pérdida acotada hasta el monto de

Ia prima, en caso de un alza.




GTILIDAD - VENTA DE UN_CALL
) .
[fjoruoanes Tl T X=COSTO DEL BIEN
. . E .
PERDIDA

Grifica 3

Venta de un call: Es una operacion cuya utilidad esta limitada al costo de la prima en caso de
una baja en el precio del subyacente, y con un riesgo ilimitado en caso de un alza del mismo. Esta

estrategia es atractiva solo si se espera una no alza en el mercado del subyacente.

UTILIDAD VENTA DE UN PUT

A=

X=COSTO DEL BIEN

PERDIDA

Grifica 4

Venta de un put: La posible utilidad esta limitada al costo de la prima en caso de un alza en el
precio del subyacente, mientras que el riesgo es ilimitado en caso contrario. Se recomienda esta
estrategia, si se espera una no baja en el mercado.




1.4. DIFERENTES TIPOS DE OPCIONES

Las opciones generalmente se clasifican en dos grandes grupos:

1.~

Opciones Standard: Son aquellas que se han introducido desde el comienzo del

presente trabajo. En esta categoria se incluyen también a las estrategias con opciones standard,
tales como las combinaciones y los spreads. )

A)
B

o

D)

- Europeas: Solo pueden ejercerse en la fecha de vencimiento del contrato.

'Americanas: Pueden ejercerse en cualquier momento entre la fecha de contratacién y

1a fecha de vencimiento.

Combinaciones: Combinan opciones de diferente tipo. Las mis comunes son: la
bottom straddle, que implica comprar un call y un put con el mismo precio de
ejercicio E; la top straddle, que involucra la venta de un call y un put con el mismo
precio de ejercicio E; la bottom vertical combination, que se forma con la compra de
un call y un put con precios de ejercicio E, y E; respectivamente y; la top vertical
combination que cs 1a venta de un call y un put con diferentes precios de ejercicio £,
y E; respectivamente.

.Spreads: Combinan dos 6 més opciones del mismo tipo. Los mas conocidos son el
bullish vertical spread, ¢l cual se forma comprando un call con precio de ejercicio E;
y vendiendo otro call con precio de ejercicio E;, donde E; > E;; el bearish vertical
spread, que se crea vendiendo un call con precio de gjercicio £, y comprando un call
con precio de ejercicio Ez, con E; > E, y; el butterfly spread, el cual puede verse
como la combinacién de los dos spreads anteriores, dado que se forma con la compra
de dos calls con precios de ejercicio E, y E; respectivamente y la venta de dos calls
con el mismo precio de ejercicio Es, donde E, < E; <E,.

2.~ Opciones Exéticas: Llamadas asi las opciones de segunda generacion. Este tipo de

opciones se disefiaron para atender problemas de inversién especificos y tienen la caracteristica

de que no pueden replicarse mediante la combinacién de opciones standard. Ademds, su
liquidacién depende no solo del curso del subyacente o de la fecha de vencimiento, sino que hay
otros factores implicitos en el contrato.
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Las opciones exoticas se clasifican por lo general en siete grandes familias:

A) Binarias o Digitales (Bet Options): Si al vencimiento la opcién se encuentra dentro
- del dfnero, entonces la cantidad fijada de antc}naho es liquidada.

. B) De Barrera: Es una de las familias mis extensas y a su vez mas utilizadas en el
mundo real. Su caracteristica principal es que conducen a la aparicién o desaparicién
de una opcidén standard al momento de que el precio del subyacente alcanza un
determinado precio fijado desde el origen de 1a opcién.

C) Asidticas: Son opciones ya sea sobre el precio medio de un activo o sobre el precio
medio del precio de ejercicio.

D) Lookback: Este tipo de opcién elimina de forma definitiva el problema del tiempo
éptimo de ejercicio (timing). Estin disefiadas para entregar el mas alto valor
intrinseco posible.

E) Opciones sobre mis de un activo: En inglés se conocen como rainbow. Su valor a
vencimiento es determinado por el comportamiento de al menos dos subyacentes
distintos.

F) Opciones ligadas a una divisa: Opciones donde el subyacente es un tipo de cambio.

G) Otras

1.5. EJEMPLO DE UNA OPCION

Para finalizar el capitulo 1, se ejemplificard todo lo que se ha introducido hasta el

momento con una sencilla aplicacién practica de las opciones.

Supéngase que cierto inversionista tiene una posicion larga en una accién de Telmex*L,
con un horizonte de inversién de seis meses y desea realizar una cobertura con los titulos
opcionales de compra. Para tal efecto, el cliente decide vender su accién en $30.00 y adquirir un
call con precio de ejercicio de $32.00 y vencimiento a seis meses. La prima de la opcién es de

$2.00 y la tasa de interés nominal anual es de 15%.




Después de efectuada la operacidn, el inversionista tiene $28.00 para invertir en cetes y el

resto $2.00 lo usa para adquirir la opcién (fabla 1).

Precio ($) Cetes ($) Intereses Utitidad Valor Portafolio Rendimiento
: . Opcién ($) (s) Anual (%)

20.00 28.00 2.10 0.00 30.10 0.67%
22.00 28.00 2.10 0.00 30.10 0.67%
24.00 28.00 2.10 0.00 30.10 0.67%
26.00 28.00 2.10 0.00 30.10 0.67%
28.00 28.00 2.10 0.00 30.10 0.67%
30.00 28.00 2.10 0.00 30.10 0.67%
32.00 28.00 2.10 0.00 30.10 0.67%
34.00 28.00 2.10 2.00 32.10 14.00%
36.00 28.00 2.10 4.00 34.10 27.33%
38.00 28.00 2.10 6.00 36.10 40.67%
40.00 28.00 2.10 8.00 38.10 54.00%

Tabla 1

La posici6n original del inversionista se veria como en la gréfica 5, donde se aprecia que
estd expuesto a un riesgo simétrico. Las grificas 6 y 7 muestran respectivamente el call adquirido
¥ la inversidn realizada en cetes. La suma de estas dos Gltimas, da como resultado la grifica 8, en
1a cual se ve el perfil de riesgo de la nueva estrategia de cobertura, donde el riesgo ha pasado a ser
asimétrico, es decir, no hay pérdida ante las bajas en el precio de la accién y se mantiene la
exposicién al alza sobre dicho instrumento. Nétese que la unidad empleada en las graficas 5a 8

€s pesos.

Hasta ahora, se han explicado las caracteristicas bisicas de las opciones. En ¢l ejemplo
previo, s¢ asumié también que las expectativas del inversionista se mantienen a lo largo del
tiempo. Sin embargo, las expectativas del mercado cambian conforme nueva informacién es
conocida, ademés de la importancia del mercado secundario, lo cual hace indispensable el contar
con una herramienta que permita valuar las opciones en cualquier momento del tiempo. Esto es lo

que se hard con mayor detalle en los capitulos subsecuentes,
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CAPITULO 2

INTRODUCCION A LA VALUACION DE OPCIONES

2.1. DESCOMPOSICION DE LA PRIMA

El valor de la opcién o la llamada prima (C o P segtin se trate de un call o de un
put), debe ser al menos igual al valor de paridad de la misma. Ahora si se toma en cuenta
el hecho de que una opcién puede valer mas retenida que ¢jercida, entonces la prima debe
ser mayor al valor de paridad. A la diferencia entre la prima y el valor de paridad se le

conoce como “premio sobre la paridad” o simplemente “‘premio”.

El dia del vencimiento, el valor de la opcién depende sélo de dos variables, a
saber el valor del subyacente y el precio de gjercicio. Sin embargo, la presencia de un
activo mercado secundario y la existencia de estrategias dinamicas de cobertura con
opciones, plantean como problema principal, el hallar un modelo de valuacién que
permita conocer el precio de la opcién en cualquier momento entre la fecha de

contratacién y la fecha de vencimiento.
La prima se divide en dos partes: el valor intrinseco y el valor tiempo. Estos dos
componentes involucran de manera conjunta seis variables que influyen directamente

sobre el valor de 1a opcidn, a saber:

i. El curso que sigue el precio del bien subyacente X’ a lo largo del tiempo.

ii. El precio de ejercicio o strike “E™.

14




ifi. 'La fecha de vencimiento del contrato o plazo a vencimiento *¢”.
iv. - La volatilidad en el precio del subyacente “o”.
wpm

v. Latasa de interés

vi. Y eventualmente los dividendos que reparte el subyacente, si es el caso.

2.1.1. VALOR INTRINSECO

El valor intrinseco representa la utilidad que seria realizada por el comprador de la

opcidn si la ejerciera inmediatamente.

Tal y como se definié en el capitulo 1, este valor es igual al valor absoluto del
valor de paridad, es decir
! VI=|X—E)|
donde recuérdese que X es el valor de mercado del subyacente y E, el precio de gjercicio.

Para facilitar el andlisis, se dejaré por el momento a un lado al valor tiempo, del

,CUal se habla.ri 'mﬁs adelante, reduciendo el valor de la prima tnicamente al valor
. mtx'lnseco de la opcxén, tal y como sucede al vencimiento del plazo contratado, hipétesis

‘) que se utlhzaré por el momento.

Supdngase que no es de interés adquirir un call o un put en-el-dinero y mucho
menos si son fuera-del-dinero, por lo que en estos casos tanto el valor intrinseco como la

prima serén nulos, ya que el valor de paridad en todos los casos es cero.

:.En el caso de que la opcién este dentro-del-dinero, tanto la prima como el valor

intrinseco seran positivos.
:Bajo los supuestos anteriores, el valor intrinseco ¥7 y la prima (de momento igual
al V], ya que se ha marginado de antemano al factor tiempo) seran iguales a la diferencia

entre la cotizacion del bien subyacente X y el precio de gjercicio E en el caso de un call

15




(grafica 9),' é'igUales a la diferencia entre el precio de ejercicio £ y la cotizacién del bien

" subyacente X para el caso de un put (grafica 10).

Es claro que mientras una opcién este mas-dentro-del-dinero (deep-in-the-money),

mayor sera su valor intrinseco V7.

Valor Intrinseco de un Call

vi=o

X=Valor del Subyacente
OUT-OF-THE-MONEY AT-THE-MONEY IN-THE-MONEY

Grifica 9

Valor Intrinseco de un Put

3
g

VI=0
VI=E-X
L I E X=Valor del Subyacents
IN-THE-MONEY AT-THE-MONEY OUT-OF -THE-MONEY

Grifica 10

2.1.2. VALOR TIEMPO.

De manera general y en especial antes del vencimiento del contrato, es comtin que
el comprador de una opcién pague y que el vendedor exija algo mas que el valor

intrinseco. Este excedente es el valor tiempo, por lo cual la prima de la opcién (a la cual




de forma general ‘se denotara por P, sin que esto quiera decir que se esta hablando de un

put confomle a lo deﬁmdo en el capitulo 1) es igual a la suma del valor intrinseco y del

valor tiempo'

Se conoce como valor tiempo, debido a que con el tiempo, en un mercado al alza

; bpara un call yvala baja para un put, una opcién llegue a ser interesante o no. Dicho de otra

s :‘- foxfrp:a,‘ gon el tiempo, una opcién fuera-del-dinero puede llegar a estar dentro-del-dinero,

o bien una opcidn que ya este dentro-del-dinero pase a estar mas-dentro-del-dinero (deep-

" in-the-money).

El valor tiempo representa asi al precio suplementario que el comprador de la
opcién acepta pagar por la ventaja y que el vendedor exige como compensacién por

aceptar el riesgo.

En las graficas 11 y 12, la zona sombreada representa al valor tiempo, €l cual es la

diferencia entre la prima (linea delgada) y el valor intrinseco (linea gruesa) de la opcidn.

Valor Tiempo en un CALL

Grifica 11
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Valor Tiempo en un PUT)

—\AL
B}

Grifica 12

Noétese que el valor tiempo alcanza su méaximo valor cuando el precio del bien

: subyécente X coincide con el precio de egjercicio E, y alcanza sus valores minimos en los
‘extremos de la curva del precio de la opcién. Esto tiene sentido, porque basta un pequeiio
‘evento para que una opcion en-el-dinero pase a ser dentro-del-dinero, mientras que para
el caso de las opciones mas-fuera-del-dinero o mas-dentro-del-dinero, la posibilidad de
que la cotizacidn del bien subyacente X, vuelva a niveles cercanos al del precio de

ejercicio E, es mis remota que la posibilidad de que X se mantenga alejado de E.

El valor tiempo y por consiguiente la prima disminuyen conforme transcurre el
tiempo, hasta llegar a ser nulas al vencimiento. Esta pérdida de valor sin embargo no es
lineal; la velocidad con l_a que decrece el valor se acelera conforme se acerca al

vencimiento.

Conforme t —) 0' nces C — 0, excepto cuando el call es dentro-del-dinero, ya

que en dxcho ca: uando 7 — oo, entonces C — X. En la grafica 13 puede

dadpara el caso del call y en la gréifica 14 para un put.

i anahzado s6lo dos de las seis variables basicas (el precio de
,ejermcxo E Y. el precxo del bx n subyacente X). Ahora se estudiarai la influencia de las otras

: cuatro vanables e el v alor txempo y por consiguiente en el valor de la opcidn.
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Valor Tiempo en un PUT|

Grifica 12

Noétese que el valor tiempo alcanza su maximo valor cuando el precio del bien
subyacente X coincide con el precio de ejercicio E, y alcanza sus valores minimos en los
extremos de la curva del precio de la opcién. Esto tiene sentido, porque basta un pequeiio
evehto para que una opcién en-el-dinero pase a ser dentro-del-dinero, mientras que para
el caso de las opciones mas-fuera-del-dinero o mas-dentro-del-dinero, la posibilidad de
que la cotizacién del bien subyacente X, vuelva a niveles cercanos al del precio de

ejercicio E, es mas remota que la posibilidad de que X se mantenga alejado de E.

El valor tiempo y por consiguiente la prima disminuyen conforme transcurre el
tiempo, hasta llegar a ser nulas al vencimiento. Esta pérdida de valor sin embargo no es
lineal; la velocidad con la que decrece el valor se acelera conforme se acerca al
vencimiento.

Conforme ¢t — 0, entoﬁces C .— 0, excepto cuando ¢l call es dentro-del-dinero, ya

que en dicho caso C »’X E. "Cuando t — oo, entonces C — X, En la grafica 13 puede

apreciarse esta situacién con claridad para el caso del call y en la grifica 14 para un put.

Hasta ahora, se han analizado s6lo dos de las seis variables basicas (el precio de
ejercicio E y el precio del bien subyacente X). Ahora se estudiara la influencia de las otras

cuatro variables en el valor tiempo y por consiguiente en el valor de la opcidn.
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Grifica 14

.1.3. LA PRIMA ES FUNCION CRECIENTE EN RELACION A LA DURACION

2
DE LA OPCION.

Mientras mayor es la duracién de una opcién, mayor es la prima respectiva, ya

que la posibilidad de que la opcién entre dentro de la clasificacion dentro-del-dinero o

mas-dentro-del-dinero tiene més tiempo

para ocurrir.
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En las gréficas 15 y 16 se aprecxa claramente esta afirmacién, para los casos de un
call y un put respecuvamente En ellas la linea obscura representa el VI, en comparacién
con las primasa 1; 6y 12 meses por vencer

GALL .

Prima { - - g.

3 X=Valor del Subyacente

Grifica 15

PUT

Prima

\1‘A
wi \\

X=vaior el g ubyacente

m

Grifica 16

2.1.4. LA PRIMA ES FUNCION CRECIENTE DE LA VOLATILIDAD DEL BIEN
SUBYACENTE.

La prima serd mayor mientras mayor sea la volatilidad' del subyacente, ya que la

opcién tendra mayor oportunidad de ser dentro-del-dinero o mas-dentro-del-dinero.

En las gréficas 17 y 18, se observa claramente esta relacion.

! Para saber como calcular la volatilidad, consultar anexo 1.
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acenle

E "R=Valor Gel Subyacents

Grifica 18

La gran aportacién del modelo Black-Scholes, es que para valuar la opcién no se
necesita saber las expectativas futuras acerca del subyacente, sino la magnitud de los
movimientos de éste. Para introducir en un modelo las apreciaciones sobre los
movimientos de un subyacente, se requiere un estadistico que los refleje. La desviacién

standard es una medida de la magnitud y dispersién de los movimientos.

El célculo de la desviacién standard, encierra dos supuestos. Primero, que las
observaciones son simétricas alrededor del promedio, es decir, que movimientos de igual
magnitud hacia arriba y hacia abajo son igualmente probables. Segundo, la probabilidad
de ocwrencia de los movimientos decrece conforme se aleja del promedio. Estos

supuestos son resultado de suponer una distribucién normal.
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Basados en- observacxones hlsténcas de larg plazo, ambds' sixpuestbs pﬁeden

objetarse. anero los" reglstro ‘n

promedio (se han_ observa

En el lenguaje de las opciones, la desviacién standard de los rendimientos es la

que se conoce como volatilidad.

2.1.5. LA PRIMA EN FUNCION DE LAS TASAS DE INTERES.

El valor de un call es una funcién creciente de la tasa de interés (gréfica 19), ya
que esta ultima deprecia el valor presente del precio del bien subyacente en caso de

ejercicio al vencimiento. Este efecto es equivalente a tener un precio de ejercicio menor.

Por consiguiente, el valor del put es funcion decreciente en relacién a la tasa de
interés (gréﬁca 20), debndo a la depreciacién sufrida por el subyacente en caso de
a.sxgnacxén ;

o Problema; rela ox'\adp's:con la vp]at_ilidad son presentados en el capitulo 4.
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Grafica20

El tiempo tiene asi en combinacién con las tasas de interés, una segunda manera

de influir en el precio de la opcién: afectando al valor presente del precio de ejercicio.

2.1.6. LA INFLUENCIA DE LOS DIVIDENDOS.

Cuando el subyacente es una accién cotizada en bolsa, los dividendos al igual que

las tasas de interés tienen efectos contrarios, segiin se trate de un call o de un put.
La prima es creciente en funcién de los dividendos en el caso de un put y

decreciente en el caso de un call. Esto se debe a que el corte de cupdn, que hace bajar el

precio de la accién favorece al vendedor y no asi al comprador.
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En los mercados establecldos y reglamentados de opcxones, el corte de un cupdén
no 1mphca un ajuste en el precio de c_;ercncno de la opmén Si se espera un dividendo
elevado, la pnma de'un call cae y el tenedor de la misma tlene interés en ejercer su

opcién antes del corte de cupén. El razonamiento es inverso para la put.

2.1.7. COMPORTAMIENTO DE LA OPCION.

En la tabla 2, se resume en lo visto hasta ahora, sobre la influencia de cada una de
las seis variables estudiadas en el comportamiento del precio de una opcién, ya sea un put
o un call. El signo (+) significa que el precio de la respectiva opcién se incrementa ante
incrementos en la variable correspondiente, mientras que el signo (-), indica una

disminucidn en el valor de la misma.

Variable Put Call
“X” Precio del subyacente -) (+)
“E” Precio de gjercicio o strike (+) . ()
“¢* Plazo a vencimiento (+). C()
“g” Volatilidad del subyacente R G ol U €0 )
“” Tasa de interés Yol ()
“D” Dividendos “(+) (=)

Tabla2
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2.2. ARBITRAJE

Una hipétesis bésica que debe cumplirse —la cual serd asumida a lo largo del
presente trabajo de mvestlgacxén— al estudiar fenémenos ﬁnancleros y econdmicos es, la

ausencla de oportumdades de arbltraje.

: VS‘e define al arbitraje‘como “la compra y venta simultinea de un bien o activo en

- distintos lugares, lo cual permite explotar ganancias sin tomar riesgos debido a las

3 9

discrepancias de precios®.

Los “arbitros™, no toman riesgos, simplemente se aprovechan del diferencial de
precios entre dos activos relacionados en dos mercados diferentes. En el momento en que
estos participantes del mercado identifican los referidos diferenciales, no sélo tienen una
ganancia, sino que también eliminan dicho diferencial. Al hacer esto, impulsan la

eficiencia del mercado.

Para definir arbitraje en términos matematicos, se introducira la siguiente notacién
a partir de un modelo de un periodo sencillo. Es evidente que éstos modelos (fecha inicial

= 0 y vencimiento ¢ = I) son representaciones irreales de modelos mas complejos de

- tiempo variable (como los de las acciones) que se presentan de forma cotidiana en la vida

real, sin embargo tienen la ventaja de ser de un manejo matematico sencillo, al tiempo
que permiten apreciar de forma clara los principios asociados aiin con aquellos modelos

mas complejos de tiempo continuo.

El espacio muestral de este modelo es 2 = { wy,....w¢ } con k < oc donde cada wy

representa un posible estado de la realidad.

3 Catherine Mansell Carstens “Las Nuevas Finanzas en México™ Ed. Milenio la. ed., 1992,
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B,

: Con estos N+1 acuvos en el mercado, puede formarse un portafolio con la
estrategxa de mversuSn A { Ao, A I s A,. }, donde Ap representa la cantidad invertida en
el acuvo hbre de nesgo yAs( n—] N J)la mvgrsxén en el n-ésimo activo riesgoso. Al
valor de este portafollo se le llamara V, yes tal que:

Sobre A,, vx =

negauvo, eqmvale auna venta en corto del activo correspondiente.

ten restricciones, asumiéndose que en caso de ser

Es claro que a utxhdad resultante es el resultado de la diferencia del valor del
portafoho ent= I contra 10 que se mvu'ué originalmente en ¢t = 0,

‘ Desa.rroiléndﬁ: !
G=4,(8,-B,)+ > 4,[5.)-5, ()]
BT :
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S G=Ai+D> AAS, . donde AS,=S,(1)-S,(0)

Caml,

" Los precios pueden ser normalizados respecto al activo libre de riesgo:

G"=34,a5, = con AS;=S,;()-S,(0)

Ya con ésta notacién, se dice que una estrategia de inversiéon 4 es dominante, si
; paﬁ cualquier otra estrategia 4, secumpleque ¥, =V, y W (@) > (@) VoeQ
Cuﬁndo existe una estrategia dominante, entonces existen oportunidades de arbitraje.

La existencia de una estrategia dominante en un mercado no puede ser real,
porque si se presentara, existiria una estrategia de trading capaz de transformar un bien
de valor inicial estrictamente negativo en un bien de valor no negativo. Ademés, la

existencia de dicha estrategia, implica un proceso de asignacién de precios ilégico.

Si no existen estrategias dominantes en el mercado, entonces la ley de un solo

precio se cumple, es decir, no hay ambigiiedad en el precio de cualquier bien en ¢ = 0.

Formalmente se define a la estrategia A como oportunidad de arbitraje si:
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a) Vo°=0;
b) 1205y

Una defimcu’m equxvalente de arbltra_]e, tamblén en térmmos de la estrategla A, es

que cumpla con: '

- donde la notaclén y kg[)q mdlca la esperanza mateménca de la variable aleatoria X, bajo la
medxda de probablhdad‘Q

ar Hasta aqui ‘se ha visto que la existencia de una estrategia dominante implica la
exlstenma de oportunidades de arbitraje, aunque lo contrario no sea cierto. Asf mismo, se
& .puede afirmar que si no hay estrategias dominantes, la ley de un solo precio se mantiene,
aunque lo contrario no se cumpla.* Lo que el mercado requiere, para funcionar con

eficiencia, es que estas oportunidades de arbitraje no existan, para lo cual se enuncia el

siguiente teorema:

* Los ejemplos 1.5 y 1.6 del libro “Introduction to Mathematical Finance. Discrete Time Models” de
Stanley R. Pliska. Ed. Blackwell Publishers, muestran que el: regreso de. cstas dos afirmaciones no se
cumple.
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'2.2.1. TEOREMA DE ARBITRAJE

No existen oportunidades de arbitraje si y solo si existe una medida de

probabilidad Q neutral al riesgo.

La demostracxon de este teorema es consecuencia del teorema de separacién del

hlperplano (algebra lmeal) y sale de los alcances y objetivos del presente trabajo.*

Supéngéﬁe ciue el precio de una accién en ¢ = 0 es 100.

El precio de esta misma accién en ¢ = I puede ser 50,100 6 200.

El costo de una call sobre la misma accién con un strike de 80 ent =/, esde C.
Mostrar que si 20 < C < 40, entonces no hay oportunidades de arbitraje.
Solucién:

Debe hallarse la médida de probabilidad neutral al riesgo, es decir O.

- Sea o= (v, -p—q. q} donde P y q son las probabilidades de que la accién en =7

rvalga 50 6 200 'espectlvamente Por ende I-p-g, es la probabilidad de que dicho valor sea

. 50,5+0(1¥p—q)+100q=o

s Demostracnén en “Imroducuon to Mathematical Finance. Discrete Time Models” de Stanley R. Pliska
Ed. Blackwell Publxshcxs

N
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Ahora supﬁnéésé \q‘u‘é»‘se qomﬁfa la opqién y también se calcula el valor esperado

de esta posicién; péréhtiliihhdo e‘l'valo‘r'q; q arriba encontrado:

_Cp+@O=O)

(¢

una medida de probabilidad, debe curhplirse:, que
0<p+g=<l,esdecir 0<3p/2<1 => 0<p=<2/3

‘ Sustituyendo p = 0.y p = 2/3 en la igualdad hallada C = 20 + 30p, se concluye'
que si Ce/20,40] entonces no hay oportunidades de arbitraje, pues espésib]é hallar Q.

2.3. RELACION DE PARIDAD PUT — CALL

Antes de continuar, se resume en la tabla 3 la simbologia a utilizar durante el resto
del trabajo — parte de la cual ya se ha venido utilizando — donde destaca la introduccién
de la variable “r= ( 1+i ).

Recuérdese que se esta suponiendo la ausencia de oportunidades de arbitraje, el

que no existen costos de operacién, impuestos ni margenes de operacién (garantias o

colaterales), y que las tasas activas y pasivas son iguales.
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Simbologia
X: Precio de mercado del bien subyacente

Xt: Precio del subyacente en el mercado, a la fecha’ Adye.vev:ncimignto

E: Precio de gjercicio o strike

t: Plazo a vencimiento o tiempo actual -

T: Fechade vencimiento

r: Esigual a (1+i), dondei es la tasa de interés libre de riesgo .:

C: Valor o prima de un call

P: Valor o prima de un put

D: Dividendos (en su caso)

Tabla 3: Notacién de las variables bésicas

También se supondra la ausencia de dlwdendos, pu Bjétivo del presente

trabajo, no son aquellos bienes que reparten dividendos.

Como puede deducirse, existe una alta correlacién entre un call y un put. Por
ende, las pnmas deben estar también altamente relacionadas medlante alguna expresién

matemétlca. )

Construyase un portafolio con un call y un put basados en el mismo subyacente,
‘con el mismo precio de e_|erc1c10 “E” y el n:usmo tiempo a vencimiento, de la siguiente
forma: ;

“ Venté de iln éall L '

L Compra de una umdad del subyacente

- Se pxde un prestamo por una cantidad igual a® Ee’¥

© 5 es la llamada fuerza de interés.-
donde i es tasa de interés ydes la i:espcctiva tasa de descuento.

31




Como puede aprec Arse en la tabla 4, el dia de creacion del portafollo se tiene un’

monto igual a s

. C-P-X+E&®
Fecha de Vencimiento
Fecha Inicial Xr<E E <Xr

Venta de un call C 0 E—-Xr
Compradeunput | - P E—Xr (/]

Compra del bien | -X Xr Xr

Préstamo Ee® -E -E

Total C-P-X+Ee® |0 0

Tabla 4

El dia del vencnmnento, hay dos situaciones mutuamente excluyentes y de las

cuales solo una puede ocurnr

* ‘Caso Xr S E Se ejerceré el put el cual tiene un valor de £E-X7. Por su parte el

- call no seré ejercxdo

- iCaso Xr> E:En este c ) por el contrario, el que se ejercera sera el call, el

" cual tiene un valor de E-. Xr y al put se le dejara vencer.

En cualquiera de los dos casos, al vencimiento se tiene que pagar E por el
préstamo que se pidid, pero al mismo tiempo es vendida la unidad del subyacente a un
" valor X7. Por consiguiente, el valor final del portafolio asi construido es cero, en

cualquiera de las dos posibles situaciones.
Anéilogamente, puede construirse otro portafolio, compuesto por la compra de un

call, la venta de un put, la _iienta en corto de una unidad del subyacente y haciendo un

préstamo (tabla 5). Este pqﬁafolio también tiene un valor nulo al final del plazo.
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Fecha de Vencimiento

Fecha Inicial Xr<E E <Xr
Compradeuncall |-C o Xr—FE
Venta de un put P Xr—E 0
Venta del bien X -Xr -Xr
Préstamo -Ee® E E
Total -C+P+X-Ee™ |0 0
Tabla s

Dado que una de las hipétesis asumidas es la ausencia de oportunidades de
arbitraje, lo que implica la ley de un solo precio, la inversién inicial es en consecuencia

igual a cero, es decir:

C-P-X+Ee®=-C+P+X—-Ee™=0

= C=P+X—Ee™® Paridad Put - Call

Esta tiltima relacién, es la que se conoce como relacién de paridad put-call para

opciones europeas.
Si esta relacién fuera violada, implicaria que existen oportunidades de arbitraje.
Recuérdese que se esta estudiando vinicamente el caso de bienes subyacentes que
no reparten dividendos, pero si el estudio se ampliara a estos dltimos, la relacién de
paridad quedaria establecida de Ia siguiente forma:
C=P+X—-D-Ee™*
Obsérvese que del lado izquierdo de la relacién se tiene el valor del call, mientras

del lado derecho se tiene el valor del put mas cinco de las variables basicas que influyen

en el valor de la opcién: X, D, E, i (implicita en &) y . Esto implica que cualquier cambio
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"“en cualquier otra variable, manteniendo estas cinco constantes, afectara de i'gual'fqrma
tanto al valor del call como al del put. Por ejemplo, un aumento en la volatilidad

aumentaria el valor del call en el mismo monto en que incrementaria el valor del put.

2.4. INTRODUCCION A LA VALORIZACION DE LA PRIMA

Supdngase que el valor presente del subyacente es X(0) =x, y sea X(?) el valor
del mismo al tiempo . Lo interesante sin embargo, es estudiar la trayectoria del precio del
subyacente en el intervalo de tiempo [0, 7J. Para lo anterior, se tiene un factor de-

descuento J, de tal forma que el valor presente del subyacente es:
e*X(@) o<i<T

Dado que ya se conoce la relacnén de paridad put-call, sélo se analizari el caso de

- un call dado que el tratarmento para un put es similar.

Puede ‘observarse la evoluctén del precio del subyacente a través del tiempo y
: E ,toma.rse éste como el experimento, siendo el resultado del mismo, el valor de la funcién
- _X().; 0=t=sT

Considere una pnmera estrategla para u<t, consistente en observar el experimento

durante un tiempo u. y entonces decldlr comprar (vender) el subyacente a un precio X{u),

para luego venderlo (com rarlo) el txempo t, a un precio X)) O0su<txT.

Una segunda e: n comprar en ¢ = 0 una de N opciones call, cada
una a un costo Cj, las'_‘c'

precio £ fijado de ante
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Se desea delermmar el valor. de C, 0 exist algl_m; oporfunidad

de arbitraje. - Recuérdese que, el ue_para que no haya

"de’ probabilidad

oportumdades de arb}trajt; n

neutral al riesgo.

Para la primer estrategia, se tiene que el ‘monto 'p‘agédo por el subyacente en
términos de valor presente es e % X (u), y a su vez el valor presente del monto recibido
"es-e~¥ X (r). Para asegurarse de la ausencia de oportunidades de arbitraje, recuérdese que

el valor esperado de esta estrategia bajo la medida @ de probabilidad neutral al riesgo
debe ser cero. En otras palabras:

EQI:e'&X(t)IX(v), Osvs< u] =e % X (u) (1)

Ahora considérese la estrategia de adquirir un call, €l cual otorga el derecho de
. comprar el subyacente al tiempo ¢, a un precio de ejercicio E. Acorde a lo que se vio en el
capitulo anterior, el valor de paridad de un call es igual a max[ 0, X(t)-E ] o bien
: expresado de otra forma es 1gual af. X(t)'E]

Con esta estrategla ta.mblén E ség 13. »‘ausencia de oportunidades de arbitraje y

ademés se sabe que ‘el costo del call ent

0 es C. Por lo tanto, debe cumplirse que:

Eg[e—e(x(’)_E)+]i:. (2)

 Ahora se presentard

medida d§ pfObabilidad Q que satisface a la ecuacién (1).

Supéngase ciué {X(t); t

; X(t) xey“)
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“es un” mov:mlento geometnco Browmano7 ‘donde {Y(t) t 2 0} es: ‘un~movimiento

Browmano con coeﬁ lent de tendencm y vananza o

.Para un movimiento de esta naturaleza, se tiene® que para'u-< 1, .-

Ahora, snendo;Q la medida de probabxlxdad que gobxema al proceso estocastlco'
{Xoe "” donde {Y( )} es un’ movxmnento Browmano con’ coeﬁcxente de :
. tendencna H y'vananza 02 y escogxendo a estas dos ultimas de tal forma que

u+ 2=,

. 1a ecuacién (1) se satisface.

7 Un proceso estocastico {X(7), ¢ 2 0} se denomina movimiento Browniano é proceso Wiener si::
” . A

. =0;
2. {X(1), 120} tiene incr i ios e independi es decir:
-para 1,<f;<...<t, setiene X(1,) — X(tr.l), X(tn.t) = X(t.2), .... X(t2) — X{(¢;) independientes.
-{X{(1), 120} tiene incrementos i ios si la distribucién de X{z+s) — X(?) no depende de 1.

3. Para cada r>0, X(1) ~ N( 0, &°t).

Cuando se da ¢l caso o= /, se estd ante un movimiento Browniano standard.

{X(1). 120} se denomina movimiento Browniano con coeficiente de tendencia u y varianza o si:
1. X(0) =0,
2. {X(1). 120} tiene incr. i ios e independi
3. X(t) ~N( 1, &°t)

El proceso (X(1).. ¢ 2 0} definido por X(1) = e'”, donde {¥(?), ¢t > 0} es un movimiento Browniano con

cocﬁcicmc‘dertcndcncia u y varianza &°, es llamado movimiento geométrico Browniano.

Para una mayor comprension reficrase al anexo 2.
8 Ver anexo 2
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De lo antenor, se pue conclulr que si e osto de un call-es calculado conforme '

ala ecuac16n (2) Ly utl]lzando esta medld de probabllldad o, entonces no exmten‘

oportumdades de arbltraje E

@)

oty

Sustituy:x{do: los vlinﬁtres dela integral en la ecuacién ;3):

b v —O-m? 12102
Ce™ = I (xoe E)_J—ze dy

) 1§(£/x‘,) 2ot : B @
Ahora sea w=(y—-;a)/o'\/t_ = y=waﬁ+pt y dw=—ley
Lo : o+t

Como y esta definido solo a partu‘ de In(E/xq), entonces w esta definida sélo a
ln(E/xo) ut

ot

pan.lr de a=
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o

e 2dw 0

Ahora :

g el
eaw\ﬁe MJ\/Z =eanl_ w12

. o . . a o -~~ . . L,
y por otro lado - emtwmadiz pmwiiz -ezq‘?ﬁ’z -eTo 2

Es decir e™Vie "fz‘»'z =g (“"""Tﬁt)z'z et

' Entonces:

1 uj‘ Jr -wzlzdw erazlz
o :

J'e—(w—cb/- Y212 d
27T =

.er

e’ 'zP{N(aJ_ 1)2a}

et ’2P{N(o 1) za aJ‘ }

"’z’zP{N(O 1 's ;(a aJ‘ ™
=e'o’ '2¢(o'f —a)

donde ¢(x) indica la ﬁﬁcién de distribucién de probabilidad acumulativa de una variable

aleatoria normal Vstandaxv‘d (la probabilidad de que dicha variable sea menor que x).

El segundo térmmo de Ia ecuaciéon (5), se obtiene de manera anidloga, de tal

manera que' o

CCe® '='xoéf€f'ézf?¢(&;/? -a)~ E¢(—a) 6)

' "Usandok el hécﬁo de quep yo- ﬁ;erdn escogidos de tal forma que:
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u+ o?/2= 5

y haciendo b = (ox/?—?z), puede reescribirsera la ecuacion (G) como:

donde : | ‘. .
In(xy / E) + 6t ;*‘"a‘zt‘")z"

ot

b=o‘\/;—a=

La férmula obtenida arriba (ecuacién 7) para calcular la prima de la opcidén
depende del precio inicial del subyacente (xp), del plazo (#), del precio de ejercicio o
strike (£), de la tasa continua de interés (J) y del valor ¢’. Nétese que si la prima de la
opcién es calculada conforme a la férmula (7), entonces independientemente del valor de
&%, no existen oportunidades de arbitraje. Sin embargo, es natural calcular la prima de la
_opcién de acuerdo a la férmula (7), usando como valor del parametro o a la varianza

. estimada’® bajo un modelo de movimiento geométrico Browniano. Cuando se realiza esto

B ﬁ’ltimo,y entonces la férmula (7) es conocida como la férmula de Black-Scholes.

2 En el anexo 1, se da un procedimiento para calcular la volatilidad.
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CAPITULO 3

CALCULO ESTOCASTICO

3.1. PROCESOS DE MARKOV

Lo que se ha hecho hasta ahora, es descubrir la ecuacién de Black-Scholes,
utilizando para ello un enfoque probabilistico. A continuacién, se traducirian dichos
resultados a una notacién de célculo estocastico, dado que la férmula general de Black-

Scholes para un producto derivado en general, es en el fondo una ecuacién diferencial

’,“'UAn p;'oceso estociistico, es una familia de variables aleatorias {Z(t,w) , teT,

'“w'é".Q} dado el espacio de probabilidad (<2 A, p). Por lo general, la notacién de un
pi'oceso estocastico es solamente Z(z).

Los procesos estocdsticos mas comunes son de tal forma que para un conjunto
) discfeto de parametros #,, #2, ..., t, € T, las variables aleatorias Z(t,), Z(t3), ...,Z(t,) exhiben
de alguna forma cierta dependencia. Por ejemplo, considérese el juego de arrojar al aire
una moneda balanceada, en el cual se origina una ganancia de un peso cada vez que ésta
cae aguila y una pérdida de un peso cada vez que cae sol. Sea S, la variable aleatoria que
indica la utilidad (pérdida) transcurridos n eventos. Es claro que el valor de S, después de

n volados, depende de las utilidades (pérdidas) acumuladas a lo largo de los n-7

resultados previos.
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~ Claramente el .andlisis de los’ prbce_s‘osb se complica conforme la estructura de
dependencia se vuelve més compleja. La debéﬁdericia mas simple que existe, la de primer

orden, es llamada depend_ehcia de’Markov y sé'deﬁn# como sigue:

Consxderese un conjunto finito (o mfimto contable) de puntos (%o, 2, ..., tn 1),
- ta<t,< <l,,<t cont & € T (r=201I,..n), donde T es el espacio de parametros del
\proceso {Z()}. La dependencia - exhibida por el proceso {Z(). teT} se denomina

“dependencia de Markov si la distribucién condxclonal de Z(1) dados los valores de Z{(1,),
g Z(tz),...,Z(t,.) depende tinicamente del valor de Z(t,.), que es el valor més reciente del

_proceso. En otras palabras,

i fi{za) S 2126 = 20s Z(un) = Zartvis Z(to) = zo] =Pz =z120¢,)=z,]

L Los procesos estocasticos que exhiben esta propiedad, son llamados procesos de
‘Markov. :

3.2. PROCESOS WIENER

Un proceso Wiener, también conocido como proceso de movimiento Browniano
es un caso particular de los procesos de Markov, pero es muy importante, porque el
comportamiento en el precio de algunos bienes con frecuencia se expresa en términos de

éste proceso.

: El comportamiento de una variable aleatoria Z que sigue un movimiento
-Browniano, puede comprenderse mejor considerando los cambios en su valor 4z que

. experimenta en cortos intervalos de tiempo 4r. Las dos propiedades bésicas de 4z son:
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Az =2 fAr

donde 1'es una muestra aleatoria de una distribucién normal standard N(0,1).
En ¢$ie caso se tiene directamente por construccién un movimiento
estandarizado.

ii. Los valores de 4z para cualesquiera dos intervalos diferentes de tiempo A,

son independientes.

De la propiedad i, es inmediato que 4z ~ N(0, At), mientras que la propiedad ii,
implica que Z sigue un proceso de Markov.

Un proceso Wiener' es el limite del proceso arriba descrito cuando Ar—0.
Procediendo de manera aniloga al cilculo diferencial ordinario, donde 4y/Ax se convierte
en dy/dx en el limite, la igualdad dada en la propiedad i, en el caso limite queda como
sigue:

dz = AJdt m

El proceso Wiener hasta ahora descrito, tiene un coeficiente de tendencia O y una
varianza de 1. La definicién de un proceso generalizado de Wiener para una variable Y en
términos de dz, se da de 1a manera siguiente:

dy = adt + bdz @

con a y b constantes.

Para comprender la ecuacién (2), considérense a los dos miembros de la derecha
de la ecuacién por separado. El término adt, implica que y tiene un coeficiente de
g

tendencia por unidad de tiempo, es decir, en un intervalo de tiempo de longitud T, y

se incrementa en un monto a7. Si se margina por un momento al término bdz, entonces la
ecuacién queda simplemente como:

. Para una mejor comprensidn, refiérase al anexo 2.
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dy = adt =>“ %—=a = y=yptat

donde y; es el valor inicial de la variai:ile Y.

El término bdz puede ser'vistvo como si afiadiera ruido o variabilidad a la
trayectoria seguida por Y. La cantidad de ruido que afiade este término, es & veces un
proceso Wiener.

De las ecuaciones (1) y (2), se infiere que en un intervalo corto de tiempo dt, el

cambio de valor en y, dy viene dado por:

dy = adt + bA~[dt

Aplicando las propiedades basicas de la esperanza matemética y la varianza?,
puede inferirse que la ecuacién (2), la cual describe a un proceso Wiener generalizado
tiene una distribucién N¢a7, 5°T) en cualquier intervalo de tiempo 7.

3.3. PROCESO DE ASIGNACION DE PRECIOS

Antes de continuar, nétese que lo que en realidad importa en el comportamiento
del precio de alguin bien subyacente, no es el cambio de valor en términos absolutos — un
incremento de $1 es mas significativo cuando el precio del bien es de $20 que cuando es
de $200 —, sino mas bien la medida de interés, es el cambio relativo en el precio del bien

(tasa de rendimiento).

2 Si X, Y v.a. con g, b constantes, entonces:
v E[aX+bY]=aE[X]+bE(Y]
v VarfaX+b] =a_Var[X]
v SiX~N, o) y Y~N(us, 05) = X+Y~N(urspiz, or'+o5)
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Supéngase que al tlempo t el valor del actwoves X Ahora consxderese un pequeno
intervalo de tlempo dt durame el cual, el valor del blen pasa arser X+dX Como se ha’'
,establecxdo la magmmd que ‘'se desea medir es dX/X

descompone en dos partes:

i La parte predeéible /)dt, que cbﬁesponde a un rendimiento deterministico
relééionado con el rendimiento del activo libre de riesgo, donde x4 es una
“medida de la tasa de crecimiento del precio del bien (mejor conocida como
coeficiente de tendencia)
ii.. La segunda parte, corresponde al efecto que ejercen sobre el valor del bien
ciertos fenédmenos exégenos, que se ven reflejados como cambios aleatorios
en el valor del mismo.

' La parte aleatoria, es representada por un proceso Wiener odZ, donde o es la
volatilidad en el precio del bien.

VAl épnjﬁhtarse ambas partes de la ecuacién, se llega a:

6 .
dX = pXdt + oXdz “

Esta ecuacién diferencial estocastica, es 1a representacién matemética del modelo
de asignacion de precios, donde u el coeficiente de tendencia representa al rendimiento

- esperado y oes la volatilidad en el precio del subyacente, como se refirié anteriormente.

Nétese que si se toma o = 0, es decir, si se margina a la volatilidad, se llega a la

ecuacidn diferencial ordinaria




ax. -
= pdt 5
X - » (&)

y resolviendo la ecuacmn (5), se llega a:

X = Xoe“'

; En la préctlca sm cmbargo, los precios exhiben cierta volatilidad, por lo cual la

i ecuactén (4) es el modelo més amphamente utilizado para representar el comportamiento

- del precno del subyacente. Esta ecuacién describe un proceso de Ito.

" Nétese que la ecuacién (3) representa un movimiento geométrico Browniano.

3.4. PROCESO DE ITO

Hasta ahora se han visto las propiedades y caracteristicas de los procesos Wiener,
asumiendo que los parametros a y b son constantes, pero esto no siempre es asi. De
hecho, un proceso generalizado de Wiener con la particularidad de que los parametros a y
b son funciones de dos parametros, a saber, el tiempo ¢ y la variable bajo estudio y, se
define como un proceso de Itd.

dy = a(y, ydt + b(y, t)dz

En un proceso de It6, tanto el coeficiente de tendencia como la varianza son
variables.
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La integral estocastica asociada al proceso de Ité6 y cuya utilidad se verd dentro de

poco, €s:

i 3 ) ) I3 E
Y, =Y, + fa¥.ds+ [bY,dz
0 o

3.4.1.LEMADE ITO

En la seccién 3.3, se vio que el proceso de asignacién de precios del subyacente
por si mismo, es un movimiento geométrico Browniano, es decir, es sé6lo un caso

particular de los procesos de It5.

El lema de Itd (el cual se deriva del teorema del mismo nombre y que se enuncia
una seccién més adelante), lo que permite, es calcular el rendimiento instantineo de una
funcién de un proceso Itd, es decir, relaciona la razén de cambio de una funcién de

variable aleatoria con la razén de cambio en la propia variable aleatoria.

Como una opgraciéh de derivados es funcién del activo subyacente, entonces
aplicando el lema de Its a dicha funcién puede calcularse el rendimiento instantineo de la
operacién. | '

Sea f{3n.t) una funcién continua y derivable.

Utilicese la expansién en serie de Taylor® para f{'y + dy, £+ dt ):

3 Sea funa funcién tal que  f(@), ... f(a) existen todas.
@)
Sea g, =%' o<k<n,

El Polinomio c:le Taylor de grado 7 para f en a, se define por Ppolx)=aot+a(x-a)+... +a,(x-a)"
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2
df— dy+dfdt+1d fdy fdy —l—d'fdtz+

o 6
dt _Zdy ddtv - 2d%n ©

‘que se han suprimido, son de orden superior.

= Rééuérd{:sq que un proceso de 1t6 se ha definido como
S " dy = a(y, y)dt + b(y, )dz
o haéicndo' a un lado los argumentos,
‘ ‘ ‘dy = adt + bdz @
Por consiguiente,
dy? = (adt + bdz)*
= a?dt? + 2abdtdz + b*dz* @)

Recordando que en la seccién 3.2, ecuacion (1), se definié a dz en el caso limite
cuando z — 0 como:

dz=AJdt <= dz? =A%d:t ©

Dada laina‘turé.leza infinitesimal de 4, este término elevado a cualquier potencia

de orden mayor a la unidad, desaparece ripidamente y por lo tanto carece de relevancia.
: Tomando en cuenta el hecho anterior y sustituyendo las ecuaciones (7), (8) y (9)
— nétese que el término dtdz es de orden superior a uno respecto a dt y por lo tanto en la

igualdad (8), solo el término 5°dz’ que es de orden 1 en d, es relevante — en la ecuacién
(6), se llega a:

‘1f_—(ad¢+bdz)+ df dr+L ;‘: S p2z2q (10)
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Recuérdese que A es una muestra aleatoria de una distribucién normal standard, es
decir,

E[A] =0
Var(\) =E[A’]- (E[AD*=1 =  E]=1

"efsto‘créstico y su valor esperado es igual a b%.

SRS LEMA DE ITO
]dt

una vaﬁab,lvqalcaton de 1td, cuyo coeficiente de tendencia es a y su
‘Varian"za_és ¢lé$e C? tanto de y como de ¢ se comporta
‘también com

2
« L H Ly d S
“dy dt 2 dy?

donde dz es el mismo movimi

ento Browniano seguido por la variable aleatoria Y. Este es
un proceso de Itd, per: "coh un Eoeficiente de tendencia

ar  df 1,,df
e
a dy dt 2 dy?
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y una varianza de

3.4.2. TEOREMA DE ITO*

Seaf: R— R una funcién de clase C?y sea {Y} o<t <1 un proceso de Itd

I 14 .
Y, =Y + [aY,ds+ [bY,dz
(4] ‘0 v

‘Entonces . ..

T estudlo de los productos denvados, pues como se ha visto, el modelo mas comiin usado

para representa.r la trayectona del precio de algiin bien es el descrito por la ecuacién (4),

el cual es un proceso de 1t3, con u# y o constantes y dz un movimiento Browniano.

A cc‘mt‘ivnuévcbién Sc demostrara que el proceso {X(2)} o <: <1, definido como

“ La demostracién de este teorema puede consultarse en “Brownian Motion and Stochastic Calculus™ de L.
Karatzas y Steven E. Shreve, Editorial Springer-Verlag. (pp. 149-153)
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es una solucién del sigixiente prrOCéso de It5:

e Y I ¢
X, =X+ [puX ds+ [oX dz
ol e [

donde esta ultnma ecuacxén es la mtegral estocéstxca equivalente a la ecuacién (4), es

dectr, es otra altemanva de T

res ntar al proceso de asignacidn de precios.

: Seé'el brpééso'éstoéés'tico.i{X(t‘)} définido por
L L‘.';" o * g . s '» : ¢ "
CX, =Xy 4 [uX ds+ [oX dz vt e [0,T]
ISR 3 3

y la funcién f; deﬁ_rxida por
J&)=in(x)
" Claramente /no es una funcién clase C?, dado que su primera y segunda derivadas

no estan definidas en x=0. Sin embargo, suponiendo que X, > 0, puede asegurarse que la

funcién fes de clase C?, pues su dominio se restringe tinicamente a R* - {0}.

S =

R |~

> S(x ————-

Aplicando el te@rema de Ito:

' "l

ln(X) 1n(x,,)+ I—yX,vds j?axdzq- j— (ch )2

S0




=|n(xo)+[y—7)t+o"z
Por lo tanto,
kO’

. 2 .
. "_2 t+0Z
- ‘X,‘=xoe :

es una solucién de

X, = Xo + ’J-,uX,ds + ]’ax,'dz
4] (4]

Esto es justamente lo que se buscaba. Se ha encontrado una funcién f de un
- movimiento Browniano, tal que los incrementos de /'y df se comportan como la ecuacién

estocéastica dada.

3.5. LA DISTRIBUCION LOGNORMAL

Una variable aleatoria X, se dice que sigue una funcién de distribucién de
probabilidad lognormal, si el logaritmo natural de la variable (/n.X) se distribuye normal.

Segiin la ecuacién (4) dX = uXdt+oXdz es un modelo matematico para

representar los movimientos en el precio de un bien.

Sea funa funcién de X'y de ¢, [/{X.¢)], a 12 cual después de aplicarle el lema de It5,
queda : R
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2,\'2 d f]dt+o-X—‘£dz
dx? dx

&= ["qu+f 2

Seaf(Xi) = InX

Entonces:

_Com , entonces J sigue un proceso generalizado de Wiener

con coeﬁ§§ ‘ gual a ﬁ-02/2 y varianza o’.

o 2
ia’ ‘;i-g2—~J(T—t) y varianza o-z(T—t).
En olérasj palabras,
InX, —InX q{(y —i‘ziJ(T—z)a’(T—t)] an

Ahora, recurriendo a las propiedades de la distribucién normal, se sigue que:

V'Visto anteriormente sobre los procesos Wiener, el
actual ¢z (/nX) y algiin momento en el futuro T (InX7), se
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InXy ~ N[lnX+(p—aT2](?'—;).a2(T—t)} 12)

Esto demuestra - que Xr sxgue m‘ia”d‘istribucién -lognormal, pudiendo tomar

cualquier valor en el intervalo (0,00). ;'

k s§ llega a:

E[Xp]=Xe#T-0 = - Ty Var'('X,)_Xzézf‘”“”(e""r-')—1)

Es muy importante conocer la funcién de distribucién que sigue la variable
logaritmo natural, pues como se ha visto, el cambio en el precio de un bien subyacente, o
lo que es equivalente, la tasa de rendimiento sobre el mismo, pueden expresarse en
términos de dicha funcién. Conociendo precisamente a esta funcién, pueden hacerse
predicciones y calcularse intervalos de confianza para el precio del bien en un intervalo

de tiempo.

A través de este resultado, también puede demostrarse que la fuerza de interés 3,

sigue una distribucién normal.

5 SeaXva. positiva y sea Y=/nX. Si Y sc distribuye normal, entonces X se distribuye lognormal.
La ﬁmcién de densidad de esta distribucién, es:

2 ____1__ 1 A
Ssuo )—xﬁ”—c?em[ 0 (nx #)]

y su media y su varianza son respectivamente:

2 e
EX]1=e"A VarlX]= e’ g’

Porotro lado, EfY] =u y Var(Y] =0

53




Xp= Xea(r") dondc 8 es: la: tasa de mterés compuesta contihﬁﬁﬁleﬁte, ganada

porel subyaceme emre el tlempo t y el txempo T

X 3 _' '
T=e§(rl).

a3)

(14

Porlo taiﬁfo, o
S5~ =g g 15
o2 o

con lo que queda demostrado que la tasa de interés continua, también se comporta como
una distribucién normal, con parémetros' media=u- & /2 y varianza= & / (T-t)

3.6. ECUACION DIFERENCIAL DE BLACK & SCHOLES

La ecuacién diferencial de Black-Scholes, la cual a continuacién se derivara, debe

ser satisfecha por el precio f de cualquier producto derivado sobre un subyacente que no
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pague dlv1dendos Para denvar dlcha ecuacxén, se pamra de los supuestos en los cuales se

basa la mencxonada ecuacién y los cuales se han venido asumiendo hasta ahora:

e . El precio del subyacente X, sigue ei proceso descrito en la ecuacidn (4),
' L dX = pXdt + oXdz
con u y o constantes.
v _‘0' No existen restricciones sobre las ventas en corto del subyacente.
. ‘No existen costos de impuestos ni de operacién, ademas de que cualquier subyacente
‘ "es cofnpletamente divisible.
* . Los bienes subyacentes no reparten dividendos.
. "Ausencia de oportunidades de arbitraje.
e ' Trading de los subyacentes continuo.
e La tasa de interés libre de riesgo i, es conocida y se mantiene constante durante la
vigencia del derivado.

Partiendo del primer supuesto, acerca del proceso que sigue el precio X del
subyacente, se tiene:

dX = pXdt + oXdz (16)

Sea fel precio de un producto derivado de X, es decir, fes funcién de X y de t. Al
aplicar el lema de It6 sobre la ﬁmcxén f; queda.

’2X2]dt+ “g{ oXdz an k

) Retfocediéhdo a la seccxén 3.4 donde se habla del lema de Itd, se sabe que el
. proceso erner que se encuentra presente en la funcién f es el mismo proceso Wiener
_Ppresente en X. Ahora para contmuar sin términos aleatorios, considérese el portafolio
: constituido de Ia siguiente forma:

ss




-1: " Derivado

-~ "Biensub t
ax Biensubyacente

vEl,tenedor';dé'»eSt 'thafolio ncsta:corto en un instrumento derivado y largo en

df/dX unidades del bien

byacente. Se_é Vel Vélqr de'b:este p;irt’afolyib, .

dfi o df
Eo-){dz+ X (,uth+mde)

(20)

Esta ecuacién ya no contiene al término aleatorio dz y puede afirmarse que este
portafolio es libre de riesgo durante el tiempo dr. Dado que otro supuesto es la ausencia
de oportunidades de arbitraje, entonces se cumple también que este portafolio tiene una
tasa de rendimiento igual a la de cualquier otro instrumento libre de riesgo i, es decir:

dV =ivdt

donde i es la tasa de rendimiento libre de riesgo. Sustituyendo (18) y (20):
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(g_+l_‘ﬂ_fdikl)dg=i[f_ix)dt
ar 2dx?% dax

de tal forma que o

AL o &
dX

di ' 24x° @

Esta ecuacién (21), es la ecuacién diferencial de Black-Scholes. Las soluciones
a esta ecuacién, que son muchas, corresponden a todos los instrumentos derivados que

pueden definirse con X como variable subyacente.

Debe notarse que el portafolio creado para llegar a la ecuacién diferencial de
Black-Scholes, no es permanentemente libre de riesgo. Es libre de riesgo sé6lo para un
intervalo de tiempo infinitamente pequefio dt, ya que conforme X y ¢ cambian, df /dX
también cambia. Para conservar el portafolio libre de riesgo, es necesario cambiar de

manera continua las proporciones del derivado® y del bien subyacente en el portafolio.

El hecho de que el modelo de Black-Scholes sea libre de riesgo, permite
generalizar los resultados hacia todo tipo de inversionista, ya sea que este presente mayor
o menor adversidad al riesgo. En particular, por simplificacién puede asumirse que todos
los inversionistas son neutrales al riesgo, lo que conlleva el hecho de que la tasa de
interés implicita en cualquier instrumento es la tasa de interés libre de riesgo, pues no

debe otorgarse ningyin tipo de incentivo al inversionista para que entre al mercado.

Debe notarse que los supuestos de neutralidad al riesgo que sirven para obtener
soluciones de la ecuacién diferencial de Black-Scholes, son un mero truco que persiguen

o este ﬁr‘i‘precisamente. Cuando las soluciones obtenidas bajo este supuesto son llevadas a

- % Este es el principio en el que sc basa 1a estrategia de cobertura conocida como "DELTA HEDGE". Vease
el punto 41 :
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un mundo adverso al nesgo, estas snguen funcwnado, pues ba_]o estc uevo contexto, se

dan dos hechos que se neutralizan:

= latasa esperada de incremento en el precno del bien subyacente crece y

» latasa de descuento utilizada para calcular los vencimientos del derivado cambia.

3.7. VALUANDO OPCIONES CON EL MODELO DE BLACK - SCHOLES

En el capitulo anterior, lo que se obtuvo fue la ecuacidn de Black-Scholes para
valuar opciones, pero a partir de una aproximacién probabilistica; ahora lo que se hara,

serd llegar a una ecuacién para valuar opciones pero con un enfoque estocastico.

Como se ha visto hasta ahora, el proceso que sigue el precio de un subyacente es
uharfuncién de una variable que sigue un proceso de movimiento Browniano, la tasa de
retorno compuesta continuamente. De hecho, se vio que el propio proceso de precios es
por si mismo un movimiento geométrico Browniano. Y un movimiento Browniano es un
proceso de It6, para lo cual el Lema de Itd permite conocer la tasa de rendimiento
instantaneca, de una funcién de un proceso de Ité. Como un derivado, tal como lo son las
opciones, es una funcién del bien subyacente, entonces el lema de Ité6 aplicado a dicha

funcién permite conocer la tasa de rendimiento instantanea del derivado.

3.7.1. LEMA

Si X es una variable aleatoria y X~N(u, ¢°), entonces:
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donde:

Bl |x 2 k]=. e(a”+nzaZ)¢(d)

¢gindicaala funcxon de dxstnbucxon acumulatlva de la normal sta.ndard

a es una constante y N

Dembstracién

L —
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Por lo tanto,

N B 2 gy ’ _ 2112
a.X—l (——-—X = ,=a,u+ad -1 X,(,”-’,'aa,)
2 Dpin i 2 2 -

(’“ “;2’,)=(K ‘

k-
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donded =-K

Con esto queda demostrado el lema, el cual demostrara su utilidad en la siguiente

seccion.

3.7.2. E. CASO DE UN CALL EUROPEO

Lo que se hara ahora, sera aplicar la ecuacién diferencial de Black-Scholes al caso
concreto de las opciones. Como se mencioné anteriormente, la ecuacién (21) sirve para
valuar cualquier tipo de derivado, lo tinico que debe hacerse correctamente, es definir las

condiciones limite.
En el caso de las opciones europeas, para el caso del call son

e f=max(X—-E,0) t=T

y para el caso del put

f=max(E-X,0) t=T

anero se vera el caso del call, del cual como se sabe, su costo C es igual al valor
esperado de 15 opcién al vencimiento, apropiadamente descontado, es decir:

C = e *Ep[max(X, - £,0)]

- donde Q es medida de probabilidad neutral al riesgo, dado que como se ha argumentado,

se asume un ambiente neutral al riesgo.
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‘Se sabe que en eI caso del call este sera eJerc1do snempre y cuando X7-> E, con

Xr = Xoey(') con Y() un mowmlento Browmano

Esta condicién equivale a:
X" 2 E = XexploB()+ ]z E

donde B(t) representa un movimiento Browniano standard.

Entonces,

exp[aB(t) + yt] 2 %’o B

=

"Sean u y o escogidos de tal fo‘x;mzi: qixé_ H=25-%/2
Por consiguiente,

C= e“”EQ[max( -~ E, O)]
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e T

Reahzando por separado ambas esperanzas condlcxonales y utlhzando el lema de

la seccién 3.7. 1, se tlene

E, {X exp[o-B(l)+ ,u] |B(t)2k} X,E,[exp(utyexp(aB(0))B() = k]
SRRt S —Xoexp(pz)EQ[exp(aB(z)}B(z)zk]

= Xy exp(uyess( @44 Jpco)

donde:

kror (/Y )+yt+a't

Recordando qﬁe py &ﬁxéron escogidos de tal forma que ¢ = §-0%/2

- %% +5t+9'2’2
R ke
= ol

Para la esperanza faltante, se usra el si guiehte hecho,
B~ NO.n =2~ NoD
de tal forma que iy

B(t)

Ji:

k/f\/ZIL' g 7‘ »

Eg [E|B(t) = k]_ EQ[E

R
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Es ficilmente comprobable, por como se escogié z#que e~ % e o2 —g

Por lo tanto, la férmula de Black-Scholes para el caso particular de un call tipo

europeo es la siguiente:

C = Xop(b) - Ee*¢lb — o) @49

b_ln(X%)+&+0'%
B L ot

donde

25

Ademas esta gcua{:ién (24) cumple con las condiciones de la ecuacién (21) y
nétese que es la misma que fue derivada en el capitulo 2.




3.7.3. BLACK — SCHOLES EN UN CALL AMERICANO

La férmula que se ha derivado para valuar un call europeo, es la misma férmula

que se usa para valuar un call tipo americano.

Demostracion:

Un call tipo americano, posee todas y cada una de las propiedades de un call
europeo, pero ademds tiene la propiedad de poder ejercerse en cualquier momento entre
la fecha de contratacién y la fecha de vencimiento, por lo tanto, la opcién americana vale
al menos tanto como la opcién eurdpea, es decir

Ca( X, E. 1) 2C X, E, t) = max( X-Ee®, 0)
donde C, y C, representan la prima de un call americano y uno europeo respectivamente.

Si la opcién americana es ejercida antes del vencimiento, el valor de ésta no es

mads que su valor intrinseco, es decir

C,=max (X-E, 0)

Asumiendoque i20 = S=In(l+i)>0

E = Ee™*
=  X-EsX- Ee?
= . c (X ‘E, z) max(X EO) Smax(X —Ee®,0)=C,(X,E,¢)

Ahora, _por un. lado se txene C. 2 C. y por el otro lado se tiene C. = C,, en
) consecuencia C., =C. = =C.
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Dxcho en: otras - palabras -una opcxén tlpo amencano, vale mas retemda que - -

e_]ermda antes del venclmlento y por lo tanto puede aﬁrmarse que el derecho del call

americano de poder ejercerse antes del vencimiento vale cero. Una razén por la cual la

- opcnon no debe ejercerse antes del vencimiento, es por el seguro que ofrece. Una call que

se tlene en lugar del subyacente respectivo, en efecto, ofrece al tenedor de la misma, un
seguro contra una baja en el precio del subyacente por debajo del precio de ejercicio. Una
vez ejercida la opcién y que el precio de ejercicio ha sido cambiado por el subyacente

mismo, dicho seguro se evapora.

Resumiendo, la férmula hallada anteriormente para valuar un call tipo europeo es

la misma que para valuar un call tipo americano.

3.7.4. EL CASO DE UN PUT

Ahora lo que falta es hallar la férmula para valuar los puts. Puede seguirse un
camino anélogo a aquel seguido para derivar la férmula del call, pero es mas facil recurrir

a la ecuacién de paridad que fue derivada en el capitulo 2.

P=C-X+Ee™
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Desafortunadamente en el caso del put, 1a férmula para valuar un put tipo europeo
no es la misma que para valuar un put tipo americano; en realidad no existe una férmula
analitica exacta para estos iltimos y lo que mas se ha conseguido, son aproximaciones

mediante métodos numéricos.

La diferencia entre los dos tipos de puts, es que a diferencia de los calls, para un
put tipo americano puede ser atractivo el ejercicio de los derechos antes del vencimiento.
Por ejemplo, tdmese el caso extremo donde X = 0 al tiempo 7. Bajo estas circunstancias
siempre sera preferible ejercer la opcién put, pues més vale recibir un monto E en el

tiempo ¢, que recibir un monto menor o igual a £ en un lapso de tiempo posterior.

En general, resulta atractivo ejercer un put antes de su vencimiento conforme X

decrece, i se incrementa y o decrece.
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CAPITULO 4

SENSIBILIDADES Y DEBILIDADES DEL MODELO BLACK &
SCHOLES

4.1. SENSIBILIDADES DEL MODELO

La valuacién de una opcién, tomando en cuenta el valor presente de todos sus
posibles pagos futuros, daria una explicacién intuitiva pero bastante buena del
comportamiento de la prima. Sin embargo, en la prictica, la definicién de todos los
escenarios y sus probabilidades de ocurrencia es una labor que raya en la frontera de lo

imposible y posiblemente de lo intitil.

La idea basica que sirve para desarrollar el modelo de Black-Scholes para valuar
opciones, es la idea de cobertura. Es decir, en el costo de una opcién se asume que el
emisor de la opcién neutraliza su posicién y busca un rendimiento similar al que otorga el

subyacente libre de riesgo.

Un emisor de opciones, esta totalmente cubierto, cuando el valor total de su
portafolio, el cual puede incluir no sélo opciones sino también otro tipo de instrumentos
financieros tales como futuros, acciones, etc., no cambia a pesar de los vaivénes

experimentados por las variables que influyen en el precio de las opciones.
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Como se ha visto, el valor de la opcidén se ve afectado por xﬁovimigntqs en el
precio del bien subyacente X, en las tasa de interés i, en el plazo a vencimiento i_y enla
volatilidad o. Dado lo anterior, ahora lo que se debe saber, es contra ‘cual de. dichas

variables es qué se desea cubrir el valor del portafolio.

4.1.1. DELTA “A”

La cobertura més “obvia™ o directa, es aquella contra movimientos en el precio
del bien subyacente amparado por la opcién. -
La llamada delta “A’ de una opcidn, es la que mide la variacion en el costo de la

prima, inducida por movimientos en el precio del subyacente. Mateméticamente, la delta
no es mas que la derivada parcial de la prima respecto del bien subyacente, es decir:

AC = % = @(b) para el caso de un call (1)

AP = _aa_f’. =—¢(-b) = —-[l—¢(b)] =’¢(b) -1 ‘ en el caso de un put. @)

Conforme a lo que se deﬁmé en la secc16n 2.4 ¢(x) es una funcién de distribucién

de probabxhdad de una variable normal standard por lo que
0sACSs1 y  —1SAPs<0

Los graficos siguientes (21-28), cuya utilidad principal es acompaiiar e ilustrar el
comportarmento de las sensibilidades del modelo, se basan tomando como datos los
sxgunentes
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E=350
L t=04
r=106
o=0.3

1o DELTA DEL. CALL -
EN FUNCION DE X

os
os

o4 'En50 t=0.4 r=1.08 g=0.3

' DELTAR

021

00

e que en el caso de un call AC — O'si la opcién
el f'cgil es mas-dentro-del-dinero, es decir, la prima
'i'de la opcxén e sible ,éri‘a'ci»'onesv en el precio del subyacente, si la opcién es
mésfden_gro e ’

-Este sultado se exphca intuitivamente por el hecho de que con un call dentro-

-_»ykdel-dmero, un:; variacién en el precio del subyacente X, repercute en la prima del call por

- “1a via del valor intrinseco.

Se observa que AC se halla alrededor de 0.5 para un call en-el-dinero, lo que

-indica que la prima en este caso es medianamente sensible a cambios en el valor de X.

Para el caso del put (griafica 22), el efecto es simétrico, es decir, si la opcién es
mas-fuera-del-dinero, entonces 4P — 0; si la opcién es més-dentro-del-dinero, entonces

4P — -1 y la prima es bastante sensible; si el put es en-el-dinero, AP se mueve en la
vecindad de —0.5.
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DELTA DEL PUT

E=50 t=0.4 r=1,08 c=0.3

. La pnncnpal utxhdad 'elta, es en la formacién de portafolios de cobertura,

bajo la estrategla CODOcld como delta hedge ya que otra definicién para la delta de

" una opcuSn, es la cantldad de. titulos del subyacente necesarios para mantener el valor de

un portafolxo que lo contien constante, ante variaciones en el precio X del subyacente.

) Cuando se emite un call, hay que comprar A4 acciones y cuando se emite un put, hay que

: vender en cort a4 ccxones.

El ﬁﬁncionaﬁﬁento de un “delta-hedge’ se ejemplificard con una posicién corta

7 en un call por 10 mil acciones que no pagan dividendos'. El precio actual del subyacente
‘X’ es de $49, el precio de ejercicio ‘E’ $50, la tasa de interés libre de riesgo ‘i’ es 5%
anual, la volatilidad ‘o’ en el precio del subyacente es 20% y el tiempo a vencimiento ‘2’

es de 20 semanas.

La tabla 6, muestra el resultado de la simulacién del *delta-hedge” suponiendo
que el rebalanceo se realiza semanalmente. El valor del call al inicio es de 24 mil pesos,
siendo la delta inicialmente calculada igual a 0.522. Esto quiere decir que al momento de

vender el call (se asume la posicién corta), se tienen que pedir prestados 255,780 pesos

! Por lo general, las instituciones financieras no emiten opciones sobre acciones individuales, sino mis bien
sobre algin indice o canasta de acciones. Sin embargo, para fines diddcticos es un excelente ¢jemplo de
cémo funciona la cobertura delta.
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S

. 'para comprar un total de’s, 220 acc1one

ada una aun precno clc $49 El costo financlero

por ﬁnancmr esta cantldad al cabo de una semana es de $249;

Al finalizar la pnmera semana, el costo de la accién se encuentra ya en $48.125 y

' la delta ya se redujo a 0.458; por lo que se deben vender 640 acciones para mantener la

cobertura. El efectivo que se obtiene, se utiliza para pagar parte de la deuda que se tiene.
En la siguiente semana, la accién baja nuevamente a $47.375 y la delta también

disminuye a 0.400, y asi sucesivamente.

DELTA HEDGE
_Sm'naT—‘ X Delta CIV Acciones Costo intereses Costo
Cobertura
0 45.000 0.522 5,220 255,780 249 255,780
1 48.125 0.458] (640)| (30.800)| 219 225,229
2 47.375 0.400] (580) (27.478), 192 197,970
3 50.250 0.596| 1.960 98,490 288 256,653
4 51.750 0.693 970 50,198 337 347,139|
5 53.125| 0.774 810 43,031 380 390,507
6| 53.000 0.771 (30) (1.550) 378 389,297
7 51.875 0.706] (650) (33719 346 355,957
8 51.375 0.674| @320 (16.440) 330 339,863
9 53.000 0.7_54 1,130 59,690 389 400,083
10 54.875 0.888 1,010 55,424 443 45?.5@
Call 0 24,005 Acciones 0 255,780 Cobertura 0
Call 10 56,258 Acciones 10 487,290 Cobertura 10
Cambio {32,252) Camblo 231,510 Camblo
Cambio Total (858)
‘Tabla 6

Transcurridas diez semanas, el precio de la accién es de $54.875 y la delta es
igual a 0.888 (el call esta dentro-del-dinero), es decir, se cuenta con 8,880 acciones, las
cuales valen en el mercado $487,290, o sea, la posicién de acciones reporta una plusvalia
de $231,510. Por su parte, el call valuado con las condiciones actuales, vale $56,258, lo
que implica que ésta posicién sufre de una minusvalia de $32,252. El costo acumulado
de la cobertura también ha variado, habiéndose incrementado en $200,116. El efecto neto

de todos los ajustes hechos, sobre el beneficio de 1a institucidn es de sélo $858.
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La razén de que extsta ésta vanaclén es que el rebalanceo se llevé a cabo de

manera semana Conforme la recomposmlén del portafolio se realiza con mayor

frecuencm la vanaclé‘ en el costo de la cobertura es menor.

NéteseA que la- cobertura “delta hedge” es una estrategia dinidmica, pues el
b portafollo debe rebalancearse contintamente. La delta no sélo cambia con cada
_,movxmlento en el precio del subyacente; también con el transcurso del tiempo y con
: movxmlemos en la volatilidad y en las tasas de interés. Una cobertura delta perfecta sélo
es pqéible en teoria; en la prictica, se puede ganar o perder dinero ademas, porque las
: accié;iés no son divisibles y éstas se compran justo después de un alza en el precio y se
" 'venden cuando el movimiento es a la baja.

4.1.2. GAMMA “y”

La gamma mide la sensibilidad de la delta con respecto a variaciones en el precio
del subyacente X.

En otras palabras, la gamma es el riesgo de una posicién de opciones a cambios
bruscos y/o frecuentes en el precio del subyacente. Si la gamma es pequefia, la delta
cambia lentamente, por lo que los ajustes al portafolio para mantenerlo “delta-neutral’?,
pueden ser de forma relativamente poco frecuente. Sin embargo, si la gamma es grande
en términos absolutos, la delta es muy sensible a cambios en el precio del subyacente, por
lo que dejar sin modificaciones al portafolio delta-neutral por mucho tiempo, resulta
altamente riesgoso.

2 La delta de un portafolio es igual a la suma de las deltas individuales de los activos que componen al
portafolio. Cuando la delta del portafolio cs igual a cero, se dice que éste es *‘delta-ncutral”™.
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Matematxcamente, la gamma es la segunda denvada de la prima (o la denvada de-

delta) con respecto al camblo en X
‘Es fzfléi] ver que:: -

CFe=——x=Z—r=rp=7¥ ' e

Demostracién:

' X, obsérvese que @) puede verse

y ,c(x)=' e LT @

Adplicando la regla de la cadena® del célculo diferencial a F o C, se tiene:

_bi
ﬂl donde

' a,\(2 XoJt

3 Si glcs derivable en a, y fes derivable en g(a), entonces  f © g es derivableena, y

Ueg)(@) = f'(g)a)-g'(a)
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Entonces: = (€]
b Wi )

0.05 GAMMA EN FUNCION DE X
. l : E=50 t=0.4 r=1.06 o=0.3

RERCY LI :
5715725 35 45 S5 65 75 85 95 x

Grifica 23

En la gréafica 23, se observa claramente que cuando X esta cerca de E (cuando la
opcién es en-el-dinero y tanto AC como AP andan cerca de 0.5), Y es grande. Justo
cuando X=E, y alcanza su méximo valor. Conforme la opcién es “més-dentro-del-dinero™

o bien “mas-fuera-del-dinero”, y tiende a cero.

4.1.3. THETA “8”

Como se vio en el capitulo 2, la prima de una opcién, ya sea de un call o de un

“put, es uné funcién creciente con relacién al tiempo por vencer. Sin embargo, ¢ es el

tinico paré.mefm de los que influyen en el precio de la opcién, que durante la vida de la

misma, se mueve con un solo sentido: ¢ no hace mas que disminuir conforme transcurren
los dias.
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De manera form 1,:6 = —aa—i:- para el caso de un call y 6 = %I—D- en el caso del put

Al des‘arrol‘lm",,‘vse obtie

. (6)

Q)

para el call y el put respectivamente.

El signo negativo que afecta a la theta, tiene su razén de ser en que conforme ¢, el
tiempo a vencimiento decrece, ceteris paribus, la opcién vale menos.

‘En las graficas 24 y 25 (pagina siguiente), puede observarse que cuando el precio

" del subyacente hace que la opcién sea fuera-del-dinero, & — 0; cuando es una opcién en-

" el-dinero theta es en valor absoluto grande y cuando se trata de una dentro-del-dinero, el

valor de theta es mediano, también en términos absolutos. En realidad, 8 — -SEe®

- En un portafolio, la theta global es una combinacién lineal de todas las thetas que
componei}' al mismo, es decir, la suma ponderada de las thetas de cada opcidén que
“pertenece ai portafolio.
Cohsidemndo que por lo general:
".>v 3 " @ =0 para una accién, ya sea en posicién larga o corta,

“- 36> 0 paraun call o un put corto,
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> o< Opara uri call o un bﬁrtrv:largréﬂ

la 6 del portafoho puede ser posmva, neganva o nula Sl es pos lva,’

portafoho es de natura]eza corta'y que se aprec:a con el paso del tlempo'

sl 9 es negatlva, el portafolxo es de naturaleza compradora y.se deprec1a con el paso del o

uempo y, s 6 es cero, ‘el portafolio’ es globalment

’valor va.na con base en otros factores, tales co ol

THETA DEL CALL EN FUNCION DE X

1.0
p ‘0.0:] E=50 t-o‘ =106 o=0.3

CTHETAR

- THETAB .

5 015 .23 '35 . 45 :'ss..es. 75 ss . ws X
. Gréfica2s *
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4.1.4. LAMBDA “A”

Esta cuarta griega de las opcibnes y que mide la sensibilidad de la prima respecto

a la volatilidad o en el precio del Subyacente, también es llamada vega, sigma 6 kappa.

La 'lambda presenta un problema conceptual para su estudio, pues los modelos
mas extendidos en la prictica, son aquellos que asumen una volatilidad o no estocéstica,
cuando en realidad si lo es. Sin embargo, estudios que han tratado de incorporar la
naturaleza estocastica de la volatilidad, no han encontrado diferencias “considerables” en
la valuacién de las opciones y por el contrario, la complejidad de los modelos si se ve
incrementada sustancialmente. Es por esto que en el mundo real se toman modelos con

volatilidad o fija y se analiza su sensibilidad para cambios en la misma.

Formalmente, se define a lambda como:

Realizando los cilculos, se obtiene:
A= X ®)

La volatilidad o y el tfempb t a vencimiento estin estrechamente ligados. A
xhayoi' plé.zo; méybr,tapomnﬁdad de observar movimientos en el subyacente, es decir,
mayor voylatilidad.'Los efectos de la volatilidad y el tiempo son por lo tanto similares para
'eyly precio de 1a opcién. La lambda se incrementa para opciones de mayor plazo y

disminuye rdpidamente al acercarse a vencimiento. (Grafica 26).
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“: Grafica 27

En la gréﬁca'"27, ‘pu'ede observarse que la lambda es estrictamente positiva.
Cuando 1a opé{Gn es en-el-dinero, la lambda es elevada y la opcién muy sensible a la
‘volatilidad. Si lé. opcién estd mas-fuera-del-dinero o maés-dentro-del-dinero, es poco
sensible y 1a lambda tiende a cero.

4.1.5. RHO “p"

La rho es 1a razén de cambio en el precio de la opcién para cambios en la tasa de

interés i. Los modelos més usados para valuar opciones, presentan para la tasa de interés
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A el mxsmo prob]ema que ara la volatlhdad oyes declr, asumen que la tasa de interés es

constante (o al menos quela curva de tasas es una funcxon conoclda)

‘Al f,i“g'ﬁ‘al" que.en‘el ‘caso de»"tlz} _volatilidad "o, se han estudiado modelos que
incofporah lc‘)ﬁs'et"ei:bt(‘)s reales de las tasas de interés (como por ejemplo que el movimiento
de las mxsmas es eStocéstnco I 'ms';:{iiﬁii.éntos de las tasas no son independientes, sino
que son parte ‘de una curva tasas, 'etc.), pero todos resultan de una gran complejidad
matematica y numénga. Es‘ p@vi'véso que en el mundo real se supone una tasa de interés i

fija y se analiza la sensibilidad.

La rho en rélacién al plazo de la opcidén, es mayor en valor absoluto conforme
mayor sea el plazo. (Graficas 28 y 29)

RHO DE UN CALL EN FUNCION DEt B30 r=1.06 a=03
as

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

%)

Gréfica 28

RHO DE UN PUT EN FUNCION DE t ErS0 r=1.06 0=0.3

Grifica 29
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La rho aumenta en valor absoluto cuando la opcxén es en-e dmero y.di mmuye g

pa:a las opciones fuera-del-dinero, lo que se expllca por el h' ho de que ‘las opm nes el

Pe = Ete"“#(b—crﬁ) y pr=

RHO DEL CALL EN FUNCION DE X

-1 - X
5 15 25 ;B 45 S5 6 75 8B 6
Gréfica 30
° RHO DEL PUT EN FUNCION DE X

=2 Be50 1=0.4 r=1.06 0.3

-

o 6

2 -

-10

.12

-4

.18

-1

-20 —
§ 15 25 35 45 S5 65 75 8S 95

Griéfica 31

81




4.2. HOYOS DEL MODELO

4.2.1. LAVOLATILIDAD NO ES CONSTANTE

Una de los supuestos fundamentales para derivar la ecuacién de Black-Scholes es
que la volatilidad del bien subyacente es constante (ver punto 3.6). En general, los
modelos para valuar opciones mas usados en la prictica, asumen que la volatilidad no es

. estocastica, cuando en realidad si lo es, tal y como se comento en el punto 4.1.4.

Si fuera cierta la hipétesis de que la volatilidad es constante, bastaria con calcular
la volatilidad histérica con €l mayor nimero posible de observaciones, a partir de una
muestra, para acercarse mds al rendimiento y a la varianza de la verdadera distribucién

del rendimiento del bien subyacente.

El hecho de que la volatilidad no sea constante, puede tener un impacto mayor en
el valor de una opcién. Por ejemplo, considérese el caso de un call a 6 meses, con una
volatilidad estimada de 20%, tasa de interés i = 0 y un precio de ejercicio de 40 sobre un

subyacente cuyo valor actual es 28. En este caso, el call vale C = 0.008837

Ahora supénganse los mismos datos del ejemplo anterior, pero dupliquese la
volatilidad a 40%. En este caso C = 0.4647 Como puede verse, el valor del call se ve
incrementado en una razén de 53:1, al duplicarse la volatilidad. Como se mencioné desde

i ‘velbpun'rto 2.1.4, el yalc')r de la prima es creciente con relacién a la volatilidad.

la vblatilidad actual fuera del 20%, pero con las expectativas de

ré llegar a 40%, en realidad se desearia cobrar por el call algo mas

- 'que 0.008837.
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Una pbsible solucién  a_ este problema, seria asignando probabilidades de
ocurrencia a diferentes nivélés de volatilidad y después utilizar estas probabilidades para
ponderar el precio de la opcién. Por ejemplo, con los datos anteriores podria suponerse
que .n;on' un 50% de probabilidad la volatilidad se mantendria en 20% y que con el otro
. 50% de probabilidad la volatilidad subiria al 40%. En este caso el precio del call seria de
C=0.2367685 ‘

‘La: volatllldad del subyacente, cambla en parte por factores desconocidos, pero

* tamblén cambxa en relamén con los cambios que sufre el preclo del bien subyacente.

Témese por ejemplo el caso del mode]o bmomlal‘ donde los movimientos u y d

pueden representarse como u(Xt) y d(X 1) rcspectwamente, la probabilidad del

‘movimiento # también puede representarse por p(X, t)

Sean:

u(x,r) =1+ﬁ_;, dx,)=1——— y plan) =12

24x

En este caso, u y d dependen s6lo del precio inicial del subyacente en cada
penodo, y a pesar de que es posible valuar una opcién con un andlisis similar al utilizado

"vpara deriv ar. el rnodelo binomial, en este ejemplo en particular, el precio del bien

subyacente que sxgue la trayectoria x—> xu —» xud no coincide con aquel cuya
jtrayectona fue x —) xd —> xdu .

. f Supdniehdo Xy =100:

Xua=99.8765  y Xau = 99.8734

“ Ver anexo 3.
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-‘Para ciertos tipos de dependencia, es posible hallar alguna expresidon explicita

-para valuar un call de tipo europeo, que sea aniloga al modelo de Black-Scholes. Por

* ejemplo, John Cox y Stephen Ross® hallaron un modelo para cuando la volatilidad o es

una funcién del nivel actual del precio del subyacente y del tiempo o= o{X,t) yesde la

forma:
a(X,t)X=6‘X” conpsl
Cdaqdo p=1se ti.e‘ne‘e.l cé.sd 't;lel modelo B‘lyack-;S_choit‘as.
Para‘otrkéy ca;o, k " '

C= X3 g(n G0+ 4, 3)— Er* 3 g(n+ 4,2G(n, )

n=1

donde:

Este mbdélo e miéulmente aplicable en modelos computacionales.

* John C. Cox & Mark Rubinstein, “Options Markets”. Prentice Hall, 1985. Pag. 363
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4.2.2. LAS TASAS DE INTERES CAMB!AN

Se ha visto que la volatilidad o cambia con el tiempo; por su parte las tasas de
interés  también lo hacen, sin embargo, mientras la volatilidad no puede ser observada

(s6lo puede estimarse), las tasas de interés si pueden observarse.

Cuando las tasas de interés estan cambiando, puede simplemente sustituirse con la
tasa libre de riesgo del bono (cupdn cero) observada en el mercado, cuyo plazo sea igual
al plazo remanente de la opcién a la tasa de interés utilizada en la férmula original de
valuacién de la opcién. Desafortunadamente este procedimiento sélo trabaja bien cuando
la volatilidad es constante, ya que hay casos en los cuales no es posible construir un
portafolio de inversién compuesto por bonos (tasa libre de riesgo) y acciones (bien

subyacente) que pueda replicar a una opcién.

Cuando se dan los casos en los que es imposible replicar una opcién mediante un

. portafolio compuesto solamente por bonos y acciones, es porque se da la combinacién de

cambios continuos y discontinuos, siendo la naturaleza de estos iltimos aleatoria.

De igual forma, cuando las tasas de interés fluctian aleatoriamente sobre el
parimetro tiempo, se encuentra uno ante otro caso donde es imposible replicar a la

opcién mediante la construccién de un portafolio.

Para analizar los casos donde es imposible valuar a las opciones por métodos de
arbitraje (construccion del portafolio replicante), se llega a un punto donde la teoria de
valuacién de opciones deja de ser un area separada y pasa a formar parte de una teoria

general de valuacién de activos, la cual no es objeto de estudio en el presente trabajo.
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4.2.3. LA DISTRIBUCION DE LOS PRECIOS

Hasta ahora, siempre se ha supuesto que el comportamiento de los precios de los

subyacentes se comporta lognormal, pero en la realidad esto pocas veces ocurre.

En ocasiones el precio del subyacente experimenta brincos en sus cotizaciones, es
decir, sufre cambios significativos en periodos de tiempo relativamente cortos. Cox y
Ross®. fueron los primeros en estudiar este modelo, como un caso limite de su modelo

binomial.

Supdngase que conforme los intervalos de tiempo (¢#/1) se hacen mas pequefios, la
magnitud del cambio en el precio del subyacente en un sentido (sea hacia la direccidn u)
se mantiene constante, pero su probabilidad de ocurrencia ¢ se hace muy pequeiia; al
mismo tiempo, la magnitud del movimiento alterno se hace muy pequeifia, pero su
probabilidad de ocurrencia es casi uno. Lo que debe evitarse es que esta situacién sea

explosiva o que tienda a desaparecer.
Por ejemplo, sean u=u; d=e¥" y q = A(/n)

Estas correspondencias para u, d y g, representan un proceso de salto puro, donde
cada nuevo precio esta casi siempre muy cercano al precio anterior (X—»Xd), pero en
. ocasiones, con una baja pero continua probabilidad, difiere significativamente (X-—>Xu).

. Obsérvese que conforme n—»a0, g—0.

¢ J.C. Cox & S.A. Ross “The Pricing of Options for Jump Processes.” Working Paper No. 2-75. Rodney L.
‘White Center for Financial Research, University of Pennsylvania. April, 1975.
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BaJo estas condncnones' los saltos que ocurren descnben un proceso Ponsson con

paramctro 2 Yy el precno X ‘del subyac

‘ya- no se compona como, una dlstnbuclén

lognormal, sino como una log-Ponsson

g
“una funcién que representa a la distribucién Poisson con

; s T wyr
Sea ll—'[x;y]= > i ly
i <
argumento x y parimetro y.

La féﬁnula desarrollada por Cox y Ross para valuar un call europeo bajo estas

especificaciones es:
C = X¥[x;y]- Er¥[x;y/u]
donde:

flnr 5E

=l

(A{)

. yxesel menor entero no negativo mayor o igual que ——&£—u0-

El caso analizado captura fendmenos de saltos discontinuos, pero constantes,
cuando en realidad estos pueden ser a su vez aleatorios. Cuando se da este caso, ya no es
posible valuar todas las opciones mediante métodos de arbitraje, aunque existen ciertos

casos en los que puede derivarse una férmula en concreto.

Supéngase por ejemplo que el precio del subyacente al final del periodo puede

tomar los siguientes valores:

7 La variable aleatoria X que toma valores en Z' U {0} se dice que es una v.a. Poisson con parametro 4, si

para alguna 1>0, ;
(.) P{X= = e"(z./.') i=012, ..
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Valor Probabilidad

uX ql[1-A(t/n)]
dXx. (1-g)[1-A(t/n)]
- uzX qA(t/n)
dzX (1-q)A(t/n)

donde /nz se distﬁbuye ‘como una Vnormal_r c‘on‘media ~8/2 y varianza &,

Fljando t hacxen y d’v——'-l»/u , se obtiene un

proceso lognormal co

Bajo estas especi

;lo', ,/o’ +6 zil / : } y /’L es el pa.rémetro que determina la frecuencia de los saltos.

4.2.4. BLACK — SCHOLES COMO CASO LIMITE

Otra hipdtesis central del modelo Black — Scholes es la estrategia dindamica de

rebalanceo de portafolios, lo que envuelve un supuesto teérico de un trading continuo.
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En el mundo real, sin embargo, el tréz'ding"eé finito. Erf él"el trader ;ébalaﬁéc?:i}é'i e

su ponafolno N veces, no siempre con la misma frecuencla. Sean Po, Pl.

precio al momento en que se emite la opcmn Yy Py el precxo al tlempo en que vence. la g

misma) los precios a los cuales el trader rebalancea su hedge. i

Cuando los precios suben, el dealer necesxta mcreme tar su- cobertura y cuando
los precios bajan, se reducen las nece51dades de cobertura. Sea P;.; el costo total de la

~compra cuando Py > Py y el ingreso neto de la. venta, en caso de que Py < Py

‘f‘;_Con un trading finito, los precios' inevitablemente experimentan saltos en su
céﬁiacién. Sin ]Sérdida de generali,da-d, astimase que dichos saltos son siempre menores a
“** una cantidad d: -

In-2| yi=1---,N
=1

d=

Ahora definase a ¥, la varianza total de la ruta que sigue el precio, como la suma

de cuadrados de los logaritmos de los rendimientos:

5054

Mientras mayor sea la volatilidad del proceso de precios, mayor sera la volatilidad
total. Nétese que V es funcién de los precios de transacciéon y no de algin parametro
tedrico. Si el precio sigue un proceso Geométrico Browniano con volatilidad o, entonces
la varianza total serid un nimero aleatorio con media alrededor de o’t. Conforme mas

seguido se realicé el trading, mayor sera la cercania a este valor.

Si puede acotarse la varianza total y suponiendo que el precio de los activos no

salte demasiado, puede acotarse el precio del call.
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férmula de

El trader sabe que si puede comprar, més barato’ que C(V d) y/o vender mas caro

que C(V d) hay pr _ba_]ok el supuesto de que sus cotas

tanto en vananzas como en saltos, sean correctas i

4.2.5. CUADRO RESUMEN

La tabla 7, contiene un resumen de los supuestos analizados anteriormente y los
ajustes propuestos:

Supuesto Ajuste Ad-hoc Ajuste Completo..

La volatilidad es funcién del | Actuar como si la volatilidad no | Ver seccién 4.2.1
precio del subyacente y del | dependiera de X'y de ¢, pero actualizando
tiempo. constantemente la estimacion de o.

La tasa de interés cambia. Utilizar la tasa de interés libre de riesgo | Ver seccién 4.2.2
vigente en el mercado, a un plazo similar RO
al de la opcidn.

Los precios del subyacente | Considerar a los saltos como un evento en | Ver seccién 4.2.3
experimentan saltos aleatorios. | un corto lapso de tiempo de alta '
volatilidad.

El trading no es continuo. Rebalancear el portafolio lo mas scgu:do Ver seccién 4.2.4
posible . o R

Tabla 7

8 El desarrollo completo puede verse en: Mark Britten — Jones & Aﬁmony N‘eixchrgerr“Arbiuzge Pricing
With Incomplete Markets.” Applied Mathematical Finance No. 3 Péges 347-363.
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ANEXO 1

A.1. VOLATILIDAD

La volatilidad, la cual se define como la raiz cuadrada de la varianza (desviacién
standard) de los rendimientos del subyacente, es un indicador de incertidumbre, el cual
sirve para cuantificar riesgos, ya que es una medida de dispersién de los rendimientos

respecto de 1a media de los mismos en un periodo dado.

Segin el punto 2.1.4, la prima de una opcién es una funcién creciente con
respecto a la volatilidad del subyacente.

En el medio financiero, por lo general, los traders o dealers de opciones hablan de
comprar y vender volatilidades, en vez de referirse a los precios. Si se espera que la
volatilidad se reduzca y que por lo tanto las prima caiga, se toma una posicién corta; por
el contrario, si se espera un incremento en la volatilidad del bien subyacente, es el

momento de tomar una posicién larga.

La volatilidad reflejada en el precio de una opcién nunca es exacta; mas bien ésta
volatilidad es la volatilidad esperada y depende casi siempre de las expectativas
personales del trader. Asi como la volatilidad esperada no es exacta, tampoco existe un
consenso generalizado sobre la forma en que debe calcularse. Existen varios métodos
para medir y pronosticar volatilidades, incluyendo aquellos que involucran series de
tiempo, como ARCH (Modelo Autorregresivo Condicional Heterocedastico) y GARCH
(generalizaciéon de los modelos ARCH), aunque los mas comunes son los tres que se

mencionan a continuacién:
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‘a). Volatilidad Implicita
b) -Volatilidad Histérica

c) “Volatilidad Dinamica

A.1.1. VOLATILIDAD IMPLICITA

El método de la volatilidad implicita supone que las primas de las opciones son
eficientes (es decir, que reflejan toda la‘iriformacién disponible) y entonces se procede al

' céleulo de la volatilidad implicita en el precio de la opcién.

Dicho valor puede obtenerse s1empre a.l menos en teoria, ya que el modelo de
valuacién de Black-Scholes es una funclén creciente respecto a la volatilidad. Lo tnico
que se asume con este método, es que los mercados son eficientes' y que el modelo para

valuar 1a opcién es el correcto.

Desafortunadamente, no es posible conseguir analiticamente una férmula que
defina a o en términos de {C, X;- E. t, i}, por lo tanto se debe recurrir a métodos

numéricos para hallar el valor estimado.

Debido a que una opcién fuera-del-dinero, tiene diferente vega a una opcién
dentro-del-dinero o a una en-el-dinero, tal vez lo ideal seria calcular varias volatilidades

- implicitas utilizando diferentes opciones con el mismo subyacente y asi obtener una

! Un “mercado eficiente™es aquel en el cual el precio de todo subyacente refleja toda la informacién
disponible acerca del activo. La eficiencia de los mercados tiene tres clasificaciones: a) Débil, cuando el
precio "del subyacente incorpora en el precio toda la informacién histdrica; b) Semi-fuerte, nueva

informacién publica es incorporada de inmediato al precio; y ¢} Fuerte, cuando ¢l precio también incluye

>+ informacién interna de la emisora. La efici ia de los dos fi ieros, es un tema tan vasto, que

existen investigaciones exhaustivas al respecto.
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volatilidad promedio ponderada, dando mayor peso a aquellas opciones en-el-dinero,

pues son las mas sensibles ala volatilidad yr ademds aportarian informacién mais exacta.

Una desventaja al utilizar este método, es que en paises como México, no existen

opciones para cada tipo de bien subyacente. -

Otra critica al modelo, radica en el hecho de que supone que la volatilidad es

constante, cuando en realidad esta es estocastica.

Por ejemplo, supédngase que el valor deun calles C = 1.875, con X = 21, E = 20,
i=01yt=0.25.

‘La volatilidad implicita en este ejemplo, es aquel valor o, que al ser sustituido en
la ecuacién 24 del capitulo 3, da como resultado C = 1.875. En este ¢jemplo, puede

' cohprobarse que o = 23.50% anual.

A.1.2. VOLATILIDAD HISTORICA

Para estimar la volatilidad del bien subyacente, a partir de una muestra de datos

pasados, primero definase lo siguiente:

n =numero de observaciones

X; = precio del subyacente al finalizar el i-ésimo intervalo (/| =0, 1, ... , n—1)
t = longitud del intervalo de tiempo

w=1In(X;/ X1 )
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Nétese que'étira'rrifdd_ 7=t =1, se tiene que

msesgado de la vananza muestral ¢

standard de w;, cprﬁé o

estimarse directamente por S*

Este S* es el valor estimado para la volatilidad histérica.

Las desvehtajas de este modelo son:
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.. No exlste un numero |deal de observacwnes a tomar pues o-cambla con el tiempo y

puede darse el caso de que da\‘.os muy v1e_jos ya no sean relevantes para predecir

; 'correctameme el comporta.mxento futuro de o.

‘. Todas las observacnones reciben 1a misma ponderacnon

e .Otro punto sin un consenso generalizado, es a'la hora de anualizar el estimado de la

i ivolatlhdad ya que puede tomarse un afio calendario (ya sean 360 6 365 dias) o bien

restringirse solamente a los dias habiles que hay en el afio, aunque esto ultimo pudiera
poner en entredicho el supuesto de que la volatilidad es constante.

. 'El cuarto punto no estandarizado a la hora de calcular la volatilidad, es la amplitud de

los intervalos de tiempo, los cuales pueden ser de horas, dias, meses, afios, etc.

A.1.3. VOLATILIDAD DINAMICA

La metodologia de la volatilidad dindmica o con suavizamiento exponencial, le
confiere mayor peso a las observaciones mas recientes, que a aquellas mas alejadas en el
tiempo. Esto representa una ventaja sobre la volatilidad histérica, pues permite hacer
mejores prondsticos en épocas de alta volatilidad, porque captura rapidamente fuertes

variaciones en el precio del subyacente, dada su mayor ponderacion.

Sin pérdida de generalidad, supdngase que la media de los rendimientos es igual a

cero y en base a la ecuacidn (A-1), la volatilidad histérica sin anualizar, queda de la
siguiente manera:
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Ahora sialos rendmnentos del subyacente u, se'les asigna un peso especifico w;

donde ‘w; = /1"‘ a —}L), 0 < /1 < l N entonces se tendna la expresidn alternativa:

A este pardmetro A se le cqnocé como factor de decaimiento (decay factor) y es el
que determina el peso relativo de cada observacién asi como el niimero_de datos que

efectivamente se usardn para determinar la volatilidad.

Conforme 2. es mas pequeilo, mayor peso/ tlenen los datos mas recientes; cuando

A=1, se tiene la volauhdad histdrica con pesos umformes en todas las observaciones.

Para saber cuantos datos’ efectlvamente se usan para pronosticar la volatilidad, se

ehge un mvel de tolerancxa NT, tal que 2." NT donde k es el nimero de observaciones.

Pa.ra escoger la A mas cfecuva, se utlhza el criterio RMSE (Root Mean Squared

Error), es decir aquella A que gcnere el menor error cuadratico medio, donde:

‘—Z [“M - lo'm ]z

l-l

El pnnc:pal problema con este" modelo, /radlca en que el factor de decaimiento

- puede’ vana.r no solo em:re ]as "senes, smo tamblén con el nempo, perdiendo por lo tanto

' con51sten01a en dlferentes penodos
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ANEXO 2

A.2.1. PROCESOS ESTOCASTICOS

Dado (€2 A, p) espacio de probabilidad, entonces una familia fX{(r,w), teT,
weS2} de variables aleatorias se denomina proceso estocéstico. Por lo general, la

notacién de un proceso estocéstico es solamente X{(2).

Un proceso estocastico £X(2), ¢t 2 0} se denomina como movimiento Browniano 6

proceso Wiener si:

1. X(0) = 0;
2. {X(), tZQ} tiene incrementos estacionarios e independientes, es decir:
- para £;<t;<...<t, se tiene que X(?) — X(tn.;), X(tn-1) — X(tn-2),....X(t2) — X{(1;)
g s§n independientes.
- {X(1). =20} tiene incrementos estacionarios, significa que 1a distribucién de
- X(t+s) — X{(?) no depende de ¢.
3. Para cada 1>0, X(1) ~ N(0, &t ).

Cuando se da el caso o = 1, se esta ante un movimiento Browniano standard.
De cualquler forma, cualquier movimiento Browniano puede ser estandarizado, haciendo
B(t) X(t) / o-

Como X(1) ~ N(0, t), su funcién de densidad viene dada de la siguiente forma:

-x212¢

e

= J;_m
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Dado quyq se sabe que X(1) tiene incrementos estacionarios e independientes, la

funcién de densida"d conjunta de X(l,), ..;,’X(t;,) e‘s;

f(xn ,X )—' f:, (xl )f:,—:. (xz -x) f;,,—:,,_ (x n—l)

- (xz-x;) L (x,,—x )2
exP{ -L[_L+ Ia—t + + ’n":—l ]}

:(27[)‘"/2[11‘(12 —h ) b ¢, =t )]”2

‘De esta ecuaclén, puede en: pnnc1pxo deducxrse cualquxer probabxhdad “en
partlcular la funclén de densidad t:ondlcxonall de X(s) dado ‘el valor X( )—B para s<t.

=K exp{—
3 p{ 2slt—=s /t}

) donde K, Kz:y K 3 no dependen de x.

De la ecuacién anterior se observa claramente que la distribucién de X¢s) dado
‘que X(t)=B es, paras <t, N(sBN, s(t-s)/t).

'SiXy Y tienen una funcién de densidad de probabilidad conj Jx), la funcién de densidad
de probabilidad condicional de X, dado que Y=y, esta definida para todos los valores de y tales que /,())>0,

por fx[r( ly) j}x(,y_);)
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movxmlentos geométncos

movxmlento Browmano, tales como los movtmlentos con coeficiente de tendencia y los
tendencia u y varianza a) si:

X(o) =0, .

Se dice que {X(t) t20} es un movimiento Browniano con coeficiente de

Ahora ya se tlenen las herramlentas para poder estudlar algunas variaciones del
2.

3. X))~ N(yt, o’:)

{X(t) 120} txene mcrementos estacionarios e independientes;
Una definicién alternativa es

donde B(t) es un movimiento Browniano standard
El proceso {X{1),

X(1) = aB(t) + 1t

movimiento geométrico Browniano.

t = 0} definido por X(?) =

&', donde {¥(), t = 0} es un

movimiento Browniano con coeficiente de tendencia x y varianza &, es el llamado
decir, considérese E[X{(1)|X(w), Osuss]

Ahora compiitese para un movimiento geométrico Browniano {X(7)}, el valor
esperado del proceso al tiempo ¢, conociéndose la historia del mismo hasta el tiempo s,
E[X(0)|X(), 0<uss] =E[e' | Y(), O<uss]

= E[efO* 010 | v, O<uss]

=" E[e"T | Y, Osuss)
= X(s)E[" 1]
variable aleatoria normal W es

Ahora si _se tiene en mente que la funcién generadora de momentos de una




- Eteqw] =enE[W1+n2Vﬂr(W )/2 i

¥y que Y(t) Y(s) se dxstnbuye como una normal con medla ,u(t-s) y varianza (t-s)c?, puede

concluirse que hacnendo a= 1

X 'E.teYA(;);Y(J) ] = e’)("‘)f("’)d‘;lz

Por consxguxente, se tlene que P

E[X(t) ] X(u),O sus< s] X(s)e("’x”"’ .
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ANEXO 3

A.3.1. MODELO BINOMIAL

El modelo binomial (Cox, Ross & Rubmstem) para valuar opciones no es mas que
1a versién discreta del modelo Black-Sch les

Se asume que el activo X so de tipo binomial sobre periodos de

tiempo discretos, es decir, el rendlm to'del bien subyacente sobre cada periodo puede

tener dos posibles valores: - - :

X(Q+u)= ,\fuf ‘
XQ+dy=X,

Se asume que la tasa de interés es constante, positiva y es tal que r = I+i, con
w>r>d. e

on probabiiidad P

on probabilidad (7-p)

t»:'s‘te’subyacente, primero analicese el caso donde la
ente al siguiente periodo. Siendo C el valor presente del

1°call al vencimiento, si es que el activo se movio6 a X, 6 Xy

con probabilidad p
Cy= miﬁx[O, X4= E] con probabilidad (7-p)
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Supéngase que ‘se formn un portaf lio ¢ A ‘unidades del subyacente y un monto

vE costo de ste portafoho es

si este valor es mayorque X—E. Sino, C=X—-E.
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—; , la epuaciéh ) plie(je reexérésilrse

Haciendo ¢ = r—d tal ‘que 1—g = Y
) e u—d u -

como:

C=qcu+(1'—qk'd . (2)
S :
si este valor es n'rlayorrque X—FE y sino, C=X—-E.

, Si 1a tasa de interés es positiva, la ecuacién (2) siempre es mayor que X — £ !,
por lo cual esta ecuacién representa la formula exacta para valuar un call con vencimiento

en un periodo.’

Nétese que en esta féormula:

1. no aparece la probabilidad p

2. el valor del call no depende de la aversién al riesgo del inversionista

3. la tnica variable aleatoria de la cual depende el call, es el precio del

subyacente.

Finalmente obsérvese que 1>g¢ = L% >0, yde hecho este es el valor de p.
uw—

Para ver esto 1ltimo con mayor claridad,‘f,tvémese el rendimiento esperado por el

subyacente pX,, + (I-p)Xu, el cual debe ser igual a 1a tasa libre de riesgo, entonces:

C.'*Caso 1::Si uX<E = X<Ey C=0,porlotanto C>X—-E

*Cas02:Si dX2E = C=X-Efir>X-E

*Caso 3: Si uX'> E > dX. Eneste caso, C=p(uX— E)/r valor mayora X - E siempre que
(1 - p)dX < (r— p)E, lo cual ocurre siempre que r > /.
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Ahora compllquese el prob]ema, con un call de. dos penodos a. vencnmxento

Supomendo el modelo bmomlal el active’ puede tomar tres pos1bles valores al cabo de

los'dos penodos _
- _aix
X< gy
&x
y para el call

< Cuu = max{0, w’X — E]
Cu ’

c< Cuu =’ma.x[a, dux'— E]
. Ca <

c.,,, = max[o d’X— £

Del anélisis previo, puedg verse que:

Sustituyegdo estos Qalbrgé en (2)

c= Pc +(1"P)’Cd>

_P C.,., +2p(l p)Cw: +(1 o% C.u ce
3 ;
r

1€))

@

_ {52 max[O,uzx ~E] +2p(1— p)max[o;kax—s];'(l ~p)2 max[d,dZX—E]}
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" Nuevamente e smayoraX—E,si r> 1.

J=0

veste dentro-del-dmero, es decir, a es el minimo entero no

negauvo tal que u"d""’X >E 6 bien el menor entero no negativo mayor que

< ma.x[O z/d"fx E]=0 y
2a, ‘, max[O X - E] =dd'X-E

Evidentere -del-dinero.

Por Io tanto,

=X®la,n;p’ |- ol ' L ®
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donde

‘suma de n variables aleatorias

bmomlales sea mayor o lgual que:a Se sabe que una vanable aleatona J que sigue dicha

dlstnbucxén, tlene medla n, y‘vana.nza np(1-p)

: pS a-1-np
ne=p) - Jnp—p)

" 1_¢[ pl=Flsa ]
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' Si X es el valor del subyacente transcumdos n penodos (supongase que el

precio si gulO J veces la dxreccxon uyn B veces el sentldo d), emonces

In (xf/,'\o ‘f'——jin (u/d) + wind

2 = p= p)lingu /)P

[m(E/X)— nin dj

- mtu/d) sel0]

También puecde véiﬁe dﬁe:

- 1imp 1n(E/x) ,u,,-sln(u/d)
an(l p) L

Entonces

ook p[““’,‘f?; % S o)

a«/—
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Aplicando el :Te(_)_r'enj'la Cefﬂra‘l,d'el, Lirﬁiiéj",‘s‘e tieneﬁ' los sxgmentes resultados.

o> | o, JF —>aJ’ y  n/d)—>0
n—so, n—»m - B ’

L n—rc0

Por lo tanto, .

. ln(E/X)-— y,;n —sln(il/d)‘_; 7 ln(é/X)— (lnr;——l-az}‘

'o'-\/t_

o i

= 2
2 1-®[a,n, p]—> N(z) = NI:_I“(E" '/X)"' io ':'
ot

Usando la propiedad de simetria de la distribucién normal standard, es decir
que /-N{(z) = N(-z), se completa el argumento

Y_1 2
®[a,n, p]— N(-=z)= N[EL{ZE;—JZ_—%E_I] =N@-ot)

Reahzando un. razonamiento similar _para. ®[an,p]

se completa la
demostracxén de que la férmula binomial en el caso limxte tiende a la férmula de Black-
Scholes. i

© 2Sean X;, Xz vasiid ‘con media ¢y varianza c:;z
Entonces la dxsmbumén X' +X’ +:/:'X -~ N(0,1) cuando n—co.
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CONCLUSIONES

Cuando se calcula el precio de una opcién utilizando €l modelo de Black-Scholes
y se compara contra €l verdadero precio de la misma, por lo regular hay diferencias. Es
raro que el valor de la opcién coincida con el del mercado. Dejando de lado errores tales
como valuar con diferentes plazos o con precios incorrectos, hay tres posibles razones
que explican éstas diferencias: puede ser que aunque se calcule el valor correcto de la
opcién, el precio de ésta se encuentre fuera de linea; las entradas del modelo pueden no

ser las correctas; o bien que la férmula no sea adecuada.

Normalmente estas tres razones juegan su parte para explicar la diferencia
existente.

Si el precio de la opcién estd fuera de la linea teorica, podria usarse la férmula
para generar utilidades, a pesar de que en dicho caso tendrian que tomarse en cuenta los

costos de intermediacién, excluidos por el modelo.

La principal entrada para el modelo que puede ser incorrecta, es la volatilidad, ya
que aunque tanto el precio del subyacente como las tasas de interés pueden estar
desactualizadas, estds pueden ser corregidas en cualquier momento, ya que son
observables en el mercado. La volatilidad, sin embargo, a lo largo de toda la vida de la

opcién debe ser estimada, siendo a veces mejor 1a estimacién del mercado que la propia o

viceversa.

La tercer razdn para la diferencia entre precios, el que la féormula de Black-
Scholes no sea correcta, es lo que se analizé en el presente trabajo. Ciertamente es dificil

-:',kutlllzar el modelo para atacar problemas (como la volatilidad variable) que él mismo

x _fasume como'mex:stentes. En el caso del emisor de la opcién, quien se pregunta que tan

'frecuente tiene que rebalancear su cobertura, la respuesta del modelo otra vez es trivial,
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: '"mxentras més seguldo se llevc a cabo, meJor serd la cobenura. Efectivamente, el modelo

suglere un incremento sin - hmlte en e olumen negocnado, conforme el portafolio es

rebalanceado con mayor: frecuencm En consecuencxa, la menor presencia de cualquier

: costo "de transaccién (b:d—ask spreads, com:snones, etc.) puede hacer inviable la
utilizacién del modelo. ' o

Abundan ejemplos en donde el modelo de Black-Scholes ignora problemas que
son importantes para aquellos interesados en utilizar el modelo. Black-Scholes asume que
los rendimientos siguen una distribucién lognormal, aunque practicamente para todos los
activos, los rendimientos presentan el problema de colas anchas (fat tails). Black-Scholes
también asume la continuidad en el proceso de precios, cuando estos tienden a moverse
discretamente y, mas importante, dar saltos. Asi, pueden darse muchos mas ejemplos,
pero lo maravilloso radica en que a pesar de la invalidez de la mayoria de los supuestos

en los que esta basado, el modelo es bastante 1itil en el mundo real.

El modelo de Black-Scholes funciona en €l mundo real, discreto y fraccional, solo

necesitando que el operador haya estimado correctamente la volatilidad y que los precios
no brinquen o salten demasiado.
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