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INTRODUCCION

El objetivo del presente trabajo es investigar el comportamiento de los
flujos dentro de difusores de eyectores convencionales, para evaluar el efecto
de la forma del difusor sobre dicho comportamiento y, de ser el caso, pro-
poner un nuevo disefio para obtener un rendimiento éptimo. Esto 1ltimo
ya no es parte de este trabajo. De lo investigado se desprende que efec-
tivamente, el comportamiento del flujo varfa notablemente dependiendo de
la forma del difusor. El modelo matemédtico empleado en la investigacién
es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales de segundo
orden, conocidas como ecuaciones de Navier-Stokes, que relacionan las com-
ponentes de un flujo. Estas ecuaciones son complicadas, pero se justifica
su utilizacién debido a que se ha demostrado que modelan los flujos con
aceptable precision.

En la industria, los eyectores de vapor a chorro han sido ampliamente
utilizados para todo tipo de silenciadores, evaporadores cristalizadores, des-
odorantes de aceite, refrigeracién, condensadores, ete. El modelo de eyector‘
que estudiamos es utilizado en la industria quimica.

El andlisis numérico construye métodos para aproximar, de una manera
eficiente, las soluciones de problemas expresados matemédticamente. En una
situacién real, el primer problema es modelar matematicamente el fenémeno
fisico, pero cuando llegamos a un modelo matemé&tico ‘apropiado, puede re-
sultar més dificil o imposible encontrar las-soluciones explicitas de dicho
modelo. Puesto que, en general, las soluciones de los modelos normalmente
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8 ' |INTRODUCCION

no resuelven el problema fisico de manera exacta, frecuentemente es mds

adecuado encontrar una solucién aproximada de tal modelo.

Como la eficiencia de un método para aproximar la solucién de un‘pro- -
blema, depende tanto de la precisién que se requiera como de la facilidad
con la que pueda implementarse en un lenguaje de mdquina, la eleccién del
método estd influenciada por la tecnologia de las computadoras. El método
que utilizamos es el esquema MacCormack, las razones de su eleccién se
dardn en el capitulo 3. Para aplicar este método a las ecuaciones de Navier-
Stokes, éstas requieren ser modificadas para algoritmos computacionales, en
cuyo caso se conocen como ecuaciones para dindmica de fluidos computa-
cional, o ecuaciones para CFD (Computational Fluid Dynamics).

Sin duda, la herramienta que ha permitido la utilizacién de métodos
numéricos para la solucién de problemas es la computadora digital, pero ésta
no es de gran ayuda sin un sistema operativo y un lenguaje para programarla.

.. Hace 25 afios no existian estas herramientas. Hoy existen computadoras que

_pueden procesar una gran cantidad de operaciones por segundo y que tienen
capacidades gréificas para mostrar los resultados hasta en tres dimensiones,
y existe una variedad de lenguajes de propdsito especifico para resolver mu-
chos problemas. Es dificil dar una explicacién técnica de la eleccién de un
lenguaje a utilizar, porque pueden existir varios que cumplan con las carac-
teristicas requeridas. El lenguaje que utilizarnos es MATLAB, el cual estd
disefiado para resolver con flexibilidad y rapidez problemas numéricos y de
visualizacién. Ademds, como cualquier lenguaje de cuarta generacién, re-
duce el tiempo en la inversién del cédigo que se debe escribir. Pero como
todos los lenguajes de este tipo, no es lo éptimo en rapidez, comparado con
el Lenguaje C, por ejemplo. La diversidad de plataformas de computadoras
que existe hoy en dia, hace deseable para cualquier programador, la ficil
transportabilidad de un programa entre éstas. Con MATLAB escribimos
el programa una sola vez, y lo podemos ejecutar en diferentes plataformas
donde exista la mdquina virtual de cédlculo de MATLAB, con lo que pode-
mos probar un programa tanto en una PC, .como en una méquina con varios
procesadores. ‘ :
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" El trabajo consta de 5 capitulos y 2 apéndices. El apéndice A contiene
el problema de la boquilla transénica, tratado casi-unidimensionalmente, el
cual desarrollé en mi estancia como prestador de servicio social en el Area
de Estadistica Aplicada y Radiotrazado del Instituto Mexicano del Petrdleo
(IMP), en el proyecto de estudio de Radiotrazado de la Torre de Vacio VDA-
1, Planta Combinada 2, Sector 7, Refineria Miguel Hidalgo, ubicada en Tula
Hdgo., sobre simulacidn de flujos de eyectores, bajo la direccién del M. en
1. Francisco Pablo Ramirez Garcia, a quien agradezco el planteamiento del
problema, y su posterior asesoria.

En el primer capitulo se hace una introduccién a la dindmica de flui-
dos, a la dindmica de fluidos computacional, y a los componentes y fun-
cionamiento bdsico de un eyector. En el segundo capitulo se presenta el
modelo matemadtico de los flujos, las ecuaciones de Navier-Stokes y la forma
de las ecuaciones particularmente disefiadas para Dindmica de Fluidos Com-
putacional. En el tercer capitulo se hace un estudio de las ecuaciones en
diferencias finitas, el espacio de solucién con una transformacién apropiada,
se introduce el esquema MacCormack y se ejemplifica su uso con ecuaciones
que tienen la variable tiempo ¢ y el avance en el espacio con ecuaciones que
solo contemplan las variables espaciales z, y. En el cuarto capitulo se estudia
la forma bidimensional estacionaria del flujo en el difusor del eyector, uti-
lizando la teoria de choque-expansién; en el caso de las esquinas del difusor
del eyector, se usa la técnica numérica de la viscosidad artificial, para dis-
minuir oscilaciones en los resultados; y se transforma el espacio de solucién
fisico a un espacio computacional. En el quinto capitulo se estudia la forma
bidimensional no estacionaria del flujo en el difusor del eyector, usando el
espacio computacional generado en el capitulo cuatro.

Expreso mi agradecimiento al M. en I. Victor José Palencia Gémez por
su apoyo en la direccién de esta tesis. También expreso mi agradecimiento
al Fis. Mat. Luciano Couder Alonso quién leyd el primer borrador de este
trabajo y al Lic. Sergio Castafieda Herniandez por su apoyo.
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Capitulo 1 TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

DINAMICA DE FLUIDOS

La dindmica, o estudio del movimiento de la materia, se puede dividir en
dos partes: dindmica de cuerpos rigidos y dindmica de cuerpos flexibles. Esta
~ tltima comprende dos clasificaciones generales: elasticidad (sélidos eldsticos)
ky_mécanica de fluidos. Por sus muchas aplicaciones, el estudio de la mecénica

B de ﬁ;iidos es uno de los més vitales y fundamentales en la ingeneria y en las

, :cienciias aplicadas. Existe una gran variedad de problemas de la estdtica de
los fluidos que se pueden resolver con mecénica de fluidos, sin embargo, en
un fluido no se trata con una sola particula, sino que se considera un con-
tinuum. En efecto, no debe seguirse el rastro de particulas individuales o
de pequeiias gotas de fluido, y la pregunta que se formula es: jcudles son la
velocidad, la aceleracién y las propiedades termodindmicas en algin punto
del espacio (relativo a un sistema fijo de coordenadas) como una funcién
del tiempo?. A medida que el tiempo transcurre, el fluido en ese punto
del espacio estd siendo remplazado constantemente por uno nuevo debido al
flujo, de tal manera que no interesa seguir el rastro de cada particula indi-
vidual del fluido, sino la historia en algiin punto del espacio, sin mirar cudl
de las particulas del fluido se encuentra en dicho punto. En la mecénica de
fluidos se pueden obtener muchos resultados importantes a partir de los.ar-
gumentos dimensionales. Los pardmetros pertinentes en cualquier situacién

11



12 CAPITULO 1. DINAMICA DE FLUIDOS

fisica pueden ser combinados en grupos adimensionales independientes, los.
cuales caracterizan el flujo. En la dindmica de los fluidos esos pardmetros
adimensionales se definen exactamente, y a cada uno de ellos se les da un
nombre.

1.1 Los fluidos

i,

Los fluidos son sustancias cuyas moleculas tlenen entre si poca. coherencia
y se adaptan a la forma de los recipientes que los contlenen. Todos los fluidos
son compresibles en cierto grado y ofrecen poca reSIStencxa. a los camblos de
forma. : R

Un fluido es incapaz de resistir fuerzas o esfuefzbé,i}devcorte sin despla-
zarse, mientras que un sdlido sf puede hacerlo. - . Los fluidos se clasifican
generalmente en liquidos y gases. Un liquido esta. sometldo a fuerzas inter-
moleculares que lo mantienen unido, de modo que su volumen es definido
pero su forma no. Cuando se vierte un liquido dentro de un recipiente,
ocupard dentro de éste un volumen igual al suyo propio sin importar la
forma del recipiente. Los liquidos son ligeramente compresibles y su den-
sidad varfa poco con la temperatura o la presién. Un gas, por otra parte,
consta de particulas en movimiento que chocan unas con otras y tratan de
dispersarse, de manera que un gas no tiene forma ni volumen definidos y
llenard completamente cualquier recipiente en el cual se coloque. Un gas.es
compresible por lo que para su estudio hay que tratarlo como tal. Para una
masa dada o sistema de un gas, la presién, la temperatura, y el volumen .
que ocupa, se relacionan por medio de la ley de los gases, o sea, la ecuacién
apropiada del estado del gas.
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.

1.2 Periodos histéricos del estudio de los flujos

Primer periodo: En el siglo XVI se tenia un conjunto de conocimientos del
comportamiento de algunos aspectos de los fluidos, principalmente liquidos,
reunidos en una disciplina que se entendia como el estudio de éstos, que
podemos entender como Mecdnica de Fluidos de ese tiempo. En ese siglo,
la Dindmica de Fluidos era una disciplina basada en hechos experimentales.
Su lugar de desarrollo es el continente eurcpeo, principalmente en los paises
Inglaterra y: Francia. :

Segundo periodo: En los siglos XVII y XVIII la Dindmica de Fluidos la -
podemos reconocer como las disciplinas Hidrodindmica e Hidrdulica. Debido
al’ trabajo de importantes cient{ficos de la época, tomé un caricter mds
tedrico, introduciendo el lenguaje matemdtico para la formulacién de las
‘relaciones que se observaban empiricamente, tales como la conservacién de
la-masa. # g

Tercer: peribdo Durante el siglo XIX se continué desarrollando la expe-

e r1mentac1on, asi “omo la teorfa. matemética relacionada, dando vida a una
B ',teona claswa que reuma. todos los resultados conocidos hasta aquel tiempo.

. C’uarto perzado Enel snglo XX, debldo a las dos guerras mundiales, se dié

: ‘:un .gran desarrollo a la Dindmica de Fluidos para aquellos flujos involucrados

con el vuelo de un avién, lo que orlgmé una teoria llamada Aerodindmica.
También producto de las guerras mundlales fue la invencién y creacidn de
la computadora electrénica, rmsma que hace posibles en el dmbito de la
Dinédmica de Fluidos, célculos numéricos cuya funcién es predecir el com-
portamiento de ciertos ﬁu_]os, baJo ciertas condiciones y dado un modelo
matemético. '



.14 CAPITULO 1. DINAMICA DE FLUIDOS

1.3 Dindmica de fluidos computacional

Los siguientes principios fisicos
1. La masa se conserva,

2. La segunda ley de Newton. ( Juerza = masa X ageleraqz‘éﬁ), Yy
3. La energia se conserva,’

pueden ser expresados en términos de ecuaéiohés fniateméticas, que en su
forma més general son ecuaciones con intégrales“_o‘ ecuaciones diferenciales
parciales. La dindmica de fluidos corhputacviqnal‘es'él’ arte de reemplazar
las integrales o las derivadas parciales, por ecﬁaciones algebraicas en forma
discretizada. Estas ecuaciones son resﬁeltas‘para obtener valores del flujo
en puntos discretos en tiempo y/o espacio.  Por lo tanto, el producto final
de la Dindmica de Fluidos Computacional, _CFD"(C'omputacional Fluid Dy-
namics), es una coleccién de nimeros referentes al flujo, en contraste con la
solucién analitica. -

Es claro que el instrumento que ha permitido el crecimiento prictico
de CFD es la computadora de alta velocidad. La solucién a problemas de
CFD generalmente requieren de una repetitiva manipulacién de millones de
nimeros, una tarea que es humanamente imposible sin la ayuda de una
computadora. Por consiguiente, avances en CFD y sus aplicaciones a pro-
blemas de gran detalle y sofisticacién, estdn inmediatamente relacionados
con los avances del hardware de las computadoras, particularmente teniendo
en cuenta la cantidad de memoria y la velocidad de ejecucién.

Ejemplo de una supercomputadora es la CRAY SV1, mostrada en la
figura (1.3.F;). Esta mdquina tiene 4GB memoria central , y adicionalmente
cuenta con dispositivos en estada sélido. Su velocidad de ejecucién se mide
en teraflops (10° operaciones de punto ﬂdtante' por segundo), que es muy
. superior a la velocidad de las supercompuﬁadoras de los afios 70’s del siglo
pasado, que solo alcanzaban 10 Kiloflops.
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FiGcura 1.3.F,

Sin embargo, nuevos conceptos en arquitectura de computadoras han
surgido de la necesidad de hacer computadoras cada vez més rdpidas, pues
las actuales empiezan a tener limitaciones debido a que la veldcidad de los
electrones es finita. Estas nuevas tecnologias bisicamente son:

1. Procesamiento por vectores. Configuracién que permite ejecutar opera-
ciones idénticas simultdneamente, sobre un arreglo de ntmeros, aho-
rrando tiempo en ejecucién y memoria.

© 2. Procesamiento paralelo. Configuracién que consiste en utilizar dos o
més CPU’s (Unidad de Proceso Central), cada uno de los cuales puede
manejar diferentes instrucciones y lineas de datos no dependientes,
permitiendo ejecutar simultineamente, partes diferentes de un pro-
grama, trabajando independientemente, o en ayuda, con otros CPU'’s
que pertenecen & la misma méquina.

La dindmica de fluidos computacional constituye una nueva tercera apro-
ximacidn en el estudio y el desarrollo de la dindmica de fluidos. En el siglo
XVII, los primeros experimentos en dindmica de fluidos nacieron en Francia
e Inglaterra. En el siglo XIX se empezd a desarrollar, también en Europa, la
teoria de dindmica de fluidos. Como resultado de los estudios realizados en el
siglo pasado, en todo el siglo XX el estudio y préctica de dindmica de fluidos
(en fisica e ingenerfa) involucré el uso de teoria y experimentos, asf que hasta
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1960 la dindmica de fluidos se concentraba en la teorfa y en la exp‘erimen-'
tacién fisica de los problemas. La introduccién de la computadora. digital de- .
alta velocidad, combinada con el desarrollo de a.lgontmos numéricos para re-
solver problemas fisicos, ha revolucionado la manera. de estudiar y practicar
la dindmica de fluidos, de hecho introdujo fundamentalmente una nueva, ter-
cera forma de aproximar y aplicar la dindmica de. ﬁuldos ‘esta nueva tercera.
forma es el estudio de la. dindmica de fluidos’ computacxona] '

del siglo pasado, fue conducxd ) pv 3 7
obstante la moderna CFD ha entrad en todas las dlsmphnas donde los ﬂuJos '

son importantes.

Pero sobre todo la CFD ha colaborado en la mvestlgacw Y, dlseno de A
prototipos. Por eJemplo, para incrementar el rendlmlento de un. automovxl
(calidad ambiental, economfa de combustible, aerodma.m1c1dad et;c)

En la figura (1.3.F3) se muestra el flujo de las partlculas de aire que pasan
sobre el automévil, con estos experimentos simulados en la computadora., se
contribuye al desarrollo de carrocerias aerodindmicas.

ece31dades de la aeroné.utlca No Ce
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FIGURA 1.3.F3

1.4 Eyectores

Ordinariamente, cuando se hace referencia a los aparatos de chorro, es
comiin usar el término eyector, que cubre todos los tipos de bombas de
chorro que no cuentan con partes méviles. Los eyectores utilizan fluidos
en movimiento bajo condiciones controladas, y que descargan a una presién
intermedia entre las presiones del fluido motor y de succién.

El funcionamiento de un eyector estd dado por el principio de conser-
vacién de la cantidad de movimiento de las corrientes involucradas. Son
méquinas cuyo trabajo se basa en la transmisién de energia por impacto de

- fluido a gran velocidad, contra otro fluido en movimiento o en reposo, para
_proporcionar una mezcla de fluido a una velocidad moderadamente elevada,

-7 'que luego disminuye hasta obtener una presién final mayor que la inicial del
fluido de menor velocidad.

Los eyectores se emplean muy comiinmente, para extracr gases de los
espacios donde se hace vacio, por ejemplo en los condensadores, en los sis-
temas de evaporacién, en torres de destilacién al vacio, y en los sistemas
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de refrigeracién, donde los gases extraidos son generalmente incondensables,

tales como el aire. También se usan en el mezclado de corrientes en los

procesos de sulfitacién en ingenios azucareros.

Un sistema de eyectores de 3 ctapas
facilita el rapido enfriamiento de sopas
o salsas cocinadas en un gran caldero

FIGURA 1.4.F4

En la figura (1.4.F4) se muestra un sistema tipico de tres etapas con dos
intercondensadores, el cual permite el rdpido enfriamiento del producto que
va desde 200°F a 35°F entre 15 y 20 minutos.

Los eyectores de gas a chorro pueden ser utilizados en lugar de compre-
sores mecdnicos para aumentar la presién de un gas. Esto es particularmente
1itil cuando se manejan explosivos, tales como gas natural y metano, o va-
pores peligrosos como amoniaco.

Entre las ventajas de los eyectores podemos encontrar, que son de disefio

imple con gran flexibilidad, ficiles de construir, ocupan poco espacio, y

son ficiles de manejar. Su costo de mantenimiento es bajo (no necesita

lubricacién, ni se desgasta), no tienen partes méviles como vilvulas, pistones,
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rotores, etc.; y las sustituciones de piezaso partes son paco frecuentesL Entre
sus desventajas, su costo operacxonal es alto debldo al consumo de ﬁuldo' ’
motor, generalmente vapor. : B

Sistemas de vacio en la mdustna de reﬁnaczon de petrdleo. El proceso de
destilacién al vacio con51ste en separar los productos que mediante destllacmn o
atmosférica no es p051ble realizar, ya que a presiones elevadas se requlere ;
incrementar la temperatura para lograr la vaporizacién requerxda ‘1o que
tiene como consecuencis, un cracking® térmico. Se logra calentando la carga
de residuo atmosférico para posteriormente separarla en una columna de
destilacién que opera a baja presién. A esta presién la vaporizacién se lleva
a cabo a menor temperatura con lo que se evitan los problemas de cracking
térmico, ademds de que se consume menor energia para lograr la misma.

Para alcanzar una baja presidén en el proceso de destilacién de crudo,
generalmente se utiliza un sistema de vacio a base de eyectores. El buen
funcionamiento de este sistema serd él\ responsable de operar el procese con
los mienores costos y obtener productos dentro de la especificacion. "

Pr;'ncipz‘o de operacidn de un eyeéior. Un fluido motriz, también llamado
ﬂu_idb pi'i’m’ario o actuante, entra a ixlta presién a través de la boquilla. Si
este flujo es vapor de agua, al eyector se le denomina de vapor; si el flujo
es agua, se le denomina hidrdulico. El fluido motriz sale de la boquilla con
alta velocidad. La cdmara de succién incluye .la seccién de entrada de la
corriente o fluido eyectado, también llamado secundario. En esta cdmara el
fluido eyectado es arrastrado por el fluido motriz, estos son mezclados, lo
que implica la aceleracién del fluido eyectado y la desaceleracién del fluido
mezclado, mezcla del motriz y el eyectado, con el consiguiente aumento

de presién. El fluido mezclado entra al difusor convergente-divergente con -~

una velocidad supersénica, y la energfa cmetlca de los fluidos mezclados se
convierte en energia de presién.

!Cracking: En la refinacién de petréleo, es el proceso por el cual las moléculas del hidro-
carburo se rompen en otras més ligeras por medio de calor y presién, o por catalizadores.




20 ) CAPITULO 1.. DINAMICA DE FLUIDOS

Entradn del fluldo motriz * s B e
Camara de succtén N : S
. /— Difusor de entrada

e

“Secelén de garganta

L

Boquilla LTIt L Difusor de salida —-/
L—- Entrada de gases a evn;n: ’

FIGURA 1.4.F5‘.‘:‘:Cc;inp6nentes del eyector

Los célculos para el disefio de un eyector son complicados, ya que ocurren
tres procesos a ser tomados en cuenta: mezclado, compresién y expansién.
Los dos tltimos ocurren en el difusor, por lo que hay métodos especificos
para cada tipo de eyector, estos consisten en determinar las longitudes de la
boquilla, la cimara de mezcla y el difusor, asi como las 4reas y sus dngulos.

Existen muchos métodos para llevar a cabo los cdlculos necesarios para
el disefio o para averiguar el comportamiento de un eyector, generalmente
utilizando integrales. Sin embargo, con integrales no se puede determinar el
comportamiento dentro del difusor, solo valores totales. Para determinar el .
comportamiento son necesarias las ecuaciones diferenciales, pues estas pro-
porcionan caracteristicas que por medio de integrales no se pueden obtener.

El objetivo del presente trabajo es investigar la distribucién y compor-

‘tamiento de las principales variables del flujo dentro del difusor del eyec-

tor, realizando un programa de cémputo para calcular dichas distribucién
y comportamiento. Utilizamos un plano de un eyector que utiliza PEMEX
para aplicarlo a nuestro programa. Los datos que se utilizan son los que
comuinmente se encuentran en la literatura de Ingeneria Quimica para este
tipo de eyectores. i o




- '14. EYECTORES 21

En el a.pendxce A se hace el estudio del flujo en la boquilla del eyector. Los

: datoq utlhzadm son adimensionales y generados a partir del comportamiento
“del ﬂu_|o en una boquilla de este tipo.

Existen varios valores qﬁé son importantes i)nra la operacién de un eyec-
tor, como son: el coeficiente de eyeccidn, la cantidad de fluido motriz con-
sumido por hora, etc. Sin embargo estos valores no son importantes para el
presente trabajo. El objetivo es analizar el comportamiento del fluido dentro
del difusor, en la que la forma de éste es fundamental para su eficiencia

En las siguientes ﬁguras, de la (1.4.Fg(a)) a la (1.4.Fg(e)), se muestra el
principio de operacién de un eyector.

El flujo es alimentado a alta presién y relativamente
a baja velocidad

i,_g,%
= 53
[T

(@)

G
FiGura 1.4.Fg(a

El flujo se expande a través de la tobera del eyector,
transformandose en un flujo de alta velocidad y
baja presién. Si la presién es menor que la presién
atmosférica, se genera un vacio.

FIGURA 1.4.Fg(b)
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|

Una baja presiéon absoluta (1), atrae el fluido (2)
para ser bombeado desade el proceso de conexién

FiIGURA 1.4.Fg(c)

{3) La cantidad de movimiento es transferida entre fluidos,
elevando la presién de el fluido a ser bombeado

FicurA 1.4.Fg(d)

=
e
o=
ol O La mezcla de fluidos se descarga a la atmosfera o
() Eﬁ al siguicnte eyector en disefios multi-etapa
ot
EU;-_-._.;;‘: ﬁ FIGURA 1.4.Fg(e)
=
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Capitulo 2

EL MODELO
MATEMATICO DE LOS
FLUJOS

En este capitulo se mostrardn los modelos mateméticos representativos
del movimiento de un fluido. Hay que tener presente que son sélo aproxima-
ciones de la situacién del flujo real, y que es esencial la comprensién de las
limitaciones y el uso apropiado de dichos modelos.

Un fluido estd compuesto por moléculas con espacios vacios entre ellas.
Sin embargo, en general, cuando se establecen los modelos matemaiticos, es
conveniente presuponer que el fluido es un medio continuo (un continuum).
Aunque la mayoria de los flujos pueden tratarse suponiendo al fluido un
continuum, se han desarrollado modelos matemdticos teniendo en cuenta el
comportamiento estadistico de las moléculas individuales, y son necesarios
para el estudio de gases enrarecidos. ‘ '

Los modelos se dardn en forma de ecuaciones diferenciales, que modelan
el flujo aplicando un volumen elemental. Existen cinco variables bésicas en el

movimiento de un fluido: tres componentes de velocidad y dos propiedades

23
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termodindmicas. Por lo tanto, hay cinco ecuaciones bésicas que describen

el flujo: tres componentes de la ecuacién de cantidad de movimiento, la-
ecuacién de continuidad y la ecuacién de energia.

2.1 Representacién de un flujo
Para obtener las ecuaciones bdsicas del movimiento de un fluido, los

siguientes puntos deben ser. tomados en cuenta.

1. Selecmonar apropxadamente los pr1nc1plos f1s1cos fundamentales:

B Consu:le 'emos un uj 'representado por las ﬂec

Imagmemo un volumen como una regién ﬁmta del ﬁuJo ¢ Este \}olumen de-"
;,ﬁne un domlmo finito V,y una superﬁcxe cerrada S que lo delimita. El
>~volumen debe de estar fijo en el espacio, con el ﬂmdo moviéndose a través
de este, como se muestra en la figura (2.1.F7(a.)). Alternativamente, el vo-

lumen imaginado V puede moverse con el fluido, conservando las particulas
que contiene, como se muestra en la figura (2.1.F7(b)) . En ambos casos
el volumen es una regi6n finita del flujo. Por consiguiente, en vez de ob-
servar en su totalidad todo el campo del flujo, limitamos nuestra atencién
a una régién finita de éste. -Las ecuaciones que se obtienen de considerar
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"_un volumen finito del campo del ﬂuJo, ¥y que: se mueve con éste, estdn en

~..forma de mtegrales, pero se pueden manipular: para obtenerlas en forma de
ecuaciones diferenciales; en cualquier caso"vsé'.cdnocen como ecuaciones de
no conservacidon. Las ecuaciones que se obtienen’de considerar un volumen
finito, fijo en el espacio y con el fluido: a.travesandolo, también se pueden
obtener en forma de integrales o de ecuacxones diferenciales; y en ambos
casos Se conocen Como ecuacques de pnservqczén.

(@ volumen finito fijo A volumen finito moviéndose
en el espacio con el con el fluido tal que las mismas
flujo moviéndose a - partfculas de! fluido estén
través de este siempre en el mismo volumen

FiGuraA 2.1.Fy

2.2 Elemento infinitesimal del fluido

Consideremos un campo del flujo representado por las flechas en la figura
(2.2.Fg(a)), e imaginemos un elemento infinitesimal de fluido, es decir, una
diferencial de volumen dV. El elemento de fluido es infinitesimal en el mismo
sentido del cdlculo diferencial; no obstante, es lo suficientemente grande para
contener una gran cantidad de moléculas, de modo que puede ser visto como
un medio continuo. Podemos considerar la diferencial de volumen fija en
el espacio, con el fluido moviéndose a través de él (forma de conservacidn),
como se muestra en la figura (2.2.Fg(a)); o moviéndose a lo-largo de una

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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linea de flujo con vector velocidad v, igual a la velocidad del ﬁujb ‘en’cada
punto (forma de no conservacidn), como se muestra en la figura (22F8(b))
Los principios fisicos. fundamentales son aplicados solo-al elemento infinite-
simal del fluido,-para. obtener un-odelo del flujo en forma de ecuacmneS'
diferenciales parcmles. : i

volumen dV 4av
g = | : v
> "_’\ﬁ\
) ¢1emento infinitesimal (0) elemento infinitesimal del fluido
del fluido fijo en el moviéndose a lo largo de la lfnea
espacio con el fluido : del flujo con la velocidad v igual ala
moviéndose a través de este velocidad del flujo local en cada punto

-FIGURA 2.2.Fg

Hemos introducido la idea de que las ecuaciones que modelan el flujo
pueden ser expresadas en dos formas generales, la de conservacién y la de
no conservacién, sin explicar por qué se les llama de una u otra forma,
excepto que sabemos que provienen de dos formas de considerar un volumen
en el flujo. No es propésito del presente tra.béj()«dar tal explicacién, solo es
necesario saber la existencia de las dos formas.

En general, la teorfa de la aerodinémica .dice que es irrelevante hacer
distincién entre una y otra forma, ya.que. porv'medio de una simple mani-
pulacién, podemos obtener una forma a partir de la otra. Sin embargo hay
casos en CFD, en los que es importante la forma utilizada.

También hemos dicho que las ecuaciones que modelan el movimiento
de un fluido pueden estar en forma de integrales o de ecuaciones diferen-
" ciales. Las ecuaciones integrales son normalmente apropiadas cuando se
desea determinar los efectos mayiisculos, por ejemplo, la fuerza total de un
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fluido en movimiento sobre la pared de un tubo o en el dlabe de un rotor.
Las ecuaciones diferenciales son normalmente apropiadas cuando se desean
condiciones de distribucién de velocidad y presién, alrededor de un cuerpo
aerodindmico.

2.3 La derivada material

Necesitamos establecer la notacién que es comtn en aerodindmica, la
derivada material, la cual tiene un importante sxgmﬁca.do fisico.. Como mo--
delo del flujo adoptaremos la figura (2.2. Fg(b)), donde un elemento mﬁmte-
simal del fluido se mueve con el HUJO, y es mostrado con més detalle” en la
figura (2.3.Fg). Aqui, el elemento infinitesimal de ﬂuldo se esta mov1endo a
través de un espacio cartesiano. :

elemento del fluido - | -
enel tiempo f=¢,

Vg

-~ mismo elemento del fluido
.-en el tiempo "t =¢;

FIGURA 2.3. Fg o

: EI vect;or veloc1dad esta dado por

TESIS CGN

. v'_u1+v‘1+wk

FALLA DE ORIGEN
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- donde las componentes de velocidad u, ‘v‘;y‘;w ‘efStén dadés‘,-:réspgciiVamente,
~por - R SIS

Cu = u(myzt)
vo= (@2t

- w(z,9,2,1) .

Notemos que se esta. co éqnstante, donde u, vy

~w son func1ones nalmente la densidad estd

p2 —pP1

‘~ s t2~t1 w(az .' ’»(‘2-3-1)
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Examinémos ,el jilé.dvo izquierdo de la ecuacién (2.3.1). Es fisicamente la
razén de cambio pi‘omédiq respecto al tiempo, de la densidad del elemento
del fluido, que se movié del punto 1 al punto 2. Por tanto

p2—pL _ Dp
iilf?l to —1; Dt

donde Do es la razén de cambio insté.nténéa de la densidad del elemento
del fluido que se mueve a través del punto 1’."' Por definicién, este simbolo es
llamado derivada material —ll)j_t No'tebrrno's,qué?& es la razén de cambio de
la densidad con respecto al tiempo, de un elemento del fluido que se mueve
a través del espacio. En este caso, la atencién estd centrada en cé6mo cambia
la densidad del elemento de fluido a través del punto 1. Esto es diferente

que , €l cual es fisicamente la razén de cambio de la densidad con

8p)
ot/
respecto al tiempo en el punto 1.. Por lo ta.nto y ( 3 t) son fisicamente

y numéricamente dlferentes :

Regresando a la ecuamqn ;(2-3-:1)_'» :tehe_mos

De este modo obtenemos la’ siguiente‘ presxénv para la derivada material en

coordenadas cartesianas ™

+ v + wo- (2.3.2)

| Dt =3z tVay T V% T
Ademsds, en coordenadas cartesianas, el operador v esté definido como
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(2.3.3)

donde v v es la derivada dlreccmnal en la d1recc10n de V..

. La derivada material no es més que una’ derlva.da total con respecto al
tiempo, y se puede interpretar como la razén de cambio segtin la referencia
de Lagrange.

2.4 Variables, parametros y fuerzas

Fisicamente un flujo presenta caracteristicas de acuerdo a las fuerzas a
las que se haya sometido. Euler comienza la representacién de ellas mediante
funciones puntuales, llamadas pardmetros del flujo, y a éstos corresponden,
por ejemplo, la presién, la densidad, la temperatura, etc. Las fuerzas que se
ejercen en él pueden ser fuerza de gravedad, fuerza electromagnética.

La nomenclatura utilizada para las variables y pardmetros es la siguiente:

Componente de velocidad en =

Componente de velocidad en y

Componente de velocidad en z
Densidad o
Presién

Temperatura

Energfia

slolgi=ic|eleie

Fuerza externa al ﬁu_]o .
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Esfuerzo cortante
Nimero de Mach
Constante de los gases perfectos

Peso especifico (pg)

Calor especifico en volumen constante :

T

ar
R
Yy
[N
m

Distribucién de la masa del flujo

Enseguida escribimos las definiciones de la.s va.nables mas 1mportantes

Peso especifico. El peso especifico v de: una sustancm esve ‘peso de’ Ia:k
unidad de volumen de dicha sustancia. En los hqmdos, Y puede conSIdera.rse
constante para las variaciones ordinarias de preswn El ‘peso espemﬁco del -
agua para las temperaturas mds comunes es.de 1. OOOKp/cm3 ‘Los pesos "
especificos de los gases pueden calcularse medlante la siguiente ecuaczdn de
estado de los gases

donde p es la presién absoluta, V' el volumen especifico o volumen- ocupado}

por la unidad de peso, T la temperatura absoluta, v R la constante del gas L
: de que se trate, siendo w

consta.nte universal de'los: gases
' ““peso-molecula :

=t
R=3p=

< Como 4 = -‘l/-, la eduacién,(:2‘;4'4),v

(245)

_ Denszdad La. densxdad P de un cuerpo es su masa por unidad de volumen,
por tanto p

- En el sistema tgécnico de unidades, la densidad del agha. es
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1. 000/9 80665 = 101 972(~ 102) UTM/rﬁ3 o kp'seg?/m*.

En el sistema SI la densidad del agua e' -1, 000 kg/m a'4°C
Viscosidad, La viscosidad es una propledad ] fl dos que 'cé,usd:,

friccién. La importancia de la friccién en las’ s1tua nes flSlCaS, depende del’

tipo de fluido y de la configuracién fisica o patron de ﬁuj6 S'l, la fmcczén es -

despreciable, se dice que el flujo es ideal. La friccién- puede ongmarse por
viscosidad o por turbulencia. :

y
Lémina mévil
U
@/ 27777 ] ——

Ldmina estacionaria

Flujo entre 14minas paralelas para itustrar la viscosidad.

La velocidad u es lineal a trives del canal, cero cn el

fondo y U en lu superficie. Un pequefio elemento mucslrn
cl esfuerzo dec corte, :

FIGURA 2.4.Fyp.

Hablando muy generalmente, la viscosidad es una medida de la resisten-
cia del fluido al corte, cuando el fluido estd en movimiento. Debe recordarse
que un fluido no puede resistir esfuerzos de corte sin moverse, y un sélido
si. Considérese dos ldminas paralelas de gran tamafio, figura (2.4.F;p), con
movimiento relativo estable. El fluido entre las ldminas tiene un perfil lineal
de velocidad, si no existe gradiente de presién a lo largo de las ldminas en la
direccién del movimiento, como se ve en la figura. No existe deslizamiento
entre el fluido y las ldminas, o sea que en la interfaz entre el fluido y el sdlido,
la velocidad del fluido tiene que ser igual a la del sélido. Si consideramos
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un’ pequeno elemento de ﬂuldo, como.se muestra en la figura (2.4.F1q), el-
esfuerzo cortante 7' en la superﬁcxe se puede escribir como

donde la viscosidad u, es la constante de proporcionalidad entre el esfuerzo de
corte y el gradiente de velocidad. Las unidades de viscosidad son g-seg/cm?
en el sistema absoluto de unidades. La relacidén entre la viscosidad y la
densidad se llama viscosidad cinemética y se designa por v.

La viscosidad de un liquido decrece con el aumento de temperatura,
como puede verse al tratar de encender un automévil en una mafiana fria,
pero en los gases crece con el aumento de temperatura. La viscosidad en los
fluidos depende tamblen de la presién, pero esta dependencia tiene pequeiia
importancia comparada, con la variacién de temperatura en problemas de
ingenerfa.

Presion. La presién en un fluido en.reposo se define como la fuerza de
compresién normal por unidad de drea, esfuerzo normal, que actiia sobre una
superficie sumergida en el fluido. Se puede medir la presidn por la fuerza que
acttia sobre la cara de un cubo unitario colocado dentro del fluido. Debemos
imaginar que el cubo no perturba al fluido, de modo que la presién real en
un punto del fluido es igual a la fuerza que actiia sobre una cara del cubo
dividida por el drea de esa cara en el limite, cuando el drea es infinitamente
pequefia. La presién en un punto de un fluido en reposo es isotrépica, o
sea que la fuerza es la misma sobre todas las caras del cubo, sin interesar la
orientacién del cubo en el espacio. Esta presién isotrdpica se llama presién
hidrostdtica, y es la propiedad termodindmica que se emplea en la ley de los
gases. Si la presién cambia de un sitio a otro en el fluido, existe una fuerza
neta de presién sobre cualquier volumen fijo del fluido, que puede balancearse
con una fuerza externa como la gravedad; o si el fluido se mueve, la fuerza
~ de presién genera una aceleracién.



34 CAP{TULO 2. EL MODELO MATEMATICO DE LOS FLUJOS

En una situacién dindmica, cuando el fluido se mueve, pueden existir
ademds de la presién, fuerzas o esfuerzos de corte. Sin embargo, la presién
continja siendo isotrépica y se define tal como se hizo anteriormente, pero
debe medirse como el esfuerzo normal sobre un drea que se mueve al mismo
tiempo con el fluido. Existen algunas dificultades en el movimiento de gases
cuando los esfuerzos normales sobre un cubo son diferentes en todas di-
recciones; aqui podemos todavia definir una presién hidrostdtica isotrépica,
pero actian también pequefias fuerzas adicionales en diferentes direcciones
debido a los efectos de viscosidad.

Enseguida describiremos algunos tipos de flujos.

Flujo isoentrdpico. Cuando un flujo es adiabdtico y sin rozamiento se
llama flujo isoentrépico. Es adiabédtico si no hay transferencia de calor desde
el sistema al medio que le rodea, y viceversa. Isoentrépico significa que la
entropia no varfa. En la prédctica el flujo isoentrépico tiene lugar, cuando el
flujo cambia muy rdpidamente, con lo que existe muy poca posibilidad de
que se transfiera calor, y con muy poca friccién. Asi, el andlisis isoentrépico
puede aplicarse a flujos de gas a alta velocidad y entre puntos préximos, de
forma que la friccién y la transferencia de calor seran relativamente pequefias.
Flujos de gases en boquillas y difusores, en donde el cambio de drea es
la causa predominante del cambio de las condiciones del flujo, pueden ser
estudiados como isoentrépicos.

Flujo compresible e incompresible. Es costumbre dividir los fluidos en dos
grupos: gases y liquidos. Los gases son compresibles y su densidad cambia
apreciablemente con la temperatura y la presién. Los liquidos presentan
dificultad a la compresién y para muchos problemas se pueden considerar
como incompresibles. Sélo en situaciones tales como propagacién del sonido
en liquidos es necesario considerar su compresibilidad. En un gas la densidad
estd relacionada con la temperatura y la presién por la ley de los gases. Para
un gas perfecto. A
p=pRT

En un liquido, la densidad se relaciona con la temperatura por un coeficiente
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de expansidn, igual que

donde Bes el médulo de compres n olumetrlca Para el agua, 8 es aproxi-
madamente 2.1 x 10¢ Kg/ cm2 .0 sea’ que se requieren presiones enormes para
lograr un cambio muy pequeno en densxdad La compresién adiabética.del
aire atmosférico es de 1.4 Kg/ cm2 aprox1madamente. En la mayor parte de
los problemas préicticos, los liquidos son incompresibles y, bajo ciertas condi-
ciones de flujo que envuelven ligeros cambios de presién, los gases también
pueden considerarse incompresibles. Es el caso de la aerodindmica subsénica,
donde el aire se considera incompresible para nimeros bajos de Mach.

Flujo subsdnico y supersdnico. En flujos compresibles existe una gran
distincién entre flujos con velocidades menores que la del sonido, llamados
flujos subsénicos, y flujos con velocidades mayores que la del sonido, llamados
supersénicos. La velocidad del sonido en el aire en condiciones normales es
aproximadamente de 330 m/seg o 1300 Km/hr. Las ondas de choque solo
pueden ocurrir en flujos supersénicos. El nimero de Mach, M, es una medida
de velocidad relativa, y se define como la relacién entre la velocidad del fluido
y la velocidad local del sonido, . _f S

donde V es la velocidad del fluido y a la velomdad local del sonido. Si M > 1,
el flujo es supersénico, y si M < 1.el HUJO es subsomco Cuando se trata
de flujo alrededor de objetos, puede considerarse como incompresible si M
es menor que 0.3. El flujo es transénico cu{mddénﬂ’na par'te de un cuerpo,
aeroplano o cohete, tiene un Mach M < 1, Iy en otra parte del mismo cuerpo
tiene un Mach M > 1, de manera que en algin punto del cuerpo M = 1. El
que se pueda tener M < 1y M > 1 en el mismo cue‘fpo y al mismo tiempo,
se debe a que la velocidad sénica y la velocidad del fluido varfan sobre el
cuerpo. La temperatura varia generalmente sobre un ‘cuerpo ¥ por tanto la
velocidad sénica local debe variar. ‘
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Flujo estable. Es aquel en que las componentes de la velocidad y las ™

propiedades termodindmicas en cualquier punto del espacio, no cambian con

el tiempo. Realmente, si fuéramos a seguir una particula fluida en particular,
notariamos que tanto la velocidad como las propiedades pueden cambiar en
el transcurso de su movimiento. Sin embargo, esto no nos interesa, porqﬁe
estudiamos lo que sucede en un punto particular del espacio sin observar
qué particula fluida esta alli en determinado momento. En este sentido,
flujo estable significa que nada cambia con el tiempo en cualquier punto
- del espacxo Una pelicula o una fotografia instantdnea senalaran 31empre :

un fluido puede tener una aceleracién en un punto del espacio aun,en caso

de flujo estable. Una particula fluida puede moverse, pero en’ un’ punto -
particular del espacio se comporta exactamente igual que la partlcula. que
estaba ocupando ese sitio. ;

Flujo interno. En el interior de tuberias, boquillas, cana.les Yy maquma.rlas
el flujo estd confinado por las paredes y en ese caso se habla de flujo interno.
Este flujo en la parte principal de un conducto se puede considerar como
aproximadamente ideal para los gases, y sin embargo se desarrolla una capa
limite (generalmente turbulenta) sobre las paredes. Tanto en el caso de flujo
- 'viscoso como en el de flujo turbulento, el espesor de la capa limite crece a
medida que el flujo se mueve para abajo, hasta que llena eventualmente la
seccién del conducto o tuberia.

2.5 Las ecuaciones que gobiernan el flujo

Existen cinco variables bdsicas en el flujo tridimensional, tres compo-
nentes de velocidad (u,w,w) y dos propiedades termodindmicas. Asi que
podemos tratar un flujo como bidimensional con cuatro variables béasicas:
dos componentes de velocidad (u,v), qﬁe serdn representativas de la com-
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ponente w, y dos propiedades termodindmicas. Esto nos permite reducir el
nimero de ecuaciones que gobiernan el flujo. Anélogamente, un flujo uni-
dimensional tiene tres variables bdsicas: solo una componente de velocidad
u, que representard la velocidad a través de toda una linea transversal del
conducto, y las dos propiedades termodindmicas. La utilizacién de una, dos
o tres componentes de velocidad dependerd de lo que se requiera saber del

comportamiento del flujo.

Un flujo viscoso causa varios fenémenos: la friccidn, la conduccién termal,
y puede o no presentarse la difusién de masa. Las ecuaciones que utilizaremos
son para flujos viscosos, sin difusién de masa. La difusién de masa ocurre
cuando hay concentracién de gradientes de diferentes especies quimicas en el
flujo, un ejemplo seria una mezcla no homogénea de gases no reaccionantes,
como el campo de flujo asociado con la inyeccién de helio a través de un
hoyo o una ranura dentro de un conducto de aire.

Las ecuaciones de Navier-Stokes para un flujo tridimensional, compresi-
ble, viscoso y sin difusién de masa son las siguientes:

1. Ecuaciones de contimiidad

(a) Forma de no cons TVacion;
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para la componénte Yoo

01, 8TY ., 8 (8T, B[,
o () + 5 (+5) + 2
2 8(up) _ 9(vp) _ 8 (wp) ¥ Dlursa)
GoBm Ty 8s o 0m
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(b)."Forma 'def&onse'rvvacidn,—'f»

aﬂ[(+ 2)]+v-o(-+2) ] 5

;(@ 2

;,.i( aT B(uz?}_ c?(vp) 1

i
B
-]
+

: Un ﬂuJo 1deal es por deﬁmc10n, un flujo donde la dlslpacmn el fenémeno
de transporte por viscosidad, la difusién de masa y la conductividad termal,

~.no son tomados en cuenta; pueden existir pero son minimos. Generalmente

solo los gases pueden cumplir con estas caracteristicas. Si a las anteriores
ecuaciones de Navier-Stokes les suprimimos los términos que involucran la
friccién y la conduccién termal, tenemos las ecuaciones de Navier-Stokes
para un flujo ideal. En este caso también son llamadas ecuaciones de Euler,
debido a que fue quien definié la ecuacién de continuidad y la ecuacién de
momento, en la forma de conservacién, en cada caso; no asf las ecuaciones
de energia, pues no existia en aquel tiempo (1754), el principio de que la
energia se conserva. Las ecuaciones para un flujo ideal son las siguientes:

1'. Ecuaciones de continuidad.

(a) Forma de no conservacidn,;.
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2'. Ecuaciones de momento.

(a) "Forma de no conservacidn,
.para la componente z:

Du ; dp .

th =_5:z_:+ sz' :

para la componente y

.+ para la componente:

3 (up) 3 (vp)

K (wp)

6:1: 6y

3:.

V,
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(b). Forma de conservacion,

?_t [p (e ’ )] : [p (e 2,.) ] ; anv(vp?x 0 (wp)
6y -]

En relacxon a las ecuaciones’ antenores -hacemos-los 51gu1entes comenta—

i). Introducxmos dos formas de las ecuaciones, una lla.mada. forma de con-

iii) La forma de conservacmn

otra llamada forma de no consemaczdn, provenientes

”de las dos formas de expresar los principios flSlCOS de la fuerza y la
”energla, debidas a Euler y Lagrange. Como ya mencionamos, en la
forma de conservamon, Euler procedlo fijando una posicién y obser-
\vabe. la variacién con respecto al tiempo; y Lagrange, en la forma de

no conservacién, fijé un volumen_y observa.ba la variacién respecto al

cambio de p051c16n de éste.

ii) Dichas ecuaciones constltuyen un 31stema. de ecuaciones diferenciales

parciales no hneales, por lo tanto son dificiles de resolver analiticamente

¥, en general no exxste una 1uc16n en forma cerrada. para estas ecua-

*ciones’

de no COnservacién de las ecuaciones de

momento y de energl olo d)ﬁeren en los respectwos miembros izquier-

dos. o

iv) lLa forrna de- conservacxon,de las ecuacwnes, contienen términos en el

lado 1zqu1erdo que’] nciﬁyen la dlvergencxa de cierta cantidad, tal como
(puv) Por esta razén la forma de conservacién de la
masa e llamada a]gunas veces farma. de dwergencm.

_"Tenemos cinco ecuaciones en términos de seis variables de flujo p, p, u,
v, w, e. " En.aerodindmica es generalmente razonable asumir que un
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gas es perfecto caléricamente, és‘toes‘,‘ dohdé "lé, fliérza“iriterfﬁolecular
es desprecxable Para un gas perfecto, la. ecuacxon de estado es

pRT

donde R es. una constante especxﬁca del gas :‘Esta ecuacmn es- lla-

mada ecuacmn terma.l de estado Esto provee una ”xta. cuac16n, pero .

’ donde c., es el calor especxﬁco en volumen constante. Esta ultlma es
llamada ecuacién calérica de estado

2.6 Forma de las ecuaciones disenadas para dina-
mica de fluidos computacional

Durante el desarrollo de la dindmica de fluidos computacional no existié
una razén para preferir las ecuaciones en su forma de conservacién o de no
conservacidn, en realidad la teorfa de la dinimica de fluidos se ha desarrollado
totalmente en las iltimas décadas sin dar importancia a esta materia, pues
solo son dos perspectivas de un modelo matematico del flujo.

La primera perspectiva, la forma de conservacién de las ecuaciones, pro-

porciona mayor facilidad para-escribir.un programa numérico de computa- . .

dora, ya que las ecuacmnes de contmuldad momento y energla en la forma -
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de conservacién, pueden ser expresadas por una sola ecuacién genérica. Para
introducirnos en esta forma genérica, hay que notar que las ecuaciones en su
forma de conservacién tienen un término de divergencia en el lado izquierdo. -
Estos términos incluyen la divergencia del flujo de cierta cantidad fisica, tales
como: ' :
pV . flujo de masa
puV . flujo de la componente x de velocidad adquirida
pvV . flujo de la componente y de velocidad adquirida
~ pwV - flujo de la componente z de velocidad adquirida
2 peV flujo de energia interna

2\ . -
P <e+ VT) V' flujo total de energia

Examinando las ecuaciones de Navier-Stokes para un flujo viscoso y para
un flujo ideal, en su forma de conservacién, notamos que todas se pueden
escribir en una sola ecuacién genérica dada por

E 26)
Esta ecuacién representa el s1stema completo de ecuaciones que gobiernan
un flujo en la forma de conservacxon, donde U F G H 'y J estdn definidos
'como s:gue :
i P

‘ p’ll. + p g Tza:
o pvu— Ty
WU — Ty

v\ o e ’
L P (e + T) utpu— k9L — UuTpr ~ Uy — Wz
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+ 'wfz) + pq

. Los vectores F G y ‘H son llamados térmznos de ﬂujo, o vectores de
ﬁlIJO, yJ representa el término de origen, el-cual es cero si las fuerzas .
de la masa 'y el calentamiento volumétrico son despreciables. El vector U
es llamado vector solucién, porque los elementos en U(p, pu, pv,...) son

variables dependientes usualmente obtenidas numéricamente en pasos del
2

tiempo. Las variables pu, pv, pw y pl e+ Y2_ son:llamadas variables de

flujo, ¥ p, u, v, w y e son llamadas variables primitiiras " Podemos obtener
las variables primitivas, de las vanables de ﬁUJO deI vector solucién, como

sigue: R
p = P f',:f-'
£

. pu



2.6. FORMA DE LAS ECUACIONES ... . . = 45




46 . CAPITULO 2. EL MODELO MATEMATICO DE LOS FLUJOS

0
e
J= !:‘Pfy ,v: Lo
(ufm + 'Ufu +"~Ufz) + rq

En CFD las solucmnes no solo estdn hmltadas a pasos en el t1empo

donde
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|
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Capitulo 3

ECUACIONES EN
DIFERENCIAS FINITAS

Las ecuaciones de Navier-Stokes no se han podido resolver en forma ge-
neral; se han resuelto sélo en casos donde las ecuaciones se reducen consi-
derablemente. Sin embargo, aiin cuando no se pueda obtener una solucién
analitica de las ecuaciones de Navier-Stokes, se puede obtener una funcién
que aproxime a la solucién, esta funcién se puede encontrar al utilizar el con-
cepto de diferencias finitas, mismo que introduce por primera vez Leonhard
Euler. Ain en el caso en el que se pueda encontrar una solucién analitica, en
la préctica no se dispone del tiempo suficiente para encontrar dicha solucién,
lo que hace conveniente encontrarla utilizando métodos discretos que se
puedan implementar en una computadora.

Enseguida exponemos el concepto de diferencias finitas, titil para resolver

ecuaciones diferenciales en forma aproximada. También presentamos el es-
quema de resolucién de ecuaciones en diferencias finitas de MacCormack.

49
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3.1 Ecuaciones en diferencias finitas

El concepto de diferencias finitas lo explicaremos para el caso en que
las funciones, involucradas en las ecuaciones diferenciales, dependen de dos”
variables. Para un mayor ntimero de variables el razonamiento es anélogo,
aunque aumenta la dificultad. Supdngase que se tiene una ecuacién dife-
rencial, la cual se desea resolver en un rectdngulo del espacio euclidiano R2,
Una derivada parcial de una funcién es una derivada normal fijando la otra
variable, y una derivada se define como el limite de la razén del incremento
de la funcién entre el incremento de la variable, cuando éste tiende a cero.
Entonces se puede aproximar a la derivada como este cociente, cuando el
incremento de la variable sea suficientemente pequefio. Si cada derivada
parcial que aparece, se sustituye por una aproximacién de cociente, se ob-
tendrd una ecuacién que es de tipo algebraico. A esta ecuacidn se le conoce
como ecuacién en diferencias finitas. -

" Enla ﬁgura (3 1 F11) SIgulente con51derarnos el rectangulo e

' R {(:z: y)|a<a:<b c<y,<d},».

Si queremos construxr una malla rectangula »sobre este espacio de solucion,
escogemos dos enteros posmvos n y m, y deﬁmmos os.tamaiios.de_los’ m—j

crementos

Las rectas y =y; y © = w;-se llaman lz'neas de red, y sus mterseccwnes

se llaman puntos de red Por cada. punto de red (a:,,y,), i= 1 2 ,n -1 y-
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5 _7 = 1 2 ,m =15 en el mterlor de la malla se puede aproximar la derivada

: por dlferenmas ﬁmtas

‘con.]‘unvtb, de R2,

igual a la cerradura
e’ denomina malla de norma d, a un
D, que satisface las siguientes condi-

TESIS CCa
FALLA DE ORIGEN
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Sea (a +1i - Az, ¢ + 3~ Ay) un punto arbitrario en el interior del rectdngu-
lo, de forma que 0 < i < n, 0'<j < m. A continuacién se muestran las tres
posibles aproximaciones para la derivada en este punto, con respecto a la
primera variable, ’

\ 1) Aeeti-Ap) i Agcti- R
fﬂ(a+(‘z+1) Az c.tLAya): f(ati-Az,ctj-Ay) + O(AIE) (I) .
(g{;) = [ovidverjAn-fat(-DAsctidy) | O(Az)  (II)

+0 (Az)? ’(Iﬁ‘) l o

En la, expreswn anterior, (I) es la’ dzferencza en sentzdo posztwo, (II) es
la dzfe'rencm en sentzdo negatwo, y (II1) es la diferencia centrada.

: Son estas-las finicas tres combinaciones posibles de elegir puntos en la
malla, para dar un’cociente que aproxime la derivada respecto a x, en el .
punto elegxdo, tomando dos puntos de la malla, de forma que se tomen dos :
valores de fo ‘

Se puede escrlbxr

fE+L,73)=f(E~1,5) .

en lugar de

f(a""(“rl) A 0+J Ay) f(a+(z""""’ '

’ Simpliﬁcé;n‘qu avﬁp_,‘mé_sﬂléjnptgé ._,”1')-s“('=T puede ésqribir

como

Lo .
J
BUARNE Ty
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; ,d'ife'rencza hacia delante
. : ‘ (1er orden respecto a )
(8u)~ ‘.' _;A:i:— ": 'dzfere'ncza ha,cza atrds

- (1‘“ orden respecto a )

diferencia centrada

'(29° orden respecto a x)

_kdzfe'rencm ha,cza. delante, i

o (1‘" orden respecto a y)

s

Es importante elegir la diferencia en'el sentido apfopiédo segun el caso,
porque de lo contrario las expresiones de la tabla podrian ni siquiera tener
sentido. Por ejemplo, no es posible aproximar una derivada respecto a z
con una diferencia en sentido positivo, en puntos de la malla que tienen la
forma (b, c+ j - Ay), esto debido a que se tendrdn que tomar puntos que no
sélo no son elementos de la malla, sino que adema4s ni siquiera son elementos
del rectdngulo. Tampoco se puede dar una aproximacion con una diferencia
en sentido negativo en puntos de la forma (a, j - Ay + ¢), esto por la misma
razén anterior. Similarmente no es posible aproximar una derivada respecto
a ¥ con una diferencia en sentido positivo, en puntos de la malla de la forma
(a+i-Az,d); ni tampoco con una diferencia en sentido negatxvo en puntos
de la malla de la forma (a+ i - Az, c).
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3.2 Mallas con transformaciones apropiadas. La

teoria de la transformacion

Las aproximaciones por diferencias finitas requieren que los cdlculos sean
hechos sobre una coleccién de puntos discretos. El arreglo de estos puntos
discretos a través de un campo de flujo es una malla. La determinacidén de
una malla apropiada para un flujo sobre o a través de una forma geométrica,
es un asunto serio, y la forma en que es determinada se llama generacidn de
malla. La materia de generacién de mallas es parte medular de la CFD 'y
es objeto de numerosas teorias, pues el tipo de malla que seleccionemos en
un'iiroﬁlzma dado, es de vital importancia para que se pueda encontrar una

solucién numérica.

La generacién de una malla apropiada es un problema aparte a la solucién
de las ecuaciones que gobiernan el flujo. Supongamos que construimos una
malla no uniforme en nuestro campo de flujo, y sabemos que una apro-
ximacién por diferencias finitas requiere unkab‘malla uniforme, entonces no
tendrfamos una manera directa de resolver las ecuaciones que gobiernan el
flujo sobre una malla no uniforme, dentro del contexto de los métodos por
diferencias finitas. Entonces la malla no uniforme debe ser transformada en
una malla uniforme rectangular. Ademds, las ecuaciones diferenciales par-
ciales que gobiernan el flujo, deben modificarse para que puedan ser aplicadas
a esta transformacién rectangular.

Si todas las aplicaciones de CFD se trataran de problemas fisicos, donde
una malla rectangular uniforme puede ser usada en el plano fisico, no existiria
razén para alterar las ecuaciones diferenciales que gobiernan el flujo, simple-
mente aplicarfamos estas ecuaciones en un espacio rectangular (z, y, 2, t),
y utilizariamos valores uniformes de Az, Ay, Az, y Af. Sin embargo, en la
mayorfa de los problemas reales es poco probable que esto suceda.

Para ilustrar mejor la idea de la transformacién, supongamos que se
quiere investigar el comportamiento de un flujo sobre un ala de avién, como
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1a que'se muestra en la figura (3.2.F12), en la que ponemos dicha ala en una
v -malla rectangular. Notemos los problemas que se presentan.

‘ 1. Algunos puntos de la malla quedan adentro del ala y por lo tanto
estdn completamente fuera del flujo. ;Qué valores de las propiedades
. del flujo, podemos atribuir a estos puntos?

* ~.2. El hecho de que exista aunque sea un punto dentro de la superficie del

" . ala no es recomendable, porque la superficie del ala es una condicién

a la frontera, que es lo mds importante para determinar las carac-

teristicas del flujo, y por lo tanto la forma geométrica del ala debe ser
tomada muy en cuenta para la solucién numeérica.

1
(e

1

r
f

00 51

N

[ NFOMO0 50 YTTH

FiGura 3.2.F12

Como resultado, podemos concluir que la malla rectangular en la figura
(3.2.F12) no es apropiada para investigar el comportamiento del flujo. En
contraste, la malla que es apropiada se muestra en la figura (3.2.F;3(a)).
Observemos que esta malla no es uniforme, que se acopla a la forma del ala
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y no existen puntos discretos dentro de la'superficie de ésta: -Sin 'é'mvb'a;rg{),k
debido a que esta malla no es uniforme, es imposible ut'iliz'a;r uhf’métvodb
discreto para obtener alguna solucién. Es por este motivo que se transforma
la malla no uniforme en una malla uniforme en términos de £ y 7, llamada
plano computacional. La transformacién debe ser definida como una corres-
pondencia uno a uno entre los puntos de la malla curvilinea o plano fisico,
figura (3.2.F13(a)), y la malla rectangular o plano computacional, figura
(3.2.F13(b)) . Por ejemplo, los puntos a, b, ¢ en el plano fisico corresponden
a los puntos a, b, c en el plano computacional, los cuales involucran valores
uniformes de A§ y An, en toda una localizacién (§, 7).

¥y
(a)
An{'.
[

) HAE-J S E - “»- s

FIGURA 3.2.F;3.

Las ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan el ﬁujb som resueltas :
por un método de diferencias finitas, dentro del.espacio del plano Cdmputa—
cional. La informacién obtenida en el plano computabio_nal se puede regresar
directamente al plano fisico, via la correspondencia uno a uno. - Por otra
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parte, cuando las ecuaciones que gobiernan el flujo son resueltas en el espa-
cio computacional, deben ser expresadas en términos de las variables £ y 7,
en vez de z y y. Es decir, las ecuaciones que gobiernan el flujo deben ser
transformadas de (z,y) a (§,n) como las nuevas variables independientes.

3.3 El esquema MacCormack

La técnica MacCormack es un método explicito de diferencias finitas de
segundo orden de precisién, en espacio y tiempo. Introducido por primera
vez en 1969, se convirtié en un método muy popular para estudiar flujos,
hasta nuestra actualidad. Sin embargo, debemos decir que existen otros
métodos mdés sofisticados, como por ejemplo, el método de elementos finitos,
el cual maneja de manera eficiente las condiciones a la frontera. Aun asf,
el esquema MacCormack es conveniente en nuestra aplicacién, ya que es un
método relativamente ficil de escribir para un programa de computadora, no
requiere demasiada memoria y se puede implementar en una computadora
personal.

Para propdsitos de ilustracién, consideremos las ecuaciones para un flujo
ideal bidimensional no estacionario, escritas enseguida.

Continvidad,

U Bp T Bv  Bp
: u z+pay+'uay . ! (3.3.2)

. Momento e'r:zi z; .

~...Momento eny, "
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Energia, 00 0
e e L pous pdv 2Ey
a=- (vt at mt ooy £:39)

Tie:mpnA
// 7
3
7 7
(14 Ay~
) A g
, / s :
L/t'—%"-l (+1,]

A V4

FIGURA 3.3.Fy4

~ Consideremos la malla bidimensional mostrada en la figura (3.3.F14).
Asumimos que los valores de las variables de flujo en cada punto de la figura
(3.3.F14) son conocidas en el tiempo ¢, y procedemos a calcular los valores de
las variables de flujo en los mismos puntos de la malla, en el tiempo t + At.
Por cjernplo, si calculamos la densidad en el punto (¢,5) de la malla, en-el -
tiempo ¢ + At, aplicando el esquema MacCormack se obtendria como -
piEAt = pls + (% At T (336)

4 »ﬂv i S i S

3 Bp
donde (0—5) es el valor representativo'de a—;’ entre los tiempos.t.y ¢ + At.
En contraparage con otros métodos, el esquema MacCorm’éCk'—."n‘o.;‘n’ét:esita

_, para obtener una precisién

. 2
calcular la derivada de segundo orden (%)
i ij



’ﬁsiagd -(p)y-como ejemplo,

) ", es obtenida de
y 4 BV;

.3.2), reemplazamos las
derivadas parcxales del mlemb n con diferencias hacia

delante.
(2
at

t
Pi g

pz+1,]

(3.3.7)
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En la ecuacién (3 3. 8) p1 (E
(p)“’m es obtenlda El valor de (p

como sigue:

tA

: tAL i A
9p = ( T 5 — Py o
ot |, . LT A Az SR
i o Cead (339)
Pi R
Ay )

El valor pr‘omedio‘

es obtemda de la medlz
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Lo anterior permite obtener de la ecuacién (3.3.6), que reescribimos en-

" seguida, el valor final del valor corregido dé;lgdex‘lsidad, en el tiempo t+At,

a B
p:’-;-At pm+(3’t’.) At,

La secuencia predictor—corréctéf, descrita renglones antes, produce el
valor de la densidad en el punto (z '7) de la malla, en el tiempo t + At. Esta
secuencia es repetida en todos los puntos de la malla para obtener el valor
de la densidad del ﬂllJO en el 1empo t 4+ At. La misma técnica es aplicada a

las ecuaciones de mo Yy energla., para obtener los valores de u, v y e.

El esquema MacCormack utiliza las secuencias corrector y predictor. La
primera usa dxfe e

> "cws hacia delante, y la segunda diferencias hacia atrés.

Por'lo cual esun método de segundo orden de precision, sin tener que calcular
el segundo término de la serie de Taylor o derivadas de segundo orden, por
lo que se simplifica el trabajo algebraico y tiempo de cémputo.

3.4 Avance en el espacio

Para ilustrar la idea del avance en el espacio, sobre una variable espa-
cial, aplicamos la técnica MacCormack al fluyjo bidimensional mostrado en
la figura (3.4.F15). La direccién general del flujo es de izquierda a derecha
en el plano zy. Por simplicidad, asumimos que el flujo es ideal en la forma
generlca de conservacién. El sistema de ecuaciones es dado por la ecuacién
(2 6 7), y es redumda. a la sxgulente forma bldxmensmna.l

oF _ Jj_ 9. | (3.4.10)
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y

* Ifaca inicial de datos

B FIG_"A’JRIALL”:‘i:IF‘l\s‘ |

La ecuacién (3.4.10) es eliptica para un flujo subsdnico, y por lo tanto no
se le puede aplicar el esquema MacCormack. De hecho ninguna técnica
explicita de avance sobre una variable espacial se le puede aplicar. No -
obstante, si el flujo es supersénico en todo punto, la ecuacién (3.4.10) es
hiperbélica, y en este caso la técnica MacCormack es aplicable, y también
cualquier otro algoritmo de avance en el espacio. Notemos que en el miembro
izquierdo de la ecuacién (3.4.10) est4 la derivada parcial de F' con respecto
a x, y en el miembro derecho estdn el término de origen y la derivada parcial
de G con respecto a y. Volviendo a la figura (3.4.F15), asumimos que las
variables de flujo son conocidas a lo largo de la linea vertical en el plano zy,
que es la linea inicial (situada en = = xp) de datos o condiciones iniciales
con las que el flujo entra al sistema, y si asumimos también que el flujo es
supersonico en cada punto, entonces una solucién puede‘ser obtenida con las
condiciones iniciales que proporciona la linea inicial de datos y avanzando
en la direccién de x. Ilustraremos este proceso utilizando el esquema Mac-
Cormack. El procedimiento es similar a resolver el sistema con avance en el
tiempo, excepto que en este caso la variable  juega el papel de la variable
t. Supongamos que iniciamos nuestros cédlculos en-la localizacién i sobre el
eje =, y que por tanto los puntos (3,5 + 1), (i,7) ¥ (4,5 — 1) son conocidos.
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Entonces aplicamos el esquema MacCormack para conocer los valores de las

variables de flujo en el punto’ (4 + 1’, 7), a partir de los valores conocidos en
(4,4 +1), (4,9) y (4,5.— 1), como sigue. El valor del vector solucién F' de la

valores conocidos, porqueé el flu 0
‘Calculamos el ?aldr predicho de F en el punto

a través del punto (i,7)".
(i+1,7), como

‘(B—F Az, (3.4.13)

donde F}"' representa los valores predichos de sus elementos individuales,
del caso bidimensional estacionario, dado por

(il
(Pu)j
(puZ +p)it

F =1 (pm)it

" ul +v? ' ..i+1‘..
Pu(e+ "2 )}i—pu"

7

\
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Antes de seguir con nuestros cédlculos, recordemos que se deben decodi-
ficar los valores predichos de las variables primitivas, similarmente como se
hizo con la ecuacién (2.6.7). Estas variables primitivas son necesarias para

obtener los valores del vector de flujo G en el paso corrector.
; AF\ !
Paso corrector. Para calcular el valor predicho de (51-:-) en la loca-~

sustituimos los:valores predichos

a atrds.

(3.4.14)

t 1 —)
or. ‘El valor. promedxo P2

yelj paso corrector, es declr, 7
(6F) Do l (6F
\ 0z /v ) dz

Por ultxmo, el valor ﬁnal de F1+1,, e’ obtemdo de la ecuamén (8. 4 11),
como sigue: :

oF '
i1
R piL ( am)w As

Claramente, la solucién de avance espacial utilizando la técnica Mac-
Cormack es directamente andloga a la solucién de avance sobre el tiempo,
con la variable espacial z jugando el rol de la variable t. Sin embargo debe
tomarse en cuenta que para cualquier solucidn de avance sobre el tiempo,
la ecuacién que gobierna el flujo es hiperbélica, y que por tanto puede apli-
carse el esquema MacCormack en todo punto del espacio de solucién. Pero
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cuando se avanza sobre una variable espacial, para encontrar la solucién al
flujo estacionario, se puede aplicar el esquema MacCormak si la ecuacién
que gobierna el flujo es hiperbdlica, es decir, que el flujo es supersénico‘en
el medio o que se tienen valores de M > 1.

La utilidad de resolver flujos estacionarios, como los que gobierna la
ecuacién (3.4.10), radica en que son muy ttiles para ayudar a resolver el sis-
terna bidimensional no estacionario, con variacién respecto al tiempo. Para
resolver el sistema bidimensional no estacionario, necesitamos las condiciones
iniciales en el tiempo t = 0, es decir, necesitamos conocer todos los valores
de los puntos de la malla en el plano xy. Naturalmente que esto es mucho
mads dificil que escoger las condiciones iniciales del flujo unidimensional, en
el cual un punto representa el valor de toda la linea transversal a través
del conducto, por lo que sélo tenemos un vector de condiciones iniciales.
Cuando se trata de un flujo bidimensional no estacionario, las condiciones
iniciales deben darse sobre todos los puntos del espacio de solucién, por lo
que es dificil proponerlas experimentalmente. Por tal motivo es necesario re-
solver primero el sistema estacionario, y la solucién de éste se tomara como
condicién inicial del sistema no estacionario. Dicha condicién inicial es la
apropiada para que el sistema no estacionario converja y se obtenga una
solucién estable.




66



Capitulo 4

FLUJO BIDIMENSIONAL
ESTACIONARIO

En este capitulo se investigard el comportamiento bidimensional esta-
cionario de un flujo supersénico con friccién despreciable, sobre una esquina
del conducto, llamada esquina de expansién, por medio de diferencias finitas,
utilizando el algoritmo MacCormack y su codificacién para un computador.
La solucién sobre una esquina de expansién, nos ayudard a construir el pro-
grama para dar solucién al flujo dentro del.difusor del eyector.

El tratamiento bidimensional de un flujo proporciona una mejor aproxi-
macién a las condiciones reales del mismo en las proximidades de su capa
limite (condiciones a la frontera), describiendo las diferentes caracteristicas
que se pueden presentar a través de una linea transversal en el conducto, es
decir, varios puntos tendrédn los valores de las caracteristicas del flujo en una
linea transversal, y no sélo un valor como en el caso del flujo unidimensional.
En resumen, el modelo bidimensional proporciona una mejor aproximacion
a lo que sucede realmente dentro del difusor del eyector. Para obtener dicho
modelo se requieren los siguientes elementos:

67
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1. Teoria de choque-expansién para flujos supersénicos.

N

La transformacién del espacio de solucién.
Generacién de malla.

Viscosidad artificial.

Ao

4.1 Teoria de choque-expansion. Expansion su-

persénica y la funcién de Prandtl-Meyer

Cuando un flujo isoentrépico alcanza velocidades de M > 1, la forma del
conducto que lo contiene es determinante en la introduccién de variaciones
en las caracteristicas del flujo. Si las particulas chocan con las paredes del
conducto, se produce lo que se conoce como chogue sﬁperso’nico, y si el
conducto tiene discontinuidades en su forma, de manera que: las paredes se

separan, se produce una ezpansion supersdmca

My>1
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Un flujo sobre una esquina convexa 0 sobre una superficie curva convexa,
se expande isoentrdpicamente, ﬁgura (4. L Fla) Una tnica onda no puede
acomodar el cambio, lo que conducma a un decrecxmxento de la entropia, y
tendrd que formarse un abanico de ondas Las lineas que se muestran en
la figura (4.1.F16) se llaman hneas de Ma.ch o caracteristicas. En cua.lqmer

! 1
punto del HUJO estas lfneas se’ mchna un angulo sen -1 (H)’ con relac1on

a las lineas de cornente

El flujo supersomco se expande segun la forma. de la esquina del conducto.
Una expansién de onda es hecha por un gran ntimero de deblles ondas de
Mach, las cuales forman un abanico a partir de la esquina, como se muestra
en la figura (4.1.Fg). La primera linea del abanico de expansién forma un
dngulo u; con respecto a la direccién inicial del flujo, y la tdltima linea del
abanico forma un dngulo u2 con respecto a la direccién del flujo hacia abajo.
A p1 y po se les llama é.ngulbs de Mach, definidos por

= sen“1 (L) = séri -1 ( 1 )
H1= 'Ml y v l‘l‘2 = M2 :
donde M) y M2 son los numeros de Mach, respectlvos

El flujo a traves de una onda de expansién es 1soentrop1co, y dlcha onda
ocasiona que el nimero de Mach se incremente, y que la’ presmn, la tempe-
ratura y la densidad disminuyan. Consecuentemente, la;esquma.' de ex-
pansién introduce cambios en las propiedades del flujo, prf.'ld qué es con-
siderada un punto singular. Esta singularidad tiene impédto en’ la solucién
numérica de las variables de flujo, y serd tomada en cuenta para nuestro
estudio.

El modelo analitico del flujo a través de una onda de‘expansién estd dado
por la siguiente relacién:
L el ' fa=f1+6, » (4.1.1)

nde f es la func1on de Prandtl-Meyer y 8 es el dngulo de desviacién del
ujo mostrado en la figura (4.1.F16). Para un gas perfecto calorfficamente,
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. La solucién analitica ﬁfb’ééde’ cobm'o sigue. Para M calculamos fi uti-’ ;
lizando la ecuacién (4.1. 2) : entonces para un valor de 6 dado, calculamos -
f2 utilizando la ecuacién (4.1.1).  El ntimero de Mach Mp es obtemdo re-
solviendo (implicitamente) la- ecuacxén (4.1.2), usando el valor de f2 Una
vez obtenido Mz, procedemos a calcular los nuevos valores de la presxon, la.
temperatura yla den31dad de las sxgulentes relaciones, )

Y
—1)] Ty — iSRS ,
i = pr B
= o (414)
y de la ecuacién dé;estj;ad():f R
o - (4.1.5)

. Con Ias ‘ecuaciones (4 1. 1) a (4 1. 5), los camblos del ﬂuJo debldos a. la  ',
onda de expansmn, quedan completamente determmados : el

Para el caso de una esquina de chogue, la solucxon anahtlca se obtlenei' )
del mismo modo anterior, excepto que la ecuamon (4 1. 1) debe ser L

f2=f1—

Cabe mencionar que la vanaclén de Ia curvatura es 1rrelevante para la

determinacién del estado final.* Una ansta aguda y una curva, sua."e dan el '
mismo resultado para ondas de expansxon Para compresmn, solo 1
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suave es isoentrépica, y una esquma aguda céncava conducufa a-una onda
de choque.

La figura (4.2.F17) muestra la compresién supersénica en una superficie
céncava. En (a), una onda de choque centrada en una esqiina aguda. En
(b), la compresién continua alrededor de una curva.

. Entonces s

por tanto, : :
f'; = 26.3798 10
16 3798 .

NIDMO a0 vITy4
NGD SIS&L

¥ en consecuencia,

|

" My =1.6514.

- - Regiones no simples. Hasta ahora hemos analizado ondas isoentrépicas
“de expansién o compresién. En regiones en donde estas ondas interaccionan
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¥y se curvan, ya no basta la funcién de Prandtl-Meyer para modelar el flujo.
En la figura (4.1.Fs) se muestra el caso de un flujo no simple en una boquilla.
Las ondas de expansién se entrecruzan y las caracteristicas de Mach dejan
de ser lineas rectas.

" Onda simple
/— (caracterfstica negativa) . -

Regién no simple

" Flujo,
—_

P O'ndz:x'simplé; :
(camgtcﬂs}icg positiva)

ER

' vaGURA'4.-1‘.F13F' S

4.2 Configuracién de la solucién numérica en la

esquina de expansién

Las ecuaciones que gobiernan el flujo bidimensional en su forma de con-
. servacidn, se expresan genéricamente por la ecuacién (3.4.10),- - - .
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‘ déﬁhidos»por '
pu? +p
F=q puw

v\ .
L (e - 7) TR
puv u‘

puv.
G=J pi+p

v sz_‘
» pu (e+—2-) +pv

Suponemos un HUJO 1soentrop1co (adlabatlco) sin fuerzas de cuerpos ex-,
ternos; por lo tanto J es ‘el .vector cero. Para clandad en,los cé.lculos subse— ‘
cuentes, denotamos cada elemento del vector columna»F ‘ omo :

"sz—pu2+pJ
B =puv '

ey

Fy=pu (e'-*{_ul;_?’),+pu BN

Para un gas perfecto calorfﬁcamente, es convemente escrlblr aeen terml-

nos de p, p y 7, como sigue

e=c,Tx
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Simplificando los térmihqé téneilios q

También'los elemeritos enotamos como

Fy, y tenemos

Recordemos que la ese

o tanto se puede avanza.r

L Ax :

R y

N X
Xy Xp+Ax ' Co 6

FIGURA 4.2.F19 Modelo de'la éblucién de avance en el espabio '
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L Para poder conocer los valores de las vanables prlmltlvas (p, u v, P, T), .
,las decodlﬁcamos de las variables’ de ﬁuJo F como 51gue ‘ '

‘ ‘.2A, »
“donde 2 S
RO
Amam M
B='“’Z_1F1F2’ .
’Y+1
C=-
Sl 2(7 1)
y continuamos con -’ N
i
u = 7;
v o= Fy:
. Fl!‘v

Notemos que la’ solucwn de 'p mvolucra la ecuacwn cuadrética. . Por
este motlvo, Ia decodlﬁcacmn de las varlables pr]mltlvas para un’ ﬁuJo esta-_‘

cionario, es mas comphcacla. que para un ﬂl.le no estacmnan' :

Por convemencm “al hacer.:los ca.}culos deben obtenerse las varxableé’de :
1ables_‘de ﬂUJO F_ ‘ :

L 'ﬁu‘]o G a paitlr de las v

“De’ este modo, Gi

' _31"1, F2, F3 y F4, como éfgue
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G o= pu
L &
, T
Gy =
Gs =
Gs =

4.3 La Transformacion

Como dijimos en la seccién 3.2, para estudiar el comportamiento bidi-
mensional estacionario de un flujo sobre la esquina de expansidn, se requiere
de la generacién de una malla rectangular y de la modificacién, para este
caso, de las ecuaciones que gobiernan el flujo. Particularmente necesitamos
determinar la solucién por diferencias finitas, para lo que ajustaremos el sis-
tema de coordenadas. El plano fisico que utiliza el sistema de coordenadas
cartesiano zy, es mostrado en la figura (4.3.F20(a)). La superficie inferior,
incluyendo la esquina de expansién, forma las condiciones a la frontera, infe-
rior, en dicho espacio. Las condiciones de entrada y salida del flujo ocurren
en z = 0y z = L, respectivamente. La condicién a la frontera superior, es
una linea horizontal situada en y = H. Es claro que el plano fisico tiene una
inclinacién hacia abajo a partir de la localizacién E, lo cual impide que el
campo de ﬂujo'sea completamente una malla rectangular. Por consiguiente
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tenemos que transformar el plano fisico en un plano computacional, donde
la malla de diferencias finitas es rectangular, como se muestra en la figura
(4.3.F2(b)). El plano computacional es formado en términos de £ y 7, como
las variables independientes.

A
y
H
o
‘Esquina de expansién :
:17 A
1.0

" (b) PLANO C

- ferior hasta la sup an fxswo' y sea ys

= ys(z) el valor que
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tenemos que transformar el plano fisico en un plano computacional, donde
la. malla de diferencias finitas es rectangular, como se muestra en la figura
(4.3.F2(b)). El plano computacional es formado en términos de § y 7, como
las variables ihdependientes.

4 Flujo
: " Frontera superior
n. A
1.0

Ekaminando'la, ﬁg}irya- (4.37F20(d)),‘ podemos construir una aﬁropiada

‘transformacién como sigue. -Sea: h(:z;) la altura desde la frontera in-

ferior hasta la supério:;,_ép ‘é‘l'fi)lano,' fisico; y sea ys = ys(x) el valor que
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denota en cada instante z, la longitud de la desviacién - con respecto -la -
recta prolongacién de la frontera inferior, en: p051c1on horlzontal Entonces :

podemos definir la transformacién

n =y—;g;—)(”) R (4k.'3.97) A

Con esta transformacién, en el .plano 'COmpﬁtzicional £ varfa de 0 a L,
y 7 de 0 a 1.0 El valor n = 0 corresponde a la frontera inferior en el
plano fisico, y el valor 7 = 1.0 corresponde a la frontera superior. Ahora
podemos efectuar los cdlculos sobre una malla rectangular en el plano 7. Las
ecuaciones diferenciales parciales para el flujo, son resueltas numéricamente
en el espacio transformado, y por consiguiente deben ser apropiadamente
transformadas para usarse en dicho espacio. Asf que debemos transformar
la ecuacién (3.4.10) en términos de £ y de . Como £ y i estdn en funcién de
zydey,estoes, £ =E&(z,y)yn = 7] z, y), entonces por la regla de la cadena,

9§’ -
el operador % lo cambiamos por = Ez:. , ¥ escribimos
‘ 6‘-__ : 0 .
= 6 " (4.3.10)
Anélogarnéntev R

~‘Las métricas de las transformacm
son obtenidas de las ecuaciories (4 3 8
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o oz
&y by
= 0,
a[y—ya(m)]
on h(z)
8 Ox

_ %) Y ya(m)

- B_m[h(m)] 6:1:[h(a:)]’ , .
_yh'(z) [ys(w)h(w) —ys(w)h'(m)] ,
[a(=))? S [@)? ‘
—yh/(z) — ys(z)h(z) + ys(z)h (z)
[a(z))?

W (z) [ys(z) —y] — ys(w)h(w)
R :
h’(w) [ys(z) ~y] - ya(z)h(z)

[h(w)]2 F [h(m)]2

‘Es:decir,

Volviendo a la ﬁgura (4 3 on(a.)) si denotamos la locahzacmn de z en

la esquma de- expansxon, por = E entonces la metrlca -a— puede ser
expresada, como sigue: ‘
Ll wl [ avniel N ORT [ k:
CSTA TESLS ND BALX
P LA RTRLIOPRC
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Para z < F,

ys(z) = 0
h(z) = constante.

Para E < z,

H 4 (z=E)tano

Derivando estas expresiones, tenemos:.

Para =z < F,

Para z > E,

Por lo tanto, o

' _'para.:i:<»vE' :

- (4.3.13)

faly ke

Cparwazmy )

LD aam
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, La derlvada. e: la. transformacxon se obtlene aphcando los opera.doresk
i ;(4 3 10) y (4 3 1), a las ecuac10nes (4.3. 12) (4. 3. (4 3. 14) y (4 3 15), lok P
S que se reduce a aphcar los operadores w P

*8 -

B e (4.3.16)

% , (4.3.17)
ara eli‘caso en ﬁe 8_ =0.

E P - q oz

ma kel ﬁUJO en su

Con 'el vector J = 0,

(4.3.18)

(4.3. 19) represen : “e'cu_aciones, donde la etiqueta
muestra el orlgen de cada. éct '
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®
Q

] (4320)

d
3

C’ontz‘nufddcjlﬂ_'_ g

Momento eﬁ‘:z; o

) |

)
IN

| ]

> (4-3-2i)

Momento en’y

" “Energia .

Las écuacionés ‘ 320) ) ( 1 :23) « e 'i,fl_iijd,“y; serdn
resueltas numéricamente en el plano computacional mostrado en la figura

4.4 Condiciones iniciales. El esquema MacCor-
mack y la viscosidad artificial

Las condiciones iniciales son las siguientes:

= .200E + 01
.678E + 03m/s .
000E+08m/s ™" "
“.123E + 01kg/m?®
J101E 4 06N/m? "~~~ ¢
= .2861E+ 03K

.g»s_se ®
Il
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" 66in -
" linea” Inictal dé dato
; M‘= .
o135 kg 40in
Py =».',~‘9'f',(”ﬁ;
e meaK
EaR L x = 0 =5352
[l
10in ' -

: FIGURA 4.4.Fy

i ol ﬂuJo supersénr 0, se expande a través de un dngulo de 5.352°, como se

o rnuestra en vla‘ﬁgura’ 4 F21) Los célculos se harén en el siguiente dominio:

in < y < 40 in. La localizacién de la esquina de

10‘LTL Para esta geometrfa, la variacién de h = h(z)
_esta, dada por o

h 40 Oin<z<10in
40+ (z —10)tanf 10in <z <66 in

Linea inicial de datos. La linea inicial de datos estd dada en z = 0.
A lo largo de esta linea vertical, en cada punto interior, las condiciones del
flujo son las mismas.. Los calculos comienzan en esta linea de datos y se
avanza en pasos de longitud Az. Para nuestra aplicacidon dividiremos la
linea inicial de datos en 40 incrementos, igualmente espaciados en 41 puntos
ji=1,2,3,...,41. La linea inicial de datos es listada en la Tabla 4.4.T;.
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Condiciones iniciales en 2 = 0

F] u, m/s v, m/s p, kg/m* p, N/m? T, K M
1 .678E401  .CO0E4-00 .123E+-01 .101E406 .286E+-03 .200E-+01
‘2 678E-+401 .000E+00 .123E+4-01 .101E4-06 .286E-+03 .200E+-01
3 .878BE+-01 .000E-+-00 123E4-01 .101E 408 286E+403 200E-+01
4 .678E-4-01 .000E--00 .123E+4-01 .101E406 .286E4-03 200E+401
13 .678E-401 .000E-+00 .123E4-01 .101E+406 .286E4-03 .200E+401
[} .878E4-01 .000E-+00 .123E+4+01 .101E+4-06 .286E+03 200E+401
7 .678E--01 .000E-+00 .123E4-01 .101E+-08 .286E403 .200E401
8 .G78E4-01 .000E--00 .123E+4-01 .101E+4-08 L286E4-03 .200E+401
9 678E--01 .Q00E-+-00 .123E4-01 .101E406 .286E+4-03 .200E+401

10 .6TBE+-01 .000E+4-00 .123E+401 .101E+06 .2B6E+03 .200E+4-01
11 .G78E+401 .000E+4-00 .123E4-01 .101E+4-06 .2B6E-+03 .200E-+401
12 .678E4-01 .000E--00 .123E+01 .101E+-06 286E+4-03 .200E+-01
13 .878E+01 .000E-+00 .123E4-01 .101E4-06 286E+03 200E4+01
14 .678E+01 .000E+4-00 .123E+401 101E+406 .286E+403 +200E+-01
156 .678E+401 .00CE+-00 .123E+4-01 -101E+-06 .286E4-03 200E+-01
16 .678E4-01 .000E+400 .123E+4-01 .101E+406 .2B6E+403 .200E+-01
17 .678E+01 .000E--00 .123E--01 .101E+408 .286E+4-03 .200E+01
18 678E+01 .000E-+00 .123154-01 .101E+06 .286E-403 .200E+01
19 .678E401 .Q00E-+00 -123E4-01 .101E+06 .286E+403 +200E+01
20 .678E4-01 .000E+00 .123E+4-01 101E+406 286E+03 200E+01
21 .678E+-01 .000E+00 .123E+4-01 .101E406 .286E+403 +200E+401
22 G78E-+01 .000E+-00 .123E401 .101E+4-06 .286E403 .200E-+01
23 .678E401 .000E+400 .123E401 .101E+4-06 2B6E+03 .200E+4-01
24 .G78E-+01 .000E+4-00 «123E+01 .101E4-06 .286E+03 200E401
25 .878E+-01 .000E+00 .123E+01 .101E+4-06 286E4-03 200E+4-01
26 .678E+4-01 -000E+-00 .123E4-01 .101E4-06 .286E+403 200E+01
27 .678E-+01 .Q00E4-00 -123E+01 .101E4-06 .286E+403 «200E+-01

28  .678E+01  .000E-+00  .123E+401  .101E+06  .286E+03  .200E+01

= 29 .678E+401  .000E+400  .123E+01  .101E+06  .286E+03  .200E+01

Ex3 30  .678E+401  .000E+00  .123E+01  .101E406 .286E+03  .200E+01

o 31 .678E+01  .000BE+00  .123E401  .101E-+06  .286E+03  .200E+01

e = 32  .678E+01  .000E+00  .123E+01  .101E+06  .286E+03  .200B+401
[ = 33 .G78E+40!  .000E4-00 .123E+01  .101E+06  .2861+403  .200E401
il O 34 .678B+01  .000E+00  .123E+01  .101E-+06  .286E+03  .200E+01
oy =1 35  .G78E+401  .000E+00  .12384+01  .101E+06  .28GE+403  .200E+01
Pt W 46 .67BE+01  .000E+00  .123E+401  .101E+06  .286E+03  .200E+01
S 37 .G7BE+01  .C00E+400 .123E+01 .101E+06  .286E+03  .200E+01
] < 38 .678E+01  .000E+00  .123E+0l  .101E406  .286E+03  .200E-01
B .3 39 .67BE+401  .000E+00  .123E+01  .101E+06  .286E+03  .200E401
é 40 .G78E401  .000E400 .123E401 .101E+06  .286E-+03  .200E+01

Py 41 .678E-401 _ .000E+00  .123E+01 _ .101E+06 .28GE+03  .200E--01

Tabla 4.4.T;

Ecuaciones en diferencias finitas, . Para obtener las ecuaciones.en.dife-',

rencias finitas que gobierriarj‘elfiﬂujp'

plicarenios la técnica MacCormack a
las ecuaciones (4.3.20).a (4.3.23 .
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de diferencias hacia delante, obtenemos

(%) (a )(Fﬂw-(ﬂ)wg+’1<a1),-,,‘ (Gl),,,ﬂ,:,_
i z - ;

(52).,
20
€ 5

I

(8 ) (F2)z.:1 — (F2)1a+1

lores de F,.,_l e Esto se hace tlhzando ]a ecuacién 4.2.7) -

donde .

(Fa) f+1.j -

T, e

B = ‘)’L-l-( 1)1+1,J (F )v'i+1,{.1‘>  “ -,

o) Uiy
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os escribir los valores predichos de G,
der con el paso corrector:

Con el valor p d
- los cuales son nec

(54)1'4‘-'1,1" =

‘ (aTFL)1+1
(%2)1+1,j.’ :
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‘(an) e
o £.Jav
aE y]nv-’

af t‘]““ s

como’:’
' (Fl)i+1,j
(F2)ipo= ;

(Fé)if1;j :

(P =

Nuestros cdlculos del campo de flujo por medio de las variables de flujo

" F} hasta Fy, en la localizacién i + 1, se completan hasta aqui, excepto por
uri aspecto, el de la viscosidad artificial. En el presente problema, la esquina
de ezpansidn, localizada en z = 10, es un punto singular, ya que introduce
"cambios en la frontera inferior, y por consecuencia en las propiedades del
-flujo. El sistema de ecuaciones de diferencias finitas, desarrolladas en los
parrafos precedentes, contemplan dicho punto singular a través de los cam-
bios en el término métrico 8—;’, el cual se calcula como (1 —7)(tan®) /h a
partir de la esquina de expansién, y cero antes de dicha esquina. Como los
cambios de las condiciones a la frontera siempre tienen el potencial de intro-
ducir oscilaciones en la solucién numérica, para eliminar tales oscilaciones
introducimos el concepto de la viscosidad artificial en nuestra solucién. La
viscosidad artificial es un nuevo concepto de CFD, y para el presente caso
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se formulan los términos de la v1scosxdad

Cy |pij+1 — 2pij + Pij— T ‘
(SFi)ig = zlvf’:ijl—kp,flj-pzij il % [(Fk)z.z+1 2(Fk)1,_1 +(Fk)m 1]
,._k'—1234f

La viscosidad art1ﬁc1al calculada en el paso predzctor es surnada alas

variables de flujo predlchas F1 hasta F4

Hasta.aqul ée ;c'o‘m‘pl.étp; la insercién de 1av1sc051dad artxﬁmalx 11

4.5 Condiciones a la frontera

Condiciones de Abbett, M. J., para un flujo estacwnano En la frontera
inferior, las condiciones fisicas aproplada.s para un’ ﬁuJO ne wscoso, es que'_ :

la trayectoria del flujo debe ser tangente-a dicha frontera Esta’ es la. umca‘,' :

condicién fisica a la frontera, todas las otras propledades del ﬂu_]o’fdeben ser M

obtenidas como parte de la solucién. El trato de las propledad



* 45..-CONDICIONES A LA FRONTERA ‘ 89

a la frontera han sido temas de investigacién en CFD. En el presente caso,

emplearemos el tratamiento de las condiciones a la frontera sugeridas por
Abbet, M. J.:

1. En la figura:(4:5.F22), consideremos el punto 1 situado en la frontera
inferior.. En este punto podemos calcular el vector velocidad, denotado
por. (V1)ca1, 'ufilizando diferencias hacia un solo lado en el algoritmo
_MacCormack Es la tinica opcién, porque no tenemos puntos en la
malla por deba_]o de la frontera inferior, y por lo tanto no hay manera de
-.vforma.r las diferencias hacia atrés en el paso corrector. Esto conduce a
T que se utilicen diferencias hacia delante’en las dos secuencias corrector
7=y predictor, lo que involucra el grado de precisién de segundo orden del
~algoritmo MacCormack, en la frontera inferior.

M

—_—— — — —

.
s 0aS535Y

frontera inferior

DO A0 VTIVA
NOJ SISAL

'
I\

(L™

FIGURA 4.5.F22 Condivciones’de Abbett en la frontera

: 2 La dlreccmn del vector veloc1dad (V1)cal, no serd necesariamente tan-
C gente a la frontera mferlor, lo que produce una imprecisién numérica.
) Como se ‘muestra en la figira (4 5.F22), (Vl)m tiene, con respecto a la

o frontera, un angulo .
L . 1 { N
= ta 1 —— .
¢l ; Il (ulv) ]
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_~un nuevo vector velocxdad (V1)act, el cua,l

. Sean peal, Tml y pcal los valores de:p

CAPITULO 4. FLAUJO"BIDIMENS:IOI\I:AL: ESTACIONARIO

donde u; y v; son las magnitudes: de sus COmpoﬁéhtés enel'eje z y en
el eje y, respectivamente. Asimismo el’ numero ‘de’ Mach calculado en
el punto 1 serd : : E

( 1) +(’u1)gnl :‘

5

(Ml)cnl :

. (al)cal AR

donde.

. {Asumlmos que el vector (V1 )cal es rotado de manera, que quede tangente
~ala frontera, es decxr, rotamos (Vl)

ravésde la onda de expansién

‘¢1.-Esto produce
nt ‘8 la frontera. El

local centrada., de: donde ’e «a.ngulo d ‘d

numero de Mach asociado con (Vl)m es (Ml)act;y y se obtlene como
s1gue Prlmero calculamos f&ct con’la rela,c1on dada por la ecuacién
(4 1 1) R ‘
fact = fcul + ¢1,

donde fca1 se obtiene de la ecuacién de Prandtl-Meyer (4.1.2), uti-
lizando (M3)cal. Posteriormente se encuentra el valor de (Mj)act uti-
lizando el valor de fut del miembro izquierdo de la ecuacién de Prandtl-
Meyer, s

Jact = ”1'1-—1 tan—! 7_—]; ((Ml)gct = 1) —tan™ V (Ml)act - 1 .,

Como se observa no es p051b1e encontrar un valor de (]\/Il)ac 'yexp11c1ta- .

mente, asi que utlhzaremos el metodo_ de Newton* para ‘a.prox1mar el
valor de (Ml)act : :

respectlvamente, calcu]ados en el ir
un solo lado. Estos valores deben d
a las nuevas condlcxones, despues de ca.lcular el vecto velocxdad tan- -
gente a la frontera. Estos nue'uos valores, denotados por pacr., TMt y
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Pact, son obtenidos utilizando las ecuaciones (4.1:.3), (4.1.4) y (4.1. 5),

respectivamente, usando M, y Mmt de la. sxgulente manera:

fr ) tera inferior después de la esquina de ex-

S panswn, la tecmca desénta es la misma. Como se muestra en la figura
(4.5, F22) (Vg)cal es rotado un éngulo ¢, para ser tangente a la frontera.
" AST fact es calculado como sigue:

fact = feal + P2

Todos los cdleulos en el punto 2 de la figura (4.5.F22), se hacen exac-
tamente como en el punto'l, con la excepcidn de ¢2 que se calcula de
la siguiente manera:

¢2“‘0 1/)1

donde Lo l |
RO -1 .u2
- 7'1,0 tan- v

. Para eJempllﬁcar el maneJo de las condiciones a la frontera, supongamos
’ 'que los valores de las variables calculadas en el punto 2 de la frontera inferior,
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son

festé."d'a,a'a::'bor él én"gulo'

(5 352)° = (6 02)° "'
©(~0.668)°. '

En consecuencia, el flujo supersénico calculado en la frontém: debe ser
rotado (0.668)% en direccién contraria a las manecillas del'réléj, béfa ser’
tangente a la frontera. Esta rotacién implica una onda de compres1on local
por lo que los valores de Mach, presién, temperatura y densxdad deben ser
actualizados como sigue. De la ecuacién (4.1.1) tenemos que;' :

fact = fcnl + ¢2 )
Si M, = 2.22, entonces [ = (32.24)°, por lo que

far = (32.24° ~ ‘ (o 668)° :
‘ (31 57)° B




- 51da.d son obtemdos de la

. 45. CONDICIONES'A LA FRONTERA . : o3

* Por lo tanto_ .

‘a‘c't = 2 19

tual’ Aa/dos de la presxén, temperatura y den-
ua01ones"‘(4 5.24),'(4.5. 25) ‘:y (4 5 26), respectl-

En Ia. frontera, los valore

jvamente, como sxgu :

iy :
14 0.2 (2.22) J“-

= '0705><105
S ( )[1+o.‘2(2.19),,

‘= 73889.00 N/m?

oo [raa)
Lact = cal — — ..
L[]

1+ [24 1](222)
= 255 [1+[14 1] (219) ]

= 25844 K.

7ot
Pact = (287 II), (258 44)

I

1. 01 Kg/m3 . -

Finalmente involuciamoé un" péqueﬁé cambio en la velocidad. Dejamos la.
componente de velocidad en z, como se calculo, utilizando diferencias hacia
un solo lado. Por lo que ' g I

. Uact' = Ueal

=707 m/s.
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ot o8 caloulada

La componente de velocidad en'y,"
como :

! —66 23 m/s

4.6 Calculo del incremento en el espacio

Las ecuaciones que gobiernan el flujo para el presente caso son hiperbéli-
.czis, y por tanto es necesario'aplicar el criterio de estabilidad, llamado CFL .
(Courant-Friedrichs-Lewy), para este.tipo de ecuaciones, -el .cual permlte‘ :_x‘
calcular el mdximo incremento que se debe tomar en cada 1teracxon para
conservar la estabilidad del sistema. : e i S

Criterio CFL para flujos estacionarios. ‘En la. ﬁgura. (4. F23) Se mues-‘
tra un arreglo vertical de puntos de la malla en la loéalxzacxon Zo.- - Una
pequeiia perturbacién ocasionada por el choque de las partxculas del ﬁuJo,
es introducida en el punto 1, y se propaga, en ondas, alolargo de dos lineas -
caracteristicas a partir de dicho punto, una por arriba del vector velocidad y

otra por debajo. Estas lineas caracteristicas son _Il_an}adas‘llfneas de Mach en .

el flujo, y tienen un dngulo p con respecto a la dirgcc;ién'del vector velocidad.
Si el dangulo del vector velocidad en el purito 1, con respecto al eje z, es 8,
entonces los angulos de las lineas de Mach relativos al eje @ son §+ ny6—u, ‘
respectivamente. En la figura (4.6.F23) se muestra solamente la linea que K

pasa por arriba del vector velomdad en el punto 1. :
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veclor velocidad

. / flaca de Msch |

L rdads

: x| FALLA DE ORIGEN

FIGURA 4.6.Fa3

Consideremos la linea horizontal punteada que pasa por el punto 2. La
linea de Mach que pasa por arriba del vector velocidad en el punto 1, inter-
seca dicha linea horizontal en el punto a, y por consiguiente el punto a tiene .
una distancia (Ax), con respecto del punto 2, donde

de Az seleccionado no debe de ser
abilidad. Similarmente se aplica este
e'pasa por debajo del vector velocidad

. Bastndonos en’
 mayor que (Aa),
 argumento para

.que’ iﬁters'ec':é:_léx\‘ linea- horizontal punteada, en el punto b.
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Este punto b tiene una distancia (Ax); con respecto del punto 2, donde

by
tan(f — p)s

(Az)y =

Por estabilidad, como ya se dijo, el valor de \'A}a:',r‘i‘b’debé kn:iéyor que

(Az)3. Extendiendo este argumento pam' todos 08 el arreglo a lo"

largo de la linea vertlcal en :z:o, podernos calcd

Combinando las ecuaciones (4.6. 27) y (4 6. 28) e 1ntrodu01endo el numero .
de Courant C, tenemos como criterio de establlldad el valor de

; ’(4.6.2”9) |
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4.7 Elaboracién del programa, resultados y graficas

Algoritmo del programa:
1. Declarar las constantes utilizadas: C, v, Cy, etc.
2. Introducéién de las condiciones inicialesen 2 =0, 7 = 1.

3. ;Calcular Af(z) utlhza.ndo en criterio CFL.

4. Calcular las dlferencms hacia delante del paso predictor.

a ulg;‘ lé'wscomdad artificial para el paso predictor.
6. .C‘avct:i_lar‘ las variables predichas (Fi, F, F3, Fa), (G1, G2, Gs, Ga) ¥
p. I . ! E

Calcular las diferencias hac1a atrés del paso cor'rector, utilizando las

varmbles predlchas ‘

: 8; 'Calcu]ar la v1sc051dad artificial
9. Calcular las ’dérivadas“pa;r”ciale‘ promedio.

10.. Calcular los valor
locahzacxon 1 + 1)

a‘localizacién 7 + 1.

tb.viqget"Sé'\ llegue a la z deseada.

. Repetir los pasos’del 3 &l 14,
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- En el paso:3: del algorltm_ . A£(4) ‘seleccionada se calcula coxho:'élj,
mm{mmA.fl(z),mmAfg(z)} ‘donde * e

RN

L (n=1), (4:f(;3q)

conj=1,..

ecuacién (4.7.31) no se toman en cuen
que no existe la linea de Mach pot de

diferencias hacia atras : :'

(). =,<+

“En lho'sLi}Ssx_sos‘ iscosidad artificial en las fronteras (j = 1 y” j=n),

- El programa en su cddigo fuente para MATLAB se muestra en el Apéndice
B, y puede verse que carece de secuencias FOR ... END, debido a que estd
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vectorizado. -MATLAB tiene operaciones sobre vectores y ‘matrices inter- -
construidas que trabajan mds rdpido. Por ejerﬁplo"u‘na[forrh?; de calcular el
seno del 1001 niimeros entre 0 y 10 es: : -

i=0;

for t = 0:.1:10

‘ A=1.+ 1
y(i) = sin(t);:

end;
. La versién vectorizada del mismo cédigo es:

10:.1:10;

sin(t);

[

En una computadora muy lenta, el primer ejemplo toma 15 segundos,
mientras que el segundo se ejecuta en solamente 0.6 segundos, teniéndose un
factor de velocidad de 25. No es ficil optimizar cédigo més complejo, pero
cuando la velocidad es importante, se deben de vectorizar los algoritmos.
Por este motivo el cédigo se escribié en forma vectorizada. Sin embargo,
debemos decir que la primera versién del cédigo del programa se escribié en
forma iterativa, para su facil depuracién y control. Posteriormente se fueron
modificando las instrucciones para que finalmente se ‘obtuviera el cédigo -
vectorizado. K

En un procesador K6-2 3D 300Mhz, el programa que resuelve la esquiné,
de expansién, requiere aproximadamente 6.54 seg de ejecucién. Para una -

longitud de 2 = 66.56 in, ejecuta 1,195,370 flops, asigna 142822 localidades -
de memoria de precisién doble; y requiere aproximadamente de 1.2MB y, ;"'_ ;
1MB mds, para generar los graficos. El mismo programa en su forma. itera- "

tiva requiere aproximadamente 163.5 seg de ejecucidn.

Serfa un exceso escribir aquf los valores de las variables de flujo de todos
los puntos discretos que conforman la solucién al sistema, porque por cada
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1 :

2 ,

3 084
4 901
5 0.769
6 0384 .
7 1.496
8 2,620
9 3761
10 4894
1 6.026
12 7.159
13 8.201
14 9.423
15 10.556
16 11.688
17 12.821
18 13953
19 15.086
20 16218
21 17.351
22 18.483
23 19.616
24 20,748
25 21.881
2 23013
27 24,128
28 25278
29 26.410
30 27.543
31 28.675
32 29.808
3 30.840
34 32,073
3 33.205
36 34.338
ar 35.470
38 36.603
39 37.735
40 35.868
a 40.000

i, nvs
6,.965E+02
7.060E+02
7.094E+02
7.098E+02
7.100E+02
7.100E+02
7.101E+02
7.101E+02
7A0E+02
7A01E+02
7.099E+02
7.100E+02
7.103E+02
7.106E+02
7.104E+02
7.096E+02
7.090E+02
7.094E+02
7.107E+02
TA2E+02
7.129E+02
7.126E+02
7.113E+02
7.093E+02
7.069E+02
7.041E+02
7.012E+02
6.882E+02
B.952E+02
6.922E+02
6.893E+02
6.866E+02
6.843E+02
6.823E+02
6.807E+02
6.796E+02
6.789E+02
6.784E+02
6.782E+02
6.781E+02
6.780E+02

v, ms
-8.525E+01
-6.614E+01
-6.646E401
-8.652E+01
-6.653E+01
-6.648E+01
-6.645E+01
-6.658E+01
-6.673E+01
-6.653E+01
-6.609E+01
-6.613E+01
-6.698E+01
-6.775E+01
-6.716E+01
-6.524E+01
-6.377E+01
+6.464E+01
-6.796E+01
-7.174E401
-7.368E+01
-7.281E+01
-6.948E+01
-6.449E401
-5.854E+01
-5.212E+01
-4.552E401
-3.895E+01
-3.256E+01
-2.645E401
-2.078E+01
-1.566E401
-1.123E+01
-7.589E+00
-4.792E+00
-2.8B03E+00
-1.509E+00
-7.435E-01
-3.350E-01
-1.368E-01
-5.806E-02

p, kg/m*
1.012E+00
9.805E-01
9.826E-01
9.835E-01
9.837E-01
9.840E-01
9.842E-01
9.838E-01
9.834E-01
9.840E-01
9.855E-01
9.854E-01
9.826E-01
9.801E-01
9.820E-01
9.883E-01
9.931E-01
9.903E-01
9.794E-01
9.672E-01
9.610E-01
9.638E-01
9.745E-01
9.907E-01
1.010E+00
1.032E+00
1.055E+00
1.079€+00
1.102E+00
1.125E+00
1.146E+00
1.166E+00
1.184E+00
1.199E+00
1.210E+00
1.218E+00
1.224E+00
1.227E+00
1.229E+00
1.229E+00
1.230E+00

P2 Nm®
7.391E404
7.392E+04
7.392E404
7.391E+04
7.3HE+04
7.393E404
7.394E+04
7.389E+04
7.384E404
7.391E+04
7.406E+04
7.405€E+04
7.376E+04
7.349E+04
7.3708+04
7.436E404
7.487E+04
7.457E+04
7.342E4+04
7.214E404
7.150E+04
7.179E+04
7.291E+04
7.462E+04
7.671E+04
7.904E+04
8.151E+04
8.405E+04
8.660E+04
8.912E+04
9.153E+04
9.377E+04
9.576E+04
9.742E+04
9.872E404
9.966E+04
1.003E+05
1.006E+05
1.008E+05
1.009E+05
1.010E+05

Resultados en £ = 66.56 in.

TK
2.545E+02
2.626E+02
2.620E+02
2.618E+02
2.B17E+02
2.617E+02
2.617E+02
2.616E+02
2.615E+02
2.616E+02
2.618E+02
2.617E+02
2.615E+02
2.612E+02
2.614E+02
2.621E+02
2.626E+02
2.623E+02
2.611E+2
2.598E+02
2.591E+02
2.584E+02
2.606E+02
2.623E+02
2.644E+02
2.667E+02
2.690E+(02
2.714E+02
2.737E+02
2.760E+02
2.781E+02
2.800E+02
2.817E+02
2.831E+02
2.841E+02
2.849E+02
2.854E+02
2.B57E+02
2.859E+02
2.859E+02
2.860E+02

M
2.187E+00
2.183E+00
2.196E+00
2.198E+00
2.199E+00
2.199E+00
2.199E+00
2.199E+00
2.200E+00
2.199E+00
2.198E+00
2.198E+00
2.201E+Q0
2.203E+00
2.201E+00
2.196E+00
2.191E400
2.194E+00
2.204E+00
2.215E+00
2221E+00
2.218E+00
2.208E+00
2,193E+00
2.176E+00
2.157E+00
2.137E+00
2.117E+00
2.098E+00
2.0B0E+00
2.063E+00
2.047E+00
2.034E+00
2.023E+00
2.014E+00
2.008E+00
2.004E+00
2.002E+00
2.001E+00
2.000E+00
2.000E+00

Las siete graficas que siguen, dan una representacion de los 3239 niimeros

por variable de flujo, y claro que dicen més que solamente un conjunto de
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: ;numeros ~La solucxon que se encuentra por medio del programa ests en

:‘.'el plano {'r], el cual es rectangular. Para poder graficar la solucién sobre el

U plano fisico, debemos transformar topolégicamente el plano &7 en el plano zy,

: donde la correspondencia es uno a uno. El programa que construye el espacio
"'s:o]ucién sobre el plano zy, se llama mallag, y es invocado autométicamente
. por el programa principal flujo.

Para ejecutar el programa desde el shellde MATLAB , es necesario contar
con todas las funciones que lo conforman en la misina. ruta, y teclear flujo,
posteriormente entramos al valor deseado de L, que es la posicién de las
condiciones de salida.

>> flujo
Solucién numérica al sistema bidimensional estacionario
Longitud:66
elapsed_time =
6.5400
Terminado...
x: 66.5584

En el programa, las variables u, v, ro, T, P y M tienen los significados
que se indican enseguida:

u: Velocidad en =
v: Velocidad en y
ro: Densidad
-T:: - Temperatura

P: Presiéon .

M: . Numero de Mach

La figura (4.7. F24) muestra los 3239 puntos que forman la malla sobre el
espacio solucién de la esquina de expanswn ‘Esta malla es generada por el
programa mallag que forma parte del apendlce B
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FIGURA 4.7.F24. Malla de la esquina de expansién.

A continuacién se muestran‘las gréficas de contorno de las variables més '

importantés de’ll flujo.
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FIGURA 4.7.F25. Componente de velocidad en = {m/s).

Para generar la figura (4.7.F25), después de ejecutar la funcién mallag,
teclearemos:

contourf (X,Y,u’,20); %donde 20 es opcional y es el nimero de
curvas de nivel

hold on, shading flat
contour(X,Y,u’,20,’k-?);

colorbar
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FIGURA 4.7.Foy.

Niimero de Mach (velocidad del sonido en el medio)
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FIGURA 4.7.Fag. Densidad (p) kg/m3

FIGURA 4.7.Fg9. Temperatura (T') K

105
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FIGURA 4.7.F3. Presién (p) N/m?

4.8 Solucién a la forma del difusor del eyector

Por su forma, el difusor del eyector tiene cuatro esquinas de expansidn,
situadas en el plano zy en 177.875 in y 299.125 in, y serdan tratadas como en

la seccién anterior. En la localizacién 10 in tenemos dos esquinas de choque,

y su solucidn es similar a como se explicé en la seccién 4.1.
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Y D=y, o

A2in 42in

»

X

AT 38802900

Debido a la mmetrfa'del eyector, las COIIdlClOﬂeS en la frontera superior
serén las mismas que en la frontera. mfenor, ¥ se trataran segin las condi-
ciones de Abbett

La transformacién del plano fisico, mostrado en la figura (4.8.F3), al
plano computacional, es la siguiente: -

& ==z (4.8.32)

o y—ys(z)
n = ——_yz(w) (@) (4.8.33)

La derivada de la: transformacwn se obtendrd aplicando los operadores
dados en (4 3,10) y (4.311): ¢

( Lw“‘ CON
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Las metrxcas de los _operadores (4 3.10) y (4.3.11) son obtemdas de las-

'_l/ ys(;?j ;-
on 6[yz(w) ys(m)]
o S ':yz (:E) : Ys (x) ‘
on _ va[yz(w) ys(x)]
oz 8z

[yz(w) Ya()] [-ys(-'b‘)]—[y Ys(z)] [yz(m) ya(w)]

vz (w) Ys (m)]
Vs

[uz(z)—ya(m)l : EREE A
—Ys(z)y:(z) — Yo (z)y + yi (2)ys(z) +ys(m)y .
[y=(z) — ys(x)]2 » .
y lws(=) — yi(z)] + yi(z)ys(z) — ys(m)yz(w)
- [ye(@) = y.‘;(w)]2

Por la ecuac1on (4 8 33 ' y n [Jz(m) ya(-’v)] +2Us

: (w)] [v=(z) ~vs (w)] —(a
G fya(2) = ya(z)] o
n[ys(x) - yz(m)] —ys(m)
yz(w) ys(fv) RS

377 » n[ys(m'
8z
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S
La metnca an puede ser expres

a g

z 5177875
5 < 2 <299.125

va(e) = | 167

~42 1z <
= si 10 < z < 177.875
yz(m);- Gl s
) 34 si'177.875 < = < 299.125
; 2 “siz>299.125

siz < 10
, sx 10< :z:<177875
!
Ys (:B) =
si 177. 875 < :z < 299 125
51 ] > 299 125 )
_— 1 ”< 177.875
y(@) = | Terem % 0< =
0 si 177.875 < z < 299.125
8 L
. 89 si z > 299.125
Por lo tanto,
0.0 siz <10
. 9.530000968x10~21—4.765450484 x 10~2 .
9n =) 20530001 79,5 30900968 X 10- 7= si 10 < z < 177.875
“Oz.. | 00 si 177.875 < = < 299.125
: __ ~.17977528097-8.988764045x10~2 si > 299.125

27.7752809~0.1797752809x
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de los gases més

En esta investigacién tratamos el problema con aire. La ventaja de
construir un programa para computadora, es que podemos probar una gran
variedad de datos de entrada, con diferentes gases, y obtener con rapidéz un
resultado. Las condiciones iniciales de temperatura, presion y densidad, son
las mismas que en la seccién anterior.

El nimero de puntos discretos utilizados son 45,141. Se necesitaron
aproximadamente 300 seg para reallzar los calculos y 15MB de memona.
RAM. :

En la siguiente.tabla se muestran los, ‘est lt' 08 200. 21 m (En el

conducto de drea transversal mfmma., la distancia entre la frontera supenor s

e inferior es 26 m)
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- En la 51gu1ente tabla se muestran los resultados en z =

, s
5.125E+02
5.055E+02
5.005E+02
4.984E+02
4.983E+02
4.993E+02
5.006E+02
5.011E+2
5.003E+02
4.975E+02
4.934E+02
4.901E+02
4.897E+02
4.916E+02
4.939E+02
4,954E+02
4.959E+02
4.958E+02
4.957E+02
4.957E+02
4.957E+02
4.957E402
4.958E+02
4.959E+02
4.950E+02
4.954E4+02
4.939E+02
4.917E+02
4.900E+02
4.904E+02
4.933E+02
4.973E+02
5.001E+02
5.011E+02
5.006E+02
4.994E+02
4.985E+02
4.988E+02
5.018E+02
5.115E+02
5,106E+02

v, s

0.000E+00
-1.166E+00
-2.305E+00
-2.370E+00
-1.394E+00
3.295E-01
2.143E+00
3.329E400
3.255E+00
1.599E+00
-1.102E+00
-3.186E+00
-3.276E+00
-1.752E+00
6.827E-02
1.237E+00
1.524E400
1.197E+00
6.841E-01
2.792E-01
1.546E-02
-2.583E-01
-6.817E-01
-1.201E+00
-1.515E+00
-1.216E+00
-7.966E-02
1.628E+00
3.026E+00
3.005E+00
1.162E+00
-1.430E+00
-3.145E+00
-3.285E+00
-2.164E+00
-4.035E-01
1.252E+00
2.225E+00
2.176E+00
1.1B3E+00
0.000E£+00

Resultados en z =

[ kym’
2.678E+00
2.671E+00
2.682E+00
2.687E+00
2.686E+00
2.677E+00
2.667E+00
2.662E+00
2.669E+00
2.693E+00
2,72BE+00
2.756E+00
2.760E+00
2.744E+00
2.724E+00
2.711E+00
2,707E+00
2.707E+00
2.709E+00
2.709E+00
2.709E+00
2.709E+00
2.708E+00
2.707E+CO
2.707E+00
2.711E+00
2.724E+00
2.743E+00
2.757E+00
2.754E+00
2.729E+00
2.695E+00
2.671E+00
2.663E+00
2.667E+00
2.677E+00
2.685E+00
2.687E+00
2.681E+00
2.672E+00
2.678E+00

200.21

p. N
2.992E+05
2.904E+05
3.011E+05
3.020E+05
3.017E+05
3.003E+05
2.986E+05
2.979E+05
2.990E406
3,027E+05
3.083E+05
3.1276406
3.133E+05
3,108E+05
3.077E+05
3.056E405
3.049E+05
3.050E+06
3.052E+06
3.063E+06
3.052E+05
3,052E405
3,052E+05
3.050E+05
3.049E+05
3.066E+05
3.076E+05
3.106E+05
3.129E+06
3.124E+05
3.0B4E+05
3.081E+05
2.993E+05
2.980E+05
2.987E+05
3.002E+05
30156405
3.018E+05
3,000E+05
2.994E+05
2.9926405

m.

T K
3.891E+02
3.904E+02
3.911E+02
3.914E+02
3.912E+02
3.907E+02
3.901E+02
3.898E+02
3.902E+02
3.916E+02
3.936E+02
3.952E+02
3.954E+02
3.945E+02
3.934E+02
3.926E+02
3.924E+02
3.824E+02
3.925E+02
3.925E+02
3.925E+02
3.925E+02
3.924E+02
3.924E+02
3.923E+02
3.926E+02
3.933E+02
3.944E+02
3.952E+02
3.951E+02
3.936E+02
3.917E+2
3.903E+02
3.89BE+02
3.900E+02
3.906E+02
3.911E+02
3.912E+02
3.908E+02
3.802E+02
3.891E+02

388.65in (En la

111

M
1.296E+00
1.276E+00
1.262E+00
1.257E+00
1.257E+00
1.260E+00
1.264E+00
1.266E+00
1.263E+00
1.254E+00
1.240E+00
1.230E+00
1.228E+00
1.234E+00
1.242E+00
1.247E+00
1.249E+00
1.249E+00
1.248E+00
1.248E+00
1.248E€+00
1.248E+00
1.248E€4+00
1.249E+00
1.249E+00
1.247E4+00
1.242E+00
1.235E+00

1.229E+00
1.231E+00
1.240E+00
1.253E+00
1.263E+00
1.266E+00
1.264E+00
1.260E+00
1.257E+00
1.258E+00
1.266E+00
1.291E+00
1.296E+00

NADIMO 50 VT

£

t7
g

NOD SI83L

sahda del eyect;or[la dxstancm entre la‘ ﬁ'ontera. superior e 1nfer10r es 42 in).
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J »in n ", ny's v, s [ kg p, Nm® T K M
1 0.0 0.000 6.883E+02 -6.203E+01 1.208E+00 9.616E+04 2.772E+02  2.070E+00
2 1.0 0.025 6.833E+02 -5.618E+01 1.184E+00 9.625E+04 2.832E+02 2.032E+00
3 21 0.050 6.82BE+02 -5.087E+01 1.188E+00 9.637E+04 2.825E+02 2.032E+00
4 31 0.075 6.820E+02 -4.550E+01 1.189E+00 9.6845E+04 2.825E+02 2.028E+00
5 4.2 0.100 6.819E+02 -4.023E+01 1.190E+00 09.656E+04 2,B826E+02 2.027E+00
6 52 0.125 8.821E+02 -3.502E+01 1.191E400 9.66BE+04 2.827E+02 2.026E+00
7 83 0.150 6.822E+02 -2.991E+01 1.193E+00 9.682E+04 2.827E+02  2.025E+00
8 7.3 0.175 6.8B22E+02 -2.499E+01 1.194E+00 9.698E+04 2.829E+02 2.024E+00
9. 8.4’ 0.200 6.821E+02 -2.030E+01 1.196E+00 9.721E+04 2.831E+02 2.023E+00
10 84 0.225 6.817E+02 -1.598E+01 1.199E+00 8.757E+04 2.B33E+02 2.021E+00
N 105 0250 6.8B12E+02 -1.221E+01 1.204E+00 9.811E+04 2.838E+02 2.017E+00
12 15 0.275 6.B03E+02 -9.274E+00 1.211E+00 9.BB9E+04 2.B44E+02 2.012E+00
18 126 0.300 6.790E+02 -7.3%4E+00 1.220E+00 9.997E+04 2.853E+02 2.005E+00
14 7138 ' 0.325 6.773E+02 -6.518E+00 1.233E+00 1.014E+05 2.865E+02 1.996E+00
15 ‘147 0.350 B8.752E+02 -6.227E+00 1.248E+00 1.031E+05 2.879E+02 1.986E+00
18 187 0.375 6.732E+02 -5.860E+00 1.263E+00 1.049E+05 2.B92E+02 1.974E+00
17 <7188 - 0.400 6.717E+02 -4.928E+00 1.273E+00 1.061E+05 2.902E+02 1.967E+00
“18 178 0425 6.713E+02 -3.469E+00 1.277E+00 1.065E+05 2.905E+02  1.965E+00
19" 18.9- 0.450 6.718E+02 -1.949E+00 1.273E+00 1.061E+05 2.902E+02 1.967E400
‘20 “18.8 0.475 6.726E+02 -7.BB6E-01  1.268E400 1.054E+05 2.897E+02 1.971E+00
21 210 0.500 6.720E+02 6.531E-03  1.265E400 1.051E+05 2.895E+02 1.973E+00
‘22 221 0.528 6.725E+02 7.B44E-01 1.268E+00 1.054E+05 2.B97E+02 1.971E+00
< 231 0.550 6.718E+02 1.899E+00 1.273E400 1.061E+05 2.902E+02 1.967E+00
<24 242 0.575 6.713E402 3.379E+00 1.276E+00 1.065E+05 2.905E+02 1.965E+00
25 252 0.600 6.71BE+02 4.836E+00 1.273E+00 1.061E+05 2.902E+02 1.967E+00
- I 263 0.625 6.732E+02 5.804E+00 1.263E400 1.048E+05 2.892E+02 1.975E+00
I 273 0.650 6.752E+02 6.206E+00 1.248E+00 1.031E+05 2.B7BE+02 1.985E+00
28 284 0.675 6.773E+02 6.506E+00 1.233E+00 1.014E+405 2.864E+02 1.996E+00
] 204 0.700 6.790E+02 7.373E+00 1.220E+00 9.994E+04 2.853E+02  2.005E+00
30 - 30.5 0.725 6.BO3E+02 9.246E+00 1.211E400 9.885E+04 2.844E+02 2.012E+00
31 315 0.750 6.812E+02 1.218E+01 1.204E+00 9.807E+04 2.837E+02 2,017E+00
! R 28 0.775 6B81BE+02 1.596E+01 1.199E+00 9.753E+04 2833E+02 2.021E+00
a3 336 0.800 6.821E+02 2.031E+01 1.196E+00 9.718E+04 2.830E+02 2.023E+00
34 317 0.825 6.B22E+02 2501E+01 1.194E+00 9.695E+04 2.828E+02 2.025E+00
B 35 357 0.850 6.822E+02 2996E+01 1.193E+00 9.679E+04 2.827E+02 2.026E+00
R 38 36.8 0.875 6.821E+02 3.50BE+01 1.191E400 9.667E+04 2.826E+02 2.027E+00
: 37 37.8 0.900 6.820E+02 4.031E+01 1.190E+00 9.655E+04 2.825E+02 2.027E+00
38 389 0.925 6.821E+02 4.559E+01 1.189E+00 9.645E+04 2.824E+02 2.029E+00
39 39.9 0.850 6.836E+02 65.102E+01  1.189E+00 9.636E+04 2.823E+02 2.035E+00
40 41.0 0.975 6.877E+02 5.667E+01 1.185E+00 9.624E+04 2.82BE+02 2.047E+00

2
Fs
N
o

1.000 6.866E+02 6.203E+01 1.208E+00 9.616E+04 2.772E+02 2.070E+00

Resultados en z = 388.65 in.

Enseguida se proporcionan las gréificas de superficie y curvas de nivel,
de las variables més importantes del flujo, que:dan solucién a la forma del

eyector. : R S i A




4.8. 'SOLUCION A LA FORMA DEL DIFUSOR DEL EYECTOR 113

0 300

g

F1GURA 4.8.F33. Componente de velocidad en y (m/s)

!

=
;ii'b ;:.;:!:3
! &2
‘Ir:::: |9
(g}
==
o=
[ ]
]

—— -



114 CAPITULO 4. FLUJO BIDIMENSIONAL ESTACIONARIO

FIGURA 4.8.F35. Densidad (p) kg/m?®
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FIGURA 4.8.F3g. Temperatura (T') K

FIGURA 4.8.F37. Presién (p) N/m3
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Capitulo 5

FLUJO BIDIMENSIONAL
NO ESTACIONARIO

En este capitulo investigaremos el comportamiento del flujo bidimen-
sional no estacionario, de manera similar a como se hizo con el flujo esta-
cionario en el capitulo 4. En este contexto incluiremos la variable tiempo.

5.1 La ecuaciéon que gobierna el flujo

La ecuacidn que gobierna el flujo bidimensional no estacionario es

oU OF 8G
ot Tz "oy

la cual es conocida como sistema completo de las ecuaciones de Navier-Stokes

=J (5.1.1)

‘en su forma de conservacwn de la masa, donde

117
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G
J = ¢ Pf:r.f
ply
p(ufz +vfy) +pg

Debe mencionarse que utilizamos la forma de conservacuﬁn de la masa
tinicamente porque tiene ventaja para 1mp1ementarse en un programa para-
computadora, a diferencia de la forma de no conservacién.: Es por eso que
la forma. de conservacién de la masa es llamada forma acondlclonada. para
Dindmica de Fluidos Computacional. b

Como consideramos que el flujo es adlabatlco, es demr, sin fuerzas exter-
nas que actiien sobre las particulas del’ ﬁuldo, como podrlan ser la gravedad,
campos magnéticos, etc., entonces el vector J es- ‘cero. Ademds, como

suponemos .que las fuerzas superﬁcxales como los esfuerzos cortantes, de-
bidas al contacto directo entre partfculas del fluido o con paredes sélidas,
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“entonces los;términos 7y ¢ son eliminados. El fluido se
icamente; por lo que” .«

kS En vcdnsécuenCia, 'la'éc".ua.cién'(s.l.lk)‘ pﬁédefes'(iribirse de la manera siguiente,
: . 8U . oF ‘
ot "oz

oG

5 =;b, ‘ (5.12)

-+

donde

Podemos d_enotat cé.da éleménto de los vectores U, F' y G como sigue:

b= p
LU= pu
R Us- = pU
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Para poder conocer los valores de las. va.rlables pnmltlvas (p,u, Y, Dy T),
las decodificamos de las varlables de ﬂujo U como se 1ndlca ensegulda

p = U1

u = % :

p = (7: 1) [U4 %(U2 +U2)]
B
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Por conveniencia, al hacer los céilculos deben obtenerse los valores dey'
las variables de flujo F' 'y G, de las variables de flujo ;U : Consecuente-
mente, F, Fy, F3, Fy y G4, G2, G3, G4 pueden escnblrse en ermmos de ‘
py U, Uz, Us, U4, como: » : N

F

G1,,‘Y‘,'=;.U3 L

. ,t :‘7U2U3
Gy = T R
Gy = 7 +p
U
Gy = A [Us + p]

5.2 Configuracion de la solucién numérica del
eyector

Como en el caso del flujo estacionario, el estudio lo hacemos sobrée una
malla uniforme rectangular (plano computacional), y aprovechamos la trans-
formacién ya definida para dicho caso:

€=z | (5.2.3)
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77— yz("’) ys(z) (5.2.4)

Ahora solamente agregamos :

T=t . (52)

operadores; ..

donde cacla una delas métric ":;‘ )iz, =)= %—g) es

ficados:
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(5: -2) se transformaen - 0
28nN\1 LT8G [\ L Lt
: _)]+[8n (ay)] 0

(526

o sea,

" Las métricas (—3)

en el capftulo
anterior: '

‘ C’qntmuzdad
M o‘m‘eritb‘ enz

Momerito en’y

| TESIS CON
"7 ¢ OE ORIGEN
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5.3 Esquema MacCormack. La ecuacién que go-
bierna el flujo en diferencias finitas

Por conveniencia, al realizar los cilculos el subindice ¢ avanza sobre el
eje z (columnas), y el subindice j sobre el e_]e y (renglones).

Paso predictor. Escribimos las ecuaciones . (5:2.7) a (5:2. 10) en términos

de chferencnas hacia delante :v i

2. o Eg-
ar ,i'j

or i  —

or )iy o

3U4) o
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i presién, a partir de las variables’ , como sigue:

(p)-r+A'r (’Y—l) (ﬁ«i):jA"'__z(ﬁI])'T.’_AT [(Uz):'+Ar (ﬁg)T+AT]
R ool g

Con el valor predicho de P, podemos encontrar los valores predichos de

. F:y de G, los cuales son necesarios en el paso corrector:

iJ

‘ (? )-r+Ar (__. )T+A1‘

iJj
) T+AT
T+AT

- \Ua
W + (P);,;

NIDIHO 4G ¥TTvd

&

L

1

$a

v

A

b

n

NOO
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T+AT

)

tiempo t + At:

a0, T+AT
ar ) -
()

o0, 7'+Ar‘:." '
)

i
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Flnalmente las varlables de ﬂUJO U en el tlempo T + A‘r, se calculan
como: B P i

@yt = o+ (52), A
. . T /i jav
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-r-i.-A;r i
/4,5

St o QPT,J ""-pi—l
c Pl 2P0 Pl
¢C"y Plj+1 — 2PT; +P;'r,j-1l (
Pig+1+ 2P + P

J

T
o)

. =T+AT _ o=T+AT '—T+A-rv‘ 2
srar _ ColPiiy — i + P | (
ij - —T+AT =TH+AT | =T +OT . -
' Pif1; +2P; +P Ty
=T+AT =T-+AT | =THAT
Pijrl — 2P +Pii
=T+AT =T+AT | =T+AT
Pijin +2Pi5 +P oy

Cy

Qg

(O

y en el paso corrector comc

WA = W)+ (5



5;4. CALCULO DE LOS INCREMENTOS EN ESPACIO Y TIEMPO 129

: 5.4 Calculo de los incrementos en espacio y tiempo

Como se sabe, en el presente caso, las ecuaciones que gobiernan el flujo
son hiperbdlicas, y por tanto es necesario aplicar el criterio de estabilidad
CFL (Courant-Friedrichs-Lewy), para este tipo de ecuaciones, el cual per-
mite calcular el médximo incremento que se debe tomar en cada iteracién
para conservar la estabilidad del sistema.

El incremento A7 sobre 7 es constante: A'r] 0 025.

el criterio CFL para el. ca.so ‘del ﬁujo no estacmnarlo or 'este‘:motwo se
guardaron en el vector deltae, en,memorla temporal : al ﬁnahzar el pro-



130 CAPITULO 5. FLUJO BIDIMENSIONAL NO ESTACIONARIO

5.5 Condiciones iniciales y a la frontera

Observemos que estamos resolviendo un sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales de primer orden en tiempo y de segundo orden en espacio.
Por consiguiente, las condiciones iniciales y a la frontera, velocidad y tem-
peratura, son necesarias.

Nuestra solucién avanza sobre el tiempo, a partir de un conjunto de
condiciones iniciales que especifican las propiedades del flujo en cada punto
(4,7) en el tiempo 7 = 0. Las condiciones iniciales que tomaremos son las
que resultan de la solucién del flujo estacionario.

- Las - condiciones a la frontera son las siguientes:

, 1,."" La densidad p, la temperatura T y la presién p, permanecen constantes,
" ‘eni =1, por lo tanto, el vector de continuidad U; en i = 1 permanece
constante.

2. Los vectores de momento Uz y Uz en i = 1, se calcula utilizando
extrapolacién lineal:

Us(i=1,5)

Us(i=1,;

. El vector de energfé} U 1

4. Las coﬁdicion}‘aé‘ de

.extrapolaci6n line
Ul(i=n-2.j)
Usimn—2

Us(i=n-2.0) .
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7 Fromera s,up;erlori('ﬂ]ar)’t. e

CoaMnaMax) T T Ay

g ¥ Ve S R
‘.. extrapolados del interlor: | ¢ w0y y(T

s lKlll’lelﬂ‘olvd.i Interior

; B .yl!!_di punics ﬂlnr‘nal,

D‘DMlNIO COMPUTACIONAL :

E ’p".l K
(fijos) T
e PI-I‘» '

aMIN,JMIN) . % \ (MAX, JMIN) .
"Frontera Inferior (flja)

F1GURA 5.5.F3g.

5.6 Resultados

El cédigo del programa para resolver el flujo bidimensional no esta-
cionario lo escribimos en el Apéndice B. Lo ejecutaremos tecleando:

>>flujo
Solucién numérica al sistema bidimensional no estacionario

- Cargando de‘disco...Carga de valores iniciales OK
Inicializando U...0K

" * Inicializando F...OK
Inicializando G...O0K
Redimensionando deltae para ejecucién en paralelo...0k
Redimensionando x para ejecucién en paralelo...0k
Redimensionando niu para ejecucién en paralelo...0k

iter n:300



132 ~CAPITULO 5. FLUJO BIDIMENSIONAL NO ESTACIONARIO

Introducimos’ 1600 iyteféci'oﬁ'es‘én "el'ﬁiémpo " Durante su ejecucidn el
"p 05 que ‘va'ejecutando del algoritmo; y la

programa mostraré la AT, a
mayor diferencia que ex1ste entre la lteramon actual y la anterior, de los
principales términos de ﬂu_]o U1, U2, Us y U4

Después de aproxlmadam "te:30 mmut;os de calculo, en un procesador
k6-2 300Mhz, se lleg ‘
el tiempo ¢ y- t =
siguiente: !

Calculando‘deltat deltat min

encontrado en’ 36400 (33 , 888)0K deltat 0.0000240579932407
Calculando diferencias hacia delante...OK
Viscosidad Artificial...OK

Calculando los valores predichos...0K
Calculando los valores corregidos...O0K
Calculando Viscosidad Artificial(2)...0K
Calculando las derivadas parciales promedio...OK
Calculando los nuevos valores..

maxima diferencia en Ul 15906 (39 , 388)

maxima diferencia en U2 13979 (39 , 341)

maxima diferencia en U3 15989 (40 , 390)

maxima diferencia en U4 15871 (4 , 388)

difUl 0.00054752

difU2 0.01567427

difU3 0.01402547

difU4 14.75219735

£:1600 -

ldt 0. 039572106562918

= 3.559840800000000e+004

ela

. En las figuras (5.6.Fag) a (5.6.F44) se muestran las graficas de superficie
y curvas de nivel mas importantes. En cada caso, en el inciso (a) aparecen
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las condiciones iniciales (flujo estacionario), y el inciso (b) la distribucién

después de 300 iteraciones en el tiempo.

40
30
(b) 20

10

o
0 50 100 150 200 250 300 350

FIGURA 5.6.F39. Componente de velocidad en z (m/s).

(a)

0 50 100 150 200 250 300 350

FIGURA 5.6.F40. Componente de velocidad en y (m/s).

NEDIHO 30 Y77V

T
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(a)

o 50 100 150 200 250 300 350

(&)

[} 50 100 150 200 250 300 350

FIGURA 5.6.F41. Niimero de Mach.

Na O

A a2 aNNNN

NrDO

0 50 100 150 200 250 300 350

FIGURA 5.6.F42. Densidad (p). kg/m?3
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(a)
350

250 300

100 150 200

(b)

300 350

150 200 250

50 100
FIGURA 5.6.F43. Temperatura (T). K

300 350

200 250

VITvd

[} 50 100 150

FIGURA 5.6.F44. Presién (p). N/m3
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CONCLUSION

Las computadoras electrénicas se utilizan ampliamente en la solucién de
problemas de ciencia, ingeneria y negocios. Este uso se basa en su capaci-
dad de trabajar a gran velocidad, producir resultados eficientes, almacenar
grandes cantidades de informacién y llevar a cabo, sin la intervencién hu-
mana, secuencias de operaciones largas y complejas.

Sin embargo debe entenderse que la computadora no resuelve el pro-
blema, sino que participa en el proceso de solucién. No le preguntamos a la
computadora jcdmo construiré este nuevo aparato?, mds bien, construimos
un modelo en que se pueda usar una computadora, para obtener respuestas
a preguntas como la que sigue: ;Cémo trabajai‘fa el aparato bajo esta serie
de condiciones, si lo construyo de esta forma?. Existen muchas maneras de
construir el equipo; hay varias condiciones de operacién a considerar, y un
conjunto de caracteristicas que una computadora no puede determinar.

Resolver un problema con una computadora significa mucho maés que el
trabajo que ejecuta la mdquina. El proceso de solucién consta de: iden-
tificacién del problema, descripcién matemadtica, andlisis numérico, progra-
macién de la computadora, verificacién del problema y produccién e inter-
pretacién de resultados.

En la dltima etapa, el usuario de la computadora debe interpretar los
resultados para ver lo que significan en funcién de las combinaciones de
ob Jetlvos que el 51stema propuesto debe satlsfacer. Frecuentemente es nece-
sario repetir alguno o todos los’ pasos antenores, antes de que el problema
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esté realmente resuelto.

En el capitulo 4 se estudia el flujo supersonlco compre51ble sobre una es-
quina de expansién, este se puede resolver utlllza.ndo 1a funcmn de Prandtl-
Meyer (4.1.2) y las ecuaciones (4.1.3), (4.1.4) y (4.1.5) para encontrar los
nuevos valores de M después del dngulo de- expansxon - Est;e problema
se encuentra en la literatura de flujos compresibles supersomcos sin em-
bargo como se menciond, se necesita resolver la funcién de Prandtl-Meyer
implicitamente para obtener el nuevo valor de Mach (M). En la bibliografia
de dindmica de fluidos se encuentran tablas de valores de la funcién de
Prandtl-Meyer para algunos valores de Mach, sin embargo es posible que el
nimero de Mach que buscamos no se encuentre en la tabla con la precisién
que deseamos, y tenemos que escoger el que mds se ajuste a la tabla, por
esta razén es mejor aproximar la funcién utilizando un algoritmo como el
de Newton para encontrar el valor del nimero Mach. Hasta este momento
se ve la necesidad de una médquina de cédlculo que permita construir las
Tablas de los valores de la funcién de Prandtl-Meyer, o encontrar de manera
aproximada el valor de Mach. En el programa disefiado se usa la funcién
de Prandtl-Meyer para ajustar las condiciones a la frontera, y Se encuentra
el nuevo valor de Mach' utilizando el metodo d wton, para ajustar las

condiciones- de p, Ty p a. la frontera

La manera tradlc ‘ JO supersomco, sobre

e = 1.93Ke/m
.p1. = 101000N/m?

Ty = 286K, T
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entonces f (Ml) = 26 3797608, y si el va.lor del angulo es 6= 5 352 entonces

Resolviendo f de manera implicita, obtenemos M; = 2.19997166.

. Se iniplementé la funcién RAIZ(f,r,M,iter) en MATLAB, para llevar
a cabo esta operacién a través del método de Newton.

raiz(26.3797608+5.352,1.4,2,50)
= 2.1998971666095640e+000

" Una vez obtenido M> podemos calcular. los valores de pz, o Y. p2 utl-

;iléando las ecuaciones (4.1.3), (4.1.4) y (4.1.5) como sigue:

(14 1) 1At

P2 = 101000

= 7301057

S 7391057
P2 = 2gT11(26159) - -
=098 . - : TESIS CC i

FALLA DE ORIGEN
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FIGURA C.F45 Solucién a.halft,ica. a la esquina de expansién

La solucién numérica aproxima satisfactoriamente a la solucién analitica.
Los valores de Mach generados por el método computacional en la regién (II),
mostrada en la figura (C.Fy4s), oscilan entre 2.18 a 2.22, mientras que el valor
analftico es 2.20. '

Es notorio que construir un programa para dar solucién a la esquina de
expansién requiere més trabajo que la solucién analitica, por lo que construir
una solucién computacional demanda el conocimiento de ma.s temas, desde
el matemdtico hasta el computacmnal ' L

Es claro que las soluciones computacionales no se construyen’ para los
problemas que se pueden resolver analiticamente, sin embargo; en'su pro-. )
ceso de construccién, los resultados que arrojan se compa.ra.n con soluc1ones
analiticas, para establecer un pardmetro de error y calidad del modelo com-
putacional. La solucién a la esquina de expansmn fue el prototlpo que de—»,

muestra que el modelo propuesto aproxxma con aceptable exactitud. A

Una vez que el modelo construido se considera correcto y funcxonal se

.aplica..a problemas donde no es posxble encontrar una solucién analftica,

como es el caso del dlﬁusor del eyector, donde las lineas de Mach 1nteracc1o-
e . »
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o nan, y eshecésario resolver el sistema completo de las ecuaciones de Navier-
"~ Stokes.

‘De esta exposicién se puede llegar a varias conclusiones. Primero, la com-
put_;adora no resuelve problemas por sf misma; tinicamente sigue procedimien-
, tos de computacién cuidadosamente definidos. Segundo, ‘una computadora
no releva al usuario de su responsabilidad de planear cuidadosamente el tra-
bajo; al contrario, el uso de la computadora exige una planeacién mucho més
cuidadosa. La computadora es més ripida y precisa que un humano, pero
no puede decidir cémo proceder o qué hacer con los resultados. Tercero, una
computadora de ninguna manera reduce la necesidad de un entendimiento -
amplio y detallado del drea del problema o de un conocimiento completo de .
las matemadticas con las que esté relacionado. :
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Apéndice A

FLUJO UNIDIMENSIONAL
NO ESTACIONARIO

Consideremos un flujo unidimensional dentro de la boquilla de un eyector,
donde las caracteristicas del flujo dependen de su densidad, y la densidad a
su vez del drea del conducto por donde fluye. En un flujo unidimensional
se supone que las cantidades de presién, temperatura, velocidad, densidad,

S etc son umformes en cualquier seccién recta del conducto que lo contiene,

Sy aun cuando dlchas restricciones pueden parecer severas, se ha visto que el

~modelo es una buena. aproximacién para muchos flujos reales.

Los ﬂuJos internos en boquIa.s involucran cambios de sus propiedades
~a'lo largo del conducto, como resultado de las variaciones de drea, calen-
tamiento y friccién. i

Consideramos un ﬁu_]o 1soentrop1co a'través de una boquilla convergente-
divergente, como se muestra’ en” la ﬁgura. A.Fi. Los valores de presién pp,
temperatura Ty y velocidad Vo, son los valores de entrada; el valor de Vj es
muy pequefio, Vo = 0. Suponemos que el flujo se expande isoentrépicamente
hasta llegar a una velocidad supersédnica a la salida de la boquilla, donde
los valores de salida de la presién, la temperatura, la velocidad y el niimero
de Mach, son denotados POr Pe, Te, Ve y M, respectivaggente,,_ Partimos del
' i
143 :
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hecho de que el flujo es subsénico en la seccién convergente de la boquilla,
s6nico en la garganta, lo que significa que la velocidad en esta localizacién es
igual a la velocidad local del sonido, y supersdnico en la seccién divergente.

El drea transversal de la boquilla estd en funcién de la distancia z a lo
largo de la misma, y por consiguiente el campo del flujo es en realidad bidi-
mensional (zy). Sin embargo asumimos que las propiedades del flujo varian
solamente con respecto a z, y por lo tanto sus propiedades son uniformes a
través de una seccidn transversal dada, de esta manera el flujo es definido
como cuasi-unidimensional.

ucclﬂn convergente seccidn divergente |

»le

A
\4

;- Garganta . ¥y

<SN%
s ele

=

mevma AR,

Db

El flujo en la boquilla. no sucede por:si sélo,. como en, todos los sxstemastf

mecénicos, se necesita una. fuerza para. acelerar una. masa' dad :
caso, la fuerza ejercida en el ﬂuldo para acelerarlo a travesrde la. boqullla '

es proporcionada por la presidn del fluido actuante, como; se, exphco en. el
capitulo 1. ‘ i

De acuerdo a la literatura, el sistema de ecuaciones qué se deduce de las
ecuaciones geperales de Navier-Stokes, en su forma de no conservacidn, que

TESIS COM
FALLA DE ORIGED
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describen un flujo unidimensional no estacionario en:un conducto o'un érea
cerrada A, para fluidos ideales de baja y. moderada densidad, son:

Cbntimﬁd&d, B (
o), v oA op
| ot + A(9 + Va '+VAa,,ff (1)
Momento ’en' T, s
()
FEnergta,
8(lnA) ‘
o ] 3

La introduccién del 4rea A a las ecuaciones en su forma de no conser-
vacién, es extensa y compleja para tratarlo aquf.

Procederemos a configurar una solucién numérica de las ecuaciones (1),
(2) y (3). Notemos que estas ecuaciones estdn escritas en términos de va-
riables dimensionales. Utilizar este tipo de variables en ingenerfa tiene sus
ventajas porque proporcionan la magnitud de las cantidades fisicas reales.
Sin embargo es comiin utilizar variables no dimensionales para este tipo de
ecuaciones. Las variables de flujo no dimensionales estdn referenciadas con
respecto a sus valores de estancamiento y son independientes de cualquier
tipo de medida. Las variables no dimensionales p/, p’ y T' varfan entre 0 y 1,
lo cual es una ventaja estética cuando se presentan los resultados. En el es-
tudio de CFD algunos prefieren utilizar variables dimensionales porque pro-
porcionan magnitud, otros variables no dimensionales por su forma estética,
pero no existe una diferencia real, y la eleccién es consideracién de la pre-
ferencia personal o del tipo de problema, tampoco existe una ventaja com-
putacional pbrque cualquier operacién de punto flotante requiere el mismo
tiempo, sin importar que tan grande o peqﬁeﬁo sean los nimeros. Quiza el
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problema que presente la. forma no. dlmensmnal es el camblo de vanable que
necesitan las ecuaciones que goblernan el flujo.’. )

Ahora escribiremos las ecuamones (1), (2) ¥ (3) en tetmmos de vanablesv-
no dlmensmnales Se deﬁne la temperatura. y den81dad no dlmensmnal como
sigue: A o " S )




1
|
§
:
1
!
'
!
;
i

nales, tenemos '

,' P%W(%) PV BE (2%

147

Observemos que A’ estd en funcién solamente de z’, y no es una funcién
con respecto al tiempo, pues el drea de la boquilla no cambia con el tiempo,
por lo tanto en la ecuacién (4) la derivada con respecto al tiempo puede ser
escrita como

o) _ 00

~ov ot

Con esto, la ecuacién (4) se convierte en.

_,: .éT,,, .y 22 o

6:1:’ p’ oz’

Regresando
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Dividiendo ambos miembros de la ect

: éh"dhteribr:entlrev ¢y; obtenemos
el factor ‘R/cy, que estd dado’po on L

6(lnA o(In4")
.oz

e @

Ahora discretizaremos las ecuacmnes (5) (6) ¥ (7) aplicando el esquema
MacCormack, para poder escribir’ un programa de computadora que per-
mita obtener las soluciones del sistema. El programa permitird modificar
las condiciones iniciales y el drea, para poder evaluar diferentes disefios de
boquillas. Asi podremos comparar la forma de una boquilla de secciones
curvas, con la de secciones rectas, bajo las mismas condiciones iniciales y
comparar sus valores finales de velocidad, densidad y temperatura.

-A.1 Esquema MacCormack

Aplicando diferencias finitas hacia delante a las ecuaciones (5) (6) y (7) )

se tiene:
Continuidad, s . S .
(@)t _ _;;Viil - V‘ ‘Vt InAip1 —Ind; Vch+1 Pt
ot i 0k A:E Az Az

Momento en :i:,. ‘

VN V=V
( ot ) =-Vi—

Tz+1 ﬂt+ﬁpf+1"/’$
Az T As

P
.8
Ql)—‘
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o V:t+1 -"W ) : ‘:E'ftilllleAfi-’o-ly—‘leI.Ai+1
¢ Aa:+V' o A

tAt

—z+A: ln A ln A,_l

~ Sel%’l

jUtiliza.n‘db los al : )y podemos calcular (

At

t+At —t+At
P

ﬁfi‘At
EREAY 2

+V Ao

' —t+atln A: In Ai-—’-l')
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Se determinan las derivadas parciales promedio como:

Fil.lalmen't‘ev' se. obtienen:los’y
t+ At, como:

Esto compléta el esqueiha MacCormack. ™

A.2 Calculo de incremento en el tiempo

Para calcular At se aplica la férmula

Az

At = Ca-i-_V’

donde a = v/T y C cs el niimero de Courant. Este nimero tiene su funda-
mento en los estudios-sobre la estabilidad ‘en la solucién de las ecuaciones
diferenciales parciales hiperbdlicas, con métodos explicitos, donde se requiere



A:3. CONDICIONES A

FRONTERA:Y; CONDICIONES .

El incremento sobre z serd Az = 0.1, ﬁjo.

A.3 Condiciones a la frontera y condiciones ini-

ciales

El método de MacCormack permite calcular todos los puntos interiores
del espacio de solucién, es decir, del punto 2 al punto n — 1, ya que para las
condiciones a la frontera debe modificarse el algoritmo de MacCormack. La
densidad p y la temperatura, T, son mdependlentes del tlempo en el punto
i=1. i

La velocxdad (V) en eI punto =1, sera. calculada utlllzando extrapo-

lac10n lmeal
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Para calcular las variables en la frontera ¢ = n, también utilizaremos
extrapolacién lineal: '

Para seleccionar las condiciones iniciales es necesario tener conocimien-
tos sobre los flujos en boquillas. Por ejemplo, en el tipo de problema que
estamos tratando se sabe por experimentacién o por estudios de mecédnica de
fluidos, que la densidad p y temperatura T" decrecen, mientras la velocidad V'
se.incrementa al avanzar el flujo en la boquilla, por lo que escogemos condi-
ciones iniciales que cuantitativamente se comporten de la misma manera.
Por simplicidad tomaremos las condiciones iniciales propuestas por John D.
Anderson, en el capitulo 5 de su libro Modern Compressible Flow, para flujos
en boquillas.

Las funciones que determlnan las condiciones iniciales en el tiempo ¢ = 0,
de den51dad de tempera.tura Y. de velocxdad estdn dadas por:

— 03146z,
L1 —0.2314x,

1;’(0 1+1. ogm),/T'(m

1 44_2;2(z —1.5)2,

La longl ud por lo tanto el dominio de las funciones
sera0<a:<3 Est‘

: decir ¢ que la longitud real L de la boquilla
sea un valor de 3, sino que’3 epresenta el méaximo valor de L, es decir la

scala es z
e =
) L
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De similar. manera, las funciones que describen las condiciones iniciales

estdn dimensionalizadas para estética en los cdlculos. Por ejemplo, la funcién

densidad p(z) se divide entre la densidad inicial py obteniéndose p'(z), por

lo tanto p'(0) = 1..De la misma manera se divide la temperatura entre la

temperatura inicial, la velocidad entre la velocidad local del sonido y el drea

entre el drea minima.

A continuacién se presentan los ntimeros resultantes de las condiciones

iniciales en el tiempo ¢’

¥
: L
5,950 . . 0.100
: 0.207
0.311
0412
X 0.511
=087 3.200 X 0.607
0.8 2,782 X 0.700
07 - 2,408 A 0.790
: 0.877
0.862
1.043
1122
1.197
1.268
1.337
1.402
1.483
1.521
1.575
1.625
1.671
1.713
1.750
1.783
1.811
1.834
1.852
1.864
1.870
1.870
1.864

LY RN N PN
o
F-.
[~
g

T

1.000
0.977
0.954
0.931
0.807
0.884
0.861
0.838
0.815
0.792
0.769
0.745
0.722
0.699
0.8676
0.653
0.6830
0.607
0.583
0.560
0.537
0.514
0.491
0.468
0.445
0.422
0.398
0.375
0.352
0.329
0.306

TESIS O
FALLA DE ORIGEN
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El primer paso en la elaboracién del programa de computadora es intro-
ducir las condiciones iniciales y la forma de boquilla, posteriormente decodifi-
car el método MacCormack. Mostraremos cémo hacer los cdlculos asociados
a un punto . Escogeremos i = 16 que es un punto de la malla situado en la
garganta de la boquilla dibujada en la figura A.Fa. s '

Salida de
1a boquilha

‘FIGURA A.F?

De'la tabla de condlcxones 1m01a1es tenemos

pic = 0.528
P17 = 0.497

) - o 528(1.402) (0—")2—1(;’?—‘9)
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Slmllarmente sustltuyendo los valores prev1os en la. ecuacwn Momento
enzy de Energla tenemos ’ '

78V \t=0 - 1.463 — 1.402
: «%)' o 1402( 01 ) G
' ©1.70.630 = 0.653 - 0.65370:497 — 0.528
‘1_& [ 0.1 ' 0.528 ( 0.1 ]

3T =0 ; 0 630 0653 S
: o ,,51.402

+1402 (O 02176 — 0)]

01

Ptsmf , P16D + (at At I
‘ 0.528 +(—0. 0445)(0 0201)
= 0.527
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v , : e 1% t=0
Vm i ‘.Vl (3t )16
= 1.402 + ( —0.418)(0.0201)
= _‘1.39 :

ponden al paso predzctor del es-
quema MacCormack. los. valores de p, V Y. T, procedemos con
el paso corrector: ’ » S

(@) t=At
ot 16

0.527(1.39)(~0.218) — 1.39(—0.368)

,(__
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: Finixlmen’te cal

La preswn p, »

ﬂu_)o se ca]culan

= 551)(0 656)
= 03483

i

Los calculos de todos la ma./lvla.."{éc')n»demasiados :

2

~ para 1nclu1rlos aqul

mas 'm'p:os‘ible‘ hacer - todos
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los célculos de unos 500 o 700 incrementos en el tiempo, o hasta que los
valores sean estables. El programa que se escribié resuelve el sistema hasta
un nimero n de iteraciones, y selecciona cada m incrementos en el tiempo,
el valor en la localizacién i de las variables mds 1mporta.ntes o,V y T, para
graficar su comportamiento con respecto al tiempo. Para una mejor aproxi-
macidn, seleccionaremos en este cason = 1400y m = 1. Se puede seleccionar
un valor mayor de mn para ahorrar memoria. Analizaremos los valores en la
localizacién 7 = 16 e ¢ = 31, que son los puntos criticos de interés, por ser
los de menor &drea del conducto y la salida del mismo, respectivamente.

A.4 Ejecucién del programa y resultados

Para ejecutar el programa nos situamos en el directorio donde se en-
cuentran los archivos que conforman la funcién principal y las subfunciones,
posteriormente tecleamos desde el shell de MATLAB el nombre de la funcién
principal, llamada boquilla, e inmediatamente aparacerdn las condiciones
iniciales del problema. El programa pedird que se introduzcan el ndmero
de iteraciones n deseadas sobre el tiempo, el nimero de incrementos m que
tendremos que calcular para seleccionar un valor final de las variables més
importantes, y la localizacién i del punto que queremos examinar.

>> boquilla

Condiciones iniciales:
X .. ... Area ' Densidad Velocidad Temperatura

0. 000 5“950 1. 000 0.100 1.000
. o. 100 5.312: 0 969 0.207 0.977

-;;'Pres:.one [ENTER]
:iteraciones n: 1400
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L Y T I

i - -— m
‘ Po! dg T Po M
1 1,000 0.099 1.000 1.000 0.099 0.587
2 " o008 0.112 0.999 0.997 0.112 0.593
3. ;. 0.807 0.125 0.999 0.995 0.125 0.589
4 .. 0,984 0.143 0.998 0.992 0.143 0.591
5. ."0.991 - 0162 0.997 0.988 0.183 0.589
-] 0.887 0.187 0.895 0.982 0.187 0.589
7 0.881 0.215 0.993 0.974 0.216 0.588
8 0.973 0.251 0.989 0.963 0.252 0.588
.9 0.962 0.294 0.985 0.948 0.296 0.£97
g 0.946 0.346 0.878 0.926 0.350 0.586
0.924 0.409 0.968 0.895 0.416 0.586
0.892 0.485 0.955 0.852 0.496 0.685
0.849 0.575 0.937 0.795 0.594 0.584
0,792 0.678 0.911 0.721 0.710 0.584
0.721 0.792 0.878 0.633 0.846 0.584
0.638 0.914 0.836 0.534 0.999 0.584
0.551 1.037 0.789 0.434 1187 0.584
0.465 1.185 0.737 0.342 1.345 0.584
0.388 1.263 0.684 0.264 1.528 0.585
0.318 1.361 0.633 - 0.201 1.710 0.585
0.262 1.445 0.585 0.183 1.890 0.586
0,218 1.519 0.541 0.117 2.065 0.588
. 079 1.582 0.502 0.090 2,233 ©0.58e
-0.150 1.836 0.467 0.070 2.394 0.589
0.126 1.683 0436 . 0.085 2.549 0.590 .
- 0,107 1.723 0.408 0.044 2.896 0.591 ' —
0.092 1.758 0.384 0.035 2.839 0.591 ¥ lng
0.079 1.789 0.362 0.029 2.972 0.592 E E_‘
0.069 1.817 0.342 0.024 - 3.105 0.692 L s PO
0.061 1.839 0.325 0.020 3.225 * 0.595 ’ [ i
0.053 1.862 0.308 0.016 3.353 0.585 ey
P
=250 BRS
o
== B
bt
o
=

Al pr1n01p10 los valores de las: varlables de flujo cambian considerable-

'. mente, pero la dxferencla cle los valores entre un txempo yel 51gu1ente, tiende
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a cero, al aumentar las iteraciones en el tiempo. Al llegar a esta etapa se ha
conseguido un estado estable y los cédlculos pueden detenerse. Esta termi-
nacién puede hacerse en el programa por si mismo, teniendo en el programa
una subrutina que compare los valores de las variables de flujo anteriores y
las nuevamente calculadas, hacer su diferencia y compararlas con un margen,
dependiendo de la precisién que se desee del flujo estable final. Otra opcién
es simplemente parar los cdculos en un niimero fijo de itera.ciqhé's, graficar
los resultados y observar si se han aproximadyo al ésta:do e"stable,""si no ‘es-
caso, se realiza nuevamente la ejecuc1on del programa con un numero mayor, :

de iteraciones.

Enseguida se muestran: las graﬁcas generadas por el prog ,ﬁ»ma, en que
aparecen la vanacxon de,los valores de las vanables de ﬂuJo mas 1mportantes .
en-los puntos de. interés, esto es, en i = 16, donde A= 1, v eni=3l,ala
sahda de la be qulll‘ V

'Para generar_las graﬁcas desde el shell de MATLAB, se teclea:

plot (M o) (denSIdad),

' lo:ty(Mv‘) (velocidad),

: plot (Mt) (temperatura) y
* plot (MP) (presién).
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e ARG

Esteble

Estable

velocidad en i = 16.

161

|

DMO 10 VTV
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Estable

F1GurA A.Fg. Variacién de la presién en i = 16

~——-,
) Baeadeade TS N

4 IESZ C 01\‘

'::‘

i
| 4

-—-....__~_‘____
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P

Estable

TESIS CON
FALLA DT, ORIGEN
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Estable

FIGURA A.Fj. Variacién de la presidn en i = 31.

e ———————
[y

TESIS COM
FALLA DE QT,N, R

mr-sas TS 4

o m———
o b r A N
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". A continuacién se muestran las grificas de la distribucién, a través de la

“.boquilla, de los valores mds importantes p, T, p y V, al primer incremento
sobre el tiempo, y a los 1400 incrementos sobre el tiempo. Para generar

estas grificas teclearemos la funcién mallag que genera la malla uniforme
sobre la forma de la boquilla. Para suavizar el color teclearemos shading

¥ 15 T
51 8N

F1GURA A.F11. Distribucién de la densidad después de una iteracion

-
-
2
R
o 2
£
-
oo ) g ) P a0 Y

‘ FI1GURA A.F1s. Distribucién de la densidad después de 1400 iteraciones

interp.

g 7.6 = =26

NEDIHO 30 VTV

F1cURA A.F13. Distribucién de la velocidad después de una iteracion|
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Q e 1 &

o

-
o

o8 1 Y EJ EX)

FIGURA A.Fi;. Distribucién de la presidn después de una iteracién
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e
P
2
a
E
4
-

Gla il R0 = E20)

F1GURA A.Fi5. Distribucidén de la presidn después de 1400 iteraciones

Para obtener el tiempo real transcurrido asumimos que la longitud real
" “de la boquilla del eycctor es 1m . En este caso como
' ' L 9.6044m
@  340.2m/s
= 2.8232 x 10~ 2seg,

ntonces el‘tlempo real transcurrido de 1400 pasos en el tiempo, es

(2 8232 %:1072)(28.931)scg = 0.81678seg.

Por lo tanto el: ﬂujo en la. boquilla, iniciando con las condiciones asumi-
‘j\das, toma. olo’ 0 0858eg para alcanzar la condicién de flujo estable. Para
prop051tos practucos esta convergencia es obtenida aproximadamente en 500
’ pasos en el tiempo, por tanto, la convergencia al flujo estable se toma apro-
< ximadamente 0. 03seg.

Ahora aplicaremos el esquema anterior a una boquilla de forma diferente,
menos suavizada, y que también es utilizada en eyectores. Esto nos permitird
comparar y demostrar que es ficil configurar nuestro programa para evaluar
diferentes formas de boquillas.

La funcién que describe el 4rea que utilizaremos es

— 2
7(~0.047601z + 0.1666) 0.0 < o < 1.3319
Amin
A(z)/Amin={ 1.0 1.3319 < z < 2.2939
_ 2
7(0.08979z — 0.10277) 2.2039 < & < 3.0
Amin
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Las condiciones iniciales en el tiempo ¢ = 0, son las mismas que en la’
seccién anterior, excepto en A(z)/Amin.

A k P 4 T

i Ed 4 A - .
L A Py a, T

1 0.0 2.606 1.000 0.100 1.000
2 0.1 2.459 0.969 0.207 0.977
3 0.2 2317 0.937 0.311 0.954
4 0.3 2.178 0.906 0.412 0.931
5 04 2.044 0.874 0.511 0.907
6 0.5 1.915 0.843 0.607 0.884
7 0.6 1.789 0.811 0.700 0.861
8 0.7 1.668 0.780 0.790 0.838
9 0.8 1.551 0.748 0.877 0.815
0.9 1.438 0.717 0.962 0.792

1.0 1.330 0.685 1.043 0.769

11 1.225 0.654 1.122 0.745

1.125 0.622 1.197 0.722

1.030 0.591 1.268 0.699

1.000 0.560 1.337 0.676

1.000 0.528 1.402 0.653

1.000 0.497 1.463 0.630

1.000 0.465 1.521 0.607

1.000 0.434 1.575 0.583

1.000 0.402 1.625 0.560

1.000 0.371 1.671 0.537

1.000 0.339 1.713 0.514

1.000 0.308 1.750 0.491

1.011 0.276 1.783 0.468

1.193 0.245 1.811 0.445

1.391 0.214 1.834 0.422

1.603 0.182 1.852 0.398

1.831 0.151 1.864 0.375

2.074 0.119 1.870 0.352

2.333 0.088 1.870 0.329

2.606 0.056 1.864 0.306

La funcién en forma vectorizada que calcula el drea y programada en
MATLAB, es

function y = eyector(x)

i = find( x>=0 & x<=1.3319 );
y(i) = (((-0.047601.%x(i))+0.1666) .~2)*(93.89099);
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i flnd( *>1.3319 & x<=2.2939 ),y(;) - 1.0;

= flnd( x>2.2039 & x<=3 );
‘;y(l)'=; (((o 08979.#x(1))-0.10277)

-2) *'(93 .89099) ;

El flujo €s. esta.ble a los 1400 pa.sos, y la solucmn obtenida aparece en la

51gulente tabla' :

Y

b }

7 L ¥ r L M m
B Po o T Po
. A 7'1.000 0.229 1.000 1.000 0.229 0.597
-2 0.996 0.244 0.898 0.994 0.245 0.598
3 0.992 0.260 0.997 0.989 0.260 0.597
4 0.987 0.278 0.995 0.982 0.279 0.598
5 0.982 0.298 0.993 0.975 0.299 0.597
[} 0.8975 0.320 0.990 0.965 0.322 0.597
7 0.8967 0,345 0.987 0.954 0.348 0.597
.8 0.957 0374 0.982 0.940 0.378 0.597
0.944 0.408 0.977 0.923 0412 0.597
0.928 0.447 0.971 0.901 0.454 0.597
0.907 0.494 0.962 0.872 0.504 0.596
0.879 0.553 0.950 0.835 0.568 0.598
0.838 0.630 0.932 0.780 0.653 0.594
0.771 0.745 0.902 0.695 0.784 0.591
0.693 0.859 0.864 0.599 0.924 0.598
0.651 0918 0.842 0.548 1.000 0.597
0.852 0916 0.843 0.549 0.998 0.597
0.648 0.921 0.841 0.545 1.005 0.597
0.650 0.919 0.842 0.547 1.002 0.587
0.641 0.932 0.837 0.538 1.019 0.597
0.843 0.929 0.838 0.538 1.015 0.597
0.643 0.929 0.838 0.539 1.015 0.597
0.634 0,939 0.834 0.528 1.029 0.596
0.523 1.100 0.775 0.405 1.250 0.581
0.387 1.281 0.685 0.265 1.549 0.592
0.307 1.394 0.623 0.192 1.765 0.596
0.252 1.477 0.576 0.145 1.948 0.597
0.213 1.539 0.537 0.114 2.100 0.599
0.181 1.693 0.504 0.091 2.245 0.599
0.158 1.634 0.477 0.076 2.366 0.603
0.138 1.674 0.450 0.061 2.496 0.591

A continuacién se muestran las gréficas de la distribucién a través de la
boquilla, de los valores mds importantes p, T, p y V, al primer incremento
sobre el tiempo y a los 1400 incrementos sobre el tiempo.
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pEn

-6

o a8 1 1.6 2 2.5 El

FiGURA A.Fjg. Distribucién de la densidad después de una iteracién

(-] os 1 1.5 2

FIGURA A.Fgp. Distribucién de la densidad después de 1400 iteraciones

o] 0.6 1 1.6 2 2.8 3

FIGURA A.F2;. Distribucién de la velocidad después de una iteracién
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o os 1 EIC] 2 2.8 E]

FIGURA A.Fo,. Distribucién de la welocidad después de 1400 iteraciones

1.8 2 2.8 E]

F1GURA A.Fa3. Distribucién de la temperatura después de una iteracién

o.6 1 1.6 2 2.6 3
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g X3 1 1.5 2 2.6 E)

o 0.6 1

FIGURA A.Fg. Distribucién de la presion después de 1400 iteraciones

A.5 Uso de las ecuaciones en su forma de conser-

vacién o para CFD.

En el capitulo 2 hicimos la distincién entre la forma de no conservacién y
la forma de conservacién de las ecuaciones que gobiernan un flujo. También
se indic6 que tedricamente, cualquiera de las dos formas de las ecuaciones
es conveniente para la representacion de los principios fisicos fundamentales
de conservacién de masa: la segunda ley de Newton y la conservacién de
la energia. No obstante, en CFD existen buenas razones numéricas para
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utlhzar la forma de conservacidn, ya que es mds fdcil construir un programa. .
de computadora para obtener la solucién. ’ '

En la presente seccién examinaremos las diferencias entre los resultados ™
obtenidos de la forma de no conservacién y los que obtendremos de la. forma ;
de conservacién, compardndolos numéricamente. RS '

La ecuacién genérica en forma de conservacién que goblerna al ﬂUJO um-— .

dimensional no estacionario es

donde:
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i'pA

ro_ . sz L4
F’ __ P ,yP

o ;’VZ) VA +pAV

También podemos escnbu‘ la ecuacmn (9) como ‘

donde:

By

3U1;‘_ g 3F1‘:
C’ontmuzdad = " om
3U2 . OFy
Momanto + gt =2+
R oUy o OF;
Energia -B_t-f— ~ 3z
Ui = pA
Uz = pAV

Us
B

(10)
(11) -

(12)

Las ecuaciones ( 10) ( 11) Y (12) son las que deseamos resolver utxhzando
el esquema MacCormack. " o :

Antes de configurar. la solumén numerlca, debemos tener en cuenta que

- las varlables de flujo U1, Us y U3 no son las variables primitivas. Para obtener



‘A5 USO DE LAS'ECUACIONES EN SU.FORMA DE . ' = 175

f:;;]é;s»;\vrariable'_s ‘primitivas debemos 'decodiﬁcar‘s,lés}vn._yarviables de.ﬂ}ijovU,”"comd

Al 'realizar 1elvpr6grarha' para computaddra; es conveniente obtener los
valores de las variables de flujo F, de las variables de flujo U : .

F1 '= pAV

_F2

O
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C’ondzcwnes mczales y a'la frontera Las condiciones a la frontera para -

el estudxo de un ﬂu_]o 1soentrop1co, utxhzando la forma de conservacién delas : .

ecuacmnes que g a.n el ﬂuJo son practxca.mente las mismas que las de

la seccxon anteno Recordemos que p y T permanecen constantes en ¢ = 1 :

El vector de contmuxdad U1 en 1. = 1 se ca.lcula como

U1(z—1) ? (PA)1_1 ‘
b=l Ar—l )

El vector de momento Uz en 1,‘—' 1

se calcula utilizando extrapolacién
'llneal ‘

‘ Uz(i%li =.2U2(i=é) - Uz(i=3)

El vector U3 en 1. 1 se. calcula. utlhzando los valores de Uy, U y T
como: :

Para.0<:c<05
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Para 0.5 <z <15,

Para 1.5 <z 3‘3‘."(:),' A

Las variaciones son sxgmﬁcatlvamente mas reales_que las de la. seccwn
anterior, para la forma de. no conservacmn ‘Esta es ;una. antlclpacmn a‘la’

estabilidad, en el comporta.mlento de la forma’ de conservacuSn en dxferenmas
finitas, ya que esta forma es més senmble y. por tanto es utll comenzar con’

mejores cond1c1ones 1mc1a.1es que las que se utllxzaro en la seccxén a.nterlor

La condicién inicia.l de la. \'iariacién ‘en :

obtenemos V como

El valor de 0.59 es seleccionado para Up porque es, cercano al valor de la
masa local del flujo, cuando éste es estable. Las condlcmnes 1mc1a.1es para.
Uy, Us y Us, son obtenidas de las variables prlmxtlvas ‘

Las condiciones iniciales para la forma de conservacxon en t = O son las

siguientes:
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x A 2 v

r :
i I S . T 178 U, v,
1 0.00 - 5.950 1.000 0.009 1.000 5.950 0.580 14.818
2 0.10 5.312 1.000 oM 1.000 5312 0.580 13.328
3 0.20. . 4.718 1.000 0.125 1.000 4.718 0.580 11.847
4 0.30 4.168 1.000 0.142 1.000 4.168 0.580 10.478
.5 0.40 3.662 1,000 0.161 1.000 3.662 0.580 9.222
6 0.50 3.200 1,000 0.184 1.000 3.200 0.580 8.076
7 0.60 2.782 0.883 0.220 0.983 2.680 0.580 6.879
8 0.70 2,408 0827 0.264 0.867 2232 0.580 5.502
9 0.80 2.078 0.890 0.319 0.850 1.850 0.580 4.525
0.90 1.792 0.854 0.386 0.933 1.530 0.590 3.728
1.00 1.550 0817 0.468 0.917 1.266 0.580 3.094
1.10 1.352 0,780 0.559 0.900 1.055 0.580 2,604
1.20 1.1988 0.744 0.662 0.883 0.891 0.590 2241
1.30 1.088 0.707 0.767 0.868 0.769 0.580 1.983
1.40 1.022 0.671 0.861 0.850 0.885 0.580 1.811
1.50 1.000 0.634 0.931 0.833 0.634 0.590 1.705
1.60 1.022 0.585 0.970 0.798 0.608 0.590 1.614
1.70 1.088 0.556 0.975 0.763 0.605 0.590 1.657
1.80 1.1e8 0518 0.951 0.728 0.620 0.580 1.521
1.80 1.352 0479 0.811 0.683 0.847 0.580 1.488
2.00 1.550 0.440 0.865 0.658 0.882 0.580 1479
210 1.792 0.401 0.821 0.823 0718 0.580 1.458
220 2.078 0.362 0.783 0.588 0.753 0.580 1.430
230 2.408 0.324 0.757 0.552 0.779 0.590 1.389
240 2.782 0.285 0.744 0.517 0.783 0.580 1.333
250 3.200 0248 0.748 0.482 0.788 0.500 1.259
2.80 3.662 0.207 0.777 0.447 0.759 0.590 1.170
270 4.168 0.169 0.840 0412 0.702 0.590 1.071
2.80 4.718 0.130 0.964 0.377 0612 0.590 0.975
2.80 5.312 0081 1.221 0342 0.483 0.590 0917
3.00 5.950 0.052 1.801 0.307 0.310 0.580 1.023
Tustraremos los cilculos para el punto ¢ = 16, utilizando la técnica

explicita predlctor—corrector de MacCormack descrita en la seccién ante-
rior. %

Paso predzctor. Utlllzamos las condlclones 1n101ales de U1, U2 y Us. para_f

calcular los valores 3 n los puntos 1= 16 ei=17.

(U3)1;=17

"_>“=1'7‘=' 0.590 = 1.614
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~ Procedemos ahora a calcular las varia.bles,deﬁujo'.F yel veqtér Jo i

(Fl)i=16
(F1)iz17 =

PRI 7=
(E?);=16 =‘ [Ul + —
' - (0.590)%
= 0634 + 17
= 0.926

N (0 590)2
(Foimir = 508 14[1614 0.7 5608 0.608 |

(0.590)* 0.4

= 0.919

(FS)i=16

(Fs)i=1‘7':b _

T =

o 1.022 — 1.0 _
(J2)izis = -1—3(0.634) (0.833) —0.-1—)._0.083
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El valor de Az’ es L/N don e L es ‘la longltud de la boquilla y IV es el
nimero de mcrementos a lo ]argo de la boqullla que en este caso es 30. Por

lo tanto

Utilizando diferencias hacia delante para las derivadas con respecto a z,
aproximamos las derivadas de Uy, Uy y Us, con respecto al tiempo:

3U1)tl - _ (F1)im17 — (F1)iz1e
ot' /i=16 Az
_ 0590 -0.590

(%) e
o) =16 'f_ ‘

(BUa)" ‘=‘ (F3)1=17 ~ (F3)i—16
\O Jime - u A

2 036 — 2. 078




" A5..USO DE'LAS ECUACIONES EN SU FORMfA DE e 181

‘trar los va,lores predlchos U, U2 Y U3

: oU
.(Ul)t—-lﬁ + ( atll) At’

‘ Prdéedemps ﬁﬁdlﬁléhﬁé

t’+At' 4, S
1—16 Llnn NS

YAl ', S N
( 3)1—16 - B ! )1—16
= v-’1 705 + 0. 416 (0 0267)

1.716 .

Ahora debemos decodificar los valores predichos de las variables primiti-
vas de Uy, Uz y Us :

t'+AL
1yt AL ( 1):‘:16
p {— = ——————e e,
( )1. 16 ('Al)i=16

_ 0.634
= 10
= 0.634°

o N AL Pk t’+At' 21
e - oo @ ‘,,f):f@zv |

{1

<l
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" (F )"‘“M"*f - 0.504

0.585

0.936

0.915

2105
F 3) e et

t=15

Paso corrector. Las denvadas predlchas, con respecto al tiempo, de U,
Uy y Us, son obtenidas respectivamente, utilizando diferencias hacia atris
para las derivadas con respecto a z :

(-@) e = _(—_1).:;6_.-_(__1_);—_1&
at, i=16
_ 0 594 — 0 585
- 01 -
—0 0918

W2 l'+At'
(%),

i=16

(8U3) t:»fAt
ot 1;i6 . :
R o 2105 2.037
01 -

= —0.679
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El promedio de las derivadas con respecto al tiempo, se obtiene como

sigue: . -

(%)
Ot Jay

(_«?z) |
Ot Ja 2

(QU_a)‘ _
Ot Jaw

1 (ﬂfl)tl + (30 e
2 o i=16 Bt’ i=16
0.5 (0 —~ 0.0918)

—0.0459

oy ()]
i at! =16 6tl 1=168 .
0.5 (0.156 — 0.290)

—0.0668

l %) & N Wa t4At
2 [\ O /izs L
0.5 (0.416 — 0.679)

~0.131 '

Los: valores ﬁnales corregzdos de Uh, U2 y Us, en el tiempo ' + At/, son

obtemdos como:

t'+Ai'
(Ul i=16

EWN
(U2)ite

oln

= (U1)1—16 + ( ot' At
= 0.634+ (~0.0459) (0.0267)

0.633

B o
= (U2)1—16 (_3}72') At

= 0.590 + (—0.0668) (0.0267)
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AL
(U3):‘=-F16F-,

(~0.131) (0.0267)

Fmalmente, los va.lores

v a.bles Pl'irhitivas se obtienen
decodlﬁcando U1, U2 y U3 e

/

“’t'+At’ : ’ t’+At’ :
P )1_15 ' / :

: I » U t’-l-Atl .
At _ __2) -
( . )VI—ISA FR : U1 i=16 ' L
w . :0.588 ’
~+:°0.633
= 0930

t+At’y o

U AL ' U
@Y = w—l)( - ”’y'? )it

=o. 7(0 030)%|

I

o

R
—
)—I
: \1
O
=

Enseguxda presentamos la tabla de los valores cua.ndo los resultados son
estables, despues de 1400 pasos en el t;lempo e
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Ux A ] v T P
LA A £ = = £ 7}
e L AP a, T P M v vs ’
1 000 5.950 1.000 0.038 1.000 1.000 0,058 5.950 0.585 14.915
‘2 010 5312 0999 0.110 1.000 0998 o.110 5.305 0585 13302
k] 0.20 4718 0.997 0.124 0.999 0.996 0.124 4,704 0.585 11.798
‘a4, 030 4.188 0995 0.141 0998 0.993 0,141 a.1a7 0585 10.403
5 040 3682 0992 0.181 0097 0.989 0.161 3632 0585 9117
] 0.50 3.200 0.888 0.185 0.895 0.983 0.188 3.161 0.585 7.938
7 060 2782 0982 0214 0993 0.975 0215 2732 0.585 6.868
8 070 2,408 0.974 0.250 0.589 0.984 0.251 2,045 0.585 5.803
9 0.80 2078 * 0962 0.293 0.585 0.948 0.295 2.000 0.585 5.043
10 0.90 1.782 0.8468 0.345 0.978 0.925 0.349 1.698 0.585 4.287
1" 1.00 1.550 0.923 0.409 0.968 0.894 0.418 1.430 0.585 3.631
12 1.10 1.352 0.891 0.488 0.955 0.850 0.498 1.204 0.586 3073
13 1.20 1.198 0.848 0577 0.935 0.792 0.597 1.014 0.588 2,607
14 130 1.088 0.789 0.682 0.509 0717 0718 0.856 0.588 2229
15 1.40 1.022 0n? 0.789 0.874 0.627 0.854 0.733 0.585 1.830
18 1.50 1.000 0.650 0.90% 0.840 0.546 0.983 0.650 0.585 1.733
17 1.60 1.022 0.847 1.048 0.783 0.429 1.182 0.558 0.585 1.524
‘18 t70 1.088 0452 1.184 0731 0338 1.381 0503 0.585 1395
19 1.80 1.198 0384 1272 0678 0.260 1.545 0.460 0585 1.300
20 1.90 1352 0.316 1.369 0.627 0.198 1.728 o427 0.585 1.231
21 200 1.550 0.260 1.453 0.580 0.181 1.908 0.403 0585 1178
22 2,10 1.792 0.214 1.526 0.537 0.115 2.083 0.383 0.585 1.139
23 220 2,078 [ AFsd 1.588 0.498 0.088 2.251 0.368 0.585 1.109
24 2,30 2.408 0.148 1.842 0.483 0.069 2412 0,356 0.585 1.085
25 240 2.782 0.125 1.688 0432 0.054 2.587 0347 0.585 1,068
26 250 3.200 0.108 1.728 0.405 0.043 27158 0339 0.585 1.050
27 2.60 3.662 0.031 1.7683 0.381 0.034 2857 0.332 0.585 1.038
28 270 .68 0078 1783 0359 0.028 2991 0328 0585 1.027
29 2.80 4718 0.088 1.820 0.339 0.023 3.124 0.321 0.585 1.018

'La forma de conservacién es mis sensible que la forma de no conservacién,

o éstal situacién"pfoauce variaciones notables entre un tiempo y el siguiente,

mas aun, la solucmn .8l drea de la boquilla no produce una solucién conver-
gente, por lo cua.l es necesano el concepto de viscosidad artificial.

Anadlremos la. v150051dad artificial con la misma idea que se usé en el

vCapltulo 4. Formamos la. xpresmn

."' (p,):-—ll
) + (pl i-1

(Ufa —20f +ULL) (1)

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Podemos reemplazar la ecuacién anterior; en cada caso, para Uy, Uz, Us,

C;,_- '(p')z_’_lA?I;.‘_v_‘ -
ENEA 2@ (P’)"*A"

x ((U)f-:-lAt' ‘ (U)tl.'.At‘ (U)t +At )

: S'."J'+"N’~ i

en la que utlhzaremos C,=0.3.

-Con la introduccién de la viscosidad artificial obtenemos los valores es-
taAbl\eS que ‘dan la solucién al eyector, presentados en la tabla siguiente:
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-~ oge Y

0.51 . ol " A L y P

~ 100 200 300 400 500 600 700

-~ FIGURA »Av.Fzs. Forma de conservacién (p)
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x A £ v I A

! L A [ a, 3 [3 M Y b us
1 0.00 2,606 1.000 0.228 1.000 1.000 0.228 2608 0.595 6.610
2 0.10 2.459 0.997 0243 0.999 0.995 0.243 2452 0.595 6.220
3 0.20 2317 0.993 0.259 0.897 0.990 0.259 2.300 0.595 5.840
4 0.30 2178 0.988 0278 0.985 0.883 0.277 2183 0.595 5.469
5 0.40 2.044 0.982 0.296 0983 0.975 0.297 2,008 0.595 5.108
8 0.50 1.916 0.9768 0.319 0.9%0 0.966 0.320 1.868 0.585 4.756
7 0.60 1.789 0.967 0.344 0.987 0.955 0.348 1.730 0.595 4412
8 0.70 1.668 0.958 0.373 0.962 0.941 0.376 1.897 0.595 4.077
] 0.80 1.551 0.944 0.406 0.8978 0.823 0.411 1.464 0585 3.748
. 1.438 0.928 0.448 0.970 0.901 0.453 1.335 0.595 3.425
1.330 0.907 0.453 0.962 0.872 0.503 1.205 0.595 3.104
P 1.225 0.878 0.554 0.949 0.833 0.568 1.078 0.598 2.782
1.125 0.833 0.634 0.931 0.775 0.657 0.937 0.554 2444
1.030 0.753 0.768 0.892 0.872 0.813 0776 0.598 2.050
1.000 0.692 0.881 0.862 0.596 0.927 0.692 0.59 1.850
1.000 0.658 0.911 0.843 0.553 0.991 0.856 0.597 1.763
1.000 0.851 0.918 0.841 0.547 1.001 0.651 0.597 1.751
1.000 0.649 0.920 0.840 0.545 1.004 0.849 0.597 1.747
1.000 0.648 0.923 0.819 0.542 1.008 0.646 0.597 1.742
1.000 0.648 0.924 0.838 0.542 1.010 0.848 0.597 1.741
1.000 06843 0.827 0838 0.539 1.013 0643 0.597 1.735
1.000 0.644 0.928 0.837 0.539 1.014 0844 0.598 1.735
1.000 0.623 0.956 0.828 0.515 1.081 0.623 0.595 1.687
101 0.521 1.118 0.764 0.398 1.279 0.527 0.589 1.468
1,193 0.388 1.287 0.681 0.263 1.560 0.461 0.593 1.318
< 1,391 0.306 1.396 06822 0.180 1.770 0.426 0.594 t1.242
< 1.804 0.251 1477 0.575 0.144 1.948 0.403 0.594 1.183
1.8 o021 1.539 0537 0.113 2.102 0.288 0.595 1.15¢
2.078 0.180 1.593 0.503 0.091 2.245 0373 0.595 1.133
2.333 0.156 1.633 0.477 0.078 2384 0.364 0.585 11185
2,608 0.136 1.676 0.448 0.081 2,502 0.355 0.595 1.097

L,as'siguie’ntes figuras muestran el comportamiento de la densidad en el
“punto’ i = 16, en la solucién de la boquilla parabélica, en 1400 iteraciones
en el tiempo con muestreos hechos cada 2 iteraciones.

P

Eyadane ol

FALLA DE OR(GEH

.Ty;x{';fn [AIAR St
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FIGURA A.Fg. Forma de conservacién con viscosidad artificial (p)

- De los resultados precedentes, que pueden apreciarse en las figuras A.Fay,
A.Fqg, y A.Fag, no podemos establecer una clara superioridad entre la forma

de conservacién de las ecuaciones y la forma de no conservacién. En esencia

podemos hacer las siguientes observaciones:

1.

La forma de conservacién produce una mejor distribucién de masa.
Simplemente hace un mejor trabajo conservando la masa, de ahi que
se llame forma de conservacién de la masa.

La forma de no conservacién tiene ventaja en que la diferencia entre

las variables en el tiempo t y t 4+ 1 es mucho menor que en la forma de
_conservacién, esto es conveniente porque marca un indice de calidad del

“algoritmo, debido a que converge sin ser tan sensitivo a las condiciones

iniciales.

. No hay una clara superioridad entre una forma y otra en términos de

* precisién de resultados. La forma de no conservacién parece producir
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mejor precisién-en los resultados para las variables primitivas, y la
forma de conservacién en las variables de flujo. Los resultados en

. ambos ca’sos 'son ) satisfdctorios.

Con51derando la cantidad de trabajo que realizamos para implementar

un algorltmo discreto para-la forma de no conservacién, este es mayor
que ‘el requerldo pa.ra la’ forma. de conservacién. Es por eso que la forma

de conserva.cmn ‘es lla.mada forma apropiada para CFD, motivo por el

que, en los capftulos 4 ’5 ‘sé utilizé la forma de conservacién para

1mplementa.r la. soluc1o ',al‘problema. bidimensional estacionario y no

estacmnarlo

. La forma de conservacién requiere de la viscosidad artificial para mejo-

rar su estabilidad.

A.6 Cddigo del programa para la forma de no con-

servacion

PROGRAMA PRINCIPAL

clear all;

clc;

% Contador de muestras.a graficar.,
cg = 1‘; ,

t =

% Contador de 1temczones en'el tzempo
1; S

B A S
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‘alor del niimero: Courant

% Vector del drea [A = eyector(x))
% Vector de la densidad

% Vector de la temperatura

% Vector de la velocidad

fprintf(’\ncasi-unidimensional forma de no conservacién’);
fprintf(’\nCondiciones iniciales:\n i x A ro VT n?);

. for i= 1 n, ' I
'k‘vfprlntf( \n/3 1f %43.2f 43.3f %3.3f %3.3f’,x(i),A(d), ro(i) V(i) T(i)),
end .

iter = input (’iteraciones n:’);
curvas = input(’muestreo cada m iteraciones:’);
punto = input(’punto a examinar i:’);
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tic; % E'nc'i‘endé el{}élbj» pai‘q“ﬁedii‘ el tiempo de ejecucidn

k= 13 (a-1)
2:(n-1);;
= 1:n;

-
1

(5%
1

vhile’ ‘(t <=iiter)

% Calcul
deltas

‘<dx” / ( (T(l) 0.5) + V(i) ) )i
deltat ik

deltas )

% Se almacena. la. At miénima en el 'vector tzempo
t:.empo (t) ‘deltat; i

% Paso predictor
Drot(k) = fdrodt (ro(k); ro(k+1) V(k) V(k+1) A(k) A(k+1) dx),
DVt(k) = fdvdt(V(k) V(k+1)»;T(k),T(k+1) ro(k) ro(k+1) T, dx),
DTt (k) = f£dtdt (V(k),V(k+1),T k), T(k+1), A(k)’A(k+1) r dx).

% Cdlculo de los "uald
ro_(k) = ro(k) + (Drot(k)
V() = V(K)o
T.(k) = T(k)-

i D:c}'ot’...(i)y" =
" DVE.(d)
" DTE2(4)

% Cilculo de a
kDrotav(l) %'C-,* ( Drot(i) * Drot (i) ),
| DVtav(4) = G % ( DVE(i) + DVE(i) )5
DTtav(i).='C % ( DTt(i) + DTt(i) );
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"'/. Calculo de 03 TLEVOS’ 'ualares de la denszdad velocided y temperatura
Drotav(i) * deltat)

'/. Siguiente paso en el tiempo
% Incremento del contador de muestras

a va(cg,i) = V(punto);
"Mt (ég,1) = T(punto);
.. MP(cg,1) = P(punto);
: MM(cg,i) = M(punto) ;
";'\iconta = 0,

c'g'v=cg+1

ali,x(1), A(i) ‘ro(i) V(i) m) P(i) M(i) ro(i)*A(i)*Vh)),
end
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fprintf(’\nTiempo\ﬁfanscuriido;%f\n’,sum(tiempo));
fprintf (’Tiempo de célculo’); toc;. ::

FUNCIONES

‘function Aié'fA(x)
A="1+2.2%((x~1.5).72);

‘(b1 /ral)(ro2erot) 3; 0
(Var2+var3):) ./dx; -
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~+ - Para’obt lo réﬁﬁlﬁadés de la otra forma de boquilla, necesitamos cambiar
“1a funcién’que describe el 4rea.

: ( >=0 & x <=1.3319 );
: =1(((=0.047601.#x(1))+0.1666) . "2)*(93.89099) ;
i = find('x > 1.3319 & x <= 2.2939 );y(i) = 1.0;

i=find( x > 2.2939 & x <=3 );
y(i) = ((€0.08979.*x(1))-0.10277)."2)*(93.89099) ;

A.7 Cdbdigo del programa para la forma de conser-

vacion
PROGRAMA PRINCIPAL
clear all;
clc; '

% Contador de Tnuestras para graficar
cg=1;

%" Contador de iteraciones en el tiempo
t="1y e S ";_\..1 R e




~'F3

196 : . APENDICE A. FLUJO UNIDIMENSIONAL NO ESTACIONARIO

% Valor devA:v‘ :
dx = 0.1; :

% Peso espec{ﬁco del ga,s'_ S

'/. Vector que contzene los incrementos sobre el tiempo t
tiempo(t) = O 0, ‘

% Caﬁt_ddpr qu:miliar para llevar el nimero de valores a graficar
conta = 0;

x = 0:dx:3; % Vector =
A= :fA(i:)m - % Vector del drea[A = eyector(x)]

= fro (x) i % Vector de la densidad
S T fT(x) H .f Vector de la temperatura

u1 5 FU L (x0,4) * % Variable de flujo UL
U2 = 0 59*ones(1 n) % Variable de flujo U2
V= '

% vVe‘ctor‘ de kla_"uelocidad

U3 ";'/.,j‘Vqﬁqblerdé flujo U3
FL= i Y% Variable de flujo F1
“F2.=- { ,,U ,Us, r),, - % Variable de flujo F2
= FF3(U1 Uz, U3 r); % Variable de flujo F3

ffﬁiintf(’\nFluj.cJ casi-unidimensional forma de conservacién’);
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e: put (’iteraéiones n:?);-
7 curvas = 'input(’muestreo cada m.iteraciones
“:punto = input(’punto a examinar .i:®)

1“;,‘.(:'1‘—1),;
TdlE 2:(n-1);
S R 1:n; :

while (t <= 'it.‘e'r)'»

% Varioble de flujo 32

deltas :
deltat =

% 'Cq’bl‘culo‘de los 'yal-ores predichos
 U12(k) = UL(k) + DULt(k).*deltat;

£ U3ist 13,38
1),U3());5

e
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—Ak(i 1)) /dx ).

'/. Paso

),/j'dx + J2_(i). S

D Calculo e las denvadas parczales promedzo :

-DU1av(i) = 0.5.%( DULt(1) + DULt_(1) ); -
DU2av(i) = 0.5.%( DU2t(i) + DU2t_(i) ); ,
DU3av(i) = ;

0.5.%( DU3L(4) + DUSL.(4) )5

% Cdlculo de los nuevos valores de las vanables‘de ﬁu]o U1 U2, u3 -

U1(i) = U1(i) + (DUlav(i).*deltat);’ o
U2(i) = v2(i) + (DU2av(i). *deltat)
U3(i) =

U3(i) + (DUBav(i).*deltat

% Ezxtrapolacidon para las valores en: la frontera.‘ -
Ul(1) = A(1); :
T(1) = 1.0;

U2(1) 2, *U2(2)
V(1) U2(1) /U1(1
U3(1)'




‘A7... PROGRAMA PAR/
U3(n) = 2.+U3(n-1
% Cdleulo de l_aé ,ﬁuépb y ) ‘flujo F1, F2; F3
F1(j) = FF1(U2(j)); 0 IR

F2(j) = FF2(U1(3), U
F3(j) = FF3“(U1(j)‘A u2(3)

ke Decodzﬁcaczon
ro(j)

.é V(punto) ;

AMt(cg,i) = T(punto);
i LMP(cg,l) = P(punto);
MM(cg,rl)‘ = M(punto);

-, conta’ = 0;

M(i) UZ(i) US(i)) H
end

199
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fprintf( ’\nTiémbo traihsc:qri;ido“ %£\n’ ,sum(tiempo)) ;
fprintf(’Tiempo:de cdlculo’); toc;

FUNCIONES

function A = fA(X)
A =1 +2.2,%((x~1.5).°2);

function ro o (x);
T4 = find(x:>=.0'&

D

/2)*(V.72) )5

_ function'F
Fo=:U2; e
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function £ = dt (U1, U2, U3, 1);
£ = (-1).x( (U3./U1) = (r./2).%((U2./U1)."2));

A.8 Cddigo del programa para la forma de conser-
vacion con viscosidad artificial

PROGRAMA PRINCIPAL

clear all;
clc; '
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tiempo(t) =0.0;"
conta = 0;.

x = O:dk;S;i

A= fA(x) _
fro(x),‘-‘

T = f'r(x), :

P = ro. f'r- o

UL = FUi(ro A)
U= 0 59*ones(1 n).

fprintf(’ \nFiﬁjo’casi;dnidimehSiOnal forma de conservacién’);
fprintf (? \nCondiciones 1n1c1ales nixAzroV TULU2U3);
fori = 1:n'7 "
fprintf( \n/d '/3 1f- 43, 3f '/3 3f %3.3f %3.3f %3.3f %3.3f
%3.3£7, i, x(l)'A(i) ro(i) SV(1),T(1),U1(1),02(1),U3(i));
end ) :

iter.= input (’iterac1ones n:’);

- curvas =input (’muestreo cada m iteraciones:’);

punto =

input( punto a examinar i:’);

tic; "

1:(n-1);
2:(n-1);

e
n
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j = 1in;
- while (t <=A={:i1>:§r)‘g
3200 = C AR DAY /dx )5

deltas :=_C ;

- Lt (T(i:):‘. ‘.‘0'.‘5),‘:’-0‘-“](1’)':)‘2' ),
" deltat ='mi e N

; ti‘empov‘({:‘);

E Db;t,‘(k);ﬁ
. DU2t (k)
- Dust (k) -

al en el paso predictor

(1)5P(E-1) ,UL(i+1) ,U1() ,UL(i-1));
1)P(i-1),U2(i+1) ,U2(1) ,U2¢i-1));
P(i) P(i-1),U3(i+1),U3(i) 03(1-1>),

s

1)

,(DUit(k) *deltat) +. Si(k)
(DU2t(k) *deltat) +. SZ(k),

1= 'dt(U1(3) U2,

DU
ro_(j) *T_(j) SRS S
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ON VISCOSIDAD ARTIFICIAL -

‘:Mro(cgvi) kro(punto),v

n:

;T(puntt:I);i
P(punfé)}‘
M(punto);

Mt(cg,1)
MP(cg,1)
MM(cg,1)
conta = 0;

cg =cg + 1;
end
end

fprintf(’ \nResultados flnales’),v » _
fprlntf( \n1 x A ro V. T P M:UL U2 us ).

:f}fprintf(’Tlempo . jkéldulo’). toc,

205
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- FUNCIONES

Todas las funcione‘sfs.rc?n las mismas que en el programa anterior, solo falta -
agregar la funcién de 1a viscosidad artificial

function f = SU(Cy;pl,p2,p3,ul,u2,ud)
varl =7(Cy.* abs(pl — (2.%p2) + p3) );
var2 = pil + (2.%p2) + p3;
var3 = ul - (2.#u2) + u3; £ = ( varl ./var2 ).* var3;
f = ( varl ./var2 ).* var3;

A.9 Generacién de graficas

La solucién es un conjunto de 31 puntos para cada variable del flujo, sin
embargo como estos valores son uniformes en cualquier seccién recta del con-
junto, se puede visualizar de una mejor manera bidimensionalmente, como
se muestran en las figuras (A.F11 — A.Fig) y (A.F19— A.Fag). Inclusive se
puede visualizar tridimensionalmente la solucién rotando la vista bidimen-
sional, utilizando la siguiente matriz de rotacién sobre el eje y. (ver figura
A.Fap) '
cosf 0 —sinf
R D R
. 1sn® 0 cos@

LAy
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FIGURA A.Fg;. Vista 3D de la densidad estable de la boquilla

A continuacién se muestra el cédigo para generar la vista 2D y 3D.

function f = Mallag(A,Vector,dx)
% donde A es el drea, Vector es la variable de flujo a graficar
% y dx el incremento sobre el eje x
x = 0:dx:3;
for i = 1:31

"% generacidn de 40 divisiones horizontales

distancia = ( A(i)*2 ) / 40;

decremento = 0;

for j = 1:41

YY(j,i) = A(i) + decremento;
XX(j,1i) = x(i);
2Z(j,i) = Vector(i);

decremento = decremento - distancia;
end

end
TESIS - &
figure(1); % generacidn de la vista 2D FALLA DE ORlGEN

axis([0 3 -6 6]1);




208 APENDICE A. FLUJO UNIDIMENSIONAL NO ESTACIONARI

hold on;
surf (XX,YY,ZZ);
shading interp
colorbar

for i = 1:31
for j =1:21

YYY(1,3,1) = XX(§,1i);
222(1,j,3i) = YY(j,i);
XXX(1,j,i) = 0;

end
end

ang = 9*(pi/180); % rotar cada 9 grados
“Matriz de rotacién

MR = [cos(ang) O -sin(ang);0 1 O;sin(ang) O cos(ang)];

for i = 1:31

for j = 1:21
P = [Xxxx(1,j,i) YYY(1,j,i) 22z(1,j,i)]’;
for k = 2:41
P = MR*P;
XXX(k,j,i) = P(1);
YYY(k,j,i) = P(2);’
22Z(k,j,1i) = P(3);
end
end
end
figure(2);
for j = 1:21

for k = 1:41
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ooend
‘end :
_ surf(T1,T2,13,22); =
shading interp, e
hold onj: /" 7

end

colorbar; -
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Apéndice B

CODIGO DE PROGRAMAS

B.1 Programa para la soluciéon a la esquina de ex-

pansion
PROGRAMA PRINCIPAL

clc;
disp(’Solucién numérica al sistema bidimensional estacionario’);

“lclear all;.”
~ £lops(0);

B CHE

% Peso especifico del gas
r =1.4;.

% Nimero de lineas
n =41;

211
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% Constante de lu vzscoszdad artzﬁczal
Cy X

% Constante dg los ases perfectos calorificamente
R=: 2 87111262 101889+002

% Increm
deltan

1=;1,
uld; ) 678E+03 * ones(1,n);
“v(d,r) 000E+00 * ones(1,n);

L 123E+01 * ones(1,n);
101E+06 * ones(1,n);
..2862+03 * ones(i,n);
“D00E+01 * ones(1i,n);

: rg(i', D

P

)
G2(4,:)
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‘F3(i,:), F2(i,:), F1(i,) );
, F3(i,:), F2(i,:), Fi(i,:) D; =

x %,0.0;.i
max =

asinC 1./ MG, il
: %latgh( V(i,:)‘../'g(i{;z) );9

w-

g o 'd.é.lﬁlqsi.(i i
angle(1;:)));

deltas2(1,;:)

~angle(1,:)));

(Courant * deltay)./ abs ( tan(dirangle(1,:) +

[

(Courant * deltéy)./ abs ( tan(dirangle(1,:) -

mindeltalsi =
mindeltas2 :

deltae(i) =
else ]
deltae(i)‘=ﬂ:l_.. :

end;
% Paso predictor

j=1:(n—1)‘;k' S
DFie(i,3) = FDFE(F1(i,§),F1(i,J+1),61(1,1),61Ci,3+1), "
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fh(x,teta),deltan 'c.lnx(x niu(j),fh(x,teta),teta));
DF2e(i j) = FDFE(F2(1 j) F2(:i. j+1) G2(i 3),62(i,j+1),
fh(x teta) deltan”_dnx(x nlu(j) fh(x teta) ,tetal));

FDFE(F3 (i’ ] ‘Fa(i j+1) G3(4; 12,63(1,+1),
‘(j) fh(x teta) teta)),

,J) G4(i J+1) ’

DFSe(l,j
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'SF3(i,§)
SPAG,H),

SOLUCION A LA ESQUINA.. 215

,1) % deltae(i)) + SF1(i,:);
1) % deltae(i)) + SF2(i,:);
DFSe(i,.) * deltae(i)) + SF3(i,:);
DF4e(i,.) * deltae(i)) + SF4(i,:);

FS-(i+1, ), F1-(i+1, :‘) )i
)i

G )
CG2i(di+,) _
G3_(i+1,:) - -
Ga_(i+1,:)

% Paso corrector il

=m0
‘DFte. (i+1 j) !
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‘ DF2e-(1+1,J) FDFE(F2.(i+1,j~1),F2 ‘(i+1,j) G2-(i+1,j-1),
G2_(i+1 j);fh(x,teta),deltan, dnx(x, niu(J) fh(x teta),teta));
kDFSe-(1+1 3j) = FDFE(F3_(i+1,j-1),F3. (if )5G3:2 (i+1 j=-1),
"G3 (i+1,J) fh(x teta) deltan dnx(x,‘ h(x teta) teta));
DF4e-(1+1,J) FDFE(F4 (i+1,3-1), F4 (i+ +1,j—1),~"
o GaL(i+, )] fh(x teta) deltan, dnx(x 'niu(j x;teta),teta)); .

Y deltan dnx(x niu(j) fh(x teta) teta)) ;
)_;deltan dnx(x niu(j),fh(x,teta) ,teta));

sidad artificial en el paso corrector

FSF(Cy, P_(i+1,j+1), P_{i+1,j), P- (1+1j 1,
, F1_(i+1,3), Fi_(i+1,j-1)); , «

CUFAL(i¥Li+L

SF1.(i*1,j) =0.0;
SF2_(i+1,) = 0.0;
USF3L(1+1,3) =.0.0y . ...,
SFA(i+1,3):=0.0;- . .

DFE(F4 (141, 3),FA_(i+1,§+1),G4_Ci+1, ), GA_(i+1,

: FSF(Cy, P (i+1,J+1) P (i+1,3), P (i+1,j 1),«; SRR
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J =n;-
SF1_(i+1, j)
VSF2_ it j)

,SF3_(:L+1 )

'—oo
'-oo

(0 5)*(DF3e(i,:
.5)*(DF4e(i,:

+ DF3e.(i+1,:));
+ DF4e_(i+1,:));-.

N

+ (DFleav(i,:)
-+ (DF2eav(l,:)
_‘~+ (DF3eav(1,:)
;*¢+ﬁ{DF4eav(1,:)

deltae(i))
deltae(i))
deltae(i))
deltae(i))

* * ¥ *

+ DFle_(i+1,:));
+ DF2e.(i+1,:)); =

+ SF1_(i+1,2);

+ SF2_(i+1,:);
+ SF3.(i+1,:);
+ SF4.(i+1,:);

217
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if (x< 10) :
’ phi = fphl( v(i+1 1) ) u(i+1 1) );
" else. TFA
ph12’A fphl abs(v(i+1 1)),_u(1+1 1) );
. phi = (teta*180/pi)

)

:

= xk+ delta (i)
‘i=i+1 :
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end;

toc e T
fprihtf(’\Termihado;..’);
fprintf (’\nx: %3.4f°,%);
mallag :

FUNCIONES

function £ = ££1(ro,u);
%esta funcidn calcula F1
£ =ro.éu; :

function £ = ££2(ro,u,P)
%esta funcién’calcula’F2

“function f£'= ££3(ro,u,v)
%esta funcién ‘calcula F3'
k f = ro.¥u,*v;’

function £ = ££4(r,P;ro,u,v);

%esta funcién ca1¢u1§“F4”
varl = (x/(x-1));:

functip#{gf
%esta fﬁﬁc16

219 .
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“function g = FG3(ro F3,F2,F1)
%esta func16ndca1cu1a G3

FG4(r,ro, F3 F2, Fi)‘“
Y%esta funcién’ calcul“ G4
varl = r/(r-i) e
var2 =(F1.72). /ro,_' .
var3d = F3. /Fi, vard' = (F1 /ro) ‘2
g = varl. *(F2—var2) *varS + (ro. /2) *(var3) *( var4 + var3."2);

function £ = fh(x,teta)
%esta funcién
Aregresa 40, si x esta entre 0 y 10
“para otro caso regresa 40 + (x-iO)tan(teta)
if x<=10
f = 40;
else
£

40 + ((x~10)*tan(teta));
end ) o

function val = dnx(x,n,h,tefa) o
%esta funcién . o
%regresa 0, si x<—10 etrosj

end

. function f FDFE(vl v2 v3 v4 v5 v6;v7)
Zesta func16n recibe ’
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%F(i,j) F(i,j+1) G(i,3) G(i,j+1), h, deltan, Dnx
%y calcula la derivada parcial

St o= vl~v2; -

S2 = 81 / v6;

S3 = v7.% §2;.

S4 = v3 - v4;

S5 = 84./ v6;

S6 =1 ./ v5;
© 87 .= S6 .* S5;
£ =83 + 87;

function £ = FA(F4,F3,F1)
%esta funcién calcula A
f= ((FS.’2)./(2.:F1)) - F4;

- function f =’ FB(r,FZ Fi)
: esta’funciénA alcula B
r/(r—i)) *F1. *F2;

’f',(f;i)/(zm(r-n)_ o (FL73) )3

vari
var2 =
var3 =

= ( varl ./ var2 ).+ var3;

function £ = fro(A,B,C)
%esta funcién calcula ro (densidad) _
f = ( -B +.sqrt( (B."2) - (4.%A.%C) ) ) ./ (2.%A);
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function: f fu(Fi ro) S i
%esta funciéﬁ calcula u (velocidad en x) -

function f = fp(F2,Fi,u)
Y%esta funcién calcula p (presién)
= F2 - (F1.%u);

function £ = ft (P,ro,R)
%esta funcién calcula T (temperatura)
»f;=‘P}/(rq.*R);”

%esta func16n falcula el atan(v/u) en grados

/u)*180/pi;

:funcpiqnff} . raiz(f,r,x0,error)
'%eSté{func?éh‘éncuehtra la raiz de FM. Recibe f, r,
“%valor inicial," iteraciones
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x(1) = x0;
i=1;
x(i+1) = x(i) - (findm(x(i),f,r) / dfindm(x(i),r));
while i<error
i=41+1;
x(i+1) = x(i) - (findm(x(i),f,r) / dfindm(x(i),x));
end;
f = x(i+1);

function fm = findm(M,f,r)
%esta funcién es utilizada por la funcién raiz
t1 = sqrt( (r+1)/(x-1) );
t2 = sqrt(M"2-1);
fm = t1 * atan( t2/t1 ) - atan(t2) - (£+pi/180);

function f = dfindm(m,r)
%esta funcién es utilizada por la funcién raiz
a = sqrt( (x+1)/(xr-1) );
b = (r-1)/(r+1);
c = (m2- 1);
£ = (a/(sqrt(b*c)))sbx(m/(1 + (b*c))) - (1/(sqrt(c)em));

]

"function f = pact (pcal,r,mcal,mact)
%esta funcién calcula pact (presién actualizada)
rl =1+ ( (xr-1)/2 )*(mcal~2);
r2 =1+ ( (r-1)/2 )*(mact~2);e la
f = pcal*( (r1/r2)~(x/(x-1)) );

- function f = tact(tcal,r,mcal ,mact)
: ~'/.eé‘ta'fmic16n calcula tact (temperatura actualizada)
ol =1+ € (r-1)/2 )s(mcal=2);
or2 =1+ ( (r-1)/2 )x(mact™2);
f = tcal*(r1/r2);
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function £'= roact (Pact, Tact, R)
Y%esta funcién;calcula roact (densidad actualizada)
f = Pact/(R*Tact);

PROGRAMA PARA GENERAR EL PLANO FiISICO

% Programa mallag
t = size(deltae);
X = zeros(n,t(2));
X(1,1) = 0.0;

for i=2: t(2)+1
x(1 i) = X(1, i- 1) + deltae(l—i),
end. k: :

for'i = 2: 41 i
for 3= 1 t(2)+1
x(i j) 44x(1 J)
"end; .
end;, : )
j =i’ ERAE : SRR PO .
ateta(j) ‘= atan (»\‘v(n'-;'j)'i tan(teta)/(n-1) ); .

for i'= 1: 41
forj
Y(l,J)

- ehd;‘

h(x<1,3) ateta(i))+(i 1)?‘

end; .

axis([o':xéui,"
hold onj .-
plot(X,Y, ’k-—’)

efh'(i ,teta)1 nl)
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for i = 1:41
plot(X(i,:),Y(3i,:),’k=*);
end;

figure(2); ,
axis([0 x+1, -fh(x,teta)-1 n])
hold on; = Sy

for i = 1:41
plot(X(i::))Y(i):):,k~’);
end;

B.2 Programa para la solucién bidimensional esta-
cionaria a la forma del eyector

PROGRAMA PRINCIPAL

: Corpéiqﬂfe de la viscosidad artificial
g - '6; . 1 N .

“,'Cén;étvante de los gases perfectos calorificamente
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R = 2.871112627210188e+002;

% /fngulo[dé incliriacién, primera parte del eyector
' tetal = 8/167.875;

% /fngﬁlo ‘de inclinacién, segunda parte del eyector
tetal = 8/89;

% Incremento sobre el plano computaczonal sobre el eje
deltan = 0.025;
niu = O:deltan:1;

% . Niimero Courant
C§urant3'= 0.5; -~

% Inicializacidén de las condiciones iniciales eni =1,z = 0.0
i‘=,i;

u(i,:) = .678E+03 * ones(1,n);
v(i,:) = .000E+00 * ones(i,n);
‘ro(i,:) = .123E+01 * ones(1,n);
P(i,:) .101E+06 * ones(i,n);
T(i,:) = .286E+03 * ones(i,n);
M(i,:) .200E+01 * omnes(i,n); .

1

Fi(i,:) = FFi(
F20,) 2, FF2( ro(i,.
= FF3Cro(i,

N - :I‘O(l,.) Fa(if
-Ga(i,:) = FG4( r, rO(i 1) 5
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x = 0.0;
max = input(’Longitud:’);
while(x <= max)
% Cdleulo de Ay y A¢
deltay = ( yz(x) - ys(x)i)‘/ (ﬁ515;.
if (x>=10)

angle(1,:) = asin( 1 ./ M(i,:) );
dirangle(1,:) = atan( v(i,:) ./ u(i,:) J);

deltasi(1,:) = (Courant * deltay)./ abs ( tan(dirangle(i,:) +
angle(1,:)));
deltas2(1,:) = (Courant = deltay)./ abs ( tan(dirangle(i,:) -
angle(1,:)));

mindeltasl = min( deltasi(i,1:n-1));
mindeltas2 = min( deltas2(1,2:n) );

deltae(i) min{mindeltasi, mindeltas2 );
else ’
deltae (i)

end;

1.0;

- '/. 'Paso iprgdiqtor

1 (n—i), . o
9 DFie(l,J) = FDFECF1(i,3),F1(i,j+1), 61(1,3) Gi(i j+1). -
) yz(x)-ys(x) deltan,dnx (x, n:.u(j))) : :
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DF2e(1,3) = FOFE(F2(4,3), F2(1,j+1) G2 j) c2(1,3+1),
yz(x)-ys(x),deltan, dnx(x(nlu(J))) '

DF3e(i,j) = FDFE(FS(:I. 3 'Faci 3*+1,633, . ca<1 j+1)

-;QSFi(l,J) = FSF(Cy, P(i,J+1), P(i,j), P{,j-1),

:pspch, P(i, 3+1).~P(i D P3-0,
F2(1,j) F2(1,j 1))" : .

SF3(1;3) = 0.
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[
.
= P

,‘ S‘Fb‘l(ig,j)‘:"' .

J "' n; B
. SF1(4, 3
L SF2(i,J

' SF3(i,]

deltae(i)) +.SF1(i,:);
deltae(i)) + SF2(i,:);.
deltae(i)) + SF3(i,:);
deltae(i)) + SFA(4,:);

~(D1=2e(i ),
Dp_ae(i, .) ,

L A e

- fo-(i;l-l",v
u (i+t;:
vi(dFye)
P_(i+1, )

GLI(i+1, )
SUG2.(i+1,8)
G3.(i%1,1)
: G4..(1+1

-) Fi (i+1..) 5, ,
) F2‘(i+1, ), Fi. (i+1,.) REN

'61 (1+1.J) Jyz(x)

—ys(x) deltan dnx(x niu(J))),
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DF2e_(i+1,j) = FDFE(F2. (i+1,3-1), F2_(i+1, 3),62.(i+1, j-1),

G2. (1+1,J),yz(x)-ys(x) deltan,dnx(x,niu{j)));

DF3e. (1+1,3)_{ FDFE(F3:(i+1, j‘,1> F3_(i+1,3),63-(i+1,3-1),
. Ga. (i+1" ),y
DF4e__§i+1

j+1),yz(x)—ys(x) deltan dnx(x niu(J)))‘

DF4e (i+1,j) = FDFE(F4_(i+1,j), F4_(i+1 j*i) G4_(i+1 iJ, G4 (i+1,
j+1) ,yz(x)-ys(x) ,deltan,dnx(x, nin(J))). ' .

% Cdlculo de la viscosidad artificial en el paso corrector

j=2 :(n-1); R ’ R

SF1-(i+1,3) = FSF(Cy, P-(i+1,j+1), P-(i+1,}), P-(i+1 j 1),,
F1_(i+1,j+1), F1 (i+1,3) F1 (i+1 3-1)). [ S R
SF2.(i+1,3) =
»F2-<1+1.J+1> ;

SF1.(i+1,3) "
SF2-(i+1,3)

SF3.(i+1,3),
SF4_(i+1,3) =

]
o
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j=ny
: : SF1.(i+1,3j) =0.0;
; © SF2_(i+1,3) =.0.0;
: SF3.(i+1,j) =.0.0;
g SF4.(i+1,3) = 0.0;.

[

% Cilculo de_ lasde adas parciales promedio

DFleav(1,:)
DF2eav (1))

5% (DFde(i;:) + DFle—(i+1,:));
(DF2e(1,:) + DF2e.(i+1,:));

'DF3eav(1, ) 5)%(DF3e(i,:) + DF3e.(i+1,:));
DF4eav(i,:) (DF4e(i,:) + DF4e.(i+1,:));

(DFleav(l,:) # deltae(i)) + SF1_(i+1,:);

DF2eav(l,:) = deltae(i)) + SF2_(i+1,i);
Ba\é(l,:) * deltae(i)) + SF3_(i+1,:); =

F4 * deltae(i)) + SFA_(i+1,:); - -

TF1(it, )
F2(i+l,:

o UF3(i+15,1)
. Fa(i+i

F3(i+1.), F1(i+1,:) );

.R‘: : E
(+1,1), ro(1+1,5), T3
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1f (- (x<10) | (x > 177.875 & x < 299.125) )
Phi = fphi( v(i+1,1) , u(i+1,1) );
else.. . . SRR

x<=177.875)

0, w1, );

Mcal = M(i+1,1);
Méctf%'réiz(fa;:}Méal,io);

paét(P(i+1gi),;,Mgal,Mact);
1,1),r,Mcal,Mact);

PRI o
Sear 0

xtan(tetal); . -
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" if (x>299.125)
v(i+1,1) = —u(i+1,1)*tan(tetal);
end

% Caleulo de los nuevo izdldrgs de las variables de flujo eni+1

CF2(i+1,1) = FF;
F3(i+1,1) =
F4(i+1,1) =

Fi(i#t,n) =
- F2(i+1,n) =
F3(i+1,n) = : A
F4(i+1,n) = FF4( r; (141 ;8) 7 v (di+L,m) 1)

G1(i+1,:)  ='FG1
G2(i+1,:) = FG2(,
G3(i+1,:) = FG

Ga(i+l,:) =

i+1 ,YF1(1+1‘,.) )i
2(1+1,.) F1(1+1,-) )3

x + deltae(i) ;
i+1;

[T
n

end;

toc

fprintf(’\Terminado...’); - o S .
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fprintf(’f\nx‘: %3.4£°,%x);
mallag

FUNCIONES

" Se oxmten la.s fun nes utxhzadas, ya escritas en la seccién anterior. Se muestran
a.quellas que se mod.lﬁ Y, se afiaden al programa principal de la presente seccién,
dxcha.s funcxones son’las’ que describen la geometria de la tobera del eyector

= 177.875) H
75)*,(x(i) 10)+42;

875,&i¥f<= 299.125);

1)2299. 125)+34;

177 875);

i = find(x > 299.125);
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y(i) = (-8/89)%(x(1)-299.126)+8;

funct::.on va :

9530901 + 9. 530900968!5—2 *x );
©177.875 & x <= 299.125)
val = (n+1—1)*0 0;
elseif (x > 299.125)
val = - ( ((-.1797752809) .*n) + 8.988764045E-2 )./
( 27.7752809-0.1797752809. %x ) ;
end;

PROGRAMA PARA GENERAR EL PLANO FisSICO

% Programa mallag
t = size(deltae);
X = zeros(m,t(2));
X(i 1) 0.0;

| for i = 2: 1:(2)+1
- ;‘,:x(1,,'i,) ,i= 1) + deltae(i 1);

fof jo= 'i:t(2)+i
ine =0.0;"

235
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i : L
(yz(X(l.J))-ys(x(i,J)) )‘/1'-'(11—1), 1y

g for i = 1:41- : ;

? Y(i j) ys( X(i J) ) + inc,"

: i 1nc ="inc '+ dy, '

? end{ '

dlsp(’Continuar con-la generacién 3D [ENTER], flnalizar Crtl C’),

pause;
disp(® geperando las variables 3D’);

=u’;
X(21:41;:);
=Y(21:41,:)-21;
= Z2Z(21:41,:); :

N 3 &N
]

XKL 3,0) = 05 .
CCC(1,331) = 22(5,4); - ‘
wndy

end;

disp(’Terminado’);‘ i
disp(’Rotando los puntos interiores®);

ang = 9%(1/180); :
= [cos(ang) 0 -sin(ang);0 1 0;sin(ang) O cos(ang)l;

for i = 1:1101
’ for j =1:21
© P= [XXX(1,j,1) YYY(, Jj. ZZZ(1 j 1)]"
for k = 2:41 - )
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P = MR#P;
XXX (k,j,1)
YYY (k,j,1)
22Z(k;3,1)
CCC(k, ;1)
oy

P(1);
P(2);
P(3);
- 2Z(j,i);

n.n

end;
end;

disp(’Termiando’);

“ figure(1);
‘for j = 1:21
for k = 1:41 ) .
o for i =tingor
T1(k,1) = XXX(k,3,1);
T2(k,i) = YYY¥(k,j,1);
T3(k,1)= 222(k,j,1);
T4(k,1)=C0C(k,j,;1);
end; ST e
end;

surf(T1,T2,T3,T4);
shading flat;. :
hold on; G
fprintf(’\ncapa:,:Zd’,j);,
end; : o ' :
colorbar;



238 o APENDICE B. CODIGO DE PROGRAMAS

B.3 Programa para la solucién bidimensional no

estacionaria a la forma del eyector

PROGRAMA PRINCIPAL

clear all;

clc

disp(’Solucién numérica al sistema bidimensional no estacionario’);
‘flops(0);

tic;

format long

r=1.4;
Cy = 0.6;
Cx = 0.2;

R = 2.871112627210188e+002;
deltan = 0.025; : : v
) niu = O:deltan:i; Lo

- Courant = 0.5;

Ct= 1

fprintf(f\nCargando de disco...’);

load’ro.dat;

‘ load u.dat;

load v.dat;
load p.dat;
load deltae.dat;
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ro = ro’;
u=u’;
v = v’;

P =P’;

m = 41;
=.1101;

_b'
I

x

~ zeros(m,n) ;
Sindum. =] zferoé (m,n);

8T
PRI .
)y v, ), pliyi), )5

fprintf(’\nInicializando F-
Fl(l:,':)' =FF1( o (e
F2(:,1)" ="?F2(‘ '
F3(:,:) .= FF3(

- Fa(:,:)

o fprin’tf(’kﬂ‘lv(.’-)t

), v ~pCayi) )
p:,2), rols,:), uls,:), v(:,:) J;

f}')rikntf (’\nRedimensionando deltae para ejecucién vectorizada’);
i=1:(n-1);
for j = L:m
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: delfaeh(j,i)‘= deltae(1,1);

: ‘end; ., S B :

fprintf(’ux’){.‘-~

fprintf( \nRedimensionando x para ejecuclén vectorizada’);

o= 1:m;
; for i=2:n : .
x(j i) ‘= deltae(i 1) o+ x(j i 1). ,1,
) ; end; : : : S
fprintf (*0K’)

fprintf (*\nRedimensionando niu para ejecucién vectorizada’);

i= i:n;
/for j = 1:m
nium(j,i) = niu(1,j);
‘end;

fprintf (°0K’);
iter = imput (’iter n:*);

g wﬁile{(tr<‘:iﬁ§r)i

fprintf( \nCalculando deltat e
deltat' flnddt(ro u, v,p r, deltaem deltan,Courant) ;
fprintf(’DK deltat %1.16f?, deltat);

tfprihtf(’\nCalculando diferencias hacia delante...’);

i:(n—l);
1:(m—1);:

e
m-n

: Du1t(3,1) = FDFE( Fi(j 1) F1(3,1+1) F1(j+1,1),G1(j,1) Gl(j+1 1),
el 1‘/(yz(x(J.1))-yS(x(J 1))) dnxt(x(J 1) nium(j i)),
deltaem(j i) deltan )»

DU2t(j,4) 7'tDFE( F2(J,1) 2(3) 141) F2(j+1 1)562(§,1 G2(j+1 i)
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fprintf(’OK{);j _..

. fprintf(’\nViscosidad Artificial...’);

zeros(m-i n-1);
zeros(m-i n-1) ; -
zeros(m—i n- 1), o

U4(j 1+1) U4(3 1),04(3,1-1) U4(j+1 i) U4(j '1 ii) ),
fprintf(’ﬁK’);’

fprintf (?\nCalculando los valores predichos...’);
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i= 1:(n—1);,,';‘
j= 1:(mf1);

(3,1, + (DULE(j,1). * deltat) + S1(j,i);
U2(3;4) + (DU2t(H,1). * deltat) + S2(j,1i);

j,1)+ (DUBt(j,1). .+ deltat) + S3(j,1);
(DU4t(§,1) .. * deltat) + S4(j,i);

i= '2?:(,,!1_-:1,)’?.’ L
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©5 = 2:(m=1);

TDULt(j,i) = FDFE_( F1.(j,i-1),F1.(j,1),F1.(j-1,1),61.(j~1,1),G1.(j;1),

B 10/ Cyz(x(§,4)) ~ys (x(j,1))), dnxt(x(j 1, n:l.um(j 1)>, L
S ; deltaem(j 1-1) deltan ); ) S

" DU2t. (:j i) = FDFE_(- F2_(j,i-1) ,F2.(j, 1) Fz_(J—‘i 1)‘62_(3-1 1), G2 (j 1),

o </ (yz(x(3, 1)-ys (x(3,1) )

eltaem(j,i-1); deltan

.p-(j+1 i) ,yp_(jiiyi), ,

fprintf (*0K’) ;
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fprintf(’\nCalculando las: derivadas parciales promedioc...*);

ADUiDtav = zeros(m—i n—1), :
DU2Dtav = zeros(m-1;n- -1);
DU3Dtav
DU4Dtav =

zeros(m;},p—;),

+ DUit (j i) -
L #.DU2t.(§,1));5.
+ DU3L(§,1));
-'A-\D‘ £-(3,1));

DU1Dtav(j,1i)
DU2Dtav(j,i) =
DU3Dtav(j,i)

DU4Dtav(j,1i)

fprintf (*0K’)

.v&lbreéi..’);

11(3,1) + (DUiDtav(j,i). * deltat) + S1_(j,i);
J2(§,1i) + (DU2Dtav(j,i). #* deltat) + S2.(j, 15,
* deltat) + S3_(j,1);
* deltat) + s4 (j i), e

U2n(1,1:n) = U2(1,1:n);;k

"

U3n(1;1:n) = U3(1,1:n);



kUln(m 1: n) =
U2n(m, 1 n)v
U3n(m,1: n)
U4n(m 1 n).

DIF1
DIF2 =

DIF3
DIF4

"u4n;1;1=n>u

—}aﬁs(ﬁlh

abs (U2n

= abs(U3n

abs (U4n

- U2);
- U3);

- Ud); '

245
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Ul = Uln; * U2 = U2n; U3 = U3n; U4 = Udn;

dif1 = max(max(DIF1));
dif2 = max(max(DIF2));
dif3 = max(max(DIF3));
dif4 = max(max(DIF4)); .

u

index = find(DIF1 == dif1); = it 'w .
fprlntf( \nméxima diferencia.en Ul %d(%d,%d)’,index,mod(index,41),
ceil(index/41)) SR

index = find(DIF25%= dif2);
fprintf(’\nméxima diferencia en U2 %d(%d,%d)’,index,mod(index,41),
cei]..(ind_e;“:/‘li)l) R

index = find(DIFB == dif3);
fpr:l.ntf( \nméxima' diferencia en U3 %d(%d,%d)’,index,mod(index,41),
ceil(index/41)) B

fprintf(’\n
fprintf(’\nt 3. 15’ ,sum(deltatv));

t=t +f. 1; :



‘ “ehd'f%“

scii ~double
' 7 jcii -double
‘save vn.dat v'-ascii -double

 gav

"‘sgye'pﬁlgét‘p,ﬁésgii -double
FUNCIONES

functioﬁ £ = FUi(ro)
f =.-r°;.~~" :'f

' function £ = FU2(ro,uw)

- function £ = FF4(r,P,x0,u,v);

| .B.3; PROGRAMA PARA LA SOLUCION BIDIMENSIONAL NO ESTACIONARIA ..

247
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vari .= (r/(r—i)) : _
var2 = “(Cu. "2)+(v;“2)) /2;
Lfm (va.rl .*5P‘~ *u) + ( 10, %u, *var2 ).

funct;._ion‘«f. FG1(ro,v) H N

vfunction f= FG2(ro u, v)
f.= ro.¥u, *v,,‘

function f = FG‘S(r‘o",v’,P) 3
f=ro ., (v.72):+ P;

f1 =
dt
index = find(f1 == dt); :
fprintf(’deltat min encontrado en % (/d , /d)’ index,
mod (index,41), ceil(:.ndex/41)), -
f = dt; ‘

min(min (f‘l) H

function £ FDFE(F:LJ Fs:.j FJ.SJ Gij Gisg,d.ndy dndx,deltae,deltan)
S1 = Fij - Fsij; =
s2 ./ deltae;"
s4 Fij - Fisj;
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= $4 1/ deltan; -

moo
e
[

54' / deltan;
dndx %85

:Gia_'j - Gij;

s7 ./ deltan;
dndy * S8;

=82 + S6 + S89;

© function £ = FPQUL, U2, US, U4, 1)
£1 = (1./(2.#U1)) *(.(U2.72) "+ (U3."2) )}
£2 = U4 - £1; [

= (r-1) . %£2;

"

function £ = FF1U(U2); =




250 e APENDICE B. CODIGO DE PROGRAMAS




B.3. PROGRAMA PARA LA SOLUCION BIDIMENSIONAL NO ESTACIONARIA ... 251

function f = fM(v u P, ro r)

./ a;

‘_.[m n] - sn.ze(x),‘

: zeros (m n),

functlon v ys(x)
' “[m, n] = size(x),
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P e

y = zérog(ni,i:)';
i= find(;: <=10); °
v =0.0;

d(x>10 & x <= 177.875);
8/167.875) % (x(1)-10); .

APENDICE B. CODIGO DE PROGRAMAS
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