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INTRODUCCIÓN 

El objetivo del presente trabajo es investigar el comportamiento de los 

flujos dentro de difusores de eyectores convencionales, para evaluar el efecto 

de la forma del difusor sobre dicho comportamiento y, de ser el caso, pro­

poner un nuevo diseño para obtener un rendimiento óptimo. Esto último 

ya no es parte de este trabajo. De lo investigado se desprende que efec­

tivamente, el comportamiento del flujo varía notablemente dependiendo de 

la forma del difusor. El modelo matemático empleado en la investigación 

es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales de segundo 

orden, conocidas como ecuaciones de Navier-Stokes, que relacionan las com­

ponentes de un flujo. Estas ecuaciones son complicadas, pero se justifica 

su utilización debido a que se ha demostrado que modelan los flujos con 
aceptable precisión. 

En la industria, los eyectores de vapor a chorro han sido ampliamente 

utilizados para todo tipo de silenciadores, evaporadores, cristalizadores, des­

odorantes de aceite, refrigeración, condensadores, etc. El modelo_ de eyector 

que estudiamos es utilizado en la industria química. 

El análisis numérico construye métodos para aproXimar, de una manera 

eficiente, las soluciones de problemas expresados matemáticamente. En una 

situación real, el primer problema es modelar matemáticamente el fenómeno 

físico, pero cuando llegamos a un modelo matemático apropiado, puede re­

sultar más difícil o imposible encontrar las soluciones explícitas de dicho 

modelo. Puesto que, en general, las soluciones de los modelos normalmente 

7 



8 INTRODUCCIÓN 

no resuelven el problema físico de manera exacta, frecuentemente es más 

adecuado encontrar una solución aproximada de tal modelo. 

Como la eficiencia de un método para aproximar la solución de un pro­

blema, depende tanto de la precisión que se requiera como de la facilidad 

con la que pueda implementarse en un lenguaje de máquina, la elección del 

método está influenciada por la tecnología de las computadoras. El método 

que utilizamos es el esquema MacCormack, las razones de su elección se 

darán en el capítulo 3. Para aplicar este método a las ecuaciones de Navier­

Stokes, éstas requieren ser modificadas para algoritmos computacionales, en 

cuyo caso se conocen como ecuaciones para dinámica de fluidos computa­

cional, o ecuaciones para CFD ( Computational Fluid Dynamics). 

Sin duda, la herramienta que ha permitido la utilización de métodos 

numéricos para la solución de problemas es la computadora digital, pero ésta 

no es .de gran ayuda sin un sistema operativo y un lenguaje para programarla. 

Hace 25 años no existían estas herramientas. Hoy existen computadoras que 

. pueden procesar una gran cantidad de operaciones por segundo y que tienen 

capacidades gráficas para mostrar los resultados hasta en tres dimensiones, 

y existe una variedad de lenguajes de propósito específico para resolver mu­

chos problemas. Es difícil dar una explicación técnica de la elección de un 

lenguaje a utilizar, porque pueden existir varios que cumplan con las carac­

terísticas requeridas. El lenguaje que utilizamos es MATLAB, el cual está 

diseñado para resolver con flexibilidad .Y rapidez problemas numéricos y de 

visualización. Además, como cualquier lenguaje de cuarta generación, re­

duce el tiempo en la inversión del código que se debe escribir. Pero como 

todos los lenguajes de este tipo, no es lo óptimo en rapidez, comparado con 

el Lenguaje C, por ejemplo. La diversidad de plataformas de computadoras 

que existe hoy en día, hace deseable para cualquier programador, la fácil 

transportabilidad de un programa entre éstas. Con MATLAB escribimos 

el programa una sola vez, y lo podemos ejecutar en diferentes plataformas 

donde exista la máquina virtual de cálculo de MATLAB, con lo que pode­

mos probar un programa tanto en una PC,.como en una máquina con varios 

procesadores. 
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El trabajo consta de 5 capítulos y 2 apéndices. El apéndice A contiene 

el problema de la boquilla transónica, tratado casi-unidimensionalmente, el 

cual desarrollé en mi estancia como prestador de servicio social en el Área 

de Estadística Aplicada y Radiotrazado del Instituto Mexicano del Petróleo 

(IMP), en el proyecto de estudio de Radiotrazado de la Torre de Vacío VDA-

1, Planta Combinada 2, Sector 7, Refinería Miguel Hidalgo, ubicada en Tula 

Hdgo., sobre simulaci6n de flujos de eyectores, bajo la dirección del M. en 

l. Francisco Pablo Ramírez García, a quien agradezco el planteamiento del 

problema, y su posterior asesoría. 

En el primer capítulo se hace una introducción a la dinámica de flui­

dos, a la dinámica de fluidos computacional, y a los componentes y fun­

cionamiento básico de un eyector. En el segundo capítulo se presenta el 

modelo matemático de los flujos, las ecuaciones de Navier-Stokes y la forma 

de las ecuaciones particularmente diseñadas para Dinámica de Fluidos Com­

putacional. En el tercer capítulo se hace un estudio de las ecuaciones en 

diferencias finitas, el espacio de solución con una transformación apropiada, 

se introduce el esquema MacCormack y se ejemplifica su uso con ecuaciones 

que tienen la variable tiempo t y el avance en el espacio con ecuaciones que 

solo contemplan las variables espaciales x, y. En el cuarto capítulo se estudia 

la forma bidimensional estacionaria del flujo en el difusor del eyector, uti­

lizando la teoría de choque-expansión; en el caso de las esquinas del difusor 

del eyector, se usa la técnica numérica de la viscosidad artificial, para dis­

minuir oscilaciones en los resultados; y se transforma el espacio de solución 

físico a un espacio computacional. En el quinto capítulo se estudia la forma 

bidimensional no estacionaria del flujo en el difusor del eyector, usando el 

espacio computacional generado en el capítulo cuatro. 

Expreso mi agradecimiento al M. en l. Víctor José Palencia Gómez por 

su apoyo en la dirección de esta tesis. También expreso mi agradecimiento 

al Fís. Mat. Luciano Couder Alonso quién leyó el primer borrador de este 

trabajo y al Lic. Sergio Castañeda Hernández por su apoyo. 
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Capítulo 1 TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

DINÁMICA DE FLUIDOS 

La dinámica, o estudio del movimiento de la materia, se puede dividir en 

dos partes: dinámica de cuerpos rígidos y dinámica de cuerpos flexibles. Esta 

última comprende dos clasificaciones generales: elasticidad (sólidos elásticos) 

y mecánica de fluidos. Por sus muchas aplicaciones, el estudio de la mecánica 

de fluidos es uno de los más vitales y fundamentales en la ingenería y en las 

ciendas aplicadas. Existe una gran variedad de problemas de la estática de 

los fluidos que se pueden resolver con mecánica de fluidos, sin embargo, en 

un fluido no se trata con una sola partícula, sino que se considera un con­
tinuum. En efecto, no debe seguirse el rastro de partículas individuales o 

de pequeñas gotas de fluido, y la pregunta que se formula es: ¿cuáles son la 

velocidad, la aceleración y las propiedades termodinámicas en algún punto 

del espacio (relativo a un sistema fijo de coordenadas) como una función 

del tiempo?. A medida que el tiempo transcurre, el fluido en ese punto 

del espacio está siendo remplazado constantemente por uno nuevo debido al 

flujo, de tal manera que no interesa seguir el rastro de cada partícula indi­

vidual del fluido, sino la historia en algún punto del espacio, sin mirar cuál 

de las partículas del fluido se encuentra en dicho punto. En la mecánica de 

fluidos se pueden obtener muchos resultados importantes a partir de los ar­

gumentos dimensionales. Los parámetros pertinentes en cualquier situación 

11 



12 CAPITULO l. DINÁMICA DE FLUIDOS 

física pueden ser combinados en grupos adimensionales independientes, los 

cuales caracterizan el flujo. En la dinámica de los fluidos esos parámetros 

adimensionales se definen exactamente, y a cada uno de ellos se les da un 

nombre. 

1.1 Los fluidos 

Los fluidos son sustancias cuyas moléculas tienen entre sí poca coherencia 

y se adaptan a la forma de los recipientes que los contienen. Todos los fluidos 

son compresibles en cierto grado y ofrecen poca resistencia. a los cambios de 

forma. 

Un fluido es incapaz de resistir fuerzas o esfuerzos de corte sin despla­

zarse, mientras que un sólido sí puede hacerlo. , Los fluidos se clasifican 

generalmente en líquidos y gases. Un líquido está. sometido a fuerzas inter­

moleculares que lo mantienen unido, de modo que su volumen es definido 

pero su forma no. Cuando se vierte un líquido dentro de un recipiente, 

ocupará dentro de éste un volumen igual al suyo propio sin importar la 

forma del recipiente. Los líquidos son ligeramente compresibles y su den­

sidad varía poco con la temperatura o la presión. Un gas, por otra parte, 

consta de partículas en movimiento que chocan unas con otras y tratan de 

dispersarse, de manera que un gas no tiene forma ni volumen definidos y 

llenará completamente cualquier recipiente en el cual se coloque. Un gas es 

compresible por lo que para su estudio hay que tratarlo como tal. Para una 

masa dada o sistema de un gas, la presión, la temperatura, y el volumen . 

que ocupa, se relacionan por medio de la ley de los gases, o sea, la ecuación 

apropiada del estado del gas. 
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1.2 Periodos históricos del estudio de los flujos 

Primer periodo: En el siglo XVI se tenía un conjunto de conocimientos del 

comportamiento de algunos aspectos de los fluidos, principalmente líquidos, 

reunidos en una disciplina que se entendía como el estudio de éstos, que 

podemos entender como Mecánica de Fluidos de ese tiempo. En ese siglo, 

la Dinámica de Fluidos era una disciplina basada en hechos experimentales. 

Su lugar de desarrollo es el continente europeo, principalmente en los países 
Inglaterra y· Francia. 

Segundo periodo: En los siglos XVII y XVIII la Dinámica de Fluidos la 

podemos reconocer como las disciplinas Hidrodinámica e Hidráulica. Debido 

al· trabajo de importantes científicos de la época, tomó un carácter más 

te~rico, introduciendo el lenguaje matemático para la formulación de las 

relaciones que se observaban empíricamente, tales como la conservación de 

la masa. 

Tercer period,o: Dur.ante el siglo XIX se continuó desarrollando la expe­

rimentB;ció~, a.5í.c(>m<.J la teoría matemática relacionada, dando vida a una 

teorí8: dásica, que ~eunía. todos los resultados conocidos hasta aquel tiempo. 

Cuarto periodo: En el siglo XX, debido a las dos guerras mundiales, se dió 

un, gran de.sarrollo a la Dinámica de Fluidos para aquellos flujos involucrados 

con el vuelo de un avión, lo que. originó una teoría llamada Aerodinámica. 

También producto de las guerras mundiales fue la invención y creación de 

la computadora electrónica, misma que hace posibles en el ámbito de la 

Dinámica ele Fluidos, cálculos nun1éricos cuya función es predecir el com­

portamiento de ciertos flujos, bajo ciertas condiciones y dado un modelo 

matemático. 
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1.3 Dinámica de fluidos computacional 

Los siguientes principios físicos 

l. La masa se conserva, 

2. La segunda ley de Newton (fuerza= masa x aceleración), y 

3. La energía se conserva, 

pueden ser expresados en términos de ecuaciones matemáticas, que en su 

forma más general son ecuaciones con integrales. o ecuaciones diferenciales 

parciales. La dinámica de fluidos computacional es el arte de reemplazar 

las integrales o las derivadas parciales, por ecuacion~ algebraicas en forma 

discretizada. Estas ecuaciones son resueltas para obtener valores del flujo 

en puntos discretos en tiempo y/o espacio .. Por lo tanto, el producto final 

de la Dinámica de Fluidos Computacional, CFD (Computacional Fluid Dy­
namics), es una colección de números referentes al flujo, en contraste con la 

solución analítica. 

Es claro que el instrumento que ·ha permitido el crecimiento práctico 

de CFD es la computadora de alta velocidad. La solución a problemas de 

CFD generalmente requieren de una repetitiva manipulación de millones de 

números, una tarea que es humanamente imposible sin la ayuda de una 

computadora. Por consiguiente, avances en CFD y sus aplicaciones a pro­

blemas de gran detalle y sofisticación, están inmediatamente relacionados 

con los avances del hardware de las computadoras, particularmente teniendo 

en cuenta la cantidad ele memoria y la velocidad de ejecución. 

Ejemplo ele una supercomputaclora es la CRAY SVl, mostrada en la 

figura (1.3.F1). Esta máquina tiene 4GB memoria central, y adicionalmente 

cuenta con dispositivos en estado sólido. Su velocidad ele ejecución se miele 

en terafiops (109 operaciones ele punto flotante por segundo), que es muy 

superior a la velocidad ele las supercomputacloras de· los años 70's del siglo 

pasado, que solo alcanzaban 10 Kiloflops. 
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CRAY SV1 CLUSTER 

FIGURA l.3.F1 

Sin embargo, nuevos conceptos en arquitectura de computadoras han 

surgido de la necesidad de hacer computadoras cada vez más rápidas, pues 

las actuales empiezan a tener limitaciones debido a que la velocidad de los 

electrones es finita. Estas nuevas tecnologías básicamente son: 

l. Procesamiento por vectores. Configuración que permite ejecutar opera­

ciones idénticas simultáneamente, sobre un arreglo de números, aho­

rrando tiempo en ejecución y memoria. 

2. Procesamiento paralelo. Configuración que consiste en utilizar dos o 

más CPU's (Unidad de Proceso Central), cada uno de los cuales puede 

manejar diferentes instrucciones y líneas de datos no dependientes, 

permitiendo ejecutar simultáneamente, partes diferentes de un pro­

grama, trabajando independientemente, o en ayuda, con otros CPU's 

que pertenecen a la misma máquina. 

La dinámica de fluidos computacional constituye una nueva tercera apro­

ximación en el estudio y el desarrollo de la dinámica de fluidos. En el siglo 

XVII, los primeros experimentos en dinámica de fluidos nacieron en Francia 

e Inglaterra. En el siglo XIX se empezó a desarrollar, también en Europa, la 

teoría de dinámica de fluidos. Como resultado de los estudios realizados en el 

siglo pasado, en todo el siglo XX el estudio y práctica de dinámica de fluidos 

(en física e ingenería) involucró el uso de teoría y experimentos, así que hasta 
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1960 la din'áffifca de fluidos se concentraba en la teoría y en la experimen­

tación física de los problemas. La introducción de la computadora digital de 

alta velocidad, combinada con el desarrollo de algodtmos numéricos para re­

solver problemas físicos, ha revolucionado Ja man.era .de estudiar y practicar 

la dinámica de fluidos, de hecho introdujo fundame~t~lIÍiente una nueva ter­

cera forma de aproximar y aplicar la dinámica dei .fluidos; esta nueva tercera 
forma es el estudio de Ja dinámica de fluidos. comp~tacional. 

FIGURA· 1.3 .F2.' Las tre} ~iin~:/JúiJ'ne~~'de·: l~ dináinica de fluidos 
~ . ·. - ·L~; '_;, ··~~_/~~~:";. i ~-;h~1_·~A'.!t·.-f~;'.;~;·:¡.:·~~;;; \:_:A:{:- . - " 

·o.J 

Históricamente, el temprall.o. de~arroú9 de Ja CFD enJos años. 60's y 70's 

del siglo pasado, fue condu~id¿ pbr J~;nece~idades de; la ~eronáutica~ No 

obstante la moderna CFD ha entr~do en f~dá.s las disciplinas donde los flujos 
son importantes: . . . . . · · . .. .. , 

·-~-~:- ~ ~-:' 

Pero sobre todo la CFD ha colaborado en la, investigación y diseño 'de 

prototipos .. Por ejemplo, para increment~r el rendi~iento d~ ~n· acit'ouióvil 

(calidad ambiental, economía de combustible,aerodinamicidad, etc.): .. ' 

En la figura (1.3.F3 ) se muestra el flujo de las partícul~ d~ alre qué pasan 

sobre el automóvil, con estos experimentos simulados en Ja computadora, se 

contribuye al desarrollo de carrocerías aerodinámicas. 
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TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

FIGURA 1.3.F3 
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Ordinariamente, cuando se hace referencia a los aparatos de chorro, es 

com1ín usar el término cyector, que cubre todos los tipos de bombas de 
chorro que no cuentan con partes móviles. Los eyectores utilizan fluidos 

en movimiento bajo condiciones controladas, y que descargan a una presión 

intermedia entre las presiones del fluido motor y de succión. 

El funcionamiento de un eyector está dado por el principio de conser­
vación de la cantidad de movimiento de las corrientes involucradas. Son 

máquinas cuyo trabajo se basa en la transmisión de energía por impacto de 

. fluido a gran velocidad, contra otro fluido en movimiento o en reposo, para 

proporcionar una mezcla de fluido a una velocidad moderadamente elevada, 

que luego disminuye hasta obtener una presión final mayor que la inicial del 

fluido de menor velocidad. 

Los eycctores se empican muy comúnmente, para extraer gases de los 

espacios donde se hace vacío, por ejemplo en los condensadores, en los sis­
temas de evaporación, en torres de destilación al vacío, y en los sistemas 
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de refrigeración, donde los gases extraídos son generalmente incondensables, 

tales como el aire. También se usan en el mezclado de corrientes en los 

procesos de sulfitación en ingenios azucareros. 

Un sistema de cycctorcs de 3 etapas 
íncilila el rápido enfriamiento de sopas 
o salsas cocinadas en un gran caldero 

FIGURA L4.F4. 

En la figura (1.4.F4) se muestra un sistema típico de tres etapas con dos 

intercondensadores, el cual permite el rápido enfriamiento del producto que 

va desde 200°F a 35ºF entre 15 y 20 minutos. 

Los eyectores de gas a chorro pueden ser utilizados en lugar de compre­

sores mecánicos para aumentar la presión de un gas. Esto es particularmente 

1Ítil cuando se manejan explosivos, tales como gas natural y metano, o va­

pores peligrosos como amoniaco. 

Entre las ventajas de los eyectorcs podemos encontrar, que son de diseño 

simple con gran flexibilidad, fáciles de construir, ocupan poco espacio, y 

son fáciles de manejar. Su costo de mantenimiento es bajo (no necesita 
lubricación, ni se desgasta), no tienen partes móviles como válvulas, pistones, 
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rotores, etc.; y las sustituciones de piezas o partes son poco frecuentes. Entre 

sus desventajas, su costo operacional es alto debido al consumo de fluido 

motor, generalmente vapor. 

Sistemas de vacío en la indu8tria de refinación de petról~o. El proceso de 

destilación al vacío consist~ en separar los productos que mediante destilación 

atmosférica no es posible realizar, ya que a presiones elevadas se requiere 

incrementar la temperatura para lograr la vaporización requerida, · 10 que 

tiene como consecuencia un cracking1 térmico. Se logra caient~ndo la carga 

de residuo atmosférico para posteriormente separada en una columna de 

destilación que opera a baja presión. A esta presión la vaporización se lleva 

a cabo a menor temperatura con lo que se evitan los problemas de cracking 

térmico, además de que se consume menor energía para lograr la misma. 

Para alcanzar una baja presión en el proceso de destilación de crudo, 

generalmente se utiliza un sistema de vacío ·a base de eyectores. El buen 

funcionamiento de este sistema será él responsable de operar el proceso con 

los menores costos y obtener productos dentro de la especificación. 

Principio de operación de un eyector. Un fluido mptriz, también llamado 

fluido primario o actuante, entra a alta presión a través de la boquilla. Si 

este flujo es vapor de agua, al eyector se le denomina de vapor; si el flujo 

es agua, se le denomina hidráulico. El fluido motriz sale de la boquilla con 

alta velocidad. La cámara de succión incluye Ja sección de entrada de la 

corriente o fluido eyectado, también llamado secundario. En esta cámara el 

fluido eyectado es arrastrado por el fluido motriz, estos son mezclados, lo 

que implica la aceleración del fluido eyectado y la desaceleración del fluido 

mezclado, mezcla del motriz y el eyectado, con el consiguiente aumento 

de presión. El fluido mezcl~do entra al difusor convergente-divergente con 

una velocidad supersónica, y la energía cinética de los fluidos mezclados se 

convierte en energía de presión. 

1Cracking: En la refinación de petróleo, es el proceso por el cual las moléculas del hidro­
carburo se rompen en otras más ligeras por medio de calor y presión, o por catalizadores. 

' . ' 
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Sección de gargnnta 

Difusor de salida _/ 

FIGURA 1.4.Fs; Componentes del eyector 

Los cálculos para el diseño de un eyector son complicados, ya que ocurren 

tres procesos a ser tomados en cuenta: mezclado, compresión y expansión. 

Los dos últimos ocurren e;i eldifusor, por lo que hay métodos específicos 

para cada tipo de eyector, estos consisten en determinar las longitudes de la 

boquilla, la cámara de mezcla y el difusor, así como las áreas y sus ángulos. 

Existen muchos métodos para llevar a cabo los cálculos necesarios para 

el diseño o para averiguar el comportamiento de un eyector, generalmente 

utilizando integrales. Sin embargo, con integrales no se puede determinar el 

comportamiento dentro del difusor, solo valores totales. Para determinar el 

comportamiento son necesarias las ecuaciones diferenciales, pues estas pro­

porcionan característicru;; que por medio de integrales no se pueden obtener. 

El objetivo del presente trabajo es investigar la distribución y compor­

. tamiento de las principales variables del flujo dentro del difusor del eyec­

tor, realizando un programa ele cómputo para calcular dichas distribución 

y comportamiento. Utilizamos un plano ele un eyector que utiliza PEMEX 

para aplicarlo a nuestro programa. Los datos que se utilizan son los que 

comt'mmente se encuentran en la literatura de Ingenería Química para este 

tipo ele eyectores. 

... 
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En el apéndice A se hace el estudio del flujo en la boquilla del eyector. Los 
' ~}'; 

datos ütilizados son adimensionales y generadüs a partir del comportamiento 

del flujo en una boquilla de este tipo. 

E:id~'t~~ vario8 valores q\1~ son importantes para la operación de un eyec­

tor, como son: el coeficiente de eyección, la cantidad de fluido motriz con­

sumido por hora, etc. Sin embargo estos valores no son importantes para el 
presente trabajo. El objetivo es analizar el comportamiento del fluido dentro 

del difusor, en la que la forma de éste es fundamental para su eficiencia. 

En las siguientes figuras, de la (1.4.Fa(a)) a la (1.4.Fa(e)), se muestra el 

principio de operación de un eyector. 

El flujo es alimentado a ultn presión y relativamente 
a baja velocidad 

FIGUllA 1.4.Fa(a) 

El flujo se expande a través de la tobera del eyector, 
transformándose en un flujo de alta velocidad y 
baja presión. Si la presión ea menor que la presión 
atmosférica, se genera un vacfo. 

FIGUllA 1.4.Fa(b) 
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Una baja presión absoluta 111, atrae el íluido 131 
para ser bombeado desde el proceso de conexión 

FIGURA 1.4.Fa(c) 

C3• La cantidad de movimiento es transferida entre fluidos, 
elevando la presión de el íluido e ser bombeado 

FIGURA 1.4.Fa(d) 

La mezcla de fluidos se descargo a la atmósfera o 
al siguiente eyector en diseños multi~etapa 

FIGURA 1.4.F5(e) 

, 

1 



Capítulo 2 

EL MODELO 
MATEMÁTICO DE LOS 
FLUJOS 

En este capítulo se mostrarán los modelos matemáticos representativos 

del movimiento de un fluido. Hay que tener presente que son sólo aproxima­

ciones de Ja situación del flujo real, y que es esencial Ja comprensión de las 

limitaciones y el uso apropiado de dichos modelos. 

Un fluido está compuesto por moléculas con espacios vacíos entre ellas. 

Sin embargo, en general, cuando se establecen Jos modelos matemáticos, es 

conveniente presuponer que el fluido es un medio continuo (un continuum). 
Aunque Ja mayoría de Jos flujos pueden tratarse suponiendo al fluido un 

continuum, se han desarrollado modelos matemáticos teniendo en cuenta el 

comportamiento estadístico de las moléculas individuales, y son necesarios 

para el estudio de gases enrarecidos. 

Los modelos se darán en forma de ecuaciones diferenciales, que modelan 

el flujo aplicando un volumen elemental. Existen cinco variables básicas en el 

movimiento de un fluido: tres componentes de velocidad y dos propiedades 

23 
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termodinámicas. Por lo tanto, hay cinco ecuaciones básicas que describen 

el flujo: tres componentes de la ecuación de cantidad de movimiento, la 

ecuación de continuidad y la ecuación de energía. 

2.1 Representación de un flujo 

Para obtener las ecuaciones básicas del movimiento de un fluido, los 

siguientes puntos deben .ser . t.omados . en cuenta: 

l. Seleccionar apropi~d~erite l~s· principi~s físicos fundamentales: 

(a) .La masa se.cons1rv~(:'. ...... . 
(b) ~ ]"~g\f~~~~~'.f)t~;'~:'.·~~~cm)' • 
( c) La energía se ~onserva. ; ,, : 

2 .. ~~~'.~,~t~lii~~:~ ~bt~'' =.:;;cl·o· apmpiodo dcl 
3. Proponer· las!é~'Uacion~"in:ateriiátic'ás' C¡üe: involi:icraii'tales ·principios 

.• c~:::~~1·2~f tii:~tado po; l~fi.iú~~~~~(2.1.~~(a)). 
Imaginem()S tm v~lmuen como una región finita d~l fluj~. Este volumen de­
fine un dominio finito V, y una superficie cerrada S que lo delimita. El· 

' ' 

volum7n debe de estar fijo en el espacio, con el fluido moviéndose a través 

de éste, como se muestra en la figura (2.l.F1(a)). Alternativamente, el vo­

lumen imaginado V puede moverse con el fluido, conservando las partículas 

que contiene, como se muestra en la figura (2.l.F1(b)) . En ambos casos 

el volumen es una región finita del flujo. Por consiguiente, en vez de ob­

servar en su totalidad todo el campo del flujo, limitamos nuestra atención 

a una regi.ón finita de este. Las ecuaciones que se obtienen de considerar 
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.un volumen finito del campo del flujo, y que. se mueve con éste, están en 

forma de integrales, pero se pueden manipular para obtenerlas en forma de 

ecuaciones diferenciales¡ en cualquier caso se .cónocen como ecuaciones de 

no conservación. Las ecuaciones que se obtienen de considerar un volumen 

finito, fijo en el espacio y con el fluido atravesándolo, también se pueden 

obtener en forma de integrales o de ·ec~aciones diferenciales¡ y en ambos 
casos se conocen como ecuaciones ·de:·con~ervaci6n . 

(a) volumen finito fijo 
en el espacio con el 
flujo moviéndose a 
través de este 

. (b) volumen finito moviéndose 
con el fluido tnl que las mismas 
partlculas del fluido están 
siempre en el mismo volumen 

FIGURA 2.l.F7 

2.2 Elemento infinitesimal del fluido 

Consideremos un campo del flujo representado por las flechas en la figura 

(2.2.Fs(a)), e imaginemos un elemento infinitesimal de fluido, es decir, una 

diferencial de volumen dV. El elemento de fluido es infinitesimal en el mismo 

sentido del cálculo diferencial¡ no obstante, es lo suficientemente grande para 

contener una gran cantidad de moléculas, de modo que puede ser visto como 

un medio continuo. Podemos considerar la diferencial de volumen fija en 

el espacio, con el fluido moviéndose a través de él (forma de conservación), 

como se muestra en la figura (2.2.Fs(a))¡ o moviéndose a lo largo de una 

1 
TESIS CON 1 

~ ALLA DE ORIGE~ 
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línea de flujo con vector velocidad v, igual a la velocidad del flujo en cada 

punto (forma de no conservaci6n), como se muestra en la figura (2.2.Fa(b)); 

Los principios físicos. fundamentales son aplicados solo al elemento ·infinite­

simal del fluido,. para obtener un modelo del flujo en forma de ecuaciones 

diferenciales parciales. 

(a) elemento infinitesimal 
del fluido fijo en el 
espncio con el fluido 
moviéndose n trnvés de este 

(b) elemento infinitesimal del fluido 
moviéndose a lo largo de In lfnen 
del flujo con In velocidad v igual n In 
velocidad del flujo local en cada punto 

FIGURA 2.2.Fa 

Hemos introducido la idea de que las ecuaciones que modelan el flujo 

pueden ser expresadas en dos formas generales, la de conservación y la de 

no conservación, sin explicar por qué se les llama de una u otra forma, 

excepto que sabemos que provienen de dos formas de considerar un volumen 

en el flujo. No es propósito del presente trabajó dar tal explicación, solo es 

necesario saber la existencia de las dos formas. 

En general, la teoría de la aerodinámica ,dice que es irrelevante hacer 

distinción entre una y otra forma, ya. que por :medio de una simple mani­

pulación, podemos obtener una forma a, partir de la otra. Sin embargo hay 

casos en CFD, en los que es importante la forma utilizada. 

También hemos dicho que las ecuaciones que modelan el movimiento 

ele un fluido pueden estar en forma de integrales o de ecuaciones diferen­

ciales. Las ecuaciones integrales son normalmente apropiadas cuando se 

desea determinar los efectos mayúsculos, por ejemplo, la fuerza total de un 
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fluido en movimiento sobre la pared de un tubo o en el álabe de un rotor. 

Las ecuaciones diferenciales son normalmente apropiadas cuando se desean 

condiciones de distribución de velocidad y presión, alrededor de un cuerpo 

aerodinámico. 

2.3 La derivada material 

Necesitamos establecer la notación que es común en aerodinámica, la 

derivada material, la cual tiene un importante significado físico'. Como mo­

delo del flujo adoptaremos la figura (2.2.Fs(b)), d~~cie ~n elemento infinite­

simal del fluido se mueve con el flujo, y es nl.ostrado' eón más detalle ~n la 

figura (2.3.Fg). Aquí, el elemento infinitesimal de fluido se esta moviendo a 

través de un espacio cartesiano. 

y 

.r¡¡--1--• v, 

elemento del fluido 
en el tiempo t = 11 

k 

j 

. x· 
· •• 2~v, 

mismo elemento del fluido 
en .el tiempo t = 12 z 

FIGURA 2.3.Fg 

El vector velocidad está dado por ~ ; 

1'ESIQ rit-..;~1 u \¡\..·:.~ v = 1;Li + vj + wk, 
FALLA DE ORIGEN 
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_donde_ las componentes de velocidad u, v-y•w están dad!ls, respectivamente, 

por 
" 1 • ~ 

.:·,, 

u u(x,y,z, t) 

v v(x, y; z, t). 

w w(x,y, z,t) •. · .. 

Notemos_ que se_está_ co~iderando,'.;,un.~yjo.,n?constante, donde u, v y 
w son funcionesd~l esp!lCio'.y/deÚiecipa:: Á~I6ionalmente la densidad está 
dada por.· ·'~:';: <··\·~·i .. ;. ,,:.;:~.\,: .. ;_:\.:;:{<r.·,:: · 

.· ··: , :<.:. ;:·:.··~~·'.';','·;·.t~i:~;;~~~~jc~/:~'.t)/'_' • ... 
Eii' el' tie.mpó fü\in· elemento Cle'.flÚido, está localizado en el punto 1 de 

la figura (2.3.Fg)/:Ei{'~t~'puilt6';:3ú~.InP<:l',·i~ densidad es · 
' . . , ;.,<¡'·: .·'_;•,··<:-.>:~._;:·-:·J.::·:'·. 

P2 
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Examinemos ellado izquierdo de la ecuación (2.3.1). Es físicamente la 

razón de cambio promedi~ respecto al tiempo, de la densidad del elemento 

del fluido, que se movió del punto 1 al punto 2. Por tanto 

l
. P2 -pi_ Dp 
1m ----­

t2-t1 t2 - ti - Dt' 

donde ~~ es la razón de cambio instantáne.a de la densidad del elemento 
del fluido que se mueve a través del punto L Por definición, este símbolo es 

llamado derivada material gt. Notemos qu~ ·~~ es la razón de cambio de 
la densidad con respecto al tiempo, de un elemento del fluido que se mueve 

a través del espacio. En este caso, la atención está centrada en cómo cambia 

la densidad del elemento de fluido a través del punto l. Esto es diferente 

que (:) 
1 

, el cual es físicamente la razón de cambio de la densidad con 

respecto al tiempo en el punto l. Por lo tanto ~~ y ( <;::) 
1 

son físicamente 

y numéricamente diferentes. 

Regresando ~la ecuación (2.3.1), tenemo~ 

En consecuencia, la,ecuació.rl (i3.~).,:~ua~~oit2-+ ti, se puede escribir como 

·. np _: '.a~i':a~"~:,:iJp ap 
• -=u-.+v-·+.w-+-Dt ax+· ... ay::·:;-az at 

,';<,i:·"::::' ... -

De este modo obtenemos la siguiente:~pres~Ón para la derivada material en 

coordenadas cartesianas 

n a a a a -=u-+v-+w-+­Dt ax ay . . 8z at 
, -·· ., 

(2.3.2) 

Además, en coordenadas cartesianas, el operador \1 está definido como 
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''"~ :.·: ;· 

-_'., ~-~=--"-- . 

·.. ' u~ 8; i',.:~.;>º,;,'.;'.;~<:>: 
''V =: \7x 77:,J 8y·"t:~az: . 

así que la ecuación (2.3.2) l~ pocÍ~riíd:'~iá~i~i:;::¿~~ó 
' , . . ' - -~ . -. '·· '. ·,· , 

. D t) •. ~·····.·...... ~{:· .. ·.·.·. 
-· ='- +(v·i;;?),' Dt 8t, .. · .. ·. 

donde V·\j es la derivada direccional, en la dirección de v. 
' . . ' " . ' ~ 

(2.3.3) 

La derivada material no es más que una derivada total con respecto al 

tiempo, y se puede interpretar como la razón de cambio según la referencia 

de Lagrange. 

2.4 Variables, parámetros y fuerzas 

Físicamente un flujo presenta características de acuerdo a las fuerzas a 

las que se haya sometido. Euler comienza la representación de ellas mediante 

funciones puntuales, llamadas parámetros del flujo, y a éstos corresponden, 

por ejemplo, la presión, la densidad, la temperatura, etc. Las fuerzas que se 

ejercen en él pueden ser fuerza de gravedad, fuerza electromagnética. 

La nomenclatura utilizada para las variables y parámetros es la siguiente: 

u Componente de velocidad en x 

V Componente de velocidad en y 

w Componente de velocidad en z 

p Densidad 

p Presión 

T Temperatura 

e Energía 

f Fuerza externa al flujo 
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. ·' ', 

r Esfuerzo cortante 

M Número de Mach 

R Constante de los gases perfectos 

'Y Peso específico (pg) 

e,, Calor específico en volumen constante • 

m Distribución de la masa del flujo 

Enseguida escribimos las definiciones de las variables más importantes. 

Peso específico. El peso específico 'Y de una, sustancia ~~ el ·peso de la 

unidad de volumen de dicha sustancia. En los'líquidos, 'Y puede C:O'nslderarse 

constante para las variaciones ordinarias de presión. El pe~o específico del 

agua para las temperaturas más comunes es ,de 1.000Kp/cm3• Los pesos 

específicos de los gases pueden calcularse mediante la siguiente ecuaci6n de. 

estado de los gases 

pV -R 
T - ' (2.4.4) 

donde p es la presión absoluta, V el volumen específico o volumen ocupado, 

por la unidad de peso, T la teniperatura absoluta,, Y· R la constante der' gas ".· .-, ' ·. , 

de que se trate, siendo 

Ro R=-= 
Mg 

constante uniiiersaldelos~gase~ ' 
'P.~~<?, 7f!Olec.ula,r: · 

,-~· ,,,._ ·.· . ·-> 

Como 'Y= ~· la ecuación (2,4.4)/s~:;¡;~~~e~~s~ribir como 
: ,-· · .. - ~-.'>:·.:~·-(·.:-:~-,'.·,,¡,':-~.-.[;'.-:::···:;·, ,- -. ·,,: 

. :··p, ,·: 
"f= RT· (2.4.5) 

Densidad. La densidad p de un cuerpo es su masa por unidad de volumen, 
por tai-tto p :::;. 1. 

,, .. g 

En el sistema t~cnico de unidades, la densidad del agua es 
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1.000/9,80G65 = 101,972(~ 102) .uT~/ni~ o kp seg2/1Il.l: 
.. ·;, . <>::~: .. ··.:.'r,:~· / ... 

En el sistema SI la densidad del agua es 1:000 ~g/rI13 Lí0h< .· 
Viscosidad. La viscosidad es una propiedad de'.'Ío~ fluidos que causa 

fricción. La importancia de la fricción en l~·~itua~Íoñ¿s físicas, depe~de del 
tipo de fluido y de la configuración física o.patr6ri:de'flujÓ; Bil~.fricci6n'es 
despreciable, se dice que el flujo es ideal. La fricción puede oi:iginarse por 
viscosidad o por turbulencia. 

y 

Lámina móvil 

Lámina estacionaria 

Flujo cnlre láminas paralelas para ilustrar la viscosidad. 
La velocidad u es lineal a tráves del canal, cero en el 
fondo y U en la superficie. Un pequefto e~emcnto muestra 
el esfuerzo de corte. 

FIGURA 2.4.F10 

Hablando muy generalmente, la viscosidad es una medida de la resisten­

cia del fluido al corte, cuando el fluido está en movimiento. Debe recordarse 

que un fluido no puede resistir esfuerzos de corte sin moverse, y un sólido 

sí. Considérese dos láminas paralelas de gran tamaño, figura (2.4.F10), con 

movimiento relativo estable. El fluido entre las láminas tiene un perfil lineal 

ele velocidad, si no existe gradiente de presión a lo largo ele las láminas en la 

dirección del movimiento, como se ve en la figura. No existe deslizamiento 

entre el fluido y las láminas, o sea que en la interfaz entre el fluido y el sólido, 

la velocidad del fluido tiene que ser igual a la del sólido. Si consideramos 
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~n ~equeño elemento d~ ftuido;"como.se muestra en la figura (2.4.F10), el 

esfi,ierzci cortante 7 en la superficie se puede escribir como 

' . ' ' ~ 

au 
r=µ-, 

8y 

donde la viscosidad µ, es la constante de proporcionalidad entre el esfuerzo de 

corte y el gradiente de velocidad. Las unidades de viscosidad son g·seg/cm2 

en el sistema absoluto de unidades. La relación entre la viscosidad y la 

densidad se llama viscosidad cinemática y se designa por v. 

La viscosidad de un líquido decrece con el aumento de temperatura, 

como puede verse al tratar de encender un automóvil en una mañana fría, 

pero en los gases crece con el aumento de temperatura. La viscosidad en los 

fluidos depende también de la presión, pero esta dependencia tiene pequeña 

importancia comparada con la variación de temperatura en problemas de 
ingenería. 

Presión. La presión en un fluido en reposo se define como la fuerza de 

compresión normal por unidad de área, esfuerzo normal, que actúa sobre una 

superficie sumergida en el fluido. Se puede medir la presión por la fuerza que 

actúa sobre la cara de un cubo unitario colocado dentro del fluido. Debemos 

imaginar que el cubo no perturba al fluido, de modo que la presión real en 

un punto del fluido es igual a la fuerza que actúa sobre una cara del cubo 

dividida por el área de esa cara en el límite, cuando el área es infinitamente 

pequeña. La presión en un punto de un fluido en reposo es isotrópica, o 

sea que la fuerza es la misma sobre todas las caras del cubo, sin interesar la 

orientación del cubo en el espacio. Esta presión isotrópica se llama presión 

hidrostática, y es la propiedad termodinámica que se emplea en la ley de los 

gases. Si la presión cambia de un sitio a otro en el fluido, existe una fuerza 

neta de presión sobre cualquier volumen fijo del fluido, que puede balancearse 

con una fuerza externa como la gravedad; o si el fluido se mueve, la fuerza 

de presión genera una aceleración. 
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En una situación dinámica, cuando el fluido se mueve, pueden existir 

además de Ja presión, fuerzas o esfuerzos de corte. Sin embargo, Ja presión 

continúa siendo isotrópica y se define tal como se hizo anteriormente, pero 

debe medirse como el esfuerzo normal sobre un área que se mueve al mismo 

tiempo con el fluido. Existen algunas dificultades en el movimiento de gases 

cuando los esfuerzos normales sobre un cubo son diferentes en todas di­

recciones; aquí podemos todavía definir una presión hidrostática isotrópica, 

pero actúan también pequeñas fuerzas adicionales en diferentes direcciones 

debido a los efectos de viscosidad. 

Enseguida describiremos algunos tipos de flujos. 

Flujo isoentrópico. Cuando un flujo es adiabático y sin rozamiento se 

llama flujo isoentrópico. Es adiabático si no hay transferencia de calor desde 

el sistema al medio que Je rodea, y viceversa. Isoentrópico significa que Ja 

entropía no varía. En la práctica el flujo isoentrópico tiene lugar, cuando el 

flujo cambia muy rápidamente, con lo que existe muy poca posibilidad de 

que se transfiera calor, y con muy poca fricción. Así, el análisis isoentrópico 

puede aplicarse a flujos de gas a alta velocidad y entre puntos próximos, de 

forma que Ja fricción y la transferencia de calor serán relativamente pequeñas. 

Flujos de gases en boquillas y difusores, en donde el cambio de área es 

la causa predominante del cambio de las condiciones del flujo, pueden ser 

estudiados como isoentrópicos. 

Flujo compresible e incompresible. Es costumbre dividir Jos fluidos en dos 

grupos: gases y líquidos. Los gases son compresibles y su densidad cambia 

apreciablemente con Ja temperatura y Ja presión. Los líquidos presentan 

dificultad a Ja compresión y para muchos problemas se pueden considerar 

como incompresibles. Sólo en situaciones tales como propagación del sonido 

en líquidos es necesario considerar su compresibilidad. En un gas la densidad 

está relacionada con la temperatura y la presión por Ja ley de los gases. Para 

un gas perfecto. 

p =:= pRT 

En un líquido, Ja densidad se relaciona· con la temperatura por un coeficiente 
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de expansión, igiuil que Í>!tra un sólklo, y 
··.;-.-.· 

donde (3 es el módulo de ,compresi<?n :volumétrica. Para el agua, (3 es aproxi­

madamente 2.1x104 Kg/cní2 ¡,o sea que se requieren presiones enormes para 
' ' '. . 

lograr un cambio muy pequeño .en densidad. La compresión adiabática del 

aire atmosférico es de 1.4 Kg/cm2 aproximadamente. En la mayor parte de 

los problemas prácticos, los líquidos son incompresibles y, bajo ciertas condi­

ciones de flujo que envuelven ligeros cambios de presión, los gases también 

pueden considerarse incompresibles. Es el caso de la aerodinámica subsónica, 

donde el aire se considera incompresible para números bajos de Mach. 

Flujo subs6nico y supers6nico. En flujos compresibles existe una gran 

distinción entre flujos con velocidades menores que la del sonido, llamados 

flujos subsónicos, y flujos con velocidades mayores que la del sonido, llamados 

supersónicos. La velocidad del sonido en el aire en condiciones normales es 

aproximadamente de 330 m/seg o 1300 Km/hr. Las ondas de choque solo 

pueden ocurrir en flujos supersónicos. El número de Mach, M, es una medida 

ele velocidad relativa, y se define como la relación entre la velocidad del fluido 

y la velocidad local del sonido, 

V 
M=-, 

a 

donde V es la velocidad del fluido y a la velocidad local del sonido. Si M > 1, 

el flujo es supersónico, y si M < 1 el flujo es subsónic.Ó. Cuando se trata 

de flujo alrededor de objetos, puede considerarse como incompresible si M 

es menor que 0.3. El flujo es transónico cuando en una parte de un cuerpo, 

aeroplano o cohete, tiene un Mach lv! < 1, y en otra parte del mismo cuerpo 

tiene un Mach lv! > 1, de manera que en algún punto del cuerpo M = l. El 

que se pueda tener lv! < 1 y lvl > 1 en el mismo cuerpo y al mismo tiempo, 

se debe a que la velocidad sónica y la velocidad del fluido varían sobre el 

cuerpo. La temperatura varía generalmente sobre un ·cuerpo y por tanto la 

velocidad sónica local debe variar. 
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Flujo estable. Es aquel en que las componentes de la velocidad y las 

propiedades termodinámicas en cualquier punto del espacio, no cambian con 

el tiempo. Realmente, si fuéramos a seguir una partícula fluida en particular, 

notaríamos que tanto la velocidad como las propiedades pueden cambiar en 

el transcurso de su movimiento. Sin embargo, esto no nos interesa, porque 

estudiamos lo que sucede en un punto particular del espacio sin observar 

qué partícula fluida esta allí en determinado momento. En este sentido, 

flujo estable significa que nada cambia con el tiempo en cualquier punto 

del espacio. Una película o una fotografía instantánea señalarán siempre 

lo mismo sin importar en qué tiempo se tomen. Es importante anotar que 

un fluido puede tener una aceleración en un punto del espacio aun'en caso 

de flujo estable. Una partícula fluida puede moverse, pero 'en un.· punto 

particular del espacio se comporta exactamente igual que la partícula que 

estaba ocupando ese sitio. 

Flujo interno. En el interior de tuberías, boquillas, canales y m:áquÚ1arias 

el flujo está confinado por las paredes y en ese caso se habla' de' flujo interno. 

Este flujo en la parte principal de un conducto se puede éonsiderar como 

aproximadamente ideal para los gases, y sin embargo se desarrolla una capa 

límite (generalmente turbulenta) sobre las paredes: Ta;nto en el caso de flujo 

viscoso como en el de flujo turbulento, el espesor de la capa límite crece a 

medida que el flujo se mueve para abajo, hasta que llena eventualmente la 

sección del conducto o tubería. 

2.5 Las ecuaciones que gobiernan el flujo 

Existen cinco variables básicas en el flujo tridimensional, tres compo­

nentes ele velociclacl (u, v, w) y dos propiedades termodinámicas. Así que 

podemos tratar un flujo como bidimensional con cuatro variables básicas: 

dos componentes de velocidad (u, v), que serán representativas ele la com-
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ponente w, y dos propiedades termodinámicas. Esto nos permite reducir el 

número de ecuaciones que gobiernan el flujo. Análogamente, un flujo uni­

dimensional tiene tres variables básicas: solo una componente de velocidad 

u, que representará la velocidad a través de toda una línea transversal del 

conducto, y las dos propiedades termodinámicas. La utilización ele una, dos 

o tres componentes de velocidad dependerá de lo que se requiera saber del 

comportamiento del flujo. 

Un flujo viscoso causa varios fenómenos: la fricción, la conducción termal, 

y puede o no presentarse la difusión de masa. Las ecuaciones que utilizaremos 

son para flujos viscosos, sin difusión de masa. La difusión de masa ocurre 

cuando hay concentración de gradientes de diferentes especies químicas en el 

flujo, un ejemplo sería una mezcla no homogénea de gases no reaccionantes, 

corno el campo de flujo asociado con la inyección de helio a través de un 

hoyo o una ranura dentro de un conducto de aire. 

Las ecuaciones de Navier-Stokes para un flujo tridimensional, compresi­

ble, viscoso y sin difusión de masa son las siguientes: 

l. Ecuaciones de continuidad.· 

(a) 

ó 
. ~ : . '. 

8p .. : . · .. 
-+(y::V'p) + (p\1, V)= O 
8t.·· .·;-.·.·:: .. • .;: .. '. . . 

(b) Forma de conservación;(;¡ > . ':,,, 

. . ... · .·· ' 'c•;;{~':~·~}(;yy ~ ~ . 
2. Ecuaciones ele m6inento:·;~" .r>,.?? •· .. 

. · ·><·.·•';· . ., . '. f.:_ _ _:'.."'.";_.~~·'"'· - ,._ \·:,\ 

Forma de no conserúación, :: . , . 
parala co~poiiJritJ :i::' > : : / ' .· · 

(a) 

Du .·• 8p ' 8+:xa:' . 8r.y-;, 8Tz:x f 
P Dt ·= ~ 8x + 8x + 8y + Bz + p "' 
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(b) 
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para la componente y: 

' ; " :·:~ ·! ~ '-- ". ' . . •"zP :,_~,· 

Forma de: cons~ryQ.1'.:i6_n, _;\· 

para la co.mp~~erite,:f~::, ·.,: .. 

a (pu)+ V -'c::P< '.J)''G.~·a]i+'a+,;,,/+ 8ryx + 8rzx + f 
at . . :.'' .. ,u., ..• ,,,,,.,,: Bxi :'''8x ,. : ay· .. az .· . p X 

para la c~mp~~~~te~\; 
." .. , . ·. n . J .< ~ : .\ ' 

a (pv) '<"7 ( V) 8p 8Txy . . 8Tyy 8Tzy f . --+V• fJV. =--+--+--+--+p y 
at " ,<'. , . . 8y , a_x ' 8y' . az . 

para·la corÍipc:i~~Íit~ z;· 

(a) Fo~a:de no ·~on~~ruacióri, 

.·• pq + -º-.. (k 8T) + -º- (k 8T) + -º-(k 8T) 
ax. ax 8y 8y . 8z . 8z 

'_::.: B(up) :._ a(vp) _ a(wp) + 8(ur.,.,). 
. 8x 8y 8:: · . 8x .. 

8 (u;11.,) + 8 (ur.~) ·+ 'a (v+~u)'_ '' á (v;~,¡) +--- ---. ·.---+---
8y. ··. _· 8z < . ªf, <·:: 1 8y 

+ 8(vr.11 ) ~· 8(wi,;,.~::+'8(wr11.) +_8(wr~.) 
8z · .· ..... ax.·-,.:,.:;: .. ay-. "·"·'· " .. 8z 

+pf;·V 
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(b) Forma dé conservación, 

39 

+~(k8T) _ lJ(up.) _ lJ(vp) 
. {Jz .. {Jz. . ax·... {}y 

..:. lJ(wp) +lJ(ur.;.,) ·~ 8(ur11~) 
{Jz . ax ·.···: '. :, {}y . 

+ 8(ur~.,) .~ acv.:~~) _¡..:ac;,.,.~11) . 
. az ;< ~x< .\. 8!' .. · .··. 

+ lJ(vr.11 ) + 8(üir;,~) + lJ(wr¡,.) 

+~<~:~"'~1'.:~i~'}>'''····{Jy ·. 
Un flujo ideal es por definición, un flujo donde la disipación, el fenómeno 

"de transporte por viscosidad, la difusión de masa y la conductividad termal, 

no son tomados en cuenta; pueden existir pero son mínimos. Generalmente 

solo los gases pueden cumplir con estas características. Si a las anteriores 

ecuaciones de Navier-Stokes les suprimimos los términos que involucran la 

fricción y la conducción termal, tenemos las ecuaciones de Navier-Stokes 

para un flujo ideal. En este caso también son llamadas ecuaciones de Euler, 

debido a que fue quien definió la ecuación de continuidad y la ecuación de 

momento, en la forma de conservación, en cada caso; no así las ecuaciones 

de energía, pues no existía en aquel tiempo (1754), el principio de que la 

energía se conserva. Las ecuaciones para un flujo ideal son las siguientes: 

1 '. Ecuaciones de continuidad. 

(a) Forma de no conservació":, 

. Dp. 
Dt + p\7. V.=:= O 

- -- : :,.: -,-

(b) Forma de conservación, 

8p,· .. ·· .. 
· at.+\7' ,: (p V) = O 
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2•: Ecuaciones de momento. 

(a) Forma ·de no conservación, 
. pa_ra la componente x: 

Du . 8p 
P-. - = --+ PÍx Dt. 8x 

para la componente y: 

(h) Forma dlconsero~ci6n, 
para·Ia C~'m:Prqri·~rit~·.·~~ ;., 

.. '. ·, ,.·. ~ .- .... ~. ' 

':~. : 

._a(_pu_· )¡:.\/·.(~V)= ~.op +Píx 
._,>8p; •• ·,.:;;;.~,,:,,~·>:. ·"·-- 1·,cc.•,:·.8x,., ., .. . -... · 

para la· componentey:\~.'. .. \;.p, 

.... , .,:·:;~,:;.a,·~~~;'.f,.~L'.c~~) =..7~~-+ Pfy 

para la corÍi~()lle¿¡e ~:· 

'..>a,(~) _¡_)~;(~v)~·-'C 8P + PÍz 
.. 8t : .· .. ·.··. ,· ·, . · [}z 

3 '. Ecuaciones de. ener{!;íá. ~·~r: :j\'.: 
- ~ -·-~. -~-· -

-' .. '·.~ -- :-,'.': ·,· 

(a) Fo~a.de ~~:cim~eru~ción, .· 

· D.·(<.·.·'. y2.)~··:·······•.· ...... · .. ~(up) · .. 8(vp) ª. (wp) .. f V 
PDt. e:+:y. =_~pq-:---~ - --a:¡¡--:--~+ p . 

. .• <.. . ·'. ' . ; . , .. 
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(b) Forma de conservación, 

En relación·a·laá ecuacione8'anteriores¡'hácemos lb~~igÜientes comenta-

ríos .. 

i) InÚoducimos ~osformas del~ ecuaciones, unaÜamada/orma de con­
servacic5n y lil; otrá !Íain'ada /orina . de no conservación, provenientes 

de l~ d~s form8:5 de expresar los principios físicos de la fuerza y la 
energía, debidas a Euler y Lagrarige. Como ya mencionamos, en la 

forma de conservación, Euler procedió fijando una posición y obser­
vaba la variación con respecto al tiempo; y Lagrange, en la forma de 
no conservación, fijó un volumen.y obs~rvaba la variación respecto al 

. ' . ~ . 
cambio de posición de éste. 

ii) Dichas ecuaciones constit11yeI1 un sistema de ecuaciones diferenciales 
parciales no lineales, por l?: tanto son difíciles de resolver analíticamente 

y, en general, no existe).iria sohiciónen forma cerrada para estas ecua-
ciones:·':. ·-'- ·, :·.~.:"·,.1 ·\<r.~:·_-~i:(-~4/ 1~ _:;·~,~ ,,· • 

-' .i;~-i-~~,i,:;~:j;':{~:i.~\~·:; . ,· _f 

iii) La forma de. conserVáéiód:y:cÍe no conservación de las ecuaciones de .. -.· .: .. · ··. - :, , .. ;. 

momento y de emirgía/solo difieren en lcis respectivos miembros izquier-
dos. . '. · ;:<'' ::;:.~.:.~;;... · '. ;·: •' 

->~! :.;::t~·:_;·:·~;··:·. 

iv) La form~ deconservación de las ecuaciones, contienen términos en el 
· l~d;'iz~~ié~di; ·~~e i~~ltiy;;~ la diverg~~cia de cierta cantidad, tal como 

· \7 · (~Yi'.~y:.(puy): Por ~ta razón la forma de conservación de la 

masa es llanrn.d'.1 algunas veces forma de divergencia . 

. v) Tenemos cinco ecuaciones en términos de seis variables de flujo p, p, u, 

v, :w, e. En .. aerodinámica es generalmente razonable asumir que un 
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gas es perfecto calóricamente, esto es,< donde la fuerza' interinolecular 

es despreciable. Para un gas perfecto, la e.ctm~ióri de estádo es 

p=pRT, 

donde R .es una constante específica del gas: .. ·Esta ecuación es lla­

mada ~cu~"é:ión termal de estado. Esto provee una ~exta ecuación, pero 

.. también introduce una séptima variáblef,' que_'es i~.tenÍ¡Jeratura: Una 

séptim~ ecu~¿Ón para compl~tar eFsÍs;t~zii~, ;~Úibg se{l~ rel~ción té~- . 
modináinicá ~n:tre la5 variables de estácÍo; :~~r:·~je~plo ' . . . . 

. .. ·. . . '.~:~:~·~~(~.·:.t;-.tY'C,'·;:ft?T~\w<;\; · . ·. 
. . ·,'. ;. ;· . ~ "··· ,. ;·.·:· .' .~ .->":\= .··.~~'.·.::'.º-'-~,..:: ..... ':~::,/( .. , .. <-;'~·. ·.{'/;', .. -.,>· -' . 
· Para un· ga8 . pérfeéto' ciiloríficamerité,. 'está. . reláCióii puede ser · 

~-:'. . ·',-<'. .·:: .. · :. ~~-!~:"¡·r:~:~·~\·:>~>- 1 '::.;1:. r·- . ~. 

: e,.= c,,T;. · , 

donde é:,, es el cá.lor esp~~Ífi.do e~·voluriien co~st~te. Esta última es 

llamada ecuación calórica de estádo. 

2 .6 Forma de las ecuaciones diseñadas para diná­

mica de fluidos computacional 

Durante el desarrollo de la dinámica de fluidos computacional no existió 

una razón para preferir las ecuaciones en su forma de conservación o de no 

conservación, en realidad la teoría de la dinámica de fluidos se ha desarrollado 

totalmente en las últimas décadas sin dar importancia a esta materia, pues 

solo son dos perspectivas de un modelo matemático del flujo. 

La primera perspectiva, la forma de conservación de las ecuaciones, pro­

porciona mayor facilidad para escribir un programa numérico de computa­

dora, ya que las ecuaciones de continuida~; momento y energía, en la forma 
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de conservación, pueden ser expresadas por una sola ecuación genérica. Para 

introducirnos en esta forma genérica, hay que notar que las ecuaciones en su 

forma de conservación tienen un término de divergencia en el lado izquierdo. 

Estos términos incluyen la divergencia del flujo de cierta cantidad física, tales 

como: 

pV 

pu V 
pvV 

pwV 
pe V 

P (e+ ~2

) v 

flujo de masa 

flujo de la componente x de velocidad adquirida 
flujo de la componente y de velocidad adquirida 
flujo de la componente z de velocidad adquirida 

flujo de energía interna 

flujo total de energía 

Examinando las ecuaciones de Navier-Stokes para un flujo viscoso y para 

un flujo ideal, en su forma de conservación, notamos que todas se pueden 

escribir en una sola ecuación genérica dB.da por 

(2.6.6) 

Esta ecuación representa el sistema.completo de ecuaciones que gobiernan 

un flujo en la forma de conser~ación; donde U, 'F, G, H y J están definidos 

como sigue:. 
,.p 

',-• ¡ 

,.-,. 

. pu .. 

pv 

.r;111(. ' v2 ). -._: 
p e ~·2 . : 

pu 

pu2 +P-Txx · 

F= pVU-Txy 

pwu-Txz 

( v2) .. 
P e+ 2 u+ pu.- kfili - UTxx - VTxy -WT~z 
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pv. 

puv ,--::, Tyx. ,. 

G = pv2 .+ P:-]yy, 

H= 

P'}ll_V -:-:--_ Tyz , . . , , '· , . . " ' 

p(e + ';2
) w + pv - k 8T _. UTyx - VTyy - WTyz 

. ' 8y 

pw 

'·p~w~_Tz~ 

'ri,~i-:-:¡rz~. , 
pw +p:...Tz,;,. 

p(e+ ~2

)w+~ -k~~ -UTzx -VTzy -WTzz 

,' J.·;. • .. _·(•_·--. it 
PÍz' · .·.· · 

p(-/.LJ~+ vfy +_ wf z) + pq 

Los vectores F, G, y H son llamados términos de flujo, o vectores de 

flujo, y J representa el término de origen, el cual_ es cero si las fuerzas 

de la masa y el calentamiento volumétrico son despreciables. El . vector U 

es llamado vector solución, porque los elementos en U(p, pu, pv, .. . ) son 

variables dependientes usualmente obtenidas numéricamente en pasos del 

tiempo. Lás variables pu, pv, pw y p (e+ ~2 ) son llamadas, variables de 

flujo, y p, u, v, w y e son llamadas variables primitivas, Podemos obtener 

las variables primitivas, de las variables de flujo _deLveCtor solución, como 

sigue: 

p 

u 

V 

p 

pu. 
p 

. pv 
'p 
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w 

e 

pw 

p 

p(e+~)· 
p 

u2 +v2+w2 
2 
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,. ¡\. 

'Para un flujo iaelA,' la ~cua~ióri (2.6.6)es la· misma, excepto que los 
vectores coluriuiá son sirh~iific~d~~.· 'qued~d~: c~rr;,;" ~lg~e: 

' , ·.· <i. '.• '"; { .. ,· .. ,,' ·.-' , <·.-·.'" ; ;· - ., " ,l :1·;. ~· ·.'. .·,, . 1. ' . 

' í·.: 

U= 

F= 

'Pv 
pw 

p(e+~2) 
pu 
pu2+p 

pvu 

pum 

p (e+~
2

)u+pu 
pv 

puv 

G= pv2 +p 

H= 

pwy 

p(e+ ~2)w+pv 
f!'UL 

puw 

pvw 

pw2+p ' 

· p (e.+ ~2

) w~pw 

···. 
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1 
o ' 
PÍx . 

J= ' pfy ,' 

;[~fx + Vfy~W;z) + pq 

En CFD, las soluciones no. solo están limitadas a pasos: e~ eL. tiempo. 
Bajo ciertas circunstancias, flujos de estado continuo pueden ser resueltos 

,·~ .. ··; ' ·' . . . 
también en una dirección espacial dada, simplemente imagin'emós, que esta­

mos tratando con un flujo continuo para el cual ~~ = O~ Si l,~. ~~l\lción fa 
proponemos en la dirección de :v, entonces reorganizamos la ecuadón (2.6:6) 

. . .. r;~ '• . -'·· ·: .. : 
como . •,/(? 

~: = J - ~~ - ~~. ·. , '., •. :2'.?;tX·\f , .. ~?·6· 7) 

Aquí F se convierte en. el vector . solución y. sus·. valo~e~.;son: o,J:i,t.~Ilidos •su­
poniendo que los, términos. del Jado ·derecho son éo~~·~ido.S ifüc:'ihl~K~~te .. De 
esta forma obtenemoS: los sigui~ntes ~~fo;es de· F,:en :v.+~~~J;;:d~·l,.,anterior 
localización :v.·. '·'' {•:)~' i ..•. · •. ·.·· • •• ;: ·:;::;:~:;c; 1,·'..' .. · 

Podemos denotar;·;¿'-~ari~~le: de HuJo, de F,. del moqo si~~~i{t!~: 
., 

c2· 

'c3 puv 

: . : gi~t"'.+,v;~w') 
y obtener las váriables pii!i'iiti$iisF'<le'.íris id~· :flujo, .. de la siguiente forma, 

. l:iJ±~B2-4Ac·· 
p= 2A 

donde 
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A l(c2 c2) = - .-ª. + ..i -C5 
2 c1 •. ci 

B 'YC1C2 . 
. 'Y .-:-.L·. 

e . (¡+ 1)~ 

•··. 2(-y..:.1) 
u = -c1 , . •., .. 

V 
& = c1 
C4 w = c1 

p = c2 - pu2• 





Capítulo 3 

ECUACIONES EN 
DIFERENCIAS FINITAS 

Las ecuaciones de Navier-Stokes no se han podido resolver en forma ge­

neral; se han resuelto sólo en casos donde las ecuaciones se reducen consi­

derablemente. Sin embargo, aún cuando no se pueda obtener una solución 

analítica de las ecuaciones de Navier-Stokes, se puede obtener una función 

que aproxime a la solución, esta función se puede encontrar al utilizar el con­

cepto de diferencias finitas, mismo que introduce por primera vez Leonhard 

Euler. Aún en el caso en el que se pueda encontrar una solución analítica, en 

Ja práctica no se dispone del tiempo suficiente para encontrar dicha solución, 

Jo que hace conveniente encontrarla utilizando métodos discretos que se 

puedan implementar en una computadora. 

Enseguida exponemos el concepto de diferencias finitas, útil para resolver 

ecuaciones diferenciales en forma aproximada. También presentamos el es­

quema de resolución de ecuaciones en diferencias finitas de MacCormack. 

49 
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3.1 Ecuaciones en diferencias finitas 

El concepto ele diferencias finitas lo explicaremos para el caso en que 

las funciones, involucradas en las ecuaciones diferenciales, dependen de dos 

variables. Para un mayor número de variables el razonamiento es análogo, 

aunque aumenta la dificultad. Supóngase que se tiene una ecuación dife­

rencial, la cual se desea resolver en un rectángulo del espacio euclidiano IR.2 • 

Una derivada parcial de una función es una derivada normal fijando la otra 

variable, y una derivada se define como el límite de la razón del incremento 

de la función entre el incremento de la variable, cuando éste tiende a cero. 

Entonces se puede aproximar a la derivada como este cociente, cuando el 

incremento de la variable sea suficientemente pequeño. Si cada derivada 

parcial que aparece, se sustituye por una aproximación de cociente, se ob­

tendrá una ecuación que es de tipo algebraico. A esta ecuación se le conoce 

como ecuación en diferencias finitas. 

En la figura (3.1.Fi~) siguiente; consideramos el rectángulo 

. R.= {(x,y)I a:=;.x :'.5 b, e :'.5 y :'.5'd}; 

Si queremos construir una ~t.l!~·~ect"~riiwar.~~~;~;.¡~fe'espac{~ d~solución, 
escogemos :dos enteros pcisitivo~ n y :;;.;.; ·~ .· defl~im6~ l~~,t~~~Íío~. ~e l~s in~ 

. '·~,: « ,. '. . ·"- .'· . .".1;'·~~~:~i <,\.,.:.;.:"-.;::.Y>.;:'i:?" .,_.:::·:.·.' .. ,· ' 
crementos · '·· 

. b - a. · d '-- e ..... ·,~;;;. · ·':.•;: .. r·:.· '" ·:·,;, " 
D..x = -- y D..y = --. ·.·,· .. ·.··.:\.:.·.·.·.·,:,._··.,··•.·,· .. . . n . m .. _ ~" 1::;:~-0 x,::)'. -'-~-.~ ... -;-. , ·J.: 

Partiendo el intervalo [a,b] en n partes iguales, de longltucl·~:b.cada:una,y 
partiendo el intervalo [e, d] en m partes iguales,. de longitud,~y1"6acl~ \~na, 
asociamos una red al rectángulo R, pasando rectas vertical"'.soY.horizoritales 

por los puntos con coordenadas (xi, YJ), donde • </ ;:, ,, ,,.,,. '" 

·x¡ = a+ i · D..x, para cada i = O, 1; ... , 
YJ =e+ j. D..y, 

Las rectas y = Yj y X =Xi se llaman líneas de red/y sus intersecciones 

se llaman puntos de red. Por cada punto de r~d (xi;YJ )'; •i ;. 1, 2, ..• , n - 1 y 



3.L ECUACIONES,EN,DIFEREf-JCIAS FINITAS 51 

j = 1, 2, ... , m ..:.:.'¡, e~ elinterio~ de la malla, se p~ede aproximar la derivada 

por diferencias finitas. 

)' 

d 

y, 

>'o =e 

FIGURA 3.LF11' 

Definici6n de malla:. ~~~,¡jj~~hb~o~j~nto, de IR2, igual a la cerradura 
· ,-· .. ·; .; ... 11.:'·'·,:~\·~··_.'./,'{• ft .;:: •• ,c''.'·o~ ·, 

de su interior, conexo.y compacto:.:se 'denomina malla de norma d, a un 

conjunto de puntos M ~?Iit~~,iM:~n D, que satisface las siguientes condi-
ciones: .• ·, ;,<,;, >'•· 

:: :.,:,::~~~~i~~e él: oerradurn de D, ~•te nn elem~to fi ¿, 

la ~alla M tal:qü~'la distancia entre a y f3 es menor o igual que d. 

3. d. e~\~·~,í~f ~~ªis\~~~~~~~~t;e cuálesquiera dos puntos de M. 
->.' ·~: :~ · .. ·,,,_--~,!.'.: _'.:'. ·. 

Para wia malla: rectangular; 1'!1.conjunto de puntos de red está dado por 
,.,. ~ ·.• . . -•;. :., ' . : 

J~.. • :·. • • 

donde la norma d esÚÚlada por . 

d= .J(~x)2 + (~y)2. 
2 TESIS co~~ 

FALLA DE ORIGEN 
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Sea (a + i · Ax, c + j · Ay) un punto arbitrario en el interior del rectángu­

lo, de forma que O < i < n, O < j < m. A continuación se muestran las tres 
posibles aproximaciones para la derivada en este· punto,. con respecto a la 

primera variable. 

, { [(a+(i+l).D.x,c+j·D.1i-f(a+i-D.x,c+j·D.y) + O(Ax) 

(8f) = [(a+i·D.x,c+j·Ay)-f(a+(i-l)·D.x,c+i·Ay) + O(Ax) ax . íSx 

=- [(a+(i+l)·Ll.x,c+j·A~~E!~ª+(i-1)-Ll.x,c+j-Ay) +O (Ax)2 

(I) 

(II) 

(III) 

En la eXpresión anterior, (I) es la diferenciá ·en sentido positivo, (II) es 

la diferencia en sentido negativo, y (III) es la diferencia centmda. 

Son estas -las únicas tres combinaciones posibles de elegir puntos en la 

malla, para: dar un· cociente que aproxime la derivada respecto a x, en el 

punto elegido, tomando dos puntos de la malla, de forma que se tomen dos 

valores de f. ' 

Se puede escribir 

en lugar de 

f (i+ 1,j) -f (i-1,j) 
2(Ax) 

. ,,. 1 

f (a +(i +1) · .6.x, c+ j · D.y) -f(a +(i _:¡) ·Ax,c + j ·Ay) 
2(Ax) i':' .. · ••, '' -

fi+1;t ~ÍLó ~-:"_;;, 
. 2Ax 

'·•' . ' ~ ~.· 

.\. ¡ \; / •. ~ 

(3;1.1) 
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Po,•ej.,;;pló(,~·~~Od.tº.i~~J.(~¿~;~; /• oo~o,• ·, 
· . · >Ui+l~; Ui.i . ·.... dife~~:,,,cia haci~ delante 

(8u) ·_.· 
8y .~. 

Ui;j - Ui-1,j 

Ax 

Ui+l,j - Ui-1,j 

2Ax 

Ui,j+1 ....: Ui,j . 
"Ay:<: 

_;,;. ·_ ;::: • j 

.(1 er orden respecto a X) 

. di/ erencia hacia atrás 

(1 er orden respecto a x) 

diferencia centrada 

. (2dº orden respecto ax) 

di/ erencia hacia. delante 

(lªr orden respecto ª"Y) 
. . . . . . ' 

" ' dif~rencia hacid at~ií.s' 

. (~_er''g~#i~~i~l~~~~§,t,~,~·~ ~ 
Ui,i- 1 """'." Ui,i-1 · . di"ér-e.·· .. ricia .. c~ntra.· da: . '2Ay ·;•«:_: ~· 

(2do o~den··;~specto a y) 
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Es importante elegir la diferencia en el sentido apropiado según el caso, 

porque de lo contrario las expresiones· de la tabla podrían ni siquiera tener 

sentido. Por ejemplo, no es posible aproximar una derivada respecto a x 

con una diferencia en sentido positivo, en puntos de la malla que tienen la 

forma (b, e+ j ·Ay), esto debido a que se tendrán que tomar puntos que no 

sólo no son elementos de la malla, sino que además ni siquiera son elementos 

del rectángulo. Tampoco se puede dar una aproximación con una diferencia 

en sentido negativo en puntos de la forma (a,j ·Ay+ e), esto por la misma 

razón anterior. Similarmente no es posible aproximar una derivada respecto 

a y con una diferencia en sentido positivo, en puntos de la malla de la forma 

(a+ i ·Ax, d); ni tampoco con una diferencia en sentido negativo, en puntos 

de la malla de la forma (a-+ i ·Ax, e). 
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3.2 Mallas con transformaciones apropiadas. La 

teoría de la transformación 

Las aproximaciones por diferencias finitas requieren que los cálculos sean 

hechos sobre una colección de puntos discretos. El arreglo de estos puntos 

discretos a través de un campo de flujo es una malla. La determinación de 

una malla apropiada para un flujo sobre o a través de una forma geométrica, 

es un asunto serio, y la forma en que es determinada se llama generaci6n de 

malla. La materia de generación de mallas es parte medular de la CFD y 

es objeto de numerosas teorías, pues el tipo de malla que seleccionemos en 

un.probl~a dado, es de vital importancia para que se pueda encontrar una 

solución numérica. 

La generación de una malla apropiada es un problema aparte a la solución 

de las ecuaciones que gobiernan el flujo. Supongamos que construimos una 

malla no uniforme en nuestro campo de flujo, y sabemos que una apro­

ximación por diferencias finitas requiere una. malla uniforme, entonces no 

tendríamos una manera directa de resolver las ecuaciones que gobiernan el 

flujo sobre una malla no uniforme, dentro del contexto de los métodos por 

diferencias finitas. Entonces la malla no uniforme debe ser transformada en 

una malla uniforme rectangular. Además, las ecuaciones diferenciales par­

ciales que gobiernan el flujo, deben modificarse para que puedan ser aplicadas 

a esta transformación rectangular. 

Si tocias las aplicaciones ele CFD se trataran de problemas físicos, donde 

una malla rectangular uniforme puede ser usada en el plano físico, no existiría 

razón para alterar las ecuaciones diferenciales que gobiernan el flujo, simple­

mente aplicaríamos estas ecuaciones en un espacio rectangular (x, y, z, t), 
y utilizaríamos valores uniformes de .6.x, .6.y, .6.z, y .6.t. Sin embargo, en la 

mayoría de los problemas reales es poco probable que esto suceda. 

Para ilustrar mejor la idea de la. transformación, supongamos que se 

quiere investigar el comportamiento de un flujo sobre un .ala de avión, como 
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Ja que· se muestra en la figura (3.2.F12), en la que ponemos dicha ala en una 

malla rectangular. Notemos los problemas que se presentán. 

l. Algunos puntos de la malla quedan adentro del ala y por lo tanto 

están completamente fuera del flujo. ¿Qué valores de las propiedades 

del flujo, podemos atribuir a estos puntos? 

2. El hecho de que exista aunque sea un punto dentro de la superficie del 

ala no es recomendable, porque la superficie del ala es una condición 

a la frontera, que es lo más importante para determinar las carac­

terísticas del flujo, y por lo tanto la forma geométrica del ala debe ser 

tomada muy en cuenta para la solución numérica. 

y 

,· 

-,'' . '-• 

. .'.· 

.' . 

·, .... _,_, 

':? ., . -. 
( ' 

---~ 

X 

FIGURA 3.2.F12 

Como resultado, podemos concluir que la malla rectangular en la figura 

(3.2.F12) no es apropiada para investigar el comportamiento del flujo. En 

contraste, la malla que es apropiada se muestra en la figura (3.2.F1a(a)). 

Observemos que esta malla no es uniforme, que se acopla a la forma del ala 
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y no existen puntos discretos dentro de la superficie de ésta; Sin embargó, 

debido a que esta malla no es uniforme, es imposible utilizar un método 

discreto para obtener alguna solución. Es por este motivo que se transforma 

la malla no uniforme en una malla uniforme en términos de { y r¡, llamada 

plano computacional. La transformación debe ser definida como una corres­

pondencia uno a uno entre los puntos de la malla curvilínea o plano físico, 

figura (3.2.F13(a)), y la malla rectangular o plano computacional, figura 

(3.2.F13(b)) . Por ejemplo, los puntos a, b, e en el plano físico corresponden 

a los puntos a, b, e en el plano computacional, los cuales involucran valores 

uniformes de ti{ y !ir¡, en toda una localización ({, r¡). 

11 

r 

n b 

(b) 
.....,._.. 

c.¡; ·¡;··· 

FIGURA 3.2.F13 

Las ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan el flujo son resueltas 

por un método ele diferencias finitas, dentro delespacio del plano cómputa­

cional. La información obtenida en el plano computacional se puede.regresar 

directamente al plano físico, vía la correspondencia uno a uno. · Por otra 
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parte, cuando las ecuaciones que gobiernan el flujo son resueltas en el espa­

cio computacional, deben ser expresadas en términos de las variables ~ y 17, 

en vez de x y y. Es decir, las ecuaciones que gobiernan el flujo deben ser 

transformadas de (x, y) a (e, 17) como las nuevas variables independientes. 

3.3 El esquema MacCormack 

La técnica MacCormack es un método explícito de diferencias finitas de 

segundo orden de precisión, en espacio y tiempo. Introducido por primera 

vez en 1969, se convirtió en un método muy popular para estudiar flujos, 

hasta nuestra actualidad. Sin embargo, debemos decir que existen otros 

métodos más sofisticados, como por ejemplo, el método de elementos finitos, 

el cual maneja de manera eficiente las condiciones a la frontera. Aun así, 

el esquema MacCormack es conveniente en nuestra aplicación, ya que es un 

método relativamente fácil de escribir para un programa de computadora, no 

requiere demasiada memoria y se puede implementar en una computadora 

personal. 

Para propósitos de ilustración, consideremos las ecuaciones para un flujo 

ideal bidimensional no estacionario, escritas enseguida. 

Continuidad, 

/'(fomento en x, 

. _ .. lvlomento en y, 

ap . . . '(ªu. ap av ap) 
8t = -:-;P ax +uax +pay +vay . 

··.av. . -.(' j);,;.'i -.. av,.· ... lªp)· '-'. -·=- u-+v-·+----at - . ax . . ay• . p 8y . 

(3.3.2) 

(3.3.3) 

(3.3.4) 
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Energía, 

CAPÍTULO 3. ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS ' 
. . .~:~ ··-~ ' ' 

' ' ' 

ae ( ae ' a~ ;au pav)' ,· 
8t = - U 8x +V ay+ p ax +p ay • 

Tiempo 

(r+AI)- ¡<----------'---------

FIGURA 3.3.F14 

(3.3:5) 

Consideremos la malla bidimensional mostrada en la figura (3.3.F14). 
Asumimos que los valores de las variables de flujo en cada punto de la figura 

(3.3.F14) son conocidas en el tiempo t, y procedemos a calcular los valores de 

las variables de flujo en los mismos puntos de la malla, en el tiempo t + D.t. 
Por ejemplo, si calculamos la densidad en el punto (i,j) de la malla, en el 

tiempo t + D.t, aplicando el esquema MacCormack se obtendría como 

p~j.ó.t = P~,j + (Z:) av D.t,, (3~3.6) 

donde ( ~i) av es el valor representativo de : entre los tiempos t _Y t + D.t. 
En contraparte con otros métodos, el esquema MacCorrriack. no necesita 

calcular la derivada de segundo orden (~:~) ~ . , p~rn obtener .una precisión 
i,3 .. 
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de segundo o~cl~~; qb~oe!'~éto,do d~Lax-W<fndriJJJ, dondeAjªt se calcula 

:~~mo i~~I~f~il~~i1~~~~{~]j~~jh «OOuoo ~ 
mas cálctilos; y por· consiguiente en mas tie~po de'cómputo; ... Con. el esquema 

. Mac~o~n1ack;esta.áig~§~a e: re~}cid~.:.,'.·:-.kg~i~'.¡.;\~~::;§~·::r ..• . . 
SimJ!ares.relac1ones son escritas para:o_tras ,variables de fiUJO. 

. . . ;:::!~~~!~llf t~ . 
. ': \:'?¿,~,·.·'.:%::/.::·' : ... :~ .. '.·.·:· 

Utilizando los cálcul~s para ·1~ variable de densidad (p), como ejemplo, 

el pr.om.edio de la deri~d~.~~~ .. ~~~~:f~;~:t~/~i~~~,o,,·(~) a/ es obtenida de 
los s1gmentes dos pasos:. el pr~~ict()r Y;.!31."c<J.rr~~tpr,;; < \ 

" .. - · .. , - , - . ;,, ' . '· ·~' ... -~ ·:: .'. .. , . . . 

Paso predictor. En la ectiaCiónde¿~ntintii~a~ (3.3.2), reemplazamos las 
derivadas parciales del miemb~b'd~ié~hÓ a¿"1~·:~é~íi'ción con diferencias hacia 

d<l•ITT<. (:;):; . -(;.;:+:~~,t~~~~~J (3.3.7) 

+ t . vi,3+i ::- Vi;j :¡:;.·n~Pi,3+1 · - Pi,j) 

P~,j • ;i,~r,~;~~i(~;f:~~?:(1A;º~~ : .. 
En la ecuación (3.3.7),,to<fasAB.s4forilJ.ble'i(de;ffüjo·en el tiempo t, son 

valores conocidos, por l~· tanto'e1:'iriiefri:bfo'-;d~;~~h6es conocido. Ahora ob­
tenemos el valor prediCho d~~i~'<lkh;icl~d:·c;)t+~t.~oino · 

. ·<~)~~~r~·;L.fui(;l:::·)·~ : D.t. (3.3.8) 

... ' . . i,3 
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'· ~ .. 
Paso corrector. ·una vez obtenidos Íos 'vaiore~'predichos de la derivada 

con respecto al tiempo, en el~ ~iempo t+~t'.:~ª.~~~l~~~J )(;~:}li;fü~~~end~ 
Jos valores predichos de p, u, y V en el miembro derecho ;de ~lá ecuación de 

• • . , · • · ·. ·. ,: .. ! . -~~ :.~··< ... ; ~"~·:J~1~·~fr~~~s.!,;r .. F-~l~ · ·;>r:·1¡ ;~(··, .·>.'_1.· -• 
contmmdad, y reemplazando las denvadas pa;rc1ales ~on ,iiiferencias ·.hacia 
atrás. La ecuación de continuidad queda.com0'\~~'(.~~;}-1".~j~:;·¡;j:{h;•• .. ·, ··•·'" 

·oop t+At 

at .. 
"' (3.3.9) 
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Lo anterior permite obtener de la .ecuación (3.3.6), que reescribimos en­

seguida, el valor final del valor corregido dé la densidad, en el tiempo t + ó.t, 

p~+:6.t = p~ . + (ªp). ó.t. 
i,3 i,3 8t av 

La secuencia predictor-corrector, descrita renglones antes, produce el 

valor de la densidad en el puntci.(i,j) de la malla, en el tiempo t + ó.t. Esta 

secuencia es repetida en todos:los puntos de la malla para obtener el valor 

de la densidad del flujo en el tiempo t + ó.t. La misma técnica es aplicada a 

las ecuaciones de ffiome';1tO y energía, para obtener los valores de u, V y e. 

El esquema MaéC~~~ack utiliza las secuencias corrector y predictor. La 

primera usa dif~r~néias. hacia delante, y la segunda diferencias hacia atrás. 

Por lo cual es un método de segundo orden de precisión, sin tener que calcular 

el segundo término de la serie de Taylor o derivadas de segundo orden, por 

lo que se simplifica el trabajo algebraico y tiempo de cómputo. 

3.4 A vanee en el espacio 

Para ilustrar la idea del avance en el espacio, sobre una variable espa­

cial, aplicamos la técnica MacCormack al flujo bidimensional mostrado en 

la figura (3.4.F15). La dirección general del flujo es de izquierda a derecha 

en el plano xy. Por simplicidad, asumimos que el flujo es ideal en la forma 

genérica de conservación. El sistema de ecuaciones es dado por la ecuación 

(2.6.7),'y es réducida a fa siguiente forma bidimensional: 

8F =J:_ 8G 
ax. . 8y' 

(3.4.10) 
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)' 
. ','; .. · 

&): 1 
-'-+--~'-"-4-

FrouR.A 3:4.Fis 

La ecuación (3.4.10) es elíptica para un flujo subsónico, y por lo tanto no 

se le puede aplicar el esquema MacCormack. De hecho ninguna técnica 

explícita de avance sobre una variable espacial se le puede aplicar. No 

obstante, si el flujo es supersónico en todo punto, la ecuación (3.4.10) es 

hiperbólica, y en este caso la técnica MacCormack es aplicable, y también 

cualquier otro algoritmo de avance en el espacio. Notemos que en el miembro 

izquierdo ele Ja ecuación (3.4.10) está la derivada parcial de F con respecto 

a x, y en el miembro derecho están el término de origen y la derivada parcial 

ele G con respecto a y. Volviendo a Ja figura (3.4.Fis), asumimos que las 

variables de flujo son conocidas a lo largo de la línea vertical en el plano xy, 

que es Ja línea inicial (situada en x = xo) de datos o condiciones iniciales 

con las que el flujo entra al sistema, y si asumimos también que el flujo es 

supersónico en cada punto, entonces una solución puede ser obtenida con las 

condiciones iniciales que proporciona la línea inicial de datos y avanzando 

en Ja dirección ele x. Ilustraremos este proceso .utilizando el esquema Mac­

Cormack. El procedimiento es similar a resolver el sistema con avance en el 

tiempo, excepto que en este caso Ja variable x juega el papel ele la variable 

t. Supongamos que iniciamos nuestros cálculos en .la localización i sobre el 

eje x, y que por tanto Jos puntos (i,j + 1), (i,j) y (i,j -1) son conocidos. 
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Entonces aplicamos el esquema MacCormack para conocer los valores de las 

variables de flujo en el· punto ( i + 1, j), a partir de los valores conocidos en 

(i,j + 1), (i,j) y (i,j- 1), como sigue. El valor del vector solución F de la 
ecuación (3.4.10), en el punto'(i+ 1,j),'puede obtenerse por 

··· ... . pj+(='FÍ+ (ªF) 'D.x. (3.4.11) 

. > ·.•.)> · .. '.'c. r '~/:·«.Y:~~:;··~~ 
Notemos que el índice:dela•yariablesobre·la que se avanza, en este caso i, es 

usada co.rn?;~~.~g~f~A~~i~~·j·~~g·:f:~;:~~~~~i~~:.(~.4.11), ( ~:)aves el promedio 
represéntativo'del:Válór'dela/de:i:ivada de F: Con respecto a x, evaluada en X 

. y ·~n;f:+g;v:~~;::;·~t:'~?,~.:>~t~:41G~,¡~t!;.i2t,~:f:X " .·. . 
Paso· predictor. Bn ia:.ecuación1(3'.4;10) reemplazamos la derivada con 

respecto~' y, eón dfferen~í~ji'icii~'dela¡;te: ·· c~;~l~"i1:?+l;ºi (3.4.12) 

En la ecuac1on (3.4.12), ·todos jfos términos del miembro derecho son 
: ' ,.1;:· .. ,,._. 

valores conocidos, porque el flujo éS conocido a lo largo de la línea vertical 

a través del punto ( i, j) . C~~úlarri'Cís el valor predicho de F en el punto 
' :" ..:_ .... , -- ·' --- - : :;~';;"~le",,,_'. 

(i + 1,j), como ' ¡, · 

~+{,== Fj + (~:): D.x, (3.4.13) 

donde ~+l representa los valores predichos de sus elementos individuales, 

del caso bidimensional estaciOnario, dado por 

pi.+1 = 
J 

(pü);+l 

(pu2 +p)j+l 

(puv);+1 
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Antes de seguir con nuestros cálculos, recordemos que se deben decodi­

ficar los valores predichos de las variables primitivas, similarmente como se 

hizo con la ecuación (2.6.7). Estas variables primitivas son necesarias para 

obtener los valores del vector de flujo G en el paso corrector. 

(3.4.14) 

)', 

~ '· . ' 

-·. -..-l 

' : . .. 
Por ;iltimo, el valor final de Fi+1,; e~ obtenido de la e~uación (3.4.11), 

como sigue: 

Fi+l = F'Í+ (ªF)····. ~x . 
3 3 ax av 

Claramente, la solución de avance espacial utilizando la técnica Mac­

Cormacl< es directamente análoga a la solución de avance sobre el tiempo, 

con la variable espacial x jugando el rol de la variable t. Sin embargo debe 

tomarse en cuenta que para cualquier solución de avance sobre el tiempo, 

la ecuación que gobierna el flujo es hiperbólica, y que por tanto puede apli­

carse el esquema MacCormack en todo punto del espacio de solución. Pero 



3.4. AVANCE EN EL ESPACIO 65 

cuando se avanza sobre una variable espacial, para encontrar la solución al 

flujo estacionario, se puede aplicar el esquema MacCormak si la ecuación 

que gobierna el flujo es hiperbólica, es decir, que el flujo es supersónico en 

el medio o que se tienen valores de lvl ;:::: l. 

La utilidad de resolver flujos estacionarios, como los que gobierna la 

ecuación (3.4.10), radica en que son muy útiles para ayudar a resolver el sis­

tema bidimensional no estacionario, con variación respecto al tiempo. Para 

resolver el sistema bidimensional no estacionario, necesitamos las condiciones 

iniciales en el tiempo t =O, es decir, necesitamos conocer todos los valores 

de los puntos de la malla en el plano xy. Naturalmente que esto es mucho 

más difícil que escoger las condiciones iniciales del flujo unidimensional, en 

el cual un punto representa el valor de toda la línea transversal a través 

del conducto, por lo que sólo tenemos un vector de condiciones iniciales. 

Cuando se trata de un flujo bidimensional no estacionario, las condiciones 

iniciales deben .darse sobre todos los puntos del espacio de solución, por lo 

que es difícil proponerlas experimentalmente. Por tal motivo es necesario re­

solver primero el sistema estacionario, y la solución de éste se tomará como 

condición inicial del sistema no estacionario. Dicha condición· inicial es la 

apropiada para que el sistema no estacionario converja y se obtenga una 

solución estable. 





Capítulo 4 

FLUJO BIDIMENSIONAL 
ESTACIONARIO 

En este capítulo se investigará el comportamiento bidimensional esta­

cionario de un flujo supersónico con fricción despreciable, sobre una esquina 

del conducto, llamada esquina ele expansión, por medio ele diferencias finitas, 

utilizando el algoritmo MacCormack y su codificación para un computador. 

La solución sobre una esquina ele expansión, nos ayudará a construir el pro­

grama para dar solución al flujo dentro del.difusor del eyector. 

El tratamiento bidimensional de un flujo proporciona una mejor aproxi­

mación a las condiciones reales del mismo en las proximidades de su capa 

límite (condiciones a la frontera), describiendo las diferentes características 

que se pueden presentar a través de una línea transversal en el conducto, es 

decir, varios puntos tendrán los valores de las características del flujo en una 

línea transversal, y no sólo un valor como en el caso del flujo unidimensional. 

En resumen, el modelo bidimensional proporciona una mejor aproximación 

a lo que sucede realmente dentro del difusor del eyector. Para obtener dicho 

modelo se requieren los siguientes elementos: 

67 
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l. Teoría de choque-expansión para flujos supersónicos. 

2. La transform~ión del espacio de solución. 

3. Generación de malla. 

4. Viscosidad artificial. 

4.1 Teoría de choque-expansión. Expansión su­

persónica y la función de Prandtl-Meyer 

Cuando un flujo isoentrópico alcanza velocidades de Jvl 2: 1, la forma del 

conducto que lo contiene es determinante en la introducción de variaciones 

en las características del flujo. Si las partículas chocan con las paredes del 

conducto, se produce lo que se conoce como choque supersónico, y si el 

conducto tiene discontinuidades en su forma, de manera que las paredes se 

separan, se produce una expansión supersónica. . · : ·. · 

FIGURA 4.l.F16 .. 
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Un flujo sobre una esquina convexa o sobre una superficie curva convexa, 

se expande isoentrópicamente, figura (4.l.F15). Una única onda no puede 

acomodar el cambio, lo que conduciría a un decrecimiento de la entropía, y 

tendrá que formarse un abanico de ondas. Las líneas que se muestran en 

la figura (4.l.F15) se llaman líneas de,Mach o. características. En cualquier 

punto del flujo estas líneas se inclinan un ángulo sen-i.(1¡), con relación 

a las líneas de corriente. · · · '.c:c • · · ,, '.' ', ,. 

El flujo supersónico se expand~ según la forma. de la esquina del conducto. 

Una expansión de onda es hecha por un gran número de débiles ondas de 

Mach, las cuales forman un abanico a partir de Ja esquina, como se muestra 

en la figura (4.1.F16). La primera línea del abanico de expansión forma un 

ángulo µ1 con respecto a Ja dirección inicial del flujo, y la última línea del 

abanico forma un ángulo µ2 con respecto a Ja dirección del flujo hacia abajo. 

A µ1 y µ2 se les llama ángulos de Mach, definidos por 

-1 ( 1 ) µ1 =sen M
1 

y 

donde M1 y M2 son Jos números de Mach, respectivos. 

El flujo a través'de tina.onda de expansión es isoentropico, y dicha onda 

ocasiona que el número de Mach se incremente, y que Ja·presión, la tempe­

ratura y la densidad disminuyan. Consecuentemente,. la.esquina. de ex­

pansión introduce cambios en las propiedades del flujo, por. lo que es con­

siderada un punto singular. Esta singularidad tiene impacto en la solución 

numérica de las variables de flujo, y será tomada en cuenta para nuestro 

estudio. 

El modelo analítico del flujo a través de una onda de expansión está dado 

por Ja siguiente relación: 

h =Ji +e, (4.1.1) 

donde! es la. funcic)n de Prandtl-Meyer y B es el ángulo de desviación del 
·fi~Jo .mos·t·~aC:Ío en la figura (4.l.F15). Para un gas perfecto caloríficamente, 
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Ja función de PrandtI-i1eyer. dep~ncle de.M y ·ry; y está· dada' por• 

(4.1.2) 

La solución analítica pro~ede como sigue. Para Mi calculamos Ji uti~ 
!izando la ecuación (4.1.2) ; entonces para un valor de (} dado, calculamos 

h utilizando Ja ecuación ( 4.1.l). El número de Mach M2 es obtenido ·re­
solviendo (implícitamente) la ecuación (4.1.2), usando el valor de h . Una 
vez obtenido M2, procedemos a calcular los nuevos valores de la presión, la 
temperatura y la densidad de las siguientes relaciones, 

P2 (4.1.3) 

(4.1.4) 

y de Ja ecuación de estado 

(4.1.5) 

Con las ecuaciones (4.1.1) a (4.1.5),Ios cambios_ del flujo debidos. a la 
onda de expansión, quedan completamente determinados. 

Para el ca.So de una esquina de choque, la solución analíÚ~a se obtiene 
del mismo modo anterior, excepto que la ec~ación (4.1.1) debe.s.~r ·' ' . 

' .. · . ··' -.-.'.··,' 

Í2 =Ji - (}; 
' . . 

Cabe mencionar que la variación ele. la curvatura es i~relevarite ~ara la 

determinación del estado final.'· Una aristá aguda i Una; cúr:Va'stiáve dan ~l 
mismo resultado: para ondas de expansión. Para compresión, ·sólé> uií:a'cu~a 
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suave es isoentrópica, y una esquina ~guda cóncava conduciría a una onda 

de choque. 

La figura (4.2.F11) muestra la compresión supersónica en una superficie 

cóncava. En (a), una onda de choque centrada en una esquina aguda. En 

(b), la compresión continua alrededor de una curva. 

(a) (b) 

. .- .. J?'IGURA 4.1.F11 . 

Por ejemplo, consideremos u.r1flujo sci_brei una ~uperficie cóncava, figura 

(4'.2.F11(b)), para un ángÍllÓtot'~Si,'~;iQó; :-Can':.& ~ 2 y con 'Y = 1.4. 
Entonces, :, · \'. ;·:' 

.·;·:,:._,_';-.·.1···;,,·. 

·11 · = J~:! ~ ~<an~(· ~::±-~.:(22~1) -tan-1 ~22 - 1 
26'.37,98, •. 

por tanto, 

y en consecuencia, 

26.3798 -10 

16.3798, 

M2 = 1.6514. 

Regiones no simples. Hasta ahora hemos analizado ondas isoentrópicas 

de_ expansión o compresión. En regiones en donde estas ondas interaccionan 
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y se curvan, ya no basta la función de Prandtl-Meyer para modelar el flujo. 

En la figura (4.1.Fis) se muestra el caso de un flujo no simple en una boquilla. 

Las ondas de expansión se entrecruzan y las características de Mach dejan 

de ser líneas rectas. 

FIGURA· 4.l.F1s 

R~glón .ÍI':' simple 

. . Onda simple 
(cnrncterfstica positiva) 

4.2 Configuración de la solución numérica en la 

esquina de expansión 

Las ecuaciones que gobiernan el flujo bidimensional en su forma de con­

servación, se expresan genéricamente por la ecuación (3.4.10), 

. 8F J 8d? 
.ax= -:By'.•. 

donde F y G; de acuerdcí con··¡ª e~u~i~l:·t~:ci;.B},• son·ve~:ores columna 
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definidos por 

pu 
pu2+p 

puv 

pu (e + ~
2

) +pu 

puv 
puv 

pv2(+piv2)· . 
pu _e+ 2 . +pv 

. . . 
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Suponemos un flujo isoentrópico (adiabático) sin fuerzas de cuerpos ex­
ternos, por lo tánto J es el veCtor cero. Para claridad en Jos cálculos subs~ 
cuentes, denotamos cada elemento del v~ctor columna .F, 'co~o 

F1 =pu . 
·. F2 =pu2 +p 
F3 = PU1!. 

F4 =pu (e +u2
,; v~) +pu 
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Simplificando los términos tenemos que; · -. -. -- . · 
' ' · .. ' ,':'Y: :;V ::;u.~+v2 

F4.= ---------· pu+ pu-_ ---.·. ' . q_~}-- -~' \~,'.;'. - -2 
: .. :_::::. . ;:,· -... - .. 

. , :· ·~::\':.,·.i~~i:·; 

También· los. el~meritoéd~l~J~Jo~[á: lb~ <Í~notamos como 

~¡~~i~~f;~ ; 
t]~f(f!fJ'<;Jpv . ... . 

Análogamente sustituimos á eeri'.G4 ; éonio se hizo en la variable de flujo 
' ., :· ··;--,1- > ._'. :·---:: ;·-. ··--·.. ,, . ". ·. -

F4, y tenemos -'-{';·)¡'.\'·~'· ;_;; :-~) 

. G, :!~2'.;~%1~~~.~;:~• ' 
~:·:-: ·:).> ·~\ --~~.:-~'].~.-: ::';1·_; .. ~;-/:;~:,:.\ '.'~~~;_;·:._~<>.::~-'.,:: ;,·:. i1:· ... ::·.::_~---: -; ... -::· . ~-... . '.: 

Recordemos que la esencia,4.e)~ ~6l_~c:iqn'~p9E11:la: yariabl~ ~spaciaJ x; es -
conocer en xo la línea ini¿i~l 4é • d~t8~~-g~br~'.;~·, .~~-: decif ~ 'có~oC:ér éí,vá.lor de 
la derivada de G, coil ~e~pect6 a ~ ,' ~-1o·'i~rg6 de •cÍi~hiilíI1~S:: •:'Ésto pétmite 
calcular la derivada-dé,F/dd1{respedt6 a'i, y:pohb tanto se puede a~anzar 
a la posición xo + 4x.,{:;i:• _:·,' ~-- .. --•-: __ ,,_ : "·' : _: .. ''Y - : : . , . . . . 

Ax .... > 

'L 
X 

Xo X0 +Ax 

FIGURA 4.2.Frn Modelo de la solución de avance en el espacio 
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Para poder conocer los valores de las variables primitivas (p, u, v, p, T), 
las decodificamos de las variables de flujo F, como sigue: 

donde 

y continuamos con 

p= 
-B+:VB2-4AC 

2A 

p.2 
A= - 3 -F.4 · 

2F1·. ' -y ·. ¡ . 

B=--
1

F1F2, 
7- . . 

C= 1+1. •. 3 
2('.Y- l)F1; 

u 

V 

p 

F1 = -¡;; 
F3 
F1;¡. 

F2 -F1u; 

y finalmente, de la ecuación de estado· 

T= L. 
pR 

(4.2.7) 

Noterilos'que' lá:'solueión'de p·fovolucra'la ecuación cuádratica. Por 

este motivo, laidecodificaeió~'.de lk varfables'pririiitivas para un ~ujo esta:.. 
cionario, es más complic~da.que'pirkün flujo n:o estácioriarfo; .. ¡¡ ' ' 

,¡ ··~ '' ~..:-,,;;>:=. "···. - .:_'<·.:'.::_'..;:/ .. ,_.'_~·.,'._\': . •: ·:º·¡~ , ;: 

Por. conveniencia, al h~cer los cálculos,· deben obtenerse las v.ariables de 
ffuj~ P: ~ ~¡irtir q~,~~ ~.~~~~l~sA~,fl~j~·F:. :;: ' , . ' .. . 

1 

De·estemodo;· G{ 1 .ÓúG3··y '.G4. pueden escribirse·eri térmirlos·<le·p y·de 
: .. .·-, ·, _ _ : _·.. : ·. ,.·_• ;. 
F1, F2,· F3 ·y F4;· como sigue:< ' .: ... ,, 
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G1 - pv 
'Fa 
PF1 

Ga 

puv 

Fa 

= pv2 +p . 

>(Fª.) 2 
.· , Fr. p - +F2--F1 , ,·, ,p 

'Y . . .··., , u2 + v2 

'Y - 1 pv +pv--2-

_'Y (F2 _ F() Fa+ f!.Fa [(F1)
2 
+ (Fa)

2
]·. 

-y-1 p Fi 2F1 p. Fi, 

4.3 La Transformación 

Como dijimos en la sección 3.2, para estudiar el comportamiento bidi­

mensional estacionario de un flujo sobre la esquina de expansión, se requiere 

de la generación de una malla rectangular y de la modificación, para este 

caso, de las ecuaciones que gobiernan el flujo. Particularmente necesitamos 

determinar la solución por diferencias finitas, para lo que ajustaremos el sis­

tema de coordenadas. El plano físico que utiliza el sistema de coordenadas 

cartesiano xy, es mostrado en la figura (4.3.F20(a)). La superficie inferior, 

incluyendo la esquina de expansión, forma las condiciones a la frontera, infe­

rior, en dicho espacio. Las condiciones de entrada y salida del flujo ocurren 

en x =O y x = L, respectivamente. La condición a la frontera superior, es 

una línea horizontal situada en y= H. Es claro que el plano físico tiene una 

inclinación hacia abajo a partir de la localización E, lo cual impide que el 

campo de flujo sea completamente una malla rectangular. Por consiguiente 
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tenemos que transformar el plano físico en un plano computacional, donde 

la malla de diferencias finitas es rectangular, como se muestra en la figura 

(4.3.F20(b)). El plano computacional es formado en términos de e y r¡, como 
las variables independientes. 

y 

11 

1.0 

Flujo 

- Frcmtera superior 

(b) .PLANO COMPUTACIONAL . 
. . ' ·'.t~._"·, .· ··,':/:' }..>; . 

: ..• lf19ya1·.~4},,F,2~:,,¿; 
. ,:,~' : -~.):.~:'.~i~:~t~;~~···::;~ ·. . .. "' -

Examinando la figura/ (4.3.F2ºo(O.)), ~podemos construir una apropiada 

transformación como sÍgue .. S~~.h.>~ h(x) la altura desde la frontera in­

ferior hasta la supe~ior; ·~ii'~(pla~o físlco; y sea Ys = Ys(x) el valor que 
·. :··:: 
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tenemos que transformar el plano físico en un plano computacional, donde 

la malla de diferencias finitas es rectangular, como se muestra en la figura 
(4.3.F20(b)). El plano computacional es formado en términos de {y T}, como 

las variables independientes. 

Flujo 
y 

Fron~e:r.a superior . 

T/ 

1.0 

º· 'Cb) PLANO COMPUTAéio~AL > 
.. fra~R:~\.1.s.Rd~rJ:i· .··.· · 

) ' ,. ' ·:.:.~,~> '·:,:~~~~~~,(:[:~;.> ·:· ~_.~'{·1; . 

Examinando la figura (4.3.g2~(~)); ·podernos construir una apropiada 

transformación como sigue. Sea': h ';,;:/h(x) la altura desde la frontera in­

ferior hasta la superio~, en. el plan~:fÍsÍco; y sea Ys = Ys(x) el valor que 
' , .. , 



'78 CAPÍTULO 4. FLUJO BIDIMENSIONAL ESTACIÜNARIO 
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denota en cada instante x, la longitud de la desviación ·CO~ res~e~to ;a· la 

recta prolongación de la frontera inferior, en. posición horizontal. :'E:ntonées 

podemos definir la transformación 

r¡ 

x, 

Y :-Ys(x) 
h(x) 

(4.3.8) 

(4.3.9) 

Con esta transformación, en el. plano .computacional e varía de O a L, 

y r¡ de O a 1.0. El valor r¡ = O corresponde a la frontera inferior en el 

plano físico, y el valor r¡ = 1.0 corresponde a la frontera superior. Ahora 

podemos efectuar los cálculos sobre una malla rectangular en el plano {r¡. Las 

ecuaciones diferenciales parciales para el flujo, son resueltas numéricamente 

en el espacio transformado, y por consiguiente deben ser apropiadamente 

transformadas para usarse en dicho espacio. Así que debemos transformar 

la ecuación (3.4.10) en términos de e y de r¡. Como e y r¡ están en función de 

X y de y, esto es, { = {(x, y) y r¡ = r¡~x, y), entonces por la regla de la cadena, 

el operador :X Jo cambiamos por.{){ (~!) + :r¡ (~~),y escribimos 
.l .. ·."' .. 

(4.3.10) 

Análogamente 

(4.3.11) 
,. -···'·{ , . 

• ~· ~'>'.._:.!."; (¡}~J(?' )..• . 
'·'.>;~. }; -.. 

Las métricas de las transformacÍC>ri'és' ei1h~ t~l~ciones ( 4.3.10) y ( 4.3.11), 

son obtenidas de las ecuaciones ( 4.3:8),.~ (4.3.9), y ~()ri . 
• . ' • ·.' - ' .• , __ ,.. ! ~· ' 
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871 
8x 

8 [y -ys(x)] 
h(x) 
8x 

8x 
8y 
o, 

= 8 [ y ] 8 [Ys(x)]. 
8x h(x) - 8x h(x) 

= _ yh'(x) _ [y~(x)h(x) -y8 (x)h'(x)] 
[h(x)J2 [h(x)J 2 

-yh'(x) - y~(x)h(x) + Ys(x)h'(x) 
[h(x)] 2 

h'(x) [Ys(x) - y] - y~(x)h(x) 

[h(x)J 2 

h'(x) [Ys(x) - y] y~(x)h(x) 

[h(x)] 2 [h(x)] 2 

Por la ecuación ( 4.3.9); y== h(x)71 + y8 (x), entonces 

Es decir; 

79 

Volviendo a la figura (4.3.F2ó:(~)), si denotamos la localización de x en 

la esquina de expansión, por x ;,, E, entonces la métrica ~~ puede ser 
expresada como sigue: 
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Para x <E, 

Ys(~) O 

h(x) constante. 

Para E :5 x, 

Ys(x) - ,-~x - E) tan O . 

h(x) ·. H+(x-E)tanB 

Derivando estas expresion~~, tenem~s: 
.·,,1 .. ' 

Para x <E, 

Para x;::: E, 

Por lo tanto, 

. t . 

parax <E 

P~\a~;:::E 
:·:,· ·\'. 

Finalmente podem6~ e~6ribÍr~:¡~:~étricas c~rim: 

át;. 
ax 
81;. 
8y_ -

. ~ . ~:-. 

l¡ 

para x <E 
.. : ,- .fi,"~l'";;º -para x ;::: E,' · ·, 

{)r, '1' ,· 
{)y = h" ·;:,' 

(4.3.12) 

'(4.3.13) 

-.. ,(4.3.14) 

' (4.3.15) 
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. . . 
· La. deri~ada de l~. tran~formaclón se obtiene aplicando los ope~adores 

(4.3.10) y (4';3'.Ú), a i~ ecuaciones (4.3'.12), (4.:U.3),!(4.3:Í4) y (4.3.15), lo 
. que se red~ce:~ ~plicarlos operadores . . . . . . . .. 

~ +,,(~~)~'.:;;·· .. ,,. '"' • .. 
(4.3.16) 

f.'8'.i . . .·• .. ,., ... 

h8r¡ •· 
(4.3.17) 

El operador :x' en (4.3.16), se c~nvl~r.té ~ para el caso en que~~ =O. 
_.,_ ' : ~-,:' :.· ': ~-.. - ,:·~ ¡ ; ,; '· i • 

Consideremos ah~ra 1~ ecu!lciÓn ¡g~n¿rlca '::qu~ ··g~~i~~na el flujo en su 

forma de conservación, enun;erad8. ,_c;;rri6; (a)!. io)> Con el vector J = O, 

esta ecuación se convierte en •·· ··• . •, . .. . / ·, : 
-~,_r: '. • • ~,~ .. ... ·. ~: ±~~.:¡.;·~) .. (4.3.18) 

"·· ". 
,;:-"- .'·.<::.: 

Aplicando los óper~dó~e~'.(:{3.Ú);~·(4;3;].7) a (4.3.18), tenemos la ecua-
-· _' , . ,-~,·;1.;-,_-:~::: ;-:~ .. -~; ,-~,Í.¡f''. _. " ; -

"·~: ;~, (~r:'.~ .. ·~~ ~~. 
la que se puede escribir ca'mo< : ':;. · :~:::'. · · . 

donde el~º' de.~f if ~\iilil~tLn (4.3-•4). (•.

3 

... ) 

Escrita en' términos deJoS:elementos' de los vectores F y G, la ecuación 
·- .... .. ::.:·_· ,:_-.r".;-."1;,:_ .... '1:·{~•.:--:· :it·.:-~1:1:~'.:~·: - ->: ·. -

(4;3.19) represenfa:.éLsigú,iell.tEi;si~tema de, ecuaciones, donde la etiqueta 
muestra el origen de ~~d~.e~{¡~~ióri'.\'.''' · · 

' / ~· ~:. \ ·'.i,:'.· '. '. < :i..i 

ción 

-·;:t; 
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Continuidad 

l'vlomento en.x 

Momento en y 

Energía· 

, .. ~-'' _- .. -, ,~ 

:'·i--i-:;~"-~'.;:~/~;-:.-: o ' 

Las ecuaciones ( 4.3.20)·~ ( 4.3.23) son laa que gobie;h~n ·~í fl~jo, y serán 

resueltas numéricamente en el plano computacionalm~~trado en .la figura 
(4.3.F20(b)). . . , . '. . . .· • . .. . " . .· 

4.4 Condiciones iniciales. El esquema MacCor­

rnack y la viscosidad artificial 

Las condiciones iniciales son las siguientes: 

M .200E+Ol 

u .67BE+03m/s 
v .oooE-r'03m/s· 
p · ='' .123E+:01kg/ní3 
p .10rn '.t- 06N/1n2: .\., í 

T .2861E + b3K 
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llnea Inicial ·de .datas· 

M 2 ' ;'..,. ,= ,: '' . 
• < .. 

p, = 1.23 k~ 
m. 

·y 

· .. '·N·. 
p1 = l.Olxl0'1 :" 

·. m, 

T1;, 286 .• IK 

-!Oin 

40in 

X 

66in 

FIGURA 4.4.F21 
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El flujo 's:upersó~ico. se expande a través de un ángulo de 5.352°, como se 

muestra en la figúrá'(4.4:F21). Los cálculos se harán en el siguiente dominio: 

O in :5. x .. :5:_66 i11/~ O, in $ y $ 40 in. La localización de la esquina de 

expansión es, ell x ::,;, 10 in. Para esta geometría, la variación de h = h(x) 
está dada p~~ . . .. 

h= { 40 
40 + (x -10) tan(} 

O in$ x:::; 10 in 
10 in :::; x :::; 66 in 

Línea inicial de datos. La línea inicial de datos está dada en x = O. 

A lo largo de esta línea vertical, en cada punto interior, las condiciones del 

flujo son las mismas. Los cálculos comienzan en esta línea de datos y se 

avanza en pasos de longitud .ó.x. Para nuestra aplicación dividiremos la 

línea inicial de datos en 40 incrementos, igualmente espaciados en 41 puntos 

j = 1, 2, 3, ... , 41. La línea inicial de datos es listada en la Tabla 4.4. T 1 · 
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Condiciones iniciales en x = O 

u, m/s v, m/s p, kg/m '" N/m- T, K M 

.678E+Ol .OOOE+oo .123E+Ol .lOIE+OO .286E+03 .200E+Ol 

.678E+o1 .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+o3 .200E+Ol 
3 .078E+Ol .oooE+oo .1231H01 .101E+06 .286E+03 .200E+Ol 
4 .678E+Ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+o3 .200E+Ol 
6 .678E+Ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+o3 .200E+o1 

.678E+o1 .OOOE+oo .123E+Ol .lOlE+OG .2B6E+03 .200E+Ol 
7 .678E+Ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+oo .286E+o3 .200E+Ol 

.G78E+Ol .oooE+oo .123E+Ol .lOIE+OG .286E+o3 .200E+Ol 
g .678E+Ol .oooE+oo .123E+Ol .lOJE+OG .286E+o3 .200E+o1 
10 .G78E+o1 .oooE+oo .123E+Ol .lOlE+OG .2B6E+o3 .200E+Ol 
11 ,67BE+o1 .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+o3 .200E+Ol 
12 ,67BE+Ol .OOOE-t-00 .123E+Ol .101E+06 .2BGE+03 .200E+Ol 
13 .678E+ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .2BGE+03 .200E-1-0l 
14 .678E+o1 .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+03 .200E-t-Ol 
15 .67BE+Ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+o3 .200E-t-Ol 
16 .67BE+Ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+03 .200E-t-Ol 
17 .678E+Ol .oooE+oo .123E-f-Ol .lOlE-f-06 .286E-t-03 .200E+Ol 
18 .67BE+Ol .oooE+oo .1231~+01 .101E+o6 .286E+03 .200E+Ol 
19 .67BE+Ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+03 ,200E+Ol 
20 .678E+Ol .oooJoJ+oo .123E+Ol .10IE+06 .286E+o3 .200E+o1 
21 .078E+Ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+o3 .200E+Ol 
22 .G78E+Ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+03 .200E+Ol 
23 .67BE+ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+o3 .200E+Ol 
24 .678E+o1 .oooE+oo .123E+Ol .lOlE+OG .286E+03 .20oE+o1 
25 .67BE+o1 .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+o3 .20oE+o1 
26 .67BE+Ol .OOOE+oo .123E+Ol .lOlE+OG .2BGE+o3 .200E+Ol 
27 .678E+Ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+03 ,200E+o1 
28 .678E+Ol .oooE+oo .123E+Ol .10IE+06 .286E+03 .200E+o1 
29 .67BE+ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+03 .200E+o1 
30 .678E+Ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+o3 .200E+Ol 
31 .G78E+Ot .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+o3 .200E+Ol 
32 .67BE+Ol .OOOE+oo .123E+Ol .lOlE+OG .286E+03 .200E+Ol 
33 .G7BE+ot .oooE+oo .12JE+Ol .lOlE+OG .286E+o3 .200E+o1 
34 .67BE+Ol .oooE+oo .123E+Ol .JOlE+OG .286E+o3 .200E+Ol 
35 .G7BE+Ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .28GE+03 .200E+o1 
36 .67BE+Ol .oooE+oo .123E+Ol .lOlE+OG .2BGE+o3 .200E+Ol 
37 .G7BE+Ol .OOOE-f-00 .123E+Ol .101E+06 .286E+03 .200E+Ol 
38 .678E+ot .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+o3 .200E+Ol 
39 .67BE+Ol .oooE+oo .123E+Ol .10IE+06 .28BE+03 .200E+Ol 
40 .67BE+Ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+03 .200E+Ol 
41 .67BE+ol .oooE+oo .123E+Ol .101E+06 .286E+03 .200E+Ol 

Tabla 4.4.Ti 

Ecuaciones en diferencias finitas • . Para obtener las ecuaciones en dife­

rencias finitas que gobiernan el fl.~jo,'aplicaxenios la t,écnica MacC~rrrÍ~ck a 
las ecuaciones (4.3.20) a (4.3.23) .. '.•· <:.> f T ::.··,,, ... ,.:- ... · .. ··:· ... ·. ·.. ' . - - :;::·-.:",'.:·. ,\ '' > 

P"'o p"'1fotor. &odbi~i~J~,~~};~á~jif ~!?~-·-~.-~··(1:.i:#;))~i;~.~~~~~os . 
. :::;·"~.--: . ·:-y:,.,.,¡_._,,-;. i:;-~~v ,:-~\;; ·,-.-.. __ -~. -,< .. ,- ... , ,-;. <</; ,-,; y¡,> ,_,,; . ' ':;;;::·. ·~ ',., ·. ·::·-: . 
. -;,-:y··;· _;J ·,,;./ :.:::-:··; :,,, .. -.:> '.; . ,_,_; "/' .,::,-, ·(t .. 

:~~: • .,,_; __ >_ ·.:::·,~ -:': .. .:.-7 ~;:_~ ;_ •. :~ ·:., --~~} .. ."~:il¿ ''."l 
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de diferencias hacia delante, obtenemos 

( a;1) i,j = ( ~~) (F1k1 ~~F1)~J+i +~ (~1~~,:;• ~~~1)i;;+1 .· 

( "i:;' t (~) (F,),~ --,,.~~';'.j7''fs~~;j;i~é~;~'.)'J.:,' 
( ª;ª) i,j _ ( 817) ... (:a)i,f-·(l"ª.).i;j~í"~'.f\E~~~)"i:~;.~'((ia)i;~+i' 

(ª~·) '"•· •.. ~,;,(~~li*~i~ir~~~t Ji!~~~~~B.~~··•· 
Los valores predichós'det.P,:.son'obteí:u o~;~omo'sigue: . 

. (;~)il~llt~~f f t~t~~
0

.5~ . 
(F2) .. ' ;: ... ','7ic:~(f2h;:r,f:.("ae) ' D.e 

· iI~J.i~'liif ~·~ª~:: 
Antes de p~oceder'c¿n'eÍ\)~¡j:'c?~r~C:tor, necesitamos decodificar los va­

lores de Fi+c/ Est~ se ~~d~'~tiii'i'ar{do la ecuaciÓn ( 4.2. 7) .. . · 

:. 0~B+·IB2-4AG 
.... (P)i+lJ·= . . V 2A ' 

donde 
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Con el valor predichC> d~ p,pCJde~os escribir los valores predichos de G, 
los cual~s ~C>i1 ri'ec~~~~i()~ .:~~;;i;~icici~<l~f con el paso corrector: 

G •· .... : '~ :.~:.·:,,:Jf ~:~,~h f{ffh~k¿° ··· . 
( 1)i+i.: ·. ~,f:1i+1a(-)·· . 

. G2 < ; ·r(2:>i~:·:<:·~1• #1;¿ 
,( )i+l,j• .. (,)i+ld; .. 

( ) . ¡;•; (;:r + (F,) - (!:'>)!.,~ 

. (::):::: ~ ,:: ¡f ~,;::: ~c~i~:~r{~),+'. 
-· · +¡;·~:t•x~6.~1J[0~~;~~~'+0{~Jjt,',l 

Paso corrector. En el p!lS'o _corrector escribi~c:is. i~ e;ua:6ion~ (4.3 .·20) . a 

(4.3.23), en términos de dfr~ren~ias hacia atrás: > .:'.,·., · ;- : 
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, (8F2') ... 
ae iJ.v 

(8Fa) 
ae . iJav 

Nuestros cálculos del campo de flujo por medio de las variables de flujo 

F1 hasta F4, en la localización i + 1, se completan hasta aquí, excepto por 

un aspecto, el de la viscosidad artificial. En el presente problema, la esquina 

de expansión, localizada en x = 10, es un punto singular, ya que introduce 

cambios en la frontera inferior, y por consecuencia en las propiedades del 

flujo. El sistema de ecuaciones de diferencias finitas, desarrolladas en los 

párrafos precedentes, contemplan dicho punto singular a través de los cam­

bios en el término métrico ~~'el cual se calcula como (1- r¡) (tan O) /ha 
partir de la esquina de expansión, y cero antes de dicha esquina. Como los 

cambios de las condiciones a la frontera siempre tienen el potencial de intro­

ducir oscilaciones en la solución numérica, para eliminar tales oscilaciones 

introducimos el concepto de la viscosidad artificial en nuestra solución. La 

viscosidad artificial es un nuevo concepto de CFD, y para el presente caso 
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se formulan los términos de la viscosidad artificial como: ' 

k='= ~,2,3,4. 

La viscosidad artificial calculada; en el ~aso predictor, és ~i.llriada a las· 
variables de flujo predichas F1 hasta F4.: .• · .. •• • ' :,; ,! . 

(Fk) ·+i . = (Fk)i,j -t-.(ªtf); . ~e+ (Sf~)i,j •. :·;. '·'.~:2i,;,3~4 .. 
i ,3 . . ".'::t.: .,,,, ··: ' ,··-. - -·, t :·\:' .· :: 

·/' ·--:,.•.:\1·· .. · ._:.-,.: .. ' .. ·-~--:~·:. "-~~:-· \ . 

. ~.\ ... · ... \ );,:¡;, ";:.i :'\<, ' )1.\:,,,i?,~\· p ... ·· .. ·.· 
Similarmente, ·en· .. el :pa.So; corrector,''.· la viséosidad ,' ártificial también se 

.-_ - . = - : ·. :-_: :_:; - .. :-, .. r :-:~. ';;",:. --. , . -_ ;_ .. : ." . ---·1 ~-.-,. :'.'. /-_'.- ,~~-,-~..-:·.\~-_-,.-:··+-,.· ':~ :,~ ,~ <::-::·~.'~_'. .-- -. ~-: : -~ 
añade a ·los valores.·final~· de:l~variables de'flujo,F1~has~a~4·: 

(SFk)i+i,j 
-.-, 

.;k~ 1, 2, 3, 4. 

(Fk)i+i,j . = 'k;,, 1, 2, 3, 4. 

-· ;. ;r~.~_-·_;·.;· ~ ~-·, : -~·' -!:-.· · ! ~:-

H~ta aquÍ se completa la idserción de .la viscosidad aitificial'. . 

4.5 Condiciones a la frontera 

Condiciones de Abbett, lYI. J., para un flujo estacionario.·En·Ja'.frontera 

inferior, las condiciones físicas apropiadas para un· flujo no 'viscoso,.'es;qu.e. 

la trayectoria del flujo debe ser tangente a dicha frontera. Esta.es la'única 

condición física a la frontera, todas las otras propiedades del flujo'deberi'ser · · · 

obtenidas como parte de la solución. El trato de las propfoda:de~ 'dél. fl~jo 
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a la frontera han sido temas de investigación en CFD. En el presente caso, 

emplearemos el tratamiento de las condiciones a la frontera sugeridas por 

Abbet, M. J.: 

l. En la figura (4.5.F22), consideremos el punto 1 situado en la frontera 

inferior. En este punto podemos calcular el vector velocidad, denotado 

por (Ví)cat. utilizando diferencias hacia un solo lado en el algoritmo 

MacCormack. Es la única opción, porque no tenemos puntos en la 

m'alla por debajo de la frontera inferior, y por lo tanto no hay manera de 

formar las diferencias hacia atrás en el paso corrector. Esto conduce a 

que se utilicen diferencias hacia delante en las dos secuencias corrector 
y predictor, lo que involucra el grado de precisión de segundo orden del 

algoritmo MacCormack, en la. frontera inferior. 

y 

<V.> ... r . . • 0•5.3~3 

frontera ~or 

X 

(V,).,, 

FIGURA 4.5.F22 Condiciones de Abbett en la frontera 

2. La dirección del vector velocidad (Ví)cat. no será necesariamente tan­

. gente al~ frorit~ra inferior, lo q~~ produce una imprecisión numérica . 

. c.c:imo' s~ mue~t~~·eri la figura (4.5.F22), (Ví)cal tiene, con respecto a la 

front~ra, un ángulo 
,¡, -1 (V¡) 
'1'1 =tan u¡ , 
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donde u 1 y v1 son las magnitudes de sus componentes en el'eje x y en 

el eje y, respectivamente. Asimismó el número de·Mach calculado en 
el punto 1 será 

(M 
·) _ JCu1)~1 + (v1)~a1 

leal- ( ). ' 
: · · · .. a¡ cal , . 

donde 
: . acal = V~p;,,.¡ ~ ,i ,,, 

. ' f:lc'r, ,., .. 
3 .. Asumimos que el vect~r·(Ví)cal esrot~do clem~ne~a que quede tangente 

a la frontera, es decir; rotamos:(lri.)r~Í a'.travé~d~laonda de expansión 
local centrada,· de. do~de el .áng~lo d~: cl~~Vi~ciÓri ;es cf>1 ~ Esto produce 
~n nuevo vector velocidad.(ltí,)~t, el cdá.1-es_t~Íl~~dte ala frontera. El 

número de Mach asociado con (Ví)act ~~ (M1);,,;,~; y se obtiene como 
sigue .. Primero calculamos fact con la r~l~iól{ dada por la ecuación 
(4.1.l) 

J act = Ícal + cPl' 

donde !cal se obtiene de la ecuación de Prandtl-Meyer (4.1.2), uti­

lizando (J\ili)cal· Posteriormente se encuentra el valor de (M1)act uti­
lizando el valor de f act del miembro izquierdo de la ecuación de Prandtl­
Meyer, 

. ¡::¡::¡:T -1 f act = V :y=-1 tan 

Como se observa no es posible encontrar un valor de (l\tli)act e:Xplícita­
mente, así que utilizaremos el méto~o de ·Newton pá,.r:a apro:Ximar ·el · 
valor de (M1)ac~; · , . .•;'.' · ... , <:. ,,,,,,::;-!,·:> ,, 

. ·· , . . 1 ._..~t1.: :: · . .:\"<>\ ~::.~·:.;., .. :'f.;;": s.·;;_<j{.;,~!.~·<.d .. ; 
4. Sean Pcali Tcal y Peal los valores de p~esi6n, .temperatura y densidad, 

respectivamente, calctÍl~do~ e~ ~l iiici's6. T~ 'ütiii~~~dg tllf~r~~C:Í~ hacia 
un solo lado. E~tos v~l~res: deb~ri cl~''i~~- ~añ'íb{~a6;~~;; ~~~r~dponder 

; , . '.' . "\ }:-'!.: ; i;. ·; : ·'. 1 ¡ • { 'i ~ í,:: • : ·'' i" 

a las nuevas condiciones, despu'.35 de calcular el ,vector veloeidad tan-

gente a la frontera. Esto~ nuevos valores, de.notad9s pOr Pact, T act y 
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Pact, son obtenidos utilizando las ecuaciones (4.1.3), (4.1.4) y (4.1.5), 
respectivamente, usando Mcal y Mact de la siguiente manera: 

'Y 

_ [l+[~]M;alj'Y-l 
Pact - Peal . : ·[ .. ("}'-: l).] : .. · ... 2 .. . , 

. 1+ . 2 .··•. ~"'.'t · .. · 
(4.5.24) 

(4.5.25) 

(4.5.26) 

Los valores dep..,;t, Tact. y'pjt, ~nt~~ioie~, son interpretados como los 

.valores. finales Ai: ri:· ;T y p a í~ rf 6~te~a, en el punto 1. 
·~ ·.'· ,·: ::\' ·.:;.· .. <.:·;_ '-,"-'~·:_> .. · ;"/ :':\· ,,<t:· ;·~:7>': ;; . :. : . , -

5. ParaJa porción dei"la/frontera inferior después de la esquina de ex-

.. pansiÓÓ.,la técnica:des~rita es la misma. Como se muestra en la figura 

( 4.5.F22), · (V2)cal es rotado un ángulo </J2 para ser tangente a la frontera. 
Así f act es calculado como sigue: 

J act = J cal + </J2 

Todos los cálculos en el punto 2 de la figura (4.5.F22), se hacen exac­
tamente como en el punto 1, con la excepción de </J2 que se calcula de 
la siguiente manera: 

</J2 = (} -1/J, 

donde .· '\• . - i -

. .,¡; =:= tan-1 lv2 I. 
. . ·. . .. ~ •U2 

i ~ i . 

Para ejemplificar el lllii.riejo de las éondiciones a la frontera, supongamos 

que los valoresde lás variables calculadas en el punto 2 de la frontera inferior, 
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Mea! 

Peal. 

.Tcal .. 

·,Peal 

: Vea! 

2.22 

0.705 

255K 

.:·d.'{m3 Kg/m3 
···: l' :·'. ·. -

7.7f6m/s 

~~:1~·~é:.i?f'~¡s,·.· ,· 
entonces la dirección del ~~~,te)~· ~~io~lcl~~·;(Vi )~~¡ '~stá dacla ~or el ángulo 

.1. t -1 l-74.61 
~ , - an ---ro? 

'(6.02) 0
: •.•... ·· 

Sin embargo, la desviación de'. la frOntera iriferiorcon·respecto al eje x, 
después de la esquina de expansió~, es B ::= (5.352)º: Pór lo tanto . 

. ·:' -· · • ~ . : :; _ '. '· _:, · '". -.-\ __ . ··.·-:.. .- : :.. . .'. . ;,'- ·.; r.,: ;·: .. ,t_ '. ,' , 

, </J2 B~ 7f; .. ·.. , 

(5:352)0. ;'._ (6:02)º 

= (-0.668)º . 

En consecuencia, el flujo supersónico calculado en la frontera· debe ser 

rotado (0.668)º en dirección contraria a las manecillas del reloj, para ser 

tangente a la frontera. Esta rotación implica una onda de compresión local, 

por lo que los valores de Mach, presión, temperatura y densidad·, deben ser 

actualizados como sigue. De la ecuación (4.1.1) tenemos que ..: , , >· 

Íact = Ícnl + </J2 .. 

Si lld'cal = 2.22, entonces Ícal = (32.24)0
, por ld que ·. 

Íact • (32.24)° T (q.968)º:. .•>.. 1 • 

(31:57)0 ·~· ;. l 



4.5:: CONDICIONES,A LA FRONTERA 93 

Por lo tanto 

Mact = 2.19. 

, , 

Eri la fronter~, los valores lictU~lizadosde la presión, te~peratura y den­
sidad, son obtenidos del~ .. ecu~ci~~es (i5.Ú},'(4.5j5)f (4.5.26), respeCti-
vamente, como si,gue: · ~;::; > ;;·:.•'.;;,:. ~ ,.,.,, 

Pact 

'.fact 

Pnct 

= ,,.., [··.~r¡~)~~c]\7 ·. 
', , 2 '. , ,act , 

= 

, ·· .. •· .·'' : , , , , ;_L,L 

(0.705 x rns) [1+ o.2 (2.22)2] 1.4-1 

1 + 0.2 (2.19)2 

= 73889.09 N/m2 

= T. [1 + (;:1] M!i] 
cal 1 + [ ;:1] Mtct .. 

= [1+ [~] (2.22)
2
] 

255 , , [ , ] , , 2 , , 
, 1 + 1:~- 1 (2.19) ', 

. ,· .. ' ' . 

258;44 K 

.75076.65 
= , (287.11) (258.44) 

= 1.01 Kg/m:3 

Finalmente involucramos tmpéqueño cambio en la velocidad. Dejamos la 

componente de velocidad en x, corno se calculó, utilizando diferencias hacia 

un solo lado. Por lo que 

· Uact = Ucal 

, 707 m/s. 
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. ~~act(t'~fi~)k.~ .:,'' 
- ~ro1(ia~.<5,;3s2)~)·· 

. -66.23 m/s. 

•'.i •· 

4.6 Cálculo del incremento en el espacio 

:·· , ... '. ).Jas ecuaciones que gobiernan el flujo para el presente caso son hiperbóli­

cas, y por tanto es necesario aplicar el criterio de estabilidad, llamado CFL 

(Courant-Friedrichs-Lewy), para este tipo de ecuaciones, el cual permite 

calcular el máximo incremento que se debe tomar .en cada .iteración. par~ 
conservar la estabilidad del sistema. · 

~· ' . 

Criterio CFL para flujos estacionarios:·'E~'.Ia figura·ú.6;F2a) se ·mues­

tra un arreglo vertical ele puntos de la mii.lla en 18: fobalizaciÓn x0 • · Una 

pequeña perturbación ocasionada po~ ·el choque de las. ~~rÚcul~ del flujo, 

es introducida en el punto 1, y se propaga, en ondas, a lo largo de dos líneas 

características a partir ele dicho punto, una por arriba del vector velocidad y 

otra por debajo. Estas líneas características .son llamadas líneas de Mach en 

el fiujo, y tienen un ánguloµ con respecto a la dirección' del vector velocidad. 

Si el ángulo del vector velocidad en el punto 1, con respecto al eje x, es B, 

entonces los ángulos de las líneas de Mach relativos al eje x son (} + µ y (} - µ, 

respectivamente. En la figura (4.6.F2a) se muestra solamente la línea que 

pasa por arriba del vector velocidad en el punto l. 
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y 

~mtorHl0<ldoJ 
3 

2 

~-------· .. ·--
.l"0 +/i:r X FALLA DE ORIGEN 

FIGURA 4.6.F23 

Consideremos la línea horizontal punteada que pasa por el punto 2. La 
línea de Mach que pasa por arriba del vector velocidad en el punto 1, inter­

seca dicha línea horizontal en el punto a, y por consiguiente el punto a tiene 
una distancia (~x)¡ con r_espectodel púnto 2, donde 

·.···· ... ·· .·.~Y 

·.:''.(Íf~k~\~~~(B,yµ)i. 
BasándÓno~ en ei~c~Í~~ri~·p#~'!if{Yfilª~--~~ ~x seleccionado no debe de ser 

IÍ1ayor que (Lix)'/pS:r~:c6ri~~~~~iffi1'.:c;~tabiÍldad. Similarmente se aplica este 

argli~ent~ ph,ra_ la fr~~~ akMa~h ~tie·p~a por debajo del vector velocidad 

en el punto 3/y.que Ú1terseca la línea horizontal punteada, en el punto b. . . . . . . . ' . 
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Este punto b tiene una distancia (Ax)s con respecto del punto 2, donde 

(Ax) - Ay 
3 - tan( O - µ)3 

Por estabilidad, como ya se dijo, el valor de· .6:x. no deb~ ser, mayor. que 
(Ax)3. Extendiendo este argumento para todo's i~;>p~ntg~ 'diú' arreglo a lo 

. :'.'·-:f.-·_:··,.»~'.·:·;.,:'.<'"">.: : ' 
largo de la línea vertical en xo, podemos calculai-,·~!;._v0.12r de Ax que será 
seleccionado para el siguiente incremento, ·como. · ''''-'. · ;- . } 

. . 5·.--·;,'",' ".,. 

Ax - -. Lly ~< \ . « 

~ ~-.~l~~~(f!.·± µ)I~~~- '. :-i 
(4.6.27) 

::~:l::n~;: ~:;w;~~~~~~~-~,;;d'.i~1~''.:"~.± µ), 

Si la transformación dada parla éc,uacióri ,(4~3:8), ·define f = x, entonces 
el incremento apropiado en eiplan'oc'o~puti~iÓ~ií.1e;:· :· ' .. ' 

·~~~~- ••• ~ .. , •• ~ •••• ,.,,. < -" '· •••• ::':':._· ' .'·-··:·{.·-,' .:: 

.. : .,. ': · ..... ' :tS.s::s Ax. (4.6.28) 

Combinando las ecuaciones (4.6.27) y (4.6.28) e introduciendo el número 
de Courant G, tenemos como criterio de estabilidad el valor de 

" ,- , __ ' ~- ; 

(4.6.29) 

donde G :5 1, según el .criterio, <Jl!'l,·'.,Par~.el pi:esent~ problema elegimos 

e = o.5 t:::"· 

En la ecuación (4.6.29), ~·y·~~~#lclÍ1k~~;c8mo 
,-'. ,,.•. . - . ·,. 

:> ··iiy''= h(x).: .. ,_ 
' . 40 -
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4. 7 Elaboración del programa, resultados y gráficas 

Algoritmo del programa: 

l. Declarar las constantes utilizadas: C, 'Y, Cy, etc. 

2. Introducdón de las condiciones iniciales en x = O, i = l. 

3. Calcul8:r '.0.e( i) utilizando en criterio CFL. 

4. Cak:ul~r las diferencias hacia delante del paso predictor. 

-:;~:-·aa~~-ul~r·1~·'1iscosidad artificial para el paso predictor. 

· 6: -.CalCtilár las variables predichas (F1, F2, Fa, F4), (Gi, G2, Ga, G4) y 

p. 

7; _Calcular las diferencias hacia atrás del paso corrector, utilizando las 

variables predichas. 
.·.:~-::~. -:L-1~ ,--~·,_; ·~ 

8. Calcular la viscosidad ai:tifi6i~l·'p!irá.'elpasbco.,.;,.ector. 
, ·_ :_· '." '. ,: '.. <:. i ;~:. ·--~~-: -.. '; :~:¿:t~f~;:;}i~\~)?>-~ l~ttf-~:.:~~:~<:\(_:.: . 

9. Calcular la8 derivadail párciales;proiriédio> . 
.. '·-< ·.::·1·.:. - ·,,::'.::'_, -~,. "" ' '·-,1' - '·' 

Calcular los val6réid~ l~;r~l~bl~~,d~-;flllJo (F1, F2, Fa, F4) y p en la 
localización i'*'i.•)::}' ..... ·~O!,:. . . , . 

10. 

11. Aplicar~lás. coridbo~~s a i~-fiorit~r~-d~ :Abb~tt. _. 
. . . : : ' .::- '~- ; ;:_ -·: .. -~; ':'· . ~: -, :-~' ':' .:,-~·-.{··· .~·~: ;:-1_;:~ . :,~ ;. : . ~ -·~:·./·: .. ~;: .':><:" . 

12. Recalcular las variabl~s de flujo (F1, F2>, Fa, F4) en la frontera. 

- 13. C~lcut~r l~ variable~ (Gi;'G~;·d~.&1r1:~~h~ l~calización i +l. 
-.,.:. ~- .:. -'-.;. ·.>·'.;_ <·~·::_·.:~_i;,'.,~_,~::·: .. :::;~,f:.I:.r-·-~:~;:y~~>r:,.;·,.::-->~;.:,.~.·: · 

~ ' ~·_,·;·, ··- -:: _;·:' '. 

· 14.' Hacer x = x +.0.e(i) y i = ifl: 
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En el paso-·3 ·deL algoritmo;·{a; ~e(i) seleccionada se calcula como' el 

min { min 6.e1 ( i), mirÍ 6.6 ( i)} /donde 

6.6(i) con j = 1, ... , (n - 1)'. (4.7.30) 

._:'conoji::2;:.:.,n; · (4.7.31) 

y donde e¡ 3 = ardan ( Vi,J ) .. y ;¿ =" ~~cs:en( ~ '.)·: ·~ . 
, ·" :.· .ui_,?.,· ( :·, ... ::., ~ .;':;-;::;::i··· .-.. ,.i_,r· ,<'?.· 

.-·\. 

En la ecuación (4.7.30) nos~ toman en:.ciuei'it~lcis'valóres en el punto n, 
-·--, '.·; ."l,t>"'J,:··<·'._;/k->"";«·H~(; '.·,>f.'-~:;:.~-' .l".-t.: ··~:¡ .. , 

ya que no existe la línea de Mach por arriba de fa frontera superior; y en la 

ecuación (4.7.31) no se toman en ~~en.~a;l?s ;y~()iei:l,~ri eLpunt~ 1,, debido a 
que no existe la línea de Mach pór d~l:ÍajÓ dÓ la fr~ntera infe~ior. · 

.. ;·1· ·'". ·' .. ·. _ ... ' 

En el paso 4, para calcular la5 dife{eri~iis eÜ -~l . pi.mto n, se; utilizan 
diferencias hacia atrás: · . · ;._,,;~: "''·''"\''."°;;·;'.·J'.'.;:·.'l'';L,· ·>L\ ,.;,,,.:,,.;_, _·,_ 

. - -, . ,. . - - - : : ~.· ... t~ i:.:.~",:_;·::> J· 'f.:;{:>:;/:·'..~~- .... 

(ª:ek) i,J = (:~) :~rk;)i,~;~;:.~Fk)i,~.;t;!:~~k.~~;~~~;:~~~)~,J:' ,. 
; '··~- . . - .- - ·- - ' - . - - -.- - - . .. -. . -- . - . . . . . 

. . ' . . .) .. 9.~11..;,~;~·~'. :. 4, 

En el paso 7,' p~a:;e:ii.lc:liiª i'i1s dife~~nclas en ei'.punto f; se utilizan 
diferencias haciadel~nte:'; , ;~. ,' , · "'· 

(Qft )i+l,j ·X~Y-~~)~i~··;&C:k);+i_.1±1 +i cak),+i,¡&C:k),±1.itl 
.- '<·-.~~_:;': ,':·::<.·- ·.:.·i.¿ . . 

,:. d,(J::;;l;Z:~_;\~t con k = 1,, .·. 4. 

es cero. 

El programa el} su códi~o fuente para MATLAB se muestra en el Apéndice 

B, y puede verse que carece de secuencias FOR END, debido a que está 
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vectorizado. MATLAB tiene operaciones sobre vectores y matrices inter­

construidas que trabajan más rápido. Por ejemplo'unaforrna de cálcular el 

seno del 1001 números entre O y 10 es: 

i =O; 

for t =O: .1:10 

end; 

i = i + 1; 

y(i) = sin(t); 

·.· La versión vectbrizada del mismo 'código es: 

t O: .1:10; 

y sin(t); 

En una computadora muy lenta, el primer ejemplo toma 15 segundos, 

mientras que el segundo se ejecuta en solamente 0.6 segundos, teniéndose un 

factor de velocidad de 25. No es fácil optimizar código más complejo, pero 

cuando la velocidad es importante, se deben de vectorizar los algoritmos. 

Por este motivo el código se escribió en forma vectorizada. Sin embargo, 

debemos decir que la primera versión del código del programa se escribió en 

forma iterativa, para su fácil depuración y control. Posteriormente se fuero~ 

modificando las instrucciones para que finalmente se obtuviera el código 
vectorizado. 

En un procesador K6-2 3D 300Mhz, el programa que resuelve la esquina 

ele expansión, requiere aproximadamente 6.54 seg de ejecución. Para una ... 
longitud de x = 66.56 in, ejecuta 1,195,370 flops, asigna 142822 localiclade~ · · 

1 . :i 
ele memoria ele precisión doble¡ y requiere aproximadamente de 1.2MB Y,, ': 

UvIB más, para generar los gráficos. El mismo programa en su forma itera-\ '. 
1 

tiva requiere aproximadamente 163.5 seg ele ejecución. •· 

Sería un exceso escribir aquí los valores ele las variables de flujo de todos 

los puntos discretos que conforman la solución al sistema, porque por cada 
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variable de flujo se\is~ribiríari,'3239 ,ridrrieros. Por este motivo solo enlistamos 

los valores de 18s§n:;f~bies:~~fl~jo ~' v, p,p, T, M, en x = 66.56 in. 

J 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 

:',' 
··'y, in''·' . · 
.5,299' .. 
·4.166. 
·3.034' 
·1.901. 
-0.769 
0.384 
1.498 
2.629 
3.761 
4.894 
6.026 
7.159 
8.291 
9.423 
10.556 
11.668 
12.621 
13.953 
15.066 
16.218 
17.351 
18.463 
19.616 
20.746 
21.881 
23.013 
24.146 
25.278 
26.410 
27.543 
28.675 
29.606 
30.940 
32.073 
33.205 
34.338 
35.470 
36.603 
37.735 
38.1368 
40.000 

n 
0.000 

.. 0.025 
0.050 
0.075 
0.100 
0.125 
0.150 
0.175 
0.200 
0.225 
0.250 
0.275 
0.300 
0.325 
0.350 
0.375 
0.400 
0.425 
0.450 
0.475 
0.500 
0.525 
0.550 
0.575 
0.600 
0.625 
0.650 
0.675 
0.700 
0.725 
0.750 
o.ns 
0.800 
0.825 
0.650 
0.875 
0.900 
0.925 
0.950 
0.975 
1.000 

u, mis 
6.965E+o2 
7.050E+o2 
7.094E+o2 
7.099E+o2 
7.100E+o2 
7.100E+o2 
7.101E+o2 
7.101E+o2 
7.102E+o2 
7.101E+o2 
7.099E+o2 
7.100E+o2 
7.103E+o2 
7.106E+o2 
7.104E+o2 
7.096E+o2 
7.090E+o2 
7.094E+o2 
7.107E+o2 
7.122E+o2 
7.129E+o2 
7.126E+o2 
7.113E+o2 
7.093E+o2 
7.069E+o2 
7.041E+o2 
7.012E+o2 
6.982E+o2 
6.952E+o2 
6.922E+o2 
6.693E+-02 
6.666E+o2 
6.B43E+o2 
6.823E+-02 
6.607E+o2 
6.796E+o2 
6.769E+o2 
6.7B4E+o2 
6.782E+o2 
6.781E+o2 
6.760E+o2 

V, m's 
·6.525Ei-01 
·6.814Ei-01 
·6.646Ei-01 
·6.6S2Ei-01 
·6.653Ei-01 
·6.646Ei-01 
·6.645Ei-01 
·6.651!Ei-01 
·6.673Ei-01 
·6.653Ei-01 
·6.609Ei-01 
·6.613Ei-01 
·6.69BEi-01 
·6.n5Ei-01 
·6.716Ei-01 
·6.524Ei-01 
·6.3nEi-01 
·6.464Ei-01 
-6.796Ei-01 
-7.174Ei-01 
·7.36BEi-01 
-7.281Et-01 
·6.94BEt-01 
·6.449Et-01 
·5.B54Et-01 
·5.212Et-01 
-4.552Ei-01 
·3.895Et-01 
-3.256Et-01 
-2.645Et-01 
·2.078Et-01 
-1.566Et-01 
·1. 123Et-01 
·7.589Et-OO 
-4. 792Et-OO 
-2.603Et-OO 
·1.509Et-OO 
·7.435E-01 
-3.350E·01 
·1.36BE-01 
·5.606E-02 

p. kglm1 

1.012Et-OO 
9.SOSE-01 
9.826E·01 
9.835E·01 
9.637E-01 
9.640E-01 
9.B42E·01 
9.838E-01 
9.B34E-01 
9.640E-01 
9.BSSE-01 
9.B54E-01 
9.826E·01 
9.801E-01 
9.820E-01 
9.BB3E-01 
9.931E·01 
9.903E·01 
9.794E-01 
9.672E·01 
9.610E-01 
9.638E-01 
9.745E-01 
9.907E-01 
1.010Et-OO 
1.032Et-OO 
1.055Et-OO 
1.079Et-OO 
1.102Et-OO 
1. 125Et-OO 
1. 146Et-OO 
1. 166Et-OO 
1. 1B4Et-OO 
1.199Et-OO 
1.210Et-OO 
1.21BEt-OO 
1.224Et-OO 
1.227Et-OO 
1.229Et-OO 
1.229Et-OO 
1.230Et-OO 

p, N/m1 
7.391Et-04 
7.392Et-04 
7.392Et-04 
7.391Et-04 
7.391Et-04 
7.393Et-04 
7.394Et-04 
7.389Et-04 
7.3B4Et-04 
7.391Et-04 
7.406Et-04 
7.406Et-04 
7.376Et-04 
7.349Et-04 
7.370Et-04 
7.436Et-04 
7.4B7Et-04 
7.457Et-04 
7.342Et-04 
7.214Et-04 
7.150Et-04 
7. 179Et-04 
7.291Et-04 
7.462Et-04 
7.671Et-04 
7.904Et-04 
8.151Et-04 
6.405Et-04 
6.660Et-04 
8.912Et-04 
9.153Et-04 
9.3nEt-04 
9.576Et-04 
9.742Et-04 
9.672Et-04 
9.966Et-04 
1.003Et-05 
1.006Et-05 
1.000Et-05 
1.009Et-05 
1.010Et-05 

Resultados en x = 66.56 in. 

T.K 
2.545E+o2 
2.626E+o2 
2.620E+o2 
2.618E+o2 
2.617E+o2 
2.617E+o2 
2.617E+o2 
2.616E+o2 
2.615E+o2 
2.616E+o2 
2.618E+o2 
2.617E+o2 
2.615E+o2 
2.612E+o2 
2.614E+o2 
2.621E+o2 
2.626E+o2 
2.623E+o2 
2.611E+o2 
2.59BE+o2 
2.591E+o2 
2.594E+o2 
2.606E+o2 
2.623E+o2 
2.644E+o2 
2.667E+o2 
2.690E+o2 
2.714E+o2 
2.737E+o2 
2.760E+o2 
2.781E+o2 
2.BOOE+o2 
2.817E+o2 
2.631E+o2 
2.B41E+o2 
2.B49E+o2 
2.B54E+o2 
2.657E+o2 
2.659E+o2 
2.659E+o2 
2.B60E+o2 

M 
2.187Et-OO 
2. 163Et-OO 
2.196Et-OO 
2. 198Et-OO 
2.199Et-OO 
2. 199Et-OO 
2. 199Et-OO 
2.199Et-OO 
2.200Et-OO 
2.199Et-OO 
2. 19BEt-OO 
2. 198Et-OO 
2.201Et-OO 
2.203Et-OO 
2.201Et-OO 
2.196Et-OO 
2. 191Et-OO 
2. 194Et-OO 
2.204Et-OO 
2.215Et-OO 
2.221Et-OO 
2.216Et-OO 
2.206Et-OO 
2. 193Et-OO 
2. 176Et-OO 
2. 157Et-OO 
2.137Et-OO 
2. 117Et-OO 
2.09BEt-OO 
2.000Et-00 
2.063Et-00 
2.047Et-OO 
2.034Et-OO 
2.023Et-OO 
2.014Et-OO 
2.000Et-00 
2.004Et-OO 
2.002Et-OO 
2.001Et-OO 
2.000Et-00 
2.000Et-00 

Las siete gráficas que siguen, dan una representación ele los 3239 números 

por variable de flujo, y claro que dicen más que solamente un conjunto de 
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número~. La: solu~ión que se encuentra por medio del programa está en 

'elplano f,r¡, el cual es rectangular. Para poder graficar la solución sobre el 

. plario físico, debemos transformar topológicamente el plano f.TJ en el plano xy, 

don.de la correspondencia es uno a uno. El programa que construye el espacio 

solución sobre el plano xy, se llama mallag, y es invocado automáticamente 

por el programa principal flujo. 

Para ejecutar el programa desde el shell de MATLAB" es necesario contar 
con todas las funciones que lo conforman en la misma ruta, y teclear flujo, 

posteriormente entramos al valor deseado de L, que es la posición de las 

condiciones de sa:Iida. 

>>flujo 

Solución numérica al sistema bidimensional estacionario 

Longitud:66 

elapsed_time 

6.5400 

Terminado ... 

x: 66.5584 

En el programa, las variables u, v, ro, T, P y M tienen los significados 

que se indican enseguida: 

u: Velocidad en x 
v: Velocidad en y 

ro: Densidad 

T: Temperatura 

P: Presión 

M: Número de Mach 

La figura (4.7.F24) muestra los 3239 punto~ que forman la malla sobre el 

espacio solución de la esquina de expansión. Esta malla es generada por el 

programa mallag que forma parte del apéndice B. 
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FIGURA 4. 7.F24. Malla de la esquina de expansión. 

. . . 
A coritinuación se muestran las gráficas de contorno de las variables más 

importantes del flujo. 
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FIGURA 4.7.F25. Componente de velocidad en x (m/s). 

Para generar la figura {4.7.F2s), después de ejecutar la función mallag, 

teclearemos: 

contourf(X,Y,u',20); %donde 20 es opcional y es el número de 

curvas de nivel 

hold on, shading flat 

contour(X,Y,u' ,20, 'k-'); 

color bar 
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FIGURA 4.7.F25. Componente de velocidad en y (m/s). 

FIGURA 4.7.F27. Ntímero de Mach (velocidad del sonido en el medio) 
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FIGURA 4.7.F2s- Densidad (p) kg/m3 

FIGURA 4. 7.F29. Temperatura (T) K 
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FIGURA 4.7.F30. Presión (p) N/m3 

4.8 Solución a la forma del difusor del eyector 

Por su forma, el difusor del eyector tiene cuatro esquinas de expansión, 

situadas en el plano xy en 177.875 in y 299.125 in, y serán tratadas como en 

la sección anterior. En la localización 10 in tenemos dos esquinas de choque, 

y su solución es similar a como se explicó en la sección 4.1. 
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y 

y,(x)-y,(x) y,(x) 

~· 
.. 

. --~ --7-- . --. -----
421• ' 

, ... _,· 421• 
. ' . --r--,_ ..... _,_i- ;::______; t .. ··~---

.... /~ l 1 
X 

in.11.s1n. , · 299.12.Sln 311.12'1n 

Debido a la simet~ía d~l eyectbr; las ~oridiciones en la frontera superior 
serán las mismas que en ia ·f~ontera inferior, y se tratarán según las condi­

ciones de Abbett. 

La transformación del plano físico, mostrado en la figura (4.8.Fa1), al 

plano computacional, es l_a siguiente: 

X 

y-y8 (x) 
T/ = y,,(x) - Ys(x) 

(4.8.32) 

(4.8.33) 

La derivada de la transformación se obtendrá aplicando los operadores 

dados en (4.3.10) y.(4.3~11)! 
"'' . :·:. ' 

! =-·~ (~!) + ~ (:) 
:y· ~ (ªf.) ~ ~ (ºT/) 
u ae ay ar¡ ay 
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Las métricas de los operadores (4.3.10) y (4.3.11) son obtenidas de las 
ecuaciones. ( 4.8.32). Y (4~8'.33): .. 

. . . - ,·. 

at;. .ax 
ax ~--ax 

·1 

at;. ax 
:ay'= ay··. 

o 

a[.Y-Ys(x)] 
ar¡ ·. Yi(X) - y~(x) 
ay=· ay 

.1 
- · y,,(x) ;.:.iYs(x) ' 

a r~5x~~;~~l~)] ; 
. ' "ax 

[y,,(x) - Ys(x)] ¡.:...y~(x)] - [y -Ys(x)J [y~(x) -.y~(x)J '.', · 
[y,,(x) - Ys(x)J 2 

-y~(x)y,(x)+y~(x)y.(x)-[y~(x)y-y~(x¡.(x)-y~(x)y+y~(x)y.(x)) 
[y,(x)-y.(x)) .· 

-y~(x)y,,(x) - y~(x)y + y~(x)y8 (x) + y~(x)y 
[y,,(x) - Ys(x)J 2 

y [y~(x) - y~(x)J + y~(x)y8 (x) - y~(x)y,,(x) 

[y,,(x) - Ys(x)J 2 

. . ' ... ',_ ;\~. · .. ': .~ .. ~; .: .. ~ · .. ··::. h ;'- . 
Por la ecuació1~ (4.8:33), y= r¡ [y,,(x)-:-- Ys(x)J + y~(x); entc)§ces 

ar¡ r¡ [y~(x)J;y~(x)J[y,,(x) -Ys(x)J -'~~(x) [y,,(:zS:.. Ys(x)] 
ax ·, T ' ·-~ [y,,(x) -y8 (x)] 2

. -~:;· 
r¡ [y~(x) ~'y~(~))'.'."' y~(x) \, 

?Jz(x).:..ys(x) . 

' " 
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La métri=: puede~" ;xp~"'iI·.~~;~~' .• 
: ,-,~-" 

( ) 
-{ 

01678.875 (x -·"1·o:)r.:.· .. ''._;' . 'si~;~ fo . . · / si'lcl.S~(x :=;·117.875 

Ys X - 8 , .·, ,",, , . ~i)9i:'~y5 < X $ 299.125 

-
8
8
9 
(~· ~ 2·9,~:·12p) ·+ ~. · ~ra:·.;·_299:125 

_,::,~.;~~~.':J,:t:., ,... ---';·"- 'r ,..~~.;···. 

{ 

42
" ;8 . (x ~ 1~r+ ~~ · ~i io~}ºx s 177.875 

y,,(x) = 167.875 e'· . · . . 
34 Si 177.875 < X$ 299.125 
8 . 

89 (x-:: 2~~:1~_5,)~+; 34 si. x > 299.125 

Derivandoys(x)·y0,,(~)}t:~~inos:. 

y~(x) { 
o si x $10 

8 
si 10 < X_$ 177.875 

167.875 
o si 177.875 < X$ 299.125 

8 
.. 

-89 si X > 299.125 
'-. ,<;'~-~ .: ·. ; 

{ 
o • si,,x s,_10 

8 
, si·lO <: X$ 177.875 

167.875 
o si 177.875 < X$ 299.125 
8 

si X> 299.125 
89 

y~(x) 

Por lo tanto, 

si X $10 
8r¡ 9.530900968x 10-217-4. 765450484x 10-2 
_ ~ · -42.9530901+9.530900968xl0-2x si 10 < X$ 177.875 

{ 

o.o 

8x O.O 
. -.l 797752809rz+B.988764045x 10-2 

27. 7752809-0.1797752809.r 

si 177.875 < X $ 299.125 
si X > 299.125 
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Las ecuaciones q~e ·gohiet~rin 'ei' fl~J¿ 'son ''siriihare~ ·~-'l~ ·ci~;J~~~QdC:i¿n 
anterior: ...•. · e: ·:•·' '• ".'.:" .. : .. ,. 

contiim~~¡~'.{;'.;'~~;~l'~~\_:[."(. ª~)··· aF1 + . . {, ,::};, áa¡] ..... 
.... . •.•'·'·"';,,)<ªf\+,1i;-''.i','.: " ax : ar¡ ' y'(x);~ y'(x);:,ar¡. ' 

u~mént~·~~~'.ri:'.·~·8F;:~:¡~~r~[·(.·ª~~.aF2+">·:·:i:.·(1;L:1aa~·]· ·· 
. ·; :7··)~i.'.;a{y~'·"·· : 8~/,:;8.f!·':.'Yz(x):::;;Ys(x)·a,T/' 

Momento ~~i;{~iaF~:j·;l',;é_:: [. (ª~)':,::a}~:·.¡g?'~;'@iV·~~~··~··.aGa] 
· a{ · ' ': < .· . ax , '.ar¡ · ·.y,;(x).~ Ys (x) ar¡ 

·o~" ,,:.:.">·.~ ·_,, ···.\,,o'.,: ")\;.; 

: ¡• ,,;, •. ·l . 

. '<" ·, 
,;; .. "";~ :};~:··.:~. -." -

,:,:: !,,·· 

.. --:': ~: 

Vapor.saturado secó<:, . ,'>y,:::;;¡;135 

Vapbi 66~ tÍt~1d''iitlbi~Í x N':;,.\i:o35 + O.lx 
~ -- -- ~ -· ,.· .. 

En esta investigación tratamos el problema con aire. La ventaja de 

construir un programa para computadora, es, que podernos probar una gran 
variedad de datos de entrada, con diferentes gases, y obtener con rapidéz un 
resultado. Las condiciones iniciales de temperatura, presión y densidad, son 

las mismas que en la sección anterior. 

El número de puntos discretos utilizados son 45,141. Se necesitaron 

aproximadamente 300 seg para realizar los cálculos y 15MB de memoria 
RAl'>'l. .., . 

. ··;·-:.·~.<\' ~ .. :.-.:;~,~-~~-;~.:·.-~······· .. .. ·';. .. · ·.»' .. '' , ~ .... .· 
En la siguiente tabla se muestriµi los re~ulhidos ,éii.x :::.200.21 in (En el · 

conducto de área transversal mínima, la.distancia entre la frónt~ra éuperior 
e inferior es 26 in). . '.:: ~L;'l\\ .. ;';f,~'.'.¡0'~;:¡~~:;<,,~'é''iL::: · · · ' 
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j )',in ~ ll,nVs \•,mis p,kgtm' p. Ntm' T,K M 
1 8.0 0.000 5.125E+02 O.OOOE.00 2.678E.OO 2.992E-+-05 3.B91E+02 1.296E+OO 
2 8.7 0.025 5.055E+02 -1.166E.OO 2.671E+OO 2.994E-+-05 3.904E+02 1.276E+OO 
3 9.3 0.050 5.005E+02 -2.305E.OO 2.682E+OO 3.011E-+-05 3.911E+02 1.262E+OO 
4 10.0 0.075 4.984E+02 ·2.370E.OO 2.687E+OO 3.020E-+-05 3.914E+02 1.257E+OO 
5 10.6 0.100 4.983E+02 ·1.394E+OO 2.686E+OO 3.017E-+-05 3.912E+02 1.257E+OO 
6 11.3 0.125 4.993E+02 3.295E-01 2.SnE+OO 3.003E-+-05 3.907E+02 1.260E+OO 
7 11.9 0.150 5.006E+02 2.143E+OO 2.667E+OO 2.966E-+-05 3.901E+02 1.264E+OO 
8 12.6 0.175 5.011E+02 3.329E.OO 2.682E+OO 2.979E-+-05 3.898E+02 1.268E+OO 
9 13.2 0.200 5.003E+02 3.255E.OO 2.669E+OO 2.990E-+-05 3.902E+02 1.263E+OO 

10 13.9 0.225 4.975E+02 1.599E+OO 2.693E+OO 3.027E-+-05 3.916E+02 1.254E+OO 
11 14.5 0.250 4.934E+02 ·1.102E.OO 2.728E+OO 3.0B3E-+-05 3.936E+02 1.240E+OO 

· 12 15.2 0.275 4.901E+02 ·3.186E.OO 2.756E+OO 3.127E-+-05 3.952E+02 1.230E+OO 
13 15.8 0.300 4.897E+02 ·3.276E.OO 2.760E+OO 3.133E-+-05 3.954E+02 1.228E+OO 
14 18.5 0.325 4.916E+02 ·1.752E.OO 2.744E+OO 3.108E-+-05 3.945E+02 1.234E+OO 
16 17.1 0.350 4.939E+02 6.827E·02 2.724E+OO 3.DnE-+-05 3.934E+02 1.242E+OO 
16 17.8 0.375 4.954E+02 1.237E+OO 2.711E+OO 3.056E-+-05 3.926E+02 1.247E+OO 
17 18.4 0.400 4.959E+02 1.524E+OO 2.707E+OO 3.049E-+-05 3.924E+02 1.249E+OO 
18 19.1 0.425 4.958E+02 1.197E+OO 2.707E+OO 3.050E-+-05 3.924E+02 1.249E+OO 

·19 19.7 0.450 4.957E-+-02 6.841E·01 2.709E+OO 3.052E-+-05 3.925E+02 1.248E+OO 
20 20.4 0.475 4.957E+02 2.792E·01 2.709E+OO 3.053E-+-05 3.925E+02 1.248E+OO 
21 21.0 0.500 4.957E+02 1.546E·02 2.709E+OO 3.052E-+-05 3.925E+02 1.248E+OO 

. 22 21.7 0.525 4.957E+02 ·2.583E·01 2.709E+OO 3.052E-+-05 3.925E+02 1.248E+OO 

. 23 22.3 0.550 4.958E+02 ·6.817E·01 2.708E+OO 3.052E-+-05 3.924E+02 1.248E+OO 
·24 23.0 0.575 4.959E-+-02 ·1.201E.OO 2.707E..00 3.050E-+-05 3.924E+02 1.249E+OO 
.'25 23.8 0.600 4.959E-+-02 -1.515E+OO 2.707E+OO 3.049E-+-05 3.923E+02 1.249E+OO 

''28 24.3 0.625 4.954E-+-02 ·1.216E.OO 2.711E+OO 3.056E-+-05 3.926E+02 1.247E+OO 
27 24.9 0.650 4.939E+02 ·7.966E·02 2.724E+OO 3.076E-+-05 3.933E+02 1.242E+OO 
28 25.6 0.675 4.917E+02 1.628E.OO 2.743E+OO 3.106E-+-05 3.944E+02 1.235E+OO 
29 28.2 0.700 4.900E-+-02 3.02BE.OO 2.757E+OO 3.129E-+-05 3.952E+02 1.229E+OO 
30 28,9 0.725 4.904E+02 3.005E+OO 2.754E+OO 3.124E-+-05 3.951E+02 1.231E+OO 

E:~t 31 27.5 0.750 4.933E+02 1.162E+OO 2.729E.OO 3.084E-+-05 3.936E+02 1.240E+OO 
. 32 28.2 o.ns 4.973E+02 ·1.430E.OO 2.695E+OO 3.031E-+-05 3.917E+02 1.253E+OO ·-· 33 28.8 0.800 5.001E+02 ·3.145E+OO 2.671E+OO 2.993E-+-05 3.903E+02 1.263E+OO t-' >-3 ,, 34 

29.5 0.825 5.011E-+-02 ·3.295E+OO 2.663E+OO 2.980E-+-05 3.898E+02 1.268E+OO ~ t?::l 
35 30.1 0.850 5.006E+02 ·2.164E+OO 2.667E+OO 2.987E-+-05 3.900E+02 1.264E+OO t:::d~ 36 30.8 0.875 4.994E-+-02 ·4.035E·01 2.6nE+OO 3.002E-+-05 3.906E+02 1.260E+OO 
:rT 31.4 0.900 4.985E+02 1.252E+OO 2.685E+OO 3.015E-+-05 3.911E+02 1.257E+OO t"-~ Cr.> 

38 32.1 0.925 4.988E-+-02 2.225E+OO 2.687E+OO 3.01BE-+-05 3.912E+02 1.25BE+OO r-::; C":> 
. 39 32.7 0.950 5.01BE+02 2.176E+OO 2.681E+OO 3.009E-+-05 3.908E+02 1.268E+OO ~o 
40 33.4 0.975 5.115E+02 1.183E+OO 2.672E+OO 2.994E-+-05 3.902E+02 1.291E+OO -.~ 
41 34.0 1.000 5.106E-+-02 O.OOOE+OO 2.678E+OO 2.992E-+-05 3.891E+02 1.296E+OO o 

• to:::! 

Resultados en x = 200.21 in. 

En la siguiente tabla se muestran los.resultados en x = 388.65in (En la 
salida del eyector;.la distanci~'el1tr~ 18. fronte~a superior e inferior es 42 in). 

~ 
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J )',in T] u,m/s 1•,1Ws p,kg/111' p. Ntm1 T,K M 
1 o.o 0.000 6.883E+o2 ·6.203E+o1 1.200E+OO 9.616E+04 2.772E+02 2.070E+oo 
2 1.0 0.025 6.B33E+o2 ·5.618E+o1 1.184E+OO 9.625E+04 2.B32E+o2 2.032E+OO 
3 2.1 0.050 6.828E+o2 ·5.007E+o1 1.1BBE+OO 9.637E+04 2.825E+o2 2.032E+OO 
4 3.1 0.075 6.820E+o2 ·4.5SOE+o1 1.189E+OO 9.645E+04 2.825E+o2 2.028E+oo 
5 4.2 0.1CXl 6.819E+o2 ·4.023E+o1 1.190E+OO 9.656E+04 2.826E+o2 2.027E+OO 
6 52 0.125 6.821E+o2 ·3.502E+o1 1.191E+oo 9.668E+04 2.827E+o2 2.026E+oo 
7 6.3 0.150 6.822E+o2 ·2.991E+o1 1.193E+OO 9.682E+04 2.827E+o2 2.025E+oo 
8 7.3 0.175 6.822E+o2 ·2.499E+o1 1.194E+OO 9.698E+04 2.829E+o2 2.024E+OO 
9 8.4· 0.200 6.821E+o2 ·2.030E+o1 1.196E+OO 9.721E+04 2.831E+02 2.023E+oo 
10 9.4 0225 8.817E+o2 ·1.598E+o1 1.199E+OO 9.757E+04 2.B33E+o2 2.021E+OO 
11 10.5 0.250 6.812E+o2 ·1.221E+o1 1.204E+OO 9.811E+04 2.838E+02 2.017E+oo 
12 11.5 0.275 6.803E+o2 ·9.274E+OO 1.211E+OO 9.BB9E+04 2.844E+o2 2.012E+oo 
13 12.6 0.300 6.790E+o2 ·7.394E+OO 1.220E+oo 9.997E+04 2.653E+o2 2.005E+OO 
14 13.6 0.325 5.n3E+o2 ·6.518E+OO 1.233E+OO 1.014E+OS 2.865E+o2 1.996E+OO 
15 14.7 0.350 6.752E+o2 ·6.227E+OO 1.24BE+OO 1.031E+OS 2.879E+o2 1.985E+OO 
18 15.7"' 0.375 6.732E+o2 ·5.860E+OO 1.263E+OO 1.049E+OS 2.892E+o2 1.974E+oo 
17 18.8 - 0.400 6.717E+o2 ·4.928E+OO 1.273E+oo 1.061E+OS 2.902E+o2 1.967E+OO 
10·" 17.8 0.425 6.713E+o2 ·3.469E+OO 1.2nE+oo 1.065E+OS 2.905E+o2 1.96SE+oo .. 
19 18.9 0.450 6.71BE+o2 ·1.949E+OO 1.273E+OO 1.061E+OS 2.902E+o2 1.967E+oo 

·20·· 19.9 0.475 6.72SE+o2 ·7.886E-01 1.268E+OO 1.!l54E+OS 2.897E+o2 1.971E+oo 
21 '' 21.0. 0.500 6.729E+o2 6.531E-03 1.265E+OO Ul51E+OS 2.895E+o2 1.973E+OO 

·22 22.1 0.525 6.72SE+o2 7.844E-01 1.268E+OO 1.Cl54E+OS 2.897E+o2 1.971E+OO 
: 23' 23.1 0.550 6.718E+o2 1.899E+OO 1.273E+OO 1.061E+OS 2.902E+o2 1.967E+OO 
'24" 24.2 0.575 6.713E+o2 3.379E+OO 1.276E+OO 1.065E+OS 2.905E+o2 1.96SE+oo 
25 ·' 25.2 0.600 6.718E+o2 4.836E+OO 1.273E+OO 1.061E+OS 2.902E+o2 1.967E+OO 
28 26.3 0.625 6.732E+o2 5.804E+OO 1.263E+OO 1.048E+OS 2.892E+o2 1.975E+OO 

-27 27.3 0.650 6.752E+o2 6.206E+OO 1.248E+OO 1.CX31E+OS 2.878E+o2 1.985E+OO 
28 28.4 0.675 s.n3E+o2 6.506E+OO 1.233E+OO 1.014E+OS 2.864E+o2 1.996E+OO 
29 29.4 0.700 6.790E+o2 7.373E+OO 1.220E+OO 9.994E+04 2.653E+o2 2.005E+oo 
30 30.5 0.725 6.803E+o2 9.246E+OO 1.211E+oo 9.885E+04 2.844E+o2 2.012E+OO 
31 31.5 0.750 6.812E+o2 1.218E+o1 1.204E+OO 9.807E+04 2.837E+o2 2.017E+oo 
32 32.8 o.ns 6.818E+02 1.596E+o1 1.199E+OO 9.753E+04 2.B33E+o2 2.021E+OO 
33 33.6 0.800 6.821E+o2 2.031E+o1 1.196E+OO 9.718E+04 2.830E+o2 2.023E+oo 
34 34.7 0.825 6.822E+o2 2.501E+01 1.194E+oo 9.695E+04 2.828E+o2 2.025E+OO 
35 35.7 0.650 6.822E+o2 2.996E+o1 1.193E+OO 9.679E+04 2.827E+o2 2.026E+oo 
36 36.8 0.875 6.821E+o2 3.SOBE+ol 1.191E+oo 9.667E+04 2.826E+o2 2.027E+OO 
37 37.8 0.900 6.B20E+o2 4.031E+o1 1.190E+OO 9.655E+04 2.825E+02 2.027E+OO 
36 36.9 0.925 6.821E+o2 4.559E+o1 1.189E+OO 9.645E+04 2.B24E+o2 2.029E+oo 
39 39.9 0.950 6.836E+o2 5.102E+o1 1.189E+OO 9.836E+04 2.B23E+o2 2.035E+OO 

t-: -· 40 41.0 0.975 6.8nE+o2 5.667E+o1 1.1BSE+OO 9.624E+04 2.B28E+o2 2.047E+OO 
41 42.0 1.000 6.866E+o2 6.203E+o1 1.200E+OO 9.616E+04 2.772E+o2 2.070E+oo 

'.?'' :-.... _ 
1; 

•. !· 

- .. d 
.• C) Resultados en x = 388.65 in. ,_ 
e,,-~ !'.:~~~ ,_ •.. ,, K-'\ 
Cl:l >--· 
i;: ... :¡ ~ ' E-·• ~ 

~ ¡;::,e..¡ 
Enseguida se proporcionan las gráficas de superficie y curvas de nivel, 

ele las variables más importantes del flujo,: que.dan solución a la forma del 

eyector. '. •,: .. __ ; 
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FIGURA 4.8.F32. Componente de velocidad en x (m/s) 

FIGURA 4.8.F33. Componente de velocidad en y (m/s) 
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FIGURA 4.8.F34. N1ímero de Mach 

FIGURA 4.8.F35. Densidad (p) kg/m3 
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FIGURA 4.8.F36· Temperatura (T) K 

0111' 

FIGURA 4.8.F37. Presión (p) N/m3 





Capítulo 5 

FLUJO BIDIMENSIONAL 
NO ESTACIONARIO 

En este capítulo investigaremos el comportamiento del flujo bidimen­

sional no estacionario, de manera similar a como se hizo con el flujo esta­

cionario en el capítulo 4. En este contexto incluiremos la variable tiempo. 

5.1 La ecuación que gobierna el flujo 

La ecuación que gobierna el flujo bidimensional no estacionario es 

au aF ac 
8t+ ax +ay =J, (5.1.1) 

la cual es conocida como sistema completo de las ecuaciones de Navier-Stokes 

en su forma de'conser'7aciÓn de la masa, donde 
' ' - - . -. ; ; - - .- '. - t. '~ • • 

·,:·· 

117 
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Debe mencionarse que utilizamos la forma de conservación de la masa 

únicamente porque tiene ventaja para implementarse en un programa para 

computadora, a diferencia de la forma de no con~ervación. Es por eso que 

la forma de conservación de la masa es llamada forma"acondicionada para 

Dinámica de Fluidos Computacional. . ,. · · 
., 

Como consideramos que el flujo es adiabático, ·es ·d~cir, sin fuerzas exter­

nas que actúen sobre las partículas del fluido, c<:>rii~ pbdrían ser la gravedad, 

campos magnéticos, etc., entonces el .. .vector .:J es cero; Además, como 

suponemos que las fuerza8 superficiales como los esfuerzos cortantes, de­

bidas al contacto directo entre partículas dél fluido o con paredes sólidas, . . . ' . ' 
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~--'''.}_¡_ --~ 

. son despr~ciá.bl~~' e~tonces1 los.términos T y q son eliminados. El fluido se 
supone perf~cfo C:~i6rfo8~ill~~te; por lo qu~ ' 

. ·' ·, ' .. ·. ·' ,' 

e=·-1_!!, 
'Y...:. 1 p. 

En consecuencia, la ecuación (5.1.1) puede escribirse de la manera siguiente, 

donde 

u ¡ 
F ¡ 
G = ¡ 

au aF aa · 
8t + 8x + 8y =:' O, 

p 
pu 
pv 

(-1_!!, + u2 + v2
) 

-y-lp . 2 ; p 

pu , ' ',n 

pu2 +p· 
·' puv,. 

(~~l~~ +u2;v2}pu+pu 
•, e,· . 

pv·: 

puv 
2. 

pv,,+p. 

( . 1· p u
2 + v2

) . : .-. ---+--- pv+pv 
-y-lp 2 

(5.1.2) 

Podemos denotar cada elemento de los vectores U, F y G como sigue: 

U1 = p 

U2. pu 

U3 · = pv 
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G1 

G2 

G3 

G4 

CAPITULO 5: :FLUJO BIDIMENSIONAL NO ESTACIONARIO 

= 

= 

= 

·(• .. ·· .. l .. :p u2+v2) ---+ p 
"f.-:-lp . 2 

1: · . u2 + v2 

'Y..:.1P+ 2 p 

pu 

pú2+p. 

puv .. . ··-.·· . · . 

·.•·(·,.·L·p·· u2+~2) 
.•.. 'Y "'- 1 fj + -.-2-·. pu +pu 
. :.. . ; . 2 .; 2 

'Y . u +v , 
-y- 1 pu + pu 2 · 

'~ ·~ ' 

:pv·~:·. 

puv 

pv2+P . . 

( 
·· 1 · p u2 + v2 ) · · 

. . 'Y ,.... 1 p +. 2 . pv + pv 

~·-·· . .· 'u2 +v2 .'' . 
--lpv+pv 2 "!- . 

Para poder conocer los valores delasvariables primitivas (p,u,v,p,T), 
las decodificamos de las variables de flujo u: com~ se indica. enseguida: 

p 

u 

V 

p 

T 

= 

= 

U1 
U2 
U1 
U3 
U1 

("!~ 1) [u4,.... 2~i.(u~ + ;¡)] 
P. 

pR·· 
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Por conveniencia, al hacer los cálculos deben obtenerse' los val.o~es de 

las variables de flujo F y G, de las variables de flujo U;'> Consecuente­

mente, F1, F2, F3, F4 y G1, G2, G3, G4 pueden escribirse entér~inos de 

p y U1, U2, U3, U4, como: 

··pl 
.•,_ 

u2. . . -
• . 

'Ui . 
.. :\, 

F2 -+p·· 
U1 

F3 
U2U3 --¡¡;-. 

F4 
u. 
U~ [U4+p] 

G1 Ua 

G2 
; U2U3 ·· --¡¡;-

u.2 ··. 
Ga = _3 +p 

U1 

G4 
U3 
U1 [U4 +p] 

5.2 Configuración de la solución numérica del 
eyector 

Como en el caso del flujo estacionario, el estudio lo hacemos sobre una 

malla uniforme rectangular (plano computacional), y aprovechamos la trans­
formación ya definida para dicho caso: 

e = X (5.2.3) 

-·-----... --.-.--..,---,-. -· ... ' 
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Y -ys(x) 
r¡ = ,Yz(x) - Ys(x) ' 

(5.2.4) 

Ahora solamente · agr.egamos ... · r 

r=t (5.2:5) 

De esta manera transforina'.xnosel:espacio.xyt.·en el.espaciorectangular · ... 
er¡r. Observemos que ··r ·= i, debidÓ•~qú~ ~f tiempo n~·. 'cie~e~de ·de ~tra · 
variable. ' ' .;;;; ···s; ·:;· :;'~·.;;:. ;• .. ;:~ .. ):~,.'.:;::• .!/'..: 

. · ;··~>\:>. \{~: .. /:~<" -~~~,.~::\:\·~y~_,\~~--~;:>~r;.~~-(·~{~.:.(.:::';::~:;:~_~;~:0:~'.J~;~;· .. ·;~~t>; Y'.·~·:: .. -:1~::: ·,-; . . . 

ope~~:,:;oo• ·de la• ''7""~ióll\oo;obtelld<áiaplirr;~ r~~t" 

ax 
a 

8y -
a 

.ae:,(·atJ\<.:;,;ar¡(at,J;•.r:••arÜatJ. > .. ··· .. 
· · · · · ? ;~.é;{tfi:f ,~~~'~:·.··::i}'::~i· ·~;;;i>iJ~· "L '.~~ · .. · a 

donde cada una ele las.· m' e.'t·i:·.1···c··.a.s···. ·.·6~.·.\ .•• ~r·_·e·.·,.~ ........... (. -. .\.· ·.····(··-. e).. ( -.. r¡)· es ·:.··· > .· ... \ax) ''\:8y)r'.~\:8y)"> ·at'}' \8t 
cero, y cada una de las métrJ~~.(~!)\:.(~;).k:~·:~JT?1g~ot"~~~id;la.01erlvada 
ele la transformación se. obtendrá· aplicando lo.s'.siguientes' operad.óres · simpli-

ficados: ·.·: >i ;, ,;.,r.~if:'.;(:···.~·h~;{,::if'-f.ít:~J~,:~:. . . . 
~ ~~" .·: ::~:.:/ :-, :·~ 

,{'. 
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•Por lo anterio'r',, la: ~cu~~ó~ (5;i;2) se transforma en 

BÚ1·:.·:·.,;[:a'F~.;;¡;·'.~~·.:(·.ªT/) .. ].· , .[aG (ªr¡)] ·.'.· -+. -.+.'-.· - + - - =0 
ar·~ ' 8f /8r¡, ax . ar¡. ' ay ' 

··a.u '''Y'~[1%;,Jag~;)]''[ ad Ga.)J •.••.• · 
o sea, 

(5.2.6) 

·(ª.T/ .. · •)··.·····.•·./,;,,·:·•. ;·.·.; .. 7,1.Í,~8,.\x);i-:yz(x)] -y
8
(x). · ax ,, .... . :Y.z:(x).:-Ys(x) . 

La ecuación (5.2.;;,:p~1~~~f i~~(~r¡¡~~a de eouaclon~, donde 
su etiqueta muestra el·orÍge~·de~iá~'uii~: '":•'•· 

car;ti~uidai =.··~:=~[~+~,(~)]-[~'(~)] ,(5.2.7) 

Momentoenx ~ ~-[~+~ (~)] - [~(g)}{~5:2.8);, 
' '. - . . ;.-:,:·'.'\~_:·::¡':~~-; ·-·~ ~·:'.<;:_·. ~ ~~·:_;·_:~>::.:;;,., -, . ·,: · ... 

Momeiitóen'y' :\«.~=-[~+~ (~)] ~· u~~(~tfe:(5i.~.9) 
'{.;;}.:'.~~ :( . ;· __ . 

Energía : ~ = - [ ~ + ~ ( ~)] - [~;(~)] (S~2.10) 

TESIS CON 
1 .;..~ DE ORIGEN 
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5 .3 Esquema MacCorrnack. La ecuación que go­

bierna el flujo en diferencias finitas 

Por conveniencia, al realizar los cálculos el subíndice i avanza sobre el 
eje x (columnas), y el subíndice j sobre el eje y (renglones). 

( 8:rª)~. 
i,J 

;. ,_,:·,_ ''-~. ·," 

Los valores predichos de Jos ter~in6s u;·so~ obt~nidos como sigue: 



5.3. ESQUEMA MAcCORMACK. LA ECUACIÓN :.·. ' 125 

(u1f+A,. = (ui)..:~;+)l8u1 ):,. .. , ó:r 
i,j .... · , ·:' .· ~'.~:\ \ 8r · ~j · · · 

(u2)~:A,. .. = .·.cu~)['j +' f..ªau2) . . t::.r 
i,1 J. ·'' •' , , , \: T '1 

(ua)~:·Ar.":.:: \';_(~~).[;,:.;·(8aUª)~. D.r 
l,J '> , T i,3 

M t;i'i .•••. ~ t :1~!tr J~ .. y1:·) ;, "' 
,·.:: :. '}' . '.·.~.: .. ,_.:>:.~· 

Antes de proceder con ei pas{~~fi~~t~r, es conveniente decodificar la 
presión, a partir de las variables de flÚjo u, como sigue: 

... ,.,,;·:·.'.,/¡.· .. ;··.'; ... 

'""').:tAr = ( _ l) [(ü )'f-t-Ar _ ... 1 . [(u2)r+Ar + (u2)r+Ar]l 
V' i,3 'Y 4 i,1 (- )r+Ar 2 • . 3 · • 

. 2 U1 . . "
1 

"
1 

. . . . 'IJ 

Con el valor predicho de p, podemos encontrar los valores predichos de 

F y de G, los cuales son necesarios en el paso corrector: 

(
- )r+Ar 
F1 . . = 

"' 
(
U )r+Ar 

2 .. 

"' 

(
- .) r+. .6T: 
F4 .. 

' i,3 
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(- )T+~T 
G3 . . · 

"' 

(-)T+.0.T G4 .. · 

"' 
- ~···- -

Paso corrector. Escribimos las e6~á.CÍ6rie~ (5.:Ú) a (5.2;10) en términos 
de diferencias hacia atrás, . utili~IUld~\ 1ru;'"v·~riab,les pr~clichas ;F y G : en el 

- · · r ,·-·' · · -. · r; ·- · ···· · · ·' -. - · • · . 

tiempo t + D.t: . , , 

(-)·T::.~~·'.;ff¡(·:f, )'i;::~~·:)\-: :~'. ·(_)·::;.+e;:T·;·•.; .(.~)T.+ . .0.T 
F2 · · . :.: .. : F2 ,. ~<· ::í ! a· · F2· e >- F2 

i-1,j ·', .. i,j,. \:+·(......!?.) i;j-1 ' .. '· ·. ' i,j 

;< '~e."'' ... · ,.;, ": ax) é::.r¡ 
_ . . .... :.-:;.;:--:'.A·~-~-,·;J~-~~-,~~\:::f.~i!~'.f);.r~-~;-. · -
+(~iy (q2)¡;;:r::y~(7!2)i./~ ·, -

)
T+dT 
.. 
•.J 

\: 

' ..... J 
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Escribimos las derivadas parciales promedio como slg~~: .·· 
. ., 

(ª!'),,_ = ~ [(':')~{~_(b~'("] 
·,_,', 

(.8:.r2) i.iav .! [·carh )'~: ;-~-~(·aü2•)rªTJ 
2_ •.. !J.L -~J.~:2: .~r .. iJ .. · . 

(ª!') .,.. .= ·E'k~~~l~ít~~1Jii~'l · 
(8U4) .····J. i°.[/aú¡)· ftLt~,-f~;.]· 

. ar : i,j~;/· = . ~; \ar{ ~;}~'.iV?ffl(}.F .• 
.. "::~·;,': ·'. ·-{' -

127 

Finalmente las variables de flujo U; en ~n;i~iu~6< i + ~r, se calculan 

como: 

(u )°!'tªT . 1 •,J 
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( TT )Tt~T 
. v.2,.,3 

y en el paso corrector como . 
' ' o. - " : t.' ;! !·. ~' .' • ·-,"' - ,.;:, ·L 
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5.4 Cálculo de los incrementos en espacio y tiempo 

Como se sabe, en el presente caso, las ecuaciones que gobiernan el flujo 

son hiperbólicas, y por tanto es necesario aplicar el criterio de estabilidad 
CFL (Courant-Friedrichs-Lewy), para este tipo de ecuaciones, el cual per-

mi te calcular el máximo incremento que se debe tomar en cada iteración 
para conservar Ja estabilidad del sistema. 

El incremento D.r¡ sobre r¡ es constante: Ar¡ = 0.025 

Los incrementos A{ sobre {, son Jos incren;_e~tos qu~'se··~~neraron con 
el criterio CFL para el. caso· del flujo no estÍicioWiri6~ 'p·¿~ ,:es'te 'motivO se 

guardaron en el vector del tae;• en memoria.tempoiaí;· y aÍ fin'aÚzar el pro­

grama se almacenó en disco. El vedar del-Í:a~. c~ntierie lo~. valores. de A{ que 
se generaron e~ cada iteracló~.:·(Progi~~a,del apél.lcii~.~·J3'~a:;:~j~' ;olución 
al difusor del eyector). • , .... · ' , . . ,· " " . . 

El incremento de t se obtiene c~rrio sigue: 
-•' • ~- - ""; 1_- ·,-,,.,:.! ; ·<.---- -:··· ·. - ( -~'. .: . . '-~ ¡ -

. . ' 

Are.= e. ('Ui,jl +'¡iii,jl ;ai· 
"

3 
. · D.{ D.r¡.>' :.; ·~., (D.{i)2

'·\, • (Ar¡)~· . _•. · •.. 

En la expresión anterior se exceptuan &·=7·i}; (i~·:N)1 /(J',':=hy;'(j= M), 
es decir, solo se toman . en. cuenta' l~~ .ptinto

0

s,:i~t~~iores'. : Óe esta m~nera 

:~::;•moo ~~ ~::~8;;J,:i;&~1i~~!~~?~f ili[=r~,~ín·~º· 
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5.5 Condiciones iniciales y a la frontera 

Observemos que estamos resolviendo un sistema de ecuaciones diferen­

ciales parciales de primer orden en tiempo y de segundo orden en espacio. 

Por consiguiente, las condiciones iniciales y a la frontera, velocidad y tem­

peratura, son necesarias. 

Nuestra solución avanza sobre el tiempo, a partir de un conjunto de 

condiciones iniciales que especifican las propiedades del flujo en cada punto 

(i,j) en el tiempo T = O. Las condiciones iniciales que tomaremos son las 

que resultan de la solución del flujo estacionario. 

Las condiciones a la frontera son las siguientes: 

l. ·La densidad p, la temperatura T y la presión p, permanecen constantes, 

en i = 1, por lo tanto, el vector de continuidad U1 en i = 1 permanece 
constante. 

2. Los vectores de momento U2 y U3 en i = 1, se calcula utilizando 

extrapolación lineal: 

U2(i=l,j) = 2U2(i=2~) -- U2(i=3,j) 

u3{i=l,j) ·:.:;_2Vi,e;~2.ir~',v~ci=3,j) 

.. -,·.-
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Frontera superior (fija) 

(IMIN, JMAX) y .. (IMAX; JMAX) 

u, •. y v,., 
exlrapolado8del Interior: ' 

;. 

u,v,i:J,y.T 
axtra~ol~d~• ,dal lntarlor 

. Flujo . _ ._ .... _, -· _,. .. , ¡· »4~1.~1 ,punl.º!.dln~•t~•. , _ 

p,., 
(fijos) r,., 

P1·1 

(IMIN,JMIN) 

5.6 Resultados 

X 

DOMINIO COMPUTACIONAL 

(IMAX, JMIN) 

·Frontera Inferior (fija) 

FIGURA 5.5.Fas. 

El código del programa para resolver el flujo bidimensional no esta­

cionario lo escribimos en el Apéndice B. Lo ejecutaremos tecleando: 

>>flujo 

Solución numérica al sistema bidimensional no estacionario 

Cargando de disco ... Carga de valores iniciales OK 

Inicializando U ... OK 

Inicializando F ... OK 

Inicializando G ... OK 

Redimensionando deltae para ejecución en paralelo ... Ok 

Redimensionando x para ejecución en paralelo ... Ok 

Redimensionando niu para ejecución en paralelo ... Ok 

iter n:300 
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Introducimos' 1600 iteraciones en el tiempo. Durante su ejecución el 

programa mostrará la Ar; l?S pasos que ~a' ejecutando del algoritmo; y la 
mayor diferencia que exist~ erit~e ¡~ iteración actual y la anterior, de los 

principales términos d~ fiuj~ Ui, u2; Üa y U4. 
Después de apro,clmadamerite SO minutos de cálculo, en un procesador 

k6-2 300Mhz, se llega a 3c)();it~i:aeibries, y obtenemos una diferencia entre 

el tiempo t y t ....: :1 ~~kt~bÍ~!':· El 'programa en' cada iteración muestra lo 
,. ,•"·- . - - ;::.f-\1·;·::_';'''··-i,· . ' 

siguiente: 

Calculando deltat .•• deltat min 

encontrado en 36400 (33 , 888)0K deltat 0.0000240579932407 

Calculando diferencias hacia delante ... OK 

Viscosidad Artificial ... OK 

Calculando los valores predichos ... OK 

Calculando los valores corregidos ... OK 

Calculando Viscosidad Artificial(2) ..• 0K 

Calculando las derivadas parciales promedio ... OK 

Calculando los nuevos valores ... 

máxima diferencia en 

máxima diferencia en 

máxima diferencia en 

máxima diferencia en 

difU1 0.00054752 

difU2 0.01567427 

dif U3 0.01402547 

difU4 14.75219735 

t: 1600 

dt:0.039572106562918 

U1 15906 

U2 13979 

U3 15989 

U4 15871 

(39 • 388) 

(39 • 341) 

(40 • 390) 

(4 • 388) 

elapsecLt:l.me . = 3. 559840800000000e+004 

En las figuras (5.6.Fag) a (5.6.F44) se muestran las gráficas de superficie 

y curvas de nivel más importantes. En cada caso, en el inciso (a) aparecen 
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las condiciones iniciales (flujo estacionario), y el inciso (b) la distribución 

después de 300 iteraciones en el tiempo. 

40 

30 

(b) 20 

10 

40 

30 

(b) 20 

10 

50 100 150 200 250 300 350 

¡650 

600 

550 

500 

¡::: 
550 

500 

FIGURA 5.6.F39. Componente de velocidad en x (m/s). 
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FIGURA 5.6.F 40· Componente de velocidad en y (m/s). 

~ 
t--9 ~ .. 
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~ ....... 
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FIGURA 5.6.F41. N1ímero de Mach. 

100 150 200 250 300 350 

FIGURA 5.6.F42. Densidad (p). kg/m3 
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FIGURA 5.6.F43. Temperatura (T). K 
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FIGURA 5.6.F44. Presión (p). N/m3 
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CONCLUSIÓN 

Las computadoras electrónicas se utilizan ampliamente en la solución de 

problemas de ciencia, ingenería y negocios. Este uso se basa en su capaci­

dad de trabajar a gran velocidad, producir resultados eficientes, almacenar 

grandes cantidades de información y llevar a cabo, sin la intervención hu­

mana, secuencias de operaciones largas y complejas. 

Sin embargo debe entenderse que la computadora no resuelve el pro­

blema, sino que participa en el proceso de solución. No le preguntamos a la 

computadora ¿cómo construiré este nuevo aparato?, más bien, construimos 

un modelo en que se pueda usar una computadora, para obtener respuestas 

a preguntas como la que sigue: ¿Cómo trabajaría el aparato bajo esta serie 

ele condiciones, si lo construyo de esta forma?. Existen muchas maneras de 

construir el equipo; hay varias condiciones de operación a considerar, y un 

conjunto de características que una computadora no puede determinar. 

Resolver un problema con una computadora significa mucho más que el 

trabajo que ejecuta la máquina. El proceso de solución consta de: iden­

tificación del problema, descripción matemática, análisis numérico, progra­

mación de la computadora, verificación del problema y producción e inter­

pretación de resultados. 

En la última etapa, el usuario de la computadora debe interpretar los 

resultados para ver lo que significan en función de las combinaciones de 

objetivos que el sistema propüesto debe satisfacer. Frecuentemente es nece­

sari~ repetir alguno o todos Jos pasos·anteriores, antes de que el problema 
-::. ' . 
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esté realmente resuelto. 

En el capítulo 4 se estudia el flujo supersónico compresible sobre una es­

quina de expansión, este se puede resolver utilizandc:i la función de Prandtl­

Meyer (4.1.2) y las ecuaciones (4.1.3), (4.1.4) y (4~1.5) para encontrar los 
nuevos valores de M después del ángulo de expansión. - ·,Este problema 

se encuentra en la literatura de flujos compresibles supersónicos, sin em­
bargo como se mencionó, se necesita resolver la función de Prandtl-Meyer 

implícitamente para obtener el nuevo valor de Mach (M). En la bibliografía 
de dinámica de fluidos se encuentran tablas de valores de la función de 
Prandtl-Meyer para algunos valores de Mach, sin embargo es posible que el 

número de Mach que buscamos no se encuentre en la tabla con la precisión 
que deseamos, y tenemos que escoger el que más se ajuste a la tabla, por 

esta razón es mejor aproximar la función utilizando un algoritmo como el 
de Newton para encontrar el valor del número Mach. Hasta este momento 

se ve la necesidad de una máquina de cálculo que permita construir las 

Tablas de los valores de la función de Prandtl-Meyer, o encontrar de manera 
aproximada el valor de Mach. En el programa diseñado sé usa la función 

de Prandtl-Meyer para ajustar las condiciones a ia frontera, y se encuentra 

el nuevo valor de Mach utilizando el método de N~"'ton, para ajustar las 
,'.:.':>/·:.\";:;}_··· 

condiciones de p, T y p a la frontera, .· -:. ' ··\ 
1 ~-... =~<·;. !- . \~ 

La manera tradici~na1 .de ré~~lveF e~ problem~_del,flujo súpersónico, sobre 
' ' 't ,' -' ,. • .; . '' .j: ., '. . .: - - .·.. .-, - . ·, '· , .. "·"'. ~ ,,:- ;,•, : .. j. ~·,_, •. , •.'.•,J._.•." ' ( . . 

una esquinácÍeexpall,slóÍi, es utilizando la función cle_Prandtl-Meyer,. 

1 (~)·~·,vi ~;,~~>'.i;.~,~i\~±:¡))~¡~~'VM' ~ 1 

Si los. valores de entrada'. del flujo ~or{ 

ly!1 2 
·.': .· 

L23Kg/m3 
.P1 = 

Pl· = 101000N/m2 

T1 286K, 
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entonces f(M1) = 26.3797608, y si el valor del ángulo es(}= 5.352, entonces 

'=:'26.3797976.oá.+5;352, ".· 

. F>, ~i~?3,~f:6'~~\7ih"·::" . 
,- ' : ·:' ! .c.~ ' ; ',,,. ·• 

'·." ·. _-.,. 

Resolvi~ndof demanera"implícita, ~btenemos M2 = 2.19997166. 

Se implementó la función RAIZ(f,r,M,iter) en MATLAB, para llevar 

a cabo esta operación a través del método de Newton. 

raiz(26.3797608+5.352,1.4,2,50) 

ans = 2.199971666095640e+OOO 

Una vez obtenido M2 podemos calcular los valores de p2, T2 y P2 uti­

lizando las ecuaciones (4.1.3), (4.1.4) y (4.1.5) como sigue: 

P2 

P2 

1.4 

. ··[ .• .1 + [(1.4 - 1)] 22 ·] 1.4 - 1' •, . 
101000 . . 2 

.· . . 1+ [(1.4 - l)] 2.199971662 ., •. . 
2 ·" .. .' . 

73910.57 

73910.57' 
287.11(261.59) 
0.98 TESIS CCd 

FALLA DE ORIGEN 
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----.> 
M 1 =2 

.... Po,; IOIOON/m2 . 

FIGURA C.F 45 Solución analítica a la esquina de expansión 

La solución numérica aproxima satisfactoriamente a la solución analítica. 

Los valores de Mach generados por el método computacional en la región (II), 

mostrada en la figura (C.F4s), oscilan entre 2.18 a 2.22, mientras que el valor 

analítico es 2.20. 

Es notorio que construir un programa para dar solución a la esquina de 

expansión requiere más trabajo que la solución analítica, por lo que construir 

una solución computacional demanda el conocimiento de más temas, desde 

el matemático hasta el computacional. 

Es claro que las soluciones computacionales no se construyen ·para los 

problemas que se pueden resolver analíticamente, sin embargo, en su pro­

ceso de construcción, los resultados que arrojan se e.amparan con soluciones 

analíticas, para establecer un parámetro de error y éalidad del modelo com­

putacional. La solución a la esquina de expansión fue el prototipo que de­

muestra que el modelo propuesto aproxima con aceptable exactitud. 

Una vez que el modelo construido se considera correcto y funéional, se 

. aplica..a problemas dc;mde no es posible eúéóntrar una solución analítica, 

como es ~l c·aso del diiusor del eyector; donde' las líneas de Mach interaccio-... " •" ~. :- •. \;f J . . . ' . . 

.r. '' t'\ 
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nan, y es necesario resolver el sistema completo de las ecuaciones de Navier­

Stokes. 

De esta exposición se puede llegar a varias conclusiones. Primero, la com­

putadora no resuelve problemas por sí misma; únicamente sigue procedimien­

tos de computación cuidadosamente definidos. Segundo, ·una computadora 

no releva al usuario de su responsabilidad de planear cuidadosamente el .tra­

bajo; al contrario, el uso de la computadora exige una planeación mucho más 

cuidadosa. La computadora es más rápida y precisa que un humano, pero 

no puede decidir cómo proceder o qué hacer con los resultados. Tercero, una 

computadora de ninguna manera reduce la necesidad de un entendimiénto 

amplio y detallado del área del problema o de un conocimiento completo de 

las matemáticas con las que esté relacionado. 





Apéndice A 

FLUJO UNIDIMENSIONAL 
NO ESTACIONARIO 

Consideremos un flujo unidimensional dentro de la boquilla de un eyector, 

donde las características del flujo dependen de su densidad, y la densidad a 

su vez del área del conducto por donde fluye. En un flujo unidimensional 

se supone que las cantidades de presión, temperatura, velocidad, densidad, 

etc., son uniformés en cualquier sección recta del conducto que lo contiene, 

y~ún cuanc::lo'dichas restricciones pueden parecer severas, se ha visto que el 

'ni~delo es una buena aproximación para muchos flujos reales. 

Los flujos internos en boquillas involucran cambios de sus propiedades 

a lo largo del conducto, como resuit'ado de las variaciones de área, calen­

tamiento y fricción. 

Consideramos un flujo isoentrópico a' través de una boquilla convergente­

divergente, como se muestrá en la figura A.F1. Los valores de presión po, 

temperatura To y velocidad Vo; son los valores de entrada; el valor de Vo es 

muy pequeño, Vo ~ O. Suponemos que .el flujo se expande isoentrópicamente 

hasta llegar a una velocidad supersónica a la salida de la boquilla, donde 

los valores de salida de la presión, la temperatura, la velocidad y el número 

de lVIach, son denotados por Pe, Te, Ve y lVle, respectivap.Jente,, Partimos del 

143 
i 
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hecho de que el flujo es subsónico en la sección convergente de la boquilla, 

sónico en la garganta, lo que significa que la velocidad en esta localización es 

igual a la velocidad local del sonido, y supersónico en la sección divergente. 

El área transversal de la boquilla está en función de la distancia x a lo 

largo de la misma, y por consiguiente el campo del flujo es en realidad bidi­

mensional (xy). Sin embargo asumimos que las propiedades del flujo varían 

solamente con respecto a x, y por lo tanto sus propiedades son uniformes a 

través de una sección tr.ansversal dada, de esta manera el flujo es definido 

como cuasi-unidimensional. 

"""' ........... I' uccldn divergente 

~1 

P, 

T, 
p, 
V0 -+ O 

r• 

M>I -Pl•Jo 

'P. .t' 

: r. 
. v. 
• M, 

Vº·•aº --------- L _________ .,.., 

•'. ·. , 

·. FIGURÁ _.t\.F¡ 

El flujo en la boquilla no sucede por.sí .sólo, coipo en,tqd~s los .sistemas 

mecánicos, se necesita una fuerza para acelerar .una ma5aAl3.da. ;:·En. este 
' . . - . . ' . ' ' 

caso, la fuerza ejercida en el _fluido para acelerarlo .• a.trav~s1 9:ela.boquilla 
es proporcionada por la presi6n del fluido actuante, como;se .. expliéó en el 

capítulo l. 

De acuerdo a la literatura, el sistema de ecuaciones que se deduce de las 

de Navier-Stokes, en su forma de no conservaci6n, que 

TESIS CO~! 
FALLA DE ORIGEN 
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describen un flujo unidimensional no estacionario en un conducto o un área 

cerrada A, para fluidos ideales de baja y moderada densidad; son: 

Continuid;,d, · · 

a(pA). + pA av + pVªA+ v~ªp =o. 
8t ax. ax .. ·. ax (1) 

Momento en x, 

(2) 

Energía, 

8T .. < 8T'. : [8V a(hiA)]. 
pe,,-+. pVc,,. - = -pR:I' - +V---

at . •···. :; ax . . . ax ax 
(3) 

La introducción del área A a las ecuaciones en su forma de no conser­

vación, es extensa y compleja para tratarlo aquí. 

Procederemos a configurar una solución numérica de las ecuaciones (1), 

(2) y (3). Notemos que estas ecuaciones están escritas en términos de va­

riables diniensionales. Utilizar este tipo de variables en ingenería tiene sus 

ventajas porque proporcionan la magnitud de las cantidades físicas reales. 

Sin embargo es común utilizar variables no dimensionales para este tipo de 

ecuaciones. Las variables de flujo no dimensionales están referenciadas con 

respecto a sus valores de estancamiento y son independientes de cualquier 

tipo de medida. Las variables no dimensionales p', p1 y T' varían entre O y 1, 

lo cual es una ventaja estética cuando se presentan los resultados. En el es­

tudio de CFD algunos prefieren utilizar variables dimensionales porque pro­

porcionan magnitud, otros variables no dimensionales por su forma estética, 

pero no existe una diferencia real, y la elección es consideración de la pre­

ferencia personal o del tipo de problema, tampoco existe una ventaja com­

putacional porque cualquier operación de punto flotante requiere el mismo 

tiempo, sin imp~rtar que tan grande o pequeño sean los números. Quizá el 
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- . . - . 

problema que presente Ja forma no dimensional, es el c~mblo de ~~iable que·. 

necesitan las ecuaciones que gobiernan el flujo.' 

Ahora escribiremos las ecuaciones (1), (2) y (3) en términ'.os d~ variables 
no dimensionales. Se define la temperatura y densidad no dirrien~lonal ~orno 
sigue: 

T' 

p' 
. Pó ·· 

Por otra pa;-te; ~i L es la longitud d~ Ja boquilla, definimos Ja dimensio­
nalización como 

:,· x' = .::. 
.. L 

Den.otandola velocidad l~cal cié ~s·t~caíniento del sonido como ao, donde 

/:' ad'-i:).;;.RTo, •. 
.. - '>.::_' . ·::--.:~;,;~:¿~··', ,:::·?·;,_~¡·!~~;'.-:~~.\· ;·.,;::;_~<; ;_;\}~:<' - , . " : 

definimos la.dimensionalizffi~~i ?~.l~\~J~Si~ap. come;>.: 

'· · ,;,l{:~':'f·ao' ;: 

También la ca~tid~d L/~~,i~~ü'ci~·.~i~~~sionalizar tiempo, y definimos ___ ,· ~<'. ·: .. ,. -~ .. -. ,; .: . . :H.~ : ,,:.::; . .>· . ~ .. . 

dicha dimensiona1ización como ' '' " ' 
1 • ~- ',' ~· ';' ·, ; ' ~ :: ·,, 

Finalmente ,,dimension.aliza~Ós . el área A con respecto del. área de la 

sección sónica·A~, áreií·mf,IÍÍriia, de la. boquilla; como · . 
«····-:;_.J(r~---·~:~-:;'._;:~;~>é~:*-\i:~};~~;, :>;, - ";A·· ,. 

·:: <i,f:~; .¡L;,(:¿;.f}\tC.;;1:; ~;~: f:;A ~x: ... :·;' ¡ · 

nai!~,:,:m("~t);'.·~;~~(~!12·)j~,;.t~~t~'(;1ill1i.)1~~~::(:;:;:d)1~?: 
/ ~ti· ... ~ __ !;1.~o. ,'-1; ... ::_E!~:;:)·;'"-f;_:; __ :· ·~! _.::,-~ .. ~~'1:., .. :.::-:·~·;~·: ... '~·~-~·:'¡·:-·:=.ª~[\· ,,·,~ ;_ ... :. : ·1.: 

·.- .· 
·:;,·· .. ,-
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Observemos que A' está en función solamente de x', y no es una función 

con respecto al tiempo, pues el área de la boquilla no cambia con el tiempo, 
por lo tanto en la ecuación ( 4) la derivada con respecto al tiempo puede ser 

escrita como 
8(p'A') _ ,8p' 

8t' =A 8t' 

Con esto, la ecuación (4).se convierte en 

, .• ·"'.':.';'j .-..... 

En la ecuación ariteiiór, notcimos que . 
.. ·'· ' ,. ··.: ·', ·.'.-:·.;.,·;' .• .. - . 

· .. ,/;'.;·,¡~;;· ~ '~ ~+ 
por lo qu~ dich~eciia:~iÓnc~e.dcln~ierte en 

, ., ., . · .. ,/ ~ ' ' '. . . -· .· 

- ~ - :· - - - - --

(6) 

Regresapdo a 111 ~ciüación(3) e introduciendo las variables no dimensio­

nales, tenemos 

.P''<EJT' -(~)·~·p,'V'c,,EJT' (&!!ill) = -p'RT' [av' + V'ª'lf1'l] (~) -:va¡;r L/ao ' . . 7ixr L . 7ixr X L 
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Dividiendo ambos miembros de fa ecúadónanterfor entre Cu, obtenemos 
el factor R/ev, que está dado por e<:), ': ,¡ · ' " " 

.. ,, ·:;.!l·· ·«·c:.t'/R. 

~}. ,: >fil("! - 1) 
,-Y'~,1:,: ' 

< : .·,' ._· •••••• ·., • 

Y sustituyendo este resultá.do,''.di~haiifcuáCión·se convierte en 

fY.r' ·=.· ~v,8T~.·--·'<'":_·"· {)·.:·f,.·(·~v.' ·.· v,a(1nA')] 
ªti' ' . a I. ', 'Y .... •;. '· '8 I + a I X , ·, ·. • · . ~ , ·· X 

(7) 

Ahora discretizaremos las ecuaciones (5), (6) y (7) aplicando el esquema 

MacCormack, para poder escribir un programa de computadora que per­

mita obtener las soluciones del sistema. El programa permitirá modificar 

las condiciones iniciales y el área, para P.oder evaluar diferentes diseños de 

boquillas. Así podremos comparar la forma de una boquilla de secciones 

curvas, con la de secciones rectas, bajo las mismas condiciones iniciales y 

comparar sus valores finales de velocidad, densidad y temperatura. 

A.1 Esquema MacCormack 

Aplicando diferencias finitas hacia delante a las ecuaciones (5), (6) y (7) 
se tiene: 

Continuidad, 

(
8p)t _ t Vi~1 :-W, · tv;tlnA;+1 - lnA; v;tP~+i - P~ 
at . - -p; A~ - Pi i - i , "-"~.. /::;.x Áx 

Momento ~n x;· 

(
8V) t = _ v:t Vi~1 :.... Vit _ ..!_ (Tl+1 - T.{.+ Tf.t P~+i - P~) 
8t · i ' . Áx · 'Y · · .ó;x · · · p~ · /::;.x 

' ' 
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(
Bp)t+At 
8t . ' .• 

(
av)t+At 
at . 

' 

(
aT)t+At 
at . 

' 



150 
- . - . - . 

APÉNDICE A.. FLUJO. UNIDIMENSIONAL NO ESTACIONARIO 

Se determinan laá deri~adas paid~les promedio como: . . .. ,".' ~ ..... ' 

e:) ·· ··•••~.;,%:fk:b:+.(-~ ·+··1 
·· ( ~s;:···t:tr~~:)~+!fw) ".··1 
e:);· ': p.;~}1 [·~!~~~f OOF··J·. :· 
- .. · ª~~-· ~/.,::~~;;:~/,::·::'. i . _·_-.;;_,_: ::'': .. ·.·-.·~. t. 

·;;_ ... :::·. ;· ~ "';,)·. :r~~>~-~::.~~:r:· :·- · · 
Finalmente ~e. Óbtie~en l~s;·;al~r~' d~ las variables de flujo en el tiempo 

t + .ó.t, como: . ''.i:. ¡ ' ·; '.·: :, ' 

. .·'..-.· .. 

'v~t+L't.t . " 

~~ +(ªp) Át 
- .. 8t a.V¡ 

: t: (ªV) A - ·.Vi +, ,at O.V¡ ut 

Tf-í/(~)'· . .ó.t, 
_. ._ av, 

Esto completa el esquema MacCormack. · 

A.2 Cálculo de incremento en el tiempo 

Para calcular .ó.t se aplica la fórmula 

Áx 
.ó.t=C-V, a+ 

donde a = VT y e es ei número de Courant. Este número tiene su funda­
mento en los estudios sobre la estabilidad en la solución de las ecuaciones 

diferenciales pardales hiperbólicas, con métodos explícitos, donde se requiere 
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que G :5 1 para:;cori~ervarJa: estabiliditd cfeLsistema. En este caso conside-: 
raremos que o;; 0:5:_ :·, ~_::··· .•.••• : · .•. o:. . . 

. . \ .. ,,¡ . \ .~.-.<: 

.~J;"·: .. ,' ·', 
.;;•,,., ¡·=-·: :·:; <: '··-'· ··.- ~·~ ' ';·,· : ·i . 

' .. ; :;1 :~,'!/<·:';::,::,·: ,· .):-' 

·::· •,:. 

··.ó.t::: ~in_(.ó.t2i At3¡'.:.,·.ó._ti;);;•; .ó.tN~J.). 
', .. !".:,..¡, ~':1. .. ·"'~··-:!:\}f,.~ ,-~.~-- '<'}•• ·····.~ •• '.' ,'·_ •• ( ;,1··-~·-· ,.,> 

1 ·>~>; ,~~·¡:~~-.; ;:i:. L . ··r;·. 

El incremento sobre x será .ó.x = 0.1, fijo. 

A.3 Condiciones a la frontera y condiciones ini­

ciales 

El método de MacCormack permite calcular todos los puntos interiores 

del espacio de solución, es decir, del punto 2 al punto n -1, ya que para las 

condiciones a la frontera debe modificarse el algoritmo de MacCormack. La 

densidad p y la temperatura T, son independientes del tiempo en el punto 

i =l. 

La velocidad (V) en .el punto i =:= 1, será. calculada utilizando extrapo-

!ación lineal, 
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Para calcular las variables en la frontera i = n, también utilizaremos 

extrapolación lineal: 

Vn 2Vn-1 - Vn-2 

.. ~.P'!:.:1 -::- Pn:-2 
, .. 2T,.{:.....1 - Tn-2 

Para seleccionar las condiciones iniciales es necesario tener conocimien­

tos sobre los flujos en boquillas. Por ejemplo, en el tipo de problema que 

estamos tratando se sabe por experimentación o por estudios de mecánica de 

fluidos, que la densidad p y temperatura T decrecen, mientras la velocidad V 
seincr~ .. aLavanzar el flujo en la boquilla, por lo que escogemos condi­

ciones iniciales que cuantitativamente se comporten de la misma manera. 

Por simplicidad tomaremos las condiciones iniciales propuestas por John D. 

Anderson, en el capítulo 5 de su libro Modern Gompressible Flow, para flujos 

en boquillas. 

Las funciones que determinan las condiciones iniciales en el tiempo t = O, 

de densidad, de temperatura y de velocidad, están dadas por: 

.·. • ·::)cJJiPoy,;:~{:Vi± )';ti:_ o:3146x, 

.·.· ,:'i(?c)fTo <~.; f 1(;;) .d::: 1 - 0.2314x, 

V(x)%6>~· V'(x);,, (0.1 + l.09xh/T'(x). 

La funciónqtie :d~~~rfuh1~1 eÍ'.á.re~ de.la boquilla está dada por 
, ._ .;'. ~}':.·.)'"! .);j_~-- " 

.. ·. ,;~~·]¡';;;~.·.> ·. . . . 
_1l¡¡ .. ,,;,, .: ·A'(x): 

,A,;;¡.ri;i'.:·<••. 
'X;,; 1 +2.2(x -1.5)2 • 

. .- · .. <-->.:.<'.<>. :.~:i~::,h.fr;L~>.~'.J::~~~t:'::~<---.. _; : .. :: 
La longitud de la boqúilla será 3, por lo tanto el dominio de las funciones 

. _ .. :·,.., '·' --~/-.;.'~.'.,'_·.~·-::.·;'.'.· > " -
será O ~ x :5 3. ~~to.'no'.q'úié~e deeir que la longitud real L de la boquilla 

sea un valor de 3, sino· qué 3 representa el máximo valor de L, es decir la 
escala es z· . . . .. 
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De similar. manera, las funciones que describen las condiciones iniciales 

están dimensionalizadas para estética en los cálculos. Por ejemplo, la función 

densidad p(x) se divide entre la densidad inicial Po obteniéndose p'(x), por 

lo tanto p'(O) = l. De la misma manera se divide la temperatura entre la 

temperatura iniciál, la velocidad entre la velocidad local del sonido y el área 

entre el área mínima. 

A continuación se presentan los números resultantes de las condiciones 

iniciales en el tiempo t == O : 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
,13 
14 
15 
16 
17 
16 
19. 
20 
21 
22···· 

,23 
24 
25 
26 
27 

·26 
'29 
30 

:3f: ' ' 

o.o 
·0.1 
0.2 

·o.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7' 
o.e 
0.9 
1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 
1.5 

A 
A" 

5.950 
5.312 
4.718 
_4.168 
3.662 
3.200 
2.782 
2.408 
2.078 
1.792 
1.550 
1.352 
1.196 
1.088 
1.022 
1.000 

.E.. 
Po 

1.000 
0.969 
0.937 
0.906 
0.674 
0.643 
0.811 
0.780 
0.746 
0.717 
0.685 
0.654 
0.622 
0.591 
0.560 
0.528 

1.8 ' ' 1.022 0.497 
' :1.1' 1.088 0.485 

1.8 1.198 0.434 
.:.. 1.9 1.352 0.402 

'.· 2.0·,: .. · 1.550' 0.371 
': 21 " ' •';1.792•' ; ' 0.339 

T~2: .. 25~;_;~~.··.···•~:*::-~·}:,. ~~E 
:,'3.200: ': 0.214 

--2.e>' C' •:,3:662i<: 0.182 
'. 2.7 :.>•· :.;.,4.168;, ...... 0.151 
.·•2.8 4.718' 0.119 
· • 2:9 '" : 5.312 . 0.088 

3.0 ,•· ' 5.950' 0.056 
, '. ( J ~,?; 

X.. ·T 

ªº To 
0.100 1.000 
0.207 0.977 
0.311 0.954 
0.412 0.931 
0.511 0.907 
0.607 0.884 
0.700 0.861 
0.790 0.838 
0.877 0.815 
0.962 0.792 
1.043 0.769 
1.122 0.745 
1.197 0.722 
1.268 0.699 
1.337 0.676 
1.402 0.653 
1.463 0.630 
1.521 0.607 
1.575 0.563 
1.625 0.560 
1.671 0.537 
1.713 0.514 
1.750 0.491 
1.763 0.468 
1.811 0.445 
1.834 0.422 
1.652 0.398 
1.684 0.375 
1.870 0.352 
1.870 0.329 
1.864 0.306 

... __ ...... ~ ... ~..,-·~~ 
TESIS ..,, .. l .·. t ...... ,_ 

FALLA üE ORíGEN 
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El primer paso en la elaboración del programa de computadora es intro­

ducir las condiciones iniciales y la forma de boquilla, posteriormente decodifi­
car el método MacCormack. Mostraremos cómo hacer los cálculos asociados 

a un punto i. Escogeremos i = 16 que es un punto de la malla situado en la 
garganta de la boquilla dibujada en la figura A.F2. 

• • • • • • • • • • 1 i-1 l+I 

FIGURA A.F2 

De la tabla de condiciones iniciales tenemos: 

Pl6 = 0.528. 
P17 := 0.497 .•.• 

',. '~ 

,!·.:_·._· 
-·1:,;1;•_; 

''"1. 

t· ·~- 1·;": 

A15 =:; LO. ·• . CJ, .• 

A11 ,,;;l.022' <::·.'.'. 
: \(u; 

vl6 .=:=i.402 ; 
·. Vi·i:i=;.1.463 ... 

··:·.-·"' .' -" 
! .. _, .,_ • . ·, . ·;-7 .. --~;,. 

lnÁ:1~:= O . 

· 1~.Ai7= d.02!16' 
~: ~{;: '~? ':_ .'. . t ~'~'. ;,: 

· ~.e11 !:«·»-'. 

T15 =:= 0.653 
Ti.;= 0.630 

Salida de 
la boq11 lll1 

• • N X 

Sustitúyendo los'valores'previos en fa ecuaé:ión de continuidad, tenemos: 
; ••. ~:' 1 '\:: _<,. ·'.·"'.·L_'c·f·:· ,:!•i·. <:'· · . 

( ~) ::º . = ...:a.~2s'(Dicfa o~11~4o2) - o.528(1.402) (º·º2~~~ - º) 

•... . . ..,-1.402 :( 0.497 0~1 0.528). 

= ·-0.0445 
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Similarmente, sustituyerido fos valores. pre".'ios ~n la ecuación Momento 
en x y de Energía,. tenemos.: -

-1.402 ( 1.463 - 1.402) -
. 0.1 ._ 

2.. [0.630 - 0.653 + 0.653(0.497..:. 0.528)] 
1.4 . 0.1 0.528 . 0.1 
-'-0:418 . . " 

(
8T)t=O 
8t 16 

-1.402(º·6300~10.6_5~}~ 
.... ·- " - ' 

(1.4.:... 1)(0:653) [1.463 - 1.402 +' 1.402 (0.02176 - º)] 
- ' 1 • ' 0.1 . 0.1 

o:ós43 -. ' : . . " .•· . " . ' 

0.0226 . 

"''° último c'1cuJO ffi hOcJio•eii :.~~·¡.,, ~im<os interio~, y " "'1~ciona 
- . ' '·!·¡e/,, :·;:-~·:<,_-~.1'::'·¡:-,;·~;--·,:i~\.'< .. ::.,~'-f.'.:.'' -.-, . ·~ 

el valor níínimo. El valor rrlíriimó .resultante· es 
.''_', ' . ,- ~· :; -,~ ', . -~ ':· . .::;--. ·.'. 

: • < ' '6,;{;,. o~o2ói 
;;·.~¡'. -><.s_~-_;¡_¡ •,::"·'> ~-)'::):¡;:~:~:<;:-<:>t·-~,.;:;;.~ 

.. Con los valores ele las derivadas, y8: poclellicis ~~lc~lar lo~ valores predichos 
p, ·V· y T~.c c~i~1~~ ;·x:y):._,, !;~;:.~~~·.:«_----~-~->: .. ::':i::.?.:i_.: ·:·-'·;~· ·. i: 

. ;i; < .-. ¡;fo . 
·pt=O+ (·ª_P)·· ó.t. 

16 - 8t 16 

= 0.528 +(-0.0445)(0.0201) . 
0.527 
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~~At . ,:;·. v,.·t;:o ~F (ªV) t=O L::,,.t 
.16 . 8t 16 

.-Tt,,,;At 

... 16 . . 

1.402 + (-0.418)(0.0201) 
= 'f.39. 

· . (8T t=O 
= Tf6º. + :--. ··) L::,,.t .· .. Bt 16 

·.•· 0~653+ '(0.0843)(0.0201) 
= O.B55 

;, .· -, 
.... «;_: 

Observemos que t = O+ Ót,;~f ~t}\ 1{ •• • 

Hasta aquí,' los' cál~~i~~~.~~~c~6i'.f6rr~sponden. al paso predictor del es-
. ' ' .. ·. '. .· .. ··. ?i'., - . ·'.·'• -'.•',. ·~"'> f;'!. ;' ':' •• · ' " _.' :· - '. ' . . -

quema MacCormack:·- Ya obtenidos los valores de p, V y T, procedemos con 
el paso corrector: 

(
Bp)t=At 

8t 16 

0.328'. 

(
av)t=At 

8t 16 

' 

= ~l.39(6.653)7.1~4'( ~0.2~.1 +~:~~~) 
= -0.400 . ..·: 

(-~~) ::At ==. ·· ~1.39( -có.2,5~),s q.;4.~ir}.º:~.5sr (9.6~3·+. i .• ~9~ ~0.218)] 
--.-.(. >:; :~-<-- :: 

:, '.·.f;-1:.;~;~;;;>~~· .:'.t-·:~~:-" 
Con estos valores se forman· 1~·'d~fi~ad~·pa~éiales~ promedié>: ... 

(:t\i):~~{~f ~'~*ii~~l' ,' ' ··.·, 
, . c~~Y2 .. 6.5( ~º:418 + 0.400). 

= 0.267 

-0.409 



. . . 
A.3. CONDICIONES A LA .FRONTERA YCONDIÓONEs.;, .• é 157 

La presión p, elri~~~i6~·<l~;}J~h 1\1.y la distribución de la masa m del 

fh1jo, .se ~alcul~n 66~~\~.Hf:fi:\M~:\~·~ m = pVA : . . 
~ •,'. ..;.~ ·,: :-~ ~: ' 

P
¿;,,_6.t' .. 'p; t=~.· tTt=A~ 
16 . ., . 16 . .16 ' : ' 

M t=At 
16 . ' 

m·t,,,;At 
16 ··, 

(o.531) (0.656). 

0.3483 

vt=.lit ' 16 : 

J_Tt=ei..t 16 ,'' 
·1.394 .• ·. 
\I0.656; 
l.721 ' 

: ··. 
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los cálculos de unos 500 o 700 incrementos en el tiempo, o hasta que los 

valores sean estables. El programa que se escribió resuelve el sistema hasta 

un número n de iteraciones, y selecciona cada m incrementos en el tiempo, 

el valor en la localización i de las variables más importantes p, V y T, para 

graficar su comportamiento con respecto al tiempo. Para una mejor aproxi­

mación, seleccionaremos en este caso n = 1400 y m = l. Se puede seleccionar 

un valor mayor de m para ahorrar memoria. Analizaremos los valores en la 

localización i = 16 e i = 31, que son los puntos críticos de interés, por ser 
los de menor área del conducto y la salida del mismo, respectivamente. 

A.4 Ejecución del programa y resultados 

Para ejecutar el programa nos situamos en el directorio donde se en­

cuentran los archivos que conforman la función principal y las subfunciones, 

posteriormente tecleamos desde el shell de MATLAB el nombre de la función 

principal, llamada boquilla, e inmediatamente aparacerán las condiciones 

iniciales del problema. El programa pedirá que se introduzcan el número 

de iteraciones n deseadas sobre el tiempo, el número de incrementos m que 

tendremos que calcular para seleccionar un valor final de las variables más 

importantes, y la localización i del punto que queremos examinar. 

> > boquilla 

Condiciones iniciales: 
x Are a Densidad 

0.000 5.950 1.000 

0.100· .5.312 0.969 

·Presione [ENTER] 

iteraciones n:1400 

Velocidad Temperatura 

0.100 1.000 

0.207 0.977 
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. muestreo :cadai. m i~tai:aC:i6IÍ'ei: 2/ 
~xamfaar/i::1.(5.;(>·(,,; .;; . , ... 

_{::{~:~;:_:: ::~~1<1~; ·\. :;~:\:i·.i«'~~~;· ~·.,;, >· ,'.'1 ". 

. :._·¡_f;-;·,:~·!¡ . . ·:·~' .. l · .·.'.•.: ,-: :;;';; 
\·,'·¡ '.',., ·. ·, ~ .>.' ;;, ~it'·;_-:, .~ .. 

-.: Finalmente ob.t0neil16s los válores de las variables de flujo después de 

1400 p~os ~ri ~(ti~~Pº· ,, ~., 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 

·1s 
17 
10· 
19 

:· 20 
21 
22 

-23 .: 
. 24 
·25·. 
26 
27 
28 
29 
30 
31 

L 
o.o.. _,·.5.950 
0.1 5.312 
0.2 : . 4.718 •. 
0.3 4.166. 
0.4 3.662 
0.5 3.200 
0.6 2.762 
0.7 2.408 

·o.a 2.010 
0.9 :·,;¡92 
.1.o,.·: 1.SsO 
.1.1_·.·· 1.352 
.1.2 '1.198 
1.3 1.088 
1.4 .1.022 

, .1:5. · :··• :-1.000: 

f.s :JI 1.022 
··.:·;:·• 1.1: ..._, .••. • i.oa0 

1·.e ··· :_1.198 

~:~.;e:: }::;~ 
. 2.1 <·;::::-• 1.792·: 
. 2.2. . -~:) - 2.078 

;:;1·;J 
. .: 2.3 . ·;•. : 2.408 

2.4.... .:·2.782 

:{~::? ~:~~ 
. 2.7 4.168 
2.6 4.718 
2.9 5.~12 

3.0 5.950 

..e_ 
Po 

1.000 
0.998 

. 0.997 
0.994 
0.991 
0.987 
0.981 
0.973 
0.362 
0.948 
0.924 
0.892 
0.849 
0.792 
0.721 
0.638 
0.551 
0.465 
0.366 
0.316 
0.262 
0.216 
0.179 
0.150 
0.126 
0.107 
0.092 
0.079 
0.069 
0.061 
0.053 

V 

ªº 0.099 
0.112 
0.125 
0.143 
0.162 
0.187 
0.215 
0.251 
0.294 
0.346 
0.409 
0.485 
0.575 
0.678 
0.792 
0.914 
1.037 
1.155 
1.263 
1.361 
1.445 
1.519 
1.562 
1.836 
1.663 
1.723 
1.758 
1.769 
1.817 
1.839 
1.662 

I... 
To 

1.000 
0.999 
0.999 
0.998 
0.997 
0.995 
0.993 
0.969 
0.965 
0.978 
0.969 
0.955 
0.937 
0.911 
0.678 
0.836 
0.789 
0.737 
0.684 
0.633 
0.565 
0.541 
0.502 
0.467 
0.436 
0.408 
0.384 
0.362 
0.342 
0.325 
0.308 

..!!... 
Po 

1.000 
0.997 
0.995 
0.992 
0.988 
0.982 
0.974 
0.963 
0.948 
0.926 
0.895 
0.852 
0.795 
0.721 
0.833 
0.534 
0.434 
0.342 
0.284 
0.201 
0.153 
0.117 
0.090 
0.070 
0.055 
0.044 
0.035 
0.029 
0.024 
0.020 
0.016 

M 

0.099 
0.112 
0.125 
0.143 
0.163 
0.167 
0.216 
0.252 
0.296 
0.350 
0.416 
0.496 
0.594 
0.710 
0.846 
0.999 
1.167 
1.345 
1.526 
1.710 
1.890 
2.065 
2.233 
2.394 
2.549 
2.696 
2.839 
2.972 
3.105 
3.225 
3.353 

m 

0.587 
0.593 
0.589 
0.591 
0.589 
0.589 
0.588 
0.588 
0.597 
0.588 
0.586 
0.585 
0.584 
0.584 
0.584 
0.584 
0.584 
0.584 
0.565 
0.565 
0.586 
0.586 
o.58e 
0.569 
0.590 
0.591 
0.591 
0.592 
0.592 
0.595 
0.565 

Al principio los valores de .las variables .de flujo cambian considerable­

mente, pero la diferencia de los ~atores entre uii tiempo y el siguiente, tiende 
' ~ . .. . ·. . . :. . . 

~~ 
F< 

l
. t-< ~-

lt
, ~; c 

.. 
. . 
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a cero, al aumentar las iteraciones en el tiempo. Al llegar a esta etapa se ha 

conseguido un estado estable y los cálculos pueden detenerse. Esta termi­

nación puede hacerse en el programa por sí mismo, teniendo en el programa 

una subrutina que compare los valores de las variables de flujo anteriores y 

las nuevamente calculadas, hacer su diferencia y compararlas con un margen, 

dependiendo de la precisión que se desee del flujo estable final. Otra opé:ión 

es simplemente parar los cáculos en un número fijo de iteraciones, gráficar 

los resultados y observar si se han aproximado 8.1 estado estable, si no es 

caso, se rea.Iiza nuevamente la ejecución del programa con un número mayor 

de iteraciones. 

Enseguida se muestran ·las gráficas generadas por el. programa, en ·que 

aparecen Ja variación de.los valores de las variables de ftÚjo mÚimportantes 

en los puntos·de.int~~és, est~ es, en i = 16, donde A~ 1, y e~\ = 31, a la 
salida de la bóquill¡;,: : . 

. ..., ·,~.~~·--. . ·, ;::,:: . . 

Para generadas' gráficas desde el shell de MATLAB, se teclea: 
<:·.;·.-,.· 

piot (Mro) ·(densidad), 

, pibt(Mv) (veloddad), 

.. plot (Mt) (temperatura) y 

' plot (MP) (presión). 
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FIGURA A.F3. Variación de la densidad en i = 16. 

~~~.: . 

'.-::-:.,-;:::;:-:o:~7:7::;c~::""'T:"~~""""""~""'"""'""'':'.:"',,-:-'7:~:0-:-0~:-:-:'.i)~~~f j 
\~i~~~i~;tf ~f ;rr::?'.:~~;l~i~í~Nf:l1~ti~If~~;~§;:~6r;¡,;::f ti~~:-::· · .. 

FIGURA A.F4. Variación de la velocidad en i = 16. 
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FIGURA A.F5 . Variación de la temperatura en i = 16. 

FIGURA A.F5. Variación de la presión en i = 16. 

!-----.......--·----
/ ., . · TESIS CON-] 

k I "i ·:· <1 r 
J ~ ALL · . URl(~¡:1 11r 
'----.: .. \ 1.~!.i 

.. -.- .. . . . --....____~ .. ' ~·--
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FIGURA A.F7. Variación de la densidad en i = 31. 

;;~j~f;~{~ 

;~l~~fül~1f4i~liir! 
-"''"'------ ~~ 

~1%~1{if ~:t'.ti0J11 
FIGURA A.Fs. Variación de la velocidad en i = 31. 

1 TESIS CON 
1 FALLA DE ORIGEN 
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FIGURA A.Fg. Variación de la temperatura en i = 31. 

~~~~, 
v~~:!'.r 

,,.,.,::-. í 
~.:,, .-... ~, - < 

J~~~~· .0.025 
"-~· 

'---------- ------------

.. ~), .. -;-,.~· 
).';~:..:~':.:..:·._·_\._;-

FIGURA A.F10. Variación de la presión en i = 31. 
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A continuación se muestran las gráficas de la distribución, a través de la 

boquilla, de los valores mií.s importantes p, T, p y V, al primer incremento 

sobre el tiempo, y a los 1400 incrementos sobre el tiempo. Para generar 
estas gráficas teclearemos la función mallag que genera la malla uniforme 

sobre la forma de la boquilla. Para suavizar el color teclearemos shading 

interp. 

;

o.• 
o.• 
o• 
uw 
o.e 

O.• 

o.• 

o• 
º·' 

FIGURA A.Fu. Distribución de la densidad después de una iteración 

¡o.o 
O.a 

0.7 

o.o 
O.• 

0.4 

0.2 

U.• 

FIGURA A.F12. Distribución de la densidad después de 1400 iteraciones 

¡'·º ... 
•. 4 

•. 2 

' 
o.a 

Oe 

0.4 

0.2 

FIGURA A.F13. Distribución de la velocidad después de una iteración 
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¡'·º ... 
'·" 

:: 
n• 
u.:J 

FIGURA A.F¡4. Distribución de la velocidad después de 1400 iteraciones 

¡. O.• 

O• 

0.7 

o.a 

o.• 

º·' 

FIGURA A.F¡5. Distribución de la tem.pemtura después de una iteración 

o.o 

u.~ 

u,, 

u.~ 

O.O ¡. 
FIGURA A.Frn. Distribución de la temperatura después 1400 iteraciones 

[;~~····· ¡. O.• 
O.D 

0.7 

o.a 
o.• 

0.3 

º·" 
º·' 

FIGURA A.F17. Distribución de la presi6n después de una iteración 
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¡' o.a 
o.e 
0.7 

o.a 
oe 

...... 
o.~ 

n' 

167 

FIGURA A.F1s- Distribución de la presión despué; de 1400 iteraciones 

Para obtener el tiempo real transcurrido asumimos que la longitud real 

de la boquilla del eyector es lm . En este caso como 

L 9.6044m 
ao 340.2m/s 

2.8232 x 10-2seg, 

entonces. el tiempo real transcurrido de 1400 pasos en el tiempo, es 

(2.8232 x 10-2 )(28.931)seg = 0.81678seg. 

Por lo 'tanto;.'é1:·flujo en la boquilla, iniciando con las condiciones asumi­

.d~, t?m~'so'io0.Ó85ség para alcanzar la condición de flujo estable. Para 

propósitos prácticos esta convergencia es obtenida aproximadamente en 500 

pasos en el tiempo, por tanto, la convergencia al flujo estable se toma apro­
··ximadamente 0.03seg. 

Ahora aplicaremos el esquema anterior a una boquilla de forma diferente, 

menos suavizada, y que también es utilizada en eyectores. Esto nos permitirá 

comparar y demostrar que es fácil configurar nuestro programa para evaluar 

diferentes formas de boquillas. 

La función que describe el área que utilizaremos es 

A(z)/Amto = { 

7r(-0.04760lx + 0.1666)2 

Amin 

1.0 
7r(0.08979x - 0.10277)2 

Amin 

0.0 $ X $ 1.3319 

1.3319 < X $ 2.2939 

2.2939 < X $ 3.0 
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Las condiciones iniciales en el tiempo t = O, son las mismas que en la 

sección anterior, excepto en A(x)/Amin· 

=-
A p__ V T 

L 7 Po ª• r. 
1 o.o 2.606 1.000 0.100 1.000 
2 0.1 2.459 0.969 0.207 0.977 
3 0.2 2.317 0.937 0.311 0.954 
4 0.3 2.178 0.906 0.412 0.931 
5 0.4 2.044 0.874 0.511 0.907 
6 0.5 1.915 0.843 0.607 0.864 
7 0.8 1.789 0.811 0.700 0.861 
8 0.7 1.668 0.780 0.790 0.838 
9 0.8 1.551 0.748 0.877 0.815 
10 0.9 1.438 0.717 0.962 0.792 
11 1.0 1.330 0.685 1.043 0.769 
12 1.1 1.225 0.654 1.122 0.745 
13 1.2 1.125 0.622 1.197 0.722 
14 1_.3 1.030 0.591 1.268 0.699 
15 1.4 1.000 0.560 1.337 0.676 
16 :1.5 1.000 0.528 1.402 0.653 
17· 1.8 - 1.000 0.497 1.463 0.630 
18 1.7 1.000 0.465 1.521 0.607 
19 - - 1.8 1.000 0.434 1.575 0.583 
20 -1.9 1.000 0.402 1.625 0.560 
21 2.0 1.000 0.371 1.671 0.537 
22 2.1 1.000 0.339 1.713 0.514 
23 . 2.2 1.000 0.308 1.750 0.491 
24 2.3 1.011 0.276 1.783 0.468 
25 2.4 1.193 0.245 1.811 0.445 
28 2.5 1.391 0.214 1.834 0.422 

.27 2.6 1.603 0.182 1.852 0.398 
28 2.7 1.831 0.151 1.864 0.375 
29 2.8 2.074 0.119 1.870 0.352 
30 2.9 2.333 0.088 1.870 0.329 
31 3.0 2.606 0.056 1.864 0.306 

La función en forma vectorizada que calcula el área y programada en 

MATLAB, es 

function y = eyector(x) 

i = find( x>=O & x<=1.3319 ) ; 
y(i) = (((-0.047601.•x(i))+0.1666).-2)•(93.89099); 
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i find( x>1.3319 k x<=2.2939 ) ;y(i) = 1.0; 

i find( x>2.2939 k x<=3 ) ; 

y(:i) = (( (0.08979 .•x(i))-0.10277); ~2)•(93.89099); 
' - . . ; 
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El flujo 'es estable a los 1400 pasos, y la solución obtenida aparece en la 

siguiente tabla: 

2 
3 
4 
5· 

6 
7 
B 

9. 
10 
11 
12 
13 
14 

·16 

17 
1a· 
19 
20. 
21 
22. 

23 
24 
25 
28 
27 
28 
'29 

30 
31 

'X'' 
l 

· <ó.o' 
0,1 
0.2·:· 

0.3 
0.4 
0,5 

'º·ª· 
0.7 
o.e· 
0,9 

·1.0 

"1.1 
1.2 
1.3 
1.4 
1.5 
1,6 

1.7 
1.B 
1.9 
2.0 
2.1 
2.2 
2.3 
2,4 
2.5 
2.6 
2,7 
2,B 
2,9 
3.0 

A 
A' 

2.606. 
2.459 
2.317 

"2.176 
2.044 

. 1.915 
1.769 
1.666 
1.551 
1.436 
1.330 
1.225 
1.125 
1.030 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.000 
1.011 
1.193 
1.391 
1.603 
1.631 
2.074 
2.333 
2.606 

.!!.. 
Pu 

1.000 
0.996 
0.992 
0.987 
0.962 
0.975 
0.967 
0.957 
0.944 
0.928 
0.907 
0.879 
0.838 
0.771 
0.693 
0.651 
0.652 
0.648 
0.650 
0.641 
0.643 
0.643 
0.634 
0.523 
0.387 
0.307 
0.252 
0.213 
0.181 
0.156 
0.136 

ª• 
0.229 
0.244 
0.260 
0.276 
0.296 
0.320 
0.345 
0.374 
0.406 
0.447 
0.494 
0.553 
0.630 
0.745 
0.859 
0.916 
0.916 
0.921 
0.919 
0.932 
0.929 
0.929 
0.939 
1.100 
1.281 
1.394 
1.477 
1.539 
1.593 
1.634 
1.674 

T 

r. 
1.000 
0.996 
0.997 
0.995 
0.993 
0.990 
0.987 
0.982 
0.977 
0.971 
0.962 
0.950 
0.932 
0.902 
0.664 
0.842 
0.643 
0.641 
0.842 
0.637 
0.836 
0.636 
0.634 
0.775 
0.665 
0.623 
0.576 
0.537 
0.504 
0.477 
0.450 

_p_ 
Pu 

1.000 
0.994 
0.989 
0.982 
0.975 
0.965 
0.954 
0.940 
0.923 
0.901 
0.872 
0.835 
0.780 
0.695 
0.599 
0.548 
0.549 
0.545 
0.547 
0.536 
0.538 
0.539 
0.528 
0.405 
0.265 
0.192 
0.145 
0.114 
0.091 
0.076 
0.061 

M 

0.229 
0.245 
0.260 
0.279 
0.299 
0.322 
0.348 
0.378 
0.412 
0.454 
0.504 
0.568 
0.653 
0.784 
0.924 
1.000 
0.998 
1.005 
1.002 
1.019 
1.015 
1.015 
1.029 
1.250 
1.549 
1.765 
1.946 
2.100 
2.245 
2.366 
2.496 

m 

0.597 
0.596 
0.597 
0.598 
0.597 
0.597 
0.597 
0.597 
0.597 
0.597 
0.596 
0.596 
0.594 
0.591 
0.595 
0.597 
0.597 
0.597 
0.597 
0.597 
0.597 
0.597 
0.596 
0.581 
0.592 
0.596 
0.597 
0.599 
0.599 
0.603 
0.591 

A continuación se muestran las gráficas de la distribución a través de la 

boquilla, de los valores más importante,'!! p, T, p y V, al primer incremento 

sobre el tiempo y a los 1400 incrementos sobre el tiempo. 
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1.6 2.6 

FIGURA A.F19. Distribución de la densidad después de una iteración 

FIGURA A.F20. Distribución de la densidad después de 1400 iteraciones 

1.6 2.6 

FIGURA A.F21. Distribución de la velocidad después de una iteración 
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1.A 

1.2 

FIGURA A.F22. Distribución de la velocidad después de 1400 iteraciones 

·,. 

05 

1.5 2 2.!S 

FIGURA A.F23. Distribución de la temperatura después de una iteración 

0.7 

o.a 

FIGURA A.F24. Distribución de la temperatura después de 1400 iteraciones 
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o.e 

0.5 

0.3 

FIGURA A.F25. Distribución de la presión después de una iteración 

J'; 
-,~· 

FIGURA A.F25. Distribución de la presión después de 1400 iteraciones 

A.5 U so de las ecuaciones en su forma de conser­

vación o para CFD. 

En el capítulo 2 hicimos la distinción entre la forma de no conservación y 

la forma de conservación de las ecuaciones que gobiernan un flujo. También 

se indicó que teóricamente, cualquiera de las dos formas de las ecuaciones 

es conveniente para la representación de los principios físicos fundamentales 

de conservación de masa: la segunda ley de Newton y la conservación de 

la energía. No obstante, en CFD existen buenas razones numéricas para 
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utilizar la forma de conservación, ya que es más fácil construir un programa 

de computadora para obtener la solución. 

En la presente sección examinaremos las diferencias entre los resultado!; 

obtenidos de la forma de no conservación y los que obtendremos de la.forma 

de conservación, comparándolos numéricamente. 

La ecuación genérica en forma de conservaci_ón que'gobierna al flujo uni­

dimensional no estacionario es 

au =J- aF 
at . . ax'. 

donde: 

u 

F 

J 

La ecuación (8), en su forrna ~e''conservaci6n que describe un flujo uni­

dimensional no estacionario en un. conducto o área cerrada A, para fluidos 

ideales de baja y moderada densidad, se,transforma en 

donde: 

U' - { 

8U' :8F' 
.-- =J'---at· ' ax' 

pA 
pAV 

p (e+-~v2) A 

(9) 
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También podemos escribir "1a ecuación (9) como: 

donde: 

c()Tl,tinuidad 

Momento 

Energía 

U1 

U2 

U3 

F1 

F2 

F3 

J2 

= 

= 

-.< 

= 

pA 

pAV 

p(e+~v2) A 

pAV .· .. 

;Av2 +:.!pA 
" •. "'•, c_-:';Y • . 

P,(e¿-~v 2) VA+ pAV 

1i:·aA' . '· 
-p-
'Y. 8x 

•, \ '':t·,~ ·~·-.,,"•e 

(10) 

(11) 

(12) 

L~ ecuaciones (lo), °C1l)y(12) s~n Ías que deseamos resolver utilizando 

el esquema MacCormack. 

Antes de configurar. la solución numérica, debemos tener en cuenta que 

las variables de flujo U1, ·U2 y U~ no son las variables primitivas. Para obtener 
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-1~ . variable¿primi tiv~- d~berhó~ 'd~~odificar · las variables de. fl újo -u,-· como 

-sigue: .~·-:.~;:_::~:'~~"~·~-~:/:~·:·/ .. :'¡;.:";.-F.'.!.~:·· .·>, ri'' 

<·- ;,rit'\'·" 
-,P; = -A-_:;· 

. U2 
V - ··u1· , 

T . e=: ('-y:_ 1) (Ua - J'. v2) 
- U1 2 

p = pT 

Al -realizar el programa para computadora, es 'convéniente obtener los 

valores de las variables de flujo F, de las variables de flujo U : 

Finalmente el término< J2 puede' s'er c8.Iéufado _cómo 
,. . _; "'-''·•'..'-' .. ·-. " 

J; 5-~]J~:-> .. '· 
ó 
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Condiciones iniciales y á lá fr:ontem. Las condiciones a la frontera para 
el estudio dé Ün flujo isoentrópico, ·utilizando la forma de conservación de las . 

ecuacfones qu~ g6bi~rl1ari'el flujo, son prácticamente las mismas quelas de 
la sección áriterio~l ·. Reb~~demos •que p y T permanecen constantes en i = 1. • . ::· .·· ,. ' ·.. ' . ' 

El vector de cé:mtinuidad U1 en i·= 1, sé calcula como 
' ' .' ~ . 

U1(i=:ll · = · (pA);::1 · 

A;,,;,¡.•. 

El. ve"ctor de momento U2. en r~. ~' se calcul_a .utilizando extrapolación 
lineal; 

Elvector Ua en i =:= 1 se calcu~i:t utilizando los valores de Ui, U2 y T 
como: . . •.. (···· .. ·•··.·.·. 2) · .· .T .·· 'Y U2 

Ua = .U1. -.-... -.+ - -
:.•: .. 'i'.'·~} 2 (uJ 

Las condiciones del Hlljo a,:Ía 5;tlid8., i = n, se calculan utilizando extra-
polación lineal: " · · .·• .. :;::;' Fi:'".'·'·· '· . ''· '· ·. ~ . . . 

. ·i ¡,' .. , ' >:: :;: .... ' 

1''~ f 
: ~ ~ . . . . 

Las condiciones iniciáles para· laiforma>de la.boquilla parabólica, uti-
!izando las ecuaciones en su. forllia dé conse~váción son: 

Para O :5 x :5 0.5, 
p =: 1.0 

T =.1.0 
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Para 0.5 < x :5 1.5, 

Para 1.5 < x :5 3.0, 

p =;: 1.0.- b.366(x- 0.5) 
T ~ 1.0 -;:. Q'.lfi.'7(x _:_ ,0.5) 

p .;Io;634 ~{R:?B79(f.21.5) 
r ,;)is~a ~ó:3501(x,~ i.5) . ·· 

- ... - .. . .. . . 
',··'-: 

. .. : 
-·.·· ... 
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Las variaciones son significativamente miis reales que l~' de la se~ción 
anterior, para la fornía de riO.conservación.:- Esta eS~~ria·anticipación a-I~: .. ~·, .. 4'd., 

estabilidad, en el comportamiento de la forma de cons~rva~ión,en diferen~ias. 
finitas, ya que esta forma es. más sensible y.por tant~ es útil ~omenzar con'._· 

mejores condiciones iniciales que las que se ~tiÜzaron,~i;i fa se~ción ant~rio~. " 

. . .·; . ': <:).:-,._ -· .. :,--:· . '..> :, 

La condición inicial de la. variación en V:~~ sinte'H~ada a partir ¿~·'qu~ 
una de las variables dependientes U~;· que es'ffsi¿arii~iJ'i~•la·¡'.f¡asa l~c~fdel 

. . . ., :.: - "";,-,:,· .. ~?,-·'>'-~.:!:;:~;_ .. -·:'.~;_. ".!-o;f_-·:- --· '-:.. -~ ') 
flujo, se asume constante en todos los puntós, con imc.~lor de·U2 = 0.59, y;. 

- : ,_ - . ) .. _._·;.:: .:.: . - . ·'· ·~ :··f; . . . . 

obtenemos V como 
V= U2 = 0.59 

U1 pA 

El valor de 0.59 es seleccionado para U2 ~orq~e ~s c~rcano l1t ~alor de la 
masa local del flujo, cuando éste es estable. Las condiciones iniciales para 

U1, U2 y U3, son obtenidas de las variables primitivas. 

Las condiciones iniciales para la forma ele cori~er,vación en t = O, ~~n las 

siguientes: 
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.:!. A 1!.... V T u, 
L A" Po ª• To 

u, u, 
1 0.00 5.950 1.000 0.099 1.000 5.950 0.590 14.916 
2 0.10 5.312 1.000 0.111 1.000 5.312 0.590 13.326 
3 0.20 4.718 1.000 0.125 1.000 4.716 0.590 11.647 
4 0.30 4.168 1.000 0.142 1.000 4.166 0.590 10.478 
5 0.40 3.662 1.000 0.161 1.000 3.662 0.590 9.222 
6 0.50 3.200 1.000 0.164 1.000 3.200 0.590 6.076 
7 0.60 2.782 0.963 0.220 0.963 2.660 0.590 6.679 
8 0.70 2.408 0.927 0.284 0.967 2.232 0.590 5.502 
9 0.60 2.078 0.890 0.319 0.950 1.650 0.590 4.525 
10 0.90 1.792 0.854 0.388 0.933 1.530 0.590 3.728 
11 1.00 1.550 0.817 0.466 0.917 1.268 0.590 3.094 
12 1.10 1.352 0.780 0.559 0.900 1.055 0.590 2.604 
13 1.20 1.198 0.744 0.682 0.883 0.891 0.590 2.241 
14 1.30 1.088 0.707 0.787 0.866 0.789 0.590 1.983 
15 1.40 1.022 0.671 0.881 0.850 0.885 0.590 1.811 

!2:; 16 1.50 1.000 0.834 0.931 0.833 0.634 0.590 1.705 
17 1.80 1.022 0.595 0.970 0.798 0.808 0.590 1.614 s:::z::¡ 
18 1.70 1.088 0.556 0.975 0.763 0.605 0.590 1.557 

Z;~ 19 1.80 1.198 0.518 0.951 0.728 0.620 0.590 1.521 
20 1.90 1.352 0.479 0.911 0.693 0.647 0.590 1.498 80 

cr.> s:::z::¡ 
~A 
¡;r:¡ q:; 
E-<~ 

~ 

21 2.00 1.550 0.440 0.885 0.658 0.682 0.590 1.479 
22 2.10 1.792 0.401 0.821 0.823 0.719 0.590 1.458 
23 2.20 2.078 0.362 0.783 0.588 0.753 0.590 1.430 
24 2.30 2.408 0.324 0.757 0.552 0.779 0.590 1.389 
25 2.40 2.782 0.285 0.744 0.517 0.793 0.590 1.333 
26 2.50 3.200 0.246 0.749 0.482 0.788 0.590 1.259 
27 2.80 3.882 0.207 0.777 o.447 0.759 0.590 1.170 
28 2.70 4.188 0.169 0.840 0.412 0.702 0.590 1.071 
29 2.80 4.718 0.130 0.984 0.377 0.612 0.590 0.975 
30 2.90 5.312 0.091 1.221 0.342 0.483 0.590 0.917 
31 3.00 5.950 0.052 1.901 0.307 0.310 0.590 1.023 

Ilustraremos los cálculos para el punto i = 16, utilizando Ja técnica 
explícita predictor-corrector de MacCor,mack, descrita en la sección ante-" ~; .. : .: ' 

rior. 1~:·; ,</, ·:. . . . , . . 
Paso predictor. Utilizamos las condié:iones iniciales de U1, U2 y Ua'. para 

; '. - ·-··-,''.·:.-;,y'<··.:,~·,:-:,,..'~--)~ i;~·-' :y~~·¡,' ~-.::t: ~? .. '. ··:. " . . , . , . 
calcular los valores'iniciales:de ~1,)F2 yF3 en los puntos i = 16,e i = 17. 
De la tabla de :vál~r~~ iÜi6'lii.I~!~;i~a' ic;~;;~Jci~es de las variables de fl~jo U, se 
tiene: .,.;:;:; ·:' !;';>/ ,. :~ ·. · . 

• - -:i ',·:. :".· :''· -:· ,'- ·,. 

(U1);=~6 ;,;:0:6~4 (l72);~1;;"= o.590 

(U1);~l.i ~ 0.60~ .. (U2)i=17 ,,;,, 0.590 
,.• , .' -;, ' ·. 

(Ua);=16 = 1.705 

(Ua)i=17 = 1.614 
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Procedemos .ahora a calcular las variables de.fiujO.F y.el vector J2 : 

(F1)i=l6 

(F1)i=17 

CU2)i=~6 .;,,, ·o.5.9o ·. 

(U2)i=17'50.59() .· .· 

[~ + 7~f(u,i~~')J 
. (0.590)

2 
+ OA [L70~ .. ~0.J.(0.590) 2 ] 

0.634 1.4 . .. . . :0.634 
0.926 . 

= (0.590) 0.4 1 614 - o 7 (0.590) 2 [ . 2] 
0.608 + 1.4 . : 0.608 

0.919 

= [7U2Us _ -y(:-1? .. U.. l] .. •·· ... · 
Ui . 2 ··lfl i=16 

= 
1.4 (0.590) (1.705) : > 1;/!(0.4) (0.59C)3 

.0:634 ' . .• /2 (0.634)2 . 
2.078. :.,·· •;•¡::; 

1 ,. ,. ·¡~·-·:.::·::.'·,:···:.·<>:_ 
-.-·· 

. : .. :: ... · .. :~·\ ;·, :~~~.~;:: 

1.4 (o:füfü)'(i.'614) ~ ~ .. lA (ó'A) (0.590)3 . 

0.608 '. ¡ ' ·.. 7: . . 2. (0.608)2 
2.036 .. 

.!.p' 8A' = _!. 'T' 8A' .. 
'Y 8x' ·. ·-:-./ 8x1. 

= 1~4 (0.634) (0.833) (1.º2~.~ LO) ~ 0.083 

179 
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El valor de Áx' es L/N,donded, esla longitud de la boquilla y N es el 

número de incrementos a lo largo de,~~ boquilla, que en este caso es 30. Por 
lo tanto 

A I L.'. 3.0 
~X =-=-=0.1 

N 30 . 

Utilizando diferencias hacia delante para las derivadas con respecto ax, 
aproximamos las derivadas de U1, U2 y Ua, con respecto al tiempo: 

(
8U1)t' 
8t' i=l6 

•',. 

(
8Ua)t' 
8t' i=16 

= 

(F1)i=11 - (F1);=rn 
Áx1 

0.590 - 0.590 
0.1 

= o 

'i'¡ 

., ,.~ 

(Fa)i=i 1 -(Fa)i=t6 
. Áx' 

2.036 - 2.078 
. 0.1>. 

0.416> . ., 

Para calcular Át1 utiliz~mos el criterio CFL con e = 0.5, y se obtiene 
'l'. .<. ';·, 

Át1 '='0.0267 .• !;' 

Le'' 



181 
-- • .-.-7· .. -; 

Procedemos finalmente a'.encoritrar los· valores predichos Ui, U2 y Ua : 

• (~ ... \t'+At·;.· .. ·. ,, ··.· . t' .. (8U1 )t' , 
U 1 J i;,,¡6 .;e = (U1)i=,1~ + 8t' i=16 t::.t 

. ·= 0.634 + 0.ó.t' 

''= . 0.634 

(u )t'+t.t' 
3 i=16 

. .·.: . .': .. '.:( ;-.. :._,; .. -~-<:~.:>~;:;;;{.;,_\::,•t, .. <: 

= (Ua)~~16. +· (~~a) i~16 t::.t' 
i.7os + o.416 (0.0267) ••··· 

= 1.716 

Ahora debemos. decodificar los valores predichos de las variables primiti­
vas de U¡, U 2 y U a : 

(r')t'+.c.t' 
i=16 

(~)t'+t.t' p i=16 
(u )t'+t.t' 

1 
i=16 

(A')i=16 
0.634 
:-i-:o-
0.634 

[(u ) t'+L\t' [(u )t'+t.t'.] 
2
] 3 

i=16 'Y 2 i-16 
b- 1

) (u ')t'+t.t: - 2 '(u··)t:-f;"t.t'. 
. 1 i=16' ~1 i=16 

= 0.4 [~:~!~ -(0.7 (~:~~:) 2] ' '> . . 

= 0.837 . . . .. 
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0.594 

0.585 

0.936 

0.915 

2.105 

2.037 

Paso corrector. Las derivadas predichas, con respecto al tiempo, de U1 , 

U2 y Ua, son obtenidas respectivamente, utilizando diferencias hacia atrás 

para las derivadas con respecto ax: 

(W1) t'+At' 

ot' i=l6 

(
- )t'+At' 8U2 

{)t' i=l6 

= _ (Pi)i=1a - (:Fi)i=1s 

= 

ó.x' 
0.594 - 0.585 

0.1 
= ~o.091s 

-----··,·, 
', .0·1<~ .· ... · ..•..... ·. ' 

+~.1 éo:634) (o.837r(. L?, .:::i.022
) 

1.4 . ' . .' .. . 0.1 
-0.290 ,. ' . ' . 

(ª~/)·· ~'+At' •=;ol6 
·= 

,. . ::. 
' . ~- f.'- ~ 
~-. ~ ·, ·~· : ' ! . 

.... ·.(if3}i=l6 - (:Fa)i=l5 
ó.x' 

. 2:105 - 2.037 
. 0.1 

= -0.679 
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El promedio de las derivadas con respecto al tiempo, se obtiene como 

sigue: 

(ªªl) Bt av 
1 [ (ªªl Y' ( 8U1 Y'+At'] 
2 8t' i=l6 + at' i=l6 

= 0.5 (O - 0.0918) 

= -0.0459 

(ªª2) 
8t av 

! [ ( 8U2 Y' + (8U2 Y'+At'] 
2 ' 8t' i=l6 at' i=l6 ' 

= 0.5 (0.156 - 0.290) 

= -0.0668 

(ªªª) Bt av 

1 [ ( 8Ua Y' ( 8Ua r'+At'] 
2 8t' i=l6 + at' i=l6 

0.5 (0.416 - 0.679) 

'-0:131 

Los valores fi~B.l~s corregidos de. U1, U2 y U3 , en el tiempo t' + 6.t', son 
obtenidos como: 

(U )t'+At' 1 i=l6 

([]. )t' +At' 
2 i=l6 

= (Ui)~~l6 + ( :1) av 6.t 

0.634 + ( -0.0459) (0.0267) 

= 0.633 

= (U2)~~l6 + ( :2) av 6.t 

0.590 + ( -0.0668) (0.0267) 
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([} ). t' +At' 
3 i=16 

=·_,: 0~588··> .. , 

' ,(U3)~~l6 + ( 8:,3) av D.t 

:;;,;; i'.f01L+ ( "70.131) (0.0267) 

1 ·,== k,~:'~º\i~ ; t L 

.' 1/l:.1{/;i_1.,.'. 'Ü1;p . 
Finalmente,'los val~res cofregicl~sd~;la;, ~ariables primitivas se obtienen 

decodificando U1, U2y.l'3: . . . e: ' .. ·.· 

~ ...•. (. i). t'+At' ·..:'.~·(· U;)i;+At' 
;·:~P. i=1e ·.-_:. ,1 i=16 · 

0.633 

( ')''+At' V i=16 

··r,.,,, 
º·'.63~ 

(T')~'+At' •=16 

. t'+At' 
( .. l) (u3_ .. . _-rv_ 12) ..,_ .. , __ .,, 7- -·-- ' ... 

· U1 2, · i=16. · .. ):·" 

[
1.701 ' ' ,' 2]" 

0.4 0.633 - o. 7 (0.93?) '' 
0.833 .·.·_.· 

'·:', 

Enseguida presentamos la tabla de los valores, cuando los resultados son 

estables, después de 1400 pa,s:os en el tiempo: 
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.X A ..e.. !. T ..!!... u, u, u, I A" T, M 
Po •o Po 

0.00 5.950 1.000 0.098 1.000 1.000 0.098 5.950 0.585 14.915 
.. 0.10 5.312 0.999 0.110 1.000 0.998 0.110 5.305 0.585 13.302 

0.20 4.718 0.997 0.124 0.999 0.996 0.124 4.704 0.585 11.798 
4 0.30 4.168 0.995 0.141 0.998 0.993 0.141 4.147 0.585 10.403 
5 0.40 3.582 0.992 0.181 0.997 0.989 0.161 3.532 0.585 9.117 
6 0.50 3.200 0.988 0.185 0.995 0.983 0.188 3.181 0.585 7.938 
7 0.60 2.782 0.982 0.214 0.993 0.975 0.215 2.732 0.585 6.068 
8 0,70 2.408 0.974 0.250 0.919 0.984 0.251 2.345 0.585 5.903 
9 0.60 2.076 0.962 0.293 0.9115 0.9'8 0.295 2.000 0.585 5.043 
10 0.90 1.792 0.948 0.345 0.978 0.925 0.349 1.695 0.565 4.287 
11 1.00 1.550 0.923 0.409 0.968 0.894 0.418 1.430 0.565 3.631 
12 1.10 1.352 0.891 0.486 0.955 0.850 0.498 1.204 0.586 3.073 
13 1.20 1.198 0.846 0.577 0.935 0.792 0.597 1.014 0.586 2.607 
14 1.30 1.086 0.789 0.682 0.909 0.717 0.716 0.658 0.586 2.229 
15 1.40 1.022 0.717 0.7ll9 0.874 0.627 0.654 0.733 0.585 1.930 
16 1.50 1.000 0.650 0.901 0.840 0.546 0.983 0.650 0.585 1.733 
17 1.60 1.022 0.547 1.046 0.783 0.429 1.182 0.559 0.585 1.524 
18 1.70 1.088 0.462 t.164 0.731 0.338 1.361 0.503 0.585 1.395 
19 1.60 1.198 0.384 1.272 0.678 0.260 1.S.5 0.460 0.585 1.300 
20 1.90 1.352 0.316 1.369 0.627 0.198 1.728 0.427 0.585 1.231 
21 2.00 1.550 0.260 1.453 o.sao 0.151 1.908 0.403 0.565 1.178 
22 2.10 1.792 0.214 1.526 0.537 0.115 2.083 0.353 0.585 1.139 
23 2.20 2.078 o.1n 1.588 0.499 0.086 2.251 0.368 0.585 1.109 
24 2.30 2.408 0.148 1JM2 0.483 0.069 2.412 0.356 0.565 1.085 
25 2.40 2.782 0.125 1.588 0.432 0.054 2.567 0.347 0.585 1.056 
26 2.50 3.200 0.106 t.728 0.405 O.G43 2.715 0.339 0.585 1.050 
27 2.60 3.582 0.091 1.763 0.381 0.034 2.857 0.332 0.585 1.038 
26 2.70 4.168 0.078 1.793 0.359 0.028 2.991 0.326 0.585 1.027 
29 2.80 4.718 0.068 1.620 0.339 0.023 3.124 0.321 0.585 1.018 

La forma de conservación es más sensible que la forma de no conservación, 
·esta situación produce variaciones notables entre un tiempo y el siguiente, 

más ~ún; la soluóic:)n al. área de la boquilla no produce una solución conver­

génte1 por lo cual es necesario el concepto de viscosidad artificial. 

Añadiremos lavisé:o~idad artificial con la misma idea que se usó en el 
Capítulo 4. Forin\amos la expresión 

· ~t· · ... ~l(c~m~:z~:2(p')f + (p')f'.-11 ( t' t' t' ) 

i ==:~i,,(p',)~~'i,;+;·20t>1~;,,+Jp'>f~i ui+1 - 2Vi + ui-i (13) 

. .. ·.· :>·,·;··;;i.:;.~·,;~;·~4í~Yt·:i. _::\ .. 
. . . . Calculamos los'valC>i:es'predichos en el paso predictor, utilizando la técnica 
MacCormac~, é:6hi6:·. :, ...... . 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Podemos reemplazar la eéull.ción anterior\ en cada caso, para U¡, U2, U3, "' : .... ··.;, .... ''- ., 

por: ·••''• ... ~.»:;·.<·.: ,:t,,¡:: .... 
' r. • _,-~{. ¡.-'~', "• '' :: ;;:¡; ,.,.• • " ,< ', > 

(ü )t'+6ti c_L::<~))¿,··~:(8u1~ t' !l¡, + csi 

:~'.:::::;: : ,'~i~t1¡¡~illir íf. 
donde Ui, U2 y U3 son nuestras varia~leis d~ flilJ6;'y;'Si;'.S'2;fS3 s~n obtenidas 

de la ecuación (13) . Similarmente al P~C!··Br~~iét}>'r';~caicS'hla:mos los nuevos 
1;<-:t.'!'.."\:•· · .. :;.-,: •. ;-,- ,., . 

valores de U como 

donde Si, S2, y 83 sb1i obtenidas de la e~¿~i¿¡{~(iS)
1

/'6a~bi~da como 

e lt""i)~'+.Ó.t'::.:. 'J/~/)~,r~t;~uú)~'+Attl 
X \l' >+1 . · .\J'·;', ¡··,•·•7~· .. '\J'· .. >-1 

(:fl) t'+At' ~1- 21"")t' .. +At.' ·+· .. l..:.1)t'+At' 
i+l . V' i. :. ··. . V' i-1 

X ( (ü)~:iAt' - 2 (u)r+At' + (ü)~~At')' 
,·' -, ' . 

en la que utilizaremos C.,, = 0.3. 

Con la introducción de la viscosidad artificial obtenemos los valores es-

¡· tables que dan la solución al eyector, pr~sentados en la tabla siguiente: 

, ,,, ... ... ,.: 
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FIGURA kF21/ Forrri:a de no conservación (p) 
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FIGURA A.F2s. Forma de conservación (p) 
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X A .!!.. X.. I... ..!!.. M u, u, u, I A'" p, n, T, p, 
O.DO 2.606 1.000 0.228 1.000 1.000 0.228 2.606 0.595 6.610 
0.10 2.459 0.997 0.243 0.999 0.995 0.243 2.452 0.595 6.220 
0.20 2.317 Q.993 0.259 0.997 0.990 0.259 2.300 0.595 5.840 
0.30 2.178 0.988 0.276 0.995 0.983 0.277 2.153 0.595 5.469 
0.40 2.044 Q.982 0.296 0.993 0.975 0.297 2.008 0.595 5.108 

• 0.50 1.915 Q.978 0.319 0.990 0.966 0.320 1.888 0.595 4.756 
7 0.60 1.789 0.967 0.344 0.987 0.955 0.3'6 1.730 0.595 4.412 
8 D.70 1.668 0.959 0.373 0.982 0.941 0.378 1.597 0.595 4.077 
9 0.80 1.551 0.944 0.406 0.978 0.923 0.411 1 .... 0.595 3.748 
10 0.90 1.438 Q.929 0.448 0.970 0.901 0.453 1.335 0.595 3.425 
11 1.00 1.330 0.907 0.493 0.982 0.872 0.503 1.205 0.595 3.104 
12 1.10 1.225 0.878 0.554 0.949 0.833 0.588 1.078 0.596 2.782 
13 1.20 1.125 0.833 0.634 0.931 0.775 0.657 0.937 0.594 2.444 
14 1.30 1.030 0.753 0.768 0.892 0.872 0.813 0.778 0.596 2.050 
15 1.40 1.000 Q.692 0.881 0.882 0.596 0.927 0.892 0.596 1.850 
16 1.60 1.000 0.658 0.911 0.843 0.553 0.991 0.858 0.597 1.763 
17 1.80 1.000 0.651 0.910 0.841 0.547 1.001 0.651 0.597 1.751 

. 18 1.70 1.000 0.649 0.920 0.840 0.545 1.004 0.649 0.597 1.747 
19 1.80 1.000 0.848 0.923 0.839 0.542 1.008 0.848 0.597 1.742 
20 1,90 1.000 0.648 0.924 0.838 0.542 1.010 0.848 0.597 1.741 
21 2.00 1.000 0.843 0.927 0.838 0.539 1.013 0.843 0.597 1.735 
22 2.10 1.000 º·"" 0.928 0.837 0.539 1.014 o ..... 0.598 1.735 

·23 2.20 1.000 0.623 0.956 0.828 0.515 1.051 0.623 0.595 1.687 
24 .. '2.30 1.011 0.521 1.118 0.784 0.398 1.279 0.527 0.589 1.466 
25 ··2.40 1.193 0.388 1.287 0.681 0.263 1.580 0."'61 0.593 1.318 
26 2.60 1.391 0.308 1.396 0.822 0.190 1.no 0,426 0.594 1.242 
27 . 2.60 1.604 0.251 1.4n 0.575 0.144 1.948 0.403 0.594 1.193 
20·· 2.70 1.831 0.211 1.539 0.537 0.113 2.102 0.386 0.595 1.159 

.29 2.80 2.075 o.tao 1.593 0.503 0.091 2.245 0.373 0.595 1.133 
30 . 2.90 2.333 0.156 1.633 o.•n 0.075 2.384 0.384 0.595 1.115 
31 3.00 2.808 0.138 1.676 0.449 0.061 2.602 0.355 0.595 1.097 

Las siguientes figuras muestran el comportamiento de la densidad en el 

punto i = 16, en la solución de la boquilla parabólica, en 1400 iteraciones 

en el tiempo con muestreos hechos cada 2 iteraciones . 

.------·----
·if..,'l'ºlf' Í', t"1i·· >: 

1 J tiJ :-:. /.. ~·, ., ... ··..,.t; ·i 

FALLA DE ORíGEN 
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o.se~-~--~---.---~--~--~-~ 
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FIGURA A.F29. Forma de conservación con viscosidad artificial (p)' 

De los resultados precedentes, que pueden apreciarse en las figuras A.F27, 

A.F2s, y A.F29, no podemos establecer una clara superioridad entre la forma 

de conservación de las ecuaciones y la forma de no conservación. En esencia 

podemos hacer las siguientes observaciones: 

l. La forma de conservación produce una mejor distribución de masa. 

Simplemente hace un mejor trabajo conservando la masa, de ahí que 

se llame forma de conservación de la masa. 

-2. La forma de no conservación tiene ventaja en que la diferencia entre 

las variables_ en el tiempo t y t + 1 es mucho menor que en la forma de 

conservación, esta es conveniente porque marca un índice de calidad del 

algoritmo, debido-a que cónverge sin ser tan sensitivo a las condiciones 

iniciales. 

3. No hay una clara superioridad entre una forma y otra en términos de 

precisión de resultados. La forma de no conservación parece producir 



190 APÉNDICE·)~; FLUJO UNIDIMENSIONAL NO ESTACIONARIO 

mejor precisión en los resultados para las variables primitivas, y la 

forma de conservación· en las variables de flujo. Los resultados en 

ambos casos son satisfactorios. 

4. Considerando la cantidad de trabajo que realizamos para implementar 

un algoritmo discreto para la form!'I- de no conservación, este es mayor 

que el requerido para la'forma de .conservación. Es por eso que la forma 

de conservación es IÍ~mada forma apropiada para GFD, motivo por el 

qúe, en los .capítuiosAy 5,'.~e utilizó la forma de conservación para 

impleni~ritar la soludÓÍl. al problema bidimensional estacionario y no 

estacionarió. 

5. La forma de conservación requiere de la viscosidad artificial para mejo­

rar su estabilidad. 

A.6 Código del programa para la forma de no con­

servación 

elear all; 

ele; 

PROGRAMA PRINCIPAL 

% Contador de muestras. a graficar , 
eg = 1; 

% Contador de iteraciones· en el tiempo 
t = 1; 

:,! '!; • :-
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% Valor. de Áx 
cbc = 0.1; 

~·, .. 

. . ' '/. P~so~specífico del gas 

% ·. V<llor d~l número Courant 
e' ,,,;, oi s; . > . . .: 

,~1. ,_:>~-~·.:,~ ;\.'-;' 1'.~- ·:,,' 

,.; ' .. f)· '··.~. \·;:·, 

: ~'/' -.·-%-~N11fie~:llé"púnt08 -'discretOS 
;y .~·;;;;_:,31';;_<:~t': ./ '" '.'~ : " 

:_:·~: . ,., -;,},:~.~:,>, 
'··,-"'.<' ,;:/:·; ·_·.-yJ-: ";:·-· 

, ·:y:~.V~citd;·q~e:co~tien~ los .incrementos sobre el tiempo t 
. :t;:ie,~¡;º é~> :,·'.".,;e:{o ;<· · · · · 

'; \: ~ '·.: ---- ,· -:·~·-:.: ___ -,,;"-:~-... , r-
. : • i. qffnt_~dor auxiliar. p~ra · llevar el número de valores a graficar 

_._,._.: 

';.=;íÁfo; 
·>:re; ;:;. fro<x>; 

T =· :fT(x); 

V = :fv(x); 

% ,Vector x: 

% Vector del área [A = eyector(x)] 
% · Vector de la densidad 
% Vector de la temperatura 
% Vector de la velocidad 

fprintf('\ncasi-unidimensional forma de no conservación'); 
fprintf('\nCondiciones iniciales:\n i x A ro V T n'); 

for i=1:~,. 

191 

fprintf('\n%3.1f %3.2f %3.3f %3.3f %3.3f',x(i),A(i),ro(i),V(i);T(i)); 
end 

iter =input ('iteraciones n:'); 
curvas= input('muestreo cada m iteraciones:'); 
punto= input('punto a examinar i:'); 
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tic; % Enciende el reloj para 'medir el tiempo de ejecución 

k = 1: (n-1); 

i = 2: (n-1); 

j = 1:n; 

while (t <= Úer) 

% Cál~ulo de lis ·At' s 
delta~ ;,, é;.~/·(d:x . / ( (T(i). ·o. 5) + V(i) ) ) ; 

deltat = níinCdéliás ) ; 
.. ;·•' 

% Se almacena la At mínima en el vector tiempo 
tiempo(t) = deltat; ' 

,•.:' 

% Paso predictor 

Drot (k) = fdrodt(ro(k) ;ro(k+1), V(k), V(k+Ü;.A(k) ;'A(k+1) ,dx); 
DVt(k) = fdvdt(V(k) ~ V(k+i) ~Tckf, TC-k-ti) ¡rO(k):,"J:-0.(k+i)'~.'~~dx) ;"::'; .. ~ 
DTt(k) = fdtdt(V(k),V(k+1),T(k),T(k+Í),A(k),A(°k~1),r,dx); 

% Cálculo de los valores predich~~· ·, . · ····.· · · ' 
ro_(k) = ro(k) + (D~ot(k) * d¿ltat);' ' 

v_(k) = V(k) +.covt:{!t> :.-:d.aitáf); · 
' . ···---.> !.'(-,, . ..• • • . . 

T_(k) = T(k), .+ 

% Paso córre~t·~~,;.~J'.\;;;;:".:r·< . ' · ·· · · ·· , ... 
Drot_(i) ,; :..:f~~~dt(~~~c:d\:r:o·_(i""'.1) ;V~(i),V_(i-1) ,A(i) ;A(i-1) ,dx); 

ovt_(i) = .:ict'Jdt(v~ci>·,v~ci.:ú;i .. ci), r_ci:-'1> 1ro:.(i) ,ro_(i-1) ,r;ciX); 

ort_Ci> :; .::..idt:dt(vicb'.;\iXú'..:1>fr~<i> ;r~c:i!~1)"i;A(Ú,'ic1:..1),r,dx).; 
''-~-~- -é:_~--~· ~-·'· .. ;J.:-- ·:,,,-_.,.-~·, ___ , ..... -·.; ': ·-:' . . .-._ ;_. · . 
.. __ o:· ,-· .,, ·.;:; 

% Cálculo de la,s derivad~ fiár:ciales promedio·· · ' 
Drotav(i) = C• (Dr~t(Ú +'.'Drot_(Í) ) ; ; ·· 

DVtav(i) = C * ( DVt(i) + DVt:..(i) ·); 

DTtav(i) =e*. ( DTt(i) + DTt_(i) ); 
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·, -.- - > -

· % Cálculo de los:nuevos:valores de la densidad, velocidad y temperatura 
ro(i) = r~ci)'i/ (D~otav(i) • deltat); 

V(i) :.=)l(i);.'+ Í,CD~tav(i) • deltat); 

T(i):.= TCÚ ~ '.'cDTtav(i) * deltat); 
. , ··::· ,.;:,::><\.6·::.:r\ /".·'..-;:·/ ",· · --"~"' · ·~fü'·)~:---, ·, ·, 

'··:·:·' ' ... ~_:,'._<:·:. ~-/:;~-:·-_ :,;'/. :·:.-tJ:~f(:;"i!~~é:;:_'. .. >·~'i .:::- .> . ' . 
. :. • % '' ExtrapolaCii:ín para r1os. valores en la frontera 

. iP~éF;i~:·*·~~~#}~·fa;'?.~:ú; 
. >V.(ii)Y:=2~V(n-71);é:-::: V(n'.'"2); 

:·x:~i~i~·~: {~;~~lf t1.~~·~ c:~;~~2) ; 
; '[? ',( •. _'-.:~:-.· ... ~_ ... ·.·_¡:~.· · .. ·:·.·'·'}' .. \_\ : -~'.'; . «. ', ., 

.. ~ ,~/.~_)_\~;·--

· :~(j) y~,;:i-g'cj )':_*.f cj) ;· 
M(j):·;;;;,·;¡¿j)';'/~qrt(T(j)); 
- . . ,; - t'"' <· ' .:;·· ' '·;· -•.· -· ~,--· ': 

. % Siguiente paso en el tiempo 
éonta '." '.corita" + '1; % Incremento del contador de muestras 

:: -_ - ,,, -~-,~-- ·. ,_. --~-L- ., ·-

if (~ont~==~~vas) 
Mi-~(cg;1) =·ro(punto); 

Mv(cg'; 1) = V(punto); 

·. Mt(cg;1) = T(punto); 

.MP(cg,1) = P(punto); 

MM(~g,1) = M(punto); 

conta.= O; 

.•.cg = cg + 1; 

end 

·and % fin de ciclo While 

fprintf ( '\nRes~Í~ados finales~) ; 
fpdntf('\ni i A ro v .. T PM m'); 

for i=1:n . 

end 

fprintf('\n%d Yo3.ff%3.2f;%3:3f'%3.3f %3.'3f %3;3f %3.3f', · 

ali,x(i),A(i),ro(i),V(i),±(i),P(i),M(i),~o(i~•A(i)•V(i)); 

193 
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fprintf('\nTiempo.transcurrido %f\n',sum(tiempo)); 

fprintf('Tiempo de cálculo'); toe; 

FUNCIONES 

function A = fA(x) 

A=. 1 + 2.2.•((x-1.5).-2); 
. . ., 

functioll r,e>.·.;, ,fro(x) 
ro,= 1 ."'.'".(0;3146.•x); 

function: t ;;; ;fT(x), .. · ... · 

t = l' -¿<~i~i·~l(~:~~·:' ; . 
functioÍl ~:·;ff~<~) > • · .. 

. v =(O.L+;L09;•x)· . .-(fT(x).-(0.5)); 

é . ;-;i· I.:j~::c..: 
fÍmction f .. '."\fdrb°dt(ro1Jr~2, v1, v2, a1, a2, dx) 
% e~ta f~~:iiti'~ií~'ui~ (Dr~fDt) 

.~~iC~{~lt~~itl f~!i~lI~; .. 
function fé"' ··~dvdt(v ,v2;t1;t2;ro1,ro2,r,dx) 

' -~~~r~~~i1~~~;;~~;,L/:; 
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---.: . ·.~ ~ ~"~· . : \ .. 
. ·, 

funetion f = fii~dt(v1;~;',i'¡;'t~,a1,a2,r,dx) 
% esta fi.ine16n·ea'.1~il.i~:~ci:>.f/nt> . 

. var1 = ;,.1}:;¡.(t2 ::\{i){;; ' . 

::~ : :r.¡,t1~!~~~;~~~~' ;· 
i' = (-'-~ar·:Í;'~.:.:cci.:.':l)N1:1;•(var2+var3)) ) / dx; 

··. -:, ·:' ,>:·" -~_.:,.' :,,. 
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. " . Lr~,')/:-·}~·~! , , 
· Para ~b¡;IÍ~~;Í~s;:re~uÍtados de la otra forma de boquilla, necesitamos cambiar 

·la funció~ q~~ 'd~érÍbe el· área. 
,,· ·,,_,,.(_,,.., 

·A • -· :•,::;:, '·.~·, 

fÜn~tión.·~_-=;·é'~e'ctor(x) 
i ~\fi~~(~ ;= 0 & X <= 1.3319 ) ; 

y(iY = (c(.:.:·o.047601.•x(i))+0.1666). -2)•(93.89099); 

i = find( X > 1.3319 & X <= 2.2939 ) ;y(i) = 1.0; 

i = find( X > 2.2939 & X <= 3 ) ; 

y(i) = (((0.08979.•x(i))-0.10277).-2)•(93.89099); 

A.7 Código del programa para la forma de conser­

vación 

elear all; 
ele; 

PROGRAMA PRINCIPAL 

% Contador de muestras para graficar 
eg =· 1; 

% Contador de iteraciones eii el tiempo 
t = 1; 
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% Valor de L:l.x 

dx = 0.1; 

% Peso específico .del gas 
r = 1:4; ·'·· . .'' ... ··· · ... 

% Valor del ~~~L C~u~~t . 
e .=·.o~ .. s; ::~,;J;i~:··,~V~i\,>:;· .... , .i:·r~:= 

. .. >" . 
% Núm.eró depuntos.·discretos 

n = 31;-

% Vectór que co~tiene los incrementos sobre el tiempo t 
tiempo(t) = O.O; 

% Contador auxiliar para llevar el número de valores a graficar 
conta = O; 

x = O:dx:3; '% Vector x 

A = fA(x)·; 
ro = frO(x); 
T = fT(x) ;_ 

% Vector del área[A = eyector(x)] 
% Vector de la densidad 
% Vector de la temperatura 

U1 =FU~(ro,A) .· % Variable de flujo U1 
U2 ,,;0.59;.;ones(Í,n); % Variable de flujo U2 
V = u2./ü1;!·. % Vector de la· velocidad 

U3 = FU3Cu1, T, v:r).; .% Va.riable de flujo U3 
., 

F1 FF:Í.CU2) ;_ % Variable de flujo F1 
F2 FF2~Ui;u2;u3,r); % Variable de flujo F2 
F3 = FFS(Ú1,U2,U3,r); % Variable de flujo F3 

fprintf('\nFluj~ casi-unidimensional forma de conservación'); 
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fprintf ( ~\nCondicibne~ inici'ai,~~ :Íl ix A ro V T U1 U2 U3') ¡ 
for i = 1; n · ;' : ; 

fprintt<·\~iá·V.ao'ii %3:a:f .Y.a. at ... Y.a:a:f .. Y.a. at y,3;3f. Y.a. 3f 

Y.3.3t •. i';~cú'(Á<i) .~6Ci). vci) ;TÜ)';u1 Ci);;u2(i) ,ua(i)); 
.. -. - - . -~~·-.:~- . ,- :-. 1 ," 

('iteraciones n:')¡ 

~ur~~s = input ( 'muestreo cada m i te~aciéil{es i ; ) ; ~ 
punto input('punto a examinar i:,'.);::; ./>s;·, ~.' 

· tic;·· · Y. Enciende el reloj para medir el tiempo de ejecuci6n 

k = 1:(n-1); 

· i'. 2: (n-1); 

j 1:n; 

while (t <= iter) 

Y. Variable de flujo J2 · ' · 

J2(k) = (1./r) ·* ro(k) ;* T(k) ·*' ((A(k+1)-A(k)h/dx ) ¡ 

Y. Cálculo de las· tlt~ s <:'r ;:¡,.' ... 
deltas e ·*:<~</,,::e (T(Í) ;-:'0;5)¡.+ •. V(i) ) . ) ; 

deltat min( '.d~lt~s{)';}Pt •; .··•· . , . 'e· 
• • '; • ·:'<-~~.< '.:,~, '/''. /:. • ':\T;: ->:;.-•: • 

;!:=P¡~;;ft~,~~~~~~-~ :fo~•,•c0.fu,. 
•• J' J• _.;:;•C,)~l~\<~:··,¡:~.,:~:1 :: " 

- F1(it) ) ./ 
- F2(k) ) ./ 
- F3(k) ) ./ 

... ·. . 

Y. Cálculo de los valores predichos 
UL(k) = U1(k) + DU1t(k) .*deltat; 

dx; 

dx + J2(k)¡ 

dx; 

197 
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U2_(k) = U2 (k). + : DU2t (k) . •deltat; 
~· ·,. . ' ' . ~ . ' " 

U3_(k) = U3(k) + ~U3t(k) .•deltat; 

ro_(k) = dro(Uf_(k~:k:~~~~;,~t';(;, 
T_(k) = dt(u1~c~);u:ifo~Y;U3~ck),r); 

~:~:; : ~llf li~~~~'"?.>';>í · .. 
F3_(k) = FF3(UL.:(k) ~~\ U2;:.(k).;: u3_(k) ,• r); 

:::.J~1Ji'¿~(f '',:1:~~~;~r'".'''.~.·:'~'''. /dx , , 

DU1t_(i) = .-'i(' F1:..(i)}~'.'FL(i;;.1) 1 ): /" dx; . 

. ~~~:=~~; ó'Iiz{:;~~zffj,·1.f'f'~~~~~s-~; ; ~~ :; + J2~(i); 
. -· ·;:~· -

<. ~ :· .. -

% Cálculod~ l;J'd~{.¿vadas parciales prome~io • 
DU1av(i) = 0.5.•( DU1t(i) + DU1t_(i) ) ; . 

DU2av(i) = 0.5.*( DU2t(i) + DU2t_(i) ); 

DU3av(i) = 0.5.•( DU3t(i) + DU3t_(i) ) ; . 

% Cálculo de los nuevos valores de las vari~bles dé fiuj~ U1 , · U2, U3 
U1 (i) = Ui(i) + (DU1av(i). •deltat); :.: . : '.. 

U2(i) = U2(i) + (DU2av(i). •deltat); 
U3(i) = U3(i) + (DU3av(i). *deltat); .·· 

% Extrapolación para lo~ valores en la fr.ohiera 
U1(1) = A(1); ·• 

T(1) = 1.0; 

U2(1) = 2.•U2(2) -:- U2Ó);·• ; 

vc1) =.U2(Ú;/U1C.:iJHf::f'i:;~ ••. , ., 

ua c1) · rua cui c1)
0

~'·iiú) ; .. veo, 'r); 
. . : _·· ,·:; :;">; ·" .. /,• . "-

- . -: \ - ~··-; :· ' ~ :·.-- - ' 

U1{n) 2~~u¡(~-.i) ~\UÚn-2?; · 
u2Cn) 2;•u2cn:7ú-·:u2cD.-:2); 

.. ' 
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A.7 ... ; PROGRAMA PÁR~'LA'FOR~ADE CONSERVACIÓN 
-;:_- ... 

u3 Cn> = 2. •U3 cii-1> - üácn:~2); ' 

• '.--·· -( :_'::,·:·:•.'"<"-".''.º:;_'~e,·~:_;•:;•,•'•.::.:-'{•"•. •:- 'e'• • 

% Cálculo de los nuevos val°:res 'de l~.varjiibles de flujo F1, F2, F3 
F1(j) = FF1(U2(j)); ',, /';':: , . ,':\ 

F2(j) = FF2(U1(j), u2ó>';\us{j)',\r); ·. · 

F3 (j) = FF3(U1.(j),,'.~~'~;(~f :'1~íf;?~:?~?)~·"·¡-. · .. ··. 
% Decodificación de· Las ·variables, p'rimitivas 
ra(j) = dro(Uf(j)/:J;'('j'))'/'.::''.¡;~· . 
T(j) = dt(UÚj)}u2(jf;;:ua(J): r); 

· vcj) __ . =··u2.cj·~:{%~i:<j;>;::X-';\:, < · 
p(j) = ro(j)'; *T(j);' ·,;-;,. 

M<j> ~ vcj?::?"~~I:t"~f (j ~); 
~-:,._~- ~: :~~'-> --~~-~:-;··> ::-¡3.< .. -'.'·~"-

; ' i. Siguiente paso en el tiempo .t = ~ i }r·., . ~\~.·. 
· conta .=,:canta ,+·:1;· : % ·Incremento del contador de muestras 

.. if ·. (cont~;;,=:curvá.s) 
. Mra(cg; 1) = ro(punta); 

Mv(cg,1) .:. V(punto); 

Mt,(cg, 1) = T(punto); 
.. ·., MP(cg,1) = P(punto); 

MM(cg,1) = M(punto); 

canta = O; 

cg = .cg + 1; 

: end 

% fin de cicl~ While . 

· .·. ,_. fptinú c•\iiit~~;:,:~tacio~',:f1ná.1as •);' 

'},':tpr'int~f(\n°i\~::''.í\~~3'\r\T.P. M U1 U2 U3'); 

··fo~1,';,;'1,=.~.~; ,:'~ .. :,•'<·>·~ ; ; ..... · .. · . 
· fprü1tf(~\I1%d %3 __ ;,1f·Y.3.3f'·Y.3:at:·%3.3f Y,3.3f %3.3f %3.3f 

Y,J.3f i,3;·3f,'%s.3f~;i,xÚ),A(i) ,ro(i)°,V(i) ,T(i) ,U1(i) ,P(i), 

. M(i) ,U2(i) ,U3(i)); 

end 

199 
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fprintf('\nTiempo tral1scurrido %f\n',sum(tiempo)); 

fprintf ('Tiempo de cál~ulo ~,) ( toe; 

FUNCIONES 

function A = fA(x) 

A= 1 + 2;2.*((x-1.5).•2); 

function ro .;._fro (x); 

·- i = find{x;>.:.,o & x <= 0.5); 

: : t.~';i~~~lli:ii;füfü:,:::.,; 
;.e:,.,: .. , 

i 

i 

i 

functionf;,:=:.FU1(ro iA); -;·; · 

_f .:.-.:ó;~~::.:;:jfi;::.;;;:(~1:i;(:.;, 

funct.ion·; __ :~~#g~'.¡#r:;ff,y;··•r): 
t = u1.~c-~q:;·¿cz:;,.:1))¡+;:~r./2) ·*<v._::2) ) ; 

-~ ·:·.\t·: .... ~ ·'~«~{-¡\·'·~;'.'\" { 
functiori,:F =: ·.FF1 (U2); 

·F = U2; 
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funetion f = dt(U1, U2, U3, r); 
f = (r-1).•( (U3./U1) - (r./2).•((U2./U1).-2)); 

A.8 Código del programa para la forma de conser­

vación con viscosidad artificial 

elear all; 
ele; 

• :eg .=· 1; 

1; .':' 1¡' 
dx = 0.1; 

r = 1.4; 

~ = 0.5; 

n = 31; 

PROGRAMA PRINCIPAL 
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tiempo(t) =O.O; 

conta =_O; 

x O:dx:3; 

A= fA(x); 

ro = fro(x) ;· 

T = fT(x); 

P = ro.*T; 

Ul = FU1(ro,A) 

U2 = O.S9*Ón~s(1,n); 
v = -u2./tJl.; ,· 
U3 = FU3(Ui,T,V,r); 

F1 FF1(U2); '. 
' ., ·. .. . ' . 

F2 FF2(U1,U2¡U3,r); 

F3 = Fi"3.Cu1;l12,U3,r); 
·'; . . 

APÉNDICE A-FLUJO UNIDIMENSIONAL NO ESTACIONARIO 

fprintf('\nFlujo cas:i.;..~:Í.di~ensional forma de conservación'); 

fprintf('\nCondiciones iniciales:n i x A ro V T U1 U2 U3'); 

for i = 1:n 

end 

fprintf ( '\nY.d :'.3 .1f :t,3. 3f :'.3. 3f :'.3 .3f :t,3. 3f :'.3 .3f Y.3.3f 

:'.3.3f' ,i.,x(i.),A(i) ,ro(i) ,Vci_) ,T(i) ,U1(i) ,U2(i) ,U3(i)); 

iter = i~p~t. ( iúeracíones n: '); 

curvas '=:- input ('muestreo cada m iteraciones: ') ; 

punto input ('punto a examinar i: ') ; 

tic; 

k 1:(n-1); 

i 2: (n-1); 
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j = 1:n; 

while (t <=·iter) 

J2(k) = (1./r).• rCÍCk).•T(k).>I< ( (A(kH):..A(k)):/dx ); 

deltas = e ;• :,<,dx ./. cc1'ci;. -o·:s> + VCi) '>); 
deltat =·inin"C ~dé1taa··;)·f~.=~·:::~; 1

' 

tiempo(t) '.' ~eltat; · .. 

DU1t(Ít) = ~cF1c~~1) -.Fl(k) {/ dx; 
DU2t (k) ,;, ;;. c':f2 (k4.i.) ;'.. F2 (k) ) . / dx + J2 (k) ; 

DU3t (k) · = ... :r;íª·~;t~1;{~1(; lt;'.~~) ) . / dx; 

'./ ">:<·\·~'::·i:·'.\;:~::":.j- :: 1'-~-..... :._:::·:;···/ ·' ·~·:· -.. 
% Cálculo dela yiscosidad artificial en el paso predictor 

S1(i) == :sufoi¡~'C':i'.+Í) ¡p(i)\i?Ci-1). U1 (i+1) 'U1 (i). U1 (i-1)); 

•. S2(i)~ =:su(cx','.~(i:i.i)';P'(i)\P(i-1) ,U2(1+1), U2(i) ,U2(1-1)); 

. S3(Ú,;, suc'c~:P'ci+i) ;.P(i) ,P(i-1) ,U3(i+1) 'U3(i) ,U3(i-1)); 

;,•9:0;···· 
(S3(1). "'.' 0:9; 

+. (DU1t(k). •deltat) +. s1 (k); 

.: u2.:(k) =iU:i(k) •.+ (DU2t(k). •d~l.tat) + S2(k); 

. ::,ua~<k> .= uac~> .i·• coüat<k>·· *d~it~t> + sa<k>; 

. ; :'.¡!¡:\;;:;f ~i~~l~llt~i~JJt .•.•. ; 
ro_(j).·=< dro(UL(j),,A~j))¡ ''. · ... 

T_(j) = citcu'L:cj),u2_(j) ,ua ... cj> ,r); · 
p_(j) = ro_(j) .•T.:.(j) Í •.. . 

203 
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FL(k) = FF1 (U2_(k)) ; · · . 

F2_(k) = FF2 (U1.:.(k) i JlJ2..:(k);' US~(k), r) ; 

F3_(k) = FF3(tJ1~c1t)',.'.1fafo;;> >·ua_(k), r); 

;;;;~~;{.~f iJ~;1;;;:~~~~],';\;;;;::,~;:::). /~ ) ' 
DU3t.:.(i) ;.·_·::.: '(\iF3.:(i)''...:>.:Fa.:.Ci;'-1F)./'..dx; .. 

;,_,'...- ... ~~:/:'. ~:.·:·.~·:. • ' ... ·'<.· 

'': ~ .. ' 

ou1avC:1S ·,;; o.si'*< DU1t(i) +. DU1t~(i):); 
ou2avci.,>: ,;. cLs .'~e ou2t Ci> + ou2t .. Ci> ).; . ,. 
DU3av(i) = 0.5.•( DU3t(i) +,DU3t_(:i) ); 

F1Cj) = FF1(1J2c.1>>; 
F2(j) = FF2éu1cj); U2(j). U3(j). r); 
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F3Cj) = FF3Cüicj>.(ú2(j);,ú3cjr;xr>;'· 
. --;o:·::::·, . -.... ' ;;·.'1/~ ' " ' 

· <fü¡['~~~fil~~}~F~~,~~;;; · r) • 

·... M (j) ·•· .':',;,y:Cj) ''./sqrt (T{j) )_; 
~: ...... _ .. , ' . " ·, ·'.~.:·: ·"</i~º'.··~C,:j_',-' -.;.':~>. 

, .··:1· -~ ·~·-.·;,~:: ,;:~·--,~x: ~'·-:'~:,_.:~:-~·:.~{l1 .. __ :)~·-' . -: 
.',;; .~'"., , . . .. , . , ' . ,- ·;·:: .. ~ 

'ª11~:.[~f~~i~~i~+.1{···', ''····, 
.,.·.:p· '._,·, ·-=··¡-:,·. .·.-. :1':< ,·, 

., ~- 1~.?' '-~;-·< 

.. if·'Ccoiit!l.='=cu;:;,,¡s) ._ 

'.Mro(cg/i'L= r6(punto); 
Mv(~g;.i) .;. V(punto); 
Mt(cg,1) ,;; T(p~t~); 
MP(cg,1) = P(punt~); 
MM(cg,1) = M(punto); 

conta = O; 

end 

end 

cg = cg + 1; 

fprintf('\nResultados finales'); 

fprintf('\ni x A ro V T P M•u1 U2 U3'); 

for i = 1 :n 

fprintf ( •\n%d %3.1f'. %3~3f '%3.af %3.3f %a:3f %3.3f %3.3f 
·. %3.3f %3.af %a:3f•,i·.~(i);A.ci.> .~~(i) ~VÚ) ,T(i) ,U1(i) ,P(i). 

' . " " . " . . . . ' . " ~· ":\. ,;, "; "' . 
·· M(i) ,U2(i) ;U3(i)); ' . 

and 

, _ fp~intf ( ~ \nTie~~~ transc=:~ido %f\n •, sum(tiempo)); 

fprintf ( 'Ti~mpo de cálculo') ; toe; 

205 
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FUNCIONES 

Todas las funciones son las mismas que en el programa anterior, solo falta 
agregar la función de la }'iscosidad artificial 

function f = SU(Cy,p1,p2,p3,u1,u2,u3) 
var1 = (Cy. * aba (p1 - (2.•p2) + p3) ) ; 
var2 = p1 + (2.•p2) + p3: 
var3 = u1 - (2.•u2) + u3; f = ( var1 ./var2 ).• var3; 
f = ( var1 ./var2 ).• var3; 

A.9 Generación de gráficas 

La solución es un conjunto de 31 puntos para cada variable del flujo, sin 

embargo como estos valores son uniformes en cualquier sección recta del con­

junto, se puede visualizar de una mejor manera bidimensionalmente, como 

se muestran en las figuras (A.Fu - A.F1s) y (A.F19- A.F25). Inclusive se 

puede visualizar tridimensionalmente la solución rotando la vista bidimen­

sional, utilizando la siguiente matriz de rotación sobre el eje y. (ver figura 

A.Fso) ¡ oo•B 
o· -sin(} l ·;:.;'. . o'· 1 o 

. ; .'I 

.sino o cos(} 

.. \'•1'·." 
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4 .......... ········r ......... ···:::r:.o':.::: .... ·::·,i.:: .. ·.:--- .. ,. 
. . . . . . . . . . . 2 ......... , 

o 

-2 
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0.8 

0.6 

0.4 

FIGURA A.F30. Vista 3D de la densidad estable de la boquilla 

A continuación se muestra el código para generar la vista 2D y 3D. 

function f = Mallag(A,Vector,dx) 
% donde A es el área, Vector es la 11ariable de flujo a groficar 
% y dx el incremento sobre el eje x 

x = O:dx:3; 
for i = 1:31 

end 

% genemción de 40 di11i.~iones horizontales 

distancia = ( A(i)•2 ) / 40; 
decremento = O; 

for j = 1:41 

end 

YY(j,i) A(i) +decremento; 
XX(j,i) = x(i); 

ZZ(j,i) = Vector(i); 
decremento = decremento - distancia; 

TESI~ r-. :! 
1J '·I' •. i. ·' 

207 

figure(1); % generación de la msta 2D 
axis([O 3 -6 6]); 

FALLA DE ORlGEl~ 
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hold on; 
surf(XX,YY,ZZ); 
shading interp 
color bar 

for i = 1:31 
for j = 1:21 

end 
end 

YYY(1,j,i) = XX(j,i); 
ZZZ(1,j,i) = YY(j,i); 
XXX(1,j,i) =O; 

ang = 9•(pi/180); 'Y. rotar cada 9 grados 
'Y.Matriz de rotación 
MR = [cos(ang) O -sin(ang);O 1 O;sin(ang) O cos(ang)]; 

for i = 1:31 
for j = 1:21 

end 
end 

figure(2); 

P = [XXX(1,j,i) YYY(1,j,i) ZZZ(1,j,i)]'; 
for k = 2:41 

end 

P = MR•P; 
XXX(k,j,i) = P(1); 
YYY(k,j,i) = P(2); 
ZZZ(k,j,i) = P(3); 

for j = 1:21 
for k = 1:41 

for i = 1:31 
T1(k,i) =.XXX(k,j,i); 

:','.:.··· 
T2(k,i)i= YYY(k,j,i); 

· T3cii:iú;:Sizzz,ck,j ~i); 
. '::~~->~~'.- >;,'.}'. .. ~~\:~:·>/;~;.' ' .-
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end 

end 
surf(T1,T2,T3,ZZ); 
shading interp ¡ 

hold on; 

end 

colorbar; 
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Apéndice B 

CÓDIGO DE PROGRAMAS 

B.1 Programa para la solución a la esquina de ex­

pansión 

PROGRAMA PRINCIPAL 

ele; 
disp('Soluci6n numérica al sistema bidimensional estacionario'); 

clear all; 
flops(O); 

tic; 

% Peso específico del gas 
r = 1.4; 

% Número de líneas 
n = 41; 

211 

1:-7'~~~~~------------------·------- -·~=,,..,. .. ~-



212 

% Constante de la viscosidad. artificial 
Cy = 0.6; 

APÉNDICE B. CÓDIGO DE PROGRAMAS 

% Coniitant~.~~,l'!~ gases perfectos caloríficamente 
R = 2; s11i12s272101sse+oo2; 

• • ' - - ::, ~ - - - ' ., J 

% · ÁngÚ~'d/i~~l~Lción 
,teta = 5.352•Cpi/180); 
··:.~::i ·~::~~s ... x ... t. t.~.-~(·.~: .... ._-,: .. '· ···. 

% Increm~~to' sobre el plano computacional sobre el eje 17 
deltan. ,;;_0;025; 

niu = O:deltan:1; 

% Número Coumnt 
Courant = 0.5¡: 

% Inicializació:,,,de _las condiciones iniciales en i = 1, x .=O.O 

i = 1; 

u(i;:)_;,,=~'.6[8E+03 * ones(1,n); 
v(i,:_) ·= ·:oooE+OO • ones(1,n); 
ro(i', :) 

P(i,:)' 

T(i,_:) 

MÚ,:) 

= .123E+01 * ones(1,n); 

.101E+06 * ones(1,n); 

.286E+03 * ones(1,n); 

.200E+01 * ones(1,n); ..... 

F1(i,:) ·=FFl(ro(i,:), u(i,:) ); 

F2(i1:) '.··.:=.F.F2,<.·~i~i-~.:u.·\l~~·:\, P(i,;) ); . 
FS(i~':) = FF3C·~o(i~:)''¡:,~(i,:)J'v(i;i) ·. ); 

F4(i, :) /·'=.'.FF~(~·i_ft(.~\,:},:::~(){7';/), u,Ci,:); v(i, :) . ) ; 

01c1, :) 

G2(i, :) 

. ,.,,.\·•"e··,, 

= FG1( ro(i:,·:)f:F3Ú, :) ; F1(i, :) ) ; 
FG2( 1'3'(:f;\)",' ); . 

. . ".~ ~ 



B.1.' PROGRAMA PARA· LA SOLÚCIÓN A LA ESQUINA ... 
' ' 

·,, 
-·-=-·· - - , ... , 

G3 (i,:) 

G4(i, :) 

FG3(.ro(i'i:)-,.F3(i,:), F2(i,:), F1(i,:) ); 

= FG4C::r',~:r¿.Ü;.,:), F3(i,:), F2(i,:), Fl(i,:) ); 
,,- -,,, 
·.>.:)?;r,.;··- : ·~e-· 

x = 0. O; ,/' '.:.;),, ;· 
max ".' input('Lo11gi_tud:'); 

_<."~ \ :·:/i:-:·~_';· ' .. ~ j ' 

while(x <= max) 
- • J !,.,; 

delt~y.;,;. fh(x 0 teta) / (n-1); 

' . - ~ -~ 

if (x>;,.10). 

· angle(1, :) = asin( 1 ./ M(i, :) ) ; 

dirahgle(~ .• :) =atan( v(i,:) . ./ u(i,:) ); 

deltas1(1;:) (Courant * deltay)./ 
angla (i ; : )) ) ; 

· del.tas2(1,:) (Courant ; daltay) ./ 

angle(1, :))) ; 

mindel.tas1 = min( del.t~~1Ú; 1':~:,.1)); 
mindel.tas2 = min(del.tas2cí;2:~) ) ; 

~ ( r -~,._ , 
·'-:.., 

abs 

abs 

del.tae(i) 

el se· 

llli~'(i;i{rici~l.tasi, mindel.tas2 ) ¡ 
e '---,~. . --) • ' - , . 

del.tae (i) 1.0; 

end; 

% Paso predictor 

tan(dirangle(1,:) 

tan(dirangle(1,:) 

j = 1: (n-1); 

DF1e(i,j) FDFE(F1(i,j) ,F1(i,j+1) ,G1(i,j) ,G1(i;j+1), 

~-~"~"-' :_·_. _·-_,_ ----'--

··213 
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fh(x,teta),deltan,dnx(x,niu(j),fh(x,teta),teta)); 

DF2e(i,j) .=' FDFE(F2(i,j) ,F2(i,j+1) ,G2(i,j) ,G2(i,j+1), 

fh(x, tet~) ,deitan;dnx(x;niu(j) ,fh(x, teta), teta)); 

DF3e(i,j).•=.~I>FE(F3c:i;j).,F3(i,j+1) ,G3(i ¡j) ,G3(i,j+1). 

fh(x,teta) ;~eit'an;~'(x·;~iu(j>°ifh(x,,t~ta), teta)); · 

J - ~~~:~Ilf l!ll~~¡f ;;¡¡¡f~;;~:~'.'.~~~:. 
· .fh(x;teta) ;·deltan';drix(x;nili(j) ;fli(x;teta),;'teta))';· ·'. 

' . ::·,·.' .. ;~.'~;:,,·~r.~;;h~;,~~1F~~~:~:.1i:f~~:!;'~(:_:,~~i'f:: ;h."h::;;,;"·f ·~<--.:·i:;.:\~;~;-\;f:;·_i: ''_!~>;.:'··e··~/:~•.:: -\ ·-:::',;;· ·.:)-\:-· ···,~ -.· . ·. 
·DF2e(i;'j).(,,;:;~FDFJ::ff2_(i)j.:,.i) ;F2(i~j):;.G2(i,j;;.1) ,G2(i ,j), 

.. ,. ;- , :.. :-:O':k~ :,._~"-~'~'.,-, e~~,,.;~'.,·;' ... '.~~:\«-:·-~ 1. :Y'1._«.:.,;:~ :e:· i , .' · ., , ;< ;, .-·:; .-.·:·•·'"-;, /-" _.: ~ ., - ·_:::_ ·J ~-- ~-- . . ;-1 

•fh(x;teta) ,deltan;'dnx(x';riiu(j) ,'fh(x;teta)'¡ tetá)); ·.' 
'-->:. : --:.--:::.:~";:/;'-.~-) :-.:~-:<:::';~_<,~;:,;::' -{::">::,._:.~<<~:-_:(: :::: <·:: ·-:·~;<,·-.=:;~_;:: .. ~;~ ~-::>::~·::,; ·'.: ·:': .. -
DF3e (i ;j Y•;;=.F,DFE(F3 (i'ij:::1) ;F3 (i;;'j ):",G3Cid7:1) 1iG3(i ,j), 

.fhCx;teta) ,deltan,~cX";íii'ú<j)'/fhCx',f~tli>:;\~tli>>'; .i: · 

. c:,:::'.:~=,~~f.•.'.·.,:_:~.:.:.~~J~JILIItf i!~~;t:,;J> ... 
J·=2·. (n-.1) ,;, ... ·.·.·.".'" .... ·:';'" !,··,,;:\;{ ' >.·.· ·~ .. ::/{:.!,,' .. . ~>:1·,,~ ~ " :\'~~y;·:';-·>; . 

~iI~~~~~¡¡;r~~,~tl~r~¡~tl;~:·.·· 
sF3 <i ,3 > , ;;;,; Fsiccy;;;i>ci~-J~1>·; ~P. (i'.·~i}>'~:·p <i ~·j-1> , 

- :-·'."'·· ;: '-. "~._ ... ,'.':.:;.,'.~·~y--:.,~ .. : .. ··"·~~.~~· . .;'.'.",' .. ,_.·:·1:~ .. '·;·-·. ···1 ·::- .': :: ·' -·· ~ ·.-" -- 't . 
F3(i,'.j+1);'.;F3(i;j);":F3(i,j7:1));;: '·'; ; ·· · 

.', ·; .-:,/>'>< ·:i't:_;i'/ 1:.:!)F~··, .. <"'.i_¡_-:·(:' '.:.'.i"t··:-:1;~1:.~. ~ ... --.:·:~·:..:;·:;·-.;-'·. :~-C:.'.:» ¡·.~·:·.r-··-. -'-·. .: :· _· ' . 
SF4(i';j), =' FSF(Cy;'; P(i"ij+1), .P(i ;j) ,· P(i,j-1), 

F4<i'>J/1)·~':r4ci/j>~:.F-4ci,j~úi; .·· < ·. 
,.j--

j 1 

SF1(l~j) .;,;, O.;p; 

SF2(i~j)}~;0,0;'. 
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j = 'n;,', 

SF1(i,j) 

SF2(i,j) ';' O~O;/",' 
, , SF3(i,j) '=.O.O; 
'SF4(i,j) ;,;, o:o; 

%, Paso corrector 

j = 2:n; , . 

0F1e_(i+1;j) = ,FDFEC~:l.~'(i+i;j:.:{):,~Lci+1;j);aÜi+1,f.:o ,, ,, 
a1~(i+1,j) ,fh(x,tet~)';d~it~;'~(~,il:Í.~Cj.) ;:fiic;}t~ta)',t~ta)); 

-· .. .•·,.. . . . . 

·': .... < ... ":<::<"-"'·. 
i/,' 
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DF2e_(i+1,j) = FDFE(F2_(i+1,j-1),F2_(i+1,j),G2_(i+1,j-1), 

G2'.'Ú+1,j) ;fh(x,teta) ,deltan,dnx(x,niu(j) ,fh(x,teta) ,teta)); 

DF3e_(i+1,j) = FDFE(F3_(i+1,j-1) ,F3_(i+1,j):G3:.(i+1,j-1), 

G3.:.(i+1,j) ¡fh(x,teta) ,deltan,dnx(x;niu(j) ;th(x, teta), teta)); 
-. . .· -·.. . . . ·::_-: : ·: .<~_:J .'.,»._\¿;?r - ·: • 

. DF4e:.(i+1,j) = FDFE(F4_(i+1, j-1) 1F4;.(i+1ij)'iG4'.::(i+1,j-1), 

G4:.(:Í.+i,j) ;fh(x, teta) ,deltan,dnx(x,~:i.ú(j)~'~h'(X!;teta), teta)); 

j = ,1 ; . ' , . . . .. : .. :~ú~,;~,t~~;; ' 
0;18_(:i+i;j)·',;. FDFE(FL(i+1,j) ,F1-Ci-i'.i~,;~'iY~:ciLéi+1,j) ,G1-(i+1, 

- :. :. '. '. . '",' . . ... ; ... , '" .... ; ·:- {:."·•· .. ,, . .,~-,·. '• __ , 
. j+1) ,fh(x, teta) ;Cieltan,dnx(x;niU:(j) ;'fh(x;teta) ',teta)); 

._ ,,,.._- .. :: -: . ..: ;. - . . . _·· -·.:>/-· ::-v·.~·:<<·-. :· .. :'.~'':·.: -
pF2e-Cí+1,j) ~= FDFE(F2_(i+1,j) ,F2.:.(i+1:;j+U;G2-(i+1,j), G2_(i+1, 

J+i) ;fh(x;t~ta),deitan;mu:ccx,niuCjhfh(x;teta) ,teta)); 

DFJe_(i:;.1 ;jr ~:Fn'ri:(F3.:.(i:.:1;j) ,F;_,¡.f.i,j:,:1) ,G3_(i+1,j) ,GJ_(i+1, 

j+l) ,fii.'(x~tet~) ,él~ibil1;dnxcx,iiiu(j) ,fh(x,teta) ,teta)); 

I>F4:.:.ci~1;j~) ''~.¡~orn(f'4_(i+1, j) ,F4-Ci+1,j+1) ,G4-Ci+1,j) ,G4_(i+1, 

j+1) ,flí(~~teta) ~deltan,dnx(x,niu(j) ,fh(x, teta), teta)); 
¡ • - :~ ·;·· - - .1:. - " . -

,·;_ 

% Cálculo
0

d~.l~ Viscosidad artificial en el paso corrector 

j = 2 : (n.:.1); " 
SFLC:i.+i;j) = FSF(Cy, p_(i+1,j+1). p_(i+1,j). p_(i+l,j-1). 

F1_(i+1;'.j+1), FL(i+1,j), F1_(i+1,j-1)); 

SF2.'.(:i...:i~ú>=·FSF(Cy; p_(i+1,j+1), ¡>'.:;(i+1,j), ,p_:(i+1;'j-:1), • 

F2_(i+1,'jf1), F2~(i+1,j),F2-Ci+1,j-1)); .. ·· .•. < .· ... ·.· .·· ..... 

. ~;¡~~?j~~!i1~~{~~}1~~l~f 1f fü~i!P1~j~!~f 1~:::~:;:: .··· .. 
· .. ,,.·· 

j = 1; 

SF1_(Ú1;j) = ~.O; 
SF2_(i+1,j) = Q;O; 

SF3_(i,+.1 ; j), = ,O .. O; , 
SF4_(i+1,j):. = O.O; , 
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j = n; 
sF1_c1+1,j) = o;o; 

SF2-Ci+1,j) = ().O; 

.. SF3_(i+1,j) ;. O.O; 

SF4_ci+!',j)\,;;; O;O; 

fe = fcaJ.( 'L.4, M(i+1,1) ) ; · 

217 
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if (x<10) 

phi = fphi( v(i+1,1) , u(i+1,1) ) ; 

el se 
phi2 = fphi(abs(v(i+1;1)). u(i+1,1) ) ; 

phi ;;, (teta*:l.aci/pi) - phi2; 

end 

fa·= 

Mcal =. 
Mact =;raiz(fa,~·,Mé;;.i,10); 
P{i+1,1)~'=;p~dt(l'(Ú1;1) ,r,Mc.l.l.,Mact); 

T{i+1,1) 7 tactcTd:'.+:1:;1),r,McaliMact); ·• 

ro{i+1;1):,;; roact{P{i+1,1), T{i+1,1), R); 

MCi+1,1) =.:1'f.ict;, 't 
\ . . ,, ' - - . - ~ .". 

~ ~ ·>.··.:~-:·:,'.«·•; .. '.· ... ,. <{:~: ·<"'{».;~. •. ;'.-~-~' 

if· cx>10)·':; :·; •• ;. <:1::.::::'1·.t:,,:,.·. 

end 

X = X + d~Úa~{i) , 

i i +.1 ; 

1"' 

: ' 

( :. 
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end; 

toe 

fprintf('\Terminado ... '); 

fprintf ( '\nx: %3. 4f' ,x); 

mallag 

function f = ff1(ro,u); 

Y.esta función calcula F1 

f = ro.•u; 

function f = ff2(:Í:o,u,P) 

Y.esta· función· caiculá:Fi 

f= ro ·* (~ . ..:2) ~P; 

function f = ff3(ro,u;v) 

Y.esta función calcula F3 

f = ro.•u.•v; 

FUNCIONES 

function f = ff4(r,P,ro,u,v).; 

Y.esta función calcula F4 · 

var1 = (r/(r-1)); 

var2 = ((u. -2)+(v;;:2)) ./2; 

f = (var1 ;• i>,;,¡~) + ( ro.•u.•var2 ) ; 
':,\~·:': 

function g . F~fcro,~~~F1) 
Y.esta fwiciÓiie'¿t~i~iíia:G1 

i,~ i(;~~~é~1fü~?Fl) ; 
. : : ~ : .' 

•;fÚnctiori. g . FG2(F3); 

Y.esta.función calcula G2 

g = F3; 

219 
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function g =.FG3{ro',F3,F2,F1) 

Y.esta función, céllcula: G3 

var1 = Úa~'/FÜ .·2; 

... ;:2{~·~·~~~i1f~;F2 - var2; 
. :.~ '.' .. ,, ' . 

function g:~ FG4{;:io,F3;F2,Fi) · 

Y.esta función c~i~ula G4 

var1 = r/{r-1); ' 

var2 = {F1. "2) . /ro; 

APÉNDICE B. CÓDIGO DE PROGRAMAS 

var3 = F3./Fi; var4' = {F1./ro),"2; 

g = var1. * {F2...::var2) •. •var3 + {ro. /2). * {var3)', * { var4 + var3. "2); 

function f = fh{x,teta) 

Y.esta función 

Y.regresa 40, si x esta entre O y 10 

Y.para otro caso regresa 40 + {x-10)tan{teta) 
if x<=10 

f 40; 
el se 

f 40 + {{x-10)•tan{teta)); 
end 

function val = dnx{x,n,h,teta) 
Y.esta función 

Y.regresa o. si x<"=1() ',me.tres ' ' 
Y.para otro caso -regresa{1-n),étan{t)/h) 

if x<=10 

'Val ,;,:·:5?+,~¿:ú:~Cl,~:.();,· 
else };,:;·: : .• _;.::· "·" 

end 

. ''· . 
function.f = FDFE{v1,v2,v3,v4,v5,v6;v7) 
Y.esta función recibe 
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%F(i,j) F(i,j+1) G(i,j) G(i,j+1), h, deltan, Dnx 

%y calcula la derivada parcial 

51 = v1 - v2; 

52 = 81 / .v6; 

53 = v7.• 82; 

54 = v3 "'.' v4; 

85 = 54 / v6; 

86 = 1 ./ v5; 

57 = 86 ·* SS; 

f = 83 + 87; 

function f = FA(F4,F3,F1) 

%esta función calcula A 

f = ((F3.-2)./(2.•F1)) - F4; 

function f.= FB(~,F2,F1) 
%esta f~ción ~alcula B 

, : . i = s:r¡c~.:.:i> > • •F1. •F2; 

•f%eát~;fllllció.n calcula e 
f '= ·:..;· ((r+1)/ (2• (r-1)) . • (F1. -3) ) ; 

function f = F8F(Cy,p1,p~,p3;f1',f2,f3) 
%esta función; 're'Cib-é 'ey, · · 
%p(i,j+1) ,pÚ,j) ;péi.}j~Ü 
%F(i,j+1) ,F(i,fr,F'({,'j¿Ü y calcula la viscosidad artificial 

var1 = (Cy;•.~bs:(p1 -:- (2.•p2) + p3) ) ; 

var2 = p1 + c2:•p2) + p3; 
var3 = f 1 ::..' c2'. Ú2) + f3; 

f = ( var1 ./ var2 ) .• var3; 

function f = fro(A,B,C) 

%esta función calcula ro (densidad) 

f = ( -B + sqrt( (B.-2) - (4.•A.•C) ) ) ./ (2.•A); 

221 
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function f = fu(F1,ro) 

Y.esta función~calcula u (velocidad en x) 

f = F1 ./ 'ro{ 
¡.- •.. ···' 

functior1 f ~ ~;:(;~,Fü; 
Y.esta fllJlciÓll'Cálcula V (Velocidad en y) 

f ,;, FS ./ F1i 

function· f = fp(F2,F1 ,u) 

Y.esta función calcula p (presión) 

· · f = F2 - (Fl. •u) ; 

function f = ft (P,ro,R) 

Y.esta función calcula T (temperatura) 

f = P./(ro.•R); 

functiorif=·fm(v;u,P,ro,r) 

Y.esta fun'~:i.'óri ,~alcula M (Mach) 

a= sqrt(/(r;•P)./ro ); 
.f .;.( ~qrt(u; -2+v. -2) ) ./ a; 

funcÜon f '. ~\' f~ai (r, M) 

Y.esta fwiciÓ~ ~alcula · fcal 
f = sqit((r+Ú/(r-1) )•atan( sqrt( ((r-1)/(r+1))•(W2.,.1) ) ) ,.. . 

'. atari(sqrt(M~2-1)); 
f.= üú_s_o)/pi; 

functionf ~·fphi(v,u) 
Y.esta f~~ió'ncalctila el atan(v/u) en grados 

f ,,; ~t~Cv(u)•180/pi; 

funct.:i.on ·f.= ·raiz(f ,r ,xO,error) 

. Y.esta'función encuentra la raiz de FM. Recibe f, r, 

Y.valor inicial, iteraciones 
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x(1) = xO¡ 
i = 1¡ 
x(i+1) = x(i) - (findm(x(i),f,r) I dfindm(x(i),r))¡ 

while i<error 
i = i + 1¡ 
x(i+1) = x(i) - (findm(x(i),f,r) I dfindm(x(i),r))¡ 

end¡ 
f = x(i+1) ¡ 

function fm = findm(H,f,r) 
%esta función es utilizada por la función raiz 

t1 = sqrt( (r+1)/(r-1) )¡ 
t2 = sqrt(H-2-1); 

fm = t1 •atan( t2/t1 ) - atan(t2) - (f•pi/180); 

function f = dfindm(m,r) 
%esta función es utilizada por la función raiz 

a= sqrt( (r+1)/(r-1) ); 
b = (r-1)/(r+1) ¡ 
e = (m-2- 1) ¡ 

f = (a/(sqrt(b•c)))•b•(m/(1 + (b•c))) - (1/(sqrt(c)•m)); 

function f = pact(pcal,r,mcal,mact) 
%esta función calcula pact (presión actualizada) 

r1 = 1 + ( (r-1)/2 )•(mcal-2)¡ 
r2 = 1 + ( (r-1)/2 )•(mact-2)¡e la 

f =peal•( (r1/r2)-(r/(r-1)) )¡ 

function f = tact(tcal,r,mcal,mact) 
%esta función calcula tact (temperatura actualizada) 

ri = 1 + e (r-1)/2 )•(mca1-2)¡ 
r2 = 1· + ( (r-1)/2 )•(mact-2)¡ 

f = tcal•(r1/r2)¡ 

223 
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function f.= roact (Pact, Tact, R) 

%esta función,calcula roact (densidad actualizada) 

f = Pact/(R*Tact); 

PROGRAMA PARA GENERAR EL PLANO FÍSICO 

% Programa mallag 

t = size(deltae); 

X= zeros(n,t(2)); 

X(1,1) = O.O; 

for i •2:t(2)+1 

X(1,i) = X(1,i-1) + deltae(i-1); 
end; 

for i = 2:41 

· for j = 1:t(2)+1 

.xc1,J>·.=·xc1,j>; 
end; 

end; 

j = 1:n; 

ateta(j) =atan (n-j) * tan(teta)/(n-1) ); 

for i = 1:41 

end; 

for j = :1:t(2)+1 . . ,, . 

Y(i;j) ,;, ;:th(X(i,j);at~ta(i));(i;-1); 
end; 

axis([O .x+1, _;fh(x,tet~):...1 n]) 

hold o:zÍ; . . 

plot(X, Y, '.k-.'); 



B.2. PROGRAMA PARA LA SOLUCIÓN BIDIMENSIONAL ESTACIONARIA ... 225 

for i = 1:41 
plot(X(i,:),Y(i,:),'k-'); 

end; 

figure(2); 
axis([O x+1, -fh(x,teta)-1 n]) 
hold on; 

for i = 1:41 
plot(X(i, :) ,Y(i, :) , 'k. '); 

end; 

B.2 Programa para la solución bidimensional esta­

cionaria a la forma del eyector 

ele; 
clear all; 
tic; 

% Peso específico del gas 
:r. = 1.4; . 

. - .,. ,..,., "" 

. :i.'ijyJ'-me~de líneas 
,·., ' ' -, 

PROGRAMA PRINCIPAL 

· % Constante de la viscosidad artificial 
Cy:.: Ó.6; 

%. Constante de los gases perfectos calorificamente 
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R = 2.871112627210188e+002; 

% Ángulo de inclinación, primero parte del eyector 
teta1 = 8/167.875; 

% Ángulo de inclinación, segunda parte del eyector 
teta1 = 8/89; 

% Incremento sobre el plano computacional sobre el eje .,, 
deltan = 0.025; 

niu = O:deltan:1; 

% Número Coumnt 
Courant¿= 0.5; 

% Inicialización· de las condiciones iniciales en i = 1, x =O.O 

i = 1; 

u(i, :) 

v(i, :) 

ro(i,:) 

P(i,:) 

T(i, :-) 

M(i, :) 

Fi(i, :) 

F2(i,:). 
F3(i, :) 

F4(i,i) 

= .678E+03 * ones(1,n); 

= .OOOE+OO * ones(1,n); 

= .123E+01 * ones(1,n); 

.101E+06 * ones(1,n); 

.286E+03 * ones(1,n); 

.200E+01 * ones(1,n); 

FF1( ro(i,:), u(i,:). ); . 

= FF2( ro(i,:),.u(i,.:);·P.(i,:) 'J;. 

·= :::~ :~'~é?;if(~ru;;~tr:r~~g,.:;~ v(i, :))\); 
• ' •. - . - .. ' -~,.;o'}"::~ , .• ·' 

. C;F;'.·n:?·i0~~;i.\ii.O~·. ': :: ~. · .. ·. 
G1(i¡:) = FG1(. r'o(i,:): F3(i, :H';,Ff(:l~':.)••C.)';'' ." · 

a2c1. =). FG2(F3(i, = )· S;/· ·::;2:',~·~:,~;¿r,:<>: · 
G3(i,:). FG3( ro(i,:), F3(i;:);'~F2(i',:)'; FÍ(i;,:) .); 
G4(i,:)· FG4( r, ro(i,.:),nFa'(í\;':1)'¡!;F-2ci;:);•:F1(i;:). ); 

.1 '.~ '[{- , ::: [r"¡ __ •·· ·,~: 

~ ... ~·~:::' '.· .. 
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x = o.o; 

max = input('Longitud:'); 

while (x <= max) 

% Cálculo de l!.y y l!.e 

deltay = ( yz(x) - ys(x) ) / (n-1); 

if (x>=10) 

angle(1, :) = asín( 1 ./ H(i, :) ) ; 
dirangle(1,:) matan( v(i,:) ./ u(i,:) ); 

deltas! (1,:) = (Courant * deltay) ./ 
angle(1,:))); 
deltas2(1,:) = (Courant * deltay) ./ 
angle(1,:))); 

mindeltas1 = min( deltas1(1,1:n-1)); 
mindeltas2 = min( deltas2(1,2:n) ); 

abs 

abs 

deltae(i) = min(mindeltas1, mindeltas2 ); 
el se 

deltae(i) = 1.0; 
end; 

% ·Paso· predictor 

j = 1: (n-1); 

tan(dirangle(1,:) 

tan(dirangle(1,:) 

DF1e(i,j) = FDFE(F1(i,j) ,F1(i,j+1) ,G1(i,j) ,G1(i,j+1), 
yz(~)-ys(x) ,deltan,dnx(x,niu(j))); .. . . · 

+ 
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' ', 

DF2e(i,j) = FDFE(F2(i,j) ,F2(i,j+1) ,G2(1°,j) ,G2(i,j+1), 

yz(x)-ys (x) ,del tan, ruix(x,niu(j))); 

DF3e(i ,j) = FDFE(F3(i; j),F3C:l ,j+1) ;G3(i;j) ,G3(i ,j+1), 

yz(x)-ys(x),deltan;~cx;n:Í.uCj))); .. ,,,, .. · 

DF4e(i,j) .; FDFE(F4(i;j) ;F4Ú,j~1) ¡~4(i,j) ;G4(i,j+1), 
yz(x)-ys(x);deltari;dn;éc:K;nihcj)))( , . , 

% Cálculo .de la ,viscosidad artificial en el paso predictor 
; ;¡ \.:~', ·~;4fr'~··-~- ~ ":· 

j=2: (n:1); 

j 

' SFi:(i,j) = FSF(Cy, P(i,j+1), P(i,j), P(i,j-1)' 

F1(i,j+1); F1(i,j), Fl(i,j-1)); 
, : - . . . - ~ 

SF2(i,j) = .FSF(Cy, P(i,j+1), P(i,j), P(i,j-1), 

F2,(_i,j+,1)i F2(i,j), F2(i,J;-1)); ; _ 

sFaci;j> ~.··¡;sfccy, ;.PCi,j+1> .• I>ci ,j>, · P(i ,j-1>, 

• .Fªc.:1. .j¡i{{::~~-~i·U.>;f.· :~~.·~i ·"l~N'} :··· .. · > -
SF4Ci'.'.:i r~=••Fs¡>Ccy;i·PCi;;j+1> ;;PC:l-;j); P(i,j-1), 

F4 <f.j71.~·f;~r~;~.i~YF"i.f4'<j_~'.fr1)'): .· ... 
. - , ·. ,_ ~::•+;: _ ~x -'~ .':)-' 

1; 
.-·, ·,·<<;. 

'.,' _·_,,-
' 

. SF1(i,j) ,:o.'o;. 
SF2Ci,j) ,~,º~º; 
SF3Ci;j) = o.o; ,': ,' 

; ' 

·,.,; 



B.2. PROGRAMA PARA LA SOLUCIÓN BIDIMENSIONAL ESTACIONARIA ... 229 

SF4(i,j) := o.o; 

j = n; 

SFi(i ,j)'. =·O.O¡ 
SF2 (:1.,-j >~\=; ,o. o; 

· SF3C:l.,j) ·:..);o; 
SF4(i,jf ,,;,O.OL 

· · % • Cálculo de 'za~ . .j~rfoble~ de flujo, predichas 
: : ," ~ ·:.> '~ .. ;.;:'·v·-.:~"·; ;-~·- ::1..._:_ ~ '· '·. . ' 

Fl_(i+1, :)= fi. (i, :)·;:+:.(DF1e(i,:) 

F2-<i~1. :>'~ F-~Ci';;yr:.~ 'coF2aCi, :) 

F3_(i+1, :)::~~<f;¡?'.;:,J;<oi3aÚ .. :) 
F4-(i+1, :>= F4(i:,:);':t+'(bF4e(i, :) 

: * deltae(i)) + SF1(i, :) ; 

• deltae(i)) + SF2.(i, :) ; 

* deltae(i)) +.SF3(i,:); 

* deltae(i)) + SF4(i,:); 

A(1, :) ,,;; FA( ~4..(1'~1;:); F3_(i+1, :) , FL(i+1,':) ) ; 

B(1,:) <= FB( r\'r2:'.'.Ci~1,:), FL(i+1,:) ); 

.c<i, :) · · ~· re<• :r; F'íid.ti, : ) .) ; · 
·"-;, ,:;·\._·· . 

_, ·~. ' 

j = 2:n; 

DF1e_(i+1,j) ;. FDFE(F1~(i~1,j-1) ,FL(i+1 ;j) ,G1:..(i+1,j~1)', 
. ·, ,,··','· .:-.-!'.·, ___ .,_ ... _.·,., .. ' 

G1_(i+1,j) ,yz(l()..:.ys(x) ,deltan,d:nx(x,niu(j)).); 
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DF2e_(i+1,j) = FDFE(F2_(i+1,j-1),F2_(i+1,j),G2_(i+1,j-1), 

G2_(i+1,j) ,yz(x)-ys(x) ,deltan,dnx(x,niu(j))): 

DF3e_(i+1,j) = ·FD~(F3..:(~+1,j-:1) ,F3-Ci+1,j) ,G3_(i+1,j-1), 

G3_(i+1,j) ,yz(~) ... y~(x)~ci'éítan',diix<x,niu(j))): .. 

DF4e.:(i~1~j}2\~~~.<F,~~~ft~~)j:21)":i}:~~(~~1.~j) ,G4_(i+1,j-1), 
. a4_c1+i;J> ~yzCx)7ysCx) ~dei-taii;drut'<x;n1üCj))): • · · 

. . .. ;- ' . . ' ~ . /j:~ - ,1_ -

. ·:1;.c;·;.,: .. )' . , .. .. . .... ·'. ;:( 
j=1: •• ~ .;:········ .. '\·>;:·;:i~··"" ··•:! 

DF1e:..(i +1; j )=, FDFE(F1-(i +1, j) , FL(i+:C,'Jt1); G1:.'.(i+1, j) , G1_(i +1, 
.j+Í) ,~z·c~>-Y~-,~-) ,deltan,~(x,niti.Cj))) :.:-':.\:_.:-~::.:·-__ ... 

1

.;::·: •• ; ;~,~:\.'.·: :_. • 

DF2e:..(i+1,j) :·;,. FDFE(F2_(i+1,j),F2_ci:+i/,j'ií'j:;a~~·(i.A,'j) ,G~_d.+1; 
j+1> ,yzCx>-ysCx) ,deltan,dnxCx,ni~'?.~}.?~:!r:;?;:,:::-::-'; • · '>'. _' : '· · · 
DF3e_(i+1,j) = FDFE(F3_(i+1,j) ,F3_(i+1·~·jf1) ,G3;.'(i+i;j) ,G3_(i+1, 

·:: ·-.--\-:-·-:;,·1.-.--.:::::·-': -·-'. '.,:.' ' 
j+1) ,yz(x)-ys(x) ,deltan,dnx(x,niu(j))); · 

DF4e_(i+1,j) = FDFE(F4_(i+1,j),F4_(i+1,j+1),G4_(i+1,j),G4_(i+1, 

j+1),yz(x)-ys(x),deltan,dnx(x,niu(j))); 

% Cálculo de la viscosidad artificial en el paso corrector 

j = 2 : (n-1): 

SF1_(i+1,j) = FSF(Cy, p_(i+1,j+1), P~(i+1,j), p_(i+1,j-1); 

F1-Ci+1,j+1), F1-Ci+1,j), F1_(i+1,j-1))i 

sF2_c1+1,j) = FsFccy; 'P-<1-1:1 a+-1). i>~c1+1,j); :p.:.c1+1fj::..1); 

F2-<1+1,j+1>. F2_cúi,j), r2_c1+1;'j-i)); ·.· ·• .-•~ .. -.·· ,. 
·,::··· ... ::- .·._ ... __ .. ,,·-.,~,:·. :_:·~-'.><~::'..'':-:t_:.; "'-~_:· .. ::·: .. _->-·::: -~- ···:: ~~ri~~-.·· -·_:. -.· ·, 

SF3_(i+1,j) ;= FSF(Cy, ~P-Ci+1;'jf1)·¡ P~(it1;'.:J)/'P-:Ci~1,j-1), · 

Fa-<i+iijfir>·'sF~~< 1t1;~~)_!Y.~.3::<f~1~tt~~)>,t:~·;,:y;,':~J}:>. ·:, ' .. · 
SF4_(.i+1,:g,=,\FS.F(Cy;· P.:.,(i+1,jt.ff; :P.:(_it1,j); P..:(i+1,j-1), .. 
F4::.'(i~:Cj+1);,'1'4~fr+'i.,'j):;;'F4~(i:i:1,j-Ú'.)c;' ' :: ' ' · · 

. . - ' ' -- \ , : ~ ' . 

j = 1; 

SF1_(i+1,j) =O.O,: . 

SF2-Ci+1,j) =O.O; 

SF3-Ci+1,j) =O.O;: 
SF4-:Ci+1,j) = 0 .. 0; · 
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j = n; 

SF1-(i+1d) = O.O; 

SF2-Ci+1,j) = O.O; 
SF3_(i+1,j) = o.o; 
SF4_(i+1>j) = O.O; 

% Cálculo de las;derivadas parciales promedio 

DF1eav(1,: ) ..• =· cof'~)'~CDFle(i;:) + DF1e-Ci+1,:)); 

DF2eav(1,:) ·;,,';(O~sY~.foF2eCi,:) + DF2e-Ci+1,:)); 

DF3eav(1, :Y.:.'=\,~co.;5)~foF3eCi, :> + DF3e-Ci+1, :)) ; 

DF4ea\rc1;: >; .~.;;/(O~s>'~'foF4eCi,: > + DF4e-Ci+1,:)); 

:~¿::::} ~1~i,~11:i~~::::i:::; : :::::¿:;; : ::~¿:::: :; : 
:: ¿:::: : ; ~~t~iMi';,~bt::i:: : ; : :: ::: ¿:;; : ::~¿: :: : : ; : 
A(1, :) = FAC;F4(iof-1¡:),:'F3(i+1, :) • F1(i+1, :) ) ; 

. ~·~i~ :r :·:;~~'iW'.it~iti:'.~f·:~~~(i+i. =) ) ; 

: . ! '~· 

CÚ,:) ); 

.. . :·~:' .: :·\,. ·~· 

u(i+1,:) triC FÚ.i.+1;':), ro(i+1,:) ); 

vCi+t,i> > f~C Fa.~i:'"i~i':>:; ;F1.ci+1,:> >; 
P(i+i,:) = fp(;F2'(i+t',~:)i:;Fi(i+1,:), u(i+1,i) ); 

~~~:~:;j .·:-il~·if·~tfi~~;+;:ttítt;;\:~~~:~. :) , ro(i+1, :) , r ) ; 

. .. . . . :; .. ; .. '.~;t·¿5j>1l~K;·~~~c:.::;;_{·: .. : ... 
% Ajuste de' las variables :ae•flujo·:a la frontero 

: '. . ,,· '~ -.· »{~<·: ;>!;.:~::.';~?~;;:; t;.;:~·~.~~<:¿}·.:: :{<.: ··\.(' . :. 

fe= fcal( 1.4, Mci~1~:{) .); , •. 

231 
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if ( (x<10) 1 (x :> 177 .875 & x < 299.125) 

phi= fphi( v(~+1,1) , u(i+1,1) )¡ 

else · 

if. ( ~>=ioc&-x<:~ 177 .875) 
. . . . ~. . -~· ·- .· ' 

if. (x>=ió & :X:<:,,.177;875) · 

·f.~ \.!~c:-~~f .. :~)Íii ·· 
else . ,, f: )·;:'..: '". 

ta =;fe. t:.Phi; , , , . 
s' . ,-~ - . 

end 

,,' :_ 

Mcal = MCÚ1,1); 

Mact raiz(fa,·r,Mcal:10) ¡ 

P(i+1, 1) = ~~Ú¿P(1+{, 1) ,r ,Mcal ,Mact); 

T(i+1,i> ·-~ t~ct:(T(i+1: 1) ,r ,Mcal,Mact); 

ro (i+l ,t) ,;. '-~~ac~(p'(i+1, 1), T(i+1, 1), R) ; 
M(i+t,:1.V::..M~~ti? ' ; < 

_:,.-_,_ ·-;..f;;; ;:;:.·: .• 

····: -;}.·:,~t(: ./, .;::·> '' ' 
if <x>10.& x<=177:a75) < ' 

. -v(i+1\·{?:.'f:~(i:;..1; t) ~tan(tetá1); 
end -, ·- 'º -- : {;º,:; .~.~}if.-~t~~~~~::-;~-- ~-:_ !;-'_-;::> r-: ~ t.::. ·.- -~ 

-1-

if (x;177; a75 & éi~,;29g .125) 
,;(i+1;:Ó O;O; ··. 

end-. 
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if (x>299 .125) 

v(i+1,1) = -u(i+1,1)•tan(teta2); 

end 

% Cálculo de los nuevos;valores de las variables de flujo en i + 1 
.. - "i· . 

... ·• .· .. ··,~~;~;r~~I~!f ~f l!~f J~X.: 
" M(i+1;n)}=1M(i+1,1) i , 

·, <.·-~:'_e'"''." :· ·:·~:·':.:.?·;\.<~- •f·.~:-.. .'.,·- . 
v(i+1' n) J= ,:_'v(i+1'1); . 

: .. ~/_,~·,:_·:. '· ., <' '">'.,):":< ,-~.- ·.'·:.• .. 

. \:·.·i:.~ ' '., -·~< :· , . 
:r'ici'.t.i,1) = FFH ~~ci~1.1). iic1+1,1) ) ; 

F2(iÚ;i)'=>FF2(roCi-1:i;1); u(i+1;1), P(i+1,1) ); 

F3(i+1,1) = FF3( r~Ci~f,1) ,,,i;(i+l';'.i))'.v(i~l;1) ) ;' 

F4(i+1, 1) = FF4( r, P,(i+Í;1):'r~f~~-~'/1) ;;.;u(Úl, Ü, v(i+l, 1) ); 

F1(i+1,n) 

F2(i+1,n) 

F3(i+1,n) 

F4(i+1,n) 

G1(i+1, :) 

G2(i+1, :) 

G3(i+1, :) 

G4(i+1, :) 

'·•;.!;-: ' 

::¡ ::~:::::l:fi¡~fi!l;~~Ci~1}~) >: 
FF3( ro<it1 .• ~.i/):·~;c~tr..~~é:·~~,Yqi~i-~> :>; \ .. ·.• . .· 
FF4( r; P(i+1;n)';'5ro'Ci+1,ri)'¡~;0.u(i+1 ;'ri)';': v(i+l ,n).); ' 

. . . '~}·:~1i!~i:í@t»~f~:·%if ~ft€J:~r~i·t;~,:/~?~"i~é>·: :, ·· ... · .. 
FG~( ro(ftl',:Y1"iF3(i+1-;:)'•? F1(i+1,i) ·.); · 

FG2 ( .F.3é'i±1;;,¡)E~~) ;!';:·' ~t'.·i?'.X. ·i.{~- ; ··.· ' . .-~ • .. 
FG3( '.ro(i*1 ;•:) ··~;F3(i+1,;:); 'F2(i+1, :)·, F1(i+1i:) • ) i' 
FG4( :i:., .!~~{fi'úºf);; FSÚ+t/: ); F:i'ci+1, :) , F1(i+1,:)' ) ; 

:.;:_º:---.--

x x + deltae(i) 

i i + 1 i 

end; 

toe 

fprintf('\Terminado ... •); 
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fprintf('\nx: 'l.3.4f',x); 

mal lag 

FUNCIONES 

Se omiten las funciones utilizadas, ya escritas en la sección anterior. Se muestran 
aquellas que se modüicili.n y se hliaden al programa principal de la presente sección, 
dichas fullciorik sori l~· qu~ describen la geometría de la tobera del eyector ·-· '>-· .; .;.- ;. ¡:,,'.-.. '<<~~' . 

•=o:•:•;&~tB~~~h,,·• 
. y(i) "' 42; . ' "' 

, ,.,_. :/ ·--"·':·: ;::.-
<·:_:,::·:: .. :_ ,,. ;·; -'.i•! -<. 

i ,;, fihcúi: ::>, io'.&;x,<=. 177 .875); 
.. ' ,_' -. < .. , ·'":·-:,. -.. ' ,·,.t.-.:. ·,_-.,,;· ~ •. 

y(i) ,=¡ (~8/;167!87,5)•.(x(i)-10)+42; 
.- -" '-- . · .-• .. ·¿:;· - 'e-"'"';' _·o-\· - .;, 

i . .; flJi~(~ i :·-i'r:. 875 & X <= 299. 125) ; 

y é'i) = .. _.:34>;" ' ~ .. <·\. - ·- .: . 
i ;= find(x >' 299.125); 
y(i) ~ c81a9)•·cx:ci>.:.299.125)+34; 

. . " •::. T ':¡: • 

~:·::;{·~? --,/' .? ;; ' 

func:i:n f~~=·é~j~j¡:~~ ;:} · l: ·; : .· 

»y(i) ".:ot<ü.t·~,~f /.l:;~.1 '¡ .. 

i =. tih~i~Y;;,;(;1c)'i&i.~·<=:171 .a75); 

y<i> ~ :ca/167./Ms>~<ici)-:10>; 
: : ., -~ ( ~ .... ·.: -. -,-, /: .. ;-.. '.' -.• 

·-- .:·;. ::_' '. -~- ~ 

i ,,; fin~Cx ~ 17"';a7~ & x <= 299.125); 
y(i) ;;,.a.o;.· 

i = find(x > 299.125); 
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y(i) =. c-:-81a9)• cx'~i)-299 .125)+8; 
' ,>:;' -'- - , .~:-~'' -

func{~~=· ::1 1~:)~~fJ~t): 
val :; :cn+1::.:1)'•0 :o i 

elseif (x ·'::> /¡'.¡)'· &f~ '<= 177. 875) 

val ;. °" ;C''.c'9'; 6ao900968E-2. •n)-4. 765450484E-2 ) • / 

., ,, _ J ( .-42';9530901 + 9. 530900968E-2. •x ) ¡ 

elseÚ '(xi:> i77:a15 t x <= 299.125) 

val = (n+i-1)•0.0¡ 

elseif (x > 299.125) 

end; 

val= - ( ((-.1797752809).•n) + 8.988764045E-2 )./ 

( 27.7752809-0.1797752809.•x ); 

PROGRAMA PARA GENERAR EL PLANO FÍSICO 

% Programa mallag 

t = size(deltae); 

X= zeros(m,t(2))¡ 

xc1,1> = o.o; 

for i __ := 2:t (2)+1 

. X(1,i) = X(1,i-'1) + deltae(i-1) ¡ 

end¡ 

· ~ for i ;,. 2: 4i _ · .· · 
for j ==: 1:Ü2)~1 

•xci,j) =xé1,j)-··· 
encl¡ .: -· . 

end;: 

· for j = 1:t(2)+1 

inc = o.o; 

235 
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dy ( yz(X(1,j))-ys(X(1,j)) ) ;:cn.:..1); 

for i = 1:41 

Y(i,j) = ys( X(i,j) ) ~ inc; 

inc = inc + dy; 
end; 

end; 

disp('Continuar con·la generación 30 [ENTER], finalizar Crtl-C'); 
pause; 

disp('generando las variables 30'); 

ZZ =u'; 

XX= X(21:41;:); 

YY = Y(21:41, :)-21; 

ZZ = ZZ(21:41, :) ; 

for i = 1:1io·1 · 

for j := ·1 :21 

.riYC1,j,i) =XX(j,i); 

zzz,é1 ,j ;i) .. = YY(j, i); 

XXX(11j,i)=O; . 

cccci,j;i) .. ;;, zzcj,i); 
end; 

end; 

disp( 'Terminado')·; 

•.'.. 

disp('Rotando los puntos interiores'); 

ang = 9* (i/180); 

MR = [cos(ang) O -sin(ang);O 1 O;sin(ang) O cos(ang)]; · '· 

for i = 1:1101 

for j = 1 :21 

P = [XXX(1,j ,i) YYY(1,j ,i) ZZZ(1,j ,i)] '; 

for k = 2:41 
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end; 

end; 

end; 

P = MR•P; 

XXX(k,j 1 i) = P(1); 

YYY(k,j,i). = P(2); 

ZZZ(k:j ;i) = P(3); 

CCC(k,j,i) = ZZ(j,i); 

disp('Termiando'); 

· figure(1); 

for j = 1:21 

for k = 1:41 

for i = 1:1101 

end; 

end; 

T1(k,i) = XXX(k;j,i); 

T2(k,i) = YYY(k,j ,i); 

T3(k,i)= ZZZ(k,j ,i); 

T4(k,i)= CCC(k,j ii); 

surf(T1,T2,T3,T4); 

shading flat; 

hold on; 

fprintf (' \ncapa: Y,d.' , j) ; 

end; 

colorbar; 
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B.3 Programa para la solución bidimensional no 

estacionaria a la forma del eyector 

clear all; 
ele 

PROGRAMA PRINCIPAL 

disp('Soluci6n numérica al sistema bidimensional no estacionario'); 
flops(O); 
tic; 
format long 

r = 1.4; 

Cy = 0.6; 
Cx = 0.2; 
R = 2.871112627210188e+002; 

deltan = 0.025; 
niu = O:deltan:1; 
Courant = 0.5; 
t = 1; 

fprintf (' \nCargando de disco ... ') ; 

load ro. dat; 
load u.dat; 
load v.dat; 
load p.dat; 

load deltae.dat; 
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ro = ro'; 

u = u'; 
V = v'; 

p p'; 

m = 41; 

n = 1101; 

·x = zeros(m,n); 

niUm =· zeros(m,n); 

:f printf ( '\Ilrii'.di~1izando. u. ; . ' ) ; 
. UH:;\:) ·~ ;rui(:ro(:, :) ·); 

/U2(: ,;p ·•·· .. ~==·· · ..... FUFti23.(({~ci_(:,:),. u(:,:) ) ; 
.uac:,·:) .. · ro'(i,:),v(:,:) )¡· 
·ú4'(:/i)' = fy4c'ro(:,;),,u(:,:), v(:,:), p(:,:), r); 

~l'~1nt! e; al<·); 

fprintf ( '\ninicial.~~~~~ F .•. ') ; 

F1(:,:) = FFiC'ro.C:/:),,uC:;:) ); 

F2(:,:) FF2(r~Ci;i),'U(:;:), p(:1:) ); 
Fac:,-:) = FFac:'_:;;_~{:··~-{f~::~~c·;~~-·~)_,'- 1 v(:.-,:,--: >;-
F4C:':) ·FF4( :z.,1/pct:·d:••rci(:; ;)., U.e:;':); 

fprintf e ·.oK • > ; r.:r'.e;. i':\~:, k'·r:l::.• ;¡;·,,{:.;;, : ·' ' :•. ·.' · ·' · 

· ''·;'mttlf IJ~f !~~,;~,¡'.:~{~~~. ,; : 
fp~:Í.ntf ( ' OK' ) ; 

v(:,:) 

) ; 

) ; 

fprintf('\nRedimensionando deltae para ejecución vectorizada'); 
i = 1: (n-1) ; · 

for j = 1:m 



240 APÉNDICE B. CÓDIGO DE PROGRAMAS 

deltaem(j, i) deltae(1,i); 

'end; 

fprintf ( 'OK') ; ; 

fprintf ( '\nRedimensionand.o x para. ej ecuci6n vectorizada'); 

j = 1:m; 

fer i = 2:n 

x(j, i) deltae(i-1) + x(j, i-1); 

end; 

fprintf ( 'OK'); 

fprintf('\nRedimensionando niu para ejecución vectorizada'); 

i = 1:n; 

fer j = 1:m 
nium(j, i) = niu(1,j); 

end; 

fprintf ( 'OK'); 

iter =input ('iter n:'); 

while (t <':' iter) 
' 'e ', ";>,-. • 
' .· 

fprinttC'\~Calcul~do deltat ... '); 
deltat ;;;'.fi~ddt(~o, u, v ,p,r ,deltaem,deltan,Courant); 

fprfotf <' oi< ·del tat %1.16f' , del tat) ; 

fprintf (' \nCalculando diferencias hacia delante •.. ') ; 

i. 1:(n-1); 

j 1: (m-1); 

DU1t(j, i) 

DU2t(j;i) 

= FDFE( F1(j, i) 1F1 (j ,i+1) ,F1 (j+1,i) ,G1(j ,i) ,G1(j:H ,i), 

· 1J(yzCx(j ,i)):':ys(x(j ,i))) ;dnxt(x(j ,i) ,nium(j ;i)), · 
.'d~lt~e~Ú ,ú,'d~Ú~. ).¡ ·, . . , : .. ·, ·.·., ~. L>;;' , 

. ~DF~'c F2Cj,i)'.;°F~«j~i+1),F2(j+i,i);G2(j,;) 
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i./(y~(x(j',.j_))--ys (x(j, i))) ,dnxt(x(j ,i) ,nium(j, i)), 

deltaemÜ(i.)';id~ltari ) ; .. 

DU3t(j,i) = FDFECl>a~~U:i):iacj,Ú1) ,F3(j+1;i) ,aa<ih>»aa(j+1,i>. 
1. /(yz(x(j{i))..:'ys(x(j, i) >) ;dnxt <~<f; if(ni~(j; :i.) >; 

DU4t(j,i) 
deltae~C~}'.i?.··~~t(a#")· .. ~ .·•·•·. \;~:'.L!:2r,~:\~~[".'.\.\; .. · ·: · 

= FDFE( ,F,4~Jo'i) fF:4(j ,'i:':9 ;F4(j+1;1i),\G4(j ;i) ;G4(j+1,i), 
1. /(yz(;c(j;:Ú)~ys(x(j ;:i.)> )'1~Cx(j:,i),~ium(j, i)), 
delta~~(j;ir;cie1tan >i' ··· · 

fprintf ( 'OK ') ; 

fprintf ( '\nViscosidad Artificial. .. '); 

2: (n..:1); 

•'.~ 2: (m-1); 

•:.· sL= zeros<m-1,n-1>; 

: ; 82, :i ~eros (m-1, n-1) ; 
.· 83 '= •zeros(m-1,n-1); 

84 = zeros(m-1,n-i); 

81(j ,i) 

82(j ,i) 

F8F( Cx,Cy,p(jiúd ;p(j ,i) ,p(j ,i-p .p(j+1,i,',pcj~1:;i). 
··.u1(j,i+1),Ú1(j ,i),U1(j ,:i.-1> ,Ü1Cj+1.:1>;Úi<F1;i>) i.:.· .. 

= F8F(Cx,c~¡~'c'J,i+¡) ;p.Cj ;i) ;p(j ;i._1)',p:tj~¡;¡,:;~c}~í·.~), 
.· U2(j~'i+ú;u2'cf,i) ,U2(j;i-1).,U2(j~1;Ú\l]2(j~1.Ú,);· .. 

. :.;:;- ... _,·;-.-?--~J'/.'<6·._-~ .. ;..;'.'.>. ·-. : :_' - ·t_,-.' : ' . >'' .:. ; i .. ;'~--.', '<:.--"--·.··i:._ ~. ,;:_ "\:- ~:;·:'~:~:.'.,' - '. -~ . 
83 (j. i) "'·' F8F('.px;cy;p(j, i+1) ,p(j. i) ,p(j ,i':'.1) ¡p(j+,1; i) ,p(j:-1 ;i) •.. 

· . · iiacs.i+:ir;u3(j ,i> ,uscj ,1.:.1> ,uacj+{;cú,ú3(j;1,:ú;.>.;;, •. • 
, - • - •• : - •• • - > ' ~ : -· " • - •. - ) ' - > 

84Cj ,i) = FSF(cx;cy,pCj, i+1> ,p(j, i) ,p(j, i-1> ,pCj+1, i) •PÜ""1'}i). ·· 
U4(j',Úi) ,U4(j ,i) ,U4(j ,i-1) ,U4(j+1,i) ,U4(j-1,i) ) ; 

fprintf('OK'); 

fprintf('\nCalculando los valores predichos ... '); 
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i 1: (n-1); . 

j = 1: (m-1); 

Ul_(j,i) ::>U1(j,i)+.(DU1t(j,i). * deltat) + S1(j,i); 

U2_(j,i) = U2(j;i) + (DU2t(j,i). * deltat) + S2(j,i); 

U3_(j ,i) :f.:U3(j ,Í) -t ;JDU3t(j ,i). * deltat) + S3(j ,i); 

u4_(j .i?'<.~1'y~~jst.{:,f§1~§Y~t,<.~ ,i) •• * deltat> + s4(j ,i); 
'1_~·'· •. ,, ·:;:· 

u4_(m, 1 :n)\:: 2>~u4'..;(ni;;.1; 1:n)· . .;;·:u4..:cm.:..2, i :n); 

. . .• : . ·:t}'t\;)1{''~;:;[·:~,'.~.·'··'·~·:·;· .. : .. . . .. ·. '. . · .. 
P- = ·FP(u1::~u2.:.:;t]3..;~U4.:.,r); . 

~ A "' ·' ,\. . , . ,. ,·,. '·· ..... ·'..',:~,-: ,, ·> . . z'., . ; . ' . 

F1- =·FFHfCti2~h,:t> . : 

F2_ .·,,.,· F,'F2y<#J~Ev~-P,-ú ... · .. ·. 
F3-· =.FF3u'Cui'.:!;u2::;'uáSíi · ·· · 

F4-~> FFf.y ~~!·~·~~~?14~.;·~_)_; ; 
G1- = ;~1~(;ti:G:;>,,_ ·,. . : 
a2_ = .Fa2u(üi:!~u2.:.,u3_); . 
a3_ ,,; F-asiicuL:&s1;::·¡,j; · 
a4_ = .Fa4ucgL;:tI3-:,U4::;i>->: · · 

fprint~ (; OK 'J ; ·., • · ·. 
. . .· .. ··. 

, ¡; 

fprintf ( •\iiCaiculando los valores corregidos•) ; 

i = 2: (n'."l); 
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j = .2: (m-1); 

DU1t_(j,i) = FDFE_( F1_(j,i-1),FL(j,i),FL(j-1,i),G1_(j-1,i),G1_(j,i), 
1./(yz(x(j,i))-ys(x(j,i))),dnxt(x(j,i),nium(j,i)), 

deltaem(j;i-1),deltan ); 

DU2t_(j ,i) = FDFE..( F2-Cj ,i-1) ,F2_(j ,i) ,F2-Cj-'Í,i),?2-(j-1,i),G2_(j, i), 
1. /(yz(x(j ,i)),-ys(x(j ,i))) ,dnxt'cxCj ;i)\niw1í'(j ;ü>. ' ·. 
·~el~~~~'.P i-~>, ~elt~;.)l :i' ·;J,·/i!1~.~¡1D1,k?::~f!f .-J;'.;~ / .. ,,.·: .. · -·., • .. , 
=' FDFE.;.( F3::.(j ;i-1) ;F3..'.(j; i.) ~F3:.::(j~1 ,'1)'.;G3::'.(j~f;i),G3~(j; i), 
, .,.',,). •, ,, ·-- .·, ·· · ~ ... !;. .• _ . ,< ·;. .. ·~ ,'. · '.··~:··. ,. · ·Í '··",-,·-.-·~_·:.:...~·1 _ 'a•-:-, .• -.:.J\t;'..,'.'. ·.J' ¡•,.\ .•. .;:< ,;; (· ·, · ~ ·., , 

.·. _, · L/(yz(x(j 0 :!.))~ys(x(j ~i))) ~'diíXt'(x'(j'/i)'~riium(j', :O)', . . · 

.··· .... ·.,·i:._·-~~-;~~~~9·l~~1~·t~fX~{>,;;'t?'\\>.~.·f·:ijt":t{·:;G::-;~, .. ;._:r;·. _. ,,, .. -
· ; DU4t_(j, i) ·=:) FDFJL(/F4_(j'~i:;,,,1) ¡F4-:(j, i),F4_(j-1-,i) ;G4..:(j,;,1, i) ,G4_(j, i), 

· ' · "' :;,·, 1'./(yf(~(J,'i>),;,yá(x(j ,i))) ,Íinxt(x(j ,i};niuinCJ, i)), 

____ ::·:·"; 
" ~~iti~(-j ,i:.:1) ;deltan ) ; . · ·' ·:·' . 

'~ -~: _; 

'\~:~~r'.in~f( •\~cüculando Viscosidad Artificial (2) ... ') ; 

, ¿~1p;,=;:~~z:os(m-1,n-1); 
' , ·-:,s2.:·.·.'7:zeros(m-1,n-1); 
. ' s3..:\~<~~;~s(m-1,n-1); 
· ,'S4..:'(=:zeros(m-1,n-1); 

' ... ~: . . - ' 

SL(j ,i) =:FSF(Cx,Cy,p_(j ,i+i) ,p_(f,i) ,p_(j,i~n ,p_(j+1,ü ;p_(j,-1,i)' 
• ,:úLcj';i.;:1> ,u1~fr.i),ui_cj .i~:1),'ui~cj+1,i> ,uLcj-1,i) >; 

.. s2_(j ,i) •• /~k.F,c":8k;~y>~~(j,:H~.',1P~q:;,t,~_.;-sú~~p;¡~~?.it1L~>J,P:;cj~1,i)' 
.-.· •·. '>u2..:Cj ;'1:1-1);u2~cj;i);u2_.::cJ~i:1J;u2.:._cj;t1;i)';,u2.:cj;.,;1;i):J; , , 
•• - ."~ • •• < ~< ~ '. /: .' ·.>·~··-y. r:~:.: ~:,~:; .. _:;·~~ ... ;;l~.~- ·-~·:~~·;,-'. :·,r~~-'.,':::tt.:·1~·,~--~·f~¿;:\~~,:i'.;'.~.~·.,i:fr~t(:~·:.,:,_r.·~1#!.~~~:,~:·. -_:i~t~~, .. ,\.~· ::-'.--~:.'- ·:~: ·. · :,-_:· 
$3_(j. i) '=' FSF,(::cx;Cy;p'.;(j•;:1,+1,);p'.:(j 1i) ;"p.:(j ;~~1>',p:':(j:H'{il~p;;(j71·;i)" 

· · . • · u3.~ <l~ i~::1i[~~2s~,,:;5ü~i~M.i$i~.~.:'.·~~;f~~,~fa~t@tH~~f ~~l-~i); > . ··. 
S4_(j ,i) = FSF( Cx,cy;p_(j';'i!1),p~(j}i),¡ji::,(j~'i'::·1) ipLCjf1','i)'.p_(j-1,i)'' 

u4~(j ,i+ú ;u4_.<Jí S;u4~d ·; :1..~ü :u4~<3+1'.~ú'.~u4~cj:::1, i) >l- , 
_, ' '. . .. -.,_. ':.~.-- ':.-· .: ; :.··'{; ,;.'·. ·,:. -;_, .:;\-.t ::-;.-t ?.>·¡.:. 

fprintf('OK'); 
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fprintf('\nCalculando las· derivadas parciales promedio ... '); 

DU1Dtav 

DU2Dtav 

DU3Dtav 

DU4Dtav = 

r. 

zeros(m-1,n-1).; : .. 

zeros cin-i ,n-:Ú; 

zeros(m-1 ·n-1) ·. 
_. .. r .. -' ~ .. · , -~ .. 

zeros(m:-1;n"'.'1); 
·· .. '' . .-

DU1Dtav(j,i) = (O.~):*~D~lt(j,i) +.DU1t_(j,i)); 

nu2ntavCj, i) ccf:'s)V•.cou2icj :n +. riu2t,..Cj, i)); 
DU3Dtav (j , i) ,,; 'co'.~s)¡~;~ (ouát'cj /i) +. DU3t_(j , :Í.) j ; 
DU4Dtav(j ,i) = (Ó;s) ;;..(DU4t(j,i) + nu4t_{j,i)); 

tprintt<•ok•)t:<r->~¿~F"r/: .. · \:;':; •• :. , · ... 

U1n = 
U2n = 
U3n 

U4n = 

::~:;~:~~}F· ·: .· .. 
~·~r~~·cin;íi); · 
~~:r~~<~. ~>; •.. 

",-\,· -:~~-~·\:,, 

U1n(j, i) =;ui(J, i) + (DU1Dtav(j, i). 

U2n(j,i) ..;,iJ2cf,:Í.) + (DU2Dtav(j,i). 

U3ri(j,i) ".'U3Ü,i) + (DU3Dtav(j,i). 
u4n(j~1) ;., Ü4(~',i) + (PU4Dtav(j,i). 

,( :".?" .. ;_ 

* deltat) + SL(j ,i); 

* deltat) + s2_(j,i); 

* del tat) + S3..,(j, i) ; 

* deltat) + s4.:.(j ,i); 

UinCÍ':Dl)n)• i. 2:*U1n(Í:~,n-1) - U1n(1:m,n-2); 

u2nc1':nl,'n,'·:; 2'Y*'u2ilú!m,n"'Í> -· u2nc1 :m,n-2); 

U3n(1:m';~j~.;;,2:*U3~(l;:m,n;_:O •'- U3n(1fm,n-2); 

U4n(f:ri,ri)~:~'.2)*ú4ri(r;m;n'-1)' -U4n(f:m,n'."2); ·, · · 

U1n(1, 1 :n). = Ui (1;1 :il); ·~Y' . ·:· • 

U2n(1,1:n) = U2(1,1:n); 

U3n(1, 1.:n) = U3(1, 1 :n); 
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-·-----··-·- .-- - --

U4Il(1,1 :ll) =;u4(1, 1 :n); 

U1n(m, 1 :n) = ;iJ1(m, 1 :n); 

U2n(m,'1 :n) = U2(m, 1':n); 

U3n(m,1:n) =, U3(m,1:n); 

U4n(m,1:n) = tJ4'(1Jl,1:n); 

u1n(1:~.Ú 1\iiic'f:~,1)i . 
{]2I1ú :Di;i};;.,·;2:~u~c1 :lll,2> - u2n<1 :m,3); 

.. ~fü~!~!{~:~~m;~g;~G,;;···'; 
.,.- o.;::(Jf:,~z.~·{-~.?~:·:i;·;;~;:. ~~~~,-~~:·« ~ -~~f~tt ;if:{,':¡J·: ,-; 

'Ú4~(1;1n¡·15:.;.ro4c~6(i~i'n.1),· ur1(i:m,1), vr1(1:m,1), p(1:m,1), r); · 
<~ ~: . . ·- . ". •. ' ,. ~ '. . 

~ '··;.: 

ro "'-'' FRO (U1n) ; , · 

'' 

DIF1 abs(U1n - U1); 

DIF2 abs(U2n - U2); 

DIF3 abs(U3n - U3); 

DIF4 abs(U4n - U4); 
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U1 U1n; U2 = U2n; 

dif1 = max(max(DÍF1)); 

dif2·= max(max(DIF2)); 

dif3 = max(max(DIF3)); 

dif4 = max(max(DIF4)); 

U3 U3n; 

index = find(DIF1. == dif1); ··' · '·' 
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U4 U4n; 

fprintf('\nmáxima diferencia.en U1 %d(%d,%d)' ,index,mod(index,41), 
ceil(index/41)); · 

index =find(DIF2== dif2); 

fprintf('\nmáxima diferencia en U2 %d(%d,%d)' ,index,mod(index,41), 
ceil(index/41)); 

index = find(DIF3 == dif3); 

fprintf ( '\nmáxima diferencia en U3 %d(%d, Y,d)', index,mod(index,41), 

ceil (index/ 41)) ; • 

index = f¡~dCDIF¡ ~~- dif4) ; 

fpriritfC•\riiii~ilJi~·difel:'encia en U4 
ceil (ind~x/1Ü:)) ;,k;}:,:>; , .• 

' ,_:; ·, ""\~;~í •. '• ~-'~ ·: ·;~,.--~·. .: " 

::::::¡~!~;?~~~~~!~~~1\L• 
fprint:f ( ~\n_d~:fU3%%:3~.?f;!;','.d_i_f3~; • · 

fprinti.c•·\~~~;#H~,3i3'.(8#t}d.i~f~).; 
;~}· '.: i''.·'~. ·;.·,,,.-: ,; 

' ·.~;\:" ,:;1Y:::-; }'~-~'.~/.:'~.~-~~;;-_:. ';¡~~)''. 

deltatv(t);~{~~lta~/:.· '.'.\ •·· 
:0·0~-";·-·::-·;~<·.-;./.-~<· ---· -¡-; -· 

fpriritf (' \rit ; r:d·, .• t) ; . 
fprintf('\rit;y,3;15• ,sum(deltatv)); 

• . ·¡ 

t = t + 1; 

%d(%d,%d)',index,mod(index,41), 
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end 
toe 
sa:ve ;:ion:.dat ·ro' ..::áscii -double 

save::un;dat u ·,-ascii -double 

.save ~.d-~t v ..'.ascii -double 

ªª1Tª pn~dát p ~ascii -double 

function f = FU1(ro) 

f =ro;. 

funcÚon· f __ .;. FU2(ro,u) 

f; .. = 

fu'ncti~ri f ';,;-'FUaC~o, v) 
f.~ ro.~;;/< . , 

,. 

FUNCIONES 

:~/FU4(ro; ,U, V> p, r) 

v.~2 ~ ~~f~~1:~~1~~~~i~~o); ', 
f .=· .. cv~.1 .. + var2) .•ro; 

'-;. "I ,~~--~,~~' '"'' 

f.:~Y~i·I·,~i~~> i 
-.. •' .·-:·~~ .. 

[~f i.':;¡'';·;' 
•• - •. =' -.-

ft.mct~on._f .=,FF~(rc;>.U:~v). 
f = ro.~u:•v.; 

function f = FF4(r,P,ró,u,v); 
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var1 = (r/(r-1)); 

var2 = ((u.-2)+(v.-2)),/2; 

f = (var1 '·*·P· ·*u)+ ('ro.*u.*var2 ); 

' ·' :--· '. :·<' 

function. f .,;, FGÚ~~.v); 
f.= ~c>.:..v¡i~. •; 
' ' .,_··:.·:·. :<'"': 
' . 

function f ~· FG2(ro,u;v) 

f = ro. *u ,,¡.v; · 

function f = FG3(ro,v,P) 

f = ro ·* -(v.-2) ~ P; 

'' 
function f = FG4(r;P,ro,u,v); 

var1 =.<_r/(r_;Í)); yar2 ':' ((ú.-2)+(v.-2))./2; 

f .. ='(varL;* p;.,;¡.;,) ·+ (ro.•v.*var2): 
- :~··~.--\ ..•.. ~·.:.:;::··-~:·,'·-; •. ---;,_ __ ".'»;''·'·'-.'_ .. :·;· .. :..-'._ .. ' .. · 

. ' . /'~i< \:, .. , .. ·'·.··'{•~ ·,.;-

·=11~~::~,:~r,~~11~1,JI&r~~{Y?'ªª• ••1•m. º' 
var1(i;j) =,'{ab'á({:u(i';':J)}'.üdeltáei<id.:;1) ) ; · 
.'.<'. ,, ,. ··--,··-~,--\:",-'.'$i<é~'.;,;:."--·:-~:,-'."f.-'·~;-~·~-'"~-.-.;-'~~·-1{~.;_,', .. ?•.'' ,;~ /--~ .. =- ·, -.• • 

var2(i, j) = 'abs(\v(i;'j )'U;,. deltan· ) ; . · :' 

, ~<1.;j) -<~~~~:~:;<~(~P,gn'-·);;1éü_:~?.·/; ····· .. 
vai3(i;'j) =· sqrtC deltaeCi;d-'1)';'::(-:2)' +'del tan. -c-2) ) ; 

f1 =C.*( ( var:Í. + v~2 + ( ~.~tka) ))::-(_;Ü; 
dt = min(min(f1)); · ';;;. /\ .. ;·: · 

,'{' -.~--~ --:):--: - ' 

index = find(f1 == dt); 

fprintf ('del tat min en~ontr~d·o . en · l/,d · (:'.d , l/,d) ' , index, 

mod(index,41), ceil(inde.xl4Í)); 

f = dt; 

function f = FDFE(Fij,Fsij,Fisj,Gij,Gisj,dndy,dndx,deltae,deltan) 

S1 Fij - Fsij ; 

S2 = S1 ./ deltae;­

S4 = Fij - Fisj ; 
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S5 S4. ;/ del tan; 

S6 = ciñdx : * S5; 
.. S7 = Gij ·:~'.éasj; 

:.- ····- ·'' 

sa ST ./)ci01tan; 

s9 ·~ ébd.:Y . * sa; f = s2 + ss + S9; 
<."~:· .\;)_:: .. ··: .. :.:;.:<:;· 
·.v 

fillicti~n f .;: FDFIÚF~ij , Fij , Fiaj , Giaj , Gij , dndy, dndx, del tae, del tan) 

: S1~ =· FÚj ,::: . Fij; 

S2 ,;, S1./ d~lt:B.e; 
: S4 •.;. Ffaj - Fij ; 

S5·= S.4 ./ deltan; 

S6 = dndx ·* S5; 

· .· s7 = Giaj - Gij ; 

·sa = S7 ./ deltan; 

S9 .dndy ·* SB; 

f =S2 + S6 + S9; 

.fJn~t.ion •. ~ = FSF(Cx,Cy ,Paij ,Pij ,Paij ,Pisj ,Piaj ;usij ;Uij, Uaij ,Uiaj ;Uiaj) 

. .Var:I.·= (ex.• abs(Psij -_(2;•Pij).+ Paij),); .. 

• var2 = Psij + (2, •Pij) + P!i.ij;· • . 

· · :~:. ·~···~:~ ~/~~:)~.~:~ri~f ;~.i~?< · .x · 
v¡u-4 = (Cy.·• ~bs~P,fsj.•;-:'/(2;•P,ij)~ Piaj) ); 

. var5 :=)·~~r t,{(2~'.~.~i~}.;;t.J~i§; • ··. 
vars·=.Uisj '."' .... <2:•Uij) .. ;f:.Uiaj;· 

t2 = 'c'vai4 .A.Ü:5·):~.,fai~; 

-,. -_·:·.--.-. 

function f. = FP (U1 , J2. f¡3, 'lJ4, . r) 

f1 = (1./ (2. •U1)); * (. (U2 :-:-2) +: (U3. -2) ) ; 

f2 = .U4 - f1; 
f = (r-1) ·. *f2·;. 

function f = FF1U(U2); 
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f =U2; 

function t:. = F'F2U(U1;U2,p); 

f = ((U2.-::2).';/V1~ + p; 

"· . 

functi.on. f _ ,,,::~Fa'Ü:cu1fo2 ,ua); 
.. ,f.~ ;'°~·'.~113).r~~t~"·;\;t, ,. ;;¡ 

, .. -:,=~,~¡~~IZ~]·z;:p', 
f~c;1:t,:;2!:;~r~;w~}í. 
function'i,~~/~ü~~~u~-f~~; ua> ·; 

i =x<y#·:~.~~~2(B~:L)· 

. <=o;ij~¡f~.:~~~~rtt:::¡ 
•"i.','.}f;.·,·; . , - .--:; 

.. ,., . ' 

functio~ j:;,;, 'FG4U(Uf;ua·;'u4,p); 
f ,;, .<u~./u'WY;cú4(í:·p>; 

, . . .. , ~»:· .: >, 

. ··. :·> ... :/r .. :: -~·<-:A:~)t'') .. ~.. . 
.. q,,, ;-- ,,. .. J,'.'.-t;~>-

func;i:nui{~~.:tR~-~~fVi:: . 
. :i:•··' .·;.e• 

<=o;ii~~JJ~cdi'.,;; 
.. •<;, >.:.:·.··, 
. ,-.. -,º ;:. ;' '~; ·;· .. -

fun~t:ici~ f:,;. ~~(tJ;:,U3) 
f = ua:ÍUÍ;> _ . ., 

":··¡._;.· :·.·. 

function:f ,,;, FT(P~ro;R) 
f = -P./(r~ .• R); 

APÉNDICE B. CÓDIGO DE PROGRAMAS 
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·, 

function f = fM(v,u;P;ro,r) 
a = aqrt( (r. •P) ,'/~o ) ¡ 

f = ( aqrt(~;:;.2:v . .:.2) ) ./ a; 

. :<·i·:j~):;. 
function val =-'dilit(x;n) 

[mm,nnJ =.-._~i~e(~ft· 
val = ze~6~<~~~j; 

,.,._,_ ·'·\.::·¿. __ :---'' 

i = find ~ex~<;,." 10); 

val(i)=·b.o;' 

i = find:'c ic' > 10 & x <= 111 .875 ) ; 

val(i) · ~:.:: · .. ( . (9. 530900968E-2. •n(i) )-4. 765450484E-2 
. ,·_ ,- ' . 
(~42.9530901 + 9.530900968E-2.•x(i) ); 

i = find (x-> 177.875 & x <= 299.125 ); 

val(i) .=.O.O; 

i = f:Í.n~ (~- > 299.125); 

) ./ 

val(i) ;/.:. C·( (-.1797752809) .•n(i) ) + 8.988764045E-2 ) ./ 

'(27:7752809-0.1797752809.•x(i) ); 

function y =yz(x) 

[m,n] = aize(x); 

y =. zer?~(~,n); 
i ;,; fiÍld(x <= 10); .. · ' ·. 

,,y(i) ": 42; 

i ''=,find(x :> 10 & x <= 177.875); 

'§el) =:··'.<:_s/161.815) ;•<x<1>.:.10)+42; 

··ri<i;fi~~l~-.-~~~~:{;T:.,i·~;I~~~,x <_=,2_99.125); 

' ' '.j: '" firi;i(i-~fa99'.i25) i . > ·. . 

•-yé1) .. _.; -<8/a9)•cx'ci);299~1:2s)+_34; 
•; •• ••• /'-.': < " • • • • •:' 

function y =,ya(x) 

[m,n] = aize(x); 
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y = zeros(m,n); 

i = find(x <= 10); ' 
y(i) = O.O; 

APÉNDICE B. CÓDIGO DE PROGRAMAS 

i = find(x ,;,1o' & x <= 111. 875); 

y(i). ==:·ca11s1}81s)*<i<i)-10); 
i = fi~d<~J>i'17"7~~7~ &~ <= 299.125); 

~<2f:~!~~i~~fits5·~; •.. ; · .... 
y(i) = c..:13/a9);.;(~{i)::.299.125)+a; 

~· :¡-~ .. -.: ·. 
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