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INTRODUCCION

“El origen del término geometria es una descripcion precisa de los primeros
gedmetras, que se interesaban en problemas como la medida del tamario de los
campos 0 el trazado de angulos rectos para las esquinas de los edificios. Este tipo
de geometria empirica, que florecid en el antiguo Egipto, Sumeria y Babilonia, fue
refinado y sistematizado por los griegos. ... Quiza las mayores:contribuciones de
los griegos antiguos a las matematicas fueron las de Tales 'y de Pitagoras,
alrededor de 600 antes de Cristo. Fueron los primeros en considerar las
matematicas como un sistema deductivo en el cual las afirmaciones matematicas
son consecuencia logica de otras afirmaciones.... En el siglo V! a.c. un matematico
Pitagoras demuestra, las diversas leyes arbitrarias e inconexas de la geometria
empirica se deducen como conclusiones logicas de un numero ilimitado de
axiomas, o postulados.... Ejemplo tipico de los postulados desarrollados y
aceptados por los matematicos griegos es la siguiente afirmacion: una linea recta
es la distancia mas corta entre dos puntos.... La geometria no avanzd mucho en
la era final de los griegos hasta la edad media. el siguiente paso mas importante
la da un filosofo y matematico Francés René Descartes.... Donde fragud Ia
conexion entre la geometria y el algebra al demostrar como aplicar los métodos
de una disciplina en la otra. Este es el fundamento de la geometria analitica en el
que las figuras se .representan mediante expresiones algebraicas, sujeto
subyacente en la mayor parte de la geometria moderna. ... "

“En el siglo XVIil, cuando empezaba a desarrollarse el algebra, Fermat y
Descartes, inventaban un método nuevo de geometria denominado desde
entonces, la geometria analitica, que permitiria resolver los problemas de distinta
forma que mediante el encadenamiento de los teoremas euclidianos.
Efectivamente, la geometria tradicional, presentaba numerosas imperfecciones. ...
Ahora bien, el algebra, con sus simbolos y sus mecanismos de caiculo apasionaba
a los espiritus. Por ello Fermat y Descartes tuvieron la idea de traducir al lenguaje
algebraico (es decir a ecuaciones) los problemas de geometria y aprovechar de
esta manera, los automatismos algebraicos. Las etapas de un problema
geométrico consistian en traducirio al lenguaje algebraico, resolver las ecuaciones
planteadas y traducir los resultado al lenguaje geométrico.... La geometria
analitica ha tenido gran importancia en el desarrollo de las matematicas pues ha
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unificado los conceptos de analisis (relaciones numéricas) y geometria (relaciones
espaciales). ... La nueva geometria creada por Descartes en el siglo XVil, gané
muchos adeptos rapidamente, debido a que sus primeros éxitos fueron notorios.
En realidad, hubo que esperar a finales del siglo XVIi para que estas cuestiones
fueran estudiadas verdaderamente y que la herramienta creada por Descartes se
convirtiera en una impresionante maquina de resolver problemas. E! autor de esta
generacion de.la geometria analitica fue Monge, quien se interesé particularmente
por las propiedades de las curvaturas, estudiadas con anterioridad a él por
Meusnier (1776) y Euler (1760) y, posteriormente, por el gran matematico aleman
Gauss (1827). E! estudio de las curvaturas establece un notable paralelismo entre
el analisis (o sea el calculo infinitesimal y la teoria de !as funciones) y la geometria
y se puede decir que los trabajos de Monge, dieron un impuiso brillante a la
geometria de Descartes. Monge fue también el inventor de la Geometria
descriptiva. ... A principios del siglo XIX. ... Fue un alumno de Monge, Poncelet,
quien descubrio lo que €l lamd las propiedades proyectivas de las figuras en un
Tratado aparecido en 1822 que seria fundamental para el desarrollo de la
geometria proyectiva. ... En la segunda mitad del siglo XIX, la geometria
proyectiva y el analisis se completaron armoniosamente en muchos campos y se
desarroilo el método mixto (Cayley, Sylvester, Hermite, Clebs y Elie Cartan).
Paralelamente, |la geometria se fue volviendo mas abstracta y se transformd en
una combinatoria (geometria llamada algebraica); de manera que se puede decir
que, a partir de finales del siglo XVIil, la geometria ya no es una ciencia de la
extensién y de la medida creada por los griegos” ®.

“Geometria analitica, la parte de las matematicas que establece una
conexion entre el Algebra y la Geometria Euclidiana: estudia las propiedades de
las figuras por procedimientos algebraicos vy sujeta las cuestiones de la
Geometria a métodos generales y uniformes, aplicables a todas las figuras. ...
Rama de la geometria en las que las lineas rectas, las curvas y las figuras
geométricas se representan mediante expresionas algebraicas y numéricas
usando un conjunto de ejes y coordenadas.” ©
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“La geometria analitica se ocupa de dos tipos cidsicos de problemas.
primero: dada la descripcién geométrica de un conjunto de puntos, encontrar la
ecuacidn algebraica que cumplen dichos puntos. Segundo tipo de problema es:
dada una expresién algebraica, describir en términos geomeétricos el lugar
geomeétrico de los puntos que curﬁpien dicha expresion.” ¢

“El fundamento de la geometria analitica es la correspondencia biunivoca
entre los elementos o puntos de una recta crientada y los elementas o numeros
del conjunto de los nimeros reales R. En el sistema de Descartes, el nimero que
corresponde a cada punto de la recta es su distancia a un punto origen dado de la
misma. Tal nimero se {lama la abscisa cartesiana. La misma idea se aplica con
facilidad al planc y al espacio. ... En geometria analitica se ha llegado a definir
diversos sistemas de coordenadas que se utilizan segun las propiedades que se
quiera poner en evidencia. Los mas usados son las coordenadas cartesianas y las
coordenadas polares. ... Al igual que se pueden determinar analiticamente los
puntos en el plano y en el espacio, y dar la ecuacion de una recta, se puede
averiguar la de una curva. Las curvas mas conocidas son la circunferencia, la
hipérbola, la parabola y la elipse, todas ellas son curvas de segundo grado y
reciben el nombre de cénicas. ... El estudio analitico de estas curvas tiene una
enorme trascendencia en sus aplicaciones a las leyes fisicas. Basta aqui recordar
por ejemplo que las drbitas de los planetas son elipticas, que los graves describen
parabolas en su caida, que muchas leyes fisicas pueden representarse mediante
hipérbolas o que, finaimente, sin conocer la teoria de las secciones cdénicas
hubiera sido imposible realizar la navegacion de altura. ... Desde el punto de vista
analitico, la propiedad comun de todas las cdnicas es que vienen representadas
por una ecuacion de segundo grado del tipo:

Ax2Z +By2 + Cxy +Dx+ Ey +F =0Q" °

“En el siglo XX se han escrito demostraciones tan complejas que una sola
persona no es capaz de entender todos y cada uno de los razonamientos
utilizados. En el aflo de 1976 se utilizo un ordenador o computadora para
completar la demostracién del teorema de los cuatro colores. ... El uso de un
ordenador en esta demostracion produjo discusiones considerables en la
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comunidad matematica. E! principal problema es saber si el teorema se puede
considerar demostrado sin que ningun ser humano compruebe todos los pasos y
detalles de la demostracién.” '

“Con el advenimiento de calculadoras graficadoras y de programas de
cOmputo para graficacidon ha tenido una gran influencia sobre la ensefianza de
las matematicas, y solo cabe esperar que esta influencia aumente mucho mas
durante los proximos afos. ... La graficacion electrénica puede auxiliar mucho
para visualizar las superficies en tres dimensiones; sin embargo, existen algunos
problemas. El primero es que, mientras la mayoria de los programas de computo
para graficacion incluyen gréficas tridimensionales, las calculadoras graficadoras
no pueden hacer esas graficas.” 9

“La ventaja de la graficacion por computadora es que, aprovechando la
capacidad de la maquina, se pueden calcular miles de soluciones a la ecuacion,
obteniendo de esta manera una cantidad de puntos fuera del alcance de un
calculista humano. ... En la actualidad el método de las coordenadas es muy
importante en el manejo y utilizacién de las maquinas computadoras, pues por una
parte permite resolver complicados problemas geométricos aprovechando la
capacidad de computo de las maquinas, y por la otra es clave en el
aprovechamiento de sus capacidades graficas. " n

“Aparte del uso que se puede hacer con un ordenador para representar
funciones , conviene que el alumno se habitué a representar con cierta precision
algunas funciones sencillas apropiadas a la etapa: rectas, parabolas, elipses,
hipérbolas y alguna cibica. Se consigue con ello romper el topico de que el
ordenador es un robot pensante capaz de todo. Es mas convendra ensefar a
construir algin pequeiio programa de dibujo de curvas para hacerle ver que el
ordenador sélo toma un valor de x tras otro, calcula F(x) y dibuja los puntos
(x, F(x)). Eso si con toda la rapidez y sin errores.” '
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“Todavia quizas mas sorprendentemente es, la habilidad de crear cuadros
graficos claros, que han producido nuevas interacciones con campos fuera de
matematica; retribuyen por ejemplo, estos dos desarrollos ia nueva teoria y las
nuevas conexiones pueden hacer pensar en algunos de los beneficios de usar a
las computadoras. ..."}

* Para el desarrollo de los objetives del programa en particular y de las
matematicas en general, se sugiere al profesor asumir el papel de coordinador
de las actividades, alternando con expresiones claras y precisas, de manera que
el papel protagonico descanse en las actividades que desarrollen {os alumnos, y
evitar al maximo la exposicion como Unico metodo de conduccion del proceso
educativo, para ello; se sugiere hacer uso intensivo de la calculadora vy la
microcomputadora. * ¥,

Esta tesina se ha escrito de manera que el estudiante que le consulte
pueda abordar el tema conforme lo marca el programa de Geometria por su
cuenta, puesto que su estructura pretende favorecer al alumno tanto de nivel
medio superior como nivel superior que le permita alcanzar los objetivos que se
plantean por el programa de una manera normal y en menor tiempo, con la
presentacion de diversos ejemplos y la solucidn de cada unc de ellos
desarrollados paso a paso para que el alumno logre obtener la habilidad 'y
confianza en la solucion de problemas.

Este uso apropiado de los ejemplos le permitira al alumno entender cuales
son los elementos basicos del algebra que le permitiran avanzar en el desarrollo
de cada ejercicio, estos a su vez incluyen ilustraciones en gran detalle para que
el alumno pueda realizar seguimiento con mas facilidad y estar listos para
aplicarlo a otro ejercicio.

Los problemas resueitos a todo lo largo de la tesina tienen una relacion
muy estrecha con los ejercicios que se hayan al final de cada tema, que
pretenden afianzar los conceptos y problemas del tema o unidad consultada. En
cada capitulo contiene ejercicios propuestos, serie de ejemplos con distintos
niveles de dificultad. Desarrollados de manera analitica para después apoyarse

! Concus P. R. Finn . Springer_verlag: Geometric Analysis and Computers Graphics: New York
* Bachillerato Propedéutico Estatal; Geometria Analitica




y comprobar los resultados con el software realizado para los primeros 4
capitulos. El alcance que pueda tener cada capitulo y cada ejemplo esta en
funcién del alumno o la persona que consulte la presente, repasando conceptos
aprendidos y utilizandolos correctamente y familiarizandose con todos los
conceptos usados en la asignatura de Geometria Analitica.

Esta tesina se plantea como apoyo para un semestre de preparatoria o
para estudiantes de licenciatura en su primer ario, teniendo presente que no se
trata de un texto y no debe emplearse como un medio para evitar ol estudio de
las cuestiones tedricas de la asignatura y un software que le permita comprobar
que el ejercicio que se esta desarrollando cumple con las condiciones indicadas
por el problema.

Oebido a que existe un alto indice de reprobacion en esta asignatura por la
falta de interés, analisis y entender los temas que marca el programa de
Geometria Analitica propongo el desarrollo de esta tesina como apoyo al
estudiante para entender y aplicar formulas asi como resolver los problemas
que indica el programa de una manera mas autodidacta y con sus propios
recursos.

Et propdsito de esta tesina es sjemplificar los ejercicios de una manera
clara y precisa que permita resolver problemas al alumno analizando como se
resuelven los ejercicios y adquiriera la habilidad que se requiere en esta
asignatura logrando mejores resuitados y conocimientos de la materia.
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Capitulo| ALGEBRA VECTORIAL

En este capitulo se pretende reforzar y agilizar la practica para la resolucién de
problemas de vectores.

1.1 Coordenadas Cartesianas.

“Una de las definiciones de funcion (y de relacion en general) nos habla de un
conjunto de pares ordenados, es decir dos conjuntos de numeros y una relacién
de correspondencia o dependencia entre ellos; En consecuencia el concepto del
sistema de coordenado lineal se logra formando lo que se llama un Sistema
Coordenado Rectangular o Sistema Coordenado Cartesiano en honor del
matematico Francés que lo invento René Descartes (1637).

El sistema se forma usando dos rectas numeéricas perpendiculares entre si a
las que se les denomina ejes coordenados normalmente se les denomina x e y
respectivamente y se intersecan en sus origenes, punto al que se le llama
simplemente el origen del sistema que generalmente se representa por la letra O,
ver figura 1.1""

AY

-T2
Cuadrante i Cuadrante |
=+ -1 (+#)

x' *—I—-I—H——l—>x

-2 -1 12

Cuadrante il * Cuadrante IV
(=) | (+-)

Figura 1.1

Generalmente uno de los ejes se dibuja horizontalmente y en él los
numeros positivos que dan a la derecha y los Negativos a la lzquierda del
origen, el otro eje o recta numérica queda entonces de forma.vertical y los
numeros positivos estan hacia arriba y los negativos hacia abajo del origen.

Las unidades de longitud usadas en la recta numérica que en adelante

- llamaremos ejes coordenados, por lo general son iguales en ambos ejes pero en

algunos casos puede tomarse una para eje horizontal y otra para eje vertical.

! Geomelria Analitica: Joseph H, Kindle: Mc Graw Hill
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El plano en el que se dibujan los ejes coordenados queda dividido en cuatro
partes que se denominan cuadrantes y que se enumeran como se muestra en la
grafica 1 empezando por él superior derecho en sentido contrario a las
manecillas del reloj.

Con este sistema de coordenadas rectangulares se puede establecer la
correspondencia uno a uno o biunivocas entre cada punto del plano y un par
ordenado de numeros reales (X, ).

Lo acostumbrado es considerar al eje horizontal como el correspondiente al
del dominio, por lo cual se le conoce como eje de las X o también eje de las
abscisas, nombre que también se da a los elementos del dominio; al eje vertical
en el cual se representan los elementos del recorrido le llamaremos sjede las Y o
también eje de las ordenadas entonces en un par ordenado, los elementos se
llaman abscisa y ordenada respectivamente y estos nombres son muy usados.

DEFINICION

Si el par ordenado(x, y) se asocia con un punto M podemos decir “M es la
grafica de (x, y) * o también “(x, y) son las coordenadas de M" lo que simboliza
M(x, y) que se leeMenx, y.

Considerando el punto M'n un sistema de coordenadas rectangulares sus
coordenadas se localizan trazando una recta perpendicular al eje horizontal la
abscisa X, a este punto se le llama representacién perpendicular de M al eje X.
Después encontramos la representacion perpendicular de M al eje de las Y con
lo que localizamos la ordenada de M. Ver. Figura 1.2

AY
y M
O > X
X
Figura 1.2

El punto en que se cortan las perpendiculares levantadas en las
coordenadas es la grafica del par ordenado.



Ejemplo 1: A(2, 3) donde Abscisa es 2 en el eje de las X y la ordenada es
3enelejedelas Y.
' Y

A(2,3)

\j
x

EJERCICIOS 1.1 Localice el punto P sobre un sistema coordenado
cartesiano rectangular y establezca el cuadrante donde se ubica.

a)P(3,7)
b P(-4,-6)
€) P(2, -5)
d) P(-1,4)
e) P(5, 6)
f) P(8, -1)
g) P(-7, -2)
t) P(-0,3)

ONOOALONA

Otro sistema de coordenadas se presenta en tres dimensiones donde se
dibujan tres ejes denominados {1, &2, 3, rectas que se intersecan en un punto
comin O y que estdn sobre el mismo plano ambas rectas se designan
respectivamente como eje X, eje Y, eje Z en el plano que contiene los ejes Xy Y
reciben el nombre de plano XY y en forma semejante se habla de los planos YZ y
X Z, ver figura 1.3 en forma colectiva reciben el nombre de planos coordenados y
sus tres rectas de interseccién t1, L2,y {3 en los ejes coordenados.

t3

Plano YZ
Plano XZ
2

X
Plano XY
L4l

Figura 1.3




Los tres planos coordenados dividen el espacio en ocho partes llamados
octantes, la correspondencia uno a uno entre los puntos en el espacio y las ternas
: ordenadas de numeros reales se le llama sistema de coordenadas rectangulares
! en tres dimensianes.

Para construir un sistema de este tipo, se selecciona un punto O, conocido
como origen, y se eligen tres rectas mutuamente perpendiculares, llamadas ejes
coordenados, que pasen por el origen. Se denominan estos ejes comox, y, Zy
se selecciona la direccidon para cada uno de ellos asi como la unidad de longitud
para medir las distancias. A cada punto P en el espacio tridimensional se le
asigna una terna de numeros par de gjes (x, y, z) llamados coordenados.

Ejemplo 2: Situar el punto cuyas coordenadas es A(4, 5, 6).

k 42z
(0. 0.6)

= (4,5.9)

(0,5, 0)

400

EJERCICIOS PROPUESTOS: dibuje un sistema de coordenadas y
ubique los puntos cuyas coordenadas son.

a)(2, 3, 4)
b (-2, 3, 4)
c) (2, -3, 5)
d) (-1,2,-4)
e)(4,5,-3)

oM




1.2 Definicion de Vector (R* y R’ represantacién geométrica y .
operaciones

En términos sencillos, un vector es una cantidad que tiene magnitud y
direccién. Para un vector en el plano, unico caso que analizaré conviene
representarlo como una flecha. La longitud de la flecha representa la
magnitud del vector y la cabeza de la flecha indica la direccion del vector.

Ver figura 1.2.1 /

Figura 1.2.1

Si Py Q son dos puntos distintos en el piano xy, existe exactamente
una recta que contiene a ambos. Los puntos en la parte de la recta que une P
con Q, incluyéndolos, forman el segmento de recta PQ .

Si ordenamos los puntos de modo que vayan de P a Q, tenemos un
segmento de recta dirigido de P A Q , el cual denotamos == . En un
segmento de recta dirigido “Fo |, llamamos P al punto Inicial y Q al punto
final, como se indica en la figura numero 1.2.2

Q punto
Q final
p
P P punto inicial
a) Recta que contiene b) El segmento PO c) Segmento de recta
aPyQ dirigido =o'
Figura 1.2.2

La magnitud del segmento de recta dirigido == es la distancia del punto P
al punto Q ; es decir, la longitud del segmento de recta. La direccion de =z
es de P a Q. Si un vector. v tiene la misma magnitud y ia misma direccién

———

que el segmento de recta dirigido "=< , entonces escribimos

" El vector v cuya magnitud es cero es e vector cero, 0. El vector cero
no tiene asignada direccion.

Dos vectores v y w son iguales , io que se escribe v = w sitienenla
misma magnitud y la misma direccion.

Por ejemplo los vectores de la figura 1.2.3 tiene la misma magnitud y la
misma direccion, por lo que son iguales, no obstante tener distintos puntos
iniciales y finales. De aqui que sea util pensar en un vector sélo como una
flecha , teniendo en mente que dos flechas (vectores) son iguales si tienen la
misma direccién y la misma magnitud (longitud).

"TESIS CON 5
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Figura 1.2.3

“Un vector v =({v,v,,v;) en R* se puede representar en un sistema coordenado

rectangular mediante un segmento de recta dirigido “=< con un punto inicial
arbitrario en P(x, y, 2) y un punto final Q(x+a,,y +a,,z +a; ) como se muestra en

la figura 1.2.4
Q(x+a,y+a,,z+ay)

P(x,y,z) y

figura 1.2.4
1.2.1 MAGNITUD DE UN VECTOR EN R*.

La magnitud de un vector V es la longitud de cualquiera de sus
representaciones por V y se denota por [v| . La direccidon de un vector, diferente
del vector cero, es |a direccion de cualquiera de sus representaciones.

Si v es el vector (v,v,) , entonces tenemos que |v]= /v, + v,2

Observe que v es un nimero no negativo y no un vector, por lo que se deduce
que o} =0 estoes, la magnitud del vector cero es cero.

Ejemplo 1: Encontrar la magnitud si v= {-3.5) y obtener su grafica.
Solucién: Empleando la formula de magnitud de un vector tenemos:

Empleando v} =fv,2 + v, 2 ¥

Tenemos
M=r-3)7+5? <34
Y ERNCIS L ) .

=37 - 1T 1T7

* Calculo Con Geometria Analitica ; Earl W. Swokowski




1.2.2 MAGNITUD DE UN VECTOR EN R*.
La magnitud |v| de un vector v =(v,v,,v,) es la longitud de cualguiera de
sus representaciones geomstricas. Aplicando la formula de distancia se obtiene

Pl= ¥ +va? #vy?

Observe que fvf 2 0 y que |v|=0 siy sélo si v = 0. igual que en dos
dimensiones.

Si v es el vector (v, v,,v,) , entonces tenemos que [vf= N S

Ejemplo 2.- Encontrar la magnitud si v= (2,5,~3) y obtener su gréfica.

Solucién: Empleando lv] = +fv,® + v, + v, tenemos:

z
M=2)7 (50 +(-3)?
M=va+B+9 ' y
b= 3
MPxA3E
x
Ejercicios Propuestas:
Sea el vector v encontrar su magnitud y graficar.
Vector Solucion
1. v=(2-6) M= a0
2- v=(34) | pi=s
3- v={(7-3) =58
4- v=(-4,-5) M= ~atT
5- v=(-417) v = 66
B v=(56-2) b= V&5
7- v={(-829) ' M= ~/149
B v=(r3s0) : M= vi®

18-V =(7,-4,6) b= ~VIOT




1.2.3 SUMA DE VECTORES

“Lasumade v + w de dos vectores se define : colocamos los vectores v
y w de modo que el punto final de v coincida con el punto inicial de w , como
en la figura 1.2.5 . El vector v + w es entonces el vector cuyo punto inicial
coincide con el punto inicial de v y cuyo punto final coincide con el punto final de
i w .
‘ ~ Punto final de w

V+W w

punto v
* inicial de v
Figura 1.2.5

La suma de dos vectores nos determina un tercer vector, para ello basta
sumar las componentes correspondientes. Enforma geométrica, la suma de dos

vectores v + w = (v; +v;) + (w; +w,) ,k seria colocar las componentes
v, + w|, v, + w, puesto que las dos sumas yacen sobre |a diagonal de un

paralelogramo. Por esta razon, la regla para la adicién de vectores se le llama
ley del paralelogramo.

La suma de dos vectores es conmutativa . Es decir si v y w son dos
vectores cualquiera, entonces v+ w = w+ v |afigura 1.2.6 muestra esta
propiedad.

v

figura 1.2.6
La suma de dos vectores también es asociativa. Es decir, u ,v y w son
vectores entonces u +v +w ) = (u+ v) + w la figura 1.2.7 muestra la
propiedad.”

vt w

u +v

Figura 1.2.7

3 Precalculo , Sullivan, Interamericana




Ejemplo1.- Sea U =(1,-3)y V=(3,5) encontrar ¥+ V y graficar.
Solucién: :

U+ V = (143, 3+5) > U+ V = (4,2)

(1.-3)

Ejemplo 2.- Sea U =(2, 1,-3) y V =(3, 4,5) encontrar ¥ +V y graficar.
Solucién:

U+ V =(2+3,1+ 4,-3+5) D> U+ V = (55 2)

Za
u+v (5.5.2)
Y
X V (3,4,5)
A
u(2,1,-3)
Ejercicios propuestos:
Sea u =(2,4) y V =(365), Encontrar u+V Solucién (-1, 9)
Sea ¥ = (3,0) y V = (4,-5), Encontrar u+V Solucién (1, -5)
Sea u =(2,3) y V =(1,4), Encontrar uU+V Solucién (3, 7)
Sea U =(1,4) y V =(53), Encontrar % +V Solucién (6, -1)
Sea U = (7,-3) y V =(-2,4), Encontrar u+V Solucién (5, 1)
Sea U = (2,5-3)y V = (-4,2,1)Encontrar U+ V Solucién (-2, 7,-2)
Sea U = (3,1,2)y V = (1,2 0) Encontrar U+V Solucién (4, 3, 2)
Sea U = (-3,2,6)y V = (1,5, -1) Encontrar 4 +V Solucion (-2, 7, 5)
Sea U = (2,4,-5)y V = (4, -2, 3) Encontrar U +V Solucién (6, 2, -2)
Sea U =

(5,6,-2) y V = (-3,8,7) Encontrar U +V Solucién (2,14, 5)

g e e I RSP T
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1.2.4 DIFERENCIA DE VECTORES

“La diferencia de dos vectores de v y w es representada por v — w es el
vector que se obtiene al sumar v al negativo de w esto es:

v_w = v +—-w)
v en términos de componentes escalares seria; v, — wy, vy — Wi,
si v = (v.v;) entonces el vector negativo {— v;,~v,}y se define como el

negativode v y serepresenta—v. Notarque v +(-v)=0.

El negativo del vector v es un vector que tiene la misma magnitud que v
pero direccidén opuesta. Por lo que refiriéndonos la diferencia de vectores
podemos decir que restar un vector es lo mismo que sumar su negativo.”*

Esto nos proporciona una interpretacion geométrica para v — w. Si
representamos av y a w por los vectores Fa y = con el mismo punto
inicial, como se muestra en la figura 1.2.8 entonces =% - =& - =& y por lo tanto
=& representaa v — w

V=W

v
P
Figura 1.2.8

Para interpretar geométricamente la diferencia de dos vectores, considere las
representaciones de los vectores v 'y w que tienen el mismo punto inicial,
entonces, el segmento rectilineo dirigido desde el punto final de la
representacion de v hasta el final de la representacién de w es una

representacion vV — w "8

Ejemplo 2.- Sea V = (5-4)y W =(-32) encontrar V- W y graficar.
Solucién: V-~ W = (5, -4)— (-3, 2)

{l
=(51_4)+(31-2)
=(5+3, —4-2) -
- T T T T T T T
= (8, -6) - 5 8
V_W =8 -6) -
-4
4 ) W4 (8,-6)

* Montes de Oca Francisco , Algebra Lineal ,Upiicsa
5 Ibidem.




1.2.5 MULTIPLICACION DE VECTORES POR UN NUMERO

Al trabajar con vectores, nos referimos a los numeros reales como
escalares Los escalares son cantidades que sdlo tienen magnitud. Algunos
ejemplos fisicos de cantidades escalares son la temperatura, la rapidez y el
tiempo. Ahora de definira la muitiplicacion de un vector por un escalar.

Sia esunescalary v un vector, el producto de v por el escalar a se
define como:

1.- Sia >0, el producto a v es el vector cuya magnitud es a veces la magnitud -
de v y cuya direccién es igual ala de v.

2.-Sia >0, entonces v es un vector cuya representacion tiene una longitud
de a veces lamagnitud de v y en la misma direccion que v ver figura 1.2.9.

v

figura 1.2.9

2.- Sia <0, el producto a v es el vector cuya magnitud es k< veces la magnitud
de v y cuya direccién es opuesta ala de v.

Si a <0, entonces a v es un vector cuya representacidén tiene una
longitud que es a veces la magnitud de v en direccidn opuesta aia de v ver

figura 1.2.10
/ /I \4

- Figura 1.2.10

3.-sia=0 osiv =0, entoncesa v =0,




Ejemplo1.- siv=(,-2) ya =4
Solucion: Tenemos a v = [r4)(1)+(4)(-2)] = (4, -8)

A Y
4
L1 1 » X
-2
- av
87 (4.-8)

Ejemplo 2.- Siv=(2-34) y a= 2

Solucién: Tenemos a v = [(2)(2), (2)(-3), (2)(4) ] = [4, 6, 8]

(4, -6, 8)

Ejercicios propuestos:

Ejercicios: Sea u = (2, 3), v = (4, -1) Encontrar:

a).- 5Su
b) Su —6v
c).- Bv
d) 3v-2u
e)- -2u
f) 3u +2v

Soluciéon (10, 15)
Solucion (-14, 21)
Solucion (-24, 6)
Solucién (8, -9)

Solucion. (4, 6)
Solucion (14, 7)



1.2.6 REPRESENTACION DE VECTORES EN EL PLANO.

“Utilizamos un sistema de coordenadas rectangulares para representar
vectores en el plano. Sean i un vector unitario cuya direccidn as a lo largo del eje
x positivo, y j un vector unitario cuya direccion es a lo largo del eje y positivo. Si
v es un vector unitario cuya direccidn es a lo largo del eje y positivo. Si v esun
vector como punto inicial en el origen O y punto final en P = (a, b), entonces
podemos répresentar v en términos de vactores i yj como;, v = ai + b j

Los escalares a y b son lo componentes del vector v = ai + bj dondea
as la componente en la direccién i , y b es la componente en la direccién | ver
figura 1.2.11

y

P(a, b)

ai a
Figura 1.2.11
Definicién: Sea un vector con punto inicial en p, =(x,,y,), N0 necesariamente
el origen, y el punto final p, =(x,,5,). Si v = P P, , entonces v es igual al
vector de posicion v=(x, —x, )i +(y, — y,J)j ver figura 1.2,.12
Y, Py =(%.31)
v tri=nts -
P =lx.

(xy~x )} q
» x

figura 1.2,12
En el sistema de coordenadas rectangulares, se usan habitualmente los
simbolos especiales |, j, k para designar los vectores unitarios en |as direcciones
de x, y, z respectivamente ver figura 1.2.13. Nétese que i, j, k no necesitan estar

" localizados en el origen. Como todos los vectores, pueden trasladarse a

cualquier parte en el espacio de las coordenadas, S|empre y cuando no se
cambien sus direcciones respecto a los ejes coordenados."®

figura 1.2.13

¢ Precalcuto: Sullivan; interamericana
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Se dice que v es un vector unitario si |v=1. Los vectores unitarios particulares
son: i=(10,0), j=(010), £ =(0,0,1)
Son importantes ya que todo vector v =(v,,v,,v,) se puede expresar como una
combinacion lineal de i, j,k . Explicitamente.

v={v,vyvy) = viivyJvik

/

En lafigura 1.2.14 se muestra la representacion geometrica de i, j,k

(0,1,0)

(1,0,0)
figura 1.2.14

y en la figura 1.2.14 se representa el vector de posicién correspondiente a
v=(v,v,,v,) se puede considerar como la suma de los tres vectores

correspondientes de v i,v, j, vk .

4z
(0,0,v;)
K
vifaavid
v
$ >
vy vik {0,v,,0)
(Vllolo 2 f
X

Figura 1.2.14




Ejemplo 1.- Determinar el vector posicion del vector v = P, P, si p, =(-12)y
Py =(46)

Solucién: Empleando la ecuacidn v=(x, —x )i +(y, -y, )j el vector Qe p_osicién
esiguala v es

v=[4-(-1)]i+[6-2]]
v=[4+1]i+4) . P2 =(46)
v=>5i+4; :

a=(-12)

Ejemplo 2.- Dados los puntos p, =(2-13) y p,=(3,46) Encontrar el vector
unitario que tiene la misma direccidn que tiene v¢p P, ). ’
‘Solucién:

v=[3-2Ji+[d~(-1)]j+[6~(3)]k
v=i+(4+1)j+(6-3)k

v=i+5j+3k

Ejercicios propuestos :

En los siguientes problemas en vector v tiene un punto inicial P y un-punto final Q
escriba v en Ia forma ai +bj, determine su vector posicion.

Ejercicio Solucion
1.- P(0,0) y Q(3,4) v=3i+4j
2- P(3,2) y Q(5, 6) : v=2i+4j
3.- P(-2,-1)y Q(S6, -2) v=8i-j
4.- P(1,0) y QO 1) V=4
S5.- P(C,0) v Q3 -5 =-3i-5j
6.- P(-3,2) y Q(6,5) v=0i+3
7.- P(-1,4) y Q(6,2) v=7i-2
8- P(1,1) v Q2 2) V=i+j
9.- P(3,-1,4)y Q(7,2,9) v=2i + 3j + Bk
10.- P(4,-3,-1) y Q(-2,4,-8) v=-6i—j ~7
11.- P(1,3,5)y Q(2,-1,4) v= i—4j -k

12.- P(-2,6,5)y Q(2,4,1) v=4j —2j - 4k
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" 1.3 PRODUCTO PUNTO
La definicién del producto punto de dos vectores es algo sorpresiva. Sin
embargo, este producto tiene cierto significado en las aplicaciones geométricas y
fisicas
Seav y w vectoresen R" v=(v,va,v3,..v,) ¥y w=(w,wy,wy...w )
Siv=aii +bij y w =az2i +b2j son dos vectores, el producto punto v
+ W sedefinecomo: v .- w = aaz + bib2

Como el producto punto v - W de dos vectores v y W es un numero real
(escalar), también se le conoce como producto escalar o producto interior.

La definicion de producto punto de dos vectores en R® es una extension de
la definicién para vectores en R?

Si v=v,v,,v; ¥ w=w,w,,w; entonces el producto puntode vy w
denotadopor v » w estddadopor v - w = aib2 + azb2+asbs

Ejemplo 1.- Dados los vectores v = (2,-3)y w= (-TL4> encontrar v = w
Solucion: v » w = (2,-3) .<;2|__4> .

=(2)(- %) +(-3)(4)

= ~1-13

vew = ~14

Ejemplo 2.- Dados los vectores v={(4,2-6) y W =(-53,~2) encontrar v - W
Solucién: v -« W = (42,-6) * (~53,-2)

4(-5) + (2)(3) + (-6)(-2)

20 +6 +12

Vew =2°

16




Ejercicios propuestos: Dados {os siguientes vectores encontrar. v = w .

1- v={(-12) "y w={-43) Solucién. v+ w = 10
2-v=(.3Y y w={3.3) Solucion. v e w =}
3-v={43)  y w= (-1 Solucion. v'e w = 1

4- v ={-2-3) y w= (3-2) Solucion, v+ w = 0

5.- v=(5-12) y w=(43) ' Solucién. vew =-16
6.- v=(-4-24) y w={27-1) Solucién. v+ w = 24 .
7o v=(LahE yows (1) Solucién, v+ w = & '

8- v={6-30)" "y w=(54-3) . Solucién. v+ w = 15

9.5 v = (<2535 y w= (3-24) Solucién. v« w = 20

10.- v = (5-12,6) y w= (4,3,23) Solucion. v - w = -34

1.3.1 'PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE OTRO

Una interpretacién - geométrica del producto punto se obtiene
considerando la proyeccién de un vector sobre otro vector.

Sean v y w dos vectores no nulos con el mismo punto inicial P. Queremos
descomponer v en dos vectores v, paraleloa w,y v, , ortogonal a w. Véase
las figuras.1.3.1 . El vector v, es la proyeccién vectorial de v sobre w y se
denota Proy,v .

Y Vo

e v
)

;
1 >

L L \ »-

p v, w v P w

Figuras 1.3.1

Obtenemos el vector v, ‘como sigue : desde el punto final de v trazamos
una perpendicular hasta la recta que contiene a w . El vector v, esta dado por v,

- . =v-v .Observeque v = v, +v,, v, v,es paraleloa w yque v, es ortogonal

- a v Qque se esta buscando.

Ahora buscamos una férmula para v, con base en el conocimiento de los
vectores v y w. Como v = v; + v,, tenemos
vews={ v tva)ewS v s wt vasw

TESE CON )
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Como v, esortogonala w, v, w =0, Como v, esparaleloa w+ v, =a w para
algin escalar a . Asi, podemos escribir la ecuacion de la siguiente forma :

vew=a wew=aqa |w|?

a = vV ew
=2
il
Entonces ,
v —aw—v.w w
1= ==
wl?

si v y w son dos vectores no nulos, la proyeccion vectorial de v sobre w es

Vew
w

e’ _
La descomposicién de v en v, y v,, donde v,esparaleloa w y v,
perpendiculara w,es

Proy, v=

v,=1‘roy,v=g:.;w . Va= v o= W

i
Ejemplo 1.- Determinar la proyeccion vectorial de v=i+3; sobre w=i+ j
Solucion: Primero descomponer v en dos vectores v, y v,, donde v, sea

paraleloa w y v, seaortogonal a w

Empleando la formula v, = Praoy, v = v.: w, tenemos
wi

1+3 S as

vww=Proy,v= (—N-E)wzw v=i+3j
. \,

vi=Proy,v= —:-w T AN
por lo tanto 2w \ vy =—i+ ]
ycomo w=i+j N\

P> v, =2i+2j

Y, =Proy,v=2(i+j)
y como v, =v-y : . .
v=i+3j

Vy=(i+3j)-2(i+j) >

V, =i—2i4+3j—~2j
Vy=—i+j




14 Proyeccién Ortogonal

Se define dos vectores ¥ y ¥ como ortogonales (escrito 4 L V) siu »
= 0 . Si se conviene que el vector cero forma un angulo de /2 con todo

vector, entonces dos vectores son-ortogonales si y solo si son geométricamente
perpendiculares.

“El producto escalar es Util en problemas en los que se tiene interés en
“descomponer” un vector en una suma de vectores perpendiculares, si ¥ y V son
vectores diferentes de cero en el espacio bidimensional o en el tridimensicnal,
entonces siempre es posible escribir 4 como:

U=Wi+W:
Donde W) es un multiplo escalar de v y Wz es perpendicular aV Ver figura 1.4.1

W2 - W U W2

.
>

Wi \" A\ Wi Wi \"}
’ Figura 1.4.1

E! vector Wh recibe el nombre de proyeccién ortogonal de v y el W2 es el
componente de i ortogonal a V.

1.4.1 VECTORES PARALELOS Y ORTOGONALES

Dos vectoresv yw son paralelos si existe un escalar no nulo a tal que v=
a w . Enestecaso,efanguloB entre vy w esOoT.

Si el angulo 8 entre dos vectores nonulos vy w es % los vectores v y

w son ortogonales.

Porotrolado, si v « w =0, entonces v =0 ow =0 o0Cos O =0.Enel
dltimo caso @ = % y v y w son ortogonales, véase la figura 1.4.2Si v o w

Son el vector cero, entonces, como el vector caro no tiene una direccion
especifica, adoptaremos la convencién de que el vector cero es ortogonal a
cualquier vector.
Por lo que dos vectores v y w son onogonales siysolosi vew =0
vew =0
v
w v esortogonala w

figura 1.4.1
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1.5 ANGULO ENTRE VECTORES

Sean - u y v dos vectores con el mismo punto inicial A. En este caso, los
vectores u, v y u - v forman un tridngulo. E! angulo 8 en el vértice A del
trianguio es angulo entre los vectores veéase la figura 1.5.1 donde queremos
determinar una férmula para caicular en angulo 8.

A Figura 1.5.1

Los lados del triangulo miden M, Jul| , v fv -+, y 6 es el angulo entre los lados
de la longitud [v] y #| . Podemos utilizar la ley de los Cosenos para determina el
coseno del angulo entre estos dos lados:

o =v]? = Jufjz+ pj* - 2| | pjcos @
Ahora utilizando la propiedad 4 para escribir esta ecuacién en términos de
productos puntos;

(u-v)(u-v)=ueu+vev-2ulvcos®

después se aplica la propiedad distributiva 3 dos veces al lado izquierdo para
obtener

u{u-v)- ve(u -v)
Uu*u -~ uUu*y - veu + vey
ueu + vev - 2u-y

(= v)(u-v)

i

combinamos

ueu+vev-2ucv= ucu+vev-2Jul pMcos0

1 plcos

Asi queda demostrado el siguiente enunciado:

u sy

Si u y v son dos vectores no nulos, el anguio 8, 0< 8 < m entre u y v esta
dado por la férmula :

ueoy

iV

Cos @ =




Escoja un sistema ortogonal con unidades iguales sobre los ejes sean U

= (X1, Y1,21) y V=(Xz Yz Z2) son dos vectores cualesquiera; para hallar el
angulo entre U y V no se pierde generalidad si se supone que sus origenes

estan en el de las coordenadas, de modo que sus extremos son: U(Xi, Y1,Zy) y
V(Xz, Yz, Z2) Ver figura 1.5.2

2
U (Xi, Y31, Zy)
U (X2, Yz, Z2)
/
(o] >y
X Figura 1.5.2

seanU=r1 y V=r2 por formula de la distancia y por la ley de los cdsenos.
(UV)2 = (X1 - X2)2 + (Y- Y2)2 +(21 -Z2)?

=r?+ r2?2 -2nr2Cos 0.

Donde la expresion del primer miembro, recibe el nombre de producto
escalar o interno de los vectores Uy V y se representa por U «V o sea

uUu-v= XiXa + YiYe+ 2122
también como

Cosg=SFatNYatnz, . u e v

2 © Tedv T

que es la férmula para calcular el Coseno del dngulo que forman los vectores U y
V, entérminos de sus componentes .
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Ejemplo 1.- Encuentre el angulo entre los vectores U =(1,-3)yV = (2, 4)

Solucidn: U=V = (1)(2) + (-3)(4)
2 -12

= A
Uv =-10 - V,
[1U 1] = (12 +(3)) _
= J(1 +9)
iUl =410 - @ = 135°
LIV = (2+4%) N
= (4 +186) |
[IVI] =420 :
Cos 6 Uil
(]
Cos 0 = —=t0
20 4/10

Cos

Cos R A

Cos

Cos 6 =

Cos 0 =
Cos .= W .

0 =Cos":_721

g=135"




B e T AL SN O

Ejemplo 2.- Encuentre el &ngulo entre los vectores u = (4,1,8) y v'= (1,0,3)

Solucion:  Solucién: uov = (4)(1) +(1)(0) +(8)(-3)

h).
i).

u=(431-2) V
u= (2v1t7t-1) V= (4101010)

Solucién.

=(-2,1, 2,2) Solucion.

= 4 40 -
uev = -20 v
HUl] =y(42+12+82)
= J(16 +1+ 64)
[HUll = ¢ 2 = 134°64°
i >
v =J(1‘+0’+(3)’) "
= J(1+9)
vl =410 u
' Cos 6@ = _"_'_l'.
lee vl
-20
entonces el Cosf = ——=
os 9@
-~20
Cosf = ——=
os 9«/ﬁ
-20
8 =Cos™
* STo
por lo tanto @ = 134°64'
Ejercicios propuestos:
Encontrar los Cosenos y los angulos de los siguientes vectores
a). =(-1,0) =(3, 8) Solucién, Cos @ =-3/73 @ =110.56"
b). u=(1/2,-3) V=(2,12) Solucién. Cos @ = -1 @ = 180°
c) u=(4,-3) V=(1,2) Solucién. Cos @ =(-2/5/5) @ = 100.3°
d., u=(1,52) V=2 4,-9 Solucién. Cos @ =0 @ =90°
e) u=(4,-1) V=(3,2) Solucién, Cos @ = -14 @ = 160.21°
f. u=(10,7) . V =(-2, -7/5)  Solucién. Cos @ = (-149/5) @ =180°
- g‘).‘ u =‘(1‘,0'1,0) °V =2(-3,-3,-3,-3) Solucién. Cos @ = (-1J/2) @ =135°

Cos @ = (-3 //3042) @ = 112.78°

Cos @ = (2//55)

2 =7435°
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1.6 Producto Cruz (R?)

“En muchas aplicaciones de los vectores a problemas de la Geometria,
Fisica e Ingenieria, se tiene interés en construir un vector en el espacio
tridimensional que sea perpendicular a dos vectores dados.

Definicién :

Siw=wi+u,j+usk y v=wi+v,j+vik , entonces el producto vectorial o
producto cruz o producto exterior de % por V es:

U xV=(bec,—cb,)i+(cia; —ac,)j+(ab, -ba, )k

al trabajar con productos vectoriales es conveniente usar determinantes. Un
determinante de orden 2 se define como:

a, 4aj

b, b, =a,b, -a,b,

donde todas las letras representan numeros reales.

Un determinante de orden 3 esta dado por

c c c,
! 2 My U, u, U, u, u,
u, u, u;zl= - 2+ cy
Vy o v, vy v, v v,
Vi V2 V3

El producto vectorial ( o producto cruz) ¥ por V de los vectores v =(v,,v;,v,)

= (uy, 4y, u3)

se obtiene reemplazando a ¢,,c,,c; , en el lado derecho de la ecuacién con los
vectores i, j, k. Asi por definicion
u, u,

u, U, u, u,

Va2 Vi

i -

UxV= Jj+ k

vy v, v, v,

una manera conveniente para recordar estd férmula es usar la notacion.

i J k
Uxv= lu, u, u,
Vi Va v,



¢

i

H

{
i
4
it
4

i
|
i

“Si v es cualquier vector en R? entonces vx0=0=0x V. Ya que si
cada. uno de los vectores en :

u, i3 u, u 4
Va Vs Vi Vs
es 0, entonces cada uno de los determinantes tiene un rengldn de ceros.
También esciertoque V xV =0 paratodo V ya que en este caso cada uno
de los determinantes en .

u 14
Uxvs= i- J+ ! 2k

Vi Va2

u, u 4 u, u 5 u, u 4
Va Vi
tiene dos renglones iguales. Por lo que resulta importante la siguiente expresion.
Elvector u x V esortogonal a « y a V. Entéminos geométricos implica
que si dos vectores ¥ y V diferentes de cero estan representados por los
vectores Fa y ~= con el mismo punto inicial P, entonces # x V se

—
pueden representar por un vector = que es normal al plano determmado de

Uuxvs i- j+ k

LA 2 vy v,

P, Q, R como se ve en la figura 1.6.1 y se escribe como Pa = Po X
Il
S
uxy
\4
Q
Figura 1.6.1

Ejemplo 1.- Hallew x v endonde ¥ =(2-13) yv=(0,17).
Solucién: Escribiendo

i J k
Uuxv= 2 -1 3
0 1 7
-1 2 3 2 -1
Uxvs - + k
I -

= (<7-3)i-(14-0)j+(2-0)k
= —10i—14/+2k

7 Calculo con Geonietria Analitica; Ear! W, Swokowski; Iberoamericana
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Ejercicios Propuestos:

Sean u =(2,-2,3) , v=(L17) y W =(1.4,5). Calcule
a) U xv Solucion. -4i,-14j,12k

b) ux(vx w) Solucién. -4i, 4j, -6k

c) (UxV)yx W Solucién. -59i, 4j, 15k

d) (Ux V) x (Vvx W) Solucién. 0i, 48j, 56k

e) Ux(v-2WwW) Solucién. -34i, 7j, -10k

f (uxvy-2w Solucién. 0i, 15}, 1k

1.6.1 u x v Ortogonal tantoa ¥ comoa Vv:

En tanto que el producto escalar (punto) de dos vectores es un escalar, el
producto vectorial cruz es otro vector. El teorema que sigue da una relacion
importante entre el producto escalar y el vectarial y también indica que ¥ x v es
ortogonal tantoa ¥4 comoa V.

Teorema 1: Si 4 y V son vectores en el espacio tridimensional, entonces,
ayu-(ux v)y=0 : (u xv es ortogonal a u)
b) ve(u xv) =0 (U xVves ortogonal a V)

cy flu xvi2=lujj2+||v||*—(u - v)* (ldentidad de Lagrange)

Demostracion
Elinciso a y b se demuestran de la misma forma

a,b) U(UxV) = (U, U2,U3) - (U2V3- U3V2, UaVi- UL V3, U1 V2 - U2V )

= U U2V3- U3V2) + UAUsVi- U1 V3) + Us( Ur V2 - U2 W)

=0
c)ecomo || ux V|2 =(U2V3—U3V2)3+ (UsVi— U1 V3) 2+ U1 V2 — U21)?
HU R+ [IVIE = (U V) 2= (U+ U2+ U?) (Vi2+ V2 V(U1 i+ U2 V2+ U3 V3) 2

Resolviendo las muitiplicaciones de || Ux vij2y JJulj2+||vi2—-(u- v)2se
verifica la igualdad.
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Ejemplo 1.- Considere los vectores 1 —(—532) yv= (2,6 —3) demostrar que es

ortogonal.
Solucién:

= -21i=11j-36k -
Para comprobar que son ortogonales u «(u xVv) entonces

u-(uUxv) = ( 5)(-21) + (3)( N+ (2)(-36)
33

inn

105 —105
U (U XV)=

para comprobar que son ortogonales Vv «(1 xV) entonces

V{UxV) = (2)(-21) + (6)-11) + (- 3)(-36)
T e L e
= —108-108

v (u xv) =0
Porlotanto & x V es ortogonal a & como para V por lo tanto los vectores son

ortogonales.

Ejercicios Propuestos:
En cada uno de los ejercicios . Halle un vector ortogonal tantoa # como a v

a) u=(-7,31) v=(204) Solucion. (12, 30, 6)
b) u=(-1,-1,-1) ¥v=(20,2) Solucién. (-2, 0, 2)
o). u=(1, -s s) Vs (2 1,2) Solucién. (-16, 10, 11)
d). Solucion. (-23,7; ~1)
i e). Solucién. (-5, 1, -4)
f) U= Solucién, (7, 14, -14)
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Capitulo I Rectas y Planos

El objetivo de esta unidad es deducir las ecuaciones de recta y planos a
partir de su definicion como lugar Geométrico y su aplicacion a problemas
practicos.

1.1 Larectaen R?y R*®y sus diferentes ecuaciones

En geometria aprendemos que toda recta en el plano se determina por
dos puntos, un punto y su direccion (pendiente o su coeficiente angular), etc.
Empezaremos indicando cuales son las diferentes ecuaciones de la recta:

a): Punto-Pendiente. La ecuacion de la recta que pasa por el punto pi(xi, y1) ¥
cuya pendiente esM es:

y—yi = m(x—xi).

b) Pendiente ordenada al origen: La ecuacion de la recta de pendiente m y que
corta al eje y en el punto (0, b) —~ Siendo b la ordenada al origen — es:

y=mx+b.

c):v Cartesiana: la ecuacion de la recta que pasa por los puntos pi(xi, Y1} y pa(xz,
y2)es: y -y yi—yz

X —X1 X1 -~ X2

d): Reducida o Abscisa y ordenada en el origen: La ecuacidn de la recta que
corta a los ejes coordenados x e'y en los puntos (a, 0) — siendo a la abscisa en el
origen —y (0, b) —siendo b la ordenada en el origen —, respectivamente, es:
X y
— e —= 1
a b

e). General: Una ecuacion lineal o de primer grado en las variables x ey es de
la forma Ax + By + C = 0, en donde A. B y C son constantes arbitrarias. La
pendiente de la recta escrita en esta forma es m =— A/ By su ordenada al origen
esb=-C/B.

f): Normal: Una recta también queda determinada si se conoce la longitud de la
perpendicular a ella trazada desde el origen (0, 0) y el angulo de dicha
perpendicular forma con el eje x.

A lo largo de este capitulo se estudiaran cada una de eilas, como se
estructuran y cual es la forma de resolverlas.
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Sea L una recta no verticat y Pi(X1, Y1), P2(X2,Y2) dos puntos distintos
sobre L Ver figura 2.1.1
Ejg de Ordenadas
y Pi(Xa, Y,

Y2 -Y: Cambio en ordenadas

Pi(X,, Y,
Cambio en abscisas

X Ejes de Abscisas

Figum 2.1.1

Al movermnos el punto P al punto P2 obtenemos un cambio en ias abscisas
y en las ordenadas. Hallemos la razén del cambio en las ordenadas respecto al
cambio en las abscisas.

Cambio en las ordenadas: Yz - Yi
Cambio en las ordenadas; Xz- X2

La razdén del cambio en ordenadas respecto al cambio en abscisas se representa
como; .

Ya-Yi

X2 - X1

si el cambio es diferente de cero ver figura 2.1.2.

X Ejes dec Abscisas

Figura 2.1.2

Esto nos demuestra que la razén de cambio en las ordenadas respecto ai
cambio en las abscisas es constante, no importa qué par de puntos
seleccionemos. Esta razén de cambio se le llama Pendiente o declive de una
recta y usualmente se representa con ia letra M.

29
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Si P (X1, Y1), P2(Xz, Y2) son dos puntos en una recta, con X1 # Xz,
entonces |la pendiente de |a recta es:

Yz - Y
M= e

X2 - Xi

La ecuacién de una grafica es una ecuacidon que es satisfecha por las
coordenadas de los puntos y solamente los puntos que estén en la grafica.

Si Pi(x1, y1) y P2(x2,y2) dos puntos cualesquiera y diferentes sobre larecta
L, la cual no es paralela al eje Y, entonces, la Pendiente de L, representada por

M esta dada por: Yz - Y,
M= e
Xz - Xu

2.1 Formula del punto Medio

Ahora se obtendran las formulas para determinar el punto medio de un

segmento de recta.
Suponga que M(x, y) es el punto medio del segmento de recta que va de

Pi(x1,y1)y P2 (xz y2)
Y

(x2, y2)

T(x2,y)

R(X, y1) S(xa, y1) X

] o

Debido a que los tridngulos P1 RMy MTP son congruentes,

PiR = MT y RM = TPz
De este modo

X - X1 = X2 - X y-y = y2-y
X + X = X1+ X2 y ty sy +y2
2x = Xt + X2 2y = y1+ y2
X1 + X2 yr +y2

.x T eme————————— y RO P —
. 2. 2

s <t e e

i' w.u U‘-xi ,

HiiR0 3 LRATLY

ot
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Si M(x, y) es el punto medio del segmento de recta que vade Pi1 (xa, y1)
y Pz2(xz, yz) entonces:

Xi + X2 Yy + y2
X = ————— Yy 3 e
2 2

En fa deduccién de las formulas, se ha considerado que xz2 >x1 y yz2 >
yi , se obtienen las mismas fodrmulas usando cualquier orden para estos
ndmeros. ’

Ejemplo 1. Determine las coordenadas del punto medio M del segmento de recta
que vade A(S, -3)y B(-1, 6)

Solucién:
B(-1,
X1 + X2 yir +y2
X = y =
2 2
5-1 -3+ 6
X = y =
2 2
4 3 5 X
PP y = —
2 2
por tanto M es el punto (2, 3/2) .
A(S, -3)

Ejemplo 2. Encuentre Y1, X2 si A(-3, Y1), B(Xz, 0), siel punto medio es (0, 4)

y graficar
Solucién: N
X1+ X2 yr+yz
X = y=
2 2
) . A(-3.8)
3+ xa yn+0 -
0= —=== 4 = ———— [ pm(0.4)
2 2 S
0= 3+x2 8= y1 - .
1 | >
xz=3 =28 ! vl B(3,0)

por lo tanto los puntos son A(-3, 8)y B(3, 0)
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Ejercicios propuestos: Encontrar el punto medio de los siguientes puntos

a).- Py(7,4) y P21, -2)
b).- P1(-2, -3) y Pa(4, -2)

c).- Pi{-2, -3) y P2(-4, 2)

d).- Pi(-3, 4) y P2(6, 1)

e).-P1(-3, 2) y P2(4, 2)

f).- P1(2, 5)y P2(4, 2)

g).- P1 (6; Y1), P2 (X2,4 )y pm(5,-1)
fn).- P1 (5, Y1), P2 (X2, 8) y pm(2, 5)
i) .- P1(x1,5)P2(3, y2 )y pm(2,13/2)
BN .-Pi(x1,2),P2(-2,y2)ypm(0,0)

2.2 Punto Medio en R*

Solucién.
Solucion.
Solucion.
Solucién.
Solucién.
Solucién.

Solucién
Solucién
Solucidn

Solucién.

Pm(31)
Pm (1, 5/2)
Pm ( -3, -1/2)
Pm ( 3/2, 5/2)
Pm ( 1/2, 0)
Pm (3, 7/2)
.y1=2 x2=4
Y122 x2=-1
. X1=1 y2=8
x1=2 y2=-2

L.as Coordenadas del punto medio del segmento dirigido cuyos extremos
son los puntos P (x1, yi,z1) y Pz(xz,yz z2) son:

Xi + X2
X = e y =
2

Y1 + Y2

2

Ejemplo 1: Hallar ias coordenadas del punto medio de los puntos Pi(5 1,7y

P2(-3, 3, 1).
X+ X Y + Y2 Zy + Za
X = Y = Z =
2 2 2
5-3 .1 +3 7+1 (5,1
X = Y = Z=

M(1,L4)

(-3.3.D

v
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2.3 Distancia entre dos puntos R*:

Estableceremos la distancia entre dos puntos de un eje coordenado .

Sea P1 y P2 dos puntos en una recta y tengan las coordenadas xi1 y x2
respectivamente. : :

Supongamos que nos interesa calcular la distancia entre Pr=(xi,y1) y
P2 = (xz, yz2 ) verfigura 2.1.3

4

P.=(X.,Y.)\

Y ,
& . .
y2-y . N

kel X

QTTTTREEX Pz=(Xz2,Y2)

Figura 2.1.3

Se traza una recta vertical que pasa por P y una horizontal que pase por

P2y se intersecten en el punto Q = (X1, Y2) .

La distancia entre dos puntos Pir=(x1,y1) y P2=(x2,y2) es

d =Jxz-x1 ) +(y>-y1)?
Suponiendo que Pi1 y P2 no se encuentren en la misma recta horizontal y

vertical P1, P2, Q forman un triangulo rectanguio que tiene su angulo recto en Q
entonces podemas emplear ahora el teorema de Pitdgoras para calcular la

longitud de Pi, P2 de acuerdo con lo anterior tenemos:

QP2 =|x2-x1] ¥ PiQ=}lyz-yi}

Mantenemos en este caso los valores absolutos, porque deseamos que la férmula
obtenida sea valida para cualguier punto Py y P2 segun el teorema de

Pitagoras.
PPz = J[xa-xi P +]yz-yif?

Perocomo |xz2-xi]2=(xz2-xt)* y |yz-yi]? = (yz- y1)? podemos omitir
los simbolos del valor absoluto y llegamos a :

PPz = J{(x-xiy+(yz-yi»2
. .,;.‘“—p. : 33
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Esta ecuacion establece !a conocida relacion para obtener la distancia
entre los puntos Ay B. En resumen la distancia entre dos puntos del plano es
igual a la raiz cuadrada (no negativa) de la suma de los cuadrados de la
diferencia de coordenadas entre los puntos dados.

Ejemplo 1.- Calcular la distancia entre los puntos cuyas ordenadas son
P(-2,4) y q(3, -5).

Solucién: Se considera la formula de distancia entre dos puntos

y
pa = J(xz-x1)2+{y2-y1)? p(-2,4)
Sustituyendo los puntos tenemos.
PA = V(3= (P +(-5-47
—_— X
PG = J(5¥+(-9) T T 1T T
— V106
pq = J25+81
pa = 106
a(3,5)

Ejemplo 2.- Uno de los extremos de un segmento es el punto p(5, 8) y el otro es
q(x, 2) y la distancia pq = 10 obtener el valor de x.

Solucién: empleando la férmula de distancia entre dos puntos.

Pq JO- X ¥ (yz-yiP

10=J(x-5)2+(8-2)p

resolviendo el binomio AY
10= x*-10x+25 +62 . p(5,8)
10= TR F 5T = RN
/4’ .
107 = x2 - 10x + 61 -+ \\ :
x*-10x +61-100=0 ] .
X-10x—39=0 YRS dumen q"(13.2)
factorizando se obtiene el valor de x RN AARER AN il
b

(x—13)(x+ 3)=0
por lo tanto los valores de x son x=13 yx=-3
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Ejercicios propuestos:
1).- Determinar las distancias entre los puntos del tridngulo cuyas coordenadas
san los vértices p(-2, 3), q(1, 2), r(-4, 5)

Solucion: pq= V10 qr=v34,mp =8

2).- Un segmento de recta tiene por extremos los puntos p(1, 2) y (5, -6). -
Encuentre la distancia entre los dos puntos.

Solucién: pq = /80
3).- Un segmento de recta tiene por extremos los puntos p(2, 6) y q(2, -2).
Encuentre la distancia entre los dos puntos.

Solucién; pq=y16= 4

4).- Encontrar el valor de x ya que p(8, 6) y q(x, 6) siendo la distancia pq=7
Solucién; x' =15 y x"=1

5).- Encontrar el valor de y ya que p(-3, 8) y q(5, y) siendo la distancia pg =10
Solucion: x'=14 y x"'=2

6).- Encontrar el valorde y si p(-2, y) y q(3, -5) siendo la distancia pq = /106
Solucién: y'=14 y y'=-4

7).- Encontrar el valor de x si p(-3, 1) y q(x, -1) siendo |a distancia pq = /40
Solucién: x'=-9 y x"=3

8).- Encontrar el valor de y si p(2, -6) y q(2, y) siendo la distancia pq= 4
Solucién: y'=-10 y y'=-2

2.4 Distancia entre dos puntos R*:

Sea Pi = (xi,y;,21) y Pz=(x2 ys 2z ) dos puntos en el espacio
tridimensional entonces la distancia d entre ellos es la norma del vector P1P2:

Debido aque PiP: = (xa-x1), (yz2-Yy1), (22-21)

Sededuce que d = J(x2-x1 )2 + (y2-y1)2+ (22 -21 2
P X0, Y, Zy)

P2 (X2, Y2, Z2)

P
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Ejemplo 1.-

Pz = (-6, -1, 0)
Solucién:

-9
]

d=
d=

d=

V(B=8F + (1-CAF+ (0-2)

JFyF * (L +ap+ (27

JISETOrT 4
JTEFTF

J204

Ejemplo 2.-

Pz = (6, -7, 3)
Solucién:

P1=(8, 4,2)

d= J(6=1P + (T-1F+ (3-10

d= yBFF @FF 27
V25 + 64+ 4

d=
d=

v 93

Pa=(6, -7, 3)

P2=(-6, -1,0)

Pi=( 1,1,1)

Ejercicios: Calcule las distancias entre los puntos PiP:

a)
b)
<)
d)
o)

P: = (2, -1, -5)
Pi=(1,-3, 7)
Pi=(-3,1,2)
Pi=(7,3,5)

Pi=(6,-1,2)

P:=(4,-3,1)
P:=(8, -2, -2)
Pz = (4,2, -5)
P2:= (-8 4,2)
P:=(27,4)

—— >
Solucién  pipz = V44
Solucion  pipz2 = Y121
Solucién  pipz = V99
Solucion  pip:z = V235
Solucidn  pipz = /89

Encuentre !a distancia d entre los puntos P1 =(8, 4,2) y

Encuentre la distancia d entre los puntos Pi=(1,1,1) ¥
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2.5 Ecuacién de recta punto pendiente

“Una recta que tiene pendiente M y contiene al punto (xi, y1) tiene la ecuacion
y=yi = M{x - xi)

Demostracion:
Sea (x, y) cualquier punto distinto de (x1, y1) en larecta dada figura 2.1.4
como la recta tiene pendiente, no es vertical. Por consiguiente , x = xi1, con lo cual

obtenemos.
Y
T * v

Figura 2,1.4

XY

y -wn

X - X

y—y1 = M(x-~x:)

Aunque la formula se derivé sélo para puntos en ia recta del punto (xi, y»),
se ve que (xi, y:) satisface la ecuacion”',

Ejemplo 1: Ecuacion de recta que pasa por P(-3, -2) con pendiente M = 4/5
Solucién:

y—y1 = M(x-xi)
y=(-2) = 4/5 (x= (-3) /
y+2 = 45(x+3)
S5(y+2) = 4 (x+3) P  4X-5Y+2=0

»
L

Sy +10 =4x +12

Sy-4x + 10-12=0

(Sy—4x=2=0)*-1

4x-5y+2=0

! Geometria Analitica: Tomas F. Ridlic: Thomson.
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Ejercicios propuestos:
Deduce la ecuacion de la recta indicada en los siguientes incisos:

Solucion.
a) Pasapor(2,4), M=2 2x—-y—-8 =0
b) Pasa por (5, 3), M=4 4x-y-17=0
c) Pasapor(2,2),M=1 X—y =0
d) Pasa por (4, 6), M =5 S5x—y+26=0
e)Pasapor (1,3, M=% Xx—~2y+5=0
f) Pasapor (1, 3), M=1/4 T X—4y+11=0
g) Pasa por (-2, 4), M=-3 3x+ y+10=0
h) Pasa por (3, -4), M =2/5 2x-—-5y—-26=0

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos

a) (-4, 3) y pendiente % x—2y+10=0
b) (0, 5) y pendiente -2 2x+y-—-5=0

c) (2,0) y pendiente % 3x—4y-6=0
d) (-6, 2) y pendiente 3/2 3x-2y+14=0
e) (-5, 8) y pendiente -Vs x+ 5y-35=0
f) (-2,4) y pendiente-¥3 5x—-3y- 2=0

2.6 Forma de dos puntos de la ecuacién de la recta

“Una recta que pasa por 2 puntos P1=(x:,y1) y Pz=(x2,y2) cuando
Xy = X2 tienen la ecuacion:

yi-ya
y-wn =———(X-Xv)
X1 =Xz

Es importante mencionar que el resultado se representa muchas veces como:

y-yn yz - ¥

X=- X Xz -Xi

u2

2 Geometria Anatitica : Tomas F. Ridlle: Thomson
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Ejemplo 1: Determinar la ecuacion de recta que pasa por 2 puntos A (4, 2) y

B(-5, 7)
Solucion. yi-y2
Y- Y1 = (x-x1)
N1 - X2
2-7
y- 2= (x-4)
$+5S
-5

¥i2 s (x4
9
Ay-2)="-5(x-4)
9y — 18 = -3¢ +20
Sx+9y~18-20=0

5x+9y ~38=0

Ejercicios propuestos:

A
B(57 L

3 5X+9y-38=0

—: A4, 2)
[N N TG N R N N N A
e A o - 4

Deducir ia ecuacion de la recta que contiene los siguientes puntos:

Puntos Ecuacién
a) a(2,5) b(-3, 1) - 4x -5y +17=0
b) a( 1, 4) b(3, 5) X~2¢y+7 =0
c) a(3, 3) b(1, 1) X— Yy =0
d) a(2, 3) b(§,3) 3y-9 =0
e) a(2,-1) b(4,4) 5x—-2y-12=0
f) a(2, 1) b(-3, 3) 2x~8y—- 9 =0

g) a(-7, 3) b(4,-4)
h) a(-3, -3) b(4, 5)

7X+11y+16=0
8x—T7y+ 3=0"
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2.7 Forma pendiente—ordenada al origen de ecuacién de la recta.

“La abscisa al origen y la ordenada al origen son los puntos en los cuales
una linea cruza a los ejes x, y respectivamente. Esos puntos se expresan en
forma (a,0) y (0,b) ver figura 3.1.7 pero casi siempre sdlo se representan
mediante a y b, porque se sobreentiende por su posicién en los ejes.

Y

., b)

(@0 o X

Figura 3.1.

forma pendiente-ordenada al origen de la ecuacién de una recta. La ecuacion de
una recta cuya pendiente es M y cuya ordenada al origen es b es:

y=Mx+Db
Demostracion: Considerando la formula de recta entre dos puntos tenemos que:
Y ~y2
Y- ¥ = (X-X1)
X - X2

Como yi=b y % =0y=0y x2 = a

Entonces tenemos que :

b-0
y- b= (x-0)
-a
b
y- b=+ —x
a

Como las coordenadas al origen son los puntos (a, 0) y (O, b), la pendiente de la
recta es

s =278 porlotanto queda Ar = =2
a=-0 a

entonces sustituyendo M por —b/a tenemos la siguiente ecuacion y — b = Mx
despejando b la forma de |a recta ordenada al origen queda como y =Mx + b

40




i
i
i

ARV TG 4R S g e

2.8 Forma simétrica de la ecuacién de una recta:

La ecuacién de una recta cuyas coordenadas al origen son a y b distintas d
cero, es .

al emplear la forma pendiente — ordenada al origen tenemos que

-b
y=-—x +b
a

Estas dos formas son solo casos especiales de las formas punto — pendiente y
de dos puntos en cualquier ocasion se puede emplear siempre la primera
ecuacion.”? -

Ejemplo 1: Deducir la ecuacion de la recta que tiene como pendiente 4 y
ordenada al origen 2
y

Solucidn:
Emplcando la ccuaciénde y=Mx+b Y=4X+2
Tencmosque y = 4x+2

. 0, 2).
De forma general de la recta

~4x +y -2 =0 multiplicando por -1 tenemos [ X

dx-y+2=0 /

v

Ejemplo 2.- Hallar la pendiente m y la ordenada en el origen b de larecta
2y +3x=7.

Y
Solucioén: (0, 7/2)
Escribiendo la ecuacion de la forma Y=-3/2x+ 7/2
y=mx+b
tendriamos y=-3/2 X +7/2 »
por lo tanto la pendiente seria m = -3/2 I I I\ > x

y su ordenada al origen seria 7/2

* Geometria Analitica : Gordon fuller : CECSA.
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Ejemplo 3. Encontrar la Ecuacion de la recta cuyas ordenadas al origen son
a =4 yb =2 respectivamente

Solucion.

x y
— e =] Y
a b

X

y
4+ e = ]
2

4
multiplicando todo por 8 tenenios 2X+8Y~-8=0

8 x 8y

— ot — = 1®

4 2 4
2% + dy =8

ER 2x +4y -8=0

Ejercicios Propuestos:
Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos siguientes:

a) abscisa=7/2 ordenada=7 Solucion. 2x+ y—-7=0
b) abscisa =5 ordenada =-3 Solucion, 3x -5 —-3=0 =
c) abscisa =6 ordenada = 2 Solucién. x—-3y—-2=0
d) abscisa =3 ordenada =4 Solucion, 4x +3y -4 =0

2.9 Forma general de ecuacién de una recta.

“Toda linea recta se puede representar mediante una ecuacién de la
forma Ax+By+C = 0.Enlacual AyB no sonceros ala vez, y toda ecuacién
de esta forma representa una linea recta.

Demastracion: Suponemos que tenemos una ecuacion de la forma Ax + By + C=0
se describen dos casos:

Caso!. siB =0 Entonces

x &

it nt
, 0@
o

-C/IA
y esto representa una ecuacion de una recta vertical.

Caso ll. B # 0 al despejar y de Ax + By + C = 0, obtenemos
r=-4yx-c
B B
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Esta ecuacion representa una recta cuya pendiente es.-A / B y cuya
ordenada al origen es — C/B.
Al graficar toda ecuacién de la forma Ax + By + C =0 representa una recta, y su
gréfica se determina mediante dos de sus puntos. Con ella se determina
facilmente las coordenadas al origen, y la forma mas rapida de trazar una recta
es encontrar la que pasa por esas coordenadas.”* : .

Ejemplo 1: Trazar larectarepresentadapor 2x—-Sy+1=0

Solucién: Cuandoy =0 entonces x= -1/2 ycuando x=0 entonces y= 1/5

Empleando
A c
y=— ——X =~ -— (cnemos
B B
2 1
YR e X - e |
-5 -5 2X -~ 5Y + 1 |
2 1 :
Y= X 4 e— 12 ;
5 5 E

Ejemplo 2: Trazar larecta representadapor 3x+4y-7=0 . :
Solucién: ‘Empleando . f
A C. {

Yy = == ==X — -— lenemos
B

3 -7 2
YyS se—X o =

4 4 3X+4Y-7=0

-3 7 t

T Ll T | el

Y= ememX e f 5

4 4

Ejercicios propuestos: Trazar las rectas representadas por las 5|gu|enles
ecuaciones generales

a) 5X+9Y -38=0 b) 3X +Y+2=0
c) 4X -5Y+2 =0 : d) 6X +6Y -7 =0
e) 3X+4Y -6 =0 : f) 5X +4Y -20=0

g) 8X-4Y=5 hy 7X - 8Y = 0

* Geometria Analitica; Ridlle; Thomson
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1.2 Distancia de un'punto aunarectaen R*y R®

“t a Distancia del punto (1 ,y1) ala rectaAx+ By+C =0 es
|Ax1';+ Byi+ C|
m

Demostraciéon dada la recta

Ax+ By+C=0
Y el punto (x1, y1), entoncés
Ax +By - (Axi + By1) =0

Es paralela a la recta dada y contiene a (x1, y1) ver figura.3.1.8

A

Bx-~Ay=0
(x1, 31

Ax+By— (Ax1+By)=0 ' 7

Ax+By+C=0

X

Figura 3.1.8

Ademas, Bx -~ Ay = 0 es perpendicular a ambas. La distancia que
buscamos es la que hay entre los puntos P y Q de la figura. El punto de
interseccion de Bx—Ay=0y Ax+By+C=0es

-AC -BC
P = , ]
A*+B: AT+ B2

Mientras que el punto de interseccion de Bx — Ay =0 con
Ax+By - (Axi1 +By)=0 es )

A (Axi +Byi) B(Axi + Byi)
Q =

AZ + Bl ' AZ + B!



Al emplear la férmula de la distancia obtenemos

AZ + B? Az + BZ

@(Axwey') AC :]z [B(Axn+8yu) B8C Y
i + +

d =/ +
A +B? A*+B3

(Axr +By1+C)?
Al + B2

| Ai+ Byt +C|
J_ AT+ BT ¢

e e e

Ejemplo 1: Calcular la distancia del punto (2,.5)a larecta x +y -5 =0

Solucién
| Axy+By1 + C|
d L e ——————
v A+ B 242 0 2,5
| 1.2+1.5-5] X+Y-5=0

i 7 ¢+ 0
SR 12]

d .= —>
V2 \

“La d_istancia del punto (x, y, 2) al plano Ax+ By + Cz+D =0

|Axi1 + By:1 + Cz1+D|

‘ JA + B + C?

8 Geometria Analitica: Ridlle; thomson
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Ejemplo 1. Calcular la distancia entre (3, 4, 1)y x—2y +2z+4=0

Solucién

| Ax1 +Byr + Cz1 + D]

AT + BT + C?

| 193 4+ 294 + 2*1 + 4|

S 3484244 ]
R A R |
TR

Ejercicios Propuestos:
Determine la distancia de los siguientes ejercicios:

a).
b).
c).
d).
e).

f)

9)
h)

punto(4, 6) recta 3x+6y—-8 =0

punto(6, 2) recta 6x+3y+4 =0
punto(2,-1) recta 3x-—2y+5 =0
punto(-2,-3) recta 8x + 15y -24 =0
punto(-1, 7)recta 6x—8y+5 =0
rectadx—y+4 =0 y recta12x—-3y +5=0
rectabx +4y=0 y recta12x+8y—10 =0
recta3x +2y=0 y recta 6x+4y—- 5 =0

Solucion
Solucién
Solucion
Solucién
Solucién
Solucion
Solucion
Solucién

_2Y +2Z+4=0

&—» Y

d = 22//45
d =22//45
d=13//13
d=-5
d=57/10
d= 7/J153
d= 5/J52
d= 5/2/13
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. 3 Angulo e interseccion de rectas

Considerando lasdos rectas LiyLl2 y sea C el punto de interseccién vy
Ay B los puntos en que cortan al eje X ver figura 3.1.9 Sea 6: y 02 los dos
angulos supiementarios que forman. Cada uno de estos angulos, 61 y 82 que
se miden, tal como indican las flechas curvadas, en sentido contrario de ias
manecillas del reloj, o sea en sentido positivo. La recta a partir de la cual se mide
el angulo se le llama recta inicial la recta hacia la cual se dirige el angulo se le
llama recta final. Las pendientes de las recta se llaman pendiente inicial y
pendiente final. Designemos por o1 el angulo de inclinacidon de la recta Liy por
M la pendiente; para L:, sea oz y Mz el dangulo de inclinacidn y la pendiente
respectivamente,

\j

v
Figura 3.1.9

Vamos ahora a calcular cada uno de los dngulos de 61 y 82 cando se conocen
sus pendientes M1 y M2 De los lados que forman estos angulos.

Un angulo exterior de un triangulo es igual a l[a suma de los angulos
opuestos por tanto en el triangulo ABC siendo 81 = angulo ABC, tendremos.

61 = az-o0n

tomando la tangente de ambos miembros de tenemos,

tg. o2 - tg. o1
tg 01— 2
1+ tg ot2 .tg ot
perocomo M1 =tgo M2 =tgoz luego de 2 tenemos
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Mz - My
tg 1= ———— 3
1+ M2 M

para el triangulo ABC de ambos miembros obtenemos

tg. o + tg (180°- ot2)

tg az =
1- tgoti tg &(180° - ox2)

tg. o1 - tgot2

tg 6z2=
1+ tgontg az)

donde obtenemos el resultado buscado.
M- M2
tg B1= —————— 4
1+ MiM2

comparando 3 y 4 vemos que solamente difieren en el signo lo cual era de
esperarse puesto que 61 y 82 son angulos suplementarios donde:

Un angulo especificado 8 formado por dos recta esta dado por |a férmula

Mz - M
g O1= —o—o MMz =-1
1+ MiMz

on donde M es la pendiente inicial y Mz la pendiente final correspondiente al
angulo 8

si Mi M2 = -1 l|atg Bno esta definida por la f&rmula y en este caso se
consideran dos caracteristicas .

a) La condicién necesaria y suficiente para que dos rectas sean paralelas es
que sus pendientes sean iguales. M = Ma.
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Ejemplo 1 : Hallar Ia ecuacion de la recta que pasa por el punto A (7, 8) y es
paralela a la recta determinada por los dos puntos C(-2, 2) y D (3, -4).
Solucién:

Y
7 8,7
6X+5Y-83=0
L L2
(-2,2 2
LY S U U U Y N WO S T U W Y 4= x
|-illlllflllsllll
G-
-4 -2
obteniendo la pendiente de la recta Li que es lamismagque L2 Mi = —~——rHo
3-(-2)

M= 6/5

Utilizando la farmula de punto pendiente obtenemos la ecuacién de la recta Lz

y—yi M (x - x1)

y -7 = -8/5(x~8)

5y —7)= -6(x—8)

Sy —35 =-x +48

Sy +6x-35-48 =0
Sy +6x—-83=0

b) La condicién necesaria y suficiente para que dos rectas sean
perpendiculares entre si es que el producto de sus pendientes sea igual a -1.

MiM: = -1
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Ejemplo 2: Demostrar que la recta que pasa por los puntos (-2, 5) y (4, 1) es
perpendicular a la que pasa por los puntos (-1, 1) y (3, 7).

Solucién:
5-1 4 1-7 -6 6
Mi = —— = — . Mz=c—e-=z= — D M2 = —
-2 4 -6 ’ -1-3 -4 4
M
(-2,5)\
11 / i > X
af
My M2= -
-4 6
Entonces " —— = -1
6 4
24
—_—= > -1 = -1
24 .

Entonces las rectas son perpendiculares.
Ejercicios propuestos:
Demostrar que las rectas que pasan por los puntos dades son perpendiculares

a) A(-2,5)y B(4,1) conC(3,7) v D(-1,-1) Soluciéon: mt1 =-2/3 m2 =3/2
b)A(2,4) y B(6,-2)con C(1,-1) y D(7,3) Soluciéon: mt =-3/2 m2 =2/3
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Ii. 4 El plano y sus diferentes ecuaciones

En geometria analitica en el plano, se pueden especificar una recta al dar
su pendiente y uno de sus puntos. Analogamente, es posible determinar un plano
en el espacio tridimensional al dar su inclinacion y especificar uno de sus puntos.
Un método conveniente para describir la inclinacién es especificar un vector
(llamado normal) que sea perpendicular al plano.

“Supdngase que se desea la ecuacion del planoc que pasa por el punto P

(x, y1, 1) un punto fijo cualquiera y n una recta fija cualquiera en el espacio.
Sean ( A, B, C). Los numeros directores de n. Ver figura 3.1.10 Queremos hallar

la ecuacion del plano Unico que pasa por el punto P y el perpendicular a la recta
n.

Sea P(x, y, z) un punto cualquiera, diferente de P: sobre el plano.

n
(A,B,O)

Figura 3.1.10

Sea L la recta que pasa por los puntos P1 y P y que por tanto esta
contenida en el plano. Entonces L y n  son perpendiculares entre si donde un

sistema de nuameros directores para la recta que pasa por los puntos  P1 (xa, y1,

z1) y P2 (x2, y2, 22) esta dado por | x2—xi1,y2—y1, z2-21 | por lo tanto para
que dos rectas dirigidas sean perpendiculares es necesario y suficiente que la
suma de los productos de sus numeros directores correspondientes sea igual a
cero. Entonces tenemos

Ax=x1)+Bly—-y1)+C(z—21) =0 -----cce-n- 1

Y esta es la condicion que debe satisfacer cualquier punto en el plano por
lo tanto la ecuacion anterior también se puede escribir como

Ax+By +Cz—(Axi +By1 +Cz1) =0
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y como la expresién encerrada entre los paréntesis es una constante y
por tanto puede reesmplazarse por el termino constante D resulta que la ecuacién
as de la forma .

Ax+By+Cz+D=0 = =  c--ccecnnaana. 2

Reciprocamente si P2 (x2, y2, Z2) s un punto cuyas coordenadas
satisfacen la ecuacién (2) y por tanto a {a ecuacién (1) se verifica que:

A(xz—x1) + Blyz—y1) +C(zz—2z1) =0

y como esta igualdad establece que la recta L' que pasa por los puntos P1 y P2
es perpendicular a la normal n y por lo tanto, esto sobre el plano, por lo tanto la
ecuacién general del plano es de la forma Ax + By + Cz + D =0 en donde A, B,
C.y D son constantes y [A, B, C] son los nimeros directores de sus normal."*

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion del plano que pasa por Pi (6, 4, -2), y es
perpendicular alarecta que pasapor P2(7,-2, 3),y P3(1,4,-5)

Solucion : Calcula primero los numeros directores P:zPa

[1-7,4+2, -5-3] = -6, 6, -8 Dividimos entre —2 y tenemos entonces
3,-3,4

Como L es perpendicular al plano, los nimeros directores de su normal
son también (3, -3, 4). Portanto, por pasar por el plano por el punto

P: (6, 4, 2), tenemos la ecuacion buscada del plano.

Utilizando férmula 1
A(x~x1) +B(y —y1) +C(z-z1) =0 entonces tenemos.

3(x—6) + (-3)(y—4) +4(z—(-2))=0
3x—-18 -3y+12 +4z +8=0
Ix—~3y+4z -18 + 12 +8=0

Ax—-3y+4z +2=0

4 Geometria Analitica : Charles H. Lehmann : Limusa

52




Ejemplo 2. Hallar la ecuacion del plano que pasa por los tres puntos no
colineales Pi(-3,2,4), P2(1,5,7), P3(2, 2, -1)

Solucién: Determinar primero los nimeros directores de [a normal al plano
considerando el P1 P2 tenemos:
PiP: [1+3, 56-2,7~-4 = [4,33]
PiPs [2+3 2-2, -1-4] = [5, 0, -5] dividiendo entre 5 tenemos
(1.0 1]

Como este segmento esta en el plano, son ambos perpendiculares a su
normal y utilizando determinantes se obtiene A, B, C

3 3 3 4 4 3
A -3 B= 7 C 3
0 -1 11 1 0

Utilizando ias coordenadas del punto Pi1 (-3, 2, 4) hallamos |a ecuacion buscada
e:‘.(x -x1) + Bly—y1) +C(z-z1) =0

3 x~H-3)) + 7(y-2) +(-3)(z-4) =0

3(x +3) + 7(y-2) -3(z—-4)=0

-3x—-9 +7y—14:-3z +12=0

3x+7y—32-9 -14 +12=0

3x + 7y -3z - 11 =0 *(-1).

3x-T7y +3z+11 =0 que es la ecuacion del plano buscada.

“La ecuacién general del plano es Ax + By + Cx +D = 0 Donde [ A, B, C}
son los nimeros directores dei la normal y otra forma de escribiria es:

B8 c D
X + oy +  ——2 + =0
A A A

Esta ecuacién contiene tres constantes arbitrarias independientes. Por
tanto, La ecuacién de cualquier plano queda perfectamente determinada por tres
condiciones independientes; por ejemplo tres puntos dados no colineales
determinan el plano tnico."s

3 ibidem
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Ejemplo 3.- Hallar la ecuacién del plano determinado por los tres puntos no
colineales

Pi1(1,4-4), P2(2,53),y P30, -2).

Solucion; Utilizando 1a ecuacion general Ax + By +Cz + D = 0 podemos obtener
un sistema de ecuaciones simuitaneas con tres incdgnitas sustituyendo cada
uno de los puntos en la ecuacion.

Para

P:  A(1)+B(4)+C(4)+D =0 entonces la ecuacibnes A+4B—-4C +D=0 — 1
P2 A(2)+B(5)+C(3)+*D =0 entonces laecuaciones 2A+58+3C+D=0 — 2
P3 A(3)+B(0)+C(-2)+D = 0 entonces laecuacibnes 3A+0 -2C +D=0 — 3

Resolviendo por Ecuaciones simultaneas tenemos:
Sumar la ecuacion (1)* -2 y ecuacion(2 )

-2A — 88 +8C -2D =0
2A+ 5B +3C + D=0

-3 +11C - D=0 — 4
sumar la ecuacion (1)* -3 y ecuacién( 3)

<3A ~ 12B +12C -3D =
3A + 0 ~-2C + D =

0
[}
12B +10C -2D =0 — §
Sumando la ecuacion ( 4) * -4 y ecuacién ( 5 ) tenemos

12B - 44C +4D =0
-12B + 10C -2D =0

— 34C +2D = 0O
donde el valor de 20 D
C=-— 0 C= —
-34 17

Sustituyendo C en ecuacion (3) tenemos

(o} 2D 15D
IA=-2~~+D =0 P9 3A+— +D=0 P A+ -
17 17 17

15D 5D

P A= e T - e

17(3) 17

sustituyendo Ay C en ecuacion (1) tenemos
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-5D . D 8D
~- 4+ 4B - 44— + D=0 P> 4B - +D=0
17 17 17
9D 8D 8D 20
P 4B= e =D P 4B= —— B=e —— 9 B e
17 17 17(4) 17

sustituyendo A, B,y C en la ecuacion general tenemos.

5 2 1
- —Dx - — Dy + —D2z + D=0
17 17 17

considerando el valor de D como 17 tenemos:

5 2 1
- —({INx - —(17)y + —(1T) z + 17 =0
17 17 17 .

-5x -2y +z + 17 =0 multiplicando {-1) tenemos la ecuacion.

S5x + 2y -z—-17=0. Que es la ecuacion del plano buscada.

La parte mas importante de la Geometria Analitica es la construccién de
figuras a partir de una ecuacién. Esta construccion de una superficie se facilita
considerablemente por la determinacién de sus intersecciones con los ejes
coordenados y de sus trazos sobre los pianos coordenados..
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Ejemplo 4.- A partir de la ecuacion deun planc x+y+z -1=0.

Hallar sus intercepciones en los ejes coordenados y las ecuaciones sobre los
planos coordenados y construir la grafica.

Solucidn:

Haciendo y = 2 = 0 y despejando x tenemos x=1 (1, 0, 0).

Haciendo x = z = 0 y despejando y tenemos y =1 (0, 1, 0).

Analogamente x =y =0y despejando ztenemos z=1 (0, 0, 1).

Para encontrar las ecuaciones en cada uno de los planos igual a una
variable O

Plano xy laecuacion queda si z=0 x+ y-1=0
Plano xz laecuacion queda si y=0 x+ z-1=0
Planoyz laecuacion queda si x=0 y+ z-1=0

Ejercicios Propuestos:
Haliar la ecuacion del plano que pasa por los tres puntos dados.

1) P1 (-2, -1,5), perpendicular a P2 (2, -1,2),y P3(-3, 1, -2).
Solucién : 5x—2y +4z-12=0.

2)  Pi(2,-1,1), Pz2(-2,1,3),y P3(3,2, -2)nocolineales.
Solucién: 6x+ 5y +7z~14=0

3) 4X+6Y +3Z-12 =0 Graficar
4) X+2Y +15Z-15=0
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Il. 5 Distancia de un punto a un plano
“Sea S elplanoy Pi(xi, y1, z1) el punto se va a determinar la distancia
de Py a d.

Supongamos que la forma normal de la ecuacién de § es
xCosx + yCosB +zCosy — p =0
Sea &' el plano que pasa por P1 y es paralelo a 5, sea p’ la longitud de

la normal trazada desde el origen a &' ver figura 3.1.9. Como se ha convenido, p
y p' se consideran nimeros positivos.

- Existen 6 casos posibles para las posiciones relativas de Pi, 8 yel
origen solamente uno de los casos se encuentra en la grafica. Ver figura 3.1.11

fipura 3.1.11

Para llegar a un resultado comin a todos los casos, emplearemos
distancias dirigidas. .

Como la ecuacion del plano se da usuaimente de la forma general entonces
Ax+By +Cz+D=0
Entonces el resultado de la ecuacién se puede expresar como

Axi+By1+Cz2:1+ D

t VAT + B+ C7

la distancia dirigida d del punto P1 (x1, y1, 21) al plano Ax + By+Cz+D=0se
obtiene por la férmula

d=
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Ax1+By1+Czi +D

ty A2 + B2 + C?
en donde el signo del radical se elige de acuerdo a:

a) SiD =0, r es de signo contrarioa D

b) SiD=0yC =0, ry C sondel mismo signo.

c) SiD=C =0y B =0, ry B son del mismo signo.

d) Si D = C = B = 0 entonces A=0 y r y A son del mismo signo.

Si e! plano no pasa por el origen el signo de D se interpreta de acuerdo con
los incisos anteriores para la direccién de la normal al plano y usadas para la
determinacion del signo radical.”®

Si se requiere solamente la distancia de un punto al plano tomamos el valor
absoluto de d.

Ejemplo 1. Hallar la distancia del punto P( 3, 2, -1) al plano
S5y +12z + 26 = 0 interpretar el signo de esta distancia.

Solucion:
0(3) + 5(2) +12(-1) + 26

4 02+ 5 + 122

10-12+26
ds=
+J 25 +144
24
d=
+ 4 169
24
+13

Ejercicios propuestos: Hallar la distancia del punto P al plano indicado.

a) P(-3, -4, 2) plano3x + 12y — 4z-39 =0 Solucio(n D=-8

b) P(3,-2,7) plano x+ 2y — 2z+12 =0 Solucion D=1

c) P(-5,-10, -3) plano4x - 3y +12z =0 Solucibn D =-2
d)yP(2,1,6) plano 2x—- y + z -18 =0 Solucion D=3y6/2

 Geometria Analitica: Charles H. Lehmann : Limusa.
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Il. 8 Familia de los planos

" La ecuacion de un plano que satisface solamente 2 condiciones
independientes contiene una sola constante  arbitraria independiente o
paramétrica que se conoce como plano monoparamétrica.

Con un solo parametro Ax + By + Cz +k =0,
Donde A, By C son constantes fijas y k toma valores reales.

Esta ecuacion representa a la familia de dos planos que son paralelos al piano
dado Ax+By + Cz+D=0.
Cuando existen intersecciones de dos planos entonces se toman las ecuaciones

Aix+Biy + Ciz+Di1=0.~---- 1
Axx+Bay + C2z+D2=0.---- 2

Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan ambas ecuaciones 1y 2
esta sobre su recta de interseccién.

En el caso de una familia de rectas que pasan por la interseccién de dos
rectas dadas se obtiene la ecuacion.

Aix+Biy + Ciz+Kk(Azx +B2y + C2z+D2)=0.---- 3
Donde k toma valores reales. *7
Ejemplo 1.- Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto P(3, -1, 4) recta
de interseccién de los plaﬁos X+2y~z2=4, 2x-3y+2=0
Solucién: Sustituyendo ambos pianos en la ecuacién (3) tenemos
X+2y-2-4+K(2x—-3y+z—-6)=0 ---- a
Como pasa por el punto p(3, -1, 4) se sustituye en la ecuacién (a) y tenemos:
3+2(-1)-4~4 + k( 2(3)-3(-1)+4 —6)=0
3-2-8+k(6+3+4-6)=0
-7 +k(7) =0 despejando k tenemos k=7/7 k= 1.
sustituyendo k en la ecuaciéon en la ecuacion (a)
X+2y~2-4+12x-3y+2-6)=0 ---- a
X+2y—-2z2-4+2x-3y+2-6)=0 sumando términos semejantas.
3x -y - 10 =0 que es Ia ecuacién del plano.

! Geometria Analitica: Gordon fuller. CECSA. .
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Ejemplo 2: Hallar la ecuacion del plano 2x — 4y + 3z -12 =0 en funcién de los
segmentos que interceptan sobre los ejes de coordenadas.
Solucién z
Se divide toda la ecuacién por 12y tenemos

x -y + 0,0,3)
6 3

biN
il
-

0,-3,0) Y

\/

por lo tanto los puntos de interseccién son
con los ejes son 6, 3, 4.
X »$7(6,0,0)
Ejemplo 2.- Hallar las ecuaciones de los planos paralelos al de ecuacion
2x —3y~6z - 14 =0y que distan 5 unidades del origen.
Solucién:
La ecuacion de la familia de planos paralelos al dado tiene la forma
2x—-3y—-6z -k=0
la distancia de un punto cualquiera (xi, y1, z1) al plano
2x-3y—-6z -k=0 es z

2x1 —3y1—6z1 -k
d= 2x -3y -6z - 35
7 .

comod=%5 desde el punto (0,0,0), se tiene

2(0) — 3(0) -~ 6(0) -k
x5 = , de donde k= 15(7)
7

2x-3y-82+35=0

por {o tanto la ecuacion de los planos es 2x -3y -6z +35=0

Ejercicios propuestos: Hallar la ecuacién del plano que contiene los siguientes
datos.
1.- P(4,-1,1) plano4x -2y +3z-5=0 Solucién 4x -2y + 3z-21 =0

2.- Hallar los puntos de interseccién de la ecuacion 5x — 3y + 6z =60
Solucién . Los puntos con los ejes (12, -20, 10)

3.- Hallar los puntos de interseccion de la ecuacidon 3x — 5y +2z—30=0
Solucidn. Los puntos con los ejes (10, -6, 15)

4.- Hallar la ecuacion del plano paralelos al de ecuacion 6x —6y -2z-44=0 y2
unidades dei origen. Solucién. Planos 6x —6y + 72+ 66 = 0.
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Capitulo I CIRCULOS Y ESFERAS

El objetivo de este capitulo es deducir las ecuaciones de la circunferencia
y la esfera a partir de sus definiciones como lugar geomeétrico y de su aplicacion

a problemas practicos.
Ht. 1 Circunferencia y sus diferentes ecuaciones.

La ecuacion de la circunferencia se obtendra a partir de la siguiente definicion:
“La circunferencia cuyo, centro es el punto (h, k) y cuyo radio es la constante r, y
tiene por ecuacion

(X=h) +(Y = k= r?

A esta ecuacidn se le conoce como forma centro — radio otros nombres
estandar o candnica.

Definicién:
Una circunferencia es el conjunto de todos los puntos en un plano
equidistante de un punto fijo. Al punto fijo se le llama centro y la distancia

constante se le llama radio de la circunferencia. “'

Sea P(x, y) un punto cualquiera de |a circunferencia de centro C(h, k) y de radior

Y
A

//7\ Pxy) N

C(hk)

A 4

! Louis Leithold; El Calculo con Geometria Analitica; Harla
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El punto p debe satisfacer la condicién geométrica | CP | =r fa cual por
el teorema de distancia entre dos puntos tenemos expresada en forma analitica

la ecuacion.
Vix=hp +(y-kp = r
donde (x—h)* +(y—k)* =

reclprocamente para el caso en que el centro esta en el origen h = k = 0 tenemos,

La circunferencia de centro en el origen y radio r tiene por ecuacién
X2 + yz = 2

forma general de la ecuacién de la circunferencia en el origen .
si se desarrolla la ecuacién (x —h)® + (y—k)* = r* obtenemos

¥ +y*-2hx—2yk+h*+k*-r?=0
lo cual se escribe de la forma
x2+y* +Dx+Ey +F =0

donde D=-2h, E=-2k, F= h*+k*-1?
se deduce por lo tanto que la ecuacion de la circunferencia cualquiera puede
escribirse de la forma x2 + y? + Dx + Ey + F = 0 llamada forma general de la

ecuacion de la circunferencia.

Si escribimos esta ecuacion enlaforma x® +Dx +y2+Ey +F=0
y sumamos y restamos los términos que se indican para completar cuadrados,
se tiene,

2 ~1 ]
B _E+D g

2
+y+Ey+4 ;

2
x2 +Dx + 94-

o bien
D+ E-4F
4
con centro en (-%.- %) yel radior= —;—~/D’+E’-4F

de tal forma que el valor interno de la raiz toma los siguientes valores entonces
tenemos:

Si D?+ E? - 4F > 0, la circunferencia es real.

Si D*+ E* - 4F < 0, la circunferencia es imaginaria.

Si D*+E2 - 4F=0, el radio es cero y la ecuacién representa al punto (-% .- 5;:)

x+2yp+y+Zy=
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Ejemplo 1: Escribir la ecuacién de la circunferencia de centro A(-3, -58)y r=7

Solucién: donde (x—h)? +(y —k)3? = r? A Y

sustituyendo ei centro tenemas
(x~3) ) +(y=(5) P = 7*
(x +3)2 +(y + 52 = 49

v
»

I3 I [1—\

X2 +6X +9 +y2+10y +25-49=0

x* +y*+6x + 10y -7 =0

(x+3p vy e Ep =48 T

Ejemplo 2: Dada a la ecuacion de forma general, determinar si representa o no
una circunferencia. Hallar su centro radio y graficar.

2x2 +2y*-6x + 10y +7 = 0

solucién:

dividimos la ecuacién general entre 2

x*+y*-3x + S5y +7/12 =0 separamos en términos semejantes

X2-3x +9/4 +y*+5y +25/4 = -7/2 +9/4 +25/4 completando cuadrados
tenemos.

y
X2-3x +9/4 +y*+ 85y +25/4 = -7/2 + 34/4
2a=-3 2a=5
a=-3/2 a=5/2 11 1 l' 2I
a? =9/4 a= 25/4 . > X

factorizando y reduciendo términos.
(x-=3/2¢ +(y+522 = 5

centro ( 3/2, -5/2) radic /5 C(312.-512)
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Ejemplo 3: Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro pasa por
C(4, -1) y ademas pasa por el punto (-1, 3).
Solucién.

Toda circunferencia esta completamente determinada si su centro y su
radio son conocidos. Entonces |a distancia entre el punto y el centro nos dara su

radio.
D=r= /(x=h@ +(y-kp
D=r=

\/(4+1)’+(-1—3)’. D=r=/ (5 +(4)* D=r= +25+16

D=r= /41 porlo tanto el radio es igual a 41

O bien

(x—4)P +(y+1p = 41
Xx2-8x+16 + y242y +1-41=0 p(-l,3f

X¥+y*~-8x + 2y —24 =0 \]

v
b




Ejemplo 4: Encontrar la ecuacion de la circunferencia la cual tiene como
diametro el segmento que une a los puntos A(-3, 5) y B(7, -3).
Solucion. Encontrar primero el punto medio

3+7 4
= e = eee = 2
2 2
5-3 2
y= = — =1 '
2 2

por lo que el centro de esta circunferencia esta en C(2, 1)

para encontrar el radio se toma el centro y cualquiera de los dos puntos. En este
caso punto A

D=r= V(x—hP +({y—k)?

fl

D=r= V(3-2P+(-5-17 D=r= V(5) +(4} D=r=V25+16

D=r= V41 por lo tanto el radio es igual a 41
Entonces la ecuacion sera (x-2)* +(y —1)* = 41
X2—4x+4 + y* — 2y +1—-41=0
X*+y2—4x — 2y - 36 = 0

-1
v
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Ejemplo §: Determine la ecuacion de la recta tangente a una circunferencia
Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia

x?+y? — 6x—2y ~15=0. En el punto P(6, 5), trace la circunferencia y la recta
tangente en el mismo rectangulo de inspeccion.

Solucién
X2—6x +9+ y2 -2y +1 =15+8 +1 ¥ P(6,5)
3x+4y-38=0
2a=-6 2a ==-2
a=-6/2 a =-22
a=-3 a=-1
a*=9 at=1

TITTTTT
(x=3) +(y— 17 =25

centroen C(3, 1) yradior=5

X

si mi es la pendiente que pasa por el punto CP entonces m1 = 5—-1/6-3
mi = 4/3
como la recta tangente es perpendicular a larecta que pasade CP por lo tanto

mi de la recta tangente
mimz = —1
sustituyendo m
mz (4/3) = -1 entonces mz2 = ~3/4
de ta forma de punto pendiente de la ecuacién de la recta que pasa por el punto
p(6, 5) con pendiente — 3/4
y~5= -3/4 (x -~ 6)
(y— 5= —-3/4x + 18/4)*4
4y —20 = -3x +18
3x +4y -38 = 0

Ecuacion de la recta que se buscaba.




Ejemplo 6: Encontrar fa ecuacion de la circunferencia que pasa por los tres
puntos dados A(4, 5), B(3,-2) yC(1, —4).

Solucién : Para determinar que tipo de ecuacion es emplearemos la formula
general del la circunferencia y sustituimos cada uno de los puntos en la mismay
con ello obtener un sistema de ecuaciones, para después resolverlo por

Determinantes o Ecuaciones Simuitaneas.

X*+y?+Dx+Ey+ F=0

sustituyendo A tenemos; sustituyendo B tenemos:
4 + 5 +D(4)+ E(5) + F =0 3+ (-22+ D(3)+ E(-2) + F=0
16 + 25 +4D +5E + F =20 9+ 4 + 3D -2E + F=0
4D + 5E + F = - 41 3D -2E + F = ~13
sustituyendo C tenemos; E!l sistema de ecuaciones queda :
12 + (-4)>+ D(1)+ E(4) + F=0 4D + 5E + F = 41 1)
1+ 16 + D -4 +F =0 3D - 2E + F = -13 (2)
D-4E + F = =17 D — 4E.+ F = =17 (3) -
Empleando Ecuaciones Simultaneas tenemos;
Sumando 1 Multiplicada por 3 y sumando 1 y multiplicando 3 por — 4
multiplicando 2 por — 4 tenemos tenemos
12D + 15E +3F = - 123 4D + 5E + F = —41
-120 + 8E —-4F = 52 -4D +16E —-4F = 68

23E - F =-71 (4) 21E -3F = 27 (5)

Sumando 4 multiplicada por —3 con 5 tenemos

~68E + 3F = 213
21E - 3F = 27

- 48E = 240 despejando E tenemos E= 240/—-48 E = -§
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sustituyendo £ en (4) tenemos: 23(-5) - F
-F=-71+115, -F=44, F=-44

sustituyendo E y F en (3) tenemos:
D —-4(-5) —44=-17, D=-17 =20 +44, D=7

=71,

Sustituyendo los valores D, E y F en la formula general tenemos la ecuacién de

la circunferencia.

X*+y +Dx+Ey+F=0

X2 +y2 +7x — 5y -44=0

x* + 7x +49/4 +y* - 5y +25/4 =44 + 49/4 + 25/,

2a=17 2a=-5 44 +74/4
a=7/2 a=-~5/2
a?49/4 a*=25/4

factorizando

(x +7I2) +{y—5/2) = 250 /4

centro (- 7/2, 5/2) radio Vv 250/2

Ejercicios Propuestos.
1) Encontrar una ecuacién de la circunferencia con centro y radio.

Ejercicios

a) C(2,-3) r=4
b) C(4,-3) r=5
c) C(-5,-12) r=3
dyCc{(1,1) r =2
e) C4,-7) r=3
f) C(0,3) r=%
g) C(2,0) diametro = 16

2) Dada la ecuacién. Demostrar que es una circunferencia. Encontrar, Centro,

radio y su grafica.

a)
b)
c)
d)
e)

4x2 +4y? +16x -4y -32 =0
2x2 +2y? +12x -8y +31 =0
3x2+3y* +4y -7 =0

x2 + y* -10x -10y +25 =0
2x2 +2y? - 8x +12y -6 =0

Solucidn,.
X2 +y?—4x+8y —-3=0

xX*+y*—8x+6y =0

x?+y?+10x +24y +160=0
X2 +y —2x ~ 2y -2=0
x*+y*~8x+14y +56=0

x'+y*—6y +2=0
x?+y?—4x —-60=0

C(-2, %)
C(-3, 1)

C(0, -2/3) radio = 5/3

C(5,.5)
C(2, 3)

radio 7/2
radio="5

radio=5
radio =4
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3) Encontrar la ecuacion del circulo que satisface las condiciones dadas:

a) centro (1 2) y punto (3, -1) x*+y*~3x-2y -13=0
b) centro (-2,3) y punto (4, 5) XX+y*+4x~6y —27=0
c) centro (-3, -5) y tangente a recta 12x+ 5y —4=0 x* +y? +6x+ 10y +9=0

d) centro (1, 6) ytangente arecta x-y—-1=0 x?+y2-2x—-12y +19=0

e) centro (0, -2) ytangente arecta 5x-12y +2=0 x* +y*+4y =0
f) centro(-2, 5) y tangente alarecta x=7

4) Encontrar la Ecuacion de la circunferencia con los puntos A y 8 que son los
extremos de un diametro. Obtener Centro, radio, ecuacién y grafica.

Solucién
a) (1,-3) y (2,5) X2 +y2—=3x—2y -13 =0 C(3/2, 1) r=V65/2
b) (-6,5) y (-2, 4) x?+y*+8x—9y +132=0 C(-4, 9/2)r=17/4
€) (2,-1)y (6, -5) ’ (x—4P +(y+3)2=8 C(4,-3) r= V8
d) (3,4 y (9,.4) (x—6P+(y—4)2=9 C6,4) r=3
e) (3,-1) y(-2,-4) (x—%)P+(y—52)2=9 C(1/2 ,-512) r=V14
5) Determinar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los tres puntos dados
1.- a(1, 1), b{4,-0), c2,-1) x’+y’—sgl):’ilgr; -13 =0
2.- a(-1, 1), b(3, 5), (5, -3) (x —16/5)2 + (y —4/5)? = 442/25
3.- a(1, 5), b2, -3), c(2, -1) 5x% + Sy? ~9x—-19y -26 =0
4.~ a(2, 3), b(3, -3), (-1, -1) 11x2+ 11y?—43x+ 2y -63 =0
5.- a(1, 3), b(4, -6), ¢(-3, 1) X2+y?—2x+4y -20 =0
6.- a(-5, 1), b(2, 2), c(4, 2) X+y*+2x+4y -20 =0

6) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia.
Solucion
a) x2+y?*=25 Punto(-4, 3) . y=(43X+4)+13

b) x®+y:—dx+6y —12 =0 P(5,1) y=-4/3(X—-5)+1
C) X2 +y2—2x+6y —15 =0 P(4,7) y=-3/4(X—-4)-7
d) x2+y*+2x—4y =0 P(1,3) 2x+y-5 =0

@) x2+y2—8x —4y =0 P(8,4) 2x+y+20 =0
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. 2 La esferay sus diferentes ecuaciones.

“La grafica de una ecuacién en tres variables x, y, z se define como el
conjunto de todos los puntos P(a, b, c) en un sistema coordenado rectangular,
tales que la terna ordenada (a, b, ¢) es una solucién de la ecuacion, es decir, al
sustituir @, b, y c en lugar de x, y, z respectivamente obtenemos una igualdad, la
grafica de una ecuacion asi es una superficie. Es facil encontrar una ecuacion
cuya grafica es una esfera de radio r y centro en el punto C(h, k, I} un punto
P(x, y, z) esta sobre la esfera siy solo si [d{(c, p)}2 = r? aplicando la formula de
distancia obtenemos la ecuacion candnica de la esfera de radio ry centro en
C(h, k, "

La superficie esférica se define como el lugar geométrico de los puntos
del espacio que equidistan en un mismo punto fijjo. La distancia constante se
llama radio y el punto fijo centro.

(x=hpE+(y—-K?+(z-ly=r
esta ecuacion se le conoce como forma ordinaria de la ecuacion de la esfera.
si se desarrolla los binomios de cada término tenemos

x*—=2xh—h? + y2 - 2yk + k¥ + 22 -2zl + * = donde
x2 4+ y? + 22 —ax + by +cz +d =0 ’
se le llama forma general de la ecuacidn de la esfera.

donde a=-2h, b=-2k c==2I, d=h? + k* —I?

donde los coeficiente son numeros racionales.

La superficie esférica cuyo centro es el origen y cuyo radio es la constante dadar
tiene por ecuacion.
Xt 4+ y? 4+ 22 =1

toda esfera puede representarse mediante una ecuacion de la forma
A2 + Ay? + Az2 + Gx + Hy + Iz + J = 0 dondeA# 0

2 Earl W. Swokowski: Calculo con Geometria Analitica: Interanericana,
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Ejemplo 1: Discutir |1a grafica de la ecuacion x* +y*+2?-6x+8y+ 4z+4=0

Y4

Solucién.
Acomodando término y completando cuadrados tenemos
X - 6x+9+ y2A+8y +16+ 22 +4z +4 =-4+9+16+4 Y

2a=-6 2a=8 2a=4

a=-6/2 a=28/2 a=4/2
=-3 a=4 a=2
at=9 a?=16 a’=4 --

(x=3) + (y+ 4 +(z+27 = 25 ,
centroen (3,—-4,-2)yradio=5 -
Ejercicios propuestos:

Encuentre el centro y radio de la esfera que tiene la ecuacion.
a) X2 +y2+224+4x -2y + 2z +2 =0 Solucién: C(-2, 1,-1) r=2
b) X2+y2+22-8x+8z+ 16 =0 Solucion: C(4,0, 4) r=4
c) X2 +y*+22—-6x—~10y +62 +34=0 Solucion: C(3,5,-3) r=3
d) 4x? + 4y? + 422 — 4x + 8y -3 =0 Solucion: C(1/2, -1,0) r=v2
e) X2+y?+z2-2x—~6y+ 4z +5=0 Solucion: C(1,3,-2) r=3
f) x2+y*+ 22 + 2x—-4y — 8z +5=0 Solucion: C(-1,2,4) r=4
g) x2+y? +22 —z+ ¥ =0 Solucién: C(0,0, -1/2) r=0
‘h) X2+y? +22 +4y =0 Solucion: C(0,-2,0) r=2
i) xX2+y? +22 - 6x+4y -3z =15 Solucion: C(3, -2, 3/2) r=11/2
i) X+y*+22_8x+4y+2z —4=0 Solucién: C(4,-2,-1) r=5
Ejemplo 2.- Encuentre la ecuacion de |a esfera con centro C(4, -5,1) radio r =5

{ Empleando la ecuacidn de la esfera con centro en
: Cth, k, 1) :
(x—hp+(y—KP+(z-1p2=r

entonces tenemos

(X=4)2 +(y~(-5))* +(z~1)? =52
resolviendo binomios

XI-8x+16 +y*+ 0y +25 +22-2z+1=25
reacomodando términos

X2+ y2+ 22— 8x+ 10y -2z +16 +25+1-25=0

C(4,-5, IJ

X +y?+2-8Bx+10y-2z +17=0 2{
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E]erclcios Propuestos :
Encuentre 1a ecuacion de la esfera con centro C rradior

a) C(~50,1)r=%  Solucidn: 4x*+4y? +42*+40x -8z +103=0

b) C(3,-1,2) r=3 Solucion: x®*+y2+2?-6x+2y—4z + 5=0

c) C(0,—-3,-6) r=\(3 Solucion: @ +y*+22+8y+12z +42=0

d) 0(51.2.4). r=4 Solucion: x*+y*+22+2x—~2y —8z + 5=0

e) C'(1,3,—'2) r=3 ' Solucién: x*+y2+22-2x—-6y + 2z + 5=0

f)‘C(“S. 2, -1) .r= 4 Solucién; X+y?+22—6x—4y + 2z = 2

g) C(4, -2, -1y r=5  Solucion: x*+y2+22~-8x+4y + 22 -4 =0
Ejelﬁplo 3.- Encuentre la ecuacion de la esfera que tiene como extramos de
un diametro A( 1,4, -2)y B(-7, 1, 2).

Solucion:
Primero encontramos el punto medio

Entre A y B para determinar el centro.
1+(=7) -6
x= X = mamen x= -3
2 2
4+ 1 5 (350
y= y =  y= 52
2 2 »
-2+ (-2) 0
z= z = z=0
2 2
centro (-3, 5/2, 0)

para encontrar el radio obtenemos la distancia del centro al punto A

D=r= 'w/(73—1)z+(5/2-4)=+(o+2)z

D=r= V(-4F +(a2F + @y

D=r= V16+ 9/4 + 4
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D=r= V 20+ 9/4

D=r= V89/4
9

r= V8
2
sustituyendo el radio y el centroen (x—h)?+ (y-k)®>+ (z-1)2=r2 entonces
tenemos: .

(x~(-3) )* +(y —5/2)* +(z—~0) = (V89 /2)
x*+6x+9 + y?— Sy +25/4 +22=89/4

x? + y? +2% +6x—5y +25/4 +9 —-89/4 =0
X+ y? +2° +6x—5y+ 9 —64/4 =0

x* + y* +2% +6x—~5y +9 -16=0

x* + y* +2* +6x—-5y - 7=0

Ejercicios Propuestos:

Ejercicios Solucion
a) a(2,-1,3) b(-1,5,1) X2+y*+22-x-4y—~4z-4=0
b) a(5,0, 4) b(2, -1,7) X2+y +22-4x+ y—3z-33=0
c) a(-5, 6, -2) b(9, 4, 0) X*+y*+22-4x -2y +2z -69 =0

Ejemplo 4.- Encontrar la ecuacion de la esfera que pasa por los puntos
A3, 1,-1), B(2,52), C(-3,0,1) y B(-1,0,0)

Solucion: Empleando la forma general de la esfera
A + Ay’ + Az2 + Gx + Hy + |z + 4 = 0 dondeA # 0O

Y sustituyendo cada uno de los puntos en la forma general tenemos:
El siguiente sistema de ecuaciones

3G + H - [ +J=-11 ——1
2G +5H + 2| +J=-833 2
3G+ 0+ 0 +J=-10 —3
-G+ 0+ 0 +Jd=-1 4

resolviendo por ecuaciones simultaneas tenemaos
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de ecuacion 1y 2 eliminamos H, multiplicando por — 5 la ecuacién 1.

85
-33

-16G - 5H + &§1 + &J
2G +5H + 21 + J

-13G + 71 - 44 22 ———eere §

De la Ecuacion 5 mas la ecuacion 3 Eliminamos a |
Multiplicando la ecuacién 3 por -7

-13G + 71 - 4 = 22
216G -7t - 7) =70
8G -1y = 92 6
de la ecuacién 6 sumada a la ecuacion 4 sustituyendod y G en '3
eliminamos J multiplicando 4 por 11 tenemos: .
8G - 11J = 82 ~3(-27) + | =28 =~ 10
-11G + 11d = -11 81 +| -28 =-10
| = -10—-81 + 28
-3G = 81 B 1= —63
G =81/-3
Sustituyendo J, Gy | en ecuacion 1
=27 tenemos

3(=27)+H— (—63) +(-28) =1
- 28 = —1

Sustituyendo G enla ecuacién6tenemos -81 + H + 63

H=-1+81
8(-27) - 11J = 92 H= 35
-216 - 11J = 92
- 114 =92 +216
-114 = 308
J = 308/~-11
J =28

Entonces la ecuacion buscada es
x* +y? +22 —27x + 35 -63z-28=0

Acomodando términos semejantes

— 63 + 28
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X —27x + Y?* + 35y + Z* - 63z = 28

Completando cuadrados tenemos:

X2 - 27x + 729 + Y? + 35y +1225 + Z* - 63z + 3969 28

r r 7)

factorizando encontramos el centro y radio de la esfera.

(X =27/2 + (Y+3% ) + (Z - 834) = "%+ 72% + 122% + 396y

X =27/2) + (Y+3% ) + (Z - 34) = 603y

X =27/20F + (Y+3%2) + (Z - 634) = 6033

centro (*7/2, -3%, 834 ) radio r= V003%

N s N S O ol e

B, 5, 2)

Ejercicios
1.- Hallar la scuacién de la esfera que pasa por los puntos

A(7,9, 1), B(-2,-3,2), C(1, 5,5), D(-6, 2, 5).
Sol. x*+y?+22 48x -14y + 182 ~79=0.
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“ll. 3 Interseccidon de circulos yrectas de esferas yrectasy de esferas y
planos.
Ejemplo 1: Deducir una ecuacion del o de los circulos tangente a 3x +4y-15=0
en (5, 0) y que contenga al punto (-2, -1).
Solucidn. Primero encontramos la recta perpendicular de 3x + 4y —15=0
4x - Jy+C=0
Sustituyendo el punto (5, 0) tenemos: 4(5) - 3(0)+C=0

20+ C=0 2> c¢c=-20
Por lo tanto la ecuacion perpendicular 4x - 3y - 20 = 0 -—1

Del punto (5, 0)y (-2, -1) encontramos el punto medio.

5-2 3 0-1 =1
= memwvensmnnn T vee Y T cvmmeccnee T eem

2 2 2 2
las coordenadas del punto medio son ( 3/2, -1/2)
como se trata de una recta estos dos puntos podemos encontrar |a pendiente

-1 -0 -1 1
|, I R ——, M = M= -
-2 -5 . -7 7

con las coordenadas de! punto medio y la pendiente inversa encontramos la’

mediatriz y la recta
y - (-1/2) = -7 (x—-3/2)

y+1/2 =-7x + 2112 3x+y ~15 =0 4
Tx+y+1/2-21/2=0
Tx+y-20/2=0 \
7X+y-10=0 —2

sumamos la ecuacion 1 multiplicada por 3y 2

Pietd

21h +3k - 30 =0
=0

4h - 3k - 20
25n - 50 = O despejando L
h tenemos . -
h = 50/25 por lo tanto tenemos h=2 -
sustituyendo h en 1 tenemos -]
4(2) - 3k -20 =0 q
-3k = 20 -8 -
k = 12/-3 ~
k = -4 entonces el centro C(2, -4)

para obtener el radio sustituimos el
centro con (5, 0)
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F= (25 4 (4—OF
P =3 (4P

r 9+ 16
r=25"
r=v25

r=5:

éustituyendo el centro y radio, en la ecuacion de circunferencia
(x-2) +(y+4y =5

X2-4x+4 + y* +8y + 16 = 25

X2+ y2 —-4x +8y +4+16-25=0

x*+y* -4x + 8y -5= 0

que es la ecuacion que se busca.

Ejemplo 2. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia
(x~1)2 + (y + 1)2 = 25 en el punto P(4, 3).

Solucién.

Por la ecuacién que se tiene sabemos que el centro. es: C(1,-1) yradio r=5
Se observa que p es un punto de la circunferencia, luego la tangente es
perpendicular alarecta CP =[4-1,3-(-1)] entonces (3, 4) y por lo tanto paralela
a [-4, 3] de aqui su pendiente M sera igual a (3/-4) = M =-3/4 asi que la ecuacién
de latangente es :

y =3 = -3/4(x - 4)
y-3 =-3x4 +3 =5
y= -3x/4 +6 Y=-3x+6

€ \
C(1,-1)
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Ejemplo 3.- Dada la ecuacidon de la circunferencia (x - 1)* + (y + 1)? = 25
encontremos la ecuacion trazada desde et punto P(12, 4).

Solucion: Centro (1, —1) yradior =5. P es un punto exterior al circulo de modo -
que de el se pueden trazar 2 tangentes dado que la tangente G es perpendicular
al radio en el punto de contacto, equivale a determinar una linea L tal que:

a) La distancia de C(1,-1) a L sea igual a 5 (longitud del radio)
b) L pase por P(2, 4).

De la ecuacién de la recta dados un punto tenemos L tiene la forma

y -4 =m(x -12) y se presenta la familia de las rectas en P(12, 4) una para cada
M. Entonces la ecuacion de la forma general tenemos Lm=mx—y +4—-12m=0
Para calcular la distancia del centro a la recta utilizamos la formula de distancia de
un punto a una recta.

/Mx—y+4 - 12m/

D(c,Lm) =
vm? +1 sustituyendo 1, .1 por x , y respectivamente
/M) = (1) +4 -12m / A1m+5
D(c,Lm) = FEp—
vm2 +1 vm? + 1

como la distancia que se calcula del centro a la recta tangente es de 5 entonces
tenemos.

-llm+35
§ = ceee———

Vmi+1 A
despejando el denominador tenemos.
P(12,4
(sS(Vm2+ 1)=-11m+ 5)2 y=4
elevando todo al cuadrado
25m? +25 = 121m - 110m + 25 =3
g6m?—-110m = 0
m(96m —110) =0

v

por lo tanto tenemos dos valores
de m

v=55x/48 - 20/3
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‘m=0y m=110/96 o m = 55/48
sustituyendo los valores de m en la ecuacion y—4 = m(x—12)
tenemosque y—-4 = O(x—~12) estoesigual a y = 4
y y-—4 = 55/48(x - 12) resolviendo tenemos la ecuacion y = 55x/48 - 29/3

Ejemplo 4.- Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos
(1, 4) y (5, 2) y cuyo centro esta situadoen larecta x—-2y+9=

Solucidn: Sean (h, k) las coordenadas del centro de la circunferencia y como
(h, k) equidista de los puntos (1 —4) y (5, 2) entonces;

SJOCSTR ke + 4 = (=5 ¥ (k=27
elevando al cuadrado tenemos
(h-1)?+k+4)y =(h-57+ (k-2

resolviendo binomios y simplificando tenemos

8h + 12k =12 /,/”"
Como el centro pasa por la rectg,x"/—/Zy +9=0
Entonces se tiene h -2k = ;,9/
Despejando los valores de/{1 yk
tenemosque h=-3 yk =3

por tanto r = «/( 38R H(3=-2)

resolviendo la raiz tenem)a\? r=v65
por lo tanto la ecuacién ped}'de
N

S T‘ /
— " =
B

desarrollando los binomios, la ecuacuon‘buscada es
x*+y*+6x-6y-47=0 T e

(x +3)* + (y - 3)" = (V65)?

Ejercicios propuestos:
Ejercicio 1. Obtener la ecuacion de |a circunferencia tangente a la recta
2x -~ 3y -8=0. En el punto T(7, 2) sabiendo que pasa por el punto Q(9, 12).

el aleal [y
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PN }‘..ﬂ i JJAJX.LJ I'\]‘{) S[S\; "
2% er ’”,‘L LIOTECA




Ejercicio 2. Haliar las ecuaciones de las circunferencias que pasen por las
puntos A(1, 2) y B(3, 4) y seantangentes alarecta3x +y -3 =0.

Solucién: x? + y?-8x—-2y+7=0 y xX*+y?-3x—-T7y+12=0

Ejercicio 3.- Consideremos la ecuacién x? + y? + 2y - 19 =0 y encontremos la
ecuacion de las tangentes con pendiente M = V2

Solucién; y=%x +4 y y=%x-6

Ejercicio 4.- Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (-2 7)a
la circunferencia x> +y* +2x -8y + 12=0

Solucidon:: 2x -~y + 11 =0 y x+2y -12=0

Ejercicios 5.- Hallar la ecuacidn de la circunferencia que pasa por los puntos 2,
3) y (-1,1) y cuyo centro esta situado enlarecta x-3y—-11=0"

Solucidn: xX2+y?-7x +5y -14=0

Ejemplo 1 Hallar la ecuacion del plano tangente a la esfera
XP+ y? 4+ 22 - 2x —4y +2z +5 =0 EnelpuntoP(1,2,-2).

Solucion: La ecuacidn de le esfera la podemos escribir de forma estandar por lo
tanto x* - 2x + y*-4y + 22 +2z = -5

. z
completando cuadrados tenemos

(x= 1) + (y=2F +(2+ 1) = 1

por lo tanto el centro de la esfera es de C(1, 2, -1)

entonces el vector normal al plano sera

n=PC =(0,0,-1)

y como la ecuacion del plano esta dada por la ecuacior

ax+by+cz+k=0 donde n=(a, b, c)

entonces la ecuacion del plano buscado sera
-z + k=0

como P(1, 2, -2) también pertenece al plano, tenemos

-{(-2) +k=0; k =-2 porlatantola ecuacién del ptano buscadoes:z+2=0

TESIS CON
FALLA L'F ORIGEN
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Ejemplo 2.- Hallar la ecuacidn de la esfera que pasa por los puntos
P(1,0, 1), Q(-1,2,3) y R(-3,1, 1), y cuyo centro esta sobre el plano x, y.

Solucién : como el centro de la esfera esta en el plano xy, sus coordenadas son
de la forma : C(a, b,0) por lo que obteniendo la distancia de cada uno de los
puntos con el del plano tenemos:

CP =V(a-17+(b—0F+(0-1)

CQ=v(@+12+(b-2p+(0-3)

CR =V (a+3F+(b-1)+(0-1)
Ahora, como CP =CQ =CR = r (rradio es |a esfera), tendremos :
CP=CQ  V@E-TFFB-OF+0=-17 = VEFIF+B-2F+(0-3)
elevando ambos miembros de la igualdad tenemos:

(@-1) + (0=0F + (0-1) = (a+17 + (b~2)* + (0-3)

resolviendo los binomios tenemos:

- a*-2a+1 +b*+ 1 = a®* +2a+1 +b*-4b +4 +9

pasando los términos de la derecha antes del sigo igua! tenemos:
a*-2a+1 +b*+1-a-2a-1-b2+4b-4-9=0
eliminamos los términos semejantes

-2a -2a + 4 -12=0

-4a +4b - 12 =0 dividiendo todo entre — 4 nos queda la ecuacion
a-b+ 3 =0 tambiéntenemos la igualdad

CQ =CR entonces

V(@+1p+(=-2+(0-3F = V(@a+3P+(~12+(0-1).
Elevando al cuadrado ambos términos nos queda:
(@a+1)* + (b-2)* + (0-3) = (a+3)* + (b—-1)* + (0-1)2

resolviendo los binomios tenemos:
a2+2a+1 +b?-4b+ 4+ 9 = a®+6a+9 +b*-2b+1+ 1
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pasando los términos de la derecha antes del sigo igual tenemos:
a’+2af1 +b*-4b+ 4 +9_-a2-6a-9-b*+2b-1-1=0

eliminando términos semejantes nos queda :
—2b + 3 -4a =0 muitiplicando por —1 toda la ecuacién nos queda la ecuacién:
4a + 2b -3 = 0 las dos ecuaciones seran entonces :

a- b =-3 —1
4a + 2b = 3 —_ 2
resolviendo el sistema de ecuaciones multiplicamos por 2 la ecuacion 1 y nos
queda: ’
2a - 2b = -6
4a + 2b = 3
6a =-3 encontramos que 8! valor de

a =-1/2 y sustituyendo a en la ecuacion 2 tenemos

4(-1/2) +2b =3
-2 +2b =3
2b = 3+2
2b=5
b = 5/2
luego el centro de la esfera tiene coordenadas de C(-1 12, 512, 0)
sustituyendo a y b en CP para obtener el radio:

ﬁl

CP =V AR +F (B2 =0F +(0-1)

CP =V (-3/2)2 + (5/2) + (- 1)2

CP= V94 +25/4 + 1

P(1,0,1) C(-112,5/2,0)

CP = V38/4

y radio =v 38/2
por lo tanto la ecuacién de la esfera es:

(x +1/2P + (y—-5/2P + 22 = (V382

y de la forma general de la circunferencia es:
X2 +2x +% +y* -5y +25/4 = 38/4
X2+y?+22 +2x -5y +1/4 + 25/4 -38/4 =0
xX+y*+22 +2x -8y -3 =0
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Capitulo IV CONICAS
IV.1 Teoria General de 1a Ecuacién de segundo grado.

“"En este capitulo se realizara un estudio de la ecuacion general de segundo
grado,

A +Bxy +Cy*+Dx+Ey + F=0 ----(1)

En particular, consideraremos el caso en que la ecuacién (1) contiene un
término en xy, es decir, el caso en que B # 0. Demostraremos que por medio
de una rotacién de los ejes coordenados siempre es posible transformar la
ecuacion (1) en otra de la forma.

A'X? + C'y? +D'x + E-y. +F =0 @ ----- (2)

En la que uno de los coeficientes A'y C', por lo menos, es diferente de cero, y
no aparece el término x'y'.

La ecuacion (2) representa un lugar geométrico real, representa o bien una
cénica o uno de los casos excepcionales de un punto o un par de rectas.
Como la naturaleza de un lugar geométrico no se altera por transformacion de
coordenadas, se sigue que, si la ecuacién (1) tiene lugar geométrico, este lugar
debe ser también o una seccidén cdénica o uno de los casos excepcionales de
un punte o un par de rectas. Por lo tanto, la ecuacién (1) se toma,
generalmente, como la definicion analitica de conica. De esto podemos inferir
la existencia de una definicion geométrica que incluya todas las conicas.
Veremos mas adelante que tal definicion general existe para la parabola, la
elipse e hipérbola.

Teorema 1: La ecuacion general de segundo grado

A +Bxy +Cy?+Dx+Ey + F=0 ----(1)
En donde B # 0, puede transformarse siempre en otra forma
AX? +C'y? +D'x + EY +F =0  ----- e

Sin términos en x'y' , haciendo girar los ejes coordenados un angulo positivo
agudo 0 tal que (lg2(9)=% ,SiA#0, y

y 6=45° siA=C,.

Como B # 0, tg28 = 0, y, por tanto, 8 es diferente de cero en todos los casos .
De acuerdo con esto la ecuacion (1) puede transformarse en la forma (2)
girando los ejes coordenados un angulo diferente de cero.

... Teorema 2 Si la ecuacion general de segundo grado,
A +Bxy +Cy*+Dx+Ey + F=0 ----(1)

En donde B # O, representa una seccion conica, el eje focal es oblicuo con
respecto a los ejes coordenados , y reciprocamente.
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El indicador | =B?-4AC si los ejes coordenados giran un angulo 8, la-
ecuacion general :
A2 +Bxy +Cy*+Dx+Ey + F=0 ----(1)
Se transforma en A'x? + B'Xy' + Cy?+D'x +E'Y + FF=0 ----(2)
En donde ,
A'=Acos?8+ Bsen8Cos8 +Csen?8
B’ =2(C —~A)sen 8 cos 8 + B(Cos? 8 —sen 8)
C'= Asen20—-BsenB8CosO+Csen’6
D'= DcosB8+Esen®
E'=Ecos@-Dsen@
F'=F.

Si se toma el angulo de rotacién 8 como lo especifica el teorema 1 la ecuacion
(2) toma la forma

Anxnz + C»y:; + anl + E'yl + Ft = 0 ———— (4)
Para convertirse en (C - A)sen26 +Bcos26=0

. Por ejemplo si A' y C' son iguales a cero, uno u otro, la ecuacién (4)
representa una parabola. Cuyo eje paralelo a (o coincidente con) uno de los ejes
coordenados, constituye uno de los casos excepcionales de dos rectas
diferentes o coincidentes, paralelas a uno de los ejes coordenados, o ningdn
lugar geométrico. Ahora diremos, con el fin de una mayor brevedad de
expresion, que la ecuacion (4) representa una cénica género parabola.

Para los demas casos se usaran términos semejantes al anterior segun las
siguientes definiciones:

1. Si uno de los coeficientes A' y C' es igual a cero , la ecuacion (4)
representa una cénica del género parabola, es decir, uno cualquiera de los
casos especificados. Si A=0, C # 0y D # 0, la ecuacidn representa una
parabola cuyo eje es paralelo a (o coincidente con )eleje X. Si A#0,C=0y
E # 0, la ecuacidon representa una parabola cuyo eje es paralelo a (o
coincidente con ) el gje Y.

2. SiA'y C' son del mismo signo, se dice que la ecuacién (4) representa una
cénica del género elipse, es decir, uno cualquiera de los casos especificados.
Con ejes paralelos a los coordenados, o bien un punto, © no representa ningun
lugar geométrico real.

3.. Si A’y C’ son de signo contrario, se dice que la ecuacién (4) representa
una coénica del género hipérbola, es decir, uno cualquiera de los casos
especificados. Con ejes paralelos a los coordenados, o un par de rectas que se
cortan. .
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... cuando la ecuacién (1) se transforma en la ecuacion (4), B' =0 y la relacién
B? - 4A'C’' = B2 - 4AC sereduce a

B?— 4AC = —4AC  ------ (6)

Si uno cualquiera de los coeficientes A'y C’ es igual a cero, la ecuacién (4) y, por
tanto, la ecuacion (1) , es del género pardbola en este caso la relacion (6)
muestra que B2 — 4AC = 0 elementos

Si A'y C' son del mismo signo, la ecuacién (4) y en consecuencia, la
ecuacion (1), es del género elipse. En este caso, la relacion (6) muestra que
B2 — 4AC <0.

SiA'y C' difieren en el signo, la ecuacion (4) y en consecuencia, la ecuacion (1)
es del género hipérbola. En este caso, la relacién (6) muestra que B — 4AC > 0.

Como la expresién B? — 4AC indica la naturaleza del lugar geométrico dela
ecuacion (1), llamaremos indicador (discriminante) a este invariante.
Denotaremos el indicador por la letra |, es decir,

| =82 - 4AC.
Los resultados precedente se pueden resumir en el siguiente teorema:
Teorema 3. La ecuacién general de segundo grado,
Ax2+Bxy +Cy*+Dx+Ey + F=0 ,

Representa una cénica del género parabola, elipse o hipérbola, segin que el
indicador, | = B2 —4AC, sea cero, negativo o positivo.

Teorema 4. Una cénica es una parabola, una elipse o una hipérbola, segin que
su excentricidad sea igual a, menor que, o mayor que la unidad.

Se debe observar el paralelismo entre los valores del indicador |=B2 —4AC y
de la excentricidad e de las diversas cénicas, como aparece en el siguiente
cuadro.

PARABOLA ELIPSE HIPERBOLA
Indicador | = B2 —4AC =0 1< 0 I >0
Excentricidad e e=1 e < 1 e <1

La determinacién de las ecuaciones de las directrices de las conicas
centrales se basa en el siguiente teorema

Teorema 5. Para laelipse b2+ a?y? = a? b? y la hipérbola b?x? - a?y? = a2b?,
cada una de excentricidad &, los focos(ae, 0) y (-ae, 0) tienen como directrices
correspondientes las rectas cuyas ecuaciones son x=ale y x= -ale,
respectivamente.
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Tangente a la conica general. La determinacién de la ecuaciones de las
tangentes a las conicas se facilita considerablemente por el uso de la ecuacién
de la tangente a la conica general,

Ax2+Bxy +Cy*+Dx+Ey + F=0.
Teorema 8. La eéuacién de la tangente a la conica general
Ax* +Bxy +Cy*+Dx+Ey + F=0 ,
En cualquier punto de cantacto dado P(x, y), es
Axx + B (xiy +yW) +Cyy+ D (x + x) + E (y+y) +F =0
2 2 2
V.2 Parébola, su ecuacién cartesiana y vectorial.

Una seccion conica es una curva de interseccion de un plano con un cono
circular recto de dos hojas.

Existen tres tipos de curvas que se obtienen de esta manera: La
parabola, 1a elipse (incluyendo el circulo como un caso especial) y la hipérbola.

Cuando el plano que corta es paralelo a un elemento del cono se obtiene una
parabola.

Definicion de pardbola: Una parabola es el conjunto de todos los puntos en un
plano equidistantes de un punto fijo y una recta fija. El punto fijo se le Ilama el
foco y la recta fija se le llama directriz. 2 figura 1

Demostracién:

Sea p la distancia dirigida OF. El foco es el punto F(p, 0) v la directriz es la recta
que tiene la ecuacién X = - p. un punto p(x, y) esta en la parabola si y sélo sip
equidista de F y la directriz. Esto es Q(-p, y) s el pie de larecta perpendicular
que va de p a la directriz, entonces p esta en la parébola si y solos si.

X=-p
FP=QP P

y .
Yaque FP= VRTPIFF 3 Q(-p,;&__7rp(x, »

YQP=V(x+tpy + G-y)» . X
P esta en la parabola si y solo si ~ - F(P,0) .
VETF T Y = VETRT \\
elevando al cuadrado ambos términos obtenemos
(x-p) +y* = (x+p)? Ditectriz figura 1

-~

! Geometria Analitica, Charles H. Lehmann. Limusa,
? Geometria Analitica, Douglas F. Ridlle, Thompson
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resolviendo binomios obtenemos -
Xx? -2px +p? +y? = x? + 2px + p?
reacomodando términos

X2 +p?-p? +y? = 2px + 2px

y* = 4px
una ecuacion de la parabola que tiene foco en (p, 0) y sus directriz en la recta
X=-pes
y? = 4px
abre a la derecha sip > Oy a la izquierda sip < 0 ver figura 2
Cuadro | Formulas de la Parabola en cl origen:
: Cuando abre sobre x Cuando abre sobre Y
Foco (p, 0) Foco (0, p)
vértice (0, 0) Vértice ( 0, 0)
: LR=2b%/a LR=2b*/a
i €=pl/a e=np/a
§ Directriz x = -p Directrizy = -p
B Figura2 a Figura 3
8 .
i .
3
1
EN 3
]
:g -_ )
o ~—
\ — £(p,0) T~ X
¢ P B
Y > X //
: — _—
4 . . \\ "
direftriz -~ directriz
X=-p x=-p
p>0 figura2a . p<0

el punto medio entre el foco y la directriz de la parabola se le llama vértice una

ecuacion de la parabola que tiene focoen (0, p) y sus directriz en la recta
=-pes

x* = 4py

abre hacia arriba si p > 0 y a abre hacia abajo si p < 0 ver figura 3.

1 -—-—qgju:,x:i ‘:_; i ...._7 | 8.7
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. Directriz y

A 4

Directriz P>0

™ X
> F(D,p)
Y=-p
Figura 3 Y p<o \

Ejemplo 1: Dada la pardbola que tiene la ecuacién y* = 6x encontrar las
coordenadas del foco, ecuacion de la directriz y la longitud del lado recto y

trazar su grafica.
Solucion :

De acuerdo a la ecuacion
utilizaremos

4p=6

p=6/4

p=3/2

por lo tanto la coordenada del foco
sera F(3/2,0)

vértice en el origen V(0, 0)

directriz < x=-3/2
lado recto = 6

esta abre en X a.la derecha por lo tanto

v

e |




Ejemplo 2. Hallar las coordenadas del foco, la ecuacion de la directriz, y la

longitud del lado recto para la siguiente ecuacion.

x*+ 8y =0 y graficar.

Solucion: x2 = -8By Porloque la graficaabre eny,

es hacia abajo porque p <0

4p =-8 graficando tenemos: directriz
p=-8/4

p=-2
por lo tanto

F(O, -2) (-“7-2)/{_---

Directriz- Y =2 /
Le=8 :

Ejemplo 3. Encontrar una ecuacién de la parabola que tiene como foco(0, 4) i

directriz y = -4 y trazar la grafica.

Solucion como el foco es (0, p) entonces

P=4 Lr=1

Sustituyendo p en la ecuacion  x? = dpy
Tenemos x2 = 4(4)y

La ecuacion de la parabola es

Ay

F(0, 4) I! 4,4)

EEEY EEEEEEEE

-
5
g
y
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Ejemplo 4: Una parabola cuyo vértice esta en el origen y cuyo eje X pasa por
el punto (-2, 4). Hallar la ecuacién de la pardbola coordenadas del foco,
ecuacion de directriz y lado recto.

Solucién : La ecuacion a utilizar y* = 4px
Como pasa por el punto (-2, 4) entonces tenemos 42 = 4p(-2) » 16=-8p

Porioque P =-2 ) a Y

Entonces la ecuacién buscada es R p(-2,4)

y? = 4(-2)x e |

y =-8x — F2.Q | | > X
foco(-2, 0) / L

directriz x=2 o0 x-2=0 irectriz x =2
fado recto = 8 /

Ejercicios propuestos: Dadas las siguientes condiciones encontrar las
propiedades de la pardbola o Ia ecuacidn segun sea el caso.

a) y*-8x=0 solucién V(0, 0) F(2,0) X=-2
b)  vértice(0,0) F(O, %) Solucibn x* -Y =0

¢) Foco(0, 3)Lr=12 Solucién x* £12y =0

d) y* = 12x Solucién  V(0,0), F(3,0) x=-3
e) @ +2y=0 solucién V(0,0), F(0,%) y=-%
f)  F(0,-3), V(0,0) Saolucién x2+12y =0

a) V(0,0) directrizy~5=10 Solucién x*+20y =0




IV.2.1. Ecuaci6n de la parabola con vértice (h, k) y eje paralelo a un eje
coordenado. :

“Cuando se pueden tomar los ejes coordenados como se quiera, se toman
- generalmente de tal forma que las ecuaciones sean tan simples como sea
posible. Si los ejes estan dados. Si en el plano con ejes dados X y Y se escogen
nuevas coordenadas paralelas a las ya dadas, decimos que ha habido una
traslacion de ejes en el plano.

Trastadamos los ejes dados X y Y alos gjes X'y Y' conorigen (h, k)
respetando a los ejes dados vea figura 4

Y

Figura 4
Aplicaremos ahora la trasiacion de ejes para encontrar la ecuacién
general de la parabola a un eje coordenado y su vértice en el punto(h, k).” 3

Si el vértice estd en el punto V(h, k), entonces la directriz tiene la
ecuacion X = h—p y el foco esta en el punto F(h + p, k) entonces tenemos
(y =k ) = 4p(x —h) para cuando esta sobre x ver figura 5

)A directriz
_ K
—Q'té/_fl > ¥
" h Figura 5

3 Calculo con Geometria Analitica. Louis Leithold
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Para obtener la ecuacién de esta parabola con respecto a los ejes X se

reemplaza por (x—h)y Y por (y — k)
obtenemos (y—k ) = 4p(x—h).

en la ecuacidon y* = 4pX y entonces

Analogamente si ia directriz de una parabola es paralela al eje X y el vértice
esta en V(h, k) entonces el foco estd en F(h, k — p) y la directriz . tiene la

ecuacion y =k ~p y su ecuacién es

(x—=h)* = 4p(y - k)
Cuadro 1 Fénmutlas de Ia Parabola en el origen:
Cuando abre sobre x Cuando abre sobre Y
Foco (h+p, k) Foco (h, k+p)
vértice (h, k) Veértice ( b, k)
LR=2b*/a LR=2b*/a
e=pl/a € =pl/a
Directrizx=h-p Directrizy =k - p
Figura 6 Figura 6a
Y
A ﬂl \
Y directriz F /
[
—

Figura 6

Direg

\ 4

Figura 6a

9 .




Ejemplo 1. Demostrar que la ecuacion 4y* —48x—20y —71 =0 representa
una pardbola, y hallar las coordenadas del vértice y del foco, la ecuacién de su
directriz y la longitud del lado recto.

Solucién: por la ecuacion 4y* —48x—20y —71 =0 sabemos que representa
una parabola cuyo eje es paralelo al eje x

Simplificando términas tenemos:
4y* ~20y = 48x +71
4(y*~5y + ) = 48x + 71 completando cuadrados
= .5
= -5/2
a?=25/4 >
4(y*—5y + 25/4 ) = 48x + 71+25 conjugando el binomio
4(y —5/2) = 48x + 96
4(y — 5/2)* = 48(x + 2) * Vatenemos
(y—5/2)2 =12(x + 2)

vértice(-2, 5/2) sy b
4p= 12
p=12/4
p=3 ) e d
foco(-2 + 3, 5/2)
foco(1, 5/2) V(-2, 5/2( ® F(1,52)
Directriz= x = -2-3
x= -5 \‘ > X
Ir=4p 9 Ir=4(3) S Ir=12 directrizx = -5
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Ejemplo 2: Hallar la ecuacién de la parébola cuyo vértice es el punto(-4, 3) y
foco(-1, 3). Hallar también la ecuacion de su d|rectnz y la longitud de| lado
recto.

Solucién:

Graficando los puntos conoc;dos de la pardbola sabemos scbre que eje se
encuentra.

Directriz x = -7

Como la grafica lo indica esta sobre X entonces (y—k)* = 4p(x—h)
Como el Vértice (4, 3), Entonces (y —3)2 = 4p(x ~(4))

(y=3)* = dp(x +4)

considerando los valores del foco y vértice tenemos

foco(h + p, k) entonces h+p=-1 como el vértice no da el valor de h = 4
entonces

4+p=-1 p=-1+4 = p=3
entonces la directriz x=h-p
_porlotanto x=4-3 & x=-7
lado recto Ir = 4p
entonces Ir = 4(3) Ir = 12
acuacion de la pardbola es: y*—-6y +9 =12x+ 48
porlotanto y* ~12y — 6y — 39 =0
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Ejemplo 3. Hallar la ecuacién de la parabola cuyo eje es paralelo al ejeY
y que pasa por los puntos (0, 0), (8, 4)y (3 1).

Solucién: como sabemos que es paralelo al eje Y entonces la ecuacion es
(x=h) = 4ply - k)

Considerando la forma general de la parabola x*+Dx +Ey +F =0
Sustituyendo cada punto en la ecuacién general se tiene:

Para (0,0) es 0*+D(0) + E(Q) +F=0 > F=0 1
Para (8, -4) es 8 +D(8) + E(4) +F=0 -» 8D -4E + F = -84 2
Para (3,1) es 32 + D@3) + E(1) +F=0 < 3D +E + F =9 3

Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos: de ecuacién 2y 3
8D —4E + F = 64 8D — 4E + F = ~64
(3D + E +F=-9)*4 12D +4E +4F =-36

20D + SF =-100 como F = O por ecuacién 1
20D =-100 < D=-100/20 porlotanto D=-5 sustituyendoD y F en 3
3(-5)+E + 0 =-9 E=-9+15 92 E=686
por lo tanto la ecuacion de la pardbola es x* ~5x +6y = 0O

separando términos tenemos

x-5y + = -8y completando cuadrados
22=-5

= -5/2 ‘k’
a*= 25/4 —] Y = 1%sa
xt —By +25/4 = -6y +25/4 ) X
(x—-5/2) = -6(y +25/24) V(3,754
vértice (5/2, -25/24) / .F(%,' 4)
4p= -8 A \
p=-6/4 o p=-3/2
Foco(5/2, —25/24 ~3/2)

Foco(5/2, -61/24)
Directriz Y = -25/24 + 3/2 Y= 11/24
Lr=4p < ir =6
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Ejemplo 4.- Deducir las ecuacion de las rectas tangente trazadas desde el
punto (-3, 3) a la parabola y* — 3x —- By +10=0,

Solucion : La ecuacion de la familia de las rectas que pasan por el punto (-3, 3)
es: Y- 3 = m(x +3)

Donde m es la pendiente de la tangente buscada entonces y =mx + 3m +3
Este valor se sustituye en 1a ecuacién de |la parabola

(mx +3m +3)* - 3x — 8(mx +3m +3) + 10=0.

Resolviendo la ecuacion tenemos:

m3x? + 6mAx + 6mx + 9m? + 18m + 9 —~3x-—~8mx —24m —-24 +10=0

mx? + 6m*xX -2mx — 3x + 9m*~ 18m -5 =0

mx? +(6m? —~2m —3)x +9m?—18m-~5=0

dado que la ecuacidn cuadrética sdélo tiene una solucidn quees B*-4AC = 0
“© entonces mx* = A

6m*-2m-3 = B

9m? -6m -5 =C por lo tanto;

(6m? — 2m - 3)? -~ 4m?} 9m? — 6m — 5) = 0 resolviendo
3514—/341’ -32m* +12m -7/—391(+24m’ +20m* =0
(-12m? +12m + 9=0)"-1

12m? —12m - 9= 0 simplificamos 4 Y
3(4m*—4m - 3)=0
4m* — 4m - 3 = 0 factorizando y=¥%xX+15 W,
(2m -1)(2m+3) =0 ,X

despejando tenemos dos valores de m

m=-% ym=»
sustituyendo cada pendiente en la ecuacion
Y- 3 = m(x+3) tenemos

Y-3 =-%(x+3) => x+2y-3=0

Y- 3 =%x+3) => 3x-2y-15=0 / T T 1
Que son las ecuaciones tangentes a la pardbola. Ver la grafica.
Para saber cual el la gréfica de la pardbola resolver el ejempio 4




Ejemplo 5.- Hatllar las ecuaciones de las rectas tangentes trazadas del
punto (1,4) a la parabola y* + 3x — 6y + 9 =0

Solucioén:
La ecuacién de ia familia de las rectas que pasan por los puntos (1, 4) es
y—4 =m(x—1) (o] y=mx-m+4=0

donde el parametro m es la pendiente de la tangente buscada .

Al sustituir el valor de y en la ecuacion de la parabola no queda
(mx—m + 42 +3x — 6(mx — m +4) +9

resolviendo el binomio nos queda

m*x?-2m?% +m? +8mx—-8m+ 16 +3x -6mx+6m-24 +9=0

| L

mx? - 2m’x +m? +2mx-2m+ 3x  +1=0

m®* + (-2m* +2m + 3)x + (m* - 2m +1) =0 / \
que es una ecuacion de segundo grado en x,

para que haya tangencia se debe tener "©

(-2m? +2m + 3)2 -4(m)(m*-2m+1) =0

resolviendo -esa ecuacion se tiene que

4mé - 8m® - 8m? +12m +9 -4m* + 8m*-4m? = 0

eliminando términos semejantes

-12m? +12m +9 =0 dividiendo todo entre —-12 nos queda

m? -m -9M12 =0 simplificando 9/12 tenemos m?-m -3/4

factorizando
(m=Y2)(m+%)=0
entonces m=3%: y mza=-%

por tanto las ecuaciones de las rectas tangentes buscadas son
y-4=3%%(x-1) y y-4=-V(x~1) otambién

3x—2y +5 =0 y x+2y-9=0
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Ejemplo 6.- La ecuacion de una familia de las pardbolas es y = ax? + bx. Hallar
la ecuacién del elementc de la familia que pasa por los puntos p(2, 8) y q(-1, 5).

Solucién:

Si la pardbola que pasa por P(2, 8), se tiene (a ecuacién:
8 = 22a+2b o0 8 =4a+2b

De la misma forma, al pasar por Q( -1, 5) se tendra
5=-1a~1b o 5 =a -b

Por lo que al resolver el sistema de ecuaciones

4a+2b = 8 4a+2b =8
(a—- b=5*=2 2a-2b =10
6a =18 » a=18/6 a=3

sustituyendo a en cuaiquier ecuacion se tiene el valordeb 8=4(3)+2b
8-12 =2b = b =42 = b=-2
por o tanto la ecuacion buscada es y =3 - 2x

“©_Intersecciones de una ¢énica con una recta )

Para calcular |a interseccién de una cdnica con una recta se ha de resolver
un sistema de ecuaciones, que daré lugar a una ecuacion de segundo grado
(ax2 + bx + ¢ =0). Al resolver esta ecuacion, se obtienen resuitados

distintos dependiendo del valor que tome el discriminante (A = b2 - 430).

- Si el discriminante es negativo (b2 - 4ac < 0, la ecuacién no tiene
soluciones reales; sus dos soluciones son nimeros complsjos conjugados),
el sistema no tiene solucion. La recta no corta a la cénica y se dice que es -
extenor a ella.

- Si ef discriminante es nulo (b2 - 4ac = 0, |a ecuacidn tiene dos soluciones
reales iguales), la recta corta a la cénica en un solo punto. En este caso se
dice que la recta es tangente a la cénica.

- Si el discriminante es positiva (b2 - 4ac > 0, la ecuacidn tiene dos

soluciones reales y distintas), ia recta tiene dos puntos comunes con la
conica. Entonces se dice gue ia recta es secante a la conica.
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Ejemplos Propuestos:

Trazar y resolver los ejemplos siguientes encontrando foco, directriz, Lado recto y
vértice.

1. 9y*+36x-~-8y —23 = 0 Sol. V(2/3, 1/3), F(-1/3,1/3),x=5/3 Ir=4
2. 4y*-48y ~ 20y -71=0 V(-2, 5/2), F(1, 5/2), x=-5, Lr=12
3- x* —4x +4y -24=0 V(2,7).F(2,86), y=8, Lr=4

4.- y* —3x-8y+10=0 V(-2, 4), F(-5/4,4), x=-11/4 Lr=3
5~ 2x* +20x+ 12y +38=0 V(-5,1), F(-5,-%), y=5/2, Lr=8
6. xT —2x — 8y + 33 =0 ' ‘V(1.4). F(1, 8) directriz y=2

Para cada ejercicio siguiente encontrar la ecuacion de la pardbola dada las siguientes
condiciones.

1. Foco (-3, 7) y directriz y-1 =0 . x2 +6x~12y +57=0
2. Vertice (-1, 5) y directrizx+ 3=0 y? -8x—-10y+17=0
3. Vértice (0, 3) y directriz x+5=0 y?-20x—-6y +9=0

4. Vértice (3, 4) y Foco (3, 2) x2 —6x +8y—23=0

De los ejercicios siguientes encontrar la ecuacién, dados los puntos, A, By C:

1.- A2, 3), B(-1, 6) y C(1, 0), Eje focal paralelo a x 12y?—18x~6y +¥%2 =0
2.-A(-2, -8), B(1, 1) y C(3, -3), eje focal paraleloa y x2-2x+y =0

3.- A(1, 2), B(5, 3) y C(11, 4), Eje focal paralelo a x ¥ -x-y-1=0

4.- A(-3, 9), B(1, 1) y C(2, 4), Eje focal paraleloa y Xt~ y=0

Encontrar la ecuacidon de las tangentes trazadas del punto P a la parabola dada.

1- x2—8x+5y—-11=0 P(-2,-1) y+2x+5 =0y 2x+y+5=0
2-x2—-6x— 4y+ 17=0 P(2, -4) 2x—~-y-8=0y 3x+y-2=0
3-y*+8x=0 P(-2, 4) X+y-2=0

4-y2+ 16x=0 paralelax+y—1=0 X +y—-4=0
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IV. 3 Elipse, su ecuacién cartesiana.

“Una Elipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano -
de tal manera que |a suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano es
siempre igual a una constante, mayor que la distancia entre los dos puntos.

Los puntos fijos se le llaman Focos F y F', o eje focal que corta a la elipse en
dos puntos V y V' llamados vértices, la porcién del eje focal comprendida entre los
vértices, es el segmento VV' se le llama eje mayor.™

Ecuacion de la elipse de centro en el origen y ejes de coordenadas los ejes de la
elipse. Donde los focos estéan sobre el eje x F y F' por lo tanto las coordenadas

serén (c, 0) y (—c,0) respectivamente siendo f una constante positiva, Sea un
punto P(x, y) un punto cualquiera de la elipse ver figura 7 que debe cumplir la

condicién geométrica.
’ L )
a//‘ j.m %

A Figura 7

|FP |+ |F'P | = 2a, donde a es una constante positiva mayor que f
Demostracién.

vV (x-cP +y? + V (x+c +y* = 2a
V (x=cP +y* = 2a— V(x+cf + y?

(V x=cF+y? = 2a~ VvV x+cf +y' )2
(x=cy +y* (28~ V{XFcF+y )?
(x—c? +y* =422 —4aV (x+cf + ¥y + (x+cpF + !

4a vV (x+c + y? = 4@ + (x+CPR+ Y ~(X—CPF -y
resolviendo binomios tenemos:

4a V. (x+CP +y? = 4a® + x? +2cx + C* + y—(x2-2cx+c?) -yl

4 Geometria Analitica, Charles H. Lehmann

100




e W e, e e

§ v i s

eliminando términos semejantes.

d4avV (x+cF + 2 = 4a’/+{+2m%’%7‘/+2cx7/c‘/¢

4a vV (x+c)? + y? = 4a% + 4cx despejando 4a de laraiz

vV (x+c)2 + y? (4a* + 4cx)/ 4* simplificando tenemos:

vV (x+cP + y? = a +cx/a elevando todo al cuadrado para eliminar (a raiz
(x+cy* + y* = (a+cx/a)* resolviendo los binomios

X*+2cx +ct +y* = a® + 2acx_ + % _
a a?

X2+2cx +Cc +y? = a2 + 2cx + c?x?/ a? despejando los términos al cuadrado
tenemos.

@y = o —;9;/—c’+2/+c‘x’/a’
x? + y?2 = a?® — ¢ + c2x?/ a? despejando el término en fraccidn tenemos:
—cix¥/a® +x* + y? = a® — ¢ resolviendo la fraccion con el término x tenemos:
-3+ ax? + y = a -~

a?
(a2~ c)xt + y2 =a* - ¢ dividiendo todo por (a? - ¢?) tenemos

a?

(a’\\c“)x’ + oy a - e

aar D¢ (@ -c) (a? )

como (a® ~c¢?) espositiva ¥ b?*= a? —¢* por lo tanto que es la ecuacién de

2

" 2
laelipse. Z_+%_

=1
a? b2
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Un punto (x, y) esta en la elipse con vértices en (o, a), focos en (o, <) in y solo
satisface la ecuacion ’ '

2

»N

x> _q

a b

Donde

b* = @ -

i a > b?
Cuadro 1 Formulas de la Elipse en el origen:
Cuando abre sobre x Cumd§ abre sobre Y
Foco(xe,0) - ‘Foco (0, £ c)
Vértice (£ a, 0) Vértice (0, £ a)
Covértice (0, = b) ' ' Coviértice ( b, 0)

LR=2b%/a . LR=2b*/a

i e=c¢cl/a e=c/a

; Directriz x =+ a?/p Directrizy =+ a?/p

Grifica oum. 1 : Grifica num. 2

V(-0 _F(=<.0

- Grifica num. 1 Grafica num. 2
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Ejemplo 1.- Encuentre todos los elementos de la elipse dada la ecuacion es

5x2 +9y? -225=0 Y graficar.

Solucién:
5x2 + 9y = 225

dividiendo todo entre 225 tenemos

G +y?
— —-—= ]
45 25
V(V45,0)

. donde :

45
2

g8,
"y

9
>
9

Oocwn

5
20

Vértice(+V/45, 0)
Foco(v20, 0)
Covértice(0, 5)

ponn

4

v4s

5

V20
" Lado recto = 50/v45

Excentricidad = V20/vV/45
Directriz X = % 45/V20

CV(0, -5)

Ejemplo 2.- Deducir la ecuacion de la elipse dadas las siguientes condiciones
Covértice (15, 0) y Lr = § y graficar.

Solucion: Del Covértice obtenemos el valor de b

b=5> b=

Lr=2b*/a obtenemos ef valor de a

5 = 2(25)/ a despejando a tenemos 4
y = 100/+V75

a=580/5 2> a=10 > a* = 100

por lo tanto el valor de ¢
c2=a?-b* c*=100-25
=75 > c=V75

obtenemos la ecuacion -
x2 y?

—-— =1

25 100

100x? + 25y* -2500=0

foco (0, £V75) (0, -V75)
Vértice(0, 10)
-e=v75/10
y=+100/ V75 Y =- 100/:V75
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Ejemplo 3.- Deducir la ecuacion de ias rectas que contuene el punto P(2, 2) y
que son tangentes ax* + 4y2-20=0
Solucién: Como se trata de rectas tangentes entonces la férmula a utilizar sera

y-yr =m(x-xi)
sustituyendo el punto P(2, 2) en la formula
y—2=m(x-2)
despejando y tenemos y = mx-2m+ 2

sustituyendo y en la ecuacién de la elipse se tiene

x? + 4(mx—-2m+2P-20=0
resolviendo el binomio )

x* +4(mH3 — 4mix + 4mx + 4m — 8m + 4) — 20 =0
X? +4mPx* - 16m?x + 16mx + 16m ~ 32m + 16 — 20 =0
simplificando términos semejantes o
(1 +4m)x? + (-16m? + 16m)x +(16m? — 32m — 4) =0 T A
A B c . . .
Que son los elementos de la ecuacion cuadratica . B’ 4AC =0 "©
Entonces

(~18m? + 16m)?* — 4(1+ 4m?)(16m? -32m —4) = VO

%4 ;ﬁzm- +256m 2 764m= +128m+16/12569/+5;ém-+64nﬂ 0"

Eliminando términos semejantes

256m? + 128m +16=0 y=-Yax+572
18(16m* + 8m + 1) = O factorizando
dm+ 1) (4Am+1)=0
poriotanto m=-Y%
sustituyendo en la ecuacién
y-2=-Y%(x-2)
y=-Yax+ 2/4+2

=-Yax+ 10/4 o

x+4y-10=0
que es la recta buscada.




Ejemplo 4.- Hallar la ecuacion de la elipse que tiene sus centro en el origen, uno
de sus vértices en el punto(0, 7) y pasa por el punto (V5, 14/3).

Solucién:

La ecuacion buscada de acuerdo al vértice es x2/b? + yz/a? =1
Como conocemos el valor del vértice sabemos que a =7 entonces

x* oy (V5)? (14/3)2
—_— - =1 sustituyendo el punto (v5, 14/3 + =
b2 49 b? 49
5 (7222 32 5 4
— ot e————. = 1 — + =1
b? 49 b2 9
despejando (9)(5) + 4b* = 9b? \%

45 +4b* = gb* 45 = 9b2- 4b?

45 =5b* porlotanto b* =9 entoncesb=3

por lo tanto la ecuaciéon sera
x? \at »
- =] J ! I Cv X
9 49

¢t = at-b? ¢ =40 > c=v40
Foco ( 0, + V40) Cv =( 13, 0)
Vértice(0, -7) Lr= 18/7

e = V4077
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Encontrar todos los elementos de ta elipse dada su ecuacién general.

a) 36X +4y2-144 =0 " V(0, 16) , F(0, £32), CV(+V32, 0), e =V32/6
b) 9d+y'~9 =0 V(O, +VB), F(0, £3), CV(1, 0), €=v21/5

c)  2x+3y?-18=0 V(£3, 0), F(£V3, 0), CV(0, £+V6), e=v3/3

d) 3x2+4y?-48=0 V(x4, 0), F(22, 0), CV(0, £2v3), Lr=6

e) 12¢+8y? -96=0 V(0, £V12), F(0, £2), CV(+V8, 0), e=v3 /2

£) x*+ 4y2-20=0 V(2v20, 0), F(+V15, 0), CV(0, £V5) Lr =10/v20

Deducir la ecuacion de la elipse dadas las siguientes condiciones.

1.) Foco(15, 0), e =5/7, Lr= 48/7 243 + 49y* - 1176 =0
2) Foco(0, 34), € =4/5, y = +25/4 25 +9y* -225 =0

3.) Covertice( 9, 0), Lr=2 6561, + 81y? -5§31441=0
4) Foco(18,0), Vértice(+9, 0) 172 +81y*-1377=0

5.) Foco(0, +4), Vértice(0, 16) 20x2 + 36y2-720=0

Hallar la ecuacion de la recta tangente en el punto dado.
a) 2x*+7y2 =11  en P(2,1)

b) 9x* +y*=8 en P(3, -2) 2x—-7y-20=0, 2x+y—-4=0
c) 3x* +8y?=84 en P(2, 4)

d) 9x? +25y2=225en P(5, 1) 4x+5y—-25=0

e) 2x* +3y2=5 en P(1, 1) 2x—-3y—-5=0, 3x+2y—1=0
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ivV.3.1. Ecuacién de la elipse de centro C(h, k) y ejes paralelos a los
coordenados. ’

“Los ejes coordenados son un artificio que se introdujo en el plano para
poder representar puntos y curvas. En algunos casos se prefieren mover para
simplificar la ecuacién, Todo cambio en la posicién de los ejes se pueden
representar mediante la combinacion de una traslacién. Una traslaciéon de los
ejes produce un nuevo conjunto de ejes paralelos a los anteriores ver figura 8

Y -
4
i AY'

Figura 8

Si representamos a los ejes de modo que el origen del nuevo sistema de
coordenadas sea el punto (h, k) del sistema, verfigura8 entonces todo punto
tiene dos representaciones: (x, y) en el sistema anterior de coordenadas, y
(x',y') en el nuevo.

La relacion entre las coordenadas de los dos sistemas se determina con
facilidad en la figura 9 y resulta. '

X=x'+h osea, X = x-h

Y Y=y +k osea, y =y-—Kk
A estas ecuaciones en la elipse se le llaman ecuaciones de traslacion."

% %

N

Figura 9

I . |

$ Geometria Analitica , Douglas F, Riddle; Thomson
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Un Punto(x, y) esta en la elipse con centro en (h, k), vémoes en (h + a, k) y 1
covértices en (h, k £ b) siy solo si satisface la ecuacidn.

cv
(x-hy?  G-k?@
——na—— 4 =1 . % v
a? b?
ev—P x
Los focos se ubican en (h £c, k) siendo c*=a*-b2 I
Gréfica num. 3

Un Punto(x, y) esta en la ehpse con centro en (h, k), vértices en (h, k ta) y
covértices en (h £ b, k) siy sélo si satisface la ecuacién

AY v
(y-ky? {x-h)*
. + = 1
a? . b . L cv
Los focos sa ubican en (h, k £c) siendo c*=a?-b2.. — X
v
Grifica num. 4 :

‘Cuadro 2 Formulas de Ia Elipse fuera del origen:
Cuando abre sobre X Cuando abre sobre Y
Foco (h % ¢, k) Foco (h,k%¢)
Vértice (h =a, k) Vértice (h, k £a)
Covértice (h, k= b) Covértice (hx b, k)
LR=2b%/a LR=2b%/a
€=c¢c/a €=c/a
Directrizx =h+a*/p Directrizy=k+a?/p
Grafica num, 3 Grafica num, 4
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4x* +9y* +32x ~ 18y +37 =0

solucién.
4x* + 32x + Qy? — 18y = — 37 simplificando
4x*+8x )+ 9y* -~ 2y )=-37

2a=8 20=.2

a=4 a=-1

a*=16 ar=1

40 +8x +16)+ 9(y* — 2y +1) = —37 +64 +9

4(x +4) + 9(y —1)* =36 se divide entre 36 tenemos

(x+4p + (y- 1) =1

3

donde
a2=9 < a=3

' ‘Ejemplo 1. Dada la ecuacién de la Elipse determinar las coordenadas del
centro, vértices, focos, lado recto, eje mayor y eje menar.

b= 4 < b=2
=59 c=V5

coordenadas del centro seran

C(4, 1) h=-4y k=1

Foco (-4+V5, 1) > F(-1.8,1) y (62,1)
Vértice (413, 1) > V1, )y (7. 1)
Covértice( 4, 1£2) < CV(-4, 3) y (-4, -1)
LR =2b%a 2(4)/3 Lr= 8/3

2a=6 y 2b=4

] )
| B
] 1
i B
: I
i « F VvV
i []
T T T T T
i B
x=-8.02 CcvV x=0.02

e = v/5/3 como la excentricidad es menor a 1 entonces se dice que es una

elipse.
Directriz x=hzta*c x=-4+£9/V5 x= 41402
X = 0.02

X -8.02

]
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Ejemplo 2.- Los vértices de una elipse son los puntos ( 1, 1) ¥y (7, 1) y su
excentricidad es de 1/3. Hallar la ecuacion de la elipse, las coordenadas del
foco, longitudes del lado mayor y menor de cada lado recto.

Solucién. Graficando los puntos como primer paso, estos nos indica donde abre
la elipse .

& < cv(4,3.5) .

Utilizando las coordenadas del vértice podemos _|
Encontrar b, k =
h—-a=1yh+k=7 ' -

— v

h—a =1 » X

h+a=7 ] INT T T 171 /1

2h = ] Cv(4,-1.4)

h=8/2 :

h=4 k=1 Centro(4, 1)
a=3 = a=9 por lo tanto la ecuacion (x—4y (y-1)2
b=v8 > b2=18 - =1
c=1 > =1 9 8

Focos (5, 1)y (3, 1)
Covértices (4, 3.5) y (4, -1.3)

e=1/3
Lr= 16/3

Longitud de lado recto
2a=6 y 2b=4V2

directriz x=419/1 porlotanto
x=13 y x=-5

Ecuacién General serd

8(x—4y2 +9(y~-12=72
8(x2 — Bx + 16) + 9(y2 -2y + 1 =72
8x?+ gy — 64x - 18y +58=0
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Ejemplo 3.- La elipse con vértices en (-1, B) y (-1, -2) que contiene al
punto P(1, 0). ¢(Encuentre la ecuacién, Foco, longitud de los lados rectos,

excentricidad, directriz.?
Solucién: Encontramos primero el centro de la elipse.
Con los puntos del vértice que graficados estan sobre Y

k+a= 8
k—a=-2
2k =6
k= 6/2
k=3 h=-1
centro (-1,3)
como tenemos el valorde k podemos encontrar el valor de a
k + a = 8 sustituyendo k
3+ a=28
a =8-3
a=5-> at = 25
sustituyendo a, k, h en la ecuacién

[ (x=h)? ~
Ta T T

=3 @=@-1)% _
T+b_z-l

w=3?% «+h? _
25 T !

sustituyendo el punto P(1, 0) en la ecuacién

a2 2
-3 a+n? |
25 b2

2 A
25 p2

despejando el valor de b?

=1

b* = 25/4 -
b = 52
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como conocemos a?, b? entonces sustituimos en la ecuacion .

O-3*  erh?
s o3

Entonces la ecuacién gene}al de la elipse

25/4(y — 3 + 25(x + 1)* = 625/4 multiplicando por 4 tenemos
25(y - 3 + 25(4)(x + 1)* = 625 resoiviendo los binomios
25(y* ~ 6y + 9) + 100(x* + 2x + 1) = 825

25y — 150y + 225 + 100)* + 200x + 100 - 625 =0

100x* +25y* + 100x - 150y —300 =0

para encontrar el valor de ¢

¢ = a*-b? T }, .
. ¥ =3+ 50/TS cmecrmimen Ve B

¢ = 25-25/4 )

c = 75/4 > c=V75/2

Facos (-1, 3 +V75/2) y (-1, 3= V75/2)
Covertices( 3/2, 3) y(-7/2, 3)

longitud de los lados rectos

2a =10
2b= 5
e =V75/10 ' y =3 - 50/V75 2}{

Directriz y= 3% 50/v75

TESIS CON | o
FALLA DE ORIGEN
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Ejercicios propuestos:

1. Dadas las ecuaciones de [a elipse encontrar Foco, Vértice, Covértices, longitud
de los lados, excentricidad y directriz.

1) 9x*+25y?-36x + 150y +36 = 0  F(8,-3) y (-2, -3), V(7,-3) y (-4, -3) CV(2,0) ¥
. (2.-6), 2a=10, 2b=6, €=4/5, Lr=18/5

2) 9x*+y? +36x —24y+36 =0 F(-2, 3+V5) y (-2, 3-V5), V(-2, 8) y (-2, 0)
2a=6, 2b=4, e=V5/3, Lr=8/3, Cv(0,3)y (-4,3)

3) 9x2+4y2 —18x —16y—-11 =0 F(1,2+V5) y (2, 2-V5), V(1,5)y (1, -1)
2a=6, 2b=4, e=V5/3, L.r=8/3,Cv(3,2)y (-1, 2)

4) 2x* + y2+20x -40= 0 F(-5, -V45) y(-5, V45), V(-5, -V80) y (-5, V80)
CV(-5-V45, 0) y(-5 +V45, 0), € =V45/v/90

5) 6x2+0y? —24x —54y+51 =0 F(2-v3,3)y (2+V3,3), V(5,3)y(-1,3), Lr=4
: 2a=6, €=v3/3, Cv(2, 3-V6)y (2 3 +V6)

6.) 49x2 +24y? —~ 196x + 96y —884=0 F(2,3)y(2,-7), V(2,5)y(2,-9), Lr=48/7
2a=14, €=5/7, Cv(2+V24,-2)y (2-V24, -2)

2. Dados algunos de los elementos de la elipse encontrar la ecuacién general.

1.) Centro (-2,1) eje focal ay eje mayor 2a=24 144x? + 64y2+ 576x —128y~ 8576 =0

2.) Centro (3, 1), un Vértice (3, -2) €= 1/3 9x*+ 8y?—- 54y - 16y + 17 =0

3.) Covértices (1, 1)y (-5, 1), e=vV7/4 16x2 + 9y + 64y - 18y ~71 =0
4.) Vértice (7, 2) Covértice (4, 0) 4x2+ 9y - 32y — 36y +64=0

5.) Focos (2,3)y(2,7), e=5/7 49 + 24y* +196y ~ 116y — 764 =0

6.) Centro(-3, 4) Covértice (-11,4) eje mayor 2a=20 100x2 + 64y? - 800x+576y —4224 =0

3. Hallarla ecuacién de la elipse con centro en (4, -1) y foco(1, '-1) y que pasa por el
punto P (8, 0).
Respuesta (x—4)2 (y+ 1)?

—— =

18 9

4. Hallar las ecuaciones -de la tangente paralaelipse 4x*+2y?~7x+y~5 =0enel
punto p(2, 1). .
Respuesta: Ox+65y—-23=0 y 5x—9y-1=0

§. Hallar ilas ecuaciones de la tangente paralaelipse 23+ 3y?+x~y -5 =0enel

punto p(3, -1).
Respuesta: xX+y—2=0y 9x-191y-218=0
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Ejemplo 1.- Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuyas
distancias al eje y es siempre igual al doble de su distancia dei punto (3, 2).

Solucién: Sean P(x, y) un punto cualesquiera del lugar geométrico D(P, y)
distancia de P al gje y
El enunciado se interpreta en forma matematica como

D(P,Y) =2d(P, F)
X=2(x=32+(y-2y Elevando al cuadrado
X2 = 4{ (x - 3)* + (y -2y ] resolviendo binomios

Xt =4[x2— 6x+ 9 +y*~4y+ 4]
X2=4x2~-24x +36 +4y*-16y+ 16

X2= 4x2+ 4y — 24x -~ 16y + 52 AY
3x? + 4y? — 24x — 16y =-52 Completando cuadrados
3x* —24x + 4y 16y = —52 simplificando™] Cv
3x2-8x  )+4(P—-4y ) =-52 ]
2a=-8 2a=—4 T 24 \'
a=-4 a=-2 B -
at=16 al=4 LI U T N D R '¢
3(x3~8x + 16)+4(y*—-4y+4 ) =-52 +48 +16

3(x—4)* + 4(y—2)* = 12 dividiendo todo entre 12

(x—4p (y-2y

—_— = 19
4 3 ’

se trata de una elipse con centro (4, 2) y ejes paralelos a los ejes

coordenados.

Sus respectivos datos a esta elipse son .

a’=4 > a=2 Vértice (6, 2) y (2, 2) Lr=3

b*= 3 > b=v3 Covértice (4, 2+V3) v (4,2-V3) e=1/2

¢=1>c=1 Foco (5,2) y (3,2) 2a=4
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Ejemplo 2.- Hallar la ecuacion de la elipse que pasa por los puntos A ( -6, 4);

B (-8, 1), C(2, -4), D (8, -3).

Solucién:

La ecuacion de acuerdo a los
puntos en la grafica sera :

X* +By* +Dx +Ey +F=0

a Y

ITTTri

TTTTTTTT > X
[ ]

LIl

®
(@]

D

Los puntos dados deben satisfacer la ecuacién se tiene:
(6,4); 36 +16B — 6D +4E + F=0

(-81);, 64 +
(2,4);

B-~8D+ E +F=0
4 +16B +2D —4E + F=0

(8,-3);, 64 + 9B +8D — 3E + F=0
El sistema anterior se puede resolver por método de Gauss Jordan o Ecuaciones

simultaneas: B=4; D =—-4; E=

-8 F=-92

Asi que la ecuacién buscadaes: x* +4y? -4x~8y-92=0

Que en su forma ordinaria queda como:

x2—4x +4y* -8y = 92
X2—4x +4{y* -2y ) =92
2a=-4 2a =-2

a=-2 a=-1

a*=4 a*=1

X=4x +4 +4(y* -2y +1 ) =92+4 +4

(x~2)* + 4y —1)* =100

longitud de lados rectos

Foco(2+V 75, 1)
Vértice ( 2 £ 10, 1)
Coveértice (2, 1 £ 5)
Lr=5

e=v75/10

2a=20 2b=10

173
(x-2)* (y-1¢ Cv(2, 6)
+ o= 1
100 25 c(2,1)
Centro ( 2, 1) V-8, 1), e F ° é » VU2,
22=100 - a=10 NTTTTIT T [ TTTTTITTTT] —
p?=25 Sb=5 \I\E C D

=75 > c=vV75

Cv(2, 4)
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Ejemplo 3.- Hallar los puntos de interseccién de la recta x + y +1=0yfa
elipse 2x2 +3y2 - 4x +6y-9=0.
solucion: x+y—-1=0

se resuelve el sisteama { 23 +3y -4x+6y-9=0,
Xx=-y-1 .
2(-y-12+3y?-4(-y-1)+6y-9=0

2(y*+2y +1) +3y* +4y +4 +6y -9=0

2y +4y +2 +3y? +4y +4 +6y -9=0 términos semejantes

S5y* +14y -3 =0 factorizando tenemos

(5y 1) (y +3)=

dos valores y1=1/5 , y2=-3

por lo tanto sustituyendo los'valores dey enx=-y—1 serén

=6/5, x2=-2

Que son los puntos donde cortan las rectas. (-6/5, 1/5) y (2, -3) -

Trazar una tangente vertical a lacnica x® -y* +2x +y -2=0.

Solucién:  Las rectas verticales son de la forma x = k, Sustituyendo este
valor en la ecuacién:

K-y +2k+y-2=0,

Y +y+(k*+2k-2)=0

*© br-4ac=1-4(-1)(K+2k-2)=1+4k?+8k-8=4k +8k -7

4k? + 8k - 7 = 0 por factorizacién no se puede resolver entonces se emplea
férmula general para encontrar los valores k

8+ V64-4@X-7)  BxV64+112 -8+V176 -8+VI6*1l -8§+4V1l
k= = = = =
2(4) 8 8 8 ]
=-1% V112
Las tangentes verticales son:
X=-1+V11/2 y x = -1 -Vi1/2
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Ejercicios Propuestos:
1.) Hailar la ecuacion de la elipse que pasa por los puntos  P(1, 1); Q(2, 0);
R(-1,-1) y S(0, -3) y tiene sus ejes paralelos a los coordenados.
Sol. A=19,B=11,C=-23 D=23 y E=~30
19x2 + 11y2 —23x +23y—-30 = O

2.) Deducir una ecuacion de la elipse con ejes paralelos a los ejes coordenados ,
que pasa por A (6,-1), B (4,-5), C(6,-5) y D(-12, -3).
Sol. A=1,B=36,C=-2 D=216 y E=156

X +36y? —2x + 216y +156=0

3.- De una familia de elipses es 4x? + 9y? + ax + by ~11 = 0. Hallar ia ecuacién
del elemento de la familia que pasa por el punto (2, 3) y (5, 1).
Solucién  4x2 + 9y? —16x—~18y —11=0.

4.- El punto medio de una recta de la elipse x2 +4y*—-6x— 8y -3 =0.es el
punto (5, 2) Hallar la ecuacion de la recta.
Solucion: x+2y =9 =0

5.- Por el punto (2, 7) se traza una tangente a la elipse 2x*+ y?+ 2x-3y-2 = 0.
Hallar las coordenadas de los puntos de contacto.
Solucion.- (1, 1) (- 13/9, 29/9)

6.- Hallar la ecuacidn de la tangente alaelipse 3x?+y?* +4x—-2y-3 =0 que
son perpendiculares a larecta x+y ~-5=0
Solucién. x—-y—-1=0; 3x-3y+13=0.




iV.4 Hipérbola, su ecuacién cartesiana.

Se llama hipérbola al lugar geométrico de los puntos del plano tales que la
diferencia de sus distancias a dos puntos fijos, lamados focos, es una constante
(se representa por 2a).

La recta que une los dos focos se ilama eje real de la hipérbola y la
mediatriz se llama eje imaginario de la hipérbola.

E! punto donde se cortan ambos ejes (que es, evidentemente, el punto
medio de los focos) se llama centro de la hipérbola.

Los puntos donde la hipérbola corta a los ejes (se vera que unicamente
corta al eje real) se llaman vértices de la hipérbola.

Al igual que en la elipse, se llama distancia focal a la distancia entre los dos
focos y a las distancias desde un punto cualquiera de la hipérbola a ambos
focos se les llama radios vectores del punto.

A diferencia de la elipse, aqui se tiene 2c > 2a (por tanto ¢ > a) y se puede
Considerar b=vc? - a2, Este valor se llama semieje imaginario de la hipérbola.

El cociente € = c/a, que es un nimero mayor que 1, se le lama
excentricidad de la hipérbola.

Al igual que en la elipse, se consideraran en primer lugar las hipérbolas
centradas en el origen de coordenadas y con focos en el eje de abscisas.

“Definicion: Una Hipérbola es el conjunto de todos los puntos (x, y) en el plano,
tales que la diferencia positiva entre las distancias de (x, ) a un par de puntos fijos
distintos (los focos) es igual a una constante” ©

$ Geometria Analitica, Douglas F. Riddle
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Se representan los focos como (¢, 0) y (-c, 0) ver la figura 9 y la constante
como 2a. Si (x, y) representa un punto en la hipérbola, se cumplira lo siguiente.
X
3 P(x, y)
1 p R
Cy y % X
| CP|—|C'P |= 2a, donde aes una constante positiva mayor que f
Demostracion.
Vv (x—=cf +y? ~ V (x+cC)* +y* = t2a

VR ry = VREF Ty 52
/’-—2cx+/é‘ +/f’ = K +2x+f? A7 t£daV (x+Cf + y? + 40
simplificando tenemos: .
t4aV (x+c) + y* = 4a? +4cx  dividiendo entre 4a
£+ V(x+tcf +y* =a +cx/a elevando al cuadrado

X*+2cx +C* +y* = @ + 2acx + X
a a?

X3+ 2cx+c+ y2= a2+ 2cx + c2x? / a? despejando los términos al cuadrado tenemos.
2+ y=a —%x -c? +/2é( + cx*/a* como c? > a? entonces

x4+ y?=¢c2 - a2+ c*x?/a? despeja_ndo el término en fraccion tenemos:
cxilar +x +y'=¢ - @

resolviendo la fraccién con el término x tenemos:

cix* - ax? -y =at -

ai
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(- al)x? - y?* =¢t - a? dividiendo todo por (c* - a?) tenemos

@
(c\ia’)x’ y? _'a=|—c'

#A\-a) (¢ -8 (& La)

x! ,V2

e ————=]
a? (c’+bz) )
como (c* —a?) es positiva 2 b*= ¢ —a® porlo tanto

2 2

-¥__1 Quees laecuacion de la Hipérbola.
b . .

hNI =

.

Un punto (x, y) esta en la elipse con vértices en (o, a), focos en (6, c)siy Qoio

2 2
satisface la ecuacion .- 'Z—z =1 ‘Donde b=t - at
a

Cuadro | Férmulas de la Hipérbola en el origen:
Cuando abre sobre x Cuando abre sobre Y
Foco (¢, 0) . Foco (0, £ ¢)
Vertices (£ a, 0) Vértices (0, £ a)
Covértice (0, = b) Covértice (= b, 0)
LR=2b%*/a LR=2b%/a
€= c/a donde €>1 €= c/a donde €>1
Directrizx =+b /a Directrizy=%xa/b
Grafica num. 3 . ' Grifica num. 3a

v .

Grafica num, 3 Grafica num. 3av
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Ejemplo 1.- Hallar los elementos de la hipérbola x® + y:=25
Solucion :
Dividimos todo entre 25

xP_r oy 4
25 25
X =-25//50

a? =25 > a=5

b* =25 > b=§

=50 - cV50

Vértices ( 5, 0), Covértice (0, + 5)
Foco(xV50, 0)

e=vs0/5

Lr= 10

Directriz=x= £ 5/5

X =-25/V50

Ejemplo 2.- Hallar los elementos de la hipérbola con la ecuacion
49y? - 16y? = 784 ’

Solucion:

Dividiendo toda la ecuacién entre 784 tenemos:

2 2

Y =47
atz= 16 > a=4
B2=49 - b=7
C* =65 > c=V65
Focos (0, \/65)
Vértices (0, + 4)
Covértices (17, 0)
e=V65/4
Lr=492
Directriz = + 4/7.
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- & Ejemplo 3.- Hallar la ecuacién de la hipérbola conociendo los siguientes datos
3 2b=6y Focos en (0, 5) y (0, 5) o
Solucion: Como los focos indican el tipo de ecuacién que se debe trabajar
entonces H 2

Endonde 2b=6 3 b=3 - b* =9
Comoc= 5> ¢c*= 25
Porlo tanto el valor dea* = 16 > a=4

Lr =9/2
e =5/4
y=+4/3

: Vértices (O, £ 4)
! Covértices (£ 3, 0)
: Finaimente la ecuacion buscada es

2 x‘.‘

16 9

<

=1

En forma general 16x* — 9y? + 144 =0

: Ejemplo 4.- Hallar la ecuacién de la hipérbola conocidos los siguientes datos
i 2a=8, @=4/3y centro en C(0, 0) con los focos sobre el eje X.
Solucién: Como sabemos que esta sabre el eje X entonces la ecuacian buscada

2 2
seréa I —- 2 - Y
a? b?

22=8 > a =4 -»> at=18
Como excentricidad = 4/3 entonces
"4/3=c/a como a=4 enton
. c=4(4)/3

c=16/3 > c2=256/9
b?=¢2-a* > 256/9 - 16
b* =112/9 5 b=V11273
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) . 2 2
finalmente la ecuacié - JANN S
n buscada es T3 : 91 1

(112/9%¢ — 16y = 1792/9)* 9 tenemos
112¢ — 144y? = 1792

Focos ( £ 16/3, 0)

| Vértices ( + 4, 0)

i Covértices (0, £ vV112/3)

Directriz x = + V112/3/ 4

Ejercicios Propuestos 1. En los ejercicios para la hipérbola de ecuacion dada,
determine, Vértice, Foco, Covértice, lado recto, excentricidad, Asintotas.

1 16x2-9y* = 144 | V(£3, 0), F(£5, 0), Cv(0, +4), Lr= 8/3,
' e=5/3y=+4/3, 2a=6,2b=8,

2 144x2 - 25y = 3600; ' " V(0, £5), F(0, £3), Cv(+12,0), Lr = 288/5,
e=13/5 y=+5/12, 2a =10, 2b=24.

3 x2-4y*=16 V(#4, 0), F(+V20, 0), Cv(0, +2), Lr = 2,
e=v20/4y=1+2/4, 2a=10,2b=4.

O O N A WA P S
H

25y2 - 36x7 = 900 V(0, £6), F(0,2V61), Cv(5,0), Lr = 25/3,
: e=V61/6 y=+6/5 2a=12, 2b=10.
5 4x-4y7=16 © V(#2, 0), F(£V8, 0), CV(0, 2), Lr = 4,
e=V8/2, y=+x 2a=4,2b=4.
6  9y*-25x*=225 V(0,45), F(0, +V34), Cv(3,0), Lr = 18/5
¢ e=vV34/5y=+5/3, 2a=6,2b=a4.
7 x2-y*=9 _ V(£3,0), F(#3V2, 0), Cv(0,+3), Lr =6,

e=v2 y=+V34/3, 2a=6,2b=4,
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Ejercicios 2.
Determine una ecuacion de la hipérbola conociendo os siguientes datos.

1 Foco(s, 0) y Cv(0, 2) 4i—21y2 =48
( 2 Veértice (¥2, 0)y Eje conjugado 6 9x? — 4y2 = 36
3 Foco(0, £5) y un vértice (0, 4) 9y — 16x2 = 144
4 Foco(26, 0) y asintota larecta 12y = +5x - 100x* — 576y2 = 57600
5 Centro Origen, Focos sobre Y, pasa por (-2, 4)y (6,7) 32y?— 33x* =380
6 Asintotas y = +2/3, Vértice (6, 0) 16x2 — 36y2 =576
7 Vértices (0, £3), € =5/3 16y2 - 9x® = 144

IV.4.1 Ecuacién de la Hipérbola de centro C(h, k) y ejes paralelos a
los coordenados .

"Los ejes coordenados son un artificio que se introdujo en el plano para
poder representar puntos y curvas. En algunos casos se prefieren mover para
simplificar la ecuacion. Todo cambio en la posicion de los ejes se pueden
representar mediante la combinacion de una traslacion. Una traslacién de los .
ejes produce un nuevo conjunto de ejes paralelos a los anteriores ver figura 10

X
A Y

x*

v

v

Figura 10

Si representamos a los ejes de modo que el origen del nuevo sistema de
coordenadas sea el punto (h, k) del sistema ver figura 11 entonces todo punto
tiene dos representaciones : (x, y) en el sistema anterior de coordenadas, y (X',

y') en el nuevo.

La relacion entre las coordenadas de los dos sistemas se determina con
facilidad en la figura 9 y resuita. '

X=x+h osea, X = x-h

Y=y +k osea, Yy y -k
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A estas ecuaciones en |a elipse se le llaman ecuaciones de traslacion.” 7

4

A

Ny
A D
A RSt

Figura 11

3

A 4

4

T TR e

Un Punto(x, y) esta en la hlperbola con centro en (h, k), vértices en (h t a, k) y
covértices en (h, k £ b) si y sdlo si satlsface la ecuacién.

(x-hy (y~k)?
+
a2 b?

=1

Los focos se ubican en (h +c, k) siendo c¢2=a2?-b2

Grafica num, 5

Un Punto(x, y) esta en la Hipérbola con centro en (h, k), vérticesen (h, k ta) y
coveértices en (h £ b, k) siy sdlo si satisface la ecuacion

(y-ky? (x—hy?
+

a? b?

=1

Los focos se ubican en (h, kxc) 2
siendo c2?=a?-b?

7 Geometria Analitica , Douglas F. Riddle; Thomson
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Cuadro 3 Formulas de la Hipérbola fuera del origen:

Cuando abre sobre X

Directrizx=h +a?/p
Asintotas 'Y =+ b/a
Grafica num . 5

Cuando abre sobre Y

Foco (h#c, k) Foco (h,k%c)
Vértice (h +a, k) Vértice (h, k *a)
Covértice (h, k = b) Covértice (h£ b, k)
LR=2b*/a LR =2b%/a
e€=cla e=cl/a

Directrizy =k = a?/p
Asintotas y = + a/b
Grafica num 6

Ejemplo 1.- Determinar los elementos de la Hipérbola

9x?—-4y? +18x+16y—~43=0
Solucidn: Se despeja el 43, simplificamos cada término tanto para x como para y

9(x2 + 2y +

) —4(y* 4y + ) = 43 completando cuadrados
2a=2 2a=-4
a=1 a=2
a*=1 a=4
92 +2y + 1) —4(y* 4y+4 ) = 43+9 -16
S(x+ 1P — 4y—-2p = dividiendo entre 36 nos queda la ecuacion
(= +41)2 O3 Centro (-1, 2)
=4 > a =2
=9 > b=3
=13 2> +3 c =V13
asintotas 3~
lado recto =9 i
Excentricidad 9 € = V13/2
Ejereal y=2

Eje imaginario x = -1
Focos ( -1+ V13, 2)y (-1-V13,2)
Veértices (1, 2) y (-3, 2)

Covértices { -1, 5) y (-1, -1)
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Ejemplo 2.- Determinar los elementos de la Hipérbola x*—-3y*— 12y =
Solucion; : :
X -3y +4y ) =0

Z2a=4

a=2

at=4
Xt = 3(y* + 4y +4) = -12
x* — 3(y +2)* =-12 dividiendo entre -12 y ordenando

b+2)" x*
4 12

=1

=4 > a=2 Y
B2=12 <> b=y 12
=16 > c=4

excentricidad e =2

0

Ladorecto = 12 T ] M L
Ejerealx=0 e R @~y S S &
Eje imaginario y = -2

Centro C(0, -2)
Focos (0, 2) y (0, -6)
Vértices (0,0) y (0, 4)

Covértices (V' 12,-2) y(-V 12, -2)

Asintotas y = % X
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Ejemplo 3.- Encontrar la ecuacién de la hipérbola dadas las siguientes '
condiciones Vértices (-1, 3) y (3, 3) con excentricidad e = 3/2.

Solucién :  como conocemos los vértices podemos encontrar el valor de h, y kK
porlotanto h—-a=-1 y h+a=3 porlotantok=3

resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos

h—-a=-1

h+a= 3

2h=2

h=2/2; h=1 o

Entonces el centro esta en C(1, 3),

Como conozco h entonces puedo encontrar el valor de a

H+a=3
a=3~h
a=3-1
a=2
az=4

* con la excentricidad determinamos el valor de ¢
e=c/a porlotanto 3/2=c/2

c=3

=9

b?=c—a?

b*=9- 4

b?=5 X

por lo tanto la ecuacién de la hipérbola

que se utiliza por la posicién de los vértices es

(x=1? (-3 _,|
4 5
Focos (4, 3)y (-2, 3)

Covertice (1, 3+V 5), (1,3-V 5)
Lr=5

Asintotas y =

th_x
2
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Ejemplo 4.- Encontrar la ecuacién de (a hipérbola con centro en (5, 4), Foco (5,

8) y Excentricidade=2.

Solucién : Como del centro conocemos h, k entonces h = 5 k=4

del Foco sabemos que esta sobre el gje y por lo tanto

k+c=8 sustituyendo el valor de k tenemos
c=4, > c =16

Con la excentricidad e = ¢/a entonces
2=4/a-> a=4/2 > a=2 porlotantoat=4 ?
bP=cl-a? P D2=16-4 P b =12

La ecuacién deseada es : ‘ y=20v 2

(-4 _ (z-5* |
4 12

Vérticesen (5,6) y (5,2) el

Foco(5, 0) /

Covartice (5+V12, 4) y (5~V12, 4)

Lr=12
Asintotas y = j% x
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Ejercicios Propuestos:

Trasladar ios ejes de tal manera que el centro y el vértice de la Hipérbola quede en el

. origen del nuevo sistema,

1.-9x?— dy*~ 18x - 24y - 63 =0 C(1, -3), a*=4, b*=9, c*= 13, Vértices (3, -3) y (-1,-3)
Focos(l + V13, -3), AsintotaY =%3x/2, Lr= 9

2.- 6x3—8y*+12x+32y-78=0 C(-1,2), a*= 8,b3=6, c*= 14, Vértices ( -1+ V8, 2)
Focos (-1£V14, 2), Asintota Y =+ V6x /2V2, Lr=3V2,

3- ax2=3y*—. Bx+12y+28=0 C(1,2), a*= 12,b*=9,c?=21, Vértices (1 2+ V12)
Focos (1, 2*\/21), Asintota Y = % 2x /3V3, Lr=3V3,

4- 9x*-4y*— 18x—16y+29=0 C(1,-2), a*= 9,b?=4,c2=13, Vértices (1, 1)y (1, -5)
Focos (1, -uV13), Asintota Y = 3x /2, Lr=2.

Determinacion de la ecuacién de una hlpérbola a partir de las siguientes
propiedades. .

5. Vértices(-5, -3)y (5,-1), CW(-7, D y(3,2) (y +2)? _ (x-$5)? _

, 1 4
6.- Vértices (4, 1) y (0, 1), foco( 6, 1) 3x3 -y - 12x+2y-1=0
7.~ Centro{ ¥2,3/2),Lr=16, 2a=4 4x2— 16y*+ 12x + 16y +69=0
8.- Focos (4,0)y (-6,0), @ =572 21x*~4y3 +42x— 63 =0
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IV.5 Curvas de grado superior y curvas trascendentes. Construccion de
curvas .

“En .la geometria analitica en tres dimensiones, las graficas de una
ecuacion de segundo grado en x, y y z se le llama superficie cuadratica. En este
capitulo estudiaremos las ecuaciones candnicas de estas superficies.

a).- Elipsoide:
La grafica de LRSS S
a? b2 c?

Donde a, b y c son ndmeros reales positivos se le llama elipsoide. Las trazas
de esta superficie en planos paralelos a los planos coordenados son elipse. Por
ejemplo, la traza en e plano xy es la elipse de la ecuaciéon

2 2 :

LI :—’- = 1 Analogamente, como se indica en la figura 12, las trazas en los
a - .

planos yz y xz son elipses, encontremos ahora la traza en un plano arbitrario
paralelo al plano xy, es decir en un plano cuya ecuacién es de la forma z = k.

Sustituyendo k en fugardezen 2. 2_ . 21 .
a?l b? c?

) 2 2
obtenemos la ecuacién . + Y___-1- Z0.
a? b2

Si k > ¢, entonces 1 — k¥/c? < 0 y no hay grafica. Por consiguiente la
grafica de ;—+ Z, +Zl .. Estaentre losplanosz=-cyz=c. Sik<0,
: P
entonces 1- k¥c? >0 y por lo tanto la traza en el plano z = k es una elipse.
Andlogamente , las trazas en los planos paralelos a los otros dos planos
coordenados son la elipse, siempre y cuando no intersequen al eje x fuera dei
intervalo abierto(-a, a) o al eje y fuera de (-b,b).
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FAI;I;:‘_&~ DE ORIGEN

g




‘
o
i

b).- Hiperboloide de una Hoja o un manto.

La Gréfica de :—;— + il;-;— - z—: = 1 se le llama un hiperboloide de un

manto.

Y las otras dos formas canénicas son

x 2 ,v2 z? . x y z?

a? b1 c?

Las trazas en los planos xy y yz son hipérbolas con ecuaciones

< -2 :
Yool y X - - = = 1 respectivamente. Las trazas en los planos
[ e? a c i

paralelos al plano xy tienen ecuaciones de la forma

»* _ oz

2 , 2
x v: k?
rEC T :
donde k es un numero reai y por lo tanto son elipses. La grafica de
2 2 2 . . .
i;T + %— - z— = 1 se muestra en la figura 13. Ei eje z se le llama el eje del
hiperboloide.

v

Figura 13
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La gréfica de e

embargo en este caso el eje del hiperbolcide es el eje y. Si el término que
contiene a x* es negativo y los otros dos son positivos, entonces el eje del
hiperboloide coincide con el eje x.

c).- Hiperboloide de dos hojas.

2 2 2 '
La gréfica de i;—; - "[; — - :.T = 1 se llama un hiperbaloide de dos mantos. Las

trazas en los planos xy y xz son hipérbolas, mientras que las trazas en los planos
con ecuaciones de la forma x = k donde k > a son elipses. Ver figura 14 . El eje x
se |e llama el eje del hiperboloide. Usando signos menos en distintas parejas de
términos podemos obtener hiperboloides cuyo aje es el gje y o el eje z.

z

4 /

<

2 »2
x y 23
X a7 T oT !
x? y 2 z? . . .
La grafica de —tSTo T 0 @s un cono cuyo eje es el eje Z. La
. . 2 z1 L.
traza en el plano yz tiene la ecuacion -Z el o . Despejando y, obtenemos

y = % (b/c)z, lo cual no da las ecuaciones de dos rectas que pasan por el origen.
Andlogamente la traza en el plano xz consta de un par de rectas que se
intersecan en el origen. Las trazas en los planos paralelos al plano xy son elipses.
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La grafica 15 muestra que cambiando los signos de los términos de

x? . y?
a? b2

2 . . >
- % = 0 obtenemos un cono cuyo eje es el eje x o el gje y.

z

v

X
2 2 2

x y 23
FEr TP H

Figura 15

X %2 y?

La grafica de una ecuacién de la forma ——+ T se le llama un
a
paraboloide.” ®

d).- Cuddricas sin centro.
“Representadas por la ecuacion Mx? + Ny? = §z

En donde todos los coeficientes son diferentes de cero entonces esta

2 2
ecuacién se puede escribir de la forma + =% "T:— = ¢z llamadas forma
a

ordinaria o candnica de una superficie cuadrica sin centro. Atendiendo a las

-

2 2
x° L ¥
al

—= ez ,

diversas combinaciones posibles de signos en la ecuacion 5

se deduce que, en esercia, existen solamente dos tipos diferentes de superficies
que son: Paraboloides elipti'cos y paraboloides hiperbolicos.

% Calculo Con Geometria Analitica: Earl W. Swokowski: Interamericana
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i).- Paraboloide Eliptico: Son aquellos en que los coeficientes de los términos
de segundo grado son del mismo signo. Y en su forma candnica tenemos la

N 2 2 B 2 2
ecuacion £ + —’;T = a las otras formas canénicas son =+ %T = o
a

2 2
y "; — 2—, = o para cada forma podemos tener dos variaciones segin que
c sea positivo 0 negativo. Las trazas sobre los planos XY, XZ, YZ, son

respectivamente, el origen, la parabola ’;—z, =¢ ,y =0 vy lapardbola

’b' : = ez , Xx=0. La superficie es simétrica con respecto a los planos YZ y XZ
y con respecto al eje Z. ‘

Las secciones de las superficies por planos paralelos al XY son las curvas.
2 2
x y* . =
—+t 5T ck ,2=K,

Estas curvas son elipse si ¢y k son del mismo signo; si ¢ y k tienen signos

contrarios, no hay lugar geométrico. Si se toma c como positivo, k debe ser
gl

2
positivo, y a medida que k aumente de valor las elipses Z_ + -Z — = ck crecen
a

en tamafio a medida que los planos de corten se alejan mas y mas del plano XY.
Una porcién de la superficie, en el caso de c positivo, aparece en la figura 16. sic

es negativo la superficie esta en su totalidad abajo dei plano XY. Se dice que
x 2 2

cada superficie que se extiende a lo largo de Z. Si la ecuacién Prahs ';—1 = ez

es a = b, la superficie es un paraboloide de revolucién que puede generarse
haciendo girar |a pardbola ’;—z— = ¢z , x=0en torno del eje Z.

Figura 16.
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ii) Paraboloide Hiperbdlico. Una forma candénica de la ecuacion del paraboloide

2 2
hiperbdlico es I~ "; —= cz para la cual también existen dos formas
a
s . x 2 z 2 y 2 z 2 . . o
canonicas, TTtETCY Y it a i donde existen dos variaciones

para cada forma segun que c sea positivo o negativo. La superficie es
simétrica con respecto los planos YZ y XZ y al eje Z. Las secciones de las
superficies por los planos paralelos a, pero no coincidentes con, el plano XY son
2 2
.. x v _ =

las hipérbolas il o ck ,z=k #0.

Es evidente que a medida que crece k numéricamente, |as ramas de estas
hipérbolas se alejan mas y mas del eje Z. Por tanto, la superficie no es cerrada,
sino que se extiende indefinidamente. Las secciones de las superficies por los

planos paralelos al XZ son las parabolas

x? k
PRI ’
es positiva o negativo. Una porcién de la superficie se muestra en la figura 17 para

el caso donde c es positivo.

2

, ¥ = k las cuales se abren hacia arriba o hacia abajo segun si ¢

Figura 17

La superficie tiene una figura de una silla de montar y se extiende a lo largo
del eje Z. Todo paraboloide hiperbdiico se extiende a lo largo de! eje coordenado
correspondiente a la variable de primer grado en la forma candnica de su
ecuacién. Por lo que un paraboloide hiperbdlico nunca puede ser una superficie
de revolucién.” °, :

° Geometria Analitica: Gordon fuller : CECSA
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Ejemplo 1.- Dibuje la gréfica de la ecuacidn 16x* +100y? - 252% = 400
Solucién: Dividimos toda la ecuacion por 400 y tenemosg

2 2

x_ Lyt ozt
25 4 16

. x! yl
las trazas XY seria TR e 1

Elipse con vértice en (15,0,0)
2 2
las trazas YZ seria X — - I = |

4 16

Hipérbola con vértice en (0,+2,0)
2 2

las trazas XZ seria = —-~ 2 =)
25 16

Hipérbola con vértice en (+5,0,0)

x? y? z?
Ejemplo 2.- Dibuje la grafica de T + 55 + 5> = =1
Solucién: Para encontrar la traza en el plano xy, hagamos z= 0 en la ecuacién

dada. Por lo tanto la grafica de la ecuacion resultante

2 2
X + 2 <1esuna elipse.
16 25
X 2 z 2
Las trazas en los planos xz cony = 0 la ecuacion resultante T + 5 =1
es una elipse.
. . 2
Las trazas en los planos yz conx = 0 la ecuacién resuitante ';T- + z_g_ =1

también es una elipse, en la figura 18 se muestra estas tres trazas que ayudan a

obtener la elipsoide requerida.

Eli ide X 2 y 2 z?
ipsoide —— + =—— + —
P 16 25 9

Traza yz

v

Traza xz traza xy

Figura 18.
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Ejemplo 3.- Dibuje la gréfica de y*+42*=x e identifique la superficie

Solucién: Latraza en el plano xy es la pardbola y* = x
‘Latraza en el plano xz es la pardbola 42* = x
Latraza en el plano yz es la grafica y*+4z*=0
Y por lo tanto consta de un solo punto, el origen.

Ejemplos propuestos:
Analice las ecuaciones

x? y2 é’_l

1- 4 X _Z

4 9 16
2.- 4@ + 4y? -252+100=0

3-y2+22-12y=0
4,-9x2+422-36y=0
5.-9x2 + 36y? +1622-144 =0
6.- 4x*-y2+422-4=0

7.- 4x2 +9y? - 12z =0

8- x2+y*-422+4 =0

9.- 9x* + 25y +922 = 225
10.- x2+4y* +422 =16

11.- 16x2 +y2 =64 — 422
12.- 16x2-9y?-22-144=0
13.- x2+25y2-22=0

-

y5+4z==x

v

Plano xy Elipse, Plano xz, yz son Hipérbolas
Hiperboloide de dos hojas no intersecta plano xy
Cilindro circular paralelo ai eje de las x
Paraboloide eliptico, simétrica al eje de lasy
Obtiene un Elipsoide

Planc xy, yz tenemos hipérbolas plano xz elipse
Paraboloide eliptico

Hiperboloide de dos hojas

Obtiene un Elipsoide

Obtiene un Elipsoide

Obtiene un Elipsoide

Hiperboloide de dos hojas

Cono Eliptico
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Capitulo V TRANSFORMACIONES DE COORDENADAS.

El objetivo de este capitulo es deducir en coordenadas polares 'las ecuaciones de
rectas, planos, conicas y algunas curvas trascendentes.

V.1 Sistema de coordenadas polares.

“Hasta ahora se ha localizado el punto en el plano mediante sus coordenadas
cartesianas rectangulares. Sin embargo, otros sistemas de coordenadas dan fa posicién
de un punto plano. El sistema coordenado polar es uno de ellos, y es importante debido
a que ciertas curvas tienen ecuaciones simples en este sistema.

Las coordenadas cartesianas son numeros, la abscisa y la ordenada, ias cuales
representan distancia dirigida y una medida de angulo, en el cual se considera con
respecto al punto fijo y un rayo fijo( o semirrecta), E! punto fijo llamado polo (u origen), se
designa por medio de la letra O. El rayo fijo denominado eje polar(o recta polar) y se
representa por OA. El rayo OA generalmente se dibuja de forma horizontal y se extiende
a la derecha indefinidamente. Como se indicaen la figura 5.1.1

P(r, @)
Yi

b > A
Figura 5.1.1
Sea P cualquier punto del plano diferente de O. Sea @ la medida en radianes del
angulo dirigido AOP, positiva cuando mide en sentido contrario del giro de las manecillas
del reloj y negativo cuando es en el sentido del giro de las manecillas del relg;j, teniendo
como su lado inicial al rayo QA y el rayo OP como su lado terminal. Entonces, sires la
distancia no dirigida desde O a P ( esto es r = |OP}), un conjunto de coordenadas polares

para P esta dado porr y @ y se escriben estas coordenadas como (r, ).

! Matemdticas previas al calculo. Louis Leithold, Oxford University Press
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* Se determina de la siguiente manera: Primero se halla el iado terminal del dngulo
@ en posicién narmal; si r 2 0, P esta en su lado terminal, a una distancia r del polo; sir
< 0, P estd en el rayo opuesto al lado terminal y a una distancia |r| del polo. Las
coordenadas polares presentan un problema que no tienen las coordenadas

rectangulares; un punto tiene mas de una representacidn. Por ejemplo (2,11 /2) y(-2, -7 /2)

representan al mismo punto. De hecho, si (r, @) es una representaciéon de un punto,

entonces (r, @ + wn), en donde n es un numero entero par (otra representacion del

mismo punto); al igual que (-r, @ + 11 n), donde n es un entero impar. Ademds, (0, @) es

el polo para cualquier valor de @.” 2

“A estas dos cantidades se llama coordenadas polares del punto O; en particular, r
se le llama radio vector y @ angulo polar, angulo vectorial o argumento de P. Para la
mayor parte de nuestros problemas, un par de coordenadas es suficiente para cualquier
punto en el plano. Tomando el radio vector r de un punto en particular como positivo y un
angulo polar @ comprendido entre el cero y el dngulo positive mas pequefio menor de
360°, de manera que la variacion de los valores de @ est4 dada por.

0°<s @ <360°.

A tal par lo llamaremos par principal de coordenadas polares del punto. El éangulo
polar puede expresarse en grados o radianes, pero se debe observar que los éngulos
expresados en radianes vienen dados por ntimeros abstractos. Asi, un angulo polar de

1T 12 significa 1 /2 radianes, o sea, 90°.* 3

2 Geometria Analitica. Douglas F. Riddle. Thomson.
3 Geometria Analitica. Charles H. Lehmann, Limusa
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Ejemplo 1: Localizacién de puntos a partir de sus coordenadas polares.
a) Localice el conjunto indicado de coordenadas polares; (2,% T ).

P2, %)

»
»

] A
b) Localice el conjunto indicado de coordenadas paolares; (5, 42w ).

P(2 Y ).

0 A

¢) Localice e! conjunto indicado de coordenadas polares; (1, Aw ).

P(1,2AT )
0 A

d) Localice el conjunto indicado de coordenadas polares; (3, % w ).

%

&

v

0 A

PG3,, %W )




V.2 Ecuaciones de transformacién entre coordenadas polares y cartesianas.

“Existen algunas relaciones entre las coordenadas rectangulares y las coordenadas
polares que se pueden deducir facilmente a partir de la figura 5.1.2.

P(x,y)o(r,9)
Fiéura 5.1.2,
Por el triangulo de la figura 5.1.2 tenemos

Cos @@ =
Y =

Que proporcionan el teorema siguiente:

Tearema: Si(x, v}y (r, @) representan al mismo punto en coordenadas rectangulares y
coordenadas polares, respectivamente, entonces

x=rCos @

.
y=rsend
rz=xa+yz

r=+vx@+y?
Sen@ =zy/(Vxa+y?)
Cos@ =2 x/ (Vi +y?)
tan@=x/y
I__as dos altimgs ecgaciones, de las” ciue se pueden despejar r y @, nos daran
expresiones donde intervienen + y arctan;

Supongamos que P es un punto cuya representacion en el sistema coordenado

cartesiano rectangular es (x, y) y (r, @) es una representacién en coordenadas polares
de P se distinguiran dos casos; r>0yr<0.

* Geometria analitica. Douglas F. Riddle. Thompson
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En el primer caso r > 0, entonces ol punto P esta en el lado terminal del dngulo de
@ radianes, y r = |OP|. La figura 5.1.3 muestra este caso. Entonces

1 4 Y
(r, O)q (x, ¥)
Y r
(%]
X
X ff gl
Figura 5.1.3.
Cos@ = x/r sen@ = y/r
de donde
X= rcos @ y y =rsend

En el segundo caso si r < 0 entonces el punto P esta en la prolongacién del lado terminal
yr =-| OP| véase la figura 5.1.4 por tanto si Q es el punto (-x, -y),

-X, -y) Y -
4
-y
%]
\ >
-X X X
y
P(r, @)
(x,y)
figura 5.1.4
= -x = =
Cos@ = 00| , Sen @ 7501
= el = =¥
2] ' 1P|

= -x/-r ) = -yl-r




=xIr = yir

en consecuencia
X=rcos @ y y = r sen@.

estas ecuaciones son idénticas para el caso uno de modo que son validas en todos los
casos,

A partir de las ecuaciones, x = rcos @, y = r sen @, se pueden obtener las
coordenadas cartesianas rectangulares de un punto cuando se conocen sus coordenadas
polares. También de las ecuaciones se pueden encontrar una ecuacion polar de una
curva si se proporciona su ecuacion cartesiana rectanguiar.

Ejemplo 1. El punto cuyas coordenadas polares son (-6, 74 w ), se muestra en la figura

5.1.5. Se determinaran sus coordenadas cartesianas rectangulares.
Solucién:

y Utilizando las ecuaciones y
X = rcos @, y = r sen @, tenemos  (-3V2, 3V2)
x=-6Cos(% T ) y=-68en(%4w)
% [¢) x = -6 (V2/2) y=-6(-V2/2)
X x=-3V2 y=3v2
por tanto ef punto es P (-3v2, 3v2),
Figura 5.1.5
X
Ejemplo 2. Determine (r, @) para el punto cuya representacion en coordenadas
cartesianas rectangulares es ( -V3, -1).
Solucién:
Utilizando la ecuacién y
2=x +y? Tan @ =-1/-V3
2= (V3 + (-1 como W <@ < 32w
=3 + 1 O = Arctg (-1/-V3) %
X =4 @ =225°
r=2 Q=%w X

portanto el puntoes P (2, % w ).



Ejemplo 3. Determine la ecuacién cartesiana de la gréfica que tiene la ecuacién polar
r* =4 Sen 2.
Solucion: Debido a que 203 =2 Sen @ Cos @ se tiene entonces por formula
Sen2@ =2(y/r)x/r)
r=x+y?
sustituyendo r? y Sen 2@ en la ecuacién polar tenemos.
x2+yr =42)ylrex/r
x2 +y2* = 8xy /r* sustituyendor?
X2 + y? = Bxy/( x2 + y*) multiplicando todo por x? + y? se obtiene

(32 + y*P = 8xy que es la ecuacion deseada.

Ejemplo 4; Determine una ecuacion polar de la gréfica cuya ecuacién cartesiana es
xX@+y2-4x=0

Solucidon : se sustituyex=rCos @, y=rSen@d en x*+y?-4x=0
' P Cos*@ + r*Sen? @ - 4(r Cos @) =0 simplificando tenemo§
r? (Cos*d + Sen*d )—4rCos@ =0 Como Sen? @ + Cos*@ =1 entonces
r?-4r Cos@ =0 Simplificandor
r(r-4Cos@)=0

por tanto
r=0 o r—4Cos@
por tanto la ecuacion deseada

r=4 Cos@.
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Ejercicios propuestos:
1. Dibujar una figura para cada ejercicio y hallar los pares de coordenadas
rectangulares.

@ ~ 0o oo pQ

P(V2, -3 /4) (-1, 1)

P(4, 2 /3) (2,-2v3)
P4, i4) (412, 4IV2)
P(-1,-7T/6) (% V3, -%)
P(2, -7 /6) : (V3, 1)
P(5, 2 /3) (-5/2, 5vV2/12))
P(3, ) (-3,0)

2. Hallar el par de coordenadas poiares de cada uno de los puntos cuyas coordenadas
rectangulares son. Considere r >0 y (0 <2 ).

NOORAWN2O gpymabrNa®

a. (-2,3) (V2,7m i4)
b. (3,-2) (V13, 17w /90)
c. (1,-1) (V2, 7mi/4
d. (-5, 0) (5, w)
e (-2, -2V3) (4, I3) a
£ (=3, 1) (2,57 /6)
Encuentre la ecuacion polar de las siguientes ecuaciones cartesianas indicadas.
. XR+yr=a r=jal
y? =4(x+1) r = 2/(1- cos @)
x2 =6y-—y? r=6Sen@
. (YR =4 -y r? = 4Cos 2@
L X +yr-d4x—2y+1=0 r-4rCos@ —2rSen@ +1=0
x2-y2=4 rCos20=4
xy =2 rSen20=4
-2x—3y=5 rP(2Cos@-38Sen@)=5
Encuentre la ecuacién rectangular dada la ecuacion polar.
r =4Sen @ X+y*-4y=0
r-rCos @=4 y?—8x~16=0
r=2/(2-Cos @) 3¢ +4y2-4x—4=0
r=2(1-Cos @) (x2 +y? + 2x)2 = 40¢ +y* ).
r=2S8ec?(D/2) y?+8x—16=0
2=4Cos20 (@ + y2)?2 = 4(x2 —y?).
Sen* @ -4rCos* @ =0 y2=4x
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V.3 Curvas especiales en coordenadas polares. Trébol do “n" hojas, espirales y
cardioides.

“Consideremos ahora el trazado de curvas dadas en ecuaciones polares, de la
misma forma que lo hicimos para ecuaciones rectangulares. Para nuestros fines, la
construccién de curvas en coordenadas polares constara de los seis pasos siguientes.
1.- Determinacion de las intersecciones con el eje polar y con el eje a 90°
2.- Determinacion de la simetria de la curva con respecto al eje polar, al eje 90° y al
polo.

3.- Determinacién de la extension del lugar geométrico.

4.- Calculo de las coordenadas de un numero suficiente de puntos para obtener la
grafica adecuada.

5.- Trazado de la gréafica.

6.- Transformacion de la ecuacién polar a rectangular.

.. en coordenadas polares se tiene un numero infinito de pares de coordenadas.
Puede ocurrir, entonces, que mientras un par de coordenadas polares de un punto P
de un lugar geométrico puede satisfacer su ecuacién, otro par de coordenadas no lo
verifica. ...

1.- Intersecciones. Con el eje polar, cuando existen, pueden obtenerse resolviéndose
los valores de 0, £+ w , 21 en la ecuacion si aparece r =0 la grafica pasa por el polo.

2.- Simetria: Si la curva es simétrica con respecto al eje polar, entonces para cada
punto P existe un punto P’ también de la curva, tal que el segmento PP’ es bisecado
perpendicularmente por el eje polar. Ver la figura 5.1.6.

P(r, ©)
M ..
» A
P’
Figura 5.1.6

Teorema : La pruebas para averiguar la simetria del lugar geemétrico de una ecuacién
polar estdn dadas en la siguiente tabia.
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Simetria con respecto a) Laecuacién polar no se altera, o se
' transforma una ecuacion equivalente cuando.

Eje polar a). Se sustituye @ por -@,0
: b). Se sustituye @ por w -@ y rpor -r

Eje ag0° a). Sesustituye @ por w -@,0
b). Se sustituye @ por -J y rpor -r

Polar a). Sesustituye & por w +@,0
b). Se sustituye r por -r

3.- Extensidn del lugar geométrico. Para determinar la extension de la grafica de un
lugar geométrico dado en coordenadas polares, primero se despeja r en funcién de @, de
modo que tenemos r= f(Q)

Sir esfinito para todos los valores de @, entonces se trata de una curva cerrada.
Si r se vuelve infinita para ciertos valores de @, entonces se trata de una curva no
cerrada, Para valores de @ que hacen a r compleja no hay curva.

4.- Calculo de las coordenadas de algunos puntos. Asignando un valor particular a @
podemos obtener el valor o valores reales correspondientes de r , se pueden tomar
valores de O a intervalos de 30°.

5.- Construccién de la grafica . los puntos del lugar geométrico pueden trazarse
directamente a partir de los valores de las coordenadas obtenidos en el 4 paso, una
grafica que pase por los puntos localizados sera, por lo general, la grafica buscada. * s .

Ejempio 1.- Dibuje la grafica de la ecuacion r=4(1 - Sen @).
Solucién: Se convierte la ecuacién polar en rectangular.

r=4(1- Sen@) muitiplicamos Todo por r

r2 = 4r(1 — Sen @ ) Sustituyendo el valor de r y el de Seno tenemos

X +y = A — (Vi + ) (Y] (Ve y?))

X2 +y? = 4r —4y Pasamos el término de 4y al primer término
x2 +y? +4y = 4r elevando todo al cuadrado

(¢ +y*+ 4y ) =(4r)

(x® +y2 + 4y)* = 16(x* —y?) La ecuacién en forma rectangular

$ Geometria Analitica. Charles H. Lehmann, Limusa.
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para graficar esta ecuacién se puede utilizar el método tradicional.
R=4~ 4Sen?d

Solucién

P 0 w/6 wi3 w22 /3 5m/6 w 7w/6 4w /3 3w /2 5w /311w /6 2w

rif4 2 .83 0 .83 2 4 6 7.7 8 75 6 4

2n /3 wrR
Y w/3
5w /6
m o X
2w
w6 . umse
4 /3 3mw/2 5m/3

Representa una cardioide
Ejemplo 2.- Describa y trace la gréfica de laecuacion. r=@, @>0

Solucién. Como @ crece entonces también r lo hace, por lo tanto existe simetria,
Cuandor =0, @ =0 de modo que el poio esta en la grafica.

r=¢@ donde@=C

+Vx2+y2 = C elevando al cuadrado
X2 + yz =2

por lo tanto es la ecuacién buscada.
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Ejemplo 3.- Graficar ta ecuacion polar r = Sen 20

Obtenemos la ecuacién rectanguiar.

r=Sen2@ comoSen2@ = 2sen Cos @ sustituyendo tenemos
2sen @ Cos @ por lo tanto) * r

2rsen @ Cos @

y x -
X+y? = 27 '—x\/T—;—F :_/}_—ZTT; mulitiplicamos

x4y =2r - sustituyendo r tenemos
Y

(r
rz

xt+
Xy N A .
XR+y2=2 [x?+y? ¥+ yr simplificamos términos semejantes
2 2xy - . .
+y? = pasamos multiplicando el denominador al otro término
:;xz-o- »

¥y XY = 2y

que es la ecuacion (x* + y?) ¥? = 2xy

Graficando en forma polar tenemos

r = Sen 20

Solucién
gy o w4 w2 3n/4 w Swi4 3mi/2 7w/a 2w
r 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0

Representa una Rosa de 4 pétalos

150




A A AR R de s 1 A Pt sl dmafitiobmn Loy g syt SF bl enTrnr T

Ejemplo 4: Construir lagraficader=3sen @

2! 0 T /4 w/2 2w /3 w S5wm/4 3m/2 Tw/4 2w

rf 3 3.7 4 3.9 3 23 2 2.3 3

2w/ w/4

2

Sw /4 7w /4

3w /2

r=3+Sen@
Ejercicios Propuestos:
Dibuje la gréfica de cada una de las ecuaciones polares

1- r= H(1+cos@) Cardioide

2- r= 6sem @ Cardioide

3- r= 2+2Cos @ Cardioide

4- r= 10 Espiral reciproca.
5-r=20 Espiral de Arquimedes.
6.- rA=80 Espiral de Fermat.'

7.- r=3(1+send) Cardioide

8.- r= sen20 Rosa de cuatro hojas

9.- r?=9 Cos29) Lemniscata
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V.4 Rectas, planos y cénicas en coordenadas polares. Criterio unificado de las
coénicas.

“El teorema siguiente proporciona un nuevo método para describir las secciones
conicas.

Teorema al: Sean F un punto fijo y { una recta fija en un plano. El conjunto de todos ios
puntos P en el plano tales que !a razén d(P, F)/ d(P, Q) es una constante positiva &,
donde d(P, Q) denota la distancia de P a {, es una curva cénica. Mas aun, la conica es
una pardabolasi€ =1, unaelipsesi0O<e <1 yuna hipérbola sie > 1.

La constante € se {lama excentricidad de la cdnica y no debe confundirse con la base
de los logaritmos naturales. Veremos que el punto F es un foco de la conica. La recta t
se le llama directriz.

Supongamoes que 0 < € < 1. Sera conveniente utilizar un sistema de coordenadas
polares en el plano con el polo en F y el eje polar perpendicular a { de manera que el
punto de interseccién del eje polary tsea D(d, 0) donde d > 0.

Sea P(r, @) un punto en el plano tal que d(P, F) /d(P, Q) = e < 1. Entonces en la figura
5.1.7 vemos que P se encuentra a la izquierda de t .

P(r, O b Q <

F c D(d,0)
Figura 5.1.7

Sea C la proyeccién de P sobre el eje polar. Como
d(P,F) =r y d(P,Q) =FD-FC =d-rCos @
concluimos que P satisface la condicion del teorema si y s6lo si

r —
d-rCos¢
o Equivalente a r=de —~erCos @
de
dejando r obtenemos r= ———
1+eCos ©

que es una ecuacion polar de la grafica. La misma ecuacién se obtiene en el caso e =1;
sin embargo en este caso no existe el punto (r, @) sobre la gréfica cuando 1+ Cos @=0.
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~ Finaimente, dividiendo ambos lados por d*€%/(1 — €?)* obtenemos la forma .

La ecuacién rectangular correspondiente a r=de —erCos @ es V@ +y?=de-ex.
Elevando al cuadrado ambos lados y arreglando los términos llegamos a
(1-e?x* +2dex +y? =de?

completando el cuadrado en la ecuacion anterior y simplificando obtenemos.

de? y? dze?
+ 24 =
) e T ey

(x—hyY  (y=kF _,
a? b

Por consiguiente |a gréfica es una elipse con centro en el punto (~det/ (1 - €2), 0) sobre
el eje x y cuyos semiejes estan dados por

. _d pa_ 47
(1-e? 1-e?
por lo tanto
_de
c=a -pb = (1 &)

y por tanto ¢ = de?/ (1 - &%) . Esto demuestra que F es un foco de la elipse .
también conciuimos que € =c/ a. Parael caso e > 1 se puede dar una demostracion

parecida.

Como el teorema (a1) incluye tres tipos de conicas, a veces se toma como una
definicion de las secciones cénicas.

Si hubiésemos escogido el foco F al lado derecha de ia directriz, como se ilustra
en la figura 5.1.8 (en donde d > 0), entonces habriamos obtenido una ecuacién

semejante a ‘
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D(d, w

Figura 5.1.8

de
1+eCos @

pero con un signo menos en lugar de un signo mas . Si se permite que d sea negativo
entonces aparecen otros cambios de signos.

Si ! se escoge paralela al eje polar, de tal manera que pase por uno de los puntos (d,
w2) o(d, 3w /2), entonces en las ecuaciones correspondientes aparece Sen @ en

lugar de Cos @.

El Teorema a2 resume la discusién anterior.

Teorema a2 -
Las graficas de las ecuaciones polares con un foco en el origen, directriz

representada por x = +d (d positiva) tiene la ecuacion polar.

r=_;de__
1+eCos ¢

Si directriz representada por y =+ d (d positiva) su ecuacion es.

;= de
1t eSeng

Son secciones conicas, Mas aln si € =1 la conica es una parabola, si0 <€ <1 es una
elipse, y si € > 1 es una hipérbola.” ©

¢ Cateulo Con Geometria Analitica. Earl W. Swokowski. Grupo Editorial Iberoamérica.
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V.A4.1. - Ecuaciones polares rectas y circulos

Las ecuaciones de las rectas y circulos se pueden obtener en ecuaciones polares
transformando las ecuaciones en coordenadas rectangulares de estas curvas. Deduciré
la ecuacion de una recta y también la de un circuio.

“En la figura 5.1.21. el segmento OR esta trazado perpendicularmente ala recta
L Designaremos la longitud de este segmento por p y el angulo que hace con el gje
polar por w. Las coordenadas de un punto variable sobre esta recta son (r, &) en el
triangulo rectanguio ORP tenemos

Figura 5.1.21
p/r = Cos (- w)
rcos(@—-w) =
esta ecuacion es valida para todos los puntos de la recta. .

La ecuacionr cos (@ —w ) = p se le lama forma polar normal de la ecuacion de
la linearecta. Sise desarroila Cos (@ —w ) por la formula del coseno de la diferencia de
dos angulos, la ecuacion toma la forma

r(cos@Cosw +Sen@Senw) =
para w = 0° esta ecuacion se convierte enr Cos @ = p y la recta correspondiente es
perpendicular al eje polar y a p unidades del origen. Siw = 180° Ila ecuacion se
transforma enrcos @ =-p en este caso larecta estd p unidades a la izquierda del
origen asi para estos casos tenemos las ecuaciones

rcos@ =+p y rSen@ =zp

155




Ecuacion de un circulo de radio a y de centro R(r1, @1) observe la figura 5.1.2.2.
y aplicando la ley de cosenos al triangulo ORP, obtenemos la ecuacion del circulo en la
forma

P +r21-2wCos(@-021)=2a*

Figura 5.1.2.2

Siel centro estd en (a, 0°), entoncesr1 =a y @1 = 0° entonces la ecuacién se reduce
a r=2aCos@ :

Si el centro esta en (a, 90°), la ecuacion toma la forma de r=2aSen 3" 7

Ejemplo 1.- Hallar la ecuacion del circulo con centro en (5, 60°) y radio 3
Solucidn: Sustituyendo en la ecuacidn 2 + 21 - 2 w Cos(@ - @1) = a*

Tenemos r?2 +25 -10r Cos(@ —-60°)=9
Rz -10r Cos(@ ~60)+16 =0

Ejercicios propuestos

Hallar la ecuacion polar del circulo en cada uno de los ejercicios.
1.- centro(4, 0°) vy radio 4

2.- centro (5, 0°) yradio 5

3.- centro(6, 60°) y radio 3

4.- centro(9, 225°) y radio 8

§.- centro(8, 240°) y radio 7

7 Geometria Analitica Gordon Fuller CECSA.
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Ejemplo 2.- ldentificacion y determinacién de las propiedades de una cénica a partir de
sy ecuacioén polar.

2
yr=———
1-Cos¢
Que tiene la forma de la ecuacién de
r= ——
1t eCos¢

Con e =1, porlotanto se trata de una conica tipo parabola.

Eivalordede = 2

como € = 1 entonces d =2

Como la funcién tiene signo menos entonces la directriz se encuentra al lado izquierdo
del Foco. Para determinar la directriz se tiene la fSrmula siguiente rCos @ = -d porlo
tanto rCos @ = -2

Para determinar la coordenada de la directriz r = -2/Costr, entonces r= 2

‘Para determinar el vértice se considera l|a funcion principal

Con el angulo @ = tenemas:

2 2 2 2
r=—— r= —— re=—— > r=—
1-Cos¢ 1-Cosx I-(=1 2
r = 1, entonces las coordenadas del vértice son (1, )
Para determinar las coordenadas de los lados rectos tenemos
Conelangulod =mw /2, 3w /2, tenemos: /
2 2
r=————— r=—m
1-Cos ¢ 1-Cosz/2
o2 2
1-Cosn/2 - r= 1

Entonces r=2
porlotanto (2, m/2) y (2, 3w /2)

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




: 5
Ejemplo 3.- Describay dibuje la grafica de la ecuacién "= m

Solucidn : Dividiendo el denominador y el numerador por 3 obtenemos

- 5/3
1+2/3Seng

de
Que tiene la forma de la ecuacién r= 1 teSeng

Cone= 2/3 entonces e <1, por lo tanto la grafica es una elipse.
Como la funcion es positiva se toma la directriz arriba del Foco F en el origen al eje
polar.

£l valor de = 5/3 por lo tanto despejando d = 5/3 /.€, sustituyendo tenemos d = 5/3
Con la ecuacién

r=5/(3+2Sen®@)

determinamos las coordenadas del lado recto para @ =0

r=5/(3 +2Sen0) = r=5/3, entonces (5/3, 0) y @=w,
r=5/(3+28enw ) = r=5/3, entonces (5/3, 17 )

Los Vértices de la elipse, los determinamos con la ecuacion
r=5/(3+2Send)
cuando @ =1 /2 Directriz (5/3, 7 /2)
r=5/(3+28enm /2)
r=5/(3+2(1))
r=5/5
r=1poriotanto (1, w/2).
cuando @ = 3w /2
r=5/(3+28Sen3w /2)
r=5/(3+2(-1))
r=5/M1
r=5porlotanto (5 3w/2).

V{5, 317 /2)
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Ejemplo 4.- Describa y dibuje la grafica de la ecuacién
12
2-6Cos¢

Solucion : Dividimos el numerador y el denominador de la ecuacién entre 2 obteniendo
asi

r

w26

" 2/2-6/2Cos¢ 1-3Cos¢
o de
Que tiene la forma de la ecuacion 1t eCos¢

Por lo tanto @ =3 y como € > 1 entonces se esta hablando de una hipérbola con foco
en el polo.

de =6 entonces d=2 Como lafuncién es negativa entonces

la directriz se encuentra a la izquierda del Foco por lo tanto,

Para calcular el vértice sustituimos @ =0 en la ecuacion

e 12 ) -
2-6Cos0

r= 12//72-6(1)

r=12/4

r=-3

entonces la coordenada es (-3, 0)
Sustituimos @ =m en la ecuacion

e 12
2~6Cosr

r=12/(2-6(-1))
r=12/8
r=3/2

entonces la coordenada es (3/2, 1)
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podemos calcular los lados rectos de una parte de ia
hipérbola y dibujar la otra en forma simétrica en la ecuacién

12

"= 3 6Cos¢

Cuando @ = w /2 entonces

e 12 - . . firoctri
2—-6Cosn/2

6, 12)

R= 12/2-6(0)

R=12/2

R=6 Eje po

Entonces el punto (-3/0)

es (6, 1w/2)

Cuando @ = 31 /2 entonces

{6, /2)

= 12
2-6Cos3m/2

R= 12/2-86(0)

R=12/2

R=6

Entonces el punto es (6, 3w /2)
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Ejercicios Propuestos:

En cada uno de los ejercicios identifique y dibuje la grafica de la ecuacién dada.

1.-

2.-
polo

5.-
polar

10

r= 3+2Cos¢

10

re—
2 +38eng

15

r=4—4Cos¢

12

r= 6+ 28end

3

r=2+4Cos¢

3

r= 2+2Cos¢

4

r=2+Cos¢

V(2,0)y V(10, 1), e=2/3, Elipse con Foca F En el eje polar

V(-10,3n 2)y V'(2, m /2), e =3/2, Hipérbola con Foco F En el
V(15/8, w ), e =1, Par4bola con Foco F En el eje polar

VB2, wi2)yV'(3,3m/2), e=1/3, Elipse con Faco F En el eje
V(1/2,0)y V'(-3/2, ), @ =2, Hipérbola con Foco F En el sje

V(3/4,0), e =1, Parabola con Foco F En el eje polar

V(4/3,0)y V'(4, w ), @ =1/2, Elipse con Foco F En el eje polar

161



R T M b e e . L

V.5 Coordenadas cilindricas.

“La distancia z de la figura 5.1.9 de un punto P(x, y, z) al plano xy y las
coordenadas polares (r, @) de su proyeccidon A(x, y, 0) sobre el plano xy, se le llama
coordenadas cilindricas de P.

Las coordenadas cilindricas de P se escriben (r, @, z).
Si (x, y, z) son las coordenadas rectangulares de P, entonces, de las definiciones y de la

grafica 5.1.9, tenemos.

x=rCos(9Q)
y=rSen(9)
z=z
rR=x2+y?

2 = Arctg (y/x)

r=t Vx@+y

Figura 5.1.9"*

Para determinar angulo del seno, Coseno, o tangente se emplearan las siguientes
figuras. 5.1.10y 5.1.11

¢
2 V2 2
V3
‘ 90 OF ™
i i
figura 5.1.10 Figura 5.1.11

para saber cuales son los dngulos de algunos de los valores de w utilizados se tiene la
siguiente tabla.

glowBnmdanB3w 22w /33n/A5w/6 M T /65 /44w /33 /25 /37w /42

030 45 60 90 120 135 150 180 210 225 240 270 300 315 360

® Calculo Diferencial e Integral. William Anthony Granville, Limusa
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Ejemplo 1. Expresar en coordenadas rectangulares el punto cuyas coordenadas
cilindricas son ( 2, 45°, 1)

Solucién. Como necesitamos el valor de x, y, Z entonces considerando ias formulas
tenemos.

x=rcos@ = 2Cos(45°) & 2(V22) D> V2
y=rsen@ =2Sen(45°) D 2(V22) > V2
z=z =1

por lo tanto el punto en coordenadas rectangulares es (V2, V2, 1) como lo indica la -
figura.5.1.12

Y - i
P(V2, V2, 1) .

Figura 5.1.12

Ejemplo 2: Representar en coordenadas culindncas el punto cuyas coordenadas
rectangulares son: (1, 1, 3)

Solucién: Como ahora se necesita conocer el valor de (r , @, z) entonces tenemos:

r=zvVxi+y? S xV12+12 > 1y2

@ = Arctg (x/y) & Arctg (1/1) - Arctg(1) w /4

z=3 ’

entonces tenemos dos representaciones (v2, w /4, 3) y (-V2, 5w /4, 3)

P(-V2, ™ /4,3)

Y

P(V2, 7 /4,3)
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Ejemplo 3: Expresar en coordenadas cilindricas la ecuacién x* + y* =4
Solucion : sustituyendo x, y tenemos

x =rCos @

y=rSen @

Entonces (rCos @) + (r Sen @)* =4 resolviendo

2 Cos? @ +r*Sen? @ =4 simplificando

r(Cos’@ +Sen*@)=4, Como Cos*@ +Sen?*d =1 entonces
=4

r=2

Ejemplo 4;:. Expresar en coordenadas rectangulares la ecuacién cilindrica r = 4Cos@
Solucién : Multiplicando toda la ecuacion por r

?=4rCos @ Sustituyendo r y Cos por sus valores originales

Z .
RH+yr= 4\/)9( y2 (x / Vx24y?) eliminando términos semejantes
X2 +y?* =4x Que es la ecuacién buscada .
Ejercicios Propuestos: Los puntos siguientes estan definidos en coordenadas
Rectangulares: indicar sus coordenadas Cilindricas:

1.- P(3,4,7) Solucidon. (5, Arctg(4/3), 7).
2.- P(5,-12,8) Solucion, (13, Arctg(-13/5), 8 ).

Los puntos siguientes estan definidos en coordenadas Cilindricas: indicar sus
coordenadas Rectangulares:

3.- P(1, 45°, -2) Solucion. (1V2, 1/V2, 2 ).

4.- P(2,120° 4) Solucién (-1, /3,4).

Expresar en coordenadas cilindricas las coordenadas rectangulares siguientes:
6.- 2x=y Solucion. 8= arctg(2)

7.- xX2+y2-222=0 Solucién. r=2Send

8.- x3-y2-22=1 Solucién. 2 Cos26-—-22 =1

Q.- x2-y2=2 Solucién. r*Cos28 =z

Expresar en coordenadas Rectangulares las coordenadas Cilindricas siguientes:
10.- r(Cos@ + Sen8)-2Z Solucidon. x+y-z =4

11-r=5 Solucion. x*+y?=25

12.- PCos?0 -22= 4 Solucion. x2-y2=4

13.- 12 +22=4 Solucién. x*+y2+z2=4
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V.6 Coordenadas esféricas.

“El radio vector figura 5.1.13 de un punto P, el dngulo @ que forma OP sobre el
plano xy con el eje x, se le llaman coordenadas esféricas. El dangulo @ se le llama
colaititud y 8 la longitud. Las coordenadas esféricas de P se escriben (r, 8, @). Si
(x, y, 2) son las coordenadas rectangulares de P, entonces, de la definiciones y de la

figura 5.1.13 tenemos.

x =r Sen () Cos (8)
y =r Sen (@) Sen (8) »
z=r Cos (D) N —» x
r=xt+y?+22 q .

@ = Arctg (y/x)

8 =Arctg(VX@+y)lz. Y Figura 5.1.13” °

Ejemplo 1. Expresar las coordenadas rectangulares del punto cuyas coordenadas
esféricas son (2, 5w /6, 3w /4).

Solucidn;

x =r Sen (&) Cos (8)
= 2 Sen(Sw /6)> Cos(31r /4)
=212 =112

x=1/v2

y =r Sen (@) Sen (8)
= 2 Sen(5w /6)+ Sen (31 /4)
=21/¥2 112

y= 12

z=r Cos (D)
= 2 Sen (51 /6)
=2« V32
= /3

El punto en coordenada rectangular estaen ( 1/ v2, 1/v2,-V3)

? Calculo Diferencial e Integral, William Anthony Granville, Limusa,
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Ejemplo 2.- Determinar las coordenadas esféricas del punto cuyas ordenadas
rectangulares son (2, -V3, 4)

Solucién;

r=x+y +2?
=22 +(-V3)R + 4
=4+3+16

=23

r=v23

z=rCos @

4=1/23Cos @

Cos@ =4/v23

@ =Cos 7' (4/V23)

@ =33.48

X =rSen (33.48) Cos (0)

2= /23 Sen ( 33.48) Cos (8)

Cos (8 ) = 2vV23(.552)

0 = Cos ~1(5.291)

6= 1

entonces el punto en coordenadas rectangulares es:

(V23 ,33.48, 1 ).

Ejemplo 3.- Resolver la ecuacién rectangular a coordenada esférica.
Solucion:

x? +y? +22 = 4y sustituyendo r? = x? + y* + 2* tenemos

P =4rSen@Sen 6 dividiendo todo por r

r=4 Sen@Sen 8 que es la ecuacion buscada.



Ejemplo 4.- Expresar en coordenadas rectangutares la ecuacion que esta en .
coordenada esférica. rSen@Tan@Sen2 8 =2

Solucién: Cambiando la Tan@ por Send / Cos@ tenemos
rSen@d Sen@ Sen28=2
Cosd Despsejando Cos@ tenemos
rSen@ Sen@ Sen2 8 =2Cos@ después sustituyendo Sen2 8 por 2Sen 6 Cos 6
rSen@ Sen@ 2Sen 68 Cos 8 = 2Cos@ dividiendo todo entre 2
rSend Sen@ Sen @ Cos »9 = Cos@ reacomodando términos
r{ Sen@ Cos 8 Send Sen 8) = 2Cos@
como x=rSen@ Cos 8 , y=rSend Sen 0, z=rCos@ entonces
xy = z por faitarle el termino en r entonces z debera ser diferente de cero
xy = z sera la ecuacion buscada.

Ejercicios Propuestos: Determinar las coordenadas esféricas del punto cuyas
coordenadas rectangulares son los siguientes:

Ejercicios Solucion
1.- P(5,3,2) (7, ArcCos(2/7), Arctg(1/2) ).
2.- P(3,4,0) (5, w2, Arctg(-4/2) ).
3.-(V3, V3, -v2) (2v2, w14, 21 /3).

Determinar las coordenadas Rectangulares del punto cuyas coordenadas.
Esféricas son los siguientes:

4.- P(1, 60°, 30) (%, V314, V% ).
5.- P(2, 45°, 120) (-V2/2, V6i2, V2).
6.- P(2, 2 /3, 7w /2) 0, V3,0

7.- P(3, W /6, 2w /3) (-3/4, 3V3/4, -3/2)

Determinar las ecuacion rectangular, de las siguientes ecuaciones en forma
esférica:

8.-1* = 2 sen@ Cos 6 X2 +y?+ 22 =2x
9.- r*Send Cos@ Cos 8 =1 xz =1,
10.- r=sen@d Cosd X+y?+22-x=0
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Capitulo VI ECUACIONES PARAMETRICAS.
VL. 1 Definiciones basicas.

“Suponga que una particula se desplaza de modo que las coordenadas
(x, y) de su posicién en cualquier instante t estan dadas por las siguientes
condiciones x =f(t) y y =f(g). Entonces, para cada namero det en el dominio
comin de f y g existe un vector f(t)i + g(t)j, y los puntos finaies de la
representaciones de posicidn de estos vectores describen la curva C recorrida por
la particula. Esto lleva a considerar una funcién cuyo dominio es un conjunto de
numeros reales y cuyo contradominioc es un conjunto de vectores. Dicha funcién
se denomina funcién de valor vectorial ( o de forma breve , funcion vectorial).

Definicién: Sean f y g dos funciones reales de variable real t. Entonces, para
cada numero t en dominio comun de f y g existe un vector R definido por
R(t) = f(t)i + g(t)i y R se denomina funcidon vectorial.

La ecuacion de R(f) = f(t)i + g(t)j se denomina ecuacién también
ecuacion vectorial, y define una curva C. La misma curva C también esta
definida por las ecuaciones =f(t) vy y=g(t) que reciben el nombre de

ecuaciones paramétricas de C también se denomina grafica; esto es, el conjunto
de todos los puntos (x, y) que satisfacen x = f(t) y y = g(t) es la grafica de la
Funcién vectorial R

Una ecuacidon vectorial de una curva, asi como sus ecuaciones
paramétricas, dan a la curva una direccidn en cada punto. Esto es, si se piensa
que la curva esta descrita por una particula, se puede considerar el sentido
positivo, a lo largo de la curva, como el sentido en el cual se mueve la particula
cuando el parametro t se incrementa. En un caso como éste t puede tomarse
como la medida del tiempo, y el vector R(t) se denomina Vector de posicion,
Algunas veces a R(t) se le llama radio vector.”*

Si el parametro t se elimina del par de ecuaciones x = f(t) v y = g(t), se
obtiene una ecuacién en xy y denominada ecuacién cartesiana de C.

Sea el punto P y un sistema de coordenadas junto con 2 puntos Ay B
diferentes ver figura 6.1.1

Los puntos A y B definen una recta y solo una (D) en el espacio. Se le
tama vector director de una recta D el vector se representa por AB siendc Ay B
dos puntos que pertenecen a la recta D, y por i cualquier vector paralelo a la

recta D. Una recta esta definida por un vector director G y un punto A por el
© que pasa dicharecta: M=A +t0 .

* Matcmaticas previas al cdlculo: Louis Leithold: Oxford.
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En este caso t representa a todos los valores reales posibles, mientras
que m sera cada punto de larecta correspondiente a los valores de t.

Si el punto A esta definido para (a1, az) siendo estos dos valores
correspondientes a sus coordenadas cartesianas, mientras que el vector G esta

definido por las coordenadas (a, B), y el punto m estd definido por las
coordenadas (x, y): |a recta se podra expresar entonces por el par siguiente:

X= air+tea
Y= az+t-B

a
Figura 6.1.1

Representacion paramétrica de las graficas con dos variables x y y. Otra
manera de expresar una grafica en x y y separadamente en términos de una
tercera variable. Las ecuaciones de esta clase son muy importantes, porque el
tratamiento matematico de muchos problemas se facilita por su empleo. Por lo que
la siguiente definicion establece que :

La ecuacidon de una grafica en dos dimensiones se llama forma
paramétrica si cada coordenada de un punto cualquiera P(x, y) se expresa en
términos de una tercera variable. La tercera variable, se le llama parametro.

Las ecuaciones seran:
X=t-1 y y=2t +3

Por ejemplo, son ecuaciones paramétricas, y t es el pardmetro.

Las ecuaciones definen una grafica. Si a t se le signa un valor , se
determinan valores correspondiente para x y y. El par de valores de xy y son
las coordenadas de un puno en una grafica. La grdfica consiste en el conjunto de
todos los puntos determinados de esta manera cuando t varia tomando todos
sus valores escogidos.

TUSIS CON
FALLA DE ORIGEN




Ejemplo 1. Obtener la ecuacién rectangular de las curvas cuyas ecuaciones
paramétricas se dan en cada caso.

X=4t+3, Y=2t+4

Solucion: eliminamos el pardmetro t de las dos ecuaciones
T =(x—23)/4

T=(y—4)2

Igualamos las ecuaciones y tenemos

X-3 y—-4

4 2 despejando los denominadores tenemos

2(x—-3)=4(y—4) quitando paréntesis

i
¢
&
&
)

{
:

2x -6 =4y — 16 igualando todo a cero

2x4y 6+16=0

2x-4y +10=0 que es la ecuacion de una recta.

. ‘ Ejemplo 2.- Obtener la ecuacion paramétrica de la parabola x* + 2x+y—-4=0
o six=2t

Solucién: en x* +2x+y—4 =0 despejamos y
Y=4-x2-2x

En donde sustituimos el valor de x = 2t

Y =4-(2t)2 - 2(2t)

Y=4-41 -4t

Como x = 2t

entonces la ecuaciéon paramétrica queda
Y=4 -4 — 4t

X=2t

Que es la ecuacién parameétrica buscada.
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Ejercicios propuestos:

Problema

1- X3+y3? =6xy
cony = tx

2- X3+y3 =xy
con x= yt

3 X4+y? =4xty
cony = tx

4- X3+xy? +2y2- 6x2
cony =tx

5- X2+6x -4y +17 =0
conx=t~3

6.-y?-x—-2y-3 =0
cony=t+1 ’

7.-4X* -9y? + 16x- 54y <101 =0
con x = 2t

8.-9x2 + 16y2 - 36x - 32y - 92 = o
con x = 2t

Respuesta..
6t 6t* :
x= B em——— R
1+ 1+
t t2
y= X = —— :
t+1 £+ }
x=t(4-13)
y=t(4-t)
2(3-18) 23 - 1)
xX= s = .
2 +1 2+ 1 ”
2+8
x=t-3, y =
4
xX=1-4 y=t+1
Vi6t2- 38
y=z%
3 x=2t
y=1+ V9 -9/4t2
x =2t
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vi. 2 Ecuaciones paramétricas de una curva y su identidad con las
coordenadas cartesianas.

“Representacién analitica de una curva por medio de un par de ecuaciones
en las cuales cada una de las dos variables esta expresada en funcion de una
tercera variable. Ver figura 6.1.2

Circunferencia X2 +y?=

ﬂl
P(x,»)
Ly
y
: >
(o] X X
Figura 6.1.2

se representa también por la ecuacion
X/a=Cos@ y yl/a=Sen@
Equivalentes al par de ecuaciones
X =Cos@ vy y=8end -----w-=--- (1).
Donde @ es una variable independiente que puede tomar cualquier valor
real entonces sustituyendo cualquier valor a la ecuacioén (1) tenemos unpar de
valoresde xy y que satisfacen la ecuacién x*+y*=1

elevando al cuadrado X2=Cos*@ y y*=Sen*@

y sumando cada termino tenemos

X2+y? = Cos?@ + Sen’@ Como Cos* @ + Sen*@ =1

Entonces todos los valores de @, es idéntica a la ecuacion 3 + y*=1.
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Ahora considerando el centro de la circunferencia en C(h, k) con radio r ver figura
6.1.3.

P(x.py)

y 4 . \

8

C(hk) s
a )/
-
U A 7K9)) X.0) X
Figura6.1.3

Para las distancias dirigidas CQ y QP obtenemos :

CQ=x-h=aCose y Qp=y-Kk =aSene oelparde ecuaciones

x=h+aCosé y=k+aSene
por eso estas ecuaciones constituyen una representacién -paramétrica de
un circulo con centro en C(h, k) y de radios a

En general si F(x, y) = 0.
La ecuacidn rectangular de una curva y cada una de las variables x, y son
funcién de una tercera variable t , de tal manera que podemos escribir.

x= fit) .y=gt) ------- (2.

Entonces para cada valor de la variable independiente (t) las ecuaciones
(2) determinan un par de valores reales de x , y que satisfacen a f(x, y) = 0 por io
tanto las ecuaciones x = f(t) y y = g(t) se les |lama ecuaciones paramétricas y el
valor de t se le conocs como parametro.

La ecuacion rectangular de una curva se obtiene a partir de su
representacion paramétrica eliminando el parémetro .

Si las ecuaciones paramétricas contienen funciones trigonométricas, la
ecuacidn rectangular puede obtenerse a veces, por medio de una de las
identidades trigonométricas fundamentales Anexo (1) otras veces si una ecuacion
paramétrica es mas complicada; la ecuacidén rectanguiar, puede. obtenerse,
despejand‘o el parametro de la ecuacion sencilla y sustituyendo su valor en la otra
ecuacion”

! Geometria Analitica; Charles H. Lehinann ; Limusa
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Ejemplo 1.- obtener la ecuacién rectangular de la curva cuya ecuacion
paramétrica es:

X =2cos 6
Y=2sen#o

Solucién:  eliminamos el parametro © de las dos ecuaciones elevando al
cuadrado.

X2 = 4cos* 8
Y= 4 sen? 8

Despejando 6

X3/ 4=Cos?*0
Y?/2=SenZ?6
Se suman los dos términos y obtenemos
xz yl
—+ — = Cos?p + Sen*o Como Cos?8 + Sen*gé = 1 entonces
4 4
sustituyendo obtenemos  x? y?
— o+ —— =1
4 4  multiplicando por 4 obtenemos

X + y? =4 que es la ecuacion rectangular de una circunferencia.

“Para hallar una representacién paramétrica de la elipse usaremos las
ecuaciones siguientes

X= aCose y y=bSens
Donde a > b.

Estas ecuaciones definen una elipse, si eliminamos el parametro 8 se
puede verificar. Asi escribiendo las ecuaciones como x/a = Cosé vy

y /b = Sen e ,y elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuaciéon vy
sumando, obtenemos.

(£)2+(2)? = Cos*0+ Ser?§

la

2
Yo o_
s

2
2

2
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De este resultado vemos que las ecuaciones paramétricas representan una
elipse con ay b semiejes. El significado geométrico de 8 se puede determinar
recurriendo a la figura 6.1.4 El radio del circulo menor es b y el radio del circulo
mayor es a. El lado terminal de © corta a los circulos en By A, La recta
horizontal que pasa por B y la recta vertical que pasa por A se intersectan en
P(x, y), que es un punto de la elipse Cuando 8 -'varia, P se mueve a lolargo de

la elipse. Si 8 comienza en 0° y aumenta hasta 360° el punto P comienza en
(a, 0) y recorre la elipse en direccién contraria a las manecillas del reloj.

rF B4
; » X
o M
Figura 6.1.4

Para obtener la ecuacién paramétrica de una hipérbola usamos las
ecuaciones,

X= aSece y y=bTane

Donde ay b son numeros positivos. Puesto que Sec?8@ —~tan?8 =1 podemos
escribir

(£)2—- (‘7‘;-)2 = Sec?*@ — Tan*@

a

2

*

l

2

y?: _
_F_l

Q
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Notamos que Sec 8 y Tan & existen para todos los angulos, excepto
aquellos para los cuales 8  es un mditiplo impar de 80°, Supongase que
hacemos que 8 tome todos los valores de manera que 0° < @8 < 80°
En 0°, Sece =1 y Tan e = 0. Cuando 8 aumenta en este intervalo
especificado, Sec 8 comienza en 1 y toma todos los valores positivos mayores
que 1. y Tane comienza con 0° y toma todos los valores positivos. Por lo tanto X
comienza en a y toma todos los valores positivos mayores que a y y comienza
en 0 y toma todos los valores positivos. Vemos que este intervalo escogido para
o es suficiente para la parte de la hipérbola del primer cuadrante. Similarmente
los valores de 8 tales que 80° <8 < 180° representa la parte de la hipérbola en
el tercer cuadrante.” ?

Ejemplo 1.- Trazar la grafica de las ecuaciones parametricas.
X=3 -t y =t1-2

Solucion: primero consideramos los valores del parametro y obtenemos los
valores correspondientes de xy y estos a sus vez dan una guia para el trazo de
la gréfica.

Sustituimos los valores de t en cada una de Ias ecuaciones paramétricas y
obtenemos los valores de xy y ver tabla 1

Tablat
T -3 -2 -1 0 1 2 3
X 6 5 4 3 2 1|0
Y 7 2 -1 -2 -1 2 7
Ver la grafica 6.1

Y
LI Ve e >y
Griéfica 6.1

2 Geometria Analitica; Gordon Fuller, CECSA.
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Ejemplo 2. Construir la gréfica de las ecuaciones
X=38eneo Y=4Cos®

Solucidn: Eliminamos el parémétro 6 de estas ecuaciones.

X/3= Sené y/4 = Cos 9 elevando un cuadrado v

(X/3)*= Sen*o (y/4)*= Cos?8 sumando

(X732 +(yl/4)® = Sen?a + Cos*8 Como Sen:e + Cos?g =1
tenemos:

que es la ecuacién de la elipse con centro en el origen y sobre el eje y

Y

Ejemplo 3.- Hallar la ecuacion rectangular de |a curva cuyas ecuaciones
paramétricas son: x=2Tgdd y y=3Ctgd.

Solucién: Dado que tenemos los elementos de tangente y cotangente como
términos de la ecuacién paramétrica entonces emplearemos identidades
trigonométricas.

Despejando tg de la ecuacién x =2Tg@ y despejande Ctg de la ecuacion
y = 3Ctg @ tenemos.

X2 =Tgd 'y y/3 = Ctgo

177




Ejemplo 4.- Hallar la ecuacion rectangular de la curva cuyas ecuaciones
paramétricas son:

X =tve Cos o< y =tvo Sen o< - % gt?

dondet es el parametroy vo, oc, g son constantes.

Solucién : como la primera ecuacion es la mas sencilla despejamos de ella el
valorde t

X
T=

vo Cos o
se sustituye ten y=tve Sen < - ¥ gt? por lo tanto

X vo X
y = e ¢ senc -Y¥g(
ve Cos o< veSencc

)

eliminado términos semejantes la ecuacion queda

y =Xtgoc-Y%g(x*/ve Cos? o).

Que es la ecuacidn rectangular buscada.
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Ejercicios Propuestos.

Encontrar las ecuaciones rectangulares de las curvas cuya ecuacion paramétrica

es:
Ejercicio

a)- x=t-1
y=3T

b).- x=2+5tane
y= 1+28Seco

c)- x=t-2
y =3t
d).- x=t
y=3t
8).- x=28en 8
y=5Cos 8
fl- x=3Sece
y=2Tan o

@)~ x=2+3Cose

y=-5+3Sene

h).- x=3 +2Cos ®
y=-2+5Seneo

i)}- x=2 +4Cot* e
y=3+8Cot? g

j- x=2+3Sece
y=-~5+4Tane

k).~ x= 3 Coss
y=1+Ses

Solucion
3Xx-y+3=0
{y-1p (x-2y
— =1
4 25
xX-y+6=0
y* = 9x
Xy
— =1
4 25
x2 yz oo -
—_—— — =1
9 4

(x=27+ (y+5=9

(x-3F (y+2)
+ =1
4 25

(y-3)* = 16(x ~2)

(x-2)p (y+5)*

+ -=1
9 16
¥ (y-5p
Le—+ =1
9 1
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VL 3 Representacibn paramétrica de las cénicas. La cicloidey la
hipocicloide.

“Ahora demostraremos como se pueden usar las ecuaciones paramétricas
para definir una curva la cual esta descrita por un movimiento fisico.
La curva que consideramos es una cicloide, que es la curva trazada por un punto
en la circunferencia de un circulo tiene radio a. Sea el eje x ia linea recta fija en la
cual rueda el circulo y sea el arigen uno de los puntos en el cual el punto P dado
tiene contacto con el eje x. Vea la figura 6.3.1

Y
A

at&

A

v

0 T X

Figura 6.3.1

En la cual muestra el circulo después de que ha rodado a través de un angulo de
t radianes vea la figura 6.3.1

V(OT) + V(TA) + V(AP) = V(OP) - ----- 0

V(OT) = Longitud del arco PT = at. ya que la direccién de V(OT) esta a lo largo
del gje x positivo concluimos que V(OT) =ati  ------ 1

También, V(TA) =a—acost. Y yaque ladireccion de V(TA) es la misma que
la direccion de jtenemos. V(TA) =a(a—cost)j ----- 2

V(AP) = a Sent y ladireccion de V(AP) es ia misma que la direccion de —i ; de
este modo, V(AP) =-asenti ------- 3

Sustituimos 1,2, 3en0 y obtenemos
Ati + a(1 —sent)j —asenti =V(OP) O el equivalente,
V(OP)=a(t—sent)i +a(1 —cost)j -------- 4

La ecuacion (4) es una ecuacién vectorial del cicloide. Asi las ecuaciones
paramétricas del cicloide son

X =a(t-sent) y y=a(1-cost)
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Dondet es cualquier numero real. Una porcion de la grafica del cicloide se
muestra en la figura 6.3.3 " 3

v
x

-2ma wa oT wa 2mwa 3wra 4mwa

Figura 6.3.3

La curva trazada por un punto fijo P de un circulo que rueda sin resbalar
sobre una linea recta, se llama cicloide.

Circulo con radio a y que rueda sobre (y encima de) el eje X en |a direccién
positiva. Si una de las direcciones de P es el origen, entonces una parte de la
curva y una de las posiciones posibles del circulo que puede verse en la figura
6.3.4

k2 P
Figura 6.3.4

Sea C el centro del circulo y T el punto de contacto con el eje x. Definimos
el parametro t como el angulo TCP medido en radianes como OT es la distancia
que ei circulo harodado, OT = aT entonces las coordenadas de C son (at, a) . y
P(x’, ¥'} denota el punto P en relacion a este sistema entonces usandox=x'+h y
y=y +k conh=atyk=a tenemos
X=at+x y y=a +y

@ denota el angulo del siguiente segmento CP respecto al eje x' entonces
@ =327 —tporiotanto:

3 Matemiticas previas al Calculo: Louis Leithold: Oxford,
TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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X' =aCos@ =acCos (32w —t) = aSent

Y =aSeno =aSen(3/2m —-t) = aCost
Y sustituyendo e x = at + X', y = at + y' obtenemos unas ecuaciones
paramétricas para la cicloide.

X=a(t—Sent) y = a( a—Cost).
Donde t esta en los numeros reales.

“Una hipocicloide es el lugar geométrico de un punto fijo cualquiera de una
Circunferencia C de radio b que rueda sin resbalar dentro de otra circunferencia
* con una ecuacion x? + y? = a? donde b < a. Sea P un punto fijo de C y suponga
que la posicién inicial de P es A(a, 0). Use como pardmetro t el angulo que
forma el segmento de recta que va de O al centro de C con la parte positiva del
eje x. Por lo tanto las ecuaciones paramétricas de la curva trazada por el punto
P es una hipocicloide son.

X=(a-b)Cost + bCos(a—-b/b)t, y=(a—-b)Sent + bSen(a-b/b)t
donde 0< t <2m .
donde a y b son, respectivamente los radios de la circunferencia fija y rodante, y

el parametro t es al angulo que la recta de los centros OC forma con la parte
positiva del eje X tal como se observa en la figura 6.3.5" 4

A Y
B
o ) X
E
Figura 6.3.5

Que es una hipacicloide de cuatro picos y también se le llama astroide

* Geometria Analitica : Gordon Fuller :-Cecsa
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Ejemplo 1. Hallar la representacion paramétrica de la ecuacién

Y¥3 + x2/3 = ay3
Solucién : Resolviendo esta ecuacién para y ¥3 , obtenemos

Y¥3= a2/3- x¥3 Simplificando

=a¥3(1-(x/a)¥3)
Ejemplo 2.- Trazar la cicloide con respecto a las ecuaciones paramétricas dadas
x=2(@-m -Sen@) y y= -2(1+Cos )

Solucién: El parametro @ aparece como termino aislado por lo que el valor se
tomaréa en radianes para asignar valores de x y y sera necesario asignar valores

a @ enfuncionderr.

La tabla 1 nos indica los valores que toma cada una de las funciones
paramétricas de la cicloide.

Tabla 1
%) Sen@ | Cos@ X Y
0 o] i) (0] 9]
w6 0.5 0.87 -6.24 -3.73
wi4 0.71 0.71 -6.13 -3.41
w/3 0.87 0.5 -5.92 -3.0
w2 1 0 -5.142| -2
3w /4 0.71 0.71 -2.99 -0.586
w 0 -1 o] 0
5w/4 | -0.71 -1.071} 299 -0.586
3m /2 -1 .0 5.14 -2
wi4 | 071 071 6.13 -3.41
2 0 . | 6.29 -4 graficando los puntos
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Para obtener la ecuacién de la cicloide podemos entonces

= -2(1 + Cos @) despejar Cos O
Cos @ = y/-2 -1 despejamos @
@ = arcCos (-y/2 -1)
sustituyendo @ en
x=2(J -1 —Sen @) tenemos
x = 2(Arcos (-y/2 —1) —m —sen (arcos (-y/2 — 1))

que es la ecuacion rectangular buscada.



VI. 4 Ecuaciones paramétricas de curva en el espacio.

“Curvas en R* sean hi, hz y hs tres funciones reales de una variable real t.

Entonces para todo numero t en el dominio comin a hi, h2 y ha existe un vector
R definido por.

R(t) = hi(thi + ha(t)j + ha(t)k

Y R se le {lama funcién vectorial.

La gréfica de una funcion vectorial en el espacio tridimensional se obtiene
considerando todos los valores de t en el dominio de R, el punto terminat de ia
representacion de la posicion del vector R(t) describe una curva M, y esta curva
se le llama grafica de

R(t) = hi(®)i + ha(t)j + ha(tk
Un punto en la curva tiene una representacion cartesiana (x, y, z) donde

X = hi(t) .y = ha(t) z = ha(t)

Donde estas ecuaciones son las ecuaciones parametricas de M y la ecuacion

R(t) = mi()i + ha(t)j + ha(ok.

Es la ecuacion vectorial de M . eliminando el parametro de t en la ecuacién
X = hi(t) y = ha(t) Zz = hs(t)

Xhr =t yh2 =t zZ/ha=t

Para obtener dos ecuaciones en x, y y z. Estas ecuaciones se le llaman
ecuaciones cartesianas de M. Cada ecuacién cartesiana es a una ecuacion de
una superficie y una curva M es la interseccién de las dos superficies. Las
ecuaciones de cualquiera de dos supsrficies que contienen a M se puede tomar
como las ecuaciones cartesianas que definen a M. " °

$ Calculo con Geometria Analitica : Louis Leithold Harla.
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Ejemplo 1.- Trazar la curva que tiene la ecuacion vectorial Rt) =ti+t2j+t3K
Solucién : las ecuaciones paramétricas de la ecuacion es

X=t y=t88 z=¢

Eliminando t de las primeras dos ecuaciones tenemos.

X=vy entonces y=x?,locuales unaparabolaen el plano xy y una porcién
delafuncionenelpuntot=0y t=2  ver lafigura6.6.1

X Figura 6.6.1
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Ejemplo 2.- Trazar la curva que tiene las ecuacién paramétricas x=a Cost Y
=b Sent, z=t

Solucién: Para eliminar t de las dos primeras ecuaciones las elevamos al
cuadrado. X*=a?Cos?t y y2=b2Sen’t

x2 y2
De Io cual obtenemos — = Cos 1y <= Sen it
a b

Sumando los miembros correspondientes a esta ecuaciones e igualando
Cos*t+ Sen’t = 1 que es por identidad trigonométrica.

X2 y2
Tenemos a7 + e} =1 gque es una elipse localizada en el plano xy y cuyo

determinantes son paralelos al eje z ver figura 6.6.2

A

z

X Figura 6.6.2
Ejercicios Propuestos,
1.- x=2Sent, y=2Cost, z=2t
2.- aCost, y=aSent , z=kt

3.-x=t, y=t, z=/2~-12

4.- x=2, y=4# z=t

5.- x=Cost,y=Cos%, z=Sent

6.- x = Sen?, y = SentCost, z= Cost
7.- x=8ent, y=Csct, z=Cost

8,. X =Cost, y=28ent, z =3t

9.- x=2Sen%t, y= Sen2t, z= 2cosT

TESIS CON
| FALLA DE ORIGEN




Anexo 1

Trigonometria

Definiciones e identidades fundamentales .
Sen <= ..)L = .__.__1_.
r Csc o«
Cos oc= -x— = -—l-—-—
r Sec o
Tan o= 2 1 . _ Sen «
x

" Cor I“j'COS o«

Sen 2 o« +Cos 2 o=

1+ 7an 2 <=
1+ Cot -2 «c=

Sen 2 «= 2 Sen o Cos &

2o ;Sén 2= 2Cos 2« =1 =1-28en 2 <

: R i I . 138
[ R RN - SN
70 S R L R iy T
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CONCLUSIONES -

Al elaborar el programa de Geometria Analitica de la camera de
Matematicas Aplicadas y Computacion, pude observar que cuenta con capitulos
muy extensos y para poder cubrirlos se requiere que el catedratico que imparte la
asignatura, se convierta en un coordinador y no en un expositor, de tal forma que
el alumno investigue por su cuenta y ponga en practica todos los conocimientos
que tiene de semestres y/o cursos anteriores, logrando con eilo que los
estudiantes dispongan del mismo conjunto de conocimientos al termino del
semestre, utilizando este tipo de estrategias que ayuden a aumentar la capacidad
de analisis que el alumno debe de tener al plantearse un problema. Asimismo se
necesita la utilizacion de herramientas alternas a la exposicién como son los
programas de cémputo, para obtener un mayor alcance en el entendimiento y
aprendizaje de la asignatura.

Por otra lado y debido a la importancia que presenta la geometria en el
célculo, se requiere que el alumno domine conceptos y ecuaciones para poderlo
aplicar sin dificultad en algunos temas de Célculo Diferencial e Integral que sé le
presentaran en semestres posteriores.

Esta tesina abordd ejercicios desarrollados en forma detallada, para que
alumnos que no entienden como se obtienen algunos resultados, logre asimilar
estos tips y con ello poder aplicarlo a los ejercicios que se les presenten, utilizando
el software propuesto y asi puedan vislumbrar |a grafica y los datos importantes de
cualquier ecuacion.

Como profesor de Geometria Analitica, utilizo herramientas como éstas
para que el alumno se interese y entienda la materia de forma diferente, para con
esto hacerla menos tediosa. Debido a que en la actualidad la PC capta mas la
atencion de los estudiantes, sugiero el aprovechar este instrumento como un
medio de ayuda. Existen software que presentan soélo resultados, por lo que el
alumno no puede verificar el ejercicio desarrollado por él con la respuesta
correcta, por lo tanto el software elaborado en ésta tesina intenta obtener de forma
rdpida dichos resultados, gréficas y puntos mas relevantes del tema que se
consulta para que el alumno los compare con sus propias respuestas.
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