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Introducción

El lenguaje utilizado en este tiabajo es el de esquemas, desanoüado por Giothendick, el

cual logró unificar en un lenguaje común a la geometría aritmética y la geometría algebraica

clásica. La geometría algebraica es una de las áreas de las matemáticas que no se puedo

desarrollar directamente a partii de ciertos axiomas, requiriendo de resultados de varias

áieas. Una de tales áreas en las últimas decadas ha sido la topología algebraica.

La finalidad de este trabajo de tesis es definir en geometría algebraica el concepto de

primera clase de Chern de un haz lineal sobre una variedad, o de manera más general,

sobie un esquema. Para esto, nos basaremos en e! material presente en Fuíton [5], el cual

está basado a su vez en el trabajo que fundamento a la Teoría de Intersección, realizado por

él mismo Fuíton y MacPherson..

En el primer capitulo daremos los conceptos básicos que utilizaremos en los restantes

capítulos, siendo la categoría do esquemas nuestro objeto geométrico a tratar. Comenzaremos

con gavillas, el objeto en el que se encontrará toda la información geométrica de nuestros

objetos geométricos.. En la sección de esquemas, después de tratar con esquemas afines, se

procuró motivar las definiciones y resultados más generales a partir del caso afín. Una \ez

definido lo que es una variedad algebraica en un contexto moderno, se termina este capítulo

dando los resultados que necesitamos sobre haces vectoriales, relacionándolos con gavillas

localmente libres,

El trabajo formal de la tesis comienza en el capítulo dos, estudiando el grupo generado

por las subvariedades de un esquema dado, al que llamaremos grupo de ciclos La idea es

definir funtores covariantes y contravariantes de la categoiía de subespacios irreducibles de un

esquema, en la categoría de grupos abelianos.. Esto es pensando en rescatar los conceptos de

homología y comohología Aunque estos conceptos están presentes en la geometría algebraica

moderna, los funtores que se definen en este capítulo son, por construcción, una herramienta

que permite desarrollar conceptos de manera más general. Se introduce d concepto de
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equivalencia racional sobie ciclos, el cual ha sido históricamente de central importancia en

geometría algebraica, para considerar las clases de equivalencia lacional del guipo de ciclos

•\cabamos este capítulo con un pequeño estudio de las propiedades funtoiiales de los grupos

definidos

En el último capítulo ttataremos el concepto de divisóles sobre un esquema, los cuales

iniciaimente están definidos por las subvariedades de codimensión uno del esquema Pos-

teriormente damos generalizaciones de este concepto, las cuales, aunque dificulta su trato;

nos peimitirán aplicar herramientas de topología algebraica, logrando definir el concepto de

primera clase de Chern sobre un haz vectorial.

Hay cuatro apéndices en donde se enuncian definiciones y resultados que no encajan

en el seguimiento de ideas del presente trabajo. En el primero tratamos sobre espacios

topológicos irreducibles y espacios topoiógicos noetherianos.. En cJ segundo enunciamos

resultados técnicos sobre longitud.. Los úitimos dos contienen las demostraciones de los dos

íesuítados más importantes del capítulo dos

Convenciones: Todos los anillos considerados son conmutativos con unidad,. Todos los

morfismos entre anillos mandan el 1 al 1.. En un dominio entero o campo, 1 ^ 0..

(p



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo daremos las definiciones y resultados básicos que estaremos manejando a

lo largo del presente trabajo Las referencias de los resultados aquí presentados son muy

variadas, por lo que haremos mención particular de cada referencia Comenzamos este

capitulo con ía noción de gavillas sobre un espacio topológico, noción necesaria para definir

en la segunda sección nuestro nuestros objetos geométricos de interés, los esquemas, siendo la

gavilla el objeto que guarda la información geométrica del estos En la sección tres retomamos

el concepto de gavilla como tema de estudio al considerar el caso de módulos de gavillas,

lo cual nos da más flexibilidad al lenguaje que manejamos, permitiéndonos desarrollar más

la teoría. Continuamos con ]a definición de variedad algebraica (en el sentido moderno),

objeto de estudio de la geometría algebraica. Acabarnos este capítulo con las principales

definiciones y resultados que necesitamos sobre hacas vector ales,.

1.1 Gavillas

En la primera parte de esta sección damos los resultados básicos sobre gavillas de grupos

ñbelianos (anillos) sobre un espacio vectorial, continuando con una construcción que juega un

papel muy importante en la teoría, la cual es asociarle una gavilla a una pregaviiia.Finaliza

esta sección con propiedades funtoriales de morfismos entre gavillas. Las referencias para los

resultados dados en esta sección se encuentran en ol libro de Tennison [12]..

7
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Conceptos Básicos

Sea A un espacio tope-lógico Denotaremos por Top(X) a la categoría definida de la siguiente

manera

Ob{Zop{X)) = {U C X\ Ues abierto}

Hom(V, U) = ,
í(inclusión) si V C U

Definición 1..1..1.. Dado un espacio topológico X\ una pregavilla de grupos abehanos (ani-

llos) íF sobre X es un funtor contiavariante de la categoría %op(X) a la categoría 2íb (Stmlios)

de grupos abelianos (anillos)

Dada urra pregavilla ¿F sobre un espacio topológico X, a los elementos de 3"(í/) los lla-

maremos secciones de la pregavilla 1 sobre U.. A los elementos en ÍF(X) se les dice seccionen

globales.. Dados V C U C X abiertos, denotaremos por p^v al moifismo

y !o llamaremos mapeo restricción.. Cuando sea claro en que pregavilla estemos trabajando

usaremos la notación puv También utilizaremos la notación Y{U/J) para denotar al grupo

5"(£7) y, si s € ^{U), usaremos s\v para denotar a la imagen pav(s).

Definición 1.1.2. Decimos que una piegavilla 3" sobre X es una gavilla si satisface la
siguiente condición:

(A) Si U C X es un abierto, si {Ui} es una cubierta abierta de U', y si tenemos secciones
s¡ G y(Ui), para cada 'i, tales que

paia todo i, j , entonces existe una única sección A- e 3"(í/) tal que s¡u. = s¡. para toda ?

Observación 1,1.3. Sea 51 una gavilla de grupos abelianos sobre X El conjunto 0 es un

subconjunto abierto de X, el cual se puede vei como la unión de una familia vacia de abiertos.

Por el axioma de gavilla, 3"(0) consiste del grupo de un sólo elemento, es decir, 3̂ (0) es el

grupo abeliano cero.

En lo que resta de la sección, las gavillas que consideremos serán de grupos abelianos. y

las definiciones y resultados dados serán válidos también en la categoría de anillos..
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Ejemplo 1..1..4.. Sea X un espacio topoíógico El funtoi que asocia a cada abierto de A' el

guipo (anillo) cero, es llamado la gavilla cero, y la denotaremos por 0.

Ejemplo 1.1 5. Sea X ana variedad algebraica (en el sentido clásico) sobre un campo K

algebraicamente cenado.. Paia cada abierto U C X. sea 0(U) el anillo de funciones regulares

de U a K.. Dados dos abiertos V C U de la variedad, sea puv : O(ü') -> 0(V) el mapeo

restricción (en el sentido usual).. Entonces O es una gavilla de anillos sobre X.

Definición 1 1..6.. Dadas ÍF y 3 (pie)gavillas sobre un espacio topoíógico X, un morfismo

entre (pie)gavillas

es una transformación natural del funtor J al funtor $.

Un isornorfismo entre (pre)gavillas 9?: J -» 9 es un morfismo el cual tiene inverso

De la definición podemos ver que una gavilla es una pregavilla cuyas secciones están

determinadas localmente En la siguiente proposición especificaremos más la naturaleza

local de las gavillas, haciendo uso de la siguiente definición

Definición 1.1.7. Sean 'J una pregavilla de grupos abelianos sobre X y x e X un punto

fijo Consideremos a todos los grupos abelianos 5"(í/), con x £ V'. Definimos el tallo Jz de

5F en x como el límite directo lim r,3"(í/), el cual define una colección de morfismos entre

grupos abelianos

> •y,

para abiertos U C X, con x e V A la imagen de s e J(f/) bajo pû  la denotaremos por sx.
A los elementos de ^ se les dice gérmenes de secciones de 3"

Cada germen en Jx se ve como sx, para alguna sección .? € J(í/)} con x E U.. Más aún,

para s e 3r{Cii') v i € ^(I7), donde [/, V son abiertos de X que contienen a x, se tiene que

sx = í̂  si, y sólo si, existe un abierto W de U n V tal que a; € Vt̂  y s¡w = í¡w

Proposición 1.1..8.. 5fift A" «« espacio topoíógico y 'J una gavilla sobre X Entonces, para

todo abierto U <Z X y secciones .s, $' E 3ÍU), tenemos que s = s' •ii, y sólo si, sx = s'r para,

todo x e U •"
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Todo morfismo ¡p : J —> Q entre (pie)gavillas sobie X induce, para todo x e X, un

moifismo ip-j. : 3^ —'t %.J: sobre los tallos, tal que el siguiente diagrama conmuta

para todo abieito U C X que contenga a x.

El concepto de tallo también nos peimite decir cuando dos morfismos entre gavillas son

iguales..

Proposición 1,1.9. Sean 1 una pregavilía y S una gavilla sobre X.. Si tp, i¡> : 'J —> S son

morfismos entre pregavillas tales que <px — -4¡%) para todo x G X. entonces ip = I¡J

i
Definición 1.1.10. Una subgavüla U' de un gavilla ÍF es una gavilla tal que paia todo

abierto U de X, J'(í/) es un subgrupo abeliano de 3{U) y los mapeos íestricción de T son

los inducidos poi los mapeos restricción de 5.. Así. para todo punto x € X, el tallo $'x es un

subgrupo de 3>.

Lema 1.1.11. Sean U C X un abierto y í? una gavilla sobre X'.. Entonces S^/ es una gavilla

sobre U.

Hasta el momento sólo hemos trabajado con gavillas sobre un espacio topológico dado.

Ahoia, dados un mapeo continuo / : X —> Y y una gavilla sobre X, definiíemos sobre Y

una gavilla inducida por este mapeo

Definición 1.1,12.. Sea f : X —> Y un mapeo continuo entic espacios topológicos Paia

cada gavilla 3~ sobre X, definimos la gavilla imagen directa sobre Y, denotada poi f/J, como

{U$){V) = 'J{f-l{V)), para todo abierto V C Y

Engaviliación

No toda piegavilla resulta sei una gavilla. Así, a una pregavilía le asociaiemos la gavilla que

"más se le parezca''
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Dada una pregavilla 'J sobre X, le asociaremos un espacio topológico Spé3 llamado

espacio átale, que esta dado como Spé'J = U ^ * ^ J teniendo un mapeo proyección

•K : SpéJ —> X

Así, -K~1{X) = 'Jx Ahora le daremos una topología a SpéJ. Sean U C X un abierto y

s € JiJJ)-, definimos el mapeo

x i } sx

y notamos que 7r O S — /ÍÍ^- .

Los conjuntos s(U) — {sx £ Spé'J\ x £ t/} con s € 3"(6r). son una base de abiertos de la

topología que geneían. siendo ésta la topología más fuerte tal que: los mapeos s : U —> SpéS

son continuos, para todo abierto U C X y toda sección s € 5"(Í7).. Además, la pioyección ir

deñnida anteiiormento os continua. A las funciones s les llamaremos las secciones continuas

de SpéJ sobre U.

Dada una sección s € 3{U), con U C X abieito; tenemos sobre el abierto s(U) C SpéS

que

Sea ;¿>: J ->• J ' un morfismo entie pregavillas, y consideiemos f:l morfismo sobre los tallos

CA* : ̂  —> y» Definimos

teniendo que Spétp es continua, y es tal que el siguiente diagrama conmuta

X

Dada una pregavilla ^ y su espacio étalé SpéJ ¡ le asociaiemos la gavilla de secciones

YSpé'J , definida para todo abierto U de X como el conjunto de secciones continuas de SpéJ

sobre U. denotándola como T{U, SpéT)
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Notemos que existe un moiñsmo entre piegavillas 0 : 3 ->• VSpéíp, definido paia todo

abierto U de A"

9{U) :

Dado ip : 'J —'? 9, un moifísmo entre (pie)gavillas, el siguiente diagrama conmuta

Lema 1.1.13. Sea "5 una pregavilla sobre X Para cada x 6 X. los mapeos

son isomorfismos.. f{

Proposición 1..1.14. Si 3' es un gavilla, entonces 9 \J —> T Spéü es un isornorfismo entre

gavillas. jj

El siguiente teoiema nos da la propiedad universal que caracteriza a la gavilla

que es a lo que nos referíamos al decir que obtendiiamos la gavilla que más se le parece.

Teorema 1.1.15. Sean 9" pregavilla y 3 gavilla sobie X. Entonces todo morfismo entie

pregavillas ip : 3 —> 9 se fáctoriza de modo único a través de 97 : 3" —s- Y Spéi, es decii,

existe un único moifismo tp : TSpé^ —> 9 tal que el siguiente diagrama conmuta

(11)

Definición 1.1.16. Sean X un espacio topológico y A un grupo La gavilla asociada a la

pregavilla U i-> A es llamada la gavilla constante A
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Propiedades de Morfismos Entre Gavillas

Definición 1.1.17. Sea ip : J —> S un morfismo entre pregavillas Para todo abieito £/ de

X definimos

Jf(í7) := ker <p(U)

A esta pregavilla le llamaremos la piegavilla núcleo de <p, y la denotaremos como Ker tp.

Proposición 1.1..18.. Sea ip : 'J —v 9 un morfismo entre, gavillas Entonces la pregaviUa

núcleo en una gavilla.. ff

Nota 1.1.19. La (pre)gavilla núcleo es precisarnente eí núcleo categórico

Teo iema 1..1..20. Sea ip : 'J —> 9 un morfismo entre gavillas.. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes.

1 kertp = 0..

2 Para todo abierto U de X, ip(U) es inyectivo.

3 Para codo % € X, '.p% es inyectivo..

4 ip es un monomorfismo

•A
H

Proposición 1.1.21. 5eo- tp : 'J —> $ un morfismo entre gavillas. Entonces paro, todo x £ X,

{keiífi)x^ker<px )J

Definición 1..1.22. Sea ip : í --> 5 un moifisnio entre piegavillas.. Para todo abierto U de

X definimos

/m(C/) :=lm:p{U)

A esta piegaviila le llamaremos la pregaviUa imagen de ip A su gavilla asociada le llamaremos

la gavilla imagen, y la denotaremos como Inup.

Definición 1.1.23.. Sea 5'' una subgavilla de la gavilla U" Definimos la gavilla cociente J / J '

como la gavilla asociada a la piegaviila U ~-> 'J{U)fJ'{U)

Proposición 1-1..24. Sea 'J' una subgavilla de la. gavilla $ Entonces para lodo x £ X,

( : F / . T % = • % / ? ; • tt
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Definición 1.1.25., Sea <p : .T -~> 9 mi morfismo entre gavillas.. A la gavilla cociente 9/Im tp

le Uamaiemos ta gavilla conúcleo de tp

Nota 1.1.26. Esta gavilla conuclco es el conuclco categórico

Teorema 1..1..27.. Sea <p : J -> S un morfismo entre gavillas Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes

2, Paia todo x € X, (S/Im<p)x = 0

3.. Para todo x <E X, <px es supxaycctivo

4.. <p es un epimorfismo

i
Teorema 1.1.28. Sea (p : 'J -Í- 9 un morfismo entie gavillas.. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes..

1. tp es un isomoifismo

2. Para todo abierto U de X, ^(f/) es una biyección

3.. Para todo z € X, ipx es una biyección

4.. <p es monomorfismo y epimorfismo

Definición 1.1.29. Sean 3. 9 piegaviDas de grupos abelianos sobre X.. A la pregavilla

U —>• ^(t/) © 3(^0 con mapeos restricción p®v = (p?v, p$v), le llamaremos la pregavilla suma

directa, y la denotaremos poi T© 9̂  Bs inmediato de la definición que si 'S y S son gavillas,

entonces IJ® 9 es una gavilla

Nota 1.1.30.. La gavilla suma directa es el producto y copioducto categórico
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1.2 Esquemas

En esta sección trataremos con el concepto de esquema. Comenzamos con una clase particu-

iar de esquemas, los esquemas afines, que es la fbima en que expresaremos ¡ocalmente a un

esquema.. Seguiremos con espectros homogéneos, la generalización de espacios proyectivos.

Una vez hecho esto, estudiaremos por partes a los esquemas, comenzando con definiciones

y resultados básicos, para después dar la definición del producto librado en la categoría de

esquemas, usándolo para dar propiedades sobre estos.. Acabamos esta sección estudiando

varios tipos de morfismos que podemos definir en la categoría de esquemas, morfismos que

nos servirán para describir la geometría de los esquemas.. Particular interés tendremos en

las funciones y morfismos racionales,

Daremos la demostración de los resultados en los que no se requiera desatrollar teoría
que nos desvie del tema a tratar, dando las reíencias en aquellas en las que se omite la
demostración..

1.2.1 Esquemas Afines

Sea A un anillo.. Definimos el conjunto SpecA = {p c A | p ideal primo}, Por convención

A $ SpecA.. Sea nC Aun ideal, definimos el subconjunto V(a) = { p e SpecA \ a C p}..

Lema 1.2.1.. Sea A un anillo

1. Si a, b C A son ideales, entonces V(a) U V(b) — V(ab).

2 Si {a¿} es cualquier conjunto de ideales de A, entonces V(Y^¡ a>) — D¿ ^ t ^ )

3. V{A)^%; yV{(0)) = SpecA

4 Si a, b C A son ideales, V(a) C V(b) si, y sólo si, \fb C \fa.

Demostración Hartshorne [7], pag 70..

Este lema nos permite definir una topología sobre SpecA. tomando a los subconjuntos

V(a) como los cenados de SpecA. A esta topología la llamaremos la topología Zariski de

SpecA. Así, por definición los puntos cenados de SpecA son los ideales maximales de A.
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Para cualquier elemento / e .4, denotamos poi D(j) al abierto SpecA\V((f)), los cuales

son llamados abiertos principales Obseivemos que el conjunto do abiertos {#( / )} / - i es una

base para la topología de Spec 4.. En efecto,

f]V{f)\ ={JSpccA\V(f)

Sea p € Spec A, y denotemos poi J40 a la localización de A con respecto a p Consideremos

los moifismos naturales entre anillos

A —> Ap —> Ap/p

donde p denota a la clase de p en Ap Denotemos pot n(p) — ;lp/p al campo de residuos de

A en p.

Sea '•p : A —> B un moifismo entre anilios, y consideremos al mapco inducido entre

espacios topológicos

a<p: Spec{B) —> Spec A

el cual está bien definido al tenei que la imagen inversa de un ideal primo es primo. El

mapeo definido es continuo al tener que a<p~1(V(a)) = V(ip(a)B), con a C A ideal

Con ésto, las conespondencias A i—> Spec A, y

Hom(A, B) — > Hom(SpecB, Spec A)

definen un íuntor contiavaiiante de la categoría de anillos, a la categoría de espacios to-

pológicos.

Ejemplo 1.2.2. Sea S un subconjunto multiplicativo de un anillo A. Consideremos el

moifismo natural entre anillos -p : A —¥ A'-,, \ a su mapeo inducido entre espacio topolológicos
aip : SpecA$ -> Spec A. Probaremos que a<p nos da un homeomoifismo enLie SpecA^ v el

subespacio {p G Spec A j p n 5 — 0} Al tener que hay una biyeccion entic los ideales punios

de As y los ideales primos de A que son ajenos a 5, a'¿> nos da una biyeccion entre
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conjuntos, por lo quo si probamos que es cenada acabalemos.. Sea V(aA^) un cenado do

asi

aiP{V{aAs)) = V f í M s € SpecAs \ a/ls C p-'U})

- {<p~l{pAs) ^ SpecA j aAs C p/ls}

= {p e

Ejemplo 1.2.3. Sea A un anillo y a C A un ideal Veamos que "^ : SpecA/a —

nos da un homeomorfismo entre SpecA/a y el cenado V(o). Sabemos que hay una biyección

entic los ideales primos de A/a y los ideales piirnos de A que contienen a o, restándonos

probar que a<p es cenada. Para ésto notemos que

a<p(V(b + a)) = atp{{p + a e SpecA/a \ b + a C p + o»

- {q G5pet:.4 | a C & C q}

Definición 1.2.4. Sea A un anillo, Un punto p e SpecA es regular si _4.p es noetheiiano y

zegulai..

Definición 1..2.5. Sea Z un subconjunto cenado irreducible de un espacio topologico X.

Entonces decimos que un punto £ 6 2 es genético si {£} — Z, o lo que es equivalente, que

todo abimto no vacío U de Z contenga a £..

Ejemplo 1-2.6.. Sea A un dominio enteio, entonces (0) g Speoi y es el punto genérico de
SpecA

Proposición 1.2..7. Sea A un anillo

í Si p £ Specj4, entonces V(p) es irreducible.

2 Si V(a) C SpecA es irreducible, entonces V(a) — V(p), pura algún p G SpecA.

Demostración 1. Supongamos que existen a, b C A ideales tales que

V(p) = V'(a)uV(b) = V(ab),

entonces ab C v ab — \/p — p Al ser p pumo tenemos que a C p, o b C p.. Supongamos

que a C p. entonces V(p) C V(a). lo cual implica que V (p) = V(a) >' por lo tanto es

ineducible.
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2.. Sea V(a) irreducible, y notemos que V(a) = V(\fa). Probaremos que y/a 6 SpecA si

V (a) es irreducible

Sean f,g £ A tales que fg £ y/a Así (fg) C n/H. y por lo tanto

Esto nos dice que

Al ser V{y/a) irreducible podemos suponer que V(\/a) = V'({./)) n V(^/a), es decü,

a) C K({/)), y por 4. del lema (1.2.1)

Pi'Oposición 1..2..8. Sea A un anillo SpecA es irreducible si, y sólo si, A'ü(A) G SpecA..

Demostración.. Supongamos que Spec A es ineducible Sean /, g G A tales que /<:/ G Nil(A),
entonces existe n e N tal que /"p" — (/<?)" = 0.. Así, ./"p11 G p, para todo p € SpecA Por
el lema (1.2,1)

Al ser Spec A irreducible, podemos suponer que V(fn) — SpecA Entonces /" € p paia

todo p € 5pecA, concluyendo que / G p paia todo p G 5pec A. Por lo tanto

fe f| p = A (̂̂ )..
p£ .S'pec >1

La otra contención está dada por 1.. de la proposición anterior, con p = Nil(A).

í
Nota 1.2..9.. En el caso de las proposiciones anteriores, si p G SpecA, entonces p es el único

punto genérico de l'(p) Además, si V(a) es irreducible, entonces y/a es el único plinto

genérico de V(Q).
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Proposición l,,2.,10. Sea, A un anillo, entonces SpccA es compacto-

Demostración Sea {Ui}t£¡ una cubierta abierta de SpecA Contó los abiertos do la forma

D(f). con /' e A, son base de la topología, tenemos que para toda i € / . í/¿ es unión de

abiertos principales. Así, tenemos que para un cierto conjunto do Índices A,

SpecA =(jD(fx),

con f\ e A Por lo que si probamos que existe una subcubieita finita de los {D(fx)}x^\ que

cubra a SpecA, habremos acabamos. Como

SpecA =[JD(fx)=\J(Sper.A\V({fx))
AeA X€A

tenemos que

( Y
/{l) = (b = {SpecA)c= \J(SpecA\V{{fx))\

\\€A /

A6A

Por 4. del lema (12 1) tenemos que 1 € yf^2\£\T\, es decir, i € Y2\z\f^¡ existiendo

/AI> • » fxn tales que 1 = £)"=i ^Í/A,, ron hi € A.. Por lo tanto

Lo anterior imlpica que

Para todo anillo 4̂ se puede construir (Shafarevich [11]) sobre SpecA una gavilla de

anillos, la cual denotaiemos por O$p6t; 4, y será llamada la gavilla, estructural de SpecA. En

ocasiones la denotaremos por 0 cuando esté claro sobre qué espacio la estamos tomando En

el presente trabajo omitiremos la construcción de tal gavilla, describiendo únicamente corno

se ven ias secciones de la gavilla sobre cualquier abierto de SpecA
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Una sección s e O(U) sobie un abicito U de Spec/1 es una función

tal que para todo p £ U, s(p) e Ap, y s esta dada localmente como cociente de elementos de

A. Diiemos más explicitamentc esta última condición.. Paia cada p € t/, existe una vecindad

abierta V C U de p y elementos a,f € .4, tales que paia cada q 6 V, / ^ q y .s(q) — je ,4n.

Definición 1,2.11., Sea A un anillo. A la paieja (SpecA, 0$^,. i) le llamaieraos el espectro

de. A

A continuación daremos algunas propiedades que cumple la gacilla estructural

Pioposición 1.2.12. Sea A un anillo y (SpecA,O) su espectro

1 Para todo p 6 SpecA, el rn.orfi.smo entre anillos

Sp ^ S(p)

es un isomorfismo, donde (U,s) es un representante de sp

2. Seo, f e A, el morfismo entre anillos

Af->O(D(f))
a

es un isomorfismo, donde

s : D(f) —• £ ] Ap

3.. En particular, T(SpecA,O) = A

Demostración Hartshornc [7], página 71 1

De lo anteiioi tenemos la correspondencia A H-> (SpecA, 0), la cual nos gustaría que íueia

füntoiial.. Paia esto necesitamos definir una categoría adecuada..
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Definición 1.2.13. Un espacio anillado es una pareja (X, ÜA), donde X es un espacio

topológico y Ox es una gavilla de anillos sobre X Un mmfrsmo entre espacios anillados

(X. Ox) —> {Y, Or) es una pareja (ip. <pr), donde ^ : X -¥ Y es continuo y ¡p9 : Ür ~> ip*Q\

es un morfismo entre gavillas sobie Y.

Un espacio anillado (X.Ox) es un espacio ¿ocalmente anillado si paia todo p € AA, RI

tallo 0 A > es un anillo local. Paia definii un moifismo entre espacios ¡ocalmente anillados

hagamos la siguiente obseivación..

Sean p un punto de X y U: V abiertos respectivos de X y Y tales que p € U y f{U) C V'..

Entonces tenemos moifismos

QY(V) —^ <p.Ox(V) = Gx(<p

Tomando límites directos obtenemos el moifismo

Un morfismo ((p,f^) : (X, O,v) —> ( ^ O y ) entre espacios localmente anulados, es un

morfismo entre espacios anulados tal que ip^ : Oy.^íp) —* ®x,P es moifismo local entre anillos

locales, es decir, '•Pp(™Y}¥(p)) Q w.x,p- ^"n iso?norfismo entre espacios localmente anillados es

un morfismo (tp, <p^) tai que <p es homeomorfismo y (^ es un isomorfismo entre gavillas

Proposic ión 1..2-14,. Sean A, B anillos

1. (SpecA.O) es un espacio localmente anillado.

2. Si '.p : A —* B es un morfismo entre anillo.';, entonces <p induce un mvffismo natural

entre espacios localmente anillados

( > , V ) : (SpecB,OSpecB) —i- (SpecAO,pecA)

S Todo morfismo entie espacios localmentt amlíados

(<P,<i¿) : (SpecB,QSpecB) -^ (SpecA..(DSpScA)

esta inducido poi un morfismo entre anillos f : A —¥ B como en 2.

Demostración.. Hartshorne [7], página 73 p

No ta 1..2.15.. En 3. de la proposición anterior, / es el moifismo inducido por ^'{SpecA).
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Corolario 1..2..16.. Sean A y B anillos.. Entonces

Hom(A,B) •—> Hatn{SpecA,SpecB)

es una biyección jj

Con esto hemos definido la categoría de espacios localmente anillados, que denotaremos

por <E£2l\. También hemos construido un funtoi contravaiiante

QlníUos —> ££2i

.4H-> (SpecA,ü)

Dado un moifismo entie anilloy } : A —¥ B, el moifismo inducido entre espedios

("/) a/") : {SpecB, Ospece) -> {SpecA., OspecA) induce, paia todo p € SpecB, un mono-

moifivsmo entie campos

al tenei el siguiente diagrama conmutativo

A

Proposición 1.2.17. Sea f un elemento de un anillo A. Entonces {D{f),QspecA\o(n) es

canónicamente isomorfo a (SpecAj-,Q$pecAj)

Demostración Dcfiniícmos el isomo:fismo (¡p, ^ j) : (D(f),QSpeCA\Dín) -* {SpecAf, OspecAs)

Tenemos un moifismo natural entre anillos g : A-¥ A¡, que induce un mapeo entre espacios

topológicos

ip:D{¡) -
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Por los argumentos dados en el ejemplo (1.2.2), ip es una biyección. Como todo ideal de

A¡ os de la forma g(a)Aj, con a C A ideal, tenemos que a C p si, y sólo si, x>(a) C v?(p), \

por lo tanto se cumple que

Por lo tanto tp es un homeomorfismo Para definü y* mostraremos que hay un isomorfismo

entre anillos locales ípp : {-̂ /)il(p)..i/ —> Ap, para todo p G Of/) Consideremos los siguientes

moifismos entre anillos

A •- -4/

Sea •— e /!/ tal que ~ t̂ ?(p)^/, con lo cual o £ p Definimos

el cual está bien definido al tener que / ^ p

Al no pertenecer ^ a g(p)A¡, tenemos que manda a los elementos de esa íorraa a unida-
des, Por la propiedad universal del anillo de fracciones existe un único morfismo

~> AP

Sea a £ A, tal que no pertenezca a p. Entóneos bajo la composición

A —> Af —• (Ar)^)^

el elemento a va a dar a | ? el cual es unidad. Por la propiedad universal del anillo de

fracciones existe un único morfismo

Por lo tanto tpp es un isomorfismo para todo p e D(f)

Esto nos permite definir

IJ AP
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Todo lo anterior nos permite defmii un moifismo entie gavillas

para todo abieito £/ C SpecAf. Poi construcción ^ ^ ^p, lo que implica que (̂ H es un

isomoifismo entre gavillas.

tt
Definición 1.2.18.. Un esquema afín es un espacio localmcnte anillado isomorfo al espectro

de algún anulo

Ejemplo 1.2.19- Sea K un campo, así SpecK es un esquema afín que consiste de un

sólo punto {£}, más aún, OsPec.K ~ K P&zd, vei ésto último sólo hay que notai que O ^ / v

está íbimado por íunciones s : {£} —> K', con loque tenemos tantas funciones como elementos

en el campo.

Ejemplo 1.2.20. Sea K[x] el anillo de polinomios en una vaiiable sobre un campo K

Definimos la línea afín sobre K, denotada por A}<, como (SpecK[x],Q). El ideal cero

corresponde al punto genérico de A -̂.. Al sei K[x) un dominio de ideales piincipales, todo

ideal primo es maximal, los cuales están dados poi polinomios ineducibles mónicos.. Así,

SpecK[x] tiene sólo puntos cerrados y un único punto genérico

Ejemplo 1.2..21. Sea K un campo Definimos el plano afín, denotado poi A^, como

(SpecK[x,y},0) Si K es algebraicamente cerrado, el plano afín tiene: un único punto

genérico que ronesponde al ideal ceio; puntos cenados que corresponden a los ideales ma-

ximales, los cuales son de la forma (x — a, y - b); y puntos que no son cenados y que

corresponden a los ideales primos que no son maximales, ideales que están dados poi poli-

nomios ineducibles Los puntos que no son cerrados son los puntos genéricos de los cenados

ineducibles V((f))} donde / es el polinomio irreducible que define al punto no cenado

Ejemplo 1.2,22. Sea K un campo, y consideremos al anillo local K[x\^) — A Como

conjunto SpecA consiste de dos puntos: (0) y (x), al ser (%) el ideal maximal de A Como

espacio topológico SpecA tiene sólo tres conjuntos abiertos: 0, U = {(0)}, y X = {{0), {%)}.

donde U es abierto básico, al ser igual a D{%) Poi las pioposiciones (1 2 12) y (1 2 I?1), su

gavilla estructural en sus abiertos no vacíos es: O(X) — K[x}^. y Q(U) — K{x),

Acabamos esta parte con una noción muy importante.
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Definición 1.2.23.. Sea ,4 un anillo, y X su especto. Un moifismo entre esquemas afines

/ : A" —•> SpecA[x}^ A[
A

es llamado una función A-regular- sobre X..

Por el corolario (1,2,16)

Hom{X,K\) <—+ Hom{A[x],A) ^ 1

Por lo que las funciones /I-regulares sobre X se corresponden biyectivamente con los ele-

mentos de .4, que por 3. de la proposición (1 2 12), se corresponden biyectivamente con las

secciones globales de X

Dado un anillo A y sir espectro X, buscando rescatar la noción de función regular so-

bre variedades (clásicas), definimos una junción regular f sobre X. como una sección de

T(X. 0_x) — A, donde ,/(p) € K(P) será la imagen de / bajo la composición

A-+Av—> Ap/p

para todo ideal primo p de A. Así, todo elemento / de A será visto como una función sobre

SpecA que toma valores en campos que varían de pumo en punió.

Nota 1.2.24. Existen un par de inconvenientes a! pensar a las funciones regulares como

funciones.. La primera es que no son siempre funciones en el sentido usual La segunda es

que una función regula: / no esta necesariamente determinada por sus valores, ya que aún

siendo / no cero, todos sus valores pueden ser cero (esto ocurre si / es nilpotente), y así. dos

funciones regulares c; y h pueden tomar valores distintos, y su diferencia ser cero..

Observación 1..2..25.. Dado /' € A, observemos que para todo ideal primo p de A, f(p] — 0

si, y sólo si, / e p.. Con esto, D(f) es el abierto más grande de SpecA en el cual / no se

anula

Ejemplo 1,2,26- Sean / un ideal de K[xi, . xn], con K un campo algebraicamente cena-

do. Consideremos al anillo A — K[x\, ,xrt]/7 Observemos que para todo p € SpecA, c!

campo K(P) es una extensión algebraica de K, y al sci K algebraicamente cerrado, K(P) = K

Así, una función regular sobre SpecA será una función (en el sentido usual) de SpecA a K

Nota 1.2.27.. Con la noción de funciones ,4-regulares. vemos que hemos generalizado la

noción de función regular en el sentido clásico al tener, en ese caso, que el espacio afín A1 es

homeomorfo a K, y donde una función regular sobre una vaitedad se puede ver como una

función de la variedad a A1,
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1.2.2 Espectro Homogéneo

En §1..2 1 dimos el piimer paso para generalizar a las variedades afines de geometría algebiaica

clásica. Ahora haiemos lo análogo paia generalizar a las variedades proyectivas, omitiendo

las demostraciones al ser análogas a las vistas en 1.2.1

Sea S un anillo graduado, denotaremos por 6'+ al ideal (Bd>oSd Definimos el conjunto

p ideal homogéneo;
ProjS = (pe SpecS

" " p

Sea 11 C 5 un ideal homogéneo, definimos el subconjunto V(a) = {pG ProjS j o C p} .

Lema 12.28,. Sea S un anula graduado.

1. Si a,b C S son ideales homogéneos, entonces V(a) U V(b) = V(ab)

2. Si {di} es cualquier conjunto de ideales homogéneos de S. entonces V(^2i a,) = f] V(a,]

3..

Definiremos una topología sobie ProjS tomando a 3os subconjuntos V(o) como los

cenados de ProjS, Sea / € S+ un elemento homogéneo, y consideremos al conjunto

D+(f) - { p e ProjS | / ^ p), el cual es un abicito de Pro-}S

Existe una gavilla de anillos sobre ProjS, la cual denotaremos por Qprojs, y si es claro

sobre qué espacio la estamos tomando la denotaremos por O.. Paia describir sus secciones

necesitamos considerar al anillo S{P) de elementos homogéneos de grado ceio en la localización

T~lS, donde T es el conjunto multiplicativo que consiste de todos los elementos homogéneos

de 5 que no están en p.. Así, dado un abierto U de ProjS, una sección s sobre U es una

función

tal que para todo p £{ / , s(p) € 5¡P) y -s está dada localmente como cociente de elementos

homogéneos del mismo grado de S, es decir, para cada p € U existe una vecindad abierta

V C U de p y elementos homogéneos del mismo grado a, f €. S, taies que para cada q G Vy

fi<\y s(q) = f € S(q)

A todo anillo graduado S le hemos asociado una pareja (ProjS, O) que consiste de un

espacio topológico y una gavilla de anillos sobie tal espacio..
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Proposición 1..2.29. Sea S un anulo graduado..

1. Para todo p g ProjS. el tallo 0p Í?.S isomorfo al anillo local S(V). Y por lo tanto

(ProjS, O) es un espacio ¡ocalmente anillado.

2. El conjunto de abiertos [D+(j)}fG$ es una cubierta abierta de ProjS

$.. Sea S(f) C Sf el subanillo de elementos de grado cero.. Entonces tenemos un isomor-

fismo entre espacios ¡ocalmente anillados

para todo f e S+ homogéneo

Por 2 y 3.. de 3a pioposición anterior, y siguiendo un razonamiento análogo al visto

en la demostración de la proposición (1.2 10), vemos que Pro)S tiene una cubierta finita

de espectros de anillos.. Esto nos permite trabajar a ProjS mediante su cubierta finita de

esquemas afines, teniendo en particular que ProjS es compacto, ai serlo cada abierto de su

cubierta afín finita

Definición 1..2.30. Sea A un anillo. Definimos el n-espacio proyecüvo, denotado poi P",

como Pro]A[xo, , i j

1.2.3 Esquemas en General

Definiciones Básicas

Definición 1.2.31. Un esquema es un espacio localmente anillado (X, Ox) tal que paia

todo p € X, existe U C X abierto que contiene a p, con (f/¡ Ox\u) isomorío a un esquema

afín.. Un morfismo entre esquemas es un morfismo entie espacios ¡ocalmente anillados

Ejemplo 1.2..32.. Sea A un anillo, entonces (SpecA.O) es un esquema

Ejemplo 1.2.33. Sea S un anillo, entonces (ProjS, 0) es un esquema por la proposición

(1 2.29)



28 Prima a Clase de Chom en Geometría Algebraica

Fijaremos algo de notación y terminología.

Sea (A'¡0\) un esquema. Para todo punto p £ X consideremos ci anillo local O\p., \

sea Hix,p su ideal maximal Definimos el campo de lesidiion de p sobie Y como el campo

Dado p & X, una vecindad afín de p es un abierto U Q X con p € U, tal que {[/. Q.\|[r)

es un esquema afín Dada una vecindad afín U = SpecA C A de un punto p e .X', tenemos

que Ü,YIP = (OA"|U)P — -̂ p- De lo anteiioi notamos que el campo de residuos de un punto

p € X no depende de la vecindad afín

Como un moifismo entre esquemas {^,'-pi) : (A",OA) -> {Y,OY) nos induce para todo

punto p e X un morfismo

que es local, es decii, ^(roy;^;) C m.v,P, podemos definir un moifisino natural entre campos

K(ip(p)) —> K(p)

al tener que la clase del cero va a dar a la clase del cero

Dado x & A", decimos que x as regular si O,\.i es un anillo noetheriano regular Decimos

que x es singular si no es regular

En ocasiones, abusando de la notación, simplemente escribiremos que X es un esquema,

omitiendo en la notación su gavilla estructural También a un moifismo entie esquemas

lo escribiremos usando el morfismo entre espacios topológicos, omitiendo el moifismo entre

gavillas.

Ahora definiremos los tipos de subesquemas de un esquema dado.. Piimeio haremos uso

del siguiente lema

Lema 1.2.34., Sean (X,Oy) un esquema y U C X un abierto. Entonces (U.Qxfo) as un

esquema que será llamado subesquema abierto de (X,OX)-

Demostración. Claramente es un espacio localmente anillado Sea x € U.. Como (A. 0x)

es un esquenra, existe un abierto Uz C X tal que x € Ux y {UT.Ox\u ) — (^Pec^^^pecA):

con A anillo.. Consideremos a U n Ux, el cual es abierto de ü y Ux, Ai sei Ux aíin, existe

/ e A tal que x € D(f) C U C\ Uz, el cual es isomorfo a un abierto de U.. Poi la proposición

(1.2.17)



I
FALLA DE ORIGEN

Pi elimínales 2 9

De manera más general tenemos la siguiente definición.

D e f i n i c i ó n 1,2 3 5 . Un subesquema abierto de un esquema (..Y, O.x) es un esquema (U, 0¡_).

tal que U es un abierto de X y Qy = OX\0

Una inmersión abierta es un morfismo ip : X —y Y que induce un isomorfismo de X con

un subesquema abierto de Y

Ya hemos definido un subesquema abierto, lo siguiente será definir lo que es un subes-

quema cerrado, lo cual es más complejo.

Definición 1.2.36. Una inmersión cerrada es un morfismo (ip,ipt) : (Y,0y) -¥ (X,0x)

entre esquemas, tal que <p induce un homeomorfismo entre Y y un subconjunto cerrado de

X, y además ^ es un epimorfismo..

L'n subesquema cerrado de un esquema X es una clase de equivalencia de inmersiones

cenadas, donde tp : Y --> X es equivalente a <p': Y' -¥ X si existe un isomorfismo i -. Y' ->• Y

tal que ip' = tp o i.

Detengámonos un poco y consideremos el caso afín

Ejemplo 1.2.37. Sean A un anillo y V(a) C SpecA un cerrado de su espectro, donde a C A

es un ideal Consideremos el moifismo natural entre anillos A -¥ A/a. En el ejemplo (1 2.3)

vimos que este morfismo induce un homeomoifismo y? entre SpecA/a y V(a) Veamos que

el morfismo inducido entre esquemas afines

donde Y = Spec(A/a) y X = SpecA, es una inmersión cerrada Para esto sólo resta vci que

(p$ es un epimorfismo, y lo haremos mostrando que el morfismo inducido sobre ios tallos es

suprayectivo Tal moifismo es Ap —> (A/a)p, para todo a C p € SpecA. el cual es c la iamenté

supr ayectivo,

Pa ra todo subesquema cerrado Y de un esquema afín -X — SpecA, podemos repetir el

proceso del ejemplo anterior con todo ideal a C A que cumpla con V(a) = Y.. De esta íorma

Y t iene varias es t ructuras posibles de subesquema cerrado, es t ructuras que dependen del

ideal a que tomemos.. Entre todas las posibles es t ructuras existe una muy impor tan te Sea

Y un c e n a d o de X, y sea an el ideal obtenido por intersectai a lodos los ideales primos ele.

Y. A la es t ructura V (a n ) de Y definida la l lamaremos la estructura reducida inducida de Y.
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El lerna (1.2.1) nos permite definir las siguientes operaciones sobie subesquemas cerrados

de un esquema afín. Dado un anillo A y dos subesquemas cerrados de su espectro. SpecA/a

y SpecA/b, la unión será el subesquema cenado SpecA/(ab), la intersección será el subes-

quema cerrado SpecA/(a -i- b), y diremos que SpecA/a contiene a SpecA/b, si este último

se puede ver como subesquema cerrado de SpecA/a, os decir, si a C b.

Necesitamos desarrollar un poco más de teoría para generalizar esta manera de ver a los

subesquemas cenados de un esquema arbitrario, poi lo que esto se hará más adelante..

Definición 1.2.38., Sea X un esquema.. Si Y es un subesquema cerrado de un subesquema

abierto de X, entonces decimos que Y es un subesquema de X

Sea tp : X —> Y un morfismo entre esquemas Decimos que ip es una inmersión si existe

un subesquema Z de Y tal que tp : X -> Z es un isomorfismo..

Nota 1.2..39- En particular, todo subesquema cerrado es un subesquema

Definición 1.2..40. Sea S un esquema fijo Un esquema sobre S, o S-esquema, es una pareja

(X, ip), donde X es un esquema y tp : X -* S es un morfismo entre esquemas..

Si (X, p) y (Y,¡pr) son 5-esquemas. un morfismo entre S-esquemas, o S-moTfismo, es un

morfismo <p '• X -» Y tal que el siguiente diagrama conmuta

S

Así, dado un esquema S, hemos definido la categoría de S-esqucmas, siendo S el esquema

base Si A es un anillo y S su espectro, en ocasiones diremos que estarnos en la categoría de

/l-esquemas, Denotaremos por Hom$ (X, Y) ai conjunto de 5-rnoifismos entre cualesquiera

5-esquemas X y Y..

Ejemplo 1.2..41. Sea A un anillo. El moifismo natuial entie anillos A —> A[xo, .. ,£7l], nos

induce el ver a F^ como un /1-esquema

Definición 1.2.42. Sea (X, Ox) un esquema,. Definimos la dimensión de X, denotada por

dim(X), como el supremo de todos los n € Z tales que existe una cadena

ZQ C Z[ C •• •• C Z t l

de distintos cerrados irreducibles de X.
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Si Z os un cenado irreducible de X, definimos la codimensián de Z en X, denotada por

codhn(Z, X), como el supiemo de todos los n € Z tales que existe una cadena

z = zQczlc c zn

de distintos cenados iiieducibles de X, comenzando con Z.

Si V es un cenado de X, definimos las codimcnsión de Y en X, denotada por codim(Y, X),

como

codim{Y,X) = inf codim(Z,X)

donde el ínfimo es tomado sobre todos los cenados iiieducibles de Y.

Propiedades Básicas

Comenzarnos dando un resultado que seiá de utilidad más adelante

Lema 1.2.43,, Sean X un esquema y K un campo Fijar un punto x € X y un morfismo

inclusión K(X) —¥ K, es equivalente a dar un morfismo entre esquemas SpecK —¥ X.

El siguiente resultado nos prueba la existencia, en ciertos esquemas, del punto genérico..

Este resultado jugará un papel muy importante en la sección de variedades y en los capítulos

posteiiores.

Proposición 1.2.44. Sea (X,Q) un esquema y Z C X un subconjutüo cerrado irreducible

Entonces existe un único punto £ € Z tal que £ es genérico.

Demostración. Al sei Z irreducible, todo abierto no vacío en Z es irreducible y denso..

Entonces todo punto genéiico de Z estaiá contenido en todo abierto U C Z, ya que de no

ser así, si f £ Z es un punto genérico con £ (ji U, tendríamos que £ e Uc C Z, el cual es

cerrado, contradiciendo el hecho que £ es genérico.

Dado un abierto afín U C X que inteisecte a Z, y un punto £ s U D Z cuya cerradura

contenga a U n Z, al ser U n Z abierto denso de Z, tenemos que £ es denso en Z..

Así, dado un abierto afín U de X, nos basta piobar ia proposición pata UnZ, el cual es

cenado irreducible en L.. Pero por la nota (1.2 9) acabamos
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Definición 1.2.45.. Un esquema (X, Qx) es reducido si para iodo abierto U C X, Ü,\ (0r)

es libie de nilpotentes.

Proposición 1.2.46. Seo, (X,0) un esquema..

1.. El esquema es reducido si. y sólo si, Op es libre de nilpotentes para todo p € X.

2. Sea 0,e!Í la gavilla asociada a la pregavilla U -^ O(U)/Nil(Q(U)), donde Ntl(Q(U)) es

el ideal formado por lodos los elementos nüpottntes del anulo Q(U) Entonces (X, 0T(¡d)

es un esquemo- reducido, llamado el esquema reducido asociado a X

3 Existe un morfismo entre esquemas {<-p,^) : (X, Ore<i) —> (X, 0) tal que (p es homeo-

morfismo

Demostración 1. Supongamos que existe p G X tal que 0p tiene un elemento nilpotente

Sp, con lo que existe n € N tal que (sp)
n = 0. Sea s € O(U) un repiesentantc de sp.

Entonces

Al ser ,s" y 0 dos secciones de Q{U) que coinciden en el tallo, existe W C U abieito

que contiene a p tal que

Poi !o tanto puw{?) es un elemento nilpotente de O(W).

Inveísaínente, sean U un abierto de X y s € O(U) una sección no cero tal que sn — Ü

paia algún n e M. Sea p € U, entonces

Esto fue pata todo p £ U al no sei s la sección cero, paia algún q € U, pUQ(s) ^ 0. Poi

lo tanto puq{s) es un elemento nilpotente de Of¡

2 Como para todo punto de X el tallo de una pregavilla es isomoifo al tallo de la gavilla

asociada, paia vei que (XtOrf,,¡) es un espacio localmente anulado basta piobar que

el tallo de ia pregavílla en un punto arbitiaiio es un anillo local AI conmutar límites

dilectos con cocientes, tenemos que (Ored)p == O^/NiliOp), para todo p €. X. Peio

<Dp/Nü(Op) es local, ya q\io cocientes de anillos locales es local.
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Sea p G X. Corno (X, O) es un esquema, existe un abierto afín U = SpecA do X

que contiene a p Consideremos al esquema afín (Spec(A/Nü(A)), Oiy). El morfismo

natural entie anillos ip : A —> A/Nil(Á) nos induce un mapeo continuo

<V : Spec(A/Nil{A)) —• SpecA

el cual es una biyección, ya que Nil(A) = flpeSp^Ap ^ ^ s a i 'm '
por lo que tp es un homeomorfismo.

Para que {Spec{AjNü(A)), Os) sea un abierto afín de (X. O,e¿) que contiene a/), resta

ver que 0rtfl% = OA' Pero ésto se sigue de que

(O,*,), = [A/Nil{A))p Sí (ON)P

Pot lo tanto (X, Oífi(i) es un esquema. Al tener que (0,v)p es libio de nilpotentes para

todo p € X, (X,Qrc¿} es un esquema reducido por el inciso anteiioi.

3.. Ei morfismo ((f,'^) está dado con ip igual a la identidad y ^ el morfismo dado poi la

composición

O —• Q/Nil -^ 0,e(í

donde Q/NÜ es la piegavilla U -> O(U)/NÜ(O(U)}

tt
Corolaiio 1.2.47. ó'ea X — 5pec.4 un esquema afín. Entonces X es reducido $i: y sólo si,

A es lib'ie de nilpolentes. p

Ejemplo 1.2..48. Sean A un anillo, X su espectro y Y un cerrado de X. Sea 1 (an) la

estructura reducida inducida de Y. Al tener que Y = SpecA/an, Y tiene asociada una

estructura de esquema reducido, ya que paia todo p e F

y poi construcción ^/a^, — an Por lo tanto, (A/a¡-¡)p es libre de nilpotentes. al serio '\/a

Nota 1.2.49. Dado un subesquema cenado de un esquema arbitrario, se le puede puede

construir (Hartshornc [7], pag. 86) una estructuta de esquema cerrado que sea reducida,

construcción que omitiiemos en el presente trabajo

Definición 1.2.50. Un esquema (X. Ox) es noethenano si X tiene una cubierta afín finita

X — U"_! SpecAj, con Aj anillo noethciiano paia todo i...
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Proposición 1..2..51. Si A es un anillo noetheriano, entonces SpecA es un espacio topolóyico

noetherumo (Apéndice A)

Demostración.. Sea A un anillo noetheiiano¡ y consideremos una cadena descendente de

cenados de SpecA

Por el lema (1.2.1) la cadena (1 2) nos induce una cadena ascendente de ideales

Q

que al sei A noetheiiano, existo N e N tal que A/Ü/7 — . / O A ^ , para i > 0..

Nuevamente por el lema (1.2.1) tenemos que la cadena (1.2) es de la foima

V(ai) D V{a2) D D V(aN) - V(aN+1) = .

Poi lo tanto SpecA es un espacio topologico noetheiiario. $

Corolario 1.2.52- Si (X,0x) es ^« esquema noethenano. entonces X es un espacio to-

pológico noethenano

Demostración.. Sea {Ui}\L
=1 el conjunto de abiertos de X que le dan estructura de esquema

noetheiiano, Consideiemos una cadena descendente de cenados de X

Yo D y , D • •• D Yn D ••• ( 1 3 )

Al cubiir los í/¿ a X, sin perdida de generalidad, existe 0 < / < n tal que Uj nY0 ^ 0;

7 = 1,.. .., I Ai sei la cadena descendente, los Uj intetsectan a todos los Yk» Así, la cadena

(1,3) induce una cadena descendente de cenados en cada Uj

YonUjDYiHUjO - O Yn n Uj D •

ía cual se estaciona al sei los U¿ esquemas noetheiianos.. Por lo tanto, para toda ; = 1, ...., /,

existe Nj tal que

para todo m > 0. Pero para toda &, Y^ — | J J = l YkC\U^ Por io tanto, la cadena (1.3) se

estaciona a lo más en el nivel maz{Nj \ j — 1, . . . , / } . . íj
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Definición 1,2.53. Decimos que un esquema X es puro k-dimensional si todos sus compo-

nentes irreducibles (Apéndice A) tienen dimensión k.

Definición 1.2.54. bn esquema (X,Ox) es irreducible si X es irreducible.

Definición 1.2.55. Un esquema {X>Ox) es entero si para todo abierto U C X, Ox(U) es

dominio entero.

Ejemplo 1.2.56. Sea X - SpecA un esquema afín.. Del corolario (1.2 47) y la proposición

(1 2,8) tenemos que X es entero si, y sólo si, X es reducido e ineducible, es decir. A es un

dominio entero..

El resultado del ejemplo anterior es un caso particular de la siguiente proposición.

Proposición 1..2..57.. Un esquema es entero si, y sólo si, es reducido e irreducible.

Demostración liartshonie [7], página 82 J{

Definición 1.2.58. Un esquema X es normal si para todo x e X. el tallo Ox.x es entera-

mente cerrado

A todo esquema entero se le puede asociar un esquema normal. Consideremos el caso

afín.

Sea X = SpecA un esquema afín entero Denotemos por A a la cerradura entera de A

en su campo cociente A^, El anillo A es entero, y al tener que localizaciones de dominios

enteramente cenados son enteramente cerrados, el esquema X — SpecA es normal. El

morfismo natural A —> A induce un morfismo X —y X

En general, dado un esquema enteio X, asociando a cada abierto afín U de X su esquema

normal U. se puede construir (Itaka [8]) un esquema entero normal X y un morfismo 9 :

X -* X tales que

Para todo esquema entero normal Z, y para cada morfismo dominante ip : Z —> X, existe

ip' : Z -+ X tal que <p = 9 o ¡p'

z
Al esquema X le llamaremos la normalización de X
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Producto de Esquemas y Primeras Aplicaciones

Definición 1.2 59. Sean 5 un esquema > (X,ip), (Y,v) S-esquemas Definimos d producto

fibrado de X y Y sobre S como una terna (X x s Y,pítp2), donde X x s Y es un 5-esquema

y

Pi : X x s Y —> X

son S'-raoi'fisinos que cumplen tpopi — \bop2l y tales que dado cualquier 5-esquema Z con

moifismos / : Z —\ X y g : Z —> Y que cumplen f op\ = g o p2, entóneos existe un único

moifismo 8 : Z ~> X x s Y tal que / = p\ o 6, y g = p2 ° ^

5

Los morfismos Pi,/)2 son llamados moifismos proyección

Nota 12.60 El producto ñbiado es el producto fibrado en la categoría de 5-esquemas, con
5' un esquema dado.

Nota 1.2.61. Dados dos 5-esquemas X y Y, la propiedad unhersal del producto fibrado la

podemos reescribir diciendo que para todo 5-esquema Z, existe una biyección

Hams{Z,X) x Homs{Z,Y) ±-^ Homs{Z,X xs Y)

donde denotaremos por (<p x $ t[j) al morfismo asociado a (ip, (¡>) s bajo esta biyección., Si es

claro cual es nuestro esquema base, lo omitiremos de la notación

En lo que resta, omitiremos a los morfismos proyección ai denotar a un producto fibrado

Teorema 1..2.62.. Para cualesquiera S-csquc-mas X y 51", el producto X x s Y existe \ es

único salvo isomorfismo.

Demostración. Hartshorne [7], página 87. [j
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Nota 1.2.63. Sean X = SpecA, Y — SpecB, y S — SpecC esquemas afines Obtenemos

poi ía propiedad universal de pioducto tensoiial que X x 5 y - Spec(A®c B), donde

P l = »f : A
r x s Y -i- X

son los moifisraos entre espectios inducidos poi

/ : A —•» A fgip B

a i—> a ®c 1

¿i i—> 1 <g>c b

Ejemplo 1,2.64.. Sea .4 un anillo., Al tener que A[x] ®A A[y] = A[z,y], tenemos que

A1 x c a A1 = A^

Nota 1.2.65. Corno conjunto X x^Y es

X x 5 y — {(x, y) G X x y | ipfs} — V-'(y)}

donde X x y es el pioducto cartesiano.. Asi, si S es ei espedí o de un campo, el producto

fibiado coincide como conjunto con el pioducto caitesiano,.

Proposición 1.2.66, Sean S un esquema y X,Y,Z S-esquemas. Entonces

. A X ^ O = .A .

g A' x s y = y x s x

3 (X xsY) xsZ = X xs (y xsZ).

Demostración La demostiación es inmediata haciendo uso de la propiedad universa] del

producto fibiado.
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Sean S, S' dos esquemas base.. Un moiñsmo entie esquemas S' —> S nos induce un fiintor

contiavariante de la categoiía de S-esquemas a la categoiía de S'-esquemas, dado por

X -» S i—> X x s S' -> S'

X->Y i—* yx : X xsS' S'

donde ip* es el moifismo único inducido poi la propiedad universal de Y x s 5'..

YxsS'.

S

Decimos que X x¿ S' se obtuvo de X al hacci una extensión de base S —> 5"

Proposición 1.2.67. 5ean (p : ./Y —)• 5 un morfismo suprayectivo (corno mapeo continuo) y

ib :Y -> S cualquier morfismo,. Entonces p% : X xs Y —> Y es un morfismo suprayectivo.

Demostración.. Murnfbid [10], página 86. jj

Como aplicación de ía existencia de pioducto fibrado tenemos la definición de gráfica de

un 5-morfismo..

Definición 1,2,68. Sea ¡p : X —¥ Y VLTÍ 5-morfismo Consideremos el siguiente diagrama

-X

con T^ el moifismo único de X en X x s Y tal que

Pi o l ^ = Id

p2 orv-tp

Al motfismo T-. le llamaremos la S-qráfica de íp..
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Proposición 1,2.69,. Sea S un esquema afín.

1.. Sea \p : A' —> V" un S-morfismo entre S-esquemas ajines, Entonces V^ es una inmersión

cerrada.

2- Sea <p : X —* Y un S-morfismo entre, S-esquemas, con Y afín Entonces T^ es una

inmersión cerrada

3.. En general, Y¡ es una inmersión, con lo que Tj(X) es un subesquema de X x^Y

Demostración.. Itaka [8], página 72 Jí

Lo siguiente seiá definir la fibra en un punto, Paia esto nos basaremos en el caso afín

Sea f : A -¥ B un moifismo entie anillos con "/ : SpecB —> SpecA el morfismo inducido

poi / entre esquemas afines.. Sea p un ideal piimo de -4 y consideremos ai conjunto

Veamos que °/~1{p)! con la topología inducida, es homeomoifb a Spcc(B ®A K(P)).

Como /c(p) — Ap/p = (A/p)p = A/p ®A Ap, si denotamos por S = A\p

B ®A K(p) ̂  B ®4 A/p ®A Ap *¿ B/f(p)B ®A Ap <* (B/f(p)B)p

= [B¡t{p)B)¡{S)

Por lo que como espacios topológicos Spec(B ®A K(P)) y Spec (_(B/f(p)B)f($)) son horneo-

moríos..

Ahora, como

Spec(B/pB)}(S) ~ {q € Spec B j pB C q; q n f(S) = 0}

tenemos que

Spec(B/f(p)B)f{5]C -/-'(P)

ya que la condición q D f(S) = 0 nos induce /^1{q) Q p, y la condición f{p)B C q nos da

La conteción (B¡f(p)B)¡(s) 2 af~1(#) es inmediata.. Así, */"'(p) con la topología

inducida es homeomoifo a Spec(B ®A K(P))

Con esto, resulta natural la siguiente definición
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Definición 1.2.70. Sean >¿> : X —>• Y un morfismo entie esquemas y y G Y un punto. Sea

K(IJ) el campo de residuos de y, y consideremos al morfismo Specn(y) ->• Y dado en el lerna

(1 2 43).. Definimos la fibra del morfismo <p sobre y como eí esquema

Xy ~ X Xy SpecK.(y)

el cual íesulta ser homeomoiío al cenado f~1(y) de X.

Acabamos la paite de las primeras aplicaciones del producto fibrado con la definición del

esquema imagen inversa. Veamos primero el caso afín..

Sea / : A -¥ B un morfismo entre anillos con af : SpecB -> SpccA el moífismo inducido

poi / entie esquemas afines. Sea Z un subesquema cenado de SpecA, con a un ideal de

A que lo define, es decir, Z — V(a) = SpecA/a Consideremos al subesquema de SpecB

definido por el ideal f(a)B, es decii, al esquema SpecB/f (a)B.. Notando que

T\Z) = {<iZ SpecB \acrl{<í)}

= {q e SpecB \ /(o) C q]

decimos que SpecB/f (a)B es el esquema imagen inversa de Z.

Para generalizar asta noción, observemos que hemos obtenido un diagrama conmutativo

SpecB/f(a)B > SpecB

Spec A/a ——>- Spec A

el cual está inducido poi el diagrama conmutativo de anillos

J5 — B

A/a* A

Al tener que B ®A A/a = B/f(a)B como A-módulos, llegamos a la siguiente definición

Definición 1.2.71. Sea tp : X —v Y un moífismo entre esquemas, dado Z C Y un subes-

quema cerrado, al esquema X xY Z le llamaremos el esquemo 'imagen mveisa de Z bajo \p,

el cual íesulta ser isomorío como esquema al subesquema cenado ¡p~l(Z) de X
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Morfismos

Proposición 1.2.72., Sean Ti un anillo, X un R-esquema y A una R-álgebia Entonces

Homn{X, SpecA) —> HomR(A, T(X, 0 VJ)

es una biyección..

Demostración. Mumford [10], página 79 jj

Coiolario 1..2.73. El esquema (SpecZ, O$pCcz) es e¿ objeto [mal en la categoría de esquemas..

Por lo tanto, para cualesquiera dos esquemas existe su producto fibrado sobre Z.. p

Definición 1.2.74. Un moifismo entie esquemas ip : X -¥ Y es de tipo finito si existe

una cubierta de Y por abiertos afines V] — SpecBl, tal que cada ^"^(Vj) puede ser cubierto

poi un número finito de abiertos afines Ur¡ = SpecA¡j, donde cada A¿¿ tiene estructura de

£?¿-álgebra finitamente generada inducida poi el morfismo G>-(V;) —̂  O.xi'P'1^)))

En este caso, decimos que X es un esquema de tipo finito sobre Y. Si Y — SpecK, con

K campo, decimos que X es de tipo finito sobre K..

Ejemplo 1.2.75. Sea X un esquema de tipo finito sobie un campo K.. Como K es un

espacio topológico con un sólo punto. X — Ur=r SpecAj, con .4¿ una A"-álgebra finitamente

generada, y por lo tanto un anillo noetheiiano..

Definición 1.2.76. Un morfismo entre esquemas ip : A" —>• Y es finito si existe una cubierta

de Y poi abiertos afines V̂  = SpecB¡, tal que paia toda i, ^P~1(Vi) = SpecAi y el moifismo

O y (Vi) —> Ox{íP~1(yi)) induce en Ai una estructura de üj-módulo finitamente generado

Definición 1.2.77,. Sea ip : X -> Y un raorfismo entre esquemas El morfismo diagonal

es el morfismo único A : X —¥ X xy X cuya composición con p\.p2 : X xY X —>• X es el

morfismo identidad X -> X..

Decimos que <p es separado si ImA C X Xy X es cerrado Si <p : X —> SpecK es

separado, con if un campo, decimos que A* es separado sobre /í"

Proposición 1.2 78., Si ¿ : .V -> V es un mor fumo enírc esquemas afínes, entonces es

separado.

Demostración. Haitshorne [7], página 96. S
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Proposición 1..2..79.. Todos los morfismos considero dos son entre esquemas noethei ianos

1 Inmersiones cerrados y abiertos son separadas..

2 Composición de morfismos separados es separado..

3.. Si íp : X —» Y es separado y ib : Z -¥ Y es cualquier morfismo, entonces el morfismo

p2 : X Xy Z —> Z es separado.

4- Si íp : X —> Y y ib : Z —> Y son dos morfismo tales que ?/•> o íp es separado, entonces ip

es separado..

Demostración.. Hartshorne [7], página 99 P

Definición 1.2.80. Un moifismo entie esquemas ip : X —> V es umversalmente cerrado si

es cenado, y para todo morfismo Y' ~> Y el moifismo X x y Y' -¥ Y' es cerrado..

Decimos que ip es propio si es sepaiado. de tipo finito y univeisalmente cenado.

Definición 1.2.81. Sea K un campo y (X, ip) un K-csquema.. Decimos que X es completo

si ip es propio.

Proposición 1.2.82. Sea K un campo.. Entonces P£- es completo para toda n & N.

Demostración. Itaka [8], página 169. £

Proposición 1.2.83.. Todos los morfismos considerados son entre esquemas noetherianos.

1.. Inmersiones cerradas son propias.

2.. Composición de morfismos propios es propio

3.. Si íp : X -> y es propio y t¡>: Z ~> Y es cualquier morfismo, entonces P2 : X x Y Z —> Z

es propio..

4~ Sean (p : X -¥ Y y ip : Z —> Y dos morfismo Si ib o ip es propio y ib es separado,

entonces íp es propio

Demostración Haitshorne [7], página 102. fj

Si íp : X —> Y es un tnoifismo piopio entre esquemas, entonces (Grothendick [15]) <p es

finito.
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Definición 1.2.84.. Un moifismo tp : X -> Y' es p/ano si para U' C Y, V C X abiertos

afínes con <p(U) C U'. la composición

OY{W)

da a OX(U) estiuctuia de Oy(f/')-módulo plano

Proposición 1..2.85.. 1. Inmersiones abiertas son planas.

2.. Si <p : X —> S es un morfismo plano, y S' —̂  S es cualquier morfismo, entonces

ip': X x s S1 -> S' es piano

$. Si íp : A —> B es un morfismo entre anillos, entonces atp : SpecB —s- 5pecyl e,s plano

si, y sólo si, B es plano sobre A

Demostración Haitshorne [7], página 254.. jj

Funciones Regulares, Funciones Racionales y Morfismos Racionales

Generalizaremos la noción de función regular dada en el caso afín Sea A un anillo, y

consideros poi el momento sólo a ^-esquemas..

Definición 1.2.,86,. Sea X un ,4-esquema, un A-morfismo

<.p:X -+5pec.4[r] ^ A^

es llamado una A-función regular sobre X-

Por la proposición (1.2.72),

HmnA{X, k\) ^^ HomA(A[z], T{X, 0x)) * T(X, 0x)

Así, toda A-íuüción iegulai / sobie X está identificada con una sección global de X

Como en el caso afín, podemos pensar a una sección de Ox como una función que toma

valores en campos diferentes en puntos diferentes: si s € Ox {U) y p e U, s(p) es la imagen

de s bajo la composición

Con lo anterior, una función regular sobie un abierto ü C X es una sección de Ox{U).

Una sección global es un función regular global. Poi esto, en ocaciones se le llama a O,Y la

gavilla de funciones regulares de X
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P r o p o s i c i ó n 1..2.87,. Sean X un A-esquema, con A un anulo, y ¡ G T(X, 0\).. Si X z%

reducido. U es un abierto denso de X y f\L — 0, entonces / — O

Demostración.. Al ser U denso en X, todo abierto no vacío de X interfecta a U. Al tenei

X una cubierta abierta afín {£/¿ = SpecBi}, nos bastará piobai que para toda ¿, /|(.. — 0,

al ser Ox una gavilla. Así, podemos suponer que X = SpecB es un esquema afín, Al tener

que ,/jy = 0: se sigue que U C V(f), por lo que X — V([), al ser [/ denso.. Entonces

/ G Hpgspetjgp, y al ser A" reducido, / = 0.

Lo siguiente será dar Ía noción de íunción racional.

Consideremos ai conjunto

E = {(£/, / ) | £/ abierto denso de X; f 6 r(Or, OA•)}

Definimos una relación de equivalencia ~ en E de ía siguiente forma: {£/, /} ~ (V, j ) sí,

y sólo si, /¡V1, — ^ j ^ , paia algún abierto denso W de U n V. La relación ~ es una relación de

equivalencia al tener que la intersección finita de abiertos densos de un espacio topologico es

abierto denso de este..

Definición 1.2.88,. Sea X un A esquema Una A-función racional sobre X es un elemento

de E / ~ , denotando por rjat(X/A) al conjunto de todas las .4-f'unciones racionales sobie X

El dominio de una íunción A-racional s está dado corno

dorn(s) — {x1 6 X \ x G U para algún (U, f) 6 s}

Si (U,f) £ s, decimos que ,s es una función racional definida por f

Daremos a Trat{XjA) estructura de ^-álgebra Sean b,t € TJal(X/A), con (f/, /'), y {V, g)

representantes de s y t respectivamente. La función racional definida por c¿.f\uriV + 0g\unv,

con a, /? e v4, depende únicamente de a, 0, s, y í, es decii, no depende de los representantes

de s y t (esto se sigue de la definición de la relación ~) Asi, tenernos una A-fünción racional

bien deñnida que denotaremos por as + ,8t De igual forma tenemos una función 4-iacional

definida por f\unv g\ur¡v, que denotaremos por s t.

Con io anterior, {rtai{X/A)t+,-) es una .4-áIgebra que denotaremos por R(X), y que

llamaremos el anillo de A-funciones racionales sobre X.
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Lerna 1-2.89- Sea X un A esquema, con A anillo. Entonces

R{X) ^ iirn F(Í/,O
Í/ÉA'

Demostración Itaka [8], página 80

Lo siguiente es definii lo que es un morfísmo regular, que es una generalización de función

racional Ahora estaremos Liabajando en la categoría de 5-esquemas¡ con S un esquema

arbitrario

Sean A', Y dos 5-esquemas, Consideremos al conjunto

E* — {(U, ip) | U abierto denso de. X; íp : U —> Y un S-morfismo }

Definimos una relación de equivalencia ~ en E* de la siguiente forma: (U}(p) ^ (V. ip) si,

y sólo si, ip\w — i¡)\w, paia algún abierto denso W de U D V,.

Definición 1.2.90. Sean X, Y dos ¿"-esquemas. Un S-morfismo racional é : X —> Y es un

elemento de £*/ ^ . El dominio de un 5-motflsmo racional -i¡> está dado como

dorn('ip) = {x G X | x e V para algún (U, tp) € ^}

Si x € dom(>p), decimos que V está definida en x

Observación 1.2.91. Sean A un anillo, 5 su espectro y Y = Í¿A, Entonces un .4-moifismo

racional sobie X es justamente una ,4-fundón racional sobre X

En lo que resta, únicamente diremos funciones racionales y moifismos iacionales; omi-

tiendo al esquema base

Ejemplo 1..2..92- Sean .4 un anillo, ¡p : X -> y un A-moifismo dominante y / g R(Y)-

Entonces la composición f o <p define una función racional sobre X, la cual llamaremos el

pull-back de / por ip.

/
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1.3 Gavillas de Módulos

En esta sección retomamos el concepto de gavilla paia definir gavillas de Ü,y-módulos, con A'

cualquier esquema., Partícula: importancia tendrán las gavillas localmente Ubres (las cuales

relacionaremos en la última sección con haces vectoriales) y las gavillas casi-coherentes, las

cuales nos serviián para dar una descripción más completa de lo que es un subesquema

cerrado..

Definiciones Básicas

Definición 1..3.1. Sea (X. O) un esquema. Un O-módulo es una gavilla 3 de grupos abelia-

nos sobre A", tal que para cada abierto V de X, el grupo 3"(¿7) es un 0(£/)-móduio, y para

cada inclusión de abiertos V C U, los morfismos restricción ^(U) —> ^(V) son compatibles

con la estructura de módulo a través de los morfismos restricción O(U) —• O(V). es decir, el

siguiente diagrama conmuta

O(U) x

O(V) x

Un morfismo ip : X —t Y entre O-modulos es un moiüsmo entte gavillas, tal que para

cada abierto U de X, <f(U) es morñsmo entre 0(£/)-módulos..

Como en la sección 1, tendremos que la suma directa y límite directo de O-módulos es

nuevamente un O-módulo Si U es un abierto de X y 'J es un O-módulo, entonces 'J]v es un

O-módulo..

Sea (ip;^) : (X,Üx) ->• {Y, O y) un moifismo entre esquemas.. Si J es un O^-módulo,
entonces /*J tiene estructura de Oy-módulo, la cual esta inducida por el morfismo entre
gavillas ^ : Ov -> f*Qx

Sean (A", O.x) un esquema y 3". 9 dos Ox -módulos, La pregavillaf/ -> Homox{3{U), 9(U))

resulta ser (Tennison [12]) un Ox-móduío, que denotaremos por Homox(3
r, 9) En el caso

particular que 9 = Oy: a la gavilla Homo^fé.Qx) le llamaremos la gavillo, dual de J.

Consideremos a la pregavilla U —> 3{U) ®ox(u) B(U) & SIi gavilla asociada, que deno-

taremos poi 3"<g>o*- 3 ; le ilainaiemos la gavilla producto tensorial de J y 9, Ja cual tiene de

íorma natural estructura de O^-modulo
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Ejemplo 1.3..2,. Sea ÍF un 0,\-módulo, y consideremos a la gavilla 3®QV QX Paia todo

abieito U de X, poi piopiedades de producto tensoiial, 3"(í7) ®ox{U) 0\{U) = ^(U), lo que

implica que J<S>Ox ° * = $ En particulai, 0x®ox 0 x = ÜY.

Veamos cómo son los tallos de la gavilla producto tensorial Sean x e X un punto y J , 3

dos Ü.y-módulos.. Como límites dilectos conmutan con producto tensorial (Bourbaki [2])

S)x = iirn (J(C') ®Ox(y)

Definición 1.3.3. Sea J un Ü-módulo

• Definimos 0n, paia n > 0, como la piegavilla

U —*0n{U) :=

la cual claiamenté es un O-módulo.

• Decimos que ÍF es /¿&re si 3" = O", para alguna n > 0

• Decimos que í? es localm,ente libre si paia cada x ^ X, existe un abieito U tal que

ífyy = Opy. En este caso decimos que n es el ranf/o de J sobre í/

• Si 3" es localmente libie de zango uno, diremos que es una gavilla inver tibie.

Sea -C una gavilla inveítibie sobie X: con {f/,} la cubierta abierta de X que le da tal

estructuia A las imágenes de 1 e Ox(Ui) bajo los isomoifismos Ox(Ui) = ^(í.r¿) ie llamare-

mos los generadores locales de -C. Haciendo uso de la siguiente pioposición, a la colección de

gavillas inveitibles sobre un esquema X se le puede dai una estructura de grupo abeliano,

Proposición 1.3.4. Sea (X,OX) un esquema

1. Si L y M son gavülas vavertibles sobre X, entonces L ®QX M es una gavilla invertibie

sobre X.

2. Si -L es una gavilla invertible sobre X, entonces

Ox ^ I -®o x H(ymQx{L,Qx)

Demostración Tennison ¡12], página 105 3
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La propocisión anteiioi define una estructuia de grupo abelíano sobie la colección de

gavillas inveí tibies sobre un espacio topológico

Definición 1.3.5. Para un esquema (X, Qx) definimos e! grupo de. Picará do X, denotado

por PicX, como el guipo de clases de isomorfisrnos de gavillas inveí tibies sobre X, bajo la

operación <g>..

Nota 1-3.6,. Poi e! ejemplo (1,3 2), 0^ es ía unidad en PicX, y por la pioposición anteiioi

tenemos que PicX es un grupo abeliano..

Sean A un anillo. X su espectro y M un /1-módulo. Se puede construir una gavilla de

G;e-módulo sobre X de íoima análoga a como se constiuye <3X • A esta gavilla la llamaremos

la gavilla asociada a M sobre X, y la denotaremos por M.. Sólo describiremos a sus secciones

Dado p C A ideal piimo, denotemos poi Mp a la localización de M en p Para cada abierto

U de X, una sección sp € M(U) sobie U es una función

peí/

tal que paia todo p e U, s(p) g Mp y -s esta dada localmcnte como un cociente de la forma

j con m € M y / £ A, es decir, para cada p £ U, existe una vecindad abierta V de p. \

elementos m e M y / € A tales que para cada q G V} f' £ q y $(q) — ~ £ Mp..

Proposición 1.3.7. Sean f : A —± B un morfismo entre anillos con aj : Y —$ X el morfismo

entre espectros inducido por f, M un. A-módulo y M la gavilla asociada a M sobre X

1. M es un Ox -módulo..

2. Pam cada p € X, el tallo (M)p es isomorfo al anillo local Mp

3. Para todo f e A. el Aj-módulo M(D(f)) es isomorfo al módulo M¡.

4. En püiticular V(X,M) ^ M

5. Si {M¿}¿£/ una familia de A-módulos, entonces (® i € / M,)~ = ©¿gj Mi

6.. Para todo B-módulo N, °./*(Ar) = (AN)", donde AN denota a N con estructura de

A-módulo

Demostración. Hartshorne [7], página 110
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Como un caso particulai de un Ox-niódulo tenemos la siguiente definición..

Definición 1.3.8. Una gavilla de ideales 'J sobre X es un Ü-módulo tal que para cada abierto

U de X, 3ÍU) es un ideal de 0(U)..

Ejemplo 1.3.9. Consideremos al anillo local A — /¿"[a;]^, con K un campo (ejemplo 1..2..22}

Deñnimos la gavilla de ideales

3(SpecA) = 0

Definición 1.3.10- Sea (X,QX) u n esquema.. Una gavilla de G,Y-módulos 1 es casi-

coherente si para cada abierto afín U — SpecAóe X, existe un A-módulo M tal que 3\v = M.

Si X es un esquema noetheiiano, decimos que J es coherente si es casi-coherente con M

un /1-módulo finitamente generado..

El ejemplo anteiioi es un ejemplo de una gavilla de ideales que no es casi-coherente

Ejemplo 1.3.11.. Sea X un esquema, la gavilla estructura O.\ es coheiente..

Subesquemas Cenados

Con la noción de gavilla de ideales y basándonos en el caso afín, podemos decii más explícita-

mente como son los subesquemas cenados de un esquema arbitrario Para esto, reesciibamos

con el nuevo lenguaje lo visto en el caso afín

Sean A un anillo, X su espectro y Y un subesquema cenado de X definido por un ideal

a c A¡ con i'• ; Y —y X el moriismo inclusión que existe al ser Y una clase de equivalencia

de inmersiones cenadas Lo que haremos es reemplaza! al ideal a poi una gavilla de ideales

3 de O.Y, tomando sobre cada abieito principal D(f) de X que intersecte a Y al ideal aA¡.

Así, poi la visto en ejemplo (l 2.37), identificamos a la estructura gavilla Oy de Y con la

gavilla cociente O^/ l Al tener que la estructura gavilla de Y es el push-out úQy, es natural

la siguiente definición.

Definición 1..3..12. Sea Y un subesquema cerrado de un esquema X con i : Y -* X el

morfismo inclusión. Definimos la gavilla ideal de Y, denotada por ly, como el núcleo del

morfismo
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Ejemplo 1.3.13.. Sea X un esquema, entonces 1% e s Ia gavilla cero

Aún podemos decii algo más regresando al caso afín. Como vimos en el ejemplo (1.3.9).

si X — SpecA es un esquema afín, no todas las gavillas de ideales están dadas por ideales

de A, Por los pasos seguidos anteriormente, los subesquernas cerrados están dados poi

gavillas de ideales que están dadas por ideales de A, es decir, gavillas casi-coherentes de Ox

A.sí, podemos dar una definición completa de lo que es un subesquema cenado de cualquier

esquema haciendo uso de la siguiente proposición

Proposición 1.3.14. Sea Y un subesquema cerrado de un esquema X

1, La gavilla ideal ly es una gavilla de ideales casi-coherente de Ox

2, Si X es noetheriano, entonces ly es coherente

3 Toda gavilla de ideales casi-coherente de Ox es lo. gavilla ideal de un subesquema cerrado

de X determinado de forma único;

Demostración. Haitshome [7], página 116. fj

Corolario 1.3.15- Sea X = SpecA un esquema afín Entonces se corresponden biyectiva-

mente los ideales a de A con los subesquem-as cenados Y de X, teniendo Y — V(a). En

•particular, todo subesquema cerrado de un esquema afín, es afín,

Definición 1.3.16. Un subesquema cerrado (Y, QY) de un esquema (X, Ox) es un subespacio

topológico cenado Y de X, junto con una gavilla de anillos OY que es una gavilla cociente de

la estructura gavilla 0^- por una gavilla de ideales casi-coherente 3y, tal que la intersección

de Y con cualquier abierto afín U de X es el subesquema cerrado asociado al ideal 3y(C/)

Ejemplo 1.3.17. Consideremos al esquema (A^, OAa), con K campo algebraicamente cerra-

do.. Sean f,g € K[x,y] polinomios, y F, G los subesquemas definidos por / y g. respectiva-

mente, Definimos el esquema intersección Z c A2
K como el subesquema definido por e! ideal

(/,<?) C K[x,y\ Sea p = (a,b) e A^ un punto. Definirnos la multiplicidad de intersección

de F y G en p, como

i(p,F G)

- dimkK[x,y]p/(f,g) - dimk0A2p/(f,g)..
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Este número de intersección cumple (Fulton |3]) con las siguientes propiedades que lo

caracterizan:

A i(p, F G) — oo. si p está en una componente común de F y G

B. i (p , i r 'G ) = O , s i p ^ F n G .

En el caso que p e Ff)G sin que esté en una componente común de F y G, decimos que

F y G se intersectan propiamente en p, siendo este el caso que nos interesa y en el que se

cumplen las restantes propiedades:

1. 0<i{ptF-G) <oo

2.. i{p,F G) = i{p,GF).

3. i(p, (Fi 4- F2) G) — i(p, í1! G) +i(p,F 2 G); donde i-\ +i^2 es el subesquema inducido

por el ideal (A, f.¿), con i-"1, = V(fi), i = 1,2

4. í(p,F G) = i(p,i ;w-G), donde í " = K(/+fl/ i) , A e i f^ .y]

5. ¿(p, F G) — 1, si la jacobiana | [^4 no es cero en p En este caso diremos que F y G

se intersectan transversalmente en p

Ahoia daremos el subesquema cerrado asociado a la imagen de un rnorñsmo entre esque-

mas..

Definición 1..3.18. Sean tp : X —> Y un morfismo de esquemas y l ' c X un subesquema

cenado.. Definimos el esquema imagen <p(X') de X' corno el subesquema cerrado de Y

definido poi la gavilla de ideales "5, con

= {S € oY(ü) |

Proposición 1.3.19- Sea <p : X —> Y un morfismo entre esquemas y X' C X v,n subesquema

reducido Entonces ip[X') es reducido

Demostración TVabajaiemos con <f\x,, por lo que podernos suponei que X es reducido y

ip{X) — Y Sea U C Y un abierto, al tener que íp(X) ~ Y, >¿~1(U) es un abierto no vacio

de X Consideremos ei morfismo entre anillos

<p>(U):QY(U)
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Al sei Ox(^""'(í/)) reducido, su ladical es el ideal cero, y al ociuiii que bajo un morfismo

entre aniilos la imagen inversa del radical es nuevamente radical tenemos que \¿OY{U) es

igual a Kev{${U)\ que poi construcción es el ideal gavilla de '-p(X) sobre U, es decir, es el

ceio de Oy(í7) Por lo tanto <p(X) es reducido \í

Proposición 1.3.20, Sea f : A -¥ B un morfismo entre anillos Entonces el morfismo

inducido af : SpecB —¥ SpecA es una inmersión cenada si, y sólo si, f es suprayectivo.

Demostración Supongamos que "f es una inmersión cerrada., entonces SpecB es horneo-

morfo a un subesquema cenado V(a) de SpecA, con a ideal de .4, notando que

af {SpecB) = af{SpecB) - V"(o)

Así, af se fáctonza de la siguiente forma

Spec B — *• Spec A (1.4)

V(a)

donde (fi es un homoomorfismo, e i es la inclusión natural. El diagrama (1.4) nos induce ios

rcrorfismos entre gavillas

r{SpecA,OSpccA) —> r{SpecA/a,0Spec ya) —^ T(Spec8,0^^)

es decir, / se fáctonza como

A -—> A/a^ B

El rnoifismo natural A —> A/a es suprayectivo, y al tener que tp es homeomorfismo, A/a —> B

es suprayectivo. Por lo tanto, / es suprayectivo

Supongamos que f es suprayectivo, entonces para todo q € SpecB, tenemos que ei

morfismo .//-i(q) : ̂ /-:(q) ~* Bq es suprayectivo poi propiedades de localizacrón. Sea

« =

P=/"1fq)
qG Spec íi

y consideremos al subesquema cerrado V(a) de SpecA, el cual cumple

af{SpecB) = V(a) ^ SpecA/a
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Así, / se fáctoiiza como

A A/a -?— B

Necesitamos probaí que "V es un homcomorfistno Poi como definimos al ideal a, V es

una biyección, y al tener que V es un mapeo continuo, sólo hay que piobaí que es cenado.

Dado b ideal de B,

aip(V{b)) = a<p ({q e SpecB \bCq})

p = f-1(t\y> f~l{b)Cp)

ü

Por lo tanto, °./ es una inmersión cenada. R

1.4 Variedades

Todos los esquemas que consideremos en lo que resta del presente trabajo serán

esquemas separados de tipo finito sobre algún campo K

En esta sección damos la definición de variedad algebraica on el contexto moderno.. Uti-

lizando los resultados de las secciones anteiioies damos las propiedades básicas de las varie-

dades, tomando particular inteies en los campos de funciones íacionales de una variedad

Definición 1.4.1. Una variedad (algebraica) (X,0) es un esquema enteío..

Así, una variedad X es un esquema noetheriano, reducido, irreducible, separado de tipo

finito sobre algún campo K Al ser X irreducible tenemos que dim(U) — dim(X), paia todo

abierto U CX no vacío; y al ser X esquema noetheiiano, es de dimensión finita.. Por 4. de

la proposición (1.2.79), todo moifismo entie variedades es separado..

Dado U C X un abieito afín, llamaremos a Ox(^) el millo de coordenadas del abierto

afín U

Si X es una variedad tai que OA> es regular para todo punto x e X, decimos que X es

suave.. Una subvariedad V de un esquema X es un subesquerna entero, el cual corresponde

a un ideal primo en el anillo de coordenadas de cualquier abierto afín que lo intersecta.

Si X es un esquema, todo cerrado irreducible Y de X tiene asociado una estructura

de esquema reducido, es dech, todo cenado irreducible de un esquema tiene asociado una

estructura de subvariedad
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Recordando que toda subvariedad tiene un único punto genérico, definimos el anillo local

de. X a lo largo de V. denotado poi ©A',V, como el tallo de la estructura gavilla Ox de X

en el punto genérico de V. Si U = SpecA es un abierto afín que inteisecta a V, entonces

U contiene ai punto genérico de V. el cual corresponde a un ideal primo p de A, y por lo

tanto 0x,v — \ Esto fue para todo abierto afín que intersecta a V, por lo que podemos

identificar a las Iocalizaciones en el ideal primo que conesponde al punto genérico de todos

los anillos de coordenadas de los abiertos afínes que intersectan a V".. Denotaremos por mXy

al ideal maximal de Ox,v

Como para todo abierto U C X, el anillo Ox{U) es libie de nÜpotentes, las funciones

regulares 9 € Ox{Ü) están determinadas de manera única por sus valores en todos los puntos

de U.

La siguiente proposición nos servirá para definir un invariante muy importante de toda

variedad.

Proposición 1..4..2.. Sea £ el punto genérico de un variedad X.

2. Si U — SpecA es un abierto afín de. X,. entonces 0% es isomorfo al campo cociente de

A.,

3. Si V C X es una subvariedad de X, entonces R(V) es el campo de residuos de O.x.v

Demostración 1. Se sigue del iema (1,2 89), al tener que £ está contenido en todo abierto

no vacío de X..

2 Al ser X irreducible, todo abierto contiene a su punto genérico.. Así, £ € U, y es tal

que en U la cerradura de £ es todo U Al ser U afín de una variedad, es irreducible

y reducido, y por lo tanto £ en U es el ideal cero de A Así. 0^ = Í4(Ü}, el cual es el

campo de cocientes de A a! ser dominio entero,

3.. Sea V c X una subvaiiedad y U — SpecA un abierto afín de X que intersecte a V.,

Entonces V n U = V'(p) = SpecA/p, con p el punto genérico de V e ideal primo de A.

Así, O.x,v — Ap, y su campo de residuos es (A9)/p, el cual es el campo de residuos de

A/p..

tt
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Al campo 0^ de la proposición antcrioi lo llamaremos el campo de funciones racionales

de X La paite 2.. de la proposición anterior nos dice la naturaleza local de las funcionas

racionales, y justifica su nombre al ser localmente un cociente de elementos de algún anillo

A, es decir, cociente de funciones regulares. También nos dice que. estrictamente, una

función racional es una función sobre algún abierto U, siendo U el abierto de definición de

dicha función.. La parte 3.. nos dice como son las funciones racionales localmente sobre una

subvariedad.

Nota 1.4.3,. En la demostración de 1 de la proposición anterior sólo se hizo uso de la

existencia del punto genérico, aplicándose el resultado a todo esquema entero.

Ejemplo 1.4.4. Sean K un campo, X = P^ y P^ = (0 :1 ) el punto al infinito de X

Sabemos que P^ \ P^ es un abierto afín del plano proyectivo de la forma SpecK[t], donde

i — ^.. Por la proposición anterior tenemos que R(X) — K(t).

Observación 1.4.5. Si dos variedades X,Y son isomorfós, entonces R(X) = R(Y).

Observación 1.4.6. Sean V una subvariedad de una variedad X y U — SpecA un abierto

afín de X que intersecte a V'.. Entonces R(X) = A(0) y Gx.v = --V Si | € R(X), los

elementos e, - € Av, con g un elemento de A* que no pertenece a p, son tales que en 4̂̂ )

cumplen
ag a
b<j = b

ya que para toda r 6 A", r (agb - bga.) = 0 en .4. Por lo tanto, todo elemento de R(X) es de

la forma | , coa a,b £ Qxy

Definición 1.4.7. Un morfismo tp : X —t Y entre variedades es dominante si la imagen de

ip es densa in Y, es decir, si el moifismo

0Y(U') ->OX{U)

es monomorfisrno pata cualesquiera abiertos b" C Y y U C X, cales que ip{U) C U'

Proposición 1..4.8.. Sea <p ; X -> V un morfismo entre variedades. Entonces y> induce un

monomorfismo R(Y) —> R(X)..

Demostración Sea U C Y un abierto no vacío, el cual intersecta a <p(X) al ser U denso en

Y. Entonces if~l{U) es un abieito no vacío de X, obteniendo el moifismo
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Como todo abieito de un espacio irreducible contiene al punto genérico, tenemos un morfismo

entre límites directos

R(Y) = lim —¥ lim - R{X)
X ' UcY VCA

que al ser no cero, nos da un monomorfismo. %

Proposición 1.4-9.. Sean ip : A* —> Y un morfismo y V C X una mbvariedad. Entonces

íp{V) es una subvariedad de Y tal que •~p{V) es dominante sobre <p(V).

Demostración Como traba jaremos con tp\v, asumimos que el morfismo es ip : V —> Y..

Tenemos que piobaí que ip(V) es variedad de Y.. Poi la proposición (1.3.19) ip(V) es ieducido,

al ser V reducido, y poi la pioposición (A 1 6) es irreducible, al ser V irreducible. Poi lo

tanto íp(V) es subvariedad de Y, y es claro que ip(V) es denso en <p{V) fj

Corolaiio 1.4.10. Sea U un subesquema abierto de un esquema X, con i : U —> X el

morfismo inclusión Entonces toda subvariedad V de U se extiende a una subvaiiedad V de

x B
Observación 1.4.11. Siguiendo la notación de la pioposición anterior, si ^ es el punto

genérico de V, entonces ip{Q es el punto genérico de <p(V)

Pioposíción 1.4.12. Sea U un subesquema abierto de un esquema X, W una subvariedad

de U y W la subvariedad de X obtenida al tomar la cerradura de, W en X.. Entonces

R(W)2áR(W).

Demostración Si U' es un abieito de W, entonces V es también un abierto de W Al tener

que el punto genérico de W es el punto genérico de W\ si b" = SpecA es un abierto afín

de W, por la proposición (1.4 2) tenemos que R(W) = A^, y poi lo notado anteriormente

tenemos que

R(W) ^ Aí0) <* R(W)

Proposición 1.4..13. Sea tp : X —¥ Y un morfismo suprayectivo propio entre variedades dé-

la misma dimensión. Entonces existe un abierto no vacío de X que se mapea de forma finito,

sobre un abierto de Y.

Demostración. Grothendick [15], puntos 4.3 1 y 4 4 1 {J
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Definición 1.4,14. Diremos que un moifismo entie esquemas ip : X —¥ Y tiene dimensión

relativa a si paia toda subvaiiedad W de Y, todo componente irreducible \ ' de p~l(\\')

cumple con dim(V) — dim{W) + n.

Definición 1.4.15. Un moifismo entie variedades <p : X -> Y 'es bvrracional si es dominante

y el moifismo que induce entre los campos de íunciones es un isomorfismo., En este caso,

diremos que X y Y son irracionalmente equivalentes

La normalización X de un variedad X es una variedad, y el moiñsmo 6 : .Y —> X es un

epimorfismo finito, cumpliendo las siguientes propiedades que lo caracterizan.

Teorema 1.4.16. Sean X.Y,Z variedades

1.. Si ip : Z —» X un raorfismo dominante con Z normal, entonces existe un único raorfismo

dominante y finito ip': Z —í- X tal que (p = 0 o <p'

X • A
i

z
2 Si Y es una variedad normal y A : Y —> X es un epimorfismo fínico, entonces Y = V

3 Sea ¡p : X -+ V un morfismo entre variedades, entonces <¿ :— #;"' o <£>o 9X : A' -> V es

un moifismo tal que hace conmutar al siguiente diagrama

A ——>- }

Á. y

Demostración.. I t aka [8], pág ina 141 {j

Estaiemos interesados en estudíai las subvariedades de un esquema X, teniendo particu-

lar interés en las subvariedades de codimensión uno Consideremos un poco este caso

Sea V una subvaiiedad de codimensión uno de un subesquema X Esto quiere decir que

existe un cenado iriedueible Vi c X tal que V C Ví C X~ Así, para todo abieito afín

U = SpccA de X que inteisecte a V, si V(p) — V Ti [/ y V'(pi) — V\ C\ (I, con p p, C A

ideales primos, tenemos que pi C p, siendo pi el único ideal piimo de A distinto del idea!

cero que está contenido en p Por lo tanto, dzm(Av) — 1 Peio Ap = Qx.v, teniendo que

Ox.v os un dominio entero de dimensión uno.
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1.5 Haces Vectoriales

Las referencias para esta sección son Shafaievich [11] y Wells [13]

Definición 1.5,1. Sean K un campo. S su espectro y X un /{"-esquema.. Un haz vectorial

de rango n sobre X consiste de un /^-esquema E y un K"-moifismo p : B -¥ X tal que

satisface las siguientes condiciones

1 Paia todo i £ l

Ex —p~1(x) = SpecK.(x) xK A^ = SpecK.(x) xK SpecK[xi¡,. ,xn]

= Spec(K.(x) ®K K[xi,. -,xn]) = SpecK(z)[xi, • ,xn]

2 Existe una cubierta abierta {Ui} de X junto con un isomorfismo para toda i

tai que paia toda i, ), el automoifismo

'•Pij = Vj°'-PÍl : (UÍDUJ) x s A^ —•> {Ui^U.,) xsAfc

es lineal

Observación 1.5.2. Los campos K(X) considerados en la definición, son campos de extensión

de K¡ por lo que todo /í(x)-espacio vectorial, es en particular un Íí-espacio vectorial

Expliquemos un poco el punto 2. El automorfismo ^¿, se puede ver como ip^ — (Idxa^),

con Id : UiO Uj - í í/¿ n í/? la identidad y a¿¿ : Â> —> A -̂ un automoifismo /f-lineal, lo que

nos da un morfismo

Oij :UiDUj —>GL(n,K)

A los morfismo g^ les ilamaremos junciones transición Estas funciones cumplen

& = 9a (1-5)

9a = /n

donde /„ es la matriz identidad de rango n
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Dada una cubierta abierta {Í7;} de X tal que paia toda intersección no vacía f/¿ n U¿,

existe un moiíismo

9ij : üi n U} —> GL(n, K)

que cumpian (1.5), entonces la colección de moifismo {(jíj) determinan un haz vectorial de

iango n..

Diremos que X es el esquema, espacio base, E es el esquema espacio total, y a cada pareja

(UÍ,<PÍ) le llamaremos trivialización local Denotaremos por (X,E¡p) a un haz vectorial

rango n sobie X, y solo nos referiremos a él corno un haz vectorial sobie X, cuando no sea

importante cuál es su rango..

Si (X,E,p) es un haz vectorial de rango uno, diremos que es un haz lineal

Definición 1.5.3. Sean (X,E,p) y {X,E','¡J) dos haces vectoriales, Un morfismo

X: {X,E,p) -¥ {X,E',p')

es un ií-moifismo que haga conmutar el siguiente diagrama

E

Sean (X,E,p), (X, E',p') dos haces vectoriales de rango n, con {(t/;, ^ ) } , {{f-r¿t ̂ í)} sus
respectivas tiivializacion.es locales Un morfismo A : (X.E.p) —> [X,E',p') es un isomorfis-
mo si A es /C-isomorfismo de E en E', tal que E y p, junto con la cubierta abierta {[/;, U¡}
de X y los isomoifismos { ,̂ <p- o A} sea un haz vectorial sobre X..

Definición 1.5,4- Una sección de un haz vectorial (X,E,p) sobie un abierto U de X, es
un morfismo 5 : U -> E tal que pos = Jcí^

Observemos que s{U) C p-^í/) S i / x s A ^

De manera natural podemos restringir secciones a abiertos más pequeños, y pegai sec-

ciones, con lo que la piegavilla

C ' H — > {s •. U ^ E \pos = Sd\a}

es una gavilla de conjuntos sobie X que denotaremos poi L{EjX).
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Sean (X, E,p) y (X, E'.p') dos haces vectoriales Un moifismo entre haces vectoiiales

\:(X,E:p)^(X,E',p>)

induce un rnorfismo entre los conjuntos secciones asociadas a ios haces vectoiiales

X.{U) : L{E/X){ü) —> L{E'/X)(U)

s i — • X o s

para todo abierto U de X y toda sección s € L(E/X)(U). Este moifismo está bien definido

al tener por definición

p ' o A o , 5 = p o s - Id\v

Si (X,E,p) está determinado poi funciones transición {.ftj}, entonces una sección del haz

está deteiminada poi una colección de moifismos s¡ : £/¿ —> A", tales que

sobre Ui f\ Uj

Teoiema 1.5.5. Sea X un A'-esquema, con K campo La gavilla de conjuntos L(E/X) os
una gavilla locaímente libre de rango n, y la correspondencia

es una biyección entre clases de isomorfismos de gavillas localmente libres de rango n sobre

X, y clases de isomorfismos de haces vectoriaies de rango n sobre X.. P

Denotaremos por E¿ al haz vectorial asociado a una gavilla invertible L bajo la corres-

pondencia de! teorema anterior.

Nota 1.5.6. Dada una gavilla invettible £., que tenga a {/¿} como sus generadores locales,

el haz vectorial En es aquel determinado por las funciones transición {^ — p r }

Diremos que una sección s & L{E(X) se anula en un punto x de U si 0 — s(x) € Ex.

Observemos que de maneía natural el esquema base X vive en E corno la sección que se

anuía en todo punto i d e l . A esta sección la llamaremos la sección cero
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Sean K un campo, (X.E.p) un haz vectorial y ip : X' —> X un A"-moifismo entre

Consideremos al producto tibiado

E xx X' E

v

X'—'^X

La terna (E'^X'^p1), con E' = E xx X'. es un haz vectorial que llamaremos el pull-back

de E, y lo denotaremos por <p*{E) Tenemos que el rango de (X1. E',p') es igual al rango de

(X, E,p)

Haciendo uso que dados dos ií'-espacios vectoriales, siempre se puede considerai su pro-

ducto tensorial sobre K Se puede extender esta idea a haces vectoriales (X, E,p), (X',E',p')

sobre un esquema base fijo, obteniendo un haz vectorial que denotaremos por E & E'..
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Capítulo 2

Equivalencia Racional

La idea en este capítulo os definí: funto.es de la categoría de esquemas a la categoría de

grupos abelranos. Para esto, se define el grupo de ciclos del esquema, como el g.upo abehano

libre generado por el conjunto de subva.íedades del esquema, notando que nos basta en

realklad trabajar con lo5 cerrados irreducibles Relacionamos a las funcione, ^roñales de

subva.íedades del esquema con elementos del grupo de ciclos, lo que da lugar a una relacron de

« c a l e n d a sobre el grupo, llamándola equivalencia radonal Daremos la definición orrg.nal

de equivalencia racional y probaremos que coincide con la dada feralmente La segunda

parte de este capítulo trata de las propiedades funtoriales de los grupos formados, defimendo

el push-out y el pull-back en cíelas ciases de esquemas Acabamos con una aplrcaoon a una

sucesión exacta de grupos de ciclos.

2.1 Ciclos Algebraicos y Equivalencia Racional

del conjunto de subvanedades de X de dimensión *, las cuales llama-

Definición 2.1.1. Sea X un esquema.. Un k-aido sobre X es una suma finita formal

Formamos un grupo
remos jfc-subvariedades

donde rii É % y K es una A-subvaiiedad de X.

El ^po de k-debs sobre X, denotado por ZkX, es el grupo abeliano libre generado por

las /k-subvaiiodades de X. A una fc-subvariedad V C X le asociamos el *-c,clo [V ] e ¿kX

63
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El "sopor f¿ de. un ¿-ciclo a ~..^3"j[K] sobre X. denotado pov j a |, es la unión de todas

las sunvariedades V¿ ríe X que aparecen con coeficiente distinto de cero en o AI ser un

número finito de tales subvariedades, ¡ a | es un cerrado de X

La infbimación geométrica de la variedad se encuentra en su gavilla 0\, por lo que

estudia: su campo de funciones racionales es estudiar a la variedad. Lo que buscaremos hacer

es relacionar elementos del campo de funciones racionales y las subvariedades de codimensión

uno

Sean X una variedady r £ R(X)* Definiremos un morfismo entre anillos

01 dv : R(Xy —> Z

llamado orden de anulación de T en V, con V C X subvariedad de codimensión uno Recor-

demos que todo elemento r e R(X)* es de la íorma | , con a, íi e O.,\.v Como buscamos que

ordy sea un morfismo, deberá cumplir que

&tdv{r) — ordy [y) — ordv{a) - ordv(b)

Por lo que nos basta definir ordy para los elementos de Ov,v

Definición 2.1..2. Definimos el morfismo cntie anillos

ordv : R(

donde ' o x V ( ^ y / Í T ' ) ) e s ' a longitud de Qx,v/{'') visto como OA-,v-módulo

Veamos que está bien definido el morfismo. Los elementos de Qx,v son clases, sean

a.a',b,tí £ Qxv tales que

- °i ~ °L
1 ~ b'~ b'

Entonces al/ — a'b, al ser Ox.v un dominio entero Así,

lOxv(0xy/{ab')) = ordv{al/) = ordv{a'b) = /Ov v (OX¡V f(a'b)).

Dados fz,̂ ' G Ox,v, siempre tenemos una sucesión exacta corta

0 —> Ox,v/(a) —> Oxy/(ab') —> Qx
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Por propiedades de longitud obtenemos
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Por lo tanto

ordv(ab') = lQXiV(Qx,v/(ab')) =

= ordv{a) + ordv{b')

Análogamente

Poi lo tanto

ordv{o!b) = ordy(a') + ordv(b).

ordv(a) - ordv(b) — ordv{ar) ~ ordv(b')

Ejemplo 2.1.3. Sea X — SpecA un esquema afín, con A un dominio enteio de ideales

principales. Sea / un elemento no cero de A = R(X).. Al ser /!</)/{/) un campo, tenemos

que como .4^)-módulo está generado por cualquier elemento no ceio, y por lo tanto

Ejemplo 2..1..4. Sean V c A j una curva sobic un campo k algebraicamente ceirado, £ e V

su punto genérico, y supongamos que £ no es singular Entonces Ü,Y,V es un anillo local

regular de dimensión uno, es decii, es un anillo de valuación discreta Esto implica que

existe t € 0x,v tal que mx¡v - (¿) Por lo tanto, r 6 i?{-Y)* es de la forma ? ~ uí",

u € Oxy unidad, nGZ, Por lo visto en el apéndice (B)

ordv(r) - = dimk{Ox,vl{r)) - n.

Ejemplo 2.1.5- Sean f,g G k[x,y] con k campo algebraicamente cerrado, y ./ irreducible.

Sean F y G ías cuivas planas definidas por f y g respectivamente.. Al ser /' incducible, F

es una variedad afín Consideremos al campo de funciones racionales R(F) == k[x, y]/{f) de

F: donde la clase g de g en k[x,y]/(f) es una función racional sobie F.

Sea pGfun . punto cenado, el cual es una subvariedad do F de «¡dimensión uno, con p

ideal piimo de k[x, y] que contiene a /. Con lo anterior tenemos que

0/-,, - (k[x,y)/(f))p * (k[x7y])p/(ñ - C
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Por lo

:•;•-> r&

tanto

Piimeía Clase de Chein en Geometría Algebraica

Igual que en ejemplo anterior

oidv{g) ~ l0f

Dada r G R(X)* y una subvariedad V de X, si ordy(r} > 0, diremos que r tiene un

cero en V de orden ordv{r) Si ordy(r) < 0, diremos que r tiene un polo en V de orden

—ordy{r).

Ahoia ya podemos dar la relación que buscábamos.

Sean W una (k + l)-subvaiiedad de un esquema X y r € R(W)*, Definimos el ¿-ciclo
[C/'¿U(T)] sobre X como

donde la suma cone sobre todas las subvaiiedades de codimensión uno V de W. y mdy es

el morfismo orden sobre R(W)* considerando a Qw.v

Para ver que este ciclo está bien definido basta el siguiente lema,

Lema 2.1.6. Sean X una variedad y r G R{X)V.. Entonces ordv(j) ^ 0 para un número

finito de subvanedades V de X de codimensión uno.

Demostración. Sabemos que X — |J™=1 SpecAi, con lo que toda subvariedad de codimensión

uno debe intersectar a algún abierto afín Si probamos que paia cada abierto afín SpecAi

existe un númeio finito de subvariedades V" tales que ovdv{y) ^ 0, habremos acabado..

Dada r e R(X)*, localmente en SpecAi es de la forma f-, con al}a2 € A*, por lo que nos

bastará piobaí que sólo hay un número finito de subvaiiedades V que intersectan a SpecAi

tales que ordvl&i) ^ 0: para i — 1,2.

Sea a £ Ai Toda subvariedad V C X que intersecta a SpecAi es de ía forma V(p), con

p € SpecAi.. Denotemos por a G [AÍ)P a la imagen de p bajo a.. Ahora, si

0 = oTdv(a) = lA{Ap/{a))

tenemos que a es unidad, es decir, (a) <£ p Por lo tanto, p no es componente de V(a). Lo

que implica que sólo es posible que ord^a) ^ 0 si p es componente de V(a) Como V(a)

sólo Uene un númeio finito de componentes, hemos acabado ü
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Ejemplo 2,1,7.. Sean K un campo y X = IP}(.. Como vimos en el ejemplo (1.4.4), tenemos

que R(X) = /C(£); con ¿ = I1,. Consideremos a la función iacional t. Por los argumentos

seguidos en la demostración del lema anterior, t sólo se puede anular en los puntos definidos

por los ideales (0) y (í) de K[t], y en el punto al infinito Fw En el idela cero i se anula al

ser unidad en el campo K(t).. Poi los argumentos seguidos en e! ejemplo {2 1,3), tenemos

que ord{t)(t) — 1.. Ahora, al ser P^ una subvariedad de codimensión uno de F}(, su anillo

¡ocal Opi. px es un anillo de valuación discreta Así, su ideal maximal está generado por un

solo elemento, s = j , es decir, £ — ~, y por el ejemplo (2.1 4), ordp^it) — —1. Por lo tanto

[div{t)\ = [Po] - [P^]

Ejemplo 2..1..8.. Sea S — SpecK, con K campo El esquema S tiene sólo una aubvariedad,

S mismo, y su punto genérico (él mismo) es el ideal (0).. Así, R(S) = K^ z¿-K.. Al tener

para toda función racional no cero sobre S que [diy(r)] = lK(K/(r))[S], con r 6 K*, vemos

que \dw(r)} = 0[S], ya que K/(r) Sí (0),

Definición 2..1..9. Un fc-ciclo a es racionalmente equivalente a cero, denotado por a -~- 0, si

existen un niímoto finito de (k + l)-subvariedades Wj de X y r¿ 6 R(Wi)*, tales que

Dada r e R(W)*, localmente para toda subvariedad V C W de codimensión uno, r = | ,

con a,fi € Ow,v~ Así,

orof^fr"1) = ordy 1 - ) = ordv{b) — ordv(a) = -{oidv{a) - ordvib))

= -ordyir),

es decir, [div{i~1)] — -[div{r)} Por lo tanto, asociarle a una función racional r el ¿-ciclo

[div(i)]y es un morfismo del grupo multiplicativo R(X)* al grupo aditivo de Ar-ciclos, siendo

su imagen, los /c-ciclos racionalmente equivalentes a cero, un subgrupo de Z^X, el cual

denotaremos por Raí^X

Definición 2.1.10- Definimos el grupo de k-cíclos módulo equivalencia racional sobre X,

como el cociente

AkX = ZkX/RalkX
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Con esto, consideraremos a los grupos

Z*X — (-J-) ZkX,

RaUX = Q)RatkX:

k>o

Un ciclo sobre X será un elemento de Z+X, y una clase de ciclos sobie X seiá un elemento

de A*X. Si a S ArX y & es un entero, denotaiemos por {a}fc a la componente de cv en AkX,

teniendo que

Diremos que un ciclo es positivo si no es cero y todos sus coeficientes son enteíos positivos

Una clase de ciclos es positivo si tiene un representante positivo

Ejemplo 2.1.11. Sean (X, 0) un esquema y {XreJi, 0,e(i) su esquema reducido asociado. Al

ser homeoraorfos como espacios topológicos, tenemos un isomoifismo canónico

A,X = A+Xicd

Observación 2..1.12. Todo ciclo incluye a cualquier componente irreducible de X, al menos

con coeficiente igual a cero Un ciclo a racionalmente equivalente a cero incluye a una

componente ineducible de X con coeficiente igual cero, siendo este el único caso posible,

Bastará ver esto pata un A-ciclo de la forma [div(r)], con r e R(W)* y W C X subvariedad

Si Xj es una componenete ineducible de X tai que

[divir^^^mW + niXi]

con n T¿ 0, significaría que X¿ C W, io cual es una contradicción ai ser Xi una componente

Con io anteñoi tenemos que cualesquiera dos ciclos a, 8 racionalmente equivalentes sobre

X, incluyen a toda componente irreducible de X con ei mismo coeficiente..

Ejemplo 2.1.13. Sea X un esquema de dimensión n Toda subvariedad de dimensión n,

es una componente irreducible de X al no haber cenado irreducible propio de X que lo

contenga, Además, al ser toda componente irreducible una subvariedad, ZnX es el grupo

abeliano libre generado poi las componentes ineducables de dimensión n de. X Ahora, por

la observación hecha arriba, todo n-ciclo es sólo racionalmente equivalente a él mismo, por

lo tanto AnX ~ ZnX



Equivalencia Racional 69

Ejemplo 2.1.14. Sea S = SpecK, con K campo. Corno S consiste de un sólo punto,

tenemos que Z(,S — %>[S], ei cual identificamos de manera natural con Z Concluirnos poi el

ejemplo anterior y el ejemplo (2.1.8) que

A0S ^Z0S^Z

Ejemplo 2.1,15. Si X es un esquema qque no sea irreducible, con Xi}.... ,Xt sus com-

ponentes, es decii, X es la unión de los subesquemas U*=1.AT,.. Al tenei que los cenados

irreducibles de X son los cerrados iireducicles de los Xi; de forma natural tenemos

Definición 2.1.16. Sea X un esquema, a e AtX y \"¿ una componente irreducible de
X.. Definimos el coeficiente de Xi en a . como el coeficiente de [Xi] en cualquier ciclo que
represente a a, el cual está bien definido por la observación (2.1.12)

Sean X un esquema y Xi,..,. Xt sus componentes irreducibles Consideremos a los anillos

locales Ox,x¡ Al ser Xi componente irreducible, no existe cenado irreducible Y C X tal

que Xi C Y, y por lo tanto Qx,xt
 c s u n anillo artiniano, siendo entonces noetheiiano de

dimensión cero,

Definición 2,1,.17., Definimos la multiplicidad geométrica m¿ de Xi en X como

Definimos el etelo fundamental [X] de X como

Abusando de la notación, denotaremos por [X] a la imagen de [X] en A,X. Si Y es un

subesc|iiema cenado de un esquema X las subvaiiedades de Y son subvariedades de .Y,, por

lo que Z,y c Z,X Denotaremos poi [Y] a la imagen de [Y] en ZTA, al igual que a su

imagen en A,X.

Ejemplo 2.1.18. Sea X un esquema puro A-dimensional. Si X\ ...., Xt son sus componentes

irreducibles, [X] e ZkX, y por el ejemplo (2 1.13) ZkX = AkX
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2.2 Propiedades Funtoriales

2.2.1 Push-Out Propio de Ciclos

Sea (^j^3) : (^>0x) "> (^ Oy) un moifismo propio entre esquemas,. Por la proposición

(1.4.9), dada una subvariedad V de X, W = y>{V) es una subvariedad cenada de Y. A nivel

de gavillas tenemos

>xy

donde el moifismo Qy,w -* ^x,v esta definido al ir el punto genérico de V al punto genéiico

de W (observación 1.4 11).. Al no ser ^ el morfismo ceio. R(V) es un campo de extensión

de R(W).. Se puede probaí (Giothendick [16]) que si W tiene la misma dimensión de V,

entonces R(V) es un campo de extensión finita de R(W),

Definimos
' [R(V) : R(W)} si dim(W) - dim{V)

gr(V/W) :•- ,
1 0 si dirn{W) ¿ dim{V)

donde [R{V) : i?(W)] e s e^ &rado de extensión de campos Esto nos permite asociar a todo
fc-ciclo [V] sobre X, el fc-ciclo íp*[V] = gr(V/W)[W] sobre Y. Extendiendo linealmente
obtenemos el push-out propio de ciclos

<p* : ZkX -+ ZkY

Dados (p : X -± Y y il> -. Y -¥ Z morfismos propíos entre esquemas sobie el mismo

campo, si V C X es una subvariedad, entonces <p(V) y ip(ip(V)) son subvariedades de

Y y Z respectivamente Al tener por propiedades de giado de extensión de campos que

[R(V) : R(M<p(V)))} - \R(V) : R(v(V))][R(y{V)) : R{'<H:p(V)))i concluimos que

Con esto, vemos que el push-out piopio es íuntorial Ahora buscaremos extendeilo al

grupo de clases de ciclos
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Definición 2.,2,.1. Sean tp : X —> Y un moifiarno propio entre variedades de la misma

dimensión y r g R(X)* una función racional, Deñnimos la norma de r, denotada por

#(?")» como el determinante del H.(y)-endomoiñsmo lineal de /?(Xj dado pot s i-í- rs, con

seíf(J).

Proposición 2..2.2. 5eon 7? : X —> Y un mo-ifisrno suprayecíivo propio entre variedades y

r € R(X)*.

1 Si dim(Y) = dvrn{X), entonces <p*[diu(7-)\ = [dw(N(r))}.

2. Si dim(Y) < dim{X), entonces ipt[div(r)] — 0.

Demostración.. Véase el Apéndice (C).. P

Teorema 2.2.3. Sean \p • X ~,> Y un morfismo piopio entre esquemas y a un ¿-ciclo sobre

X racionalmente equivalente a cero. Entonces tp*o> e ZkY es racionalmente equivalente a

ceio

Poi lo tanto, induce un morfismo entre grupos abeltanos

Demostración., Al tener que <p es lineal y que suma de ¿-ciclos racionalmente equivalentes a

cero es un ¿>ciclo racionalmente equivalente a ceio, podemos suponerque el A:~ciclo a es de la

forma a — [dúi(r)], con r € R(V)* y V una (k + l)-subvariedad de X, bastándonos trabajar

con

V*lv : v —

teniendo que <p\v es suprayectivo y <p(V) c Y es una subvaiiedad al ser <j> propio Pot la pro-

posición anterior <p*(x es igual acero o igual a [diu(N(r))], siendo ambos ciclos racionalmente

equivalentes a cero sobre íp(V)..

La segunda implicación es inmediata al respctai clases el morfismo ^* £

Nota 2.2.4,. Del teorema anteiior tenemos que A* es un funtor covariante de la categoría

de esquemas con moifismos propios, a la categoría de grupos abelianos libres

Definición 2.2..5. Sean .,Y un esquema completo sobic un (.ampo base K \ o. — Y2P
np'p}

un cero ciclo de X.. Definimos el grado de a, denotado ;*oi ¡x a. como

Jx

el cual resulta ser un morfismo de ZQX a Z.
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Sean S — SpecK, TC : X —» S el moifismo que da a Á' la estiuctuia de 5-esquema y a

corno en la definición anterior. Entonces

Por ¡a identificación natural Z$S = Z del ejemplo (2 1.14)

Extenderemos el raorfisrao grado a AQX usando esta definición equivalente.. Sean o,/3

O-ciclos sobie X racionalmente equivalentes, por lo que paia algún número finito funciones

racionales r¿

Así,

f a - 0 = ÍT.(Q - tí) - ^
" Jx

Poi el teorema anterior ^*{^2{div{ri)]) es un 0-ciclo lacionalmente equivalente a ceio Poi

el ejemplo (2 1 8) tenernos que K*(^r\div{ri)}) es el 0-ciclo ceio, por lo tanto, a y 0 tienen el

mismo grado..

Esto ya nos permite inducir el morfismo giado a todo AXX como: j x a = 0 si a € AkX,

con k > 0; y si a € AQX, JX a será el grado de cualquiei representante.

Sea <p : X -> Y un moifismo piopio entie esquemas completos sobre K, entonces por la

propiedad funtorial del push-out el siguiente diagrama es conmutativo

A,X *• > A,Y

Y poi lo tanto

'X IY
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Definición Clásica de Equivalencia Racional

Comencemos con un ejemplo..

Ejemplo 2,.2.6. Sea K un campo, S su espectro y V una <S-variedad de dimensión k 4- 1

Sea

tp:V—> F]c

un 5-moifismo dominante, y consideremos al punto cero PQ — (1 : 0) y al punto al infino

Peo = (0 :1 ) de Pjf Poi la proposición (1 4.8) tenemos un monomoifismo entie campos

donde t = =jp- (ejemplo 1.4.4)

Con lo anteiioi tenemos que totpe R(Plx) C R(V), siendo í o ip — ^-.. Abusando de

ia notación, denotemos por tp a la función racional sobie V definida poi <p bajo el moifismo

(2 1),

Ahora, bajo el isomoifismo ñ(P^) — K(t), la función racional ^- resulta ser la función

t Poi el ejemplo (2.. 1.7), tenemos que [dú.'(í)] — [Fo] — [Pee], concluyendo que

Este ejemplo nos da la idea de como deben sei los ciclos racionalmente equivalentes a

ceio sobre un esquema.

Hagamos una obseivación

Sean K,S y X como en el ejemplo anterior. Consideremos el producto fibrado

v

Sea V una (k + l)-suLvariedad de A" x s F:
K: donde i : V •-> X x s P^ es la inmersión

cenada que da a V tal estructura Supongamos que ¡p — q o i : V -> P}(. es dominante

Sea P € P/c un punto racional, es decii, un punto tal que K(P) = K\ implicando que

Spec.K(P) = SpecK Viendo a {P} como un subesquema de F^, tenemos que {P} = 5
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Con todo lo antcrioi, consideremos el diagrama

5

donde V xvi_ S = <p 1{P) Notemos que de manera natural

•- X x s b = X (2 2)

Al ser íp l (P) un subesquema cenado de X x s f j j , al restringirlo a l x s {P} sigue siendo

cenado, concluyendo por el isomoifismo (2,2) que tp~l(P) es isomorfo, bajo el morfismo

proyección p, a un subesquema cenado de X, esquema que denotaremos por V(P).. Al ser

isomorfos V(P) y tp~l(P), sus campos de funciones racionales son isomorfos, y por lo tanto

Proposición 2,2.7. Sea X un S-esquema, con S el espectro de un campo K Un k-ciclo

a sobre X es racionalmente equivalente a cero si, y sólo si, existen (k + Vj-subvanedades

Vi, ,Vt de X x s Pjj-, tal que las proyecciones <# : l^ —>• Fl
K son dominantes, con

en ¿kA..

Demostración.. Como todo ¿-ciclo racionalmente equivalente a cero es de la forma ^[(^(r*)] ,

con 7j, € R(W¡y y W¡ una (A; -h l)-subvaricdad de X, nos bastará probar la proposición para

un ¿-ciclo de la forma [d¿ü(r)]

Sea a = [^¿^(T)], con r € R(W)* y W ana (&+ l)-subvariedad de A" Al sei r una función

racional sobre W, r tiene un representante

s : V —> Al
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con U un abierto de W Como A^ ^ fl
K \

es decir, define un moifismo

Considc-iernos a la gráfica Pf de /

75

, r define un moifismo racional de W en JP}

Sea V la cerradura de Tf en X x$ P^-, a! tenei que poT/ = Iáy con U abierto denso de
W. tenemos que pjv es un moiftsmo de V en W, teniendo la composición de moifismos

U V W (2-3)

Al ser U denso en V, U es denson en p(V), ío que implica que p(V) — W, siendo p¡v

un moifismo dominante.. El subesquema cenado V" es irreducible, ya que U es ineducible

(A,1,5), lo que implica (A.l 6) que V¡{U) es ineducible, y por la proposición (A.1.4) V es

ineducible Por lo tanto, V tiene estructura de subvaiiedad de X xs f
1^-

Ahora, sea £ el punto genérico de W, el cual está contenido en U Por la composición de

morfismos (2.3) y 1 de la proposición (1.4.8) tenemos una composición de monomoifismos

R(W) —>• R{V) —> R{W)

es decir, R(W) = R(V) Por lo tanto, p es un rnorfismo binacional de V en W. siendo

ambas variedades de la misma dimensión.. Por 3 de la pioposición (1 2 83), p íestiingido a

V es un moifismo propio, al sei F^ completo.

Sea ¡p el moifismo inducido de V a P^-. Al tener que bajo p, V es binacionalmente

equivalente a W, y por la construcción hecha

p«[dzv(¡p)} ~ {div(r}}

Y por las observaciones hechas antes de la proposición,
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Inversamente, sean Vu.. .., Vt subvariedades de X xs IP}t- de dimensión k+l, tales que

pa i a t oda i, la proyección (p¡ : V¿ —\ P^- es dominante Consideremos al /c-ciclo sobre X

Nos bastará proba: que para toda i, [Vjfío}] - [^¿(^cc)] es racionalmente equivalente a

cero.. Pero esto se sigue de lo visto en el ejemplo y observación hechos arriba, al tenci que

pi determina una función racional sobre X, y que cumple

Implicando que

p.[div(<Pi)]=P* {\v7HPo)) ~ k - ' í ^ o ) ] ) = [V(Po)} - [V(

Y por el teorema (2.2.3), p^diviipi)] es un ciclo racionalmente equivalente a cero. $

2.2.2 Pull-backs Planos de Ciclos

En lo que resta del presente trabajo, todos los morfismos planos tendrán di-
mensión relativa n, para algún natural n.

Sea (p : X —¥ Y un morñsmo plano de dimensión relativa n Sea V una subvariedad de

Y.. E! esquema imagen inveisa <P~l{V) es un subesquema de X puro dimensional, al ser ip de

dimensión relativa.. Por lo tanto, toda componente irreducible de ¡p~l{V) será de dimensión

dim(V) + n, para alguna n.. Definimos

donde [^""1(V/)j es el ciclo fundamental del esquema imagen inversa. Por lineaiidad definimos

el pull-back plano

íp* : ZnY —> Zk+nX

Veamos que el pull-back plano se aplica también a todo siibosquema cenado de Y

Lema 2.2..S* Sea íp : X —> Y un movfismo plano de dimensión relativa n Entonces

todo subesquema Z de Y.
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Demostración. Sean Za¡,. , Zat las componentes irreducibles de Z, y Wgl.,, , W^ las com-

ponentes ineducibles de (p~l(Z) \.sí

t

ip'\Z\ = $>,,„. (Oz,^)^"1^)] (2.4)

(2,5)
i l

Para piobar que ambas sumas son iguales veamos primero que las subvariedades que aparecen

en ambas sumas coinciden Paia cada i, sea V¡ — <p(Wg.), el cual es íneducible por las

proposiciones (A 1 6) y (A.1.4) Consideremos el moifismo local plano

y a su moifismo inducido entre espedios

a¡

el cual essupiaycctivo poi c! lerna (B.2 8). Esto implica que V, es una componente irreducible

de Z, ya que si no fuera así, existiría un cerrado irreducible V- de Z que correspondería a un

ideal primo no cero q de O^,vi; por lo que existiría un ideal primo no cero p de 0 ^ 1 ( 2 ) . ^

tal que °/(p) — q.. Esto último diría que 0<¿i-i(z),i¥e. no es cero dimensional, es decir, Wgi

no es componente irreducible de tp~l(Z).

En particular tenemos que para toda i — 1, ..ss, existe una ; e {l,.... , í} tal que

Q Zaj, 'o Que implica

es decir, Wgi es una componente irreducible de íp~l(Za)), y poi lo tanto, todo [VK̂ J aparece

en la suma (2 4)

Aplicando el lazonamiento anterior a cada ip~i{Zai)) si W es una componente irreducible

de ip'1(Zai), entonces Za¡ ~ y>{W)» Si W no es una componente irreducible de (p~[(Z).. poi

la pioposiciiHi (A 1 SJ, H' C U'.j , paiíi alguna ;, (enirndo además que- 2O¡ -¿ Z,,, ;.

Poi lo tanto, toda componente ineducible de los tp~1{Z0li) aparece en la suma (2.5). Con

esto, sólo resta ver la igualdad entie los coeficientes, bastárdanos trabajai con alguna Za fija.
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Supongamos que Wgv,.. , 14 ,̂ son las componentes irreducibles de íp~l(Zo) Denotemos por

La igualdad que queremos probar es

es decir, probar que para toda i

Considerando el moifismo

al tener que Qy-i{za),w#. n o s da la pieimagen del punto cenado de SpecQz,zo, por el lema

(B..2..8) tenemos e! resultado deseado. fl

Veamos que el pull-back plano es fúntoiial.. Sean ip : X -+ Y, -ip : Y -» Z moifismos

planos y V una subvatiedad de Z. Entonces

- v>'P[v\

Observemos que se usó el lema anterior en las dos ultimas igualdades..

Proposición 2.2,.9. Sean {X,ip) y (Y',ip) dos Y-esquemas, con ip propio y 4> plano.. Con-

sideremos el producto fibrado de X y Y' sobre Y

v *' -• y

Entonces ip1 es propio, ijj' ss plano y para todo a € Z*X,

enZ+Y'.
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Demostración. Por 3. de las proposiciones (1 2.83) y (1.2 85) <p' es propio y \¡>' es plano..

Como el pull-back plano y el push-out propio son lineales, podemos suponer que a = [V],

con V una subvariedad de X.. Al ser y propio, <fi{V) = <p{V), ío que implica

es un morfismo suprayectivo (como mapeo continuo) entre variedades (proposición 1.4.9)

Como solo trabajaremos en V, podemos suponer que <¿> es un morfismo supiayectivo entre

variedades con a = [X], lo que implica por la proposición (1.2 67) que <p' es suprayectivo. Sí

[R(X) : R(Y)] = d.

Además

d[Y xY Y'} = d[Y!]

(p'.ip"[X] = ^{ip'^iX)} = tp'^X xx X xY Y'] = tp[[X xY Y'}

donde [Y1] y [X x,y Y'] son ciclos fundamentales Hay que probar que d[Y') — '^[X1], donde

X' — X xYY'. Sean Zi...,,,Zt y Wi¡.... , Ws las respectivas componentes irreducibles de

X' y Y' Asi

ii = íOy, ( 0 ^ , ^ ) . Consideremos a una componente ine-

C V" irreducible, existe W, tal que Í/?(ZJ) C WJ, con ío

donde rii = IQX, (Qx',Zi), Y

ducible Zi de X'. Ai ser

que

es decir, toda componente irreducible de X ' es componente irreducible de algún (p'~l{Wj)¡

y por lo tanto, las componentes irreducibles de tal $~1{W¿) deben ser componentes inedu-

(.iblcs do. V Si ¿ilgún ^'"'([T1,) no fuma p.ñi. tocia rom ponente inechicblo Z[ de .•'"'(H1,']

está contenida en alguna componente irreducible Zi de X', poi lo que

lo que implicaría que Í4'¿ no es iiieducible, al tener que Wi = [J(I4/¡ n y>'{
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Si Wi es una componente incducible de Y', y Zu Z\ las componentes ineduciblcs de

tp'~1(Wi), entonces

con lo que ${Zj) = Wi para toda ;, al ser W\ irreducible, Sólo nos resta probar la igualdad

entie ¡os coeficientes. Fijemos una componente ineducible Wa de Y', y sean Z¿, ..., Zi las

componentes ineducibles de.<p'~1(Wa). Lo que buscamos probaí es que

Como sólo nos ínterezan las componentes irreducibles de X' cuyos puntos genéricos se

mapean. bajo <p', en ei punto genético de W, podemos suponer que X — SpecR(X).

Y = SpecR(Y), Y' = SpecGY',wn Y X' = Spec(OY;wa ®R(Y) R{X), con Oy,Wn un anillo

local artineano de dimensión cero

Tenemos un diagrama conmutativo

R(X)

®Y>,WO- R{Y)

Estamos interesados en la localización de los ideales primos de 0y¡u.o <%>R(Y) R{X) cu\a

preimagen da en el ideal maximal de Oyfwa~ Por el lema (B..2..3) tenemos la igualdad

deseada.. Si [R{X) : R(Y}} no es finito, haciendo las construcciones anteriores, tenemos que

[R{X') : R{Y')] t a m p o c o es finito, concluyendo que <p'*ifc'*a — 0 — ij>*y>to¿. ¿j

T e o r e m a 2 . 2 . 1 0 . Sean K un campo, 5 su espectro, ip : X —> Y un moifismo plano entre

S-esquemas de dimensión relativa n, y a un ¿-ciclo sobre Y racionalmente equivalente a

cero Entonces <p*a es racionalmente equivalente a cero en Zk+nX

Por lo t an to , induce un morfismo entre grupos abelianos

Dcmostmción.. Véase el Apéndice (D).. j!j

Del teorema anterior tenemos que .4* es un funtor contravariante de la categoría de

esquemas con morfismos planos, a la categoría de grupos abelianos libres..
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Una Sucesión Exacta

Proposición 2..2..11. Sea Y un subesquema cerrado de un esquema X, y sea U — X \Y.

Sean i: Y —> X, j : U —> X las inclusiones.. Entonces la sucesión

AhY - í ^ AkX -£+ AkU 0

es exacta para lodo, k

Demostración.. Al ser i una inmersión cenada, por la proposición {1 2,83) es propio. Por el

teorema (2 2.3) podemos considerar a los morfismos

i, : ZkY —» ZkX

U : AkY —+ AkX

AI ser j una inmersión abierta, por la proposición (1.2.85) es plana. Fot el teorema

(2 2 10) podemos considerar a los morfismos

j* : ZXX —í- ZkU

f : AxX —> AkU

al ser claramente ] un morfismo de dimensión relativa cero

Con io anterior tenemos las sucesiones

ZkY ±+ ZkX A ZkU (2 6)

AkY -±+ AkX A AkU (2 7)

Probaremos primero que (2 6) es exacta derecha, y haciendo uso de este hecho probaremos

la proposición Al tener que U — X\Y, es claro que (2.6) es exacta en ZkX. Poi el coiolario

(1.4.10) tenemos que toda subvariedad V de U se extiende a una subvariedad V de X. pot

lo que el pull-back ?* es un epimoifismo Por lo tanto, la sucesión

ZkY A ZkX A ZkU —}• Ü (2.8)

es exacta.. Consideremos al siguiente diagrama conmutativo

ZkY ^-~ ZkX - A ZkU - 0 (2.9)

AkX ^+AkU
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Al ser la composición ZkX —> ZkU -+ AkU un epimorfismo, el morfismo

f • AkX ~4 AkU

es un epimorfismo.. Sóio íesta vei que es exacto en A^X.. Pot ia conmutatividad del dia-

grama (2.9), es claro que a nivel de clases /m(i*) C Ker(j*) Sea [a] € ií'er1 (.;*), y n u n

representante de dicha clase, Por hipótesis j*a ~ ü, con lo que

j* a = J][díü(r¿)]
i

donde r¡ G ií(W¡)* y Wi subvaiiedad de 6r Como fí(W¿) -

corresponde a una función racional f¡ e Jíf^i), y por lo tanto

^) (proposición I 4 12), r,

Por exactitud de (2 8) existe ;3 € Z^F tal que

Sea [/?] la imagen de ;? bajo el moifismo Z¿.y —> A^Y.. Así,

Poi lo tanto, la sucesión

= H

es exacta



Capítulo 3

Divisores

En este capítulo trabajaremos con ciclos sobre un esquema X de codimensión uno, a los

cuales llamaremos divisores de Weil.. Buscando un lenguaje más ñexible que nos permita

desarrollar más la teoría, definiremos a los divisores de Cartier, una primera generalización

de los divisóles de Weil. Diremos cuando coinciden ambos tipos de divisores, además de

lelacionai a los divisores de Caitiei con haces lineales. Daremos una simple generalización

de los divisores de Cartier, generalización que consistirá de lo necesario paia definir la clase

de Chern de un haz lineal sobie un esquema (bajo nuestra convención de lo que significa un

esquema), Acabamos este capítulo con la definición del morfismo de Gysin, e! cual es un

caso particular de clases de intersección y que relaciona ciclos sobie un esquema con ciclos

sobie una cierta clase de divisóles del esquema.

3.1 Divisores de Weil

Definición 3.1.1. Sea X un esquema de dimensión n.. Un divisor de Weil a sobre X es un

(Í?, — l)-ciclo sobre X

Estaremos considerando al grupo abeliano libie geneíado por los divisores de Weil, siendo

este el giupo Zn-\X definido en §2.1 dei capítulo anterior

Fijemos algo de terminología Sea X un esquema, si Y es una subvariedad de X de

codimensión uno, diremos que el divisor de Weií [Y] es un divisor primo. Un divisor de Weil

sobie X de la forma ^ ¿
 ni\Yi} seiá llamado efectivo, si rí¿ > 0 para todo i

83
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A los divisóles de Weil sobre un esquema X que yon lacionalmente equivalentes a ceio

se les dice principales En lo que íesta, denotaremos por CIX al giupo An-\X

Proposición 3.1..2,. Sea A un dominio entero noethenano Si A es un dominio de factor i-

zación única, entonces CIX = (0), donde, X = SpecA..

Demostración. A! ser A un dominio de factorización única, por la proposición (B.l.l) todo

ideal primo de altuia uno es principal.. Sea [V] un divisor pumo sobie X, es decir, V es una

subvariedad de codimensión uno de X.. Así, V corresponde a un ideal piimo {/') de A, con

dim A(f) = dirá Qx,(f)

que al ser X entero, el ideal cero es el único ideal primo de A que está contenido en (/}..

Para todo ideal primo q de A con q ^ {/), / se anula en q al sei unidad en Aq Por lo tanto

Por el ejemplo (2 1.3) r¿i = 1, y al ser ./ ^ 0, / es unidad en .4(0), y por lo tanto n0 = 0

Con esto

Así, todo divisor primo es principal, y por lo tanto CIX — (0).. p

Ejemplo 3..1.3. Sea K un campo y X = A%- el n-espacio afín sobie K.. Tenemos poi

definición X = SpecK[x\,... ,xn], siendo X el espectro de un dominio entero noetheiiano

de factorización única.. Entonces por la proposición anterior CIX — 0..

3.2 Divisores de Cartier

Definición 3.2.1. Sea X un esquema Para cada abierto U de X, sea S(U) el conjunto de

elementos de T(U, Qx) que no son divisores de cero en Qx,z, para todo x & U Entonces el

funtoi U >-*• S(U)~l F(Í7, Ox) es una pregavilla de anillos sobre X, A su gavilla asociada la

denotaremos por X, y la llamaremos la gavilla de anillos cociente total de O.\-

Denotaremos por %* a la gavilla de grupos abelianos (como grupo multiplicativo) de

unidades en la gavilla %.. De manera similar consideraremos a la gavilla O* de unidades en

0
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Nota 3.2.2. Sobie un esquema arbitiario X, la gavilla % rescata la noción de campo de

funciones que existe en los esquemas enteros.

Ejemplo 3,2.3. Sea X una variedad Al ser X entero, para todo abierto U de X

es decir, % es la gavilla constante asociada a la pregaviüa U <-> H{X)

Consideremos los moiñsmos entre pregavillas

/,ox)
 i{0)' s{u)-lr(b\ox) ^ ^ —

Poi como se definió S(U), para todo x 6 U el morfismo ix es invectivo. Por el iema (1 1 13)

9X o ix es monomorfismo, y por el teorema (1.1.20) Ox —> X es un monomorfismo entre

gavillas. Así, Ox es una una subgavila de X, en particular, 0*v
 eR u n a subgavilla de %'..

Definición 3.2.4. Sea X un esquema Un divisor de Caitiei sobie X es una sección global

de la gavilla cociente 3C/Ü", es decir, un divisor de Caitíer D está determinado poi una

colección de parejas {(ÍA, /¿)}, tales que {L'¿} ea una cubierta abierta de A" y /, e CC*(6'¿),

cumpliendo que para toda i,)- f; pertenece a la clase del cero, es decir, 4 € O*(t/, n Dr,)

A las secciones /¿ se les llamará las ecuaciones locales de D Un divisor de Cartier es

principal si ía coi respondiente sección de X" /O* es la imagen de una seción global, es decir,

si sus ecuaciones locales son de la forma / j y . : con / e X*(X)..

Nota 3.2.5. Aunque la operación con la que X'¡O* tiene estructura de gavilla de grupos es

la multiplicación, para preservar la analogía con divisores de Weil usaremos el lenguaje de

grupo aditivo sobre X*/0*..

Los divisores de Cartier de un esquema X forman un giupo abeíiano Div(X): si D

y E son dos divisores de Cartier definidos respectivamente por las colecciones {(V). /,•)} v

{(^•j Qi)}> Ia suma D -i- E será el divisor de Caitier definido por la colección {(¿A, ./,£/,)}

Definición 3,.2.6. Dos divisores de Cartier son lineaimenle equivalentes si su diferencia es

un divisor de Cartiei principal. Análogamente al caso de ciclos, podemos considerar al grupo

de clases de equivalencia lineal de Div(X), el cual denotaremos poi CaCIX
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Divisores de Cartier sobre un Esquema Noetheriano y Entero

Si X es un esquema noetheriano y entero, dado un divisor de Cartier D sobre X, se le puede

asocraí un divisor de Weil a € Zn-\X a D..

Sea D £ Div(X) definido por la colección {(£/¿, fi)}, donde /¿ e R(X)* al tener que

fi <E r(Ui,X*) = R(X)*, por ser X entero (ejemplo 3.1.3). Sean V una subvariedad de

codimensión uno de X, y /¿, f) dos ecuaciones locales de D tales que t/¿ y Uj intersectan a V

Así, tanto 4 como ^ pertenecen a F(!7¿ n [/?, 0*), siendo ambos invertibles, lo que implica

[j ( (^j = 0

Poi lo tanto, ordv{fi) — ordv{f)) para toda subvaiiedad V de codimensión uno de X y

para cualesquiera ecuaciones locales f̂  y /;- tales que U% y Uj intersectan a V,

Con esto, para toda subvariedad V de codimensión uno de A", denotaremos por

o'idyD = ordv(fí)

a la imagen de una ecuación local fi de D bajo el morfismo "orden de anulación", con

V\ n V 5¿ 0

Ahora ya podemos decir que divisor de Weü se le asocia a un divisor de Cartier D sobie

un esquema X noetheriano y entero Definimos el divisor de Weil asociado & £>, denotado

por [D], como

[D] = J^ wdvD [V]
v

donde la suma corre sobre todas las subvariedades de codimensión uno de A" Paia ver que

este ciclo está bien definido, si D esta determinado por la colección {(E/¿, ./¿)}ie/> a^ se r X

noetheriano y {í/¿}¿e/ una cubierta abierta de X, por la proposición (A..2 3) existen índices

¿i,... in € I tales que X — UJ=íUi3» Por como se definió ordvD, resta ver que para cada

j , sólo hay un número finito de subvariedades de codimensión uno de X paia las cuales

ordvifi ) r 0; P e r o es^° ea 1° ci[ie c^ce e ' lema (2 16).

Poi la aditividad del morfismo "orden de anulación" tenemos un moifismo entre grupos

abelianos
Div(X)^Zn^X

(J..J.)
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Observemos que dado D un divisor de Cartier principal que esté determinado por ia

sección / G %*{X) y la cubierta {Í/J

[D] = J^or

Es decii, el divisor de Weil asociado a un divisor de Cartier principales nuevamente principal.

Esto nos permite extender el morfismo (3.1) a las clases, obteniendo

CICaX—>CIX (3..2)

En lo que resta, denotaremos poi div(j) a los divisores de Caitier principales sobie un

esquema X. donde / € %*(X)

En general, el morfismo (3.2) no es monomorfismo o epimorfismo, siendo lo siguiente dar

un criterio para saber cuando es isomorfismo.

Proposic ión 3.2.7. Sea X un esquema entero, separado y noetheriano, con Gx,x un dominio

de jactorización única para todo x G X Entonces el grupo Zñ-\X de divisores de Weil

sobre X es isomorfo al grupo Div(X) de divisores de Cartier sobre X. Más aún, bajo este

isomoi fismo, los divisores de Weil principales se corresponden con los divisores de Cartier

principales

Demostración. Dado el morfismo (3.1). resta dar su morfismo inverso Sean a = E"=i ni[Vi¡

un divisor de Weil sobie X y x G X un,punto arbitrario Si x G V¿ paia alguna i, entonces V¿

corresponde a un ideal primo p¿ de Ox,x Asi, a induce un divisor de Weii ax sobre SpecOx^

{ [0] si x ^ Vi, i = 1,.. . ,n

s i a e K i e í i n} ( 3 l 3 )

Al ser Qx,3! un dominio de factorización única, por la proposición {3 1 2) tenemos que ax

es divisor de Weil principal, es decir, a.x — [div(fr)], para aiguna j% G R(X)* — %(X)* Los

divisores de Weil principales sobre X, [div(fx)] y Q, inducen el mismo divisor de Weil ax

sobre SpecOx.x Por como definimos (3 3), como divisores sobre X, [div(fx)] y a, difieren

en divisores de Weil primos que no conienen a x, siendo un número finito de tales divisores

con coeficiente no cero en a y [dztif/z)] Así, en el complemento Ux de ese número finito de

cenados que no contiene a x, los divisores [div{fx)\ y a coinciden
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Al hacer esto para todo z e X, obtenemos una colección {(Í/T, f?.)}r,ax que define un

divisoí de Cartier sobre A', al tener que si / > / ' definen al mismo divisor de Cartier sobie

un abierto U, tendríamos que / y / ' generan al mismo divisoí de VVeit principal sobie OA,*,

paia todo i eC/, teniendo que / ' e fO(U)*, es decir, -4 £ 0(í/}*.. Por lo tanto, el drvisoí

de Cartier asociado a un divisor de Weil está bien definido

Por las construcciones hechas, se sigue que son inversas una de la otra, y que divisores

principales se corresponden entre si

Corolario 3.2.8. Si X un esquema entero, separado y noethenano. con Ox,x un dominio

de factonzacón única para todo x £ X, entonces Cl X ?= CaCl X

s
Nota 3.2.9. Al tener que anillos locales regulares son dominio de factorización única (Mat-

sumura [9]). la proposición y corolario anteriores se aplican a variedades suaves.

Divisores de Cartier y Gavillas Invertibles

A todo divisor de Cartier sobre un esquema X lo. asociaremos una gavilla inveitible.

Definición 3..2.10. Sea D un divisor de Carriel sobie un esquema X representado por

{(kr¿i /i)} Definimos una subgavilla C(D) de X, como el Oy-subniódulo de % generado por

,/r1 e n ui

Esta gavilla está bien definida al tener que £ es un elemento inveítibie de Ox(Ui n Uj),

por lo que /f1 genera el mismo O^-submódu3o que / " ' en 0C(í.r¡ n Uj)..

A la gavilla £>(D) le llamaremos ia gavilla asociada a D,

Proposición 3.2.11. Sea. X un esquema.. Entonces

i,. Para todo divisor de Cartier D sobre X, la gavilla £>(D) es una gavilla invertidle sobre
X. La correspondencia D ¡--> L(D) es biyecliva

2. L(Dt - P.,) SÉ C(O,) ® L{D2)-
1 •

3.. D\ ~ D2 si, y sólo si, £~>{Di) = L{D'¿) (el isomorfismo es corno gavillas abstractas es

decir, sin tomarlas como subgavillas de. %)
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Demostración. 1. Consideremos el morfisrno

Este morfismo es claramente suprayeetivo.. Si ,•? s Üt/.fC/), con J7 abierto de Í/Í, es tal

que sj~l — 0, para todo x € £/, entonces ^(/i"1)^ = 0, y al tener que f¡'' € X(f/¿)*,

se sigue que ŝ  — 0, paia todo x € t/.. Poi la proposición (1.1 8), s ~ 0. Por lo tanto,

L(D) es una gavilla invertible

Sea L una gavilla invertible sobie X., con {I7¿} la aibieita abierta de X que le da tai

estructura Sea /¿ el inverso del generador local de L. Así, ia colección {(Ui, ff1}}

define un divisor de Cartiei sobre X..

En particular, si ia gavilla invertible es de la forma C(D), con D un divisor de Cartier.

la construcción dada rccupeia ai divisor de Caitiei

2.. Sean {{f/¿,./¿)}, {(?/;,&)} las colecciones que definen a los divisores de Cartier Di,D-¿,

respectivamente, Con esto, la gavilla &(Di — D2) está generada localmente por f~lgi,

y por [o tanto, L{D\ - D-¿) — ^{D\) • L(D2)~
1 Consideremos el morñsmo

<?¿ '—> 1 ® gi

el cual, siguiendo los argumentos dados en el inciso 1 , es un isornorfismo al tener que

3. Poi 2,, basta probaí que un divisor de Cartier D es principal si, y sólo si, -G(-D) = Oy

Supongamos que D es principal, siendo / & V(X.%*) la sección global que lo define.

Así, L[D) es el 0^-submódulo de % generado globalmentc por /~J Por los argumentos

dados en 1 , el morfismo 1 M- /~ ! da un isomoifismo de Ô - en L{D)

Inversamente, dado un divisoí de Cait.ior D y un isomoifismo O^ = ¿(-D), la imagen

de 1 bajo eí isomorfismo es un elemento de T(X, %"). cuyo inverso multiplicativo define

a D, lo que implica que D es principal.
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Proposición 3.2.12 Sea X UTI esquema entero. El mapeo D i-> &(D) da una biyección

entre clases de equivalencia lineal de divisores de Cartier CaCIX, y clases de isomorfismo

de gavillas invertibles PicX.

Demostración.. Poi la proposición anterior, el mapeo dado es un monomorfismo, Sea L una

gavilla invertible, y consideremos a la gaviila C <8>QX %.. Sea U un abierto de X tal que

C{U) = OX{U).. Sobre este abierto,

que por el ejemplo (3.2.3) es la gavilla constante X. Así, en una cubierta abierta {t/¿} de

X, (L ®oK
 <X.)\V, es la gavilla constante X, y X es conexo al ser irreducible. Por lo tanto, la

gavilla L ®QX % es isomoifa a la gavilla constante X

Bajo el morfismo natural L —> L ®Ox X = X, la gavilla £ es isomoifa a una subgavilla de

X. Esta subgavilla define un divisor de Cartier sobre X determinado por {(£/¿, / , )} , donde

fi es el generador local de L en b\. %

N o t a 3.2.13. En la demostración de la proposición anterior, para mostrar que el morfismo

entre clases era monomorfismo no se usó la hipótesis de que el esquema era entero.

Corolario 3..2.14. Sea X un esquema entero, separado, noetheriano cuyos tallos sean do-

minios de factorización única en todo punto.. Entonces CIX ^ CaCIX = PicX

Demostración Es justo lo que dice la proposición anteiioi y el corolario (3.2.8),.

Corolario 3..2.15.. Sean K un campo y X un K-esquema entero. El mapeo

da una biyección entre clases de equivalencia lineal de divisores de Cartier sobre X, clases de

isomorfismo de gavillas invertibles sobre X y clases de isomorfismo de haces lineales sobre

X

Demostración Se sigue de la proposición anterior y el teorema (1.55) f)

Notación 3 2,16. Denotaremos poi DE al divisor de Cartier asociado al haz lineal (X, E,p)

Al haz lineal asociado a un divisor de Cartier D lo denotaremos por Q(D).
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Nota 3-2.17. Las correspondencias del corolario anterior son:

• Si D es un divisoí de Caitíei determinado por {(C/j,/»}}, •C(-C') seiá la gavilla invertibie

que tenga a {f¡~1} como generadores locales

• Si L(D) tiene a {/.f'} como generadores locales, O(D) — EC{D) será el haz vectorial
determinado por las funciones transición {gi} = •£•}..

• Si E es un haz lineal de terminado por las funciones transición {gi;}, fijemos un índice

iQ, y denotemos por ./, a la sección gi¿0. Así,

_ — ^"° — - i „ __
_ __ gjzogjio — 9iii>9ií)j ~~ Qij

Con esto, Df, será el divisor de Cartier determinado por {{Ui-, /,)}

Con lo anterior, Q(D) ~ E

Ejemplo 3.2.18.. Si D es un divisor de Cartier principal, existe / € T(X,X*) tal que

D = div(f). Por la nota anterior, las funciones transición de O(D) son la identidad, por lo

que O(D) es el haz lineal trivial

Definición 3.2.19. Un divisoí de Cartier sobie un esquema X es efectivo si puede ser

representado por {(f/t> /,)}, con f\ € V(Ui, <DX)

Si £>{D) es la gavilla mveítibie asociada a un divisor de Cartier efectivo D, L{D) es

un 0A'/submódulo de 0( que está contenido en Ox, por lo que £>{D) define un subesquema

cerrado de X. que por abuso de notación denotaremos por D..

Lema 3.2.20,. Sea X un esquema puro n-dirnensional, siendo Xi,,... ,X¡ sus com,poneníes

irreducibles y mi, .. , mt sus respectivas multiplicidades geométricas.. Sea D un divisor de

Cartier efectivo sobre X. y pora cada i, sea D¿ — D n X¡ la restricción de D en Xi (viendo

a D como subesquema cerrado de X).. Entonces

t

[D} = Yjrnl[Di] (3.4)

en Zn-iX...
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Demostración Para cada subvaiiedad V de codimensión uno cíe A', hay que probar que

aparece en cada lado de la igualdad (3 4) con el mismo coeficiente.

Sea A ~ Qx,v, el cual es un anillo local de dimensión uno.. Los ideales piirnos minirnales

p¿ de A corresponden a las componentes irreducibles X¿ de A" que contienen a V, poi lo que

mi = UPÍ(APÍ)

Como toda función racional no cero sobie X se ve como cociente de elementos en A, podemos

considerar una ecuación local / de D en A, teniendo que el coeficiente de [V] en [D] es

Con esto, el coeficiente de [V] en [Di] es

Por el lema (B.2 7)

lA{A/(f)) = YtmiU/Vi{A/pi+ fA)

que es la igualdad deseada, fj

Sea D un divisor de Cartier efectivo sobie X, deteimínado por {(í/i,./;)} Al tener que

fi 6 r(V'i, Ox), por lo visto en §1..1..5, los /¿ determinan una sección Su sobre O(D), sección

que llamaremos la sección canónica de Q(D).

Definición 3,2.21. El soporte de un divisor de Cartier D sobre A, denotado por | D |,

como el conjunto de puntos % de X tales que una ecuación local para D no pertenece a 0\x,

es decir, pertenece a la dase del cero en %K

Si x ^| D |, existe una vecindad U C X\ \ D \ tal que en %\c, la ecuación local es ceio.

es decir, | D \ es un subconjunto cerrado de A"

Si D es un divisor de Cartier arbitrario sobre X determinado poi {(Ui, fi)}, entonces

también determina a D, ya que en UnU¿, ¿~ £ F(U í) V,, O\). \ la sección 1 la llamaremos

la sección canónica de D¡ que denotaremos por ,sj>
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3.3 Pseudo-divisores

Dado un morfisnio entie esquemas tp : X -> Y, no siempre se puede definir el pull-back de
un divisoí de Cartiei sobre Y (Grothendick [16]), por ío que daremos una generalización de
los divisores de Caitier que si permita definir su pull-back.,

Definición 3.3.1. Un pseudo-divisor sobre un esquema X es una terna (L,Z,s), donde L
es un haz lineal sobre X, Z es subconjunto cenado de X y s es una sección de L que no se
anule en todo X \ Z..

Diremos que L es el haz lineal, Z es el soporte y s es la sección del pseudo-divisoí

Dos teínas (L,Z,s), (L',Z',s') definen el mismo pseudo divisor si Z = Z' y existe un

isomoifismo \ : L —> V tal que ^X\Áb) — 6'

Ejemplo 3.3.2,, Un pseudo-divisor con soporte X es una clase de isomoifismo entie haces
lineales sobre X

Todo divisor de Cartier D sobre un esquema X determina el pseudo-divisor

(O(D),\D\,SD)

sobre X.

Diiemos que un divisoí de Caitier D representa a un pseudo-divisoí (£, Z, s), si | D \C Z

y existe un isomorfismo A : Q(D) -*• L tal que paia todo abicito U de X \ Z, \'b (s0) = $.

Lema 3.3.3. Sea X una variedad Todo pseudo-divtsor (L,Z,s) sobre X en representado
por algún divisor de Cartier D sobre X, teniendo que

í Si X ~ Z, D está determinado salvo equivalencia lineal

2 Si X =¿ Z, D está determinado de forma única.

Demostración. Sea ( £ , 2 » un pseudo-divisoí sobie X Poi el corolario (3 2,15), dado L,
existe un divisor de Caitiei D sobre X tal que L ^ Q(D).

1. Si X = Z, entonces [ D |C Z, por lo quo 0(D) repicsenta a (l,Z,s). Si D' es
otio divisoí de Caitiei que «presenta al pseudo-divisoí dado, poi el corolario (3.2.1 ü)
tenernos que D ~ D'
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2.. Si Z / A', entonces U = X \ Z es no vacío. Sabemos pot ío visto en §1 5 que s

está determinada pot funciones regulares -s¿ sobie í /ní /¿, tales que s¿ — g%jSj, con {<?„}

las funciones transición de L, Recordando que si D está determinado por {(C/¿, / ;)) ,

entonces las funciones transición son de la íbiina q¿.¡ = fy-, tenemos que H- — ^-.

Pegando estás funciones se obtiene una función racional r e -R{X)* tal que en todo U¡,

Consideremos al divisor de Cartier D' = D + diu(7), siendo sus ecuaciones locales / '

de la foima

t: = f¡-r = fij = *t (3-5)
/i

Lo que implica que la sección sD< corresponde a la sección s Por el corolario (3 2.15)

O(D') - 0{D + diu{r)) = Q(D) = L

y por construcción | Z?' | c 2 . lo que prueba que £>' tepiesenta a (L¡ Z, s).,

Para ver que es único, sean D, D' dos divisores de Caitier que representan a un pseudo-

divisor (L,Z,s), siendo {/¿}, {./,'} sus respectivas ecuaciones locales. Por hipótesis

0{D) = O(D'). existiendo por el corolario (3 2.15) una función racional r no cero sobre

X tal que- para toda i, /¿ = r f¡ Al ser U no vacío y tener que sD = ,?D', por (3 5)

/¿ = /,' en U nU¡, al representar I> y D' al misino pseudo-divisoí.. Esto implica que

i — 1 en U, y por 3o tanto /i = // en U.. Así concluimos que D = £*'..

Si D — (L,Z¡s) y D' — (L',Z',s!) son dos pseudo-divisores sobre X, definimos la suma ;

D -f D' como c! pseudo-dívisor ¡

I
D + D' = (L® L',ZUZ\s® s') \

La operación suma definida coincide con la suma definida en Div(X), excepto en el hecho j
i

que eí soporte de la suma de dos divisores de Cartiei puede ser más pequeña que la suma de ]

sus sopoitcs

Definimos el inverso de un pseudo-divisor D — (L, Z, s) como
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Así, fijando a un cenado Z de X, los pseudos-divisores con soporte Z forman un grupo

abeliano

En lo que resta denotaremos por D a un pseudo-divisor, escribiendo en ocaciones a 0(D)

como su haz lineal, | D j como su soporte, y sD como su sección..

Sea D un pseudo-divisoí sobre una T¿-variedad X. Denotemos por

[D] € A».! | D |

a la clase del divisor de Weil asociado a algún divisor de Cartier que represente a D Veamos

que [D] está bien definido haciendo uso del iema (3.3 3} Si ¡ D |^ X, el divisoí de Cartier

asociado a D es único, estando bien definido [D].. Si | D |— X, el divisor de Caitier que

representa a D está definido salvo equivalencia lineal, y por lo visto ai definir (3 2), [D]

está bien definido

A la clase [D] le llamaremos clase de divisor de Weü de D.

Definición 3.3.4. Sean tp : X' ~> X un morfisrao entie esquemas y D — (L, Z, s) un pseudo-

divisor sobre X. Definimos el pull-back íp*D como el pseudo-divisor sobre X' definido como

tp*D — (<p*L,ip~l(Z), <p*s)

Poi las propiedades funtoriales del pull-back en haces lineales, el pull-back sobre pseudo-

divisoies es funtorial.

Clases de Intersección

Sean D un pseudo-divisoí sobre un esquema X y V una ír-subvariedad de X, con j la

inmersión cenada que da a V tal estructura. La restricción de D en V es el pull-back jlD,

y es un pseudo-divisor sobie V con sopoite | D j nV A la clase del divisor de Weil de fD

lo denotaremos como

\j'D) = D [V\

el cuai pertenece a Ak-.i(\-D \ C\V)

Veamos qtie significa está definición sí D es un divisoí de Caitiei sobre X, Si V <t D ,

entonces j*D es un divisor de Cartier sobre V. siendo D [V] eí divisor de Weil asociado a

j*D Si V c] D j , entonces D [V] es la imagen de C bajo el morfismo (3..2), donde C es un

divisor de Cartier sobre V con haz lineal 0{C) isomorfb a ]*Q(D)
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Haciendo abuso de notación, si Y es un cerrado dr: .Y que contiene a | D \ C\V, denota-

remos también poi D • [V] a la imagen de este en Ak~i i .

Sea a — ¿^^[V"] un &-ciclo sobre X, Al tener por definición que V c | a |, paia toda

subvaiiedad V que aparece en a con coeficiente no cero, para cualquier pseudo-divisor D

sobre X, la clase de divisor de Weil D •• [V] es una clase en Ak-i(\ D ¡ n \ a J)..

Definición 3.3.5. Sean a = 53n^[^1 u n ^-ciclo sobie X y D un psoudo-divisor sobre A"

Definimos la clase de intersección D • a G A¿_|(| D \ n | a |) como

JJ • a = > nyu [V \

Nuo^Timente haciendo abuso de notación, si Y es un cerrado de X con ¡ D \ n | a |C J-",

veremos a D •• a como una clase en Ak-\Y..

Proposic ión 3,3 6,, SeanX',X esquemas

1.. Si D es un pseudo-divisor sobre X y a, a' son k-ciclos sobre X. entonces

D •(a + a') = D cv 4- D • a'

'cnAk-i{\D\ n( | a \u\a'\)).

2, S\ D.D' son pseudo-divisor es sobre X y a es un k-ciclo sobre X. entonces

(D + D')-a = D •• a + D' a

3, (Fórmula de Proyección) Sean ip : X' ~> X un morfismo propio entre esquemas, D un

pseudo-divisor sobre X, a un h-ciclo sobre X' y t¡) el moiftsmo de <p ]l

| D | n<p(| a j) inducido "por tp Entonces

D\)n

a) = D p

enAk_1(\D\n'.p{\a\))

4 Sean <p : X' -~> X un morfismo plano entre esquemas de dimensión relativa n, D vn

pseudo-divisor sobre X, a un k-ciclo sobie X y -ó el morfismo inducido de <p~](\ D \

n | a |) en \ D \ n | a \. Entonces

<p"a
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5. Si D es un pseudo-dioisor sobre X cuyo haz lineal 0{D) es trivial, y & es un k-ciclo

sobre, X, entonces

D or = 0

en Ak-\ \ o. j

Demostración 1.. Si a — ^ " ^ [ V ] y a ' ~ £ Í J V " [ ^ ' ] Í calculando di rectamente tenemos

~~~ i/] • \ "* rj fT/'l r> ,-v _i_ ri ÍV'

2.. Por como definimos la clase de intersección, podemos suponer que a = [V], con V una

fc-subvaiiedad de X A.sí,

,{D + D') • [V] - ordv(D -F £>') [V] - W(¿v-(¿>) - [\'r] + o'rdv{D') • [V]

3.. Por funtoriaíidad y linealidad del push-out propio y pull-back plano, y usando argu-

mentos pasados, podemos suponer que a = [V], V — X' y X = íp(V)~ Consideremos

un divisor de Cartier que represente a D, que por abuso de notación denotaremos por

D Así; la igualdad a probar es

Paia probar esta igualdad basta trabajar sobie un abierto de U de X que forme parte

de la representación de D, poi lo que podemos suponer que D = div[r) para alguna

r e íi(Xy.. Por la proposición (2 2.2), si d = y(X'/X)

¥*{div(v*{r))\ = {div{N{<p\r)))} = div(rd) = div[div(r)}

4 Por argumentos ya seguidos, podemos suponer que a = V — X, por lo que existe un

divisor de Cartier D que represente a D.. La igualdad a probar ahora es

[<p*D] - ip*[D)

como ciclos sobre X'. Al ser esto también una cuestión local sobie X, podernos suponer

que D es la diferencia de dos divisores de Cartier efectivos, bastándonos piobailo

cuando D es efectivo Pero esto se sigue del lema (2 2 8)
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5. Supongamos que V es una variedad, a — fV"), V — ,X'y D es representado por un

divisor de Caiticr D sobre X, buscando probar que; [D] = 0 en A^-iX cuando D es

principal, peí o esto es justo lo que se vio al asociar a un diviso: de Cartiei un divisor

de Weii.

S

Sean D, D' divisores de Cartier sobre una variedad X, con [D], [D'\ sus respectivos diviso-

res de Weil asociados. Por lo visto anteriormente, las clases do intersección D \D'} y D' [D\

son clases en (| D \ C\ | D' ]).. Aunque ei siguiente teorema es un resultado fudanmontal para

lo que sigue, omitiremos su demostración, la cual se encuentra en Fulton [4]..

Teorema 3.Z.7. Sean D, D' divisores de Caitiei sobre una n-•variedad X- Entonces

D [D'j = D' [D]

Corolario 3.3..S. Sean D un psendo-diviaor sobre un esquema X y ex un k-ciclo sobre X

racionalmente equivalente a cero Entonces

D a = 0

en Ak~\ \ D \,

Demostración Poi hipótesis a = [dr¿>(r)], con / £ R(Vy y V una subvariodad de X, lo que

nos permite trabajar en V.. Así, podemos suponer que X — V.. Por definición de clase de

intersección, podemos reemplazar al pseudo-divisoí D por un divisoí de Cartier D que lo

represente

Por el teorema anterior

D [div(r)] = div(r) •• [D]

Y por 5. de la proposición (336)

D - [div{r)] = divir) •• [D] = 0
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Para todo pseudo-divisor D sobie un esquema X, dado un subesqueraa cenado Y de X,

hemos definido un moifismo

n ( 3 1 ]

a i—y D - a

teniendo una colección de moifismo del tipo (3 6), uno por cada pseudo-divisor D sobre X..

Si a', a" son í;-ciclos sobie Y tales que a' ~ a", existe un /c-ciclo a ~ 0 sobre Y tal que

a' — a" = a.. Aplicando el corolario anterior a la restricción do D en Y, D a = 0. Por 1. de

la proposición (3 3 6)

0 = D a - D (a!- a") = D a' - D a"

Esto implica que los morfismos (3,6) están bien definidos si se aplican a Ak Y, lo que nos da

una colección de rnoifismos

D .-.AkY^Ak.v{\D\r\Y) (3.7)

Denotaremos a la imagen de una clase a de ^-ciclos como D <y... Fijo un pseudo-divisor

£>, al moifismo (3.7) lo llamaremos intersectando con D.

Corolario 3.3.9- Sean D,D' pseudo-divisores sobre un esquema X, y a un k-ciclo sobre

X. Entonces

D • (D' a) - D' (D - a)

en Afc_2(j D\n\D' \n

Demostración Primero veamos que los productos pertenecen al grupo que se afirma.. Por

definición D' a £ -4fc-i(( D' \ n | a ¡), e intersectando con D a la ciase de intersección D' a,

obtenemos un elemento que pertenece a ^ f ^ d D'\n\a\C)\D |).. De forma análoga

v e m o s q u e D ' (D a ) e A k - 2 { \ D \ C \ \ D ' \ f \ \ a \ ) ,

Al ser (3.6) lineal, podemos suponer que a — [V], con V una &-subvariedad de X. Sea j

la inmersión cerrada que le da a V tal estructura Para obtener las clases de intersección hay

que tomar divisores de Cartier que representen a los pseudos-divisores, por lo que podemos

suponei que D y D' son divisores de Cartiei sobie X.

Para probar la igualdad deseada hay que considerar a [j'D] y [j'D'], es decir, las restric-
ciones de D y D' a V
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Así, podemos supone: que D y D' son divisóles de Cartiei sobie V, y la igualdad a piobaí

adquieie la forma

D •• [D1] = D ' • [D]

Por el teorema (3.3.7) tenemos el íesultado £

Definición 3,3.10. Sean Di, , Dn pseudo-diyisoies sobre un esquema X, Paia cualquier

<x€ ZkX, definimos inductivamente a

D1 •• •• Dn a (3 8)

como

y el cual vive en ^ ^ _ , t ( | Dx \C\ n j Dn \ n a

Por el corolario anterior está definición es independiente del oidenamiento de los D¡ Por

1.. y 2. de la proposición (3.3.6), esta operación es lineal en cada Di y a..

De forma más general, si P(T\, .,Tn) es un polinomio homogéneo de grado d con

coeficientes enteros, y Z es un subesquema cenado de X tal que

(| Di | u-- U \Dn |)n | a |C Z

al ser lineal (3 8) en los D% y a, podemos considerar a la clase

P{DU-..,Dn) a (3.9)

la cual pertenece a Ak-¿Z

Si n = k. Di - Dn'Oc es una clace de un cero ciclo, y si Y =| D\ \ C\ • • • D | Dn \ n | a \

es completo, definimos el númeio de. intersección

(Di . Dn a)x = / Dl Dn a
•JY

De manera más genera!, considerando (3 9), si d = n y Z ~ (j Di | U • U I Dn \)i~) \ a •

es completo, definimos

= í P(D1
Jz



Divisóles 101

3.4 Clase de Chern de un Haz Lineal

Sea L un haz lineal sobre uu esquema X.. Si V es una £>subvariedad de X, el haz restricción

Lv tiene asociado un divisen de Cartier C sobie X tal que 0(C) = Lv, donde C es único salvo

equivalencia lineal.. Así, el divisoí de Wei! [C] asociado a C es un elemento bien definido en

Ak-i X. A está clase la llamaremos la cíase de Chein de L sobre V, y la denotaremos como

ci(L)O[V]. Si a = ^C^ví^] es un ¿-ciclo, denotemos poi ci(L)na>. a laclase J3 íivCi(L)n(Vj..

Con esto hemos definido un morísimo

ZkX-+AkX

ct i—y ci(L) n a

paia cada ha?; lineal L sobre X Notemos que si L os el haz lineal de un pseudo-dhisor

D - (L, Z, s)

fi(t)na-0 a

en A^X.

Proposición 3.4.1., SeanX'.X esquemas

1.. Si L es un haz lineal sobre X y a es un k-ciclo racionalmente equivalente a cero.,

entonces

ci n a = 0

2. (Conrnutatwidad) Si L,L' son haces lineales sobre X y a es un k-ciclo sobre X,. en-

tonces

cx{L) n {cy{L') n a) = ci (£') n (c,(L) n a)

en Ak-2X.

3~ (Fórmula de Proyección) Si íp : X' --> X es un morjismo propio, L un haz lineal sobre

X y a un k-ciclo sobre X ', entonces

4 (Pull'back Plano) Si <¿>: X' -> X es -un morfismo plano de dimensión relativa n, L es

un haz lineal sobre X y a un k-ciclo sobre X, entonces

Ci(íp"L} n !¿>"*a — íp*(ci(L) H a)

en Ak+n-.vX'
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5. (Aditividad) Si L, V son haces lineales sobre X y a es un k-cicio sobre X, entonces

Ci(L0L') f\a = a{L)na + cx{L') n a

V

ci(t")n« = -c^n a

en Ak-iX.

Demostración.. Todo haz lineal L sobre X determina a un pseudo-divisor con soporte X, y

tomando en cuenta que C\{L) C\a ~ D¡, a, 1.. se sigue del coiolario (3.3.8), 2.. se sigue del

corolario (3 3,9), y 3.. 4 , 5.. se siguen respectivamente de 3 ,4... 5 de la proposición (3 3.6) jj

Nota 3.4.2. Poi 1 de la proposición anterior, existe un morfismo

Cl(L)n.:AkX^Ak^X

para cada haz lineal L sobre X

Definición 3,,4,3. Sea L un haz lineal sobre un esquema X. Al morñsmo Ci(L) n - le

llamaremos el 1-operador clase de chern de L.

O b s e r v a c i ó n 3 . 4 . 4 . Si Lu ... Ln son haces lineales sobre X , a £ A^ X y P(TÍ: ... ,Tn) es

un polinomio homogéneo de grado d con coeficientes enteros, por 2.. y 5 de la proposición

anterior

P ( c i ( L i ) , . ..,Cl(Ln))na

es un elemento bien definido de Ak^¿X. En particular, para un haz lineal L sobre X y

a € Ak X, cf(L) í i a e s un elemento de A^-d X definido inductivamente como

cx{L)d na = cl{L)D (c^Ly-1 n a)

3.5 Morfismo de Gysin para Divisores

Definición 3.5.1.. Sea D un divisor de Cartier efectivo sobre un esquema X Denotemos

por i : D —)• X a la inmersión cerrada que da a D estructura de subesquema cerrado de X

Al moífismo

i*:ZkX—*ADX

a y—•> D • a

lo llamaremos el morfismo de Gysin.
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Proposición 3.5,,2,, Sean D un divisor de Cartier efectivo sobre un esquema X y L un haz

lineal sobre X

1.. Si a es un k-ciclo racionalmente equivalente a cejo sobre X, entonces

i'(a) = Ü

en Ak-i D.

2 Si a es un k-ciclo sobre X, entonces

Úi*[a) =ci(0{D))na

3 Si a ea un k-ciclo sobre D, entonces

4 Si X es k-puro dimensional, entonces

?[X) = [D]

en An-i D

5 Si L es un haz lineal sobre X y a es un k-ciclo sobre X. entonces

i*(ci(L) na) - Ci(i*L) ni"(ot)

en Ak^2 D.

Demostración.. 1.. Por definición i*(a) — D a: siguiendo el íesultado del coiolario (3.3.8)

2 Por definición del opeíadoi piimera ciase de Chein. ci(0(D))Da = Da Por definición

del moifismo de Gysin, i* (a) — Da. La igualdad se sigue de que i os la inclusión, y

por Ío tanto tenemos de maneta natuial que ijD a) está representado por D - a

3. Siguiendo los argumentos del inciso anterior, al tener que i*(a) está representado de

manera natural por a. i*i*(a) — D a. Ahoia, como i es la inclusión, el haz pull-back

i*(0(D}) es canónicamente 0(D), con lo que, Ci(i*Q(D)) Da — D a
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4.. Por definición del rnorfismo de Gysin, tenemos que probar

D • [X] = [D]

que es justo lo que dice el lema (3.2 20)..

5. Por linealidad podemos suponer que a = V, con V subvariedad de X Consideremos

a la clase de Ísomor6smo de L, la cual define un pseudo-divisoí D' sobre X.. Deno-

temos poi D' al divisor de Caitier que representa al pseudo-divisor considerado. Poi

definición;

cy{?L) n i'[V] = ci(i*L) n D •• [V] = D' •• (D •• [V])

teniendo ia última igualdad al ser de forma natural D' un representante de %HL en

D [V]. Calculando directamente la otia ecuación tenemos

i*iD'-[V)) = D-{D' {V})

El resultado se sigue del corolario (3 3 9).

Nota 3.5.3. Por 1 de la proposición anterior, existe un morfismo

i* :AkX — > A k ^ D

para cada divisor de Cartiei efectivo D sobre X
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Topología

A.l Espacios Irreducibles

Definición A. l . l . Un espacio topologico X es nieducible si toda intersección finita de

abieitos no vacíos de X os no vacía..

Que un espacio topologico X sea ineducibíe es equivalente a que X no se pueda expresai

como unión do dos subconjuntos cenados..

Definición A.l.2.. Sea U un subconjunto abierto de un espacio toplógico X Decimos que

U es denso en X si U — X..

Proposición A.1..3-. Sea X un espacio topológico no vacío.. Las siguientes condiciones son

equivalentes

1. X es irreducible

2 Cada subconjunto abierto no vacio de X es denso en X..

S. Cada subconjunto abierto de X es conexo.

Proposición A..1..4. Sea X un espacio topológico- Un conjunto E de X es irreducible si y

sólo si, E es irreducible.

Proposición A.l.,5.. Si X un espacio topológico vireducible, entonces todo abierto no vacío

de X es iTieducible.

105
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Proposición A.1..6.. Sea f : X —) Y un rnapeo continuo entre espacios topológico s. En-

tonces para cada, subconjunto irreducible E de X, f(B) es un subconjunto irreducible de

Y.

Definición A.1.7.. Todo subconjunto maximal iiieducible de un espacio topoógico X es

llamado una componente irreducible de X..

Proposición A.1.8. Sea X un espacio topológico Todo subconjunto irreducible de X

está contenido en una componente irreducible de X, y X es la unión de sus componentes

irreducibles

Proposición A..1..9. Sea U un subconjunto abierto de un espacio topológico X. El mapeo

V —> V (cerradura en X) es una biyección entre el conjunto de subconjuntos irreducibles de

U que son cerrados en U, y el conjunto de subconjuntos irreducibles de X que son cerrados

en X e intersedan a U; la biyección inversa es el mapeo Z —> Z C\ U'. En particular,

tsta biyección mapea el conjunto de componentes irreducibles de U sobre el conjunto de

componentes irreducibles de X quwe inte-isectun a U

A.2 Espacios Noetherianos

Definición A.2.1. Un espacio topológico X es noetheriano si todo conjunto no vacío de

subconjuntos cenados de X, ordenados poi inclusión, satisfacen la condición de cadenas

descendentes.

Proposición A.2.2. 1 Cada subespacio de un espacio noetheriano es noetheriano..

2 Sea {Ui}i£¡ una cubierta finita de un espacio topológico X Si los subespacios Vi de X

son noetherianos, entonces X es noetheriano.

Proposición A.2,,3. Un espacio topológico X es noetheriano si, y sólo si, todo subconjunto

abierto en X es compacto.

Proposición A.2.4. En un espacio topológico noetkeriano X, iodo cenado Y puede ser

escrito como unión finita de ceriados irreducibles Y{. Si requerimos que Yi $£ Yj, para todo

i ^ j t entonces los Yi son únicos, y son precisamente las componentes irreducibles de Y.



Apéndice B

Algebra

En este apéndice enunciamos una serie de resultados de algebia que se utilizan en la tesis

Las referencias paia encontrar las piuebas son: Bouibaki [1], Fulton [5] y Matsumuia [9]

B.l Altura y Coaltura

Sea A un anillo.. Consideremos todas las cadenas de ideales primos de A de la forma

Po D Pi D • D Pr

Al supremo de todas las longitudes r le diremos la dimensión (de Krull) del anillo, y la
denotaremos poi dim(Á)..

Paia un ideal primo p de A, al supremo de las longitudes, tomando todas las cadenas

estrictamente decrecientes de ideales primos

P = Po 3 Pi 3 • • O pr

comenzando con p, le diremos la altuia de p, y la denotaremos por ht(p)

Si el anillo es noetheriano, la altura de cualquier ideal primo es finita,

Si ahora consideramos al supremo de todas las cadenas estrictamente crecientes de ideales

primos

p = po Cpi C • CpT

comenzando con p, lo ilamatemos la coaltura de p, denotándola como cohl(p)
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De las definiciones es inmediato que

hl(p) — dim(Áv)

coht(p) = dirn(Afp)

Proposición B . l . l . Un dominio entero noetheriano es un dominio de ¡autorización única

.si, y sólo si, todo ideal primo de altura uno es principal

B.2 Longitud

Sean A un anulo y M un A-módulo Una cadena

M = MQ DMID O M, = 0

de submodulos de M es llamada una serie de composición de M si cada Mi/Mi+i es sirnlpe,

es decir, sus únicos ^-submodulos son él mismo y el ceio Este r es independiente de la seiie

de composición tomada, llamando r la longitud de M, y denotándolo como

U(M)

Si M no tiene serie de composición, ¿¿(M) = oo..

Lema B..2.1.. Si 0 -¥ Mi -> M2 —> -¥ M& -*• 0 es una sucesión exacta de A-módulos de

longitud finita, entonces

= 0

Lema B.,2,,2. Sea M un A-módulo de longitud finito. Entonces

donde la suma corre sobre todos los ideales primos de A.

Lema B.2.3., Sean A —> B un morfismo local entre anillos locales, d el grado de extensión

de los campos residuales Un B-módulo M no cero tiene longitud finito, sobre A si, y sólo si,

d < oc y Ai tiene longitud finita sobre B, teniendo

=d lB(M)
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De manera partieulai, si A es un anillo local con un subanillo k que se mapea isomorfi-

camente en el campo de residuos de A, entonces

= lk{M) =dimk(M)

para cualquier A-módulo M

Sea / : M —» M un morfisrno A-lineal de un A-módulo finitamente generado Conside-

remos

Mf = Coker f

¡M = Kernel f

Si Mf y fM tienen longitud finita, definimos

Si / es multiplicaí por un elemento a no divisoí de ceio de A, e . i ( / . M) —

Lema B.2.,4.. Si eA(f,M) está definido, entonces

p

donde la suma cone sobre todos los ideales primos de A

Lema B.2.5,, Sean A —>• B un morfismo local entre anillos locales, d el grado de extensión

de los campos residuales Sea f : M —» M un endomorfismo A-lineal de un B-módulo M-

Si d < oo. entonces e^(/, M) está definido si, y sólo si, eB(f. M) está definido, teniendo

eA(f!M)=d-eB{f,M)

Lema B.,2,.6. Sean A un dominio de dimensión uno con campo cociente K, f : M —> M

un endomorfismo de un A-módulo finitamente generado y }% el endomorfismo inducido de

MK = M ®A K Si det(fk) # 0; entonces

eA(f,M)=lA(A/det(fK)A)

Lema B..2..7.. Sean A un anillo local de dimensión uno, Pi, • . ,p( los ideales primos mini-
males de A, M un A-módulo finitamente generado y a un elemento de A que no pertenece
a, ningún pi. Entonces

t t
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Lema B.2.,8., Sea A —> B un moifismo local plano entre amias locales. Entonces d mosfismo

inducido entre espectros SpecB —> SpecA es suprayectivo Si A y B son a,7linéanos, entonces

donde m es el ideal máximo de A



Apéndice C

Prueba de la Proposición (2.2.2)

Proposición C.0.9. Sea tp : X —>• Y un epimoi fismo propio entre variedades, y sea r una

función racional no cero sobre X ..

1.. Si dim{Y) = dim(X), entonces ip*[div(r)] = [div(N(r))],

2. Sidim{Y) < dim(X). entonces ip*[div(i)] — 0.

Para demostrar esta proposición haremos uso de dos resultados preliminares, que son

casos particulares de la proposición.

Lema C..0.10.. Sea K un campo, X = F^-, Y = SpecK, y r € R{X)*. Sitp: X->Y es un

morfismo entre variedades (el cual es suprayectivo y propio), entonces (pt[div(r)] — 0.

Demostración. Por el ejemplo (1 4 4) sabernos que R{X) = K{t), donde t = f1, por lo que

toda función racional no cero sobre X os un cociente de polinomios.. Poi pasos seguidos

anteriormente, al sei end un moifismo, podemos suponer que r es un polinomio en K[t], por

lo que se puede expresar como producto de polinomios iiieducibles Usando nuevamente que

oíd. es un morñsmo, podemos suopner que r es un polinomio irreducible de grado d en K[t).

Sea Pee 6 Fjt- su punto al infinito, es decir, P^ = {0 : 1). Sabemos que r se anula en

todos los puntos de Tl
K \ V(Po0) que no están en V{{r)), siendo el punto al infinito, el punto

definido poi el ideal cero de K[t] y el punto definido por (r), los únicos posibles puntos donde

r no se anule,

Al ser r irreducible, (r) es un ideal maximal de A [í], y poi lo tanto

111
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En el punto dado por el ideal cero, i se anula al ser unidad en /í'[í](o) Ahora, al sei P^

una subvaiiedad de codimensión uno de Pl
K, su anillo local Opi. p^ es un anillo de valuación

discreta. Así, su ideal maxiinal está gerieíado por ei elemento, s = ~ A! tenei que r es un

polinomio de giado d, r — usd
} es decir, r — u-^¡ con u unidad. Poi lo tanto,

üTCÍpM(r) — —d

Con lo anterior tenemos que [drá{r)] = [(r)] - d[P^ y poi lo tanto

<p.[div{T)] = [R((r)) : K][Y] + {R(P^) : K](-d)[Y]

Al tener que R{{r)) = K[t]/{r) y R(P00) = K, llegamos a la igualdad deseada

<P*[div{r)} = d[Y] - d[Y] = 0.

Lema C.0-11. Sea <p : X —> Y un morfismo suprayectivo finito entre variedades, y sea

r € R(X)r Entonces

V*M»y(r)] = [div(N{r))\

Demostración.. Obseívemos que ai ser tp finito, dim(X) =• dim(Y). Sea W una subvaiiedad

de codimensión uno de Y tal que ordw{N{f)) ^ 0 Sean {Vi} las subvaiiedádes de X

cuya imagen bajo (p es W. Poi la definición del push-out propio de ciclos y linealidad,

será suficiente piobar que

^rVdv-,0) • [-R(Vi) : R(W)) = ordw(N(r)) (C 1)
i

Sea U un abierto afín de Y que interaecte a W Al ser <p finito, v?"1(í7) es un abiesto aíín

de X que intersecta a todos los Vi, y tal que el moifismo entie anillos

da a T(íp~1(U),Qx) estrucluia de T(UOY)-móá\úo finitamente geneíado Así, podemos

suponer que X — SpecR. Y — SpecS son espectios de anillos, y ip — of, con / : S -> R.

El anulo QY,W f-s ' a localización de S en el ideal piimo p que define a W. Consideremos

al 5-módulo

B = R &<; Sp ^ Rv!i
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Siendo B un dominio finito sobie Sp.. Al tenei que R\pR C R\ {0}, poi propiedades

de localización, RVR tiene a R(X) como su campo cociente Poi construcción, los ideales

piimos pj que definen a ios V¿ en i?., corresponden a los ideales maximales m¡ en B tales que

Bmi Sí Í?p,

Al tenei que r peitenece al eampo cociente de B, por argumentos ya seguidos, al sei JV(_)

y ord morfismoS; podemos suponer que r € B.. Observemos que

B ®3p ñ ( y } - i? ® s 5P ®Sp Sí0) ^ R ®s Sm * R(X)

Sean ib el endomorfismo de B dado al multiplicar poi r, y i/>/t el endomoifismo inducido

por ip sobre i?{X), teniendo por definición que N(r) — det{'4>n)

Al ser B un S^-módulo finitamente generado, B es un ó'p/iJ-cspacio vectorial. El lema

(B..2..5) nos dice que IA(B) = dim(B) como Sp/p-espacio vectorial.. Al tener que i e B , de

forma natural r G B^ para toda i.. Al ser Bmi un anillo regular, existe ;r¿ geneíadoi del ideal

máximo en Bm¡¡ con lo que r = ?J.TT .̂ con u unidad Por lo tanto, oí, = ordmí(
7) Si i¿-¿ es el

conúclco de morfismo

s —-> $ • r

ipi = BmJmf Por el lema (B 2.5),

íj?m (Cokti -ibi) — dirn(Coker J/>¿)

que es justamente di, Al tener que R(V¿) = B in., por el lema (B 2.6) tenemos la igualda

deseada fj

Demostración de la Proposición 2.2 2 1 Al tener que dim(X) — dim(Y), por la propo-

sición (1..4 13) existe un abierto no vacío U de X tal que <p(U) es un abierto de Y y <p\L

es finito.. Por 2.. de la proposición (1 4.2) podemos supone: que r € R{U)*, estando en

el caso del lema anterior

2, Sea [div(r}} — X^ íP^ ] ; donde los Vi son subvariedades de codimensión uno de A' Si

para toda t, dim(Vi) > (i?-m((^(V¿)), poi definición del push-out propio
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Si para alguna i, dim(Vi) = dim(tp(Vi)), por linealidad nos bastará fijar una subvaxie-

dad W de Y tal que W — <¿>(V¿) y cfím(Vt) = dim{W)i paia algunas i Por argumentos

ya seguidos, podemos suponer que Y = W, lo que nos diría que d¿m(X) = dim(Y) + 1 .

y que la igualdad a probar es

¿ = 1

con la suma coniendo sobie todas las subvariedades de codimensión uno de X tales que
mdv^r) T¿ 0 y dim(Vi) — dim(Y).. Como estas subvariedades V¿ son las únicas que su
imagen contiene al punto genérico de V, podemos sustituir a X por X Xy Spe.cR(Y),
y a V poi SpecR(Y): al tener que SpecR(Y) es el punto genérico de Y Por la 3 de la
proposición (1 2,83), la proyección X Xy SpecR(Y) —> SpecR(Y) es propio..

Al tener que X xY SpexR(Y) es la fibra de \p del punto genérico de Y, y tenei que

dim(X) = dim{Y) + 1, la dimensión de X Xy SpecR(Y) es uno, siendo una cuiva

sobie SpecR{Y), Poedemos suponer que X es irreducible, ya que trabajaremos con

sus componentes irreducibles.. Si 0 : X -*• X la normalización de X, siguiendo los

argumentos dados en la paite final de la sección §2,2.1, existe un morfismo racional

\¡) : X -> Pjf.

Como t/->(X) no puede ser un sólo punto, ip(X) es todo P^-. al tener que todo moifismo

entre variedades es separado y que P^ es completo, por 4.. de la proposición (1.2.83), 'ip

es propio, y por lo tanto finito.. Sea p :T\ -> Y el único moifismo que hace conmutar

el siguiente diagrama

i P

A. I

Notemos que p existe al ser Y el espectro de un campo Al tener que R(X) = R{X),

isomorfismo inducido poi 0, si r es la imagen de r bajo el isomorfismo, al sei 9 finito,

podemos aplicarle el lerna anterior, resultando de funtorialidad

Aplicando el lema anterior a i/;> $*[dw(r)) — [AT(r)], siendo [A'(r)], un A-ciclo mcio-

nalmente equivalente a ceio. Aplicando ahora el lema (C0.10) a p*, tenemos que

p*[jV(f)] = 0, que da el resultado deseado



Apéndice D

Prueba del Teorema (2.2.10)

Teorema D.0.12. Sean K un campo, S su espectio, tp : X —^ Y un morfismo plano entre

S-esquemas de dimensión relativa n, y a un &-cic!o sobie Y racionalmente equivalente a

cero.. Entonces tp*a es racionalmente equivalente a cero en Zk+nX..

Por io tanto, induce un morfismo entre grupos abelianos

yj* : AkY —> Ak+nX

Demostración. Por lineaiidad y la proposición (2 2.7) podemos suponer que

con V una subvariedad de Y XS^K Y ̂ a proyección g :V -¥ Yl
K es dominante, y por lo tanto

plano Consideremos al producto fibiado deFxj IP^ y X sobre Y

x xY Y x s rK = x x s rK

con lo que obtenemos el siguiente diagrama

215
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Poi la proposición (2 2 9)

Por el lema (2.2.8)

Por eí teorema (2.2 3) bastará probai que [frl(Po)] — [k~l{Poo)] es racionalmente equivalente

a cero..

Sean Wi,.. .. ,Wt las componentes ineduciblcs de Wt ¡n - hiW{ y [W] — Yli=imi[Wi\:

donde m, es la multiplicidad geométrica de W¿.. Poi lo visto en la paite final de la sección

§2.2.1

^TlW]~[K1(Poo)] = [div{hi)}

Poi el lema (3.2.20)

Con esto

¿—I m¿

el cual es racionalmente equivalente a ceio
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