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Introduccién

El lenguaje utilizado en este trabajo es el dé esquemas, desanollade por Crothendick, el
cual logré unificar en un lenguaje comun a la peometiia aritmética y la geometria algebraica
cldsica. La geometria algebraica es una de las dreas de las matematicas que no se puede
desarroliar directamente a partit de ciertos axiomas, requiriendo de resultados de varias
dreas. Una de tales dreas en tas dltimas decadas ha sido 1a topologia algebraica.

La finalidad de este trabajo de tesis es definir en geomettia algebraica el concepto de
primera clase de Chern de un haz lineal sobre una variedad, o de manera mds general,
sobre un esquema. Para esto, nos basaremos en el material presente en Fulton [5], el enal
estd basado a su vez en el tiabajo que fundamento a la Teoria de Interseccidn, realizado por
€] mismo Fuoiton y MacPherson.

En el primer capitulo daremos los conceptos bdsicos que utilizaremos en los restantes
capitulos, siendo la categorfa de esquemas nuestro objeto geomdéerico a tratar. Comenzaremos
con gavillas, el objeto en el que se encontiard toda la informacidn geométrica de nuestros
objetos geométricos. En la seccién de esquemas, después de tratar con esquemas afines, se
procurd motivar las definiciones v resultados mas generales a partir del caso afin. Una vez
definido lo que es una variedad algebraica en un contexte moderno, se termina este capitulo
dando los resultados que necesitamos sobre haces vectoriales, relaciondndolos con gavillas
localmente libres. '

El trabajo formal de 1a tesis comienza en ¢l capitule dos, estudiando el grupo generado
po1 las subvariedades de un esquema dado, al que llamaremos grupo de ciclos La idea es
definir funtores covariantes vy contravariantes de la categoria de subespacios irreducibles de un
esquema, en la categoria de grupos abelianos. Esto es pensando en rescatar los conceptos de
homologia y comohologia Aunque estos conceptos estdn presentes en la geometria algebraica
modeina, los funtores que se definen en este capitulo son, por construccién, una herramienta
que permite desarrollar conceptos de manera mas general. Se introduce ¢l concepto de
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equivalencia 1acional sobie ciclos, el cual ha sido historicamente de central importancia en
geometria algebraica, para considerar las clases de equivalencia 1acional del grupo de ciclos
Acabamos este capitulo con un pequenio estudio de las propiedades funtariales de los grupos
definidos

En el iltimo capitulo trataremos el concepto de divisores sobre un esquema, los cuales
inicialmente estdn definidos por las subvariedades de codimensidn uno del esquema. Pos-
teriormente damos generalizaciones de este concepto, las cuales, aunque dificulta su trato,
nos permitiran aplicar herramientas de topologia algebraica, logrando definir el concepto de
primera clasc de Chern: sobre un haz vectorial

Hay cuatro apéndices en donde se enuncian definiciones y 1esultados que no encajan
en el seguimiento de ideas del presenie trabajo. En el piimero tratamos sobre espacios
topoldpicos irreducibles v espacios topoldgicos noetherianos. En el segundo enunciamos
resultados técnicos sobre longitud. Los dltimos dos contienen las demostraciones de los dos
resultados mas importantes dei capitulo dos

Convenciones: Todos los anillos considerados son conmutativos con unidad. Todos los

morfisos entre anillos mandan el 1 al 1. En un dominio entero o campo, 1 3£ 0.



Capitulo 1
Preliminares

En este capftulo daremos las definiciones y resultados basicos que estaremos manejando a
lo largo del presente trabajo  Las referencias de los 1esultados aqui presentados son muy
variadas, por lo que haremos mencidn particular de cada referencia.  Comenzamos este
capitulo con la nocidn de gavillas sobre un espacio topoldgico, nocidn necesaria para definix
en la segunda seccién nuestro nuestros objetos geométricos de interes, los esquemas, siendo ia
gavilla el objeto que guardala informacidn geométyica del estos. En la seccidn tres retomamos
el concepto de gavilla como tema de estudio al considerar el caso de maédulos de gavillas,
lo cual nos da mds flexibilidad al lenguaje que manejamos, permitiendonos desarrollar més
la teorfa. Continuamos con Ja definicién de variedad algebraica (en el sentido moderno),
objeto de estudio de la geometria algebraica. Acabamos este capitulo con las principales

definiciones v resultados gue necesitamos sobre haces vectorales.

1.1 Gavillas

En la primera parte de esta seccién damos los resultados basicos sobre gavillas de grupos
abelianos (anillos) sobre un espacio vectorial, continuando con una construccidn que juega un
papel muy importante en la teoria, la cual es asociarle una gaviila 4 una pregavilla Finaliza
esta seccién con propiedades funtoriales de morfismos entre gavillas. Las referencias paia los
resultados dados en esta seccidn se encuentian en el libro de Tennison {12].

7
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Conceptos Basicos

Sea X un espacio topoldgico Denotaremos por Top(X) a la categoria definida de la signiente
manera

ObTop( X)) = [ € X|U es abierto}
) SV U

Hom(V U) =
.4 { w(inclusion) stV C U

Definicién 1.1.1. Dado un espacio topolégico X, una pregavillo de grupos abelianos (ani-
Hos) Fsobre X es un [untor contravariante de la categoria Top{X') a la categoria %b (Antllos}

de grupos abelianos (anitios)

Dada una pregavilia F sobre ur espacio topoldgico X, a los elementos de F(U} los lla-
maremos secciones de la pregavilla F sobre I7. A los elementos en F(X) se les diee secciones
globales. Dados V C U7 € X abiertos, denotaremos por g2, al morfismo

Py : F (W) — F(V),

v lo llamaremos mapeo restriccidn. Cuando sea claro en que pregavilla estemos trabajando
‘usaremos la notacién p,,, También utilizaremos la notacién (I, F) para denotar al grupo
F(U) v, si s € F(U), usaremos s, para denotar a la imagen p,,(s).

Definicién 1.1.2. Decimos que una pregavilla F sobre X es una gavilla 1 satisface la
siguicnte condicién:

{A) S U C X esun abierto, si {I/;} es una cubierta abierta de U, v si tenemos secciohes
§; € F(U;), para cada i, tales que

i Jugrmy; = 57 Jugdu;
para todo 4, §, entonces existe una dnica seccidn s € T(U} tal que sp, = s, pata toda i

Observacién 1.1.3. Sea F una gavilla de grupos abelianos sobre X [l conjunto § es un
subconjunto abierto de X, el cual se puede ver como la unidn de una famikia vacia de abiertos.
Por el axioma de gavilla, F(@) consiste del grupo de un sélo elemento, es decit, F(0} es el

grupo abellanc cero.

En lo que resta de la seccidn, las gavillas que consideremos serin de grupos abelianos, v
las definiciones v resultados dados serdn validos también en la categoria de anillos,

&
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Ejemplo 1.1.4. Sea X un espacio topoldgico Bl funtor gque asocia a cada abierto de X el

grupo (anillo) cero, es llamado la gaville cero, y la denotaremos por 0.

Ejemplo 1.1 5. Sea X una variedad algebraica (en el sentido cldsico) sobre un campo K
algebraicamente cerrado. Para cada abierto If C X, sea (1) el arillo de funciones regulares
de I/ a K. Dados dos ablettos V C UV de la vaiiedad, sea p,, © QL) = O(V) el mapeo

restriceidn (en el sentido usual). Entonces O ¢s una gavilla de anillos sobre X

Definicién 1.1.6. Dadas F v G (pre)pavillas sobre un espacio topoldgico X, un morfismo
entre (pre)gavillas

o:F—aG

es una transformacién natural del funtor F al funtor §.

Un somorfismo entre {pre)gavillas ¢ : F — § es un morfismo el cual tiene inverss

De la definicién podemos ver que una gavilla es una pregavilla cuyss seccioncs estan
determinadas localmente En la siguiente proposicién especificaremos mds la naturaleza

local de las gavillas, haciendo uso de la siguiente definicidn

Definicién 1.1.7. Sean F una pregavilla de grupos abelianos sobre X v 2 € X un punto
fijo Consideremos a todos los grupos abelianos F(U), con ¢ € U, Definimos el tallo F, de
F en = como el Umite directo g F(7), el cual define una coleccién de morfismos entre

grupos abelianos

pu  FI) — F,

para abiertos U C. X, con z € U A la imagen de s € F{U) bajo py, la denotaremos por s,
A los elementos de &, se les dice germenes de secciones de F

Cada germen en JF, se ve como 8, para alguna seccién s € F(U), con z € IV, Més ain,
pata 3 € F{U) vt € F(V), donde U, V' son abiertos de X que contienen a x, se tiene que
5; =ty 81, ¥ s6lo si, existe un abierto W de Un 'V tal que w € Wy 5, = fjyy

Proposicién 1.1.8. Sex X un espucio topoldgico y F una gavilla sobre X Entonces, para
todo abierteo U C X y secciones s,8" € F(U), tenemos que s = § 1, y sdlo i, 3, = 8, pare

-

todo x € U g




10 Primera Clase de Chern en Geometria Algebraica

Todo morfismo ¢ : F — G entre (pre)gavillas scbie X induce, para todo z € X, un

morfisme v, - F, = G, sobre los tallos, tal que el siguiente diagrama conmuta

F(n) —2 . 5(0)

¥, S,

para todo abierto U/ © X que contenga a z.
El concepto de tallo también nos permite decir cuando dos morfismos entre gavillas son

iguales.

Proposicion 1.1.9. Seon F uno pregaville v G una gavilla sebre X. Sip, 4 :F = G son

f

Definicién 1.1.10. Una subgawmile F de un gavilla F es una gavilla tal que paia todo
ablerto U de X, F'(U/) es un subgrupo abeliano de F(L) y los mapeos restriceién de F son

morfismos entre pregavillas tales gue v, = ,, pore lodo x € X, entonces @ = P

los inducidos por los mapeos restriccidn de F. Asi, para todo punto x € X, el talio F, es un

subgrupo de J,.

Lema 1.1.11. Sean U C X un abierio y F una gavilla sobre X. -Entonces F iy es una gawvilla
sobre U,

i

Hasta el momento sélo hemos trabajado con gavillas sobre un espacio topoldgico dadeo.

Ahoia, dados un mapeo continuo f : X — ¥ v una gavilla sobre X, definitemos sobre ¥
una gavilla inducida por este mapeo.

Definicién 1.1.12. Sea f : X — ¥ un mapeo continuo entre espacios topoldgicos Para
cada gavilla F sobre X, definimos la gavilla imagen dwecta sobre Y, denotada por f.F, como
{F.FI(V) = F(F~Y(V)), para todo abierto V C ¥

Engavillacién

No toda pregavilla resuita ser una gavilla. Asi, a una pregavilla le asociaremos la gavilla que

“mis se le parezca”
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Dada una pregavilla F sobre X, le asociaremos un espacio topoldgico Spé¥F liamado

espacto étale, que esta dado como SpéTF =] . T, teniendo un mapeo proyeccidn

7 SpEF — X

S, T

Asf, m~1(z) = F, Ahora le daremos una topologia a Spé¥F. Sean U € X un abierto v
s € F{I7), definimos el mapeo
§:0 — SpédF
T —F 8,

v notamos gque 7w o § = Id,.

Los conjuntos §(U) = {s, € SpéF|z € U} con ¢ € F(U}, son una base de abiertos de la
topologia que generan, siendo ésta la topologia més fuerte tal que: los mapeos §: U7 — SpéF
-gon continuos, para todo abierto U € X v toda seccidn s € F(U). Ademas, la proyeceidn =
definida anteriormente es continua. A las funcienes & les llamaremos las seceiones continuas
de SpéF sobre U

Dada una seceidn s € F(I7), con U C X abierto, tenemos sobie el abierto §(I7) € SpéF
que

ow = Idg((_:) .

Sea i : F = F' un morfismo entie pregavilias, y congideremos el morfismo sobre los tallos
g+ Fy = Fo, . Delinimos

Spéy : SpéF — SpeF
B = Py (53)
teniendo que Spéy es continua, v es tal que el siguiente diagrama conmuta

SpéF Y ped
X

Dada una pregavilla ¥ y su espacio étalé SpéF | le asociaremos la gaville de secciones
T'SpéF | definida para todo abierto U de X como el conjunte de secciones continuas de SpéF
sobre I/, denotandola como DU, SpéT)
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Notemos que existe un morfismo entre pregavillag ¢ : F — ['Spéyp, definido paza todo
abierto U/ de X
G(LY : F() — T(U, S5péF)

5+ §

Dado ¢ : & — G, un morfismo entre (pie)gavillas, el siguiente diagrama conmuta

a7 ,
¥ TSpeF

2 T Spée

§——I5pég
Lema 1.1.13. Sea F una pregavilla sobre X Para cade x € X, los mapevs
07 . F, — (TSpéT),
son isomorfismos. ﬁ

Proposicién 1.1.14. $i F es un gowvidla, entonces 6 : F — T 5péF es un isomorfismo entre

qavillas. jj

Bl siguiente teorema nos da la propiedad universal que caracteriza a la gavilla TSpédF |

que es a lo que nos referiamos al decir que obtendriamos la gavilla que més se le parece.

Teorema 1.1.15. Sean F pregavilla v § gavilla sobre X', Entonces todo morfismo entre
pregavillas v : F — G se factoriza de modo tnico a través de 87 . F = I' SpéT |, es decir,
existe un tnico morfismo 44 : I'SpéF — § tal que el siguiente diagrama conmuta -

3:’——-—-———-————("J 3'9 (1 1)

I
[Spéer

e

v

Definicién 1.1.16. Sean X un espacio topoldgico vy 4 un grupo La gavilla asociada 2 la

pregavilla U — A es lamada la guville constente 4
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Propiedades de Morfismos Entre Gavillas

Definicidn 1.1.17. Sea ¢ 1 T — § un morfismo entre pregavillas. Para todo abicrto F de
X definimos
K{U) = ker ()

A esta pregavilla le llamaremos la pregavilla nidclee de o, v la denotaremos como Ker .

Proposicion 1.1.18. Sea ¢ : F = G un morfisme entre gamllos  Entonces lo pregevilla

nicleo es una gawmilla. ﬂ
Nota 1.1.19. La (pre)gavilla nicleo es precisamente el nicleo ca.tegéﬂco

Teorema 1.1.20. Sea ¢ : F — § un morfismo entre gavillas. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes.

1 kery = 0.
2 Para todo abierto U de X, w{l7) es inyectivo,
3 Para todo x € X, i, es inyectivo.
4 @ es un moncmorfismo.
p
E
Proposicién 1.1.21. Sea ¢ : T — G un merfismo entre gavillas. Entonces paratodoz € X,
(ker 0). 2 her o, f

Definicién 1.1.22. Sea ¢ : F -+ § un moifismo entre pregavillas. Para todo abierto IV de
X definimos

Tm(l/) := ()
A esta pregavilla le llamaremos la preganllc umagen de ¢ A su gavilla asociada le llamaremos

la gaevilla fagen, v la denotaremos como fm .

Definicién 1.1.23. Sea 7' una subgavilla de la gavilla F Definimos la gavilla coctente F/F
como la gavilla asociada a la pregavilla U — F(U} /F(U)

Proposicién 1.1.24. Sea F' une subgawilla de la gawlle ¥ FEntonces para lodo z € X,
(F/F): = /7, | f
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Definicién 1.1.25. Sea ¢ : F ~» G un morfismo entre gavilias. A la gavilla cociente §//m

le Hamaremos la gevilla condelen de
Nota 1.1.26. Esta gavilla conticleo ¢s el condcleo categdrico

Teorema 1.1.27. Sea w : F — § un morfismo entre gavillas. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes
1 Gflmy = 0.
2. Para todo z € X, ($/Im @), = 0
3. Para todo z € X, @, ¢s suprayectivo

4.  es un epimotfismo

~Teorema 1.1.28. Sea ¢ : J = 9 un morfismo entre gavillas. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes.
1. @ ¢s un isomorfismo
2. Para todo abierto U de X, ¢(U) es una biveccidn
3. Para todo ¢ € X, ¢, e una biveccién

4. ¢ es monomorfismo vy epimorfismo

iy v =t

Definicién 1.1.29. Sean F, § prepavillas de prupos abelianos sobre X. A la pregavilla
U — F(U) @ $(U) con mapeos restriccién p@, = (p¥,, p9.3, le llamaremos la pregavilla suma
directa, v la denotaremos por Fb G s inmediato de la definicidn que s1 T v G son gavilles,

entonces ¥ & G es una gavitla

Nota 1.1.30. La gavilla suma directa es el producto v coproducto categérico
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1.2  Esquemas

En esta seccién tratarermos con el concepto de esquema. Comenzamos con una clase particu-
lar de esquemas, los esquemas afines, que es la forma en que expresaremos localmente a un
esquerna. Seguiremos con espectios homogéneos, la generalizacion de espacios proyectivos.
Una vez hecho esto, estudiaremos por partes a los esquemas, comenzando con definiciones
v resultados bdsicos, para despuds dar la definicién del producto fibrado en la categoria de
esquermas, usandolo para dsr propiedades sobie estos. Acabamos esta seccidn estudiando
varios tipos de morfismos que podemos definir en la categoria de esquemas, morfismos que
nos servirdn para describir la geometria de los esquemas. Particular interes tendremos en
las funciones y moifismos racionales.

Daremos la demostracién de los resultados en los que no s requicra desarrollar teorfa
que nos desvie del tema a tratar, dando las refencias en aquellas en las que sc omite la

demostracion.

1.2.1 Esquemas Afines

Sea A un anillo. Definimos el conjunto SpecA = {p C A | p ideal primo}. Por convencién
Ad Spec A Sea a € A un ideal, definimos el subconjunto V(a) = {p € Specd | a C pl.

Lema 1.2.1. Sea A un anilio
1. 5ia,bC A son wdeoles, entoneces Via) U V{b) = V{ab).
2 Si{a;} es cualguier conjunie de ideales de A, entonces V{3, a,) =, V()
3 V(A =0, y V({0)) = Spec A
4 Sia, b C A son ideales, V(a} C V{b) si, y sdlo s, Vb C Ve
Demostracidn  Hartshorne [7], pag 70.
Este lema nos permite definir una topologia scbre Spec A, tomando a los subconjuntos

“V{a) como los cerrados de Spec A. A esta topologia la llamaremos la fopologie Zariski de
Spec A, Asi, por definicidn los puntos cerrados de Spec A son los ideales maximales de A,
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Para cualquier elemento f € A, denotamos por D(f) al abierto Spec ANV ({f}), los cuales
son Namados abiertos principales Qbservemos que el conjunto de abiertos {D(f)} 7z es una
base para la topologia de Spec 4. FEn efecto,

Spec A\ V(a) = (V(a))" = (ﬂ V(f)) = U Spec A\ V()
fea fEa
=Jpin

f&a

Sea p € Spec A, y denotemos por A, a la localizacion de A con respecto a p. Consideremos

los morfismos naturales entre anillos
A— A, — A4,/p

donde p denota a la clase de » en A, Denotemos por si{p) = 4,/ al campa de residuos de
Aenp.
Sea © + A — B un morfisme entre anilios, v consideremos al mapeo inducide entre

espacios topoldgicos

*@ : Spec(BY — Spec A
q— ¢ (q)
el cual estd bien definido al tener que la imagen inversa de un ideal primo es primo. Fl
mapeo definido es continuo al tener que ¢ '(V(a)) = V(p(a)B), con a C A ideal

Con ésto, las correspondencias A — Spec A, v

Heom(A, B) — Hom(Spec B, Spec A)

wr— "

definen un funtor contravariante de la categorfa de anillos, a la categoria de espacios to-

poldgicos.

Ejemplo 1.2.2. Sea S un subconjunto multiplicativo de un anillo A, Consideremos el
. morfismo natural entre anillos @+ A — 4., v a su mapeo inducido entre espacio topololdgicos
S SpecAs — Spec A, Probaremos que %p nos da un homeomorfismo entie Spec Ag v el
subespacio {p € Spec A { pNS = @} Al tener que hay una biyeccidn entre los ideales primos
de As v los ideales primos de A que son ajencs a S, “p nos da una biveccidn entre tales
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conjuntos, por lo que si probamos que es cerrada acabatemos. Sea V(ads) un cerrado de
Spee 4y, asi
“p(V(ads)) = %ol {pds € SpecAs | ads C pAs})
= {¢ " (pAs) € Spec A | ads CpAs)
={peSpectd|aChp pnS =10}

Ejemplo 1.2.3. Sea A un anillo y @ € A un ideal Veamos que % : SpecAfa — Spec A
nos da un homeomorfismo entre Spec Afa v el certado V(a). Sabemos que hay una biveccion
entic los ideales primos de A/fe v los ideales primos de A Gue contienen a q, restdndonos
probar que *¢ es cerrada. Para ésto notemos que
p(Vib+a)) = “o({p+a€ SpecA/a | b+alp+a})

={qe€ SpecA i aCdCq}

= V(6)
Definicién 1.2.4. Sea 4 un anillo. Un punto p € Spec A es regular si A, es noetheriano v

regulaz.

Defiriicidn 1.2.5. Sea Z un subconjunto cerrado irreducible de un espacio topoldgico X.
Entonces decimos que un punto & € 2 es genérico s E = Z, 0 lo gue es equivalente, que
todo abierto no vacio U de Z contenga a £.

Ejemplo 1.2.8. Sea 4 un dominio entere, entonces (0} € Spec A v es el punto genérico de
Spec A

Proposicién 1.2.7. Sea A un anillo

I Sip € SpecA, entonces Vp) es trreducible.

2 5V () C Spec A es irreducible, entonces V(a) = V(p), para algin p € Spec A
. Demostracidn 1. Supongamos que existen a, b C A ideales tales que
Vip) = V({a) uV(b) = V(ab},

eatonces ab C vab = /p = p Alser p primo tenemos que o € p, o b € p. Supongamos
que a C p, entonces V(p) C V{(a), lo cual implica que V(p) = V{a) v por lo tanto es

irzeducible.
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2. Sea V(a) irreducible, v notemos que V{a) = V(/a). Probaremos que v/a € Spec 4 si

V{a) es itteducible

Sean f,¢ € A tales que fg € /a Asi (fg) C /@, v por lo tanto
V(VE) S V(g = VI U V()
Iisto nos dice que
VVa) = (V{H) N VVa) U (V) nV(va)

Al ser V{y/n) irreducible podemos suponer que V{y/a) = V({f)) N V{y/a}, es decir,
V@) CV{{Y), v por 4. del lema (1.2.1)

feincyvincyva=va
i

Proposicién £.2.8. Sea A un anello. Spec A es wrreducible si, y sdlo 1, Nil{A) € Spec A,

Demostrocidn. Supongamos que Spec A es irteducible Sean f, g € A4 tales que fg € Nil(A},
entonces existe n € N tal que f"¢™ = (fg)" = 0. Asi, f?¢" € p, pata todo p € Spec A Por
el lema (1.2.1)

VMU Vgt = V(t"g") = Spec A

Al ser Spec A irreducible, podemos suponer que V{f™) = Spec A Entonces f™ € b para
todo p € Spec A, concluyendo que f € p para todo p € Spec A. Por lo tanto

fe [ »=Nia)

p< Spec A
La otra contencidén estd dada por 1. de la proposicion anterior, con p = Nil{A).
Nota 1.2.9. En el caso de las proposiciones anteriores, si p € Spec A, entonces p es el iinico

punto gendrico de V{p). Ademds, si V(a) es irreducible, entonces /a os el tinico punto

genérico de V(a).
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Proposicién 1.2.10. Sea A un anillo, entonces Spec A es compacto.

Demostracidn Sea {U;}er una cubierta abierta de Spec.d Como los abiertos de la forma
D{f), con [ € A, son base de la topologia, tenemos que para toda ¢ € [, U; es unién de

ablertos principales. Asi, tenemos que para un cterto conjunto de indices A,
Spec A = |_J D(fs),
AEA

con fy € A Por lo que si probamos que existe una subcubierta finita de los {D{fx)}aca que

cubia a Spec 4, habremos acahamos. Como

Spec A = U D(f) = U(~9PECA\V—(<fA})

AEA AEA

tenemos gue

V(1) =8 = (Spec A) (U(SpecA\V((m))

AEA
=(JVEh) =v(>_ 5
AEA AgA

Por 4. del lema (1.2 1) tenemos que 1 € /3 .y fa, e decir, T € Z)\E,\_ fa, existiendo
Fars v, talesque 1 =370 hify, con by € A Por lo tanto

ki

m = 1”(1) = V((f)\u N f/\n)) - m V((f)\,))
Lo anterior imlpica que

Ti

Spec A = (ﬁ V((fx,—)}) = U(SPSP ANV A O D{f

i=1

f

-Para todo anillo A se puede construir {Shafarevich [11]) sobre SpecA una gavilla de
anillos, la cual denotatemos por Qs 4, ¥ serd lamada la gowmlla estructural de Spec A, En
ocasiones la denotaremos por O cuando esté claro sobie qué espacio la estamos tomanda En
¢l presente trabajo omitiremnos la construccidn de tal gavilla, describiendo Unicamenté como

se ven las secciones de la gavilla sobre cualquier abierto de Spec A
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Una seccidn s € O(U) sobre un abierto I de Spec A es una funcién

g0 0 — H Ap

pelf

tal que para todo p € U, s(b) € A, v s esta dada localmente como cociente de elementos de
A. Diremos mas explicitamente esta 1iltima condicidn. Para cada p € U, existe una vecindad

abierta V' C U de p y elementos a, f € 4, tales que paracadaqe V., f ¢ g v s{q) = % e A,

Definicion 1.2.11. Sea A un anillo. A la pateja (Spec A, Ogpe 1) e lamarermos el espectro
de A

A continuacién daremos algunas propiedades gue cumple la pavilla estructural
Proposicidn 1.2.12. Sea A un anillo y {Spec A, O) su espectro
1. Pura todo p € Spec A, el morfismo entre amllos

0, — A,

sp— s(p)
es un isomorfismo, donde (U, s) es un representante de s,
8. Sen f € A, el morfismo entre anillos

A — O(D(1))

es un isomorfismo, donde

8. En porticular, T(Spec A, 0) = 4

1

Demostracicn Hattshorne [7), pagina 71 -

De lo antetrior tenemos la coriespondencia A —+ (Spec A, @), la cual nos gustaria que fuera

funtorial. Para esto pecesitamos definir una categoria adecuada.
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Definicién 1.2.13. Un especio anillodo es una pareja (X, Oy), donde X es un espacio
topoldgico v Oy es una gavilla de anillos sobte X' Un maifisme entre espacios anillados
{X,0x) — (¥, Oy) es una pateja {¢, "), donde ¢ 1 X = V es conticuo vy ¢of 1 Oy = 5,0y
es un morfismo entre gavillas sobie ¥

Un espacio anillado (X, Ox) es un espacio localmente anilledo si pata todo p € X, el
tallo Ox, es un aniilo local. Para definit un morfismo entre espacios localmente anillados

hagamos la siguiente observacidn.
Sean p un punto de X v U, V abiertos respoctivos de X y Y talesquep e Uy {U) C V.

Entonces tenemos moifismos
Oy (V) — 9, 0x(V) = Ox (o (V) — Ox(T)
Tomando limites directos obtenemos el motfismo
@5 - Ovptm — Oxp

Un morfismo (@0 @ (X,0x) — (¥.0v) entre espacios localmente anillades, es un
morfismo entre espacios anitlados tal que gpi DOy = Oxp es motfismo local entre anillos
locales, es decir, wf,(myﬂp(p)) S myp. Un isemoerfisme entre espacios localmente anillados cs

un morfismo (@, @'} tal que @ es homeomorfismo v ¢! es un isomorfismo entre gavillas
Proposicidn 1.2.14. Sean A, B ansllos
1. (Spec A,0) es un espacio localmente anillado.

2 Sig:A— B esun morfisme entre anillos, entonces iz induce un morfismo naeturol

endre espacios localmende anillodos
(%, “@") : (Spec B, Ospecn) — (Spec A, O ypeca)
3 Todo morfismo enfre espocios locelmente anillados
(10:%) = (Spee B, Ogpecis) = (Spec A, Ospeca)
esta iducido por un morfismo enlre anillos {4 — B como en 2.

Demosiracidn. Hartshorne [7], pdgina 73 tl

Nota 1.2.15. En 3. de la proposicidn anterior, § es el morfismo inducido por *(Spec 4).
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Corolario 1.2.16. Sean A y B anillos. Fntonces

Ham(A, BY — Hom(Spee A, Spec B)

fr— 2
es una biyeccidn. ﬂ

Con esto hemos definido la categoria de espacios localmente anillados, que denotaremos
por E£20. También hemos construido un tuntor contravariante

Anillog - ELY

A= (Spec A, 0)

Dado un motfismo entie aniilos f © A4 — I, el morlismo inducido entre especlios
(2f, 2% ¢ (Spec B, Qg p) — (SpecA, Ogpe 1) induce, pata todo p € Spec B, un mono-

morfismo entre campos

=(*f{p)) — wip)

al tener el signiente diagrama conmutative

Proposicién 1.2.17. Sea { un elemento de un anille A. Entonces (D(f), Ogpeca|p;,) €5

cansnicamente isomorfo a {(Spec Ay, Ospec 1)

Demostracién  Definitemos el isomorfismo (i, %)+ (D(f), Ospeca|p,,,) = (Spec Ay, Ospec ;)
Tenemos un morfismo natural entre anillos g : A — A4, que induce un mapeo entre espacios

topolégicos

@ D(fy — Spec Af
p o g{p)Ay.
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Por los argumentos dados en e ejemplo (1.2.2), ¢ es una biveccidn., Como todo ideal de
As es de la forma g(a) Ay, con a C A ideal, tenemos que o € p si, v solo si, w{a) € eip),
por lo tanto se cumple que
o (V(g(e)As)) = V(o) N D(f},
¢(Via) N D{t)} = V(p(a))
Por lo tanto ¢ es un homeomorfismo. Para definir »* mostraremos gque hay un isomorfismo

entre anillos locales @, : {Af)yma, = Ay, pata todo p € D{f) Consideremos los siguientes

morfismos entre anillos

A—— iy

N

p ('AJ’)S'(F)AJ'
Sea 7z € Ay tal que 17 ¢ g(p)As, conlocual o € p Definimos
Af — Ap
br—3 b

el cual estd bien definido al tener que f ¢ p

Al no pertenecer f% a g{p) Ay, tenemos que manda a los elementos de esa forma a unida-

des. Por la propiedad universai del anillo de fracciones existe un inico morfismo
wp  (Ap)gia, — Ap
Sea @ € A, tal que no pertenezca a p. Entonces bajo la composicion
A— Ar — (Arlgma;

el elemento o va a dar a %, el cnal es unidad. Por la propiedad universal del anillo de

fracciones existe un \inico motfismo
—1,
wp Ay = (Afaipya,
Por lo tanto g, es un isomorfismo para todo p € D(f)
Esto nos permite definiz

d o I Aiama; =~ I] 4
)

peD(f) pe(}
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Todo lo anterior nos permite defini: un morfismo entre gavillas

C,DH(U) . DS{:ec Af (L‘) — Oﬁpec "llpl;){"p"l((’{))

§— \,ﬁp oS50
pata todo abierto U € Spec Ay, Por construccidn (,op = y,, lo que implica que @' es un

i

Pefinicion 1.2.18. Un esquerna afin es un espacio localmente anillado womorfo al espectro

isomotfisme entre gavillas.

de algin anillo

Ejemplo 1.2.19. Sea K un campo, asi Spec R s un osquema afin que consisie de un
solo punto {£}, mas atn, Dgpee e ¥ K Para ver ésto ltimo s6lo hay que notar que Qs i
estd foimado por funciones s : {£} = K, con lo que tenemos tantas [uncienes como elementos

en el campo.

Ejemplo 1.2.20. Sea K{z] el anillo de polinomios en una variable sobre un campo K
Definireos la lmea offn sobre K, denotada por AL, como (SpecK[z],©). El ideal cero
corresponde al punto genérico de A} Al ser Kz} un dominio de ideales piincipales, todo
ideal primo es maximal, los cuales estan dados por polinomios irreducibles mdnicos. Asi,

Spec K [x] tiene sdlo puntos cerrados 'y un fnico punto genérico

Ejemplo 1.2.21, Sea K un campo Definimos el plane afin, denotado por A%, como
(Spec K[z,9],0) Si K es algebraicamente cerrado, el plano afin tiene: un dnico punto
genérico gue corresponde al ideal cero; puntos cerrados que conesponden a los ideales ma-
ximales, los cuales son de la forma {(x — a,y — b); y puntos que no son centados ¥ que
corresponden a los ideales primos que no son maximales, ideales que estdn dados por poli-
nomies irreducibles. Los puntos que no son cerrados son los puntos genéricos de los cerrados
irreducibles V({f}), donde f es €l polinomio irreducible que define al punto no cerrado

Ejemplo 1.2.22. Sea X un campo, y consideremos al anillo local Kla]wmy = A Como
conjunto Spec A consiste de dos puntos: {0) y (2), al ser (z) el ideal maximal de 4 Como
espacto topoldgico Spec A tiene slo tres conjuntos ablertos: @, U = {0V}, ¥y X = {{0), {z}}.
donde U es abierto hdsico, al ser igual a D(z) Por las proposiciones (12 12) v (L.2.17), su

gavilla estructural en sus abiertos no vacios es: O(X) = Kz]n), y O = K{x).

Acabamos esta parte con una nocidén muy impottante.
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Definicidn 1.2.23. Sea A un aniilo, y X su especto. Un motfismo entre esquermas afines
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X = Spec Alx] = Al
es lamado una funcidn A-regulor sobre X.

Por el corolario (1.2.16)
Hom(X, &Y} s Hom(A[z], A) = 1

Por lo que las funciones A-regularcs sobre X se corresponden bivectivamente con los ele-
mentos de 4, que por 3. de la proposicién (1 2 12), se corresponden bivectivamente con las
secciones globales de X

Dado un anille A y su espectro X, buscando rescatar la nocidn de funcidén regular so-
bre variedades (clasicas), definimos una funcisn regular f sobre X, como una seccidn de

T{X,0x) = A, donde f{p) € x(p) serd la imagen de § bajo la composicién
A— A, — A/p

para todo ideal primo p de A. Asi, todo elemento f de A serd visto como una funcidn sobre

Spec A que toma valores en campos que varian de punio en punto.

Nota 1.2.24. lixisten un par de inconvenientes al pensar a las funciones regulares como
funciones. La primera ez que no son siempre funciones en el sentido usual La segunda es
que una funcidn regular f no esta necesariamente determinada por sus valores, ya que ain
siendo f no ceto, todos sus valores pueden ser cero (esto ocurte si f es nilpetente), v asi, dos
funciones regulares ¢ ¥ A pueden tomar valores distintos, y su diferencia ser cero.

Observacién 1.2.25. Dado f € A, observemos que para todo ideal primo p de 4, f{p) =0
si, v sélo s, f € p. Con esto, D{f} es el abierto mds grande de Spec A en el cual f no se

anula

Ejemplo 1.2.26. Sean [ un ideal de K{x;, 2], con K un campo algebraicamente cerra-
do. Consideremos al anille A = Kz,.. ., 2,/ Observemos que para todo p € Spec A, ¢l
campo £(p} es una extension algebraica de K, v al ser K algebraicamente cerrado, x(p) = K
Asf, upa funcidén regular sobre Spec A serd una funcién {en el sentido usual) de Spec A a K

Nota 1.2.27. Con la nocidn de funciones A-regulares, vemos que hemos generalizado la
nocién de funcidn regular en el sentido clisico al Lener, en ese caso, que el espacio afin Al s
homeomorfo a K, v donde una funcidén regnlar sobie una variedad se puede ver como una

funcién de la variedad a &'
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1.2.2 Espectro Homogéneo

En §1.2 1 dimos el primer paso para generalizar a las variedades afines de geometiia algebraica
clésica. Ahola haremos lo andlogo para generalizar a las variedades proyectivas, omitiendo

las demostraciones al ser andlogas a las vistas cn 1.2.1

Sea S un anillo graduado, denotaremos por 5, al ideal @495, Definimos el conjunto

Proj8 = {p € SﬁecS

p  ideal homogéneo;
S €y }

Sea o € 5 un ideal homogéneo, definimos el subconjunte Via) = {p € PrejS | a C p}.
Lema 1.2.28. Sea S un onillo graduado.

1. St a,b C 5 sonddeales homogéncos, entonces V{a) U V(b) = V(ab)

2. Si{e;} es cualquicr conjunto de ideales homogéneos de S, entonces V (3, a;) = V(a,)

3 V(S) =0, y V({0)) = Proy§

f

Definirernos una topologia sobre Proj8 tomando a los subconjuntos V(a) como los
cerrados de ProjS. Sea f € S, un elemento homogéneo, y consideremos al conjunto
Do(fy=1{pe Proj5 | F ¢ p}, el cuat ¢s un abierto de Proj 8

Existe una gavilla de anilios sobre Proj S, la cual denotaremos por Opgg, v 81 es clazo
sobre qué espacio la estamos tomando la denotaremos pot Q. Para describir sus secciones
necesitamos considerar al aniilo Sy, de elementos homogéneos de grado cexo en la localizacidn
T-18, donde T es el conjunto multiplicative que consiste de todos los elementos homogéneos
de § que no estdn en p. Asi, dado un abierto U/ de ProjS, una seccién s sobie U es una
funcion

s: 00— H Sw)
pey
tal que pata todo p € U, s(p) € Sy v ¢ cstd dada localmente como coclente de elementos
homogéneos del mismo grado de S, es decir, pata cada p € U existe una vecindad abierta
V C U de p v elementos homogéneos del mismo grado a, f € 5, tales que pata cada g & V),
fEays(a)=7<Sy
A todo anillo graduado & le hemos asociado una pareja {ProjS, ©) que consiste de un

espacio topoldgico v una gavilla de anillos sobre tal espacio.
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Proposicion 1.2.29. Seq § un anillo groduado.

1. Para todo p & ProjS, el tallo O, es isomorfo al andlo local Sy Y por lo teeto

(Proj 5, Q) es un espacio localmente anillado.
2. El conjunto de abiertos {Di(f)}res es una cubierta abierta de ProjS

3. Bea Sipy C 5; el subanillo de clementos de grodo cerv. Entonces tenemos un isomor-

fustno entre espacios localmente anilledos
(D4 O1o,0n) = (SpecSipy, Ospecsi 1

pora todo f € S, homogénes

Por 2 vy 3. de la proposicién anterior, y siguiendo un razonamiento andlogo al visto
en la demostracién de la proposicién (1.2.10}, vemos gue FrojS tiene una cubierta finita
de espectros de anillos. Esto nos permite trabajar a Proj S mediante su cubierta finita de
esquemas afines, teniendo en particular que ProjS es compacto, af sexlo cada abierto de sn

cubierta afin finita

Definicidén 1.2.30. Sea A un anillo. Definimos el n-espacio proyectivo, denotado por B4,

como ProjAlzg, . ., Zg).

1.2.3 Esquemas en General
Defipiciones Basicas

Definicién 1.2.31. Un esguema es un espacio localmente anillado (X, Ox) tal que para
todo p € X, existe I/ C X abierto que contienc a p, con (U, Ox,) isomorfo a un esquema
" afin. Un morfismo entre esquemas es un morfismo entre espacios localmente anillados

Ejemplo 1.2.32. Sea A un anillo, entonces (Spec 4, @) es un esquema

Fjemplo 1.2.33. Sea S un anillo, entonces (Prod S, 0) es un esguema pas la proposicidn
(12.29) '
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Fijaremos algo de notacidén v terminologia.

Sea (X, 0x) un esquema. Para todo punto p € X consideiemos ol anillo local Oy p. v
sea My, s ideal maximal. Definimos el campo de residuos de p sobie ¥ como el campo
K(p) = OX,;:/mX,P

Dado p € X, una wecindad afin de p es un abierte I/ € X con p € U, tal que {I7. Oy,
es un esquema afin Dada una vecindad afin U = Spec 4 C A de un punto p € X, tenemos
que Oxp = {Oxy,)p = Ay De lo anterior notamos que el campo de residuos de un punte
p € X no depende de la vecindad atin

Como un morfismoe entre esquemas (i, 9%) : (X, 05) — (1, 0y) nos induce para todo
punto p € X un morfisme

79;; Ovpip) — Oxp
que es local, es decit, @ (My,pp) € My p, podemos definir un morfismo natural entre campos
r{p(p)) — s(p)

al tener que la clase del cero va a dar a ta clase del caro

Dade x € X, decimos que 2 o5 regulor si Oy, es un anillo noetheriane reguiar Decimos
que = es singular sino es regular

En ocasiones, abusando de ia notacidn, simplemente escribiremos que X €5 un esquema,
omitiendo en la notacién st gavilla estructural También a un morfismo entie esquemas
lo eseribiremos usando el moifismo entie cspacics topoldgicos, omitiendo el moifismo entie
gavillas.

Ahora definiremos los tipos de subesquemas de un esquema dado. Primero haremos use

del siguiente Jema

Lema 1.2.34. Sean (X, Ox) un esquema y U C X un abierto. Entonces (U, 0x,) es un

esquema que serd llemadoe subesquema abierto de (X, Oy ).

Demeosiracidn. Claramente es un espacic localmente anillado Sea x € U. Como (X, 0x)
€s UN esquema, existe un abierto U, € X tal que z € Uy ¥ (U5, Ox),, ) = (Spec A, Ospeen),
con A anillo. Consideremos a UV N U/, el cual es abierto de F v U, Al ser U, afin, existe
feAwalquez e D{f)CUNU, el cual es isomorfo a un abierto de UV. Por la proposicién
(12.17)

{l)()‘)a OS'pecA ‘:D(fi) = (SPGCAf‘ OSpe{. -\,)
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De manera mds general tenemos la siguiente deflinicién.

Definicién 1.2.35. Un subesguema abierio de un esquema (X, Oy ) es un esquema (L, Op ),
tal que 7 es un ablerto de X v Oy =2 Oy,
Una inmersign abierta es un morfismo ¢ : X — ¥ que induce un isomorfismo de X con

un subesguema abierto de ¥

Ya hemos definido un subesquemna abierto, lo sigulente serd definir lo que es un subes-

quema cerrado, lo cual es més complejo.

Definicién 1.2.36. Una mmersién cerrede ¢s un morfismo (@, ¢f) : (Y,0y) = (X, 04)
entre esquemas, tal que ¢ induce un homeomorfismo entie ¥V v un subconjunto cerrado de
X, v ademds ¢F ¢s un epimorfismo.

Un subesquema cerrads de un esquema X cs una clase de equivalencia de inmersiones
cerradas, donde ¢ 1 ¥ =+ X es equivalente a ¢ : ¥ — X si existe un isomorfisme 2 - ¥ 5 ¥

tal que ' = o1
Detengamonos un poco y consideremos el caso afin

Ejemplo 1.2.37. Sean 4 un anillo y V{a} € Spec A un cerrado de su espectio, donde o ¢ 4
es un ideal Consideremos el moifisino patural entre anillos A — A/a. En el ejemplo (1 2.3)
vimos que este morfistno induce un homeomorfismo w entre Spee Afa y Via). Veamos que

el morfismo inducido entie esquemas afines
(0, ¢%) 1 (Y, 0v) — (X, 0x)

donde ¥ = Spec(Afa) v X = Spec A, ¢s una inmersion cerrada Pala esto sélo resta ver que
¥ es un epimorfismo, y lo haremos mostrando que el motfismo inducido sobre fos tallos es
suptayectivo Tal morfisme es A, — (A/a),, para todo o C § € Spec A, el cual s claramente

suprayectivo.

Para todo subesquema certado Y de un esquema afin X = Spec A, podemas repetin el
proceso del ejemplo anterior con todo ideal a C 4 que cumpla con V{a) =Y. De esta forma
Y tiene varias estructuras posibles de subesquerma cerrado, estiucturas que dependen del
ideal a que tomemos. Entre todas las posibles estructuras existe una muy importante Sea
¥ un cerrado de X, y sea an el ideal obtenido por intersectar a todos los ideales primos de

¥ A laestructura Vion) de ¥ definids la llamaremos la estructura reducida snducida de V.
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El lema (1.2.1) nos permite definir las siguientes operaciones sobie subesquemas cerrados
de un esquema afin. Dado un anillo A y dos subesquemas cetrados de su espectro, Spec.A/a
y Spec A/b, 1a unidn serd el subesquema cerrado Spec A/(ab), la infersecidn serd ol subes-
quema cerrado Spec A/(a + b), v diremos que Spec A/a contiene a Spec A/b, si este dltimo
se puede ver como subesquema cerrado de Snec Afa, es decir, st a C b.

Necesitamos desarrollar un poco mas de teotla para gencralizar esta manera de ver & los

subesquemas cerrados de un esquema arbitiario, por lo que esto se hard mds adelante.

Definicién 1.2.38. Sea X un esquema. Si ¥ es un subesquema cerrado de un subesquerna

abierto de X, entonces decimos que ¥ es un subesquerna de X

Sea p : X — Y un morfismo entie csquemnas Decimos que ¢ es una inmersidn si existe
un subesquema Z de Y tal que ¢ @ X — Z es un isomorfismo.

Nota 1.2.39. En particular, todo subesquema cerrado es un subesquema

Definicidn 1.2.40. Sca § un esquema fijo Un esquemna sobre S, 0 S-esquema, es una pareja
(X, ), donde X es un esquema y @ X — & es un morfismo cntie esquemas.

Si (X, ) v {Y, ) son S-esquemas, un merfisino entre S-esquemas, o S-morfismo, e un
morfismo ¢ : X — Y tal que ¢l siguicente diagrama conmuta

¢ v
N
S

Asi, dado un esquema S, hemos definido 1a categoria de S-esquemas, siendo S el esquema

X

base St A es un anillo y S5 su espectro, en ocasiones diremos que estamos en la categotia de
A-esquemas. Drenotaremos por Homs(X,Y) al conjunto de S-morfismes entie cualesquiera
S-esquemas X y Y.

Ejemplo 1.2.41. Sea A un anillo. El morfismo natural entre anillos A — Alxg, .., 1,], nos

induce el ver a P75 comoe un A-esquema

Definicidn 1.2.42. Sea (X, Ox) un esquema. Definimos la dimensidn de X, denotada por
dim(X), como el supremo de todos los n £ Z tales quc existe una cadena

ZyC i T2y

de distintos cerrados ineducibles de X.



Preliminares 31

81 7 es un cerrado irreducible de X, definimos la eadimension de Z en X, denotada por

codin{Z, X}, como el supremo de todos los n € Z tales que existe una cadena
Z=iyCA T T,

de distintos cerrados irzeducibles de X, comenzando con Z.

SiY es un cerrado de X, definimos las codimensidn de Y en X, denotada por codim (Y, X,

como
codim(Y, X)) = inf codim(Z, X)
ZCY

donde el infimo es tomado sobre todos los cerrados lrreducibles de ¥

Propiedades Biésicas
Comenzamos dando un 1esultado que sera de utilidad mas adelante

Lema 1.2.43. Sean X un esquema y K un compo. Fijar un punto 2 € X y un maorfismo

f

Ll siguiente resultado nos prueba la existencia, en cierlos esquemas, del punto genérico.

tnclusidn k{z) — K, es equivelente o dar un morfismo entre esquemas Spec K — X

Este resultado jugard un papel muy importante en la seccion de vatiedades y en los capitnlos

postericres.

Proposicién 1.2.44. Sea (X, 0) un esquema y Z C X un subcongunto cerrado frreducible

Entonces existe un dnico punto £ € Z tal gue £ es genérico.

Demostracidn. Al ser Z irreducible, todo abierto no vacio en Z es irreducible y denso.
Entonces todo punto genérico de Z estaid contenido en todo abierto 7 € Z, ya que de no
ser asi, si £ € Z es un punto gendrico con £ ¢ U/, tendriamos que £ € U° C Z, el cual es
cerrado, contradiciendo el hecho que € es genérico.

Dado un abierto afin I/ C X que intersecte a Z, y un punto § € U M Z cuya cerradura
contenga a U N Z, al ser U/ N Z abietto denso de Z; tenemos que £ es denso en 2.

Asl, dado un abierto afin IV de X, nos basta probar la proposicidn para U N Z, &l cual es
cerrado irreducible en T, Pero por la nota {1.2 9) acabamos
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Definicion 1.2.45. Un esquema (X, Ox) es reducido si para todo abierto If C X, Ox(U)
es libre de uilpotentes.

Proposicidn 1.2.46. Sea (X, 0) un esqguema.

. Bl esquema es reducido si, y sélo i, O, es hbre de nilpotentes pare todo p € X

Sea U, ¢y la gavilla asociada a la pregavilla U — O(UY/NU(O(L), donde Nil(O(L))) es
el vdenl formade por Lodos los elemenios nulpotentes del anillo Q) Entonces (X, Oppy)

es un esqguema reducide, Homade el esquema reducide asociode o X

8 Euiste un morfismo entre esquemas (10,0") 1 (X, Oreg) — (X, 0) tal que ¢ es homeo-
mor fismo
Demostracidn 1. Supongamos que existe p € X tal que (9, tienc un elemento nilpotente

84, 00D 1o que existe n € N tal que {8,)" = 0. Sea s € O(U) un representante de s,.

Entonces

Pup(s™) = (s%)p = (5p)" = 0
Al ser s™ v 0 dos secciones de O(U) que coinciden en el tallo, existe W C U abierto
que contiene a p tal que

n

0= 5% = puuls™) = {puuls))

Por lo tanto py.,(s) es un elemento nilpotente de O(W). -

Inversamente, sean [/ un ablerto de X v 5 € O(L)) una seccidn no cero tal que 5" =

para algin n € M. Sea p € U, entonces

L]

= pup([)) = pu;n(sn} = (Pup(s}}u

Esto fue para todo p € {7 al no ser s la seccidn cero, pata algin g € U, py(s) # 0. Por

lo tanto py,ls) es un elemento nilpotente de O,

Como para todo punto de X el tallo de una pregavilla es iscmorfo al tallo de la gavilla
asociada, para ver que (X, 0,4y es un espacio localmente aniflado hasta probar que
el tallo de la pregavilla en un punto arbitrario es un apilio local. Al conmutar limites
directos con cocientes, tenemos que (0,.4), = 0,/Nil(0Q,), para tedo p € X Pero
O,/ Nil(G,) es local, ya que cocientes de anillos lacales cs local.
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Sea p € X. Como (X,0) es un esquema, existe un abicito afin &7 = Spec4 de X

que contiene a p. Consideremos al esquema afin (Spec (A/ViU{A)), On). Ll mortismo

natural entre anillos o : A = A/NI(A) nos induce un mapeo continue

“p ¢ Spec (AfNU(A)) — Spec A
el cnal es una biyeccidn, ya que Nil(A) = ﬂlpe spee a P Maés atin, “(V(a)) = V{p(a)),
por lo que ¢ es un homeomorfismo.
Para que (Spec{A/NiU{A)), Op) sea un abierto afin de (X, O, .4) que contienc ap, testa
ver que O, .z, = On Pero ésto se sigue de que

(Orea)p = (A/NiL(A))y = (On)p

Por lo tanto (X, 0,.¢) s un esquema. Al tener que (On), es libre de nilpotentes para

todo p e X, (X, 9,0} €8 un esquema reducide por el inciso anterior.

3. El motfismo (@, @) esta dado con ¢ igual a la identidad y ¥ el morfismo dade por la
composicidn
O — O/Nil — Oy
donde Q/Nil es la pregavilla IF — O{U)/N(O(L7))

f

Corolario 1.2.47. Sea X = Spec A un esquema afin. Entonces X es reducido s, y sclo &,
A es libre de nilpotentes. ﬂ

Ejemplo 1.2.48. Sean A un anillo, X su espectro v ¥ an cerrade de X, Sea V(an) la
estructwra reducida inducida de ¥, Al tener que ¥V =2 Spec A/un, Y tiene asociada una
estructura de esquema reducido, ya que paia todop e Y

O:r",p = OS‘pecA,fnm,p = (A/ﬂn)p,
y pot construceién \/an = an. Por lo tanto, (A/un), es libre de nilpotentes, al serle 4/ap.

Nota 1.2.49. Dado un subesquema cerrado de un esquems axbitrario, se le puede puede
construir {Hartshorne [7], pag. 86) una estructuta de esquema cerrado que sea reducida,

construccion gue omitiremos en el presente trabajo

Definicién 1.2.50. Un esquerna (X, Ox) es noetheriano si X tlenc una cuvierta afin finita
X = JL, Spec Ay, con A, anillo noetheriano para todo 2.
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Proposicién 1.2.581. 5i A es un anillo noetheriane, entonces Spec A es un espacio topoldgico

nogthariano (Apéndice A)

Demosiracion. Sea A un anillo neetheriano, v considersmos una cadena descendente de
cerrados de Spec A

V{al) ‘_;) V(QE} 2 to 2 V(an) 20 (1.2)

Por el lema {1.2.1} la cadena {1 2) nos induce una cadena ascendente de ideales

M

Vi €/ € €V,

que al ser A noetheriano, existe N € N tal que /oy = /an, para i > 0.

Nuevamente por el lema (1.2.1) tenemos que la cadena (1.2) es de la forma
Vi) 2 V() 2+ D View) = Views) = -

Por lo tanto Spec A es un espacio topoldgico noetheriano. ﬂ

Corolario 1.2.52. 5i (X, 0x) es un esquema noetheriano, entonces X es un espacio 1o-

poldgico noetheriano

Demostracton. Sea {U;1L, el conjunte de abiertos de X que le dan estructura de esquema

=1

noetheriano. Consideremos una cadena descendente de cerrados de X
HBawo-- 2,2 - (13)

Al cubrir los U a X, sin perdida de generalidad, existe 0 < { < n tal que U; N Y, # 6,
J=1,. i Alserla cadena descendente, los U/; intersectan a todos los Yy Asi, la cadena

(1.3) induce una cadena descendente de cerrados en cada U
wnty2nnl; 2 --2Y.nl; 2

la cual se estaciona al ser los U; esquemas noetherianos. Por lo tanto, paratoda j =1, ..,
existe INV; tal que '

}/N, n Uj' = YN_; +m 1 U}
para todo m > 0. Pero para toda &, Yy = U"jzl ¥: N U, Por io tanto, la cadena {1.3) se

1
-

estaciona a lo mds en el nivel maz{N; |7 =1, . I} a
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Definicidn 1.2.53. Decimos que un esquema X o8 puro k-dimensional si todos sus compo-

nentes irreducibles (Apéndice A) tienen dimensidn £.
Definicion 1.2.54. Un esquema (X, Ox) es drreducible si X es irreducible.

Definicidén 1.2.55. Un esquema (X, Ox) es entero sl para todo abierto U C X, Ox{U) cs

dominio entero.

Ejemplo 1.2.56. Sea X = Spec A un esquema afin. Del corolario (1.2 47) v la proposicién
(1 2.8) tenernos que X es entero si, y sdlo si, X es reducido e irreducible, es decir, 4 es un

dominia entero.

Il 1esultado del ejemplo anterior s un caso particular de la siguiente proposicién.
Proposicidén 1.2.57. Un esquema es enlero s, y sdlo si, es reducido e wrreducible.
Demostracidn Haitshomne [7], pdgins 82 ﬂ

Definicién 1.2.58. Un esquerna X es normel s1 para todo © € X, el tallo Ox . es entera-

mente cerrado

A todo esquema entero se le puede asociar un esquema normal. Considetemos el caso
afin,

Sea X = Spec A un esquema afin entero  Denotemos por A a la cerradura entera de A
en su campo cociente Apy, Bl anillo A es entero, v al tener que localizaciones de dominios
enteramente cerrados son enteramente cetrados, el esquemz X = SpecA es normal. El
morfismo natural 4 — A induce un morfismo X — X

En general, dado un esquema entero X, asociando a cada abietto afin I de X su esquema
normal U, se puede construir (Leaka [8]) un esquema entero normal X y un morfismo f:
X = X tales que _

Para todo esquema entero normal Z, v para cada morfismo dominante i ; 7 — X, existe
w7+ X tal que p =00y

¥—x
A

B
P;%

Z

Al esquema X le llamaremos la normaolizacidn de X




36 ©TPrimera Clase de Chein en Geometria Algebraica

Producto de Esquemas v Primeras Aplicaciones

Definicion 1.2.59. Sean S un esquema y (X, ), (¥, %) S-esquemas Definimos el producto
fibrado de X v Y sobre S como una terna (X xg Y, p,, p2), donde X x¢ Y es un S-esquema
¥

m X %Y — X

pr: X eV — V¥V

son S-morfismos que cumplen ¢ o p; = 1% o py, v tales que dado cualquier S-esquema Z cou
morfismos [ : Z = X vy g:Z - Y que cumplen f ap; = g o pg, entonces existe un dnico

moifismo 81 Z — X xs ¥V talque f=pod, yg=pr08

N

f .
i 2
T /4/ X
8 i
ZQ_:_:__?'.(YX-;.} S
T B2
=YV

Los morfismos py, p: son llamados mor fisrmes preyeccidn

Nota 1.2.60. El producto fibrado es el producto fibrado en la categoria de S-esquemas, con
S un esquema dado.

Nota 1.2.61. Dados dos S-esquemas X v ¥, la propicdad universal del producto fibrado la

podemos reescribir diciendo que para todo S-esquema Z, existe una biveccién
Homs(Z,X) x Homs(Z,Y} +— Homs(Z, X % Y)

donde denotaremos por (¢ X5 #0) al morfismo asociado a (@, ¥)s baio esta hiveceidn. Sies

claro cual es nuestio esquema base, lo omitiremos de la notacién

En lo que resta, omitiremos a los morfismos proyceeion al denotar a un producto fibrado

Teorema 1.2.62. Para cualesquicia S-csquemas X v Y, el producto A x5 ¥ existe v es

tnico salvo isomot fismo.

e v

Demostrocién. Harlshorne [7], pigina 87.
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Nota 1.2.63. Sean X = SpecA, ¥ = Spec B, v § = Spec (' esquemas afines  Obtenemos
pot la propiedad universal de producto tensorial que A" x5 17 = Spec{A Q¢ B), donde

D= a‘f‘I.XXSY—}.X
pe= g X xgY =Y
son los morfismos entre espectros inducidos por
JiA— A®: B
a—ra®c1
g: B— AQc B
b—r 1 &g b

Ejemplo 1.2.64. Sea A un anillo. Al tener que Alx] @4 Aly] = Alz,y], tenemos que
AL Xpecn Ay =AY

Nota 1.2.65. Como conjunto X x¢ ¥ cs
Xxg¥V ={(z,9) € X xY | pla) = ¥{y)}

donde X = Y es el producto cartesiano. Asi, si S es e espectio de un campo, el pi'oductu

fibrado coincide como conjunéo con el producto cartesiano.

Proposicion 1.2.66. Sean S un esquema y X, Y, Z S-esquemas. Entonces
I Xxg 82X,
2 X xs Y2V xgX

8 (X x5V ) xs Z X x5 (V x5 Z).

Demostracién La demostracién es inmediata haciendo uso de la propiedad universal del

producto fibrado.




a8 : a - h Primera Clase de Chern en Geometria Algebraica

Sean ' dos esquemas base. Un morfismo entie esquemas nos induce un funtor
5 S,58d q b U fi t [ §— S d funt

contravariante de la categoria de S-esquemas a la caegoria de S'-esquemas, dado por

X285 +— Xx:8-9
WX 5 Y s " X X &2 Y xS

donde ©* cs ¢l morfismo Gnico inducido por la propiedad universal de ¥ x4 5"

YXSS;\

S S

Decimos que X x5 S8 se obtuvo de X al hacer una extensién de base § — S

Proposicidén 1.2.67. Sean ¢: X — S un morfisrmo suprayective (como mapeo continuo) y
Y — S cuslquier morfismo. Enfonces po: X x5V —2 Y es5 un morfismo suproyective.

Demostracién. Mumford [10], pagina 86. H

Como aplicacidn de la existencia de producto fibrado tenemos a definicidn de gréifica de

un S-morfismo.

Definicién 1.2.68. Sea v : X — Y un S-morfismo Consideremos el siguiente diagrama

/st/'\
N

con I'y, el morfismo iinico de X en X x5 ¥ tal que

proly=1Id
p?orw =

Al motfisma T, le Hamaremos la S-grdfice de .
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Proposicién 1.2.69. Sea 5 un esquema afin.

1. Seayw: X — Y un S-morfismo entre S-esquemas ofines. Entonces [, es uno inmersidn

cerrada.

2. Sea wp : X = Y un S-morfismo entre S-esquemas, con Y afin Entonces I'y es una

mmersion cerrada

3. En generel, T'p es una inmersion, con lo que T;(X} es un subesquema de X s Y
Demostracidn. ltaka [8], pdgina 72 ' ﬁ

Lo siguicnte serd definir la fibra en un punto. Para esto nos basaremos en el caso afin

Sea f: A — B un morfisio entre anillos con *f : Spee B — Spec A &l morfisme inducide

po [ entre esquemas afines. Sea p un ideal primo de A y consideremos al conjunto

TPy ={g € SpecB | fTHa) = “f{a) = p}

Veamos qgite *f~1{p), con la topologia inducida, es homeomotfo a Spec (B @4 x(p)).

Como &i{p) = Ap/B = (Afp)s = Afp @4 Ay, si denotamos por § = A\ p

B®ar(p) = B@aAfp @4 A, = B/f(0)B®a Ay = (B/ H(p)B)s
& (B/Hp)B)ss)

Por lo que como espacios topoldgicos Spec(B 24 k(p)) y Spec ((B/f(p)B)f(g}) son horeo-
morfos.

Ahora, como
Spec(BfpB)jsy = {q € Spee B | pB C g5 91 f{S) =}

tenemos que
Spec(B/}(p)B)gs) € “fHp)
ya que la condicién q i f{S) = ® nos induce f~1(q) C p, y la condicién f(p)B C q nos da
pC e
La contecidn (Bff(p)B)ys) =2 “f1{p) es inmediata. Asi, *f~!(p) con la topologia

inducida es homeomorfo & Spee( B @4 x(p))

Con esto, 1esulta natural la siguiente definicién
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Definicién 1.2.70. Sean @ : X — ¥ un morfismo entre esquemas v y € ¥ un punto. Sca

&(y) el campo de residuos de ¥, v consideremos al morfismo Spec w(y) — ¥ dado en el lema

£

{12 43). Definimos la fibra del morfismo ¢ sobre y como el esquemna
X, = X %y Speck(y)
¢l cual resulta ser homeomorto al crirado = {(y) de X

Acabamos la parte de las primeras aplicaciones del producto fibrado con la definicién del

esquema imagen inversa. Veamos primero el caso afin.

Sea f : A — B un morfismo entre anillos con 2f : Spee B — Spec A el morfismo inducide
por f entze esquemas afines. Sea Z un subesgquema cerrado de Spec 4, con o un ideal de
A que lo define, es decir, Z = V(a} = SpecA/a  Consideremos al subesquema de Spec B
definido por el ideal f{a)B, es decir, al esquema Spec B/ f(a)B. Notando que

“fNZ)={q € SpeeB|a C F7Hdq)}
={q e SpecB | fla) C g}

decimos que Spec B/ f(a}B es el esquema mmagen tnversa de 2.

Para generalizar esta nocidn, observemos que hemos obtenido un diagrama conmutativo

Spec B f(6)B s Spec B

l |

Spec Afa = Spec A

el cual estd inducido por el diagrama conmutativo de anillos

B/f(e)B~—pB
]
Afa A

Al tener que B ®,4 Afa = B/f(0)B como A-médulos, llegamos a la siguiente definicién

Definicidén 1.2.71. Sea v : X — ¥ un morfismo entre esquemas, dado Z C Y un subes-
querna cerrado, al esquema X Xy Z le llamaremos el esquema imagen wversa de 2 bajo i,

el cual resulta ser isomotfo como esquema al subesquema centado =12} de X



Freliminares 4]

Morfismos

Proposicién 1.2.72. Seann R un enillo, X uvn R-esquemae y A una R-dlgebra. Entonces
Homp( X, Spec A) — Homp(A,T{X,04))

es una hiyeccidn.

Demaostracion. Mumford [10], pagina 79 ﬁ

Corolario 1.2.73. El esquema (SpecZ, Qgpeen) s el objeto final en lo cotegoria de esquemas,
Por lo tante, para cualesquiere dos esquemas eziste su producto fibrado sobre Z. ﬁ

Definicién 1.2.74. Un morfismo entie esquemas ¢ : X — Y ez de tipo finito si existe
una cubierta de Y por abicitos afines V; = Spec B;, tal que cada ™! (1;) puede ser cublerto
por un nidmero finito de abiertos afines Uj; = Spec Ay, donde cada Ay tiene estructura de
B;-dlgobra finitamente generada inducida por el morfismo Gy-(V)) — Ox {0 1{Uy)

BEn este caso, decimos que X es un esquema de tipe findto sobre V. Si ¥V = Spec K, con
K campo, decimos que X es de tipo finito sobre K.

Ejemplo 1.2.75. Sea X un esquema de tipo finito sobre un campo K. Como K es un

espacie topoldgice con un sdlo punto, X = U;;l Spec A;, con A; una K-Algebra finitamente

generada, y pot lo tanto un anillo noctheriane.

Definicién 1.2.76. Un morfismo entie esquemas ¢ @ X — ¥ es finito si existe una cublerta
de Y por abiertos afines Vi = Spec B;, tal que paia toda i, = (V) = Spec A, v el morfismo
Dy (Vi) = Ox(e~H(V)) induce en A; una estiuctura de B-mdédulo finitamente generado

- Definicidn 1.2.77. Sea v : X — Y un morfismo eatre esquemas El morfismo diagonal
es el morfismo dnico A : X' — X xy X cuya composicién con py,pp 1 X %y X — X es el
morfismo identidad X — X. '

Decimos que ¢ es separado si ImA C X xy X es certado Si @ @ X — SpecK es
sepaiado, con K un campo, decimos que X es separado sobre K

Proposicién 1.2.78. 5i 2 X — Y es un morfismoe enlre esquemas afines, entonces es

separado.

b

Demostracién. Hartshorne [7], pigina 96,
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Proposicidn 1.2.79. Todos los morfistnos considerodes son entre esquemas noctherianos

1. Inmersiones cerradas y alnerios son separadas.
2. Composicidon de morfismos separados es separudo.

3 Siw: X oY esseparado y ¢ - F = Y es cualguier morfismo, entonees el morfismo

pe: X Xy Z = Z es separado.

4 St X 2Y y¢: Z =Y son dos morfismo lales que o 0 i es separedo, entonces @
es separado. :

Demostracion. Hartshomne (7], pdgina 99 ﬂ

Definicidn 1.2.80. Un morfismo entie esquemas ¢ : X — Y es untversalmente cerrado si

es cerrado, vy pard todo morfismo Y7 — Y el morfismo X =3 ¥/ —= Y es cerrado.

Decimos que @ es propio st es separado, de tipo finito v universalmente cerrado.

Definicién 1.2.81. Sea K un campo y {X, ¢) un K-ecsquema. Decimos que X es completo

si ¢ €8 propic.
Proposicidén 1.2.82. Ses K un compo. Entonces Py es completo para todun € N
Desnosiracidn. Itaka [8], pagina 169. I:
Proposicion 1.2.83. Todos los morfismos considerados son entre esquemas noetherianos.
1. Inmersiones cerradas son propias.
2. Composicicn de morfismos propics es propio

3 Sip: X =Y espropioyy : Z — Y es cualquier morfismo, entoncespg : Xy 2 — 2

es propo.

4 Seanw: X =Y yo¢ 1 Z — Y dos morfismo Sivp o es propio y o es separado,

entonces @ €8 propio
Demaosiraeidn Hartshorne [7], pagina 102. H

Si ¢: X = Y es un morfismo propio entre esquemas, entonces (Grothendick {151} o es

finito.
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Definicidén 1.2.84. Un motfismo ¢ : X — ¥V es plane sl para U' C V, U € X abiertos
afines con @(U) C 1V, la composicién

Oy (U} == Ox (™ H{U"}) = 0x (V)
da a Ox(U) estructura de Oy {U}-médulo plano

Proposicion 1.2.85. 1. Inmersiones shierias son planos.

2 S X = 5 es un morfismo plane, v S = § es cualquier morfismo, entonces
o X xg S — & es plane.

2 Sy A— B es un morflamo entre antllos, entonces “p « Spec B — Spec A es plano
st, y solo si, B es plano sobre A

Demostracidn Hattshorne [7], pagina 254. ﬁ

Funciones Regulares, Funciones Racionales y Morfismos Racionales

Generalizaremos la nocidn de funcidn regoelar dada en el caso afin. Sea A un anillo, ¥
consideros por el momento sélo a A-esquemas.

Definicién 1.2.86. Sea X un A-esquema, un A-morfismo
i X -+ Spec Alx] = AL
es llamado una A-funcidn regulor sobre X.
Por la proposicidn (1.2.72),
Homa(X, AY) «— Homa{A[z], (X, 0x)) = T(X, 9x)

Asi, toda A-funcidn regular f sobre X estd identificada con una seccidn global de X

Como en el caso afin, podemos pensar a una seccién de Ox come una funcién que toma
valores en campos diferentes en puntos diferentes: sis € Ox(U/) v p € U, s(p) es la imagen
de s bajo la composicién

OX(U) T OX,‘p ? K‘(p}

Con lo anterior, una funcidn regular sobre un ablerto U € X es una seccién de Qx (U).
Una seccion global es un funcidn regular global. Por esto, en ocaciones se le llama a Oy la
gavilla de tunciones regulares de X
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Proposicién 1.2.87. Sean X un A-esqueme, con A un anillo, y f € T(X,0x). 51 X es

reducido, U es un abierto denso de X ¢ f, =0, enfonces f =10

Demostracién. Al ser I denso en X, todo abietto no vacio de X intersecta a U7, Al tene
X una cubierta abierta afin {U; = Spec B;}, nos bastard probar que para toda 1, f, =0,
al ser Ox una gavilla. Asi, podemos suponer que X = Spec 3 es un esquema afin. Al tener
que fi, = 0, se sigue que U € V{f), por lo que X = V(f), al ser U denso. Entonces
[ € Mpespeced, v &l ser X reducido, f =0,

Lo siguiente serd dar la nocidn de funcién racional

Consideremos al conjunto
E={{U/, )| U ablerto denso de X; f € I'{{/, Ux)}

Definimos una relacién de equivalencia ~ en E de Ia siguiente forma: (U, ) ~ (V] ¢) si,
y sélo si, fi. = g, para algiin abierto denso W de U M V. La 1elacién ~ es una relacion de
equivalencia al tener que la interscecidn finita de abiertos densos de un espacio topolégico es

abierto denso de este.

Definicidén 1.2.88. Sea X un A esquema Una A-funcidn racional subie X es un elemento
de E/ ~, denotando por Ty, (X/A) al conjunto de todas las A-funciones racionales sobre X

El dominie de una funcidén A-racional s estd dado como
dom(s} = {z € X |z € I/ para algin (¥, f) € s}
Si (U, f) € s, decimos que s es una funcién racional defimde por f

Daremos a T, (X/4) estructura de A-dlgebra. Sean s, ¢ € I, (X/A), con (U, 1), ¥ (V, g)
representantes de s y £ respectivamente. La funcidn racional definida por af,y + 29000+
con ¢, B € A, depende unicamente de o, 3, 5, y £, es decir, no depende de los representantes
de s y ¢ (esto se sigue de la definicidn de ia relacion ~)  Asi, teremos una A-funcidn racional
bier: definida que denotaremos por as + 8¢ De igual forma tenemos una funcion A-racional
definida por fln, - gyay . que denotaremos por § - &

Con lo anterior, ([, {X/A). +,-} es una A-digebia que denotaremos por R(X), v que
llamaremos el anillo de A-funciones vacionales sobre X
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Lema 1.2.89. Sea X un A esquema, con A ensllo. Entonces

RUX)= lig I(U,0x)
i

Demeostracidn ltaka [8], pigina 80

)

X

Lo siguiente es definir lo que es un morfismo 1egular, que es una generalizacion de funcién
1acional  Ahora estaremos trabajando en la categoia de S-esquemas, con § un esquema
arbitrario

Sean X, Y dos S-esquemas. Consideremos al conjuato
E" = {(U, ) | I/ abierto denso de X; ¢ : U = ¥ un S-morfismo }

Definimos una relacién de equivalencia ~ en E* de la siguiente forma: (U, ¢) ~ (¥, ¥) si;
y sdlo €i, 1), = ¥, , pata algin abierto denso W de U n V.

Definicién 1.2.90. Sean X, Y dos S-esquemas. Un S-morfismo racional ¢ : X — Y es un

elemento de E*/ ~. El dominie de un S-morfismo racional ¢ estd dado como
dom(d) = {z € X | ¢ € U/ para algdn (U, ) € v}
Stz € dom(a), decimos que ¢ estd definida en o

Observacién 1.2.91. Sean A un anillo, $ su espectro v ¥ = Al Entonces un A-morfismo
racional sobre X es justamente una A-funcidn racional sobre X

En lo que resta, unicamente diremos funciones racionales y morfismos racionales, omi-

tiendo al csquiema base

Ejemplo 1.2.92. Sean A un anillo, ¢ : X — ¥ un A-morfismo dominante v f € F{(}").
Entonces la composicidn f o @ define una funcidn racional sobre X, la cual lamaremos el

pull-back de f por .
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1.3 Gavillas de Mddulos

En esta seccidn retomamos el concepto de gavilia para definir gavillas de O x-médulos, con X
cualquier esquema. Particular importancia tendrin las gavillas localmente libres (las cuales
relacionaremos en la dltima seccidn con haces vectoriales) y las gavillas casi-coherentes, las
cuales nos servitdn para dar una descripcién mas completa de lo que es un subesquema

cerrado.

Definiciones Basicas

Definicion 1.3.1. Sea (X, ) un esquema. Un O-mddulo es una gavilla F de grupos abelia-
nos sobre X, tal que para cada abierto U de X, el grupo F(U) es un O(¥/)-maédulo, y para
cada inclusidn de abiertos V' C U, los motfismos restriccion F(U) — F(V) son compatibles
con la estructora de mddulo a traves de los morfismos restziceién () — O(V), es decir, «l

siguiente diagrama conmuta

Oy x F(U)

. |

VY = F(U)

Un motfisme ¢ 2 X — Y entre O-modulos es un morfismo entre gavillas, tal que para
cada abierto U de X, @(I/) es morfismo entre O(I/)-médulos.

Como en la seccidn 1, tendremos que la suma ditecta v limite directo de O-moddulos es
nuevamente un O-médule Si L/ es un abierto de X y F es un O-mddulo, entonces F, es un
O-madulo.

Sea (g, ") 1 {X,0%) = (¥, @y) un morfismo entre esquemas. Si F es un Ox-médulo,
entonces f.F tiene estructura de Oy-modulo, la cual esta inducida por el morfismo entre
gavillas ¢ - 0y — f.0x

Sean (X, Ox) unesquema y ¥, § dos O x-madulos. La pregavilla U — Homo, (F(U), §(U))
resulta set (Tennison [12]) un Ox-médulo, que denotaremos por Home, (F,5). En el caso
particular que § = Gy, a la gavilla Home  (F, Oy} le Uamaremos la goville dual de F

Consideremos a la pregavilla I — F{U) ®o, (1 G{U). A su gavilla asociada, que deno-
taremos por F &g, 9, le ilamaremos la gavitla producto tensorial de Fy G, la cual tiene do

forma natural estructura de Ox-modulo
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Ejemplo 1.3.2. Sea F un Oyx-mddulo, y consideremos a la gavilla F @, Ox Para todo
abierto U de X, por propiedades de producto tensotial, F(U) ®o, ) Ox (U} = FU), 1o que
implica que F ®p,, Ox = F En particular, Oy 8¢, Ox = 0x.

Veamnos cémo son los tallos de la gavilla producto tensorial. Sean z € X un punto vy F, §
dos Ox-mddulos. Como limites directos conmutan con producto tensorial (Bourbaki {2])

(F ®ox 9)x = lim (F(U) @0 5(1) = T, ®ay, G
xEl

Definicién 1.3.3. Sea F un O-mdédule

e Definimos % pata n > 0, como la pregavilla

U —s 0MU) = EB o(U)

i=1

la cual claramente es un @-maédulo.
e Decimos que F es libre si F 2 O, para alguna n > 0

e Decimos que F es localmente lbre 51 para cada x € X, existe un abierto {7 tal que
Fp = OTU" En este caso decimos que n es el range de F sobre IV

o 5i F es locatmente libie de 1ango uno, diremos que es una geville invertible.

Sea L una guvilla invertible sobre X, con {U;} la cublerta abierta de X que le da tal
estructina A las imagenes de 1 € O (L7) bajo los isomorfismos Oy (U;) 2 L(U;) le llamare-
mos los generadores locales de L. Haciendo uso de la siguiente proposicidn, a la coleccidn de

gavillas invertibles sobre un esquema X se le puede dar una estructura de grupe abeliano.
Proposicién 1.3.4. Sea (X,0x) un esquema

1. .50 Loy W oson gawillas wmvertibles sobre X, entonces L &g, M es une gaville snvertible

sobre X

2. 5i L es una gawville invertible sobre X, entonces

O){ = L ®(")_,i H(mlwx (’L’ Ox )

s

Demaostracién  Tennison {12, pigina 105
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La propocisidn anterior define una estructura de grupo abeliano sobre la coleceidn de

gavillas invertibles sobre un espacio topoldgico

Definicién 1.3.5. Para un esquema (X, Ox) definimos el grupo de Picord de X, denotado
por Pic X, como el grupo de clases de somorfismos de gavillas invertibles sobre X, bajo la
operacién @.

Nota 1.3.6. Por el ejemplo (1.3 2), Ox es la unidad en Pic X, y por la proposicién anterior

tenermos que Pic X es un grupo abeliano.

Sean A un anillo, X su espectre v M un A-médulo. Se pnede construir una gavilia de
Ox-mddulo sobre X de forma andloga a como se construye Ox. A esta gavilla la llamaremos
la gavilla asociade a M sobre X, y 1a denotaremos por M. S6lo describiremos a sus secciones
Dado p C A ideal primo, denotemos por M, a la localizacién de A en p Para cada abierto

U de X, una seccidén ¢ € M(U) sobre U/ es una funcién

S.'U'—'>H1Mp

pels

tal que para tedo p £ I/, s(p) € M, v s esta dada localmente como un cociente de la forma

z}z conm € My [ € A, es decir, para cada p € U, existe una vecindad ablerta ¥ de p, v

elementos m € M y f € Atales que paracada g€V, f ¢ qy s(a) = F € M.

Proposicién 1.3.7. Sean f . A = B un morfismo entre antllos con ¢f : ¥ — X el morfismo

entre espectros inducido por f, M wun A-mddulo y M la gawile asocioda a M sobre X
1. M esun Oy -modulo.
2 Para cada p € X, el tallo (M),, es isomorfo al anillo local M,
3. Para todo f € A, el Ap-mddule M(D(}}) es isomorfo ol médulo M.
4 B particuior (X, M) = M. 7
5 5 {Mg}ié; una fomilie de A-modulos, entonces (Do, M) = Py M,

6. Para todo B-mdédulo N, “f*(N) = (4NY, donde 4N denola a N con estructuwia de
A-moduly

Demostracion. Hartshorne [7], pagina 110
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Como un caso particular de un Qx-mddulo tenemos la siguiente definicidn.

Definicién 1.3.8. Una gavilla de ideales T sobre A es un O-modulo tal que para cada abierto
Ude X, J(U) es un ideal de O(T).

Ejemplo 1.3.9. Consideremos al anilic local A = K[z](s, con X un campa (ejemplo 1.2.22)
Definimos la gavilla de ideales

J{Spec A) =10
T{OH = 0x({{@})

Definicién 1.3.10. Sea (X,0x) un esquema. Una gavilla de Ox-mdédufos F es casi-
coherente si para cada abierto afin I = Spec A de X, existe un A-médulo M tal que F), = M.
51 X es un esquema noetheriano, decimos que F es coherente si es casi-coherente con M

un A-mdédule finitamente generado.

El gjemplo anterior es un ejemplo de una gavilla de ideales que no os casi-coherente

Ejemplo 1.3.11. Sea X un esquema, la gavilla estructuia Oy es coherente.

Subesguemas Cerrados

Cen la nocidn de gavilla de ideales y basandonos en el caso afin, pedernos decir més explicita-
mente cormo son los subesquemas cerrados de un esquema arbitrario Para esto, reescribamos
con el nuevo lenguaje lo visto en el caso afin

Sean A un anillo, X su espectro v ¥ un subesquema cerrado de X definido por un ideal
a0 C A, cond: Y = X el morfismo inclusidn que existe al ser ¥ una clase de equivalencia
de inmersiones cerradas Lo que haremos es reemplazar al ideal a por una gavilla de ideales
J de Ok, tomando sobre cada abierto principal D(f) de X que intersecte a V7 al ideal A,
Asi, por la visto en ejemplo (1 2.37}, identificamos a la estiuctura gavilla @y de ¥ con la
gavilla cociente Ox /7. Al tener que la estiuctura gavilla de ¥ es el push-out 4,0y, es natural

la siguiente definicién.

Definicién 1.3.12. Sea Y un subesquema cerrado de un esquema X con i : ¥ — X el
morfismo inclasién. Definimos la gaville idea! de Y, denotada por Ty, como el ndcleo del
maorfismo

Oy = 4,0y
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Ejemplo 1.3.13. Sea X un esquema, entonces Ty es la gavilla cero

Ann podernos decir algo més regresando al caso atin. Como vimos en el ejemplo {1.3.9),
si X = Spec A es un esquema afin, no todas las gavillas de ideales estan dadas por ideales
de A. Por los pasos seguidos anteriormente, los subesquemas cerrados estdn dados por
gavillas de ideales que estan dadas po.r ideales de A, es decir, gavillas casi-coherentes de Ox.
Ast, podemos dar una definicidn completa de lo que es un subesquema cerrado de cualquicr

esquema. haciendo uso de la siguiente proposicidn

Proposicion 1.3.14. Sea Y un subesquema cerrade de un esquema X

1. La gaville ideal 1y es una gaville de ideales casi-coherenie de Oy
2. 5% X es noetheriano, entonces Jy es coherente.

3. Toda gawmlla de ideales casi-coherente de Oy es la gavilla ideal de un subssguema cerrado

de X determinado de forma unica

Demosiracidn. Harishorne {7], pdgina 116, ﬂ

Corolario 1.3.15. Sea X = Spec 4 un esquema affn Lnionces se corresponden hiyectiva-
mente los ideales n de A con los subesquemas cerrados ¥ ode X, teniendo ¥ = V(a). En

parficulor, todo subesquema cerrado de un esguema afin, es afin,

Definicidn 1.3.16. Un subesquema cerrado (Y, Oy) de un esquema { X, Ox ) es un subespacio
topoldgico cerrado ¥ de X, junto con una gavilia de anillos Oy que es una gavilla cociente de
la estructura gavilla Ox por una gavilla de ideales casi-coherente Jy, tal que la interseccion
de Y con cualquier ablerto afin I/ de X es el subesquema cerrado asociado al ideal Jy-(I7).

Ejempio 1.3.17. Consideremos al esquema (A, O4), con K campo algebraicamente cerra-
do. Sean f,g € Klr,y] polinomios, y F, G los subesquemas definidos por | v g, respectiva-
mente. Definimos el esquema interseccion Z C Ak como el subesquema definido por ef ideal
(f,9) C K|z,y] Seap= (a,b) € AL un punto. Definimos la multiplicided de interseccicn
de F' v &G en p, como :

ip, F () = dimy Oz,
= di?ﬂkk-iﬁf:, y]P/(fT'» @) = dinlko&z :p/(fa g) .
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Este nimero de interseccién cumple (Fulton {3]) con las siguientes propiedades que lo
caracterizan:

A i{p, F - &) = o0, sl p estd en una componente comin de F'y &

B i(p,Fl-G)=0,sipg FNndi

En el caso que p € FN({ sie que esté en una componente comin de Fy &, decimos que
F v G se intersecton propiamente en p, siendo este el caso gue nos interesa y en el que se

cumplen las restantes propiedades:
LO0<ipF-G) <0

3. i(p, (Fy 4+ Fy) G) =i(p, Fy - G) +i(p, Fy - G), donde Fy + F3 es el subesquema inducida
por el ideal (fi, fy), con £; = V{fi}, i =1,2

4 i(p,F G)=ilp,F'-G), donde F' = V(] +gh), h € Kz, ]

5 i(p, F () =1, si)a jacobiana gg—% no ¢s cero en po En este caso diremos que F y

se intersectan transversalmente en p.

Ahota daremos &l subesquema cerrado asociado a la imagen de un morlismo entre esque-

mas.

Definicién 1.3.18. Sean ¢ : X — ¥ un morfismo de esquemas v X' € X un subesquema

cerrado. Definimos el esquema tmagen (X'} de X' como ol subesquema cerrade de Y

definido por la gavilla de ideales 7, con
TU) = {s € Op (U} | S(U)(s) € T (07 (U))}

Proposicion 1.3.19. Sea ¢ X - ¥ un morfismo enfre esquemaes y X' C X un subesquemna

reducido. Enionces w(X') es reducido

Demostracidn Trabajaremos con ¢, por lo que podemos suponer gque X es reducido v
@(X) =Y Seal/ CY un abierte, al tener que p(X) = ¥, @ (I} ¢s un abierto no vacio

de X Consideremos el morfismo entre anitlos

G - Op(U) — Ox (™ {U))
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Al ser Ox (0™ (U)) reducido, su 1adical es el idesl cero, v al ccurrit que bajo un morfismo
entie anillos la imagen inversa del radical es nuevamente radical tenemos que /Oy {I7) s

igual a Ker{¢#(I7)), que por construccién es el ideal gavilla de (X'} sobre U, es decir, es el

-

ceio de Oy (U) Por lo tanto o(X) es reducido i

Proposicidon 1.3.20. Sea f : A = B un morfismo entre anidlos. Entonces el morfisrme

inducido “f : Spec B — Spec A es una inmersidn cerrada si, y solo s, f es suprayectivo.

Demostracidn Supongamos que ®f es una inmersién cerrada, entonces Spec B es homeo-

morfo a un subesquema cerrado Via) de Spee 4, con a ideal de A, notando que
“f(Spec BY = f(Spec B) = V'(a)

Asi, *f se factoriza de la siguiente forma

Spec B

V{a)
donde ¢ ¢s un homeomorfismo, ¢ i es la inclusion natural. El diagrama (1.4) nos induce los
morfisnios enire gavillas
P Spec A, Ospoe a) — T{Spec Afa, Ogpoe 17a) — T{Spec B, Ogpee 5)
es dectr, f se factoriza como
A Afa—+ B

El moxfisme natural A — A/ es suprayectivo, v al tencr que ¢ es homeomorfismo, A/a -3 B

es supiayectivo. Por lo tanto, [ es suprayectivo

Supongamos que [ es suprayectivo, entonces para todo g € Spec B, tenemos que el
morfismo fe-igqy 0 Ap-1gqy — By ¢s suprayectivo por propiedades de localizacidn. Sea

a= (] »

p=f3 ()
qe Spee B3

v consideremos al subesquema cerrado V(z) de Spec A, el cual cumple

“f{Spec B) = V{a) = Spec Afa
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Asi, f se factoriza como
A— A/ﬂ _"ﬂ—-. B

Nocesitamos probat que °@ es un homcomorfismo  Por como definimos al ideal 0, "y o
una biyeccidn, y al tener que %@ es un mapeo continuo, solo hay que probar que es cerrada.

Dado b ideal de B,

“p(V(b)) = *¢ ({g € SpecB | b Cq})
={peSpecAlp=1}""(q) f 7 (b) S}
=V(f7(b)A) C V()
Por lo tanto, ®f s una inmexsién cerrada. #

1.4 Variedades

Todos los esquemas que consideremos en lo que resta del presente trabajo serdn
esgquemas separados de tipo finito sobre algin campo K.

Fin esta seccién damos la definicién de variedad algebraica en el contexto moderno. Utl-
lizando los 1esultados de las secciones anteriores damos las propiedades basicas de las varie-

dades, tomando particular interes en los campos de funciones vacionales de una variedad

Definicién 1.4.1. Una wvarieded {algebraica) (X, 0} es un esquema entero.

Asi, una variedad X es un esquerna noetheriano, reducido, irreducible, separadao de tipo
finito sobre algin campo K. Al ser X irreducible tenemos que dimn{U7) = dim( X}, para todo
abierto I C X no vacio, v al ser X esquema noetheriano, es de dimensién finita. Por 4. de
la proposicién {1.2.79), todo moifismo entre variedades es separado.

Dado U € X un abietto afin, llamaremos a Ox (U) el andllo de coordenadas del abierto
afin

Si X es una variedad tal que Oy, es regular para todo punto z € X, decimos que X cs
suove. Una subvariedad V de un esquema X es un subesquera entero, el cual corresponde
a un ideal primo en el anillo de coordenadas de coalquier abierto afin que lo intersecta.

Si X es un esquema, todo cerrado irvedncible ¥ de X tiene asociado una estructuia
de esquems reducido, es decir, todo cenrade irreducible de un esquema tiene aseciado una

estructura de subvariedad.
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Recordando que toda subvariedad tiene un dnico punto genérico, definimos el anille local
de X a lo lorgo de V', denotado pot Oy, como el tallo de la estructura gavilla Oy de X
en ¢l punto genérico de V. 51 U = Spec.4 es un abierto afin que intersecta a V', entonces
U contiene al punto genérico de V', el cual cotresponde a un ideal primo p de A, ¥ por lo
tanto Oxy = A, Esto fue para todo abierto afin que intersecta a V, por 1o que podemos
identificar a las localizaciones en el ideal primo que corresponde al punto genérico de todos
los anillos de coordenadas de los ablertos afines que intersectan a V. Denctaremos por my v
al ideal maximal de Ox .

Como para todo abierto U7 C X, el anillo Ox(U) es libre de nilpotentes, las funciones
regulares s € Oy (L) estdn determinadas de maneta dnica por sus valores en todos los puntos
de U,

La siguiente proposicién nos servird para definir un invariante muv importante de toda

vatiedad.

Proposicion 1.4.2. Sea & ¢l punto genérice de un vartedad X

1 O R(X)

2. 8iU = Spec A es un abierto affn de X, entonces Og es isomorfo ol campo cociente de

A,

3 51V C X es una subvartedad de X, entoneces R{(V) es el compo de residuos de Ox v

Demostracién 1. Se sigue del lema (1.2 89}, al tener que £ estd contenido en todo abierto

no vacio de X.

2 Alser X irreduéible, todo abietto contiene a su punto genérico. Asf, £ € U, y es tal
que en 7 la cerradura de £ es todo (U Al ser IJ afin de una variedad, es irreducible
v reducido, ¥ por lo tante & en U es el ideal cero de A Asf, O; =2 Ay, el cual es el

campo de cocientes de A al ser dominio entero,

3. Sea V < X una subvariedad y 7 = Spec A un abierto afin de X que intersecte a V.,
Entonces V N U = V(p} = Spec A/p, con p el punto genédrico de V' e ideal primo de A.
Asi, Oy v & Ay, v su campo de residuos es (Ay)/5, el cual es el campo de 1esiduos de

Afp.
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Al campo O; de la proposicién anterior lo Hamaremos el campo de funciones racionales
de X La parte 2. de la proposicién anterior nos dice la natursleza local de las funciones
racionales, y justifica su nombre al ser localmente un cociente de elementos de algin anilio
A, es decir, coclente de funciones regulates. También nos dice que, estrictamente, una
funcién racional es una funcién sobre algin abierto UV, siendo U el abierto de definicidén de
dicha funcién. La parte 3. nos dice come son las funciones 1acionales localmente sobre una

subvariedad.

Nota 1.4.3. En la demostiacién de 1 de la proposicién anterior sélo se hizd uso de la
existencia del punto genérico, aplicandose el resultado a todo esquema entero.

Ejemplo 1.4.4. Sean K un campo, X = PL v Py = (0 : 1) el punto al infinito de X
Sabemos que P\ Py es un abierto afin del plano proyectivo de la forma Spec K¢}, donde

¢ = 2. Por la proposicién anterior tenemos que R(X) = K{(2).

Observacién 1.4.5. Si dos variedades X, ¥ son isomorfos, entonces R{X} 22 R{Y).

Observacién 1.4.6. Sean V una subvariedad de una variedad X y I = Spec A un abierto
afin de X que intersecte a V. Entonces R(X) = Apy v Ox,y = 4, 8i & € R(X]), los
elementos 5, 3 € Ay, con g un elemento de A" que no perlenece a p, son tales que en Ay
cumplen

ag @

bg b
y& que pata toda r € A*, r(egb— bga) = 0 en A. Por Io tanto, todo elemento de R{X) es de

la forma §, con @, b€ Oxy.

Definicién 1.4.7. Un morfismo ¢ : X — Y entre variedades es dominante si la imagen de
 es densa in ¥, es decir, si el morfismo

Oy (L) — Ox (D
es monomotfismo para cualesquicra abiertos U C YV v I C X, tales que w(U) C U

Proposicion 1.4.8. Sea ¢ : X — Y un morfismo entre variedodes. Entonces ¢ induce un
monomorfismo R(Y) — R{X).

Demostracién Sea U7 C Y un abierto no vacie, ¢l cual intersccta a »{X) al ser IV denso en

Y. Entonces ¢ (U} es un abierto no vacio de X, obteniendo el morfismo

Oy (€) — Oxle™ ()
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Comeo todo abierto de un espacio irreducible contiene al punto gendrico, tenemos un morfismo

entre limites directos

vcy Ve
UZ =
que al ser no cero, nos da un monomorfismo. :

Proposicion 1.4.9. Sean ¢ : X — Y un morfismo y V' C X una subvariedad. Entonces

(V) es una subvarieded de YV tal que (V) es dominante sobre Em

Demostrucidn Como trabajaremos con ), asumimos que el mortismo es @ : V' — Y.

Tenemos que probax que @{V') es variedad de ¥. Por la proposicién {1.3.19) @(17) es reducido,
al ser V 1educide, v por la proposicién {A 16} es irreducible, al ser ¥ irreducible. Por lo
tanto (V) es subvariedad de ¥, y es claro que (V) es denso en (V) ﬁ

Corolario 1.4.10. Sea U un subesquemo abierlo de un esquema X, cont 1 U — X &l
morfismo inclusion  Entonces toda subvariedad V de UV se extiende a una subvariedad V de
X f

Observacion 1.4.11. Siguiendo la notacién de la proposicidn anterior, st § cs el punio

T
/

genérico de V', entonces @(£) es el punto gendrico de (V)

Proposiciéon 1.4.12. Seqx U un subesquema ebierto de un esquema X, W uno subvarnedad
de U y W la subvariedad de X obtenide ol tomor la cerrudura de W oen X, Enforces
R(W) = R(W).

Demostracion. Si U’ es un abierto de W, entonces U es también un abierto de W Al tencr
gue el punto gendrico de W es el punto genérico de W, si ' = Spec A es un abierto atin
de W, por la proposicidn (1.4 2) tenemos que R(W) = Agy, v por lo notado anterionmente
tenemos que ’
R(W) = Agy = R(W)

y
Proposicion 1.4.13. See v : X — Y un morfismo suprayective propio entre variedades de
lo mismo dimension. Entonces existe wn abierio no vacto de X que se mapea de forma finita

sobre un abierfo de V.

s bt

Demuosiracidn, Grothendick [15], puntos 4.3 Ly 4 4.1
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Definicidn 1.4.14. Diremos que un morfismo entre esquemas ¢ @ X — Y tiene dimension
relafiva n si paia toda subvariedad W de ¥, todo componente irreducible T de o= 1§
eumple con dim(V) = dim(W) + n.

Definicién 1.4.15. Un morfisimo entie variedades @ 1 X — Y es birrucional si es dominante

y el morfismo que induce entre los campos de funciones es un isomorfismo. En este caso,

diremos que X v Y son burracionalmente equivalentes

La normalizacién X de un variedad X es una variedad, v ¢l morfismo & : X' — X es un

epirmorfismo finito, cuampliendo las siguientes propiedades que lo caracterizan.

Teorema 1.4.16. Sean X, Y, Z variedades

L. Sig:.Z - X un morfismo dominante con Z normal, entonces existe un dnico morfismo

dominante v finito ¢’ : Z = X tal que o = fo ¢

2 SiY es una variedad normal y A1 ¥ — X es un epimorfismo finito, entonces X = 1

3. 8ca ¢ X — ¥ un morfismo entre variedades, entonces ¢ 1= 6’;‘ opolly ' X = VY oes

un morfismo tal gue hace conpmutar al siguiente diagrama

Xy
I
. X ¥ 1-/
Demostrocidn. Itaka [8], pagina 141 ﬂ

Estaremos interesados en estudiar las subvariedades de un esquema X, teniendo particu-

lar interés en las subvariedades de codimensién nno Considerernos un poco este caso

Sea V una subvariedad de codimensidn uno de un subesquema X Esto quiere decir que
existe un cerrado irreducible ¥} C X tal que V' C Vi € X. Asi, para todo abierto afin
I/ = Spec A de X que intersecte a V, st V{p) = VU v V(p) =WVnl, conpp, C A4
ideales primos, tenemos que p; € p, siendo py el dnico ideal primo de A distinto del ideal
cero que estd contenido en p. Por lo tanto, dim{A,) = 1 Pero 4, = Oy, teniendo que

Oy s un dominio entere de dimensidn une.
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1.5 Haces Vectoriales

Las referencias para esta seccién son Shafarevich {11] y Wells [13)

Definicién 1.5.1. Sean K un campo, S su espectro v X un K-esquema. Un hez vectorial
de rango n sobre X consiste de un K-esquema & v un K-morfismo p : £ — X tal que

satislace las signientes condiciones
1 Paratodore X
Ex = p7H(2) ¥ Speck(x) xx A} = Speck{z) % i Spec Kla1,.. . xn)
= Spec{ri{z) @y Klx1,.. ., 20|} = Speck{z)]r1, . 2ul
2 Existe una eubicrta abierta {5} de X junto con un isomorfismo para toda
@ p L) —— U =g AL
tal que para toda 4, 4, el automorfismo
iy =0l (U0 xg A — UinU)) x5 AR
¢s lineal

Observacidn 1.5.2. Los campos x(z) considerados en la definicidn, son campos de extensidn

de K, por lo que todo k{z)-espacto vectorial, es en particular un K-espacio vectorial

Expliquemos un poco el punto 2.. El automorfismo wy; se puede ver como ¢y = (Id % a4},
con fd: U;nU; = U;NU; la identidad ¥ a;; ¢ Af, — A% un automorfismo K-lineal, lo que
nos da un motfismo '

' g 1 Ui NU; — GL(n, K)

A los morfismo gy; les ilamaremos funciones trongicidn Estas funciones cumplen

Git = 13 Gk
.9;}1 = g5 (15)
Qi = In

donde T, es la matriz identidad de rango n.
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Dada una cubierta abierta {U;} de X tal que para toda interseccién no vacia U; N Uj,

existe un morfismo
g U NU, — GL{n, K)
que cumplan (1.5), entonces la coleccién de morfismo {g;+ determinan un haz vectorial de
1ango .
Diremos que X &s ol esquema espacio base, E es el esquema espacio total, v a cada parcja
(Uivw;) le llamaremos trivializacidn locel Denotaremos por (X, E.p) a un haz vectorial
rango n sobre X, v solo nos referiremos a él como un haz vectorial sobre X, cuando no sea

impottante cudl es su 1ango.

Si (X, E,p) es un haz vectorial de rango uno, ditemos que es un haz lineal
Definicién 1.5.3. Sean (X, B, p) v (X, E',¢/) dos haces vectoriales. Un morfismo
AKX Ep) = (X E, D)
es un K-morfisree que haga conmutar el signiente diagrama

E A

E.'

Sean {X, E,p), (X, E', p'} dos baces vectoriales de rango n, con {{U, @)}, {iUL @)} sus
tespectivas trivializaciones locales Un morfismo A : (X, E, p) — (X, E'. p) es un isomorfis-
mo si A es K-isomorfismo de E en E', tal que E y p, junto con la cublerta abierta {U5, U]}
de X v los isomorfismos {, @] o A} sea un haz vectorial sobre X.

Definicién 1.5.4. Una seecidn de un haz vectorial (X, B, p) sobze un abierto U de X, es
un morfisme 5: U7 — £ tal que po s = Id),

Observemos que s(U7) Cp~HU) 2 U xg AL
De manera natural podemos restiingir secciones a ablertos més pequefios, Y pegar sec-

ciones, con lo que la pregavilia
Us—{s:U—=E|pos=1Id,}

es una gavilla de conjuntos sobre X gue denotaremos por L{E/X).
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Sean (X, B, p) y (X, E',p") dos haces vectoriales Un morfismo entre haces vectoriales
A (X E P — (X R P
induce un morfismo entre los conjuntos secciones asociadas a los haces vectoriales

AU LE/X)U) — LEY/X)(U)

s—rAos

para todo abierto 7 de X v toda seccidn s € L(E/X)(U/). Este morfismo estd bien definido
al tener por definicidén

podos=pos=1Jd,

5i (X, E, p) estd detexminado por funciones transicidn {g;;}, entonces una seccidn del haz

estd, determinada por una coleccién de moifismos s; : U — A", tales que
8 = figd;
sobre Uy MU

Teorema 1.5.5. Sea X un K-esquema, con K campo La gavilla de conjuntos L{E/X) es
una gavilla localmente libre de rango n, v la correspondencia

(X, E,p) - L(E/X)

es una biveccion entre clases de isomorfismos de gavillas localmente libres de 1ango n sobie

X, v clases de isornotfismos de haces vectoriales de rango n sobre X. ]i

Denotaremos por £, al haz vectorial asociado a una gavilla invertible L bajo la corres-

pondencia del teorema anterior.

Nota 1.5.6. Dada una gavilla invertible £, que tenga a {f;} como sus generadores locales,
-1

el haz vectorial Fy es aquel determinado por las funciones transicion {g;; = f::T} :
7

Dizemos que una seccidn 5 € L{E/X) se anula en un punto z de U si 0 = s(z) € E,.
Observemos que de manera natural el esquerna base X vive en B como la seccidn que se

anula en todo punto o de X. A esta seccidn la lamaremos la seccidn cero
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Sean K un campo, (X, £, p) un haz vectorial v v 1 X' = X un K-moifismo entre

Consideremos al producto fibrado

Exx X' —E
p’! P
¥ .
X —t—x

La terna (£, X', p), con B = F % x X', es un haz vectorial que llamarerncs el pull-back
de B, y lo denotaremos por " (E) Tenemos que el 1ango de { X7, ', ') ¢s igual al rango de
{(X.E,p) ,

Haclendo uso que dados dos K-espacios vectoriales, siempre se puede considerar su pro-
ducto tensorial sobre K Se puede extender esta idea a haces vectoriales (X, £, p), (X', £/, p")

sobre un esquema bage fijo, obteniendo un haz vectorial que denotaremos por E® E'.
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" TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Capitulo 2
Equivalencia Racional

La idea en este capitulo es definir funtoues de la categoria de esquemas a la categoria de
grupos abelianos. Para esto, se define el grupo de ciclos del csquema, como ¢l grupo abeliano
libre generado por el conjunte de gnbvarfedades del esquema, notando que nos bastd en
realidad trabajar con los cerrados irreducibles. Relacionamos a las funciones 1acionales de
subvariedades del esquema con elementos det prupo de ciclos, lo que da lugar a una relacion de
equivalencia sobre el grupo, Hamandola equivalencia tacional Daremos la definicién original
de equivalencia racional ¥ probaremos que coincide eon la dada inicialmente La segunda
parte de este capitulo trata de las propicdades funtoriales de jos grupos formados, definiendo
¢l push-out y el pull-back en ciertas clases de esquemas Acabamos con una aplicacidn a una

cucesién exacta de giupes de celos,

2.1 Ciclos Algebraicos y Equivalencia Racional

Formaremos un gripe del conjunto de subvariedades de X de dimension %, las cuales lama-
rermos k-subvariedades.

Definicion 2.1.1, Sea X un esquema. Un k-ciclo sobie X es una suma finita formal

> Vil

donde n; € &y Vi es una k-subvariedad de X
El grupo de k-cicles sobre X, denotado por Zx X, es el grupo abeliano ibte generado por
las b-subvatiedades de X. A una k-subvariedad V C X le asociamos ¢l k-ciclo [V] € Z:.X

63
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El'f_sqpo"‘lbéi‘c_l s un k-ciclo o = 30 [Vi] sobre X, denotado por | |, es la unitn de todas

las sulivariadades Vi de X que aparecen con coeficiente distinte de cero en ¢ Al ser un

ndmero finito de tales subvariedades, [ o | es un cerrado de X

La informacién geométrica de la variedad se encuentra en su gavilla Oy, por lo que
estudiar su campo de funciones racionales es estudiar a {a variedad. Lo que buscaremos hacer
es relacionar elementos del campo de funciones racionales y las subvariedades de codimensidn

unc

Sean X una variedady r € R(X)*. Definiremos un morfismo entre anillos
ordy : R(XY — Z

llamado orden de anulucidn de 1 en V', con V¥ < X subvariedad de codimensién une Recor-

demos que todo elemento r € R(X)* es de la forma ¢ cona,b e Oyy. Como buscamos que

ordy sea un motfismo, deberd cumplir que
ordy (r) = ordy (%) = ordy{a) — ordv(b)
Por lo que nos basta definir ordy para ios elementos de Oy
Definicion 2.1.2. Definimos el morfistno entre anillos

ordy : H(/Y)* —

1 oy (Oxw/{r})
donde ly,, (Ox v /{r)) es la longitud de Ox v /{r} visto como Oy y-mdédulo
Veamos que estd bien definido el morfismo. Los elementos de Ox v son clases, sean
a. ¢ b b € Oxy tales que
Entonces abf = a'd, al ser Oy y un dominio entero  Asi,
iy, o (Oxy/{ad)) = ordy(at’) = o.r'dp-(a'b) =loy  (Ox v f{a'D)).
Dados a, ¥ € Qx v, siempre tenemaos una sucesién exacta corta

0 —= O)\"p'/((),.} — @x]v/(()-b? — @X‘pf(b") — 0

§
i
i
!
:
i
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Por propiedades de longilud obtenemos
loy v (Oxp/{ab}) = lo, o (Oxp/{mh) +lo,  (Oxy/{6))
Por lo tantc

G’i"dv{itb’) = l@x,v(oX,V/me)) = z(‘)x v (OX,V./<G‘)) + iox V(OX‘,V/(H”
= ordy(a) + ordy(b')

Analogamente
ordy (a'b) = ordy (a) + ordy(h).

Por lo tanto
ordy{a) — ordy(b) = ordy(a’) — ordy {(0)

Ejemple 2.1.3. Sea X = Spec A un esquema afin, con A un dominio enteto de ideales
principales. Sea f un elemento no cero de A = R(X). Al ser Ay /(f) un campo, tenemos

que como A p-mddulo estd generadoe por cualquier elemento no cere, v por lo tanto

1= JA(”(A(f)/<f)}

Ejemplo 2.1.4. Sean V < A? una curva sobic un campo & algebraicamente cetrado, £ & V
su punto genérico, v supongamos que £ no es singular  Entonces Oy v es un anillo local
regular de dimensién uno, es decir, es un anillo de valuacidn discreta. FEsto implica que

existe £ € Oy tal que mxy = (&) Por lo tanto, r € R{X)* es de la forma r = w™
u € Ox v unidad, n € Z. Por lo visto en el apéndice (B)

O?"dv(?’) = EOX..V (O,\-'y/(‘!')) = dzmk({l\,v/(r)) = 71

Ejemplo 2.1.5. Sean f,g € k[z,y] con & campo algebraicamente cerrado, v f irreducible.
Sean F v (¢ las curvas planas definidas por [ y g respectivamente. Al ser f irreducible, £
eg una variedad afin  Consideremes al campo de funciones 1acionales R(F) =2 &z, v]/{f) de
F, donde la clase § de g en E{z,y]/{f} es una funcién racional sobre F.

Sea p € F un punto centado, el cual es una subvariedad de F de codimensidn uno, con p
ideal primo de &z, y] que contiene a f. Con lo anterior tenemos que

Opp 2 (B2, ul/ (1)) 2 (K2, D)/ () = Ong o
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Por lo tanto

ordy(g) = o, (Orp/ ()} = lo, ,((Oa »/ (F)/(D)
= Lo, (Onz /{5, 7))

Igual que en ejemplo anterior

ordy(g) = Lo, (O o/ {F,8)) = dimi (02 /{1, 5))
=1(p, F'- G)

Dada r € R{X)" y una subvariedad V de X, si ordy{r) > 0, diremos que 7 tiene un
cero en V' de orden ordy(r). Si ordy(r) < 0, diremos que r tiene un pole en V de orden
—ordy(r).

Ahora va podemos dar la relacién que buscabamos.

Sean W una (& + 1)-subvariedad de un esquema X y 7 € R(W)*. Definimos el k-ciclo
[div(r)] sobre X como

[div(r)] = ordv{r)[V],
donde la suma corre scbre todas las subvariedades de codimensidn uno V de W, v ordy es
el morfismo orden sobre (W)* considerando a Op.v

Para ver gue este ciclo estd bien definido basta el siguiente lema.

Lema 2.1.6. Sean X una variedod y v € R(X)*. Entonces ordy(r) 3 0 para un mimero

finito de subvaredades V de X de codimensidn uno.

Demaostracién. Sabemos que X = | I, Spec A;, con lo que toda subvariedad de codimensién
uno debe intersectar a algin abierto afin  Si probamos que para cada abierto afin Spec A;
existe un ndmero finito de subvariedades V tales que erdi(r) # 0, habremos acabado.
Dada r € R(X)*, localmente en Spec A; es de la forma g;, con aj,ds € Af, por lo que nos
bastard probar que s6lo hay un ndmero fnito de subvariedades 17 que intersectan a Spec A;
tales que ordy{a;) # 0, parai=1,2.

“Sea a € A; Toda subvariedad V' C X que intersecta a Spec A; es de la forma V(p), con
p & Spec A;. Denotemos por @ € (4;), a la imagen de p bajo a. Ahoia, si

0 =ordy{a) = la{A,/{2))
tenemos que @ es unidad, es decir, {2} € p Por lo tanto, p no es componente de V(). Lo

que implica que sdlo es posible que ordy{a) # 0 si p es componente de V{a) Como V{aj
s6lo tiene un nimero finito de componentes, hemos acabado H
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Ejemplo 2.1.7. Sean K un campo y X = P}. Como vimos en el ejemplo {1.4.4), tenemos
que R(X} = K{t), con ¢t = 22 Consideremos a la funcién racional . Por los argumentos
seguidos en la demostiacion del lema antetior, ¢ s6lo se puede anular en los puntos definidos
por los ideales (0} v {¢} de K[t], ¥ en ¢l punto al infinito F,, En el idela cero ¢ se anula al
ser unidad en e! campo K(t). Por los argumentos seguidos en ef cjemplo {2 1.3), tenemos
que ordy (8) = 1. Ahoia, al sat Py, una subvartedad de codimensién uno de P}, su anillo
local Op1_p, es un anillo de valuacion discreta  Asi, su ideal maximal estd generado par un
solo elemento, s = 1, es decit, ¢ = 1, y por el ejemplo (214), erdp, (£} = —1. Por lo tanto

[div(t)] = [F] ~ [Fuo]

Ejemplo 2.1.8. S¢a S = Spec K, con K campo El esquema S tiene sélo una subvariedad,
S mismo, y su punto genérico (€] mismo) es el ideal (0). Asi, R(S) = Ky 22 K. Al tener
para toda funcién racional no cero sobre § que [div(r)] = Ix(K/{1))[9], con r € K*, vemos
que [din{r)} = 0[S], ya que K/{r} = (D).

Definicién 2.1.9. Un k-ciclo o es roctonalmente equivalente o cero, denotado por a ~ 0, s
existen un nimeto finito de (k -+ 1)-subvariedades W; de X v r; € R{W})*, tales que
o= ldiv(r)]
;
Dada r € R(W)", localmente para toda subvariedad V' C W de codimensién uno, 7 = %,
con a, b € Owy. Asi,

ordy (r 1) = ordy (2—) = ordy (b} — ordy{a) = —(ordy{a) ~ ordy (b))
= —ardy(r),

es decir, [diw(r~1)] = ~[div(r)] Por lo tanto, asociarle a una funcién racional r el k-ciclo
[div(r}], es un morfismo del grupo multiplicative R{X)* al grupo aditivo de k-ciclos, siendo
su imagen, los k-ciclos racionalmente equivalentes a cero, un subgrupo de Z; X, el cual

denotaremos por Bal, X

Definicién 2.1.10. Definimos &l grupo de k-ciclos médulo equivelencia racional sobre X,
como el cociente
ApX = Zp X/ Ralp X
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Con esto, consideraremos a los grupos

ZX =P zx,
k>0
Rat.X = €P Rt X,
k>0
A.X =P AX
k>0

Un ciclo sobre X serd un clemento de Z, X, v una clase de ciclos sobre X serd un elemento
de A, X. Sic € A, X v k es un entero, denotarermos por {a}, a la componente de o en A X,

o= Z{a}k

E>0

teniendo que

Biremos que un ¢iclo es positivo sl no €5 cero ¥ todos sus coeficientes son enteros positivos
Una clase de ciclos es pesitive si tiene un representante positivo

Ejemplo 2.1.11. Sean (X, @} un esquema y (Xrng, Oree) Su esquema reducido asociade. Al

- se1 homeomorfos como espacios topoldgicos, tenemos un isomotfismo candnico
An-X & A*er:d

Observacién 2.1.12. Todo ciclo incluye a cualquier componente irreducible de X, al menos
con coeficiente igual a cero  Un cicle « racionalmente equivalente a cero incluyve a una
componente irreducible de X con coeficiente igual cero, siendo este el dnico caso posible.
Bastard ver esto pata un k-ciclo de la forma [diw(r)], con r € R(W)* y W € X subvariedad
Si X; es una componenete irteducible de X tal que

[div{r)] = Zn,{V} + n{Xj]
con n # 0, significaria que X; C W, lo cual es una contradiceidn al ser X; una componente

Con lo anterior tenemos que cualesquiera dos ciclos o, # racionalmente equivalentes sobie

X, incluyen a toda componente irreducible de X con el mismo coeficiente.

Ejemplo 2.1.13. Sea X un esquema de dimensidén » Toda subvariedad de dimensién n,
€s una componente irreducible de X al no haber cerrado irreducible pmpio de X que lo
contenga. Ademds, al ser toda componente ineducible una subvariedad, Z, X es el grupo
abeliano libre generado por las componentes irreducibles de dimensidn n de X Ahora, por
la observacion hecha arriba, todo n-ciclo es sélo racionalmente equivalente a él mismo, por
lo tanto A, X = Z,X

|
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Ejemplo 2.1.14. Sea S5 = SpecK, con K campo. Como S consiste de un sdlo punto,
tenemos que Zo8 = E[5), el ¢ual identificamos de manera natural con Z Cencluimos por el

ejemplo anterior v el ejemplo (2.1.8) que
ApS 2 Z,5 = Z

Ejemplo 2.1.15. 51 X es un esquema qgue no sca rreducible, con X, .. , X, sus com-
ponentes, es deciry, X es la unién de los subesquemas L, X;. Al tener que los cerrados
irzeducibles de X son los cerrados itreducicles de los X5, de forma nabural tenemos

zX =P z.X
t
AcX = P Ad(XY)
i=1

Definicion 2.1.16. Sea X un esquema, o € A, X v X; una componente ineducible de
X. Definimos el coeficiente de X; en o , como el coeficiente de [X] en cualquier ciclo que
1epresente a ¢, el cual estd bien definido por la observacién (2.1.12)

Sean X un esquema vy X,,. .. X, sus componentes irreducibles Consideremos a los anillos
locales Ox x,. Al ser X; componente irreducible, no existe cenado irreducible ¥ < X tal
que X; © Y, v por lo tanto Oy, o8 un anillo artiniano, siendo entonces noetheriano de

dirnensién cero,

Definicién 2.1.17. Definimes la multiplicidad geoméirvica m; de X; en X como
My = oy x; (Ox,x;)

Definimos el cicle fundamental [X] de X como
;
XK= miX]e ZX
il

Abusande de la notacién, denotaremos por [X] a la imagen de [X] en A, X. 81 ¥V es un
subesquema cerrado de un esquema X las subvariedades de ¥ son subvariedades de X, por
lo que Z,Y < Z.X Denotaremos por {¥] a la unagen de 3] en Z,A, al igual que a su

imagen en A, X

Ejemplo 2.1.18. Sea X un esquema puro k-dimensional. Si X ..., X son sus componentes
irreducibles, {X] € Z, X, y por el gjemplo (21.13) Z,.X¥ = 4, X.
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2.2 Propiedahdes Funtoriales

2.2.1 Push-Out Propio de Ciclos

Sea {@, ") : (X,0x) — (¥, 9y) un morfismo propio entre esquemas. Po1 la proposicidn
{1.4.9), dada una subvariedad V de X, W = (V) es una subvariedad cervada de ¥ A nivel
de gavillas tenemos

o}"\w I —— (p*OX[V

C

Oy —— Oxy

o

R(W) — R(V)

donde el morfismo Oy — Oy 1 esta definido al ir el punto genérico de V' al punto genérico
de W {observacién 1.4 11). Al no ser ¢! el morfismo cero, B(V) es un campo de extensién
de R(W). Se puede probar (Grothendick [16]) que si W tiene la misma dimensién de V',
entonces (V) es un campo de extension finita de B{W),

Definimos
[R(V) : R{W)] sl dem(W) = dim(V)

gr(V/W) = { 0 si dim (W) # dim(V)

donde [R{V} : R{(W)] es el grado de extension de campos Esto nos permite asociar a todo
k-viclo [V] sobre X, el k-ciclo ¢, [V] = gr{V/W)}[W] sobre Y. Extendiendo linealmente

obtenemos el push-out propio de ciclos
0o T X = ZY

Dados ¢ : X = Y v ¢ : ¥ = Z morfisnos propios entre esquemas sobie ¢l mismo
campo, s1 V' C X es una subvariedad, entonces (V) v ¢{(V)) son subvariedades de
Y v Z respectivamente Al tener por propiedades de grado de extension de campos que
RV 2 ROw(e{VI)] = [ROV) : Rlp(VIIIR(2(V)) : R(E(2(V)))], concluimos que

() = .

Con esto, vemos que el push-out propio es tuntorial Ahora buscaremos extenderlo al

grupo de clases de ciclos
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Definicién 2.2.1. Sean ¢ : X — ¥ un morfismo propio entre variedades de la misma
dimension v v € R(X)* una funcidn racional. Definimos la norma de r, denotada por
N{r}, como el determinante del A(Y )-endomorfisma lineal de R{X) dado por 8 — rs, con
se R{X}.
Proposicién 2.2.2. Sean ¢ : X — Y un morfisrne suprayechive propio entre vartededes y
r € R{X)™

1. S dim(Y) = dem(X), entonces @, [dio(r)] = [div(N(1))].
2. Srdim(Y) < dam{X), entonces p,[div(r)] = 0.

Demostracion. Vease el Apéndice {C). Ej

Teorema 2.2.3. Sean w : X — ¥ un morfismo propio entre esquemas v o un k-ciclo sobie
X racionalmente equivalente a cero. Entonces ¢.o € Z,Y es racionalmente equivalenie a

CE10

Por lo tanto, induce un morfisme entre grupos abelianos
e s A X — AgY

Demastracidn. Al tener que ¢ es lincal y que suma de k-ciclos racionalmente equivalentes a
cera es un h-ciclo racionalmente equivalente a cero, podemos suponerque ¢l k-ciclo o es de la
forma o = [div(r)], con v € R(V)* v V una (k + 1)-subvariedad de X, bastdndonos trabajar
con
Guy 1V — (V)

teniendo que ), es suprayective y (V) C Y es una subvariedad al ser ¢ propio Por la pro-
posicién anterior w.wx es igual a cero o igual a [div(N{r)}], siendo ambos ciclos racionalmente
equivalentes a cero sobre (V). '

La segunda implicacidn es inmediata al respetar clases ¢l morfismo ¢, il

Nota 2.2.4. Del teorema anterior tenemos que A, es un funtor covariante de la categorfa
de esquemas con morfismos propios, a la categoria de grupos abelianos libres

Definicién 2.2.5. Sean X un esquerna completo sobie un campo base Ky o = 30 0, 7]

an cero ciclo de X. Definimos el grado de o, denotado por [, a, como

[ = Sonin: k),

el cual resulta ser un morfismo de ZpX a Z.
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Sean S = Spec K, # : X = § el morfismo que da a X la estructiza de S-esquema v o
como en la definicidn anterior. Entonces

i (o] - S

P

=) w[R(P): K][S)
»
Por la identificacion natural ZyS = Z del ejemplo (2 1.14)

ol = SnR() K] = [ (@)

Extenderemos el morfismoe grado a 4pX usando esta definicidn equivalente. Sean «, 3
O-ciclos sobre X racionalmente equivalentes, por lo que para algdn ndmero finito funciones

racionales r;
a— = [div(r)]
Asi,
f\’a - B=mlo—8) =m> [div(n)])

Par el teorema anterior w, (3 [div(7;)]) es un {-ciclo racionalmente equivalente a cero Por
el ejemplo (2 1 8) tenemos que (3 [div(r;)]) es el 0-ciclo ceto, por lo tanto, @ v 3 lienen el
mismo grado.

‘Fsto va nos permite inducir el morfismo grado a todo 4,X como: Jya=0%ae AX,
conk >0 ysiac AgX, .fx o serd. el grado de cualquier representante.

Sea ¢ : X — Y un morfismo propio eniie esquemas coxapletos sobre K, entonces por la
propiedad funtorial del push-out el signiente diagrama es conmutativo

¢

Y por lo tanto

[ o
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Comencernos con un ejemplo.

Ejemplo 2.2.6. Sea K un campo, S su espectro y V' una S-variedad de dimensién 4 1
Sea

oV — PL
v (p1{v) 1 0a(v))

un S-morfismo dominante, y consideremos al punto cere Py = (1 : 0} v al punto al infino

P = (0:1) de P} Por la proposicidn {1 4.8) tenemos un moenomortismo entie campos
K{t) = R{FL) — R(V) {(2.1)

donde ¢ = £ {ejemplo 1.4.4).

Con lo anterior tenemos que toyw € R{PL) € R(V), siendo t o = or. Abusando de
la notacidn, denotemos por ¢ a la funcidn racional sobre ¥ definida por ¢ bajo el morfismo
(21). '

Ahora, bajo ¢l isomorfismo R(PL) = K/(1), la funcién racional £ resulta ser la funcién
¢t Por el eiemplo {2.1.7), tenemos que [div(t)] = [Py} — [Fa], concluvendo que

[div{2)] = ¢~ (Po)] — [ {Poo)]

Este ejemplo nos da la idea de como deben ser los ciclos 1acionalmente equivalentes a

cexo sobre un esguema.
Hagammos una chservacion
Sean K,5 v X como en el ¢jemplo anterior. Consideremos el producto fibrade

X xg P I Pl

|
‘| !
X¥—5
Sea V una (k + 1)-sulvariedad de X »s Py, donde i : V' = X x5 Py es la inmersion
cerrada que da a V' tal estructura Supongamos que ¢ = goi: V' — P} es dominante
Sea P € PL un punto racional, es decir, un punto tal que x{#) = K, implicando que
Speck(P) = Spec K Viendo a {P} como un subesquema de P}, tenemos que {P} = S
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Con todo lo anterior, consideremos el diagrama

VXP;_S

donde V Xz 5= cp"‘l(P)ﬂ Notemos que de manera natural
.XXS{P}%‘/YXSSE),X (22)

Al ser 7 (P) un subesquema cerrado de X x P}, al restringitlo 2 X x5 { P} sigue siendo
cerrado, concluyendo por el isomorfismo (2.2) que 7' (P) es isomorfo, bajo el morfismoe
proyeccidn p, a un subesquema certado de X, esquema que denotaremos por V{P). Al ser

isomorfos V{P) y ¢~ (P), sus campos de funciones 1acionales son isomorfes, ¥ por lo tanto

ple™ (P)] = [V(P)]

Proposicidn 2.2.7. Sea X un S-esquema, con S el espectro de un compo K. Un k-caclo
a sobre X es vacionalmente equivalente o cevo s1, y solo si, existen (k + 1)-subvariedades

Vi,..., Vi de X xs P, tal que los proyecciones o : Vi — P son dominaentes, con

£

o= [Vi(P)] - [Vi{ Po)]
i=1
en ZkX
Demaostracidn. Como todo k-ciclo racionalmente equivalente a cero es de la forma 3" [diz(r,)],
con7; € R(W;)* v W; una (& + 1)-subvaricdad de X, nos bastard probar la proposicién para
un k-viclo de la forma [div(r)]

Sea o = [div{r)}, con v &€ R(W)* y W una (k+1)-subvariedad de X Al ser r una funcién
racional sobre W, r tiene un representante

s U — AL
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con U un abiesto de W. Como AL, = PL \ Py, 7 define un morfismo racional de W en P,
es decir, define un morfismo

f:U—PL
Consideremos a la grdfica I'y de f

> U

Id / \
= 1
U r; U Xg JPK S

Vi X /

1

Pk

Sea V' la cerradura de 'y en X x5 PL, al tener que po 'y = Idy con U abierto denso de

W, tenemos que p), es un morfismo de V en W, teniendo la composicién de morfismos
r ?

Al ser U denso en V', U es denson en p(V), lo que implica que p(V) = W, siendo py,,
un morfismo dominante. El subesquema. cexrado V' oes irreducible, ya que I/ es trreducible
(A.1.5), lo que implica (A.16) que Fp{U) es irreducible, y por la proposicién (A.1.4) V es
irteducible Por lo tanto, V¥ tiene estructura de subvatiedad de X x5 Pl

Ahora, sea & el punto genérico de W, el cual estd contenido en U Por la composicién de
morfismos (2.3) y 1 de la proposicidn (1.4.8) tenemos una composicién de monomorfismos

R(W) — R{V) — R(W)

es decir, R{(W) = R({V). Por lo tanto, p es un morfismo biracional de V' en W, siendo
ambas vaiiedades de la misma dimensién, Por 3 de la proposicién {1 2 83}, p 1estringido a
¥ es un motfismo propie, al ser P completo.

Sea ¢ el moifismo inducido de V a P Al tener que bajo p, ¥ es birracionalmente

equivalente a W, v por la construceidn hecha
puldw ()] = [div(r)]
Y por las observaciones hechas antes de la proposicién,

peldiv(p)] = [V (P)] = [V{Pw)]




T6 Primera Clase de Chern en Geometria Algebraica

Inversamente, sean V|,. ., V¥, subvariedades de X xg Pl de dimensidn & + 1, tales que
para toda 1, la proyeceidn ; : V; — FL es dominante. Consideremos al k-ciclo sobre X

t

> Vi Po)] = Vil Poo)]

i=1

Nos bastard probar que para toda «, [Vi(F)] — IVi{Py)] es racionalmente equivalente a
cero. Pero esto se sigue de lo visto en el ejemplo v obscrvacidn hechos arriba, al tener que

w; determina una funcidn racional sobre X, ¥ que cumple
[div(ei)] = [ei” (Fo}] — [0 (Foo)]
Implicando gue
puldiv(ed] = p. (foi (o)) = [0 (Poo)]) = [V (Fo}] = [V (Foo))

Y por el teorema (2.2.3}, p.[div(iw;)] es un ciclo racionalmente equivalente a ceto. ﬂ

2.2.2 Pull-backs Planos de Ciclos

En lo gue resta del presenie trabajo, todos los morfismos planos tendrdan di-
mensidon relativa n, pora algin netural n.

Sea v : X = ¥ un morfismo plano de dimensién relativa n. Sea V una subvariedad de
Y. E! esquema imager inversa »~ (V) es un subesquema de X puro dimensional, al ser i de
dimensién relativa, Por lo tanto, toda componente irreducible de = }{V) serd de dimensién

dim(V) + n, para alguna n. Definimos
' Vi=l (V)]

donde [~1{V)] es el ciclo fundamental dei esquema imagen inversa. Por linealidad definimos
el pull-back plano
2 Y —— X

Veamos que ¢l pull-back plano se aplica también a todo subesquema cerrado de ¥
Lema 2.2.8. Sea @ : X — Y un morfisne plono de dimension reletrva n Endonces
¢*[Z) = [¢7H(Z)]

para todo subesquema Z de ¥
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Demostrocidn. Sean Zg,,. ., Z,, las componentes irreducibles de Z, vy Wy, ,. ., W, las com-

ponentes irteducibles de ¢ 1{Z) Asi

t
&[2) = D oy s, (02,2, )07 (Zay)] (2.4)
j=1
e 2)] = D( wa, 0oy W) (2.5)

Para probar que ambas sumas son iguales veamos primero que las subvariedades que aparecen

en ambas sumas coinciden Para cada ¢, sea Vi = @(Wg), el cual es iireducible por las
proposiciones (A1 6) v (A.1.4) Consideremos el morfismo local plano

Fi0zy, — Oz,
v asu morfismo inducido entre espectros
a'f : S})E?C Otp—l(z),wb,‘ — SpecOz,wv‘

¢l cual es suprayectivo por ef lema (8.2 8). Esto tmplica que V; es una componente irreducible
de Z, ya que si no fuera asi, existirfa un cerrado irreducible V' de 7 gue corresponderia a un
ideal primo no cero g de Oz, por lo que existirfa un ideal primo no cero p de Og-12),ws,
tal que *f{p) = q. Esto dllimo diria que Og-1(z w, no es cero dimensional, es decir, W,
no es componenie irreducible de ¢~ (2.

En particular tenemos que para toda ¢ = 1, .., s, existe una j € {1,.. ,#} tal que
w(Ws,) € Ze,, lo que implica

Wp, €™ o p(Ws) C ™' (Za,)

es decir, Wy, os una componente irreducible de ™' (Z, ), v por lo tanto, todo [Wy,] aparcce

en la suma (2 4)

Aplicando el 1azonamiento anterior & cada o™ '{Z,.), si W es una componente irreducible

de 71 Zs,), catonces Z,, = w{W). 5i W no es una componente irreducible de ¢~ {(Z). por

la proposicion (A 18), W C W, para alguna g, teniendo adewds que 7o) f 7,0
Zoy = S C W) = 7,

Por lo tanto, toda componente inreducible de los ™1 Z,,) apatece en la suma (2.5). Con

esto, sélo resta ver la igualdad entie los coeficientes, bastdndanoes trabajar con alguna Z, fila.
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Supongamos que Ws,,. . ,Wg, son las cornponentes irreducibles de ! {Z,). Denotemos por

e = lo, 4, {0z.2.)
Mg, = Iow—l{z) W, (EOQ‘,-”Z) WBL‘)
La igualdad que queremos probar es

{
Zmﬁe [Wﬁs] - na[cp_l(zrx)]

=1
!
= Zn“ lov"(za)wﬁ- {O*‘g—l[z")’wﬁs)
=1 '
es decir, probar que para toda i
Mg = Ny Jﬂvwl(z‘u’ wa (Ow‘l(zu),WB,)

Considerando el morfismo
Op-112),wa, — Uz .z,
al tener que O(p-l(za),wﬁ‘_ nos da la preimagen del punto cerrado de SpecOzz,, por el lema
(B.2.8) tenemos el resultado deseado. ﬂ

Veamos que el pull-back plano es funtorial. Sean ¢ : X — Y, ¢ ¥ — Z morfismos
planos ¥ V una subvariedad de Z. Entonces

() V] = (o) (V)] = [p ¢ (V)] = " [~ H(V)]
= 1Y)
Observemos que se usd el lema anterior en las dos ullimas igualdades.

Proposicién 2.2.9. Sean (X, ©) y (Y, ¢) dos YV-esquemas, con @ propio y 3 plane. Con-
sideremaos el producto fibrado de X y Y’ sobre ¥

Xxy Vi x

|

3

@

b

"

Entonces ' es propio, ¥ es plano y para todo o £ Z, X,
g o = 9

en Z, Y.
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Demostrocion. Por 3. de las proposiciones (1 2.83) v (1.2 83) ' es propio v ¥’ es plano.
Como el pull-back plano y el push-out propio son lineales, podemos suponer que o = [V],
con V una subvariedad de X. Al ser ¢ propio, ¢(V) = ¢(V), lo que implica

es un morfismo suprayectivo (como mapec continuo) entre variedades {proposicisn 1.4.9)
Como solo trabajaremos en V', podemos suponet que ¢ es un morfismo suprayectivo entre
variedades con & = [X], lo que implica por ia proposicion (1.2 67} que ' es suprayectivo. Si

[RIX): R(Y)| = d.
Yo X (Y] = dp (V)] = dY xy Y] = d]Y']

Ademas
G [X] = G THX) = @X xx X xy YV = @l [X %y V7

donde [¥'] y [X xy ¥'] son ciclos fundamentales Hay que probar que d[¥'] = ¢/[X], donde
X' = X xy Y. Sean Zy,...,Z; v Wy,.. , W, las respectivas componentes irreducibles de
X'y Y Asi

¢

PUX =Y (2]

=]

Ay = 3 dmifi¥)

donde n; = lo,, , {Ox 2), vy m: = lo,., (Oyw,). Consideremos a una componente irze-

* ducible Z; de X', Al ser (Z;) C ¥ irreducible, existe W, tal que ©(Z)) € W, con lo

que
Z @ T (Z) C W)

es deeir, toda componente irreducible de X’ es componente irreducible de algin o' 71 (W),
¥ pot lo tanto, las componentes irreducibles de tal ' ~1(W,} deben ser componentes irredu-
cibles de X7 81 algin 27 {(1F]) no fuma asi. tada componente triedecible 20 de #7118

estéd contenida en alguna componente irreducible Z; de X', por lo que
Ue'z) =wic | J¢'(2)

lo que implicaria que W; no es irreducible, al tener que W, = [ J{I¥; n'(Z}})
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Si W; es una componente itreducible de ¥, v Z;,. .., Z) las componentes irreducibles de
' (W), entonces
Wi = oo™ (Wh) = [ J(9(Z))

con lo que ¢'{Z;) = W, para toda j, al ser W} irreducible. Sélo nos resta probar la igualdad
entre los coeficientes. Fijemos una componente irreducible W, de Y7, y sean Z;, .., Z; las

componenies irreducibles de.’ "1{#¥,). Lo que buscamos probai es que

L

S0 (7)) = dma[We)

i=1
Como s6lo nos interezan las componentes irreducibles de X’ cuyos puntos genéricos se
mapean, bajo ¢, en el punte genérico de W, podemos suponer que X = Spec R(X),
Y = SpecR(Y), Y' = SpecOQyr i, v X' = Spec(Oyr w, ®rpyy H{X), con Oy e, un anillo
local artineano de dimension cero

Tenemos un diagrama conpmutative

Oy w, Brpyy B(X) ~— R(X)

! |

Oy, R(Y)

Estamnos interesados en la focalizacidn de log ideales primos de Oyiu, @gyy (X)) cuva
preimagen da en el ideal maximal de Oy . Por el lema (B.2.3} tenemos la igualdad
deseada. Si[R(X): R(Y)] no es finito, haciendo las construcciones anteriores, tenemos que
[R{X") - R{Y")] tampoco es finito, concluyendo que g™ a = ( = .. j
Teorema 2.2.10. Sean K un campo, S su espectro, @ : X — Y un morfismo plano entre
S-esquemas de dimensidn elativa n, y @ un k-ciclo sobie Y racionalmente equivalente a
cero. Entonces ¢*o es racionalmente equivalente a cero en 2, X

Po1 lo tanto, induce un morfismo enire grupos abelianos
EARTE S e T O
Demaostracidn. Vease el Apendice (D). i

Del teorema anterior tenemos que A, es un funtor contravariante de la categoria de

esquemas con morfismos planos, a la categoria de grupos abelianos libres.
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Una Sucesion Exacta

81

Proposicién 2.2.11. Sea ¥ un subesquema cerrade de un esquema X, y sea U = X\ V.

Seani: Y — X, §: U7 = X los inclusiones. Entonces la sucesidn

Ay aax L

Al —=0

es exoecla para tode k.

Demaostracion. Al ser ¢ una inmersidn cerrada, por la proposicién {1 2.83) es propio. Por el

teorema {2 2.3) podemos considerar a los morfismos

Ie @ ZpY — B3 X
e 1 ARY — AkX

Al ser 7 una inmersidn abierta, por la proposicién (1.2.85) es plana,

(2 2 10) podemos considerar a los morfismos

Y B X — 2 U
j* ! AIX - AkU

al ser claramente 7 un morfisme de dimensidn relativa cero

Con lo anterior tenemos las sucesiones
" 3"
Z{cy — ZLX — ZkU

AY s oaux A A

Por el teolema

{26)
27

Probarsmos primero que (2 6) es exacta derecha, v haciendo uso de este hecho probaremos

la proposicion. Al tener que U = X'\ Y, es clato que {2.6) es exacta en Z, X. Por el corolario

{1.4.10) tenemos que toda subvatiedad ¥ de I/ se extiende a una subvariedad V de X, por

lo que el pull-back 7* es un epimorfismo Por lo tanto, la sucesion
ZY 2 B X L U = 0

es exacta. Consideremos al siguiente diagiama conmutativo

ZY —- 7, X A 0

R

Y ™
ALY L ArX A AU
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Al ser la composicion 2. X — Z.0 — AU un epimorfismo, el morfismo
it ApX = AU

es un epimorfismo. Solo resta ver que es exacto en A X. Por la conmutatividad del dja-
grama (2.9), es claro que a nivel de clases I'm(i.) € Ker(s*) Sea [o] € Ker(j*), y o un
representante de dicha clase. Por hipdtesis j*a ~ 0, con fo que

o= [div(r)]

2

donde r; € R(W;)* y W, subvariedad de I/ Como R(W;) = R(W;) (proposicién 1 412), r;

corresponde a una funcién racional 77 € R(W;), y por lo tanto

5 (a - Z[dz'v(a)l) =0

i

Por exactitud de {2.8) existe 5 € Z,Y tal que
Wi=a- Z[dw(ﬁ'}]

Sea [#] la imagen de 3 bajo el morfismo Z,Y — A, Y. Asi,

i8] = i) =

o= Z[div(r—.-n] = la]

Por lo tanto, la sucesién
AY 25 4, X 2 AU —0

&3 exacta ﬂ
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Capitulo 3
Divisores

En este capitulo trabajaremes con ciclos sobre un esquema X de codimensidn uno, a los
cuales llamaremos divisores de Weil. Buscande un lenguaje mds flexible que nos permita
desarrollar mds la teoria, definiremos a los divisores de Cartier, una primera generalizacion
de los divisores de Weil. Diremos cuando coinciden ambos tipos de divisores, ademas de
relacionar a los divisores de Cartier con haces lineales. Daremos una simple generalizacion
de los divisores de Cartier, generalizacidn que consistira de lo necesario para deﬁnir la clase
de Chern de un haz lineal sobre un esquema (bajo nuestra convencién de lo que significa un
esquerna). Acabamos este capitulo con la definicién del morfismo de Gysin, el cual es un
caso particular de clages de interseccién y que 1elaciona ciclos sobre un esquema con ciclos

sobre una clerta clase de divisores del esquema.

3.1 Divisores de Weil

Definicidn 3.1.1. Sea X un esquema de dimension n. Un diviser de Weil o sobre X es un
{n — 1)-ciclo sobre X

Estaremos considerands al grupo abeliano libie generado por los diviseres de Weil, siendo
este el grupo Z, 1 X definido en §2.1 del capitulo anterior.

Fijemnos algo de terminclogia Sea X un esquema, si ¥ es una subvariedad de X de
codiznensién uno, diremos que e divisor de Weil [Y] es un divisor prémo. Un divisor de Weil
sobre X de la forma 3, ni[¥]] se1d lamado efective, si ny = G para todo

83
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A los divisores de Weil sobre un esquema X que son 1acionalmente equivalentes a cewo

se les dice principeles. In lo que 1esta, denotaremos por CU X al grupo A, X

Proposicién 3.1.2. Sea A un donmunio enfere noetheriano Si 4 es un dominic de factori-
zacién tnica, entonces CLX = (0), donde X = Spec A.

Demaostracion. Al st A un dominio de factorizacion dnica, por la proposicion (B.1.1) todo
ideal primo de altura uno es principal. Sea [V] un divisor primo sobie X, es decir, V" es una
subvariedad de codimensién uno de X. Asi, V corresponde a un ideal primo {f} de A4, con

dim A(f) = dim O,x'(f) =]

que al ser X entero, el ideal cero es el dnico ideal primo de A que estd contenido en (f}.

Para tode ideal primo q de A con q # (f), f se apula en q al ser unidad en A, Pox lo tanto
[d‘“)(f)] = 710(0) -+ nl[V]

Por el gjemplo (21.3) ny =1, y al ser f %0, f es unidad en Ay, y por lo tanto ny =0

Con esto
[div(f)] = V]

Asi, todo divisor primo es principal, v por lo tantoe C1.X = (0.

i ik 5

Ejemplo 3.1.3. Sea K un campo y X = A% el n-espacio afin sobre K. Tenemos pox
definicidén X = Spec K[z1,.. , =y, siendo X el espectio de un dominio entero noetheriano
de factorizacion dnica. Ertonces por la propesicidn anterior CIX = 0.

3.2 Divisores de Cartier

Definicién 3.2.1. Sea X un esquema. Para cada abierto I7 de X, sea S{U} el conjunto de
elementos de T'(U, O x) que no son divisores de cero en Oy ,, pata todo € U Entonces el
fontor U — S(U) ' I'(I, Ox) es una pregavilla de anillos sobre X, A su gavilla asociada la
denotaremos por K, y la Hamaremos la gavilla de anillos cociente totol de Oy
Denctatemos por K* a la gavilla dé grupos abelianos (como grupo muliiplicativo) de
unidades en la gavilla K. De manera similar consideraremos a la gavilla O de unidades en

a
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Nota 3.2.2. Sobie un esquema arbitraxio X, la gavilla K rescata la nocidon de campo de

funciones que existe en los esquemas enteros.

Ejemplo 3.2.3. Sea X una variedad Al ser X entero, para todo abierto U7 de X

KUY = SN Ox (U) = (Ox (D))o,

es decir, X es la gavilla constante asociada & la pregavilla U v R(X)

Consideremos los morfismos entie pregavillas

{6} Ox (1)

U, Ox) SN, 0x) X

Por como se definio S(I7), para todo z € U el morfismo ¢, es invectivo. Por el lema (1 1.13)
8, © i, es monomotfismo, v por el teorema (1.1.20} Oy — X es un moenomorfismo entre

gavillas. Asi, Ox es nna una subgavila de X, en particular, 0% es una subgavilla de X*.

Definicién 3.2.4. Sea X un esquema Un dwisor de Cartier sobre X es una seccién global
de la gavilla cociente K*/0", es decir, un divisor de Cartier D estd determinado por una
coleceion de parejas {(U5, fi)}, tales que {{/;} s una cublerta abierta de X y f; € K*(L3),
cumpliendo que para toda i, 7, ﬁ; pertencee a la clase del cero, es decir, *}7 c O LNy

A las secciones. f; se les llamaré las ecuaciones locoles de D Un divisor de Cartler es
principal si la correspondiente seccion de K*/(” es Ja imagen de una secién global, es decir,

si gus ecuaciones locales son de la forma -fllu‘= con f e K*(X).

Nota 3.2.5. Aunque la operacién con la que K* /O* tiene estructura de gavilla de grupos es
la multiplicacion, para preservar la analogia con divisores de Weil usaremos el lenguaje de
giupo aditivo sobre J* /0",

Los divisores de Cartier de un esquema X forman un grupo abeliano Din(X): si D
y F son dos divisores de Cartier definidos respectivamente por las colecciones {(Ui. f)} v
{(U5, 90}, la suma D + E serd el divisor de Caxtier definido por la coleccion { (U, fig,)}

Definicién 3.2.6. Dos divisores de Cartier son linealmente equivolentes si su diferencia es
un divisor de Cartier principal. Analogamente al caso de ciclos, podemos considetar al grupo

de clases de equivalencia lineal de Dhu{.X), el cual denotaremos por CaClX
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Divisores de Cartier sobre un Esquema Noetheriano vy Entero

5i X es un esquema noetheriano v entero, dado un divisor de Cartier [ sobre X, se le puede
asociar un divisor de Well a € 7,1 X a D. _

Sea D & Din{X) definido por la coleccidn {{If, fi)}, donde f; € R(X)* al tener que
ko€ T(U, X*) = R{X)*, por ser X entero (ejemplo 3.1.3). Sean V una subvariedad de
codimensién uno de X, v f;, f; dos ecuaciones locales de [) tales que U y U intersectan a V'
Asi, tanto % come {;’— pertenceen a ['(U; N U}, ), siendo ambos invertibles, lo que implica

ordy(fi) — ordyv(f;) = ordy (LJ = loxy (Ox,v/ <%>) =loy, ({0)) = C
4] 43
Por lo tante, ordy(f;) = ordy(f;) para toda subvariedad V' de codimensién uno de X v

para cualesquiera ecuaciones locales f; v f; tales que U; v U intersectan a V.

Con esto, para toda subvariedad 7 de codimensién uno de X, denotaremos por
ovdy D = ordy{f)

a la imagen de una ecuacidn local f; de D bajo el morfismo “orden de anulacién”, con
Uunv£0n

Ahora va podemos decir que divisor de Weil se le asocia a un divisor de Cartier D sobie
un esquema X noetherianc v entero Definimos el divisor de Weil asociede a I, denotado
por [D], comao

D} =Y ordyD [V}
V

donde la suma corre sobie todas las subvauiedades de codimensién uno de X Para ver que
este ciclo cstd bien definido, si D esta determinado por la coleccidn {{L7, fi}}ies, al ser X
noetheriano y {U;};e; una cubierta abierta de X, por la proposicién (A.2 3) existen {ndices
i, by € T tales que X = Up_,U; . Por como se definié ordy [}, 1esta ver que para cada
7, s6lo hay un nimero finito de subvariedades de codimensién uno de X paia las cuales
ardy{f;) # 0, pero esto es lo que dice el lema (2 1 6).

Por la aditividad del moifisme “crden de amilacion” tenemos un morfisme entre grupos
abelianos

Dw(X) — Z, 1 X

D— (D] &1
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Observemos que dado 2 un divisor de Cartier principal que esté determinado por la
seccidn f € X*(X) y la cublerta {U;}

(D] =3 eordyD[V] =Y ordv(f, ) (V] =3 ordy{f}[V]
= [div(f)]

Es decir, el divisor de Weil asociado a un divisor de Cartier principal es nuevamente principal.
Esto nos permite extender el morfismo (3.1) a las clases, obteniendo

CiCaX — Ol X (3.2)

En io que resta, denotaremos por div(f} a los divisores de Caitier principales sobre un
esquema X, donde f € K*(X)
En general, el motfismo (3.2) no es monomorfismo ¢ epimorfismo, siendo lo siguiente dar

un criterio para saber cuando es isomorfismo.

Proposicion 3.2.7. Sea X un esquema eniere, separado y noethertang, con Ox o un dominio
de [actorizacidn wnice pora tode T € X Entonces ¢l grupo Z, X de divisores de Weil
sobre X es isomorfo al grups Div{X) de divisores de Cartier sobre X. Mds atdn, bajo este
isomor fismo, log divisores de Wedl principales se corresponden con los dimsores de Cartier

principoles

Demestracion. Dado el morfismo (3.1}, resta dar su morfismo inverso Sean o = Z?=1 ni[¥i)
un divisor de Weil sobre X vy 2 € X un punto arbitrario 5i x € V] paia alguna ¢, entonces V;
corresponde a un ideal primo p; de Ox .. Asi, & induce un divisor de Weil e, sobre SpecOx

[ sizgV,i=1,. .,n
ap = o . (3.3)
Z J R}[V(p?)} SI:LEVAEQE{]-: - ,Tl}
zEV;

Al ser Ox . un dominio de factorizacion dnica, por la proposicién (3 1 2} tenemos que o,
es divisor de Weil principal, es decir, o = [daw{ )], para alguna f, € R{X)* = K(X)* Los
divisores de Weil principales sobre X, [div(f;)] ¥ o, inducen el mismo divisor de Weil r,
sobre Spec Oy .. Por como definimos (3 3), como divisores sobre X, [div(f.)] v «, difieren
en divisores de Weil primos que no conienen a z, siendo un nimero finito de tales divisores
con coeficiente no cero en e v [dawdf,)]. Asi, en el complemento U, de ese niimero finito de

cerrados que no contiene a z, los divisores [diw(f.)] ¥ o coinciden
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Al hacer esto pata tode £ € X, obtencmos una coleccion {{Uy. f.)}sex que define un
divisor de Cartier sobre X, al tener que si f v /' definen al mismo divism de Cartier sobre
ugn abierto U, tendriamos que [ v f' generan al mismo divisor de Weil principal sobre O .,
) f; € O, Por lo tanto, el divisor
de Cartier asociado a un divisor de Weil estd bien definido

paia todo z € U, teniendo que [ € fO{UY, es decir

Por las construcciones hechas, se sigue que son inversas una de la otra, ¥y que divisores

i

Corolario 3.2.8, 57 X un esquema entero, separado y noetheriano, con Qx, un dominio

principales se corresponden entie si

de factorizacdn dnica pare todo o € X, entonces C1X = Calll X

"
o

"

Nota 3.2.9. Al tener que anillos locales 1egulares son dominio de factorizacidn irica {Alat-
sumura [9]}, la proposicidén v corolario anteriores se aplican a variedades suaves,

Divisores de Cartier ¥ Gavillas Invertibles
A todo divisor de Cartier sobre un esquema X le asociaremos una gavilla invertible.

Definicién 3.2.10. Sea I} un divisor de Cartler sobre un esquema X representado por
{(Us, fi)} Definimos nna subgavilla £{D) de X, como €] Ox-submédule de K generado por
f;l en U

Esta gavilla esta bien definida al tenei que 'f% es un elemento invertible de Ox (U; N U;),
por lo que ;! genera ef mismo 0 y-subméduic que }:]—1 en XU, N ;).

A la gavilla L(D) le lamaremos ia gavilla asociada a D.

Proposicién 3.2.11. Seo X un esquerna. Entonces

1. Pare todo divisor de Cartier D sobre X, la gawille L(D) es una goville invertible sobre

X. La correspondencia D ey L{D) es biyectiva
2 L(D[ — D}) = L(D[) & L(Dg)_l..

3. Dy~ Dy sty oy sdlo sy, LD = L{DL) (el 1somorfismoe es come gavillas abstractas. es

decir, sin tomarlas como subgavilles de K
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Demostracién. 1. Consideremos el motfismo

U(,rl — L(D)'yi

1#—~+fi_l

Este morfismo es claramente suprayectivo. 3i g € Oy, (I7), con U abierto de IV;, es tal
que sf;1 =0, para todo = € U, entonces s.(f; '), = 0, v al tener que £ € K(U;)*,
se sigue que s, = {1, para todo z € /. Por la proposicion (1.1 8), s = 0. Por lo tanto,
L{D} es una gavilla invertible

Sea L una gavilla invertible sobie X, con {{;} la cubierta abierta de X que le da tal
estructura  Sea f; el inverso del generador local de L. Asi, la coleccion {{T5, /1))

define un divisor de Cartier sobre X.

En particular, si la gavilla invertilie es de ia forma L{I}), con D un diviser de Cartier,

la construccién dada recupera al divisor de Cartier

2. Sean {(I, £)}, {(Us, 9:)} las colecciones que definen a los divisores de Cartier Dy, Dy,
respectivamente. Con esto, la gavilla L(D; — Dy) estd generada localmente por f g,
y por lo tante, L{D) — Dy) = L(D} - L{Dy)™" Consideremos el morfismo

LD E(Da)"t — L{D:) @ L(Da)!
i — el

7 — 1@y

el cual, siguiendo los argumentos dados en el inciso 1, es un isomorfismo al tener que

7Y g€ XU~

3. Por 2, basta probar que un divisor de Cartier [ es principal si, v sélo s, L(D} = Oy
Supongamos que D es principal, siendo f € T{X, K*) la seccidn global que lo define.
Asf, L{D)) es el Oy -submédulo de K generado globalmente por f~! Por los argumentos

dados en 1, el morfismo 1 — f~! da un isomotfismo de Oy en L{D)

Inversamente, dado un divisor de Cartier D y un isomoifismo Ox 22 L(D), la imagen
de 1 bajo e isomorfismo es un elemento de (X, K}, cuyo inverse multiplicativo define

2 D, lo que implica que D es principal.
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Proposicidén 3.2.12. Sea X un esquema entero. El mapeo D — L(D) da une biyeccion
entre clases de equivelencie lineal de divisores de Cartier CaCl X, y clases de isomorfismo
de gawillas invertibles Pic X.

Demosiracidn. Por la proposicidén anterior, el mapeo dado es un monomorfismo. Sea L una
gavilla invertible, y consideremos a la gavilla L ®g, K. Sea U/ un abierto de X sal que
L) = Ox(U). Sobre este abierto,

L®oy K= 0x @g, X=X

Cque por el ejemplo (3.2.3} es la gavilla constante K. Asi, en una cubierta abierta {U;} de
X, ('i-‘ Box :K)iui
gavilla L ®g, K es isomorfa a la gavilla constaute K.

es la gavilla constante X, v X es conexo al ser irreducible. Por lo tanto, la

Bajo el morfismo natural L — L@g, K 2= X, la gavilla L es isomorfa a una subgavilla de
K. Dsta subgavilla define an divisor de Cartier sobre X determinado por {{U;, )}, donde

-

i es el generador local de £ en U} i

Nota 3.2.13. En la demostracion de la proposicidn anterior, para mostiar que e morfismo

entie clases era monomorfismo no se usé la hipdtesis de que el esquema era entero.

Corolario 3.2.14. Sea X un esquema entero, separade, noetherions cuyos tellos sean do-
manios de fauctorizacidn dnice en todo punte. Bnionces CILX 2 CallX = Pic X

Dempstracién Es justo lo que dice la proposicién antetior v el corolario (3.2.8).

Corolario 3.2.15. Sean K un campo y X un K-esquema enfere. El mopeo
D -— L{D} — E;;(g)

da una biyeccidn enbre cleses de equivalencia lineal de divisores de Cuartier sobre X, cluses de
isomorfismo de gavillas invertibles sobre X y closes de 1somorfisme de haces lineales sobre
X

Demostracion, Se sigue de la proposicién anterior y el teorema {1.5.3) ﬁ

Notaeidn 3 2.16. Denctaremos por I al divisor de Cartier asociado al haz lineal (X, E, p)

Al haz lineal asociado a un divisor de Cartier D lo denotaremos por G(IF).
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Nota 3.2.17. Las correspondencias del corolario anterior son:

s S5i D es un divisor de Cartier determinado por {{U73, f;)}, £(D) serd la gavilla invertible

que tenga a {f; '} como generadores locales

e Si L(D) tiene a {f,;"'} como generadores locales, O(D) = Fyp) serd el haz vectorial

determinado por las funciones transicién {g;; = ff—}
A 7

s Si I es un haz lineal de terminado por las funciones transicion {g;;}, fijemos un indice
i, y denotemos por f; a la seccidn g, Asi,

ﬁ — Hidg
fj i

= gizog;ié == Giio Gioj = Fij
Con esto, D serd el divisor de Cartier determinado por {{U;, fi)}

Con lo anterior, O(D) = B

Ejemplo 3.2.18. 51 D es un divisor de Cartier principal, existe [ € T'(X,X*) tal que
D = dw(f). Por la nota anterior, las funciones transicién de O(D) soa la idéntidad, por lo
cque O(D) es el haz lineal trivial.

Definicidn 3.2.19. Un divisor de Cartier sobre un esquema X es egfectivo si puede ser
representado par {(U;, f)}, con fi € P(I7, Ox).

5t L{I7) es la gavilla invertible asoriada a un divisor de Cartier efectivo D, L{D) cs
un Oy /submédule de K que estd contenido en Oy, por lo que L{D) define un subesquema
centado de X, que por abuso de notacién denotaremos por D.

Lerna 3.2.20. Sex X un esquema puro n-dimensional, stendo Xi1,.. , X, sus componenies
irveducibles y my, ..,y sus respectivas multiplicidades geométricas. Sea D un divisor de
Cartier efectivo sobre X, y pare code i, sen D; = DN X; la restriceidn de D en X (viendo

a D cotno subesguema cerrado de X ). Fnionces

[D]= Zmi[Di] {3.4)
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Demostracion Para cada subvariedad V' de codimensién uno de X, hay que probar que

aparece en cada lado de la igualdad (3 4) con el mismo coeficienle.

Sea A = Ox v, el cual es un anilio local de dimensién uno. Los ideales primtos minimales
p; de A corresponden a las componentes irreducibles X; de X que contienen a V', por lo que

my; = ZAPi ('Ap.‘)

Como toda funcidn racional no cero sobre X se ve como cociente de elementos en A, podemos
considerar una ecuacidn local f de D en A, teniendo que ¢l cocficiente de [V] en [D] es

LalA/{f)) = ordv(f)
Con esto, el coeficiente do [V] en [D] es
Lap (Afpi + fA)
Por el lema (3.2 7)
LA/ = midap (Afp: + fA)

que es5 la igualdad deseada. ﬂ

Sea D un divisor de Cartier efectivo sobre X, determinado por {(U, i)} Al tener que
fi € D{U;, Ox), pox lo visto en §1.1.5, los f; determinan una seceidn sp sobre O{D), seccidn

que llamaremos la seccidn condnica de O(D).

Definicién 3.2.21. Bl soporte de un divisor de Cartier D sohre X, denotado por | D |,
como el conjunto de puntos © de X tales que una ecaacién local para D no pertenece a 0% .

es decit, pertenece a la clase del cero en X,

Siz ¢| D |, existe una vecindad U C X\ | 12 | tal que en K|, la ecuacién local es cere,
es decit, | D | es un subconjunto cerrado de X

Si D es un divisor de Cartier arbitrario sobre X determinado por {(I/;, f;)}, entonces
[ i (U =X\ D 1)}

también determina a D, ya que en U N, if e (UND;, 0% Alaseccidn 1 la lamaremos

la seccidn candnica de D, que denotaremos por sp.
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3.3 Pseudo-divisores

Dado un morfismo entre esquemas ¢ : X — Y, no siempre se puede definir ¢ pull-back de
un divisor de Cartier sobre ¥ (Grothendick [16]), por lo que daremos una generalizacién de
los divisores de Caitier que si permita definir su pull-back.

Definicién 3.3.1. Un pscudo-dwisor sobre un esquema X es una terna (L,Z,8), donde L
es un haz lineal sobre X, Z es subconjunto cerrado de X y s es una seccién de L que no se
anule en todo X\ Z.

Diremos que L cs el oz lineal, Z es el soporte y s es la seecidn del pseudo-divisor

Dos ternas {1, Z,5), (L', Z',¢') definen el mismo pseudo divisor 51 Z = Z' v existe un

*

isomotfismo A : L — L' tal que Ay 5(s) = ¢

Ejemplo 3.3.2. Un pseudo-divisor con soporte X es una clase de isomorfismo entie haces

lineales sobre X
Todo divisor de Cartiet D sobre un esquema X determina el pseudo-divisor
{O(D),1 D1, 8p)

sobre X.
Diremos que an divisor de Cartier D representa a un pseudo-divisor (L,Z,s), 81| DJC 2
y existe un isomorfismo A : (D) -~ L tal que pata todo abieito I/ de X\ Z, X, (sp) = s.

Lema 3.3.3. Sea X una variedad Todo pseudo-dimsor (L, Z,s) sobre X es representado
par algiin divisor de Cartier D sabre X, teniendo gue

I Si X =2, D estd determinado salvo equevalencia linegl
2 S X # 2, D estd determinado de forma inica.

Demostracidn. Sea (L, Z,5) un pseudo-divisor sobre X Por ¢l corolario {3.2.13), dado L,
existe un divisor de Cartier D sobre X tal que L = @(D).

LS X = Z, entonces | I {C Z, por lo que QD) representa a {1, Z,¢). Si D' es
otro divisor de Cattier que tepresenta al pseudo-divisor dado, por el corolario (3 2.1 o)

tenemos que [~ [
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2,81 Z # X, entonces IV = X\ Z es no vacic. Sabemos por lo visto en §1 5 que s

estd determinada por funciones regulaies ; sobre UNL;, tales que 5, = 4554, con {g;;}
las funciones transicién de L. Recordando que st I} estd determinado por {(U}, fi}},

entonces las funciones transicidn son de la forma g = f— tenemos que f} = ffl
i 7

i

Pegando estds funciones se obtiene una funcidn racional r € R{X)* tal que en todo U/,
— 8

r= i

Considetemos al divisor de Cartier I = D + div(r), siendo sus ecuaciones locales f

de la forma

fr=tir= fﬁ% =3 (3.5)

Lo que implica que la seccidn sy corresponde a la seccidn s Por el corolario (3.2.15)
DY) =D +div{r)) =D =L

¥ po1 construccidn | LY |C Z, jo que prueba que DY representa a (L, Z, 5).

Para ver que es Unico, sean I}, D' dos divisores de Caxtier que representan a un pseudo-
divisor (L, Z, 3}, siendo {f;}, {f{} sus 1espectivas ecuaciones locales, Por hipdtesis
O{DY = O(D), existiendo por el corolario (3.2.15) una luncién racional r no cero sobre
X tal que pata toda 1, f; = v fl. Al ser U no vacio y tener que sp = spr, por (3 5)
fi = fl en U Uy, al 1epresentar Dy D7 al mismo pseudo-divisor. Esto implica que
r=1en U/, y por lo tanto f; = f] en I/. Asi concluimos que D = D"

!

SiD=(L,2,8) v D =(L 2,5 son dos pseudo-divisores sobre X, definimos la sume

D+ D' eomo el pseudo-divisor

D+D =(LoL,ZUZ ses)

La operacidn suma definida coincide con la suma definida en Div(X), excepto en el hecho

que ef soporte de la suma de dos divisores de Cartier puede ser mis pequena que la suma de

SuUs gopoites

Definimos ¢l inverso de un psendo-divisor D = (L, Z, s) como

-D = (L“,Z, 5)
s
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Asi, fijando a un cerrado Z de X, los pseudos-divisores con soporte Z forman un grupo
abeliano

En lo que resta denotaremos por I? a un pseudo-divisor, escribiendo en ocaciones a O(D)
como su haz lineal, | D | como su soporte, y sp como su seccion.

Sea D un pseudo-divisor sobre una n-variedad X. Denotemos por
(D€ Aur | D

a la clase del divisor de Well asociado a algin divisor de Cartier gue represente a D). Veamos
que [D] estd bien definido haciendo uso del lema (3.3.3} Si| D |# X, el divisor de Cartiex
asociado a D es dnico, estando bien definido [D]. 81| D |= X, ¢l divisor de Cartier que
representa & [} estd definilo salvo equivalencia lineal, ¥ por lo visto al definir (3 2), (D]
estd bien definido

A la clase [D] le Namaremos clase de divisor de Wesl de D,

Definicién 3.3.4. Sean ¢ : X' — X un morfismo entre eaquemas y I = (L, Z, 5) un pseudo-
divisor sobre X . Definimos el pull-back * D como €] pseudo-divisor sobre X' definido como

"D = (p*L," (2),¢"s)

Por las propiedades funtoriales del pull-back en haces lineales, ¢l pull-back sobre pseudo-

divisores es funtorial,

Clases de Interseccién

Sean D un pseundo-divisor sobre un esquema X y V una A-subvariedad de X, con 7 la
inmersion cerrada que da a V' tal estructura. La restriccidn de D en V7 es el pull-back j* D,
v ¢s un pscudo-divisor sobre V con soporte | D | NV A la clase del divisor de Weil de 5*D
lo denotaremos como
[*Dl=D [V]

¢l cual pertenece a Ay {| D | NV}

Veamos que significa estd definicién st D es un divisor de Curtier sobre X. Si V €| D |,
entonces 7* D es un divisor de Cartier sobre V, siendo D - [V] el divisor de Weil asociado a

0 SiV C| D, entonces I [V] es a imagen de C bajo el motfismo (3.2}, donde C os un
divisor de Cartier sobre ¥ con haz lineal G(C) isomorfo a j*0(D)
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Haciendo abuso de notacion, si ¥ es un cerrade de 'V que contiene a | D'} iV, denota-
remos también por D - [V] a la imagen de este en Ap_; ¥

Sea oo = Y ny[V] un k-ciclo sobre X. Al tener por definicidn que V' C| « |, para toda
subvaricdad V que aparece en o con coeliciente ne cero, para cualguier pseudo-divisor D
sobre X, la clase de divisor de Weil D - [V] es una clase en A {| DN ]).

Definicién 3.3.5. Sear e = Y m,[V] un k-ciclo sobre X v I un psendo-divisor sobre X

Definimos la clase de intersecerdn IF e € A (| PN e |) como
Doa= vaD {"]

Nucvamente haciendo abuso de notacién, si ¥ es un corrado de X con | D[N | o [C Y

veremos a D - ¢ como una clase en Ap_ Y.
Proposicién 3.3.6. Sean X', X esquemnos
1. 51 D es un pseudo-divisor sobre X y o, o' son k-ciclos sobve X, entonces
| Doja+a}y=D ao+D-o
en Ay (| DIl | UL ).
2. 51 D, IV son pseudo-divisores sobre X y e es un k-cicle sobre X, enfonces
D+ a=D-a+D o
en Ay (DU D[N e )

3. (Férmula de Proyeccidn) Sean p : X' — X un morfismo propio entre esquemas, D un
pseudo-divisor sobre X, o un k-cielo sobre X' y o el movfismo de o (| D 3N | a| en
| D ne() o) inducido por ¢ Bntonces

U™ D ) =D ou(0)
en Apy (| D | Nip(| e [)).

4. Sean @ : X' —+ X un morfsmo plane entre esguemas de dimension relative n, D un
pseudo-divisor sobre X, o un k-ciclo sobre X y v el morfismo inducido de o~'(| D |
Nlallen| D0l Enionces

@D gra=4"(D-a)

en A (@™ (| D0 |)).
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5 85t D es un pseudo-divisor sobre X cuyo haz lineal O(D) es triviad, y o es un k-ciclo
sobre X, entonces
D a=0

en Ap_y | o

Demestracidn 1. Sia= Y ny[V] y & =¥ mp[V7], calculando directanente tenemos

D {u+a)=D- (Z ny|[V] + an [V’])
= vaD‘- Vi+ ZnV-D (Vli=D-a+D- o

2. Por como definimos 1a clase de interseccidn, podemos suponer que & = [V, con V una
k-subvariedad de X Asi,

(D -+ D) - [V] = ordy(D+ DY [V]=ordw (D) - V] + ordy (D) - [V]

3. Por funtorialidad v linealidad del push-out propio y pull-back plano, y usando argu-
mentos pasados, podemos suponer que o = [V], V = X' v X = (V). Consideremos
un divisor de Cartier que represente a [, que por abuso de notacidn denotarernos por

D Asi, la jgualdad a probar es
¢ (" D)) = gr{ X'/ X)[D)

Para probar esta igualdad basta trabajar sobie un ablerto de 7 de X que forme parte
de la representacisn de D, por lo que podemos suponer que [ = div(r) para alguna
re R{X)*. Por la proposicién {2 2.2), si d = ¢v (X'/X)

. [div(o ()] = ldin(N (g ()] = din(r?) = diofdin(r)]

4 Por argumentos ya seguidos, podemos suponer que @ = V = X, por lo que existe un
divisor de Cartier [ que represente a D, La igualdad a probar ahora es

"D} = "D

como ciclos sobre X' Al ser esto también una cuestién local sobie X, podemos suponer
que D es la diferencia de dos diviseres de Cartier efectivos, bastdndonos probailo

cuando D es efective Pero esto se sigue del lema {2 2 8)
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5. Supongamos que V' es una variedad, o = {V], V = X ¥ D es representado por un
divisor de Cartier 17 sobie X, buscando probar que [D] =  en A1 X cuando D cs
principal, pero esto es justo lo que se vio al asociar a un divisor de Cartier un divisor

de Weil.
i

Sean D, D diviso1es de Cartier sobre una variedad X, con [D], [D'] sus 1espectivos diviso-
1es de Weil asociados. Por Jo visto antetiormente, las clases de interseccidn D - [D'] y D [D)]
son clasesen (| D | M| D' ]). Aunque el siguiente tcorema es un resultado fudanmental para

lo que sigue, omitiremos su demostracién, la cual se encuenira en Fulton [41].

Teorema 3.3.7. Sean [, [ divisores de Caztier sobre una n-variedad X. Entonces

en An2( 2| NLD )

Corolario 3.3.8. Sean D un pseudo-divisor sobre un esquerna X y o wn k-ciclo sobre X

racionalmente equivalente o cero. Entonces
D-a=0
en. Ak-l ; D |

Demostracion Por hipdtesis o = [div{r)], con v c R(VY* y V upa subvariedad de X, lo que
nos pexmite trabajar en V. r-‘xsi: podemos suponer que X = V. Por definicién de clase de
inteiseccidn, podemos reemplazar al pseudo-divisor D por un divisor de Cartier £ que lo
1epresente
Por el teorema anterior
D [div{r)] = div(r) - 1]

Y por 5. de la proposicién (3.3.6)
D fdiw(r)] = div(r) - [D} =0

en Ai_y | D | i
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Para todo pseudo-divisor [ sohre un esquema X, dado un subesquema cerrado ¥ de X,

hemos definido un morfisme

D ZyY — (i D OY)

(36)
a— Do

teniendo una coleccidn de morfismo del tipo (3 6), uno por cada pseudo-divisor [ sobre X.

Si o, o son k-ciclos sobie ¥ tales que o ~ o, existe un k-ciclo & ~ 0 sobre ¥ tal que
o — o’ = @ Aplicando ¢l corolario anterion a la restriccidn de Den Y, D a = 0. Por 1. de
la proposicién (3 3 6)

0=D a=0D (d/-a"Y=D o —-D o

Esto implica que los morfismos (3.6) estin bien definidos si se aplican a 4, ¥, lo que nos da

unsa coleceién de mozfismos

D i AY — Ay (| D NY) 3.7)

Depotaremos a la imagen de una clase ¢ de k-ciclos como I . Fijo un pseudo-divisor

D, al morfismo (3.7} lo Hamaremos intersectando con D.

Corolario 3.3.9. Sean D, D' pseudo-divisores sobre un esguemae X, y o un k-cicle sobre
X. Entonces
D- (D o)y=0"(D-a)

en Axaf| DIN 1D [N al).

Demostracidn Primero veamos que los productos pertenecen al giupo que se afirma. Por
definicidn D' a € Ap o {| D | 11| « 1), e intersectando con D a la clase de interseccién D' «,
obtenemos un clemento que pertenece a Ap_»(| D' { N |« | N | D |). De forma andloga
vemos que DY (D-a)e A, (| D || DY |n|el)

Al ser (3.6) lineal, podemos suponer que o = [V], con V upa k-subvariedad de X. Sea ;
la inme1sién cerrada que le da a V' tal estructina Para obtener las clases de interseceion hay
que tomar divisores de Cartier que representen a los pseudos-divisores, por lo que podemos
suponet que D v D son divisores de Cartier sobre X

Para probar la ignaldad deseada hay que considerar a [j* D] y {37 D], es decir, las 1estric-
cionesde Dy DVa V'
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Asi, podemos suponer que 12 y IY son divisores de Cartier sobre V', y la igualdad a proba
adquiere la forma
D-[D]=0D"-[D]

I
5

Por el teorema (3.3.7) tenemos of resultado

Definicién 3.3.10. Sean I, ... ,.D, pseudo-divisorcs sobre un esquema X. Para cualquier
@ € Z, X, definimos inductivamente a

D] . Dn [¢ (3 8)

comao
Di- . D,-a=D (D D, @)

yvelcual viveen Ag_, (| Dy M- Dy |0 e ).

Por el corolario anterior esta definicion es independiente del ordenamiento de los D; Por
1. v 2. de la proposicidn (3.3.6), esta operacion es lineal en cada D; v o

De forma més general, si P(77, .,7,) es un polinomio homogéneo de grade d con

coeficientes enteros, v 7 es un subesquema certado de X tal que
(IDufu- U D |elc Z
al ser lineal {3 8) en los Iy v ¢, podemos considerar a la clase
P(Dy,..., N} o (3.9)

la cual pertenece a Az_4 2
Sin=k D ...-D, cesunaclacede uncerociclo, vsi Y = Dy [N | Dy | N a |
es completo, definimos el nimero de interseceidn

(D - ..“Dn-a)x-w/Dl‘. Dy o
Y

De mauera més general, considerando (39), sid=ny Z= (D, |U-- U] D [IN]ai
es completo, definimos

(P(D1, D) anx:]z P(D. ,D.)
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3.4 C(Clase de Chern de un Haz Lineal

Sea L un haz lineal sobre un esquema X. Si V es una k-subvariedad de X, el haz restriccion
Ly tiene asociado un divisor de Cartier £ sobre X tal que O(C) = Ly, donde C es dnico salvo
equivaiencia lincal. Asi, ¢l divisor de Weil [C] asociado a ' es un elemento bien defirido en
Ap1 X, A estd clase la lamaremos la close de Chern de L sobre V), v la denotaremos como
alL)n[V]. Sia = 3" ny{l/] es un k-ciclo, denotemos por ¢ (LN a laclase 3 nvey (LIN{V].

Con esto hemos definido un morfsimo
Zk X - Ak X
ar— (L) Ne
para cada haz lineal I sobre X Noternos que si L es ¢l haz lineal de un pseudo-divisor

D=(L,Z3s)
afl)Na=0D o

en ;4]5;1 X
Proposicion 3.4.1. Sean X', X esquemas
I, 8 L es un haz lineal sobre X y a es un k-ciclo racionalmente equivalente o cero,

enionces

oMo =10

2. (Conmutatividad) 8§i L, L' son hoces lineales sobre X y o es un k-ciclo sobre X, en-

tonces )
e (L) (el aa)=allYn (e(D)na)

e 141;;_2 X

3. (Férmula de Proyeceidn) Sz X' - X es un marfismo propio, L un haz Eneal sobre

X y o un k-cicle sobre X ', entonces

Cga({gtl) Nay = a(L)Nedo)

L

{Pull-back Pluno) 57w : X' — X es un maorfismo plano de dimensidn velative n, I, es

un hoz lineal sobre X y o un k-ciclo sobre X, enfonces
ale"LiNg'e =" (a(l)Na)

en Ak+nm1 X'
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5. (Aditividad) Si L, L' son haces hneaie,s sobre X y o es un k-ciclo sobve X, entonces

alleline=g(line+a{l)Nna

eld D) N =~ (BN
en A X.
Demostracién. Todo haz lineal L sobre X determina a un pseudo-divisor con soporte X, y

tomando en cuenta que e; (L) M e = Dy, - v, 1. se sigue del corolario (3.3.8), 2. se sigue del
corolario (33.9), v 3,4, 5. se siguen respectivamente de 3 ,4.,5 de la proposicidn (3.3.6) ﬁ

Nota 3.4.2. Por 1 de la proposicidn anterior, existe un morfismo
el(D)M_c Ap X — 4 X
para cada haz lineal L sobre X

Definicion 3.4.3. Sea L un haz lineal sobre un csquema X. Al moerfismo e (L) N le

Hamaremos el 1-operador clase de chern de L.

Observacién 3.4.4. 5i L;,.. L, son haces lineales sobie X, o€ A, X v P(T\, .. ,T,) es
un polinemio homogéneo de grado d con coeficientes enteros, por 2. v 5 de la proposicidn

anterior

P(Cl(Ll),‘ ..,Cl(.[;n)) M

es un elemento bien definido de Ay_3X. En particular, para un haz lineal L sobre X ¥
ae Ay X, (L) Mo es un elemento de 4.4 X definido inductivamente como

al¥ na=al)n(a@) Ne)

3.5 Mortfismo de Gysin para Divisores

Definicidn 3.5.1. Sea D un divisor de Cartier efectivo sobre nn esquema X Denotemos
por i D — X alainmersion cerrada que da a D) estructura de subesquema certade de X
Al morfismo

i*:Zk,X-“}AD.X

s Do

lo Hamaremos el morfisrno de Gysin.
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Proposicion 3.5.2. Sean D un divisor de Corfier efectivo sobre un esqueme X y L vn hoz

lineal sobre X
1. 5w es un k-ciclo racionalmente equivalente a cero sobre X, enfonces
i{a) =0
en A1 D.

2 St es un k-ciclo sobre X, entonces

3 St es un k-cicle sobre I, entonces

i) = o (DN Na

4 Si X es k-puro dimensional, enfonces

en Apy D
5 51 L es un haz lineol sobre X y « es un k-ciclo sobve X, entonces
Ple{L)Ne) = e (L) Mt (o)
en Ay 2 D.
Demastracion. 1. Por definicion i"(a) = D ¢, siguiendo ¢l 1esultado del corolario (3.3.8)

2 Por definicién del operador primera clase de Chern, ¢ (Q{D))No = D« Por definicién
del morfismo de Gysin, *(a) = D - a. La igualdad se sigue de que i ¢s5 la inclusidn, v
por lo tanto tenemos de manera natural que &.(D - @) estd representado por D - o

3. Siguiendo los argumentas del inciso anterion, al tener que i.(a) estd representado de
manera natural por e, ", {a) = D w. Ahora, como 7 es la inclusidn, el haz pull-back
i*(Q(D)) es canonicamente O(D), con lo que, ¢ (FO{DNNa =D a
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4. Por definicidn del morfismo de Gysin, tenemos que probar
D [xi= D)
que ¢s justo lo que dice ¢l lema (3.2.20).

5. Por linealidad podemos suponer que o« = V, con V subvariedad de X Consideremos
a la clase de isomorfismo de L, la cual define un pseudo-divisor I sobre X. Deno-
temos pot [ al divisor de Caxtier que representa al pseudo-divisor considerado. Por
definicién,

aLyni' V)= @@ Ln D [Vi=D-(D-[V])

teniendo ia dltima ignaldad al ser de forma natural D' un 1epresentante de "7 ¢n

D [V]. Caleulando directamente la otra ecuacion tenemas
Ved)nVh =D [V) = D (D [V])

El resuliado se sigue del corolario {3 3 9).

Nota 3.5.3. Por 1. de la proposicién anterior, existe an meorfismo
A AkX ——)Ak._lD

para cada divisor de Cartier efectivo D sobre X




Apéndice A
Topologia

A.1 Espacios Irreducibles

Definicién A.1.1. Un espacio topolégico X es irreducible si toda interseccién finita de

abtertos no vacios de X ¢s no vacia.

Que un espacio topoldgico X sea irteducible es equivalente a que X no se pueda expresar

coma unién de dos subconjuntos cerrados.

Definicién A.1.2. Sea I/ un subconjunto abierto de un espacio toplégico X' Decimos que
[Vesdensoen Xsill = X.

Proposicion A.1.3. Sea X un espacio topoldgico no vecio. Las siguientes condiciones son

equivalentes
1. X es irreducible
2 Cada subconjunto abierto no vacio de X es denso en X.
& Cuado subconjunte ab.zef‘to de X es conexo.

Proposicion A.L.4. Sea X un espacio topoldgico. Un conjunio B de X es drreducible si. y

s6lo si, E es trreducible.

Proposicion A.1.5. 8 X un espacio topoldgico irreducible, entonces todo abierto no vacio
de X es wreducible.

104
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Proposicién A.1.6. Sea f 1 X — Y un mapeo continuo entre espacios tepoldgicos. En-
tonces paro cede subcomjunto frreducible B de X, [(F) es un subconjunto irreducible de
Y.

Definicidén A.1.7. Todo subconjunto maximal irreducible de un espacio topodgico X es

llamado una compoenente ¢rreducible de X.

Proposicién A.1.8. Sea X un espacio topoldgico Todo subconjunto irreductble de X
estd contenido en ung componente wrreducible de X, v X es le unidn de sus componentes

wreducibles

Proposicién A.1.9. See U un subconjunte abierfo de un espucio topoldgico X. El mapeo
V -2 V {cerradura en X} es una biyeccidn entre el conjunto de subconjunios irreducibles de
U que son cerrados en U, y el conjunio de subconjuntos trreducibles de X que son cerrados
en X e dntersectan a U; la biyeccidn inverse es el mapeo Z — Z N U. En particular,
esta biyeccidn mapea el conjunto de componentes trreducibles de U sobre el coﬁjunto de

componentes irreducibles de X quwe dntevsectan o U

A.2 Espacios Noetherianos

Definicién A.2.1. Un espacio topolégico X s noetherians si todo conjunto no vacio de
subconjuntos cerrados de X, ordenados por inclusidn, satisfacen la condicidn de cadenas
descendentes.

Proposicién A.2.2. 1 Ceda subespacic de un espacio noetheriano es noctheriano.

2 Sea {U;}ier una cubierta finita de un espacio topoldgice X. Si los subespacios U; de X

son noetherianoes, entonces X es noetheriano.

Proposicidn A.2.3. Un espacio fopoldgico X es noctheriono st, y sdlo sz, todo subconjunto

abierte en X es compacto.

Proposicidn A.2.4. En un cspacio topoldgico noetherianoe X, todo cerrade Y puede ser
eserito como unidn finsta de cervados srveducibles Yi. Si requerimos que Yi € Y, para fodo

1 # 7, entonces los Y; son tinicos, ¥ son precisamente los componentes irreductbles de Y.




Apéndice B

Algebra

En este apéndice enunciamos una serie de resultados de algebra que se utilizan en la tesis
Las referencias para encontrar las pruebas son: Bowrbaki [1], Fulton [5] y Matsumura [9]

B.1 Altura y. Coaltura

Sea A un anillo. Consideremos todas las cadenas de ideales primos de A de la forma

Po2m 2 2p

Al supremo de todas las longitudes 7 le diremos la dimensidn {de Krull) del anillo, v la
denotaremos por dim(A).
Para un ideal prirno p de A, al supremo de las longitudes, tomando fodas las cadenas

estrictamente deciecientes de ideales primaos
P=Pp P12

comenzando con p, le diremos la alfure de p, y la denotatemos por hi(p}

Si el anillo es noetheriano, la altura de cualguier ideal primo es finita.

Si ahora consideramos al supremo de todas las cadenas estrictamente crecientes de ideales
primos

P=PoCpC TPy

comenzando con p, le lamaremos la coalfura de p, denotdndola como cohi{p)

107
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De las definiciones es inmediato gue

hi{p) = dim(A4,)
coht(p) = dim({A/p)

Proposicidn B.1.1. Un dominie entere noetheriane es un dominio de foctorizacion unica

si, y sdlo s, todo ideal primo de olfure uno es principol

B.2 Longitud -

Sean 4 un anillo v M un A-mddule Una cadena
M:Affo:ﬁlwl:l :)fvf,z()

de submédulos de M es llamada una serie de composicidn de M si cada M;/Miy, es simipe,
es decir, sus (nicos A-submddulos son él misme y el cero Este r es independiente de la serie

de composicién tomada, llamando v la lengifud de M, v denotandolo como
La(M)
Si M no tiene serie de composicion, {4{M) = co.
Lema B.2.1. 5i0—= M = My — - = My, = 0 es una sucesidn exacty de A-mddulos de

longitud finita, entonces
E

Z(—l)il‘t(M,;) =0

i=1

Lema B.2.2. Sea M un A-mddulo de longitud finita Entonces
L(M) = 14, (M)
P

donde la sumna corre sobre todos les ideales primos de A.

Lema B.2.3. Sean A — B un morfismo local entre anillos locales, d el grado de extensidn
de los curnpos residuales  Un B-mddulo M no cero tiene longitud finile sobre A si, y sdlo si,
d < ooy M tiene longitud finita sobre B, teniendo

LMy =d Ig(M)
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De manera particular, si 4 es un anillo local con un subanilie & que se mapea isomorfi-
camente en el campo de residuos de 4, entonces

{A(M) = lk(AM) = dzmk(M)

para cualquier A-modulo M

Sca f: M —» M un morfismo A-lineal de un A-mddulo finitamente generade Conside-

remos
M; = Coker f
M = Kernel f
51 My ;M tienen longitud finita, definimos
ealf, M) = {4(M;) = La f M)
Si f es multiplicatr por un elemento a no divisor de cero de A, es(f, M) = l4(M/aM)

Lema B.2.4. Sie (f, M) esid defintdo, entonces
ealt, My =" en,(fp. Mp)
P

donde la suma cotre sobre todos los ideoles primos de A

Lema B.2.5. Sean A — B un morfismo local entre anillos locales, d el grado de extension
de lus campos residuales. Seo [ M — M un endomorfisme A-lineal de un B-médule M.
81 d < oo, entonces ea(f, M) estd definido st, y sélo si, ep(f, M) estd definido, teniendo

BA(}L.: JM) =d- eg(f., M)

Lema B.2.6. Sean A un dominio de dimension uno con campo cociente K, [+ M — A

un endomorflsmoe de un A-mddule finttamente generado y fi el endomorfismo inducido de
Mg =M & K §idet(fi) £}, entonces

eA(f, IM) = f,;(f’l/det(fﬁ--)/l)

Lema B.2.7. Sean A un anillo local de dimensidn uno, py,.. ,pe {os wdeales primos mini-
males de A, M un A-mddulo finitamente generado y a un elemento de A que no periencce

a wingun p. Entonces

(a, M) Z“p (M) esla. 1/39,)—251") ) (A ) La(Afp + ad)
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Lema B.2.8. Sea A — B un mor fismo local plano entre anzlos locales. Entonces el mosfismo

inducido entre especires Spec B — Spec A es suprayective. St A y B son artineanocs, enfonces
[p(B) = l4({A) - 1g(B/mB)

donde m es el ideal mdrime de A




Apéndice C
Prueba de la Proposicién (2.2.2)

Proposicion C.0.9. See ¢ : X — YV un epimorfismo propio entre variedades, ¥ sea v uno

Juncidn racional no cero sobre X.
1. St dim(Y) = dim{X), entonces @, [div(r)] = [div(N(r))].
2. Stdim(Y) < dim{X), entonces p.[div(r}] = 0.

Para demostiar csta proposicidn haremos uso de dos resultados preliminares, que son

casos particulares de la proposicién.

Lema C.0.10. Sea K un campo, X =PL, Y = Spec K, y7 € R(X). Sigp: X =Y esun
marfismo entre variedades (el cual es suprayective v propio), enfonces v fdiv(r)] = 0.

Dermostracidn. Por el ejemplo (1 4 4) sabemos que R(X) = K (¢}, donde ¢ = £, por lo que
toda funcidn racional no cero sobre X s un cociente de polinomios. Por pasos seguidos
anteriormente, al ser ord un morfismo, podemos suponer que v es un polinomio en K], por
lo que se puede expresar como producto de polinomios irreducibles. Usando nuevamente que
ord es un morfismo, podemos suopner que v s un polinomio irreducible de grado d en K]

Sea P, € PL su punto al infinito, es decir, P, = {0 : 1). Sabemos que r sc anula en
todos los puntos de PL \ V(P,) que no estdn en V{{r)), siendo el punto al infinito, el punto
definide por el ideal cero de K[t] v ¢l punto definido por {r}, los dinicos posibles puntos donde

¥ no se anule.

Al ser r irreducible, {v} es un ideal maximal de K[#], y por lo tanto
o1 diey (1) = ey (Ke]/ () = 1
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BEu ¢l punto dado por el ideal cero, 7 se anula, al ser unidad en K{t}(g) Ahora, al ser Py,
una subvariedad de codimensién une de P}, su anillo local Gpy p,, &s un anille de valuacion
discreta  Asi, su ideal maximal estd generado por el elemento, s = % Al tener que r es un

polinomio de grado d, r = us?, es decir, 7 = u3;, con u unidad. Por Jo tanto,
ordp,, (1) = —d
Con lo anterior tenernos que {divir)] = [{v}] - d[Fx], ¥ por lo tanto
pldiv()] = [RUrY) : KIIV)+ R(P) : K](~d)[Y]
Al tener que R{{r)) = K[#]/{r} v B(P,) = K, llegamos a la igunaldad deseada
puldivir)] = d[Y] - dlY] = 0.

f

Lema C.0.11. Sea ¢ : X — Y un morfismo suprayectivo finite enire variedudes, y sex
re R(X)* Entonces
waldiv(r)) = [div(N(r)}]

Demaostraceon. Observemos que al ser o finito, dim(X) = dim{Y). Sea W una subvariedad
de codimensidn uno de Y tal que erdi(N(r)) £ 0 Sean {V;} las subvariedades de X
cuva imagen bajo ¢ es W. Por la definicién del push-out propic de ciclos y linealidad,

ser4 suficiente probar que

Z ordy,(r) - [R(V;) : R(W)] = ordw (N{r)) (C1}

Sea UF un abierto afin de ¥ que intersecte a W Al ser  finito, @ 1{I7) es un abierto afin
de X que intersecta a todos los ¥, y tal que el morfismo entre anillos

LT, 0¢) — T(p™{U), 0x)

da a T (L)), Ox) estructura de I'(J/Oy)-moédulo finitamente generado. Asi, podemos
suponer que X = Spec R, ¥ = Spec5 son espectios de anillos, v o = *f, con f: 5§ =+ R.
El anillo Oy,iy es la localizacién de S en el ideal primo p que define a W. Consideremos

al S-mddule
B=R&s 5 =g
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Siendo B ur dominio finito sobre 5. Al tener que R\ p/t C R\ {#}, por propiedades
de localizacién, Ryg tiene a FE(X) como su campo cociente Dor construccion, los ideales
primos p; que defiren a los 1V} en IR, cortesponden a los ideales maximales m; en B tales que
B, Z Ry,

Al tener que 7 pertenece al campo coctente de B, por argumentos va seguidos, al ser N( )

v ord morfismos, podemos suponer que r € 5. Observemos que
B ®Sp R(Y} = R@S Sp ®S‘p S(U) = B@,S Sm) = R(X)

Sean ¢ el endomorfismo de B dado al multiplicar por r, v ¢y el endomorfisme inducido
por i sobre R{X), teniendo por definicidn que N(r) = det(yx)

Al set B un Sy-mddulo finitamente generado, 2 es un S;/B-espacio vectorial. El lema
(B.2.5) nos dice que 14(B) = dim(B) como 5,/p-espacio vectorial. Al tener que r € 5, de
forma natural r € By, para toda ¢. Al ser By, un anillo regular, existe ; generador del ideal
méximo en By, con lo que » = ux®, con u unidad Por lo tanto, d; = ordy, (v} Si i es el

conmiclee de morfismo

Bm‘- — Bm.‘

s g7
Coker 9 = By, /m—f Por el lema (I3 2.5),
Ig,, (Coker i) = dim(Coker ;)

que s justamente d;. Al tener que R{(V;) 2 B, pot el lema (B.2.6) tenemos la igualda
deseada fi

Demostrecion de lo Proposicion 2.22 1 Al tener que dim(X) = dim(Y), pot la propo-
sicién (1.4 13) existe un abierto no vacio I de X tal que (U) ¢s un abierto de ¥ v ¢,
es finito. Por 2. de ta proposicidn {1 4.2) podemos suponer que r € R(I/)*, estando en

el caso del lema anterior

2. Sea [div(r)} = 3 m[Vi], donde los V; son subvariedades de codimensién wuno de X Si

para toda i, dim(V;) > dim(w(V})), por definicidn del push-out propio

w.die(r)] =0
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Si para alguna 4, dim(Vi) = dim{p{V:}), por linealidad nos bastara fijar una subvarie-
dad Wode Y tal que W = (V) v dimn(V}) = dim{W), paa algunas . Por argumentos
ya seguidos, podemos suponer que ¥ = W, lo que nos dirfa que dim(X) = dim(Y)+1,
y que la igualdad a probar es

> ordwdr) RV : R(Y)] =0

con la suma corriendo sobie todas las subvariedades de codimension uno de X tales que
ordy, (1} # 0 v dim(V;) = dem(Y"). Como cstas subvariedades V; son las inicas que su
imagen contiene al punto genérico de ¥, podemos sustituir a X por X xy Spec [i(Y),
y a ¥ por Spec R(Y), al tener que Spec R(Y') es el punto genérico de Y. Porla 3 dela
proposicién (1.2.83), la proyeccién X xy Spec R(Y) — Spec R(Y') es propio.

Al tener que X xy Spec R(Y') es la fibia de  del punto genérico de V', y tener que
dim{ X} = dim(Y) + 1, la dimensién de X xy Spec R(Y) ¢s uno, siendo una curva
sobre Spec B{Y'). Poedemos suponer que X es iireducible, ya que trabajaremos con
sus componentes ireducibles. Si 8 : X — X la normalizacién de X, siguiendo los
argumentos dados en la parte final de la seccién §2.2.1, existe un morfismo racional
i X~ Pk

Como H{X) no puede ser un solo punto, ${X) es todo P, al tener que todo morfismo
entre vartedades es separade y que Pk es completo, por 4. de la proposicién (1.2.83), ¢
es propio, v por lo tanto finito. Sea p: P, — Y el inico morfismo que hace conmutar
el siguiente diagrama

T —-Pl

Notemos que p existe al ser ¥ el espectro de un campo Al tener que R{X) = R(X),
isomorfismo inducido po1 &, 5i F es la imagen de r bajo el isomorfismo, al sex & finito,
podemos aplicaile el iema anterior, resultando de funtorialidad

.[div(r)] = p.fu[div(F)] = pob.[div(F)]

Aplicando el lema anterior a v, i |deu(F)] = [N(F)], siendo [N(F)], un F-ciclo racio-
nalmente equivalente a cero. Aplicando ahora el lema (C0.10) 2 p,, tencmos gue
pfN(F)] = 0, que da el 1esultado deseado




Apéndice D

Prueba del Teorema (2.2.10)

Teorema D.0.12. Sean K un campo, S su espectro, ¢ X — Y un morfismoe plano entre
S-esquemas de dirensién relativa n, y « un k-ciclo sobie Y racionalmente equivalente a

cero. Entonces ¢* . es racionalmente equivalente a cero en 2, X.

Por lo tanto, induce un morfismo entre grupos abelianos
O ALY ey ApnX
Demostracién. Por linealidad v la proposicion (2 2.7) podemos suponer que
a=[V(P)] - [V{Px)]

con ¥ una subvariedad de ¥ x g P} y la proyeccién g : V' — P}, es dominante, v por lo tanto
plane. Consideremos al producte fibrado de ¥ xs FL v X sobre ¥

XXyYXSP‘I;(gX)(sP}(

con lo que obtenemos el siguiente diagrama

(w.1d)
X g ]P)}{ LY XS]P%?(‘ L...;..]P}i

1,

X Y 5

Sean W = (@, f1d) (V) v h = (go (¢, Id))), : W — P, entonces
a=[V(A)]~ V(P = alls A - ¢ (Pl
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Por1 la proposicién (2 2 9)

©'(a) = ¢ qullg™ (Fo)] — [g7 (Pesd])
= pu(p, 1d} (g7 (Fo)] = [97 (Fao)))
= p.{{, 1d)" {97 (Fo}] = (10, 1d)*[57 (Poo)])

Por el lema {2.2.8)

(@) = pul(o. 1d) [ (Po)] — {0 1d)" (97" (Puc)])
=p.([{sp, 1d) " 0 g™ H(PY)] — [{2, Td) " 0 ¢ (Po)])
p*(“"“l(Pf))} ~ A" 1(Poo)])

Por el tecrema (2 2 3) bastard probar que [0 (Fy)] — [h™H{F)] es racionalmente equn alente
a cero.

Sean Wy,. ., W, las componentes irreducibles de W, hy = Iy, v [W} = S ma W,
donde m; es la multiplicidad geometiica de W;. Por lo visto en la parte final de la seccién
§2.2.1

[ (R3] = [ (Poo)] = i)

3

Por el lema (3.2.20)

i TR
=i

Con esto
[~ (Fo)] = [k Zm AT (P Zm 7 (P
—Zml ([h " (Puo)] = [hy " (o))

= Z m[div(h;)]

el cual es racionalmente equivalente a cero
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