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Introducción 

Una de las mayores áreas de investigación en la actualidad es la referente 
al genoma humano. A mediados de los años 80 se inicia el llamado Proyec
to Genoma como una combinación de investigación bioquímica, genética y 
biológica-molecular, con el objetivo de determinar la totalidad de la secuen
cia de componentes químicos que integran el genoma humano (así corno el de 
animales y plantas). El conocimiento de esta secuencia permitirá identificar 
los genes relevantes y saber cómo están regulados, con lo cual será posible, 
por ejemplo, combatir varias de las enfermedades incurables más severas del 
hombre, que provienen de defectos genéticos (por ejemplo, las mutaciones). 1 

De los avances en esta decodificación del genoma humano, ha surgido 
la posibilidad de medir la evolución de la especie humana, rastreando hacia 
atrás en el tiempo las líneas ancestrales de la población mundial actual a 
partir de la información de los genes de individuos que la conforman. Esto 
ha sido posible gracias a estudios que se basan en: 

(1) la propiedad de los genes de presentarse en diferentes versiones o formas 
alternativas, llamadas alelos, 

(2) la hipótesis de que las mutaciones genéticas se acumulan en las moléculas 
de ADN a una tasa gradual y constante, 

lo cual ha permitido comparar secuencias de ADN de cualesquiera dos indi
viduos y obtener una medida de la relación que ésfos guaidan)intre sí, así 
como a qué tiempo pasado pertenece su ancestro común.' 23;'\';é ' 

~;'.·'.. ~ - :-- '·' ' 
..... · '" 

El uso de modelos matemáticos para explicar la eyoluc;ión '.de una pobla
ción, permite describir la dinámica de reproducción'de fa misma; incorporar 

1 Ver [19). 
2 Ver [4) y [23). 
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factores tales como. mutación, selección 3 y migración, entre otros; estudiar 
ciertas características de la población y el cambio que sufren a través del 
tiempo; y hacer predicciones sobre el comportamiento de la población en el 
futuro. 
De los modelos matemáticos para describir la evolución de una población 
genética~ los más simples y utilizados son el modelo de Moran y el modelo 
de Wright-Fisher. En esta tesis se utilizan versiones de ambos modelos que 
tienen su propia dinámica de reproducción, pero que comparten la dinámica 
de mutación. 

El primer propósito de esta tesis es utilizar los dos modelos anteriores para: 

(1) describir la evolución de una población genética en la que un gene tiene 
dos tipos de alelos {A1 y A 2 ), y se permiten mutaciones entre ambos 
tipos. 

{2) observar el cambio en la composición de la población respecto a los 
tipos alélicos, según va evolucionando en el tiempo. 

Basándose en una población genética que evoluciona de acuerdo al mo
delo de Moran, y tomando de ella una muestra en algún momento de su 
evolución, el segundo propósito de esta tesis es presentar dos procesos que 
describen relaciones entre ancestros de los genes de dicha muestra. El pri
mero de los procesos es el proceso n-coalescente de Kingman, que rastrea el 
ancestro común de la muestra; y el segundo es el proceso de líneas de des
cendencia, que permite obtener la distribución de tipos alélicos de los genes 
de la muestra, así como el ancestro común de los que poseen el mismo tipo 
alélico. 

En el Capítulo 1 se presentan propiedades y resultados de cadenas de 
Markov en tiempo continuo, y en particular del proceso de nacimiento y 
muerte, que servirán de fundamento para describir el modelo de Moran y 
el de Wright-Fisher, así como el proceso n-coalescente de Kingman y el de 
líneas de descendencia. 

En el Capítulo 2 se introducen los procesos de difusión y sus propieda
des, el cálculo de la distribución estacionaria asociada y el comportamiento 

3 Superioridad de supervivencia de unos individuos respecto a otros. 
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de estos procesos en la frontera de su espacio de estados. Posteriormente se 
aborda la convergencia de procesos estocásticos a un proceso de difusión. 
Este capítulo da la base teórica de la relación existente entre el modelo de 
Wright-Fisher y el modelo de Moran. 

En el Capítulo 3 se describen y comparan el modelo de Wright-Fisher 
y el modelo de Moran para una población genética en la que se observa, a 
medida que evoluciona, el cambio en su composición respecto a los genes tipo 
A 1 • Para el modelo de Moran se calcula su distribución límite. Para ambos 
modelos se demuestra la convergencia a una difusión del proceso que registra 
el cambio en la composición de la población respecto a los genes tipo A 1 , y 
se calcula la distribución estacionaria de dicha difusión. 

En el Capítulo 4 se describen el proceso n-coalescente de Kingman y 
el proceso de líneas de descendencia para una población que evoluciona de 
acuerdo al modelo de Moran {dada la simplicidad de este modelo y la co
rrespondencia que guarda con el de Wright-Fisher). Y se observa que, en 
ausencia de mutación, el proceso n-coalescente de Kingman es un caso par
ticular del proceso de líneas de descendencia. 

En el Apéndice A se presentan resultados relacionados con la convergen
cia de un proceso estocástico a una difusión, y en el Apéndice B, resultados 
requeridos en la Sección 3.2.2. 
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Capítulo 1 

Cadenas de Markov en tiempo 
continuo 

En este capítulo se presentan resultados de cadenas de Markov en tiempo 
continuo que serán utilizados a lo largo de la presente tesis. 
En la Sección 1.1 se muestran resultados básicos de la Teoría de Probabili
dad. En la Sección 1.2 se definen las condiciones para la existencia de las 
probabilidades límite de una cadena de Markov en tiempo continuo y se da 
la expresión de dichas probabilidades. En la Sección 1.3 se da la expresión 
de las probabilidades de transición de una cadena de Markov en tiempo con
tinuo y las ecuaciones diferenciales que satisfacen estas probabilidades. En 
la Sección 1.4 se describe el proceso de nacimiento y muerte; se da la ex
presión de las probabilidades de transición, las ecuaciones diferenciales que 
éstas satisfacen y la expresión de las probabilidades límite. 

1.1 Resultados preliminares 

A continuación se presentan algunos resultados básicos de la Teoría de Pro
babilidad que pueden encontrarse descritos más ampliamente en Ash(1972), 
Bartle(1991), Feller(1973), Grimmet y Stirzaker(1992) y Rudin(1976), entre 
otros. 

Definición 1. El conjunto de todos los posibles result3.d~s 'ele un fenómeno 
aleatorio estudiado, se denomina espacio muestral y,se .denota usualmente 
por n. 
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Definición 2. Sea .r una cblecC:ióri d~ subconjuntos de un conjunto n. Se 
dice que :F es una (;-:.álgebra si y sólo si: -

'(\·' 
(a) ne :F ,,, 

':.: 

(b) si A E :F, entonces 'Ac E_:j: 
- ,,,. 

(c) si Ai. A2, ... e :F, enton~e~'LJt1 Ai E :F , 

donde Ac denota el complem~ntci deÍ Conj~nto A: 
. ·i ·~ ' . '', 

Definición 3. Sea n un conjunto y :F una a-álgebra de subconjuntos de n. 
Una medida sobre una a-álgebra :Fes una funciónµ: :F ~(O, ooJ tal que: 

(a) µe0) =O 

eb) µeA);::: O, para todo A E :F_ 

(c) si {A¡}ieT es una secuencia de conjuntos disjuntos en :F, con T un 
conjunto de _índices finito o -infinito numerable, entonces: 

µ(u A;)= L:µeA». 
iET iET 

Si µ(n) = 1, µ es llamada medida de probabilidad y entonces µ : :F ~ (O, lJ, 
y usualmente se denota por P. 

Definición 4. Un espacio de medida es una terna de la forma {n, :F, µ), 
donde n es un conjunto, :F es una a-álgebra de subconjuntos de n y µ es 
una medida en :F. Si µ es una medida de probabilidad, entonces en, :F, µ) se 
denomina espacio de probabilidad, y usualmente se denota por en, :F, P). 

Definición 5. Sean f21, f22 dos conjuntos, y sea :F3 una a-álgebra de subcon
juntos den;, j = 1, 2. Sea h: n 1 ~ n 2 • Se dice que hes medible respecto a 
las a-álgebras :F1 y :F2, si y sólo si h-1(A) E :F1 para todo A E :F2. Si f22 = .R 
(o C) y :F2 es la a-álgebra generada por una familia de abiertos en IR (o C), 
se dice simplemente que h es medible respecto a :F1. 

Definición 6. Una variable aleatoria X en un espacio de probabilidad (n, :F, P) 
es una función den en IR que es medible respecto a :F. 
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Definición 7. Sea· (n, :F,P) un espacio 
que A E :F, se d!~~ que .A es un evento. 

3 

es ta:I 

Definición 8. Sea {n; :F, P) un espacio. de probabilidad y sea A un evento. 
Se define la probabilidad del evento A como: 

P(A) = L:P(w). 
weA 

A continuación se presentan resultados relacionados con las cadenas de 
Markov en tiempo continuo. Mayores detalles de estós resultados pueden 
hallarse en Feller(1973), Grimmet y Stirzaker{1992), Karlin y Taylor(1975) 
y Ross(1983), entre otros. 

Definición 9. Un proceso estocástico es una familia de variables aleatorias 
X = {Xt : t ET} indexadas por el conjunto ordenado de índices T, definidas 
en un mismo espacio de probabilidad (n, :F, P) y con valores en un mismo 
conjunto S e IR, que se denomina espacio de estados de X. 

Definición 10. Un proceso de Markov en tiempo continuo con espacio de 
'estados S, es un proceso estocástico X = {-"\'."t : t E T} con valores en S, 
T e IR (se tomará en adelante T = [O, oo)) y con la propiedad de Markov, 
es decir, dados t, s E T, s < t, la distribución 1 de Xt dado {Xu : u::; s} es 
igual a la distribución de Xt dado X 8 • Formalmente, un proceso estocástico 
X = {Xt : t E [O, oo)} es un proceso de Markov en tiempo continuo si para 
Xu E s, u ::; s, A e s, 

P{Xt E A 1 Xu = Xu, u::; s} = P{Xt E A 1 Xs = Xs}· 

Cuando el espacio de estados S es finito o infinito numerable, entonces X 
es llamado cadena de Markov. La función P{Xt = j 1 Xs = i} es llamada 
probabilidad de transición de X. 

Observación l. Un proceso de Markov es un proceso estocástico tal que la 
probabilidad de cualquier comportamiento futuro del proceso, dado que se 
conoce exactamente el estado presente del mismo, no se altera si se conoce 
su comportamiento pasado. 

1 La función de distribución de una variable aleatoria Y que toma valores en un conjunto 
Se IR, se define como Fy(x) = P{Y:::; y}, y E S. 
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Definición 11. Un proceso estocástico X = {Xt : 't.~ O} con espacio de 
estados S finito o infinito numerable, es llamado procesó de 'serni-Markov si, 
dado que X está en el estado i E S: 

(a) el siguiente estado al que accede es el est8.do j E S con probabilidad 
Pii• donde '2:.;esPii =l. 

(b) dado que el siguiente estado al que accede es j E S, el tiempo hasta 
que ocurre la transición de i a. j, ti.ene distribución Fi;. 

. -.- · .. 

Una definición alternativa de cadena de Markov en tiempo continuo en 
términos de procesos de semi-Markóv es la siguiente. 

Definición 12. Una cadena de Mark.;v en tiempo continuó X:::= {Xt :· i ~ 
O} con espacio de estados S, es un proc_eso de sémi-Markov tal.que:.'·.·· · 

,.· ... -, 

(a) dado que X está en el esta:do i ES, el siguie~te estado,~u~~i~Úa se.i'á 
el .estado j E S, j =/' i, con probabilidad Pii; donde L;;o!/P•/=·L . 

. . ... > ~ '.. .- . - -

(b) F¡; es una distribución exponencial con paráme,tr~v¡:> CJ; ¿:.d~cfr, sir¡ 
es el tiempo que permanece la cadena en i antés de pasar aj, entonces 
P{Ti > t} = exp(-v¡t). L ·" .,,_ff ,,·-"f " 

Observación 2. (a) Desde esta óptica, se puedevera'un~ cad~na de Mar
kov en tiempo continuo como un proceso estocástico que pasa de un 
estado a otro de- acuerdo a una cadena cle Markov'_en·tiempo discreto, 
pero tal que el tiempo que permanece en cacla estaclo tiene distribución 
exponencial. . 

(b) V¡ se interpreta como la tasa a la que el proce/Jo deja' el estado i. De 
este modo: 

• si V¡ = oc, se dice que el estado i es instaiitárieo. 

• si V¡ = O, se dice que el estado i es absorbente. 

(c) En adelante, salvo que se especifique lo contrario, se tomará O:::; V¡ < 
oc, i E S. Todo estado i E S que satisface esta condición se denomina 
estado estable. 
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Definición ·13. La cadena de Markov en tiempo contimio X· ;,:;·{X['':·: t ·;;:::: 
O} con espacio de estados S, tal que para todo t, s E [O, oo)se tiene.que: 

p;;(s, S + t) = P{Xt+s = j 1 Xs = i}, 

se dice que es homogénea en el tiempo si p;;(s, s + t) = p;;(O, t);· es ·decir, si 
p;;(s, s +t) sólo depende de la longitud del intervalo [s, s+t] y no del tiempo 
s. En este caso se denota por p;;(t) a p;;(O, t). 

Observación 3. (a) Se denotará por P(t) a la matriz cuyos elementos son 
las probabiliades de transición p¡3(t), i,j ES para toda t 2".: O. - · 

(b) En adelante sólo se considerarán cadenas de Markov homogéneas en el 
tiempo. 

Proposición l. Sea X = {Xt : t ;?: O} una cadena de Markov en tiempo 
continuo con espacio de estados S y probabilidades de transición p;;(t), i,j E 
S, t 2".: O. Entonces, p;;(t) satisface las siguientes propiedades para toda t;?: O 
e i,j ES: -

(a) 

(b) 

p;;(O) = '5;; = { ~ 
LPi;(t) = 1. 
;es 

si i = j 
si i =F j 

Demostración. (a) Es inmediata pues, dado que la cadena X está en el 
estado i ES, en un lapso de tiempo igual a cero, sólo puede estar en el 
estado i (es decir, con probabilidad 1 está en el estado i), y no puede 
estar en ningún otro estado j =F i (es decir, con probabilidad O estaría 
en cualquier estado j =F i). 

(b) Sea i E S. Supóngase que i es el estado inicial de la cadena X, es decir, 
Xo = i. Considérense los siguientes eventos: 

A;= {Xt = j 1 Xo = i}, j ES, t 2".: 0. 

Obsérvese que estos eventos son ajenos entre sí y que U;esAi = S. 
Como el espacio de probabilidad es de medida 1, es decir, P(S) == l¡ 
entonces: 

1 = P(S) = p úu A;) = LPi;(t), 
·es 3es 

t ;?: o. 

o 
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Definición 14. Sea X = {Xt : t ;::::: O} un proceso de semi-Markov con 
espacio de estados S. Se denotará por {X! : n = O, 1, ... } a la sucesión 
de variables aleatorias donde X! registra el estado visitador por X en el n
ésimo cambio de estado. El proceso estocástico Xª = {X! : n = O, 1, ... } 
es una cadena de Markov en tiempo discreto con espacio de estados S y 
probabilidades de transición Pii, i, j E S dadas por la Definición 11; es decir, 
para i, j, io, ... in-1 E S, n ;::: O, se tiene: 

P{X!+i = j 1 Xg = io, ... , X!_1 = in-i. X!= i} = P{X!+i = j 1 X~ = i} 
=p;j 

La cadena X" es llamada cadena anidada de X o cadena de saltos de X. 

Definición 15. Sea X = {Xt : t ;::: O} una cadena de Markov en tiempo 
continuo con espacio de estados S y probabilidades de transición PiJ(t), i,j E 
S, t;::: O. Sea Xª= {X! : n =O, 1, ... } la cadena de saltos de X. Se dice que 
X es irreducible si la cadena Xª es irreducible, es decir, para toda i, j E S 
existe un entero rn ;::: O tal que: 

P{X" - J
0 1 X" - i} = p(':'> > O. n+m - n - ZJ 

Definición 16. Sea X" = {X! : n = O, 1, ... } la cadena de saltos de una 
cadena de Markov en tiempo continuo X = {Xt : t ;::: O}, con espacio de 
estados S y probabilidades de transición Pii• i,j ES, i =/= j. Decimos que X 
es recurrente positiva si para todo i ES, dado que X8 = i y · 

Il;i = rnin{n;::: 1, X!= i} 

es el tiempo de primer retorno a i, se tiene que: 

rn; = E[.R¡; 1 Xg = iJ < oo .2 

Definición 17. Sea X = {Xt : t ;::: O} una cadena de Markov en tiempo 
continuo con espacio de estados S como se describió en la Definición 12. Se 
define la tasa de transición de i aj, i,j ES, j =/= i, denotada por q;i, como: 

q;j = V¡p;j • 

2 E[·] denota la esperanza matemática de una variable aleatoria. 
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Definición 13. La cadena de Markov en tiempo continuo X ~ {Xt: t ~ 
O} con espacio de estados S, tal que para todo t, s E [O, ex>) se tiene_' que: · 

p¡3(s, S + t) = P{Xt+s = j 1 Xs = i}, 

se dice que es homogénea en el tiempo si p;3(s, s + t) = Pi;i(O, t),' es decir, si 
Pii(s, s + t) sólo depende de la longitud del intervalo [s, s + t] y no del tiempo 
s. En este caso se denota por p;3(t) a p¡3(0, t). 

Observación 3. (a) Se denotará por P(t) a la matriz cuyos elementos son 
las probabiliades de transición p¡j(t), i,j ES para toda t ~O. 

{b) En adelante sólo se considerarán cadenas de Markov homogéneas en el 
tiempo. 

Proposición l. Sea X = {Xt : t ~ O} una cadena de Markov en tiempo 
continuo con espacio de estados S y probabilidades de transición p;3(t), i,j E 
S, t;;:::: O. Entonces, p¡3(t) satisface las siguientes propiedades para toda t;;:::: O 
e i,j ES: 

(a) 

{b} 

Pii(O) = ó;i = { ~ 
:~::::>ij(t) = 1. 
jES 

si i =j 

si i =f j 

Demostración. (a) Es inmediata pues, dado que la cadena X está en el 
estado i E S, en un lapso de tiempo igual a cero, sólo puede estar en el 
estado i (es decir, con probabilidad 1 está en el estado i), y no puede 
estar en ningún otro estado j =f i (es decir, con probabilidad O estaría 
en cualquier estado j =f i). 

(b) Sea i E S. Supóngase que i es el estado inicial de la cadena X, es decir,· 
X 0 = i. Considérense los siguientes eventos: 

A3 = {Xt = j 1 Xo = i}, j ES, t ~ 0. 

Obsérvese que estos eventos son ajenos entre sí y que Ujes ;Ar=:S. 
Como el espacio de probabilidad es de medida 1, es decir, ·P(S) = .1, · 
entonces: 

1 = P(S) = p (u Aj)= LPij(t), 
\:es jes 

t-~ o. 

o 
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Observación 4. Nótese que por definición de tasa de transición de i a j, 
i,j ES, i =F j, se tiene que: 

Lqij = LViPij = V¡LPij =V¡. 

j,P.i j,P.i j,P.i 

Proposición 2 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov). Sea X= {Xt: 
t ;::::: O} una cadena de Markov en tiempo continuo con espacio de estados S 
y probabilidades de transición p;3 (t), i,j E S, t ;::::: O. Entonces, para t;::::: O e 
i, j E S se satisface: 

para O ::5 s ::5 t. 

p¡3(t) = LPu:(s)pk3(t - s) 
kES 

Demostración. Sea t ;::::: O y sea O ::5 s ::5 t. De la Definición 13 se puede 
escribir: 

p;3(t) = P{Xt = j 1 Xo = i}. 

Ahora, por la reglade la ~roJ.>,abilidad total y la propiedad de Markov de X: 

',, P{~t= j IXo ===i}===LP{Xt = j 1 Xs = k}P{Xs = k 1 Xo = i}. 
- - - ,,,, -- , , '.-,kes 

Entonces: 

p¡;(t) = LP{Xi = j 1 Xs = k}P{Xs = k J Xo = i} 
keS 

= LPik(s)pk3(t - s) (por la Def. 13) 
kes 

o 

1.2 Pro habilidades límite 

En esta sección se presentan las condiciones bajo las cuales existe el límite 

lim P{Xt = j 1 Xo = i} , 
t-+OO 

y se da la forma explícita del mismo. 
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Definición 18. Sea X" = {X! : n = O, 1, ... } la cadena de saltos de una 
cadena de Markov en tiempo continuo X = {Xi : t 2: O}, con espacio de 
estados S y probabilidades de transición Pii• i,j ES, i ::¡(: j. La distribución 
estacionaria de X" es una colección de números 7r"(i), i E S, tal que para 
toda i E S las siguientes condiciones son satisfechas: 

(a) 7r"(i) 2: O 

{b) Eies7r"(i) = 1 

(c) 7r"(i) = Lkes 7rª(k)Pki = Lk;o!i 7r"(k)Pki· 

Definición 19. Se dice que una variable aleatoria Y es lattice si existe un 
· entero d 2: O tal que 

00 

L P{Y = nd} = 1 , 
n=O 

es decir, Y es lattice si toma solamente valores que son múltiplos de d. 

Teorema l. Sea X= {Xi : t 2: O} un proceso de semi-Markov con espacio 
de estados S. Sea X" = {X! : n = O, 1, ... } la cadena de saltos de X y 
supóngase que x• es irreducible, recurrente positiva y con distribución esta
cionaria nª(i), i E S. Considérese a R;¡ con distribución no lattice para toda 
i E S. Seaµ¡ el tiempo medio de permanencia de X en i E S antes de que 
salte a un estado j E S, j ::¡(: i, es decir, E[r¡] = µ¡. Entonces, la distribución 
límite de X, denotada por P(i), está dada por: 

P( .) - lº P{X - . 1 X - º} - 7rs(i)µ¡ z-1m t-Z o-J-
8
., 

t-+oo L;es 7r (J )µ; 
iE S. {1.2.Í) 

Demostración. Ver [21]. o 
Corolario. Sea X= {Xt: t 2: O} una cadena de Markov en tiempo continuo 
con espacio de estados S y probabilidades de transiciónp¡;(t), i,j ES, t 2: O. 
Sea Xª = {X! : n = O, 1, ... } la cadena de de saltos de X, ·irreducible ·y 
recurrente positiva con distribución estacionaria 7r8 (i), i E S. Entonces la 
distribución límite de X está dada por: 

{l.2.2) 
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Demostración. Como una cadena de Markov en tiempo continuo es un pro
ceso de semi-Markov con distribución F,j, i,j.E S, igual a la distribución 
exponencial con parámetro v¡ > O, entoncesµ¡ = 1/v¡, i E S y el resultado 
sigue por el Teorema l. . · O 

Observación 5. Por las condiciones (l>) y (c) de. la Definición 18 y por (1.2.2) 
se desprende lo siguiente: ' · · . · · ··· · · . 

v;P(j) =' L ~¡E'(i)':jij , LP_(j) = l; je· S. 
ies· •jES 

,,,., 
O bien, como q¡i = v¡p¡; (por la Definición 17), 

v;P(j) = L P(i)q¡;,. L P(j) = 1, j E s. (1.2.3) 
iES ;es 

La interpretación de (1.2.3) se da a continuación: 
La expresión v;P(j) representa la tasa a la que el proceso deja el estado j, 
y la expresión L::;es P(i)q;j representa la tasa a la que el proceso entra al 
estado j. Por tanto, de (1.2.3) se sigue que la tasa de entrada y la de salida 
del proceso X al estado j son iguales. Por esta razón, a las ecuaciones (1.2.3) 
se les denomina ecuaciones de balance total. 

Teorema 2. Sea X = {Xt : t ~ O} una cadena de Markov en tiempo continuo 
con espacio de estados S y probabilidades de transiciónp;;(t), i,j ES, t ~O. 
Supóngase que X es homogénea e irreducible y que satisface las proposiciones 
1 y 2. Entonces: 

(1) si existe una distribución estacionaria II, ésta es única y p¡;(t) -+ II(t) 
conforme t -too, para toda i,j E S. 

{2} si no existe distribución estacionaria, entoces p¡;(t) -+O conforme t -t 
oo, para toda i, j E S. 

Demostración. Ver [21). o 
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1.3 Ecuaciones diferenciales de Kolmogorov 

Teorema 3. Sea X = {Xt : t ;::: O} una cadena de Markov en tiempo continuo 
con espacio de estados S y probabilidades de transiciónp;3(t), i,j ES, t 2: O: 
Entonces: 

(a) para cada i E S se tiene que limh--.o+ l-p¿;(h) = v; (tasa de salida de i). 

{b} para todo i,j E S, i #= j, se tiene que limh--.o+ p;~h) = q;3 (tasa de 
transición de i aj). 

Demostración. Ver, por ejemplo, [15]. o 
Observación 6. Si Ses finito, entonces v;, i ES, no puede tomar el valor oo, 
pues como 

1 = p¡¡{h) + ¿: p¡3(h), 
jES,j~i 

dividiendo por h en ambos lados de la igualdad y tomando el límite conforme 
h -+ o+' por el Teorema 3 se tiene que V¡ = 'L.jeS,j# q¡3 < OO. 

Definición 20. Se dice que una cadena de Markov en tiempo continuo X = 
{Xt : t 2: O} c;on espacio de estados S, tasas de transición q¡3, i #= j, y tasa de 
salida v;, i E S, es conservativa si EjeS,j~i q¡3 = V¡ < oo para toda i E S. 
En adelante, salvo que se especifique lo contrario, se considerarán únicamente 
cadenas conservativas. 

Observación 7. Nótese que por el Teorema 3 se tiene para toda h;::: O, i,j E 
S: 

(h) P{x . I X "} {q¡3h + o(h) si j #= i 
Pii = t+h = J t = i l h (h) - V¡ + O · si j = i, 

donde limh--.o+ !!1J!l = O. 

Teorema 4 {Ecuaciones retrógradas de Kolmogorov). Sea X= {Xt: 
t 2: O} una cadena de Markov en tiempo continuo con espacio de estados 
S, probabilidades de transición p¡3(t), i,j E S, t 2: O, tasa de transición 
q¡3, i #= j, y tasa de salida v;. Entonces: 

!P•3(t) = P~3(t) = L q¡kPkj(t) - V¡p¡3(t). 
kES,k~i 

{1.3.1) 
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Demostración. Por definición se tiene que:· 

~ . ·(t) = lim Pi¡(t + h) - Pi;(t) 
dtP•;¡ h->D . h ·. . ' 

y por la Proposició~ 2 se tiene: 

Pi¡(t + h) = LPik(h)Pk;(t) . 
. kES 

Entonces: 

Pi¡(t + h) - p¡¡(t) = LPik(h)P,k;(t) ~ Pi¡(t) 
'kES 

L . Pik(h)p1;¡(t) - [1 - p;¡(h)]Pi¡(t) . 

Dividi'endo por li, sé. ti~11e · q~e: ': ··•. 

p¡;(t+ ~~·~ p¡l:<t~:~sf';;Eff~~~ik~~~'.~k;(t)-1.- ~¡¡(h) p¡;(t). 

y por el Teorem~'a, para 'foda'i Eses.válido:· 

)~·l:p¡.¡·,.; V¡. 

Para que exista 
~- p¡;(t + h) - p¡¡(t) 
h1!ff,. . . . ·· .. h . , 

es necesario demostrar que· existe' 

r .•. ~ Pik(h) ·(t) h1!f L..,, ·. -. -h-Pki · 
O keS, _k'#i "• · . 

y es igual a 

11 

{1.3.2) 

{1.3.3) 

{1.3.4) 

Si S es finito, la existenciade ,(1;3.3) y la igualdad con (1.3.4) es inme
diata, ya que por el Teorema.3; · 

T .. Pi~(h) 
: h1!.;f, --h-
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existe y es igual a qik· Y como en (1.3.3) se tiene una suma finita (al ser S 
finito), se utiliza el hecho de que si (a~k))n>o. k = 1, 2, ... , N, son sucesiones 
. 1 . ·. . . .d k . l" (k) - l" ....-N (k) t b" ' ta es que para ca a existe 1mn-+oo an , entonces 1mn-+oo L....k=l an am 1en 
existe.· 
Se demostrará ahora que para S infinito numerable· también se tiene: 

1: ~ p¡~(h) ( ) ~ ( ) 
h1.!{f, L.J -h--Pki t = L.J q;kPki t · 
. · kES,k#i kES,k#i 

Se usará el hecho de que por definición de límite se tiene: 

lim inf ah $ lim ah $ lim sup ah, 
h-+0 h-+0 h-+0 

y si 
lim sup a,. = lim inf a,. , · 

h-+0 h-+0 

entonces existe 

lim ah y lim inf a,. = lima,. ::=Jiril sup a,.. 
h-+O h-+O h-+O : : . h:..+o 

De esta forma, si se demuestra que: 

( ) l • • f ..... Pik(h) ( ) ..... . , ·. · ( ) a 1m m h-+O L....keS,k# h Pki t :2: L....keS,k'#:i_qikPki t 

(b) Iim suph-+O LkeS#i p;"Jh)Pk3(t) $ LkeS,k#idikPk3(t), 

el resultado sigue. 
Fíjese N < ex> arbitraria. Entonces: 

r . f ~ Pik(h) .( ) >_ 
1~_,1J1 L.J -h--Pki t 

keS,k""i 

= 

Como N es arbitraria, se sigue que: · 
~ . , ' 

l . . f ~ Pik(h). ( ) > ~ ( ) 
1~_,1J1 .· L._¿ -h--Pki t _ . ~ qikPki t · 

kES,k""i .. · kES,k#i ·. 
(1.3.5) 
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E Pik(h)Pk;(t) = E Pik(h)pk;(t)+ E Pik(h)Pk;(t) 
kES,k,¡,.i,k<N::, -'.Ú''"'': ,,, , kES,k?:f.N ,, 

Entonces: 

l. '°" Pik(h) (t) <<3 > ¡· ~ Pik(h) (,t') +',1. ,,,,' ,1,~,p¡¡(h) 1m sup ¿_, -,,--Pki _ 1m sup ¿_, --h-Pki , 1m sup h 
h-+O kES,k,¡,.i ¿ ' h:-;>O , keS,k,¡,.i,k<N , h-+O , 

- lim sup L Pik(h) 
h->O kES,k,¡,.i,k<N 

kES,k,¡,.i,k<N kES,k,¡,.i,k<N 
(1.3.6) 

donde: 

(1) porque Pk;(t) :5 1 para toda k,j ES y i?: O. 

(2) 'EkeS,k?.N Pik(h) = 1 - 'EkeS,k:5N Pik(h). 

(3) por propiedades de límite. 

(4) pues las sumas son finitas, y limh-+o(l~p¡¡(h))/h =V¡ y limh-+O(pik(h)/h) = 

q¡k existen. ,, , 

Por la Definición 20 se supone que la cadena es conservativa, :i.e., ''L)~i q¡; = 
V¡ < oo. Entonces, haciendo N tender a infinito, de'(l.3.6) se obtiene:' , 

l . '°" Pik(h) () '°" , (,),:,''"', " 
lffi sup ¿_, --h-Pkj t :::; ', '¿_, qikPkj t + V¡ -Y¡ : 

y, por tanto, 

h-+O kES,k,¡,.i keS,k,¡,.i 

l . '°" Pik(h) ( ) '°" ( ) 1rn sup ¿_, -h--, Pki t :$ ¿_, qikPki t,. 
h-+O kES,k,¡,.i , kES,k,¡,.i 

(1.3.7) 
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Por (1.3.5) y (1.3.7) s~tiene ql.le: 

.. > ' - ·· . . ··. ·.. PiÍo(h) L qikPk;(t) ::;.hmmf. L ~Pk;(t) 
kES,k#i. : .h-+O , keS,k#i; .. 

l .: ' .. 'e'. Í>ii.:(h) ( ). ' 'e' () 
$ 1m sup L...J. --h-Pki t $ L..,, qikPki t , 

h-+O kES,k#i ·. . kES,k#i 

por lo que 
r 'e' Pik(h) (t) h1.!fli L..,, --h-Pki 

kES,k#i 

existe y es igual a 
E qikPk;(t). 

keS,k#i 

Entonces, tomando el límite conforme h-+ O en (1.3.2), se tiene que: 

P~;(t) =~·liill p¡;(t+ h) - p¡;(t) 
'' h-+0 h 

E qikPk;(t) - V¡p¡;(t). 
kES,k#i 

o 
Teorema 5 (Ecuficioii.es progresivas de Kolmogorov). Sea X= {Xt: 
t;::: O} una cáde;.Ja de Markov en tiempo continuo con espacio de estados S y 
probabilidades de transición P;;(t), i,j ES, t;::: O. Entonces se tiene que: 

d '. :. 
dtp¡;(t) = P~;(t) = E Pik(t)qkj - VjPi;(t) . 

kES,k#j 
(1.3.8) 

Demostración. Aunque similar a la demostración del Teorema 4, esta demos
tración involucra otros supuestos para establecer su validez (ver [15] y [21], 
entre otros) y no se presentará aquí. O 

Observación 8. La condición inicial para ambos tipos de ecuaciones es: 

p¡;(O) = { ~ si i =i 
si i =I= j. 
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1~4 Proceso de nacimiento y muerte 

En esta sección se presenta un caso particular de una cadena de Markov en 
tiempo continuo, el proceso de nacimiento y muerte, y se obtienen algunos 
resultados relevantes relacionados con este proceso. 

1.4.1 Generalidades 

Definición 21. Sea X = {Xt : t 2: O} una cadena de Markov en tiempo 
continuo con espacio de estados S = {O, 1, 2, ... } y para el cual la tasa de 
transición de i a j, i =/= j, i, j E S, es tal que q¡; = O si li - il > l. Tal 
proceso se conoce como proceso de nacimiento y muerte. Obsérvese que en 
este proceso las transiciones desde el estado i sólo son a sus estados vecinos 
i - 1, i +l. 

Observación 9. Salvo que se especifique lo contrario, a lo largo de esta sección 
se tomará S ={O, 1, 2, ... }. 

Definición 22. Sean).¡,µ¡, i ES, dadas por: 

. ).¡ = qii+l 2: o, 
fl.¡ = qii-l 2: o, 
µo= O. 

i =o, 1,2, .. . 

i = 1,2, .. . 

Los valores {>.¡, i = O, 1, ... } y {µ¡, i = 1, 2, ... } se denominan, respectiva
mente, tasas de nacimiento y tasas de muerte de los procesos respectivos. Si 
Ses finito, por ejemplo S ={O, 1, 2, ... , N}, se incluye la condición ).N =O. 

Ob.servación 10. Por la Observación 4 se tiene que 'L-;es,;-,pi q¡; = v¡, i E S, 
·de donde se sigue para el proceso de nacimiento y muerte que: 

V¡=).¡+µ¡, i =o, 1,2, ... 

y, por la Definición 17, las probabilidades de transición de la cadena de saltos 
asociada al proceso de nacimiento y muerte están dadas por: 

{ 

.\i 
.\;+µ; ·Si j = i + 1, i = 0, l¡ 2, .. . 

Pi; = .
0
.\,'!/,µ,· 'si j = i -.1, i = 1, 2, .. . 

en otro caso. 
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Por lo anterior, así como por la Observlición 7.y'faP.roposición 1; se tienen lás 
siguie~tes probabiÜdádes dé· transición. del· pro~eso de nacimiento y muerte': 

:-,,{
0
>.Ji:+o(Ji) ;i · · · si'j';i'~ + 1, i =o, 1, .. . 

Pi;(h) ~ ·ri1~;$~).¿~+o(h) '::·~: :;~ 1, ~.~. ~~ ~· .. . 
O · · · · ···. ·. 'en otro caso 

y p¡;{O) = Ó¡;, i,j E S. 

1.4.2 Ecuaciones diferenciales de Kolmogorov 

Teorema 6. Sea X =e {Xt : t ~ O} un proceso de nacimiento y muer
te con espacio de estados S = {O, 1, 2, ... } y probabilidades de transición 
p¡;(t), i,j E S. Las ecuaciones retrógradas y progresivas de Kolmogorov de 
X están dadas, respectivamente, por: 

• Ecuaciones retrógradas 

P~;(t) = >.0P1.t(t) - AoPo;(t) 
P~;(t) = >.;Pi+1;(t) + µ¡p;-1;(t) - (>.; + µ¡)p;;(t) i = 1, 2,... (1.4;1) 

sujetas a la condición inicial p;;(D) = Ó;j· 

• Ecuaciones progresivas 

P~o(t) = µ¡pu(t)°'- . ..\oPio(t) 
P~j(t) ='= >.;-:-1Pi;-1(t) +µJ+1P(i+1(t) - (>.; +.µj)p;,i(t) j = 1,2, ... 

(1.4.2) 

sujetas a la condición incial PiJ(O) = Ó¡;. 

Demostración. Como un proceso de nacimiento.· y ~uerte es un caso par
ticular de las cadenas de Markov en. tiempo continuo, se pueden utilizar los 
teoremas 4 y 5. Entonces: · · · · · · · - · · -·- · 

(a) Del Teorema 4 se tiene que: 

P~;(t) = E qú,Pk;(t) - V¡p¡;(t) ' 
. . ' 

.kES,k~i 
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donde qik es la tasa de transición de i a k, i-:/: k, k ES, y V¡ es la tasa 
de salida de i, i ES, para una cadena de Markov entiempo continuo. 
Para el caso de un proceso de nacimiento y muerte se tiene que: 

{

qii+1. = .>.¡ si k = i + 1, i =O, 1, .. . 
q¡k = q¡¡_1 = µ¡ si k = i - 1, i = 1, 2, .. . 

O en otro caso, 

y para todo i ES, 
V¡= A¡+µ¡. 

(i) Tomando i = O se tiene para t > O que: 
. ~ 

P~;(t) = qo1P1;(t).-:- VoPo;(t) 

= .>.0P1;(t)- ,\oPo;(t), 

(ii) Para i = 1, 2, ... se tiene para t > O que: 
. . - . . . . . 

P~;(t) .. = qii+lPi~i;(t) .. 'f:-qii:-.1¡Ji:....:1;(t}-.v¡pi;(t). 
= AiPi+J.i(t) + µ¡p¡:....:1;(t) ...:_ (.>.i +µi)Pi;(t) . . · 

De (i), (ii) y (iii) !)e sigue que las ecua~io~~~~~eir~tJadasp~ra .un pr~~~~ '. 
de nacimiento y muerte están. dadas por: · .. ·: · · 

P~;(t) = .>.0P1;(t) - .>.cipo;(t) . . . 
P~j(t) = .>.iPi+i;(t) + µ¡p,_¡j(t) - (.>.~ -f-µ;)p;j(t) i = 1, 2, ... 

sujetas a la condición inicial p;;(O) = Óij· 

(b) Del Teorema 5 se tiene que: 

P~;(t) = L Pik(t)qkj - V;P;;(t), 
kES,k#j 

donde qk; es la tasa de transición de ka j, k-:/: j, k ES, y v; es la tasa 
de salida de j, j ES, para una cadena de Markov en tiempo continuo. 
Para el caso de. un proceso de nacimiento y muerte se tiene lo siguiente: 
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(i) Tomando .j =O se ti~ri~ p~;~"{>:·o que: 
. . ?~'.,:· ,~'.-}.-·: ... -_ ',' 

P~Ó(t);;;;·Pii.(t)l}ió(t) - VoP;o(t) 

. , ·_i==_~ncf)µ1 ~ ..\op;o(t) 

(ii) Para j ~ 1, 2; .. ; se tiene pá:rá't > O que: 
- - . ·-":·_...,~ < -'.,:_'·i-.·---~~';·::_ :·~-~-"> -

P~;(t) = Pi;-1(fYq¡"-1j + Pi;+i(t)qi+li - V;P;;(t) 
. = Pii-1(t)..\J-1+ Pi;+1(t)µ;+1 - (..\; + µ;)P;;(t) 

(iii) Para t =O y par~ t;Jcia i,j =O, 1, 2, ... se tiene p;;(O) -~ 5;;, igual 
que el el caso (a)(iii). 

. . ~ 

De (i), (ii) y (iii) se sigue que las ecuaciones progresivas para un proceso 
de nacimiento y muerte están dadas por: 

P~o(t) = µ1Pi1 (t) - ..\opm(t) 
P~;(t) = >..;-1Pi;-1(t) +µ;+1P1;+1(t) - (..\; + µ;)P;;(t) j = 1, 2, ... 

sujetas a la condición incial p;;(D) = 5;;. 

o 
Ejemplo 1. Considérese una cadena de Markov en tiempo continuo X = { Xt : 
t ~ O} con espacio de estados S = {O, 1}. Supóngase que X permanece en 
el estado O un tiempo con distribución exponencial de parámetro ..\, antes de 
cambiar al estado 1, donde a su vez permanece un tiempo con distribución 
exponencial de parámetroµ, ante~ de retornar al estado O. Es decir, v 0 = 
..\, v1 = µ. Como por definición se tiene que v0 = µ 0 + ..\0 y µ 0 = O, entonces 
..\ = Vo = >.o. También, como por definición v1 = µ 1 + >..1 y >..1 = O, entonces 
µ = V1 = µl• 
De las ecuaciones progresivas de Kolmogorov {1.4.2), se obtiene para X las 
siguientes ecuaciones: 

(a) Para i = j = O: 

P1oo(t) = µlPOl (t) - AoPoo(t) 
= µpo1(t) - ..\poo(t). 
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Como Poi(t) = 1- Poo(t); entonces: 
- . ·.' .· - ·~.- -~-·~ . ·. 7. ~ ;. ',-: 

p'0o(t) = µ(1- Poo(t)) -- ...\poo(t) 
=-ex+ µ).P~~<i>+µ, 

J .~ :··<<.: '/·~,~--: •. "' 
o bien, 

P'oo(t) +(A +).t)p'ari(t)_=: µ ~ (1.4.3) 

Multiplicando ambos lados d~ la i~BJd,~<f~n (i.4.3) por el factor inte-
grante exp (( ...\ + µ )t) se tiene:. .· ;:~' : .; ;/'.Ji <; . 

o equivalentemente, 

exp ((...\ + µ)t)[p'00(t) +c.>.+ íL)P~~(t)] ,,;.>µEixp ((>.+ µ)t), 

'<·.\,: .:~;_ -,.".< '\:.;!}·,,;~~:-~'.:~~¡f-,< ·:; . ,_¡, 

Integrando esta última ecua¿ió:O>respecto a t en ambos lados de la 
igualdad, se obtiene: '· · 

,! ~ '. :· . , 

exp ((...\ + µ)t)Poo(t) = ...\: µ exp ((...\ + µ)t) +e (1.4;4) ' 

Ahora, como p 00 (0) = 1, sustituyendo en la ecuación' (1.4~4)junto cc:in 
t =O, se tiene que e==...\/(...\+µ). Por tanto, · · · 

Poo(t) = ~ + ~ exp (-(...\ + µ)t) ~ 
---+µ ---+µ 

(b) Para i = j = 1: 

P~i(t) = ...\0P1o(t) -.µ1p11(t) 
= AP10(t) - µpu(t) 

Como Pio(t) = 1 - Pn(t), entonces:. 

o bien, 

P~1 (t) = ..\(1 - Pu (t)] - PPn (t) 
= -(..\+ µ)p¡¡(t)+ ,\, 

P~1 (t) + (...\ + µ)pú (t) = ...\. 
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El factor integrante en este caso es el mismo que el caso (a), es de
cir, exp ((A+ µ)t). Entonces, haciendo un razonamiento análogo al de 
dicho caso, la solución general de esta ecuación está dada por: 

A 
exp((A+µ)t)p11 (t) = -,-exp((A+µ)t) +e, 

,..+µ 

donde e=µ/()..+µ), pues p 11 {0) =l. Por tanto, 

. . A ·. µ • 
P11(t) =A+µ+ A+µ exp (-(A+ µ)t). 

Como Poi (t) = 1 - Poo(t) y P1o(t) = 1- P11 (t), entonces: 

Poi(t) =A~ )1- exp (-(A+ µ)t)] 

Pio(t) = ~[1- exp (-(A+ µ)t)]. 
,..+µ 

Ejemplo 2. Considérese un proceso de muerte pura X = {Xt : t ;::: O} con 
espacio de estados S = {O, 1, ... , N}, N E N, y tasas de muerte {µ1 : i = 
O, 1, ... , N} con µ 0 = O (es decir, X es un proceso de nacimiento y muerte 
con A¡ = O para toda i = O, 1, ... , N). Entonces, las ecuaciones progresivas 
de Kolmogorov (1.4.2) para el proceso X se reducen a: 

P~¡(t) = -µi+1P11+1(t) - µ;p¡¡(t) 
= -µ¡p¡¡(t) {1.4.5) 

pues por ser X un proceso de muerte pura, Pii+i(t) =O para toda t;:::: O, y: 

P~;(t) = µ;+1Pi;+1(t) - µ;Pi;(t), 

La ecuación {1.4.5) se reescribe como: 

P~;(t) + µ¡pii(t) = O 

j <i. {1.4.6) 

{1.4.7) 

Esta ecuación multiplicada de ambos lados de la igualdad por el factor inte-
grante exp (µ¡t), es igual a: · 

exp (µ;t)[p~1 (t) +. µ1p;;(t)] = O, 



,_ -'. . : . -· 

1.4 Proceso de nacimiento y 'múerte' 

o bien, a: .·.d·.·. . . ... .,. 
dt ( exp(µit)1:7;•(t)) ==O. 

Integrando respecto a ta~b~~l~d~~)a.:}~C~acién·anterior, se obtiene: 

• :e constante. 

Como Pii(O) = 1, entonces e= l. ~~~t~~tcJ, 
Pii(t) = exp (-µ.t). 
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La solución de la ecuación (1.4.6) es recursiva y se obtiene de la siguiente 
forma: reescribiendo (1.4.6) como · 

µi+iPi3+1(u) = P~i(u) + µiPii(u), . · j < i, 

y multiplicando por el factor integrante exp (µiit) ambos lados 'de la'.' igualdad 
anterior, se tiene: · . 

exp (µiu)µ3+1P;;+1(u) = exp (µiu)[p~i(u):f µ;p.ju] · 

=· :u[ex¡J (µj~);ij~], .< ·. J< i. 

Integrando respecto a u en el intetv¿lc:i' ((), t] ambos lados de l~ igualdad 
anterior, se obtiene: .-",.;.,_; 

exp (µJt)Pii(t) = 1; ~X.I> (µj~)~iÍ11:•i+1CuJdu+ e, 

Como Pii(O) =o. (puesj<i),: (:!IÍt~nC'.esc=O. Por tánto, 

Pii(t) = µj+l expY...::.~;t) r exp (µju)µj+1Pij+1(u) du, 
Ío . 

1.4.3 Probabilidades límite 

j <i. 

j < i. 

Sea X = {Xt : t ;:::. O} un proceso de nacimiento y muerte con espacio de 
estados S = {O, 1, 2, ... }. Sea Xª = {X;! : n = O, 1, ... } la cadena de saltos 
asociada a X, con probabilidades de transición P•i• i,j, ES; Xª corresponde 



22 Cadenas de Markov en tiempo continuo 

a una caminata aleatoria en tiempo discreto en los enteros mayores o iguales a 
cero, con una barrera reflejante en el estado O. Esta caminata aleatoria es una 
cadena de Markov irreducible y recurrente positiva (ver [14]). Entonces, por 
el Corolario del Teorema 1, para el proceso X existen probabilidades límite: 

lim Pi;(t) = P(j) >O, 
t-+oo 

para toda i, j E S, 

están dadas por (1.2.2) y satisfacen las ecuaciones de balance total: 

v;P(j) = L P(i)q;;, L P(j) = 1, j E s (1.4.8) 
ieS jES 

Teorema .7. Sea X= {Xt : .t 2'.: O} un proceso de nacimiento y muerte con 
espacio de estados S · .. {O, 1,: .. } y tasas de nacimiento y muerte { >.¡, i = 
O, 1,. ·:·} y {µ¡, i = 1, 2, ... }, respectivamente. Entonces, si 

~ >.>n-1>.m-2 · · • >.1>.o 
L...J-''-'---=-.o.:..:..-=-~~-=-~ <oo 
>n=l µ>nµm-1 • • · µ2µ1 

las probabilidades límite de X están dadas por: 

para m = 1, 2, ... 

Demostración. Sea P(i) la probabilidad límite de la cadena X, para cada 
i E S. Entonces, P(i), i E S, debe satisfacer (1.4.8), con: 

{

>.· 

q¡; = ~: 
si j = i + 1, i = O, 1, .. . 

si j = i - 1, i = 1, 2, .. . 
en otro caso, 

Vj =Aj+µ¡, i = 0,1, ... , 

es decii, se satisfacen las ecuaciones: 

>.oP(O) = µ1P(l) (1.4.9) 
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y para rn = 1; 2, ... , .· 

Se demostrará por ili<l~¿ción 9ue pa~~ Tri' i¡2, :( ... se tiene: 

. . . ;~~j'.J';~!l~i~~~·~:~~~~ºP(o): 
De la ecuació~ (1.4.9) se tiene:~u~p~f~'ic i:_}i ~~ :Válido: 

•••·• • %r~)'~t~:~é{' 
:· ~ ' 

Para k = 2, utilizando (lA'.iój'C:ci1{rii:;:i,;~~ ~álido:. 
- • . ~ r~- . . . 

es decir, 

por lo que: 

. ~:. ' '":_ 

_:e_;"_·_ -,_ ··', 

-- ,· 

P(2) = Ai + µi P(l) - Ao P(O) 
µ2 µ2 

= A¡+ µ 1 Ao P(O) - Ao P(O) ·(por (1.4.11) ) 
µ2 µ1 µ2 

= (A1 + µl)Ao - Aoµ1 P(O) 
µ2µ1 . . 

= AiAo + A0µ 1 - Aoµ1 P(O) =.A1Ao P(O). 
µ2µ1 . · ... ' µ2µ1 
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(1.4.10) 

(1.4.11) 

Supóngase que el resultado vale para toda k ~ l, se demostrará ahora que es 
válido para l + l. Por (1.4.10), para m = l se tiEme: 
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Entonces, 

P(l + 1) = Al+ µ 1 P(l) - At-l P(l - 1) 
µ1+1 µl+l 

= Al + µ1 >.1-1.A1-2 · • • >.1Ao P(O) _ A1-1 >.1-2A1-3 · · • >.1>.o P(O) 
µ1+1 µ1µ1-1 ..• µ¡ . µ1+1 µ1-1µ1-2: • • µ¡ ·. 

= A1A1-1 · · • A1Ao + µ1>.1-1 • • · A1>.o - µ1A1-1A1-2 • • • >.1Ao P(O) 
. µ1+1µ1 •• ·µ1 

= A1A1-1 • • ·A1Ao P(O), .. 
µ1+1µ1. - • µ1 

donde la segunda igualdad se da por la hipótesis de inducción. 
Dado que I::'=o P(m) = 1, se tiene que: 

y, por tanto, 

Entonces: 

l = P(O) + P(O) f. >.m-1>.m-2 • • ·A1Ao 
ni=l µmµm-1· · · µ2µ1 

7n = 1,2, ... 

Obsérvese que si :E:'=1 .\;.:~~;:~~:~;~~º = oo, entonces necesariamente P(O) = 
O y P(j) = O para toda j E S. De esta forma, para que P(j) > O para toda 
j ES, se debe tener: 

y el resultado sigue. o 



Capítulo 2 

Proceso de difusión 

En este capítulo se presentan resultados de procesos de difusión que se utili
zarán posteriormente en el Capítulo 3. 
En la Sección 2.1 se define un proceso de difusión y se presentan definiciones 
relacionadas con él. En la Sección 2.2 se presentan las ecuaciones diferencia
les que satisfacen ciertas funciones de los procesos de difusión. En la Sección 
2.3 se define la distribución estacionaria de un proceso de difusión y se obtie
ne su forma general. En la Sección 2.4 se da una clasificación de las fronteras 
del espacio de estados de un proceso de difusión y se calcula la distribución 
estacionaria del proceso para el caso de fronteras de entrada. En la Sec
ción 2.5 se describe la convergencia de procesos estocásticos a un proceso de 
difusión. 

2.1 Resultados preliminares 

A continuación se define un proceso de difusión y se presentan definiciones re
lacionadas, que pueden encontrarse descritas más ampliamente en Ash(1972) 
y Karlin y Taylor(I981). 

Definición 23. Sea (n, :F, P) un espacio de probabilidad. Una familia de 
u-álgebras {.?="1 : t 2:: O} es llamada filtración en (n, :F) si: 

(i) para cada t ;::::: O, :F1 e :F 
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Si {Ft : t 2'.: O} es una filtración se define: 

Foo =U(. LJ.rt) ' 
t;:::o 

es decir, la u-álgebra generada por U t>o .rt. El espacio (n;.r,P, {Ft : t ;;:: O}) 
es llamado espacio de probabilidad filtrado. · 

Definición 24. Sea X= {Xt : t ;;:: O} un _proceso estocástico. La filtración 
generada por X, denotada por {Ff: t;;:: O} es definida por: 

.rtx = u(X8 : s $ t) . 

Definición 25. Sea X = {Xt : t ;;:: O} un proceso estocástico definido en 
un espacio de probabilidad (n, .r, P). La variable aleatoria r definida en 
(n,.r, P) que toma valores en {O, 1, ... }, es llamada tiempo de Markov o 
tiempo de paro con respecto a X si para cada t ;;:: O, { r $ t} e :Ff, es decir, 
el evento {r::; t} está completamente determinado por {X,,: s $ t}. 

Definición 26. Sea X = { Xt : t ;;:: O} un proceso de Markov con espacio de 
estados S y probabilidades de transición PiJ(t), i,j ES, t;;:: O. El proceso X 
es un proceso de Markov fuerte si para cada tiempo de paro r con respecto 
a ~Y, se tiene que para cada t;;:: O y A e S, es válido: 

P{XT+t E A 1 Xs = Xs,S $ r} = P{XT+t E A 1 XT = xT} 

para todo x,, E S. 

Definición 27 (Proceso de difusión). Un proceso de Markov fuerte X= 
{Xt : t ;;:: O} con espacio de estados S = I ~ lR'. (donde I es un intervalo de 
la forma (l, r), (l, r], [l, r) o [l, r], l < r, y los valores l = -oo y/o r = oo son 
permitidos) es un proceso de difusión si: 

l. Para cada w En, Xt(w) como función de tes continua por la derecha 
y tiene límite por la izquierda. 

2. Para cada w En, Xt(w) como función de tes continua por la izquierda 
a través de tiempos de paro, es decir, si r 1 ::; r 2 $ ... son tiempos 
de paro y limn-.oo'Tn = T ::; oo, entonces limn->ooXTn(w) = XT(w) 
siempre que r < oo. En otras palabras, la igualdad anterior se da casi 
seguramente en el sentido de que P{ r < oo y limn-+oo XTn (w) :¡6 XT(w) 
} =o. 
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3. Xt satisface la Condición de Dinkin, es decir, dada e.:> O 

limP{ IXt+h -Xtl >e 1 Xt =-x}=O 
h~O . 

{2.1.1) 

uniformemente respecto a t para toda x en un subintervalo compacto 
de S y t en un intervalo [O, N], N < oo. 

Definición 28. Sea X= {Xt: t 2". O} un proceso de difusión con espacio de 
estados S = I un intervalo contenido en lit. Para z E I, se define el tiempo 
Tz como el tiempo que tarda X en tomar el valor z por primera vez, es decir, 

T -{oo, 
z - inf{t 2". O: Xt = z}, 

si Xt ':f.= z para todo t 2". O 

en otro caso. 

Definición 29. Se dice que un proceso de difusión X 
espacio de estados S = (l, r), l < r, es regular si 

{Xt t 2::: O} con 

P{Tz < 00 1 Xo = x} >O 

siempre que l < x, z < r. Es decir, p~rtiendo de algún x ES, cualquier otro 
punto z E S puede alcanzarse con probabilidad positiva. 

Observación 11. En adelante sólo se considerarán procesos de difusión regu
lares. 

Definición 30. Sea X = {Xt : t 2". O} un proceso estocástico. Se define el 
incremento de X en el intervalo [t, t + h] como: 

Lema l. Sea X = {Xt : t 2". O} un proceso estocástico con espacio de estados 
un intervalo S, que satisface las condiciones 1 y 2 de la Definición 27. Sf X 
satisface la condición de momento infinitesimal: 

para alguna p > 2 

uniformemente respecto a t para x en cualquier subintervalo compacto de S 
y t en un intervalo [O, N], N < oo, entonces el proceso satisface la condición 
de Dinkin. 
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Demostración. Ver '[15]. o 
Definición 31. Sea X: ={Xt: t ;:::.o}unproceso de difusión con espacio 
de estados S.~ f. Para,x E S• y t 2::0, los parámetros infinitesimales de X 
están definidos por::• · ·. . ' . . 

(2.1.2) 

(2.1.3) 

Al parámetro µ(x, t) se le llama media infinitesimal, desplazamiento infini
tesimal esperado o parámetro de deriva. Al parámetro a 2 (x, t) se le llama 
varianza infinitesimal o parámetro de difusión. 

Observación 12. l. El proceso X también satisface: 

lim -h
1 

E [ l.ó.hXt¡r 1 Xt = x J = O, r = 3, 4, ... /1-->0 
(2.1.4) 

(ver [15]). 

2. La' motivación para denominar a µ(x, t) media infinite5imal proviene 
de que, por definición, se tiene: 

E[.ó.hXt 1 Xt = x] = µ(x, t)h + 01(h),. 

do~de limh-->O º'Áh) = O. 
Para la varianza infinitesimal a 2 (x, t) se tiene que: 

Var[.ó.hXt 1 Xt = x] = E[(.ó.hXt) 2 1 Xt ';'= x]- (E[.Ó.hXt 1 Xt = x])2 

= a 2 (x, t)h + o2 (h) - [µ(x, t)h+. o1 (h)J2 

=_u2 (x, t)h + o3 (h), 

donde oa(h) = 02(h) - [µ(x, t)h + o1 (h)]2 y es tal que limh-->O aa¿h> =O. 

3. Para un proceso de difusión regular típico se tiene que a2 (x, t) > O para 
toda x tal que l < x < r y t > O. 

4. Cuando el proceso es homogéneo en el tiempo,_ entonces se escribe 
µ(x, t) = µ(x) y u 2 (x, t) = u 2 (x). En adelante sólo se considerarán 
procesos de difusión homogéneos en el tiempo. 



2.2 Ecuaciones diferenciales 29 

Teorema 8. Sea X = {Xt : t 2:: O} un proceso de difusión regular y ho
mogéneo con espacio de estados S = (l, r), l < r, y parámetros infinitesima
les µ(x) y a 2 (x), x E S. Sea g una.función estrictamente monótona en S 
con segunda derivada g"(x) continua para l < x < r. Entonces Yi = g (Xt) 
define un proceso de difusión regular en el intervalo con extremos g(l) y g(r), 
y Y = {Yi : t 2:: O} tiene parámetros infinitesimales: 

1 
µy(y) = 2a2 (x)g"(x) + µ(x)g'(x) 

a}(y) = a 2 (x)[g'(x)] 2 

donde y= g(x). 

Demostración. Ver (15]. 

2.2 Ecuaciones diferenciales 

o 

En esta sección se presentan ecuaciones diferenciales que son satisfechas por 
ciertas funciones de los procesos de difusión. Las demostraciones serán 'omi
tidas, pero pueden consultarse, por ejemplo, en Karlin y Taylor(1981) y 
Tudor(1994). 

Definición 32. Sea X = {Xt : t 2:: O} un proceso de difusión regular y 
homogéneo con espacio de estados S = (l, r), l < r, y parámetros infinitesi
males µ(x) y a 2 (x), x E S. Se define a P:ry(t), la función de distribución de 
transición de Xe, como: · 

Pxy(t) = P{Xt :$y 1 Xo = x}, 

sujeta a la distribución inicial: 

P:r~(O}= "{· 1. . si x :$ y 
.. . - Ü Si X> y, 

(es decir, una distribución. puntu'.11 concentrada en x). 



30 Proceso de difusión 

Definición 33. Sea X = {Xt : t ;::: O} un proceso de difusión regular y 
homogéneo con espacio de estados S = (l, r), l < r, y parámetros infinitesi
males µ(x) y u 2 (x), x E S. Se define a pzy{t), la densidad de transición de 
Xt correspondiente a la distribución Pxy(t), como: 

d 
Pxy(t) = dtPxy(t), t ~O. 

Teorema 9 (Ecuación retrógrada de Kolmogorov). Sea X = {Xt : 
t ~ O} un proceso de difusión regular y homogéneo con espacio de estados 
S = (l, r), l < r, y parámetros infinitesimales µ(x) y u 2 (x), x E S. Se define 
para t ~O: 

u(x, t) = E[g(Xt) 1 Xo = x), 

donde g es una función acotada y continua por partes sobre S. Si u(x, t) 
es continua y diferenciable respecto a t, dos veces diferenciable respecto a 
x y continua por la derecha en cero, entonces u(x, t) satisface la ecuación 
di/ erencial parcial · 

8u(x, t) - 1 2( ) 8 2 u(x, t) ( ) 8u(x, t) 
8t - 20" X 8x2 + µ X 8x {2.2.1) 

P:cy(O-t-) = { ~ 
si x.>y. 

La densidad de transición Pru(t) tci.m.bién:satisface la ecuación retrógrada de 
K olmogorov: ·· ' · · 

t > 0, x, y E S. {2.2.3) 
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DeTnostración. Ver (15]. o 

Observación 13. No siempre las ecuaciones (2.2.2) y (2.2.3) admiten solucio
nes únicas aunque se requiera que Px11 (t) sea una función de distribución en 
y E S para cada t ES y x E S. Esto es debido a que (2.2.2) no considera 
el comportamiento del proceso en la frontera del espacio de estados S (ver 
(15]). 

Existe una segunda ecuación diferencial parcial satisfecha por la densidad 
de transición Px11 (t) = fiPx 11 (t). Dicha ecuación puede verse como la dual de 
la ecuación {2.2.3) y las variables a considerar son t:;:: O e y ES (es decir, se 
toma el estado al tiempo t en vez del estado inicial x E S). 

Teorema 10 (Ecuación progresiva de Kolmogorov o ecuación de evo
lución). Sea X = {Xt : t 2:'.: O} un proceso de difusión regular y homogéneo 
con espacio de estados S = (l, r), l < r, y paráTnetros infinitesimales µ(x) 
y u 2 (x), x E S. Y sea Px11 (t), x,y E S, t 2:'.: O, como en la Definición 33. 

·Entonces, Px11 (t) satisface la ecuación diferencial parcial: 

a 1 a2 
2 8tP:z:y(t) = 2 By2 [u (y)p:z:11 (t)] 

a 
ay [µ(y)p:1: 11(t)], t >O, x,y,E S. 

Demostración. Ver [15]. o 

2.3 Distribución estacionaria 

A continuación se definirá la distribución estacionaria de un proceso de di
fusión y se obtendrá su forma general. Para mayores detalles, ver. Karlin y 
Taylor(1981). · 

Definición 34. Sea X = {Xt.: t 2:'.: O} un proceso de difusión regular y 
homogéneo con espacio de estados.S = (l,r), l < r, y parámetros infinitesi
males µ(x) y u 2 (x), x E S. Se dice que ,,P(-) es una distribución estacionaria 
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de X si satisface: 

'1/J(y) = .. i '1/J(x)p:z:y(t) dx, 

1/J(xJ ~·o, 

Is '1/J(t;) df; = l. 

t >O, y ES 

xES 

Proposición 3. Sea X = {Xt : t ~ O} un proceso de difusión regular y 
homogéneo con espacio de estados S = (l, r), l < r, y parámetros infinitesi
males µ(x) y a 2 (x), x E S. Si existe una distribución estacionaria .,P(y) de 
X, entonces ésta satisface la ecuación diferencial parcial: 

1 a2 · a 
o = 2 8y2 [a2(y)'l/J(y)J - oy [µ(y)'l/J(y)J, y ES. (2.3.1) 

Demostración. Un bosquejo de la demostración se encuentra en [15]. O 

2.3.1 Cálculo de la distribución estacionaria 

A continuación se describirá cómo obtener la distribución estacionaria de un 
proceso de difusión. 

Sea X = {Xt : t ~ O} un proceso de difusión regular y homogéneo con 
espacio de estados S = (l, r), l < r, y parámetros infinitesimales µ(x) y 
u 2 (x), x E S. Sea 1/J(y), y ES, su distribución estacionaria. Entonces, por la 
Proposición 3, '1/J(y), y E S, debe satisfacer (2.3.1). De esta forma, integrando 
dicha ecuación respecto a y se tiene que: 

a (ª2
(y) ) 1 oy -2-1/J(y) - µ(y)'l/J(y) = 2 C¡ (2.3.2) 

donde c1 es una constante. Para resolver esta ecuación diferencial ordinaria, 
se multiplica ambos lados de (2.3.2) por el factor integrante 

s(y) = exp(-/. Y 
2_~(t;) df;) 

r ·ª (t;) 
(2.3.3)' 
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con lo que (2.3.2) queda de la forma: . . . 

exp ( - JY ;:~:? df:) :y[u2(y)7/J(y)] - 2-exp ( - JY ;:~:? df:)µ(y)?/J(y) = 

(
' :¡.·· y 2µ(f:) .,' ');'· 

= c1 ~xp -:-: .. ·· / : u 2 (f:)·df: · 

o bien, 

! [exp e-- ¡y;:~:? df:) u
2
(y)7/J(y)] ~C1~xp(_:/y ~~j df:) 

· Por (2.3.,3), .est~.ecuación se reescri~e como:·· 

d ' ; .·. 
dy[s(Y.)~~CYJV:~y)] ~·f.is(y). 

Integrand~ ~uevamente con respect~ 8_ ~. y haciendo 

. u( ·~i~>;q"~:;s(t(dy, 

{2.3.4) 

para cada lado de l~i~aiéla.d_c2.i4) se obtiene: 

. r:.r~c~J;'(~)fü~~Jtú;J~'(~),P(x)-"' 
• ¡x_cís(y)~~y·; c~~(x) , .· .. 

por lo que 

de donde se sigue: 

. S(x) .·. > L 
7/J(x) = c1 + c2 = rn(x)[c1S(x) + c2], s(x)u2(x) ·. ·· s(x)u2(x) 

con . . 1 
rn(x) = s(x)u2(x) · 

Las constantes c1 y c2 se determinan de modo que se garantice que 7/J(x) ? O 
en S =· (l, r) y J/ 7/l(f:) df: = l. Si esto es posible, entonces existe una 
distribución estacionaria, de otro modo no se puede afirmar su existencia. 
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2.4 

Proceso de difusión 

Comportamiento en la frontera del 
espacio de estados 

A continuación se definirán sobre las fronteras del espacio de estados de un 
proceso de difusión, ciertas funciones que permitirán clasificar dichas fronte
ras. Posteriormente, para el caso de fronteras de entrada, se obtendrá una 
expresión única para la distribución estacionaria de un proceso de difusión. 
Para mayores detalles ver Karlin y Taylor(1981). 

Definición 35. Sea X = {X1 : t ;:::: O} un proceso de difusión regular y 
homogéneo con espacio de estados S = (l, r), l < r y con parámetros infini
tesimales µ(x) y u 2 (x), x E S. 

(a) Se denomina función escala a la función: 

S(x) = 1"' s(e) di;, 
zo 

xES, 

donde 

s(e) = exp ( - l
0

{ 2;:~~~ dTJ) 
Y Xo, eo E S son fijos y arbitrarios. 

{b) Se define la medida escala de un intervalo J = [c, d] e (l, r) como: 

S[J] = S[c,d] '= S(d):;S(c), 

donde S(x) es la función escala. 

Propiedades 1 
La medida escala satisface las siguientés. propiedades: 

(i) O < S[c, d] < oo para l < e < d < r, pues c~mos(e) > O para toda 
e E {l, r) Y (e, d]_C (l, r), entonces 0 < fcds(e) de< oo . 

(ii) S[c, d] = S[c, x] + S[x, d] para x tal que l < e < x < d < r, por lo 
que para d fija, S es monótona en c. Esto es porque como s(e) es una 
función monótona decreciente en e y s(c, d] = f1:d s(e) de, entonces para 
d fija y c2 < c1 se tiene que S(c2, d] > S(c1 , d]. 
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Observación 14. Sea x E [e, d] e (l, r), l < r. Se utilizará la notación 
dS(x) = s(x) dx. 

Definición 36. Sea X {Xt : t ;?: O} un proceso de difusión regular y 
homogéneo con espacio de estados S = (l, r); l < r, y parámetros infinitesi
males µ(x) y a 2 (x), x E S. Sea J = (e, d] e (l, r), l < r. Se define la medida 
velocidad inducida por la densidad velocidad m(x) = 1/[s(x)a2 (x)], como: 

M[J] = M(c, d] = ld m.(x) dx. 

Observación 15. La medida velocidad de un intervalo J =[e, d] C S satisface 
O< M[J] <ex> para l <e< d < r. Esto es porque como m(x) es positiva y· 
monótona creciente, y corno [e, d] e (l, r), entonces O < fcd m(x) dx < oo . 

Observación 16. Considérese x E (l, r), l < r. Se utilizará la notación 
dM(x) = m(x) dx. 

Definición 37. Sea X = {Xi : t ;?: O} un proceso de difusión regular con 
espacio de estados S = (l, r), l < r. Sean [a, b] C (l, r) un intervalo cerrado 
y S[a, b] la medida escala de (a, b]. Entonces se define: 

S(l, b] = lim S[a, b] ::; oo, l < a < b < r. 
a-ti 

Observación 17. S(l, b] = ex> para alguna b E S si y sólo si S(l, b] = oo para 
toda b E S. Esto se debe a lo siguiente: supóngase que S(l, b] = oo para 
alguna b E S. Tómese x ES tal que x E [b, r). Entonces, por la Propiedad 
l(ii) se tiene que: 

S(a, x] = S(a, b] + S[b, x] (2.4.1) 
Cuando a -t l el lado derecho de (2.4.1) tiende a infinito y, por tanto: 

S(l,x] = oo. 

Ahora, tómese x E [a, b]. Entonces, al igual que antes, se tiene que: 

S[a, b] = S[a, x] + S[x, b] (2.4.2) 

Cuando a -t l el lado izquierdo de (2.4.2) tiende a infinito, por lo que: 

s(z, x] = =. 
·-De esta forma, si S(l, b] = oo para alguna b. E S, se tiene que S(l, b] = oo 

para toda b E S. Y el recíproco de esta afirmación es"inrnediáto. · 
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Definición 38. Sea X = {Xt : t .2:'.: O}un 'proceso de difusión regular con 
espacio de estados S = (l, r), l.< r. Se define: · · 

"(') ~ ~[sr •. ií'.'*di ~~~1·~r~. ~¡.,,;iv f<. · •• 
·,·.·~ :<' .. o equivalentemente, , __ . . _ .;. ;- _ 

E(l) = j~ ~[~, ;J.dS(T/) = 'J,~1vI[T/, x]s(~) dT¡, 

donde Mes la medid~ ·v~locidad·y.S.la función es~~lá: ... 
Definición 39. Sea ·x = {Xt : t 2:'.: O} un proceso.de difusión regular con 
espacio de estados S = (l, r), l < r. Se define: · 

M(l,x] = lirnM[a,x], l <a <x < r 
, a.-+l 

,N(l) = ¡~ S[T/, x] dM(T/) = lx M(l,~] clB({) .. 

Observación 18. l. Si se considerara la frontera r ~n 'vez de l, los funcio
nales análogos para r serían, para l < x < b .. < r: . 

S[x, r) ~ Iim S[x, b] 
b-+r 

E(r) = Iim {
6 

S[{, b]m({)dS,;.: (.&. r;: 77]~(~) dT¡ 
b-+r J:i: . : -J~ ,,. , ·". . ·:· .. -·· 

M[x,r) = lirnM[x,b] . . ' 
. b-+r 

N(r) = 1r S[x,T¡]m(77) dT¡ = lrM[{,r)s({) d{. 

2. En adelante el desarrollo se hará para la frontera l, siendo análogo para 
la frontera r. 

2.4.1 Clasificación de fronteras 

Definición 40. Sea X = {Xt : t 2:'.: O} un proceso de difusión regular con 
espacio de estados S = (l, r), l < r. Se dice que la frontera l es atrayente si 
S(l, x] < oo, independientemente de la elección de x E S. 
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Observación 19. Si la frontera l es atrayente, no necesariamente pertenece al 
espacio de estados del proceso ni el tiempo esperado para que el proceso llegue 
a ella tiene que ser finito. Un ejemplo es el caso del movimiento Browniano 
con l = -oo , que es una frontera atrayente pero no pertenece al espacio de 
estados. 

Definición. 41. Sea X = {Xt : t ~ O} un proceso de difusión regular con 
espacio de estados S = (l, r), l < r. Se dice que la frontera les: 

• alcanzable si :E(l) < oo 

• inalcanzable si :E(l) = oo. 

Lema 2. La relación entre las funciones S(l, x], :E(l), M(l, x] y N(l) es la 
siguiente: 

{i) S(l, x] = oo implica :E(l) = oo 

{ii} :E(l) < oo implica S(l, x] < oo, es decir, sil es alcanzable entonces es 
atrayente. 

{iii} M(l, x] = oo implica N(l) = oo 

(iv} N(l) < oo implica M(l, x] < oo 

(v) :E(l) + N(l) = S(l, x]M(l, x]. 

Demostración. Ver [15]. o 
Observación 20. Para caracterizar totalmente un proceso de difusión, el com
portamiento de éste en cualquiera de las fronteras de su espacio de estados 
S = (l,r), l < r, debe ser especificado. 

Definición 42. Sea X = {Xt : t ~ O} un proceso de difusión regular con 
espacio de estados S = (l,r), l < r. Se dice que·l es una frontera regular 
si S(l, x] < 00 y M(l, x] < oo, X E s. Las condiciones son análogas si se 
considerar en vez de l. 

Observación 21. Un proceso de difusión regular puede entrar y salir de una 
frontera regular. 
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Definición 43. Sea X = '{Xt : t ;:::'.·O}.uri' proceso de difusión regular con 
espacio de estados S = (l, r); l <::: r;·~se Clfoe que l es una frontera de salida 
si :E(l) < oo pero M(l, xJ = oo, 'x E S,~\ Las .condiciones son análogas si se 
considerar en vez de l. {;·L· ...... : 

· .. '~ . 

Observaci6n 22. Si l es una front~ra de salida, una vez que el proceso alcanzó 
l no puede producirse trayectoria'hlguná del proceso desde l. 

' ~· ._;;: ;.-., 

Definición 44. Sea X = {X~'·: :{2:' O} un proceso de difusión regular con 
espacio de estados S = (l, r);;l <: r. Se dice que l es una frontera .natural 
{o de Feller) si :E{l) = oo y N(l) = oo. Las condiciones son análogas si se 
considera r en vez de l. Ver [15]. 

Observaci6n 23. Si l es una frontera natural (o de Feller), no puede ser 
alcanzada en un tiempo esperado finito, o bien, no es posible que X 0 = l, 
por lo que toda barrera natural es excluida de S. Ver [15]. 

Definición 45. Sea X = {Xt : t ;?:: O} un proceso de difusión regular con 
espacio de estados S = (l, r), l < r. Se dice que les una frontera de entrada 
si S(l, x] = oo a la vez que N(l) < oo, x E S. Las condiciones son análogas 
si se considera r en vez de l. 

Observaci6n 24. Si l es una frontera de entrada, no se puede llegar a ella 
desde el interior de S, pero es posible considerar que Xo =l. Ver [15]. 

2.4.2. Fronteras de entrada y la distribución 
estacionaria 

Teorema 11. Sea X = {Xt : t ;?:: O} un proceso de difusi6n regular con 
espacio de estados S = (l, r), l < r, con l y r ambas fronteras de entrada. La 
distribuci6n estacionaria del proceso X está dada por: 

1 
rr de , X ES 

u2(x)s(x) Jl u2(~)m(~) 
{2.4.3) 

Demostraci6n. Como se obtuvo en la Sección 2.3.1, una distribución estacio
naria del proceso X está dada por: 

.( 

.,P(x) = m(x)[c1S(x) + c2], 
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con 
xeS. 

Nótese que, por deflriiC:ión; la función escala S(x) es ~onótona sobre el espa
cio de estados S, x E S; y como l y r son fronteras de entrada, entonces: 

limS(x) = oo · 
x-+r · 

y 
lim S(x) = -oo. 
:r-+l .· < .: • • ._-::·, 

Esto se debe a que si S(l, x] = oo. Entonces; S(l, ~] =-oo pa~atodá x e (l, r). 
Además, como: · · 

S(l, x] = lim S[a, x] = lim[S(x) - S(a)], 
a-+l a-+l 

entonces para que S(l, x] = oo es necesario que lima->l S(a) = -oo. Análogamente, 

S[x, r) = limS[x, b] = lim[S(b) - S(x)], 
b-+r b-+r 

y para que S[x, r) = oo es necesario que limb->r S(b) = oo. De esta forina, 
para preservar 1/J(x) ;:::: O en S, es necesario que c1 =O. Y como por definición 
de distribución estacionaria se tiene que fs 1/J(x) dx = 1, se debe elegir c2 de 

modo que se satisfaga esta condición, por lo que c2 = (J,r m(e) c:Ie)-1
• Así, -

la única distribución estacionaria de X en este caso es: 

y el denominador es finito ya que l y r son fronteras de entrada. o 

2.5 Convergencia a una difusión 

Considérese la secuencia de procesos estocásticos en tiempo discreto X(N) = 
{XkN) : k = O, 1, 2, ... }, no necesariamente cadenas de Markov, indexada 
por N = 1, 2, ... y con espacio de estados S un intervalo cerrado acotado 
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contenido en lR. y adaptado 1 a una secuencia creciente {.:F~N) : k ;;::: O} de 
u-álgebras.'. Es usual tomar :J1N) = u(XfN): i $ k) . 

. Sea 6.XÁN) .= X~~~ - XÁN). Supóngase que 6.XÁN) satisface: 

, E[AX!,N) l .:Ff.N>J = hNµ(X!,N>) +e~:;:> {2.5.1) 

E [ (AX!,N>) 2 1 .:F!.N)] = hNu2 (Xf.N>) +e~:;:> (2.5.2) 

E [ (AXf.N>) 4 1 .:F!.N>] = e~:;:> , (2.5.3) 

donde hN > O y hN ~ O conforme N ~ oo, y los términos de error son 
suficientemente pequeños de modo que satisfacen para toda t ;::: O: 

. ~ E[lé~~>¡] ~ O 
L._, , N-+(X) 

n<[t/hN] 
para i = 1,2,3, 

donde [t/hN] denota el mayor entero menor O igual a' t/hN; 
' ' ... ';·;; · ... '~ . . " .. . .. . ~ 

Observación 25. Cuando los procesos {X,1N). : k = O, 1,2, .. ~} son cadenas 
de Markov, condicionar en (2.5.1), (2.5:2yy (2.5:3) resp;;-~to a :¡:f.N> equivale 
simplemente a condicionar sobre el''estado de X!.N) .. 

Defínase el proceso en tie~po criritiri~o 
(N) ..c.:< CN) .. 

Xt ,::-;_X[t/hN]' 
.. ~. ~··. . 

t ;;::: o . 

Ahora, si {X1N) : t ~O} com'of~nciones de t satisfacen: 

(1) para cada w En fijo son funciones continuas por la derecha con límite 
por la izquierda, 

(2) para todo conjunto de puntos O = t 0 ::; t 1 < t 2 < ... < tr las distribu-
ciones finito-dimensionales de { Xt~N), X1{'1), Xf:'), ... , Xt':')} convergen 
a las de { Xt0 , Xt., Xt., ... , Xt.} conforme N ~ oo (donde Xt., para 
i = O, 1, ... , r, es un proceso de difusión con coeficientes de deriva y 
varianza µ1(x) y ui(x), x E S, dados por (2.1.2) y (2.1.3), respectiva
mente), 
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entonces para N grande la secuencia de procesos X(N) · = {.Xi,N>. ; k = 
O, 1, 2, ... } puede aproximarse por la difusión X= {Xt : t 2: O} (ver Apéndice 
A). 

Sea y(N) = fl~(N) : t 2: O} una sucesión de cadenas de Markov en tiempo 
continuo, indexada por N = 1, 2, ... , y defínase el proceso .zCN) = {z1N) : 
t 2: O} por: 

z¡N> = a(N)[Y¡,~~~t - c(N)], 

donde c(N) es la constante que centra el proceso, a(N) es la constante que 
cambia la escala de los estados y b(N) la constante que cambia la escala de 
tiempo. De esta manera, una unidad de tiempo del proceso zjN> corresponde 
a un periodo de b(N) unidades de tiempo del proceso original Y,.(N). 

Se se eligen adecuadamente las constantes a(N), b(N) y c(N), y para toda 
t ;:::: O, zjN> como función de t satisface las condiciones (1) y (2) anteriores, 
se tiene que zCN) converge en distribución, conforme N -+ oo, a un pro
ceso de difusión Y = {Yí : t 2: O}. De este modo, propiedades de ciertos 
funcionales de las cadenas y(N) pueden obtenerse mediante el cálculo de los 
correspondientes funcionales del proceso Y. 
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Capítulo 3 

El modelo de -W-right-Fisher y 
el modelo de Moran 

En este capítulo se describirán dos modelos matemáticos para la evolución 
de poblaciones genéticas. En ambos modelos se supondrá que la población 
es haploide, es decir, cada gene (que en adelante se llamará "individuo") 
proviene de un único progenitor. Se observará un único locus 1 fijo que, por 
hipótesis, tendrá dos alelos posibles, tipo A 1 y tipo A 2 • Se permitirá muta
ción entre ambos tipos de alelos a ciertas tasas de mutación y se considerará 
que la población es neutral, es decir, el tipo alélico de un individuo de la 
población no influye en su capacidad de reproducción. Para ambos modelos 
se supondrá que la población mantendrá un tamaño constante, que se de
notará por N; y se tomará Xt (con t = O, 1, 2, ... ó t ;::: O) igual al número 
de individuos de alelo tipo A 1 en la población al tiempo t. A medida que el 
tiempo transcurre la evolución de la población será descrita por el proceso 
X= {Xt: t ET}, con T ={O, 1, ... } o T =[O, ex:>), según se trate del modelo 
de Wright-Fisher o del modelo de Moran,· respectivamente. En ambos casos, 
X será una cadena de Markov con espacio de estados S ={O, 1, 2, ... , N}. 

Se describirá primeramente en tiempo discreto el modelo de Wright
Fisher, posteriormente en tiempo continuo el modelo de Moran, y finalmente 
resultados de procesos de difusión para ambos modelos. 

Este capítulo se basa en [5], [6], [8], [12], [13], [15], [18] y [20]. 

1 i.e. la posición o localización de un gene en un cromosoma. 
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3.1 Modelo de Wright-Fisher 

3.1.1 Descripción del modelo 

El modelo de Wright-Fisher es un modelo de evolución en tiempo discreto. 
En él, cada evento de reproducción da origen a una nueva generación, y de 
este modo no hay intersección de generaciones. 

Demografía de la población 
Dada la generación presente, la siguiente generación se forma de la siguiente 
manera: se seleccionan, con reemplazo, N individuos de la generación pre
sente para reproducirse, y dicha selección se hace de forma independiente y 
uniforme. Así, Ja siguiente generación está formada por Jos descendientes de 
los individuos seleccionados. 

Gl 

G4 ...... 

• 
o 
X 

Gi 

............ 0_::.:: .. : ... r:·: .. : .... : 

Individuo elegido pam reproducirse 

Individuo no elegido para reproducirse 

Mutncion 

i-csima gcnerucion 

Figura: 3.1: Dinámica poblacional del modelo de Wright-Fisher 

Dinámica de mutación en la población 

• Un individuo con alelo tipo A 1 produce tin individuo con alelo tipo 
A2 con probabilidad /1 2:: O. En otro caso, produce un individuo de su 
mismo tipo con probabilidad 1 - ¡ 1 ;;:: O. ·. . 
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• Un individuo con alelo tipo A 2 produce un individuo con alelo tipo 
A 1 con probabilidad 1 2 ;:::: O. En otro caso, produce un individuo de su 
mismo tipo con probabilidad 1 - 'Y2 2::: O. 

Observación 26. La dinámica de mutación supone que la mutación del alelo 
tipo A 1 al alelo tipo A 2 ocurre con probabilidad 1i 2::: O; y del alelo tipo A 2 al 
alelo tipo A 1 , con probabilidad 12 2::: O. 

Supóngase que el estado actual de la cadena X es j ES, es decir, existen 
j individuos tipo A 1 en la población actual. Entonces, la probabilidad de 
que se produzca para la siguiente generación un descendiente tipo A 1 es: 

j N-j 
Pi= N (1 - 11) + --¡;¡-12. (3.1.1) 

Esto se debe a que existen dos posibilidades, mutuamente excluyentes, de que 
el descendiente producido sea de tipo A 1 • La primera consiste en seleccionar 
de la generación presente un individuo tipo A1 que produzca un descendiente 
no mutante, lo cual ocurre con probabilidad (j/N)(l - -y1 ); y la segunda 
consiste en elegir de la generación presente un individuo tipo A 2 que produzca 
un descendiente mutante, y esto ocurre con probabilidad [(N - j)/N]'Y2 • 

Haciendo un razonamiento análogo, la probabilidad de que se produzca para 
la siguiente generación un descendiente tipo A 2 es: 

(3.1.2) 

Si se considera como un evento exitoso a la producción de un individuo tipo 
A1 , entonces, por la evolución del modelo, dada la· generación presente, la 
asignación de tipos alélicos en la siguiente generación puede verse como la 
realización de N ensayos Bernoulli con probabilidad de éxito igual a Pi y de 
fracaso igual a qi. Entonces, la probabilidad de que haya k individuos tipo 
A1 en la generación n + 1, dado que en la generación n hay j, es: 

P{Xn+i = k 1 Xn = j} = (1:)Pikqf-k (3.1.3) 

Observación 27. Aunque se está considerando una población haploide, podría 
considerarse una población diploide 2 , en cuyo caso se tendrían 2N individuos 
y se tomaría M = 2N como el tamaño total de la población. 

2 i.e. cada individuo tiene dos progenitores. 
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Por lo anterior, si Xn es el número de individuos tipo A 1 en la n-ésima 
generación, n = O, 1, 2, ... , entonces {Xn : n = O, 1, ... } es una cadena de 
Markov discreta con espacio de estados S = {O, 1, ... , N} y probabilidades 
de transición dadas por la distribución binomial (3.1.3). 

3.2 Modelo de Moran 

3.2.1 Descripción del modelo 

Demografía de la población 
A cada unidad de tiempo un individuo es seleccionado, de manera uniforme 
e independiente, para producir un descendiente; y a la vez, un individuo es 
seleccionado, de manera uniforme e independiente, para morir. 

Observación 28. Nótese que por la descripción de la evolución demográfica 
es posible que el individuo elegido para morir sea el mismo que se elige para 
reproducirse, en cuyo caso dicho individuo sería reemplazado por su propio 
descendiente. 

Dinámica de mutación en la población 
La dinámica de mutación es la misma que la presentada en el modelo de 
Wright-Fisher. 

Observación 29. l. En este modelo, una generación equivale a N eventos 
de reproducción-muerte (aunque no necesariamente los N individuos 
de la población son reemplazados en este lapso. Ver, por ejemplo, [7]). 

2. Como la versión del modelo de Moran que se utiliza es en tiempo con
tinuo, las dinámicas de demografía y mutación ocurren tal como se 
describieron, pero los eventos de nacimiento y muerte de un indivi
duo suceden en intervalos de tiempo distribuidos exponencialmente con 
parámetro >., independientemente de los eventos pasados. Entonces, 
para t;;:: O: 

(a) Para cada individuo, independientemente de los otros individuos 
y de eventos pasados, existe una probabilidad >.h + o(h) de morir 
en el intervalo (t, t + h), h > O. 

(b) La probabilidad de más de una muerte en (t, t + h) es o(h), h >O, 
donde limh ... o ~ = O. 
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Supóngase que en la población actual existen j individuos tipo A 1 , es 
decir, Xt = j, j E S. Entonces: 

j/N P{elegir un individuo tipo A 1 para morir} 
P{elegir un individuo tipo A1 para reproducirse}, 

(N-j)/N P{elegir un individuo tipo A 2 para morir} 
P{elegir un individuo tipo A 2 para reproducirse}. 

De este modo, la probabilidad de reemplazar al individuo seleccionado 
para morir por un individuo tipo Á 1 , está dada por {3.1.1); y la probabilidad 
de reemplazarlo por un individuo tipo A2, está dada por (3.1.2). 

Observación 30. Por la demografía poblacional del modelo, y dado Xt = 
j, j E S, los únicos estados distintos de j que es posible visitar en la siguiente 
transición son j + 1, j - 1 E S. Entonces, por la Definición 21, X = {Xt 
t 2:: O} es un proceso de nacimiento y muerte. 

Sea h > O. Las tasas de nacimiento y muerte de X están dadas de la 
siguiente manera: si al tiempo presente la cadena X está en el estado j ES, 

·····················J···················r··················¡···················T···························· 
. . . 

·····················,················.···é~:-·······:·.·······.···:·.·.·····.············+········.····················· 1 .. 1 . . 
·····················~····················,···················· ················'.·6···························· . . . . . 

·····················rs:: ················:·¿._. .. : ......... , .....• ········:··~--................................. . . . 
' . . . 
' . . . 

• , ' 1 
' . ····················· .................... : ..................................................................... . 

..... -1=<1 

) ti 

'• 
.,) t2 

) t3 

... ,\ 

) •• 

O lndividuoqucmum::,---

• lndi~duo que se. repmd~' 

X Mulacioo 

Figura 3.2: Dinámica poblacional del. modelo de Moran 
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entonces hi p~()babilicliid de <irie'el pró:;c¡mc; salto sea al estado j + 1 es: 

(
N-j) 

P; i+l = -¡;¡- Pi , 

dado que el número de individuos tipo A 1 sólo puede aumentar una unidad 
si muere un individuo tipo A 2 (el cual se elige con probabilidad (N -j)/N) 
y nace un individuo tipo A 1 (lo cual ocurre con probabilidad P;). 
Por un razonamiento análogo se tiene que: 

d 
P;;-1 = Nq;. 

Entonces, dado que X permanece en el estado j E S una cantidad de tiempo 
distribuida exponencialmente con parámetro>., se tiene que v;, j E S, de la 
Definición 12 es tal que 

Vj = >., j Es. 
Por tanto, por las definiciones 17 y 22, las tasas de-nacimiento y muerte de 
la cadena X están dadas, respectivamente, . por: - - ., _ --· -

, cN-j) Aj = v3p33+1 = ). -¡¡¡- P;, j:::0,1, ... ,N 

µ3 = VjPjj-1 =). (!v-) q3, j = 0;1, ... ,N. 

De esta forma, por la Sección .1.4.1, las probabilidades ·de .. transiciÓn de X 
están dadas por: · _ / .. / ' 

~ii~;já-;!;j~g;i,;~- ~·;N-1 
sii;,,,.j21,j::.1,2, ... ,N 

si i~i,.i'=o,1, ... ,N 
en otro caso. · 

~ Observación 31. Si "Y1 = O = "Y2 y la cadena X se encuentra en el estado 
j ES al tiempo presente, entonces P; = j/N, q; = (N -j)/N, y los estados 
O y N son estados absorbentes, es decir, si Xa = O (X8 = N) para alguna 
s ;:::: O, entonces Xt = O (Xt = N) para toda t ;;::: s. De esta forma, la cadena 
X no es irreducible y, por tanto, no posee una única distribución estacio
naria. Pero es posible preguntarse, por ejemplo, por el tiempo de fijación 
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de la cadena a un tipo de alelo u otro; es decir, dado el estado inicial de la 
población, se pregunta sobre la cantidad de tiempo que transcurre hasta que 
todos los individuos son de tipo A 1 o todos son de tipo A 2 • Sin embargo, 
esta pregunta no es el interés de la presente tesis. 

En adelante se considerará solamente el caso -y1 > O y -y2 > O. 

3.2.2 Distribución límite 

Dado que para -y1 > O y -y2 > O la cadena X es un proceso de nacimiento 
y muerte irreducible con espacio de estados finito, y la cadena de saltos 
X"= {X! : n = O, 1, ... } asociada a X es recurrente positiva, entonces X 
tiene una única distribución estacionaria, que coincide con su distribución 
límite (por el Teorema 2). Entonces, la distribución límite de X existe y está 
dada por el siguiente teorema. 

Teorema 12. Si X = {Xt : t 2:: O} es la cadena de Markov que describe 
la evolución de una población genética de acuerdo al modelo de Moran, con 
dos tipos de alelos, A 1 y A 2 , probabilidad de mutación de A 1 a A 2 igual 
a -y1 > O y de A 2 a A 1 igual a -y2 > O, entonces su distribución límite 
P(k), k E S, S = {O, 1, ... , N}, está dada por: 

I'(N + 1) 
P(k) = r(k + l)I'(N - k + 1) 

r (Nh1+1») r (N<1-"Y2>) 1-71 -72 1-71 -72 

para todo k E S, y donde 

r(a) -·{<ª - 1)!: .• .···. si a es un entero positivo 
. •.. - . fo00 y°'-C 1 e-:~ dy . en otro. caso. 

Demostración. Pc;>r el Teor~ma 7 se tic,;ne que l~ distribución IÍmite de X está 
dada por: 

k, ·.· 1,2, .• .. ,N, 
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donde 

P(O) = .[1 + t (fi --?--) ]-1 

k=l i=O µ•+l 

dado que el espacio de.estados es finito y, por tanto: 

. E TI.-.. -· .< 00 -

. N .(k-1 ).. ) 

.·k=l · i=O·µa+l 

.. De la Sección_ 3.2.1 se Íien~piia z ~ O, 1,. ~., N que: ' , . ,·· ' ,, ' ' ,,., 

Entonces: 

y 

· ·e· N:_ i) .>.¡ = >. --.. Pi 
·. ·.·· N 

(·+1) µ¡+1 = >. i N qi+1 . 

P(k) = P(O) (fi >.i ). 
i=O µi+1· 

= P(o)(fi ~ - i Pi ) 
i=O .i + 1 qi+l .·. 

= P(O) • . NL . . PoP1 ~ • • Pk-1 
k! (N 7 k)! q1q2 · • • qk. 

= P(o)' ).· .. ·r(N + 1)·.. PoP1 .• ·Pk-1 
. · · T(k+ 1) r(N- k + 1) q1q2 • .. qk 

P(O) = · (1+¿:.-;, '(fi --?--) J-1 

. . .. · · k=l i=O µ¡+l 

1+ . . N! PoP1 ···Pk-1 
[ 

N • ·J-1 
~ (k!(N-k)! q1q2···q1c} . 
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de la cadena a un tipo de alelo u otro; es decir, dado el estado inicial de la 
población, se pregunta sobre la cantidad de tiempo que transcurre hasta que 
todos los individuos son de tipo A 1 o todos son de tipo A2 . Sin embargo, 
esta pregunta no es el interés de la presente tesis. 

En adelante se considerará solamente el caso -y1 > O y /2 > O. 

3.2.2 Distribución límite 

Dado que para 1 1 > O y 1 2 > O la cadena X es un proceso de nacimiento 
y muerte irreducible con espacio de estados finito, y la cadena de saltos 
X" = {X~ : n =O, 1, ... } asociada a X es recurrente positiva, entonces X 
tiene una única distribución estacionaria, que coincide con su distribución 
límite (por el Teorema 2). Entonces, la distribución límite de X existe y está 
dada por el siguiente teorema. 

Teorema 12. Si X = {Xt : t ?: O} es la cadena de Markov que describe 
la evolución de una población genética de acuerdo al modelo de Moran,. c;on 
dos tipos de alelos, A 1 y A 2 , probabilidad de mutación de A 1 a A; igu~l 
a 1 1 > O y de A 2 a A 1 igual a 1 2 > O, entonces su distribución límite 
P(k), k E S, S = {O, 1, ... , N}, está dada por: 

r(N+ 1) r (N(•n+72)) r (N{l-72)) 
l-71-72 1-71 --y2 

P(k) = =r..,.,( k:-+-1"'="')r=(""'N-=----k:-.-+-l.,.) ( N ) ( N ) 

para todo k E S, y donde 

{
(a - 1)! ra - ... • . ( ) - r00 . o.,-1 -y. d .. Jo_ Y.·. e . . Y 

r 1-,.1 -,.72 r 1-7.7
1 
7• 

r ( N7• + k) r ( N(1-7» _ k) 
l--y1-72 l-71-72 

si a es un entero positivo 

en otro caso. 

Demostración .. Po~ el Teorema 7 sé tiene qu~ la" distribución límite de X está 
dada por: 

k=l,2> ... ,N, 
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A continuación se demostrará por inducción que: 

r (1-~?~72 + k) (1-'jy- 12)k 
PoP1 · • "Pk-1 = ( N ) 

r 1-7?~7• 
I' (N(l-72)) · k 

1-71"""72 (1 - jy- .,2) 
q1q2 •. •qk = I' (N(l-72) - k) 

1-71-72 

para toda k = 1,2, '. .. ,N. 

• Prueba de (3.2.1) 
Por la Proposición 7 del Apéndice B se tiene que: 

I' ( N72 +k) k-1 
1-71-72 =.rr. (N/2 + s(l - 11 - 12)) 

I' ( N72 ) _ ·. 1 - /1 - .. [2 1-71-72 _s-O. , . .· · 
. ' " 

para toda k = 1, 2, ..... Entonces~: para k::;l se.tiene lo siguiente: 
Por la ecuación (3.1.1), Po = 'Y2· Por la ecuación (3.2.1), 

= r ( l-~?272 + 1) ( 1 --- ,.,, ~.:,:;)· '.; 
Po r ( Nn ) .N. ·<. ·.··. 

1 71 72 ' ··,' .. · , .. 

= N12 (1 -'jy- 'Y2) :::::: ,; 
1 - 'Yl - [2 

(por (3.2.3)) 
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(3.2.1) 

(3.2.2) 

(3.2.3) 

por lo que el resultado es válido para k = 1: Supóngase que lo es para k :5 r, 
y se demostrará que vale para r + l.; 
Por hipótesis de inducción: . :. ·· · .. ·. 

. .. ~ r (,~;'!.,, +r) e---;i,'-''ti)· 
PoP1 Pr-1 r-~ (i~í'2'Y2/·r:-\•':,c·~t'~L .··· .. ·~ 

= !1 ( N!2 ;~(~t~ 'Y~~~ 12)) (1 - 'jy- /2) r (por (3.2.3)) 

=. tr (N12 ~s(1J:Y1:__ ,Y2),)· 
. a=O . ,· ··• , 
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.· .. _ . . 

_ r ·(l.' .. · ·) (N - r) _ N72 + r(l - 7 1 .,-12)' 
Pr - N ·~ -y1 + ---¡¡- 'Y2 - 'N ·. · 

Entonces: 

. . . ·_ rrr-l ··(N72 + s{l - 71 - 12)) .·e· ·N . .Y2 + r( .. lN.:'... 71 - 72)) 
Po Pr-1Pr - · N , · 

s=O . . . 

= t! ( N72 + s(~- 71 - 72)) 

= IÍ: (N12 + s(l - 71 - 72)) 
s=O 1 - 71 - 72 

·c1'~~1·~ 'Y2)r+1 
···' N • ;, ;-. ,, 

= r ( 1_~7~72 + (r + 1)) 
r ( 1-~?~7• ) (

1- 71 ~72)~+l 
N .. (por (3.2.3)) 

•·Prueba de (3.2.2) 
Por la Proposición 7 del Apéndice B se tiene que: 

r (N(l-72)) A: . 
1-71-72 = IT (N(l - 12) - s(l - 71 - 12)) 

I' (N(l-72) _ k) _ 1 - 71 - 72. . 1-71-72 s-l 
(3.2.4) 

para toda k = 1, 2, .... Entonces, para k = .1 se.tiene lo siguiente: 
Por la ecuación (3.1.2), 

1 (N - 1). . ·. N(l - 12) - (1- 71 - 12) 
q1 = N 71 + ~ (1 - 'Y~) = . . . . N · 

Por la ecuación (3.2.2); 

r ( N(l-72) _ 1) 
1-71-72 

( 
1 - 11 - 72.) .~·· .ivc1 _::: i2) .:::. (i''- 11 ....: 12) ( 1 - 7fv - 12) 

N . 1.-71-72 

N(l - 72) -(1.,-.,Y1 :_.,;2) 
= ·N··.. =q1, 
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donde (1) es por la igualdad (3.2.4). Por tanto, el resultado es válido para · 
k = l.. Supóngase que lo es para k::; r, y se.demostrará que ·vale. parar+ l. 
Por hipótesis de inducción: . . 

(
l-7N1-"Y.2)r (por (3.2.4)) 

Entonces, 

Quedan así demostradas (3.2.1) y (3.2.2). Y dr~ste modo se sigue que: 

r(N+1) r(~+k) r(~ -k) 
P(k) = P(O) r(k + l)r(N - k + 1) r Ci-~?-')'2) r ( ~J~;:._~D 



54 El modelo de Wright-Fisher y el modelo de Moran 

Para hallar una expresión para P(O) considérese lo siguiente: 

Lema 3. Sean x, y E R y M E N. Sean u; = x + jy, j = O, ... , N - 1, y 
v; = 1 - x -jy, j = 1, ... ,N. Se define: 

SN(x,y) = V1V2 · · ·vN+(~)uov2 · · ·vN+ (1;)uou1v3 · · ·VN+· · ·+uou1 · · ·UN-1· 

Entonces: 

N 

SN(x,y) = (1 -y)(l - 2y) · · · (1-Ny) = JICl - ky). 
k=l 

Demostraci6n. Ver [18]. o 
Si se toma x = 'Y2 ·.y· y= (1.-:---r1 -. -y2 )/N, entonces: 

. < ; ·. . (1 - 'Yl - 'Y2) 
Vi = 1 - X - iy = (1 '.""" 'Y2L- z ' . , ·· ..... >. N 

i = 1, ... ,N 

U·= X+ iy =.., +.; (l-°''Y1~."Y2) 
, ,2 • N . , i = O, ... ,N-I.. 

Y por las ecuaciones {3.1.1) y {3.L2)se tiene que: 

Observando que: 

Vi= q¡, 

Ui =pi, 

(
1 ~ N! PoP1 • • ·Pr-~) 

+ 'f;;:, r!(N - r!) Q1Q2 · · · Qr 

,:.... ~. - ~ -
i::::il,.~.,N 

.i::::iO, ... ,N-1 

- q¡. ~- QN ( Q1 ... QN + ( ~)PoQ2 ... QN + (-;)PoP1Q3 ... qN 

+ (1:)PoP1P2Q4 • · ·qN + · · · + PoP1 ·· "PN-1), 

por el Lema 3, la ecuación {3.2.5) es igual a: 

(3.2.5) 
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Ahora, por la Proposición 8 del Apéndice B se. ti.ene: , 

( 
-.. N ) N ÍI (i _; k (1 ~ 'Yl - 'Y~))_ 

1 - 11 - 72 k=l N 
·' ' .· ' ; 

( 
N ' ')N. -n·N .. ·e· (L-_ ..• )- k(l i 'Yl- - ~2)) 

1 - 'Yl ....; ")'2 - - 'k=l -. -.' "Y2 - - IY:· -._ . · .. -

y entonces(3.2.5) es.igual a: 

Por tanto, 

y el resultado sigue. 

r ( N ) r ( · N-n ) l-·y,-72 - 1-71-72 
r (NC=r1+-Y») r (N<1-"Y2>) 1-71-72 l--y1-72 

r (N<7•+7•>) r (N<1-72>) 
P(O) = -~· ,_1_-_7_•_-_7_•+---+-1_-_-Y_•_-_"Y2-7-

r ( 1-.::-72) r ( l-~7.:72) 

3.3 Aproximación por difusión 
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o 

Otra forma de estudiar la evolución de una población de acuerdo a cualquie
ra de los dos modelos presentados anteriormente, es utilizando procesos de 
difusión en lugar de cadenas de Markov. 
Como pudo observarse en la Sección 3.2.2, obtener la distribución límite del 
proceso que describe la composición de la población que evoluciona de acuer
do al modelo de Moran, resulta muy elaborado y se complica aún más si la 
población evoluciona de acuerdo al modelo de Wright-Fisher. Si se utiliza 
un proceso de difusión para aproximar al proceso que describe la composi
ción de la población conforme ésta evoluciona, la expresión de la distribución 
límite tiene una forma más sencilla. De esta manera, si se desea muestrear 
valores a partir de la distribución límite, es más conveniente usar la versión 
del modelo que utiliza un proceso de difusión. Sin embargo, la forma de las 
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probabilidades de transición del proceso de Markov que describe la evoluCión · 
de la población, no facilita el cálculo de los parámetros infinitesimales del 
proceso de difusión. 

Por otro lado, obsérvese que si en el modelo de Moran se normaliza el 
tiempo en N2 eventos de nacimiento y muerte, y si en el modelo de Wright
Fisher se acelera el tiempo en N unidades, se obtiene el mismo proceso de 
difusión (con la normalización apropiada del espacio de estados; ver (7]). 

En esta sección se obtendrán un proceso de difusión que aproxima el pro
ceso que describe la composición de la población cuando ésta evoluciona de 
acuerdo al modelo de Wright-Fisher, así como su correspondiente distribución 
estacionaria. Para el modelo de Moran se obtendrá igualmente un proceso de 
difusión, que resultará el mismo obtenido para el modelo de Wright-Fisher 
bajo la elección adecuada de ciertos parámetros. 

Los resultados de esta sección pueden hallarse en Feller(1951), Karlin y 
Taylor(1981) y Rodrigues(2001). 

3.3.1 Difusión para el modelo de Wright-Fisher 

Considérese el modelo de Wright-Fisher y sea Xn el número de individuos 
tipo A1 en la n-ésima generación, n =O, 1, 2, ... Sean 7 1 , 7 2 >O tales que un 
individuo tipo A 1 muta a uno tipo A 2 con probabilidad 7i. y un individuo 
tipo A2 muta a uno tipo A 1 con probabilidad 7 2 • Sean a, /3 > O constantes 
fijas tales que 71 = a/N y 72 = /3/N (por lo que la intensidad de mutación 
del tipo A1 al tipo A2 en la población es N71 = a, y del tipo A 2 al tipo A 1 es 
N72 = /3). 

Considérese el proceso y(N) = {Yt(N) : t ~O} asociado a X= {Xn: n = 
O, 1, ... }, dado por: 

y:t(N) = X[Nt) 
N' t ~o, 

donde (Nt] denota el mayor entero menor o igual a Nt. 
El proceso yCN) es un proceso en tiempo continuo que representa la propor
ción o frecuencia de individuos tipo A 1 en la población al tiempo (Nt] para 
el proceso X. 
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Observación 32. (a) Una unidad t = 1 del proceso yCN) corresponde a un 
lapso de N generaciones del proceso X. · 

(b) -y1 = a/ N y -y2 = f3 / N son las probabilidades de mutación por individuo 
para el proceso X. 

Teorema 13. Los parámetros infinitesimales de la difusión Y= {Yi: t ~O}, 
que es el límite de y(N) cuando N-+ oo, están dados por: 

donde x E (O, 1]. 

µ(x) =-ax+ (1 - x)/3 
u 2 (x) = x(l ,..- x), 

Demostración. Tómes.e h .,;,·1/N: .Eiii~n~~s el incremento del proceso y(N) = 
{Yi(N) : t ~-O} está dado por: ···· .. · · ·. · · 

..o,.y;CN). __:_ yCN) _ y;CN) _ X¡iVtJ+l - X¡Nt] 
(t,h) - t+-Jv t - N 

Supóngase que Yi(N) = -j¡, i E S. Entonces, por la dinámica del proceso X 
y por la definición de yCN>, dado que Yi(N) = -j¡, N~':l tiene distribución 
binomial con parámetros N y p¡. De este modo, · w 

E [..o.y;<N> 1 y;(N) = .:!:....] 
(t,h) t N = E [y<N} - Yi(N) 1 Yi(N) = 2-J 

t+;v . N 

~ E [y<N} 1 y;(N) = .:!:....] . - E [y;(N) 1 y;(N) = .:!:....] 
t+;v t. N t t N 

~ ...!:._ E [NyCN} 1 'Yt(N) = ..:!:.._] - ..:!:.._ 
N · t+;v N N 

_ .1 N i (2) ( i (l : ) " ( N -. i) · ) i 
- N p¡ - N = N. ~ 'Yi +. . N 'Y2 - N 

=--y¡ :V+ ( 1 -~ :V)'Y2 . . 

~ ...!:._ (-a.:!:_ + (1 - .:!:....) /3) 
N N .N 
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(1) por. propiedades de la esperanza de una :Variable aleatoria. 
. -: - ~ 

{2) por definición de p¡, dada por. {3.Ll). 

(3) pues -y1 = a/N y 'Y2 == {3/N. 

Supóngase que i/N ·-~/";; conf~rlll.~ N--:-+ oo: Entonces s~ tiene que: 

l . 1 E[ AY.. crJ) -·,-Y.· e/\/> / ·]. • -. lº -· N··E·[·.-~Y.· CN> 1 y:CN> 1 
h1!ft, h '-". (t,h) ···.- t = :Z: =i:ÍV~ -· '-" (t,h) t = X 

.·-:....'-ax+ {1 ~ x)f3, 

y la convergencia es u~iro;fu~·~~l"~ ó :5 ~- ~ 1 ( v~r [15]) .. 

Usando nuevament~ fórmulas para la distribución binomial, se obtiene: 
:··,.·· .. " 

E [cay:CN>>2 1 y:CN>:: :.!_.] ,,;,E·[cycN> _ y:cN>>2 1 y:CN> = :.!_] 
(t,h) t · N - · t+i; · t t N 

= E [<y(N) )2 _ 2yCN) y;C/Vl + {Y.(N) )2 1 y:(N) = ;.!_] 
t+f;¡ , t+f;¡ _. t . · t _ t N _ 

~ E [<y(N) )2 1 y:CN) = ;.!_] - 2E [Y. (N) y;(N) 1 y:(N) = ;.!_] 
t+i; t N t+f;¡ t .t N 

+E [<Ye(N))2 1 Yi(N) "'.' ~]_ . -

- ~_!_E [(NY(N)).21 y;CN{~ i-].- 2;.!_E[yCJlf) .. ·¡ y:CN) = ;.!__] + (:.!_)2 N2 t+i; __ t·:···-N· .- N -- t+•-- t ·N - N 
::.':; :. /• :•: - -- .· .- : - .:·N . - -

(2) 1 ---- .. --- -- - 2i : i 2 
= -(Np¡{l - p¡) + N2p~) - -(Np·) +;-·-1j_2 :· , : 1 ·-- : N2 - ' -_ : N2 

= N 2 (Np¡{l ..... _Pi) + N 2pr- 2Nip\+ i 2
) 

= ~p¡(l - p¡) +P~ - 2:vp¡ + (~) 
2 

-. 

= ~p¡{l -p¡) +(Pi - :V) 2 

- - -
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• O(') 
donde hmN-+oo ~=O. 

N 

(1) propiedades de la esperanza de una variable aleatoria. 

(2) para toda variable aleatoria Z se satisface Var[Z] = E[Z2 ] - E 2 [Z], o 
bien, E[Z2

] = Var[Z]+E2 [Z]. Como NY/:i tiene distribución binomial 

con parámetros N y p;, entonces E[NYt(+Nl J = Npi y Var [NY(Nl J = 
N t+N 

Np;(l - p;), por lo que E[(N~~i)2] = Np;(l - Pi)+ (Npi) 2 • 

(3) Pi está dada por la ecuación (3.1.1), y 1 - Pi = qi está dada por la 
ecuación (3.1.2). 

(4) pues ¡ 1 = a/N y /2 = f:J/N. 
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Entonces, 

lim _!.E[ (.ó.~CN')2 1 v,.CN) = x] = liIIl lV~[ (Áy;(N))2 I J,;c.V> = x] = x(l~x), 
h->0 h · (t,h) ·• . • . _ . . . N->oo · . . . (t,h~ :: .. · . . . 

ya que i/N -'--> X conforme N ~ OO. y la converg~ncla es uniforme para 
0 $X$ 1 (','~r (15]) .. 

Por otro lado, fambié~ se satisface: 

lim _!.E[ (.ó.Y:(N))4 1 Y.(N) = x] =O 
h->0 h (t,h) t 

. (ver [15]). Lo anterior sugiere fuertemente que el proceso v,_CN) converge 
conforme N ~ oo a un proceso de difusión Y= {Yi : t;::: O} cuyo espacio.de 
estados es S = [O, 1], y cuyos parámetros infinitesimales son: 

(ver [15] y [20]). 

µ(x) = -ax+ (1 - x)/3 
u 2 (x) = x(l - x), 

Distribución estacionaria 

x E (0, 1) 

D 

A continuación se obtendrá la distribución estacionaria del proceso de difu
sión Y= {Yt : t ;::: O}, con base en el análisis de los puntos fronterá O y 1 del 
espacio de estados de y. . 

Dado que para Y= {Yt: t 2:: O} se tiene queµ(x) = -~x + (1- x)f:J y 
u 2 (x) = x(l - x), x E [O, 1], entonces por definición (Sección 2.4) se obtiene 
lo siguiente: · 

s(x) = exp .. (:77". ·¡·· .-.. "' 2µ(t;) .de) 
. . .··.· . . o-2(t;) 

= exÍ> ( .. ~_ · ¡· . "' 2{3(1 - t;) - 2at; dt;) · 
·. . - t;(l - t;) . • 

- -e- J"' dt; J"' dt; ) = exp -2f:J . T + 2a 1 _ e 
= exp (-2f:Jlogx - 2alog(l - x)) 
= exp (log[x-2 P(1 - x)-20]) 

= x-2.B(1 - x)-20 (3.3.2) 
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y 
1 2f3(1· )2ª 

m(x) - = x --:- x = x2f3-,-1(1 - x)2a-1 
- a2(x)s(x) x(l - x) 

De esta forma, 

S(x) = 1"' s(t;) di;= 1"' f;2P(l~ /;)~ª a E [O, 1), a< x 
. di; 

dS(t;) = s(t;) dt; = 1;2.B(l - t;)2ª 

M[a, xJ = /.."' m(u) du = 1"' u 2.B-1(1 - u)2ª-:1 du. 
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(3.3.3) 

{3.3.4) 

{3 .. 3.5) 

' {3'.3.6) 

A continuación se describirá el comportamiento para la frontera O,, siendo 
análogo para la frontera L · 

Tómense x E {O, 1) y t; E {O, x). Por la ecuación (3.3.4) se tiene: 

S(O, x]= lim S[a, xJ = lim[S(x) - S(a)J 
a-+0 a-+0 

r 1"' dt; = a1!fli a [;2f3 {1 - t;)2ct 

("' di; 
~lo t;2.B(1 - /;)2ª 

{3.3.7) 

Si 2/3 ;:::: 1 y 2a 2::: 1,. la ecuación (3.3. 7) es infinita, es decir, S(O, xJ = oo. 

Por la ecuación (3.3.6) se tiene: 

. 1\II(O, /;) = lim M[a, t;J 
a-+0 

= lim {t; u 2f3- 1(1 - u)2ª-1 du 
a-+0 Ía 

= lt; u2.B-1(1 - u)2a-1 du {3.3.8) 

Si 2/3 -1 2::: O y .2a - 1 2::: O, o bien, si 2/3 2:: 1 ·y ·2a ~ 1, la ecuación {3.3:8) 
es finita. · 
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Por (3.3.8) y (3.3.5) se tiene: 

N(O) = l"' M(.o, e] dS(e) 

= l"' (fo~.u2f1-l(l - u)2o-1 du) e2f1(1~ e)2ª {3.3.9) 

Si {3 > O, la ecuación (3.3.9) es finita, es decir, N(O) < oo, y es infinita si 
/3 =o.· 

Por. lo anterior, si 2/3 ;::: 1 y 2a ;::: 1 se tiene que S(O, x] = oo y N(O) < 
oo, x E (O, 1). Y de manera análoga se obtiene que S[x, 1) = oo y N(l) < 
oo, x E (O, 1). Por tanto, si 2(3 ;::: 1 y 2a;::: 1, las fronteras O y 1 del espacio 
de estados de Y son fronteras de entrada; y por la Sección 2.4.2 se tiene que 
la única distribución estacionaria de Y está dada por: 

m(y) 
t/J(y) = f

0
1 m(u) du 

(1 _ y)2a-ly2/3-l 
= 1 fo u2.B-1(1 - u)2o-1 du 
_ (1 _ y)2o-ly2f1-1 

- r(2a) r(2{3)/r(2a + 2(3) 

= r(2a + 2(3) (1 - )20-l 2/1-1 
r(2a) r(2f3) Y Y ' y E [O, 1], (3.3.10) 

que es la densidad Beta(2a, 2(3), a partir de la.cual. es sencillo muestrear va
lores. 

Obsérvese que si 2a < 1 y 2/3 < 1, la distribución estacionaria del proceso 
Y= {yt: t 2: O}, dada por: 

t/J(y) = c1 (Lll {l _ ~º .:z;2f1) {1-y)2o-ly2f1-1 +c2(l-y)2o-ly2f1-1 (3 .3 _ll) 

(ver Sección 2.3.1), constituye una familia biparamétrica de distribuciones 
estacionarias, y para obtener una en particular (si existe) se requiere mayor 
información sobre el proceso.real (ver, por ejemplo, [15]). 
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3.3.2 Difusión para el modelo de Moran 

Considérese el modelo de Moran y sea Xt el número de individuos de tipo 
A 1 al tiempo t, t :;::: O. Sean /¡, 12 2: O las probabilidades de mutación 
de un individuo tipo A 1 a uno tipo A 2 , y de un individuo tipo A 2 a 
uno tipo A 1 , respectivamente. Y sean a,./3 > O constantes fijas tales que 
"Yi = a/N, "Y2 = /3/N. Considérese el proceso zCNJ = {Zf l : t 2:: O}, 
asociado al proceso de nacimiento y muerte X= {Xt : t:;::: O}, dado por: 

Zt(N) = Xt 
N' 

t 2: o. 

El proceso zCNJ representa la proporción de individuos tipo A 1 en la pobla-
ción al tiempo t, t 2: O, para el proceso X. · 

Teorema 14. Los parámetros infinitesimales de la difusión Z = {Zt: t:;::: O}, 
que es el límite de zCNJ cuando N -+ oo, están dados por: · 

donde x E [O, l]. 

µ(x) = -ax+ (1 - x)/3 
a 2 (x) = x(I - x) , 

Demostración. Tómese h = I/N y >. 
proceso zCN) = {ziN) : t:;::: O} como: 

N 2 • Se define el incremento del 

(N) (N) (N) 
.ó..Z(t,h) = Zt+h - Pt . 

Supóngase que ziNl = i/N, i E S. Entonces: 

E [t:!..zCNJ 1 zCN> = .!_] = E [z. CNJ - zC·l'I··.>. -, z_ <N···_ > = .!_] _ (t,h) t N t+h t;•:c . t. ·-· N 

- E [ Xt+h Xt 1 Xt .....: i -] . fu.-. LE_·.ri<_·-_ : ·x· : .·, X . '.. ·1 - --¡;¡-: - N N -.- N -:;- 'N . _ .. t+h - t t = z 
1 . .: .: -.:. -.... ' --· 

= N [P{Xt+h - Xt = 1 1 ~t == i}~ P{Xt+h :-Xt = -:1 1 Xt = i} l 
1 ·.. ., ,' - .. ; ' 

= N [P{Xt+h = i + 1 1 Xt .::..: i} -: P{Xt+h = i.,... I I Xt = i} l 



(1) por propiedades de la esperanza de una variable aleatoria. 

(2) por la Sección 3.2.1. 

(3) pues -y1 = a/N y -y2 = {3/N; 

Por tanto, si i/N-+ x conforme N,-+_oo; x e [O, 1], se tiehe: 

l . 1 E[ AzCN> 1 zCN> · ] - •····1··~ · - -N-E[.;AzC~>¡---z· -'~N), ---· ··] ( )f3 h1.!fli h .<....>. (t,h) t =:= x . = N~ _. .u. .(t,h) t =_x =-ax+ 1:-x . 

Ahora, 

E [cL:!i..zCN) )2 1 zC_N_ ) = ..!.._] =E [cz ___ ,_N> -_ z •.. (N_))2 1 z __ CN) = ..!.. __ ] (t,h) .. t . N - __ .·: t+h .. . t • . t N 
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= E [ ~2 (Xt+h - X1)2 1 Xt = i] 

(1) 1 . [ )2 1 . ] = N 2 E (Xt+h - Xt X 1 = -i 

= ~2 [(1) 2 P{Xt+h -Xt = 1 I Xt = i}+ (~1)2P{Xt+h - Xt = :-11 Xt = i}) 

= ~2 [P{X1+11=i+1 I Xt = i}+P{Xi+11 = i -1 I Xt = i}] 

~.· ~2 [ >.h ((N; i)P~'..+~q¡)+o(h)J . . . 

~ ~. r;~~~~:«~~~([,~~~;,~(i)]'í ~·· 
= ~2 (~~ cicN·i: i){:L-'- 71) + (l\/._i)2~2~ i 2/1 + i(N ~ i)(1- -r2)) + o(h) J 
= ~2 [~~ {i(N - i) - i(N - ih1 + N2-ri:-2)Vi7~+ i2-r2 + i 2-y1+i(N - i) . 

. -i(N - i)'Y2) + o(h)] . . 

= ~2 · [>.h.(2 ~ ( N; i) - ~ .( N ;;i)('Y1+ 1'2) + 1'2 - 2 J,-r2 

+ (~) 
2

C'Y1+1'2)) + .o(h)] 

caJ . N
2 

[· i. (N - i\ ~:•(Ne_ i)···(·· ·~.··· . /3)·· f3 i f3 
N 2{2N) 

2 
N -¡;¡-)S·N:• .;:N;-:• ; N' + N .+ N - 2 N N 

+(:V )\(;·~}!.)J'.,3~~·ºch> 
_ 1 [ i ·e.·.· i \.J}.-.;,]..:['.·~·-; .. :~,.·c·· :M'J i~ ··e"·~<· . /3 )····. {3 

-N N-, l -_N) ~t2N -:Z,~- "~l'f 'J }~·¿-N. +N 

·~ 2~! + (~) '(; + !)] + ~2 o(h) 
. ' '. . .. 

(1) por propiedades de la esperanza de una variable aleatOria; 



Capítulo 4 

El proceso n-coalescente de 
Kingman y el proceso de líneas 
de descendencia 

En este capítulo se describirá primeramente el proceso n-coalescente de King
man para una población haploide en la que no se considera dinámica de mu
tación. Dicho proceso describe para una muestra de tamaño n extraída de la 
población, las relaciones familiares entre sus individuos buscando el ancestro 
común a ellos. 

Posteriormente se describirá el proceso de líneas de descendencia para 
una población haploide con dinámica de mutación tal que cada mutación 
que ocurre es a un tipo alélico nuevo en la población. Tomando una muestra 
de la población, este proceso agrupa a los individuos de la muestra en dos 
tipos de clases de equivalencia, según provengan de ancestros mutantes o de 
ancestros no mutantes. Se observará que el proceso n-coalescente de King
man es un caso particular del proceso de líneas de descendencia cuando no 
se considera dinámica de mutación en la población. 

Y dada la simplicidad del modelo de Moran y la correspondencia que exis
te entre éste y el modelo de Wright-Fisher (según los resultados del Capítulo 
3), se describirán ambos procesos exclusivamente para el modelo de Moran, 
siendo los resultados igualmente válidos para el modelo de Wright-Fisher. 
considerando el cambio adecuado en la escala de tiempo. 
Este capítulo se basa en los artículos [7), [16], [17] y [25], así_ como en [20]. 
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4.1 

El proceso n-coalescente de Kingman 
y el proceso de líneas de descendencia 

El proceso n-coalescente de Kingman 

Considérese una población genética haploide de tamaño N grande, en la que 
existe una relación de parentezco entre los individuos. Se tomará de ella una 
muestra sin reemplazo de tamaño n, y se rastreará hacia atrás en el tiempo 
la relación de parentezco (es decir, los ancestros) de los individuos de esta 
muestra. En ese rastreo existirá un tiempo en que dos de los individuos en 
la muestra tendrán un ancestro común. Se dice entonces que sus líneas an
cestrales han coalescido en este ancestro. Avanzando más atrás en el tiempo 
ocurrirá una segunda coalescencia, y así sucesivamente hasta que todos los 
ancestros coalezcan en un solo individuo, que será el ancestro común más 
reciente de todos los individuos en la muestra. 

En adelante se considerará que la población evoluciona de acuedo al modelo 
de Moran. 

Definición 46. El n-coalescente de Kingman es. un proceso que describe 
las relaciones familiares entre individuos de una muestra sin reemplazo de 
tamaño n, retirada de una población haploide de tamaño N. 

Definición 47. Sea t 0 > O un tiempo fijo no aleatorio hasta el cual se deja 
evolucionar a la población. Tómese en t 0 una muestra sin reemplazo de ta
maño n de la población. Sea t > O. Considérese la relación de equivalencia 
entre individuos de la muestra, definida de la siguiente manera: dos indi
viduos están en la misma clase de equivalencia al tiempo t si comparten el 
mismo ancestro al tiempo t 0 - t. 
Sea En el conjunto finito de las relaciones de equivalencia en {1, 2, ... , n}. 
De este modo, si R E En, entonces IRI corresponde al número de clases de 
equivalencia en R. Obsérvese que En contiene dos relaciones de equivalencia 
particulares, la más refinada y la menos refinada, a saber: 

~ = {(1), (2), ... , (n)} 

e = {(1, 2, ... 'n)} ' 

es decir, ~ es la clase de equivalencia donde cada individuo está relacionado 
únicamente consigo mismo, y e es la clase de equivalencia donde todos los 
individuos están relacionados entre sí. 

Observación 34. (a) Sean{, TJ E En. Se dice que {-< T/ si T/ puede obtenerse 
combinando dos de las clases de equivalencia de{. 
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(b) Si {-< r¡, entonces l{I = ITJI +l. 

Definición 48. Una cadena de Markov en tiempo continuo R = {Rt : t ~ O} 
con espacio de estados én es llamada un n-coalescente si: 

(i) Ro = .ó. = {(i) : i = 1, 2, ... , n} 

(ii) tiene tasa de transición 

1 . . . 
q1;,, = l~ /i.f':{Rt+J& = 11,I Rt ~ {} 

dada para{, T/ E. én, { =/:- 71, de Ja, siguiente forma: 

si { ~ T¡ 
en otroc~o. 

Definición 49. Se define a Rt como el c"anjunto de las clases de equivalencia 
al tiempo t, es decir, las clases de equivalencia presentes al tiempo to -t, o::; 
t ::;:; t 0 , donde R.o = .ó., es decir, en Ro' ciada. invidivuo es su propio ancestro 
al tiempo to. . . . . · · 

I0-1 

10 

Ejemplo 3. 
··············!··································"·O············~······'······ . . . . . . . . . . 

: : . . . . . . . . 
··············~···········-b············ ············~--~---······· . . . . . . 

: 1 1 

··············•············ ....................................... . 
2 3 4 s 

Ro= { (1), (2), (3), (4), (5)} 
Rt• = { (1), (2, 3), (4), (5)} 
Rt = { (1), (2, 3, 4), (5) } 

··~ 
'· •. 

\ 

\' 
¡ 
1 
j 

I 
,. ,i 

__ .,.; 
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El proceso n-coalescente de Kingman 

y el proceso de líneas de descendencia 

Entonces·R = {Rt: t ~O} es una cadena de Markov en tiempo continuo con 
estado inicial Ll, estado absorbente e y tasa de transición qt;r¡ dada por (ii) 
de. la· Definición· 48. 

Observaéión 35. (a) R pasa de Ll a e a través de una secuencia de estados 
de. en· que guardan entre ellos la relación "-{". 

(b) 

(c) 

De· la Definición 12 se tiene. que R permanece en el. estado e por un 
tiempo exponencialmente· distribuido con parárn~tro • 

v, ~· ~~ .. ~ \!~'~ ~i1~¡'~ii:?,\) .· 
·:.·.:.-.:- >::.: \·>·:···:··-.'.'.<::.~<.: . '. 

Si el proceso R está en el estado .f efe:P:at'tiemp'() t, e11tonces las 
probabilidades de transición de Restán'.'dada.i1por: · 

• ,, . ·r·. . . ~ . 

(a) P{Rt+h = r¡ 1 Rt = Ü = q1;,,h+ O(h2
)}'. t~e~:ta{que e -{ r¡. 

(b) P{Rt+h =;:e 1 Rt = e} = 1 - v1;11.+ óch.~h< ~ · . . . ·- .-~',-. :r: ~ <, 

para h > o y la probabilidad de cualqui~r otra transición es de· orden 
O(h2 ) d d lº · oci» o · · . · '· , on e imh-+O h = . 

Definición 50. Sea D = {Dt : t ;::: O} donde Dt =::, IRt¡;. éfi deci~~ Di es el 
número de clases de equivalencia al tiempo t. 

Observación 36. (a) Sea h > o. Si Rt = e. para alguna e E En, entonces 
el estado TJ E én tal que Rt+h = r¡ debe ser tal que e -{ TJ, por lo 
que ITJI = lel - l. De esta forma, si IRtl = k y ocurre una transición, 
entonces IRt+hl = k - l. Por tanto, D = {Dt: t ~O} es un proceso de 
muerte pura con espacio de estados S = {1, 2, ... , n} tal que si Dt = k, 
entonces D permanece una cantidad de tiempo Tk en k con distribución 
exponencial de parámetro 

k(k- 1) 
2 

(4.1.1) 

y después cambia al estado k-1, k = 2, 3, ... , n, De este modo, para el 
proceso D la tasa de muerte es µk = k(k-1)/2, y la tasa de nacimiento 
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es. cero. • A~í, las probabilidades de transición del proc,e,so :z:?.s~~: . . . . . . 

sii';,,.k':...:i · ,. 
si z=k 
en otr~ cas<l :: 

(b) Los estados n y 1 de D corresponden al estado inicial d ~{el); (2), ... , (n)} 
y al estado absorbente e = {(I, 2, ... , n)} de R, respectivame:nte. 

Definición 51. Se define a T ~ inf{t 2:: O: Dt = 1} = inf{t 2:: O: Rt = 0} 
como el mínimo tiempo de absorción de D en el estado 1 (o bien; de Rt en 
el estado e). 

Observación 37. Nótese que T = ¿~=2 Tk y los Tk, k = 2, 3, ... , n, son inde
pendientes y cada uno tiene distribución exponencial con parámetro µk dado 
por (4.1.1). Se sigue entonces que el tiempo esperado de absorción de Den 
el estado 1 es: 

n n 2 ( n 1 n 1) 
E[T] = f;Efrk] = f; k(k - 1) = 2 f; k- 1 - f; k 

(

n-l 1 n 1) ( 1) 
=2 ¿k-:Lk =2 1-;¡ . 

k=l k=2 

Entonces, para n grande, E[T] se aproxima a 2. De esta forma, cuando 
n es grande, se necesitan 2 generaciones para llegar al ancestro común de 
la muestra de tamaño n. Como en el modelo de Moran una generación 
corresponde a N eventos de nacimiento y muerte, se tiene que para una 
muestra de tamaño N, E[T] es aproximadamente 2N. 

Definición 52. Se define a 'R.= {.6. = 'R.n, 'R.n-i. ... , 'R.2 , 'R.1 = 0} como la 
sucesión en E:n de los estados visitados por el proceso R hasta su absorción 
en e. 

Observación 38. Nótese que R permanece en 'R.k un periodo de tiempo rk, y 
que j'R.kl = k, pues si para alguna t >O, R 1 = 'R.k y D 1 = k, entonces j'R.kl = 
IRtl = D 1 = k. De esta forma, 'R. es una cadena de Markov discreta con 
espacio de estados E:n, estado inicial .6. y estado absorbente e, y corresponde 
a la cadena de saltos del proceso n-coalescente R. 
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El proceso n-coalescente de Kingman 

y el proceso de líneas de descendencia 

Teorema 15. Para el n-coalescente, el proceso de muerte pura D = {Dt : t 2:: 
O} y la cadena de saltos R = {n.k: k = n, n -1, ... , 1} son independientes iJ 

t ;;:::: o. 

Además,. la· cad~na de Markov n. tiene probabilidades de transición: 
' - . . 

P{iL1;:=,.~1 n.k = {} = {~{k~l) :~ eº-;ºT/ caso, {4.1.2) 

siempre qué e';~ 'i2 .. m~;;;.;. k: y 2 ~ k ~ n. y la distribución de n.k, k = 
n,n -1, .. :, 1 está dádá por: 

P{n _ ü _ (n - k)! k! (k - 1)! , '-.. , 
k - - n!(n - 1)! T/1- T/2· T/k· . {4.1.3) ' 

donde TJ¡, T/2, ••• 'T/k son los tamaños de las clases de equivalencia de e. 
Demostración. Por el Capítulo 1 se tiene para el n-coalescente que si n.k = { 
y l{I = k, entonces Dt = k y, por tanto, v( = vk = µk. Y además los 
rk, k = n, n - 1, ... , 2, son independientes con distribución exponencial de 
parámetro µk, por la Observación 37. Se sigue entonces que, dado n., la dis
tribución de D, para cada t, es la misma que su distribución no condicionada 
y, por tanto, dado n., las distribuciones conjuntas de D son las mismas que 
sus distribuciones no condicionadas. Luego, D y n. son independientes. 

Por definición, se tiene que Dt = IRtl, y si IRtl = k también por definición 
R, = n.k· De esta forma, para todo t;;:::: O: 

Por la definición de q(TI y por el Capítulo 1 se tiene que: 

para e-< T/ 

en otro caso. 

Entonces, si lel = k se tiene que v{ = k(k - 1)/2 y el resultado se sigue por 
la definición de q{TI• el hecho de que v{ ,,;,. L{-<TI q{TI y dado que existen (;) 
posibles formas en que coalescen dos clases de un total de k. 
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Se proba;( (4.i.3) por inducción sobre k .. con el tiempo en reversa. Con
sidérense: · ·• · 

. i0{~k ==· Ü; e. E En Y lel = k. 

Tómese k = n. Entonc~s, por definciéin, 

Lo anterior.concuerda ~bn'(4j:~/~ustituyendo k = n y tomando 77¡ = 1, i = 
1, 2, ... , n, por lo qu-e•el r(!isultado es válido para k = n. Supóngase que lo 
és para k =l.< n·y se demost~ará. qrie Va.le para k = l - l. Entonces: 

' _- . - (t) ' - \ . . ' 
PfR.1-1 = 77}·~ LPfR.1-1 = 7J l 'R1 = e}P{'R1 = Ü 

~-<11 

'<2>.~ 2 
= ~ l(l - 1) P{'Ri =e} 

-~"'.'C'I . ·_ 

(4.1.4) 

' . . . -. :. · .• ·· ... · .. : . -,_ 

(1) por la ley de la prob~bilidad total .. 

(2) por (4.1.2). 

Sean 7]1, 7]2, ••• ; 1J1-1:los tairÍáfios 'de las clases de equivalencia en 77. En
tonces, para algún· m,· ni =:<f, 2, • .'. , l- !', se tiene que 1Jm es la suma de los 
tamaños de dos clases de equivalenéia de e. Sea M tal que 1 ::; M::; 1Jm - 1 
Y sean 7]¡, ••• , 77m-i. M, r¡;,,. --' M, rlm+i. . .. _, 7] 1-1 los tamaños de las clases de 
equivalencia en e. Entonces (4.1:4) equivale a: 

1
-

1 .,..,.-l •· 2 en:-· 1)111 cz - 1)1 
P{'R.1-1 = TJ} Q} ~ .&;. l(l _: l) n! (~ _ l)! 7]1! · · · 7Jm-1! M! (77m - M)! 
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.. (n - l)! (l - 1)! (l - 2)! r ' ' ' '~ ~11 = · 1 ( -1)1 .. . T/1· • • • T/m-1• T/m· T/m+l· · · · T/1-1· ¿_, ¿_, 
n .. n • . m=l M=l 

(n - l)! (l-:- l)!(l - 2)! 1 1 ~( 1) = I( -l)' T/1····TJ1-1-¿_, TJm-n. n . m=l 

_ (n - l)! (l - 1)! (l '- 2)! · 1 .; • '· (~ _ ~ 1) 
- n! (n - 1)! · .. ~l· : ~171· • ~ T/m ~ 

~ (n - l)! 
1
(l - 1)! ~l - 2)!r¡1! ·.:: T/l,-l! [77. ~ (l - l)J 

.. n. (n :- 1). < .• .. : . .. ·.:~. <:·:: , ..•. ·:~: · ... ~. i:t . 
...:... (n - l + 1) (n.:...., l)! (l ":7-l)!(L-- 2)!'<~ 1 )~ ;· .: ·. \ 

- . · · .. · . n! (n '-·l)L<•. · ·: · · .. · • T/I· · T/l-l· 

(n ..:... l + 1)! (l:.::.. 1)! (l - 2)! ·. . . = .. ·. ' T/1! .. ".T/1-1! · n! (n ...,. 1)! , .· .. · 

y el. resultado se sigue. 

(1) por lo siguiente: 

• ITJI = j{j - 1 = l - 1 Y 1 $ M $ T/m - l. 

• por hipótesis de inducción, PfR1 = k} = [(n-l)! l! (l-1)! / n! (n
l)!J T/1! • · · T/m-1! M! (TJm - M)! T/m+l! · · · T/1-1! 

• porque ~ ('JW) es el número de posibles maneras, sin importar el 
orden, en que pueden formarse un conjunto de tamaño M y otro 
de tamaño T/m - M, a partir de un conjunto de tamaño T/m· 

(2) porque la suma de los tamaños de las clases de equivalencia en r¡ es 
igual al tamaño de la muestra, es decir, ¿~:!, 1 T/m = n. ' 

o 
Proposición 4. Para l < k, l{I = k, ITJI = l, { e r¡, 

P{,,.., - 1 -n - t} - (k - l)! l! (l - 1)! 1 1 1 
1

" 1 - T/ '"k - .,, - k! (k - 1)! ,· T/l: T/2· ••• T/I·, 
.. . -

. - . 
donde TJi. T/2, ••• , T/k son.los .tamaños de las clases•de equivalencia de r¡ indu-
cidas por { en ek. ' 
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Demostración. Por inducción sobre l. Para l = k'- l, se obtiene (4.1.2), pues 
e .-: r¡ y, por tanto, T/i = 2 para alguna i = 1, 2, ... , l. Se supone cierto el 
resultado para l < k - 1 y se prueba para l -' 1 de manera análoga a como 
se hizo en el Teorema 15. O 

Proposición 5. Sean R = {Rt : t 2:: O} un proceso n-coalescente, n = {nk: 
k = n, n - 1, ... , 1} la cadena de saltos asociada á R y D = {Dt : t ;;::: O} 
la cadena que cuenta el número de ancestros de la muestra de tamaño n, de 
una población evolucionando de acuerdo al modelo de Moran. Entonces, para 
e E &n tal que !el = k, se tiene que: 

P{Rt =e}= P{Dt = k}PfR.k =e}. 

Demostración. Sea e E En tal que !el = k. Entonces: 

P{Rt =e} Q} P{nD, =e} 
n . 

= LPfR.1=e1 Dt = l}P{.l)t ~ l} 
~l .. 

~ P{nk =e 1 Dt = ,k}.f'.{Di = k} 
(3) . . .. 

= PfR.k = e}P{Dt := k} 

(1) pues Rt = nD., t 2:: 0, por el Teorema 15. 

(2) pues le! = k. 

(3) pues n·y D son independientes, por el Teorema 15. 

Proposición: 6. 

n . . ,_ .·n 

P{Dt = k} = P{ L ,T¡ $. t }'.""" .P{:Er¡ S t}. 
. ,i=k+l· . . i=k . . - -· .... 

Demostración. El evento { Dt = k} equivale al éventÓ 

{to '.""".~Ti $ to - t $ t~ .~ .. t:,· ri} , 
i=k i=k+l . 

o 
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o bien,; al evento 

Entonces: 

P{Dt = k} = P{ E Ti $ t, E Ti ? t} 
i=k+I i=k. 

n -, .. ·. n 

= p { :E Ti $ t; Tk ~; E '.¡ ;::: t} 
i=k+I , · ·i=k+l ·. ··. . .. 

n~ :'··. .':· '· ,._:_ ... n·:. '':·'". ,. . >-. n 
= P{Tk + L 'fi'2=)1)E '.i ::;t}f->{. L Ti$ t}. 

: ll{~~l~r~~l~fiJlx~,Í~·í.;~ :~ $,} 

= P{ ET;$ t}~"p{t'T;$ t} 
i=k+I i=k 

o 

4.2 El proceso de líneas de descendencia 

4.2.1 Generalidades 

Considérese para cada tiempo discreto nen { ... , -2, -1, O, 1, 2, ... } una po
blación de tamaño N que evoluciona de acuerdo al modelo de Moran, con 
un número infinito de alelos; es decir, la demografía de la población es la 
misma que la descrita en la Sección 3.2.1, pero la dinámica de mutación está 
dada de la siguiente manera: el descendiente producido será un mutante con 
un nuevo tipo alélico (es decir, un tipo alélico que no existió previamente ni 
existe actualmente en la población) con probabilidad -y, y tendrá el mismo 
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tipo que su progenitor con probabilidad 1 -·'Y· 

Tómese una muestra sin reemplazo de tamaño rn de la población al tiempo 
n 0 > O, y considérese su composición respecto a una población al tiempo 
n 0 - n, n E {O, 1, ... } e [0,n0 ], es decir, al tiempo n si se regresa en el 
tiempo n unidades contando a partir del tiempo n 0 • Los individuos de dicha 
muestra al tiempo n estarán divididos en dos tipos de clases que se definen 
como sigue. 

Definición 53. Los individuos en la muestra que descienden de algún an
cestro al tiempo n 0 - n, sin que haya ocurrido una mutación, se dice que 
pertenecen a una clase de equivalencia antigua al tiempo n. Se denotará por 
Dn al número de clases antiguas al tiempo n, n E {O, 1, ... } (ver Figura 4.1). 

Definición 54. Los individuos en la muestra que descienden de ancestros 
mutantes al tiempo más reciente que n 0 - n, se dice que pertenecen a una 
clase de equivalencia nueva al tiempo n. Se denotará por Fn al número de 
clases nuevas al tiempo n, n E {O, 1, ... } (ver Figura 4.2). 

no-2 

no-1 

no 

2 3 4 

~ Clase antigun 

Figura 4.1: Los individuos 1 y 2 están en una misma clase antigua al tiempo 
1, y los individuos 1,2 y 3 están en una misma clase antigua al tiempo 2. 
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no-3 

. :· 
·······~··············t····:-······.··· 

• • 

., 
·············-f-............ f-- .......... .j.. ............ ).~ ... .. 

. ' 

no-3 

. . . ' ' . ' 
no-2 . . . . . ' . 

' ' ' ' 

no-2 ··············o················· .......... ·············t·········· 

. . . . . . . ' . no-1 . ......• , ............. t;·············· ........................... no-1 ................. ·············'·························· 

no 

. . . 
······•············· ······-····· .............. l.. ........... L. .......... ~ ........ . • 

' 
. ......................... . 

2 3 4 2 3 

e::> Clase nueva ~ Clase antigua - Clase antigua X Mutacion 

X Mutacion 

Figura 4.2: En la figura a la izquierda, los individuos 2 y 3 están en una 
misma clase antigua al tiempo 1, pero por una mutación ocurrida entre n 0 -2 
y n 0 - 3, dichos individuos están en una misma clase nueva al tiempo 3. 
En la figura a la derecha, el individuo 4 está en una clase antigua al tiempo 
O, pero por una mutación ocurrida entre n 0 y n 0 -1, está en una clase nueva 
al tiempo l. Los individuos 1 y 2 están en una misma clase antigua al tiempo 
2, pero dicha clase se transforma, por una mutación ocurrida entre n 0 - 2 y 
n 0 - 3, en una clase nueva al tiempo 3. 

Observación 39. (a) Los individuos en una misma clase antigua al tiempo 
n comparten el mismo ancestro al tiempo n 0 - n sin que intervenga 
mutación (ver Figura 4.1). 

(b) Los individuos en una misma clase nueva al tiempo n son descendientes 
de un individuo que al tiempo no - k, con O < k < n, es un rnutante 
(ver Figura 4.2). 

(c) Nótese que el proceso D dado por D = {Dn : n = O, 1, ... } es una 
cadena de Markov con espacio de estados {O, 1, ... , m} y tal que Do= 
m, ya que un individuo puede ser considerado como su propio ancestro. 

( d) Se denotará por e¡, i = 1, 2, ... , Dn, a las clases de equivalencia antiguas 

4 
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al tiempo n, y por A¡ al número de individuos en {¡, es decir, Ai = 
1€•1, i= 1,2, .. :,Dn' 

(e) Nótese que el proce;o F dado por F = {Fn : n = O, 1, ... } es una 
cadena de Markov con espado de estados {O, 1, ... , m}, tal que F 0 =O. 

(f) 

, -· :·"r· 

Se denotará por T/i• f = 1, 2, ... , Fn, a· las clases de équival,ericia n:~evas 
al tiempo n, y por µi al número de individuos en TJi>' es deé:ir, µi = 
177;1, j = 1, 2, ... , Fn. . 

(g) El orden en las clases de equivalencia antiguas y en las nuevas es irre
levante, pero es importante hacer distinción entre la.S clases que son 
nuevas y las que son antiguas. 

(h) Para cada n =O, 1, ... se tiene que: 

' Dn Fn 

rn= LAi+ Lµ• (4.2.1) 
i=l i=l 

4.2.2 Descripción del proceso 

Definición 55. El proceso R = {Rn : n = O, 1, ... } que a cada tiempo n 
representa las clases de equivalencia nuevas y antiguas de la muestra de la 
población, se denomina proceso de líneas de descendencia. Si al tiempo n se 
tienen las clases antiguas {1, ... , {D,. y las clases nuevas TJ1, .•• , 77F .. , entonces: 

.R,, = {{¡, {2, • • •, {D,.; TJ¡, TJ2, · • ·, T/F,.} = {{; ij} · 

• Transiciones del proceso R 

,A) Unión de dos clases antiguas 
Supógase que Rn = {{i. 6, ... , {D .. ; 77i. T/2, .•. , TJF .. } = {{; r;}, y sean 
{;, {j E {dos clases antiguas al tiempo n. Supóngase que los individuos 
en cada una de estas clases son descendientes sin mutación de un mismo 
ancestro al tiempo n 0 -(n+l). Entonces, el conjunto de clases antiguas: 

f_(i,j) = {{1, {2, ···,{;U {j, · • ·, {D,.} 
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es obtenido. al. tiempo n 0 - ( n + 1) por la unión de las clases de equiva
lencia ei y ei de e. Luego, 

R..+1 = R!:.i> = {eCi.il; 77}, 

y además Dn+l = Dn - 1 Y Fn+l = Fn. 

Conversi6n de una clase antigua en una clase nueva 
Supóngase que R.. = {ei. e2 •... 'eD .. j '17¡, 7]2, ... '17F .. } {e j 77}. Sea 
ei E e una clase antigua al tiempo n. Supóngase que los individuos de 
esta clase (presentes al tiempo no - n) son descendientes mutantes de 
un individuo al tiempo n 0 - (n + 1). Entonces, la clase antigua ei es 
reclasificada como clase nueva al tiempo n +l. Es decir, si: 

e(i) = {ei. e2, · • •, ei-1' ei+l> · · ·, eD,.} 

77Ci) = {71¡, · · ·, 11F,., e¡}, 

entonces {eCi); 77Ci)} e.s obtenida al tiempo n 0 - (n + 1) a partir de 
{e; 77}, eliminando la clase ei de ey añadiéndola a 77. De este modo, 

Rn+i = R!:> = {eCi); 77Ci)} 

y además Dn+l = Dn - 1 y Fn+l: = Fn + l. 
(C) No hay cambio 

Supóngase que R.. = {e1, e2, ... , eD .. ; '17¡, '172, ... , 71F,.} = {e; ij}. Al no 
haber cambio, R..+1 =R.. y además Dn+l = Dn, Fn+l = Fn. 

Y dado que al tiempo no todos los individuos son descendientes de ellos mis
mos y sin mutación, se tiene que en n 0 todas las clases son antiguas y, por 
tanto, Ro = {ei. e2, ... , eTn j 0} con ei ,,;,, {i), i = 1, 2, ... , m. 

Por lo anterior, el proceso R es una cadena de Markov con espacio de 
estados el conjunto de todas las particiones de la muestra que son del tipo 
{e; ii} {donde e o 77 puede ser vacía). 

Definición 56. Se define la cadena de saltos de R como 'R. = {'Rk : k = 
m, m- 1, ... , O} tal que 'Rk = {ei. ... , ek; 77i. ... , 111}, donde: ei es una clase 
antigua, i = 1, ... , k, 113 es una clase nueva, j = 1, ... , l y k = O, 1, ... , m, 
l = O, 1, ... , m - k. 
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• Probabilidades de transición del proceso R 
,·· 

P{Rn+1•~ ~.i> 1 R,. = {~; r¡}} = ~2 (1 - -y), 1 ::; i < j ::; Dn ( 4.2.2) 

pues 2/N\esJa,J>robabilidad de que los individuos i y j sean el padre y su 
descendiente (en cualquier orden) que sobreviven en la siguiente transición, 
y 1 ....: 'Y es la probabilidad de que el descendiente no sea un mutante. 

. . .· y 
P{R..+1 = ~> 1 R,. = {~; 77}} =:= -'Y, . . . N ... i = 1,2, ... ,Dn (4.2.3) 

pues 1/N es la probabilidad deie1égr¿'.ti~·individuo en la población y 'Y es la 
probabilidad de que dich.C> individuo rinité. · 

- - (Dn) 2 (Dn) 1 P{R..+1 = {~; 77} 1 R,. = {~; 77}} = 1- 2 N2(1--y)- 1 N'Y (4.2.4) 

pues la probabilidad de que haya un cambio de estado es (';")(2(1--y)/N2)+ 
(~")(1/N), que corresponde a todas las posibles maneras de elegir 2 clases 
antiguas para unirse, por la probabilidad de que se unan, más todas las 
posibles maneras de elegir una clase antigua que se transforme en nueva, por 
la probabilidad de que la transformación ocurra. 

4.2.3 Teorema principal 

El teorema presentado a continuación permite obtener la probabilidad de que 
exista al tiempo n una cierta partición de la muestra con un determinado 
número de clases de equivalencia nuevas, dado que a ese tiempo se tiene cierto 
número de clases de equivalencia antiguas en la muestra, paran E {O, 1, ... }. 

En el resto de esta sección se utilizará la siguiente notación: 

X(k) = x(x + 1) · · · (x + k - 1) 
X[kJ = x(x - 1) · · · (x - k + 1) 
X(o) = 1 = x¡o¡ 

para k ~O 
para O ::; k ::; x + 1 
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Teorema 16. Sean ti= N-y /(1- -y), k = O, 1, 2, ... , m y l = O, 1, ... , m - k. 
Entonces~ dado R.o, 

- (m - k)! k! 8 1 

P{Fn = l, Rn =;= {{; r;} 1 Dn = k} = 1 (k 8) >.1! >.2! ... >.k! (µ1 - 1)! 
172. + (m-k) 

paran E {O, 1, ... } y donde 172 satisface (4.2.1). 

(µ2 - 1)! .•. (µ, - 1)! 
(4.2.5) 

Antes de demostrar el Teorema 16 se harán algunas observaciones: 

• Caso sin mutación 
Cuando no existe mutación, se tiene de los resultados del proceso n
coalescente de Kingman, que las probabilidades de transición de Rn a 
Rn+1 , dadas por (4.2.2), {4.2.3) y (4.2.4), sólo dependen del número 
de clases antiguas presentes Dn .. La cadena de saltos n = {nk : k = 
m, m - 1, ... , 1, O} del proceso R es tal que si Dn = k y .R = {~; 77}, 
se tiene que: 

P{Rn = R} = P{nk = R}P{Dn = k}, 

(ver (25] y (16]). 

• Caso con mutación 
En este caso, la cadena de saltos del proceso R alcanza un estado 
absorbente 'Ro = {0; r¡1, r¡2 , •.. , TJ1} sin clases antiguas y con l clases 
nuevas, para alguna l = 1, 2, ... , m. Dicho estado es absorbente pues 
las únicas transiciones del proceso R donde hay cambio son las tipo (A) 
y (B), que dependen de la existencia de clases antiguas en la muestra. 

Demostración del Teorema 16. SeaR= {ei.6, ... ,{A:; r¡17 772, ... ,r¡1} = {~; r;} 
una partición de la muestra de m individuos en k clases antiguas y l clases 
nuevas. La prueba se hará por inducción: 
Tómese k = m, por lo que 'Rm = R.o y "R,171 consta sólo de clases antiguas con 
un único individuo y ninguna clase nueva; es decir, >.1 = >.2 = · · · = >.k = · 
1, l = O y 'Rm = { (1), (2), ... , (m) ; 0} con probabilidad l. Y obsérvese que: 

(m-m)!m! 
P{Fo =O, 'Rm = {(1), (2), ... , (m); 0} 1 D 0 = m} = 1 ( 8

) . = 1, 
'· m. m + (m-m) 
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por lo que el resultado vale para k = m. . 
Supóngase que el resultado es cierto para k+ 1, y sedemóstrará que es válido 
para k. Nótese que: 

PfRk = .R} = ¿ P{nk+i = R'}P.{ni~ R. l R:k;r1 = R'}. 
R' 

La probabilidad de transición P{nk = R I nk+1 - R'} es distinta de cero 
cuando uno de los cambios (A) o (B), dados en la Sección 4.2.2, ocurren en 
el proceso R (el caso (C) no se considera dado que se está tratando con la 
cadena de saltos asociada a R). 

•Caso 1 
Este caso corresponde al cambio tipo (A). Sea: 

R' = { 6, {2, ... , {;1, {;2, ... , {k ; T/i. T/2, ••• , 77¡} , 

donde {il y {i2 son dos clases antiguas tales que {;¡, {;2 :f= 0 y {il U{;2 = {; E e, 
l~úl = >.il, l<E•2I = >.;2, .>..;i + .>..;2 = .>..; = lcE;I. 

Obsérvese que existen e::,) maneras en las que la clase.{; puede partirse 
en dos subconjuntos no vacíos de tamaño >.il y .>..; - >.il, y >.;r puede variar 
entre 1 y>.; - l. Además, i puede tomar cualquier valor en {1, 2, ... , k}. 
Ahora, · · 

,. ·2 .-.-
P{{;¡ y {;2 se unan para formar una sola clase antigua}~. N2. (~.--yJ (4.2.6) 

. . (k + 1) 2 (k +1): ·1 : .. : 
P{haya cambio}= -(1 - 1) + · · ···• .. '---. .. 1 .... • 2 N 2 1 ,_ N·· 

k(k + 1)(1 - 1) (k + lh : 
N 2 + N 

(k + 1)(1 - 1) (k + N1 ) 
N 2 l-1 

(k + 1)(1 - 1)(k +O) 
(4.2.7) N2 

Entonces, como P{nk = R 1 nk+i = R'} es igual a (4.2.6) entre (4.2.7), se 
tiene: 

{ - - - ' - 2(1 - 1)/N2 
P "Rk - R 1 nk+1 - R} - (k + l)(l _ i)(k + O)/N2. 

2 
(k + l)(k + 9). 



84 
• Er proceso n-coalescente de Kingman 
y el. proceso de líneas de descendencia 

Por otro lado, P{ní.+i ;,,: R'} está dada por la hipótesis de inducción. En
. tonces, la coritribui::ión'.del Caso 1 a la P{nk = R} es: 

•. O -.. .., .~. :. • ~< • '.. -·e• : ·_ : .:, .'• • < •: • •'.• 

. ' 

k A•-
1 

-'·' . c17i-k-1)rck+1.>~L.,,S r ... ·
9

, 
=?:: L (..\¡ - ..\:~)! ..\il! m! (k + 1;+ 9)c~.::.'..A:..i1> ;(k tl) (k ;r. 9) . 

•=l A;i=l .... . . . . . . . . . . . 

-'1! ····AL1!~¡1;~i~'}Ü~({-~-;~,k.1i(l]cf~,~ 1)1). (4.2.8) 

Utilizando la notación para X(k) ;e ti~~~ qu~ c4:2:s) es igual a: 

:t E en;- k- l)!k! O'A1!A/·.· •.. ·.;~}frr(µ; ~ 1)!) = 
i=l An=l m. (k + 9)cm-k) . . _ · \J=1 

Q
k . ) .. ( l ) k (m - k - 1}! k! 1 · 

:;:: , (k 9) . 0 · II >.;1· IICµ; - 1>1 L:<>.¡ - 1> 
m. + (m-k) . ·=1 · j=l i=l 

(4.2.9) 

•Caso 2 . , .... ; 
Este caso corresponde al cambio tipo (B). Sea: 

Él: = {e1.'e2; . . ·.'.e~, ~j; r¡1, T/2, ... , ;,,;-1, T/;+i. ... r¡,} , 
~'..:.-' -

donde TJ; es laclase antigua que se transformará en una clase nueva. Entonces, 
R es obtenido a partir de R'; cuando 18. clase TJ; se reclasifica como clase nueva. 
Porlaecuaci6n (4.2.3), 

P{una clase antigua TJ; se transforme en nueva}= 'Jv'Y, (4.2.10) 

.Como P{nk = R 1 nk+i = R'} es igual a la probabilidad (4.2.10) entre la 
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probabilidad de que haya c~~lli~, dada ~~r ( ~-;~ 7), se. sigue que: 
- ' ' . . ~ -_ - . . -; . . ... 

- . ' 'Y ·X: • !N2 :: 
PfRk = R 1 nk+i = R} = .N '(k':f- 1)(1 ~ -y)(k +O) 

~N' " !·1 
= 1 -'-·'Y (k+1)(k +o) 

·.o/" :· . 
- (k +1)(k;+ 9) 

;- .-;;, ,-· _, 

Entonces, la contribución del Caso 2 a P{ni.=='R}~s:. 
·: ·. 

~ cm - k - 1)1(k+1) k1 1-1 Qrrk ·) · ·. ·· · · .. · . · 
L.., 1 o .>.31 µ31 (µ1 - 1)1 ... (µ3-1 -1). ! (µ3+i - 1)! 
3=1 m. (k + 1 + O)cm-k-1) '=l .·.· · .· .. : .. 

() 

... (µi - l)! (k + l){k +O) = 

(ti(µ;.~ 1)1) µ; = i:, (m - k - 1)! kl o' ( f.r >.;1) 
3=1 m! (k + O)cm-k) \.J=1 

= <17- k -
1
>1 

k! 0 1 (fr >.31) (ir (µ3 ;,,__ 1)1) .. i:, µ3 
m. (k + O)cm-k) i=l i=l · · ;=t 

(4.2.11) 

Sumando las contribuciones (4.2.9) y (4.2.11),de los casos l.y 2, respectiva-· 
mente, se tiene que: 

P{n. ~ R} ~ !.':; (~: ~)~~~:: •' e~.~;~ ~~\"' " l)·'l:X~<;·; 1) + t, ,,; ) 
= <17 <~ ! ;) 1>1 

kl º';OJ:c·g,);(fu:<~j.;:- ~>,}.:(:t:Ai ;:±: µ3 - k) 
m. <;-k> ·.·· '< ·==1 •• ',./'.. ~==\ i. •• ·•·> .. :i71::. ,::j=l . 

= (m - ~)(·~:;)k ~i)lkL~, YfR>.j(\ ,·ÍHcit}'·---·i)~)··· .:':,i'cpor (4.2.1)) 
m. (m-,,k? "::{ \.J=l .} \.J=l · < , .·· .· ·.. ' 

. , , . ··~--- ·.~_:·r 

----·· y el resultado se sigue. o 
Observación 40. (a) Nótese que.P.{.LJ71·==.kf =O si k <m - n (m ~ n), 

porque a lo más n clases·aritigtias pµedén perderse .. hasta eltiempo n, 
- .. · ··: . .. . "./<· ·,· \·,·>-··· ,. . ·. . ' 
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por lo que a· este tiempo quedan exactamente rn - n clases antiguas, 
no menos. 

(b) Caso particular del Teorema 16: distribución del m-coalescente de 
Kingman. Cuando no hay mutación, la muestra sólo puede tener 
clases antiguas en cualquier tiempo n. Luego, Fn = O para toda 
n E {O, 1, ... }, l = O.Y (J = O (pues 'Y = O). Entonces (4.2.5) se 
reduce a: 

P{Rn = {~; 11fl .D~ = k} =P{Fn = O,Rn = {(; 77} 1 Dn = k} 

. - (rn - k)! 11;! >. 1 >. 1 ••• >. 1 
. - rn!kcrn-A:) l· 2· . A:· 

Y como kcm:-A:) = k(k;~l)· /·(k+·;,i .,.- k- 1) = (m - 1)!/(k - 1)!. , 
entonces,. 

P{. D ={· ¿'., ~} .... 1 .D = k}. = (m-'- k)! k! (k..,.. 1)! >. ' ' ' ••• ' ' 
-<L~ < .,,, ' 'T/ . . n .. • . •. m! (m - 1)! . l· "2; ."A:· 

'- ·--
que corresponde a Ja distribudón P{"R.k = ~}del .m.:coalescente de 
Kingman~ . 



Apéndice A 

Para mayores detalles de los resultados presenta~os en este Apéndice, con
sultar (2], (3], (10], (22] y (24]. 

Definición 57. Un subconjunto I de IR de la forma (l, r], l < r, se denomina 
un intervalo compacto en IR. 

Definición 58. Sea {In : n = 1, 2, ... } una secuencia de funciones definidas 
en un conjunto E. Se dice que {In : n = 1, 2, ... } converge uniformemente 
en E a una función f si para toda t:: > O existe un entero N tal que n ~ N 
implica 

lfn(x) - f(x)I ::5 E: 

para toda x E E. 

Definición 59. Sea M un conjunto y sean p, q, E M. La función d: M. x 
M->- (O, oo) que satisface: 

(a) d(p, q) > O ljli p =f. q 

(b) d(p, q) .=O si y sól9 si p = q 

. (c) d(p, q) = d(q,p) 

(d) d(p, q) ::; d(p, r) + d(r, q) para toda r E M, 

es una métrica sobre M. 

Definición 60. Sea M un conjunto en el que es posible definir una métrica 
d. Se dice entonces que l\!f es un espacio métrico, y usualmente se den·ota 
por M o (M, d). 
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Definici.ón 61. Sean M un espacio métrico con ~étrica d y .E 2: M. 
Una vecindad de radio r >O de un punto p E .M'esun_coiiJunfoBr(P) de 
puntos q E M tales que d(q,p) < r. . . :;· . ~" <' 
Se dice que E es un conjunto abierto si para, todo p E:B É!)ciste. r ;:>:O tal 
que Br(P) e E. . ·. . ·.. . .;:¡-~;· : . . 
Una cubierta abierta de E es una colección {G;;,} de'é:cmjuÍ>.tos:abiertos 
en M tal que E e UQ G 0 • ·· ; ;,, • ''.·~1;<:1·¡.:':é:' ' ·. 

Definición 62. Sea M un espacio métrico y K un subconjÚntC>d~ M. Sea 
{G0 } una cubierta abierta de K. Se dice que K es compacto'si existe un 
número finito de subíndices a 1 , ••• , an tales que:· · · 

K e Ga, u··· u Ga0 :. 

Definición 63. Sean M un espacio métrico~y É c.M, ..... · _ . 
Se dice que p E E es un punto lí7nite de E ·si toda vecindad d~ p ,conÚene 
un punto q =F p tal que q E E. · 
Se dice que E es denso en M sí todo punto de M._es ún;punto límite de E, 
o un punto de E (o ambos). · · 

Definición 64. Sea M un espacio métrico. Se di~e que'M es separable si 
contiene un subconjunto denso numerable. 

Definición 65. Sean {Xn: n = 1, 2, ... } .un co~j~nto de variables aleatorias 
y X una variable aleatoria. Se dice que Xn converge . en distribución (o 
débilmente) a X si · · 

P{Xn $ x} ~ P{X $ :Í:'}<· ·• 

conformen~ ex>, para toda x tal que Fx(x) =.P,{X $ x} es continua. 

Se denotará por C(T, lR.d) al espacio de la:fi fun¿i~lles c.ontinuas definidas 
en T con valores en lR.d, y por Pr(C(T, JRd)ralco:DJuilto de todas las funciones 
de probabilidad definidas en C(T, JRd). · · 

Definición 66. Una familia A e P;(C(T, ~)) es uniformemente tensa si 
para toda e > O existe un conjuntó cm11pacto KE e C(T, JRd) tal que: 

:P{.K,:}$ t:: 
.·."' 

para toda P E A.· 
La familia A es relativamente compacta si para cada sucesión { (}n n 
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1, 2, ... } e A existen una subsucesión {On,. : k = 1, 2, ... } y una probabilidad 
O E Pr(C(T, lR.'1)) (no necesariamente en A), tales que para f E C(T, JRd) 
acotada se tiene: 

lim jJdOn . .. • .. ¡•.•· .·.f .... dO 
n-too · , · 

que se denotará por On,. ==>·O . cuando A; :;1": 6o (para mayores detalles, ver 
(3)). 

Teorema 17 (Teorema de P'.r~hoJ::o~)- Un;,_ familia A e Pr(C(T,JRd)) es 
relativamente compacta si y sófo si :A.: ~s uniformemente tensa. 

Demostración. Ver [3]. o 
Definición 67. Una familia {X(n) : n = 1,2, ... } de procesos estocásticos 
con distribuciones {Pcn) : n = 1, 2, ... }, respectivamente, es relativamente 
compacta si {Pcn> : n = 1, 2, ... } es relativamente compacta. 

Teorema 18. Sea (E, d) un espacio métrico separable. Sean X, x<n>, n = 
1, 2, ... procesos estocásticos definidos en un espacio de probabilidad (n, :F, P), 
que toman valores en (E, d) y tales que para cadaw En, Xt(w) y X~n>(w), t E 
[O, oo), son funciones continuas por la derecha con límite por la izquierda. 
Entonces, si {X(n) : n = 1, 2, ... } es relativamente compacta y existe un con
junto denso De [O, oo) tal que para todo conjunto finito {ti, t2, ... , tk} e D 
es válido 

(Xf~>, Xt~nl, ... , Xt~n') ==> (Xi,, Xt., ... , Xt,.) 

cuando n-+ oo, entonces x<n> ==>X cuando n-+ ex>. 
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Proposición 7. Sean 1 1 , 1 2 ;::::: O tales que 1 1 + /2 < 1, N un entero mayor 
que cero y k = 1, 2, ... Entonces se satisface: 

r (~ + k) = IT ( N12 + s(l -- 11 -12)). .. (B.O.l) 

r Cl-~?~ ..... ) &=O 1- /1 - !~ , • 

r ( ~) = ITk ( N(l - 12) -- s(l _:; 'Y1 ~ 1'2) )· . (B.o.2) 

r ( i"J~~2~! - k) s=l . :1--}1 ~ 'Y2 . ~ . 
Demostración. Como la función Gamma>s3.Üsfa:ceT(a+ 1) = ar(a) para 
toda a> O (ver [9]), entonces: · · .· :.'::~ •·. ~~'.· /. · < ... ·. . 

r( N12 +k) =( N12. ~i~l)··.·.·~··c· N12·.··+k-l). 
1 - /1 - /2 1 - /1 ;7 q2 ' ' ' . 1 - /1 - ')'2 . ' • . 

( 
N12 + k _ 1)· ri(. '(C N,Y2 . + k ~ 2) +i)· .. 

1 - /l - /2 ' \ 1 - /1 - /2 . . 

( 
N12 + k:-Ol).;/(• .. N12 + k _ 2) r( · N12 .. · + k _ 2) 

1 - ')'1 - /2" ) • ... ; •1 - /1 - /2 1 - /l - /2 . 

( 
. N12 . . , +~'~ i). ·e N12 + k _ 2) ... ( N12 + k _ (k _ l)) 
1 - /1 C-•/2 :.· •.' • ·.· 1 - /1 - /2 . 1 - /l - /2 

•e ·.· N12 ..¡.:k - k). r ( N12 + k -.k) 
. l. - /1 -'- /2 · .. · . 1 - /1 - /2 . 

= ( . N12 .. + k _ 1) ( N12 + k ~ 2) . : . ( N12 . + l) 
1 -:- /1 - /2 . 1 - /l - /2 . 1 - /1 - /2 

( 
· N12 ) r ( N12 ) 

1 - /1 - /2 1 - /1 - /2 
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Por tanto, 

r ( ~ + k) = ( N'Y2 .. + k - 1) ( N'Y2 + k - 2) ... , r( N22) l-"')'1:-:"')'2··.·' .. · . l.-"')'1-.'Y2 

1-·n-'Y• ( . N'r2 .· .·· 1) ··e·. N12 ·) 

1 - "')'¡ ~ "')'2:+. ' 1 - "')'¡ - "')'2 : 

= ·cN'Y2 :.¡:. (k - 1)(1 - 'Y1 - 'Y2)) .. (N'Y2 + (k - 2)(1 - -y1 - 1 2)) 
1-~-~ 1-~-~ 

... (N'Y2 + {1 - "YI - "Y2)) .( N-y2 ) 
1 - "')'¡ - 'Y2 1 .- 'YI - "')'2 

= rr (N'Y2 + s{l - 'Y1 - 'Y2)) , . 
&=O 1 - "')'¡ - "')'2 
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·- : - -

Ásí sucesivamente ha.Sta el· pa.Sok .;_ 1.se ·tiene: 

r ( N(l - ')Ú.--.. 1). ··. = r.··c··. N(l'i:. ',Y2)·-. k~ (k - l.)) 
1-,1-:{2 .. . ·. l-")'1-1'2 . - .• ' 

.·.e 'Nc1·~".Y2r· ...::'k+. ·.-c1c+;)). · ... ( N(l - 1'2) - k + 1) 
1 - "Yl - 1'2 - - . 1 - "Yl - "Y2 

. ( N{l - 1'2) .- k)· .... r.( N(l - 1'2) ...,... k) 
1 - "Yl --; 1'2 . . . . . .·· 1 - "Yl - "Y2 

= n" ··c·N(l -72) _ s)r .e· N(l - "Y2) _ k)· .· 
1 - "Yl - 1'2 . 1 - "Yl - 1'2 

a=2. - .· . .•._ .. · . 

Entonces: 

( 
N{l - 1'2) _ l) r ( N{l - 1'2) _ l). = 

1 - 1'1 - 1'2 1 - "Yl - 1'2 ' 

=· ( N(l - 1'2) _ l) .... rr"c·• N(l --y2). _ s.)r( N{l - 1'2). _ k) 
. 1 - "Yl - 1'2 a=.2 1 -·"Yl -;- 1'2 .· 1 - 1'1 - {2 

k - ... ~.. ..... ·:·· - .. 

= IT e N(l - "Y2) _;_ s) T ( N(l :- 1'2) ~ k) ~ 
- 1 - 1'1 - {2 . . . . .. 1 - 1'1 - i'2 -

a-1 . . ,· . .· , 

·Y como 

r e· N(l - 1'2) ) = ( N(l _:c"Y2) ··- 1)'r/l N(l- ~2) - 1) ' 
1 - "Yl - 1'2 1 - 1'1 - 1'2 ,\'1-:- "Yl .-:: 1'2. 

entonces: 

r ( N(l - 1'2) ) = ÍI ( N{l - 1'2) _ s) r.·c ~1 -_?2) _ k) , 
1 - "Y1 - 1'2 s=l 1 - 1'1 - 1'2 , ; . .. 1 .· .. 1'1 . 1'2 

de donde se sigue que 

r ( ~_5~~_?~~) " ( N{l 'Y ) ) ~'-------'---<-- = rr - 2 - s 
r(N(l-'Y2)_k) s=l l-.")'1-{2• -

1-1'1-')'2 

= f.r ( N(l - "Yiz) - s(l .;_ "Y1·- "Y2)) 
s=l . : ·· 1 - 1'1 - 'Y2 , 

y queda así demostrada la igualdad (B.0.2). o 
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Proposición 8. Se<ln -Yi. -y2 ;:::·O tales que 71+.,2 .<1,.N un entero mayor 
que cero y. k ::i:::,.1; 2,: .·., N. Entonces se satisface:· · 

> ·-. ,- • ,• 

(
. ··.:· .N: .. )N ft (·1- k(l -71 -12)) = r (1-:.--r2) (B.0.3) 

· .·· i.-,7·1· -. ·'2 _ N . .. ·· · .. :.) ... • r (Nh1+-r») . ·, . .·. k-1 · • • •···· 1-·n-72 

( 
N '.'. .. ·.)N ft ((1- 'Y2) - k(l ~'Yr--·~2));::; = r (~) (B.0.4) 

1 - 71 - 72 _ · : N, •':•,. ·· r (-.!!:n_) 
,. k-1 ···:··t···' 1-71-72 

Demostración. Utilizando el hecho de qÜe r{(:t)::: (a - l)r(a - 1) para toda . 
a > 1 se tiene lo siguiente: : }• ·~ 

Entonces: ' ' 

r ( 1-.:':--r:) '·. · N( N ) 
r (Nb1+1'2l) .·.~· .... til·,··· 1 - 'Yl - /2 - k 

l--r1-:-1'•.: ' " 
Observación 41. 

(a) ñ(1-k(l-11:._'Y2)·)···c··· ·. N )'N =IIN ·cN-k(l·-:-.'Yi-12)) 
N · l-71~-v2 l--v1-"'2 k=l , .. . . ' ; I k=l I ¡, 

N ( N .·) = -k 
]]: 1 - 'Yl - /2,: 
k-1 " " ..... , 
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y se sigue entonces la igl.l.alclad (R0:3). Por otro lad(), ·· 

Entonces: 

~ ~ ~~ ~ ÍJ ... ( ,":~~J~'- •) 
i-·n-72 k-1 , . ·· ..... · . 

. ,. . 

(b) ti ( (1 - 'Y2) - k (1 - 7Jv - 'Y2)) G: :: 'YJ N 

= ÍI (N(l - 'Y2) - k(l - 'Y1 - 'Y2)) 
1- ""1 - ""2 k=l ~ I I 

= ÍI e· N(l '- 'Y2) - k) 
. k=l 1 - 'Yl - /2 

y se sigue entonces la igualdad (B.0.4). 

o 
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