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Introducción 

En el presente trabajo se analiza el artículo A co11struction of curves over 
finitc ficlds de Luciane Quoos y Arnaldo García publicado en Acta Arithmetica 
(2001). El principal tema de estudio son cierto tipo de variedades algebraicas: 
curvas irreducibles X, no singulares, proyectivas ele género g sobre un campo 
finito JF0 y su relación con los campos de grado de trascendencia uno sobre un 
campo K. 

La teoría de ecuaciones diofantinas es una ra1na de la teoría de nú1ncros 
que trata de la solución ele ecuaciones polinomiales en núrneros enteros o ra­
cionales. Esta área se llama así en honor de Diophantus de Alejandría, quien 
formuló y resolvió una gran cantidad de problemas. Un ejemplo muy conocido 
de ecuaciones diofantinas es la famosa curva ele Fermat 

.)\"+Y"= Z" 

Probablemente el más famoso de los teoremas ele Fcrmat establece que para 
n ;:::_ 3 esta ecuación no posee sol11cio1H!S cntcra'-i no triviales. La teoría de 
ecuaciones sobre campos finitos es un tópico clásico de la teoría de números. 
En esta teoría las congruencias de la forma 

y 2 = f(x) (mocl p un pri1110) 

donde f(x) es un polinomio o un cociente de polinomios con coeficientes ente­
ros, era uno de Jos principales objetos de estudio. E. Artin conjeturó una cota 
superior para el numero N de soluciones de tales congruencias. 

Posteriormente un celebrado y famoso teorema de A. \Veil demuestró, en 
particular, la conjetura de Artin y dice lo siguiente: si X es una curva alge­
braica proyectiva, no singular, irreducible, de género g .,obre Fq, entonces el 
número N de puntos F0 racionales satisface lo siguiente 

IN - (q + 1)1 :s: 2g..fií. 

El interés en curvas sobre campos finitos con muchos puntos racionales 
fue renovado después de que Goppa construyó códigos lineales sobre dichas 
curvas. E1 objetivo de este trabajo es prest'ntar nm detalle los resultados de 
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este artículo, así como tocia la teoría subyacente ele campos de funciones y 
trabajar algunos de los ejemplos que se construyen en dicho artículo. 

La teoría de los campos de funciones ocupa el papel principal en esta t.csis. 
En este sentido teoremas como el de Riemann-Roch y de Hasse-vVeil (en cam­
pos finitos), poseen una belleza a todas luces atrayente y tienen implicaciones 
fundamentales en la teoría de números y la geometría algebraica. Espero que 
el lector disfrute estos resultados como yo lo hice al revisar este material. 

Octavio Paniagua 



Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Principios de la teoría de los campos de 
funciones algebraicas 

Definición 1.1.1. Un campo de funciones algebraicas F/ [( de una variable 
sobre /( es una extensión de campos F / /( tal que Fes una extensión algebraica 
finita de I<(x) para algún elemento x E F, el cual es trascendente sobre K. 

El eje1nplo más sencillo de campo de funciones es el el campo de funciones 
racional; F/I< es llamado racional si F = I<(x) para algím :r. E F trascendente 
sobre /(. Cualquier elemento z E /((x)\{O} posee una única representación 
de la forma 

z =a ITJJ;(x)"• 

en la cual a es un elemento de /( distinto de cero, los p;(x) E I<[x] son 
polinomios irreducibles, no asociados y mónicos, n; E Z. 

Un campo arbitrario de funciones F/ /((el cual no es necesariamente racio­
nal) puede representarse como una extensión algebraica simple de un campo 
de funciones racional I<(x), i.e. F = I<(x,y) donde g(y) = O para algún 
polinomio irreducible g(T) E K(x)[T]. 

Observación 1.1.2. Los elementos de F que son trascendentes sobre I< pue­
den ser caracterizados de la siguiente manera: z E F es trascendente sobre /( 
si y sólo si [F : /((z)] < oo. En efecto, si z es tra.scedente sobre K, entonces 
la extensión I<(x)(z)/I\(z) debe de ser algebraica, pues en caso contrario l~ 
extensión F/ /(tendría grado de trascendencia dos, lo cual es imposible por la 
definición de F; luego [F : K(z)] = [F : K(x)(z)][K(:i:)(z) : K(z)] < oo. La 
otra itnplicación es clara. 
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1.2 Anillos de valuación 

Definición 1.2.1. Un anillo de valuación del campo de funciones F/ I< es un 
anillo O e F con las siguientes propiedades: 

l. K~O~F y 

2. Para todo z E F, z E O o z- 1 E O 

La definción anterior está motivada por la observación de que en el caso del 
campo de funciones racional K(x), dado un polinomio irreducible p(x) E K[x), 
la localización con respecto al ideal primo generado por p(x), es un anillo de 
valuación: 

Op(x) := { ~~;~ 1 f(x), g(x) E K[x], p(x) { g(x)} 

Es inmediato verificar que Op(x) es un anillo de valuación de K(x)/K. 
Definimos además el conjunto 

k := {z E F 1 z es algebraico sobre K} 

que llamaremos la cerradura algebraica de I< en F. Al campo k le llamaremos 
el campo de constantes de F. En el caso k = ]( diremos que I< es el campo 
pleno de constantes o todo el caTTlpo de constantes. 

Proposición 1.2.2. Sea O un anillo de valuación del campo de funciones 
F / I<, entonces 

1. 0 es un anillo local, con ideal máximo P := 0\0•, donde CJ• denota las 
unidades de O. 

2. Para O# x E F', x E P si y sólo si x- 1 <f. O. 

3. En el caso del campo de constantes f< de F / I< tenemos k ~ O y además 
knP=O. 

Demostración. (1) Es suficiente demostrar que P es un ideal, pues su com­
plemento son unidades y esto implica que P en un ideal má.ximo y O es un 
anillo local. Veamos que P es un ideal de O. Sea x E P, z E O. Enton­
ces xz </. o·, de lo contrario x sería una unidad. Sean ahora x, y E P. Sin 
pérdida de generalidad supongamos que x y- 1 E O. Entonces 1 + x y- 1 E O y 
x +y= y(l + xy- 1

) E P. Por lo tanto Pes un ideal de O. 
(2) Se sigue inmediatamente de la definición. 
(3) Tomemos z E k. Supongamos que z </. O. Entonces debe ocurrir 

que z- 1 E O el cual es también algebraico sobre ](. Por lo tanto existen 
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elementos a¡, ... , a., E I< tales que a_, ( z- 1 )" + · · · + n 1 .::-
1 + 1 = O, de manera 

que z-1 (ar(z- 1)•- 1 +· · ·+ai) = -1. Por lo tanto z = -(a,(z- 1 )•- 1 +· · ·+a1) E 
K[z- 1] s;; O, por lo tanto z E O. La afirmación k n P =O es clara. O 

Lema 1.2.3. Sea O un anillo de valuación del campo de funciones F / J(, P su 
ideal máximo y O=/= x E P. Sean x 1 , •.. ,x,. E P tales que x 1 = x y X¡ E X;+ 1P 
para i = 1, ... , n - l. Entonces n :=; [F: K(x)] < oo. 

Demostración. De la observación 1.1.2 y la proposición 1.2.2 se sigue que [F : 
K(x)] < oo, por lo que es suficiente probar que x 1 , ••• , x,. son linealmente 
independientes sobre I<(x). Supongamos que existe una combinación lineal 
no trivial ¿~=i h;x¡ = O, con h; E K[,;]. Es claro que podernos suponer que 
los h; E J<[x] y además que .T. no divide a todos los h;. Definamos a¡ = h;(O), 
es decir el término constante y ahora ,·amos a definir un índice j E { 1, ... , n} 
con la condición a;=/= O pero a,= O para todo ; > j. Obtenernos entonces 

-hjXj = ¿:: h¡x, 
i#j 

con h; E O para 1 :=; i :=; n (pues :e= x 1 E P), x; E :cíP para i < j y h; = x 9; 
para i > j donde 9; es un polinomio en x. Si dividimos la igualdad anterior 
por x; obtenernos 

Todos los surnandos de la derecha pertenecen a P, por lo tanto h; E P. 
Por otra parte, hí = ªí + xg; con Y; E K[x] <;;; O y :i: E P, por lo tanto 
aj = hj - xgí E P n J(. Como a; =/= O, tenemos una contradicción a la 
proposición 1.2.2. O 

Proposición 1.2.4. Sea O un anillo de vafoación del campo de funciones 
F / J( y P su ideal máximo. Entonces 

J. P es un ideal principal. 

2. Si P = tO entonce., todo O =/= z E F tiene una representación tínica de 
la forma z = t"u pm·a alguna n E Z, u E C'.J•. 

3. O es un dominio de ideales principales. Más atín, si P = tO ¡¡ {O} =/= 
I s;; O es un ideal, entonces i = t"O para alguna n E N .. es decir. I es 
una potencia de P. 
Un anillo con las propiedades arriba descritas es llamado anillo de va­
luación discreta. 
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Derrwstración. (1) Supongamos que P no es principal~- escojamos un elemento 
O # x 1 E P. Dado que P # O:i: 1 existe un elemento :r2 E P\Ox 1 • Entonces 
x 2 x¡ 1 r/: O, por lo tanto x;- 1

.7: 1 E P, por lo que :1: 1 E :r;2 P. Por recursión 
obtenemos una sucesión infinita de elementos x 1 , :r:2 , .10 3 , • • • E P tales que :i:¡ E 
X;+iP para todo i 2: 1, lo cual es una contradicción al lema 1.2.3. 

(2) La unicidad de la representación z = tnu con u E o· es clara. Sólo 
debemos probar la existencia. Como z ó z- 1 E O supongamos que z E O. Si 
z E CJ• entonces z = tº z. Supongamos ahora que z E P. Entonces existe una 
1n máxima (1n 2: 1) tal que z E t'nO, pues la longitud de la sucesión 

X1=z, X2=tTn-l, X3=t10
-

2 , ... ,:z:111 =t 

es acotada por el lema 1.2.3. Escribimos entonces z = t"'u con tt E Oº, u debe 
ser unidad, de lo contrario se contradice la maximalidad de 11i. 

(3) Sea {O} # J ~ O un ideal. El conjunto B := {k E N 1 tk E /} es no 
vacío (de hecho si O # x E J entonces x = tku con tt E CJ• y tk = xu- 1 E /). 
Sea n = mín(B). Entonces afirmamos que J = t"O. La inclusión t"O ~ J es 
clara, pues t" E /. Sea ahora O o/= y E /. Entonces y= t•w con w E o•, por lo 
tanto s 2: O, t• E J y s 2: n. Por lo tanto y = t"t'-"111 E t."0. O 

Definición 1.2.5. Sea F/ [( un campo de funciones. 

l. Un lugar P del campo de funciones F/f( es el ideal máximo de algún 
anillo de valuación O de F / K. Cualquier elemento t E P tal que P = tO 
es llan1ado elemento primo o parámetro local para P. 

2. IP'F := { P 1 Pes un lugar de F/ [( }. 

Si O es un anillo de valuación de F / [( y P su ideal nuíximo, entonces es 
claro que O está determinado de forma única por P, esto es O = { z E F 1 
z- 1 r/: P }. De modo que llamaremos Op := O el anillo de va1"ació11 del lugar 
P. Existe otra forma útil de describir a los lugares en términos de valuaciones. 

Definición 1.2.6. Una valuación discreta de F/ [( es una función v : F --¡. 

Z U { oo} que satisface las siguientes propiedades: 

l. v(x) = oo si y sólo si x =O. 

2. v(xy) = v(x) + v(y) para todo x, y E F. 

3. v(x +y) 2: mín { v(x), v(y)} para todo x, y E F. 

4. Existe un elemento z E F con v(z) = l. 

5. v(a) = O para cualquier O #a E K. 
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Para el símbolo oo definiremos las siguientes operaciones: oo + oo = oo + 
n = n + oo = oo e oo > m para toda m, n E Z. De (1), (2) y (4) es 
inmediato que esta función es suprayectiva. La propiedad (3) es llamada la 
desigualdad del triiíngulo. U na versión más fuerte de esta desigualdad puede 
ser demostrada: 

Lema 1.2.7 (Desigualdad estricta del triángulo). Sea v una valuación 
discreta de F/ ]( y x, y E F tales que v(x) # v(y). Entonces v(x +y) = mín 
{ v(x), v(y)}. 

Demostración. Notemos primeramente que para todo O # a E [( tenemos 
v(ax) = v(x). En particular v(x) = v(-x). Dado que v(x) # v(y), suponga­
mos sin pérdida de generalidad que v(x) < v(y). Si v(x+y) # mín{v(x), v(y)}, 
entonces v(x + y) > v(x) por una parte, pero v(x) = v((x + y) - y) 2: 
mín{ v(x +y), v(y)} > v(~:), lo cual es una contradicción. O 

Ahora es posible asociar valuaciones a los ideales P E IP'F· 

Observación 1.2.8. A cualquier lugar P le asociamos una función vp : F--} 
ZU { oo} la cual resnltaní ser una valuación discreta de F / [(: sea t un elemento 
primo para P. Entonces cmno ya sabemos todo O# z E F tiene una represen­
tación única de la forma z = t"u, con u E C'.J" y n E Z. Definimos vp(z) := n 
y vp(O) := oo. La definición tiene sentido dado que depende únicamente en 
P, no en la elección del elemento primo t. Si t' es otro elemento primo para P 
entonces P = tO = t.'0, de manera que t = t'w para alguna w E o•. Entonces 
t"u = (t'"w")u = t"'(w"u) con w"u E o¡, y es claro que Vp cumple con las 
propiedades de una valuación discreta. 

Teorema 1.2.9. Sea F / [( un campa de funciones algebraicas. 

1. Para cualquier lugar P E IP'F, la Juncion Vp definida anteriormente es 
una valuación discreta de F / [(. A1 ás aún tenemos lo siguiente: 

Op = {z E F 1 vp(z) 2: O}, 

Oj, = {z E F 1 Vp(z) =O} 

P = {z E F 1 vp(z) >O}. 

Un elemento x E F es un elemento primo para Psi y sólo si vp(x) =l. 

2. Recíproca·mente, supongamos que v es una valuación discreta de F / [(. 
Entonces el conjunto P := {z E F 1 v(;:) >O} es un lugar de F/K, y 
Op = {z E F 1 v(z) 2: O} es el correspondiente anillo de valuación. 

3. Todo anillo de valuación O de F / [( es un subanillo propio y máximo de 
F. 
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Demostración. Es claro que Vp posee las propiedades (1), (2), (4) y (5) de la 
definición 5. Sólo nos resta probar la desigualdad del triángulo. Para esto 
consideremos x, y E F con ·up(x) = n, vp(y) = 1n. Sin pérdida de generalidad 
supongamos que n $ m < oo, entonces X= t 11 1t1 y y= rmu2, con 7l1,1L2 E o·. 
Entonces x +y = t"(u 1 + tm-nu2 ) = t"z con z E Op. Si z = O entonces 
vp(x +y) = oo > rnín{n, m}. En otro caso z = tku, con k ;::: O y u E o•. De 
manera que 

vp(x +y) = vp(t"+ku) = n + k 2: n = mín { Vp(x), Vp(y)} 

Las demás propiedades son claras así como (2). Veamos {3). Sea O un anillo 
de valuación de F/ I<, P su ideal máximo, Vp la valuación discreta asociada a 
P y z E F\O. Mostraremos que F = O[z]. Sea y un elemento arbitrario no 
cero de F. Entonces vp(yz-k) ;::: O para h suficicnl(•mcnt.e grande. De modo 
que w := yz-k E O y y= w::k E O[z]. O 

Si consideramos ahora P 11n lugar de F/ I< y Op s11 anillo de valuación, el 
anillo cociente Op/ Pes 11n campo, dado que Pes un ideal máximo. Por otra 
parte, también sabemos que /( e;;; Op y /\ n P = {O}, de manera q11e existe 
de forma natural una inclusión canónica de K en O,,/P. Pero este argumento 
también se aplica a f<:, por lo que podemos considerar a Í< como un subcampo 
de Op/P también. 

El teorcrna anterior nos dice que valuaciones discrcta.."i y anillos de valuación 
de un campo de funciones, en esencia, nos dan la 1nis1na inforn1ación .. A.hora, 
en el carnpo Op/ P denotaremos para 11n elemento :r: E o,, su clase inódulo 
P por x(P) y para un elemento J: E F\O,, definimos su clase módulo P por 
x(P) = oo {notemos que el símbolo oo tiene otro sentido diferente que en la 
definición de valuación discreta.). Est·o nos lleva a la siguiente definición. 

Definición 1.2.10. Sea PE IP'¡:. 

l. F,, := Op/ P es el campo de clases residuales de P. La aplicación </:> : 

F ~ F,, U { oo} tal que x >-7 x(P) es llamado la aplicación de clases 
residuales con respecto a P. 

2. dcg P := [Fp : K] es llamado el grado de P. 

Cuando dcg P = 1 tenemos que F,, = I<. El grado de un lugar siempre 
es finito, como se prueba en la siguiente proposición. En particular si I< es 
algebraicamente cerrado, todo lugar tiene grado 1 y podemos pensar a cada 
elemento x E F como una función 

x:IP'F~Ku{oo} 

P >-7 :i:(P) 
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Por esta razón a F / J( se le llama campo de funciones. Los elen1entos de /( 
interpretados como funciones, son constantes. A /( se le llama el campo ele 
constantes de F / /(. A continuación establecemos una cota para el grado ele 
P. 

Proposición 1.2.11. Si Pes un lugar de F/K y O# x E P entonces 

deg P :S [F : K(x)J < oo 

Demostración. Notemos que [F : J((:c)] < ex> por la observación 1.1.2. En­
tonces es suficiente mostrar que cualesquiera elementos z., ... , Zn E Op cuyas 
clases residuales z 1 (P), ... , zn(P) E Fp son linealmeute independientes sobre 
/(, son linealmente independientes sobre J((x). Supongamos que existe una 
combinación lineal no trivial 

LcP;Z¡ =o 
i=l 

donde </J; E K(x). Podemos suponer que </J; E K[:i:] y que x no divide a todos, 
es decir, </J¡ = a; + xg;, a; E /( y no toda a; = O. Dado que x E P y g; E Op, 
tenemos </J;(P) = a;(P) = a¡. Entonces si evaluamos la aplicación de clases 
residuales en la combinación lineal anterior, tenemos 

n " 

O= O(P) = L </J;(P)z;(P) = L a¡z;(P) 
i=l i=l 

lo cual contradice la independencia lineal de z 1 (P), ... , z,.(P) E Fp. O 

Corolario 1.2.12. El campo k de F/ K es una extensión finita de K 

Demostración. Usaremos el hecho de que IP'F #- 0, que será demostrado en 
el corolario 1.2.15. Sea PE IP'p. Como¡(: está encajado en Fp, mediante la 
proyección 7r: Op ~ Fp, se sigue que [k: K] :S [F,.: K] < cx:i. O 

Definición 1.2.13. Sea x E F y P E 1?'1.•• Decimos que P es un cero de x 
de orden m = vp(x), si vp(x) > O; Pes un polo de x de orden rn = vp(x), si 
Vp(X) < Ü. 

Ahora enunciatnos el siguiente teorema sobre la existencia de lugares dado 
un campo de funciones F / /( 

Teorema 1.2.14. Sea F / /( un caTnpo de funciones y R un subanillo de F con 
/\. ~ R ~ F. Supongamos que {O} # I ~ R es un ideal propio de R. Entonces 
exi8te un lugar I' E IP', .• tal que I ~ P y R ~ Op. 
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Demostración. Consi<l~'relii'os el sigÚiente co~jm;t.o 

:F :={SIS es .un subanillo de F tal que Re;;; S y IS i= S} 

:Fes claramente 110 vacío pues RE :F. La familia {:F, e;;;} es un conjunto par­
cialmente ordenado bajo la inclusión. Sea ahora {S0 }nEf e;;; :F una cadena en 
:F y consideremos la unión de todos los elementos en la cadena T := UoEf { S 0 }, 

el cual es un subanillo de F con R e;;; T. Debemos comprobar que IT i= T. 
Supongamos lo contrario, entonces podemos escribir al 1 como 1 = ¿;:,,, a;s; 

con a; E I, s; E T. Como {S., }nEf es una cadena existe un S 0 E {S,,} tal que 
s 1, ... , s,. E So, por lo tanto 1 E I S 0 lo cual es una contradicción. 

Por el lema de Zorn :F contiene un elemento máximo O. Vearr1os que O 
es un anillo de valuación de F/ [(. Dado que I i= {O} e JO i= O tenemos 
que O ~ F e J e;;; 0\0*. Supongamos que existe un elemento z E F con 
la· propiedad de que z </:. O y z- 1 </:. O. Entonces por la ma..ximalidad de O, 
tenemos IO[z] = O[z] y además /O[z- 1 ] = O[z- 1] y por lo tanto podemos 
encontrar a 0 , ..• , ª"' bo, ... , bm E JO con lo siguiente: 

1 = llo + ll¡Z + · • · + U 71 Z
71 y (1.1) 

(1.2) 

Donde claramente n 2 1 y ni 2 l. Supongamos que ni, n son escogidos 
mínimos y m::::; n. Al multiplicar (1.1) por 1 - b0 y (1.2) por a,.z" obtenemos 

1 - bo = (1 - bo)a0 + · · · + (1 - bo)a .. z" 

Al sumar estas dos ecuaciones tenemos 1 = c0 + c 1z + · · · + Cn-tZn-l con 
coeficientes c; E JO. Esta es una contradicción a la rninirna!idad de n en 
(1.1). De modo que, hemos demostrado· que O es un anillo de valuación de 
F / I< y sea P su ideal máximo. O 

Corolario 1.2.15. Sea F/ I< un campo de funciones, z E F trascendente sobre 
I<. Entonces z tiene al menos un cero y un polo. En ¡mrticular lP' F i= 0. 

Demostración. Consideremos el anillo R = I<[z] y el ideal z/\[z]. Por el 
teorema 1.2.14, existe un lugar PE lP'p con z E P, por lo tanto P es un cero 
ele z. El rnisrno argumento demuestra que para z- 1 existe un cero Q E IP'1.·, de 
modo que Q es 1111 polo c!P z. O 
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1.3 El campo de funciones racional 

Considcrcrnos ahora un catnpo /( un clcrncnto :e tra.sccndcntc 8obrc I\ y el 
campo de funciones I<(x)/ I<. Vamos a examinar con detalle sus lugares. 

Proposición 1.3.1. 

J. Sea ¡J(x) un polinomio irreducible y mónico. La localización 

{
f(x) , } 

Op(x) = g(x) E ¡, (:i:) 1 p(:i:) f g(x) 

es un anillo de valuación de I<(x)/ I<, cuyo ideal máximo P está dado 
por 

Pp(x) = { ~~=~ E I<(x) 1 p(:i:) 1 f(x), p(x) f g(x)} 

y tiene como elemento primo al volinomio ]J(x). 

2. El anillo siguiente es también un anillo de valuación de K(:i:)/ I< 

{
f(x) } 

0 00 = g(x) 1 deg J(x) S deg g(x) 

cuyo ideal rnáximo es 

P00 = { ~~;~ 1 deg J(x) < deg g(x)} 

entonces dcg P 00 = 1. Un el"mento prirno vara P oo es t = 1 / x. La 
correspondiente valuación está dada por v 00 (J(x)/g(x)) = dcg g(x) -
deg f(x). 

3. I< es el campo 71lcno de constantes de I<(x)/ I<. 

Demostración. {1) Verificar que p(x) es un elemento primo para Pp(x) es in­
mediato, así como el hecho de que Op(x) es un anillo de valuación con ideal 
máximo P,,(7 ). La correspondiente valuación discreta claramente puede ser 
descrita de la siguiente manera: dado z E K(x), :; = p(x)"(J(x)/g(x)), donde 
p(x) f J(x), entonces vp(z) = n. Además tenemos que el campo de clases 
residuales I<(x)I' = Op/P es isomorfo a K[:i:]/(p{:r.)); en efecto, consideremos 
,P : I<(x) ~O,,/ P, dado por f(x) >-+ f(x) mod P. El núcleo de esta aplica­
ción es claramente {p(:i;)) y para ver que es sobre tomemos z E Op; entonces 
z = J(x)J.g(x), donde p(:i:) f g(x) y por lo tanto 1 = up+vg, donde u, v E K[x]. 
De manera que:: = fup/g+ fu y por lo tanto z =fu mod P. Esto demuestra 
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además que deg P = degp(x)~ En el caso particular p(x) = x - a, con n E J<, 
el grado de Pes uno y en este caso vamos a denotar por P,, al lugar Px-n· 

(2) Sólo veremos que 1/x es un elemento primo para Peo, el resto de las 
afirmaciones son inmediatas. Consideremos z = f(x)/g(x) E Peo, i.e. deg f < 
deg g. Entonces 

1 xf 
z = ;¡;- g' con deg (xf) ~ deg g 

lo cual demuestra que 1/x genera a Peo. Ahora, los cmnpos de funciones 
I<(x)/ K y K(~)/ K son !<-isomorfos. Al lugar= de K(:c}/ I< le corresponde 
el lugar (x) de K(~)/ I< mediante este isomorfismo. Entonces el grado de 
Poo·=·l. . 

(3) Escojamos un lugar Pele grado uno. El campo R: de K(x) está encajado 
en el campo de clases residuales I<(x)p, por lo tanto K e::;: R: e::;: I<(x),, ~ 
I<. o 

Teorema 1.3.2. Los tinicos lugares de K(x}/ I< son de la forma P, donde P 
está generado por un polinomio mónico irreducible sobre I<[:i:] o Peo. 

Demostración. Sea P un lugar de K(x)/K. Dos casos son posibles: 
· . (1) x E Op, por lo tanto I<[x] e::;: Op. Entonces I = I<[x] n P es un ideal 

... primo de J<(x] y por lo tanto es igual a cero o es el generado por un polinomio 
mónico irreducible p(:c}, pero la aplicación de clases residuales induce un encaje 
I<(x]/I ~ K(x}p, pues si I = I<[x] n P = O, entonces para todo elemento 
g E K[x], tenemos g <f. P => l/g E Op y tendríamos entonces Op = F, lo cual 
no puede ser. Si g(x) E /<[:1:] tal que p(x) f g(:i:), entonces g(x} <f. P y entonces 
1/g(x) E Op. Por lo tanto Op(x) e::;: 

0

0p y como los anillos de valuación son 
máximos, se tiene la igualdad. 

(2) x !/:. Op, por lo tanto K[:i:- 1
] e::;: Op. Además 1/x E P n I<[l/x]. Sea 

u = l/x e I = P n J<[u]. I es un ideal de I<[u] que contiene a u por lo tanto 
I = (u). Ahora si g(u) E K[u], no es divisible por u entonces g !/:. P. De 
donde, para todo J(u) E K[u] se tiene que if;;t E Op y entonces 

De nueva cuenta por el argumento de la ma.ximalidad Op = Oeo· o 
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1.4 Independencia de valuaciones 

El resultado principal de esta sección es el t<?orema ele aproximación débil, en 
una sección posterior se daní un teorema tnlÍS fuerte de aproxitnación. 

Teorema 1.4.1 (Teorema de aproximación débil}. Sea F/J( nn campo 
de funciones, P 1 , ••• ,P,. E IP'F lugares distintos de F/J(, x 1 , ••• ,:1:,, E F y 
r 1 , ••• , r,. E Z. Entonces existe x E F tal que 

vp,(X-x¡)=r¡ parai= 1, ... ,n. 

De111.ostración. No dcmostrarernos este t.corerna pues, varnos a probar una ver­
sión más general llamado teorema de aproximación fuerte. La demostración 
de este teorema se puede consultar en [Sti]. O 

Un corolario irnportante de este tcorctna es el siguiente. 

Corolario 1.4.2. Cnalquicr campo de funciones tiene una infinidad de luga­
res. 

Demostración. Supongamos que sólo existe una cantidad finita de lugares 
P 1 , ••• , Pn- Entonces, por el teorema de aproximación débil podernos encon­
trar un elemento no cero x E F con vp, (x) > O para i = 1, ... , n. Tenemos 
que x es trascedente sobre J( pues tiene ceros, pero :i: no tiene ningún polo, lo 
cual es una contradicción, pues .1: es un elemento trascendente. O 

Otra consecuencia importante del teorema de aproximación débil es el si­
guiente resultado. 

Proposición 1.4.3. Sea F / J( un campo de funciones y P 1 , ••• , Pk ceros del 
elemento x E F. Entonce., 

L Vp, (x) · clegP; :S [F: K(x)J 
i:::l 

Demostración. Para si111plificar notación sea V¡ := Vp,, <Í¡ := degF'; y e¡ := 
v;(x). Por el teorema de aproximación débil, para cada i existe un elemento t; 
tal que 

v;(t;) = 1 y vk(t,) =O para k""' i. 

Torncrnos ahora s 11 , ... ,s1d, E O,,, tal que s 11 (P1 ), ••• ,s¡d
1
(P¡) es una base 

del campo residual Fp, sobre f\". De nuevo, por aproximación débil poden1os 
encontrar Z;j E F tal que lo siguiente ocurre para toda i, j: 

v;(s,i - ::;1 ) >O y vk(::,1 ) ~ <'k para/.: ,P i. 
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Afirmamos que los elementos 

t¡ · z;i, 1 :::; i :5 r, 1 :5 j :5 el;, O :::; n < e; 

son J((x)-linealmente independientes. Su número está <lado por L::~=l d;e; = 
¿:;=l Vp; (x) · degP;, de modo que la proposición se sigue de esta afirmación. 
Supongamos que existe una combinación lineal no trivial 

r d, C¡-1 

L L L </J;;"ti Zij = o 
i=l j=l u=O 

sobre J((x). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que </>ija E K[x] 
y que no todos los </lija son divisibles por x. Entonces existen índices k E 
{1, ... ,r} y cE {O, ... ,ck -1} tales que 

x 1 </Jkia para todo a < e y tocio j E { 1, ... , dk} y 

X f </Jikc para algún j E { 1, ... , dk}. 

Si multiplicamos la igualdad anterior por t-¡;c oht.enemos 

d, c,-1 

L L L </J;1at;'t-¡;rz;1 =O 
i=l j=l a=O 

·Para i # k todos los sumandos de (1.3) anterior est1ín en Pk pues 

vk(</J;;at'¡t¡cz;;) = vk(</J;;a) + avk(t;) - cvk(tk) + Vk(z;;) 

;:::: Ü + Ü - C + Ck > Ü. 

Ahora, si i = k y a < e tenemos 

vk(<fJk;at~-czk;) ;:::: Ck +a - e+ O;:::: Ck - e> O, 

(1.3) 

Notemos que x 1 <Pk;a y por lo tanto vk(<fJk;u) ;:::: Ck. Además vk(sk;) = O, 
para todo j pues {sk1, ... , skd•} es una base para F,, •. Por otro lacio vk(sk;) = 
vk(Zkj ), por la condición v;(s;; - z;;) > O y la desigualdad estricta del triángulo. 
Para i = k y a > e, tenemos 

vk(</Jk1 at~-czk;) ;:::: n - e> O. 

Afinnación. Las condiciones {skt.···,skd.} base de F1-. y v;(s;; - z;;) >O 
implican que zk1(Pk), ... ,zkd.(Pk) forman una ba.-;e de Fp./K. En efecto, 
si suponernos que eso no ocurre, entonces existe una combinación lineal no 
trivial ¿1'::1 a;zk; = O con a; E CJp,. Si consideramos ahora la siguiente 

combinación lineal L:1':: 1 a; (s;; - Zkj ), ésta perten<"' a Pk por la desigualdad 
estricta del triángulo, por lo tanto es igual a cero en Fpk y entonces tcnc111os 
una combinación lineal no tri,·ial igual a cero de las s 1 k. lo cual no pu<'dc 
ocurrir, pues éstas eran una base. 
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Combinando esto con (1.3) tenemos lo siguiente 

d. 

L rPk;c(Pk) · Zk;(Pk) =O 
j=l 

sobre J(. Esto es una contradicción pues zki (Pk), ... , Zkd• (Pk) forman una base 
de Fp./I<, por la afirmación anterior. O 

Este resultado seni usado varias veces más adelante y posee un corolario 
importante. 

Corolario 1.4.4. En un campo de funciones F /K, cualquier elemento O # 
x E F tiene sólo un número finito de cer·os y polos. 

Demostración. Si :i; es conslante, entonces no tiene ceros ni polos. Si :i; es 
trascendente sobre /{, el número de ceros está acotado superiormente por 
[F: J((x)] por la proposición anterior. El mismo argumento muestra que x- 1 

tiene sólo un nlÍmero finilo de ceros. O 

1.5 Divisores 

El campo J( de un campo de funciones es una extensión finita de J( por el 
corolario 1.2.12 y F puede ser vislo como campo de funciones sobre J(. De 
manera que la siguiente suposición no es crítica para la teoría. 

De ahora en adela11te, F / J( denotará un campo de fu11cio11es algebraicas 
en una variable tal que¡{: es todo el campo de constante.• de F/K. 

Definición 1.5.1. El grupo abeliano libre generado por los lugares de F/I< 
es denotado por VF, lo llamare•nos el grupo de divisores de F/!<. 

Los elementos de V¡.· son llamados divisores de F/I<. En otras palabras 
podemos decir que un divisor es una suma formal del tipo 

D = L npP con np E Z, casi todo np = O. 
PE'PF 

El soporte de D est;i definido por 

suppD :={PE IP'F 1 np #O} 

Un divisor de la forma D = P con P E IP'F será llamado un divisor primo. Dos 
divisores D = ¿: n 1.P y D' = ¿: n'¡.P se suman enlrada por entrada: 

D + D' = L (np + n~,)P 
PEf?F 
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Para'Q 1 e'lP'i.'y'D''=';"f:.hpP'E 'DF definimos vq(D) .- nQ, por lo que 
supp D = {PE: !P'F 1 vdD) #O} y D = LPEsup¡'D Vp(D)P. 

Introdueimosun orde!l 'pa~é:ial ~n Vp de la siguiente forma 

.D; ~ D2 <=> Vp(D1) ~ vp(D2) para todo PE lP'F 

Un divfsor D ;:::: O es llamado positivo. El grado de un divisor está definido por 

deg D := L Vp(D) <lcg P 
PE?F 

y esto da un homomorfismo deg: 'DF--+ Z. Por el corolario 1.4.4 todo elemento 
no cero x E P sólo tiene un número finito de polos y ceros en lP'p, de manera 
que la siguiente definición tiene sentido. 

Definición 1.5.2. Sea O# x E F y denotemos por Z (respectivamente N) el 
conjunto de ceros (polos) ele x en lP'p. Definimos 

(x)o := L vp(x)P 
PEZ 

como el divisor cero del elemento x. De manera análoga definirnos 

(x)00 := L (-vp(x))P 
PEN 

como él d~visor polo de x y el divisor principal de x está dado por 

(x) := ('!')o - (x)co· 

Claramente (x)o 2: O, (x)00 2: O y los elementos O # x E F que son 
constantes están caracterizados por 

X E ]( <=> (x) = 0 

Definición 1.5.3. El conjunto 

PF := {(x) 1 O# x E F} 

es llamado el grupo de divisores principales de F/ J{. Este es un subgrupo 
ele 'Dp, pues por la caracterización hecha ele estos divisores, si O # x, y E F, 
tenemos (xy) = (x) + (y). De manera que tiene sentido hablar del grupo 
cociente PicF := 'DF/P¡.· llamado el grupo de Picare!. Para un divisor DE 'DF, 
su clase en PicF la denotaremos por [D]. Decimos que dos divisores D, D' 
son equivalentes D ~ D' si [D] = [D'J, es decir, si D = D' + (x) para algún 
O # x E F. Es fácil verificar que ésta es una relación de equivalencia. 
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. La siguiente definición desempeña un papel fundamental en. la teoría <le 
campos de funciones algebraicas. 

Definición 1.5.4. Para un divisor A E Vp definimos 

.C(A) := {x E F 1 (:i:) 2: - .. 4} U {O} 

Esta definición tiene la siguiente interpretación, si 

s 

A= ¿n;P; - LmiQi 
i=l j=I 

con n; > O, mi > O, entonces .C(A) consiste <le elementos x E F tales que 

l. x tiene ceros de orden 2: 1ni en Q,, para j = 1, ... , s y 

2. x puedo tener polos únicamente en los lugares P., . .. , Pr con el orden 
del polo en P; acotado por n; ( i = 1, ... , r). 

Observación 1.5.5. Sea A E V,... Entonces 

l. x E .C(A) <==> vp(x) 2: -vp(A) para tocio P E IP',... 

2 . .C(A) # {O} <==> existe un divisor A' 2: O tal que A' ~ A. 

La demostración ele estas afirmaciones se sigue inmediatamente ele las defini­
ciones. 

Lema 1.5.6. Sea A E V,... Entonces 

1. .C(A) es u11 I<-espacio 11ectorial. 

2. Si A' es un divisor cqui11alcnte " A entonces .C(A) ~ .C(A') como K­
espacios vectoriales. 

Demostración. Sean :e, y E .C(A) y a E I<. Entonces para todo P E IPp, 
tenemos vp(x+y) 2: rnín{vp(x), v,.(y)} 2: -v,.(A), por lo que x+y E .C(A). Se 
tiene ax E .C(A) por la observación anterior y por el hecho de que si a E K\ {O} 
entonces vp(a) = O; el caso a = O es tri\'ial. Veainos la segunda parte del 
lema. Por hipótesis tenemos que existe O # z E F tal que A = A' + (z). 
Definamos <P : .C(A) -+ F ciada por :i: ~ xz. Esta función es !<-lineal y su 
itnagcn csh\ contenida en C(~~l') clararncntc. De la 111is1na 1na.ncra, si ahora 
definimos la función <f/ : .C(A') -+ F tal que x ~ :r.z- 1

, (,sta es K-lincal. su 
imagen está contenida en .C(A) y adcm;ís "s Ín\'crsa de </>. Por lo tanto <Pes un 
isomorfismo cntrn .C(.-1) y .C(A'). O 
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Los siguientes deis lemas son importantes 'i>ara' el_ ultérior desarrollo de la 
teoría. 

Lema··i.5,7,, ·- 1: C(O) "= I< 

2. Si A < O entonces .C(A) = {O} 

Dc;,;,ost~acicin. Ó-) Tenernos que para todo x E K\{0}, el divisor (x) =O, por 
lo que I< s;;' .c(o). Recíproc~rnente si O f' x E .C(O) entonces (x) ;::: O. Esto 
quiere decir que x no tiene ningún polo y por lo tanto x E J(. 

(2) Ahora supongamos que existe un elemento O f' x E C(A). Entonces 
(x) ;::: -A > O y el elemento x tendría un cero pero ningún polo, lo cual es 
imposible. O 

Lema 1.5.8. Sean A, B divisores de F / J( con A ~ B. Entonces tenemos 
C(A) s;; C(B), por lo qv.e tiene sentido el cociente C(B)/.C(A) y además 

dim(C(B)/ C(A)) ~ dcgB - dcyA. 

Demostración. CCA) ~ C(B) es trivial. Para probar la otra afirmación del 
lema supongamos que B = A+ P (podemos hacerlo sin pérdida de generalidad, 
el caso general se demuestra fácilmente por inducción). Escojamos t E F tal 
que vp(t) = vp(B) = vf'(A) + l. Si x E C(B) tenemos v,,(x) ;::: -vp(B) = 
-vp(t), de manera que xt E Op y tenemos un ma¡wo /\-lineal ,P : C(B) -t Fr, 
dado por x t-t (xt)(P). Ahora, :1: está en el núcleo ele-.¡, si y sólo si v,.(xt) >O, 
es decir, vp(x) ;::: -vp(A). De manera que Kcr(l/•) = C(A) y entonces l/1 
induce una aplicación K-lineal bien definida de C(B)/ C(A) en F,.. Por lo 
tanto 

dim(C(B)/C(A)) :S dim F 1• = degB - degA 

o 
Proposición 1.5.9. Para todo divisor A E V, .. el espacio C(A) tiene di­
mensíon JinittL sobre I<. Más precisamen/.c, ,,i A A+ - A_ con divisores 
positivos A+ y A_, entonces 

dimC(A) ~ deg A+ + 1 

Demostración. Dado que C(A) ~ .C(A+), es suficiente demostrar que 

dim.C(A+) ~ deg A++ 1 

Para esto notemos que el lema anterior nos dice que dim(C(A+))/.C(O)) ~ 
deg A+ y dado que C(O) = /(como se demostró anteriormente en el le1na 1.5.7, 
la dim(C(A+)) = dim(C(A+)/.C(O)) + 1 la demost.ral"ión está concluida. O 
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DefinicióJ:l 1.5.10. Para A E Vp, el entero dim A := dim C(A) es llamado la 
diuiensión del divisor A. 

El teorema que a continuación se enuncia establece que tocio elemento 
O # x E F tiene tantos ceros con10 polos, contados adecuadamente. 

Teorema 1.5.11. Todo divisor principal tiene grado cero. Más precisamente, 
sea x E F\l( y (x) 0 (x) 00 el divisor cero y polo res¡1ectivamente de x. Entonces 

deg(x)o = deg(x) 00 = [F: K(x)] 

Demostración. Sean= [F: K(x)] y sea 

B := (x) 00 = L -vp, (x)P¡ 
i=l 

donde P;, ... , Pr son los polos de x. Entonces 

dcg B = L Vp, (x- 1
) deg P; $ [F: K(x)] = n 

i=l 

por la proposición 1.4.3 ; mostraremos que n $ dcg B. Escojamos una base 
U1, ••• , Un de F/ J((x) y un divisor e~ o tal que (u¡) ~ -C para i = 1, ... 'n. 
Tenemos entonces 

dim(lB + C) ;::: n(l + 1) para todo l ~ O 

lo cual se sigue inmediatamente del lu:cho de x'u1 E C(lB + C) para O $ i $ 
l, 1 $ j $ n (notemos que estos elementos son linealmente independientes 
sobre [( puesto que u 1 , ••• , Un son linealmente independientes sobre l\(x)). 
Definamos c = deg C y tenemos n(l + 1) $ dim(lB + C) $ l deg B + c + 1 por 
la proposición 1.5.9. Por lo tanto 

l(deg B - n) ~ n - c - 1 

para toda l E N. El lacio derecho de la desigualdad anterior es independiente 
de l, por lo que esta desigualdad sólo es posible cuando deg B ;::: n Hemos 
demostrado que dcg (x)00 = [F: K(:r.)J. Como (x)o = (x- 1

) 00 , concluimos que 
deg (x)o = dcg (x-• )oo = [F: K(:i:- 1 )] = [F: K(x)]. O 

Una parte importante para el desarrollo de la teoría es el siguiente corolario. 

Corolario 1.5.12. l. SeCLn A, A' E V¡." divisores tales que A ~ A'. En-
tonces dhn A = dán A' 11 dcg A = dcg A'. 
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2. Si degA < O entonces dimA = O. 
- . - _. .. {-; !;'.::t-t•i .. :\_ 

3. Para un divisor A de grado cero, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes: .";-;' 

(a) A es principal 

(b) dimA;::: 1 

(c) dimA = 1 

Demostración. (1) Se sigue inmediatamente del lema 1.5.6 y el teorema 1.5.11. 
(2) Supongamos dimA > O. Por la observación 1.5.5 existe un divisor 

A' ~ A con A ;::: O, entonces deg A = deg A' ;::: O. 
(3) (a) =? (b) Si A = (x) es principal entonces x- 1 E .C(A), de manera 

que dim A 2: l. (b) =? (c) Supongamos ahora que dim A ;::: 1 y deg A = O. 
Entonces A ~ A' con algún A' ;::: O. Las condiciones A' ;::: O y deg A' = O, 
implican A' = O, por lo tanto di ni A' = dirn A = dirn O = 1 por el lema 1.5. 7. 
(c) =? (a) Supongamos que dim A = 1 y deg A =O. Tomemos O# z E .C(A), 
entonces (z) +A ;::: O. Como dcg((z) +A) =O se sigue que (z) +A =O, por 
lo tanto A= -(z) = (z- 1 ) es principal. O 

Ejemplo 1.5.13. Consideremos de nueva cuenta el campo de funciones ra­
cionales F = I<(x) con I< un campo cualquiera. Para O :<::; z E I<(x) tenemos 
z = af(x)/g(x) con a E K*, J(x), g(x) E K(x] mónicos y primos relativos. 
Sean ahora .. 

J(x) = ITv.(x)"', g(x) =TI qí(x)'"i 
i=l i=l 

las descomposiciones en polinomios 1.nónicos irreducibles de J(x) y g(x). En­
tonces el divisor principal de z en °DK(x) corresponde a 

r s 

(z) = L n;P; - L mjQj + (dcg g - dcg f)P00 

i=l j=l 

donde P;, respectivamente Qj son los lugares de p;(x) y <Jj(x). De manera que 
en un campo de funciones arbitrario, los divisores principales son los sustitutos 
para la descomposición en polinomios irreducibles que ocurre en el campo de 
funciones racional. 

La siguiente proposición es fundamental en la definición del género de un 
campo de funciones algebraicas. 

Proposición 1.5.14. Existe una constante -y E Z tal que, para todos los 
divisores A E V 1.' ocurre lo siguiente: 

dcg A - dim A ~ -y 
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Demostración. -El énfasis en esta proposición es que 'Y sólo depende del campo 
de fundé::u:i:es F/I<. Para empezar, notemos lo siguiente . . . -·. . . . . 

{1.4) 

por el lema 1.5.8. Tornamos un elemento x E F\l( y consideremos el divisor 
B := (x)00 • Al igual que en la prueba del teorema 1.5.11 existe un divisor 
C ;:::: O tal que dim(lB + C) 2: (l + 1) deg B para todo l 2: O. Por otra 
parte, dim(lB + C) :5 dim(lB) + dcg C por el lema 1.5.8. Combinando estas 
desigualdades obtenernos 

dim(lB) ;:::: (l + l)dcg B - deg C = deg(lB) + ((F: K(x)] - deg C) 

Por lo tanto 
dcg(lB) - dim(lB) :5 ¡ para tocia l > O (1.5) 

con algún 'Y E Z. Queremos mostrar que 1.5 se cutnple cuando sustituimos en 
lugar de lB cualquier divisor A E Vp. 

Afirmación. Dado un divisor A, existen divisores A 1 , D y uu entero l 2: O tal 
que A :5 A., A 1 ~ D y D :5 lB. 

Esta afirmación es fácil de verificar: Sean A 1 2: A tal que A 1 2: O. Entonces 

dim(lB - A¡) 2: dim(lB) - dcg A 1 

2: dcg(lB) - 'Y - dcg A 1 

>0 

para l suficientemente grande. Entonces existe un elemento O # z E C.(lB -
A 1). Definiendo D := A 1 - (z) obtenemos A 1 ~ D y D :5 A 1 - (A 1 - IB) = 
lB corno queríamos. Si ahora usamos esta afirmación la proposición si sigue 
fácilmente: 

degA - dimA :5 degA 1 - dimA 1 

= degD- dimD 

:5 dcg(lB) - dim(lB) 

:5 'Y 

Que es justa1nente lo que deseábamos demostrar. 

Ahora con la proposición anterior la siguiente definición tiene sentido. 

Definición 1.5.15. El género 9 ele F/ K est;\ definido por 

y:= 1míx{dr.yA - di111A + 1 1 A E V,_.} 

o 
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Observación 1.5.16. El género g de un campo de funciones es un entero 
no negativo. Esto es fácil <le ver, simplemente en la definición ele género 
sustituyamos A = O y entonces deg(O) - dim(O) + 1 = O. Por lo tanto g 2: O. 

Teorema 1.5.17 (Teorema de Riemann). Sea F/K un campo defunciones 
de género g. 

1. Para todo divisor A E V F, 

dim A 2: deg A + 1 - g 

2. Existe un entero e, que depende de F / I<, tal que 

dim A = deg A+ 1 - g 

siempre que deg A 2: c. 

Demostración. La primera afirmación es justarnente la definición del género. 
Escojamos ahora un divisor A 0 con g = deg Ao - dim A 0 + 1 y definamos 
e:= deg Ao + g. Si deg A 2: e entonces 

dim(A - Ao) 2: deg(A -- A 0 ) + 1 - g 2: e - deg .40 + 1 - g 2: 1 

'Por lo'tanto existe un elemento O i= z E .C(rl - .Ao). Consideremos el divisor 
.4' := A + (z) el cual es 2: A 0 • Tenemos entonces 

degA- dimA = dcgA' - dirn.-1' 

2: dcy A 0 - diTn Ao 

=g-1 

Por lo tanto dim A 5 dcg A + 1 - g. 

(1.G) 

o 
Ejemplo 1.5.18. Vamos a mostrar, con los teoremas anteriormente desarro­
llados, que el campo de funciones racional I<(x)/ /\, tiene género cero. De­
notemos por P00 el polo divisor de x. Consideremos para r 2: O, el espacio 
vectorial .C(rP00). Desde luego, los elementos l,x, ... ,xr están en .C(rP00 ), 

por lo tanto 

r + 1 :<::; dim(rP00 ) = dey(rP00 ) + 1 - g =,. + 1 - g 

para r suficicntc1ncnte grande. Por lo tanto, g ::=:; O, pero ya sabían1os que 
g 2: O por la observación 1.5.16 por lo tanto tenemos la afirmación. 



Capítulo 2 

El teorema de Riemann-Roch 

En este sección F / I< denotará un campo ele funciones de género g. 

2.1 El espacio de adeles 

Definición 2.1.1. Para A E Vp, i(A) := dirn A - deg A+ g - 1 es llamado el 
índice de especialidad de A. 

El teorema de Riemann establece que i(.4) es un entero no negativo y que 
además i(A) = O si deg A es suficientemente grande. Es este capítulo daremos 
una interpretación de i(A) como la dimensión de ciertos espacios vectoriales. 
Con este fin vamos a introducir la siguiente definición. 

Definición 2.1.2. Un acle! de F/ I< es un mapeo a : IP'p --> F de manera que 
P ~ Otp y Otp E Op para casi toda: PE IP'p. Por lo que podemos pensar a un 
acle! como un elemento del producto directo flPEI?,- F y por !o tanto usaremos 
la notación a= (0tp)PEI?,-· 

El siguiente conjunto 

AF :={a 1 °'es uu adel de F/K} 

es llamado el espacio de adeles de F/ J{ y tiene estructura de F-espacio vecto­
rial de manera natural. Diremos que el adel principal de un elemento :e E F es 
el adel cuyas componentes son todas iguales ax; este elemento es, en efecto, un 
acle! pues dacio x E F, 1\ste tieue a lo miís un número finito de polos. Esto nos 
da una forma de encajar F ~~ Ap. Las valuaciones Vp de F/ /{- se extienden 
de manera natural a AF definiendo vp(a) .- vp(up ). Por definición de adel, 
vp(n) 2: O para casi toda P E IP', ... 
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Definición 2. i~3 .. · Pa:ra:,:rf:ev¡.i definiffi~s 

A1,(.;-\) :,,,;{ri~~AF 1 Vp(a) ~ -vr(A) para toda PE ll"p} 

El cual es un J<~subespacio de Ap. 

Teorema 2.1.4. Para todo divisor A E VF el índice de especialidad es 

i(A) = clim(AF/(AF(A) + F)). 

Demostración. La demostración de este teorema es bastante larga. Daremos 
la idea de la prueba y referimos a [Sti] para la demostración completa. La 
detnostración consiste en varios pasos: 

(1) Sean A1, A2 E VF y A1 '.S A2, entonces AF(.4 1) <;; Ap(A2 ) y además 

(2.1) 

(2) Sean .4 1 , A2 E Vp, con A 1 $ A 2 como antes 

'=.(degA2 -dimA2 ) - (clegA 1 - climA 1) (2.2) 

(3) Si B es un divisor tal que dim B = deg B + 1 - g entonces 

(2.3) 

. Una .·vez. c¡~~·.;¡~~mos. probado estos pil.sos, consideramos un divisor arbitrario 
A: Por ~l ·t~Ó~ei:Ila de Riemann, existe 1111 divisor A 1 ~ A tal que clim A 1 = 
deg A 1 .+1 7 g; por (2.3), AF = AF(A1 ) + F y por (2.2), tenemos 

clim(AF/AF(A) + F) = dim((A¡.-(Ai) + F)/(Ap(A) + F)) 
= (deg .4 1 - dim A 1 ) - (deg A - dim A) 

= (g - 1) + dimA - degA = i(A). 

Corolario 2.1.5. g = dim (AF/(AF(O) + F)). 

o 

Demostración. i(O) = dim(O) - rleg(O) + g - l = 1 - O+ g - 1 = g. O 

A continuación introducimos el concepto de diferencial de Weil, que nos 
lleva a una segunda i11tcrprctació11 para el índice de especialidad de 1111 divisor. 
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Definició~:2.1:6: ·Un diferencial de Weil de F/K es una aplicación K-lineal 
w : . AT.-. -t . ..IC que .. se hace cero en Ap(A) + F para algún divisor A E Vp. 
Llamarninos ,; •fi .·'?" 

ilp := {w 1 w es un diferencial de Weil ele F / K} 

el móclulo•cie diferenciales de F/K. Si A E VF sea 

nF(A) := {w E Jlp 1 w se hace cero en AF(A) + F} 

. Notemos que Jlp tiene estructura ele /{-espacio vectorial de manera natural. 
A· continuación ciamos otra interpretación del índice de especialidad. 

Lema 2.1.7. Para todo .4 E V,, se cumple que dimfl1.·(.4.) = i(.A). 

Demostración. flF(A) es de manera natural isomorfo a las formas lineales 
sobre AF/(AF(A) + F). Dado que AF/(AF(A) + F) tiene dimensión i(.-1.), por 
el teorema 2. 1.4, el lema se sigue inmediatamente. O 

A continuación vamos a definir el producto de elementos de F con diferen­
ciales. 

Definición 2.1.8. Para x E F y w E íl¡.· definimos xw : Ap -t /{ por 

(:i:w)(o:) := w(xn). 

Es ele rutina verificar que xw es un diferencial ele \\"eil ele F/ K. De hecho, 
si w se anula en Ap(A)+F entonces xw se anula en A¡.-(A+(x))+F. Entonces 
la definición anterior le da claramente a flF una estructura ele espacio vectorial 
sobre F. 

Los siguientes proposición y lema, son resultados técnicos importantes para 
la demostración del teorema de Riemann-Roch. 

Proposición 2.1.9. flF es un espacio vectorial de dimensión uno .•obn! F. 

Demostración. Sea O# W¡ E flF. Debemos demostrar que para todo c.:2 E Jlp 
existe z E F tal que w2 = zw 1 • Supongamos que w~ #O. Sean .4 1,.42 E Vp 
tales que <u¡ E fl1-·(A¡) y w2 E flF(.A 2 ). Consideremos ahora un divisor B de 
grado suficientemente grande tal que 

dim(.4 1 + B) = dcg(A, + B) + l - y 

para i = 1, 2. Esto, desde luego es posible por el teorema de Riemann. Consi­
deremos ahora las siguientes aplicaciones lineales: <ÍJ; : .C(A, + B) -t [?1.-(-B) 
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dada por a;,·1-4 ·'xw1i ~aí-a'i"i'==Í"-1;2··Las;~ual~·és~ári bien d~finidá'...;,''pues si 
°' E AF(-B) y :i:, E .C(Át.+B)·tenemos· 10 sigúiérÍte '.' - · · "' - '·' 

vp(a) ?_vp(B) 

y 
1.V.;,c;;;,)'+ Jp(B)~._:_v~(A,) · 

Al' sumar las dos desigualdades·obtenemos 

Vp(ax1) = Vp(a) + Vp(X¡)?. -vp(A¡) 

porlo ·tanto el diferencial x;w E .!?F(-B). Más alin, las funciones ,¡,, son 
inyectivas. Si O # x E ker ,¡,,, tenemos que (1/x) a es un adel para toda 
a E AF. Al evaluar en este adel obtenemos para toda a E AF 

xw¡((l/x) a):= w;(x (1/x) a)= w;(a) =O 

es. decir, w 1 es idénticamente cero, lo cual es una contradicción. Por. lo tanto 
.• 

x = O. Afirmamos ahora lo siguiente: 

Afirmación. Para el divisor B se cumple lo siguiente 

Empezamos con un hecho bastante conocido de álgebra lineal: Si_Ui..U2 
son dos subcspacios de un espacio vectorial V de dimensión finita; entonce8 

dim(U1 n U2 ) ?. clim U 1 + dim U2 - dim V 

Definamos .entonces U;:= ,P;(.C(A; + B)) ~ ilF(-B). Como 

dimilF(-:-B) = i(-B) = dim(-B) - dcy(-B) + g - 1 
. . : .· ., . .. . . . = dcy B + g - 1 

(2.4) 

(notemos que aquí usamos el hecho de que podernos considerar a B > O y por 
lo_ ta1itó dim(-B) = O). Llegamos entonces a Jo siguiente 

dim U 1 + dim U, - dim .!?F(-B) 
:• 

= deg(A1 + B) + 1 - g + dcg(A 2 + B) + 1 - g - (dcg B + g - 1) 

= dcg B + (dcg A 1 + dcy A 2 + 3(1 - g)) 

el término entre paréntesis es independiente de B, de manera que 

dim U 1 + dim U, - dim Sh-(-B) >O 

si el grado de Bes suficientemente grande. Por (2.4) tenemos que U 1 n U2 #- O, 
lo que prueba la afirmación. Usando la afirmación, la prueba de esta propo­
sición es inmediata: escojamos .r 1 E .C(-4 1 + B) y :t·, E .C(A2 + B) tales que 
:i: 1w1 = x 2 w2 #- O. Entonces w2 = (:r: 1.r2 1 ):.! 1 como queríamos. O 
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.. ' Otropbjetivo es asociarle un divisor a todo diferencial de ~7eil w. #: O. Para 
esto consideremos el siguiente conjunto de divisores. 

lvl(w) := {A E 'Dp 1 w se anula en Ap(A) + F} 

El siguiente lema nos permitirá definir la noción de divisor canónico. 

Lema 2.1.10. Sea O #= w E Jlp. Entonces existe un tinico divisor lV E Jlif(w) 
tal que A :5: w· para todo A E JIJ(w). 

Demostración. Por el teorema de Riemann existe e constante tal que para todo 
A E V 1 •• tal que deg A 2: e se tiene i(A) =O. Como dim(AF/(AF(A) + F}) = 
i(A) por el teorema 2.1.4, tenemos que dcg A < e para todo A E iW(w). 
De manera que pocle1nos escoger un divisor IV E Jl.J(w) de grado máximo. 
Supongatnos que 1-V no cumple la conclusión del lema; entonces existe un 
divisor A 0 E ,w(w) con A 0 i lV, es decir, vQ(A 0 ) > vQ(IV) para alg1'u1 Q E lP'p. 
Afirmamos ahora que W +Q E iW(w) lo cual contradice la maximalidad de H'. 
Para cle1nostrar esta afirmación, consideremos 11n acle! n = (np) E A1.·(H' +Q). 
Podemos escribir a a = o! + n" donde 

y 

, {exp exp := Q 
si P # Q 
si P=Q 

si P # Q 
ex" ·- {º 

P .- exQ si P = Q 

Entonces ex' E Ap(\V) y ex" E AF(rl0 ), por lo que w(ex) = w(ex') + w(ex") = O. 
De manera que w se anula en AF(l-1' + Q) + F y la afirmación está probada. 
La unicidad de W es ahora inmediata. O 

El lema anterior nos permite definir lo siguiente. 

Definición 2.1.11. l. El divisor (w) de un diferencial de vVeil w #O es el 
único divisor ele F / J( que satisface 

(a) w se anula en AF((w)) +F. 

(b) Si w se hace cero en Ap(A) + F entonces A :::; (w). 

2. Para O# w E Ü¡.· y PE 11",, definimos v,,(w) := vp((w)). 

3. Un lugar P se dice que cs un et'ro (polo) ele w si vp(w) >O (respectiva­
mente si Vp(w) <O. Se dice que w es regular en Psi vp(w) 2: O y se dice 
que w es r·cgular (u holomorfo) si es regular en tocio PE lP'p. 
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4. Un divisor H{ esÚ~ii{~d~:.di~isor canóiÍico_ ~e. j;./K si- W_ = (w) para 
algún w E !1i.·. .· ~''):' ,, \ ,,:·. • 1 -.,. ;• 

Observación 2;1.12; ;se ~¡g-t;e'in~~~di~tamente de Ja defiilición que 

''p~5Á;·'~.{~,;{1F
0

)-,0,-=,6·ó·(~)-?·A; 

y que -:·:· 

u .l?F(o) ::= {w e riF 1 w es r~gúlar}'' ~' 

Como una consecuencia deLlema 2.1.7 y la definición: tenemos_ que· 

dimilF(O) =.g -
' ' . ·~ . .' ' . -...... : 

. <;.:~·o{~:.';- .. ; ~-

Hast¿i. el momento, t()nemo_s_ es~as interpretaciones cielíndke d!J. qspeciálizadón. 

Proposición 2:1.13. 

1. Para o i= X É F y w' E n¡.. tenemos (xw} ·= (x)+ (w) 

. 2. Cualesquiera. dos divisor:fés can~nicos. de F / K son equivalentes. 
-· . ' . . . 

-Demostración. Si w se anuÍa_cn A;(A) + F entonces xw se anula en AF(A + 
(x)) + F, por lo q\l~--; · · · -

-~< ~~~-: '.·~-,~:~c¡:,f~+·{x)·--::;-·cxw) 

Asimismo, (xw) + (x-:;.~)':=;·;(x¡-·}xw) .= (w), si combinamos estas desigualdades 
obtenemos · · - : ::: .::· -- · · 

. . (w);+{x):;S:{~w):=; -(x- 1 ) + (w) = (w) + (x) 

Lo cual demuestra (lr. El: inciso (2) es una consecuencia de (1) y de la propo-
.. sición 2.1.9. .,,., __ .,,,_,,. __ , O 

Una simple' pero importante consecuencia es que los divisores canónicos de 
F/ [( forman una sola clase (W] en el grupo de clases de divisores C1.-. A esta 
clase se le llama la clase canónica de F/ !<. 

Teorema 2.1.14. Sea A un divisor arbitrario y 1-1' = (w) un divisor crmónico 
de F/I<. Entonces laf1mció11 ¡t: .C(H' - A)-+ np(A) tal que X f-7 xw es un 
isomorfismo de /(-espacios vectoriales. 

Demostración. Si x E C(l-V - A) tenemos 

(xw) = (x) + (w)? -(11. - .-l) +IV= A 

·por lo tanto :i:w E OF(.4). Por lo que /t manda C(H' -A) en np(A). Claramen­
te/Les /(-lineal e inyectiva. Para demostrar la supraycctividad consideremos 
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un,,clifcren~fal w.1 ·e Op(Á); Por In proposición 2.1.!), w 1 

x E F. Pero tenemos. que 
:r.w para algth1 

.. : (xf+ w' ~ (x) +(w) = (xw) = (w 1 ) 2: A, 

ele manera que (x) ~ -(\.V - A), por Jo tanto x E .C(l-V - .fl) y w 1 = µ(x). 
Hemos probado que dim r2p(A) = dim (l'l' - A) y por otra parte ya sabíamos 
que dimr2p(A) = i(A), por lo tanto i(A) = dim (W - A). O 

Todos estos resultados los hemos desarrollado para obtener el Teorema de 
Riemann-Roeh, que es por mucho el teorema más iinportante en la teoría de 
can1pos de funciones algebraicas. 

Teorema 2.1.15 (Teorema de Riemann-Roch). Sea IV E VF un divisor 
can6nico de F/I<. Entonces para todo divisor A E V,.. se .cumple .... 

dim A = dcg A+ 1 - g + dim (l·V - A) 

Demostraci6n. Este resultado es inmediato del teorema anterior y de la defi­
nició1~ d~ i(A). O 

Corolario 2.1.16. Para un divisor canónico W, tenem~:S'' :: .. _. .... :.:; . . . . 

,:d~g w::~. 2g ,:::.. 2 y ' dim w = g 
-<;:_;. ';°". '.:.\¡:: ~·· 

Demostración. Si· haéicriios·A·,;; O: por 'el teorema de Riemann-Roch tenemos 

1· = d.im o ~ deiJ o+ i - g + dim(w - o) 

Entonces dim W = g. Ahora, si A = IV obtenemos 

g = dim W = deg l•V + 1 - g + dim(W - IV) = deg \.V + 2 - g 

por lo tanto deg \.V = 2g - 2. o 

Teorema 2.1.17. Si A es un divisor de F/ [( de grado 2: 2g - 1, entonces 

dún A = deg A + l - g 

Demostración. Tenemos que dúnA = dcg A+ 1 - !/ + clim(IV - A), con IV 
un divisor canónico. Como dey A 2: 2y - 1 y tfry 1 F = 2g - 2, se tiene 
dcg(IV - A)< O. Por el lema 1.5.7 dim(H' - A)= O. O 
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2.2 Consecuencias del Teorema de Riemann­
Roch 

Como algunos de los resultados que provienen ele este importante teore1na, 
citaremos dos tcorcrnas. 

Teorema 2.2.1 (Teorema de aproximación fuerte). Sea S ~ IP'p un sub­
conjunto propio de IP' F y P 1, ... , Pr E S. Supongarnos ademá.• que están dados 
.7: 1 , ••• , Xr E F y n1, . .. nr E Z. Entonces existe un elemento x E F tal que 

Vp,(X - X;)= n; (i=l, ... ,r), y v,.(x)2:0 

para todo P E S\ { P1 , ... , Pr}. 

Demostración. Consideremos el adel a= (a,.)peJP,. tal que 

{
x· 

ap := o' 
si P = P¡, i = 1, ... , r. 

en otro caso 

Éscojamos un lugar .Q E IP';..\s. Para rn E N suficientemente grande tenemos 

. 'Af- ~ A~·(mQ ~:?i=(n; + l)P;) + F 
. . i=l 

por los teoremas 2.1.17 y 2.1.4. Entonces existe un elemento z E F tal que 
z - a E AF (mQ- :E~=l (n; + l)P;). Esto quiere decir 

vp.(z - x;) > n; para i = 1, ... ,r. 

Vp(z) 2: O Si PE S\{P1, ... , Pr }. 

(2.5) 

{2.6) 

Escogemos ahora y 1 , ••• , Yr E F tales que v,.,(y¡) = n¡. De la misma manera 
construimos y E F tal que 

Vp,(y-y;) > n; para i = l, ... ,r. 

v,.(y) 2: O Si PE S\{P1, ... , Pr}. 

Entonces tenemos, para i = 1, ... , r, 

Vp, (y) = Vp, ({y - !J¡) +y;) = 11, 

(2.7) 

(2.8) 

{2.9) 

P()r (f:8) y la. desigualdad estricta del trhíngulo. Si definimos x .- y + z 
tenen1os 

vp,(x - x;) = vp,(y + (z - x,)) = n, ('i = 1, ... , r) 

por (2.9). Para PE S\ {Pi, ... , Pr}, se t iPnc v,,(:i;) = v,,(y + z) 2: O se cumple 
por (2.6) y (2.8) O 
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Teorema 2.2.2 (Teorema de Clifford) •. Para todo divisor A con ·O· $ 
deg A $ 2g - 2 se tiene lo siguiente 

dimA $ 1 + ~degA 

Demostración. Revisar [Bri]. o 
Ahora vamos a revisar los elementos x E F que tiene sólo un polo. 

Proposición 2.2.3. Sea P E IP'p. Entonces, para todo n 2: 29, existe un 
elemento :e E F cuyo polo divisor (x) 00 = nP. 

Demostración. Por el teorema 2.1.17, sabemos que dim((n - l)P) = (n -
l)deg P + 1 - 9 y dim(nP) = ndeg P + 1 - g. Por lo tanto .C.((n - l)P) ~ 
.C(nP). Cualquier elemento x E .C.(nP)\.C.((n - l)P) tiene polo divisor nP, 
pues vp(:i:) 2: -n, pero vp(x) < -n + 1, por lo que vp(x) = -n y vq(x) 2: O 
~Q=f.~ o 

La siguiente proposición caracteriza por completo al campo de funciones 
racional. 

Proposición 2.2.4. Para un campo de funciones F / [( las siguientes condi­
ciones son equivalentes: 

1 . . F / ]( es racional 

2. F / I< tiene género O y existe un divisor A E V F con deg A = 1. 

Demostración. (1) ==> (2) Mostrado en el ejemplo 1.5.18. 
(2) ==> (1) Sea g = O y deg A =·l. Como deg A ;::: 2g - 1, tenemos que 

dim A = deg A + 1 - g = 2, por el teorema 2.1.1 7. Por lo tanto A ~ A' para 
algún A' 2: O. Dado que dim A' = 2 existe un elemento x E .C.(A')\K, tal que 
(x) =f. O y (x) + A' ;:o: O. Como A' 2: O y deg A' = 1, esto es posible sólo si 
A'= (x)°", el polo divisor de x. Entonces 

[F: K(x)] = deg(x) 00 = deg A' = 1 

por el teorema 1.5.11. o 

2.3 Componentes locales de los diferenciales 

En la sección anterior consideramos el encaje diagonal F '-+ AF el cual manda 
a cada elemento '" E F al correspondiente aclcl principal. Ahora vamos a 
introducir, ciado 1111 lugar P E IP'F, otro cncajr tp : F ~ A 1••• 
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Definición 2.3.1. Sea PE IP'p. 

L Para cada x E F sea ip(x) E AF el adel cuya P-ésima componente es x 
y todas las demás O 

2. Para un diferencial de Weil w E nF definimos su componente local Wp : 

F-t I< por 

De manera que Wp es una función J<-lineal. Tenemos la sigui(mte proposi­
ción. 

Proposición 2.3.2. Sean w E nF y et= (ap) E Ap. Entonce°" wp(ap) #O a 
lo más para un. número finito de lugares P y además 

w(a) = L wp(etp) 
l'EPF 

En ¡1articular, 
o= L Wp(l) 

PEIP¡.• 

Demostración. Podemos suponer que w # O y sea W := (w) el divisor de w. 
Ent~mcCs hay un conjunto finito S ~ IP'p tal que ._,-,. 

vp(W') =O y vp(etp) 2: O para todo P </:. S 

.<::onstruyamos ahora el.adel f3 = (f3p) dado por: 

•Entonces f3 E AJ;o(W) y a 
además 

{

C>p 
f3p := o Si P </:. S 

Si PES 

f3 + 2:PES ip(etp ), de manera que w(/3) 

w(cr) = ¿wp(ap) 
PES 

Para P </:. S, ip(etp) E Ap(HT) y por lo tanto wp(np) =O. 

Oy 

o 
La siguiente proposición nos muestra que cada diferencial de Weil está de­

terminado de forma tínica por sus componentes locales. 

Proposición 2.3.3. 

J. Sea w #O un diferencial de Weil de F/ K y PE IP'p. Entonces 

vp(w) = máx{r E Z 1 Wp(x) =O para todo x E F con vp(x) 2: -r} 

En particula1-, Wp # O. 
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2. Si w,w' E 0.p y wp = w~ para algún PE lP'p entonces w = w'. 

Demostración.• Por definición vp(w) = vp(IV) donde IV es el divisor canónico 
de w. Sea ahora s := vp(w). Si x E F con vp(x) ~ -s tenernos que 1.p(x) E 
Ap(IV), por lo tanto Wp(x) = w(ip(x)) =O. Supongamos ahora que wp(x) =O 
para cualquier x E F con Vp(x) ~ -s - l. Sea ahora a = (aq)Qe?,- E 
AF(H' + P). Entonces 

Cl' = (a:--' .ip(ap)) t idap) 

con a - ip(ap) E Ap(l•V) y vp(ap) ;::>::-;-s·-1, de modo que 

w(a) ~ w(a'::\i~(a¡>Ú + wJ>(ap) =o 

Por lo tanto w se anula en Ap(W,+ P), una.contradicción a la definición 
de IV. Para (2) si Wp = w~ ºc'ntonces.(w - w')p =O, por lo tanto w = w' por 
(i). o 

2.4 Campos de funciones y curvas no singula­
res 

Empezaremos esta sección recordando algunos conceptos sobre anillos de De­
clekincl y geometría algebraica. 

Definición 2.4.1. Sean (A, m;1), (B, mu) anillos locales contenidos en un cam­
po I<, decirnos que B domina a A si A<;;; By mn n A = m;1. 

A continuación citamos un resultado que nos scni bastante útil. 

Teorema 2.4.2. Sea A un dominio noetheriano local de dimensión uno, con 
ideal rnáximo m. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes 

1. A es un anillo de valuación discreta. 

2. A es enteramente cerrado (todo elentento dc ·"' campo de cocientes que 
es entero sobre A, pertenece a A). 

3. A es un anillo regular local {dim A= dim(m/m2 )). 

4. m es un ideal p1·inci7ml. 

Demostración. Ver (A-;\l) o 
Definición 2.4.3. Un dominio de Dedckind es un dominio noctheriano ente­
rarncntc cerrado de dirnensión uno. 
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Teorema 2.4.4. La cerradmn entera (esto r.s, los di:uwnt.os de la c:r:tensió11 
que son enteros sobre el dominio) de un dorninio de Dctlekúul rm una c:i:ten.•iÓ1l 
finita de campos de su ca1npo de cocientes es de nuevo un dominio de Dedekind. 

Demostración. Ver [Zar] o [Lor]. o 

Va.1nos a suponer ahora que nuestro ca.111po hase /'( es algcbraica1nente 
cerrado y queremos establecer una. conexión entre c:nrva.s no ~ingulares con los 
campos de funciones F de grado de trascendencia 11no sobre/( (q11e llamaremos 
también campo de dimensión uno) y los anillos de val11ación discreta de F/1,·. 
Si P es 11n punto sobre 11na curva no singular y, entonces s11 anillo local 01· 
es un anillo reg11lar de dimensión uno (ver [Har]) y por lo tanto un anillo de 
valuación discreta. Su campo de cocientes F es el campo de funciones de la 
variedad Y y dado que J( e;; Op, PS un anillo ele val nación discreta de F/ ¡,·. 
De esta manera los anillos locales ele Y definen un snbconj11nto del conj11nto 
Gr. de todos los anillos de valuación discreta de F / K. Esto es prec:isarnent.c lo 
que n1otiva la definición de una curva abstracta no singular. ;\ntcs de dar la 
definición concreta, rcvisc111os algunos resultados pn~\·ios. 

Lema 2.4.5. Sea Y una V<Lriccfod casi-proyectiva (un abierto no V<Lcío de u11u 
variedad proyectiva), sean P, Q E Y y supongamo., que OQ e:;; Op corno subu­
nillos de K(Y). Entonces P = Q. 

Dernostración. Pode111os en prin1cra inHtancia <>ncajar a Y <'H uu espacio pro­
yectivo lo suficientemente grande !P"'. Ahora eonsiclPrarnos la cerradura de Y 
en ese espacio proyectivo. Podernos suponer, <lespul>s de un cambio adecuado 
de coordenadas, que ni P ni Q se encuentran en el hiperplano H 0 definido por 
x 0 =O. Entonces P, Q E Y n (!P'" - /f0 ) y esta variedad es afín, de manera qut' 
podemos suponer desde el principio que Y es afín. Denotemos por A el anillo 
coordenado afín de y. Entonces existen ideales rnúximos m, n e:;; A tales que 
Op = Am y OQ = An· Si OQ e:;; Op debe ocurrir m e:;; n. Pero m es un ideal 
máximo y entonces m = n. Por lo tanto P = Q. O 

Lema 2.4.6. Sea F un campo de funciones de dimensión uno ,,obre ¡,· y sea 
x E F. Entonces {RE CF \ x í/; R} es un conjunto finito. 

Demostración. Esta es una simple reformulación del hecho de que todo ele­
mento x E F tiene sólo un 111ín1cro finito de polos, ~in c1nbargo van1os a probar 
este lcn1a pues ncccsita1nos nna constrncci6n en particular. 

Dado que R es un anillo de val11ac.:i<Ín :i: ífc R si y sólo si ! /:1: = !J E m 11 • 

Vamos a mostrar que el conjunto { R E CF \ y E mu} es finito. Si y E ¡,· 
no existe ning1h1 R que cun1pla c~sa cun<lición, por lo tanto suponga1uos qul• 
y í/; K. Consi<ll'l'emos ahora el anillo I\[y], dado q11<' ¡,· es algebraicamentr.· 
cerrarlo y y tn1sce11detll<' sobre/\', /\.-(.tJ] es 1111 anillo de poli110111ios; 111<\s aú11. 
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dado que F es finitamentc generado y de grado ele trascendencia uno sobre I<, 
el campo F es una extensión finita de I<(y). Denotemos por B la cerradura 
entera de J<[y) en F. Entonces B es un dominio de Dcdckind y también una 
J<-álgebra finitamente generada. Ahora si y E R para algún anillo de valuación 
discreta R de F/I< entonces K[y) <;;; R y puesto que Res enteramente cerrado 
en F debe ocurrir t.atnbién que B <;;; R. Sean = mn n B. Entonces n es un 
ideal n1áxitno de B y es dorninado por R. Por otra parte, tenemos que Bn 
es también un anillo de val u ación discreta de F / I< y entonces En = R por la 
maximalidad de los anillos de valuación discreta. Si además y E mn, entonces 
y E n. Por otra parte, B es el anillo de coordenadas de alguna variedad afín Y 
(ver Hartshorne). Dado que Bes un dominio de Dedekind Y tiene dimensión 
uno y es no singular. Pero si y E n entonces y como función regular sobre Y 
se hace cero en el punto ele Y correspondiente a n. Como y f. O se hace cero 
sólo en un ntímero linito de puntos; éstos están en correspondencia 1-1 con los 
ideales máximos de B y R = B,. está determinado por el ideal tnáximo n. Por 
lo tanto, y E mn sólo para un nú1nero finito de R E e,... O 

Corolario 2.4. 7. Cualquier anilla de valuar:ión discreta de F / I< es isomorfo 
al anillo local de u11 punto sobre una curva no singular afín. 

Demostración. Dado R, tomemos y E R\J(, la construcción usada en la de­
mostración del tcorcrna anterior nos da esa curva. D 

Podemos ahora introducir el concepto de curva abstracta no singular. 

Definición 2.4.8. Una curva ab.,tracta no singular es un conjunto abierto 
U <;;; Gr, donde Fes un campo de funciones de dimensión uno sobre I<, con 
la siguiente topología: totnaremos como cerrados los subconjuntos finitos de 
todo el espacio, el total y el vacío. 

Después de esta definición no es tan claro que Cr sea una variedad al­
gebraica, de manera que vamos a agrandar nuestra categoría de variedades, 
añadiendo las cun·as abstractas. En este contexto, dado U <;;; CF definimos su 
anillo de funciones regulares O(U) = nPeuRp. Un elemento f E O(U), define 
una función ele U en K, dada por Rp >-+ f (mod P); notemos que R/mn es 
isomorfo a I\ para cualquier RE CF. 

Definición 2.4.9. Un morfismo </>:X-+ Y entre curvas abstractas o varieda­
des es una aplicación continua tal que para cada abierto V" <;;; Y y cada función 
regular f : \1 --t K, la composición fo</> es una función regular sobre </>-'(V). ' 

Puede parecernos poco natural el haber agrandado nuestra categoría de 
variedades, sin embargo, veremos que todo curva casi-proyectiva es isomorfa a 
una curva abstracta y viceversa. En particular, vcre1nos que Cp es isomorfa a 
una curva proyectiva no singular. 
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Teorema 2.4.10. Toda curva no .,ingufor casi-p1·o¡¡cctiva es isorn01fn a urw 
curva abst1-actn no singular. 

Dc1nostración. Sea F el campo de funciones de Y. Entonces cada anillo local 
Op de un punto P E Y es un anillo de valuación disrreta de F / /\. Aclenuís 
por uno de los lemas que hemos probado tenemos que distintos puntos dan 
lugar a diferentes subanillos de F. Sea U <;; el' el conjunto de anillos locales 
de Y y sea <P : Y -t U la aplicación biyectiva dada por <P(P) = 0 1 .. Debemos 
mostrar que u es un abierto en el' y para esto es suficiente probar que u 
contiene un abierto no vacío. Podemos suponer ahora que Y es afín, con 
anillo de coordenas A, /\ es finitamente generado como h"->llgcbra y F es el 
campo de cocientes de A, U es el conjunto de todas las localizaciones de A y 
sus ideales máximos. Dado que estos anillos local<'s son anillos de valuación 
discreta, U consiste en todos todos los anillos de ,·aluación discreta de F/I\ 
que contienen a .. 4. Sean ahora x 1 , ••• , Xn un conjunto de generadores de ... 4 
sobre J(. Entonces A <;:; R,, si y sólo si para toda i, :e; E Rr. De esta 
manera U= nu, donde U;= {PE C,.. 1 x; E Rr}. Por uno de los teoremas 
anteriores {P E el' 1 x; </; R,,} es un conjunto finito, por lo tanto cada U; 
y por lo tanto también U es abierto. Entonces el eonjunto U es una curva 
abstracta no singular. Para revisar que <P es un iso1norfisn10, necesitamos ver 
que las funciones regulares en cualquier abierto, son las mismas. Pero esto se 
sigue de la definción de funciones regulares sobre U y el hecho de que para 
cualquier abierto V<;; Y, se tiene O(V) = n,,Ev0,,,1·. O 

Vamos a enunciar ahora 1111 resultado sobre la extensión de morfismos de 
curvas a variedades proycctiva..c:;. 

Proposición 2.4.11. Sea X una curva nbstracta no singular, .<ea PE X, Y 
una variedad vroyectiva ¡¡ sea </> : X - P -t Y un morfismo. Entonces existe 
un tinico morfismo ef, : X -t Y que extiende a </J. 

Demostración. Ver [Har) o 
\'camas ahora el resultado principal de esta secei6n. 

Teorema 2.4.12. Sea F un campo de funciones de di1ncnsión uno sobre /\. 
Entonces la cur11a abstractn no singular ev es isomo1fn a una curvn proyectiva 
no .<ingufor. 

Dcniostración. 'Tornc1nos P E C 1.• un punto, entonce~ Pxistc una curva afín \-~ 

y un punto Q 3 V tal que R,, 2" Oq (revisar [llar]). SP sigue entonces que el 
campo de funciones de F "s F _,- adeimis F es isomorfo a un abierto de ev. 
I·Ic1nos rnostrado que todo puuto P E C 1•• t.iene una YPC"indad ison1orfa a una 
variedad afín. 
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Como C 1•• es casi-compacta, podernos cubrirla con un número finito ele 
subconjuntos abiertos U¡, cada uno de los cuales es isomorfo a una variedad 
afín \tí. Encajemos a \?¡ en A._no con10 un subconjunto abierto de 1P'11

; y sea ·y¡ 
la cerradura de \'i en pn¡. Entonces Yi es una variedad proyccth·a y tenernos 
un morfismo </>¡ : U¡ ~ Y; el cual es un isomorfismo de U, sobre su imagen. 

Por el lema anterior, podemos encontrar un modismo ,¡;, : C, .. ~ Y; que 
extiende a </>;. Sea ahora TI Y; el producto directo de las variedades proyectivas 
Y;. Entonces Y; es también una variedad proyectiva. Sea </> : C1•• ~ TI Y; la 
aplicación diagonal, es decir, r/>(P) = TI <f,(P) y sea Y la cerradura de la imagen. 
Entonces Y es una variedad proyectiva y </> : CF -> } · es un modismo cuya 
in1agcn es densa en Y (se sigue que Y es una curva). Debemos mostrar que e/> 
es iso. Para cualquier punto P E C,.-, tenemos que P E U; para alguna i, esto 
nos da un diagrama conmutativo 

ele morfismos dominantes, donde 7r es la proyección en el factor i-ésin10, de 
manera que tenemos una inclusión de anillos locales 

Los anillos ele los extremos son isomorfos y por lo tanto el de enmcdio también 
lo cs. Hemos visto entonces que para cualquier P E CF la aplicación q,¡, : 
O</>(P),y -t Op,c,. es un isomorfismo: Tomemos ahora Q cualquier punto de Y. 
Entonces OQ es dominado por algtín anillo ele valuación discreta R de F/ K 
(tomemos por ejemplo la localización de la cerradura entera de OQ en el ideal 
má.ximo). Sin embargo, R = Rp para algím PE CF y además O<i>(P) ~ R y por 
el teorema 6.4 debemos tener Q = r/>(P). Esto muestra que <Pes suprayectiva, 
adcmfü; <P es claramente inyectiva pues a distintos puntos de CF corresponden 
disitintos anillos de valuación de F. Entonces </> es un rnorfisrno biycctivo de 
Cp en Y tal que para cada punto P E CF, se tiene r/>j, es un isomorfismo y 
por lo tanto <P es un isomorfismo. O 

De esta 1nancra Lcncn1os los siguientes corolarios. 

Corolario 2.4.13. Tv<la curva abstract.a no singular es isomorfa a una cur­
va casi-proyectiva. Tecla cur-ua casi-proyectiva no singular e8 isomorfa a tm 

abierto de una curva proyectiva no sinyufor. 

--------~---··--.----------~-=~-------------...----...... ...----................ ~~!h.-... 
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Corolario 2.4.14. Toda curva es birracionalmente equivalente a un curva 
¡1royectiva no singular. 

Demostración. Después de los resultados anteriores esto es inmediato, pues si 
Y es una curva con campo de funciones F, entonces Y es birracionalmente 
equivalente con Cp la cual es no singular y proyectiva. O 

Finalmente terminamos con un resultado muy importante que resume todos 
los anteriores. 

Corolario 2.4.15. Las tres siguientes categorías son equivalentes: 

1. Curvas proyectivas no singulares 11 morfismos douiinantes. 

2. Curvas casi-proyectivas 11 aplicaciorws racionales dominantes. 

S. Campos de funciones de dirnensión uno sobre ]( y J( -homomorfismos. 

Demostración. Tenemos un funtor evidente de 1 a 2. Tenernos también el 
funtor Y ~ I<(Y) de 2 a 3, el cual induce una equivalencia ele categorías. 
Para finalizar necesitamos un funtor de 3 a 1. 

A un campo de funciones F le asociarnos la curva Cp, la cual por el teorema 
anterior es una curva proyectiva no singular. Si F 1 ->- F 2 es un homo1norfis1no, 
entonces con10 2 ~ 3 tenernos una. aplicación racional entre esas curvas. Esto 
puede ser representado mediante un morfismo </>:U~ Cp,, donde U~ CK,. 
Por el teorema anterior </> se extiende a un morfismo fP : C¡.·1 ~ C 1.2 . Si 
F 3 ~ F 2 ~ F 1 son dos hornomorfismos, se sigue de la unicidad del teorema 
anterior los morfismos C 1 ~ C2 ~ C:i y C1 ~ C3 son compatibles. Por lo 
tanto I< >-+ CK es 11n funtor de 3 a 1 que es claramente inverso al funtor 
1 -)' 2 -7 3 de 1nancra que tcncn1os la equivalencia entre estas categorías. O 

Podemos estudiar más en general la teoría de campos de funciones y su 
relación con las curvas algcbraiccL"i a través de la teoría de esquema .. ~. Los 
esquemas proporcionan un marco satisfactorio para la teoría de cainpos de 
funciones. Los esquemas podemos pensarlos como parejas (X, Ox ), que con­
sisten de un espacio topológico)( con una gavilla de anillos Ox tal que, para 
cada punto de )( existe una vecindad U junto con la restricción Ou de la 
gavilla Ox a U es isomorfa a un esquema afín (X = Spec(O)). Para una 
descripción 1nás precisa de estas ideas, recomendamos consultar [Nen]. 



Capítulo 3 

Extensiones de campos de 
funciones 

3.1 Extensiones algebraicas 

En este sección se <liscutiráu algunos conceptos vitales para la teoría co1no 
son la extensión algebraica de campos de funciones, la extensión de lugares, 
índices de rmnificación y la igualdad fundamental L:; e;f; = n. 

Definición 3.1.1. 

l. Un campo de funciones algebraicas F'/I<' es una extensión de F/I< si 
F' / F es una extensión algebraica y [( ~ [{'. 

2. La extensión algebraica F' / ](' ele F / [( es llamada extensión de campos 
constante si F' = F J(', el campo compuesto de F y /('. 

3. La extensión algebraicl'. F' / ](' de F / [( es llamada extensión finita si 
[F': F) <OO. 

Uno puede considerar también extensiones arbitrarias ele campos de fun­
ciones (no nccesarian1cntc algebraica.o;;), sin c1nbargo, nos restringiremos th1ica­
mcntc a extensiones algebraicas por ser las 1ná.s intportantci;;. t\ continuación 
clan1os un lcn1a in1portantc. 

Lema 3.1.2. Sea F' / [(' mw extensión algebraica de F / ](. Entonces se tiene 
lo .•iguicntc: 

J. [(' / [( es algebraica y F n !\' = !\. 

2. F' / ](' es una e:r.tcnsi<Ín finil.a ,¡,, F/ [( si y srílo si [ /(' : ¡,·] < =. 
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3. Sea ·F1 :~ F ic. Entonces F 1 / I<' es una extens·ión constante de carnvos 
de funciones de F / K ¡¡ F' / K' es una extensión finit<L de F 1 / I<'. 

Demo.•tración. Las parte 3 del lema es clara. Para 1, notemos que el grado de 
trascendencia de F' sobre I< es gr F' / [( = gr F' / F + gr F / [( = O + 1, por Jo 
que gr F' / [( = gr F' / K' + gr K' / ]( = 1 + O y entonees K' / [( es algebraica. 
Finalmente si x E F y :z; E K' entonces;¡; es algebraico sobre I<, pertenece a F y 
dado que [( = f(, tenemos la afirmación. Para verificar 2 supongamos primero 
que F' / [(' es una extensión finita de F / I<. Entonct?s podemos considerar a 
F' como un campo de funciones sobre I<, donde 1~-· es todo el campo d" 
constantes de F'. Por el corolario 1.2.12 concluimos que [K' : J(j < =· Por el 
contrario supongamos ahora que [I<' : I<] < =· Tomen10s ;r; E F\I<. Entonces 
F' / l{'(x) es una extensión de campos finita (pues :e es trascendente sobre I<') 
y adcn1ás 

[K'(x) : J((x)] ::; [K' : K] < = 
Por Jo tanto 

[F': K(x)] = [F' : I<'(x)][I<'(x) : K(:z:)] < = 
Dado que J((x) ~ F ~ F' tenemos [F': F] < co. o 
Definición 3.1.3. Sea F' / I<' una extensión algebraica de F/ I<. Un lugar 
P' E ll"p• se dice que yace sobre P E ll"p si P ~ P'. También se dice que P' 
es una extensión de P o que P yace bajo P' y escribimos para denotar esta 
situación P' 1 P. 

Lema 3.1.4. Para todo P' E ll"p, tal que Op ~ 0 1,. se tiene F no,,. i= F. 

Demostración. En particular, veremos que 

(3.1) 

Claramente F n Op• es un subanillo de F con Op ~ F n Op.. Entonces 
F n Op• = Op o bien F n Op• = F por la maximali<lad de Op. Supongamos 
que F n Op• = F, es decir, F ~ Op .. Tomemos un elemento z E F'\Op .. 
Puesto que F' / F es algebraica, existe una ecuación 

Zn + C,._¡Zn-I + · · • + C¡Z + Co = Ü 

con e; E F. Tenemos vp.(z") = 1Wp•(z) <O pues z <f. Op, por lo tanto 

vp.(z") < Vp•(c;z') para i =O, ... , 11 - 1 

(3.2) 

Pues supusimos que F ~ Op .. La clcsigualdacl estricta del triúngulo nos indica 

Vp•(z" + r,._ 1;:"-
1 + · · · + c 1z + c0 ) = nv1 .. (z) i= vp-(0) 

Esta contradicción a (3.1) demuestra (3. 2). o 
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Proposición 3.1.5. Sea F' / J(' una extensión algebraica de F / [(. Sea P E IP'F 
(re.•p. P' E lP'F•) y sea Op ~ F (resp. Op• ~ F') y denotemos la valuación 
correspondiente por Vp (resp. Vp• ). Entonces las siguientes afirmaciones son 
equivalentes. 

1. P'I P. 

2. Op ~ Op•. 

S. Existe un entero e 2 1 tal que Vp•(x) = evp(x) para todo x E F. 

Más aún, si P' ( P entonces 
P=P'nF 

Por esta razón P es llamado la restricción de P' a F. 

Demostración. 1 => 2. Supongamos que P' 1 P, pero que CJp </,. Op•. Entonces 
existe una u E F tal que vp(u) 2 O y Vp•(11.) < O. Como P ~ P' se debe 
tener que vp(u) = O. Escojamos t E F con Vp(t) = 1, entonces t E P' y 
r := Vp•(t) > O. De manera que 

Vp(urt) = rvp(u) + Vp(t) = 1, 

Vp•(urt) = rVp•(u) + vp.(t) $ -r + r =O 

Esto quiere decir que urt E P\P', una contradicción a P ~ P'. 
2 =>l. Supongamos ahora que Op ~ Op•. Sea y E P entonces y- 1 i Op 

por la proposición 1.2.2, por lo tanto y- 1 </:. Op• por (3.1). Al aplicar otra vez 
la proposición 1.2.2 concluimos que (y- 1)- 1 =y E P', por lo tanto P ~ P'. 
2 => 3. Sea u E F un elemento tal que! Vp(u) =O, entonces u, u- 1 E O,, ~ Op•, 
por lo que Vp•(u) =O. Tomemos t E F con vp(t) = 1 y sea e = vp.(t). Como 
P ~ P' tenemos que e 2 l. Sea O # x E F y v,.(x) = r E Z. Entonces 
vp(xt-r) =O y tenemos entonces 

Vp•(x) = vp.(xt-r) + Vp•(t•) =O+ rvp.(t) = evp(x) 

3 => 2 Si x E Op => Vp(x) 2 O => Vp.(:r:) = ev,.(:1:) 2 O => x E Op•. Hemos 
probado la equivalencia entre las tres afirmaciones y que además Op = Op•nF 
si P' 1 P y la afirmación P = P' n F es ahora trivial por la afirmación 3. O 

Una consecuencia <le esta proposición es que existe un encaje canónico 
del campo de clases residuales Fp = Op/ P en el campo de clases residuales 
Ff,. = O,,./ P' dado por 

x(P) >-+ x(P') para :r: E CJ,, 
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Definición 3.L6. Sea F' / I<' una extensión algebraica de F / I< y sea P' E JP'F' 
. un fügar de·F' / I<'· que.yace sobre PE JP'F. 

i:. El ·~·;lt~ro e'(P' 1 P) =e con Vp• (x) = evp(:i:) para todo X E Fes llamado 
el .índice de r~mifieación de P' sobre P. Decimos que P' I Pes ramificada 
si e_(P' 1 P) > 1 y P' 1 P es no ramificada si e(P' 1 P) = l. 

2. J(P' 1 P) := [F¡,, : Fp) es llamado el grado relativo de P' sobre P. 

Notemos que f(P' 1 P) puede ser finito o infinito, sin embargo, el índice de 
ramificación es siempre un natural. 

Proposición 3.1. 7. Sea F' / I<' una extensión algebraica de F / J( y P' un 
lugar de F' / J(' que yace sobre P E lP'F· Entonces 

1. J(P' 1 P) < 00 <==> [F' : F) < OO. 

2. Si F" / I<" es una extensión algebraica de F' / I<' y P" es una extensión 
de P' entonces . 

é(P" 1 P) = e(P" 1 P')e(P' 1 P), 

J(P" 1 P) = f(P" 1 P')J(P' 1 P). 

Demostración: Con~idere~~s i~~ ~ncajes naturales [( C Fp ~ Ff,. y J( ~ 
J(' ~ Ff,, donde [F~;: Í<] < ~y [Ff,. : K'] < oo. Se sigu-;, que 

[F~. :Fp] < 00 <==> [K': K) <OO . 

. Notemos que la última condición es equivalente a [F' : F] < oo por el lema 
3.1.2. "La afirmación sobre los índices de ramificación es inmediata de las 
definiciones y f(P" 1 P) = f(P" 1 P')f(P' 1 P) se sigue de las inclusiones 
Fp ~ Ff,, ~ Fp... O 

Proposición 3.1.8. SeCl F' / [(' una extensión algebraica de F / [(. 

1. Para cualquier lugar P' E JP',.., existe exactamente 1m lugar P E JP'F tal 
que P' 1 P el cual es P = F n P'. 

2. Recíprocarnente para cad'1 P E IP'¡.- lugar de F exi8te al menos uno y a lo 
más un núrnero finito de lugares P' E IP',.., extensiones de P. 

Demostración. La demostración se basa en la siguiente afirmación 

existe algún z E F, z #O con Vr•(z) #O. (3.3) 

Supongan1os que esto es falso. Tomemos t E F' eon vp-(t) >O, dado que F' / F 
es algebraica existe una ecuación 

Cnlu + Crt-ltn-l + · · · -t- C:tl + Co =O 
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con C; E F, eo·¡, O. Por hipótesis Vp•(cu) =O y ·op•(c:;t.') = Vp•(e¡) + ·ivp•(t) >O 
para i = 1, ... , n, lo cual contradice la clcsigualclacl estricta del triángulo. 
Definamos ahora O := Op• n F y P := P' n F. Por (3.3) es evidente que O es 
un anillo de valuación de F / /( y P es s11 ideal correspondiente. La 1111iciclacl 
es trivial. 

Supongamos ahora que tenemos un lugar P de F/K. Tomemos :i: E F\I\ 
cuyo único cero sea P (lo cual es posible por la proposición 2.2.3). Para 
P' E lP'F' afirmamos que 

P 1 1 P <==> v, .. (x) >O 

Corno x tiene sólo un ntÍlnero finito de ceros en F' / I<' la parte 2 es una 
consecuencia inmediata de la afirmación anterior. Ahora, si P' 1 P entonces 
vp.(x) = c(P' 1 P)vp(:r:) > O. Recíprocamente si ,,, .. (r:) > O sea Q el lugar ele 
F/ I< que yace bajo P'; entonces vq(x) > O, por lo tanto Q = P, pues P era 
el único cero de x en F/K. O 

La proposición anterior nos permite definir un homomorfismo de Vp en 
Vp•. 

Definición 3.1.9. Sea F' / I<' una extensión algebraica de F/ K. Para un lugar 
PE lP'p definimos su conorma (con respecto aF'/F) de In siguiente manera 

ConF'¡P(P) := L e(P' 1 P)P' 
I"IP 

Esta conorma puede extenderse a un homo111orfisn10 de Vp en VF' de la 
siguiente manera: 

La conorma se comporta bien en torres de campos. Si F ~ F' ~ F" una 
consecuencia imnediata de las fórmulas para el índice de ramificación es 

Para todo A E Ap. Una propiedad interesante ele la conorn1a es que manda. 
divisores principales en divisores principales. 

Proposición 3.1.10. Sea F' / [(' una extensión alyebn:ica del ca1n710 de funcio­
nes F/ [(. Pmn cualquier O -f= ;e E F, sean !.:i:)~·, (:i:):;;,, (:i·)F y respectivamente 
sean (x)r, (:1:)~, (:i:)"'. los ceros, polo., y divisor principal de :i: E VF y en 
V F'. Entonces 
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Demostración . . De la definición ·de divisor principal tenemos lo siguiente 

P'EIPF' PEIP'F l''IP 

Si consideramos ahora sólo la parte positiva o negativa del divisor principal, 
obtenemos el resultado para esos casos. O 

Esta proposición nos dice que la conorma induc<• un homomorfismo entre 
los grupos de Picare! ConF'/F :Picp -+Picp•. Ahora ,·eremos un lema que nos 
será bastante ú ti!. 

Lema 3.1.11. Sea/('//( un" extensión finit" de C<1mpos y se<1 :e lr<1scendente 
sobre I<. Entonces 

[I<'(:c) : K(:c)] = [K' : K] 

Demostración. Podemos suponer que/(' =/((a) para algún elemento a E /('. 
Tenemos claramente que [K'(x) : K(x)] :S [K' : ¡,·] pues K'(:i;) = I<(x)(a). 
Para verificar la otra desigualdad, debe1nos probar que el polinomio irreducible 
cp(T) E J<[T] de a pennanece irreducible sobre K(;c). Supongamos que esto es 
falso, entonces <P(T) = g(T)h(T) con g(T), h(t.) E K(:i:)[T], ambos polinomios 
mónicos y de grado menor que el grado de <t•(T). Como t/>(a) =O, a debe ser 
raíz de alguno de los dos polinomios g(T) o h(T). Supongamos que es raíz de 
g(T). Este polinomio es de la forma 

g(T) = Tr + Cr-1(x)Tr-l + · · · + co(x) 

con c;(x) E K(x) y r < deg tf> y además 

ar+ Cr-1 (x)crr-I + · · · + co(:c) =O 

multiplicamos por el común denominador y obtenemos 

9r(x)ar + !/r-1(..c)nr-I + · · · + !Jo(:i:) =O 

para polinomios g; E /([:e]. Podemos suponer que lll) todos los g; son divisibles 
por x. Si hacernos ahora x =O obtenemos una ecuación no trivial para a sobre 
/( de grado n1enor que cfeg t/>, lo cual es una contradicción. O 
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Teorema 3.1.12~:, Sea F~/ I<' una extensión finita de campos de F/i<, P E lPp 
y P 1 , • •• P.,,. todas las. extensiones de P en F'. Sea e; := e(P; 1 P) el índice de 
ramificación Y1i := J(P; 1 P) el grado relativo de P; 1 P. Entonces 

m 

2:_e;f; = [F': Fj 
i=l 

Demostración. Consideremos, de nueva cuenta, x E F tal que P es su único 
cero en F/ I< con vp(x) = r >O. Por la observación hecha en la demostración 
de la proposición 3.1.8 los lugares P 1 , ••• , P,,. son exactamente los ceros de x 
en F'. Ahora vamos a evaluar el grado [F': J<(x)] de dos maneras distintas. 

(F' : K(x)) = (F' : I<'(x)](K'(x) : J<(:c)j 
m 

= ("i:, vp, (x)dcg P;)[I<' : Kj 
i=l 

m 

= L(e;vp(x))[F;,,: I<'](I<',: I<] 

Por otra parte tenemos 

i=l 
m 

= r 2:_ é;[FJ,, : Fp](Fp : I<) 
i=l 

m 

= rdcg P 2:, e;f;. 
i=l 

[F' : K(x)J = (F' : Fj(F : J<(x)) = (F' : F]r dcg P 

(3.4) 

(3.5) 

Dado que rP es el cero divisor de x en F/ I<, al comparar (3.4) y (3.5} tenemos 
el resultado. O 

Corolario 3.1.13. Sea F' / I<' una extensión finita de F/ I<. Entonces para 
cualquier divisor A E 'Dp, 

dcg ConF•¡F(A) 
[F':F] 
[K': I<] dcg A 

Demostración. Es suficiente probar el resultado pr.ra un divisor pri1no P E IP'p. 
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Tenemos 

. ' 
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d~ ... ~C:~nF'/F(;;) ~a~;·.··(· .. ~ e(P' 1 P) P') 
.. ' :· '·.·· '. PIP 

;,,, ¿: e(P' 1 P) [Ff,. : K'l 
P'IP 

"""" ( , I ' [FJ,, : K] = L.,, e p . P) (K' : K] 
P'IP .. , ·· . 

1 '"'"' ' (K' : K] L.,, e(P' 1 P)[Ff,, : Fp](Fp : K] 
P'IP 

[K' ~ K] (f.;~(P' I P) ;(P' 1. P)) deg P 
.[F':F]· .. · 
[K; : 1(] deg P 

,,_-

o 
Para finalizar esta sección vamos a proporcionar un criterio de irreducibili­

dad muy útil; un caso particular de la siguiente proposición es conocido como 
ériterio de Eisenstein. 

Proposición 3.1.14. Sea F/ J( tm campo de funciones y sea 1/J(T) un polino-
1nio 

,P(T) = a,.T" + a,._ 1T"- 1 + ... + a 0 

cuyos coeficientes a; E F. Supongamos que existe un lugar P E IP'p tal que se 
cumple alguna de las dos siguicnl.cs condiciones: 

1. vp(a,.) = O, vp(a;) 2: v,,(a0 ) > O vara i = 1, ... ,n - 1 11 además 
mcd(n, vp(a0 )) = l. 

2. vp(an) = O, vp(a;) 2: O, para i = 1, ... , n - 1, v,,(a0 ) < O 11 por otra 
varte mcd(n, vp(a0 )} = l. 

Entonces ,P(T) es irreducible en F[T]. Si F' = F(y) con y una raíz del po­
lino1nio 1/J(T), entonces P tiene una única extensión P' E IPF' ¡¡ tenemos 
e(P' 1 P) = n y f(P' 1 P) = l. 

Demostración. Sea F' una extensión tal que F' = F(¡¡) c·on 1/J(y) = O. Tenemos 
que el grado de F' / F ::; dcg <jJ(T) = 11 y la igualdad se da si y sólo si 1/;(T) es 
irreducible. Sea P' una extensión de P. Ya que ,P(¡¡) = O tenemos 

(3.6) 
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Supongamos que ocurre (1). Dado que vp•(a,.) = O y Vp•(a;) > O para i = 
1, ... , n - 1, se tiene Vp• (y) > O (pues si vp.(y) < O, llegamos a nup.(y) = 
(n - l)vp.(y); lo cual no puede ser). Si denotamos pci1· e= e(P' 1 P) sabemos 
que Vp• (ao) = e Vp(a~) y Vp• (a;y') = e vp(a;) + i vp.(y) > e v,,(a0 ) para i = 
1, ... , n - l. Por la desigualdad estricta del triángulo la ecuación. (3.6) implica 

n vp.(y) =e vp(ao). 

Puesto que el mcd(n, Vp(a0)) = 1, tenemos que n 1 e y por lo tanto n :5 c. Por 
otra parte, tenemos e :5 [F' : F) :5 n, lo cual nos lleva a 

n= e=[F': F) 

Todns las demás afirmaciones ele esta proposición se siguen ele esta igualdad y 
la demostración en el caso (2) es análoga. O 

3.2 Subanillos de campos de funciones 

Definición 3.2.1. Un subanillo de F/ 1~· campo ele funciones es un anillo R 
tal que f( ~ R ~ F, y R no es un campo. 

Una observación inmediata de esta definición es que si R es un subanillo 
de F / J< entonces J( ~ R ~ F. Podemos encontrar dos ejemplos clásicos que 
son los siguientes: 

l. R = Op para algún PE IP'1.·. 

2. R = I<[xi, ... , x .. J donde xi, ... , x,. E F\/(. 

El anillo Op es obvian1cnte un suhanillo; para verificar que J\[xi, ... , x 11 ) es 
también un subanillo, no8 falta n1ostrar que no es ca1npo. Para esto escojatnos 
un lugar PE IP'¡.- tal que v,,(x 1 ) ;::: O, ... , Vp(xn) ;::: O. Sea :e = x 1 y d := deg P. 
Dado que las clases residuales 1,:r.(P), .... :r."(P) E Op/P son linealmente 
dependientes sobre J< podemos encontrar n 0 , •.• , º"' E I< tales que el elemento 
z = n 0 + n 1x + · · · + n.ix" es no cero y adenuís u,,(:::) > O (nótese que x 
es trascendente sobre K pues :r. </: /(). Entonces z E I<[:i: 1 , ••• , :r,.], pero 
z- 1 </: J<[x 1, ••• , x,.) pues vp(y) ;::: O para cualquier y E J<[:z: 1 , .•• , x,.]. 

Un ejemplo más general que 1 est;í dado en la siguiente definición. 

Definición 3.2.2. Sea 0 # S ~ IP', .. , definimos 

Os := {z E F \ ,,,,(z) ;::: O para todo PE S} 

es decir la intersección de todos los anillos de valuaci<Ín 0 1, con P E S. Cual­
quier anillo R ~ F c¡nc sea de· la forma Os para algún 0 # S <;;; IP'1.' es llamado 
anillo de holo111orfía de F/ K. 
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Veamos algunos resultados inmediatos. 

Lema 3.2.3;: 

1. Cualquier anillo de valuación O p es un anillo de holomorfía. 

· 2. Cualquier cmillo de_ holomorfín. es un subanillo de F / K. 

3. Para cú.alquier P E lP'p y 0 i= S ~ lP'F tenemo.~ lo siguiente 

Os ~ Op <==> P E S 

En consecuencia Os= Or <==> S =T. 

Demostración. La demostración de 1 es clara. (2) Únicamente debemos probar 
que Os no es un campo. Sea P0 E S, dado que S i= lP'p, podemos encontrar 
por aproximación fuerte un elemento no cero z E F. tal que 

Vp0(z) > O y vp(z) 2:: O para toda P E S 

Entonces z E Os, pero z- 1 </; Os. (3) Supongamos que P </; S, de nuevo, por 
aproximación fuerte podemos encontrar un elemento no cero x E F tal que 

vp(x) >O y vQ(3:) 2:: Oparn todo Q E S. 

El único problema es cuando PUS = lP'p, en ese caso tomamos x E Os que 
tenga al menos un cero en S, ciado que x debe tener un polo, tenemos que 
vp(x) < O. Un elemento que satisfaga las condiciones anteriores, está en Os, 
pero no en Op. Esto quiere decir que P </; S implica Os SS Op. Las otras 
afirmaciones son claras. O 

Revisemos ahora un concepto fundamental concerniente a los subanillos de 
campos de funciones. 

Definición 3.2.4. Sea R subanillo de F/ I<. 

l. Un elemento z E F se dice que es enl.cro so/Jre R si f(z) = O para algün 
polinomio mónico J(X) E R[X]. 

2. El conjunto 

BF(R) := {z E F 1 z es entera sobre R} 

e;; llamado la cerradura entera de R en F. 

3. Sea Fo ~ F el campo de cocientes de R. El anillo R es llamado entera­
mente cerrad" si 81~,(R) = R, i.P. t.odo z E F0 que es ent.ern sobre R ya 
se encuentra Pn R. 
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Teorema 3.2'.5. Sea Os un anillo de holomorfía de F / JC Entonces 

l. F es el campo de cocientes de Os. 

2. Os es enteramente cerrado.· 
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Demostración. (1) Se~ x E F; no <!'ero: Por el teorema de aproximación fuerte, 
existe un elemento z E F. ta) qui;. , 

Vp(z) ;::: má.~{O, ~p(x~ 1 )} para todo P E S. 

Claramente z E Os y y :=:zx E Os; por lo que x = yz- 1 está en el campo de 
cocientes de Os. · 

(2) Sea u E F ent~ró sÓbrC. 05: Tomemos una relación entera de u 

con a; E Os. Debemos.mostrar que vp(u) ;::: O para todo PE S. Supongamos 
que esto no ocurre, así que :Ut>(u} < O, para alg1·m P E S. Como vp(<L;) 2: O, 
tenemos 

vp(u") = n vp(u) < Vp(a;u;) 

para i = 1, ... , n - l. Entonces la desigualdad estricta del triángulo nos da 
una contradicción a la ecuación entera. O 

Teorema 3.2.Cl. Sea R un subanillo de F / J( y 

S(R) = {P E IP'p 1 R <;;;; Op} 

entonces 

l. 0 # S(R) ~ IP'p. 

2. La cerradura entera de R en F BF(R) = Os(ll)· En partic:ufor Bp(R) es 
un subanillo enteramente cerrado de F / I<. 

Demostración. (1) Dado que R no es un campo, pode111os encontrar un ideal 
propio no trivial l ~ R y por el teorema 1.2.14, existe un lugar P y un anillo 
de valuación tales Op 2 R y P 2 /. Por lo tanto 0 # S(R). Por otro lacio, 
consideremos un elemento x E R que sea trascendente sobre /(. Cualquier 
lugar Q que sea polo de x no pertenece a S(R). 

(2) Como R <;;; Os(//) y Os(//) es un anillo enteramente cerrado, tenemos 
que Bp(R) <;;; Oscm· Para probar la otra inclusic'in, consideremos z E Os(ll)· 

Afirmamos que 
(3.7) 
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Supongainosºque (3.7) es falsa, es decir z- 1 R[z- 1
] es un ideal propio ele R[z- 1 ], 

por·cl.teo1'éma l.2.14 podc1nos encontrar un lugar Q E IP'p tnl que 

y z- 1 E Q. 

Se sigue entonces que Q E S(R) y z </: OQ, lo cual es unn contradicción a 
z E Os(tl)· Por lo tanto tenemos (3.7). De (3.7) obtenemos una relación . 

1 = z- 1 ¿a;(z-1
)' 

i=O 

con a 0 , ••• , ª• E R. Si multiplicamos (3.8) por z•+ 1 obtenemos . 
z-"+1 - L <L¡Zs-i = o 

i=:O 

y ésta es .¡~a ~~u~~ión entera ele z sobre R. 

(3.8) 

o 
Como una consecuencia ele los teoremas anteriores, tenemos el siguiente 

corolario. 

Corolario 3.2. 7. Un subanillo R de F / [( que tenga como campo de cocientes 
a F ·es enteramente cerrado si y sólo si es un anillo de holo1norfía. 

Proposición 3.2.8. Sea Os un anillo de holomorfía de F / I<. Entonces existe 
una correspondencia uno a uno entre S y el conjunto de ideales 1náximos de 
Os, dada por 

P ,_¡. J\1p := P n Os (¡mm P E S) 

Mas cnín la aplicación</> : Os/ 1\1 p --> F,. dada por 

X+ J\fp H X+ p 

es un isomorfismo 

Derrwstración. Para P E S consideremos el homomorfismo de anillos <I> : 
Os --> Fp definido como x ~ x + P. Afirmamos que este homomorfismo 
es epi. Para esto sea z +PE lFp con z E 0 1,_ Por el teorc1na de aproximación 
fuerte, existe un x E F que satisface 

vp(x - z) >O y vq(x) 2: O para todo Q E S\{P} 

Entonces es faícil ver por la condición anterior que 11,,(x) 2: O y por lo !.tanto 
x E Os y <I>(x) = z +P. El 111ícleo de <I> es Al,, = P n 0 8 , por lo tanto <I> 
induce un isomorfismo</>: 0 8 /1\/,,--> F,,. Dado que F,, es un campo, d ideal 
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lvf p es un ideal. máximo de Os v el teore1na ele aproximación fuerte muestra 
que !Vfp # .Afq. Únicamente resta probar que todo ideal máximo de Os es de 
la forma P n Os con algún P E S. Sea A/ <;;; Os un ideal má.ximo. Por el 
teorema 1.2.14 existe un lugar PE IP'p con 

M <;;; P y Os<;;; Op 

El lema 3.2.3 muestra que PE S. Como i\f <;;; PnOs y 1\I es un ideal máximo 
de Os, tenemos que 111 = P n Os. O 

En la primera proposición 1.2.4 vimos que Op era un dominio de ideales 
principales. Se puede demostrar usando el teorema de aproximación fuerte que 
Os es siempre un dominio de Dedekind. Los anillos de holomorfía en general 
no son don1inios de ideales principales, no obstante, cuando el conjunto S es 
finito siguen siendo dominios de ideales principales. 

Proposición 3.2.9. Si S <;;;; IP'p es "" conjunto finito no vacío de lugares de 
F / /(, entonces tenernos que Os es 1Ln dominio de ideales principales. 

Demostración. Sea· S = {Pi. ... Pk} y sea l "f O un ideal contenido en Os. 
Para i = 1, ... , k escojamos x; E l tal que 

Vp, (x;) = 11¡ :5 vp, (n) para todo u E l 

Esto es posible, desde luego, porque vp,(u) 2: O para todo u E l y cualquier 
l # O. Por el teorema de aproximación fuerte, podemos encontrar ;;;¡ E F tal 
que 

Vp,(Z¡) = Ü y vi', (z;) > 111 para j "f i. 
Claramente z; E Os por lo tanto el elernento :i: = ¿:;'.,,, x,;:;¡ E /. Por la 
desigualdad estricta del triángulo tenemos Vf',(x) = n; para i = l, ... ,k. El 
resultado se sigue si podemos probar que J <;;; :cOs. Consideremos un elemento 
z E I. Definamos y = x- 1 z, entonces 

Vp,(y) = vp,(z) - n; 2: O para i = l, ... ,k. 

De manera que y E Os y z = xy E x08 . O 

3.3 Bases locales enteras 

El objetivo de esta sección es "studiar la cerradura entera de un subanillo ele 
F / I< en una extensión de F. Siempre vamos a considerar la situación siguiente: 
Fjf( es un campo de funciones con campo ele constantes¡,-; y F <;;; F' es una 
extensión finita de campos. 

i\. continuación darcn1os un resultado que se generaliza en <Ílgchra con11111-

tativa (ver por ejemplo [!'dat]). 



50 CAPÍTULO 3. EXTENSIONES DE CAMPOS DE FUNCIONES 

Proposición 3.3.1. Sea R un subanillo de F/I< enteramente cerrado cuyo 
campo tle cociente8 e8 F, i.e., R es un anillo de lwlo1no1jía de F/ I<. Se<L 
z E F' y tfJ(T) E F[T] su polino1nio mínimo. Entonces z es entero sobrn R si 
y s6lo si tfJ(T) E R[T]. 

Demosfración. Por definición tfJ(T) es el único polinomio irreducible momeo 
con coeficientes en F tal que 4,(z) = O. Si tfJ(T) E R[T] entonces obviamente 
z es entero sobre R. Supongamos ahora que z E F' entero sobre R. Tomemos 
un polinomio mónico J(T) E R[T] con f(z) =O. Como <P(T) es el polinomio 
mínimo de z sobre F existe otro polinomio 1/J(T) tal que J(T) = <f>(T)1/,(T). 
Sea ahora F" / F' un campo ele descomposición para <P(T) y sea R" la cerradura 
entera ele R en F". Dacio que tocias las raíces de <P(T) son raíces de J(T), se 
encuentran en R". Los coeficientes de <P(T) son combinaciones polinomiales 
ele la.'l raíces, por las fórmulas ele Viet.a, ele manera que <f>(T) E R"[T]. Pero 
</>(T) E F[T] y F n R" = R pues R es enteramente cerrado, hwgo <P(T) E 
R[T]. O 

Corolario 3.3.2. Con la misrrw notación usada en la proposición anterior, 
consideremos Trp•¡p : F' ~ F la traza ele F' en F ¡¡ sea :1: E F' cntc1·0 sobre 
R. Entonces TrF'/F(x) E R. 

Demostración. Rccorclarcn1os en pri1nera i11~taucia algunas propiedades de la 
traza que ocupare1nos nuís adelante antes de probar este corolario. Supon­
gamos que tenemos una extensión de campos 1\l / L ele grado 11.. La traza 
ele un elemento z E /\/ se define como la traza de la transformación lineal 
¡1, : ;\1 ~ /\1, dada por /L:(:i:) = z:r.. Si 1\l / L no es separable, la función traza 
es idénticamente cero (ver [ivlor]). Entonces podemos suponer en adelante que 
la extensión es separable. Esta aplicación Tr111¡1, : fil ~ L es L-lineal y 110 es 
idénticamente cero. Podernos describir a la traza de la siguiente tnancra: sea \l1 

una cerradura algebraica de L. U11 encaje de 1\I / L en '11 es un homomorfismo 
de campos a : /\1 ~ '11 tal que a(a) = a para todo a E L. Dado que 1\1 / L es 
separable, existen cxacta.1ncntc n encajes distintos a 1, ... , an de 1\l / L en \¡1 y 
para x E 1'/ tenemos 

Tr111¡1,(x) = ¿a,(x) 
i:::;:l 

Si </>(T) = Tr + ar_,rr- 1 + · · · + a 0 E L[T] es el polinomio mínimo de"' sobre 
L, tenernos 

Tr111¡L(x) = -Sllr-1> cloncl" s = [1\I: L(:r,)] (3.9) 

La traza se comporta bien en cadena.-; de campos, es decir, si L <;;: .\1 <;;: f/, 
entonces 

Tr11¡1,(:i:) = TrA1/1,(Tr11¡.,1(:t:)) 
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De man~ra;qitc (3.9) y la proposición 3.3.1 nos clan como resultado inmediato 
este corolario. O 

Proposición 3.3.3. Sea Al/ L una extensión finita y separable; consideremos 
una base { z 1 , ••• , z,.} de 111 /L. Entonces existen elementos zj, . .. , z;. E !vi 
únicamente determinados tales que 

TrM¡L(z;zj) = Ó;; 

donde Ó;; denota la delta de I<roneckcr. El conjunto { zj, . .. , z;.} es también 
una base de !vi/ L ¡¡ es llamada la base dual ele { z 1 , •• • , z,.} con respecto a la 
traza. 

Demostración. Consideremos el espacio dual JI[• de 111 sobre L, es decir, es 
el conjunto de formas L-lineales ..\ : 111 --+ L. Del álgebra lineal sabemos que 
M• tiene dimensión n sobre. Para z E iH y ..\ E 111* definimos z..\ E 111* por 
(z>.)(w) := ,\(zw). Esta definición dota a iw• una estructura de 111-espacio 
vectorial de dimensión uno (pues climJ.(1'1*) = [Al : L]dimM(i\l*)). Como 
en este caso TrM/J, no es la función cero, cualquier ,\ E i\f• tiene una única 
representación de la forma ..\ = zTrM¡J., :: E J\-1. En particular, las formas 
lineales ,\; E Jlif• dadas por ..\;(z;) := Ó;1 (i = 1, ... , n) pueden ser escritas 
como..\;= zjTrM/J. con zj E i\l. Esto quiere decir que 

TrM/1.(z;zj) = (zjTrM¡1.)(z;) = ,\;(z;) = c5;1 

Puesto que >. 1 , ••• , ..\,. son linealmente independientes sobre L, lo mismo ocurre 
con zj, ... , z;. y por lo tanto constituyen una base de Al/ L. O 

Teorema 3.3.4. Sea R un subanillo de F / [( r.on cam710 de cociente.• F y 
F' / F una extensión finita y se71arable ele grado n. Sea R' la cerradura entera 
de R en F'. Entonces tenemos · 

1. Para cualquier base { x ¡, ... , x,.} de F' / F existen elementos a; E R\ {O} 
tales que a 1x 1 , ••• ,a .. x .. E R'. P01· lo tanto existen bases de F'/F que 
están contenidas en R'. 

2. Si {z1 , ••• ,z,.} ~ R' es una base de F'/F ¡¡ {zj, ... ,z;.} denota la base 
dual con respecto a la traza, entonces 

i=l i=l 

3. Si, además R es un dominio de ideales 71rinci71ales, entonces existe una 
base { 1Li, ••• , 1Ln} de F' / F con la ¡JT"o]Jicdrul 

R'=LR"' 
i=l 
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Demostración. (1) Debemos mostrar que, para cualquier x E F' existe algún 
elemento O =/= a E R tal que ax sati~fáce íma ecuación entera sobre R. Dado 
que F' / F es algebraica y F es el campo de cocientes de R, ·existen elementos 
<L;, b; E R con a; =/=O y 

Si multiplicamos esta ecuación por ar, donde a·=· ci0 a 1 ·: • ªr-i. obtenemos lo 
siguiente 

(ax)"+ Cr-1(ax)'-1 + · · · + c1(ax) +ca= O 

con e¡ ·e R, por· lo taittó ax E R' . 
. (2) Sea 'ahora {z¡, ... ,zn} una base de F'/F tal que toda z; E R' y sea 

{zi,:.;,z;;} la base.dual. Tenemos que en particular todo z E F' puede ser 
répresentado en la forma 

z = C¡Z~ + ... + Cnz:.. con e; E F: 

-·~i z·~ ~, ent~nces zz1 E R' para j = 1, ... , n y por el corolario 3.3.2 tenemos 
· qu.c TrF'¡F(zz1) E R. Por otra parte 

Trp•¡p(zz1) = TrF'/F (-t e;z1zi) =E e;TTp•¡dz1z;) = Cj 

1=1 i=l 

y concluimos que e1 E R, por lo tanto R' <;;; 2:~= 1 Rz¡. 
(3) Escojamos una base {y1 , ••• , y,.} de F'/ F con R' <;;; 2:~= 1 Ry; (esto es 

posible por 2). Para 1 :5 k :5 n definít-mos 

k 

Rk = R' n 2: R¡¡; (3.10) 
i=l 

Deseamos construir de forma inductiva un conjunto u 1, ••• , u,. tales que Rk = 
, 2:;~=l Ru¡. Para k = 1 tenemos R 1 = R' n R111 ; consideremos ahora el conjunto 

I1 ={a E F i a111 E R'} 

. El cual está contenido en R, dado que R' <;;; 2:~=l Ry;. Más aún I 1 es claramen­
te un ideal de R, entonces I 1 = a 1R por ser R un dominio de ideales principales. 

"Si" definimos u 1 = a 111 1 es f<icil verificar que R 1 = Ru 1. Supongamos que para 
k -~- 2 hemos encontrado u 1 , ••• , llk-l tales que Rk-I = 2:7,:-1

1 Ru;. Sea ahora 

h = {a E F 1 existen b1, ... , ¡,k-I E R con 
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b1y, + · · · + bk-11/k-1 +ayk E R'} 

De nueva cuenta, h es un ideal de R y en toces h =:, ukR. ·. Éscojarno.~. ",¡¡ .É R' 
de la manera siguiente 

Con c 1 , ••• , Ck-i E R. Claramente Rk 2 E~=t R?i;. Para probar la inclusión 
contraria sea w E Rk. Escribamos 

w = d1y 1 + · · · + dkYk con d; E.R 

Entonces dk E Ik y por lo tanto dk = dak con d E R y 

k-1 k-1' 
w-d'Uk E R'nERy; = Rk-1 =L:Ru¡ 

i=l i=1·-·i>·:-.: 

_._,i .• i" 

Hasta l_lhora hemos probado que R' = Rn = E~=I Ru;. Puesto que R' contiene 
una base duF' / F por 1, los elementos U1' ••• 'Un son linealmente independien­
tes sobre F,y constituye una base de F' /F. 

o 
Tenemos el siguiente corolario. 

Corolario 3;3.5. Sea F' / F una exten.•ión finita 11 separable del campo de 
funciones F / I< 11 sea P E 11" F un lugar de F / I<. Enloce.• la cerradura entera 
Of, de Op en F' es 

Op= n Op• 
P'IP 

Existe una base {u1 •••• ,un} de F'/F tal que 

n 

Op= ¿op1,, 
i=l 

Cualquier base { tL 1 •••• , ""} de esta forma es llamada una base entera de O~. 
sobre O p {o base local entera de F' / F vara el lugar P) 

De1nostraeión. Este corolario es claro por el teorema 3.3.4 y por el teoretna 
3.2.5 (notemos que tanto O,, como O\, son dominios de ideales principales. O 

Un in1port.antc tcore1na sobre la existencia de ba.sPs cntcr,a .. 'i es el siguiente 

Teorema 3.3.6. Sea F / l\ un campo de funciones y F' / F finita y se¡mrab/e. 
Entonces C1Líllqu.ie1· busc { ZL . ..• , z11 } di! F' / F es u1u1 base entera para r.a.c;i todo 
p E IP'¡.-. 
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Demostración. Consideremos la base dual. {z¡ .... ,.::;.} de {z1 •••• ,zn}- Los 
polinon1ios.1nínitnos de z 1 . . · ... · ~ z,., zi, ... , z;., sobre F involucran sólo un ntítnero 
finito de coeficientes. Sea S ~ IP'p el conjunto de los polos de tocios estos 
coeficientes. S es finito y si P.<!. S tenemos que 

Zt . •.. , Z 11 , z;, ... , z,: E CJ~, (3.11) 

Por lo tanto 

La primera y la tercera de estas inclusiones son obvias por (3.11 ); la segunda 
y la cuarta son inmediatas por el teorema 3.3.4 (2). Notemos que {z1 .•.• , Zn} 

es la base dual de { z¡ .... , z;.}. Por lo tanto { z 1 •••• , z.,} es una base entera 
para todo P <f. S. O 

3.4 Fórmula de Riemann-Hurwitz 

Consideremos F/F' extensión finita y separable. Sea P E IP'p y sea Op 
Bw(Op) la cerradura entera de Op en F', al conjnnt.o 

le llamarernos el mó<lulo comple1nentario sobre O,.. Observemos que la traza 
no es idénticamente cero pues la extensión es separable. 

Pr~posición 3.4.1. 

l.· Cp es un Op-módulo y Op <;;;e,.. 

2. Si {zi, ... , Zn} es una base entera pm-a Op .rnbrc Op cntonc:es 

.. 
Cp = L O,,z; cun { z;, ... , z;,} la ba.,c dual 

i=l 

S. Existe un elemento t E F' que desde luego depende de P tal que CI' = tO~, 

y vp.(t) s; O 7mra tudo P' 1 P. Si t' E F' entonces 

ul'.(t) ¡mm todo P' J P 
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Demostración. Es ui1 0~,-módúJÓ ¡:>oré¡ue si tomamos a E Op y :; E Cp cn­
torices Trp•¡F-(zaO'p) s;; Tr:,...¡¡..(zOj..) s;; Op. Consideremos ahora z E Cp 
como {zi, ... , z~} es uria bas·c ·de' F' / F existen x 1 , ••• , x,. E F tales que 
z = ¿;;~ 1 x.z¡, como z É Cp y Z¡, ••• ,z,. E O'p entonces Trp•¡p(zz;) E Op 
para 1 :::; j :5 n. Por otra parte 

Trp•¡p(zz;) = TrF'/F ('Ex;z;z;) 
i=l 

n 

= 'L,x;Trp•¡p(ziz;) = x; 
i=l 

por las propiedades de Ja base dual. Por Jo tanto x; E Op y z E L:?=t Opz¡. · 
Rccíprocarncntc, sea ahora z E E~1 Opz;' u E op, z = E~=l Xiz¡ Y· 'U = 
2:j=1 Y;ZJ con x;, YJ E Op. Entonces tenemos 

Trp•¡p(zu) = Trp•¡F(t x;y;z;zj) 
tt]=l 

n n 

= 'L, X;Y;TrF'/F(z;z;) = 'L,x;y; E Op. 

Por lo tanto z E Cp. Por 2. Cp = 2:?=1 Opu; con u; E F' {base dual). Sea 
x E F tal que vp(x) ;;::::: O y vp(x) ;;::::: -vp.(u;) para todo P' 1 Pe i = 1, ... , n. 
Entonces 

Vp•(xu;) = e(P' 1 P)vp(x) + Vp•(u;) 2: O 

para lodo P' 1 P e i = 1, ... , n por Jo tanto xCp s;; O~,. Es fácil verificar 
que xCp es un ideal de CJ'p y por lo tanto xCp = yO'p para algún y E Op, 
porque O'p es un DIP por la proposición 3.3.5. Sea ahora t := x- 1y y tenemos 
entonces que Cp = tO'p, pero O'p s;; Cp, de manera que y = 2::;;'= 1 u;a; con 
vp.(a;) 2: O y Vp•(xu;) ;::::: O. En consecuencia 

Vp•(Xa;u;);::::: O <==> -v1 .. (xa;u;) :5 O <==> v,,.(x- 1 '1;u;) :5 O 

Por lo tanto Vp•(t) :5 O para todo P' 1 P. Finalmente tenemos 

tO'p = t'O'p <==> tt'- 1 E CJ~, y 1- 1t' E O'p 

<=* Vp.(tt'- 1
) 2: 0 y Vp•(t- 1t') 2: 0 

<=- Vp.(t) = Vp.(t') para tocio P' 1 P 

Finalmente, para la última parte escojamos una base { Z;, .•. , Zn} de F' /F. 
Por el teorema 3.3.6 {z;, ... , z,.} y { z¡ ... , z;.} son bases enteras para casi toda 
P E IP'p. Por (2) entonces tenemos que Cp = O~, para casi toda P. O 
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Definición 3.4.2. Consideremos P E.IP'F y Op la cerradura entera de O~ en 
F'. Seá Cp. = tOp el 1i1óduÍo complementario sobre Op, Defiiilmos aho1:a para 
P' 1 P el exponente del dijernnte de P' sobre P por ·- · - · · 

d(P' 1 P) := -v,,, (t) 

Por la proposición anterior está bien definido y d(P' 1 P) 2: O. Más aún, se 
tiene que d(P': ¡.P):= O para casi todo P E IP'F. De manera que podemos 
definir el.divisor-.;·,: .. ¡ - . · 

Diff(F'/F) := E Ed(P' 1 P)P' 
'., . .-, ; ·; PEP p P'IP 

Llamado el -diferente de F' /F. Notemos que Diff(F' / K) es un divisor de F' 
y Diff(F'/I<):2: p. 
Obse~vacióii··:3.4~3. -Notemos la siguiente caracterización del módulo Cp, la 
cual se sigue inmediatamente de las definiciones. 

z E C}> ;<=- Vp•(z) 2: -d(P' 1 P) para todo P' 1 P. 

Definición 3.4A.' Sea 

AF'/F: :={a E Ap• 1 °'I" = °'Q' si P' n F = Q' n F} 

Este conjunto es ún F'-subespacio de AF' y el homomorfismo traza puede 
ser extendido a una aplicación F-lineal de AF'/P en Ap de la siguiente manera 

donde P' es cualquier lugar que yace sobre P. Notemos que °''" E Op• para 
casi todo P' E IP'p'- Por lo tanto Tr1.··¡F(°'I") E O,. para casi todo P, por el 
corolario 3.3.2. Notemos también que la traza <le un acle! principal z E F' es 
claramente el adel principal de Tr1·"'/P(z). Para un divisor A' E TJF' definimos 

Teorema 3.4.5. Para todo diferencial de i\feil w de F/ [{ existe un único 
diferencial de Weil w' de F' / [(' tal que 

TrK'/K(w'(a)) = w(TrF'/l··(n)) (3.12) 

para todo a E AF'/F· Este diferencial es llamado In cotraza de w en F' / F ¡¡ 
es denotado por Cotrp•¡F(w). Si w cf O y (w) E TJF es d divisor canónico de 
w entonces 

(Cotr,..,¡ 1.-(w)) = ConF'/P((w)) + DiJJ(F'/F) 
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Si usamos la noción dci componentes lo~alcs · dci un diferencial de: '..Veil, ta' 
ecuación (3.12) puede ser reemplazada por'la.s siguient.es condiéioncs'loéales:. 
para todo PE JP1.• y todo y E F' · · ' 

wp(Trp•¡p(Y)) = TrK•t1«Z:w~,.(y)) (3.13) 
T"IP 

La equivalencia entre (3.12) y (3.13) se sigue de la proposición 2:3.2; ·la cual 
establece que w(-y) es la suma de todas sus component.es locales wj>(-yp)·para 
cualquier acle! 'Y= ('YP)PePr 

Para la deinostración del teorema, necesitamos probar previamente dos 
lemas importantes. 

Lema 3.4.6. Para todo C' E 'DF' tenemos A,..,= Ap•¡v + Ap.(C'). 

Demostración. Sea a= (ap•)p•ep,., un adel de F'. Para todo PE IPp existe 
por· el teorema de aproxirnación fuerte un elemento Xp E F' con 

vp.(ap• - Xp) 2: -vp.(C') para todo P' 1 P 

Definimos ahora f3 = ((31 .. ),,.eP,.. con [31 .. = xr si P' 1 P. Entonces {3 E AF'/F 
y a - f3 E A,...(C'). Dacio que o:= f3 +{o - {3) tenemos el lema. O 

Lema 3.4. 7. Sea !VI/ L una extensión de campos fin-ita y separa/Jle. Sea F un 
Al -espacio vectorial y /L : \/' -7 L u1w aplicación L-li11cal. Entonces existe un 

t1nico homomorfismo A1 -lineal /L
1 

: F -7 A/ tal que Tr M ¡ D o ¡l = /l. 

Demostración. Consideremos el espacio ele formas lineales 1\1° = {,\: 1\1 -7 L 1 
,\es L-lineal} como espacio \"ectorial sobre 111 con esta operación: (z,\)(w) = 
,\(zw) para,\ E A/• y z, w E Al. Como ya vimos, la dimensión de,\/• sobre .1/ 
es uno, así que cualquier A E 1\1• tiene una representación única de la forrna 
,\ = zTrM/L con z E A1. Dado un elemento v E V, definimos la aplicación 
,\v : .!11 -> L por Av(a) := JL(av) la cual es claramente L-lineal. Por lo tanto 
,\v = zvTTM/L con un único elemento z,, E .!11 y definimos ¡l(v) Zv· De 
manera que se cumple lo siguiente 

µ(av) = (¡t'(v)Tr,11¡1,)(a) = TrM¡1,(u¡t'(u)) {3.1-1) 

para todo a E /'vi y v E \/'; adcm1Ís ¡l(v) est;i determinado de forma un1ca. 
Usando esto podemos verificar fácilmente que ¡t' : \ · -7 A/ es JU-lineal. Si 
hacemos además a = 1 en {3.14) obtenemos que ¡1 = TrM/J, o ¡t' lo cual 
demuestra la existencia de ¡t' : V -7 .\/ con las propiPdadcs deseadas. 

Veamos la unicidad. Si supom•mos que existe otro ¡1° : F -+ J\f tal que 
TrM/T. o ¡1' = TrM/L o ¡1• y ¡1• '/ ¡i'. Entonces la imag,1•11 de ¡1.' - ¡1° es todo J/ 
por ser .!11-lincal y entonces t.Pnemos que TrM/f, o (¡i' - ¡1°) =O. lo cual es U11a 
contradicción pues la extensión era separable. O 
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Demostr<Lción.del .. teorema anterior. En primera instancia deseamos mostrar 
la e~istenc.ia de un <lif~ren.cial de Weil tal que 

· Trwfl<(w'(o:)) = w(TrF'¡F(a)) 

se cumple para todo a E AF'/F· Si w = O simplemente defini1nos w' O. 
Supongamos entonces que w # O. Por brevededad definamos también 

W' := ConF'/P((w)) + Diff(F'/F) 

L<i cci~strui:ción del diferencial w' la haremos en tres pasos. 

L Definimos ahora una aplicación !<-lineal w 1 : AF'/F ~ I< dado por 
w 1 := w o Trp•¡F y que tiene las siguientes propiedades: 

(a) w 1 (a) =O si o: E AF•¡p(W') + F'. 

(b) Si B' E 7JF' es un divisor tal que B' i H", entonces existe un adel 
{3 E AF'¡p(B') con w 1 ({3) #O. 

Veamos que w 1 cumple (a) y (b). w 1 es obviamente !<-lineal y w 1 se anula 
en F' pues w se anula en F. Sea ahora n E Ap•¡F(H"). Para probar 
que w 1 (a) = O necesitamos verificar t'micamente que para todo P E IPp 
y P' 1 P se cumple 

(3.15) 

pues w se anula en Ap((w)) por definición del divisor ((w)). Escojamos 
ahora un elemento x E F con Vp(x) = vp(w). Entonces 

Vp.(XOp•) = Vp.(x) + Vp.(ap1)::::: e(P' 1 P)vp(w) - Vp•(W') 

= Vp•(Conp•¡p((w)) - lV'') = -vp•(Diff(F'/F)) = -d(P' 1 P) 

donde -d(P' 1 P) denota el exponente del diferente. Pero esto impli­
ca por la observación 3.4.3 que X<>p• E Cp, el módulo complementario 
sobre Op y por lo tanto vp(TrF'¡F(:i:ap•));::: O. Como TrF'¡F(xo:p•) = 
xTrF'¡F(ll<p•) y Vp(x) = Vp(w), la afirmación (3.15) se cumple. 

Ahora supongamos que tenemos B' i IV'; !'sto quiere decir que exite 
Po E IPF tal que 

Vp·(ConF'¡F((w)) - B') < -d(P• 1 P0 ) (3.16) 

para algún p• 1 P 0 . Denotemos por Oí,., la cerradura entera ele Po en 
F' y Cp0 el módulo complementario sobre 0 1 •0 • Consicleren1os ahora el 
conjunto 

.l := {z E F' 1 Vp-(z);::: vp-(Conp¡,..((w)) - B') para tocio p• 1 P} 
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Por ·el teormna ele aproximación fuerte tenemos que existe un elemento 
u E J que satisface v¡,( ConF• 1 ,.-( (w)) - B') para todo p• 1 P. Tenernos 
entonces que J ~ Cp0 por la obserw1ción 3.4.3, hecha en la definición del 
diferente. Pero por otra parte, .J0~,0 ~ J y entonces 

(3.17) 

Escojarnos ahora t E F con la propiedad de que vp0 (t) = l. Para alguna 
r ;:: O se cumple tr J ~ 0~,0 (esto es inmediato de la definición de J). 
Por lo tanto trT,-F'/l··(J) = TrF'¡F(té.J) ~ Op0 • Es inmediato verificar 
que trTrF'¡F(J) es un ideal de 0 1•

0 
y en consecuencia, trTrF'¡F(J) = 

t 6 0p0 con s 2: O. Al multiplicar por una potencia adecuada tenemos 
Trp•¡p(J) = t'"Op0 para alguna m E Z. Por (3. 17) rn :S - 1 y por lo 
tanto 

(3.18) 

Ahora, por la proposición 2.3.:3 en la sección ele componentes locales de 
los diferenciales de 'vVeil, podemos encontrar un elemento :r. E F con 

(3.19) 

Ahora escojatnos y E F tal que t11b(Y) = vr0 (w), de manera que xy E 
t- 10p0 • Por (3.18) existe una z E .J tal que TrF'¡F(z) = :i:y. Considere­
mos ahora el adel definido por 

Si P' f Po 
Si P' IPo 

Se _sigue de la definición de J que si P' 1 Po 

Vp•(f3) = -v1 .. (y) + vr•(z) 

2: -vp•(ConF'/J·-((w))) + Vp•(ConF'¡F((w)) - B') 

-Vp•(B') 

Por Jo tanto f3 E AF'/F(B'). Finalmente, hemos demostrado que w 1 ({3) 
w(Trp•¡p(f3)) = w,,0 (x) #O por (3.1!)). Esto prueba (b). 

2. Definamos ahora w 2 : AF' ~ ¡,· como sigue. Si n E AF' existen adeles 
fJ E A 1.·•¡F y -y E Ap(l-F') tales que n = /3+-y por el lema 3.4.G Definimos 

w,(o) := w1U:IJ 
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Esta definición no depende ele la elección .de f3 y 'Y· Si o tiene dos 
represent~ci.;ncs ·°' '..= f3'+ ,.Y =· /31 .+ "(¡, con /3, {31. E AF'/F y"(, -y1 E 
AF'(lV') entonces 

Por lo tanto w 1 ({31) -w1 (fJ) = w1 ({31 - /3) = O por el paso 1. La aplicación 
w 2 es obviamente J<-lineal y por (a) y (b) del paso anterior y tiene las 
siguientes propiedades 

(a) w 2 (o) =O si o E ÁF•(W') + F' 

(b) Si B' E 'Dp• es un divisor con B' i IV' entonces existe un adel 
fJ E Ap.(B') con w2(/3) # O. 

Hemos construido, hasta este momento, una aplicación I< -lineal w 2 : 

Áp• --t I< que se anula en AF'(B') + F'. No obstante, "12 110 es un 
diferencial de F' / I<' si K' es estrictamente nuís grande que I<; de tnanera 
que necesitamos levantar w 2 a una aplicación [{'-lineal, lo cual se hace 
en este último paso. 

3. Por el lema 3.4.7 existe un homomorfismo JC-lineal w' : AF' --t I<' tal que 
TrK•¡Kow' = w 2 • De la definición de w 1 y w2 , obtenemos inmediatarnente 
para o E ÁF'/F 

TrK'/K(w'(o)) = w2(o) = w1(0) = w(Trp•¡F(n)) 

Esto prueba (3.12) y sólo resta probar 

(a) w'(o) =O para o E ÁF'(IV') + F'. 

(b) Si B' E 'DF' es un divisor con B' i IV', entonces existe un acle! 
f3 E AF.(B') con w'(/3) # O. 

·como w' es K'-lineal, la imagen de Ap(lF') + F' bajo w' es cero o 
bien todo J('. Si fuera todo [(' existe un o E Áp•(IV') + F' tal que 
TrK'/K(w'(o)) # O puesto que Tr¡.;•¡K : IC --t [( no es idénticamente 
cero. Por la construcción de w' tenernos que w 2 = Tr K' / K o w' y por lo 
tanto w 2 = O lo cual es una contradicción a (a). Por el inciso (b) del 
paso anterior, existe u11 adcl /3 E Áp (B') con la propiedad w2 ({3) # O y 
entonces la propiedad (b) en este paso es inmediata. 

De manera que hemos tnostrado la existencia de un diferencial de \Veil w' de 
F' / I<' que satisface (3.12) y cuyo divisor canónico es 

(w') = 11'' = ConF'¡F((w)) + DijJ(F'/F) 
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Para pí'oba~·.·1a unicidad de w', supongamos qúé existe otro diferencial w• de 
F'/J(' cíitc·saÚsface (3.12), es decir, 

Trw¡f((w"(a)) = Trw¡/((w'(c.)) = w(T1·p•¡p(a)) 

para todo a E AF'/!•": Si definimos r¡ = w• - w' tenemos 

' Trw¡f((r¡(a)) =O para todo a E AF'/F (3.20) 

Pero 17 es un diferencial ele Weil ele F' / J(', por lo tanto 17 se anula en Ap• ( C') 
para alg1ín divisor C' E AF'· Por el lema 3.4.6 tenemos que Tr1<•¡1<(r¡(a)) =O 
para·tóclo a E AF'· Esto implica que r¡ =O y por lo tanto w' = w•. O 

Vean1os ahora algunas propiedades büsicas ele la aplicación cotraza w t-t 

CotTp•¡p(w). 

P.roposición 3.4.8. 

J. Si w 1 , w2 son diferenciales de Weil de F/f( y x E F, entonces 

11 
Cotrp•¡p(xw) = xCotrp¡F(w) 

2. 'sea F" / F' otra extensión finita y separable. Entonces 

Pam todo diferencial de Weil w de F / [(. 

Demostmción. Dacia la unicidad del teorema 3.4.5, es suficiente por lo tanto 
mostrar que 

se cumple para todo c. E AF'/F· La demostración ele esta afirmación es inme­
diata ele la linealidad ele la traza. De la misma manera podemos probar que 
CotrF'¡F(xw) = xCotrp¡f'(w), a.~í como la afirmación 2. O 

Corolario 3.4.9. Supongmnos que tenemos mw caden<L de extensiones finitas 
y separables F e;;; F' e;;; F", entonces se cumple lo si_qHfrnte. 

J. Dijf(F"/F) = Conp"¡F·{Dif](F'/F))+ Dijf(F"/F'). 
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2. d(P" I P) = e(P" 1 P')d(P' 1 P) + d(P" 1 P) :•i J?", P' y P son lugares 
de F", F' F re.•pectiva1nente, con P e;;; P' e;;; P": ' · ' 

Demostración. La afirmación 2 es simplemente unaTeformulación de 1, como 
puede verificarse rápidamente. De manera· que sólo vamos a demostrar l. 
Sea w # O un diferencial de Weil; entonces por el teorema 3.4.5 el divisor de 
Cotrpn¡p(w) es 

(Cotrp;•¡p(w)) = Conpn¡p((w)) + Diff(F" / F) (3.21) 

Por otra parte la proposición 3.4 nos dice 

(CotrF''/P(w)) = (Cotrpn¡v•(Cotrp•¡p(w))) 

= (Cotrpn¡p•(Conp•¡p((w)) + Diff(F'/F)) 

= Conpu¡p•(ConF'¡P((w)) + Dif](F'/F)) + Diff(F"/F') 

=: Conpn¡p((w)) + ConF"fF'(Diff(F'/ F)) + Diff(F"/ F') 

Si ahora compararnos (3.21) y (3.22) obtenemos l. 

(3.22) 

o 
Una consecuencia sitnplc, pero n1uy itnport.antc es el siguiente teorema. 

Teorema 3.4.10 (Fórmula de Riemann-Hurwitz). Sw F/J( un campo 
de funciones de género g y F' / F una extc11sián finita y separable. Denotemos 
por [(' el carrLpo de constantes de F' y 7101· y' su .qénero. Entonces 

[F'·F) 
2g' - 2 = [K' ; K) (2g - 2) + dcg DifJ(F' / F) 

Demostración. Tomemos w # O un diferencial de \Veil. Entonces por el teore­
ma 3.4.5 tenemos 

(Cotrp•¡v(w)) = ConF'/l··((w)) + Diff(F'/F) 

Entonces si calculamos el grado al divisor anterior y recordamos que el grado 
de un divisor canónico es 2g - 2 (respectivamente 291 

- 2) y por el corolario 
3.1.13 tenemos lo siguiente 

2g' - 2 = degConF'¡p((w)) + dcg Dif](F'/F) 

[F'· F) 
[K' ; ]{) (2g - 2) + dcg Diff ( F' / F) 

o 
Cualquier ca1npo ele funciones puede ser visto sictnprc co1no una exten­

sión de un campo de funciones racional /\(:i:). Est.a fórmula del p/nero es 
una herramienta poderosa que nos permite calcular el género de las diferentes 
extensiones F / !<(:r.). 
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3.5 El diferente 

Durante esta secciém supondremos todo el tiempo que el campo J{ (y por lo 
tanto I<') es perfecto. 

El siguiente teorema nos da una relación entre el índice ele ramificación y 
el exponente del diferente. 

Teorema 3.5.1 (Teorema de Dedekind del diferente). Sean PE IP'p y 
P' E IP'p tales que P' 1 P entonce., 

1. d(P' 1 P) 2: e(P' 1 P) - l. 

2. d(P' 1 P) = e(P' 1 P) -1 si y sólo si e(P' 1 P) TW es divisible por c/wr I<. 

Para la demostración de este tcorcrna nccesitarc1nos de dos le1nas previos. 

Lema 3.5.2. Sea F 1 / F una extensión algebraica de campos de funciones, P E 
lP' F y Pi E lP' p 1 , con Pi 1 P. Co11sidcrc11ws a un autouw1jis1Tw de Fi /F. 
Entonces a(Pi) = {a(z) 1 z E P 1 } es un lugar de Fi y además tenemos 

1. Va(Pt)(Y) = Vp1 (a-i (y)) 7mra todo !J E F'. 

2. a(Pi) 1 P. 

S. c(a(P1) 1 P) = e(Pi 1 P) y J(a(Pi) 1 P) = f(P1 1 P). 

Demostración. Claramente a(Op,) es 1111 anillo de valuación ele F 1 con a(P1) 
como su ideal máximo por ser a un automorfismo. Además el correspondiente 
anillo ele valuación Oa(Pi) = a(Op,). Consideremos ahora ti E F 1 un elemento 
primo para Pi, es decir, Pi= tiOp,; eutonccs a(P1 ) = a(t 1)a(Op,), ele manera 
que a{t1 ) es un elemento primo para u(Pi) 

l. Sea O # y E F 1 y supongamos que y = a(z). Escribimos a z como 
z = tíu con r = Vp1 (z) y u E Op1\P1 y tenemos y= a(t 1)'a(u) donde 
a(u) E Oa(Pi ¡ \a(Pi) y a(ti) es un elemento primo para a{P1)- Por lo 
tanto Va(P1¡(y) = 1· = "Pt (z) = vp, (a- 1 (y)). 

2. a{P1 ) yace sobre P pues a(Pi) 2 a(P) =P. 

3. Sea x E F un elemento primo para P. Entonces 

c(a(Pi) 1 P) = Va(P,¡(:i:) = v,.,(rr- 1 (:r.)) = Vp1 (x) = e(P1 1 P). 

El automorfismo a de F' / F induce 1111 isomorfismo a de las clases resi­
duales Fi,.

1 
en F,•!l'tl dacio por 

a(z + P,) = a(z) + a(Pi) 

y O- es la identidad en Fp, por lo tanto f(P1 1 P) = J(a(P¡) 1 P). 
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o 
Lema: 3:5.3 . . ·s~a P E lP'¡.· 11 .•ean P., ... , Pr E IP'¡.·• todas las extensionc.• de 
P en F'. Consideremos la clase residual k := O,,/ P 11 k; := O,,.f P; 2 k 
y. los correspondientes proyecciones en la.s el a.ses residuales 11" : O p - k y 
respectivarnente 11"; : O,,, - k; 7mra i = 1, ... , r. Entonces para cada u E o¡, ( 
la cerradura entera de O p en F') · 

r 

11"(TrF'/F(u)) = L e(P; 1 P)Trk;/k(11";(1L)). 
i=l 

Demostración. Ver [Sti]. o 
Demostración del teorema 3.5.1. (1) Denotemos nuevamente por Oí, a la ce­
rradura entera ele Op en F' y Cp el módulo complementario sobre Op. Que­
remos probar 

TrF'/F(tO',,) ~ O,, 

p1ira: tocio elemento t E F' q;1e satisfaga 

vp.(t) = 1 - e(P' 1 P) para tocio P' 1 P 

(3.23) 

(3.24) 

Notemos que (3.23) implica que t E Cp y la caracterización ele C,, dada en la 
observación 3.4.3 nos dice 1 - e(P' 1 P) 2: -cl(P' 1 P), así tenemos que cl(P' 1 
P) 2: e(P' 1 P) - l. Para probar (3.23), consideremos una extensión finita de 
Galois F" /F tal que F ~ F' ~ p• y escojamos n = [F' : F] automorfismos 
a 1 , ••• , an ele F• / F cuyas restricciones a F' sean distintas. Para z E O',, 
tenemos .. 

TrF'/F(tzi = L::a;(t;:;) (3.25) 
i=l 

Fijemos ahora p• un lugar de F• que yazca sobre P y definamos ahora Pi = 
a¡ 1 (P") y Pi= P¡ n F'. Notemos que a;(;:;) es entero sobre O,,, ¡mes z E O',, 
y por Jo tanto v,,; (u;(z)) 2: O. Obtenemos entonces 

Vp-(u;(t;:;)) = v,,.(a;(t)) + v,,.(a;(z)) 

2: Vp· (a;(t)) = v,,; (t) 

= e(Pi 1 P;)(l - c(P; 1 P)) 

> -c(P; 1 P) = -c(P• 1 P) 

Si usamos (3.25) concluimos 

-e(P• 1 P) <: v,,.(Tr¡.·•¡F(tz)) = e(P• 1 P)vp(TrF'/F(tz)) 
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lo cual implica que vp(Trw¡F(tz)) ;:::: O y por lo tanto tenemos (3;23). 
(2) Mantenemos la notación del último lema y por brevedad escribimos 

e; := ~(P; 1 P) y sea P' "."" Pi y e= e(P1 1 P)~ 'Debem9s m'ostrar que .. 

d(P'-1 P) =e - 1 ~ char K no divide a e (3.26) 

Pri~e;o·~u~~ng~~o~ q~e e ;10 es divisible por di.ar K. ~upo~ga~os ~ue d(P' 1 
P) ~ e. Entonces existe alguna w E F; tal que 

(3.27) 

Dado que I< es perfecto la extensión k 1/k es separable y podemos encontrar 
yó E Op tal que Trk,Jk(1í1(y0 )) # O. Por el teorema:cie aproximación fuerte 
e:dste ~n elemento y E F' tal que · 

y 
Vp, (y) ;:::: máx{l, e; -f-_pp, ('!';')} pa.rn 2 $ i $ r 

Entonces y e Op y por el lema 3.5.3 tenemos 

r 

1í(T~F'JF(y)} = e(Trk,Jk(1í1 (y))+¿::: e(P; 1 P)Trk,/k(1í;(y)) 
i=2 

= e(Trk.¡d1í1(y)) #O 

(3.28) 

Aquí' usamos el hecho de que char I< no divide a e y por lo tanto e # O en k. 
Concluimos ahora que 

vp(TrF'¡F(Y)) =O 

Altora escojamos x E F tal que vp(x) =l. Entonces 

TrF'¡F(x- 1y) = x-1rr,..•11··(y) i Op 

Por Ótro
0 

lado, x-•yw- 1 e Op pues 

vp.(x-1yw-1) = -e+ Vp•(y) - Vp•(w) ;:::: O 

y también 
vp,(x- 1yw-1) =-e+ Vp,(y) - Vp,(w) ;:::: O 

(3.29) 

para todo i 2, ... r, por (3.27) y (3.28). De manera que x- •y E wO~, y 
Trp•¡p(x- 1 y) E Op por (3.27), lo cual contrarlice (0.29). 

Para demostrar el recíproco, supongamos ahora quc- clwr /( di\'ide a e y 
tenemos que mostrar que d(P' 1 P) ;:::: c. Escojamos 11 E F' t.al que 

v 1 .. (u) =-e y v 1.,(u) 2:: -f', + 1 (i = 2 .. .. ,r). (3.30) 
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Ahora denotemo~ nuevame~te con i ':!n,.~1i::n1~~.~? p1:i~o P.a~·ap. Para todo 
z e·o~ tc.Óc~~s ,.: --~-''"':-.. --) .. ',' 

··.'.';;;;<~~~~>·k·6: ./ ;'.~;,,,Az).:;.-~f 
para i = 2, ... , r~ I>or lo 'ia~to, ':z!~;·:~ o~ 'y ~ºr~F1~;;~~~· 5.3 

.. .:'t• 

1T(TrF•¡[.'.(x1fz)) = e(Trki/k(ir1 (xuz)) +E e(P; (P)Trk,¡k(1T;(:r.'llz)) 
• . ." -· ! ., ·,-_, ' ·. •. :.·' ' r .• :'.: • '·-·~ -~ ..• i=2 ~- ··:< '~:.·:·. '. . .'· -. ' 

= e(Trk,/k(1T1(x'liz))) =O' 

Se sigue entonces que xTrF'/F(uz) = TrF•¡F-(xuz) E P = xOp y'por lo.tanto 
TrF'/F(uz) E Op para todo z E 0~. Concluimos que u E C,, y que -'e 
Vp•(u) ;::: -d(P' 1 P) por (3.30) y por la observación 3.4.3. D. 

Veamos ahora algunas consecuencias del teorema de Dedckind. Recorde­
mos que una extensión de lugares P' 1 P se dice ramificada si e(P' 1 P) > 1; 
en otro caso se dice que P' 1 P es no ramificada. 

Definición 3.5.4. Sea F' / F una extensión de campos ele funciones y P E li"p. 

l. Una extensión P' de P en F' se dice que es mansamente (rcspect. sal­
vajemente ramificada} si e(P' 1 P) > 1 y char I< no divide a e(P' 1 P) 
(respect. si clwr I< divide a e(P' 1 P)). 

2. Decimos que P es ramificado {respect. no ramificado} si existe al menos 
un P' E IP'F• tal que (P' 1 P) es ramificada (rcspcct. si (P' \ P) es no 
ramificada para todo (P' \ P). El lugar P es mansamentc ramificado en 
F' / F si es ramificado en F' / F y ninguna extensión de P es sah·ajcmente 
ra1nificada. Si al n1cnos hay una extensión es salvajc1nc11tc ratnificada 
de P, decimos que P es salvajemente rmnificado. 

3. P es totalmente ramificado en F' / F si existe sólo una extensión P' de P 
en F' / F y el índice de ramificación es e(P' 1 P) = [F' : F]. 

4. F' / F se dice ramificada {respect. 110 rmnificada) si al menos un lugar 
PE li"F es ramificado (rcspect. si todo PE IP'v es no ramificado). 

5. F' / F se dice que es man.•a si 11inp;IÍ11 lugar P E IP'F es salvaj<'mctltc 
ramificado en F' /F. 

Corolario 3.5.5. Sea F' / F mw exlcnsúín finitn ¡¡ sepmn/,[c ele campus de 
fv.rtcione.•. 
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J; Si P:E IPp'ú'P' ·e IP~:. son talés'quc P' 1 P, entonces P' 1 Pes ramificada 
si y sólo si P' :S Diff( F' / F). Si P' 1 P es ramificada, entonces 

d(P' 1 P) = e(P,', 1 P) - 1 <==> P' 1 P es mansamente ramificada 

d(P' 1 P) ;::: e(P' 1 P) <==> P' 1 P es salvajemente ramificada 

2. Casi todos los lugares,.? E IPp son no ramificados en F'/F. 

Demostración. Este corolario es inmediato del teorema de Declekincl. O 

.Veamos ahora un resultado importante consecuencia de la fórmula del géne­
ro de Hurwitz. 

Corolario 3.5.6. Sea F' / F una extensión finita y separable de campos de 
funciones, que .tienen el 1nismo campo de constantes. Sea 9 {resped. 9 1

) el 
9énero de F/I< {F'/I<). Entonces 

2g' - 2 2 [F': F](29 - 2) + L L(e(P' 1 P) - 1) deg P' 
I'E'? F P'll' 

La igualdt;z:d se cumple si y sólo si F' / F es mansa. 

Demostración. Clara por los teoremas 3.4.10 y 3.5.1. 

Otro par de corolarios inmediatos son los siguientes. 

o 

Corolario 3.5. 7. Sea F' / F una extensión finita y se¡>a1·able de campos de 
funciones, que poseen el mismo campo de constantes y sea 9 {respect. 9 1

) el 
género de F/I< {F'/I<). Entonces 9' 2 9. 

Corolario 3.5.8. Sea F / I<(x) una extensión separable y finita del campo de 
funciones racional de grado [F: J<(x)] > 1 tal que/( es el cam¡10 de constantes 
de F. Entonces F/K(:i:) es ramificada. 

Derrwstración. Por la fórmula ele Ricmann-Hurwitz tenemos 

29' - 2 = -2[F': K(.r)] + deg DijJ(F'/K(:c)) 

donde ges el género de F/ K. Por lo tanto 

deg Diff(F'/K(x)) 2 2([F: K(x)] - 1) >O 

La afirmación se cumple pues cualquier lugar en el soporte cid diferente se 
ramifica por corolario 3.5.5, O 
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Teorema 3.5.9. Sea F' = F(y) una extensión finita y separable de campas 
ele funciones, de grada [F' : F] = n. Sea P E IPp tal que polinomio rrdnirno 
<P(T) de y sabr·e F tiene coeficientes en O,,, es decir, y sea entera sobre Op ¡¡ 
sean Pi, ... , Pr todas las extensiones de P en IP' , •. ,. Entonces 

J. d(P; 1 P) $ Vp,(,P'(y)) para 1 $ i::; r. 

2. El conjunta {l, y, ... , y"- 1 } es una base entera de F' / F en el lugar P si 
1J sólo si cl(P; 1 P) = vrd<P'(y)) para 1 Si Sr. 

Demostración. Ver [Bri]. o 

3.6 Extensiones constantes 

Vainos a considerar un campo de funciones algebraicas F/ I< con campo <le 
constantes /'( el cual supondrcruos sic1nprc que es perfecto. Pcnscn1os en una 
extensión algebraica J( e;; I<'. El campo compuesto F' = FJ(' es un campo 
de funciones sobre /(' y su carnpo de constantes es una extensión finita de 
/('. Lo que no es claro en prirncra instancia <'S que /(' sea el carnpo pleno de 
constantes de F'. Así que empezamos esta sección respondiendo esa pregunta. 

Lema 3.6.1. Sea \JI ;;:;> F un campa algcbraicamcntc cr.rrado ¡¡et E '11 algebraico 
sobre J\. Ento11ces [I<(a): K] = [F(o): F]. 

Demostmcir5n. La desigualdad [I<(n) : I<] S [F(n) : F] es inmediata, de 
modo que sólo tenemos que probar que el polinomio mínimo ,P(T) E K[T] 
de n permanece irreducible en F[T]. Supongamos que no es así; entonces 
<P(T) = g(T)h(T) con polinomios mónicos g(T), h(T) E F[T] de grado 2: l. 
Cualquier raíz de g(T) y h(T) en •I; es también una raíz <le <P(T) y por lo 
tanto algebraica sobre J<. Por lo tanto todos los coeficientes <le g(T) y de 
h(T) son algebraicos sobre J( por las fórmulm; de Vieta. Por otra parte, estos 
coeficientes son elementos de F. Como I< es algebraicamente cerrado en F, 
concluimos que g(T), h(T) E K[T], lo cual contradice la irreducibilidad <le 
<P(T) sobre J(. O 

Proposición 3.6.2. Sea F' = F I<' una extensión constante de carnpos de 
funciones de F {de grado finito o infinito), entonces 

1. I<' es todo el campo de constantes de F'. 

2. Cualquier subconjunto de F que es linealment" independiente sobre J{, 
7Jerrrwnece linalmente i11depcndienlc sobre !\'. 

3. [F: K(x)J = [F': J('(:c)] ¡mra cualquier :r E F\I<. 
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Demostración.: (1) Consideremos un ele1nent.o -y E F'' el cual es algebraico 
sobre !<'. Entonces es algebraico también sobre [{ y existe un número finito 
de elementos a,, ... ,°'• E /(' tal que -y E F'(ai, ... , n~} = I<(a) para algiín 
a E /(' (en este punto usamos el hecho de que I< es perfecto). Dado que -y es 
algebraico sobre K, podemos encontrar f:J E F' con K(a, -y) = K(/3). Entonces 
tenemos que F(f:J) = F(o:, -y) = F(o:) (pues -y E F(o: 1 , ••• , o:r) = F(a)} y pm· 
el lema anterior 

[K(/3} : K] = (F(f:J) : F'j = [F(n) : F] = [i((n) : K] 

Esto implica que K(n} = K(f:J) y entonces -y E K(a) s;;; K'. (2) Sean 
y 1 , ••• , Yr E F elementos linealmente independientes sobre I< y consideremos 
ahora una combinación lineal : ' r .':; :/. • •. i ·. i 

r 

L'YiYi =o 
i=l 

Tomemos o:_ E /(' tal que -y., .•• , -Yr E I<(a) y escribamos 

n-1 

-}-; L C;jo? con C;j E K, n = (K(a-) : K] 
j=l 

De (3.31} tenemos 

r ("-1 ) 
Ü = ~ f; Cij,_,J 

n-1 

Yi = L(c;;1J;)cri 
j=O 

(3.31} 

(3.32} 

Con Ej.:;-~ C;jYi E F. Puesto que [F(n) : F] = [K(n) : K] por el lema anterior, 
se·sigue los elementos 1, o, ... , o:n-I son linealmente independientes sobre F y 
(3.32} implica 

n-1 

L c;;Y• = O para j = O, ... , 11 - 1 
j=O 

Dado _que los elementos y 1 , ••• , Yr son linealmente independientes sobre /( se 
sigue.que C;j = O y por lo tanto (3.31) es la combinación lineal trivial. (3) 
Claramente (F' : K'(x)] $ [F' : K(x)]. Por lo tanto sólo resta probar que 
un cualesquiera elementos z 1 , ••• , z, E F que son linealmente independientes 
sobre I<(x) permanecen linealmente independientes ,;obre I<'(x). Supongamos 
que esto no·ocurrc, es decir existe una co1nbinaci<)11 lineal no trivial 

Lf,(:i:)z,=Cl (3.33} 
Í=I 
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con f;(:i:) E K'(x), no todos cero. Si multiplicamos todos por el común de­
nominador, podemos suponer que todos los f,(:i:) E /\'[x]. Ento[lcés (3.33) 
establece una de(1endencia lineal del conjunto A = {:i)z; 1 1 :5 i :5 s, j ;::: O} 
sobre [('. La parte 2 de esta proposición implica que este conjunto es lineal­
mente dependiente sobre J( también; de manera que z., ... , z,, son linealmente 
dependientes sobre I<(x), lo cual es una contradicción. O 

El siguiente teorema. resume las propiedades m1\s importantes de las exten­
siones constantes. 

Teorema 3.6.3. En una extensión algebraica constante F' = K' F de F/ J( se 
cumple lo siguiente. . 

l. F'/F es no ramificado, i.e., e(P' 1 P) 
P' E IP', .• , tal que _P' 1 P. 

2. F' / K' tiene el mismo género que F / J(. 

1 petra todo P E IP' F ¡¡ todo 

3. Para todo divisor A E 7J1, tenemos que degCon¡.-•¡p(A) = rlegA. 

4. Para tocio divisor A E 'Dp, di1nConp•¡p(A) = dimA. Mcís aún, cual­
quier base de C(A) es también una ba.<e de C(Conp•¡F(A)). 

5 .. Si l·V es un divisor canónico de F/ [( entonces ConF'¡F(IV) es también 
un divisor canónico de F' / K'. 

· 6. L~ a~licación conorma Con,.-•¡ F : Pic1•• -+Pie¡.·• del grupo de cla8es divi­
soras .de F en el grupo de clases divisoras de F' es inyectivo. 

7. El campo de clases residuales F¡ .. de c1Lalq1ticr lugar P' E IP'p es el 
campo compuesto F,,J(' de!<' ¡¡ del campo de clases resicltLales F,,, donde 
P= P'nP. 

8. Si J(' / [( es de grado finito, cualqtLicr liase de /{' / [( "·' u1w base entera 
de F'/F para todo PE IP'1.•. 

Demostración. Vamos a demostrar primero ( 1) y (2) en el caso de una exten­
sión finita y posteriormente probaremos (8). Podemos suponer que[('= J((n) 
y en este caso F' = F(a) y el polinomio mínimo de </>(T) de n sobre 1~- per­
manece irreducible sobre F por el 11.•nm 3.G.1. Sea ahora PE IP'1.· y P' E IP',,. 
con P' 1 P. El exponente del diferente cl(P' 1 P) satisface que 

O :5 cl(P' \ P) :5 v 1 .. (ci>'(n)) 
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Por el teoreíná' 3.5.9:· ,Como a: es separable sobre K se cumple que <t>'(a) i= O 
y como ef>'.(0:) E {<'implica que Vp•(<t>'(a)) =O. De manera que tenemos 

d(P' 1 P) = vp.(,P'(a)) =O (3.34) 

Por el teorema de Dedekind, concluimos que P' 1 P es no ramificada. La 
fórmula del género de Riemann-Hurwitz nos da 

[F'·F] 
2g' - 2 = [K' ; K] (2g - 2) + deg Dif J(F' / F) (3.35) 

donde g (resp. g') denota el género de F/ ]( (resp. de F' / K'). Como [(' = 
K(a) tenemos que [F': F] = [K': K] y Diff(F'/F) =O por (3.34) y por lo 
tanto 2g' - 2 = 2g - 2 por (3.35) y entoces tenemos 1 y 2 en el caso de una 
extensión constante finita. 

Ahora probaremos 8. En este caso podemos suponer que /(' = /((a) y sea 
ahora n = [K' : K]. De (3.34) y del teorema 3.5.9, tenemos que 1, a, ... , an-l 

es una base entera de F'/F para todo PE IP'F. Obviamente para cualquier 
otra base 7 1, ••• , -y., de /(' / [( 

n-l n 

L Opa' = L Op-y; 
i=O j=l 

de manera que fi, .. . , 'Yn es tan1bién una hase entera. De ahora en adelante 
supondremos que F' / F es una extensión algebraica arbitraria. 

(1) Sea P' E IP'F' una extensión de P. Escojamos t E F' un elemento primo 
,primo para P'. Podemos tomar un campo intermedio J( ~ !(1 ~ J(' tal que el 
grado de [K1 : K] es finito y t E F 1 ,,;, FK1 • Sea ahora P 1 = PnF1• Entonces 
vp.(t) = 1 = e(P' 1 P)vp1 (t) y por lo tanto c(P' 1 Pi) = l. Por otra parte 
ya hemos demostrado que e(P1 1 P) = 1, de manera que e(P' 1 P) = e(P' 1 

P1)e(P1 1 P) = l. 
(3) Es suficiente probar el resultado para un divisor primo P E IP'F. Esco­

jamos x E F tal que P sea el IÍnico cero <le x en F (tal elemento existe por la 
proposición l.G.5, de manera que el divisor cero (x)G' <le x E 'Dp tiene la forma 
(x)f;' = r P con r > O. Se sigue <le la proposición 3.1.9 que 

(x)C" = Conp¡F((x){;) = rConF'/l··(P) 

Usamos ahora el hecho <le que [F' : K'(x)] = cleg ((x)C") y obtenemos 

rdegConp¡1.·(P) = [F': K'(.i:)J 
= [F : J\(:i:)] 

= deg((:r){;) = rdcg P 
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De esta n1ane~kterie1Ü6si(3)~:.,';, .·· 
(2) Coi;io: ¡)i·iÍY\(!r ¡)aso; iliostraremos que 

·-··,; 

d_imA::;; dimConF'/l•'(A) (3.36) 

se cumple' para· toCÍci 'A ¡;,-V~.:·. Si {x1 , ... , Xr} es una base del espacio .C(.rl) en­
tm!é:e~.x; !=·.C~Cpr,if'./F(A)) por la proposición 3.1.9 y los elementos xi, ... , Xr 

son.iinéalni:entéilidepimdientes sobre K' por la proposición 3.6.1, lo cual prue­
ba (3.3BY. Sea: g"(rcsp. 9') el género de F/K (resp. el género de F'/K') 
escojamos ahora un divisor C E TJ F que satisfaga 

de9C ~ máx {29 - 1, 29' - l} (3.37) 

Por el teorema de Rie1nann-Roch tenemos 

dime = de9 e + 1 - 9 (3.38) 

y 
dirnConF'/F(C) = de9C + 1 - 9' (3.39) 

En esta parte hemos usado el hecho de que de9ConF'¡1.-(C) = de9C por (3). 
Ahora (3.36), (3.37) y (3.38) implican que 9' :S 9. Para demostrar la otra 
desigualdad 9 ::;; 9' consideremos una base {u., ... , u,} de .C(ConF' /F(C)). 
Entonces tomamos un campo intermedio I< ~ /(0 ~ K' con [I<o : I<] < ex> y 
u., ... , u. E F 0 = KoF. Claramente u., ... , u., E .C(Conp0 ¡p(C)) y entonces 

(3.40) 

Ya he~os mostrado que F 0 / Ko tiene género 9 (pues es una cxte1Jsión constante 
·finita) y el teorema ele Riemann-Roch nos dice 

; ·~. 

dimConp0 ¡p(C) = dc9C + 1 - 9 (3.41) 

Si ahora combinamos (3.38), (3.39) y (3.40) tenemos 9 ::;; 9', por lo tanto 
·9··=:'<9'' (4):Supongamos primero que de9 A ~ 29 - l. Como 9' = 9 por el 
'.t~c:ir.ema de Riemann-Roch y (3) tenemos 

''".!.'' 
dimConF'¡F(A) = de9ConF'¡F(A) + 1 - 9 

de9 A + 1 - 9 = dim A 

El mismo argumento que usamos para demostrar (3.36) muestra que cualquier 
base de .C(A). es t.ambiéll una base de .C(Conp¡p(A)). Collsideremos ahora 
un divisor arbitrario A E TJv y una ba.<;e {:i: 1 ,. • .,xr} de .C(A). Puesto que 
x., ... , Xr E .C(Conp ¡F(A)) y puesto que son linealmente independientes sobre 
[(',es suficiente probar que todo::: E C(Co11 1 ... ¡p(.4)) rs una l\'-combinaci<Ín 
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lineal ele :i: 1 , ••• , .1:,. Escojamos 'ahora divisores primos P 1 #- P 2 ele F/ I< y 
definamos A 1 := n1 P 1 y A 2 := n2P2, con "ni>' n2 '2: O tales que deg A, 2: 2g - 1 
para i = 1, 2. Entonces 

A= mín {n1,n2} y C(A)_ =,C(A1) n C(A2). 

Extenclemo~ {x 1'. .' ,, • , x,} ,~ iina ba8e· {x1'.'.'::, x~;y¡ ,; : . , Ym} del espacio vecto­
rial C(Á) i= C(A1) y {x¡:: :: , x~, i¡; .• .. , Znf~lc i:(A) # C(Á2) respectivamente. 
Loseleméritbs'" · · •,'; '· ' · ' , , ·· · 

xi,:~~, ,:Xr;· íji, ... ~~,y,," zi, .. ~, Zu (3.42) 

son linealmente. inclepenclient.es, sobre I<; ·vefüno,slo. Si tenemos una combina-
ción lineal · . 

r m· n 

·. ·Ea,x, + Lb;YJ + Eckzk =O 
~\ ;=t . k=I 

con a,, b;, el:. E.'¡{. Entonces 

r m 

E a,x; +E b;Y; = - L CkZk E C(A 1 ) n C(A2 ) = C(A) 
i=l j=l k=l 

.,Puesto q~e {x~, ... , Xr} es una base de C(A) y x 1 .•.. , x., y¡, ... , Ym son lineal­
mente independientes, esto implica que b; = O para toda j y enloces tan1bién 
por la independencia lineal de los elementos x 1 • ••• , x., z 1 , ••• , z,. se sigue que 
ª' = Ck = O para toda i y toda k. Recordando que los elementos de F que 
son linealmente independientes sobre I< permanecen linealmente independien­
tes sobre [(' por la proposición 3.G. l concluimos que los cimentos (3.42) son 
linealmente independientes sobre I<'. 

Sea ahora z E C(Conp•¡p(A)). Como degA, 2: 2g - 1, la afirmación (4) 
vale para A, y escribimos 

r 

z = ¿d,."C; + LCJ]/j = LÍiXi + LYkZk (3.43) 
i=l i=l i::=l k=l 

con di, Cj, Ji, 9k E/('. Corno X1 1 ••• ~XnY1 1 ••• ,y,,,,z 1 , ... ,zu son lincahncntc 
independientes, las dos ceprescntaciorws en (3.43) coinciden, por lo tanto c1 = 
9k = O para toda j y toda k. De manera que z es una combinación lineal de 
x 1 , ... ,Xr sobre/('. 

(5) Si H' es un divisor canónico ele F/ [{ entonces tleg lV = 2q - 2 y 
dim H' = g, pero por todo lo que ya se ha probado tenemos 

degCan,...¡1'(11') = 2g - 2 y <hmCon,.-•¡F(lF) = g. 
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Estas dos propiedades caracterizan por. completo ·a· los divisores canónicos, por 
la proposición l.G.2. . · · ... · ·~-/'<':,'. 

(G) Puesto que ConF'/F :Pi¿F -+Pie;..; cs~Üu.)iomomorfismo, debemos mos­
trar que el núcleo es cero. Consideremos. un divisor A E V F cuya conorma en 
F' es principal. Esto implica que · ·. ·' . ·. · 

degConF'/F(A) =o y dimConF'¡F(A) = 1 

Entonces deg A =O y dim A = 1 po~''(3) :).'(4j'. 'Esto iniplica que A es principal, 
por el corolario 1.4.12. · 

(7) Sea z(P') E FJ,. donde Z: .E C)~~· .· J!:xiste un campo intermedio I< ~ 
K 1 ~ I<' con z E F 1 = I<1F y [K1 : K) .. < oo. Sea P 1 = P' n F 1 y sean 
P 2 , ••• , Pr los otros lugares d~ f'1Í K 1 q1ic y~cei1 sobre P. Tomemos u E F 1 tal 
que 

vp, (z - u) > O .Y V p.( u) ~ O para 2 :5 i :5 r 

Entonces z(P') = u(P') y entonces u se encuentra en la cerradura entera de 
o,. en F 1 por el corolario 3.3.5. Por (8)' 

Por lo tanto, 

n 

u= L/;x; con/; E l\1, x; E Op. 
i=l 

n 

z(P') =u(P') = L/;X;(P) E F,.K'. 
i=l 

o 
El siguiente .corolario nos da una fórmula para el grado de la cononna de 

un divisor en una extensión algebraica arbitraria de carnpos de funciones. 

Corolario 3.6.4. Sea F' / [(' una extensión a/ge/n-aica de F / [(. Entonces para 
todo divisor A E 'DF, 

degConp¡F(A) = [F': FI<'JdegA 

Demostración. Por el lema 3.1.2 sabemos que [F': FK'] <ex> y FK'/K' es 
una extensión constante de F / K y como 

ConF'¡F(A) = Conp¡F1o:·(C01iF1o:•fF(A)) 

obtPnen1os 

degConF•/F(.4) = [F': FK']tlegConF1<•1r.··(A) = [F': FK']tlegA 

por el corolario 3.1.13 y el teorema :3.G.3. o 
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Corolario' 3~6:5/Seá P ·e' lP'p un lúgar de F / I< de grado r y P F k la 
extensiqn c;~.nstan~~. d,!' 1: / I< con la cerradura algebraica R de I<. Entonce.• 

Con/"¡p(P) = P1 + · · · + P, 

~on disti:.i¡os lUgares F; 

Demostr~ción .. Es una consecuencia inmediata del teorema anterior, partes (1) 
y (3)'.' ,. ,, ; ' . . . . ' o 

P~op.osición 3 .. 6.6. Sea F / I< un campo de funciones con campo de constantes 
J<(: Supongamos que F' / F es una exten.~ión finita con campo de constantes I<'. 
Sea '<I> 2 I? la cerradura algebraica de I<. Entonces 

[F': F] = [F'R: FR][K': K] (3.44) 

En el caso esvecial F' = F(y), si </>(T) E F[T] es el polinomio mínimo de y 
sobre F, entonces las sigttentes condiciones .<on equivalentes: 

l. J<' = I<. 

2. tf>(T) es irreducible en F R[T]. 

Demo.~tración .. Dado que F ~ FI<' ~ F', se cumple 

[F': F] = [F': FI<'][FI<': F] (3.45) 

La extensión K' / I< es separable y de grado finito, por lo tanto I<' = K(a) 
para algún a E K' y el lema 3.6.1 implica 

[FI<': F] = [K': K] (3.46) 

La proposición 3.6.2, (3) muestra que para todo x E F\K, 

[FI<': K(x)] = [FR: R(x)] y [F': I<'(x)] = [F'k: R(x)]. 

Lo cual implica 
[F': FK'] = [F'R: FR] (3.47) 

Si sustituimos (3.47) y (3.46) en (3.45) obtenemos (3.44). 
Consideremos ahora el caso F' = F(y). Notemos que [F' : F] = dcg t/>(T) 

y [F'l?: FR] es igual al grado del polinomio mínimo de y sobre FR: (el cual 
divide a </>(T) en F R[T]). La equivalencia entre (1) y (2) es por lo tanto una 
consecuencia inmediata de (3.44). O 
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Un· polinomio </>(T} E K(x}[T] (sobre el campo de funciones racional K(x)) 
se clice que es absolutamente irreducible si c/>(T) es irreducible en el anillo 
de polinomios R(X)[T] {donde R denota la cerradura algebraica ele K). El 
siguiente corolario es un caso especial de la proposición anterior. 

Corolario 3.6.7. Sea F = J<(x,y) un campo de funciones y <f>(T) E K(x)[T] 
el polinomio mínimo de y sobre I<(x). Las si[Juientes condiciones son equiva­
lentes: 

1. /( es todo el campo ele constantes de F. 

2. <f>(T) es absolutamente irreducible 

3.7 Extensiones de Galois 

Las extensiones de Galois qne estudiaremos tienen propiedades muy útiles que, 
desde luego, no ncccsarian1cntc se cun1plen en nna extensión arbitraria. Recor­
demos que una extensión de campos finita JH / L se dice que es una extensión 
de Galois si el grnpo de automorfismos Aut(A!/L) ={a: i'I-+ Al 1 a(a) =a 
para toda a E L y a isomorfismo} tiene orden [J\J : L]. En tal caso llamaremos 
a Aut(J\I/L) el gnqJo de Galois de J\J/L y lo denotaremos por Gal(J\I/L). 

Una extensión ele campos ele funciones se dice que es de Galois si F' / F es 
de Galois de grado finito. Comenzaremos con un teorema que nos dice qne 
tipo de acción tiene el grupo ele Galois en las extensiones de los lngares 

Teorema 3.7.1. Sea F'/I<' una extensión de G11lois de F/I< 11 se1111 P 1 11 
P2 extensiones de un lugar P E 11"1.< Entonces P 2 = a(P1 ) par11 11lgún a E 
Gal(F'/F). En otr11s 71alabras, la 11cción del !Jrupo dc G11lois es tnmsüiva en 
el conjunto de extensiones de P. 

Demostración. Supongamos que el enunciado es falso, es decir, qur. a(P1 ) of P 2 

para todo a E G := Gal(F' / F). Por el teorema de aproximación fuerte, existe 
un elemento z E F' tal que up2 (z} > O y vQ(z) = O para todo Q E IP'F' con 
Q 1 P y Q o/ P2. Sea Np¡p: F'-+ F la aplicación norma. Tenemos entonces 
lo siguiente 

Vp1 (NF'¡F(z)) = Vp1 (rr a(z)) = 2= Vp, (a(z)) 
aEG ctEG 

(3.48) 
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¡mesto·que P;.no··~~:encuent1'a:dentro de los lugares a(P1), a E G (nótese que 
aquí usamóseÍ leina'.3.5'.2),~ por; otro lado 

,,: ::·.;.':;'~·;:~:~{.;(fe~~~~:(z))= :L: 'Uu(P
2
¡(z) >O (3.49) 

uEG 

Pero N¡;.;1F(z) E:F, por lo tanto 

·;,;,;'civ;.;,;(z))';;:d o <==='>. 'Up(NF•¡F(z)) =o = 11,,,(NF'/F(z)) ~o 

Lo cual es una contradicción a (3.48) y (3.49). O 

Corolario 3. 7.2. Con la notació11 como en el teorema anterior, con F' / F 
una extensión ele Galois. Sean P 1 , ••• , Pr todos los lugares de F' que yace11 
sobre P. Entonces te11e1nos . 

l. e(P; 1 P) = e(P; 1 P) y J(P; 1 P) = J(P; 1 P) ¡mra toda i, ... ,j. Por 
lo tanto definimos e(P) = e(P; 1 P) y J(P) = J(P;•l·P) y llamtmws a 
e(P) {res¡1. J(P)) el índice de ramificación de P (resp. el grado relativo 
de P) en F' /F. 

2. e(P)J(P)r = [F' : F]. 

3. Los coeficientes del diferente d(P; 1 P) y d(P1 1 P) son iguales pum toda 
i, j. 

Demostración. La parte {l) es inmediata por el teorema anterior y el lema 
3.5.2, mientras que (2) es una consecuencia directa ele ( L) y del teorema 3. L. 11. 
Para den1ostrar (3) consideremos la cerradura entera 

i=l 

de Open F' y el módulo complementario 

Cp = {z E F' 1 Tr¡.-•¡F(zO~,) ~ O,,} 

Sea ahora a E Gal(F' / F). Es claro c¡ue a(O~.) = CJ,,. y c¡ue a(Cp) = Cp 
(usamos el hecho de que TrF'/I··(a(u)) = Trp¡F(u) para u E F'). Escribimos 
a CI' = tOí, y obtenemos a(t)Oí, = a(Cp) = Cp = t.Oí,, de tal manera que 

-d(P; 1 P) = vp, (t) = vp,(a(l)) 

para toda i (por la proposición 3.4.2 y la definición del exponente del diferente). 
Considcrc1nos ahora <los lugares P., P1 qu<~ yazcan sobre r~. Esc.:oja1nos a E 
G(F'/F) tal que a{P;) = P;. Entonces 

-<l(P; 1P)=111•,(a(t)) = Vu-•(/',¡(t) = V1',(t) = -d(P1 1 P) 

o 
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Hay extensiones de Galois que son pt1rticnlarnu~11t.e interesantes co1110 las 
extensiones ele Kummer y las extensiones ele Arlin-Schreier. En el presente 
trabajo lÍ11ica1nente clcscribircn1os las cxteuHioues ele Kunun.er, \Htest.o qur. uti­
lizaremos éstas en el método del siguiente capítulo J>ara construir curvaH con 
muchos puntos racionales. El siguiente result.ac\o es debido a Hasse. 

Proposición 3. 7 .3. Sea F / I< u.n campo de f11ncioncs en el r.11al [( contiene 
u.na raíz ]Jrimitiva n-ésima de la unidad { con n > 1 y n primo relativo con 
la característica del campo [( ). Supongamos que u E F es un eleniento que 
satisface 

u #- w" pa1·a todo w E F y d 1 n, el > 1 (3.50) 

Sea ahora 
F' = F(y) con yn = tL (3.51) 

Djcha extensión F' es llamada u.na extensión de I<mnmer de F. Entonce., se 
cumple lo siguiente 

1. El polinomio </J(T) = Tn - u es el polinomio mmimo de y sobre F {en 
particular es irreducible sobrn F ). La extensión F' / F es de Galois de 
grado n, su grupo de Galois es cíclico y todos los automorfismos de F' / F 
están dados por a(y) = (,y, donde (, E I< es u.na raíz n-ésima de la 
unidad. 

2. Sea PE lP'F y P' E lP'F• una extensión de P. Entonces 

e(P' 1 P) = ~ y d(P' \ P) = ~ - 1 
rp rp 

do;,.de 
rp := mccl(n,up(tt)) >O 

3. Si [(' es el campo de constantes de F' ¡¡ g {res¡i. g') es el género de F 
(resp. de F'), entonces 

con rp definido corno en 2. 

Notemos primero que toda extensión cíclica F' / F ele grado n es una ex­
tensión de I<ununcr, sicn1pre que n sea pritno relativo con la característica. del 
campo y que F contenga a todas las raíees n-C:-simas de la unidad. Este hecho 
es conocido de la teoría de Ga\ois. 
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Deinostmción. :La'..demostración ·de (1) se sigue de la teoría de· Galois. Ver 
[Mor). 

(2) Caso L'Supongarrios que rp =·l, entonces de (3.51) obtenemos 

nvp.(y) = Vp•(y") = Vp•(u) = c(P' 1 P}vp(u}, 

lo cual.implica e(P' 1 P) = n, como n y vp(u) son primos relativos. Como n 
no es divisible por char K, el teorema de Dedekind nos dice d(P' 1 P) = n - 1 

Caso 2. Supongamos que rp = n, es decir, vp(u) = ln con l E Z. Esco­
jamos t E F con vp(t) = l y definamos y 1 := t- 1y y u 1 := t-"u. Entonces 
y¡• = u 1 , vp(u 1) =O y el polinomio irreducible de y 1 sobre Fes 

'1/J(T) = T" - u 1 E F[T] 

Entonces y 1 es entero sobre Op y por el teorema 3.5.9 tenemos 

o :5 d(P' 1 P) $ Vp•('l/J'(y,)) 

Y tenemos que '1/J'(y1) = ny~- 1 , de manera que vp.(1/l(y1)) .= (n- l}vp•(y¡) =O 
y d(P' 1 P) = O por el. teorema de Dedekind, e(P,: 1 P) = 1 y tenemos (2) en 
este caso particular. , ;.¡.,:· · .:.• ·:, · .. 

Caso 3. 1 < Tp < n. Considere"mos el ,caiJipo intermegio siguiente 

"'"ºº= [F' ' Fo] ~ ny~:; ~.n~f ~:¡t~¡I¡á~º Yo oa<ioraro 1~ ooundón -- . . . " -~·- .,, -
:.~º~i~~~-.'.~_::.~ :_;~; . 'LI (3.52) 

sobre F. Sea Po =··P, n F 0 • 

e(Po 1 P) = l. Por (3.52}';.·· .. 
El. ~ti.So' 2 se aplica a F 0 / F y por lo tanto 

, . 'vp(u) 
Vp0 (Yo) = -­

Tp 

Este entero~ primo relativo con n/rp, así que el caso 1 se aplica a la extensión 
F' = F0 (y) (notemos que ynfrp = Yo). Por lo tanto e(P' 1 Po) = n/rp y 

e(P' 1 P) = c(P' 1 Po)c(Po 1 P) = n/rp 

(3) El grado del diferente Dijf(F' / F) es 

dcg Dijf ( F' / F) = L L el( P' 1 P}dcg P' 
PE?rP'IP 

= L ( _!.!:_ - 1) L dcg P' 
f'E'i'r r,, l"IP 

(3.53} 
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Notemos que, para un lugar fijo,P E IP'F,,el índice de ramificación e(P) = e(P' 1 
P) no, depende de la elección,de P,~ y.entonces tenemos 

'' ·, • ·: .,:.",¡ ·'·",¡ •'." 

·~degP'·~ ~(P)deg(~e(P' 1 P)P') 

1 , , rp n 
= c(P)degConF'/F(P) = n [!<': K]dcgP 

·- ·-'· . 
rp .. d p 

[K' : I<J eg , 

por la parte (2) y por el, i::orola,rio,:3:1.13 y si sustituimos esto en (3.53) se 
1nuestra que ·;:1::,r:: .. ;..;~.· i:-..H.ii· '"~·~: ,".' -«· 

deg Di.tf'(F'/ih;¿:J;,.n ~Prf> [I<~~ I<]dcg P 

-.~~:<·T:.fi.·:-; i T''· ,· 
[r' ·r] ¿: (1 - .-!:.)degP 

" ... \. PeP~· n 

Y la fórmula de Riemann-Hurwitz demuestra (3). o 
Un corolario del teorema anterior que vale la pena resaltar es el siguiente. 

Corolario 3.7.4. Sea F/I< campo de funciones y F' = F(y) con y"= 1L E F 
donde char /( no divide a n 11 I< contiene una raíz primitiva n-ésiuw de la 
unidad. Supongamos que existe un lugar Q E IP'F tal que mcd(vq(u), n) = l. 
Entonces I< todo el campo de constantes de F', la extensión F' / F es cíclica 
de grado n 11 

g' = 1 + n(y - 1) + ~ L: (n - rp)dey P 
PEPp 

Demostración. De la hipótesis 1ncd(vq(u), n) = 1 se sigue fácilmente que u 
satisface la condición (3.50). Únicamente resta probar que el campo de cons­
tantes I<' de F' no es nuís grande que I< y entonces el corolario se sigue 
inmediatamente de la proposición anterior. Escojamos Q' extensión de Q en 
F'. La parte (2) de 11~ proposición muestra que 

c(Q' 1 Q) = [F' : F] = n (3.54) 

Supongan1os ahora que [/\' : /{] > 1 y consideremos el campo intermedio 
F 1 = FI<' ';P. F y el lugar Q 1 = Q' n F 1 • Por (3.54) tenernos que c(Q 1 1 Q) = 
[F1 : F] > l. Por otra parte, c(Q 1 1 Q) = 1 pnesto qne F 1 /Fes nna extensión 
constante. Esta contradicci611 clen1uestra /(' = J{. O 
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Observación 3. 7 .5: En las demostraciones anteriores, en ningún rnomento, 
usamos la hipótesis de que J( tuviera una raíz primit.iva n-ésima de la unidad. 
Por lo tanto, las afirmaciones de la proposición 3. 7.·I partes (2) y (3) son 
ciertas en un caso más general, con la sencilla excepción de que F(y)/ F ya 
no es extensión de Galois si /( no contiene a todas las raíces n-ésimas de la 
unidad. 

Para finalizar este capítulo vamos a dar algunas definiciones y enunciar 
algunos resultados, que en el presente trabajo no son tan importantes, pero que 
son necesarios para la demostración del teorema <IP Hasse-\Veil del siguiente 
capítulo. 

Definición 3. 7 .6. Consideremos F' / F una extensión de Galo is con grupo de 
Galois G := Gal(F' / F). Sea P E l?p y P' una extensión de P. 

l. G?.(P'IP) := {a E G 1 a(P') = P'} es el !Jrupo de descomposición de P' 
sobre P. 

2. G·r(P'IP) := {a E G 1 v¡ .. (az - z) > O para toda z E Op•} es el grupo 
de inercia de P' sobre P. 

3. El campo fijo Z := Z(P'IP) de Gz(P'IP) es llamado el campo de des­
composición, mientras que· el campo fijo T := T(P'IP) de Gr(P'IP) se 
llama campo de inercia de P' sobre P . . 

Tenemos además Gr(P'IP) ~ Gz(P'IP) y ambos son snbgrupos de G. 

Teorema 3.7.7. Con la notación de la definición ant.crior. 

1. El grupo de descomposición Gz(P'IP) tiene orden e(P'IP) J(P'IP). 

2. El grupo de inercia G-r(P' / P) es un subgru¡w norrnal de Gz(P'IP) de 
01·den e(P'IP). 

3. La extensión de clases residuales FF-,/ F,, es tm11bién de Galois. Cual­
quier automorfismo a E Gz(P'\P) induce lln 111tl.ornurfim1w a de Fp• 
sobre Fp, definiendo a(z(P')) = a(z)(P') para tod11 z E o,, .. La f1tnción 
</>: Gz(P'\P)--} Gal(F¡ ..• ¡F,,), dada ¡ior a o-> a- ies un epimorfismo cuyo 
núcleo es el g1-rtTJO de inercia G-r(P'I P). 

4. Sea Pz (resp. PT} la r·cstricción de P' al campo de descOTT1TJosició11 Z = 
Z(P'IP) (resp. T = T(P'\P)}. Ent.onccs l.c11.t'11los lo siguiente: F ~ 
Z ~ T ~ F', aclcrn<Ís P ~ Pz ~ P.r ~ P' y tenemos las siguientes 
condicione., en los índices c(P'\P.r) = c(P'\f') = [F': T], f(P'\P.r) = l; 
f(PrlPz) = f(P'\P) = [T: Z], c(P.rlPz) = l y finalmente e(Pz\P) 
f(PzlP) =l. 

Demostración. Revisar por cjPmplo [Sti]. o 
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Capítulo 4 

El teorema de Hasse-Weil 

4.1 La función. zeta de un. campo de funciones 

Lema 4.1.1. Para todo n ;::: O exisfon sólo un nú111e1·0 finito de divisores 
positivos de grado n. 

Dc111ost7-ación. Un divisor positivo es suma finita de divisores positivos primos. 
Por lo tanto es suficiente probar que el conjunto S = {P E IP'p j dcg P $ n} 
es finito. Tomemos x E F\IFq y consideremos el conjunto S 0 = {Po E IP'lf.,(xJ j 
cleg P 0 $ n}. Es claro que P n 1Fq(x) E S 0 para todo P E S y por otra parte 
cualquier P 0 E So tiene un ntímero finito de extensiones en F. Por lo tanto es 
suficiente mostrar que S 0 es finito. Pero los lugares de IFq (x) (exceptuando el 
polo ele x) corresponden a polinomios mónicos irreducibles del mismo grado y 
sólo hay un número finito de estos polinomios puesto que IF'q es finito. O 

Recordemos la definición del grupo ele Picard Pic 1.• := VF/P1.•. La clase 
de A E Vp en el grupo de Pieard PicF sení denotada por [A]. Entonces 
A ~ B <==> A E [B] <==> [A] = [B]. Divisores equivalentes tienen el mismo 
grado y dimensión como ya lo hemos visto; de manera que los enteros 

clcg [A] := dcg A y dim [.4] := dim [A] 

están bien definidos. 

Definición 4.1.2. El conjunto 

V'J.. :={A E V 1•• I dc:gA =O} 

el cual es obviamente un subgrupo ele V,.. es llamado el grupo de divisores ele 
grado cero. Asimismo, 

Pie']..= {[AJ E C, .. j dcg [A] =O} 

es el grupo de clases divisoras de grado ecro. 
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Proposición 4.1.3. El gn•po .Pie~,· es finito. Su orden h = h,.. es llama el o el 
núrncro ele clases de F /'fl,

1
• . . 

Dernostraeión. Sea B E 'Dp de grado n 2: g y consideremos el conjunto de 
clases divisoras 

Pie[..= {(C) E CF 1 deg [C) = n} 

La. aplicación </> :Pie'].. -tPie'¡.. dada por [A] ~ [A+ B) es biyectiva, pues si 
[A'+ B) = [A+ B] =>A'+ B =A+ B + (x) con x #y esto a su vez implica 
que A' = A+ (3:) y por lo tanto</> es inyectiva. Consideremos ahora un divisor 
C E 'DF de grado n. Entonces el divisor C - B tiene grado cero y por lo tanto 
[C] = [C - B + B]. Por lo tanto </>es suprayectiva. De modo que es suficiente 
verificar que Pie'¡.. es finito. 

Afirmamos ahora que para tocia clase divisora [C] E Pie'J.· existe A 2: O con 
A E [C]. Vefünoslo, como deg C = n 2: g tenemos por el teorema de Riemann 

dim [C] 2: n + 1 - g 2: 1 

y por la obsenación 1.5.5, como dimC ;::: 1 existe A 2: O tal que A ~ C. 
Sólo hay un mimero finito de divisores ele grado n por el lema anterior, lo cual 
implica la finitud de Pie'J... D 

Da1nos a continuación una definición que nos scrvini más adelante. 

Definición 4.1.4. Definimos el entero éJ > O por 

8 := mín{deg A 1 A E 'Dp y deg A> O} 

La:· imagen de la función grado deg : Vp -t Z generado por 8 y el grado de 
cualquier divisor de F/'flq es múltiplo de éJ. 

A continuación definimos unos coeficientes que utilizaremos en muchos re­
sultados posteriores. 

An := i {A E 'DF i A 2: O y tlegA = n} i 

Por ejemplo,.es claro que Ao = 1 y A 1 es el nümero de lugares P E IP'p de 
grado uno. 

Lema 4.1.5. 

l. Ao =O si 8 f n. 

·2. Para una clase divisora fija [C] E Cp, tenemos 

1 {A E [C] 1 A 2: O} 1 _l_(</imlCl -1) 
q-1 
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• 1t 

.•.. :..· •.• ,·.-_.;_,_;_-_._-.•. ·.,,.'_,_:,·_•;_·A,; =':'--(q"+
1
-• - 1) 

<' ' - .••• :•"·(¡'-'l. . . 

Demostración. Lá parte' (1) e~ clara. 
(2) Las condidonés,A E. [C] y A 2: O son equivalentes a 

.A_=.(x) +C para algún :i: E F con (:i:) 2: -C, 

es deéir; x E C(C)\ {O}. Existe exactamente qdim[CJ - 1 elementos (pues tene­
mos'tantas copias de 1Fq como dim [C] y estamos quitando el elemento cero) 
x E .C(C)\{O} y dos de ellos dan el mismo divisor si y sólo si difieren por una 
constante o-# O, o- E IF'q, pues vr(:i:) = Vp(n:I:) si n E ~. 

(3) Hay h = hp clases de divisores de grado na clccir [Ci], ... , [C,.] entonces 
por· (2) y el teorema ele Riemann-Roch 

J {A E [CiJ; A 2:: O} J = _1_(q"+1-,, - 1) 
q - 1 

Claramente cualquier divisor de grado n se encuentra en una de las clases 
divisoras (C.J, ... , [C11). Por lo tanto 

" I A,.= E 1 {A E (C;];A;:::: O} I= ~ 1 (c¡"+l-g -1). 
i=I q 

o 
Definición 4.1.6. La serie de potencias 

Z(t) := Z¡.-(t) =E A,.t" E <C[[t]J 
u=O 

es llamada la función Zeta ele F/Fq. Notemos que Z(t) es una serie de po­
tencias sobre el campo de los complejos. Ahora veremos que esta serie de 
potencias converge en una vecindad del cero. 

Proposición 4.1.7. La serie de ¡wtcncias Z1.·(I.) = L:~0 A,.t" es convergente 
])(LTlt 1 t I< q- 1 • Más precisamente si 1 t I< e¡-• 

J. Si F/F,1 tiene géncr·o g = O c11/.onccs 

Z(t) = _1_ ( 1/ . l ) 
q - 1 1 - (<¡t)ª - l - ¡o 
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2. Si g 2:: 1, entonces.Z(t): F(t).+a(~), 
.... ;Mt }E~'. , ···:-&: · ·;':,l'""lªlt:lr.~[G[ 

· ·· _O$deg [G[S2.(lc-2 
-i\ 

({C) reco1Te todas las clas~s divisoras [C) EPicp con O $ <leg [C) $ 2g-2} 
11 

G(t) = ._,_, - (q'-g(qtJ2~-2+tJ i - ~). 
q - 1 ' 1 - (qt.)º 1 - t'1 

Demostración. (1) Caso g = O. En primera instancia mostraremos que tódo 
campo de funciones de género cero tiene como tnímero de clases h = 1, i.e. 
cada divisor de A de grado cero, es principal. Este hecho se sigue del teorema 
de Riemann-Roch, pues O > 2g - 2, entonces <li11i A = deg A + 1 - g = 1 y 
por lo tanto, podemos encontrar O # x E F tal que (:z:) 2:: -A. Ambos son 
divisores de grado cero y entonces A = -(x) = (x- 1 ) es principal. Si ahora 
aplicamos el lema 4.1.5 obtenemos 

para lqtl < l. (2) Para g 2:: 1 obtenemos ahora 

00 

¿A,.t" = L 
n=O · deg [GJ;<:O · 

'""' q'""' (C[ - 1 1 {A E [C); A 2:: O} 1 td•g[GI = ~ td•g(GJ 
dcg [G[2:0 q - l 

= __!:_:_. •:: L' qdim[G[ ldeg(C[ + __ l_ L qdcy(C]+l-g tdeg[G[ 

q - l 0$deg (G[$2g-2 q - l deg [C[>2g-2 

con 

"°' t''•g(C[ = F(t) + G(t), 
q-1 ~ 

<leg(G];<:o 

1 

1 F(t) _ -- L <J"im(C[f.'le!J(CJ 

q - l O$d<9(C[S2,,-2 
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y 
00· ;, oO r 

(r¡ - l)G(t) = • b /u¡nD+l'-gti.D -.2:;ht"8 

!'1=:~+1 ,. n=O·.' 

_ ¡ t-g( t)29-2+0 : ·. 1· :< .··• .. Í . 1 
- ir¡ ,. q ' " ·' 1 __:. (c¡t)º - '1 .,... t 0 

o 
Corolario 4.1.8. La función Z(t) p°uede s~r extendida a una función racional 
sobre e y' tiérif! un polo simple en·t =;.'i.:·' ·' 

Demostración. Este hecho es evidente, pues ¿¡ir tiene un polo sirnple en t = 
l. o 

Ahora deseamos estudiar el comportamiento <le la función zeta ele F/fi',1 
bajo extensiones constantes finitas y para esto es conveniente a menudo tener 
una representación de Z(t) como un producto infinito. Recordemos del análisis 
complejo que un producto infinito TI~ 1 (1 +a;) (con a¡ # -1, a¡ E C) converge 
con límite (L E e si lim,._oo n~=I (1 + ª') = a # o. El producto es llamado 
absolutan1cnte convergente si L~1 lad < ex>. Del atuílisis sabernos que la. con­
vergencia absoluta implica la convergencia del producto y que adenuí.~ el límite 
de un producto absolutamente convergente es independiente del orden los fac­
tores. M~is a{1n, si el producto 0~ 1 (1 +a,) =a c:onvcrgentc ahsol11ta111cntc 
entonces TI~1 (1 + a¡)- 1 converge absolutamente y f1~ 1 (1 + a,)- 1 = a-•. 

Proposición 4.1.9 {Producto de Euler). Para ltl < <¡- 1 la función zeta 
puede ser representada como un producto infinito absolutamente convergente. 

Z(t) = rr 0·- t"cyl')-1. 
f>El?1-· 

en particular Z(t) #O para ltl < q- 1
• 

(4.1) 

Demostración. El lado derecho de (4.1) converge absolutamente para ltl < c¡- 1
, 

pues L:Pe&>,. ltldeg/> :5 L:::°=o A,.ltl" < cx:i por la proposición 4.1.7. Por otra 
parte, cada factor de (4.1) puede ser escrito como una serie geométrica y 
obtenemos 

Il c1 - tdc"l')-1 = Il E i11""g(n/') 
PEI? F PE? 1-· n=O 

"' E /.d.·9A =E A,.t" = Z(t) 
AEVF;A~O n=O 

o 
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Para los ~igulentes resultados vamos a denotar por lFq la cerradura alge­
braica ele IF,1 y vamos a considerar la extensión constante F = FF,1 de F/IF,,. 
Para. cualquic1· r. ~ 1 c..xiste exactamente una extensión de grado r a decir 
IFq• /IFq con IFq• ~ lF,1 , y defü~imos 

Fr := FIFqr ~ F. 

Lema 4.1.10. 

1. Fr/ F es una extensión cíclica de grado r (es una extensión de Galois, 
con grupo de Galóis cíclico y de orden r. El grupo de Galois Gal(Fr/ F) 
es generado 7101· el autómorfismo de Frobenius e; el cual actúa en IFq• 71or 
a(a) = aq. 

2. IFq• es el campo.pleno de constantes de F •. 

:J. Fr/IFq• tiene el mismo género que F /JF,1 • 

,(. Sea PE !P',.. un lugar· de grado 1n. Entonces Con,..,¡n(P) = P 1 + · · · + P<1, 
con d := mcd(1n, r) disl.intos lugares P, E IP,-. y el grado deg P, = m/d. 

Demostración. (1) Es conocido de la teoría de Galois que IFq• /IF0 es cíclica.y de 
orden r y su grupo de Galois está generado por el endomorfisrno de Frobenins 
a o-t aq; ver, por ejemplo [Mor]. Corno [IFq• : IFq] = [Fr: F] por el lema :3.G.l, 
la afirmación (1) se sigue inmediatarnc11tc. 

(2) y (3) Son inmediatas de la proposición 3.G.2 y el teorema 3.G.3. 
(4) Pes no ramificado en F./ F por el tc>orcma 3.G.3. Consideremos algún 

lugar P' E IP'p, que yazca sobre .P. El campo de cla.ses residuales de P' es el 
campo compuesto IF,1• con el c:ampo f'p por d teorema 3.G.3. Denotemos por 
u := nwrn(m, r). Dacio que Fp = IFq"' esta co1nposición es lF,1 ... IFq• = IF,, •. Por 
lo tanto dcg P' = [IFq" : IFq•] = m/d. O 

Para el siguiente resultado, necesitamos de nna igualdad polinomial: si 
m 2: 1 y r 2: 1 son enteros, sea d = mcd(m, r) entonces 

cxr/d - l)d = TI (X - /;"'), (4.2) 
{'=l 

donde t; corre sobre tudas las raíces r-ésirnas ele la unidad en C. Ambos son 
polinomios mónicos del mismo grado y cada raíz (r/<i)-ésima de la unidad es 
una raíz de ellos, con multiplicidad d. Por lo tanto los polinomios son iguales. 
Sustituimos ahora .'\ = t-"' en (4.2), multiplicamos por t"" y obtenernos 

(1 - t""'">" = TI c1 - ci:t>"' (4.3) 
('=l 
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ProposiclÓn.''LÍ:Ú'., S.e~Z(t) (1'espec. Zr(I.)) laf1mr:iñn zetcz de F (respec. 
de Fr 'i=)'.',~~~;J.::~J?ntfi1&iji].~' .' · , · · ... ·· · . ' · · . · 

'"~,::;,:;~ :.,· ,.: :·· Z.~(n = rr zc~t) (4.4) 

('=I 

para toda t E C y~ corre sobre todus las raíces r-ésim11s de la unidad. 

Demostración. ·Es suficiente demostrarlo para !ti < q- 1 • En esta región la 
representación del producto de Eulcr nos da 

Zr(tr) = I1 II (1 - trdegP')-1 (4.5) 
PEIPr P'(P 

Para un lugar fijo P E IP'p sea rn := deg P y d := 111.cd(r, rn), entonces 

II (1 -1.""'Y P') = (1 - t""/<l)d = II (1 - (~t.)"')= II (1 - (~t)dcgP) 
P'IJ> ('=I ('=I 

Por el lema anterior y (4.5) tenemos 

Zr(tr) = II II (1 - (~t)'lcgl')-1 = I1 Z(~t) 

o 
Corolario 4.1.12 (K. Schmidt). D = l. 

Demostración. Para ~D = 1 tenemos lo siguiente 

Z(~t) = I1 (1 - (~t)'legP)-1 = I1 (1 - f.'lrgP)-1 = Z(t) 
l'E!P¡.• /'EP¡.-

puesto que 8 divide el grado de P para tocio P E IP'¡.·. Por io tanto Zo(tº) 
Z(t) 8 por la proposición anterior tiene un polo simple Pll t = 1 por el corolario 
1.7 y entonces la función Z(tª) tiene un polo ele orden u en /. = l. Por lo tanto 
D= l. O 

Corolario 4.1.13. 

1. Cualquier campo de funciones F /IFq de géncnJ .'/ 
función Z(I.) es 

Z(t) -
1 

, - ( 1 - 1)(1 - <¡I) 

O es racional y su 
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2. Si F/IFq tiene género g.?:. l. su fur1ción zeta 7medc cscri/Jirse como Z(t) 
F(t) + c(t); cLaiidc' ' 

' " F(t) = ·_. _l_._ L qdim[CJtdeg[C] Y 
<J - l 0$dcg[C]$2g-2 

G(t) = _1_1_ (q•t2y-1_1_ - _1_) 
. : . q - 1 1 - qt 1 - t 

Demostraci6n. ·cualquier campo de funciones de género cero con un divisor de 
grado 1 es racional. Las demás afirmaciones se siguen de la proposición 4.1. 7 
y del hecho D = l. D 

Proposición 4.1.14. La función zeta de F/IF",1 satisface fo siguiente ecuación 
funcional 

Z(t) = q9- 1t_2Y- 2 Z (~) 

De1nostración. Para g = O esto es claro por el corolario 4.1.13. Supongamos 
entonces que 9 ?:. l. Escribamos Z(t) = F(t) + G(t) como en el corolario 
4.1.13. Tomemos IV un divisor canónico de F, entonces 

(q - l)F(t) = 
O$deg(C)S2g-2 

L <Jdc9[CJ+l-9+dim[IV-CJtdcg[CJ 

0$deg [C]$2g-2 

r/•Y [CJ-(2g-2)+dü" [IV-CJtd•·g (C]-(2g-2) 

O:;i;deg [CJ$2g-2 

= q•-lt2g-2 L r/'""[11'-CJ(_!_)dcy[W-CJ 

O:;i;de9 (CJ:;i;2g-2 qt 

= q•-1t2"-'(q - l)F(_!_) 
ql. 

(4.6) 

Para esta parte usamos el hecho de que clcg [IV] = 29 - 2. Si [C] corre por 
todas las clases divisoras con O S clcg [C] S 29 - 2 también lo hace [IV - C] 
pero en orden contrario. Para la función G(t) hacemos un cálculo similar y 
obtenemos 

-'-' -qy-lt2g-2 (q•(_.!_)29-1 __ 1__ 1 ) 
r¡ - 1 r¡t 1 - q;), - 1 - ,¡, (-l. 7) 
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h (1 1 q9t2g-l ) 
-- --- - = G(t) 
<J - 1 t 1 - t qt( l - ;Ji) 

Si sumamos (4.6) y (4.7), obtenemos la ecuación funcional para Z(t). O 

Definición 4.1.15. El polinomio L(t) := LF(t) := {l - t){l - qt)Z(t) es 
llamado el L-polinomio de F /IFq. 

Por el corolario 1.12 tenemos que L(t) es un polinomio de grado :5 2g 
y notemos también que L(t) contiene toda la información de los números 
A,., n 2: O pues 

00 

L(t) = {l - t)(l - ql) L A,.tn (4.8) 
n=O 

Teorema 4.1.16. 

J. L(t) E Z[t] y deg L(t) = 2g. 

2. L(t) = qYt29L(l/qt) (ecuació11 funcional). 

3. L{l) = h, el número de clases de F/IFq. 

4. Si escribimos a L(t) = a0 + a 1 t + · · · + a29 t 29, entonces se cum¡¡lc lo 
siguiente 

(a) Uo = 1 y U2g = <J". 

(b} a 29_; = q9-;a; ¡>ara O :5 i ::; g. 

(e} a 1 = N - ( q + 1) donde N es el 11úmcro de lugares P de JP',.. de !Jrado 
l. 

5. L(t) se factoriza en IC[t] de esta ma11era 

29 

L(t) = I1 (1 - o,t) (4.9) 
1;::} 

Los números cornplcjos o;, ... , n 29 son enteros al!Jcbraicos y ¡mcden ser 
ordenados ele forma tal que n;n9 +; = q para i = 1, ... , 2. 

6. Si Lr(t) = {l - t){l - qrt)Zr(l) dc11ota el polinomio de la extensión 
Fr = FIFq", entonces 

29 

Lr(t) = II(l - a:t) con n; dadas por· (4.9). 
i=l 
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Dernostración. Todas eRtas afirmaciones Ron triviales para el caso fl = O. 
(1) Ya se señaló que L(t) es un polinomio de grado ~ 2.'I eu (4) mostraremos 

que su término principal es q9 y por lo tauto cle!J L(t) = 2!J. Ahora L(I.) E Z[t] 
por (4.9) comparando todos los coeficientes. (2) Es la ecuación funcional <le 
la función zeta, pues 

L(t) = (1 - t)(l - qt)Z(t) = (1 - t)(l - qt)qg-t1_29-2 z(]:_) y 
qt 

1 1 1 1 qt - 1 t - 1 1 
qYt29L(-) = q9t29(1 - -)(1 - -)Z(-) = q•t29(--)(--)Z(-) 

qt qt t qt qt t qt 

= <19 -
1 t 29-

2 (1 - t)(l - qt)Z( ]:_) 
qt 

(3) Por el corolario 1.12, tenemos 

-c·.l. .. . . h 
L(t).= (1 - t)(l - qt)F(t) + -- (r¡Yt2Y- 1(1 - t) - (1 - qt)) 

. . .• q-1 

Por lo 't.iinto,: .L(l) = IÍ. 
(4) Escribimos a L(t) = a 0 + a1t + · · · + a 29 t29 • La ecuación funcional nos 

implica · 
' ( ) 2 ( 1 a29 a29 - 1 ., L t = q 9 t 9 L -) = - + --t + · · · + q 9 a 0 t-9 

qt q9 qg-1 

y entonces a 29_, = q•-ia;, para i =O, ... , g y por lo tanto también (2) está de­
mostrado. Comparando los coeficientes <le 1.0 y de 1. 1 en 1.12 tenemos que 
Ao = a 0 y a1 = A 1 - (q + 1).40. Como .40 = 1 y A 1 = N tenemos que a.0 = 1 
y a 1 = N - (q + 1). Finalmente tenemos a.29 = q9 a 0 = q9 por (2). 

(5) Consideremos el polinomio recíproco 

LJ.. := t29 L(~) = a.0t29 + n1t211 -
1 + · · · + a29 = t29 + a 1t29 - 1 + · · · + <P (4.10) 

t 

El polinomio L.L(t) es mónico y posee sus coeficientes en Z, así que sus raíces 
ni. •.• , n29 E C son enteros algebraicos y podemos escribir entonces 

2g 

L.L(t) = IT<t - a;) 
i=l 

Entonces es claro que 
29 

L(t) = n (1 - o;t) 
i=l 
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Notemos· qUe las ·raíces de LJ..(t) son los inversos el" las raíces de L(t). La 
ecuación' funcional implica Lj_(a) =o = Lj_(q/n) (>llPS 

entonces L.L(r) = (r)2ºL(~) y dado que o:#- O tenemos esa afirmación. Pode­
mos· además acomodar las raíces de LJ..(t) como 

o:1, q/a1, ... , ak, q/ak, q1/2, ... , qt/2, -q•/2, ... , -qt/2, 

donde q 112 aparece m veces y -q 112 aparecen veces y por las fórmulas de Vieta 
tenemos 

°'1.2_ ... Ü'k.!!_(q112rc-q•12)"' 
O't Ok 

por.lo tanto n es par y como rn + n + 2k = 2g (por la pot.encia del polinomio) 
entonces rn es también par y podcinos entonces rcaco111odar las n·1, . .. , a 9 de 
tal 1nanera. que a¡a9 +i = q para i = 1, ... , g. 

(6) Por la prop 4.1.11 obtenemos de la definición Lr(I.) = (I-t)(l-qrt)Zr(t) 
y entonces 

Lr(/.') = (1 - tr)(l - qrtr)Zr(t.') = (1 - t'){l - r{tr) 11 Z(~t) 
{'=I 

2g 2g 

11 11 (1 - a;~t) = I1 (1 - n~n 
i=l 

Por lo tanto Lr(t) = fl~! 1 (1 - n¡t). o 

El teorema anterior m11estra q11e el número 

N(F)=N= l{PElP1.·ldegP=1}1 ( 4.11) 

puede ser calculado de manera fácil si se conoce el poliuomio L(t) de F/!Fq. 
En el caso 1nás general podemos cousiderar 

Nr(F)=Nr= l{PElP1-·ldcgP=r}I 

donde Fr = F!Fq' es la cxtcnsióu constante de F/IF',, de µ;rado r. 
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Corolario 4~1.17. Para·cualquiér r 2: l 

"ly 

l\'r =.<Jr + 1 - 2:or 
i=l 

donde ai, .•. , a 29 E <C son los recí¡irócos de las r<t'Íces de L(t). En particular 
¡Jaro 

2y 

N(F) = N 1 = q + 1 - Lo; 
i=l 

Demostración. Por el teorema anterior (4) tenemos que JVr - (qr + 1) es el 
coeficiente de t en el L-polinomio Lr(t). Por otro lado, dado que Lr(t) 
rr;;, (1 - a¡t) este mismo coeficiente es justamente - ¿¡; 1 ni. o 
Corolario 4.1.18. Se<t L(t) = ¿¡;0 a;t' el L-polinomio de F/IF0 y sea Sr 
lVr - ( qr + 1), entonces tenernos 

l. L'(t)/L(t) = L~t Srtr-1 

2. ªº = 1 y 
ia¡ = S;ao + S;-1n1 + · · · + S,a;-1 (4.12) 

par<t i = 1, ... ,g. 

Por lo tanto, dados N., ... , N 9 podemos dctcr111inor " L(t) por (4.12) y las 
ecuaciones n29-i ,=: <J9-ia¡ para i =O, ... , g. 

Demostración. Escribamos L(t) = n;;, (1 - n,/.) y tenemos entonces 

2g 29 ~ 

L'(t)/L(t) = L (l =_n; ) = Z:::C-n,)Z:::(a:;t)r 
- i=l o,t i=I r=O 

29 

= Z:::<Z::: -n¡)t'- 1 = L Sri"-' 
r=l i=l r=l 

por el.corolario anterior y la definición de S,. (2) Sabemos que a 0 

(1) tenemos que 

00 

1 y por 

("o+ "•t + · · · + a29 t29
) ¿srr-• 

r=l 

co_mparando los coeficientes de los términos t 0
, t 1 , ••• , 1.!'- 1

, tenemos este resul­
tádo. O 
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4.2 La cota de Hasse-Weil 

Con toda la notación del tcorcrna anterior, sea F/JFr1 un ca1npo de funciones 
de género g, Zp(t) = LF(t)/(1 - t)(l - qt) su función zeta, a 1, ••• , n 29 las 
raíces recíprocas de L¡.·(t), N(F) = J{P E IP'F J <lcgP = l}J; Fr = F'IF'q• es la 
extensión constante de grado r y Nr = N(Fr)· 

Teorema 4.2.1 (Teore1na de Hasse-Weil). Los recíprocos de las raíces de 
Lp(t) satisfacen 

para i = 1, ... , 2g. 

Antes de probar el teorema, darc1nos una conscc11cncia irnportantc. 

Teorema 4.2.2 (Cota de Hasse-Weil). El número N de lugrircs de F/IF., 
de grado 1, puede ser· estirnado por· 

IN - (q + l)J::; 2gql/2 (4.13) 

Demostración. El corolario 4.1.17 nos da N - (q + 1) 
teorema de Hasse-vVeil este resultado es inmediato. 

- L:t:! 1 Cl'.¡ y por el 
o 

A continuación cnnnciarcrnos algunos resultados que son necesarios para 
probar el teorema de Hassc-\Veil. Esta demostración del teorema <le Hasse­
Weil es debida a I3omberi. 

Lema 4.2.3. Sea ni 2: l. Entonces el teorema de llasse- IVcil se curnple vara 
F/IB'q <===> se cumple para la cxten8ión constante F,,./IB'q'''. 

Demostración. Los recíprocos de las raíces de LF(t) son Q¡, ... , ü29, por el 
tcorctna 4.1. lG, los recíprocos de la .. <-t raíces ele Lm(t) son o~ª, ... , n~~· Entonces 
este lema se sigue inmediatamente porque Jn;J = q 112 = lni"I (qm) 112

• 

o 
Lema 4.2.4. Suponyarnos que existe c E IR tal que para todo r 2: se tiene 

INr - (</ + l)J $ cr¡"12 (4.14) 

Entonces el teorcrna de l/asse- IVeil se cumple par·a F/IB'q. 

Demostración. El corolario 4.1.17, establece que 1Vr - (qr + 1) 
entonces por (4.14) tenemos 

2.9 

i :¿:is cq'/2 
i=1 

(4.15) 
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para r 2 l. Consideremos la función meromorfa 

2y 

H(t)=L~ 
i=l 1 - Cr¡t 

Sea p =mín{lai11 1 1 $ i $ 2g}. El radio de convergencia de H(t.) alrededor 
de cero es precisnment.e p pues a¡ 1

, ••• , o:2_q1 son las únicas singularidades de 
H(t). Por otra parte, para !ti < r tenemos 

°l!J 29 

H(t) = L L(n;t)r = L(L ai)t" 
i=l r=I i=l i=l 

Por· (4.15) este serie converge para ltl < q- 112 , i.e. jtq 112 j < 1, entonces 
q-::.112. s p. Esto implica que q 112 2 ln;I para i = 1, ... , 2g. Como n;!1 CT; = q 9 

tenemos que lad = q 112 • Notemos que las desigualdades (4.14) son equivalentes 
a: la existencia de constantes c 1 > O y c2 > O tales que 

(4.16) 

(4.17) 

parar 2 1 por el letna 4.2.3 el teorema de Hasse-\'Veil se cumple para alguna 
extensión constante de F. Por lo tanto se suficiente probar que las desigualda­
des anteriores se cumplen bajo ciertas hipótesis adicionales que pueden hacerse 
en una extensión algebraica apropiada. O 

Proposición 4.2.5. Supongamos que F /'iFq satisface la siguiente hipótesis 

q "·' cuadrado y q > (g + 1 )"1 

entonces el ntirncro 1V 
cstirnado por 

1V(F) de lugares de F/'iFq de grado uno puede ser· 

N < (q + 1) + (2g + l)q 112 

Dcrnostración. Supongamos que existe 1111 lugar Q E IP'F grado 
forma 1V = O lo curnple). Definamos <Jo = q 112 y m = q0 - 1 y 
Entonces es inmediato que r := e¡ - 1 + (2g + l)q 112 = 1n + ru¡0 . 

uno (de otra 
11 = 2g +<Jo· 

o 
Proposición 4.2.6. Su¡w11yamos que F/'iFq satisface las siguicnes condiciones 

{1) q es un cuadrado y (2) q > (g + 1)4 . 

Entonces el número de lugar·es 1V = 1V(F) de F/'iF0 de grado uno puedt! ser· 
estirnado por 

N <(e¡+ l) + (2g + l)q 112 
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Demostración. Supongamos que existe 1111 lugar Q E IP'p de grado uno {de 
otra fonna N = O y el enunciado se cumple t.rivialnwnte). Definimos ahora 
'lo= q 112 , m = q0 -l y n = 2g+<¡0 • Entoncm; es inmediato que r := q-1+(2y+ 
l)c¡ 112 = 11i+nq0 • Definamos ahora T := {i 1O:::;i:::;111." i es un nlmiero polo 
de Q}. Para cada i E l escojamos un elemento u; E F, cuyo polo divisor sea 
iQ. Entonces el conjunto {u; 1 i E T} es una hase ele C{mQ). Consideremos 
el espacio vectorial C := C(mQ)C(nQ)q ~ C(rQ) (por ddinición C consiste ele 
tocias las sumas finitas E "'iYJ con "'i E C(mQ) y y; E C(nQ)), clcscle luego C 
es un F,1-espacio vectorial y C ~ C(rQ). Deseamos construir :r. E L" (.r. f'. O) 
tal que x(P) = O para tocio P E IP'¡.· con dcg P = l y P #- Q. Supongamos 
que cncoutnunos a ta.l cle1ncnto :c. Entonces todos los lugares de grado uno, 
excepto Q son ceros de :z: y el clidsor ccr<> (:c) 0 tiene grado dcg (:i:) 0 2: 1V - 1 
y como :i: E C ~ C(rQ), dcg (:¡;) 0 = dc.fJ (:r.)'""' :::; r = q + {2g + l)q 112 si 
con1binamos estas dos desigualdades, obt.enc111os N :::; </ + (2g + l )q 112 • Ahora 
varnos a probar algunas afinnaciones para asegurar la existencia del elen1cnto 
X. 

Afirmación {l}. Tocio y E C puede ser C'scrito de rnarwra única de la forma 

y= L'''·=:IO 
iET 

con x; E C(nQ) no tocias las :r:; = O. 

Para cualquier índice con x; f'. O tenemos 

(4.18) 

Ahora, como m =<Jo - 1, los números i E T son distintos módulo q0 • Entonces 
la desigualdad estricta del triángulo nos da 

vq (¿ u;x~º) = mín { uq( u,:1:1) 1 i E T} f'. cxi. 

iET 

Esta contradicción demuestra la afirmación l. 

Consideremos ahora la funcicín ,\: e-; C((qom + n)Q) dado por 

,\ (~ 11 _qo) = ~u"ºz· ,¿_, 1 4 1 ¿__,,, 1 1 

iET iE'/" 

o 

con z; E C(nQ) por la afirmación 1, esta aplicación está bien <lefinida; >.no es 
IF'q-lineal, pero es un homomorfismo del grupo aditivo de e en C((qoni+n)Q). 

Afirmación (2). El núcleo ele ,\no cs cero. Como ,\es un homomorfismo de 
C en C((q0 m + n)Q) es suficicute demostrar que dirn C > dim C((q01n + n)Q), 
donde diln denota la di1nP11sié111 co1110 IFq-PSpacios vectoriales. 
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Por la afirmación l 'y el teorema de R.iemann-Rod1; tenemos que 

dim L = dhn(mQ) di1;i(nQ), > (m + 1 - y)(n + 1 - g) 

por otro lado, como q0 rn+n = q0 (q0 -1) + (2g+q) p01· el teorema de R.iemann­
R.och se sigue que dim C.((q0 m + n)Q) = (2g + q) + 1 - !1 = g + q + L De esta 
manera, podemos concluir la afirmación 2 si prohamos que 

(m + 1 - g)(n + 1 - g) > g + q + 1 

Con este fin, couside~emos lns siguientes equivalencias 

(m + 1 - g)(n + 1 - g) > g + t/ + 1 

<==> (qo - 9)(29 + qo + 1 - g) > g + q + 1 

<==> <J - !12 + qo - g > !J + <J + 1 

<==> qo > g 2 + 2g + 1 = (g + 1)2 

<==> q > (g + 1)"' 

y ciado que supusi1nos que q > (g + 1 ) 4 , tene1nos la afirmación 2. 

Afirmación {3)- Sea O # x E C. un elemento del núcleo de >. y P # Q un lugar 
de grado uno. 

Notemos que para todo y E C. se tiene y(P) # oo porque Q es el único polo 
de y. Más atín como lF0 es el campo de clases residuales de P, tenemos que 
y(P)• = y(P) (por el teorema de Lagrange). Sea ahora :i: E C. con >.(x) = O. 
Escribamos a x = ¿iET 11.z?º y obtenen1os 

x(P)ºº = (L u,(P)z,(P)''º) 
0
º 

= 2::::u1º(P)z;(P)'1 = (L u?ºz,) (P) = >.(:i:)(P) =O 
iE'l' 

Con esto detnostramos la afirmaci<ín 3 y la proposición 4.2.G est<i completa. 
La proposición anterior nos proporcioncl una cota superior para los números 

JVr (en una extensión de campos apropiada). Con el propósito de obtener una 
cota inferior, necesitamos un lc1na de la teoría de grupos. 

Lema 4.2. 7. Sea G un grupo que es el 7n-oducto din:etu 

G =(a) x G' (4.19) 

de un grupo cíclico (a) y un s1tb!Jr1Lpo G' i:;; G tal que ord G' = 111, ord(a) = n 
y rn 1 n. Supongamos que Ji es u11 su.bf/r1Lpo JI i:;; G tal que ortl H = ne y 
ord (H n G') c. Entonce., existen e su/Jyrupos U i:;; ll con las -'iguientcs 
propiedades 

U es cíclico de onlr:n 11 y Un G' = { 1} (4.20) 
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Dcmo.<lración. Sea r E G' y consideremos el su,..;rupo cíclico que est.ií generado 
por (ar) e;; G. Como ar = ra puesto que G es un producto directo, tenemos 
adem<ís que (r, 1)(1, a) = (r, a), ord(a) = n y ord(r) 1 111, ele manera que 
ord(ar) = n. l'vllís aún, (ar) n G = {1} y además (ar) # (ar') parar'# T 

(tocio esto se sigue inme<liatarnente del hecho de que G es un producto directo) 
porque los elementos ,\ E G tienen una representaci{m única de la forma ,\ = 
a' p con O ::::; i < n y p E G'. Hen1os encontrado entonces 111 = ord G' subgrupos 
distintos U e;; G con las propiedades {'l.20). 

De la definición ele producto directo, tc1iemos que G' <J G y entonces JI/ Ji n 
G' ~ ll G' /G'. Por otra parte, ( 4.20) implica que H G' = G y entonces H / H n 
G' ~ G/G' es cíclico de orden n. Sea ahora ,\0 EH cuyo orden módulo JinG' 
sea n y cscriba1nos .:\0 = a 11

T
1 con T

1 E G' y u E Z. El f•xponcntc <L es prin10 
relativo con n (de lo contrario habría un entero 1 ::; d ::; n con a"'1 = 1 y 
entonces ,\~ = r'" E Ji n G', lo cual es una contradicción pues el orden de ,\0 

1nódulo HnG' sería. rncnor que n). Por lo tanto una potencia aclecuada A= A~ 
tiene una representación de la forma ,\ = ar0 con To E G'. 

Sea ahora H n G' = { ..¡1 1 , ••• , ·l/Je} y clefi namos 

para j = 1, ... , c. Los subgrupos uu> <;;; JI con cíclicos de orden n, distintos 
y además uu> n G' = {1}. Kos falt.a demostrar que JI no contiene otros 
subgrupos cíclicos U ele orden n con Un G' = {l}. Sea ahora U un subgrupo 
que satisface (4.20). De la misma forma encontramos un generador de la forma 
específica ar1 con r 1 E G'. Como ar1 E /J y ar0 E Ji, tenernos 

Entonces r1 = ro1/J; para algún j y u= (ar¡)= (arol/11) = uu>. o 

Consideremos la siguiente situación: sea E/ L una extens1on de Galois de 
campos de funciones de grado (E : L] = 111 y supongamos que lFq es el campo 
de constantes ele E y de L. Escojan1os 11 > O con 1n 1 n y sea E' := ElFq• (resp. 
IJ' = LIFq• e;; E') la corresponclicnt.e extensión constante ele grado n. Entonces 
E'/ L es ele Galois c:on grupo ele Galois G' = (a) x G donde G es el grupo 
de Galois G := Gal(E' / L') ~ Gal(E / L) y a es el aut.omorfismo ele Frobenius 
de E'/ E. Por el le111a anterior G' contiene cxac:tmnent.e 111 subgrupos cíclicos 
U e;; G' con ordU = n y Un G = {l} con dip;amos U 1 , ••• , U,,.. Podemos 
suponer que U 1 = (a). Dcfina111os como E 1 el campo fijo de U, (i = 1, ... , 1n). 
Entonces E 1 = E y tP11en1os el siguiPnte dia~rarna 



100 CAPÍTULO 4. EL e.TEOREMA PE .HASSE-WEIL 1 

E,?4t~L' 
~F~ . _,.··L.; .. 

Denotemos ahora por g(E;), el género de·E;·.y por N(E;) (respec. N(L)) 
el númeró de lugares de grado uno de E, (rcsp·de L). 

Proposición 4.2.8. Bajo las hipótésis anteriores se tiene 

1. lFq es todo el campo de constantes de E; para 1 $ i $ m. 

2. E' = E;lFq" y g(E;) = g(E) para i = 1, ... , m. 

:J. mN(L} = 2::':. 1 N(E;). 

Demostración. (1), (2) Notemos primero que U, n G = {l}. Entonces de la 
teoría ele Galois sabemos que E' es el campo compuesto de E; y L', por lo 
tanto E' = E;L' = E;L1Fq" = E;IFq" es la extensión constante de E; con 1Fq". 
Como (E' : E;] = orcl U; = n ele modo que IF0 es el campo ele constantes ele E;. 
El género es invariante bajo extensiones constantes con10 ya lo virnos, por lo 
tanto g(E;) = g(E') = g(E) para i = 1, ... , ni. 

(3) Consideremoi< ahora los conjuntos X = {P E 1P1, 1 deg P = 1} y para 
i = 1, ... , ·rn, ,'\1 = {Q E lPr;, clcg Q =:e 1}, de rnanera que debemos demostrar 
la siguiente afinnación 

ILJx,¡ =m!Xd 
¡::;} 

{4.21) 

Sea ahora P E .Y. Escojamos una extensión P' E IPr;• y sea P 1 := P' n E. 
El grado relativo J(P1 1 P) divide a m, dacio que E/ L es ele Galois. Por lo 
tanto f(P1 1 P) divide también a n y el campo de cla.~es residuales de P' es 
lFq" por el teorema 3.6.3. Esto quiere decir que el grado relativo de P' 1 P es 
J(P' 1 P) = n. Sea e = c(P' 1 P) el índice ele ramificación ele P en E'/ L y 
r el número de lugares en IPr;• que yacen sobre P {como E'/L es ele Galois, e 
depende solamente de P) y tenemos entonces 

mn = [E' : L] = c(P' 1 P)f(P' I P)r = enr 

por lo tanto rn =, .. ,.y {4.21) se reduce a las siguientes afirmaciones. 
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Afirmación {1). Pani cualquier Q E X; con Q 1 P, existe exactamente 1111 

lugar Q' E IPB' que extiende a Q. 
Afirmación (2). Para cualquier lugar Q' E IP'w con Q' 1 p, existen exactamente 
e distintos lugares Q E u:~L tales que Q' 1 Q. ·.. ... " ... - . . . 

Demosl.ración de la afirmación J. Si Q' E IP'w yace s¿;br¿;cl iugar Q E Xi 
y Q 1 P, entonces · · 

f(Q' 1 Q) = f(Q' 1 Q)J(Q 1 P) = J(Q' 1 P)= n. 

Notemos que f(Q 1 P) = 1 pues Q E X;. Por lo tanto f(Q' 1 Q) =[E' : E;) lo 
cual implica que Q' es la única extensión de Q en' E' 1-E¡. 

Demostración de la afirmación 2. Sea ahora Q E IP'e• tal. que Q' 1 P. Sea 
H <;;;;;; Gal( E'/ L) el grupo de descomposición de Q' sobre P Z <;;;;;; E' el campo 
fijo por H y Pz; = Q' n Z. Entonces . 

orcl H = e(Q' 1 P)f(Q' 1 P) = <'n 

y J(Pz 1 P) = 1, por el teorema 3.7.7. En particular se sigue que lFq es el todo 
el campo de constantes de Z. Por la teoría de Galois, el campo fijo de H n G 
es el compuesto de Z y L'. Tenemos ahora ZL' = ZLJF0 .. y (ZIFq" : Z] = n 
puesto que 1Fq es todo el campo de constantes de Z. º"esta 1nanera 

ord(H n G) =(E': Z]/(Z L': Z] = 11c/n =e 
Dado que Pz es no ramificado en Z L' = ZJF., .. , se i;iguc también que T := Z L' 
es.el.campo de inercia y JI n Ges el grupo de inercia de Q' 1 P. Aplicamos 
ahora el lema 4.2. 7 y tenemos exactamente e de los grupos cíclicos U;,, ... , U;<. 
Sea_ Q;j = Q' nE1 . Como Eii contiene el campo de ciPscomposición de Q' sobre 
P, Q' es el único lugar de E' que yace sobre Q,,. Por otro lado c(Q 1Q,1)=1 
pues es una extensión constante de E,1 . Esto implica que f(Q' 1 Qij) =(E' : 
E;j] = n = J(Q' 1 P) y por lo tanto dcy Q;1 = l. De esta manera hemos 
construido e lugares distintos Q;1 E u;-;,.'.", tal que Q' 1 Q;1. 

Supongamos ahora que Q E .Y, para alp;ún i E { 1, ... , ni} y Q' 1 Q. 
Entonces f(Q' 1 Q) = 11. Tenemos además c¡uc U, = Gul(E' /E¡) está contenido 
en el grupo de descomposición H de Q' sobre P, es decir, U, es uno de los grupos 
anteriormente mencionados U;, y Q es el correspondiente Q,1 , j E { 1, ... , e}. 
Esto demuestra la afirmación 2 y con ello concluimos la demost.ración de esta 
proposición. O 

Para finalizar la demostración del teorema ele Hasse-\Veil, necesitamos del 
siguiente lema. 

Lema 4.2.9. Supongamos que::; E F satisface vr(:::) ~O (mod p) pmn algún 
PE IP'f'. Entonces::; es un clcemcnto .,cpanm.tc para F/!{. En par·tir:ufol' F/l\ 
es scparablementc ycnenulo. 
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Demostración. Revisar [Sti]. ._ .... _.·. o 

' ' 

Fin rle la denwstracián del teorcrrw de f/asse- Weil. Como se mencionó antes 
necesitan1os establecer una cota superior para Nr = 1V(Fr)· Escojamos un 
subcampo racional Fo = lF,1 (t) ~ F tal que F / F 0 es separable y finita; con­
sideremos también una extensión E/ F tal que E/ Fo sea de Galois (notemos 
que existe un elemento separable por el lema 4.2.!l}. Es posible que el campo 
de constantes de E sea una. extensión propia. IFq.1 de IF,1 • En este caso, varnos a 
considerar los campos FlF'q'' y FalF'q, = JF,,., (t) en lugar de F y de F 0 • La exten­
sión E/ FalF'q" es de Galois y suficiente probar Hasse- \Vcil para FJF,, .. Podemos 
ahora cambiar la notación y suponer que IFq es el can1po de constantes de E y 
más mín, podemos suponer que q es cuadrado y q > (g(E) + 1 }'1 • 

Sea 1n = [E : F] y n = [E : F 0 ]. Consideremos la extensión constante de 
campos E' = EJF,1 .. , F' := FlF'q" y F¿ = F(,IF0 lFq'" Por el lema 4.2.7, existen 
exactamente 1n distintos subgrupos cíclicos \.'1 , •.. , \ ;., s;;; Gal(E' / F) de orden 
n tal que \li n Gal(E'/F') = {l}. Es claro que Vi n Gal(E'/F¿) = {1} (esto 
se hace mostrando que E' es el compuesto de F¿ con el campo fijo de Vi}, 
de rnanera que podemos suponer que \'; = U; para i. = 1, ... , m. Denotemos 
ahora por E; el campo fijo de U; para i = 1, ... , n. Por la proposición 4.2.8. 
tenemos lo siguiente: 

m 

mN(F) = LN(E;) (4.22) 
i=l 

y por otra parte 
fl 

nN(F0 ) = L N(E;) (4.23) 

Dado que súp.Üsimos que q es cuadrado y q > (g(E) + 1 ) 4 tenemos la siguiente 
cota su¡:ié'ric:ir;; .. ,, 

··' · - N(E;):$q+l+(2g(E)+1}<¡ 112 

para 1..:$ i :::; .n. Por la proposición 4.2.8, los lugares de Fo = lF'q (t) de grado 
1 scm 'el polo de t para cada n E JF,, el cero de t - n, entonces N( F 0 ) = q + 1 
combinarnos esto con (4.22} y (..t.23) para obtener 

" 
mN(F) = nN(F0 ) + LN(E;) - LN(E,) 

i=l 

= n(q+ 1)- L N(E,) 
t=rn+1 

2: n(q + 1) - (11 - 111)(q + 1 + (2g(E) + l)q 112) 

= m(<J + 1) - (n - 111)('.lg(E) + L)1¡ 112 
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Por lo tanto N(F) ;:::: <¡ + 1 - "-;;~· (2g(E) + 1 )q112 • Notemos también q1w los 
nt"uncros 1n, n y g(E) son invariantes bajo extensiones de can1pos c·o11sta11t('s, 
de manera que hemos establecido una cota inferior 

para una constante c2 > O y con esto tcnniua1nos la dc111ostració11 del teorr.1ua 
de Hasse-Weil. O 

El teorema ele Hasse-\'Veil es referido frecuentemente como la hipc>tesis ele 
Ricmann para campos de funciones. Esto se debe a que podemos tornar la 
función Zeta Zp(t) como un an;ílogo de la funcic>n ( de Riemann 

00 1 
((s) = "'""' -~·11-" 

n::;:;I 

(4.24) 

(donde s E C y Rc(s) > 1) ele la siguiente manera. Definamos la norma 
absoluta ele un divisor A E Vp por N(A) := q'1'-9". La norma absoluta de un 
divisor propio P E IPp, N(P) es la cardinalidad ele su campo de residuos F,,. 
Entonces Ja función 

puede ser escrita como 

00 

(p(s) = L Anq-•" = 
n=O 

que es el análogo apropiado para (4.24)'. Se sabe que la función (de Riemann 
tiene una extensión meromorfa en el plano complejo. La hipótesis clásica ele 
Riemann establece que además ele los lla111aclos ceros triviales s = -2, -·1, -G, 
etc. todos los ceros de ((s) estün en la línea crítica R(s) = 1 /2. En el ca.so de 
campos ele funciones el teorema de 1-Iasse-\Veil nos dicr lo siguiente 

como ¡q-•j = q-llc(•) tenemos que (p(s) = O => Rr.(s) = 1/2. Por esta razón 
el teorema de 1-lasse-Weil es visto como el amilogo ele la hipótesis chisica ele 
Riemann. 
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Capítulo 5 

Un método de construcción de 
curvas 

Comenzaremos este capítulo con algunos ant.ece<lent.cs de \'aricdades sobre 
carnpos que no son algcbraicarncntc ccrrrados. 

Definición 5.0.10. Denotemos por R: la cerradura algebraica de K. üna 
v_aricclad afín V c;; AR: se dice que está definida sobre [( si su ideal I(V) c;; 
I([X1 , ••• ,X,.] es generado por polinomios F 1 , ••• ,F, E K(X1 , ••• ,X,.]. Si 1· 
está definida sobre I<, el conjunto 

V(I<) =V n A/< = {P = (a 1 , .•• , a,.) E V 1 a¡ E K para todo i} 

es llamado el conjunto de ¡nt71to.• [(-racionales. 

Existe una caracterización de los puntos racionales de una variedad en 
términos del grupo de Galois: Sea Gal(J( / K) el grupo de Galois de J\ / K. La 
acción de Gal(J( / I<) sobre F; se extiende de manera natural a los conjuntos 
AR:, 11"',?, J((Xi. ... , x·,.], cte. Por ejemplo, consickn•mos una variedad pro­
yectiva V c;; 11"(.. (definida sobre K), un punto P = {"o : · · · : a,.) E F y un 
automorfisrno a E Gal(J(/K); entonces a(P) = (a{<z0 ): • • ·: a(a,.)). Es claro 
que 

V(K) = {PE V 1 a(P) = P para todo a E Gul{l~· / K} 

Consideremos ahora una curva proyectiva 1 · c;; 11"~'¡. la cual esul. definida sobre/( 
(J< perfecto). Entonces el campo J((F) dr f1111cimH'S ¡,·-racionales es un campo 
de funciones de una variable sobre ¡,·. Un divisor lJ = I:l'Elº n,,P E V{V) 
está definido sobre [( si a(D) = D para toda a E Gal( l\" / K). Los divisores ele 
V definidos sobre [(forman un subgrupo 'D(F/K) e;; 'D(\'). Si DE V(F//,·), 
el espacio C. 1.:(D) cstú dado por 

Ci,:(D) = h"(\ ") n C,(D) 
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es un [(-espacio vectorial de dimensión finita y sn dimensión sobre [(es igual a 
la dimensión de C(D) (sobre R) por el teorema 3.G.3. Un divisor Q E V(V/ I<) 
con Q > O es llamado un di visor pri 1110 de V/ [( si Q no puede ser cscri to de 
la forma Q = Q 1 + Q 2 , con Q 1, Q2 E V( V/ K). Los divisores primos de 
V/f( corresponden con los lugares del campo de funC'iones K(V)/f(; bajo esta 
correspondencia, divisores primos de grado uno, i.e, puntos J( -racionales de 
V corresponden a los lugares K(V)/ [(de grado 11no. 

Ejemplo 5.0.11. Sea [( un campo perfecto de característica p ;::: O y consi­
deremos el polinomio g(X, Y) =a.V:"'+ bY" +e, a, b, e E K\{O}, m ;::: n 2: 1 
y p f mn. El polinomio g(X, Y) es irreducible (esto se sigue del criterio de 
Eisenstein proposición 3.1.14). La curva afín V= {PE A} J g(P) =O} es no 
singular, ya que si P =(a, /3) E V", 

9x(a,/3) = amd"- 1 #O ó 91'(a,/3) '."" lm/3"- 1 #O 

Sea ahora G(,'í:, }·", Z) = aX"'+bY"Z"'-"+cZ'" la proyectivización de la curva 
V, entonces la cerradura en 11"2 de esta curva es 

,-,. = {(a: f3: -y) E 11"¡? J G(o:, [3, 1·) =O} 

Consideremos los puntos al infinito, es decir, P = (n : {3 : O) con (a, [3) # (O, O) 
y G(a, /3, O) = O. 

Caso l:nt > n. De G(a, [3, O) se sigue que<>= O por lo tanto P =(O: 1: O) 
es el único punto al infinito. Éste es 11n punto singular ya que Gx(P) = 
G 1-(P) = Gz(P) = O. Caso 2:m = n. Tenemos entonces G(o:, /3, O) = aa"' + 
b/3"', por lo que f3 # O y entonces poclen1os pcnsai· que f3 = 1, es decir, 
P = (o:: 1 : O). La ecuación an"' + b =O tiene 1n raíces distintas o: E J{, por 
lo tanto hay n1. puntos distintos al infinito de f'. Todos ellos son no singulares 
pues G 1-(a, 1, O) = mb #O. 

5.1 Extensiones cíclicas del campo racional 

En esta sección se ,·erá el caso particular de campos de funciones F = J((x, y) 
que est.án definidos por una ecuación 

y"= a np.(x)"• (5.1) 
r::::l 

con s > 0,los polinomios p;(x) E K[:z:], distintos e irreducibles, a f. O y O # 
n; E Z: Adenuis, vamos a suponer que las sig11ientc>s condiciones se cu1npl•~n 

char [( f n, mcd(n, 11,) = 1 1 :S ; :S s (5.2) 

Tenemos entonces un caso particular del t"orema de Riemann-Hurwitz para 
este tipo de extensiones. 
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Proposición 5.1.1. Supongamos que F = K(x,y) está definido por (5.1) y 
(5.2), entonces tenemos 

J. J( es el campo pleno de funciones de F, y (F : K(x)] = n. Si K 
contiene un raíz primitiva n-ésima de la unidad, entonces F/K(x) es 
una extensión cíclica. 

2. Denotemos por P, y por P 00 el cero y polo de p;(x), respectivamente en 
J( (x). Entonces los lugares P 1 , ••• , P., están totalmente ramificados en 
F/K(x). Todos los lugares Q 00 E IP',., con Q 00 J P00 tiene índice de 
ramificación e(Q00 1 Poo) = n/d donde 

d := nicd (n, "'Í:, n; deg p;(x)) 
t=l 

Ningún otro lugar P E IP'1qx) que no sea P¡, ... , P., P00 se ramifica en 
F/K(x). 

3. El género cleF/K(x) es 

el- 1 

2 

Demostración. Este resultado se sigue inmediatamente de la proposición 3.7.3, 
el corolario 3.7.4 y la observación 3.7.5 O 

Ejemplo 5.1.2. Sea F = K(x, y) con 

y" = (x"' - b)/(x"' - e) 

donde b, e E K\ {O}, b # e y char J( { mn. Entonces (5.1) y (5.2) se cumplen 
y además 

g = (n - l)(m - 1) 

Ejemplo 5.1.3. Consideremos ahora el campo de funciones F 
definido por la ecuación 

ax"'+by"=c, a,b,cEK\{O}, charJ(fmn 

tiene género 
1 

g = 2((n - l)(m - 1) + l - mcd(m, n)) 

K(x, y) 

En el caso particular de la curva de tipo Fen11at, es decir el camp.-i de íunciones 
de fin ido por 

ax" + by" = e, a, b, e E [(*, char [( f n 

cuyo género es igual a !J = (n - l){n - 2). 



108 CAPÍTULO 5. UN MÉTODO DE CONSTRUCCIÓN DE CURVAS 

,Un e.aso. p~rticul~rment.e interesante es el de las curvas máximas,-. es,clecir, 
aquenas· curvas que tienen la cota ele Hasse-Weil. 

·Ejemplo· 5'.1.4. Consideremos J( =· lFq• Cl campo finito de cárdirialidacl q2 • 

Consideremos el campo de'funciones·F·= K(x,y) con ' 

axq+ 1 + lnJ'' = e a, b, e E 1Fq \{O}, (5.3} 

Sea P 0 = P:r.-o E IP'K(z) (resp. P 00 } el cero de x - a (resp. el polo de x - a) y 
queremos determinar el número 

N = N(F/lFq.) =I {PE IP,..; deg P = l} 1 

Vamos a hacer, en primera instancia, un cambio de variable para escribir a 
este campo de funciones en términos más conocidos. Hacemos la sustitución 
x 1 = -yx, y 1 = .Sy con -yq+t =a/e y .sn = -b/c y obtenemos entonces F(xi,y1 ) 

con y¡' = xr+t - 1 (notemos que -y, Ó, E 1Fq> pues todos los elementos ele lFq son 
(q +!)-potencias de elementos de 1Fq> ).·Por lo tanto podemos suponer desde 
el principio que F = I<(x, y) con 

y"= xq+l - 1 y n 1<¡+1 (5.4) 

Sea P0 E IP'K(z) (resp. P 00 } el cero de x - a (resp. el polo ele x en K(x)). 
Cualquier lugar P E IP,.. ele grado uno yace sobre P00 o sobre P0 para algún 
a E J(, por lo tanto debernos c.stucliar la descomposición de P 0 y P00 en 
F/K(x). 

Caso J. a E J( y aq+t = l. En este caso a es una raíz simple del 
polinomio Tq+• - 1 E K[T] y P0 es completamente ramificado en F/ K(x) por 

·la proposición anterior. Por lo tanto P 0 tiene una única extensión P E IP'p y 
degP =l. 

Caso 2. a E J( y aq+l f' l. Vamos a determinar la descoposición ele P0 en 
F/K(x). El polinomio mínimo ele y sobre I<(x) es <f>(T) = T" - (xq+t - 1) E 
K(x)[T], y 

</>,.,(T) = T" - (d1+ 1 
- 1) E K[T] 

tiene n distintas raíces f3 E I< = IF,12 (en cst.a parte usamos el hecho de que 
aq+I - 1 E lFq\{O} y n 1<¡+1). Para cualesquiera de esas raíces /3, existe un 
único lugar P 0 .fJ E IP',.. tal que Pn.fJ 1 Pn y y - f3 E P,.,¡¡ es de grado uno. Por 
lo tanto P 0 tiene n extensiones distintas P E IP',.. que cumplen deg P = l. 

Caso 3. a = oo. En este caso, no es posibl" aplicar directamente el teorema 
ele Kummer, pues no todos los coeficientes del polinomio mínimo de y sobre 
J((x) están en el anillo <le valuación O"" de P=. Consideramos entonces el 
elemento z := y/x'41 que satisface la Pcuaciüu 

z" = 1 - (l/x)q+I 
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'Como rn -'-' 1 ·tiene n raíces distintas en /{ tenemos que P 00 tiene n extensiones 
distintas PE IP'F, todas de grado uno . 

. Existen q + 1 elementos a E 1Fq• que pertenecen al caso 1 y (q2 - (q + l}} 
elementos a se encuentran en el caso 2. Sumando las extensiones obtene1nos 
que F/1Fq2 tiene 

N = (q + 1) + n(q2 
- (q + 1)) + n = q + 1 + n(q2 

- q) 

lugares ele grado uno. Por el primer. ejemplo, el généro de F es y = (n - 1 )(q -
1)/2 y ¡)or l.o tantcr 

~2+ L;_2gq = q2 +:¡+q(Ti-:c:J)(~ ;)),= q +I + n(q2 - q) 

.. De manera que~ l~s,campos d~ foncion~··g~i:~~tán clefiniá~s por (5.3} tiene la ·.cota de Hasse,-Weil . . . . .·. "' ·. . . . . . 

·N.=:q2 +:i+2.9~ .. 
sobre Fq•· 

Ejemplo 5.1.5. El caso particular H = lF,12 (x, y) con 

es llamado el campo de funciones hennitiano y es un campo de funciones 
má.ximo. Como lo indica el ejemplo anterior. En este caso g(X, Y)= xq+I + 
yq+I - l. Vamos a determinar el número ele puntos !\-racionales P = (a : /3 : 
1)· E \l"(I<). Sea primero -y # O, es decir, P = (o· : ('/ : 1) Para tocio a E /( 
con aq+I # 1 existen q + 1 elementos distintos ¡1 E /\ con G(u, /3, 1) = O. 
Finalmente si 7 = O, existen q + 1 puntos P = (n : 1 : O) E \iº(K). De 
esta manera tenemos tocios los puntos !(-racionales ele la curva hermitiana, 
los cuales totalizan q3 + 1. 

5.2 El método 

Las curvas construidas a partir de este 11101ncntn cstanín dadas por ecuaciones 
afines sobre un campo finito con q elementos clc!inid1L'> por 

donde m. divide a 1¡ - 1 y h(.r) E 1F,1 (:r) una función racional. Para el método 
cst.ucliaclo en este trabajo 111 sení cualquier diYisor de q - 1 y h(n) = 1 para 
casi tocios los elcment.os de n E lFq. 



La forma de constr.ui;·:estii,,· curvas. consistirá en considerar ecuaciones ele 
la fo~rna , ,__, ,~,-.. p '-.:·~~:" 

"" g(x) 
y = R(g(x)) 

'')•._: ;• ,-,~-' -: ,; 
donde R(g(x)) _es.un: polinomio asociado a g(x) de tal forma que el cociente 
n(~(ln es casi sienipre 1: cuando lo evaluamos en el campo finito en cuestión. 
Dado un polinomio g(x) E !Fq[x) de grado ;:o: q, definimos su polinomio reducido 
R(g(x)) el cual será de grado ::; q - 1, que se obtiene de g(x) realizando las 
siguientes operaciones en los monomios: 

l. R(xi) = xi si j ::; e¡ - l. 

2. R(xq+;') = x 1+i para toda j ;:o: O. 

Veamos los siguientes ejemplos de cálculo polinomio reducido. 

Ejemplo 5.2.1. Consideremos los siguientes polinomios 
R(x2q-I) = R(x<i+q-I) = R(:i:•+q-I) = R(xq) = x 
R(x2 q-2 ) = R(xq+q-2 ) = R(xl+q-2 ) = R(xq-l) = xq-l 
R(axq' + xq+i + bx +e)= R(axq') + R(xq+t) + R(bx) + R(cxº) 

=ax+ x 2 + bx +e Si q -¡:. 2 y a, b, e-¡:. O (mod q). 

Más en general, es inmediato verificar que si n = m (mod <¡ - 1) y 1 ::; 
n::; e¡ - 1, entonces R(x'") = :i:" y precisamente por este hecho, para a E IFq, 
g(a) = R(g(a)). En particular 

g(a) =O <==> R(g(a)) =O 

Observación 5.2.2. La propiedad inás importante entre un polinomio g(x) 
y su reducido R(g(x)) es la siguiente 

g(x) 
R(g(x)) = 1 para todo a E IFq con g(n) -¡:.O 

Esta observación es inmediata del hecho de que IF; tiene orden e¡ - 1, es un 
grupo bajo el producto y la relación que ocurre si rn = n (mod q - l) entonces 
xrn = x" (1 ::; n ::; <¡ - 1). 

Las curvas absolutamente irreducibles, definidas por 

g(x) 
y"' = ( ( )) ~'ti que rn 1 e¡ - l Rgx 

son tales que su ntimero iV ele puntos racionales sobre IF,, satisface 

N ;:o: rn #{n E !Fq 1 y(n) #-O}. 

(5.5) 
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Lo cual también es fácil de verificar pues, en ~ para cada divisor rn de q - 1 
existe un subgrupo multiplicativo de orden 111 (~ es nn grupo cíclico para todo 
campo finito lFq ). 

Los polinomios g(x) que vamos a estar considerando siempre serán de la 
forma g(x) = f(xY para algún J(x) E IFq [x] y 1· 2: 2, esto es hecho con el 
objeto de que la curva tenga género pequeño. De esta manera las curvas X 
que estaremos considerando senín de la forma 

1Jm = 
f(x)r > 

R(f(:r)') m 1 <J - 1 y r _ 2 (5.6) 

La ecuación (5.6) nos define una extensión muy particular de campos de fun­
ciones 1Fq(x,y)/1F'q(x) y siempre ocurrirá que en esta extensión existe un lugar 
totalmente ramificado y por lo tanto tendremos que la ecuación (5.6) es total­
mente irreducible (corolario 3.7.4). 

El siguicute tcorcrna nos da una caracterización del género de las curvas 
antcriorrncntc expuesta ... ~. 

Teorema 5.2.3. Sea f(x) E IF'qn [x] un polinomio separable y sea qi una poten­
cia de la característica tal que qi(degf(x)) 2: q". Supongamos también que el 
polinomio reducido R(j(x)"') es también separable y que la curva X definida 
por 

Y"'= j(x)qJ d" · d " 1 
R(J(x)q') con m ivisor e<¡ -

es absolutamente irreducible. 
Entonces el género g y el número 1V de 7mntos racionales sobre 1Fq• de la 

curva X satisface 

2g = (ó + ó' - 2c)(m - 1) + c(m - d) + (m - d') y N 2: (q" - ci)m 

donde los coeficientes ó = degf(x), ó' = degR(J(x)"'), d = mcd(m,qi - 1), 
d' = mcd(m, qió ~ ó') y los números e y c 1 están definidos por 

C¡ =#{a E IF'q" 1 f(a) =O} 
c =#{a E lFq" 1 J(a) = R(J(a)) =O} 

y lFq" es la cerradura algebraica de IF'q. 

Demostración. La afirmación sobre el género g ele X se sigue de la fónnula 
de Riemann-Hurwitz aplicada a la extensión de campos IF'q" (x. ¡¡)/IFq• (x) de 
grado m. Los ceros comunes de f(x) y de R(f(:c)) en lFq se ramifican con 
índice de ramificación ui/d (pues cada uno de los lugares -los ceros comunes­
son menores o iguales que el diferente), el infinito posee índice de ramificación 
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rn/d' por el corolario 3. 7.4 de las extensiones de Ku1nmer· y los denuis. ceros 
del numerador o el denoinin.ador, los cuales son 6 + 6' - 2c puntos son ceros 
simples y por lo tanto totalme.nte ramificados. De esta manera la fórmula d" 
Riemann-Hurwitz nos da lo siguiente 

....... ·· m. m 
· 2g-;-2 = -2m+cr1(-;¡ :-1) +d'(d, - 1) + (6 + 6' -2c)(rn -1) 

que es, después' de algunas. simplificaciones la afirmación del teorema. La 
afirmación sobre el número N se sigue inmediatamente ele la observación 5.2.2. 

o 

Debemos mencionar que el valor exacto de N se obtiene después de analizar 
la racionalidad de los puntos cuya primera coordenada es x = oo o x = a, 
con a E 1Fq y f(o:) = O. Si a E IFq es un cero de f(:i:), entonces es un cero de 
multiplicidad qi - 1 de la función racional uff(lll, dado que supusimos que los 
polinomios f(x) y R(f(x)) son separables, podemos escribir a la curva X de 
la manera siguiente 

con h(x) E IFq[x) y h(o:) #O. La ecuación anterior la podemos ahora reescribir 
como 

( 
yrnfd ;_,) d = h(x) 

(x - a)~ 

donde d "':"' rncd(m., qi - 1) .. Denotamos ahora por z lo siguiente 

yrnfd 
z = --''---.,..--

(x - a)9 

De manera que tenemos las sigucntcs extensiones de campos de funciones 
1Fq" (x) C IFq" (x, z) C 1Fq" (x, y). Entonces para verificar la racionalidad de los 
puntos con x = o:, basta verificar que la ecuación z" = h(a) posee el soluciones 
en el campo finito IFq" y en ese caso tendremos d puntos racionales cuya primera 
coordenada será :e = <>. 

5.3 Aplicaciones del método 

Las siguientes curvas se considcranín sohn~ IFr(!. 
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Ejemplo. 5;3.i;·:eonsidereú10s la curva 
' : '¡ ,-:1::1.-:> "'"•"'-,.:', ':, •· '. :·. 
· .. . ·•.' .. :. · (xq+ 1 +x+l)'1 .. 
·· ·''""'"'·',:···"·y"'= rn un d1v1sor de q2 

- l. 
: · : · x"+ 1 + xq + 1 

Notemos primero algunos detalles: las raíces comunes del numorador y del 
deri.ominador pertenecen a IF,1 y satisfacen la ecuación x 2 + x + 1 = O, (aq = a 
si Ó'.E 1Fq)· Entonces tenemos tres casos a considerar pues x 2 +X+ 1 =o si y 
sólo si x3 = 1 y x f: l. Denotemos por d = mcd(rn,q - 1). ler Caso. q = 1 
(mod 3),;entonces e= c 1 = 2, por lo tanto 

y además 

y = (<¡ - 2)(m - 1) + (m - d) 

N = {(q2 - l)m, 
(q2 - l)m + 2d, 

si 9· t; O 

si 9=.0 
(mod 3) 
(mod 3) 

Entonces tenemos puntos racionales cuya primera coordenada es x = a y 
a 2 + a + 1 = O si y sólo si existe z E IF,,• tal que zd = -o, lo cual ocurre si y 
sólo si 3 1 ~- De la misma manera, tenemos m puntos racionales cuya primera 
coordena es x = oo ya que la ecuación zm = 1 tiene claramente soluciones en 
IFq•. . 

2do Caso. q =O (mod 3), entonces e= c 1 = 1 y tenemos 
. '· ':·,. ". m-d 

y= (q - l)(m - 1) + --
.. · ' '. ' 2. 

por otra parte 

El número de pú'iitds racforia!Cs viene del hecho de que tenemos d puntos cuya 
primera coordenada es· x = 1 y rn puntos cuya primera coordenada es x = oo. 

3er Caso. q = 2 (mod 3), entonces e= c 1 =O, por lo tanto 

y= q(m - 1) 

y 
N = (q2 + l)m 

En este caso obtuvimos exactamente rn puntos cuya primera coordenada es 
x=oo. 

Ejemplo 5.3.2. Supongamos primero que 71 # 2 y consideremos la curva 
definida por: 

(xq+l +X+ 1)'1 
y"' = con 1n 1111 dh·isor de q2 

- 1 
:¡;Q+I + :1:Q - 1 ' 
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De nueva cuenta las raíces comunes del numerador y el denominador son ele-
1ncntos en !Ei'q que satisfacen a 2 +o: - 1 = O, es decir, (2(n + ~)) 2 

= 5. Por 
lo tanto, necesitamos que p o/= 5 y e¡ un cuadrado tal que ocurra lo siguiente 
p = ±1 (mod 5). Tenemos entonces que ahora e = c 1 = 2. Entonces por el 
teorema 5.2.3 tenemos que el género 

g = (q - 2)(m - 1) + (m -'d)~ : .. 

donde d = mcd(m, q - 1). Denotemos por o(a) el orden del elemento a en F; 
que cun1pla además a 2 + n + 1 =O, vemos 'que: el número de puntos racionales 
sobre Fq2 satisface .. ·::c!1:~;~>·:; 1:-~ 

'.,; - . '. ~. 

N = {~:: =','~~;]·:~'d·;'.: ,;~~~:>o'c1Z:'.~rio 
El número exacto de los puntos racionales se obtiene al analizar cuidadosa­
mente las siguie,n.tes ecuacion~s 

(a''+l)q. á+l 1 · · 
zd = = --- = - si x = n y a 2 + n - 1 = O 

Cltq•.. : . O< a2 

y .. ~ ;_. 

zm = Llos puntos cuya primera coordenada es x = oo 

Por ejemplo,':si·p';,,3 y.q es un cuadrado, entonces el orden del elemento a 
.es:igual a:o(a) =:'' 8 y .. obtenemos 2d puntos racionales extras si 9. De esta 
manera para q .. = 9 obtenemos una curva sobre !Ei'81 y g = 7 con N = 164, un 
nueva,.réc<;>r~.p~,ra curvas sobre este campo y de este género (ver Quoos). 
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