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Introduccion

En el presente trabajo se analiza el articulo A construction of curves over
finite fields de Luciane Quoos y Arnaldo Garcia publicado en Acta Arithmetica
(2001). El principal tema de estudio son cierto tipo de variedades algebraicas:
curvas irreducibles X', no singulares, proyectivas de género g sobre un campo
finito F,; y su relacién con los campos de grado de trascendencia uno sobre un
campo K.

La teoria de ecuaciones diofantinas es una rama de la teoria de nimeros
que trata de la solucién de ccuaciones polinomiales en niimeros enteros o ra-
cionales. Esta drea se llama asi cn honor de Diophantus de Alejandria, quicn
formuld y resolvid una gran cantidad de problemas. Un ejemplo muy conocido
de ccuaciones diofantinas es la famosa curva de Fermat

X" 4 Y= 2"

Probablemente el mas famoso de los teoremas de Fermat establece que para
n 2 3 csta ecuacién no posece soluciones enteras no triviales. La teoria de
ecuaciones sobre campos finitos es un tépico cldsico de la teoria de nimeros.
En esta teoria las congruencias de la forma

¥ = f(z) (mod pun primo)

donde f(x) es un polinomio o un cociente de polinomios con coeficientes ente-
ros, era uno de los principales objectos de estudio. E. Artin conjeturé una cota
superior para el numero N de soluciones de tales congruencias.

Posteriormente un celebrado y famoso tecorema de A. Weil demuestrd, en
particular, la conjetura de Artin y dice lo siguiente: si A’ es una curva alge-
braica proycctiva, no singular, irreducible, de género g sobre Fy, entonces el
nimero N de puntos F, racionales satisface lo siguiente

IN = (¢ + )| <203

El interés en curvas sobre campos finitos con muchos puntos racionales
fue renovado después de que Goppa construydé cddigos lineales sobre dichas
curvas. Eil objetivo de este trabajo es presentar con detalle los resultados de




VI CAPITULO 0. INTRODUCCION

este articulo, asi como toda la teoria subyacente de campos de funciones y
trabajar algunos de los cjemplos que se construyen en dicho articulo.

La teoria de los campos de funciones ocupa ¢l papel principal en esta tesis.
En este sentido teoremas como el de Riemann-Roch y de Hasse-Weil (en cam-
pos finitos), poseen una belleza a todas luces atrayente y tienen implicaciones
fundamentales en la teoria de niimeros y la geometria algebraica. Espero que
el lector disfrute estos resultados como yo lo hice al revisar este material.

Octavio Paniagua




Capitulo 1

Preliminares

1.1 Principios de la teoria de los campos de
funciones algebraicas

Definicién 1.1.1. Un campo de funciones algebraicas F/K de una variable
sobre K es una extensiéon de campos F'//K tal que F es una extensién algebraica
finita de K (x) para algiin elemento z € F, ¢l cual es trascendente sobre K.

El ¢jemplo mds sencillo de campo de funciones es el el campo de funciones
racional; F'/K es llamnado racional si ' = K () para algin x € I trascendente
sobre K. Cualquier elemento z € K (x)\{0} posec una tnica representacién

de la forma
z=a Hp,—(:z:)""

en la cual ¢ cs un elemento de K distinto de cero, los pi(x) € Kiz] son
polinomios irreducibles, no asociados y ménicos, n; € Z.

Un campo arbitrario de funciones F/K (el cual no es necesariamente racio-
nal) puede representarse como una extensién algebraica simple de un campo
de funciones racional K (x), i.e. F = K(z,y) donde g(y) = O para algin
polinomio irreducible g(T") € K (x)[T].

Observacién 1.1.2. Los elementos de F que son trascendentes sobre K pue-
den ser caracterizados de la siguiente manera: z € F' es trascendente sobre KK
si y sélo si [F : K(z)] < co. En cfecto, si = ¢s trascedente sobre K, entonces
la extensién K (x)(z)/K(z) debe de ser algebraica, pues en caso contrario I
extensién F/K tendria grado de trascendencia dos, lo cual es imposible por la
definicién de F; luego [F : K(2)] = [F : K(z)(2)][K(x)(z) : K(2)] < oo. La
otra implicacion es clara.
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1.2 Anillos de valuacion

Definicién 1.2.1. Un anillo de valuacién del campo de funciones F/K es un
anillo @ C F con las siguientes propiedades:

LKSOSF y
2. Paratodoze€ F,z€eQoz'eO

La defincién anterior estd motivada por la observacién de que en el caso del
campo de funciones racional X (z), dado un polinomio irreducible p(x) € Kz},
la localizacién con respecto al ideal primo generado por p(z), es un anillo de
valuacién:

O = { L 1@), (@) € Klal, 2@ o) }

Es inmediato verificar que Op(z) es un anillo de valuaciéon de K(z)/K.
Definimos ademads ¢l conjunto

K :={ze F|z es algebraico sobre K}

que llamaremos la cerradura algcbraica de K en F. Al campo K le llamaremos
. el campo de constantes de F. En el caso K = K diremos que K es el campo
pleno de constantes o todo el camnpo de constantes.

Proposiciéon 1.2.2. Sca O un anillo de valuacion del campo de funciones
F/K, entonces

1. © es un anillo local, con ideal ndzimo P := O\O", donde O* denota las
unidades de O.

2. ParaO0#zxe€ F,z€ Psiysdlosiz™!' ¢ O.

3. En el caso del campo de constantes K de F/K tenemos K C O y ademds
KnP=0.

Demostracion. (1) Es suficiente demostrar que PP cs un ideal, pues su com-
plemento son unidades y esto implica que P en un ideal mdximo y O es un
anillo local. Veamos que P es un ideal de O. Sea x € P, z € O. Enton-
ces xz ¢ O*, de lo contrario = seria una unidad. Sean ahora z, y € P. Sin
pérdida de generalidad supongamos que zy~! € O. Entonces 1 +zy '€ Oy
r+y=y(l+xy ') € P Porlotanto P es un ideal de O.

(2) Se sigue inmediatamente de la definicién.

(3) Tomemos z € K. Supongamos que z ¢ . Entonces debe ocurrir
que z~' € O el cual es también algebraico sobre K. Por lo tanto existen




1.2. ANILLOS DE VALUACION 3

clementos a;, ..., a, € I tales que a,(z=')* + --++ a;z~' + 1 = 0, de manera
que 27 a,(z71)*" 1+ - o +ay) = —1. Porlotanto z = —(a,(z7 ')y 14+ -+qy) €
K[z C O, por lo tanto z € O. La afirmacién K N P = 0 es clara. ]

Lema 1.2.3. Sea O un anillo de valuacion del campo de funciones F/K, P su
ideal mdrimo y 0 # x € P. Seanx,,...,x, € I tales quex, = x yx; € my P
parai=1,...,n— 1. Entonces n < [F : K(z)] < oo.

Demostracién. De la observacién 1.1.2 y la proposicién 1.2.2 se sigue que {F :
K(z)] < oo, por lo que es suficiente probar que x,,...,%, son linealmente
independientes sobre K (z). Supongamos que existe una combinacién lineal
no trivial 3> iz = 0, con h; € K[z]. Es claro que podemos suponer que
los h; € K[z] y ademds que = no divide a todos los ;. Definamos a; = h;(0),
es decir el término constante y ahora vamos a definir un indice j € {1,...,n}
con la condicién a; # 0 pero a; = 0 para todo ¢ > j. Obtenemos entonces

—hjz; = E h;z,
i#j

conh;eOparal<i<n(puesz =z, € P),r;cxjPparai<jyh; =xg;
para i > j donde g; es un polinomio en z. Si dividimos la igualdad anterior

por z; obtenemos
T T
—h; = E . I ;:-" -+ E . ;!],‘IL‘,‘
i<y J i»j 7
Todos los sumandos de la derecha pertenecen a PP, por lo tanto h; € P.
Por otra parte, h; = a; + xg; con g; € Kz} € O y = € P, por lo tanto

a; = hj —xzg; € PN K. Como a; # 0, tenemos una contradiccién a la
proposicién 1.2.2. ]

Proposiciéon 1.2.4. Sea O un anillo de valuacion del campo de funciones
F/K y P su ideal mdzrimo. Entonces

1. P es un ideal principal.

2. 8Si P = tO entonces todo 0 # z € F tiene una representacidn iinica de
la forma z = t™u para algunan € Z, u € O°.

8. O es un dominio de ideales principales. Mds ain, si P = tO y {0} #
I C O es un ideal, entonces I = t"©O para alguna n € N, es decir. I es
una potencia de P.

Un anillo con las propiedades arriba descritas es llamado anillo de va-
luacién discreta.
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Demostracion. (1) Supongamos que P no es principal y escojamos un clemento
0 # 1, € P. Dado que PP # Ox, cxiste un elemento xp € P\Ox,. Entonces
z 7! ¢ O, por lo tanto 7'z, € P, por lo que x; € x2P. Por recursién
obtenemos una sucesién infinita de elementos x,, &2, 3, - - - € P tales que o; €
Zip1 PP para todo ¢ > 1, lo cual es una contradiccién al lema 1.2.3.

(2) La unicidad de la representaciéon z = t"u con u € O es clara. Sélo
debemos probar la cxistencia. Como z 6 27! € @ supongamos que z € O. Si
z € O entonces z = t%z. Supongamos ahora que z € P. Entonces existe una
mm maxima (m > 1) tal que z € t" O, pues la longitud de la sucesion

__ gym—1 . gm—2 e —
=2z, xp=1 , xz=1 yereslyy =1

es acotada por el lema 1.2.3. Escribimos entonces 2z = ¢"'u con uv € O*, u debe
ser unidad, de lo contrario se contradice la maximalidad de m.

(3) Sea {0} # I € © un ideal. El conjunto B := {k € N| t*¥ € I} es no
vacio (de hecho si 0 # = € I entonces x = tfucon u € O y tF = zu~! € I).
Sea n = min(B). Entonces afirmamos que / = ¢t*O. La inclusién t"O C [ es
clara, pues t" € I. Sea ahora 0 # y € I. Entonces y = t*w con w € O, por lo
tanto s > 0,1t € I y s = n. Por lo tanto y = t"t*"w € {"O. ]

Definicién 1.2.5. Sea F/K un campo de funciones.

1. Un lugar P del campo de funciones FF/IK es cl ideal maximo de algin
anillo de valuacién O de F/IK. Cualquier clemento ¢t € P tal que P = t©
es llamado elemento primo o parametro local para P.

2. Pr:={P| P esunlugarde F/K }.

Si @ es un anillo de valuaciéon de F/K y P su ideal miximo, entonces cs
claro que O estd determinado de forma tinica por P, estoes O = {z € F |
z71 ¢ P}. De modo que llamaremos Op := O el anillo de valuacidn del lugar
P. Existe otra forma 1til de describir a los lugares en términos de valuaciones.

Definicién 1.2.6. Una valuacidn discreta de F/K cs una funcién v : F —
Z U {00} que satisface las siguientes propicdades:

1. v(x) = oo si y sélosi z = 0.
v(zy) = v(x) + v(y) para todo z,y € F.
v(z + y) = min {v(z), v(y)} para todo z,y € F.

. Existe un clemento z € F con v(z) = 1.

o os e

v(a) = 0 para cualquier 0 #a € K.
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Para el simbolo oo definiremos las siguientes operaciones: co + 0o = oo +
n =n+00 = 00 ¢ o0 > m para toda m,n € Z. De (1), (2) y (4) cs
inmediato que esta funcién es suprayectiva. La propiedad (3) es llamada la
desigualdad del tridngulo. Una versiéon mads fuerte de esta desigualdad puede
ser demostrada:

Lema 1.2.7 (Desigualdad estricta del tridngulo). Sea v una valuacién
discreta de F/K y z,y € F tales que v(z) # v(y). Entonces v(z + y) = min
{v(=@), v(»)}

Demostracion. Notemos primeramente que para todo 0 # a € K tenemos
v(az) = v(x). En particular v(z) = v(—=z). Dado que v(z) # v(y), suponga-
mos sin pérdida de generalidad que v(z) < v(y). Si v{z+y) # min{v(z),v(¥)},
entonces v(z + y) > v(z) por una parte, pero v(z) = v((z +y) — y) =
min{v(x + y),v(y)} > v(x), lo cual es una contradiccién.

Ahora es posible asociar valuaciones a los idecales P € Pp.

Observaciéon 1.2.8. A cualquier lugar PP le asociamos una funcién vp : F —
ZU{co} la cual resultard ser una valuacién discreta de F//K: sea t un clemento
primo para . Entonces como ya sabemnos todo 0 # z € F tiene una represen-
tacion tnica de la forma z = t"u, con u € O* y n € Z. Definimos vp(2) :=n
y vp(0) := oo. La definicién tiene sentido dado que depende iinicamente en
P, no en la eleccién del elemento primo t. Si ¢’ es otro elemento primo para P
entonces P = tO = 'O, de manera que ¢ = t'w para alguna w € O*. Entonces
t"y = (t"wt)u = t"(w"u) con whu € O y cs claro que vp cumple con las
propiedades de una valuacion discreta.

Teorema 1.2.9. Sca F/K un campa de funciones algebraicas.

1. Para cualquier lugar P € Pp, la funcion v, definida anteriormente es
una valuacidn discreta de F/K. Mds ain tenemos lo siguiente:

Op ={z € F|vp(z) > 0},
»={ze&F |vp(z) =0}
P ={ze€ Flup(z) > 0}.
Un elemento x € F es un elemento primo para P si y sdlo si vp(zx) = 1.

2. Reciprocamente, supongamos que v es una valuacion discreta de FJK.
Entonces el conjunto P = {z € F | v(z) > 0} es un lugar de F/K, y
Op = {z € F | v(z) = 0} es el correspondiente anillo de valuacion.

3. Todo anillo de valuacion O de F/K es un subanillo propio y mdzrimo de
F.
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Dermostracién. Es claro quc vp posee las propiedades (1), (2), (4) y (5) de la
 definicién 5. S6lo nos resta probar la desigualdad del tridngulo. Para esto
consideremos z,y € F con vp(z) = n, vp(y) = m. Sin pérdida de generalidad
supongamos que . < m < 00, entonces T = ", Yy ¥y = t"™ug, con uy,ux; € O°.
Entonces = + y = t"(u; + "™ "up) = t"z con z € Op. Si z = 0 entonces
vp(x + y) = oo > min{n, m}. En otro caso z = t*u, con £ >0y u € O*. Dec
manera que

vp(z+y) =vp(t"*u) =n+k = n= min {ve(x),ve(y)}

Las demas propiedades son claras asi como (2). Veamos (3). Sea O un anillo
de valuacién de F/ K, P su ideal m#dximo, vp la valuacién discreta asociada a
Py z € F\O. Mostrarecmos que F = Ofz]. Sca y un elemento arbitrario no
cero de F. Entonces vp(yz~%) > 0 para k suficientemente grande. De modo
que w:=yz*€ Oyy=wz*e O[] O

Si consideramos ahora 7 un lugar de F/K y Op su anillo de valuacidn, el
anillo cociente Op /P es un campo, dado que P es un ideal maximo. Por otra
parte, también sabemos que K € Op y ' N P = {0}, de mancra que existe
de forma natural una inclusién canénica de K en Op /7. Pero este argumento
también sec aplica a K, por lo que podemos considerar a K como un subcampo
de Op/P también.

El teorema anterior nos dice que valuaciones discretas y anillos de valuacion
de un campo de funciones, en esencia, nos dan la misma informacién. Ahora,
en el campo Op/ P denotaremos para un elemento z € Op su clase maédulo
P por z(P) y para un elemento x € F\Op definimos su clase médulo P por
x(P) = oo (notemos que el simbolo oo tiene otro sentido diferente que en la
definicién de valuacién discreta). Esto nos lleva a la siguiente definicidn.

Definicién 1.2.10. Sea P € Pp.

1. Fp := Op/P cs el campo de clases residuales de 2. La aplicacion ¢ :
F — Fp U {oo} tal que z > z(P) es llamado la aplicacién de clases
residuales con respecto a P,

2. deg P := [Fp : K] es llamado cl grado de P.

Cuando deg P = 1 tencmos que Fp = K. El grado de un lugar siempre
es finito, como se prueba en la siguiente proposicién. En particular si K es
algebraicamente cerrado, todo lugar tiene grado 1 y podemos pensar a cada
clemento € F como una funcion

IZPF——)I(U{OO}

P — z(P)
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Por esta razén a F/K se le llama campo de funciones. Los elementos de I\
interpretados como funciones, son constantes. A K se le llama el campo de

constantes de F//. A continuacién establecemos una cota para el grado de
P.

Proposicién 1.2.11. Si P es un lugar de F/K y 0 # = € P entonces
deg P < [F: K(z)] < o

Demostracién. Notemos que [F : K(x)] < oo por la observacién 1.1.2. En-
tonces es suficiente mostrar que cualesquiera elementos zy,..., 2, € Op cuyas
clases residuales z,(P),...,z,(P?) € Fp son lincalmente independientes sobre
K, son lincalmente independientes sobre K(z). Supongamos que existe una
combinacién lineal no trivial

id’izi =0

i=1

donde ¢; € K(x). Podemos suponer que ¢; € K[z] ¥ que z no divide a todos,
es decir, ¢; = a; + xgi, a;: € I y no toda a; = 0. Dadoquexz € Py g; € Op,
tenemos ¢;(P) = a;(P) = a;. Entonces si evaluamos la aplicacién de clases
residuales en la combinacidn lineal anterior, tenemos

0=0(P) =D ¢:(P)z(P) =D _ a;z:(P)

i=1 i=1
lo cual contradice la independencia lineal de z,(P), ..., z,(P) € Fp. a
Corolario 1.2.12. El campo K de F/K es una extension finita de I

Dermostracion. Usaremos el hecho de que Pr 7# &, que serd demostrado en
el corolario 1.2.15. Sea P € Pr. Como K cstd encajado en Fp, mediante la
proyeccién w : Op — Fp, se sigue que [K : K] < {Fp: K] < co. O

Definicién 1.2.13. Sca z € F y P € P;. Decimos que P es un cero de z=
de orden m = vp(x), si vp(z) > 0; P es un polo de = de orden m = vp(x), si
vp(z) < 0.

Ahora enunciamos el siguiente teorema sobre la existencia de lugares dado
un campo de funciones F/IK

Teorema 1.2.14. Sea F/K un camnpo de funciones y R un subanillo de F' con
K C RS F. Supongamos que {0} # I & R es un ideal propio de R. Entonces
existe un lugar P € P tal que I C P y R C Op.




Demostracion. Conm c‘reaxh.bg él sigﬁienfe con3unto
. F:={5]5  esun subanillode F tal que RC S y IS # S}

F es claramente no vacio pues R € F. La familia {#, C} es un conjunto par-
cialmente ordenado bajo la inclusién. Sea ahora {S,}aer © F una cadena en
F y consideremos la unién de todos los elementos en la cadena T := Uger {Sa},
el cual es un subanillo de F con R € T. Debemos comprobar que IT # T.
Supongamos lo contrario, entonces podemos escribir al 1 como 1 = 3701, a;s;
con a; € I, s; € T. Como {Sa}aer ¢s una cadena existe un Sy € {Sa} tal que
S1,- - - 8n € S, por lo tanto 1 € IS5 lo cual es una contradiceidn.

Por cl lema de Zorn F contiene un clemento mdximo @. Veamos que O
es un anillo de valuacién de F/K. Dado que I # {0} ¢ IO # O tenecmos
que O g F ¢ I € O\O*. Supongamos que existe un elemento z € F con
la propiedad de que z ¢ O y z7! ¢ O. Entonces por la maximalidad de O,

tenemos IO[z] = O[z] y ademds IO[{z"'] = O[z~!] y por lo tanto podemos
encontrar ag, - .., @uybo, . .., 0, € IO con lo siguiente:

l=as+a1z2+ -+ a,z" y (1.1)

1=byg+bz7' +- -+ byz"™ (1.2)

Donde claramente n 2> 1 y m > 1. Supongamos que m,n son escogidos
minimos y m < n. Al multiplicar (1.1) por 1 — by y (1.2) por a,2" obtenemos

l—bo = (1 —bu)ao+---+(l—bo)a"z"

0= (bg — 1)aayz™ + -+ - + by 2™ ™™

Al sumar estas dos ecuaciones tenemos 1 = ¢g -+ ¢z + - -+ + c¢,—12"~! con
coeficientes ¢; € IO. Esta es una contradiceiéon a la minimalidad de n en
(1.1). De modo que, hemos demostrado que O es un anillo de valuacién de
F/K y sea P su ideal médximo. O

Corolario 1.2.15. Sea F/K un campo de funciones, = € F trascendente sobre
K. Entonces z tiene al menos un cero y un polo. En particular Pr # .

Demostracion. Counsideremos el anillo R = K[z] y el ideal zK[z]. Por el
teorcma 1.2.14, existe un lugar P € Pr con 2z € P, por lo tanto I es un cero
de z. El mismo argumento demuestra que para z—! existe un cero Q € Py, de
modo que @Q ¢s un polo de =. O
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1.3 El campo de funciones racional

Consideremos ahora un campo K un clemento z trascendente sobre K y el
campo de funciones K (x)/I. Vamos a examinar con detalle sus lugares.

Proposicién 1.3.1.

1. Sea p(x) un polinomio irreducible y mdnico. La localizacion

O = { L2 € k(@) 1 (@) 19() }

es un anillo de valuacidn de K(z)/K, cuyo ideal mdrimo P estd dado
por

Poor = { £ < k@) 1 p(=) | 1@, 22 190 }
. y tiene como elemento primo al polinomio p(x).

2. El anillo siguiente es también un anillo de valuacion de K (z)/ K

[ /@)
o = {_m | deg f(x) < dcgg(:l:)}

cuyo ideal mdrimo cs

f(=z) }
de z) < deg g(x
q(T)I g f(z) g g(x)
entonces deg P = 1. Un elemento primo para Pe, est = 1/x. La
correspondiente valuacion estd dade por veo(f(z)/y(z)) = deggy(x) —
deg f(x).

8. K es el campo pleno de constantes de K(z)/K.

Demostracidn. (1) Verificar que p(z) es un elemento primo para Py es in-
mediato, asi como el hecho de que Opyzy es un anillo de valuacién con ideal
méaximo Py). La correspondiente valuacién discreta claramente puede ser
descrita de la siguiente manera: dado z € K'(z), =z = p(x)"(f(zx)/g9(z)), donde
p(x) { f(z), entonces vp(z) = n. Ademas tencmos que el campo de clases
residuales K(z); = Op/P cs isomorfo a K[z]/(p(x)); en efecto, consideremos
Y Kiz] = Op/P, dado por f(z)} — f(x) mod P. El micleo de esta aplica-
cién es claramente (p(x)) y para ver que es sobre tomemos z € Op; entonces

= f(z)/g(x), donde p(x) { g(x) y por lo tanto 1 = up+wvg, donde u,v € Ki{zl.
De maneraque =z = fup/g—+ fuy porlo tanto z = fu mod P. Esto demuestra
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ademas que deg P = deg p(x). En el caso particular p(z) = — «, con o € K,
¢l grado de P es uno y en ecste caso vamos a denotar por P, al lugar P,._,.
'(2) Sélo veremos que 1/z es un elemento primo para P, el resto de las
afirmaciones son inmediatas. Consideremos z = f(x)/g(z) € Poo, i.e. deg f <
deg g. Entonces
z = %%, con deg (zf) < deg g

lo cual demuestra que 1/z genera a Ps. Ahora, los campos de funciones
K(z)/K y K{(1)/IK son K-isomorfos. Al lugar co de K (x)/K le corresponde
el lugar (z) de K(1)/K mediante este isomorfismo. Entonces el grado de
e Poe =10
i+ 7(3) Escojamos un lugar P de grado uno. Elcampo K de K(x) estd encajado
en el campo de clases residuales K'(xz)p, por lo tanto K € K C K(z)p =
K.

Teorema 1.3.2. Los iinicos lugares de K (z)/K son de la forma P, donde P
‘estd generado por un polinomio mdnico irreducible sobre K[x] o Pu.

. Demostracion. Sea P un lugar de K (x)/K. Dos casos son posibles:
" ..(1).x € Op, por lo tanto K[z] € Op. Entonces I = K{z] N P es un ideal
.primo de K{z] y por lo tanto cs igual a cero o cs el generado por un polinomio
moénico irreducible p(:z), pero la aplicacion de clases residuales induce un encaje
K(z]/I < K(z)p, pues si I = K[z} N P = 0, entonces para todo elemento
g € Klx], tenemos g ¢ P = 1/g € Op y tendriamos entonces Op = F, lo cual
no puede ser. Si g(x) € K[r] tal que p(z) { g(x), entonces g(x) ¢ P y entonces
1/g(x) € Op. Por lo tanto Op;y) € 'Op y como los anillos de valuacién son
maximos, se tiene la igualdad.

(2) = ¢ Op, por lo tanto K[z~'} € Op. Ademss 1/x € PN K[1/z]. Sea
u=1/z el = PN K[u]. I cs un ideal de K{u} que contienc a u por lo tanto
I = {u). Ahora si g(u) € K[u], no es divisible por u entonces g ¢ P. De
donde, para todo f(u) € K[u] se tiene que % € Op y entonces

ag +ayu+ -+ a,u
Op D by £ 0
p= {bo + 0w+ -+ Dy u™ o #
_ ao.’lI"H'" + (I.].’II"H'"_‘ R anIm b ;é 0
- bol'"H'" 4 blmvn+n—l . [)",I" » Vo

_ (=) . =
= {g(—z)‘,dc!lf < dcgy} = Pe

De nueva cuenta por el argumento de la maximalidad Op = O,. [}
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1.4 Independencia de valuaciones

El resultado principal de esta seccion es el teorema de aproximacién débil, en
una seccién posterior se dard un teorema mis fuerte de aproximacién.

Teorema 1.4.1 (Teorema de aproximacién débil). See F/K un campo
de funciones, Py,...,P, € Pr lugares distintos de F/K, z\,...,r, € F y
T1y---sTn € Z. Entonces eriste x € F tal que

vp(x —xi) =71 parai=1,...,n.

Demostracion. No demostraremos este teorema pues, vamos a probar una ver-
sién mas general llamado teorema de aproximacion fuerte. La demostracién
de este teorema se puede consultar en [Sti). (]

Un corolario importante de este teorema es el siguiente.

Corolario 1.4.2. Cualguicr campo de funciones tienc una infinidad de luga-
res.

Demostracién. Supongamos que sélo existe una cantidad finita de lugares
P,,...,P,. Entonces, por cl tecorema de aproximacion débil podemos encon-

trar un elemento no cero x € F con vp,(z) > 0 para i = 1,...,n. Tencmos
que z es trascedente sobre K pucs ticne ceros, pero x no tiene ningin polo, lo
cual es una contradiccion, pues z es un elemento trascendente. [}

Otra consecuencia importante del teorema de aproximacion débil es el si-
guiente resultado.

Proposicién 1.4.3. Sea F/IK un campo de funciones y P,,..., P ceros del
elemento r € F'. Entonces

iup' (z) - degP; < [F: K(x))

Demostracion. Para simplificar notacién sea v; := vp, d; := deghP; v e; :=
vi(x). Por el teorema de aproximacién débil, para cada ¢ existe un elemento ¢;
tal que

vi(t;) = 1y ve(t;) = 0 para k # 4.
Tomemos ahora s;y,...,844, € Op, tal que $;1 (%), ..., siq, (%) ¢s una base
del campo residual Fp, sobre &X'. De nuevo, por aproximacién débil podemos
encontrar z; € I tal que lo siguiente ocurre para toda i, j:

vi(sy — 2i;) > 0y ve(zi) = e para k # i
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Afirmamos que los clementos
.25, 1<i<7,1<j<d;,0<5a<e

son IK(x)- lmcalmente independientes. Su mimero esta dado por >, die; =
Sy vpi(x) - degP;, de modo que la proposicién se sigue de esta afirmacién.
Supongamos que existe una combinacién lineal no trivial

di ei—1

ZZZ ¢l](lt Zij = 0

i=1 j=1 a=0

sobre K (x). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que ¢sj. € Kz}
y que no todos los ¢ja son divisibles por x. Entonces existen indices & €
{1,...,7}yyc€ {0,...,ex — 1} tales que

7| ¢rja paratodoa <cytodoje {1,...,dc} vy

z{ ¢ike Dpara algin j € {1,...,dx}.
Si multiplicamos la igualdad anterior por {7 obtenemos

r di ei—1
ZZ Z Dijatitstzy; = 0 (1.3)

i=1 j—1 a=0
‘Para 7 # k todos los sumandos de (1.3) anterior estdn en Py pues
. Uk @ijalfty 2i;) = vi(dija) + ave(ts) — cvp(te) + vi(zi5)
>20+0—c+4 e > 0.
Ahora, si i =k y a < ¢ tenemos
‘ Uk(Prjalf C2xj) Z ek +a—c+0=2 e —c> 0,
Notemos que x | ¢ija ¥ por lo tanto ve(Piju) = er. Ademds wvi(sg;) = 0,
para todo j pues {Sx1,-..,Ska, } €8 una base para Fp,. Por otro lado vk (sg;) =

vk (2r5), por la condicién v;(s;; — z;;) > 0y la desigualdad estricta del tridngulo.
Parai =k y a > c, tcnemos

vi(Prjaly “zxj) = a —c > 0.
Afirmacion. Las condiciones {sx1,..., sk, } base de Fp, y vi(si; — zi5) > 0
implican que zg (Pi), - . ., 2xa (Pr) forman una base de Fp /K. En cfecto,
Si suponcmos (u¢ eso no ocurre, entonces existe una combmacmn lineal no
. . d, . . . .
trivial 355k, ajzi; = O con a; € Op,. Si consideramos ahora la siguiente
. .. . d, - .
combinacién lincal 3755, a;(si; — 2x5), ésta pertence a P por la desigualdad
estricta del tridngulo, por lo tanto es igual a cero en Fp,, 3 entonces tenemos

una combinacién lineal no trivial igual a cero de las s,¢, lu cual no puede
ocurrir, pues éstas eran una base.
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" Combinando esto con (1.3) tenemos lo siguiente

dy
Z bric(Pr) - ze;(Pe) =0

i=1

sobre K. Esto es una contradiccién pues 21 (Pi), - - -y Zra, (Px) forman una base
de Fp, /K, por la afirmacién anterior. a

Este resultado serd usado varias veces mais adelante y posee un corolario
importantc.

Corolario 1.4.4. En un campo de funciones F/K, cualquier elemnento 0 3
z € F tiene solo un numero finito de ceros y polos.

Dermostracion. Si z es constante, entonces no tiene ceros ni polos. Si z cs
trascendente sobre K, el mimero de ceros estd acotado superiormente por
[F : K(z)] por la proposicién anterior. El mismo argumento muestra que z~!
tiene sélo un nimero finito de ceros. O

1.5 Divisores

El campo K de un campo de funciones es una extensién finita de KX por el
corolario 1.2.12 y F puede ser visto como campo de funciones sobre K. De
manera que la siguiente suposiciéon no es critica para la teoria.

De ahora en adelante, F/K denotard un campo de funcioncs algebraicas
en una variable tal que K es todo el catnpo de constantes de F/K.

Definicién 1.5.1. El grupo abeliano libre generado por los lugares de F/K
es denotado por Dy, lo llamaremos el grupo de divisores de F/K.

Los clementos de Dy son llamados divisores de F/K. En otras palabras
podemos decir que un divisor es una suma formal del tipo

D= E npl? con np € Z, casi todo np = 0.
PePp

El soporte de D estd definido por
supp D := {P € Pr | np # 0}

" Un divisor de la forma D = P con P € Pr scrd llamado un divisor primo. Dos
divisores D = 3Y_npP y D' = 3 n/, P se suman entrada por entrada:

D+ D = Z (np +np)P
PeP
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Para“ Q' € IP’r > >an1’ € Dy definimos vgo(D) := ng, por lo que
suppD = {P E_Pp l ’Up(D) ;é 0} ¥y D=3 pesuppn vr(D)P.

Introduc:mos un orden parcxal en Dp de la siguiente forma

D1 < D2 P vp(Dl) < vp(D2) para todo P € Pr

: ,Un dwxsor D > 0 es llamado positivo. El grado de un divisor estd definido por
' deg D := Z vp(D)deg PP
PePy

yesto da. un homomorfismo deg : D — Z. Por el corolario 1.4.4 todo elemento
no cero z € F sélo tiene un niimero finito de polos y ceros en Py, de manera
que. la siguiente definicién tiene sentido.

Definicién 1.5.2. Sea 0 # = € F' y denotemos por Z (respectivamente N) el
“conjunto de ceros (polos) de = en Pr. Definimos

@)o := 3 vnlz)P
Pez
como el divisor cero del elemento z. De manera aniloga definimos

(@)oo := D (—vp(x)) P

PeN

como €l djviéoi‘ polo’de z y el divisor principal de z cstd dado por
(z) := (z)o — (T)co-
Claramente (z)o = 0, (Z)oo = 0 y los elementos 0 # r € F que son
constantes estdin caracterizados por
reK & (z) =0
Definicién 1.5.3. El conjunto
Pr:={(z)|0F#z € F}

es llamado el grupo de divisores principales de F/K. Este es un subgrupo
de Dp, pues por la caracterizacion hecha de estos divisores, si 0 # =,y € F,
tenemos (zy) = () + (y). De manera que tiene sentido hablar del grupo
cociente Picp := Dg /P lamado el grupo de Picard. Para un divisor D € Dp,
su clasc en Picr la denotaremos por [D]. Decimos que dos divisores D, D'
son cquivalentes D ~ D' si [D] = [D'], es decir, si D = D' 4+ () para algin
0 # z € F. Es ficil verificar que ésta es una relacion de equivalencia.
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. . La siguiente definicién desempeiia un papel fundamental en. la teoria de
campos de funciones algebraicas.

Definicién 1.5.4. Para un divisor .4 € Dy definimos

L(A):={xe F|(z) = —-A}u {0}

Esta definicidn tiene la siguiente interpretacidn, si

A=D"nPi=- D> mQ;

i=1 =1
con n; > 0, my; > 0, entonces L£(A) consiste de elementos z € F tales que

1. x tiene ceros de orden > mjen Qj, para j=1,...,s y

2. z puedo tener polos tinicamente en los lugares /2, ..., P, con el orden
del polo en P; acotado por n;(z = 1,...,7).

Observacién 1.5.5. Sca A € Dr. Entonces
1. z € L(A) < vp(z) = —vp(A) para todo P € Pr.
2. L(A) # {0} <= ecxiste un divisor A’ > 0 tal que A’ ~ A.

La demostraciéon de estas afirmaciones se sigue inmediatamente de las defini-
ciones. :

Lema 1.5.6. Seca A € Dgr. Entonces
1. L{A) es un K-espacio vectorial.

2. Si A’ es un divisor cquivalente a A entonces L£(A) = L(A") como K-
espacios vectoriales.

Demostracion. Scan z,y € L£(A) y a« € K. Entonces para todo P € Pp,
tenemos vp(z+y) = min{vp(x), vp(y)} = —~vp(A), porlo que z-+y € £(A4). Se
tiene az € L(A) por la observacion anterior y por el hecho de que si a € K\ {0}
entonces vp(a) = 0; ol caso a = 0 es trivial. Veamos la segunda parte del
lema. Por hipétesis tenemos que existe 0 # z € F' tal que A = A’ + (2).
Definamos ¢ : £L(A) — F dada por a2 + xz. Esta funcion cs K-lincal y su
imagen esta contenida en £(') claramente. De la misma manera, si ahora
definimos la funcién ¢’ : L(A’') - F tal que x — xz~!, ésta es K-lineal, su
imagen esti contenida en £(A4) v ademads es inversa de ¢. Por lo tanto ¢ ¢s un
isomorfismo entre £(A) y L£(). =]
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Los siguientes dos lcmah son 1mportant(_s p(u'a cl. ulterlor (les.\rrollo de la
teoria. - v ;

Lema’1.5.7:

'. 1:(0) = K
2. SiA<0 entonces L(A) —,{0}

Demostracwn (1) Tenemos que para todo z € K\{0}, el divisor (z) = 0, por
lo que ' K < L(O) Reciprocamente si 0 3% z € £(0) entonces (z) = 0. Esto
quiere decir que = no tiene ningun polo y por lo tanto z € K.

(2) Ahora supongamos que existe un elemento 0 # = € £(A4). Entonces

(z) = —A > 0 y cl elemento z tendria un cero pero ningin polo, lo cual es
imposible. a

Lema 1.5.8. Sean A, B divisores de F/K con A < B. Entonces tenemos
L(A) C L(B), por lo que tiene sentido el cociente L(B)/L(A) y ademds

dim(L(B)/L(A)) < degB — degA.

Demostracion. L(A) € L(B) es trivial. Para probar la otra afirmaciéon del
lema supongamos que B = A+ P (podemos hacerlo sin pérdida de generalidad,
el caso general se demuestra ficilmente por induccion). Escojamos t € F tal
que vp(t) = vp(B) = vp(A) + 1. Si x € L£L(B) tenemos vp(z) = —vp(B) =
—vp(t), de manera que xt € Op y tenemos un mapeo K-lineal ¢ : L(B) — Fp,
dado por z — (xt)(P). Ahora, x estd en el micleo de ¥ si y sélo si vp(2t) > 0,
es decir, vp(zr) = —vp(A). De mancra que Ker(y) = L(A) y entonces ¥
induce una aplicacién K-lineal bien definida de L£(B)/L(A) en Fy. Por lo
tanto

dim(L(B)/L(A)) < dim Fp. = degB — deg A

(]
Proposicién 1.5.9. Para todo divisor A € Dyp cl espacio L(A) tiene di-
mension finita sobre IC. Mads precisamente, si A = A, — A_ con divisores

positivos Ay y A_, entonces
dimL(A) <degA; +1

Demostracién. Dado que L£(A4) C L(A,), es suficiente demostrar que
dimL(Ay) <deg Ay +1

Para esto notemos que el lema anterior nos dice que dim(L(A4))/L£(0)) <
deg A, y dado que £(0) = K comno se demostré anteriormente en el lema 1.5.7,
la ditn(L(A+)) = dim(L(AL)/L£(0)) + 1 la demostracién estd concluida. a
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v'lvjtieﬁ'nicio’r_i_ 1.5.10. Para A € D, el entero dim A := dim £(A) es liamado la
‘dimensién del divisor A.

El teorema que a continuacién se enuncia establece que todo elemento
0 £ x € F ticne tantos ceros como polos, contados adecuadamente.

Teorema 1.5.11. Todo divisor principal tiene grado cero. Mds precisamente,
seax € F\K y (x)o (T)eo €l divisor cero y polo respectivamente de x. Entonces

deg(z)o = deg(T)oo = [F : K(z)]
Demostracidn. Sea n = [F : K(z)] y sea

r

Bi= (@) = > —vn(x)P;

=1

donde Pl, ..., Pr son los polos de z. Entonces

deg B = zu,’. (z™VNdeg P. < [F: K(z)]=n

i=1

por la proposiciéon 1.4.3 ; mostraremos que n < deg B. Escojamos una base
Uy, .. un de F/K(x) y un divisor C > 0 tal que (v;) > —C parai=1,...,n.
Tenemos entonces

dim(IB+C) > n(l+1) paratodol!l >0

lo cual se sigue inmediatamente del hecho de ziu; € LB+ C) para 0 < i <
[, 1 < j < n (notemos que estos clementos son linealmente independientes
sobre K puesto que u,,...,u, son linecalmente independientes sobre K (z)).
Definamos ¢ = deg C y tenemos n(l+ 1) < dim(lB + C) < ldeg B +c+ 1 por
la proposicién 1.5.9. Por lo tanto

{degB—n)>2n—-—c—1

para toda { € N. El lado derecho de la desigualdad anterior es independiente
de I, por lo que esta desigualdad sélo es posible cuando deg B > n Hemos
demostrado que deg (T)oo = [F : K(x)]. Como (x)o = (7)o, concluimos que
deg (z)o = deg (7Yoo = [F : K(z™1)] = {F : K(z)]- O

Una parte importante para el desarrollo de la teoria es el siguiente corolario.

Corolario 1.5.12. 1. Sean A, &' € Dy divisores lales que A ~ A'. En-
tonces dim A = dim A’ y deg A = deg A’.
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2. Si degA < 0 entonces dimA = 0.

8. Para un divisor A de grado cero, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes: S ] :

(a) A es principal
(b) dimA > 1
{c) dimA =1

‘Demostracion. (1) Se sigue inmediatamente del lema 1.5.6 y el teorema 1.5.11.

(2) Supongamos dim A > 0. Por la observacién 1.5.5 existe un divisor
A’ ~ A con A > 0, entonces deg A = deg A' > 0.

(3) (a) = (b) Si A = (x) es principal entonces z=! € £(A), de manera
que dim A > 1. (b) = (c¢) Supongamos ahora que dimA4 > 1 y deg A = 0.
Entonces A ~ A’ con algiin A’ > 0. Las condiciones A’ > 0 y deg A’ = 0,
implican A’ = 0, por lo tanto dim A’ = dim A = dim0 = 1 por el lema 1.5.7.
(c) = (a) Supongamos que dimA =1y degA = 0. Tomemos 0 # z € L(A),
entonces (z) + A > 0. Como deg((z) + A) = 0 se sigue que (2) + A = 0, por
lo tanto A = —(z) = (27!) es principal. ]

Ejemplo 1.5.13. Consideremos de nueva cuenta el campo de funciones ra-
cionales F = K(z) con K un campo cualquicra. Para 0 < z € K(z) tenemos
z = af(xz)/g(z) con a € K, f(r), g(x) € K[z] mbnicos y primos relativos.
Sean ahora . s
(@) =[] r@)™, g9(z) = ] as(=)™

i=1 Gl
las descomposiciones en polinomios mdnicos irreducibles de f(x) y g(z). En-
tonces el divisor principal de z en Dg(x) corresponde a

(z) = Z P — anij + (deg g — deg f)Poo
i=1 =1

donde P, respectivamente Q; son los lugares de p;(z) y ¢;(x). De manera que
en un campo de funciones arbitrario, los divisores principales son los sustitutos
para la descomposicién en polinomios irreducibles que ocurre en el campo de
funciones racional.

La siguiente proposicién es fundamental en la definicién del género de un
campo de funciones algebraicas.

Proposicién 1.5.14. Eriste una constante v € Z tal que, para todos los
divisores A\ € Dy ocurre lo siguiente:

deg A —dimA < v
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1.5 . DIVISORES

‘Déirio‘sih"‘ac,ién.}El énfasis en esta proposicién es que v sélo depende del campo
de funciones"F/ K. Para empezar, notemos lo siguicnte

Ay < Az = deg Ay — dim A, < deg A, — dim A,, (1.4)

“por el lema 1.5.8. Tomamos un elemento z € F\IK y consideremos el divisor

"B := (T)eo- Al igual que en la prueba del teorema 1.5.11 existe un divisor
C = 0 tal que dim(IB + C) = (I + 1)deg B para todo I = 0. Por otra
parte, dim(lB + C) < dim(IB) + deg C por el lema 1.5.8. Combinando estas
desigualdades obtenemos

dim(IB) = (Il + 1)deg B — deg C = deg(IB) + ([F : K(z)] — deg C)

Por lo tanto
deg(IB) — dim(lB) < v para toda! >0 (1.5)

con algin v € Z. Queremos mostrar que 1.5 se cumple cuando sustituimos en
lugar de IB cualquier divisor A € Dp.

Afirmacion. Dado un divisor 4, existen divisores A4, D y un entero ! > 0 tal
que A< A, Ay, ~Dy D<IB.

Esta afirmacion es facil de verificar: Sean A, > A tal que A, > 0. Entonces

dim(IB — A,) = dim(lB) — deg A,
> deg(IB) — v — deg A,
>0

para ! suficientemente grande. Entonces existe un elemento 0 # z € L(IB —
A,). Definiendo D := A4, — (2) obtenemos 4y ~ Dy D < A, — (A, - IB) =
{B como queriamos. Si ahora usamos esta afirmacién la proposicién si sigue
ficilmente:

A

deg A —dim A < deg Ay — dim A,
deg D — dim D
deg(IB) — dim(IB)
~

- Que cs justamente lo que deseibamos demostrar. a

INIA I

Ahora con la proposiciéon anterior la siguiente definicién tiene sentido.
Definicién 1.5.15. El género g de F/K estd definido por

g = mix{degA — dimA + 1| A € Dp}
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Observacién 1.5.16. El género g de un campo de funciones és. un entero
no negativo. - Esto es ficil de ver, simplemente en la definicidén de género
sustituyamos A = 0 y entonces deg(0) — dim(0) + 1 = 0. Por lo tanto g > 0.

Teorema 1.5.17 (Teorema de Riemann). Sea F/K un campo de funciones
de género g. '

1. Para todo divisor A € Dy,

dim A >degA+1-—~g

2. Eziste un entero c, que depende de F/K, tal que
dimA=degA+1—-g
siempre que deg A > c.

Demostracion. La primera afirmacion es justamente la definicién del género.
Escojamos ahora un divisor Ag con g = deg Ag — dim Ag + 1 y definamos
c:= deg Ag + g. Si deg A = c entonces

dim(A — Ap) 2 deg(A-Ap)+1—g>c—degdg+1—g=1

"Por lo tanto existe un elemento 0 # z € £(A — Ap). Consideremos cl divisor

A’ i= A + (2) el cual es > Ap. Tenemos entonces

deg A — dim A = deg A’ — dimn A (1.6)
> deg Ap — dim A
=g—1
Por lo tanto dim A < deg A+ 1 — g. [}

Ejemplo 1.5.18. Vamos a mostrar, con los tcoremas anteriormente desarro-
llados, que el campo de funciones racional K (x)/I, tiene género cero. De-
notemos por P, el polo divisor de . Consideremos para r > 0, el espacio
vectorial L(rFP). Desde luego, los elementos 1,x,...,z" estin en L(rPy),
por lo tanto

T+ 1<dim(rPs) =deg(rPo)+1—-—9g=r+1—g

g = 0 por la observacién 1.5.16 por lo tanto tenemos la afirmacion.

para 7 suficientemente grande. Por lo tanto, g < 0, pero ya sabiamos que




Capitulo 2

El teorema de Riemann-Roch

En este seccion F/K denotard un campo de funciones de género g.

2.1 EIl espacio de adeles

Definicién 2.1.1. Para A € Dp, i(A) :=dim A - deg A+ g — 1 es llamado el
indice de especialidad de A.

El teorema de Riemann establece que i(A4) es un entero no negativo y que
ademds i(A) = 0 si deg A cs suficientemente grande. Es este capitulo daremos
una interpretacién de #(A) como la dimensién de ciertos espacios vectoriales.
Con ecste fin vamos a introducir la siguiente definicién.

Definicién 2.1.2. Un adel de F/K es un mapeo « : Pr — F de manera que
P +— ap y ap € Op para casi toda’ I € Pr. Por lo que podemos pensar a un
adel como un elemento del producto directo HPEPF F vy por lo tanto usaremos
la notacién a = (ap)pep,-

El siguiente conjunto
Ap = {a| acs un adel de F/K}

es llamado el espacio de adeles de F/K y tiene estructura de F-espacio vecto-
rial de manera natural. Diremos que el adel principal de un clemento z € F es
el adel cuyas componentes son todas iguales a z; cste elemento cs, en efecto, un
adel pucs dado z € F, éste tiene a lo mids un mimero finito de polos. Esto nos
da una forma de encajar F <« Ap. Las valuaciones vp de F/K se extienden
de manera natural a Ap definiendo vp(a) := vp(ap). Por definicién de adel,
vp(a) 2 0 para casi toda P € Py
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7 .Ap |vp(a) > ‘—'ur:(vA) para toda P € Pgr}
El cual cs un ,Ii’-‘:'s'{x‘besvéaci'd de Ap.
Teorema 2.1‘;4; Para todo divisor A € Dy el indice de especialidad es
- i(A) = dim(Ap/(Ar(A) + F)).
Demostracion. La demostraciéon de este tecorema es bastante larga. Daremos
la idea de la prueba y referimos a [Sti} para la demostracién completa. La
demostracién consiste cn varios pasos:
(1) Sean A}, A, € Dy A, < Ay, entonces Ap(A4,) C Ap(A,) y ademads
dim(Apr(A2)/ Ar(A))) = deg Az — deg A, (2.1)
(2) Sean A,, A; € Dg, con A, < A, como antes
dim ((Ar(A2) + F)/(Ar(4) + F)) =
= (deg Az - dim A3) — (deg A, — dim A,) (2.2)
(3) Si B esx n divisor tal que dim B = deg B + 1 — g cntonces

Ap = Ap(B)+ F (2.3)
_,Una vez,q hcmos probado estos pasos, consideramos un divisor arbitrario
A. Por el teorema de Riemann, existe un divisor A; > A tal que dim A,
deg A, + 1 = g; por (2.3), Ar = Ap(A1) + F y por (2.2), tenemos

dim(Ar/Ar(A) + F) = dim((Ap(A) + F)/(Ar(A) + F))
= (deg Ay — dim A1) — (deg A — dim A)
=(g—1)+dimA — deg A = i(A).

Corolario 2.1.5. g = dim (Ar/(Ar(0) + F)).
Demostracidn. 1(0) = dim(0) — deg(0) +g-1=1—-0+9g —~1=g. ]

A continuacién introducimos ¢l concepto de diferencial de Weil, que nos
lleva a una segunda interpretacion para el indice de especialidad de un divisor.
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) cié Un diferencial de Weil de F/K cs una aplicacién K -lineal
w' . Ap =K que;se hace cero en Ap(A) + F para algin divisor A € Dp.
Llamareimo

: .Qp {w | w es un diferencial de Weil de F/I(}

fel modulo de dlferencnalcs de F/K. Si A € Dp sca
' 2r(A) 1= {w € N2r | w se hace cero en Ap(A) + F}

R themos que 25 tiene estructura de K-espacio vectorial de mancera natural.
A ’continuaciéon damos otra interpretacién del indice de especialidad.

Lema 2.1.7. Para todo A € Dy se cumple que dim $2;-(A) = i(A).

" Demostracion. $2;(A) es de mancra natural isomorfo a las formas linecales
sobre Ap/(Ap(A)+ F). Dado que Ap/(Ap(A)+ F) tiene dimensién i(A), por
el teorema 2.1.4, el lema se sigue inmediatamente. O

A continuacion vamos a definir el producto de elementos de F con diferen-
ciales.

Definicién 2.1.8. Para z € F y w € 2f definimos zw : Ap — K por
(zw)(a) := w(ze).

Es de rutina verificar que zw es un diferencial de Weil de F/K. De hecho,
si w se anula en Ap(A)+ F entonces zw se anula en A (A4 () + F. Entonces
la definicién anterior le da claramente a §2 una estructura de espacio vectorial
sobre F'.

Los siguientes proposicién y lema, son resultados téenicos importantes para
la demostracion del teorema de Riemann-Roch.

Proposicion 2.1.9. 2r e¢s un espacio vectorial de dimension uno sobre F.

Demostracion. Sea 0 # w, € 2. Debemos demostrar que para todo we € 25
existe z € F tal que wp = zw;. Supongamos que w. # 0. Sean Ay, A2 € Dp
tales que wy € 21-(A)) y ws € 2r(A,). Consideremos ahora un divisor B de
grado suficientemente grande tal que

dim(A, + B) =deg(Ai+B)+1~g

para i = 1, 2. Esto, desde luego es posible por el teorema de Riemann. Consi-
deremos ahora las siguientes aplicaciones lineales: ¢; 1 £(4; + B) — 2.(-B)
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‘ 'UP(Il) + UP(B) > _"UP(A )
Al'sumar las dos desigualdades -obtenemos '
vp(az;) = vp(a) + vp(z:) = —vp(A:)

porlo tanto el diferencial z,w € 2p(—B). Mads ain, las funciones ¢; son
inycctivas. Si 0 # x € ker ¢;, tenemos que (1/z)« es un adel para toda
« € Ar. Al evaluar en este adel obtenemos para toda « € Ap

zwi((1/z) @) := wi(z (1/7) @) = wi(a) = 0

es decir, w; es idénticamente cero, lo cual es una conf.radlccmn Por lo tanto
x = 0. Afirmamos ahora lo siguiente:

Afirmacion. Para el divisor B se cumple lo siguiente
S (L(A1 + B)) Nga(L(Az + B)) # 0

Empccamos con un hecho bastante conocido de ilgebra ]meal k—’Ul,Uz
son dos subespacios de un espacio vectorial V' de dimensién finita) entom.es

: dim(Uy NUs) 2 dim Uy + dim U, — dimV (‘2 4)
Déﬁynamois _cntbnces U; := ¢:(L(A; + B)) € 2(—B). Como
e dimQe(= B)—z( B) = dim(—~B) — deg(—B) + g — 1
=degB+g—1

(notemos que aqul usamos el hecho de que podemos considerar a B > 0 y por
o tanto dzm( —B) = 0). Llegamos entonces a lo siguiente

dim U, + dimnU, — dim 2p(—B)
,-—deg(A|+B)+1 —g+deg(Azs+BY+1—g—(degB+g—1)
=deg B + (deg A, + deg Az + 3(1 — g))
el termmo entre paréntesis es independiente de 3, de manera que
) dim U, + dim U, — dim §2;:(—B) > 0

si el grado de B es suficientemente grande. Por (2.4) tenemos que UyNU, # 0,
lo que prueba la afirmaciéon. Usando la afirmacién, la prueba de esta propo-
sicién es inmediata: escojamos x € L(A + B) v 2y € L(As + B) tales que
Wy = Tawe # 0. Entonces wp = ()75 ' )w) como queriamos. [}
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Otro obJetxvo es asocxarle un divisor a todo diferencial de Weil w, ;é 0. Para
esto con51deremos el siguiente conjunto de divisores.

IVI(w) :={A € Dr|w scanulaen Ap(A)+ F}
El siguiente lema nos permitird definir la nocién de divisor canénico.

Lema 2.1.10. Sea 0 # w € 2. Entonces existe un tnico divisor W € M (w)
tal que A < W para todo A € M (w).

Demostracion. Por el teorema de Riemann existe ¢ constante tal que para todo
A € Dr tal que deg A = c se tiene i(4) = 0. Como dim{Ar/(Ar(A) + F)) =
i{A) por el teorema 2.1.4, tenemos que degA < ¢ para todo A € M(w).
De manera que podemos escoger un divisor W € AM(w) de grade mdximo.
Supongamos que W no cumple la conclusién del lema; entonces existe un
divisor Ag € M (w) con Ag £ W, es decir, vg(4g) > ve(W) para algiin Q € Pp.
Afirmamos ahora que W +Q € M (w) lo cual contradice la maximalidad de W,
Para demostrar esta afirmacion, consideremos un adel @ = (ap) € Ap (W +Q).
Podemos cscribir a o« = o’ + «” donde

o = 4 P si P#Q
27 %o siP=Q

W {0 siP£Q
’ ag siP=Q
Entonces o/ € Ap(W) y o € Ar(Ao), por lo que w(a) = w(a') + w(a”) = 0.

De manera que w se anula en Ap(W + Q) + F y la afirmacién estd probada.
La unicidad de W es ahora inmediata. [m]

El lema anterior nos permite definir lo siguiente.

Definicién 2.1.11. 1. El divisor (w) de un diferencial de Weil w # 0 es el
tinico divisor de F/K que satisface

(a) w se anula en Ap((w)) + F.
(b) Si w se hace cero en Ap(A) + F entonces A < (w).
2. Para 0 # w € 2p y P € Pr definimos vp(w) = vp((w)).

3. Un lugar P se dice que es un cero (polo) de w si vp(w) > 0 (respectiva-
mente si vp(w) < 0. Se dice que w es regular en P si vp(w) > 0y se dice
que w cs regular (u holomorfo) si es regular en todo P € Pg.
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dim 20(0) =g -
Hasta el momento tcnemos est.as mterpretacxones del mdlce de especmhzacxon
Proposxcxoh 2 1.13.° R ]

B Para 0 # T e Fyoe Qr tenemos (rw) = (z)+ (w)

2. Cualeaquzera dos dzmsores canonzca.s de F/ K son equivalentes.

: v’—Demostraczon 81 w se anul ; n .Ap(A) + F entonces Tw se anula en Ap(A +
(z)) -+ F, por lo que o

) < (zw)
ASlmxsmo (:z:w) + ( = (w), si combinamos estas desigualdades

obtenemos ;

" Lo cual demuestra (1) El mcnso (2) és una consecuencia de (1) y de la propo-
sicién 2.1.9: rmeen

Una simple pero importante consecuencia es que los divisores candnicos de
F/K forman una sola clase [W] en el grupo de clases de divisores Cr.. A esta
clase se'le llama‘la clase canénica de F/K.

Teorema 2.1.14. Sea A un divisor arbitrario y W = (w) un divisor candnico
de F/K. Entonces la funcidn p: L(W — A) = Qp(A) tal que x — 2w es un
isomorfismo de K-espacios vectoriales.

Demostracion. Siz € L(1V — A) tenemos
(Tw) = (@) + (W) = —(W - )+ W = A

spor’lo.tanto xw € Qpr(4). Porlo que jr manda L(W — A) en Qp(A). Claramen-
te st es I(-lineal e inyectiva. Para demostrar la suprayectividad consideremos
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Suni éllfcrénclal wl “"Por.la proposicién. 2.1.9, wy. = xw para algin
E4 e F' Pero tenemos‘ que : ..

<l (:1;)'+ ‘V (:v) + (w) (a:w) = () = A,

de mancra que (:z:)z —-(VV — A4), por lo tanto © € L(W — Ay y w; = u(x).
Hemos probado que dim Qr(A) = dim (W — A) y por otra parte ya sabiamos
que dim Qp(A) = i(A), por lo tanto i(A) = dim (W — A). ]

Todos estos resultados los hemos desarrollado para obtener el Teorema de
Riemann-Roch, que es por mucho el tcorema mas importante en la teoria de

campos de funciones algebraicas.

Teorema 2.1.15 (Teorema de Riemann-Roch). Sea W & Dr un divisor
candnico de F/K. Entonces para todo divisor A € Dy se cumple

dimA =degA+1—g+dim (W — A)

Demostracmn Este resultado cs inmediato del teorema anterior y de'la defi-
mcmn de z(A) . . e .0

Corolario 2.1.16. Para un div

0T cano’mcoW,l.encmos
”:/‘.('lim.PV =g
Demostracio‘ﬁ. Si:h ‘por el £eorema de Ricmann-Roc’h-’-tc}ervlemosv
' 1= dim0'=deg 0+ - g + dim(W — 0)

Entonces dim W= g. Ahora, si A = W obtenemos

Y g dimW = degW + 1 — g+ dim(W — W) = degW +2 — g
~por-lo tanto deg W = 2g — 2. [m}
vTeorema 2.1.17. Si A es un divisor de F/K de grado > 2g — 1, entonces

dimA=degA+1—yg
Demostracion. Tenemos que dimm A = deg A + 1 — g + dim(¥V — 4), con W

un divisor candnico. Como degA > 29 — 1 v deglV = 2¢g — 2, se tiene
deg (1V — A) < 0. Por ¢l lema 1.5.7 dim(}V — A) = 0. a
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2.2 - Consecuencias del Teorema de Riemann-
Roch

Como algunos de los resultados que provienen de este immportante teorema,
citaremos dos tcoremas.

Teorema 2.2.1 (Teorema de aproximacion fuerte). Sea S & Pr un sub-
conjunto propio de Pr y Py,..., P, € S. Supongamos ademds que estdn dados
Ziye--rTr € F yny,...n, € Z. Entonces criste un elemento x € I tal que

vp (T — x) = n; (i=1,...,7), y vp(x)=0
para todo P € S\{,..., P}.
Demostracién. Consideremos el adel o = (ap)pep, tal que
{:1:,- SiP=P,i=1,...,r
ap 1=
0 _en otro caso
Eséojaihos un 1ligar Qe Pp\S Para m € N suficientemente grande tenemos

g i’(n} + 1)P.~) + F

Coim=t

Cde=an (e
por los teoremas 2.1.17 y 2.1.4. Entonces cxiste un elemento z € F tal que
z—a € Ap(mQ - 3, (n:i + 1)7;). Esto quiere decir

vp(z.— :z:,) >n; parati=1,...,7. (2.5)
up(z) 20 SiPe S\{P,...,P)}. (2.6)

Escogemos ahora ¥;,...,¥yr € F tales que vp,(y;) = n;. De la misma manera
construimos y € F tal que

vp(y—w)>n; parai=1_...,7r. (2.7)
vp(y) 20 Si P e S\{P,...,P}. (2.8)
Entonces tenemos, para i =1,...,r,
vp (y) = vp,((y — wi) + y:) = ny (2.9)
Por (2.8) y la desigualdad estricta del triingulo. Si definimos z = y + z

tenemos

B vp(r—z) =wvply+(z—x))=n (i=1,...,7)

por (2.9). Para P € S\{P,..., P}, sc tiene vp(z) = vp(y + 2) > 0 se cumple
_por (2.6) y (2.8) )
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Teorema 2.2.2. (Teorema de Clifford). Para todo divisor A con’0- <
deg A < 2g — 2 se tiene lo siguienie

1
dimA<1+ idch
Demostracion. Revisar [Bri]. (m]

Ahora vamos a revisar los elementos z € F que tiene sélo un polo.

Proposiciéon 2.2.3. Sea P € Pr. FEntonces, para todo n > 2g, ezxiste un
elemento x € F cuyo polo divisor (€)oo = nP.

Demostracion. Por ¢l teorema 2.1.17, sabemos que dim((n — 1)P) = (n —
degP +1— gy dim(nl’) = ndegP + 1 — g. Por lo tanto £L({n — 1)P) €
L(nP). Cualquier clemento z € L(nP)\L((n — 1)P) ticne polo divisor nP,
pues vp(z) = —n, pero vp(x) < —n+ 1, por lo que vp(z) = —n y vg(z) =0

si Q # P.

La siguiente proposicion caracteriza por completo al campo de funciones
racional.

Proposicién 2.2.4. Para un campo de funciones F[K las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. . F/K es racional
2. F/K tiene género 0 y existe un divisor A € Dg con deg A = 1.

Demostracion. (1) = (2) Mostrado cn el ejemplo 1.5.18.

(2) = (1) Sea g = 0y degA = 1. Como deg A > 2g — 1, tenemos que
dimA =degA+1—- g =2, por el teorema 2.1.17. Por lo tanto A ~ A’ para
algiin A’ > 0. Dado que dim A’ = 2 existe un clemento z € L(A')\ K, tal que
() # 0y (z) + A’ > 0. Como A’ = 0y degA’ = 1, esto es posible sélo si
A" = (z)eo, el polo divisor de z. Entonces

[F: K(z)] = deg(z)oo = deg A’ =1

por el teorema 1.5.11. [}

2.3 Componentes locales de los diferenciales

En la seccién anterior consideramos el encaje diagonal F' «— Ar el cual manda
a cada clemento x# € F al correspondiente adel principal. Ahora vamos a
introducir, dado un lugar P € Py, otro cncaje 1p @ F — Ay,
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Definicién 2.3.1. Sea P € Pg.

+.-1. Para cada z € F seca tp(z) € Ap ¢l adel cuya P-ésima componente es
© - .y todas las demas 0

2. Para un diferencial de Weil w € Q definimos su componente local wp :
F — K por
wp(z) 1= w(tp(z))
.. .De manera que wp es una funcién K-lineal. Tenemos la siguiente proposi-
cién.

Proposicién 2.3.2. Seanw € Qf y o = (ap) € Ap. Entonces wp(ap) #0 a
lo mds para un nimero finito de lugarcs P y ademds

w(a) = z wp(ap)

: ) PePy
“En particular,
SO . 0= > wp(1)
: PePy
‘Derﬁbsirdciéﬁ. Podemos suponer que w # 0 y sca W := (w) el divisor de w.

‘Entonces_hay un conjunto finito S € P tal que
’ o "Up("V) =0 y vp(ap) =0 paratodo P ¢ S

N ;C,on:struy'ambslahora el adel 8 = (Bp) dado por:

P SiP¢S
P~%0 sipes

:,‘Entoricga's B e Ar(W)y a =8+ > pes tr(apr), de manera que w(B) =0 y

ademids
w(e) = ZWP(CYP)
pes
Para P ¢ S, tp(ap) € Ap(W) y por lo tanto wp(ap) = 0. 0

La siguiente proposicion nos muestra que cada diferencial de Weil estd de-
terminado de forma tinica por sus componentes locales.

Proposicién 2.3.3.
1. Sea w # 0 un diferencial de Weil de F/K y P € Pr. Entonces
vp(w) = mdz{r € Z |wp(x) =0 pare todo x € F con vp(x) > -r}

En particular, wp # 0.
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2. Siw,w €Qp ywp =wp para algin P € Pr entonces w = w'.

- Dernostracién. - Por definicién vp(w) = vp(IV) donde W es el divisor candnico

_de w.-Sea'ahora s := vp(w). Si z € F con vp(z) = —s tenemos que tp(z) €
Apr(W), por lo tanto wp(z) = w(tp(x)) = 0. Supongamos ahora que wp(z) =0
para’ cualquier z € F con vp(z) = —s — 1. Sca ahora a = (ag)gerr €

Ap(W + P). Entonces

o= (a — Lp(ozp)) * er(ap)

con ¢ — Lp(ap) e .Ap(ﬂ’) y uP(ap) > - 1 dc modo que

Plar)) Fwplar) =0

Por lo tanto w se anula en AF(W + P), una.contradiccion a la definicién
de W. Para (2) si wp = w entonces (w — w')p = 0, por lo tanto w = w' por
). o

2.4 Campos de funciones y curvas no singula-
res

Empezaremos esta seccion recordando algunos conceptos sobre anillos de De-
dekind y geometria algebraica.

Definicién 2.4.1. Sean (A, m4), (B, mp) anillos locales contenidos en un cam-
po I, decimos que B domina a Asi AC BymgnN.d=m,.

A continuacién citamos un resultado que nos serd bastante 1itil.

Teorema 2.4.2. Sea A un dominio noetheriano local de dimensién uno, con
ideal rndzimo m. Enlonces las siguientes condiciones son equivalentes

1. A es un anillo de valuacion discreta.

2. A es enteramente cerrado (todo elemento de su campo de cocientes que
es entero sobre A, pertenece a A).

3. A es un anillo regqular local (dim A = dim(m/m?)).
4. m es un ideal principal.
Dermostracidn. Ver [A-M)] O

Definicién 2.4.3. Un dominio de Dedekind es un dominio noctheriano ente-
ramente cerrado de dimensién uno.
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Teorema 2.4.4. La cerradura entera (esto es, los clementos de la extension
que son enteros sobre el dominio) de un dominio de Dedekind en una extension
finita de campos de su campo de cocicnites es de nucvo un dominio de Dedekind.
 Demostracidén. Ver [Zar] o [Lor]. O

Vamos a suponer ahora que nuestro campo base K es algebraicamente
cerrado y quercmos establecer una conexién entre curvas no singulares con los
campos de funciones F de grado de trascendencia uno sobre & (que llamaremos
también campo de dimensién uno) y los anillos de valuacién discreta de F/R.
Si P es un punto sobre una curva no singular Y, entonces su anillo local O
es un anillo regular de dimensién uno (ver [Har]) y por lo tanto un anillo de
valuacidn discreta. Su campo de cocientes F cs el campo de funciones de la
variedad YV y dado que K C Op, s un anillo de valuacion discreta de F/R.
De esta mancra los anillos locales de Y definen un subconjunto del conjunto
C# de todos los anillos de valuacién discreta de F/K. Esto es precisamente lo
que motiva la definiciéon de una curva abstracta no singular. Antes de dar la
definicién concreta, revisemos algunos resultados previos.

Lema 2.4.5. Sea Y una variedad casi-proyective (un abicrto no vacio de una

variedad proyectiva), sean P, Q € YV y supongamos que Og € Op como suba-
‘nillos de K(Y). Entonces P = Q.

Dernostracion. Podemos en primera instancia encajar a Y en un espacio pro-
yectivo lo suficientemente grande P". Ahora consideramos la cerradura de )’
en ese espacio proycectivo. Podemos suponer, después de un cambio adecuado
de coordenadas, que ni P ni Q se encuentran en cl hiperplano Hy definido por
g = 0. Entonces P, Q € YN (P* — Hy) y esta variedad es afin, de manera que
podemos suponer desde el principio que Y es afin. Denotemos por 1 el anillo
coordenado afin de Y. Entonces existen ideales miximos m, n € A tales que
Op = Am Yy Og = An. Si Og € Op debe ocurrir m € n. Pero m e¢s un ideal
maximo y entonces m = n. Por lo tanto P = Q. m}

Lema 2.4.6. Sea F un campo de funciones de dimensidn uno sobre K y sea
x € F. Entonces {R € Cr|x ¢ R} es un conyunto finito.

Demostracion. Esta es una simple reformulacion del hecho de que todo cle-
mento x € F ticne sdlo un nitmero finito de polos, sin embargo vamos a probar
este lema pues necesitamos una construccion en particular.

Dado que R es un anillo de valuacion = ¢ R si v sélo si /o = y € my.
Vamos a mostrar que el conjunto {2 € Cp | ¥y € my} es finito. Siy e I
no existe ningiin R que cumpla esa condicion, por lo tanto supongamos que
y ¢ K. Consideremos ahora el anillo Ky}, dado que I es algebraicamente
cerrado v y trascendente sobre K, Ky] es un anillo de polinomios: mas an.
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“dado que F es finitamente gencrado y de grado de trascendencia uno sobre K,
cl campo F es una extension finita de K (y). Denotemos por B la cerradura
entera de K[y] en F. Entonces B es un dominio de Dedckind y también una
K-dlgebra finitamente generada. Ahorasi ¥ € R para algin anillo de valuacién
discreta R de F/K entonces K[y] € R y puesto que R es enteramente cerrado
en F debe ocurrir también que 3 € R. Scan = mp M B. Entonces n es un
ideal mdximo de B y es dominado por R. Por otra parte, tenemos que 3,
es también un anillo de valuacién discreta de F/K y entonces B, = R por la
maximalidad de los anillos de valuacién discreta. Si ademds y € mp, entonces
y € n. Por otra parte, B es el anillo de coordenadas de alguna variedad afin ¥
(ver Hartshorne). Dado que B es un dominio de Dedekind Y tiene dimensién
uno y e¢s no singular. Pero si y € n entonces ¥y como funcién regular sobre Y
se hace cero en ¢l punto de Y correspondiente a n. Como ¥ # 0 se hace cero
s6lo en un mimero finito de puntos; éstos cstdn en correspondencia 1-1 con los
ideales maximos de B y R = B, cstd determinado por cl ideal méaximo n. Por
lo tanto, ¥ € mp sélo para un nimero finito de R € Cp. a

Corolario 2.4.7. Cualquier anillo de valuacién discreta de F/K es isomorfo
al anillo local de un punto sobre una curva no singular afin.

Demostracién. Dado R, tomemos y € R\ K, la construccién usada en la de-
mostracion del tecorema anterior nos da esa curva. a

Podemos ahora introducir el concepto de curva abstracta no singular.

Definicién 2.4.8. Una curva abstracta no singular es un conjunto abierto
U C Cy, donde F es un campo de funciones de dimensién uno sobre K, con
la siguiente topologia: tomarcmos como cerrados los subconjuntos finitos de
todo el espacio, el total y el vacio. -~

Después de esta definicién no es tan claro que Cp sea una variedad al-
gebraica, de mancra que vamos a agrandar nuestra categoria de variedades,
afiadiendo las curvas abstractas. En este contexto, dado U C Cr definimos su
anillo de funciones regulares O(U) = NpeyRp. Un clemento f € O(U), define
una funcién de U en K, dada por Rp + f (mmod P); notemos que R/mp es
isomorfo a K para cualquicr R € Cr.

Definicién 2.4.9. Un morfismo ¢ : X — Y entre curvas abstractas o varieda-
des es una aplicaciéon continua tal que para cada abierto V C ¥ y cada funcién
regular f : V — K, la composicién f o ¢ es una funcién regular sobre ¢~1(V).

Puede parecernos poco natural el haber agrandado nuestra categoria de
variedades, sin embargo, veremos que todo curva casi-proyectiva es isomorfa a
una curva abstracta y viceversa. En particular, veremos que Cp es isomorfa a
una curva proyectiva no singular.
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Teorema 2.4.10. Toda curva no singular casi-proyecltiva es isomorfa a una
curva abstracta no singular.

Demostracion. Sea F el campo de funciones de V. Entonces cada anillo local
O de un punto P € Y es un anillo de valuacién discreta de F/K. Ademas
por uno de los lemas que hemos probado tenemos que distintos puntos dan
lugar a diferentes subanillos de /. Sca U C Cr cl conjunto de anillos locales
de Y y sea ¢ : YV — U la aplicacidn biyectiva dada por ¢(?) = Op. Debemos
mostrar que U es un abicrto en Cp y para esto es suficiente probar que U
conticne un abierto no vacio. Podemos suponer ahora que Y es afin, con
anillo de coordenas A, K es finitamente generado como K-dlgebra y F oes el
campo de cocientes de A, U es el conjunto de todas las localizaciones de A y
sus ideales miaximos. Dado que estos anillos locales son anillos de valuacion
discreta, U consiste en todos todos los anillos de valuacion discreta de F/K
que contienen a 4. Sean ahora x,,...,z, un conjunto de gencradores de A
sobre /. Entonces A C Rp si y solo si para toda 4, ©; € Rp. De csta
manera U = (U, donde U; = {P € Cr | z; € Rpr}. Por uno de los teoremas
anteriores {P € Cr | x; ¢ Rp} es un conjunto finito, por lo tanto cada U;
y por lo tanto también U es abierto. Entonces ¢l conjunto U es una curva
. abstracta no singular. Para revisar que ¢ es un isomorfismo, necesitamos ver
que las funciones regulares en cualquier abierto, son las mismas. Pero esto se
sigue de la defincién de funciones regulares sobre U y el hecho de que para
cualquier abierto V' C VY, se tiene O(V') = MpevOpy. ]

Vamos a enunciar ahora un resultado sobre la extensiéon de morfismos de
curvas a variedades proyectivas.

Proposicién 2.4.11. Sea A" una curva abstracta no singular, sea P € X, Y
una variedad proyectiva y sea ¢ : X — P — Y un morfismo. Entonces existe
un nico morfismo ¢ : X — Y que extiende a ¢.

Demostracion. Ver [Har] O
Veamos ahora el resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.4.12. Sea F un campo de funciones de dirnension uno sobre .
FEntonces la curva abstracta no singular Cp es isomorfa a una curva proyectiva
no singular.

Demostracion. Tomemos P € Cp un punto, entonces existe una curva afin 17
y un punto @ 3 V' tal que Rp = Og (revisar [Har]). Se sigue entonces que ¢l
campo de funciones de V7 es F v ademds V' oes isomorfo a un abierto de Cp.
Hemos mostrado que todo punto 2 € Cp tiene una vecindad isomorfa a una
variedad afin.
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Como Cf es casi-compacta, podemos cubrirla con un nidmero finito de
subconjuntos abiertos U;, cada uno de los cuales es isomorfo a una variedad
afin V. Encajemos a V; en A" como un subconjunto abicrto de P™ y sea Y}
la cerradura de V; en P*. Entonces Y; es una variedad proyectiva y tenemos
un morfismo ¢; : U; — Y; cl cual es un isomorfismo de U; sobre su imagen.

Por cl lema anterior, podemos encontrar un morfismo ¢; : Cp — Y; que
extiende a ¢;. Sea ahora J]Y; el producto directo de las variedades proyectivas
Y;. Entonces Y] es también una variedad proyectiva. Sca ¢ : Cp — [ ¥ la
aplicacién diagonal, es decir, ¢(P) = [ $(P) y sca Y la cerradura de la imagen.
Entonces Y es una variedad proyectiva y ¢ : Cpr — Y es un morfismo cuya
imagen es densa en Y (se sigue que Y es una curva). Debemos mostrar que ¢
cs iso. Para cualquier punto P € Cy., tenemos que P € U; para alguna 2, csto
nos da un diagrama conmutativo

Cpr—2—y
s L )—!

de morfismos dominantes, donde 7 es la proyeccién en el factor i-ésimo, de
manera que tenemos una inclusion de anillos locales

Op. 1)y, = Doy — Opc

Los anillos de los extremos son isomorfos y por lo tanto el de enmedio también
lo es. Hemos visto entonces que para cualquier P € Cp la aplicacion ¢p
Oupyy — Opcp €s un isomorfismo: Tomemos ahora @ cualquier punto de Y.
Entonces Og es dominado por algiin anillo de valuacién discreta R de F/K
(tomemos por ejemplo la localizaciéon de la cerradura entera de Qg en el ideal
maximo). Sin embargo, R = Rp para algin P € Cp y ademis Ogyp) = Ry por
el teorema 6.4 debemos tener Q = ¢(FP). Esto muestra que ¢ es suprayectiva,
ademds ¢ es claramente inyectiva pues a distintos puntos de Cg corresponden
disitintos anillos de valuacién de F. Entonces ¢ es un morfismo biyectivo de
Cp en Y tal que para cada punto P € Cp, sc tiene ¢p es un isomorfismo y
por lo tanto ¢ ¢s un isomorfismo. a

De esta manera tenemos los siguientes corolarios.
Corolario 2.4.13. Toda curva abstracta no singular es isomorfa a una cur-

va casi-proyectiva. Teda curva casi-proyectiva no singular es isomorfa a un
abierto de una curva proyectiva no singular.
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Corolario 2.4.14.. Toda curve es birracionalmente equivalente a un curva

" proyectiva no singular.

Demostracion. Después de los resultados anteriores esto es inmediato, pues si
Y es una curva con campo de funciones F', entonces Y es birracionalmente
equivalente con Cr la cual es no singular y proyectiva. ]

Finalmente terminamos con un resultado muy importante que resume todos
los anteriores.

Corolario 2.4.15. Las tres siguientes categorias son equivalentes:
1. Curvas proyectivas no singulares y morfismos (lqminantcs.
2. Curvas casi-proyeclivas y aplicaciones racionales dominantes.
4. Carmnpos de funciones de dimension uno sobre K y K-hommomorfismos.

Demostracion. Tenemos un funtor evidente de 1 a 2. Tenemos también el
funtor ¥ — K(Y) de 2 a 3, el cual induce una equivalencia de categorias.
Para finalizar necesitamos un funtor de 3 a 1.

A un campo de funciones F' le asociamos la curva Cpg, 1a cual por el teorema
anterior es una curva proycctiva no singular. Si /1 — F, es un homornorfisino,
entonces como 2 == 3 tenemnos una aplicacién racional entre esas curvas. Esto
puede ser representado mediante un morfismo ¢ : U — Cg,, donde U C Cy,,.
Por cl teorema auterior ¢ sc¢ extiende a un morfismo ¢ : Cp, — Cp,. Si
F3 — Fp — F; son dos homomorfismos, sc siguc de la unicidad del teorema
anterior los morfismos Cy — C; — Cy y C, — Cj3 son compatibles. Por lo
tanto X — Cgk es un funtor de 3 a 1 que es claramente inverso al funtor
1 — 2 — 3 de manera que tenemos la equivalencia entre estas categorias. O

Podemos estudiar mds en general la teoria de campos de funciones y su
relacién con las curvas algebraicas a través de la teoria de esquemas. Los
esquemas proporcionan un marco satisfactorio para la teoria de campos de
funciones. Los esquemas podemos pensarlos como parejas (X, Ox), que con-
sisten de un espacio topoldgico X con una gavilla de anillos Oy tal que, para
cada punto de X existe una vecindad U junto con la restriccion Opy de la
gavilla Oy a U es isomorfa a un esquema afin (X = Spec(O)). Para una
descripcién mads precisa de estas ideas, recomendamos consultar {Neu].




Capitulo 3

Extensiones de campos de
funciones

3.1 Extensiones algebraicas

En este seccion se discutirdn algunos conceptos vitales para la teoria como
son la extension algebraica de campos de funciones, la extension de lugares,
indices de ramificacién y la igualdad fundamental 3 e; f; = n.

Definicién 3.1.1.

1. Un campo de funciones algebraicas F'/K’ cs una extension de F/K si
F'/F es una extensién algebraica y I € K.

2. La extensién algebraica F'/K' de F/K es llamada extensién de campos
constante si F’/ = FK', el campo compuesto de F y K.

3. La extensién algebraica F'/K' de F/K es lamada extension finita si
[F': F] < oo.

Uno puede considerar también extensiones arbitrarias de campos de fun-
ciones (no necesariamente algebraicas), sin embargo, nos restringiremos inica-
mente a cxtensiones algebraicas por ser las mas importantes. A continuacién
damos un lema importante.

Lema 3.1.2. Sea F'/K' unae extension algebraica de F/K . Entonces se tiene
lo siguiente:

1. K'/K es algebraicay FNK' = K.

2. F'/K' es una extension finita de F/K sty solo si [K': K] < oc.
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8. Sea F, := FK'. Entonces Fl/I\" es una ectension constante de campos
dc funczones de FIK y F'/K' es una extension finita de [/ K'.

Demostracwn. Las parte 3 del lema es clara. Para 1, notemos que el grado de
trascendencia de F' sobre K es gr F//K = gr F'/F + gr F/KK =0+ 1, por lo
que gr F'/K = gr F'/K' + gr K'/K =1+ 0 y entonces '/ es algebraica.
Finalinentesi z € Fy z € K’ entonces x es algebraico sobre K, pertencece a F'y
dado que K = K, tenemos la afirmacién. Para verificar 2 supongamos primero
que F'/K' es una extension finita de F/K. Entonces podemos considerar a
F' como un campo de funciones sobre K, doude A’ es todo el campo de
constantes de F’. Por el corolario 1.2.12 concluimos que [K' : K] < co. Por el
contrario supongamos ahora que [K' : K] < oco. Tomemos x € F\K. Entonces

F'/K'(x) es una extensién de campos finita (pues @ es trascendente sobre K')
v ademas

) [K'(z) : K(z)] < {K': K] < oc
Por lo tanto
[F': K(z)] = [F' : K'(2)][K'(z) : K(2)] < o0
Dado que K(x) € F € F’ tenemos [F': F] < co. ]

Definicién 3.1.3. Sca F'/K' una extensién algebraica de F/K. Un lugar
P’ € Pr se dice que yace sobre P € Pp si P C P'. También sc dice que P’

es una extension de P o que P yace bajo P’ y escribimos para denotar esta
situacion P’ | P.

Lema 3.1.4. Para todo P' € Pg, tal que Op C O se tiene FN Opr 7% F.
Demostracién. En particular, veremos que
Op Cc O])' = 0Op=FNOp (31)

Claramente FF N Op: es un subanillo de F con Op C F M Op. Entonces
FNQOp = Op o biecn FNOp: = F por la maximalidad de Op. Supongamos
que FNOp = F, es decir, F € Op. Tomemos un elemento =z € F'\Op-.
Puesto que F’/F es algebraica, existe una ecuacién

2"zt b izt =0 (3.2)
con c, € F. Tenemos vp (2") = nvp(z) < 0 pues z ¢ Op, por lo tanto
v (2") < vpr(eiz') parai=0,...,n—1
‘Pues supusimos que F C Opr. La designaldad estricta del tridngulo nos indica
vp(2® 4 cpa 2"+ - s ez + @) = nwp(2) # vp(0)

Esta contradiccion a (3.1) demuestra (3.2). O
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Proposicion 3.1.5. Sea F'/K' una extension algebraica de FfK. Sea P € P
(resp. P' € Pp) y sea Op C F (resp. Op € F’) y denotemos la valuacion

correspondiente por vp (resp. vpr). Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

1. P'| P.
2. Op C Op.

8. Erziste un entero e > 1 tal que vp/(22) = evp(x) para todo z € F.

Mds aiin, si P’ l P entonces
: P=PnNnF

P;)r esta razén P es llamado la restriccidn de P' a F.

Demostracién. 1 = 2. Supongamos que P’ | P, pero que Op € Op:. Entonces
existe una u € F tal que vp(u) = 0 y vpr(u) < 0. Como P € P’ se debe
tener que vp(u) = 0. Escojamos t € F con vp(t) = 1, centonces £t € P y
T := v (t) > 0. De mancra que

vp(u't) = rvp(u) +vp(t) = 1,

vpr(u't) = rvpi(u) +vp(t) £ —r +r =0

Esto quiere decir que w't € P\P’, una contradiccién a P C P'.

2 = 1. Supongamos ahora que Op C Opr. Sea y € P entonces y~ ! ¢ Op
por la proposicién 1.2.2, por lo tanto y~! € Op por (3.1). Al aplicar otra vez
la proposicién 1.2.2 concluimos que (y~!)~! = y € P/, por lo tanto P C P'.
2 = 3. Sea u € F un elemento tal qué vp(u) = 0, entonces u,u~! € Op C Op,
por lo que vp/(u) = 0. Tomemos t € F con vp(t) = 1 y sca ¢ = vpr(t). Como
P C P tencmos que ¢ > 1. Sea 0 # x € F y vp(x) = r € Z. Entonces
vp(xzt~") = 0 y tenemos entonces

vp(z) = vp(xt™7) +vp (L7) = 0+ rup (1) = evp(x)
3=>2S8ix€ Op = vp(x) > 0= ve(r) = coplx) > 0=z € Op. Hemos
probado la equivalencia entre las tres afirmaciones y que ademis Op = OprNF
si P’ | P y la afirmacién P = P’ N F es ahora trivial por la afirmacién 3. O
Una consccuencia de esta proposicion es que existe un encaje candnico
del campo de clases residuales Fp = Op/P en el campo de clases residuales

Fpi = Op: /P’ dado por

z(P)— z(P') parax e Op
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DeﬁnlcuSn 3 1 6. Sea. F'/I(' una extension algebraica de F/K y sea P’ € Pp
fun lugar de: F’/I\ que yace sobre P e Pp.

1B entero e(P’ | P) = ¢ con vpr(x) = cvp(x) para todo z € F es lamado

o el indice de ramificacién de P’ sobre P. Decimos que P’ | P es ramificada
sie(P'| P) > 1y P'| P es no ramificada si e(P' | P) = 1.

2. f(P'| P) :=[Fp. : Fp] es llamado el grado relativo de P’ sobre P.

Notemos que f(P' | P) puede ser finito o infinito, sin embargo, el indice de
ramificaciéon es siempre un natural.

Proposicién 3.1.7. Sea F'/K' una eztension algebraica de F/K y P' un
lugar de F'/K' que yace sobre P € Pp. Entonces
1. f(P'| P)<oo <= [F':F]<oo.
8. 8i F"/K" es una extension algebraica de F'/K' y P" es una extension
de P' entonces
ST P PY = o | PYYe(P | P,
FACH l P)=f(P"| PYf(P'| P).
Demostmcwn 'Consxderemos los cncaJes naturales K C Fp C Fp.y K C
K' C Fp donde [Fp : K] < ooy [Fp 1 K'] < oo. Se sigue que

[F,,. Fpl < oo <= [K': K] <oco.

‘Notemos que la idltima condicién es equivalente a [F’ : F] < oo por el lema
3.1.2. - La afirmacién sobre los indices de ramificacidn es inmediata de las
definiciones y f(P" | Py = f(P" | P")f(P' | P) sc siguc de las inclusiones
Fp C Flh C Fla. =
Proposicién 3.1.8. Sea F'/K' una extension algebraica de F/K.

1. Para cualquier lugar P’ € Py cxiste exactamente un lugar P € Pr tal
que P' | P el cuales P = FnNP.

2. Rectprocamente para cada P € Py lugar de F existe al menos uno y a lo
mds un nimero finito de lugares P' € Py~ ertensiones de P.

Demostracion. La demostraciéon se basa en la siguiente afirmacion
existe algin z € F, z 3 0 con vpi(z) # 0. (3.3)

Supongamos que csto es falso. Tomemos t € F' con vpr (L) > 0, dado que F'/F
es algebraica existe una ccuacién

Ct" e " et =0
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‘conc; € F, co'# 0. Por hipétesis vp{co) = 0 y v (cit?) = vpi(c) + v (t) > 0
para i = 1,...,7n, lo cual contradice la cdesigualdad cstricta del triiingulo.
Definamos ahora OQ := Op N F y P := P'N F. Por (3.3) es evidente que O cs
un anillo de valuacién de F/K y P es su ideal correspondiente. La unicidad
es trivial.

Supongamos ahora que tenemos un lugar P de F/K. Tomemos x € F\N
cuyo unico cero sea PP (lo cual es posible por la proposicién 2.2.3).

Para
P’ € Pr afirmamos que

P | P <= vp(z) >0

Como z tiene sélo un niero finito de ceros en F'/K’' la parte 2 es una
consccuencia inmediata de la afirmacién anterior. Ahora, si P’ | P entonces
vpi () = e(P' | Pyvp(x) > 0. Reciprocamente si v (x) > 0 sea Q cl lugar de
F/K que yace bajo P'; entonces vo(z) > 0, por lo tanto Q = P, pues P cra
el tinico cero de = en F/K. jm}

La proposicién anterior nos permite-definir un homomorfismo de Dg ¢n
D .

Definicién 3.1.9. Sea F’/K' una extensidén algebraica de F/K. Para un lugar
P € Pr definimos su conorma (con respecto a F'/F) de la siguiente manera

Conpyp(P) =Y  e(P' | P)P

PP

Esta conorma puede extenderse a un homomorfismo de Dp en D de la
~siguiente manera:

Con,::/p(z nplP) = Z npConpy(P)

La conorma se¢ comporta bien en torres de campos. Si F € F' € F” una
consecuencia inmediata de las férmulas para el indice de ramificacién es

Conpnyp(A) = Conpeyp(Corpyp(A))

Para todo A € Ap. Una propiedad interesante de la conorma es que manda
divisores principales en divisores principales.

Proposicion 3.1.10. Sca F'/K' una extension algebraica del camnpo de funcio-
nes F/K. Para cualquier 0 £« € F, scan {(2)§, ()5, ()7 y respectivamente

sean (2)§, ()Y, (). los ceros, polos y divisor principal de x € Dy y en
Dp. Entonces

C'on,.-:/,:((g:)(';') = ()", Conpgp(()) = (). Congp(()F) = ().
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Demostraczon De la definicién: de le\Sor punc1pal tenemos lo siguiente

v(:z:)r'-v'= Z vpr(:z)P' Z Zc(P'lP)u,)(:r)P’

P'EP PEP PP

= Z vp(z)Conpp(P) = Coni-‘;/F( Z vp(x) P)

PEPF PPy
=C F
= Conpyr((z)7)-
Si consideramos ahora sélo la parte posxtlva o ncgatwa del divisor principal,
obtcnemos el resultado para esos casos. ]

Esta proposicién nos dice que la conorma induce un homomorfismo entre

los grupos de Picard Congiyp :Picyp — Picp. Ahora veremos un lema que nos
serd bastante itil.

Lema 3.1.11. Sea K'/K una extensién finita de camnpos y sea x lrascendente
sobre IX. Entonces

K () : K ()] = [K' 2 K]

Demostracion. Podemos suponer que K’ = K («) para algin elemento o« € K’.
Tenemos claramente que [K'(z) : K(z)] < [K' : K] pues K'(z) = K(z)(a).
Para verificar la otra desigualdad, debemos probar que el polinomio irreducible
#(T) € K[T] de a permanecce irreducible sobre K (:ir). Supongamos que esto es
falso, entonces ¢(T) = g(T)Yh(T) con g(7T), h(t) € K (x)[T], ambos polinomios
moénicos y de grado menor que el grado de ¢(7T). Como ¢(a) = 0, o debe ser
raiz de alguno de los dos polinomios g(7") o £(T). Supongamos que es raiz de
g(T). Este polinomio es de la forma

G(T) =T + o ()T 4 -+ - + colx)
con c;(z) € K(z) y r < deg¢ y ademsds
a” + e (z)a" " 4 ce(x) =0
multiplicamos por el comiin denominador y obtenemos
gr(Z)a” + groa(B)a"™ " 4+ go(x) = 0
para polinomios g; € K{x]. Podemos suponer que no todos los g; son divisibles

por xz. Si hacemos ahora 2 = 0 obtenemnos una ecuacion no trivial para o sobre
I de grado menor que deg ¢, lo cual ¢s una contradiceion. ]
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Teorefna:3.i;’12;jz Séé F'/K' una extensidén finita de campos de F/i, P € Pr
y P, ... Py todas las exstensiones de P cn F'. Sea e; := e(P; | P) el indice de
ramificacion y' fi:= f(P; | P) el grado relativo de P; | P. Entonces

Ze,-fi =[F’ : F]
i=1

Demostracion. Consideremos, de nueva cuenta, = € F tal que 7 es su tinico
cero en F'/K con vp(x) = r > 0. Por la observacién hecha en la demostracién
de la proposicién 3.1.8 los lugares P, ..., P, son exactamente los ceros de «x
en F’. Ahora vamos a evaluar ¢l grado [F' : K (z)] de dos mancras distintas.

[F': K(z)] = [F: K'(@)][K'(z) : K{(x)] 5.4)

= (Zn? vp,(z)deg P)K' : K]

= i(eivr’(z))[l‘",. : KK : K
= TiéilF£i s Fp(Fp: K]
NS o
=
Por otra parte tenemos .

[F': K(z)] = [F': F|[F : K(z)] = [ : Flrdeg P 3.5)

Dado que P es el cero divisor de z en F/K, al comparar (3.4) y (3.5) tenemos
el resultado. Im|

Corolario 3.1.13. Sea F'/K’' una extension finita de F/K. Entonces para
cualquier divisor A € Dp,

£ ]rlc_/A

: F
deg Conpyp(A) = (K K]

Demostracion. Es suficiente probar el resultado para un divisor primo P € Pp.
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Tenemos .

PP

2 —-.de'g'(Zc(P'lp)P') SRR

.f—-z‘e(l" |'P) [Fh t K]
PP .
_ , (Fp : K-
v %G(PIP)[_K’:’——IH

= [K' : 1?] ZG(P' I P)[Fp, Fp][Fp 1(]

= (X' : K] (PZ’I;’G(P |P) f(P | P)) deg P
JqFCR)
‘ -[-I{—,.—I(—]degP

O

Para finalizar esta seccién vamos a proporcionar un criterio de irreducibili-

dad muy 1itil;. un caso particular de la siguiente proposicién es conocido como
criterio de Eisenstein.

Proposicién 3.1.14. Sea F/K un campo de funciones y sea ¥(7T") un polino-
mio

IJI(T) = a,T" + u"_]TVI—l + -+ ao
cuyos coeficientes a; € F. Supongamnos que eriste un lugar P € Pr tal que se
cumple alguna de las dos siguientes condiciones:

1. vpa,) = 0, vp(a;)) = vp(ag) > 0 para @ = 1,...,n — 1 y ademds
med(n,vp(ag)) = 1.

2. vplap,) = 0, vp(a;) =2 0, para i = 1,...,n — 1, vp(as) < O y por otra
parte med(n,vp{ag)) = 1.
Entonces ¥(T') es irreducible en F[T]. Si F' = F(y) con y una raiz del po-
linomnio ¥(T), entonces P tiene una inica extension P' € Ppg. y tenemos
e(P'|P)=ny f(P|P)=1.
Demostracidn. Sca F' una extension tal que F' = F(y) con ¢¥(y) = 0. Tencmos
que el grado de F'/F < degv(T) = n y la igualdad se da si y sélo si ¥(T) es
irreducible. Sea ' una extension de . Ya que y(y) = O tenemos

—any" =ao+ -+ a, Yyt (3.6)
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Supongamos que ocurre (1). Dado que vp(a,) = 0 y vp(a;) > O para i’ =
1,...,n —1, se tiene vp:(y) > 0 (pues si vpr(y) < 0, llegamos a nvp(y) =
(n— 1)vp:(y), lo cual no puede ser). Si denotamos por ¢.==e(P’ | P) sabemos
que’ 'UP' (ao0) = evplas) ¥y vp(ay') = cvp(e) + ivp(y) > evp(ae) para i =
1,...,n—1. Por la desigualdad estricta del tnangulo la ecuacién (3 6) implica

nup(y) = c'up(a.o)

Puesto que el med(n, vp(ag)) = 1, tenemos que n | e y por lo tauto n < e. Por
otra parte, tencmos e < [F' : F] < n, lo cual nos llevaa

n=e#[F':F‘]

Todas las demas afirmaciones de esta proposicién se siguen de esta igualdad y
la demostracién cn el caso (2) es andloga. a

3..2 Subanillos de campos de funciones

Definicién 3.2.1. Un subanillo de F/R cammpo de funciones es un anillo I?
tal que K € RC F, y R no e¢s un campo.

Una observacién inmediata de esta definicion es que si R es un subanillo
de F/K entonces K (x: R g F. Podemos encontrar dos ejemplos cldsicos que
son los siguientes:

1. B = Op para algiin P € Py.
2. R=Kix,...,zs} donde zy, ...z, € F\K.

El anillo Op cs obviamente un subanillo; para verificar que Kz, ..., x,] cs
también un subanillo, nos falta mostrar que no es campo. Para esto escojamnos
un lugar P € Pgr tal que vp(x1) = 0, ..., vp(za) = 0. Seax = x1 y d := deg P.
Dado que las clases residuales 1, x:(P),...,z%(P) € Op/P son lincalmente
dependientes sobre K podemos encontrar ayg, .. ., ay € K tales que el elemento
z = +oT + -+ agz? es no cero v ademds vp(z) > 0 (nétese que =z
es trascendente sobre K pues x € K). Entonces z € Klzy,...,xI,], pero
z V' ¢ Klzy,...,z.] pues vp(y) = 0 para cualquier y € Kz, ..., x,].
Un ejemplo mds general que 1 estid dado en la siguiente definicion.

Definicién 3.2.2. Sea @ # S & Py, definimos
O :={z € IF| vp(z) = 0 para todo P € S5}

es decir la interseccién de todos los anillos de valuacion Op con PP € S. Cual-
quicr anillo R C F que sea de la forma Qg para algun @ # S g P es llamado
anillo de holomorfia de /K.
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EXTENSIONES DE CAMPOS DE FUNCIONES
Veamos al<g‘u’nc'>sl vir.é,‘S\;llﬁaldo‘sf'inrﬁ'ediators'.
Lema 3.2.3: .. '
1. Cualquécf' ;;hilla dé valuaéidﬁ Oy es un anillo de holomorfia.
‘ a2 ;C‘ua'lquie‘r’_(mi-[lov de holomorf;’ﬁ es un subanillo de FJK.
3. Pdra cua'lqui’err" PePryo#S g P tenemos lo siguiente
OsCOp <= Pe&S
- ..; BEn consecuencia Og = Op <> S=T.

Demostracion. La demostracion de 1 es clara. (2) Unicamente debemos probar
que Og no es un campo. Sea Py € S, dado que S # Pr, podemos encontrar
por aproximacién fuerte un elemento no cero z € F, tal que

vp(2) >0 y wvp(2) >0 paratoda Pe S

Entonces z € Os, pero z7 ! ¢ Os. (3) Supongamos que P ¢ S, de nuevo, por
aproximacién fuerte podemos encontrar un elemento no cero z € F' tal que

vp(x) >0 y vgo(x) = Opara todo Q € S.

El tinico problema es cuando PU S = Pp, en cse caso tomamos £ € Og que
tenga al menos un cero en S, dado que z debe tener un polo, tenemos que
vp(z) < 0. Un clemento que satisfaga las condiciones anteriores, esta en Og,
pero no en Op. Esto quicre decir que P ¢ S implica Os € Op. Las otras
afirmaciones son claras. ]

Revisemos ahora un concepto fundamental concerniente a los subanillos de
campos de funciones.

Definicién 3.2.4. Sea R subanillo de F/K.

1. Un clemento 2z € F se dice que ¢s entero sobre R si f(z) = 0 para algiin
polinomio ménico f(X) € R[X].

2. El conjunto
‘ Bp(R):= {z € FF| z es entera sobre 2}
es llamado la cerradura entera de R en F.

3. Sea Fy C F cl campo de cocientes de . El anillo R es llamado entera-
mente cerrado si B, (R) = R, i.c. todo z € Fy que ¢s entero sobre R va
se encuentra en .
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Teorema 325 Sea Os un anillo de holambrfz’a de F/K. Entonces - °
1. Fes el campo de cocientes de Og.

2. Ogs“es enteramente 'cérrado. -

Demostracion. (1) Seaz € F no cero Por el teorema de aproximacién fuerte,
existe un elemento z' € F tal que )

vp(z) = m&\{o vp(:t“)} para todo P € S.

Claramente z € Og y. y =zT E Os, por lo que z = yz~! estd en el campo de
cocnentcs de Og. :
(2) Seaue F‘ cntero sobrc_ Os. Tomemos una relacién entera de u

"u +a"_'1u""l+--'+ao=0

con a; € Os. Debemos mostrar que vp(u) > 0 para todo P € S. Supongamos
. que esto no ocurre, asi que vp(u) < 0, para algin P € S. Como vp(a;) = 0,
tenemos .

vp(u") = nup(u) < vplau’)
para i = 1,...,n — 1. Entonces la desigualdad estricta del tridngulo nos da
. una contradiccién a la ccuacién entera. 0

Teorema 3.2.6. Sea R un subanillo de F/K y

entonces
1. @ # S(R) g Pr

2. La cerradura entera de R en F Br(R) = Os(ry. En particular Bp(R) es
un subanillo enteramente cerrado de F/K.

Demostracion. (1) Dado que R no es un campo, podemos encontrar un ideal
propio no trivial g R y por el teorema 1.2.14, existe un lugar P y un anillo
de valuacién tales Op 2 Ry P 2 [. Por lo tanto @ # S(R). Por otro lado,
consideremos un clemento T € 2 que sca trascendente sobre K. Cualquier
lugar @ que sea polo de x no pertencce a S(R).

(2) Como R C Osry ¥ Os(y es un anillo enteramente cerrado, tencmos
que Bp(R) € Og(ry. Para probar la otra inclusion, consideremos z € Ogpy.
Afirinamos que

2TV Rz7Y = R[z7Y) 3.7)
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‘Supon&amos que (3 7) es falsa, es decir 27! 2[z~!] es un ideal propio de R[z~!

por 01 temema 1.2.14 podemos encontrar un lugar Q € Pp tal que

Rz C O yzleqQ.

Sc sigue cntonces que @ € S(R) y z ¢ Og, lo cual es una contradiccion a

z.€ ‘705(,.:). Por lo tanto tencmos (3.7). De (3.7) obtenemos una relacién

1=2"! Za;(z“")i (3.8)

con'ag,...,;as € R. Si multiplicamos (3.8) por z**! obtenemos
E a;z° =i
i=0
y ésta cs una ecuacxén entera de z sobre IR. ]

Como unn consecuencm de los teoremas anteriores, tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 3.2.7. Un subanillo R de F/K que tenga como campo de cocientes

‘a Fes enteramente cerrado si y sélo si es un anillo de holomorfia.

Proposicién 3.2.8. Sea Os un anillo de holomorfia de F/KK. Entonces eziste
una correspondencia uno a uno entre S y ¢l conjunto de ideales mdzimos de
Og, dada por

P Mp:=PN0Os (para P S)
Mas ain la aplicacion ¢ : Os/Mp — Fp dada por

z+Mpr—rxz+ P

es un isomorfismo

Demostracion. Para P € S consideremos ¢l homomorfismo de anillos &

. Og — Fp definido como z — z + P. Afirmamos que este homomorfismo

es epi. Para estosea z+ P € Fp con z € Op. Por el teorema de aproximacion
fuerte, existe un z € F que satisface

vp(z — 2) > 0y vo(x) > 0 para todo Q € S\{P}

Entonces es facil ver por la condicién anterior que vp(x) = 0 y por lo ttanto
T € Os y ©(x) = z + P. El nicleo de © es Mp = PN Og, por lo tanto ¢
induce un isomorfismo ¢ : Os/Alp — Fp. Dado que Fp es un campo, el ideal
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]lf[p es un ideal maximo de Og y el teorcina de aproximacion fuerte muestra
que Mp 7% Mq. Unicamente resta probar que todo ideal maximo de Os es de
la forma P N Og con algin P € S. Sea M C Og un ideal mdximo. Por el
teorema 1.2.14 existe un lugar P € Pr con

MCPyOs COp

El lema 3.2.3 muestra que 7 € §. Como M € PNOg y M es un ideal maximo
de Og, tenemos que M = PN Og. ]

En la primera proposicién 1.2.4 vimos que @p era un dominio de ideales
principales. Se puede demostrar usando ¢l teorcma de aproximacién fuerte que
Os cs siempre un dominio de Dedekind. Los anillos de holomorfia en general
no son dominios de ideales principales, no obstante, cuando el conjunto S es
finito siguen siendo dominios de ideales principales.

Proposicién 3.2.9. 5i S C Pr es un conjunto finito no vacio de lugares de
F[/K, entonces tenemos que Og cs un dominio de ideales principales.

Demostracidn. Sea’S = {,... P} y sca I # 0 un ideal contenido en Og.
Parai=1,...,k cscojamos z; € I tal que

vp(x;) = n; < vp(u) paratodouel

Esto es posible, desde luego, porque vp,(2t) = 0 para todo u € [ y cualquier
I # 0. Por el teorema de aproximacién fuerte, podemos encontrar z; € F tal
que
vp(2i) =0 vy oup(z) >n; para j #i.

Claramente z; € Os por lo tanto el elemento & = 30, x;z; € I. Por la
desigualdad estricta del tridngulo tenemos vp(z) = n; para i = 1,..., k. El
resultado se sigue si podemos probar que 7 € zQg. Cousideremos un elemento
z € I. Definamos y = x~!z, entonces

vp(y) =vp(z) —n; >0 parai=1,...,k.

De maneraque y € Og y z = 2y € 205. a

3.3 Bases locales enteras

El objetivo de esta seccién es estudiar la cerradura entera de un subanillo de
F/K en una extension de F. Siempre vamos a considerar la situacién siguiente:
F/K es un campo de funciones con campo de constantes XK' y F C F' es una
extension finita de campos.

A continuacién daremos un resultado que se generaliza en dlgebra conmu-
tativa (ver por ejemplo [Mat]).
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Proposicién 3.3.1. Sea R un subanillo de F/K enteramente cerrado cuyo
campo de cocientes es F, i.e., R es un anillo de holomorfia de F/IK. Sea

z € F' y ¢(T) € F[T] su polinornio minimo. Entonces z es enlero sobre R si
y sdlo si ¢(T) € R[T).

Demostracion. Por definicion ¢(T") es el iinico polinomio irreducible ménico
con cocficientes en F tal que ¢(z) = 0. Si ¢(T) € R[T] entonces obviamente
z es entero sobre R. Supongamos ahora que z € F’ entero sobre /2. Tomemos
un polinomio ménico f(T) € R[T] con f(z) = 0. Como ¢(T") es ¢l polinomio
minimo de z sobre F existe otro polinomio ¥(7T°) tal que f(T) = ¢(T)yY(T).
Sea ahora F”/F' un campo de descomposicion para ¢(77) y sea R” la cerradura
entera de R en F”. Dado que todas las raices de ¢(T) son raices de f(7T), s
encuentran en R”. Los cocficientes de ¢(7T) son combinaciones polinomniales
de las raices, por las férmulas de Vieta, de manera que ¢(T) € R”[T). Pero
¢(T) € F[T)y FN R" = R pues R es enteramente cerrado, luego ¢(T) €
RIT).

Corolario 3.3.2. Con la misma notacion usada en la proposicion anterior,
considerermnos Trpyp : F' — F la traza de F' en F y sca @ € F' entero sobre
R. Entonces Trpyp(x) € R.

Demostracién. Recordaremos en primera instancia algunas propiedades de la
traza que ocuparemos mads adelante antes de probar este corolario. Supon-
gamos que tenemos una extension de campos M /L de grado n. La traza
de un clemento z € M se define como la traza de la transformacién lineal
e+ M — M, dada por p.(x) = zx. Si M /L no es scparable, la funcién traza
es idénticamente cero (ver [Mor]). Entonces podemos suponer en adelante que
la extensién es separable. Esta aplicaciéon Trayp @ Al — L es L-lineal y no cs
idénticamente cero. Podemos describir a la traza de Ia siguiente mancra: sea W
una cerradura algebraica de L. Un encaje de A/L en ¥ es un homomorfismo
de campos o : M — ¥ tal que o(a) = a para todo a € L. Dado que M/L es
separable, existen exactamente n encajes distintos oy,...,0, de AMf/L en ¥ y
para x € M tenemos

n
Tray(r) = E a;(x)
i1
Si ¢(T) =T "+ a, 1T ' +--- +ag € L[T] cs el polinomio minimo de a: sobre
L, tenemaos
Trage(z) = —sa,._y, donde s = [M : L(x)] (3.9)
La traza se comporta bien en cadenas de campos, es deeir, si L € M C H,
cntonces

Tl'"/[‘(.’lf) = T'I"\[/,A(7‘7‘”/3\,(.‘1,‘))
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De manera que (3.9) y la proposicién 3.3.1 nos dan como resultado inmediato
este corolario. [}
Proposicién 3.3.3. Sea M/L una extension finita y separable; consideremos

una base {z1,...,2z,} de M/L. Entonces existen elementos z{,...,z;, € M
dnicamente determinados tales que

) Trare(ziz}) = &
donde 6;; denota la delta de Kronecker. El conjunto {zy,..., 2} es tamnbién

una base de M/L y es llainada la base dual de {z,,...,z,} con respecto a la
traza.

Demostracion. Consideremos cl espacio dual Af* de M sobre L, c¢s decir, es
el conjunto de formas L-lineales A : A/ — L. Del dlgebra lincal sabemos que
M* ticne dimensién n sobre. Para z € M v A € M* definimos zA € M* por
(zA)(w) := A(zw). Esta definicién dota a A7* una estructura de AM-cspacio
vectorial de dimensién uno (pues dimn,(AM*) = [A : Lidima(A*)). Como
en este caso Trayyy, no es la funcién cero, cualquier A € A* ticne una tnica
representacion de la forma A = 277y, = € M. En particular, las formas
lineales \; € A" dadas por X\;j(z) = 6; (i = 1,...,n) pucden ser escritas
como A; = z;Tray con z; € M. Esto quiere decir que

Trae(zizy) = (25 Trag)(z) = Mjlz) = &,
Puesto que Ay, ..., A, son linealimente independientes sobre L, lo mismo ocurre
con z27,..., 25 y por lo tanto constituyen una base de Af/L. ]

Teorema 3.3.4. Sea R un subanillo de F/K con campo de cocientes F y
F'/F una eztensidn finita y separable de grado n. Sca IR’ la cerradura entera
de R en F'. Entonces tenemos :

1. Para cualquier base {x,,...,T,} de F'JF existen elementos a; € R\{0}
tales que a\x),...,a5%, € R'. Por lo tanto cristen bases de F'/F que
estdn contenidas en R'.

2 Si{zi,...,2,} © R es una base de F'/F y {z},...,z,} denota la base
dual con respecto a la traza, entonces

iRz.- CR C iR:;
i=1 i=1

3. 5%, ademds R es un dominio de ideales principales, entonces existe una
base {u1,...,u,} de F'/F con la propiedad
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Demostracién. (1) Debemos mostrar que, para cualquier = € F’ existe algin
clemento 0 % a € R tal que ax satisface una ccuacién entera sobre R. Dado
que F'/F es algebraica y F es el campo de c¢ocientes de R ‘existen elementos
a;,bi e Reona; #0y

heoy e . .
PRI "+---+——:z:+—=0
o a,_ : S apr o .,ao»,.
Si multlphcamos csta ecuacién por a’, donde¢ a = ‘dp@y - a;._l,'obtellemos lo
siguiente

(cm:)r + c,.._l(az)"" 4+t (a:l:) + o= 0
con ci e R, porlo tantq ax €-R'. B
) (‘2) Sea ahora {z,...,2,} una base de I"’/F tal que toda z; € R y sea

'{zl, A ,z"} la base dual. Tenemos que en particular todo z € F' puede ser
“representado en la forma

z=e1z] + -+ euz " con e.GF

i 'Sx z e R’ cntonces 2z; € R paraj=1,...,ny porel corolano 3.3.2 tenemos
“que T'reyr(zz;) € R. Por otra parte

i - . n R ‘n . 5
o TTF"/I}"(ZHZJ') = TT[:I/F (Z e,-z,-z;) = E e,-TTl.v/p(ZjZ:) = €;
: i=1 i=1
y conclmmos que ¢; € R, por lo tanto R’ € 3.7, Rz}.

3) Escojamos una base {y1,...,¥Yn} de F'/F con R € 3.7, Ry; (csto es
i=1
posible por 2). Para 1 < & € n definamos

&
Rk = R’ M E R:I/.' (310)
i=1
Deseamos construir de forma inductiva un conjunto u,, ..., u, tales que Ry =
: Z‘—x Ru;. Para k = 1 tenemos Ry, = R' N Ry,; consideremos ahora el conjunto

L ={a€ F|ay € R}

; El cual csta contemdo en R, dado que R’ € 37, Ry;. Mds atun I, s claramen-
te un ideal de R, entonces Iy = a; 2 por ser R un dominio de ideales principales.

*Si'definimos u; = a;¥, cs ficil verificar que R; = Ru,. Supongamos que para
k= 2 hemos encontrado uy, ..., ur_ tales que Re_y = Z:‘,l Ru;. Sea ahora

= {a € F'| cxisten by,...,b_y € R con
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biyy + - - + byl +ayk G R’} s

; De nueva cuenta, fx cs un idecal de R y cntot.cs IL = uLR ESCOJ&\HIOS Uy € R’
de la manera siguiente

. U = C1Yy + - F CraVk—1 + fli../:.

Con c¢y,...,¢ck—1 € R. Claramente R, 2 Z,,_l Ru,. Pma probz\r la mclusnon
"contraria sea w € R;. Escribamos 8

1u=d1y.+---+ko,¢cond-€R

Eutonces dk € Ik y por lo tanto dx = dax con d € R y

Hast:a ahora hemos probado que R’ = R, = 3_7_, Ru;. Puesto que R’ contiene
“una base dc F'/F por 1, los elementos uy, ..., un son lmealment.c m(lcpenchen-
i tes sobre F Y constituye una base de F'/F.

[}
Tenemos el siguiente corolario. _
Corolario 3.3.5. Sea F'/F una ezlensidon finita y scpafable del campo de

Sfunciones F/K y sea P € Pr un lugar de F/IK. Enloces la cerradu.ra. entera
Op deOPenF’es SRRt

=ﬂo,,,

PP
Eziste una base {u,....,un} de F'/F tal que

n
= E Opu;

i=1

Cualquier base {u,....,u,} de esta forma es llamada una base entera de O}
sobre Op (o base local cntera de F'/F para el lugar P)

Demostracion. Este corolario es claro por el teorema 3.3.4 y por ¢l tecorema
3.2.5 (notemos que tanto Op como O) son dominios de ideales principales. O

Un importante teorema sobre la existencia de bases enteras s el siguiente

Teorema 3.3.6. Sca F/KN un campo de funciones y F'/F finita y separable.

Entonces cualquier base {z,. ..., zn} dé F'/F e¢s una base entera para casi todo
Pe Py
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Demostracién. Consideremos la base dual. {‘z;.‘. teysn) de {z1....,zn}. Los
polinomios minimos de 2,.. .., 2n. 2}, ..., 2; sobre F involucran sélo un niumero

finito de coeficientes. S¢a S C Ppr el conjunto de los polos de todos estos
cocficientes. S es finito y si P ¢ S tenemos que

Zree s By E e 2 € O (3.11)

Por lo tanto

ST OpuC OS> Opzi COLCD | Opz

La primera y la tercera de estas inclusiones son obvias por (3.11); la segunda

y la cuarta son inmediatas por el teorema 3.3.4 (2). Notemos que {z;....,2,}
cs la base dual de {z}....,z;}. Por lo tanto {z....,z,} es una base entera
para todo P ¢ S. ]

3.4 Formula de Riemann-Hurwitz

Consideremos F/F' extensién finita y separable. Sca P € Pr y sca Op :=
B+ (Op) la cerradura entera de OQp en F’, al conjunto

Cpi={z € F'| Trpr(20}) € Op}

le Hamaremos el mddulo complementario sobre @p. Observemos que la traza
no cs idénticamente cero pues la extension es separable.

Prppbsicién 3.4.1.
s A Cp-esun 0’,,-mo'dula y Op C Cp.

2.-8i {z1,...,2a} es una base entera para Oy sobre Op entonces

"
Cp = E Opz] con {z],..., z,} la base dual

i=1

3. Eziste un elementot € F' que desde luego depende de P tal que Cp = 1O,
yvp(t) < 0 para todo P'} P. Sit' € F' entonces

Cp = 'O} siy sélo si vp(t') = vp(t) para todo P'| P

4. Cp = O) para casi lodo P € Py,
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,Demo.stracio‘n Es un O ,-modulo porquc si tomamos ¢ € Op v = € Cp en-
totices Trpr(2a0p) C: Trp:/r(zO,,) C Op. Conmdcremoq ahora z € Cp
como {z,,...,z"} es una base"de F'/F existen z,,...,T, € F tales que
z = 3.\ ,xiz{, como z € Cp yz1,-..,2n € Op cntonces Tr ryr(225) € Op
para 1 < j < n. Por otra parte

Trryr(zz;) = Tregre (Z :z:.-z,-‘zj)

i=1

n
= E Z"TTFI/F(Z-.ZJ‘) =z;
i=1
por las propxedades de la base dual. Porlo tantoz; € Opy z & Z,_ Opz .
Reciprocamente, sea ahora z € > 1., Opz!, u € Oh, z = 2‘_, z.z yu =:
=1 Y;i25 con Ty, y; € Op. Entonces tenemos :

TTFI/F(Z'U.) = TTF’/F‘(Z :z:,-yjz‘?zj)

ij=1

n .- . N
= >z Trer(2iz) = D my; € Op.

ig=1 i=1
Por lo tanto z € Cp. . Por 2. Cp = >y Opu; con u; € F' (base dual). Sea
z € F tal que vp(:r) Oy vp(z) > -—vp:(u,) paratodo P | Pei=1,...,n.

Entonces
vpr (zu,-) = e(P' | P)up(z) +vpr(u;) >0
para todo P' | P ¢ i = 1,...,n por lo tanto zCp C Of. Es faicil verificar
que zCp es un ideal de Op y por lo tanto #Cp = yOf para algin y € O
porque O es un DIP por la proposicién 3.3.5. Sea ahora t := z~ 'y y tenemos
entonces que Cp = tO%p, pero Op € Cp, de manera que y = 30, u;a; con
vpr(a;) = 0 y vpr(zu;) = 0. En consecuencia
vpr(zai) = 0 <= —vp(zau) <0 <= vp(r lau) <0
Por lo tanto vpr(t) < 0 para todo P’ | P. Finalmente tenemos
1O =t'0p < W 'eOpyt 't € Of
= vp(tt'") 20y v (L) >0
<= vp (L) = vp(t') para todo P' | P
Finalmente, para la iltima parte escojamos una base {z;,...,2,} de F'/F.

Por el teorema 3.3.6 {z;,...,2,} ¥ {z] ..., 2z} son bases entcras para casi toda
P € Pr. Por (2) entonces tenemos que Cp = @), para casi toda P. a
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Definicién 3.4.2. Consxderemo&. PePry, % ld cu‘radura entera de Op.en
F'. Sca Cp = tO’ cl modulo complcmcntano sobrc Op. Dcﬁmmos ahoxa. para
P'| P el exponente del diferente de P' sobre P por

LGP P) = —up (1)

Por la propos:cxon anterior esti bien definido y d(P' | P) = 0. Mas atin, se
tiene que.d(FP':. ) =.0;: para casi todo P € Ppr. De manera que podemos

definir el divisor.:
, o Dzjf(F’/F) ST STae i pyP
: LI PEPp PP
Llamado el diferente. de F"/[‘ Notemos que Diff (F'/K) es un divisor de F'

oy Diff (F!/K):2 0.

4.3.: Notemos la siguiente caracterizacion del mddulo Cp, la
cual se sigue mmedlatamentc de las definiciones.

ze Cp <=> wp(2z) = —d(P' | P) para todo P' | P.
Definicién 3. 4 4.VSca
_AF,/F _{aeAF, lap=ag siPPNF=Q' NF}

Este conJunto cs un’F’-subespacio de Ag ¥ ¢l homomorfismo traza puede
ser extendldo auna apllcacnon F-lincal de Ap/r en Ap de la siguiente manera

_(Trp:/p(a))p = Trpyr(ap) paraa € Apyp

donde P’ es cualquier lugar que yace sobre P. Notemos que apr € Opr para
casi todo P’ € Pgr. Por lo tanto Trpp(ap) € Op para casi todo P, por el
corolario 3.3.2. Notemos también que la traza de un adel principal z € F' ¢s
claramente el adel principal de T r(2). Para un divisor A’ € Dg definimos

A,:l/,.‘(A') = Apl(f\l) N .Ap'/,r.

Teorema 3.4.5. Para todo diferencial de Weil w de FJ/K existe un iinico
diferencial de Weil o' de F'/K' tal que

TTKI/K(LU,((I)) = w(T'r,.—:/p((\e)) (3.12)

pare todo o € Apyyp. Este diferencial es llamnado la cotraza de w en F'[/F y
es denotado por Cotrpp(w). Siw # 0 y (w) € Dy es el divisor candnico de
w entonces

(Cotrpp(w)) = Conpyp((w)) + Dif( F*'/F)
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Si usamos la noc¢ién dé componcntes locales de un’ (hfcrenc:lal de’ \chl l.x
ccuacion (3.12) puede ser reemplazada por’ ‘Ias 91gluenrc<: condlmoncs 1oc‘11c';
para todo P € P y todoy € F'

wp(Tre () = Tro (S win (1) S (3.13)
rp . L

La equivalencia entre (3.12) y (3.13) se siguc de la proposicién 2.3.2;:1a cual.
cstablece que w(v) es la suma de todas sus componentces locales wp('yp) para
cualquier adel v = (vp) pepp-

Para la demostracién del teorema, necesitamos plobar previamente dos
lemas importantes.

Lema 3.4.6. Para todo C' € Dy tenemos Ap = .Arv/r “+ .Ar:(C’) )

Demostracion. Sea a0 = (apl)P'epF, un adel de F’. Para todo P € Pr existe
por el teorema de aproximacién fuerte un elemento xp € F' con

vpi{ap — zp) = —vp (C') para todo P'| P

Definimos ahora 8 = (8;~) prep,, con B« = zp si P' | P. Entonces 8 € Ap
ya—p8€ Ar(C'). Dado que a = 3 + (a — 8) tenemos el lema. [m]

Lema 3.4.7. Sea M /L una extension de campos finita y separable. Sea V' un
M -espacio vectorial y j1: V — L una aplicacion L-lincal. Entonces criste un
inico homomorfisino M-lincal ¢ : V' — M tal que Trpy o pt! = pu.

Demostracién. Consideremos cl espacio de formas lineales Af* = {AN: Af — L |
A es L-lineal} como espacio vectorial sobre M con esta operacion: (zA)(w) =
Alzw) para A € M* y z,w € M. Como ya vimos, la dimensiéon de M ™ sobre M
cs uno, asi que cualquier A € A* tiene una representacién iinica de la forma

A = zTrpy con z € M. Dado un clemento » € V', definimos la aplicacién
: M — L por A\,(a) := p{av) la cual es claramente L-lincal. Por lo tanto
Ay = 2,T7rpryr con un tnico elemento z, € M y definimos f'(v) := z,. De

manera que se cumple lo siguiente

ulav) = (1 (v)Tray)(a) = Trage(ap' () (3.14)

para todo a € M y v € V; ademds p/(v) esti determinado de forma nica.
Usando esto podemos verificar fiacilmente que g/ : V7 — A es A-lineal. Si
hacemos ademis a = 1 en (3.14) obtencmos que ji = Tryyy, o g lo cual
demuestra la existencia de y' : V' — A con las propicdades deseadas.
Veamos la unicidad. Si suponemos que existe otro p° @ V' — Af tal que
Tragr o =Trayypop” y ™ # ' Entonces la imagen de g/ — ;7 ¢s todo M
por ser Af-lineal y entonces tenemos que Trap 0 (1" — *) = 0. lo cual es una
contradiccién pues la extension era separable. ]
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Demostruczon del teorema antenor En primera instancia descamos mostrar
la e‘asteucm de un’ dlferenual de Weil tal que

Triey e (W'(@)) = w(Treyr(a)
se- cumplc para todo a € Apyp. Siw = 0 simplemente definimos ' = 0.
Supongamos entonces que w # 0. Por brevededad definamos también
. ' W' = Conpp((w)) + Diff (F'/ F)
Ld. construcmon del diferencial w' la haremos en tres pasos.

1: Deﬁmmos ahora una aplicacién K-lineal w, : Apyp — IC dado por
wy ;= w o Trpeypr y que tiene las siguientes propiedades:
" (a) wi(e) = 0si o€ Apyp(W') + F".
(b) Si B' € Dy es un divisor tal que B’ £ W/, entonces existe un adel
B € Apyp(B') con w,(B) # 0.

Veamos que w; cumple (a) y (b). w; es obviamente K-lineal y w; se anula
en F' pucs w se anula en F°. Sca ahora o € Apgpr(W'). Para probar
_que w (a) = 0 necesitamos verificar finicamente que para todo P € Pr
y P’ | P se cumple

UP(TTFI/]r(ap:)) > —1)1»(&)) (3.15)
pues w se anula en Ap((w)) por definicién del divisor ((w)). Escojamos
ahora un clemento z € F con vp(x) = vp(w). Entonces

vp(zaep) = vp(x) + vp(ap) = e(P' | Plvp(w) — vp (W)

= vp (Conpp((w)) — W') = —vp (Diff (F'/F)) = —d(P' | P)
donde —d(F’ | P) denota el exponente del diferente. Pero esto impli-
ca por la observacién 3.4.3 que zap € Cp, cl médulo complementario
sobre Op y por lo tanto vp(Trr r(zap)) 2 0. Como Trep(rap) =
xzTrryrlap) y ve(z) = vp(w), la afirmacién (3.15) se cumple.

Ahora supongamos que tenemos B’ # W' esto quiere decir que exite
Py € Pr tal que

vp-(Conpr((w)) — B') < —d(P" | Pp) (3.16)

para algtin P* | Pp. Denotemos por O}, la cerradura entera de Py en
“wF' y Cp, el médulo complementario sobre Op,. Consideremos ahora el
. conjunto

Ji={z¢€ F'| vp-(2) = vp-(Conp ;1 ({w)) — B') para todo P | P}
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b3 )

‘= Por’el teorema de aproximacién fuerte tenemos que existe un clemento

1 € J que satisface v}.(Conprp((w)) — B') para todo P* | P. Tenemos
entonces que J & Cp, por la observacién 3.4.3, hecha en la definicién del
diferente. Pero por otra parte, JO},, € J y entonces

Trpyr(J) & Op, (3.17)

Escojamos ahora t € F con la propiedad de que vp,(t) = 1. Para alguna
7 2 0 se cumple t"J C O}, (esto es inmediato de la definicién de J).
Por lo tanto t™Trpyp(J) = Treyp(t™J) € Op,. Es inmediato verificar
que " Trrye(J) es un ideal de Op, y en consccuencia, t™Trp pe(J) =
t*Op, con s = 0. Al multiplicar por una potencia adecuada tenemos
Tregp(J) = t™0Op, para alguna m € Z. Por (3.17) m < —1 y por lo
tanto

f._lO[’o Cc T’I‘,.‘l/l.‘(.]) (3.18)

Ahora, por la proposicion 2.3.3 en la seccidon de componentes locales de
los diferenciales de Weil, podemos encontrar un clemento « € F con
vp(r) = —vp (W) — 1 y wp(x) #0 (3.19)

Ahora escojamos y € F tal que vy (y) = vp,(w), de manera que zy €
t~'Op,. Por (3.18) existc una =z € J tal que Trpyp(2) = xy. Considerc-
mos ahora el adel definido por

g i L0 Si P'{ Py
" s siP R

Se siguc de la definicién de J que si P’ | Py

vp(B) = —vp(y) + vpr(2)
> —vpr (Conpyp((w))) + v (Conpryp((w)) — BY)
—UPI(B,)

Por lo tanto 8 € Apyr(B'). Finalimente, hemos demostrado que wi(8) =
w(Tr e r(B)) = wp () # 0 por (3.19). Esto prucba (b).

Definamos ahora wy : Apr — K como sigue. Si o« € Ay existen adeles
Be€ Apypry v € Ap (W) tales que @ = B+ por el lema 3.4.6 Definimos

wola) := wi(5)
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Esta deﬁgif:ién no )dcpcﬁ'dc\.,(lc,,la eleccién de 8 y 7. Si « tiene dos
representaciones @ = '+ v = i + 7, con B, B € Apyr y v, 11 €
A (W') entonces :

. Eﬂl -8B =>’Y -7 € .Alrl/pﬁ.AF:(‘/V')

Por lo tanto w1 (1) —wi(B) = w(B1 — B) = 0 por el paso 1. La aplicacién
. wa cs obviamente K-lineal y por (a) y (b) del paso anterior y tiene las
siguientes propiedades

() wa(a) =0six € Ap(W') + F'

(b) Si B’ € D es un divisor con B’ £ W’ entonces existe un adel

3 € Ap(B') con wz(B) # 0.

Hemos construido, hasta este momento, una aplicacion K-lineal wg :
Ape — K que se anula en Ap (B’') + F'. No obstante, w, no es un
diferencial de I’/ K’ si K’ es estrictamente mds grande que K'; de manera
que necesitamos levantar we a una aplicaciéon K'-lineal, lo cual se hace
en este iltimo paso.

3. Por el lema 3.4.7 existe un homormorfismo K'-lincal w’ : Ap» — K’ tal que
Triyxow' = wy. Deladefinicién de w) y we, obtenemos inmediatamente
para o € Apyp

Trryx(w'(a)) = wi(a) = wi(a) = w(Trpyr(e))
Esto prueba (3.12) y sélo resta probar

(2) w'(a) = 0 para a € Ap(W') + F'.

(b) Si B' € Dy es un divisor con B’ £ W', entonces existe un adel

B € Ap(B') con w'(B) # 0.

‘Como w' es K'-lineal, la imagen de A;»(W’') + F' bajo w' es cero o
bien todo K’. Si fucra todo K’ existe un a € Ap(W') 4+ F' tal que
Triyr (W (a)) # 0 pucsto que T'ryyi @ ' — K no es idénticamente
cero. Por la construccion de w’ tenemos que wy = Triyg ow' y por lo
tanto wz = 0 lo cual es una contradiccion a (a). Por el inciso (b) del
paso anterior, existe un adel 8 € A (B’) con la propicdad wy(8) # 0y
entonces la propiedad (b) en este paso es inmediata.

De manera que hemos mostrado la existencia de un diferencial de Weil o' de
F'/K' que satisface (3.12) y cuyo divisor canénico es

(W) = W' = Congp((w)) + Diff (F'/F)
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Para’ plobar la lllll(.lddd de o', supongamos que’ c\lst,c otro diferencial w* de
F’/I que: satlsface (3:12), es declr,

Trieyi(w (@) = Triege (W' (@) = W(T1 r'/r(a))
para todo @ e .Ar'/r Si definimos 7 = w* — w' tenemos
- Tr,‘—:/,\ (m(a)) =0 paratodo @ € Apyr (3.20)

Pero 7 es un diferencial de Weil de F’/K’, por lo tanto 7 sc anula en Ap(C')
para algin divisor C' € Ap.. Por el lema 3.4.6 tenemos que Triyi(n(a)) =0
para:todo a € Ap. Esto implica que 7 =0 y por lo tanto v’ = w*.

Veamos «\.hOl‘i‘l. algunas propiedades basicas de la aplicacién cotraza w —
Cotr,.-:/p(w)

Proposxcxon 3. 4 8.
1. 8i wy, we son diferenciales de Weil de F/K yx € F, entonces
Cotryp{w + wa) = Cotrpeyp(wn) + Cotrpyr(w2)

v
Cotrp:/p(zw) = a:Cotr,.-:/,:(u:)

2. Sea F”/F' otra extensidn finita y separable. Entonces
COtTFn/F(w) = COtT,.‘n/pl (Cotrp:/,.-(w))

Para todo diferencial de Weil w de F/K.

Demostracion. Dada la unicidad del teorema 3.4.5, es suficiente por lo tanto
mostrar que

‘TTK'/K((COtTF'/r-‘(wl) + Cotrpyr(wr)) () = (wy + w2 )(Trpyr(a))

‘'se cumple para todo o @ Apyr. La demostracion de esta afirmacién es inme-
diata de la linealidad de la traza. De la misma manera podemos probar que
Cotrpr(xzw) = xCotrp - (w), asi como la afirmacién 2. (]

Corolario 3.4.9. Supongamos que tenemos una cadena de cxtensiones finitas
y separables F* C F' C F", entonces se cumnple lo siquiente.

1. Diff(F"[FY = Gonpn e (Dif(F' [ FY)+ Dif(F™ ).
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2:..d(P" | P) = e(P" | PYd(P'| P)+ d(P" | P’) i 1?" P’yP son lugares
de F", F' F respectivamente, con P C P! C P"’

Demostracidn. La afirmacion 2 cs sxmplcmcnte-una’rcformulacidn de 1, como
puede verificarse rdpidamente. De manera que s6lo vamos a.demostrar 1.
Sea w % 0 un diferencial de Weil, entonces por el teorema 3.4.5 el divisor de
Cotrpnyp(w) cs
(Cotrpnsr(w)) = Conpnip((w)) + Diff (F"/F) (3.21)
Por otra parte la proposicién 3.4 nos dice
(Cotrpu/,.-(w)) = (COtTl;'u/p: (Catr,.w/,.—(w)))
= (C()tTpu/pl(CO",FI/F((LL))) -+ Diﬂ(F’/F))
== Conpu/pr(Conp:/,.-((w)) -+ Dlﬂ(F’/F)) -+ Diﬂ‘(F"/F')
= Conprp((w)) + Conpup(Diff (F'/ F)) + Diff (F"[F') (3.22)
Si ahora comparamos (3.21) y (3.22) obtencmos 1. 0
~ Una consecuencia simple, pero muy importante es ¢l siguicnte tcorema.

Teorema 3.4.10 (Férmula de Riemann-Hurwitz). Sea F/IK un campo
de funciones de género g y F'/F una extension finita y separable. Denoternos
por K' el campo de constantes de F' y por g' su género. Entonces

F:F
[K': K]
De_mastrqéién. Tomemos w # 0 un diferencial de Weil. Entonces por el teore-
ma 3.4.5 tenemos

29" —2.= "2 (2g — 2) + deg Diff(F'/ F)

(COLTF'/F(UJ)) = CO”,:I/[.'((LAJ)) -+ DlE(F'/F)

Entonces si calculamos el grado al divisor anterior y recordamos que ¢l grado
de un divisor candnico es 2g — 2 (respectivamente 2¢g' — 2) y por el corolario
3.1.13 tenemos lo siguiente

29’ — 2 = deg Conp yr((w)) + deg Diff (F'/ F)

= [[71;—:——5\;]](2g —2) +deg Diff (F'[F)
[

Cualquier campo de funciones puede ser visto siempre como una exten-
sion de un campo de funciones racional K (). Esta férmula del género es
una herramienta poderosa que nos permite calcular el género de las diferentes
extensiones [~/ ().
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3.5 El diferente

Durante esta seccién supondremos todo el tiempo que el campo K (y por lo
tanto ') es perfecto.

El siguientce teorema nos da una relacién entre el indice de ramificacion y
el exponente del diferente.

Teorema 3.5.1 (Teorema de Dedekind del diferente). Sean P € Pr y
P' € P tales que P’ | P entonces

1. d(P'| P) =z e(P'| Py - 1.
2. d(P'| P) =e(P'| P)—1 si y sélo sie(P'| P) no es divisible por char K.
Para la demostracion de este teorema necesitarcmos de dos lemas previos.

Lema 3.5.2. Sea F1/F una extension algebraica de campos de funciones, P €
Pr y P, € Pr,, con P, | P. Consideremos o un automorfisino de Fy/F.
Entonces o(P) = {o(2) | 2 € P} es un lugar de Iy y ademnds tenemnos

1: vopy(y) = vp, (0~ (y)) para todo y € F'.
2. O'(Pl) I P.
3. e(o(P) | Py=ce(P | P)y flo(P) | P)=f(P|P)

Demostracién. Claramente 6(Op,) es un anillo de valuaciéon de Fy con o(Py)
como su ideal maximo por ser o un automorfismo. Ademds ¢l correspondiente
anillo de valuacién Oy (py = 0(Op,). Consideremos ahora t; € Fy un elemento
primo para Py, ¢s decir, P, = 1,Op,; entonces o(Py) = o(t;)o(Op,), de manera
que o(t1) es un clemento primo para o(/?)

1. Sea 0 # y € Fy y supongamos que y = o(z). Escribimos a z como
z=tuconr =vp(z)y u € Op\P y tenemos y = o(¢,)"o(u) donde
o(u) € Oyp)\a(P1) y a(ty) es un clemento primo para o(P). Por lo
tanto ve(p(¥) =1 = v (2) = v (07 (V).

2. o(P) yace sobre P pues o() 2 o(P) = P.
3. Sea z € F un elemento primo para 2. Entonces
e(a(P) | P) = vory(x) = vup, (67 (x)) = vp (z) = e(P | P).

El automorfismo o de F’/F induce un isomorfismo & de las clases resi-
_dua]es Fl,,l en Fla(,-,) dado por

6(z + ) = o(z) + ()
y & es la identidad en F}, por lo tanto f(7 | P) = f(e(P) | P).
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a

P en F'. Consideremos la clase residual k := Op/P y ki := Op,/P; D k
y.los correspondientes proyecciones en las clases residuales w : Op — k y

respectivamnente m; : Op, — k; parai=1,...,r. Entonces para cadau € Op (
la cerradura entera de Op en F') ‘ :

r

T(Trryr(u)) =D e(Pi | PYTrie(m:(u)).

i=1
Demostracidn. Ver. [Sti]. ]

Demostracion del teorema 8.5.1. (1) Denotemos nuevamente por O a la ce-
rradura entera de Op en F' y Cp el médulo complementario sobre Op. Que-
remos probar

Tr ey p(tO)) € Op (3.23)

" para todo elemento t € F' que satisfaga

up(t) =1 —e(P"| P) paratodo P'| P (3.24)

Notemos que (3.23) implica que t € Cp y la caracterizacién de Cp dada en la
observacién 3.4.3 nos dice 1 — e(P’ | P) > —d(P' | P), asi tencmos que d(P' |
P) = e(P' | P) — 1. Para probar {3.23), consideremos una cxtensién finita de
Galojs F*/F tal que F € F' C F* y escojamos n = [F' : F} automorfismos
O1,.-.,0n de F*/F cuyas restricciones a F' secan distintas. Para z € O}
tenemos

Trer(tz) =3 oi(ts) (3.25)
i=1

Fijemos ahora P* un lugar de F* que yazca sobre I? y definamos ahora P =

o Y(P*).y P/'="P; N F'. Notemos que ;(z) cs entero sobre Op, pues z € O

y por lo tanto vp-(0i(z)) = 0. Obtenemos entonces
upe(0i(tz)) = vp-(0:(t)) + vp- (0:(2))

= vp-(oi(t)) = vpp(t)
=e(P | P — (P | P))
> —e(P] | P} = —e(P* | P)

Si Lils"éxm(‘)'s" (3.25) concluimos

—e{P* | P) L vp-(Trpyr(tz)) = e(P" | PYup(Trer(t2))
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lo cual implica que ‘Up(TTrr/r‘(tZ)) = 0 y por lo tanto tenemos (3.23).
(2) Mantencmos la notdcxon del dltimo lema y por brevedad cscnbuuos
€ = e(P IP) ¥y sea’ P’ =P y e= e(P| | Py, chemo:. mostrar que’

d(P' | P) =e— 1 <=> char [\ no dl\’lde ae ~_1 I -2 26)

‘ 'Prlmero supongamos que € no es lelSlbIc por char K. Supongamos que d(P' |
P)ze Entonces existe alguna w € F; tal que . .
e (w) < —ey Trp/,-(wO,,) C Op P (3.27)

Dado que K es perfecto la extensién &k/k es scparablc v podemos cncontrar
yo € Op tal que Try, x(mi(vo)) # 0. Por el tcorema de aproximacion fuerte
-.cmste un elemento y € F' tal que, i

UP'('.'/ = ’.'/o)'> 0‘

e e
vp(y) = max{l e +vp‘(w)} p'lra <iZr (3.28)

Entonces y € Op y por el lema 3 5.3 tenemoq

vr(Trmp(y)) = e(Tn.,k(m () + Z e(P: | PYT i (mi(y))
i=2
D —c(TTL./A(m(y)) #0
Aqm usamos el hecho de que char K no divide a e y por lo tanto e # 0 en k.
Concluimos ahora que
ve(Tregr(y)) =0

Ahora escojamos x € F tal que vp(x) = 1. Entonces

. - T’I‘pl/p(z_ly) = z"‘Tr,.--/,.-(y) ¢ Op (329)
Por otro lado, z—!yw™! E'O;', pues ;
vpr(x7'lyw™t) = —e + vp (y) — vpr(w) = 0
)"‘itambiéni . ‘

: ' vp (a7 lyw™!) = —e +vp(y) — vp(w) 20

. para todo i'=2,...r, por (3.27) ¥ (3.28). Dec mancra que z7'y € wO) y
Tregr(z™'y) € Op por (3.27), lo cual contradice (3.29).

I 'Para demostrar el reciproco, supongamos ahora que char K divide a e v
tenemos que mostrar que d(P' | P) > e¢. Escojamos u € F” tal que

vp(u) = —e y vp(u) > —e, + 1 (i=2....,r). (3.30)
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Ahora denot.(.mos nuevamente on lemento ‘primo para:l2.:Para todo

z e o, tcncmos
para i=2,... ;’r:."“P

7r(Tr,.~:/r(:z:uz))’—' e(TrL,/k(w‘(zuz)) + Z e(a lP)TrL,/L(TFx(Tuz))

e i

‘= e(Trg, ju(m (zuz))) =0

Se sigue entonces que zTrpp(uz) = Trryr(zuz) € P'= :}:Op y'por 1o tanto
Treyr(uz) € Op para todo z € Op. Concluimos que u € Cp 'y que —e =
vpi (1) 2 —d(P’ | P) por (3.30) y por la observacién 3.4.3. SRR - )

- Veamos ahora algunas consecuencias del teorema de'Ded’ckind. Recorde-
mos que una extensién de lugares P’ | P se dice ramificada si e(P’ | P) >'1;
en otro caso sc dice que P’ | P es no ramificada.

Definicién 3.5.4. Sea F'/F una extension de campos de funciones y P € Pr.

1. Una extensién P’ de P en F' se dice que es mansamente (respect. sal-
vajemente ramificada) si e(P' | P) > 1 y char I no divide a ¢(' | P)
(respect. si char K divide a e(P' | P)).

2. Decimos que P es ramificado (respect. no ramificado) st existe al menos
un P’ € Pp tal que (P’ | P) es ramificada (respect. si (7' | P) cs no
ramificada para todo (P’ | P). El lugar P es mansamente ramificado en
F'/F si es ramificado en F'/F y ninguna extension de P es salvajemente
ramificada. Si al menos hay una extension es salvajemente ramificada
de P, decimos que P cs salvajemnente ramificado.

3. P s totalinente ramnificado en F'/F si existe s6lo una extensiéon P2 de P
en F'/F y el indice de ramificacion s e(F? | P) = [F': F).

4. F'/F se dice ramificada (respect. no remificada) si al menos un lugar
P € Pp es ramificado (respect. si todo PP € Pp es no ramificado).

5. F'/F se dice que es mansa si ningiin lugar P € Pr es salvajemente
ramificado en F'/F.

Corolario 3.5.5. See F'/F una extension finite y separable de campos de
JSunciones.
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4 Si P € lP’r y P’ EPiv son tales qué P' | P, entonces P’ | P es ramificada
sty solo si P’ Dzﬂ'(F’/F) Si P' | P es ramificada, entonces

d(P’ | P) = e(P' | P) — 1 4= P'| P es mansamente ramificada
d(P' | P) >e(P'| P) < P'| P es salvajemnente ramificada
2. éasz todas los lu_qares P € P son no ramificados en F'/F.
Demostracién. Este corolario es inmediato del teorema de Dedekind. a

‘Veamos ahora un resultado importante consccuencia de 1a férmula del géne-
ro de Hurwitz.

Corolario 3.5.6. Sea F'/F una eztension finita y separable de campos de
jufzciones, que tienen el mismo campo de constantes. Sea g (respect. g¢') el
género de F/K (F'/K ). Entonces

29’ —22[F :Fl2g—2)+ > > (e(P'| P) = 1) deg P

PEPe PP

La igualdqd se cumple si y sélo si F'/F es mansa.

Demostracién. Clara por los teorcmas 3.4.10 y 3.5.1. a
Otro par de corolarios inmediatos son los siguientes.

Corolario 3.5.7. Sea F'/F una estension finita y separable de campos de
funciones, que poseen el mismo campo de constantes y sea g (respect. ¢') el
género de F/K (F'/K). Entonces ¢’ = g.

Corolario 3.5.8. Sea F/K(x) una extensidn separable y finita del camnpo de
funciones racional de grado [F : K(x)] > 1 tal que K es ¢l camnpo de constantes
de F'. Entonces F/K(x) es ramificada.

Demostracién. Por la férmula de Riemann-Hurwitz tencmos
29’ — 2 = =2[F' : K(x)] + deg Diff (F'/K (x))
donde g es el género de F/K. Por lo tanto
deg Diff (F'/K(z)) 2 2([F : K(z)] - 1) >0

La afirmacién se cumple pues cualquier lugar en el soporte del diferente se
ramifica por corolario 3.5.5. O
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Teorema 3.5.9. Sea F' = F(y) una extension finita y separable de campos
de funciones, de grado [F' : F] = n. Sea P € P tal que polinomio minimo
&(T) de y sobre F' tiene coeficientes en Op, es decir, y sea entero sobre Op y
sean Py, ..., P, todas las extensiones de P en Pp.. Entonces

1.d(P, | P) < vp(#'(y)) para 1 S i <7

2. El conjunto {1,y,...,y"" '} es una base entera de F'/F en el lugar P si
y solo st d(Pi | P) = vp(¢'(y)) paral <i < 7.

Demostracién. Ver [Bril. ]

3.6 Extensiones constantes

Vamos a considerar un campo de funciones algebraicas F//K con campo de
constantes A el cual supondremos siempre que es perfecto. Pensemos en una
extension algebraica K € K’. El campo compuesto F' = FK' es un campo
de funciones sobre ' y su campo de constantes es una extension finita de
K'. Lo que no es claro en primera instancia es que K’ sea el campo pleno de
constantes de F’. Asi que empezamos csta seccién respondiendo esa pregunta.

Lema 3.6.1. Sea W 2 F un campo algebraicamente cerrado y o« € ¥ algebraico
sobre K. Entonces [K(a) : K] = [F(«): F].

Dermostracidn. La desigualdad [K (o) : K] <€ [F(«) : F] es inmediata, de
modo que sélo tenemos que probar que el polinomio minimo ¢(T) € K[T]
de « permanece irreducible en F{T]. Supongamos que no cs asi; entonces
&(T) = g(T)Yh(T) con polinomios ménicos g(T), h(T) € F[T] de grado > 1.
Cualquier raiz de g(T) y (T) en & es también una raiz de ¢(T) y por lo
tanto algebraica sobre K. Por lo tanto todos los cocficientes de g(7") y de
h(T) son algebraicos sobre I{ por las férmulas de Victa. Por otra parte, estos
coeficientes son elementos de F. Como K es algebraicamente cerrado en F,
concluimos que g(T), h(T) € K[T}, lo cual contradice la irreducibilidad de
@(T) sobre K. O

Proposicidén 3.6.2. Sea F' = FK' una ezlension constante de campos de
funciones de F (de grado finito o infinito), entonces

1. K' es todo el campo de constantes de F'.

2. Cualquier subconjunto de ' que es linealmente independiente sobre K,
permanece linalinente independiente sobre K'.

8. |F: K(x)] = [F': K'(z)] para cualquier r € F\K.
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Demostracion.’ (1) Considerecmos ‘un elemento v € F el cual es algebraico
sobre K’. Entonces cs algebraico también sobre Ky existe un nimero finito
de elementos a,..., 0, € K’ tal que vy € F(ay,-..,0,) = K{a) para algin
a € K’ (en este punto usamos el hecho de que K es perfecto). Dado que v es
algebraico sobre /i, podemos encontrar 8 € F’ con K{(«,v) = K(8). Entonces
tenemos que F(8) = F(a,v) = F(e) (pues v € Flay,...,a,) = F(a)) y por
el lemna anterior

[K(B): K] = [F(B) : F] = [F(a): F] = [1\ (a) I(] '
Esto implica que K(a) = K(8) y entonces vy €. K (oz) Cc K' (2) Sean

Yiy---,Yr € F clementos lmealmente mdependlcntee bobrc I( y consxdcremos
ahora una combinacién lineal -

Z‘ny. =0 con i (3.31)

i=1
Tomemos a.€ K’ tal que 713,... ,'y, € I((a) y escribamos

n—1

%D _eyed con ey € K, n = [K(o) : K]
De (3.31) tenemos

n— n—1
Z: (Z Cij ) Y = Z(Cij:’/i)aj (3‘32)

i=1 i=0

Con 2_'7-:; ¢ijyi € F. Puesto que [F(a) : F] = [K(«) : K] por el lema anterior,
se sigue los elementos 1, @, . .., @™~ ! son lincalimente independientes sobre F y
(3.32) implica
Ceptdin . E n—1

Zc,-,-y,-=0 para 3 =0,...,n-—1

F=0

. Dado que los elementos i, - .., ¥, son lincalimente independientes sobre K se
sigue que ¢;; = 0 y por lo tanto (3.31) es la combinacién lineal trivial. (3)
Claramente {F' : K'(z)] < [F : K(z)]. Por lo tanto sélo resta probar que
un cualesquicra clementos z,,..., 2, € F que son lincalmente independicentes
sobre K(z) permanecen linealmente independientes sobre X'(z). Supongamos
que esto no-ocurre, es decir existe una combinacion lineal no trivial

.Zfl(a‘.)’:l =0 (3.33)
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con fi(z) € K'(x), no todos cero. . Si multiplicamos todos por el comin de-
nominador, podemos suponer que todos los f,(x) € l\"[:z:] Eﬁtoncéﬁ (3.33)
establece una dependencia lineal del conjunto A = {afz; | 1 < i < s, j > 0}
sobre K’. La parte 2 de esta proposicién implica que este conjunto es lineal-
mente dependiente sobre K también; de manera que zy, ..., 2, son lincalmente
dependientes sobre K{(z), lo cual es una contradiceién. 0

El siguiente teorema resume las propicdades mds iimnportantes de las exten-
siones constantes.

Teorema 3.6.3. En una cztension algebraica constante F' = K'F de F/K se
cumple lo siguicntc. )

1. F'/F es no rarmj'cado, z.e., e(P' | P) = 1 para todo P € Pr y todo
P' € P tal que P’ | P

2. F'/K’ tzene el mzsmo ‘género que F/K.
3. Para todo dzvzsor A € Dy tenemos que deg Congryp(A) = deg A.

4. Para todo divisor A € Dp, dim Conpip(A) = dim A. Mds ain, cual-
/
quier base de L£L(A) es también una base de L(Congyr(A)).

5..8i W es un divisor candnico de F/K entonces Conpy (W) es también
un divisor candnico de F'[/K'.

. EERAEE
6. La aplicacion conorma Congrr :Picis — Picyv del grupo de clases divi-
soras .de F en el grupo de clases divisoras de F' ¢s inyectivo.

. 7. El campo de clases residuales Fy, de cualquicr lugar P' € P es el
campo compuesto FpK' de K' y del campo de clases residuales Fp, donde
P=PnNnP.

8. Si K'/K es de grado finito, cualquicr base de K'/K es una base entera
© ' de F'/F para todo P € Pp.

Demostracién. Vamos a demostrar primero (1) y (2) en ¢l caso de una exten-
sién finita y posteriormente probaremos (8). Podemos suponer que X' = K(«a)
y en este caso F' = F(a) y ¢l polinomio minimo de ¢(7T) de « sobre i per-
manece irreducible sobre F por el lema 3.6.1. Sea ahora 7 € Pr v P’ € Pp
con P'| P. El exponente del diferente d(/?' | P?) satisface que

0 <d(P' | P) < up(d ()
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Por ¢l teorema 3 5. 9 ‘Como o es separable sobre K se cumple que ¢'(a) # 0
y como ¢’(oz) € K' lmphca que vpr(¢'(a)) = 0. De manera que tenemos

‘ L d(P'|P) = vp(¢'(a)) =0 (3.34)
. Por el teorema de Dedekind, concluimos que P’ | P es no ramificada. La
férmula del género de Riemann-Hurwitz nos da

' F
29 — 2 = %T(]](zg — 2) + deg Dif f(F'/ F) (3.35)

donde g (resp. g') denota el género de F/K (resp. de F'/K'). Como K’ =
K(a) tenemos que (F': F| = [K': K]y Diff(F'/F) = 0 por (3.34) y por lo
tanto 2g' — 2 = 2¢g — 2 por (3.35) y entoces tenemos 1 y 2 en el caso de una
extensién constante finita. )

Ahora probaremos 8. En este caso podemos suponer que K’ = K{(«) y sea
ahora n = [K': K]. De (3.34) y del teorema 3.5.9, tenemos que 1, o, ..., " !
es una basc entera de F'/F para todo P € Pr. Obviamente para cualquier
otra base vy,...,7. de X'/ K

n—1

Z Opa’ = Z Opyj

i=0

de mancra que 7v,...,%, ¢s también una basc entera. De ahora en adelante
supondremos que F'/F es una extensién algebraica arbitraria.

(1) Sea P’ € P una extensién de P. Escojamos t € F' un clemento primo
primo para P’. Podemos tomar un campo intermedio K € K, € K’ tal que cl
grado de [K : K] es finito y t € F1 = FK,. Sea ahora P, = PN Fi. Entonces
vpr(t) = 1 = e(P' | P)vp (t) y por lo tanto e(P’' | P,) = 1. Por otra parte
ya hemos demostrado que e(F, | P) = 1, de manera que e(P’' | P) = (P’ |
Pe(P | P) =1

(3) Es suficiente probar el resultado para un divisor primo P € Pr. Esco-
jamos x € F tal que P sea cl tinico cero de = en F' (tal elemento existe por la
proposicién 1.6.5, de manera que el divisor cero (x){ de x € Dp tiene la forma
(x)§ = rP con r > 0. Se sigue de la proposicién 3.1.9 que

(@)§ = Conpyr((x){) = rConprypr(P)
Usamos ahora el hecho de que [F' : K'(x)] = deg ((x)f") y obtenemas

rdeg Conpy:(P) = [F' : K'(z)]
= [F: K@)
= deg((2)) = rdeg P




72 ENSIONES DE CAMPOS DE FUNCIONES

‘De- csm ‘maner : R -
(2) Como I ostraremos- que
dzm*A < dim Congey:(A) (3.36)

‘se (.umple para todo Ag 'D, Sl {z1,...,x,} es una base del espacio L{A) en-
tonces z; €, E(Can '/["(A)) por la proposxuon 3.1.9 y los elementos x,,..., T,
son; lmealmcnte in epcndlentcs sobre K’ por la proposicién 3.6.1, lo cual prue-
ba (3. 36) Sea’ g (resp. ¢') el género de F/K (resp. el género de F'/K')
escojamos ahora un divisor C € Dy que satisfaga

‘degC > max {2¢ — 1,2¢' — 1} (3.37)
Por ¢l teorema de Riemann-Roch tenemos
| dimC =degC +1—g (3.38)

v

dimConpyp(C) =degC +1—4¢ (3.39)
En esta parte hemos usado el hecho de que deg Cong/ -(C) = deg C por (3).
Ahora (3.36), (3.37) y (3.38) implican que ¢’ < g. Para demostrar la otra
desigualdad g < ¢' consideremos una base {u),...,u,} de L(Conp/r(C)).
Entonces tomamos un campo intermedio X' € Ko € K’ con [Kp: K] < oo y
Uy, ..., us € Fg'= KoF. Claramente uy,...,u, € L{Cong/r(C)) y entonces

dim COTIFD/F(C) > dim COTL,://[:(C) (3.40)

.Ya hemos mostrado que Fp/ Ko tiene género g (pues s una extensién constante
finita) y el teorema de Riemann-Roch nos dice

dim Cong, p(C) = degC+1 —yg (3.41)

:  81 ahora combmamos (3.38), (3.39) y (3.40) tencmos g < g', por lo tanto
(4) Supongamos primero que deg A > 29 — 1. Como ¢’ = g por cl
tco ma de ‘Riemann-Roch y (3) tenemos

dimConpyr(A) = degConpyp(A)+1—g

degA+1—g=dimA

El mismo argumento que usamos para demostrar (3.36) muestra que cualquier
base de £(A). es también una base de L(Congyr(A)). Consideremos ahora
un divisor arbitrario A € Dy ¥ una base {x,,...,z,;} de L£(A). Puesto que
Tiy..o T € L(Congyp(A)) ¥y puesto que son linealmente independientes sobre
K', es suficiente probar que todo =z € L(Congypr(A)) es una K'-combinacion
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lineal de wxy,..:, . Escojamdé ‘ahora divisores primos Py # P de F/K y
definamos A, = n P y A, = nng con 'y nz 2> 0 tales que deg A; > 2g — 1
para i ='1,2. Entonces

R

:A' =' lnm {n‘,ng} y C(A) = C(Al) n L',(Az)

E\tendemos {x :
‘rial C(A) # [,(Al) y {:L'
Los clementos Bl :

Ih-- ,-'Er,yh-'

’,J.n,zx,...,z,. o (3.42)

son lmcalment.e mdcpendlentcs sobre I( vcamoslo Si tenemos una combina-

cién hneal 5 . L
: ,1,+Zbyj+ E Ckzk——o
B j=t o

con a;) b ck e I\ Entonccs

. ’ "l' i
a,.z.f+ Z bjy; = — Z Crzi € L(Al) N L(A) = L(A)

LJ=1 . k=1

_Puesto que {zy,..-,%,} cs una base de L{(A) y Z1...., Zr, Y1, .. -, Ym Son lineal-
mente independientes, esto implica que b; = 0 para toda j y entoces también

por la independencia lincal de los clementos zy....,Zp, 21,..., 2, Se sigue que
a; = ¢ = 0 para toda 7 y toda k. Recordando que los clementos de F que

son linecalmente independicentes sobre /X permanecen linealimente independien-
tes sobre K’ por la proposicion 3.6.1 concluimos que los elmentos (3.42) son
linealmente independientes sobre K'.

.. Sea ahora z € L(Conpyr(A)). Como deg A; > 2¢g — 1, la afirmacién (4)
vale para A; y escribimos

m

z = Z diT; + z ey = Z fizi + Z G2k (3.43)

i=1 i=1

con di, €5, fi, gx € K'. Como Zi,.-., Ly Y1y oy Yms 214+ - -, 2o SON linealmente
independientes, las dos representaciones en (3.43) coinciden, por lo tanto ¢; =
g = 0 para toda j y toda k. De manera que z es una combinacién lincal de
Zy,...,Ty SObre K.

(5) Si W es un divisor candnico de F7/K ecntonces degW = 29 — 2 v
dim W = g, pero por todo lo que ya se ha probado tenemos

degConpyp(W) =29 — 2 y dim Conpy (W) = g.
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Estas dos propiedades caracterizan por colr
la proposicién 1.6.2.

G) Pucsto que Conp chr -—>Pu'r: es ur 10moniol fisio, debemos mos-
1 F'YF ¢

trar que el micleo es cero. Consldcremos un lelSOl ‘A € Dy cuya conorma en
F' es principal. Esto implica que B

os divisores candnicos, por

deg Conpr,r(A) = 0 ¥y dszonp:/p(A) =1

Entonces deg A =0y dim A = 1 por (3)
por cl corolario 1.4.12.

(7) Sea z(P') € Fp, donde z G Op' Exlste un campo intermedio K C
K, € K'con z € Fi = K\F y. [I(; I\] < ©0. Sea P, = P'N Fy y sean

Py, ..., Py los otros lugares de, F‘/I{! qu(_: yaqen soblc P. Tomemos 1 € Fy tal
que = :

(4) Esto implica que A es principal,

vp{z—u) >0y up,(u) >0para2<i<r

Entonces z(P') = u(P') y entonces u se encuentra en la cerradura entera de
Op cn Fy por el corolano 3.3. 5 Por (8)

u = Z'rm con v € Ky, x; € Op.
i=1
Por lo tanto,
. n
2(P) =u(P') = va:(P) € FpK'.
i=1
m|

. El siguiente corolario nos da una férmula para ¢l grado de la conorma de
un divisor en una extensién algebraica arbitraria de campos de funciones.

Corolario 3.6.4. Sea F'/K' una extension algebraica de F /K. Entonces para
todo divisor A € Dp,

deg Congryp(A) = [F': FIC' deg A

Demostracion. -Por el lema 3.1.2 sabemos que [F' @ FK'] < ooy FK'/K' es
una extensién constante de F/K y como

Conpyr(A) = Conp e (Conpryr(A))
obtenemos
deg Conpyp(A) = [F': FK'ldegConggryn(A) = [F' : FK')deg A

por el corolario 3.1.13 y cl teorema 3.6.3. ]
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3.6 EXTENSIONES CONSTANTES '

Corolario’ 56‘i5."*;Sch.’P“é"Pp\un higar de F/K de grado r y F = FK la
‘extensidn constante de F/K con la cerradura algebraica K de K. Entonces

SConpip(P) =P 4+ P

“-com distintos: lugares P;
) Dejn‘q”tra 'ioﬂ.'. Es una consecuencia inmediata del teorema anterior, partes (1)

P;dﬁ'asiéibh 3.6.6. Sea I’/ K un campo de funciones con campo de constantes
K" Supongamos que F'/F es una extensidn finita con campo de constantes K'.
Sea ® D K la cerradura algebraica de K. Entonces

[F/: F]=[F'K: FK|[K': K] (3.44)

En el caso especial F' = F(y), si ¢(T) € F[T] es el polinomio minimo de y
sobre F', entonces las siguentes condiciones son cequivalentes:

LKR=K.
2. d;(T) e,fs iﬁedrthiblc en FK[T).
Dc1rz’ostrac'ia'n.,‘.~l?_ad§ que FF C FK' C F', se cumple
S R R = [F: FKFK': F) (3.45)

La extensién K'/K' es separable y de grado finito, por lo tanto K’ = K(a)
para algiin & € K’ y ¢l lema 3.6.1 implica

[FK': F]={K': K] (3.46)
La proposicién 3.6.2, (3) muestra que para todo z € F\K,
[FK': K@) =[FK:K(z))y|F:K'()]=[FK:K()]
Lo cual implica _ ~
[F': FK') = [F'K : FK) (3.47)

Si sustituimos (3.47) y (3.46) en (3.45) obtenemos (3.44).
Consideremos ahora el caso F' = F(y). Notemos que [F': F] = dego(T)
y [F'KX : FK] es igual al grado del polinomio minimo de y sobre FK (el cual

divide a ¢(T") en FK[T]). La equivalencia entre (1) v (2) es por lo tanto una
consccuencia inmediata de (3.44). O
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:Un polinomio ¢(T") € K(z)[T] (sobre el campo de funciones racional K (z))
se dice que es absolutamente irreducible si ¢(T) es irreducible en el anillo
de polinomios K(X)[T] (donde K denota la cerradura algebraica de K). El
siguiente corolario es un caso especial de la proposicién anterior.

Corolario 3.6.7. Sea F = K(x,y) un campo de funciones y ¢(T) € K(z){T)

el polinomio minimo de y sobre K(z). Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. K es todo el campo de constantes de F.

2. ¢(T) es absolutamente irreducible

37 Extensiones de Galois

Las extensiones de Galois que estudiaremos tienen propicdades muy 1itiles que,
desde luego, no necesariamente se cumplen en una extension arbitraria. Recor-
demos que una extension de campos finita M/ L se dice que es una extension
de Galois si el grupo de automorfisinos Aut(M /L)y = {o : M — M |o(a) = a
para toda a € L y o isomorfismo } tienc orden {Af : L]. En tal caso lamarcmos
a Aut(M /L) el grupo de Galois de M /L y lo denotaremos por Gal(M/L).

Una extensién de campos de funciones se dice que es de Galois si F//F es
de Galois de grado finito. Comenzaremos con un tcorema que nos dice que
tipo de accién tiene cl grupo de Galois en las extensiones de los lugares

Teorema 3.7.1. Sea F'/K' una extension de Galois de FJK y sean P, y
P, extensiones de un lugar P € Pp. Entonces P, = o(PP) para algin o €
Gal(F'/F). En otrus palabras, la accidn del grupo de Galois es transitiva en
el conjunto de eztensiones de P.

Demostracién. Supongamos que ¢l enunciado cs falso, es decir, que () % P
para todo o € G := Gal(F'/F). Por ¢l teorema de aproximacién fuerte, existe
un clemento z € F’ tal que vp,(z) > 0 y vg(z) = C para todo Q € P con

Q| Py Q+# P Sea Npyp : F! — F la aplicacién norma. Tenemos entonces
lo siguiente

vp (N r(2)) = v, (H o(z)) =S un(o(2)
ac oG

= Z Yg-1(py(2) = Zv,,(p,)(z) =0 (3.48)

aeC geC




aquf usamno
- - (3-_'49) ,
oG

Pcro Np,/,-(z) e, por lo tanto -

; myF(2)) 0 e wp(Npr(z)) = 0 &= vl*z(Nr'/r(Z)) = 0
Lo cual cs una contradiccién a (3.48) y (3.49). . (]
Corolario 3.7.2. Con la notacidn como en el teoréema antenor, con F'/F
una extension de Galois. Sean P,..., P, todos los lugares de F' que yacen
sobre P. Entonces tenemos :
1.e(P; | P) =e(P; | P) y f(P| P) = f(P;| P} para toda i,...,j. Por
~lo tanto definimos e(P) = e(P; | P) y f(P) =f(Py’|"P) y lUamamos a

e(P) (resp. f(P)) el indice de ramificacidn dc P (resp. el grado relativo
de P) en F'/F.

2. e(P)f(P)r = [F': F}.
" 3. Los coeficientes del diferente d(F% | P) y d(P; | P) son iguales para toda
i, J-
Demostracion. La parte (1) es inmediata por el teorema anterior y ¢l lema

3.5.2, mientras que (2) es una consecuencia directa de (1) v del teorema 3.1.11.
Para demostrar (3) consideremos la cerradura entera

= ﬂ Op,

i=1

de Op en F' y el médulo complementario
Cp={z€ F' |Trpyr(zO0p) € Op}
Sea ahora ¢ € Gal(F'/F). Es claro que o(Op) = Op y que o(Cp) = Cp
‘(usamos ¢l hecho de que Trpp(o(n)) = Trepe(u) para u € F'). Escribimos
a'Cp =10} y obtenemos o(t)0}. = 0(Cp) = Cp = tO},, de tal manera que
—d(P, | P) = vy (8) = vp (0 (1))

para toda ¢ (por la proposicion 3.4.2 y la definicion del exponente del diferente).
Consideremos ahora dos lugares P, P; que yazcan sobre P. Escojamos o €
‘G(F'/F) wal que o(F) = P;. Entonces

—II(P.' I P) = 'U[’.(U(f.)) = Ua“(l’.)(l) = Up}('.) = —(I(PJ l P)
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extensiones de Kummer y las extensiones de Artin-Schreier.

satisface

uw# w! paratodo we F ydin,d>1
Sea ahora

F'=F(y) cony®*=u

cumple lo siguiente

estdn dados por o(y) = Cy, donde (' € I es una raiz n-ésima de la
unidad. .
2. Sea P € Pr y P' € Pp una extension de P. Entonces
e(P|P)==2 yd(P'|{P)=2 —1
T TP
donde
rp 1= med(n,vp(u)) >0

(resp..de F'), entonces

et g1+ ) e
g-—l—*-U\,,:I(](g 1+2Z(1 n)dch

PePe

[
\

con rp definido como en 2.

- Hay extensiones de Galois que son particularmente interesantes commo las

En el presente

trabajo dnicamente describiremos las extensiones de Kuminer, puesto que uti-

lizarcmos éstas en el método del siguiente capitulo para construir curvas con
muchos puntos racionales. El siguiente resultado es debido a Hasse.

Proposicién 3.7.3. Sea F/K un campo de funciones en el cual K contiene
una raiz primitiva n-ésima de la unidad ( con n > 1 y n primo relativo con
la caracteristica del campo ). Supongamos que u € F es un elemento que

Dicha extension F' es llamada una extension de Kummer de F. Entonces se

1. El polinomio ¢(T) = T™ — u es el polinomio minimo de y sobre F (en
particular es irreducible sobre F ). La extension F'/F es de Galois de
grado nn, su grupo de Galois es ciclico y todos los autornorfismos de F'[F

Si K' es el campo de constantes de F' y g (resp. g') cs el género de F

Notemos primero que toda extension ciclica F'/F de grado n es una ex-
tensién de Kummer, siempre que n sea primo relativo con la caracteristica del
campo y que F contenga a todas las raices n-ésimas de la unidad. Este hecho

e¢s conocido de la teoria de Galois.
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: Df’mos'tmczon La demostracxon dc (1) se mg‘uc de la teoria de- Galmb -Ver
[Mor]

(2) Caso 1: Supongamos que 7p =.1 entonces de (3.51) obtcnemos

nop(y) = ve (") = v (u) = e(P' | P)up(u),

lo.cual implica e(P’ | P) = n, como n y vp(u) son primos relativos. Como n-
no.cs divisible por char K, el teorema de Dedekind nos dice d(P' | P) =n -1

_ Caso 2. Supongamos que rp = n, cs decir, vp(u) = In con | € Z. Esco-
jamos t € F con wp(t) = [ y definamos y, := t~'y y u, := t~"u. Entonces
Yy = w1, vp(uy) = 0 y el polinomio irreducible de 3, sobre F cs

PY(T)=T" —u, € F[T)
Entonces 1 ¢s entero sobre Op y por el teorema 3.5.9 tenemos
0= d(P' | P) < vpr(¥'(31))
Y tenemos que ¥ (1) = ny?~!, de manera que vp:(1b’(y|)),= (n—=1)vp (1) =0
y d(P'|{ P) =0 porel teorema de Dedekind e(P’ |:P).=1y tenemos (2)en

cste caso particular., .
Cas0 3. 1 <7p <mn. Consnderemos

‘campo ntcrmedio_éiguiénte

Entonces [F' : Fp) = n/rp\y (Fo 'ento"y'(‘) satisface la ecitacién

(3.52)

sobre F. Sea FPo: =P h Fo ‘El Céso 2 se aplica a Fy/F y por lo tanto
c(PoIP)—l Por (352) B i
‘Up('u.)
. o . N Tp
: Dstc entero cs pnmo relatlvo con n/7p, asi que el caso 1 se aplica a la extensién
1"’ Fo(y) (notemos que y™*/"r = yo). Por lo tanto e(P' | Py) = nfrp y

qu (yO) =

, e(P'| P)=c(P'| Po)e(Po | P) =n/rp
(3) El grado del diferente Diff (F'/F) es

deg Diff (F'/F) = > > d(P'| P)deg P’

PEPF P[P
Z (——— - 1) Z deg P’ (3.53)
rery mp

A

;r;’\r"‘l‘_‘t

£ LA BISLIOTECS
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Notemos cue,para un-lugar ﬁJO P = le, el mdxce de ramificacién e(P) = e(P' |
P) no, (lcp(_ndc de la cleccnon ide P' y.cntonces tenemos

dogPhe L g Py
,;,,, eJ_,__P. e(p) e? (PZ'":,B(P | P)

= de_] COﬂpl/r(P) deqP

c( ) [K’ : K]

[K' : K] deg P

io

por. la parte (2).y- por el

1:13 y si_sustituimos esto en (3. 53) se
muestra que E

deg Diff (F' E) ) _:———T—deg P
A PN T e R
—— ,72(1——)degP
[!\’ I\] ere
Y.la formul'\ de RJemann-Hur\\'ltz demuestra (3). ]

-Un corolario del teorema anterior que vale la pena resaltar es el siguiente.

Corolario 3.7.4. Sea F/K campo de funciones y F' = F(y) cony" =uw € F
donde char K no divide a n y K contienc una raiz primitiva n-ésirna de la
unidad. Supongamos que existe un lugar Q € Pg tal que med(vg(u),n) = 1.
Entonces K todo el camnpo de constantes de F', la ertensién F'/F es ciclica
de grado n y

g 1+1L(J—l)+-—Z(n—1p)(1eJP
PePr

Demostracion. De la hipétesis med(vg(u), n) = 1 sc sigue ficilmente que u
satisface la condicion (3.50). Unicamente resta probar que el campo de cons-
tantes K’ de F' no es mds grande que K y entouces el corolario se sigue
inmediatamente de la proposicidon anterior. Escojamos @' extension de @ en
F'. La parte (2) de la proposicién muestra que

Q1 Q)= [F:F]=n (3.54)

Supongamos ahora que [K’ : K] > 1 y consideremos el campo intermedio
Fy=FK'? F yellugar Q, = Q' N F. Por (3.54) tenemos que e(Q; | Q) =
[Fy : F] > 1. Por otra parte, e(Q, | Q) = 1 puesto que Fi/F es una extensiéon
constante. Esta contradiccion demuestra X' = K. (]
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Observacién 3.7.5. En las demostraciones anteriores, en ningin momento,
usamos la hipétesis de que K tuviera una raiz primitiva n-ésima de la unidad.
Por lo tanto, las afirmaciones de la proposicion 3.7.-1 partes (2) y (3) son
ciertas cn un caso mas general, con la sencilla excepeién de que F(y)/F ya

no es extensién de Galois si K no contiene a todas las raices n-ésimas de la
unidad.

Para finalizar este capitulo vamos a dar algunas definiciones y enunciar
algunos resultados, que en el presente trabajo no son tan importantes, pero que
son nccesarios para la demostracién del teorcina de Hasse-Weil del siguiente
capitulo.

Definicién 3.7.6. Consideremos F’/F una extension de Galois con grupo de
Galois G := Gal(F'/F). Sea P € Pr y PP una extensién de P.

1. Gz(P'|P) :={o € G |a(P') = P'} es el grupo de descomposicion de P’
- sobre P. .

2. Gr(P'|P) := {0 € G | vp(oz — z) > 0 para toda z € Op'} es el grupo
de inercia de P’ sobre P.

3. El campo fijo Z := Z(P'|P) de Gz(P'|P) es llamado el campo de des-
composicion, mientras que cl'campo fijo T := T(P'|P) de G+ (P'|P) sc
llama campo de inercia de P’ sobre P..

Tenemos ademas Gr(P'|P) C Gz(P'|P) y ambos son subgrupos de G.
Teorema 3.7.7. Con la notacion de lu definicion anterior.
1. El grupo de descomposicion Gz(P'|P) tiene orden e(P'|P) f(P'|P).

2. El grupo de inercia G (P'/P) es un subgrupo normal de Gz(P'|\P) de
orden e(P'|P).

&. La eztension de clases residuales Fl. [/ Fp es también de Galois. Cual-
quier automorfismo o € Gz(PP'|P) induce un automorfismo & de Fp.
sobre Fp, definiendo o(z(P')) = o(2)(') para toda =z € Opr. La funcion
¢ : Gz(P'|P) = Gal(F}.|Fp), dada por o — & es un epimorfismo cuyo
nitcleo es el grupo de inercia G+(P'|P).

4. Sea Py (resp. Pr) la restriccion de P’ al campo de descomnposicion Z =
Z(P'\P) (resp. T = T(P'|P)). Entonces tenemos lo siguiente: F C
Z C T C F', adernds P C Py, C Ppr C P y tenemnos lus siguientes
condiciones en los indices e(P'|Pr) = e(P'\P) = [F' : T\, f(P'\Pr) = 1;
f(Ppr|Pz) = f(P'\P) =T : Z], e(Pr|Pz) = 1 y finalmente ¢(Pz|P) =
F(PAiP) = 1]

Dermnostracion. Revisar por cjemplo [Sti]. O
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Capitulo 4

El teorema de Hasse-Well

4.1 La funcién zeta de un campo de funciones

Lema 4.1.1. Para todo n = 0 ezxisten sélo un ndmero finito de divisores
positivos de grado n.

Demostracion. Un divisor positivo es suma finita de divisores positivos primos.
Por lo tanto cs suficiente probar que el conjunto S = {P € Pr | deg P < n}
cs finito. Tomemos z € F\F, y consideremos el conjunto Sy = {/p € P, () |
deg Py < n}. Es claro que PN F,(z) € Sp para todo P € S y por otra parte
cualquier Py € Sp tienc un nimero finito de extensiones en F. Por lo tanto es
suficiente mostrar que Sy es finito. Pero los lugares de F, () (exceptuando el
polo de x) corresponden a polinomios mdnicos irreducibles del mismo grado y
s6lo hay un nimero finito de estos polinomios puesto que F; es finito. [m]

Recordemos la definicion del grupo de Picard Picp := Dgr/Pr. La clasc
de A € Dp en el grupo de Picard Picp serda denotada por [4]. Entonces
A~ B <> Ae[B] < [A] = {B]. Divisores equivalentes ticnen ¢l mismo
grado y dimensioén como ya lo hemos visto; de manera que los enteros

deg [A) :=deg A y dim A} := dim [A]
estian bien definidos.
Definicién 4.1.2. El conjunto
DY := {A € Dr | deg A = 0}

el cual es obviamente un subgrupo de Dy es llamado el grupo de divisorcs de
grado cero. Asimismo,

Picd. = {[4A] € Cr | deg[A] = 0}

es ¢l grupo de clases divisoras de grado cero.
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Proposicién 4.1.3. Bl grupo Pu_p es fmta Su orden h = hy es llamado el
ndmero de clases de F/F,.

Demostracion. Sea B € Dp'de gra'do"n’ > g y considercmos el conjunto de
clases divisoras

Pich = {[C] € Cr | deg [C] = n}

La aplicacién ¢ :Pick — Pich dada por [A] — [A + B] es biycctiva, pues si
[A'+B)=[A+ Bl = A"+ B A + B+ (z) con z # y csto a su vez implica
que A’ = A 4 (x) y por lo tanto ¢ es inyectiva. Consideremos ahora un divisor
C € Dr de grado n. Entonces cl divisor C — B tiene grado cero y por lo tanto
[C] =€ — B -+ Bj]. Por lo tanto ¢ es suprayectiva. De modo que es suficiente
verificar que Pick es finito.

Afirmamos dhord que para toda clase divisora [C] € Pic}. existe 4 = 0 con
A € [C]. Vedmoslo, como deg C = n > g tencmos por el teorema de Riemann

dim{Clzn+1—-g=1
v por la observaciéon 1.5.5, como dimC > 1 existe A > 0 tal que 4 ~ C.
Sélo hay un niimero finito de divisores de grado n por ¢l lema anterior, lo cual
implica la finitud de Pic}.. (]
Damos a continuacién una definicién que nos servird mas adelante.
Definicién 4.1.4. Definimos el entero d > 0 por
8:= min{degA| A € Dr y deg A > 0}

L'\nf’rimagen de la funcién grado deg : Dp — Z gencrado por 8 y el grado de
) cualquu,r divisor de F/F, es miiltiple de 9.

A continuacién definimos unos coeficientes que utilizaremoes en muchos re-
..sultados posteriores.

Ap:= |{A€eDr|A>20ydegA=n}|

Por ej'g':(xrlvb,l'p,.es claro que A = 1 y A; es el niimero de lugares P € Pr de
-grado uno.

Lema 4.1.5.
S 1 Ap=0sidtn.

2. Para una clase divisora fija [C] € Cg, tenemos

Hac(Cllaz0}] = 5" 1)




1.."LA:FUNCION,ZETA:DE UN CAMPO 'DE FUNCIONES 85

“. 8. Para cualquier:entero'n 2 con'd: im0

—(g" e — 1)

Demostracidn: iLalvp"u‘t.é{ @y ¢s élara.
(2) Las condlcmnes ‘A € [C] y A > 0 son equivalentes a

= (:z:) + C para algin z € F con (x) > —C,

es decir, ¢ € C(C)\{O}. Existe exactamente ¢*™I€] — 1 clementos (pues tene-
mos tantas copias de F, como dim[C] y estamos quitando cl elemento cero)
x '€ L(CY\{0} y dos de ellos dan ¢l mismo divisor si ¥ sdlo si difieren por una
constante « # 0, € Fy, pues vp(x) = vp(ow) si 0 € F.

(3) Hay h = hp clases de divisores de grado n a decir [C.] ., [Ch) entonces
por (2) y el teorema de Riemann-Roch

1
[{aelCih4=z0}] = '(}_—l(fl"“_"’ -1)

Claramente cualquier divisor de grado n se encuentra en una de las clases
divisoras [C}], ..., [C.]. Por lo tanto

h :
=S 1{acEhaz 0} = S - 1),
i=1 ‘ E

Definicién 4.1.6. La serie de potencias

oo

Z(t) 1= Zp(t) = > _ Aut" € T[]

n=0

es llamada la funcidn Zeta de F/F,. Notemos que Z(t) es una serie de po-
tencias sobre el campo de los complejos. Ahora veremos que esta serie de
potencias converge en una vecindad del cero.

Proposicién 4.1.7. La serie de polencias Zp(l) = > noy Ant™ es convergente
para | t |< q~'. Mds precisamente si |t |< q7!

1. Si F/F, tiene género g = 0 entonces

. 1 q 1
200 = (1 —(qt)® T 1= 1.0)




dun [c]ttlrg [C]

<deg[C]<'2g—'2 [

([C] recorre todas las c ascs dzvzsoras [C] ePu.r con 0< (leg [C] < 2J 2)

Y . .
- _ h l—g’ 2g;2+0 . 1 — S
6 = 2 (q (@0 - 1 25)

Demostracion. (1) Caso g = 0. En primera instancia mostraremos que todo
campo de funciones de géncro cero tiene como mimero de clases h = 1, i.e.
cada divisor de A de grado cero, es principal.. Este hecho se sigue del teorema
de Riemann-Roch, pues 0 > 2¢g — 2, entonces.dimA =degA+1—-g =1y
por lo tanto, podemos encontrar 0 # z.€ F tal que (z) = —A. Ambos son
divisores de grado cero y entonces A = —(x) = (z~') es principal. Si ahora
aplicamos cl lema 4.1.5 obtenemos ' :

1
E :A"tn E :Aa"tan = § : q — (ql)n+l _ 1) 1.8"

n=0 n=0

=— (‘1 > (at)y — Zt”")

n=0 n=0

o1 q 1
T q—1\1-=(gt)9 1—14?

para |gt| < 1. (2) Para g > 1 obtenemos ahora

: B ditn [C) __ 1
. deg{C] __ q deg [C
ZA,.t" > | {A€(Chazo}| el = > —
n=0 . . : gg[C];O:.:_ Qs deg [C]20
=Ll — dlm (4] tde’:g [ (24] + 7 l T q(lcy[C]+l—g tdcg {o]]
q 0<deg [Cl<29-2 deg [CT>29-2
1
=1 el = F(2) + G (),
1 deg [C]20
con
1 : . .
F(t) = dirn [C—]lll('ylcl
®) =1 > q

0<deg [Cl<29—2




«

oo ..

- Z hqn0+l-—ginﬂ

m=gEd i

o= I)G(tr)

Corolarlo 4.1.8.; La funczon Z(t) pued 'ser ezle‘ndzda a una funcidén racional
: sobre Cy tzcne un polo szmple en. t=. 1. ;

: Demostracum Estc hccho cs cv1dcntc pues |—_L” tienc un polo simple en ¢t =
1.7 o o [
Ahora desecamos cstudiar el comportamiento de la funcién zeta de F/IF,
bajo extensiones constantes finitas y para esto es conveniente a menudo tener
una representacién de Z(£) como un producto infinito. Recordemos del andlisis
complejo que un producto infinito ]2, (1 +a;) (con a; # —1, a; € C) converge
con limite ¢ € C si iMoo 11w, (1 + @) = a # 0. El producto es llamado
absolutamente convergente si > io, |¢;] < co. Del andlisis sabemos que la con-
vergencia absoluta implica la convergencia del producto y que ademais el limite
de un producto absolutamente convergente es independiente del orden los fac-
tores. Mds aiin, si el producto []:2,(1 + a;) = a convergente absolutamente
entonces [Jig,(1 + a;)~" converge absolutamente y [172,(1 + a;)™! = a™t.

Proposicién 4.1.9 (Producto de Euler). Paru |t| < ¢! la funcidn zeta
puede ser representada como un produclo infinito absolutamente convergente.

z@)y= J (="’ (4.1)

PPy
en particular Z(t) # 0 para |t| < g~

Demostracidn. Ellado derecho de (4.1) converge absolutamente para |t} < ¢~ !,
pues 3 pep, E9°9 7 < 372 4,14 < oo por la proposicion 4.1.7. Por otra
parte, cada factor de (4.1) puede ser escrito como una serie geométrica y

obtenemos -
H (1 tdcr)l’ -1 _ H thldcg(nf’)

PePr PeP s n=0
o
= Z pleg A — Z.‘\,,t” = Z(t)
AED ;A0 n=0
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‘ Para’ los qlgulentcs rcsultados vamos a denot'xr por IF, la’cerradura alg,c—
braica de F; y vamos a considerar la extensién constante F° = FF, de F/F,.

“ Para’cualquier 7, > 1 existe exactamente una extensién de grado r a decir

Fyr /lF,, con Fgr C lF,,, y deﬁmmos .
R F, := FF, C F.
Lema 4.1.10.

1. F./F es una extension ciclica de grado v (es una extension de Galois,
con grupo de Galois ciclico y de orden r. El grupo de Galois Gal(F,/F)
es generado por el automorfismo de Frobenius o el cual actia en Fy- por
o(a) = af.

2. Fgr es el campo pleno de constantes de F,.
3. F.[Fyr tiene el mismo género que F/F,.

4. Sea P € Pr un lugar de grado mn. Entonces Cong, p(P)= P +---+ Py,
con d := med(n,r) distintos lugares P; € Pr, y el grado deg P; = m/d.

Demostracion. (1) Es conocido de la teoria de Galois que Fy- /IF, cs ciclica y de
orden r y su grupo de Galois estd generado por el endomorfisino de Frobenius
o — af ver, por cjemplo [Mor]. Como [F,- : Fq] = [F; : F] por el lema 3.6.1,
la afirmacién (1) se sigue inmediatamente.

(2) ¥ (3) Son inmediatas de la proposicion 3.6.2 y el teorema 3.6.3.

(4) P es no ramificado en F./F por cl teorema 3.6.3. Consideremos algin
lugar P’ € Pr, que yazca sobre 2. El campo de clases residuales de P’ es el
campo compucsto Fyr con el campo Fp por el teorema 3.6.3. Denotemos por
u 1= mem(m, ). Dado que Fp = Fg» esta composicion es Fym Fer = Fyu. Por
lo tanto deg P’ = [Fgu : Fyr] = m/d. ]

Para el siguiente resultado, necesitamos de una igualdad polinomial: si
m > 1y 7 > 1son enteros, sea d = med(in, r) entonces

(x4 — 1= TL(x —gm), (4.2)
£r=1
donde £ corre sobre todas las raices r-ésimas de la unidad en €. Ambos son
polinomios ménicos del mismo grado y cada raiz (r/d)-ésima de la unidad es
una raiz de ellos, con multiplicidad d. Por lo tanto los polinomios son iguales.
Sustituimos ahora X = ¢t~ en (4.2), multiplicamos por t™" vy obtencmos

(1 — gmridyd — H (1 — (gpy™ (4.3)

g£r=1
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(t)(1espec _»Z',(Iv))ila:f'uvn((gién(;etv(';v"d'e F (respec.
FZi) = H Z@Ey . . L R C )
'para tada t e C y { ‘corre sobre todas las raices r-ésimas de la unzdad

. Dcmostracwn Es suficiente demostrarlo para |¢| < q -1, En eqta rchon la
: rcpresentacwn dc] producto de Euler nos da E

Zr tr) — H H(l _ trdcyl”)—-l IS ,(4.5)
PePr PP - :
Para un lugar fijo P € Pr sea m := deg P ¥ d := med(r, m), entonces
TTa o) = - iyt = [T - €0 = [T - (€0%s”)
PP gr=1 £re=1

Por ¢l lema anterior y (4.5) tenemos

z.@)=T] JI -y =T] 2z

r=1 PePgp £r=1i

Corolario 4.1.12 (K. Schmidt). 9 = 1.

Demostracidn. Para €2 = 1 tenemos lo siguiente

zen = T[] a— (e = [T - ")t = z@)

PEPy Pep g

puesto que @ divide el grado de P para todo PP € Py-. Por io tanto Z5(t?) =
Z(t)? por la proposicién anterior tiene un polo simple en ¢ = 1 por el corolario

1.7 y entonces la funcién Z(¢t?) tiene un polo de orden & en ¢ = 1. Por lo tanto
a=1. ]

Corolario 4.1.13.

1. Cualquier campo de funciones F[F, de género g = 0 es racional y su
Juncion Z(t) es
1

Z0 = TRt =9
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2. 81 F/IF tiene Jcnero g.= > 1 su funcion zeta puede escribirse corno Z(t) =
F(t) + G(!), (lo'ndc :

"F‘(t) o Z gt (Clydeg (€] o
4 0<deg[C)<2g-2

s h . 1 1
: = gg20—-t
Co = (e - 1)

Dermosiracion. ' Cualquier campo de funciones de género cero con un divisor de
grado 1 es racional. Las demds afirmaciones se siguen de la proposicion 4.1.7
y del hecho 8 = 1. 0O

Proposicidn 4.1.14. La funcion zeta de F/IF, satisface la siguiente ecuacion
Juncional

Z(t) = ¢ '1%9°22Z (i)
qt

Dermosiracion. Para g = 0 esto cs claro por el corolario 4.1.13. Supongamos

entonces que g > 1. Escribamos Z(t) = F(t) + G(t) como en el corolario
4.1.13. Tomemos W un divisor candnico de F, entonces
(¢—VF@) = Z qdim [Clydeg [C)

0<deg [C) <29 -2

— § : (Idcg[C]+l—g+¢lim[H'—C],llcg[C]
0<deg [Clg29-2

A qg-ntzg_'z qd:y(()]—(2g—2)+dim[IV—-C]!’dr'g[C]—(2g—2) (4.6)
0<deg [Cl<29—2
=qg—lt2g—2 Itlnu[\l’ (‘]( )ch[lV -C)
0<deg [C]<29-2
= ¢ (g — 1)F(—)
Para esta parte usamos el hecho de que dc_q[M/] = 2¢g — 2. Si [C] corre por

todas las clases divisoras con 0 < deg[C] < 2¢ — 2 también lo hace [W — C]
pero cn orden contrario. Para la funcién G(¢) hacemos un cdlculo similar y
obtenemos )

¢ y—\t29—2G -

/ (qt)

o 1 1
= D gu1ye-e r/"( )19~'_—, —-— (1.7)
qg—1 1 - qgi 1 - o
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.“' R 1 1 q9t29-!
~ = - = G(t
S . (1-—-1(tl~—% qt(l - ) (®)

Si sumamos (4.6) y (4.7), obtenemos la ccuacion funcional para Z(t). m}

Definicién 4.1.15. El polinomio L(t) := Lg(t) := (1 — £)(1 — qt)Z(t) es
ltamado el L-polinomio de F/IF,.

Por el corolario 1.12 tenemos que L(t) es un polinomio de grado < 2¢
y notemos también que L(t) conticne toda la informacién de los ntuneros
A,, n 2 0 pues

L) = (1= (1 — an) S Au” @.8)

Teorema 4.1.16.

—

. L(t) € Z[t] y deg L(t) = 2g.

e

. L(t) = q9t29L(1/qt) (ecuacion funcional).

. L(1) = h, el nimero de clases de F/F,.

N L

Si escribimos a L(t) = a9 + ajt + --- + ug_,,t'zﬂ, entonces se cumple lo
siguiente

(a) ao =1y azy = 7.
(b) azg-i =q% 'a; para 0 < i < g.

(c) a, = N—(g+1) donde N es el nimero de lugares P de Pr de grado
1. .

C

. L(t) se factoriza en C[t] de esta manera

29

Lty =] - aut) (4.9)

i=1
Los nimeros complcjos «y, ...,y son enteros algebraicos y pueden ser

ordenados de forma tal que ojog,; = g para i =1,...,2.

6. Si L.(t) = (1 — t)(1 — ¢q"t)Z,.(t) denota el polinomio de la erxlension
F, = FF,, entonces
29
L.(t) = H(l — alt) con a; dadas por (4.9).

i=1
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Demostracion. Todas estas afirmaciones son triviales para el caso g = 0.

(1) Ya se senalé que L(t) es un polinomio de grado < 2¢ en (4) mostrarcinos
que su término principal es ¢2 y por lo tanto deg L(t) = 2g. Ahora L(t) € Z[t]
por (4.9) comparando todos los coeficientes. (2) Es la ccuacion funcional de
la funcién zeta, pues

L) = (1 — )1 — ) Z() = (1 — )(1 — qt)qﬂ-‘ﬂﬂ-"zq—t) y

1 1 1 1 gt —1,t—1 1
9420 1 () = g9t29(1 — — - = Y = g9t (L y(—— =
PPTL() = gt (1 - (- PZ() = et T T2

= gL — (1 - a) Z()

(3) Por el corolario 1.12, tenemos

. L(t) '(1l4'—4-2t){1 — gty F(t) + p f - (%7 (1 — 1) — (1 — qt))

Por lo tanto, L(1) = k.
(4) Escribimos a L(t) = a¢ + ait + - - - + az,t?. La ccuacién funcional nos
“implica 00
: R 1 as A2g_1 "
L(t) = q9t2yL(;)_t) = Tlgi -+ _(_l_gl__lt B N e P Y aud

y entonces az,_; = q% %a;, para i =0,..

., gy por lo tanto también (2) esta de-
mostrado.

Comparando los coeficientes de t° v de ' en 1.12 tenemos que
Apg=apy a1 =A; —(g+1)4. Como Ap =1y 4, = N tenemos que ag = 1
y a; = N — (g + 1). Finalmente tenemos ay, = ¢?aq = ¢7 por (2).

(5) Consideremos el polinomio reciproco

1 .

Lt = tsz(I) = aot?®? + a1t - - . 4 gy = 29 4 a2 -+ g7 (4.10)
El polinomio L1 (¢) es ménico y posce sus coeficientes en Z, asi que sus raices
ay,..., oz € C son enteros algebraicos y podemos escribir entonces

29
Lt =JJ¢-a
i=1
Entonces es claro que

29
L) =TI - oit)

i=1
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rNo"t;‘éiryxosf"qﬁe las raices de LL(t) son los inversos de las raices de L(t). La
ecuacién’ funcional implica L*(a) =0 <= L*(q¢/c) pues

Lyt = q”t‘Z”L(g) y L) = ff“’L(é) = q°L(t/q)

entonces Lt(2) = (%)2~"L(§) v dado que «a # 0 tenemos esa afirmacién. Pode-
mos ademds acomodar las raices de L*(t) como

anqfen, ..o qfak g2, gt =g 2L =gt

donde ¢'/2 aparece m veces y —q'/? aparece n veces y por las férmulas de Vieta
tenemos

aq 4 . 1/2yn 1/2ym
- —
l(ll (] k(’l ' (—q'?)

por lo tanto n ¢s par y como m + n + 2k = 2g (por la potencia del polinonio)
entonces m es también par y podemos entonces recacomodar las ay, ..., o, de
tal manera que oy, =g parai=1,...,9.

(6) Por la prop 4.1.11 obtenemos de la definicion L.(t) = (1—t)(1—¢"t) Z. (1)
y entonces

L) = (1 — (A —q"tNZ(t") = (1 — )1 — q"t") T Z(&0)

£r=1
vy T LED
11—t —gqt )51';;[1 T DIERT)) f1;[l L(£1)
2g 29
ITITa-aet) =TT - i)
i=1§&r=1 i=1
Por lo tanto L.(t) = [122,(1 — aft). )

El tcorema anterior muestra que el niinero
N(Fy=N= [{PePr|degP =1}| (4.11)

puede ser calculado de manera ficil si se conoce el polinomio L(t) de F/F,.
En el caso mds general podemos considerar

N(F)=N, = [{PePs |degl=r}]

donde F, = FIF;r es la extension constante de F/F, de grado 7.
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Corolario 4.1.17. Pu.m’cuﬁlquféfr >1-

2¢
N,=q +1—-Y af

i=1

donde «vy, . .. ,azl & C son los reciprocos de las raices de L(t). En particular
- para_. s

2g
NF)y=M=qg+1-> o
i=1
Dernostracién. Por el teorema anterior (4) tenemos que N, — (¢" + 1) es el
cocficiente de ¢ en el L-polinomio L,(t). Por otro lado, dado que L,(t) =
I_L_,(l — aft) este mismo cocficiente cs justamente — 1_{1 of [m]
C_orolario. 4.1.18. Sea L(t) = Z o aitt el L-polinomio de F/F, y sea S, :=
N, — (¢" + 1), entonces tenemos
1. L’(t)/L(t) =302, 5!
2. ag = 1 y
a; = Siag + Si—1ay + - -+ Sya; (4.12)

parai=1,...,g.

Por lo tanto, dados Ny,...,N, podemos determninar a L(t) por (4.12) y las
eCuaciones Agg—i = g9 'y parai =0,...,9.

Demostmczon‘ Escribamos L(t) = I_L_l(l — ;1) ¥ tenemos entonces

LI(t)/L(t) = Z (1 — t) = Z( a.)Z(a.z),

i=1

oo 2g oo
=S5 anet = S st
r=1

r=1 i=}

: pc;t" el corolario anterior ¥y la definicion de S;. (2) Sabemos que g = 1 y por
(1) tenemos que

ay + 2aat + - - + 2gaz,t?* T = (ag + @it + - + azt??) E Sptr-?
r=1

comparando los coeficientes de los términos 2, ¢!, ..., 97! tenemos este resul-

tado. [
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4.2 - La cota de Hasse-Weil

_Con toda la notacién del tcorema anterior, sea F/F, un campo de funciones
de género g, Zr(t) = Lg(t)/(1 — t)(1 — ¢t) su funcién zeta, ay,...,az, las
raices reciprocas de Lp(t), N(F) = {P € Pp | deg P = 1}}; F, = FF, cs la
extensién constante de grado r y N, = N(F}).

Teorema 4.2.1 (Teorema de Hasse-Weil). Los reciprocos de las raices de
Lp(t) satisfacen

lovit = ¢'/2

parai=1,...,2g.
Antes de probar el teorema, darcmos una conscecuencia importante.

Teorema 4.2.2 (Cota de Hasse-Weil). El nimero N dc lugares de F/F,
de grado 1, puede ser estitnado por

IV = (g +1)| < 299"/ (4.13)

Demostracion. El corolario 4.1.17 nos da N — (g + 1) = — 5% «; y por el
teorema de Hasse-Weil este resultado es inmediato.

A continuacién enunciaremos algunos resultados que son neccesarios para
probar ¢l tecorema de Hasse-Weil. Esta demostracion del teorema de Hasse-
Weil es debida a Bomberi.

Lema 4.2.2. Sea m > 1. Entonces el teorema de Hasse-Weil se curnple para
F[F, <= se cumple para la extension constante F,, [Fym .

Demostracidn. Los reciprocos de las raices de Lp(f) son ay,...,«az,, por el

teorema 4.1.16, los reciprocos de las raices de L, (t) son of®, ..., «g;. Entonces
este lema se sigue inmediatamente porque |a;| = ¢'/? <= |a| = (¢")"/2.

Lema 4.2.4. Supongamos que eriste ¢ € R tal que para todo r > 1 se tiene
IN, = (¢" +1)| < cg™/? (4.14)
FEntonces el teorema de Hasse- Weil se cumple para F/F,.

Demostracién. El corolario 4.1.17, establece que N, — (¢" + 1) = — 3232, of
entonces por (4.14) tenemos

29
P> 1< eg'? (4.15)
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para r 2 1. Consideremos la funcién meromorfa

2g
«;l
HO=3 74

Sea p =miﬁ{|a;l| | 1 £ < 2g}. El radio de convergencia de H(t) alrededor

de cero es: precisamente p pues a7, ..., a._,',,' son las tdnicas singularidades de
H(t). Por.otra parte, para |t] < r tenemos

H©) =3 (o) = 3 (S anr

Por” (4.15) este serie converge para [t] < ¢~'/%, ie. |t¢'/?| < 1, entonces
q7=M% < p. Esto implica que ¢'/? > |ov;| parai = 1,...,2g. Como [[?2, a; = ¢°
. tenemos que |o;] = ¢'/2. Notemos que las desigualdades (4.14) son equivalentes
* a'la existencia de constantes ¢; > 0 y ¢, > 0 tales que

R Ne <q +1+4+cq/? (4.16)
Ny = g™ +1— caq™/? (4.17)
para r > 1 por el lema 4.2.3 el teorema de Hasse-Weil se cumple para alguna
extension constante de F'. Por lo tanto se suficiente probar que las desigualda-

des anteriores se cumplen bajo ciertas hipdtesis adicionales que pueden hacerse
en una extension algebraica apropiada. O

Proposicion 4.2.5. Supongamnos que F/F, satisface la siguiente hipdtesis
q es cuadrado y q > (g + 1)*

entonces el nimero N = N(F) de lugares de F/F; de grado uno pucde ser
estimado por

N < (g+ 1) + (29 + 1)g'/?
Demnostracion. Supongamos que existe un lugar Q € Pp grado uno (de otra

forma N = 0 lo cumple). Definamos gy = ¢'/2 vy m =qy — 1 y n = 2¢g + ¢o.

Entonces cs inmediato que 7 := ¢ — 1 + (29 + 1)¢'/?2 = m + ngq. [mm|
Proposicién 4.2.6. Supongamos que F/F, satisfuce las siguienes condiciones
(1) q es un cuadrado y (2) g > (g + 1)*.

Entonces el nidmero de lugares N = N(F) de F/F, de grado uno puede ser
estimado por
N < (g+1)+ (29 + 1)g'/?
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Demostracion. Supongamos que existe un lugar Q@ € Pgr de grado uno (de

otra forma N = 0 y ¢l enunciado se cumple trivialmente). Definimos ahora
g = q'/2, m = qgo—1yn = 2g+q. Entonces cs inmediatoque r 1= g—1-+(2¢g+
1)¢'/2 = m +nqgo. Definamos aliora T := {i | 0 £ i < m ¢ i ¢s un miimero polo

de Q}. Para cada ¢ € I escojamos un clemento w; € I, cuyo polo divisor sea
iQQ. Entonces ¢l conjunto {u; | 2 € T} es una base de £{(m@Q). Consideremos
¢l espacio vectorial £ := L(mQ)L(nQ)? C L(rQ) (por definicién £ consiste de
todas las sumas finitas 3 x;y7 con x; € L(mQ) ¥ y; € L(nQ)), desde luego £
cs un Fg-cspacio vectorial y £ € L(7Q). Descamos construir @ € L* (xr # 0)
tal que =(?) = 0 para todo P € Py con deg P =1 y P # Q. Supongamos
que encontramos a tal clemento . Entonces todos los hugares de grado uno,
excepto @ son ceros de x v el divisor cero () tiene grado deg (x)o = N — 1
y como z € L € L(rQ), deg(x)e = deg(r)eo < 1 = ¢ + (29 + 1)g'/? si
combinamos estas dos desigualdades, obtenemos N < ¢ + (2¢ + 1)q'2. Ahora
vamos a probar algunas afirmaciones para asegurar la existencia del elemento
T.

Afirmacion (1). Todo y € £ puede ser escrito de manerainica de la forma
Y= E u,zie ) (4.18)
ieT
con z; € L(nQ) no todas las x; = 0.
Para cualquier indice con z; 7 0 tenemos

vo(wxl) = vo(u;) = =1 (mod o)

Ahora, como m = gp — 1, los miimeros i € T son distintos médulo ¢gs. Entonces
la desigualdad estricta del tridngulo nos da

vg (Z u,-:r:“’) = min{vo{ux?) i€ T} # oco.

€T
Esta contradiccion demuestra la afirmacion 1. [m]

Consideremos ahora la funcién A : £ — L{(gon + n)Q) dado por

A ( E u,z"’“) = E ul®z

i€T el

con z; € L(nQ) por la afirmacion 1, esta aplicacién estd bien definida; A no es

F, —lineal, pero ¢s un homomorfismo del grupo aditivo de £ en L((qon+1)Q).
Afirmacién (2). El nicleo de A no es cero. Como A es un homomorfismo de

L en L({gom + n)Q) cs suficiente demostrar que dim £ > dim L((qomm + n)Q),

donde dim denota la dimensiéon como Fy-espacios vectoriales.
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: Por la .xﬁrm'\cnon 1y el teorema de Rxcmann-RO( h; tenemos que
7 drm L= dlﬂl(lTLQ) rlun(nQ) > (m+1-— u)(n +1-= (/)

por otro hdo, como gom+7 = qo(go — 1) + (294 q) por el teorema de Riemann-
Roch se sigue que dim L((ggm +1n)Q) = (2g+q)+1 —-g =g+ a + 1. De esta
manera, podcmos concluir la afirmacién 2 si probamos que

(m+1—-g)(n+1l—g)>g+qg+1
Con'cstt_: fin, consideremos las siguientes equivalencias
( (m+1l—-g)n+1—g)>g+g+1

=> (o~ 9)29+q+1-g)>g+q+1
= g—¢*+qp—g>g+qg+1
<> go > ¢’ +29+1=(g+1)?
<> g > (g+1)!
y dado que supusimos que ¢ > (¢ + 1)*, tenemos la afirmacién 2.
Afirmacidn (3). Sea 0 # x € L un clemento del micleco de A y P # Q un lugar
de grado uno.
Notemos que para todo y € L se tiene y(P) # oo porque @ cs el iinico polo
de y. Mds aiin como F, es ¢l campo de clases residuales de P, tenemos que

y(P)¥ = y(P) (por ¢l teorema de Lagrange). Sea ahora = € L con A(x) =
Escribamos a £ = 3o, u,3{° ¥ obtenemos

x(P)%° = (Z u.(P)z,(P)"")qn
=3 ul(P)z(P) = (Z u?":() (P) = A(@)}{(P) =0

ieT
Con csto demostramos la afirmaciéon 3 y la proposicion 4.2.6 estd completa.
La proposicién anterior nos proporcioné una cota superior para los niimeros
N, (en una extensién de campos apropiada). Con el propésito de obtener una
cota inferior, necesitamos un lema de la teoria de grupos.

Lema 4.2.7. Sea G un grupo que ¢s el producto dirccto
G = (o) x G’ (4.19)

de un grupo ciclico (o) y un subgrupo G' C G tal que ord G' = m, ord(g) =n
y m | n. Supongamos que H c¢s un subgrupo H C G tal que ord H = nc y
ord(HN G') = e. Entonces eristen ¢ subyrupos U C I con lus siguientes
propiedades

U es ciclico de orden n y UNG' = {1} (41.20)
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Demostracion. Sea T € G' y consideremos el sugrupo ciclico que estid generado
por {(o7) € G. Como o7 = 7o pucsto que G e¢s un producto directo, teneinos
ademads que (7,1)(1,0) = (7,0), ord{(c) = n y ord(7) | mn, de manera que
ord(or) = n. Mds ain, (o) NG = {1} y ademais (o7) # (o7') para 7/ # T
(todo esto se sigue inmnediatamente del hecho de que G es un producto directo)
porque los clementos A € G ticnen una representacion tinica de la forma A =
o'pecon 0 < i< nype G'. Hemos encontrado entonces m = ord G’ subgrupos
distintos U C G con las propiedades (4.20).

De la definicidon de producto directo, tenemos que G'<1G y entonces H/HN
G’ = HG'/G'. Por otra parte, (41.20) implica que HG' = G y entonces H/HN
G' =2 G /G’ es ciclico de orden nn. Sea ahora Ny € H cuyo orden moédulo HNG!
sea 1 y escribamos A = 0%7' con 7' € G’ y a € Z. El exponente ¢ es primo
relativo con n (de lo contrario habria un entero 1 € d < ncon o =1y
entonces /\g = 7" e HN G, lo cual es una contradiceion pues el orden de A
médulo HNG' seria menor que n). Por lo tanto una potencia adecuada X = A§
ticne una representacion de la forma A = o7y con 19 € G’

Sea ahora H NG’ = {yn,...,¢¥} y definamos

UY) = (orow;)

para j = 1,...,e. Los subgrupos UVU) C H con ciclicos de orden 7, distintos
y ademas UUY NG’ = {1}. Nos falta demostrar que ff no contiene otros
subgrupos ciclicos U de orden n con UN G’ = {1}. Sea ahora U un subgrupo
que satisface (4.20). De la misma forma encontramos un generador de la forma
especifica o7y con 1 € G'. Comoory € H y oo € H, tenemos

TonTe ! = (70) Hom) € HNG = {1,..., %}

Entonces 1y = 7o; para algin j y U = (o) = (o7ov;) = UY). (]

Consideremos la siguiente situacién: sca E/L una extension de Galois de
campos de funciones de grado [E : L] = m y supongamos que F, ¢s el campo
de constantes de £ y de L. Escojamos n > Ocon m | ny sea E' := EFgn (resp.
[ = LF4 € E’) la correspondiente extensién constante de grado n. Entonces
E'/L cs de Galois con grupo de Galois G' = (¢) x &G donde G c¢s el grupo
de Galois G := Gal(E'/L") = Gal(E/L) v o es el automorfismo de Frobenius
de E'/E. Por cl lema anterior G/ conticne exactamente m subgrupos ciclicos
UCG conordU =nyUnNG = {1} con digamos U,,...,U,,. Podemos
suponer que Uy = (o). Definamos como E; el campo fijo de U; (7 = 1,...,m).
Entonces F, = E y tenemos el siguiente diagrama
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Denotemos ahora por J(E) el genero de E. y por: N(E) (respcc N(L))‘
cl numcro de lugares de- grado uno‘de E; (resp de L)..

Proposncxon 4.2.8. Bajo las Inpotcszs antenores se liene
- 1.'Fy es todo el campo de constantes de E; paral < i < m.
2. E' = EiFgn y g(Ei) = g(E) para i = 1,b. ca, M.
3. mN(L) =", N(E).

Demostracion. (1), (2) Notemos primero que U; NG = {1}. Entonces de la
teoria de Galois sabemos que E’ es el campo compuesto de E; y L', por lo
tanto B’ = E;L' = E;LF,« = E;F;n es la extension constante de E; con Fin.
Como [E’ : E;] = ordU; = n de modo que Fy; es ¢l campo de constantes de E;.
El género es invariante bajo extensiones constantes como ya lo vimos, por lo
tanto g(E;) = g(E’') = g(E) parat=1,...,m.

3) Considcrcmos ahora los conjuntos X' = {P € P, | deg P = 1} y para

i=1,...,m, X; = {Q € Pg, deg Q = 1}, de manera que debemos demostrar
la siguiente afirmacién

m
U X = mixil (4.21)
i=1
Sea ahora P € X. Escojamos una extension P’ € Pgpe y sca 7 := PPN E.

El grado relativo f(P; | P) divide a m, dado que E/L es de Galois. Por lo
tanto f(P, | P) divide también a n y el campo de clases residuales de P’ es
Fg» por el teorema 3.6.3. Esto quicre decir que el grado relativo de P’/ | P es
S(P'| P) =n. Sea e = e(P' | P) el indice de ramificacién de P en E'/L y
r ¢l mimero de lugares en Pg. que yacen sobre P (como E'/L es de Galois, e
depende solamente de P) y tenemos entonces

mn=[E':Ll=e¢(P|P)f(P|P)yr=cnr

por lo tanto m = er y (4.21) sec reduce a las siguientes afirmaciones.
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A/eracwn (1). Para cualquier Q € Xicon Q| P, v\wte e\actdmcnt(, un
lugar Q' € Py que extiende a Q. :

Afirtnacion (2). Para cualquier lugar Q' € l?,;: con Q' [ P, cxlste‘
e distintos lugares Q € UL, tales que Q' | Q.

Demostracion de la afirrnacion 1. Si Q' € Pp \’dC(‘ obre e 1ug'1r Q 3 J\-
y Q| P, entonces :

HQ1Q) = F@ | Qf@| P) = f(Q | Py=n_

Notemnos que f(Q | P) =1 pues Q € X;. Por lo tanto f(Q' | Q) = [E’ : E] lo
cual implica que Q' cs la tnica extensién de @ en E' | . E;. )

Demostracion de la afirmmacidn 2. Sca ahora Q € P t.al quc Q’ | P Sea
H C Gal(E'/L) el grupo de descomposicion de Q' sobre P Z € E’ ¢l campo_
fijo por H ¥y Pz;= Q' N Z. Entonces

ord H=e(Q' | P)f(Q'| P) =en

y J(Pz | P) =1, por el teorema 3.7.7. En particular se sigue que F, es el todo
el campo de constantes de Z. Por la teoria de Galois, ¢l campo fijo de HNG
es el compuesto de Z y L’. Tenemos ahora ZL' = ZLFgn y [ZFp - Z)=n
puesto que FF, es todo el campo de constantes de Z. De esta manera

ord(HNG) =(E': Z|/I1ZL' : Z) =ne/n=c¢

ct. mentc

Dado que P ¢s no ramificado en ZL' = ZFyn, se sigue también que T := ZL'
cs el campo de inercia y H N G es ¢l grupo de inercia de Q' | P. Aplicamos
ahora cl lema 4.2.7 y tenemos exactamente ¢ de los grupos ciclicos Uy, ..., U, .
Sca Q; = Q'NE;. Como Ejj contiene el campo de descomposicién de Q' sobre
P, Q' cs el dnico lugar de E’ que yace sobre @,;. Por otro lado e(Q | Qi) =1
pues es una extensién constante de E,;. Esto implica que f(Q' | Qi;) = [E' :
Ejl = n = f(Q' | P)y por lo tanto deg Qi; = 1. De esta manera hemos
construido e lugares distintos Qi; € UL, X, tal que Q' | Q5.

Supongamos ahora que Q € .\X; para algin i € {1,...,m} ¥y Q' | Q.
Entonces f(Q' | Q) = n. Tenemos ademis que U; = Gal(E'/ E;) estd contenido
en el grupo de descomposicion H de Q' sobre PP, es decir, U; es uno de los grupos
anteriormente mencionados Uy, y @ es el correspondiente Qy;, j € {1,...,¢}.
Esto demuestra la afirmacion 2 y con ello concluimos la demostracion de esta
proposicién. jm}

Para finalizar la demostracién del teorema de Hasse-Weil, necesitamos del
siguiente lema.

Lema 4.2.9. Supongamos que = € F satisface vp(z) # 0 (mod p) para algin
P e Pp. Entonces =z es un clemento separante para F/K. En particular FJK
es separablemente generado.
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Dermnostracion. -Revisar [Sti]. - LG [m}
Fin de la demostracion del teorema de Hasse- Weil. Como se menciond antes
necesitamos establecer una cota superior para N, = N(F;). Escojamos un
subcampo racional Fy = F,(t) € F tal que F/Fy es scparable y finita; con-
sideremos también una extension E/F tal que E/Fy sea de Galois (notemos
que existe un elemento separable por el lema 4.2.9). Es posible que el campo
de constantes de E sca una extension propia Fee de F,. En este caso, vamos a
considerar los campos FFuu y FolFge = Fu(t) en lugar de F y de Fy. La exten-
sién E/FoFae es de Galois y suficiente probar Hasse-Weil para FF. Podemos
ahora cambiar la notacién y suponer que Fy es el campo de constantes de E' y
mis ain, podemos suponer que g es cuadrado y ¢ > (g(E) 4 1)7.

Seam=[F : Fly n = [E : Fp). Consideremos la extensién constante de
campos E' = EFyn, F' := FFgn y Fj = FolFoFae. Por el lema 4.2.7, existen
exactamente m distintos subgrupos ciclicos Vq,...,V;, € Gal(E'/F) de orden
n'tal que V; N Gal(E'/F') = {1}. Es claro que V; N Gal(E'/F}) = {1} (esto
se hace mostrando que E’ es el compucesto de F§ con el campo fijo de V),
de manera que podemos suponer que V; = U; para i = 1,...,m. Denotemos
ahora por E; el campo fijo de U; para i = 1,...,n. Por la proposicién 4.2.8.
tencmos lo siguiente:

mN(F) = iN(E.») » (4.22)
¥ por otra part.e
nN(Fo) = N(E) (4.23)

i=1

Dado que supu51mos que g es cuadrado y q > (g(FE) + 1)* tenemos la siguiente
cota superlor e

N(E) < q+ 1+ (29(E) + 1)¢'/?

para 1.< i < n. Por la proposicién 4.2.8, los lugares de Fy = F, (t) de grado
1 son’el polo det para cada a € F, el cero de t — v, entonces N(Fo) =qg+1
‘combinamos esto con (4.22) y (4.23) para obtener

mN(F) = aN(Fy) + il\'(E,-) - i N(E)

i=1 i=1
n

n(g + 1) — Z N(Fy)

1=m+1
nlg+1) = (n—m)(g + 1+ (29(E) + 1)q"/?)
mg + 1) = (n — m)(2g(E) + 1)¢'/?

v
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Por lo tanto N(F) = ¢ +1 — 2:%(2¢(E) + 1)q'/?. Notemnos también que los
nimeros m, n 'y g(E) son invariantes bajo extensiones de campos constantes,
de manera que hemos establecido una cota inferior

N, 2> q +1—caq™?

para una constante ¢; > 0 y con csto terminamos la demostracion del teorema

de Hasse-Weil. a

El teorema de Hasse-Weil es referido frecuentemente como la hipotesis de
Ricmann para campos de funciones. Esto se debe a que podemos tomar la
funcién Zeta Zp(t) como un andlogo de la funcién ¢ de Riemann

oo

((s) = % (4.24)
n=1
(donde s € C y Re(s) > 1) de la siguiente mancra. Definamos la norma
absoluta de un divisor A € D por A/(A) := ¢994. La norma absoluta de un
divisor propio P € Py, M(P) es la cardinalidad de su campo de residuos F,.
Entonces la funcién

Cr(s) = Zp(a™) = Zr(3)

pucde ser escrita como

o0

Cr(s) =D _Ang™" = D N(A)"

n=0 AEDE. A0

que es el andlogo apropiado para (4.24). Se sabe que la funcién ¢ de Riemann
tiene una extension meromorfa en el plano complejo. La hipdtesis clasica de
Ricmann establece que ademas de los llamados ceros triviales s = -2, —4, -G,
etc. todos los ceros de ((s) estin en la linca critica f2(s) = 1/2. En el caso de
campos de funciones ¢l teorema de Hasse-Weil nos dice lo siguiente

Cr(s) =0=> Zp(q™") =0 => lq7 % = ¢~ /¥
como |q*| = ¢~ (=) tenemos que (-(s) = 0 = Re(s) = 1/2. Por esta razén

el teorema de Hasse-Weil es visto como el anidlogo de la hipdtesis clisica de
Riemann.
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Capitulo 5

Un método de construccion de
curvas

Comenzaremos este capitulo con algunos antecedentes de variedades sobre
campos que no son algebraicamente cerrrados.

Definicién 5.0.10. Denotemos por K la cerradura algebraica de K. Una
variedad afin V' C A} se dice que estd definida sobre K si su ideal J(V') C
K[X1,...,X,] es generado por polinomios Fy,..., Fr € K{X),...,X,]. Si V
esta definida sobre K, el conjunto

V(IKY=VNAYy ={P=(n,...,a,) € V|a; € K para todo i}
- es llamado el conjunto de puntos I -racionales.

Existe una caracterizaciéon de los puntos racionales de una variedad en
términos del grupo de Galois: Sea Gal(K/K') el grupo de Galois de A/K. La
accién de Gal(K/K) sobre K se extiende de manera natural a los conjuntos

By Pl K[Xx,,.. ., X,], etc. Por cjemplo, consideremos una variedad pro-

yectiva V' C P (definida sobre K), un punto P = (ag : -+~ ay) € V yun
automorfismo ¢ € Gal(K/K); entonces o(P) = (o(ap) : -+ : o(ay,)). Es claro
que

V(K)={P eV }|o(?) =P para todo o € Gal(K /K }

Consideremos ahora una curva proyectiva 17 € P la cual estd definida sobre K
(XK perfecto). Entonces el campo K (V') de funciones KN-racionales ¢s un campo
de funciones de una variable sobre K. Un divisor D = 3 ,..,-npP € D(V)
estd definido sobre K si o(D) = D para toda o € Gal(IWN /). Los divisores de
V definidos sobre K forman un subgrupo D(V/K) C D(1"). Si D € D(V/N),
cl espacio Ly (D) esti dado por

Lp(D)y=KA")NL(D)
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es un K-espacio vectorial de dimensién finita y su dimcensién sobre K es igual a
la dimensién de L(D) (sobre K) por el teorema 3.6.3. Un divisor Q € D(V/K)
con @Q > 0 cs llamado un divisor primo de V/K si Q no puede ser escrito de
la forma Q = Q) + Q2, con Q,,Q2 € D(V/K). Los divisores primos de
VV/ K corresponden con los lugares del campo de funciones K(V)/K; bajo esta
correspondcencia, divisores primos de grado uno, i.e, puntos K -racionales de
V corresponden a los lugares KX(V')/ K de grado uno.

Ejemplo 5.0.11. Sea J/ un campo perfecto de caracteristica p > 0 y consi-
deremos el polinomio g(X,Y) = aX™ +bY" +¢,a,b,c€e K\{0}, m>2n>1
y p t mn. El polinomio g(X,Y’) es irrcducible (esto se sigue del criterio de
Eiscustein proposicién 3.1.14). La curva afin V = {P € A% | g(P) = 0} es no
singular, ya que si P = (e, 8) € V,

9x(a, B) = ama™ ' # 0 6 gy (a, B) = bnf™' £ 0

Sea ahora G(X, Y, Z) = aX™+bY " Z™ "4+ ¢2Z™ la proyectivizacién de la curva
V/, entonces la cerradura en P2 de esta curva cs
V={ca:8:7) € P4 | G(a,B,7) = 0}

Consideremos los puntos al infinito, es decir, 2 = (a : 8 : 0) con («, 8) # (0, 0)
y G(a, 3,0) = 0.

Caso 1:m > n. De G(«, 3,0) se sigue que e = 0 por lo tanto P = (0:1:0)
‘es el tinico punto al infinito. Este es un punto singular ya que Gx(P) =
Gy (P) = Gz(P) = 0. Caso 2:m = n. Tenemos entonces G{a, 5,0) = aa™ +
bB™, por lo que B8 ¥ 0 y entonces podemos pensar que 8 = 1, es decir,
P = (a:1:0). La ecuacién an™ + b = 0 tiene m raices distintas a € K, por
lo tanto hay m puntos distintos al infinito de V. Todos ellos son no singulares
pues Gy (a, 1,0) = mb # 0.

5.1 Extensiones ciclicas del campo racional

En esta seccion se vera el caso particular de campos de funciones F = K(x, y)
que estan definidos por una ecuacion

Yyt = ath(x)"' (5.1)

=1
con s > 0,los polinomios p;(x) € K[x], distintos ¢ irreducibles, a # 0 y 0 #
n; € Z. Ademads, vamos a suponer que las signientes condiciones se cumplen
char K tn, mecd(n,n)) =1 1<i<s (5.2)

Tenemos entonces un caso particular del teorema de Riemann-Hurwitz para
este tipo de extensiones.
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Proposicién 5.1.1. Supongamos que F = K(x,y) estd definido por (5.1) y
(5.2), entonces tenernos

1. K es el campo pleno de funciones de F, y [F : K(x)] = n. Si K
contiene un raiz primitiva n-ésirna de la unidad, entonces F/K(x) es
una extension ciclica.

2. Denotemos por P; y por P el cero y polo de pi(x), respectivamente en
K(z). Entonces los lugares Py,..., P, estdn totalmente ramificados en
F/K(x). Todos los lugares Qoo € Pr con Qu | Poo tiene indice de
ramificacion e(Qoo | Poo) = n/d donde

d 1= med (n, Z n; deg p.-(:c))
i=1

Ningun otro lugar P € Py (z) que no sea Py,..., P,, Py se ramifica en
F/K(x).

8. El género de F{K(x) es

n—1 d—1
9=— ( 1 +Zdeq7),(’t)) - T

Demostracion. Este resultado se sigue inmediatamente de la. proposwlon 3.7.3,
el corolario 3.7.4 y la observacién 3.7.5 o O

Ejemplo 5.1.2. Sea F = K(z,y) con
yn —_ (.’IZ'" — b)/(.’l:"‘ — C)

donde b,c € K\{0}, b # ¢ y char K { mn. Entonces (5.1) y (5.2) se cumplen
y ademas

g=@n—1)(m—-1)
Ejemplo 5.1.3. Consideremos ahora el campo de funciones F = K(z,¥)
definido por la ecuacién
az™ + by" =¢, a,b,ce K\{0}, char K{mn
:tiene género
g= é—((n — 1)(m — 1) + 1 — med(m, n))
En el caso particular de la curva de tipo Fermat, es decir el campo de funciones

definido por

az” +by" =e¢, a,b,ce K°, charKitn

cuyo género es igual a g = (n — 1)(n — 2).
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, Un caso partlcularmente interesante es el de las curvas ma\unas es. dec:r,
aquell'\s curvas que tienen la cota de Hasse-Wml SR e

i E_]emplo 5.1.4. Consideremos K =:F, ¢l campo finito dc cardmahdad q .
: Consndercmos el campo’de funciones F = K (z,y) con ‘

ax®™! + by =¢ a,b,c€F, \{0}, n| a +1 (5.3)

Sea P,=P, . € Pre(zy (resp. Poo) el cerode  — o (resp el polo dex—a)y
. ‘queremos determinar el nimero

N = N(F[Fp) =| {P € Pp; deg P =1} |

Vamos a hacer, en primera instancia, un cambio de variable para escribir a
este campo de funciones en términos mas conocidos. Hacemos la sustitucién
Ty = T, h = 6y con vI*! =a/cy 6" = —~b/c y obtenemos entonces F(zi,y,)
con yP = z¥*! — 1 (notemos que 7,4, € g2 pues todos los clementos de I, son
(q + 1)—potencias de elementos de Fyz).- Por lo tanto podemos suponer desde
el principio que F = K (z,y) con

yt=z*' -1 vy njg+1 _ (5.4)

Seca P, € Pk(s) (resp. Po) el cero de x — « (resp. el polo de = en K(z)).
Chualquier lugar P € Pr de grado uno yace sobre P, o sobre 2, para algin
o € K, por lo tanto debemos estudiar la descomposicion de P, y Py c¢n
F|K(x). )

‘ Caso 1. o € K y a'! = 1. En cste caso o es una raiz simple del
polinomioT9+! — 1 € K[T]y P, cs completamente ramificado en F/ K (x) por
‘la proposicién anterior. Por lo tanto P, tienc una unica extension P € Pr y
deg P = 1. .

Caso 2. @ € K y a9*! # 1. Vamos a determinar la descoposicién de P, en
F/K(z). El polinomio minimo de y sobre K(x) es ¢(T) =T — (29! — 1) €
K(@)T}, ¥

Ga(T) =T" = (o' — 1) € KI|T|
ticne n distintas raices f§ € K = F,;z (cn esta parte usamos ¢l hecho de que
a®*! — 1 € F,\{0} y nn | ¢ + 1). Para cualesquiera de csas raices 3, existe un
tnico lugar Popg € Pr tal que Popg | Pa y y — B € P, cs de grado uno. Por
lo tanto P, tiene n extensiones distintas 7 € Py ue cumplen deg I = 1.

Cuaso 3. o = oo. En este caso, no es posible aplicar directamente el teorema
de Kummer, pues no todos los cocficientes del polinomio minimo de y sobre
K(zx) estdn en el anillo de valuacion Oy de FP. Consideramnos entonces cl
elemento z := y/z":‘! que satisface la ecuacion

=1— (1/a)7*!
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"‘Como T =1 tiene n raices distintas en K toncm()\ que P, ticne it extensiones
" distintas PP € P, todas de grado umo.
- Existen q + 1 elementos a € Fgp2 que pertenceen al caso 1y (¢2 — (¢ + 1))
clementos a s¢ encuentran en el caso 2. Sumando las extensiones obtenemos
que F/]qu tlcne

v——(q+1)+n(q —(q+1))+n—q+1+n(q —q)

lug'xrcs de grado uno. "Por el primer, ejemplo el’ genclo de Fesg=(n—1)(q—
1)/2y por lo tanto FEEay

cota de Hasse—Well

sobre Fga.
Ejemplo 5.1.5. El casb particular H = Fy2 (:1:, y) con
» ' f ) :c"f“ +yq+l =1

cs llamado el campo de funciones hermitiano y es un campo de funciones
madximo. Como lo indica el cjemplo anterior. En este caso g(.X, Y) = X9+ 4+
Y9! — 1. Vamos a determinar el niimero de puntos K -racionales P = (o : 83 :
v).- € V(K). Sea primero v # 0, cs decir, 7 = (o : 8 : 1) Para todo a € K
‘con a9F! # 1 existen g + 1 elementos distintos 3 € I con G(a,3,1) = 0.
Finalmente si v = 0, existen g + 1 puntos P> = (o : 1 : 0) € V(K). De
esta manera tenemos todos los puntos K-racionales de la curva hermitiana,
los cuales totalizan ¢* + 1.

5.2 El método

Las curvas construidas a partir de este momento estaridn dadas por ecuaciones
afines sobre un campo finito con ¢ clementos definidas por

= h(x),
donde m divide a ¢ -~ 1 y h(x) € F,(x) una funcién racional. Para ¢l método
estudiado en este trabajo m seri cualquier divisor de ¢ — 1 v h(a) = 1 para

casi todos los elementos de o € .
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‘L»a_vifon'na;(ble ‘construir es a5 curvas, consistiria en considerar ecuaciones de
la forma . -
R _g(x)

: ~ R(g(=)

dondc R(g(z)) es. un polmomlo asociado a g(z) de tal forma que el cociente
R(gf:)) es casi sienmipre 1: cuando lo evaluamos en el campo finito en cuestidn.
Dado un polinomio g(a:) € F,[z] de grado > ¢, definimos su polinomio reducido
R(g(z)) el cual sera de grado < g — 1, que se obtiene de g(x) realizando las
siguientes operaciones en los monomios:

1. R(z¥)==x9sij<qg—1.
2. R(:z:‘ﬂ'j‘) == z!*J para toda j > 0.
Veamos los siguientes ejemplos de cédlculo polinomio reducido.

Ejemplo 5.2.1. Consideremos los siguientes polinomios

R(z?}') = R(z9+97 ') = R(a'*9 ") = R(z") ==

R(:l:z""z) = R(z9+972) = R(:z:“*'"'z) = R(x97 ') = z9!

R(az? + z9+! 4+ bx + ¢) = R(az?) + R(z9*') + R(br) + R(cz®)
=ar+x24+bx+cSiq#2ya,bc#0 (modq).

Ma3s en general, es inmediato verificar que sin =m (mod g —1) y 1 <

n < g — 1, entonces R(x™) = o™ y precisamente por este hecho, para a € F,
gla) = R(g(a)). En particular

g(a) =0 == R(g(a)) =0

Observacién 5.2.2. La propiedad inds importante entre un polinomio g(z)
v su reducido R(g(z)) cs la siguicnte

g(z) .
Ra@) — 1 para todo a € Fy con g(a) # 0

Esta observacién es inmediata del hecho de que Fy tienc orden ¢ — 1, es un

grupo bajo el producto y la relacién que ocurre sim = n (mod g —1) entonces
r=z" (1 £n<qg-1).
Las curvas absolutamente irreducibles, definidas por

wm_ _9(x)
R{g(z))

son tales que su mimero N de puntos racionales sobre F, satisface

y tal que tn | g — 1 (5.5)

N zm#{aeF, | g(a)#0}.
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Lo cual ‘también es facil de verificar pues, cn F;, para cada divisorm de ¢ — 1
existe un subgrupo multiplicativo de orden n (F, es un grupo ciclico para todo
campo finito Fg).

Los polinomios g(z) que vamos a cstar considerando siempre serin de la
forma g(z) = f(z)" para algin f(z) € Fy[z] y » = 2, esto es hecho con el
objeto de que la curva tenga género pequeno. De esta manera las curvas X
que estaremos considerando serdn de la forma

m_ _JE)T

T R(J(=)7)

La ccuacién (5.6) nos define una extensién muy particular de campos de fun-
ciones IF, (z, y) /F,(x) y siempre ocurrird que en esta extensién existe un lugar
totalmente ramificado y por lo tanto tendremos que la ccuacién (5.6) cs total-
mente irreducible (corolario 3.7.4).

El siguiente tecorema nos da una caracterizacion del género de las curvas
anteriormente expuestas.

Y mlg—1lyr=>2 (5.6)

Teorema 5.2.3. Sea f(x) € Fy[z] un polinomio separable y sea ¢’ una poten-
cia de la caracteristica tal que ¢’ (deg f(x)) > q". Supongamos también que el
polinomio reducido R(f(x)¥) es también separablc y que la curva X definida

por
mo _J@T
R(f(x)7)
es absolutamente irreducible.

Entonces el género g y el nimero N de puntos racionales sobre Fyn de la
curva X satisface

Yy con mn divisor de ¢ — 1

2= +8 —-2c)(in—1)+c(m—d)+(m—d) y N=>(q"—a)m

donde los coeficientes § = deg f(x), 8' = deg R(f(z)¥), d = mecd(m, ¢’ — 1),
d' = med(m, q’§ — §') y los nimeros c y ¢, estdn definidos por

e =#{a € Fu | f(a) =0}
¢ =#{a € Fypm | f(a) = R(f(c)) = 0}

y Fyn es la cerradura algebraica de .

Demostracion. La afirmacién sobre el género g de X se sigue de la férmula
de Riemann-Hurwitz aplicada a la extensién de campos Fyn (z. y)/Fyn () de
grado m. Los ceros comunes de f(x) y de R(f(x)) en F, se ramifican con
indice de ramificacion m/d (pues cada uno de los lugares ~los ceros comunes-
son menores o iguales que el diferente), el infinito posee indice de ramificacién
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m/d' por el corolario 3.7.4 de las extensiones- de' Kummer 'y los demds. ceros
del numerador o el denominador, los cuales son § + §' — 2¢ puntos son ceros
simples y por lo tanto totalmente ramificados. De esta manera la férmula de
Rlemann-Hurwmz nos da lo siguiente

2g 2 = —-2m+cd(——.-— 1) +d’(— —~ 1)+ (6 + 8 — 2c)(m — 1)

que es, despucs de algunas snmphﬁcacnoncs la afirmacién del teorema. La
afirmacién sobre el niimero N se sigue inmediatamente de la observacién 5.2.2.
a

Debemos mencionar que el valor exacto de NV se obtiene después de analizar
la racionalidad de los puntos cuya primera coordenada es £ = o0 0 & = «,
cona € F, y f(a) =0. Si o € F, es un cero de f(z:), entonces es un cero de
multiplicidad ¢ — 1 de la funcién racional R—(}(—zlﬁ, dado que supusimos que los

polinomios f(z) y R(f(x)) son separables, podemos escribir -a la curva X de
la manera siguiente

m_ @)

T R(S(z)?)

con h(z) € Fylz] y h{a) 5 0. La ecuacién anterior la podemos ahora reescribir

como . ”d .
g mfd .
(( - )’%'—‘) — i
: r—ao o

dOnde d= med(m, ¢ — '1)‘,.”Devnotamos ahora por z lo siguiente

y = (x — a)"'"h(a:)

mjd
z= Y gl =1
(z — a)

De manera que tenemos las siguentes extensiones de campos de funciones
Fogn (z) C Fyn (z,2) C Fyu (z,y). Entonces para verificar la racionalidad de los
puntos con T = «, basta verificar que la ccuacién = = h(a) posee d soluciones
en el campo finito Fgn y en ese caso tendremos d puntos racionales cuya primera
coordenada sera = .

5.3 Aplicaciones del método

Las siguientes curvas se considerarin sobre Fye.
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Ejemp‘ld 5 3 1 Consndcrcmos la curva

(z7 + o+ 1)7

g7tz 1)" ‘o 2
= T a1 m un divisor de q. "1.

- Notemos pnmcro algunos detalles: las raices comunes del numerador y del
,denommador pertenecen a IF, y satisfacen la ccuacién z2 + =z + 1=0,("=«
siaeT, ) Entonces tenemos tres casos a considerar pues 2 +x+1=0siy
‘ s6lo si-z3 =71 y x % 1. Denotemos por d = med(m,q — 1).. ler Caso. g=1
o (mod 3), entonces ¢ = ¢; = 2, por lo tanto .

g=(¢g—2)(m—1)+ (m —d)

y ademds )
B N {(q - 1)m, si 251 %0 (mod 3)
—1)m+2d, si 2} =0 (mod3)
-Entonces tenemos puntos racionales cuya primera coordenada es £ = a y
a? + -+ 1 =0siy sdlo si existe z € Fz tal que z4 = —a, lo cual ocurre si y

sélosi 3 | ”I_T‘ De la misma manera, tenemos m puntos racionales cuya primera
coordena es T = oo ya ql.xc,la ccuacién z"‘ =="1tiene claramente soluciones en
Fg2. :

2do Caso. ¢ = 0 (mod 3) cntonces c=c = 1 y tenemos

por otra’ bzirtc :

El numero de plmtos ramonales viene del hecho de que tenemos d puntos cuya
primera coordenada es & = 1 y m puntos cuya primera coordenada es © = oo.
3er Caso. q¢ = 2 (mod 3), entonces ¢ = ¢ = 0, por lo tanto

g=q(m—1)
y

N=(¢>+1)m
En este caso obtuvimos exactamente m puntos cuya primera coordenada es
x = oo.

Ejemplo 5.3.2. Supongamos primero que p # 2 y consideremos la curva
definida por:
m o (T + 1)

. 9
Yy = ————— con m un divisor de -1
y a9+l 49 — 17 q

1



~Por. e,mmplo,.sx P
-esiigual‘a o(a)
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De nueva cuenta las raices comunes del numerador y el denominador son ele-
mentos cn F, que satisfacen o® + a — 1 = 0, es decir, (2(a+ %))2 = 5. Por
lo tantd, necesitamos que p # 5 y ¢ un cuadrado tal que ocurra lo siguiente
p = #£1 (mmod 5). Tenemos entonces que ahora ¢ = ¢; = 2. Entonces por el
tecorema 5.2.3 tenemos que ¢l género

g—((l—'Z)(m-~1)+(m d),-.

donde d = med(m, q — 1). Denotemos por o(a) el ordcn del elemento « en I,

que cumpla ademds o2 +a+ 1 = 0, vemos que: el numero de puntos mcwnales
sobre F,2 satisface

_caso contrarlo

El nimero exacto de-los puntos racxon'xles se obtlene al anahzar culdadosa-
mente las siguientes ccuaciones .. ;.

(a"+1)"' w1

e A . .
= ==Ssir=ayu«o a—-1=0
E aqy a? ‘ y + .

M= 1 los puntos cuya primera coordenada ¢s z = oo

'3 y-g-es un cuadrado, entonces el orden del elemento «
8 ‘y-obtenemos 2d puntos racionales extras si 9—-— De csta
manera.para g-= . 9 obtenemos una curva sobre Fg; y g = 7 con N = 164, un
record 'ara curvas sobre este campo y de este género (ver Quoos)
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